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A MODO DE INTRODUCCION

En la presente memoria se describen experimentos y modelos numéricos con los
que se estudia la dinamica espacio-temporal no lineal de laseres de colorantes y COx.

El capitulo 1 resume los elementos tedricos esenciales de la nueva ciencia de los
sistemas dinamicos no lineales, haciendo especial énfasis en el comportamiento
caético determinista propio de muchos de ellos. Estos resultados se particularizan al
modelo mas simple de la dinamica laser (modelo de Lorenz-Haken) y que es capaz de
predecir la existencia de una transicién orden-caos en un laser monomodo
homogéneamente ensanchado. Se describen ademas los principales resultados
experimentales que han influido en nuestro trabajo y que apuntan a la existencia de
una dinamica espacio-temporal muy compleja en los sistemas laser.

Los capitulos 2 y 3 contienen el grueso de los resultados experimentales y presentan
una estructura muy similar; esto se debe a que los experimentos en el laser de COy
estuvieron profundamente influidos per lo que ya sabiamos del laser de colorantes,
aunque cada uno de ellos presenta rasgos particulares en su dinamica que los hacen
diferentes.

El principal resultado experimental es que en ambos casos la seccion recta del haz
del laser presenta una dinamica temporal cattica acompafada de una descorrelacion
espacial para distancias muy pequeias comparadas con el tamafio de dicha seccién.
La primera identificacion de este fenémeno en laseres de colorantes (al menos segan
los conocimientos del autor) se dié en [Ipa88].

En algan caso ha sido posible identificar la cadena de bifurcaciones que lleva desde el
estado ordenado (tanto en el tiempo como en el espacio) hasta el cadtico o turbulento,
y se han aplicado las técnicas de la dinamica no lineal para estimar la dimensién
fractal del atractor subyacente. En muchos de los casos estudiados esta dimension
resulta ser pequedia (entre 2.7 y 4.0 tipicamente). Asi pues la dinamica temporal
compleja observada procede de un sistema cadtico determinista con un nuamero
pequerio de grados de libertad.

En el capitulo 4 desarrollamos modelos tedricos derivados de las ecuaciones de
Maxwell-Bloch con los que intentamos explicar algunas observaciones
experimentales. Se analizan con detalle las soluciones exactas a dichas ecuaciones en
forma de ondas planas no lineales. Se ha clarificado la relaciéon entre la dinamica del
campo elécirico y la energia en dicho modelo, y se han calculados los patrones

espaciales de energia a que da lugar. Un resultado interesante es que la dimension



fractal calculada y la medida en el caso del laser de CO5 coinciden razonablemente
bien.

Otros modelos que permiten entender algunas caracteristicas del laser de colorantes
estan basados en la idea de la existencia de filamentos en la seccién recta del haz cuya
interaccion mutua daria lugar a la dinamica observada. Una primera aproximacion
muy simple a este fenémeno consiste en estudiar el acoplo de dos osciladores de tipo
van der Pol. Los calculos muestran que este modelo presenta una rica dinamica, que
incluye sincronizacion de oscilaciones, caos, multiestabilidad y existencia de cuencas
de atraccién fractales. De especial interés para nuestro caso es el hecho de que
osciladores que inicialmente tienen frecuencias muy dispares puedan sincronizarse
aproximadamente incluso cuando la dindmica es cadtica (esto quiere decir que el
espectro de potencia presenta picos bien marcados sobre un fondo continuo), y que
dichas frecuencias dependan en algunos casos muy débilmente de los parametros de
control. |

En la seccién de conclusiones se describen en forma pormenorizada los hallazgos

experimentales o numéricos mas relevantes y novedosos a que a dado lugar este

trabajo.
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CAPITULO 1

PERSPECTIVAS DE LA FISICA NO LINEAL DE LOS
SISTEMAS LASER

1.1. La renovacion de la dinamica

En este epigrafe pretendemos introducir la mayor parte de los conceptos y
terminologia que serdan necesarios para describir los resultados presentados en el resto
de la memorta. Aparte de ésto haremos también una serie de comentarios acerca de
cémo han cambiado nuestras nociones sobre el comportamiento de los sistemas no
lineales al descubrirse los fenémenos de inestabilidad dinamica determinista,
bifurcaciones y caos. Pensamos que una concepcién clara de estos cambios es
necesaria incluso para plantearse las preguntas correctas sobre la dindmica de tales
sistemas, vy en este sentido estamos asistiendo a la creacién de un nuevo paradigma
cientiﬁco. Paradigma que implica ver fenémenos ya conocidos y otros nuevos bajo una
perspectiva mas amplia y unificadora, objetivos ambos dentro de la mejor tradicién de
las clencias naturales. Sin embargo no es nuestro objetivo aqui describir teorias
cientificas revolucionarias en el sentide de hallar nuevas leyes fundamentales de la
naturaleza sino, mas bien, resaltar todo aquello que aun queda de sorprendente y
novedoso en las teorias clasicas, que describen de una manera adecuada gran parte de
los sistemas fisicos que nos rodean.

Para comenzar vamos a fljarnos en dos fenémenos que atrajeron gran cantidad de
interés durante los siglos XVIII y XIX: la dinamica de tres o més'cuerpos sometidos a su
influencia gravitatoria mutua y el comportamiento de los fluidos, en especial con
respecto al movimiento turbulento que manifiestan en una gran variedad de
situaciones experimentales.

Se puede decir que el problema de los tres cuerpos es tan antiguo como la
formutacion por Newton de sus leyes de movimiento y de atraccién universal. Tras un
primer e impresionante éxito al deducir las caracteristicas mas relevantes del
movimiento de los cuerpos en el sistema solar a partir de unas pocas leyes
matematicas extremadamente sencillas surgié la cuestion de cdmo se comportarian
tres cuerpos sometidos a sus atracciones gravitatorias mutuas. Es bien sabido que las

propiedades mas facilmente observables de los movimientos planetarios (sus 6rbitas



elipticas, la conservacién de la velocidad areolar y la relacién entre perlodo de
revolucién y semieje mayor de la drbita) se deducen suponiendc que tenemos
unicamente dos cuerpes, €l Sol y el planeta en cuestidn. Desde el primer momento se
vié que la presencia de los otros planetas introduciria clertas correcciones a estos
movimientos keplerianos que habian de ser tomadas en cuenta si se querian obtener
predicciones realmente afinadas del comportamiento de los planetas y satélites del
sistema sclar. Las correcciones vienen dadas en términos de unos parametros
adimensionales que son esencialmente los coclentes de las masas de los distintos
planetas a la del Sol, y por tanto son niimeros pequenos. En este caso la teoria de
perturbaciones (desarrollada ex-profeso para responder a las exigencias de la
mecanica celeste, no lo olvidemos) permité unas predicciones realmente buenas de los
movimientos planetarios, tanto es asi que las desviaciones de los comportamientos
predichos permitieron establecer teéricamente la existencia del octavo planeta del
sistema solar (Neptuno} antes de su descubrimiento por los astrénomos. El descubrir
un planeta hasta entonces desconocido justamente en la posicién predicha por el
calculo aumenté la confianza de los fisicos y astréonomos en la correccion del modelo
newtoniano, al menos en cuanto a su aplicaciéon a nuestro sistema planetario se
refiere. Asi pues, si los planetas obedecen las leyes mecanicas establecidas, las
desviaciones de sus trayectorias keplerianas son predichas por la teoria de
perturbaciones, vy cuzando atin quedan irregularidades que explicar se predice la
existencia de un nuevo planeta y éste realmente existe cual es el problema? ;/No se ha
llegado al maximo exigible en ciencias naturales al menos en este dominio del
conocimiento? No del todo. En primer lugar parecia casi insultante el que la
generalizacién mas simple del movimiento de dos cuerpos sometidos a su atraccion
gravitatoria, es decir el de tres cuerpos, siguiera sin solucion analitica. Este problema
tedrico ocupé a las mejores mentes matematicas de los siglos XVIII y XIX, contando
entre los que se dedicaron al mismo Newton, Clairaut, Euler, Laplace, Lagrange,
Poincaré, etc. ;Qué es lo que hace tan dificil este problema? ¢Es simplemente cuestion
de encontrar algan “truco matematico” suficientemente ingenioso que permita
resolverlo, o hay algo mas profundo detras de las inmensas dificultades gue presenta?
En segundo, hay un caso del problema de los tres cuerpos que en su dia fue de una
importancia practica relativamente grande, por lo que la solucion del mismo era mas
urgente si cabe: nos referimos al sistema Sol-Tierra-Luna. Debido a la proximidad
entre nuestro planeta y su satélite, y a su relacion de masas relativamente grande, la
teoria de perturbaciones es mucho mas dificil de aplicar que en otros casos, asi que
también los éxitos predictivos eran menores. La importancia practica de este problema
radicaba en que en una época en que los relojes de precision eran atn dificiles de
fabricar, la orientacion con respecto a la Luna era una de las pocas maneras flables de

obtener la longitud en alta mar, con lo que esto suponia en una época de expansion



del comercio transatiantico, y de viajes de descubrimiento y exploracién a lo largo de
todo el globo.

Tras casi dos siglos de analisis del problema de los tres cuerpos podemos decir que a
finales del siglo XIX , y gracias sobre todo a la monumental obra de Poincaré, se
habian entendido parte de las razones de las dificultades del mismo. Se resumen como
sigue: el movimiento de N cuerpos puntuales sometidos tinicamente a su mutua
atraccion gravitatoria se puede interpretar como el movimiento de un unico punto
representativo de todo el sistema mecanico en un espacio abstracto de 6N dimensiones
{(no estamos considerandc la posibilidad de que existan ligaduras que limiten el
numero de grados de libertad) llamado espacio de fases del sistema. Dado que la
energia total se conserva, el movimieﬁto en este espacio 6N-dimensional esta
constrefniido por el hecho de que una cierta funcién de esas 6N coordenadas es
coﬁstante. Desde un punto de vista geométrico esto significa que el movimiento esta

limitado a la hipersuperficie

E(X},---» X35> Py, P3n) = E = Cte. (1.1)

Cada constante del movimiento adicional supone que la evolucion temporal del
sistema mecdnico se restringe a variedades geométricas de dimensiones cada vez
menores. En mecanica se conocen las leyes de conservacion generales del momento
angular y de la cantidad de movimiento del centro de masas en sistemas aislados. Asi
pues tendremos en general siete constantes del movimiento (las tres componentes del
momento angular, las tres del momento lineal total y la energia). La cuestiéon es que en
el caso del movimiento de dos cuerpos la existencia de estas cantidades conservadas
permite la resolucién analitica exacta del problema, debido por una parte a que el
sistema tiene muy pocos grados de libertad y por otra a que las constantes del
movimiento restringen severamente los tipos de evoluciones posibles. Sin embargo, al
anadir otro cuerpo mas se incrementa la dimensién del espacio de fases sin que por
ello se incremente (en general) el namero de cantidades conservadas. De esto se deduce
que el punto representativo del sistema mecanico en el espacio de fases dispone, en
principio, de una mayor libertad de movimientos, al estar constrefiido por un namero
pequerio (en comparacién con la dimension del espacio de fases total) de leyes de
conservacion. Asi pues las conclusiones sobre el caracter del movimiento extraidas del
sisterma de los dos cuerpos no se pueden generalizar a sistemas de tres o mas. /Cuales
eran esas conclusiones? Esencialmente que los sistemas ligados de dos cuerpos (es
decir, cuando la energia total es negativa) realizan movimientos estrictamente
periodicos, y que si tenemos un sistema que se puede reducir a varios subconjuntos de

problemas de dos cuerpos sin interacciéon entre ellos, el movimiento en €l espacio de



fase serd cuasiperiodico, con frecuencias fundamentales correspondientes a los
inversos de los periodos de cada subconjunto de dos cuerpos.

Pues bien, estas conclusiones hay que abandonarias al pasar a sistemas con
mayor niumero de grados de libertad. El movimiento acotado de un sistema tal no
tiene porqué ser peridodico o cuasiperiddico, sino que puede presentar una apariencia
altamente irregular, explorando zonas amplias del espacio de fases permitido por las
restricciones que imponen las constantes del movimiento. A estos comportamientos
oscilantes irregulares se les llama cadticos, pero no hay que olvidar que son una
consecuencia de una dinamica completamente determinista.

El caos se caracteriza por la extrema sensibilidad del sistema a pequefias variaciones
en las condiciones iniciales. Dos de tales condiciones iniciales que al principic estén
muy priximas en el espacio de fases divergen exponencialmente una de otra, con lo
que tras un tiempo finito y relativamente breve las evoluciones temporales a que dan
lugar son completamente distintas. La prediccién a largo plazo se hace practicamente
imposible, pues requeriria un conocimiento infinitamente preciso de las condiciones de
preparacion del sistema.

Por lo tanto la conclusién que se impone es que las ecuaciones dinamicas
fundamentales de la mecanica contienen posibilidades insospechadas que han
permanecido ocultas por €l hecho de haber concentrado la atencién en los problemas
mas sencillos, que permiten una solucién analitica. La extrapolacion al caso general
de lo observado en los ejemplos mas simples, incluso si se trata de conclusiones
cualitativas, es totalmente injustificada [Eke92], [Mo092], [Poil892], [Rued1], [Stedl],
[Sag88].

Hemos de mencionar aun un elemento esencial para la compresion de los fenémenos
que estamos discutiendo, que es la no linealidad. Desde un punto de vista técnico o
formal podemos caracterizar esta propiedad diciendo que las ecuaciones diferenciales
que rigen el comportamiento dinamico son no lineales, es decir, que la suma de
soluciones de tales ecuaciones nc es a su vez solucién del problema dinamico en
general. Podriamos formular esta propiedad de manera muy intuitiva diciendo que en
los sistemas no lineales no hay proporcionalidad estricta entre causa y efecto. Por lo
tanto los efectos dinamicos en estos sistemas pueden ser considerablemente mas
sutiles y complicados que en su contrapartida lineal.

Volvamos por un momenio al terreno de las matematicas. Un sistema lineal es aquel
regido por ecuaciones diferenciales lineales, y por lo tanto la suma de soluciones es
también solucién. Pero esto hace que si conocemos n soluciones independientes entre
si, entonces cualquier otra es suma de esas n soluciones de base, pesadas con los
coeficientes adecuados (estamos pensando ahora en sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias). Si, por centrar ideas, todas esas soluciones basicas son

periodicas o cuasiperiodicas, la solucidn general tendra ese mismo caracter, y por lo



tanto la solucién general no aporta ninguna novedad dinamica a lo ya implicito en las
soluciones particulares. Asi pues en los sistemas lineales el obtener unas pocas
soluciones particulares es una ayuda extraordinaria, puesto que por combinaciones
lineales de las mismas se puede hallar el comportamiento del sistema en condiciones
que no estaban recogidas en ninguna de dichas soluciones. Debido a estas
propiedades tan simples, y a la posibilidad en muchos casos de hallar expresiones
analiticas cerradas para las soluciones no es de extrafiar que los sistemas lineales
fueran de los primeros en ser estudiados y dominados en profundidad. Ademas, las
aplicaciones practicas conducen en muchos casos a ecuaciones que son en primera
aproximacién lineales, con lo cual la teoria no es solo simple y relativamente completa,
sino enormemente relevante en la practica.

Por lo tanto se impone la conclusién de que no es posible generalizar (ni siquiera
cualitativamente) las propiedades de que gozan los sistemas lineales a los no lineales.
Esto hace a los 1ultimos mucho mas dificiles de estudiar, puesto que todos los
esfuerzos se concentraban hasta hace poce en lo que podriamos llamar el "paradigma
lineal”, que podriamos resumir diciendo que los sistemas lineales son los
Jfundamentales, cuando existen no linealidades suaves se usa la teoria de
perturbaciones y cuando éstas son importantes no podemos calcular
analiticamente lo que ocurre, pero el sistema se comportara cualitativamente
segtin lo que sabemos de los sistemas lineales.

El darse cuenta de que lo anterior es radicalmente falso supone un cambio de
perspectiva cientifica que para algunos es comparable con las dos revoluciones
conceptuales por antonomasia de la fisica del siglo XX, la relatividad y la mecénica
cuantica.

Como ejemplo de sistema no lineal, tanto desde el punto de vista experimental como
de su descripcién tedrica consideraremos brevemente el caso de la dinamica de fluidos.
Con él vamos a introducir otro concepto dinamico fundamental que es el de
disipacion.

Esta disciplina fue fundada por L. Euler, quien en 1755 dedujo las ecuaciones de
movimiento de un fluido incompresible ideal (sin efectos de viscosidad por tanto). En la
primnera mitad del siglo XIX G. Navier y G. Stokes ampliaron las ecuaciones propuestas
por Euler de manera que tuvieran en cuenta la viscosidad, llegando a la expresion que

lleva sus nombres

dt p (1.2)

siendo v la volocidad, p la presidn, pla densidad y vla viscosidad cinematica. El

segundo término del miembro de la izquierda de (1.2) hace que estas ecuaciones sean



no lineales, al contener productos de la funcién incégnita (el campo de velocidades)
por derivadas de la misma.

Un avance notable en la comprensién de (1.2) lo dio H. Reynolds quien observé que el
caricter del movimiento predicho por las ecuaciones de Navier-Stokes no depende de la
velocidad y la viscosidad por separado, sino de un parametro adimensional que es
esencialmente el cociente vl/v, conocido como nimero de Reynolds (Re), donde vy !
representan velocidades y escalas de longitud tipicas en el movimiento del fluido
[Lan89], [L'vo91].

Quiza lo mas interesante desde el punto de vista de esta introducciéon sea la enorme
dificultad que entrana la resolucién de (1.2). Aunque se conocen numerosas
soluciones exactas de las ecuaciones de Navier-Stokes, suelen corresponder a
situaciones muy idealizadas o de alta simetria, y lo que es acaso mas grave, las
soluciones calculadas para numeros de Reynolds bajos pierden su estabilidad en
general al aumentar éste por encima de un cierto umbral, lo que les confiere una
utilidad mas bien limitada. Desde un punto de vista experimental sabemos que el
movimiento real de los fluidos en la naturaleza puede ser extraordinariamente
complicado, con gran variedad de escalas temporales y espaciales presentes
simultaneamente. A uﬁ estado tal de movimiento se le denomina turbulento, y al ser
de aparicion tan frecuente no hay mas remedio que intentar estudiarlo con el mayor
detalle posible, aunque sé6lo fuera teniendo en cuenta las aplicaciones practicas en las
que la turbulencia es un fendmeno relevante. 4yCémo surge el comportamiento
turbulento? Atin hoy no existe una respuesta clara y precisa a esta cuestién, aungque
los progresos tendentes a resolverla han sido enormes. Sin embargo si que podemos
decir qué ocurre en los primeres estadios, cuando el comportamiento ordenado (o
laminar) de un fluido cambia de caracter al ir aumentando Re. Ocurre que la solucién
basica de partida pierde su estabilidad para un cierto valor umbral del numero de
Reynolds, y es sustituida por otra de comportamiento espacial y/o temporal mas
complejo. Si por ejemplo el flujo del fluido era tal que el campo de velocidades no
dependia del tiempo, se puede pasar a otro en el que se superpone a la velocidad
anterior una componente periédica. Es conveniente sefalar que esta primera
transiciéon puede ser predicha de manera rigurosa por un andlisis perturbativo de la
estabilidad lineal de la solucion de partida. Este analisis proporciona ademas €l valor
umbral del numero de Reynolds para el cambio de régimen dinamico.

Alentada quiza por este primer éxito surgié la primera teoria que intentaba dar
cuenta de la transicién completa desde el comportamiento ordenado al turbulento.
Segun ella, al ir aumentando progresivamente Re se irian excitando nuevos modos de
frecuencias inconmensurables con los anteriores, de forma que el movimiento se
podria interpretar como una superposicién lineal de modos cuyas frecuencias

son irracionales entre si y las fases entre los mismos aleatorias. En el limite Re--



>ea se excitarian un numero infinito de modos, lo cual daria al flujo del fluido su
caracteristico aspecto desordenado, complejo o turbulento. Esta es, en lineas
generales, la teoria de Landau-Hopf de la turbulencia (véase {Lan89], especialemente el
capitulo 3).

Antes de continuar quisiéramos unir las dos lineas de pensamiento que hemos
dejado abiertas, analizar con algo mas de detalle sus diferencias y similaridades e
intentar hallar en estas ultimas ese hilo conductor que ha permitido un cambio
profundo en nuestras ideas del comportamiento dinamico de los sistemas fisicos.

A primera vista sélo aparecen diferencias. En efecto, mientras que la descripceion de la
dinamica planetaria se basa en ecuaciones diferenciales ordinarias conservativas, el
movimiento de los fluidos se describe mediante una ecuacién en derivadas parciales
disipativa, es decir, una ecuacioén en la cual la energia mecinica no se conserva,
puesto que termina por disiparse debido a la viscosidad en las escalas espaciales mas
pequenias. Sin embargo hay dos elementos que comparten: ambas descripciones usan
ecuaciones no lineales, y en los dos casos se observa que los comportamientos
experimentales pueden ser de gran complejidad, incluso en condiciones experimentales
aparentemente muy sencillas.

El descubrimiento fundamental que ha permitido una renovacién casi completa de
nuestras ideas sobre la dinamica ha sido que sistemmas muy simples de ecuaciones
diferenciales no lineales (sistemas que son completamente deterministas por tanto)
pueden dar lugar a comportamientos espaciotemporales muy complejos,
irregulares, cadticos o turbulentos. Al estar incluidos estos comportamientos en las
ecuaciones dinamicas basicas es mas sencillo entender de donde surgen las
irregularidades que de hecho presentan los sistemas reales, sin tener que acudir para
su explicacion a ruidos aleatorios externos al sistema o a la consideraciéon de un
numero infinito de modos excitados. Simplemente la dinamica permite, y en algunos
casos casi diriamos que impone u obliga a la diversidad, a la inestabilidad y al caos
creadores de nuevas estructuras [Pri93a-b].

Creemos que esos dos puntos constituyen el hilo conductor del que habldbamos mas
arriba: la no linealidad es la fuente de nuevas estructuras, de nuevas posibilidades
dinamicas, que se pierden completamente en las teorias lineales. Como consecuencia,
la extrapolacién de las conclusiones (e incluso de los habitos de pensamiento) de la
fisica lineal al ambito no lineal ha de ser por fuerza inexacta, no sdlo cuantitativa sino
cualitativamente. Volviendo el argumento anterior del revés parece que la complejidad,
la turbulencia, las inestabilidades dindamicas, que son inexplicables dentro del marco
lineal, tengan su explicacion en el de las teorias no lineales, aunque las dificultades
analiticas para establecer estos resultados sean hoy en dia extraordinarias.

A nuestro juicio una de las mayores aportaciones de la exploracion de Ia dinamica no

lineal ha sido aumentar nuestra confianza en que los fenémenos complejos, ubicuos



en la naturaleza, son explicables en sus rasgos generales por las teorias bien
fundamentadas de la fisica, pero s6lo a consta de utilizarlas mas aila de las
aproximaciones lineales que sabemos manejar analiticamente.

En relaciéon con los problemas planteados por la turbulencia, el trabajo pionero de
Ruelle y Takens [Rue71] fue decisivo a Ia hora de sefialar que la explicacién traﬂicional
del surgimiento de la misma era matematicamente improbable, sustituyéndola por lo
que hoy se conoce como via al caos Ruelle-Takens. Sus dos primeros estadios son
como en la teoria de Landau-Hopf: una solucion independiente del tiempo pierde su
estabilldad y surge una solucién peridédica para un cierto valor de uno de los
parametros de control de las ecuaciones de turno. Al ir variando dicho parametro se
pasa a una nueva situacion en la que la solucién periddica pierde su estabilidad y
aparece una solucidn cuasiperiodica con dos frecuencias basicas irracionales entre si y
sus combinaciones lineales (movimiento en un toro). El sigulente cambio dinamico es
enteramente diferente sin embargo. Ruelle y Takens probaron que la sustitucion de la
solucién cuasiperiddica con dos frecuencias irracionales entre si por otra con tres era
estructuralmente inestable, y que lo que apareceria en cambio seria un objeto
geométrico complicado aunque de baja dimensién hacia el que tenderia la solucién del
sistema de ecuaciones, v que se denomina atractor extrafio. En dicho atractor la
evolucién dinamica del sistema contintia indefinidamente sin que por ello sea
periddica o cuasiperiodica. Este descubrimiento es basico para nuestra comprension
actual de la dinaAmica no lineal.

Otros mecanismos bien conocidos de la transicién orden-caos son el doblado de
periodo (o cascada subarménica) y la intermitencia.

En el primero de ellos a cada nueva transicion dinamica del sistema (producida por el
incremento de un parametro de control p.e.) se dobla el periodo de la solucién,
llegando un momento en el que la misma se hace cadtica. Los valores del parametro de
control para los que se producen los sucesivos doblados de periodo se acumulan en
progresion geométrica hacia un valor limite; la constante que da la tasa de
aproximacién al limite es un numero universal conocido como constante de
Feigenbaum (=4.6692). Este es uno de los resultados fundamentales de la teoria del
caos, que muestra que existe un orden estricto subyacente a la progresiva complejidad
de la evolucion dinamica, al menos para una clase relativamente amplia de sistemas
[Ste9l].

La intermitencia consisie en la alternancia de zonas de evolucién ordenada (o
laminar, por emplear la terminologia de la mecanica de fluidos) con otras de evolucién
caftica, siendo los intervalos temporales entre ambas y la duraciéon de las fases
turbulentas aleatorios [Ber88].

Quisiéramos acabar este epigrafe presentando de una manera informal (aunque las

afirmaciones que hagamos sean lo mas rigurosas posible) los elementos bésicos de la



teoria de sistemas dindmicos disipativos regidos por ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales. Sin duda estos sistemas son los de mayor importancia para los
aspectos tedrico-numeéricos de esta memoria, por lo que creemos que merece la pena
deternerse en ellos.

Sea un sistema descrito por un vector x={x;,...,x;} perteneciente a R", donde cada x
representa una magnitud fisica relevante para el problema en cuestion, y cuyas

ecuaciones de evolucién se puedan escribir en la forma

dX = . .

— =f(x,a:t

dt (x )

X(0) =Xg;0 = (y,...,0,,) (1.3)

, donde o« es el vector de parametros de control y f es una fucién suave de sus
argumentos. Supondremos como minimo que f pertenece a la clase Cl, aunque en las
aplicaciones que estudiaremos en esta memoria f es de hecho una funcién analitica
(polinomial).

Si el parametro t aparece explicitamente en el segundo miembro de (1.3) diremos que
el sistema dinamico es no auténomo, y diremos que es auténomo en el caso contrario.
Nos centraremos en el estudio de los sistemas autdénomos, que son los mas adecuados
para describir comportamientos dinamicos autogenerados, sin influencias o fuerzas
externas dependientes del Hempo.

Al espacio en el que se desarrolla la dinamica (R" por lo general) lo denominaremos
espacio de fase del sistema. Es posible considerar espacios que sean localmente como
R™, pero cuya topologia global sea diferente (variedades diferenciables), pero no creemos
necesario entrar aqui en esos tecnicismos.

Con las condiciones impuestas hasta ahora podemos ya aplicar el teorema de
existencia y unicidad para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, y decir que
el problema modelado por {1.3) posee solucitn tnica durante un cierto intervalo de
tiempo para toda condicidén inicial elegida. Bajo hipétesis algo mas restrictivas se
puede probar la existencia de solucién para todo t>0, y por supuesto, en caso de poder
prolongar la solucién de esta forma, seria asimismo anica {Guc83], [Per91]. El
resultado anterior es la expresion matematica del determinismo de la dinamica, es
decir. del hecho fisico de que las condicicnes iniciales de preparacion del sistema mas
la especificacion de la ley de evolucién (1.3) bastan para determinar cual sera el estado
del sistema para todo tiempec posterior.

Puede ser interesante recordar que la existencia y unicidad de (1.3) no depende en
absoluto del caracter lineal o no lineal de las ecuaciones, o de que la dinamica
predicha por las mismas sea mas o menos compleja, sino tan soélo de una condicién

relativamente poco exigente para f.



La vision moderna de la dinamica de sistema regidos por ecuaciones como (1.3) tuvo
sus origenes en la obra de Poincaré [Poil892]. Para entonces ya estaba claro que la
solucién de las ecuaciones (1.3) era, en general, imposible de hallar analiticamente, y
que por lo tanto era necesario extraer ¢l maximo de informacién de las mismas por
métodos cualitativos o geométricos. Es asi como surgioé originalmente la necesidad de
considerar el comportamiento de un conjunto mas o menos grande de condiciones
iniciales, para de esta manera hacerse una idea global de la dinamica del sistema. El
concepto matematico de flujo definido por (1.3) es el encargado de dar la precisién
necesaria a este requerimiento.

Decimos por tanto que las ecuaciones (1.3) con campo vectorial dado en el espacio de
fase por fdefinen un (semi)grupo uniparamétrico de transformaciones del espacio de
fase en si mismo &, tal que Pix(t))=x(t+1} y PpPs=d, ¢ [Guc83], [Per91l. Como objeto
geométrico que resume la dinamica de (1.3) @ nos permite contemplar la accion global
de ésta como una transformacion del espacio de fase en si mismo, y por las
caracteristicas de dicha transformacion.

Volvamos al sistema (1.3) para introducir algunos conceptos necesarios para un
analisis del mismo.

Por puntos de equilibrio entenderemos aquellos vectores x. de R" tales que jflx,,a)=0.
La existencia y tipo de tales puntos son fundamentales para una primera imagen
cualitativa de la dindmica.

Los puntos de equilibrio tal como los hemos definido mas arriba son soluciones
independientes del tiempo de (1.3). Una pregunta que surge inmediatamente una vez
hallados esos puntos es la de su estabilidad (lineal). Es decir, nos estamos
preguntande si los comportamientos independientes del tiempo dados por x. se
mantendran al introducir una pequefia perturbacién 8x.. Si es este el caso tal
comportamiento sera observable; en caso contrario la pequena perturbacién inicial
crecera hasta dar lugar a una nueva trayectoria en el espacio de fase, que puede
acabar en otro punto de equilibrio distinto o en una trayectoria fasica mas
complicada, segiin veremos.

El analisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio se hace linealizando (1.3) para

pequenas perturbaciones

X =%, +8% = X =8k = (%, +8%,8) ~ {(%,,6)+ df|_8%=df|, 8%
e ]

(1.4)
. donde df es la aplicacion diferencial (aplicacién lineal de R" en R calculada en x,. El

calculo de los autovalores de df (supuesta distinta de cero) permite decidir la

estabilidad o inestabilidad del punto de equilibrioc considerado mediante el siguiente
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criterio: si todos los autovalores de df tienen su parte real estrictamente negativa
entonces el punto de equilibrio es estable. En caso de que exista algtn autovalor con
parte real estrictamente positiva el punto de equilibrio sera inestable, y en el caso
(atipico, no genérico) de que la parte real de todos los autovalores sea cerc hay que
recurrir a érdenes de perturbacién mdas altos para poder decir alge significativo sobre la
estabilidad o inestabilidad del punto de equilibrio.

Una clasificacién muy detallada de los tipos de puntos de equilibric en aproximacion
lineal, con las distinciones entre nodos estables e inestables, puntos de silla o centros
puede verse en las referencias [Guc83], [Per91].

La importancia de los puntes de equilibrio en los que ningiin autovalor tiene parte
real igual a cero radica en que las conclusiones obtenidas del analisis lineal se pueden
generalizar, en cierto sentido, a las que obtendriamos del analisis completc de (1.3). De
manera precisa podemos enunciar el siguiente teorema (Hartman-Grobman): si la
aplicacion diferencial del sistema (1.3) calculada en el punto de equilibrio x. no tiene
ningan autovalor puramente imaginario (punto de equilibrio hiperbdlico), entonces
existe un homeomorfismo en un entormo de dicho punto que lleva las trayectorias del
sistema no lineal (1.3) a las del (1.4). Imponiendo condiciones adicionales sobre los
autovalores se puede probar un teorema mas fuerte que relaciona localmente las
orbitas de ambos sistemas mediante un difeomorfismo (teorema de Stermberg) [Guc83).

Los autovalores de la aplicaciéon linealizada df se pueden clasificar en tres grupos
segun que su parte real sea positiva, negativa o nula. Los autovalores con parte real
positiva llevaran asociados clertos autovectores; las combinaciones lineales arbitrarias
de los mismos definen un subespacio lineal invariante (es decir, que la dinamica
transforma todo punto de ese subespacio en otro perteneciente al mismo) de (1.4) tal
que las trayectorias inicialmente préximas al punto de equilibrio se alejan de €1, A este
subespacio se le denomina variedad inestable del punto de equilibrio dado. De
manera completamente analoga se definen las variedades estable {asociada a los
autovalores con parte real estrictamente negativa) y centro (asociada a los autovalores
puramente imnaginarios).

Un resultado fundamental de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias es que
las variedades invariantes inestable, estable y centro existen para el sistema no lineal
(1.3}, y que son localmente tangentes a los subespacios correspondientes de (1.4)
definidos maés arriba. Una gran cantidad de comportamientos dindmicos complejos
surge cuando se producen intersecciones entre las variedades estables e inestables
asocladas a uno o varios puntos de equilibrio del sistema. Para mas detalles se pueden
consuitar las referencias (Guc83], [Eck85] y [Per91).

Mas adelante discutiremos otros comportamientos dindmicos mas complejos (ciclos

limites, atractores cuasiperiédicos y atractores extrafios), a los cuales se pueden
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asociar también variedades estables, inestables y centro que ayudan a clarificar las
posibilidades dinamicas implicitas en (1.3) [Eck85].

Hemos expuesto con algin detalle la teoria local de la estabilidad lineal para
perturbaciones 'peqﬁeﬁas de un estado de equilibrio, y hemos visto que las
conclusiones obtenidas son relevantes para la dindmica no lineal local en el caso de
que los puntos de equilibrio sean hiperboélicos. En caso de puntos de equilibrio tipo
centro en la aproximacidn lineal (todos los autovalores tienen parte real estrictamente
nula), existen otros métodos que pueden permitir en algunos casos establecer o no la
estabilidad de los mismos, como €l métedo de las funciones de Lyapunov, descrito en
[Per91]. El método de las funciones de Lyapunov, que se inspira en una generalizacién
del concepto de energia tomado de la mecanica, permite ademas establecer la
estabilidad o inestabilidad global de ciertos puntos de equilibrio, es decir, no esta
limitado a considerar perturbaciones pequenas.

Creemos que este es el momento adecuado para definir el importante concepto de
dinamica disipativa en sistemas regidos por ecuaciones del tipo (1.3). Para ello
imaginemos que quisiéramos seguir la evolucion temporal de un ntimero muy grande
de condiciones iniciales encerradas en un volumen finito del espacio de fases limitado
por una supertficie suave. Llamemos Vj al volumen inicial del espacio de fases ocupado
por las condiciones iniciales que hemos separado mentalmente. Si dejamos
evolucionar dichas condiciones iniciales bajo el flujo definido por (1.3) tendremos que
Vi=@:(Vyp), obieniéndose asi el volumen ocupado por las mismas en el tiempo t.
Diremos que la dinamica es disipativa si el limite cuando el tiempo tiende a infinito de
Vi es igual a cero; también se dice en este caso que el flujo contrae el volumen en el
espacio de fases. El hecho de que el flujo contaiga el volumen total no excluye el que
existan direcciones concretas del espacio de fases que puedan sufrir dilataciones. Para
que exista disipacién sdlo se exige que el balance global entre ambas tendencias sea
favorable a la contraccion del volumen. La presencia simultanea de direcciones de
dilatacién y contraccion es causa de gran parte de los comportamientos dindmicos
complejos en los que estamos interesados.

En los sistemas deterministas y disipativos la dinamica asintética termina
convergiendo hacia un conjunto cerrado, acotado e invariante bajo @ que se conoce
como atractor. Los ejemplos mas simples y mejor conocidos sen el punto fijo estable, el
ciclo limite (trayectoria perioédica aislada) y la trayectoria cuasiperiédica estables. Sin
embargo, no son éstas ni mucho menos todas las posibilidades.

A modo de comparacién observemos que en el caso de sistemas hamiltonianos (que
tienen cantidades conservadas como la energia) cl volumen del espacio de fases se
conserva bajo la evolucién temporal (teorema de Liouville). En dichos sistemas no
pueden darse atractores en el sentido definido mas arriba. Desde un punto de vista

mas intuitivo (o mas fisico si se prefiere) podriamos decir que la disipacion esta ligada a
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transformaciones irreversibles de la energia (como la conversion de energia cinética en
calor debido al rozamiento), de tal manera que la suministrada por una fuente externa
(forzado del sistema) o por el mismo sistema en el caso de los autooscilantes, se disipa
irreversiblemente por procesos de rozamiento, transferencia de calor, radiacién,
viscosisdad, etec, de manera que se produce un equilibrio dinamico entre generacién y
pérdidas.

Al igual que en el caso de los puntos de equilibrio, los otros atractores elementales
que hemos ido introduciendo pueden ser estables o inestables dependiendo de que
una pequefia perturbaciéon de los mismos decaiga con el tiempo o se amplifique. Sin
embargo, a diferencia de lo que ocurria con los puntos de equilibrio, es bastante dificil
establecer analiticamente la estabilidad o no de un ciclo limite o de una trayectoria
cuasiperiddica. Dado que esta cuestién serd importante cuando hablemos mas tarde
de bifurcaciones vamos a dar una idea de cémo se establece la estabilidad o
inestabilidad de los otros atractores elementales arriba mencionados.

Un ciclo limite es una trayectoria cerrada. acotada y aislada que es solucién de las
ecuaciones (1.3) y que representa una oscilacién periddica del vector de estado (esta
oscilacién periédica no sera sinusoidal en general). Sea pp un punto perteneciente al

ciclo limite y £ una superficie localmente transversal al atractor en pg (figura 1.1).
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Figura 1.1. Representacion esquematica de un ciclo limite y una superficie transversal al

mismo en el punto po (seccién de Poincaré).
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Demos a pp un pequefo incremento pg+8p, v sigamos la evoluciéon de dicho punio
anotando las sucesivas intersecciones con la superficie X. Por comodidad podemos
suponer que pg+dp pertenece a Iy entonces lo que obtendriamos al ir anotando las
diversas intersecciones de la trayectoria originada en dicho punto es una
transformacion de Zen X que deja fijo poy que transforma la interseccién n-ésima de
la trayectoria con X en la (n+1)-ésima. La transformacioén que se obtiene es invertible,
hecho gue esta ligado a que las ecuaciones diferenciales del sistema pueden predecir la
evolucion de una determinada condicion inicial tanto hacia el futuro como hacia el
pasado. Llamaremos a dicha transformacion la transformacién de Poincaré asociada
al ciclo C, y la denctaremos por Il . La estabilidad ¢ inestabilidad del ciclo limite C se
reduce pues a la estabilidad o inestabilidad de! punto fijo py con respecto a la
aplicacién Ic. Se puede demostrar que la condicion de estabilidad lineal de pg bajo Il
es que los autovalores de dITc estén todos dentro del circulo unidad en el plano
complejo [Rue88).

En la figura 1.2 podemos ver una representacién simplificada de los conceptos de
estabilidad e inestabilidad asociados a un ciclo limite y el aspecto de la aplicacion dIle

en ambos casos.

. {a) - {b)
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-1 -0.5 0 0.5 1 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1

Figura 1.2. La aplicacién no lineal fipg deja fijo pg. Si linealizamos dicha aplicacién, ésta
puede presentar tipicamente comportamientos como los dibujados en (a) y (b). En el primer

caso el ciclo limite sujeto a estudio es estable, mientras que en el segundo seria inestable.
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Como es logico, este tipo de tratamiento del problema de la estabilidad se puede
generalizaf a otros tipos de trayectorias mas complicadas, como por ejemplo las
cuasiperitdicas, aunque las dificultades analiticas y numéricas se incrementan
notablemente.

Otro concepto muy importante a la hora de discutir la dinamica de los sistemas no
lineales es el de bifurcacion. Mas especificamente discutiremos el concepto de
bifurcacién asociada a cambios progresivos en un parametro de control (o) de los que
aparecen como argumentos de la funciéon fen las ecuaciones (1.3}). Aunque este
concepto admite una formulacién matematica totalmente rigurosa, nosotros vamos a
dar agui una descripcidon operacional del mismo que creemos sera suficiente en la
practica. Diremos que se ha producido una bifurcacién al tomar a;el valor ay,;f
cuando para este valor del parametro haya un cambio cualitativo en la dinamica del
sistema. Por ejemplo, si para valores menores que og,r €l comportamiento asintotico
era independiente del tiempo (el sistemna tendia a un punto de equilibrio estable) y para
valores mayores de o,y el comportamiento asintdtico es periddico diremos que en
oy ha tenido lugar una bifurcacién (bifurcacién de Hopf en este caso).

Otros ejemplos de bifurcaciones pueden ser la creacién o destruccion de puntos de
equilibrio al variar un pﬁrémetro de control, el cambio en el caracter de dichos puntos
{pasar de estables a inestables o viceversa), o el paso de un comportamiento asintético
periddico a otro cuasiperiédico. Matematicamente una bifurcaciéon ocurre para
aquellos valores del parametro de control ¢; para los cuales el campo vectorial dado
por fno es estructuralmente estable. Esta definicién técnica es raramente usada en la
practica para establecer la existencia de bifurcaciones, y conlleva ademas dificultades
teoricas considerables [Rue88].

Creemos que la idea de bifurcaciéon es muy préxima al trabajo cientifico cotidiano, en
el que un sistema se estudia variando algin parametro accesible al experimentador y
preguntandose como varia el comportamiento del mismo bajo estos cambios.
Suponemos, como suele ser €l caso, que las leyes de movimiento (o la dinamica} no se
modifican (es decir, no cambiamos la funcién fen (1.3) por otra funcién g), sino sélo
los controles experimentales que aparecen en f a través del vector a.

Quizad un ejemplo concreto nos ayude a fijar las ideas a este respecto. Supongamos
un experimentc de conveccion en el que tenemos un fluido situado entre dos placas,
sometido a un cierto gradiente de temperatura, de modo que la placa inferior tenga
mayor temperatura gue la superior. Parece obvio que un cambio en el gradiente de
temperatura A=({T;-Tg)/h no cambia las ecuaciones dinamicas, que en este caso seran
las de Navier-Stokes y de transferencia del calor con sus correspondientes condiciones
de contorno. Sin embargo, al cambiar 4 se observa que para un cierto 4. el estado
estacionario y espacialmente uniforme pierde su estabilidad y en su lugar aparece una

estructura espacial consistente en células de conveccion; para valores mayores de A
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puede tener lugar una nueva bifurcacion, y la velocidad del fluido en un punto
presenta ahora un caracter periédico (véase [Cro93] para una discusion detallada de la
formacion de patrones espaciotemporales en sistemas fluidos). Este seria un ejemplo
prototipico de bifurcacién en un sistema dinamico.

En los sistemas no lineales es frecuente que las bifurcaciones se sucedan al ir
incrementando (o disminuyendo) un determinado parametro de control, y que ademas
las tales hifurcaciones den lugar a comportamientos progresivamente mas complejos.

Cuando el estado final al que se llega tras las sucesivas bifurcaciones es muy
complejo e irregular en el tiempo, presenta un espectro de Fourier ancho y baja
autocorrelacidon temporal se suele hablar de caos determinista. Precisaremos a
continuacién una definicidn mas formal de este importante concepto, que permite
establecer una relacién entre nuestras ideas sobre la determinacién (mas o menos
estricta) de los procesos fisicos por las leyes naturales y la practicamente infinita
variedad de comportamientos que nos ofrece la naturaleza. Para ello vamos a necesitar
definir lo que son los exponentes de Lyapunov.

Dicho de forma rapida son unas cantidades que determinan la tasa de separacién (si
el exponente es positivo} o de aproximacion (si es negativo) entre dos trayectorias
inicialmente muy préximas entre si en el espacio de fases. En sistemas dinamicos
como los descritos por (1.3) el numero de exponentes de Lyapunov coincide con la
dimension del espacio de fases, lo que corresponde a medir la tasa de separacién o
aproximacion a lo largo de las posibles direcciones linealmente independientes.

Diremos entonces que un sistema dinamico es caético cuando al menos uno de sus
exponentes de Lyapunov sea estrictamente positivo.

Los sistemas cadticos en el sentido anterior suelen llevar asociados como atractores
asintéticos conjuntos realmente complicados en el espacio de fases, conjuntos cuya
dimensién es fraccionaria en el sentido de Haussdorf, y a los que se denomina por esta
razén fractales. La forma de medir la dimensién de Haussdorf de un conjunto es
contar, dada una escala de longitudes definida por un ntimero real positivo ¢, el
minimo numero de hipercubos disjuntos de arista igual a £necesarios para cubrir

completamernte el conjunto dado (Nfg)), y tomar el limite

InN(g)

lim,_,,
7 |ingf (1.5).

Las dimensiones de Haussdorf fraccionarias se corresponden con conjuntos que
presentan estructuras de detalle y complejidad a todas las escalas de &. Un ejemplo
tipico de conjunto fractal conocido hace tiempo es el conjunto perfecto de Cantor, La

clase de objetos fractales en la que estamos interesados es la generada por la evolucion

de sistemas dinamicos del tipo (1.3), y por lo tanto se trata de objetos localmente
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suaves, con buenas propiedades de continuidad, diferenciabilidad, etc, pero que
observados globalmente presentan una complejidad extrema (a menudo muy bella),
que resulta muchas veces dificil de traducir en palabras. A estos conjuntos fractales
surgidos de una dinamica caética determinista se les suele denominar atractores
extranos. Dado un atractor (caético o no), el conjunto de puntos del espacio de fases
que bajo la evolucién temporal tiende asintéticamente a dicho atractor se denomina
cuenca de atraccién del mismo.

La inestabilidad dinamica de muchos sistemas no lineales, y por lo tanto la
posibilidad de comportamientos caéticos, hace que la descripcion del estado asintético
se tenga que hacer usando tanto conceptos propios del analisis como otros de caracter
estadistico. Hemos visto anteriormmente que la dimensién fractal nos servia para
caracterizar una propiedad global de los atractores extrafios que no se expresa bien
con los medios de la geometria tradicional. Otras herramientas de tipo estadistico,
basadas en la teoria ergddica de los sistemas dinamicos, son la densidad de medida
invariante en el atractor o la entropia de Kolimmogorov. En €l primer caso se trata de
caracterizar mediante una funcioén definida en el atractor cuédles son las zonas del
mismo visitadas con mayor o menor frecuencia, lo que puede ser de gran utilidad al
considerar la evolucién de un gran ntimero de condiciones iniciales, dado que el
caracter cadtico de la evoluciéon temporal implica la falta de conocimiento detallado de
tales trayectorias para tiempos muy grandes. La entropia de Kolmogorov esta ligada a
la pérdida de informacién que supone la imposibilidad de prediccion detallada de un
sisterna cadtico mas alld de un cierto intervalo temporal At. Esto significa que si
calculasemos la evolucion temporal con unas condiciones iniciales variadas 8x con
respecto a unas de referencia, pasado un tiempo At que es inversamente proporcional
a la entropia de Kolmogorov, las evoluciones de esas dos condiciones iniciales no
tienen porqué parecerse en absoluto (salvo en el hecho de que evolucionaran en el
atractor extrano del sistema cadtico).

Las dimensiones fractales, las medidas invariantes, la entropia de Kolmogorov y sus
aplicaciones al estudio de los sistemnas dinamicos caéticos se discuten en detalle en
[Eck85]. En esta memoria hemos usado un algoritmo que calcula una aproximacion a
la dimensidn fractal (algoritmo de Grassberger-Procaccia) para la caracterizacion de los
atractores experimentalmente observados en los laseres de colorantes y COq. La
descripcién de dicho algoritmo la haremos en el capitulo 2.

Para concluir esta seccion dedicada a la renovacion. experimentada por la dinamica
con el descubrimiento de la inestabilidad intrinseca de los sistemas no lineales, vamos
a introducir un sistema de la forma (1.3) que representa el acoplo de dos laseres
monomodo y también el de dos osciladores electronicos del tipo considerado por van
der Pol y van der Mark (1927) [Pas93b]. Con €l ilustraremos practicamente todas las

nociones sobre sistemas no lineales que hemos discutido antes, u otras como la
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multiestabilidad, el papel de las simetrias en los sistemas dinamicos, la histéresis y la
posibilidad de cuencas de atraccién fractales, que son aspectos que suscitan un
creciente interés en el analisis de estos sistemas.

El modelo propuesto es el siguiente

X=y

y=(g —(x+Bz)2)y—(x+Bz)

zZ=vVv

V= (g, — (z+0x)*)v— (2 + 0x) (1.6)

donde £;, €5, ay fson los parametros de control. Segtin la combinacién de parametros
de control empleados podemos obtener desde sincronizacion de frecuencias hasta
comportamiento cadtico determinista. La alta simetria del acoplo considerado hace
que los atractores posibles del sistema anterior (sean cadticos o no) deban presentar la
simetria de las ecuaciones subyacentes, o en su defecto aparecer en pares de manera
que se restaure la simetria exacta de las mismas (véase [Pas93b]). Dado que la simetria
aparece como un ingrediente fundamentat en multitud de problemas dinamicos es
muy interesante considerar los efectos de la misma en el comportamiento de la
dinamica global. En el caso considerado por nosotros se pueden dar bifurcaciones que
destruyan la simetria, y que dan lugar a la coexistencia de varios atractores cadticos o
regulares para unos valores fijos de los parametros de control. Esta multiestabilidad
trae como consecuencia practica la posibilidad de histéresis en el sistema, es decir, el
que el comportamiento asintético pueda camblar cualitativamente cuando un
parametro de contrel realiza un cambio ciclico.

En los sistemas en los que esta presente la multiestabilidad suele ocurrir que las
cuencas de atraccion correspondientes a los distintos atractores tienen una
estructura fractal y se imbrican unas con otras de manera muy compleja en el espacio
de fases. Como consecuencia el estado final asintdtico es muy sensible a las
condiciones de preparacion, lo que resalta adn mas la necesidad de un tratamiento de
tipo estadistico de las propiedades de estos sistemas.

Las figuras que siguen intentan resumir de forma grafica los aspectos antes

mencionados.
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Figura 1.3. E} acoplo de dos osclladores no lineales puede dar lugar al fenémenc de ajuste

de frecuencias, consistente en que ambos se sincronizan a un periodo de oscilacién comfin.

Este fenémeno se flustra en el caso del modelo (1.6} con los valores de los parametros £7=1.0,

£2=2.0, a=p=0 [paneles {a) y (b). osciladores independientes), y a=0.5, p=0.25 {ajuste de

frecuencia, paneles {c) y (d)).
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Figura 1.4. Diagrama de bifurcacién que muestra la ruta al caos por doblado de periodo.
Valores de los parametros de control: £1=¢2=1.0, §=-0.5, « perteneciente al intervalo [1.0,1.7].
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Figura 1.5. (2} coexistencia de tres atractores caéticos, uno simétrico y dos asimétricos, para
unos valores de los parametros de control Iguales a £1=£2=1.0, @=0.5, B=-1.75. (b)

coexistencia de cuairo atractores, dos caéticos y dos del tipo ciclo limite, para £3=1.0, £2=2.0,
a=1.0, f=-0.75.
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Figural.8. Ejemplo de bifurcacién con ruptura espontinea de la simetiria subyacente a las
ecuaciones del modelo. En {a) los parametros de control valen g£1=1.0, £5=2.0, «=0.96, f=-
0.75, y existe un tinico atractor simétrico castico. En (b) a=1.00 (el resto de los parameiros
iguales), y existen dos atractores cadticos cada uno de ellos asimétrico, perc que en conjunto
restauran la simetria de las ecuaciones. Solamente se ha dibujado uno de ellos por razones

de claridad.



Panel 1.1. Estructura de las cuencas de atraccién de una seccioén del espacio de fases
correspondiente al caso (a) de la figura 1.5. Las condiciones iniciales, del tipo (x,0.2,0),
se han coloreado segun el atractor al que tienden bajo la evolucién dinamica: en azul
las correspondientes al atractor asimétrico con valor medio de x positivo, en rojo las
que tienden al atractor asimétrico con <x><0, y en verde las correspondientes al

atractor silmétrico.

Panel 1.2. Estructura de las cuencas de atraccién de una seccion del espacio de fases
correspondiente al caso (b) de la figura 1.5. Las condiciones iniciales, del tipo (x,0,2,0),
se han coloreado segiin el atractor al que tienden bajo la evolucion dinamica. Azul y
rojo corresponden a condiciones iniciales que tienden respectivamente a los atractores
cadticos asimétricos con <z>>0 (<z»<0), mieniras que verde y amarillo corresponden a
condiciones iniciales que tienden a los ciclos limites asimétricos. Obsérvese la riqueza

de las estructuras que aparecen y el caracter fractal de alguna de las mismas.
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1.2. El modelo de Lorenz-Haken y sus generalizaciones como
paradigma tedrico-experimental del caos temporal en laseres

Desde los primeros tiempos del descubrimiento del efecto liser se sabe que las
autooscilaciones regulares o irregulares forman parte integrante de la dinAmica de
practicamente todos los sistemas laser. Por lo tanto es facil comprender que si se
pudieran explicar a partir de un modelo sencillo pero suficientemente general, nuestro
conocimiento de estos fenémenos seria mucho mas satisfactorio.

Es notable que en la fisica del laser exista un modelo tal, ¥ que se haya logrado
aproximarse en el laboratorio a sus condiciones de aplicabilidad. Las predicciones
tedricas se han podido comparar con la experiencia, obteniéndose un acuerdo muy
bueno.

Tal modelo es el conocido como modelo de Lorenz-Haken de la dinamica laser, cuyos
rasgos mas caracteristicos vamos a describir de inmediato.

El laser descrito por dicho modelo es el mas simple que cabe concebir; un laser de dos
niveles, monomodo longitudinal y transversalmente, ensanchado homogéneamente,
unidireccional ¥ en aproximacion de onda plana, o lo que es lo mismo, sin considerar
la estructura espacial del haz laser. El modelo de Lorenz-Haken describe dicho laser
mediante tres ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas que determinan la
evohucion del campo eléctrico, la polarizacién macroscdpica y la inversién de
poblacion. Si la emision laser esta sintonizada en el centro de la curva de ganancia del
medio material v con una de las frecuencias propias de la cavidad resonante, entonces
tanto el campo eléctrico como la polarizacion se pueden describir mediante variables
reales, con lo que el modelo de Lorenz-Haken constara entonces efectivamente de tres
ecuaciones diferenciales ordinarias reales; si la emisidén laser no esta sintonizada,
entonces dichas magnitudes se describen mediante niumeros complejos, lo que da
lugar a cinco ecuaciones diferenciales reales.

Como veremos, el que el laser emita en resonancia o fuera de ella modifica
notablemente las caracteristicas dinamicas del mismo en aspectos tan importantes
como el diagrama de bifurcaciones, la ruta al caos de las distintas variables o el
comportamiento temporal de la fase. Por lo tanto, y siempre dentro del modelo Lorenz-
Haken (L-H), se suele distinguir entre laseres en resonancia o fuera de elia, y sus
respectivas descripciones reciben el nombre de modelo de Lorenz propiamente dicho, y
modelo de Lorenz complejo.

Fue Hermann Haken en 1975 {Hak75l quien establecid el isomorfismo entre las
ecuaciones que describen el modelo mas simple de liaser y las obtenidas por el
meteordlogo E. Lorenz en 1963 [Lor63] es sus estudios sobre conveccién atmosférica.

Por entonces (1975) ya se sabia que las ecuaciones de Lorenz presentaban



comportamientos altamente irregulares pero deterministas (uno de los primeros
exponentes de lo que hoy se conoce como caos determinista), con lo cual la extension
de esta propiedad al caso de la fisica del laser fue inmediata. Asi pues se predijo
tedricamente que el modelo mas simple de laser presentaria autooscilaciones
frregulares o cadticas surgidas de su propia dinamica no lineal. Esta prediccion era
realmente notable por cuarto que las ecuaciones de Lorenz habian sido ya estudiadas
con bastante detalle, y se podian predecir de forma analitica o numeérica cuiles serian
los umbrales de inestabilidad, la secuencia esperada de bifurcaciones al variar un
parametro de control, la forma del atractor extrafio y algunas de sus propiedades
estadisticas, etc. Por lo tanto existian predicciones bien definidas sobre lo que se
deberia observar en un laser descrito por este modelo.

Vamos a escribir a continuacidn la forma de las ecuaciones de Lorenz aplicadas a la
conveccion atmosférica y al laser para que podamos ver con claridad el paralelismo
entre ambas (véanse las referencias [Vil92] y [Tan91], a partir de las cuales

estableceremos la notacién en esta seccién).

X=0(y—Xx)
y=x(r-z)-y
Z=Xy—bz (1.7)

E = ~k(1+i8)E — kAP

P=—y,(1+iA)P -7y, ED .
D=—y,(D-1)+YL(EP° +E'P)
-2 J (1.8)
Suponiendo sintonia perfecta (§=4=0), (1.8) se transforma en
E = —xE — kAP = x(—AP - E)
D=-y,(D-1)+v,EP (1.9)
. 5i ahora cambiamos la variable independiente en (1.9) haciendo
T=Yat (1.10)

obtendremos
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dE_dEdt_ ! «(-AP-E)=X(-AP-E)

dr  dt dt Y Y.

dP 1

& = (—y,P-7,ED)=-P-ED »
T ,h( Y.P-7v,ED)

D _ _Yiup_1-Ep)

dt Y.

J (1.11).

El isomorfismo completo entre el sistema de ecuaciones que describen el laser

sintonizado {1.11) y las de Lorenz se consigue mediante las transformaciones
E= JM}H—)X: /L'-E
Yi Y
1 ’
AV, Y1

D=1-2¢z=A(l-D)
A

(1.12)
y las identificaciones de paramnetros
K
o=—
YL
r=A
b= _Yi
Y1 (1.13)

, como es facil comprobar mediante un calculo directo.

Pronto se tuvo clara conciencia sin embargo de que las condiciones que deberia
cumplir un laser para poder ser descrito mediante el modelo anterior eran
extraordinariamente dificiles de cumplir, no tan sélo por las aproximaciones dristicas
impuestas {laser monomodo, unidireccional, homogéneamente ensanchado, etc), sino
porque incluso dentro de los laseres que verifican estas restricciones las condiciones
para observar la inestabilidad Lorenz-Haken implican trabajar con pérdidas altas y
con bombeos muy superiores al del umbral para la obtencion del efecto laser {primer
umbral) ({WeiB4b], [Abr85], [Ack85], [WeiB8a], [Abr88j, [Vil92]). En efecto, un analisis
de la estabilidad lineal de los puntos de equilibrio de {1.11} muestra que las
condiciones umbral para que exista inestabilidad son

K>Yy+Yy
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S (K+y,+Y, )(x+7,)
YK=Y, —7L) (1.14)

r=A

. La primera de estas condiciones se conoce como la condicién de "mala cavidad”,
mientras que la segunda implica que el umbral de inestabilidad estd unas diez veces
por encima del umbral laser. Como es logico, justo la situacién contraria se da en la
mayoria de los liseres de uso habitual, ya que de lo que se trata en ellos es de
minimizar las pérdidas (buena cavidad resonante) y conseguir efecto.lé.ser empleando
la menor cantidad posible de energia de excitacién. Asi pues un laser que cumpliera
los requerimientos del modelo de Lorenz no existia, y en algunos momentos pudo
parecer incluso imposible de realizar. Estaba claro que si se queria verificar
detalladamente el modelo de Lorenz-Haken tendria que fabricarse un laser disefiado
ex-profeso.

En unos trabajos que datan de 1984, Weiss y Klische ([WeiS4a), [Wei84b]) perfilan por
vez primera las condiciones que debia reunir un laser real para poder observar en €l la
inestabilidad de Lorenz-Haken, decantandose por los laseres de infrarrojo lejano
bombeados dpticamente mediante otros de CO4 0 NoO. Dos caracteristicas hacen de
estos laseres candidatos especialmente atractivos: por un lado las lineas de ganancia
tan estrechas que poseen hacen que la condicidon de mala cavidad no suponga de
hecho unas pérdidas excesivas, y por otro la ganancia se puede controlar muy bien
variando la potencia 6ptica inyectada, con lo que la condicidon para la obtencién del
umbral de fluctuaciones (también llamado segundo umbral) estd al alcance del
experimento. Para compensar el ensanchamiento inhomogéneo producido por el
proceso de bombeo 6ptico {desdoblamiento Stark AC) hay que trabajar a presiones
relativamente altas, de forma que el ensanchamiento homogéneo debido a la presion
sea mas importante que el debido al bombeo. En [WeiB4al los autores citados logran
ya obtener oscilaciones periddicas y una primera bifurcacion por doblado de periodo al
aumentar el bombeo en un laser de CHyF2 que emite a 117 pm.

Un poco mas tarde, estos mismos autores presentan evidencia de que los laseres de
infrarrojo lejano muestran autooscilaciones regulares y caéticas en el rango de
parametros predicho por el modele de Lorenz-Haken, siguiendo una ruta al caos por
doblado de periodo al incrementar la potenicia de bombeo, o la inclinacién de uno de
los espejos del resonador ([K1i85], [Wei85]}).

En [Sas87] Weiss y sus colaboradores estudian de nuevo un laser de infrarrojo lejano
de NH3 en dos de sus transiciones dpticas: una a 81 y otra a 374 um. Para la primera
de ellas se cumplen muy bien las condiciones del modelo Lorenz-Haken, v en
consecuencia la secuencia al caos observada coincide con la predicha por él. Resulta

interesante observar que la secuencia ¢ ruta al caos depende de una manera critica de
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que el laser esté sintonizado o no con el centro de la linea de ganancia. St la sintonia
es perfecta el segundo umbral (o umbral de inestabilidad de la emisién continua) lleva
directamente a emisién cadtica, mientras que fuera de sintonia la emisién comienza
siendo periédica para terminar en cadtica mediante una secuencia de doblados de
periodo.

Esta diferencia entre el comportamiento del 1aser sintonizado o no sintonizado va a
ser el objeto de una serie de trabajos, muy importantes a nuestro juicio, en los que se
mide la evolucién temporal tanto de la intensidad como del campo eléctrico, o lo que
es lo mismo, de la intensidad y la fase.

Una de las razones para extender las observaciones también al campo eléctrico es
que los experimentos de que hemos venide hablando fueron criticados por el hecho de
que el bombeo 6ptico coherente {que implica tres niveles) parecia incompatible con las
condiciones exigidas por el modelo L-H, que es un modelo de dos niveles. Los modelos
de tres niveles bombeados coherentemente son mas complicados, y difieren del
estandar L-H en que predicen umbrales de inestabilidad mas bajos, bifurcaciones
supercriticas y atractores asimétricos periddicos o cadticos ([Wei88bl, [Mol87], [Lag88]).
En cuanto a este ultimo punto, la simetria o asimetria de los atractores no se puede
resolver midiendo tinicamente la intensidad luminosa, ya que la diferencia consiste en
el signo que toma €l campo eléctrico en la evoluciom dinamica, y ese signo se elimina al
tomar el cuadrado (energia o intensidad). Por lo tanto, para comprobar con detalle el
modelo de Lorenz-Haken era necesario medir también la fase.

Uno de los primeros trabajos en esta linea es [Wei88b], en el que mediante una
técnica heterodina que usa como frecuencia de referencia un armoénico de un
generador de microondas (klystron), se puede acceder al estudio de la evolucién del
campo eléctrico y su fase. Se comprobd que para el caso del laser en resonancia
(sintonizado), los saltos de fase observados eran de t = radianes, lo que esta de
acuerdo cont que el campo eléctrico (que es una variable real en este caso) efecttie un
movimiento espiral alrededor de uno de los puntos fijos del modelo L-H, salte al punto
de equilibrio simétricamente colocado con respecto al primero, gire en torno al mismo
un cierto numero de veces, vuelva al primero etc. Los saltos de fase ocurren, como era
de esperar, cuando la intensidad es cero. Sin embargo, fuera de resonancia los saltos
de fase son siempre menores que n, siendo este comportamiento compatible con las
predicciones del modelo L-H cuando el campo y la polarizacion se tratan como
variables complejas.

Otros trabajos relevantes en cuanto a la comparacién de los resultados
experimentales con las predicciones del modelo son [Hb89), [Wei89], [Tan9ll y
[Tan92).

En [HOb89] se ofrece una de las comparaciones mas detalladas que hayan aparecido

en la literatura entre las propiedades de los atractores ca6ticos de un modelo tedrico y
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lag medidas de las mismas en un experimento. Debido a la extraordinaria estabilidad
del sistema experimental utilizado los autores son capaces de obtener series
temporales muy largas (25000 muestras tipicamente) de la intensidad de un laser de
infrarrojo lejano, con lo que pueden reconstruir los atractores subyacentes, calcular la
dimension fractal y la entropia de Kolmogorov de los mismos, asi como las funciones
de correlacion temporal. El acuerdo entre las cantidades medidas y las calculadas
mediante integraciéon numeérica de las ecuaciones del modelo es francamernte excelente.

Los otros tres trabajos mencionados mas arriba ([Wei89), [Tan91] y [Tan92]) se
concentran sobre todo en el estudio experimental de la dinamica del campo eléctrico y
de su fase, asi como en la comparacion de los resultados medidos con las predicciones
del modelo L-H complejo (es decir, el que trata al campo y la polarizacién como varibles
complejas). Quizd el mas completo de los tres sea [Tan91], que es el que pasamos a
comentar brevemente,

El refinamiento experlmental mas importante introducido en este trabajo es el uso de
otro laser de infrarrojo lejano como oscilador local, logrando asi mucha mayor
estabilidad y mayor relacion senal/ruido. A la vez que se mide ¢l campo eléctrico se
mide también la intensidad luminosa en funcién del tiempo. Los resultados muestran
que al variar el parAmetro de sintonia desde valores grandes hacia valores bajos (es
decir, desde tener el laser muy fuera de sintonia hasta sintonizarlo con el centro de la
linea de ganancia), la energia experimenta una serie de doblados de periodo que
termina en emision cadtica. La fase calculada a partir de los datos del campo eléctrico
presenta una componente que varia linealmente con el tiempo, y superpuesta a ella
oscilaciones regulares no arménicas cuyo periodo se va doblando al mismo tiempo que
lo hace el de la energia. Este comportamiento tan regular deja de existir cuando
entramos en el estado cadtico. Entoncees la fase ya no presenta esa tendencia regular
lineal con el tiempo, y la evolucién superpuesta es irregular.

En el caso del campo eléctrico, su via al caos estad menos clara a partir de los puros
datos experimentales, aunque las presentados en el articulo sugieren que el campo es
cuasiperiddico, y que su estructura de frecuencias se va haciendo mas rica en cada
nueva bifurcacion de la energia. Los datos del campo eléctrico se presentan de manera
que encajan dentro de la via al caos tradicional mediante doblado de periodo,
recurriedo a una rotacion del sistema de referencia cuyo uso no esta, a nuestro juicio,
explicado o justificado con suficiente claridad.

Como es natural, la manera de comparar y presentar los resultados experimentales
con los tedricos esta muy influenciada por el analisis realizado en la literatura sobre la
dinamica del campo eléctrico y la fase ¢n las ecuaciones de Lorenz complejas. Veamos
cuales son a grandes rasgos los resultados y su interpretacion. Nos vamos a
concentrar en dos trabajos, [Zeg88] y [Vil90] que nos parecen relevantes en cuanto al

problema de la fase. Ciertamente que no son los anicos, pero tienen la virtud de ser
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recientes y estar escritos por autores directamente implicados en el estudio teérico o
experimental de las inestabilidades laser en el marco del modelo L-H.

[Zeg88] recibe su mas directo estimulo de resultados por entonces recientisimos
({Wei88b]) en los que se media por primera vez la dinamica de la fase. Su analisis
consiste en la integracién numérica de las ecuaciones de Lorenz complejas, extrayendo
de las mismas la evolucién temporal del campo y la fase y comparandola con la del
experimento. Uno de los resultados obtenidos en el analisis numérico es que el
atractor correspondiente al campo eléctrico cuando la intensidad es periodica (de
periodo cuatro en el ejemplo concreto del articulo} es cuasiperiédico con dos
frecuencias basicas inconmensurables entre si. Se introduce a continuacién un
sistema de referencia en rotacién, con una frecuencia convenientemente escogida, en
el que el campo eléctrico es periddico, y se afirma que este procedimiento se puede
extender a todos los casos en que la energia es periddica, con lo que se obtiene una
cierta "representacion irreducible de la solucién periédica para todas las variables, y no
solo para la intensidad”.

En la misma linea de pensamiento sobre la dinamica de la fase esta [Vil90]. El
planteamiento de este articulo es muy general, de modo que puede abarcar una gama
muy amplia de sistemas laser, que van desde el de dos niveles al de tres niveles
bombeado épticamente. Se introduce el estudio de la dinamica del laser no a través de
la intensidad y la fase, sino a través de las dos cuadraturas del campo eléctrico (sus
partes real e imaginaria), y en términos de estas variables se busca (como en [Zeg88])
un sistema en rotacion que permita "congelar” el movimiento del campo eléctrico y lo
haga aparecer periddico, de manera (y este punto es importante) que "las propiedades
estructurales de los atractores asi obtenidos varien con continuidad al ir camnbiando el
parametro de sintonia”.

También nosotros hemos investigado la relacién entre la dinamica del campo
eléctrico v la intensidad, partiendo en primer lugar de un modelo ligeramente mas
general que €l Lorenz-Haken estandar, que sera discutido en detalle en el capitulo 4 de
esta memoria. En el estudio de este modelo ya se apreciaba un acuerdo cualitativo
muy notable entre los resultados numeéricos y los experimentales, al mismo tiempo gue
se observaba que la ruta al caos del campo eléctrico no era el doblado de periodo, sino
otra mas sutil conocida por doblado de toro. La sorpresa ante la posibilidad de que en
un modelo no trivial de un sistema como el laser puedan darse diferentes vias al caos
para diferentes variables dindmicas nos ha animado a un analisis mas profundo del
modelo citado mas arriba, y también al de las mismas ecuaciones de Lorenz complejas.
Queriamos asegurarnos de que las propiedades observadas en €l estudic numérico del
modelo original eran también validas para éste, que es €l que se puede comparar mas

directamente con los experimentos realizados hasta la fecha.
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Las conclusiones mas importantes a las que hemos llegado se pueden resumir como
sigue:
1} Las rutas al caos del campo eléctrico y la polarizacién por un lado, y de la inversion
de poblacidén y la energia por otro, son distintas y coexistentes: en el primer caso se
trata de la via al caos por doblado de toro, mientras que en el segundo es por doblado
de periodo. h
2) Cuando la intensidad es periédica y atin no ha sufride ninguna bifurcacién de la
cascada subarmonica, el espectro del campo eléctrico esta formado por dos frecuencias
base (generalmente irracionales entre si) y combinaciones enteras de las mismas de la
forma n{vj+vgl+vy, nfvy+vo)+vy, n=0,1,2,... No aparecen otras combinaciones enteras
mas que las sefialadas. Cada vez que la ihtcnsidad sufre una bifurcacién por doblado
de periodo, se anaden al espectro del campo dos nuevos picos de frecuencia (f; y fal v
sus combinaciones de la forma m(f;+f2)+f1, mifi+fol+fa, m=1,2,3,... ; ademas f; y fo
ne toman valores cualesquiera, sino que estan relacionadas racionalmente con las
dos frecuencias base del campo eléctrico justo antes de ocurrir la bifurcacién segin

una féormula muy precisa. En concreto se cumple que

e

=(v,—v,)/2 }

f=v,+(vy+v,)/2 (1.15)

. Tras una adecuada renormalizacién de las frecuencias de base, las mismas leyes
enunciadas para la primera bifurcacién se cumplen para todas las siguientes. Los
comportamientos descritos se cumplen para un rango de parametros de control muy
amplio, lo que sugiere que el mecanismo de doblado de toro-doblado de periodo es muy
general en las ecuaciones de Lorenz complejas.

3) Es posible justificar los puntos (1) y (2) mediante un tipo de soluciones formales
consistentes en desarrollos en series infinitas. Decimos formales porque la
convergencia de las mismas no se ha podido establecer de manera rigurosa. Sin
embargo, la combinacién de la evidencia numérica y de la existencia de dichas
soluciones formales parece indicar que lo son de hecho en sentido estricto, al menos
para un cierto rango de los valores de los parametros de control.

4} Las ecuaciones de Lorenz complejas admiten un grupo de Lie uniparamétrico de
transformaciones de simetria, lo que permite clarificar la introduccién de sistemas de
referencia en rotaciéon en los cuales el campo sea estrictamente periédico, como
apuntaban [Zeg88] y [Vil90]. Este grupo de simetria se puede generalizar para incluir
las ecuaciones de Maxwell-Bloch completas (nos referimos a las ecuaciones en
derivadas parciales de las cuales derivan todos estos modelos mas simples). Desde este
punto de vista, la relacion entre ambas vias al caos es caracteristica de una clase muy

amplia de sistemas laser. Se trata pues de un caso de anholonomia de la fase que
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surge como consecuencia de la dinamica, aspecto éste desarrollado en [Nin92a-b] y
[Rol93] para el caso de las ecuaciones de Lorenz complejas. Los detalles sobre estas
investigaciones se presentardn en al capitulo 4.

Tras la discusién del modelo mas simple de laser, y de su realizacién experimental,
quisiéramos discutir otro estrechamente relacionado con el primero y que en la
practica ha llevado también a detallados estudios experimentales y a comparaciones
con la teoria: se trata del laser monomodo, homogéneamente ensanchado, de tres
niveles y bombeado 6pticamente. La diferencia fundamental con el modelo L-H es el
efecto no despreciable del bombeo éptico coherente en un sistema de tres niveles. Los
experimentos mas exitosos sobre este tipo de dispositivos se han llevado a cabo en
laseres de infrarrojo medio {(A=10-15 pm) bombeados usualmente mediante uno de
COs. Estos laseres presentan usualmente umbrales de inestabilidad mas bajos que los
que se necesitaban para observar el caos del tipe L-H, e incluso pueden generar
autooscilaciones (periddicas o cadticas) violando la condicién de mala cavidad.
Ademas, al ser usados con frecuencia para obtener radiacién coherente en una amplia
gama de longitudes de onda del infrarrojo, su importancia practica es mayor que la de
los laseres construidos expresamente para observar el caos L-H. Todo ello abunda en
la idea de que las inestabilidades son comunes en todo tipo de laseres, y en concreto
también en los de aplicacién practica, de lo que se deduce que un estudio de tales
fendémenos no tiene Gnicamente interés desde el punto de vista de la fisica
fundamental, sino también de la aplicada.

Algunas referencias importantes sobre el estudio experimental de los laseres de
infrarrojo medio de tres niveles son [Har85al, [Bis85a], [Har85b], [Bis85b] y [Har85c]. El
centro de atencion de las mismas es un laser que usa NH3 come molécula activa,
bombeado con un TEA (atmosférico de excitacion transversal) de COs5. El laser de
bombeo se controla cuidadesamente en cuanto a su composicién modal transversal y
axial, de manera que se obtengan pulsos limpios (sin batidos o fluctuaciones). Al
trabajar a presiones dos o tres d0rdenes de magnitud supericres a las de los laseres de
infrarrojo lejano el ensanchamiento es fundamentaimente homogéneo, y se puede
conseguir facilmente que funcionen en régimen monomodo haciendo la longitud de la
cavidad resonante suficientemente pequena {de unos 20 6 30 cms), de manera que
sélo coincida un modo axial del resonador dentro de la curva de ganancia del medio
activo.

En la primera de las referencias antes citadas ([Har85a)) la duracion del pulso de
bombeo era de 100 ns, con una potencia de pico de 3 Mw. En el resto se cambia el
laser de bombeo por un hibrido TEA-seccién de baja presidon (CO4) con el objeto de
obtener pulsos mucho mas largos (2 ps} y de esta forma trabajar en condiciones mas

proximas a bombeo estacionario, lo que simplifica la interpretacion de los resultados.
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Centrandonos en el montaje descrito en [Bis85a] (que es, con ligeras moedificaciones,
el mismo que en [Har85b], [Bis85b] y [Har85c]} los principales hallazgos son la
existencia de una secuencia de bifurcaclones por doblado de periodo (y en algunos
casos por intermitencia) al sintonizar finamente la longitud del resonador, que seria
en este caso el parametro de control.

Estos ldseres poseen umbrales de inestabilidad menores que los de infrarrojo lejano, €
incluso pueden dar lugar a emisién caética violando la condicién de mala cavidad,
como se senald mas arriba. Todo ello implica que las fluctuaciones en este caso sean
mucho mas faciles de observar, pero que también haya que complicar los modelos
tedricos que dan cuenta de las mismas, aunque permaneciendo dentro del marco de
las ecuaciones de Maxwell-Bloch.

Trabajos posteriores de Harrison y colaboradores han contribuido a clarificar tanto
los mecanismos fisicos que dan lugar a las autooscilaciones de los laseres de infrarrojo
medio, como también a un andlisis detallado de modelos especificos de los mismos
(IMeh86], [Mol87], [Mol89], [Lu91]).

Las consecuencias mas importantes de pasar de un esquema de dos niveles a otro de
tres en la descripcion de los laseres son las siguientes: acercamiento del segundo
umbral laser (o umbral de fluctuaciones) al primero (umbral para la obtencion del
efecto laser propiamente dicho), posibilidad de obtener oscilaciones caéticas tanto en
condiciones de buena como de mala cavidad y secuencias de bifurcaciones diferentes y
mas complejas que las predichas por el modelo Lorenz-Haken.

A pesar de las diferencias sefialadas, se dan también algunas similaridades muy
notables, que apuntan, a nuestro parecer, a propiedades comunes de una clase muy
amplia de modelos tedricos de los laseres derivados de las ecuaciones generales de
Maxwell-Bloch (véase el capitulo 4 de esta memoria). Nos estamos refiriendo
concretamente al problema de la fase como nueva variable dindmica en los casos en
que no existe sintonia. Examinando por ejemplo [Lu91] vemos que se dice claramente
que el campo eléctrico tiene un comportamiento cuasiperiédico con dos frecuencias
irracionales entre si, mientras que la energia es periddica. Dicho comportamiento
cuasiperiodico se hace aparentemente mas complejo a medida que la energia se va
bifurcando por sucesivos doblados de periodo, siguiendo un esquerna analogo a lo que
ocurria con el comportamiento del modelo L-H, para el cual se dispone hoy dia de
medidas muy precisas que confirman estos detalles.

Podemos concluir este epigrafe diciendo que el modelo tedrico mas simple de laser ha
sido confirmado experimentalmente con un alto grado de precisién, tanto en sus
predicciones cualitativas como cuantitativas, y que otros ligeramente mas complicados
han encontrado también su correlato exberimental en los laseres moleculares
bombeados opticamente. En ambos casos, si se tiene en cuenta la posible falta de

sintonia entre la emision laser y el centro de la linea de ganancia o con respecto a las



resonancias de la cavidad, la fase es una variable dinamica en un mismo plano de
igualdad con la intensidad. En ambos tipos de modelos, la evidencia numérica y
experimental indica que las vias al caos que siguen el campo eléctrico y la intensidad
son diferentes, siendo la del primero un doblado de toro, y la de la segunda por
doblado de periodo. Un anilisis de las sucesivas bifurcaciones del campo y la
intensidad ha descublerto relaciones sutiles entre dos vias al caos que parecian
bastante distintas entre si, y que en esta ocasién coexisten. Estas relaciones,
presentes en modelos muy diversos, apuntan a que dependen tan sblo de algunas
propiedades formales muy generales de las ecuaciones de Maxwell-Bloch, y que las

heredan todos los modelos que respetan la estructura basica de dichas ecuaciones.

1.3. Fenomenologia temporal compleja en laseres modulados
externamente, inhomogéneamente ensanchados o multimodo

En comparacion con el epigrafe anterior, éste es de contenido mas heterogéneo, en
tanto que trata de resumir la gran cantidad de evidencia experimental sobre
inestabilidades y caos en laseres mas complicados que los descritos por el modelo
Lorenz-Haken.

Discutiremos con cierto detalle los estudios llevados a cabo en laseres cuyos
parametros (pérdidas, ganancia, longitud del resonador, etc) se modulan
externamente, puesto que la caracterizacion experimental de los mismos es a la vez
muy compieta y de relativamente facil interpretacion, y porque ademas fue asi como se
descubrié la primera ruta al caos en condiclones controladas en tales sistemas
Opticos.

Un nivel mayor de complejidad presentan los laseres que aun siendo monomodo
poseen un ensanchamiento inhomogénec de su perfil de ganancia (tipico en muchos
laseres de gas que trabajan a baja presion). Los experitnentos llevados a cabo en estos
sistemas muestran sin embargo rutas al caos bien definidas, pero con umbrales de
inestabilidad mucho mas bajos que en el caso de ensanchamiento homogéneo. El
tratamiento tedrico (o0 numérico) de estos laseres es complicado, puesto que hay que
considerar una gran cantidad de grupos atomicos o moleculares cada uno de ellos
interaccionando selectivamente con la radiacion. Soélo recientemente han alcanzado
los esquemas numeéricos y la potencia de los ordenadores el grado necesario para poder
establecer comparaciones cuantitativas con la experiencia.

También discutiremos algunos experimentos relevantes sobre inestabilidades en
sistemas multimodo (axial o transversal), centrandonos en laseres de colorante y gas
(COs) puesto que nos son mas familiares por nuestras investigaciones.

Particularmente notable es a nuestro entender el hecho de que se haya podido, en
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algunos casos, caracterizar cuantitativamente la dinamica de laseres de colorantes en
los que muchas veces pueden intervenir miles de modos acoplados.

Por ultimo, intentando una exhaustividad tal vez imposible, veremos algunos
experimentos en los que se estudian inestabilidades y rutas al caos en laseres de
estado sélido.

Vamos a agrupar el material en tres subapartados: laseres de gas, ldseres de
colorantes y laseres de estado sélido. En alguno de ellos (como en el de los laseres de
gas) enconiraremos ejemplos de laseres modulados, laseres inhomogéneamente
ensanchados o multimodo, mientras que en otros (laseres de colorantes} los ejemplos

corresponden casl exclusivamente a laseres multimodo.
1.3.1. Inestabilidades y caos en liseres de gas

[Are82] es la primera referencia en la literatura en la que de manera muy
estrictamente controlada se estudia la via al caos de un laser con modulacién externa
de las pérdidas. El laser de CO5 utilizado por los autores se puede modelar bien por las
ecuaciones semiclasicas de Maxwell-Bloch en las que se ha eliminado adiabaticamente
la polarizacién. En tal‘caso tendriamos tan s6lo dos ecuaciones acopladas para la
intensidad luminosa y la inversiéon de poblacion, siendo necesaria la modulacién
externa de algun parametro de control para tener un sistema en el que pueda existir
caos. La amplitud de la modulacién es mas bien pequefa (del orden del 1%) y fifa,
usandose como parametro de control la frecuencia de la misma. Se observa una ruta
al caos por doblado de periodo y el fenémeno de multiestabilidad generalizada, esto es,
la coexistencia para determinados valores del parametro de control de varios atractores
asintoticos estables. Los autores sugieren que este hecho puede explicar la aparicion
de divergencias tipo f® en el espectro de Fourier cuando los atractores asintéticos a
gue nos referiamos mas arriba son caéticos, y presentan evidencia en este sentido.

Con el mismo sistema experimernital, los autores de [PucB85] mejoran la estabilidad del
laser y del generador de frecuencias que modula las pérdidas, de manera que se pueden
‘'observar de forma estable y controlada ventanas de periodicidad f/8 e incluso f/10 (f
es la frecuencia de modulacion) dentro de la region cadtica. A diferencia del caso
anterior, la frecuencia de modulaciéon se mantiene ahora flja, y se varia su amplitud
entre un 1% y un 2%. Se toman series temporales muy largas (32000 muestras, lo que
corresponde a 16 por cada periodo de la sefial de modulacién), lo que permite la
aplicacién del algoritmo de Grassberger-Procaccia para el calculo de la dimensi6én
fractal del atractor del laser (para una discusién del fundamento y aplicacién de dicho
algoritmo, ver la seccion 2.3.3 de esta memoria}. El resultado mas notable es que en el
punto de acumulacién de la cascada subarménica se gbtiene para dicha dimensién

un valor de 1.5, que esta de acuerdo con los calculos realizados a partir de la ecuacién
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logistica. Cuando el laser entra en el estado cadtico completamente desarrollado, la
dimensién fractal del atractor se incrementa abruptamente hasta un valor del orden
de 2.4,

En la misma linea que los experimentos anteriores estan [Bis87] y [Dan87], en este
altimo si cabe con un estudio atin méas detallado del comportamiento de un laser de
CO5, provisto de un modulador elastodptico. La caracterizacidn experimental de la
multiestabilidad y la aparicion de crisis en el sistema (cambios globales y suibitos del
tamario o la topologia del atractor extrafo, usualmente por colision del mismo con un
ciclo limite inestable) es probablemente lo mas novedoso, Comparan sus resultados
con las ecuaciones de Maxwell-Bloch con eliminacion adiabéatica de la polarizacion y
modulacién de un parametro de control, y encuentran un acuerdo satisfactorio con el
experimento.

La generacion de inestabilidades y caocs en laseres en los que se elimina
adiabaticamente la polarizaciéon puede lograrse también de otras formas distintas del
forzado externo de alguno de sus parametros de control. Asi, en [Are86], [Are87] y
[Are88] se propone y estudia un sistema de inestabilizacién mediante
retroalimentacion de las pérdidas con una senal obtenida a partir de la intensidad del
laser. En este caso el considerar la dinamica de la variable de retroalimentacion es lo
que proporciona el grado de libertad adicional para poder observar autooscilaciones
cadticas.

Dentro del campo de las inestabilidades en laseres monomodo, las correspondientes a
ensanchamiento inhomogéneo ccupan un lugar destacado por su complejidad. En
efecto, una descripcién medianamente realista de estos laseres implica considerar una
gran cantidad de grupos de dtomos o moléculas interaccionando selectivamente con el
campo de radiacion.

Experimentalmente se sabe, gracias al trabajo pionero de L. Casperson (véase [Cas80]
y las referencias incluidas en el mismo), que la emisién continua de un laser
inhomogéneamente ensanchado de Xe puede desestabilizarse dando lugar a
oscilaciones periddicas no amortiguadas. En posteriores articulos este mismo autor
contribuyé a una clarificacién del mecanismo causante de la inestabilidad, producida
por la existencia de varias frecuencias correspondientes a una longitud de onda dada
en el resonador (dispersion anémala), y por el hecho de que estas bandas de frecuencia
pueden ser amplificadas a costa de la inversion de poblacién del laser ([Cas80],
[Cas81], [CasB8a] y [Cas88bl}. Otros experimentos dignos de menciéon en laseres
inhomogéneamente ensanchados son [Mae82], [Alb85] y [Tar86], siendo esta dltima
referencia la mas detallada en cuanto al control del experimento y a la comparacion
con un modelo tedrico. El sistema heterodino empleado en [Tar86] permite el
seguimiento de la evolucion temporal de la intensidad, de la del campo eléctrico y

establecer la forma (simétrica o asimétrica) de los atractores en el espacio fasico. Del
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estudio del modelo tedrico, los autores de [Tar86] sacan la conclusiéon de que la fase es
otra variable dinamica mas, junto con la intensidad y la inversion de poblacién,
situacioén que nos recuerda por otra parte a lo que ocurria en el modelo Lorenz-Haken
cuando se consideraba la desintonia.

Son interesantes sus comentarios acerca de las similaridades cualitativas entre el
comportamiento dinamico de la fase en laseres homogénea e inhomogéneamente
ensanchados, a pesar de que pueden diferir notablemente en caracteristicas tales
como los umbrales de inestabilidad, el nimero de ecuaciones necesarias para
modelarlos, etc. En la misma linea (aunque tal vez no de una manera tan consciente)
esta un trabajo reciente relacionado con modelos simples aplicables a laseres
inhomogéneamente ensanchados ((Mez92]). En él se ve claramente de nuevo que las
rutas al caos del campo eléctrico y la intensidad son diferentes, la segunda por via del
doblado de periodo y la primera muy probablemente por doblado de toro (aunque en la
referencia citada no hay informacién suficiente para afimmarlo categéricamente).

Nuestra explicacion de la similaridad cualitativa de estos comportamientos del campo
eléctrico y la intensidad en clases muy distintas de laseres es que todos los modelos
considerados derivan, bajo aproximaciones mas o menos drasticas, de las ecuaciones
de Maxwell-Bloch, respetando (y esto es crucial) la forma funcional de los segundos
miembros de dichas ecuaciones. En particular, los términos no lineales aparecen en la
ecuacion de la polarizacién (término tipo FD} y en la de la inversién de poblacion
(término F*P+cc). Pues bien, la clase entera de modelos derivados de las ecuaciones de

Maxwell-Bloch admite soluciones temporales formales dadas por series del tipo

F=e"Yfe™neZf eC
n

P=e™¥n e™:neZn, eC}

n

D=Yd,e™neZd,=d’,
n J (1.16)

y son invariantes bajo el mismo grupo gauge discutido en relacién con el modelo de
Lorenz-Haken.

Desde este punto de vista, muy formal y por lo tanto no del todo riguroso al no haber
comprobado la convergencia de las series del tipo {1.16), es facil comprender que la
relacién discutida entre las vias al caos del campo y la energia debe observarse en
todos los modelos antes citados.

El que los investigadores se hayan concentrado hasta hace relativamente poco en las
inestabilidades monomodo tlene su explicacién o justificacién en la mayor simplicidad
de las mismas, y en que los experimentos son entonces mas sencillos de controlar y de

interpretar. Sin embargo existen referencias en la literatura en las que se estudian
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inestabilidades multimodo con un nivel de control experimental que no deja nada que
desear con respecto a las correspondientes a laseres monomodo.Vamos a presentar
cuatro ejemplos , aunque somos conscientes de que existen muchos mas que con
parecidos derechos podrian aparecer aqui referidos. Se trata de [Wei83|, [Bis85c] v
[BisB8].

En [Wei83] la causa de las inestabilidades en un laser de He-Ne a 3.3%9 pm es la
interaccion de tres modos longitudinales, observandose caos segin las tres rutas
clasicas (doblado de periodo, Ruelle-Takens e intermitencia}. La seleccion de una u
otra ruta se consigue desintonizando el laser una determinada cantidad con respecto
al centro de la linea de ganancia, y luego usando la inclinacion del espejo dé salida
como parametro de control.

En [Bis85c] y [Bis88] se estudia un laser continuo de CO,, monomodo axialmente, y
con una composicién transversal de modos que se puede controlar mediante la
introduccién de un iris intracavidad de diametro variable. Cuando estan presentes dos
modos transversales el batido entre los mismos da lugar a oscilaciones periédicas no
amortiguadas, que se desestabilizan y dan lugar a caos cuandec se afiade un nuevo
modo transversal (via Ruelle-Takens); se han observado también doblado de periodo y

sincronizacion de frecuencias inconmensurables en la via al caos de este sistema.

1.3.2. Inestabilidades y caos en léseres de colorantes

Una motivaciéon importante para el estudio de las fluctuaciones en laseres de
colorantes ha sido establecer los limites de sensibilidad de una técnica analitica: la
espectroscopia intracavidad. Consiste en detectar la presencia y concentracion de una
determinada sustancia colocandola en el interior de la cavidad resonante de un laser
de colorantes de espectro ancho, observando las lineas de absorcién producidas en la
interaccion de la radiacion laser con dicha sustancia. La gran coherencia del laser
deberia permitir la medicion de detalles muy finos del espectro de absorcién, asi como
la deteccién de cantidades infimas de las sustancias objeto de estudio, como de hecho
ocurre. Sin embargo existia una diserepancia entre los limites teéricos de sensibilidad
de la técnica y la realmente obtenida en la practica, que podia oscilar entre uno o dos
ordenes de magnitud. Ademas la discrepancia no se eliminaba ni siquiera en el caso en
que las fuentes de ruido "técnico” (vibraciones, imperfecciones mecanicas u épticas,
derivas térmicas, etc) se sometian a un control riguroso, Por lo tanto, €l origen de la
misma habia que buscarlo en la dindmica del propio laser. Algunos de los trabajos
mas relevantes en relacion con estos problemas son [Bae78), [Bae80al. [Bae80b],
[Mir82b], [Atm85), [Sto85], [Aiv86a], [AivB6b] y [AivE7].

La principal conclusién que se desprende de los mismos es que la sensibilidad de la

espectroscopia intracavidad se ve limitada por el tiempo caracteristico asociado a las

38



fluctuaciones temporales en los modos resonantes. Incluso en condiclones en que la
intensidad total del laser apenas fluctaa, la de los modos individuales presenta
variaciones irregulares muy importantes, llegando a ser incluso del 100%. El origen de
dichas fluctuaciones es dindmico, es decir, surgen del mismo funcionamiento del laser
incluso si se extreman los cuidados v se controlan factores externos tales como
vibraciones mecéanicas, inestabilidades de las fuentes de alimentacion (o de los laseres
de bombeo), derivas térmicas y otros; sin embargo el mecanismo preciso que las
explicaria no queda aclarado en las referencias anteriores en las que, todo lo mas, se
esbozan algunos modelos de ecuaciones de balance suplementadas con fuentes de
ruido aleatorio que modelarian los procesos estocasticos asociados a la emision
espontianea de radiacion, y su posterior evoluciéon temporal en un medio activo.

Las aplicaciones potenciales de las fuentes coherentes de radiacion de banda ancha
en los procesos Opticos no lineales ha despertado también el interés por el estudio de
las fluctuaciones que aparecen en tales laseres, como en el caso de [Wes84]. En esta
referencia se hace un anilisis estadistico del acoplo de los modos individuales
presentes en la emisién de un laser de colorantes, bobeado por un Yag-Nd doblado en
frecuencia. Se prueba que el espectro de emisién cambia, aparentemente de forma
aleatoria, de disparo a cﬁsparo v que existe correlacion positiva entre modos separados
por uno o dos rangos espectrales libres. Esta tltima observacién se explica por el
hecho de que el laser tiende a emitir la maxima intensidad compatible con la inversion
de poblacion existente. Al ser el laser investigado unc de configuracién tipo Fabry-
Pérot esto implica que son necesarios varios modos (al menos dos) para aprovechar de
manera eficiente la ganancia, lo cual a su vez estd relacionado con el fenémeno
conocido como quemado espacial de huecos. Este fenémeno consiste en que el campo
electromagnético estacionario de un resonador Fabry-Pérot aprovecha con la maxima
eficiencia la ganancia que proporciona el mdio activo sélo en unas zonas muy
concretas de éste. Para extraer la maxima potencia df_:l laser sera necesario por tanto
que varios modos del resonador se repartan el volumen activo del mismo.

La dinamica de los laseres de colorantes ha despertado un notable interés per se,
independientemente de las posibles aplicaciones practicas, sobre todo desde el
momento en que las ideas sobre el origen dinamico determinista de una amplia clase
de fenémenos irregulares han madurado y se han converitdo en motivo no solo de
especulacion tefrica, sino también de comprobacién experimental. Dificilmente se
podria haber elegido un sistema mas atractivo que el laser de colorantes por la riqueza
de comportamientos que presenta, ni de mas dificil tratamiento analitico, por el
enorme numero de grados de libertad implicados. En efecto, la gran anchura de banda
de la curva de ganancia de muchas sustancias organicas usadas como medio activo
hace que en condiciones normales (sin elementos selectores o dispersores

intracavidad) experimnenten ganancia 6ptica cientos en incluso miles de modos
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longitudinales del resonador, y asimismo numerosos modos transversales,
dependiendo de los parametros geométricos del resonador.

Parece superfluo decir que la interrelacion entre las dinamicas de esos "modos"
individuales (axiales o transversales) para producir los patrones espaciales y
temporales observados en la practica no se comprende aun de manera satisfactoria, y
que es actualmente un campo abierto de investigacion. Y sin embargo, es notable que
a pesar de esta enorme complejidad haya varios experimentos que muestran que la
dinamica de estos laseres se puede entender como proveniente de un sistema dinidmico
con un numero pequefio de grados de libertad. Vamos a repasar brevemente algunos
de los trabajos en dicha linea, en concreto [Hil84], [Hil85], [Atm86], {Zhe86]), [AtmB7],
[McM88] y [Fugo. |

En [Hil84] y [Hil85] (este ultimo de corte teérico y motivado por las medidas del
primero) se muestra como al aumentar la potencia de bombeo del laser de Art que
excita al de colorante, la intensidad integrada de este ultimo sufre una serie de
cambios bruscos o bifurcaciones, acompariadas de histéresis. La observacién
simultanea del espectro del laser (con resolucion de los modos individuales) perimite
concluir que tales bifurcaciones estan asociadas al cambio de emision del laser desde
el centro de la linea de ganancia a una emision bicromatica, con separacion de
frecuencia igual a la de Rabi. Para potencias de bombeo aun mas altas hay evidencia
indirecta de que el laser puede llegar a un estado cadtico, pero no hay informacién
detallada que nos permita confirmar este extremo, ni podemos saber tampoco que ruta
seguiria la evolucion temporal ordenada a la desordenada. El laser estudiado por los
autores es uno en configuracién de anillo, con lo cual pueden obtener emisién en un
modo transversal esencialmente (el TEMgg) y también en un unico modo axdal cuando
la potencia de bombeo es baja.

[Atm86] y [Atm87] representan un intento de aplicacion de los métodos numeéricos
que estiman la dimension de correlacion y la entropia de Kolmogorov al analisis de las
senales temporales obtenidas de un laser de colorantes continuo, y de explicacién de
los resultados mediante un mecanismo que accopla de manera efectiva los modos
individuales (dispersién Brillouin).

El parametro de control del experimento es la potencta espectral intracavidad
(esencialmente la potencia inyectada dividida por el ancho de banda). Al medir la
evolucion temporal de grupos de modos (unos 35 por grupo debido al limite impuesto
por la resolucion del espectrémetro) se observa que el tiempo de correlacion asociado a
las fluctuaciones disminuye de manera discontinua y brusca para clertos valores de la
potencia espectral. También varian de forma discontinua la dimensién de correlacion y
la entropia de Kolmogorov calculadas usande el algoritmo de Grassberger-Procaccia.
Los valores fraccionarios y relativamente pequefos obtenidos para la dimensién de

correlacion confirman que estamos ante un caso de caos determinista, Sin embargo, la
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posible ruta al caos o las razones para estos cambios discontinuos de las magnitudes
antes citadas no se investigan en detalle.

El intento de explicacién propuesto en [Atm87] se puede decir que tiene éxito solo en
parte, ya que si bien el mecanismo aducido puede acoplar muchos modos cuando los
valores de la potencia espectral scn muy altos, no es muy efectivo para valores
moderados o pequenios de dicha cantidad {que es el caso del experimento).

El problema que se esta planteando aqui es, por supuesto, justificar porqué un
sistema en el que pueden excitarse varios miles de modos simultaneamente se
comporta como regido por un modelo mucho mas sencillo, con tan sélo unos pocos
grados de libertad. De ahi que los autores busquen un mecanismo que acople ¥
organice la dinamica de gran cantidad de modos (que actuarian ccherenternente) para
después describir la evolueién temporal de un reducido grupo de estas, llamémoslas
asi, superestructuras.

[McM88] es otra referencia en la que se trata el comportamiento de los laseres de
colorantes muitimodo desde la perspectiva de la teoria de los sistemas dinamicos.

En su experimento ¢l laser continuo de colorantes experimenta cambios bruscos en
su espectro optico de emision al variar la potencia de bombeo. Asi, partiendo de un
espectro en el que aparecen solo tres modos con sus amplitudes fijas se pasa a otro
que contiene cientos de picos de frecuencia, cuyas amplitudes fluctiian violentamente
(modulacién del 100%). Se muestra experimentalmente que el tiempo de correlacién
caracteristico de los modos disminuye al aumentar el bombeo externo. En todas las
medidas se aseguran que la emisién del laser se produce en el modo transversal
fundamental TEMgo, siendo ésta una condiciéon imprescindible para observar los
espectros sencillos de los que hablabamos mas arriba.

El andlisis numérico de las series temporales digitalizadas correspondientes a la
intensidad modal revela, al usar el algoritmo de Grassberger-Procaccia, que el
comportarmiento irregular observado se puede explicar mediante un sistema dindmico
determinista de pocos grados de libertad, ya que la dimension de correlacion resulta
finita y fraccionaria (=1.6), y la entropia de Kolmogorov positiva.

Los resultados de un modelo de amplitudes modales acopladas por interacciones de
tercer orden ofrecen un buen acuerdo cualitativo con el experimento, sin necesidad de
introducir en el mismo fuentes de ruido externas. Asi pues la dindmica determinista’
del modelo consideradoe genera oscilaciones irregulares como las que se observan en la
realidad.

Entre las referencias tedricas recientes gue abordan el problema de la modelizacion de
los laseres de colorantes podemos citar [Fu90], donde se estudian soluciones
oscilantes en forma de onda viajera, considerando que el nivel laser inferior no es
discreto, sino un continuo (una banda de estados). Se predicen umbrales de

inestabilidad mucho mas bajos que los estimados por los modelos mas simples, lo que
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esta en pleno acuerdo con la experiencia, segiin la cual muchas veces ocurre que las
fluctuaciones aparecen juntamente con la emisién laser.

Nuestros propios trabajos abundan en mostrar que el caos determinista puede
explicar en buena medida las fluctuaciones "aleatorias” que aparecen en estos
sistemas, y aftaden una nota de interés al sefialar que estas fluctuaciones estan
decorrelacionadas para distancias entre puntos de la seccidon transversal del haz laser
mayores de unos 500 um o Incluso inferiores (fluctuaciones locales). Los resultados de

estas investigaciones se presentan en detalle en el capitulo 2 de esta memoria.

1.3.3. Inestabilidades y caos en ldseres de estado sélido

El estudio de los laseres multimodo de estado sélido mostrd desde fechas muy
tempranas que la distribucién de la energia en los modos del resonador era altamente
irregular, y variaba de disparo a disparo en los laseres pulsados; la explicacion de este
fenémeno era en parte heuristica (gran namero de modos con posibles acoplos entre
si, todos ellos compitiendo por la inversién de poblacién disponible), y en parte
derivaba de modelos tebricos de ecuaciones de balance para modos acoplados mas
ruido blanco que simulara el proceso de emision espontanea ([Mal76], [Bae81],
[Mir82a]). En estos primeros experimentos no se solia medir la evolucion temporal en
tiempo real, por lo que no podemeos sino conjeturar el posible papel que jugaria el caos
dinamicoe (determinista} como explicacion alternativa de los resultados observados.

Los conceptos de la teoria de los sistemas dindmicos se abrieron paso desde
aproximadamente mediados de la década de los ochenta, de forma que proveian de un
nuevo esquema teérico con el que interpretar las nuevas observaciones que se
realizaban scbre la dindmica de estos ldseres. Un ejemplo bastante temprano de este
cambio de enfoque lo tenemes en {Pol83], en el que los autores discuten un modelo de
la estructura de la linea de ganancia de un laser de Yag-Nd que explicase la
modulacién lenta (de frecuencia aproximada 1 kHz) observada en dicho laser. La
integraciéon numérica de las ecuaciones del modelo predice en efecto tal modulacion,
pero superpuesta a ella se da otra mucho mas rapida de caracter aparentemente
irregular. Tal vez lo mas interesante para nosotros sea que los autores son conscientes
de que la aparicion de oscilaciones "aleatorias” puede ser un efecto dindmico nc muy
diferente de lo que ocurre en ingenieria electronica con los generadores de ruido {(véase
[Pol83], especialmente la segunda columnna de la pagina 951).

El asimilar los Iaseres de estado sélido a osciladores de relajacidon ha proporcionado
una guia bastante directa para obtener de los mismos comportamientos muy
complejos en condiciones controladas con gran precision. La idea fundamental es que
muchos de estos dispositives presentan oscilaciones regulares amortiguadas para

valores tipicos de sus parametros de control (oscilaciones de relajacion). ¢Por qué no
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entonces modular alguno de dichos parametros a frecuencias proximas a las de
aquellas?. El parecido de este enfoque con el empleado en el estudio de osciladores
amortiguados y forzados nos parece muy notable, asi como enriquecedor el que estos
dos campos de trabajo se puedan influir y proveer de ideas el uno al otro.

Ejemplos representativos de estas técnicas son [Kha84], [Kli84], [Mat84], y [Mac89].
Probablemente [Kli84] y [Mac89] son prototipicos en cuanto a los métodos
experimentales empleados y los resultados obtenidos. En ambos se modula la
intensidad de bombeo incidente en un cristal que actia como medio activo. El
parametro de control puede ser la amplitud de la modulacién (manteniendo en tal
caso la frecuencia fija) o la frecuencia de la misma, y los resultados son en ambos
casos la observacion de una transicion orden-caos mediante doblado de periodo.

Para concluir este epigrafe, unos breves comentarios sobre los modelos tedricos del
caos en los laseres de estado sélido.

Habitualmente usan ecuaciones de balance que incluyen la inversién de poblacion y
la intensidad como variables dindmicas. En este caso la dimension del espacio de fase
(dos) impide la existencia de oscilaciones caéticas automantenidas, con lo que la
modulacién externa de los parametros de control introduce el grado de libertad
adicional necesario pafa poder observar estos fenémenos. Sin embargo no hay que
pensar que sea ésta la tinica situacién posible. Modelos méas complicados de laseres de
estado solido, en los que el espacio de fase es naturalmente de mayor dimension,
permiten obtener autooscilaciones caéticas, multiestabilidad (existencia de multiples
atractores para unos valores fijos de los parametros de control), histéresis y
dependencia sensible a las condiciones iniciales en cuanto al comportamiento

asintético final (véase por ¢jemplo [Chy81]).

1.4. Efectos transversales en la dinamica laser, caos
espaciotemporal y turbulencia éptica

El panorama de la dinamica laser que hernos resumido hasta el momento presenta
una rigqueza indudable, y una correlacion satisfactoria de las teorias y modelos mas
simples con resultados experimentales controlados con precision. Sin embargo, hasta
el momento hemos clvidado, deliberadamente, considerar el posible efecto que pudiera
tener la estructura transversal del haz laser en la dinamica {temporal) observada.
Tanto es asi que hasta fechas muy recientes la imagen mas corriente del surgimiento
de las inestabilidades temporales y el caos en laseres era que tales fenémenos se
producian de manera simultanea y sincrona en toda la seccion transversal de los
mismos. Esta concepeion, junto con la idea tradicional de que los laseres emiten su

radiacién en modos correspondientes al resonador vacio han sufrido en los altimos



cinco anos aproximadamente una revision profunda, que nos hace cambiar, tal vez de
modo notable, nuestras nociones acerca del surgimiento de la complejidad y las
estructuras dinamicas.

Las observaciones experimentales que han obligado a una tal revision se pueden
agrupar en dos grandes categorias: por un lado existen datos claros que muestran que
los patrones transversales emitidos por ciertos tipos de laseres no concuerdan con los
esperados para el correspondiente resonador vacio, apareciendo ademas estructuras
singulares (vortices del campo eléctrico y singularidades de fase) que se generan de
forma dinamica, y por otro se ha comprobado también que en laseres con un nimero
de Fresnel relativamente alto y cuya intensidad varia de forma irregular, puntos
distintos de la seccién recta del haz oscilan sin correlacion cruzada aparente, y cada
uno de ellos de forma cadtica, para separaciones de dichos puntos mucho menores
que €l tamario efectivo de la seccion recta.

No disponemos anun de una explicacién razonablemente completa de estos
resultades, aunque se trabaja a un ritmo muy rapide tanto en la observacion de
nuevos efectos como en el cilculo intensivo de soluciones numeéricas de las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales subyacentes. Los éxitos ya conseguidos nos hacen
ser optimistas y pensar que la comprension de esta nueva area de fenomenologia, que
podriamos muy bien Hamar hidrodinamica 6ptica o turbulencia 6ptica, va a aumentar
de forma significativa en los préximos afios.

Asi por ejemplo la prediccion y posterior observacion de las singularidades de fase
asociadas a puntos donde el campo eléctrico es cero, pero en los que la circulacion del
gradiente de la fase es distinta de cero, es un éxito importante. La organizacion de
tales singularidades en formaciones regulares ha conducido a especulaciones muy
valiosas sobre las posibles aplicaciones practicas de este fendémeno, o de otros
relacionados como la multiestabilidad espacio-temporal.

A continuacién quisiéramos presentar una pequeha muestra de bibliografia selecta
comentada brevemente, que contiene trabajos que han contribuido, a nuestro
entender de manera decisiva, a la consolidacion de este nuevo campo de investigacion.
Siendo este un tema de investigacion punta en lo que respecta a la fisica del laser seria
pretencioso por nuestra parte cualquier intento de exhaustividad en cuanto a los
trabajos citados; nos conformarmos con el objetive, mas modesto, de que todo lo
incluido sea relevante. Nuestras investigaciones sobre estos temas, llevadas a cabo en
laseres de colorantes y CQOs se expondran en detalle en los capitulos 2 y 3 de esta
memoria.

[LugB85] y [Nar86] representan dos intentos de atacar el problema de las
inestabilidades muiltimodo en laseres homogéneamente ensanchados partiendo de las
ecuaciones completas de Maxwell-Bloch e imponiendo para su solucion desarrollos

modales (truncados después convenientemente), o bien integrandolas numéricamente.
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Buena parte del esfuerzo tedrico y numeérico feﬂejado en estos trabajos procede del
deseo de explicar los resultados experimentales de Hillman et al ([Hil84]} ya
comentados anteriormente. A partir de estos modelos se pudo justificar la aparicién de
umbrales de inestabilidad muy bajos y la histéresis del comportamiento de la
intensidad al variar el bombeo, asociada probablemente a la multiestabilidad que
puede existir en estos sistemas tan complejos. Otros aspectos, como la desaparicion
sabita de la frecuencia resonante del laser y la aparicion en su lugar de dos bandas
centradas simétricamernte, no quedan suficientemente aclarados sin embargo.

En los articulos anteriores no se incluye la estructura transversal del laser, pero si se
considera la dependencia espacial con respecto a la coordenada z, o coordenada a lo
largo del eje del mismo. La inclusion dé la estructura transversal puede hacerse
considerando el campo eléctrico descompuesto en modos normales y hallando a partir
de las ecuaciones completas de Maxwell-Bloch la evolucién temporal de los
coeficientes de tal desarrollo ([Lug88b]).

La inclusién de los grados de libertad transversales hace bajar aiin mas los umbrales
de inestabilidad si los comparamos con los predichos por las ecuaciones de Lorenz-
Haken, poniéndolos de acuerdo con lo observado experimentalmente en sistemas
multimodo ([Lug88)).

El éniasis en los anailisis anteriores se centra sobre todo en obtener condiciones
analiticas ¢ semianaliticas para la estabilidad de las soluciones estacionarias y en
calcular los umbrales para la aparicién de fluctuaciones, pero no hay todavia
indicaciones sobre la dindmica que se podria esperar de la interaccidon entre evolucion
temporal y estructuras espaciales.

La importancia fundamental que pueden llegar a tener los efectos transversales en la
dinamica temporal de los laseres lo muestra bien a las claras el trabajo de Lippi ¥
colaboradores ([Lip87]) en el que observan oscilaciones espontaneas de muy bajo
umbral de la intensidad en un laser de COg monomodo cuyos parametros se
estabilizan cuidadosamente. Sé6lo la inclusion de los parametros transversales del haz
laser como nuevas variables dinamicas logra establecer el acuerdo con los resultados
observados, en un sistema que de otra manera tendria que ser incondicionalmente
estable.

El estudio tedrico de la formacién de patrones espaciales estacionarios en laseres ha
conducido a la prediccion y verificacién experimental de dos fenémenos interesantes:
el acoplo cooperativo de frecuencias y la existencia de singularidades de fase en el
campo eléctrico. El primero consiste en que una familia o grupo de modos
transversales, cuyas frecuencias de oscilacion pueden ser distintas, son capaces de
interaccionar no linealmente de modo que ajustan sus frecuencias a una comun, y su
combinacion da lugar a un patrén espacial no uniforme, pero cuya intensidad no

varia con el tiempo. Asociado con el fenémeno antes descrito aparece €l de las
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singularidades de fase, que serian puntos en la seccion recta del haz tales que en ellos
el campo eléctrico se anula, y ademas si se realiza un circuito cerrado simple alrededor
de uno de tales puntos, la circulacién del gradiente de la fase es un multiplo entero de
2n. Al valor de dicho .mﬁltiplo se le llama carga topolégica del vortice o defecto de
fase correspondiente. Obsérvese la analogia tan préxima con fenémenos similares que
se dan en hidrodinamica, superconductividad o superfluidez. Un aspecto adictonal de
considerable interés en relaciéon con los vortices dpticos es la posibilidad de que varios
de ellos se organicen formando patrones regulares que se han denominado cristales de
singularidades de fase. Se ha especulado también con la posibilidad de que mediante
una variaciéon adecuada de los parametros de control estos patrones estacionarios y
regulares puedan desestabilizarse, y que la dinamica surgida entonces pueda justificar
{en parte al menos) la dinamica espaciotemporal de los sistemas laser, e incluso dar
lugar al analogo optico de la turbulencia hidrodinamica.

Algunas referencias importantes es relacién con los temas recién tratados, que
incluyen tal vez resultados experimentales, son [Lug88a], [Lef89], [Tre89], [Are91],
{Bra91a-b] y [Wei92].

Desde el punto de vista del estudio experimental de la dinamica espaciotemporal de
los laseres, |[Kl1i89] y [Dan92] son probablemente los trabajos mas proximos a nuestras
propias investigaciones. En el primero de ellos se da cuenta, quiza por vez primera, de
la medida de caos espacioternporal en un laser. Los autores registran digitalmente las
sefiales procedentes de dos detectores situados en puntos distintos de la seccién recta,
y de area relativamente pequefna en comparacion con la del haz laser. Observan
sefnales caéticas de baja dimensionalidad en ambos detectores, y ademés una muy
baja correlacion cruzada entre ambas. El patron espacial presente en estos
experimentos podria interpretarse como una superposicion del modo fundamental
TEMqgo y €l TEMp;. Muy notable resulta el que la dimensién fractal calculada para las
dos senales experimentales sea practicamente la misma, a pesar de ser claramente
distintas en forma, y a que sus espectros de Fourier difieren notablemente cuando se
examinan en detalle. A juicio de los autores esto les lleva a pensar que dichas senales
provienen de distintas proyecciones de un anico atractor espaciotemporal cadtico.

Efectos muy similares se observan en el trabajo de Dangoisse y colaboradores
(IDan92]}, con el anadido de que también se explora cémo cambian estructuras
espaciales muy complejas al variar un parametro de control que puede ser el namero
de Fresnel (d2/A0 o la separacién en frecuencia de los modos transversos (la cual se
controla usando una lente intracavidad). Se insiste en que no hay una relacion
directa entre estructuras complejas y estructuras desordenadas, ni que las mismas
deban conducir necesarlamente a un comportarniento temporal irregular o cadtico.
Pero también se sefala la diferencia radical entre las estructuras observadas y los

modos de la cavidad vacia y sus combinaciones. Segian los autores sus estructuras no
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corresponden a modos altos del resonador, sino que son el resultado de una dinamica
multimodal global. En términos similares se expresa C. O. Weiss en una revision muy
reciente de los efectos transversos en laseres, que ya hemos citado anteriormente
(Wei92]).

El papel de las simetrias internas de las ecuaciones de Maxwell-Bloch o de las
constricciones geométricas impuestas por las peculiares caracteristicas de los
resonadores Opticos usados habitualmente se analiza en [Elg87], [Are90], [GreS0],
[Jak92], [Pas93a], [Pas93c], [D'An92] vy [Are92b] entre otros, en relacién con la
generacion de patrones espaciales y la interaccion entre dinamica espacial y temporal.

Los andlisis de [Eig87], [Jak92], [Pas93a] v [Pas93c] se centran en clases de
soluciones exactas de las ecuaciones de Maxwell-Bloch.

En [Pas93a] y [Pas93c] se analiza la dinamica de soluciones en forma de ondas
planas no lineales, que pueden interpretarse como dinamica espacial (si fijamos el
tiempo), o temporal (si fijamos un punto concreto de la seccién recta del haz), debido a
la alta simetria que presentan. El capitulo 4 de esta memoria estara dedicado a
discutir los resultados obtenidos en este campo.

En cuanto a [Are90], [Gre90], [D'An92] vy {Are92b], se centran en la demostracién
experimental de la existencia de caos espaciotemporal en sistemas opticos y en la
influencia de la ruptura espontinea de la simetria O(2) (impuesta por la geometria de
los resonadores opticos habituales} en los patrones espaciotemporales que un laser
puede generar. Este planteamiento tan general, que usa las herramientas de la teoria
de bifurcaciones y de la teoria de grupos, tiene la ventaja de que las conclusiones
obtenidas son en gran medida independientes de los modelos concretos usados para
describir la dindmica del laser.

Unas pocas observaciones mas para concluir: por una parte tenemos gue ya se estan
empezando a considerar las posibles aplicaciones de los fendémenos de multiestabilidad
espaciotemporal al disefio de memorias opticas asociativas, que funcionarian de una
manera mas proxima a las de los seres vivos que las actualmente exisientes. La idea
fundamental es sencilla; al existir varias configuraciones estables o cuasiestables
posibles, podemos en principio almacenar informacién asocidndola a tales patrones.
Es posible conmutar entre los diversos estados mediante sefiales semilla adecuadas, o
presentando al sistema patrones similares a los almacenados que fueran cambiando o
alternandose. Las posibles aplicaciones y realizaciones practicas de estos dispositivos
se discuten de manera un tanto especulativa atin en [Ots90], [Ots92) y [Wei92]. Este
ejemnplo ilustra las posibilidades que guedan por descubrir en un campo que empezo
con el deseo expreso de comprender mas profundamente los mecanismos que
subyacen a la formacién de estructuras dinamicas complejas.

Por ultimo nos parece interesante sefialar que nuestra comprension actual de los

fenomenos de aparicion, desarrollo y evolucién de las estructuras espaciotemporales
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en sistemas fuera del equilibrio esta limitada en buena medida por nuestro
insuficiente conocimiento del comportamiento puramente matematico de las
ecuaciones que rigen los mismos. Tenemos abierto pues un frente de investigaciéon en
el que son de esperar desarrollos fructiferos en areas de la matematica pura y aplicada,
la experimentacién para caracterizar y descubrir nuevos fendmenos y las aplicaciones
practicas. A juzgar por lo ocurrido en épocas pasadas en situaciones similares el
progreso en todas ellas no se ha de hacer esperar. Esperamos ser testigos, y en parte

autores, del mismo.



CAPITULO 2

ASPECTOS EXPERIMENTALES DE LAS FLUCTUACIONES
ESPACIO-TEMPORALES DE INTENSIDAD EN EL LASER DE
COLORANTES

2.1. Descripcion del sistema experimental

El sistema usado en los experimentos sobre dinamica espacio-temporal en laseres de
colorantes consiste en uno comercial (Phase-R) puisado y de excitacién coaxial
mediante ldmpara flash. En la figura 2.1 se muestran las partes mas importantes del

mismo.

Figura 2.1. Partes fundamentales del ldser de colorantes usado en los experimentos de

dinamica espacio-temporal.

El disefio original del fabricante es el que se ha usado en la mayoria de los
experimentos, pero también se ha medido con otro disefio, conceptualmente muy
simple, que utiliza un solo condensador de 0.5 pF a una tensién maxima de 30 kV, un
interruptor controlado por tension presurizado con N3, la lampara coaxial y la cavidad
resonante,

En todos los experimentos que describiremos en este capitulo se ha recogido una
parte de la intensidad luminosa del haz laser en campo préximo mediante una fibra
Optica montada en un diafragma de abertura variable (entre 40 pm y 1 mm
tipicamente) que se puede mover mediante dos tornillos micrométricos en un plano
paralelo al plano del espejo semirreflectante del laser (espejo de salida). De esta forma
es posible seleccionar para su observacion una zona (mas o menos grande) cualquiera
de la seccion recta del haz luminoso del laser.

Salvo mencion expresa de lo contraric se ha usado siempre una abertura de 50 pm
centrada con respecto a la distribucion transversal de intensidad del laser, que es la
minima que se puede reproducir de forma fiable con el diafragma empleado. Vemos
pues que, en general, hemos observado siempre una zona muy pequena de la seccion
del haz {cuyo diametro tipico es de 15 mm), de ahi que a la dinamica estudiada la

hayamos denominado local. En algunos experimentos hemos empleado diafragmas
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intracavidad circulares de PVC de diametros variables (entre 2 y 24 mm), colocados
junto al espejo de reflexion total.

La radiacion se detecta mediante un fotodiodo PIN con tiempo de respuesta del orden
de 1 ns, polarizado a 90 V y conectado a un digitalizador rapido de transitorios
(Tektronix 7912 AD), con un ancho de banda de 500 MHz en tiempo real y que
proporciona 512 muesiras temporales equiespaciadas de la sefial medida con una
resolucidon vertical de 9 bits. El digitalizador se controla mediante un ordenador
asociado, y los datos recogidos se trasladan al mismo para su posterior elaboracién y
tratamiento. Toda la electrdonica de deteccidon y control se ha situado dentro de una
camara de Faraday, lo que permite una reduccion drastica de las interferencias o
influencias radioeléctricas espurias que pudieran afectar a los fenémenos estudiados.

En la figura 2.2 se muestra el diagrama del sistema experimental completo.

Figura 2.2. Esquema del dispositivo experimental utilizado. E.S. y E.R.T. representan el
espejo de salida y el de reflexion total respectivamente, D.E. y D.I. los diafragmas externo e
interno. El simbolo en forma de triangulo dentro de la camara de Faraday representa el

fotodiodo rapido utilizado para la deteccion de la radiacion.

La mezcla activa de colorante y disclvente se hace circular en circuito cerrado a través
del interior de la lampara flash, siendo ambas refrigeradas por agua circulando en
circuito abierto a la temperatura del laboratorio (17-20 2C). De esta forma se garantiza
que la temperatura de la mezcla se mantenga estable (con oscilaciones maximas de 3
¢C) durante varias horas seguidas. Dicha temperatura se mide mediante un termopar
calibrado de cromel-alumel insertado en el circuito de circulacién de la mezcla.

Con esto gqueda descrito el sistema experimental y pasamos a enumerar las

condiciones de trabajo en las que se ha usado.

2.2. Parametros de control del laser de colorantes

El sistemna experimental descrito en el apartado anterior es de una gran versatilidad,
lo que quiere decir que el experimentador dispone de un gran niamero de parametros
de control que puede variar a voluntad y que, en principio, pueden afectar a la
- dinamica del sistema. Esta flexibilidad tiene sin embargo el inconveniente de hacer que
la exploracion exhaustiva de la dinamica en funcién de todos esos parametros sea
virtualmente imposible. Afortunadamente la experiencia nos ha ayudado en este caso
a hacer la seleccidon, mostrando que sélo algunos de ellos influyen de manera notable
en la estructura de las fluctuaciones espacio-temporales de intensidad que

estudiamos.
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A continuacién enumeramos los parametros de control explorados:

1) Tamano de la seccién recta del haz detectada por el fotodiodo.

2) Composicién y concentracidon de la mezcla activa.

3) Reflectividad del espejo semitransparente (plano).

4) Longitud del resonador.

5) Alineamiento del resonador.

6) Temperatura de la disolucion.

7) Diametro del diafragma circular intracavidad (cuando esta presente).
B) Tension de excitacion aplicada a la lampara flash.

9) Curvatura del espejo de reflexién total.

El primero de los parametros de control resefiado en la lista anterior es distinto de
todos los demas, puesto que evidentemente no afecta de ninguna forma a la dindmica
del laser de colorantes. Se ha incluido, sin embargo, porque las medidas realizadas
variando el tamarno del diafragma exterior nos han permitide deducir el caracter local
de dicha dinamica, o lo que es lo mismo, mostrar experimentalmente que las
fluctuaciones temporales estan descorrelacionadas espacialmente para distancias
mayores o del orden de 0.2 mm.

Se han realizado algunas observaciones cualitativas usando otros colorantes aparte
de la rodamina 6G (rodamina B, mezclas de rodamina 6G y cresil violeta) y otros
disolventes distintos del alcohol metilico (alcohol etilico), con el resultado importante
de que las fluctuaciones locales también aparecen en estos casos. Sin embargo los
aspectos referentes al efecto de estos cambios de colorante(s) y/o disolvente(s) en la
estructura "fina" de las fluctuaciones no se ha estudiado en detalle.

De los restantes parametros de control hemos podido comprobar que la
concentracion de la disolucién (rodamina 6G en metanol) y la reflectividad del espejo
de salida no influyen apreciablemente en la dinamica, dentro de los margenes en que
han sido variados (se han estudiado disoluciones de rodamina 6G en metanol de
concentraciones 1.5 1075, 2.5 1075 y 4.4 1073 molar, y reflectividades del espejo de
salida del 30, 60 y 90 %). A partir de este resultado hemos fijado la concentracion de la
disolucién en 2.5 1075 molar en los experimentos realizados con el laser de colorantes.

La caracterizacién experimental del sistema vendra dada por lo tanto por los
parametros longitud del resonador, alineamiento, temperatura de la mezcla, didmetro
del diafragma intracavidad (en caso de que se use), tension de excitacion aplicada a la

lampara flash y curvatura del espejo de reflexion total.
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2.3, Tratamiento numérico de los datos procedentes del laser de
colorantes

Los datos procedentes de nuestro experimento son siempre series temporales
correspondientes a la intensidad luminosa del laser medida en campo préoximo en una
zona mas o menos pequefia de la seccion transversal del mismo. En el caso del laser de
colorantes la duracién de los registros temporales ha sido siempre de 500 ns,
muestreados en 512 puntos equiespaciados, con una resolucién vertical de 2 bits,

Como el laser que estamos estudiando es pulsado, las fluctuaciones de intensidad
aparecen superpuestas a la evolucion temporal mas lenta correspondiente al pulso
laser. Si a ésto unimos el hecho de que la reproducibilidad de los parametros del pulso
laser de un disparo a otro no es mejor de un 10-20 %, comprenderemos la necesidad de
utilizar tratamientos numéricos que nos permitan separar en cada pulso individual las
fluctuaciones de la otra evolucién mas lenta [Pas90].

Una vez extraidas las fluctuaciones de las seriales experimentales hemos utilizado
técnicas de transformada de Fourler y transformada de Fourier inversa, funciones de
autocorrelacion y de correlacion cruzada, de reconstruccion del atractor subyacente y
el algoritmo de Grassberger-Procaccia para obtener mediante las mismas la maxima
cantidad posible de informacion.

A continuacion vamos a describir en detalle la técnica de separaciéon de las
fluctuaciones de la senal experimental, el algoritmo de Grassberger-Procaccia y la
técnica de reconstruccion del atractor del sistema dinamico. En cuanto al analisis de
Fourier es suficientemente conocido, de manera que pasaremos sobre ello muy

brevemente.

2.3.1. Algoritmo de interpolacién y separacién de las fluctuaciones de la seial

experimental

La idea basica de este algoritmo es usar la misma senal experimental para construir
una aproximacién a la evolucion lenta correspondiente al pulso laser. Esto se
consigue "muestreando” la sefial ya adquirida a una frecuencia mucho menor que la
usada para registrarla, y construyendo a partir de los puntos asi obtenidos una
aproximacién en forma de linea quebrada (lineal a trozos). Para suavizar la
aproximacioén lineal a trozos se promedian cinco de ellas obtenidas usando distintos
conjuntos de puntos de la serial experimental de partida.

En el caso del laser de colorantes las zonas en que aparecen las fluctuaciones se ha
dividido en veinte partes del mismo tamafio designadas P; , ... , P2p. En cada una de
ellas hay varios puntos de la sefnal. Los puntos dentro de cada segmento P;se

designan como x;, j=1, ..., k(k es el namero de puntos en cada Pj. La interpolacion
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se construye tomando un punto con indice concreto, pongamos x; de cada uno de los
segmentos Py, ... P3p. El indice i es el mismo para todos ellos. Con los veinte puntos
asi elegidos se construye de manera inmediata una aproximacién lineal a trozos de la
sefal de partida. Hemos promediado cinco de ellas eligiendo en cada caso diferentes x;
dentro de los segmentos Pj . ... , Pyg. En la figura 2.3 puede verse una aplicacion de

esta técnica a una senal experimental concreta.
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Figura 2.3. Aplicacion del algoritmo de filtrado de bajas frecuencias a una sefal
experimental obtenida con el laser de colorantes. {a) la linea de trazo fino es la senal medida,
la de trazo grueso es la obtenida con el algoritmo de filtrado. En (b) se representa la

diferencia entre ambas normalizada al maximo, esto es, las fluctuaciones.

Como es evidente a partir de la figura 2.3 las fluctuaciones seran proporcionales a
Jexperimentat (U - finterpolada(t). Como normalizacion de las fluctuaciones se ha elegido
el maximo de finterpolada (t). siendo por lo tanto fluctuaciones(t) = (fexperimentat ) -
finterpo!ada(f))/ U-interpolada}max-

En la referencia {Pas90] se puede comprobar que el método de interpolacion descrito
equivale a filtrar de la sefial de partida todas las frecuencias mayores o iguales a una
cierta frecuencia de corte, haciendo por lo tanto que finterpolada(t) contenga solamente

la parte de bajas frecuencias. La frecuencia de corte {unos 40 MHz en nuestro caso)



depende del numero de puntos que tomemos para interpolar. Para el laser de
colorantes se ha determinado de forma empirica que el valor usado para el niimero de
puntos (20) en cada segmento P; es proximo al dptimo en el sentido de que asegura
una separacidn razonable y de bajo coste computacional de las altas frecuencias
(fluctuaciones) que nos interesan y de la evolucién lenta.

Ademas de su uso para extraer las fluctuaciones, este algoritmo nos permitiria (a
partir de finterpotadalt) hacer estudios estadisticos de las propiedades de los pulsos
laser, como por ejemplo de su energia, anchura o potencia de pico, aungue en esta

memoria no hemos estudiado estos aspectos.

2.3.2. Anilisis de Fourier

La aplicacién de series y transformadas de Fourier al andlisis de datos es
sobradamente conocida y no insistiremos mucho en ello. Solamente seflalaremos que
por el teorema de Wiener-Khintchine, que establece que la transformada de Fourier de
la funcién de autocorrelacién es igual al mddule al cuadrado de la transformada de
Fourier de la sefial de partida, las técnicas de analisis de Fourier y la funcion de
correlacién contienen informacién complementaria. Lo mismo podriamos decir del
espectro cruzado y la funcién de correlacién cruzada, técnicas que tembién se usan en
esta memoria.

En la aplicacién a sefiales experimentales hemos usado tanto técnicas de
transformada rapida de Fourier (o FFT por su acrénime en inglés Fast Fourier
Transform ) como trasnsformada directa e inversa de Fourier numéricas, obtenidas a
partir de las definiciones

f(o) = —==[""f(t)e""dt

l
V2n
£(t)= —\é—,; f(@)edo o

y evaluando las integrales numéricamente. Este segundo enfoque tiene la ventaja de
que se pueden resolver extraordinariamente bien los picos de frecuencia con solo
evaluar las integrales correspondientes en los valores de frecuencia que sean

necesarios, con el inconveniente de ser mucho mas lento que las técnicas de FFT.
2.3.3. El algoritmo de Grassberger-Procaccia

Desde que en 1983 Grassberger y Procaccia propusieran este algoritino [Gra83a-b], se

ha convertido en un tratamiento clasico aplicado a sefiales temporales de variacién



irregular procedentes de los sistemas mas variados, a la basqueda de una estimacién
de la dimensién fractal del atractor subyacente a dichas sefiales. En la literatura
existen muy buenas revisiones sobre la aplicacion y limitaciones de este método, por lo
que nosotros nos limitaremos a describirlo y a sefialar las precauciones que hay que
adoptar al interpretar los resultados que se obtienen del mismo, sobre todo para
sefiales experimentales muestreadas en un pequefic numerc de puntos (como es
nuestro caso).

Supongamos que de un sistema hemos medido una cierta variable dindmica x (que
supondremos por simplicidad un escalar} a intervalos equiespaciados de tiempo;
obtenemos asi una serie temporal que podemos designar S = { x(t;). x(ta), ..., x{ty) }
{estamos suponiendo que la variable se ha muestreado en N puntos).

A partir de dicha serie temporal se construyen vectores en R™ mediante el siguiente

procedimiento

WY = (x(1),X(T+ T),...,x(T+(n - )T))
Ve = (x(T+ M), x(t+ N+ T),..,x(T+ N+ (n - 1)T))
v = (x(T+21),....x(T+2n+(n - DT)) 2.2)

etc, con Ty 1 adecuadamente elegidos [Gra83a-b], [Eck85], [Rab87|, [Ohe88]. Estos
vectores proporcionan una imagen en R" del sistema dinamico original. Existen
teoremas debidos a Takens y Mané [Eck85] que demuestran que si d es la dimensién
(fractal, es decir, no entera en general) del atractor del sistema dinamico que estamos
considerando, entonces para n>=2d+1 la reconstruccion del atractor es fiel (es decir,

uno a uno) y se puede estimar d como

C N2
d=1lim lim —————— {2.3)
r=0N—w log(r)

donde Cp{r) es el namero de pares de vectores v[f”). ly("\) tales que su distancia mutua
{para una norma dada, generalmente ia euclidea) es menor que r.

En la aplicacién practica del algoritmo lo que se hace es representar log Cp(r) frente a
log r para un cierto rango de valores de n, siendo ngge. > 2d+1 (suponiendo que se
disponga de alguna estimacién a priori de d; en caso contrario la eleccién de ngpax
habra de hacerse siguiendo un método de ensayo y error, que en la practica consiste
en variar de manera sistematica el valor de n). Si la serie temporal S proviene de un
proceso cadtico determinista debe existir un rango de valores de r para el cual se
verifique que log Culr} = dlogr + a.
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Asi pues el calculo de d se hara observando la progresiva saturacién del valor de la
pendiente de las curvas log Cpfr] frente a log r cuando n crece.

Si por el contrario 1a serie temporal S fuese un puro ruido blanco entonces se puede
demostrar que log Ch{r] = nlog r+b, con lo cual la pendiente no se saturaria (no
tenderia a un valor limite), sino que creceria mondtonamente con n.

Es esta propiedad de poder discriminar entre senales deterministas (aunque tal vez
cadticas) y ruido blanco la que hace a este método particularmente atractivo para
caracterizar experimentalmente una dindmica temporal observada.

No podemos dejar de sefialar, sin embargo, algunas de las limitaciones de este método
cuando se aplica a sefnales experimentales reales [Pas90].

En primer lugar, la existencia del limite dado por la férmula (2.3) sélo esta
garantizada para series temporales libres de ruido y de longitud infinita. Ni que decir
tiene que en la practica la situacién es siempre la contraria: las medidas estan siempre
afectadas (en mayor o menor medida) por el ruido, y se muestrean en un ntimero finito
de puntos, que salvo en experimentos muy concretos no suele superar los pocos miles.

En estas condiciones se puede comprobar, mediante experimientos numéricos
cuidadosos, que la estimacién de la pendiente no es sencilla y conlleva un error
relativamente grande y dificil de estimar. Esto se debe principalmente al requerimiento
de calcular el limite cundo r ---> 0, ya que con senales ruidosas y muestreadas en un
numero finito {y no muy grande} de puntos es precisamente esta zona donde la
estadistica es mas pobre. Se podria decir que la aplicacién del algoritmo de
Grassberger-Procaccia a sefiales experimentales tiene tanto de arte como de ciencia.

Incluso en el caso ideal de que el ruido sea practicamente inexistente y se puedan
obtener series temporales suficientemente largas (lo que es facil de conseguir en
experimentos numéricos), el método puede llegar a ser inaplicable si la dimension del
atractor es muy grande. De hecho la caracterizacién experimental de senales
procedentes de sistemas dindmicos con atractores de dimensién media o grande
(pongamos d > 10) esta aun en sus comienzos. En nuestro caso, afortunadamente,
cuando la técnica ha dado resultade, las dimensiones obtenidas han sido siempre
pequertas (menores que cinco), con lo cual se simplifican los problemas de
interpretacién [Pas90].

Para acabar esta seccion dedicada al algoritmo de Grassberger-Procaccia nos gustaria
afiadir que se ha demostrado en la literatura que dicho algoritmo da resultados que
convergen hacia un valor pequenio de la dimension fractal incluso para sefiales que se
han generado mediante técnicas aleatorias (ruido colereado) [Osb89] , lo cual implica
que, en general, el algoritmo G-P s6lo nos permite concluir si una sefial dada es mas
ordenada, o diferente en sus propiedades estadisticas, que un ruido blanco. Concluir
pues que tal senal procede de un sistema caético determinista con pocos grados de

libertad requiere hipétesis o medidas adicionales acerca del origen de la sefal que se
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esta estudiando. Por ejemplo, en nuestro caso sabemos gue las senales proceden de
un sistema fisico (el laser} regido en aproximacién semiclasica por unas ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales no lineales acopladas conocidas como ecuaciones
de Maxwell-Bloch; por lo tanto es razonable pensar que (suponiendo que los ruidos
externos se mantienen dentro de unos limites tolerables) la dindmica irregular
observada en la practica es el reflejo de la riqueza de comportamientos de las
ecuaciones subyacentes, v de esta forma la interpretacién de los resultados del
algoritmo G-P es mucho mas clara y provee de hecho una informacién til, a saber,
una estimacion de la dimensién fractal del conjunto del espacio de fases al que la

dinamica tiende asintéticamernte.
2.3.4. Técnica de reconstruccion del atractor

El desarrollo realmente vertiginoso del estudio de los sistemas no lineales en los
ultimos quince o veinte afnos ha generado, entre otras muchas cosas, una serie de
técnicas potentes y de uso relativamente sencillo que nos permiten acceder de una
forma directa y muy grafica a algunas propiedades cualitativas de dichos sistemas.
Una de estas técnicas es la reconstruccion del atractor del sistema dinamico, realizada
a partir de las medidas experimentales de una variable del mismo.

Hablando de una forma un poco imprecisa entenderemos por atractor aquel
conjunto compacto e invariante por la dinamica al cual tiende asintéticamente la
trayectoria fasica del sistema cuando t --> < . Un mismo sistema dinamico puede
poseer mas de un atractor, cuyas propiedades dinamicas pueden ser asimismo
distintas [Pas93b]. Supongamos por simplicidad que el sistema objeto de estudio
presenta un tnico atractor, y gue hemos medido una serie temporal correspondiente a
una cierta propiedad (o variable} del mismo S = { x{t;}, x({to} . ... . x{ty} }. Una técnica
estandar de reconstrucciéon del atractor consiste en representar dx(tj/dt, calculada
numeéricamente a partir de S, frente a x({t), Si la representacién grafica de dx(f)/dt
versus x(t) da como resultado una figura topologicamente equivalente a un circulo
tenemos que €l comportamiento dindmico asociado a x{t} es periodico; si la figura
resulta mas compleja, pero cerrada sobre si misma tendremos un comportamiento
también periédico, de periodo progresivamente mayor segian se va complicando mas la
figura dx(t}/dt versus x{t} . Si la figura es atim mas complicada y no se cierra sobre si
misma tenemos dos posibilidades, una de ellas es que el sistema esté ejecutando un
movimiento cuasiperiédico. en cuyo caso €l espectro de Fourier de la sefial medida
presentara picos discretos muy claros y se podran escribir todas las frecuencias como
combinaciones lineales enteras de unas pocas frecuencias bésicas, y la otra es que se
trate de un atractor extrafio y de una evolucion temporal cadtica aunque

determinista. Creemos que es importante sefialar que esta técnica muestra toda su
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potencia cuando se usa en combinacién con otras tales como el andlisis de Fourier (ya
mencionado), el algoritmo G-P o el cialculo de los exponentes de Lyapunov.

Para poder aplicar esta técnica con resultados satisfactorios es necesario que la sefal
de partida x(t) esté bien muestreada, en el sentido de que incluso en sus zonas de
variacién mas rapida hayameos tomado varios puntos experimentales, de forma que la
derivada numérica (una operacién muy inestable) siga proporcionando una funcion
razonablemente suave. En ciertos casos puede resultar interesante hacer una
representacion tridimensional en cuyos ejes pongamos x(t), dx(t)/dt, d2x(t)/dt2. La
interpretacion es a grandes rasgos la misma, pero algunas veces esta representacion
tridimensional puede resultar mas clara al eliminar algunas autointersecciones
espurias que pueden aparecer en la representaciéon bidimensional. Sin embargo, al
tener que calcular la segunda derivada a partir de los datos experimentales se exigen
unas senales de partida extremadamente bien muestreadas, por lo que este
procedimiento (tridimensional) no se una muy frecuentemente en la practica.

El procedimiento descrito méas arriba esta intimamente relacionado con el método de
las variables retrasadas, ampliamente usado también en la caracterizacion
experimental de senales cadticas. Esta técnica parte de nuevo de la serie temporal S = {
x(t1}, x{tg} , ... , x(t) } y a partir de ella reconstruye una imagen del atractor en R2 o R3
usando como variables que se representan en los distintos ejes coordenados x(t} y
x(t+7} (en R2) o bien x(t), x(t+1), x(t+27) {en R3). La eleccioén de 7 ha de efectuarse de
tal forma que no sea demasiado pequerio con respecto a los periodos tipicos de las
fluctuaciones, ya que en este caso la imagen que se obtiene del atractor esta
fuertemente concentrada a lo largo de la diagonal principal {lo que no es otra cosa que
decir que hay una fuerte correlacion entre x(t} y x(t+7} para 7 muy préximo a cero), ni
demasiado grande con respecto al tiempo de correlacion de las fluctuaclones. Como en
el caso del algoritmo de Grassberger-Procaccia, es necesaria cierta dosis de experiencia
para hacer de esta técnica un diagnostico potente. Una posible ventaja de esta técnica
con respecto a la de representar la senal frente a su(s) derivada(s) es que no es tan
exigente en lo tocante al muestreo de x(f}.

Cuando se aplican las técnicas de reconstruccion del atractor o el algoritmo G-P a
sefiales experimentales es necesario que tales sefiales sean estacionarias o al menos
cuasiestacionarias. Esto quiere decir en la practica que haya transcurrido tiempo
suficiente entre que el sisiema fisico comenzd a funcionar y el momento en gue se
toman las medidas, asi como que las condiciones de control relevantes hayan
permanecido constantes. Una manera practica de saber si una sefal experimental es o
no estacionaria es fijarse en una determinada propiedad estadistica de la misma (por
ejemplo en su amplitud media durante un cierto intervalo temporal, o en su desviacion
respecto a dicho valor medio, etc) y comprobar que se mantiene constante a lo largo de

todo el tiempo durante el que se han registrado los datos. Este tipo de comprobacion
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se ha realizado explicitamente en el caso del laser de colorantes, obteniéndose que,
salvo en la fase inicial de subida del pulso laser, las fluctuaciones son de hecho
estacionarias con muy buena aproximacion. En honor a la verdad hay que decir que
la naturaleza pulsada de los fenémenos que se han estudiado siempre arroja dudas
mas que razonables sobre si podemos suponer condiciones estacionarias. De hecho
sOlo a posteriori es posible justificar plenamente que el enfoque adoptado es al
menos coherente. Un criterio de estacionariedad menos riguroso que el presentado
antes es el que guia en realidad la investigacion de estos fenémenos: el de que las
fluctuaciones sean de un periodo mucho mas corte que el tiempo necesario para que
la evolucion promedio cambie significativamente.

Una vez que hemos descrito las técnicas de analisis de datos que se han empleado
vamos a discutir los aspectos mas relevantes de la dindmica del laser de colorantes

objeto de estudio.

2.4. Dinamica espacio-temporal del laser de colorantes

Los aspectos mas 1mportantes de la dinamica espacio-temporal del laser estudiado
pueden resumirse como sigue.

En primer lugar tenemos que en ausencia de diafragmas intracavidad y con el laser
alineado, la evolucién temporal local en campo proximo consiste en fluctuaciones
irregulares de la intensidad superpuestas al pulso luminoso del laser. Este
comportamiento aparece junto con o en las inmediatas proximidades del umbral laser,
por lo que el primer y segunido umbral coinciden en nuestro casc. Por lo tanto estamos
ante un sistema para el cual los modelos mas simples de caos en laseres (modelo de
Lorenz-Haken) no pueden ser correctos.

Las fluctuaciones irregulares se pueden caracterizar en primera instancia por su
amplitud relativa frente a la del pulso suavizado del laser (obtenido mediante la
técnica de interpolacion descrita en §2.3.1) y por su espectro de potencia promedio.
Dicho promedio es en el sentido de promedio scbre un conjunto de realizaciones o
repeticiones del experimento manteniendo los parametros de control constantes. A la
hora de discutir algunos resultados es conveniente tener en cuenta que para el
analisis de las fluctuaciones rapidas de la intensidad se ha empleado en los datos un
filtro computacional que atenta las frecuencias por debajo de 40 MHz. Esto no quiere
decir que las frecuencias menores que dicha frecuencia de corte sean irrelevantes para
el esclarecimiento de la dindamica del laser, sino tan solo que no parecen importantes
para el estudio de las fluctuaciones completamente desarrolladas.

Una caracteristica importante [y de las mas sorprendentes a nuestro juicio) de las

fluctuaciones estudiadas es que la amplitud promedio de las mismas se puede
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modificar de forma controlada cambiando algunos de los parametros del sistema,
mientras que su estructura espectral es Insensible a dichos cambios, A continuacién
discutimos estos hechos con mayor detalle.

Uno de los parameiros que mas influyen sobre la amplitud relativa de las
fluctuaciones es la longitud del resonador. Se ha comprobado que cuanto mayor es
ésta mayores son las fluctuaciones frente a la sefial promedio. Se han estudiado de
forma sistematica tres longitudes del resonador (distancia entre espejos), a saber, L, =
54, 74, 94 cm. El cambio de longitud del resonador de 54 a 94 cm multiplica por un
factor 4.5 la amplitud relativa de las fluctuaciones (figura 2.4). Sin embargo, la forma
del espectro promedio no cambia significativamente, mostrando una estructura de tres
bandas anchas de frecuencia centradas en 55, 110 y 165 MHz. La figura 2.5 resume la

informacién relevante sobre espectros promedio en este caso.
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Figura 2.4. Dependencia de la amplitud promedio de las fluctuaciones irregulares frente a la

senal total al variar la longitud del resonador.
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Figura 2.5. Espectros de potencia promediados (40 realizaciones en cada caso) para Ly = 54,

74 y 94 cm. Obsérvese que la amplitud de los espectros crece con la longitud del resonador,

pero la estructura de los mismos es insensible a dicho cambio.

La invariancia de dichos espectros al cambiar L; elimina la posibilidad de que las
fluctuaciones procedan del simple batido de los modos longitudinales del resonador,
ya que en este caso las frecuencias medias deberian desplazarse al variar la distancia
entre espejos de acuerdo con la relacién Av =¢/2L,. Los espectros individuales de las
sefiales presentan un aspectc mucho mas irregular que los promedios, y estan

compuestos en general por multitud de picos espectrales que tienden a agruparse en
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torno a las bandas de frecuencia mencionadas mas arriba. Dichos espectros cambian
de disparo a disparo no s6lo en ¢l nimero de picos, sino también en su localizacion y
amplitud, lo que da idea de la irregularidad de las fluctuaciones temporales de
intensidad (figura 2.6).
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Figura 2.6. Espectros de potencia de dos sefiales tomadas en las mismas condiciones
experimentales, que muestran la variacién de los mismos en cuanto al nimero de picos, su

localizacion y amplitud.

La aplicacion del algoritmo G-P a senales tomadas con Ly = 54, 74 y 94 cm (tres en
cada caso) muesira que para L. = 54 cm no se da convergencia de la pendiente,
habiéndose explorado dimensiones de recubrimiento hasta n = 12. Para L, = 74 cm se
obtiene convergencia hacia valores entre 2 y 4, y para L, = 94 cm hacia valores entre 3
y 5 [Pas90].

La conclusién que se desprende de este tratamiento de datos es que para las
longitudes de resonador mas pequenas hay una mezcla de sefiales de origen cadtico
determinista y otra mas préxima a un ruido aleatorio, de forma que el algoritmo G-P
no converge, y sin embargo el espectro promedio muestra una clara estructura. Hemos
de tener en cuenta gue justamente en este caso es cuando las fluctuaciones son de

menor amplitud, y por lo tanto mas sensibles a cualquier fuente de ruido blanco
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residual que puede destruir mas eficazmente la coherencia implicita en las senales
cadticas, que a pesar de ser trregulares proceden de un sistema determinista. Para
longitudes del resonador progresivamente mayores, la componente caodtica
determinista va dominando sobre el ruido.

El alineamiento del resonador es un parametro que influye de manera notable en la
amplitud de las fluctuaciones irregulares observadas, pero no en el espectro promedio
de las mismas (dentro del rango en que ha sido variado). Un desalineamiento del
espejo de reflexion total de 7 mrad es suficiente para hacerlas desaparecer, por lo que,
salvo mencién expresa de lo confrario, siempre se ha alineado el laser de forma
cuidadosa antes de tomar series de medidas. A nuestro juicio esta claro que una de
las fuentes de error en la estimacidén de los parametros estadisticos de las
fluctuaciones son las variaciones en el alineamiento y/o el desajuste del mismo a lo
largo de series prolongadas de medidas.

El efecto del desalineamiento del resonador sobre la amplitud de las fluctuaciones se
puede explicar cualitativamente como debido al aumento de las pérdidas inducido por
€l mismo, lo que aumentaria ¢l umbral para la apariciéon de las fluctuaciones con una
amplitud determinada. De todas formas hay gue tener en cuenta también que el
desalineamiento produce otros efectos, como por ejemplo una reducciéon drastica del
numero de transitos durante los que la radiacion es resonante con la ganancia del
medio activo, o una reduccion del nitmero de Fresnel del resonador F=(Li)/a?
(intimamente ligado a las pérdidas), por lo que un modelo cuantitativo que explicase la
reduccion de amplitud de las fluctuaciones habra de tenerlos en cuenta.

Un aspecto interesante del comportamiento de las fluctuaciones de intensidad es su
dependencia de la temperatura. Un examen atento de las senales experimentales
muestra que manteniendo las mismas condicicnes geomeétricas y de excitacion, el
aumento de la temperatura provoca una disminucién notable de la amplitud relativa
de las fluctuaciones irregulares (figura 2.7}). Este efecto es tanto méas sorprendente
cuanto que €l rango de temperaturas explorado es bastante reducido (18-382C). Al
igual que ocurria con la variacién de la longitud y el alineamiento del resonador, la
estructura espectral promedio de las fluctuaciones tampoco varia al cambiar este
parametro de control. Se han llevado a cabo medidas sistematicas de las fluctuaciones
a tres temperaturas diferentes (19, 26 y 36°C), siendo en todas ellas la longitud del
resonador de 74 cm y con el espejo de salida del 30% de reflectividad. La aplicacion del
algoritmo G-P a dichas sefales muestra que el aumentar la temperatura no sélo
disminuye la amplitud relativa de las fluctuaciones, sino que ademas afnade una
componente de ruido blanco que destruye muy eficientemente la coherencia implicita
en las senales cadticas deterministas. Esto se observa claramente en la ausencia de
convergencia de dicho algoritmo para las temperaturas mas altas [Pas90]. Las razones

por las que el aumento de la temperatura deba provocar una disminucién de las



fluctuaciones no estan claras, aunque se pueden apuntar algunas consideraciones,
cualitativas por el momento, para su explicacion. En primer lugar tenemos la
sensibilidad de las mezclas de colorantes a la temperatura. Una T elevada aplicada
durante periodos prolongados (unas horas) puede contribuir a una degradacién
notable del colorante, y por tantc a un cambio de sus propiedades como medio activo.
Por otra parte el aumento de la temperatura se puede interpretar como una mayor
agitacién aleatoria de las moléculas del medio activo, que podria traducirse en un
desfase mas frecuente y aleatorio de los trenes de radiacion emitidos por las mismas.
Este aumento de la componente aleatoria explicaria cualitativamente la disminucién
observada, aungue es una explicacién poco satisfactoria desde un punto de vista
cuantitativo si se considera el cambio relativamente pequeno de temperatura necesario

para producir el efecto.
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Figura 2.7. Disminucion de la amplitud relativa de las fluctuaciones al aumentar la

temperatura.

Las fluctuaciones temporales medidas proceden pues de un sistema cadtico
determinista de (relativamente} pocos grados de libertad cuando L, =74 6 94 cm y se
trabaja a las temperaturas mas bajas de las estudiadas {17-202C), tal y como lo
muestran los espectros de Fourier anchos y no repetitivos, las técnicas de
reconstruccion del atractor y la aplicacién del algoritmo G-P (figura 2.8}). Un campo de
investigacion abierto por este trabajo es €l encontrar modelos cuantitativos mas
generales que el de Lorenz-Haken aplicables a sistemas multimodo y que puedan

explicar la fenomenologia observada.
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Figura 2.8. Reconstruccion del atractor subyacente a partir de una sefial experimental.

Seguramente la caracteristica mas interesante de las fluctuaciones irregulares que
. estudiamos es que no estan correlacionadas en puntos de la seccion transversal del
laser separados por una distancia del orden de 0.2 mm o mayor (de ahi el nombre de
fluctuaciones locales). Ha de tenerse en cuenta que el limite dado para la longitud de
correlacion es solamente una cota superior; se continiia investigando para refinar este
valor, que posiblemente sea bastante menor que la cifra dada anteriormente.

El comportamiento de las fluctuaciones temporales al ir variando la abertura del
diafragma exterior nos ha proporcicnado una primera prueba del caracter local de la
dinamica.

Los valores de los parametros de control seleccionados para este experimento son los
siguientes: concentracién 2.5 105 molar de rodamina 6G en metanol, espejo de salida
plano de reflectividad = 30 %, longitud del resonador = 74 cm, laser alineado,
temperatura de la disolucién entre 17 y 20 °C, sin diafragma intracavidad, tensién de
excitacion de la lampara flash 9.5 kV y espejo de reflexién total plano.

La abertura del diafragma externo se varié desde 50 pm a 450 pm (de 50 en 50 pum)
midiendo en cada caso la amplitud promedio de las fluctuaciones sobre la senal,
promediando sobre conjuntos de veinte sefales experimentales en cada caso. Los
resultados se muestran en la figura 2.9, en la que se puede ver que la amplitud relativa
de las fluctuaciones cae drasticamente al ir aumentando el didmetro del diafragma
exterior. A partir de esta curva se ha obtenido la estimacién de la longitud de
correlacion que citdbamos mas arriba. La interpretacion mas sencilla de este

experimento es que las fluctuaciones no tienen una correlacuén espacial

65



apreciable para zonas del spot del laser sepéradas del orden de 0.2 mm. De este
modo, la amplitud total de las fluctuaciones frente a la sefal promedio ira
disminuyendo paulatinamente al afladirse mas contribuciones inccherentes.
Obsérvese también que las dimensiones extremadamente pequenas del area para la
cual las fluctuaciones practicamente han desaparecido frente al area total del spot del
laser (Afluctuaciones correlacionadas / Aspot =0.5x0.5 mm?2 / 15 x 15 mm?2 = 10-3)
hacen que sea imposible explicar este hecho por la composicion modal del spot del
laser (recordemos que por formar los modos transversales un conjunto ortonormal
completo de funciones, al integrar sobre toda el area del spot las fluctuaciones debidas
a términos cruzados procedentes de modos espaciales distintos deben desaparecer

siempre, independientemente de si existe una dinamica local o no).
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Figura 2.9. Disminucién de la amplitud relativa de las fluctuaciones al aumentar el diametro

del diafragma exterior.

También hemos estudiado en este caso la variacién del espectro promedio de las
fluctuaciones en funcion de la abertura del diafragma externo. Para aberturas menores
que 150 um el espectro promedio presenta la tipica estructura con tres claras bandas
de frecuencia centradas en 55, 110 y 165 MHz. Es notable que las frecuencias medias
de dichas bandas estén entre si en una relacion arménica (1:2:3) a pesar de que
sabemos que el espectro promedio no consta de picos estrechos, sino que es
claramente de banda ancha, y ese ensanchamiento no puede proceder de otro sitio
mas que de que los espectros individuales presentan sus picos distribuidos alrededor
de dichas frecuencias promedio.

Para diafragmas de abertura mayor o igual a 200 pm la forma del espectro promedio
cambia de manera brusca, y pasamos a otra de banda muy ancha en la que no se
aprecian picos discretos, salvo a la frecuencia de 165 MHz (véase la figura 8 de [Pas90]).

Para intentar obtener mas informacién sobre la dinamica del laser al integrarla con

diversas aberturas del diafragma externo, se ha aplicado el algoritmo G-P a seis sefales



para cada uno de los tamarnos de diafragma siguientes: 50, 150, 200 y 250 ym. El
analisis de los resultados muestra que en un 70 % de los casos estudiados existe
convergencia de la pendiente para valores entre 1.8 y 4.0, habiéndose llegado hasta
una dimension de recubrimiento (embedding) igual a doce. En el resto de los casos no
se ha observado saturacion. No se aprecia correlacion sistematica entre el cambio de
forma del espectro de Fourier promedio y la dimension fractal estimada mediante el
algoritmo G-P, ni tampoco entre el diametro del diafragma externo y dicha dimension
[Pas90). De lo anterior se deduce que las fluctuaciones temporales locales observadas
proceden de un sistema dinamico cadtico de ralativamente baja dimensionalidad bajo
condiciones bastantes generales; sin embargo, la dimension fractal del atractor en el
que evoluciona asintdticamente el sistema dinamico no se ha podido determinar con
precisién, debido en parte al reducido ntimero de puntos de muestreo de las sefales.

Con la introduccion de diafragmas intracavidad de diametros variables se han
explorado dos nuevos parametros de control, €l namero de Fresnel y el bombeo, que
afectan de manera drastica a la dinamica espacio-temporal del sistema. Las primeras
observaciones realizadas con diafragmas de diametro mayor o igual a 8 mm sugerian
que el principal efecto producido por los mismos (manteniendo el bombeo constante)
era una disminuciéon dé la amplitud de las fluctuaciones irregulares, pero sin cambiar
su espectro ni sus caracteristicas dindmicas. Una segunda serie de observaciones, en
las que se usarcon diagfragmas hasta de 4 mm de diametro, mostré una situaciéon
bastante mas compleja. En concreto, para los diafragmas de diametro mas pequeno se
observo que las fluctuaciones irregulares no aparecian junto con el efecto laser, sino
que se daba una oscilaciéon regular y de relativamente baja frecuencia (si las
comparamos con las de las fluctuaciones irregulares). So6lo al ir aumentando el
bombeo se superponen a dichas oscilaciones las fluctuaciones espaciotemporalmente
irregulares. En caso de usar diafragmas de mayor didmetro, los umbrales para la
aparicion del caos espacio-temporal se hacen cada vez mas proximos al umbral laser,
con lo que se explican también las primeras observaciones realizadas. Podemos
concluir por tanto que el nimero de Fresnel del resonador junto con una variacion
sistematica del bombeo es un parametro de control que permite observar la transicion
entre un régimen dinamico perfectamente ordenado y el caos espacio-temporal muy
desarrollado caracteristico de este laser de colorantes. La ruta de la transicién entre
ambos regimenes dinamicos no se ha estudiado en detalle, pero las observaciones
experimentales realizadas aportan el material basico para una linea de investigacion
muy activa en estos momentoes, centrada en la elucidacién de estos aspectos, asi como
en la construccion de modelos tedricos que den cuenta de las observaciones.

De todo lo expuesto anteriormente se deduce que en el laser de colorantes existe una
dindmica irregular tanto en el aspecto temporal como en el espacial. La falta de

correlacion entre las oscilaciones irregulares procedentes de puntes espacialmente
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muy préximos nos permite clasificar el fenémeno estudiado como caos
espaciotemporal altamente desarrollado, con profundas analogias con la turbulencia
de otros sistemas, como los fluidos, con los que los laseres mantienen analogias que
segun los resultados presentados son mas que formales. El descubrimiento de esta
fenomenologia en la que los aspectos temporales y espaciales se imbrican
profundamente, junto con las conexiones naturales de los resultados experimentales
con otras areas activas de la investigacién de fenémenos no lineales (turbulencia,
generaciéon dinamica de patrones espaciales, etc) suponen quiza nuestra aportacién
mas relevante al esclarecimiento de la dinamica de los laseres, que se han tenido
durante cierto tiempo como el paradigma de la coherencia y el orden. Los mecanismeos
fisicos responsables de este comportamiento no se han aclarado a nuestra entera
satisfaccion. pero hay un enfoque prometedor segun el cual la emision de radiacion
homogéneamente en toda la seccién transversal del laser seria inestable frente a la
formacion de pequefios dominios (filamentos) que actuarian como microlaseres, y que
interaccionarian entre si (véanse [Pas90] y [Eme86] para una discusién de este punto
en relacion con el laser de colorantes). De esta forma el caos espaciotemporal
altamente desarrollado que se cbserva en la practica se podria interpretar como el
resultado de la interaccién de multitud de pequenias estructuras, cada una de las
cudles tiene una dinamica temporal caética de relativamente baja dimensioén. Este
enfoque parece prometedor en el sentido de poder explicar a la vez la baja dimensién
del caos temporal y la muy baja correlacién transversa que medimos en nuestros

experimentos.
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CAPITULO 3

ASPECTOS EXPERIMENTALES DE LAS FLUCTUACIONES
ESPACIO-TEMPORALES DE INTENSIDAD EN EL LASER DE

CO2

3.1. Descripcién del sistema experimental

En todos los experimentos descritos en este capitulo se ha usado un liser TEA (liser
de funcionamiento a presién atmosférica de excitacién transversal) de CO, pulsado.
disenado y construido enteramente en el Departamento de Optica de la Facultad de
Cienclas Fisicas de la U.C.M. [Pas91), [Gue91]. En las referencias citadas se podra
encontrar una descripcién detallada del mismo; nosotros nos vamos a referir
solamente a aquellos aspectos necesarios para una comprensién clara del dispositivo
experimental usado.

E] laser consta de un resonador tipo Fabry-Pérot formado por dos espejos, uno
céneavo de radio de curvatura 10 m, que es el reflector total, y otro plano con
coeficiente de reflexion del 60% y tratamiento antirreflectante en una de sus caras. El
primero de ellos esta fabricado en Si recublerto con una pelicula de oro. mientras que
el otro es de ZnSe. En algunos experimentos se ha usado un espejo plano de salida de
ZnSe con coeficiente de reflexién 30% sin ningun tratamiento especial en sus caras. La
longitud estindar del resonador es de 90 em. longitud que se incrementé en algunos
casos hasta 115 em.

La mezcla de gases usada ha sido CO3:Nq:He en proporciones 1:2:5 (en volumen}.
Solamente en un experimento destinado a estudiar la influencia de la composicién de
la mezcla en las fluctuaciones se usdé CO5:Ng:He en proporciones 1:2:10.

La excitacién de la mezcla se produce por una descarga difusa entre dos electrodos
con perfil de Emst, de longitud 67 cm y separados por 2 cm. El condensador principal
de almacenamiento de energia es de 100 nF, cargidndose siempre a una tensién de 30
kV. Junto con ésie se usa otro directamente acoplado a la camara de descarga de
capacidad 8 nF, y un disruptor controlado {interruptor que funciona mediante una
descarga eléctrica disruptiva en un cierto gas) de aire para asegurar un tiempo de
subida corto para el pulso de voltaje en los electrodos.

El laser funciona en régimen pulsado. con una energia por pulso del ordende 7 J y



una potencia de pico apraximada de 10 Mw/cm?2. La forma temporal del pulso liser es
un primer pico muy intenso (denominado pico de conmutacién de ganancia, abreviado
PCG]) de duracién aproximada 50 ns seguido de una cola de decaimiento mucho mas
lento (unos 3 us] debida a la transferencia de excitacién por colisiones desde las
moléculas de N a las de CO4: es la llamada cola de transferencia colisional (CTC). En
ausencia de diafragma intracavidad o de cualquier otro elemento de seleccién
transversal y/o axial de modos, tanto en el pico de conmutacién de ganancia como en
la cola de transferencia colisional se presentan oscilaciones aitamente irregulares de la
intensidad luminosa, de amplitud no despreciable en comparacién con la intensidad
media,

La estructura transversal del haz liser (en ausencia de diafragmas intracavidad) esta
compuesta por un spot rectangular de 30 x 20 mm?2, dividido en flnas bandas
longitudinales alternativamente mis 0 menos intensas. y de anchura apraximada 1.4

mm (figura3. 1(g)).

Figara 3.1. Patrones transversales de intensidad del liser de COg al variar el didAmetro de un
diafragma intracavidad coiocado junto al espejo de reflexién total. De (a) a () ¢ = 10, 12, 14,

16, 20 mm y (g) sin diafragma.

Esta estructura transversal sugiere que en condiciones normales el liser opera en
modos transversales de orden alto. De hecho el nimero de Fresnel del resonador es
bastante grande (Ny=11), y si ademas tenemos es cuenta las condiciones de contorno
impuestas por los electrodos no debiera resultar extratia la forma del spot. Como se
describird con detalle mis adelante, la estructura transversal del liser se puede hacer



mucho més simple introduciendo diafragmas Intracavidad adecuados. Asi por ¢jemplo,
1a introduccién de un diafragma intracavidad circular de 8 mm de didmetro cerca del
espejo de reflexién total hace que el laser oscile en el modo transversal fundamental
TEMyo (figura 3.1(a)).

Los pulsos del liser se midieron con detectores del tipo "arrastre de fotones” ("photon
drag”). basados en ¢l efecto Compton producide por los fotones de 10.6 um sobre los
electrones méviles de un cristal ultrapuro de germanio. Los fotones transmiten su
momento a los electrones, que dan lugar a una corriente macroscépica que es
posteriormente detectada. Estos detectores gozan de una sensibilidad razonablemente
buena. funcionan a temperatura ambiente y son ripidos. con tiempos de subida
tipicos menores de 1 ns, todo lo cual los hace casi ideales para la medicién de las
fluctuaciones que estudiamos.

Las sefnales procedentes de los detectores se registran (al igual que en el caso del laser
de colorantes) con un digitalizador programable de transitorios {Tektronix 7912 AD)
con impedancia de entrada de 50 . Todo el equipamiento electrénico de deteccién y
registro de la sefal se colocaron dentro de una cdmara de Faraday para evitar la
interferencia radioeléctrica. En los experimentos de correlacién cruzada, en los que se
detecta la evolucién temporal de dos pedueﬁas zonas del haz del laser, se usaron dos
detectores y dos digitalizadores de transitorios Tektronix 7912 AD.

En los experimentaos llevados a cabo en el PCG se us6é una combinacién de diafragma,
atenuadores y una lente de ZnSe para enfocar areas de la seccién recta
progresivamente mayores sobre €l detector para averiguar cémo cambiaba Ia estructura
de 1as fluctuaciones al hacer ésto.

Pasamos enseguida a la siguiente seccién. en la que veremos cudles han sido los
parametros de control que se han variado para intentar esclarecer el origen de las

fluctuaciones observadas.

3.2. Pardmetros de control del liser de CO2

Para intentar averiguar el origen de las fluctuaciones observadas hemos variado. de
forma mis o menos sistematica, algunos de los pardmetiros de control de nuestro liser.
Entre ellos destacaremos:

1) Area del haz laser integrada (o detectada) en el detector de arrastre de
fotones.

2) Didmetro del diafragma intracavidad circular eolocado junto al espejo de
reflexién total.

3) Longitud de 1a cavidad resonante.

4) Reflectividad del espejo de salida.
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5) Camposicitn de la mezcla activa.

En cuanto a 1), aunque no se trata en realidad de un parimetro de control (no
influye en la dindmica del ldser la menor o mayor area del haz detectada), lo hemos
incluido porque nos proporciona una primera evidencia del caricter local de las
fluctuaciones, es decir, del hecho de su falta de correlacién espacial para distancias
entre puntos de la seccién recta del haz separados unos pocos milimetros. En
secclones posteriores (véanse §§ 3.4, 3.5) describiremos un experimento de correlacién
cruzada que prueba ésto de manera directa y muy grafica. '

Mediante una combinacién adecuada de atenuadores, diafragma y una lente de ZnSe
podemos enfocar sobre el detector dreas de diferente tamano del haz del laser, y
comprobar en cada caso c6mo dependen las fluctuaciones de dicho tamafio. Este
experimento se ha llevado a cabo de forma sistemitica en el PCG, con areas del haz
integradas iguales a 500, 144, 42, 9, 2 y 0.6 mm32 , Adelantando un poco la discusién
de la seccién 3.4 diremos que para 500 mm? s6lo se observa una oscilacién regular
debida al batido axial de modos, mientras que para areas de 9 mm? o menores
aparecen fluctuaciones altamente frregulares, de amplitud comparable a la senal
pramedio.

El pardmetro de control fundamental en los experimentos con el laser de CO; ha sido
sin duda el diametro del diafragma intracavidad circular introducido junto al espejo de
reflexién total para la seleccién de modos (deberiamos decir estructuras para mayor
precisién) transversales. Se han empleado diafragmas de teflon de didmetros ¢ = 6, 8,
10. 12, 14, 16 y 20 mm, estudiindose en cada caso la estructura de las fluctuaciones
tanto en el PCG como en la CTC, Al ir variando sistematicamente el diimetro desde
valores pequefos (6 mm) hasta ¢ = 20 mm hemos podido comprobar ¢émo cambia la
dinimica desde un régimen ordenado hasta uno caético {en el sentido técnico del
término). La descripcién de estos experimentos seré el objeto de las secciones 3.4 y 3.5.
El resto de los parametros de contol referidos se ha explorado sélo para comprobar si
influian de manera apreciable en la estructura estadistica de las fluctuaciones
trregulares observadas en el pico de conmutacién de ganancia. Al comprobarse que no
influian de forma significativa, se mantuvieron fijos en el resto de los experimentos en
los valares L, = 90 e, R = 60 %, mezcla COg:No:He = 1:2:5.

En la figura 3.2 poﬂemos apreciar que al variar la longitud de la cavidad. y
observando con el detector el haz completo. los picos en frecuencia correspondientes a
cada longitud se sittian en posiciones dadas por la férmula v = nc/2L% (n=1, 2, 3,
..., L es ¢l indice que denota las distintas longitudes del resonador que se han
estudiado). lo que demuestira que las oscilaciones regulares observadas en este caso
corresponden a un puro batido axial de modos longitudinales (acoplo en fase de los
mismos).
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Figura 3.2. Las fluctuaciones ordenadas de todo el apot del laser de CO4 corresponden al
batido de los modos longitudinales, como lo muestra el que las frecuencias de las mismas

sigan la ley v, = nc/2L

Para comprobar si los parimetros de control 3}, 4) y 5} influian de manera
significativa en la estructura de las fluctuaciones frregulares se registraron 40 pulsos
en el PCG en cada una de las condiciones siguientes:

a) Area del haz integrada en el detector = 3 mm?, L, = 90 cm, R = 60%, mezcla
1:2:5, sin diafragma intracavidad.

b) Area del haz integrada en el detector = 3 mm?2, L, = 115 cm, R = 608, mezcla
1:2:5, sin diafragma intracavidad.

c) Area del haz integrada en el detector = 3 mm?, L, = 90 cm. R = 60%, mezcla
1:2:10. sin diafragma intracavidad.

d) Area del haz integrada en el detector = 3 mm?2, L, = 90 cm, R = 30%, mezcla
1:2:5, sin diafragma intracavidad.

El resultado fue que en los casos (a)-(d) el espectro de Fourier promedio se mostrd
insensible a las variaciones introducidas en los parametros de control
correspondientes, de lo cual deducimos que é€stos no influyen de una forma apreciable
en las propiedades estadisticas de las fluctuaciones. Como podemos ver tenemos en
este caso una situacién analoga a la que ocurria en el liser de colorantes, en la que
asimismo los espectros promediados son insensibles a camblios sustanciales de los
parametros geométricos del resonador o la concentracién de la mezcla activa. Vemos
en la figura 3.3 los espectros en las condiciones (a)-(d).

Para extraer las fluctuaciones del pulso liser completo hemos empleado la técnica ya
descrita en el caso el lﬁser de colorantes (§ 2.3.1), con la Gnica diferencia de que la
normalizacién empleada para separar las fluctuaciones ha sido



fienta(t) 3.1)

, calculdndose a partir de ¢() los espectros de la figura 3.3.

LogiSS ) {un. arh))
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Figura 3.8. Invariancia de los espectros de Fourier promediados al cambtar algunoce de los
parametros de control.

La normalizaci6én (3.1) compensa en parte la menor amplitud de las fluctuaciones

cuando la amplitud del pulso ldser es menor, haciendo que Ias fluctuaciones sean mé4s
apraximadamente estactonarias {figura 3.4) [Pas91a]).

74



Intensidad (um. arb.)

oo 10.0 20.0 300 400 50.0
Tiempo {ns)

o5 *
®)

Fluctuaciones
e
o
Lo

0.8 - 71 T Y ML B
0.0 100 20.0 0.0 40.0 s0.0
Tiempo (na)

Pigura 8.4. Aplicacién del algoritmo de filtrado de bajas frecuencias a una sehnal
experimental obtenida con el laser de COg. (a) la linea de trazo fino es la sefial medida, la de
trazo grueso es la obtenida con el algoritmo de filtrado. En (b} se representan las
fluctuaciones obtenidas segn la férmula (3.1).

3.3. Estructura axial-transversal de los modos del resonador.
Particularizacién al l4ser de CO3

Es bien conocido el papel fundamental que tiene el resonador éptico en las
propledades espaciales y temporales de la radiacién laser. Es el resonador, en 1iltima
instancia, quien configura la distribucién transversal de campo y de energia y de su
divergencia angular, y quien impone (junto con la anchura de linea del medio activo) el
numero de modos axiales que van a resonar. asi como restricciones a las posibles
frecuencias de oscilacién dentro de la anchura de ganancia del medio material.

Salvo que se introduzcan modificaciones en el disefio de los laseres. éstos son por lo
general osciladores multimodales tanto axial como transversalmente, pues de esta
manera pueden hacer un uso 6ptimo de la inversién de poblacién existente,
convirtiéndola en energia radiante.



Los modos propios del resonador son autoestados de la cavidad, esto es,
configuraciones estacionarias de campo que reproducen su forma en un transito de
{da y vuelta en la cavidad.

El célculo de los modos propios se realiza resolviendo la ecuacién de ondas para el
campo electromagnético dentro del resonador vacio, lo cual conduce a problemas de
condiciones de contorno (periédicas, tipo Dirichlet, eic) en ecuaciones en derivadas
parciales lineales. Debido a su enorme importancia prictica y a su aparicién en los
campos mis variados de la Fisica estos problemas han sido tratados extensamente y
existe una abundante literatura sobre los mismos.

Para nuestros propésitos en esta memoria nos bastard saber que en ¢l caso de
resonadores tipo Fabry-Pérot {medio activo confinado entre dos espejos planos. o entre
uno plano y otro curvo en el caso que nos ocupa) existe un conjunto infinito
numerable de autoestados designados simbdlicamente por la notacién TEMgnm, (modos
electromagnéticos transversales), donde g denocta el modo longitudinal y n y m el modo
transversal correspondiente. Dichos autoestados son un conjunto completo de
autofunciones ortogonales y normalizadas, y por lo tanto cualquier distribuacién de
campo en el resonador se puede escribir como un desarrollo en serie de dichas
funciones. Simbélicamente

qnm . (3.2).

Las cavidades resonantes que se usan habitualmente en los liseres suelen ser largas
comparadas con sus dimensiones transversales por lo que el indice q suele ser alio,
mientras que ny m son nameros enteros pequefios. Un resultado importante de la
teoria de modos en resonadores laser es la separacién en frecuencia entre dos modos
caracterizados por distintos valores de los indices gnm

Av=S_(Aq+A(n+m+ 1) TS VEEE),
2L R 8.3)

con ¢ la velocidad de la luz en el vacio, L 1a longitud épticade lacavidadyg;=1-L/R;
siendo Ry el radio de curvatura del espejo correspondiente. Es interesante mencionar
algunas consecuencias elementales de (3.3). Asi por ejemplo en el caso en que ambas
espejos del resonador sean planos (3.3) se reduce a

Av(Fabry — Pérot) = —Aq
2L 3.4)
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y por lo tanto la separacitn en frecuencia de 108 modos depende uinicamente del indice
axial g, o dicho con otras palabras, todos los modos transversales correspondientes a
un indice axial fijo son degenerados en frecuencia.

En el caso de espejos de gran radio de curvatura (L<<Rj) el segundo término del
miembro de la derecha de {3.3) supone una pequefla correccién a (3.4). pero es
suficiente para romper la degeneracién en frecuencia de los modos transversales, y
ésto, como veremos miAs adelante, puede tener consecuencias importantes en la
dinimica espacio-temporal de los liseres.

En la figura 3.5 vemos de manera esquemitica la estructura de modos en un
resonador léser largo comparado con sus dimensiones transversales, y con espejos de
gran radio de curvatura.

4 Modos del laser (esquematico)

Amplitudes modales

0.0 -}—r—r—r

0.0 100.0 200.0 3000 4000 5000
Frecuencia (un. arb.)

Figura 3.8. Esquema de la estructura de modos en un resonador liser.

En el caso del laser de CO3 estudiado, en las condiciones habituales de trabajo, no se
ha introducido ningin elemento que permita seleccionar el nimero de modos axiales
que oscilan simultineamente, por lo cual nuestro sisterna trabaja siempre como un
osc{lador multimodal axial. E] nimero maiximo de modos axiales que pueden oscilar o
estar presentes simultdneamente se puede determinar contando el namero de modos
resonantes de la cavidad que caen dentro de la anchura de ganancia de la transicién
laser. Dicha anchura depende fundamentalmente de la presién y composicién de la
mezcla y vale en nuestro caso Av = 2.5-3.0 GHz.



Por otra parte la separacién entre modos axiales (suponiendo los indices
transversales fijos) es 167 MHz para nuestro caso en que L= 0.9 m {4vqy = ¢/20).

De todo lo dicho se deduce que en la anchura colisional de la transicién liser caben
aproximadamente 15 modos, y éste serd por tanto el nimero aproximado de los que
oscilen simultdneamente en nuestro resonador.

La estructura de modos transversales del liser se puede controlar de manera sencilla
y reproducible insertando en el resonador, cerca del espejo de reflexién total,
diafragmas de diametros variables. Cuando ¢l diafragma no esti presente, el patrén
transversal del liser estd formado por finas bandas alternattivamente mas o menos
brillantes de anchura 1.4 mm, lo que sugiere que funciona en modos altos., Esta
conclusi6n se puede cuantificar calculando el niimero de Fresnel del resonador, Ny~ 11
en nuestro caso. Dicho numero nos da una aproximacion del nimero maximo de
modos transversales que oscilan simulténeamente.

Sin embargo para didmetros del diafragma intracavidad menores o iguales a 8 mm. el
laser oscila en el modo transversal fundamental TEMgo caracterizado por una
distribucién de potencia gaussiana. A medida que vamos aumentando
progresivamente la abertura del diafragma se va haclendo posible que oscilen nuevos
modos transversales, haciéndose ¢l patrén espacial de intensidad més complejo. En la
figura 3.1 vernos las tmpresiones producidas por el haz liser en campo préximo sobre
papel charol negro al ir variando el diametro del diafragma, observindose de forma muy
grifica c6mo evoluciona y se complica €l patrén de intensidad a medida que se
incorporan nuevos modos.

Para concluir, nuestro laser funciona como un oscilador multimodo axial {con un
promedio de unocs 15 modos presentes simultineamente) cuya estructura transversal
de campo se puede controlar introduciendo un diafragma intracavidad de diametro
variable. En ausencia de dicho diafragma selector el liser funciona como un oscilador
multimodo axial-transversal.

3.4. Dinfimica del liser de CO3 en el pico de conmutacién de
ganancia (PCG)

Vamos a comenzar nuestro estudio de la dindmica del laser de CO5 describfendo el
comportamiento observado en el pico de conmutacién de ganancia. que es la pritnera
radiacién que aparece unos 200 nanosegundos después de que se alcance el primer
méximo de la corriente en el circuito de excitacién de los electrodos. Asi pues, lo que
observamos en el PCG son los primeros estadios de la evolucién dinamica del laser. Al
complementar estas medidas con las tomadas en la cola cuasiestacionaria de
transferencia colisional hemos estudiado la dinimica desde su origen transitorio hasta



su estado estacionario final, por lo que no sélo hemos caracterizado el segundo, sino
que hemos descubierto, en tiempo real, cudles son los mecanismos que generan y
alimentan las inestabilidades observadas.

Midiendo la intensidad del laser en campo préximo y de forma local (Areagetactor = 3
mm?), en ausencia de elementos selectores intracavidad, se observa que la emisién esta
caracterizada por unas modulaciones (oscilaciones) irregulares de gran amplitud, cuyo
espectro de Fourfer promedio (calculado con 40 realizaciones, todas elias en las
mismas condiciones experimentales) es ancho, sin trazas reconocibles de picos
discretos y que se extiende al menos hasta frecuencias de aproximadamente 500 MHz

{figura 3.6).
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Figura 3.6. Espectro de Fourier promediado. correspondiente a las fluctuaciones irregulares
del pico de conmutacién de ganancia.

Los espectros de Fourier de las fluctuaciones son distintos de disparo a disparo,. no
tan sélo en la altura relativa de los picos de frecuencia, sino también en la posicién y
el namero de los mismos (figura 3.7).
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Figura 3.7. Espectros de las fluctuaciones de intensidad correspondientes a dos pulsos
distintos del laser, manteniendo los parametros de control constantes.



El primer experimento que se llevé a cabo para intentar esclarecer si las fluctuaciones
eran o no espacialmente coherentes consistié en registrar en ¢l detector areas
progresivamente mayores de la seccion recta del liser, usando para ello una
combinacién de atenuadores, diafragmas y una lente de ZnSe, Este experimento
estaba ingpirado en otro similar realizado en el liser de colorantes y descrito en § 2.4,
en el cual vimos c6mo las fluctuaciones disminuian notablemente de amplitud al
integrar sobre el fotodiodo una zona de didmetro aproximado 0.5 mm. La idea
subyacente a ambos experimentos es que si efectivamente el sistema laser en cuestién
esti oscilando de forma frregular en el tiempo, y ademis lo hace de manera distinta y
no correlacionada en diferentes zonas espaciales, entonces al integrar sobre un
detector un area relativamente grande en comparacién con el drea en la que las
fluctuaciones tengan una coherencia apreciable, &stas deberian cancelarse entre si, y
obtenerse una seflal mucho mis suave.

ﬂ A= 144 mm
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Figura 3.8. Variacion del espectro de Fourler de las fluctuaciones al integrar en el detector
areas progresivamente mayores del haz del liser.
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En la figura 3.8 vemos como varia el espectro de Fourier promedio al ir focalizando en
el detector 4reas progresivamente mayores del spot del laser, desde A = 0.6 mm?, hasta
A = 500 mm?. Se observa que para Areas detectadas mayores o iguales a 42 mm? la
forma del espectro promedio cambia sustancialmente, desde una estructura ancha sin
picos reconocibles en frecuencia a un puro batido axial de modos para A = 500 mm32.

En este caso, las fluctuaciones de intensidad son completamente regulares, aunque
distintas de disparo a disparo, lo que muestra que los acoplos de modos se establecen
con diferentes fases relativas (pero constantes en el tiempo) en cada pulso {figura 3.9).

0.40 - —
.30

g o7
£ ox:
fo

I

100.0 200.0 800.0 4000 5000 8000
' Frecuencia (MHz)

0.08 n

Eapectro (un. arb.)
&

0.00 -
100.0 200.0 3000 4000  500.0 800.0
Frecuencia (MHz)

0.08 -
0.08 -
.04

"L A

T T T
100.0 200.0 300.0 400.0 500.0 68000
Frecuencia (MHz)

Espectro (un. arb.)

Figura 3.0. Espectros de Fourier de las oscilaciones debidas al batido de modos. que
muestran que los acoplos modales cambian de disparo a disparo.
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A diferencia de lo que ocurre cuando observamos las fluctuaciones de forma local. las
amplitudes de los picos en el régimen de batido de modos difieren de disparo a disparo,
Ppero su posicién es siempre la misma, y esté caracterizada por las relaciones v, = n Av,
Av = ¢/ 2L

Como hemos sefalado anteriormente, para 4reas integradas del orden de 50 mm? o
mayores se observa claramente el batido regular axial de modos, de forma que las
fluctuaciones irregulares se cancelan cuando se integran #dreas de este orden. Dado
que 50 mm? << 500 mm? (firea total de la seccién recta del 14ser) no se puede atribuir
esta cancelacién de las fluctuaciones irregulares a un simple efecto de ortogonalidad
de modos transversales, dado que en ese caso sélo se obtendria la cancelacién de las
fluctuaciones al extender la integracién a toda el &rea de la seccién recta del haz.

Precisamos a continuacion el argumento anterior, St los modos transversales de la
cavidad forman un sistema ortonormal completo, un campo arbitrario que oscilara en
régimen de acoplo de fase axial-transversal podra descomponerse siempre segiin la
expresién

EEx )= T Cqamignm (i)ei(w“"“‘+¢“““')
qnm 3.5)

. por lo tanto la intensidad recibida en un detector cuadratico (sensible a la intensidad
de la radiaci6n) sera

e HEE dS= ﬂ p> Zcqm,.,cq n'm’“qnm :I n'm'ei[(mm -(oq.n.m.)w(q;m-.pq.n,m.)] _
Agqumqn'm’

( m ' [ ] ’)t+(¢ [y J) - _. 2

=Yy Ecqnmcq’ fmacl[m n’m gom ~ P4 ]ﬂ' Ugnmign’ m’dS = Y ]cqnm (t)l
gnmqg’n'm’ qnm

(3.6).

A partir de (3.6) resultan evidentes dos cosas: una que sl A = Apgy l4ser 188 Integrales
de superficie se transforman en deltas de Kronecker y por tanto la intensidad total es
igual a la suma de las intensidades de los modos parciales que entran en la suma (3.6),
sin influencia de los términos de batido intermodales. y la otra que sl A << Apar laser
las integrales dobles de (3.6} no tienen porqué anularse (al menos no se anulan desde
luego debido a la ortogonalidad de los modos), ¥ por lo tanto seria de esperar la
existencia de términos cruzados debidos a batidos transversales de modos. En
consecuencia, la supresion de las fluctuaciones frregulares al integrar zonas de la
seccién recta de drea mucho menor que el area total es una prucba bastante
concluyente de que tales fluctuaciones estidn descorrelacionadas para distancias tales
que d ~ (4A/7)1/2, con A del orden 50 mm?, es decir d aproximadamente 7 mm. Por
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tanto dicho efecto de anulacién de las fluctuaciones irregulares al integrar sobre dreas
mucho menores que el drea total del haz laser no se puede atribuir simplemente a una
anulacién debida a la ortogonalidad de los modos transversales, ya que para que este
argumento sea vilido es necesario que Apntegracisn = Ahazr COMo veremos mdis
adelante, la estimacién de la longitud de correlacién de las fluctuaciones obtenida con
el experimento anterior estd en muy buen acuerdo con otra obtenida por el
procedimiento directo de medir las fluctuaciones temporales simultAneamente en dos
puntos distintos y calcular la correlacién cruzada de las mismas.

Antes de medir las fluctuaciones en dos puntos simultaneamente, se realizé otro
experimento (indirecto) de correlacién cruzada que consistié en lo siguiente.
Dispusimos cuatro placas intercambiables de cobre de 1 mm de espesor y 4x4 cm?2 en
las que se taladraron sendos agujeros de 1 mm de diametro y con una separacién entre
los centros de los mismos de 10, 7, 4 y 1.5 mm respectivamente. Estas placas se
colocaron frente al espejo de salida del laser, ligeramente inclinadas para evitar
posibles retrorreflexiones, con la linea que unia los centros de los taladros paralela a
las bandas horizontales de que se compone el patrén transversal del laser. La
radlacién proveniente de los dos agujeros se hizo incidir sobre la superficie de un
detector de arrasire de fotones de 11.5 mm de didmetro y se midié la senal
correspondiente. A modo de referencia se utilizé una placa de cobre con un unico
taladro de didmetro 1.4 mm, de manera que el drea de la seccién del laser interceptada
fuera la misma que en el caso de utilizar dos agujeros de 1 mm de diametro. Con esta
disposicién los pinceles de radiacion procedentes de los dos taladros inciden en zonas
del detector que no solapan entre si, y lo que estamos haclendo por tanto es un
experimento de interferencia de intensidad, o dicho de otra forma, la respuesta del
mismo serd proporcional a Ij{¥) + Ioft) (I;(). I3(8: intensidades que atraviesan los
agujeros). Dadas las caracteristicas geométricas del detector utilizado (4rea sensible de
unos 104 mm?2 y 11.5 mm de didmetro) es posible asegurar en todos los casos que los
pinceles de radiacién inciden sobre ireas que no se solapan del mismo, por lo que el
experimento es totalmente limpio en su interpretacién., y su fundamento es sélido, En
cualquier caso. los resultados obtenidos con €1 estdn en muy buen acuerdo con otras
estimaciones independientes de la longitud de correlacién. y por ello nos detenemos
con algin detalle en él.

Evidentemente. si suponemos como hipétesis de partida que dos puntos
relativamente alejados uno del otro oscilan de forma lrregular y ademis no
correlacionada entre si. es de esperar que al hacer un promedio estadistico sobre
realizaciones de la suma de intensidades correspondientes a dichos puntos la
contribucién de las oscilaciones frregulares frente a la sefial promedio se reduzca con
respecto al caso en el que observamos un solo punto. dado que en la suma habri
clerta compensacién de maximos y minimos de intensidad. Consideraciones



elementales de continuidad indican que para distanclas entre agujeros mucho
menores que la longitud de correlacién ambos puntos oscilardn de forma
espacialmente coherente, aunque irregular en el tiempo, pero que si efectivamente hay
una falta de correlacién debida a la dinadmica, ésta se observara al ir aumentando la
separacitn entre ambos puntos. Si por el contrario los dos puntos estudiados oscilan
espacialmente de forma coherente para cualquier valor de la separacién entre los
mismos. no se¢ deberia observar ningiin efecto (en términos estadisticos) de reduccién
de las fluctuaciones frente al promedio al sumar las intensidades. Asi pues lo que
pretendemos probar con el experimento es cuiél de las dos situaciones descritas
anteriormente se ve favorecida empiricamente.
Antes de presentar los resultados obtenidos vamos a describir el estimador

adimensifonal de la amplitud {sefal-irregular)/(sefial-promedio) que hemos empleado.

Para cada valor de la distancia de separacidon entre 10s agujeros hemos tomado veinte
pulsos, manteniendo todos los pardmetros de control constantes. A partir de cada uno
de los pulsos (denominado s(t)) se ha calculado, con el método descrito en las §§ 2.3.1
y 3.2, el ajuste suave a dicho pulso, p{t) (véase también la figura 3.4). Con ésto se
calcula el estimador n como sigue

JS(t) p(t)
P(t) (3.7)
donde
0 1T
PO =3 [P0t
0 (3.8)

y k es una constante arbitraria. Como es natural las integrales que aparecen en (3.7) y
(3.8) se calculan de forma numérica a partir de los datos digitalizados. El estimador
natural para el conjunto de realizaciones es

n 1 N
H=(n)= N -'ﬁ'zm (N =20)
i=1 (3.9

En la figura 3.10 vemos coémo varia Hcon d,
Ajustando la curva experimental con la expresitn H = Hy + H; ed/%, se obtiene para
Hp el valor 0.13, y para 1 2.7 mm.
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Figura 3.10. Variacién del estimador H en funcion de la separacion entre dos puntos del haz
del liser, lo que permite obtener una estimacién de la longitud de correlacién espacial de las

fluctuacicnes.

Quizd sea interesante notar que incluso para separaciones muy grandes no es de
esperar que H tienda a cero, dado que, por definicién. 7 es una cantidad positiva. De
ahi la cosntante Hp en la férmula de ajuste.

La disminucién monétona de Hen funcién de d refuerza la tesis de una
descorrelacién espacial entre puntos alejados entre si mas de unos pocos milimetros, y
muestra ademds, en el rango de separaciones explorado. que no existe evidencia
alguna de que la coherencia espacial vaya a recuperarse al ir aumentando d.

La evidencia presentada hasta el momento del cardcter local de las fluctuaciones es
clara, pero indirecta. Para subsanar esta deficiencia se ha realizado un experimento de
correlacion cruzada consistente en medir en el mismo pulso 1aser, simultineamente, la
evolucion temporal de dos pequenias Areas del haz separadas por una clerta distancia
d. En nuestro caso las areas observadas tienen un didmetro de 2 mm, estin separadas
unos 6 mm y posiclonadas simétricarnente respecto al centro de la seccién recta del
haz. a lo largo de una de las bandas horizontales de que esta formado.

En la figura 3.11 pueden verse las evoluclones temporales de dichas areas registradas
en un pulso del liser, asi como sus espectros de Fourler y sus funciones de
autocorrelacién normalizadas a la unidad.

Simplemente por inspeccién visual de f;{t) y f2({t) podemos convencernos de que la
correlacién entre ambas sefales es muy baja. Esto queda de manifiesto mas
claramente en los espectros de Fourier individuales. pues comprobamos que no
solamente las amplitues de los picos significativos difieren de una sefial a otra. sino
que tampoco coinciden las posiciones de los mismos. Como ya se sefialé anteriormente
esto es una clara prueba de que el comportamiento observado no se puede interpretar
como un simple batido axal-transversal de modos cuyas fases sean constantes en el
tiempo. Las funciones de autocorrelacién abundan en lo mismo, dado que las
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estructuras reconocibles en una de ellas no estdn en la otra y viceversa, A partir de
J10 y f2{1) se calcula funcién de correlacién cruzada de ambas sefales (figura 3.12).
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Figura 3.11. Evolucién temporal, espectro de potencia y autocorrelacion de dos sedales
registradas simultdneamente ((a). (b). (c) y (d), (e}, () respectivamente). correspondientes a
dos puntos distintos del haz del laser.

Dicha correlacién cruzada se ha normalizado a 1a media geométrica de los valores de
las autocorrelaciones para t= 0 [Kli89, Pas91). Como era de esperar. la correlacién
cruzada es significativamente mas baja que cualquiera de las autocorrelaciones, por



todo lo cual se concluye que la correlacién espacial es muy baja para puntos del spot
separados una distancia mayor o igual a 6 mmm.
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-0.40 - ey Ty
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Figura 3.12. Correlacién cruzada de las sefiales de la figura anterior.

Los resultados anteriores se han obtenido para distintas posiciones de los dos
puntos de la seccién recta del haz (aunque separados todos ellos por distancias de
unocs 6 mm), lo que demuestra que el efecto de baja correlacién espacial no es debido a
una elecci6n particular més o menos afortunada de las zonas de la seccién transversal
estudiadas, sino que e¢s un comportamiento que se extiende por todo el patrén
transversal de intensidad del liser.

Una vez comprobado que las fluctuaciones irregulares que aparecen en el PCG son de
caricter local, Intentamos encontrar algin parimetro de control del sistema laser que
nos permita pasar de un régimen temporal regular al frregular, para de esta forma
averiguar todo lo que nos sea posible sobre la causa de las fluctuaciones. Como ya
vimos en § 3.2, las caracteristicas estadisticas de las fluctuaciones irregulares no
varian apreciablemente bajo cambios importantes en la longitud del resonador,
composicién de la mezcla gaseosa o reflectividad del espejo de salida. pero son
sensibles a 1a introduccién de diafragmas intracavidad.

Hemos de decir que originalmente la idea de introducir dichos diafragmas fue sugerida
por un experimento anidlogo realizado con el liser de colorantes. En aquellos
momentos sabiamos que en ese caso la dinamica se veia prolundamente afectada
cuando (manteniendo fija la tensién de excitacién) se disminuia el didmetro del
diafragma por debajo de un valor critico. Nuestro objetivo inicial era comprobar si en el
caso del laser de CO; los diafragmas introducian un cambio de dinamica similar al del
laser de colorantes. Observamos efectivamente profundos cambios en la evolucién
temporal al introducir diafragmas intracavidad de diimetros menores o iguales a 8 mm,
pero para nuestra sorpresa no eran como los que esperidbamos a tenor de la
experiencia previa con el laser de colorantes. Vamos pues a describir cudl es el efecto de



los diafragmas en la dindmica tempaoral y la significacién de tales resultados para la
camprensién de los fenémenos que estamos estudiando.

El pairén transversal de intensidad integrado en el tlempo, medido en campo
préximo, varia con el didmetro del diafragma intracavidad segin se mostré en la figura
3.1. Usando diametros entre 6 y 8 mm se logra que el liser oscile en el modo
transversal fundamental (TEMgo). A medida que vamos aumentando el didmetro se
obtiene una mezcla progresivamente mas compleja de estructuras transversales (figura
3.1).
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En el PCG se ha estudiado cémo varia la dindmica temporal local en campo préximo
Para $intracavidad = 6. 8, 10, 12, 14, 16 y 20 mm, almacenando en cada caso 40
realizaciones para proceder seguidamente a su anilisis estadisitico (fundamentalmente
el calculo del espectro de Fourier promedio). Los espectros de potencia muestran que
para didmetros menores o iguales a 12 mm estamos en presencia de un batido de
modos axiales pricticamente perfecto, con los picos de frecuencia situados en v, =n
Av, Av=c¢/2L = 167 MHz.

Para Guuracavidad = 14 mm se observa la primnera seflal de cambio de comportamiento
dindmico en el espectro promedio, puesto que los picos de frecuencia se ensanchan y
aparecen otros picos satélites (especialmente notable es el cercano a vz = 334 MHz).
Cualitativamente tenemos el mismo comportamiento para $pnpacavidad = 16 mm, pero
al pasar a 20 mm el espectro promedio aparece mucho mas ancho, y los picos
caracteristicos y bien definidos que observibamos para diafragmas menores han
desaparecido, lo cual es una clara indicacién de que el comportamiento temporal se ha
hecho mucho mids frregular. Para completar esta serie de medidas se ha calculado
también el espectro promedio en ausencia de diafragma. Los resultados se resumen en
la figura 3.13.

Un examen mas atento de los espectros promedio en escala logaritmica permite
observar que para dingracaridad = 8, 10 mm existe un fuerte acoplo en fase de los modos
axiales que se extiende hasta frecuencias del orden de 2 GHz. Se pueden contar hasta
15 modos axiales acoplados. 1o cual esta en perfecto acuerdo con el nimero de modos
axiales que caben dentro de la anchura de linea de ganancia del laser de COq.

Con el diafragma del_ 14 mm se observa en el espectro logaritmico la transicién
dinamica por el ensanchamiento de los picos. Ia apricién de picos saiélites y ademais
por una importante disminucién del nimero de modos axiales acoplados en
Jase. Cualitativarnente se repite el mismo tipo de comportamiento para dinsracavidad =
16 mm.

En ausencia de diafragma intracavidad el espectro promedio {en escala logaritmica)
N0 mustra trazas claras de los picos de frecuencia que existen para diametros menores
de 16 mm, sino que es bastante ancho, indicando que el acoplo en fase se ha
destruido (véase la figura 8 de [Pas91)).

Una vez expuestos los hechos experimentales mis relevantes observados en ¢l PCG
vamos a pasar a describir el comportamiento en la cola de transferencia colisional.

3.5. Dinédmica del liser de CO3 en la cola de transferencia
colisional (CTC)



Los métodos experimentales utilizados para la obtencitn de las sefiales en la CTC son
los mismos que en el caso anterior, con la salvedad de que ahora necesitamos retrasar
la sefial con respecto a la que activa el disparo de los digitalizadores para de este modo
empezar a medir una vez pasado €l PCG. En nuestro caso hemos usado un retraso de
150 ns, suficiente para eliminar este transitorio inicial del pulso ldser y empezar a
medir en la zona cuasiestacionaria del mismo.

En ausencia de elementos selectores intracavidad, y como era de esperar por el
comportamiento temporal del PCG. la emisién de intensidad del laser consiste en
fluctuciones irregulares de gran amplitud superpuestas a un nivel de continua (figura
3.14).

T 1 LI
0.0 20.0 40.0 80.0 80.0 100.0

Tiempo (ns)

Figura 3.14. Aspecto tipico de la intensidad del laser de CO2 en la cola de transferencia
colisional.

Debido a que en este caso las sefiales son estacionarias con gran aproximacién,
hemos simplificado ligeramente el algoritimo de extraccién de las fluctuaciones (F{t)) de
la sefial experimental (s(t)). quedando

(3.10)

(3.11)

Los espectros de Fourier calculados a partir de pulsos individuales tomados en las
mismas condiciones (parametros de control fijos) difieren en cuanto a la posicién y
amplitud de sus picos, mostrando el tipico aspecto irregular y de banda ancha de las
sefales caé6ticas (figura 3.15).
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Figura 38.18. Espectros de potenclia de sefiales tomadas en la CTC manieniendo los
pardmetros de control constantes. La anchura y falta de reproducibilidad de los mismos
apuntan a una dinidmica irregular de origen cadtico.

Sin embargo, cuando se detecta la sefial integrada correspondiente a toda la seccién
recta del laser, las fluctuaciones irregulares desaparecen completamente, quedando
tan s6lo una oscilacién regular que coincide en sus componentes de frecuencia con el
batido de los modos axiales del resonador (figura 1 de [Pas91]).
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Asi pues el efecto de mezclar (integrar) dreas diferentes de la seccién recta del haz del
liser es el mismo en ¢l PCG y en la CTC, a saber, cuanto mayor es el drea focalizada
menor es la amplitud de las fluctuaciones irregulares.

También en este caso hemos hecho medidas directas de correlacién espacial midiendo
el comportamiento temporal en pares de puntos separados 6 mm y distribuidos por
distintas zonas del haz del laser. La figura 3.16 nos permite comprobar que la
correlacién transversal es muy baja, lo que prueba que el comportamiento local se da
también en la CTC, descartdndose asi la posible naturaleza transitoria del fenémeno.

Al ser la CTC una zona de comportamiento cuasiestacionario (debido a la lentitud del
decaimiento del pulso laser frente al periodo tipico de las fluctuaciones) podemos
aplicar & las sefiales medidas todas aquellas técnicas desarrolladas para el estudio y
diagnosis de sistemas caéticos deterministas. Han sido justamente estas técnicas
(aplicadas en la CTC) las que nos han permitido concluir que el fenémeno estudiado
es un caso de caos espaciotemporal que surge de forma dinémica Pero veamos
antes en detalle uno de los experimentos cruciales en los que se basa esta conclusién.

Se trata de nuevo de la introduccién de diafragmas intracavidad de diimetro variable
y su influencia en la dindmica de la CTC. Se han registrado 40 sefiales individuales en
forma local y se ha calculado el espectro de potencia promedio (promedio de los
maodulos al cuadrado de los espectros de Fourler de cada pulso) para cada valor del
parametro de control. Los resultados se pueden resumir como sigue: cuando
Sintracavidad = 8 mm la dindmica temporal es perfectamente ordenada y corresponde al
batido axial de modos. Los picos del espectro promedio estin equiespaciados v su
separacion coincide con la predicha por la férmula Av = ¢/2L con L = 90 cm. Tal como
ocurria en el PCG se observa un gran numero (14-15) de modos axiales acoplados en
fase (Agura 3.17).

Los puisos individuales tomados ¢on ¢intracavidad = 8 mMmM muestran una gran
variedad en cuanto a su aspecto temporal {(aunque las oscilaciones que los modulan
siempre son periédicas), que corresponde. cuando analizamos su espectro de Fourier, a
combinaciones con distintas amplitudes y fases de los modos axiales de disparo a
disparo. Sin embargo la posicién de los picos de frecuencia es siempre la misma (véase
la figura 11 de [Pas91]).
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Figura 3.18. Intensidades en dos puntos del haz del laser separados 6 mm ({a), (D).
espectros de potencia de las mismas ((c}, (d)) ¥ funciones de autocorrelacion y correlacion
cruzada ((e), (D, (@).
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Figura 8.17. Espectro de potencia promedio de las fluctuaciones de intensidad (en escala
logaritmica) para ¢ = 8 mm.

Los pulsos individuales tomados con ¢peracavidad = 8 MIn muestran una gran
variedad en cuanto a su aspecto temporal (aunque las oscilaciones que los modulan
stempre son periédicas), que corresponde, cuando analizamos su espectro de Fourler, a
combinaciones con distintas amplitudes y fases de los modos axiales de disparo a
disparo. Sin embargo la posicién de los picos de frecuencia es siempre la misma (véase
la figura 11 de [Pas91]).

Con el diaframa de ¢nsracavidad = 10 mm observameos la primera bifurcacién de la
dindmica local. Una estructura bien conspicua aparece a bajas frecuencias, dominada
por dos picos situados a 20 y 40 MHz. El cambio en la dindmica se cbserva también en
las altas frecuenclas.. concretamente en los cuatro picos satélites colocados
simétricamente alrededor de v = 167 MHz. La separacién entre picos contiguos es
aproximadamente 20 MHz, valor que coincide bastante bien con la separacién entre
modos fransversales vecinos dada por la expresion

c- arcosJ(l ——I-‘—)(I—L)
AV, = R; Ry
1 2xL (3.12)

conRj=¢,Rz2=10m, L=90cm.
El hecho de que para ¢meracavtdad = 10 mm se observe un cambio en ¢l patréon
transversal de la intensidad del liser junto con la coincidencia de la separacién en



frecuencia de los nuevos picos con la asociada a modos transversales indica que esta
primera bifurcacifn se debe a la aparicién de nuevos modos transversales.
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PFigura 8.18. Espectros de potencia promediados de las fluctuaciones de intensidad (en
escala logaritmica) para ¢ = 10, 12, 14 mm ((a). {b). {c)).

Nos parece muy notable el hecho de que en el PCG no haya rastro de dichos modos
transversales para @inpacaidad = 10 mm (empleza a haber evidencia de los mismos
cuando $nracaidad = 14 mm), lo cual indica que estamos observando el surgimiento o
nacimiento de los modos transversales en tiempo real. y por tanto estudiando el
sistema desde su estado transitorio inicial hasta el estacionario. Los tiempos de
formacién de los modos transversales estin regulados por el balance entre la ganancia
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provista por el medio activo y las pérdidas difractivas debldas al diafragma
intracavidad, y en general a la estructura del resonador, de manera que en los casos de
$intracavidad = 10. 12 y 14 mm observamos que durante la primera [ase del pulso liser
(50 ns aproximadamente) sblo se forma una estructura transversal, y Gnicamente para
t~= 200 ns se observa el desarrollo e interaccién de sucesivas y cada vez mas
complicadas estructuras transversales. Los especiros promediados en la CTC para
Sntracavidad = 10, 12 y 14 mm flustran este punto de manera directa (figura 3.18).

Un examen de los espectros logaritmicos en los casos de diracavidad = 8. 10 mm
muestra que en el primero hay alrededor de 14 modos axiales oscilando en acopilo de
fase, y no existen trazas de modos transversales superiores al TEMgo. En el segundo
vemos que los picos centrados en vy, = 167n MHz (n = 1, 2, 3, ..)) se ensanchan y
aparecen picos satélites con v, como frecuencia central, y lo que es més importante, el
acoplo de las fases entre modos axiales muy separados en frecuencia se ha destruido.
Una posible explicacién de este hecho es que la sucesiva aparicion de modos
transversales al incrementar el didmetro del diafragma intracavidad debilita y termnina
por destruir el acoplo en fase de los modos axdales. empezando por los mis alejados
entre si hasta llegar a los vecinos méis préximos [Pas91}.
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Figura 3.18. Espectro promedio de las fluctuaciones irregulares de intensidad en la CTC en
ausencia de diafragma intracavidad.

En ausencia de diafragma intracavidad el comportamiento temporal es
extremadamente trregular como muestra el espectro promedic ancho de la figura 3.19.
Como en este caso la dinamica es muy apraxdmadamente estacionaria, hemos aplicado
a las sefiales locales tomandas sin diafragma algunos de los algoritmos desarrollados
para el estudio de los sistemas cadticos deterministas de baja dimensionalidad.
Concretamente hemos intentado reconstruir el atractor subyacente a la dindmica de la
energia del laser, representando It} fente a dI{t)/dt. y hemos aplicado el algoritmo de
Grassberger-Procaccia a dichas seflales.



El resultado se muestran en la figura 3.20 para un caso tipico. Le reconstruccién
fasica del atractor subyacente muestra una estructura extremadamente complicada.
reminiscente de un atractor extrafio caético, y al mismo tiempo el algoritmo G-P
converge hacia un valor = 2,7, evidencias que junto con los espectros de Fourier y las
transiciones dinadmicas discutidas (bifurcaciones) al aumentar ¢iuiracavidod NOS
permiten afirmar con un alto grado de conflanza que el comportamiento dindmico
local observado es explicable (en lo tocante a su aspecto temporal) mediante un
modelo de ecuaciones deterministas con un numero relativamente pequefio de grados
de libertad.
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Figura 3.20. Reconstruccion del atractor a partir de una sefal experimental.

En el capitulo siguiente desarrollaremos un modelo tedrico del comportamiento de los
liseres basado en las ecuaciones semiclisicas de Maxwell-Bloch que presenta
bastantes de las propiedades observadas en la prictica.



CAPITULO 4

DINAMICA ESPACIO-TEMPORAL DE LOS LASERES EN LA
APROXIMACION SEMICLASICA

4.1. Aproximaciones tedricas a la fisica del laser

En esta seccioén se discuten brevemente las principales aproximaciones teéricas que
describen el comportamiento de los laseres.

Para hacerse una idea de las dificultades de la modelizacion correcta de estos
sistemas recordemos que en condiciones tipicas un laser consiste en multitud de
atomos o moléculas activos que interaccionan no linealmente con el campo
electromagnético en una cavidad resonante. Estos sistemas funcionan en general lejos
del equilibrio térmico (representado por el umbral laser), y son abiertos con respecto a
los intercambios de energia y, eventualmente, de materia con sus alrededores. Ademas
la descripeion completamente adecuada de los procesos fisicos de interés debe incluir
la naturaleza cuantica de los fenémenos de emision y absorcién estimulada de
radiacion, asi como la emision espontanea, la estructura discreta de los niveles
atomicos de energia y la cuantificacién del propio campo electromagnético.

Evidentemente no siempre es necesario en las aplicaciones practicas un nivel de
detalle tal que obligue a utilizar la teoria completa del efecto laser sino que,
dependiendo de los casos, son posibles descripciones mas simplificadas de los
fenéomenos esenciales. Por ello vamos a ir presentando las diversas teorias en sus
rasgos esenciales, ordenadas de menor a mayor complejidad y sehalando en cada caso
cudl es su ambito de aplicacién, sus principales logros y también sus mitaciones.

Quiza la descripcion mas sencilla del laser es aquella en términos de ecuaciones de
balance, es decir, de ecuaciones que nos dan la variacién temporal del nimeroc de
fotones y de atomos en sus correspondientes niveles energéticos en funcién de los
procesos de generacion y eliminacién de los mismos. En ¢l caso mas sencillo estos
modelos consideran atomos en dos estados energéticos (fundamental y excitado) y una
poblacién de fotones resonantes con la frecuencia de la transicion entre dichos
niveles. Es sencillo generalizar las ecuaciones de balance para incluir laseres a tres o
cuatro niveles, mucho mas proximos a los dispositivos reales. En general las tasas de

generacién o eliminacién de las poblaciones de fotones a unas ciertas frecuencias y las
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del ntumero de atomos en sus diferentes estados de energia dependen no linealmente
de las poblaciones de fotones y atomos en un instante dado, obteniéndose por tanto
un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas que determinan la
evolucion temporal de dichas magnitudes.

La principal limitaciéon de las ecuaciones de balance es que no tienen en cuenta las
relaciones de fase entre los diversos modos de la radiacién. Por lo tanto, aquellas
situaciones en las que tales acoplos o relaciones de fase sean importantes no podran
ser descritas correctamente por dicha teoria. Sin embargo las ecuaciones de balance
son extremadamente tutiles cuando lo (inico que se requiere es informaciéon global
sobre algunos parametros del laser, como por ejemplo la potencia umbral para el
funcionamiento del mismo, la distribucién estacionaria de la intensidad de la
radiacion y de las poblaciones atémicas, los fenémenos de pulso gigante, de
conmutacion de ganancia, las oscilaciones de relajacion o la variacién de la ganancia
con la intensidad de salida [Hak85].

En el siguiente nivel de complejidad podemos situar la teoria semiclasica. En dicha
teoria el campo electromagnético se describe mediante las ecuaciones de Maxwell (por
lo tanto clasicamente), mientras que la materia se describe en términos cuanticos, asi
como la interaccion de la radiacion con los dtomos. Los términos fuente del campo
electromagnético, que en la teoria clasica son dipolos oscilantes, se representan aqui
mediante promedios mecanocuanticos sobre los momentos dipolares inducidos en los
atomos. En la teoria semiclasica se consideran asimismo los procesos de bombeo y
decaimiento de las poblaciones atémicas, aunque de manera esencialmente
fenomenoldgica. Usando las aproximaciones citadas mas arriba se obtiene un sistema
acoplado de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales no lineales para el campo
electromagnético, la polarizacion macroscdpica y la inversion de poblacién. Las
ecuaclones asi obtenidas se pueden reducir en condiciones adecuadas a las de
balance, a las que la teoria semiclasica incluye por tanto como caso limite.

Asi pues la teoria semiclasica explica todo aquello que ya explicaban las ecuacicnes
de balance y ademas otros fenémenos de notable interés, como son las condicones en
que se producira emision laser monomodo o multimodo, el desplazamiento de la
frecuencia de emision con respecto a la frecuencia de la transicion atémica, el
fenémeno de acoplo en fase de los modos del laser (bloqueo de modos), la posibilidad
de emisién de pulsos ultracortos, etc. Especialmente interesante para los temas
tratados en esta memoria es el que la teoria semiclasica prediga que bajo
circunstancias bien definidas el campo elécirico, la intensidad luminosa y la inversion
de poblacion oscilan caédticamente, e incluso que el patrén espaciotemporal de la
radiacion emitida pueda presentar aspectos que merecen con todo derecho el nombre

de turbulentos. Todos estos aspectos son objeto hoy en dia, como ya dijimos, de un



intenso estudio tedrico v experimental, aunque adn estamos lejos de lograr una
compresion razonablemernite completa de los mismos.

La principal limitacién de la teoria anteriormente expuesta es el tratamiento clasico
del campo electromagﬁétjco. De esta forma es imposible unificar en una misma teoria
la emisién coherente de los laseres y la emision incoherente de las fuentes térmicas de
radiacion, asi como presentar una descripcion completa del fendmeno laser tanto para
valores de la excitacion por encima del primer umbral como por debajo de €l

La teoria cuantica del laser es la encargada de rellenar esa laguna, y es la mas
complicada y general de las que describen el comportamiento de estos dispositivos. La
motivacion para su desarrollo vino dada en parte por la imagen insatisfactoria que del
umbral laser hacia la teoria semiclasica. Segun ésta, para valores por debajo del primer
umbral no se deberia gbservar emisién en absoluto, mientras que para valores por
encima del mismo se tendria una emisién perfectamente coherente. Esta prediccion no
se verifica en la realidad [Hak85].

Un tratamiento totalmente cuantico tanto del campo electromagnético como de ia
materia ha permitido obtener una imagen unificada de lo que ocurre a ambos lados del
umbral laser, asi como un marco general donde tienen cabida tanto las fuentes
incoherentes de radiacién como las coherentes. Uno de los éxitos principales de la
teoria completa ha sido la explicacién de las propiedades estadisticas de la radiacién
en la inmediata vecindad del umbral laser, y su conexién con los fenémenos de
transiciones de fase.

Ocurre a menudo que en las condiciones de trabajo de los laseres reales la teoria
cudantica completa se reduce a la teoria semiclisica, mas manejable, y que sera la que
usemos en lo que resta de este capitulo para intentar explicar, tan solo parcialmente,

las inestabilidades espaciotemporales observadas en los experimentos.

4.2. Deduccion de las ecuaciones de Maxwell-Bloch

En esta seccién vamos a deducir las ecuaciones de Maxwell-Bloch (MB), que son las
que en aproximacion semiclasica rigen el comportamiento (fuertemente acoplado) del
campo eléctrico, la polarizacidén macroscopica y la inversion de poblacion en el laser.
Nuestro punto de partida seran las ecuaciones de Maxwell para el campo
electromagnético, que no cuantificaremos, y la ecuacién de Schradinger para la
materia (dipolos atémicos o moleculares), haciendo énfasis en cuales son las
principales aproximaciones que son necesarias para llegar a la forma final de las
ecuaciones MB. De esta forma seri mas sencillo intentar generalizacicnes de las
mismas, por el simple expediente de no emplear algunas de las aproximaciones usadas

en su deduccion.
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Supongamos que tenemos un medio material con dos niveles energéticos y un campo
electromagnético de frecuencia proxima a la frecuencia de transicién entre ambos dada
por w)2 = 2a(E;-Egl/h. Clasicamente el campo electromagnético verifica las ecuaciones

de Maxwell en un medio material

= JoB
VxE=-Z
% dt
V.B=0
V.-D=-p
VxH=] 9D

t (4.1)

junto con las relaciones constitutivas que ligan Ey Bcon Dy H

B =gof+P
A-2
Ko 4.2)

. ¥ la relacion entre campo eléctrico y densidad de corriente dada a través de la ley de

Ohm

|

(4.3)

e s |
]
Q

Tomando el rotacional de la primera ecuacién de (4.1) y usando (4.2) tenemos

ﬁx(ﬁxfi):-i(ﬁ’xﬁ)z—uoi(ﬁxﬁ)
ot ot : (4.4)
Desarrollando el miembro de la izquierda de (4.4) mediante la identidad vectorial
Vx(VxE)=V(V-E)-AE 4.5)
y con la cuarta ecuacion de {4.1} obtenemos

= dE 1 9°E_ 9P
AE:G”O?'*EE‘?*'MOF' (4.6)

En la deduccién de (4.6) hemos usado algunas simplificaciones que, aunque

plenamente justificadas en el caso de los laseres, conviene hacer explicitas:
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* Suponemos que la frecuencia de la radiacién es suficientemente alta (w>>10° Hz)
para que no la sigan los dipolos magnéticos, con lo cual tenemos la sencilla relacién
entre By H dada por la segunda ecuacion de {4.2).

* Suponemos que el medio activo es homogénec e iséiropo, de forma que el tensor de
conductividad se reduce a un escalar (ecuacion 4.3} .

* Suponemos que no existen cargas eléctricas reales libres en €l medio.

Si en (4.6) ponemos Ey P en la formma

E—F®) L5 2 ()7 ye—i(wt-kz)
E=E"""+E" " =Ey/(r,t)e +c.c @.7)

B = () L p(=) - pH) = (yo—i(0—kZ)

P=P7/+P 17 (t,t)e +c.c (4.8)
tendremos que E® verifican ecuaciones con la misma forma que (4.6), siendo los
segundos miembros pi# respectivamente. La coordenada z representa la direccién en

la cual se propaga principalmente la radiacién.

MBS g B 1 PRS2
07 2 a2 73 (4.9)

Suponiendo para E® las dependencias funcionales sefialadas en (4.7) y (4.8)
podemos explicitar, usando (4.9}, cuales seran las ecuaciones que verifican Eo®, que
representan las variaciones lentas del campo eléctrico con respecto a la frecuencia
optica ().

Esta descomposicidon en partes rapida y lentamente variables se justifica en la mayor
parte de los experimentos con laseres (y en particular en los nuestros), debido a que
las frecuencias Opticas de la radiacion (=500 THz en el caso del laser de colorantes y
=28 THz en el de COy) suelen ser muchisimo mayores qué las frecuencias de las

oscilaciones temporales estudiadas (en nuestro caso son del orden de 10-300 MHz2).

- T J - L
A(EO(+)C it kZ))_Gp'Og(EU(q-)C i(at kz))___

1 9% = ) —iCet- 2 o i
__...__(EO("')e 1ot kZ))zl'l'Oa_t_2(P0(+)e 1t kZ))

¢ ot? (4.10)
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R A T
+ 2 4 E(#e-it@-ka)y _
ax? ayz az? X 0 )
PEY PEY PR . EY e
=+ FEE0 ik &0 W Lok -
ox* ay’ oz’ dz 0

= (+) : aﬁg) 2(+) | -i(wt—kz)

‘ 4.11)
J = (4}, —i{wt~kz) aﬁgﬂ () —i(wt—kz)
< (Ep'’e y=(——-iEy e
o ’ o ° (4.12)
2 E(+)

%(Eg)e—i(m—kz)) - %‘:(aEa(: _ imﬁgp))e—i(mt—kz) -

2E(+) = (4)
= (a Eg - 21(,)8]‘:‘_0 - m2E8+))e—i(mt—kz)

ot ot _ @13

Evidentemente, el término 82Py{*)/3t2 tiene una expresiéon idéntica a (4.13)
cambiando Eo{*) por Pol*).
Sustituyendo (4.10) - (4.13) en (4.9) obtenemos la ecuacién de evoluciéon para la parte

lentamente variable del campo eléctrico

s ED ., E®
(AES )-_ink-—ag - KB - opp(—2—FiwE{)) -
-— F2io—2—-’E(Y) =
c2( t? ot 6
2p(H) p)
P oP, -
=u0(a 9 F2im—L—-a?B")
ot at : (4.14)

La expresion (4.14) es aun exacta (no hemos aplicado ninguna aproximacién), si
consideramos que el campo eléctrico y la polarizaciéon se escriben en la forma (4.7) y
{4.8). Vamos a proceder a continuacion a simplificar considerablemente (4.14) usando
la que se conoce como aproximacion de la amplitud lentamente variable. Dicha
aproximacion consiste en suponer que las variaciones temporales y espaciales de las
funciones Eo(i')(r, t. Po{i){r.t} son mucho mas lentas que las incluidas en el término
exp(+i{wt-kz)). De una manera mas formal tenemos que

(£
OESY)

ot

<<|wB§")

(4.15)
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%t << ”u)PO "
(4.16)
JEE) _
950 ()
=l << k&G .
28(D ()
E
o g << (anO
ot ot .18
2B | 3
g << [jo—L
ot ot .19)
25(3) (1)
E E
o g << ka 80
dz z (4.20)

Aparte de ésto, el operador laplaciano lo escribiremos 4 = 4; + 82/d22 donde
evidentemente, A; =3%2/dx2 + 32/dy?. Con las simplificaciones aportadas por (4.15)-
(4.20), (4.14) se reduce a la siguiente expresion

E( ) aE(+)
A ESY +2ik == o ~K2E§D +iopgeEl” + 22 oo
dz c ot
0)2 B = 2p(H)
+~7 Bo " = ~HowFy @21
{y su compleja conjugada para Ep).
Haciendo uso de las relaciones k?=w?/c?y poeg=1/¢2 en (4.21) tenemos
E(+) (+)
A B +c o , %o O _E(H 4= 1% —B§"
2k 0z a2 2eg © . (4.22)

Consideramos a continuacion las ecuaciones cuanticas para la materia. Para ello
pondremos que el hamiltonianc completo del sistema acoplado radiacion-materia se
escribe como H = Hp + H5, con Hp el hamiltoniano atémico o molecular v HS €l de
interaccion con el campo electromagnético en aproximacion dipolar.

HS=—]3‘E=3§‘E' {4.23)

Supondremos que Hp lleva asociade una base ortonormal de estados | ¢;> tal que

Hg;) = Wilg;).i=12,....0 (4.24)
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(0i]05) =3y (4.25)
y ademas,

lo)= Xeifo;)
i=1 (4.26)

para todo elemento del espacio de Hilbert del sistema atomico. En particular, si

consideramos el modelo mas simple que incluye sélo dos estados, entonces

.W][ .Wzt

-l— T
ly®)=ci(e  * |o)+caltle  ? |9y) (4.27)
y | '¥> verificara la ecuacion de Schradinger

., 0
in2y) = Hly) = (HO + HO)y)

) (4.28)
Desarrollando (4.28) obtenemos
W _'....w..ﬂ W _iy_g.t_
in (f:]—i?lc])e h WT)T('éz——i—h—ZCz)e B lgy)|=
it _i Wt
=cie " Wlo)+coe B Wy )+ HE|y) . (4.29)

Contrayendo (4.29) con los elementos del espacio dual <¢; [ y <¢2| respectivamente

obtenemos las ecuaciones de evolucion para ¢;{t} y coft).

.Wlt
cre W =
lh(C] - 1—101) = W1C1 + <(p1 |HS|\|”C R
3] (4.30)
W iW2l
iy —i—2cp) = Wyey +{0 [H[gye—*
h (4.31)

Para completar el calculo tenemos que evaluar los elementos de matriz <¢; | HS | ¥>y

<poi HS | ¥,
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Wyt Wit Wit Wt
e * (g)[Hy)=e * Iyl(i)(e&-ﬁ)(cle PR+ P gp(R)dk =

R
_iWi-Wot
(4.32)
_imt
|
< =c;~—E-Djy
dt ih (4.33)
imt
dc el . -
=2 =c;—E-Dy
dt ih (4.34)

Vamos a calcular a continuacién la polarizacién correspondiente al estado atdémico

descrito por el vector ! '¥>.

p= (‘Vlf)l‘l’) = L‘I!*(i,t)(—ei)w(i,t)di =

R
* -1 * - —_ * 3 * . -
=cicpe ™' [ @) (—eX)@ydR +cycie™ [@o(—eX)pdX =
3 3
R R
¥ o —ilt * R 1wt _ = *2
= —CIC2D128 —CociDpie™ = —(aDyy + 0 D) , {4.35)

donde a=c;coe®t, D;2*= Dja.
Podemos comprobar a partir de (4.35) que para conocer p tenemos que saber cémo

varian o (a*), es decir la cantidad c;cpe®t. Vamos a hallar a continuacién la

ecuacién de evolucién para o.

da d - d - ) -

dt ( lmt) = a(crcz )e 1t _ ltﬁcrczc 100t =
E.-D; E-D, . =

=|c2|2 212 4 oy [P 2212 —ie)cpe P =

= im0 — 2221 e, |2 — ¢, ) = —imer - E221
ik ih {4.36)

Por 1altimo, y para cerrar el sistema de ecuaclones que nos daran el compertamiento

acoplado de la radiacién y la materia vamos a ver la ecuacién que verifica D=1c¢gl2-
} Cy | 2.
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dD d * * d * d *®
— =—(CaCq — ¢ ) = —(CrCr ) — —(CiC1 ) =
" dt(22 1€1) dt(zz) dt(ll)
dcy = dc; dc; * dc;|=
=—£Ch+Cy—=——2C; —C
t 20 2 d dt 'V Ve
—imt i@t

- . * e
~E-Djp(2¢jcp =) =
T 1226162 35

o * 2E, »= -
=E-Dy(2¢icy ?(Ot Dy —0oDyy)

(4.37)

En las ecuaciones (4.36) y (4.37} introducimos términos fenomenolégicos de
disipacién en la forma -yo y (Dg - D}/T siendo y! el tiempo de amortigunamiento del
momento dipolar individual o tiempo de relajacion transverso, Dy la inversién de
poblacién estacionaria y T el tiempo de relajacién de la inversion, o tiempo de
relajacion longitudinal. Con la adicién de estos términos las ecuaciones para ay D

quedan finalmente de la forma

4 m+pa-EP2p
de ih {4.38)

D _2E 5 o - B+ 22=L
dt ik T (4.39)

Los términos fenomenoldgicos introducidos se pueden interpretar facilmente si
SUpoNemos que no existe ningin campo electromagnético presente (E = 0) y usamos
(4.38) y (4.39) para calcular oft) y D{t). En este caso vemos que ambas magnitudes
decrecen exponencialmente con el tiempo de manera irreversible, lo cual refleja el
hecho experimental bien conocido de la relajacion hacia el estado de menor energia de
un colectivo atémico excitado y no sometido a influencias 0 campos externos.

Las ecuaciones que hemos deducido para el comportamiento de la materia se refieren
hasta el momento a un nnico atomo o molécula, pero en general tendremos que tratar
con un colectivo de los mismos, por lo que necesitamos en realidad las ecuaciones
macroscéopicas de evolucion de la inversion de poblacién y la polarizacién en regiones
macroscopicamente infinitesimales (de modo que podamos considerar esas cantidades
como funciones suficientemente regulares del espacio y el tiempo), pero grandes en
comparacion con los tamanes atémicos. Vamos pues con Ia deduccién de las mismas.

Suponiendo que por r, denotamos las posiciones de los centros activos del medio

material, para cada valor del indice u tendremos para las variables ay D las ecuaciones

da E(t )D
B . —(lml-l + y)au — __J.‘l""'_.,')_l'z__D|~L
t ih (4.40)
db, 2E(f’| ) =
——=—— Dy _Dl2ap.)+_D
dt i T (4.41)
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siendo el momento dipolar atémico

oy = =+ *
Pp ==(Dy20y, + Dyyor,)

(4.42)
podemos definir la polarizacién macroscépica como

- — - — — e -t * —- -
P(7,t)= X pud(T - §,) = -2 (D150, + Doyt (T - 3,)

K K (4.43)

Asimismo la inversién de poblacion macroscopica sera

D(t,t) = ZDuﬁ('r' - ’fp)

H (4.44)

A partir de (4.40} y (4.41) se pueden obtener facilmente las siguientes relaciones

d13(+)
dt

do, - ..
=-X—EDppd(F-7) =
v

. E(f,)-D -
= —2[-(10)” + )0ty —%Du]blzsu -§)=
n

- Ep= 2
=—(iws+7)P™M + =[D,| D@t
(i +7) ih” 12" (1,t) (0.45)
2E(%,) - - Dy-D, | _
L Dy, - Dlzau)+—T—u]6(r —%)=

in

dD db,
—— _ua -_- —
dt % at 0 R %[

2Ec = % = . -. Dg-D
=i—h—Z(D21au—D12cxu)8(r—r“)+ T =
Tl .
=_2E p)_p+)),Do=D
ik T

(4.46)

siendo D = ND y N la densidad de centros activos por unidad de volumen.
En las ecuaciones que rigen la evolucion de las variables macroscopicas (4.45) y (4.46)
vamos a aplicar la aproximacién de la amplitud lentamente variable, con lo que

tendremos (ver ecs. 4.7 y 4.8)
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E=E® +EO = Eei@k0) 4 ¢

P =Pl 4 B = BPlemit 1) 4 ¢ o

(4.47)
Asi pues
P pi+)
dp*) _4d (i:'.{()+)c-i(mt—kz))=(dpo — i@B{)ei(0t-k2)
de  dt dt (4.48)

y sustituyendo en (4.45) obtenemos

S+
dB§*)
dt

. BTN YOUE - WU
. +) _ + 2112 + 2i(ot-k
— iB") = -(i@ + Y)B§ )+——-i-r-i—D(Eg ) + E§le2i(@i-kz),
(4.49)
Usando en (4.49) una nueva aproximacion, conocida como aproximacién de la

onda rotatoria, consistente en promediar en un periodo de la oscilacion lenta el

término que oscila como e24¢t%Z), deducimos la ecuacion definitiva para Pyl+)

- 2 —
(+)
.| Ef

dp"
dt

=-[i(G-w)+y]B" + D.

{4.50)

Con las mismas aproximaciones se obtiene a partir de (4.46) la siguiente ecuacion
para D (inversién de poblacidn)
dD Dy-D 2 - - * = =
— === - (EPE) - B

d —T i 4.51)

Las ecuaciones (4.22}, (4.50) y {4.51) son un conjunto de tres ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales no lineales que rigen, en aproximacion semiclasica, la evolucién
del campo eléctrico macroscopice lentamente variable, la polarizacion del medio activo
y la inversion de poblacion, y se conocen como las ecuaciones de Maxwell-Bloch. Para
ponerlas en la forma en que son citadas en la literatura hemos de efectuar aun
algunas identificaciones de constantes y cambios de variable dependiente e
independiente; concretamente si 802 es la diferencia entre la frecuencia del campo y la

de las soluciones de una cavidad vacia

Y=71 (4.52.a)
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1_
T Yit

-7

I

._-"512" Y
=L
EB+) - lcf: e—iSQt
I-;(g+) = xf_,e-iam

todo lo cual sustituido en (4.22), {4.50) ¥ (4.51) resulta

) L L S L
4n dz cdt 2ec ¢

=2
P -~ . [D
a_P=_m1+i(m ® SQ))P+|| 12” K
dt Yi in
dD

l = =% =% =
& oy, (D-Dy-—(F-B*+E".P
o Yii( 0 2( ))'

Introduciendo variables independientes adimensionales segan

y, finalmente, las identificaciones de constantes

L
Ty

C
Ay
___m—(o—SQ
Y1

oY

Y=

AI

(4.52.b)

(4.52.¢)

(4.52.d)
(4.53.a)

(4.53.b)

(4.54)

{(4.55)

(4.56)

(4.57.a)

(4.57.b)

(4.57.¢)

(4.58.a)

(4.58.D)

(4.58.c)

obtenemos unas ecuaciones adimensionales convenientemente escaladas
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_ZA(p)F oF la_F_(lﬁﬁ_ﬂ)F AP (4.59)

m vor v 2g,c

9P —(1+iA")P -DF (4.60)
T

aD 'ij 1 = =% =% =

oL _ Y p_p,——(E-P+EF D). 4.61
3 h( 0 2( ) (4.61)

Las ecuaciones estudiadas en esta memoria son una generalizaciéon de las niimeros
{4.59)-(4.61), en las que se ha tenido en cuenta la constante dieléctrica compleja
producida por los osciladores no resonantes y los mecanismos dispersivos del medio
activo. Asi pues en la ecuacién {4.6) hemos introducide en lugar del término
c2 32E /32 otro igual a ec? 32E/dt2?, €= € +ig". La constante dieléctrica compleja
esta relacionada con el indice de refraccion (n ) y con ¢l coeficiente de absorcion (k)

por la relacidén bien conocida
e =(n-ix). (4.62)

Incidentalmente, tanto £’ como ¢ pueden modelar pérdidas concentradas o
distribuidas como las producidas por fenémenos de dispersién, difraccién o por los
espejos de la cavidad resonante.

Como tendremos ocasion de explicar en detalle mas adelante, la introduccidn de
estos nuevos términos ha permitido que las soluciones en forma de ondas planas no
lineales consideradas en la seccién 4.3 den lugar a comportamientos dinamicamente
interesantes y acotados para todo tiempo. Sin estos términos, que se pueden ariadir a
unas posibles pérdidas difractivas transversales, tales soluciones divergian
sistematicamente,

La deduccién de la forma final de las ecuaciones en las que se introduce £ se hace de
forma completamente andloga a la ya presentada, por lo que nos limitaremos a dar los

resultados [Pas93al.

BF e+1e”aF i

__A(p)F &80 — O 2 _ i:'; =

FAPF ST ETE ST (n® —€))

Q - -

"'( +&"—=)(P-F)
v 280'\/J_ 2 (4.63}
oP AND L
9 - _(+iA)P+DE (4.64)
ot
aD * *

-P) {4.65)
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(siendo r=D, yvel cociente entre las gammas paralela y transversa). Para mantener
una notacién uniforme a lo largo de esta memoria hemos llamado F a lo que en la
referencia [Pas93a] se llama E (en ambos casos se trata de la parte lentamente variable
del campo eléctrico en la aproximacién de la onda rotatoria).

Las ecuaciones (4.63}-(4.65) son la base del tratamiento moderno de la dinamica del
laser en aproximacion semiclasica. La dificultad de su tratamiento exacto, € incluso
numeérico, se expresa muy bien diciendo que se trata de ecuaciones diferenciales no
lineales en derivadas parciales en 3+1 dimensiones para dos campos vectoriales
complejos y uno escalar real, todo elio suplementado, claro estd, con las condiciones
iniciales y de contorno adecuadas. Es evidente que la obtencién de informacién a
partir de las mismas en el caso completamente general es una tarea practicamente
inabordable, incluso con los recursos mas avanzados. Sin embargo, se ha logrado
obtener gran cantidad de resultados sobre los comportamientos predichos por las
mismas resolviéndolas en situaciones simplificadas o dotadas de una alta simetria.
Sabemos que los medelos obtenides truncando las ecuaciones completas predicen la
aparicion de oscilaciones regulares y también caéticas, pasando por autooscilaciones
no amortiguadas de caracter mas o menos complejo. El acuerdo cualitativo, y en
algunos casos hasta cuantitativo, que se ha obtenido entre dichas predicciones y el
comportamiento observado en los laseres reales estudiades en la literatura es
ciertamente impresionante, aunque dista de ser completo, y aun subsisten en muchos
casos dudas razonables sobre la aplicabilidad de tal o cual modelo concreto a una
situacién experimental dada.

En lo que respecta al tema de las estructuras transversales de campo, la situacién es
si cabe més interesante. Y ello debido a que, por un lado, las ecuaciones de Maxwell-
Bloch han permitido una primera aproximacion sistematica a la comprension de cémo
se generan dinamicamente dichas estructuras, y por lo tanto a la elucidaciéon y
prediccion de algunas propiedades confirmadas por la observacion, como la existencia
de vortices opticos [Bra91a-b), y la aparicion de inestabilidades espaciotemporales que
pueden conducir a un estado que se deberia calificar con toda justicia como de
"turbulencia optica” [Wei92]. El esfuerzo experimental realizado en estos altimos afos
(digamos desde 1985 hasta el presente) para medir dichas inestabilidades
espaciotemporales es muy notable, asi como los resultades obtenidos por varios
grupos de investigadores activos en este campo. Lo mas interesante es probablemente
que ahora hay evidencia experimental directa de que a partir de una situaciéon
espaciotemporal regular, y variando un parametro de control adecuado, se puede
alcanzar un estado en el que las correlaciones temporal y espacial son muy bajas, y

que ésto se extiende a toda la seccion transversa del laser [Pas90], [Pas@1], [Gue91].
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En la seccién sigulente vamos a considerar una aproximacién que consideramos
interesante al tratamiento numeérico del sistema (4.63)-(4.65), consistente en investigar
una rama de soluciones exactas de dicho sistema, obtenida al suponer que la
dependencia funcional de las variables F, Py D de las coordenadas espaciotemporales

es a través de la combinacion s = 7 - xp (ondas planas no lineales}.

4.3. Soluciones exactas de las ecuaciones de MB en forma de
ondas planas no lineales. Orden y caos temporal en dichas
soluciones al variar un parametro de control y comparacion con
el experimento |

Si en las ecuaciones (4.63)-(4.65) ponemos que las varlables F, Py Ddependan de py
7 a través de la combinacién s = 1 - xp, aquellas se convierten en el siguiente conjunto

de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales

—iF + (p5 ~ ip4)F = ip7F — pg(F - P) (4.66)
P = —(1+ip;)P + DF (4.67)
D=-py(D—ps+=(F -B+E-F)
5 (4.68)
siendo
p =4 (4.69.a)
v
py = R
YL (4.69.b}
p3 = DO =1 (4.69.¢)
p _ EII
4="T7
kZv (4.69.4d)
ef
(7— k)
Ps=—"73
k? (4.69.€)
1 O ’e Q
P6 =77 )
kZv 20V} 2 (4.69.9
8Q e’ ~(n% —eHQ’
pP7= K2
Zy (4.69.9)
2_1 .2 .2
ki =—(kg +k7)
tT3 e (4.69.h)
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y donde hemos denotado con un punto la derivada con respecto a la varible s.
Consideramos a continuacidn soluciones de (4.66)-(4.68) con polarizacion lineal fija,
con lo que, separando los campos F y P en sus partes real e imaginaria, obtenemos las

ecuaciones (F=x;+ixz, AP=x3+ix4;. D=x5)

X =Xg 4.70)
Xy = X7 (4.71)
X3 =—X3+piXg + X|X5 (4.72)
X4 =—X4 — P1X3 + X9X5 4.73)
X5 =~py (X5 — P3 +X1X3 + X2X4) (4.74)
Xg = —PaXg + P5X7 + Pe(X2 —X4) — P7%4 (4.75)
X7 = —p4X7 = PsXe = Pe(X] —X3) — P7X2_ (4.76)

Vamos a estudiar a continuaciéon dicho sistema, intentando extraer del mismo la
maxima informacion posible, con el convencimiento de que al ser soluciones exactas
de las ecuaciones Maxwell-Bloch originales han de reflejar de alguna forma los
comportamientos experimentalmente observados.

El sistema (4.70)-(4.76) se reduce a las conocidas ecuaciones de Lorenz suponiendo
que no se consideran efectos transversos y que, ademas, 82'=0,¢"=0 y A'=0. De
esta forma recuperamos un modelo que ha demostrado ser de importancia capital a la
hora de estudiar las inestabilidades temporales en laseres de infrarrojo lejano. Hoy en
dia se puede afirmar que gracias al trabajo de C.0. Weiss y sus colaboradores, dicho
modelo se ha comprobado plenamente de forma experimental dentro de sus limites de
validez.

No es dificil demostrar que la Ginica soluciéon estacionaria del sistema (4.70)-(4.76) es
X]e=X2e=X3e=X4e=Xge=X7=0, X5¢=p3. La manera mas simple de ver ésto es partir de las
ecuaciones (4.70)-(4.76) y poner d2F/ds? = dF/ds = dP/ds = dD/ds = 0, con lo cual

obtenemos las relaciones

ip7F = pg(F—P) @.77)

(1+ip)P = DF (4.78)

p3~D=l(f="‘ P+E-BH
2 . (4.79)

Evidentemente F = P = 0, D = p3 es solucion de {4.77)-(4.79), y vamos a comprobar
que no existen mas (en general). Para ello despejamos P en (4.77) y lo sustituimos en

(4.78) con lo cual
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p-Ps—iP7H
P (4.80)

1 } .= =
—(1 +ipy)(pg — ip7)F = DF
Ps (4.81)

esto implica (si F # 0 como suponemos) que

1 ) )
D=—(+ip1)(pg —ip7)
Pe (4.82)

. lo cual es absurdo, ya que D es real y el miembro de la derecha de (4.82) es complejo
en general.

En nuestro caso hemos elegido p7 = 0, p; # 0 en las integraciones numéricas que se
han llevado a cabo, por lo tanto tenemos siempre un unico punto de equilibrio. Hemos
investiagado la estabilidad y el tipo (nodo, foco, punto de silla, ...) de la solucién
estaclonaria linealizando (4.70)-(4.76). La ecuacion resultante es (X = x - x,).

0 0 0o 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
~ P3 0 -1 p 0 0 0
X 0 p3 -;p -1 O 0 0 X
a 0 0 0 0 -p» O 0
P7 P6 O -P¢ O -ps Ps
“Ps “P7 Ps O 0 -ps -ps) (4.83)
El polinomio caracteristico asociado a (4.83) seré pues
-+ 0 0 0 0 1 0
0 -A 0 0 0 0 1
P3 0 -1-2 p 0 0 0
0 p3 -pp —l=-A 0 0 0 |=0
0 0 0 0 —py—A 0 0
-p7 P¢ O Ps 0  -ps-2 s
—P6 —P7 DPs 0 0 -Ps  “Pa~—M (484

Si desarrollamos (4.84) por menores correspondientes al elemento (5,5) tendremos
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-A 0 0 0 1 0
0 =i 0 0 0 1
—(py +A) %3 1?3 ipll _lpl N g g =0
p7 P60 -Pe -Pa—r D5
—P6 ~P7 Pé6 0 -Ps  —P4—} (4.85)

Asi pues una raiz del polinomio caracteristico es siempre A = - ps, obteniéndose las
demas por soluciéon de una ecuacién polinémica de grado seis correspondiente al
determinante que aparece en (4.85).

Debido al gran nimero de parametros de control presentes en las ecuaciones (4.70)-
(4.76) es evidente que un estudio paramétrico del comportamiento de las mismas es
practicamente imposible. Hemos optado por estudiar dichas ecuaciones para tres
valores del parametro p; = 1.0, G.1, 0.01. Los valores elegidos para p2 cubren un
amplio espectro de condiciones de operacién de laseres reales de CO3 (0 de gas en
general), desde muy baja presion (p2 =1.0) hasta laseres que funcionan a presiones
cercanas a la atmosférica (pz = 0.1 - 0.01). Para cada uno de esos valores del
parameétro pz se ha estudiado la dinamica al variar pg, habiéndose elegido éste para
ver cudl es el efecto de las pérdidas asoctadas a efectos transversos en la dinamica del
laser, dado que estamos especialmente interesados en lograr una comprensién mayor
de la dinamica espaciotemporal de estos sistemas. Los valores numéricos del resto de
los parametros intentan ajustarse a los esperados en el laser que se estudié
experirnentalmente en el capitulo 3 de esta memoria. La tabla siguiente resume los
valores de los parametros usados en los tres casos que se han investigado en mas

detalle.

Pardmetros Caso 1 Caso 2 Caso 3
P 0.2 0.2 0.2
D3 28.0 40.0 80.0
P4 10.0 10.0 6.0
Ps 10.0 10.0 2.0
Pe 20.0-100.0 10.0-70.0 4.0-14.0
p7 0.0 0.0 0.0

Tabla 4.1. Relacion de los parametros de control usados en los casos en que se ha explorado

en detalle el comportamiento del sisterma (4.70)-(4.76).
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Procederemos a continuacion al estudio de cada uno de ellos, usando muchas de las
técnicas desarrolladas para el andlisis de sistemas no lineales: estabilidad y tipo de los
puntos de equilibrio, diagramas de bifurcacién de las variables relevantes al cambiar
un parametro de control, evolucion de las variables en funcion del pardemtro s,
proyecciones de trayectorias en el espacio de fases del sistema dinamico, calcule del
mayor exponente de Lyapunov, analisis de Fourier y (en algunos casos) utilizacion del
algoritmo de Grassberger-Procaccia para comparar cuantitativamente los resultados
obtenidos del modelo tedrico con el experimento.

La integracion numérica de las ecuaciones se ha llevadoe a cabo mediante un
algoritmo de tipo Runge-Kutta de orden cuatre con control automatico del paso de
integraciéon y en doble precision en todos los casos. Los transitorios se han eliminado
integrando durante un tiempo suficientemente largo, y la dinamica asintética se ha
comprohado que es tal utilizando pasos de integraciéon mas pequenos y viendo si las
proyecciones asi obtenidas de los atractores son las mismas en forma y posicién en el
espacio de fases. Los parametros concretos usados en las integraciones numéricas se

discuten en detalle en [Pas93al.

Caso 1

El analisis de los autovalores correspondientes al sistema linealizado (4.83) y sus
movimientos en el plano complejo al variar pg muestra que en este caso el punto de
equilibrio es hiperbdlico, es decir, ninguno de sus autovalores tiene parte real igual a
cero. Ademas al existir autovalores con parte real positiva y otros con parte real
negativa estamos en presencia de un punto de silla, por lo tanto inestable. Dicha
inestabilidad se puede justificar también mediante un razonamiento fisico, ya que la
solucién de equilibrio F = P = 0, D = p3 significa que tenemos campo eléctrico y
polarizacioén nulos e inversion de poblacién no nula (y relativamente grande en los
casos estudiados), lo cual es claramente inestable, ya que por simple emision
espontanea dicha inversion de poblacion tendera a decaer (al menos para tiempos
cortos) dando origen a un campo elécirico y una polarizacién macroscopicos.

Al estar en presencia de un unico punto de equilibrio y ser éste hiperbélico y de tipo
silla concluimos que la variedad central asociada al mismo es vacia, y por lo tanto la
dinamica compleja que describiremos seguidamente se generara cuando las variedades
estable e inestable del punto de equilibrio se crucen transversalmente.

En los diagramas de bifurcacion de la figura 4.1 esta resumida buena parte de las
caracteristicas del sistema para los valores de los parametros anteriormente referidos.
Representamos en ella el diagrama de bifurcacién de una componente (la real) del
campo eléctrico, obtenido representando para cada valor del parameiro de control los

valores de los sucesivos maximos relativos del campo, una vez eliminados los
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transitorios (fig. 4.1(a)). Lo mismo se ha hecho en la figura 4.1(b) para la energia, esto
es, para x;2+x22. Es interesante sefialar que la energia como tal no es una variable
que aparezca en las ecuaciones (4.70}-(4.76). pero es sin embargo la méas sencilla de
medir en los experimentos, y hasta hace poco la unica que de hecho se registraba. Sin
embargo en un experimento reciente y muy interesante el grupo del Dr. C.O. Weiss ha
logrado medir directamente. mediante heterodinacién. las componentes del campo
eléctrico de un liser de infrarrojo lejano [Tan91, Tan92]. Los resultados obtenidos
confirman de una manera brillante que la informacién aportada simplemente por la
medida de 1a energia es insuficiente para una caracterizacién completa de la dinamica,

Esta misma conclusién se obtiene del estudio del sisterna de ecuaciones (4.70)-(4.76),
ya que en la figura 4.1 se observa claramente que los diagramas de bifurcacién para el
campo y la energia son totalmente distintos.

X, {maximos relativos)

40.0 55.0 70.0 85.0 100.0

(b)
250 -
300 -

150

Energia (maximos relativos)

100.0

Figura 4.1, Diagramas de bifurcacion del campo eléctrico (a) y la energia (b). Obsérvese la
gran diferencia entre ambos.

Concretamente en el caso de la energia, y para los valores mas pequefos de los
considerados para pg. se observa una cascada de doblados de periodo que conduce a
evoluciones caéticas. con pequefias ventanas de orden a medida que pgcrece. El tipo
de cambio cualitativo que esta sufriendo el campo eléctrice es mas dificil de discernir
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usando solamente el diagrama de bifurcacién, por lo que vamos a presentar mas
informacién mostrando cémo son las series temporales, los espectros y los atractores
correspondientes al campo y la energia para unos cuantos valores seleccionados del
parametro de control ps. En las figuras 4.2, 4.3 y 4.4 (pg = 40, 45, 50 respectivamente)
vernos que a partir de la proyeccion en €l plano x;-x; y del espectro de Fourier podemos
concluir que el campo €léctrico oscila con un movimiento cuasiperiodico con dos
frecuencias basicas irracionales entre si, y con combinaciones enteras particulares de
las mismas. Tanto las frecuencias de base como las combinaciones enteras de las
mismas que aparecen en el espectro de Fourier cambian cuando la energia sufre una
bifurcaciéon por doblado de periodo. Al continuar aumentando pg, tanto el campo
eléctrico como la energia llegan a un estado cadtico con espectros de banda ancha y
complicados atractores en el espacio de fases (figura 4.5).

La evidencia suministrada por los diagramas de bifurcacidn, junto con la aportada
por las figuras 4.2-4.5, muestra que en nuestro sistema las variables de campo
eléctrico siguen una variante de la ruta al caos propuesta por D. Ruelle y F. Takens,
que consiste en que una solucién periédica se desestabiliza dando lugar a un
movimiento cuasiperiédico (con dos frecuencias basicas generalmente
inconmensurables entre si y combinaciones lineales de las mismas), cuya proyeccion
en el espacio de fases es topoldégicamente equivalente a un toro. Este atractor a su vez,
en una nueva bifurcacién, da lugar genéricamente a un atractor extrafio. Sin embargo
la energia (médulo al cuadrado del campo eléctrico) sigue otra ruta al caos también
muy conocida y estudiada: la cascada subarménica o doblado de periodo.

Como hemos visto mas arriba, un estudic detallado de las ecuaciones (4.70)-(4.76)
muestra que entre la primera bifurcacion y €l caos existe toda una serie de nuevas
bifurcaciones que se caracterizan por doblar el periodo de la energia y de la invesion de
poblacién, y por afiadir a la estructura espectral del campo y la polarizacién nuevas
series de picos construidas segin el mismo patrén que las ya existentes. Es notable
asimismo el hecho de que las nuevas frecuencias base de dichas series estén
relacionadas racionalmente con las antiguas, de manera que en cuanto al niimero de
frecuencias de base itracionales entre si, éste no cambia, con lo cual nos mantenemos
en el marco de la via al caos Ruelle-Takens, pero con una rica estructura
suplementaria. Si realizamos una seccion de Poincaré de las variables de campo
usando un hiperplano localmente transverso al flujo generado por (4.70)-(4.76), las
bifurcaciones de dichas variables corresponden a desdoblamientos sucesivos de una
variedad inicial que se proyecta en el plano x;-x2 como un circulo deformado. Esta
estructura de las bifurcaciones cuasiperiodicas al observarlas mediante una seccion de
Poincaré ha recibido en la literatura el nombre de doblado de toro (figura 4.6). Nos
parece digno de destacar el hecho de que, vistas bajo una seccion de Poincaré, las

bifurcaciones del campo eléctrico (y de la polarizacién) son muy similares a la muy
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Figura 4.3. Evolucién temporal del campo eléctrico y la energia (a). (b), sus correspondientes
atractores (¢}, (d) y espectros de Fourier (e}, (f} para pg = 40.0.
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conocida bifurcacién por doblado de periodo, y el que en las ecuaciones (4.70}-(4.76)
ambas vias al caos aparezcan estrechamente ligadas y se manifiesten
simultdneamente.

Una primera conclusion que se obtiene de estos resultados es que no es posible en
general saber cual es la ruta al caos que siguen ias variables de un sistema fisico
mediante la medida de una magnitud derivada de las mismas. En particular, en

dinamica laser no es posible mantener, sin otros diagnésticos adicionales, que la
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energia y el campo eléctrico sigan una misma ruta al cacs. Mas bien lo contrario es lo
que sefiala la teoria y algunos experimentos recientes [Zeg88), [Vii90], [Tan81], [Tan92].
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Figura 4.8. Secciones de Poincaré localmente transversales a la solucion estacionaria de las
ecuaciones, y que muestran que ¢l campo eléctrico sufre en cada bifurcacién un doblado de
toro.

Como sabemos, se¢ dice que un sistema posee la propiedad del caos determinista
cuando al menos uno de sus exponentes de Lyapunov es estrictamente positivo. Los
exponentes de Lyapunov miden la tasa de divergencia exponencial (sf es mayor que
cero) o de convergencia (si es menor que cero) de una pequefia perturbacién inicial de
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una oOrbita predeterminada. Si uno de los exponentes es positivo significa que
pequerios cambios en las condiciones iniciales de partida se amplifican enormemente
en el transcurso del tiempo, dando lugar a la extrema sensibilidad de los sistemas
cabticos con respecto a las condiciones iniciales de preparacion. Dicha sensibilidad
tiene como consecuencia la imposibilidad practica de una prediccién detallada del
comportamiento del sistema para tiempos grandes (t --> =), ya que implicaria
marntenerlo aislado de las mas minimas influencias perturbadoras y ademéas conocer el
estado inicial con precision practicamente infinita. Por supuesto, ambos extremos son
irrealizables en la practica. Hemos de senalar sin embargo que esta imposibilidad de
predicciéon detallada de una oérbita o evolucién temporal individual no impide en
absoluto el tratamiento estadistico cuantitativo de los sistemas cadticos [Eck85].

En nuestro caso hemos calculado el mayor exponente de Lyapunov del flujo
engendrado por las ecuaciones (4.70)-(4.76) al variar el parametro pg. Los resultados
para el caso que estamos discutiendo se muestran en la figura 4 de [Pas93a].

Podemos apreciar que el umbral de la transicion orden-caos se da para pg = 50.0, y
que para valores mayores de dicho parametro el comportamiento es cadtico salvo en
dos ventanas, una muy estrecha alrededor de pg = 60.0 y otra méas ancha alrededor de
Pe = 80-85. Las conclusiones obtenidas a partir del calculo del mayor exponente de
Lyapunov coinciden con lo que se observa en el diagrama de bifurcacion de la energia
(especialmente en lo que atanfe a las ventanas de orden alrededor de los valores 60 y 80
del parametro de control pg). v se confirman asimismo mediante integraciones
numeéricas realizadas en estas ventanas del parametro pg.

Nos encontramos en nuestro sistema de ecuaciones con una situacién bien conocida
y estudiada en muchos otros, como es la existencia de franjas de comportamiento
regular inmersas en un fondo de comportamiento cadtico. Cuando estas franjas o
ventanas sean de anchura relativamente grande en el espacio de parametros seran
relevantes experimentalmente, ya que el comportamiento previsto sera estable frente a
cambios pequefios del parametro de control. Sin embargo las franjas de orden muy
estrechas, que pueden asimismo estar presentes, a pesar de su indudable interés
tedrico, pueden no ser relevantes desde un punto de vista experimental, dados los
errores intrinsecos en la determinacion de los parametros de control, cuyos valores
ademas estan siempre fluctuando ligeramente alrededor de un valor medio debido ala
presencia inevitable de ruidos de naturaleza estocastica.

En los casos estudiados los resultados numeéricos indican que las ventanas de orden
surgen mediante una cascada inversa (fennémeno inverso a la cascada subarménica), si
atendemos al comportamiento de la intensidad luminosa.

A tenor de los interesantes resultados numéricos obtenidos hemos intentado la
comparacién con los datos experimentales del laser de CO5 cuando funciona en

régimen caético (véase el capitulo 3 para mas detalles sobre el experimento). La idea de
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comparar los resultados numéricos y experimentales la sugirié en un principio la
similaridad entre el atractor de la energia calculado por integracion de las ecuaciones y
el obtenido mediante reconstruccion del mismo a partir de los datos de intensidad

registrados en el experimento (figura 4.7).
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Figura 4.7. Comparacién teoria experimento en cuanto a la forma de los atractores de la

energia.

Sin embargo, la similaridad de ambas reconstrucciones es sélo un argumento
heuristico que sefala, tal vez, la posible aplicabilidad del modelo considerado al caso
del laser de CO;. Para hacer una comparaciéon cuantitativa de la teoria con el

experimento hemos aplicado el algoritme de Grassberger-Procaccia a sefiales
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procedentes de la integracién numeérica de las ecuaciones (energia) y a senales
reconstruidas finamente mediante la aplicacién de la transformada de Fourier inversa.
Dicha técnica consiste en obtener en primer lugar un espectro de Fourier de alta
resolucién de una sefal experimental concreta. Una vez obtenido dicho espectro, y
eliminada la parte de muy alta frecuencia para atenuar el ruido, se procede al cidlculo
numérico de la transformada inversa de Fourier en un namero suficiente de puntos
temporales, de forma que se obtengan valores de la sefial en instantes de tiempo en los
que no se habian tomado medidas. Esta técnica es un tipo particular de interpolacion.

Mediante el algoritmo GP se han explorado dimensiones de recubrimiento desde seis
hasta doce, con el resultado de una buena convergencia de la pendiente hacia un
valor de = 2.7 tanto para los datos experimentales como para los procedentes de las
simulaciones [Pas93a].

El acuerdo obtenido para el valor de la dimension de correlacién nos confirma en la
opinidén de que el modelo simplificado dade por las ecuaciones {4.70)-(4.76) captura
algunos de los elementos esenciales de la dinamica del laser de COy estudiado.

El valor relativamente bajo encontrado experimentalmente para la dimension de
correlacién indica que nos encontramos con un casoc de caos determinista de baja
dimensionalidad., a pesar de que la dinamica completa se describe mediante un
sistema de dimensién infinita (ecuaciones en derivadas parciales de MaxweH—Blochj. Al
hacer esta observacién queremos dejar claro que no es en absoluto evidente que un
modelo simplificado como el aqui expuesto tenga que recoger los aspectos mas
importantes de nuestros experimentos; este es un punto que sdlo la comparacion
detallada entre la practica y la teoria puede decidir, pero que no es facil de establecer a
priori.

Antes de pasar a describir los otros casos mencionados mas arriba quisiéremos
discutir brevemente las condiciones en que el modelo dado por (4.70)-(4.76) seria
aplicable a los experimentos de fisica del laser. Puesto que al considerar las soluciones
de (4.70)-(4.76) nos hemos mantenido siempre en el marco de un problema de
condiciones iniciales en ecuaciones diferenciales ordinarias, las condiciones de
contorno no han sido utilizadas en esta aproximacion, considerandose en cambio un
problema de tipo Cauchy. ésto es, dados en un tiempo fijo los campos eléctricos,
polarizacién e inversién de poblacién en R3 (o en un subconjunto experimentalmente
relevante del mismo) se calculan esas mismas magnitudes en instantes sucesivos.
Como ademas estamos suponiendo que las soluciones son en forma de ondas planas
{no lineales) hemos de considerar como condicién inicial una perturbacién
espacialmente periddica con frente de onda plano dado por xx =0 (6 xx = cte en
general).

Por las consideraciones anteriores pensamos gque un sistema que podria ser

modelado razonablemente bien por las ecuaciones (4.70)-(4.76) seria un dispositivo
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consistente en un oscilador laser construido de ta! forma que las dimensiones
transversales del medio amplificador fuesen mucho mayores que la seccion transversal
del campo del oscilador. Al haber considerado que las dimensiones transversales del
amplificador son’ mucho mayores que las de la zona de coherencia transversa del
campo del oscilador es razonable pensar que las condiciones de contorno no serian

criticas.
Caso 2

Como ocurria en €l caso 1, el estudio de la estabilidad lineal del tinico punto de
equilibrio existente muestra que se trata de un punto de silla hiperbélico para todos
los valores del parametro pg en el rango estudiado.

La informacién relevante acerca de los primeros cambios en la dinamica del campo
eléctrico y la energia al ir varfando el parametro de control se resume en las figuras 4.8-
4.10.

Como se puede observar en las mismas, encontramos para dichas variables el mismo
patron de bifurcaciones que en el caso 1, esto es, mientras que la energia sufre
sucesivos doblados de periodo el campo eléctrico efectia un movimiento cuasiperiddico
con dos frecuencias bdsicas irracionales entre si (en general), y combinaciones lineales
enteras de las mismas del tipo j{v) + vo}+vo,j(vi+ va)+v,, j=1,2,3,.. ,alas
que se afladen nuevas series de picos de frecuencia, organizadas de la misma forma,
cada vez que se produce un doblado de periodo de la energia. Las nuevas frecuencias
base estan relacionadas racionalmente con las antiguas, lo mismo que ocurria en el
caso 1.

Los diagramas de bifurcaciéon de la energia y el valor del mayor exponente de
Lyapunov al variar pgmuestran gque existen también en este caso ventanas de orden
(relativamente grandes) deniro del comportamiento caético. Es de notar que una de las
mas importantes, situada para valores de pg comprendidos entre 52.5 y 65.0, muestra
claramente gue la energia sufre una cascada inversa desde un comportamiento cadtico
a otro ordenado (véase [Pas93al). Acompanando a los cambios en el comportamiento
de la energia, el espectro de Fourier del campo eléctrico cambia también, eliminandose
en cada bifurcacion inversa una serie completa de picos espectrales organizados segin
las relaciones ya conocidas k{fj+fol+fa, kifi+fo)+fi. k=1, 2, 3, ...

En resumen, podemos decir que en este caso, y a pesar de que los valores de los
parametros de control son muy distintos a los del caso 1, se producen bifurcaciones en
el campo eléctrico y la energia que siguen el mismo patrén. En particular, la relacién
entre las primeras bifurcaciones por doblado de periodo en la energia y los cambios
correspondientes en la estructura de frecuencias y combinaciones lineales de éstas del

campo eléctrico es la misma.
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Caso 3

En el tercerc de los casos estudiados, el mis proximo al experimento en cuanto a los
valores de los parametros de control, hemos vuelto a encontrar los mismos tipos de
comportamientos cualitatives que en los dos anteriores. Se vuelve a dar la
circunstancia de que las primeras bifurcaciones de la energia se prodcen mediante
doblados de periodo, mientras que el campo sigue una via de doblado de toro al caos,
con las peculiaridades sefialadas mas arriba. Quiza resulte interesante sefalar que en
los tres casos, para valores del parametro pg aun mas pequenos que los consignados
en la tabla 4.1, el campo eléctrico muestra un comportamiento tipo ciclo limite y la
energia tiende a un valor constante,

A partir de los resultados citados en el capitulo 1 para las ecuaciones de Larenz
complejas y los vistos en este mismo capitulo podemos concluir que los mecanismos o
rutas al caos de la energia y el campo eléctrico en una clase de modelos del laser muy
amplia son diferentes, siendo para la primera el doblado de periodo y para el segundo
el doblado de toro. Lo cual sugiere a su vez que estas vias al caos distintas ha de ser
una propiedad general de todos los modelos que deriven de las ecuaciones de
Maxwell-Bloch respetando su estructura matematica en lo concerniente a los términos
no lineales que aparecen en sus segundos miembros y al cardcter complejo de los
campos Fy P.

Para precisar mas estas afirmaciones nos centraremos en el analisis del modelo de

Lorenz complejo dado por las ecuaciones

F=-p,(1+ip,)F~p,p;P
P=-(1+1ip,)P-DF |

D=-p,(D-1)+ 2 (FP" +F'P)
2 J (4.86)

. donde ahora denotamos por un punto la derivacién con respecto al tiempo

adimensional definido en (1.10). Hemaos introducido ademas la notacion

PL=K/Y P =8ps=Aips=Aps =Y, /¥y (4.87)

El sistema de ecuaciones (4.86)} verifica la siguiente propiedad (simetria de fase o
gauge): sea F(t) . P(t} , D(t) una solucion del mismo (supondremos que en dicha
soluciéon ya se han eliminado los transitorios] correspondiente a los valores de los

parametros de control pj, ..., ps. Consideremos las variables
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F(1) = e'"F(1)
P(1)=e'“"P(1)
D(t)=D(thweR {4.88)

. Entonces, las variables definidas por (4.88) satisfacen también el sistema (4.86), pero

para unos nuevos valores de los parametros de control p’y , ..., p's dados por

r . ] 0) 1 ) 1
P1=P|3P2=Pz_‘p_§P3=P3;P4=P4_(D§P5=P5
1 X

(4.89)

En efecto

F = iaf +eF = ioF + e'*{-p,(1+ip,)F - p,p,P} =

=i0F — p;(1+ip,)F - p;psP =—p,(1+i(p, —0/p))F - p;psP (4,90

P =ioP +e"P = ioP +e“*{-(1 +ip,)P ~ DF} =

= i@P - (1+ip,)P - DF =—(1 +i(p, — ))P - DF 4.91)

D=D=-p,D-D+ZFP+FP"
2 {4.92).

Vamos a establecer a continuacidn las soluciones que verifican las ecuaciones (4.886).

Pongamos

F(1)=e™Y fe™ neZf eC

P(t)=e"Yr ™ neZmn, eC;
[1]

D(1)=Yd e™neZd =d’
n 4 (4-93]

con

N=0;Q=w+0, (4.94),

siendo w;, wz las frecuencias base del espectro del campo eléctrico. Decimos que F(z),
P(t} y D(7) satisfacen (formalmente) las ecuaciones (4.86). En efecto, sustituyendo
(4.93) en (4.86) se obtiene una identidad suponiendo que se verifican las infinitas

relaciones algebraicas siguientes
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{p,(1+i(py + N/ p))+inQ}f, =~p\ps7,
[1+i(p, +m)+inQ}n, =-3 fid,_,
leZ

{p5 + inQ}dn = Psdpo + &( men:m +c.c.)
2 mez (4.95).

El caracter formal de las soluciones propuestas es evidente a partir de (4.95}, pues
para probar que lo son en sentido estricto tendriamos qgue resolver esta jerarquia de
ecuaciones algebraicas no lineales acopladas, y a partir de los valores obtenidos para
Jn» Tn ¥ dp comprobar la convergencia de las series correspondientes. Nuestra
conflanza en que existen de hecho soluciones asintéoticas (atractores) de la forma
(4.93) proviene de la integracion numeérica de las ecuaciones del modelo para una
gama muy amplia de parametros de control. Una vez dejados pasar los transitorios, las
soluciones asi obtenidas coinciden en sus caracteristicas con las propuestas en forma
de series infinitas,

Antes de revisar los resuitados numeéricos obtenidos del modelo quisiéramos hacer
unos comentarios sobre el contenido de las ecuaciones (4.95).

Nos hemos permitido llamar a estas relaciones relaciones de dispersion de las
ecuaciones de Lorenz complejas, dado que una vez fijados los parametros de
control, (4.95) deberian determinar de manera autoconsistente los valores de los
coeficientes f,,, 7z, v dn . asi como los de las frecuencias ny{2. La existencia de esta
correspondencia univeca desde los valores de los parametros de control a los
coeficientes y frecuencias se induce a partir de la observacion, en todos los casos
estudiados, de que sélo existe una solucién asintética (atractor} una vez fijados los
primerocs. Por supuesto que las relaciones (4.95) son validas tinicamente en las zonas
del espacio de parametros en las que existen soluciones ordenadas (esto es, no
cadticas), al igual que s6lo en dichas zonas tiene sentido hablar de solucilones
formales del tipo indicado.

Aungqgue la solucién analitica de las ecuaciones (4.95) parece imposible, o al menos
extremadamente dificil, lo que si parece factible es suponer que nada mas que un
namero finito (y relativamente pequeiio) de los coeficientes f,,, 7, ¥ d son diferentes de
cero, y resolver por tanto un nimero restringido de ecuaciones de (4.95}, calculando al
mismo tiempo 7y 2 como funciones de p;, ..., ps. Esto permitiria un calculo
aproximade de las frecuencias que aparecen en el campo y la intensidad, y las
amplitudes maximas de estas cantidades por una via independiente de la resolucion
numeérica de las ecuaciones diferenciales (4.86). Esperamos poder abordar este tipo de

calculos en un futuro préximo.

134



Las figuras siguientes muestran los resultados de la integracion de (4.86) para unos
valores de los paramnetros de control dados por p;=2.0, p3=15.0, py=2.0, p5=0.25y
p2 en el intervalo [0.5,0.8].

Las figuras 4.11-4.13 muestran la evolucién temporal de las soluciones para el campo
eléctrico (parte real) y la energia, la reconstruccién en el espacio de fase de los
atractores del campo vy la energia y sus espectros de Fourier para tres valores del
parametro p,, iguales ;'especuvamente a 0.50, 0.675y 0.70.

El doblado de periodo en la energia es evidente a partir de los paneles (d) de las
figuras 4.11-4.13. En cuanto al caracter de la bifurcaciéon del campo eléctrico, el
espectro del mismo antes de producirse la primera bifurcacién por doblado de periodo
de la energia presenta dos frecuencias base v;,v2 y sus combinaciones de la forma ya
citada n{v;+vaj+v], n{vi+val+vs. Se observa ademas que 2=v;+vg, donde {2representa
la frecuencia fundamental del espectro de la energia. Tras la bifurcacién aparecen dos
nuevos picos en el espectro del campo y sus correspondientes combinaciones lineales
de la misma forma que las anteriores. Al estar relacionadas las frecuencias aparecidas
tras la bifurcaciéon con las ya existentes mediante combinaciones linelaes con
coeflcientes racionales, no se incrementa el namero de frecuencias base mutuamente
irracionales entre si. El comportamiento de la polarizacion y de la inversion de
poblacidon es cualitativamente similar al del campo eléctrico y la intensidad
respectivamente, con las frecuencias de sus espectros situadas exactamente en las
mismas posiciones que las de las variables correspondientes.

Una comprobacién adicional y muy grafica del doblado de toro para el campo
eléctrico la obtenemos calculando la seccion de Poincaré de las ecuaciones de Lorenz
complejas. La figura 4.14 resume toda la informacién correspondiente a los casos
discutidos mas arriba. -

Las ecuaciones del modelo de ondas planas no lineales (4.66)-(4.68} admiten
asimismo la simetria de fase discutida anteriormente, solo que con unas relaciones
algebraicas entre las amplitudes modales, las frecuenéias v los parametros de control
mds complicadas que las referidas en la formula (4.95). En la referencia [Pas93c] se
puede ver la deduccién de dichas relaciones algebraicas, asi como la demostraciéon de
la simetria gauge de las ecuaciones {4.66)-(4.68). En nuestra opinidén la existencia de
esta simetria continua en una amplia clase de modelos del liaser en aproximacion
semicldsica ayuda a esclarecer la relacion mutua entre la dinamica del campo eléctrico
y la energia en estos dispositivos, que ha sido objeto de mucha antencién

recientemente.
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4.4. Patrones espaclales de las soluciones en forma de ondas

planas y bifurcaciones espacio-temporales

A lo largo de toda esta memoria hemos hecho hincapié en reiteradas ocasiones en los
progresos enormes conseguidos en las pasadas dos décadas en el estudio teodrico y
experimental de los sistemas cadticos deterministas de baja dimensién. Creemos que
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es justo decir que hoy en dia se tiene una comprension razonablemente buena de las
inestabilidades y bifurcaciones temporales de los sistemas no lineales al variar un
parametro de control. Sin embargo existe un gran namero de fenémenos fisicos en los
que los aspectos espaciales son esenciales, y no se puede reducir su caracterizacion
simplemente al aspecto temporal, por mucha riqueza que este altime presente.
Ejemplos claros pueden ser los sistemas descritos en esta memoria, en los que puntos
de la seccién transversal del laser proximos o muy proximos entre si tienen
evoluciones temporales irregulares y descorrelacionadas. Se ha observado que tal
comportamiento se da por toda la seccién transversal del laser, con lo que la imagen
que resulta es la de una granulacién o texturizacién espacial altamente irregular
junto con un comportamiento temporal cadtico. A este fenémeno se le ha dado en
ltamar turbulencia dptica, por razones claras a nuestro entender. Los fluidos o los
magnetofluidos son otra amplia clase de sistemas donde los aspectos temporales y
espaciales de la dinamica se interrelacionan de una manera complicada y fascinante.
Tanto es asi que hoy en dia no poseemos un marce explicativo tan acabado y
relativamente claro como con los sistemas cadticos de baja dimension.

Dentro de este marco general, y cifiéndonos al drea de fenémenos que nos ocupa,
diremos que se estan haciendo progresos notables, tanto de experimentacién como de
analisis teérico y numérico encaminados a la caracterizacién de los aspectos
espaciales de la dinamica laser.

Las soluciones discutidas en la seccion 4.3, al depender no sélo del tiempo sino del
tiempo y el espacio a través de la combinacién s =t - kx, permiten generar patrones
espaciales del campo eléctrico o de la energia de manera practicamente inmediata.
Veamos cémo: supongamos que consideramos "instantineas”, en las cuales t =ty =
cte y que medimos el campo eléctrico o la energia con un detector en forma de matriz,
para un cierto conjunto de valores de las variables x, y en la seccion transversal del
laser.

Comeo dentro de la aproximacién estudiada todas las magnitudes fisicas dependen
exclusivamente de t - kx quiere decirse que, una vez elegido k, el explorar un conjunto
de valores de x, y (z lo suponemos cero por sencillez) a tiempo constante supone
simplemente hallar las soluciones de las ecuaciones diferenciales para valores del
parametro s comprendidos entre s; = miny, (o - kx} y sy= max,y (to - kxJ.

Debido a que el estado dinamico descrito por las scluciones consideradas es igual
para todos los puntos situades en un plano perpendicular a k, resulta que los
patronies espaciales mas interesantes se daran segin planos que contengan a dicho
vector. En las simulaciones que mostramos a continuacién se ha elegide k paralelo al
eje y. Las figuras muestran secuencias de patrones espaciales corespondientes a
soluciones temporales que van desde periédicas (primer panel} a cadticas (cuarto

panel), pasando por soluciones que han doblado su periodo dos veces (paneles
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niimeros dos y tres). Los paneles estan formados por 32 imagenes parciales. Cada una
de ellas representa el patron transversal de la energia en un instante dado. El tiempo

aumenta de izquierda a derecha y de arriba a abajo en todos los paneles.

4.5, Interaccion de dominios emisores. Aplicaciéon a la dinamica
del laser

Los resultados experimentales de los capitulos 2 y 3 sugieren que la estructura
transversa de los laseres con alto niimero de Fresnel consiste en multitud de zonas
descorrelacionadas espacialmente entre 51 y que oscilan caéticamente. Un programa
ambicioso seria explicar estos fenomenos a partir de las ecuaciones de Maxwell-Bloch
discutidas en la seccién 4.2. En esta memoria no nos hemos planteado dicho
problema, pero hemos intentado una primera aproximacién al mismo que consiste en
lo siguiente. Supongamos establecido el hecho de la existencia de tales dominios o
estructuras emisoras independientes en el laser. ;Qué ocurriria si se diera una
interaccion entre las mismas que las llevara a acoplarse? ;Qué efectos dindmicos
podriamos esperar?

Partiendo de que la ecuacién de van der Pol es uno de los modelos mas simples que
describe un modo laser autooscilante nos planteamos la cuestién de investigar el
comportamiento de dos de tales estructuras acopladas anadiendo parte de la amplitud
de uno de los osciladores al otro y viceversa, dando lugar al modelo presentado en el
capitulo 1 (Ec. 1.6) [Hak70], [Pas93b]. Aunque algunas de las caracteristicas del
modelo se discutieron en el capitulo 1 (principalmente con objeto de ilustrar las
nociones mas importantes de la dinamica no lineal) creemos que puede ser interesante
pasar revista a otros resultados obtenidos sobre el mismo, y su aplicabilidad a los
laseres de los experimentos.

Las ecuaciones 1.6 presentan en general un unico punto de equilibrio no
degenerado, siendo excepcional el caso en que off = 1. Cuando es asi las ecuaciones
del modelo presentan una linea recta cuyos puntos son todos de equilibrio. Esta es
una caracteristica que hace distinto el modele considerado de otros osciladores
acolplados [Pas93b].

En aproximacion lineal el punto de equilibrio resulta ser hiperbélico en general, como
lo muestra el movimiento de las raices del polinomio caracteristico en funcion del
parametro A = 1 - ¢f manteniendo los otros dos parametros de control constantes
{figura 4.15).

Otra caracteristica interesante que predice este modelo es el bioqueo o sincronizacién
de las oscilaciones para valores especificos de los parametros del sistema. Este

fenémeno consiste en que al acoplarse osciladores de frecuencias dispares pueden dar
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lugar a oscilaciones sincronizadas a una frecuencia fundamental comun y distinta a
las de los sistemas sin interaccion mutua. Este hecho tiene interes en nuestro caso
porque podemos utilizarlo para intentar explicar porqué se produce la invariancia que
presentan los espectros de Fourier de los experimentos a pesar de cambiar de manera
sustancial los parametros de control del laser. Para ello hemos de ir méas alla del simple
bloqueo de modos y comprobar que incluso cuando los osciladores entran en el
régimen cadtico existen picos muy pronunciados en el espectro de Fourier y que las
frecuencias de tales picos son relativamente insensibles a Ia variacién de un parametro
del sistema.

El modelo propuesto cumple bastante bien estos requisitos siempre y cuando se
estudien atractores que que tengan siempre la misma simetria (Véase [Pas93b] para
mas detalles sobre este punto). Esto es debido a que los espectros de Fourier de los
atractores cadticos simétricos y asimétricos son notablemente distintos, como lo

muestra la figura 4.16.
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Figura 4.16. Espectros correspondientes a atractores caéticos asimétrico (a) y simétrico (b),

que aparecen simultineamente para unos determinados valores de los parametros de control.
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En la figura 4.17 se calcula un espectrograma en el que se ve como varia el espectro
de las soluciones asintéticas para valores del parametro o desde 0.3 hasta 0.7. Se
puede apreciar que las frecuencias que mas contribuyen al espectro varian muy
lentamente al cambiar dicho parametro, lo que nos lleva a pensar que un modelo mas
general que el propuesto aqui (pero inspirado por la misma filosofia) puede dar perfecta

cuenta de las caracteristicas de los espectros medidos.

frecuencia (un. arb.)

250.0 peia 2
0.0 50.0 100.0
parametro alfa

100.0 200.0
paleta

Figura 4.17. Espectrograma del modelo de los dos osciladores de van der Pol acoplados. Las
componentes de frecuencia mas importantes varian muy poco de posicién al cambiar el

parametro de control desde 0.3 hasta 0.7.



CONCLUSIONES

El estudio de laseres de colorantes y COo con alto numero de Fresnel ha permitido
establecer que en la seccion recta de los mismos, puntos muy proximos oscilan de

manera caética y descorrelacionada.

En el caso del laser de colorantes, los parametros de control que mas afectan a la
dinamica resultan ser la longitud del resonador, la temperatura de la mezcla activa, el
alineamiento, la presencia de diafragmas intracavidad y el nivel de excitacion por
encima del umbral laser. Los tres primeros afectan de manera notable a la amplitud
de las fluctuaciones irregulares observadas, pero no a su espectro promedio, que
presenta siempre una estructura formada por tres bandas de frecuencia relativamente

anchas, centradas en 55, 110 y 165 MHz respectivamente.

La amplitud de las fluctuaciones aumenta linealmente con la longitud del resonador,
y por el contrario disminuye con la temperatura segan una ley del tipo Ap,.t=0T(°C) -2

en el rango de longitudes y temperaturas explorado.

Las fluctuaciones observadas en pulsos distintos del laser manteniendo los
parametros de conirol constantes presentan espectros de Fourier anchos y no
repetitivos, tanto en lo que respecta al nimero como a la posicion de las componentes

espectrales.

Se constata que cuanto mayor es la longitud del resonador y menor es la temperatura
mayor es la proporcion de sefiales temporales locales que al aplicarles el algoritmo de
Grassberger-Procaccia dan convergencia de pendiente hacia un valor relativamente
pequeno (entre 2.7 y 4.0 tipicamente}. Esto quiere decir que en dichas circunstancias
la dinamica se puede aproximar bien por la de un sistema caético determinista con un
numero pequenio de grados de libertad. Los espectros anchos y no repetitivos de los que
hablabamos antes, y la reconstruccién del atractor subyacente apuntan en este

mismo sentido.

Para longitudes del resonador pequeifias y alta temperatura aparece mezclado con las
senales cadticas deterministas un ruido aleatorio que destruye muy eficientemente la
coherencia implicita en las primeras, de modo que la proporcion de senales para las

que el algortimo de Grassberger-Procaccia converge disminuye sustancialmente.
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El estudio de la amplitud de las fluctuaciones irregulares al ir integrando zonas cada
vez mayores de la seccién recta del haz con un diafragma externo ha permitido
establecer un limite superior a la longitud de coherencia transversa de tales
fluctuaciones. En el laser de colorantes resulta ser menor o igual a 200 pm, Teniendo
en cuenta las dimensiones de la seccién recta del haz esto impica que existen al menos
mil dominios cuya interaccién mutua da cuenta del estado de intenso caos espacio-

temporal observado.

La introduccién en la cavidad laser de diafragmas de diametre variable modifica de
forma sustancial la dinamica del mismo, especialmente cuando se alcanzan ntimeros
de Freshel del orden de la unidad. En este caso se observa que un aumento del bombeo
conduce de un estado sin fluctuaciones a otro de oscilaciones muy pronunciddas y de
periodo relativamente largo; aumentando atn mas el bombeo aparecen fluctuaciones
rapidas y muy ordenadas. Las evidencias experimentales acumuladas hasta el
momento implican que para bombeos todavia mayores y/o mayor diametro del
diafragma son posibles nuevas bifurcaciones que llevan al laser a un estado
espacialmente descorrélacionado y temporalmente cadtico. El estudio detallado de
estas bifurcaciones, apenas iniciado en la presente memoria, permitira sin duda

comprender el estado turbulento observado para nimeros de Fresnel altos.

En funcionamiento libre (esto es, en ausencia de elementos selectores intracavidad)
el laser de CO3 presenta fluctuaciones irregulares no amortiguadas de la intensidad
luminosa, de gran amplitud (cercana al 100% en algunos casos), y cuya correlacién
espacial, medida de dos formas independientes, es pequena (= 3mm) en comparaciéon
con las dimensiones de la seccién recta. Para medir la correlacion espacial se ha
medido en tiempo real la evolucién de dos puntos préximos de la seccion recta del haz,
y también se ha realizado un experimento de correlacion de intensidad usande un

anico detector al que llegaba radiacion de dos puntos cuya separacion se podia variar.

El pulso del laser de COy presenta dos zonas bien diferenciadas y que conviene
discutir por separado. Se trata del pico de conmutacién de ganancia (PCG) y de la cola
de transferencia colisional (CTC}. E1 PCG tiene una duracién aproximada de 100 ns, y
es la zona en la que basicamente se crea el patron espacial del laser. Nuestros estudios
en tiempo real han permitido observar (de forma indirecta) la formacion de las
estructuras transversales del campo. mediante la introduccién de diafragmas
intracavidad. En concreto, en el PCG se observan nuevas estrucutas transversales
ademés del modo TEMgg s6lo cuando el diametro del diafragma es mayor o igual a 14

mm, mientras que en la CTC se observan frecuencias de batido correspondientes a
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nuevas estructuras espaciales de campo para un diametro de 10 mm. Hasta donde
nosotros sabemos esta es una de las primeras constataciones experiementales de la

formacién a lo largo del tiempo de estructuras de campo en un laser pulsado.

La dinamica en la CTC se aproxima mucho mas a las condiciones cuasiestaclonarias
que son las éptimas para la discusion de los fenémenos de caos temporal. En esa zona
del pulso laser, y en funcionamiento libre, se ha podido demostrar mediante la
aplicacion del algoritmo de Grassberger-Procaccia y la reconstruccién del atractor
que la dinamica corresponde a un sistemna cadtico determinista con dimensién de
correlacion = 2.7. Esto implica que, a lo sumo, un sistema de siete ecuaciones
diferenciales basta para describir la dinamica temporal. Estamos de nuevo ante un

caso de caos espaciotemporal generalizado (turbulencia dptica).

Al integrar toda la seccién recta del haz del laser de CO, en el detector de radiacion se
observa que las fluctuaciones irregulares desaparecen, y son sustituidas por una
oscilacion regular, ordenada y muy rapida que corresponde al batido de los modos
axiales. Dicho batido axial se ha identificado debido a que la separacion en
frecuencias en dichas sefiales viene dada por ¢/2L . En nuestros experimentos se ha
cambiado la longitud del resonador para comprobar de manera explicita que la
relacién anterior se verificaba para otros valores de la misma. Este comportamiento

se da tanto en el PCG como en la cola de transferencia colisional.

Las fluctuaciones irregulares locales en cambio muestran espectros promediados que
son insensibles a cambios notables de los parametros de control. En concreto, no se
ven afectados por cambios en la longitud del resonador, concentracion de la mezcla de
gases, o cambios en la reflectividad del espejo de salida. Podemos decir que la
dinamica irregular local es robusta frente a cambios importantes de los parametros
del laser. Los espectros promedio de las fluctuaciones son anchos, y se extienden al
menos hasta los 500 MHz.

Los espectros correspondientes a pulsos distintos pero manteniendo los parametros
de control fijos son en general distintos. Sin embargo, cuando el laser oscila por
ejemplo en el modo fundamental TEMgq los espectros difieren tinicamente en las
amplitudes relativas de las distintas componentes de frecuencia, mientras que en el
caso de las fluctuaciones irregulares los espectros cambian en el numero y posicién de

dichas componentes.

La introduccién de diafragmas intracavidad en el laser de CO, ha permitido

establecer que la dindmica espacio-temporal local surge por la interaccion no lineal
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de estructuras transversas. La visién que mejor se ajusta a todos los hechos
observados es la de familias de modos axiales accplados en fase (lo que explica el
batido de modos global) correspondientes a estructuras transversas que

interaccionan no linealmente entre si.

De todo lo anterior se desprende que existe un notable paralelisme entre la dinamica
local cadtica del laser de cclorantes y la del de CO,. Esto sugiere que el fenémeno de
caos espaciotemporal generalizado descrito y estudiado en esta memoria ha de ser

muy general, y aplicable a muchos otros tipos de laseres.

En esta memoria hemos introducido dos modelos tedricos que intentan explicar
algunas caracteristicas basicas de los experimentos. Sin embargo una explicacion
detallada del estado de turbulencia 6ptica esti aun fuera del alcance del presenta
trabajo.

Uno de los modelos parte de las ecuaciones semicldsicas en derivadas parciales de
Maxweli-Bloch y estudia una rama de soluciones exactas de las mismas, en forma de
ondas planas no lineales. El modelo consta de siete ecuaciones diferenciales
ordinarias, cuya din:‘mﬂca se ha estudiado en profundidad. Se han establecido las
rutas al caos seguidas por el campo eléctrico y la polarizacién por un lado y la energia
y la inversion de poblacién por otro. Mientras que las primeras siguen una via al caos
por doblado de toro, las segundas siguen la via del doblado de periodo. Se han
encontrado soluciones formales que muestran de manera explicita que las rutas al
caos del campo y la energia han de ser distintas, y que ésto ha de verificarse no sélo
para nuestro modelo en particular, sino para una clase muy amplia de ecuaciones del
laser siempre que respeten la estructura matematica basica de las ecuaciones de
Maxwell-Bloch de partida.

Las ecuaciones en forma de ondas planas no lineales admiten un grupo de Lie
uniparamétrico de simetrias que ayuda a explicar las distintas vias al caos del campo
y la energia, y sobre todo, permite la conexidn con el tratamiento habitual que se hace

en la literatura del problema de la relacion campo-energia.

Debido a su dependencia tanto de las coordenadas espaciales como del tiempo, las
ecuaciones en formna de ondas planas se pueden aplicar también al caculo de patrones
espaciales, y al estudio de sus correspondientes bifurcaciones. Dichos calculos se
presentan en esta memoria y se comparan con los patrones espaciales observados en
el laser de CO4. Se han establecido las condiciones en las que las soluciones en forma

de ondas planas no lineales son una buena aproximacion a la dinamica del laser,
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Se ha estudiado la ruta al caos del campo y la energia en las ecuaciones de Lorenz
complejas, que son el modelo mas simple de laser monomodo homogéneamente
ensanchado. De nuevo se demuestra que la via al caos del campo es mediante el
doblado de toro, mientras que la energia sigue Ia via del doblado de periodo. Se han
establecido los cambios en el espectro de Fourler en cada nueva bifurcacion del campo
eléctrico, y se ha comprobado su caracter general al estudiar muchas otras
combinaciones de parametros de control. Las ecuaciones de Lorenz complejas
también son invariantes bajo un grupo de Lie uniparamétrico, y se han establecido
relaciones algebraicas entre las frecuencias que aparecen en el espectro, las

amplitudes de las variables dinamicas y los parametros de control.

Los experimentos sugieren gque la estructura transversal del haz del laser se puede
comprender como un conjunto de dominlos oscllantes acoplados entre si. En esta
mernoria se ha planteado un primer modelo en esta direccién que considera el acoplo
de dos osciladores de tipo van der Pol. Dicho sistema posee una interesante dinamica
no lineal, que va desde el acoplo o bloqueo de frecuencias hasta la existencia de
simetrias discretas, preserncia simultanea de varios atractores en el espacio de fases,
cuencas de atraccion fractales, caos temporal, etc. Quiza lo mas interesante desde el
punto de vista de la aplicacién del modelo a los experimentos sea que el espectro
promedio de las fluctuaciones varia relativamente poco al cambiar un parametro de
control en mas de un 100%. Este fenomeno puede servir de guia para explicar la
invariancia de los espectros de potencia de las fluctuaciones irregulares, siempre y
cuando se generalice el modelo a un mimero suficientemente grande de osciladores

acoplados.
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