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CAPITULO I

INTRODUCCION



1.- GENERALIDADES

Si de dos poblaciones distintas (I y II) se extraen dos
muestras aleatorias e independientes de tamafios n, y n,
respectivamente, y se anota el nimero de individuos x; de cada
muestra que verifican (A) una cierta propiedad dicotdmica,
entonces los resultados suelen presentarse bajo el formato de

una Tabla 2x2 similar a la Tabla 1.

Tabla 1

Modo de presentar los datos de una
Tabla 2x2 y notacién al efecto.

A . A Total
Muestra I X, Y n,
Muestra II Xy Ys n,
Total a; a, n

Si notamos con letras mayldsculas a las variables
aleatorias (X,, X,, A;, ...) y con letras minidsculas a sus
valores experimentales (X;, X,, a;, +...), dado que sélo el
marginal n; estd fijado de antemano, este tipo de muestreo se
ajusta a un modelo en que las variables X; (i=1,2) se
distribuyen como binomiales de parémeﬁros n; ¥ Pir siendg p; la
proporcién de individuos de la poblacién i que verifican (A) la

caracteristica.



En este tipo de experimento el objetivo es contrastar la
hipdtesis Hy, = p,=p,(=p) de igualdad de ambas proporciones, y
sus denominaciones mis comunes son: " Comparacién de dos
proporciones independientes ", " Homogeneidad de dos
proporciones ", etc.

La probabilidad de una configuracién como la dada en la

Tabla 1 es

n n 1
P(Xller X2=X2|H1: nzfpllpz) =( Xl )( XZ )P1XI(1"p1)ylP2xz(1'pz)y’ ( )
1 2

y bajo H,

n n ‘
P(X1=X1,X2=X2|n1,nz,p) =P(x,,X,) __.( 1)( z]pal(1~p)°’ (2)
X J\ X

donde la principal dificultad para encontrar la solucién
adecuada radica en la existencia del "pardmetro perturbador" p
cuyo valor se desconoce. Autores como Fisher (1935), Barnard
(1947), Basu (1977), Hinde and Aitken (1987), etc., se han
ocupadc de este problema de eliminacién de parametros
perturbadores; Basu comenta a este respecto: " ... la
eliminacién de parametros perturbadores es universalmente
reconocido como el mayor problema de la estadistica ... ".
Las distintas posibilidades para eliminar el parametro
perturbador en este tipo de contraste de hipétesis aparecen
resumidas en la Tabla 2, en la cuai“se iﬁdica el primer autor
gue propuso su solucidn no asintética. Althan (1969), Aitchison
and Bacom-Shone (1981), Nurminen and Mutanen (1987), egc., se

ocupan de las soluciones Bayesianas, que no se incluyen en esta



clasificacién por salirse del contexto de esta memoria

(elaborada desde el punto de vista clésico).

Tabla 2

Clasificacitén de las diferentes soluciones no asintéticas
al test de comparacién de dos proporciones independientes

Test Condicionado Incondicionado
Clasico no Fisher (1935) Barnard (1945)
aleatorizado Irwin (1935)

Yates (1934)

Clasico Tocher (1950)
aleatorizado f
De Lehmannn (1959) Ballatori (1982)
aleatorizacién
Pseudobayesiano Rice (1988) Martin and Luna

(1989)

La_solucién cldsica condicionada se basa en la bisqueda de
un estadistico cuya distribucién condicional no dependa del
parametro perturbador p. En este caso, condicionando en el
marginal a; obtenido, la tGnica variable de la tabla es X; (por
ejemplo) y su distribucidn (la hipergeométrica) no depende de
p, dando lugar al conocido Test Exacto'da Fisher. En este mismo
contexto, en el Test Aleatorizado de Tocher lo que se propone
es un mecanismo de sorteo para soclventar el hecho de que, por

trabajar con variables discretas, el tamafio del test no sélo no

4



suele coincidir con el error objetivo, sino que en muchas

ocasiones se diferencian notablemente.

La solucitn clisica ineendicionada se basa en la idea de

sustituir el parémetro perturbador p por el valor de &1 que
hace mdximo el tamafio del test (Método de maximizacién o de

Barnard). Al no condicionar, las variables siguen siendo las

dos X;.

Log tests de aleatorizaeién estdn pensados para aquellas

situaciones en que los n; individuos de cada muestra no han
sido tomados de dos poblaciones, sino que provienen de una
particién al azar de un grupo inicial tnico de n individuos,
recibiendo el tratamiento I & II segin caigan en uno u otro
grupo. En este tipo de tests, la eliminacién del parametro
perturbador se consique en base a asignar una determinada

distribucién al marginal aj.

Laos _tests pgseudobavesianes—lo que hacen es eliminar el

parametro perturbador p por el procedimiento de asignarle una

distribucién "a priori” f(p).

Las anteriores soluciones abordan el problema desde el
punto de vista exacto o no—asintético;—en el sentido de que el

error real del test es menor o igual que el error objetivo. Las

soluciopnes asintéticas {condicionadas o'incondicionadas) surgen

al sustituir p por un estimador, para a continuacién proceder

a aplicar la teoria asintética. La ventaja de estos tests



radica en su sencillez operativa; la desventaja en que sélo son
aplicables bajo determinadas condiciones de validez y tan sélo
dan resultados aproximados (el error objetivo no se respeta,

pudiendo ser mayor, iqual o menor que el real).

Conviene sefialar que si bien los tests condicionados son
tan solo un poco més “"viejos" (Fisher, 1935) que los
incondicionados (Barnard, 1945), estos dltimos han estado en
desuso durante gran nimero de afios debido a sus dificultades
operativas. El advenimiento vy generalizacién de las
computadoras y ordenadores personales, los ha hecho entrar de

nuevo en competicidn.

En este espacio de tiempo los partidarios de ambas
filosofias han entrado en un duro y largo enfrentamiento que en
algunas ocasiones ha conducido a comparaciones y afirmaciones
en las que se ha olvidado todo tipo de clasificacién, similar
a la de la Tabla 2, mezclando tests exactos con asintéticos,
condicionados con incondicionados, e incluso diferentes tipos
de muestreo. De ahi que en esta memoria se trate de tener
presente en todo momento un afdn clasificador y de claridad

metodoldgica.

Esta memoria se centra en las soluciones al test de
comparacién de dos proporciones indeééndiehtes bajo el puntoe de
vista incondicicnado, tanto a una como a dos colas. De todas
formas, en este mismo capitulo se exponen de forma resumiaa las

ideas bédsicas que sustentan la filosoffa condicionada (pues



seran de utilidad cuando se enfrenten ambas filosofias vy
también para entender alqunas soluciones incondicionadas que se
apoyan en principios c¢ondicionades). En el Capitulo II se
estudian los tests inconaicionados no asintéticos. En el
Capitulo III se estudian los tests incondicionados asintéticos.
Finalmente, en el Capitulo IV se enfrentan las filosofias

condicionada e incondicionada.

Por idltimo, la importancia del problema estudiado en esta
memoria puede enfocarse desde dos puntos de vista; el primero,
de orden tedrico, en el sentido de la utilidad que pueden tener
los desarrollos y conclusiones que aqui se presentan para
ulteriores enfoques de problemas mis generales, o de orden
superior, en el amplio campo de. eliminacién de parametros
perturbadores (asi, por ejemplo, "Comparacidén de r (r>2)
proporciones independientes”, "Asociacién de dos cardcteres
cualitativos dicotdémicos", etc.}; el sequndo punto deé vista es
de orden mids practico, y se refiere a la gran frecuencia con
que aparece este tipo de muestreo, especialmente en el campo de
La Investigacién Biomédica. Un ejemplo de esta aplicacién
pridctica son los Ensayos Clinicos cuyo creciente desarrollo ha
contribuido a poner de ﬁoda alguna de las soluciones aqui
estudiadas. En este tipo de ensayos comparativos es crucial la
maxima potencia, que es precisamente una de las grandes
ventajas de la metodologia inc;ﬁdiciénada frente a 1la

condicionada.



2.- TESTS CONDICIONADOS CLASICOS.

2.1.- Test no aleatorizado: test exacto de Fisher.

Dada la dificultad que representaba el desconocimiento del
valor del parédmetro perturbador p en la expresién (2), y
buscando una solucién sencilla que evitase problemas de
cémputo, Fisher (1935), Irwin (1935} y Yates (1934),
propusiercon comparar la muestra observada con una subpoblacién
de muestras relacionadas con la obtenida, y en la que la
distribucién del estadistico no dependiera de p, en lugar de
compararla con todas las muestras posibles, lo que les llevé a
considerar s6lo aquellas muestras con iquales marginales que la
observada. Asi pues, los tests condicionados clédsicos se basan
en el hecho de que, si ademds de estar fijo el marginal n;, se
considera fijo también el marginal a;, la tdnica variable de la
tabla es, por ejemplo, X; que, bajo Hy = p;=p, (=p), sigue una
distribucién hipergeométrica centrada cuya funcién de

probabilidad viene dada por

A,
X
P(X,=x,|n;, a;,p) = P(x,) = A2\ (3)
n
(al)
con
r=Max{0;a,-n,) <x,<Minfa,;n,) =s (4)

siendo la expresidén (3) independiente del pardmetro perturbador

P-



2.1.1.— Test de una cola.

Cuando se plantea la hipétesis alternativa de una cola
(por ejemplo H, = p,<p,), el interés puede radicar en calcular
el P-value de la tabla observada, o bien en determinar la
Regidén Critica (RC en adelante) para un determinado error
objetivo a. En el primer caso, como el P-value de la tabla
observada es la probabilidad de encontrar una tabla como la
obtenida o mds extrema ailn respecto de la H, (pero con los

mismos marginales), sera

P=f: P(1) (5)

i=r

siendo P(1) la probabilidad Hipergeométrica, dada por la (3),
Y X, el valor de ¥X; realmente obtenido. En el sequndo caso, las
tablas (o puntos X;) que formardn parte de la RC seran aquellas
cuyo P-value no rebase el error objetivo a del test, y el
método consiste en buscar, para el a, obtenido

experimentalmente, un valor entero C tal que

C Cel
a*=2 P(i)$a<EP(i) (6)

i= ier

siendo a* el error real del test, yRC = {r, T + 1,..., C }.

Este test es conocido como test exacto de Fisher.
2.1.2.— Test de dos colas.

La unanimidad existente sobre el modo de determinar la RC

en el test de una cola, se pierde en el caso del test de dos



colas (H; = p; # p,). En cualquier caso, fijado el error
objetivo a, y siendo a, y a, dos valores tales que a,+a,=a, el
procedimiento, en este tipo de tests, consiste en determinar

dos enteros C y C', que pueda tomar la variable X, (uno en cada

cola), gque verifiquen:

[ c+1
«;=Y P(i) sa, <Y P(i)
Iar I=r (7)

a§=i Pli)<a,< i P(1)
i=¢’ i=¢l-1
Ahora RC={r,r+1,...,C}U{C*',C'+1,...,s}, dando lugar a cada una
de las colas, y a*,+a*,=a’ serd el error real del test. Existen
una serie de soluciones tradicionales para el test de dos colas
basadas en distintos principios de ordenacién de las posibles
tablas, las cuales se van incluyendo en la RC una a una (o mas
si hay empates), hasta que el error real a' sea lo mis cercano
posible, pero sin sobrepasarlo, al error objetivo a. Los
diferentes tests bilaterales surgen, por tanto, al decidir el
criterio de ordenacidén T(.) que permite elegir los valores a,

Yy a,. En términos del cédlculo del P-value de una tabla

experimental, en la que p,<p, (con p;=x;/n;, i=1,2), se tendra

X1 5
P= Y P{i) =Y P(i)+ Z,P(i) (8)

T{i}2T(xy) - i=r dax,

donde x; es el valor realmente observado de la variable X,, y
xl' es aquel valor que, perteneciendo a la otra cola, verifica
que T(xl')aT(x1)>T(x1'-l) (pues a péftir de aqui se considera
que los puntos se introducen en la RC de mayor a menor valor

obtenido por la regla de ordenacidén T(.) adoptada).

10



Para las definiciones de los diferentes principios de
ordenacidn, se mantendrd la clasificacién y notacién de Herranz
(1992), y asumiremos, sin pérdida de generalidad, que p,>p, con
Pi=x;/n;, y que §;=1-p; , cén i=1,2. Las distintas ordenaciones

dan lugar a los siguientes métodos o criterios:

1) Criterio de Colas Iguales o Simétricas: Armsen (1955),
Hill and Pike (1965) y Cox and Hinkley (1974) propusieron tomar
a;=a,=a/2, siquiendo los modelos ya existentes en variables
continuas. Este método, denotado como método I, se basa en el

criteric de ordenacidn

= T,(x,)=-Y P(d) (9)

1=3;

~
]

es decir, las tablas entran en la RC de menor a mayor suma de
sus probabilidades de cola. Tomando como referencia este
método, Armitage (1971) propone llevarlo al extremo y afirma
que el P-value de un test de dos colas es el doble del de una

cola.

2) Criterio de tablas mds improbables: propuesto por Irwin
{1935), Freeman and Halton (1951), Armsen (1955) y Fleiss
(1981), es el criterio utilizado en los Paquetes Estadisticos
SPSS y BMDP, y consiste en ordenar las tablas de menor a mayor
probabilidad hipergeométrica. Este método, denotade como método

H, da lugar a la siguiente ordenacidn

H= T,(x) = -P(x,) (10)

11



3) Criterio de tablas ordenadas de mayor a mencr valor de
la Diferencia de Proporciones |6,-B,|: Propuesto por Armsen

(1953), y denotado como método D, viene identificado por el

criterio de ordenacién:

D= T3 (Xl) = ﬁl_ﬁz (11)

Krauth (1973), Radlow and Alf (1975) y Berry and Mielke
(1985) proponen ordenar las tablas de mayor a menor valor del

estadistico chi-cuadrado

Loy, -%,y,)° n

(12)
a,a,mn,

x° =

pero esta definicién es equivalente a la anterior, puesto que
|x1y2-x2y1|=|x1n—nlal|, y ordenar en funcién de |p,-p,| es

equivalente a hacerlo en funcién de |x;-nja,/n|.

4) Criterio de tablas ordenadas de mayor a menor valor del

Riesgo Relativo (P,/P,): propuesto por Luna y Martin (1987). Se

le denota como método R, con

R = = 1 (13)

5) Criterio de tablas ordenadas de mayor a menor valor de
la Odds~Ratio (x,¥,/%,y,}: sugerido por Hill and Pike (1965),

y denotado como método O, da lugar a la siguiente ordenacidn

_ 5&

0= T,(x)) = —jﬁ: (14)
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Con el fin de conseguir mayor nimero de puntos en la RC
obtenida con las versiqnes anteriores (con lo que se
conseguirdn tests mis potentes), Luna y Martin (1987) sugieren
incrementarla con uno de los puntos frontera, (C+l) 6 (C'-1),
si acaso estos puntos resultasen empatados por la definicién
elegida y el valor a permitiese incluir tan sélo uno de ellos.
Para el desempate habria de acogerse uno de los restantes
criterios como criterio subsidiario, dando lugar asi a los
métodos DH, ID, etc.

En los tests de una cola, todos los criterios
anteriormente citados producen la misma ordenacién (Davis,
1986), motivo por el gque no se plantearon diferentes
definiciones. Sin embargo, al tratarse de tests de dos colas,
cada criterio conduce a una RC diferente, dando lugar a cada
una de las versiones del test exacto de Fisher a dos colas.
Autores como Armsen (1955), Luna y Martin (1987), y Herranz
(1992), han realizado comparaciones entre las diferentes
versiones, aunque tan sélo en estos dos dltimos trabajos se han

comparado la totalidad de los criterios citados.

2.2.- Test aleatorizado: test de Tocher.

Tocher (1950), con el fin de lograr que el tamafio del test
coincida con el error objetivo o (io cual se consigue con
variables continuas, pero raras veces ocurre en el caso de

discretas, como es nuestro caso), propone un mecanismo de
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sorteo en los puntos de la frontera de la RC. La ventaja del
método es que da lugar a un test UMPU idéntico al propuesto,
con posterioridad, por Lehmann (1959).

Para el test de una- cola (H, = p,<p,), su propuesta
consiste en, fijado un error objetivo a, y para cada a,, formar

su RC, como en (6), determinando un valor C{a,) tal que

Clay) Clay)+1
% = Y, Pli)s &< Y, P (15)
I=r i=r

considerando que la RC estard formada por los puntos

Ulr,r+1,...,claplUF

a

siendo F el conjunto de los puntos C{a;)*+1 de la frontera que
resultaran favorecidos en un sorteo en el que la probabilidad
de que entre en la RC dicho punto es (a=aq) /P(C(a,)+1), donde
P(C(a,)+1) es el P-value del punto C(a;)+1. A efectos
practicos, dada la tabla experimental, el cdlculo de la
anterior RC se omite, limitdndose al de la diagonal a,
observada.

Para el test de dos colas, Lloyd (1988) desarrolla
explicitamente la solucién de Lehmann (1959) para la ordenacién
H. Asi, para una tabla experimental con un valor de a, dado, se
determinan los valores C y C' que verifican la (7) para la
citada ordenacién, y suponiendo P(C')<P(C) -sin pérdida de
generalidad, pues en otro caso basta-con cambiar a la variable
X,=, el punto que entra en el sorteo es el (C'-1) y lo hace con
probabilidad (a-a®,-a*,)/P(C'-1).

A pesar de que el test de Tocher pueda parecer el iddéneo

(por ser UMPU), hay un acuerdo general acerca de la
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irracionalidad de aplicarlo (ver Cap.IV), pues el decidir por
sorteo la posible significacién de una tabla lleva a que, a
igualdad de error a, investigadores distintos pueden tomar
decisiones distintas en base a los mismos datos, perdiéndose

asi la deseada objetividad cientifica.
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CAPITULO II

METODOS INCONDICIONADOS

NO ASINTOTICOS



1.- INTRODUCCION

Este capitulo se dedica a las soluciones no asintéticas (o
exactas) para el test de comparacidén de dos proporciones
independientes. Este tipo de soluciones (resumidas en la Tabla
2 del Capitulo I) siempre serdn validas, como ya se comentéd,
aunque serdn especialmente dtiles cuando las soluciones
asintéticas (que son mds sencillas) no sean aplicables. Por
otra parte, al centrarse esta memoria en aquellas soluciones
que impliquen el principio incondicionado, la reqgién critica en
cada solucidén deberéd poder determinarse antes de obtener 1la
muestra y sin usar su informacidn mediante el condicionamiento,
es decir, el error real de tipo I del test debe poder
determinarse antes de tomar la muestra. En el test exacto de
Fisher esto no es posible pues el error real depende del valor
de a,.

Aqui se estudian y enfrentan entre si las diferentes
soluciones no asintéticas, se senalan las relaciones que las
ligan, y también se comparan las distintas versiones de cada

solucidn, cuando es necesario, a efectos de elegir la 6ptima.

2.~ TESTS INCONDICIONADOS CLASICOS

2.1.- Principio bédsico comin : el principio del midximo.

Barnard (1945, 1947) observa que, en el nmuestreo
considerado en esta memoria, la Tabla 1 queda perfectamente
definida tan s6lo cuando se conoce la pareja de valores

.

(xy,X,), con lo que la regidn critica (que notaremos RC a
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partir de aqui) para contrastar H, no vendrid dada por un
conjunto de valores x,; para el a, obtenido, sino por un
conjunto de parejas (:'cl,x‘z) para los n; de la experiencia. Asi,
por ejemplo, el espacio muestral (EM) para una experiencia con
n;= 8 y n,= 6 puede representarse por los puntos del rectdngulo
de la Figura 1 - 63 puntos en total-, y una posible RC seria la

marcada con * en tal figura. En general:

RCcEM={(x,,x,) €N? | 0sx,<n, ,0sx,50,} (1)
Card(EM) =(n,+1) -{n,+1)

En la Figura 1, las diagonales secundarias se corresponden con
el espacio muestral del test exacto de Fisher, pues los éuntos
de cada una de ellas tienen un valor constante de a; (a modo de
ejemplo, se ha representado la diagonal secundaria con a;=9).
El nombre del método incondicionado proviene de que ahora no se

condiciona en el wvalor a; observado.

Figura 1
Espacio Muestral (+*yx*) y puntos de una RC (*) en un test de dos
colas para H,= p, = p, con n;= 8 y n,= 6. Los ¢« y * representan

combinaciones de (x,,x,). Los puntos[T] verifican la propiedad
de convexidad. Los puntos (Qverifican la propiedad de simetria.

n2= 6 e f——r s—Ji-._.._r.____r_ —_—
5 1b.—-—'|:.--— e .—i-—— —_——
4q S N SN M N R _€D

3 R T SR ___1_:




Una vez obtenida la RC (para un determinado error objetivo
a) por alguno de los procedimientos que se veran en la seccién
2.4, el mismo Barnard indica que, en base a la (2) del Capitulo
I, el error real del test basado en ella viene dado por:
- Dy ) ay q 2y
@ (p) Z(X ](x )p (1-p)

RC 1 2

(2)

a,=X,+X,, a,=n-a,
y maximizando en p, por ser desconocido su valor, propone como

tamafio del test:

a*= Max a 3
0<p<1 (P) (3)

lo que constituye el principio del miximo. Precisamente, la

dificultad del método incondicionado radica en el cdlculo de la
expresién (3).

Una vez establecido el principio del maximo, y de forma
similar a lo que ocurria en el test condicionado, cada versién
de test incondicionado clasico diferird del resto sélamente en
el criterio de ordenacién por el cual los puntos, como los
representados en la Figura 1, se introducen en la RC hasta
lograr que a” se acerque lo mis posible (pero sin sobrepasarlo)

al error objetivo a.

2.2.~ Las condiciones prioritarias de Convexidad y Simetria.

Barnard (1947) considera que toda RC debe verificar dos
condiciones de compatibilidad razonables:

1) Condicidén C de Convexidad: La RC no debe presentar huecos.
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Asi, en un EM como el representado en la Figura 1, si un punto
(X,,%,) situado en la zona inferior derecha de la Figura 1 -con
p;=x,/n, > p,=x,/n, - es ‘de la RC, también deben serlo todos los
puntos que estédn por debajé 0 a la derecha de &l (pues en ellos

P;-P, es aln mds extrema, y una de las p; estd fijada):

_ R (x,,x%,) eERC  Vx/, | 0<x/,<x,
Si (x,,X,)€ERC y DB, = , , , (4)
(x',,x,) eRC Vx/ |x<x/ <n,

Asi, como sucede en la Figura 1, si el punto (5,1) es de la RC
para la alternativa H,=p,>p,, también deben serlo los puntos
(6,1), (7,1) vy (8,1), ¥y el punto (5,0). De la misma forma, si
un punto situado en la parte superior izquierda de la Figura 1,
P1<P,, pertenece a la RC, todos los puntos situados por encima

de él o a su izguierda también deben pertenecer a la RC.

2) Condicién S de Simetria: S6lo para tests de dos colas

(H,=p,#p,): Si el punto (x;,X,) es de la RC, también debe serlo

el punto (n;-x,,n,-%,) (su simétrico en la otra cola), asi:
(x,,%,)€ RC = (n,-x,,n,-Xx,) € RC (5)

pues H,=p,;#p, es equivalente a H,=q;#q, con ¢;=1-p;. Por
ejemplo, si el punto (8,4) es de la RC para la alternativa
H,=p,#p,, también debe serlo el punto (0,2), como también
sucede en la Fiqura 1. Esta condicién asequra que en los tests

a dos colas la RC serd simétrica (ver Figura 1).

Aunque no todos los autores efectidan una aceptacidn
expresa de las condiciones C y S, todas las versiones de

.
ordenacién propuestas con posterioridad, en las que no se
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expresa tal aceptacidn, son compatibles con ellas (ver apartado
2.4.4), y asi, imponiéndolas de antemano, se facilita la
obtencién de la RC y se abrevia tiempo de cémputo (ver
apartados 2.4.5 y 2.6.2). Es por ello que, en todo lo que
sigue, ambas condiciones son asumidas y se consideran
prioritarias a la propia regla particular de ordenacién.
Finalmente, seflalar que el test exacto de Fisher también
verifica su propiedad particular de convexidad (si x, es de la
RC, con p,>p, , también lo son todos los mayores que é€l) pero
no una equivalente de simetria, pues el simétrico del punto x;
es el n;-x,;, y no estad garantizado que él pertenezca a la otra
cola de error (la distribucidén hipergeométrica no es, en

general, simétrica).

2.3.- Método de obtencién de la regién critica.

Supongamos definido un cierto criterio T(.) de ordenacién
de los puntos de un espacio muestral bidimensional EM como el
representado en la Figura 1.

Para el test de una cola con H, = p;>p, ,por ejemplo, los
dnicos puntos de interés son aguellos en que $,>p, (en la
Figura 1, los puntos situados en la zona inferior derecha), y
la condicién prioritaria C obliga a comenzar con una RC (RC,)
formada por el punto corner (n,,0). La siquiente RC (RC,) se
forma afladiendo a la anterior el punto (n;-1,0) &/y el (nl,l),

segin el orden que imponga el criterio T(.), pues.el resto de
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puntos del EM quedan excluidos por dominar la condicién C sobre

el criterio T(.).

Generalizando el anterior proceso, si denominamos por RC;
a la RC obtenida en un paso i cualquiera, la siquiente regién
critica RC;,, se obtiene de la siguiente forma: Sea C; el
conjunto de puntos candidatos a ser afiadidos a la RC;, por

cumplir la condicién prioritaria C, en base a la expresidén (4):

c; = {(x,,x,)eEM-RC; | {{x,+1, x,), (x,,x,-1)} €« RC,UEM} (6)
donde EM=N?’-EM y EM dado por la (1l). Sea Cijg cada uno de los
subconjuntos de C; tales que todos sus puntos empatan por el
criterio T(.) considerado. Asi, si t;,,...,t;, son los r
posibles valores distintos de T(xl,x2) en los puntos de Cy,

entonces:

vietl, ...} . Gy =X, x)eC; | T(x,x,) =t,;} (7)

8i denominamos por RC;5; a cada RC;UC;j, las RC;y serdn las r
posibles regiones criticas a considerar en el paso i+l, pues
RC;,, se formard afiadiendo a la RC; aquel punto (o puntos, si
ha habido empates) de C; que tenga (o tengan) el menor valor
del T(.) considerado (pués, en los apartados 2.4.2 y 2.4.3, los
diferentes criterios de ordenacidén serdn definidos en base a
ordenar los puntos de menor a mayor valor de T(.)). De esta
forma, si tj=Min{t;s;,j=1...r} se tendr& que RC;,,;=RCj,.

Asi, si lo que se pretende es obtener la regidén critica
RC(a), para un determinado error objetivo a, el ﬁroceso

anterior se repite hasta obtener una RC cuyo tamafic a*, dado
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por la expresién (3), se acerque lo mds posible, sin
sobrepasarlo, al error objetivo a. Si denominamos por a*; al

tamafio del test que produce la RC;, entonces:

Si «;*=«*'(RC;) <a = RC;cRC(a) (8)

¢Puede afiadirse algin punto m&s a la RC(a)?:

si a*;,>a = RC({a«)=RC

si a*,,=a = RC(&)=RC;, (9)

si a*;,,<a = RC;,SRC(ax)
En las dos primeras situaciones el proceso concluye, y el error
real del test es a*; en el primer caso y a*i+1 en el segundo.
Por el contrario, en la dltima situacidén =-equivalente a la
expresada en (8)- el proceso anterior debe continuar

repitiéndose, aunque es claro que:

Iszi+ile*,sa<a’,,, = RC(a) =FRC, (10)
siendo en ese caso a*S el error real del test.
Si lo que se pretende es obtener el P-value de un punto
(Xy,%X,), se tendrd que P=a”, =a*(RC,) con RC_. la primera RC del

anterior proceso que contiene al punto (X1,%5)

Para tests de dos colas, H; = p,#p,, la diferencia estriba
en que la condicién S obliga a introducir los puntos por
parejas: por ejemplo, la primera RC estaria formada por los dos
puntos corner (n,,0) y {0,n,).

De un modo general, dado un“ detefminado criterio de
ordenacién T(.), la versién de test incondicionado a que da
lugar serd denominada en adelante como método CST (aludiendo a

+

las condiciones o criterios que lo definen).
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2.4.- Criterios de ordenacién para obtener la regién critica.

2.4.1.- Introduccién.

Las condiciones prioritarias C y S no producen un orden
total de los puntos de la RC (como se ha visto en 2.3), por lo
que Barnard introduce un tercer criterio de ordenacién (M)
obteniendp de esta forma el método CSM. La complejidad
operativa de este método ha dado lugar a varias versiones
simplificadoras. Algunas de estas versiones se han basado en
ideas o conceptos condicionados, por lo que estidn claramente
emparentadas con parte de las versiones condicionadas definidas
en el apartado 2.1.2 del Capitulo I. De todas formas, las
diferencias también son claras, pues ahora aparecen varios
criterios no sélo a dos colas sino también a una cola, y el
hecho de no condiciconar en el a, observado provoca, entre otras
cosas, que los criterios basados en la diferencia de
proporciocnes y en el estadistico chi-cuadrado produzcan RC's
diferentes, al contrario de lo que ocurria en el caso
condicionado donde daban lugar a la misma ordenacién.

En los apartados 2.4.2 y 2.4.3, se definirdn los criterios
tradicionales mas relevaﬁtes y unc nuevo basado en el criterio
M de Barnard. Puesto gque algunos autores se limitan a
introducir un criterio T(.), alternative al M, sin una
aceptacién expresa de las condiciohés C & S, en el apartado
2.4.4 se aclarard que el hecho de considerar estas condiciones
como prioritarias no conduce a métodos de ordenacién CST

*

distintos a los T(.) propuestos originalmente. Por dltimo, en
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el apartado 2.4.5 se estudiard la relacidn existente entre los

P-values de un punto (X,,%,) obtenidos a una y dos colas.

2.4.2.- Criterios tradicionales.

A continuacidén se definen los principales criterios T(.)
propuestos en la literatura. Se mantendra la notacidén expuesta
en el apartado 2.3, y los diferentes criterios se entenderén
especificados para la alternativa H, = p;>p, , pues la
condicién S permite enunciarlos sélo para tests de una cola sin

pérdida de generalidad:

l) Criterio M del minimo. Método CSM: Barnard (1947) sostiene

que, dada una RC;, la nueva RC;,; a considerar serd aquella tal
que el tamafic del test a*i+1 que produce, dado por (3), sea
minimo. Asi, RC;,;, se formara afladiendo a la anterior RC aquel

punto (x,,x,) de C; tal que:

M=T, (x,,x,) =" (RC;U{(x,,x,)}) (11)
sea minimo. En caso de haber empates, se afiadird a la RC; el
subconjunto de puntos C;; que, habiendo empatado por la
expresién (11), su a”j=a"(RC;UC;,) sea el minimo de los
posibles a;j.

El criterio, denominado criterio M del minimo, da lugar al
método CSM, el cual maximiza el nﬁme;o de puntos de la RC y,
consiqguientemente, ocasiona una potencia maxima (como se
comprobard en el apartado 2.5). La desventaja del método CSM es

que el criterio M conlleva calcular la expresién (3), ya de por
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si complicada, en un gran nimero de ocasiones, y ello lo hace
impracticable (con fines rutinarios) aiin con un buen ordenador.
Este problema se ha venido soslayando definiendo diversos
criterios de ordenacién T(.) que, con la menor pérdida posible
de potencia y la mayor ganancia en tiempo de cémputo, permitan
construir la RC sin obtener la expresién (3) aunque, construida
aquella, la determinacién de a* exija finalmente tal cédlculo,
pero ya s6lo en una ocasidén. Estos criterios, los mis
importantes, se definirdn a continuacién en un orden de
exposicién que, aunque no concuerda con su aparicién en la
literatura ni con su importancia relativa, busca la mayor

claridad posible.

2) Criterio D de la dif ia 4 . stodo CSD:

Ballatori (1982) propone ordenar de mayor a menor diferencia de

proporciones:
DET; (Xlrjfg) = _lﬁl_ﬁ2|
12)
_ Xy (
con p;= a,
3) Cri ' j stri 5 : Silva (1989)

plantea ordenar los puntos de menor a mayor valor de su

probabilidad obtenida por la hipergeométrica:

o, g4 1
x N\ x
H=T,(x,,x,) = >1 2
3V, X o (13)
a, S

con a,=Xx, +x,
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4) Criterio F de Fisher. Método CSF: Boschloo (1970) y Mc
Donald et al (1977) observan que, puesto que el test exacto de
Fisher es conservador (ver 2.7 y Cap. IV) y las diagonales
secundarias de la Figura 1 (x,+x,=a,) constituyen los espacios
muestrales para el mismo, lo que debe hacerse es ampliar el
error de trabajo (ay) de dicho test hasta lograr que la RC(ay)
que ocasiona tenga un &« lo mds cercano posible (sin
sobrepasarlo) a a. Esto equivale a hacer entrar los puntos en
la RC en orden de menor a mayor valor de su P-value obtenido
por el test exacto de Fisher a una cola. Luego, de forma

andloga a la (5) del Capitulo I:

(n1)( 1, )
3 il a,-1
FaT (%, %) =3, [ nj (14)

a,

a,=x,+x, , S=min(a,;n,)

5) Criterio F' éptimo de Fisher. Método CSF': Luna y Martin

(1987) describen la versidén &ptima del test de Fisher a dos
colas, consistente en construir las RC de Fisher (para cada a,)
en orden de mayor a menor valor de |§1-§2| Y, en caso de
empate, en orden de menor a mayor probabilidad obtenida por 1la
hipergeométrica (Método DH de los definidos en la seccidén 2 del
Capitulo I). Esto sugiere ordenar los puntos de menor a mayor

valor de su P-value, a dos colas, obtenido‘por el test Sptimo
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de Fisher anteriormente descrito y, de forma similar a la (8)

del Capitulo I, seré:

(n'l)( nz.) (n})( nz.)
FI=T, (%, %) = 3 i)l a-1 .3 i)\a-1

i=x n i=r n | (15)
a, a,

a, =x,+x, , s=min(a,;n,) , r=max(0;a,-n,)

en donde, si C=(2a;n,/n)-x, es entero y T4(C,a;-C)>T;(X;,X,),
entonces m=C-1, siendo m=[é]+ en el resto de los casos, con
[C]* el mayor entero inferior a C.

Aqui el criterio F' se enuncia como si fuese a dos colas,

pero debe recordarse que en ese caso la condicién S es

prioritaria.

6) Criterio Z del Test Chi-Cuadrado. Método CSZ : Suissa and

Shuster (1985) proponen ordenar de mayor a menor valor del

estadistico Z' en grandes muestras:

15, -5,
\j 54 | Bl (16)

o, 2,

VAR

y Garside and Mack (1967) proponen lo mismo con respecto al

también clésico estadistico chi-cuadrado:

-x. v :
S CET 5 A (17)
4,314 10,

Dado que Haber (1987) ha probado con claridad la conveniencia
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del segundo con respecto al primero, aqui sélo acogeremos a

aquel, pero en el formato Z=(x2)% :

-lx v, - x, v,

,‘;__:‘T‘;_”T_‘z; (18)

A =X+ X5, 8, =073y, V=1 Xy

Z=T, (x,, %=

7) Criterio V Ax] imild & ¢ Martin

y Luna (1989) proponen ordenar de menor a mayor valor de la

maxima verosimilitud:

L
1 2 (19)
2

a8, =X,+X, , = =

8) Criterio I de los Intervalos de Confianza. Método CSI:

Aprovechando una idea original de Mitra (1969), que la utiliza
en grandes muestras, Martin y Luna (1986) proponen ordenar los
puntos de mayor a menor valor de la confianza (l-y) precisa
para que se solapen los intervalos de confianza exactos de una
cola para p, Y P;- Asi, si p;>p,, dichos intervalos serén
(p'l;l) Yy (0;p'2), respectivamente, con P'i como en Rao (1970):

pl = % ol = (%, +1) F,
1 (nl_xl+l)F1+x1 ! 2 (HZ-XZ) + (x2+1)F2

con: (20)

Fi=F_ [2(n-x+1);2x,]
Fy=F _,[2(x,+1) ;2(n,-x,) ]

aludiendo F,y[f,if,] al valor de la dist‘ribhcién F-de Snedecor
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que deja a su derecha un drea de y (el error de cada uno de los
intervalos). La decisién por H;, se tomard cuando sea p ;Zp ,,

o equivalentemente, por (20), cuando:

x, (n, -X;)
21
(x,+1) (n, -x, +1) 2 By By (21)
de esta forma:
I=T,(x,%,) =y (22)

siendo y el valor que verifica la expresién (21) puesta como
igualdad.

Es claro que el nimero de criterios posibles para ordenar
los puntos (x;,X,) es practicamente infinito, pero es preciso
poner algin limite razonable. De hecho, Haber (1987) propone,
ademds del 2Z°' vya descartado, otros tres criterios (no
contemplados aqui pues €&l mismo prueba que son claramente
inferiores a los Fy Z): los basados en las estadisticos de los
tests de méxima verosimilitud, de odds-ratio y de minimum

discrimination information.

2.4.3.~ Nuevo criterio.{'ﬂngztggién )

Con el fin de disminuir aidn mds los problemas de cdmputo,
divesos autores han sugerido estimar la expresién (3), a* , por
el valor &" = a(p) obtenido de la expresidén (2) sustituyendo en

ella p por p = a,;/n (con a,; el del dltimo punto que entrd en la
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RC), lo que da lugar a los procedimientos de tipo asintético
(pues no garantizan que sea a* = a) que se estudiarédn en 2.7.4
Yy en el Cap. III (pues aqui se salen de nuestro objetivo). Sin
embargo, la idea subyacente puede aprovecharse para construir
un método procedente del CSM y que denominaremos Método CSM'.
La idea consiste en aceptar el método de ordenacién de Barnard
pero en base a los valores de &*i = a;(P), en lugar de los a*i,
aunque el a”; final de cada RC; se obtenga del modo tradicional
(por la expresidén (3)) para lograr asi un método no asintético.
Con ello, dada una RC;, la nueva RC,;,, se forma anadiendo a la
anterior RC aquel punto (x,,x,)eC;, con x,+x,=a; y p=a,/n, tal

que:

M=T,(x,,x,) =@ (RC;U{(x,,x,)}) (23)
sea minimo. Y, en caso de empates, se afiadird a la RC; el
subconjunto de puntos C;; que, habiendo empatado por la
expresién (23), su a*ik = &*(RCiUCik) sea el minimo de los &*ij
posibles, siendo cada a*ij el maximo valor obtenido, por la
expresidén (2), al sustituir p por su valor p en cada uno de los
puntos de Cije

Al criterio lo denominaremos criterio M' modificado de
Barnard por su similitud con el criterio M. Esta similitud,
que también se evidencia en los resultados de la comparacidn
por potencias (apartados 2.5.4 y 2.5.5), permite enunciar una

propiedad tedérica (Prop.5 del apartado 2.6.2) que elimina en el

método CSM gran parte de las evaluaciones de la expresidén (3).
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2.4.4.~ Compatibilidad entre los diferentes criterios de

ordenacion y las condiciones C y S.

En este apartado se verd que el hecho de introducir las
condiciones C y S como prioritarias en todos los métodos de
ordenacidén no crea ningin problema, bien porque en el criterio
definido originalmente ya se introdujeron, o bien por ser
compatibles con dicho criterio.

Asi, en el nuevo método definido aqui, al basarse en el
método de Barnard, estas condiciones se consideran (como alli)
prioritarias. Silva (1989) comprueba que el criterio V es
compatible con la condicién S pero no siempre con la condicién
C, por lo gque la ordenacidén a que da lugar difiere en algunas
ocasiones de la obtenida con el método CSV. Sin embargo, esto
no conduce a problema alguno, pues Martin y Luna (1989) ya
introducen las condiciones C y S como prioritarias al definir
el criterio V, coincidiendo de esta forma el método de
ordenacidén que proponen con el CSV utilizado aqui.

La compatibilidad entre el criterio D y las condiciones C
Yy S es clara, pues ambas condiciones se basan precisamente en
la diferencia de proporciones.

Los criterios H, F y F' basan su ordenacién en la
distribucién hipergeométrica, cuya compatibilidad con las
anteriores condiciones puede versé‘ en i.una (1987) y Silva
(1989). El primero de estos autores también demuestra la

compatibilidad entre ambas condiciones y los criterios 2 e I.
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2.4.5.- El P-value a una y dos colas y el caso de los tamafios

de muestra iguales.( Aportacién )

Sea RC la regidén critica para el test de dos colas
(H;Zp;#P;) ¥ (X;,X%X,) el dltimo punto introducido en ella. Si RC1
es el subconjunto de RC cuyos puntos pertenecen a la misma cola
que el (x,,x,), entonces el subconjunto de los puntos de RC que
pertenecen a la otra cola (RC2) vendra dado por la condicién S,
siendo RC=RC1 U RC2. Barnard (1947) y Mc Donald et al (1977),
observan que si al(p) y a2(p) son los polinomios en P

obtenidos por la (2), en cada cola, se tiene que

a2 (p)=al(l-p) - (24)

por lo que sera al*=a2*, con ai* el valor de la (3) en cada
cola. De otro lado, para el test de dos colas, como

a(p)=al(p}+a2(p), se tendrd que

x(p)=al(p)+ali(l-p) = a{l-p} (25)

siendo

¢*= Max{al «l(1-p)} < 2a1* 26
0<p1<<1 (p) +al(1-p) (26)

donde a* es el P-value del punto (x,,X,) para el test de dos
colas. Ahora bien, en todos los criterios de ordenacidén
anteriormente definidos, salvo M y M', el valor T(x;,X,) no
varia de una a dos colas, pues depende tan sélo del punto
(X,,%X,), y no de los puntos que puedan pertenecer a la RC, por
lo gue el orden de entfada en la RC coincide a una y dos colas,
de tal forma que para el test de una cola §C1 colncide con la

regidn critica asociada al punto (x,,x,) ¥ al®, por tanto, con
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su P-value. Es por esto que dichos autores, en referencia a

estos métodos, concluyen que:

"Para todos los criterios de ordenacién (excepto los M y M"),
el P-value de un punto (xi,xz) para el test de dos colas es
menor o igual que el doble de su P-value para el test de una
ceola”.,

La excepcionalidad de los métodos M y M'se justifica
porgue en ellos el valor T(x,,X,) varia de una a dos colas,
pues no sdlo depende del punto (x,,x,) sino también del resto
de los puntos introducidos en la RC, no teniendo por qué
coincidir el orden de entrada a una y dos colas, ni teniendo
por qué ser RC1 y al® la RC y el P-value del punto (x,,X,;) para
el test de una cola. Asi por ejemplo, para el método CSM, y en
el caso n,=8 y n,=6 (Figura 1), denominemos Pl y P2 a los P-
values del punto (1,6) a una y dos colas, respectivamente, y
veamos que P2>2P1l: Para el test de una cola (H,Sp,<p,), el
(0,6) es el dnico punto que se introduce en la RC antes que el
(1,6), pues

T,(1,6)=a"({(0,6),(1,6)})=0.00055
T,(0,5)=a*({(0,6),{0,5)})=0.00072
y T;(1,6)<T,(0,5). En cambio, para el test de dos colas, antes
que el punto (1,6), y su simétrico en la otra cola el (7,0), se
introducen en la RC no sélo el punto (0,6), y su simétrico el
(8,0), sino también el (0,5), y su simétrico el (8,1), pues
ahora N
T,(6,1)=a"({(0,6),(1,6)}U{(8,0),(7,0)})=0.00110
T,(5,0)=a"({(0,6),(0,5)}U{(8,0),(8,1)})=0.00085

y T,(1,6)>T,(0,5). Asi, la RC asociada al punto (1,6) sera
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RC={(0,6),(0,5),(1,6)}U{(8,0),(8,1),(7,0)}=RC1 U RC2, y lo que
realmente indica (26) es que P2=a”(RC)=0.00183 < 2a*(RC1)
=0.00212. Pero para el test de una cola la RC asociada a dicho

punto no es RC1 sino {(0,6),(1,6)}, siendo P1=0.00055 y, por

tanto, P2>2P1.

En la situacidén especial en que n,=n,, y para todos los

criterios de ordenacién, se cumple que

(x,,x;) € RC1 = (x,,x,)€ RC2 = (y,,y,) € RC1 (27)

debiéndose la primera implicacién a que al ser n,=n, se trata
simplemente de una reordenacién de las muestras, y la segunda
al criterio S8 de simetria. Asi, podemos entender que (¥Y2:¥1)
es, respecto de (x,,X,), su gimétrico de igual cola, y puesto
que ambos puntos se introducirdn al mismo tiempo en la RC, esto

dara lugar a que

’

al(p)= E(nl)(;l)(l—p)“‘p"l = ¢1(1-p) (28)

RC1 2 1

luego, por la (24), serda al(p)=a2(p} y, para el test de dos
colas, se tendra que
e(p)=2al(p) (29)

por lo que la (26) quedara asi:

a*= Max{2a1l } = 2a1® 30
0<p<i (p) - - ‘ (30)

pudiendo afirmarse ahora que:
"Si n,=n,, el P-value de un punto (x,,x,) para el test de dos
colas es igual a dos veces su P-value para el test de una

cola".
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A continuacién se comprobara que esta dltima afirmacién si
es extensible a los criterios M y M', pues aunque T(xX,,X,),
dado por a* y &*, sigue variando de una a dos colas, al igqual
que ocurria en el caso geﬁeral (n;#n,), ahora su valor a dos
colas es el doble que a una cola, por lo que el orden de
entrada en la RC no varia. La comprobacién se hard por
induccién. Si denominamos RC; a las sucesivas RC para el test
de dos colas (H,=p,#p,), Y RC1l; a los subconjuntos de cada una
de ellas que contienen a los puntos con B,>p,, se trata de
comprobar que las RC1l; coinciden con las sucesivas RC para el
test de una cola (H;=p,;>p,). En el primer paso estd claro, pues
RC1,={(n;,0)} que coincide con la RC de una cola. Supongamos
que también es cierto en el paso i, y veamos que también se
cumple en el paso i+l. Si (x;,x%,), con PB;>P,, es uno de los
puntos candidatos a introducirse en la siquiente RC, es claro
gque

RC;1=RC U{ (%1, X5} s (¥Yor¥1) o (¥1:Y2) s (X5,%1)}
RC1;,=RC1;U{(X;,X,),(¥Y5,¥1)}
serdn sus RC's, a dos colas y una cola respectivamente, para el
paso i+1, pues, por la (27), de introducir dicho punto en la RC
también habri que introducir su simétrico de igual cola, y los
simétricos de ambos si el test es a dos colas. De la misma
forma, cualquier otro punto (xl',le) candidato a introducirse
en la siguiente RC, distinto de (x;,X,) e (Y,,¥;) Y con p;>B,,
dard lugar a sendas RC's alternativés que.notaremos por
RC;§=RCiU{(xXy X )/ (Y2 +¥2 ) (Y1 #¥2 ) (%2 1% )}
RC1;5=RC1;U{(X; , %3 ), (Y ¥y )}

Se trata de comprobar que si RC;,,=RC;,, entonces RCl;, coincide

+
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con la siguiente RC para el test de una cola. Ahora bien, si

RC;;+;=RC;,, entonces Vj»l sera

Para M: a*;; < @74y

(31)
y Para M': &, < &
Y puesto que a;3=2al; (V¥j), se tendra que
Para M: al*;, < al*,;
1 137 (32)

y Para M': &1, < 81,
por lo que RC1;,=RCl;,, serd la siguiente RC para el test de una

cola, y el orden de entrada en la RC coincidird a una y a dos

colas como se queria demostrar.

Por Gltimo, puesto que para el test de dos colas la
funcién a(p) es simétrica en p=0.5, expresiém (25), las
evaluaciones de a* basta realizarlas en (0,0.5] (Schawe, 1977),

¥y la (3), en estos casos, se reduce a:

o*= Max « (p) (33)
0<p<0.5

Para el test de una cola con n,=n,, la anterior expresién
también podra utilizarse al evaluar al® pues, por la (28),
al{p) también es simétrica respecto de p=0.5. De esta forma, en
ambas situaciones (y paré todos los métodos de ordenacidn) se

reducird a la mitad el tiempo de cémputo (apartado 2.6.2).
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2.5.~ Seleccidén del criterio 6ptimo.

2.5.1.~ Los procedimientos clasicos y sus restricciones.

Hasta la fecha, los diversos autores se han limitado a
proponer diferentes versiones no asintéticas del método
incondicionado, pero la comparacidén de unas con otras es
practicamente inexistente.

Cuando la variable base es continua, la comparacidén de
varias versiones de tests, al objeto de seleccionar la éptima,
se efectila comparando la potencia de los mismos (a iqualdad de
error a). Cuando la variable base es discreta (como sucede agui
con las variables binomiales subyacentes x;) surge la
dificultad de que el error objetivo a casi nunca es alcanzado,
y asi las comparaciones de potencia pierden parte de su sentido
por estar basadas en tests de tamafios distintos y porque las
RC's que proporcionan las diferentes versiones no siempre estan
incluidas unas en otras (Upton, 1982). Con todo, la ausencia de
una alternativa razonable hace inexcusable wusar tal
procedimiento. A estos efectos, y bajo el principio
incondicionado, la potencia para la alternativa (p,;p,) viene

dada por:

®(p,,p,, a) =8(p,,p,,aln,n)
(34)

n n
=2 [ 1)( z]pf‘(l-pl)y‘pz"’(l-pz)“
RC(e) \ K1 J\ X

con RC{a) la regién critica obtenida, a un error objetivo a,
mediante la versién de test CST; estudiada. Pero esto implica

dos restricciones. En primer lugar uno debe limitarse a algunos
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valores dados de a (a=5%, por ejemplo). En segundo lugar, una
tabla de potencias con dos entradas (P; Y P,) se vuelve confusa
-pues ninglin método es uniformemente mejor que otro- lo que
obliga a efectuar algunas simplificaciones. Asi, Haber (1987)
adopta como criterio de comparacién el valor de:

6(A) =Min{8(p,,p,, )| ipl—p2|=A}
By

(35)
o minima potencia alcanzada en A (que es una buena medida de la
lejania de Hy), lo que le lleva a concluir que los métodos CSF
y CSZ son los mds potentes ( en el sentido descrito arriba) de
entre los 6 métodos que compara (CSF, CSZ, CSZ', y los tres
citados al final del apartado 2.4.2). Sus conclusiones estéan
limitadas por el hecho de haberlas obtenidoc sélc para tests de
dos colas, para un error a del 5%, y sdélo para algunas
versiones de tests. Ademds, las mismas varian con A (que es
desconocido) y se obtienen para un dnico valor de p; (el que
hace minima la potencia), despreciando a todos los deméas.

En otro contexto, Eberhardt and Fligner (1977) adopta como
criterio de comparacidén el Area del espacio paramétrico -
rectangulo (0;1)x(0;1)- en que un método es mas potente que

otro.

2.5.2.- Resolucién de 1la segunda restriccién: Potencia a

largo plazo.( Aportacién )

En nuestra opinién, al no existir un método que sea

uniformemente mids potente que otro, la comparacién de ellos en

39



base a la potencia alcanzada en diversas parejas de valores
(P17P;) es defectuosa. Si el método A es mds potente que el B
en un pequeifio subconjunto E del espacio paramétrico, y menos
potente en el resto, de ahi no se infiere que A sea peor que B,
pues todo depende de cémo de probable sea el subconjunto E
frente al resto. Si las comparaciones de potencia desean
llevarse a cabo, debe asignarse una distribucién "a priori" a
los pardmetros p; que permita evaluar la potencia global de
cada método en todo el espacio paramétrico. Con tal f£in,
asumamos que a largo plazo (en todas las ocasiones que, en el
futuro, un investigador pueda enfrentarse a un problema como
este}, los pardmetros p; siguen la distribucién uniforme.
Alternativa, y equivalentemente, aceptemos que, puesto que las
p; son desconocidas, cualquier valor de ellas es igualmente
posible (lo que, como se ve de momento, es asumido también
implicitamente por el resto de los autores), lo que nos lleva
de nuevo a la distribucién uniforme que, ademds de ser una
eleccidn natural, es un caso particular de la distribucién beta
(la distribucidén conjugada natural para el pardmetro de la
distribucién binomial). Para tests de dos colas, esto ocasiona

gue, por la expresién (34), la potencia a largo plazo de un

test sea:

11
9(a|n1,nz) =ff (plrpzaalnlanz) dpldpz

[+ )]
r I I - (36)
= [ ]( )fplxxtl_pl) oy X:.dplfpz :(1_p2) 2 zdp2
RC(a) 0 0
_ x4 (n-x) _xt (np-x,) ! 1
Rc(a) (12,+1) ! (1,+1) ! —RC(G) (n, +1) (12, +1)
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con lo cual:

®(a) =8(aln , )= n? de puntos de la RC(a) (37)
(@) (e lny, 1, M de puntos del espacic muestral

y asi, dados n;, y n,, una medida de la bondad de un método
incondicionado la da el nimero de puntos de que consta su RC
(criterio utilizado, en parte, por Upton (1982) y tan sélo en
base a su fuerza intuitiva (sin demostracién), vy dado
explicitamente por Luna y Martin (1987)).

Obsérvese gque, en esencia, los dos procedimientos de
comparacién de potencias referidos al final del apartado
anterior hacen esto mismo, pero sin ponderar cada punto por la
potencia alcanzada en é1. Asi, el criterio de Eberhardt implica
asumir que cada punto del espacio paramétrico es igualmente
probable, dandole a cada uno un peso de 1 6 de 0 segin gue en
€l sea ©,(p;,p,) mayor o menor {respectivamente) que ©z(p,,pP5)-
El método actual le asigna a cada punto el peso que tiene:
@(p,,P,)- Algo similar ocurre con el criterio de Haber. Para él
el espacio paramétrico es el conjunto de todas las parejas de
diagonales (pues plantea un test de dos colas) de valor A -
todas igual de probables-, y a cada una le asigna un peso igual
a la minima potencia alcanzada en ella, lo que constituye
también una pérdida innecesaria de informacién. Se ve pues que
el criterio de Haber es el adecuado para pianificar férmulas de
tamafios de muestra o para evaluar las posibilidades de optener
significacién con una tabla experimental Fada (pudiendo asi

afirmar: "la potencia como minimo seri de..."), pero no para
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comparar globalmente dos métodos. Con todo, mas adelante se
vera que sus resultados son compatibles con los aqui obtenidos.

Para tests de una cola, la demostracién es algo mids larga
y complicada. Si la alternativa es H, = p,>p,, entonces la
integral doble indicada en la expresidén (36) debe restringirse
a la regidén del espacio paramétrico en que es p,>p, (0sp,=1,
0=p,<p;), Y la densidad de la distribucién uniforme en ella es

2, para que asi:

ffzdpzdpl prldP1 2 (2L ] 1 (38)

Con ello, haciendo q;=1-p;, y por la (34):

1Dy
8(a) =8(aln,, n,) =[[8(p,,p,, ¢ |0, m,) 2dp,dp,
04Q

Dy

a X 1 X 2
Y /S

= 2 Y:.
) (11,+1) Rc(a)( ]fpl

La dltima integral, entre paréntesis, se corresponde con la

39
dp, (39)

x,+1) [ {(y,+1)

T'(n,+2
fr( G Pz"’qzy’dpz]dpl

funcién beta incompleta 1-8(x,;n,+1,p;) (Feller, 1980; pg.182)
Yy, al ser ésta la probabilidad de obtener al menos (x,+1)
éxitos en una binomial B de pardmetros (n,+1) y p,, dicha

integral serd igual a:

1-P(x,:0,+1,p,) = PAB(n,+1;p;) 2 x,+1}

np+l (40)
n,+1 - i

-y ( g )p s g,

S‘x:"l
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y sustituyendo en (39), se obtiene:

B+l 1
: 1 + -Xy —8+
e(a) = 2 E E (nl]( H2+ )fpfl Sq{lxl & 1dp1

(nz?l) RC(a) gmxy+l X, S )
= 2 (41)
- U(X‘ rx )
(n1+1) (nz"'l) RC’Z(;) v
con
25+1 1
n,+1 I'(n,+2) . 2, -84 42
U(X:foz) - 2 1 fp1x1 sqln x151dp1 (42)
s=x,+1 1 1 +1) A

y esta (ltima integral también esti relacionada con una beta

incompleta, pues

1

I'(n+3) X439 _ N-X, -5+, =

I'(x,+5+1)T'(n-x,~5+2) {pl % P (43)
=1-B(x,+s;n+2,1) =1
por tanto
n,+1
X mn,+1 I'(n,+2) [(x,+s+1)T (n-x,-5+2)

Ulx,, x;) —Sl;ﬁl( s )I‘(x1+1)I‘(yl+1) T(n+3)

(44)

que es la cola superior de la distribucién beta-binomial, y su
relacidén con la cola de la distribucién hipergeométrica (Raiffa

and Schlaifer, 1961; Section 7.11) permite reescribirla en

términos de ella:

( a,+1 a,+1 n1+1] n,+1
- u N n+i-u) & u )N a,+1-u
Ulx,, %) =Y, = '

u=u, I1+2 usu, n+2
m+1 L a+l

U, =max{0;x, -y}

]=P;uq,za)

(45)
debiéndose la penidltima igualdad a que se han intercambiado
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filas por columnas, y siendo el dltimo sumatorio, que a partir
de aqui notaremos por Py(X,;,X,), el P-value del test exacto de
Fisher para la alternativa H, = p,<p,, en base a los datos de
la Tabla 3.

Tabla 3

Tabla base para determinar la potencia @(a)
en el test de una cola (H,=p,>p,).

e ——————— e rer— N —————

Xy y;+1 n,+1
X,+1 Yo n,+1
aJ+1 a2+1 n+2

e & T e —

Finalmente, por la (41) y (45), la potencia a largo plazo

para el test de una cola a la derecha (H,=p,>p,) serd:

2
= — 46
O(a) (D (7D e Pz(x,,x,) (46)

es decir, un promedio de P-values del test exacto de Fisher. El
signo - sobre la letra F nos recuerda que el P-value de Fisher
debe obtenerse en sentido contrario (H,=p,<p,) al deseado por

el test incondicionado (B,=p,>p,).

2.5.3.~ Resolucién de la primera restriccién: Potencia Media.

( Aportacidén )

El criterio anterior ain retiene la desventaja de que las
conclusiones que se obtengan con él dependen del error «
utilizado, y los valores posibles de a son numerosos. Una

solucién seria obtener las conclusiones para los errores «
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tradicionales (1%, 1%, 5% y 10% por ejemplo) -y sobre ello se
hablara més adelante-, pero esto tiene algiin inconveniente. Un
test puede ser el éptimo para el error a=5% y no serlo para los
errores a=2, 3 O 4%, errores que pueden ser tan asumibles como
el primero. Por otro lado, el investigador lo que desea es el
test Optimo para la tabla experimentalmente obtenida, y la
primera significacién de ella se alcanza en un error a (su P-
value) que no sera uno de los tradicionales. Todo elloc aconseja
establecer las conclusiones en base a intervalos razonables de
a (sobre los que también se habla mis adelante). Sea pues

a,saza, el intervalo de valores de a que son de interés. Dentro
de él, cualquier valor de a parece iqualmente razonable, siendo
la densidad de a en tal intervalo (az—al)'l (de nuevo la

uniforme), y asi la potencia media de un test en dicho

intervalo sera:

1 f a7
8(a,,a,) az_alafe(t)dt (a7)

y si notamos

Aa) =—-1~f9(t)dt=6(0,a) (48)
aO

la potencia media en el intervalo (a,,a,) de interés serd, en
base a la (47):

a,Ala,) —a,Ala;)

B(x,,a,) =
1+ %2
G270

(49)

Sea N el nimero total de puntos de la RC(a) para el método CST;

empleado. E1 método habra ido introduciendo dichos puntos en la
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RC de un determinado modo, dando RC's sucesivas de RC, = ¢,
RC;, RC; ...,RC. = RC(a) que, constando de N; puntos cada una,
se diferencian de la anterior en A; puntos (los del conjunto

que denominaremos D;); con ello:

Viz1l: Ni_Ni-].:Ai H RCi—RCi_1=Di

Cada RC; da lugar a un tamaio a*i, obtenido por la (3), con
a*y=0 <a*; <a*, < ...<a*, s a, y asi ©(a) es una funcién en
escalera con saltos en los valores a*i (ver Figura 2).

El area bajo tal poligonal, que es la integral de la
expresidén (48), es iqual a a.®(a) (el A&rea total del

rectangulo) menos el &rea a su izquierda, con lo cual A(a)

sera:

Ala) =8(a) -2 Y {B(a}) -8 (aiy)}a; =
=1 . (50)
- 1{0(a) (a-q’ * ) (al-a’
== {6(a}) (a-al) +§9(a1_1) (ai-ei_))}

Y s6lo faltara determinar los valores de A(a) en los tests de
una y dos colas, lo que requiere obtener los valores
especificos de O(a*i). Para el test de dos colas, la expresién
(37) en el formato actual es:

¥y (Viz1)

9(&1): (n1+1) (n2+1) (51)

8(a;) =0

lo cual, sustituido en la (50), da:

Na—i Ao

— I=1
ale) = a(n, +1) (n, +1)

(52)
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Figura 2

Representacién grafica de 1l1la potencia ©(a) de un método
incondicionado para todos los errores de Tipo I menores o
iguales que a (error objetivo). Los valores a*i de son los
tamaiios que alcanza el test cada vez que en la RC se incluye
algin/os punto/s nuevo/s. El &4rea sombreada es a veces la
potencia media entre 0 y a.

O(a)=0(a*r)

0 a*l 0*2 venen a*r_]_ o r a
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Para el test de una cola a la derecha, la expresidén (46) en el

formato actual es:

8(n?) = 2 ~ po(D. -
(@) (n1+1)_(n2+1);PF(DJ) (Viz1) (53)
8 (a;) =0
donde:
Pz(Dy) = Y Pplxy,xp) (54)
.(Xi,xz)EDj

Y P7(X,,%,) dado por la (45). Con ello:

. 2 in
Oles) -8 (ai) (n, +1){n, +1) 7 (D) (53)

y asi, sustituyendo en la (50):

= 2 S (a-a®) Po(D. 56
Ala) a(nl+1)'(n2+1)§(“ a}) Ps(D;) (56)

Por consiguiente, la potencia media se determina en ambos
casos a través de la (49), pero determinando el valor de A{a)
a través de la (52) en los tests de dos colas, o a través de la
(56) en los de una cola a la derecha. Los resultados para el
test de una cola a la. izquierda serian los mismos, pues
H,=p,<p, es equivalente a H, = q,>q,, y basta con cambiar de
suceso: de la si verificacidn del caracter a la no verificacidén
del mismo (permutando las dos primeras columnas de datos de la

Tabla 1).
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2.5.4.~ Criterio éptimo.( Aportacidpn )

En lo gue sique se va a realizar la comparacién de las 8
versiones de tests CST; (T;#T,;=M) descritas en 2.4 (métodos
Ccsb, CSH, CSF, CSF', CSZ, CSV, CSI y CSM') y su evaluacién
respecto del método CSM (que, por definicidén, se supone gue es
el mads potente). Las comparaciones se efectuardn en base al
procedimiento de la potencia media 5(a1,a2), pues es el que
resuelve las dos restricciones resehadas en 2.5.1. y, como
consecuencia de esto mismo, es el que mejor resalta las
diferencias entre los distintos métodos (los resultados
relativos a la potencia a largo plazo ©(a) se recogen en el
Apéndice I). Las comparaciones de potencia media se han
efectuado:

a) Para tests de una y dos colas.
b) Para las gamas de valores de a de:

(0%; 1%), (1%; 5%) y (5%; 10%)
pues un método puede ser el mejor para significaciones altas
(dtiles para aquellos investigadores que van a aplicar el
método de Bonferroni, porrejemplo), perc no para las moderadas
o leves.
c) Para una gama razonablemente amplia de valores de n=n,+n,,

los cuales se han agrupado, sin pérdida de generalidad, en los

intervalos:
6-14; 16-24; 27-33; 37-43; 48-52

es decir, en los entornos de 10, 20, 30, 40 y 50."
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d) Para una gama razonablemente amplia de valores de K=n,/n,,
con 2=n,;=n,,los cuales se han agrupado, sin pérdida de
generalidad, en los intervalos:
K=1.00; 1.00<K=1.25; 1.25<K=1.50; 1.50<K=1.75;
1.75<K=2.25; 2.25<K=<3.00; 3.00<K=4.25; 4.25<K=6.00

Se ha optado por individualizar resultados en base al valor de
K pues nuestros primeros resultados (ver Apéndice I) vya
indicaban que la actuacién relativa de cada test no depende de
que los n; sean primos o no, o de que sean miltiplos o no, sino
sélo de la magnitud relativa (K) de uno frente a otro, lo cual
es concordante con lo que se conoce para los tests chi-cuadrado

(Schouten et al 1980).

Con ello, para cada método, numero de colas del test, e
intervalo de valores de a , se ha determinado la potencia media
5(a1,a2|n1,n2) para cada tabla (pareja n,, n,) con valores de n;
compatibles con los valores de n y de K citados anteriormente.
Asimismo, con el fin de no limitarnos a muy pocas tablas ni,
por dar demasiadas, oscurecer los resultados, la; tablas se han
agrupado en los intervaios de n y K citados anteriormente,
procediéndose a calcular (para cada agrupamiento) la media de
las © alcanzadas en cada una de las tablas agrupadas. La
globalizacidén no es peligrosa pues éfeviaﬁente se comprobd, de
nuevo en base a los datos del Apéndice II, que pequefias
variaciones en n y K no hacen variar la posicién relativa de

los métodos. Para obtener dichos resultados, que se recogen en
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las Tablas 4-8, ha sido preciso estudiar un total de 371 tablas
(parejas de n; y n,), con un total de 333.252 puntos (Xy,%,) a
una cola y 295.475 a dos éolas; por ejemplo, en la Tabla 5,
para n=16-24, el total de tablas estudiadas fue 67,

estudidndose en K=1 las siquientes 5 tablas: n,=n,= 8 (1) 12.

Los datos de las Tablas 4-8 se analizan mejor si se les
presenta en forma de grdfica. Esto es lo gue se hace en la
Figura 3, para un caso bastante representativo de lo que sucede
en el resto {las fiquras para los restantes casos se presentan
en el Apéndice I), y que nos servirid de apoyo en una primera
seleccidén de los métodos mas competitivos. En dicha figura no
se representan algunos métodos a partir de ciertos valores de
K pues, teniendo una potencia extremadamente baja en ese tramo,
su inclusién sélo serviria para oscurecer la actuacién relativa

de los restantes métodos.

Para una cola, la grafica situada en la zona superior de
la Figura 3, y la parte izquierda de las Tablas 4-8, muestran
que los métodos D, V, Hy F' (en ese orden) son los peores, por
lo que en adelante los éxcluiremos de nuestras comparaciones
(aqui, como en adelante, se omite también el prefijo CS comin
a todos los métodos). Por otro lado, los métodos I y F son
practicamente iguales (con ligerisiﬁ& venfaja para el I); dado
gue ambos son inferiores al M', y que el tiempo de cémputo del
I es apreciablemente mayor que el del método F (tan sélo es

inferior al de M), en adelante se omite también el método I de
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las comparaciones, pues las conclusiones que se obtengan para

el método F le son practicamente validas.

Para dos colas, la gridfica de la 2zona inferior de la
Figura 3, y la parte de la derecha de las Tablas 4-8, muestran
que los métodos D, V, y H son los peores (en ese orden) y por
ello son excluidos en lo que sigue. A continuacién viene el
bloque de los métodos I, F y F', siendo excluido el I por ser
el peor de los tres y por las mismas razones que en una cola.
De entre los métodos F y F', el segundo actia algo mejor que el
primero, pero siendo éste mis habitual en la literatura y
siendo ambos claramente inferiores al método M' y, en una
amplia gama de valores de K, inferiores incluso al Z, en lo que

sigue se omite el método F' de la presentacién de resultados.

En consecuencia, tanto para tests de una como de dos
colas, nuestro interés prinqipal se centra en los métodos M,
M', Z y F, didndose sus grdficas de potencia en la Figura 4. En
base a estas grdficas, y para tests de una cola, puede
concluirse lo siguiente:

12) El método mds potente es sin duda el M.

22) El método M' es practicamente igual de potente que el
método M, manifestidndose alguna lige;a discrepancia conforme n,
a y K aumentan.

32) El método Z sbélo es competitivo para valores muy bqjos de
K (muestras muy equilibradas), actuando bastante mal en el

*

resto de los casos. De cualquier forma, Z nunca es mejor que
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M', pero si suele ser mejor que F para valores muy bajos de K.
42) El método F es bastante competitivo siempre (aunque es algo

peor que los My M'}, y converge al M' para valores altos de K.

Para tests de dos colas las conclusiones son:

a) El método mas potente es sin duda el M, perc el M' es
practicamente igual que aquel.

b) El método Z sique siendo erritico, pero menos gque a una
cola, actuando competitivamente en los valores bajos de K y en
los moderados o altos de a. De cualquier modo Z nunca es mejor
que M', pero si es peor que F para valores de K mayores que 3
6 4.

c) Aunque el método F' no se halla incluido en las graficas
comentadas, es el mejor, después de los métodos M y M', para

valores grandes de K (ver Tablas 4-8).

Otros aspectos a resefiar son los siguientes:

i) Las posiciones relativas de los métodos no dependen del
tamaifio total de muestra, pero si (ligeramente) del valor de «
Y, sobre todo, del valor de K. Un caso algo atipico es el de la
gama mas baja de valoreé de n(6-14); la variabilidad que se
observa en sus graficas se debe a que el valor de ®, en este
caso (en el intervalo de n considerado), si varia
apreciablemente con n, pero, con todo, las conclusiones de este
apartado siguen siendo validas.

ii) En los tests de una cola, con el aumento de K los métodos

L]

M y M' tienden a separarse, y los M' y F tienden a igualarse,
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en tanto que en los de dos colas el comportamiento de M y M' es
similar, y sus diferencias con F se mantienen constantes con el
aumento de K.

iii) Curiosamente, y contrariamente a lo que es habitual en
Estadistica, la potencia midxima no se alcanza cuando los
tamafios muestrales n; son iguales, sino cuando son ligeramente
discrepantes. Con todo, la potencia de todos los métodos
disminuye drédsticamente conforme K aumenta. La reduccién de
potencia cuando es n;=n, (en K=1) se debe a que, en este caso,
las reglas de ordenacién que definen cada método ocasionan con
frecuencia empates en el orden de entrada de los puntos, lo que
obliga a introducirlos en la RC(a) en grupos de 2 & mas puntos
en lugar de individualmente (y esto sin contar con la condicidén
de simetria, que provoca que el problema se agudice para los
tests de dos colas). Ello ocasiona que el error objetivo a se
desborde con mds frecuencia, por lo que la RC(a) constarid de
menos puntos y el test serd menos potente. Basta con que n; sea
ligeramente distinto de n, para que la situacién de abundantes

empates deje de producirse, y de ahi el incremento de potencia.

Por dltimo, resefiar que todos los métodos alternativos al
M (salvo el I y el M') tienen tiempos de cémputo similares y
del orden de 10 veces inferior al del método M', el cual tiene
un tiempo de cémputo 8 & 9 veces iﬂéerior al del método M. El
tiempo de cémputo del método I es 2 veces superior al del

método M'.
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Tabla 4

Para cada ntmero de colas (una cola columna izquierda

colas columna derecha), cada intervalo de iglores :%edoz
(cabecera de cada subtabla), cada método (primera columna) y
cada ?ntervalo de valores -de K=n,/n,>1 (primera fila), en el
interior de la tabla se da el promedio de la potencia media

?lcanzada en todas las tablas que verifican las condiciones
impuestas y con un n de 6=<ns14.

§lox; 12} dlonity)

Ret\K ] <1.00 €1.25- £1.50 €1.75 £2.25 $3.00 $4.25 46,00 Nel\K | =100 €1.25 €1.50 €175 €2.28 £3.00 €4.25 £6.00
esh 1 667 903 820 7.7 1.3 474 4ds 3 CSH b 460 6.0 608 563 6.42 446 440 233
CSH* 1 .67 9.13 820 7.87 1) L7445 A N T A6 670 608 5.6 62 446 L4033
652 ] 67 013 8.0 1 720 4N 43 A ST | 60 6.6 590 5.6 6.42 4db 431 1M
eF | 667 9.3 220 7.87 7.3 AN 445 392 oF | fed 636 590 546 632 dds 40 AW
crt | er 840 7.9 .87 121 40 LAS M CSF' | 460 S50 .07 546 632 446 L0 3.0
61 ] 667 9.3 820 7.87 723 A Ads A2 sl | 464 636 590 5.6 632 4ds L4 13
CSH &7 9,13 8,20 7.87 ray LM 445 3 {SK LB B35 590 5.6 R32 486 LD 1))
ey | .67 9.3 881 7T T3 AT das 3. o | e 6.3 587 546 632 446 440 A3
0 | 6.0 .81 6.1 7.87 680 470 445 332 50 | 426 6.3 5.7 546 5.6 426 40 .33

8l1%;5%) A 1ey)

Net\E | =1.00 ¢1.25 £1.50 £1.75 €2.25 43,00 44.25 $6.00 HelA\K 1 =1.00 €1.25 ¢1.50 <£§.75 €2.25 €3.00 €4.25 46,00
e | 2060 2330 2077 20.67 2019 17.29 16.58 13.52 M 1386 18.46 17,17 16.%6 16.57 16,95 1545 13.40
cour | 2040 23.29 2077 20,68 20,18 17.29 16.52 13.82 et | 13,86 1839 17,12 16,96 16.58 14.99 15.42 13.40
657 | 2041 2.3 21.60 19.89 19.3% 17.05 16,23 10.93 G52 | 13.86 16.07 16.88 1638 16.36 14.98 15.39 11.00
[ 20,01 2334 21,41 20054 19,95 17.16 16,50 13.%2 CSF 13.86 19,03 16.12 15.80 15.71 14.72 15.42 13.40
cof | 20,40 20,68 20.13 19.53 20,04 1689 16.32 13.52 5F' | 1386 16.35 17.03 1639 16.13 14.82 15,42 13.40
es1 | 2040 2330 21.55 2054 2010 17,29 16.55 13,82 ts1 | 13.86 18,03 16.25 15.80 15.75 1442 15,10 13.40
S | 20.41 23.36 2055 2054 20.03 17.16 16,50 13.52 oM | 13,86 18.03 15.25 15.80 1579 172 15.42 13.40
esv | 20041 22.83 20.40 20.54 19.97 12.29 16.52 13.52 o5y | 12.86 17.21 16,08 15.80 15.50 14.05 1S.1¢ 13,40
o0 | 17.50 22.5¢ 20,39 20.52 1884 1661 1613 13.%2 0 | 12,93 17.00 16.08 15.45 14.54 12.89 13.99 13.40

o 52:108) 8(5¢;108)

Nathk 1 =1.00 1,25 <1.50 €1.75 42,25 $3.00 44,25 £6.00 Meb™X 1 =1.00 1,25 ¢1.50 £:.2% 3,25 €300 £4.35 46,00
st | 29.93 36.05 3522 M. 3200 247 .38 5.7 ok | 2347 280 .67 27.60 2588 .11 23,20 0.9
cont | 2993 36.04 3513 .41 32.00 2847 27,29 25.73 CHt | 2367 28.00 27.60 27.60 25,87 2311 23.20 23.93
cst | 20016 26,05 34.87 3436 3086 248 1.7 2.0 CsT | 23.67 27.65 26.76 27.50 26.70 22.23 2193 21.30
csfF | 30006 34.20 3388 3386 392 2832 27.29 25.52 0 | 73.67 22.65 24.89 25.13 25.20 22,23 22.87 22.84
CF' | 3016 245 3077 3034 2991 2025 26,28 25.82 eSF' | 2367 25.59 25.41 26,32 2537 22.07 22,93 2.8
651 | 30.16 34.95 3014 33.86 3192 28.32 279 25.73 81 | 22,67 27.65 20.89 25,13 2530 22.20 .48 22.84
SR | 20.t6 34.27 31,08 33.86 .45 2832 27.08 25.2 CSH ) 23.67 27.85 26.89 25.03 2534 2.7 22,87 2284
v | 2930 .2 34 N 338 281 2. 2.5 (5v | 20,67 27.09 2081 25.13 246 2.0 2111 2050
esd | 26.77 34,27 3358 3344 2067 28.08 27.04 22.64 ¢s0 | 20,11 76.70 20.67 25.13 2201 20.8% 2111 20.51
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Para cada nGmero de colas (una cola columna izquierda y dos
cada intervalo de valores

colas c¢olumna derecha),

(cabecera de cada subtabla), cada método (primera columna) y
cada intervalo de valores de K=n,/n,z1 (primera fila), en el
interior de la tabla se da el promedioc de la potencia media
alcanzada en todas las tablas que verifican las condiciones

impuestas y con un n de 16sns24.

Tabla 5

aox:1s) o 02:12)
Rt | 1,00 $1.25 1.50 €175 £2.25 €3.00 .75 ¢6.00 HetMK | =1.00 €1.25 $1.50 (1,75 €2.25 £3.00 $4.35 <6.00
eh | 2.0 297 .30 271 1980 1833 1.9 1087 K 117,99 19.63 19.17 18.97 17.57 16.76 14.28 10.63
CSN' | 22.14 22,94 22,29 20.70 19.82 8.3 14.%0 10.4 CSH' | 17.99 1959 19,17 10.97 17.55 1674 14,27 10.63
051 | 2094 2279 2091 0.8 18.47 12.03 1335 9.2 57 | 17,90 1920 1877 1869 17,30 16,45 13.99 9.7
CSF | 2087 2276 2098 21,37 19.53 18.20 14.81 10.63 SF 17,50 19.28 1841 18.08 1673 16,24 1417 10.63
CSF' | 21,87 22.38 2070 2014 19.09 1772 1464 10.83 F | 17,90 1902 18,74 18093 17,02 16.54 1422 10.43
OSI | 21.67 22.78 22.05 21.50 19.63 18.22 14.89 10.54 ST | 17.90 19.29 1840 18.04 16.62 16.01 14.04 10.60
CSH | 2181 22.68 20,86 21,38 19.07 18.17 14.80 10.8) ek 17,50 1904 1830 16.06 16,95 16.20 L4.17 10.63
CSV [ 20.81 22.58 2051 2012 1931 18.11 1485 10.52 GV {1790 19.01 18.11 17.80 16.63 15.99 14.00 30.43
€50 | 18.18 21.36 20.63 20.19 18.07 16.87 13.84 9.8 (50 | 15.12 17.83 17.23 16.83 15.05 1050 12.60 9.71

8(12;5¢) B(1t:51)
HetAK | 31,00 £1.25 150 €175 42.25 £3.00 4.5 46,00 Met\K | 11,00 $1.25 1.0 $1.75 €2.25 €3.00 .25 £6.00
M §38.2¢ 39.00 2048 37,69 35.96 3031 30.62 25.20 CH | 3177 9355 3296 32.66 31.20 30.21 27.38 23.55
CH' | 38.17 39.12 3845 37.62 35.92 .24 30.59 25.15 K | 377 23.49 3290 32.56 3007 30.04 27.98 23.85
es2 {2810 29.00 37.54 36.68 34.08 32.02 28.42 21,53 (57 | 3159 33.03 3057 3235 20.96 20.40 26.81 21.5
CSF {3788 39.75 37.80 37.13 35.43 34.01 30.30 25.1s CSF {137 3276 31.80 1159 30.02 28.65 26.24 22.87
esF' | 9708 2848 3097 .20 AS 2.9 19.19 24.52 CSF' L3030 32,86 3234 3195 .51 2955 26.91 23.29
¢S | 37,88 38.82 37.81 37.24 35.48 33.99 3049 25.15 S 135,33 32,77 3.2 M6k 29,95 28.31 25.67 2268
CH | 37.76 3847 3739 30.90 3531 37U 30.20 25.08 CSH | 31,20 3283 3143 334 29.96 26.5¢ 26.25 22.88
Csv | 37,76 9728 36.73 36.42 .38 32.85 29.84 25.01 (v | 3t.20 3189 20.98 3057 2953 .61 24.81 22.28
€S0 | 3216 6.35 .62 304 79 IS 287 2.9 es0 | 26.30 3005 29.51 2904 26.96 25.89 2.3 1946

85t t0t) &5t:10%)
HeLK | 11,00 $1.25 $1.50 17§ €2.25 $3.00 £4.25 .00 Met\K | <100 €1.25 €150 €1.75 €2.25 $3.00 44.25 €6.00
CSH | 49.82 50.82 50.18 49.85 49.03 46.19 42.58 1174 CSH | 4150 4375 43.19 42.90 4141 €0.00 37,20 33.50
CSH® | 49,80 0.7 50.13 {9.81 47.93 M6.11 42.38 37.55 CSH | 4134 4272 43.09 4287 4142 39.96 37400 3149
CST | 4973 50.50 49.40 49.02 4771 43.17 35.98 2.8 51 1 41,30 4355 42.99 .56 41,22 3593 .32 30.97
CSF ] 49.45 S0.08 48,91 48.75 47.72 45.68 42.30 37.58 05F 14112 4271 42.02 41.06 29.75 850 3521 30.56
CSF' | 4945 49.20 1900 48.29 46.46 44.5t 40.16 34.5¢ CF' [ 4112 4259 4240 4143 4076 39.26 363 12.51
(ST [ 49.45 5006 4B.93 48.95 47.75 45.69 42.20 17.52 CST | 41.12 428! 42.05 41.08 39.58 .41 .97 30.03
CSK | 4933 0024 4830 HB.47 47.22 45.09 4L.%5 36.90 CSH | 40.99 42.40 4145 40.91 39.26 39.23 5.3 30.7
v | 4815 47.97 4179 47,02 4559 .26 AL.d 36.20 GV | 49.99 40.62 40.47 40.07 3861 36.79 4.06 29.78
€S0 | 43.09 47.64 46.99 £6.69 019 42.91 40.66 35.63 €50 | 3488 39.99 35.05 8.59 26.25 5.1t 3195 27.41
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Tabla 6

Para cada ntimero de colas (una cola columna izquierda y dos
colas columna derecha), cada intervalo de valores de «
(cabecera de cada subtabla), cada método (primera columna) y
cada intervalo de valores de K=n,/n,=1 (primera fila), en el
interior de la tabla se da el promedio de la potencia media
alcanzada en todas las tablas que verifican las condiciones
impuestas y con un n de 27=n=33.

aotiy) #{oti1)
Hel\K | 2100 41,25 §1.50 €1.75 €2.25 €3.00 €4.25 ¢6.00 HELMK [ =100 €125 (150 £0.75 2,25 €3.00 €4.25 ¢6.00
CSH | 32,70 32.68 32.40 3E.71 30,08 2772 H.28 19.38 CSH | 28.52 29.09 28.95 28.55 27.17 2537 2.8 18.7)
CS* | 3273 32,66 334 3171 3006 27.68 20.25 0.3 CSH' 1 28.52 29.05 79.32 28.5% 27.16 25.30 22.62 18.72
€51 ] 3234 92.28 3177 30.5% 28,3 25.01 20.8) 15.08 CSL | 28.29 20.47 28,47 28.09 26,84 24.84 2076 15.08
C5F | 92,37 3026 1133 L2 29.66 2734 .04 19.25 CSF | 28.36 28.43 28.25 27.50 26,32 24.27 21.8) 18.40
CSF' [ 3237 199 3166 079 29.09 26.8% 23.45 19.05 CSF' | 28.36 28,44 2845 20.90 26.80 .66 2.3 18.50
051 3238 32.30 .90 332 2970 2.0 2010 19.2 CS1 12836 2847 28.23 27.56 26.06 27.88 2030 17.99
CSH | 30,27 22,09 3078 3116 9.5 2.2 0.9 19.22 CSH | 28.36 2835 20.13 27.50 26.17 4.2 2084 18,8
CV 1 3099 L1 3139 .73 2935 26.97 22.80 18.99 CSV | 2791 28,04 2778 22,27 5.0 2309 2028 17.89
S0 | 27.22 29.57 29.29 28.72 26,81 24.83 21,94 17.35 €50 | 2373 25.98 25.57 25.08 23.42 21.82 19.44 16.06

a(1%:52) o125
Het\K [ =1.00 $1.25 €1.50 €175 $2.25 $3.00 $4.25 €6.09 HetMK [ =100 (125 S1.50 175 $2.25 £3.00 4,35 6.09
CSH [ 4811 48.28 47,98 47.2% 45.82 4345 40,37 35.29 CSH 1 42,08 4287 4271 42.19 €0.88 39.02 36.30 32.20
CSH' | 48,03 {8.18 47.88 47.22 45.73 43.56 40.23 35,19 CSM' | 42,07 42,79 42.69 42,16 40.85 38.95 36.27 32.19
ST | 47.0 4279 47.41 45.%7 4371 40.73 36.86 28.86 €51 [ 4167 42,46 42.29 4176 0.48 19.41 35.21 28.88
CSF | 47.68 47.49 47.18 46,72 45,27 43.12 40.01 35.08 TSP | 41.59 42,00 41.67 41.04 39.84 3748 34.50 30.33
CSF' [ 47.63 47.25 47.20 46.23 44,20 €14 30.65 33.46 CSF" | 41,59 42.03 4197 41.54 29.95 39.12 25.59 1.2
51 | 47,68 €7.52 47.20 4676 45.26 3.1 4G4 15.50 OS] | 41.59 42.04 €165 40.99 39.78 37,27 30.26 29.%¢
CSH | 42,53 47.00 46.79 46,37 4487 42.66 39.63 .M CSH | 4109 ALSE 4128 L0T0 39.55 37.32 .52 30.52
TSV | 46.55 46.07 46,08 45.53 419 41.81 38.0¢ .10 CSV | 40.85 40.85 40.68 40.00 38.59 36.52 1.3 9.7
05D | §1.07 420 44,10 43,57 4058 39.70 36.90 32.28 50 | 35,41 39.5 38.18 37.64 35.80 3400 3120 2721

a5t a(s5t10t)
NetMO | =100 €1.25 €1.80 (1,78 (295 €100 €4 35 ¢4 qp MelAK L 2100 €125 (150 £1.75 £2.25 3.06 €4.25 £6.00
€SH | 58.75 S8.76 53.56 58.08 56.52 S4.71 S1.76 47.3 CSH | 5110 52.2t 52,01 S1.68 5042 B.46 (5.64 2.1
CSH' { S8.,77 58.64 5B.46 57.9% 5620 SU.51 S1.47 45.92 CSM® | 50.97 52.13 S1.B2 51.65 S0.40 48.40 45.77 42.1%
€52 | S8.34 S7.91 S7.75 $6.86 S6.08 S1.49 44,10 40.80 51| 50.70 51.82 S1.70 51.35 50.05 47.88 43.53 38.2%
CSF 1 $B.17 57.85 57.57 57.20 56,27 5413 SLA 46.9] CSF 1 S0.67 SLL1Y 50.79 S0.46 48.84 47.16 44.16 39.5%
CSF' [ 58,17 57.36 $7.57 S6.67 S$5.31 52.70 49.87 ¢5.03 CSF™ | §0.67 S1.2¢ SL.A3 S0.41 49.57 42.61 44.82 40.87
IS] | $B.17 57.84 S7.60 ST 56.25 S4.17 5127 46.88 €S0 | 50.67 51,12 $0.78 5045 48.78 47.00 44.08 39.41
CSH | 57.06 S6.87 56.99 56.38 $5.37 $3.30 §0.51 45.13 CSH | 50.58 50.45 50.25 49.92 48.M4 45,59 43.92 39.55
CSY | 56.61 55.52 S5.64 $5.35 '§3.67 SL.9t 49.28 45.03 CSV 149,35 4928 49,08 48.61 47.59 45.24 42,41 36.1
€50 | 51,30 54.80 S4.65 54.29 52,43 S0.84 {815 408 CSD | 43.71 4255 47.13 4672 4479 4100 4047 35.%0
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Para cada nimero de colas (una cola columna izquierda y dos

colas

columna derecha),

Tabla 7

impuestas y con un n de 37s=ns43.

g{02;1%)
Het\X [ =100 €1.25 €150 €175 €2.25 €200 428 €4.00
| 39.52 .88 3944 2805 I W99 3L 8.0
Csn' | 39.89 3984 3930 8.7t 3.7 M.92 3h.26 26.19
s | 39.50 9936 3886 T84 3526 30 27.90 0.0
esF | 39.42 39.30 38.30 3820 36.85 3451 30.99 26.00
e | 39.42 39.08 36.62 17.85 36.08 3160 30.20 5.3
es1 | 3947 1.9 1.9 3827 3.9 3051 3101 26.01
s | 39.23 3901 3071 37.98 3649 LT 1.8 2591
oV | 3866 38.64 30.29 I7.61 2637 3393 30.50 25.68
st | 3378 35.90 3557 .92 1335 L2 27,93 20.38

o 1t:5t)
Ket\( | £1.00 €1.25 (0.50 $1.75 2.2% $3.00 €4.25 .00
¢SH | S4.49 0.8 112 5348 52.23 50.20 46.96 4219
con' | sS40 5439 54,03 51.42 5217 S0.07 1679 4194
57 | Si.16 5394 5342 S2.15 49.93 47.10 42,91 95.19
OSF | 53.8 53.66 S§3.40 52.85 5162 49.62 46.43 1.0
oFt [ $3.83 §3.43 S3.27 S 50.82 4252 487 0.2
es1 | 53.82 53.6% S3.41 62,92 5166 49.62 46,49 41.8
s | $3.33 ST S2.91 52.46 51.19 49.06 (5.98 41,39
ey | 5277 52.04 5212 5143 S0.14 4315 499 40.52
€50 | (7.55 €9.99 4977 49.19 47.68 45.88 €2.77 8.3

a{5:10t)
MK | =1.00 $1.25 £1.50 S1.7 §2.25 300 §4.25 .80
o | 602 BO.OL BI.06 5324 6220 60,39 §7.59 S1.56
esht | 60,01 6390 6353 83.09 62,11 60.17 ST 5202
57 | 63.42 300 62.78 S1.94 61.14 ST.S5 49,85 46.50
CSF | 63.20 63.07 62.94 62.49 S1.60 59.75 56.98 52.%
' | §3.20 62.81 62.86 £2.06 0.9 $8.88 55,23 S0.65
51 | 6320 63,07 £2.95 6248 K161 59.75 S6.96 2.9
S | 62.39 62.14 62.34 61,68 60.52 58.88 $6.15 52.07
G | 61.51 60.75 60.69 £0.34 59.08 S7.32 S4.6% 50.71
es0 | 57.38 S9.81 59.75 58.23 57.85 S6.36 53.63 49.50

h14}¢

CSh
o8’
(51
C5F
sF!
(81
CSh
4]
s

Helal

434
(53

CsF
CSF'
51
{54
(sv
s

Het\K

41
(sH’
£:74
CSF
LS
(st
C<H
sy
(s
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€¢1.2%

.50

oti1t)

41.7%

£2.25

13.00

.29

cada intervalo de valores de «
(cabegera de cada subtabla), cada método (primera columna) y
cada intervalo de valores de K=n,/n,z1 (primera fila), en el
interior de la tabla se da el promedio de la potencia media
alcanzada en todas las tablas que verifican las condiciones

£6.00

5.8
38.83
8.9
k.4
KEN
35.51
35.19
3,82
0.2

36.29
3.
35.67
35,85
35,68
3.0
3568
35.06
RN

€1.25

5.9
35.9%
B2
s
8.7
35.2%
35.08
.65
.82

.50

KNS
3.0
L9
kI
RLIVE]
LY
Wb
33.99
n.a

W16
KK
n.n
n.z
na
nn
n.u
2.6
29.46

#1t;5t)

$1.7%

§2.25

.
2,18
n.3
it
.4
30.81
iy
30.51
.9

(3.0

19.10
29.08
25.95
2.0
28.93
.0
nn
o0
25.08

.2

2.0
24.48
0.0
ne
u.u
n.n
u.n
n.axn
231,29

£6.00

3.8
i8.81
LE -4
{8.28
18.28
9.8
47.88
47.26
42.08

=1.00

19,37
9,28
18,96
4849
8.64
48.52
3.0
7.2
.60

H]

£9.09
49.04
.1
e
48.19
18.15
7.7
16.98
W.1s

§1.50

43.50
.49
3815
4.5
47.84
47,54
7.1
46,36
3.5

i7.3
7.0
42.01
6.3
46,60
16.26
45.02
45,04
2.1

a(5%;10%)

(.75

£2.25

15.50
45,42
15.01
.20
W,y
i.ce
1.9
3.02
6.2}

£3.060

42,5
2.53
[N}
1.9
43,83
.1
40.82
13.82
.4

14.28

18.48
3.4
5.0
36.61
37.80
.41
36,45
5.0
12.90

£6.90

57.30
5.7
.91
56.53
56.93
56.53
56.01
$5.36
50.22

57,12
57,76
57.60
56.89
57.07
%.91
86.22
5,93

53.04

57.63
57,50
§7.%9
56.64
56.M
$6,62
§%.91
54.87
52.9%

57.2%
517
56,96
5.7
86.11
56.28

'55.93

S5
52.08

56.17
6.15
55.87
54,88
§5.20
5¢.89
5438
5311
50.73

54.36
5.0
.00
51,13
53.50
§3.02
52.45
§1.20
8.97

51.64
§1.62
49.%9
$0.17
50.61
50.10
"5
48.20
46.04

48.02
47.9%
.18
15.88
46,468
4547
5.2
.18
41.96



Tabla 8

Para cada nimero de colas (una cola columna izquierda y dos
colas columna derecha), cada intervaloe de valores de a
(cabegera de cada subtabla), cada método (primera columna) y
gada intervalo de valores de K=n,/n,z1 (primera fila), en el
interior de la tabla se da el promedio de 1la potenci; media
glcanzada en todas las tablas que verifican las condiciones
impuestas y con un n de 48=n<52,.

s(ati1t) B0y 1)
HetMl | 21,00 §1.25 €150 €505 £2.25 $3.00 €425 €6.00 B | 1,00 €125 G150 €178 £2.2% £3.00 £4.25 6.00
S8 | 4526 d5.19 (478 4330 4270 6.26 36,63 3Ll x| 4137 4.0 4133 4064 3950 AL MM 29
CSH' 145,23 45.13 1073 4392 42.66 d0.20 2659 3t o [ 41,35 4162 4135 40.60 39.47 330 3012 29.%%
51 | W81 (067 (3.90 A27L 0.4 3688 3172 2020 51 | 40.80 (1,10 40.81 40.10 39.98 36.28 31.6) 202
65F | Gies 10,62 4020 .00 42.22 3908 6.8 31,28 CSF | 40.82 41.09 40.69 29.90 38.65 36.30 1238 28.52
G| ALBh 447 40,06 43,00 4134 3878 3530 30.44 oF' 40,82 41,12 40,77 19.95 38.81 36.52 3149 29.24
S| A0 dih G430 4351 2.7 3978 %29 318 ¢s1 14067 (1.3 40.77 39.88 30.54 36.07 32.49 2079
e | 0499 W37 ted 1023 12.02 2054 36,08 3112 con | .41 40.85 4048 3973 30.49 36.19 32.95 28.59
Csy | 44.05 13.80 41.50 42.77 A1.48 3909 35.62 20.77 sy | 16,38 4037 40.01 29.17 37.99 3558 32.25 27.84
£SD 1 38.93 4070 d9.31 39.59 29.04 35,37 32.6) 27.%¢ 050 | 36,35 WL .86 35.95 3085 9281 29.38 25.4

al1t:58) Bl 1Lst)
Bet\K | 1,80 €0.35 £1.50 (175 €2.25 13.00 £0.25 .00 Net\d | 21,00 €1.25 (1.50 €175 €2.25 €3.80 €0.25 $6.00
tsx | 5889 $9.88 S8.56 $7.87 %6.8L Se.76 5163 AT.M4 9| ST.e4 S4.06 S3.07 5110 52.08 S0.11 47.28 43.09
cont | ga.86 $8.77 S84 57.80 $6.85 SLSF 5147 6.8 CoN’ | 53,62 53.55 $3.70 $3.05 52.02 30.05 47,17 43.08
€51 L5365 58.05 $7.79 SE.EL S48 S1L4T 473 17 e52 | 53,42 $3.48 53.42 S2.76 SLIL 49.57 46.05 39.73
CF | 5316 S8.12 ST.87 57,27 %6.21 SO SLUL 46.87 COF {5291 52.27 52.95 52.24 SL.16 48.%6 45.82 1.4
CSF' | .06 57.96 S7.B3 S6.87 SS.04 3.2 D70 425 CoFt 5291 §3.35 52.05 S2.37 $1.27 49.25 46.27 42.00
1| S8.07 SB.16 57.90 §7.30 56.23 SOM 513 46,70 sl | 5294 $3.30 52,97 5224 5110 48.87 45.59 41.05
CSH | 57.68 57.49 57.39 S6.76 $5.6% $3.55 SC.60 6.17 R | $2.69 5278 S2.50 SL.B2 $0.83 8.62 45.55 41,34
esv | 56.96 56.47 5645 55.76 54.56 5267 49.83 4515 csv | 01.99 51,90 51,68 50.86 23.83 47.65 44,55 40.05
c0 | 52.08 521 53.90 5.3t SLA4 §0.01 4111 42,69 (S0 | ¢6.95 49.00 {8.53 47.91 46.62 .53 dL.66 3726

alsei10e) #(52:101)
ReUNK | 1,00 41,25 S50 €179 £2.25 .00 €425 16,00 VelvE b s1.00 (1,25 (150 (178 1225 13.00 $4.25 €6.00
CSH L 67,64 67.66 62.43 66.86 £6.00 64.23 161 57,87 R | BLLST 6197 6E.73 6119 60.28 S8.45 55.88 S22
esxt | 67,63 67,55 67.28 66.71 65,90 64,00 61,26 57,19 codr | 41.46 61,81 6156 1. 60.25 58.42 $5.81 52,18
OST | 62.00 66.69 86.32 65.54 64.87 £1.27 S3.9% S0.7¢ 51 | 6120 81,82 61.43 £0.30 §0.00 S8.14 5364 42.52
CSF | 66.89 £6.76 6670 66.15 5.35 6356 60,99 §7.19 sf | 6075 61.07 60.80 §0.34 $3.20 $7.37 S5 $0.41
CSF' | 65.89 66.59 86.60 65.67 64.53 62.63 $0.87 $5.17 eoF | 6075 8117 6105 60.27 $9.33 ST.62 S4TH 50.87
51 | 66.89 66.76 66.73 66,14 65.31 63.59 63,02 ST.M S | 60,75 61.07 50.83 60.30 59.18 57.23 345 $0.2
GH | 65.93 8578 65,97 65.3% 6422 62,70 007 5s.24 CSH | 6007 60,34 50.17 S9.47 SB.58 S6.62 5404 50.04
Csb | 4561 b6 BLAT 82.82 62.90 6115 SB.S4 5482 v [ 5935 S0.08 SB9 S8I S22 554T S2.51 480
b | £0.82 §3.39 63.22 62.76 4148 $5.86 $7.45 31 c0 | S4SL 760 56,55 S6.01 5079 52,80 0.9 46.02
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Figura 3

Promedio de potencia media, U, en funcién del valor de
K=n,/n,=z1 y para cada ntmero de colas del test (una cola
gré%ica superior, dos colas gradfica inferior) y para los tests
y métodos indicados (48s5ns52; 1%<a=<5%). El orden de escritura

de los mismos es el de su aparicién en la grafica por 1la
derecha. ‘
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48.5

44.5

54.3

49.3

44.3

38.3 - .
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Figura 4

Para cada intervalo de valores de n (cabecera de cada pagina),
para cada intervalo de valores de a (cabecera de cada pareja de
grdficas) y para cada nimero de colas del test (una cola parte
izquierda y dos colas parte derecha de cada p&gina), se
representa el promedio, &, de potencia media en funcién del
valor de K=n,/n,21 para cada uno de los métodos indicados (su
orden de escritura es el de apariciém, por la izquierda, en la
grafica; cuando la grdfica del método CSM' no se distingue es
porque esta superpuesta a la del CSM).
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n=6-14
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n=27-33
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n=48-52

=) (0% ~ 1%) 421

37. 4
408
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2.5.5.- Conclusiones.( Aportacién )

Desde la aparicidén del método incondicionado de Barnard
(1945) para la comparacién de dos proporciones (muestras
independientes}, se han propuesto diversos métodos alternativos
que mitiquen el alto tiempo de cémputo del mismo, pero la
decisién de cudl es el mejor y la evaluacién de la pérdida
sufrida por usarlos no ha estado clara. Aqui se ha estudiado el
comportamiento de los 9 métodos resefiados (uno de ellos nuevo),
en funcidén del nuevo concepto de "potencia media" (que es
generalizable a cualquier test con variables aleatorias
discretas), observandose que los métodos mids competitivos con
el M (que es el 6ptimo) son los M' (el nuevo), Z, y F (mds el
I a una cola y el F' a dos colas), lo que concuerda y amplia
los resultados del dnico estudio de interés existente al efecto

(Haber, 1987).

En lo que respecta al objetivo principal de esta
comparacién (encontrar el método &6ptimo de entre los 8
alternativos al M, y su evaluacién frente a éste), se ha
concluido lo siguiente:

12) El método m&s potente es el M' y su pérdida de potencia con
respecto al método M es nula o despreciable (a cambio de
dividir por 8 el tiempo de cémputo) especialmente en los tests
de dos colas.

22) Durante la etapa de planificacién de.la experiencia, es

preferible diseiiarla con tamafios n; ligeramente
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desequilibrados, especialmente con tests de dos colas. Los
disefios muy desequilibrados (K altos) son, sin embargo, muy
perjudiciales.

En lo que respectaA al objetivo secundario de la
comparacidén (estudiar los métodos mds habituales -Z y F- y
alguno de sus equiparables -el F'-), se ha concluido lo
siguiente:

i) Después del método M', estos métodos son los mas
competitivos.

ii) Las diferencias relativas entre métodos no varian
prédcticamente con n=n,+n,, lo hacen ligeramente con a, y
profundamente con K=n,/n; (n,zn,).

iii) Para tests de una cola, el método Z suele ser preferible
al F para valores K=1,5, pero actida muy mal en el resto de los
casos (F es preferible entonces).

iv) Para tests de dos colas, el método Z es el mejor para
valores de K=3 (6 4), pero actia moderadamente mal en el resto
de los casos (F'y F son preferibles entonces, y el primero
ligeramente mds que el segundo).

Conviene resaltar el peligro que se corre al utilizar
indiscriminadamente el método Z%Z, tal y como hacen alqunos
autores.

La Tabla 9 presenta un resumen de las conclusiones mas
relevantes descritas anteriormente. Esta tabla también recoge
el tiempo de cdémputo relativo (TCR{, pues la decisidén de qué
método elegir en un problema practico depende también del
tiempo de coémputo que se estd dispuesto a emplear .en su

-

resolucién.
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Tabla 9

Test incondicionado  a seleccionar en funcién del valor de
K=n,/n,21, del nimero de colas del test y del tiempo de cémputo
relativo (TCR) que se esti dispuesto a admitir.

UNA COLA DOS COLAS
SELECCION K=<1,5 K>1,5 K=3,5 K>3,5 TCR
12 M M (= M) 80-90
28 M M 10
ae '/ F z F 1

2.6.- Tablas y programas.

2.6.1.- Tablas y programas clasicos.

Como ya se ha comentado, la mayor dificultad del método
incondicionado radica en la resolucién de la expresién (3). Mc
Donald et al (1981) solventan el problema, para el método CSF,
obteniendo dicho maximo en una malla de (n,+n,+1) puntos (el
nimero de diagonales secundarias a,) equidistantes dentro del
intervalo (0,1) y, una vez localizado el intervalo del mdximo,
repiten el proceso para él, hasta lograr una precisién dada. Su
programa contempla la posibilidad de obtener la RC para
cualquier error objetivo a. La adaptacién del mismo para
obtener el valor P de cualquier punto puede verse en Luna
(1987). Una versidén en Lenguaje C, gue para algunas tablas

permite disminuir apreciablemente los tiempos de cémputo, se da

en Silva et al (1989). Mas elaborado es el procédimiento de
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resolver la (3), para el método CS%, dado por Suissa and
Shuster (1985), pero el mismo sélo es vAlido en el caso de
n,=n,. Posteriormente, Shuster (1988) lo generaliza al caso de
n; distintas. En cualquier caso, se hecha en falta algin

programa o estudio sobre el método CSM.

La construccidén de tablas de RC con tests incondicionados
es dificultosa por estar basados en la variable bidimensional
{X;,%X,), lo que hace excesivo el espacioc dedicado a ellas. Asi,
dados unos determinados valores de n,,n, ¥y a, la RC para un
test de una cola (H,=p,<p,) requeriria dar la informacién
contenida en una figura como la de la esquina superior
izquierda de la Figura 1. Esto puede simplificarse dando los
(n,+1) puntos frontera de la RC obtenida (con n, = n;) -~
aprovechando asi la propiedad de convexidad -, que en nuestro
ejemplo son los puntos: (-,0),(-,1),(0,2),(1,3),(1,4},(3,5) ¥
(4,6). Bajo este criterio, Mc Donald et al (1977) dan tablas
de RC para la versién CSF, pero las mismas estan limitadas a
los errores del 1% y 5%, a tests de una cola y a valores de n;
= 15. En realidad, el espacio gque les dedican (7 pdginas) es
casi el doble del precisc pues distinguen entre las
alternativas H,=p,<p, y H,Sp,>p,, Yy la propiedad de simetria o,
equivalentemente, la permuta de las dos columnas de la Tabla 1
de la introduccién, evitaria tal duplicacién. Upton (1982)
indica que un modo abreviado de daf.la RC anterior es con la
secuencia de sus (n,+l) primeros nimeros (~-,-,0,1,1,3,4),
aunque el procedimiento sigue requiriendo de tabla; muy

extensas. Un modo de dividir por (n2+1f el espacio requerido
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para las tablas consiste en definir implicitamente la RC a
través de un estadistico apropiado, evitando asi la definicién
explicita de ella, lo que nos lleva a los procedimientos CSZ (6
CSx%). Suissa and Shusterl(1985) dan los valores criticos de
estos estadisticos, pero sus tablas se limitan al caso de n;=n,
(desde 10 a 150), a = 1%, 2,5% y 5%, y test de una cola. Haber
(1986} da los valores criticos para el estadistico x, pero sus
tablas se limitan al caso de 5=n,=n,<20, a=5% y 1% y test de
una cola. La ventaja del métodc es que asi puede definirse la
RC mediante un dnico nimero (el valor critico del estadistico
%x2), lo que ahorra espacio, y que el estadistico es familiar
para cualquier investigador (de hecho es el generalmente
utilizado como método asintético). La desventaja es que el

método CSZ no es siempre el Sptimo.

2.6.2.- Nuevos programas.( Aportacidn )}

En el Apéndice II se presentan dos programas que, para
cualquier tabla (n,,n,), permiten cbtener: el primero (P.I), la
RC(a) y el tamafio del test para cualquier error objetivo a; y
el segundo (P.II), el valor P de cualquier punto (x,,x,). Ambos
programas trabajan tanto a una como a dos colas y para cada uno
de los métodos definidos en 2.4 (incluido el método CSM de
Barnard).

Con el objeto de reducir el elevado tiempo de cémputo,
esencialmente debido a la inclusién del método CSM,'en el

disefio e implementacién del algoritmo base, comin a ambos
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programas (y al utilizado para la comparacién de métodos del
apartado 2.5),l se han tenido en cuenta las siguientes
caracteristicas que conviene resaltar:

1) Se utiliza el Lenguaje C (Kernighan and Ritchie, 1986) por
sus propiedades de portabilidad, estructuracién, etc., que,
entre otras ventajas, permiten obtener programas mds rapidos,
compactos, y con una mayor accesibilidad a ordenadores
personales (Silva et al, 1989).

2) Se implementan tres propiedades tedéricas (Props.l a 3) que
disminuyen notablemente el tiempo de cémputo (TC) en todos los
métodos, y dos mis (Props.4 y 5) especificas para el método
CSM, por ser el que presenta mayores problemas en este sentido.
La Prop.2 permite ademds disminuir el espacio en memoria de
datos, aumentando de esta forma la portabilidad.

3) El cédlculo del maximo, expresidén (3), se resuelve en base
a una malla, o rejilla, inicial resultante de la particién del
intervalo (0,1) en n+l1 puntos equidistantes (uno por cada
diagonal), similar a la utilizada por Mc Donald et al (1981),
evaluando tanto a(p), como su derivada a' (p). La diferencia
principal con el algoritmo de estos autores estriba en que,
gracias a la implementacién de las propiedades tedéricas, se
reduce el nimerc de puntds de la rejilla en que debe evaluarse
a(p), simplificdndose también el nimero de cdlculos en cada
evaluacidén. Por otra parte, aqui es el algoritmo en su
totalidad el que se estructura en baéé a las diagonales de cada
espacio muestral EM considerado. De hecho, en las propiedades
tedricas, que seguidamente pasamos a enunciar, se evidencia la

conveniencia de esta estructura general.
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Prop.l .- Al final del apartado 2.4.5 se vidé que, en los casos
especiales de tests a dos Eolaa Yy tests a una cola comn n,=n,,
al ser la funcidén a(p) simétrica en p=0.5, las evaluaciones de
a* basta realizarlas en el intervalo (0,0.5], por lo que, en

estos casos, la (3) se reduce a:

a*= Max a (p) (57)
0<ps0.5

reduciéndose de esta forma el tiempo de cémputo a la mitad.

Prop.2 .- El sumatorio de la expresién (2) tendrd tantos
sumandos como puntos contenga la RC. Todos los sumandos
correspondientes a puntos (x,,x,) de la RC situados sobre una
misma diagonal (con igual valor de a;) diferirdn entre si tan
s6lo en el producto de los combinatorios. Con ello, si notamos

por:

cla,) = (x,,x,) €RC| x,+x,=a,}

S(a) =Y (“1](”?) (58)

cay \ K1\ %2

A={al cla,) #o}={a,l 5(a,)#0}

entonces la expresién (2) queda asi:
«(p) =Y S(a,) p™(1-p) ™ (59)
A

y como el nimero de sumandos serd menor que en la (2), pues
ahora coincide con el nimero de diagonales que contienen algin
punto de la RC, también disminuird el TC (que en cada caso sera

proporcional al nimero de sumandos de a{p) que es necesario
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evaluar). Por otra parte, cada cdlculo del ma&ximo o* conlleva
miltiples evaluaciones de a(p) y, puesto que las S(a;) no
dependen del valor de p, serd necesario almacenarlas en memoria
(evitando asi la repeticién de su cdlculo en cada evaluacién),
para lo que basta con crear un vector de dimensién n+l1 (el
nimero maximo de diagonales que pueden llegar a contener puntos
de la RC). Asi, la ganancia en espacio dedicado a memoria de
datos también es importante, pues, si se utiliza la expresién
(2), se necesita wuna matriz de datos de dimensidn
(n;+1) (n,+1)=n;n,+n+1, similar a la utilizada por Mc Donald et
al (1981), que permita almacenar en memoria el producto de los
combinatorios del total de puntos que pueden llegar a formar

parte de la RC.

Prop.3 .- Si denominamos I y D al menor y mayor valor,
respectivamente, de las a; cuyas diagonales contienen algin

punto de la RC, y teniendo en cuenta (58), es claro que:
I,D| Va,<I, yVap>D = S(a,)=0 (60)

Y, por la (59), se tiene:

D
a(p)=) Sla,)p™(1-p)*® (61)

aj=I

siendo la derivada de a(p):

D .
a/(p) =E (al_np) S(al) pﬂl'l(l_p) a,-1 (62)

a,=I
1 L

Y, en base a ella, si denominamos p; y pp a los cocientes I+n
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y D+n, respectivamente, se tendra:

Va,| Isa,<D:

Vp<p;: a,-np2I-np>0 = a/{p)>0 (63)

Vp>p,: a,-npsD-np<0 = a/(p) <0
Asi, la funcidén a(p) fuera del intervalo P;Spspp,, © es
creciente en todo p (para valores de p<p:}r, O es decreciente en
todo p (para valores de p>pp). Luego el médximo no estarid en
esos tramos, y la (3) se reduce a:

“‘=p“f§§s°§: gp) | (64)

La ldégica del resultado es clara: el maximo no puede darse en
valores de p que, segin la RC, no son posibles. De esta forma,
mientras la malla inicial (donde inicialmente se evaluan a{p)
Yy a'(p)) se extendia a todas las diagonales, siendo el TC, en
este sentido, proporcional a n+l, aplicando esta propiedad se
reduce a aquellas que delimitan la RC, y el TC es proporcional

En los casos especiales de tests a dos colas y tests a una
cola con n,=n,, la diagonal D serd la simétrica de la I (D=n-
I), siendo pp=1-p; y 0<p;<0.5s5p <1, y si se tiene en cuenta la
expresién (57), la (64) se reduce a:

a*= Max ¢
phax 0(.%) (65)

siendo ahora el TC proporcional a (n-2I+1)/2.
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Comparacién de Tiempos de Cémputo. Si denominamos por N al
nimero de puntos de la RC, y por N4 al nimero de diagonales que
la delimitan, el TC de un algoritmo que utilice las expresiones
(3) ¥ (2), para el cdlculo del maximo «“, serd proporcional a
N(n+l), mientras que el TC de un algoritmo que utilice las
expresiones (64) y (59) serd proporcional a Ndz. Asi, una buena
aproximacién a la Ganancia en TC (Gpc), gue se obtiene por
utilizar estas dltimas expresiones, vendri dada por el cociente
de los respectivos TC, y sera:

N{n+1)
Gpe=C=2B22)
TC Ndz

(66)
(con C una "constante" de proporcionalidad, y C=1 si los
algoritmos son semejantes en el resto de los sentidos:
precisicnes semejantes, etc.). Siendo 2G,. en aquellas
situaciones en que puede utilizarse la (65) en lugar de la
(64). La aproximacién es valida para todos los métodos
estudiados (salvo el CSM).

Es claro que, por lo comentado en 2.6.1, los inicos
resultados clédsicos con los que puede establecerse una
comparacidén razonable son los de Mc Donald et al (1981) (para
CSF), pues las mallas iniciales son coincidentes, en ambos
casos se evalia la derivada, etc. Dado que la diferencia
principal estriba precisamente en que alli no se utilizan las
Props.1-3, la G, respecto de un algoritmo similar al de estos
autores vendrd dada precisamente por la e#presién (66). Veamos
un ejemplo de comparacién del TC de ambos algoritmoes, tanto en

tiempo real como por la (66): En la tabla n,=n,=30 y para el

test de dos colas, los TC invertidos en calcular el P-value del
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punto (17,7) (cercano a a=0.01) han sido de 13,5 sequndos al
utilizar el algoritmo de Mc Donald, y de 0,5 segundos con el
nuevo algoritmo, por lo que éste dGltimo ha sido 27 mids rapido
(en ambos casos se utilizé un microordenador Tandon 386sx con
coprocesador matemdtico 80387sx, 16 MHz). En la RC del ejemplo,
N=480 puntos y N4=47 diagonales, luego, por la (66), y teniendo
en cuenta que se ha utilizado la (65) y que C«1 (igual
precisién, etc.), Gp.=26,5 que coincide bastante bien con la

comparacién en tiempo real.

Prop.4 .- Para CSM (o situaciones, como la comparacién de
métodos del apartado 2.5, en las que se calculan los sucesivos
P-values de todos los puntos de una RC).

Si notamos con subindice N a los valores que aluden a la
RC del paso actual, y con subindice A a los del paso anterior,
si p, Y Py aluden a los valores de p en que se obtiene el
midxino a* en cada paso, y si denominamos por R, al conjunto
formado por el punto (o los puntos) que se ha (o han) afiadido
a la anterior RC, y por au(p) a su contribucién a las

expresiones (2) & (59), se tiene:

RCy = RC, + R, (67)
ay(p)=a,(p) +a, (p)

Dependiendo precisamente de si-R; contiene uno o varios
puntos, se pueden dar varias situaciones, que agruparemos en
dos. Dado que la primera contempla aquellas situaciones en que
tan sélo es aplicable la expresién (64), y no 1§ (65}, esta

serd la de mayor interés aqui.
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a) Tests a una cola, con n,#n,: Supongamos, en un primer paso,
que Ry={(x,,X,)} (que sélq se ha introducido un punto en la
RC). Esta situacidn es la mds frecuente en este grupo y, por
ser éste el de mayor interés, serd la mAs importante. Aqui
ay(P), ¥ su derivada a',(p}, serén:

a, (D) =( ik ]( i“]p % (1-p)*

Xl 2

(68)

&'y (p) =( o )[ 22] (a,-np) p™™* (1-p) 272
1 2

Y s8i py=a,+n, es claro que la funcién a,(p) serd estrictamente
creciente si p<p,, estrictamente decreciente si p>p,, y que el
mdximo se alcanzard cuando p=p,. Luego, teniendo en cuenta la
{67) Yy que ap(py)=a,(pP,), se tiene que:

Cuando p,>p,: Si pPywD,

(69)
Cuando p,<p,: Si py<p, } = o, (D) <&y (pa) = aylpy) <ay(p,)

Y puesto que ay(py)zay(pa), sSe llega a un absurdo, por lo que:

Si PPy = PysSP,

. 70
S1 Da<Py = Py2D, a0
y asi la (3), y ~por la Prop.3- la (64}, se reducen a:
Si PP, 0y = Max ay(p)
D;SDsD,
(71)

Si Da<Py: @y = Max a,(p)
DPasDPsDp

Si py=pyt @' = ay(p,)

debiéndose la dltima expresidén a que se han maximizado los dos

sumandos de la (67). .
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En el caso de que R, contenga r puntos (r>1), habra r

valores pgy,...,Py, Para p,, y se tendra:

Si py2Max;{py}: ay'= Max a,(p)

PrsPsp, (72)

Si p,sMindp,}: e, = Max a,(p)
Ppsbspp

Y si Min;{py;}<pa<Max;{p,;}, que son las situaciones que no
contempla la (72), esta propiedad no tendra utilidad, y la

inica reduccidn posible de la (3) serd la expresada en la (64).

b) Tests a dos colas, o a una cola con n,=n,: En estas
situaciones, en cada paso se introducen varios puntos en la RC,
pues cuando entra un puntc en la RC también entra su simétrico
(a dos colas por la condicién S, y a una cola con n;=n, por la
propiedad comentada en el apartado 2.4.5, expresién (27)).
Precisamente por esta situacidén de simetria Max; {py; }=1-
Min;{py;}, y légicamente Min;{p,;}s0.5 y Max;{p,;}=0.5, y puesto
que en la reduccidén de (65) ya nos habiamos limitado a los
valores de p=0.5, en caso de que p,=Max;{p,;}20.5, bastard con
tener en cuenta gque 1-p,sMin;{p,;}<0.5 y que al ser a(p)
simétrica respecto de p=0.5, en 1-p, también se obtiene el

méximo a,*. Asi, por la (65) y (72), la (3) se reduce a:

Si paxMax,{p,;}: e, = Max a,(p)
1-p.< .
“PasP<0.5 (73)
Si p,sMin,{p,,}: a,*= Max a,(p)
DASP<0.5

Y si Min;{py;}<pa<Max;{po;}, la (3) se seguird sustituyendo por

la (65).
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Prop.5 .- Sélo para el método CSM. Manteniendo la notacién del
apartado 2.3: Sean RC; las sucesivas RC y a; los sucesivos
tamafios del test a que dan lugar. Para cada RC;, el método CSM
debe discriminar cuidl de las RC;; posibles (al aplicar la
condicién C) serd la RC;,,. De esta forma el método CSM obliga
a calcular no solo las a*i (como el resto de métodos) sino
también todas las a*ij en cada paso i. Esta propiedad trata de
reducir el nimero de calculos de las a*ij Yy, por tanto, el
nimerc de maximos a evaluar. Asi, si en vez de calcular las

a*ij tan sélo se evaldan las a;4(P5), como en el método CSM', se

tendra que:

y dado el gran parecido entre las ordenaciones de ambos
criterios (M y M'), que puede constatarse en los resultados de
la comparacidn establecida en el apartado 2.5, en gran parte de
las ocasiones la RC;; elegida coincidird con la RC;y (pues, por
la (74), esa seria la ﬁc elegida por CSM' en una situacién
similar). Asi, puesto que Vj: a*ijzaij(ﬁj), y evaluando tan sélo
un miximo, a*;,, se puede asegurar que:
{51 Visk: aj;(B)>e" ;) = Vizk: a*;>a*y,
(75)
= @5, =a%y ¥ RCi; =RCy
Conviene resaltar que, cuando se cumple la condicidn

expresada en (75), tan s6lo se evalda un midximo para conocer

a*;4, (como en el resto de métodos).
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2.6.3.- Nuevas tablas.( Aportacién )

Dado que no siempre el investigador tiene a su disposicién
un ordenador o el programa preciso, ha sido tradicidén el
facilitar las tablas apropiadas para obtener una RC relativa a
una tabla concreta de un experimento. Asi, de una forma més
rdpida, cémoda y sencilla, basta consultar dichas tablas para
obtener la significacién o no de un estudio, o una idea del P-
value correspondiente (P=1%, 1%<P=5%, etc.).

Los defectos de las tablas clasicas incondicionadas ya se
comentaron en el apartado 2.6.1, pero pueden resumirse asi:
12) Se han presentado tablas de RC para alguno de los métodos
exactos, pero nunca para el método exacto Sptimo (CSM);

22) Se consideran pocos valores para los n; (o sélo para el
caso en que n,;=n,) y los valores de a no son siempre los mas
usuales.

32) Las tablas se limitan a test de una cola.

42) Algunos autores distinguen entre las alternativas H,=p,>p,
Yy H;=p,;<p,, lo que ocasiona una duplicacién innecesaria del
espacio requerido para la presentacién de las tablas.

Todos estos problemas se solventan en las tablas de RC que
se presentan en el Apéndice III (Tabla 10). En estas tablas se
especifican las RC's, construidas por el &ptimo de entre los
métodos exactos (test CSM de Barnard), para tests de una y dos
colas simultédneamente, para valoresﬂde a de 10%, 5% y 1% (los
mds usuales), y para tamafios de muestra n;, con i=1,2, tales
que 2=n,=n,=25, tamafnos suficientemente grandes cuaﬁdo se

F)

trabaja con tests exactos. De esta forma se " evitan los
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problemas comentados en los puntos 12) a 32). Respecto al punto
42), y con el fin de minimizar el espacio requerido para tales
tablas, éstas han sido organizadas pensando en una reordenacidn
adecuada de la tabla origiﬁal. Por ello, antes de utilizarlas,
es preciso "obligar" a la tabla experimental a que verifique
las siguientes condiciones:

12) Se obliga a que sea n,=Min(n;;n,), pues si en una tabla
experimental como la Tabla 1 es n;>n, basta con intercambiar
las dos filas de datos de la tabla.

28) De entre las dos columnas de datos de la Tabla 1 se eligen
como valores x; a los que verifiquen que x,/n,>x,/n,, pues en
caso contrario bastarad con intercambiar las dos columnas de la
tabla. De esta forma, para los tests de una cola, basta con dar
la RC tan sélo para la alternativa H,;=p;>p,.

Con las precauciones anteriores, se evitan duplicaciones
innecesarias en la construccién de las tablas, y con la primera
se logra ademds que su longitud sea minima (pues, al ser n,=n,,
el rango de valores de X, serd mas corto que el de x,}.

Con todo ello, para cada terna (n;, n,, xX;}, los valores
criticos de la tabla aluden al mdximo valor de x, para obtener
significacién al nivel elegido.

Las tablas de RC se han obtenido en base al programa P.I
del Apéndice III. Si se desea obtener una RC para un a, o una
de las parejas de valores n;, no contemplados aqui, habra de
recurrirse a él. De la misma forma, ;i se ﬁuiere calcular el P-
value exacto para una determinada tabla experimental habra de
recurrirse al programa P.II contenido en el mismo Apéﬁdice.

Ambos programas fueron comentados en el apartado anterior.
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2.7.- Otros presuntos tests incondicionados.

2.7.1.- Introduccién.

Los tests gque se verdn en este apartado, son tests
clasicos bajo la filosofia incondicionada, pero no pueden
considerarse exactos (aunque parte de ellos se han propuestc
como tales), bien porque voluntariamente van a dar tests
conservadores para facilitar cémputos, bien porque, por la

misma razén, permiten que se desborde el error obetivo a.

2.7.2.- Tests incondicionados basados en cotas.

Ya se comenté en el Capitulo I que, bajo H,=p,=p,, la
probabilidad de una confiquracién como la dada en la Tabla 1,
viene dada por P(x,,x,|n;,p), si se trabaja con la metodologia
incondicionada, y por P(x,|a;,n;,p), cuando se trabaja con la

metodologia condicionada, siendo:

P(x,,x,n;,p) =(21](n2)pa1 (1-p) ™

1\ %2
o 3 I (76)
x 1\ x,

P(x1n;,a,,p) =
n
a,

Pearson (1947) hace notar la siguiente relacién entre ambas

probabilidades:

P(x,,x,\n,,p) = Pa,|n,,p) Pix,la, n,,p) (77)

1
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donde:

Pla,ln;, p) =(:)p°=(1-p)‘= (78)
1

Por otra parte, dado un error objetivo a, en el test exacto de
Fisher para cada a, se obtiene una RC(a;) y, denominando a(a,)

al tamafio del test que produce, sera

P(X1|ai.ﬂifp) = (a,) sa (79)
RC{a,)

con lo que, bajo el criterio de ordenacién actual, definiendo

RC= U RC(a,), se tiene que

«(p) =) P(x,,x,ln;,p) =Y Pla,ln, p)a(a,) sa (80)
RC

a

con a-a(p) dependiendo de p. Por lo tanto, el test exacto de
Fisher también puede ser considerado como un incondicionado. La
ventaja es que se evita el cdlculo del mdximo a”, dado por la

(3), pues al ser vdlida la (80) en todo p, para cada a, se

tendra gque

a'safa) <a (81)
bastando con obtener la RC para el a, observado. Sin embargo,
es claro que el test exacto de Fisher en definitiva actiia como
condicionado, no heredando las ventajas de los incondicionados.
Asi, por la expresién (81), también es claro que a(a,) tan sdlo
serd una cota superior de a* Y, como podrad verse en el
siguiente apartado, una cota poco fina, por lo que la expresién
(81) lo idnico que nos indica es el conservadurismo del test

exacto de Fisher (lo que se verd con detalke en el Cap. IV).
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2.7.3.—- Nuevos tests incondicionados basados en cotas.

( Aportacidn )

a) Tests de una cola: Supongamos que partimos de una tabla
experimental (x, ,X, ) con x, +x, =a, , cuyo P-value a una cola
por el test exacto de Fisher es Pp(a,; )=P,. El método CSF obliga
a que en todas las diagonales a, sea Pgp(a;)=Pp, y si RC es la
regidn critica obtenida por el método CSF, ésta dard lugar a un
P-value para la tabla observada, dado por 1la (3), que

denotaremos por P;p, Y que seré

n n
P_.=M = 1| M2, 82
= Max a (D) Mg:(cl(zm:( )( ]p g %) (82)

X QX

donde a(p) también puede expresarse asi:

[ B
a(p)=z( X1 )\ X3 )( n)paiqaa
a, Cla,) n al
(al (83)
= n 8B
_gl: Pp(al)( al]p q

en donde a,eA, con C(a;) y A como en la expresidén (58). Asi,

puesto que Pp(a;)=Pyp, se tendra que

Prp< Pp Max { 2 \p a1 g %) 84
IF F0<p<1 aEl(al)p ( )
vy, por tanto, que

Prps Pp (85)

siendo siempre (a una cola) mds significativo el incondicionado
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que el condicionado. Por otra parte, si se tiene en cuenta que
el maximo de una suma de funciones es menor o iqual que la suma

de sus mdximos individuales, por la (82) y (83) es claro que

pmsgpf.(al)[;’l)(%) (22" (86)

Y, por Gltimo, que

pIFsPFE(;)(ﬁ>a‘(ﬁ>a’ (87)

~“\a,) n n

La cota dada por la (86), aunque es la menos sencilla de
calcular, pues es necesario evaluar todas las Pp(a,), es vélida
no sélo para el método CSF sino también para el resto de
métodos incondicionados. Sin embargo, la cota dada por la (87)
no sélo es menos fina que la dada por la {86), sino que puede
ser incluso menos fina que P, pues el sumatorio de la (87} no
tiene porque ser menor que la unidad, como puede comprobarse en
el siguiente ejemplo: Para n,=8 y n,=6 (Figura 1), el P-value
de una cola para el punto (1,5) por CSF es P;;=0,00754, con
RC={(0,6),(1,6),(0,5),(2,6),(0,4),(1,5)} ¥ A con un total de
cinco diagonales, de la a;=4 a la a,;=8, siendo Pr=0,01632, El
sumatorio de la (87) es igual a 1,08, siendo por tanto la cota
dada por dicha expresidén menos fina atlin que P, siendo
descartada de aqui en adelante. Por dltimo la cota dada por la

expresién (86) es igual a 0,01002, algo mds fina que Pg.

b) Tests de dos colas: En este caso, si para cada diagonal a,,

denominamos P'p(a;) al P-value en la otra cola por el test
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exacto de Fisher, la (83) quedard asi:

a(p)=Y [Pg(a,) +P’F(a1)](;

1

)p g (88)

Y. puesto que ahora el método CSF también obliga a que en todas

las diagonales a, sea P'p(a;)=Pg, por la (85) se tendra que

P,,<2P, (89)
luego (a dos colas) tan sdélo se podrda afirmar que el
incondicionado (CSF) es mds significativo que el condicionado
para la versién de Armitage de doblar el P-value de una cola.
Sin embargo, bajo el mismo razonamiento que para los tests de
una cola, si en la (86) se sustituye Py(a,) por Pgp(a;)+P'p(a;),
también se obtiene, como alli, una cota mas fina y valida
igualmente para todos los métodos incondicionados:

PIPSaE [Pp(al) +PF’(51)](;11](%)51(%)&2 (90)

Siguiendo con el ejemplo anterior, a dos colas P,z=0,01294, y
puesto que la RC contendrad los mismos puntos que antes més sus
simétricos en la otra cola, ahora serdn siete el nimero de
diagonales (de la a,=4 a-la a,;=10). La cota dada por la (89)
serd 2P;=0,03264, siendo mids fina la dada por la (90) que es
igual a 0,01649.

Por dltimo, conviene reseflar que, en cualquier caso, la
mejor de estas cotas siempre dard lugar a un test de tipo

conservador.
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2.7.4.- Tests incondicionados que permiten desbordar a.

Ya se comentd ‘con anterioridad que la dificultad del
método CSM se debe a que tiene que calcular la sumatoria
indicada en la (2) y maximizarla en numerosas ocasiones, en
tanto que el resto de métodos CST; tienen una dificultad de
cémputo inferior pues sdélo deben maximizar la (2) en una
ocasidén. Al definir el nuevo método CSM', también se comentd
que diversos autores han sugerido estimar el maximo a®, dado
por la (3), por el valor &"=a(p) obtenido de la expresidén (2)
al sustituir en ella p por p=a,/n (con a; el del dltimo punto
introducido en la RC), lo que da lugar a procedimientos con una
dificultad de cémputo inferior (pues tan sélo deben evaluar la
sumatoria indicada en (2)). Cada método exacto CST; dard lugar
a un método CST; (entendiendo que el criterio T; sirve en ambos
casos para construir la RC), que denominaremos semiexactos por
estar a medio camino entre los exactos que se han visto en este
capitulo y los aproximados que se veran en el Cap. III. Asi,
Wilson (1941), Liddell (1978) y Burstein (1981) -que denomina
al siguiente test como "test binomial incondicional”- proponen
el método CSD, y Storer and Choongrak (1990) el CSZ. La tdnica
evaluacidén disponible es la de estos dltimos autores, los
cuales -para tests de dos colas y una amplia gama de valores de
a y de n;- comparan los dos métodos anteriores, el test CSZ, el
test exacto de Fisher, y varias versiones (condicionadas e
incondicionadas) del test aproxiﬁado %2, decantéandose
finalmente por su método (CSZ). El procedimiento de comparacién

{(que se vera con mayor detalle en el Cap; III, Aptdo. 3.5.2) es
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doble: 1) En base al porcentaje de tablas en que un método no
es excesivamente liberal, lo que les sirve para evaluarlo
individualmente; y 2) En base al porcentaje de tablas en gue un
método se aproxima apreciablemente mi&s al error nominal a que
otro, sin ser demasiado liberal, lo que les sirve para
evaluarlos comparativamente. Las criticas y comentarios son
varios: a) Se mezclan métodos aproximados con exactos, y
condicionados con incondicionados, omitiéndose sin embargo los
métodos aproximados incondicionados mds competitivos (que se
veradn en el proximo capitulo)}; b) Falta la evaluacién para el
caso de una cola; c¢) No parece razonable comparar un test
exacto como CSZ (con graves problemas de cédlculeo) con un
semiexacto como los de este apartado (con algin problema de
cdlculo), o con uno aproximado como %? y derivados (con ningin
problema de cdalculo); d) Su criterio 1) controla la
liberalidad, pero no el conservadurismo, lo que ocasiona, segin
sus propios datos, que el propio test exacto de Fisher sea
aceptable por dar un 0% de liberalidades. Esto mismc hace que
su criterio 2) sea defectuoso pues ocasiona (de nuevo segin sus
datos) que jun métodoc aproximado pueda ser preferible al
exactol (cuando el a” del primero estd entre el a nominal y el
a® del exacto). Burstein (1981) comete un error similar al
comparar favorablemente el método CSD con el método CSM, pues
no establece control sobre el tamanc real del test. Asi, para
n,;=5 y n,=11 en el punto (3,11) obtiene un valor P de 0,038 por
el test CSD, en tanto que el valor P'para p=0,60 es de 0,079
con lo que, para ese valor del parametro perturbador, el tamaifo

del test es mids del doble del indicadc por el test CSD.
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De un modo general, puede decirse que, a diferencia de los
métodos CST;, que son procedimientos exactos, los métodos CSTi
son un ejemplo del método de estimacién para la eliminacidn de
pardmetros perturbadores, siendo por tanto procedimientos
asintdéticos (aunque de un calibre diferente al de los métodos
que se estudiardn en el Capitulo III) pues no garantizan que
a*sa. Yates (1984) también se opone a este tipo de tests
indicando que, de aceptar los mismos, habria gque aceptar
también gque una normal tipificada en la que o {desconocido) se
sustituye por la desviacién tipica s de una muestra, sique una

distribucién normal (en lugar de un distribucién de Student).

2.8.- Clasificacién.( Aportacién )

El método CSM tiene una gran dificultad de cémputo
(digamos que de grado 3) pues debe calcular la sumatoria
indicada en la (2) y maximizarla muchas veces, en tanto que el
resto de los métodos CST; tienen una dificulatad de cémputo
inferior (digamos que de grado 2) pues sélo maximizan la (2) en
una ocasion. Sin embargo, dos de ellos, los métodos CSM' y CSI,
tienen una dificultad intermedia (2,5) pues, pese a maximizar
la (2) tan sdlo en una ocasién, la construccién de la RC es
laboriosa en ambos casos. Todo ello se refleja en los tiempos
de cémputo relativos (TCR), ya expresados.con anterioridad en
la Tabla 9. Cada método CST; de gradd 2 da lugar a un método
CST; de grado 1, pues aiin deben calcular la sumatoria indicada

en (2).
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Table 11
Clasificacién de los métodos incondicionados para la

comparacién de dos proporciones (muestras independientes).

Segin su grado
Segin su precisidn de dificultad Métodos
Grado 3 CsSM
No asintéticos: Exactos Grado 2,5 CSM' y CSI
Grado 2 CSTy
(T;#*M,M'e I)
Semi-exactos Grado 1 CST; y P-mid
Asintéticos:
Aproximados Grado 0 2yt

Finalmente sefialar que si bien los métodos descritos
tienen un grado de dificultad descendente, en la prictica
ninguno puede llevarse a cabo "a mano". Este si es el caso de
los clasicos métodos de chi-cuadrado o de la t de D'Agostino et
al (1988), que se verén en el Capitulo III, y cuya dificultad
es por tanto de gradg 0. Los métodos de grado 3 a 2 son
procedimientos no asintéticos (a veces denominados exactos);:
los de grado 1 y 0 son agintéticos (a veces denominados gemi-
exactos los primeros y aproximados los sequndos). El1 P-mid,
desde el punto de vista incondicionado de Hirji and Elashoff
(1991), también es un procedimiento de grado 1 (semi-exacto}).

La Tabla 11 resume la clasificacién.
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3.- TESTS DE ALEATORIZACION.

3.1.- Introduccién.

En el Capituleo I ya se comentd que cuando, como sucede en
los Ensayos Comparativos, los n individuos de una muestra se
reparten al azar entre dos tratamientos que producen, en cada
uno de ellos, un efecto positivo (A) o negativo (&), hay
justificaciones tedricas (Lehmann, 1959) para emplear un test
de aleatorizacidén a fin de decidir si ambos tratamientos son
igualmente efectivos (H;) o no (H;). El creciente desarrollo de
los Ensayos Clinicos ha contribuido a poner de moda el
problema.

La funcién de probabilidad de 1la distribucién
hipergeométrica (dada por la expresién (3) del Capitulo I}
puede entenderse como la probabilidad de que x; individuos
tengan un efecto positivo cuandeo se extraen al azar n,
individuos de un conjunto total de n (a; de los cuales dan
efecto positivo). De ahi que, desde el punto de vista
condicionado, el test exacto de Fisher solucione también el
problema actual. En este apartado se verdn las diferentes
versiones incondicionadas que se han propuesto para el test de

aleatorizacién.

3.2.- Tests incondicionados.

Ballatori (1982) propone cambiar el condicionamiento de

.

Fisher (de que han sucedido a, respuestas positivas) por 1la
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suposicién incondicionada de que es posible cualquier valor de
la variable aleatoria A, (compatible con 1los n;). Su
interpretacién de tal hipdtesis es gue ello significa que es
igualmente probable cualquier secuencia de n resultados
positivos y negativos, lo que le lleva a concluir que, bajo Hy,
y omitiendo condicionar en n; que se da por supuesto, la (2)
del Capitulo I sera:

P(x,,x,) =( n")( n2)+2"‘ (91)

x ) x,

Martin and Luna (1987) observan que la hipétesis de
Ballatori es equivalente a suponer que la proporcién de
resultados positivos es de 1/2, por lo que Ballatori estéd
contrastando en realidad la hipétesis H; = p,;=p,(=p)=1/2, lo
que es una suposicidén bastante fuerte. De hecho, la (91) no es
otra cosa que la expresidén (2) del Capitulo I, calculada en
p=1/2. Dichos autores asumen que, puesto que se desconoce la
abundancia real de respuestas positivas, cualquier valor de A,

es igualmente probable, y asi, bajo Hy:

=)=) '
Plx,,x,) =—=_ A2 /\ %2 (92)

{nn+1) n
(=)

Ballatori (1987) indica que ambos procedimientos son un

caso particular de otro mds general, pues como en la (77):
P(x,,x,) =P(a,) P(xla,) (93)

con P(x,]a,}) dada por la (3) del Capitulo I (la funcién de
probabilidad de la distribucién hipergeométrica), un
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procedimiento diferird de otro seqin el valor asumido para

P(a;). Cuando es
P(a,) =( n ) + 27 (94)
a

se obtiene 1la expres;én (91); cuando es P(a,}=1/(n+l) se
obtiene la (92); y cuando es P(A,;=a,)=1, y 0 en el resto de los
casos, se obtiene la (3) del Capitulo I, dando lugar al test
exacto de Fisher. La forma que adopta P(a,) depende pues de la
informacién a priori que se posea al respecto.

Sea cual sea el caso, la RC sobre la que sumar las
probabilidades P(x,,X,}) para asi obtener el P-value de una
tabla particular, puede definirse por cualquiera de los
procedimientos sefialados en el apartado 2.4. Asi, el método CSD
(ordenacidén adoptada tanto por Ballatori como por Martin and
Luna) puede explicitarse indicando que el P-value de una cola
para una tabla experimental (x, ,x, ) con valor t=(x, /n,)-

(x, /n,;)>0, viene dado por
Py = Y P(x,x,) (95)
RCD

con RCD={(x;,X,)|Tzt) y T=(x,/n,)-(x,/n;). Para tests de dos
colas serd P',=2P,. A efectos de cdlculo, Martin and Luna

(1987) prueban que la RCD puede definirse mids comodamente asi:

. - al"' nnz -
Max{0;a, nz} <X < [(_n: t);n-] (96)

[tn,]* < a, < n-[tn]-

con [x]” (6 [x]¥) aludiendo al primer entero menor o igual (o

mayor © igual) que x. Denotandc por PAﬁ Y Pay @ los P-values

94



obtenidos al sustituir en la (95) las expresiones (91) y (92),
respectivamente, los mismos autores comprueban asimismo que en
general (y especialmente en grandes muestras) es P,u<P,,, con

lo que la (92) da lugar a un test mas sensible que el que

proporciona la (91).

4.- TESTS PSEUDOBAYESIANOS.

4.1.- Introduccién.

El problema que se plantea con la expresién (2) del
Capitulo I es, como ya se ha comentado, que el valor del
pardmetro p no es conocido. Un modo de zafarse de é1 consiste
en asumir que el valor de p en un experimento particular
proviene de una extraccién aleatoria de una distribucién dada
que notaremos por f(p). Esta metodologia ha sido introducida
por Rice (1988) y Martin and Luna (1987), denomindndola
Pseudobayesiana por estar a mitad de camino entre la Cléasica y
la Bayesiana, aunque conviene hacer notar que en esta memoria
el término pseudobayesianc no se utiliza en el sentido en que
lo hacen Bishop et al (1975) (pues alli la distribucién f(p)
depende de los resultados obtenidos). Estos autores indican
que, puesto que p es desconocido, puede asumirse que cualguier
valor de él es equiprobable, por lo que proponen asignar a p la
distribucién uniforme: el primero por un ﬁétodo condicionado,
los segundos por uno incondicionado. Los partidarios del método
Bayesiano saben que la forma més apropiada para f(p) es la

distribucién Be(r;s), con Be aludiendo a la distribucién beta.
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La razén es que ella tiene una forma ideal que, siendo
conjugada de una binomial, permite obtener facilmente las
distribuciones predictivas o las distribuciones finales.
Precisamente por este motivo, lo que se hace aqui es
generalizar la anterior solucién incondicionada de Martin and
Luna, asigndndole a p una distribucién beta. Una generalizacién

similar para el caso condicionado puede verse en Herranz

(1992).

4.2.- Tests incondicionados.

4.2.1.~ Solucidon de Martin and Luna.

Martin and Luna (1987), al sostener que f(p) debe-ser la
uniforme en el intervalo [0,1], obtienen la misma expresién
(92) de aleatorizacidén para el wvalor de P(x,,X5), 1lo que
evidencia, como sefialan los mismos autores, la clara relacidn
existente entre los tests de aleatorizacién y los
pseudobayesianos. El P-value para la ordenacidén CSD vendria
dado como alli aunque, como ya se dijo entonces, también podria

utilizarse cualquiera de las ordenaciones definidas en 2.4.

4.2.2.- Generalizacién (Aportaciép)

Dado que, bajo H; (y omitiendo condiciocnar en n; y n,):

P(x,,%,) =P(a,) Plx)a,) =P(a1)(n1)( ”2]+( ”) (97)

XN\ % 2y
[ ]

todo método incondicionado dependerd de P(a;), que a su vez
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depende de la densidad f(p) a través de:

1 1
P(a,) =ff(p)P(a1|p) dp=( ;)ff(p) D (1-p)%dp (98)
Q - a

Cuando sea f(p)=Be(r;s), aludiendo Be a la distribucidn Beta,

si se integra en (98) y se sustituye en (97) se tendrd que

() ) Tla,+0)T(a,+8)  DPir+s)
Plx. x,) _(le(xz) Tarzesr —  T(EITIS) (99)

En ausencia de informacién, lo usual es suponer que es r=s=1
(distribucién uniforme: Bayes, 1763) o que r=s=0,5 (Jeffreys,
1946), si bien esta dltima parece mds conveniente por ser la
que incorpora menos informacidén ajena a los datos (distribucién
a priori minimo informativa: Bernardo, 1979).

Asi, cuando es r=s=1 (uniforme), la (99) se convierte en
la (92), que es la propuesta por Martin and Luna (1987) vy,

cuando es r=s=0,5, la (99) se convierte en:

=1 (M) ) »-1 100
Pixy X5) nn(xl)[xz)(al—O.S) (109)

si se acepta gque la notacidén combinatoria es valida también
para nimeros decimales.

Hay varios antecedentes del método. Barnard (1947, p.131)
da una débil sugerencia del método actual, pero afiadia que en
muy raras ocasiones se dispone de una informacién nula acerca
de p. Liddell (1978) hace algo parecidoc en una nota a pie de
pdgina. Garside and Mack (1968) proponen los valores r=s=1 y
r=s=2 para la ordenacién CSZ. Upton (1982), para seleccionar el

test 6ptimo, propone calcular E{a(p)}} para‘una f(p) dada.
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4.2.3.— Discusién.

Como se ve, los tests incondicionados de aleatorizacién Y
pseudobayesianos son equivalentes (Martin and Luna; 1987;
Ballatori, 1987), radicando la diferencia en que los primeros
asignan una distribucién supuesta a a, y los segundos la
asignan a p, relaciondndose ambos a través de la (98). Asi,
£(p=0,5)=1 ocasiona que la (97) de lugar a la (91), y si
f{p)=Be(l;1) que de lugar a la (92).

La dnica discusién al efecto es la del articulo de Rice
(1988), donde Hill y Barnard critican el método. Es de suponer
que la critica también serd extensible a las versiones aqui
contempladas. A ambos el procedimiento les parece arbitrario.
Al primero porque, si bien las a; proporcionan alguna
informacién acerca de la diferencia de proporciones, la misma
no puede utilizarse haciendo suposiciones sin fundamento
(puesto que la metodologia usada es la condicionada, Hill hace
referencia expresa al test exacto de Fisher donde no sze hace
suposicidén alguna); al segundo porque tales tests pueden dar
significaciones no sdlo porque sea p,#p,, Sino también porque
la distribucién de p no sea la correcta. Rice apoya el métocdo
indicando que cuando se fiene una informacién absoluta acerca
de p (p=py), la sustitucidén de p, en lugar de p en la (2) del
Capitulo I da lugar al test binomial incondicional (apartado
2.7.4); cuando no se dispone de inf&rmacién alguna, lo légico
es asumir como igualmente posible a cualquier valor de p;
cuando se dispone de alguna informacién acerca de p (de otras

experiencias), ella debe y puede insertarse en el problema en
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un modo similar al realizado aqui. El método contiene como
limite a los «cléasicos, y varia segin el gradiente de
informacién obtenida acerca de p. Asi pues, la gran dificultad
de la filosofia actual es éue el control del error se realiza
a largo plazo, y que el test puede ser significativo no sélo
por azar o porque la hipdtesis nula sea falsa, sino también
porque la distribucidén a priori asignada al paréametro
desconocido p sea errdnea. La suposicién de que
f(p)=Be(0,5;0,5) tiende a aminorar la incidencia de tal error.
Por otra parte, Herranz (1992) comprueba que la solucidn
condicionada de Rice (y su extensidén) o es mis conservadora que
el propio test exacto de Fisher o es de dudosa aplicacidén por
razones tedéricas (incluye-dos veces en el test la informacién
del a; obtenido). Luego, si se acepta la filosofia
pseudobayesiana, el método mds adecuadoc es el incondicionado
dade por la (99) y, de sus distintas versiones, la mds adecuada

en el caso de ausencia de informacién, es la dada por la (100).

5.- DISCUSION.

5.1.- Introduccién.

En este capitulo se han estudiado las diversas soluciones
incondicionadas no asintéticas para el test de comparacién de
dos proporciones independientes,. agrupandolas en varias
familias (ver Tabla 2 del Capitulo I): tests clasicos, tests de
aleatorizacién y test pseudobayesianos. En cada una de eilas se

ha procurado elegir la versién Sptima en algdn sentido (cuando

29



ha habido lugar para ello). Para esta discusién queda el
enfrentar entre si las tres familias incondicionadas. El
enfrentamiento entre las metodologias condicionada e
incondicionada, debido a su importancia, se vera con detalle en

el Capitulo 1IV.

5.2.- 2Tests cl&sicos o no?.

Puesto que ya se ha comentado la equivalencia entre los
tests de aleatorizacién y los pseudobayesianos (apartado
4.2.3), aqui tan sélo resta enfrentar ambas metodologias con la
filosofia clasica.

Adn sin olvidar la defensa que Rice hace de la metodologia
pseudobayesiana, y las criticas que de esta realizan Hill y
Barnard, hay que decir que el enfrentamiento de dicha filosofia
con la cldsica es dificil. Los puntos de partida son distintos
Yy los resultados no son licitamente comparables. De un modo
general, la filosofia pseudobayesiana probablemente sera de
dificil aceptacién por los estadisticos. Al ocupar una posicién
intermedia entre la Estadistica Clésica y la Bayesiana, es muy
posible que tanto unos como otros la rechacen. En esencia,
ambas metodologias son dificilmente comparables. El1 método
clasico (habitual en los test bajo la teoria de Neyman-Pearson)
condiciona en un valor de p (desconﬁcido); el pseudobayesiano
condiciona en una distribucién supuesta de p (conocida). La
significacién de uno alude a pruebas repetidas en un mismo

valor de p; la del otro a pruebas repetidas en valores al azar
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de una distribucién de p. El control sobre el error a se
realiza en el primer caso sobre cada experiencia particular; en
el segundo sobre ‘el conjunto de las posibles futuras
experiencias extraidas de la distribucién beta (lo que implica
que, en un valor particular de p, el tamafio del test puede
superar ampliamente el error a propuesto). El método
pseudobayesianc no controla experiencias individuales, estando
sometido a wuna posible y afiadida fuente de error: 1la
distribucién supuesta para p.

Respecto a los tests de aleatorizacién, los comentariocs
anteriores también les serdn aplicables (dada su equivalencia
con los tests pseudobayesianos). Sin embargo, ya se han citado
las circunstancias en que puede ser conveniente su utilizacién
Y parte de los autores que apoyan la idea. En particular,
Pearson (1947), la apoya para el caso de los Ensayos Clinicos.
Yates (1984), en un contexto mids amplio, opina que el argumento
es una falacia dado que es iqual tomar n individuos al azar de
la poblacién y dividir la muestra- en dos partes n; y n,,
también al azar, gque tomar n; individuos al azar de la
poblacién y posteriormente hacer lo mismo con otros n, (en cuyo
caso el test deberia ser de no aleatorizacién). Upton, en su
respuesta a Yates, senala que la clave estd en si los n
individuos ensayados se consideran como una muestra o como la
pobacién en si, pues en este dltimo caso seria légico
condicionar en a,;, y asi lo mds apropiado es utilizar el test
exacto de Fisher. Como puede verse, la discusién se produce
agqui de un modo singular. Upton, que es partidario del método

incondicionado, apoya al test exacto de Fisher en estas
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circunstancias. Yates, que es partidario del método
condicionado, denuncia vicios en el argumento, si bien lo hace
para justificar que el test exacto de Fisher es siempre el
adecuado. Finalmente, y dado que el test de aleatorizacién
incondicionado es un caso particular del método
pseudobayesiano, los comentarios actuales son también de

aplicacién a aquel.

6.- CONCLUSIONES.

En las siquientes conclusiones, el principal interés se
centra en decidir qué test incondicionado, de entre las
diversas soluciones no asintéticas al test de comparacién de
dos proporciones independientes, debe elegirse ante unos datos

como los de la Tabla 1 del Capitulo I.

1) Ante un Ensayo Comparativo, previamente serd necesario
dilucidar si los individuos ensayados son la poblacidn de
interés o s6lo una muestra de ella. En el primer caso el método
incondicionado no tendrd razén de ser, y serd obligado el
realizar el Test exacto de Fisher. En el segundo se estd en la
situacién general, pues en nuestra opinién no deben
establecerse diferencias entre los Ensayos Comparativos y la
comparacién de dos proporciones indepéndientes, y asi gl test
a aplicar dependera del resto de las consideraciones de estas

conclusiones.
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2) El futuro del método pseudcbayesiano probablemente sea
escaso. Como su propico nombre indica, la filosofia
pseudobayesiana se encuentra a mitad de camino entre la Cléasica
y la Bayesiana, pareciendo-dificil gque un investigador (que se
ubicard en uno u otro campo) elija el camino intermedio. Si, a
pesar de todo, se utiliza esta metodologia, el test
incondicionado  més recomendable es la versién con
f(p)=Be(0,5;0,5). Por otra parte, debe tenerse en cuenta que,

en este caso, el método condicionado es dudoso en su validez.

3) En caso de utilizar un procedimiento clésico, que serd lo
mas recomendable, el método incondicionado gue debe utilizarse
es el CSM. Alternativamente, si se desea un menor costo
operativo, y se estd dispuesto a una pequefia pérdida de
potencia, puede utilizarse el CSM', o incluso los CSZ, CSF o
CSF', aunque, en estos iltimos tests, la pérdida de potencia
serd mayor, y ademds habrd que tener en cuenta el valor de K,

y si el test es a una o dos colas (ver Tabla 9).

4) El aspecto mas criticado en el test exacto incondicionado es
su elevado tiempo de cdémputo (frente a la relativa sencillez
del test exacto de fisher). Aqui se han implementado
optimizaciones en los algoritmos, que, siendo portables a
ordenadores personales, permiten reducir el tiempo de cémputo
hasta un nivel razonable. También sé dan tablas de RC para el
método CSM, por ser el o6ptimo y €l que presenta mayores

problemas de cdémputo.
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CAPITULO I1I1

METODOS INCONDICIONADOS

ASINTOTICOS



l.- INTRODUCCION.

Las soluciones del capitulo anterior abordan el problema
desde el punto de vista exécto o no asintético, en el sentido
de que el error real del test es menor o igual que el error
objetivo, siendo validas, por tanto, en cualquier
circunstancia. En dicho capitulo ya se comentdé que, bajo el
principio incondicionado, la Tabla 1 queda definida tan sélo
cuando se conoce la pareja de valores (x;,X,), por lo que los
puntos de una RC serdn un conjunto de tales parejas y, definida
ella, el tamafio real del test viene dado por:

ar =0¥S‘3:{1a (D) (1)

con

a(p)=
P (x X)GRC(Xl 2
1+02

2 )pm e @)

presentdndose las discrepancias tan sélo a la hora de elegir el
método de ordenacidén para introducir los puntos (x,,X,) en la
RC. Sea cual sea la ordenacién elegida, la evaluacién de (1)
requiere numerosos cdlculos, acrecentdndose el problema en el
método de ordenacién Sptimo (el CSM de Barnard). El recurrir a
tablas de RC no solventa el problema pues el nimero de parejas
(n;,n,) es ilimitado y, por otra parte, en las parejas
contempladas no se resuelve el problema del cdlculo del P-value
de una tabla experimental dada. Es por esto que se hacen
precisos métodos asintéticos que, estimando el a* dado en (1),

simplifiquen el problema. .
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Si en el capitulo anterior habia opiniones contrapuestas
acerca de cudl es el método no asintético idéneo (y, dentro de
él, acerca de cudl es la vérsién 6ptima), igqual sucede, pero a
mayor escala si cabe, con los métodos asintéticos, pues ademis
de haber varios estadisticos en competencia, también hay gran
discusidén acerca de cudl es la correccién por continuidad a
realizar en los mismos. En este capitulc se realiza una
revisidén critica de los métodos asintéticos propuestos en la
literatura y, centrandose en el estadistico chi-cuadrado, se
aportan nuevas correcciones por continuidad a las vya
existentes, se seleccionan las &ptimas y se estudia su
comportamiento asi como sus condiciones de validez, todo ello
para el muestreo consideradc en esta memoria y desde el punto
de wvista incondicionado.

Respecto a la notacién que se usard en el resto del
capitulo, se asumird que en la Tabla 1 (Cap.I) es n,=Min(n,;n,)
y B;=x;/n,; > p,=x,/n, (pues si una de las dos condiciones no se
verifica basta con permutar las dos filas y/o columnas de la
tabla). Por otro lade se convendrd que K=n,/n, y que, siendo
Eij=niaj/n -con i,j=1,2~ los valores esperados en dicha tabla,
el minimo valor ésperado E vendra dado por
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2.- METODOS ASINTOTICOS MAS USUALES.

2.1.- El1 test chi-cuadrado clasico.

Brownlee (1967) iﬁdica que, bajo el principio
incondicionado, come X; ~ B(n;,p;), con i=1,2 y B aludiendo a
una distribucién binomial, entonces, bajo H,=p,=p,, la variable
X,/n; - X,/n, es asintéticamnete normal, de media cero y

varianza p(1l-p)(1/n; + 1/n,), y asi el estadistico

(ﬁl—ﬁz)

(3)
1,1
(3]

(con g=1-p), se distribuye asintdéticamente como una normal

tipica. Sustituyendo pg por su estimador insesgado de minima

varianza, se tiene

sz (ﬁl"ﬁz) (4)
1 1 n
Jﬁ‘?(z:*?z]ﬁ

con p=a,/n y g=1-p. El subindice P se debe a que este test
coincide con el obtenido, bajo el argumento condicionado, por
Pearson (1900) -el introductor del método- al considerar que la
variable aleatoria X; sigue una distribucién hipergeométrica de
media u=a,n,/n y varianza 02=a1a2n1n2/n2(n—1), por lo que
asintéticamente (X,-u)/o0 se distribuird aproximadamente como
una normal tipica, y su cuadrado
i=%ﬁﬁ.ﬁ (n-1) (5)

seguird aproximadamente una distribucién‘xz.teérica con 1 grado
de libertad, siendo asi que %Z2?,=x%,. Sin embargo Brownlee, en
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base a investigaciones empiricas, aconseja sustituir el factor

n/(n-1) por la unidad, lo gque conduce al estadistico

tradicional

(ﬁl—ﬁz)

(6)
asf 11
de(?l+_11.z]

test que, a su vez, coincide con el obtenido por Rao (1970},

Z=

que, utilizando el método de las marcas eficientes, obtiene el

conocido estadistico

Loy, -39, P n
a,a,n,n,

X2 = (M

siendo Z2?=y2. Pearson (1947) es el primer autor que reconsidera
la conveniencia de utilizar la xzp en lugar de %x2. La tradicién
ha sido resolver el problema, en el caso asintético, por uno de
los anteriores métodos chi-cuadrado. Sin embargo, existen otras

posibilidades que se contemplan en.los siguientes apartados.

2.2.- Métodos relacionados con el test chi-cuadrado.

La expresién (3) da lugar a la (6) cuando se hace una
estimacién comin de p. Goodman (1964) propuso sustituir p por

dos estimaciones (una de cada muestra), y asi:

(B, -B,)

59, B0 ®)
n, I, )

Zg=

con P;=x;/n; y §;=1-p;, siendo su cuadrado, x?;, una alternativa
al estadistico chi-cuadrado clasico. Sathe (1982) propone el
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estadistico szs resultante de elevar al cuadrado la cantidad:

Z (ﬁl *ﬁz)
GS
| J B;3; | Bi9; 9

12 1,

Un camino alternativo consiste en cuantificar la cualidad
mediante la asignacién de los valores 1 y 0 a la presencia o
ausencia, respectivamente, del caracter A en cada elemento de
las muestras, aplicando a continuacién los clasicos tests de
Student para comparar dos medias. De proceder asi, la varianza
de cada una de las muestras i (i=1,2) serd szi=ni§iqi/(ni-1) Yy
la media ponderada de ambas es sz={n1§1ql+nzﬁzﬁz}/(n—2). Esto
hace que la (8) y la (9) permanezcan con sélo cambiar n; por
(nj~1), en tanto que la (3) presenta una variacién méds formal

pues da lugar al estadistico:

ﬁl _ﬁz

n
»\] {31§1@1+ﬂ2ﬁ2@z}—n1n2 (n-2) (10)
(0¥, -%¥1)___| n=2

VILX Y + 1 XV, \"n

t=

La primera solucién, la que afecta a las expresiones (8) y (9),
fue propuesta por Martin y Luna (1989), y su estadistico hay
que compararlo con una distribucién normal. La segunda
solucidén, la dada por la (10), fue propuesta por D'ARgostino et
al (1988), y su estadistico hay que compararlo con una
distribucién de Student con (n~-2) grados de libertad. La
discusién sobre la conveniencia de utilizar alguno de los tests

de este apartado se vera en el apartado 3.5.2.
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2.3.- Otros métodos.

El estudio de otras aproximaciones al problema es menos
frecuente. En lo gue sigue, los nuevos métodos no seran
especificados en sus férmulas (galvo algin caso excepcional),
y ello debido a su menor importancia. De entre los més
estudiados pueden destacarse los siguientes:

1) El estadistico Y? de Wilks (1935) -razdén de verosimilitudes-
y varias modificaciones del mismo;

2) El estadistico T? de Freeman-Tukey (1950);

3) El estadistico L? de Gart (1966) o método logit;

4) El estadistico t de Dozzi and Riedwyl (1984);

5} El estadistico F de Sachs (1986);

Upton (1982), estudia los tres primeros, para tests de dos
colas y por el procedimiento de comparacidén que se detallara en
el apartado 3.5.2, concluyendo que L2 es demasiado conservador,
T? es demasiado fluctuante (unas veces muy conservador y otras
muy liberal) y que Y? es demasiado liberal. Dozzi and Riedwyl
({1984), evaluan su método t, de formato parecido al sz dado
por la (8), y el Y2, concluyende que ambos son muy liberales
como tests de una cola. Sachs (1986), también para una cola,
evalua su test F y el L?, concluyendo en la no adecuacién de
los mismos frente a los cléisicos tests chi~cuadrado.
Finalmente, Cox and Groeneweld (1986) prueban, mediante un
estudio analitico, que el test L? éuede ser muy liberal (més
que el test xz) o0 muy conservador, y ello en funcién de la
diferencia entre el minimo valor esperado E y la frecuencia

observada en su casilla. Basdndose en que el estadistico arc
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sen (P)* converge en distribucién a una distribucién normal de
media arc sen (p)% y varianza 1/4n =-ver Rao (1970), por

ejemplo-, es inmediato que el estadistico

_arcsin /g -arcsin /B,
=
1\] 1,1 (11)

—f ——— e —

2\ n n
también puede servir para realizar el test si se le compara con
la normal tipica. Sin embargo, se sabe que tal estadistico es
menos eficiente que los clasicos, estando limitado su uso a la
determinacidén de tamafios de muestra (pues, por no contener
parametros desconocidos, es especialmente iddéneo para este
fin). Al mal comportamiento observado de los tests anteriores,
frente a los tests chi-cuadrado clasicos, hay que afiadir que,
para ser métodos asintdticos (aproximados), la mayoria son
demasiado complicados, por lo que en adelante no volverédn ser

considerados.

2.4.- Métodos semiexactos.

Los tests incondicionados exactos tienen un doble problema
de cdmputo: la decisidn de qué puntos se introducen en la RC y
la obtencidén del maximo indicado en la (1} (lo que constituye
la mayor dificultad). Los test incondicionados aproximados
contemplados hasta aqui eluden ambés problemas. En el Cap.IIl
(Apartado 2.7.4) ya se comentd que los tests CSD ~Wilson
(1941), Liddell (1978) y Burstein (1981)- y CSZ —Storér and

Choongrak (1990)- eluden sélo el segundo, y de ahi que les
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hayamos denominado semiexactos. Estos autores proponen estimar
el a*, dado por la (1), por &*=a(p), con p=a,/n y conteniendo
la RC a todas las tablas con una diferencia de proporciones
(CSD) o un valor de yx? (CSZ) mayor o igual que el de la tabla
experimental observada, y siendo, por tanto, procedimientos de
tipo asintético que deben ser contemplados en este capitulo,
aunque la discusidén sobre su posible conveniencia frente al

método chi~cuadrado clasico se deja para el apartado 3.5.2.

2.5.~ Métodos para los casos raros ( Aportacién )

Es claro que, para unos valores fijos de los n;, el que
a,/n, con a,=Min(a,;a,), sea pequefio (casos raros) equivale a
que el minimo valor esperado E=n,Min(a,;a,)/n también lo sea.
Aunque las condiciones de validez del test %°? se verdn més
adelante, conviene adelantar aqui que si bien en la literatura
condicionada existe pleno acuerdo sobre su clara dependencia de
E, en el caso incondicionado dicha dependencia estd ain en
discusién pues, ademds de ser muy reducido el nldmero de
estudios, parte de ellos parecen indicar que la bondad del test
no depende del valor E, sinc del desequilibrio entre las n;
(del valor K=n,/n,). Sin embargo, puesto que tales estudios se
basan en valores pequefios de n;, con caracteres raros ambas
cosas pueden estar confundidas, io que de hechoc parecen
confirmar los resultados de esta memoria que indican una clara
dependencia de ambos factores (E y K). Por otra parte, es

conocido que cuando a;/n es pequefio, las distribuciones
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binomiales base -B(n;;p)~- se podradn aproximar a distribuciones
de Poisson -P(A;)- de pardmetros A;=n,p, por lo que se tendra
que H,=p,=p, = H'=A;=1,, y_el problema actual de comparar dos
proporciones independientes se convierte asi en la comparacién
de dos A de Polisson independientes, y el estudio de su solucién
-que se aparta de los objetivos de esta memoria- puede verse,
entre otos autores, en Detre and White {(1970), Sichel (1973) y
Huffman (1984). Si a su vez, en el caso asintético, las
anteriores distribuciones de Poisson se aproximan a dos
distribuciones normales, de medias y varianzas iguales a Aj,
entonces la variable X,/n,-X,/n, se distribuird como una normal
de media 0 y varianza p(l/n,+1/n,}. Estimando p por P, se

obtiene el estadistico

(ﬁ]_—ﬁz)
ﬁ( 1 1 ) (12)

o,

Zgp=

Yy, elevando al cuadrado, el estadistico

2
bﬁyﬁ_)ﬁyl}
a,n 1,

Xz = (13)
Asi, puesto que 12R<x2, para los casos raros el test que se
obtiene es mis conservador que el clisico. Sin embargo, la
validez de la anterior versién x? es dudosa, pues Herranz
{1992), que obtiene el mismo estadistico para el caso
condicionado, observa que la chi-cuadrado clésica guarda
"memoria" de la varianza de procedencia en el sentido de que la
distribucidén normal de llegada "recuerda" cuales eran sus
parametros (media y varianza) de partida, siendo por ello mas

conveniente la %? clésica.
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3.- LA CORRECCION POR CONTINUIDAD.

3.1.~ Generalidades.

Una de 1las posibles fuentes de error al utilizar la
aproximacidén chi-cuadrado se debe a que una variable discreta
se estd aproximando a una continua. Asi, para corregir en la
(7) el efecto que dicho error puede producir, suele efectuarse
la denominada "correccién por continuidad" (c.p.c. en
adelante), que =-como se justificari mads adelante- aplicada en

su forma habitual da lugar a

Ix.v,-x,y|-cP
n

(14)
a,8,1, I,
de igual forma, a partir de la (5), se obtiene
{]17_711_}2
SlaBhtn (p-1) (15)

a,a,,1,

siendo ¢, en ambos casos, la c.p.c.

A principios de =siglo, era tradicién entre los
estadisticos el calcular la funcién de distribucién de una
variable binomial B{(n,p), a través de su aproximacién normal en

grandes muestras, del siquiente modo:

p(Bsr)zp{Eig;élﬂg}
vopg

con F(.) la funcién de distribucién de la normal tipica. Yates
(1934) =-a quien se debe el término ‘"correccién por
continuidad"~- argumentd que en el caso condicionado (para la
hipergeométrica) la situacidn era similar, pues el_salto en la

variable discreta X; también es la unidad, siendo asi que la
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correccién 0,5 también le serd apropiada. Ello conduce a que en

la (14) sea c=n/2, obteniendo asi el estadistico x2,:

Ix v, -x,y,l- g PR

2 _ (16)
Xy aamn,
que en formato Z, a partir de la (6}, da lugar a
e
ZY'—' 1 2 (17)

1 1
Jﬁ‘i(a*z]

Pearson {1947), sugiere aplicar la misma correccién pero en la
(15), obteniendo asi el estadistico yx%y,,. El recurso a
arqumentos de tipo practico y grafico (Pearson, 1947),
considerando la variable discreta como un redondeo de la
continua a la que se aproxima, ha sido el mas utilizado
tradicionalmente para justificar la conveniencia de efectuar
una ¢.p.c., e incluso para proponer el valor de la misma. Cox
(1970) es el primero en demostrar analiticamente que, bajo
ciertas condiciones, la mejor c.p.c. para una variable
aleatoria discreta que toma valores de h en h unidades es la de
h/2 (el salto medio), pues es la que anula el promedioc de error
de la aproximacién. Hamdan (1974) sugiere algunas matizaciones
al anterior resultado y Schouten (1976) ofrece una demostracidn
mids sencilla del mismo.

Aunque esta memoria se centra en la metodologia
incondicionada, y el estadistico yx?, tan sélo tiene sentido en
el caso condicionado, nos ha parecido conveniente el
explicitarlo, no sélo por razones histérigas, sino ademds, y

sobre todo, por ser muy frecuente en la literatura su
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comparacién con los estadisticos incondicionados que se verdn
en los siguientes apartados. Puesto que, bajo el argumento
incondicionado, algunos autores son partidarios de no utilizar
c.p.c., también se considerardn los estadisticos x? y %°p como
si de una c.p.c. se tratase (c=0), aunque a partir de aqui se
utilizara su notacidén mds habitual, la inglesa "uncorrected",

denotandolas x2, y x?yp, respectivamente.

3.2.~- Correcciones por continuidad cléasicas.

3.2.1.- Si la variable aleatoria es el numerador de la #°.

En base al criterio de Cox (1970), anteriormente
comentado, Pirie and Hamdan (1972) prueban que, si hay que
contrastar H,=0=0 contra H,=0#0 en base a un estadistico U
insesgado y suficiente del pardmetro @ (o de un miltiplo de &1)
Y que toma valores saltando de h en h unidades, si P, es una
distribucién discreta (funcién de ®) que se aproxima a una

normal P,, entonces:

N \U|  r¥Hh72
Pyl |0 |1y = By 121 s T2 } (18)

donde &%

es un estimador consistente de la varianza de U y U/d
sigue asintdéticamente una distribucidn normal tipica. Asi, como
en el caso de comparacién de dos proporciones independientes es
H,=p;=p, ¥ ©=p;-p,, al ser P;-P, = (X,¥,X,¥;)/n,n, se tendrd que
U=x,¥,-X,¥;, ¥ la c.p.c. dependera del salto de dicha variable.

Para el caso condicionado, al ser {X;y,~x,¥;} - {(x;-1)(y,-1)~-

(x,+1) (y,+1)} = n, U salta de n en n, y de ahi las x%; y x°yp-
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Sin embargo, bajo el principio incondicionado, los citados
autores ya indican que el salto de U es constante sélo si es
n,=fi,, aunque se restringen al caso de n,=n,. En tal caso {x,¥,"
X, ¥ 1 }={(X~1)y,=%,(y;+1)} = ny =n/2, U salta de n/2 en n/2, y la
c.p.c. serad c=n/4, la cual, sustituida en la expresién (14), da
lugar al estadistico x%py:

Ix,y, -x,y.l- —;113 2

2
Apr = n
a,a,mn,

(19)

cuya validez Liddell (1978) propone ampliarla al caso de n;#n;.
Schouten et al (1980), insisten en el argumento de Pirie and

Hamdan e indican que, en general, U salta de h en h, con

0 < MCD(n,,n,) shsMin(n,, n,) sn/2<n (20)
(con MCD aludiendo al "miaximo comin divisor") lo que ofrecen
sin demostracién pues, segqin dicen, es evidente. Esto les lleva
a proponer la c.p.c. conservadora de c=Min(n,;n,}/2, que,
sustituida en la (14), conduce al estadistico x25=

- e
Ix,y; - 27l —2—} n (21)

x5

a 8,1,

pues, como ya se indicd en el Aptdo. 1., siempre se considerara
que n,=n,. Upton (1982) alude a la propuesta de Cook (1981} de
hacer c=MCD(n,;n,)/2, que sustituida en la (14) permite obtener

el estadistico xch:

MCD(n, ; n,)
Loy - xyl-———=F (22)

2
Xex = ——— )
a,a,n 1,
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Cochran, 1942) y, asumiendo que la variable base es la x?,

propcone el estadistico:

, 2 popl?
ngh;z_ (24)
con %x'? " el valor chi-cuadrado mds préximo y menor que x2 “.

Haber (1980), en base al mismo argumento, propone considerar
como variable base el estadistico %, no el 2, lo que

conduciria a:
2
(o)

aunque en realidad, dada la dificultad para encontrar el valor
de ' en el caso incondicionado (Conover, 1974), posteriormente
(1982) propone una nueva c.p.c. alternativa mas sencilla. Lo
gue sugiere Haber (1982) es restar al valor y experimental la
mitad del salto promedio. Puesto que y toma valores de 0 a vn,
si fi es el nimero de valores posibles, entonces el salto

promedio serd (vn)/fi. En base a ello, Haber propone el

estadistico:
JaY
Xz = (x - _) (26)
2n
donde, de forma aproximada, considera que

—;-(nlﬂ.)n2 si ny*n,

n= 1 _ (27)
< (n,+1)°2 8i n=n,

con n,=Min(n,;n,) como ya se ha dicho. En todos los casos, atin
cuando los autores no lo explicitan, pueden adoptarse las
expresiones base (5) o (7), lo que hace duplicar los métodos
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descritos (afiadiéndoles, como identificacidén, un subindice P al

final), bastando con tener en cuenta que xzxp=x2x(n-1)/n.

3.3.~ Propuesta de nuevas c.p.c. ( Aportacién ).

3.3.1.~- Si la variable aleatoria es el numerador de la z°.

Recordemos que en este caso el estadistico clave era
U=x,¥,=X,Y,. Sean pues, sin pérdida de generalidad, U,>0 y
n,=min(n,;n,) los valores de U y n, en la tabla experimental.
El objetivo es encontrar la pareija (x;+r,x,+s8) que produce un
valor U, lo mids cercanc posible a U, y menor que él, conr y s
dos numeros enteros a determinar. Asi, si h=U,-U,, la c.p.c.
"tedrica" a aplicar serd c=(U,-U,)/2=h/2.

Como U,-U;=sn,-rn,, el objetivo equivalente seréd encontrar
las soluciones (r,s) de la ecuacién dioféntica sn,-rn,=h, con
h un entero positivo lo mAs pequefic posible. Para que dicha
ecuacién tenga solucién es preciso que h, su término
independiente, sea un miltiplo de C=MCD(n,;n,} y, como el
primer enterc positivo que verifica tal condicién es el propio
C, el minimo salto de U serd de C. De ahi el estadistico chx-
Sin embargo, las soluciones (r,s) pueden dar lugar a puntos
(x;+r,x,+s) que no estén permitidos por salirse del espacio
muestral (por no verificar las condiciones O0sx,;+r=n, vy
0sx,+s=n,}, en cuyo caso habrén de dérse dos, tres o mas saltos
de valor C hasta obtener uno de los puntos licitos. En todo
caso, la pareja de valores (r,s) de (0,1) siempre es posible

para la alternativa H,Sp,>p, (regién de U>0}), y como ella
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ocasiona un salto en U de n, unidades, estd asequrado que U
salta cuanto mas en la cantidad S=Min(n,;;n,). De ahi que el
minimo saltoc h cumpla que Cshss, obteniéndose asi la (20).
Asi, para una tabla experimental dada, la c.p.c. teérica
puede ser la mitad de C, 2C,..., S, y el Unico modo de decidir

cudl de ellas es, consiste en resolver la ecuacién diofantica:
sn, -rn, =KC (28)
y elegir el menor valor de X -con K=1,2,...- que produce el
salto (r,s) licito. Localiéado tal valor K, de K, la c.p.c.
serd c=K,C/2 que, sustituida en la (14) y (15), da lugar a los
estadisticos sz Y szP, respectivamente. La desventaja de estos
estadisticos es que su c.p.c. no es simple de calcular, pues
depende no sélo de los valores de n; sino también de los
valores de x;, y un test chi-cuadrado -que se presume deberia
ser simple de 1llevar a cabo- no conviene que posea tal
caracteristica. Por dltimo, la (20) impone el orden contrario

en los estadisticos chi-cuadrado (de la misma familia) a que

dan lugar, y asi:

Xy < Xou S AE<AF < Aok < AF (29)
Xop < Xoup S Xop S Xoe S ke < Aop (30)

ocurriendo en cada expresidén las tres igualdades cuando es
n,=n,, y sélo las dos dltimas cuando es n,=f,. También es claro

que:

Xip < Ak (31)

con X aludiendo a cualquiera de los subindices de 1a (29) y la
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(30). Por tanto, en cada familia el orden indicado por la (29)
y (30) seréd el de mayor a menor conservadurismo, siendo en cada

c.p.c. mas conservadora la versién con subindice P.

3.3.2.- Si la variable aleatoria es el propio estadistico

usado.

Mantel (1974), en un contexto alejado del actual (ver
Aptdo. 3.4), interpreta el resultado, ya comentado, de Kendall
and Stuart (1967) en el sentido de tomar el propio P-value de
la tabla como la variable base a considerar, lo que en nuestro
caso conduce al estadistico xZM, donde:

_ P+p!

P, 5

(32)

con Py, Py P' los P-values de xZM, x%> v %' %, respectivamente,
Yy x 2 -como en 3.2.2- " el valor chi-cuadrado mids préximo y
menor que %2 ".

Puesto que tanto la funcién de densidad de la %°? como la
de la %, con %x=Z>0, decrecen en las zonas de posible

significacién, se tendra que x%,<x%. y x°y<x°g,- Por otra parte:

Z _gfy 2
xf_.:ﬁ_:_x_:xgﬂh(zzz)_%l (33)
y asi;
Xor < Aoz < Xe (34)

siendo el orden indicado el de mayor a menor conservadurismo
(lo que también valdri para las versiones con subindice P).
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Respecto al estadistico x2,,, definidido en 3.2.2.,
conviene redefinirlo a fin de corregirle algunos errores. El
mismo fue dado por Haber sin demostracién, y asi lo que sigue
es s6lo una hipétesis sobie su método de trabajo. Antes que
nada, observar un ligero primer error en su razonamiento: si @
es el nimero de valores posibles de g, en el denominador de la
(26) deberia de figurar fi~1 en lugar de fi; asi 1lo
consideraremos en adelante.

Supongamos primero que es n,#n,. El nimero de puntos
posibles es (n;+1)(n,+1), cada unc de los cuales da lugar a un
valor de x que estd entre 0 y vn. Los que dan 0 son aquellos en

que es U=x;y,-X,¥;=X;Nn,~X,n,=0, lo que obliga a que:
X, m,=Xxn (35)

Y si n;=Min(n;;n,) y C=MCD(n,;n,), se tendrd que n;=k;C =-con
i=1,2- siendo k; dos enteros positivos tales que ki<k, ¥y
MCD(k;:k,)=1. Asi, la condicién dada por la (35) se reduce a:
Xk, = x,k, (36)
Y puesto que los x; cumplen que 0sx;=n;=k;C, la igualdad de la
(36) tan sélo se verificari si xi=ﬁi y en concreto tan sélo en
los puntos (x;,x,)=(3jk,,jk,), con j=0,..,C, luego el ndmero de
puntos con U=0 serda 1+C. bel resto de los puntos, sélo la mitad
dan valores de yx distintos (pues la otra mitad son sus
simétricos de la otra cola), con lo cual el nfimerc de valores
distintos de % son [(n1+1)(n2+1)-(1¥C)]/2 (los distintos de 0)
+1 (el igual a 0), y el valor de i de la (26) es O =
[(ny+1) (n,+1)-{1+MCD{n,;n,)}]1/2. Este valor coincide con ei dado

por Haber cuando C=n, y, por tanto, tan sdlo cuando n,=n;.
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En todo lo anterior se ha supuesto que los dnicos puntos
que pueden dar empates en ) son aquellos en que es x=0 o los
gque son simétricos (pues dan'valores de U iguales, pero de
signo opuesto, y dejan inalterados los a;). Esto no es
estrictamente cierto, pero es una buena aproximacién al
problema. Sin embargo, para el caso de mn,=n, hay alguna
novedad. Ahora el nimero total de puntos es (n1+1)2, de los
cuales C+1 = n;+1 dan x=0 (los de la diagonal principal:x;=x;),
con lo que restan n,(n;+1) puntos. Hay dos casos:

a) Si n; es impar, los n,(n,+1) puntos se dividen en dos
grupos: los n;+1 de la diagonal secundaria (la de X, +X,=0,) ¥
los (n;+1)(n;-1) del resto de las posiciones (los que no estan
en ninguna de las dos diagonales). De los segundos, sdélo la
cuarta parte de los puntos es efectiva (pues cada punto tiene
un simétrico en la otra cola, ¥, cada uno de estos dos, un
simétrico en su propia cola -ver 2.4.5.- todos ellos dando
igual valor de |ul y de x), por lo que este grupo proporciona
(n;-1)/n;+1)/4 valores distintos de x. De los primeros (los
n,+1 puntos de la diagonal secundaria), cada uno es su propio
simétrico de cola, por lo que sélo son efectivos la mitad de
ellos, es decir (n1+1)/2 puntos. Como resumen de todo, 1la
diagonal principal proporciona un valor de x (el 0), la
diagonal secundaria (n,+1)/2 valores distintos, y el resto
otros (n,-1)(n,;+1)/4 valores, lo gue da un total de (n;+1)%/4
+1 valores distintos de y y el valor de fi en la (26) es de
(n;+1)%/4, lo que coincide con la solucién (27) de Haber.

b) Si n, es par, la novedad con respecto a lo a?terior es que

en la diagonal secundaria sélo hay n; puntos (pues el que falta
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3.4.- Tests de una y dos colas ( Aportacién ).

Puesto que todas las c.p.c. consideradas con anterioridad
dan lugar versiones xﬂ{que ge distribuyen asintéticamente como

una le g.1.r en adelante convendremos en notar que:

P(xx =P{x} ¢.2. 2 %3} (39)
y, dado que la x? no distingue las colas, para tests de una

cola el P-value aproximado de cada estadistico xzx sera

Py= 2P =3 P{xd g.1.2 23} (40)

Para el test de dos colas, lo tradicional (tanto en el caso
condicionado como en el incondicionado) ha sido considerar que

el P-value para 1x2 es

Py=P(xy) =P{xi ¢.2.2 Xi} (41)
lo que, aildn siendo cierto en el caso incondicionado (no asi
para el condicionado), no ha sido justificado. De hecho, 1la
(41) sera valida tan sélo si la c.p.c. a dos colas coincide con
la de una cola. Sin embargo, Conover (1974) considera que la
c.p.c. a dos colas debe obtenerse buscando el siquiente wvalor
de la variable base (el valor x'? en su caso) en cualquiera de
las colas, y Mantel (1974) que debe buscarse en ambas colas y
corregir en cada cola por separado, sumando posteriormente los
dos P-values de una cola obtenidos por la (40). En el método
condicionado (contexto donde se planfean estas propuestas), las
%x'2 deberdn buscarse en la misma diagonal que la %2 observada
(con el mismo a,), y la falta de simetria conduce a que'a dos

*

colas se obtengan varias versiones chi-cuadrado (varias c.p.c.)
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por cada una de una cola (Herranz, 1992), pues las anteriores
versiones no tienen por qué coincidir ni entre ellas ni con la
de una cola. Sin embargo, con el método incondicionado el
anterior problema no existé, pues toda tabla como la Tabla 1
(Cap.I) tiene su simétrica en la otra cola (permutando las dos
columnas de ella entre si) con igual valor de y¢? (y de |U]|
también), coincidiendo asi, para cada versidén de una cola,
todas las versiones de dos colas, y los correspondientes Py
tienen una tdnica definicién: la dada por las (40) o (41). De
ahi que en todo lo anterior se haya planteado el problema como
de dos colas: el P-value de una cola es la mitad del de dos

colas.

3.5.- An&lisis critico de las conclusiones clasicas

(Aportacidn).

3.5.1.- Determinacidén de la bondad de una c.p.c.

Puesto que esta memoria se centra en las soluciocnes
incondicionadas, la c.p.c. Optima deberd elegirse entre las sz
que, definidas con anterioridad, se basen en dicho principio.

Asi, tanto a una como a dos colas, habrd de elegirse entre las

versiones xzur xzpﬂr X.zsr xzcxr XZT: chr xzﬁlr xznzr xzu Y ngc;
mids sus versiones con subindice P afiadido. Aqui las
comparaciones de potencia pierden éu sentido, pues cada test
aproximado da lugar a un error de tipo I distinto, unas veces

mayor y otras veces menor que el error a nominal. En base a

ello, el modo de evaluar la bondad de una determinada c.p.c. es
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inmediato y consiste en tres pasos: Dada una determinada tabla

experimental

12) si xzx es el estadistico chi-cuadradado seleccionado, su
P-value aproximado Py vendrd dado por la (40) o (41),
dependiendo de si el test es a una o dos colas,
respectivamente.

22) El1 P-value exacto Pp vendria dadoc por la (1), con la RC
obtenida bajo el criterio CSM de Barnard (1947) (por ser
este el método de ordenacién éptimo para el caso no
asintético).

32) Por idltimo, deberd compararse el P-value aproximado (Pg)
con el exacto (Pg) para poder evaluar asi la bondad de la

c.p.c. considerada.

Aunque cualquier otro criterio de comparacién, que no
contemple los tres puntos anteriores, carece de sentido o es
incompleto, conviene hacer algunas matizaciones. Respecto al
punto 29), lo comin en la literatura ha sido utilizar la
ordenacidén CSZ, pues se basa en el estadistico chi-cuadrado y
este es el utilizado en la aproximacién. Si bien esto es
aceptable en el caso condicionado, pues alli practicamente
coincide con la ordenacidén éptima (Herranz, 1992), sin embargo
aqui ya se vid en el Cap.II que esta ordenacién difiere en gran
medida de la éptima. Respecto al punﬁo 32), la duda consiste en
decidir qué mdxima diferencia (Py~P;) debe permitirse. Diversos
autores sugieren que sea Py2Pp, para que asi el test nunca

rebase el error objetivo. Pero esto, que es apropiado para un
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test exacto, puede ser excesivo para uno aproximado pues, de
aceptarlo, podriamos vernos obligades a aceptar tests
excesivamente conservadores y rechazar tests que, ain siendo
liberales, estén muy pré#imos al exacto. Cochran (1954),
sugiere permitir diferencias de 0,01 y 0,005 para valores
exactos de 0,05 y 0,01 respectivamente (imprecisiones relativas
del 20% y del 50%). Herranz (1992), generaliza el anterior
criterio para el caso condicionado, considerando imprecisiones
del 20% para 0,001=P;=0,01, del 50% para 0,05sP;=0,10 y del
orden de 20% al 50% para 0,01<Pg<0,05. Aunque ambos criterios
son opinables, y todo ello se matizari mds adelante, si parece
haber acuerdo sobre considerar gue ha de ser |Px-PE|56PE, con
6 funcién del valor de Pg.

Se ha procurado indicar aqui la metodologia que estimamos
apropiada para la evaluacién de un métodoc asintdético, antes
incluso de analizar la bibliografia al efecto, para que asi
queden mas claros en su momento los posibles defectos o errores

en gue incurren los diversos autores.

3.5.2.- La c.p.c. optima en la literatura.

En este apartado se recogerdn, de forma critica, aquellas
referencias y conclusiones de la literatura que afectan a
alguna de las versiones xzx contémpladés en esta memoria.
Loégicamente, de las diez versiones indicadas en el apartado
anterior tan sélo habra referencias a las clésicas xZU; szH,

+

x%ss x%cxr X%r %%y Y %%y, mds alguna de sus versiones con
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subindice P. Sin embarge, también se hard alusién a las
versiones x2Y Yy xzyp (pese a ser versiones condicionadas), pues
-por motivos de indole hisférico e incluso sentimental- es muy
frecuente su aparicién en los estudios que comparan las
versiones incondicionadas. También se discutiran los estudios
relativos a los métodos definidos en los apartados 2.2 y 2.4.

El principal objetivo consiste en delimitar aquellas
conclusiones que puedan aprovecharse en los sucesivos
apartados, dejando para mids adelante la valoracién detallada de
las conclusiones mids importantes en base a su comparacidén con
las obtenidas en esta memoria.

Pearson (1947) toma algunos valores de a, construye las RC
por los criterios qup Y xzn,, para test de dos colas, y
obtiene, a través de la (1), el valor a* que producen,
concluyendo que x2,, es demasiado conservador y que %%, da
valores de a* unas veces menores que a y otras veces mayores,
pero cercanos a a en promedio. La conclusién, aunque
provisional, pues se utilizan pocos valores de n; y a, ya
sirvidé entonces para comprobar que el test asintético cléasico
xzn, no va bien si se acepta el principio incondicionado.
Plackett (1964) confirma estas conclusiones de un modo tedrico,
aunque refiriéndose a los tests qu Y xzy. Grizzle (1967),
también para dos colas, obtiene las mismas conclusiones para
a=5% y 10% y n,=n,, pero por un procédimiehto de simulacidén en
el que anota el porcentaje de rechazos 'de Hy, (una estimacién de
a*). Las limitaciones son obvias y la simulacién critiéable,

pues la (1) puede evaluarse.
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Conover (1974), hace intervenir por primera vez los P-
values (no ya sélo el error a") por el criterio de ordenacién
CSZ (dos colas), y compara su versidn x2C con xzu Y xzy. Su
conclusién es que ch es aéroximadamente igual que qur mejor
que sz (que es conservador) y dificil de calcular, por lo que
practicamente la desaconseja en favor de xzu.

Garside (1971, 1972) propone un test en formato chi-
cuadrado en el que la c¢.p.c. es un nimeroc A que depende de n;
y a (para lo cual da la tabla oportuna) y que calcula de modo
que el a* que ocasiona sea lo mds préximo posible, por abajo,
a a. Es claro que tal test (le) tiene de chi-cuadrado sélo la
forma, funcionando en la préactica como un test incondicionado
no asintdético. El articulo subsecuente de Garside and Mack
(1976) es dificilmente encuadrable. En él1, para varias parejas
de n; y para a=1% y 5%, se calcula el valor de a(p) -expresidn
(2)- para los tests de Fisher (que es condicionado y no
asintético), x?%y, x%y (que son asintéticos), x%; y CSF de
Boschloo (1970) (gque son incondicionados y no asintéticos).
Métodos tan distintos no pueden evaluarse por una metodologia
dnica, pero de sus conclusiones puede aprovecharse esta: el
test xzu es demasiado liberal como test incondicinado, sobre
todo con n; distintos (K alta) y a pequefio. Esta es la primera
vez que alquien, por razones practicas, pone en duda la validez
del estadistico x2?,, como test incondicionado. Sin embargo,
Berkson (1978) prefiere xzu, aunque sélc lo compara con sz.

Schouten et al (1980) son los primeros en hacer una
evaluacién incondicionada de alguna c.p.c. distinta a la de

Yates. Ellos comparan los métodos %25, x%yp ¥ €l x%sp Propuesto
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por ellos mismos, para tests de dos colas y varios valores de
a y de n;. Su método de evaluaciédn consiste en definir la RC
como la formada por todas las tablas con un valor xzx mayor o
igual que el nominal (1,962 para el caso de a=5%) y calcular el
valor de a" para ella, comprobando a continuacién cuénto se
diferencia del a nominal. Sus conclusiones son que qup es
liberal, que szP es conservador (cosas que ya se sabian) y que
x%sp se comporta bien, incluso con n; muy pequeiias, pero no si
estan excesivamente descompensadas (K altas); dentro del margen
1/3=n,/n,=3 (K=3) el test es conservador y, por tanto, védlido
en su opinién. Se echa en falta una evaluacién similar para
test de una cola, asi como la discusién del problema en
términos de P-values (que es un procedimiento mas genériéo). Si
discutible era el procedimiento de ordenar en base a ¥? (CSZ)
mds lo es el hacerlo en base a x2;. La c.p.c. ejerce de funcién
correctora para determinar el P-value de una tabla dada, y no
es en si la base para un procedimiento de ordenacién. Haber
(1986), aungue en otro contexto, y para valores n;=20, matiza
la conclusién probando que el test xzup es demasiado liberal
(sobre todo como test de una cola) pudiendo llegar a dar
valores de a* superiores a 2a, y actuando especialmente mal
cuando es K=n,/n,=4. Sachs (1986) confirma las anteriores
conclusiones. Dozzi and Riedwyl (1984), para tests de una cola,
ensayan un procedimiento similar al de Schouten et al (1980),
estableciendo conclusiones similareé a las de ellos, pero para
las versiones x%;, x%y ¥ x%s-

El trabajo de Upton (1982) es dificilmente encuadrable,

por iguales razones al de Garside and Mack (1976). En &l se
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analizan 23 métodos condicionados e incondicionados,
asintéticos (de tipo chi-cuadrado y de otros tipos: ver
apartado 2.3.) y no asintéticos, etc, lo que dificulta la
obtencién de conclusiones. Su procedimiento de andlisis
consiste en definir las RC por cada procedimiento y calcular
a(p) v a' para un test de dos colas. En lo que nos afecta por
ahora, él analiza los estadisticos xzu, qupr xzy, le, szH,
X%k ¥ %%s (este dltimo sélo de pasada pues llega a su
conocimiento cuando el articulo ya estaba en imprenta). Aparte
de concluir sobre el conocido conservadurismo del test xzy,
opina que xzpa es conservador, siendo un compromiso arbitrario
entre xzu y uno de los tests condicionados que considera (!),
Y que x2UP es un test preciso, poderoso y simple si se acepta
que sea a'>a con frecuencia, ofreciendo como alternativa los
tests no asintéticos. Respecto de xzs s6lo indica que estd a
mitad de camino entre XZPH Y le. Las conclusiones, como se ve,
son contrapuestas a gran parte de lo conocido, y ello por ser
demasiado permisivo con el hecho de que a* sea superior a a.
Aunque Upton no lo dice, el test chx es un buen competidor (en
base a sus datos) pues sus valores de a(p) se acercan bastante
a a, sobrepasandolo pocas veces. Otro aspecto parcial de las
conclusiones de dicho autor es la reduccién del problema al
caso de test de dos colas y error a=5%.

Rhoades and Overall (1982), abordan la comparacién de x2U
contra x2UP, en el caso de test de una cola, defendiendo el
dltimo por ser menos liberal que el primero. Aungue sus
conclusiones no son definitivas, por estar basadas en unos

pocos (y pequenos) tamafios de muestra y en los valores de a(p).,
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no de a*, la anterior conclusién es evidente y no necesita
estudiarse.

El estudio mds amplio es el debido a Haber (1982). Para
n=50, n,zn, y n;=10, 15, 26, 30 ¥y 40, obtiene los valores de
a(p) para p= 0,1, 0,3 y 0,5, en los test de dos colas x2H2'
x2sr %3y ¥ x%ypr 2l error a=5%. El criterio que utiliza -similar
al de su articulo de comparacién de métodos condicionados
(Haber, 1980)- consiste en evaluar en cada versién el maximo
valor que puede tomar

D= Ma.X(PB,' P} _

42
MImtPFy) (42)

considerando éptima a aquella versidén cuyo maximo sea el menor
de los considerados. Sus conclusiones son: que los métodos x2H2
Y qup son bastante similares (pero con xzﬂz algo menos liberal
que x%yp), en tanto que x?g y x?y son conservadores. El estudio
es de nuevo incompleto por no contemplar el caso de una cola,
no calcular a* (pues sustituye P; por a(p) en lugar de por a®y,
no investigar otros valores de a y no contemplar otros
estadisticos que son competidores razonables de los expuestos
(xzc, chx Yy xzpﬁ). Sorprende su equiparacidén entre X522 y Xupz
(cuando uno tiene c.p.c. y otro no) y entre 325 y x%y (cuando
las c.p.c. que los sostienen son apreciblemente distintas).
Hasta ahora se han eludido algunos estudios por causa de
su poca utilidad. Asi, el trabajo de Liddell (1978) a favor del
test xzpﬂ no tiene mayor valor por estar basado en valores muy
pequeiios de los n; y limitarse a comparar sus P-values con los
del test exacto de Fisher para demostrar que no es tan

conservador comc este (y ese no es el objetivo). Algo parecido
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sucede con los trabajos de Starmer et al (1974) y Kroll (1989).
Los primeros comparan los tests de Fisher, Tocher, qu Yy xZY
(igque son unos asintéticoé y otros no; unos condicionados y
otros no; unos aleatorizados y otros nol) por el principio
incondicionado (que no le es de aplicacién al test de Fisher,
por ejemplo) y por un proceso de simulacién (cuando la
expresién (1) es conocida y no es preciso simularla),
concluyendo que el mejor test es el de Tocher (cuando,
posteriormente, Liddell (1978), Suissa and Shuster (1984) y
Haber (1987), probaron claramente que no es el 6ptimo, a pesar
de ser el UMPU).

También son descartables algunas otras c.p.c. Asi, la

propuesta por Berchthold (1972)

c==(n,~n,) (1-2p) (z&-1) (43)

o

con z el a-cuantil de la distribucidén normal tipica, ocasiona
dificultades a la hora de determinar el P-value (por depender
del error objetivo a), y, dando lugar a un test similar al x25
-Dozzi and Riedwyl (1984)- puede eludirsela (de hecho xzs es
menos liberal que el de Berchthold). Igual sucede, aunque con

mds fuerza ahora, con la c.p.c. propuesta por Burstein (1981):

_{ n/4 si n=n, (44)

n/10 si n;*n,
que la obtuvo empiricamente con el fin de que el test chi-
cuadrado que proporciona esté conforme con el test no
asintético que proponen: el test binomial C8D. Aunque ahora la

descalificacién proviene de que tal método no es exacto (ver
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aptdo. 2.4.), ademds Luna (1987) probé que el test y2.
concuerda mejor con el test binomial que el de Burstein.
Precisamente, con respecto a los métodos binomiales o
semiexactos definidos en el apartado 2.4., la tdnica evaluacién
disponible es la de Storer and Choongrak (1990). Estos autores
-para tests de dos colas y una amplia gama de valores de a y de
n;- comparan los métodos CSZ, test exacto de Fisher, xzu, szar
xzy, le y los dos binomiales CSD y CSZ, decantandose finalmente
por su método (el CSZ), aunque indicando que el test 12U no se
comporta demasiado mal. El procedimiento de comparacién es
doble: 1) En base al porcentaje de tablas en que un método no
es excesivamente liberal (a"-a=ae, con € desde 0 a 0,20), 1lo
que les sirve para evaluarlo individualmente; y 2) En base al
porcentaje de tablas en que un método, sin ser demasiado
liberal, se aproxima apreciablemente mids al error nominal a que
otro, lo que les sirve para evaluarlos comparativamente. Las
criticas y comentarios son varios: a) Una vez mis se mezclan
métodos condicionados con incondicionados, y aproximados con
exactos, omitiéndose sin embargo parte de 1los métodos
aproximados mds competitivos (xzs Y chg)i b) Falta 1la
evaluacién en base al P-value (aunque su gama de valores de «
es amplia) y para el casé de una cola; c) No parece razonable
comparar un test semiexacto (con algin problema de cdlculo) con
uno aproximado como es x2U y derivados (sin problemas de
calculo); d) Su criterio 1) controlalla liberalidad, pero no el
conservadurismo; hubiera sido preferible la condicién |a*-a|=ae
pues, en otro caso, y seqgin sus datos, el propioc test exaﬁto de

-

Fisher es aceptable por dar un 0% de liberalidades:. Esto mismo

136



hace que su criterio 2) sea defectuoso pues ocasiona (de nuevo
segin sus datos) que jun método aproximado pueda ser preferible
al exacto! (lo que sucede cuando el a* del primero esta entre
el a nominal y el a* del éxacto). A todo ello se aflade que,
para ser métodos asintédticos (aproximados), son demasiado
complicados (en comparacidén con los métodos chi-cuadrado), por
lo que en adelante no volverdn ser considerados.

En cuanto a los métodos definidos en el apartadeo 2.2.,
conviene indicar en primer lugar que, salvo la solucién de
Martin y Luna (1989), todos se han propuesto sin c.p.c. (pese
a que con anterioridad ya se ha indicado la conveniencia de
utilizarla). Eberhardt and Fligner (1977), a propuesta de
Robbins (1977), demuestran tedéricamente que el test sz es mas
potente que el xzu. Sin embargo, y aungue ellos mismos
comprueban que ambos son liberales {lo que es obvio pues les
falta la c.p.c.), insisten en comparar sus potencias viendo las
ganancias producidas en ellas en relacién con el desajuste
entre sus respectivos a* y el valo; objetive a, lo que, en
nuestra opinién, no es comparable. Upton (1982) confirma el
cardcter excesivamente liberal de este procedimiento, sobre
todo con n; muy diferentes (K altas) o pequeios. Sathe (1982),
demuestra teéricamente que su estadistico x?;; es siempre mis
potente que el test xzu, siendo mas potente que el test 126 si
es n;#*n, y: p,;>p, (con p;+p,>1l) o p;<p, (con p;+p,<l). Los
comentarios acerca de la ausencia de c.p.c. y del peligro de
contemplar sélo la potencia, sin tener en cuenta si el error
real a* es superior al nominal a, son los mismos que antes.

Ahluwalia and Rohatgi (1986) comprueban que las conclusiones de
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Shate se mantienen incluso con valores pequefios de n;,
comprobando que o« decrece, aproximdndose a &, cuando n;
aumenta, y que si bien siempre es a“;za’;g, su diferencia
disminuye cuando nj auﬁenta. Conviene insistir en la
inadecuacién actual de estas dos aproximaciones. Si el test y?;
es demasiado liberal, mds lo serdn los test sz Ve szS (pues se
obtienen valores mayores que xzu). La cercania al o nominal
ocurre en los tests citados cuando los n; son grandes, pero
entonces sus ventajas respecto al tests x?; son inapreciables
pues sus respectivos P-values pridcticamente coinciden. Respecto
a la solucidén propuesta por Martin y Luna (1989.a), no se ha
realizado ningdn estudio gque avale el procedimiento.
Finalmente, D'Agostino et al (1988) comparan su estadistico t
con qu para tests de dos colas, n;=5(1)15 y errores nominales
a del 1%, 2%, 5% y 10%. La comparacidén la efectian en base a
los errores a* -obtenidos para a(p) con p=0,05(0,05)0,50-,
errores para los que anotan su valor medio, su valor miximo y
el porcentaje de veces en que a" supera a « en un valor dado.
Su conclusidén es que t y x2U van bien, con ventaja para el
primero para errores a altos y para el sequndo en los bajos. Su
procedimiento t serd eludido en adelante pues: 1) Sus tamafios
n; son pequefios, no estudiando por separado el caso de n; muy
desequilibrados (pues ya se visto que afectardn al
procedimiento); 2) Falta por comprobar la bondad del
procedimiento t como test de una cdla, pues su afirmacién de
que a*(dos colas)=2a*(una cola) es errénea (Cap.II,
aptdo.2.4.5); 3) No obtiene los valores de a“ en basé a la

expresioén (1), sino que toma una rejilla de valores de p (de 5%
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en 5%) excesivamente ancha; 4) No propone c¢.p.c. alguna, y
conocida la conveniencia de esta en el test %%, y su préactica
equivalencia con el test t, él heredars la liberalidad del test
x2 (asi, en ocasiones obtiene valores a*=8% para un «=5%, lo

que implica un 60% de error relativo); 5) No hay ningin

argumento tedrico que avale el que la distribucién tedrica sea

1la de Student.

3.6.- La c.p.c. éptima por los criterios actuales (Aportaciénm).

3.6.1.- Sobre la flexibilidad de la aproximacién.

Puesto que el objetivo es encontrar la versién asintética
xzx que mejor se aproxime al método exacto de Barnard, la
metodologia =-anteriormente expuesta- consistird en comparar
cada P-value Py, obtenido por el método exacto de Barnard, con
los correspondientes P-values aproximados P, de cada versién
xzx. Lo ideal seria que para la c.p.c. Sptima siempre fuese
Py«P;, por lo que, de modo general, se considerari como versién
6ptima aquella que en mayor medida verifique:

|Px—Pg| € Ly ' (45)
con § funcidn del valor P;. En el apartado 3.5.1. ya se comentd
gue, alin existiendo acuerdo sobre la (45), la asignacidn de
valores a & es opinable. Sin embargo, dado que en principio no
existian motivos razonables para rechazar los valores
propuestos por Cochran (1954), ni los derivados de 1la
generalizacién planteada por Herranz (1992), se realizd un
estudio previo con estos dltimos &'s. Los resultados del
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estudio se recogen en el Apéndice I, y es precisamente en base
a ellos que conviene hacer algunas modoficaciones en 1los
anteriores valores de §, cambiando su simetria y su magnitud:
a) Por una parte, mientr&s que en el caso condicionado las
diferentes versiones difieren poco entre si (Herranz, 1992), en
el caso incondicionado las diferencias son notables (al igual
que ocurria con sus respectivos métodos exactos), siendo 1la
mayor parte de los métodos o claramente conservadores o
claramente liberales. Puesto que es preferible que un método
falle por conservador a gque lo haga por 1liberal, parece
conveniente el considerar 6's no simétricas, en el sentido de
que no se penalice por igual ambas situaciones. Ello equivale
a cambiar la condicién impuesta por la (45) por:
Si P> Py: Py-Pp<8*p, (46)
Si PyCPy: P-P,<8 P,

con 8™>8" y dependiendo ambas del wvalor de Pg. Hay apoyo
bibliogrdfico para esta idea. Por un lado, Schouten et al
(1980}, consideran esto mismo (la penalizacidén del liberalismo)
aunque de forma implicita y llevandolo al extremo, pues para
ellos la versién O6ptima es la menos conservadora entre las
conservadoras. Por otro, Haber (1982) 1lo hace de forma
explicita, pues su criterio equivale a considerar que D sea lo
menor posible, digamos D=§' -con D dado por la {42)=~ lo que es

egivalente a exigir que:

Si po>P,: P,-P,<8/P
X E X B B .(47)
Si Py<Pgi Pg-Py<8/P,
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y si la sequnda desigualdad se expresa en el formato de la (46)
{pues la primera ya lo ésté), queda asi Pgp-Py=§''Pp (con
§''=8"'/{1+5')) vy, al iguél que en la (46) es & <&%, aqui
también sera §''<6'. Si ademds se desease gque ambos criterios

fuesen equivalentes, habria que exigir que:

8*=8 y == (48)

Esto apoya la conveniencia de alterar la simetria de las

5's,

b) Por otra parte, del andlisis de los resultados de este
estudio se deduce un mal comportamiento general de la mayoria
de las versiones estudiadas (sz poco exactas), no siendo facil
en esta situacién discernir cudl de ellas es la &ptima. La
explicacién puede ser que, mientras que en el estudio de
Herranz se trabaja con el test exacto de Fisher (caso
condicionado), aqui se utiliza el método de Barnard, lo que
impide utilizar valores de n excesivamente grandes (pues los TC
son mucho mas elevados). Asi, mientras en dicho trabajo se
contemplan n=300, agui nos vemos obligados a considerar tamafios
maximos del orden de n«50. Parece pues necesario el
flexibilizar las condiciones impuestas a la aproximacién,
siendo mAs permisivos al elegir cada uno de los &'s
(permitiendo asi la obtencidén de conclusiones mas claras).

Esto apoya la conveniencia de aumentar la magnitud de las

141



En base a los puntos a) y b), en adelante se considerara
que la aproximacién de P; por P, serd admisible (no falla) si

se verifica la (46), siendo las &§'s elegidas:

0.5 si 1940 <Pg< 19/,
8-=10.55-5P, si 1%/, <Pp< 5%/, (49)
0.2+2P, si 5%, <P,<10°/, |

Y
1 si 1%/ ,,<Pz< 1%/,
d*={1.15-15P, si 1%, <Py< 5%, (50)
0.1+6P, si 5%, <Pg<10%/,

cuya gama de valores resumen viene dada en la siguiente tabla:

o Pg 5~ 5"
1%-1% 0,5 1
1%-5% 0,5-0,3 1-0,4
5%-10% 0,3-0,4 0,4-0,7

en donde, como se acords, es &'™8 . Estos valores estan
bastante de acuerdo con el criterio de Haber dado por la (48).
Para ver cémo se interpréta la tabla, sea el caso de Pyz=0,05;
para €l se admitird un margen de error del 30%, si el fallo es
liberal (frente al 20%_de Cohran (1954) y Herranz (1992)), y un
margen mas amplio} del 40%, si el fallo es conservador. Los
valores de P por debajo de 0.001, y por encima de 0.10 no se

estudian por ser significaciones demasiado altas o bajas,

respectivamente.
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Al igual que nosotros hemos considerado conveniente el
modificar los valores de § utilizados con anterioridad, algidn
investigador puede creer oportuno el hacer algo semejante con
los 6's aqui propuestos. Es por esto que al final del Apéndice
II, se presentan los algoritmos utilizados en este capitulo,
escritos en lenguaje C, y en sus respectivos "main” se sefialan
entre comentarios las subrutinas donde se han implementado las

6's dadas en las expresiones (49) y (50).

3.6.2.- Descripcién de los cdlculos a realizar y de los datos

a obtener.

En el proceso que se va a sequir se partird de una gama
suficientemente amplia de valores de n; (i=1,2), calculando en
cada pareja (n,,n,} los P de todas las tablas (x,,x,) de
interés (aquellas con: 0,001sP;=0,10) y los Py de cada una de
las versiones aproximadas szr considerando como éptima aquella
versidén que verifique con mayor frecuencia la expresidén (46).
El anterior proceso se repetird a una y dos colas, por si las
conclusiones en cada caso difieren. De igual forma, tanto los
resultados clasicos (Aptdo. 3.5.2.), como los de nuestro
estudio previo (Aptde. 3.6.1.), indican que el comportamiento
de las diferentes versiones también.debe estudiarse en funcién

de:

a) Pg: Pues una de las posibles fuentes de error al

utilizar la aproximacién y°? es que se estd utilizando una
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distribucidén simétrica (la normal) para aproximar a otra
gue no lo es (la de la variable X;n,~X,n,, donde X; =~
B(n;,p), con 1i=1,2 f B aludiendo a una distribucién
binomial), siendo previsible, por tanto, gque en los

valores bajos de P se obtengan mayores discrepancias.

b) n=n,+n,: Pues en la literatura cldsica se entiende que
son métodos asintdéticos aquellos que valen aproximadamente
cuando n aumenta, y asi n puede influir en las

conclusiones (si un método actda bien antes que otro).

¢) K=n,/n,, con n;=n,:.Pues, tanto los resultados de la
comparacién de métodos exactos (Cap.II), como las
referencias de la literatura (Schouten et al, 1980;
Garside and Mack, 1976; Haber, 1986; Upton, 1982) indican

que K incide fuertemente en la actuacién de estos tests.

d) E (minima cantidad esperada): Pues tedricamente, la
aproximacién a la normal -ya comentada en a)- debera ser
vdlida cuando los valores esperados n;p y n;(1-p) sean
altos (para valores altos de E) para que asi la simetria
tenga lugar de manifestarse. Pese a ello, y a ser una
condicién de validez histérica para la x?, son muy pocos

los autores que la han estudiado (ver Aptdo. 4.1.).

El objetivo consiste en ver qué ocurre cuando Pgp, n, K y

E crecen (o decrecen), y, puesto que para valores-aislados de
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Pz, n, K, ¥y E, las frecuencias en estudio —eltnﬁmero de tablas
(%,,%,)= serian bajas, habra que'coﬁsiderar intervalos de ellos
(como ya se hizo en la comparacién de métodos exactos).
Respecto a P, tan sdélo se considerardn dos intervalos: 1)
1%=<P =<1%, para las significaciones mis bajas, de gran interés
para los usuarios de Bonferroni, por ejemplo; 2) 1%<Pp=10%,
para las significaciones mas usuales. Aunque los intervalos
para n, K, y E, dependeran de los objetivos de cada apartado -y
se justificardn en cada caso- el proceso comin a realizar sera

el siguiente:

12) Para cada pareja (n,,n,) posible (tal que sus valores de
n=n,+n, Yy K=n,/n, pertenezcan a alguno de los respectivos
intervalos en estudio), se calculard el P-value Pg de todas las
tablas (%;,X3), seleccionando aquellas en que 1%=Py=10%, por
entender que significaciones mis altas o més bajas carecen de
interés. Asimismo, y para cada tabla seleccionada, también se
determinard la minima cantidad esperada E=Min(a,;a,)n,/n (con

a,;=X;+x, Y a,=n-a,).

22) Para cada una de las posibles combinaciones de intervalos
de Pg, n, Ky E considerados, y para tests de una ¥y dos colas,

se anotarad el nimero N de tablas seleccionadas que contiene.

32) Para las N tablas de cada una de las combinaciones
anteriores se procederd a calcular el P-value P, de cada

version xzx, anotando el nimero N° de fallos (aquellas que no
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3.6.3.- Determinacién de los "pariametros®™ mis relevantes.

En el apartado anterior se han senalado los cuatro
"parametros"” de los que puede depender la actuacidn relativa de
las distintas versiones en estudio. Sin embargo, para que una
tabla como la Tabla 1 quede perfectamente definida tan sdlo se
necesita conocer la cuaterna de valores (n,, n,, X;, X,), siendo
asi que cuatro "parametros" parecen demasiados para otras
tantas variables en estudic. Asi, por ejemplo, fijados n y K -y
ain no conociendo el valor de Pg- el valor de E estara
condicionado por el de ellos, aunque no venga dado de forma
tinica, pues E=Min(a,;a,)n,/n=0,5n/(1+K). Todo ello indica que
es muy posible que la informacién aportada por alguno de estos
"parametros" sea irrelevante, siendo este punto el que se trata
de aclarar en este apartado.

Puesto que, en esta primera fase, el interés reside en
comprobar qué pardmetro es el menos informativo, y no en qué
versidén se comporta mejor, nos hemos limitado a estudiar parte
de las versiones. Asi, de entre las versiones con una c.p.c.
sencilla de calcular y con un mejor comportamiento en el
estudio previo, se eligiefon dos clasicas (CK y S) y dos nuevas
(H2 y BC) (aqui, como en adelante, se alude a las versiones por
su subindice X o XP). En base a ello, y a la metodologia
planteada en el apartado anterior, Qe considerd:

12) El estudio de tests de una y dos colas por separado, y, en
cada caso, para los dos intervalos de P ya sefialados:

.

1%sPg=1% y 13<P,s10%
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22) Los mismos intervalos de n que en la comparacién de métodos
exactos del Cap.II: .

n = 16(1)24, 21(i)33, 37(1)43, 48(1)52
aunque aqui el primer intervalo (n:6(1)14) se eliminé por no

dar lugar a frecuencias resefiables.

32) ¥, por idltimo, los siguientes intervalos para K y E:
K: 1=<K<1.4, 1.4<Ks2, 2<K<3, 3<K=<5

E: ES2.5, 2.5<E<4, 4<E<6, 6<E<9, E>9

Se han considerado pocos intervalos para cada parametro con la
intencidén de conseguir que el niimeroc de tablas en cada una de
las posibles combinaciones sea relevante. El nimero total de
tablas estudiadas fue de 20.245 a una cola y 17.397 a dos
colas, repartidas en 110 combinaciones de intervalos, tanto a

una como a dos colas.

Las Tablas 12 y 13 recogen los resultados del estudio para
tests de una y dos colas respectivamente. En ellas N es el
nimero de tablas de cada combinacién de intervalos, y los
valores del interior las H° de cada versién. En cada caso se
busca aquel pardmetro que enfrentado a las H° de lugar a una
correlacién parcial nula o pequefia (para intervalos fijos del
resto de parametros). Por este motivo, en las Figuras 5 y 6
(una y dos «colas) se han incluido varias graficas
representativas de lo que ocurre con cada pardmetro en céda una

+

de las situaciones estudiadas.
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Las conclusiones son las siguientes:

a) Para tests de una y dos colas y, en cada caso, para
valores bajos y altos de Py, los resultados difieren en
gran medida. Por tanto, parece conveniente mantener ambas

subdivisiones en los estudios posteriores.

b) La influencia de E es la mis importante y clara pues,
para intervalos fijos de n y K, cuando E crece siempre

tienden a disminuir las H? (los porcentajes de fallos).

c) La influencia de K, aunque no tan clara como la de E,
también es importante, sobre todo a una cola donde, para
intervalos fijos de n y E, las H° tienden a aumentar con

el aumento de K.

d) La influencia de n no es nada clara y carece de
importancia, pues tan sélo se deja notar en alguna de las
situaciones consideradas y tan sélo para alguna de las

versiones estudiadas.
Por tanto, en adelante el comportamiento se estudiari tan

s6lo en funcidén de Pg, K y E, y el punto 22) variard pues se

considerardn (sin estratificar) todos los n tales que 5=n=50.
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Una Cola .001-.01
1=K=1.4

n:16-24 N H2 HC X S
E<2.5 39 1] 0 5 8
2.5<E=4 81 [+ o 12 32
4<E=b 43 0 0 2 2
n:27-33 N HZ HC CK 5
E=2.5 30 0 0 20 40
2.5<E=4 93 0 0 9 47
4<E=6 160 0 0 0 0
6<E=9 75 0 0 0 0
n:37-43 N H2 HC CK 5
Es2.5 34 0 0 12 62
2.5<E=4 127 [1] 0 9 64
4<Ex6 217 0 0 0 3
6<E=9 349 0 1} 0 0
E>9 46 0 0 2 2
n:48-52 N HZ HC CK S
Es2.5 31 0 o 19 29
2.5<E=4 118 3 3 15 &9
4<E=6 206 0 0 0 2
6<E=9 364 0 0 0 1
E>9 315 0 0 0 ¢

Una Cola .01~.10

1=K=1.4

n:16-24 N HZ2 HC CK s
Ex2.5 112 6 4 & 0
2.5<E=4 125 6 5 6 2
4<E=6 65 3 2 6 5
n:27-33 N H2 HC CK S
E=2.5 122 4 2 4 7
2.5<t=4 143 4 3 4 3
4<E=h 222 1 ¢ 3 3
6<E59 104 0 0 0 1
n:37-43 N H2 HC €K S
E=2.5 161 4 2 6 8
2.5<E=4 196 2 1 2 0
4<Exb 305 1 0 1 1
6<Ex9 492 0 0 1 1
E>9 67 0 0 3 3
n:48-52 N HZ HC CK S
Es2.5 150 5 3 6 10
2.5<E=4 183 1 0 1 1
4<E=6 285 0 0 0 0
6<E=9 516 0 0 0 1
E>9 443 0 0 0 1

207

57
151
243
383

61

136
110

176
184
201

225
233
g7
289

192
218
343
559

a7

Tabla 12

1.4<K=2
H2 HC CK S
13 15 6 0
0 1 4 23
0 0 0 0
H2 HC CK S
18 20 10 0
5 5 9 36
0 1] 0 0
0 (4] 0 0
HZ HC (K S
10 10 10 0
15 16 19 45
0 0 0 1
v} 0 0 0
H2 HC X S
9 g 4 0
26 26 27 A8
0 0 0 2
0 0 o 0
0 0 0 0
1.3<K=2
HZ HC X 5
31 30 21 0
1 1 1 0
0 0 0 0
HZ HC CK S
27 26 22 3
4 q 3 0
0 0 0 0
0 1] 0 0
H2 HC K S
24 24 20 1
6 [ 6 0
0 0 0 0
0 0 4] 0
H2 HC CK S
27 27 22 4
8 7 6 1
0 0 1] 0
0 0 1] 0
g 0 0 0

78
28

141
39

118
221
252

20

107
214
303
194

170
44

217
200
50

286
s
ars

32

271
293
448
285

Z<K=3
HZ HC €K S
49 53 42 14
0 0 o 4
HZ HC €K S
67 66 59 18
0 0 1 24
o 0 0 0
HZ HC ¢k 8
B 76 7219
18 19 19 39
¢ 0 o0 o
0 0 0 o0
HZ HC €K S
83 79 72 2%
38 40 38 44
1 1 1 1
0o 0 0 0
2<K<3
HZ HC CK S
21 21 18 8
0 6 2 o0
HZ HC CK 3
27 28 23 7
1 o 2z o
0o 0 o o
H2 HC €K S
27 24 27 8
1 0 1 o
0 0 0 0
o 0 0 o
HZ HC CK S
29 28 25
1 o0 ot
0o o o
0 0 o0

oo N~

135
76

196
257
51

176
271
200

436
372
75

330
393
303

3<K=5
HZ HC CK S
52 55 54 43
HZ HC €K §
67 67 67 52
o 0 o 3
HZ HC CK S
88 87 87 63
i 4 &4 18
0 0 0 0
HZ HC €K S
94 94 94 76
21 22 19 32
1 1 1 1
3<K=5
H2 HC €K S
34 32 33 22
H2 HC CK S
32 20 32 16
0 o o0 0
HZ HC €K S
a7z 3m 37 17
o 0 0 o0
o 0 o o0
H2 HC CK S
41 37 38 20
1 0 1 o
0 0 o0 o



Dos Colas .001-.01
1=K=1.4

n:l6-24 N H2 HC K S
E<2.5 22 V] 0 9 91
2.5<E=4 75 0 0 19 &3
4<E=6 44 0 0 2 5
n:27-33 N HZ HC CK S
E=<2.5 20 0 0 0 100
2.5<E=4 81 5 5 20 81
J<E=6 144 0 0 1 B8
6<E=9 67 0 0 0 4
n:37-43 N H2 HC CK S
Es2.5 22 9 14 14 100
2.5<E=4 113 11 12 22 80
4<E=<6 196 1 1 1 i1
6<E=9 316 0 0 0 3
E>9 45 0 0 4 4
n:48-52 N H2 HC CX s
£<2.5 19 5 5 11 100
2.5<E=4 112 20 20 36 B2
d<E=6 173 1 1 1 18
6<E<9 3z7 [\] 0 0 4
E>9 297 0 0 0 0

Dos Colas .01-.10

1=K=1.4

n:16-28 N H2 HC CK s
E<2.5 94 1 1 5 49
2.5<E=4 102 7 7 7 10
4<E=6 59 7 7 5 3
n:27-33 N H2 HC €K S
Es2.5 92 0 o 13 75
2.5<Es4 126 1 1 2 9
4<E=6 191 0 0 0 [
6<Ex9 97 0 0 4 3
n:37-43 N H2 HC CK S
E<2.5 129 0 0 g 71
2.5<E=4 164 0 0 0 11
4<E=<6 272 0 0 0 5
6<Ex9 432 0 0 1 5
E>9 58 0 0 2 2
n:48-52 N HZ2 HC CK S
Es2.5 116 0 0 10 76
2.5<E=4 150 0 ] 0 14
4<E=6 267 0 ] 0 4
6<E<9 447 0 0 0 1
E>9 394 0 0 0 3

127

61
136
236
191

56
119
222
356

57

116
89

135
160
181

161
210
42
254

142
186
314
478

18

Tabla 13

1.4§K52
H2 HC CK S
0 0 8 53
0 0 4 24
0 0 0 Q
H2 HC CK S
0 0 9 60
5 5 10 44
0 0 0 5
0 0 0 0
H2 HC (K S
2 2 -3 67
5 6 9 49
2 2 2 14
0 0 0 1
H2 HC CK S
2 4 4 70
6 7 10 49
8 8 8 2z
0 0 0 i
0 0 0 0
1.4<K=2
H2 HC (K S
0 0 7 34
4 4 6 6
13 13 0 0
H2 HC CK 3
0 0 4 42
0 0 0 4
2 2 2 6
0 0 0 0
H2 HC €K S
0 V] 3 a7
1 1 2 10
0 0 0 2
0 ¢ 0 0
H2 HC CK S
] 0 5 52
1 0 2 9
0 0 0 2
0 1] 0 1
0 0 0 1

151

64
27

84
119
30

119
172
232

19

110
160
284
173

137
37

163
172
46

206
273

26

196
248
409
240

HZ

2<K=3

HZ HC K ]
5 8 5 2

0 0 0 1

HZ HC CK s
6 6 4 1

1 1 1 24

0 0 0 0

HZ HC CK -3
8 5 5 2

7 7 6 27

3 4 4 9

0 0 0 0

HZ2 HC CK S
6 6 3 0

4 5 8 33

9 10 8 17

0 0 v 1

2<Kx3
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3.6.4.~ Seleccidén en tests de una cola.

Tanto en este apartado como en los siquientes, al no
estratificar en el valor dé n, se podra trabajar con un nimero
mayor de intervalos de K y E, pues al reducirse el niimero de
sus posibles combinaciones aumentard la frecuencia de tablas N
en cada una de ellas. Asi, los nuevos intervalos considerados

para K y E son:

a) Para K: Ocho intervalos similares a los utilizados en la
comparacidén de métodos exactos del Cap.II:
K=1, 1<K=1.25, 1.25<K=1.5, 1.5<K=<1.75
1.75<K=2, 2<K=3, 3<K=5, K>5
donde la variacidén fundamental es que ahora se estudian todos

los posibles valores que puede tomar K.

b) Para E: También ocho intervalos:
E=1.5, 1.5<E=2.5, 2.5<E=3.5, 3.5<E=4.5

4.5<E=<6.0, 6.0<Es7.5, 7.5<E=9.0, E»9.0

Puesto que en la seleccién del método Sptimo el nimero de
versiones es muy elevado-(zo versiones tanto a una como a dos
colas), de momento tan sélo se seleccionari la éptima entre las
versiones sin subindice P (10 versiones). Los resultados
obtenidos para test de una cola se éresentan en las Tablas 14
y 15, siendo los siguientes criterios los utilizados para
seleccionar el método Sptimo: .

12) Elegir aquellos que den lugar a un menor valor de H°.
9 qd q
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22) En caso de similitud, elegir el método mds sencillo de

cdlculo (el mas Gtil en la préctica).

32) Cuando las H° son muy elevadas no esmerarse en la

seleccién, pues todos los ﬁétodos funcionarédn mal.

42) En aquellos intervalos de K en que sea necesario un valor

alto de E para que H°=0, no se dard demasiada importancia a los

valores bajos de E, pues la actuacidén en esa zona no influira

de forma decisiva en las c.d.v. que se estudiardn mlds adelante.
Bajo estos criterios, el andlisis de los resultados de las

Tablas 14 y 15 permite llegar a las siguientes conclusiones:

a) En los valores bajos de P; (Tabla 14):
12) Para K=1.75 el método Sptimo es el H2 (seguido del
HC), considerando tanto su menor complejidad como su
actuacidén. De entre los métodos clésicos mas usuales y
sencillos (PH, S, CK y U), los de mejor actuacidén son CK
y U.
22) Para K>1.75 todos funcionan de forma similar (todos

bien o todos mal), salvo PH que siempre funciona mal.

b) En los valores altos de Py (Tabla 15):
13) Para K=1.25 los métodos 6ptimos son H2 y HC.
22) Para K>1.25 el método 6ptimo es S, siendo también (en
general) el mejor entre los clasicos.

32) De entre los clasicos (PH,-S, CK vy U) el mejor es 8.

Por idltimo, indicar que la actuacidén general de los

.
métodos seleccionados empeora con el aumento de K- (sobre todo
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cuando E y P son bajos), y que mejora con el aumento de E (de
forma mas clara cuando K y Pz son altos) y de P; (salvo cuando

E y K son bajos).

3.6.5.— Seleccion en tests de dos colas.

Para tests de dos colas, se repitid el proceso de apartado
anterior (con los mismos intervalos de K y E y para las mismas
versiones). Los resultados obtenidos se presentan en las Tablas
16-17. Bajo los mismos criterios de alli, se obtienen las

siguientes conclusiones:

a) En los valores bajos de P; (Tabla 16):
12) El1 método 6ptimo, en todo K, es U (aunque H2 y HC

también tienen una buena actuacién).

b) En los valores altos de Py (Tabla 17):
12) Iqual que para tests de una cola, los métodos Sptimos
son H2 y HC, aunque ahora para todo K.

28) De entre los métodos clidsicos el que mejor se comporta

es CK.

La actuacién general de los métodos seleccionados, frente
a las variaciones de K, E y Pg, es similar a la observada en
tests de una cola, salvo que ahora la influencia de K es menos

importante (sobre todo para P; altos).
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Tabla 14

Una Cola .001-.01
K=1 N CK PH s T 1} ¢ H1 M Hz HC
1.5<E=2.5 41 .63 "63 63 63 0 0 0 2 0 0
2.5<E=3.5 57 95 95 .95 g% 0 0 Q 0 0 0
3.5<£=4.5 52 0 0 0 G 4 0 0 0 0 0
4.5<€26.0 85 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0
6.0<E<7.5 73 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7.5<£s=9.0 63 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 61 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0
1=K=1.25 N CK PH S T 1] € Hl M HZ2 HC
1.5<E=<2.5 89 0 60 42 0 1 0 0 1 0 0
2.5<E=3.5 185 0 84 80 0 0 0 0 0 0 0
3.5<E=4.5 182 1 8 8 1 0 1 1 1 0 1
4.5<E26.0 332 0 3 1 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E=7.5 298 0 2 1 0 0 0 0 ¢ Q 0
7.5<E=9.0 249 Q 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 219 0 [ Q 0 [] 0 0 0 0 0
1.25<K=].5 N CK PH S T u C H M HZ HC
Esi.5 1 0 0 0 0 100 0 0 0 0 0
1.5<E=2.5 110 0 i3 ¢ 0 2 0 0 1 1 1
2.5<Es3.5 236 2 53 &5 2 0 1 1 1 0 0
3.5<E=4.5 185 7 13 13 7 5 6 6 6 6 6
4.5<E=6.0 319 0 10 5 0 0 [] 0 0 0 0
6.0<E=7.5 284 0 3 0 0 0 4] 0 0 0 0
7.5<£=9.0 193 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
E>S.0 85 ] 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1.5<K=1.75% N CK PH S T u C Hl M HZ2 HC
E=<1.5 19 5 0 0 5 11 0 0 0 0 5
1.5<E=2.5 79 0 4 0 0 8 3 3 3 1 3
2.5<E=3.5 201 3 50 45 2 5 2 2 3 1 2
3.5<E=4.5 155 13 14 14 12 13 14 14 14 14 14
4.5<E£26.0 247 0 10 1 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E=7.5 194 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E<9.0 105 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1.75<K=2 N CK PH S T u C H1 M H2 HC
Esl.5 53 2 0 0 2 19 8 8 8 6 8
1.5<E=2.5 92 26 9 0 25 41 33 33 33 36 37
2.5<E=3.5 196 200 49 41 21 17 14 14 14 14 14
3.5<E=4.5 160 17 17 17 17 13 18 18 18 15 16
4.5<E=6.0 250 0 9 0 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E=7.5 167 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 49 0 0 0 0 0 0 Q 0 0 0
2<X=3 N CK PH S T U C H1 M H2 HC
E<1.5 212 75 1 28 71 93 81 80 80 81 82
1.5<E<2.5 288 55 5 14 50 72 64 64 63 62 61
2.5<E=3.5 552 13 49 3¢ 13 13 12 12 12 11 11
3.5<E=4.5 420 17 20 20 17 1 17 17 17 17 17
4.5<E£%6.0 532 0 B 0 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E<7.5 174 0 1 0 0 0 .0 0 0 0 0
7.5<£=9.0 B8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3<K=5 N CK PH s T U C H M H2 HC
Esl.5 38l 96 41 85 93 98 95 95 94 95 97
1.5<E<2.5 383 62 2 34 61 71 64 64 63 63 63
2.5<E=<3.5 577 5 53 12 5 5 4 4 4 4 4
3.5<E=4.5 313 11 24 22 12 7 12 12 12 1 12
4.5<E<6.0 121 0 2 0 0 o 0 0 0 0 0.
K>5 N CK PH S T U C Hi M H2 HC
Esl.5 206 94 60 91 93 97 93 92 92 93 93
1.5<E=2.5 317 23 0 15 22 26 24 24 24 22 21
2.5<Es3.5 199 0 68 Q 0 0 0 0 0 0 0
3.5<E=4.5 10 0 40 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabla 15

Una Cola .01-.10
K=1 N CK PH S T U ¢ H1 M HZ HC
£=1.5 51 35 35 35 35 29 8 8 8 0 4
1.5<E=2.5 a3 0 0 0 0 8 F4 2 2 0 0
2.5<Es3.5 78 1 1 1 1 14 5 5 5 5 5
3.5<E=4.5 84 P4 2 2 2 7 2 2 2 0 0
4.5<E%6.0 128 4 4 4 4 5 2 2 2 0 0
6.0<E=7.5 112 4 4 4 4 4 2 2 2 g 0
7.5<E£=9.0 75 0 0 0 0 3 3 3 3 0 0
E>9.0 88 3 3 3 3 0 0 0 0 0 0
1<K=1.25 N CK PH S T U ¢ H M HZ HC
Ex1.5 166 1 28 16 0 17 4 4 4 i 1
1.5<E=2.5 224 3 4 0 3 3 2 2 2 2 2
2.5<Ex3.5 246 2 2 2 2 4 2 2 2 1 i
3.5<E=4.5 319 3 1 1 3 7 4 4 4 3 1
4.5<E=6.0 463 2 4 2 2 2 2 2 2 1 0
6.0<E=7.5 423 0 2 1 4] 0 0 0 0 0 0
7.5<E<9.0 361 0 2 1 0 0 0 1] 0 0 0
E>9.0 302 0 1 1 0 0 0 [+] 1] 0 [¢]
1.25<K=1.5 N CX PH S T U C Hi M  HZ HC
E=1.5 174 15 0 0 14 36 33 33 32 26 19
1.5<Es52.5 251 7 17 3 7 12 10 10 10 9 9
2.5<E=3.5 282 6 2 0 6 10 7 7 7 7 5
3.5<E=4.5 323 2 3 0 2 4 3 3 3 2 1
4 5<Es6.0 454 -0 2 0 0 1 1 1 1 0 0
6.0<Ex7.5 400 0 3 1 4] 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 282 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 111 0 4] 0 0 1] 0 0 0 ] 0
1.6<K=1.75 N CK PH S T V] C H M H2 HC
E=1.5 139 37 9 0 37 43 42 42 42 4z a2z
1.5<E=<2.5 223 17 35 3 15 20 18 18 18 18 15
2.5<E=3.5 246 7 5 1 7 9 8 8 8 8 8
3.5<E=4.5 259 2 2 0 2 3 2 2 2 2 2
4.5<E=6.0 368 0 1 0 0 1 0 V] 0 0 0
6.0<E=7.5 277 0 [+] 0 0 4] 0 0 0 0 0
7.5<E=9,0 145 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 14 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1.75<K=2 N CK PH S T u C Hl M HZ HC
Ex1.5 162 29 ) 4 39 52 51 51 50 S0 91
1.5<E=2.5 252 10 37 ¢ 10 18 15 15 15 16 14
2.5<Es3.5 239 4 2 0 4 & 5 5 5 5 5
3.5<E=4.5 267 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0
4.5<E%6.0 359 0 1 0 0 0 ¢ 0 1] 0 0
6.0<Es7.5 237 0 0 0 1] 0 0 0 0 0 0
7.5<E59.0 72 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2<K=3 N CK PH S T u ¢ Hl M HZ2 HC
£=1.5 475 46 3 19 45 61 54 54 54 52 48
1.5<E=2.5 749 10 38 0 9 16 13 13 13 10 9
2.5<E%3.5 684 2 5 1 1 4 2 2 2 2 1
3.5<E=4.5 711 0 0 0 0 1 i 1 1 0 0
4.5<E%6,0 147 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6.0<Ex7.5 260 0 0 0 0 0 0 0 Q 0 0
7.5<E=9.0 1z 0 0 0 0 0 -0 0 0 0 0
I<K=6 N CK PH S T U C H1 M H2 HC
E<1.5 777 67 4 4 65 14 70 70 69 68 66
1.5<E=2.5 959 9 3 0 9 14 11 11 11 9 7
2.5<E=3.5 762 1 6 0 1 1 1 1 1 1 0
3.5<E=4.5 517 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4.5<E=6.0 181 0 0 0 1] 0 ] 0 ] 0 0
K>5 N CK PH S T U C H M HZ HC
E<1.5 1886 74 15 64 73 83 73 73 72 71 64
1.5<E52.5 945 1 11 0 1 4 2 2 2 1 1
2.5<E=3.5 256 0 4 0 0 0 0 1] 0 0 0
3.5<E%4.5 17 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



Tabla 16

Dos Colas .001-.01
K=1 N K PH S ¥ u C Hl M H2 HC
1.5<E=2.5 i0 30 30 30 30 0 0 10 20 0 0
2.5<E=x3.5 68 .94 94 95 94 0 0 0 0 o 0
3.5<Ex4.5 36 17 17 17 17 0 0 0 0 0 ¢
4 .5<E<6.0 82 6 [ 6 6 0 1} 0 0 0 [}
6.0<Es7 .5 68 0 0 h] 0 0 0 a 0 0 0
7.5<E=9.0 53 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 58 3 3 3 3 0 0 0 0 0 0
1<K=1.25 N CK PH S T u C H1 M H2 HC
1.5<E=2.5 55 4 96 96 13 ¢ 7 9 11 1] 4
2.5<E<3.5 165 17 95 91 25 12 19 19 19 17 18
3.5<E=4.5 161 5 43 39 6 3 5 5 5 6 6
4.5<£=6.0 308 0 13 9 0 0 0 0 0 0 0
6.0<Es7.5 273 0 9 6 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 229 ¢ 5 3 4] 0 0 0 0 0 0
E>9.0 205 0 1 0 0 [+] 0 0 a 0 0
1.25«<K=1.5 N CK PH s T 1] t H M HZ HC
1.5<E=2.5 98 19 98 97 23 1 7 a 8 9 10
2.5<E<3.5 166 7 70 58 8 5 7 7 7 6 6
3.5<Es4.5 175 10 46 40 12 5 6 6 (1 7 9
4.5<E=6.0 305 0 23 13 0 0 0 0 0 V] V]
6.0<E%7.5 253 0 10 4 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 180 0 4 1 0 0 0 0 0 0 0
£>9.0 76 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1.5<K=1.75 N CK PH S T u C Hl M HZ HC
Es1.5 19 0 95 95 0 0 0 0 11 0 0
1.5<E%<2.5 73 0 92 75 Q 0 1 1 1 0 0
2.5<£=3.5 140 1 74 53 1 0 0 0 1 0 0
3.5<E=4.5 153 10 41 38 10 6 8 8 8 8 8
4.5<Es6,0 233 0 24 12 0 0 1] 1] 0 0 0
6.0<ES?.5 176 0 9 1 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 97 0 2 0 0 0 0 0 0 ] 0
£>9.0 9 0 0 [ 0 0 0 0 0 0 0
1.75<K=2 N CK PH S T U ¢ H M HZ HC
£=1.5 53 6 9 60 6 0 0 ¢ 2 0 0
1.5<E=2.5 81 2 62 21 2 1] [V} 0 1 0 0
2.5<Es53.5 135 7 56 30 9 1 1 1 1 2 3
3.5<E=4.5 160 23 44 41 25 14 16 16 16 18 18
4.5<E=6.0 229 e 21 6 0 0 0 0 0 0 0
6.0<Es7.5 150 0 10 1 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E%9.0 47 [+] 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2<Ks3 N CK PH S T u € HlL M  HZ HC
Ex1.5 219 3 46 0 2 14 8 8 ] 6 8
1.5<Es2.5 263 5 21 2 5 6 4 4 3 5 5
2.5<£<3.5 373 1 49 17 1 0 0 0 0 0 0
3.5<E=4.5 418 15 47 40 17 9 14 14 14 14 15
4.5<£=6.0 479 0 20 3 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E=7.5 157 0 3 0 4] 0 0 ] 0 0 0
7.5<E%9.0 7 0 o 0 0 0 0 0 0 ¢ 0
I<K=5 N CK PH s T u cC H M H2 HC
E<1.5 382 58 10 36 54 66 61 61 60 61 60
1.5<E%2.5 367 4 32 1 3 7 5. 5 5 4 4
2.5<E=<3.5 390 1 67 8 1 0 1 1 2 0 1
31.5<E<4.5 297 8 56 28 g 6 9 9 10 9 10
4.5<E56.0 112 o 1n 0 0 0 0 0 0 0 0
K=5 N CK PH S T U C H M HZ HC
E£x1.5 908 69 42 64 67 73 68 68 66 69 69
1.5<E=2.5 284 2 73 1 2 2 3 3 3 1 i
2.5<Es3.5 133 100 88 22 12 o 1 11 11 11 12
3.5«<E=4.5 9 0 67 0 0 0 0 0 0 0 0
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Tabla 17

Dos Colas .01-.10
K=1 N CK PH S T 1] C H M H2 HC
E=1.5 41 5 5 5 5 12 0 0 Q 0 5
1.5<E=2.5 74 73 73 713 73 3 0 0 [} [ 0
2.5<E%3.5 58 0 Q 0 4] 19 10 10 10 10 10
3.5<E=4.5 76 4 4 4 4 11 5 5 5 3 3
4.5<£=6.0 108 0 0 0 0 6 2 2 2 0 Q
6.0<£<7.5 88 2 2 2 2 5 2 2 2 0 0
7.5<E=9.0 80 i3 13 13 13 3 0 0 0 0 0
£>9.0 75 5 5 5 5 0 0 0 0 0 0
1«<Ks1.25 N CK PH s T u c H1 M H2 HC
E<1.5 114 1 82 75 2 0 0 [1] 1 0 0
1.5<E=2.5 195 2 75 70 2 3 2 2 2 2 2
2.5<E=3.5 208 2 26 18 2 3 2 2 2 1 1
3.5<Ex4.5 286 1 11 7 1 2 2 2 2 1 1
4.5<E56.0 405 1 10 [ o] 2 1 1 1 [+} 0
6.0<E%7.5 374 0 [ 4 0 1 i 1 1 0 4]
7.5<E59.0 310 0 5 3 0 0 0 0 0 0 0
E>S.0 268 0 3 2 0 1 0 0 0 0 0
1.25<K=1.5 N CK PH S T 1] L H1 M HZ HC
Es1.5 109 6 98 95 5 2 0 0 2 0 1
1.5<Es52.5 203 0 61 41 0 3 1 1 1 0 1
2.5<E=<3.5 251 2 27 14 2 4 2 2 4 1 1
3.5<E=4.5 294 0 16 7 0 1 0 0 0 0 0
4,.5<E%6.0 393 1 9 [} 1 2 1 1 1 1 1
6.0<E=7.5 343 +] 6 2 0 1 1 1 1 0 [¢]
7.5<E£=9.0 255 [¢] 3 1 0 0 0 4] 0 0 0
E>9.0 160 1 4 3 1 1 0 0 0 1 0
1.5<K=1.75 N CX PH S T 1] ¢ H1 M H2 HC
E=1.5 99 1 96 B85 1 2 1 1 2 1 1
1.5<E=2.5 169 0 70 25 [+ 1 1 1 1 0 0
2.5<E53.5 222 2 30 7 2 4 3 3 3 2 2
3.5<E=4.5 227 1 15 4 1 1 1 1 1 1 1
4,5<£<6,0 314 0 6 3 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E=7.5 245 0 4 ) 0 0 [\] 0 0 0 0
7.5<E%9.0 130 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 13 0 0 1] 0 0 Q 0 0 0 0
1.75<K=2 N CK PH S T u € HhHl M HZ HC
E=1.5 119 13 88 62 13 4 1 1 1 1 1
1.5<E=2.5 204 6 53 23 6 2 1 1 1 0 0
2.5<E%3.5 215 3 25 12 3 2 1 1 1 0 1
3.5<E=s4.5 238 0 8 1 0 0 1] 0 0 [#] 0
4. .5<E=6.0 310 0 6 0 0 0 0 0 0 0 0
6.0<EsS7.5 208 0 4 1] 0 0 Q 0 0 0 0
7.5<E<9.0 63 0 0 0 0 0 [+ ] 0 0 0
2<K=3 N CK PH S T u C Hl M HZ HC
Exl.5 345 17 76 42 18 20 16 16 16 14 16
1.5«<E=2.5 563 1 48 7 0 2 1 1 1 1 1
2.5<E=3.5 622 1 28 2 1 2 1 1 1 1 0
3.5<E=4.5 620 0 11 [t} 0 0 0 0 0 0 0
4.5<E=6.0 651 0 9 0 Q 0 0 0 0 0 0
6.0<Ex7.5 219 0 3 0 i 0 0 0 0 0 0
7.5<E£%9.0 10 0 1] 0 Q 0 0 0 0 0 0
3<K=5 N CK PH S T u C Hl1 M HZ HC
E=1.5 645 26 57 30 25 27 26 26 26 26 27
1.5<E=2.5 685 0 534 2 0 1 0 0 0 0 0
2.5<E=3.5 682 0 29 0 0 0 0 0 0 0 0
3.5<E=4.5 452 0 12 0 0 0 0 0 0 0 0
4.5<E%6.0 148 0 3 0 0 0 0 0 "] 0 0
K>5 N CK PH S T u C H M H2 HC
E=1.5 1665 33 63 34 32 36 31 31 31 32 35
1.5<E=2.5 661 o 61 0 0 0 0 0 0 0 0
2.5<E=3.5 227 0 23 0 0 4] 0 0 0 0 0
3.5<E=4.5 14 0 7 0 0 0 0 0 0 0 Q
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3.6.6.- Seleccién entre las versiones con factor n o (n-1).

En los dos apartados anteriores se han seleccionado las
versiones &ptimas (para tests de una y dos colas) entre las
diez versiones sin subindice P (versiones xzx, con factor n en
el numerador de la yx2). Falta pues por evaluar esto mismo en
las diez versiones con subindice P (versiones x%,,, con factor
n-1 en el numerador de la %x2), repitiendo el anterior proceso
para estas versiones y tanto para los tests de una como de dos
colas. Los resultados para para test de una cola se dan en las
Tablas 18-19 y los de dos colas en las Tablas 20-21. En base a
los mismos criterios de los apartados anteriores, se compararon
estos resultados con los obtenidos alli, llegando a las
siguientes conclusiones:

a) Para test de una cola y P;p bajos (Tabla 18):

Para E muy bajos (E=2.5) son preferibles las versiones con

factor (n-1), mientras gue para E altos las versiones con

factor n funcionan igual o mejor que con factor (n-1).

Puesto que los valores altos de E son los de mayor
interés (pues en ellos hay pocos fallos), puede concluirse

gue en general funcionan mejor las versiones con factor n,

manteniéndose asi las conclusiones del apartado 3.6.4.

Agi, el método H2 (sequido del HC) sigue siendo el Sptimo,

vy CK vy U los clasicos de mejor actuacién.
b) Para test de una cola y Pg altosv(Tablé 19):

Todas las versiones, salvo S y PH, mejoran al considerar

el factor n-1, pues se mantienen los resultados paré E>4.5

y mejoran para E=4.5. Asi, si K=1.25 los nuevos métodos
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optimos son H2P y HCP, pues son los Sptimos entre los de
factor n-1 y mejoran los resultados obtenidos por los
éptimos con factor n (sus versiones homénimas H2 y HC).
Sin embargo, si K>1.25 el método S sigue siendo el Sptimo
pues es igual o mejor gue el Sptimo con factor n-1.
c) Para test de dos colas y P; bajos (Tabla 20):
El método U (seqguido de H2 y HC) sique siendo el Sptimo
pues funciona mejor gue las versiones dptimas con n-1.
d) Para test de dos colas y Py altos (Tabla 21):
Los nuevos métodos 6ptimos son H2P y HCP, pues son los
éptimos al considerar el factor n-1 y actian incluso mejor
que sus versiones con factor n, sobre todo para E<4.5.
De entre los clédsicos CK mejora perc también lo hace U,
siendo las nuevas versiones CKP y UP las mejores de entre

las cléasicas.

En general se observa que, para valores altos de E, las
versiones con factor n funcionan mejor o igual que las de
factor n-1, y al contrarioc para los valores bajos de E. Puesto
que, tanto a una como a dos colas, en los P; altos los fallos
aumentan en los valores bajos de E, en estos valores de P; las
versiones n—1 funcionan mejor y, al contrario, las versiones n
funcionan mejor en los valores bajos de Pg.

Las diferencias entre las versiones n y n-1 han sido
eventualmente importantes pues tal factor puede influir cuando
n es pequefia, y aqui se ha trabajado con ns50. Con n's
suficientemente grandes (nzl1l50 por ejemplo) las diferéncias

serdn despreciables.
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Tabla 18

Una Cola .001-.01
K=1 N CKkp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp HZp HCp
1.5<E=2.5 41 85 &85 85 85 0 2 2 2 +] 0
2.5<E=3.5 57 - 98 98 98 98 0 4 4 11 4] 0
3.5<E=4.5 52 10 10 .10 10 0 0 0 0 0 0
4.5<E=6.0 85 5 5 5 5 0 0 0 0 0 0
6.0<E<7.5 73 5 5 5 5 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 63 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0
£»9.0 61 5 5 5 5 0 0 0 0 0 0
1<K=1.25 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
1.5<E=2.5 89 0 81 74 1 0 1 1 2 0 0
2.5<E=3.5 185 ¢ 91 90 2 0 0 0 1 0 0
3.5<E=4.5 182 2 17 14 2 2 2 2 2 2 2
4.5<Es6.0 332 0 6 4 0 0 0 0 0 ¢ 0
6.0<E=7.5 298 0 7 4 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 249 0 q 3 0 0 0 0 0 0 0
E~9.0 21% 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0
1.25<K=1.5 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
Ex1.5 1 0 100 0 0 0 0 0 100 0 0
1.5<E=2.5 110 0 3z 17 1 0 1 1 3 0 0
2.5<E%3.5 236 8 58 55 10 1 4 4 4 4 4
3.5<E=4.5 185 8 16 13 9 6 8 8 8 6 6
4.5<Es6.0 319 0 18 11 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E27.5 284 0 8 3 0 0 0 0 0 0 0
7.5<Ex9.0 193 0 2 1 1] 1] 4] 0 D 0 0
E>9.0 85 0 0 0 Q 0 0 0 0 0 0
1.5<Ks1,75 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
E<1.5 19 o 1 v} 0 1] 0 0 5 0 g
1.5<Es2.5 79 0 13 4 0 ] 0 0 0 ¢ 0
2.5<E=3.5 201 g 51 50 10 5 9 9 10 10 9
3.5<E=4.5 155 14 15 14 14 13 13 13 13 14 14
4.5<E56.0 247 0 19 7 0 0 0 0 0 0 0
6.0<Es7.5 194 0 7 3 a 0 ] 0 0 0 0
7.5<E=9.0 105 0 7 0 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 10 0 0 0 0 0 0 4] 0 0 0
1.75<K=2 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hip Mp H2p HCp
Ex1.5 53 0 2 0 0 4 4 4 6 0 2
1.5<Es2.5 92 10 14 7 10 22 14 14 14 110 1t
2.5<E=3.5 196 22 51 48 28 11 12 12 12 13 14
3.5<E=4.5 160 17 18 7 17 18 7 1 17 17 17
4.5<£56.0 250 0 18 4 4] 0 0 0 0 0 0
6.0<Ex7.5 167 ¢ 10 0 4] 0 0 0 0 0 0
7.5<E29.0 49 0 2 0 0 0 0 0 ¢ 0 0
2<K=3 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hip Mp H2p HCp
E=1.5 212 51 0 15 5 70 58 58 58 58 59
1.5<E=%2.5 288 37 8 8§ 32 49 40 40 40 40 41
2.5<E=<3.5 552 18 49 45 20 11 16 16 16 16 17
3,.5<E=4.5 420 19 20 20 19 19 1% 19 19 19 19
4.5<E=6.0 532 0 19 1 0 0 0 0 0 0 0
6.0<Es7.5 174 0 7 0 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E%9.0 8 0 1] 0 0 0 0 0 0 0 0
3<Ks5 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
E<1.5 381 9 30 76 B7 94 90" S0 89 90 91
1.5<E<2.5 383 48 7 20 45 58 51 5% 50 49 49
2.5<E53.5 577 6 54 25 7 L} 6 6 6 6 7
3.5<E=4.5 313 18 24 24 19 14 19 19 19 17 18
4.5<E=6.0 121 0 16 0 0 0 0 0 9 0 0

K>5 N CKkp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp HZp HCp'

E=1.5 206 91 55 86 89 93 83 88 838 90 90
1.5<E=2.5 317 18 2 11 17 21 18 18 17 16 16
2.5<Ex3.5 199 o 79 2 0 0 0 0 0 0 0
3.5<E=4.5 10 a 40 10 0 D 10 10 10 ] 0

163



Tabla 19

Una Cola .01-,10
K=1 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp HZp HCp
E=1.5 51 41 41 41 41 4 0 0 2 ] 0
1.5<E=2,5 83 19 19 19 19 6 0 0 0 0 0
2.5<E£=%3.5 78 1 1 1 1 5 3 3 3 3 0
3.5<E=4.5 84 4 4 4 4 5 2 2 2 0 0
4.5<E26,0 128 5 5 5 5 0 0 0 0 0 0
6.0<E=7.5 112 10 10 100 10 2 2 2 2 0 o
7.5<E<9.0 75 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0
E>9.0 88 3 3 3 3 0 0 0 0 0 0
1<K=1.25 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
Ex1.5 166 o 37 27 0 0 D 0 0 0 0
1.5<E=2.5 224 0 41 13 0 1 0 0 0 0 0
2.5<Es3.5 246 0 2 2 0 1 0 0 [ 0 0
3.5<E=4.5 319 0 2 1 0 1 0 0 0 0 ]
4.5<E56.0 463 0 7 4 0 0 0 0 0 0 0
6.0<Ex7.5 423 0 4 3 0 0 [ 0 0 0 0
7.5<E%9.0 361 0 3 2 0 0 g 0 0 0 0
£29.0 302 0 3 2 0 0 0 0 0 0 0
1.25<K=1.5 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
E<1.5 174 3 6 1 3 22 13 13 13 8 2
1.5<E=2.5 251 4 41 9 4 8 8 8 8 6 5
2.5<E=3.5 282 1 7 1 1 6 3 3 3 2 1
3.5<E54.5 23 0 6 2 0 1 0 0 0 1 0
4 ,5<E<6.0 454 0 3 2 0 0 0 0 0 0 0
6.0<Es7.5 400 0 4 2 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E=<9.0 282 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 111 0 0 0 0 Q 0 0 0 0 0
1.5<K=1.75 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hip Mp H2Zp HCp
E<1.5 139 29 12 2 29 42 40 40 39 40 33
1.5<E52.5 223 9 45 15 7 168 12 12 12 8 5
2.5<€23.5 246 3 12 2 2 8 4 4 4 2 0
3.5<E=4.5 259 2 8 0 2 2 2 2 2 2 0
4.5<£26.0 368 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E<7.5 277 ¢ 0 0 1] 0 0 0 0 0 0
7.5<E59.0 145 (1] 0 0 0 0 0 Q 0 0 0
E>9.0 14 0 c 0 0 0 0 0 0 0 0
1.75<K=2 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
E<1.5 162 3 15 2 36 50 48 48 48 48 48
1.5<E=%2.5 252 8 43 4 8 15 11 11 11 10 g
2.5<E=3.5 239 3 4 2 3 5 4 4 L] 3 3
3.5<E%4.5 267 0 2 0 0 0 G 0 0 0 0
4 .5<E£=6.0 359 0 2 0 0 0 0 0 0 o 0
6.0<E=7.5 237 0 3 0 0 0 o 0 0 0 0
7.5<E59.0 72 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2<Ks3 N CKkp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp HZ2p HCp
E=1.5 475 38 6 13 37 50 43 43 43 41 39
1.5<E=2.5 749 7 43 2 6 10 8 B 8 7 7
2.5<E=3.5 684 1 7 2 1 1 1 1 1 1 0
3.5<E=4.5 711 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
4.5<E<6.0 747 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E=7.5 260 0 1 1] 0 0 0 0 0 0 0
7.5<€25.0 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3<K=5 N CKkp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp HZp HCp
Esl.5 177 58 4 33 56 69 63 63 63 61 58
1.5<E=2.5 959 4 41 0 4 8 & 6 6 5 3
2.5<Ex53.5 762 0 9 0 0 1 a 0 0 0 0
3.5<E=4.5 517 0 0 0 0 0 g 0 0 0 0
4,5<E=6.0 181 0 0 0 0 0 0 0 b Q 0
K>5 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
E=1.5 1886 66 13 56 64 76 67 67 66 63 58
1.5<E=2.5 945 0 20 0 0 1 1 1 1 0 0
2.5<Es3.5 256 0 9 4] 0 0 0 0 g 0 0
3.5<E=4.5 17 0 0 0 0 0 1] 0 0 0 0



Tabla 20

Dos Colas .001-.01
K=1 N CKp PHp Sp Tp Up <Cp Hlp Mp HZp HCp
1.5<E=2.5 10 80 80 80 80 0 20 20 20 10 0
2.5<E=3.5 68 100 100 100 100 0 6 9 18 6 0
3.5<E=4.5 35 31 31 -31 31 0 0 0 o 17 17
4.5<E=6.0 [:7.4 27 27 21 27 0 0 0 0 0 0
6.0<E=7.5 68 21 21 21 21 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 53 8 8 8 8 0 4] 0 0 0 0
E>9.0 58 9 9 9 9 0 4] 0 0 0 0
1<K=1.25 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
1.5<E=2.5 55 31 100 100 38 20 35 35 35 27 27
2.5<E=3.5 165 37 99 98 47 30 39 39 39 37 38
3.5<E=4.5 161 16 59 51 16 12 16 16 17 17 17
4,.5<E%6.0 308 0 40 31 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E=<7.5 273 6 29 22 o 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 229 0 17 14 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 205 0 7 6 0 0 0 0 0 0 0
1,25<K=1.5 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hip Mp HZp HCp
1.5<E=2.5 98 46 98 98 48 23 36 3I6 36 3I5 35
2.5<E=<3.5 166 14 8 72 15 10 10 10 10 11 11
3.5<E=4.5 175 23 59 47 23 14 17 17 17 17 18
4.5<E£s6,0 305 1 41 26 1 0 Q 0 0 0 0
6.0<E=7.5 253 0 22 13 0 0 o 0 0 0 ]
7.5<E=9.0 180 0 14 5 a 0 0 Q 0 0 0
£>9.0 76 0 1 1 0 0 0 V] 0 0 Q
1.5<K=1.75 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hip Mp H2p HCp
Exl.5 19 0 100 100 5 0 11 11 11 Q 0
1.5<E=2.5 73 5 100 89 1¢ 0 4 4 4 3 3
2.5<Es3.5 140 4 79 72 4 1 4 4 5 3 3
3.5<E%4.5 153 18 47 4 19 13 19 19 193 18 19
4.5<E=6.0 233 0 36 2% 0 0 0 0 0 0 0
6.0<Es7.5 176 0 23 8 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 97 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 9 0 0 0 0 Y] 0 0 0 0 0
1.75<K=2 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hip HMp H2p HCp
Ex1.5 53 38 100 96 38 0 6 6 6 0 0
1.5<E%2.5 81 6 78 49 7 0 2 2 2 1 0
2.5<E=3.5 135 19 65 45 22 3 6 6 7 6 7
3.5<E=4.5 160 26 53 43 33 19 24 24 2§ 23 23
4.5<E£%6,0 229 3 35 17 3 0 0 0 0 0 0
6.0<E=7.5 150 o 24 8 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 47 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0
2<K=3 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hip Mp H2p HCp
E=x1.5 219 1 62 10 1 4 5 5 5 2 2
1.5<£=2.5 263 3 47 10 3 3 3 3 4 2 2
2.5<E=3.5 373 6 70 33 7 1 2 3 3 2 2
3.5<E=4.5 418 29 50 44 29 23 27 27 28 28 28
4.5<E=6.0 479 o 37 9 0 ] 0 0 0 0 0
6.0<E<7.5 157 o 13 0 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E£59.0 7 0 [ 0 0 0 0 0 0 0 0
3<Ks5 M CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp HZp HCp
Esl.5 382 48 14 28 45 55 51 51 52 48 49
1.5<E=2.5 367 2 44 5 3 2 4 4 L] 2 2
Z2.5<E%53.5 390 § 79 21 5 1 4 L} 4 3 3
3.5<E=4.5 297 20 60 39 20 12 16 16 17 17 19
4.5<£26.0 112 0 26 0 0 1] 0 0 0 0 0
LJ

K>5 N CKp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp .
£=1.5 908 64 42 59 62 69 63 63 61 64 64
1.5<E%2.5 284 3 80 14 5 1 8 8 9 1 1
2.5<E=3.5 133 21 95 32 22 16 23 23 23 21 22
3.5<E=4.5 9 0 78 11 0 0 1] 0 0 0 0
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Tabla 21

Dos Colas .01-.10

Kal N Ckp PHp Sp Tp Up Cp Hip Mp H2p HCp
E=1.5 41 32 32 312 32 5 2 2 2 0 0
1.5<E=2,5 74 95 95 95 95 4] 0 0 0 g 0
2.5<E£<3.5 58 10 10 10 10 14 7 7 7 0 0
3.5<E=4.5 76 8 g8 8 8 3 3 3 3 0 0
4.5<E26.0 108 3 3 3 3 0 4] 0 0 0 0
6.0<E=7.5 88 8 8 8 8 0 0 0 0 0 0
7.5<E29.0 80 12 14 14 14 0 0 0 0 0 0
E>9.0 75 7 7 7 7 0 0 0 0 0 0
1<K=1.25 N CKkp PHp Sp Tp Up <€p Hlp Mp H2p HCp
E=1.5 114 2 91 84 5 0 1 1 1 1 1
1.5<E%2.5 195 2 8 77 2 2 1 1 1 0 1
2.5<Es3.5 208 0 4z 34 0 1 1 1 1 0 0
3.5<Es4.5 286 0 20 13 0 0 0 0 Q 0 ]
4.5<E=6.0 405 0 20 16 0 0 0 0 0 0 0
6.0<£s7.5 374 0 1 8 1] 0 o 0 0 0 0
7.5<£29.0 310 0 9 7 0 0 0 0 Q 0 0
E>9.0 268 0 6 4 1] 0 ¢ 0 0 0 0
1.25<K=1.5 N CKkp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp HZp HCp
£s1.5 109 15 100 100 17 0 5 6 6 2 1
1.5<E=2.5 203 1 73 57 1 0 0 0 0 0 0
2.5<E=3.5 251 0 38 26 0 1 1 1 1 0 1
3.5<E=4.5 294 0 27 14 0 o 0 0 0 Q 0
4,5<E%6.0 393 1 21 9 1 1 0 0 0 0 0
6.0<E=7.5 343 0 10 6 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 255 0 9 2 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 100 0 4 9 0 0 0 0 0 0 0
1.5<K=1.75 N Ckp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp HZp HCp
E=1.5 99 6 97 86 6 1 2 2 2 2 1
1.5<Es2.5 169 ¢ B2 49 0 0 0 0 0 0 0
2.5<ES3.5 222 0 41 19 0 1 0 0 0 0 0
3.5<E=4.5 227 0 26 7 0 0 0 0 0 0 0
4.5<Es6.0 314 0 13 4 0 0 0 [ 0 0 0
6.0<Ex7.5 245 0 8 2 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E59.0 130 0 6 2 0 0 0 0 0 0 0
E>9.0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1.75<K=s2 N Ckp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
E=1.5 119 23 92 78 23 1 3 3 3 2 2
1.5«<Es2.5 204 11 67 33 1 0 0 0 0 0 ]
2.5<E<3.5 215 3 36 17 3 0 0 0 0 0 o
3.5<E=<4.5 238 0 24 2 0 0 0 0 0 0 0
4,5<£%6.0 310 1 13 2 1 0 Q 0 0 0 0
6.0<E<7.5 208 0 9 1 0 0 Q 0 0 0 0
7.5<E£=9.0 63 G 2 0 0 0 0 0 0 0 0
2<K=3 N Ckp PHp Sp Tp Up <Cp Hlp Mp H2p HCp
Esx1.5 345 17 87 47 18 12 12 12 13 12 16
1.5<E=2.5 563 1 63 14 1 1 0 0 0 0 0
2.5<E=3.5 622 g 41 7 0 0 ¢ 0 0 0 4]
3.5<E=4.,5 620 ¢ 20 1 0 0 0 0 0 0 Q
4.5<E%6.0 651 ¢ 17 1 0 0 0 0 0 0 0
6.0<E<7.5 219 0 7 0 0 o 0 0 0 0 0
7.5<Ex9.0 10 0 ¢ 0 0 0 0 g 0 0 0
3=<K=5 N CKkp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
Es1.5 645 25 67 34 25 26 24 24 25 25 29
1.5<E=2.5 685 1 66 6 1 0 0 0 0 0 0
2.5<E<3.5 682 0 42 1 0 0 0 0 0 0 0
3.5<Es4.5 452 0 20 0 0 0 0 ¢ 0 0 0
4.5<E<6.0 148 o 7 o o o o o & o o
K>5 N Ckp PHp Sp Tp Up Cp Hlp Mp H2p HCp
£<1.5 1665 31 67 33 31 32 30 30 3¢ 32 3
1.6<E=2,5 661 0 69 2 0 0 0 0 0 0 1
2.5<E<3.5 227 0 a0 0 0 0 0 0 0 0 0
3.5<E54.5 14 0 7 0 0 0 0 0 ¢ 0 0



3.6.7.—- Estudio de los métodos seleccionados.

Hasta aqui, todos las evaluaciones las hemos basado en las
H° de las distintas versioﬁes, obviande las de H' y H™. Ahora,
se estudiard el comportamiento (liberal o conservador) de los
métodos anteriormente seleccionados y serd cuando se tendrén en
cuenta dichos valores. Para ello, en las Tablas 22-25 se
presentan los mismos resultados de los apartados anteriores
pero incluyendo los valores de H' y H™ y sélo para los métodos
seleccionados y aquellos cldsicos que han tenido una buena
actuacién o que debian estudiarse para mAs adelante poder
contrastar las afirmaciones de la literatura. Sin embargo, aqui
nos limitaremos a analizar los métodos seleccicnados. De
resultas de este andlisis se obtienen 1las siguientes
conclusiones:
a) Para test de una cola y Py bajos (Tabla 22):
El método anteriormente seleccionado fue H2 (seguido de
HC). Su mejor comportamiento es para K=1.75 (donde falla
muy poco) comportdndose de forma similar al resto de
métodos para K>1.75. Cuando falla, lo hace: por liberal
para valores bajos de E, y por conservador para valores
altos de E. Lo anterior también es valido para el método
HC y los clasicos con mejor comportamiento (U y CK),

aunque légicamente U es el mids liberal de los cuatro.

b) Para test de una cola y Pp altos (Tabla 23):
Los métodos seleccionados fueron H2P y HCP para K=1.25, y

S para K>1.25. Los métodos H2P y HCP cuando fallan
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(K>1,25) lo hacen de forma liberal, siendo especialmente
liberales para K>1.5 y E muy bajos. El método S pasa de
conservador en K bajas (sobre todo para K=1.25 y E muy
bajos) a liberal en K altas (sobre todo en K>2 y E muy

bajos}).

c) Para test de dos colas y P; bajos (Tabla 24):
El método seleccionado fue U (seqguido de H2 y HC). Pese a
ser el método mids liberal de todos los considerados, tan
s6lo falla por liberal para K>2 y E bajos, fallando por
conservador en el resto de las situaciones. De ahi que,
por ser el método menos conservador, haya sido el método

seleccionado anteriormente.

d) Para test de dos colas y Py altos (Tabla 25):
Los métodos seleccionados fueron H2P y HCP. En general
fallan tan s6lo para Esl.5 y sélo de forma apreciable para
K>2. Cuando fallan lo hacen de forma conservadora para K=2
y liberal para X>3. Respecto a los métodos clésicos de
mejor actuacidn: CKRP es muy irreqular y su comportamiento
es conservador para K=3 y liberal para K>3, y UP es

liberal siempre (cuando falla).

En general, los fallos (cuando existen y son importantes)
si son liberales se concentran en los valores bajos de E, y si
son conservadores se dan sobre todo cuando E es alto y Pp es
bajo. La influencia de X se deja notar sélo a una cola y para

Py bajos, donde los resultados empeoran con el auniento de K.
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Tabla 22

Una Cola .001-.01
S KX U H2 HC

K=1 N H+# H- Ho H+ H- Ho H+ H~ Ho H+ H- Ho H+ H- Ho
1.5«<E=2.5 41 63 0 63 63 0 63 0 0 ¢ 0 0 o0 o 0 0
2.5<E=3.5 57 95 0 95 95 0 95 ¢ 0 90 0O ¢ 0 0 0 0
3.5<Ex4.5 52 0 0 0 0 0 o0 o 4 3 0O 0 0 o 0o 0
4,5<E26.0 85 1 0 1 1 ¢ 1 o 0 0 0O 0 0 0o 0 o
6.0<E=7.5 73 0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0O ¢ 0 o o0 0
7.5<E=9.0 63 0 0 o o 0 0 0 0 o 0 0 0 g 0 0
E>9.0 61 2 0 2 2 0 2 0 0 0 9 0 0 0 0 0
1<K=1.25 N H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho
1.5<E=2.5 89 42 0 42 o 0 0 0 1 1 cC 0o 0 0 0 0
2.5<E=3.5 185 80 0 80 O 0 0 0 0 0 0O 0 0 0O 0 o
3.5<E=4.5 182 8 0 8 1 0 1 0 0 0 0O 0 0 1 0 1
4.5<E%6.0 332 1 0 1 0 0 0 0 0 9 0O 0 0 0 0 0
6.0<E</.5 298 1 0 1 0 ¢ 0 0 0 0 0 o0 0 0 0 0
7.5<E=8.0 249 0o 0 0 0 ¢ o ¢ 0 0 0 0 0 0 0 0
E=9.0 219 0 0 0 0O 0 0 o 0 0 0 0 o0 0 0 0
1.25<K=1.5 N H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Heo H+ H- Ho H+ H= Ho
E=1.5 1 0 0 0 0 o 0 ¢ 100 100 0 0 0 0 0 0
1.5<E=2.5 110 0 0 0 0o 0 0o 0o 2 2 0 1 1 0 1 1
2.5<E=3.5 236 45 Q 45 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0O
3.5<E=4.5 185 13 0 13 7 0 7 5 0 5§ 6 0 6 6 0 6
4.5<E56.0 319 5 0 5 0 0 ¢ 0 0o 0 0 0 0 0 ¢ 0
6.0<E=7.5 284 0 ¢ 0 a 0 0 0o 0 0 0 0 o 0 0 0
7.5<E=9.0 193 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0o 0
E>9.0 85 ¢ 0 0 0 0 0 o 0 o 0 0 0 ¢ 0 QO
1.5<K=1.75 N H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H= Ho H+ H- Ho H+ H- Ho
E<1.5 19 a 0 9 0 5 5 0 11 1 0 0 o0 0 5 5
1.5<k=2.5 79 Q0 0 o 0 0 0 0 8 8 0 1 1 0 3 3
2.5<E23.5 201 45 0 45 2 1 3 0 5 5 0 0 1 1 1 2
3.5<E=4.5 155 14 ¢ 14 1 2 13 g8 5 13 13 1 14 13 1 14
4.5<Ex6.0 247 1 0 1 0 0 0O o0 0 0 0 0 o0 0 0 0
6.0<E=s?.5 194 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7.5<E=9.0 105 o 0 0 0 0 0 0 0o ¢ 0 0 0 0 0 0
E>8.0 10 o 0 0 0 0 0 o 0 90 0 0 o0 0 0 0
1.75<K=s2 N H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho
Ex1.5 53 ¢ o 0 0 2 2 0 19 19 0 6 6 0 8 8
1.5<E=2.5 92 0 0 O 0 26 26 0 41 41 0 36 a6 0 37 37
2.5<E=3.5 196 41 0 41 12 8 20 2 15 17 3 11 14 3 11 14
3.5<E=4.5 160 17 0 17 14 3 17 8 §5 13 14 1 15 16 1 16
4.5<E=6.0 250 o 0 0 0 0 0 0 0o ¢ 0 0 0 0 0 O
6.0<Es7.5 167 0O 0 0 0 0 90 0o 0 o0 0 0 0 o 0 0
7.5<E=9,0 49 0o 0 0 0 0 0 0o 0o ¢ 0 0 0 0 0 0
2<K=3 N H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho
E=1.5 212 ¢ 28 28 0 75 75 0 93 93 0 81 & 0 82 82
1.5<E=2.5 2588 0o 14 14 0 55 55 0 72 72 0 62 62 0 61 61
2.5<E=<3.5 552 33 1 34 6 7 13 2 12 13 4 8 11 4 7 11
3.5<E=4.5 420 20 0 20 16 0 17 14 2 16 16 1 17 17 1 17
4.5<Es6,0 532 0 0 o0 0 0 ¢ 0 0 o 0 0 0 0 0 0
6.0<E=x7.5 174 ¢ 0 0 o 9 q 0 0o 0 0o o0 0 0 0 ¢
7.5<E=9.0 8 ¢ 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 o0 0 0 0
3I<K=5 N H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho
E=<1.5 as1 0 B85 85 0 96 96 0 98 98 0 96 96 0 97 97
1.5<E=%2.5 383 0 34 34 0 62 &2 0 711 71 0 63 63 0 63 63
2.5<E£53.5 577 14 ¢ 14 1 3 5 0 5 5 1 3 a 1 3 4
3.5<Ex4.5 313 22 o 22 i1 0 11 6 1 7 it 0 11 12 0 12
4.5<E%6.0 121 0 0 0 0 0 0 ¢ 0 0 o 0o 0 0 0 0
K>5 N H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho H+ H- Ho
£<1.5 a06 0 91 93 0 94 94 0 97 97 0 93 93 0 93 93
1,5<E=2.5 317 0 15 15 0 23 23 0 26 26 0 22 22 0 21 21
2.5<E=3.5 199 0 0 0 0 0 0 o 0 ¢ 0 0 0 0 0 0
3.5<E%4.5 10 o 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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3.6.8.- Conclusiones.

En primer lugar, conviene recordar que, en general, en la
literatura se han considefado pocos métodos (y sdlo para un
tipo de tests: bien de una cola o bien de dos colas), que en
ocasiones se han mezclado métodos condicionades con
incondicionados, exactos con asintéticos, etc., y también que
la metodologia no ha sido ni demasiado clara ni siempre la
apropiada, no comparando con el método &éptimo exacto, ni
utilizando siempre en la comparacién los P-values, ni teniendo
en cuenta todos los parametros que podian estar influyendo.
Aqui, tratando de evitar lo anterior, se ha seguido el
siguiente proceso:

12) Se han comparado un total de 20 versiones de c.p.c
incondicionadas (10 versiones con y 10 sin subindice P). En
cada caso, 5 versiones son clésicas (con algin refrendo de la
literatura), y las otras 5 son nuevas o variaciones de alguna
clasica.

22) Se ha procurado dar mds importancia a las versiones
clasicas mds usuales y en cualquier caso a aquellas cuyo
cdlculo sea mds sencillo de realizar.

32) El criterio principal para evaluar la actuacidén de las
diferentes versiones ha consistido en comparar el P-value
exacto con el P-value de cada versién, obteniendo el porcentaje
de fallos H? de cada versién, en base a la (46), y penalizando
los fallos liberales frente a los conservadores al haber
considerado &6%>6" (con 6~ y &% dados por la (49) y.(50),

respectivamente).
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42) La comparacién se ha realizado tanto para test de una como
de dos colas, distinguiendo entre valores bajos y altos del P-
value real, y en funcién de aquellos otros parametros que
previamente se ha comprobado podian influir en el actuacién

relativa de las distintas versiones (K y E}.

Las conclusiones mids dgenerales y resaltables pueden
resumirse en:
18) La actuacién de los métodos seleccionados mejora con el
aumento de E y de Py, y tiende a empeorar con el aumento de K,
aungue la influencia de K es importante sobre todo en los tests
de una cola y para valores bajos de Pg. Con nuestros datos no
se aprecia una dependencia clara del tamafioc total de muestra n.
22) Tanto a una como a dos colas, en los valores altos de Pg
las versiones con subindice P son las que mejor actdan,
mientras que en los valores bajos de P, sucede lo contrario.
32) En cuanto al comportamiento de las versiones seleccionadas,
los fallos de tipo liberal se concentran en los valores bajos
de E y los de tipo conservador sélc son importantes para

valores bajos de P; y E intermedios.

También nos parece interesante el resaltar que dos de los
métodos nuevos (los H2 y HC, en sus versiones con o sin
subindice P) son los que en general actidan de forma mis
satisfactoria, y que alguno de los métodos clasicos mids usuales
y sencillos han resultado los &6ptimos en alguna de las
situaciones (S y U) o con una buena actuacién general‘(CK o

CKP). La Tabla 26 informa sobre cudl es el método 6ptimo en

174



cada situacién considerada, y también sobre su comportamiento
liberal o conservador.

Respecto a los métodos sobre los que prédcticamente no se
ha hecho ningin comentario; cabe decir lo siguiente: que T, C,
Hl y M son métodos cuyo cédlculo es complicado (como ya se
indicé al definirlos) y gque su actuacién no mejora la del
éptimo en ninguna de las situaciones contempladas, siendo en
general similar a la de algin método sencillo (T y CK por
ejemplo). Respecto a PH, tan sélo comentar que es el método con
peor actuacidén, y ello debido a que se comporta de forma muy
conservadora (salvo cuando K es muy alto y E muy bajo).

Tabla 26

Seleccién del método Sptimo (entre paréntesis el que le es més
cercano), y comportamiento conservador (C) o liberal (L) del
mismo, en funcién del tipo de tests (una o dos colas), del P-

value exacto (Pg), del minimo valor esperado (E) y del
desequilibrio entre los tamanos muestrale n; (K).

Test 1%sP,s1% 13<Pg=10%
Si K=1.25: H2P y HCP
H2 (HC)
1 Si K>1.25: 8
C si K>1.25 y E>>
COLA L si K>1.75 y E<< C si K=1.75
L si K>1.75 y E<<
2 U (H2 y HC) H2P y HCP
COLAS C si 1<K=2 C si K=2 y E<<
L si K>2 y E<< L si K>3 y E<<
H2 y H2P = Nuevas versiones del método de Haber (1982).
HC y HCP = Métodos nuevos.,
S = Método de Shouten et al (1980).
U = %2 sin c.p.c.
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4.- LAS CONDICIONES DE VALIDEZ DEL TEST CHI-CUADRADO.

4.1.- Generalidades y condiciones cléasicas.

En el apartado 3.6.2. ya se comentd que el haber incluido
en el estudio la influencia del minimo valor esperado E se
debia a que una de las posibles fuentes de error al aproximar
por x? es que se estd utilizando una distribucién simétrica (la
normal) para aproximar a otra que no lo es (la de la variable
Xn,-X,n,). Asi, puesto que X; ~ B(n;,p) (con i=1,2 y B
aludiendo a wuna distribucién binomial), tedricamente 1la
aproximacién a la normal serd vdlida para valores esperados n;p
Yy n;(1-p) altos pues, para que sea posible la simetria exigida,
deben aparecer ambas colas de la distribucién normal. Es por
esto que la condicién de validez (c.d.v. en adelante) mas
habitual ha consistido en exigir que el valor de E supere un
determinado valor, aunque también hay referencias al valor de
K que ya fueron comentadas en los apartados anteriores.

Pese a ello, y a ser una condicién de validez histérica
para %2, en el caso incondicionado son pocos los autores que
han estudiado la influencia de E. Asi, Cressie and Read (1989},
aludiendo a los tests de bondad de ajuste en tablas rxs, abogan
por la validez del test chi-cuadrado si Ez0.25, nz1l0 vy
n?/rs=10, condiciones que parecen demasiado débiles, pues en
nuestro caso equivalen a exigir qﬁe Ez0.25 y nzl0. Grizzle
(1967), indica que el test qu a dos colas (para K=1 y a=1% y
5%) va bien si es E>5, y Sachs (1986) que el test xzup.a una

cola es valido si son n;26 y E22., Un estudio teérico acerca de
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la conveniencia de condicionar en valores de E grandes es el de
Wei-Yin Loh (1989) pues, advierten, de no hacerlo el error a
real tiende hacia 1.

De otro estilo es el consejo de Schouten et al (1980) que

aceptan la validez del test x?;, cuando es Ks=3.

4.2.- Objetivo actual ( Aportacidén ).

Como puede verse, ademds de ser muy escaso el nimero de
estudios realizados, sus conclusiones son o bien demasiado
generales (no distinguiendo entre tipos de muestreo, ni entre
las distintas versiones xzx), o demasiado especificas
(estudiando sélo las c.d.v. de alguna de las versiones y no
precisamente de las ©&ptimas). Aqui se tratard de solventar
estos problemas estudiando por separado las c.d.v. de cada uno
de los métodos gue anteriormente hayan resultado mas
competitivos, considerando como Sptimo aquel que de lugar a las
c.d.v. menos restrictivas. Por otra parte, mientras que en la
obtencién de la c.p.c. O6ptima el interés se centraba en
comprobar gué método funcionaba mejor, aqui consiste en ver
cudndo puede considerarse valida la actuacién de un método
determinado. Asi, por ejemplo, para test de dos colas y en una
determinada conbinacién de intervalos dé P, Ky E, si un
método tiene un H® del orden del 3% mientras que los del resto
de métodos lo superan claramente, serd considerado el Sptimo en

esa combinacién, en cambio se puede plantear que su actuacidn
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no es valida por considerar que el 3% de fallos es elevado.
Aunque lo deseable seria un 0% de fallos, en adelante se
considerard que menos de un 5% de fallos es aceptable. Asi, al
igual que se hizo con la c.p.c. 6ptima, las c.d.v. se basaran
en el valor de H° (sélo que ahora se exigira que H®<0,5%) vy,
como alli, se estudiardn para test de una y dos colas y en

funcién de Py, K y E, y para los intervalos anteriormente

considerados.

4.3.- Determinacién de las c.d.v. ( Aportacidm ).

Los resultados que se analizan en este apartado son los
mismos que ya se estudiaron en 3.6.4, 3.6.5 y 3.6.6 (Tablas 14-
21), s6lo que ahora el proceso de andlisis es distinto. Aqui,
para test de una y dos colas y en cada combinacién de
intervalos de Py y K, se trata de buscar la primera posicidn de
E a partir de la cual sea H%<0,5% siempre, aunque -al no haber
considerado decimales en H%- esto equivaldra a buscar en las
tablas la primera posicidn en que es H°=0. Bajo este criterio,
del andlisis de las téblas de resultados se deduce 1lo

siguiente:

18) Para test de una cola y P; bajos (Tablas 14 y 18}:
Los métodos anteriormente seleccionados fueron H2 y HC, y
vuelven a serlo ahora, pues sus c.d.v. son las menos

L]

exigentes. Asi, de forma aproximada, si K=1.25 siempre son
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vdlidos (la condicién E>0 basta) y cuando K>1.25 con la

condicidén E>4.5 es mds que suficiente.

28) Para test de una cola y Py altos (Tablas 15 y 19):
Para esta situacidn se seleccionaron los métodos H2P y HCP
cuando K=1.25 y el S cuando K>1.25. De los dos primeros el
que obtiene unas c.d.v. menos exigentes es el HCP, pues si
K=1.25 siempre es vadlido, y si K>1.25 con la condicién
E>3.5 sobra (pues, por ejemplo, si K>2 con E>2.5 ya es
suficiente}. Respecto al método S, cuando K=<1.25 no es
valido (pues H°>0 en todo E), y si K>1.25 sus c.d.v son
menos exigentes que las de HCP tan sélo cuando K>1.75

donde basta con que E>1.5.

38) Para test de dos colas y Py bajos (Tablas 16 y 20):
En este caso el método seleccionado fue el U, sequido de
los métodos H2 y HC que también resultaron competitivos.
Sus c¢.d.v también son las menos exigentes y ademis
coinciden en los tres métodos. Asi, para K=1 son validos

siempre (basta con E>0) y para K>1 sobra con la condicién

E>4I5I

48) Para test de dos colas y Pg altps (Tablas 17 y 21):
Los métodos que se seleccionaron fueron H2P y HCP, siendo
ahora el método H2P el que da iugar a unas c.d.v menos
exigentes. Asi, para K=1 siempre es yélido, y para K>1

basta con que E>1.5 para que también lo sea.
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4.4.- Discusién y conclusiones ( Aportaciém ).

Sobre la metodoclogia general y las precauciones que se han
tenido en cuenta en el proceso de obtencién de las c¢.d.v.,
éstas han sido similares a las de la seleccién de la c.p.c.
6ptima, pues en ambos casos se ha trabajado con las mismas
versiones, en funcién de los mismos parédmetros, etc. Tan sélo
cabria recordar que la diferencia fundamental es que aqui se ha
considerado como método &Sptimo a aquel que da lugar a las
c.d.v. menos restrictivas, y que éstas se han hallado buscando
para cada tipo de test (de una o de dos colas), y para cada
combinacién de intervalos de P; y K, el primer valor de E a

partir del cual el porcentaje de fallos es menor del 5%.

Las conclusiones mas generales e interesantes de resaltar
son las siguientes:
18) De unos métodos a otros, las c.d.v. varian en gran medida.
28) Para tests de una cola las c.d.v. son mds restrictivas que
para tests de dos colas.
38) Para valores bajos de P; las c.d.v. también son mé&s
restrictivas que para los Pg altos.
48) En las K muy bajas las c.d.v. son menos restrictivas que en
las K altas, sobre todo cuando el test es de una cola y las Pg

son bajas.

La Tabla 27 permite seleccionar el método cuyas c.d.v. son
menos exigentes. De forma similar a lo que ocurria en la

L

seleccién de la c.p.c. optima, las distintas versiones de los
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nuevos métodos H2 y HC también son las que tienen unas c.d.v.

menos exigentes.

-Tabla 27

Seleccién del método con unas condiciones de validez menos
exigentes. En funcién del tipo de tests (una o dos colas), del
P-value exacto (P;) y del desequilibrio entre los tamafios
muestrales n; (K), en el interior de la tabla se indica el
método seleccionado y el valor de E (minimo valor esperado) a
partir del cual se le puede considerar valido.

Test 1%=P.=1% 13<P_=<10%
1 HC HCP
COLA K=1.25: E>0 K=1.25: E>0
K>1.25: E>4.5 K>1.25: E>3.5
2 H2 H2P
COLAS K=1: E>0 K=1: E>0
K>1: E>4.5 K>1: E>1.5
H2 y H2P Nuevas versiones del método de Haber (1982).

HC y HCP Métodos nuevos.

5.- EVALUACION DE LAS AFIRMACIONES DE LA LITERATURA.

Hasta ahora no se han evaluado individualmente cada uno de
los 20 métodos, ni tampoco comparativamente por parejas, pues
ese no era el objetivo y seria excesivamente prolijo. Cualquier
lector que desee alguna de tales evaluaciqnes, basta con que

acuda a alguna de la tablas de las pdginas anteriores. Si nos
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detendremos aqui en aquellas evaluacioneg que son motivo de
algin tipo de afirmacidn relevante en la literatura, y ello con
el fin de criticarlas en base a nuestros datos. Lo gue sigue
serd una exposicién sucinﬁa de resultados, literarios vs los
actuales, ordenados por métodos:
a) Métodos S o SP:
-Schouten et al (1980):"SP es conservador en K=3 y liberal
en K>3 (a=5%; 2 colas)". Casi correcto: la liberalidad
sucede en K>5 y E pequefio.
-Schouten et al (1980):"SP es aceptable en K=3 (a=5%; 2
colas)". Falso: SP es aceptable en K>2 cuando es E grande.
-Haber (1982):"S es conservador (2 colas; n=50; K=1, 2, 3;
a=5%)". Correcto: es una ratificacidn de lo dicho mas

arriba.

b) Método PH:

-Upton (1982): "PH es conservador (a=5%; 2 colas)". Casi

correcto: es liberal en K grande y E pequeifio.

¢) Métodos U o UP:
-Pearson (1947): "UP es irregqgular pero cercano a la
realidad (2 colas)" + Plackett (1964): "Idem para U" +
Grizzle (1967): "Idem para U en n;=n," + Storer and
Choongrak (1990): "U no es tan malo". Incorrecto: Ambos
son irregulares, peroc mas bienlliberales en los a usuales

y mds bien conservadores en los a bajos. UP no es cercano

al real en K=1.

-Grizzle (1967): "U va bien si es E>5 (2 colas; a=1% o
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5%)". Incorrecto: en los a altos y K=1,5 la condicidn es
demasiado floja.

~Garside and Mack (1976): "UP es muy liberal en Kz4 (1
cola; n;=20; a=1% o 5%)". Correcto.

-Schouten et al (1980) + Upton (1982) + Dozzi and Riedwyl
(1984): "UP.es liberal (1 o 2 colas; a=5%)". Correcto
(cuando falla}.

~Haber (1986) + Sachs (1986): "UP es muy liberal en Kz4 (1
cola; n=20; a=1% o 5%)". Incorrecto: es liberal para Kz1,5
Y a pagquefio, pero en los a grandes es liberal en todos los
K's si E es moderada o baja.

-Sachs (1986): "U va bien si es n;26 y Ez2 (1 cola)".
Incorrecto: salvo en K>5 o K=1 y a bajos, la condicidn es
mids exigente (E26 con frecuencia).

-D'Agostinc et al (1988): "U va bien en a pequefio (2
colas; n=10 a 30)". Incorrecto: es cierto en K=1; no lo es
en K>1 y E moderadas o bajas.

-Rhoades and Overall (1982): "UP es menos liberal que U (1
cola)". Correcto: es una obviedad fruto del factor n o n-

1.

d) Método H2:
-Haber (1982): "H2 y UP son practicamente iguales, pero el
primero es menos liberal (2 colas; n=50; K=1, 2, 3;
a=5%)". Correcto (aunque sus resultados se refieren a la
versién de H2 que usa la (27), y los de aqui a la que usa

la (37)).
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e) Método C:
-Conover (1974): "C y U son practicamente iguales, pero el
primero es dificil de calcular (2 colas)". Casi correcta:

C es mejor que U en los a grandes.

6.~ CONCLUSIONES.

En este capitulo se han abordado varias cuestiones
relativas a cudl es el método asintdtico mds conveniente para
la comparacién de dos proporciones independientes desde el
punto de vista incondicionado. En primer lugar, a partir de un
estudio critico de la literatura, se evidencidé la conveniencia
de utilizar el método chi-cuadrado clasico frente al resto de
métodos alternativos pues o bien son demasiado complejos para
ser asintéticos, o tienen poca base tedérica, o sus resultados
son peores que los de los clasicos chi-cuadrado. En sequndo
lugar, con el objetivo de seleccionar la c.p.c. mds idénea para
el test chi-cuadrado, se han estudiade todos los métodos
clasicos con algin refrendo de la literatura mds una cantidad
similar de métodos nuevos (un total de 20 métodos), concluyendo
que la c.p.c. S6ptima depéhde del nimero de colas del test, del
error objetivo, del desequilibrio entre los tamafios muestrales
n; (K) y del minimo valor esperado (E), perc no asi del tamafio
muestral (n). Estos resultados se resumieron en la Tabla 26.
Por dltimo, para los métodos con una mejor actuacidn, se han
estudiado sus c.d.v., eligiendo como Sptimo, en este sehtido,

a aquel cuyas c.d.v. han resultado ser las menos restrictivas.
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Se ha comprobado que, aunque la magnitud de E es el factor mas
importante a considerar, las c.d.v. también varian
dependendiendo de cudl sea el nimero de colas del test, del

error cobjetivo y de K. Estos resultados se resumieron en la

Tabla 27.
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CAPITULO IV

(¢ METODOS CONDICIONADOS O

INCONDICIONADOS ?



1.- INTRODUCCION

Una Tabla 2x2 como la Tabla 28 puede surgir bajo tres
tipos de muestreo, el cual, a su vez, depende del niimerc de
marginales fijados de antemano (Pearson, 1947): i) Ningidn
marginal fijado de antemano (problema de asociacién de dos
cualidades dicotémicas); ii} Un marginal fijado (problema de la
comparacién de dos proporcicnes); iii) Dos marginales fijados
(experimento de las tazas de té de Fisher: Fisher, 1942). Los
distintos modos de aludir a estas tres situaciones pueden verse
en Kroll (1989), y el resto de formas en que la tabla puede

presentarse en Kudd and Tarumi (1978).

Tabla 28

Presentaciédn de datos en forma de una tabla 2x2.

Claves A A Total
B X Y1 n,
Total a, a, n

Con el fin de que el capitulo actual pueda leerse sin
continuos saltos atrds, de forma ocasional se repetiran algunos
conceptos y expresiones de capitulos anteriores. Puesto que el
muestreo considerado en esta memoria.se corresponde con el casc
ii), en lo que sigue nos centraremos en él, pero los conceptos
que se expondrin y las conclusiones que se obtengan son vdlidas

también para el caso i).
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Si sélo las n; estdn fijadas de antemano, las X; son
variables binomiales. independientes de pardmetros n; y p;, ¥ la
probabilidad de dicha tabla viene dada por:

11 Il
P(X,=x,,X,=X,) =P{(X,, XD, , D,) =[ xl)( Xz)plxiqf"pz”‘qa"’ (1)
1 2

(con q;=1-p;) Y, de ser cierta la hipdtesis nula H,=p,;=p, (=P),

seri:

n n
P(XJ.:Xl'XZ:xZIHO) =P(X1,X2!p) =( l)( 2)13 alqa, (2)
Xl XZ

(con g=1-p), con lo que la probabilidad depende del "parametro
perturbador" p. En el Cap.I ya se comenté que la eliminacidn de
parametros perturbadores es uno de los problemas cruciales de
la estadistica actual (Basu, 1977} y que, habiendo generado
diversas soluciones (Tabla 2 del Cap.I), las Tablas 2x2 se han
convertido en el terreno de batalla particular de una situacidn
mids general. Para nuestro caso, las metodologias gque compiten
son la condicionada y la incondicionada. La primera debida a
Fisher (1935), Irwin (1935) y Yates (1934), se basa en el hecho
de que, condicionando en los marginales observados a;, la dnica

variable de la tabla es Xl {por ejemplo), y asi:

n \{ n,

P{X,=x,1a,;, H) =P(xla,) = AR
e
al

r=max(0;a,-n,) sx,smin(a,;m)=s
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con lo cual, si RC(a) es una regién critica al error objetivo

a, el error real sera de:

et = Y Pixla) (4)

RC{a)

lo que da lugar al conocido test exacto de Fisher. La segunda,

debida a Barnard (1945, 1947), se basa en la expresidn original
{(2), eliminando el parametro p no por condicionamiento, sino
por maximizacidén. Asi, si RC'{a) es una RC al error objetivo a,

el error real seri:

ez= Max Y P(x,,xip) = Max ¢ (p)
RC'{a)
0<p<1 0<p<1l

(5)

Evidentemente que RC(a) estd formada por un conjunto de valores
de x,, en tanto que RC'(a) lo estd por un conjunto de valores
de (x,,x,).

Desde el nacimiento del método incondicionado, la
discusién acerca de cudl de las dos metodologias es la adecuada
ha sido eterna, pero la misma se ha agudizado desde la
generalizacidén de los ordenadores (lo que ha permitido resolver
la (5) con relativa facilidad). La lista de autores partidarios
de uno u otro método es interminable -ver por ejemplo los
articulos de Berkson (1978), Yates (1984), Little (1989) vy
Haviland (1990), y su discusién~, pero el impetu que ponen en
su defensa unos y otros, y el poco. acuerdo conseguido, hacen
sospechar que la discusidén roza el campo de la Filosofia, o al
menos asi lo parece por el modo en gue defensores y atacantes
del test exacto de Fisher hacen fortaleza de sus principios. La

situacidén se vuelve aidn mas confusa cuando el creador del
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método incondicionado se arrepiente (Barnard, 1949) pasando a
defender con ahinco al método condicionado (Barnard, 1982,
1989); igual sucede con otro de los partidarios del método
incondicionado (Upton, 198é, 1992).

Hasta ahora, la defensa del método condicionado en las
tablas 2x2 ha merecido articulos especificos sobre el tema
(Yates, 1984; Little,1989; Haviland, 1990; Cormack and Mantel,
1991; Upton, 1992; etc.) en los que se han expuesto
profusamente las razones que lo avalan, en tanto que la defensa
del método incondicionado s6lo ha merecido algunas lineas en la
discusién de los articuleos anteriores o dentro de otros
articulos cuyo fin era otro (Garside and Mack, 1967; Mc Donald
et al, 1977; D'Agostino et al, 1988; etc.}. Aqui se pretende
responder uno a uno a los principales argumentos esgrimidos por
los partidarios del condicionamiento, asi como dar algin
argumento afiadido a favor del no condicionamiento. La defensa
del no condicionamiento es tanto mds deseable en cuanto que la
generosidad cientifica y honradez de los "arrepentidos" puede
ocasionar una detencién en el desarrollo de la estadistica (por
la confusidén que crea en el resto de investigadores esa actitud
en personas de gran relevancia cientifica). Aunque los
argumentos esgrimidos a favor de uno y otro método son muchos
y no siempre facilmente encuadrables, en lo que sigque se ha
procurado una sistematizacidn de los mismos, lo que impedira su
aparicién por orden de importancia.

Sin embargo, el método incondicionado no siempre es el
apropiado, y en este capitulo se resefian dos ejémplos

paradigmaticos: el ejemplo de las flores de Fisher y el caso de
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la comparacién de dos proporciones apareadas. En esencia, aqui
se defiende la idea de que s6lo es licito condicionar en
aquellos estadisticos que no dependen de los paradmetros objeto
de inferencia, y que, con.tal fin, es preciso especificar la
probabilidad de 1la tabla cuando es cierta la hipétesis
alternativa. La idea es aprovechada para rebatir el argumento

de los modelos causales usado por Greenland (1991).

2.~ ARGUMENTOS PRACTICOS

2.1.- Sobre el conservadurismo del test exacto de Fisher.

El argumento repetido con mayor insistencia por parte de
los defensores del método incondicionado es que el test que
produce es mas potente que el test exacto de Fisher (Mc Donald
et al, 1977; Liddell, 1978; Upton, 1982; Haber, 1987), al cual
se acusa de ser muy conservador. Los argumentos para llegar a
tal conclusién son de varios tipos. Los més extendidos son que
el tamafio a”; puede ser menor gue a/4 o a/2; que a’; suele ser
mas préximo a a que a*c; y que la RC'(a) suele contener mds
puntos que la RC{a). Como tales conclusiones se obtienen para
algunos valores de n;, y generalmente para a=5%, los
partidarios del condicionamiento contraatacan esgrimiendo el
argumento de Yates (1984) de que la anterior conclusidn
proviene de un uso indebido de los niveles nominales de
significacién (5%, 1%,...) prdactica que, estando justificada
con variables continuas, es una aplicacidn indiscriminada de la

teoria de Neyman-Pearson. En realidad, el hecho- de que los

191



valores de a* estén por debajo de a era esperable puesto que se
trabaja con variables discretas, pero es sintomdtico que en
general a”; esté mas cerca de a que a*., lo que implica que el
P~value del método incondicionado sea més bajo que el del
método condicionado, obteniendo asi mids significaciones. El que
ello suceda en los valores ordinarios de a (5% 6 1%) no implica
que también vaya a suceder lo mismo en el resto, pero los
partidarios del condicionamiento no ofrecen ejemplos al efecto.
Si la duda proviene de que las diferencias (a*-a) puedan ser
indicativas de algo, la misma se despeja con la confirmacién de
Haber (1987) de gque para a=5% el test incondicionado es
generalmente mads potente que el condicionado. Este argumento
(menos extendido que el anterior) se ratifica con el estudio de
Herranz (1992) en el que las comparaciones de potencia se hacen
para valores de a entre el 1% y el 10%.

Por si queda alguna duda, Martin (1991) expone el
siguiente argumento tedrico ya comentado en el Cap.II (Aptdo.
2.7.2). Como sefialé Pearson (1947), la expresién (2) puede

ponerse en este otro formato:
P(x,, x,|p) =P(a,lp) P(x,la,) (6)
con

P(a,lp) =( a )p 2% (7)
1

Uno de los problemas del método incondicionado es el orden en
que los puntos (x,,x,) van introduciéndose en la RC', pero una
solucidén habitual y de las mds potentes (Haber, 1987; y Cap.II,

.

Aptdo. 2.5.4) consiste en ordenarlos de menor a mayor valor de
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su P-value Pp(x;) obtenido por el test exacto de Fisher (Mc
Donald et al, 1977) o método CSF del capitulo anterior. Si x,
es el valor observado y Pp es tal P-value, el P-value P;r de la

actual versidén incondicionada serd, en base a (5) y (6):
rosg(prenane
2, 1

Como el test de Barnard (1947) es el mids potente de los
incondicionados, su P-value en general seri P1p=P;p<Pp, por lo
que el test exacto de Fisher seri mds conservador que el test
incondicionado éptimo. Pero esto debe entenderse en sus justos
términos.

Si uno es partidario del no condicionamiento, y puesto que
el test exacto de Fisher también puede contemplarse como uno
incondicionado (Pearson, 1947), la conclusién es clara: los
tests incondicionados clédsicos son mds potentes (y por tanto
preferibles) que el test exacto de Fisher. Sin embargo, si uno
es partidario del condicionamiento (como idnico planteamiento
licito) las comparaciones descritas anteriormente pierden todo
su sentido y el test exacto de Fisher es la tinica alternativa
posible. Esto es asi principalmente por dos motivos: porque la
mayor potencia del test incondicionado se logra gracias a gque
en algdn valor de a; dicho test incluye un punto extra en la
RC(a), lo cual indica que en la expresidén (4) es a*c>a {(lo que
no estd permitido), y porque las potencias consideradas son
incondicionadas como se verd mas adelante (Aptdo. 3.3). En
conclusién, el asunto del conservadurismo no es la discusién

relevante acerca de qué metodologia elegir.
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2.2.- Sobre la inconsistencia del test exacto de Fisher.

Cornfield (1966), Yates (1984), Dupont (1986) y Cormack
(1986) sefialan el comportaﬁiento inconsistente del test exacto
de Fisher como test de dos colas, citando el dltimo autor hasta
5 problemas distintos. Un ejemplo tipico es el que cita Dupont
(1986) referente a una tabla de 10/100 vs 20/100 cuyo P-value
es 0.0734 (calculado por el test exacto de Fisher a dos colas
bajo la definicién de "tablas mas improbables" o versién I del
Cap.I), en tanto que el de la tabla de 10/101 vs 20/100 (muy
similar a la anterior) es de sdlo 0.0497. Dupont y Yates
proponen como solucién que el P-value de dos colas sea el doble
del P-value del test de una cola (que es la propuesta de
Armitage). Dicha solucién resuelve el anterior ejemplo y los
cuatro primeros problemas citados por Cormack, pero no el
iltimo, proponiendo este una solucién alternativa basada en un
muestreo de la distribucién hipergeométrica obtenida
experimentalmente. La solucién es laboriosa y adn no ha dado
tiempo a su discusién en la bibliografia. Sin embargo la
solucidén de doblar el P-value de una cola les parece
injustificada a muchos autores, partidarios o no del método
condicionado (el propio Cormack y varios de los participantes
en la discusidén del papel de Yates: Hill, Jagger, Plackett,
Mantel...). Por otra parte, Lloyd (1988) prueba que el criterio
de doblar el P-value de una cola da iugar a un test sesgado que
puede entenderse como uno aleatorizado diferente del UMPU.
Martin et al (1989) prueban que el test incondicionado CSF no

presenta ninquno de tales problemas, o los- tiene muy
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aminorados, citando como ejemplo el que los P-values para el
caso planteado por Dupont sean de 0.0596 y 0.0502
respectivamente (gue son bastante md&s homogéneos).

Como puede verse, unoé autores extraen como consecuencia
que el test incondicionado es el adecuado; otros, que hay que
cambiar la definicién del P-value de Fisher en los tests de dos
colas.

Con respecto a lo primero, Martin and Luna (1989} y
Barnard (1989) sefialan que los resultados eran esperables
debido a lo discreto de las variables implicadas. Para el test
de Fisher, el nimero total de tablas posibles son 31, lo que da
un salto promedio de probabilidad de 100/31 = 3.23% que es
mayor que el salto del ejemplo (7.34-4.97=2.37%), y asi el
salto observado no es tan sorprendente. El test incondicionado
tiene mids puntos donde repartir la probabilidad y asi los
saltos son menores. La razén de la irreqularidad en el
comportamiento del test de Fisher estd en la asimetria de la
distribucién hipergeométrica y en lo discreto de la variable
base.

Con respecto a lo segundo, la definicién del P-value de
dos colas no puede cambiarse "a posteriori" para resolver una
dificultad en un test particular. La definicidén debe ser
general, valida para todos los tests, y justificada de modo
ajeno a unos datos particulares.

En resumen, tampoco la posible-inconsistencia del test de
Fisher avala necesariamente al test incondicionado, aunque es

verdad que el mismo es algo mds coherente.
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2.3.- El1 test exacto de Fisher es mds general y sencillo,

convergiendo al incondicionado.

El test exacto de Fisher ademds de ser vidlido para las
tres circunstancias descritas en la introduccién (Lehmann,
1959), puede ser considerade como un test incondicionado
(Pearson, 1947), como un test de aleatorizacién (Lehmann, 1959)
e incluso como solucidén al test de las rachas (Herranz, 1992).
El método incondicionado requiere una solucidén distinta para
cada uno de los tres casos de la introduccidén. La generalidad
del primero es evidente y cémoda. Su mayor sencillez de cdmputo
es también patente si se observan las expresiones (4) y (5),
donde es claroc que la (4) puede incluso resolverse "a mano",
mientras que la (5) necesita de un potente ordenador. Pero, a
cambio de estas ventajas, ha de pagarse el precio de su mayor
conservadurismo e inconsistencia.

Es conocido que ambos tests convergen al test chi-cuadrado
(Cap.IlI) y actualmente ya se sabe que la diferencia entre las
potencias de uno y otro tiende a cero conforme aumenta n
(Herranz, 1992), mAs radpidamente ain en tablas mds amplias que
las 2x2 (Mehta and Hilton, 1993). En consecuencia, la discusién
sobre cudl es el adecuado pierde su sentido en muchas de las
circunstancias ordinarias, lo que no invalida la importancia
tedrico~practica de la discusidén actual.

Nuestra posicién es que el condicionamiento fue una idea
brillante que permitid el desarrollo de la estadistica {pues en
otro caso los cdlculos implicados eran prohibitivos), pero hoy

dia la situacién ha cambiado y es posible plantearse la
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bisqueda de una "verdad®” superior. Sin embargo, actualmente, y
en un futuro previsible, el método condicionado segquiréd
teniendo utilidad pues sacard a los estadisticos del apuro de
tener que analizar por el método incondicionado tablas de un

orden superior al 2x2 (por ejemplo).

3.- ARGUMENTOS TEORICO-PRACTICOS

3.1.~ Sobre el caricter de UMPU del test exacto de Fisher.

Tocher (1950) proporciona un test en el que el valor a*c
de la (4) vale exactamente a, lo cual se consigue efectuando un
sorteo en el punto frontera de la RC(a) (Cap.I, Aptdo. 2.3.).
Aunque tal test es UMPU, hay un acuerdo general (Plackett,
1964; Mantel and Greenhouse, 1968; Mc Donald et al, 1977;
Liddell, 1978; Suissa and Schuster, 1985; etc.) acerca de la
irracionalidad de aplicarlo, fundamentalmente porque no parece
deseable decidir por sorteo la posible significacién de una
tabla, lo que 1llevaria a que, a igqualdad de error a,
investigadores distintos puedan tomar decisiones distintas en
base a 1los mismos datos, perdiéndose asfi la deseadada
objetividad cientifica. La circunstancia es aprovechada por
algunos autores para proponer al test exacto de Fisher como
alternativa pues, no siendo aleatorizado, procede del UMPU. El
argumento no es valido por varias razones: 1) Lloyd (1988)
probd que el test de Fisher es sesgado; 2) Suissa and Schuster
(1984) probaron que el test de Tocher (ain siendo UMPU{ no es

UMP, y que un test sesgado puede ser mas potente gque uno
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insesgado en gran parte del espacio paramétrico; 3) Haber
(1987) probd que cualquier test incondicinado suele ser mas
potente que el UMPU, el cual sé6lo va bien en las cercanias de
Hy- |

Con todo, para grandes muestras, la eleccidén es
indiferente, pues Kniisel and Michalk (1987) probaron que la
eficiencia asintética relativa de los tests de Fisher y Tocher

es la unidad, y se ha visto antes que el primero converge al

incondicionado.

3.2.- Modificaciones al test exacto de Fisher.

A fuerza de acusar de conservador al test exacto de
Fisher, los partidarios del condicionamiento han decidido
efectuar algunos cambios en su modo clasico de aplicarlo.
Resulta sospechoso gque los mismos surjan después de la
discusién, no previo a ella, y, en todo caso, tales cambios
deberian ser defendidos para cualquier otro test (sea o no el
de Fisher).

El primero de los cambios (Haber, 1986) consiste en
modificar la (4) en el sentido de que el tltimo punto de la
RC(a) entra con la mitad de su probabilidad, lo que ocasiona
P-values mas bajos. La idea, gue es una particularizacién del
P-mid de Lancaster {1961), es acogidé con cierto entusiasmo por
los partidarios del condicionamiento (Yates, 1984; Barnard,
1989; Upton, 1992), en particular porque tal versién es‘la que

mids se aproxima al test %2 sin correccién por ‘continuidad
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(c.p.c.). La argqumentacidén presenta varias curiosidades: 1)
Esta bastante aceptado (Yates, 1934; Cox, 1970) que cuando una
variable discreta se aproxima a través de una continua cenviene
efectuar una c.p.c., por cénsiguiente el test % sin c.p.c. no
es apropiado y, de rechazo, tampoco el de Fisher en versiém P-
mid; 2) el test x? es uno asintético que, para que actie bien,
debe ajustarse al no asintético, no al revés; el hecho de que
concuerden sélo prueba esoc (que concuerdan), pero estd por
probar que el test %2 sin c.p.c. sea el adecuado; 3} Si la idea
del P-mid fuera adecuada, el test incondicionado también la
acogeria, y las cosas quedarian casi iqual. Pero la idea, en
nuestra opinién, no tiene sentido.Para ver esto dltimo, sea una
moneda cuya probabilidad p de cara es desconocida. Para
contrastar H,=p=0.9 contra H;s5p<0.9, lancemos la moneda una
séla vez (n=1). Bajo H,, el nimero X de caras puede ser 0 6 1
con probabilidades de 0.10 y 0.90 respectivamente. Si se obtuvo
Xoxperimental=0s el P-value clasico es de 0.10 y, bajo la
perspectiva del P-mid, es de 0.05. Al error a=5% el primero
concluye (légicamente) H,, en tanto que el segundo concluye
(ilégicamente) H,, lo que nos parece dificil de entender.

El sequndo de los cambios es debido a Barnard (1982, 1989)
gque defiende utilizar errores a variables (pequefios en los
experimentos sensibles; grandes en los experimentos poco
sensibles), minimizando asi el error B8. La sensibilidad del
experimento depende de a,, y asira es una funcidén a(a,).
Modificando a{a,) adecuadamente (utilizando valores pequefios en
los a, mas informatives y grandes en los menos informafivos),

Barnard demuestra que tal test flexible de- Fisher es
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equivalente a cualquier test incondicionado. Martin (1991)
responde que: 1) La idea implica abandonar la costumbre de
tomar valores de a fijos, y 1lleva al problema de la
subjetividad en la eleccién de a(a,); 2) La nueva versidn
implica regresar el problema a las dos dimensiones originales,
recuperando asi la informacidén perdida por no contemplar a;; 3)
Ambas cosas las hace de un sé6lo golpe y automaticamente el test
incondicionado (que lleva dentro de si las dos informaciones:
la de %, y la de a;). De hecho, comc comprueba el propio
Barnard, el test incondicionado, al construir la RC', da lugar
a valores a(a,) -obtenidos por el test de Fisher- pequefios para
los a; muy informativos y grandes para los poco informativos,
y todo ello realizado de un modo automdtico y sin necesidad de
evaluar subjetivamente el error a admisible para cada a,;. En
consecuencia el tet flexible es en realidad el test

incondicionado, pero sin la objetividad de este.

3.3.- El1 test exacto de Fisher y el tamafio de muestra

(Aportacién).

Desde hace tiempo es admitido que una buena investigacién
debe comenzar por la determinacién del tamafio de muestra
apropiado al experimento y a las especificaciones, lo que, en
nuestro caso, implica fijar de antemano los errores a y B8 del
test y la minima diferencia &=(p,;-p,) a detectar por el mismo.
Conocidos esos valores, el investigador comenzaria por un valor

tentativo de n;=n,=n/2 (20 por ejemplo), determinaria 1la
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RC(a|a,) y calcularia la potencia condicional @(p;,P,|a,a;) en

ella, es decir:

8(p,,p,la,a,) = P{xlp.p,, a,) (9)
RCl(ala,)

con (Fisher, 1935):

[ )| 2 x1+s L, 1, h 10
e I
y:

8=0a/0a (11)

observando su minimo valor en todas las parejas (p,;,p,) en que
es (p;~p,)=6 y comprobando si es igual o superior a 1-8. El

problema es que la RC(a|a;) depende de a,; y de antemano no

sabemos qué valor tomard a,. La alternativa es calcular la
RC(a|a1) en todos los a,, pero en los valores extremos de €l no
existird RC y asi la potencia nunca alcanzarid el valor 1-8.
Como alternativa, todos los autores que abordan el problema
determinan lo gque llaman potencia media, potencia esperada

(Casagrande et al, 1978) o potencia incondicionada (Gail and
Gart, 1973):

8(p,,p,la) =Y P(x,,%,D,. D;) (12)
a, RClala,)

y en base a ella determinan el valor n. Obsérvese que las RC se
obtienen bajo el principio condicionado, pero la potencia se
obtiene bajc el principio incondicionado, y que el hecho de que
sea @(pl,p2|a)zl-ﬁ no garantiza que ocurra iguai con

e(p,,pylasa;).
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En consecuencia, el tamafio de muestra para el test exacto
de Fisher se determina de un modo incorrecto en la literatura,
siendo imposible calcularlé exactamente desde el principio. La
inica posibilidad para esto consiste en determinar pareijas de
valores minimos (a,;n/2) que den @(p,,p,la,a;,n;=n/2)z1-8 e ir
incrementando n experimentalmente hasta que se obtenga el a,

deseado. La complejidad del proceso es patente.

4.- ARGUMENTOS TEORICOS ( Aportacidn )

4.1.~- El test exacto de Fisher y el principio de auxiliaridad

Little (1989) recoge detalladamente el argumento méas
tradicional en la defensa del condicionamiento. El mismo se
basa en el hecho de que si X e Y son dos variables aleatorias

cuya distribucidén conjunta se puede factorizar en la forma:

P(x,yl0,¢) =P(ylp) P(xly,0) (13)

entonces Y no contiene informacién acerca de 6, es un
estadistico auxiliar, la inferencia sobre 0 puede hacerse
condicionando en él y ¢. es un pardmetro perturbador que se
elimina del problema por el condicionamiento aludido. Como,
bajo H,, la expresién (6) tiene el formato de la (13), los
partidarios del condicionamiento dedujeron el cardcter auxiliar
del estadistico a; y de ahi el test exacto de Fisher basado en
P(x1|a1). Al anterior argumento afiaden el de que toda 1la
estadistica referida a variables aleatorias continuas esté
basada en el principio del condicionamiento (regresién,
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comparacién de medias, etc.), no entendiendo por qué no debe
aceptarse 1igual principio para variables discretas. Sin
embargo, conviene indicar que en variables continuas sucede que
% y s? son independientes (Teorema de Cochran) y el
condicionamiento no importa {pues son estadisticos
suficientes), mientras que aqui los estadisticos x,-x, Yy x;+x,
no son independientes. Volviendo sobre el tema del estadistico

auxiliar, los partidarios del no condicionamiento aducen que el

punto de partida ha de ser la (1), la cual, reparametrizandola,

queda en la forma:

P(x,,x,0,. ;) =P(x,,a,0,9) =P(a,®, @) P(xa,,0) (14)

con @ y P(x,|a,,0) dados por las (11) y (10) y ¢=p;p,/q;9,. Con
ello P(xl|a1,0) no depende del parametro perturbador ¢, pero
P(a,|8,¢9) si depende del parametro en estudio 8, y asi a, no es
auxiliar, pareciendo absurdo no utilizar esa informacidn por
pequeiia que ella sea (Berkson, 1978). Yates (1984) indica que,
adn asi, el estadistico es aproximadamente auxiliar y gque el
condicionamiento en él es intuitivamente obvio.

Se ve pues que los partidarios del no condicinamiento
estdn de acuerdo con condicionar en un estadistico auxiliar,
pero no en unc que no lo sea (aunque le falte poco para serlo).
El estadistico a; contiene poca informacidén sobre 8 (Plackett,
1977) y, si bien ella puede ser despreciable con grandes
muestras, con pequefias muestras puede ser importante (Hinde and
Aitkin, 1987) y conviene aprovecharla.

Asimismo parece claro que el principio que mantienen los
partidarios del condicionamiento no es ya la auxiliaridad en si

de a; (que no es auxiliar), sino la conveniencia de efectuar
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inferencias en base a aquello que se ha observado (el valor a,
realmente obtenido), y no en base a valores no observados. Sin
embargo esto, siendo discutible, no cierra la cuestién, pues
(por qué no se condiciona en el estadistico x,-x, o en
cualquier otro? La eleccién de a, es sospechosa si la
auxiliaridad no entra en juego, y es no rigurosa si la
auxiliaridad exacta es tenida en cuenta. De hecho, el método de
la verosimilitud canénica (Hinde and Aitkin, 1987), que efectia
una descomposicién aproximada de la verosimilitud (1), a través
del producto A(8)B(g), con A(8) y B(p} a determinar mediante

las ecuaciones integrales

AA(6) =fL(9;tp)B(tp) de
AB(p) =fL(e,-q>)A(e) a0

es mads conforme con los resultados del test incondicionado que
con los del test exacto de Fisher.

El argumentc en el que se basan los partidarios del
condicionamiento no es el hecho de gque el estadistico a, sea
auxiliar cuando se supone cierta H, —-expresidén (6)- puesto que
también lo defienden para otras inferencias en que se acepta H;
como cierta (intervalos de confianza para 6, por ejemplo).
Ellos aceptan el condicionamiento porque -expresidén (14)-
P(xllal,ﬁ) no depende del parametro perturbador ¢, no
importindoles que por el camino a; se lleve alguna informacidn
sobre 6. De un modo general, y parélelo a la expresién (13),

podemos decir que s8i se verifica que:

P(x,y18,9) =P(yi0, ) P(xly, ) (15)
entonces el pardmetro perturbador se elimina del problema
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condicionando en y, al que llamaremos un estadistico pseudo-
auxiliar. Todo el mundo estd de acuerdo -ver préximo apartado-
en condicionar en el esﬁadistico auxiliar, pero sdélc los
partidarios del condicionamiento estdn conformes también con
condicionar en el estadistico pseudo-auxiliar, y ello por
razones que no entendemos. El1 hecho de que la pérdida de
informacién por actuar asi sea escasa, y de que las
distribuciones obtenidas sean cémodas, es un extraordinario
arqumento (y wuna gran suerte) a favor de 1la pseudo-
auxiliaridad, pero no por ello deja de ser, estrictamente,
incorrecto. De un modo general y menos tedrico, nuestra
posicién es que se puede (y debe) condicionar en cualquier
estadistico cuya distribucidén no dependa del pardametro o
parametros sobre los que se va a efectuar la inferencia, a
condicidén de que la distribucién condicionada remanente no
contenga al parametro perturbador. Con la dltima precaucidén se

excluye del condicionamiento el caso de que:

P(x,y10,9) =P(ylgp) P(xly, 0, ¢) (16)

Cuando no existe un estadistico auxiliar, pero si uno
pseudo-auxiliar, y la resolucién exacta del problema es
compleja, la utilizacién del condicionamiento es un modo
aproximado y conservador de resolver el test. Para ver esto,
utilicemos un arqumento similar al que llevé a la expresidn
(8). Fijado el error objetive a, obtengamos la RC del test
condicionado en cada valor de y, lo que se haréd en base a
P(xly,B) y dard una RC(y,a) con error, real a*,sa. Sea

Y
RC(a)=URC(y,a) la RC para el test incondicionado asi obtenido.
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Como:

Y Pixly,0) =a;<a (17)
" RCly.,a)

la (15) permite afirmar que el error real o; del test

incondicionado es:

ar=Max ¥ P(x,¥8,¢)=Maxy P(38,9) Y. P(xy,6)
RCla) ¥ RC(y,a) (18)

=Maxy P(y0,9)a; < agMaxy P(¥0,9) < ac< «
¥y i

con a*c=Maxy{a*y}, lo que indica dos cosas. En primer lugar es
a*I<a y el test condicionado es también incondicionado, pues
respeta el error objetive a. En sequndo lugar, el test
condicionado {(visto como incondicionado) es un test conservador
(que es lo que se paga a cambio de su mayor facilidad de
computo): esto es asi porque el error a*c seria el P-value "de
trabajo" en el Gltimo punto entrado en la RC {ordenando los
puntos de menor a mayor P-value del test condicionado, como
hacen Mc Donald et al), el cual es siempre mayor o igual que el
P~value real a*; obtenido por maximizacién. Como la versién
6ptima del test incondicionado es mds potente que la actual de
Mc Donald et al, la dltima conclusidn es verdad adn con méas

fuerza.

4.2.- El ejemplo de las flores de Fisher;

Barnard, en la discusién del articulo de Yates (1984),

cita el ejemplo que le presentd Fisher y que fue el que en 1949
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le convencid para abandonar su idea del test incondicionado. El
mismo ejemplo ha sido recogido posteriormente por otros autores
(Little, 1989; Upton, 1992), pero aqui aludiremos a la versién
dada por este idltimo. -

Una planta florece con probabilidad ¢ desconocida, vy,
cuando lo hace, da flores de color pirpura con probabilidad n
(también desconocida) independiente de ¢. Se toman T plantas de
las cuales floreceradn N=n (por conocer) y de ellas X=x (por
conocer) serdn de color pidrpura. El1 objetivo es contrastar
Hy=n=0.5 contra H,=n>0.5. Upton, Barnard y Fisher mantienen que
la solucién consiste en condicionar en el valor n realmente

otenido y efectuar el test en base a que:
P{x=x|N=n,n) =(f{)1:X(1—n)n-x (19)

pues el resto de las plantas (las T-n que no florecen) no dan
informacién alguna acerca de n. Asimismo, opinan que un
partidario del no condicionamiento consideraria a la pareija de
variables (N,X), formaria una RC(n) para cada valor de n,

obtendria RC=URC(n) y, finalmente, calcularia el error real:

a;— = Max EP(N=H,X=Xl(p,‘n:=0.5) (20)
RC

Ogps<l

con

B(N=n, X=xo,®) = (i)«p“(l—cp)i"‘n(ﬁ)n"(l-n)""‘ (21)

Tal proceder les parece rechazable pues, si se globaliza en N
(que no tiene nada que ver con m), también podria globalizarse

.

en cualquier otra cosa.
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El problema de poner un ejemplo (el anterior) para aclarar
lo que ya es otro ejemplo (las tablas 2x2) es que por el camino
se pierde la equivalencia y se altera alguna estructura que es
esencial al argumento. Dichos autores se equivocan cuando
piensan que un partidario de no condicionamiento actuaria como
en la (20) pues, por el contrario, procederia como ellos: en
base a la (19). El problema de las flores es equivalente al
problema de contrastar si una moneda estd trucada a favor de
"cara", con T="n? de lanzamientos de la moneda”, "n®? de
lanzamientos en que la moneda no cae de canto" (se supone una
moneda "gruesa"), X="n? de caras", ¢="probabilidad de que la
moneda no caiga de canto" y n="probabilidad de cara en una
moneda que no caydé de canto". Nadie en su sano juicio contempla
los casos T-n, sino que considera sélo los casos con un
resultado relevante al problema (n). Volviendo al ejemplo de
las flores, el investigador, al inicio del experimento, deseaba
pedir T, semillas; su superior, por limitaciones
presupuestarias, le permite comprar sélo T, semillas; de ellas,
llegan en buen estado sélo T, semillas, T,(=T) de las cuales
germinan; de las que germinan, sélo Tg(=N) florecen, y, de
ellas, 86lo T (=X) dan flores de color pirpura;de las pdrpuras,
T, enferman, y, de ellas, T, se curan; de las que se curan...
Cualquier investigador entiende que la parte relevante del
experimento (para nuestros fines) es la variable (X|N) -pues lo
otro seria una locura sin fin-, todo.lo cual es conforme con el

principio de auxiliaridad. En efecto, segiin la (21):

P(n,xlg,n) =P(nle) P(xln, x) (22)
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con P(x|n,m) dada por la (19) y :

p(nle)= (Z)(p"(l—(p)f'ﬂ (23)

lo que es conforme con la (13): la variable N no depende del
parametro objeto de inferencia (m) y es por tanto un
estadistico auxiliar.

De igual modo, para contrastar H,=¢=0.5 se utilizaria
exclusivamente la (23), pues el resto del experimento no tiene
nada que decir al respecto. Cosa distinta seria -y esto si es
mAs parecido al caso de las tablas 2x2- si la hipdtesis a
contrastar fuera Hy=¢=m &6 HB,=n=0.5 supuesto n=f(g)=n'+9/2 (el
florecer depende del color). En ambos casos la variable N
depende del pardmetro implicado en la inferencia y, por tanto,
no es licito condicionar en ella.

Regresemos al caso de las tablas 2x2. La expresién (1) se
factorizaba como en la expresién (14), y asi para contrastar
Hy=p;=p,(=p) no debe condicionarse en a;. De hecho, si 1la
hipétesis fuera H, =p,=p,=0.5, cualquier investigador usaria
como expresién base la (1), pues: a) Si condicionara, 1la
variable (X;|a;) no depende de p; y b) Un test basado en la
distribucién de (A,|H, ) no conserva la informacién de p,-p,.

Volviendo al ejemplo de las flores, podria pensarse que la
solucién ha sido clara porque hay una secuencia temporal de
experimentos que nos motiva en la respuesta. Pero no es asi.
Para verlo, recompongamos alge el mismo experimento. Una
semilla gque germina puede dar lugar a tres resultados: no

florecer (probabilidad p,), dar una flor de color pdrpura
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(probabilidad p,), o dar una flor de otro color (probabilidad
P3). Si X;(i=1,2,3) es la frecuencia de resultados de cada tipo
de entre las T semillas qﬁe germinan, el modelo es el de una

distribucién multinomial:

T

X X X
—_— 24
X 1%, 1%, ! P1 Pz P (24)

P(X),X,, X0y, 0,,D3) =

El objetivo es contrastar H,=p,=p,, para lo cual,

reparametrizando la (24), queda:

TY x T-x, Xy +X, 2z Y% By, \™
(1-p,) ™%
{(Jﬁ]pl ie }{( X, )(prs) (Pz‘*Pa) } (25)

=P(x,|p,) P(x,|x, ., =)

con n=p,/(p,+P3), ¥ el condicionamiento en x, (0 en x,+x;) es
obligatorio. Aqui son p,=1-9, py=¢n, p3=¢(1l-m), x,=T-n, x,=x ¥y
X3=n-X en términos del ejemplo de las flores, y asi la (25) es

la misma expresidén (22).

4.3.- El caso de dos proporciones apareadas.

Supongamos ahora que n individuos son sometidos,
alternativamente, a los tratamientos A y B, anotando si SI o NO
tienen éxito tales tratamientos. Los datos experimentales y las
probabilidades individuales se indican en la Tabla 29 que,
aunque tiene el formato de una tabla 2x2 (muestreo i) de la
Introduccién), el objetivo de su andlisis es distinto a los

citados alli. E1 objetivoe ahora es contrastar si los
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porcentajes de éxitos con los tratamientos A y B son el mismo

(es decir Hy,=p,;=p,), lo que es conocido como el problema de la

comparacidén de dos proporciones apareadas.

Tabla 29

Presentacién de resultados de una experiencia dicotémica con

datos apareados (tabla izquierda) y probabilidad de obtener un
éxito en cada casilla (tabla derecha).

Resultados Probabilidad
B SI NO B SI NO
A Total A Totalj
NO X213 o9 - NO P23 Pz, 1-p;
Total - - n Total P, 1-p, 1

En el problema intervienen 3 variables aleatorias (pues
EEXij=n) que dependen de 3 pardmetros desconocidos (pues

Erpij=1), siendo la distribucién de aquellas la multinomial:

_ n! Xi4
P(Xufxnfxzzlpn'plz'pzz) TTx..! Hpij (26)
g’
o, repararametrizando la expresioén en funcidn de

m=p15/(P12+P21) ¢

nt ‘
P(Xyy, X050 X15|P11 s Pyp0 1) = Tix,,! (27)
iy

fr (1-Y oy} 2 {(1-m) (1-Y py)} @O pi”
Como p;=p;;+P;> ¥ P»=P;;+P,;, contrastar H,=p,=p, es equivalente
a contrastar H,Sp,,=p,,, lo cual es a su vez equivalente a

F)

contrastar Hy,=n=0.5, y asi p;; Y Pp,; son dos parametros
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perturbadores. Por otro lado, es inmediato que:

nl
(n-Y x;;) tIx,,! (28)
(1"EP1'1') ﬂ‘zxunpﬁi

P(x,,, Xzzlpn 1 Pay) =

n-Y x.. o
P(Xylx1, X5, ) =[ > 11]“)‘12 (1-m) # ¥ (29)
J’c12
con lo cual:

30
P(Xyy, X550 X1011 4 Dygs ®) =P{Xy3 s X001, 0 Pap) PXyl% 5, X5, ) (39)

con n-LX;;=x,,+X,,. Esto indica =ver la expresién (13)- que
(X,,,X5,) es un estadistico auxiliar de (p;;,P;;) ¥ que la
inferencia sobre m puede y debe hacerse condicionando en él.

Se ha probado pues que para comparar dos proporciones
apareadas debe condicionarse en el estadistico XyoHXy, .
eliminando las observaciones Xx;, y X,, pues son irrelevantes al
problema. Esta es una conclusidén opuesta a la del caso de dos
proporciones independientes (pues entonces el método
incondicionado era el apropiado), y pone de manifiesto que el
planteamiento incondicionado de Suissa and Shuster (1991) no es
correcto.

Es inmediato ver la relacidn del problema actual con el de
las flores de Fisher. Los términos de las expresiones clave
para ambos casos =-las (25) y (30)- se relacionan asi:
X;=Xy,HX55, X,X;,, P;=P;;tP,; ¥ el pardmetro m alude al mismo
concepto en ambas (pues p,=p,, Y P3=P,,). La diferencia estd en
gque los individuos con respuesta homogénea (xX;; Y X,,) son
agrupados en el ejemplo de Fisher en una ‘Gnica casilla (las

semillas que no florecen). Aceptar la solucién condicionada en
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el ejemplo de las flores lleva a aceptarla también en el caso
de dos proporciones apareadas. De hecho, esto es lo que hacen

Suissa and Shuster (1991). Para ellos, la expresién base es:

nl
Xyp ' XKy ! (=X 5-%,,) !

=Xyn=X
P(xlzrxulpu'pn) = )T

le;n pz?.n (1-pyp-Pyy

(31)
la cual, bajo Hy=p,,=p,;(=P), se convierte en:
I.'!! Kyq+, n-x. -xz
(p(p) =P(x , X |p)= p* "21(1_2p) 12" %21
reTe Xip! %t (=X -2, ) ! (32)

por lo que, dada una RC de valores de (x;,,X,;), el tamafio del

test sera:

a*= Max y ¢ (p) (33)
0<p<1™®
El planteamiento es ahora exactamente el mismo que el del
ejemplo de las flores de Fisher, y de ahi que su solucidén sea

incorrecta: p es un pardmetro perturbador que puede y debe

eliminarse por condicionamiento.

5.- MODELOS CAUSALES ( Aportacién )

5.1.~ El modelo y las hip6tesis a contrastar.

Ya se ha visto que para efectuar la inferencia de un modo
adecuado no basta con considerar la probabilidad bajo Hy, sino

que hay que especificar qué se espera que suceda bajo H,, ¥y
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ambas cosas dependen del modelo asumido. La expresién "tablas
2x2" es un modo abreviado de aludir a las tres situaciones
descritas en la introduccién (no a otras), al iqual que el
término "media" es un modo abreviado de aludir a la "media
aritmética" (no a otras). Greenland (1991), entre otros, alude
a otras tablas 2x2 que no son las aqui contempladas. En
particular se refiere al caso 1ii) de 1la introduccién,
defendiendo que el test condicionado puede ser preciso (en
ciertos submodelos) para mantener la coherencia entre las
inferencias muestral y poblacional, por lo que el término
"comparacién de dos proporciones binomiales independientes"
puede ser demasiado impreciso. Aunque la advertencia es
conveniente, una vez ma&s el término anterior es un modo
abreviado de aludir a una situacién bien conocida por todos:
"se tienen dos poblaciones en las que cada individuo posee una
determinada caracteristica con probabilidad p;(i=1,2)
independiente de 1los deméas, se toman dos muestras
independientes de tamailos n; y se desea contrastar H,=p,;=p,
contra H, =p,#p, 6 H,Sp,>p,".

Greenland (1991) alude a una situacién, en principio,
distinta. El se refiere al caso de querer contrastar la
eficacia de un tratamiento frente a su no administracién, pero
asumiendo una respuesta determinista: cada individuo sometido
a un tratamiento tiene una respuesfa no aleatoria (éxito=l y
fracaso=0), y se desea contrastar la hipétesis:

Hy= El tratamiento no hace variar la respuesta dé cada

individuo.
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lo gque no es lo mismo que la hipétesis H, tradicional para el

caso ii):
Hy= p;=p, = El tratamiento no hace variar la respuesta
poblacional = El iratamiento no hace variar la
probabilidad de éxito de los individuos.

pues los modelos asumidos (el tradicional y el causal) no son

el mismo.

5.2.- El test cuando la muestra es toda la poblacién.

Yates (1984) -en su defensa del condicionamiento- y
Greenland (1991) aluden a esta situacidén: "De una poblacién de
n individuos se extraen al azar n, individuos que reciben el
tratamiento, permaneciendo los n; individuos restantes sin
tratamiento; tras un tiempo adecuado, x, de los primeros y x;
de los segundos se curan. (Es efectivo el tratamiento?". Los

autores citados indican que, de ser cierta H_, el tratamiento

pf
es incapaz de alterar la respuesta individual, el nimero de
éxitos es seguro x,+x,=a, y el test apropiado es el de Fisher,
que es condicional. Aunque esto es cierto, conviene ver con més
precisién cémo se obtiene tal conclusién.

Supongamos que el tratamiento es capaz de curar a algunos
individuos (al') que no se curarian en otro caso, y que, sin
tratamiento, a; individuos curarian. De haber podido hacer una
experiencia apareada, esto indica que hay a, individuos con
respuesta (1,1), al' con respuesta (0,1} vy n-al-a;' con

*

respuesta (0,0), aludiendo el primer digito a la respuesta sin
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tratamiento y el sequndo a la respuesta con tratamiento. Las
cantidades a, y al' son parametros desconocidos, a; es el
parametro perturbador vy -al' es el parédmetro objeto de
inferencia (Hy=a; =0). Para la experiencia original, 1la
variable x; tiene una distribucién que se corresponde con la

clasica de Fisher:

HEINEF
P(leal) = Xy nl_xl = Xl al_xl (34)
It I
(nl] (al)

La variable x, es suma de los a,-x; éxitos gue no entraron en

la primera muestra, mds los {(x,-a;+x;) individuos que entraron

al azar de entre los a, ; de ahi que:

P(xzbrl'alfall) =( all }( n”al_611]+( n—a1 ] (35)

y por tanto:

P(x,,xja , a')) =P(xla,) P(x)x,, a,,a’) (36)
que, siendo de la forma de la expresién (16), no permite usar

el argumento condicional (en x,). Bajo H,, el sequndo término

toma el valor 1, y asi:

P(x,,x,0a,,a’)) =P(x,la,) (37)
y el test exacto de Fisher surge no por condicionamiento, sino
por los propios efectos de la hipéfesis H,; de hecho, aqui a,
no es una variable en la que se condicione, sino un parédmetro
perturbador cuyo valor se conoce exactamente al final'de la

experiencia (pues si a; =0 3 x,-a,+x,;=0 3 X;+x,=a,).
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Sin embargo, bajo el modelo subyacente a la hipétesis H,
(no deterministico), la situacién cambia. Ahora, cada individuo
de los n, (por ejemplo) no da una respuesta fija, sino que da
un éxito con probabilidad p,. Esto implica que, bajo H,, el
nimero total de éxitos (A;) no estd prefijado de antemano, la
probabilidad viene dada por la (2), y el método apropiado es el

incondicionado (ain cuando n sea toda la poblacién).

5.3.- El test cuando la muestra es una parte de la poblacién.

Siguiendo con el argumento de Greenland, sea ahora una
poblacidén infinita (o suficientemente grande) de individuos con
respuesta determinista como la descrita mds arriba. En ella,
habrd unas proporciones m,, m,, n1° (n0+n1+n1'=1) de individuos
gque son (0,0), (1,1) 6 (0,1) respectivamente, y supongamos que
de ella se toma una muesta al azar de n individuos, con los
cuales se procede como en el apartado anterior. Ahora hay dos
hipétesis posibles:

H, = El tratamiento no hace variar la respuesta de cada

individuo de la poblacién = m, =0.

H

a El tratamiento no hace variar la respuesta de cada
individuo de la muestra = a, =0.
El test para H; es el de Fisher, como se vid arriba; el test

para H, se basaria en la expresidn:

n\f n :
P(xa,xjnﬁ=0)=( 1)( z]n?n:‘ fe Mgtm =1 (38)
X\ )

que da lugar al test incondicionado clasico. Es claro due

217



{n,'=0 % a,'=0}, por lo que {H; = ﬁp} Y {Hg # Hy}; sin embargo
Greenland opina que es inferencialmente absurdo decidir {ﬁb Y
Hy} (pues se hace todo en base a la misma muestra), y que de
ahi se deduce que debe empiearse para ambas hipétesis el mismo
test: el test exacto de Fisher. Por otro lado, si el modelo
deterministico no fuera vdlido (sigque diciendo dicho autor), la
hipétesis a contrastar seria la H, del apartado 5.1. Como {Hy
%+ H,}, es absurdo concluir la pareja de decisiones {ﬁo y Hg}
pues ella implica {ﬁp Yy Hy} que ya se vié era una conclusién
absurda. Con ello, una vez mis, el test apropiado para H, es el
de Fisher.

El razonamiento, aparentemente impecable, tiene un fallo
en su punto de partida: el test para H; no es el test exacto de
Fisher. La hipétesis H; debe enmarcarse dentro de su contexto
poblacional, es decir, dentro del mismo espacio muestral, pues

ahora si hay una "realidad" superior a la de la muestra y ella

influye en los resultados. La hipétesis es en realidad: H
La muestra actual es una de entre todas aquellas en gue es

a1'=0. Y asi, haciendo n=(n°,nl,n1'), sera:
P(x,,xla’ =0, n) =P(xla’,=0, ) P(x,]a’,=0, n)

(A ) m | m % (39)
L L )| mtmy, Ry +1,

lo que da lugar al mismo test incondicionado que las (2) y (38)

y la paradoja de Greenland no se presenta.

Obsérvese que el test exacto de'Fishef es el adecuado sélo
cuando n es toda la poblacidén y el modelo es determinista. Si
n es una muestra, sea el modelo determinista o no, ei test

adecuado para las hipdtesis HP' Hs', o H, es el incendicionado.
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De hecho, lo que sucede es que el modelo es indiferente por
causa del método de muestreo adoptado. Al no tomar ninguna
pareja de observacionés én igual individuo, no se posee
informacién sobre la asociacién entre las respuestas, y el
modelo no influye. Cuando n es toda la poblacién, tal
informacién estd4d también ausente, pero, bajo el modelo
determinista, la hipétesis nula ocasiona una restriccién en el
espacio muestral gque, por lo discreto de 1las variables,
ocasiona una ligera pérdida de potencia (debida a un modelo més
restrictivo y a unos datos tomados no de acuerdo con el
modelo). Para otros efectos de este tipo de muestreo (sélo de
la distribucién marginal, no de la conjunta) ver Hand (1992).

Finalmente, dos observaciones: Las conclusiones para H,
son comparables con las de H, o By, pues el espacio muestral es
el mismo; no sucede asi con Hy. Por otro lado, la hipétesis H,
también puede enunciarse con respecto a un modelo de muestreo
(dos poblaciones con proporciones p; de individuos gque
verifican una caracteristica), peroc ello no afecta a los tests

aqui propuestos.

6.~ CONCLUSIONES ( Agortécién )

El andlisis de una tabla 2x2 ha dado lugar a cientos de
articulos desde la aparicién del prbblemé, y la discusién aiin
sigue. Una tabla 2x2 es un ejemplo paradigmidtico de un problema
de orden superior (la eliminacién de parametros perturbadﬁres),

*

sirviendo de terreno de batalla particular para la discusidén de
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ese problema general. La dificultad en el acuerdo se basa en
los distintos principios que sustentan ambas metodologias
(condicionada o© incondicionada). El1 método condicionado
condiciona en el valor obtenido de a,;; el incondicionado 1lo
hace en el valor desconocido p. La significacién de uno alude
a pruebas repetidas para un mismo valor de a; (con
independencia de cuénto valga p); la significacién del otro
alude apruebas repetidas para un mismo valor de p (con
independencia de quién sea a,;). Ambas controlan experiencias
individuales, pero a través de distintos <cortes (o
condicionamientos) del espacio paramétrico-muestral bajo H,. Si
la Figura 1 (Cap.II) entendemos que se corresponde con un
determinadc valor de p, y sobre ella consideramos tantas
figuras iguales como valores posibles hay de p, el test exacto
de Fisher corta a dicho espacio mediante un plano vertical a la
linea del a, constante, y el método incondicionado la corta por
un plano horizontal como el de la propia Figura 1. La discusién
se centra sobre cudl es el planteamiento licito, y ello depende
del concepto que se tenga acerca de lo que es un test de
hipétesis (que a su vez depende del tipo de garantias que desee
tener el investigador sobre las conclusiones obtenidas a partir
del mismc). Es por ello-que la discusién puede llegar a ser
interminable, y es el motivo por el que aqui se ha defendido
que cualquier arqumento practico de apoyo a favor de una
metodologia u otra es en esencia. irrelevante, pues no es
posible comparar dos tests construidos sobre espacios
muestrales o modelos diferentes. La cuestidén es méas bieﬁ cudl

es el espacio muestral (o el modelo, en su caso) adecuado, el
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del test condicionado o el del test incondicionado, lo que nos
lleva al concepto de auxiliaridad.

En este capitulo se ha visto que cualquier investigador
razonable habra de acepfar el principio de auxiliaridad
definido por la (13), y en ello estdn de acuerdo 1los
partidarios de una u otra metodologia. La discrepancia proviene
de la conveniencia o no de aceptar el principio de pseudo-
auxiliaridad definido por la (15), con el cual no estan de
acuerdo los partidarios del no condicionamiento. La necesidad
de aceptar tal principio no ha sido suficientemente explicada,
pues los ejemplos propuestos para apoyarlo (el de las flores de
Fisher) no se corresponden con la expresién (15), sino con la
(13). La conveniencia de aceptarlo (como métode aproximadeo de
andlisis) es patente en muchos problemas extremadamente
complejos de resolver de otro modo, pero ello no implica el que
haya que hacerlo siempre y si implica el que da lugar a un
procedimiento conservador. Sin embargo, la aceptacién del
principio de auxiliaridad (que se ha probado es evidentemente
obligatoria) conlleva aceptar el condicionamiento en el ejemplo
de las flores de Fisher y en el caso de la comparacién de dos
proporciones apareadas. No sucede iqual con el caso de los
modelos causales de Greenland (1991), pues se ha probado que su
razonamiento (favorable al condicionamiento) es defectuoso, ni
tampoco con el caso de dos proporcicnes independientes (el
muestreo considerado en esta memorié), donde se ha comprobado

que el método incondicionado es el apropiado.
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APENDICE I

Tabla I (pgs.233-241)

Para cada numero de colas (columnas izquierda y derecha), cada
valor de a, en la 8(a) y en la 8(0,a), o cada intervalo de
valores de a, en la 8(a,,a,) (cabecera de cada subtabla), y cada
método (primera fila), en el interior de la tabla se da la
potencia respectiva, 0(a), 6(0,a) & H(al,az), alcanzada en cada
una de las parejas n,, n, indicadas (primera columna).

Figura I (pgs.242-256)

Promedio de potencia media, 8, en funcién del valor de K=n,/n,z1
Y para cada nimero de colas del test (una cola gradfica superior,
dos colas grdfica inferior) y para los tests y métodos indicados.
El orden de escriura de los mismos es el de su aparicién en la
grafica por la derecha. Los intervalos de n=n,+n, y «
considerados en cada caso son:

Pgs.242-244: n: 6-14 y, sucesivamente, 0<a=1%, 1%<as5% y 5%<a=<10%
pPgs.245-247: n:l6-24 " " " "
pPgs.248-250: n:27-33 " " " "
pgs.251-253: n:37-43 " v " "
pPgs.254-256: n:48-52 " " " "

Tabla II (pgs.257-280)

Para cada nimero de colas, cada intervalo de valores de «, cada
intervalo de n (cabecera de cada tabla) y cada intervalo de K
(cabecera de cada subtabla) y para cada uno de los métodos
aproximados del Cap.III {(c.p.c.), en el interior de la tabla se
dan las frecuencias de fallos conservadores (H'), liberales (E")
y globales (H?).
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:1¢:3}

Una Cola Dos Colas

1% CSM  CSM' CSZ CSF  CSF' (CS! CSH  ¢sv  CsSD 1% CSM CSM' £SZ CSF CSF* CS1 CSH CSV  CsSD
x5 5.55 5.55 5.55 5.55 5.55 5.55 5,55 5.55 5.55 5x 5 5.56 5.56 5.56 5.56 5.56 5.56 5.56 5.56 5.56
5x 9 16.62 16.62 16.62 16,62 16.62 16.62 16.62 16.62 16.62 5x 9 16.67 16.67 16.67 13.33 13.323 13.33 13.33 13.33 13.33
5x15 20.79 20.79 18,72 20.79 18.72 20.79 20.79 20.79 18.72 5x1% 18.75 18.75 18.75 18.75 18.75 18.75 18.75 18.75 14.58
5x27 26.14 26.14 24.96 26.14 24,96 24.95 26.14 24.95 24.95 5x27 25.00 25.00 25.00 25.00 25.00 22.62 25.00 22.62 21.43
5x30 26.83 26.83 23.63 25.76 25.76 25.83 25.76 24.69 22.55 5x30 24.73 24.73 23.65 24,73 24,73 23.66 24,73 23.66 19.35
9x 9 25.94 25.94 23.96 23.96 23.95 23.96 23.96 23,96 19.98 9x 9 20.00 20.00 20.00 20.00 20.00 20.00 20.00 20.00 20.0G0
9x15 32.44 32.44 32.44 32.44 32.44 32.44 32.44 32.44 28.71 9x15 28.75 28.75 28.75 27.50 27.50 27.50 27.50 26.25 25.00
9x27 36.37 36.37 33.54 36,37 35.67 36.37 35.67 35.67 32.11 9x27 33.57 33.57 33.57 33.57 32.B6 32.14 33.57 32.14 28.57
9x30 38.00 38.00 33.52 38.00 37.36 38.00 37.36 36.72 33.51 9x30 34.84 34.B4 33.55 32.90 33.55 32.90 32.9%90 32.26 30.32
15x15 39.78 39.78 39.78 39.78 39.78 39.78 39.78 38.23 35.12 15x15 34.38 34.38 34.38 34.38 34.38 34.38 34,38 34.38 28.12
15x27 45,92 45.92 45,03 45.92 45.03 45,92 45.92 44,14 41.48 15x27 41.52 41.52 41.52 40.62 40.62 40.62 40.1B 39.73 37.05
15x30 45.91 45.91 42.71 45.91 45.51 45.91 45.51 45.11 40.29 15x30 42.34 42.34 41.53 41.94 41.53 41.53 41.94 40.73 316.29
27x27 53.00 53.00 52.50 52.50 52.50 52.50 52.50 51.99 48.43 27x27 48.72 48.72 48.72 48.21 48.21 48.21 48.21 47.70 43.62
27x30 53.86 53.B6 53.86 53.40 53.63 53.40 52.95 52.72 49.50 27x30 50,00 50.00 49.77 49.77 49.54 49.77 49.54 48.39 45.16
30x30 54.68 54.68 54.27 54.27 54.27 54.27 54.27 53.03 48.05 30x30 50.99 350.99 49,95 49.95 49.95 49.95 49.95 48.70 43.70
5% csM CSM' Cs2 CSF CSF' CSI CSH Ccsy CsD 5% CSM  CSM' (Cs2 CSF  CSF' (SI CSH Csv CcSD
5x 5 27.35 27.35 27.35 27.35 27.35 27.35 27.35 27.35 16,58 5x 5 16.67 16.67 16.67 156.67 16.67 16.67 16.67 16.67 16.67
5x 9 36,08 36.08 32.94 32.94 32.94 32.94 32.94 32.95 32.94 5% 9 26.57 30.00 26.67 23.33 26.67 26.67 26.57 26.67 26.67
3x15 39.13 37.13 39.13 39.13 39.13 39.13 39.13 39.13 37.07 5x15 33.33 33.33 29.17 31.25 33.33 31.25 31.25 29.17 25.00
5x27 42.39 41,25 29.68 42.39 37.84 42,39 41.27 42.39 81,21 ax27 38.10 38.10 29.76 36.90 38.10 36.90 36.90 35.71 33.33
5x30 43.60 43.60 27.90 43.60 39.49 43,60 43.60 41.54 38,36 5x30 38.71 38.71 27.96 15.48 36.56 35.483 36.56 34.4) 32.26
9x 9 45,40 45.40 45.40 45.40 45.40 45.40 45.40 45.40 41.58 9x 9 34,00 34.00 34.00 34.00 34.00 34.00 34.00 34.00 30.00
9x15 49.46 47.07 49.46 48.27 47.08 48.27 48.27 48.27 45.83 9x15  42.50 41.25 42.50 42.50 42.50 42.50 42.50 41.25 38.75
9x27 52.40 52.40 49.68 51.73 48.29 51.04 50.36 49.65 44.78 9x27 47.86 47.86 46.43 47.14 47.14 46.43 45.71 45.29 40.71
9x30 53.10 53,10 50.02 53.10 51.25 53.10 52.49 51.227 49.33 9x30  47.74 47.74 47.10 46.45 45.81 45.16 45.16 43.87 41.29
15x15 54.20 54.23 52.00 54.25 54.25 54,25 54,25 54.25 51.22 15x15 47.66 47.66 47.656 47.66 47.66 47.66 46.09 46.09 £2.97
15x27  59.40 59.40 58.97 58.55 58.1Z 58.55 58.12 56.82 54.63 15x27 54,02 54,02 53.57 52.23 52.23 52.23 51.79 50.45 48.21
15x30 60.44 60.44 58.14 59.29 57.75 59.29 58.14 57.35 53.02 15x30 54.84 54.84 54.03 54.03 53.63 54.03 53.63 52.82 48.79
27xZ7 65.17 65.18 64,20 64.21 64.21 64.21 63.22 62.73 58.74 27x27 59.44 59.44 59.18 58.67 58.67 5B.67 58.67 58.186 53.57
27x30 66.21 66.21 65.55 65.55 65,10 55.55 64.44 62.88 61.29 27x30 61.06 61.06 60.60 60,14 60.60 60.14 58,99 58,06 55.30
30x3¢ 67.05 67.05 66.66 66.66 66.66 66.66 66.26 65.45 62.21 30x30 61.60 61.60 61.39 60.15 60.15 60.15 59.73 58.90 52.65
10% CsM csM' sz C3F CSF' CSI CSH csy Ccsh 10% CSM  CSM' CSZ CSF CSF' (SI CSH  CSY csh
5x 5 A42.78 42.78 42.78 42.78 42.78 42.78 42.78 12.68 32.68 5x 5 27.7B 27.78 27.78 27.78 27.78 27.78 27.78 27.78 16.67
5x 9 42.43 42.43 42.43 42,43 42.24 42.43 42.43 42.43 42.43 5x 9 36.67 36.67 36.67 36.67 36.67 35.567 36.67 33.33 33.33
Sx15 48.82 48.82 41.11 48.82 43.09 4B.82 46.96 46.96 44,97 5x15 41.67 41,67 41.67 39.58 39.58 39.58 39.58 39.58 37.50
5x27 52.45 52.39 52.45 52.45 49.18 52.45 52.45 49,09 50.16 5x27 46.43 46.4] 45.24 44.05 44.05 44.05 44.05 42.86 41.67
5x30 52.60 52.60 50.67 51.67 49.70 51.67 50.70 48.62 46.57 5x30 46,24 46.24 46.24 44.09 45.16 44.09 44.09 41.94 38.71
9x 9 50.94 50.94 49.12 52.78 52.78 52.78 52.78 47.22 41.58 9x 9 46.00 46,00 46.00 46,00 46.00 46,00 46.00 45.00 42,00
9x15 57.61 56.47 56.47 57.61 57.61 57.61 57.61 54.07 54.07 9x15  50.00 50.00 50.00 48.75 50.00 4B8.75 48.75 48.75 46.25
9x27 61.02 61.02 51.74 61.06 58.45 61.06 59.09 57.10 54.38 9x27 54,29 54,29 52.14 52.14 52.85 51.43 50.71 50.00 45.00
9x30 60.90 60.90 50.64 60.33 57.96 60.33 59.15 59,10 57.86 9x3¢ 54.84 54.B4 50.97 53.55 54.19 53.55 52.90 51.581 49.68
15x15 61.53 61.53 61.53 60.11 60.11 60,11 5B.62 58.62 51.22 15x15 54,69 54.69 52.34 54.69 54.69 54.69 54.69 54.69 51.56
15x27 66.87 656.88 66.47 66.06 56.47 66.06 65.23 63.96 63.11 15x27 60.71 60.71 60.27 60.27 60.71 60.27 58.93 58.04 56.25
15x30 67.92 67.92 66.10 66.48 65.36 66.84 6£6.10 63.82 62.29 15x30 61.29 61.29 61.29 59.68 59.58 59.68 58.87 58.47 53.23
27x27 72.05 72.05 69.50 70.90 70.90 70.90 69.98 67.31 64.16 27x27 65.56 65.56 64.54 64.54 64.54 64.54 63.52 63.01 58.93
27x30 72.84 71.37 69.46 71.16 71.58 71.37 70.51 69.61 68.73 27x30  66.82 67.05 66.356 65.90 £6.36 65.90 64.75 63.13 61.52
30x30 73.43 73.43 71.16 72.30 72.30 72.30 71.52 69.18 67.19 30x30 67.43 67.43 67.01 67.01 67.01 67.01 66.60 65.76 62.43
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B(0,a)=A{a)

Una Cola Dos Colas

1% CsM  CSM' (SZ CSF CSF' (Sl CSH  C3V  C50 1% CSM CSM' €SI €SF CSF* ¢SI CSH CSY  CSD
5x 8§ 5.01 5.01 5.01 5.01 5.01 5.01 5.0t 5.01 5.0l 5x § 4.47 4.47 4,47 4.47 4.47 4.47 447 4.41 &.47
Sx 9 12.10 12.10 11.95 12.10 12.10 12.10 12.10 12.10 12.10 Sx 9 10.65 10.65 10.65 10.19 10.19 10.19 10,19 10.19 10.19
5x15 16.50 16.50 15.20 16.41 15.65 16,41 16.41 16.4) 14.55 5x15 15.37 15.37 15.04 15.21 15.21 15.2) 15.21 15.21 12.42
5x27 19.94 19.94 15.38 19.74 19.58 19.55 19.66 19.56 17.82 5x27 19.34 19.34 15.49 18.96 1B.96 18.38 19.19 18.45 15.64
5x30 20.43 20.42 16.10 20,32 20.32 20.30 20.25 19.87 17.53 S5x30 19.94 19.88 16,11 19.78 19.78 19.45 19.86 19.41 15.32
Ix 9 19.69 19.69 19.62 19.62 19.52 19.62 19.62 19.52 16.55 9x 9 13.31 15.31 15.31 15.31 15.31 15.31 15.3%1 15.31 13.12
9x15 25.88 25.88 25.00 25.49 25.63 25.53 25.39 25.16 23.50 9x15 22.85 22.88 22.30 21.67 22.07 21.57 21.48 21.42 19.78
9x27 30.81 30.76 27.44 30.49 29.76 30.58 30.23 29.85 26.48 9x27 28.38 28.36 27.20 27.16 27.95 26.69 27.07 26.67 23.49
9x30 31.56 31.50 27.79 31.15 30.23 31.28 31.00 30.74 28.07 9x30 29.18 29.16 27.77 2B.03 2B.50 27.56 28.06 27.39 25.12
15x15 32.81 32.81 32.52 32.54 32.54 32.55 32.54 32.14 27.36 15x15 28.57 28.57 25.37 28.41 28,41 28.43 28.41 27.97 23.90
15x27 39.26 39.24 37.51 38.72 37.94 138.78 38.56 38.17 35.20 15x27 36.02 35.98 35.46 35.11 35.13 35.03 35.01 34,78 31.54
15x30 40,17 40.15 37.84 39.82 39.17 39.86 39.58 39.01 34.72 15x30 37.01 37.01 36.64 36.23 36.43 35.94 36.01 35.38 31.20
27x27 47.0L 46.97 46.68 46.62 46.52 46.67 46.05 45.63 40.29 27x27 43.20 43.15 42,78 42.74 42.74 42.86 42.56 41,98 136.89
27x30 48.22 4B8.16 47.66 47.69 47.50 47.71 47.40 46.69 43.35 27x30  44.79 44.70 44.26 44.29 44.22 44.33 44.04 43.44 39.99
30x30 49.36 49.34 48.81 48.82 45.82 48.82 48.69 48.07 42.59 30x30  45.67 45.65 45.12 45,14 45.14 45.14 45.11 44.58 39.46
5% CSM  CSM' CSZ CSF  CSF' ¢S] CSH CSY  CSD 5% C3M C3M* (SZ CSF CSF' C51 CSH CSY CsD
Sx 5 18.21 18.21 18.21 18.21 18.21 18.21 18.21 18.21 14.10 5x § 11.68 11.68 11.68 11.68 11.68 11.68 11.68 11.68 11.68
5x 9 24.55 24.55 24.17 23.71 24.26 24,32 24.04 24.10 24.10 5x 9 20.48 20.37 20.03 19.50 20.26 19.57 19.82 19.23 19.23
5x15 29.36 29.25 27.09 29.17 28.38 29.17 29,11 28.68 25.65 5x15  26.14 26.14 23.81 24.12 25.67 24.12 24.34 23.58 20.62
Sx27 32.63 32.42 25.00 32.30 31.29 32.39 32.03 31.65 29.91 5227 30.03 30.02 26.06 28.53 25.94 27.76 28.58 27.46 25.756
5x30 33.07 32.88 24.93 32.92 31.70 32.87 32.68 32.27 29.38 Sx30 30.60 30.59 24.98 29.10 29.94 28.23 29.42 27.95 25.05
9x 9 32.63 32.53 32.09 32.14 32.14 32.14 32,14 32.14 26.58 9% 9 26.75 26.75 26.72 26.72 26.72 26.72 26.72 26.72 22.45
9x15 38.54 38.42 37.51 38.11 37.39 38.04 37.97 37.10 35.25 9x15  33.84 33.80 23.59 33.04 33.26 32.73 32.50 31.68 29.74
9x27 43.39 43.14 39.90 42.85 41.62 42,84 42.35 41,68 37.91 9x27  39.24 39.24 38,09 37.77 38.37 37.46 37.59 36.85 32.97
9x30 44.09 44,01 40.34 43.64 42.50 43.65 43.03 42.06 39.79 9x30  39.99 39.01 38.82 38.69 39.01 38.20 18.36 37.42 34.80
15x15 45.09 45.06 44.62 44.65 44.65 44,66 44.51 43.64 38.10 15x15 39.45 39.45 39.03 39.04 39.04 39.04 38.83 38.40 33.17
15x27 51.00 50.89 49.17 50.40 49.97 50,48 50,02 49.03 46.47 15x27 46.42 46.39 45,97 45.41 4§5.70 45.35 45.16 44.37 41.2%
15x30 51.80 51.70 49.45 51.35 50.49 51.33 50.74 50.00 45.76 15x30  47.34 47.30 46.90 46.42 46.54 46.29 45.95 45.22 40.63
27x27 57.67 57.55 57.43 57.14 57.14 57.15 56,45 55.84 51.09 27x27  52.84 52.79 52.61 52.42 52.42 52.44 51.71 51.21 46.20
27x30 58.71 58.66 58.22 58.02 57.86 58.05 57.35 56.39 53.72 27x30  54.30 54.23 53.91 53.67 53.75 53.70 53.18 52.29 49.15
30x30 59.67 59.65 59.34 59.03 59.03 59.03 58.43 57.71 52.99 30x30  55.00 54.98 54.60 54.35 54.35 54,35 53.97 53.29 48.12
10% CSM  CSM' (SZ CSF  CSF' (sl CSH CSv  CSD 10% CSM  CSM* CSZ  CSF CSF' (S CSH Csy (Sb
5x 5 25.83 25.83 25.83 25.83 25.83 25.83 25.83 25.20 22.64 5x 5 18.41 18.41 18.41 18.41 18.41 1B.41 18.41 18.41 14.17
5x 9 32.67 32.67 32.29 32.06 31.52 32.37 31.96 31.61 31.51 5x 9 27.23 27.59 26.81 25.B7 26.60 26.31 26.38 25.21 25.21
5x15 36.94 36.80 33.B6 36.79 34.94 36.79 35.37 35.81 32.95 5x15 32.41 32.41 20.58 30.59 31.37 30.59 30.70 30.28 26.37
5x27 40,31 39.65 33.88 35.90 38.63 39.82 39.53 38.58 37.55 5x27 36.47 36.47 32.23 34.20 35.36 33.90 34.51 33.16 31.29
5x30  40.732 40.42 34.27 340.46 38.74 40.43 39.90 38.97 36.42 5x30 37,01 37.01 32.55 34.89 36.11 34.30 35.05 33.71 30.51
9x 9 40.34 40.34 39.792 39.96 39.96 19.96 39,96 39.22 34.08 9x 9 32.84 32.84 32.28 32.33 32.33 32.33 32.33 32.33 26.67
9x15 46.05 45.83 45.00 45.29 44.13 45.34 44.99 43.83 42.39 9x15 40.29 40.28 39.71 38.96 39.08 38.81 38.69 37.68 35.56
9x27 50.31 50.03 45.80 49.84 48.03 49.85 48.99 48.02 44.87 9x27 45.19 45.16 44.10 43.85 44.26 43,40 43,28 42.36 38.28
9x30  50.93 50.83 45.44 50.43 48.96 50.44 49.55 48.35 46.63 Ix30  45.91 45.85 44,59 44.64 44.92 44.25 44.08 42.82 40.40
15x15  51.91 51.92 51.65 51.38 51.38 51,38 50.72 50.24 44.66 15x15  45.29 45.26 44.8]1 44.84 44,84 44.84 44,69 43,80 38.18
15x27 57.30 57.21 55.90 56.60 55.86 56.68 55.85 54.86 52.81 15x27 52.02 51.97 51.63 50.98 51.08 50.98 50.58 49.44 46.81
15x30  58.05 57.92 56.34 57.57 56.43 57.54 56.61 '55.65 52.06 15x30 52.80 52.79 52.38 51.85 51.81 51.78 51.28 50.46 45.93
27x27 63,26 63.25 62.75 52.59 62.59 62.60 61.84 60.84 56.71 27x27  57.85 57.82 57.60 57.30 57.30 57.32 56.60 55,97 51.18
27x30 64.18 64.08 63.37 63.40 63.25 63.43 62.48 61.36 59.43 27x30 59.27 59.15 58.90 58.54 58.67 5B.55 57.82 56.77 54.09
30x30 65.03 65.02 654.56 64,34 64.34 64.34 53.75 62.63 58.72 30x30 59.84 59.82 59.50 59.18 59.18 59.18 58.57 57.84 53.07
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o(x, ,a5)
Una Cola Dos Colas
0-1% CSM CsSM' CSZ CSF CSF' ¢S] CSH csy csSD 0-1% CSM  CSM* C5Z CSF  CSF' ¢Sl CSH CsY CSD
5x 5 5.01 5.01 5.01 5.01 5.01 5.01 5.0t 5.01 5.01 5x 5 4.47 4,47 4,47 5.47 4,47 4,47 4.A7 4.47 4.47
5x 9 12.10 12.10 11.95 12,10 12.10 12.10 12.10 12.10 12.10 5% 9 10.65 10.65 10.65 10.19 10.19 10.19 10.1% 10.19 10.19
5x15 16.50 16.50 15.20 16.41 15.65 16.41 16.41 16.41 14.55 5x15 15.37 15.37 15.04 15.21 15.21 15.21 15.21 15.21 12.42
5x27 19.94 19.94 15.48 19.74 19.58 19.55 16.66 19.56 17.82 5x27 15.34 19.34 15.49 18.96 18.96 18.38 19.19 18.46 16.64
Sx30 20.43 20.42 16.10 20.32 20.32 20.30 20.25 19.87 17.53 5x30 19,94 19.88 16.11 19.78 19.78 19.45 19.86 19.41 16.32
9x 9 19.69 19.69 19.62 19.62 19.62 19.62 19.62 19.62 16.55 9x 9 15.31 15.31 15.31 15.31 15.31 15.31 15.3% 15.31 13.12
9x15 25.88 25.88 25.00 25.49 25.63 25.53 25.39 25.16 23.50 9x15 22.85 22.88 22.30 21.67 22.07 21.57 21.48 21.42 19.78
9x27 30.81 30.76 27.44 30.49 29.76 30.58 30.23 29.85 25.48 9x27 2B.38 28,36 27.20 27.16 27.95 25.69 27.07 26.67 23.49
9x30 31.56 31.50 27.79 31.15 30.23 31.28 31.00 30.74 28.07 9x30 29.18 29.16 27.77 28.03 28.50 27.56 28.06 27.39 25,12
15x15 32.81 32,81 32.52 32.54 32.54 32.55 32.54 32.14 27.36 15x15 28.57 28.57 28.37 2B.41 28.41 28.43 25.41 27.97 23.90
15x27 39.26 39.24 37.51 38.72 37.94 38.78 3B8.56 38,17 35.20 15x27 36.02 35.98 35.46 35,11 35.13 35,03 35.01 34.78 31.54
15x30 40.17 40.15 37.84 39.82 39.17 39.86 39.58 39.01 34.72 15x30 37.01 37.01 36.64 36.23 36.43 35.94 36.01 35.38 31.20
27x27 47.01 46.97 46.68 46.62 46.62 46.67 46.05 45.63 40.29 27x27 43.20 43,15 42.78 42.74 42.74 42.86 42.56 41.98 36.89
27x30  48.22 48.16 47.66 47.69 47,50 47.71 47.40 46.69 43.35 27x30 44.79 44.70 44.26 44.29 44.22 44.33 44.04 33.44 39.9%
30x30 49.36 49.34 48.81 48.82 48.82 48.82 4B.69 48.07 42.99 J0x30 45,67 45.65 45.12 45.14 45.14 45.14 45.11 44.58 39.46
1-5% CSM CSM* (52 CSF CSF' Cs1 CSH Ccsv CsD 1-5% CSM  CSM' (SZ CSF  CSF' (sl CSH  C3V csD
Sx 5 21.51 21.51 21.51 21.51 21.51 21.51 21.51 21.51 16.37 5x § 13.48 13.48 13.48 13.48 13.48 123.48 13.48 13.48 13.48
5x 9 27.66 27.66 27.23 26.61 27.30 27.37 27.0Z 27.10 27.10 5x 9 22.94 23.43 22.37 21.82 22.78 22,05 22.23 21.50 21.50
5x15 32.57 32,44 30.07 32.37 31.56 32.37 32.28 31.75 2B.43 5x15 28.83 28.83 26.01 26.35 28.28 26.35 26.62 25.67 22.68
5x27 35.80 35.54 2B.63 35.44 34.21 35.60 35.12 34.67 32.93 Sx27  32.71 32.71 28.70 30.93 31.43 30.11 30.92 29.71 28.03
5x30 36.23 36.00 27.14 36.07 34.54 36.01 35.78 35.38 32.34 5x30 33.27 33.27 27.20 31.43 32.48 30.43 31.81 30.08 27.23
9x 9  35.87 35.87 35.21 35.27 35.27 35.27 35.27 35.27 29.09 9x 9 29.61 29.61 29.57 29.57 29.57 29.57 29.57 29.57 24.78
9x15 41.71 41.55 40.63 41.26 40.34 41.17 41.11 40.08 38.18 9x15 36.59 36.53 36.41 35.88 16.06 35.52 35.25 34.24 232.23
9x27 46.53 46.23 43.01 45.54 44.58 45.90 45,37 44.63 40.76 9x27 41.96 41.96 40.82 40.43 40.97 40.15 40.22 39.40 35.35
Ix3I0 47.22 47.14 43.48 46.77 45.57 46.74 46.04 44,88 42.72 9x30 42.69 42.80 41.58 41,35 41.64 40.86 40.94 39.95 37.23
15x15 48.16 48.12 47.65 47.65 47.68 47.68 47.50 46.51 40.78 15x15 42.17 42.17 41.70 41.70 41.70 41.70 41.43 41.00 35.49
15x27 53.94 53.80 52.09 53.32 52.98 53.41 52.89 51.74 49.29 13x27 49.01 48.99 48.60 47.99 48.34 47.93 47.70 46.77 43.80
15x30 54.71 54,59 52.36 54.23 53.32 54.20 53.53 52.74 48.52 15230 49,92 49.88 49.46 48.97 49.07 4B.87 48.44 47.69 42.98
2Ix2t7  60.34 60.32 60.12 59.77 59.77 59.77 59.06 58.39 53.79 27x27  55.24 55.21 55.07 54.84 54.84 54.84 53.99 53.52 48.52
27x30  61.33 61.29 60.86 60.61 60.45 60.63 59.84 58.81 56.31 27x30 56.68 56.61 56.32 56.02 56.14 56.04 55.47 54.50 51.44
30x30  62.24 62.23 61.97 61.58 61.58 61.58 60.87 60.13 55.49 30x30 57.33 57.3] 55.98 55.65 56.65 56.65 56.18 55.47 50.29
5-10% CSM  CSM' CSZ CSF CSF' (SI CSH CSvY  CSD 5-10% CSM CSM' CSZ CSF CSF* €SI CSH -Csvy CSD
5x 5 33.46 33.46 33.46 33.46 33.45 33.46 33.45 32.18 31.17 5% 5 25.14 25,14 25.14 25.14 25.14 25.14 25.14 25.14 16.67
5x 9 40.79 40.79 40.41 40.41 38.79 30.41 39.88 39.12 39.12 S5x 9 33.97 34.30 33.59 32.24 32.94 32.94 32.94 31.19 31.19
5x15  44.52 44.35 40.63 44.41 41.51 44.4]1 43.64 42.93 40.24 5x15 38.68 38.68 137.34 37.07 27.07 3A7.07 37.07 36.98 32.12
5x27 47.98 45.88 41.77 47.50 45.98 47,25 47.02 45.51 45,20 5x27 42,92 42.92 38.39 39.86 41.78 40.03 40.23 38.85 36.82
5x30  48.39 47.96 43,61 48.01 45.79 47.99 47.13 45.67 43.47 5x30  43.42 43.42 40,11 40.68 42.27 40,37 40.69 39.47 35,97
9x 9 48.05 48.05 47.48 47.78 47.78 47.78 47.78 46.29 41.58 9x 9  38.94 38.94 37.84 37.94 37.94 37.94 37.94 37.94 30.90
9x15 53.55 53.25 52.50 52.47 50.87 52.64 52.01 50.57 49.53 9x15 46.73 456.75 45.83 44.88 44.89 44.88 44.88 43.69 41.39
9x27 57.23 56.92 51.70 56.82 54.44 56.87 55.64 54.35 51.82 9x27 51.13 51.07 50.11 49.93 50.15 49.35 48.97 47.87 43.58
9x30 57.77 57.65 50.55 57.21 55.43 57.23 56.06 54.564 53,47 9x30 51.83 51.80 50.35 50.58 50.83 50.30 45.80 48.20 46.00
15x15 58.73 5B.77 58.67 58.11 58.11 58.11 56.92 56.85 51.22 15x15 51.14 51.08 50.59 50.54 50.64 50.64 50.55 49.21 43.19
15x27 63.60 653.54 62.63 652.79 61.74 62.87 61.68 60.69 59.15 15x27 57.63 57.55 57.28 56.55 56.46 56.60 §5.99 54,51 52.27
15x30  54.29 54.14 53.23 6£3.78 62.37 83.76 62.49 51.30 58.37 15x30 58.27 58.28 57.87 57.28 57,08 57.28 56.60 55.69 51.24
27x27 68.85 68.85 68.08 68.04 68.04 58.04 67.22 65.84 62.33 27x27  62.87 62.85 62.58 62.19 62.19 62.19 61.50 60.73 56.15
27x30  69.64 69.51 68,51 68.78 68.64 68.81 67.62 66.34 £5.14 27x30  64.23 64,08 53,83 63.40 63.59 63.42 62.46 61.26 59.03
30x30 70.39 70.38 69.79 69.66 69.66 §9.66 69.06 67.55 64.45 A0x30 64.67 64.67 64.40 64.02 64.02 64.02 63.18 62.40 58.01

235



Doz Colas
0-1% CSM  CSM' (CSZ (CSF CSF' €SI CSH Csv  CsSD 0-1% CSM  CSM' €SI CSF  CSF' CSI CSH CSYy CsD
5x & 5.01 5.01 5.01 5.01 5.01 5.0 5.01 5.01 5.01 5x 5 4.47 4.47 4,47 4.47 4.47 4.47 4.7 4.47 4.47
5x 6 9.43 9.43 9.43 9.43 B.17 9.43 9.43 9.a3 9.43 5x 6 6.27 6.27 5.80 5.80 4.30 5.80 5.80 5.80 5.80
5x 7 10.60 10.50 10.60 10.60 10.31 10.60 10.60 10.60 10.60 5x 7 8.41 B8.41 8.02 B8.02 8.41 8,02 8.02 8.02 8,02
5x 8 11.49 11.49 11.49 11.49 11.49 11,49 11.49 11.49 11.49 5x 8 9.07 9.07 8.34 8.94 8.94 B.94 B8.94 8.94 B.94
S5x 9 12.10 12.10 11.95 12.10 12.10 12.10 12.10 12.10 12.10 S5x 9 10.65 10.65 10.65 10.19 10.19 10.19 10.19 10.19 10.19
5x10 13.44 13.44 12.40 13.13 12.67 13.13 13.13 13.13 12.08 ax10 11.67 11.60 11.67 11.38 11.60 11.38 11.38 11.38 9.64
ox11 14.24 14.21 13.35 13.75 13.65 14.21 13.11 14,21 13.40 5x11 12.76 12.76 12.52 10.97 12.76 11.44 12,25 11.44 10.89
Sx12  15.11 15.11 14.28 15.11 14.29 15.11 15.11 15.i1 14.00 5x12  13.68 13.58 13.40 13.28 13.28 13.28 13.28 13.28 12.06
5x13  15.56 15.56 15.0B 15.56 14.82 15.56 15.56 15.52 14.43 5x13  14.28 14.28 13.85 13.96 14.13 13.96 13,956 12.94 12.64
5x14  16.19 16.19 15.31 16.12 16.12 16.17 16.12 16.17 15.32 5x14  14.99 14.99 14.69 14.99 14.99 14,51 14.99 14.51 13.59
5x15 16.50 16.50 15.20 16.41 15.65 16.41 16.41 16.41 14.55 5x15 15.37 15.37 15.04 15.21 15.21 15.21 15.21 15.21 12.42
5x16 16.93 16.93 15.93 16.77 16.43 16.89 16.77 16.77 15.33 5x16 15.81 15.81 15.50 15.77 15.77 15.34 15.77 15.77 13.61
5x17  17.20 17.19 15.94 17.06 16.45 17.19 17.06 17.19 16.01 5x17  16.25 16.25 15.79 15.83 16.25 15.66 15.83 15.66 14,08
5x18 17.67 17.67 15.77 17.63 17.44 17.67 17.63 17.61 16.30 5x18 16.70 16.67 15.77 16.44 16.44 16.24 16.44 16.04 14.76
5x19 17.98 17.98 15.48 17.86 17.46 17.96 17.86 17.84 16.72 5x19 17.13 17.13 15.49 17.09 17.09 16.61 17.09 16.53 15.27
5x20 18.27 18.24 15,13 18.05 18.05 18.26 18.05 17.97 15.68 5x20 17.39 17.39 15,14 17.04 17.04 17.02 17.04 16.94 14.42
6x & 9.54 9.54 9.54 9.54 9.54 9.54 9.54 9.54 9,54 6x 6 6.86 6.86 6.86 6.86 6.86 6.86 6.86 6.86 65.85
6x 7 12.68 12.68 12.68 12.68 11.75 12.68 12.68 12.68 11.71 6x 7 9.78 9,78 9.23 9.23 8.19 9.23 9.23 9.23 9.23
6x 8 13.81 13.81 13.81 13.81 13.76 13.81 13.81 13.43 13.43 6x 8 11.32 11.32 10.99 10.99 11.07 10.99 10.99 10.06 10.06
6x 9 15.13 15.13 15.09 14.54 14.54 14.95 14.95 14,95 14.61 6x 9 12.56 12.56 12.49 11.54 11.54 15.81 11.81 11.81 11.06
6x10 15.76 15.76 15.15 15.44 15.60 15.44 15.44 15.44 15.40 6x10 13.71 13.70 13,70 13.37 13.37 13.37 13.37 13.37 12.54
6x11  16.61 16.61 15.91 16.44 15.64 16.47 15.87 15.90 16.25 6x11  14.33 14.33 14,10 14.00 14.00 13.53 13.58 13.5] 13.53
6x12 17.52 17.52 16.35 17.00 16.54 17.30 17.00 17.30 15.36 6x12  15.23 15.23 14.71 14.36 13.91 14.36 14.36 14.356 11.75
6x13 18.15 18.15 17.16 18.07 17,75 18.07 17.93 17.89 16.90 6x13 16.29 16.14 16.25 15.12 15.90 15,00 15.71 15.1Z 14.06
6x14  18.97 18.96 17.90 18.82 18.32 18.76 18.71 18.76 17.83 6xi4 17.03 17.03 16.98 16.19 15.82 15.86 15.83 15.86 14.98
6x15 19.56 19.56 18.47 19.36 19.17 19.36 19,36 19.36 18.13 6x15 17.74 17.66 17.51 17.06 17.33 16.75 17.06 16.75 15.20
6x16  12.95 19.93 18.52 19.81 19.15 19.81 19.50 19.60 18.5} 6x16 18.26 18.26 17.87 17.49 18.10 17.49 17.49 17.49 15.99
6x17  20.38 20.38 18.68 20.25 19.93 20.35 20.25 20.18 19.05 6x17 18.82 18.82 18.26 18,25 18.57 17.49 18,25 18.08 15.87
&x18 20.93 20.93 19.02 20.77 20.48 20.82 20.79 20.51 18.06 6x18  19.24 19,24 18.61 18.37 18.93 18.11 18.60 17.28 15.35
6x19 21.16 21.16 19.05 21.04 20.89 21.09 21.04 20.81 19.24 6x19 19.69 19.65 18.92 19.17 19.37 18.29 19.17 18.54 16.77
6x20  21.52 21.52 18.90 21.30 20.93 21.42 21.30 21.29 19.82 6x20  20.01 20.01 18.91 19.49 19.78 19.01 19.49 18.90 17.44
Ix 7 13.94 13.94 13.94 13.94 13.94 13.94 13.94 13.94 12.08 x 7 10.09 10.09 10.0% 10.09 10.09 10.09 10.09 10.09 B.19
Ix 8 15.93 15.93 15.93 15.93 15.15 15.93 15,93 15.93 15.16 7x 8 12.5]1 12.51 12.33 12.33 11.85 12.33 12.33 12.33 11.73
7x 9 16.93 16.93 16.93 16.93 16.70 16.93 16.93 16.58 15.93 x 9 14.24 14.10 14.01 14.01 14.03 14,01 14.01 13.59 13.27
7x10 18.20 18.20 17.72 18.10 17.72 18.10 17.61 17.56 17.32 7x10 15.07 15.07 15.04 14,15 15.04 14.15 14.15 13.98 13.87
7x11 19.17 19.17 18.26 18.47 17.97 18.97 18.62 18.39 17.69 7x11 16.30 16.30 16.22 15.03 14.71 15.07 15.07 14.76 14.53
7x12 19.89 19.89 19.05 19.81 19.46 19.84 19,81 19.63 18.77 7x12 17,36 17.36 17.25 16.72 17.17 16.69 16.72 16.56 15.60
7x13  20.54 20.54 19.60 20.25 19.80 20.39 20.17 20.17 19.44 7x13  17.95 17.94 17.62 17.49 17,55 17.43 17.50 17.43 16.18
7x14  21.17 21.17 19.88 20.78 20.49 20.87 20.78 20.87 17.79 7x14 18.78 18.75 18.45 18.15 18.38 17.89 18.15 17.89 15.34
7x15  21.94 21.94 19.96 21.57 21.09 21.58 21.44 21.58 20.30 7x15  19.60 19.60 19.43 18.77 19.12 18.56 18.77 18.58 16.76
7x16  22.43 22.43 20.31 22.04 21.50 22.04 22.04 21.86 20.79 Tx16  20.21 20.21 19.96 19.20 15.81 19.19 19.20 19.06 17.67
7X17 22.81 22.97 20.87 22.53 21.60 22.68 22.54 22.27 21.16 7x17 20.83 20.78 20.55 20.29 20.68 19.72 20.30 19.72 18.48
7x18  23.55 23.44 21.63 23.36 22.78 23.45 23.36 22.93 21.38 7x18 21,39 21.30 21.07 20.50 21.08 19.70 20.50 19.43 18.25
7x19  23.89 23.89 21.70 23.77 23.32 23.59 23.65 23.31 21.81 7x19  21.82 21.82 21.30 20.60 21.50 20.15 20.61 20.06 18.92
7x20 24.22 24.20 21.67 23.96 23.48 24.09 23,76 23.81 22.26 7x20  22.21 22.20 21.44 21.27 21.44 20.69 21.27 20.87 19.73
ax 8 16.54 16.54 16.54 16.54 16.54 16.54 16.54 16.54 13.13 3x 8 13.38 13.38 13.36 13.38 13.38 13.38 13.38 13.38 11.45
8x 9 18.66 18.66 18.66 18.66 17.48 18.66 18.66 18.66 17.91 8x 9 15.33 15.33 15.10 15,10 14.49 15.10 15.10 15.10 13.96
8x1i0 19.81 19.81 19.75 19.75 19.76 19.51 19.51 19.51 18.88 8x10 16.55 16.44 16.20 16,20 16.08 16.20 16.20 16.20 15.33
8x11  20.89 20.89 20.69 20.49 20.71 20.54 20.45 20.04 19.50 8x11 17.86 17.85 17.70 17.06 17.12 16.78 16.80 16.80 16.38
8x12  21.93 21.93 21.33 21.57 20.25 21.62 21.44 21.08 19.62 8xl2 18.86 1B.84 18.24 17.84 18.71 17.99 17.84 17.42 16.30
8x13  22.76 22.75 22.15 22.25 22.14 22.58 22.26 22.18 21.14 8x13 19.89 19.89 19.47 18.90 19.53 18.76 18.90 18.75 17.75
Ox14  23.42 23.42 22.31 23.29 22.91 23.29 23.29 22.69 21.55 8x14  20.60 20.57 20.38 19.87 20.16 19.85 19.87 18.93 18.16
8x15  23.83 23.79 22,82 23.75 23.40 23.62 23.71 23.55 22.15 8x15 21.26 21.25 21.0]1 20.57 20.90 20.20 20.64 20.17 19.2)
8x16  24.51 24,51 22.99 24.17 23.42 24.19 24.19 24.14 21.03 8x16 21,92 21.94 21.63 21.13 21.54 21.14 21.14 21.13 17.68
8x17  25.12 25.12 23.39 24.34 23.82 24.57 24.40 24.50 22.711 8xi7 22.50 22.50 22.21 21.70 21.94 21.14 21.70 21.18 19.48
8x18  25.64 25.61 23,37 25.08 24.02 25.24 25.08 25.04 23.46 8x18 22.95 23.10 22.87 22.12 22.65 21.89 22.12 21.79 20.37
8x19  26.12 26.12 23.40 25.64 24,96 25.82 25.48 25.18 23.80 8x19  23.69 23.69 23.01 22.56 22.71 22.28 22.61 21.90 20.62
8x20  26.54 26.43 23.35% 26.21 25.22 26.17 26.21 25.85 23.46 8x20  24.20 24.20 23.23 22.88 23.65 22.67 22.89 22.65 20.60
9x 9 19.69 19.69 19.62 19.62 19.62 19.62 19.62 19.62 16,55 9x 9 15.31 15.31 15.31 15.31 15.3%1 15.31 15.31 15.31 13.12
S$x10  21.30 21.30 20.97 20.97 20.37 20.97 20.97 20.97 19.51 9x10 17.94 17.90 17.68 17.68 17.17 17.68 17.68 17.68 16.60
9x11  22.44 22.44 22.00 21.91 22.37 22.10 21.80 21.67 21.09 9x11  19.10 18.98 18.67 18.82 19.00 18.82 18.35 17.94 17.10
9x12 23.50 23.49 23.08 23.21 23.47 23.21 23.21 22.70 21.58 9x12  20.32 20.30 19.99 19.47 19.86 19.47 19.47 19.30 18.01
9x13  24.38 24.29 23.85 23.74 23.25 24.05 23.62 23.25 22.53 9x13  21.33 21.33 20.62 20.43 20.71 20.43 20.18 20.18 19.18
9x14  25.09 25.04 23.99 24.87 24.25 24.86 24.83 24.38 23.27 9x14  22.10 22,10 21.50 21.02 21.26 20.99 20.98 20.84 19.48
9x15 25.88 25.88 25.00 25.49 25.63 25.53 25,39 25.16 23.50 9x15 22.85 22.88 22.30 21.67 22.07 21.57 21.48 21.42 19.78
9x16  26.40 26.46 25.49 26.00 25.83 26.20 25.90 25.99 24.27 9x16 23.60 23.60 23.45 22.72 23.01 22.53 22.72 22.38 20.90
9x17  26.89 26.94 25.64 26.62 26.12 25.72 26.61 26.46 24,77 9x17  24.12 24.12 23,94 23.47 23.85 23.28 23.49 23.07 21.58
9x18 27.49 27.49 25.54 26.95 26.78 27.15 26.95 26.75 23.15 9x18 24,72 24.70 24.29 24.00 24.37 23.73 24.00 23.12 20.08
9x19 28.07 28.03 26.40 27.48 26.76 27.65 27.45 27.22 25.43 9x19 25.14 25.23 25.05 24.46 24.69 23.93 24.28 23.70 21.93
9x20 28.43 28.41 26.43 28.03 27.54 28.00 27.B1 27.81 25.80 9x20 25.76 25;71 25.32 24.64 24.92 24,54 24.45 24.36 22.50
10x10 22,54 22.54 22.44 22.44 22.44 22.44 22.44 22.44 18.94 10x10  17.96 17.96 18.06 18.06 18.06 13.06 18.06 18.06 14.61
10x11  23.77 23.63 23.66 23.47 22.97 23.66 23.47 23.47 21.92 10xi1  20.38 20.34 19.87 19.87 12.87 19.87 19.87 18.57

19.51



Cont. e(allgé)
Una Cola Dos Colas
0-1% C5M CsM' CSZ CSF (CSF' €SI CSH ¢Sy CsD 0-1% CSM  CSM' C€3Z (SF CSF' €SI CSH CSY CSD
10x12  24.77 24.69 24.58 24.59 24.43 24.60 24.50 24.39 22.72 10x12  21.51 21.49 21.14 21.21 23.34 21.32 21.14 20.73 19.50
10x13  25.94 25.89 25.53 25.59 25.49 25.65 25.59 25.25 24.02 10x13  22.38 22.41 21.95 21.7% 21.70 21.71 21.71 21.47 19.97
10x14  26.73 26.73 26.10 26.19 25.98 26.31 26.01 25.59 24.55 10x14  23.33 23.42 22.69 22.62 22.78 22.65 22.57 22.15 20.86
10x15  27.35 27.32 26.77 26.88 26.79 26.97 26.83 26.58 24.32 10x15  24.24 24.20 23.77 23.37 23.47 23.36 23.23 23.11 20.50
10x16  28.02 27.93 27.00 27.47 27.51 27.67 27.47 26.82 25.71 10x16  24.9) 24.92 24.56 23.84 24.36 23.86 23.84 23.51 21.97
10x17  28.68 2B.65 27.44 28.39 27.61 28.43 28.35 27.83 26.21 10x17  23.61 25.60 25.17 24.64 25.17 24.61 24.54 24,33 22.51
10x18 29,20 29.15 27.89 28.88 28.35 28.83 28.84 28.54 26.55 10x18  26.21 26.22 25.95 25.45 25.82 24.92 25.25 24.69 22.92
10x19  29.67 29.65 28.13 29.18 28.60 29,31 29.14 29.09 27.05 10x19  26.74 26.74 26.53 25.57 26.10 25.41 25.55 25.48 23.83
10x20  30.11 30.13 28.54 29.77 29.50 29.82 29.69 29.46 25.78 10x20  27.23 27.23 26.99 26.29 26.47 26.43 26.21 25.90 22.27
11x11  24.86 24.86 24.23 24.23 24,23 24,23 24.23 24,23 20.34 11x11  20.61 20.61 20.53 20.53 20.53 20.53 20.53 20.53 17.29
11x12  26.05 26.01 25.91 25.91 25.00 25.91 25.83 25.53 24.16 11x12  22.56 22.54 22.05 22.05 21.09 22.05 21.84 21.61 20.02
11x13  26.98 26.98 26.80 26.83 26.69 26.83 26.70 26.44 24.69 11x13  23.69 23.69 23.21 23.29 23.49 23.30 22.95 22.95 21.47
Ilx14  2B.01 28.00 27.41 27.40 27.29 27.42 27.36 27.06 25.65 11x14 24,48 24.43 24.11 23.79 23.98 23.91 23.81 23,39 22.07
11x15 28.88 28.82 28.18 28.55 27.77 2B.57 28.45 27.86 26.30 11x15 25,30 25.31 24.62 24.54 24.65 24.58 24,35 23.86 22.52
l1x16  29.45 29.38 28.85 29.13 28.79 29.01 28.90 28.59 26.94 11x16  26.16 26.16 25.75 25.35 25.48 25.35 25.28 24.90 23.28
11x17  29.99 30.03 29.23 29.52 29.38 29.64 29.56 28.85 27.32 11x17  26.84 26.85 26.29 25.99 26.52 25.90 25.96 25.71 23.68
11x18  30.69 30.69 29.59 30.23 30.06 30.09 29.93 29.79 27,94 11x18  27.52 27.50 26.91 26.75 26.89 26.63 26.48 26.35 24.41
11x19  31.19 31.14 30.00 30.74 29.77 30.78 30.72 30,34 28.27 11x19 28.08 28.08 27.58 26.96 27.44 26.81 26.95 26.66 24.60
11x20  31.64 31.63 30.33 31.13 30.69 31.42 31.15 30.68 2B.72 11x20 28,55 28.49 28.29 27.64 27.83 27.56 27.50 26,95 25.21
12x12  27.08 27.08 26.86 26.52 26.52 26.52 26.22 26.22 21.97 12x12 22,71 22.71 22,24 22.24 22.24 22.24 22.24 22.24 19.10
12x13  28.21 28.16 27.93 27.87 27.30 27.87 27.88 27.70 25.92 12x13  24.60 24.62 24.00 24.25 23.49 24.25 24.18 23.87 22.24
12x14  29.08 29.10 28.81 28.80 28.88 28.80 28.80 28.57 26.72 12x14  25.57 25.57 24.87 28.76 25.36 24.72 24.71 24.60 22.71
12x15  29.95 29.87 29.47 29.51 29.10 29.60 29.33 28.79 26.94 12x15  26.46 26.43 25.81 25.73 25.76 25.77 25.65 25.23 23.49
12x16  30.76 30.74 30.16 30.35 30.03 30.31 30.24 29.86 27,51 12x16  27.15 27.16 26.5Z 26.73 26.67 26.56 26.41 25.94 23.60
12x17  31.38 31.37 30.75 30.84 30.79 30.95 30.77 30.49 28.55 12x17  27.95 27.89 27.34 27.18 27.32 27.14 27.08 26.73 24.83
i2x18  31.93 31.88 31.15 31.54 31.43 31.62 31.25 30.84 28.04 12x18  28.60 28.60 28.23 27.99 28.21 27.93 27.86 27.48 24.52
12¢19  32.46 32.47 31.53 32.03 31.46 32.10 31.88 31.45 29,49 12x19  29.27 29.27 28.85 28.35 28.64 28.36 28.32 28.00 25.88
12x20  32.98 32.98 31.51 32.38 32.26 32.58 32.41 31.89 29.47 12x20 29.78 29.76 29.17 28.76 28.82 28.80 28.76 20.49 25.87
13x13  29.03 29.03 29.01 29.01 29.01 29.01 28.57 28.26 24.30 13x13  24.73 24.73 24.71 24.71 24.71 24.71 24.40 23,92 20.05
13x14  30.14 30.13 29.81 29.72 29.13 29.72 29.53 29.42 27,13 13x14  26.63 26.53 25.96 26.05 25.65 25.05 26.02 25.91 24.04
13x15 31,01 31.00 30.56 30.41 30.77 30.45 30.45 30.37 28.39 13x15 27.42 27.42 26.75 26.53 27.12 26.58 26.58 26.51 24.50
13x16  31.77 31.75 31.12 31.35 30.99 31.41 31.13 30.69 28.88 13x16  28.25 28.20 27.35 27.56 27.47 27.67 27.54 26.98 25.21
13x17  32.45 32.40 31.93 31.84 31.41 31.91 31.77 31.37 29.51 13x17 29,02 28.97 28.45 28.34 28.51 28.32 28.31 27.89 25.79
13x18  33.13 33.10 32.30 32.64 32.45 32.72 32.52 32.12 30.11 13x18  29.61 29.56 29.07 28.81 29,04 28.91 28.69 28.47 26.25
13x19 33,69 33.64 32.91 33.23 32.82 33.13 33.04 32.56 30.51 13x19  30.25 30.21 29.73 29.42 29.91 29.30 25.22 28.83 26.91
13x20  34.20 34.21 33.28 33.74 33.35 33.90 33.56 33.20 30.97 13x20  30.92 30.82 30.45 30.08 30.28 30.09 29.99 29.50 27.16
14x14  30.99 30.99 30.79 30.86 30.86 30.86 30.86 30.28 26.08 1ax14  26.76 26.76 26.57 26.71 26.71 26.71 26.71 26.15 22.00
14x15  31.98 31.96 31.65 31.70 30.95 31.71 31.54 31.23 28.88 14x15 28,37 28.31 27.76 27.87 27.39 27.90 27.74 27.49 25.36
1ax16  32.76 32,71 32.42 32.32 32.42 32.36 31.89 31.69 29.66 14x16 29,16 29.14 28.60 20.33 28.62 28.34 28.22 28.18 26.24
14x17  33.49 33.46 23.19 33.08 32.05 33.09 33.04 32.50 30.44 laxl7  29.83 29.74 29.36 29.23 29.50 29.24 29,09 28.67 26.53
14x18  34.09 33.94 33.42 33.53 33.33 33.48 33.41 33.05 30.95 14x18  30.63 30.59 30.00 29.87 30.18 29,97 29.86 29.49 27.23
14x19  34.71 34,63 33.97 34.24 33.88 34.36 34.12 33,61 31.49 14x19  31.21 31.15 30.68 30,59 30.74 30.61 30.50 30.00 27.70
14x20  35.29 35.14 34,57 234.61 34.77 34.79 34.60 34,25 31.93 14x20  31.81 31.73 31.28 30.90 31.42 31.01 30.90 30.52 28.17
15x15  32.81 32.81 32.52 32.54 32.54 32.55 32.54 32.14 27.36 15x15 28.57 28.57 28.37 28.41 28.41 28.43 28.41 27.97 23.90
15x16  33.70 33.69 33.33 33.29 32.71 33.29 33.16 32.72 30.56 15x16  29.99 30.01 29.36 29.38 29,03 29.38 29.36 28.86 26.54
15x17  34.35 34.36 34.06 34.04 34.00 34.16 33.90 33.12 30.87 15x17  30.81 30.79 30.31 30.20 30.44 30.29 30.01 29.59 27.66
15x18  35.07 35.05 34.59 34.63 34.61 34.63 34.40 32.95 31.55 15x18  31.49 31.44 30.97 30.88 31.21 30.88 30.77 30.34 27.94
15x19  35.66 35.61 35.09 35.06 35.04 35.15 34.88 34.70 32.31 15x19  32.12 32.11 31.40 31.35 31.62 31.37 31.08 30.87 28.51
1520  36.18 36.16 35.56 35.78 35.76 35.77 35.63 35.07 32.23 15x20  32.72 32.70 31.98 32.11 32.23 32.08 31.84 31.45 28.55
16x16  34.38 34.38 33.71 33.72 33.72 33.72 33.72 33.55 28.21 16x16  30.24 30.24 29.93 29.95 29.95 29.95 29.95 29.61 25.30
16x17 35,29 35.28 34.90 34.85 34.16 34.90 34.64 34.34 31.97 16x17  31.61 31.57 36.98 30.95 30.66 31.03 30.91 30.69 28.23
16x18  35.89 35.86 35.57 35.68 35.46 35.69 35.38 34.60 32.44 16x18  32.29 32.28 31.68 31.82 31.85 31.85 31.70 30.90 28.69
16x19  36.52 36.49 35.90 35.98 35.83 35.99 35.76 35.15 32.94 16x19  33.01 32.95 32.56 32.41 32.60 32.43 32.29 31.72 29.83
16x20  37.14 37.11 36.57 36.68 36.30 36.B1 36.21 35.89 33.20 16x20 33.56 33.52 33.15 32.88 33.01 32.89 32.50 32.30 29.36
17x17  35.94 35.93 35.34 35.19 35.19 35.19 35.19 35.19 30.08 17x17  31.80 31.79 31.07 31.08 31.08 31.08 31.08 31.08 26.23
17x18  36.80 36.72 36.31 36.31 35.60 36.34 36.17 35.61 33.12 17x18  33.05 33.00 32.47 32.54 31.90 32.59 32.31 32.05 29.55
17x19  37.36 37.35 36.99 37.00 36.73 37.02 36.80 36.25 33.83 17x19  33.72 33.71 33.21 33.27 33.19 33.28 33.20 32.60 29.94
17x20  37.93 37.89 37.47 37.44 37.13 37.49 37.16 36.66 34.16 17x20  34.39 34.34 33.79 33.66 33.78 33.71 33.56 33.16 30.62
18x18  37.35 37.35 36.98 26.67 36.67 36.75 36.50 36.50 31.63 18x18  33.24 33.23 32.64 32.41 32.41 32.57 32,33 32.33 27.53
18x19  38.13 3B.09 37.63 37.48 36.94 37,52 37.41 36.86 34.0§ 18x19  34.45 34.38 33.74 33.79 33.54 33.89 33.72 33.21 30.80
18x20 38.73 38.71 38.20 38.18 18.07 38.25 38.10 37.63 34.99 18x20  35.10 35.03 34.53 34.57 34.66 34.56 34.52 34,18 31.36
19x19  38.71 38.64 38.44 38.23 38,23 38.29 37.83 27.59 132.88 19x19  34.§7 34.53 34.08 34.14 34.14 34.25 33.71 33.61 29.10
19x20 39,39 39.36 38.95 38.81 38.31 38.85 38.62 36.25 35.39 19x20 35.74 35.66 35.09 34.93 34.93 34.95 34.79 34.62 31.67
20x20  39.96 39.93 39.66 39.48 39.48 39.49 39.38 38.61 33.86 20x20  35.86 35.86 35.55 35.45 35.45 35.46 35.35 34.86 30.37

237



Blay.ay)
Una Cola Dos Colas

1-5% CsM CSM* (SsZ CSF CSF' (CSI CSH csy €sp 1-5% CsM CSM' (s2 CSF  CSF' (s C3H Csy CcsD
5x 5 21.51 21.51 21.51 21.51 21.51 21.51 21.51 21.51 16.37 5x 5 13.48 13.48 13.48 13.48 13.48 13.48 13.48 13.48 13.48
5x 6 23.7L 23.71 23.71 23,71 22.85 23.71 23.71 22.89 22.89 5x 6 18.94 18,94 18.52 18.52 17.13 18.52 18.52 16.89 16.89
Sx 7 25.15 25.15 25.15 24.30 25.15 24.89 24,89 24.89 74.89 5x 7 20.32 20.32 20.14 18.36 20.14 138.87 18.87 18.87 18.87
5x 8 26.38 26.41 24.86 25.96 26.10 25.96 25.96 25.96 25.91 5x 8 22.09 22.09 22.09 21.40 21.40 21.40 21.40 21.40 20.36
5x 9 27.66 27.66 27.23 26.61 27.30 27.37 27.02 27.10 27.10 Sx 9 22.94 23,43 22.37 21.82 22.78 22,05 22.23 21.50 21,50
5x10 28.8]1 28.81 27.20 28.73 27.41 28.73 26.44 28.44 24.58 5x10  24.39 23.98 22.80 23.11 23.89 23.11 23.11 23.11 19.55
5x11 29.97 29.95 28.56 29.97 28.78 29.97 29,97 29.68 28.43 Sx11 25.70 25.70 25.61 24.04 25.47 24.04 24.04 23.04 22.51
5x12 30.55 30.49 28.70 30.3) 30.05 30.43 30.31 29.12 29.06 5x12 26.66 26.50 26.16 24.85 25.99 24.80 24.85 23.84 23,33
Sx13 31.39 31.39 28.36 30.95 29.29 30.95 30.60 29.96 29.52 5x13 27.36 27.36 26.75 25.98 26.73 25.98 25.98 25.20 23.79
5x14 32.12 31.99 29.36 31.87 30.94 31,94 31.08 30.46 30.04 ox14 28.18 28.18 26.82 27.23 27.58 26.02 26.70 25.25 24.96
5xl15 32.57 32.44 30.07 32.37 31.56 32.37 32.28 31.75 28.43 5x15 28.83 28.83 26.01 26.35 28.28 25.35 26.52 25.67 22.5B
Sxi6 32.95 32.95 31.35 32.60 31.63 32.84 32.60 32.09 30.74 5x16 29,18 29.18 28.35 27.37 27.85 26.82 27.37 26.20 74.89
5x17 33.29 33.26 30.93 33.00 31.83 32.89 33.00 32.34 30.98 5x17 29.66 29.66 28.81 28.20 2B.61 27.67 28.20 27.16 25.88
5x18 33.62 33.62 31.43 32.99 31.54 33.33 32.99 32.44 31.38 6x18  29.98 29.97 29.17 28.58 29.43 28.31 2B.58 27.01 25.73
5x19  33.99 33.99 31,08 33.69 32.22 33,95 33.25 32.82 31.61 65x19  30.53 30.53 29.90 29.08 30.11 28.55 29.25 27.68 26.78
5x20 34.26 34.07 30.64 34,12 32.35 24.08 33.98 33.60 30.48 5x20  30.94 30.94 30.11 29.51 30.41 28.48 29.51 27.92 25.02
6x 6 26.48 26.48 26.48 26.48 26.48 26.48 26.48 26.48 21.52 6x 6 19.33 19.33 19.33 19.33 19,33 19.33 19.33 19.33 15,74
6x 7 27.79 27.64 27.79 27.79 25.95 27.79 27.79 27.07 26.20 6x 7 22.856 22.65 22.66 22.66 21.62 22.66 22.66 21.81 21.23
6x & 29.66 29.66 29.27 29.13 29.45 29.13 29.13 2B.52 2B.47 6x 8 24.18 24.14 23.81 22.56 23.97 22.56 22.56 21.90 21.90
6x 9 30.59 30.64 30.01 30,20 30.42 30.20 30.20 29.93 28.40 6x 9 25.72 25.72 24.94 23.35 24.27 24.35 24.35 23.85 22,57
6x10  31.80 31.66 31.15 31.23 29.12 31.45 30.82 30.82 30.20 6x10 26.97 26.97 26.79 25.82 25,94 25.86 25.13 25.13 23.72
6x11 32.87 32.87 31.29 32.06 31.23 32.26 32.06 31.48 30.97 6x11 27.61 27.32 28.02 27.05 27.66 27.21 26.75 26.75 25.33
6x12 33.54 33.49 30.46 33.25 31.12 33.32 33.25 33.15 29.32 6x12 29.11 29.11 28.06 28.26 28.39 27.97 28.26 27.43 23.53
6x13 34.25 34.05 32.59 33.92 33.25 33.95 33.58 33.57 31.89 6x13 29.68 29.46 29.56 28.3C 28.67 28.30 28.36 27.97 25.72
6x14 35.05 34.98 32.94 34.56 33.69 34.55 34.30 33.68 32.86 6x14 30.65 30.45 30.56 29.42 30.00 28.89 29.30 28.39 27.04
6x15 35.67 35.58 33.74 35.32 34.14 35,35 34.99 33.89 32.49 6x15  31.27 31.26 30.57 29.49 30,22 28.66 29.49 28.42 26.56
6x16 36,12 36.04 34.08 35.66 33.86 35.76 35.66 34.28 33.52 6x16 31.92 31.87 31.31 29.91 31.15 29.63 29.92 29.22 27.71
6x17 36.47 36.34 34.29 36.33 35.31 36.25 36.01 35.00 33.91 6x17  32.46 32.46 31.85 30.B9 31.50 30.47 30.47 30.38 28.40
6x18 37.05 37.00 34.54 36.B9 35.97 36.83 36.72 36,02 32.54 6x18  32.91 32.91 32.11 31.13 32.17 30.72 31.29 30.08 26.77
6x19 37.39 37.39 34.43 36.84 35.54 36.89 36.77 35.84 34.41 6x1% 33,37 33.36 32.33 31.59 32.74 31.49 31.59 30.78 2B.57
6x20  37.67 37.49 34.26 37.08 35.47 37.28 36.99 35.92 34.90 6x20  33.61 33.61 32.56 32.11 33.24 31.28 32.11 30.63 28.99
Ix 7 29.72 29.72 29.72 29.72 29.72 29.72 29.712 29.72 25.26 Tx 7 22.64 22.64 22.64 22.64 22.64 22.64 22.54 22.64 1B.06
7x 8 31.43 31.21 31.43 31,28 29.76 31.28 31.28 29.82 29.41 7x 8 26.13 25.84 25.65 25.65 24.23 25.65 25.55 25.40 24.22
7x 9 33.01 33.01 32.90 32.89 32.99 32.89 32,62 30.99 31.12 Ix 9 27.43 27.25 27.20 26.33 26.53 26.33 26.31 25.66 25.37
7x10 34.32 34.32 34.02 33.92 34.22 33.59 33.59 33.27 32.39 7x10 28.73 28.73 28.53 27.80 28.19 27.01 26.B3 26.69 26.00
7x11 35.18 35.18 34.05 34,63 33.51 34.70 34.28 34.00 33.1% 7xll 30.12 30.11 29.44 28.81 29.44 29.23 28.70 27.78 26.57
7x12 35.86 35.85 35.27 35.42 34.65 35.67 35,08 34.81 33.74 7x12  30.92 30.92 30.67 30.09 30,54 30.29 29.84 29.08 27.76
7x13 36.71 36.69 35.37 36.00 34.98 36.05 36.05 35.49 34.33 7x13 32,00 32.00 31.96 30.61 31.22 30.61 30.62 30.62 28.65
7x14  37.36 37.50 35.27 36.80 35.71 36.89 36.45 36.54 32.36 7x14 32,40 32.07 32.0Z2 31.39 31.72 31.25 31.39 31.25 26.55
7x15 38.03 38.01 35.47 37.42 36.61 37.42 37.35 36.56 35.32 7x15  33.29 33.03 33.10 31.78 32.17 31.78 31.89 30.72 29.25
7x16 38.60 3B.49 36.07 38.20 37.43 38.17 37.91 36.59 35.59 7x16 33.87 33.64 33.55 32.11 33.13 32.04 32.11 31.3% 29.80
7x17 39.18 39.18 36.76 38.89 37.48 38,59 38.25 37.57 36.29 Tx17 34.63 34.40 34.44 33.11 34.04 32.79 32.45 31.99 30.54
7x18 39.59 39.38 36.93 35.08 37.79 39.03 38.82 37.85 36.57 7x1B8  34.98 35.10 34.50 33.31 34.47 331.31 33,31 32.65) 306.52
7x19 39.94 39.88 37.72 39.59 38.01 39.68 39.17 38.05 36.71 7x19 35.52 35.52 35.16 34.16 234.59 33.91 34.00 33.12 30.97
7x20 40.38 40.27 37.49 40,02 39.24 39.95 39.66 38.84 37.34 Tx20  35.95 35.90 35.28 34.18 35.41 34.01 34.05 33.51 31.59
Bx 8 33.25 32.89 33.48 33.48 33.48 33.48 33.48 33.48 27.97 8x B 26.06 26.06 26.03 26.03 26.03 26.03 26.03 26.03 21.91
8x 9 J4.70 34.58 34.46 34.46 33.35 34.46 34.04 33.36 32.60 8x 9 28.87 28.91 28.16 28.16 27.45 28,16 28.16 27.74 26.03
8x10  35.85 35.85 35.94 35.31 35.45 35.45 35.36 33.71 33.09 B8x10  30.66 30.66 36.59 29.62 30.00 29.41 28.94 28.82 28.07
Bxll 37.29 37.27 36.70 36.44 37.07 36.44 36.44 35.57 34.77 Bxl1 31.79 31.72 30.97 30.12 31.36 30.12 30.12 29.86 28.39
8x12  38.15 38.14 36.73-38.01 37.69 37.98 37.03 36.80 34.36 Bx12  32.62 32.61 32.96 31.91 32.28 31.85 30.93 30.48 28.27
Bx13 38.68 38.58 37.48 38.25 37.52 38.25 38.09 37.55 36.17 8x13  33.65 33.65 33.44 32.25 33.14 32.25 32.24 11.82 30.26
axl14 39,32 39.32 37.94 38.61 38.55 38.84 38.61 37.59 36.34 8x14 34.49 34.45 34.01 33.55 33.37 33.47 33.55 31.88 30.52
8x15 40.19 40.05 39.07 39.54 39.00 39.68 39.41 38.72 37.41 8x15 35.25 35.20 34.74 34.30 34.44 34,30 34.23 33.00 31.55
8x16 40.69 40.65 38,65 39.81 39.65 39.81 39.63 39.63 35,12 8x16 35.78 35.78 35.54 34.47 35.06 34.08 34.08 34.03 29.42
8x17  41.19 41.22 38.39 40.61 39.19 40.63 40.12 39.72 37.98 B8x17 36.39 36.15 35.86 34,83 35.66 34,94 34.62 34.15 32.06
Bx18 41.73 41.70 39.09 41.4) 406,01 41.41 41.00 39.74 3B.49 8x18 36.78 36.77 36.60 35.68 36.08 35.73 35.32 34.28 32.84
Bx19 42.18 42,06 39.47 41.53 40.65 41,70 41.22 40.30 38.76 Bx19 37.46 37.23 37.27 36.05 36.51 35.79 36.05 34.77 32.93
8x20 42.56 42,43 39.60 42.37 41.30 42.13 41.53 40.67 38.45 8x20 37.92 37.76 37.60 36.42 37.12 36.23 36.39 35.43 32.53
9x 9 35.87 35.87 35.21 35.27 35.27 35.27 35.27 35.27 29.09 9x 9 29.561 29.51 29.57 29.57 29.57 29.57 29.57 29.57 24.78
9x10 37.650 37.52 37.55 37.48 36.10 37.48 36.87 36.20 35.29 9x10 31.74 31.51 31.45 31.06 30.49 31.06 31.06 30.39 28.87
9x11 38.46 38.57 38.47 38.26 38.10 38.26 37.90 36.33 35.78 9x11 33.12 33.09 32.80 32.09 32.56 32.16 32.09 31.03 30.08
9x12 39.67 39.65 39.30 38.31 39.08 38.63 38.12 37.82 36.28 9x12 34.26 34.20 33.87 32,90 33.86 32.96 32.96 32.57 30.22
9x13  40.66 40.62 40.31 40.05 39.86 40.05 39.32 38.93 37.74 9x13  35.02 34.98 34,87 331.76 34.12 33.84 33.09 32.79 31.61
9x14  41.26 41.22 40.22 40.51 40.01 40.59 40.33 40.10 38.24 9x14 35.88 35.96 35.72 34.72 35.16 34.88 34.67 34.06 32.25
9x15  41.71 41.55 40.63 41.26 40.34 41.17 41.11 40.08 38.18 9x15  36.59 36.53 36.41 35.88 36.06 35,52 35.25 34.24 32.23
9x16 42.35 42.40 40.65 41.75 41.12 41.75 841.62 41.01 39.26 9x16 37.47 37.47 37.16 36.00 36.84 35.09 36.09 35.45 33.37
9x17 42.82 42.82 41.24 42.256 41.56 42.15 42.53 41,38 39.47 9x17 38.07 38.01 37.49 36.76 37.31 36.76 36.76 35.97 33.%0
9x18 43.32 43.16 41.80 42.94 42,31 42_.97 42,37 42,17 38.04 9x18  38.52 38.41 37.92 37.58 37.73 37:74 37.40 36.36 32.09
9x19  43.87 33.69 41.23 43.31 41.28 43.46 43.10 42.34 40,21 9x19  39.0% 3B.77 3B.81 37.87 38.24 38.08 37.75 36.72 34.46
9x20 44,48 44,43 41.67 43.75 42.29 43.72 43.65 42.81 40,93 9x20  39.38 39.47 39.20 38.28 38.37 37.96 37.81 37.05 35.24
............................................................................. - o - .
10x10  38.66 38.50 38.13 37.86 37.86 37.86 37.86 37.86 31.95 10x10 32.17 32.17 31.40 31.40 31.40 31.30 31.40 31.40 26.55
10x11 40.08 40.00 40.01 39,61 38.42 39.856 39.38 18.24 37.18 10x11 34.29 34.12 33.98 33.71 32.68 33.98 33.21 33.00 31.44



Cont,

a(al,aé)
Una Cola Dos Colas
1-5% CSM  CSM' C5Z CSF CSF' €SI CSH (Csv  ¢sD 1-5% CSM  CsM' CSZ CSF CSF' €SI CSH C3v  CsD
10x12  41.03 41.05 40.75 40.77 40.76 40.77 40.43 38.94 38.18 10x12  35.48 35.45 34.76 34.57 34,74 34,57 34.57 33.38 31,61
10x13  42.01 41.87 41.55 41.10 40.81 41.10 40.48 39.70 38.73 10x13  36.49 236.37 35.90 35.25 35.92 35.33 35.25 34.54 33.01
10x14  42.76 42.70 41.99 41.67 42.03 41.83 41.55 40,94 39.61 10x14  37.38 37.31 37.15 36.28 36.47 36.33 35.96 15.13 233.40
10x15  43.46 43.35 42,27 42.83 42.72 42.78 42,356 41.66 39.06 10x15  38.09 38.09 37.27 37.06 36.91 36.90 36.57 36.34 32.99
10x16  43.93 43.82 42.81 43.38 42.86 43,38 43.30 42.40 40.70 10x16  38.73 28.71 38.47 37.18 37.68 37.19 37.12 36.37 34.70
10x17 44.39 44.38 42.99 43.96 43.21 43.99 43.52 42.73 41.10 10x17  3%.37 39.37 39.00 35.39 38.50 38.42 38.25 36,96 35.14
10x18 45.05 45.05 43.68 44.41 44.07 44.41 43.98 43.36 41.48 10x18  40.02 40.02 39.35 39.00 39.17 38.97 38.57 37,78 35.42
10x19  45.49 45.46 43.25 44.82 43.83 44.86 44.49 43,72 41.96 10x19  40.53 40.45 40,21 39.37 39.62 39.32 39.02 38.34 36.36
10x20  45.82 45.72 43.78 45.39 44.44 45,27 44.83 44.27 39.95 10x20 40,99 40.96 30.31 39.82 39.78 39.85 39.74 38.25 33.89
11x11 40.71 40.71 40.82 40.21 40.21 40.21 40.21 40.21 34.82 11x11  34.41 34.42 34.23 33.35 323.35 33.35 33,35 33.35 27.73
11x12 42.16 42.12 41.94 41.71 40.60 41.71 41.49 40.16 38.59 11x12  36.67 36,65 356,35 36.10 35.37 36.10 35.79 35.01 33.50
11x13  43.27 43.22 42.89 42.44 42.66 42.58 42.26 41.23 40.09 11x13  37.58 37.57 36,92 36.73 37.22 36.73 36.39 35.74 33.98
11x14  43.96 43,94 43.84 43.34 43.38 43.41 42.69 41.83 40.62 1ix14  38.54 38.47 38.07 37.44 37.83 37.50 37.02 36.36 34.59
11x15 44,71 44.70 44.04 43.85 43.2% 43.85 43.49 42.68 41,38 11x15  39.44 39.45 39.12 38.46 38.56 35.46 38.34 37.35 35.25
11x16  45.29 45.28 44.78 44.36 44.72 44.65 44.09 43.32 41.99 11x16  40.00 39.99 39.57 38,85 39.15 38.96 38.56 38.05 35.89
11x17  45.87 45.62 44.94 45.18 44,71 45.33 45.11 44.21 42.47 11x17  40.64 40.62 40.11 39.21 39.84 39.3%1 39.16 38.43 36.38
11x18  46.31 45.28 45.50 45,89 45,34 45.83 45.37 44.58 42.84 11x18 41.22 41.18 40,85 40.18 40,71 39.86 39.77 38.92 36.91
1l1x19 46.80 46.78 34.64 46.23 45.67 46.33 45,85 45.04 43.22 11x19  41.74 41.70 41.53 30.58 41.10 40.45 40.32 39.60 37.30
11x20  47.30 47.23 45.94 46.46 45,70 46.61 46.27 45.41 43.37 11x20  42.27 42.26 41.91 41.38 41.31 41.23 41.09 39.98 37.63
12x12  42.89 42.89 42.87 42.60 42.60 42.60 41.97 41.97 37.00 12x12  36.61 36.61 36,70 36.29 36.29 36.29 35.67 35.67 30.52
i2x13 44,17 44.06 43.79 43.45 42.42 43.45 43.30 42.23 40.35 12x13  38.72 38.70 38.26 37.71 37.45 37.71 37.56 37.29 34.81
12x14  45.16 45.01 44.83 44.34 44.50 44,28 43.93 43.08 41.46 12x14  39.60 39.58 38.99 36.66 38.85 38.64 38.39 38.00 36.02
1Zx15  45.84 45.8]1 45.59 45.10 45.23 45.0% 44,41 43.64 41.66 12x15  40.31 40.23 39.79 39.62 39.42 39.63 38.88 37.76 35.77
12x16  46.44 46.40 46.08 45.72 45.28 45.72 45.13 44.62 42.15 12x16  41.12 41.15 40.72 40.01 40.16 40.01 39.79 39.13 36.28
12x17  47.05 46.98 46.34 46.39 46.20 46.40 45.99 45.08 43.48 12x17  41.76 41.76 41.43 40.76 41.13 40.77 40.35 39.96 37.47
12x18  47.66 47.39 46.67 46.70 47.19 46.94 46.64 45.82 42.83 12x18  42.37 42.34 41.81 41.24 41.71 41,29 40.99 40.28 36.87
12x19 48.02 47.96 46.6B8 47.39 46.90 47.44 47.06 46.29 44,4} 12x19 42,89 42.87 42.40 41.79 42.29 41.72 41.41 40.72 38.46
12x20 48,44 48.38 36.96 47.98 47.30 47.98 47.54 46.78 44.14 12x20  43.39 43.34 42.85 42,26 42.78 42.26 41.87 41.26 38.23
13x13  44.88 44.78 44.89 44.79 44.79 44.79 44.34 43.75 38.50 13x13  38.53 38.55 38.48 38.48 38.48 38.48 37.97 37.48 32.87
13x14  46.00 45.88 45.35 45.24 £4.33 45.33 45.12 43.95 42.30 13x14 40,54 40,48 39.90 39,44 39.36 39,55 39.10 38.92 36.10
13x15 46.86 46.78 46.31 46.01 46.12 46.04 45.37 44.39 42.76 13x15  41.356 41.31 41.02 40.19 40.72 40.35 39.91 29.41 37.57
13x16 47.49 47.39 47.00 46.73 36.81 46.83 45.07 45.44 43,63 13x16  42.04 42.01 41.64 41.39 41.52 41.39 40.75 29.77 37.88
13x17  4B.06 4B.03 47.81 47.06 46.96 47.15 46.656 46.12 44.34 13x17  42.66 42.64 42,30 41.45 41,92 41.49 41.13 40.54 38.48
13x18  4B8.61 48.45 48.27 47.95 47,97 47.86 47.40 46.72 44.92 13x18  43.44 43.30 43.02 42.54 42,76 42.54 42.10 41.46 139.067
13x19  49.07 48.90 48.07 48.50 48.40 48.48 48.09 47.26 45.39 13x19  43.96 42.92 43.62 43.0Z 43.44 42.91 42.61 42.02 39.50
13x20 49,57 49.52 48.59 48.89 4B.65 48.94 48.56 47.69 45.75 13x20  44.43 44.39 43.95 43.27 43.77 43.24 42.92 42.37 39.86
14x14  46.52 46.29 46.33 46.29 46.29 46.29 46.13 45.06 39.74 14x14  40.37 40.37 40.30 40.30 30.30 40.30 39.95 39.16 34.41
14x15 47.59 47.50 47.13 46.88 46.02 46.86 46,64 45.57 43.90 14x15 42,19 42.04 41.77 41.34 41.13 41.35 41.04 40,57 38.08
14x16  48.39 48.21 47.85 47.53 47.63 47.59 46.98 45.87 44.08 14x16  42.97 42.87 42.65 41.97 42.41 42.10 41.53 40.76 38.68
14x17 49,05 48.95 48.39 48.22 48.45 48.22 47.77 46.88 45.02 14x17  d43.64 43.53 43.32 42.75 43.20 42.75 42.49 41.56 39.26
14x18 49,57 49.48 49.11 48.77 48.74 48.71 48.25 47.59 45.64 14x18 44,26 44,16 43,69 43.19 43.45 42,98 42.60 42.02 29.73
14x19  50.08 49.99 49,54 49,20 49.36 49.25 48.86 48.17 46.17 14x19  44.83 44,85 44.46 43.95 44.04 33.97 43.36 42.63 40.36
14x20  50.52 50.30 49.88 49.79 49.66 49.80 49.38 48.71 46.56 14x2G  45.37 45.39 45.14 44.32 44.69 44.38 44.22 43.33 40.76
15x15  48.16 48.12 47.65 47.68 47.68 47.68 47.50 45.51 40.78 15x15  42.17 42.17 41.70 41.70 41.70 41.70 41.43 41.00 35.49
15x16 49,10 49.07 48.72 4B.42 47.52 48.42 48.08 47.14 45.25 15216  43.77 43.71 43.46 43.00 42.53 43.00 42.52 42.13 39.77
15x17  49.77 49.65 49.35 49,10 49.11 49.07 48.35 47.33 45.67 15x17  44.39 34.36 43.97 43.72 43.87 43.71 43.23 42.09 39.7¢
i5x18 50.44 50.38 49.82 49.22 49.67 49.33 49.02 48.10 45.92 15x18  45.11 45.03 44.70 44.12 24.44 44,14 43.90 43.04 40.32
15x19  50.94 50,85 50.34 50.23 50.13 50.30 49.78 48.84 46.92 15x19  45.68 45.55 45.37 44.56 44.87 44.58 44.24 43.60 41.05
15x20  51.39 51.29 50.71 50.43 50.58 50.51 50.10 49.55 46.70Q 15%20 46.19 46.19 45.58 45.20 45.23 45.12 44.34 43.95 40.87
16x16  49.65 49.67 49.23 49.06 49,06 49.06 48.96 48.07 42.70 16x16  43.68 43.68 43.02 42.77 42.77 42.77 42.77 42.39 36,32
16x17 50.49 50.42 50.16 49.88 48.8Z 49.94 49.46 48.46 46.39 16x17  45.23 45.14 44.78 44.41 43.71 44.50 43.98 43.40 41,01
16x18 51.07 51.06 50.61 50.42 50.32 50.43 49.74 38.58 45.96 16x18  45.79 45.69 45.42 45.20 45.27 45.22 44.75 43.57 41.34
16x19 51.67 51.63 51.13 50.70 50.61 50.72 50.07 49.23 47.40 16x19  46.37 46.27 46.11 45.30 45.56 45.40 44.97 44.29 41.384
16x20 §2.18 52.11 51.48 51.40 51.36 51.42 50.92 50.02 47.59 16x20  46.97 46.84 46.63 46.12 46.22 46.18 45.64 44.89 41.82
17x17 51.00 51.04 50.83 50.15 50.15 50.15 50.13 49.51 44.19 17x17 45,17 45.17 45.01 44.20 4£4.20 44.20 44.20 44.13 38.21
17x18 51.74 51.68 51.37 51.12 50.28 51.12 50.52 49.51 47.40 17x18 46.54 465,46 45.90 45.70 45.19 45.70 45.28 44.47 42.04
17x19 52.30 52.31 51.91 51.67 51.61 51.62 51.09 49.87 48.15 17x19  47.10 46.98 45.61 46.40 46.57 46.44 45.97 45.04 42.76
17x20  52.87 52.84 52.32 52.07 51.83 52.09 51.23 50.39 48.51 17x20 47.65 47.58 47.34 46.84 46.85 46.90 46.09 45.36 42,92
18x18  52.32 52.32 52.05 51.54 51.54 51.54 51.19 50.73 45.50 18x18  46.47 46.47 46,31 45.70 45.70 45.70 45.35 45.34 39.88
18x19  52.9% 52.80 52.21 52.14 51.35 52.14 51.72 50.56 48.33 18x19  47.78 47.67 47.25 46.68 46.76 46.68 46.55 45.38 42.94
18x20  53.46 53.32 53.13 52.64 52.72 52.64 52.26 50.87 49.13 18x20 48.32 43.28 47.79 47.50 47.90 47.53 47,27 46.18 43.88
19x19  53.44 53.41 53.21 52.67 52.67 52.67 52.20 51.75 46.65 19x19 47,73 47.7)1 47.61 47.20 47.20 47.20 46.65 46.33 41.09
19x20 54,03 53.97 53.44 53.31 52.53 53.36 52.81 51.61 49.47 19x20 48.93 48.82 48.44 47.83 47.87 47,92 47,70 47.01 44.07
20x20  54.53 54.52 54.03 53.90 53.90 53.90 53.36 52.76 47.68 20x20 48.55 48.84 48.42 48.31 48.31 4B.31 47.85 47.21 42.13
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Una Cola Dos Colas
5-10% CSM CSM' (SZ CSF CSF' CSI CSH Csv  ¢sD 3-10% CSM CSM' CSZ CSF  CSF' ¢si CSH Csv (5D
5% 5 33.46 33.46 33.46 33.46 33.46 33.46 33.46 32.18 31.17 5x 5 25,14 25,14 25.14 25.14 25.14 25.14 25.14 25.14 16.67
5x & 36.46 36.46 36.46 35.43 33.18 35.43 34.17 34.17 34.17 S5x 6 28,58 28.58 28.53 28.53 27.10 28.53 28.53 27.99 27.99
5x 7 38.65 38.65 38.32 34.92 37.41 35.97 35.97 36.75 36.75 Sx 7 31.06 31.06 31.06 28.69 31.06 28.569 28.69 28.69 28.69
5x 8 39.35 39.87 39.87 38.77 39.87 38.77 38.77 37.51 37.51 5x 8  32.69 32.69 32.40 29.06 29.81 29.06 29.06 29.06 29.06
5x 9 40.79 40.79 40.41 40.41 38.79 40.41 39.88 39.12 39.12 S5x 3 33,97 34.30 33.59 32.24 32.94 32,94 32.94 31.19 31.19
5x10 41.73 41.73 41.73 41.73 40.73 41.73 40.77 39.83 35.84 5x10  35.26 35.26 35.26 34,38 35.26 34.38 32.50 32.50 27.39
Sx11 42.31 42,31 42.07 42.07 35.95 42.07 42.07 41.i3 40.46 5xil  35.93 35.93 35.81 34.65 35.81 34,58 34.68 33.92 32.13
5x12 42.87 42.87 41.35 42.21 40.79 42.21 42.21 41.83 41.30 5x12  36.37 36.37 36.35 35.22 36.35 34.55 35.22 32.66 32.66
5x13 43.45 43.45 39.84 43.04 41.79 43.04 42.40 41.75 41.49 5x13  37.22 37.22 36.71 35.50 37.13 35.50 35.84 33.74 33.13
Sx14  A4.01 43.82 40.76 43.24 44.00 43.24 42.57 42.06 41.63 5x14  38.26 38.26 37.40 36.79 37.37 36.79 36.01 35.13 33.79
5x15 44,52 44.35 40.63 44.41 41.51 44.41 43.64 42.93 40.24 5x15 38.68 38.68 37.34 37.07 37,07 37.07 37.07 36.98 32.12
Sx16 44,71 44.70 38.60 44,35 42.80 44.35 44,35 42.07 42.29 5x16 39.16 39.16 37.49 37.36 38.13 37.36 37.36 38.23 34.34
5x17 45.26 45.15 38.50 44.66 42.94 44.66 44.53 43.61 43.45 S5x17 39.58 39.55 37.96 37.39.39.05 37.39 37.44 35.33 34.50
5x18  45.51 45.25 38.19 45.51 44.23 45.51 44.42 43.64 42.83 5x18 20,09 40.09 38.25 38.32 39.84 37.71 38.32 37.08 35.04
gx19 45.84 45.29 37.55 45.57 43.36 45.57 44.72 44,24 43.56 5x19  40.17 40.17 37.37 38.58 40.00 38.18 37.82 36.81 35.14
5x20 46,01 45.75 37.07 45.73 44.44 45.77 44.98 43.79 41.42 5x20 40,62 40.54 36.76 38.94 40.13 38.06 38.23 37.87 33.94
6x 6 36.60 36.60 36.60 36.60 36.60 36.60 36.60 35.38 312.76 6x & 29.78 29.78 29.78 29.78 29.78 29.78 29.78 29.78 24.49
6x 7 40.65 40.63 40.65 40.06 38.04 40.06 39.27 39.27 39.27 6x 7 32.52 32.52 31.50 31.50 29.67 31.50 31.50 30.66 29.18
6x 8 42.00 41.64 41.43 30.95 41.35 40.95 39.52 38.59 38.57 6x 8 34.94 34,94 34.59 33.44 33.69 33.44 33.44 33.13 32.59
6x ¢ 43.64 43.64 43.07 41.40 43.43 41.99 41.99 41.05 40.01 6x 9 36.33 36.33 35.90 34.01 34.88 34.01 34.01 24.01 31.59
6x10 44.73 44,73 43.45 44.10 42.32 44.10 43.25 42.08 41.76 6x10 37.76 37.62 36.70 35.27 35.17 35.27 35.31 34.53 34.15
6x11 45.35 45.35 44.91 45,30 43.80 45,30 44.62 42.68 42.68 6x11 38.66 38.79 38.66 36,19 37.82 36.31 36.19 34.85 34.85
6x12 45.89 45.71 45.84 345.84 44.33 45.84 45,11 43.70 40.38 6x12 39.53 39.53 39.53 38.01 39.16 38.01 38,01 37.11 32.58
6x13 46.51 46.48 46.36 46.04 45.58 46.01 45,97 44.33 43.53 6x13  40.00 40.09 39.70 38.97 39.91 37.86 37,19 37.16 35.42
6x14  46.90 46.90 46.07 46.42 44.30 46.42 45.83 44.68 43,78 6x14 40,50 40.45 39.49 38.59 40.11 38.59 38.41 37.14 36.55
6x15  47.38 47.38 45.08 46.51 46.00 46.76 46.44 45.49 43,42 6x15  40.95 40.95 40.25 39.96 40.60 39.90 39.34 37.57 36.03
6x16  47.93 47.93 44,46 47.37 47.46 47.37 46.20 45.82 44.58 6x16  41.82 41.82 40.91 40.51 40.67 40.44 40.43 37.87 37.14
6x17  48.48 48.48 43.95 48.08 47.65 47.89 47.22 46.66 45.77 6x17 42,15 42.15 41.24 40,90 41.34 40.72 30.60 38.65 37.74
6x18  48.68 48.45 44,18 47.93 45.26 48.05 47.48 46.43 42.97 6x18  42.70 42.42 41.94 41.01 41.42 41,01 41.01 40.22 35.95
6x19  49.01 48.84 42.23 48.36 46.27 48.36 48.36 46.64 45.14 6x19 42,98 42.87 41.78 40.74 42.35 40.62 41.13 39.19 37.74
6x20 49.36 49.29 41.63 48.84 47.05 48.88 48.11 45.88 45.92 6x20  43.33 43.45 41.74 41.55 42.76 41.92 41,46 39.86 38.81
7x 7 40.55 40.55 41.70 41.70 41.70 41.70 41.70 41.70 34.02 7x 7 33.43 33.43 33.43 33.43 33.43 33.43 33.43 33.43 29.41
7x 8 44.18 44.07 44.18 42.73 42,06 43.30 42.83 42.81 42.38 I7x 8 36.37 36.37 36.16 35.25 35.09 35.25 35.25 32.63 32.63
7x 9 45,07 45.01 44.37 44,41 44,30 44.41 43.16 42.42 42.42 7x 9 38,32 38.05 38.32 37.41 37.72 37.41 36.55 35,03 24.89
7x10 45.40 46.32 45.98 44.85 45.80 44.85 44.20 44.20 43.88 7x10 39,66 39.66 39.47 38.31 38.78 38.31 38.31 348.21 36.25
7x11  47.70 47.61 47.52 45.95 47,07 46.32 46.05 44.83 44.83 7x11  40.28 40.21 40.43 38,66 39.59 38.66 37.93 37.86 36.63
7x12 47.89 48.26 47.56 47.20 46.00 47.58 47.22 45.68 45.34 7x12 41,42 41.38 40.89 39.31 40.37 39.44 39.19 38.28 37.22
7x13 48.90 48.61 48.53 48.58 47.40 48.55 47.46 45.87 45.63 7x13  42.18 42.18 41.87 40.31 41.61 39.80 39.80 38.88 38.19
7x14 49.47 49.35 49.14 49.26 47.76 49.26 48.86 47.35 43.93 7x14  41.94 41.94 42.14 40.68 41.87 40.68 40.01 39.71 35.24
7x15  49.78 49.78 49.36 49.18 49,21 49.51 49.18 47.03 46.57 7x15 43,39 43.38 43.19 41.87 41.75 41.87 41.20 40.17 38.99
7x16 50,39 50.17 49.30 49.86 49.78 49.86 49.15 47.29 47.10 7x16  43.87 43.74 43.73 A2.80 43.43 42.44 42.03 39.74 39.54
x17 50.69 50.60 49.52 50.09 48.62 50.09 50.08 4B.30 47.63 7x17  43.99 44,00 43.98 43.04 33.70 42.79 42.34 51.04 39.93
7x18 51.09 50.81 48.55 50.34 45,74 50.42 49.26 49.10 47.89 7x18  44.72 44.67 44.38 43.13 34.11 42.77 42.78 41.68 39.99
7x19 51.58 51.47 48.75 50.64 50.12 50.89 50.12 48.98 48.31 7x19  45.29 45.18 44.74 43.54 44.14 33.54 43.18 41.27 40.03
7x20  51.86 51.61 47,09 51.22 50.95 51.25 50.55 49.24 48.36 7x20 45.76 45.70 45.00 44.29 44.84 44.29 44.34 42,39 41,13
8x 8 44,37 44.37 44.37 44.37 44.37 44.37 44.37 44.37 36.70 8x 8 36.75 36.14 37.13 37.13 37.13 37.13 37.13 37,13 30.42
8% 9 46.87 46.74 47.03 46.00 44.61 46.00 45.73 44.60 44,34 8x 9 39,73 35.73 39.66 39.00 38.53 39.00 38.38 37.01 37.01
8x10 48.07 48.07 47.73 47.33 47.47 46.98 46.48 45.93 45.56 8x10  40.64 40,54 40.29 39.38 40.23 39.73 39.60 36.60 36.10
8x11  48.99 4B.98 48.72 47.63 48.21 47.63 456.94 46.67 46.40 8x11  42.14 41.87 41.94 40.99 41.68 40.99 40.99 39.38 38.22
8x12  49.96 49.94 48,48 48.54 49,02 48.54 48.18 47.53 45.84 8x12  43.03 42.90 42.27 41.73 42,32 41.73 41.09 40.74 37.39
8x13  50.88 50.85 50.13 49.38 50.41 49.76 49.36 47.75 47.75 B8x13  43.73 43.61 43.78 42.27 42.38 42.27 41.99 41.24 39.61
8x14 §1.39 51.19 50.04 50.45 49.16 50.55 50.06 48.20 47.89 8x14  44.32 44,53 34,21 42.25 43.35 42.25 42,42 41.14 39.50
8x15 51.81 51.59 51.29 51.51 50.25 51.51 50.25 48.72 48.60 8x15 45,16 45.16 44.97 43,36 43.93 43.36 42.86 42.36 40.83
axis6 52.26 52.20 51.92 51.66 50.B7 51.65 51.45 49.52 45,95 8x16  45.86 45.78 45.13 43,562 44.95 43.62 43.35 43.35 38.05
8x17  52.81 52.79 %2.41 52.50 52.11 52.58 51.95 49.88 49.50 8x17  46.35 45.35 45.20 44.58 45.59 44.58 43.06 43.00 41.30
8x1B  53.02 52.90 52.34 52.561 52.22 52.60 52.01 49.88 49,49 8x18  46.65 46.65 46.64 45.50 45.28 45.26 44.52 42.76 41.91
8x1% 53.38 53.08 51,67 52.82 50.38 53.17 52.06 50.57 50.16 8x19 47.03 46.90 45,86 45.87 46.38 45.63 44.8] 43.78 42.06
8x20  53.69 53.53 51.54 53.21 51.08 53.09 52.33 51.13 49.59 8x20  47.27 47.24 46.91 46.46 46.86 45.94 45.73 44.16 41.56
9% 9 48.05 48.05 47.48 47.78 47.78 47.78 47.78 46.29 21.58 9x 9 38.94 3B.94 37,84 37.94 37.94 37.54 37.94 37.94 30.90
9x10 49.31 49.11 49.31 48.99 47.23 48.99 48.02 46.20 456.05 9x10 42,36 42.17 42.01 41.63 406.06 41.63 40.80 39.94 39.16
9x11  50.57 50.37 50.27 49.65 49.87 49.65 48,76 48.25 47.85 9x11  43.16 43.13 42.99 42.19 42.48 42.19 41.65 39.25 39.25
9x12  51.51 51.51 50.51 50.07 50.28 50.09 49.59 49.03 47.42 9x12  43.76 43.53 43.79 42.42 43.19 42.51 41.73 40.95 39.60
9x13 52.08 51.84 51.30 50.65 50.73 50.65 50.24 49.69 49.16 9x13  45.38 45.29 44.99 44.25 44.20 44,25 43.60 42.25 41.06
9x14 52.81 52.78 51.98 51.68 52.19 51.68 51.30 50.05 49.71 9x14  46.05 45.99 45.93 44.81 44.63 44.81 44.67 43.75 41.48
9x15  53.55 53.25 52.50 52.47 50.87 52.64 52,01 50.57 49.53 9x15  46.73 46.75 45.83 44.83 44.89 44.88 34.88 43.69 41.39
9x16 53.92 53.92 52.99 53.27 52.21 53.24 52.34 50.77 50.30 9x16  47.27 47.27 46.83 45,71 45.17 45.44 45.24 44.60 42.51
9x17 54,34 54.30 53.34 54.02 52.82 54.09 53.31 51.30 51.24 9x17  47.79 47.69 47.45 45.84 46.01 45.46 45.36 44.92 42,87
9x18  54.75 54.66 53.93 54.28 53.38 54.34 53.35 51.65 48.54 9x18 48.36 48.32 47.77 46.83 47.49 46.63 45.97 45.92 40.96
9x19  55.18 55.03 54.82 54.85 54.41 54.85 54.17 52.36 51.68 9x19  48.78 48.78 48.54 47.09 47.91 46.92 46.55 45.65 43.43
9x20  55.47 55.36 54.98 54.84 54.56 54.77 54.47 52.29 52.02 9xZ0  49.10 4§9.10 48.89 47.41 48.35 47.41 47.30 46.03 44.47
10x10 50.01 49.93 50.18 49.77 49.77 49,77 49.77 48.19 44.06 10x10  41.98 41.72 341.67 41.21° 41.21 41.21 41.21 41,21 34.71
10x11 51.44 51.44 50.38 50.97 48.78 50.97 49.45 47.67 47.59 10x11  44.62 44,55 44.47 43.30 42.24 43.63 43.50 41.75 40.66



Cant. 8{ay )
Una Cola Dos Colas

5-10% CSM  CSM' (€SI  CSF  CSF* €SI CSH  CSV  CSh . 3-10% CSM  CSM' CSZ  CSF CSF' CSI  CSH CSY  CSD
10x12 $2.62 52.62 52.53 51.53 51.54 51.53 51.01 49.39 45.06 10x12 45,38 45.54 45.32 44.50 45.29 44.60 44.24 82.35 42.08
10x13  53.46 53.46 52.61 52.39 52.40 52.39 51.74 51.09 50.20 10x13  45.20 46.25 46.11 44.89 44,94 44.89 43.77 42.75 42,07
10x14 53.98 53.98 53.26 52.75 51.55 52.90 52.37 S51.71 50.58 10x14  47.04 47.16 46.97 46.18 46.41 46.27 45.54 44.47 42,92
10x15  54.51 54,43 53.30 53.36 53.40 53.36 52.86 51.81 50.00 10x15 47.96 47.78 47.78 46.79 46.42 46.65 46.33 44.70 42,12
10x16  55.28 54.99 53.80 54.47 54.66 54.29 53.57 §2.57 51.76 10x16 48,57 48.53 48.42 47.41 47.32 47.41 47.23 45.72 43.95
10x17 55,73 55.63 54.83 54.61 53.76 54.73 54.03 53.04 52.15 10x17  49.24 49.24 48.77 47.63 47.40 47.63 47.02 46.20 44.33
10x18 56,11 56.10 55.49 55.56 53.57 55.57 54.36 53.15 52.44 10x18 49.64 49.59 49.34 48.00 48.28 48.00 47.42 46.85 44.86
10x19  56.61 56.52 55.52 55.79 55.01 55.83 54.85 53.01 52.55 10x19  49.99 50.02 49.59 48.29 49.33 48.39 48.00 47.21 45.26
10x20  56.82 56.70 56.14 56.49 54.85 56.49 55.27 53.84 51.02 10x20  50.50 50.49 49.99 49.03 49.84 48.68 48.12 47.96 43.15
1Ix11  52.39 52.39 52.25 51.37 51.37 51.37 51.37 50.44 45.79 11x11  43.83 43.83 43,91 43.63 43.63 43.63 43.63 43.63 38.41
lix12  53.29 53.29 52.47 52.94 51.01 52.94 51.68 49,78 49.78 11x12 46,62 46.57 46,30 45.34 44.90 45.34 45,23 43.50 41.34
11x13 54.41 54.43 54.38 53.25 53.44 53.44 52,78 51.44 50.89 11x13  47.52 47.52 47.36 46.28 46.96 46.28 46.08 44.58 43.80
1lxl4 55.20 55.12 54.39 54.16 54,40 54,16 53.68 52.72 51.68 11x14  47.98 48.08 4B.01 46.97 47.567 46.97 45.00 45.04 43.81
11x15  55.70 55.70 55.05 54.45 54.50 54.45 54,19 53.32 52.29 11x15 48.73 4B.59 4B.68 47.48 47.77 47.48 46.98 45,95 44,61
lix16  56.27 56.10 55.52 55.22 55.33 55.33 54,61 53.46 52.82 11x16  49.68 49.59 49.36 48.36 48.69 48,50 48.07 46.20 45.22
1ix17  56.73 56.53 55.69 55.85 56.22 55.85 55.07 54.27 53.26 11x17  50.33 50.22 50.03 49.34 48.81 49.17 48.81 47.29 45.60
11x18 57.32 §57.16 56.43 56.53 56.50 56.53 55.78 54.58 53.84 11x18 50.78 50.76 50.50 49.57 49.25 49.57 48.95 47.79 46.02
1119 57.74 57.70 56.18 56.79 55.24 56.98 55.71 54.74 54,11 11x19 51.25 51.33 51.26 49.90 50.34 50.04 49.43 48,16 46.54
11x20  58.14 58.12 57.19 57.36 56.04 57.38 56.33 55.06 54.39 11x20  51.66 51.63 51.08 49.89 50.60 50.1) 49.88 48,67 46.47
12x12  §4.29 54.29 54,38 53.95 53.95 53.95 53.37 51.45 47.32 12x12  46.04 46.04 45.93 45.68 45.68 45.68 45.02 45.02 39.97
12x13  55.18 55.02 54.25 54.70 52.90 54.70 53.42 51.89 51.70 12x13  48.43 48.28 43.03 47.22 47.32 47.22 47.17 45,51 43,75
12x14  56.02 56.07 55.1i1 54.90 54.85 54,90 54.19 52.66 51.91 12x14  49.23 49.10 49.11 48.20 48.86 48,02 47.56 46.21 44.91
12x15  56.77 56.67 55.90 56.02 55.61 55.87 55.30 53.94 §2.50 12x13  49.95 49,97 49.79 48.91 49.46 48,76 47.73 47.20 44.79
12x16  57.26 57.24 56.70 56.22 55.87 56.27 55,55 54.54 52,87 12x16  50.49 50.19 50,05 49.22 45.60 49.2% 48.33 47.86 45.15
12x17 57.76 57.68 56.96 56.68 56.70 56.70 56,12 55.01 54.03 12x17 51.23 51.14 50.74 50.04 50.35 50.06 49.68 47.92 46.56
12x18  58.19 58.03 56.95 57.43 57.05 57.28 56.54 55.31 53.25 1Zx18 51.80 51.71 51.50 50.79 50.99 50.67 50.24 48.71 45.69
12x19 S58.66 58.40 57.42 57.83 58.18 57.76 57.29 56.07 55.10 12x19 52.32 52.15 51.92 51.21 50.84 51,17 50.54 49.33 47.59
12x20  59.13 59.01 57.71 58.47 56.67 58.31 57.28 56.33 54.69 12x20  52.76 52.76 52.09 51.60 51.68 51.60 51.13 49.75 47.15
13x13  55.92 55,92 55.80 55.71 55.71 55.71 54.61 53.43 48.71 13x13  48.06 47.88 48.10 47.94 47.94 47.94 47.50 46.9] 41,23
13x14  56.70 56.63 55.96 56.06 54.61 56.06 54.79 53.60 53.15 13x