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Introducción

Esperoque misconferenciaspuedaninteresar a ingenieros,físicosy astrónomosasz

como a los matemáticos. Si uno acusasea los matemáticosde ser una clase que

ignora los problemas matemáticosde la física modernay la astronomía, se podría

quizás, con no menosjusticia, acusara físicos y astrónomosde ignorar a los depar-

tamentosde matemáticapura los cuáleshan alcanzadoun alto grado de desarrollo

y estan preparadospara ofrecer un valioso servicio a la física y a la astronoraza.

La mayor necesidaddel presentede la ciencia matemáticaes que la ciencia pura y

aquellosdepartamentosde cienciasfísicas, en los que ésta encuentresu más impor-

tante aplicación, debenser conducidosuna vezmás en la más íntima unión como

se probó en el fructífero trabajo de Lagrangey Gauss. Feliz Klein, 1896.

En la secciónV de la “Mécanique Analytique» (1788) de 3. L. Lagrangeaparecedescrita

la diferenciaentrela energíacinética y potencial, L = T — y, que hoy día es conocidacomo

la función lagrangianao, de forma abreviada,el lagrangiano.Tambiénaparecenlas ecuaciones

del movimientoen la forma queconocemoscomoecuacionesde Euler-Lagrange:

Resaltamos,para destacarestafundamentalcontribuciónde Lagrange,el siguientepárrafode

su libro:

No se encontraránfiguras en esta obra. Los métodosque expongo no necesitan

construcciones,ni razonamientosgeométricoso mecánicos,solamenteoperaciones

algebraicas,sujetasa un procesoregular y uniforme. Aqudlosa quienesles gusteel
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Análisis, verán con agrado comola Mecánica seconvierte en una nuevarama suya,

y me estarán agradecidospor haber extendidoasí esta materia. J. L. Lagrange,

1811.

La formulaciónactualtienesupuntodepartidaen Poincaré. Él imaginóun sistemadinámico

comoun campode vectoresen un espaciodefases,cuyasoluciónes unacurvatangenteen cada

uno de suspuntosal vectorbasadoen el punto. Se asocióde un modonaturalunaestructurade

variedaddiferenciableaesteespaciode fasesT’Q que ademásestabadotadode unaestructura

geométricamuyespecial,llamadaestructurasimpléctica.Puestoqueunavariedaddiferenciable

no admite,en principio, un sistemaglobal de coordenadas,se hacía evidentela necesidadde

encontrarun análisis intrínseco paradescribir un sistemadinámico. Ya en las leccionesde

Cartanaparece,por primeravez, unaformulaciónintrínseca,y no variacional,de las ecuaciones

de ladinámica. Másrecientementelos trabajosdeLichnerowicz,Gallisoty J. Klein evidenciaron

quela geometríadiferencial es el marcoadecuadoparala formulaciónde la mecánica.

De estemodo, el marco geométriconaturalparael estudiode la mecánicaclásicaes,sin

lugara dudas,la geometríasimpléctica.Generalizacionesposterioreshacentambién uso de la

geometríacosimpléctica,geometríapresimplécticay geometríarnultisimpléctica.

Existen dosaproximacionesprincipalesa los sistemasdinámicosqueseránusadascon pro-

fusión en estamemoria:

1. la aproximaciónlagrangiana,

2. la aproximaciónhamiltoniana.

El estudiose inicia partiendode un espaciode configuraciónQ quees unavariedaddiferen-

dablecón dimensiónfinita n y con coordenadaslocales (0).
Si elegimosla formulaciónlagrangianadebemosconsiderarunafunción L : TQ —. R en el

fibrado tangenteTQ (espaciode fasesde las velocidades)llamadafunción lagrangianao, más

brevemente,lagrangiano.En el casomas favorable(el regular),unavez elegidoel lagrangiano

y haciendouso de la geometríacasi-tangentedel fibrado tangente, podemosconstruir una

estructurasimplécticaen TQ, a partir de la cual definimos un campode vectoresen TQ, ~¡¿,

quedeterminala solución de la dinámica. De hecho, este campode vectoreses unaecuacion

diferencial de segundoorden (abreviadamenteunaSODE).

vn’
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Si elegimosla aproximaciónhamiltoniana,la formulaciónse haceen el fibrado cotangente

TSQ (espaciode fasede momentos)que tiene la ventajade contarcon unaforma simpléctica

canonica.Utilizando las técnicasde cálculo diferencial sobrevariedadesse obtieneuna formu-

lación intrínsecade las ecuacionesde Hamilton.

Estasaproximacionesse puedenestudiarindependientementeperoambasestánrelacionadas

por la transformaciónde LegendreLeg : TQ —~ TtQ.

En estamemoriase haráun estudiode los sistemaslagrangianosde orden superior,sistemas

lagrangianosdegeneradosy sistemaslagrangianossujetosa ligadurasno-holonórnicas.

Uno de los aspectosque serán tratadoscoñ mayor detalle es el estudio de las simetrías

de la solución de la dinámica, quecomo ya hemosdicho es un campoen el espaciode fases

correspondiente.Unasimetríaes unatransformaciónque dejainvarianteestecamposolución.

Paranosotrosserámásinteresanteel estudiode las simetríasinfinitesimales,es decir, aquellos

camposde vectorescuyo flujo estáformadopor simetrías.Clasificaremoslas simetríasen dos

clases principales: simetríasinfinitesimalespuntuales(camposde vectoresdefinidosen Q) y

simetríasinfinitesimalesde tipo no puntual u “ocultas” (camposdefinidosen TQ).

Uno de los aspectosfundamentalesdel estudiode las simetríases obtenerla relación con

las constantesdel movimiento. Estetipo de relacionesse conocencomo teoremasde Noether:

‘t.. tratando con4ruposarbitrarios de dimensiónfinita — o infinita — en el sentidode

Lie, y revelandolas consecuenciasde cuandoun principio variacionales invariante

por este grupo. El resultado general contiene, como casos especiales,los teoremas

de primeras integralescomo son conocidosen mecánicay, además,los teoremasde

conservacióny las dependenciasentre las ecuacionesde campo en la teoría de la

relatividad —mientraspor otro lado, el recíproco de estosteoremases dado. E.

Noether, 1919.

A lo largo de estamemoria obtendremosvarios teoremasde Noether, entendiéndoloscomo

relacionesentrelas simetríasinfinitesimalesy las constantesdel movimiento (funcionesqueson

constantesa lo largo de las curvasintegralesdel camposolución de la dinámica).

Otro de los aspectosmásinteresantesde estamemoriaresideen resaltarel interés de las

estructurascasi-productoen el estudiode los sistemasdinámicos. Usaremoslas estructuras

casi-productoen dos aplicacionesen principio muy diferentes. Por una parte, se estudia la

ix
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teoría de ligadurasde Dirac y Bergmann[381(globalizadapor Gotayy Nester [49, 51])) para

sistemaslagrangianosdegeneradosutilizando ciertasestructurascasi-productoadaptadasa la

forma presimplécticaobtenidaapartir del lágrangiano.Por otra parte,usandolas estructuras

casi-producto,obtenemosresultadosde gran interés para el estudio de sistemasdinámicos

sujetosa ligadurasno-holonómicas.

El contenidode la memoriase divide en tres partes.

1. En la primerapartese obtiene unaclasificacióncompletade las simetríasde un sistema

lagrangianoregular de orden superior,y se encuentrandiferentesrelacionesentresimetríasy

constantesdel movimiento (Teoremasde Noether). Una de las dificultadesparaobteneresta

generalizaciónresideen queel lagrangiano,en el casoautónomo,es unafuncióndefinidaen el

fibrado tangentede orden k mientrasqueel campode vectoresquedeterminala dinámicaestá

definidoen el fibrado tangentede orden 2k — 1. Estaclasificaciónextiendela obtenidapor O.

Prince ([116, 117]) parasistemaslagrangianosde orden 1.

Distinguimosdos casos:

1. Caso autónomo.

Un lagrangianoautónomodeorden k es unafunción L L(q~,qj4, ... A) que dependede

las coordenadasq¿~ y de sus derivadashastael orden k. De hechousandofibrados tangentes

de orden superiorse puedeconsiderarL como unafunción L : TkQ —* R. Además,decimos

que L es regular si la matriz hessiana(~~j’~) tiene rango maximo. Denotamospor E¡, la

energíaasociadaal lagrangianoL (función en T2k1Q), ~L la 1-forma de Poincaré-Cartany

WL = —dcxL la 2-forma de Poincaré-Cartan(formasen T2kIQ). La ecuacióndel movimiento

es:

%XWL = dEL.

ComoWL es simpléctica,existe un único campode vectores¿L en T2k.1Q, quesatisfaceesta

ecuación.¿Lesel campode vectoresdeEuler-Lagrange.Además,‘fL es unaecuacióndiferencial

deorden2k y sussolucionesson precisamentelas solucionesdelas ecuacionesdeEuler-Lagrange

paraL.

Sedice queunafunciónf: T2klQ —* Resunaconstantedelmovimientode¿L si EL! = 0.

Si X es un campode vectoresen Q, denotamospor su elevaciónnaturala§PQ (véanse

[107, 153]).

x
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Distinguimoslos.siguientestipos de simetríasinfinitesimalespuntualesdel sistemalagran-

giano definidopor L. SeaX un campode vectoresen Q.

1. Se dice queX es unasimetríade Lie si [EL,X(
2k12k1)] = O

2. Se dice queX es unasimetríade Noethersi Lx<2k...t2k...1)czc es exacta(de otra manera,

LX<2*...I,2k...,)&L = df) y X(2k12k1)EL = O.

3. Se dice queX es unasimetríainfinitesimal de L si X(kk)L = O.

Obtenemos~tambiénuna clasificación de las simetríasinfinitesimalesde tipo no puntual.

SeaX un campode vectoresen T2kIQ.

1. Se dice que & es unasimetríadinámicasi [EL,Ñ] = 0.

2. Se dice que Ñ es una simetríade Cartan si LgQL es exacta,es decir, LgctL = df y

ÑcL = O.

Tambiénse obtienelas siguientesrelacionesentreellas:

1. Una simetríade Noetheres unasimetríade Lie.

2. Una simetríainfinitesimal de L es unasimetríade Noether.

3. Una simetríade Cartanes unasimetríadinámica.

4. Si X es unasimetríade Noether,entoncesX(2k12k1) es unasimetríade Cartan.

5. Si X es unasimetríade Lie, entoncesX(2k1,2k1) es unasimetríadinámica.

Como principal resultadoobtenemosel siguienteteoremade Noether:

Teoremade Noether: Si X es una simetríade Cartan, con LgQL = df, entoncesf — ct¡}X)

es una constantedel movimiento:Recíprocamente,si f es una constantedel movimientoy Z

es su campode vectoreshamiltoniano en
12k.1Q, izwL = df, entoncesZ es una simetría de

Cartan.

Tambiénse estudiandetalladamentelas simetríasdeun sistemahamiltonianoparaencontrar

definiciones similarespara la contrapartidahamiltonianadel sistemalagrangianodado y la

relaciónentreellas.
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2. Caso no-autónomo(o dependientedel tiempo).

En primer lugar, estudiamosla simetríasde los sistemashamiltonianosdependientesdel

tiempo. Comenzamosconsiderandounavariedadcosimpléctica(M, Q,q) en laqueintroducimos

la dinámicaa partir de una función hamiltonianaH E C¶M). Basándonosen este análisis

podemosestudiarlas simetríasde un sistemalagrangianodependientedel tiempo.

El espaciodeevoluciónde unavariedaddiferenciableQ es lavariedaddiferenciableJk(IR,Q)
de todos los k-jets, j~a, de aplicacionesa : R —. Q. Un lagrangianodependientedel tiempo

de orden k es unafunción L : Jk(R,Q) —. IR. Denotamospor EL la energíaasociadaa L

y por O,, y Q,, = —dO,, las correspondientesformas de Poincaré-Cartan.Todasellas están

definidasen J2kl(R,Q). Las ecuacionesglobalesdel movimiento son:

ix’!?,, = O , ixdt = 1

Como (f?L,dt) define unaestructuracosimplécticaen J2kl(R,Q), existe un único campode

vectoresEL en J2kl(R,Q) satisfaciendola ecuaciónanterior. Llamaremosa EL el campo de

vectoresde Euler-Lagrange.EL es unaecuacióndiferencial de orden 2k y las solucionesde EL

son las solucionesde las ecuacionesde Euler-Lagrange.

Se dice que unafunción f : J2k¶(IR,Q) —~ IR es unaconstantedel movimientode ¿j, si

EL! = 0.

Si X es un campode vectoresen R x Q denotamospor X(r,r) la elevacióncompletade X a

JT(R,Q) (véase[124]). SeaX un campode vectoresen R x Q y dT el operadorde Tulczyjew.

Obtenemosla siguienteclasificaciónde las simetríaspuntuales:

1. Se dice que X es unasimetríade Le si

= dT(r)E

conr = dt(X).

2. Se dice queX es unasimetríade Noethersi

LX(2k.1.2k.1)OL = df,

xii



paraalgunafunción f en J
2kl(R,Q).

3. Se dice queX es unasimetríainfinitesimal de L si

x(kk)(L) = dT(r)L,

conr = dt(X).

Clasificamostambiénlas simetríasno necesariamentepuntuales.SeaX un campode vec-

toresen J2k—l(R,Q).

1. X se dice que es simetríadinámicade EL si

[E,,,Ñ]=

con T = dt(Ñ).

2. X es unasimetríade Cartansi

L~G,, = df,

paraalgunafunción f en J2kl(R,Q).

Se obtienenlas mismasrelacionesqueen el caso autónomoentre todas estassimetríasdel

sistemalagrangiano.

Asimismo,se encuentrael siguienteteoremade Noether:

Teorema de Noether: Si X es una simetría de Cartan (como en la definición anterior)

entoncesF = f — Q,,(X) es una constantedel movimientode ~j. Recíprocamente,si E es una

constantedel movimientode EL existeun campode vectoresZ en J2k1(R,Q) de modo que

izO,, = dF.

Así, Z es una simetría de Cartan y cadacampode vectoresZ+9EL cong : J2kí(R,Q) —~ R

es tambiénuna simetría de Cartan.

Tambiénestudiamoslas simetríasde la contrapartidahamiltonianay la relaciónentreellas

a travésde la aplicaciónde LegendreLeg : J2kl(R,Q) —.. IR x T(TkIQ).
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II. La segundapartede lamemoriaestádedicadaal estudiode los sistemaslagrangianosde-

generados.Comoantes,obtenemosunaclasificacióncompletade las simetríasy se demuestran

varios Teoremasde Noether. La herramientamatemáticafundamentalseráen estecasolageo-

metríapresimpléctica.Introducimosademásun conceptoqueseráfundamentalen los capítulos

sucesivos:el de estructuracasi-producto.A grossomodo,unaestructuracasi.productoen una

variedaddistinguedos distribucionescomplementarias.

1. Clasificación de simetríasparasistemaslagrangianosdegenerados.

Consideremosun sistemapresimpléctico(M,w,a) siendow una2-forma cerradade rango

constantey a una1-forma cerrada.Cuandose éstudianlas solucionesde la ecuación

= a,

es posiblequeéstasno esténbien definidasmás queen unasubvariedadM~ (variedadfinal de

ligaduras)de M. La subvariedadM~ es el résultadode aplicarel algoritmode Gotayy Nester

a la ecuaciónanterior. Nuestroestudiode las simetríasy constantesdel movimiento siempre

estaráreferidoaestasubvariedadM1.

Empecemos,primero, considerandouna estructurapresimpléctica(Mj,jw,jya) donde

Mj —* M es la inclusiónde Mj en M. Definimos los conjuntos:

XWMI(M!) = {XEX(MÍ)IixwM1=aM,1,

Xw(M,) = {X E X(M~) ¡ (ixw = ~)/M, }

Introducimoslas siguientesdefinicionesde constantesdel movimiento:

1. Una función E : —. IR es una constantedel movimiento de una solución ~ E

y/Mf(M1) si ~E = 0.

2. Una funciónE : —~ IR es unaconstantedel movimientode XWMI(M,) si verifica que

yjJMI(M)F 0.

3. UnafunciónE: —* Resunaconstantedel movimientodeXw(M¡) si Xw(Mj) E = 0.

SeaX un campode vectoresen M1. Se obtienelos siguientestipos de simetríasinfinitesi-

males:
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1. X es unasimetríadinámicade E si [X,E]= O.

2. X es unasimetríadinámicade XWMI(MÍ) si

[X,XWMI(MÍ)] C kerw~w
1

3. X es unasimetríadinámicade X”’(MJ) si

[x,r(M~)] c kerwflTMj.

4. X es unasimetríade Cartan de (M,WMJ,aMJ) si

ZXWM,dG e ~X¿YMJ=O.

Encontramostambiénel siguienteteoremade Noether:

Teoremade Noether: Si X es una simetría de Cartan de (M1 ,WMJ,&M1), entonces G (de

la definición anterior) es una constantedel movimientode XWMI(M,). Recíprocamente,si O -

es una constantedel movimientode ltMf (Mf), entonces existe un campo de vectores X en Mf

tal que

iXWM1 = dO,

y, además,X es una simetría de Cartan y cadacampo de vectoresX + Z, conZ E kerwM1, es

tambiénuna simetría de Cartan.

A continuación,consideramosun lagrangianodegeneradoL : TQ —* IR y estudiamoslas

simetríasinfinitesimalesdel sistemapresimplécticoparticular (TQ,wL,dEjj. En este caso,

introducimos también las definicionesde simetríasde Noether y del lagrangianocomo en el

casoregular.

Suponemosque el lagrangianoes casi regular paraestudiarlapartehamiltoniana. En este

caso, Leg(TQ) = M1 es unasubvariedaddiferenciabley Jleg es una submersiónsobre 1V11.

Estudiamoscomoen los dos capítulosanterioresla relaciónentrelas simetríasde ambasformu-

laciones: lagrangianay hamiltoniana. Por otro lado cuandáse estudiaun sistemalagrangiano

xv
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degeneradono es posible garantizarque en la subvariedadMj las solucionesde la dinámica

verifiquen la condición de ecuacióndiferencial de segundoorden ((JX)(x) = 0(x), x E Mf,

siendoJ y O la estructuracasi-tangentecanónicay el campo de LiouviUe de TQ, respectiva-

mente). Pararesolver esteproblema, nos restringiremosa una subvariedad5 de My donde

se garantizala existenciade al menosuna solución de la dinámica queverifica la condición

de ecuacióndiferencial de segundoorden. Estudiamostambién la simetríasy constantesdel

movimiento en la subvariedad5 de M1.

El restodel capítulose dedicaaaplicarestosresultadosadistintos casosparticulares:

1. Dinámica hamiltonianageneralizada.Dado un lagrangianoL : TQ —. IR es posible

definir unaestructurapresimplécticaen la sumade Whitney T
tQ eTQ. Estaconstruc-

cion es tambiénconocidacomo formulación de Skinnery Rusk [133, 134]. Encontramos

relacionesentrelas simetríasde este sistemapresimplécticoy las obtenidasa partir del

lagrangianoL en TQ.

2. Lagrangianosafines en las velocidades.Si en Q tenemosuna1-forma g y unafunción it

de módo qued~ seasimplécticaes posibledefinir un lagrangianodegeneradoL = 4 + hv.

Relacionamoslas simetríasde ambossistemas:simplécticoen Q y presimplécticoen TQ.

3. Reducción de sistemaslagrangianosdegenerados.Dado un lagrangianodegeneradoL

es posible definir, bajo condicionesadecuadas,la variedadcocienteTQ¡ kerwL que es

simpléctica.En estasecciónse relacionanlas simetríasinfinitesimalesde ambossistemas.

4. Grupos de Lie de simetrías. Dada una acción presimplécticade un grupo O sobre Q
de modo quesu levantamientocompletodeje al lagrangianodegeneradoL invariante,es

posibleencontrarconstantesdel movimientoparael sistemapresimplécticoapartir de la

aplicación momento.

Finalmente, se obtiene la clasificación de las siníetríasinfinitesimalespara sistemaspre-

cosimplécticos. A partir de estos resultadosse puedeobtenerde un modo muy sencillo la

clasificaciónde las simetríasparael casode lagrangianosdegeneradosdependientesdel tiempo.
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2. Estructuras casi-producto asociadasa sistemas presimplécticos

Se introducen las estructurascasi-productoE, con proyectoresA y 6 adaptadasa una

variedadpresimpléctica(M,w) (una de las distribuciones1mB es la distribucióncaracterística

de la forma presimpléctica).Si estaestructuraes integrablela variedadpresimplécticaestará

dotada,de un modonatural,de un corchetede Poisson.Aprovechamosestehechoparaobtener

un procesode reduccióndePoissonde variedadespresimplécticas.Parahaceresto,supondremos

que existe unaestructuracasi-productointegrableque estáadaptadaa w y es invariantepor

un grupo de Lie de simetríasO que actúapresimplécticamenteen iW. Si todos los campos

de vectoresEM pertenecena la distribución regulár y y es un valor regular de la aplicación
J-’Qi

)

momentoJ M —* g~, entoncesel espacioreducidoM~ = estadotadode una forma
CM

presimplécticareduciday de unaestructuracasi-productoreducidaque definen precisamente

el corchetede Poissonreducidoobtenidoa partir del corchetede Poissoninducidoen ~VI.En

definitiva, obtenemosel siguienteresultado:

Teoremade reducción presimpléctica:Sea(M,w) una variedadpresimplécticadotadade

una estructura casi-producto integrable E adaptada a w y sea O un grupo de Lie actuando

presimplécticamenteen M. SeaJ : M —* una aplicación momentoequivariantepara esta

acción. Supondremostambién que (.A,B) es O-invariante y EM E ImA, V~ e g. Supongamos

quey E g es un valor regular de J y que el grupo de isotropía Q actáa libre y propiamente

en J1(p). Entonces,la variedad cocienteM~ estáprovista de una ánica forma presimpléctica

w~ tal que 7r~w~ = i>a, y una dnica estructura casi-productoE
4 adaptadaa w4 de modo que

el corchetede Poissoninducido { , }~ coincide con el corchetede Poisson{ , },. obtenido a

partir de la reducciónde Poisson.

Paraintroducir la dinámica en este estudio,suponemosprimero que existe una función

hamiltonianaH que es O-invariantede tal modo que el sistemapresimpléctico(M,w,H) ad-

mite una dinámicaglobal, o, en otraspalabras,no existenligaduras secundarias.Entonces,

obtenemosla dinámicareducida. Si hay ligadurassecundarias,desarrollamosel algoritmo de

ligadurasy asíobtenemosunavariedadpresimplécticacon dinámicaglobal.

3. Sistemaslagrangianos degeneradosy estructuras casi-producto.

Se reformula la teoríaclásicade Dirac-Bergmann(véase[38]) en términos de estructuras
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casi-producto.Dado un lagrangianodegeneradoL TQ —~ R casi regular,podemosdefinir

unaestructurapresimpléctica(Mi,wi,dhi) en M1 dondew1 es la restriccióna M1 de la forma

simplécticacanónicade T*Q y it, la proyecciónde la energía.SeaH unaextensiónarbitraria

de it1 a TQ y XH su campo hamiltonianorespectode la estructuracasi-productocanónica

de T*Q . Si M1 es la variedadfinal de ligaduras,es decir, solamentehay ligadurasprimarias,

aprcivechandola clasificaciónde las ligadurasen primerao segundaclase,obtenemosel siguiente

resultado:

1. Si únicamentehay ligadurasde segundaclasepodemosconstruir una estructuracasi-

producto (P, Q) en T*Q de modo que: (P(XH)),tM es la única solución de la ecuación

ixwí = dli,.

2. Si únicamentehay ligadurasde primeraclasese fija el “gauge” considerandounaestruc-

tura casi-producto(Á1,B1) en M1 adaptadaa la forma presimplécticaw1. Una solución

de la dinámicaes Aí(XH,,M).

3. Si M, tiene ligadurasde primeray segundaclasese puedeconstruir Ja estructuracasi-

producto (P, 9) en T*Q y se fija el “gauge” eligiendo una estructuracasi-producto

(A1,B,) en M1. Una solución de la dinámicaes A1

De un modo similar se construyenestructurascasi-productoadecuadasen el caso en el que

aparecenligadurassecundarias.

Caracterizamostambiénlas estructurascasi-productoen TQ que son Legendre-proyectables

y estudiamosel problemade la condicióndeecuacióndiferencialde segundoorden. Retomamos

el ejemplode los lagrangianosL afines en las velocidades.En este caso,unaestructuracasi-

productoadaptadaaWL no es nadamásqueunaconexiónen el sentidode Ehresmann.

III. En la tercerapartede la memoria,se introducenligaduraso restriccionesen los sistemas

lagrangianos.Estetipo de ligadurasha sido estudiadasampliamenteen el contextodel Cálculo

de Variaciones(véanse[44, 119, 1231). Nosotrosseguimosel procedimientoclásicode introducir

estasligaduras en las ecuacionesdel movimiento del sistemaa través de multiplicadoresde

Lagrange,siguiendoaCariñenay Rañada[25, 118].
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1. Sistemaslagrangianosno-holonómicosy estructurascasi-producto.

Consideremosun lagrangianoregular L : TQ —.. R sujetoaun sistemade ligadurasno-

holonómicas{&}:

= ft~ + 1< , localmente ~¿ = (g1)~(q)4A + h¿(q)

donde¡i~ y it, son 1-formasy funcionesen Q, respectivamente.Las ecuacionesdel movimiento

del sistemasujetoa las ligadurasson:

{ iXWL = dE,, + fl4’,
dq54X) = 0,

dondep~ i~~gj (rq : TQ —. Q es la proyeccióncanónica)y la funciones>0 son los mul-

tiplicadoresde Lagrange. Considérenselos camposZZÍWL = y la matriz O con elementos

C~i = Z~).

Si la matriz O es regular construífflos unaestructuracasi-producto(P, 12) en TQ de modo

que la proyeccióndel campode vectoresde Euler-Lagrange,P(EL), determinala solución de la

dinámicadel sistemasujetoalas ligaduras{~í}. Estaestructuracasi-productoes:

12 = C’-’Z~ ® d~,

y P = id — 12, donde0” son los elementosde la matriz inversade 0.

En el casode quela matriz O no searegularencontramosun algoritmosimilar al de Dirac-

Bergmannquenos permiteobtenerunasubvariedadfinal deligadurasdondeexistensoluciones

consistentesde la dinámicaconstreñida.Asimismo, construimosunaestructuracasi-producto

quenos permiteobtenerpor proyecciónla. solución de la dinámica.

El casode un sistemasujetoa ligadurasholonómicash1 E C
00(Q), (1 -C i S m), con m~cn

se estudiacomoun casoparticulardel casono-holonómico,dondelas ecuacionesdel movimiento

sonahora:

I iXWL = dE,, + >,‘dh~,

dh~(X) = 0,

dh~(X) = 0.
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Obtenemosunaglobalización de los resultadosanteriorespara sistemaslagrangianoscon

ligadurasno-holonómicaslineales en las velocidades. Consideramosunadistribución D en Q

localmentegeneradapor la anulaciónde las 1-formasgj y sus levantamientosDv y aTQ.

En estecasolas ecuacionesdel movimientoson:

dE,,) e I(DV),{
dondedenotamospor I(flV) el anuladorde Dv. En el caso regular se construyeunaestruc-

turacasi-productoque nos permiteobtenerpor proyecciónla solución de la dinámica. Como

aplicación estudiamosun problemaclásico de Syngey Vráncenau(véanse[138, 147]). Consi-

deremosunavariedadde RiemmanQ con métricag y conexiónde Levi-Civita V. SeaD una

distribución en Q. Se trata de obtenerunanueva conexiónlineal V~ en Q de modo quelas

geodésicasde V sean las solucionesdel problemavariacionalsujeto a las ligaduraslineales

determinadaspor la distribuciónD.

Se estudiatambién la formulación hamiltonianay la equivalenciade ambosformalismos

cuandolos sistemasestánsujetosa ligaduras. Por, último generalizamosesta técnicaparael

casodependientedel tiempo.

Aplicamoslas técnicasdesarrolladases estecapítuloacuatro interesantesejemplos:

1. Disco rodandosin deslizamiento,

2. Trineo de Caplygin,

3. Movimientode dos partículasde masaidéntica,unidaspor un segmentode longitud fija,

en un plano verticalen la que la velocidaddel puntomedio estádirigida en la dirección

del segmento.

4. Sistemade N-partículas.

2. Un algoritmo de ligadurasparasistemaslagrangianosdegeneradossujetosa

ligaduras no-holonomicas.

En el último capítulode la memoriaestudiamosel casode sistemaslagrangianossingulares

conligadurasno-holonómicas.Seobtieneun algoritmosimilar al deGotay-Nesterparasistemas
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libres. Si llamamosP1 aTQ entoncesconstruimosla sucesiónde subvariedades:

donde,1’1 es

1’i = {x E TQ ¡ <dE,, + )O¡4’ ,kerw,,>(x) = O, ~«x) = O}

paraalgunosvaloresde los multiplicadoresde Lagrange>0. Paratodo k > 1, se obtiene

- Ék+1{xEÉkI<dEL+AtMY,TPt>(x)0},

donde

T~Pt = {V E T~TQ IWL(X)(U,V) = 0, Vu E T~Pk 1

Si este algoritmo se estabiliza,estoes,si existeun enterok tal que Pk =
tk+l, y dimPk > 0,

obtenemosuna variedadfinal de ligaduras P,~ dondeexisten solucionescompletamentecon-

sistentesde la dinámica. Analizamostambién las simetríasy constantesdel movimiento el

formalismo hamiltonianoy el problemade la condición de ecuación diferencial de segundo

orden.

Se construyenestructurascasi-productoadecuadas,que nos permiten fijar la dinámicadel

sistemasujetoa ligaduras,en el casode que el sistemalibre admitaunadinámicaglobal.
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Parte 1

SISTEMAS LAGRANGIANOS DE

ORDEN SUPERIOR
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Capítulo 1

Sistemas lagrangianos autónomos

Existen varios ejemplos clásicosen los que aparecensistemasmecánicosdefinidos por una

función lagrangianade orden superior.Por ejemplo,un lagrangianode segundoorden aparece

en la teoríadevigaselásticas[1, 5, 62] y en el movimientode unapartícularotandoalrededorde

un punto quese trasladaasu vez (véanse[31, 120]). El último ejemplopuedeser generalizado

aunapartícularelativistaclásicacon 5pm (véase[121]). Todosestossistemaslagrangianosson

regularesy, en ellos, van a aparecersimetríasinfinitesimales.

En estecapítuloobtenemosunaclasificaciónde las simetríasinfinitesimalesde un sistema

mecánicode orden superiory derivamos,de un modo natural,apartir de ellas, las correspon-

dientesconstantesdel movimientopor el procedimientousual en los Teoremasde Noether[72].

Dividimos esteestudioen dos partes. En la primeraparte de este capítulo, estudiamoslos

sistemaslagrangianosautónomos(véase[69]), y el segundocapítulolo dedicaremosal casono

autónomoo dependientedel tiempo (véase[70]).

Usatemosla formulaciónsimplécticapara mecánicade orden superior establecidapor de

León y Rodriguesen [81, 82] (véansetambién [35, 144]). La teoría de levantamientosde fun-

cionesy camposde vectoresa fibradostangentesde orden superior,desarrolladapor Morimoto,

Yano, Ishiharay otros (véanse[107, 153]), seráutilizadacon profusión.

Se obtieneunaclasificaciónde las simetríasinfinitesimales. Lasdividimos en dos categorías:

simetríaspuntuales(simetríasinfinitesimalesdel lagrangiano,simetríasde Noethery simetrías

de Lie) y simetríasinfinitesimalesno puntuales(simetríasde Cartany dinámicas). Se estudian

las relacionesentreellasy se obtienenlas correspondientesconstantesdel movimientoapartir
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de las simetríasinfinitesimalesdel lagrangiano,simetríasde Noether y simetríasde Cartan.

Estaclasificación es la extensiónnaturalde la obtenidapor Prince [116, 117] (véansetambién

Crampin [32] y de León y Rodrigues[90]). Probamos,además,que las simetríasde Cartan

son precisamentelos camposhamiltonianoscorrespondientesa las constantesdel movimiento

(véanse[30, 35]). Por otrolado, mostramoscomose obtienenlagrangianosalternativosparala

dinámicaapartir de un lagrangianoy unasimetríade Lie.

El primer capítuloestá organizadodel siguientemodo. Las Secciones1.1 y 1.2 estánde-

dicadasa unabreve introducciónde la formulacióngeométricade la mecánicalagrangianade

ordensuperior. La clasificacióndesimetríasinfinitesimalesparasistemaslagrangianosde orden

superiores estudiadaen la Sección1.3. En la Sección 1.4 mostramoscomola existenciade un

grupo de Lie de simetríasdel lagrangianoinduce constantesdel movimiento. De este modo,

nuestrosresultadosestánrelacionadosconel procedimientode reducciónsimplécticadesistemas

lagrangianosde orden superiordesarrolladoen [801.En las secciones1.5 y 1.6 se estudianlas

simetríasde un sistemahamiltonianoarbitrario,y se establecela relación entrelas simetrías

del sistemalagrangianoy las de su contrapartidahamiltonianaa travésde la transformación

de Legendre-Ostrogradskii.Finalmenteaplicamosestosresultadosavariosejemplos.

1.1 Fibrados tangentes de orden superior

SeaQ unavariedaddiferenciablede dimensión it y seaTkQ su fibrado tangentede orden k.

Denotaremospor 0’ : TkQ —* Q la proyeccióncanónicadefinidapor rk(j¿a) = a(O). TkQ es

tambiénun fibrado sobreTTQ, 0 < r < k, siendork : TkQ ~ TrQ la proyeccioncanonica

definida por r,k(j¿c) = j~a. IdentificaremosT0Q con Q, y T’Q es el fibrado tangenteTQ de

Q. Se verifica que = o 4, 0<s< r c k, con = 0’
Si (qÁ), 1 < A < n son coordenadaslocales en un entorno U de Q, denotamospor

A A
(q

0 ,q1 ,... ,q~), 1 =A < n las coordenadasinducidas en TkU — (rk)1(U), dondeq~ = qA~
Así, TkQ es unavariedaddiferenciablede dimensión(k+1)n. Si ~: Q — es unaaplicación

diferenciable,la k-jet prolongacióncanónicase denotarápor Tkb : TkQ TkQt.

Definimos la aplicaciónTk+1,k : Tk+IQ T(TkQ) del siguientemodo: ~ =

j¿z, donde z : R —* TkQ, z(t) = j¿a~ y at(s) = a(t + s). En coordenadaslocales,
Tk+1,k
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estádefinida por 74+1,k : (qÁ,qjA, ... ,q4
1) (qAqj

4 •~q~ ;q4 q~4,... ,q4
1) Se deduce

que TTkQ oTk+lk = r~t+í, donde
7TMQ T(TkQ) T~Q es la proyeccióncanónicadel fibrado

tangente.Usaremosla aplicaciónTk+1,k paraconstruirel operadordiferencialdT que envía cada

función f en TkQ en una función dTf en Tk+IQ definida por drf(j¿~’a) = Tk+¡,k(j~~’a)(f).

Esteoperadorestálocalmentedefinido por la siguienteexpresíon:

/e

dTf=~q~~, ¿U
1=0 0%

y, así, dr(q~) = 4’, 0 = i =k. Puestoque dT(fg) = (dTf)((r+í)*g) + ((r+í)f)dTg,

podemosextenderel operadordT a un operadorqueenvíaunap-formaen T~Q en unap-forma

en y conmutacon la derivadaexterior,es decir, dT o d = do dT [139, 82, 35].

Denotaremospor J
1 la estructuracasi tangentecanónicade orden k en T~Q. A es un

campode tensoresde tipo (1, 1) en T~Q expresadolocalmentepor:

(o
Jd»vx) = (r+ ~8q41)

= 0.

Si definimos ir = (J1)r, obtenemosk — 1 campode tensoresde tipo (1,1). Podemos,entonces,

definir los operadoresdiferenciales~ír y di,. como sigue:

p

o E,X~) =(ij,.a)(Xi,.. .L,akÁl,..i= 1dJ,. = [ij,d] = dij,udDenotaremospor 01 el campode vectoresde Liouville en T~Q, el cual se describelocalmentepor

Se definenCr = ir—iOí, 2=r < le.

Recordaremosbrevementelos diferentestipos de levantamientosde funcionesy camposde

vectoresen Q aT~Q (véanse[107, 153]).
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Definición 1.1.1 Para A = 0,1,... ,k, se define la A-elevación f(Ák) de una función f en Q
a T~Q comola función

fQ~.k)(Jk«) = [¿(fo al

]

dondej~a E T~Q.

Así, se deducef(Ok) — (i~k)f y f(Ak) — (r,t)*fP~.r) ,O =A =r k.

Proposición 1.1.1 Si f es unafunción en se verifica que dTf~’~) —

En coordenadas locales se obtiene

f(A.k

)

E “Éb 0A = ft~+1~k+1)

Definición 1.1.2 SeaX un campo de vectoresen una variedaddiferenciable Q y seanXA las

componentesde X en un entornocoordenadoU de Q con coordenadaslocales (qA). Se define

la le-elevación¿le-levantamientode X a T~Q, comoel campode vectoresx<~~) cuya expresión

en coordenadaslocales es:
o

8qj~

Si O < A < le, se define la A-elevaciónde X a TkQ como el campo de vectoresX(Ák) =

be ~

La relaciónentrelas elevacionesde funcionesy camposdevectoresseobtieneen la siguiente

proposición.

Proposición 1.1.2 Si f es una función en 4? y X un campode vectoresen 4?, se verifica que:

— (XI

De este modo,se obtiene

= (o)<k-rk)

parar=l,.•.,k.
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Proposición 1.1.3 SeanX e Y dos campos de vectores en 4?. Entonces,se obtieneque

[X(Ák),
1/(Uk)J = [x,yjO~+ts—kk)

= 0, si A + g le,

X(kk) ((r~+~y(d~p) = (r4j* (á~~(X(rrv))

para cadafunción f en TrQ, r + s =le.

Demostración:Se sigue por un cálculo directo en coordenadaslocales. U

Definición 1.1.3 Un campode vectoresE en ykQ se dice quees una ecuacióndiferencialde

orden (le + 1) ((le + í)-ODE para simplificar) si JiE = 0~.

Así, E puedeser localmenteescrito como

E >3 ( A A~ ~I
BqÉ)

j=0 k—1

con EA = ~A(q~q~ . .,qQ). Se dice queuna curva a en 4? es unasolución de E si su le-jet

prolongación~ka es unacurvaintegral de E Entonces, a(t) = (qA(t)) es unasolución de E si y

solo si es unasolución del siguientesistemade ecuacionesdiferencialesde orden le + 1:

dk+lqA (BÉt\ dqB

dtk+l = EA ~ ~ dt~ ) 1<A<n.

Finalmente,definiremosla elevaciónde un álgebrade Lie de camposde vectores. Seaa un

álgebrade Lie de camposde vectoresen 4?, es decir, a es un subálgebrade Lie del álgebra

de Lie, X(4?), de todoslos camposde vectoresen 4?. Definimos la elevación completa a? de

a a T~Q como sigue: a? — {X<~~) ¡ X E a}. De la Proposición1.1.3, se sigue quea
0 es un

subálgebrade Lie de X(P 4?).
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1.2 Sistemaslagrangianos de orden superior

Sea L : T~Q —. IR una función lagrangiana de orden le. Se define la función energía de la

siguiente forma:

E,, =
7..

r1

)* (d~~’(CrL)) — (r~kl)tL

La 1-forma de Paincaré-Cartan asociada a L estádefinida como

>Z(—1y llr2kL

= ,—lv*jr—1i,~
7..

r1

y la 2-forma de Poincaré-Cartan es aq, = —do,,.

En coordenadas locales obtenemos que

k—1

EL = >35r/Aq4iL(q¿t...,qfl,
r=0

k—1

= >3fiqÁdqt
r=0
k—1

WL = 3dq~Adz3qA,
r=0

dondelas funcioneskr/Á, O ~ r < le — 1 son los momentosgeneralizadosde Jacobi-Ostrogradskii

definidos por
k—r—1

PT/A
s=0

1)rd~ ( ¿9L

k 8q4,~1)

(véase Whittaker [152]). El lagrangiano L se dice que es regular si la matriz hessiana

(8
2L¡8q~Oq~)

es regular. De otro modo, L se dice quees singular o degenerado. Un simple cálculo en coorde-

nadas locales muestra que L es regularsi y solamentesi WL es simpléctica. La ecuación global

del movimiento es

ZXWL = dE,, (1.2.1)
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y, al serL regular, se verifica que w~ es simplécticay, entonces,existe un campode vectores

E,,, llamadoel campo de vectoresde Euler-Lagrange en T2~—’4? que satisfacela ecuación(1.2.1).

Además,EL es una ecuación diferencial de orden 2le y sus solucionesson precisamentelas

solucionesde las ecuacionesde Euler-Lagrangepara L:

Jr/~r\

(1.2.2)
r0

Si se calcula el corchetede Poissondefinido por WL obtenemos:

{qr,qs} = ~, {Pr/A,Ps/B} = 0, {%.,p,¡~} = 6~6r, ,0 =T <5< le —1

La proposiciónsiguienteseráútil en la próxima sección.

Proposición t2.1 Si Y es un campo de vectoresen 4? y En el campo de vectores de Euler-

Lagrangeasociadocon un lagrangiano L de orden le, entonces:

1. ((r~1)*(d4~(di,.L))) (Y(2k—l2k—l)) = (r~;I)* (d~,4(di,.L)(Y(~’~>))),

2. ((r,~1)*(d~ddJ,.L))) (EL) = (r4;l)*(d~dCrLb,

para 0< r <le yO =s.< le.

Demostración: Cálculo directo en coordenadaslocales. 3

1.3 Simetríasy simetrías infinitesimales

SeaE unaecuacióndiferencial de orden r + 1 en T~Q (véase[97]).

Definición 1.3.1 Una función diferenciablef : T’4? —+ IR se dice que es una constantedel

movimiento de E si Ef = 0.

En otraspalabras,si -y : 1 —* T~4? es unacurvaintegralde E~ entonces,fo’,’ es unafunción

constante.

Definición t3.2 Un difeomorfismo~ : T’4? —* T~4? se dice que es una simetría de ~ si

T4’(E) =
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De la definición, se sigue que, si ‘¡ es unacurva integralde E, entonces,~ o ry es también una

curva integralde E•

Definición 1.3.3 Un difeomorfismo~ 4? —~ 4? se dice que es una simetría puntual de E sz

es una simetría de E~

Es evidenteque unasimetríapuntualenvíasolucionesde E en solucionesde E

Definición 1.3.4 Una simetría de Lic de E es un campo de vectores X en 4? tal que [E,X(rr)1 =

0. Una simetr(a dinámica de E es un campo de vectoresX en T~4? tal que [E~X~ = 0. Por

supuesto, si X es una simetría de Líe, entonces, X(r,r) es una simetría dinámica de E.

Entonces,X (respectivamente,1) es unasimetríade Lie (respectivamente,dinámica)de E

sí y solamentesi su flujo estáformadopor simetríaspuntuales(respectivamente,simetrías).

SeaL(E) (resp., D(E)) un conjuntode simetríasde Lie (resp., dinámicas)de E~ L(E) y

D(E) son subálgebrasde Lie de X(4?) y X(TT4?), respectivamente.Además,se verifica que

L(E)c c D(E).

Si 1 es unasimetríadinámicade E y f es unaconstantedel movimiento de E~ entoncesXf

es unanuevaconstantedel movimiento,puestoque

o = [E,ÑJf= «XI) — X(EI) = E(X1).

Observación 143.1 Supongamosque 1 es una simetría dinámica de E que es proyectablea

4?. Entonces,existe un campode vectoresX en 4? tal que 1? y X estánrr~relacionados,es

decir, Trr(Ñ) = X. De este modo, irÉ — X(o,r> y 1 — Xfr,r) E Ker ir. De [AjE] = O y

JdX&.r),EJ = O deducimos,por un cálculoen coordenadaslocales,que1 — X(rr). Entonceslas

simetríasdinámicasproyectablessonprecisamenteloslevantamientoscompletosde las simetrías

de Lie. 4

Ahoraestudiaremoslas simetríasinfinitesimalesdelos camposde vectoresde Euler-Lagran-

ge. Consideremosunafunción lagrangianaregular L : T~4? — R de orden le con campo de

vectoresde Euler-LagrangeE,,. Si 1 es unasimetríadinámicade E,,, lE,, es unaconstante

del movimiento.
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Definición 1.3.5 1. Un difeomorfismo~ : 4? —~ 4? se dice que es una simetría de L si

L o — L En este caso, EL, a,, y W~ son invariantes por

2. Sedice quees un campode vectoresX en 4? es una simetría infinitesimal de L si X(kk) L =

0. En estecaso,X(2/e’2/e1>EL — 0, LX(2k,,2k...¡,aL = O y Lx(2k..í,2k,)w,, = 0.

En otraspalabras,X es unasimetríainfinitesimal de L si su flujo está formado por simetrías

de L.

Proposición 1.3.1 SeaX una simetría infinitesimal de L. EntoncesX es una simetría de

Lie de EL.

Demostración:Si X esunasimetríainfinitesimaldeL conflujo {~t}, entoncesa,,,w,, y E,,

son T2kl~t~invariantes. Consecuentemente, EL es también invariante. Así [EL,X(2k12k¡)] =

0, es decir, X es unasimetríade Lie de EL. E

De la Definición 1.3.5, se sigue que el conjunto1(L) de todas las simetrías infinitesimales

de L es unasubálgebrade Lie de 1(4?). De la Proposición1.3.1 deducimosque1(L) es una

subálgebrade Lie del álgebrade Lie L(EL) de simetrías de EL.

Si X es unasimetría infinitesimal de L la constantedel movimiento X(2k1.2k1)EL es

trivial, es decir X(2k12k1)EL = O. Sin embargo,podemosobtenerunanuevaconstantedel

movimientoa partir de X.

Lema 1.3.1 SeaW un campode vectoresen T2~’Q. Se verifica que

E~ (QL(W)) = ~L ([EL, W]) + W((rk1)L)

Demostración: De Í¿LWL = dE,, y de la Proposición1.2.1, se obtiene

O = (i~w~ — dE,,)(W)

= i¿LdQL(W) — dE,,(W)

= W (a,,(.~fl) — EL (a,,(W))— ~ ([1V, Es]) — W(EL)

= W I2k—t)—I~Tk¡l)kuraJL)vL)I
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—EL(ctdW)) — a,, ([W,.~,,]) — W(EL)

= (4-1 (Cr L)))

—EL(a,,(W)) — aL ([W,E,,]) — W(E,,)

= —Et (aL(W)) — a,, ([W,~t]) + W((r&?k1)*L). u

Proposición 1.32 (Teoremade Noether)SeaX una simetría infinitesimal de L. Entonces

k
1 1 ‘le—( 2k—1 \*(J~— (X’ r

es una constantedel movimientode E,,.

Demostración: De la Proposición 1.3.1 y como X es una simetría infinitesimal de L, se

deduceque

EL (aL(X(2k12/e1))) — a~ ([a,x(2/e12/e1)]) + X(2kl2k1)((r~kí)*L) = O

Así, a,,(X(2k12k1)) es una constantedel movimiento. De la Proposición1.2.1 se deduceque

(X(2k12k1))

k
— >3(....í)r-.1I(r2k;i).&—1 (d

3~L(X(~’~)))

r=1

le

E
r1

Proposición 1.3.3 SeaL : 2’k4? .—~ IR un lagrangiano regular de orden k con campo de

vectores de Euler-Lagrange ~. Si X es un campo de vectores en 4? tal que

y
son cerradas, entoncesX es una simetría de Líe de Ez,.
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Demostración: En efecto, se tiene que

Z[x(2k~I.2k~it¿L]WL = Lx(2k..,,2k..1)i¿LwL — Z¿L LX<~&..I,,~I,WL

= Lxc2k...,,2k...,)dEL — ~¿L (Lx(2k,,2k1) (—do,,))

= Lx(2k...,,k...,)dE,, + itLd(Lxc2k.,2k,)a,,)

= d(X<2k12k1)EL) + itLd(Lx(2k...12k..4)QL)

= o.

Por lo tanto, X es una simetría de Lie de EL. U

Bajo las hipótesis de la Proposición 1.3.3, se deduce que X(2k12k1)EL es una constante

del movimiento. Sin embargo, en algunos casos, esta constante del movimiento es trivial, es

decir, X(2k1.2k1)E,, = O. Estecaso particular,másla condición de que Lxc2kI,k...,>o,, sea

exacta,nos lleva a la noción de simetríade Noether.

Definición 1.36 Un campo de vectoresX en 4? se dice que es una simetrfa de Noether si

es exacta (es decir, LX(2k.1,2k1)&L = df) y X(?le¶2k1)E,, = 0.

De estemodo,w~ y EL son invariantes por la elevación X~2~12~’) de una simetría de Noether

x.

Se siguede la Proposición1.3.3 queunasimetríade Noetheres tambiénunasimetríade Lie

de EL. El resultadosiguientenos muestracomouna simetríade Noetherdefine unaconstante

del movimiento (de ahí su nombre).

Proposición 134 Si X es una simetría de Noether, entonces

1 (2k1)*&1(x(krk))1— >3(—íy-’—
1

r=1

es una constantedel movimientode EL.

Demostración: En efecto, se verifica que

df = Lx(2k-.I.2k-.1)QL
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= ZX(2k—~ ,2k—I ) dcXL + dix(,k...,2*—’) &~

— íX(2k~1,2*.1)WL + d

de dondese obtiene

d — &L(X(2~ 12/e 1))) —

Por lo tanto,

EL — aL(X(2~ 12k 1))) = d — QL(X<2k12k1))) (EL)

= 0.

Puestoque

aL(X(2k12k1)) —

r=1

hemosobtenidoel resultadorequerido. U

Proposición 1.3.5 Si X es una simetría infinitesimal de L, entonces X es una simetría de

Noetiter.

Demostración: Sea Y un campode vectoresen 4?. ComoX es una simetría infinitesimal

de L y de las Proposiciones1.1.3 y 1.2.1,se obtieneque:

— X(2k12k1) (a,,(Y(2k¡2k1>)) — a,,([X, yj(2k12le1))

r.( r=1

k

Y(k-rJoL))

2/e 1

— >3(~~í)r~í TT(r/e+r-.í) dTT ([X, yl(k—rk)L)

r1
k 2k—1

= >3(— 171 ~~~i(~/e+r—1
7..

r1
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/e

r1

)*d l

r.

Por otra parte, se verifica que [X<~~),y(/e—r/e)] — [X,y](/e+/e—r—/e,/e)

tanto,

2k—1)
0L = O

De estamanera,

o = LX(2k1,2k.I)QL(EL)

— X(2/e12k1) (aL(E,,)) —

le

= .¿,(—l) .-i(r/e+l, 2’

r1

puesto que X(2le12/e1) ((r~k—1yL) = 0.

EntoncesX es unasimetríade Noether.

Así, Lx<2k.,,,k...,)ctL = O y

u
El siguiente resultado relaciona las simetrías de Noether y las simetrías infinitesimales de

L.

Proposición 1.3.6 Si X es una simetría de Noether tal que

LX<2*3,2*1)OL = 0,

entonces X es una simetría infinitesimal de L.

Demostración: De la Proposición 1.3.3, se deduce que X es una simetría de Lie.

obtenemos que

o =

— X(2k12le1>(aL(E,,))—
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= X<2/e12/e1>(ÚL(E,,))

En consecuencia, se verifica que

=

— 0,

y así,X es unasimetríainfinitesimal del lagrangianoL. U

Por lo tanto, las simetrías infinitesimales de L verifican que ay, y E,, son invariantes por

x(2/e—12k—1)

De la Definición 1.3.6,deducimosque el conjuntoN(E,,) de todas

deEL es una subálgebra de Lie de X(Q) y, de la Proposición 1.3.3, que

de Lie de L(EL).

El siguiente diagrama resume las relaciones entre todas las clases de simetrías infinitesimales:

las simetríasde Noether

N(EL) es una subálgebra

Observación 1.3.2 A partir de una simetría de Lie se puede obtener un lagrangiano alterna-

tivo al lagrangiano regular de partida. Sea ~ una simetría puntual de ¿y,. Se deduce que ¿¡~ está

T2/e1~~re1acionado consigo mismo, es decir, T(T2~’~)E,, = ¿y,. Un cálculo directo muestra

que L y L o sonequivalentes.Además,

Z¿LWLOT~9

— (T2letby(i¿LW,,)—

= d(E,, o T2~~sb)= dE,,
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puesto que Ey, o T2~1sb= Ey,. Esto implica que L o T~d~ es un lagrangianoequivalentea

L porquesu campo de vectoresde Euler-LagrangeELOT*d, coincide con ¿¡~ (véase[881para el

estudio de la equivalencia de lagrangianos de orden superior). La versión infinitesimal de este

resultado es la siguiente: si X es una simetría de Lie de ¿y,, entoncesX~~~>L es un lagrangiano

(quizás singular) con una dinámicaglobal ¿y,. Repitiendo este argumento, obtenemos una

familia de nuevoslagrangianos(X(/ek))rL, O =r, tales que cada uno de ellos está subordinado

al precedente,

(XQC.k))rL < (X(k/e))rlL ... < c L

(véase[100]parala definición de lagrangianosubordinado).4

En lo sucesivo, estudiaremos simetrías infinitesimales que no son necesariamente de tipo

puntual. La definición de simetría de Noether puede ser generalizada del siguiente modo.

Definición 1.3.7 Una simetría de Cartan en T2~14?es un campode vectoresÉ tal que Lga,,

es exacta, es decir, Lgay,=dfykEy,=0.

Entonces wy, y EL son invariantes por X.

Si X es una simetría de Noether, X(2~12~1) es una simetría de Cartan. Usando el mismo

argumentoal de la demostraciónde la Proposición1.3.3, podemosprobarque una simetría

de Cartan es una simetría dinámica. Los conjuntos D(Ey,) y C(EL) de simetríasdinámicasy

de Cartan, respectivamente,son subálgebrasde Lie de X(T2k14?) y, además,se verifica que

C(E,,) C D(Ey,). Tambiénse deduce

I(L)c C L(¿y,)c C D(Ey,), N(¿L)0 G C(Ey,)

De estemodo,se obtieneel siguientediagrama:

sim. dinámicas de ~

simetrías de Cartan
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El siguiente resultado da una correspondencia biyectiva entre simetrías de Cartan y cons-

tantesdel movimiento.

Teorema 1.3.1 (Teoremade Noethery su recíproco)Sil es una simetría de Cartan entonces

f — a,~(X) es una constantedel movimientode E,,, dondef es la función que aparece en la

Definición 1.3.7. Recíprocamente, sif es una constante del movimiento de E~ y Z es un campo

de vectores hamiltoniano en T2kIQ tal que izw,, = df, entoncesZ es una simetría de Cartan.

Demostración: Se verifica

df = LgaL = i~day, + diga,, = —zgwy, + d(QL(X)).

Por lo tanto, d(f — ay,(X))= —igWL y, así,obtenemos

Edf— aL(É)) = —igwy,(Ey,)= XE
1, = 0.

Recíprocamente,si ZZWL = df, donde1 es una constante del movimiento, se obtiene que

ZZWL = —izda,,= diza,, — LZ&L

y, por lo tanto,

Lgay, = d(a,,(Z) — f).

De este modo

= ¿(f) = df(¿) = i¿izwy,= izi¿w,, = Z(Ey,) . U

Observación 1.3.3 El Teorema 1.3.1 es una generalización de un resultado de Marmo y

Mukunda [98]. Estageneralizaciónfue obtenidapor Crampinet al. [35] y más recientemente

por Cariñenaet al. [30] siguiendoun procedimientodiferente(véasetambién [21]). Nótese,

además,que el Teorema1.3.1 se verifica paratodasimetríade Cartan. En efecto,unasimetría

de Cartan X es, precisamente, un campo de vectores hamiltoniano para la variedad simpléctica

(T
2~’Q,wy,), es decir, 1 = Z

9, dondeg es una constante del movimiento. Nótese, además,

que el propio campo de vectores ¿y, es una simetría de Cartan. En efecto, se tiene que
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L¿L a,, = d(ay,(Ey,).— E,,) Ey,(Ey,) = O

es una simetría de Cartan que no es proyectable. Siguiendo lo anteriormente dicho, ¿y, es una

simetría de Cartan cuya correspondiente constante del movimiento es justamente la energía.

También, las simetrías de Noether de ¿y, son precisamente las proyecciones de las simetrías de

Cartan proyectables, como ya vimos en la Observación 1.3.1.4

La siguiente tabla muestra la clasificación de las simetrías infinitesimales para un sistema

lagrangiano de orden superior:

Simetrías puntuales

4?

= o

simetrías

infinitesimales de L

LX(2k-.1,2k1)aL = df

x(2k12/e~1)sL = O

simetrías de Noether

[x<2~e1~2/e1),¿L] = O

simetrías de Lie

Simetrías no puntuales
Lsay,d1
LE =

simetríasde Cartan

[Ñ,¿L]=0

simetrías

dinámicas

Sistemaslagrangianosde ordensuperior

1.4 Grupos de Lie de simetrías

En esta sección, describiremos un tipo particular de simetrías infinitesimales que apareceñ por

la acción de un grupo de Lie O en 4?.
Sea ~ : O x 4? —~ 4? unaacción de un grupo de Lie O en una variedad diferenciable 4?.

Entoncesb se elevaaunaacción ‘U : O x T~4? —* T~Q de O en TT4? definidacomo sigue:

T~4? — , ($~ = Tr($
0) ,a E O.

Denótese por g el álgebra de Lie de O. Si ‘,‘ E g, entonces‘>‘T~Q denotael campode vectores
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en TT4? generadopor la acción levantada,es decir i’T~Q es el generador inflÉitesimal del flu-

jo Tr($erpt,). De la definición deducimosque ‘YTrQ y YT’Q estáni--relacionados,es decir,

T4QyTrQ) = YT’Q Supongamosque el lagrangianoL T~4? —. R es invariante por O, o de

otro modo, L es invariante por la acción @~, es decir Lo Tk~0 = L, Va E O. En este caso, se

dice que Oes un grupo de simetrías de L. Se deduceque (véase[80]) ay, y E1, son O-invariantes:

= a,,, y EL0T
2~1$Q = Ey,, paratodoa E O. Así, si Oes un grupo de simetrías

de L entonces wy, es O-invariante, es decir, la acción ~2k—1 : O x T2~’4? ~ T2’”’4? es sim-

pléctica. Usando estos resultados se puede describir un procedimiento de reducción simpléctica

para sistemas lagrangianos de orden superior ([80]). Desdeotro punto de vista, se deduce que

es una simetría infinitesimal de L. Las correspondientesconstantesdel movimiento son

precisamentelas obtenidasa travésde la aplicación momento(véase[80Jparamás detalles).

1.5 Simetrías de sistemashamiltonianos

Sea(S,w,H) un sistemahamiltoniano,estoes, (S,w)es una variedad simplécticay fi :S —~ R

es una función hamiltoniana. Entonces, existe un único campo de vectores XH en 5 tal que

satisfacela siguienteecuación:

ZXHW = dH.

Llamaremos a XH el campo de vectores hamiltoniano con energía fi.

Esta sección está dedicada al estudio de las simetrías de un sistema hamiltoniano.

Definición 1.5.1 Unaconstante del movimiento es unafunción f : 5 —. IR tal que X
11f = O.

Entonces, si ‘y : 1 —* 5 es una curva integral de XH, se deduceque fo -y es una función

constante. En otras palabras, f es constantealo largo del movimiento.

Definición 1.5.2 Un difeomorfismo~ : 5 —* 5 se dice que es una simetría de XH si se

verifica queT«XH) = XH.

Se sigueque, si y es unacurvaintegralde XH, entoncespo’,’ es tambiénunacurva integral

de Xg.
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Definición 1.5.3 Una simetría dinámica de X11 es un campo de vectores X en 5 tal que

[X11,É] = O.

Por lo tanto, 1 es unasimetríadinámicadeX¡q si y solamentesi su flujo estáformadopor

simetrías.

SeaD(XH) el conjuntode simetríasdinámicasde X¡. EntoncesD(X11)es unasubálgebra

de Lie de Y(S).

Si 1 es unasimetría dinámicade X11 y ¡ es una constantedel movimiento,X11f es una

nuevaconstantedel movimiento,puestoque

O = [Xq,Ñ]f = XH(Xf) -Ñ(Xuf) = X1rjr(Xf).

Definición 1.5.4 Una simetria de Cartan de X11 es un campode vectoreshamiltonianoX en

5 tal que1ff = 0.

El conjunto C(XH) de simetríasde Cartan de Xyj es una subálgebrade Lie de Y(S) y

0(Xg)c D(X4r1r).

Observación 1.5.1 Las Definiciones 1.3.1, 1.3.2, 1.3.4 y 1.3.7 son casosparticularesde las

Definiciones 1.5.1, 1.5.2, 1.5.3 y 1.5.4 cuandose considerael sistemahamiltonianoparticular

Si X = X1 es unasimetríade Cartan,deducimosque f es unaconstantedel movimiento.

La tablade la páginasiguienteresumela clasificación de simetríasinfinitesimalespara un

sistemahamitoniano.

Sea4? unavariedaddiferenciablede dimensiónn, T4? su fibradocotangente,lrq T*Q —

4? la proyeCcióncanónica,AQ la 1-formade Liouville y WQ = —dAQ la formasimplécticacanónica

en T~4?. Definimos el operador¿ que transformacamposde vectoresen 4? en funcionesen T4?

como sigue:

(¿X)(a) = a(X(x))

paratodaa E 27,74?. Localmente,si X = XÁ OlOqA, se deduceque

(¿~X)(qÁ,p~)= PAXA
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donde(qA,p~)son las coordenadasinducidasen T4?.

La elevacióncompletade X aTt4? es el campode vectoresX’ definido por

2x’c*WQ = d(¿X); (1.5.3)

es decir, X0 es el campode vectoreshamiltonianoXix. En coordenadaslocales,se obtiene

xc• — PB OXBO5qA 8PA

Puestoque [XCtYq = [X,Yf podemosdefinirla elevacióncompleta~C de unaálgebra

de Lie a de camposde vectoresen 4? aT*4? como sigue:

a0 ={X0/XEa}.

Consideremosel sistemadinámico (T4?,wq,H) dondeff es unafunción en T*4?. De (1.5.3)

se deduceque X’~ es un campode vectoreshamiltoniano,es decir, X~ = XL(X). Así , es

unasimetríade Cartansi y solamentesi XCH = 0.

Definición 1.5.5 Dada una función hamiltonianafi en T*4? una simetría de Noether es un

campode vectoresX en 4? que verifica la condición XCH = 0.

Si X es unasimetríade Noether,4X) es unaconstantedel movimiento.

El conjuntode simetríasde Noether,N(X~q),es unasubálgebrade Lie del álgebrade Lie

X(4?) y, además,N(XH)c c C(Xj,r).
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La siguientetabla muestrala clasificaciónde las simetríasinfinitesimalespara un sistema

hamiltonianoclásico:

simetrías puntuales

4?

XC’H = o

simetríasde Noether

simetrías no puntuales

TSQ

XH=0
~ =

simetríasde Cartan

[X,X11]=o

simetrías
dinámicas

Sistemahamiltoniano clásico (T’Q, wq, H)

1.6 Relación entre las simetrías de sistemas lagrangianos y

sistemashamiltonianos

SeaL : T~Q —. IR unafunción lagrangianay

Ley : T
2~’4? —. T(T~’4?)

la transformación de Legendre-Ostrogradskii. Esta aplicación se puededescribir localmentedel

siguientemodo:

Ley: (qAq{t ,q~—
1) ....... (qA ~~k—1;P0,~

Si ATk—íQ es la forma de Liouville en T*(T/e
14?), entonces,

Leg*Ark:Q = ay,

,P/e—1,
4)

y

Legwp—,Q= WL
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En general,la transformaciónde Legendre-Ostrogradskiidefinida por un lagrangianoregular

no es un difeomorfismoglobal. Unicamentepodemosasegurarquees un difeomorfismolocal.

Si Leg es un difeomorfismo global entoncesse dice que L es hiperregular. Parasimplificar,

supondremosque el lagrangianoL es hiperregular.

Sea¿y, el campo de vectores de Euler-Lagrangeen T2~14? y E,, la energía. Entonces

el campo de vectoresdado por X~q = (T Leg)¿,, es un campo de vectoreshamiltonianoen

T*(Tkl4?) con energíahamiltonianafi = E,, o Leg1. Es decir, (T*(T/e14?),wTk,Q, H) es

un sistemahamiltoniano.

Proposición 1.6.1 SeaX un campode vectoresen T2~14? e 1’ el campo de vectoresLeg-

relacionadoen T(T~14?). Entonces

1. X es una simetría dinámicade ¿y, si y solamentesi Y es una simetría dinámica de XH.

2. X esuna simetría de Cartan parael sistema(T2~1Q,wy,,Ey,) si y solamentesi Y es una

simetría de Cortan para el sistema(T*(TlelQ), WTk...IQ,fi).

SeaX un campo de vectoresen 4? y su elevación completaa T~—’4?. Si

es unasimetría de Cartan de X
11, entonces¿(X(le1.ki)) es unaconstantedel

movimiento, cuya expresión local es

= >3 4(X~)p~
4’.

A=1
i=O~..,k—1

SeaX unasimetríainfinitesimal de L. Entonces x<2~’2~’~ y (X(/el/e1))c están Leg-

relacionados(véase[80]). Deducimos,por lo tanto,que x<~—1~—’) es unasimetríade Noether

parael sistema(T*(T/e14?),wrklQ,H).Ahora, estableceremosel resultadoreciproco.

Lema 1.6.1 Si X es un campode vecto~’esen 4?, entoncesa,,(X(2/e12kí)) e

estánLeg-relacionados,es decir, ¿(X(~”~’)) o Leg — QL(X(2k 1.2/el))

Demostración: Se sigue por un cálculo directo en coordenadaslocales. U

Proposición 1.6.2 SeaY un campo de vectoresen que es una simetría de Noether

para el sistema(T(T/e1Q),WT*...IQ,fi), y sea X una simetría de Noetherpara el sistema

(T2”14?,wy,,Ey,). Si X(2~í2~í) e yc estánLeg-relacionadosentonces
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1. X es una simetría infinitesimal de L.

2. y = x(/e—lk—1)

Demostración: Del Lema 1.6.1, deducimos que x(2~12~’) es un campode vectoreshamil-

toniano con energía hamiltoniana ay,(X(2~12~1))y, entonces,

= 0.

De la Proposición 1.3.6 deducimos que X es una simetría infinitesimal de L.

El Lema 1.6.1 tambiénimplica que (X(k1/e1))c e Y~ son camposhamiltonianoscon la

mismaenergía¿(X(/e’~’>). Por lo tanto

— YO’

y, entonces, Y — X(/e1k1). U

Observación 1.6.1 Supongamos que le = 1 y sea Y unasimetría de Cartan proyectablede

(T’”4?,wQ,.h’). Entonces, Y está Leg-relacionado con un campo de vectores X en TQ y, así,

1 es una simetríade Cartan proyectabledel sistema(TQ,wy,,Ey,). Por lo tanto,X = X0 y,

X es unasimetríade Noether. De la Proposición1.6.2, deducimosque X es,de hecho, una

simetríainfinitesimal de L. Este comentarionos demuestraque, en generál,~la proyecciónde

unasimetríadeCartanproyectabledeunsistemahamiltoniano(T*4?,wq,ff)ñoesunasimetría

de Noether. 4

La tabla de la página siguientemuestrala relación entrelas simetríasde un sistemala-

grangianoy las de su contrapartidahamiltoníana.

1.7 Ejemplos

Consideraremosdosejemplosde sistemaslagrangianosde orden dos.
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X E X(T2~—’Q)
TLeg(Ñ)= Y

Ñ — y(2k—i ,2k—i)

XEX(4?)
= df

= O

simetríasde Noether

t

2’ Leg(X) =

Ñ —

= Y

f
Y e x(TÉ(TkI4?))
YH=O
Y=Y

1
simetríasde Cartan

= Ye

Relaciónentrelassimetríasdesistemaslagrangianosy hamiltonianos

[Ñ,¿y,]= O

simetrías
dinámicas

Y E X(T(Tk
14?))

[Y,XH] = O

simetrías
dinámicas

XEX(4?)

[X(2k12/e1) ¿y,] —

simetríasde Lie

1 E X(T2~—’Q)
LÑ&L = df

XEL=O
simetríasde Cartan

XeY(Q)

xQ,k)L= O

simetrías
infinitesimalesde L

YE X(T~’4?)

Ycfi=0

simetríasde Noether
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1.7.1 Partícula con spin clásica

Sea11 : T2R3 — R la función lagrangianade orden 2:

L(qA,qflq~) = ~ Z(qi4)2 2

A=1

donde (qA) = (q’,q2,q3) son las coordenadascanónicasde IR3. Como sabemos,L es el la-

grangianode unapartícularotandoalrededorde un centroque se traslada[5, 31, 120, 1213. Se

obtiene:

A A A
PO/A = q

1 +q3 ~Pí,’~=~2

ay, = (qjt+q~)dq~—(qfldqj%

ti,, = dqÁAdq~+dqÁAdq~-.dqi4.Adq~

Ey, =

A=1 A=1 A=1

De la ecuación~¿L wy, = dEy, en T
3R3, se deducequeel campode Euler-Lagrangees:

A0 A8 A8 A0

= q
1 »—,~ + q2 + q3 ~ — q2 0q~

1

y, entonces,las ecuacionesde Euler-Lagrangeson:

d4qA d2qA

Nóteseque¿y, es unasimetríade Cartanno-proyectable.Puestoque las traslacionesTÁ =

1 < A < 3 son simetríasinfinitesimalesde 14 entonces,de la Proposición1.3.2,deducimosque

ay, (~2-~)<33>= ay, = PO/A

son constantesdel movimiento. En efecto, (qA), 1 < A < 3 son coordenadasignorables(o

cíclicas)y, así pues,los correspondientesmomentosson constantesdel movimiento. En efecto,

son las componentesdel momentolineal [80]. Además,L es invariantepor traslacionesen
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3 —3 f0~

IR , o, en otraspalabras,1K es un grupo de Lie de simetríasy {TÁ} = ‘~g—Ájf son simetrías

infinitesimalesde L.

Tambiénsabemosque L es invariantepor el grupo de Lie 50(3). El álgebrade Lie so(3)

de 80(3) puedeseridentificadacon IR3 dotadocon el productovectorial, es decir, si A E so(3)

es unamatriz antisimétrica

O —q3 q2

O —ql

q2 qi 0

A se identificaconel vectorá= (ql,q2,q3) E IR3 de modoque[A,B] = AR—BAse corresponde

con g x b. La acción, despuésde esta identificación, es Aq = d x 7, es decir, SO(3)actúaen

IR3 por rotaciones.El generadorinfinitesimal de ¿ E IR3 es E~a(q) = ¿~ t71 Ahora, podemos

considerarlos siguientescamposde vectores:

0 2~ 30 ~0 R 20 10

que son precisamentelos generadoresinfinitesimalesobtenidosapartir de la basecanónicade

so(3). Son simetríasinfinitesimalesde L y, por tanto, podemoscalcular una constantedel

movimientoparacadaunode ellos:
32

= a¡,(R~>) = (q~ + q~)qg — (q? + q~)q~ — q~q? + q
2q1

‘72 = ay,(R~,3~’
3~) = (ql + qflq~ — ½? + q~)q¿ — q~q~ •+ qlq~

= ay,(R~~’3~) = (ql + q~q~ — ½? + q~)q¿ — q~q? + 12

q,q
2

Las funciones‘,‘1,’y~,’y3 son las componentesdel momentoangularde L (ver [80]).

Un campode vectoresX es unasimetríade Lie de ¿y, si [E,,,X(
3’3)]= O. Podemosescribir

estacondición de un modo equivalentecomo:

¿ (d~r(dq”(X))) + d~¡jdqA(x)) = o , ~ < A < 3.
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En consecuencia,los siguientescamposde vectoresen IR3:

A0 _ (A no suma)XA=q

son simetríasde Lie de ¿y,. Sabemosquesi paracadasimetríade Lie X de ¿y,, X<33~ E,, es una

constantedel movimiento. En nuestrocaso,obtenemostresconstantesdel movimiento:

¡-‘A — (X<33>)EL — (qA~ — (q~)2 + 2qj~q54 1 < A <3

Así, 214 = Pi + J~2 + p~ y puestoque X~Q3~E,, # 0, deducimosque los camposde vectores

XA no son simetríasde Noether. Por el Teorema1.3.1, se obtieneque paracadaconstantedel

movimientoPA, existe unasimetríade CartanZA tal que.

ZZAWy, = 4~A, 1 =A <3

Estassimetríasde Cartanson:

ZA ~ ,1 =A<3.

Las tressimetríasde Cartan Z
1, Z2,Za no son proyectables,y, entonces,no son simetríasde

Noether.

Obtuvimosseis constantesdel movimiento (pí,p2,p340, ,Po,,po,) queson linealmente

independientesy estánen involución. Por supuesto,podemoselegir (fi = Ey,,f2 = P2,fa =

Ata, f.i = fo,1, fs = Po,’, ,f6 = Po,,). Así, el sistemalagrangiano(T
3R3,w,,,E,,) es completa-

menteintegrable(véanse[1, 115]).

1.72 Vigas elásticas

SeaL : T2R3 —~ R el lagrangianoregular de orden 2:

J(qA,qj~q~l)= 1—~ >3(q~t)2A=1.
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Comosabemos,L describela dinámicade unaviga elásticaen el espacioEuclídeo IR3 (véanse

[1, 5,140]). Se deduce:

= A - A
Pl/A =

ay, = (q~)dqA — (q~%dqj4

wy, = dqAAdq~t~dqj4Adq~

E,, =

A=l ___

El campo de vectoresde Euler-Lagrangese expresapor:

A8 A0 A0

q
1 + q2 + q3

y, entonces,las ecuacionesde Euler-Lagrangeson:

d
4qA _ ~ 1-CA-Ca.

dt4 _

Comoen el primer ejemplo,TÁ = 1 < A <3 son simetríasinfinitesimalesde L. Así,OqA’ _

deducimosque

ay, ( 8) (3,3> = a,, (~~-) = PO/A

son constantesdel movimiento. En efecto, (qA) son coordenadasignorablesy, por tanto, los

correspondientesmomentosson constantesdel movimiento.

Comoen el ejemplo anterior,un campo de vectoresX es unasimetría de Lie de Ey, si y

solameñtesi

¿ (d}(dqÁ(X))) = 0,1< A <3

En consecuencia,los siguientescamposde vectoresen R3:

X~=qA.~É~~ , 1<A<3 (Anosuma),

OqA

*
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son simetríasde Lie de ¿y,. Las correspondientesconstantesdel movimiento son:

FA = (X~3S>)Ey, = 2q~qj4 — (q~)2 ,1 ~ A <3

Obviamente,2E,, = Pi + P2 + p~, y, puestoque X~¶~~’~>Ey, # 0 1< A <3 entoncesX,, X
2

y X3 no son simetríasde Noether. Del Teorema1.3.1, se deduceque, paracadaconstantedel

movimientoFA, existeunasimetríade CartanZA tal que

IZAWy, = 4TA, 1 =~4< 3

Así, se llega aque

,1<A<3.

Hemos obtenido tres simetríasde Cartan que no son proyectablesy, por lo tanto, no son

simetríasde Noether. Las seis constantesdel movimiento (pl,P2, Ata, ~ PO,’,~po,t) son li-

nealmenteindependientesy estanen involución. Podemosconsiderar,así, (91 = 14,92 =

P2,93 = F3,94 = A,, ,gs = z’o,,,,s’e = PO,,). Entonces,el sistemalagrangiano(T
3R3,wy,,E,,)es

completamenteintegrable.



Capítulo 2

Simetrías y constantes del

movimiento de sistemas

lagrangianos no-autónomos

En estecapitulo, obtenemosuna clasíficacionde las simetríasinfinitesimales de un sistema

lagrangianono autónomo(dependientedel tiempo) y derivamosde ellas las correspondientes

constantesdel movimiento.

Como en el caso autónomo,obtenemossimetríasinfinitesimalesde dos clases: simetrías

puntuales(simetríasinfinitesimalesdel lagrangiano,simetríasde Noethery simetríasde Lie) y,

también,simetríasde tipo no necesariamentepuntual(simetríasdinámicasy de Cartan).Aquí,

usamosla formulacióncosimplécticaparamecánicade orden superiorestablecidapor de León

y Rodriguesen [84] (véansetambién [1, 34, 90]). De hecho, nuestrosprimeros resultadosse

obtienenprimeroparael casogeneraldeun sistemahamiltonianoen unavariedadcosimpléctica.

Tambiénadaptamosla teoríade elevacionesdefuncionesy camposde vectoresafibrados dejets

(véase[1241)alcasoparticulardeespaciosde evolucióndeorden superior.Unaclasificaciónpara

sistemaslagrangianosno-autónomosapareceen primer lugar en los artículosde Prince [116,

117] (véansetambién, Sarlety Cantrijn [128]; Sarlet [125]parala relación entrelagrangianos

equivalentesy clasesde equivalenciade simetríasdinámicas;y Cariñenay Martínez [23] para

un teoremade Noether).En lo querespectaalos sistemaslagrangianosno-autónomosdeorden
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superior,algunosresultadosfueron previamenteobtenidospor Crampin,Sarlety Cantrijn [35]

y Cariñena,Lópezy Martínez[21] (véansetambiénSarlet [126,129]). Lassimetríasde sistemas

lagrangianosde orden superiorfueron tambienestudiadaspor Grigore[57, 58, 59] peroen estos

artículosse usauna formulacióndiferentede la mecánicalagrangiana,basadaen los trabajos

de Souriau[135].

EstesegundoCapítuloestáorganizadocomosigue. La sección2.1 estádedicadaal estudiode

las simetríasinfinitesimalesde un sistemahamiltonianodependientedel tiempoen el marcode

las variedadescosimplécticas.Algunosre~ultadosde estasecciónseránaplicadosenlo sucesivo.

En las seccionés2.2 y 2.3 recordamosla formulación geométricade los sistemaslagrangianos

de orden superioren los espaciosde evolución. La clasificaciónde simetríasparaun sistema

lagrangianono-autónomode orden superior se obtiene en la sección2.4 y, en la sección2.5,

obtenemosla relaciónentreestassimetríasinfinitesimalesy las obtenidasen su contrapartida

hamiltonianaa travésde la transformaciónde Legendre.En lasección2.6 se estudiaun ejemplo

parailustrar estaclasificación.

2.1 Simetrías de sistemashamiltonianos dependientesdel tiem-

• PO

Sea (M,Q,~) unavariedad cosimplécticade dimensión 2m + 1, es decir, Q es una 2-forma

cerrada, i~ es una 1-forma cerraday (1”’ A ~ ~ 0. Considéreseel isomorfismode fitrados

vectoriales:

b : TM —+ T*M , X E T~M —* b(X) = ixfl(z) + (ix~(z))~(x)

(nos referiremosa [90] paraalgunasdefinicionesy. resultadossobrevariedadescosimplécticas).

Se denotarápor 1? el campode vectoresde Reebdefinido por R = b1(u), es decir,

e inu=1.
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Existen,en un entornode cadapunto,coordenadascanónicas(t,q,p¡), i = 1,..., n, tales que

O12 = dq’ A dpi, ~ = di, R =

Estas coordenadasson llamadas coordenadas de Darboux. Paracada función 1 E C~(Nf)

podemosasociarlos siguientescamposde vectoresen M (véanse[14, 2]):

1. El campode vectoresgradiente,gradf, definidopor

gradf = b1(df)

o, equivalentemente,

igr,dfQ = df — R(f)ij, ~gra’jj’7= R(f).

En coordenadasde Darboux:

Of Ogradf= Of 0
Op~ 0q1

Of 0
— OqjOp¿

2. El campo de vectores hamiltoniano X~ definido por

2<, — b’(df — R(ffij)

o, equivalentemente,

ix
1fl = df — R(f)ry, i~19 = 0.

En coordenadasde Darboux:

— Of O
Op~

0q1
81 c9
dq’ ¿3~»

3. El campo de vectoresevolución E~ = R + X
1, cuyaexpresiónen coordenadasde Darboux

es:
O Of O Of O

Op~ Oq~ 5qi Ozk
+ (2.1.1)
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El corchetede Poissonde dos funcionesf,g E C~(M) estádefinidopor

{f,g} = fl(gradf,gradg) = Q(Xj,X2) =

La dinámicaen unavariedadcosimpléctica(M,Q,~) se introducefijando unafunción hamil-

tonianafi E C~(M). Las curvasintegralesdel campode vectoresde evolución EH satisfacen

las ecuacionesdel movimiento de fi:

dq OH dp~ _ OH

Nosotrosseguiremosun caminoalternativo. Si modificamosla estructuracosimpléctica(Q,n)
obtenemosotraestructuracosimpléctica(fi,1 = fi + dfi A r¡, rl). Entonces,el campode vectoies

de Reebde estaestructuracosimplécticaes,precisamente,EH, y se obtiene que

EHJ=XHI+Rf= {f,H}+ Rl, (2.1.2)

paracadaf E Cc~~(M). Aquí Xg es un campode vectoreshamiltonianoscon respectoa

Definición 2.1.1 Una constante del movimiento de E11 es una función f : M —~ R tal que

f2~f = 0.

De (2.1.1) o de (2.1.2) deducimosque, si f es unaconstantedel movimiento de Ey, entonces,

en coordenadasde Darboux,se obtiene

Of OfiOf 0H01
+ —— — —— —0

Ot Op~ 5qi Oq’ 0» —

Si f y g son constantesdel movimiento de E11, {f,g} es tambiénunaconstantedel movimiento

de E11. Ahora, estudiaremoslas simetríasinfinitesimalesdel campode vectoresde Reeb E11

de la estructuracosimpléctica(fZn,r¡).

Definición 2.1.2 Una simetríad¡n~mica de E11 es un campode vectoresX en fiS tal que

[Eg?] = E11 (~(Ñ)) E11
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Puestoque

O = d~(E11,X)= Erí(iRX)) — Ñ(n(En))—

se deduceque n([EH,X]) = E¡q(~(JC)) y, por lo tanto, si el campode vectores[EH,Ñ] es un

múltiplo de E11, necesariamenteX es unasimetríadmnamca.

Si Ñ es unasimetríadinámicade EH y f es unaconstantedel movimiento de E11, entonces

Ñf es tambiénunaconstantedel movimientode Eg, puestoque

O = Eg (n(Ñ)) (E11f)= [E11,Ñ]f

— En(Ñf) — Ñ(EnÍ) = E11(Xf).

Observación2.1.1 Si X es unasimetríadinámicaentoncesX +gÑ

dinámicaparatodo g E C~(M). En efectose obtieneque

tambiénes unasimetría

[EH,X +YEH] = [EH,X]+[EH,9E11]

= E11 (r¡(É)+g) E11.

Dos simetríasdinámicasse dicen equivalentessi y sólo si difieren

Cadaclasede equivalenciacontieneun único representanteY tal que

por un múltiplo de EH.

[E11,Y] = o, ~(V)= 0.

Si Z es un representantearbitrario de laclasede equivalenciaentoncesY = Z — zj(Z)E11. 4

Observación2.1.2 SeaD(En) el conjuntode todaslas simetríasdinámicasde E11. Es fácil

deducirquesi X e Y son simetríasdinámicasentonces[ÁÁ?]es tambiénunasimetríadinámica.

Por lo tanto, D(E11) es unasubálgebrade Lie de X(M). 4

Definición 2.1.3 Una simetríade Carian es un campode vectoresX en M tal que

Zg<ZH = df,

para alguna función f E C”’(M).
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Proposición 2.1.1 Si X es una simetría de Cartan entonces X es una simetría dinámica de

E11.

Demostración: En efecto,

~íEXJ
011 = LE

11 i1f?11 — ZXLEHI2H

— LE11dI=d(EHf)=0.

Así, [E11,?] es un múltiplo de E11 y? es unasimetríadinámica. 1

Proposición 2.1.2 SiX esuna simetríade Cortan entoncesf es una constantedel movzmzen-

to de EH. Recíprocamente,si f es una constantedel movimientode E11 entoncesexiste un

campode vectoresZ tal que

izQu = df.

Por lo tanto, Z es una simetría de Cartan y cada campode vectoresZ + gE11 cong E C’
0(M)

es también una simetría de Cartan.

Demostración: En efecto, si X es unasimetríade Cartan,se obtiene

O = i~
11 (i1Qu) = iEHdf =

y, por lo tanto,1 es unaconstantedel movimiento.

Recíprocamente,si f es unaconstantedel movimiento,entoncesel campodevectoresgradf

con respectoala estructuracosimpléctica(fln,~) verifica

ZgradfOH = df — Eu(f)~ = df,
tgradf7l = E

11f = 0.

Así, grad¡ es unasimetríade Cartany cadacampode vectoresgradf + gE11 es tambiénuna

simetríade Cartan. U

Observación 2.1.3 Si f es unaconstantedel movimiento de E11 entonces,de la Proposición

2.1.2, deducimosqueexiste unafamilia de camposde vectores{gradf + 9EH}g~coa(xí) tales
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que

~gradf+gEn
0H = df

es decir, la familia está compuestapor simetríasde Cartan. Además,si para una función

1 E C~”(M) gradf = X
1, entoncesdeducimosquegradf es unasimetríade Cartany f es una

constantedel movimiento. 4

Observación2.1.4 Puestoque [Xf,XgI = X{91}, entonces,si X = 2<~ + j(X)E11 e Y =

>4 + q(V)Ej, son dos simetríasde Cartan de E11, se deduceque

[it, 1>] = X{g,f} + dt([X, Ú])E11.

Así, [U’] es también unasimetríade Cartan. Por lo tanto,el conjunto C(E11) de simetrías

de Cartan de E,¡ es unasubálgebrade Lie de X(M). De la Proposición2.1.1,deducimosque

C(E11) c D(En). 4

La siguientetablaresumela clasificaciónde simetríasinfinitesimalesparaun sistemahamil-

toniano (S,STnoñ:

Observación2.1.5 Probaremosque las definicionesanterioresson consistentescon las pre-

viamenteintroducidasparael caso autónomo. Sea (S,w) una variedadsimplécticay fi una

funciónhamniltoniana.Definimos unaestructuracosimpléctica(1? = pr ti, dt) en R x 5, donde

P

T2 : IR x 5 —~ 5 es la proyecciónen el segundofactor. Así, la función hamiltonianaH puede

ser consideradacomo unafunción II : IR x 5 —. R, definiendofi = prfi. Si definimos la

Sistemahamiltoniario (S,fbj, ‘O
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estructuracosimpléctica(f?~ = fl + d A A di, dt) en R x 5 y denotamospor E~ su campode

vectoresde Reeb,obtenemosque E4 = + XII. Paraun campode vectoresY en 5 definimos

un campode vectoresY en IR x 5 del siguientemodo:

VZES,VtER, Y(t,x)=Y(x)

Supongamosque Y es unasimetríade Cartan,es decir,

iywdf e Y(H)=0,

dondef E C~(S). Obtenemos

i9 (s~ + dÉ A dO = 2>Yf~ + Í’(fI)dt = i~pQ = d(prf).

Así pues, Y es una simetríade Cartan. Recíprocamente,si Y es unasimetría de Cartan,

entonces

dg = = i~A + Y(H)dt.

Así, Y es unasimetríade Cartansi y solamentesi Oy¡Ot = 0.

SupongamosqueY es unasimetríadinámicade X11, es decir, [X11,Y] = 0. Por lo tanto,el

campode vectoresY es unasimetríadinámicade E4, puestoque

O-

Recíprocamente,si Y es unasimetría dinámica de E4, entoncesY es también unasimetría

dinámicade X>q, puestoque

O = [E4,Y] = [X11,?] .4

Sea4? unavariedaddiferenciable,T
tQ su fibradocotangente,rc

2 : T*Q —~ Q la proyección

canónica,AQ la 1-formade Liouville y WQ = —dAQ la forma simplécticacanónicade T*Q. Sea

fi unafunción hamiltonianaen R x T*Q. Definiremosuna estructuracosimpléctica(fh¡ =

WQ + dH A dt,dt), donde,ahora, A~ y tiq estánconsideradascomoformas en IR x T*4?. Sea
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E1r,r el campode vectoresde Reebde (Q~~,dt).

Definimos el operadort¡¡ que envíacamposde vectoresen IR >< 4? en funcionesen IR x T~Q

de la siguienteforma:

(t11X)(t,a) = (p4a)(X(~~)) — (dt(É~)(X(~~>)) ~e,a>

paratodo (t,a) e IR x 77,74?. Si X = r 0/St+ XÁO/SqA,obtenemos

(¿flX)(t,qA,p~) = PAXA — rfi

SeaX un campode vectoresen R x 4?. Paracadafunción fi, existeun único campode

vectoresX<”
11) en IR x T*Q tal que

iX(O,H)f2H = d(ty,rX) — Eyy(¿~r,rX)dt , <y<c.n>dt = r

donder = dt(X). X(c~¡) serállamadoel fi-levantamientode X aR x TM4?. Un cálculodirecto

muestraqueX<’ .~> puedeser localmenteescritocomo sigue:

O ¡Sr ox% 5_ Ot OqA + kOqAfi PB
5qA ) ~-j•

Nóteseque si X es un campode vectorestal quedt(X) = O entoncesX(c
11> no dependede la

elecciónde la función fi, es decir,

— x<~11t>

paracada H,H’ E C~(R x 4?) (compáresecon la definición de Saunders[124]).

Ahora, definiremoslos dos siguientestipos de simetríasde tipo puntual

Definición 2.1.4 Una simetríade Lic de E
11 es un campode vectoresX en IR x 4? tal que

= Enr(dt(X(’”)))Eu
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En otras palabras, un campo de vectores X en R x 4? es una simetría de Lie si y solamentesi

es una simetría dinámica de E11.

Definición 21.5 Una simetría de Noether en IR x T

t4? es un campode vectoresX en IR x 4?

tal que

ZX(C*,H)QH = df,

para alguna función f E C00(R x T4?). En otras palabras, un campo de vectores X en IR>< 4?

es una simetría de Noethersi y solamentesi X(c*,H) es una simetría de Cartan.

Es evidentequesi X es unasimetríade NoetherentoncesX es unasimetríade Lie. Nótese,

además,quesi ¿
11X es unaconstantedel movimientode E11, se deduceque

Zx(cSdI) Qn = d(q~X)

y, entonces,x<~ es unasimetría de Noethercuya constantedel movimiento asociadaes

precisamentetnX.

El siguientecuadroresumela clasificación de las simetríaspara el sistemahamiltoniano

no-autónomo(IR x T4?,flhl,dt) anteriormentedescrito.

Sistemahamiltoniano (IR x T*Q, fln, di)
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2.2 Espacios de evolución de orden superior

Sea4? un variedaddiferenciablede dimensiónny denótesepor i~(R,Q) la variedaddiferencia-

ble de le-jets de todaslas aplicacionesde Ra 4?. i~(R,4?)serállamadoel espaciode evolución

de orden le. Denotamospor ¡3/e i~(R,Q) — 4? y por ir~ i~(lR,4?) —* IR las proyecciones

canónicasdefinidas,respectivamente,por /3~(j~a) = a(t) y ir~(j~a) = t. i”(IR, 4?) es, también,

un fibradosobreir(R,4?), 0=r <le siendofi,~ : i~(IR,4?) i~(R,Q) laproyeccióndefinida

por ¡3~(j~a) = ja.

Sean(t, qA,q~%. . . , qe), 1=A < n coordenadasinducidasen i~(R, 4?) a partir de coorde-

nadaslocales, (qA), 1 < A < n en 4?, es decir,

q~(j~a) = =<qAo a(t)) , 1 =~=le

Sead2’ un operadordiferenciablequeenvíacadafunción f: i~(R, 4?) —~ IR en una función

en Jk+l(R,4?), localmentedefinida por

d2’f=

d2’ puedeserextendida,de la forma usual, a un operadorsobreformas diferenciables(véase

[84]).

Las variedadesdiferenciablesJ~(IR,4?)y IR x T~4? puedenser canónicamenteidentificadas.

Por lo tanto, los objetosgeométricosen T~4? puedenser transportadosa i~(IR,Q) a través

de estaidentificación. Si i1 es la estructuracasi tangentey C1 el campode Liouville en T~4?

(véase[82~)denotaremoscon los mismossímboloslos inducidosen i~(R,4?). Definamos

= i1 — C1 ® dt.

En coordenadaslocales,se obtiene:

/e—1 o A A

Oq~1 ® (dq1 — q1~,dt)

62



Si definimos i~ = (i1)’~ y Gr = ir-..iCi, obtenemosle — 1 tensoresde tipo (1,1) como sigue:

ir = ir — Gr ® di, 1 < r < le.

Recordaremos,ahora,los diferentestipos de elevacionesde funcionesy camposde.vectores

en IR x 4? a J”(IR,4?) (véaseSaunders[124]).

Definición 2.2.1 Para A = 0,1,.. .,k, definimosla A-elevación1(A,k) de una función f en

IR x 4? a i~(IR,Q) comola función

— (/3/e)td~\f

Se obtiene quej(o/e) — (¡3/e)*f y f(A~k) — (¡3fl*f(AT), si O < A < r < le. Es evidenteque

d2’f(Ale) — f(A+1k+O. En coordenadaslocales,obtenemos

ftA+1,k+1) — ¿3f(Ak) “ A ______

oí +~q1+1 oq<
4~

Denotamospor SV(IR,4?) el sistemade contactolocalmentegeneradopor las formas de

contacto(véase[11]):

Proposición 2.2.1 SeaX un campode vectoresen R >< 4?. Entonces existe un unico campo

de vectores en Jk(IR,4?) tal que

2. LXCk,k)OÉ es una combinaciónlineal de las 1-formas de contacto o, equivalentemente,

fl~(IR,4?) es invariante por

es llamadola le-elevaciónde X a i~(R, 4?). Si X se escribelocalmentede la siguiente

forma:

X=r— +
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entonces,la expresiónlocal de x<~~) es (véase[124]):

= y- + ~
OqA

+ f E
=1

j~O

Observación 2.2.1 Si denotamospor

se obtiene

d2’(X~) — q~4.id2’(r)—X~,,

donder = dt(X). 4

Observación2.2-2 De la Proposición2.2.1, se sigue que

para cualesquieracamposde vectoresX, Y en IR x 4?. 4

Definición 2.2.2 fIn campode vectoresE en i~(IR,4?) se dice que es una ecuaciondiferencial

de orden (k + 1) no-autónoma((le + 1)-NODE, para simplificar), si J1¿ = C1 y J1¿ = 0.

La ecuacióndiferencial de orden (le + 1) ¿ se expresalocalmentepor

O~4A8
E—»i+4~Ai+1~4J

t=O

donde¿A — ¿A(t,qA,q1
4,... ,qfl. Una curva a : IR — 4? se dice que es una solución de E si

¡ca : IR —. i~(IR,Q) es unacurvaintegral de ¿. Así, a(t) = (qA(t)) es unasolución de E si y

solamentesi es unasolución del siguientesistemade ecuacionesdiferencialesno-autónomasde

orden le + 1:
d/e+lqÁ

dt/e+l
= ¿A (t,qB(t), dqli

-E,.
d/eqB

‘dt~ )
1 <A < a.

le’” <~
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2.3 Sistemaslagrangianos no-autónomos de orden superior

SeaL : i~(IR,Q) —~ IR un lagrangianono-autónomo(o dependientedel tiempo) de orden le

con energía
/e

Ey, = Z(~1)r¶h(fi~71,)* (dy~’(CrL)) — (I3~~’)L

La 1-forma de Poincaré-Cartan está definidapor

/e

O,, = z(.~1)r1~½(I3t~.;±3* (4~’(djL)) — (¡32~—1)~Ldt
r=1

y la 2-forma Poincaré-Cartan por

1?,, = —de,,.

Ey, es unafunción definidaen i2~’(IR,4?), y Oy, y ~L son formasen J2~’(lR,Q). El fibrado

de jets J2~1(R,4?) es precisamenteel espaciode evolucióndel sistemalagrangianodefinido

por L. En coordenadaslocales,obtenemos

le— 1

EL = t=0
k—1

e,, = >3z3qAdqÉ — E,,dt
¡=0

o, equivalentemente,
le—’

e,, = >3kiIAÚ,4 + Ldt , (2.3.3)

donde .{kj/A O < i =le — 1} son las coordenadas generalizadas de los momentos de Jacobi-

Ostrogradskii definidaspor

¡

Pi/A = E (—1~d~. ~~0q~) 0< i <le— 1.

El lagrangianoL se dice que es regular si la matriz hessiana(82L/Oq¡tOqfl es regular.

Entonces,
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/e

y así (Qy,,dt) defineunaestructuracosimplécticaen i2~—’(lR, 4?). Por lo tanto,existeun único

campode vectores¿y, (el campode vectoresde Reebpara(12y,,dt)) en J2~1(IR,4?) tal que

i¿L 1?,, = 0, dt(¿y,) = 1

Además ¿y, es una 2le-NODE en i2k1(IR, 4?) que se denomina el campo de vectores de

Euler-Lagrange.Las solucionesde ¿y, son precisamentelas solucionesde las ecuacionesde Euler-

Lagrange:

d’ (OL) =o.
dV 0q4

Si calculamoslos corchetesde Poissondefinidospor ((2,,, dt), obtenemos

{q.tqfl 0, {Pr/A,Ps/B} = 0, {‘1 ,PsiB } =

{qA ~}— o , frr/A,t 0,0< ~ .~ < le — 1

2.4 Simetrías de sistemaslagrangianos dependientesdel tiem-

po de orden superior

Sea¿ una (r + 1)-NODE en Jr(IR,4?).

Definición 2.4.1 Se dice que unafunción f : ir(R,4?) —~ IR es una constantedel movimiento

de ¿ si ¿f = O.

Entonces,si -y : 1—. JT(IR,4?)es unacurvaintegral de ¿, fo -y es unafunción constante.

Definición 2.4.2

1. Una simetría de Lic de ¿ es un campode vectoresX en IR x 4? tal que

[¿,X(rr)] =

dondey = dt(X).
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2. Una simetríadin~m¡ca de ¿ es un campode vectoresX en JT(IR,Q) tal que

[E,?]= ¿(<E

donder = dt(Ñ).

Observación 2.4.1 Denótesepor 0(E) el conjuntode todaslas simetríasdinámicasde ¿. De

la Observación2.1.2, deducimosque D(E) es unasubálgebrade Lie de X(Jr(IR,Q)). Por la

Observación2.2.2 se obtiene queel conjuntoL(¿) es unasubálgebrade Lie de X(R x 4?). 4

Por supuesto,si X es unasimetría de Lie, entoncesXfrr> es una simetría dinámicade

E. Es evidenteque si X es unasimetríadinámica, entoncesU + g¿, con g E C~(Jr(IR,4?)),

es también unasimetríadinámica. De la misma maneraqueen la Observación2.1.1, se dice

que dos simetríasson equivalentessi difieren en un múltiplo de ¿. Cadaclasede equivalencia

contieneun único representanteY tal que

[E,?]= 0, dt(Y) = 0.

Este representantees,precisamente,Y = U — dt(.X)E, dondeX es un representantearbitrario

de la clasede equivalencia.

Observación2A.2 Un campode vectoresU en JT(IR,4?) es unasimetríadinámicasi se veri-

fican las siguientesidentidades:

— E(Xf) — q~1¿(r), 0=j=r—1, (2.4.4)

y

= E(Xfl — Ñ(¿~)

dondeX~ — dq~(X), r = dt(Ñ) y ¿B = dq~(¿). Obviamente,una simetríade Lie siempre

verifica la igualdad(2.4.4). 4

Observación2.4.3 SupongamosqueU es unasimetríadinámicade E quees proyectablea un

campode vectoresX en IR x 4?. Como U es unasimetríadinámica,entoncesse verifica (2.4.4),

y, por lo tanto,U = X(r,r>. 4
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SeaL : i~(IR, 4?) — IR un lagrangianoregulary ¿y,el campode vectoresde Euler-Lagrange.

Definición 2.4.3

1. Un campode vectoresX en IR x 4? es una simetría de Noether de ¿y, si

= df,

para algunafunción f en

2. Un campode vectoresX en i2~—1(lR,4?) es una simetría de Cartan si

L
2e,, = df,

para algunafunciónf en

La definición de simetríade Cartanes consistentecon la de la Definición 2.1.3. En efecto,

df = L±e,,= ~~dey,+ dixey,

= —~ S
2y, + d(e,,(Ñ)),

y entonces,i,tfl,, =d(ey,(x)—f)

Observación2.4.4 Si X es unasimetríade Noetherde ¿y,, entonces

df =

/e—1

— E ((Lxc2k-.í2k~¡)ñA,Í)O~+ ñÁPLx(2k-.a.2k-.nOt)+ X<2/e12/e1)Ldt+ Ldr
1=0

donde r = dt(X<2~”2~1)). De la Proposición 2.2.1 deducimos que f = (f3~jl)g, con

4

Proposición 24.1 Si X es una simetría de Noether, entoncesX es una simetría de Lie de

gE

Demostración: SupongamosqueX es unasimetríade Noether. Entonces,X(2~12~1> es

unasimetríade Cartan. De la Proposición2.1.1 se deduceque X es unasimetríade Lie. u
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Si X es unasimetríade Noether, se obtiene

df =

— 2x(2k.i,2k..,)dO,, + diX(2k1,?k1)e,,

y, así,

d — e,,(x(2/e12/e—fl)) — ix(2k-.I,2k—1)Qy,

Por lo tanto,

¿~. — ®,,(X(2k¶2le1))) = d (f — e,,(X(2le—12le—I))) (¿y,)

= 1X<2k—.1,2k--flQ,,(¿L)

= 0.

Entonces,g = f~Oy,(X(2/eI.2le1>) es unaconstantedel movimientode¿y,y, tambiénse verifica

que X<
2~12~1~

9 — 0.

De la Observación2.1.4 se deduceque elconjunto(‘(¿y,) de simetríasde Cartande ¿y, es una

subálgebrade Lie de X(J
2k-l(R,Q)). También,N(¿,,)es unasubálgebrade Lie de X(IR x 4?).

De las Proposiciones2.1.2 y 2.4.1,se deduceque

N(EL) G L(¿y,), (‘(E,,) c D(EL).

Ahora, obtendremosunacorrespondenciaentrelas simetríasde Cartany las constantesdel

movimiento.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Noether y su recíproco) Si U es una simetría de Cartan

entonces F = f — fly,(X) es una constantedel movimientode ¿y,. Recíprocamente,si E es una

constantedel movimientode ¿y, entoncesexisteun campo de vectoresZ en i2~’(R, 4?) tal que

izO,, dF.
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Entonces, Z es una simetría de Cortan y cada campo de vectoresZ + g¿y, es también una

simetría de Cartan siendo g : J2k—1(IR,Q) —~ IR.

Demostración: Véase la demostración de la Proposición 2.1.2. u

Corolario 2.4.1 E es una constantedel movimientode ¿y, si y solamentesi existe un único

campode vectoresX en J2~1(IR,4?) tal que dt(Ñ) = O y Lyj3y, = d(Oy,(Ñ) — E).

Demostración: Se sigue del Teorema 2.4.1. U

Definición 2.4.4 Un campo de vectores X en IR >c 4? se dice que es una simetríainfinitesimal

de L si

xU~le)(L) = ~dT((f3~j¡)*r)L

dondei- = dt(X).

Por un cálculodirecto,deducimosqueel conjunto1(L) de todaslas simetríasinfinitesimales

de L es unasubálgebrade Lie de X(IR x 4?).

Lema 24.1 Si X es una simetría infinitesimal de L, entonces

= OqA O

donder = dt(X).

Demostración: Si X es una simetría infinitesimal de L, se deduceque

LX(2k1.2kí, Ldt — (X(2le12le1)L)dt + Ldr

= —d
2’rL dt + Ldr

= L(—
2~dt

Or
= L—6~.OqA

br
— q

1 —dt + —dtOqA Ot

U

Proposición 2.4.2 SiX es una simetríainfinitesimaldeL, ey,(X(
2~”2~’>) es una constante

del movimientode ¿y,.

Or
+~ dqA)
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Demostración: Sabemosque la 1-forma de Poincaré-Cartanpuede ser localmenteescrita

como:

le—’
= >3 PA/Al + Ldt

¡=0

Del Lema2.4.1 y de la ProposicIón2.2.1,se obtieneque

=

para algúnAf,~ E C”’(J2~1(IR,4?)). Entonces

= A’
6A(¿y,) — O

y, por lo tanto,obtenemosEy,(Oy,(X(
2~12~1)))— O.

Proposición2.4.3 Si X es un campode vectoresen IR >c 4? tal que

= O

entoncesX es una simetría infinitesimal de L.

Demostración: Obviamente,X esunasimetríade Noether. De la Proposición2.4.1, sededuce

que X es unasimetríade Lie y, entonces,obtenemos

O =

— x<21’—12~—1)(ey,(¿,,))— ®y,([X(2/e—12k1>, EL])

— x(2k12k1)((¡~k1)*L) +

donde r = dt(X). Así, X es unasimetríainfinitesimal de L.

Resumimoslos resultadosanterioresen la tablasiguiente:

u

¡
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simetríaspuntuales
IR ~<4?

X(kk)L —

simetrías

infinitesimales de L

= df

simetrías de Noether

itt, X<2~i?kI>] —

simetríasde Lie

simetríasno puntuales

i2~’(IR, 4?)

LÑ®L = df

simetrías de Cartan

(U, Ñ] =

simetrías

dinámicas

Sistemaslagrangianosno-autónomosde ordensuperior.

2.5 Relación entre las simetrías infinitesimales del sistema la-

grangiano con las de su contrapartida hamiltoniana

SeaL : i~(IR,Q) —~ R un lagrangianoregular.La transformaciónde Legendre-Ostrogradskii

es la aplicación fibrada

Leg i2~’(R,4?) — IR x T(i~’(lR,Q))

localmentedefinida por

A A

Leg(t,q ,q
1 ,. . . ,q~...1) = (t,qÁ,...,q¿1;)3~¡fl,. .. ,PA//e—I)

Como sabemos,L es regularsi y solamentesi Leg es un difeomorfismoglobal. Si Leg es un

difeomorfismoglobal, entoncesse dice que L es hiperregular.Como en el casoautónomoy para

simplificar, supondremosen adelantequeel lagrangianoL es hiperregular.

Sea¿y, el campode vectoresde Euler-Lagrangeen i
2~’(R, 4?). Definiendo fi = Ey, o Legí

obtenemos

EH = (TLeg)¿,,

— fi dt) = e,,
Leg*(fljy) = (2,,.
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Se deducequeLeg es un isomorfismoque transformaentresi las dosestructurascosimplécticas

(fly,, di) y (fl11, dt) en i2~’(IR, 4?) y IRXTt(T/elQ), respectivamente.De estemodo seobtienen

los siguientesresultados.

Proposición 2.5.1 SeanX un campo de vectoresen i2~’(R,4?) e 1 un campode vectores

Ley-relacionadoen IR >< T(J~1(R,Q)), es decir, (TLeg)(Ñ) = Y. Entonces

.1. X es una simetría dinámica de Ey, si y solamentesi Y es una simetríadinámica de Eg.

2. X es una simetría de Cartan si y solamentesi Y es una simetría de Curtan.

Nótesequeexisteunacorrespondenciaunoa uno entrelas constantesdel movimiento de ¿y, y

EH.

Proposición 2.5.2 SeaX un campode vectoresen IR x 4?

1. Si X<~1~1> es una simetríade Lie de E
11 entoncesX es una simetríade Lie de EL.

2. Si X(/e
1,/e1) es una simetría de Noetherpara el sistema (IR x T*(J/e1(IR,4?)),(2u,dt)

entoncésX es una simetría de Noetherpara el sistema(i2~’(R,Q),fly,,dt).

Proposición 2.5.3 Si X es una simetría infinitesimal de L, entonces X es una simetría de

Noether.

Demostración: Usandola Proposición 2.4.2,deducimosque si X es una simetría infinitesimal

de L, entoncesOy,(X(2~’2~’>) es unaconstantedel movimiento de ¿y,. En coordenadas

locales,
k—1

— >3~A/íXÉ — Ey,r
i=O

dondeXr = dq~(X(2kl2/el>) y r = dt(X).

Puestoque

— XAp Hr, 1<i<le—1,

deducimosque Oy,(X<2~12~’)) e ~
11x(~’~’> están Leg-relacionados. En consecuencia,

es unaconstantedel movimiento de E11. Así, (X(k1/e1))(0ñ) es unasimetría
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de Cartan(de hechounasimetríade Noether)de EH y, entonces,existeunasimetríade Cartan

U de ¿y, queestá Leg-relacionadacon (X(/e1/e1))k0. Por lo tanto, X es proyectabley,

teniendoen cuenta,la Observación2.4.3, se deduceque X = X(2/e12k1). U

La siguienteproposiciónes el resultadorecíprocodel obtenidoen la Proposición2.4.3.

Proposición 2.5.4 Si X es una simetría infinitesimal de L, entonces

= O

Demostración:De la Proposición2.5.3 se obtienequesi X es unasimetríainfinitesimalde

L, entonces~
11x<~—

1~—’~es unaconstantedel movimientode EH. En consecuencia,deducimos

que

L(xuc-.1k-.1>ycs.n) (Ark—lq — fidt) = O

ComoX<2~12~1> y (X(k—1~/e—1))(ctH) están Leg-relacionados,obtenemosque

= O . U

Observación2.51 Obtendremosunacaracterizaciónalternativade las simetríasde Noether

que es similar a la de la simetríasinfinitesimalesde L. En efecto, no es difícil probar que un

campode vectoresX en IR x 4? es una simetríade Noethersi y solamentesi

= dT((fiá1)*r)L + d
2’g , (2.5.5)

dondeg es unafunción en i~
1(IR,Q). Si

= df

deducimosque! = (¡5~kQ)*g. Esteresultadose pruebasiguiendoun métodosimilar al usadoen

las Proposiciones2.4.3 y 2.5.4. La pruebade la Proposición2.5.4 deberíaserligeramentemodifi-

cada. En efecto,si X es un campode vectoresquesatisface(2.5.5)entoncesf~®y,(X<2/eI2/et))

es unaconstantedel movimientode ¿y,. Se deducequeE = f—tn(X(~”~’)) es unaconstante

del movimiento de EH. Por lo tanto,el campode vectoresXj — X(0 II) es una simetría de
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Cartancon constantedel movimiento asociadaE, y, además,es proyectablesobrei~1(IR,4?)

en el campo de vectoresx(~—’~—1). Así, deducimosque X(2/eí2/e.1) y Xy — X(c¡¡) están

Ley-relacionados,lo que implica queX es unasimetríade Noether.4

El cuadrode la siguientepáginamuestralas relacionesentrelas simetríasde sistemasla-

grangianosy hamiltonianos.

2.6 Ejemplo: Partícula con 5pm sujeta a un potencial

SeaL : IR x T2IRS —~ IR el lagrangianono-autónomoregular de orden 2:

L(t,qA qj4 ~ 1±
A=1

— V(t,qA,qj~~)

donde(qÁ) = (q1,q2,q3)son las coordenadascanónicasde IR3. L describeel movimientode

unapartículacon 5pm sujetaa un potencialV(t,qA,qj”). Se deduce

PO/A
0V= A A- A

q

1

ey, = Po,tAO+P1,~Ai+

(q~+q~ DV=

(í~

Y
1~

A=1

AOV
qíiq~ + V(t,q~,qj4)) di.

4=1

De las ecuacionesix dOy, = O e ix dt = O, obtenemosel campode vectoresde Reeb

O A
0 A0 A0

¿y, = ~¡+q
1

0
2V

0t0q~
DV

q
1 0q~Oq{

4
DV O+q

2 0qf0q¿Oq~~

Sabemosqueel lagrangianoregular autónomo

fl2(q14)2

A=1

1±(Á)2

A=1
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U E X(i2~—’(IR,4?))

1k

x

Ñ — x(2k~1 ,2k—i) 1

1

TLeg(X)= 5’

TLeg(Ñ) =5’
— —

— x(2k~i ,2k—I)

5’— y<ctH)

Relaciónentre lassimetríasde sistemaslagrangianosy haruiltonianos.

[¿y,,?] =

simetrías
dinámicas

Y e X(IR x T(Tk—I4?))

[E
11,?] = Eu(dí(Y))E11

simetrías
dinámicas

U e X(J
2~1(IR,Q))

LxO,, = df

simetríasde Cartan

Ye X(R x T*(T/e14?))
i
5’911 = dg

simetríasde Cartan

XESE(IRXQ)

[Ey,,X(
2/e12/e1)] —

simetríasde Lic

Y E X(i~’(R,4?))
[E», YkW] — E¡q(dt(Y(0ÍI)))E

11

simetrías
de Lie

5’ —

1k

1
XEX(IRxQ§
LX(2k1,2k:)Oy, = df

simetrías,de Noether

Y E X(i~-’(IR,Q))

ZY(eA,H)QH= dg

simetríasde Noether

XEX(RX4?)

=

simetrías
infinitesimalesde L

— Y

X E X(IR x 4?)

i(X<k-.1.k~I))(c*H)f2H =
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admitelas siguientessimetríasinfinitesimalesde L

= OqA 1=.A=3,

E8 A0
RAE = q ~ ~F’ l<A<B<3.

TA son las traslacionesy RAE las rotacionesen IR3. Queremosestudiarcuandoestassimetrías

infinitesimalesde 1 son tambiénsimetríasinfinitesimalesde L.

Es evidenteque TA es unasimetríainfinitesimal de L si y solamentesi la función V IR ><

T4? —~ IR verifica que

(TA)<”1)V = o

es decir, si la función V no dependede qA (por ejemplo,si V = V(t,q2,q3,q~,q~,q~),entonces

es unasimetríainfinitesimal de L). Por lo tanto,por la Proposición2.4.2, la función

6y,((TA)~3’3~)= PO/A = qj4 + q~4 —

es unaconstantedel movimiento de E,,. Si, además,la función y no dependede qj;4, entonces

el campode vectores

XA = qA0

es unasimetríade Lie de ¿y,, es decir, [(XA)(~~),Ey,]= 0, perono es unasimetríade Noether.

Ahora, la rotación RAE es unasimetríainfinitesimal de L si y solamentesi

(RÁB)(11)V = o

Por ejemplo,si

V = f(t,qC,q~»g((qA)2 + (qfl2,(qfl2 + (qfl2) ,C ~ A ,B

paracadaunade las funcionesf : IR3 —. IR y g : IR2 —~ IR, entoncesRAE es unasimetría
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infinitesimal de L y la constantedel movimiento asociadaes

YAB = Oy,((RAB)(3B>) — (qj4 + q~ — jq
0B — (q1~ + q3B — ÉL)qA — q~

1q?+ q
2BqA

Consideramosahorael campode vectores:

a o o
ot + +

X es unasimetríainfinitesimal de L si X(
22>L — O lo cual es equivalentea x(’l>v = 0. Por

lo tanto, si V es de la siguienteforma:

V — f et12 (
1aeÍ49A+(f2fi>~B+ f5~f2qA + .f6eÍ2~B)

entoncesse verifica estacondición, dondelas funciones f~, 1 < < 6, dependensolamente

de q
0 ~ ,q

2
8 y ~ con C # A,B. La constante del movimiento asociadaa esta simetría

infinitesimal de L es

F = PO/A + ño,,
5 + Ey,

De un modo sencillo es posibleobtenertambiénlas simetríasinfinitesimalesy constantes

del movimientoparala formulacion hamiltonianadel sistemausandolos resultadosobtenidos

en la secciónanterior.
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Parte II

SISTEMAS LAGRANGIANOS

DEGENERADOS
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Capítulo 3

Simetrías y constantes del

movimiento de sistemas

lagrangianos degenerados

Los estudios sobresistemaslagrangíanosdegeneradoscomenzaroncon los trabajosde Dirac

y Bergmann(véanse[38, 136, 137, 9]). Su algoritmo fué mas tarde globalizadopor Cotay y

Nester [49, 51, 52], introduciendoen el estudiode estos sistemasla estructuracasi tangente

que aparecede un modo natural en el espaciode fasesde las velocidades(véansetambiénlos

artí¿ulosde J. Klein [63] y J. Grifone [56]). Además,aunqueexisteunaclara ambigliedadde

la dinámica,las ecuacionesdel movimiento hande ser de segundoorden.

Como ya hemosvisto, es interesanteobtenersimetríaspara integrar las ecuacionesdel

movimiento (véanseBinz, Sniatycki & Fisher [9], de León y Rodrigues [82], Olver [109] y

Marmo [96]). Nuestraintenciónen este capítulo es obtenerunaclasificación de las simetrías

infinitesimalesde un sistemapresimplécticoy derivar de ellas las correspondientesconstantes

del movimiento. Asimismo,se pruebanvarios Teoremasde Noether. Los resultadosse aplican

parael casode sistemaslagrangianossingulareso degenerados,condefinicionescompatiblescon

el casoregular. Nuestrométodoes el siguiente. Primero,consideramosel casode sistemaspre-

simplécticosadmitiendounadinámicaglobal. Estarestricciónsimplifica bastanteel problema

y, como veremos,es el casomás significativo. Después,consideraremosel casogeneraly apli-
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caremoslos resultadosanteriormenteobtenidosala variedadfinal de ligadurasqueadmiteuna

dinámicaglobal. Un procedimientosimilar también funcionaparael casono-autónomoy para

sistemasprecosimplécticos.También,se estudialacontrapartidahamiltonianarelacionandolas

dos partespor la transformaciónde Legendre.

Estosresultadossonla extensiónnaturalde los trabajosde Crampin [32]y Prince [116,117]

(véasetambién[82]) y completanlos resultadosde Cariñenay Rañada[24], Marmo, Mukunda

y Samuel [99] y Ferrario y Passerini[42]. El caso independientedel tiempo fue estudiado

por Cariñena,Fernándezy Martínez [19, 18, 17], usandola técnicade seccionesa lo largo de

aplicaciones.

El capítuloestáorganizadodel siguientemodo. En la Sección3.1, recordamosel algoritmo

de ligadurasdesarrolladopor Gotay y Nester ([49, 51, 52]). La Sección3.2 está dedicadaal

estudiode las simetríasinfinitesimalesde un sistemapresimplécticocon dinámicaglobal. En

la Sección3.3, extendemosestos resultadosal caso de un sistemapresimplécticocualquiera.

La clasificaciónde las simetríasinfinitesimalesse obtieneen la Sección3.4 y, se obtienenlas

correspondientesconstantesdel movimiento paralos sistemaslagrangianosdegenerados.En

la Sección3.5, se estudiala relaciónentrelos formalismoslagrangianoy hamiltoniano. En la

Sección3.6 se considerael problemade encontrarunasolución que verifique la condición de

ecuacióndiferencialde s~egundoorden. Lassecciones3.7, 3.8, 3.9 y 3.10 se dedicana aplicarestos

resultadosalos siguientescasosparticulares:dinámicahamiltonianageneralizada,lagrangianos

afines en las velocidades,sistemaslagrangianosdegeneradosde tipo II y sistemaslagrangianos

degeneradoscon un grupo de Lie de simetrías.El casode sistemaslagrangianosno autónomos

degeneradoses estudiadoen la Sección3.11 como unaaplicación de los resultadosobtenidos

paraun sistemaprecosimplécticoarbitrario.

3.1 El algoritmo de ligaduras

SeaM unavariedaddiferenciablede dimensiónti, ti una2-formacerradacon rango constante

y a una 1-forma cerrada.En estecasodiremosque (M,w,a) es un sistemapresimpléctico.

La dinámicase determinaencontrandolas solucionesde laecuación

zxw= a . (3.1.1)
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Comoti no es simpléctica,(3.1.1)no tiene soluciónen general,eincluso si existeno seráúnica.

Sea b : TM —* T*M la aplicación definida del siguiente modo: b(X) = ixw. Al no ser ti

símplécticapuedesucederque b no seasobreyectivao que tengaun núcleo no triWal, o ambas

cosasa la vez. Denotamospor kerw el núcleode b, es decir, kerb = kerti.

En [49, 51], Cotay y Nester desarrollaronun algoritmode ligadurasparasistemaspresim-

plécticos. Resumiremos,a continuación, lo mas esencialde esta construccion. Primero, se

consideranlos puntosde M donde(3.1.1) tiene unasolución y se suponeque este conjunto

es unasubvariedadde M. Desafortunadamente,puedeocurrir que estassolucionesen

no seantangentesa M
2. Entonces,debemosrestringir M2 a una subvariedaddondelas

solucionesde (3.1.1) seantangentesa M2. Procediendode estemodo obtenemosunasucesión

de subvariedades:

... — .-.~ ... ....~ — = M

Alternativamente,estassubvariedadesde ligaduraspuedenser descritascomo sigue:

= {z E M ¡ a(x)(v)= 0, Vv E TZMt 1 }

donde

— {v E T~M /w(x)(u,v) = 0, Vn E T1M~..1 1.

Llamaremosa M2 lasubvariedadde ligadurassecundarias,M3 lasubvariedadde ligadurasterciarias,

y, en general,Al1 es la subvariedad de ligaduras t-ar;as.

Puedenocurrir tres posibilidades: la primera que exista un entero le tal que M/e = 0 y

entonceslaecuación(3.1.1) no tienesolución; la segundaes queexistaunasubvariedadAl/e # 0
pero dimM/e = 0, en este casola ecuación(3.1.1) es consistentepero sólo admitela solución

X = 0; y el tercercaso,quees el quenosotrosconsideraremos,es que el algoritmo se estabiliza,

es decir, existe un entero positivó le E BV tal que Al/e = Mk+í y dim Al/e > 0. Entonces

obtenemosunasubvariedad final de ligaduras M1 = M/e, en la cual existeun campode vectores

X tal que

(ixti=a)¡M . (3.1.2)

Si E es una solución de (3.1.2) entoncescada solucióti arbitraria en es de la forma
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E’ = ¿ + Y, dondeY E (kerw n TAl1).

3.2 Simetrías y constantesdel movimiento de sistemaspre-

simplécticos con dinámica global

En estasección, haremosuna clasificación de simetríasy constantesdel movimiento para el

casoparticular de sistemaspresimplécticosqueadmitenunadinámicaglobal (véase[24]).

Decimosque un sistemapresimpléctico(M,w,a) admite unadinámica global si existeun

campode vect¿res¿ en Al tal que¿ satisface(3.1.1). Estacondiciónse puedeexpresartambién

de la siguienteforma:

a(kerw)(x) = O ,Vx E Al

Definición 32.1 Una función F : M —. Rse dice que es una constante del movimiento de E

52 ¿F = 0.

Así, si -y es unacurvaintegral de ¿, Fo y es unafunción constante.

Definición 3.2.2 Se dice que un difeomorfismo~ : Al —. Al es una simetr}a de ¿ si ~

transformacurvas integralesde ¿ en curvas integralesde E, esdecir, T«¿) = E.

Definición 3.2.3 Una simetría dinámica de ¿ es un campode vectoresX de M de modo que

su flujo estáformadopor simetríasde ¿, o, alternativamente,si se verifica que [X,¿3 =0.

Denotamospor r’(M) el conjuntode todaslas solucionesde (3.1.1):

XW(M) = {X E X(M)/ixw = a>.

Definición t2.4 Se dice que una función F : Al —. IR es una constante del movimiento de

Xw(Al) si E es constantea lo largo de las curvas integrales de cualquier solución de (3.1.1).

Es decir, si E verifica que

r(M)F = o.

De estamanera,si E es unaconstantedel movimiento de r(Al), se verifica

(kerw)F = 0.
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Definición 3.2.5 Se dice que un dzfeomorfismo~ Al —* Al es una simetría de X1M) si Ó

verifica que

T«¿) E YY(M),

para todo E E Xw(M).

Definición 3.2.6 Una simetría dinámica de Xw(M) es un campo de vectores tal que

[X,Xt(M)] c kerw

Observación3.2.1 Si la foliación definida por kerw es una fibración, entoncesla variedad

cocienteM = MI kerw admiteunaestructurade variedaddiferenciabley la proyecc¡oncanonica

ir : Al —* Al es unasubmersiónsobreyectiva.En estecaso existeunaúnicaforma simpléctica

ti en Al tal que ,r*C, = ti. Como habíamossupuestoque el sistemapresimplécticoadmitíauna

dinámicaglobal, la 1-forma a proyectaen una 1-formad en it de modo que ir& = a. Como

& es simpléctica,existeun único campode vectores¿ en M de tal que

z¿w = a

Es fácil probar que todas las solucionesde (3.1.1) son proyectablesy, de hecho, todas ellas

proyectanal campo de vectoresE• De la Definición 3.2.6, se deduceque

[X,kerw] c kerw

Así, X proyectaen un campode vectoresU en Al tal que

[X,¿] = 0.

En otraspalabras,X es unasimetríadinámicade E~ Estehechojustifica la Definición 3.2.6. 4

Observación 3.2.2 Si F es unaconstantedel movimientode Xw(M), entoncesXF es también

unaconstantedel movimientode XW(M) . En efecto,como (kerw)F = O, se obtiene

[X,¿]F = X(¿F) — E(XF) = —E(XF) = O,
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paratodo ¿ E Xw(M) .4

Denotamospor D(XW(M)) el conjunto de las simetríasdinámicasde Xw(M). Sean X e

Y dos simetríasdinámicasde XY(M). Entonces[X,Y] es tambiénuna simetríadinámicade

XW(Al). Así,

[X,Y],Xw(Al)] = [X,[Y,Xw(M)]] + [Y, [Xw(M),X]]

c [X,kerw] + [Y, kerw] c kerw

Por lo tanto, D(XW(M)) es una subálgebrade Lie del álgebrade Lie

Lie de camposde vectoresen Al.

Definición 3.2.7 Una simetríade Cartan

que

de X(M), el álgebrade

de (M,w,a) es un campo de vectores X en Al tal

1. ixw = dG, para alguna función 0 : Al — IR, e

2. ixa0.

Proposición 3.2.1

dinámica de r’(Al)

Demostración: Si

obtiene

Si X es una simetría de Cartan de (Al,w,a) entonces X es una simetría

X es unasimetríade Cartan,entonces,paracadasolución E de (3.1.1) se

i[X,c] ti = Lxi¿w — i¿ Lxw

— Lxad(ixa)0.

Así, [X,¿] E kerw, y, por lo tanto,X es unasimetríadinámicade XW(M) . U

SeaC(ti,a) el conjuntode todaslas simetríasde Cartande (M,w,a). Medianteun sencillo

calculose compruebaquesi X e Y son simetríasde Cartande (M,ti,a), [X,Y] es tambiénuna

simetríade Cartan. Así, C(w,a) es unasubálgebrade Lie de 2E(Al). De la Proposición3.2.1

obtenemosque

C(w,a) c D(Xw(M)).
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Teorema 3.2.1 (Teorema de Noether) Si X es una simetría de Carian de (M,w,a) en-

toncesla función O (comoen la Definición 3.2.7) es una constantedel movimientode X”’(M)

Recíprocamente,si O es una constantedel movimientode YY(M) , entoncesexiste un campo

de vectoresX tal que

= dO,

y, además, -X es una simetría de Cartan de (Al,w, a) y, cada campo de vectores X + Z con

16 kerw, es también una simetría de Cartan de (Al,ti,a).

Demostración: En efecto, si O es una constantedel moVimiento de

(kerw)G = 0. Por lo tanto, la ecuación

Xw(M) , se verifica que

zyw= dO,

tiene unasolución globalmentedefinidaX en Al y, puestoque

O = EGkdGsi¿ixw

= —zxi¿w=—ixa,

deducimosqueX es unasimetríade Cartande (M,ti,a) y quecadacampo

con Z E kerti, es una simetríade Cartan.

Recíprocamente,si X es unasimetríade Cartande (Al,ti, a), entonces,

E de (3.1.1), obtenemos

de vectoresX + Z,

paracadasolución

O = ixa = ixi¿w = —i¿ixw = —E(O).

En consecuencia,O es unaconstantedel movimiento de XW(M) .

3.3 Simetrías y constantesdel movimiento para sistemaspre-

simplécticos arbitrarios

Sea(Al,w,a) un sistemapresimplécticogenérico. En general,(3.1.1) no tiene una solución

globalmentedefinida comoeh la Sección3.2. El algoritmode ligadurasnos permiteobtener(si
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estoes posible)unasubvariedadfinal de ligadurasAl1.

Empecemos,primero, considerandouna estructurapresimpléctica(Mf ,iy~,i;a) donde

Jf Al1 —~ Al es la inclusión de Al1 en M. Sabemosque cadasolución de (3.1.1) es un

campode vectoresX en Al1 tal que

(ixti = a)/M, . (3.3.3)

Si WM1 = flti y a44’1 = fla, es fácil probarque si ¿ es unasolución de (3.1.1), entonces¿ es

tambiénunasolución de la siguienteecuación:

iXWM1 = a4f1 (3.3.4)

Definimoslos conjuntos:

rMI(M,) = {XE1(MI)/ixwM,=QM,},

Xw(M,) = {X E 1(M1)! (ixw = a)/M }

En consecuencia,1w(Alí) c X»MI(M1).

Si suponemosque el rango de wM1 es constante,entonces(AlI,WMJ,aMJ) es un sistema

presimplécticocon unadinámicaglobal. Podemos,por lo tanto, aplicar todas las definiciones

y resultadosde la Sección3.2 aestesistemapresimpléctico.

ObtenemosqueD(rMf (Al1)) es unasubálgebrade Lie de 1(M1) y C(wMf,aM,).es una

subálgebrade Lie de1(M¡). Comocadasimetríade Cartande (MI,tiM1,QM,) es unasimetría

dinámicade 1wM1 (Al1), deducimosque

C(WM,,aMf) c D(XW
MI(Mí)).

El Teorema2.1 se reescribeahoradel siguientemodo:

Teorema 3.3.1 (Teorema de Noether) SiX es una simetríade Cartan de(Alí,tiM,,aM
1),

entoncesO es una constantedel movimientode r~MI(Mí). Recíprocamente,si O es una

constantedel movimientode IWMI(Alí), entoncesexiste un campo de vectores X en ¡VI1 tal
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que

ZXWM1 = dO

y, además,X es una simetría de Cartan y cada campode vectoresX+ Z, con Z E kerw1w,, es

también una simetría de Cortan.

Como fY(M1) a XJJMÍ(M1) podemosdistinguir otros tipos de simetríasy constantesdel

movimiento.

Definición 3.3.1

1. Se dice que una función F : Al1 —~ IR es una constante del movimiento de Xw(Mí) si F

es una constantedel movimientoa lo largo de las curvas integralesde las solucionesde

(3.3.3), es decir,

YY(M1)F= O.

2. Se dice queun difeomorfismo~ : Al1 —. Al1 esuna simetría de Xw(Mí) si ~ transforma

curvas integrales de solucionesde (3.3.3) en curvas integralesde solucionesde (3.3.3).

3. Una simetría dinámica de LtCw(Mí) es un campo de vectores en Al1 tal que,

[X,Xw(Mí)] a kertiflTMj.

Ahoraconsideraremosdifeomorfismos~‘: Al —~ Al quepreservanla2-formati y la 1-forma

a, (es decir, preservanla estructurapresimpléctica):

=a.

Proposición 3.3.1 Si el difeomorfismo~‘ : Al —. Al preservo la estructuro presimpléctica,

entonces,restringea un difeomorfismo~j : Al1 —* Al1, donde Al1 es la subvariedadde ligaduras

z-aria. En particular, ~ restringe a un difeomorfismo4q : Al1 —. Al1.

Demostración: Si i = 1, la Proposiciónes trivialmente cierta. Ahora, supongamosque la

Proposiciónes ciertaparai = in y probemosque tambiénes cierta parai = m + 1.
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Probaremosque si y E TXMT*, entoncesT~«v) e T«~,M4. En efecto, para cada u E

T«r)Mm, obtenemos

w(~(x))(T~«v),u)= w(x) (v,T~(~)f’(u)) = 0,

puestoque ti es ~‘-invariantey T~(~)&’(u) E T~M,-,, por la hipótesisde inducción. Se deduce

así que

TÁ(TXM4fl=T~(~) M~.

Ya es solamente necesarioprobar que si x E Mm+i, entonces«x) E Alm+i, es decir, para

cadavE2$}0Al’ a(~(x))(v) =0. Pero,comoa es también&invarianteobtenemos

a(«z))(v) = a(z) (T~(~)f’(v)) = O . U

Corolario 3.3.1 SeaX un campode vectores en Al tal que

1. ixti = dO, para cadafunción O : Al —. IR,

2. ixazfl.

Entonces,X/MJ es una simetría de Cortan de (Mí,tiM1,aM,).

Demostración:Comoel flujo de X estáformadopor difeomorfismosquepreservanla estruc-

turapresimpléctica,entonces,por la Proposición3.3.1,X es tangentea Al1. Además,comoX

verifica que

i,~ti = dO,

la restricciónde X a Al1 tambiénverifica que

ZX/MJtiMI = d(O¡M1)

Finalmente,
2X/MJ0MI = O

En consecuencia,X/MJ es unasimetríade Cartande (Mf,tiM,,aM,) y (‘/MJ es unaconstante

del movimientode yWM

1 (Al1). U
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Ejemplo 3.3.1 Seael sistemapresimpléctico (1R6,w,a)definido por:

ti = dx¡Adx
4—dx2Adx3

a = x4dí4 — x3dr5 — x5dz3

donde(x1,x2,z3,~ zb,z6) son las coordenadascartesianasen IR
6. Es fácil probar que kerw

estágeneradopor 0/015 y 0/016. La únicaligadurasecundariaes = 13 = 0. Comono hay

ligadurasterciarias,el algoritmode ligadurasterminaen Al
2, es decir,

Mf = Al2 = {(xl,12,za,14, x~, 16) E IR
6/ = 0}

Las solucionesde la ecuacion

(ixw = a),M

son
O

xw(Mí) = I4~y + kerti

Si denotamospor j : Al
1 —. IR

6 la inclusión canónicade Al
1 en IR

6, entonces

7ti = WM, = dx
1 A dx4.

Así pues,kerwM1 estágeneradopor 0/012,0/0x~ y O/Ox~. Lassolucionesde la ecuación

iXWM1 =

son
a, O

XMI(Al) = z4y— + kerwM1.

Entonces,.X~(Al1) está estrictamentecontenidoen XtMI (Al1) Estudiaremoslas simetríasy

constantesdel movimiento del sistemapresimpléctico(M,w,a).

Una función F : Al1 —~ IR es una constantedel movimiento de X~(Al1) si verifica las

siguientescondiciones:
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OF OF OF—=0Ox6

Por lo tanto,cadafunción F quedependasolamentede x2 y x4 es unaconstantedel movimiento

de X~(M1). Por ejemplo,Fí(xi,x2,x4,xs,x6)= x4 y F2(zi,x2,x4,xs,x6)= x2 son constantes

del movimiento.

Una función F : Mf —~ IR es unaconstantedel movimiento de XWMÍ(Alí) si se verifica

que
OF OF OF OF

x4—=0 ——0 ——0 —=0.
Ox1 ‘ Ox2 — Oxs — Ox6

Las funcionesF que son constantesdel movimiento de XWMI(MÍ) son aquellasquedependen

únicamentede x4, por ejemplo:

Fi(xí,x2,x4,xs,xg)=x4

Obviamente,todaslas constantesdel movimientode XWMI(Mí) sontambiénconstantesdel

movimientode X~(M1).

El campode vectoresX = 0/Ox1 on IR
6 verifica que

= dO, dondeO(x
1,x2,xa,x4,x5,x6)= x4 , ixa = 0.

Del Corolario 3.3.1,deducimosqueX es unasimetríade Cartande (Al1 ,wM1,aM,) y O~w1 es

unaconstantedel movimiento de Y/MI (Mí)

3.4 Simetrías y constantesdel movimiento para sistemasla-

grangianos singulares

Sea4? unavariedaddiferenciablede dimensiónn. Considéreseun lagrangianoL T4? —~ IR

tal que la matriz hessiana

(Ot4B)
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seasingular. A estetipo de lagrangianose le llama lagrangianosingular o degenerado.SeaEy,

la energíaasociadacon L, definida por E,, = CL — L, dondeC es el campode vectoresde

Liouvilie en T4?. Denotamospor ay, la 1-formade Poincaré-Cartandefinida por ay, = 1}dL)

y, por wy, la 2-formade Poincaré-Cartandefinidapor wy, = —da,,,dondei es la estructuracasi

tangentecanónicaen T4?.

Si (qA,
4A) soncoordenadasfibradasen TQ, se obtiene

E,, = ~4AÉk~jjqA4A)

A

ay, =

0
2L 02 L

= O
4AOqBdqAAdqB~0~~0•~dqAAd4B.

Supongamosquela 2-forma tiy, tienerango constante.Aplicamosel algoritmode ligaduras

al sistemapresimpléctico(TQ,wy,,dEy,).Se obtiene la siguientesucesiónde subvariedadesde

ligaduras:

Si el algoritmo se estabiliza,entoncesexiste un enterole tal que ~/e+i = P/e = E1 y J7~ es

la variedadfinal de ligaduras.Así, podemostrasladartodaslas definicionesy resultadosde la

Sección3.3 aestecasoparticular.

Denotamospor X’ la elevacióncompletay por XV laelevaciónverticalaTQ de un campo

de vectoresX en 4?.

Definición 3.4.1 Se dice queun campode vectores X en 4? esuna simetríade Lic de Y/P¡ (Rs)

st

1. X’ es tangentea E1,

El conjunto£(X~~f(E1)) formadopor todaslas simetríasde Lie de t~’(P1) es unasubálgebra
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de Lie de X(4?). Además,

Definición 3.4.2 Sedice que un difeomorfismo @: Q — 4? es uno simetría de L si LoT$ = L.

Se dice que un campo de vectoresX en 4? es una simetría infinitesimal de L si

XCL = 0,

es decir, si su flujo estáformado por simetríasde L.

Si denotamospor 1(L) el conjuntode todaslas simetríasinfinitesimalesde L, entonces1(L) es

unasubálgebrade Lie de X(4?).

Proposición 3.4.1 Si X es una simetría infinitesimal de L, entonces6(XC)1p, = (XV

es una constantedel movimientode X~~i(P1).

Demostración: En coordenadaslocales,se obtiene

XCL — XA DL .BOX DL_ ~ OqB~X
0

y

L~cay,
DL OXA

= XC(-jí~)dqB+ O~A 0q8 dqB

= (XA 02L ~OXA 02L
OqAO

4B + q OqB O4AO~B

= 0.

Pero,si L~c ay, = 0, entonces

Xcii)) dq
8

+ ~o~s) dqB

%XCWL = d(a,,(XC))

Además,XCEy,= O. Obtenemosel resultadorequeridoaplicandoel Corolario 3.3.1. u
Procediendocomoen la pruebadela Proposición3.4.1 deducimosque 1(L) c £(X~~’ (P¡)).
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Definición 3.4.3 Se dice que un campo de vectores X en 4? es una simetría de Noether si

XCII = OC,

para alguna función O en 4?, donde (‘C de nota la elevación completo de O a TQ.

Siguiendoun procedimientosimilar al usadoen la Proposición3.4.1,podemoscaracterizaruna

simetríade Noethercomo sigue:

1. i~cwy, = dF, paraalgunafunción F,

2. XCEy, = 0.

En efecto,podemoselegir E = a,,(XC)— (‘u, donde(‘V la elevaciónverticalde O.

Proposición 3.4.2 SiX es una simetría de Noetlzer, entoncesoy,(XC) — es uno constante

del movimientodeX0~i(P
1).

Demostración:Véasela pruebade la Proposición3.4.1. U

Denotamospor N(L) el conjuntode todaslas simetríasde Noether. Entonces,N(L) es una

subálgebrade Lie de 2E(Q) y se obtienenlas siguientesinclusiones:

1(L) c N(L) c £(YY
9’(E

1))

c. C(wp1,ap1)

3.5 Relación con la formulación hamiltoniana

SeaL : TQ —. IR un lagrangianoarbitrario. La aplicación de LegendreLeg : T4? —. T4? se

escribelocalmente

Leg : (qA,4A)~ (qA,p~)

siendoPA los momentosdefinidospor PA = BL/0¿A. Si L es singular, Leg no es un difeo-

morfismo. Sin embargo,supondremosque L es casi regular, es decir, M1 = Leg(T4?) es una

subvariedadde T4? y Leg es unasubmersiónsobreAl1 con fibras conexas.La subvariedad Al1

serállamadala subvar¡edadde ligadurasprimarias.
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SeaAQ la 1-forma de Liouville y caq = —d>.g la forma simplécticacanónicade T*4?.

Comoel lagrangianoes casi regular,la energíaEy, es constantea lo largo de las fibras de

Leg. Por tanto,Ey, proyectaen unafunción h1 en Al1:

hu(Leg(x))= E,,(x) ,Vx e T4?

Si denotamospor g¿ : Al1 —* T’4? la inclusión canónicade Al1 en TQ, obtenemosun

sistemapresimpléctico(Al1,(g¿)0Q,dh1).Si aplicamosahorael algoritmode ligaduras,obte-

nemosunasucesiónde subvariedadesde ligaduras:

...—*M/e—-*...—-*A<f2—1v11

Denotaremospor Al1 lasubvariedadfinal de ligaduras(si existe) paraestesistemapresimpléc-

tico. La transformaciónde LegendrerestringeacadasubvariedadP~, =1, de TQ y entonces

obtenemosuna familia de submersionessobreyectivasLeg1 1’1 —* Al1 que relacionanlas

subvariedadesde ligadurasE~ y Al1. De hecho,Leg1 es una fibración, paratodo i. Además,la

variedadcocienteP1/ker Leg¡p1 es difeomorfaaAl1. El siguientediagramaconmutativoilustra

estadiscusión:

TQ Leg T
t4?

jíj Leg
1

32{ Leg2 jk
1j3 Lega 92

Al3

It 1
Leg1 1

Al1
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Considérenselas ecuaciones

(ixwy, = dE,,)1~, (3.5.5)

e

(ixtii = dhO f44~ (3.5.6)

Gotayy Nester(véase[51]) hanprobadoquela formulaciónlagrangianay hamiltonianason

equivalentesen el siguientesentido. Dadoun campode vectores¿ E X(P1) quees unasolución

de (3.5.5) y Leg¡-proyectable,entoncessu proyecciónZ = TLegj(¿)es unasolución de (3.5.6).

Recíprocamente,si Z E X(M1) es unasoluciónde (3.5.6),entoncescadacampode vectoresen

1’j proyectableen Z es unasolución de (3.5.5).

Seanjj...1 : —~ TQ y gui : Al1 —* M1, 1 =i, (dondego es la identidad)las inclusiones

canónicas,y g1..1 =
9o o 91—1, 1 < i. Denotemospor

= jwy,,1<i<le

tiMé = (gI)S(QQ) 1<i<le

las restriccionesde wy, y WQ a E
1 y Al1, respectivamente.Es fácil probarque

&Jp, = LegIwM~ 3t j$E,, = (Leg1)gh1

Proposición 3.5.1 SiF es una constantedel movimientode X’~”” (E1) entoncesF esproyectoble

en Al1 y suproyecciónF es una constantedel movimientode Y/M1 (Al1).

Demostración:En efecto,si F es unaconstantedel movimiento de X~~’(P1) entonces

(keitip,)F = 0.

Pero, puestoque kerwy, fl TEj c kerwp1, deducimosque (kerwy, fl TP1)F = 0. Ahora, como

kerTiiegj c kertiy, fl TE1, E es proyectable.Si ZWM, es unasolución de la ecuación

iXWMJ = g;(dh1)
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entoncescadacampode vectores¿ en E1 proyectableen ZWM es unasolución de la ecuación

ixwp¡ = djEy,

i¿wp1 — j(dEy,) — i¿(LegwM1) — Leg gftdh1)

— Leg (izWMtiMf — g(dhfl)

— 0.

Por lo tanto, ¿ es unasolución de (3.5.7). Como¿F = 0, obtenemosque ZWM(É) = 0.

Proposición 3.52 SiF esuna constantedel movimientodeXwL(Efl, entoncesE esproyectable

en Al¡ y su proyecciónF es una constantedel movimientode XWM, (Al1).

Demostración:En efecto,si ZWM, es unasolución de la ecuación

(ixwM1 = dhl)/M

entoncescadacampode vectores¿ en E1 proyectableen ZWM, es unasolución de (3.5.5). Así,

como ¿F = 0, deducimosque ZWM É =

Proposición 3.5.3 SiX es una simetríade Cortan de (Alí,WM,,g(dhi)), entoncescadacam-

podevectoresX’ en E1 tal queTLegj(X’) = X es una simetría de Cortan de(Ej,wp1,j;(dE,j).

Demostración: Si uñ campo de vectores X en Al1 verifica que

1. iXWM1 = dO, con O : M1 — IR,

2. X(hl¡M1) = O,

entoncesparacadaX’ e X(E1), con TLegy(X’) = X, obtenemos

1. ix’tip1 = dO’ , con O’ = LegO,

2. X’(E,,¡p,) = 0.

u

puestoque,

(3.5.7)

u

97



En consecuencia,X’•es unasimetríade Cartande (E1,wp1,jftdEy,)). u

Proposición 3.5.4 Si F es una constantedel movimiento de ZWM, donde este campo de

vectoreses una solución de la ecuación

(ixtiM, =dhl)IM

entonces(Legf)ÉF es una constantedel movimientopara cada Ea,L tal queTLegí(EWL)= Za,1.

Si E es una constantedel movimientode ZWM1, donde este campo es una solución de la

ecuaczon

iXWM1 = g;(dh1)

entonces(Legí)F es una constantedel movimientopara coda ¿a,,, tal que TLeg1(¿a,~)=

za,MI.

Demostración:Se sigue directamentede la equivalenciade las formulacioneslagrangianay

hamiltoniana. U

Consideremosel operador¿ definidoen loscapítulosanteriores.Recordemosquelaelevación

completade un campo de vectoresX en 4? a T*4? es un campode vectoresXC definidocomo

sigue:

ZXCSWQ = d(¿X). (3.5.8)

Localmente,obtenemos

XCS~XA O OXB o_ ~

(véasede León y Rodrigues[82])

Proposición 3.5.5 SeaX un campo de vectoresen Al tal que XCII = 0, es decir, X es una

simetríainfinitesimalde II. EntoncesXC es Leg1-proyectabley suproyecciónesXtJ. Además,

(g[1)¿(X) es una constantedel movimientode 1wM1 (Al1).

Demostración:PrimeroprobaremosqueXC es proyectableen Al1, es decir,XC verifica que

[XC,kerTiieg] c kerTiieg
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ComokerTLeg= kerwy, n V(T4?), entonces,si Z E kerwy,, se deduceque

— Lxciztit — izL~ycw¡,

— —izdixcwy,— izixcdti,,

— 0.

Por lo tanto, [XC,kerwy,] c kerwL. Si recordamosque J[XC, V] = O para cada campo de

vectoresvertical en T4?, deducimosque X es proyectable.

En coordenadaslocales,se obtiene

XC~~ XÁ~-~ +
4B 0V o

OqB O.~A

Entonces,

TIIeYi(XC) = (xÁ~Éx+4coxBO$BE94A B 0
2L OOq’~O4~0p,~

Pero,como XCII = 0, se obtiene

TIIegiXC = (XAO OXB
-PB OqA áW)

Además

tX~ ti
1 1

y

Leg~(X~,h1) = XC(E,,)

Así, XYh h1 = 0. Ahora, del Corolario 3.3.1 y del Teoremade Noether,se obtieneel resultado.

u

Ejemplo 3.5.1 Considéresela función lagrangianaL : TIR
3 —. IR definidapor

II=

2rxc ~]Wy,

=X~.
/Al,
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(véase Krupková[661). Aquí, (q’,q2,q3) son las coordenadascartesianasen IR3 que inducen

coordenadas(q’, q2 q3,41, 42, 43) en TR3.

La energía,la 1-formay la 2-formade Poincaré-Cartanson, respectivamente:

Ey, = CII~L=~(4l+h)2=L,

ay, = (4í + 4
2)dq¡ + (4~ + 42)42

wy, = dq1 Ad4i+dqí Ad42+dq2AdÚi+dq2Ad42

Es fácil probarque kerwy, estágeneradopor

o o o o o o

No hay ligaduras secundarias,es decir, existe una solución global de la dinamica.

solucionesde la ecuación

i~wy, dEy,,

estándeterminadaspor
O O

Las

XWL(TQ) = + 4~— + kerwy,.

Una función E: TQ —* IR es unaconstantedel movimientode XwL(TQ) si se verifican las

siguientescondiciones:

OF OF OF OF
——0 —

0q2’ á~I~~á~?=
0‘ Oqs’ O4i

OF OF _ OF
———0 ——0.042

Deestemodo,cadafunciónF(4
1,42)talqueOF/041 = OF/042es unaconstantedel movimiento

de rL(T4?). Por ejemplo,

F(q1,q2,qa,41,42,43)= 4í + 42

es unaconstantedel movimientode XYL(T4?). Por el Teoremade Noether,obtenemossimetrías

de Cartan parala constantedel movimiento F, que son, precisamente,las solucionesde la

OF
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ecuación

ixw,, = dF.

Entonces,
‘O

X = -— +
2Oq~

10
20q2

donde Z e kertiy,. De hecho, O/Oqí y O/Oq2 son simetríasinfinitesimalesde L. Por la Proposi-

ción 3.4.1 se deduceque

ay,(~-) =ay,%2—) 4’+42

es unaconstantedel movimiento,precisamente,F.

Ahora, estableceremosla formulaciónhamiltonianaparaesteejemplo. Puestoque

OL 4 2 OL 4 OL
+q ,P2 042 —q +q

deducimosquela subvariedadAl
1 de T4? estádefinidapor las siguientesligadurasprimarias:

= Pl — P2 = O y #2 = ¡13 = 0.

Si elegimoscoordenadas(q’,q
2,q3,pi) en Al

1, obtenemosque

WM1 = (g~wq = dq
1 A dp

1 + dq
2 A dp

1

donde

g;(q
1q2q3,pí) = (q1,q2,q3,pí,pí,0)

La energíahamiltonianah
1 es

= ~P1

Así, kerwM, estágeneradopor
O O O

~t
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y todaslas solucionesde la ecuacion

ZXWMI = dh1

son

=
O

Plá—i-+kerwM¡

Como sabemos,una función F Al1 —. IR es unaconstantedel movimiento de ~ (Al1)

si y solamentesi
OF OF OF

p1——O ——0
0q1 ‘0q

3 ‘Oq’
OF

por lo queF ha de ser de la forma E = F(pi).

3.6 El problema de la condición de ecuación diferencial de

segundo arden

SeaZ un campode vectoresen Aly tal que

(izwi = dhí)/M
1

Sabemosque

Pj/kerTiieg; ~ Al1

Dadoun campode vectoresX en P1 que proyectaen Z, podemosencontrarun único punto y

en cadafibra de IIeg1 tal queX verifica en y la condición de ecuacióndiferencial de segundo

orden,es decir, (JX\, = C~, (véanse[49, 52]).

En coordenadaslocales,si X se escribelocalmentecomo

A

8X=X O

y si z = IIeg
1(y) E Al1, e identificamosaz con la fibra quecontienea y, deducimosqueXA es
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constanteen la fibra. Además,

U=JX~C~(XÁ~4A)~k.

es tangentea las fibras. Seaa(t) — (qA(t) 4A(t)) la curvaintegral de U quecontieneal punto

y con coordenadas(q~t4~). Deducimosque

a(t) — (qA XA — e
t(XÁ —

Pasandoal limite obtenemos:

= hm a(t) = (q~,XA)
t-+oo

Así, el punto ~Jcon coordenadas(q~~XA) estáen la misma fibra quey, puestoque las fibras

soncerradas.Además,U(fl = O, y así,X verifica la condiciónde segundoorden enel punto ~.

Hemosobtenidounaseccióndiferenciablea : Al
1 —* E1 de Leg1. Su imagen5 = a(Al1)

es,por lo tanto, unasubvariedadde Ej, en la cual X verifica la condición de segundoorden.

En general,X no es tangentea 5, pero el campode vectores¿‘ = Ta(Z) si que es tangentea

5. Además,¿‘ es unasolución de la ecuación

(ixwL = dE,,)15

y tambiénverifica la condiciónde segundoorden.

Ahora, estudiaremosla relación entre las simetríasy las constantesdel movimiento en 5

con las definidasen

Proposición 3.6.1 Si Za,M es una solución de la ecuación
1

iXWM, = dhl/M, , (3.6.9)

entoncesel campode vectores¿‘ = Ta(Za,MJ) en 5 es una solución de la ecuacion

ixws = dEy,,,5 , (3.6.10)
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donde ws = jwy,, siendo j la inclusión canónicade 5 en TQ.

Recíprocamente,si ¿, es una solución de (3.6.9), entonces Z — Ta—’(¿’) es una soluciónde

(3.6.10).

Demostración: De hecho,

iQWS = iTaZ(&WMí)

— (a’1)* (izwM
1)

y, como

dEy,,~ =

obtenemosél resultadorequerido. U

Puestoque 5 y Al1 son difeomorfos y la dinámica en ellos es equivalente,existe una e-

quivalenciacompletaentre las simetríasy constantesdel movimiento via a, y, también, via

IIegj/S: 5 — Al1.

3.7 Dinámica hamiltoniana generalizada

En estasecciónestudiaremosla relación entrelas simetríasy constantesdel movimiento para

un sistemalagrangianoen 7(4? y las simetríasy constantesdel movimientopara el sistema

presimplécticodefinido en 7(*Q e 7(4?. Esta formulación usandoel espaciot4? e 7(4? fue

establecidapor Skinnery Rusk [133, 134] (véansetambiénCariñenay López [22, 93], de León

y Rodrigues[82]).

Sea4? unavariedaddiferenciablede dimensiónn. Considéresela sumade Whitney de T4?

con T4?, quedenotaremospor

W0=T4?eT4?.

Sean
ir1: T4?@TQ — T~4?

ir2: T4?eTQ —~ 7(4?,

las proyeccionessobreel primer y segundofactores,respectivamente.
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SeaL : 7(4? —~ IR un lagrangianoregular conenergíaEy,. La 2-formade Poincaré-Cartan

wy, es,en estecaso,unaforma simplécticay la transformaciónde Legendreun difeomorfsmo

local. Si suponemos,además,que el lagrangianoII es hiperregular,la transformaciónde Le-

gendreIIeg : 7(4? —. 7(s4? es un difeomorfismo. Denotamospor ¿y, el campo de vectoresde

Euler-Lagrange,por wq la forma simplécticacanónicaen 7(*4? y por X» el campode vectores

hamiltonianocon energíafi. Se verifica:

(IIe§1)E,, = JI

TIIeg(¿y,) =

(IIegSl)*wy, = WQ

Definimos en Wo = TQ e 7(4? una 2-forma presimplécticaw = irtiq y una función

D : VV
0 —. IR por

D = <iri,7r2> — w~II.

Si (qA) son coordenadaslocalesen un entornode U de 4?, (qA,4A) las coordenadasinducidas

en TU y (qA,p~) las coordenadasinducidasen TU, entoncesdenotamospor (qA,p~,4A) las

coordenadasinducidasen T’U e TU. Localmente,expresamosD comosigue:

D(qA ,¡1A4A )=p~4A~L(qA4A)

Hemos obtenido un sistema presimpléctico (Wo,ti,dD) y podemosaplicar el algoritmode

ligadurasaestesistema(véanse[93,221). La subvariedaddeligadurasW1 de W0es precisamente

VV1 = Crafo(Leg). Denotemospor j1 la inclusióncanonica:

11w1—.wo.

VV1 estarálocamentecaracterizadopor las siguientésligaduras:

OL
04A
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Si consideramos,la 2-forma jti = ww, en VV1, obtenemosque

kerww TVV’flTVV1.

Como TW& está localmentegeneradopor {O¡O4A}, A = 1,... ,n, entoncesun campo de

vectoresX es tangentea VV1 si y solamentesi XcjkA)/w, = 0, paratodo A. Como II es regular,

O/
84A, A = 1,... ,n no es tangentea VV

1 y, por tanto, kerww, = 0. Luego, (Wí,ww,) es una

variedadsimpléctica.

Puestoquear11~1y 7r2/W1 son difeomorfismos,podemosconsiderarlas aplicacionesinversas

a~ y a2 de estasproyecciones.Estándefinidascomo sigue:

a1 : T4? —* ¡‘Y1

A

0”(qA,

4A) — (q ,“—,PA)
0PA

a
2 : 7(4? —

(qA,4A) — (qA ~A OII
,q

Se obtieneel siguientediagramaconmutativo:

7(s4?

a1
VV1 ir2/Wi Ley

a2 7(4?

La condición de que un campode vectoresX seatangentea W1 puedeser escritade la
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siguientemanera:

O oOqÁ Aá7 OqEntonces,X es tangentea VV1 si y solamentesi

XA 0
2L + X/~A 02 II

OqÁOq 0
4Á04/e = X~ le = 1,... ,n

Puestoquea2 es un difeomorfismo,el campode vectoresX = Ta2(Ey,) estábien definido.

Localmente,si
A

0 A0

Ey,=q ff7±E ~4T’

obtenemos

(
4A

6+EAO+(
48 OII BOLO)

O4BOqA+E 1w,

Además,X es la solución de la ecuación

= djD,

es decir, X es el campode vectoreshamiltonianoXJ.D.

Ahora estudiaremosla relación entrelas simetríasy contantesdel movimiento de estos

sistemas.

Proposición 3.tl Una función g : TAl —~ IR es una contante del movimiento de ¿y, si y

solamentesi (1r2,W,)g es una constantedel movimientode XJ;D.

Demostración: Puesto que XJrD = (a2)~(Ey,),se obtiene

X5;nWr2,w,)‘g) = (ir21~ )~(¿y,g) = O

El recíprocoes trivial, al ser ir2~, un difeomorfismo. U

Corolario 3.71 Una función g TM —* R es una constante del movimientode X» si y

solamentesi (lrx/W )g es una constantedel movimientode XJ.D.

Proposición 3.7.2 Un campo de vectoresX es una simetría dinámico de XJj.D si y solamente

sí (iriY~ )..X y (7r2,W )~X son simetríasdinámicasde X» y de ¿y,, respectivamente.

107



u

Demostración: En efecto, se deducen las siguientesequivalencias:

[X,XJ;D] = O t~ [(vrt,~1)~X,X,1] = O «- [(ir2,~)~X,¿,,] = O

Proposición 31.3 Un campo de vectoresX en VV1 es una simetría de Cartan para el sis-

temapresimpléctico(VVí,ww,,dj~D)si y solamentesi (wí,~»X es una simetríade Cortan de

(T*QwQdfi) o, equivalentemente,si (7r2/W )~X es una simetría de Cortan de (TQ,wy,,dEy,).

Demostración: Si

2,,jtiw1 = dF con E VV1 —* IR,

entonces

c4(igww,) = = d(af)

Si aplicamosa2 y seguimosun procedimientosimilar obtenemosque:

Z(r)XWL = d(af)

Además,

X(j D) = O ~ ((iri,’w,).Ñ)H = O ~ (Qr2iw1»Ñ)E,, = O E

SeaX un campode vectoresen 4?. Existe un único campode vectoresX(CC) en VVo tal que

(wí)*.X(CC) — XC y (ir2).X(CC) = XC

En coordenadaslocales,si

A

0XC = X

XC A0=XWX

BOX O+4 OqBO4Á’

— PB OXB oOqA OpA’

X(CC) 1 XÁ-.~~ — OX~ o
_ OqÁ PB OqÁ 0PA

.BOX O
+q OqBO4Á
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Así, X(CC) es tangenteaWi si y solamentesi

(XÁ OL
OqAO4B

+ ¿(OX o
2ii

OqB 8
4Á045) (3.7.11)

1wi = (—PB

es decir,si y solamentesi XC y XC estánIIeg-relacionados.Por lo tanto,si X es unasimetría

infinitesimal de II, X verifica (3.7.11).

Proposición 3.7.4 SeaX un campode vectoresen 4?. Entonces,

XCII = o ~ X”H = O ~ (X(C$)D)¡w, = 0.

3.8 . Lagrangianos afines en las velocidades

Sea4? unavariedaddiferenciablede dimensiónn. Consideremosunafunción h : 4? — IR y

una1-formapi en 4?. Obtenemosun lagrangianoafín en las velocidadesen 7(4? comosigue:

II = ft + hV,

donde ft : 7(4? — IR es la función definida por ft(x,u) = <p(x),u> y h
t(x,u) = h(x) con

u E T~4?. Si pi = a~(q)dqÁ,obtenemos

II = a,«q)¿( + h

Por lo tanto,

Ey, = —Iit,

ay, = —pi”,

= dpi”.

Como V(T4?) c kerwy,, se deduceque

dimkerwy, ~ 2dim(Vkertic)
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Así, II es un lagrangianode tipo III de acuerdocon la clasificación de Cantrijn et al ([13]).

Apliquemosel algoritmo de ligadurasal sistemapresimpléctico(T4?,wy,,dE,,).

Parasimplificar, supondremosque la 2-forma dpi es simpléctica. Por supuesto,se podría

haberanalizadoel caso generalcuandopi es degenerada,pero no habríamosobtenido nada

nuevo especialmenteinteresante.En el casosimpléctico,existeun campode vectoresXh tal

que

ixhd$ = dli;

es el campode vectoreshamiltonianoconenergíaIi. Así, el sistemapresimpléctico(T4?,wy,,

dEy,) admiteunadinámicaglobal, puestoque la elevacióncompletaX~ de Xh es unasolución

de la ecuación

ix(—w,,) = dEy, . (3.8.12)

El conjuntode solucionesde (3.8.12)es

rL(TQ)=X~+v(T4?).

Como el sistemapresimpléctico(TQ,wy,,Ey,)tiene unadinámicaglobal, todas las defini-

cionesy resultadosobtenidosen la Sección2.2 son aplicablesaestecaso.

La transformaciónde Legendreestádefinidapor

Leg: 7(4? -~ T4?

La aplicación

~‘: 4? —~ Leg(T4?)=Ali

(qA) F (qA,a~)

es un difeomorfismoe Impi = Al1, Leg = o ~. Deducimosque Ley es una submersióncon

fibras conexas. Entonces,L es casi regular. Si denotamospor j1 : Al1 —. TQ la inclusión

canónica,como es un difeomorfismo,obtenemosquela 2-formaj~wq = wMí essimpléctica. Si

definimos Ii1 : Al1 —* IR por Ii1 oiieg = Ey,, seobtienequeÑb*hí = —h y, además,~*WMI = dpi.

Entonces,los camposde vectoreshamiltonianosX» y X1, están~-relacionadospuestoque las
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estructurassimplécticas(dpi, —dli) y (wM, , dh1) son simplectomorfas. Así, el estudiode las

simetríasy constantesdel movimiento de ambossistemases equivalente.

Nuestropropósitoes encontrarla relaciónentrelas simetríasy constantesdel movimiento

parael sistemasimpléctico(Q,dp,dh)y el sistemapresimpléctico(T4?,ti,,,dEy,).

Proposición 3.8.1 Si F es una constantedel movimientode Xli, entoncesF” es una cons-

tante del movimientode XwL(TQ). Recíprocamente,si O es una constantedel movimientode

X’
4L(TQ) entoncesO esproyectableen 4? y suproyecciónes una constantedel movimientode

Xh. -

Demostración: Si Xlii’ = 0, entoncesV(T4?)F” = O y, también, X,~F” = 0. Por lo tanto

es una constantedel movimiento de X””-(TQ). Recíprocamente,si O es una constante

del movimiento de XWL(T4?), puestoqueV(T4?)O = O, obtenemosqueO es proyectable. Si

denotamosporg la proyeccióndeO en 4?, entonces,comoX,~O = O, deducimosqueX~g = 0. U

Proposición3.8.2 SeaX un campode vectoresen 4?. Si X es una simetría dinamica de Xli

entoncesXC es una simetría dinámica de XYL(7(4?).

Demostración: Si [X,XK] = O, entonces[XC,Xfl = 0. También, [XC,V] E V(TQ) ,VV E

V(T4?). Entonces,se deduceque

[XC, rt (T4?)] c V(T4?) = kertiy, . 3

Proposición 3.8.3 Si X es una simetría de Cortan del sistema presimpléctico(Q,dpi,dh)

entoncesXC es una simetría de Cortan de (TQ,tiy,,dEy,), y recíprocamente.

Demostración: De hecho, si X es una simetría de Cartan de (4?,dpi,dh),obtenemos

ixdpi = df y Xli = O.

dondef es unafunciónen 4?. Peroestose verifica si y solamentesi

i~~dpi” = df” y XChV = Q
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es decir, si X0 es unasimetríade Cartan del sistemapresimpléctico

(T4?,w,,= dpi”,dEy, = —dh”). U

De la Proposición3.8.3 obtenemos,comocorolario, el Teorema2 dela referenciaj22J. Este

Teoremaaseguraque si II es un lagrangianoregular y ¿y, es el campo de vectoresde Euler-

Lagrange,existeunacorrespondenciabiyectivaentrelas constantesdel movimientode ¿y, y las

simetríasde Noetherdel sistemapresimpléctico(TT4?,day»dEt).

3.9 Reducción de sistemaslagrangianos degenerados

SeaII : 7(4? —.. R un lagrangianodegenerado.Supongamosque se verifican las siguientes

hipótesis (véase[13]):

1. la 2-formade Poincaré-Cartantiy, es presimpléctica,es decir, tiene rango constante,

2. el lagrangianoII admiteunadinámicaglobal,

3. la foliación definida por kerwy, es una fibración. En este caso, el espacioTQ/ kerwy,

= (TQ)o admiteunaestructurade variedaddiferenciable.

Suponiendoestashipótesis,existeunaúnicaformasimplécticaOj en la variedaddiferenciable

(T4?)o tal que wy, = (iry,)t(¿3j), dondeiry, es la proyeccióniry, 7(4? (T4?)o. Además,la

función energíaEy, es también proyectablepuestoque (kerti,,)Ey, = O. Denotamospor Ey, su

proyección.Como((T4?)o,&¿)es unavariedadsimpléctica,entoncesexiste un único campode

vectores~ tal queverifica la ecuacion:

Z¿Wy, dEy,,

y cadacampode vectores¿ E X”’L(T4?) proyectaen ~, es decir, Try,(¿)=

El siguienteresultadoda la relaciónentrelas constantesdel movimientoy simetríasparael

sistemapresimpléctico(TQ,wy,,dEy,)y el sistemasimpléctico((T4?)o,Cij,dEy,).

Proposición3.9.1 Si f : 7(4? — IR es una constante del movimientode XwL(TQ) en-

toncesf es proyectable en una función f que es, a su vez, una constantedel movimiento
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de ¿. Recíprocamente,si ¡ : (TM)o —. IR es una constantedel movimientode E, entonces

(iry,)*f es una constantedel movimientode XWL(TQ).

Proposición 3.9.2 Si X es unasimetríadinámicade X~’L(TQ) entoncesX esproyectabley su

proyecciónX es uno simetría dinámica de ¿. Recíprocamente,si Ñ es una simetría dinámica

de ¿, entoncescualquier campode vectores en 7(4? que es proyectableen X es una simetría

dinámica de Y/L(T4?)

Proposición 3.9.3 SiX es una simetríade Cortande(7(4?,ti,,,dE¡j, entonces X es pro yectable

y su proyecciónX es una simetría de Cartan de ((T4?)o,5L,dEy,). Recíprocamente, si u es

una simetría de Carian de ((TQ)o,&¿,dEy,),entoncescualquiercampo de vectoresen 7(4? que

seo proyectableen1 es una simetría de Cortan de (T4?,tiy,,dEy,).

Si suponemos,además,que ker ti,, es unadistribución tangente(es decir, kerwy, es la ele-

vación natural de unadistribución D en 4?, véase[13]), entoncesla estructuracasi tangente

canónicaJ y el campo de vectoresde Liouville C en 7(4? proyectan en unaestructuracasi

tangenteintegrableJo en (T4?)o y sobreun campode vectoresCo tal que:

J
0C0 = O ,IIc0Jo = —Jo,

respectivamente. De León et al [78]probaron que (
7(4?)oadmite una única estructura de fibrado

vectorial quees isomorfaal fibradotangente7(5 de la variedadde singularidadesde C
0 y este

isomorfismotransportala estructuracasi tangentecanónicay el campode vectoresde Liouville

de 7(S a Jo y a C0, respectivamente(véase,también,[43]). Denotemospor ~ el isomorfismo

Proposición 3.9.4 SeaX un campode vectoresen 4?. Si XC es iry,-proyectableentoncesexiste

un campode vectoresY en 5 tal que

T#(YC)= Tir,,(XC).

Demostración: Como kerwL es una distribución tangente involutiva, se deduce que ker ti,, =

DC, dondeD es unadistribución involutiva en 4?. Por el Teoremade Frobenius,sabemosque
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existencoordenadaslocales (zA, xB) 1 =A =le y le + 1 < B < n, paracadapunto 4? de modo

que

D

Por lo tanto

kerti,, = O O
0±B

>

Así, en estascoordenadas,podemosescribirla proyeccióniry, como

De la definición de 5, podemosencontrarcoordenadaslocales(yA,gA) tales que el isomorfismo

se expresalocalmentecomosigue

«yA ÑA) = (zA A)

Usandoestascoordenadas,la Proposiciónse demuestratrivialmente. u
Además,si Y es un campode vectoresen 5, entoncesexisteun campode vectoresX en 4?

tal que

Try,(XC) = Td4YC).

De hecho, paracadacampo de vectoresX’ en 4?, con X’ = X + Z, donde Z pertenecea

obtenemos

Trry,((X/)C) = 7(«YC)

Denotamospor ws = y por g = CE,,, los “pull-backs” de&7 y Ey,, respectivamente.

De estemodo, (TS,ws,dg)es un sistemahamiltoniano,y existe un único campode vectores

Es tal que

i¿5 WS = dg.

Obviamente, ¿~ = (~~<‘(E)~ De la Proposición 3.9.4, se deduce el siguientereultado.

Proposición 3.9.5 SeaX un campode vectoresen 4?.
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1. Si X es una simetría de Lie de XwL(TQ) entonces existe un campo de vectores Y en 5

tal que YC es uno simetría dinámica de ¿s.

2. Si X esuna simetría de Noetherentoncesexisteun campode vectoresY en 5 tal que YC

es una simetría de Cortan del sistemasimpléctico(TS,ws,dg).

Ejemplo 3.9.1 Aplicaremoslos anterioresresultadosal sistemallamadodel electrén-monopolo

(véanse[96, 43, 78]). Las ecuacionesdel movimientoson:

( dx’

(3.9.13)

dv’ = —sEá/ex’v~

donde r es la distanciade un punto al origen O E IR3 y n = eg/4rrm es el productode la carga

eléctricay magnéticadividida por 4w vecesla masadel electróny

J ijle si es unapermutaciónpar de {I,2,3}E/e = ijk si es unapermutaciónimpar de {1, 2,3>

O si dos de los índicesson iguales

Este sistemano admite unadescripciónlagrangianaglobal. Podemosevitar este problema

aumentandoel espaciode configuraciónal espacioR x SU(2). En estecaso,podemosdefinir un

lagrangianoglobal II de modo que susecuacionesdel movimiento proyectanen las ecuaciones

(3.9.13). De hecho,considerandola libración de Hopf:

ir
11 SU(2) 82

y la proyeccióninducida

T(idIR X ir11) : T(IR>< SU(2)) — T(IR x
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definimos un lagrangianoglobal en T(IR x SU(2)) de la siguientemanera:

II(r,s) = ~ + r2 ~ + nitr&s1.~

Aquí, r denotala coordenadaen IR y s un elementode SU(2), x’ es la i-coordenadade ru(s)

y ~3 es unamatriz de Pauli.

Ahora, consideramosel sistemapresimpléctico:

(T(IR x SU(2)),wy,,dE,,)

con tiy, la 2-forma de Poincaré-Cartany Ey, la función energía;ker wy, estágeneradopor

{X~,X~}

dondeX
3 es el campode vectoresfundamentalde U(1) = 51 de la fibración de Hopf

Además,tenemosqueel sistemapresimplécticoadmiteunadinámicaglobal y la foliación defini-

da por kerwy, es unafibración. Entonces,la variedadcocienteadmiteunaúnica estructurade

fibrado vectorial quees isomorfaa un fibrado tangente.Así, obtenemosel siguientediagrama:

ir T(IR x SU(2)) T(IR ~ SU(2)

)

T(IR x SU(2)) keruy, U(1)
TRXSU(2)

IR x SU(2) T(IR x 52)

IdRXWH TUXS2

IR x

Sistema electrón-monopolo
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Entonces,por las Proposiciones3.9.4 y 3.9.5,podemosrelacionarlas simetríasy constantes

del movimientodel sistemapresimpléctico

(T(IR x SU(2)),w,,,dE,,)

con las correspondientesdel sistemasimpléctico

donde3¿ y Ey, son las proyeccionesdeti,, y Ey,, respectivamente.

Si consideramoslas cordenadas(y%y’,y2,y3) en SU(2), entonces,un elementogenéricos

de SU(2) se puederepresentarpor:

3
s=y0í+Ziy~a~

k= 1

dondea1,a2 y a3 son las matricesde Pauli y estascoordenadassatisfacenla ligadura (y0)2 +

(y’)2 + (y2)2 + (y3)2 = 1. Ahora, sea{Y1,Y2,Y3> la basede camposde vectoresinvariantesa

la derechadel grupode Lie, SU(2):

0 ~8 o
1’Ci’Z3.

Oy~Si denotamospor las mismasletraslos camposinducidosen IR x SU(2), es fácil probarque
(Yif II = O

es decir,(Y’) sonsimetríasinfinitesimalesde L. Por la Proposición3.4.1,obtenemosque(YQ”L

es unaconstantedel movimientode XtL(7((R x SU(2))). También,de la Proposición3.9.5 se

deducequeel campode vectores4(Y’) es unasimetríade Cartandel sistemasimpléctico
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y las constantesdel movimiento (Y1)”II proyectanen tresconstantesdel movimiento fi, 1 <

=3, de Es,dondeEsesel campode vectoreshamiltonianode la función (~~í) ÉL. De hecho

obtenemos:

(Y’)”L — E x’jj~ nx’

J/e

lo que demuestraquees proyectabley suproyecciónes unaconstantedelmovimientodel sistema

simplécticoproyectado.Como f1 es una constantedel movimiento de Es, por el Teoremade

Noether sabemosqueexisten camposde vectoresX’ (el campode vectoreshamiltonianode

f’) queson simetríasde Cartandel sistemapresimpléctico.Un sencillo cálculo muestraque

estos camposde vectoresX1 son, precisamente,las elevacionescompletasde los generadores

infinitesimales:

~• •o
X=Ze/exJy-,1<i<3~

k=I

obtenidosa partir de la basecanónica de 50(3), el álgebrade Lie de SO(3), es decir, las

rotacionesen IR3. Aquí, hemosutillzado unanotacióndiferentea la de fos ejemplosde los dos

capítulosanteriores.En efecto, X1 = R
23,X

2 — R
31 y Xs = R12.

3.10 Sistemas lagrangianos degeneradoscon un grupo de Lie

de simetrías

Sea(Al, ti) unavariedadpresimpléctica,es decir, ti es una2-formacerradacon rangoconstante.

Supongamosqueexisteunaacciónpresimplécticade un grupo de Lie O en Al:

¿/nOxAl—Al,

es decir, ~ti = ti, Vg E O (véase[9]). Si denotamospor g el álgebrade Lie de un grupo de

Lie O, unaaplicación momentoes unaaplicaciónJ : Al —* g de modo que paratodo ¿ E g

el campode vectoresEM (el generadorinfinitesimal del flujo ~ es el campo de vectores
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hamiltonianode la función J¿=c J,~ >, es decir,

2¿M w = d(JE)

Proposición 3.10.1 Sea (Al,ti,dF) un sistema presimpléctico. Consideremosuna acc:on

presimpléctica~ : O x Al —* Al de un grupo de Lie O que admito una aplicación mo-

mentoy tal que F es O-invariante. Si el algoritmo de ligaduras para el sistemapresimpléctico

(Al,ti, df) termina en una subvariedadfinal de ligaduras Al1 y j : Al1 — Al es la inclusión

canónica de Al1 en Al, entonces,para todo ¿ E g, .la aplicación j*(J¿) : Al1 —* IR es una

constantedel movimientode XWMI(Alí) y, por lo tanto, es una constantedel movimientode

X~(Al1).

Demostración:SeaJ : Al g~ unaaplicación momento. Entonces

ti = d(J¿)

y, además,como ~F = F, Vg E O, obtenemos

L¿MF = EMF = O.

Es suficiente,entonces,aplicarel Corolario3.3.1. U

Consideramosahorala acciónde un grupode Lie O en unavariedaddiferenciable4?:

y levantamosestaacción auna acciónen 7(4?:

de la siguientemanera:

(¿bT)g:TQ~TQ , (q5T)9=T~~9
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Supongamosque II : 7(4? —. Resun lagrangianoO-invariante,es decir Lo <j,T — II ,Vg E O.

Deducimosque E,,, a,, y tiy, son invariantespor ~bTy, así, VE E g, el campode vectores

es una simetríainfinitesimal de II. De la Proposición3.4.1, se deduceque ((¿Q)”L)¡p
1 es una

constantedel movimiento de X~~’(E1) (aquí, Ej es la subvariedadfinal de ligaduraspara la

variedadpresimpléctica(7(4?,w,,,dEy,)).

3.11 Simetrías y constantesdel movimiento para sistema pre-

cosimplécticos

Sea (M, Q, ij) una variedadprecosimpléctica,es decir, Q es una 2-forma cerradacon rango

constante2r y i~ una1-formacerradacon Q~ A ~ ~ O y — O (véase[30]).

La dinámica paraeste sistemaprecosimpléctico (M,fl,ij) se obtiene introduciendouna

función hamiltonianaff : Al —. IR. Consideremosel sistema precosimplécticomodificado

(Al,flH = fl + dH A ‘t’i). La 2-forma O~ es obviamentecerradaaunquepuedeque no tenga

rangoconstante.De hecho, lo queobtenemoses

2r < rango~H =2r + 2.

Distinguiremosdos casos:

1. Primer caso: f~g tiene rango constante2r, esto es, (1211,dt) es unaestructurapre-

cosimpléctica.Así, las ecuaciones:

ixflHO,ixlzI (3.11.14)

admiten solucionesglobalmentedefinidas, es decir, existe un campode vectoresE en Al de

modo que ¿ verifica (3.11.14). Es evidentequecualquiercampode vectores

¿ + kerOHflker~,

es unasolución de (3.11.14). Denotamospor X(
0iu~>(Al) el conjuntodetodaslas solucionesde
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(3.11.14);es decir,

X(~H~>(Al) = {E + Z / Z E ker fi,, fl ker4

Definición 3.11.1 Una constantedel movimientode X(flHn)(Al) es unafunción F : Al —~ IR

tal que ~(f2H.fl)(Al)F = O.

Observación3.11.1 Una constantedel movimento de X<flHn)(Al) verifica

ker ~)F = 0.4

El siguientelemanos permitecaracterizarlas constantesdel movimiento de

unamaneramuchomássimple.

Lema 3.11.1 Si uno funciónE M —~ IR es una constantedel movimiento

entonces:

que (kerQ~ n

de

de X~~””~(M)

(kerfin)F = 0.

Demostración: En efecto, si Z E ker fi
11, obtenemos

Z = (Z — r¡(Z)4) + r1(Z)¿,

paracadasolución E de (3.11.14). ComoZ — ri(Z)¿ E kerQ~fl keri~, de la Observación3.11.1,

deducimosque, si F es unaconstantedel movimiento de X<’~’~’l>(M), entonces

ZE = (Z — q(Z)¿)F+ i1(Z)(¿F) = 0.

Así, podemoscaracterizarlas constantesdel movimientocomolas funcionesF quesatisfacen

la siguientepropiedad:

(kerfi,,)F= 0.

Definición 3.11.2 Un campo de vectoresX en Al se dice que es una simetría dinám¡ca de

si

[X,kerfi11] c ker fi11.

Observación 3.11-2 Si X es unasimetríadinámica

de vectoresY tal queY = X + fZ, con Z E ker

de ~ entoncescualquiercampo

fi11, es también unasimetría dinámica de
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De hecho,paracadaZ’ E ker £211 obtenemosque

1[z,Z’] ~ = Lziz’Qn — iz~Lz%~

— 0.

Así, [Z, Z’] E ker ~11. Por lo tanto,deducimosque

[Y,ker£2g] = [X,kerflg] + [kerfl
11,kerfl11] a kerfl11 .4

Observación 3.11.3 Denotamospor D(X(QHn>(Al)) el conjuntode todaslas simetríasdiná-

micasde X~
0~”~(Al). Es fácil probarquesi X e Y son dos simetríasdinámicasde ~(flHTi)(

4j)

entonces[X, Y] es tambiénunasimetríadinámicadeX(flfn>(Al). En consecuencia,D(X(OH~~>(M))

es unasubálgebrade Lie de X(M). 4

Definición 3.11.3 Una simetría de Cortan de un sistema precosimpléctico (Al4}a,ii) es un

campode vectoresX en Al tal que

= dO,

dondeO e C
0”(Al).

Proposición 3.11.1 Si X es una simetríade Curtan del sistemaprecosimpléctico(Al, Q11, n),
entoncesX esuna simetría dinámica de X(OH~)(Al).

Demostración: En efecto,si Z E kert~
11,obtenemosque:

i[X,29 ~11 = LxizSln — 2ZLXI2hT

— —izdixfl110

Entonces,[X,ker £211] a kerQay, por lo tanto X es unasimetríadinámicade ~ U

Observación3.11.4 Denotamospor C(Q11,n)el conjuntode todaslas simetríasde Cartan

del sistemaprecosimpléctico(Al, fl¡q,~). Si X e Y son simetríasde Cartantales que

zxf?p=dO e iyQ~dO’,
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[X, Y] es unasimetríade Cartan de (Al, £211,n). En efecto,

i[xy]£211 = Lxiy-£211 — iyL~9,r,r

— IIxdO’—iyddO

— d(XO’)

El conjunto C(£211,iq) es unasubálgebrade Lie de 1(M). Además,por la Proposición6.1.2

sabemosque C(£2g,n) C

Teorema 3.11.1 (Teorema de Noether) Si un campo de vectores X es una simetría de

Cortan del sistemaprecosimpléctico~ entoncesO es una constantedel movimiento

de ~(~Hn)(1~¡)• Recíprocamente,si O es una constantedel movimientode x~
0~”~(

1ví), la

ecuación

ix £211 = dO,

tiene una solución, y cada soluciónde dicha ecuaciónes una simetría de Cortan del sistema

precosimpléctico(Al, £211, ,1).

Demostración: En efecto, si X es una simetría de Cartan del sistema precosimpléctico

(Al, £2H,n), entonces,paratodo Z E ker ~H, obtenemosque

izix £2~ = ZG = 0.

Así pues,O es unaconstantedel movimiento de X<OH~)(Al). Recíprocamente,si O es una

constantedel movimientode X<OHn>(Al), la ecuación

ix £211 = dO,

tiene unasolución puestoque (ker£211)O = O y, así,cadasolución es unasimetría de Cartan

del sistema(Al, ~H, ij). U

2. Segundocaso: £2¡,r no tiene rango constante.

Sabemosque (3.11.14)tiene soluciónen los puntosx de Al en los que el rango(£2u)~= 2r.
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Definimos

Al2 = {x E Al / rango(£2u)~= 2r}

que supondremosque es unasubvariedad.En Al2, (3.11.14)tiene solución paratodo x E ~f2,

es decir, existeun vector y E T~Al tal que

it, (£2jj)~,, = O e ivrh, = 1

Así, existe un campode vectoresX en Al2 tangentea Al1 tal queX satisface(3.11.14). Pero,

en general,X no serátangentea Al2. Entonces,consideramosla subvariedadAl3 dondeexiste

unasolución de (3.11.14) tangentea Al2. Siguiendoeste proceso,obtenemosunasucesiónde

subvariedadesAl,, 1 = 1,..., llamadassubvariedadesde ligaduras1-arias. Alternativamente,

- podemosdefinir las subvariedadesAl, comosigue:

= {x E Al,...1 ¡ q~ E b~(T~Al,-.1)}

donde

b:TAl~~*T*M

X —. ix£2H + (ixn»?.

Si estealgoritmo se estabilizaencontramosunasubvariedadAl1 dondelas ecuaciones

(ix £211 = 0, i.,< z~ =

admitencomo solución un campode vectores¿ en Al1. Al1 es llamadala subvariedadfinal de

ligaduras.

Si denotamospor jf : Al1 — Al la inclusión canónicade Al1 en M, entoncespodemos

considerarel sistemaprecosimpléctico(Al1,j£211,ji1) y estudiarlas simetríasy constantesdel

movimientoparael sistemaprecosimplécticoX(’W~¾’~>(Al,)comoen el primer caso.

Podemosaplicar estos resultadosparaclasificar las simetríasy constantesdel movimiento

paraun lagrangianosingularno-autónomo(o dependientedel tiempo). En efecto,si suponemos

que II : IR x 7(4? —~ R es un lagrangianono-autónomode modo que wy,~ es una 2-forma

presimplécticade rango 2r en {t> x 7(4? 7(4?, dondeL,(x) = L(t,x) ,Vx 6 7(4?, entonces,si
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definimos:

djII+Ey,dt,

£2,, = -dO,,,

obtenemosque2r =rangoQn =2r + 2. Las ecuacionesintrínsecasdel movimiento son:

ix fi,, = O, i,~< dt = 1

Comoantes,podemosdistinguir dos casos: cuandorango(£2,,) = 2r y el casode rangodistinto

de 2r. Por otro lado, un análisismásfino se puedehacerconsiderandolas simetríasinfinites-

imajes en el espaciode configuración IR x 4?. De un modo sencillo se puedenobtenerestos

resultadosteniendoen cuentalos obtenidosparael casoregulary el estudiopreviamentehecho

([117, 72]).
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Capítulo 4

Estructuras casi-producto asociadas

a sistemas presimplócticos

Es posible generalizarlas variedadessimplécticasde das modos. Primero, considerandoel

corchetede Poissondefinido por la forma simpléctica,obtenemosla definición de variedadde

Poisson[92; 141]. La segundágeneralizaciónseobtienedebilitandolacondicióndemaximalidad

del rango de la forma simpléctica,lo que nos lleva a la definición de variedadpresimpléctica

[92]. Las variedadespresimplécticasson útiles cuandose quiereobtenerunaglobalizacióndel

formalismode Dirac-Bergmannparasistemaslagrangianosdegenerados[38, 49, 51, 52, 9, 8].

Así, si L TQ —.~ IR es un lagrangianosingular, entoncesM1 = Leg(TQ) G TQ es una

subvariedadde la variedadsimplécticaTQ. Además,bajocondicionesadecuadas,iVI1 es una

variedadpresimpléctica.

Parala cuantizaciónes necesariodisponerde un corchetede Poissonen el espacioambiente

del sistemadinámicoquequeremosestudiar.Sinembargo,no es posibledefinir de un modonat-

ural un corchetede Poissonen unavariedadpresimplécticaarbitraria(M,w). En [391Dubrovin

et al usanunaconexióngeneralizadaen la variedadpresimplécticaparadefinir un corchetede

Poissonen ella. Estaconexióngeneralizadaes,de hecho,unaestructuracasi.productoadaptada

a la forma presimplécticaw; es decir, unade las distribucionescomplementariases la distribu-

ción característica,y la otra es la “parte regular” dondela dinámicatienelugar. Estatécnica

ya fue usadapor de León y Rodrigues paraobtenerla dinámica de un sistemalagrangiano

126



singular [82, 88, 90] e, independientemente,por Pitangay Mundin [113, 111] (véansetambién

[94, 8]).

El propósitode este capítuloes aplicareste métodoparaobteneruna reducciónde Poisson

de un sistemapresimplécticoy, además,hacerun estudiode las simetríasy constantesdel

movimiento cuandointroducimosesta nuevaestructuraen la variedad presimpléctica. Para

haceresto,supondremosqueexiste unaestructuracasi-productointegrableque estáadaptada

a w y es invariante por un grupo de Lie de simetríasO queactúa presimplécticamenteen

M. Si todos los camposde vectores¿M pertenecena la distribución regular y ji es un valor

regularde la aplicaciónmomentoJ M—. g, entoncesel espacioreducidoM4= ~~‘(ji) está
Oil

dotadode unaforma presimplécticareduciday de unaestructuracasi-productoreducidaque

definenprecisamenteel corchetede Poissonreducidoobtenidoapartir del corchetede Poisson

inducidoen M. Paraintroducir la dinámicaen esteestudio,suponemosprimeroqueexisteuna

funciónhamiltonianafi quees O-invariantede tal modoqueel sistemapresimpléctico(M,w,fi)

admiteunadinámicaglobal, o, en otraspalabras,no existenligadurassecundarias.Entonces,

obtenemosla dinámica reducida. Si hay ligadurassecundarias,desarrollamosel algoritmo de

ligaduras, nos quedamosen la suhvariedadfinal de ligaduras,y asíobtenemosunavariedad

presimplécticacon dinámicaglobal.

4.1 Estructuras casi-producto adaptadas a estructuras pre-

simplécticas

Sea(M,w) unavariedadpresimplécticade rango constanter, es decir,w es una2-formacerrada

satisfaciendocf ~ O y — O Así, M tienedimensión2r+s, dondes > O. Si s = 0, entonces,

(M,w) es unavariedadsimpléctica.

Una estructura casi-praductaen M es un campode tensoresE de tipo (1,1) en Al

tal que E
2 = Id. La variedaddiferenciableM se denominauna variedadcasi-producto(véase

[86, 82]).

Definimos:
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EntoncesA y 6 son proyectorescomplementarios,es decir, A + 13 = id A2 — A, £32 = 13,

AB = BA = O.

Denotamospor

¡mA e 1mB,

las correspondientesdistribucionescomplementarias.Es decir, TM = ¡mA ® 1mB. Denotamos

por A y 13* los operadorestranspuestosy por 1mW y Im& sus imágenes

Definición 4.1.1 Decimosque la estructuracasi-productoE estóadaptadaa la forma presim-

plécticaw sí

kerw = kerA

Definamos la aplicaciónlineal ~ : X(M) —* A1(M) por ~(X) = ixw. Si E está adaptada

a w, la restricción de ~ a la distribuciónA, ~ : ImÁ —* ImAt, induce un isomorfismode

Coo(M)~módu1os.

Así, paracada1-forma arbitrariaa la ecuación

= A*a , (4.1.1)

admiteunaúnicasoluciónX
04 de modoque Xa,Á E ¡mA. Paraunafunción 1 en Al definimos

= XdJ,Á. De estemodo,podemosdefinir un corchetede funcionescomosigue:

= w(XJ,Á,X2Á),

donde1,9 E Coc~(M).

{ , }Á satisfacetodaslas propiedadesde un corchetede Poissonexcepto la identidad de

Jacobi,es decir,

1. {af,gfl = a{f,9}Á, paratodo a E R,

2. {f+g,h}Á = {f,h}Á + {g,h}Á,

3. {f,=b=
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4. {f,gh}Á = {f,9}Áh+9{f,h}Á,

paracualesquierafuncionesf,g,h E

Probaremosque la identidadde Jacobies equivalentea la integrabilidadde la estructura

casi-productoE. Primero,demostremosel siguientelema:

Lema 4.1.1

2rxI~4,x9A]w(Z) +
= B*(dg)[xÍÁ AZI — B(df)[Xg,A,AZJ,

VZ E X(M),V 1,9 6 C~(M).

Demostración:En efecto,se verifica

O = dw(XJ,Á,X2,Á,AZ)

— XJ,Á(W(XY,Á, AZ)) — Xg,Á(w(Xf,Á,AZ))+ AZ(w(Xj,4,Xg,Á))

—w([Xf,Á, X9,4],AZ) — w([X9Á,AZ], X1,4) + w([XfÁ,AZ], Xg,A)

— LXI ÁZAZÍXQÁW— Lx9ÁiÁzix1.4w+ .4w (Z) — i[X,Á,X9ÁjW(Z)

+Z[X94,ÁZ]ZXJ,AW Z[XJAAZ]ZX,AW

— X{19}.4Á() — i[xJAx .4JW(Z)— Z..4ZLX .4ZXJ.4W+ í.4ZLXJÁiXQAW

paratodo Z E ~(M).

Ahora, deducimosque:

U4ZLXJ,Á2X9,.4W — %ÁZLX.4LXf.4W = ZÁZdiXJÁZXÁW+ ZAZZX1AdZXÁW

ZÁZdZXÁiX,ÁW— ZÁZZXgÁdZX/.4W

U4ZZXf,ÁdZX9,ÁW — ZÁZZX.4dZXJAW

—2AZ(w(X¡4,Xg,Á),

y

ZÁZZXfÁdZXgAW — iÁZZXQÁdiXf = t4ZZXI,ÁdA*(dg)— iÁzixg~ÁdA*(d1)

= dA(dg)(XJ,Á,AZ) — dA(dI)(X2Á,AZ)
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Pero,

d(A~(dg))(XÍ A,AZ) = XÍ;Á(A*(dg))(AZ) — AZ(A~(dg))(Xf A)

—A(dg)[XÍ,Á, AZ]

= XJ,Á(dg)(AZ) — AZ(dg)(XJ A)

—A(dg)[XJÁ, AZ]

= d9[XIA,AZ] — A*(dg)[XJA,AZ]

= B*(d9)[xJÁ,Az].

Siguiendoun métodosimilar, deducimosque d(A*(df))(XgÁ,AZ) = B~(df)[Xg,A,AZ]. Por lo

tanto, se concluyeque

ZX{f).4W(AZ) = AZ(W(Xf,A,XY,A) + B(df)[Xg,Á,AZJ — B*(dg)[XJÁ,AZ].

Esto completala demostracióndel lema. U

Proposición4-1-1 El corchete { , }Á definido por la estructura casi-productoE satisfacela

identidadde Jacobisi y solamentesi la estructuracasi-producto£ es integrable.

Demostración:Si { , }~ satisfacela identidadde Jacobi,entonces

= [Xg,A,XI,A]

para funciones arbitrarias f y g en Al. Como los camposde vectoresXJ,A generan¡mA,

entonces¡mA es integrable.Así pues,la estructuracasi-productoE es integrable(véase[82)).

Recíprocamente,si E es integrableentonces,del Lema4.1.1, se deduceque:

= i(X9.A,xfAlw(Z)

Por lo tanto, los camposde vectoresX{Jg}ÁÁ y [X~,Á,XÍÁ] difieren en un elementode kerw.

Pero,como la estructuracasi-productoE es integrable,deducimosque [X2,A,XIÁ] E ¡mA

Así, X{f,g}A,A = [XS,A,XI,A]. U
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Comoconsecuencia,si se supone que E es integrable,obtenemosque (Al, { , }~) es una

variedadde Poissoncuya foliación simplécticaes precisamente¡mA. Además,la forma sim-

pléctica en cadahoja £ es precisamentela restricciónde la forma presimplécticaa ÉL Si se

denotapor T*M —* TM la aplicaciónlineal definidapor <~Á(df),dg> = {g,f}A, entonces

X!A = b4(df). Por lo tanto,XH,AI = {f,fi}Á, paracadafunción 1, dondeH Al — IR es

unafunción hamiltoniana.

Observación4.1.1 En la referencia[39] se llaman conexionesgeneralizadasalo quenosotros

hemos llamadq estructurascasi-producto. La justificación de este nombre es la siguiente.

Supongamosque kerw define una distribución foliada regular,esto es, la variedadcociente

Al = M/kerw estábien definida y se obtiene unavariedadfibrada r : Al — Al. Entonces

ImA define unaconexiónen w en el sentidode Ehresmann.4

4.2 Simetríasy contantes del movimiento

Definición 4.2.1 Sea(S,{ , }) una variedadde Poissony fi : 5 —. R una función en Al.

A (S,{ , }, fi) le llamaremosun sistemaharniltonianoy al tinico campo de vectoresX~ tal que

XH(f) = {H,f} para cualquier f E C
050(S) le llamaremos cl campode vectoreshamiltoniano

con energía (o energíahamiltoniana)H.

Definición 4.2.2 Se dice que unafunción E : 5 —> IR es una constantedel mavimient¿de un

szsternahamiltoniano (S,{ , },fi) si {fi,E} = 0.

Definición 4-2.3 Se dice queun campode vectoresX es una simetr(a infinitesimal del sistema

(S,{ , },H) si [X,XH] = 0.

Por lo tanto, las curvasintegralesde X y XH conmutan.

Además,el campo de vectoreshamiltoniano X
1 de una constantedel movimiento f de

(5, { , }, H) es unasimetríainfinitesimal del sistemahamiltoniano(véase[109] paramásde-

talles). En efecto,

[XJ,XHI = X{HÍ} = O,

si f es unaconstantedel movimiento.
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Consideremos,ahora,el sistemapresimpléctico(S,w,H). Supongamosque el sistemapre-

simpléctico (S,w,H) admite unadinámicaglobal, es decir, dH(kerw)(x) = O ,Vx e 5. Deno-

tamospor ~W(
5) el conjuntode todaslas solucionesde la ecuaciónixw = dH.

XW(S)= {X E X(S)/ixw a}.

Así, si ¿ y E’ e r>(S), entoncesexisteun Z E kerw tal que¿ = ¿‘ + Z.

En el capítuloanterior,hemosclasificadolas simetríasinfinitesimalesde los sistemaspresim-

plécticos. Reescribiremosparael sistemapresimpléctico(S,w,H) las definicionesde constantes

del movimientoy simetrías.

Primero, fijamos unasolución particular E E r(S).

Definición 4-2.4 Se dice que una función E : 5 —y R es una constantedel movimiento de ¿
st EE = O.

Definición 4.2.5 Una simetríadinámica de E es un campode vectoresX en 5 tal que [X,EJ =

0.

Ahora, consideremostodaslas solucionesde la ecuaciónixw = dH.

Definición 4.2.6 Se dice que una función E : 5 —~ IR es una constante

~W(5) si £ verifica que XW(S)F= O

Obviamente,si E es unaconstantedel movimiento de ~(S) entoncesE es

movimientode E, paratodo E e ~‘(S).

del movimiento de

unaconstantedel

Definición 427 Una simetríadinámica de XY(S)es un campode vectorestal que

[X,Xw(S)] c kerw

Definición 4.2.8 Una simetríade Cartan de (S,w,fi) es un campode vectoresX en 5 tal que

1. ixw = dF, para algunafunción E : 5 —~ IR, e

2. VdH = O.
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Como sabemos,todasimetríade Cartan de (S,w,H) es unasimetríadinámicade ~W(
5).

Además,probamosel siguienteteoremade Noether.

Teorema4-2.1 (Teoremade Naether) Si X es una simetría de Cartan de (S,w,fi) en-

toncesla función E (comoen la Definición 4.2.8) es una constantedel movimientode yW(5).

Recíprocamente,si E es una constantedel movimientode ~W(5) entoncesexisteun campo de

vectoresX tal que

i~w = dF,

y, además,X es una simetría de Cartan de (S,w, fi) y, cada campo de vectoresX + Z con

Z E kerw, es tambiénuna simetría de Cortan de (S,w,fi).

Ahora consideramosun sistemapresimpléctico(M,w,H) con unaestructuracasi-producto

integrableE adaptadaa w. En la Sección 4.1.1,hemosprobadoque (M, { , es unava-

riedadde Poisson.Queremosestudiarla relaciónentrelas simetríasdel sistemahamiltoniano

(Al, { ,}Á, JI) y las simetríasdel sistemapresimpléctico(M,w, JI).

Obviamente, las definiciones de constante del movimiento del sistema hamiltoniano

(M,{ , }Á,fi) y constantedel movimiento de XH,Á son las mismas,puestoque

{f,ff lA = XH,Áf.

Proposición4.2-1 Una constantedel movimientoE : Al — R del sistema hamiltoniano

(Al,{ , }A,II) es una constantedel movimientode Xw(M) si y solamentesi df E ImAl

Demostración:De hecho,podemoscaracterizarlas constantesdel movimientode X(M) como

las funcionesE tales que:

1. EF = O, paraunasolución arbitrariaE E r(Al),

2. kerw(F) = 0.

Si escogemos¿ = Xg,~, la equivalenciaes trivial. U

Análogámente,las definicionesdesimetríainfinitesimalde (Al, { , lA, fi) y simetríadinámica

de XHÁ son las mismas.
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Proposición 4.2.2 Si una simetría infinitesimal X del sistemahamiltoniano(Al, { , fl, II)

es un campode vectoreshamiltonianocon energíaF, es decir, X = XFA, entonces{E, H}Á es

una constantedel movimientodel sistemahamiltoniano (o de XH,A). Además,si df e 1mW

entonces{E,H}A es una constantedel movimientode Xw(Al).

Demostración:Si XFÁ es unasimetríainfinitesimal de (Al, { , },fi), entonces

o = [XF,Á,XH,Á]fi = X{HF}ÁÁfi = {{F,fi}Á,fi}A.

Por lo tanto, {E,HIÁ es unaconstantedel movimiento de (M,{ , }4,H). Si dF E 1mW, por

la Proposición4.2.1 deducimosque {E, filA es unaconstantedel movimientode r(M). U

• Proposición4.2.3 Si X es una simetría dinámica de Xw(Al) entoncesAX es

infinitesimal de (Al, { , }A, JI).

una simetría

Demostración: Si X es unasimetríadinámicade XW(M) entonces[X,Xw(M)] c kerwL

Como

[X,YY(M)]= [AX + BX,Xw(M)] = [AX,r(Al)] + [BX,Xw(Al)]

y [E,Z] E kerwparatodo E E Xw(Al) y Z E kerw, deducimosqueAX es tambiénunasimetría

dinámicade Xw(M).

En consecuencia,parala solución particular XH,A obtenemosque

[AX,XH,Á] G kerw~,.

Usandola involutividad de la distribución ImA, obtenemos[AX,XHÁ

simetríainfinitesimal del sistemahamiltoitiano(Al, { , }~, fi). U

Corolario 4.2.1 Si X es una simetría de Cartan de (M,w,fi) (como

entoncesXF,Á es una simetría infinitesimal de (Al, { , },~, fi).

= O . Así AX es una

en la Definición 4.2.8)

Si la ecuación ixw = dE tiene solucionesglobalmentedefinidas, podemosdistinguir una

únicasolución Xp,4 de modo que Xr,Á E ImÁ.
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Teorema4.2.2 (Teoremade Naether) XJÁ es una simetría de Cartan de (M,w,H) si y

solamentesi f es una constantedel movimientode r>(M).

Demostración:Se sigue directamentedel Teorema4.2.1. U

El siguientediagramaresumelos resultadosde estasección:

(A’I,{, }A,H) (M,w, fi)

AX
X simetría
dinámica
de XHÁ

= XFÁ

E constantedel
movimiento
de (M,w,fi)

X E XFA + kerw

X simetríade
Cartan
de (M,w,JI)

X simetría
infinitesimal de
(M,{, }A,JI)

x — Xp,
4

X simetría
dinámica
de Xw(M)

x

E constantedel
movimiento
de
(M,{, }4,fi)
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4.3 Reducción de Poisson

Definición 4.3.1 Sea(Al, { , }) una variedad de Poissony O un grupo de Lie. Diremos que

‘1’ 0 x Al —. Al es una acción de Poissonsi ‘1’ preservael corchetede Poisson { , }, es decir,

{f,h}O4~g={fO$g,hO@g},Vf,hECOC(M)VgGO

Si Oactúalibre y propiamente,entoncesla variedadcocienteMIO es unavariedaddiferen-

ciable y w : Al — Al/O es un fibradoprincipal con fibra tipo O, donder denotala proyección

canónica. Corno sabemos,Al/O es unavariedadde Poissoncon corchetede Foissondefinido

como sigue:

{F,fi}M/a = {F,JI}M,

paratodoFil E C0”(Al/C) dondedenotamospor E y fi cualquierfunción en Al proyectable

en É y 4, respectivamente[109].

Paracada¿ E g, el álgebrade Lie de O, podemosasociarun campode vectoresE
1w en Al

definido como sigue:

EM(x) = ~¡(exp(—tE)x)¡to

DecimosqueunaaplicaciónJ : Al —~ g’ tal quecualquiercampode vectoresEM es un campo

de vectoreshamiltonianoparaJE, es unaaplicaciónmomentoparala acciónde Poisson,donde

es la función definida por JE(x) = <J(x),E>.

Diremosque unaaplicaciónmomentoes O-equivariantesi se verifica que

J(@g(p)) = Ad>iJ(p) , Vg E O,Vp e Al.

Es fácil probar queunaaplicaciónmomentoparaunaacción de Poissones O-equivariantesi

J Al —* es una aplicación de Poisson,donde consideramosen g* el corchetede Lie-

Poisson. También,la O-equivarianzaparaunaaplicación momentode una acción de Poisson
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es equivalentea la siguientecondición:

Supongamosahora que ji E gt es un valor regular para J. Denótesepor O~ el grupo de

isotropíade O por la representacióncoadjunta,es decir,

= {g 60/ Ad>ig = ji}.

En este caso,J’(ji) es unasubvariedadregular cerradade Al que es invariantepor O,~. Si la

acción de O~, es libre y propia entoncesJ’(ji) es un librado principal con fibra tipo O,. sobre

la variedad cociente Al~ = J’(ji)/O,.. Denotamospor r~ : J1(ji) —. Al,
1 la proyección

canónica.Ahora, aplicamosel Teorema~.48de la referencia[109].

Teorema4.3.1 SeaAl una variedad de Poissony sea : O x Al —. Al una acción de

Poissoncon aplicación momentoO-equivarianteJ : Al — g*. Sea ji e un valor regular

de J. Si O,, actua libre y propiamenteen la subvariedadJ’(ji) entoncesel espacio reducido

Al~ = J

1(ji)/O~ tiene una tinica estructura de variedad de Poissoncon corchetede Poisson

{ , y existe una inmerszon

j’(ji) Al

_ o,. t’
tal que«Al,.) es una subvariedadde Poissonde Al/O. Además,el siguientediagramaconmuta:

ft1(ji) Al

ir

Al/O

dondei,. es la inclusión canónicade J’(ji) en Al.

Observación4.3A Si Oes conexo,entoncesla acciónde O preservano sólo la foliación sim-

plécticasi no tambiénlas hojas de la foliación. Así, si £ es unahojasimpléctica,la restricción
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de J a £ es una aplicación momento para la acción restringida. Si ji es también un valor

regular de la aplicación momentorestringida,se obtiene unareducción simplécticade £ con

momentoy. Si se verifican condicionesde “intersección limpia”, podemosrelacionarestare-

ducción simplécticacon la reducciónde Foisson. Entonces,en cierto modo, la reducciónde

Poissonrecolectatodaslas reduccionessimplécticashojaahoja(véaseVaisman[141]paramás

detalles).4

4.4 Reducción presimpléctica

Sea(Al,w) unavariedadpresimplécticay seaO un grupo de Lie queactúapresimplécticamente

en Al, es decir, d~w = w, Vg E O, donde4’ : O x Al —. Al es la acción de O. SeaE una

estructuracasi-productoE adaptadaaw.

Proposición4.4-1 Sea4’ : O x Al —* Al una acciónpresimplécticade modoque preservela

estructura casi-productoE, es decir, T$2A = AT@g, Vg E O. En este caso, 4’ es una acción

de Poissonpara el corchetede Foisson{,}Á.

Demostración: De la definición de corchetede Poisson { , }A y la O-invarianzade w, se

deduceque

{f,h}Ao0g = (W(XJÁ,XhÁ))-os2=
4’(w(X,,Á,XKA))

= 4’;W(T$YXJ,Á,T$flXh,Á) = w(T$gXJÁ,T$SXK,A),

Ahora, como

ZT!~
9XJ.4W = %T49X1,.4$;W = s; (ix14w)

= tI~;(A*df) = A*4’;df = A*dlb;f

=

138

1



4’;XJ,A = @;ÁxJ,Á=

entonces@X1,AE ¡mA y, en consecuencia,‘bXÍÁ = X~SJA

Deducimosque

{f, h}.A o = W(X.Z~* JA, X~.h,Á) = {f o 0~,ha 4’~}A . U

Una aplicación J Al 9 tal que cualquiercampode vectoresEM es un campohamil-

toniano de J~ = <J,E>, es decir,

Z¿MW = dJ¿,

serállamadaun aplicaciénmomentoparala acciónpresimpléctica(véase[9]).

Proposición4.4.2 Si J : Al ~ es una aplicaciónmomentopara la acciónpresimpléctica

4’ tal que

1. 4’ preservala estructuracasi-producto(A,B),

2. EME ImA, VE E g,

entoncesJ es una aplicación momentopara la acción de Poisson4’ : O x Al — Al donde,

aqu4 consideramosAl comouna variedadde Poissor¿concorchetede Poisson { ,

Demostracion:

Como ~¿MW = dJE y EM E ¡mA entoncesEM = Xí~A. Ahora,

EMI = Xí~Af = df(X~Á) = A*df(Xy~Á)

= iXI~Aw(XJ¿A)=w(XtÁ,XÍ,Á) = {JE,f}A

y, así,J es unaaplicación momentoparala acciónde Poisson4’. 3

Teorema4.4.1 Sea(Al,w) una van edadpresimplécticadotadade una estructuracasi-producto

zntegrableE adaptadaa w y sea O un grupo de Lie actuandopresimplécticamenteen Al. Sea
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J : Al —~ una aplicación momentoequivariantepara esta acción. Supondremostambién

que(A, 8) es O-invariantey EM E ¡mA, VE E g. Supongamosqueji E esun valor regular de

J y que el grupo de isotropíaO,. actóa libre y propiamenteen J
1(ji). Entonces, la variedad

cocienteAl,. estáprovista de una tinica forma presimplécticaw,. tal que lr$o,. = iw, y una

unica estructuracasi-productoE,. adaptadaa w,. de modo que el corchetede Poissoninducido

{ , }A,. coincidecon el corchetede Poisson{ , },. obtenido a partir del Teorema4.3.1.

Demostración: Sea~ = ir,.(p) conp E J1(ji). Parau~,,v, E T~(J—’)(ji), consideremos

las correspondientesclasesde equivalenciaen Al,., ñ~= r,.~(u~) y i3~ = ir,.~(v~). Definimos

w,.(i2~, t~) = w(u~,v~)

- Estaforma es únicapuestoque ir,. es unasubmersión.Ahora, necesitamosprobarquew,. está

bien definida,es cerraday tiene rango constante.

Sabemosque (véase[1])

T~(0,.(p)) = T~(Q(p)) n T~(J’(ji)) ,Vp E J’(ji)

donde O,,(p) y O(p) denotanlas órbitas de p bajo la acción de O,, y 0, respectivamente.

Además,el complementow-ortogonalde T~0(p) = {EM ¡ E E g} es precisamenteT~J’(ji).

Entonces,es evidenteque la2-formaw,, estábien definida.

La 2-formaw es cerradapuestoquedlr*w,. = diw = <~dw = O y ir,. es unasubmersión.

Supongamosqueun vectortangentei~ verifica que

=0 , Vi~
7~ET~Al,..

Entoncesw(u~,v~) = O ,Vv~ E T~J’(ji). Así, deducimosque u~, E T~0,,(p) y, entonces,~ = O

o, laotra posibilidad,u>, E kerw(p). Comokerw(p) c T>,J
1(ji), cualquiervector u>, e kerw(p)

proyectaen un vector ~ E kerw,.(~). En efecto, si {(vi)>,,(v
2)>,,... ,(vk)>,} es una basede

kerw(p), también,{(i31)~,(i32)~,. . . ,(i4»i} es unabasede kerw,.(~). Así pues,

dimkerw(p) = dimkerw,.(~),Vp E J’(ji)

140



Ahora, probaremosque una estructuracasi-productoF restringe a una estructuracasi-

productoF¡J—i(,,>. De hecho, solamentenecesitamosprobar que si y>, E T>,J1(ji) entonces,

también, A>,(v>,) E T>,J1(ji). Pero,y>, E T>,J1(ji) si y solamentesi dJE(v>,) = O, VE E g, por

lo tanto

dJE(A>,v>,) = A;dJE(v>,) = dJE(v>,) = O

Una condición necesariay suficienteparaque el tensorF¡J—1(,.> proyecteen Al,, es que £

verifique paratodop E J’(ji) que (véase[13]):

1. AP(E~y(p)) E T>,O,.(p) ,VE E O,.

2. Im(L¿M(P)A)c T,,O,,(p) ,VE E O,.

Como EM E ImA entoncesA>,(EM(p)) = EM(P) y, así, la primeracondición es trivial. Además

LeMA = O y la segundacondición se verifica también. En consecuencia,existe unaestructura

casi-productoF,. en la variedaddiferenciableAl,..

Ahora, estudiaremossi estaestructuracasi productoestáadaptadaala forma presimpléctica

es decir, si kerA,, = kerw,.. ConsideremosiI~ E kerA,.(Ñ). ComoA,.(ii~) = O se deduceque

A(u>,) = O. Entonces,u>, e kerw(p) puestoque la estructuracasi-productoF estáadaptadaa

w. Por lo tanto, t~ E kerw,,.

La estructuracasi-productoE,, es integrable(el -tensorde Nijenhuis NÁ proyectaen el tensor

de Nijenhuis NA,,) y, asíobtenemosunaestructurade Poissonen Al,, con corchetede Poisson

{, }Á,..

ParaterminarlapruebadelTeoremanecesitamosasegurarqueel corchetede Poisson{ , }A,.

es el mismoqueel corchete{ , },, definidoapartirdel Teorema4.3.1. Paracadaf,h E Ccc(Al,.)

el corchetede Poisson { , },, estádefinido como sigue:

=

y si denotamosporj : «Al,.) —. Al/O la inclusióncanónicaentonces{(~ l)*f, (~—1 )*h}~(M> =

P{É,Ñ}M/a , dondeÉ y 4 son funcionesarbitrariasen C~(Al/O) tales queg’É =

y = (&1)h. Ahora, {É,ÑIM/a = {F,JI}Á con F,JI E C¶Al) funcionesO-invariantes
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proyectablesen É y 4, respectivamente.Como E y fi son O-invariantesentoncestambién

{ F,O},.~ es O-invariante. Por lo tanto, {F,O}Á es proyectableen Al,,, precisamentesobre

{ f,A}~,.. De la conmutatividaddel diagramadel Teorema4.3.¡, se deduceque:

= {f,h}M,. ,VJ,h E C~(Al,.) . E

4.5 Reducción de la dinámica

Sea(Al, w) unavariedadpresimplécticay fi : Al —* R unafunción. En estecaso,diremosque

(Al,w, JI) es un sistemapresimplécticocon función hamiltonianaJI. Buscamosuna solución

de la ecuación

= dfi . (4-5.2)

Sabemosquecomow no es simpléctica,(4.5.2) no tienesolución en generale incluso si existe

éstano es única.

Supondremosprimeroque (Al,w,JI) no tieneligadurassecundarias.Así,

dJI(z)(kerw)(x)= 0, Vx E Al

En estecaso,si (A,!?) es unaestructuracasi-productoadaptadaa w, A*(dfi) = dfi, y existe

un único campo de vectoresX en Al tal queX E ¡mA e ixw = dJI.

Consideremosun grupo de Lie O actuandopresimplécticamenteen Al de modo que se

verifiquen las hipótesisdel Teorema4.4.1. Supongamostambiénque JI es O-invariante. Bajo

estashipótesisdeducimosqueX es O-invariante.Como fi es O-invariante,entoncesJI o i,. es

O,.-invariantey proyectaen unafunción fi,, en Al,.. El campo de vectoresX es tangentea

J1(ji) y proyectaen un campode vectoresX,, en Al,.. Se obtieneque

ix,. w,.=dfi,,.

Así, el sistemapresimplécticoreducido(Al,,, W,,,JI,.) no tieneligadurassecundariasy sudinámica

estádeterminadapor las curvasintegralesde X,,, es decir, X,.f = {H,.,f}, Vf E COc(Al,.).

Si (Al,w, fi) tieneligadurassecundarias,y existeunavariedadfinal de ligaduras~Vf
1,pode-

142



mos aplicar el métodoanterioren la variedadpresimpléctica(Al1,wj, Hj), dondewj =

y H~ = son las restriccionescanónicas.Nóteseque el algoritmopreservala acciónde O

y, así, obtenemosuna acciónpresimplécticade O en Al1. Estecasonecesitaun análisismás

profundo, puestoquehay dos ecuacionesdel movimiento,(iz w = dH)¡M1 e iz wj = dHj, y las

solucionesde la primeraecuaciónson solucionesde la segunda,pero el recíprocono es cierto.

4.6 Reconstrucción de la dinámica

Parareconstruirla dinámicaapartir de la dinámicareducidapodemosusar unaconexióny en

el fibrado principal con fibra tipo O,., ir,. : J
1(ji) —. Al,. [101]. Seac,.(t) unacurvaintegral

de X,. pasandopor el punto x
0 = c,,(O) y consideremossu elevaciónhorizontal d(t) pasando

por el punto=0; es decir,=~= d(0), lr,,(zo) = x0. Entonces,

y(X(d(t)) — d’(t)) = y(X(d(t))) = E(t)

dondeE(t) es unacurvaen g,,, el álgebrade Lie de O,.. Escogemosahorac(t) g(t)d(t), donde

9(t) es unacurva en O,, determinadade tal modo que c(t) es unacurvaintegral de X. De la

O,.-invarianzade X deducimosque

X(d(t)) — d’(t) = [T2(t)L9(É).1(g’(t))]JI(,.)(d(t))

lo queimplica que

E(t) = T~(t)L9(~)—: (g’(t))

o, equivalentemente,

g’(t) = TdL9(t)(E(t)) , (4.6.3)

con g(0) = e. Ahora, solamentetenemosque resolver (4.6.3), lo cual se puedehacer por

cuadraturas.
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Capítulo 5

Sistemas lagrangianos degenerados

y estructuras casi-producto

En este capitulo revisaremosla teoría de sistemaslagrangrnnosdegeneradosdesdeel punto

de vista de las estructurascasi-productointroducidasen el capítuloanterior. Por lo tanto, si

L : TQ —. R es un lagrangianosingular,es naturalelegir unaestructuracasi-productoen TQ

de modo queunade las dos distribucionescomplementariasseaprecisamentela distribución

singular kerwt. La “proyección” del sistema en la distribución regular deberíadarnos un

sistema“regular” con una dinámicacompletamentedeterminada. Esta aproximaciónes un

caminoaternativoaconsiderarel espaciococientepor la distribucióncaracterísticakerwL como

estudiaronCantrijn el al. ([13])

En este capítulo, nuestraaproximaciónes la siguiente. Consideremosuna función la-

grangianasingularL : TQ —+ IR conforma presimplécticaw¡, y denótesepor Al1 la variedad

de ligadurasprimarias. Supondremosprimero, para simplificar, que no existen ligadurasse-

cundarias.Si todaslas ligadurasprimariasson de segundaclase,entoncesse puededefinir una

estructuracasi-productoen T*Q y la proyeccióndel campode vectoreshamiltonianocorrespon-

dientea cualquierfunción hamiltonianaextendidanos da la dinámica. Además,veremosque

estaestructuracasi-productoestárelacionadaconel corchetede Dirac. Por otro lado,si todas

las ligaduras son de primera clase, la dinámica estádeterminadasi elegimosuna estructura

casi-productoen Al1 adaptadaa la forma presimplécticaw1, dondeta1 es la restricción de la

144

fi.



forma simplécticacanónicaWQ de TQ. Por supuesto,si hay ligadurasde primera y segunda

clase,podemoscombinarambosprocedimientos.En estecasomixto, tendremosdosestructuras

casi-producto,unadefinida en T*Q y la otra en Al1. Si hay ligadurassecundarias,se puede

aplicarunatécnicasimilar sin cambiosimportantes.

Estecapítuloestáestructuradodel siguientemodo. En la Sección5.1 recordaremosel algo-

ritmo de Dirac-Bergmann.El casode sistemaslagrangianosadmitiendounadinámicaglobal es

consideradoen la Sección5.2. Aquí, se definirán estructurascasi-producto“adecuadas”para

fijar la dinámicay, también,compararemosnuestroprocedimientocon el método “clásico”. El

caso de sistemaslagrangianoscon ligadurasse¿undáriasse estudiaen la Sección5.3. Rela-

cionaremoslos formalismoslagrangianoy hamiltonianousandoestructurascasi-productoLeg-

proyectablesen la Sección5.4, y el problemade existenciade unasoluciónverificando lacondi-

ción de segundoorden serátratadoen la Sección 5.5. Analizaremosel caso especialde la-

grangianosafines en las velocidadesen la Sección 5.6. Este tipo de lagrangianosda lugar a

un casoespecialmenteinteresantepuestoquelas estructurascasi-productocoinciden con las

conexionesen el sentidode Ehresmann.flustramoscon varios ejemplostodas las secciones.

5.1 El algoritmo de Dirac-Bergmann

SeaQ unavariedaddiferenciablede dimensiónit. Consideremosun lagrangianoL : TQ —~ R

singular; es decir, la matriz hessiana
(52k )

es singular. Seak la 1-forma de Liouville y WQ = —d>Q la forma simplécticacanónica

en TQ. Como wq es simpléctica,se define un corchetede Poissonen T*Q por {F,O} =

wq(Xr,Xa) , VF,O E C~(TQ). Si denotamospor i : Al1 —. T*Q la inclusión canónicade

Al1 en T*Q, obtenemosun sistemapresimpléctico(Mí,wí,hí), dondew1 = ZWQ.

Así, aparecenm — k ligadurasindependientes& que describenAl1, queserán llamadas

ligadurasprimariassegúnla terminologíade Dirac (véase[38]). Si JI es unaextensiónarbitraria

de h1 a T*Q, entoncestodaslas funcioneshamiltonianasde la forma

4fi+&k
0, (5.1.¡)
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dondeAa son multiplicadoresde Lagrange,son débilmenteiguales,estoes,~ = = h1.

Las ecuacioneshamiltonianasse escribenen términos del corchetede Poissonde T~Q como

sigue:
dqA dpÁ

di

Esto muestraque existeunaambigliedaden la descripciónde la dinámica. Como WQ es sim-

plécticasiempreexistiráunasolución delaecuaciónixwq = dfi. Pero,se debeverificarademás

quelas ligadurasse preservenen el tiempoo, equivalentemente,quela solución X seatangente

a Al1. Así, se llegaa

+ Aa{~b,~a}) = o

La anulaciónde estasexpresionespuededarlugara dos clasesde consecuencias:algunasde las

funcionesarbitrariasAa puedenserdeterminadaso nuevasligaduraspuedensurgir. Llamaremos

aestasnuevasrestriccionesligadurassecundarias.Lasligadurasprimariasy secundariasdefinen

la subvariedadAl2

Ahora, podemosprocederde un modo similar con las ligadurassecundarias,pues ellas,

también, debenconservarseen el tiempo. Si el problematiene solución llegaremosa una

variedadfinal de ligadurasAlf dondeexistensoluciones“consistentes”. A esteprocedimiento

parahallar las subvariedadesde ligadurascuandotratamoscon lagrangianossingularesse le

conocecomo el algoritmode Dirac-Bergmann.

Es posibledar unaclasificaciónde las ligaduras.generadaspor estealgoritmoparaclarificar

la ambigiiedadde la dinámica. Una ligadura ~ de Al~ (la subvariedadde ligadurasi-aria) se

dice que es de primera clasesi {~‘~“}IM = O para cadaligadura ~a de AL, y de segunda

claseen otro caso. Por lo tanto, los coeficientesde las ligadurasprimariasde primeraclase

de Alj en (5.11) estáncompletamenteindeterminados,mientras que los coeficientesde las

ligadurasprimariasde segundaclaseestáncompletamentefijados. Desdeun puntode vistamas

geométricoel algoritmode Gotay-Nesteres unaglobalizacióndel algoritmode Dirac-Bergmann

(véanse[49, 15]).
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5.2 Sistemaslagrangianos con dinámica global

Primero,supondremosqueel sistemapresimpléctico(TQ,WL,EL)admiteunadinámicaglobal,

es decir, existeal menos un campode vectores¿ en TQ tal que ~ satisfacela ecuacióndel

movimiento i~WL = dEL. En tal caso,la subvariedadAl1 = Leg(TQ)de T*Q es la subvariedad

final de ligaduraso, en otraspalabras,no hay ligadurassecundarias.

Distinguiremostres casosparticulares:

1. todaslas ligadurasprimariasson de segundaclase,

2. todasellas son de primeraclase,y

3. existen ligadurasde primeray de segundaclase.

5.2.1 Todas las ligaduras primarias son de segundaclase

Denotaremospor b~, 1 < a < .s, las ligadurasde Al1. La matriz con elementosC~
6 — {

4’a •6}

es regularen Al1 y, en lo sucesivo,supondremosqueestamatriz es regularen todoel espaciode

fasesT*Q. Estamatriz es tanibiénantisimétricay, entonces,el númerode ligadurasde segunda

clasees par. Denotaremospor (C~b) la matriz inversa.

Como en la referencia[8], consideraremosla distribucióndiferenciableD generadapor los

camposde vectoresXz.a. Un cálculo directo muestraque

D’(x) = {v E TxT*Q / WQ(x)(v,w)= O Vw E D(x)} = fT~Al1 , Vz E Al1

Sea9 : D eD’ — D la proyecciónen D a lo largo de D’ y P = id — 9. El proyector 9
viene dadopor

9 = %X..0 ® d$~.

Definimos la 2-forma
52D = P*wq (esdecir, P*wq(X,Y) = WQ(PX,PY)).~D es una 2-forma

de rango 2m — s. Además,la estructuracasi-producto(P, 9) estáadaptadaa ~D, es decir,

kerP= ker = D. Así, podemosdefinir un corchete{F, OID, llamadoel corchetede Dirac,

en T~Q como sigue:

{F,G}D = OD(XF,XG)=WQ(PXF,PXG)
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= WQ(XF — Cab{tLb,FIX$a,Xa — Ca’b’{@6’,O}Xc¿,o’)

= {F,O} —

Consideremosahora la función hamiltonianah
1 : Al1 —+ IR definida por h1 o Leg = Fr,.

Podemosextenderh1 a una función fi en un entornoU de T
tQ y, aquí,la teoríade Dirac dice

que estoshamiltonianosen U debenser de la forma:

Ii = H + A
04”.

Consideraremosel campode vectoreshamiltonianoXÑ. Paraque seala teoría consistente,

debemosexigir que las ligaduras@~. se preservenpor XÑ; geométricamenteestosignifica que

el campode vectoresX4 debeser tangentea Al1. Consideramosel campode vectores:

PXH = X11 — C~6{$%JI}X~4.

Por las definicionesde estructuracasi-producto(P, Q), PXH es tangentea Al1 y surestricción

a M1, PXH/M, es la únicasolución de las ecuacionesdel movimiento,estoes,

Z1’XH/M C01 = dh1

puestoquew1 es simpléctica. Además, si la distribución D es integrable,el corchetede Dirac

{ , ID esde hechoun corchetede Poisson.En éstecaso,cuandoconsideramosen Al1 el corchete

de Poisson { }~ definidopor laestructurasimplécticaw1 y en TQ el corchetede Dirac { ,

obtenemosque la inclusión canónicai : Al1 —* T*Q es un morfismo de Poisson,es decir,

= {i*F,i*OI , VF,O E C~(TQ).

La siguientetablaresumelos resultadosanteriores:

Ejemplo 5.2.1 SeaL : TR
4 — IR el lagrangianodefinido por (véase[6])

L(qÁ,¿~Á) = (q2 + q3»j’ + q4q3 ±~ — 2q2q3 — (q3)2)
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T’Q T’Q Al1

WQ wi

{,} {,}D {~h

(P,Q)

Ligaduras primarias de segundaclase

Como

2 3=q +q ,p20
842 —

SL.
P3 = =

,p4 = bqA= 0

obtenemoslas siguienesligadurasprimarias:

$i=pí—q
2—q3, 4’2p2,4’a=pa—q4 , 4’4=P4•

Todósellas sonligadurasde segundaclase.SeaO la matriz

o —1 —1

(Cab) = ({4’a $b}) =
1

1

O

00 2)
00 —11
o 1 o)

Entonces,obtenemosunaestructuracasi-producto(P, Q) definidopor:

Q = Crt¿,X~a ® d4’6.
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o, en coordenadascanónicasen T*Q:

Q = ~%-®dq2 +~®dq3+~® dqi~---2j~®dp
1

+ (~r + »-½+ + ® dpi— ® dp3 + - + ® dp4 -

La 2-forma presimplécticat~n es:

= dq
1 A dpi — dq3 A dp

2 + dq
3 A dpa + dp

1 A dp2 — dp2 A dp4 + dp3 A dp4

La 2-formaw1 se expresaen coordenadaslocales(qA) en Al1 por

wí = dq’ A dq
2 + dq1 A dq3 + dq3 A dq4,

la cual es unaforma simpléctica.La única solución¿Mí de la ecuaciónixwí = dh
1 es precisa-

mente:

EM, =q3¿~ 48 48 2~

— q + q — q
Por lo tanto,si fi es unaextensiónarbitrariade h1 a T*Q se obtienequeP(XII)/M = E4w,. El

lagrangianoL es afín en la velocidades.El casogeneralseráestudiadoen la Sección5.5.

5.2.2 Todas las ligaduras primarias son de primera clase

Denotamospor ~, 1=i =p, las ligadurasde primeraclase. Como {~,~}¡,< = 0, entonces

X,~, 1 =i =p, el campo de vectoreshamiltoniano de #‘, es tangentea Al1. En estecasola

subvariedadAl1 es coisotrópicaen T*Q.

Comokerw1 estágeneradopor las restriccionesde los camposde vectoreshamiltonianos

X~ de las ligadurasde primeraclase,parafijar el “gauge”, consideramosunaestructuracasi-

producto(Aí , Bí) en Alí adaptadaa kerwí. Además,si laestructuracasi-productoes integrable

podemosdefinir un corchetede Poissonen Al1 como sigue:

{f,g}Á1 = W1(XJ,Ái,Xg,Ai) , Vf,g E C~(Al1)

dondeXJ,ÁI y X9Á, son los únicoscamposde vectoresen Al1 quepertenecenalmA1 y verifican
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que zx141w1 = .47df e ZXgÁ Wl = .4tdg, respectivamente.Así pues,si ¿ es unasolución de las

ecuacionesdel movimientó,es decir, i¿wí = dh1, podemosseleccionarunaúnica solución A1E

tal queA1¿ E ImA. De estemodo,hemosconseguidofijar el “gauge”.

La siguientetablaresumelos resultadosde estasección:

TQ Al1

Ahora, consideraremosunaextensiónarbitraria JI aTQ del hamiltonianoh1 : Alí —~ IR.

Comoexistedinámicaglobal, el campode vectoreshamiltonianoXH es tangentea Al1, es decir,

XH/M E X(M1) e

tXu/MW1 Sdh1

Fijamos el “gauge” considerandoAI(XH/M).

El procedimentoclásicoseriael siguiente(véase[151]). Seeligenfunciones{jJ , 1 =1 =p},

en T*Q tales que la matriz ({#í,fi}) = (=5)es regular. El determinantede estamatriz es

conocido con el nombre del determinantede Faddev-Popov.Si imponemosla condición de

tangenciade los camposhamiltonianosde lasfuncionesfi = JI + A1ik a la subvariedaddefinida

por las nuevasligaduras{f~}, conseguimosque

= (cq{fi,~Á})1

De estamanerase fija el “gauge”. Es fácil probarque fijar el “gauge” es equivalenteaelegir

Ligadurasprimariasde primeraclase
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unaestructuracasi-producto(P, Q) en T*Q donde

Q = cÓXcy® df’

La estructuracasi-producto(P, Q) restringeaAl1 y su restricción(~/M’ Q/M1) estáadaptada

ala forma presimplécticaw1. Por lo tanto

=

Ejemplo 5.2.2 Consideremosel lagrangianoL : TR
3 —* IR definido por

(véaseKrupková [66]). Aquí (q’,q2,q3)son las coordenadascanónicasen IR3 y (q’,q2 q3 ,41,

2 las inducidasenq ,43) TR3.

La energíay las formasde Poincaré-Cartanson:

=

= (4’ + 4
2)dq1 + (4í + 42)dq2

= dqí Ad41 +dqíAd42+dq2Ad4í-~-dq2Ad42

No hayligadurassecundarias,es decir, hay dinámicaglobal. Como

SL 41
Pi = =

-2 SL •1 -2+q ~P2fl~ i-q
SL

PS = = 0,

deducimosquela subvariedadAlí de T*RS estádefinidapor las siguientesligadurasprimarias:

= Pi — P2 = O, 4’2 = p~ = 0.

Como {~1,~2} = 0, entoncesambasligadurasson de primeraclase. Si se eligen coordenadas
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(q1q2 ,q3 ,pí) en Alí, obtenemosque

wl = i*wQ = dq1 A dp
1 + dq

2 A dpi

donde

i(q’,q2,q3 ,pt) = (q’,q2,q3,pí,pí,O)

En consecuencia,kerw
1 estágeneradopor

fa
láÑ

Definimosla estructuracasi-producto(.4í,Bí) en Al1 por

8 8 8 8 8
Áí(r) = y~ Aí%—~.) = w-i, Ax(y-~) = a

sp’

y B~ = id — A1. (A,,!?1) es integrabley adaptadaa w1. Entonces,definimos un corchetede

Poisson{ , }M, en M1. Como

Xqi,~i —

Xq3,A1 = O

Xq2,A1 =
o

Xt4i =

deducimosque

{q’,q
2}A

1 = O,

{q’,p1}Á, = —1,

{q’,q
3}Á, = O

{q2,p1}A, = —1 o

= pi + ~‘
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{qtq3}A, = O

{q3,pi}~, = 0

Si ¿ es un campode vectoresen Al
1 de modoqueesunasolucióndelas ecuacionesdel movimien-

to, es decir, i¿w, = dh1, entoncesfijamos la única solución A«E) = Xh1,Á,. En este caso,

obtenemosque



5.2.3 Existen ligaduras primarias de primera y segundaclase

Denotamospor 4’a, 1 < a _ s las ligadurasde segundaclasey por 4’, 1 =i < p, las ligaduras

de primeraclase.

Comoen el primer caso, podemosconstruir unaestructuracasi-producto(P, 9) en T*Q

con 9 definidapor

9 = C0¿,X~a0 d¿I’~.

Aquí, (C~~) es la matriz inversade ({4’t@b}). Definimos también la forma presimpléctica

= con rangoconstante2m — s y el corchetede Dirac

{F,O}D = {F,O} — {F~,4’a}Cb{4’bO}

ConsideramosunaextensiónarbitrariaJI del hamiltonianoh1. Comoexistedinámicaglobal,

entoncesel campode vectoresP(XH) es tangenteaAl,. Ahora, fijamos el “gauge” eligiendoel

campode vectoresA1 (P(XH)/M), donde(Aí ,B,) es algunaestructuracasi-productoadaptada

aw1.

El diagramade la siguientepáginaresumelos resultadosde estasección.

TQ T*Q Al1

Ligadurasprimariasde primeray segundaclase
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5.3 Sistemaslagrangianos con ligaduras secundarias

Denotamospor ; 1 S a < s 1 =i <p} el conjunto de las ligadurasde primariasde

primeray segundaclase,respectivamente.

Aplicando el algoritmo de Gotay-Nesteral sistemapresimpléctico(Al, ,wí, ¡u) obtenemos

unasucesiónde subvariedades

Al1 —* ... —* Alk —* Alk...í —+ ... —. Al2 —. Al, —> T’Q

Suponemosqueel algoritmoestabilizay denotamospor Al1 la variedadfinal de ligaduras. La

subvariedadfinal de ligadurasvendrádeterminadapor todaslas ligadurasprimariasy secun-

darias(parasimplificar, llamaremosligadurassecundariasalas que no son primarias). Ahora,

podemosclasificar todas estasligaduras de Al1 en dos clases: ligadurasde primera clasey

segundaclase. Denotamospor , 1 =b =4 las ligadurassecundariasde segundaclase

y por , 1 =J =p} las secundariasde primeraclase. Las ligadurasprimariasde segunda

clasede Al1 siguensiendode segundaclaseen Al1 pero, por otro lado,las ligadurasprimarias

de primeraclasepuedenser de primerao de segundaclaseen Al1. Así, podemossuponerque

{< 1 < i’ =p’} son ligadurasde primeraclasequeson tambiénde primeraclaseen Al1 y

{ ~“‘ 1 < i” =p”} aqñellasde primeraclasequeson de segundaclaseen Al1, dondep’+p” = p.

Entoncesse obtienela siguienteclasificaciónde ligadurasen Alj:

1< i’ <p’ ,1=j =p} ,ligaduras de primeraclaseen Al1,

{~i”~a g 1< i” =p” ,1< a <3 1< b <4, ligadurasde segundaclaseenAl1.

Denotamospor {~} todas las ligadurasde segundaclaseen Al1 que seránutilizadas para

definir unaestructuracasi-producto(P, Q) en T*Q, dondeel proyector 9 está definidocomo

sigue:

9 = CaaXxo ® d~9,

siendo(C~~) la matriz inversade la matriz ({X~,x
0}). Comoen la Sección5.2.1,definimos el

corchetede Dirac:

{F,O}D = {F,O} — {F,xo}Cao{xO,OI
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paracualesquierafuncionesF,O e C~(TtQ).

Ahora consideramosuna extensiónlocal fi de h1 a T*Q. SeaXH el campo de vectores

hamiltonianoy su proyecciónP(XH). Entonces,P(XH) es tangentea Al
1, y, además,es la

solución de las ecuacionesdel movimiento; es decir,

(iP(XH»wi = dhi)

Parafijar el “gauge”, consideramosun estructuracasi-producto((Á1)1,(51)1) en Al¡ tal

queesté adaptadaa la distribución kerw1 fl TM1, es decir, ker(Bí)j = kerw, fl TAl1. Ahora,

es suficienteconsiderar(Aí )í(P(XH)IM ) paraqueel “gauge” quedefijado. Si consideramosel

hamitoniano“extendido” (unaextensióndelhamiltonianohí dondetenemosen cuentatodaslas

ligadurasde Al1, véase[54]),entonceses convenienteusar,parafijar el “gauge”, unaestructura

casi-producto(A1,!?1) en Al1 adaptadaa kerw1, dondew¡ = ~jWq. Aquí, denotamospor

Al1 —* TQ la inclusión canónica.Fijamosel “gauge” eligiendoAí(P(XH),,M).

El diagramasiguienteresumelos resultadosde estasección.

T*Q T*Q Al1

Ejemplo 5.3.1 SeaL : TR
2 —~ R un

(véase[15]):

lagrangianodegeneradodefinido del siguientemodo

• L(qÁ,
4Á)=~(4í)2 +i(q1)~q2

Casogeneral
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La transformaciónde Legendreestádefinida por:

Leg(q’,q2,4’,t~2) = (q1q2 ~‘ ,0)

y, así obtenemos una ligadura primaria ~ = P2- La consistencia de esta ligadura da lugar a

una ligadura secundaria ~2 — y, a su vez, la consistencia de 4’1 define una ligaduraterciaria

= Pi ComoQ y 103 son ligaduras de segunda clase, entonces, el proyector Q se expresa

por:

Q = ~~~XqiO dp
1 + X>,1 O dq’ =

y el corchetede Dirac { , }D estádeterminadopor

O dq’ + 0 dpí8Pi

{q’,q2}n = O , {q1,pIID = O , {q,p~}n = O , {q,p1}D = O , {q,p21D = 1, {Pi,P2}D 0.

Sea h~ : Al
1 —. IR el hamiltoniano

1 21

• h~=~(p~) —

Una extensiónarbitraria de T
tQ es JI = 1(~íV — ~(q1)2q2+ AP

2, y el campo de vectores

hamiltoniano es

xn=(pi+p4i)~ ~;+(qlq2
a

SP’

a

Por lo tanto,

P(Xu) = (id —Q)(X11)= (A

La restricciónde P(Xg) a Al3 = {(q
1,q2,pí,p

2) E T*R
2 ¡ q’ =

— 0,P2 = 0} es precisa-

mente

P(XJsr),,M = a

y, así, la dinámicaestácompletamenteindeterminada.

(1~ 1~2
+\JkQ)

a
‘9P2
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5.4 Estructuras casi-producta Legendre proyectables

Ahora, queremos relacionar las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana cuando existe una

estructura casi-producto que es Leg-proyectable en TQ. Parasimplificar, podemossolamente

considerar sistemas lagrangianos que admitenunadinámicaglobal. Estosresultadosse extien-

den al casogeneralconsiderandoestructurascasi-productoen lasubvariedadfinal deligaduras.

La siguienteproposiciónnos permiteobtenerunacondición necesariay suficienteparaque

una estructura casi-producto en TQ sea proyectable en Al,.

Proposición 5.4.1 Sea E una estructura casi-productoque estáadaptada a la 2-forma pre-

simpléctica wr,. Entonces, F es Legí-proyectable en Al1 si y solamente si

B[Z,ÁX] E V(TQ) ,VZ E kerTLeg,VX E X(TQ),

donde 1 y É son losproyectoresasociadoscon F.

Demostración:La estructuracasi-producto1’ es proyectablesi y solamentesi (véase[13])

1. A(kerTLeg) c kerTLeg

2. Im(LzA) c kerTLeg ,VZ E kerTLeg.

ComokerTLeg = V(TQ)flkerwL, entonces Á(kerTLeg) = 0. Ahora,paratodosloscampos

de vectoresY en TQ y Z E kerTLeg, se deduce que

LzÁ(Y) = [Z,a4Y] — Á[Z,Y] = [Z,ÁY] - Á[Z,ÁY] - Á[Z,ÉY]

= [Z,ÁY] - Á[Z,ÁY] = É[Z,ÁY],

puesto que kerwr, es unadistribuciónintegrable. U

Corolario 5.4.1 Si una estructura casi-producto integrable É adaptada a wr, conmuta con la

estructura casi-tangenteJ, es decir, JÉ = ÉJ, entoncesÉ es proyectableen una estructura

casi-productoen Al1 si y solamentesi

J[Z,ÁY] E ¡ml , VY E X(TQ), VZ E kerTLeg.
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SeaF unaestructuracasi-productoen el espaciode configuraciónQ y sea frC la elevación

completade F aTQ. Recordemosque FC estádefinida por:

FC(XC) = (F(X))C , F~(X~’) = (F(X))V ,VX E X(Q)

dondeXC y XV denotanla elevacióncompletay vertical del campode vectoresX, respecti-

vamente. FC es unaestructuracasi-productoen TQ y FC es integrable si y solamente si E

es integrable. Si A y 6 son los correspondientesproyectoresde £ entoncesAC y
6C son los

correspondientesproyectoresde FC. Deducirnosque ¡mAC es,de hecho,laelevacióncompleta

de la distribución ImA. De un modo similar, (¡mB)C = ImBC. Estaclasede distribucioneses

llamadatangenteen [13].

Corolario 5.4.2 Si la estructura casi-productoFC está adaptadaa wr, entoncesesproyectable

a Al1.

Demostración:ComoJEt = FCJ, por el Corolario 5.4.1, solamentenecesitamosprobar que

J[Z,ACY] E ImA
t, VY E X(TQ) ,VZ E kerTLeg.

Si {Xi,X
2,.. ,X,.} es una base local de ImA, entonces {Xf,X~,- .,X,C, Xf, X~,.-.,Xy} es

unabaselocal de ¡mAC. Así, como [Z,Xy] y [Z,Xf] son camposde vectoresverticales,para

todo 1 < i < r, se deduceque FC es proyectable. U

Proposición542 SeaF una estructura casi-productointegrable adaptadaa WL y proyectable

en Al1.. Entonces,suproyecciónF1 es tambiénintegrable y adaptadaa w1.

Demostración:La integrabilidadde É es trivial puestoque el tensorde Nijenhuis N~ de E,

proyectaen el tensorde Nijenhuis NF1 de la proyecciónE1.

ComoLeglw1 = wr. y kerÁ = kerwr,, entoncesparatodo Z E X(Alí) tal que izwl = O y para

todo campode vectoresZ E X(TQ) que seaLegí-proyectableen Z, es decir, TLegí(Z) =

obtenemosque

O = Legf (igwi) = izLegwí = iZWL
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Por lo tanto, Z E kerwL = kerA. Así, su proyecciónZ E kerA,. Hemosprobadoentoncesque

kerw1 c kerA1. De un modo similar, se prueba que, kerA1 C kerw1. U

Ahora, supongamosque É es unaestructuracasi-productointegrableen TQ la cual está

adaptadaawr, y esproyectablea Al1. Denotemospor { , }j el corchetede Poissondefinidoen

TQ. Si F~ es la estructuracasi-productointegrableproyectadaen Al1, entoncessabemosque

F~ estáadaptadaaw1. Denótesepor { , }~1 el correspondientecorchetede Poissonen Al,. Lo

que pretendemos es relacionaramboscorchetesde Poisson.

Lema 5.4.1 Sea una función f en Al1. EntoncesXÍOLCS,Áes proyectablea X1A,-

Demostración: Primero, probaremosque X foteg Á es Legí -proyectable; es decir,

[XJOLCffIÁ,Z] E kerTLeg ,VZ E kerTLeg.

En efecto,

A’ = Lx1. i¿wL — i¿L,y
f@Leg¡ A

— i¿d (iXILAWL)

— i2d (Á*d(jo Legí))

— i2Legd (tdw)

=0

y así,deducimosque[Xy’0LC9>~, Z] E kerw¿. De la Proposición5.4.1,deducimosque

[XÍOLC$,Á,É] E V(TQ)

y, así, X JOLCg Á es proyectable.Además,como

ZXJ,LCgÁWL = Ád(jo Leyí)
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su proyecciónTLeg(X¡OLCP,Á)verifica que

iTLeg(XILÁ)WMI = A7d(f)

Se obtieneTLeg(Xj0r,~9 0 = TLeg(X¡Á3. U

Proposición543 La aplicación Leyj : TQ —* Al1 es un morfismo de Poisson,es decir,

{J’1,12}A, o Ley1 = {Jí a Leg1,f2o Legí}Á

Demostración:Del Lema 5.4.1, se deduceque

U1,L}Á, o Ley1

,VA,f2 E C~(Al,).

— Leg (wMl(xÍIÁ,,XÉÁ))

— wr,(Xt0r,~2 Á’ XJ>OLq, A)

— {1íoLegí,AoLegí}~,

paracadafunción Ji y j~2 en Al1. U

Ejemplo 5.44 Consideramosel lagrangianodefinido en el Ejemplo 5.2.2. Un cálculo directo

muestraquekerwL estágeneradopor

fo a a a
á~;’ Oqa ‘

a

SeaF la siguienteestructuracasi-productoen

a
F(~)

a
dq’

a
= 2—Oq’

a a a

La representaciónmatricial de los correspondientesproyectores,A andB, son, respectivamente:

A

1 1

00

O 0 0)

y

O

o
o

10’~

101
ni)
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La elevacióncompletadel tensor(1,1) AC y £3C son:

AC=(A ;) y BCjB :)
La estructuracasi-productoFC es integrabley adaptadaa la forma presimplécticawr,. Como

Xqi,AC = —~ ~ +

Xq3,ÁC = O

- XQ,ÁC = 1 (a + 8q2)

el corchetede Poissonen TQ estádeterminadopor

x2q
ÁC

q A’

1 (a,a\
— 2ka41m8~2)

=0,

{q
1,q2}Ac = O,

{q1,q2}AC = 0,

{q1,q1}Ác = —1,

= —1,

{q3,q1}AC = 0,

{q1,q3}A’ = O

{q1,q3}A’ = O

=

{q2,q2}AC = —1

{q3,q2IA’ = O

Del

demás,

Corolario 5.4.2 y de la Proposición 5.4.2, deducimos que F0 es Legí-proyectable.A-

proyectaen la estructuracasi-productointegrable(A
1,B~) definida en el Ejemplo 5.2.2.

5.5 El problema de la condición de ecuación diferencial de

segundo orden

Comosabemos,unasolución de la ecuación iXWL = dEr, (si existe) no es necesariamenteuna

ecuacióndiferencialde segundoorden,estoes un campode vectoresX en TQ tal queJX = 0.

Si L es casi-regular,entonces,en [49, 52], Gotay y Nester construyenuna subvariedad5 de la

variedadfinal de ligaduras j’1 en la cual existe un campode vectoresE de modo que:

(i¿wr, = dEr,)1 , QE = (5.5.2)

{q
2, q3}AC

{42 43}4

{q1,q3}A’

{q2, q3}AC

{q3, q3}A’

—0,

—O,

—0,

—0,

—O.
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Introduciendounaadecuadaestructuracasi-productoen 1’j podemosconstruir unasubvariedad

5 de ~‘1en la cual existe unaestructuracasi-producto (As,Bs)y un campode vectoresE que

verifica la ecuación (5.5.2) y, además, ¿ E ImÁs.

Supondremosprimero que el sistemapresimpléctico(TQ,wn,Er,) admite una dinámica

global. Consideramosunaestructuracasi-producto(Á, 6) adaptadaa kerwr, quees proyectable

aunaestructuracasi-producto(Aí,131) en Al1.

Observación5.5-1 Si E es unasolución de las ecuacionesdel movimiento iXWL = dEr, en-

toncesA(¿) es tambiénunasolución de estaecuación.Además,si la estructuracasi-producto

es Leg-proyectableentoncesÁ(¿) es proyectablea A1Z, dondeZ es unasoluciónarbitraria de

la ecuaciónixwí = dh1. 4

De la Observación5.5.1, deducimosquedadoun campode yectores f en TQ que es una

solución de laecuacióndel movimiento

i¿wr, = dEL

entoncesel campode vectores¿(4) es proyectableen Aí(Z) y amboscamposde vectoresson

solucionesde sus respectivasecuacionesdel movimiento. Como en [49, 52], existe un único

punto x en cadafibra de Leg1 : TQ —.-~ Al1 (donde Leg = i1 o Leg), tal que ¿¡(E) verifica la

condición de ecuacióndiferencial de segundoorden (SODE) en x, es decir, (J(Á(E)))~ = C~.

Considérese ahora el subconjunto

5 = {x E TQ / (J(.Á(E)))~ = C~} . (5.5.3)

En coordenadaslocales,¿¡(E) se escribelocalmentecomo

Á(E)=BAS rA
8
54Á~

Entonces,si z = Legí(x) E Al
1, e identificamosz con la fibra que contienea x, deducimosque

es constantea lo largo de estafibra. Además,

U = J(AE) — C = (A — A
8~

163



es tangentea las fibras. Seaa(t) = (qÁ(t),4Á(t)) unacurvaintegralde U quecontieneal punto

x con coordenadas(q~,4~). Deducimosque

a(t) — (qA EA — et(EA — 4~))

En consecuencia,se obtieneque

= L’~. a(t) = (q5$ A)

Así pues,el punto ~ con coordenadas(q~,EÁ) estáen la misma fibra que ~,puesto que las

fibras son cerradas.Además, U% = 0, y, por tanto, Á(E) verifica la condición SODE en el

punto ~.

Hemosobtenido unaseccióndiferenciablea : Al1 —* TQ de Leg1 y su imagen5 = a(Mi)

es unasubvariedadde TQ, en la cual ¿¡(E) verificala condiciónSODE. En general,-(E) no es

tangentea 5, peroel campode vectoresTa(Aí(Z)) si es tangentea 5 y es unasolución de la

ecuacion

(ixwr, =

y verifica la condición SODE. Por otro lado, como a : Al1 —. 5 es un difeomorfismo, la

estructuracasi-producto(Ai,!?1) en Al1 induce unaestructuracasi-producto(As,!?s) en 5 de

modoqueparacadasolución Es de la ecuación

(ixwL = dEr,)15 , (5.5.4)

se verifica que

As(Es) = Tu(Aí(Z)).

Resumiendo,hemosobtenidoel siguienteresultado:

Praposición5.5.1 SeaE una solución de la ecuacióndel movimiento

i¿wr, dEr,

y (.A,13) una estructura casi-producto adptada a wr, que es Leg-proyectablea una estructura
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casi-productoen Al1 y sea 5 la subvariedaddefinida en (5.5.3). Entonces:

1. Existe una estructura casi-producto(As,Bs) adaptadaa la restricción de w¡~ a 5.

2. Si Es es cualquier solución de (5.5.4) entoncesAs(Es) es una solución que verifica la

condición SODE.

En el casogeneral,podemosaplicar el algoritmo de Gotay-Nesteral sistemapresimpléctico

(TQ,wr,,EL). Si el algoritmoseestabiliza,denotamospor P1, la subvariedadfinal de ligaduras.

Consideremosen ~‘1unaestructuracasi-productoadaptadaa ker wr, fl TI’1 queseaproyectable

en Al1. Entonces,usandoun procedimientosimilar al usadoen la Proposición5.5.1,obtenemos

una estructuracasi-producto(As,!?s) en 5 adaptadakerwr, fl TS y una única solución de

la ecuacióndel movimiento ixwr, = dEL tangentea 5 que también verifica la condición de

ecuacióndiferencial de segundoorden. Además,esta solución pertenecea ImA5. Podemos

entoncesconsiderarla ecuacion:

ixwp1 =

dondewM1 = Jw~, siendo : I’~ —* TQ la inclusión canónica.Sea(A1,!?1) una estructura

casi-productoadaptadaa kerwp1 quees proyectableen Al1 (la variedadfinal de ligadurasen el

lado hamiltoniano). Entonces,por la Proposición5.5.1 obtenemosunaestructuracasi-producto

adaptadaaw8 dondew5 = J7~WL, siendois 5 —. ~‘1 la inclusión canónica. Además,si E es

unasolución de la ecuación

ixw5 =

entoncesAs(Es)es tambiénunasolución y verificala condiciónSODE.

5.6 Lagrangianos afines en las velocidades

En estasección,consideramosun casoparticular de lagrangianosdegenerados:los lagrangianos

afinesen las velocidades.

Se estudianlas estructurascasi-productoadaptadasa wr, que, de hecho, son conexiones

de Ehresmannen TQ. Comoen la Sección5.2.1, a partir de las ligadurasde segundaclase

construimosunaestructuracasi-productoen TQ que determinaunadinámica“admisible” en
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el lado hamiltoniano. Se estudia tambiénel problemade la ecuacióndiferencial de segundo

orden.

Un lagrangianoafín en las velocidadesLen TQ

L(qÁojÁ) = ji~(q)4A + f(qA)

puedeser globalmentedefinido comosigue:

L = ft + 1%

donde ji = ji~(q)dqÁ es una 1-formaen Q y fi’ = fo rq.

La energíay las formas de Poincaré-Cartanson,respectivamente:

= fV aj, = .-.
1LLV = djiv.

TenemosqueV(TQ) c kerwj y

dimkerwr, =2dim(V(kerwn))

Supongamosque la 2-formadp es simpléctica. En estecaso,se tiene que kerwr, = V(TQ)

y, por lo tanto, (TQ,djiV, fV) es un sistemapresimplécticocon dinámicaglobal. Considérese

unaestructuracasi-productoadaptadaa la forma presimplécticawr,. Es decir,unadistribución

complementariaa la distribución vertical, o en otras palabras,una conexión en el librado

tangenteTQ (véase[90]). Paraunaconexión1’ en TQ, denotamospor ¡u el proyectorhorizontal

y por y el proyectorvertical.

Comodp es simpléctica,existeun único campode vectoresXj tal que

ix1(—dji) = df;

es decir,X1 es el campode vectoreshamiltonianocon energíaf. La elevacióncompletaX de

Xj verifica que

ixywr, = dEr, . - (5.6.5)
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Entonces,dadauna conexiónr, fijamos unasoluciónde (5.6.5) eligiendo h(X¶) = Xc1ELJ<

X7, quees,precisamente,la elevaciónhorizontal de X
1 con respectoa F.

La estructuracasi-productodefinida por los proyectores(¡u, y) de la conexión definirá un

corchetede Poissonen TQ si y solamentesi la distribución horizontal Imh es integrable,esto

es,si la conexiónes llana.

La transformaciónde Legendreestádefinidapor

Leg: TQ —* TQ

(qA,4A) —. (qA,ji~)

y, así, Al1 = Imp. De la Proposición5.4.1, deducimosque la estructuracasi-productodefinida

por (¡u, y) es proyectablea Leg(TQ)= M1 puestoque kerwr, = Imv = V(TQ). Se obtieneque

w1 es simpléctica. Además,la aplicación

~‘: Q — Leg(TQ)= Al1

es un difeomorfismo y Leg = o ~b.Como (~—í )*dji = w1 deducimos que ~ es un simplectomor-

fismo. Por la Proposición5.4.3,paraunaconexiónllana en TQ, la proyecciónrq TQ —~ Q
es unaaplicaciónde Poisson,dondehemosconsideradoel corchetede Poisson{ , en TQ y

el corchetede Poisson { , },j,, definido por la forma simplécticadp en Q.

Todaslas ligadurasprimarias
4’Á = PA — PA, 1 < A < it son de segundaclasepuestoque

{0A,$B} = ‘9jiB ‘9jiA
5qA bqB

y la matriz (CÁB) = ({0Á,$B}) es regular puestoque dp es simpléctica. Comoen la Sección

o.2.1. consideramosla estructuracasi-producto(P, Q) en TtQ definidapor el proyector

Q = C”~X~~ ®

CAS ® (dps~ÉP-P~dqD)
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Entonces,ImP = ker Q estágeneradopor los camposde vectores

= I<A<n+ 8q’~ 9p~ _

y, además,estoscamposde vectoresson tangentesa Al1.

Por la Proposición5.5.1 deducimosque dadauna conexión 17 en TQ construimosuna va-

riedaddiferenciable5 de dimensiónit en TQ dondeexiste unasoluciónde la ecuación

(ixwr, = dE~)i~

que verifica la condición SODE. Como (Alí,wí) es simpléctica entonces(S,ws) es también

símplécticay fácilmentesededuceque5 = Im(XC) y la únicasoluciónesprecisamente¿s =

que,por supuesto,verifica la condición SODE. El campode vectoresXII satisfacela condición

SODE en 5 pero, en general,no es tangentea5.
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Parte III

SISTEMAS LAGRANGIANOS

NO-HOLONÓMICOS
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Capítulo 6

Sistemaslagrangianos

no-holonómicos y estructuras

casi-producto

La teoría clásicade sistemasmecánicoscon ligadurasaparecióya en el siglo pasado,pero,

actualmente,mantieneunaatencióncontinuadadadasu importanciapararesolver problemas

prácticoscomo los queaparecenen la teoríadel control.

Podemosencontrardos acepcionesdiferentesdel significado de un sistemamecánicocon

ligaduras. Así, tendremosligaduras“internas” impuestaspor la singularidaddel lagrangiano,

o ligaduras “externas” impuestaspor las fuerzasde ligadura actuandoen un sistemaregular.

El primer tipo de ligadurasha sido estudiadoen los capítulosanteriores.

Recientemente,hanaparecidovariosartículosdesarrollandoel marcogeoniétricoparael es-

tudio de estossistemas:Weber[148, 149], Marle [95], Batesy =niatycki[71,Roiller [64], Dazord

[36] y otros. Otros artículosrelacionadoscon unaformulaciónen términosde la geometríacasi

tangenteson los siguientes: Cariñenay Rañada[25], Rallada [118], Cariñenay Rallada [261,

Sarlet,Cantrijn y Saunders[130]y Sarlet [127](tambiénnos referiremosaMassay Pagani[103]

y Giachetta[47] paraunaformulaciónen términosde fibrados de jets.)

Las ligadurasexternasconsideradasen estecapítulo se llamaránligadurasno-holonómicas.
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Esto significa que existe una familia de m funciones afines en las velocidades 

que restringen el movimiento permitiéndole únicamente tomar algunos valores determinados 

de las posiciones y velocidades. En otras palabras, las soluciones (entendidas como campos 

de vectores) de las ecuaciones de Euler-Lagrange modificadas tienen que ser tangentes a la 

subvariedad PI definida por anulación de las ligaduras. Una ligadura holonómica g(q) es una 

función en la variedad de configuración que puede ser interpretada como un par de ligaduras 
&l no-holonómicas definidas por la función g(q) y su diferencial, es decir, 41 = -q y ++J~ = g. 

La distinción entre ligaduras holonómic+ (integrables o geometricas) y no-holonómicas (no- 

integrables o cinemáticas) es debida a H. R. Hertz (601 (véase también [lOS]). 

La forma clásica de enfrentarse con los problemas de ligaduras no-holonómicas es usando 

multiplicadores de Lagrange. En 125, 1181 esta técnica fue utilizada siguiendo un punto de vista 

geométrico. 

En este capítulo, éste será también nuestro objetivo. De este modo, construímos una estruc- 

tura casi-producto en TQ, de modo qúe la proyección del campo de vectores de Euler-Lagrange 

para el sistema libre nos dará las ecuaciones del movimiento para el problema con ligaduras. 

En nuestro análisis obtenemos dos tipos diferentes de comportamientos. De las condiciones 

de tangencia, se llega a un sistema de m ecuaciones con m incógnitas (los multiplicadores de 

Lagrange) cuyas soluciones dan los valores que p&den tomar los multiplicadores de Lagrange. 

Un estudio de estas ecuaciones nos da dos posibilidades. El sistema tiene una única solución 

(cuando la matriz C de los coeficientes del sistema de ecuaciones que nos permite obtener los 

multiplicadores de Lagrange tiene rango máximo k = m). En este caso, obtenemos una solución 

bien definida en TQ (al menos en PI); o la matriz C tiene rango k < m. En este último 

caso, asumiendo la compatibilidad del sistema de ecuaciones, llegamos a la determinación de 

la dinámica salvo elección de m - k multiplicadores de Lagrange. Si el sistema de ecuaciones 

es incompatible, elegimos los puntos de PI donde el sistema tiene solución, y así obtenemos 

nuevas ligaduras que definen la subvariedad & de PI. Si &I tiene dimensión cero o I% = 0, 

entonces no hay dinámica. En otro caso, incorporaremos las nuevas ligaduras al análisis anterior 

y obtendremos, a pzirtir de las condiciones de tangencia’adicionaks, una nueva subvariedad 
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de ligaduras £3, y así sucesivamente.Este algoritmoproduceunasucesiónde subvariedades

... -P3 C P2 C
1’í C TQ. Si el algoritmo se estabilizaen algunasubvariedadfinal de ligaduras.

podremosdeterminaruna solución completamenteconsistentede la dinámica, o, en el peor

de los casos,la dinámicaestácompletamenteindeterminada.Es evidentela similitud de este

algoritmocon el algoritmode Dirac-Bergmann-GotayNester([51, 52]).

El capitulo se estructuradel siguientemodo. En la Sección6.1 recordaremosalgunosas-

pectos de la formulacióngeométricade los sistemaslagrangianossometidosa ligaduras no-

holonómicasy, además,construiremosunaestructuracasi-productoen el espaciode fasesque

nos permitirá dbtenerla solución de la mecánicaproyectandoel campo de vectoresde Euler-

Lagrange correspondienteal problemalibre o sin ligaduras. Desarrollamosun algoritmo de

ligadurasen la Sección62 parael casono regular. En el casoen que el algoritmo se estabilice

en algunasubvariedadfinal de ligaduras,construiremosunaestructuracasi-productoadecuada

en ella. Se considerael caso holonómicoen la Sección6.3 y, en la Sección6.4, encontramos

unaformulaciónglobal paralos sistemasno-holonómicos.En la sección6.5 analizamosun caso

particularcuandola distribuciónestádefinidapor un conexióny en 66 estudiamos,un ejemplo

clásico,el de las ecuacionesde las geodésicassujetasa ligaduras.

En la Sección6.7 se estudianlas simetríasy constantesdel movimiento de un sistemalagra-

giano no-holonómico.Se analizala contrapartidahamiltonianaen la Sección6.8. Finalmente,

en la Sección6.9, extendemosestosresultadosal casodependientedel tiempo.

6.1 Sistema lagrangianos no-holonómicos

SeaQ unavariedad diferenciablede dimensiónit, TQ su fibrado tangente,y i~Q : TQ —. Q

la proyeccióncanónica.Denotaremospor {qÁ. 1 < A =n} las coordenadaslocalesen Q y por

{qA
4A; 1 =A < it> las coordenadasinducidasen TQ.

SeaJ la estructuracasi tangentecanónicay O el campode vectoresde Liouville en TQ.

SeaL TQ —~ IR un lagrangianoregular,es decir, la matriz hessiana

(WAB) = ( 82L N
8.~Aa~B

)

es regular. Recordemos,que como L es regular,WL es simplécticay, en este caso,existe una
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unicasolución de laecuacióndel movimientoixwr, = dEr, que, además,es unaSODE.Por otro

lado, comowr, es simplécticase define un corchetede Poissonen C~(TQ) definido por:

{f,g}r, = wr}Xj,X9) , Vf,g E C~(TQ),

dondeXj denota el campo de vectoreshamiltonianocon energíahamiltonianaf (es decir,

= df). Así, E~ = X~ y {f,Er,}r, =

Supongamosque L estásometidoa un sistemade ni ligadurasno-holonómicas{~j; 1 =i <

ni>, con m < it, que son afines en las velocidades;o lo que es lo mismo, ~j : TQ —+ IR es una

función quepuedeser localmenteexpresadacomosigue:

= (ji1)4qft~A + h~(q) , (6.1.1)

donde(ji~),~ y h1 sonfuncionesen Q. Aquí, solamenteun tipo de movimientosestánpermitidos:

aquellosque satisfacenlas relaciones(6.1.1).

Entonces,existenni 1-formas {jii} y ni funciones{hJ definidasen Q talesque

= ¡
2~ + hy, (1 =i =ni),

con ji = (p~
1)~dqÁ.

Debemos,además,restringirla dinámicaala subvariedadF1 de TQ definidapor la anulación

de las funcionesq$j. El campode Euler-LagrangeE~ esel únicasolucióndel sistemalagrangiano

libre, pero, en general,¿r, no es tangentea la subvariedadP1. Sin embargo,la dinámica del

sistemacon ligadurasdebe ser representadapor un campo de vectoresque sea tangentea

A. Por otro lado, debemosmodificar las ecuacionesdel movimiento paraobtenerel siguiente

sistemade ecuaciones: { ixwr, = dEr, + A’ji~ (6.1.2)

dq~1(X) = O,

donde4’ = r$jii. Las funcionesV son los multiplicadoresde Lagrange.
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Por lo tanto,las ecuacionesde Euler-Lagrangeson:{ d OL 8L
— =

~dq (l=A=n).

Paraunam-upla A — (A’,... , A”’), consideramosel campo de vectoresY,~ dadopor

= E~ + ~Z1

dondeZ1 son los camposverticales(véase[25]) definidospor:

y
zziwL = jiI

NótesequeY,, verifica la primeraecuacióndel sistema(6.1.2). También,impondremosque Y,,

satisfagala segundacondición y, así,Y~ tiene que ser tangentea 1’í. Por lo tanto, se obtiene

que

O = d=b5(Y,,) = dsbá(EL + >0Z1)

— {~5,EL}L + A’Z1(~5)

Denotamospor C la matriz de orden ni cuyoselementosson Cjj = Z~(q5~). Si O es regular,

entonces,los multiplicadoresde Lagrange A estánunívocamentedeterminadosen TQ. Por

ejemplo,si Les un lagrangianode tipo mecánico(esdecir, L = T— 1/, dondeT = ~gABdqÁdqB

es la energíacinéticaobtenidaapartir de unamétricariemannianag en Q y t/ : Q —~ IR es la

energíapotencial)entoncesla matriz O es regular (véanse[7, 25]).

Primero,supondremosquelamatriz C es regularen TQ. Nuestraintención es construir una

estructuracasi-productoen TQ tal que la proyeccióndel campo de vectoresde Euler-Lagrange

Q nos permitaobtenerla dinámicadel sistema. Parahaceresto, consideremosel campo de

tensoresde tipo (1,1) Q:

Q = C’Z.~ ® d~,

dondeC” son las componentésde la matriz inversade C, esto es, C”CJk = 6~. Un cálculo
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directo muestraque = Q. Si definimos 7’ = id — Q, entonces(7’, Q) es unaestructuracasi-

productoen el espaciode fasesTQ. Además,el campode vectoresP(¿r,) es la única solución

de las ecuaciones(6.1.2). En efecto,

P(Ec) = ¿r, —

lo queimplica que P(¿r,) verifica la ecuación(6.1.2)paraA’ = —C~1Erj~
1). Además,para todo

~¡, (1 =1 =ni), se verifica que

= EL@h) —

— E~(W) — ~&Á~I) = O.

Observación64.1 El estudioanteriormenterealizado,en principio, podríageneralizarsepara

el casode un sistemalagrangianosujeto a ligadurasno-Unealesverificando las condicionesde

Chetaev(véanse[110, 122, 148]). En estecaso, las ligadurasson relacionesde la forma:

f~(q,4) = O

y las ecuacionesdel movimiento son:

{ iywr, = dEr, + >¿J”jdf1),

df1(X) = O.

El problemaque se encuentraes que las 1-formasJ*(df1) no son en generallinealmenteinde-

pendientes.4

Ejemplo 6.1.1 (Véanse,por ejemplo, [108, 123, 25, 130]) Consideremosun disco de radio R

rodandosin deslizamientode modo que se mantienevertical en el plano ir (véasefigura de la

páginasiguiente). Las coordenadasusualesdel espaciode configuración IR x 51 >< 51 son: x,y

las coordenadascartesianasdel centrode masas,p el ángulo que forma la recta tangenteal

discoen el punto de contactoy el eje de las x y 4> el ángulo formadopor algún diámetroy la

vertical.

La dinámicade estesistemaestádescritapor:
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1. el lagrangianoregular:

L= ~(ni±2+niñ2+J#+Í&2)

dondeni es la masa,e 1 y J son momentosde inercia;

2. dos ligadurasno-holonómicas:

= ±—(Rcosso)4>=0,

= Ú—(RsinsoYi,b=0.

La 2-formade Poincaré-Cartandel lagrangianoL es:

WL = mdxA d±+ nidy A dÑ + Jd~ A dc,b + Id4> A dg’,

y el campode vectoresde Euler-Lagrangees:

8 8 .8
EL = ~ Ñ

Se deduceque

Z1 =
ni 8±

1? 8
+ — cosso—,-

1 84>

= 11+RSinJ

donde ji~ = dx — (Rcosp)d4>y ji2 = dy — (Rsin~)d4> son 1-formas de modo que ¡=j =

= 1,2. Construimosunaestructuracasi-productoconsiderandola matriz C definidapor

O = (C1) = ( Z1 (~)
Z2Qp,)

Á —

— cos~ sin ~o

—r cos~ sin ‘~ 1
Á — W(sin<~)2 )

y el proyector Q es:

Q = C”Z1 ® d~.
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(ObsérvesequeO es regularen todo puntodeT(IR2 x S~ x 51)). Finalmente,calculamosP(¿r,)

con 7’ = id —

P(&) = E~-Q(E~)

— Ei. + (mR~b4>sins~)Zi — (niR,b4>coss~)Z
2-4

Ejemplo 6.1.2 El trineo de Caplygin es un cuerpoque tiene tres puntos de contactocon

un plano ir; dos de ellos se deslizan libremente,pero el terceroes unacuchilla sujetaa una

fuerzaque no le permitevelocidadestransversales.El espaciode configuraciónes Q = IR x S~.

Elegimos coodenadas(x,y) parael punto de contactode la cuchillay ~ es el ánguloentreel

eje de abcisasy la tangentea la cuchilla (véasefigura de la páginasiguiente).

El sistemaviene descritopor:

1. El lagrangiano

L(x,y,~) = ~(i2 + ¡Y2) + !j~2 —gy

dondeJ es un momentode inercia.

2. y la ligadurano-holonómica

= ¡Y — ±tg~.

Del lagrangianoL obtenemos

Fr, = 12 2 1~(± +Ñ)+~Jsb
2—

9v~

WL = dxAd±+dyAdÑ+Jd~Ad@,

.8 .8 .8 8

Consideremosla 1-forma ji = — tg9dx. El campode vectoresZ tal que izwr, = ji~ es

z = 8 8
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Calculamosla matriz 1. x 1 C = (Z(~)) = (—(1 + tg2 cp)). El proyectorQ estádefinido por

la expresión:

y

1 (8 2i~ ® (dj¡

Q(Er,) — ____________

1+tg2’p

La solución de la dinámicasujetaala ligadura~ es

(tg44).

P(Er,) = EL—Q(EL)
.8 .8 .8

— xw+ v~-+~~-
____________ 2 ±~~—1 8

í+tg2~

Si únicamentepodemosasegurarque la matriz O = (Z
1(~5)) es regular en Éí entonces

construimosun campode tensores(1,1) alo largo de Pí; es decir,

P(x) : T~(TQ) —* TX(TQ), Vx E E,,

definido comosigue:

= (id — C”Z5 ®

En estecaso, podemosdeterminar los multiplicadoresde LagrangeA’ solamentepara puntos

x en P~. La proyecciónP((E~)~~) nos define un campode vectorestangentea 1% que va a

determinarunívocamentela dinámicadel sistemalagrangianosometidoa las ligaduras~í. Es

evidentequesi C es regular en Éí tambiénlo es en un entornoabiertode E,.
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6.2 El caso singular

Ahora, estudiaremosel caso restante:la matriz O es singular. SupondremosquesobreP1 la

matriz C tiene rango constantek, con k < ni. Examinemoslas ecuaciones:

O = {~,E~Jr, + A
tZ

1(~1) , (1 ==ni) . (6.2.3)

Es posiblequelas ecuaciones(6.2.3) nos llevenaun resultadoabsurdo(tipo O = 1); en estecaso,

diremosquelas ecuaciones(6.1.2)son inconsistentes.Paraevitar esteproblema,impondremos,

cofto en el algoritmo de Dirac-Bergmann[38] desarrolladoen el Capítulo4 (véansetambién

[51, 52]), la condición de que estasecuacionesno den lugar a una inconsistencia.En tal caso,

el número de multiplicadores de Lagrange A’ determinadospor las ecuaciones(6.1.2) es k.

Además, puedensurgir nuevasligaduras4’, (1 =i’ =ni’), con m’ < ni — k Así, obtenemos

unanuevasubvariedadde ligaduras P2 determinadopor la anulaciónde las ligaduras~ y ~
Además,debemosincorporarestasnuevasligaduras4>~’ alas ecuaciones(6.1.2)y, así,obtenemos

un nuevoconjuntode ecuacionesdel movimiento:

(ixwj, = dEr, + A’ji~)1I (d~b1(X)= O)/ , (&2.4)

(d4>1’(X) =

La tangenciade X a ~‘2 determinalas nuevasecuaciones:

O = {4>í,,Er,}~, + A’Z1(4>1s)

Incorporamosestasecuacionesa (623) y estesistemade ecuacionestienequesertratadode la

mismamaneraacomose hizo con el sistema(6.2.3) y, probablemente,se determinaránnuevos

multiplicadoresde LagrangeV y apareceránnuevas ligaduras. Este procedimientofinaliza

cuandohayamosacabadocon todaslas condicionesde consistencia.Si el problemainicial tiene

solución, llegamosaalguna subvariedadfinal de ligaduras1%, determinadapor la anulación

de todas las ligaduras,dondevan a existir solucionesconsistentes.En este proceso,algunos

multiplicadoresde Lagr4ngepuedenpermanecerindeterminados,en tal casodiremos queexiste
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unaambigliedaden la descripciónde la dínamíca.

Para ilustrar el método anterior, vamos a considerarel caso de un sistemalagrangiano

sometidoa una única ligadura: ~ = ¡2 + hv, dondeji es una 1-forma en Q y,h E Cx(Q). Las

ecuacionesmodificadasdel movimiento son:

{ iXWL = dEr, + AjiV

d«X) = 0.

ComoX4b = O seobtieneque:

O = {~,EJ~}r, + AZQk) . (6.2.5)

Si Z&b) # O deducimosque el valor del multiplicador de Lagrangees

A—
Z(~)

y la dinámicaestádeterminadapor la SODE

YA=EL— {¿Ib~EL}LZ
Z(#)

Si Z(~) = O y {~, EL}L = O en 1~1 entoncesobtenemosque la dinámica del sistemaestá

determinadaen1½por

Y> = E~ + AZ,
paracualquiervalor arbitrario de A. Sin embargo,si Z(tb) = O y {&Er,}r, ~ O en P2, entonces

la ecuación(6.2.5) se satisfaceúnicamenteen la subvariedadA de A definidapor las ligaduras

4> = {~,EL}L. La preservaciónen el tiempo dela ligadura 4> requiereque X(4>) = O. Así,

obtenemosla ecuación:

O = {4>,Er,}r, + AZ(4>).

Comoantes,si Z(4>) # 0, entonceslosmultiplicadoresde Lagrangequedanfijadosy ladinámica

estádeterminadaen É2 por
{4>, EL}tz

Z(4>)
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Por otro lado, si Z(4>) = O y {4>,Er,}r, = O en 1’2 entoncesla dinámicaestá completamente

indeterminada.En otro caso,obtenemosuna nuevaligadura. Así, procedemositerativamente

aplicandoesteprocedimiento,llegandoaalgunasubvariedadfinal de ligadurasfi1 (si el problema

tienesolución)dondeexisteal menosunasolución del problemainicial.

Ejemplo 6.2.1 SeaL : TIR
3 —+ IR el lagrangianoregular dadopor

L ‘ ((41)2 + (42)2 — (43)2)

Supongamosque estásometidoa la siguienteligaduralineal:

«q4) = 42 + 4~.

Aquí, {q’,q2 ,q3 41 4243> denotanlas coordenadasfibradasen TR3. Se obtieneque

Er, = (41)2 + (42)2 — (43)2 = L

wr, = dq1Ad4’+dq2Ad42—dq3Ad43,

d8 .28 .38 c~
=

La 1-formaen ji = dq2 + dq3 verifica que¡2 = ~ y, el campode vectoresZ tal que

- y
tzWLji

es:

= 8 8+

ComoZ(4’) = O debemosconsiderarla nuevaligadura4>= Er,GtO. Pero4> seanulaentodo punto

por lo queconcluimosque no es posibledeterminarel multiplicador de LagrangeA. Nóteseque

paracada A obtenemosuna solución YA = EL + AZ de las ecuacionesdel movimiento. En

consecuencia,la dinámicaestácompletamenteindeterminada. 4
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Ejemplo 6.2.2 Considéreseel lagrangianoregular en T113 dadopor

y sometidoa la ligadura

Entonces~= ¡2, con ji = dq’ + dq3.

Un cálculo directo nos muestraque:

Fr, (41)2 + (42)2 — (43)2 —

COL = dq1Ad41+dq2Ad42—dq3Ad43,

= .18 .28 .~8 ~8

El campode vectoresZ, tal que izCOL = ji” es

8 8
841 84~

ComoZ(~) = O obtenemosunanuevaligadura4> = ¿r,(r/) = q’. Así, se obtieneunasubvariedad:

É2 = {(q’,q2,q%41,Ej2,Ej3) ¡4’ +4~ = 0,q1 = o>

Como Z(4>) = 0, surgennuevasligaduras; 4>’ = ¿r,(4>) = 41, y obtenemosla subvariedadÉ
3

definida por

= {(q
1,q2,q3,4’,42,43) 1 q1 = O, 4’ = O,Ej~ = 01

AdemásZ(4>’) = —1, y el algoritmo se estabilizaen la subvariedadP
3. Ahora, determinamos

el multiplicador de LagrangeA:

Por tanto, tenemosqueel campode vectoresEL +q’Z determinala dinámicaen lasubvariedad

4
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Comoya hemosvisto, si la matriz C es regularen TQ, podemosconstruir unaestructura

casi producto(7’, Q) en TQ de modo quenos permitaobtener,por proyección,la dinámicadel

sistemalagrangianosometidoa las ligaduras. Nuestraintenciónes generalizarestatécnicaal

casosingular usandoel algoritmoanterior.

Supondremosque la matriz C = (Z~(k5)), (1 =i,j =ni), es singulary rango O = k < ni.

Sin pérdidade generalidad,podemossuponerque la submatrizC, = (C~~) = (Z1(~1)), (1 <

z,j =k), de O es regular.

El problematiene solución en P1 si

(rango (Z1(~1)) = rango (Zd~1) ; {Ec,~5}L)) . (6.2-6)

En estecaso,podemosconstruir la estructuracasi-producto(7’, Q) definidapor

Q = C”Z5®d~,(1=i,j<k),

y 7’ = id — Q, donde~ es la componenteij de la matriz inversade C1. Probemosque la

proyecciónP(EL) dalugaraunasoluciónde ladinámicaconligaduras.En efecto,es únicamente

necesarioprobarque 7’(E~)(~~) = O, paracada 1 < < ni. Primero,paracada1 < 1 < k se

obtieneque

= EL(W) —

= EL Ok>) — C”CSIEL(#Í) = O

Ahora, si consideramos~, (k + 1 < a < ni), obtenemos

= ELUS) — C”EL(#I)Zd(~0)

De (6.2.6) deducimosque Z~Qk ) — f’ Zj(~¡), (1 =¿ =k), para algunasfunciones f, e

CC~(TQ). Por lo tanto,

P(E~)Yk0) = E~cÁta) —

= E~(&) — C”EtQk3f;Cs¡
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pueshemossupuestoquerango (Z1(#5) ; {Er,,~5}r,)1 = k.

Por otro lado,

(rango (Z~(~~))< rango (Z1(~5) ; {Ec,~~}~)) , (6.2.7)

y, entonces,obtenemosun conjuntode ligadurasadicionales.Aplicando el algoritmo, llegamos

aunavariedadfinal de ligaduras1’j (si el problematiene solución)definidap¿r la anulaciónde

las ligadurasx&, (1 =i’ =ni’), dondeni’ > ni. En 1’j se obtiene:

(rango (Zv(x~~)) = rango (Zv(x5s); {E~,x~’}c) ) . (6.2.8)

Supondremosqueel rango de la submatriz0’ = (Zu(x~¿)) ,(1 < i’ < ni), (1 =1’ =m’), es

constante,es decir, rango C’ = /v’ < ni (k =k’). Parasimplificar, supondremosquela matriz

= (C$~,) = (Z~’(x~’)), (1 < i’,j’ =k’) es regular. Como antes,construimosunaestructura

casi-producto(7’, Q) definiendo

Q = (C’)””Z5’ 0 d<p , (1 =i’,j’ =k’ < ni)

y P= id — Q, donde(C’)
1’~’ es el elementoi’j’ de la matriz inversade C’. Paracadasolución

X — EL + A?
1 + A

0Za, (1 =í =k’, k’ + 1 =~ =ni) de la ecuación

iXCOL = dE~ + Ap~, (1 =i =m),

obtenemosqueP(X) es unasolución del sistemade ecuaciones.En efecto,se verifica que

P(X) = EL + A?, + >&Z
0 —

— A’(C’)””Z¿(x~’)Z5. — A
0(C’)””Z0(x¡’ )Z

51

= E~ — (C’)”” (EL(xI’) + AZ,dxí’)) Z5’ + A
0Z

0
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con k’ + 1 =fi ni. Concluimosentoncesque

{ iP(X)WL = dEr, + A’ji~,

((P(X))(x~’) =

6.3 Ligaduras holonómicas

Supongamosque un sistemalagrangianoestá sujeto a ligaduras holonómicash¿ E

(1 < i < m), con ni < it. Esto es, las velocidadesno aparecenlas ligadurás. En términos

geométricoslas ecuacionesdel movimientoson:

I i~’wr, = dEr, + >Odh~,

dh~(X) = O , (6.3.9)

dh~(X) = 0.

Como dhy(X) = h~ puestoque X es una SODE, podemosprimero estudiarel sistemala-

grangianosujetoa las ligadurasno-holonómicash~ y resolverlas ecuacionesdel movimiento

{ iXCOL = dEr, + A’dh~ (6.3.10)

dh~(X) = O,

y mástarde,imponerlas ligaduras¡u~ = 0. De estamanera,un sistemano-holonómicoes,de

algunaforma, un casoespecialde sistemano-holonómico.

Mostraremoscomo un sistemaholonómicoes,en cirto sentido,un casoespecialde sistema

libre.

Primero, nóteseque Al1 = TQ1, dondeQí denotala subvariedadde Q definida por la

anulaciónde las funciones¡uf. Ahorasupongamosquela matriz ¿2 de elementos~ = Z1(hj~) es

regular en Al1 (y entonces,en un entornoabiertosuyo). La dinámicaestaráasí representada

por un campode vectoresen Al1

7’(&) = EL — C”EL(h)ZI
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Sea

A’ =

y 1 la función lagrangiana

L = L — ~ Ah~.

Un cálculodirecto demuestraque

E1 = Er, —

WL = WLQMAdh~’/4WM

Llegamosaque

tp(¿L)WL =dEL — h~’(ip«L)wAí — dEA¿) + h~aáé

Como Al1 = TQ1 estádefinida por la anulaciónde h~ y h~ se deduceque

= dEL

en TQ1. Este resultadonos dice que este sistemapuedeser consideradocomo un sistema

lagrangianolibre de ligadurascon lagrangianoL y siendoP(E~) unasolución de la dinámica.

Ejemplo 6.3.1 Considéreseel sistemadefinido por dos partículas1~1 y I~2 de idénticamasa

ni = 1 queestánunidaspor un segmentodelongitud invariable1 y masadespreciable.Además,

el sistemaestácostreñidoa moverseen un plano verticalde modo quela velocidaddel punto

medioestádirigida en la dirección del segmento(véase[44]).

Sean (xy,x2) e (yí,y2) las coordenadas.de f~1 y de I’2, respectivamente. Entoncesel

movimientode estesistemaestádescritopor

1. el lagrangianoregular:

1 2 2 2
L = ~ (t + x2 + ¡¡~ + Ñ~) — g(gi + Y2)
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2. la ligadura holónoma:

1
2

[(=2 — xi)2 + (Y2 — ¿2]

3. y la ligadurano-holonómica:

= (x2 — xí)(¡Y
2 + ~í) — (±2 + ±í)(y2— y’)

La ligaduraholónomahí da lugar a la ligadurano holonómica:

= d/i1 = (x2 — xí)(i2 — ±,)— (y2 — yí)(~, — ñ2)

Del lagrangianoL obtenemos

EL = + W) + g(yí + 1/2)

= dx,Ad±l+dx2Ad±2+dyíAdñí+dy2AdÑ2

8 8 8 .8 8 8
+Ylr+Y2r--9r -~‘S

Los camposde vectoresZí y Z2 tales que izsr, = ¡4’ donde¡4’ = J~d~1, i = 1,2, son:

=
8±1

z2 =
8±,

— (x2 — xi)y + (1/2 — Yí

8
+ (1/2 — 1/1)—

8±2
(x2

8

8
x1 ) OAIí

Ahora,sievaluamoslamatrizC=(C15)enÉí ={(xi,x2,yny2,±í,±2,ñ142)/¡uí O,~’í =

= O> obtenemos

= ( Zí(sbí)

Z2(~í)

Z1 (~) ( .212

O —2V )
‘pi

Despuésde simplescálculos,deducimosqueel proyector7’ estádefinidoen 1’í por la matriz P

= xír~ +X2~

—(1/2— 8

8
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(véasela página siguiente). La proyecciónP(EL) de En determinala dinámicadel sistemaen

8 .8 8 .8
=

Ox1 0=281/181/2

a
— xí)(y2 — yí)—r—

Ox1 ¿2

— (~ ¿2(2(=2=í)íÚ~ OÑí
(99

2 — —(2(x2—12

7’(EL)

xí)(y2 —

P)) O
—48Ñ2 -
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6.4 Sistemas lagrangianos con ligaduras no-holonómicas definidas 

globalmente 

En esta sección obtenemos una globalización de los resultados obtenidos anteriormente. 

Sea D una distribución de dimensión n - m. Definimos dos distribuciones DT y D" en TQ 

como sigue. Si D está localmente generado por la anulación de las m l-formas pi, (1 < i 5 m) 

entonces DT está definida por la anulación de las l-formas pv y pi, (1 5 i < m) y D” está 

definida por la anulación de las l-formas pv, (1 < i 5 m). Es evidente que DT c D” y 

dimD”=2n-mydimDT=2(n-m). 

Si {,&} es otra base local de D tenemos que 

donde (Ai) es una matriz regular definida eb la interSección de los dos entornos locales donde 

están definidas las l-formas. Como 

(64.11) 

deducimos que DT y D” están bién definidas. Aquí fc denota la elevación completa de una 

función f en Q a TQ. 

Consideremos un lagrangiano regular L : TQ - R. Supongamos que el sistema la- 

grangiano está sometido a fuerzas de ligadura inducidas por la distribución D. En este caso se 

han de verificar las siguientes ecuaciones del movimiento globales: 

(ixwr.:dE~) E Z(D"), 

XED~. 
(6.4.12) 

donde denotamos por Z(D") el anulador de Dv. 

La condición primera se puede traducir localmente en la formulación clásica de multipli- 

cadores de Lagrange. Si 

(ixwr.-~EL)EZ(D") , 
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entonces existirán funciones X’, (1 5 i < m) tales que 

ixwr. - dEr. = X’pv 

Además, deducimos que X es una SODE. 

Examinemos la segunda condición X E DT. Como X es una SODE se verifica que 

J(X) = jii, (1s i 5 m) 

p:(X) = X(Ui) , (1 5 i 5 m) 

Las funciones fii, (1 5 i 5 m) definen localmente la subvariedad D de TQ (aquí, estamos 

considerando la distribución D como una subvariedad de TQ pues D es un subfibrado vectorial 

de TQ). Por lo tanto, debemos restringirnos a los puntos de D c TQ. Por otro lado, también 

tiene que verificarse que p:(X) = X(fi;), por lo que X ha de ser tangente a D. 

Como en el capítulo anterior, construímos una estructura casi-producto (P, &?) de modo que 

la proyección del campo de vectores de Euler-Lagrange determine la solución de las ecuaciones 

(6.4.12). Consideremos los campos de vectores Zi, (1 5 i 5 m) definidos localmente por: 

y el proyector definido por: 

& = C’jZ; @ dfi; 

donde C’j es el elemento ij de la matriz inversa de (Zi(îLj)). Aquí, suponemos que la matriz 

C = (Cij) es regular en TQ, para simplificar. En el caso, en que no lo fuera, aplicaremos el 

algoritmo desarrollado en la Sección 6.2. 

Si elegimos otra base local de l-formas íii, (1 5 i 5 m), que anulen la distribución D, 

podemos construir otro proyector 

g:=(yz;@&, 

donde aquí c’j es el elemento ij de la matriz inversa de (@F;)), siendo Zj el único campo de 
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vectorestal que
• -v

2zwL = jiJ

Si suponemosque ¡2~ — A’ji_ se obtieneque:

{ w

=

=

= A7A~CT,,

puestoque Z¿ es un campode vectoresvertical. Así, la inversade (C11) tiene como elementos:

— Crs(A~l);(A~íy,.

Se deduceque:

= Q + Crk(A-íg¡2,(z~ ® dA~),

Luego,ambosproyectorescoincidenen los puntosde D. Por lo tanto,obtenemosun proyector

definidoen los puntosde D:

Q(x):T~TQ—+T~TQ,VxED

y el proyector complementario 7’ = íd — Q.
El campode vectoresA en D definido por

A(x) =P(x)(Er,(x)) , Vx E D

es la solución de la dinamica.

Observación6.4.1 Los resultadosde esta secciónson unaversión global

para ligaduraslinealesen las velocidades.Paraobtenerla globalizacióndel

afines, haríamosla formulaciónen la libración R x Q —. R. 4

4el caso anterior

casode ligaduras

Observación 6.4.2 Supongamosqueelsistemalagrangianoestásujetoa ligadurasholonómicas

e C~(Q), (1 ~ a < s). Estasituaciónpuedeconsiderarsecomo un casoparticular del es-

quemageneral.En efecto,consideremosla distribución D’ en Q determinadapor la anulación
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de las 1-formasdha. Además,se debenconsiderarnuevasligaduras,puestoque el espaciode

configuraciónQ estátambiénconstreñido,es decir, no todas las posicionesspn posibles, sola-

mentelo son las de la subvariedadQo de Q definidapor la anulaciónde las funcioneshe,. La

construcciónanterior sigue siendoválida restringiéndonosala subvariedadQo.

Si ademásel sistemaestásujeto a ligadurasno-holonómicasdadaspor unadistribución D

en Q, definimos lanuevadistribución

Den = D e D’

con la condición de que las ligaduras sean independientes. Así, si {y~ , ¡ < i < ni} es una base

local de D, obtenemosla baselocal de D0~,

{jiódha}

Como antes, debemos restringirnos a la subvariedad Qo.4

Observación 6.4.3 Si la distribución D de un sistema lagrangiano sujeto a ligaduras no-

holonómicases involutiva, entoncesdefine unafoliación en Q. Si tomamosla hoja £ de esta

foliación, entoncesel sistemalagrangianorestringea un sistemalagrangianoholonómicoen

4

6.5 Ligaduras definidas por una conexión

Supongamos que Q es unavariedadfibradasobreuna varedaddiferenciableAl. Es decir,existe

una submersión sobreyectiva ir : Q —* M.

Supongamosquehayunaconexión17 enla fibración ir : Q —* Al de modo que los movimien-

tos admisibles son las curvas horizontales con respeto a la conexión. En otras palabras, los

vectores de la distribución horizontal son las únicas velocidades admitidas. Entonces, D es

precisamente la distribución horizontal fi tal que

TQ = fievir
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Si escogemoscoordenadasfibradas(qÁ) = (q’q
1) la distribución horizontal estarálocal-

mente generada por los campos de vectores

1
donde XH denota la elevación horizontal a Q de un campode vectoresX en Al y 1’; son las

componentes de Christoffel. La base dual de 1-formas está definida por

{ ~
g

1=I2dq~-l-dqÍ.

Observación65.l Este tipo de sistemas con ligaduras fueron estudiados por Sarlet, Cantri-

jn y Saunders [130, 127]) en una situación más general usando fibrados sobre IR. Nuestro

procedimiento puede ser extendido a este caso.4

Como caso particular se puede considerar un librado principal ir : Q —* Al con grupo O

donde L TQ —. R es O-invariante.Estetipo de sistemas no-holonómicos son conocidos como

sistemas de Caplygin y fueron recientemente estudiados por Koiller [64] (véase también [82]).

6.6 Aplicación: ecuacionesde las geodésicascon ligaduras

Sea Q una variedad riemanniana con métrica g y conexión de Levi-Civita V y una distribu-

cion D en Q. Un problemaantiguo en la literatura matemática es el de obtener una nueva

conexión lineal V* en Q de modo que las geodésicas de V sean las soluciones del problema

variacional sujeto a las ligaduras lineales determinadas por D (véaseSynge[138] y Vránceanu

[147]). Aplicaremos nuestro método a este caso particular.

La función lagrangianaes

L(qÁ,4Á)=~g~~EjA EjB

es decir, L es la energíacinéticade g. Consideremosunabaseortonormal {g~} de D. Como

Ej = L, obtenemos

q O
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dondeF% son los símbolosde Christoffel de V.

Se deduceque

zí = 8

ji = (ji
1)~4A

= Z1(¡15) = gAB(~)(~) =

Denótesepor (7’, Q) la estructuracasi-productodefinidaa lo largo de D. Obtenemos

= O •A~B ¡ + O($í)BCR¡\ SCRN 8— q ~
17ÁB OqA kPt/R — UAB($i)E9 (MR) r

_____ — ~~-\ ~ 8A8 — •A~B ¡‘a (OG’OB ~

= q A KAS + ~8qÁ ABkt’.}B) 9YIJR) »4V

= q ¿9qA — qA
4B (r% + (I-¿i)Á;s~””

0 8A 8 . ~

donde

(pÓAva = ~ _
8qB

denotanlas componentesde la derivadacovariantede ji y (¡nf =

ComoP(Er,) es unaSODEy es tangenteaD, sabemosqueparacadavectortangentez E D

existeunacurvaa en Q quees soluciónde 7’(E~) con valoresinicialesa(O) = x, &(O) = z y & es

unacurva integralde P(¿r,). En efecto,las solucionesde 7’(E~) son precisamentelas soluciones

del siguientesistemade ecuacionesdiferenciales:

d2qÁ •~dq5 df

donde

17C +G¿)Á.BG¿1
0AB ‘

Nóteseque las ecuaciones(6.6.13) son las ecuacionesobtenidaspor Synge en [138]). Por

supuesto,esta ecuaciónno tiene solucionespara valores iniciales arbitrarios, solamenteve-

locidadesen D son admisibles.

Nóteseque (1’~j~c no son los símbolos de Christoffel de una conexión VS. Definen un
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objeto geométricomásgeneral: un spray definido en unasubvariedadD de TQ. Recordemos

queexisteunacorrespondenciabiyectivaentrespraysen TQ y conexioneslinealesen Q (véase

[82]). En efecto,si E es un spray, E = —L~J es unaconexiónlineal en Q y, recíprocamente,si

1’ es unaconexiónlineal en Q entoncesla SODE asociadacanónicamentear es un spray.

El campo de vectoresP(Ec) está definido en D pero se puedeextendera un campo de

vectoresde un entornoabiertode D (obviamente,dedistintasmaneras).Elegimosunaextensión

y definimos:

=

es un campode tensoresde tipo (1,1) en el entornoabiertocuyaexpresiónen coordenadas

localeses la siguiente:

a = a —

8

O 8=
OEjA

Un cálculo directo pruebaque (1~*)2 — id, y y que los espacios vectoriales propios correspon-

dientes al valor propio —1 son los subespacios verticales en cada punto del entorno abierto.

Además elegida otra extensión de P(E~) obtenemosqueel nuevocampode tensores1~ coincide

con la anterioren D.

Así, r define unaconexiónen el entornoabiertode D y todas estasconexionescoinciden

al restringiríasa D.

Se definenlos proyectoresvertical y horizontaldel modo usual:

= ~(id + U) , = ~(id — U)

con expresioneslocales

= OqA{ h( ~.flz O

— (F*)C EjB O
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Usandolos procedimientosusualesparaconexionesen TQ (véanseCrifone [56], de León y

Rodrigues [90]) definimos un operadorderivadacovariantecomo sigue. SeaX un campo de

vectoresen Q e Y un campode vectorestangentea ladistribución;en otraspalabras,X es una

secciónde rq : TQ —~ Q e Y unasecciónde TQ/D : D —. Q. Definimos

(V<Y)(x) = cty(~)(v (dY(x)(X(x))), Vx E Q

donde denotael isomorfismolineal

entreel subespaciovertical de TQ en Y(x) y T~Q.

Si X = XÁO/8qAe Y — YA8/OqA, se obtiene que:

— XA [OY + (rt%Yj 8

Busquemosahorala condición paraque t75<Y e D. Tenemosque:

= (ji
1)0dq

0 [(XA~ + XA(r*)%YB)]

— XA + (m)c(Ifl%YB]

Como
(r*)~c=r% +(jií )A;B(jií) C

se deduceque

• AB

= (¡‘3CY% + (Ñc 8qB (ji) — (~)CrE

8qB

Así, se obtieneque

— xA [(jiI)B2YI + 8Cu1)Á i¡B] . (6.6.14)
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Pero Y E O y, en consecuencia,

O = ~(Y) = (Í~OB yE

Derivandoestaúltima expresión,se deduce:

aY8 8(ji~

)

+ OqAY ~0 (6.6.15)

De las expresiones6.6.14 y 6.6.15se deduceel siguienteresultado.

Proposición 6.6.1 V defineuna conexiónen rq : D —* Q si y solamentesi O es involutiva.

En conclusión,si el sistemaes holonómico,V es una ley de derivación en el fibrado vectorial

D-~Q.

En el casogeneral,lo único que obtenemoses que

X(Q) x Secc(D)— X(Q)

se comportacomo unaley de derívacion.

6.7 Simetrías y constantesdel movimiento

En el estudiode las simetríasy constantesdel movimiento de un sistemalagrangianosujetoa

ligadurasno-holonómicas,seguiremosla clasificaciónde Prince[116, 117] (véasetambién[32]).

Primero supondremosque la matriz C = (Z~(~
5)) es regular. Entonces,existe unaúnica

solución A de la dinámicacon ligadurasen P1 donde

A =

Así, introducimoslas siguientesdefiniciones:

Definición 6.7-1 Se dice que una función f en C~(A) es una constantedel movimiento de A

st Al = O.
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Definición 6.7.2 Una simetríadinámica de A es un campode vectoresÑ enÉ, de modo que

[X,A] = O.

Es evidenteque si f es unaconstantedel movimiento de A, entoncesÑj es también una

constantedel movimientode A paracadasimetríadinámicaÑ.

Si denotamospor XC laelevacióncompletaaTQ de un campode vectoresX en Q, entonces

obtenemosla noción de simetríade Lie.

Definición 8.7.3 Una simetría de Lic de A es un campo de vectoresX en Q tal que XC es

tangentea 1’í y (XC),,>, es una simetría dinámica de A.

Comosabemos,existeuna relaciónbiyectivaentrelas constantesdel movimientodel campo

de vectoresde Euler-LagrangeEr, del lagrangianolibre L y cierta clasede simetríasdinámicas

las simetríasde Cartan. Recordemosque las simetríasde Cartan para un lagrangianolibre

son camposhamiltonianosXF tales que XpEr, = O y, en este caso, E es unaconstantedel

movimiento

Consideramosahoraunaconstantedel movimientoE: TQ — IR de EL, es decir,EtF = O.

Se puedeprobarsin dificultad que, si (Z1F)1~ = 0, (1 =i =ni) entonces,como

A = (EL — C”EL(¿b1)ZJ)
‘pi

se obtienequeA(F1>) = O y, así, J?~~ es unaconstantedel movimiento de A (véase[25]). Se

sigueque

Z1F = —¡4’(XF) = 4J*d~)(XF) = —d~j(JXp) = —Ljx~4’i.

Por lo tanto, si (LJxFttí)/É = O concluimosque F1~ es unaconstantedel movimiento de A.

Nóteseque, en general,(Xr)1~ no es unasimetríadinámicade A y, de hecho, no podemos

asegurarqueXF seatangentea 1’í (véase[10]).

Nuestropróximoobjetivoes estudiarel casodegenerado,es decir,Cessingular. Si aplicamos

el algoritmodesarrolladoen la secciónanterior,obtenemosunavariedadfinal de ligadurasÉ1

dondeexistensolucionesde ladinámica. Entonces,paracadaAa, (k’ + 1 =a ~ m), los campos
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de vectoresX tales que

x = (EL — (C’y”’ (¿L(xi’)+ AZ0(x~~)) z5~ + >&z)

sonsolucionesde lasecuacionesdel movimiento.Comoen el casoregular,si E es unaconstante

del movimientode Er, y (Ljx,~~),, = 0, (1 =i =ni), entoncesE1,, es una constantedel

movimientode cualquiersoluciónX.

6.8 Formalismo hamiltoniano •

SeaTQ el fibrado cotangentede Q conproyeccióncanónicair : T*Q ~ Q. Consideremosun

lagrangianoregular L : TQ IR. Como L es regular,Leg es un difeomorfismo local. Para

simplificar, supondremosqueL es hiperregular,estoes, Leg es un difeomorfismoglobal.

Sea~í = &~ + ¡4’ un conjuntode ligadurasno-hólonómicasindependientesy supongamos

que el lagrangianoL estásometidoa estasligaduras. Ahora, analizaremosla contrapartida

hamiltonianadel sistemalagrangiano.

Si definimos la 1-forma&~ = (ir)a1 en T*Q, obtenemosque

• Leg*&=ctY,

y, así, los camposde vectoresZ~ y Z, estánLey-relacionados,donde

2gWQ = &í, (1=i=ni)

Además,las funciones& definidaspor:

= CIÍ(XJJ) —

están Ley-relacionadascon las ligadurasno-holonómicas~, (1 =i =ni).

Por lo tanto,concluimosde los anterioresresultadosque las solucionesX de las ecuaciones
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del movimiento: { iXWL = dEr±VoY,

d/4X) = o

estánLeg-relacionadascon las solucionesde la ecuaciones:

{ ~gWQ = dJI + ~Vd,, (6.8.16)

#dX) = O.

La estructuracasi-productodefinidapor el proyector7’ induceun proyector7’ en TQ definido

como sigue:

P(Ñ) = TLegP(TLe§1(Ñ)) ,VÑ E X(TQ),

o, explícitamente,

7’ = id~’.~ — C”Z~ ® d~,b
1 (1 =i,j =ni),

donde(Co) es la matriz inversade 6 =

Es muy sencillo comprobarquesi aplicamosel algoritmodesarrolladoen la Sección6.2 a las

ecuacionesdel movimiento (6.8.16),obtenemosunasucesiónde subvariedadesde ligadurasAL

de T*Q. EstassubvariedadesM1 son precisamenteAl1 = Leg(P1). Así, ambosalgoritmosestán

conectadospor medio dela transformaciónde Legendre. Si uno de ellos seestabiliza,también

lo haceel otio. En estecasoes posibledefinir unaestructuracasi-productoadecuadaen cada

ladode tal modo queesténLeg-relacionadas.

Observación 6.8.1 Como (TQ,wr,) y (TQ,wq) son variedadessimplécticas,obtendremos

dos corchetesde Poisson { , y { , } en TQ y T*Q, respectivamente.Además, como

Le9WQ= wr,, la transformaciónde Legendrees una variedadde Poisson,es decir,

Leg*{f,g} = {Les?f,Le<g}n ,Vf,g E C~(TQ)

Supongamosahoraque 1’j viene dado por la anulaciónde las ligadurasXi’, (1 =i’ =ni’).

Podemosclasificar estasligadurasen dos tipos diferentes. Se dice queuna ligadura x de P1

es de primera clasesi ~ = O paracadaligadura Xi de Pp y de segundaclaseen otro
1
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caso. De un modo similar, obtenemosunaclasificaciónde las ligaduras de M
1, la subvariedad

final de ligadurasen el lado hamiltoniano.

Denótensepor wp1 y w~, las restriccionesde wr, y WQ a tí y M1. Así, si todaslas ligaduras

de I’j (resp. M1) son de primera claseentoncesÉ1 (resp. M¡) es unasubvariedadcoisotrópica

de TQ (resp. TSQ). También,si todaslas ligaduras de J’j (resp. M1) son de segundaclase

entonces(Éj,wp1) (resp. (kfí,wM1)) es unasubvariedadsimpléctica.4

Observación6.&2 Consideremosun lagrangianoL de tipo cinético,es decir, en coordenadas

tiene la forma:.

L=IgAB4AEjB — V(q).

2
En estecaso,la transformaciónde Legendrees:

Leg(qA,4Á)= (qA,g~fiEjB)

que tiene comoinversa:

• Le§í(qA,p~) = (qAp~gBA)

La proyecciónde una ligadurano-holonómica

~ZZji~EjA -~-~A

es la ligaduraen TQ

«qA,p~) = «Legjí(qÁ,p~)) = «qAp~gBA)

= MA gflAps + hA

que es afín en los momentos.4

Ejemplo 6.8.1 Consideremosun sistemade N-particulasconmasaunidad (véanse[114]). El

espaciode configuraciónes Q = IR
3N con coordenadas(ría), (1 < i < N), (a = x,y,z), siendo

rt~ paraun i fijo las coordenadasque describenel movimientode la partículai.
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SeaL el lagrangiano

L(r’tf’0) = E
•h N

a = 1, 3/’

(#ía)2 Nr N

2 — V(ríx,ríV,ríz,. ..,r ,r

sujetoa las ligadurasholonómicas

N

a=x,y,z,t=1

que dan lúgar alas ligadurasno-holonómicas

N N

= (Ert(X¡¡) = Ema, a = x,y,z.
i=1 i=1

TIRaN y T*RSN se identifican de modocanónicoconReN y, usandoestasidentificacionesla

transformaciónde LegendreLeg : IReN ~ IR6”’ es la identidad. Así, estudiaremosel sistema

hamiltoniano asociadopueslos resultadosserán los mismos queparael sistemalagrangiano.

La forma simplécticaes

CO= dna Adp,
0 1<1< N, a=x,y,z.

La dinámicavienedeterminadapor el hamiltoniano:

JI = (Le§í)*En = E
,=I, Y

a = x, y, z

y el campohamiltonianoXII es

8 8V 8
XH = Pía 8r~’ 37~a

8Pia

&A+V(nlrnlvr½rNrrNvrNz)
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Las ligadurasa las que estásujetoel sistemason las funciones

N

= Ería
i= 1

a = x,y,z

N
= (Leg>)q5~

N

= (EdríaxXH =
t=1 3=1

Paraencontrarla solución del sistemacon ligadurasdebemosresolverel sistemade ecua-

ciones:

I iy CO

XQg)

X (~)

= dfi + >,a(d1ki)V

= 0,

= O.

Vamos a buscarunaestructuracasi-productoen IR
6N de tal modo que la proyección de la

dinámicalibre, XH, es la solución del problemacon ligaduras. Paraello, primeroencontremos

los camposde vectoresZa definidospor:

ZZ
0CO =

Estoscamposde vectoresson precisamente:

N 8
ZaZ

8Pia
•=1

a = x,y,z

Ahora, consideremosla matriz 3 >< 3:

C = (Cab) (Za(q5~fl E -N O

o —N

0~~AT)o

Uno de los proyectoresde la estructuracasi-productoes:

9 = C~~bZb®(dk~)V,

®dPia)
= _

a

a = x,y,z
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y el otro 7’ = id —

PzZ Z(ókk)(á~r®dP.ia)

La proyecciónde lasolución de la dinámicalibre XII es:

8 N—18V 18V 18V O
P(XH) = — N ~ —

Or k Oria N 8r2a N 8r/V~, 8Pia

18V 18V N—18V\8
¡.4

~ ( Noria NOr2a N OrNo

Observación 6.8.3 Consideremosnuevamentéel la~rangianoregular L : TQ —* IR sujetoa

las ligaduras no-holonómicasdefinidas por unadistribución D en Q. Como L es regular, la

transformaciónde Legendre

Leg:TQ—.*WQ

es un difeomorfismo local. Por lo tanto, bodemostransportarlas distribucionesflT y DV

de TQ a TtQ. Las distribucionesinducidasserándenotadapor BT y 5V respectivamente.

Consideremosla función hamiltoniana fi : TQ —~ IR definida por JI o Leg = Er,. Las

ecuacionesdel movimiento en TQ parael sistemacon ligadurasson

{ (ix COq — dH) E (Dfl0,

XEDT. (6.8.17)

Comoen el casoregularconstruimosunaestructuracasi-producto(P, Q) en TQ a lo largo

de D = Leg(D). Como LegtCOq = COL y EL = fi o Leg, deducimosque (7’, Q) y (P, Q) están

Leg-relacionados.Además,como ¿r, y XII estánLeg-relacionados,se deduceque P(Er,) y

P(XII) estánLeg-relacionados.Nótesequecomo Leg es unaaplicaciónfibrada,entoncesD es

tambiénun fibradosobreQ, perono necesariamenteun subfibradovectorialde lrq : TSQ Q.

De hecho, Leg no es en generalun morfismo de fibrados vectoriales.4
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6.9 Sistemaslagrangianos no-autónomoscon ligaduras no-ho-

lonómicas

Sea4? unavariedaddiferenciablede dimensiónit. El espaciode evolución asociadocon Q es la

variedaddiferenciableIR x TQ. Denotemospor ir : IR x TQ —~ IR x 4? la proyeccióncanónica.

Sean (t,qA,EjÁ), (1 =A =it) las coordenadasfibradasen IR x TQ siendo(qÁ), (1 < A < it)

coordenadaslocalesen 4?.
Consideremosuna función L IR x TQ —. IR, es decir, un lagrangianono-autónomo(o

82 Ldependientedel tiempo). DiremosqueLes regular si la matriz hessiana(8•Áa~B) es de rango

máximo. Denotamospor Er, la energíaasociadaa L y por Or, y ~L = —dOr, la 1-forma y la

2-formade Poincaré-Cartan,respectivamente.Las expresionesintrínsecasde Er, y Sr, son:

= CL — L, Sr, = J’(dL — Ldt),

dondeJ = J — C ® di. Aquí J denotala estructuracasi-tangentecanónicay C el campode

vectoresde Liouville en TQ quepuedenser trauportadosa IR x TQ de la maneraobvia.

Las ecuacionesglobalesdel movimiento puedenser escritascomosigue:

XQL = O , ixdt = 1 . (6.9.18)

Como(St,dt) defineunaestructuracosimplécticaéñIRxTQ, existeun único campode vectores

¿r, (el campode vectoresde Reeb)en IR x TQ satisfaciendo(6.9.18). Este campode vectores

es llamadoel campode vectoresde Euler-Lagrange.Se deduceque:

1. EL es unaecuacióndiferencial no-autónomade orden 2, (una NSODE, parasimplificar);

2. las solucionesde EL son precisamentelas solucionesde las ecuacionesde Euler-Lagrange:

( OL N DL

} —-——o{ ~IAtA
El propósitode esta secciónes extenderel estudiogeométricoanterior para sistemasla-

grangianoscon ligadurasno-holonómicasen TQ (casoautónomo)al casono-autónomo.Como
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en el casoautónomo,comenzaremoscon un lagrangianoregular en IR x $4? sujetoa ligaduras

independientesno-holonómicas{~ , 1 ~ i ~ ni> (ni < it) definidaspor:

= (ji1V(t,q)4Á +h~(t,q)

Podemosdefinir estasligadurasintrínsecamenteconsiderandoni 1-formasji = (p3~dqÁ+ h1dt

en R x 4? y entonces~ = i~(ji~)V, donde(jij)V = r*(jií). Ademásdefinimos las 1-formas

jij = (ji¿)~dqÁ — 4A(jí)Adt

en IR x TQ como sigue: j2~ = (J)*(ji~) siendo ji~ la restricción a IR x T4? de la elevación

completade j~ a T(IR x 4?). Aquí consideramosla inclusión canónicaIR x T4? — T(IR x 4?),

Lasecuacionesdel movimiento de un sistemalagrangianono-autónomosometidoa las liga-

duras~í son (véase[118])

X
9L = V¡2

1,

{d:(X) =ixdt = 1, (6.9.19)

Definamoslos camposde vectoresZ~ por:

{ ZZfZL =

= O.

Se deducequeJZ1 = O lo queimplica quelos camposde vectoresX = Er. + VZ1 son NSODEs

paracada» E C~(R x TQ). Comoen la Sección6.2, podemosestudiarel sistemalagrangiano

con ligadurasdependiendode si la matriz C = (Z1(~b5)) es o no singulary, así,construir una

estructuracasi-producto(7’, Q) en IR x T4? tal que la proyecciónpor 7’ del campode vectores

de Euler-LagrangeE~, P(EL), nos proporcionala dinámicadel sistemacon ligaduras. Además,

podemosdesarrollarun algoritmoquepermiteobtenerunafamilia de subvariedadesdeligaduras

P~. Si existeunasubvariedadfinal deligadurasPp podemosencontrarunasolución consistente

en 1’, de las ecuacionesdel movimiento (6.9.19). Omitirnos todos los detalles, puestoque la
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obtenciónde los resultadoses similar alos del casoautónomo.

Observación6.9.1 Aplicaremoslos métodosdesarrolladosen la Sección6.9 a un lagrangiano

L : T4? —. IR consideradocomo no-autónomo;es decir, 1, : IR x T4? — IR, Ís(t,q,Ej) =

L(q,Ej). Las ligadurasno-holonómicas4’ = ¡2~ + h~ puedenser definidasen IR x T4?, y también,

las 1-formas ji, y las funcionesh~ puedenser consideradascomo definidas en 4? o IR >< 4?,
indistintamente.Nóteseque

wr, + dEr, A dt,

con las identificacionesobvias. Por otro lado,deducimosquelas ecuacionesdel movimiento

{ ixwr, = dEr, + >OjiY

d~1(X) = 0,

e
= Á’t;21I = 1,

d~b, (Y) = O,

son equivalentes.De hecho,las relacionesentreambosconjuntosde ecuacionesestándetermi-
8

nadaspor la identidadY = + X. Si aplicamoslos algoritmosdesarrolladosen las secciones

6.2y 6.7, llegamosaPr = RXFr, dondePr (resp. É7) sonsubvariedadesdeTQ(resp. IRxT4?).

4
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Capítulo ‘7

Un algoritmo de ligaduras para

sistemaslagrangianos singulares

sujetos a ligaduras no-holónomicas

En esteultimo capitulo construimosun algoritmode ligadurasparasistemaslagrangianoscon

ligadurasno-holonómicas.Estealgoritmoes de hechounageneralizacióndel algoritmode Cotay

y Nesterya detalladoen la Sección3.1 del capitulo3. Una combinacióndel algoritmoestudiado

en el Capítuloanteriorparasistemaslagrangianosregularescon ligadurasno-holonómicasy el

algoritmo de Gotay y Nesternos permitirá construir un algoritmoparasistemaslagrangianos

conligadurasno-holonómicas.Así, obtenemosunasucesiónde subvariedadesquesi se estabiliza

define unasubvariedadfinal de ligadurasdondeexistensolucionescompletamenteconsistentes

de la dinámica. Convieneobservar,como veremosen los ejemplos,queesteúltimo algoritmoy

el de Gotay-Nesterson radicalmentediferentesaunquesimilaresen suconcepción.Estose deta-

liaráen la Sección7.1. En la Sección7.2 estudiaremoslassimetríasy constantesdel movimiento

y en la Sección7.3, nos preocuparemosdel formalimo hamiltoniano. Introduciremoslas estruc-

turas casi-productoen este estudioen la Sección 7.4. Comosiempreocurre, trabajandocon

lagrangianossingulares,tenemosel problemade que, en general, las solucionesde la dinámica

no verifican la condición de ecuacióndiferencial de segundoorden; por ello, detallamosen la

Sección7.5 cómo encontrarunasubvariedaddondeestacondición se satisfaga.
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7.1 Lagrangianos singulares con ligaduras no-holonómicas

SeaL : T4? —* IR una función lagrangianadefinida en T4? de un espaciode configuración

4? de dimensión it. Denotamospor rq : T4? — 4? la proyección canónica. Consideramos

coordenadasfibradas (qA,EjA) 1 < A < it en T4?.

Si L es singular,wr, es presimplécticay laecuacióniXCOL = dEr, no tienesoluciónen general

en T4?. Pero,podemosutilizar el algoritmode Gotay-Nester[49, 51] y obtenerasí, unasucesión

de subvariedades

/4 —* . . . —.P
2 — -Pi = TQ

Si el algoritmo se estabilizaen algúnentero k, estoes,
1’k = ~4+’= P~, entoncesobtenemos

unasolución X en la subvariedadfinal de ligadurasP1. De este modo, existe un campode

• vectoresX E X(P
1) tal que

(ixwr,= dEL)/p

Ahora, supongamosque L estásujetoaun sistemade m ligadurasno-holonómicas{~~; 1 <

i= ni>, (con ni < it) que son afines enlas velocidades.Es decir,~j : TQ —~ IR es unafunción

que puedeser localmenteexpresadacomosigue

= (ji1)~4q)4A + h~(q) , (7.1.1)

donde (ji$ y h~ son funcionesen 4?.
Siguiendola notacióndel capítuloanterior, la dinámicadel sistemaestádeterminadapor

un campo de vectoresque es tangentea la subvariedaddefinida por la anulaciónde todas las

ligaduras. En definitiva, obtenemoslas ecuacionesdel movimiento modificadas:

{ iXCOL = dEr, + >Jji~
(7.1.2)

c4b1(X) = 0,

y

con ji1 = Tqji.

En estecapítulodesarrollaremosun algoritmoquegeneraliceel algoritmode Gotayy Nester

(véase[77]).
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Denotemospor Pí = T4? y definamosel subconjunto1’, de P1 como sigue:

P~ = {x E T4? ¡ <dEn + >‘.ji~ ,kerwn>(x) = O, ~¿(x) = 01,

paraalgúnA’ E IR. Estosignifica lo siguiente.Paracadapuntox E T4? elegimosunabaselocal

<Wi, VV2,..., I/Vr) en un entornoU de x, dondedim kerwr, = r. Así, la condición

<dEr, + Vji~,kerwr,>(x) = O

es equivalentea

Supongamosque A es una subvariedadde P~. Si el rango de la matriz C1 = (ji1(W5)) es

constantey

rango (ji1(Wj)) = rango (~u~(W5), W~(Er,))

entonces,la ecuación(7.1.3) tieneal menosuna soluciónpara algunosvalores de los multipli-

cadoresde LagrangeA~. Es posibleque (7.1.3) nos de lugar aunainconsistencia(tipo O = 1), y

entoncesdiremosque las ecuaciones(7.1.3) son inconsistentes.En nuestrocaso,supondremos

que las ecuacionesno son inconsistentes,o en otras palabrasque existeal menosunasolución

de la dinámica. Si el rango de la matriz C1 es igual a r1 con r1 ~ min(r, ni), el número de

multiplicadoresA’ determinadospor las ecuaciones(7.1.3) es ni — r1. En tal caso, existe al

menosunasolución X a lo largo J’í queverifica (7.1.3), pero en generalno es tangentea ~

Por tanto, consideraremosla colección 1~2 de puntosen J’í en los queexiste una solución

quees tangentea ½.Esto es,elegimoslos puntosx E P1 talesque

wr,(x)(X(x),v)= O, Vv E TZJ”t

donde

TrP’ — {v E T~(T4?) ¡WL(X)(U,V) = 0, Vu E 74P1 }

Equivalentemente,

• A = {x E Pí ¡ <dEL + A’¡4’,TPt>(x) = 0>
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También supondremosque É2 define unasubvariedadde É,. Entonces,existe una solución

X a lo largo ~2 que es tangentea Éí. Sin embargo,X no es necesariamentetangentea Pr

Procedemoscomo antesy obtenemosunasucesiónde subvariedadesde ligaduras

donde,paratodo k > 1, se obtiene

- Pk-fl={xEPk/<dEL±Mjiy,TÉ~(x)=o},

donde

= {v e TZT4? /COL(Z)(U,V) = 0, Vii E T~Pk 1

Si estealgoritmo se estabiliza,estoes,si existeun enterok tal que~k = ~k+1, y dimPk > 0,

obtenemosuna variedad final de ligaduras ~¾donde existen solucionesconsistentesde la

dinámica. Denotamosa esta subvariedadpor Éj que será llamadala subvariedadfinal de

ligaduras. Existe un campode vectores¿en 1’j el cual es unasolución de la ecuación(7.1.2)

(por supuesto,E + Z, Z E kerCOr, fl TÉ1 es también unasolución). En esteproceso,algunos

multiplicadoresde Lagrangepuedenpermanecerindeterminadosy los restantesquedaráncom-

pletamentefijados en Pj.

Ejemplo 7.1.1 SeaL : TR
2 —* IR definido por:

L(qA,EjA)=~(q¡)2 +!(ql)2q2

Se obtieneque:

Br, =1 12 1—½) — —(q1)2q2 wr, = dq’ Ad4’

y, por lo tanto,

kerCOr, = 88

<~4r ~4~’>

Si estudiamosla dinámicadel problemalibre obtenemosla siguientesucesiónde subvarie-
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dadesde ligaduras:

/4 = {(qí,q2,4í,42) E IR4 ¡ q’ = O} y p
3 = {(q’ q

2 ,q 42) ~ IR4! q’ = 0,4’ = 0}

En estecaso,la dinámicaestácompletamenteindeterminadaen la subvariedadfinal de ligaduras

1’~.

Ahora, suponemosqueel sistemalagrangianoestásujetoa la ligadurano-holonómica~ 4’.
Así, las ecuacionesdel movimiento son{ iXCOL = dEr, + Adq’

d41(X) = O

En tal caso, si aplicamosel algoritmo de ligaduras,obtenemosquela sucesiónse estabilizaen

la subvariedad1~í = 1’~ definidapor

= {(q’,qt4’,42) E IR4/ q1 = 0,4’ = o>

Eligiendocoordenadas(q2, 42) en É
1 obtenemosquela dinámicaestádeterminadapor el campo

de vectores
8 8

donde f,g E C~(Pí).

Ahora, consideremosla siguienteligadurano-holonómica:~ = 42 Entonces,las ecuaciones

del movimientoson { iXCOL = dEr, + .Xdq
2

d42(X) = O

Calculemoslos puntosx tales que

<dEL + >dq2,kerwr,>(x)= O.

Obtenemosqueparatodo x E TQ se satifacela ecuaciónpara el siguientevalor particular del
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multiplicador de Lagrange:

>=iI(qi)2

Además,la subvariedadfinal de ligadurases

= {(q%qt4’,42) E IR4,’ ~2 —0>

y la dinámicaestádeterminadapor el campode vectores:

X 418 i2~
+ q q r +

dondefE C~(Pí) y consideramoscoordenadas(q’,q2,41) en É
1.

Observación 71.1 Nótesequeel ejemplomuestraque el comportamientode los algoritmos

para un sistemalagrangianosingular libre y para un sistemalagrangianoligado puede ser

completamentediferente. 4

7.2 Simetrías y constantesdel movimiento

Estudiemosla relaciónentrelas simetríasy constantesdel movimientode un sistemalagrangiano

singular sujetoa ligaduras no-holonómicas.

SeaA unasolución de la dinámica. Estoes,un campode vectoresA E X(Éj) de modo que

verifica las ecuacionesdel movimiento (7.1.2).

Introducimos, las siguientesdefiniciones:

Definición 1t2.1 Se dice que una función f E C~(P1) es una constante del

si Af = 0.

Definición 7.2.2 Una simetría dinámica de A es un campo de vectoresX en

[X,A] = O.

Es evidenteque si f es una constantedel movimiento de A, entonceskj

constantedel movimientode A paracadasimetríadinámicaX.

Introducimosla siguientedefinícion.

movimiento de A

15< de modo que

es también una
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Definición 7.2.3 Una simetría de Lic de A es un campo de vectoresX en T4? tal que XC es

tangentea É,< y (XC),~ es una simetríadinámica de A.

Ahoraconsideramosdifeomorfismos‘~P : T4? —* T4? tales que preservenla 2-formaCOr, y la

función Br,, es decir, que preservenla estructurapresimpléctica:

‘IJCOL = COr, , rEr, = Br,

Proposición 7.2.1 Si el difeomorfismo~1f: T4? —* T4? preservala estructura presimpléctica,

y además,

entoncesrestringe a un difeomorfismo~P1: 14 —* 14, donde14 es la subvariedadde ligaduras

k-aria. Así, ‘II restringe a un difeomorfismo ‘I’j : É¡—. 1’J.

Demostración:Primeroprobaremosla Proposiciónparak = 1. Parahaceresto,probaremos

que, si y E TXT4? y y ~ kerCOr,(x) entoncesT1’P(v) E kerwr,(’P(x)). En efecto, para cada

u E Tq«~)T4?

COL(’P(=))(T~’IJ(V),u)= wL(x)(v,TQ(~)~’(u)) = O

puestoque COr, es

Ahora probaremosquesi x E l’í, entonces‘P(x) E Éí, esto es,

<dBr, + »~,Y, kerwr,>(’I’(x)) = O

paraciertos valores .X E R y ~~(~x)) = 0 1 < < ni. ComoBr, y ¡z~ son ~P-invariantes,

obtenemosquesi tu E kerwr,(’I’(x)) entonces

(dEr, + A’ji~)(u,) = (dEr, +

Además,como = ~ , 1 =i < m obtenemosquex E í.

Supongamosahora quela proposiciónes cierta para¡4 y probaremosque tambiénescierta

para l
4~í. Siguiendoun método similar, obtenemosque si ~ e T~ Pt~ entoncesT~’P(v) E
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T«x)Ét. También,de la ‘P-invarianzade Br, y ¡4’, obtenemosque ‘P(x) E Pk-j-i si z E 14+,.

E

Corolario 7.2.1 SeaX un campode vectoresen T4? de modo que

1. i~wr, = dO, para algunafunción E : T4? —. IR,

2. XEr, = 0,

tLLxtbíz0,Ljx~bí=0 y Lx¡4tr0.

Entonces,0~p
1 es una constantedel movimientopara cadasoluciónA de la dinámicarestringi-

da.

Demostración! Enprimer lugar,el flujo deX estáformadopor difeormorfismosquepreservan

la estructurapresimplécticay, además,

Entonces,por la Proposición7.2.1,X es tangentea Él,. Además,comoX verifica que

ZXCOL = dO,

la restricción de X a 1’~ tambiénverifica que

ix1~1wp1 = d(O,,M1)

Deducimosque

— d(01p,)(A)

= ixwp(A) = iACOP1(X)

— —(dBr,+>.
1,uY)

1 (X)

= 0,

A(01p,)

218



y, entonces,0/M
1 es unaconstantedel movimientode cadasoluciónde la dinámicarestringida

A. U

7.3 El formalismo hamiltoniano

SeaT4? el fbrado cotangentecon proyeccióncanónicalrQ : T4? —~ 4?. Denótesepor Leg

T4? —~ T*4? la aplicación de Legendredefinida por un lagrangianoL. Como ya sabemos,

Leg se escribe localmente por Leg(qÁ,4Á)= (qAp~ = OL/84Á). Si L es singular, Leg no

es un difeomorlismo. Sin embargo,supongamosqueL es casi regular. La subvariedadAl1 se

denominala variedadde ligadurasprimarias. Seak la 1-forma de Liouville y COQ = —d>.Q la

forma simplécticacanónicaenT4?. Comoel lagrangianoes casi-regular,laenergíaes constante

alo largo de las fibras de Leg. Así, Br, proyectaen unafunción hí en Al1: h~ (Leg(x)) = Er,(x),

Vx E T4?. Si w1 es la restricciónde wq a Al1 entonces,(Alí,wj) es unavariedadpresimpléctica.

Paraobtenerun formalismohamiltonianoparael sistemalagrangianosingularsometidoalas

ligadurasno-holonómicas,supondremosquelas ligaduras{~~; 1 ~ i ~ ni} son Leg-proyectables.

Así,

V(kerwr,)Q~¿)= 0,1< i <ni.

En este caso, obtenemosligaduras ~j, (1 < i < ni) en el lado hamiltoniano, definidas por

&(Leg(x)) = ~~(x), Vx E T4?. Además,si consideramoslas 1-formas ¡2~ = 7r~ ji~, obtenemos

que Le?ft~ = ¡4’. Escribimosel siguientesistemade ecuacionesen la subvariedadAl1:

{ tgCOí = dh1 + >#i~, (7.3.4)

dsbí(X) = O.

Comoen la secciónanterior,desarrollamosun algoritmo de ligaduraspara este sistemade

ecuacionesy obtenemosla siguientesucesiónde subvariedades:

Al1 = {~ E Al,! <df, + .V¡2I,kerCOí>(~) = O , ~i@~) = 0>,
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y a partir de Mk, obtenemosMk+l como sigue:

Alk+í = {f E Mk ¡ <df
1 + >V71,TAlt>(~) = O }

donde

T~Mt = {i~ E T±M,/COí(Z)(tl,ii) = 0, V~¡ E T±Mk1-

ComprobemosprimeroqueLeg1 : TQ —* Al1 satisfacequeLegí(Pí) = Al1, y la restricción

Leg1 : —. es tambiénunafibración. En efecto,seax c P~. Se verificará que:

<dEr, + )O¡4’ ,kerwr,>(x) = O y ~j(x) = O.

Peroestoimplica que:

<dhí(Legi(x)+ .V(Legl(x)),ií(Legi(x)),kerwí(Legí(x)»= O

y, además,&(Legí(x)) = 0. Por lo tanto, Legí(Éí) c Al1. Pero, de un modo similar, se

demuestraque paratodopunto~ E 21 existeun puntox en ~‘1de modoqueLegí(x)= ±. De

estemodo,hemosprobadoque Legi(Éi) = M1. Comoconsecuencia,se obtienequeLegí induce

unaaplicación diferenciableLeg1 : É, Ñí, quees de hechounasubmersión.Procediendo

de un modo similar obtenemosunasucesiónde fibracionesLegk : 14 —* Al,, que relacionan

ambassucesiones,como puedeverse en el diagramade la páginasiguiente. En consecuencia,

el comportamientode los algoritmos es el mismo en amboslados; es decir, si el algoritmo se

estabilizaparaalgún k enlapartelagrangiana,lo mismoseverificaráparalapartehamiltoniana

y recíprocamente.
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T~4?

Al,.

1
A,

T
Ug¡ 1

Al1

Seha probado,entonces,quelasformulacioneslagrangianay hamiltonianason equivalentes.

Estoes,dadoun campode vectoresE E X(J-’1) quees unasoluciónde (7.1.2)y Leg1-proyectable,

entoncessu proyección¿= TLegí(E) es unasoluciónde (7.3.4). Recíprocamente,si ¿ e X(M,)

es unasolución de (7.3.4), entoncescadacampode vectoresen É1 proyectablesobre¿ es una

soluciónde (7.1.2).

Ejemplo 7.3.1 ((continuación)) SeaL la función lagrangianadefinidaen el ejemploanterior

y supongamosqueestásujetoa la ligadura no-holonómica~ = 41.

Comola transformaciónde Legendrees:

Leg(q’,q
2,4’,42)= (q1,q2,4’,O)

llegamos a que

Al
1 = Leg(T4?) = {(q’ ,q

2 ,p1,P2) EW4? ¡ P2 = O}

y
1 1= dq’ A dp

1 , hí = ~ + ~(q’Vq
2

eligiendocoordenadas(q1,q2,p,) en Alí.

Leg
1

Leg2
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Puestoque la ligadura # proyectaen la ligadura~ = pi, se obtieneque las ecuacionesdel

movimientoson: { iXCOí = d/z1 + >.‘dq’

X(pí) = 0. (7.35)

Aplicandoel algoritmo, llegamosa la subvariedadfinal de ligaduras:

= {(q
1,q2,pí,p

2) E W4? ¡ q
1 = O,p~ = 0,P2 = 0>

8
La dinámicaestáindeterminadao, de otro modo,cadacampode vectoresg— es unasolución

8q~
de la dinámicaen el ladohamiltonianoparacualquierg E C~(iÚ

1). 4

7.4 • Sistemas lagrangianos degeneradossujetos a ligaduras y

estructuras casi-producto

Consideremoscomo en las seccionesanterioresun lagrangianodegeneradoL sujetoa las liga-

duras{~~},(i < i <ni).

Supongamosqueel sistemapresimpléctico(T4?,COL,EL) admiteuna dinámicaglobal, esto

es, kerwL(Er,) = 0. Supongamostambién que las ligadurasson Leg-proyectables,es decir,

V(kerwr,)(~1) = O. Comoconsecuenciase obtieneque

MY(kerCOL)= O , (1 < i < ni)

Además,si existeunaestructuracasi-producto(A,!?) adaptadaa lá forma presimplécticawr,

(kerwr, = kerA), entoncespodemosfijar una única solución E del sistemalagrangianolibre,

comoya hicimosen el Capítulo5:

i¿COr, = dBr, y E E ¡mA.

También,paracada i, 1 < i < ni, existeun único campode vectoresZ, de modo que

• y
IZ1COL = ¡í~ y Z1 E Im.A.
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Como en el Capítulo6, si la matriz C = (C¿5) = (Zí(c~¡)), (1 =i,j =ni) es regular,podemos

construir unaestructuracasi-producto(7’, 9) en T4? comosigue:

9 = C”Zj®d~,yP=id—Q.

Si consideramosla subvariedadÉ, de T4? definidapor la anulaciónde todas las ligaduras.

Entonces,deducimosque (7’(E)),~ es unasolución de la dinámicadel sistemacon ligaduras.

Paraobtenerel formalismohamiltoniano,consideramoselsistemapresimpléctico(M¡,wí,hí)

sujetoalas ligaduras4 (1 =i =ni) donde~ estándefinidascomoen laseccion7.3, es decir,

~1(Leg(x)) = ~1(x),Vx E T4?

Si la estructuracasi-producto(A,!?) es proyectablesobreAl, (véase[74]) obtenemosuna

estructura casi-producto (Aí,!?1) enAl1 adaptadaaw1. Además,el campode vectores~ E ¡mA

solución de las ecuacionesdel movimientoes proyectablesobreAl1 en un campode vectoresE

solución de la ecuación

ZjCOí = dh1

La estructuracasi-producto(7’, 9) es también proyectableen unaestructuracasi-producto

(P,~) en Alí.

Comoen el Capítulo 5, podemosclasificar las ligadurasde Al1 en ligadurasde primeray

segundaclase. Aparecentressituacionesdiferentes:

1. Todas las ligadurasprimarias son de segundaclase.

Comoen la Sección5.2.1,construimosunaestructuracasi-producto(P, Q) en T
t4?. A-

demás,existe la estructuracasi-producto(P, ~) en Al
1. Consideremosunaextensión

arbitraria JI del hamiltoniano ~1 en Al1. Encontramosla única solución (puestoque

(Alí,wi) es simpléctica)de la dinámicacon ligadurastomandoel campode vectoresen

De hecho,P(XH),M =

2. Todaslas ligadurasprimariasson de primera clase.

La estructuracásiproducto(A,,!?,) en Al, estáadaptadaala forma presimplécticaw1.
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Ahora, fijamos la solución de la dinámicacon ligadurascon

(P(A, (Xl¡M,))),,

Obtenemosque¿ = A1 (xu,sM).

3. Existen ligadurasde primera y desegundaclase.

En estecaso,existentresestructurascasi-productodiferentes(P,Q) en T*4? y (A,,13í)

y (P, ~) en Al1. La solución de la dinámicaes precisamente:

Aquí, obtenemosque¿=

7.5 El problema de la ecuación diferencial de segundo orden

En la Secci6n7.1 hemosencontradounasubvariedadfinal de ligaduras J’~ dondeexistensolu-

cionescompletamenteconsistentesE dela dinámica. Pero,en general,estassolucionesno veri-

fican la condición de SODE, estoes, (JE = C)1~. Pararesolveresteproblemaprocederemos

como en el casode los lagrangianossingulareslibres de ligaduras(véase[52]).

Supongamosque E es Leg-proyectableen un campo de vectoresZ E X(M1) y localmente

expresadopor

E=AA~~~~+BA O8qA

Como E verifica la ecuación(7.1.2) deducimosque~ = JE — C E kerCOr, fl ¡mJ = kerTLeg.

Como E es proyectableobtenemosque AA es constantea lo largo de las fibras de la fibración

Leg¡ : 15< —* M1. Seaun punto arbitrario (q~,v~~) E 15< y seaLeg(q~tv~) = zo. La curva

integralde E conesevalor inicial es a(t) = ~ Un cálculodirecto muestra

que

hm a(t) = (qú,AA) . (7.5.6)
t~+oo

Por lo tanto el punto límite estáen la fibra sobrez0. Así, hemosobtenido unasecciónglobal

224



s : Al1 —* 15< de Leg1 y, unasubvariedad5 = s(M1) de fií. Un cálculo directo apartir de

(7.5.6) muestraque (E*),,s = O. Así, si denotamospor E el campode vectoresTs(Z) E

obtenemosque { (i¿wr, = dEr, + >‘ji~),,~

= O)¡s (7.5.7)

(JE =

Ejemplo 7.54 ((continuación)) Sigamosconla función lagrangianaL y la ligadura~ = 41.

Ahora, queremosestudiarel problemade la ecuacióndiferencial de segundoorden en el lado

hamiltoniano

Si elegimosunasolución proyectablede las ecuacionesdel movimiento en

E — f(q
2) 8

5q2

obtenemos

5 = {(O,q2,O,f(q2)) E TQ ¡ q2 E IR>

y
- O Of O
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