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ee Introducción
e
e
e
e Un poliedroen un espaciogeométrico(espacioeuclídeo,esféricoo hiperbólico) esun
e objetocombinatorioconunaspropiedadesmétricasinducidaspor la métricadel espacio.

Por una parte, la superficiedel poliedro heredaunamétrica que es localmente
e

de curvaturaconstantesalvo en los vértices (los ángulosde las carasy las longitudes
e de aristassonpropiedade~de estamétrica “intrínseca”). Se puedeconsiderarel pro-
e blemarecíproco: dadaunamétricaen la superficiede la esferaque es localmentede

curvaturaconstante,salvo en un conjunto finito de puntos, ¿existeun poliedroen el
espacioeuclideo,esféricoo hiperbólico tal que su borde seaisométricoa la superficie

e
e dada?los Teoremasde Alexandrow ([Al]) dan respuestaafirmativa a estosproblemas,
e supuestasciertascondicionessobrelos “ánguloscónicos” de los puntossingulares.Más
• recientemente,los trabajosde Rivin ([Ha), [Ri3]) respondena estetipo de problema
• paraelpoliedrodualdeun poliedrohiperbólico(enestecasosenecesitanademásciertas

condicionessobrelas longitudesde las geodésicas).Se tiene ademásqueel poliedroque
realizala superficiedadaesúnico salvo isometría.Sin embargo,no sesabedeterminar

e
el tipo combinatoriode estepoliedro.

e Porotraparte,los ángulosdiédricossonlasprincipalespropiedades“extrínsecas”de
un poliedro. Fijado un tipo combinatoriode poliedro, podemosplantearnosdostipos

e
e de preguntasanálogasa las anteriores: dadosunos ciertos ángulosdiédricos, ¿exis-
e te un poliedro con estos ángulosy del tipo combinatoriodado? (existencia). Y, si
e existe,¿esúnico? (unicidad). Si pensamosen unaaplicacióntaj que a cadapoliedro,

salvo isometría,le asignasusángulosdiédricos,las preguntasanteriorescorresponden
e a describirla imagende estaaplicación, a la que llamaremosespacio de dngulos, y a
e
e describirlas fibras (esdecir, la preimagende cadapunto de la imagen).

Porsupuesto,podemoshacernoslas mismaspreguntasparadimensionesdistintas
de 3. Así, endimensión2, el espaciode ángulosesfácil dedescribir,en los casoseuclídeo

e
e e hiperbólico: la únicacondiciónesque los ángulosexterioresdebesumar2w, enel caso
e euclídeo,y más que 2w en el casohiperbólico. Por otra parte, no hay unicidad, es
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decir, los ángulosno determinanel polígono; los lemasgeométricosde Cauchy([Ca]) té

comparanlas longitudesde aristasentrepolígonoscon los mismosángulos(en los casos u
esféricoe hiperbólico). El espaciode polígonoseuclídeoscon ángulosdadossepuede
ver comoun poliedroconvexoen algúnespaciohiperbólico([Th],[BG]).

En dimensiónmayorque 2, en el casocuclídeotampocohay unicidad, puesdado u
un politopo euclídeode cualquierdimensión,si se trasladaunacaray semantieneel u
tipo combinatorio,los ángulosdiédricosno varian.

Hay una diferenciaesencialentre los espaciosde ángulosde poliedros(dimensión u’

3) y de politopos de dimensiónmayor que 3: del Teoremade Steinitzsededuceque el u
espaciode ángulosde poliedroses contractible(ver [Zi]), mientrasque paradimensión uu
4 y mayor que 4, los trabajosde Mnév ([Mnj) y Richter ([Ric]) pruebanque los es-
paciosde politopos puedentenerel mismo tipo de homotopíaque cualquierconjunto u
semialgebraicoprefijado. u

En dimensión 3, en el caso hiperbólico, el Teoremade Andreev ([Anl], [An2)) u
u’

resuelvecompletamentela existenciay la unicidad para el casoen el que todos los u
ángulosdiédricosseanmenoreso igualesque <2 (ver ApéndiceB). Estarestricciónen u
los ángulosda en primer lugar una restriccióncombinatoria,puestodos los poliedros té

compactoshiperbólicoscon ángulosmenoreso igualesque <2 son trivalentes(esdecir, u
en cadavérticeinciden3 caras).Estospoliedrosson,por otraparte,dominio dediscon- u

u’tinuidad del grupode isometríashiperbólicasgeneradopor las reflexionesen sus caras. u
Portanto, a partir del TeoremadeAndreevsepuedendescribirtambiéntodosestosgru- u’
pos. Lascondicionesdel TeoremadeAndreevparala existenciasonmuy sencillas,pues u’

soncondicioneslinealessobrelos ángulosdiédricos,quedependendela combinatoriadel té
poliedro dado. Se han dadootras demostracionesdel Teoremade Andreev: Thurston u

u([Th)), Bowersy Stephenson([BS]), Colin de Verdiére([CV]), Hodgson([Ho]), Marden

y Rodin ([MR]). Rivin ([Ru], [Ri2]) generalizael Teoremade Andreev parapoliedros

hiperbólicosideales (con todos los vértices en la esferadel infinito de H3), es decir, u’

describeel espaciode ángulosdeestospoliedros. té
e

La unicidadpara poliedroshiperbólicos trivalentes(no sólo paraaquéllosen las u’
condicionesdel Teoremade Andreev) sededucede los lemastopológicoy geométricos u
de Cauchy([Ca], [HR]). u

uLa presentememoriaestámotivadapor el que seríael “Teoremade Andreevge- u
neralizado~’,estoes, el mismo problemaresueltopor Andreev, pero sin restriccionesen
los ángulosdiédricos. u

El enfoqueque damosal problemaespor medio de matricesde Gram. La matriz u
de Gram de un poliedrohiperbólicoesla matrizde productosescalaresde los vectores u’u

2 té
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• normalesunitariasexterioresa las carasdel poliedro. En la matriz de Gram están
• reflejadostodos los ángulosdiédricosdel poliedro,pero ademásestánreflejadostodos

los posiblesánguloso distanciasentrelos planosque contienena las carasdel poliedro.e
• Utilizando matricesde Gram, podríamostratar de resolver el problemaen dos
• pasos:
e
e 1. Caracterizarlas matrices que son matricesde Gram de un poliedro compacto
• hiperbólicodel tipo combinatorioque hemosfijado; conestoestamosdescribiendo
• un conjunto en un cierto RN. Parael casoen que todos los ángulosdiédricosdel

• poliedroseanmenoreso igualesque <2, Vinberghaceesteestudioen ([Vi2]).e
e 2. Caracterizarlos valoresque toman las entradasde la matriz de Gram correspon-

dientesa ángulosdiédricos.Podemospensarenestocomoqueestamosproyectando
• el conjuntoque hemosobtenidoen el primer pasosobreun determinadoaNt

e
En estamemoriaconseguimosresolverel primerode estosdospasos(Capítulo3);

• el segundopasolo hemosvisto sólo paraun grupode poliedros,los descendientesde

• tetraedros,en los queresultafácil el cálculoque seindica (Capítulo4). Estemétodose
• complicaya paraotros poliedroscomoel cubo.
e
• En concretolos resultadosque obtenemosson

• • Un teoremade caracterizacióndematricesde Gramde d-politoposde un tipo com-e binatoriofijado, en un espacio(Rd+1, f), dondef esunaforma bilineal simétrica
• no degenerada(Teorema3.4.1).

• • Del teoremaanteriorseobtienenfácilmenteteoremasdecaracterizacióndematrices
• de Gram de d-politoposesféricose hiperbólicos,y en esteúltimo caso,se puede
e
e tambiénfijar un subconjuntodevérticesque queremosque seanfinitos (Teoremas
e 3.4.2, 3.4.3, 3.4.4).
• • Teoremade Andreev generalizadopara prismas triangulareshiperbólicos (com-
e

pactosy no necesariamentecompactos)y esféricos(Teoremas4.2.3, 4.2.4, 4.2.5),
e conunapresentaciónexplícitadel espaciode ángulosmedianteexpresionespolinó-
• micasen los cosenosde los ángulosdiédricos; tambiénobtenemosun Teoremade
• Andreevgeneralizadoparadescendientesde tetraedros(Teorema4.3.6). En todos

estos teoremasse obtiene también unicidad, salvo isometríasdel espacioen que

estemos.e
• • Estudiamosunadescripcióngeométricadel espaciode ángulosde tetraedroscom-

• pactoshiperbólicos(Sección2.2). Vemospor ejemplo que esteespaciono escon-
vexo. Seestudiantambiénotrascoordenadasparalos símplices,comolas longitudese
y unascoordenadasmixtas(Sección2.3).

e 3e
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La memoriaestáestructuradade la siguientemanera:Un primer capítulodedicado u
a preliminaresdondeserevisanlos conceptosque apareceránen adelante.El Capítulo
2 estádedicadoa los símplices.En el Capítulo3 seda la demostraciónde los teoremas u
de caracterizaciónde las matricesde Gram de politopos. Finalmente,en el Capítulo u’
4, seutilizan los resultadosanteriorespara describirel espaciode ángulosde algunos té

upoliedros u
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e Capítulo 1:e
e
e
• Preliminarese
e
e
• La geometríahiperbólicafue descubiertaindependientementepor Bolyai, Gaussy Loba-

• chevskycuandotratabande deducirpor reducciónal absurdoel axiomade lasparalelas
e de los axiomasanterioresde la geometríaeuclídea. Se han dadovarios modelospara

estudiarestageometría,comoel modelodel hiperboloideo de Lobachevsky,el modelo
• proyectivoo de Beltrami-Klein y los modelosdel disco y del semiespaciode Poincaré.

• Paraun estudiode la geometríahiperbólicase puedever [Ra], [Iv], [Sa], [Thj, [Be],

• [Mil]. Vamosa revisaralgunosaspectosdeestosmodelos,principalmenteaquéllosque
e

utilizaremosenestamemoria.
• Nósotrosutilizaremosprincipalmenteel modelo del hiperboloide. Este modelose

• define comouna ciertasubvariedadRiemannianadel espaciode Minkowski E3” (que

es con una forma cuadráticainfinitesimal de signatura(3,1) en cadapunto). Lase
fórmulasparalas distanciasy los ángulosseexpresanfácilmentea partir de la forma
cuadrática. Este modelo tiene ademásla ventajade ofreceruna analogíacon la ge-

• ometria esféricasi cambiamosla signaturade la forma cuadrática. Así, trabajaremos

• en el contextomás generalde una forma cuadráticano degeneradasobreun espacio
• vectorialde dimensiónarbitraria.
e
e
e 1.1 Espacios Geométricos
e
e

A lo largo de la memoria,utilizaremosel término de producto escalar parareferirnos
• a formas bilineales reales, simétricasy no degeneradas,aunqueno necesanamente
• definidaspositivas. Haciendoabusode notación, denotaremospor f tanto a un pro-

• ductoescalarcomoa suformacuadráticaasociada,y llamaremosespaciogeométricoal
e
e parEf:=(Rm,f).
e 5e
e
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Paraun productoescalarsetienenlos conceptosusualesdeortogonalidad,norma,
transformacionesortogonales,etc,, de los productosescalareseuclídeos(i.e. con 1 u
definida positiva). Recordamosalgunasdefinicionescon las notacionesque vamos a u’

utilizar. Así, la norma de un vector y ~ R”’ es el valor f(v); la normade un vector té
puedeser positiva, negativao nula. Llamaremosvector luz a un vector de normaO y u’

u’cono de luz al conjunto de los vectoresluz. Cualquiervector y de normano nula se
té

puedenormalizary nos referiremosa su normalizadocomoal únicovectordenorma+1 u
que estáen el rayo vectorial V = {Av A> 0} generadopor y. u’

Utilizaremosla notaciónfi paradesignarahiperpíanosdeR~, y fi paradesignar u
u’a uno de los semiespacioscerradosdeterminadospor E. Si la forma cuadráticaes no

degenerada,las dimensionesde un subespacioy de susubespacioortogonalsoncomple- u’
mentarias.Esto nosserviráparadaruna biyecciónentreel conjuntode semiespaciosy u
el conjuntode rayosvectorialesde Rm: a un vectore E R~ le hacemoscorresponderel té
semiespacio u

EJ = {v E Rd+l 1 f(e,v) =01, u’
té

al que llamaremossemiespacioortogonal exterioral vector e (observamosquesi e’ = Ae u’

con A > O, entoncesH¿ 45). Denotamostambiénpor H, al hiperpíano ortogonalal u’
u’

vectore, es decir, u’
{v E Rd±l 1 f(e, y) = 0} té

té
Recíprocamente,dado un semiespacio4 de R~, le podemosasignarun vector orto-

gonal exterior, queesun vectore tal queH = H¿. Si el vectore tienenormano nula, u
entoncesel semiespaciofi tiene un único vector normal exterior. té

Observemosque si un vector tienenormanula,entoncesestácontenidoensu subes- u’
u’

pacioortogonal,y la forma cuadráticarestringidaa estesubespacioesdegenerada. u’

Llamaremosamplitud o ángulo generalizadoentrevectoresno luz a la expresión té
u’

f(u,v) té
Am(u, y) — f(u)l f(v)f’ con u, E Rtm u

u’

(observemosque Am(u,y) = Am(Au,Ay), paratodo A > 0, esdecir, la amplitudestá u’
tédefinidaparalos rayosvectorialesgeneradospor u y y). u’

Denotamosla signaturade un productoescalarf en como(p, q), dondep esel té

numerode vectoresde norma1 de unabaseortonormal,y q el númerode vectoresde té

norma—1. Utilizamos la mismanotaciónparala signaturade unamatriz. Un método u’
té

de cálculo de la signaturade una matriz simétricaG consisteen estudiarlos signos u’

de los menoresprincipalesG
1,G12,...,G12...,, (dondeGi1 es el determinantede la u’

u
6 u

u’
té
u’

u’
u
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• submatrizde Gformadapor las i primerasfilas y columnas),siemprequeestosmenores
• seantodos no nulos. Así por ejemplounamatriz es definidapositiva si y sólo si todos
• los menoresprincipalesanterioresson estrictamentepositivos.
e
• Definición. Dado un conjuntodevectoreseí,. . ,e,. E R~, llamamos matriz de Gram
• de este conjunto a la matriz Gkn. . . , e,~] de sus productos escalares.

Todamatriz simétricade orden ti, rangom y signaturaigual a la signaturade f,e
• podemosinterpretarlacomola matriz de Gram de ti vectoresen el espaciogeométrico

e (Rm,f).
• Finalmente,denotamospor 0(f) al grupo ortogonalde f, esdecir, los isomorfismos
e linealesque preservanla formacuadrática.En coordenadas,lás aplicacionesortogonales

• son las matricesP tales que PtFP E (dondeF y 1’ son las matricesde f y de la

• aplicacionen unamismabase).

• El siguiente lema sencillo dará la pruebade la unicidad (salvo isometrías)de
e

poliedrosa partir de la matriz de Cram(Teoremas2.1.1, 3.4.1)
e

Lema 1.1.1. Sea1 un producto escalaren R~. Sean {eí,.. . , e~,} y {eí,.. . , e,} dos

• conjuntosde vectoresque tienen la mismamatriz de Omm G = (gíj), de rango m.

• Entoncesexiste una aplicaciónortogonal 90 E 0(f) tal que 90(ei) = e:, para todo i =

• 1,... ,n.
e
• Demostracton:e
• Como la ffiatriz O tiene rangom, cadauno de los conjuntosde vectoresdel enun-

• ciado contieneuna base. Supongamospor ejemplo que e
1,. -. ,em forman unabase;

• entoncesel menorprincipal de & correspondientea estosíndices,
0im es no nulo y

por tanto tambiénlos vectoresel,...,~kformanuna base. Puestoque la matriz dee
productosescalaresdeestasdosbaseses la misma,la aplicación~ que aplicaunaen la

• otra esunaaplicaciónortogonal.

• Falta ver que 90(e
5) = el paraj > m. Paraello, vemos que las coordenadas

de e¡ respectode la base{eí,... e4 son (gil,... ,gjyn)GF?km. Estasson las mismas

coordenadasquelas de el respectode {e1,... , 44, de dondesetiene el resultado.e
• u
e

Vamosa estudiardos casosparticularesimportantesde productoescalar,cuando
• f es definida positiva y cuandof tiene signatura(m — 1,1). La importanciade estos

• casosesquepermitendefinir la geometríaesféricay lahiperbólica.Puestoque queremos

• obtenerresultadosparaespacioshiperbólicoso esféricosde dimensiónd, utilizaremos
e

espaciosvectorialesde dimensiónm d + 1.

• 7e
e
e
e
e
e
e
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Espacioesférico té
u
u

Sea1 unaformacuadráticadefinidapositivaen parafijar ideas,tomamosla
formacuadráticamássencilla,esdecir f(< = 4+.. d+l~ donde±= (xí,.. . ,xd+1) u
son las coordenadasde un vector respectode la basecanónicade Rd+í. Llamamos u’
espacío aft% cuclídeo de dimensiónd + 1 a la variedadRiemannianaque consisteen té

Rd±l visto como espacio afín y con una forma cuadráticainfinitesimal en cadapunto té

dadapor f. té
u’

Entoncesla esfera, Sd = 1—1(1) tiene una métricaRiemannianainducidade la u’
anterior y se puedever, por ejemplo, que tiene curvaturaconstanteigual a 1 en cada u’

punto. Los planos esféricos, es decir, subespaciostotalmentegeodésicos,son las inter-
téseccionesde subespaciosvectorialesde Rd+í con en particular,las geodésicasson

los círculosmáximosde Sd. u’

La distanciaentredos puntos x, y E Sd se calculaa partir del producto escalar té
comocosd(x,y) = fQr,y). Igualmenteparalos ángulosentrehiperpíanosesféricos: si u’

x, y E sd y fi; y fi son los semiespaciosde Rd+í exteriores,entonces téortogonales

f(x,y) = — cos(H; fl E;). dondeE; = E; n Sd.

té
Espacio hiperbólico u’

té
A. Modelo del hiperboloide té

u’
u’

Seaahorala forma cuadráticaf definida como u’
u’
u
u’

donde ±= (rí,. . . ,xd,xd+i) son las coordenadasde un vector respectode la base u’
u’

canónicade Rd±í (por supuestopodríamostomarunaforma cuadráticacualquierade
signatura (d, 1)). u

La línea de nivel f—1(1) es un hiperboloide de dos hojas. Llamamos espacio u’

hiperbólico a una de estas dos hojas, concretamente, u’
u’
u’

Hd = {~ = (att,.. .,Xd,Yd+i) 1 fÁ) = l,Xd+i > 0}.
u

Se llama espacio afír¡. de Minkowskide dimensión d + 1 a la variedadsemi-Rie- u’

manniana que consiste en RJ+í visto como espacio afín y con una forma cuadrática té

infinitesimal en cada punto dada por f. u’
u’

8 u’
té
u’

u’
u’
té
u’
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Ocurre que la métricainfinitesimal inducidaporel ambienteencadapunto de Ha
• es definida positiva, y por tanto Hd es una variedadRiemanniana,que ademástiene
• curvatura constante igual a —1.

e
Se llama esferade De Sitter al conjunto S4’1 de vectoresde norma 1. La esfera

• de De Sitter es una variedad semi-Riemanniana concurvaturaconstanteigual a 1 (para

• detallessobregeometríasemi-Riemanniana,puedeverse[O’NJ).

• Las geodésicasy los espacios totalmente geodésicos de fld son las intersecciones dee
con subespaciosvectorialesde Rd+í.

• Llamaremos puntos finitos a los vectores .t E Rd+í talesque el rayo £ que generan

• cortaa Ha: llamaremospuntos infinitos a los vectores luz y con la última coordenada
e positiva; y llamaremos puntos ultrainfinitos a los vectores de norma positiva.

• Recordamosahorael significado del productoescalarde dosvectoresz, y E Rd+1

• (o bien su amplitud, si los vectores no están normalizados); recordamos que H~ es el

• hiperpíanode Rd±í ortogonala .r y denotamosE
1 := it n Hd y E; := Hp n H~e (ver Figura 1.1)

e
e
e
• ~~1~~~~~

1’

e / x ~

(JL
e
• Figura 1.1
e
e
• (i) Si x,y E Ha, entonces f(x,y) = —coshd(x,y);

• (u) Si x E Ha, y E 5d—i4, entonces ¡f(x,y)¡ = senhd(x,H~). El signo de f(x,y) sirve

• paradistinguir si x estáo no en el semiespacioortogonalexterior a y, en concreto,
• f(x, y) <0 equivaleá que x E Ñ

y.
• (iii) Seanahorax,y E SdíI. Se dan los siguientescasos:
e
• (1) Si f(x. y)j < 1. significaqueHZnH~ ~ ~ y se tienef(x, y) = — cos(H;flH~fl.

• (2) Si ¡f(x, y)¡ > 1, entonces fi~ y se cortan en el ultrainfinito y se dice
e

que E1 y H~ son ultraparalelos. En estecaso~f(x,y)j coshd(H1,Hy). El
signo de f(x. y) determinala posiciónrelativade los semiespacios;en concreto,

• 9e
e
e
e
e
e
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f(x, y) < O si y sólo si ninguno de los dos semiespacios H, H~7 está contenido u’

en el otro. téu
(3) Finalmenteel caso fQr, y)f = 1 significa que H~ fl H~, = O y Él,, fl H~, contiene u

un punto infinito. En este caso, se dice que los hiperpíanosE,, y H~ son u’
paralelos, té

Lasisometríashiperbólicassonlas aplicacionesortogonalesquedejaninvarianteHd. té
u’

Por ejemplo la aplicación lineal de expresiónmatricial (respectode la basecanónica) u’

u
PO u’

C o cosht senht u’
ht cosht té

igual a t. Llamaremos jd y~a distanc un punto de y y su transformadoes u’define unaisometríaYt de Hd; esta isometríadeja invariante la recta hiperbólica r = té{ Z~ = ... = = a Ñt traslación hiperbólica de módulo t a lo largo de la recta r.

Finalmenteenunciamoslas fórmulas del cosenoy del senoparatriánguloshiperbó- u
licos. Si a, fi, y son los ángulosde un triángulo hiperbólico y a,b, e son las longitudes té

de las aristasopuestas,se verifican las relaciones: u’

u
coshe= cosa cos¡3+ cos-y u’

senasenO u’
coshacoshb — coshe ‘113~

cos~‘ = senha senhb k) u’
senha senhb senhc u’

____ ___ _ u’
sen a sen ¡3 sen-y u

Observamosquela primerafórmula del cosenoimplica queun triángulo hiperbólicoestá u’
determinadounívocamente,salvo isometría,por sus ángulos. u’

u’
u’

B. Modelo proyectivo u

El modelo proyectivo se obtiene del modelo del hiperboloideproyectandodesde u’u
el origen de Rd+l sobre el hiperpíano Xd+1 = 1: el espaciohiperbólico es entoncesel

interior de la bola unidadBd, el bordedeestabolasonlos puntosdel infinito, las rectas u’

hiperbólicasson cuerdasde estabola, y la ortogonalidadrespectodel producto escalar

1 es la polaridadrespectode estabola. Recordamosla fórmula parala distanciaentre

dos puntosen estemodelo. SeanA, B dos puntos del espaciohiperbólico Bd; seanla
u’

10 té
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• cuerda (recta hiperbólica) de

3d que los contiene; sea U el extremo de r más próximo
• a A y 1 el otro extremode r (U, V son los puntosdel infinito de la recta r, ver Figura

• 1.2). Sea t la recta proyectivaque contienea r. Entonces A. B, U, V son 4 puntos de
e

una recta proyectivay podemos hablar de su razón doble. (U, 1~. B. .43. cuyo significado
• geométrico es la coordenadaafín del punto .4 en el sistemade referenciaproyectivo

• = x. U = O. B = 1. Entonces,la distanciaentre A ~ B viene dadapor la fórmula

e
• d(A.B) = ;log([U. 1? HA]) (1.1.4)

e
• (observemos que la razón doble (U. ¶1 B. A] es mayor que 1).
e
e
• tu
e
•
e
•
e
• VS

e
• Figura 1.2

e
• C. Modelo de Poincaré
e
e

Los modelos de Poincaré tienen la importante propiedad de que son conformes, es
decir. los ángulosse ven como en la geometríaeuclídea Así, el modelo del semiespacio

• de Poincaré es el conjunto

e
• := {(~ri.x2,xa) E Hl j rs > 0}

e
• junto con la métricaRiemannianadefinida por la forma cuadráticainfinitesimal

ee 1
dV = —(d4 + dx~ + dxl)•

e
Los puntosdel infinito del espaciohiperbólicoen estemodeloforman el conjunto8E+ u

• { x}. que se puede identificar con la esfera de Riemann considerando 8E+ comoel plano
• complejo.
e
e cias Lasrectasen estemodelo son, o bien rectasverticales,o bien arcosde circunferen-
• ortogonalesal borde.DE< análogamente,los planosson,o bien planosverticaleso

11e
e
e
e
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bien semiesferas ortogonales al borde. Todos los planoshiperbólicosestánpuesdeter-
té

minadospor sus “bordes”. rectaso circunferenciasde &E+, con lo que un poliedro en u
este modelo se puede dibujar también como una familia de rectas y circunferencias en u’

el plano OE±.Por sereste modelo conforme,se verifica ademásqueel ángulodiédrico té
entre dos planos hiperbólicos es igual al ánguloeuclídeoentrelos bordesde estosplanos. u’

u
C’omo ejemplo, la Figura 1.2 muestra un tetraedro ideal, es decir , con todos los u

vértices en el infinito, y prueba que paraestos tetraedroslos ángulosdiédricos en las u’

aristas opuestas son iguales. u’

u
u
u
u

.~- A ‘E 2 u’
FXYC u

¡ u’
¡ - ¡

___ _____ 7 ¡ u’
u

1’ _____

_________ - té
DK’YE u

C-D uA=F, B-C

u
Figura 1.2 té

u
1.2. Politopos afines téu

u
En esta seccionrecordamostérminossobre politoposen el espacioafín Rd. Algunas té

referenciassobreel temason por ejemplo [Gr], [Zi3, [Al], [RS], [Vi3] té
u

Un politopo en Rd es la envolturaconvexade un conjunto finito de puntos. Equi- u’

valentemente,un politopo es un conjunto compactono vacío de Hl determinadopor u’

la intersecciónde un conjunto finito de semiespacios.La dimensióndel politopo es la té

dimensióndel subespacioafín que generay se denotapor r-politopo a un politopo de u’

dimensionr. uu
Un hiperpíano soporte de un politopo P es un hiperpíanoH que tiene intersección u

no vacia con P x’ tal que P está contenido en uno de los dos semiespacioscerrados té

determinadospor H. Una cara C de un politopo P es la interseccion de P con un u’

hiperpíano soporte. Consideraremostambiéncaras(impropias) de P al conjunto vacío u’
u’

y al propio politopo. Usaremos la notación C < P paraindicar que C es unacarade té

P. u’
u’

12 u
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• Un politopo afín lleva consigo una estructura combinatoria, dada por el conjunto

• de todas sus caras. Podemosexpresarestoen términos de complejoscelulares(en este

• contextoa un politopo se le llama celda o célula).e
• Recordemos que un complejo celular K es una colección finita de células (o polito-

• pos)en algún Rd que satisface:
e
• (i) si una célula C está en K entoncestodaslas carasde C tambiénestánen
e
• (u) si C y D son dos célulasde K, entoncesC fl D es unacarade ambas.

• Dos complejoscelulares1< y L son abstractamenteisomorfossi existeunabiyección

j:K —* L tal quepreservaincidenciasentrelascaras,esdecir, si A <Be K, entoncese• 5(A) < 5(B) E L. A la aplicación 5 se la llama isomorfismo abstracto o isomorfismo

e combinatorio
e Se llama espacio subyacentede K a la unión de todaslas celdasde K, y se denota

• por jK¡.

• Dado un d-politopo, P, hay de forma naturaldos complejoscelularesasociados:e
• uno, el formadopor todassuscaras,quetieneporespaciosubyacenteel propiopolitopo,

• y otro formado por todas sus caras de dimensión estrictamente menor que d, y quetiene

• comoespaciosubyacenteel bordedel politopo. Denotamosa esteúltimo complejo por

• 7’.

• Definición. (Tipo combinatoriode politopo)

e (1) Llamaremospolitopo abstracto (con las carassin numerar)al complejoJJ anterior,

e cuyo espaciosubyacenteesel bordede un politopo. Dos politoposP y se dice
e que son del mismotipo combinatorio (con las carassin numerar)si sus politopos
• abstractosasociadossonabstractamenteisomorfos.
e
• (2) Llamaremospolitopo abstracto con las caras numeradasal complejo7’ en el que
• hemosnumeradolas carasde codimensión1. Dos politoposP y P’, con las caras

• decodimensión1 numeradas(Ci,... , C,. y ..... . , C,, respectivamente)sediceque

• son del mismo tipo combinatorio con las caras numeradas si la aplicación C1 —*

induceun isomorfismocombinatorio.

• Nota. En la memoria, cuandohablemosde tipo combinatorio, siempreserácon las
carasnumeradas.e

• La Figura 1.4 muestra ejemplos de dosprismastriangularesconlas carasnumeradas

• quetienen distinto tipo combinatorio(por supuesto,si nos olvidamosde la numeracion

• de las caras, los dos poliedrostienenel mismotipo combinatorio).

• 13e
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Notación. A lo largo de toda la memoriavamosa utilizar letras caligráficas7’ C
para designar aspectos combinatorios, y letras mayúsculas usuales P. C paradesignar u’
realizacionesconcretas de los politopos (es decir. politopos P C Rd con el mismo tipo té

combinatorioque7’). u
El tipo combinatoriode un politopo quedadeterminadopor el conjuntode caras

de codimensión1 (en inglés facets). el conjuntode vértices, y la relación de incidencia

entre estascaras y vertíces. Esta información queda recogidaen la matriz del tipo

combinatorio del politopo (ver sección3.2.). El tipo combinatoriode un politopo se

preservapor transformacionesafines y por transformacionesproyectivas tales que la

preimagendel hiperpíano del infinito no corte al politopo. Reservaremosel término

poliedro para politoposde dimensión3.

Sea1) un vérticedeun d-politopo7’; la figura verticilar de 1> eselpolitopo abstracto

de dimensiónd — 1 cuyas carasson todaslas carasde 7’ que inciden en V.

Enunciamosdos propiedadessencillas de los politopos que utilizaremos con fre-

cuencia: u’
u’

1.2.1. Dadas dos caras, C.C’ de codimensión 1. siempréhay una sucesiónde caras u’

Ci Cr de codimensión 1 tales que cada una es adyacentecon la siguiente, u
E’ = Ci y C’ = Cr. Llamaremosa estasucesioncadenade carasqueconectaC y u
C,. té

u
1.2.2. Dada una cara de codimensión 2 de un d-politopo P (con d =1), existenexacta- u’

mentedos carasde codimensión 1 que la contienen(sedice queestasdos carasson u’
adyacentes). El ángulo diédrico en una cara de codimensión 2 de P es el ángulo té

formado por las dos caras de codimensión 1 que inciden en ella. u’
u

Recordamosahorael método de truncarvérticesparaconstruirpoliedrosa partir u’
de otros dados. En el Capítulo 4 se estudia la familia de poliedros que se obtienen del u’

u
14 u
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• tetraedroaplicandosucesivasvecesestemétodo.Llamaremosaestafamilia des cendien-

tes de tetraedros.

• SeaP c R3 un poliedroy V un vértice de P. Consideremosun plano II tal queuno

• de los dos semiespacios,11+, que determinacontieneal vérticeV y el otro semiespacio,

• H, contienea todoslos demásvérticesdel poliedro.EntoncesU divide alpoliedroP en
• dos poliedros: P

0 := pflfl+ es unapirámidecon vértice V y base pqfl y P1 := Pflfle
• es un poliedro quediremosquese ha obtenidode P truncando el vérticey.

• Si tomamosotro poliedro P’ del mismo tipo combinatorio que P y un plano

• cualquieraU’ queverifiquelas condicionesquele hemospedidoa U, entoncesel poliedro
e

= P’ q II — es del mismo tipo combinatorioqueP1. Es decir, podemosconsiderarla
• operaciónde truncarvérticesdesdeel punto de vista combinatorio,y así hablaremos,

• por ejemplo,de “truncar un vértice del poliedro abstracto7”’.

e
• 1.3 Conos poliedralese
e
• Estamosprincipalmenteinteresadosen politopos hiperbólicos. Un politopo en Hd se
• definede la mismaforma que en Rd, como envolturaconvexade unacantidadfinita de
• puntoso comoconjuntoscompactosno vacíosquesonintersecciónfinita desemiespacios:

e
e

dondeHT es unode los dos semiespacioscerradosdeterminadospor un hiperpíanode

• Hd. El politopo P tiene dimensiónd si la intersecciónanterior tiene interior no vacio.

• En el modelo del hiperboloide, un politopo seve como la interseccióncon Hd de un
e cono poliedral de Rd+í, es decir, si H1 es el hiperpíano de Rd+l tal que H1 = H1 fl Hd

• y 47 es el semiespaciobordeadopor estehiperpíanotal queH = H fl H¡I, entonces

e
• P=ÉnHd, donde P=fl~1H7

e
e

Conos poliedrales vectoriales

• Un conopoliedralvectorialseráentoncessimplementela interseccióndeun conjunto

• de semiespaciosde un espaciovectorial. En contrastecon la distinción entrepoliedro

y politopo, utilizaremos un solo término, “cono poliedral”, parareferirnós a cualquier

dimensión.Damosla definición de conopoliedral de la formamásgeneral(en [ViS], se

tomaen la definiciónla condición de queel interior seano vacío).

e
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Definición. Un cono poliedral en Rd+í es un conjunto de la forma u’
u
u’

p= flft¿,
i=i u’

u’
dondelos 4y son semiespaciosvectorialescerradosbordeadospor el hiperpíanovecto-

rial H~. Un hiperpíano H1 es superfluosi el semiespacio correspondiente contiene a la u’

intersecciónde todos los demássemiespacios,es decir, u
u’

fi: ~flfl;. u
u’
u’

Estadefinición ampliada cabidaa los dos tipos de situacionessiguientes: u’

(i) (Cono poliedral degenerado) Un cono poliedral P = flL1 EJ es r-degenerado,con u’
u’r > O si los hiperpíanos li~ se cortanen un subespaciode ~d+1 de dimensión r. u

Si y = O, decimosque el cono poliedral es no degenerado. u
(u) (Cono poliedral con interior vacio) Si un cono poliedral 1’ tiene interior vacio, u

u’diremos que P está reducido a una r-cara si P está contenido en un subespacio

vectorialde dimensiónr + 1 y en esteespacioP tiene interior no vacio,

Estaremos más interesados en conos poliedrales no degenerados y con interior no

vacío, té
té

Nota. Si un cono poliedral P = Ñ~&1 EJ tieneinterior no vacío,cadasubespacioH, no
superfluoestádeterminadounívocamenteporel cono poliedraly sedice que A? bordea u’

u’
u’

Lema 1.3.1. Un cono poliedral ~ = ‘W=~fi~ tiene interior vacio si y sólo si existe té

algóniE{l,...,n} tal quePGH~. té
u’

Demostracton: u’

El bordede un cono poliedral (respectode la topologíausual)estácontenidoen la
téunión de los hiperpíanosH1; entoncesÉ tiene interior vacío si y sólo si 1’ C UL1HZ.

Por la convexidadde los conospoliedrales,lo anteriorequivalea que P estácontenido u
en uno de los hiperpíanosH1. U u’

u
Definición. Si X c 114±1,el cono positivo sobreX esel conjunto {Ax ¡ r E X A > 0}. té

u
Lema 1.3.2. SeaP = fIL1 HJ un cono poliedral no degenerado;entoncesexisteun té
hiperplano aun A G Rd+í, que no pasa por el origen, tal que P = A 12 P es compacto u’
y!’ es el cono positivosobreP. u’

u
16 té
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Demostraeion:

Supongamos que los semiespacios H están dados por las inecuaciones

a11x1 +... + aid+izd+i = O

o, abreviadamente,

HJ :a1tr>0,

dondeestamosdenotandopor a¿ y x a los vectoresde coordenadas~ . . ,ald±í) y

(x1,... , x~H.q), respectivamente,y por a1 x al productoescalarordinarioen

Puestoque 1’ esno degenerado,entre los hiperpíanosfi1 hay d + 1, que podemos

suponerH1,. .. , H~1, talesque Hí 12 .. . 12 Hd+í = {0}; equivalentemente,los vectores
aí,. . . ,ad±1 son linealmenteindependientes.

Consideramosel semiespacioH¿ definido como

Este semiespacio verifica que Pc Ép n...nÉ;+~ c y Pri fi0 c (ftp n...n
n = {0} (por sera1,. . , ~ independientes).

SeaA el hiperpíanode ecuacion

A: (a~ + ... + ad±1) .x= e,

paraalgún e > O. Veamosque P = A 12!’ es compacto. En efecto,

entoncescontieneunasemirrectaafín, r (ver Figura 1.5). Por ser

la clausura,F, del cono positivo sobrer desdeel origende Rd+1

Ahora bien,Fn
to es unasemirrecta,con lo que{0} ~F 12 Él

0 c
una contradiccion.

si P no es compacto,

1’ convexoy cerrado,
estácontenidaen P.

1’ 12
to, y llegamosa

Finalmente,veamosque P es el cono positivo sobreP = P 12 A. Paraello, sea

vEP,v#0;comoPGÉl¿yP12Ho={O},setieneque(aí+...+ad~i)v>0,

y por tanto existe un A > O tal que Av E A. Por tanto P estácontenidoen el cono
positivo de 1’ 12 A. El otro contenido es trivial porque 1’ es un cono positivo, esdecir,

estáformadopor rayosvectoriales. E
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Figura 1.5

Observación. Si los hiperpíanosH1 Hd±I de la demostración del lema anterior

son no superfluos. entonces el semiespacio

ft; (A1a1 + ... + Ad±íod±í)‘x > O

verifica

ÉcÉ7 y Pr2Hx4O}

sí y sólo si A1.. . . A~1 son todos estrictamente positivos.

Lema 1.3.3. SeaP un cono poliedral r-degenerado.r > O. Entoncesexiste un subes-

pacio vectorial 1< de dimensiónd — r + 1 en el quePo := É 12 1V es un conopoliedral no

degeneradoy P = P0 + (12L1H1).

Demostración:

Paraprobar el lema bastaconsiderarun subespacio1V suplementariode 12Q1H~;

como P es r-degenerado, la dimensión de 1251H1 es r y por tanto la dimensión de K

es cl — r + 1. Es evidente entonces que Po = É 12 K es un cono poliedral en K no
degenerado.Seau E P; t’ se puede escribir de forma única como u = u + w con u E K

y u’ E 12t1H1. Entoncesu = u + (—u’) E P porque É es un cono positivo convexo y

—u E fl7...1H~ G P: pór tanto u E Po, y se deduce entonces que 1’ se puedeexpresar

comosumade P0 y 12L1H1. O

Definición: (Tipo combinatoriode un cono poliedral)Sea 1’ un cono poliedral.

• Si 1’ es no degenerado. llamamos tipo combinatorio de É al tipo combinatoriodel
politopo afin É = É 12 A obtenido en el lema 1.3.2. (É no tiene por qué ser un

politopo de dimensiónd. puedetener interior vacio).

-7
x
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• • Si E’ es r-degenerado, el tipo combinatorio de E’ seráel tipo combinatoriodel cono
e

poliedral no degenerado Po obtenidoen el lema 1.3.3 (sepuedever fácilmenteque
el tipo combinatoriono dependedel subespaciosuplementarioK elegido).

• Según lo anterior, definimos una r-cara de un cono poliedral no degenerado,É,
como el cono positivo sobreuna r-carade E’. Así, un vértice de E’ es el rayo vectoriale sobre un vértice de É; denotaremospor ú al rayo sobreel vector y y a vecesharemos
abusode notación y llamaremosvértice de P a cualquiervector no nulo de esterayo

• vectorial. En general,denotaremospor C a las carasde fi’, es decir, si C es una cara de

• P 12 A, Ú es el cono positivo sobreestacara. Más en generalutilizaremoslos mismos
• términosde politoposafines paraconospoliedrales.

• Sea f un producto escalar en 11d+t, y sean e~ vectoresortogonalesexteriores a

• los semiespacios H~. El cono poliedral P está determinadoentoncespor los vectores

•

e
• Si estos vectoresno son luz, podemosconsiderarlosnormalizados,con lo que están

• unívocamentedeterminadosa partir de E’.
e

Definición. Sea E’ c (Rd+í, f) un cono poliedral tal queningún vectorortogonala las
• carastiene normanula. Llamaremosmatriz de Cram de E’ a la matriz de Gram de los

• vectorese1,... , e,, normalesexterioresa las caras,esdecir,
e

0(P) = (f(e~, e1))1,....1e
e

Observamosque la matriz de Gramde un cono poliedral,segúnla definición ante-e
• rior, tiene todaslas entradasde la diagonaligualesa ±1.

• Los siguienteslemascaracterizanlos vérticesy las r-carasde un cono poliedral.e
Lema 1.3.4. (Caracterizaciónde vérticesde conospoliedrales)SeaE’ = flQ1HJ une

• cono poliedral no degenerado en Rd+í, f un productoescalary e1,...e,, vectoresor-

• togonalesexterioresa los semiespaciosH; un vectorno nulo y E Rd±í es vértice de E’
• si y sólo si severifica:
e
• (1) existenij id E {i,... , n} talesqueH11 12... 12 H~ = L(v), o equivalentemente,
• existen%i,...,Za E {1,.. . ,n} tales que e~1,...,e,~ son linealmenteindependientes

• y f(v,e~) = O para todoj =

e
• (ji) f(y,e1)<Oparatodoii,...,n.
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Demostración: u
té

Claramente las condiciones (i) y (u) son necesarias; veamos que también son sufi- u’

cientes. Igual que en la demostración del Lema 1.3.2, supongamos que los semiespacios té

HJ están definidos como té
té

H7{.TERd±ljai .x>O}, té
té

donde a~1 E Rd±íy a,, x es el productoescalarordinarioen 11d±í~ Consideramosel té

semiespaciofi¿ definido como u’
té

~IW: (a~+...+a1j.x=0 té
té

Estesemiespacioverifica que té
té

Éc(fi¿n...12HQ)cH¿ y té

triÉ0 =Pn(É~ 12...12H,d)12Ho=PÑ(HÓ ~~~til) té
té
u

Puestoque y E P (‘por la condición(Ii)), y H
11 12. . .12 Hid = L(v) (por la condición(i)),

se sigue entonces que u
ÉnH0=ú u’

té
Esto significa que H0 esun hiperpíanosoportede P y la cara que define es el vértice i. u’

m u
té

Lema 1.3.5. Sea P = H[ 12 ... 12 £47 un cono poliedral no degenerado. Entonces, u
Pr := (Hh12...riH~. )12E’es una r-cara dePsivsólo si té

(i) dim(H11 12... 12 Hj4~) = r +1; té
u’

(u) Fr contiener + 1 vérticesde 1’ linealmenteindependientes. u
u

Demostración: u’

Con las mismasnotacionesqueen el lema anterior,el semiespacio té
u

É¿: (a~+...+a~4).x=0 u’
u’

verifica que PC fi; y u
u’

Pnft0 =É12(fí,, 12...12Hid) Fr. té
u

Por la condición (u). la intersecciónanterior generaun subespaciode dimensiónr + 1. u’

Se deduceentoncesque la cara E,. determinadapor el hiperpíanosoporte Él0 tiene u’

dimension y. O té
té

20 u’



• Nota. (Las figuras verticilares son politopos esféricos) Sea E’ = 1’ 12 Hd un politopo

• compactohiperbólico y sea y un vértice de E’. Puestoque el vector y tiene norma
• negativa,la forma cuadráticaf restringidaal subespacioortogonalH~ es definida posi-

• tiva. Por otra parte, los vectores ortogonales a las caras de E’ que inciden en y (i.e., la

• figura verticilar) estáncontenidosen H~; por lo que su matriz de Gram essemidefinida

• positiva y esto significa que la figura verticilar de y es un (d — 1)-politopo esférico.
• Análogamente,las figuras verticilares de los vérticesde politoposeuclideoso esféricos
• sonpolitoposesféricos(estoes un casoparticulardel hechode que en cualquierade los
e

espacioseuclideo, esférico o hiperbólico, la geometría inducida en una esfera centrada

en un punto esesférica,esdecir, tiene curvaturaconstantepositiva).
e
e
e
• 1.4 Productos exteriores
e

Consideramos el espacio E1 = (W, f), con Wun espaciovectorial real de dimensióne
• d + 1 (recordamosque f es no degenerada).Revisamosaquí el productoescalarAmf

• inducidopor f en las potenciasexterioresAmW (ver [Iv]). Estaremosinteresadossobre

• todo en los espaciosAd±lW, que tiene dimensión1, y AdW, que tiene dimensiónd +

• 1. Paraeste último caso, el operadorde Hodge da un isomorfismo con W, que ese una generalizacióndel producto vectorial de dos vectoresen . Utilizaremos este

• isomorfismoparacalcularel vértice en el que inciden d hiperpíanos de W.

• El productoescalarA”’J se define, para elementosirreducibles (es decir aquéllos
e que son de la forma u1 A ...A u»., con it E W) como

(A”’f)(uí A... A u».,v1 A... A y».) := det(f(u1,v~))~jí me
e

Utilizando coordenadas,se tiene que(A».f)(uí A ... A u»,, vi A ... A Vm) = det(U
tFV),

dondeU y y son las matricesdecoordenadasde los u~ y v~ en la base£ y F es la matriz

• del productoescalarf en la mismabase.

• Si 5 = {e
1,. . . ,ed±í}es una base de W, denotamospor A».E a la basede A”’W• dadaporlos (,,,) vectoresel.A...Ae1».,conl=ii<...<im<d+1.

• Se puedever que un vector irreducibleseexpresacomo
e
• uíA...Au».=EUC~ ~“‘)eí, A~~~ACim~

e
• donde U = (itj) es la matriz cuyas columnas son las coordenadasde los vectoresit

• respectode la baseE y UQ¡i;) es el menor de U formado por las filas de indices
e
• 21e
e
e
e
e
e
e
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u
u
u’
u
u

... 2». y columnas de índices 1... ni (las notacionesreferentesa matricesse pueden té

ver en el Apéndice A); es decir, las coordenadasde u1 A ... A u». respectode la base

son todos los menoresde orden ni (de orden máximo) de la matriz U. Por otra u’
u’

parte,esclaro que la expresiónmatricial del productoescalarA».f respectode la base

A».S es la matriz A».F de menores de orden ni de E (en particular,tomandola base~ u
ortonormal,se observaqueA».f es no degenerada si y sólo si f es no degenerada). té

u’
Observamostambiénque la asignacióna cadaelementoirreducibleu1 A ... A u». E

A”’W del subespacioL(uí,. .. ,u,»)da una biyección entre las rectas vectoriales de A».W u
generadas por elementos irreducibles y los n-z-subespacios vectoriales de VV. Además, u
las dos orientacionesde un rn-subespacioL < W se correspondencon los dos rayos u
vectoriales de la correspondienterectaR de A».W (la constantede proporcionalidadde té

dos vectoresde R es el determinante de la matriz de cambio de base de las dos bases té
té

de L correspondientesaestosvectores). u
Fijemos una orientación en VV; para cada ni, el operador de Hodge determinaen- té

toncesun isomorfismot» entreel espacioA».W y Ad±í».W. u’
té

Para m = d + 1, el isomorfismo t~1 quedadeterminadopor la condición de u’
que para una baseortonormal de W, e1,. . . , e~i, orientadapositivamente,se tiene u’

$d+1(el A ... A ed±í) = 1. Observamosque ~d+í(uí A ... A ud±í) es el determinante té
de la matriz de coordenadasde los vectores u~ respectode una baseortonormal y

positivamenteorientadade W. u’u
Parani =d, se define ahora4’». A”’W —> Ad±í~~~Wde la siguiente manera: u

• sea : A».W —* (Ad+í».W)* (dondedenotamospor V al espaciodual de un u’u
espaciovectorial V) el isomorfismodefinido como Vju)(w) = ~a±í(u A w), donde u’

u E A».W, w E Ad+lmW. u’

• sea r : Ad±
1».W (Ad+í—».W)’ la polaridad inducida por el producto escalar té

Ad+l—~~~f, es decir, r(v)(w) — (Ad±i».f)(v,w), donde v,w E Ad+lmW. u’
u’

Entoncesse define

r~ («u)). té
u’

Expresamosencoordenadasel isomorfismo4’d• Seaentonces£ unabaseortonormal té
u’paraf (por tanto tambiénAdS esortonormal).Siempreque tomemoscoordenadasserá

respectode estas bases;denotamospor E a la expresiónmatricial de f en estabasey u’

llamamos detf := detF (si la signatura de f es (p, q), entonces detf = (—1)~). Entonces, u’

haciendoel cálculo segúnla definición, se tiene té
u’
u’

$d(ei A . . . A e~ A . . . A Cd+i) = (~~1)d±íf(eí, e
1)e1,

22 u’
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y paraun vector cualquierade AdW (todos son irreducibles), se tiene

¿+1

í A . . . A Ud) = Z(~1/±ítU(íy?~clt1)f(eí, e3e1 (1)

i=1

(donde U(ílzdtl) son menores de la matriz U de coordenadasde los vectoresu1

respectode la baseE).

Las principales propiedades del isomorfismo $4 son las siguientes.

Lema 1.4.1. Sean uí,. . . ,U4, y1 ,...,V4 E VV; se verifica:

(a) f($4(uí A ... A u4), u) = $d±1(ui A . .. A U4 A u)

(b) (A
4f)(vi A ... A v4, u

1 A... A Ud) = (detf) 4’d±i(vi A ... A v4 A 4’4(uí A . .. A Ud))

(c) (A
4f)(uí A... A u

4,v1 A... A Vd) = (detf) f ($~¡(uí A... A u4),$4v1A... A u4))

Demostracton:

(a) Utilizamos la expresión(1) paracalcularel productoescalarde$4(uíA. . .Au4)
y u = E

4+1

f ($~(u~ A ... A Ud), u) = U(iíi.dl)f(eí, e~)f(e~,u) =

2=1

4+1

=
1=1

4+
U(lyhí.di)f(e¡, e,)2v~ = y(~~l)d±íU(lya.d$í)v~ = detU’,

t=1

donde U’ es la matriz de coordenadasde los vectoresu1,... ,U4,v, es decir detU’ =

$d+l(ul A... A U4 A u).

(b) Recordemosque 4’d+i (y1 A.. . Av4 A $a(uí A... A u4)) es el determinantede las
coordenadasde los vectoresu1,.. . , u4, 4’d(ui A.. . Au4). Desarrollandoestedeterminante

por la última columna,se tieneentonces

4+1

u1A ... A 1)4 A $4(uiA ... A u4)) =

dondeV es la matriz cuyas columnasson las coordenadasde v~ respectode la baseE.

Por otraparte,por la definición de A
4f, se tiene

d+ 1

(A4f)(ví A.. .Av
4,uiA.. Att4) =det(V’FU) =ZV(¾;..d±I)U(í;dIí)

i=1

=

23
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té
té

4+1 1 4 f(e~, e~)2 —

= E V(%’4~flU(’4~1)F ~ u’2=1 u’
d+ 1 u’

= (detf) ~ VQ;íd±J)U(í{í.d1í)f(cá, ef), u’
i=1 u’

dondehemosutilizado quef(e
1,e~) = f(e1) = ±1y que f(eí,ei)F({Jt2) = detF =

u’
detf. Comparandolas dos expresionesquehemosobtenido se tiene el resultado, té

u’
Finalmente,la parte(c) se obtienea partir de (a) y (b). u’

E u’
u’

Nota. Las tresfórmulasdadasenel lemaanteriorsoncasosparticularesde propiedades

generalesdel operadorde Hodge, segúnse puedenver en [Iv]: si (parasimplificar la

notación) llamamos * a todos los isomorfismosanterioresy denotamospor <,> al u’

producto escalaren cualquierade las potenciasexterioresde VV, se tiene entonces u
1. <*u,v >=*(uAv), para tiC A».W y VEAd±l». té

té
II. <u,v >= (detf) * (u A *v), para u,v E A».W u

III. <u,v >=(detf) < *u,*v>, para u,vEA».W. té
u’

Como consecuenciainmediatadel Lema 1.4.1 se tiene: u’
u’

• Del apartado(a) sededuceque el vector$d(ui A... A.4) esortogonala los vectores té

U1,...,Ud. té
u’

• Entonces,siu1A.. Att4 tienenormanonula, los vectoresu1,... ,ud,$a(uiA. . .Au~¡)
forman unabasede W; utilizando el apartado(b) seve quela orientaciónde esta u’

basedependededetf y del signode lanormade..... .Au4 (porejemplo,enel caso u’

hiperbólicoy tomandola basecanónicaparaorientar el espacio,la baseanterior té
u’

está positivamente orientada si y sólo si uí A ... A u4 tienenormanegativa),
• Finalmente,de (c) se deduceque la norma de $d(ul A ... A Ud) coincide con la u’

normade Ui A... A U4 salvo el signode detf. u’

u’

u’
u’
u’

Apéndice A: Notaciones sobre matrices e identidad de
Sylvester para el cálculo de determinantes u’

u
SeaA = (a~1) unamatriz cuadradade orden n. Utilizaremoslas siguientesnotaciones u’
paramatricesy determinantesque seobtienena partir de A: té

u’
24 u
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¡ aI.k, a~1¡~,2 . . a~1¡~9

‘4] = aI2k1
01

2k2 . . )
Los índicesno tienenpor quéestánordenados;si lo están,es decir si 1 < i1 < ...

zp=nyl=ki<...<kq=n,entoncesA[’7~;]yAQ’~~¿) son submatricesy

menoresde la matriz A.

Parasimplificar la notación,a vecesdenotaremosa las submatricesprincipalesde

A como A[i1,... ,i,j, en vez de A[’7] y a los menoresprincipalesdeA como A1,

en vez de ACi:r).

Fijamos un menor de ordenp de A, por ejemplo, A(~ ~fl,y seasun númerotal

quep + s n. Construimosla matriz B = AB tb “orlando” el menor fijado con s

filas y s columnasde las restantesde A, es decir, las entradasde B son de la siguiente

forma:

bhk = AQ ~; t::t).
dondep+1<i1<...<i,~nyp+1~j1<...<j~<n,yh,kordenan

lexicográficamentelas s-uplas(i1,... , i,) y (ji,... ,j8), respectivamente.

La matriz .B escuadradadeorden (“;>‘). Con estasnotacionessetiene la siguiente
fórmula querelacionael determinantedeB con el determinantedeA y el menorfijado,

y es conocidacomo :dentidad de Sylvester(referencias:[Ga], [Mo])

Teorema. (Identidad de Sylvester) Con las notaciones anteriores,se tiene:

detAl~} ~::~II= A (1 2P)(á)detA(flá.~u1)

Comocasoparticular, si tomamos.s = 1 se tienela identidad

detAIK ~:2II= A(I ::~~~
1detA

Apéndice 13: Teorema de Andreev

Fijadoun poliedroabstracto,7’, elTeoremadeAndreevcaracterizalos ángulosdiédricos
de las realizacionescompactasde esepoliedroenel espaciohiperbólicoquetengantodos

25



té
u’
u
tu’
té
u’los ángulos menores o iguales que w/2. Estas condiciones sobre los ángulosimplican, en
u’

primerlugar, que el poliedroes trivalente,esdecir,en cadavértice inciden3 caras.Las u’
condicionesque da el Teoremade Andreevson muy sencillas: son condicioneslineales u’
en los ángulos diédricos, que dependen de la combinatoria del poliedro, té

u’
Una familia C1.. . . , C,,, de carasde un poliedro forma un k-elementoprismático

(elementoprismático triangular o cuadrangular,si k = 3,4, respectivamente)si C, y u’

sonadyacentescíclicamentey ningunaternade estascarasinciden en un vértice u’

del poliedro, u’

té
Teoremade Andreev. ([Anhjj) Sea 7’ un poliedro abstracto distinto de un tetraedro u’

y seanaq E (0,ir/2] ángulosasociadosa sus aristaseij = C112 C1. Entoncesexiste un té

poliedro compactoE’ C fl
3 del mismotipo combinatorioque7’ y con los ángulosdados u’

en las correspondientesaristassi y sólo si u’
té

(O) 7’ es trivalente; u’

(1) si tres caras C
1,C2,C3inciden en un vértice, entonces012 + 023 + aa1 > ir u’

u’
(2) si las caras C1,C2,C3 forman un elementoprismático triangular, entonces012 + u’

023 + 031 < ir; u’

(3) si las caras C1 , 02, 03, C4 forman un elementoprismático cuadrangular, entonces té
u’

a12 + 023 + a34 + 041 <2w. u’

(4) si C~ es una cara cuadrangular y c2,...C~ son las carasadyacentes,entonces012 + té
023 + 025 + 014 + a34 + 045 < 3z y oía + 023 + 034 + 015 + 025 + 045 < 3w. té

u’

Además,si se dan las condicionesanteriores, el poliedro E’ es uinico salvo isometría té

hiperbólica, té
té

La condición (4) se deduce de las condiciones anteriores cuando 7’ no es un prisma u’

triangular, té
u’
u’
té
u’
u’

u’

u’
u’
u’
u’
u’
té
té
u’
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Capítulo 2:

Símplices esféricos, euclídeos

e hiperbólicos

EsteCapítuloestádedicadoalos poliedrosmássencillosen cadadimensión,los simplices.

El hechode quelos símplicestenganel mínimonúmeroposiblede carasdecodimensión
1 setraduceen que dar su matriz de Gramequivalea dar todos los ángulosdiédricos.

La caracterizaciónde matricesde Gram de símpliceses conocida(Coxeter([Co]),

Lanner ([La]), Vinberg ([Vi2], Milnor ([Mi2]); el enunciado y la demostración (que

tambiéndaremosaquí)de esteteoremaesla motivaciónde los teoremasque se veran

en el Capítulo 3 parad-politopos. En la Sección2.2 estudiamosel espaciode ángulos
diédricosde los tetraedroscompactoshiperbólicos;veremosalgunaspropiedadesgeomé-

tricas, comoque no es convexo. En la Sección2.3 estudiamosotras coordenadaspara

los simplices,como las longitudes y unas coordenadasmixtas.

2.1 Caracterización de matrices de Gram de símplices

El siguienteteoremacaracterizarálos símplicescompactoseuclídeos,esféricose hiper-

bólicosenfunciónde susángulos diédricos. Un símplex es un poliedro definido por n +1

hiperpíanos en posición general.

Observación.

(a) Dadosn + 1 hiperpíanosH0,. ..,H» de Rn±í en posición general, y dados47
semiespacios bordeados por estos hiperpíanos, entonces 2’ = 47 esun cono

poliedral que tiene el tipo combinatorio de un símplex. La interseccion 2’ 12 S» es

siemprecompacta(no vacía),luego es un símplexesférico. Por otra parte, parael

casohiperbólico,se tiene que 2’ 12 H” es compactosi y sólo si todos los vértices
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té
té
té

de T (que sonrayosvectorialesde Rfl+ 1) cortan a H”, es decir, correspondena té
puntos finitos de W’. u’

(b) La intersección de n+ 1 semiespacios,bordeadospor hiperpíanosde R» enposición té
té

general, es un simplex compactoenclídeosi y sólo si al trasladarcualquierade

los semiespacioshastahacerlo pasarpor el vértice que determinanlos demás,la

intersecciónsereduceentoncesa un punto. Esto equivaleaquela normalexteriora u’

cadacaraes combinaciónlineal con todoslos coeficientesnegativosde las normales té

unitariasde las demáscaras(compararconlaobservaciónquesigueal Lema1.3.2). té
té
té

Teorema2.1.1. SeaT un n-símplexabstracto, de caras de codimensión1 Co,... ,C,,;
asignamosa cada cara = C~ nC1 un numeroaij E (O,w). SeaO = (g~j) la matriz u’

con gii = 1, g~1 = — cos~ Entonces: u’

(1) Existe un símplex 2’ c S” con ángulosajl <es decir, la matriz de Cran de 2’ es u’

0(2’) 0) si y sólo si u’
té

(1) det(G) > O; u’

(2) todos los menoresprincipales de O son positivos. té
u’

(II) Existeun símplexcompacto2’ c H» con ángulos ai~ (y por tantomatriz de Gram u’

0) si y sólo si té
u’

(1) det(G) < O;
(2) todos los menoresprincipalespropios de O sonpositivos; té

té(3) todos los adjuntos, c~ de 0 son positivos.

(III) Existe un símplexcompacto2’ c E» con ángulosaq si y sólo si té
u’(1) det(G) = O; té

(2) todos los menoresprincipalesde O sonpositivos; té
u’

(3) todos los adjuntos,c~1, de O son positivos.

té
Además,en losdosprimeroscasos,el símplex2’ esúnicosalvo isometría del espacio; u’

en el casoeuclídeo,el simplex 2’ esúnicosalvo semejanza. u’

Demostracíon: té
u’

Siemprequeaparezcanexpresionesen coordenadasseránrespectode la basecanó- u’

níca, queesortonormalparala formacuadráticaelegidaen cadacaso. té

(1) =t’) Si existe un símplex 2’ c S», 0(2’) 0 es definida positiva; por tanto tété
det(G) > O, y todos sus menoresprincipalesson positivos (restricciónde una forma u’
cuadráticadefinida positiva a un subespacio). u’

u’
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i=) Si se dan las condiciones (1), (2), la matriz O es definida positiva, luego existe

unabasee0,... ,e,, de R~±¶ tal que O = (f(e1,e)); sean H7 = {x E S’ f(x, e1) =01,
y 2’ = fl7~0 H[. Los H1 son hiperpíanosen posición general(porque e0,... e,, son

linealmenteindependientes),luego 2’ es un símplexde S”.

(JI) =t.) Sea2’ c H” compactocon 0(2’) = 0. Por definición de matriz de Gram,

0(2’) es unamatriz simétricade signatura(n, 1); en particular,det(G) < O.

Por ser 2’ compacto, la figura verticilar de cada uno de sus vértices (todos finitos) es

un (rl — 1)-símplexesférico. Sededucedeaquíque las submatricesdeO correspondientes

a lascarasquedeterminanlos vérticessontodasdefinidaspositivas.Como consecuencia,

todos los menores principales propios de O son positivos. Sean ~ ,v,, E R»±l los
vértices de 2’, V la matriz cuyas columnas son los v~; sean e0,... e,, las normales

unitariasexterioresde los semiespaciosH que determinanel símplex y E la matriz

cuyas columnas son los e~. Se tiene O = EtFE (dondeE es la expresión matricial del

producto escalar f). Comov~, v¡ E H~, es f(v~, v~) <O; por tantola matriz K = V
tFV

es totalmente negativa.

Porotra parte,f(e
1,v1)= o si i # j y f(e1,v1) <0 paratodo i; por tanto tenemos

E
tFV = L = ( . ) , con A

1 = f(e1,v1)<O paratodo i.

De aquí deducimos V = F(E
t)—1L, y sustituyendo en la expresiónparaK, tenemos

K = LríFFF(Et f1L = LLS’F(E7’L = LO-1L.

ComoK es totalmente negativa, y su entrada (i,j) es A
1A~c1~/det(G) se tiene que cjj > O

paracualesquieraz,j.

~t) Las condiciones(1) y (2) implican que la matriz G tiene signatura(n, 1). Por

tantoexisteunabasee0, ... , e,, de 1172+1 tal que Oeslaexpresióndela formacuadrática

f en esabase,esdecir,O = E
tFE, donde E esla matrizcuyascolumnassonlos vectores

e
1. Sea

H ={xER”~flf(x,e1)=O}, H¿=H2712H»
22

2’=flfiy y 2’=2’12H~
1=0

Puesto que los vectorese0,... , e,, son linealmenteindependientes,2’ es un cono
poliedral del tipo combinatoriode un símplex. Sean~o,... ,v,, los vértices de T, es
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decir, v~ E L(uo,. . . , vj..i , ~i+í~~ . . u,,)’ y f(v~, ej < 0. Paraver que T es un símplex té

compacto hay que ver que todos los vértices de P son finitos, té
té

Por la hipótesis (2), la submatriz C[{JJ es definida positiva; esto equivale a que u’

f restringida a L(ei,. . . , e,,) es definida positiva, y por tanto ~o tiene norma negativa, té

De la misma forma, los demás vértices tienen también norma negativa, té
té

Veamos que f(v;,v~) < 0: para ello, utilizando las mismas notaciones y siguiendo u’
los mismos cálculos que en la demostración de la condición necesaria, tenemos que u’

K = LG—1L. La entrada(i,j) de 1V es u’

té
f(v~,v

1) = >vÁ cíj u’
det O

Por la hipótesis(3). c~1/detG < 0; como > 0, se tiene que f(v¿,v~) < 0. Esto u’
té

significa que todos los vértices v~ están en la misma componente del conjunto de vectores

de norma negativa, es decir, la última coordenada de los v~ tiene el mismo signo para u’

todo i; si esta coordenada es negativa, entonces cambiamos los vectores e, por —ea, y u’

con éstosse tiene ya el resultado. té
u’

(III) ~) SeaT c E~ un símplex compacto con 0(2’) = O, 2’ = A7—0 H. Sean
eg,... , e,, E R

72 los vectoresnormalesunitariosexterioresa ,H¿. Pordefinición, u’

0(2’) = EtFE, donde E es la matriz cuyas columnas son los vectores e~ y E es ahora la u’

matriz identidaddeordenn. Sededuceque O essemidefinidapositivade rangon y por té

tanto det(G) = 0. Por ser 2’ compacto,la figura verticilar de cadauno de sus vértices té
u

es un (n — l)-símplex esférico; por tanto todos los menores principales son positivos,

Si consideramosO como la matriz de un endomorfismoy de R’~+í, entoncesel u’

nucleo de g tiene dimensión 1. Sea(/3o,... , /3,,) un generadorde ker(g). Si paraalgúnz, té

= 0, el menor principal de O que resulta de quitar la fila y columna i-ésimas tendría té
tédeterminanteigual a 0. Esto es imposible porque todos los menores principalesson
u’

positivos; por tanto !3o # 0,... ,/3,, # 0. El vector /3oeo+... + f3,,e,, es ortogonal a todos u’

los vectorese~, pues u’

u’

té
té

(gij son las entradasde la matriz O). Por tanto /3oeo+... + /3,,e,, = O. Expresamos uno té

de los e~ comocombinaciónlineal de los demás o = ~fr(—el) + . .. + ~}—e,,). Como té
u’

2’ es un símplex compacto, por la Observación al comienzo de esta seccion setiene que

/3í/¡3o >0,... ,/3,,//3o >0, es decir, /3o,/3í, . ..,/3,, tienen el mismo signo. u’

SeaC = (c~
1) la matriz de los adjuntosde O. Por ser det(G) = 0, se tiene que té

CC = 0, de donde se deduce que los vectores columna de O estánen ker(g). Así, la u’
u’
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matriz O es de la forma

¡00/30 ... a,,/3o

0=1 :

00/3,, ... a,,/3,,)

Como O es simétrica, también O es simétrica, y entonceses ao/3~ = a~/3o, es decir,

= (ao//3o)/3~, para todo i = 1,... ,n. Llamando a = ao//3o, podemos escribir

¡o/3o/3o a/3i/3o ... a/3,,/3o

0/30/31 0/31/31 ... a/3,,/3~y . . . )
a/3o/3,, 0/31/3,, ... a/3,,/3»

esdecir, O esun múltiplo deunamatriz totalmentepositiva. Lasentradasde la diagonal

de O son determinantesdemenoresprincipalesde O, por tanto son positivas. Sededuce

que a > O y entoncesO es totalmentepositiva.

~=)Las condiciones(1) y (2) implican quela matriz O tiene rango n y es semidefi-

nidapositiva; por tanto existeunabasee0, . . . , 4 E R~~±ítal qué O = E~E’E
1, donde

E’ es la matriz cuyascolumnassonlos vectorese~, . . . , e,, y E’ es diagonalcontodaslas

entradasde la diagonaligualesa 1 menosla última quees nula. Seae~ E R~ el vector

de coordenadaslas n primerascoordenadasde e~ y E la matriz cuyascolumnasson los

vectorese~. Se tiene entoncesque O = E’FE, con E la matriz identidad. & es por

tanto la matriz de Gram del poliedro 2’ = flL
0 H, dondeH~ son hiperpíanosde E

72

ortogonalesa e~, elegidosde forma quesuinterseccionseavacía y que la intersecciónde

los semiespaciosno lo sea(bastatrasladaruno de los hiperpíanos).

Como tenemosn + 1 vectoresen W’, existeunarelación lineal /30eo 4 /3iei +... +

/3»e,,= 0, única salvomultiplicación por constante.Por la Observaciónal comienzode

estasección,paraver que 2’ es compactohay quever quetodos los /3~ tienenel mismo

signo.

Multiplicando escalarmenteel vector /3o Co + /3í e
1 +... + /3,,e» por e~, obtenemosque

O (:) = es decir, (/3o,. . .,/3,.) E ker(g), siendog el endomorfismode R~~’

de matriz O. Como antes, por ser los menoresprincipalesde orden n de O definidos

positivos, resultaque /3o # 0,...,/3,, ~ 0. Por otra parte, si O es la matriz de adjuntos

de O, tenemosCC = 0, con lo que las columnasde O son múltiplos de (/3o~. . . , /3n).
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Por ser simétrica, C es de la forma (igual que en la otra implicación):

¡ 0/30/30 0/31/30 ... a/3,,/3o té
a/3o/3~ 0/31/31 ... a/3,,/3~ 1 té

0=1 . . . ¡ =a(/3~/3,) té
e

ab0/3» 0/31/3» ... a/3»/3»/ té
u’

La entradaa/3d es positiva por ser el determinantede un menor principal, y se tiene u’

quea > 0. Además,por la condición (3) de las hipótesis,todaslas entradasde O son té

positivas ; se deducepor tanto que /3i/3j > O V i,j, luego /3o,. . . ,/3» tienen todos el u’

mismo signo. té
té
u

Supongamos dada una matriz de Gram O. La unicidad (salvo isometría) del símplex té

que realiza esta matriz, se obtiene directamente del Lema 1.1.1 en los caso esférico e té
u’

hiperbólico. En el caso euclídeo, por este lema, están determinados los vectores ortogo-
nales a las caras del símplex, por tanto está determinado el símplex salvo semejanza.

E u’
té
té

Nota. Las condiciones (1), (2) del teorema en los casos hiperbólico y euclídeo, implican u
que la matriz de adjuntos de O tiene todas las entradasno nulas. En efecto, en el u’

casohiperbólico, las condiciones(1), (2) permiten construir las matricesK, totalmente u’
negativa (por tanto con ninguna entrada nula) y L diagonalcon los elementosde la té

diagonal no nulos. Teníamos la relación K = L0
1L. Entonces c~

1 = det(O)Á1Á1k~~# O té
u’

(k1~ es la entrada i,j de 1V). En el caso euclídeo,a partir de las condiciones(1) y (2)
encontramos el vector ....... , /3»), con todas las entradas no nulas; la matriz de adjuntos

es O = a(/3~/3~) y la condición (2) implica que a ~ 0. por tanto la matriz de adjuntos u’

tiene todas las entradas no nulas. té

Nota. Lademostraciónquehemosdadoparael casohiperbólicomotiva la demostración u’
u’

del Teorema 3.4.1. La matriz L que aparece aquí, se cambiará para politopos arbitrarios u’

por la matriz de incidencias. u’

Definición. Sea 1 un n-símplex abstracto. Denotamos por X a uno de los tres espacios té
u’H

72, E”, S”. SeaÁx(T) el conjunto de puntos (aol,... ,a,,..a,,) E
11(t) tales que

existe un n-símplex compacto T G X con ángulos 001,... , a»—~»; llamamosa este

conjunto espacio de ángulos del sz’mplez1 en el espacioX. u’

Nota. A vecesesmásconvenienteo sencillo considerarel espaciode cosenosde ángulos té

diédricos en vez del propio espacio de ángulos, por ejemplo para caracterizar este espacio u’
u’(ver Capítulo4); utilizaremosla mismanotaciónparaambosespacios.

u’
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e
• El Teorema2.1.1 determinalas inecuacionesdel conjunto .Ax(T), que son poli-

• nomios en las variables91j = — cos(o~~). Se puede ver que .AxQT) es conexo. La

primerade lasnotasanteriorestiene la siguienteconsecuencia:en cadauno de los casos

euclideoo hiperbólico,.Álx(I) esunacomponenteconexade la regióndeterminadapor
• las condiciones(1) y (2). Es decir, la condición(3) intervienesólo paradeterminaruna

• componenteconexaentre(quizás)varias. En efecto,si repasamosla parte recíprocade
• lademostracióndel teoremaen el casohiperbólico,vemosqueapartir de las condiciones

• (1) y (2) se obtiene la relación 0—1 = L1KL1, dondeK es unamatriz totalmente

negativay L es diagonalcon las entradasde la diagonalno nulas,con lo que0—1 tiene
• todas las entradasno nulas. Por tanto, un punto de la región determinadapor las

• condiciones(1) y (2) no puedeanularningún adjunto de O.
Análogamente,en el caso euclídeo,a partir de las condiciones(1) y (2) se tiene

• parala matriz O de adjuntosla relaciónO = a(/3~/3~), con a > O y /3~ # O paratodo i,

• con lo que todos los adjuntosde O son no nulos.

• Es tambiénconsecuenciainmediatadel teoremaque los simpliceseuclídeosestán
en el borde de los símpliceshiperbólicosy de los símplicesesféricos,es decir,

e
4E~(I) c OAHn(T) 12 OAsn (1).

e
e
• Ejemplo. Triángulos (cason = 2)

• Aplicamosel teoremaal casode triángulos;porcálculodirectoy utilizandolas relaciones

• trigonométricas,podemoscalcularel determinantede la matriz

• ( 1 —cosA —cosll’\
• 0= —cosA 1 —cosO

• k —cosB —cosC 1

• Si (A,B,O) E [0, ir]3, setiene:

• • det(0) > O si y sólo si (A, B, O) esun punto del interior del tetraedro2’o G R3 de
• vértices(ir, 0,0), (0, ir, 0), (0,0, ir) y (ir, ir, ir,);

• e det(O) = O si y sólo si (A, B, O) estáen el bordede 2’~ y

• • det(G) <O en otro caso.

• Utilizando este cálculo en el teorema 2.1.1, obtenemos la caracterización de los

triángulos esféricos, euclídeos o hiperbólicos:

• Corolario 2.1.2. SeanA,B,O E (0,ir).

• 33
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(1) Existe un triángulo esféricocon ángulosA. B. O si y sólo si

A+B+C>7r
—.4+B+O<w
.4—B+O<ir

-4+B-C<w

(II) Existe un triÁngulo compactohiperbólico con ángulosA. B. O si y sólo si .4 + B +

Ca

(1’II) Existe un triángulo compactoeuclídeocon ángulosA. II. O si y sólosi A+B+O =

II. E

2.2 Espacio de ángulos de tetraedros compactos hiperbólicos

Vamos a estudiar ahora el espacio de ángulos de los tetraedros compactos hiperbólicos,

AH3(T) = A. El Teorema 2.1.1 da las ecuaciones de este espacio. Veremos que este

espacio está contenido en el interior de un símplex de R6 y el borde contiene algunas de

las caras de este símplex. También veremos como varia un tetraedro cuando variamos

uno de sus ángulos diédricos.

En

vértices

todo lo que sigue. aunque no se diga explícitamente, la notación para las caras,

y ángulos diédricos de los tetraedros será la de la Figura 2.1.

‘Ji

Figura 2.1
VA

Proposición 2.2.1
menteen el interior

• El espaciode ángulos

del simplex$ de Rt de

$ =(0,0.0,ir,w,w)
32 = (0, ir. ir, 0, 0, ir)
33 = (v’r.0.r.0.ir,0)

54 = (w. ir. 0, ir. 0.0)

de tetraedros,A, está contenidoestricta-

vértices

= (ir, 0,0,0,0, ir)

= (0, ir, 0, 0, ir, 0)
57 =(O,0,ir,w,0,0)
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Además,todos los vérticesestánen el bordede A.

Demostración:

Los vértices S~ $ se correspondencon las distintas formas de proyectarun

tetraedro(con las carasnumeradas)en el plano. Hay dos gruposde vérticesdistintos:

5;. $. 53. S4 por un lado, y 5.~. 56. 57 por otro: los 4 primeros correspondena proyec-

ciones en las que uno de los vértices,y por tanto las tres aristas que inciden en él,

cae en el interior de la cara opuesta(ver Figura 2.2): los 3 restantescorrespondena

proyeccionessobre dos carasadyacentes,con lo que un par de aristasopuestasqueda

en el interior de la proyección.

‘It

Figura 2.2

‘43

El comentario anterior da idea de que los siete vértices están en el borde, es de-

ca. son limite de los ángulos diédricos de algunasucesiónde tetraedroscompactos
hiperbólicos. Veárnoslo para un punto de cadauno de los dos gruposde vértices. Par-

timos de un tetraedrocompactocualquiera2’ c H
3, con la notaciónde la Figura 2.1;

consideramosel segmentoque une el vértice V
4 con un punto del interior de la cara

opuesta.04. y consideramoslos tetraedrosque tienenla cara04 común y cuyo cuarto
vertice se mueveen el segmentoanterior desde14 hasta04. El límite de los ángulos

deestostetraedrosesel punto S4 = (ir, ir, 0, ir. 0,0). El plano quecontienea la cara04
quedadividido en 7 regionespor las rectasque contienena las aristasdeestacara(ver

Figura 2.2). Si consideramos ahora el segmento que une el vértice V4 con un punto del

interior de la región R2 y consideramos los tetraedros que tienen la cara 04 común y

cuyo cuartovérticesemueveen estesegmentodesde14 hastaR2, entoncesel límite de

los ángulosde estostetraedrosesel punto S5 = (w,0,0,0,0,ir). De la mismaforma se

obtienenlos demásvérticesde 8 corno límite de tetraedroscompactos.

Figura 2.2

2

‘4. VI

RA
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Corno S~ 5~. son siete puntos de 116 en posición general. determinan un símplex té

Y Este símplex está definido por té
u’

A+B+D=r B+C+E+D<2w té
A+O+E>w A+D+F+O<2w té
B+C+F>r A+B+F+E<2w té
D+E+F>7r té

u’

El espaciode ángulosA verifica las 4 primerascondiciones(porquelas figurasverticilares té

son triángulos esféricos), u
té

Por otra parte. si T es un tetraedro compacto hiperbólico, las figuras verticilares u’
de los vértices l’~ y l~ tienen el ángulo E en común. por lo que podemos dibujar estos u’

dos triángulos sobre un bigono esférico de ángulo E (Figura 2.4). Los ángulos planos u
y 6~ sonángulosdel triángulocompactohiperbólico ¼1%11:por tanto % +6~ < ~. té

y análogamente 6c + 6~- < z. De aquí deducimosque los dos triángulosno cubrenel u’
té

bigono.ycomparandolasáreasset.ieneque2ff>F+B+O—w+D+E+F—zr,es u’

decir, B+C+D+E<2w. Delarnismaformasepruebaque~4+D+F+O<2iry u’

A + B + E + E < 2w. con lo que se concluye que A está en el interior de 8. u
té
u
u’
u
u

VI u’
‘Ji té

té
u’
té
té

Figura 2.4 u’
té

Finalmente, para ver que el contenido es estricto, basta comprobar, por ejemplo, u’
el casoenque A=13 =0= D =E= F. Vemosqueporunaparte(A,...,A)estáen

el interior de $ su .4 E (<3. w/2): por otra parte. sededucedel Teorema2.1.1 aplicado u’

a tetraedrosque (A 4) estáen A su A E (ir/3.arccos(1/3)). O té
u’

Nota. En la demostraciónanterior hemosprobadoque un tetraedrocompactohiper- u’
bólico. con la notaciónde la Figura 2.1. verifica B + O + D + E < 2w. Observamos u’

ademásque si B + C+ D + E tiendea 2w entoncesE + D x~ O+ E tiendena ir; aplicando u’
el mismorazonamientoa las figuras verticilares de los vérticesl’3 y V

4, tenemosque sí té

E + O + D + E tiendea 2w entoncesE + O y D + E tienden a ir. Como consecuencia té
u’

se tiene queen el límite es E = E = ir — D = — O.

u’36 u’
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• De la proposiciónanterior sededucetrivialmenteel siguiente

• Corolario 2.2.2. El espaciode ángulosdiédricos del tetraedro, .4(1). no es convexo.

• w
• Vamos a ver ahoracuálesde las carasdel sírnplex$ estáncontenidasen el borde

• del espaciode ángulosA. Recordemosque las caras de un símplex vienen dadaspor

cualquiersubconjuntodel conjuntodevérticesdel símple~i Así, un símplexdedimension

6 tiene 7 vértices.21 aristas.35 triángulos.35 tetraedros,21 símplicesdedimensión4 y 7

• símplices de dimensión 5, Hemosdenotadopor Sí Ss’ a los vérticesde8; denotamos

• por [lo . . . i~.j a la carade dimensiónk de 8 dadapor los vértices ~¿0,•~• Si,,.

e Necesitaremos el siguiente lema.

• Figura 2.5

• ‘4
•

•

e

e

e
• j/

• 3
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e
e
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Lema 2.2.3. Sea 2’ c H3 un tetraedrocon ángulos(A, B, O, D, E, E) y los vértices 1<2, té
1<3 yV,~ en el infinito. Entoncesse verificaA<F, B<E, O<D, F—A=E—B= u’

u’
D — O. Recíprocamente,si A + B + D = ir, para todo O E (0, D) existe un tetraedro con

1<2,1<3,1<4 en el infinito y ángulos (A,B,O,D.E,F) =(A,B,D—6,D,B+9,A+O). u’

u’
Demostracton: u’

u’Comparamosel tetraedroT (de carasCi,. . . , 04) con el único tetraedroideal 2”
(de caras0,.. .,0) de ángulos(A,B,D,D,B,A), que existeporqueA+B+D = ir.

La Figura 2.5 muestraestos dos tetraedrosen el modelo del semiespaciode Poincaré u’

así comola intersecciónde sus carascon OH3 en estemodelo. Los vértices1<1’, Vj, V~’ té
de 2” estánen OH3; la circunferenciaci = O,~ 12 OH3 pasapor estos trespuntos, y la té

circunferenciac
4 = 0412 OH

3 pasapor 1<3’ = 1<2, V~’ = 1<3 y contienea Ej en su interior, téu
SegúnestoesclaroqueF=A+9,E=B+OyO=D—6,donde9eselánguloentre u’

las circunferenciasc
4 y ci. u

Parael recíprocovale la mismafigura: dadosA, B, D con A + B + D = ir, existe té

un tetraedroideal T’ conestosángulos,y en OH
3 (delmodelodel semiespacio)tenemos u’

té
los vértices Vi’, 1<2’, V’

3’ y la circunferenciac~ = 012 OH
3. Para todo O E (0,D), existe u’

unacircunferenciac
4 quepasapor V¿, 1<] y quecontienea V~’ en suinterior y queforma u

ánguloO con c~. El tetraedro2’ quebuscamoses el de caras C, C~, 0 y el plano04 té
sobrela circunferenciae4. O té

u’
Observación. Es inmediato que los ángulosde tetraedroshiperbólicoscon 1, 2, 3 ó 4 u’
vértices en el infinito estánen el borde del espaciode ángulosA. En efecto, dado un u’

tetraedro con algún vértice en el infinito, existe unasucesiónde tetraedroscompactos té

que lo aproximan(pensarpor ejemploen el modeloproyectivoy considerarsucesiones té
de tetraedroscompactoscuyosvértices tiendana los vérticesdel tetraedrodado); los u’

u’
ángulosdiédricosde los tetraedrosde estasucesióntiendena los ángulosdiédricosdel u’

tetraedroinicial. u’

té
Proposición 2.2.4. (Células deSqueestánenel borde de A) El borde de la variedad u
de ángulos del tetraedro, 0.4, contiene exact amente: té

u
• todos los vérticesy aristas de8; u’
• todas las célulasde dimensión2 salvolas células [123], [124], [134] y [234]; té

u’
• diez células de dimensión 3: [1567],[2567],[3567], [4567],correspondientesa tetrae-

droscon tres vértices en el infinito; y [1267], [3467], [1456], [2356], [1357], [2457], u’

correspondientesa límites de tetraedrosen los que dosvérticessehaceniguales; té

• ninguna célula de dimensión 4 ó 5. u’
u’

38 téu
u’
u’
té
u’
u’
u’
té



• Demostracton:

• Ya hemosvisto en la Proposición2.2.1 que los vérticesde 8 estánen 5.4.

• La 3-célula [1267], de vérticesSí = (0,0,0, ir, ir, ir), 52 = (0, ir, ir, 0,0, ir), 56 =

• (0,ir,0,0,w,0), 5~ = (0,0,w,zr,O,0.), está contenida en el 3-plano A = 0, B + D =

• O+E = ir, y estádefinida por las desigualdadesD+E+F =ir, D+E—F <ir
• D — E + E = ir y —D+ E + E =ir. Notemos que estas desigualdadesequivalen

• (ver Corolario 2.1.2) a que existeun triángulo esférico,posiblementedegenerado,con

• ángulos D, E, E. Dado un punto (A,... , F) E [12671, consideramosun tetraedro

• compactohiperbólico2’ con ángulosD, E, E y movemos el vértice 1<2 (ver Figura 2.1)
• a lo largo de la arista03 12 04 hastaVi. Con estoobtenemosque el punto (A,... , F)

• está en SA.

• De la mismaforma obtenemosque las células[34671,[14561,[2356], [1357]y [24573

• estánen OA.

• PuestoqueSA escerrado,todaslascarasdeestascélulasestánen OÁ; enconcreto,

todaslas aristasy todaslas célulasdedimensión2 excepto[123], [1241,[134], [234], [125],

• [136], [1471,[2371,[246], [345], [567].

• A continuaciónvemosque las 3-células[1567], [2567],[3567]y [4567]corresponden
a los tetraedrosque tienentres vérticesen el infinito, y por tantoestáncontenidasen

SA. En efecto, un punto de la 3-célula [1567]esde la forma

(A,B,O,D,E,F) = (>1iir,Á2w,>13ir,(>1a +A4)ir,(A2 +>14)ir,(>11 +¾)ir),

• con >1~ + >12 + >t3 + >t4 = 1, >1~ > 0. Entonces,utilizando el Lema 2.2.3, vemosque estos

• ánguloscorrespondena un tetraedrocon los vértices V2, 1<3, y 1<4 en el infinito (para
• aplicarel lema, hay que tomarO = >14 ir).

La célula [567]es la única2-célula que es carade algunade las cuatro3-células

• anterioresy no lo esde ningunade las 6 primeras.Por tanto [567] G 0.4. Esta célula

• estádefinidaporA=F,B=E,O=D,A+B+D=ir,yA>0,B>O,D>0,por

• lo que seve que correspondea los tetraedrosideales.

• Queda por ver que las 2-células[125], [136], [147J,[237], [246] y [345] estáncon-

• tenidasen SA. (estas células no soncarasde ningunade las diez 3-célulasque hemos

• estudiadohastaahora). Tomamosun punto de la 2-célula [125],

• (A,B, O,D,E,F) = (Asir, >11r, >11r, A2r, >127r,r),

• con A~ + >12 + >1~ = 1, >1~ > 0, y lo aproximamospor tetraedroscon dos vérticesen el
• infinito, de la siguientemanera:comoA + B + D = ir, existeun triángulo euclídeocon
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angulosA. B. E. que podemos dibujar en el borde de H3 del modelodel semiespaciode

Poincaré.Sobreeste triángulo consideramosplanoshiperbólicos 01, 02, 03 (ver Figura
0

6): consideramosen OH3 una circunferencia que pasa por Vi~ con tangenteparalelaa
E

3 12 OH
3. x’ sea04 el plano hiperbólico sobreestacircunferencia.El tetraedrode caras

0~. Et. 03. 04 tiene dos vértices en el infinito: sus cinco primeros ángulosdiédricos

son A. B. C.D. E. y si el radio de la circunferencia04 12 OH3 tiendea infinito, el sexto

angulo. 0304. tiende a w.

Con esto se deduceque la célula [125]c
otras cinco células.

Figura 2.6

0.4 y de forma análoga se hace con las
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té
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Probamosahoraque la 2-célula [234]~ OA. Tomamosel baricentro de esta célula:

(2<3. 2w/3. 2w/3, w/3. w/3. w/3) E [123].

La matriz de Gram asociada a este punto es

/1

~= (1/2
1/2
1/2

y su inversa
¡0

— ( 2/32/3
2/3

1/2
1

—1/2
—1/2

2/3
o

—2/3
—2/3

1/2
—1/2

1
—1/2

2/3
—2/3

o
—2/3

1/2

—1/2

—1/2)

2/3
—2/3
—2/3)

que tiene entradaspositivas, por lo que no puedeestaren 0.4.

pruebaque las 2-células[124]. [134]y (234] no estáncontenidas

De la mismaforma se
en 8.4.
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Consideramosla 3-célula [2367]y su baricentro,

(A, B, O, D, E, E) = (ir/4, ir/2, 3ir/4, s’r/4, ir/2, ir/4).

Observamos que B + 0+ D + E = 2ir y sin embargo C # D; por la nota anterior al

Corolario 2.2.2, estepuntono puedeestaren 0.4, y por tanto [2367]~ 0.4.

Las oncecélulasde dimensión3 que quedanporestudiarsereducen,por simetría,
al caso anterior.

Con esto hemosterminado,puestoda célula de dimensión4 ó 5 contienealguna
célula de dimensión2 ó 3 no contenidaen 0.4. W

Observación Hemosvisto en la demostraciónanterior que el punto de coordenadas
(A, B, O, D, E, E) = (ir/’1, ir/2, 3w/4, ir/4, <2, w/4) E [2367]no estáen 0.4. Sin em-

bargo,su matriz de Gram

1 —4/2 0 4/2
-4/2 1 -4/2 0

-4/2 1 -4/2
4/2 0 —4/2 1 1

tiene rango2, por lo que estepunto anulatodos los menoresde O deordenmayorque

2, que por otra parteson los que aparecenen las desigualdadesque definenel conjunto

.4.

Observación Ningunacélula de dimensión5 estácontenidaen 0.4. Sin embargo,0.4

contiene abiertos de las caras [123567],[124567],[134567]y [234567],correspondientes
a los tetraedroscon un vérticeen el infinito.

Comparaciónde tetraedros

Dado un tetraedrocompactohiperbólico,variamosun ángulo diédrico A mante-

niendo fijos los demásy estudiamoscómovaríael tetraedro(Proposición2.2.8). Obte-

nemosuna familia uniparamétricade tetraedrosque estan,salvo isometría,unoscon-
tenidosenotros; si el ánguloA crece,el tetraedrosehacemáspequeño,todassusaristas

y el volumendecrecen.El hechodequeel volumendecrezcasededuceporotraparte,de
formainmediata,de la fórmulade Schláfii ([Vil], [Mi2]). Vemostambiénque el ángulo

A varíade formamonótona:en un sentido,cuandoA decrece,el tetraedrotiendea un
tetraedrocon uno o dosvérticesen el infinito, y en el otro sentido,cuandoA crece,el
tetraedrotiendea un tetraedroeuclídeo.
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Damosprimerodos lemastécnicosquese utilizan en la Proposición2.2.8. El Lema u’u
2.2.5 estudia cómo varía el ángulo diédrico (o la distancia) entre dos planos de H3 u’

cuandouno de ellos se trasladaa lo largo de una rectaque lo corta(estelema es una
generalizaciónde un lemaparatriánguloshiperbólicosen [HR]). El Lema2.2.7compara té

las longitudesdedossegmentoscomprendidosentredos rectashiperbólicasquesecortan té

en un punto finito o infinito. té
té

Consideramosen Ud los siguienteselementos: u’

• unarecta r: u’
té

• un hiperpianoE que corta a u en un punto Q (finito): sea E uno de los dos u’

semíespaciosdeterminadospor E: u’

• otro hiperpianoE’ tal que no contieneal punto Q: sea E’ el semispaciodetermi-

nadopor E’ que contieneal punto Q. té
u’

Sean u y u’ los vectores normales exteriores (unitarios) a los semiespacios E y E’. u’

Dado t E R. sea Yt la traslación hiperbólica a lo largo de la recta r.de módulo ¡t¡ y té
sentido dadopor la condición de que ;,(Efl c E, para t > 0. SeaE7 := ~

1(E) y u’
u’ut la normal exterior de E¿. Consideramosla función h : R —. R definida como h(t) =

vi. u’) (donde f es. comosiempre.el productoescalarde Hd); h(t) estudiacómovaría

el ánguloo la distanciaentre los hiperpíanosE~ y E’. Estudiamos el comportamiento u’
de la función Ii segúnla posición relativa de r, E, E’ (ver Figura 2.7(a)). té

té
té
té
té

té
u’
u’
té
té
u’
té
u’
té
u’
u’

Figura 2.7(b): Normalización u’
té
té
té
té
té
u’
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Lema 2.2.5. En las condicionesanteriores, se tiene Caso 1. Si E’ 12 y = Q’ y el

segmentoQQ’ no estácontenidoen E 12 E’—, entoncesh es convexa,con un mínimo
global que se alcanzacuandoyt(E) corta a r en el punto Q’, y tiendea +~ cuandot

tiendea ±~; Caso 2. Si E’ 12 r = 0, entoncesit creceestrictamentedesde—~ hasta

+cc; Caso 3. Si E’ 12 r Q’ y el segmentoQQ’ estácontenidoen E— 12 E’—, entonces
it escóncava,con un máximoglobal quesealcanzacuando94E) corta a r en el punto

y tiendea —~ cuando t tiendea

Demostractou:

Trabajamosen el modelo del hiperboloidedel espaciohiperbólico. Componiendo

con una isometriahiperbólica, podemossuponerque (ver Figura 2.7(b)):

(i) la recta r es la recta determinada por el plano vectorial z1 = ... = IV...i = 0;

llamamosR1 := (0,... , 0, —1,1) y .t?2 := (0,... ,0,1,1) a los puntosdel infinito de

esta recta;

(u) R2 E E7

(iii) O := (O,... ,O,1) E E 12 E’ (podemossuponerestoporqueEn E’ flr = 0).

La hipótesis(iii) equivalea que f(O,v) < O y f(C,v’) < O; si y = (vi,... ,vd±í) y

= (vi,... ~~1+1)~se tiene entonces que

Vd+1>O y v~~1>O (1)

La hipótesis (u) equivale a que f(v,R2) < 0. Además, como E 12r ~ 0, se tiene que

« E, es decir, f(v,Rí) > 0. Todoestoequivalea que

Vd—Vd+1<O y vd+vd+1<O (2)

Por la elecciónde la recta r, según(i), la traslación~ tiene como expresíonma-

tricial (ver Preliminares,1.1.2)

o a

1 0

O cosht senht
O senht cosht

Entoncessetiene

= pj(v) = (v1... . , ~¿..1 , ~ cosht +
td+I senht, td senht + ~a+x cosht) y
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té

té
h(t) = f(¼.u’) = uí t4 +... +Ud—i ½ +( UdUd~Ud±tt’d+í) cosh t+(t’d±í ½—t’d½+í) senht té

té
Lafunción it es. pues. delaformah(t) = acosht+bsenht+c. cona.b,c E R. Analizando u’
estas funciones se tiene que: té

• si ¡aj > lbj. la función tiene un extremolocal en t = arctgh(—b/a);además,si b > O u’
té

y a > it. entonces it es convexa (y el extremo es un mínimo local) y si b > O y u’

a cz —it. entonces it es cóncava: u’

• si I~I < ¡ti. la función tiene un punto de inflexión en t = arctgh(—a/b);si it > 0. té

entoncesit es creciente. téu
La Figura 2.8 muestra el aspecto de la función it cuando it > O (si Ial = b¡, la función u’

no tiene extremos ni puntos de inflexión), té
u’

u’
Ial <1I¡ u’

té

u
té

O.: - té

té
u
u’

u’

té
té
u’

En nuestro caso, los coeficientes son a = UdUd — ud+1 u’~
1.1 ~ it = Ud+í U~ — Udtd+í. u’

La hipótesis Q E E’ implica que it > 0. En efecto, como Q E r. se tiene que u’

Q = (0 0. q~. qd+i). y como Q E E. se tiene que qdud — qdl.1 Vd+i = 0; finalmente, té

imponiendola condición de queQ E W (es decir. la norma de Q esnegativay su última u’
u’coordenadapositiva), se tiene que

Q=(0,.... o, Ud+i —Ud u’
2 2 2 2 té

Ud — Vd+I Ud Ud+t u’

2 té
(observemosque Ud < O por (1) y (2), y

td — u~ >0 por (2)). Por tanto, f(v’,Q) <0 u’

equivalea que td+l ½— tdVd+i > 0, es decir. it > 0. u’

Para probar el lema debemos ver que: té
u’

• en el Caso 1 se verifica a> it. es decir a—it >0; u’

• enelCaso2severificalal<IbI,esdecir,0+b>0ya—b<O

• en el Caso 3 se verifica a < —it. es decir, a + it <0. u’
u’
u’44
u
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• Calculamosa+ it y a — it, se tiene

• a + it = (v~ — i4~i)(vd + vd+i)

a— it = (v~ + t4+í)(vd — Vd+i)

En el Caso 1 E’ corta a r en un punto finito; utilizando (iii) se tiene que R1 « E’,

• lo que equivale a que f(R1 , ti) > 0, y por tanto, z4+ u%~1 < 0. Por otraparte,por (2),

• también se tiene que Ud — Vd+1 < 0. Tenemospor tanto en estecasoa — it > 0.

De forma análoga,en el Caso 3 se tiene que R2 ~ E’, lo que equivale a que

• f(R2,v’) > 0, y por tanto, v~ — > 0. Por (2), setiene ademásque Ud + vd+1 < 0.

• Por tanto, en estecasoes a + it < 0.

Ahora, en el Caso 2, puesto que E’ 12 y = 0, y Q E E’, se tiene también que

R1, R2 E E. Estas condiciones nos dicen que v~ + v~<1 > 0, yv~—v1~1 < 0.

Entoncesel primer factor de a+ it (en la expresióncalculadaarriba) es negativo,y el

• segundoes negativopor (2); por tanto se tiene que a+ it > 0. Por otra parte, para

• a — it, se tiene que el primer factor es positivo y el segundoes negativopor (2), con lo

• quea—it<0.

• Finalmente,paralos Casos1 y 3, vamosa ver que si Qt := ?t(Q) coincide con

• entonces it tiene en t un extremo local, es decir, t = arctgh(—b/a). CalculamosQt y

—Vd+1 cosht— vdsenht Vd+1 senht— vdcosht

• U~U~+1

d d+1

• Ev~11 ev~
• Q’=(0,...,0, ‘2

U’
2 — U’2 U’2 —

d d+1 d Ud±i
• donde E = 1 si v~ > 0, es decir, en el Caso 3 (porque hemos visto que en este caso

• v
1 —i4~<1 >0, y v~1 >0 por (1)), y ¿ = —1 si v~ <0, es decir,en el Caso1 (en el que

•
• Por serQt = Q’, t essolucióndel sistema• { (—vd+í cosht — vdsenht) Ud

2 — = Et4J+~ v~ —

(—vc¡±ísenht — vdcosht) v7 — v7~.
1 = EVJ —

e
• Manipulandoel sistema8 seobtieneel siguientesistemaequivalente

• 1 (~~—~~*1) v7—v’
2 senht=c v2—v2 (y’ ~d±í —

• ~‘. d±1 d d±id V’Vd)

¶¡ — Ud+i) ~‘2 — cosht= e — v~+l(v¡vd —
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Dividiendo la primera ecuación de 8” por la segunda, se tiene

senht _ Q~Ud+l — U~+iVd

cosh t u~ Ud — t’d± 1

it

a

de donde se deduce que t = arctgh(—b/a).

Como consecuenciainmediatadel Lema 2.2.5. se tiene el siguientelema, que será

util para comparar poliedros con algunos ángulos diédricos iguales. Denotamos por ¿(e)

la longitud de un segmento e.

Lema 2.2.6. Sea P un poliedro, e una arista. E’ una cara que corta a e en un único

vértice 1” x’ O’ una cara adyacentea O queno contieneal vértice 1< (ver Figura 2.9).

Dado t ~ (0.1(e)).sea y, la traslación de módulot a lo largo de e. en el sentidoqueva

desdeV hasta el otro vértice de e. Entonces,si t creceel ángulo (‘y,(O). C’) crece.

Demostración:

Aplicamos el Lema 2.2.5. tomando como r la recta que contiene a la arista e, E el

plano que contiene a la cara O. y E’ el plano que contiene a la cara O’. y los semiespacios

y E’ que contienen al poliedro. Por las hipótesis, el vértice 1< estáen E’. Se

comprueba sin dificultad que en los tres casos del Lema 2.2.5. la función it es creciente

en el intervalo (0./(e)). por lo que se concluye el resultado. O

‘1

Figura 2.9

Lema 2.2.7. Seanr .ssemirrectasen H2 queforman un ángulo con vérticeO finito o

infinito. Seanm
1. m~ rectas ultraparalelasdistintasque cortan a r, s en los puntosA1.
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e
distintos todosde O (ver Figura 2.10(a)). Seanm• 31. .42. B2. 1 2 los semiplanos

• determinadospor m1. m2 que contienen el punto O. Si mf c ml. entonces l(A1B1) <

• l(A.2B2).

• Demostración:

Utilizamos la formula proyectivapara calculardistanciasen el plano híperbolico,e
• que utiliza razonesdobles (expresión(1.1.4)). Si U1. V~, UY V~. son los puntos del

• infinito de las rectasm1, nr,. entonces

•
• ¿(A1B1)=d(A1.B1)= 3log([Ut.Vi.Bi,A1])

•
• 1(A2B2) = d(A2 B2) = —log([U>V.B2.A2])
• Puestoque la función logaritmoes creciente,setiene quee
• 1(A1B1) < «.4~,B2) si y sólo si [U1.V~. B~, A1] < [U2.~‘2, B2,A2]

Paraver la segundadesigualdad.proyectamoslos puntosU2, 1<2, A2, 32 desdeO sobre
• m1. Obtenemoslos puntos(2.1<4. .-¼= A1. ff, = B~ (ver Figura 2.10(6)). Porserm1,
• ni2 ultraparalelasy O un punto finito o infinito, el punto U~ estácomprendidoentreUí

• y A1. y 1/7 estácomprendidoentreB~ y Ví.

Pensandoen la razóndoble [U. 1<. 3, A] corno la coordenadaafín del punto A enel

• sistemade referenciaU = ~, 1< = 0. 3 = 1, tenemoslas siguientesdesigualdades

[U1,1ú.Bí,A1] < ft~,Vi.Bí,AíJ < (U~,V7,B1,Aí] = [U2,1<3,B2,A2J,

• que pruebanel lema. U

•
e

e
•
e
e

• /7~

•
e
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Utilizaremosla notación(T. e. tu). donde T esun tetraedro(compactohiperbólico).
e es una arista de T y u’ = (9í son ángulosdiédricosen las aristasdistintas u’

de e. Cuandocomparemosdos tetraedros.(T. e. u). (2”, e’, w) querrádecir: existeun u’
isomorfismosimplicial entreT y T’ tal que las aristase. e’ se correspondenmediante té

esteisomorfismo,y las aristascorrespondientesdistintasde e. e’ tienenel mismoángulo té

diédrico.dado por tu. u’
u’

té
u’

< té
té

té
u’

y1 ‘Jité
u’

u
u’

té

Figura 2.11 u’té
téProposición 2.2.8. (Comparación de tetraedros compactos hiperbólicos) Sean(2’. e, tu)

y (2”. e’. tu) dos tetraedroscompactoshiperbólicoscon todoslos ángulosdiédricosiguales u’
salvo en e. e’ y supongamosé < é’ (~ esel ángulodiédricoen una arista a). Entonces: u’

u’(i) Existe una traslación ; a lo largo de la arista e1 opuestaa la arista e (ver Figura
2.11) tal que el tetraedrolimitado por ~(Cí). 02. 03, 04 esisométrico a 2”.

(u) 2” c T. salvoisometría. u’

(iii) Todaslas aristasde T’ son menoresque las correspondientesde 2’. u’
u’

Demostración: té
u’

(i> Como las figuras verticilares de 1<1, V~’ son iguales,podemossuponerque los u
angulossólidosen 14 y 1/7 coinciden(ángulosólido: carasde un poliedroque incidenen u’

un vérticey la región que acotan). Como las figuras verticilaresde 1<2, 1<3’ son iguales, té

se puedetrasladarla caraC~ a lo largo de la aristae1, medianteuna traslación~ hasta u’
té

hacerlacoincidir con la cara01 (estosepuedehacerporquelos ángulosdiédricos01,03

y 01.04 no varíancon la traslación~ u

(u) El planoque contienea la caraC~ cortaa la aristae1 por lo que setransforma té

en un plano ultraparalelo al trasladarlo a lo largo de esta arista. Así, las caras 01 y C u’
u’

no secortany uno de los tetraedrosestácontenidoen el otro. Si 2’ c 2”, el Lema 2.2.6 u
implicaría que. al aplicar ~. el ángulodiédrico en la arista e crecería,es decir, é’ < é, u’

u
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• en contrade la hipótesis.Por tanto. 2” c 2’.

(iii) De lo anteriores claro que 1(V1’V2’) < ¿(Ví1&). 1(1<914) < ¿(1414)y «Vi’V~) <

1(V11•ij. Las rectasque contienena los segmentos1<21<3 y V~’V~’ son ultraparalelas,por

• estarcontenidasen planosultraparalelos;entoncesel Lema2.2.7 implica que «V2’VS’) <

• 1(1<, Iífl. De la mismaformase comparanlas restantesaristas. U

• Corolario 2.2.9. Sean(T.e.w). (
T’.e’.w) tetraedros con ¿ < ¿‘ y sea a E (¿,é’);

• entoncesexiste un tetraedro (T”. e”. tu) tal que e” = a.

• Demostración:

Por la Proposición ‘ ‘>•5~ sabemosque 2” c 2’. Construimos 2”’ de la siguiente

• manera:para t > 0. consideramosla traslaciónVt a lo largo de la aristae
1, demódulo

• y ensentidoque va de 1<2 a 14 (ver Figura 2.11). Por el Lema 2.2.5, el ángulovt(Oí), 03

• crece continuamentedesde¿ hasta¿‘. cuando¿t(Oí) = C. Por tanto existeun to tal
•

quevtúlOi ). 03 = a. El tetraedroT” es el determinado por las caras Cf’ =

02. 03 y 04. y se verifica 2” C 2”’ C 2’.

• o
Observación. Si pensamosen la forma geométricade la variedadde angulosA(T),

el corolario anterior significa que la intersecciónde esteconjuntocon rectasparalelasa

• ejescoordenadosesconexa(por tanto un intervalo abierto).

• De la Proposición2.2.8 sededucetambiénel siguientecorolario

• Corolario 2.2.10. (Intervalo de variaciónde un ángulo)Dado un tetraedro compacto

hiperbólico, con la notación de la Figura 2.1, el ángulo A varía desdeel máx{ir — E —

• D. r — O — E }. valorpara el que el tetraedro tendría uno o dosvérticesen el infinito, y el
• valor A0 para el que el tetraedroseríaeuclídeo.Este valor sepuedecalcular utilizando

• la figura esféricade la Figura 2.12.

•

• F

• Figura 2.12

o
• Y
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2.3 Coordenadas para símplices té
u
u’

Vamosaestudiardistintostipos decoordenadasqueparametrizanelespaciodesímplices u
compactosen los espaciosesférico,euclídeoe hiperbólico. Definimos sistemasde coor- té

denadasmedianteaplicacionesinyectivasde estosespaciosen ciertossubconjuntosde u’

R~. Definido un sistemade coordenadas,llamaremosespaciodecoordenadasa la ima-
u’

gen de esta aplicación. Ya hemosvisto que los ángulosdiédricosforman un sistema u’

de coordenadasparalos símplices. Paralos símplicesesféricose hiperbólicos,vamosa u’
ver que las longitudesde las aristasformantambiénun sistemadecoordenadas;obten- u
dremosun resultadodual al Teorema2.1.1. Daremosluegounascoordenadasmixtas, té

paralas cualesel espaciodeestossímplicesesun conjuntomuy sencillo, simplementeun u’u
productode intervalos;conestovemosdeunavez queel espaciodesímplicescompactos u
en cadadimensióny en cadageometríaeshomeomorfoa unabola abierta. De hecho, u
por el Teorema de Steinitz, se sabe que para cualquier poliedro su espacio de realiza- u’

cioneses unabola abierta(ver [Zi]. El “espaciode realizaciones”de un poliedroen [Zi] té
es el conjunto de poliedrossalvo afinidades,mientrasque nosotrosestamospensando té

usiempreen el conjunto de poliedrossalvo isometrías; luego estosdos espaciosno son
u’

homeomorfos,pero se puededemostrarqueson del mismo tipo de homotopía).

Natación. Recordamosquesiempreestamosconsideraremoslos símplicescon lascaras té

numeradas.Dada unanumeraciónde las carasde un símplex, 00,... , O,,, denotamos u’
upor 14 al vértice opuestoa la cara0~. Un subconjuntode k + 1 vértices, ..... V~,

determinaunacarade dimensiónk, que denotamosporEÍO...ík. Estacaraestátambién u’
determinadacomola intersecciónde las rz — k caras(de codimensión1) 0~k+I’ O.,,~ u’

por lo quepodemos,alternativamente,denotaríacomo 0~k+1 ~ donde {ik+í . . .i,,} = u’

{ 0,..., n}\{io,. . . , ik}. Denotamospor 2’, a la figura verticilar del vértice V~, es decir, u’

el símplex esférico de dimensión u — 1 que resulta de intersecar una pequeña esfera uu
centradaen el vértice Vj con 2’, y reescalandoestaesferade modo que su radio sea1. u’

Denotamospor 14(2’~) (o simplementeVp haciendoabusodenotación)al vérticede 2’,
determinadopor la aristaE

11 de 2’. u’

Utilizamos la siguientenotaciónparalos espaciosde simplices: u’u
• S~, parael espaciodesímplicesesféricosdedimensiónn, con las carasnumeradas, u

salvoisometríaesférica(que preservelas orientaciones). té
té

• 8~, parael espaciode símplicescompactoshiperbólicosde dimensiónn, con las u
carasnumeradas,salvo isometríahiperbólica; u’

• S~, parael espaciodesímpliceseuclídeosdedimensiónn, con las carasnumeradas, té

salvo isometríaeuclídea. u’

u
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Longitudes de aristascomocoordenadas

Si cadados carasde codímension1 de un símplex son adyacentes,y por tanto
determinanun ángulodiédrico, tambiénseverifica que cadadosvérticesde un símplex

estánunidospor unaarista; vamosa ver que las longitudesde las aristastambiénson

un sistemade coordenadaspara los símplices(salvo isometria). Lo vemosde forma

analogaa comolo hicimos paralos ángulosdiédricos,utilizando la matriz de productos

escalaresde los vérticesdel símplex.

Definición. Sea2’ un símplexesféricoo un símplexcompactohiperbólico,de vértices

Vo,... ,V,,. Llamamosmatriz de longitudesde 2’ a la matriz de productosescalaresde
susvértices,esdecir, K(T) := (f(Vj, Y¡))ti=o ,,. Denotamospor 1~ a la longitud de

la aristaE11 de 2’. Entonces,si 2’ esesférico,f(Vi, Vj) = cos(111),y si 2’ es hiperbólico,

1(14,1<) = — cosh(111). Es decir, la matriz K(T) estádeterminadapor las longitudes
de las aristasde 2’.

Caracterizamosla matriz de longitudesde símplicesesféricoso hiperbólicos.

Proposición2.3.1. SeaT un n-símplex(abstracto)devérticesVo, . . . ,V,,. Asignamos
a la aristaS~j un numero/uE (0, ir). SeaK = (k11) la matrizcon = 1 y ku = cos(lq).

Entoncesexisteun simplexT c S” con longitudesdearistas¿y si y sólo si K esdefinida
positiva. Además,el simplex 2’ esúnico salvoisometrías esféricas.

Demostracion:

Si existe un símplex 2’ c S~ con longitudesde aristas¿y, entoncesla matriz de
productosescalaresdesus vérticesesprecisamentela matrizK, por tantoK es definida

positiva.

Recíprocamente,si K esdefinidapositiva, existeunamatriz 1< tal que VtFV = K
dondeF es aquí la matriz identidad. Los vectorescolumna,V~, de 1< determinanun
símplex 2’ C S” cuyaslongitudesson los lí.j. EJ

Proposición2.3.2. SeaIT un n-símplex(abstracto)de vérticesV0,... , 14,; asignamos

a la arista Lq un númeroreal positivo ¡y. SeaK = (ko) la matriz con = —1 y

= — cosh(lq). Entoncesexisteun símplexcompacto2’ c H”, único salvoisometría,
con longitudesde aristas ¡y, (es decir, la matriz de longitudes de 2’ es K) si y sólo si

(1) det(K) < 0;

(2) todos los menoresprincipales(de cualquierorden)deK son negativos.
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Demosira czon: té
té

t’) Sea 2’ c H~ compactocon K(T) = K. Por definición de matriz de longitudes, u’
la matriz K(2’) es una matriz simétricade signatura(n, 1). En particular, se tiene té

que det(K) < 0. Por otra parte, cadacarade 2’ de cualquier dimensióngeneraun té

subespaciode Ef en el que la restricciónde f es indefiniday no degenerada,y cada u’
té

menor principal de K es la matriz de longitudes de una cara de 2’. Se deduce por tanto

que todoslos menoresprincipalesson negativos. u
@) De(2), tomandocualquiersucesióndemenoresprincipalesencajados,sededuce té

que la matriz K tiene signatura(n. 1). Por tanto existeuna baseVa... . , 1<,, de R~~±í téu
tal que K es la expresiónde la forma cuadráticaf en estabase,es decir, 1< = VtFV,
donde 1< es la matriz cuyas columnasson los vectoresVj. Se tiene f(¾,¾)= —1,

luego los vectoresVi estánen el hiperboloidef’(—1). Ademásf(¾,1<3) < 0, porque té
las entradasde K son negativas,luego los Vi estánen la mismahoja del hiperboloide. té

Cambiándolostodos de signo si fuerapreciso,tenemosque los vectores¾determinan té
tén + 1 puntosen H~ , que estánen posición generalporquedetV # O (si fuera cero,

tambiénlo seríadetK). Por tanto determinanun símplex compacto2’ G H~ cuyas u’

longitudesde aristas son los ljj dados. u’

E u’
u’

Aplicandolas proposicionesanterioresal casode triángulos,la únicacondiciónque u’
hay que poner es que el determinantede K seanegativo, en el caso hiperbólico, y u
positivo, en el casoesférico. Utilizando las relacionestrigonométricas(hiperbólicaso té

esféricas),estacondiciónse traduceen té
té

• Casohiperbólico: las desigualdadestriangulares,es decir, a+it—c > 0, a—it+c > 0, u’

—a + it + c>0, dondea, it, c son las longitudesde los lados. té
u’

• Casoesférico: las desigualdadestriangularesmásla desigualdada + it + c < 2ir.
u’

Coordenadasmixtas té
u
u

En primer lugar tenemosel siguientelema sencillo paratriángulosesféricos: u
té

Lema 2.3.3. Las longitudesde dos lados y el ángulo comprendidoentre ellosforman u
un sistemade coordenadaspara los triángulos esféricos, euclídeoso hiperbólicos. El té
espacio de estas coordenadas es (0, ir)3 para el caso esférico y (0, ir) >< (0, ~)2 para los té

u’
otros casos.

u’Demostracton:
té
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Si dos triángulostienendosladosigualesy el ángulocomprendidotambiénigual,en-

tonceslos triángulossonisométricos:por tanto la aplicaciónque asignaa cadatriángulo
estos tres valores es invectiva. La segundaparteesigualmenteclara. U

Definimos ahoraun sistemade coordenadasparaS~, dondeX es uno de los tres

subíndicesS. H ó E. Paraello definimos por inducción sobrela dimensión ti las apli-

cacionesp,, (parasimplificar, no aludimosa X en estanotación):

• Sin 2, definimosp2 :S~~(0.wV ó.siX=H.E.p2:S% (0, r) x (0, ~)2

como

p2( T) = (1<2.1(E20).«E~ )).

donde1<2 es el ángulo de 2’ en el vértice 11 y l(E1~) es la longitud de la aristaE,1.

• Sin >2. definimos p~, : (0.r)(t) ó. si A? = HE. p,, : S~ — (O, irÑ) x

(0.~Y’ como

p,,(T) = (pn~~4
Tn ). ¡(Eno) ¿(E,,,>-.i )),

donde recordamos que 2’,, es la figura verticilar del vértice 1<,,, es decir, un símplex

esféricode dimensión ti — 1.

Para la dimensión tres, las coordenadasanterioresson un ángulo diédrico, dos

angulosplanosy tres longitudes(ver Figura 2.12).

“it ‘de

Figura 2.12

Se pruebafácilmentela siguienteproposición:

Proposición2.3.4. La aplicaciónp,, defineun sistemadecoordenadaspara el espacio

S~<: el espaciode coordenadases (0,ir)(”t’). en el casoesféricoy (0,ir)() x (O,~Y’,

para los casoshiperbólicoy euclídeo.

Demostración:

Lo haremospor inducciónsobreti. El caso ti = 2 es el lema 2.3.3. Supongamos

ahora ti > 2. Si 2’. T’ E SR. y p,,(T) = p,Á2”?>, entoncespn—í(2’n) = pn—i(2’,’,) y por

“JI

‘JI
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u

la hipótesisde inducción, las figuras verticilares §1’,, y 2’,’, son isométricas. Por tanto té

podemosmover 2” medianteuna isometria del espaciocorrespondientehastahacer té

coincidir el vértice 1<,,, de 2’, y las caras que inciden en él, con el vértice VÁ, de 2”. u’u
Ahora, por la igualdad de las n longitudes de las aristas que inciden en 1<,,, se tiene que u
los símplicesT y 7 soniguales. Se tiene por tanto quep,, es inyectiva. u’

Veamos ahora que el espaciode coordenadasmixtas para simplices esféricos es u’
1 u’cori m = (nt). Ya hemosvisto en el Lema 2.3.3 queel espaciode estascoor-

denadasparatriángulos esféricoses (0,w)3. Sea(xi,... ,zm) E (0, wfl; por inducción, u’

podemossuponerque existe un símplex esférico 2’,, tal quep,,(T,,) = (x
1,... , x(T1)). u

Consideramosun punto 1< en la esferaS” y ti hiperpíanosque incidan en 1< y cuya té

figura verticilar sea 2,. En las ti aristas que determinanestoshiperpíanostomamos té

puntos cuyas distancias a 1< sean las longitudes x(fl)±í X(n+’). Estos ti puntos u
u’están en posición generalen S”, por tanto existe un único hiperpíanoen 5” que los

contiene. Así tenemosdeterminadoun símplex2’ en 5” conp~(
2’) = (xi , z,,fl. u

Para los casos hiperbólico y euclídeo, dado un punto (xi,... , y,,,,Yi,... , yn) E u’
(0, ir)m x (0, ~)“, con m = (y), por lo anterior, existe un símplex esférico2’,, con u’

u’
pn—i(Tn) = (xí,... ,xm). Consideramosahoraun punto 1< en H” ó E” y ti hiper-
planos que incidan en 1< y cuya figura verticilar sea2’,,. Elegimos ti puntos en las u’

aristas que determinanestoshiperpíanoscuyas distanciasal punto 1< seanlas longi- té
tudes y~,.. . , y,,. Igual que antes, existe un único hiperpíanoen H” ó E” que con- té
tiene estos ti puntos, por tanto tenemosdeterminadoun símplex2’ en Ni” ó E” con u’

p,dl’) = (x
1,. . . ,Xm,Yi,...,Yn). u’

té
U té

u
Paraterminar, damosuna fórmula que relacionaestos dos tipos de coordenadas

(mixtas y longitudes). u
u

Proposición 2.3.5. té

(a) Sea 2’ c H” un símplexcompacto,m = y sean (&~,... ,a,,,,h,... , 1,.) las
coordenadasmixtasde 2’. Se tiene u’té

u
—detK = sena1... sena,,,senhlí ... senh¡,,. té

u’
té

(b) SeaT c 5” un símplex m = (nti) y sean(al,... ,a»,) las coordenadas mixtas de u
2’. Se tiene u’

detK= sena1... senam. u
té

té
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Demostracton:

Consideramosel casohiperbólico,el esféricose obtendríade forma análoga.Hace-

mos la demostraciónpor inducción en la dimensiónde 2’. Parael casode triángulos,si

llamamosA, B, O a los ángulosy a, it, c a las longitudesde las aristasopuestas,se tiene

—l —cosha —coshit

.—detK=— —cosha —l —coshc =

—coshit —coshc —1

=l+2cosha coshit coshc—cosh2a—cosh2b—cosh2c=

— cosh2b)(1 — cosh2 c) — (—cosha+ coshit coshc)2=

=senh2it senh2c— (—cosha+ coshb coshc)2=

( (—cosha+coshit coshc)2

= k — senh2b senh2c ) senh2b senh2c=
— cos2 A)senh2b senh2c= sen2A senh2it senh2c,

dondela última igualdadse obtienede las fórmulas del coseno(1.1.3) paratriángulos

hiperbólicos.

Denotamospor ita.. a la altura desdeel vérticeV~ a la caraopuestaO~. La longitud
de esta altura es la distancia entre el vértice ¾y la cara01. El vectorel, normalexterior

a la cara0¡, es ortogonala todos los vértices14, con J ~ i, por tanto es proporcional

al vector

e
0~1

(donde4’,, esel operadorde Hodge). Porel Lema1.4.1(c), la normadee0~1 1+1...n es

igual a —detK(OQ,dondeK(01) es la matriz de longitudesdel símplex O~. Por tanto,

el = con e = ±1.Por el Lema 1.4.1(a),setiene que

1±1...,,,V~)¡ = ¡detV¡ = —detK(T)

donde1< esla matriz de coordenadasde los vértices 14. Por tanto se tiene finalmente

que
—detK(2’

)

senh(itb.)= f(Vi,e~)¡ =
—detK(01)’

o equivalentemente,

—detK(2’) senh(hb.) —detK(01) (1)

Por otra parte,el 2-planoque contienea las alturasitb. y it~.. es perpendicular a

la (n — 2)-caraC~. Entoncesen el triánguloquecontieneestasdos alturas,el ángulo
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opuestoa la altura hb. es el ángulo diédrico o¡j = 0O~ (ver Figura 2.14). Aplicando

el teorema de los senos (1.1.3) a este triángulo, tenemos

senhhb = sena¿jsenhit~...
ti

Utilizando (1) y (2. y tomando i = 0.j = 1. se tiene

—detK(T)= senh14 —detK(Co)= sena01senhl4 —detK(Co)=

sen Ó~9~
—detK(Coi> (o>

(2)

Ahora. Co. O~ y
0o~ son símplices de dimensión menor que ti, por lo que, por

inducción, se tiene que —detli(Co). —detK(Ci)y —detK(Ooí) factorizansegún

las coordenadas mixtas de estos símplices. Haciendo estas factorizaciones,y cancelando

los factores correspondientes a —detK( 0oí). se obtiene el resultado.

Figura 2.14
J

Observamos que aplicando inducción en la expresión (1), también se obtiene una

factorización de V’2~TT en término de alturasy de una arista del símplex. Así, para

cualquierorden ~ V~ de los vértices de 2’. se tiene:

= senhh¿ senhit¿ ... senhh~S2 senh(¾,,
1Vij.

De la mismaforma, parasímplicesesféricos,setiene

detlC = sen it~ sen it~ senit~22
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Capítulo 3:

Caracterización de matrices de
Gram de politopos

En el Capítulo2 hemosvisto (Teorema2.1.1) unacaracterízacionde las matricesque

sonmatricesdeGramde simpliceshiperbólicos(resp.esféricoso euclídeos).Parael caso

de símplices,conocerla matriz de Gramequivalea conocerlos ángulosdiédricos;por
tanto conocemostambiénunacaracterizaciónde los ángulosde símpliceshiperbólicos.

En el caso de un politopo cualquiera, distinto de un simplex, la matriz de Gram da

siempremásinformaciónque los ángulosdiédricos. Enestecapítulovamosacaracterizar

las matricesquesonmatricesdeCramdepolitoposhiperbólicosde un tipo combinatorio

fijado de antemano.

Trabajamos con el modelo del hiperboloide del espacio hiperbólico, esto es (ver

Sección1.1), un espaciovectorialdedimensiónunaunidadmayorquela dimensióndel

espaciohiperbólico en el que trabajamos,con un producto escalar(no degenerado)y

de unaciertasignatura.El poliedrohiperbólicodeterminaen esteespaciovectorialun

conopoliedralnodegenerado.Aprovechamosestecontextoparaplantearnoselproblema
mas general,paraconospoliedralesno degeneradosen un espaciovectorialen el que

hay definido un productoescalar.

En concreto: dado un espacio vectorial geométrico, Ef — (Rd+í, f) y un d-politopo

abstracto7’ con n carasde codimensión1, caracterizamoslas matricessimétricasde

ordenn quesonmatricesdeGram, respectodel productoescalarf, deun conopoliedral
en Rd±ldel mismotipo combinatorioque7’ (Teorema3.4.1).

Vamosa explicar las ideasprincipalesdel Teorema3.4.1.

Consideramosun d-politopo abstracto7’ con n carasde codimensión 1, y una
familia de n semiespaciosen Ef. La intersecciónde estosn semiespaciosdetermina
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u’

un cono poliedral 1’. Nuestro deseoes ver qué condicionesdebeverificar la matriz de té

Cram deP paraquesu tipo combinatorio(verSección1.3 paradefinicionesde términos té

referidos a conos poliedrales) sea el de 7’. u’
té

Paraello, debehaberunabiyecciónentrelas carasde 7’ y los n semiespaciosdados té
tal quese verifique: té

u’
(i) para cada vértice de 7’, si consideramos todas las caras de 7’ que inciden en este u’

vértice, entonceslos hiperpíanoscorrespondientesa todasestascaras(esto es, los u’

hiperpíanosque bordeana los semiespacioscorrespondientesa estascaras)deben té

cortarseen unarecta vectorialde Rd+í téu
(u) cadauna de las rectasvectorialesquehemosencontradoarriba debecontenerun u’

vector no nulo que estécontenidoen todos los ti semiespaciosdados. té
u’

Esto es suficiente,pueslos vértices y las carasde codimensión1 de un politopo,
junto con susrelacionesde incidencia,determinanel tipo combinatoriodel mismo (ver u’

Sección1.2). u’

La condición (i) es fácil de describir, en términos del rango de ciertos conjuntos de u’
u’

vectores, u’

Supuestoque se verifica (i), tenemosuna rectavectorial paracada vértice de 7’. té

Elegimosun vectorno nuloen cadaunadeestasrectasde la siguientemanera:dadoun u’
verticede 7’, se considerand caras(de codimensión1) que incidan en él y se ordenan té

u’
de forma conveniente.Se consideranlos vectorese~1,.. . , C1~ ortogonalesa las d caras u’

elegidasy ordenadosde la mismaforma y setomael vector v~ que resultade aplicarel u’

operadorde Hodgea los vectoreseí~ (estaoperaciónesunageneralizacióndel producto té
vectorial). té

té
El conopoliedralP tiene el mismotipo combinatorioque7’ si y sólo si los vectores u’

v~ que hemos conseguidode estaforma tienen la propiedadde que, o bien todos son u’

vertices (i.e., cadav~ estáen todos los semiespacios),o bien todos los —y1 son vértices, té
té

Las condicionessobre cómo ordenar las d carasque inciden en un vértice dan
condicionessobreorientacionesde ciertasbasesde Rd+í, que setradudenen signosde u’
menoresmixtos de la matriz de Gram deP. té

Enla Sección3.1 seexplicanherramientascombinatoriasconel objetivo deordenar u’té
de formaadecuadalas carasque incidenen un vérticedel politopo. Se observaque dar u’

una ordenaciónde estascaras equivale a dar una orientacióndel borde del politopo u’

(que es una esferade dimensiónd — 1). En la Sección3.2, se da un criterio paraver u’

cuandodos conjuntosde vectores{e1} y {v1} de Rd+l son las carasy los vérticesde té

un cono poliedral de un tipo combinatoriodado (Proposición3.2.1, que se utilizará u’
u’

58 té
té
té
té
té
u’
té
u’



• en la demostraciónde la partesuficientedel Teorema3.4.1). En la Sección3.3 se da

• unapropiedaden términos de orientacionesde basesde Rd±íque verifican los conos

• poliedrales de un tipo combinatoriodado (Proposición3.3.7, que se utiliza en la p&rte

necesariadel Teorema3.4.1). Con estos elementos,se pruebaen la Sección3.4 el

Teorema3.4.1,que, recordamos,es cierto paraun espaciogeométrico(Rd+l,f).

• Paradar las versioneshiperbólicao esféricadel teoremaanterior, únicamentehay

que poner la condición de que la matriz de Gram tenga la signaturaadecuada.Fi-

nalmente,para el caso hiperbólico,queremossabersi el cono poliedral que estamos

• estudiandoes compactoo no. Esto no es másqueestudiarla posición relativa entreel

• cono poliedraly la hoja del hiperboloideque define el espaciohiperbólico. Es fácil, en

• términos de la matriz de Gram, expresarque los vértices(rayosvectoriales)del cono
• poliedral estándentro del cono de luz. Ahora bien, todos esorayosvectorialesdebene

cortar a la mismahoja del hiperboloidef.1(~1). Paraexpresaresto en términosde
la matriz de Gram, se utilizan los menoresmixtos deorden d. La idea de estoesmuy

• sencilla: para ver que dos vectores, con norma negativa, están en la misma compo-

• nente de fi(....~o) basta ver que su producto escalares negativo. Ahora bien, los

• vértices del cono poliedral podemosverlos como vectoresen el espacio(AdRd+l,Adf),

de signatura(1, d) (ver Sección1.4); estosvectorestienen ahoranormapositiva, y sue
• productoescalares precisamenteun menormixto deorden d de la matriz de Gram.

• Por último, en el ApéndiceC, explicamosun métodopara describirel tipo com-
• binatorio de un cono poliedral cuandoconocemos,o bien los vectoresortogonalesa

sus caras,o bien la matriz de Gram. Este método consisteesencialmenteen encon-

trar todoslos “posiblesvértices” (todas las posiblesinterseccionesentre d hiperpíanos
• independientes),y paracadauno de ellos ver si estáen todoslos semiespacios.

e 3.1. Herramientas combinatorias

• Vamosa definir aquí algunostérminoscombinatoriosqueutilizaremosen adelante.Las

definicionesde banderacompletay basede vérticesson las usuales.e
• Definición. Sea 7’ un d-politopo abstracto. Una bandera comp¡eta, £3 de 7’ es una
• familia 0 = F.í c To c ... c F~í C 7d = 7’, de carasdel politopo tal quehay una

• cara de cadadimensióny la cara F~ de dimensióni estácontenidaen la cara.fl+í de
dimensióni + 1.

• Definición. Una base de un d.po¡itopo 7’ es un conjunto de d+ 1 vértices Vo,... ,Vd

• tal queen cualquierrealizaciónde 7’ los vértices correspondientesson afínmenteinde-

pendientes.
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Sea £3 : O = ib1 G 70 c ... G 7~1 G fl = 7’ unabanderacompleta. Tomamos u’

= Fo; para cada i = 1,..., d tomamos un vértice 14 E 71\~...1. Entonces se ve
té

fácilmente que Vo Vd es una base de 7’, pues para cada r, los vértices ve,... , V,.

generan, en cualquier realización, el r-plano afín que contiene a la cara
7r~ Llamaremos u

a unabaseobtenidade estaforma itase asociada a la itandera £3. té
u’

Definición. u’
u’

(a) Sea7’ un d-politopo. Un ciclo orientado de 7’ (ver Figura 2.1), es una familia
ordenada, ..... . ,Q, de d caras(de codimensión1) dePtal queexisteunabandera u
completa£3 :0 c 70 c ... c Y~1 c 7’ que verifica: u’

u
u

= 7d-i té
u’

e1 nc2 = Fd2 u’

té
u’
u
té

CíflC2fl..»flCd=Fo u’
u
u’
u’

También diremos que Cí,. . . ,C,j es un ciclo orientado que incide en ¡a bandera té

completa~ ó que incide en el vértice Fo~ Otra forma de dar la definición anteriores u’
té

la siguiente: un ciclo orientado asociadoa unabanderacompleta £3 : 0 c Fo C ... C u
7d1 G 7’ es una familia C

1,. . . ,Cd de d carasde codimensión1 deP tal que paracada u’

= 1, d, la cara C, incide en Fd~Á pero no incide en
7d-..í+1~ u’

u’
(b) Un ciclo orientado ampliadoC

1,... ,Cd,Cd±1esunafamilia ordenadaded+1 caras u’
de codimensión1 de 7’ tal que u’

{C1, . . . ,C,~ } esun ciclo orientado u’
u’

Clfl...flCdflCd±l=ib1=~ téu
(c) Un ciclo orientado truncadoqueincideenunar-cara7,. es unafamilia Ci,... , C~j—r té

formadapor las d — y primerascarasde un ciclo orientadoqueincideenunabandera té
té

completaque contienea la cara7,-, £3 : ... C 7,- C ... . u

Observamosque un ciclo orientado y un ciclo orientado ampliado determinan u’

univocamenteunabanderacompleta. u’u
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Bandera completa Ciclo orientado

Figura 8.1

Lema 3.1.1. Sea7’ un d-politopovCi.C= C4~í un ciclo orientadoampliado. SiP

esuna realización cualquierade 7’. los hiperpíanosque contienena las caras correspon-

dientes0~, . . . . ~ estánen posicióngeneral(esdecir, su interseccionesel vacío,y en

particular Oí fl ... ~ Cj es un punto).

La demostraciónes clara, pues (por definición de ciclo orientado•yde realización
de un poliedro abstracto)la intersección01 fl ... ~ O,. es unacaraFd...,- de dimensión

d - r. O

Definición.

(a) DosbanderascompletasB:OCFoC...CFdjCPy£3’:OCF¿C...C

~k—1 c 7’ de un d-politopo 7’ se diferencian en un paso elementalsi sólo se dife-
rencían en una cara, es decir, existe un índice i E {0.... , d — l} tal que .fl # 7¿ y

= 7 para todo j ~ i.

(b) Una cadena de banderascompletases unasucesionfinita de banderascompletas,
8m tal que cadados banderasconsecutivasse diferencianen un paso

elemental.Decimosque la cadena£3o,B~ une las banderas£3~ y £3,,,, y que

tiene longitud m.

Lema 3.1.2. Un pasoelementalentredos banderascompletasestátotalmentedeter-

minadopor Ja dimensiónde Ja caraen la que difieren las dosbanderas.

Demostración:

Sean8 y 8’ las banderascompletas

6 :0 C Fo C ... C FíG ... C Fd-i GP

£3’ :0 G 7¿ c ... CtC . 7~-~ GP

d — l}) y = 74 para todo 5 $i.y supongamos que F~ # 7, (paraalgún i E {0,.

En particular,se tiene
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u’

(a) 7íHa = F~, con lo que Fi y 7,~ soncarasde codimensión1 de Fjg-i té
u’

(b) F~ =~m.1 G71fl7 té
Es decir, 7~ y .fl son las dos únicascarasde codimensión1 de ~ que secortan té

en la caraFj...~, de codimensión 2 en Fj~~ (ver 1.2.2). Sededucepor tanto que la cara té

7; está determinada a partir de la cara 7~ y de la bandera 8. U u’u
Lema 3.1.3. (Conexiónde banderascompletas)Sean £3 y £3’ dos banderascompletas té

de un d-politopo 7’. Entoncesexisteuna cadena~ , 8~ de banderascompletasde u’

7’tal que
8o =£3y£3~=£3’. té

té
Demostracton: té

té
Este resultado es intuitivamente claro, aunque complicado de formalizar; lo proba- u

mos por inducción sobrela dimensiónd del politopo. Si d = 1, sólo hay dos banderas

completas,que se diferencianen el vértice que elijamos, por tanto se diferencianen un té

pasoelemental. té
té

Supongamosque el enunciadoes cierto para todos los politopos con dimensión u
menorque d, y veámoslo para un d-politopo 7’. Consideremos dos banderas completas u
deP té

u
£34J=ib~ C...GFIG...GFd-íG7’ u’

£3’:0=Ftc...cRc...cF~ic7’ té
té

Parasimplificar la notación,en lo que quedadedemostraciónvamosa designarpor té

a politopos de dimensiónd — 1 y por K’ a politopos de dimensión d — 2. téu
SeaM%. . . ‘Mm unacadenade carasde codimensión1 de 7’ que conectanlas u’

caras7d1 y ~k-..
1 (es decir, M’ y MI±í son adyacentes,M

0 = 7d1 y Mm = fl...~; té
una cadenaasí siempreexistepor 1.2.1). Parai = 1,. . . , m, llamamos.M a la cara té

té
intersecciónM’’ fl M y llamamos Y0 7d—2 y ~— Fk—

2 (puedeser que
= .M

1 ó ~m = gm+l. ver Figura 8.2). Paracadai = 1,... ,m, consideramosuna té
banderacompleta8’ enY1; parai = 0, tomamos£30~ BLvo yparai = m+1, tomamos u’
£3m+1 = £3’Lvm+i. Ampliamos la banderacompleta£3’ a unabanderacompleta8~ en u’

M y a una bandera completa £3, enM’1 de laformaobvia. A suvez, £3~ y £3~ podemos té

ampliarlasa banderascompletasde 7’ (seguimosllamandoB~ y £3~ a las ampliadas). té
u

En M’ tenemos,pues, dos banderascompletas,£3~ y 52±1 Por la hipótesisde u
inducción,estasbanderascompletasse puedenconectarpor una cadenade banderas u’

completasde Mh Ampliandocadabanderadeestacadenaa unabanderade 7’ setiene té
una cadenade banderascompletasque conectanlas banderas£3~ y ~ de P. Pro- té
cedemosde la mismamaneracon cadai = 0,... , m. Por otra parte,por construcción, té

u
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• las banderas 8~ y 8¿ de 7’ se diferencian en un paso elemental. Combinando todo lo

• anterior, se tiene finalmenteuna cadenade banderascompletasde 7’ que conectan£3 y
1< U

• JI:
e
• A
e

e

• En el resto de esta sección vamos a probar dos lemas. que se utilizarán en la

• demostraciónde la Proposición3.2.1. En esa proposición tendremos dos politopos (o

conos poliedrales) y querremos ver que son del mismo tipo combinatorio.. El Lema 3.1.5

• da unas condiciones suficientes para que dos politopos abstractos sean del mismo tipo

• combinatorio.

• Recordemosque un subcomplejocelularde un complejocelular 1V esun subconjunto

L de 1V que también es complejo celular (observemos que para ver si un subconjunto
• L de 1V es subcomplejo.sólo hay que comprobarque si unacélulaestáen L, entonces

• todas sus caras también están en L).

e
• Lema 3.1.4. Sean1V y 1V’ complejos celulares y sea y : 1V —* 1V’ una aplicación
• invectiva, que preserx-alas dimensionesde las caras y que presorva incidencia en am-

• bos sentidos(es decir, G < Cm si y sólo si y(Os) < ss(Om)). Entoncess’(K) es un
e

subcomplejocelular de 1<’.

• Demostración:

SeaOk una m-celdade 1V’ tal que Ok c y(1V). y sea O < Ok; hay que probar

• que C E ~(K). Lo hacemospor inducciónen la dimensiónni.

• Si ni = 1, sea O~ unaaristade 1V’ tal que Of E Imy; seaOí la (única,por ser

inyectiva) celda de 1V tal que y(Oi) = Cf; corno y preservadimensiones,se tiene que

• C1 tambiénes una 1-celda. Sean1<1.1<2 los dos vérticesde O~. Entonces,y(Ví),y(V2)

• son vértices distintos de c porquey preservaincidenciasy dimensionesy es inyectiva.

• Luego ¿(14).¿(11) son los dos vértices de Of, por lo que todas las carasde O están

• enlrny.

• Supongamosque el resultadoes cierto para todo k < ni; veamosparam. Sea

• Ok una m-célulade E’ tal que Ok E Imy; es suficientever que todas las carasde
e
• 63e
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u’
té
té
u’
té

codimensión1 de 04, estáncontenidasen 9(K), pues si Q <C4, y s <ni — 1, entonces té

existe Ok..~ tal que O < 0k1 < 04, y aplicamosla hipótesisde induccióna O4,.~. u’
u’

Así pues, sea O4,.~ una cara de codimensión 1 de 04,. Como 04, E 1m9, y ~ u’

preservalas dimensionesde las células,existeuna (única) ni-célula
0m de K tal que té

S~(Cm) = 04,. SeaCm—í,O < 0m una cara cualquiera de 0m de codimensión1. Como té
~ preservaincidenciasy dimensiones,setiene que ~ = O4,.~ es una cara de u’

u’
codimensión1 de 04,. Consideramosen 04, una cadenade caras

u’
u’

O’_ O’ O’
1,0’ m—1.i m—i,k = 0,n—1 té

u’
tal que Ok

11 y
04>-fl41 son adyacentes, es decir, se cortan en una cara Ok

2 1±1de u’

codímension2 de Ok. Tenemosentoncesla siguientesituacion: té

O, O’ O’ O’~ . 0’ 0’ =0’ tém—i,0 m—i,1 . m—1,i m—i,,+1 i,k—i m—I,k m—1 u’

~JV té

Vamos a probarque, si Ok~ E 1m9, entoncesO4,.2~~í E Imy y ~ E té

Imsn como ~ c 1m9, setendráfinalmenteque O4,~ E Imp. té

O’ __ téEn primerlugar, si m11 E Imp, como
0k2i±í es una cara de O’ ~ se tiene u’

por la hipótesisde inducciónque ~ E 1m9. té

Entoncesen 1V tenemos 0m—2,i±1 < Cm—ii < 0m tales que #0,,.2,i+1) = té
/flN 1—y’ u’O’ u”.~>’ = u y 9(O,n) = 04,. Puestoque Om—2á+1 es una caram—2,i+i’ r~TVti,l, m—i,: u’

de codimensión2 de 0m, existe una única cara Om—iá+í de codimensión1 de 0m tal
que Om—í,i±í # Orn—Ii y 0m—1,¡+i ~ Orn—ii = 0m—2,i+i La imagende 0rn—í,,+1 té

es una ni — 1 cara de 04, porque ~ preserva dimensiones; además, 9(Om—íi+1) # u’

P(Om—i,i) = O4,..~, porque ~oes inyectiva, y té
u’

= p(Om-2,í±í) <y’(Orn-í,i±í) <9(Orn) = 04,. té
té
u’

Puestoque 04, es un m-politopoy O4,...21±íunacaradecodimensión2 de 04,, setiene
que0kí,í y O’ son las únicascarasdecodimensión1 O4,2,±i. u’m’-I,i+i

Se deduce entonces que y(Om—i,i±í) = ~ y así 0k—i,i+1 E 1m90 té

U u’
u’

El siguiente lema es cierto para dos complejos celulares 1V y 1V’ que verifiquen que u’

toda célula estácontenidaen una célula de dimensiónmáxima. Damosel enunciado té
para complejos celulares que son politopos abstractos, por ser la forma en la que lo té

utilizaremos, té
u’
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• Lema 3.1.5. SeanA?, A?’ dos politopos abstractosy ~ : A? —~ A?’ una aplicación

• inyectiva, quepreservalas dimensionesde las carasy quepreservaincidenciasen ambos

• sentidos.Supongamosque A? y 1V’ tienenel mismonúmerode caras de codimensión1.

Entoncescp esbiyectiva(y por tanto un isomorfismocombinatorio).

• Demostraczon:

• ComoA? y A?’ tienenel mismonúmerodecarasde codimensión1 y ~ esinyectivay
• preserva las dimensiones de las caras, se tiene que todas las caras de codimensión 1 de A?’

• están en la imagen de ~. Por otra parte,por el lema anterior,9(K) es un subcomplejo

• celular de A?’. Como todaslas carasde codimensiónmayor que1 son tambiéncarasde

• algunacara de codimensión1, sededuceentoncesquetodaslas carasde A?’ estánen la

imagen de ~.

• U

3.2. Tipo combinatorio

El objetivo de esta secciónes demostrarla Proposición3.2.1 que se utilizará en la
demostración de la condición suficiente del Teorema3.4.1. En concretoestaproposición

• da condicionessuficientesparaqueun conjuntodevectorese~ y otro conjunto de vectores

• y1 sean,respectivamente,los vectoresortogonalesa lascarasy los vérticesdealgúncono

• poliedral de un tipo combinatorio fijado de antemano.

• Definición.

• (a) Sea7’ un d-politopo abstractoconn carasdecodimensión1 (numeradas)C1,... ,

• y y vértices y1,... , V,-. Llamamosmatriz del tipo combinatorio de 7’ o matriz de

• incidenciasde 7’ a la matriz ((7’) = (l~~) de n filas y r columnasdefinida como

= O si 1’1 es un vértice de la carae1;
• ¡íj =1 si Vino es vértice de C~.

• (b) Decimos queunamatriz real H (Ii11) es del mismo tipo combinatorio que((7’)

si se verifica que h~1 = O si y sólo si ljj = 0.

• Nota. Recordamosqueestamospensandosiempreen el tipo combinatoriode un poli-

topo con las caras numeradas.

• El tipo combinatoriode un d-politopo quedadeterminadopor las carasde codi-

• mensión 1 del politopo, los vértices,y las relacionesde incidenciaentre ambos([Grfj;

• éstaes la información que da la matriz de incidencias,luegoesta matriz determinael

tipo combinatoriodel d-politopo.
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Proposición 3.2.1. Sea 7’ un d-politopo abstracto con n caras de codimensión1, té

C1,. . . ,C,, y r vértices, Vi,... ,V,-, y £(7’) su matriz de incidencias;sea(Rd±í,f) un té
espaciovectorialgeométricoy seane1,... , e,, c Rd±íy ..... . , y,- E Rd+í tales que té

u’
(a) siC11,... ,C14 es un ciclo orientado de? entonces rg{eí1,.. . , e~ } = d; - u’

(b) la matrizL1 = (f(e~, y1)) deproductosescalaresdelos vectorese, y y1 esdel mismo té

tipo combinatorioque£(P); té
u’

(c) L1 es totalmenteno positiva(es decir, todas las entradasno nulas de L1 son nega- té
tivas). té

té
Entoncesel cono poliedral É := P(eí,. . . , e,,) = H[ n ... n 4; esno degenerado, con u’

interior no vacíoy del mismo tipo combinatorio que7”. Además, ~ <u,- son todos u’
u’

los vérticesde P(eí,. . . , e,,) y it nP (i = 1,..., ti> son todas las caras. u’

Demostracion: té
u

(1) En primer lugar, veamos que]’ es no degenerado, es decir, rg{eí,. .. , e,,} = d+1. u’

En efecto, sea 14 un vértice cualquierade 7’ y sea ....... ,CÍd un ciclo orientado que u’

incide en 14 y C1 una cara de codimensión 1 que no incide en V1. Por la hipótesis té

(a), se tiene que rg{eií, ... , e~ } = d, es decir, dim(H1, fl . . . fl HQ = 1. Por la té

hipótesis (b) se tiene que f(eik , VI) = O para todo le = 1, . . . , d, lo que equivale a u’
u’que y1 E H11 o ... O H~. Además, y1 es no nulo, pues como 14 ~ C1, se tiene que

f(e1,v1) ~ O (por la hipótesis(b)); entoncesel vector y1 genera la recta vectorial u’

H11 o ... O H1~. Finalmente,de f(epví) ~ O se deducetambién que v~ ~ ~1, con u’

lo que É} o o ... O H1~ = {0}; por tanto se tiene que es no degeneradoy u’
rg{ej,,. . . ,e1~, e) = d + 1. Además, si C11,. . . ,Cíd,Cíd+í,. . . ,C17,, son todas las caras u’
queincidenenel vértice 14, entoncesel conjuntodevectores{elI,...,eld,eíd+l,... 6,,,, } u’

té
tienerango d. Enefecto,por lo anteriorsabemosquefl%1H11 = L(ve),y porlahipótesis u’

(b) se tiene que f(~Íd+k , v~) = 0, para todo le = 1,. . . ,ni; por tanto, se deduce que u’

07=1H1, = L(v1), es decir, rg{eí1 ef,,, } = d u’
u’(II) Veamosahora quetodos los vectores~ . , y,- son vértices de É(e~,. . . , e,,). u’

Seav~ uno de estos vectores. Consideramosun ciclo orientadoCú,... ,Cíd de 7’ que u’

incide en V¿; hemosvisto que H11 O ... O H~ = L(v1); además,por (c), es f(v1, e) =O u’

paratodo j = 1, ... , ti. Por el Lema 1.3.4,estascondicionesson suficientesparaprobar té

que u~ es vertice del cono poliedral no degeneradoP. té
u’

(III) Paraver que P tiene interior no vacío, por el Lema 1.3.1 es suficiente ver u
que]’ no estácontenidoen ningún hiperpíanoH~ (i = 1,... ,n). Seai E {1,.. .,n} y u’

consideremosla caraC1 de 7’. Existe un vértice 1>1 de 7’ tal que V1 ~ C1. Entoncesla u’

entrada(i,j) de gr> es no nula. Por (b), se tiene que Lí(i,j) ~ 0, conlo que y1 ~ ftj; té
u’
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como u} c 1’, se deduce que 1’ ~ H1.

(IV) Sea ahora Vp,..., Vid una basede vértices de 7’ asociadaa una bandera

completa £3 : O c Fo G ... G F~¡—i G 7’. Vamos a probar que los correspondientes

vérticesvio,... , v~ son linealmenteindependientes.

Para ello, tomamos un ciclo orientadoC~1 ... CId de 7’ que incide en £3, es decir,

Fd—k = 01 fl ... fl C~. Por la hipótesis (a), rg{ej,, e~ } = d, y si llamamos

tenemosla cadenadesubespaciosvectorialesGo G ... c
td—1, condimCd...k = d—k+1.

Por otra parte, la relación del ciclo orientadocon la basede vértices es

V
1, E Rk\Fk—i = (Ci, n ... flCíd.k)\(Cil n ... flCíd.k+I),

paratodok=O,...,d—l,y

Vid E 7’\C11.

La hipótesis (b) implica entoncesque Vik E Gk\Gk—i, para todo k = O,... ,d — 1, y

Vid c Rd+i\Gd....í = Rd±í\H11. Se deduce por tanto que v~0,..., Vid son linealmente

independientes.

(V) Sea Y,. una y-cara de 7’ y sea 01,... ~CIa.r un ciclo orientado truncado que

incide en Y,.. Veamosque entonces

É,.:uff~fl...flHj4 vn]’

es unay-carade P(ei,. . . ,e,,); en particular,H1 nP serácara de P, es decir,ninguno

de los hiperpíanosH1 es superfluo. Para ver esto, por el Lema 1.3.5, hay que probar que

H11 n... fl “id. tiene dimensióny + 1 y que F,. contieney+ 1 vérticesde 1’ linealmente

independientes.En efecto, ampliamosel ciclo C11, ... ,CÍd ,. a un ciclo orientadoque

incide en unabanderacompleta(estabandera,por tanto, contienea la cara Y,.); sea1.’o,. . . , Vd unabaseasociadaa esta bandera.Entonces,por lo que ya hemosvisto, se

tiene quedim(H
11 fl ... fl H~ 4 = y ±1,quey0,..., y,. E F,-, y queestosvectoresson

linealmenteindependientes.

Con todo estohemosllegado a la siguientesituación: 7’ es un politopo abstracto

y 1’ es un cono poliedral del tipo combinatoriode un d-politopo abstracto7”; los dos

politopos 7’ y 7” tienenn carasde codimensión1, y por (y), podemosconstruir una

aplicación ‘p entreel conjuntode carasde 7’ y el conjuntode carasde 7” que verifica
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(i) 9 preservalas dimensionesde las caras; té
u

(u) ~ preserva las incidencias entre las caras, en el siguiente doble sentido: 7,- < 7~ si u’
y sólo si 9(7,.) <9(73); u

(iii) y es inyectiva. u’
u’

(Las dos últimas propiedades se deducen fácilmente de que las matrices /2(7-’) y Li

del mismo tipo combinatorio). u’

Entonces, por la Proposición 3.1.5, 9 es un isomorfismo combinatorio entre 7’ y?’. té

Con esto terminamos la demostración de la proposícion. té
u

U u’

té
3.3 Orientaciones té

u’
u

El objetivo de esta sección es demostrar la Proposición 3.3.7, que se utilizará en la u
demostración de la condición necesaria del Teorema3.4.1. Esta proposicióndice que u’

si tenemosun politopo concreto (cono poliedral 1’ c Rd±í), y tomamos dos ciclos u
orientados ampliados con la “misma orientación”, entonces estos ciclos determinan dos té

bases en Rd+í que tienenla mismaorientación, té
u’

¿Quésignifica que dos ciclos ampliadostenganla mismaorientación?En la Sección u’

3.1 hemos definido ciclo orientado sólo por el orden de sus caras. Aquí vamos a ver que u’

uno de estos ciclos induce una orientación (topológica) en el borde del politopo. Puesto té

que el borde de un politopo es una esfera,luego unavariedadorientable,tiene sentido u’

decir que dos ciclos tienen la mismaorientación. u’u
Damostambiénun criterio combinatorioparaver si dosciclostieneno no la misma u’

orientación: tienen la misma orientación cuando las banderasen las que inciden se u’

diferencian en un numero par de pasos elementales. u’
u’
té

Orientación topológica u
u’

Vamos a utilizar una definición geométrica de orientación, en concreto seguiremos u’

la definición dada por [RS] para variedades pl. (por supuesto tanto los politopos como u’
u

sus bordes son variedadespl.). Dados dosencajes(embeddings)h1,h2 del disco 1d =
u’

[—1,i]~ (d =1) en una variedad M de dimensiónd, el Teorema del disco aseguraque u’
o bien hí y h2 sonisótoposambiente,o bien h2 es isótopo ambientea o r, dondey u’

es una reflexión del cubo 1d (por ejemplo y(xi... . , , xd) = (xi,..., Xd..i, Xd), o té

bien, si d > 1, r’(xi,. . . ,xd..2,zd...i,zd) = (xi,... ,xd....2,zd,xd—1)). En el conjunto de u’

todos los encajesdel disco enunavariedadtenemos,pues,unarelación deequivalencia u’
u’
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• (isotopíaambiente),y el teoremaanteriordice quehayunao dos clasesde equivalencia.

• Una variedadseráorientable si el conjunto cociente por la relación anterior tiene dos

elementos, y no orientable si tiene un elemento. Si la variedad es orientable, a cada uno

de los dos elementosse le llama orientación. Dar unaorientacióna unavariedades

• pueselegir un encajedel disco en esavariedady tomar su clasede isotopíaambiente.
• Por convenio,unaorientaciónen una variedad de dimensión O es atribuir signos + ó —

• a cadauno de suspuntos. Es bien conocidoque las bolas (o discos),Bd, y las esferas,

• Sd, son variedadesorientables. Y también es conocido que un d-politopo P G R” ese
• pí-homeomorfoauna bola, y su borde OPesp.l.-homeomorfoa la esferaSdl.

• Vamos a ver cómo sepuededeterminarunaorientaciónde un d-politopo P (o de

• O]’) a partir de unos datos combinatorios, en concreto, de una bandera completa de P.

• Para ver esto, bastateneren cuentalas dos propiedadessiguientesbien conocidas

• sobreorientaciones:

e (1) Sean Md y Nd variedades de dimensión d con Nd c Md; entoncessi jVId esorien-
table, también lo es Nd, y la orientación de Md induceunaorientaciónen Nd, ale

• considerarlos encajescuyas imágenesesténcontenidosen Nd.

• (2) Si Al es una variedad orientable, entonces su borde también lo es, y dar una oríen-e tación a Al equivale a dar una orientación a su borde. Un encaje h :
1d1 —* DM

• se puede extender a un encaje h: 1d M (utilizandoun “collar” paraDMen M).
• Supongamosque Al estáorientada;entoncesdiremosqueun encaje/1 : 1d1 —* DM

• determinala orientacióninducida en DM si su encaje extendido h determinala

• orientacióndadaen Al. Si d = 1 y Ji : 1 —~ M es un encaje tal que /~(i) E DM,

entoncesla orientacióninducidapor h en h(1) serápor convenioatribuirle el signo

• Aplicado esto a politopos se tiene que: dar una orientacióna un d-politopo P

• equivale (por (2)) a dar unaorientaciónasu borde; dar unaorientacióna OP equivale

(por (1)) a dar unaorientaciónaunacara O de codimensión1; ahora, O es un (d — 1)-

• politopo, y dar unaorientaciónen O equivale (por (2)) a dar unaorientaciónde 80.

• Procediendodeestamanera,se tiene finalmentequedar unaorientacióna OP equivale

• a elegir un vértice V, una aristaE que contengaa 1<, una 2-caraque contengaa E,

• etc., es decir, elegir unabanderacompleta.Hemos visto pues:
e
• Lema 3.3.1. Una bandera completaD de un d-politopo P c R” induce una orientación

• enbP. o
Siguiendolos comentariosanteriores,diremosque la orientacióninducidaen P a

partir de unabanderacompletaB : O c F0 c ... C F~i—~ G P, es la orientación que
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se obtiene asignando signo + al vértice F0. Veamos como es un encaje h que define u
esta orientación. Tomamos la bandera completa de 1d siguiente, Ji? @ c 1<0 c ... G té
J<d1 G ‘<ci — con

u
Ko={(l l.1)} té

té
= {(t1. 1 1)1 tí E [—1.l]} u’

u’

té
(ver Figura S.S(a)). Entonces un encaje Ji que verifique que h(K0) = F0. y h(K1) c F,,

para ¿ = 2.... . d induce la orientación deseada. Llamamos a un encaje que verifique té

esta condición encajeasociado a la bandera.8. u’
té

-I té
u’
u’
u’
té
u’
té
té
té
u

Definición. Diremos que dos banderas completas .8, .8’ de un d-politopo P tienenla u’
misma orientación si ambasinducenla mismaorientaciónen OP. Dos ciclos orientados u’
(o ciclos orientadosampliados)de P G Rd tienenla mismaorientación si las Banderas té

completasen las que inciden tienenla mismaorientación. u’
té

Lema 3.3.2. Si dos banderascompletas.80 y .81 de P se diferencian en un paso té

elemental,las orientacionesqueinducensondistintas. u’
u’

Demostración. u’

u’
Seanfi:...cF8c B’:...cflc...dosbanderascompletasdePquese

diferencian en una cara,quepodemossuponerque esla cara~ decodimensión1 (si

la caraen la que sediferenc¼nes la de dimensión s, consideraremosentonceslas dos u’

banderascontenidasen el politopo F8+1). té

Consideramosun encajeJi : I’~ —* P asociadoa la bandera.8 y tal que h(Kk1) G u’
téF~1, donde Kk1 es la cara de J~ definida como K~..1 = «ti,... ~ 1,tci.i}, M

d > 1 y ~ = {(0)}. si d = 1 (un encajeasí siempreexiste). u’

Entonces,si consideramosla reflexión de 1” (ver Figura 3.3(b)) té
u’

r (Ii xd....2,xd....i,zd) = (xi,... ,Xd...2,Xd,Xd—i) u
u
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(o bien r(t) = —t si d = 1), se tiene que el encaje Ji e r’ (o bien Ji o r) está asociado a

la bandera.8’. Se tiene entoncesque las banderasB y .8’ inducendistinta orientación

en]’. U

Corolario 3.3.3. Dos banderascompletasB yB’ tienenla mismaorientaciónsi y sólo
si se puedenconectarpor una cadenade longitud par (recordemos que, por el Lema

3.1.3, dos banderassiempresepuedenconectar). U

Si B~, .82 son dos banderascompletasde un d-politopo P c R” que inducen
la misma orientaciónen O]’, y ]“ es un politopo del mismo tipo combinatorioque

]‘, entonceslas correspondientesbanderas.81 y B~ de P’ inducentambiénla misma

orientación en O]”. Esto es claro, puessi Bí y .82 tienenla mismaorientación,por el

Corolario3.3.3, hay unacadenade longitud par quelas une;perocomo P’ es del mismo
tipo combinatorioque P, tambiénhayuna cadenade longitud parque unelas banderas

y B~, con lo queestasbanderastienenla misma orientación.

Como consecuenciade esto, podemos hablar de que dos banderas completas £3~

y £32 de un politopo abstracto7’ inducen la misma orientación, o de que dos ciclos

orientadostienen la mismaorientación.Tenemospuesun conceptode orientaciónen

un d-politopo abstracto,que seapoyasólo en los datoscombinatoriosdel politopo.

Orientación vectorial

Recordamosque, dadoun cono poliedralno degenerado,tambiénpodemoshablar

de banderas,ciclos orientados,etc., a travésde los mismosconceptosdel politopo que
determinasu tipo combinatorio.En lo que quedadeseccióncuandohablemosde cono

poliedralestaremospensandosiempreen la siguientesituación: P = É(ei,... , e,,) c
(Rd+í,f) seráun cono poliedralno degeneradoy con ningunode los hiperpíanoslt(=
H~~) superfluo. La caraH1 fl P, correspondienteal vector e~ la llamaremosO~. Si

tenemosun ciclo ampliadode it los vectorescorrespondientesforman una basede

Rd+í.

Proposición 3.3.4. Sea 1’ c Rd+l un cono poliedral no degenerado con interior no

vacío. SeaBuna banderacompletade]’ y seanO~1,...,
0~d’ 0~d+í y C~

1,. .., tjd’

ciclos ampliados que inciden en A (por tanto estos ciclos tienen la misma orientación).

Entonceslas basesdeRd±í correspondientesa estosciclos tienenla misma orientación.

Demostraeion:

En primer lugar, vamosa ver que paratodo le = 1,... , d + 1, el subespaciolineal
generadopor {e~1,... , e~ } es igual al subespaciolineal generadopor {e~,.. . , ej~
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Probaremosque ambosespaciossonigualesal subespacioL(É,p..k)’, donde Éd..k es la u’

carade dimensiónd — le de la bandera.8. En efecto, como los dos ciclos inciden en esta
té

banderase verifica que u

u’
Oíífl...flOjk=F¿k=Ciífl...flOik u’

u’

Por una parte,es trivial que L(ej, . e¿~) c L(Éci...k)’. Los dos espaciostienen di- u’
u’

mensión le por el Lema 3.1.1 y porque la forma cuadrática f es no degenerada.

Llamamos Ek := L(e11,..., ej = L(e11,. . . , es); E,, es un subespacio de di- té

mensión le, y se tiene E1 G ... G Eci± — Rd+í. Paracada le = 1,... ,d, Ek es un té
hiperpíanode E,,±í;vamosa probarque

61k+í y 61k+í están en el mismosemiespacio u’
té

de E,,±ídeterminadopor Ek. Paraello elegimosunabasev
0,... , v~ de 1’ asociadaa

la banderacompleta.8, es decir, v~ c Éh\Éh...l (para todo Ji = 0,... , d). Como los u’

vectoresy0,... ,~ci son linealmenteindependientes,se tiene que L(vo,... ,vk) = L(É,3. u
En particular, podemos escribir té

u’

E,, = L(Éci—k)’ = L(vo,... ,vd..k—i,vd-..k)
1 = L(vo,... ,Vd..4~i) fl L(v&..,j’ = téu

u’
— E,,±ífl {w E Rd±ííf(w,vci,,) = 0} = {w E Ek±ilf(w,vd...k)= 0}. té

u
Entonces los semiespacios de E,,A~ determinadospor E,, sonlos conjuntos té

té

{w E E,,±iíf(w,vci,,)= 0} y {w E E,,±íIf(w,vci..~)<OB té
té
té

Ahora, elk+, E E,,+í\E,,, y f(eík+í,vd~rc) < O, porque~cik es un vértice del cono u’
poliedral]’. De la mismaforma, f(cik+t vd..k) < 0, por lo que 6~k+í y 6Jk+í estánen el té

mismosemíespaciode E,,+
1 determinadopor E,,. té

u’
En resumen, tenemos u’

• eI~ = e~1, porqueOI~ = O~ = Fcií; por tanto, {e11 } y {e11 } son basesde E1 con
la mismaorientación;tambiénes = e~2, porque 012 = C~, ya que en F~2 sólo u’

u’
inciden doscarasde codimensión1 y una de ellases ya Fci..í. u’

• porun resultadomeramentealgebraico(Lema 3.3.5, que demostramosa continua- té
ción), {e~1, e~2,e~3} y {e~, 6i2~6ij son bases de E3 con la mismaorientación; té

u’
• aplicandosucesivasvecesel Lema 3.3.5, tenemosque las dosbases{eI~,. . . , e,~.1 } u

y ~ , e5~1 } de Rd±1 tienenla mismaorientación, té

U u’
té
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Lema 3.3.5. Sean{ui,. . .,Um,Um±1} y {Vt,...,Vm,vm+i} dos basesde un espacio

vectorial real W dedimensiónni + 1 talesque

(i) L({uí,. . . ,u,,,}) = L({vi,.. . ,vm}) = L, y {uí,...,um} y {V1,...,Vm} son bases
de L con la mismaorientación;

(Ii) 11m±íy Vrn±í estánen el mismosemiespaciode Wdeterminado por L.

Entonces<uí,. . . ,um,um+í} y {Vi,.. . ,Vm,Vm±1} tienen la misma orientación.

Demostracton:

Sea iVf la matriz del cambio de basede {v4 y {u¿}, es decir, la matriz cuyas

columnasson las coordenadasde y
1,... ,um+í en función de la base {ui, . . . ,um±i}.

EntoncesAl es de la forma

M=(%~ §,
donde M0 es una matriz m x ni, A es una matriz ni x 1 y a E R. M0 es la matriz

del cambiode las bases{uí,... ,Urn} y {ví,. . . ,-u»,} de L ; comoestasbasestienenla

misma orientación, detAlo > O. Por otra parte,a > O porque ~m+1 está en el mismo

semiespacioqueum+1 determinadopor L. Entonces se tiene que detAl > 0, con lo que
las dos basesde Wtienenla mismaorientación. U

Proposición 3.3.6. Sea 1’ G Rd±íun cono poliedral no degenerado, con interior no

vacíoy seanfi y A’ banderascompletasde 1’ que se diferencian en un pasoelemental.

Entoncesexisten ciclos orientadosampliadosCi,..., Cci±íy ‘,. . . , O~<1 queinciden

en A y A’ respectivamente(luego estos dos ciclos tienen distinta orientación) tales

quelas basescorrespondientes{ei... . , e~j~í1 y {el,. . . , e%~} de Rd+í tienen distinta

orientación.

Demostracion:

SeanB :F0 G ... G F~i..í y A’ :F¿ C ... G Fj1 ysupongamosque E’,. #É4 (por
tanto todaslas demáscarasson iguales);entoncesla cara F,S estáunívocamentedeter-

minadaapartir de la banderaA (Lema3.1.2). Elegimosun ciclo ampliadoOx,...,

que incida en la banderacompletaA y con la condición de que Cd..,.+í contengaa la
caraÉ, (paraque seaciclo asociadoa .8, O~—,-+í debecontenera la caraF,.1, y no

contenera la caraF,.; la condición que le ponemosesposibleporqueÉ,~ contienea la

cara F,.—i).

Consideramosahora Ch.,. = ~ Ok,.~ = Od—r y o: = O, para todo i ~
d — y,d — r + 1. EntoncesOf,... ,O~4 es un ciclo ampliadoque incide en .8’. En

1’; É4i É,.+iefecto, Ch...,. = contienea la cara y no contienea = (de hechono
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contienea E’,.); y por otra parte, Ck...,.+1 = ¿ci—,- contienea la caraÉ,L1 = É,.1 (de u’u
hechocontienea É,.) y no contienea F,.+í, por tanto tampococontienea F,~ (ya que E’,.

y F,S generanF,.+1).

Estos dos ciclos ampliados se diferencian sólo en la trasposición de dos de sus caras; té

se deduce por tanto que sus bases correspondientes (de vectores ortogonales exteriores) té

tienen distinta orientacion. té
té

U u’

u
Proposición3.3.7. (Orientación)SeaÉ C Rd±íun conopoliedral no degenerado(con u’
interior no vacío). SeanOb,...,

0Id, Otd+I y Os’,.... 01d’ 01d+í dos ciclosampliadoscon u’

la mismaorientación. Entonceslas bases{e~, e~,eI,~~

1 } y {ejI... ~

6Jd~ 63d+í 1 de u’

Rd±í tienenla mismaorientación. u’
té

Demostracion: té

SeanA’ y A” las banderasen las que inciden los dosciclos del enunciado.Puesto té
téque los dos ciclos tienen la mismaorientación,estasdos banderastienen la misma u

orientación,y así, porel Corolario3.3.3, hay unacadena.8’= ,ñ~,... ,A2~ — A” de u’
longitud par. Por la Proposición3.3.6, paracadale = l,... , 2s existen ciclos orientados u’
ampliados té

a,1
¿k—i ~ a,d±1 y Qi,

que inciden respectivamente en las banderasAkí y A~, y tales que las basescorres- u’
—1 t. ~

pondientes{e~N’, . . . ,eQ, e~d+í } y {Cg~,. . . , e~, 6b ci±í } tienen distinta orientación. u’

Tenemosasí dosciclos ampliadosincidentesencadabanderacompletade lacadena: té
si le = 1,..., 2s —1, en A incidenlos ciclos té

té
b,d’ b,d+1 y ¿k ¿k ¿k

u’
por otra parte,en la primerabanderainciden los ciclos u’u

~ ,Oid,O*d+t y ¿~,1,..., to,d, t~44~
u’uy en la última banderaincidenlos ciclos
u’

0~ Ó• ¿•

¿~,... ,¿~d,cYt:1+1 y )i’•~ Jd~ )d+I’ té
Por la Proposición3.3.4, las basescorrespondientesa los dos ciclos que inciden en cada té

té
banderacompletatienenla mismaorientación.Por la Proposición3.3.6, los ciclos que
inciden en banderasconsecutivasde la cadenatienendistinta orientación; como la ca- u’
denatiene longitud par,setienefinalmentequelos ciclosque incidenen lasbanderasB~
y A25 tienen la mismaorientación.Se tiene por tanto que las bases{e~

1, . . . , eI,~, ~ 1 u
y {e51... , 6j~ , 6)4+11 tienenla mismaorientación, té

u’
U u
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Corolario 3.3.8. Sea 7’ un d-politopo abstractode vérticesVí,. . .14.; sea]’ un cono

poliedral no degeneradodel mismo tipo combinatorioque 2, y seanVi,.. . , V,. los co-

rrespondientesvértices de 1’ (recordemosque un vértice¾esel rayo vectorial sobreel
vector Vi). Para cada vértice14 de 7’ elegimosun ciclo orientadoC~, ... ,CId queincida

en 14, y con la condición ademásde quetodosestosciclos tenganla mismaorientación.

Seav~ := cI~ci(eí, A ... A eld), (donde ‘I~~ es el operador de Hodge, ver Sección 1.4).

Entonces,existenÁí,... , A,. positivos tales que

(a) o bien A~V1 := v~, para todo i = 1,..., y;

(b)obienA1¾:=—v~,paratodoi=l,...,y

Nota. Segúnel corolario anterior, podemosdecir, que los vérticesde 1’ son, o bien

todos los vectoresv~ (obtenidoscon el operadorde Hodge, despuésde orientar conve-

nientementelos ciclos), o bien todos los vectores—y1 (por otra parte, si los vértices

fueran los vectores—v~ entoncespodemoscambiarlos ciclos orientadospor otros con

la orientacióncontraria,y entoncesobtendríamosque los vérticesson la imagenpor el

operadorde Hodge de estosnuevosciclosorientados).

Demostracion:

Por las propiedadesdel operadorde Hodge, el vector y1 := $ci(eI1 A ... A eld) es

ortogonala los vectores....... , e~; paraver que ~ = >.1V1, con Á~ > 0, essuficientever

que f(vI,eh) <0 paratodo Ji tal que 14 « Ch.

Sea y5 otro vértice de 7’ y sea Gil,... ,Csd un ciclo orientado que incide en 1>5 con

la misma orientación que CIt... . , C~ y y5 = $ci(eJi A... A esd) (V~ puedeserigual a 14).

SeanCh no incidente en VI y C,, no incidenteen 1>5. Entonces,por las propiedadesdel
operador$, se tiene

f(v1, eh) = f($~(e~1 A... A e¿¿, eh) = $ci±i(eÍ1A... A ~ A eh) = detE[ií . . .

dondeE[ii ... icih] es la matriz cuyas columnasson las coordenadasde los vectores

De la mismaforma,

f(vJ,ek) = detE{ji . .

Por la Proposición3.3.7, las bases{e~1,... el,,,eh} y {651,.. . , e>,,, ek} tienen la

mismaorientación;por tanto sededuceque f(vl,eh)f(vJ,e¡<) > 0. Como consecuencia

se tiene que, si f(vI, eh) < 0, entoncesse verifica el apartado(a) del enunciado;y si

f(vI,eh) > 0, se verifica (b). U
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3.4. Caracterización de matrices de Gram de politopos
u’

Recordemos que un cono poliedral J~ C no degenerado es el cono sobre un poli- u’
tétopo compactoP, y que entonces el tipo combinatorio de 1’ es por definición el tipo

combinatorio de P.

Nos planteamos el siguiente problema: por una parte tenemos un politopo abstracto té

7’; por otra, tenemos un espacio vectorial geométrico, E1 (Rd+í, f). Queremosca- u’
u’

racterizar las matrices de Gram (respecto del producto escalar f) de los conos poliedrales u
1’ c E1 del tipo combinatoriode 7’. Denotamos por detf al determinante de la matriz u
de f respecto de cualquier base ortonormal (este determinante es igual a (—1)q, donde té

(p, q) es la signatura de 1). Sin pérdidade generalidad,podemossuponerque la base té

canónicade Rd+í es una baseortonormalpara f (igual que hemos hecho para los
técasosesféricoe hiperbólico). Como habitualmente,denotaremospor E’ a la expresión

matricial de f respecto de esta base, con lo que E será una matriz diagonal con las u’

entradasde la diagonal igualesa ±1.Cuandohablemosdecoordenadasde vectoresde u’

Rd±l, serántambiénrespectode estabase. u
u’

Recordamos la notación para submatrices y menoresde unamatriz: si G es una
matriz, denotaremospor a la submatrizde O que se obtiene tomandolas u’

filas i1 . .. i,. y las columnas Ji . .. y, parasubmatricescuadradas,denotaremospor u’35,

al determinantede dichamatriz. Para abreviar, denotaremos por 021 ,r al té

determinante de la matriz G~j’t]. té
té

Diremos que un cono poliedral realiza un politopo abstracto 7’ y una matriz O si

tiene el mismo tipo combinatorioque7’ y su matriz de Gram es O, té
té
u’

Teorema 3.4.1. (Caracterizaciónde matricesde Gram de politopos) Sea 7~ un d- u’
politopo abstractocon n caras (de codimensión1) ordenadas,C1,... ,C,,. SeaO = (gq) té

una matriz simétricade ordenn, con gjj = ±1para todo i = 1,... , u, de rango d + 1 y té
té

signatura(p, d+ 1 —p). Entoncesexisteun conopoliedral É C (Rd±í, f) no degenerado
y con interior no vacioquerealiza7” y G si y sólosi severifican las siguientescondiciones

(R) (Rango) Dados un vértice cualquiera de? y todas las caras Gil,... , C1,,, que inciden té

en él, la submatrizO[2”’] tienerango menor o igual qued; té
u’

(Pci+i) (AJenoresprincipalesdeordend+ 1) SiC11,...,Cj~1 es un ciclo orientado ampliado u’
de?, entoncesOÍI..ád+ldetf >0; u’

(Mci±í)(Menoresmixtos de orden d + 1) Si C1~, . . . ,C~, Cj~.1.1 y G11....,Cid, Csd#í son dos u’

ciclos ampliadoscon la mismaorientación,entoncesdetG( dId+t )detf > 0. té
JIJdId+l té

u’
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• Además. si se dan estas condiciones, el cono poliedral P es único salvo ¿sornetrías de

• Ef.e
• Ye•
• >

—

•
c

Figura 3.4
e
• Nota. La condición de que gil = ±1se debe a lo siguiente: si una matriz O tiene

• algunaentradade la diagonalnula, entoncescorrespondea un cono poliedralen el quee alguno de los hiperpíanosque lo definen es luz. A un cono poliedral de este tipo no

• podemos asignarle de forma canónica una matriz de Gram. puesto que alguno de los

• vectores ortogonales a las caras tiene norma O y entonces no se puede normalizar. Por

• otra parte. dada una matriz simétrica con todas las entradas de la diagonal no nulas,

• se puede ~norrnalizar”. dividiendo la fila y la columna i-ésimas por Ig~~1. En los casos

en los que estamosmás interesados,los politoposhiperbólicosy esféricos,setiene que

los vectoresortogonalesa las carastienensiemprenormapositiva.

• Demostración:

• (=~.> Sea E’ c Ef un cono poliedral no degenerado que realiza 7’ y O. Para cada

• cara01 de P, consideramossu vector normal exterior, e1, de modo que G = 0(P) =

• (f(e1.e1)).

• Consideremosun vérticecualquierade 7’ y sean....... , C1,.,. todaslas carasquein-

• cíden en él. ComoE’ esdel mismotipo combinatorioque7’, los hiperpíanosHa,... ,

• se cortan en una recta vectorial, o equivalentemente, los vectores ~ , el,,,, ortogo-

• nales a estoshiperpíanosgeneranun subespaciode dimensiónd. Como consecuencia,
que es la matriz de Gram de estosvectores,tiene rangomenor

la submatrizC§’tj
• o igual qued. Con esto hemosprobado(R).

• Veamosahora(]‘ci+í). SeaC11 CId+í un ciclo orientadoampliadode 7’. En este

caso. los hiperpíanosH1, ,. . . se cortan en el origen de Rd+í, lo que equivale a

• que sus vectoresortogonales,el1,.. . , ~ son linealmenteindependientes.Entonces,

• su matriz de productos escalares, O[uí~+í], tiene signaturaigual a la signaturade
• f. de donde se deduce en particular que su determinante tiene el mismo signo que el

• determinantede f. Por tanto es G(i~ti)detf > 0.

• Finalmente,veamos(Mci+í). SeanC11,.. .,Cíd,CI¿+í y Gj1,...,G~ , G54+1 dos ciclos

e
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té
u’
u’
u’
u

orientadosampliados de 7’, con la misma orientación. Entonceslos correspondientes té
conjuntos de vectores {e11, . . . , %, el~~1 1 y {e51 efl , eld+I 1 son dos bases de Rd±í. té

Si llamamos E[ii ... i,.] a la matriz cuyascolumnasson las coordenadasde los vectores
u’

se tiene té

0(Á:~tÁt) detf = det(E[i¡ ... iai ci+iY FE[ji ... icijci±i])detf =

— (detf)2det(E{ii . . . iciici+i])det(E[jí .. . ~ci~ci~]) té
té

EntoncesdetG(M~AM+t)detf > O si y sólo si las dos bases anteriores tienen la misma

orientación.Esto último es cierto por la Proposición3.3.7. u’

u’
(~=) Supongamosahoradadosun poliedro abstracto7’ y unamatriz O simétrica té

té
de orden n, de rangod + 1 y signatura igual a la signatura de f, con las entradasde u
la diagonaligualesa +1 y que verifica las condiciones(R), (Pci+i), y (Mci±i). Tenemos u’

queencontrarun cono poliedral1’ c Ef que realice?y O. té

Como la matriz O tiene rangod + 1 y la mismasignaturaque f, existeunamatriz té
u’É E GL(R,n) tal que ÉtÉÉ = O, donde E’ es la matriz cuadradade orden n cuya u’

primera submatriz principal de orden d + 1 coincidecon E’ y el resto de las entradas u’

son nulas. SeaE la submatriz de É formadapor las d + 1 primerasfilas. Entoncesse u’
verifica que EtFE = O. té

té
Llamamoseí,. . . , e,, a los vectorescolumnade E. Sea 1’ = É(en.. . , e,,), es decir, u’

1’ es la intersección de los semiespacios H ortogonalesexteriores a los vectorese,.

Por la construcción,E’ realiza la matriz O. Como rg(EtFE) = d + 1, se tiene que té

rgE =d + 1, y por tanto, rgE = d + 1; se deduce entonces que entre los vectores té
u’

e
1,. . . e,, hay d + 1 linealmenteindependientes;estoimplica que 1’ es no degenerado.

Veamos ahora que ]‘ tiene interior no vacio y que es del mismo tipo combinatorio u’

que7’. Utilizaremosparaello la Proposición3.2.1. Así pues,vamosa verqueseverifican té
las hipótesis de de esta proposícion. u

u’
En primer lugar, para la hipótesis (a), sea G11,... ,Cíd un ciclo orientadode 7’ mci- u’

denteenun vértice 1>. ElegimosunacaraC5 que no pasepor 1>; por la hipótesis(Pd+í), u’
1d5 ~ O y esto implica que los vectorese~

1,.. . , e,~,e5 son linealmenteindependi- u
entes. Como consecuencia,rg{ej1,... ~Cíd } = d. té

u
Se verifica ademásque, si C11,. .. , G1,,, son todaslas carasque inciden en el vértice u’

1>, entoncesel conjuntode vectores{e~1, ... , eh,, } tambiéntienerangod. En efecto,sea u’
C1,, otra carade 7’ incidenteen 1>; si e11,... , e~4, e,~ fueran linealmenteindependientes, té
su matriz de productos escalares tendría rango d + 1 (puesla forma cuadráticaf es no

u
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• degenerada),en contradiccióncon la hipótesis(R). Por tanto elk E L(e11,..., eQ, y se

• concluye finalmente que L(e11...., e1,,,) = L(e11,..., ej.

Ahora vamosa escogerun vector u E Rd+l paracadavértice 1>. Paraello, para

cadavértice 14 deP elegimosun ciclo orientadoG11,. . . ,C~ que incida en el vértice14,

• tal que todos estos ciclos orientados tengan la misma orientación. Consideramos ahora

• el vector v~ asociadoal vértice 14 definidocomo

4’d(C,i A... A

donde$ci es el operadorde Hodge(ver Sección1.4). El vector v~ que hemos elegido es

• unico, en el sentidode que si 61,... ,C,~ es otro ciclo que incide en 14 con la misma

• orientaciónque G11,...,Cid, entoncessetiene que

• $ci(en A... A eíd) = Ay1, con A >0 (1)

La razón de estoes que los vectorese~1,... , ej~ y e¡1,. . . , ej~ generanel mismoespacio
vectorial(por el párrafoanterior) y ademássonbasescon la mismaorientacióneneste

• espacio,por correspondera ciclos con la misma orientación(ver demostraciónde la

• Proposición3.3.4). Esto quieredecir queel1 A... A eld = Ae¡1 A. . . A eld, conA > O (A es

• igual al determinantedel cambiode las dosbases).Portantosetiene(1). Porsupuesto,

por las propiedadesde 4’, el vectorv~ esortogonala los vectoreselk, le = 1,... , d, donde

• son todas las carasque inciden en 14.

• Vamosa ver quelos vectoresu1 quehemoselegidoverifican lashipótesis(b) y (c) de
• la Proposición3.2.1. Así pues,seaL1 = (f(eh,vI)) la matriz de productosescalaresde

los vectores..... . , e,, y los vectores Vi,... , u,., esdecir, si V esla matriz cuyascolumnas

• sonlas coordenadasde los vectoresVI, entoncesLi = E
tFV. Tenemosque ver queesta

• matriz esdel mismotipo combinatorioque/2(7’) y que estotalmenteno positiva.

e Supongamosprimeroquela entrada(h,i) de la matriz /2(7’) escero;estoequivale

a que 14 E Ch. Por lo que hemosvisto arriba, se tiene que f(eh,vI) = 0, es decir, la

entrada(h,i) de la matriz L
1 es igual a 0.

• Recíprocamente,supongamosque la entrada(Ji, i) de la matriz /2(7’) es no nula;
• esto significa que V~ ~ Ch, y debemosprobar que entonceses f(eh,v1) ~ 0. Paraverlo,

consideramosun ciclo orientadoC11,...,Cid de 7’ que incida en 14. Puestoque Ch no

incide en el vértice anterior, G11,...,Cíd,Ch es un ciclo orientadoampliado, y por la
• hipótesis(]‘d+í) se tiene que GII...ídh ~ 0; estoimplica que los vectorese~1,. . . ,

• son linealmenteindependientes;como además,por construcción,f(elk , u1) = O (le =

• 1,... ,d), debeocurrir que f(eh,v1) ~ O. Con estohemosvisto que las matrices/2(7’) y
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té
té
u’
u’
u

son del mismo tipo combinatorio, es decir, se verifica la hipótesis (b) de la Proposición té

3.2.1. té
u

Finalmente,veamosque se verifica la hipótesis(c). Consideramosdos entradas u
Li(h,i) = f(eh,v1) y Li(k,j) = f(e,,,v}) no nulasdeL1 y vamosa probarque tienen té

el mismo signo, es decir, f(eh,vI )f(evv1) > 0. ti
té

Por las propiedadesdel operadorde Hodge (Lema 1.4.1(a))se tiene

u’
v~) = f(eh,

4’ci(e1, A . . . A eld)) = $ci+i(e~, A . . . A ~Id A eh) té

f(e,,,vI) =f(e,,,4’ci(e
1, A...A e14)) =$ci+í(es, A... A e54 A ek) u’

té
Además,tambiénvimos que té

té
té

$ci+í(e~, A ... A el4 A ch) = detE[ii . . . icihj, u’
u’

dondeELií ... ¿ciii] es la matriz de coordenadas de los vectores e11,... , eI4,eh. Análo- u’

gamente, si E[ji . . . j~k] es la matriz de coordenadas de los vectores e11,.. . ,e14,e~,se té
tiene té

4’ci±x(eJ,A ... A %d A e,,) = detE[ji . . .
3,IleJ. téu

Entonces, u’
u

f(eh,vi)f(e¡c,vJ) = detE[ii . . . ¿ji] detE[ji . . .jcik] = u
= detE[i1 . . . idi] (detf) detE[jí . . . lic] (detf) = G (hIdh) (detf) té

té
•.,CI4~ Id téPuestoquehemoselegido los ciclos C C11,... C con la mismaorientación, u’

por la hipótesis(Mci+i), se tiene entonces que G(tí ..igh)(detf) > 0. u’

Finalmente, si ocurre que todas las entradasno nulas de L1 son positivas, los u’
vectores —vi son los queverifican las hipótesis de la Proposición3.2.1. u’

ti

té
La unicidadseobtienedel Lema 1.1.1. u’

U u’
té

Como casosparticularesdel teoremaanterior,obtenemosla caracterizaciónde las u’
matrices de Gram de politopos de un tipo combinatoriodado, en el espacioesféricoo té

hiperbólico. Tambiénseobtienefácilmenteunacaracterizaciónde lasmatricesdeGram té

depolitopos compactoshiperbólicosde un tipo combinatoriodado. u’
u’

Teorema3.4.2. (Caracterizaciónde matricesde Gram de politoposesféricos)Sea7’ u’

un d-politopo abstracto con n caras (de codimensión1) numeradas,Ci,.. . ,C,,. Sea u’
u

so té
té
u’
té
té
u’
té
té



• O = (gq) una matriz simétrica de orden n, con g~ = 1 para todo i = 1,... ,n y de

rango d + 1. Entoncesexisteun politopo P c Sci que realiza 7’ y G si y sólo si se
verifican las siguientescondiciones:

• (R) (Rango)Dadosun vérticecualquierade?y todaslas carasel
1,... 6,,, que inciden

• en él, la submatrizG[~’{”] tiene rangod;

• (.P3) (Menoresprincipales de orden .s) Si 2 < s =d, Fci. una (d — 8)-cara de 7’ y

• Gil,... ,C1, esun ciclo orientadotruncadoqueincide en .Fci—5, entoncesG11 ~ > 0;

(]‘ci+í) (Menoresprincipalesdeordend+ 1) SiC11,. . . , C~1 esun ciclo orientadoampliado
de 7’, entoncesGií...id+t > 0;

• (Mci±í) (Menoresmixtos de orden d +1) SiC11,...,c14,c14~1ye11,... ,Cj~,C5~~i son dos

• ciclos ampliadoscon la mismaorientación,entoncesO > 0.e
Ademásel politopo P es unícosalvoisometríaesférica.

• Observación. En la demostracióndel teorema, quedará claro que la condición (P,) es
equivalentea:

• (Pd) Paratodo ciclo orientado6~,. .. ,C1~ de 7’ la submatrizG[:::d] esdefinida posi-

• tiva.

Demostracton:

• (=~.) Supongamosqueexiste]’ C S querealiza?y O. Esto es lo mismo que decir

que el cono poliedral1’ G (Rd+í, f) verifica lo mismo, dondeahoraf es el producto
escalar euclídeo. La restricción de una forma cuadrática definida positiva a cualquier

• subespacioes tambiénunaforma definida positiva; por tanto se tienentrivialmente las

• condiciones(P5), ó (Pci). La condición (R) se obtiene del Teorema 3.4.1 y de que f es

• definida; las condiciones(Pci+~) y (Md+í) seobtienendel Teorema3.4.1.

(t=) Las condiciones(Pa) (o bien (E’d)) y (E’d+í) implican que la signaturade la
• matriz O es (d+ 1,0). Entoncesseverifican lascondicionesdel Teorema3.4.1, y setiene

• el resultado.

• U

Teorema 3.4.3. (Caracterización de matrices de Gram de polítoposhiperbólicos) Sea

• 7’ un d-politopo abstractocon n caras (de codimensión1) numeradas,..... . ,C,,. Sea

• O = (90) una matriz simétrica de orden n, con ~ = 1 para todo i = 1,... <a y de

• rango d ±1. Sea VV un subconjuntono vacío del conjuntode vérticesde 7’. Entonces
• existe un politopo]’ c H~’ que realiza 7’ y O, y tal que los vérticescorrespondientesa

los vérticesde VV son finitos, si y sólo si severifican las siguientescondiciones:
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u
u
u
u

(R) (Rango)Dadosun vérticecualquierade?y todaslas carasC11,...,CI,,, queinciden u
en él, la submatriz@[~‘j’] tienerangomenoro igual que d; téu

(E’5) (Menoresprincipales de orden s) Si 2 < s < d, Fci—~ es una (d — s)-cara de? que

incide en un vértice de VV y C11,... , C14 esun ciclo orientado truncadoque incide u’

en Fci5. entonces0111. >0; té
té

(]‘ci+í) (Menoresprincipalesdeordend+ 1) Si C11 Cid+í esun ciclo orientadoampliado u
de?, entonces~ <0; u

(Mci) (Menoresmixtosdeordend) Si C~1,. . . ,C14 y 4’,..., 4~ sondosciclos decarasde ti
u7’ con la mismaorientaciónque inciden en vérticesde VV, entoncesG~, ...~ > 0;

(M~±i) (Menoresmixtos de orden d+ 1) SiC11,...,C14, C14+, yCj,,. .. , 44,Cm,., son dos u’

ciclos ampliadoscon la mismaorientación,entonces MtdM+’) < o. u
u

Observación. La condición (]‘~) es equivalente a la condición (]‘~) siguiente: u
(fl) Si C11,. . . ,C~ es un ciclo orientado que incide en un vértice de VV, entoncesla té

submatriz G[7 7] es definida positiva, téu
Estas condiciones nos están diciendo que la matriz correspondiente a la figura verticilar

de un vérticede VV esdefinidapositiva, y por tanto estafigura verticilar esun símplex u
esférico,comocorrespondea los puntos finitos del espaciohiperbólico, té

ti
Observacion. Por el hecho de que el conjunto VV del enunciadosea no vacio no

u’
necesitamosla hipótesisgeneraldel Teorema3.4.1 de que la signaturade O sea (d,1),

ya queestolo deducimosde la nuevahipótesis]‘~. Si VV esvacío,aplicamosdirectamente u
el Teorema3.4.1. Si el conjuntoVV esel conjunto de todos los vérticesde 7’, estamos té
dandoun enunciadoparapolitopos compactos. té

u
Demostracton: u
(zt~.) SeaE’ C un d-politopo que realiza7’ y O y con los vérticescorrespon- u

dientes a los vértices de VV finitos. Para cada cara C1 de E’, consideramos su vector u
tiortogonal unitario exterior, el (queestáen la esferadeDe Sitter). Porel Teorema3.4.1,

se verifican (R), (Pci±í)y (M~÷1). u’

Veamos ahora (E’~). Sea C1, C14 un ciclo orientado que incide en un vértice u
1> E VV. Por el Lema 3.1.1, los vectoresel,,... ,e14 son linealmenteindependientes. ti

Como el correspondientevértice V de E’ es finito (por hipótesis),la forma cuadrática u
u’

f restringida al hiperpíano ortogonal de V es definidapositiva, y por tanto también se
tiene que la submatriz es definida positiva (por tanto tenemos(Pci)). Como u
consecuencia,todos susmenoresprincipalesson positivos,con lo que tenemos(E’~). u

Finalmente,veamosque severifica (Mci). SeanentoncesC11,... ,Cid y C11,.. . ,C,4 té
tédos ciclos de carasde 7’ con la mismaorientaciónque incidenen dos vértices 1>, y ~1
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• de VV. Sean¾y ¼ los vértices de 1’ correspondientesa 14, V~. Porel Corolario3.3.8,

• se tiene queexistenA1 > O y A5 > O tales que

o bien y1 = A1$~(e11 A... A el4) y ¼= A5$ci(e5, A... A e>4)

• o bien y1 = —Á~$ci(e1, A... A e~~) y y5 = —As$d(es,,.. .

En cualquier caso, aplicando el Lema 1.4.1(c),

• f(¾,y5) = .XjAjI($ci(e11 A... A C14),$d(Cj, A... A

= A1A5(detf) (Adf)(eñ A ... A e,4,e>, A .. . A e54) =

• = A1Ás(detf)G(%74) =

• Ahora bien, por hipótesis, ¾y Vjj son finitos, luego f(¾,V5) < 0. Como A1Á5 > 0, se

• tiene que 0(77) > 0, con lo que probamos (Mci).

(.c==) Veamos primero que la matriz O tiene signatura(d, 1). Sea1> un vértice de

VV y sea C11,. . . , 64,C14+, un ciclo orientadoque incide en 1>. Estudiando los signos de

• los menoresprincipalesencajadosde O tenemos:

• •

• GtI :~ > 0, para todo s = 2,..., d, por la hipótesis(E’~);

• • G,~ ~ < 0, por la hipótesis (Pci+i);

• Como el rango de O es d + 1, se deduceque la signaturade O, es la deseada.
Entonces,por el Teorema3.4.1, existeun cono poliedralno degeneradoy con interior

• no vacio]’ cE (Rd±l,f), conel mismotipocombinatorioque7’ y cuyamatrizdeGrames
• O. En estademostraciónencontrábamosvectoresVi,... , y,-, que eranlos vérticesde P,
• y por tanto verificaban que la matriz L1 = (f(e5,v1)) eradel mismo tipo combinatorio

que la matriz del tipo combinatorio de 7’ y totalmente no positiva. Para terminar

la demostracióndebemosver que los vértices v~ correspondientesa todos los vértices

• 14 E VV tienen normanegativay cortan todos a la mismahoja del hiperboloide;es
• decir, hay que ver que f(v12v5) < O paratodos los i,j talesque 14 y V~ esténen VV
• (considerandotambiéni = 5).

Seanpues14, fl E VV y sean como siempre C11,... ,C14 y C51,. .. ,C54 dos ciclos con

la misma orientación que inciden en estos vértices. Por el Corolario 3.3.8, se tiene que

• o bien y1 = A~4’ci(e~1 A... A e~4) y y5 = Ast¡(e5, A... A e54), con A1,A5 >0;

o bien v~ = —A1$ci(e1, A ... A e~4) y —y5 = Aj4’ci(es, A ... A e54), con A1,A5 > 0.

• En cualquiercaso,e igual queen la demostraciónde lacondiciónnecesaria,setiene
• que

• f(vi, v~) = —AIASOQ’7)
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Ahora, por la hipótesis (Ma) (estahipótesis equivale a (]‘ci) si hemos tomado los dos té
vertices y los ciclos que inciden en ellos iguales)se tiene que 0(77) > 0. Como té

se tiene por tanto f(v1,v5) < 0, de dondesededuceque los vectoresy, y v~
u’

generanrayosvectorialesque cortana la mismahoja del hiperboloideFi (—1), con lo ti

que terminamos la demostración. u’

E u’
ti

Nota. Se puede ver que el teorema para símplices (2.1.1) es un caso particular de este u’

teorema,pueslas condicionessobrelos signosde los adjuntosde la matriz de Gram de u’
un símplexconcidencon las condiciones(A’14). té

u’
Finalmente,vamosa dar el enunciadoexplícito parapoliedros(esdecir, dimensión u’

3) compactoshiperbólicos.Utilizaremosesteteoremaparalos ejemplosdel Capítulo4. u’
té

Teorema3.4.4. (Caracterizacióndematricesde Gram depoliedroscompactoshiper- u’

bólicos) Sea7’ un poliedro abstractocon n caras ordenadasC1,... ,C,,. SeaO = (g±,) té

una matriz simétricade orden n, de rango 4, y tal que 911 = 1 y si C~ Q son caras té
u

adyacentesde?, entonces—l <9t5 < 1. Entoncesexisteun poliedro E’ E H
3 compacto

que realiza? y O si y sólo si se verifican las siguientescondiciones: u’

(R) Dados un vértice cualquiera de 7’ y las caras ....... , C
1,, que inciden en él. la té

submatriz O[7 1 tiene rangoS; ti
u’

(P3) Si CI,CJ,Ck son caras de? queinciden en un vértice, entoncesOijk > 0; u’

(E’4) Si CI,C5,Ck son caras de? incidentesen un vértice,yC¡ otra cara queno incide en té

ese vértice,entoncesGijk¡ < 0; u’
u’

(NI3) siC11,C12,C13yC5, ,C52 , C53 son dos ciclos de caras de? con la mismaorientación, u’

u’> o;
ti(M4) SiC11,C12,C13yC51, C52 , C53 son dos ciclos con la mismaorientación,64 es unacara
u’

que no incide con el primer ciclo, y C1., una cara que no incide con el segundo, u’

entoncesG(M9MM) <0. té

té
té
u’

Apéndice C: Descripción del tipo combinatorio de conos u’
poliedrales ti

u’
té

Sea E1 = (Rd+l, f) un espacio geométrico. En esta sección vamos a considerar un u’

cono poliedral fi’, definido a partir de los vectores ortogonales a sus caras, es decir té

E’ = E’(eí,. . . , e,,), o bien definido a partir de su matrizde Gram,esdecir, 1’ = fr(O). ti
u’
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• En ambos casos vamos a estudiar el tipo combinatorio de E’. La forma de describirel
• tipo combinatorioserá:

(1) dar todos los vértices;

• (II) dar todas las caras de codimensión1<
e (III) dar las relaciones de incidencia entre vertíces y caras de codimensión 1 (por ejemplo

la matriz del tipo combinatorio de É).

e Descripción de un cono poliedral a partir de sus caras

• Seane1,... , e,, E Rd+í. Consideramosel cono poliedral

•

donde recordamos que los semiespacios H~ vienen dados como

e
• H ={vERd+í f(v,e1)=0}.

• Supondremossiempreque el cono poliedral E’ es no degenerado,es decir, el conjunto

• de vectores{ei... . , e,,} tiene rangod + 1 (si 1’ es degenerado, entonces, por el Lemae
• 1.3.3, podemosconsiderarel cono poliedral E’ = 1’ fl K dondeK es un subespacio de

• Rd±í complementarioa flL1 fi1 y 1’ es ya no degenerado).

• Paraabreviar,en lo quesiguedeestasección,denotaremosW :— Rci+í. Denotare-

mos por E a la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores e1,... , e,. (ene
la basecanónicade Rd+1) y por E[ií . . ici~a] a la submatrizcuadradade E formada

• por las filas zí . . . zci+i de E.

e
(1) Vértices

• Consideramos todas las posibles combinaciones de d elementosentrelos n vectores

• e1,. , e,,. Paracadaelecciónde d vectores, ....... , e14 (fijado un orden cualquiera

• entre ellos) consideramos el vector eí~ A ... A e,~ E MW y su imagen por el operador de

Hodge

• :=
4’d(e1

1 A... A e~4).

• SeaM la matriz de dimensiónu x de productosescalaresde los vectorese5 (5 =

• 1,... ,n) y los vectores v~1..j4, es decir,
e
e

Al =
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Las entradasde Al son de la forma (utilizando las propiedadesde 4’) té
té

= f(e5,
4’ci(e1

1 A... A el») = té
té

—

4’ci-i-1(el, A . . . A el
4 A e5) = detE[ii ... íd]] u

u’
Por ser E’ no degenerado, la matriz M tiené alguna entrada no nula. té

té
Observamosque v~~4 = O si y sólo si el1 A ... A e14 = O si y sólo si los vectores

e11,... , e14 son linealmentedependientes.Esto equivaletambién a que la columnade

M correspondienteal vector ~ sea idénticamentenula. u’

Se puede ver fácilmente cuáles de estos vectores van a ser vértices de P: u
ti

téLema C.1. (Vértices) La columnaAl1114 correspondienteal vectorV11...14 determina u
un vértice de P(ei,... , e,,) si y sólo si no esidénticamentenula y todaslas entradasno

nulas tienenel mismosigno. Si el signo de las entradasno nulasesnegativo,el vértice u’
esv~1•~Í4~ y si estesigno espositivo, el vérticees—y11~.14 ti

té
Demostra cion: té

u’
Podemossuponerquey11 ,~ # 0. El vectorv~1 .14 esortogonala el1,... , e~4, y como u’

estos vectores son linealmente independientes, se tiene que L(v11...14)= H11 O... OH14. u’

Entonces,por el Lema1.3.4,el vector~ es un vértice de Psi y sólo si f(e5, y11...4)= té
O para todo j = 1,. . . , n, equivalentemente, si todas las entradas no nulas de la fila ti

té
Al11...14 sonnegativas.Si el signo de todas estas entradas es positivo, entonces —y,1 ~ u’
es vértice de E’. u’

E ti
té

Puedeocurrir quedos vectoresy1114 y y5154 verifiquen las condicionesdel lema u’
anterior (y por tanto seanvértices),pero seanvectoresproporcionales,es decir, definan u’

el mismo vértice de 1’ (recordamosqueun vértice de un cono poliedral no degenerado ti

es un rayo vectorial, y que, con abuso de notación, estamos llamando también vértice ti

a cualquierade los vectoresque generanesterayo). Esto se detectafácilmente,pues u’
u’

~ y y5, .. .54 definenel mismo vérticesi y sólo si las dos columnascorrespondientes
de la matriz Al tienenlas mismasentradasnulas. u’

De estaformahemosencontradotodos los vérticesde É; si una columna Al,, •~ ti

tenía todas las entradas no nulas positivas, en vez de tomar el vector —ve,...l~, cambiamos té
ti

la orientacióndel ciclo, es decir, tomamosporejemploel vector v~211 ~ u’

Notación. Sea Al0 la submatriz que consiste en elegir una columna de Al por cada ti

vertice distinto de E’. té
té
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Una vez conocidos los vértices, podemos estudiar si el cono poliedral tiene interior

vacío y en esecasoparaquévalor de s se reduce a una s-cara. Utilizando el Lema 1.3.1,

se obtiene trivialmente el siguiente resultado:

Lema C.2. (Conos poliedrales con interior vacío)

(a) El cono poliedral 1’ tiene interior vacíosi y sólo si alguna fila de Al0 tiene todas

las entradasnulas (esta fila correspondea un hiperpíanoque contienea todoslos

vértices).

(b) Supongamosquezi,... , z~ son todas las filas de Al0 que tienen todas las entradas

nulas. EntoncesE’ sereducea una s-caradondes = d — rg{eí,,... , e~ }. U

(U) Caras de codimensión 1

SupongamosqueE’ tiene interior no vacío. Queremosver cuálesde los hiperpíanos

H1 definen una cara de codimensión 1, es decir, cuáles de estos hipe4ilanosno son

superfluos.Esto es fácil, ahoraqueya conocemostodoslos vérticesdel cono poliedral;

en concreto, un hiperpíano H1 determinauna cara de codimensión 1 si y sólo si los

vertices contenidos en H1 no están contenidos en ningún 115 con j ~ i. Esta información

se puedever mirando las entradasnulasde cadafila de Al0.

(III) Incidencias

Notación. SeaA’11 la submatriz de Al0 que consiste en elegir unafila por cadacarade

codimensión1 de E’.

Entonces la matriz Al~ determina las incidencias entre los vértices y las caras de

codimensión 1 de P.

Descripción de un cono poliedral a partir de su matriz de Gram

Consideremosahoradadaunamatriz G simétricadeorden ii, rangod+1 y signatura

la de f. Entoncesexistenn vectorese1,... , e,, E E1 = (Rci+1, f) cuya matriz de Gram

es la matriz G; es decir, G = (f(e~,e5)) = G(e1,. . . , e,.). Queremosdescribirel tipo

combinatoriodel cono poliedral E’ = E’(G) = É(ei, . . . ,e,,), en términosde la matriz

0. Supondremosquela basecanónicade Rd+í es ortonormalparaf, y denotamospor
E a la expresiónmatricial de f enestabase.

En primer lugar observamosque el cono poliedral 1’ es no degenerado por ser la

matriz O de rangod+ 1.
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(1) Vértices de É(G) u’
u’

Dadosd índices1 =~i < < i~ <n, estudiamossi la intersección~ O. . O H~4
determina un vértice de fr(o). Para ello, utilizamos la matriz G~Iií . . . icifl de orden u’

n x n que se forma orlando el menor principal GQ’7) con una fila y columna de G, u’
es decir, té

G¡Iií... := (o~;~~) 5k u’
té

La entrada (1~ le) de la matriz anterior es té
u’

= det(E[ii . . . icijf E E[ií . . . i~k}) ti

u’

Lema C.3. (Vértices) Sea....... ici} c X. Entonces ti
u’

(a) dim(H11 O . . . O H~4) = 1 si y sólo si rg{e11, . . . ,e14} = d si y sólo si la matriz té

GHií ... iciH tiene alguna entradano nula; té
ti

(b) Supongamos que se verifica (a); entoncesHl~ O . .. O H14 determina un vértice de té
fr(o) si y sólo si todas las entradasno nulas de GHii . . . icij~ tienen el mismosigno. u’

Demostracion: té
u’

Si rg{e11,... ,e~} = d, como rg{e1,. .. ,e,,} = d + 1, existe j E X tal que los ti

vectorese11,...,e~4,e5 son linealmenteindependientes.En estecaso, la entrada(ti) u’

delamatriz Gui1 .. . ia~¡ esnonula. Reciprocamente,silaentrada(j,k)deGHii . . .iciuJ es u’
u’

no nula, entonces los vectores el,, ... , e14,e} sonlinealmenteindependientes,y también u’

lo son los vectores e111... ,
6i

4,
6k~ Con esto tenemos(a). u’

Veamosahora(b). Consideramosel vector 1)1,14 = 4’ci(e1, A ... A el
4). Por las té

u’propiedadesde 4’ (Lema 1.4.1(a)),~ es ortogonala e~11... ,e14; comoconsecuencia,
vI~ 14 genera la recta vectorial ~ O... ~ u’

Supongamos que esta recta vectorialcontieneun vérticede 1’; estoquieredecir que té

.141 e5)f(v11 ...I~, ek) > O (para todos los 5, le E {1,. . . ,n} talesquee1 y e~. nodepen- té

danlinealmentede e~1,... , e14). Comoconsecuencia,detE[ii ... id]
t detE[ii . . . icik] > O u’

u’(aplicando de nuevo el Lema 1.4.1(a)), y por tanto la entrada (5, le) de la matriz u’

idIJ tiene signo igual al signo de detF. Se deducepor tanto que todas las u’

entradasno nulasde estamatriz tienenel mismo signo. u’

Recíprocamente,si todas las entradasde Gluii ... zdju tienen el mismo signo, en- u’
u’

tonces, comparando dos entradas (5, k) y (5,1) no nulas, se tiene que f(v1
1...14, Ck) y

.14, e¡) tienen el mismo signo. Como consecuencia, por el Lema 1.3.4 se tiene que u’

o bien v~1j4 o bien —~1~ 14 es vértice de É(G). u’

U u’
u’
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• La matriz GiIií ... idi es “casi” una submatrizde la matriz de menoresde orden

• d + 1 de O; en concreto,si llamamosG a la matriz cuyas entradas son los menores de

• ordend+ 1 de Oque contienenlas filas y las columnas~ ,ici, entoncesOjlii . . .iciI~
• y G se diferencian en

• • el signo de algunas filas y las correspondientes columnas,

• una permutación de las filas y la misma permutación de las columnas.

• Como consecuencia,y como el rango de O es d + 1, se tiene que rgO = 1, y también

• rgO~i~ ... idi = 1. Esto nos permite enparticularconocerel signode todaslas entradas

• de OIIií ... idi a partir del signode unaspocas.

• (II) y (III) Caras de codimensión 1 y relacionesde incidencia

• Sean~i,• . . , ~ci tales que H~, O ... O H14 contieneun vértice de A(O); es decir, la

• matriz CHin... ,iciJj tiene todas las entradas no nulas del mismo signo, Entoncesun

• hiperpíanoH~ pasapor este vértice si y sólo si la columnai-ésima de Cliii,... ,iciui es

• idénticamente nula.

• Estonos da las relacionesde incidenciaentrevérticesy caras. Finalmente,obser-

vamos que Ñ1 O A es una cara de codimensión 1 si y sólo si el conjunto de vértices que

contieneno estáestrictamentecontenidoen ningún otro hiperpíanoH~, con j~i.

• Con estohemosdescritoel tipo combinatoriodel cono poliedral A(O).
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Capítulo 4:
u
u

Teorema de Andreev para algunos té
ti
u

tipos de poliedros
té
té

Fijado un tipo combinatoriodepolítopo, 7’, enel Capítulo3 hemosdescritoel conjunto u’

de matrices que son matrices de Gram de politopos de este tipo combinatorio (en un

espacioquepensaremosquees esféricoo hiperbólico). Todasestasmatricesformanun té

conjunto Q en el espacioRN (con N = (~), y n el númerode carasdel politopo). La u
matriz de Gram refleja datosmétricosdel politopo: ángulo(o distancia)entre cadados

hiperpíanosque contienencarasdel politopo. Si dos carasson adyacentes,estedato u’

es menosel cosenodel ángulodiédrico. Por tanto, las coordenadasde RN son de dos ti
tipos: Ni coordenadascorrespondientesa ángulos diédricos, y Al2 correspondientesa u’

pares de caras no adyacentes del politopo. u
u

Dado un punto A E RNI, existe un politopo con estos ángulos (y del tipo com- u’

binatorio dado) si el punto A está en la proyección del conjunto g. Por tanto, el u’

espaciode (cosenosde) ángulosdiédricosde politoposde un tipo combinatoriodadoes ti

la proyeccióndel conjuntoQ de matricesde Gram sobreel espaciode coordenadasque u’

representanlos ángulosdiédricos. ti
u’

El capítulosedesarrollaen torno a doshechosprincipales: u’

(1) Las condicionesdel Teorema3.4.1 (y los siguientes) son igualdadesy desigual- ti

dades polinómicas en las entradasde la matriz deGram. Comoconsecuencia,el conjunto téu
Q de matrices de Gram es un conjunto semialgebraicoreal. Entonces,por el Teorema u
de Tarski-Seidenberg(ver por ejemplo [BR]), su proyecciónes también un conjunto u’

semialgebraicoreal. Esto quiere decir que esta proyección,el espaciode ángulos,se té

puede expresarpor medio de igualdadesy desigualdadespolinómicasen los cosenos té

de los ángulosdiédricos. Paralos prismastriangularesdamosexplícitamenteuna des- u’
u
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• cripción de este tipo (Sección 4.2). El método de proyecciónque utilizamos paralos

• ejemplosquehemosestudiadoes el deeliminacióndirectade las incógnitas,despejando

y sustituyendo.

• (2) Unicidad dc la solución. Supongamosdadosunosángulosdiédricos tales que

• existe un politopo con esos ángulos; una pregunta importante es saber si este politopo

es único (manteniendopor supuestoel tipo combinatorio). Esto equivale,enel lenguaje

anterior,a que el conjunto Q se proyectede forma inyectiva. En dimensión3, por los

• resultadosde Cauchy ([Ca], ver también [HR]), la unicidad es cierta para poliedros

• trivalentes. Con el estudio que hacemos para descendientes de tetraedros se da en este

• casounademostraciónalternativade esteresultadode unicidad(Proposición4.3.6).
e

En los cálculos que haremos utilizamos frecuentemente las identidades de Sylvester.
• En la Sección4.1. explicamos algunas relaciones que se obtienen de éstas, y sus signifi-

• cados geométricos. En la Sección 4.2, describimos el espacio de ángulos de prismas

• triangulareshiperbólicos(compactoso no) y esféricos.Estees un casosencillo porque

se proyectaa un espaciode dimensionunaunidad menor. Con esto vemosentonces

el teorema de Andreev generalizadoparaprismastriangulares. En la Sección4.3, se

• estableceel teoremade Andreevgeneralizadoparadescendientesde tetraedros.Damos
• un método para eliminar las entradasde la matriz de Gram que no correspondena

• ángulos diédricos. En estos casos esteprocesoessencillo,pues las incógnitasse pueden

• eliminar sucesivamentemediantepolinomioscuadráticos.Finalmente,en la Sección4.4

se trata el ejemplo del cubo. La combinatoriadel cubo, parael problemaqueestamos

• tratando,es de naturalezabien distinta a la de los ejemplosanteriores,ya quelas tres

• entradas de la matriz de Cramqueno correspondena ángulosdiédricosya no sepueden

• eliminar sucesivamentecomoen el caso de descendientes de tetraedros. Paraestecaso

• mostramos algunos ejemplos.

e
• 4.1 Lemas técnicos y significados geométricos

e
• Damos aquí algunos lemas que se utilizaran en el resto del capitulo. Estos lemas se

• deducenprincipalmentede los productosexterioresdel espacio(Rci+ i, f) (ver Sección
• 1.4) y de las identidadesde Sylvester(ver ApéndiceA, en el Capítulo 1).

• Nata 4.1.1. (Interpretación de las condiciones (Mci) y (Alci±í) de los teoremas de

• caracterizaciónde matricesde Cram del Capítulo3). SeaO una matriz simétricade

• rangod+ 1; segúnhemosvenidohaciendoen el Capitulo3, podemosinterpretarO como
• la matriz de productos escalares den vectoresen un espaciogeométrico(Rci+l,f), cone f no degenerada.
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(a) Los menores de orden d+ 1 de Ose pueden interpretar como productos escalares ti

de vectores en (Ad+íRd+í,Ad±íf): té
u’

= (Ad±íf)(
611 A . . . A 6i4~j, eg~ A . . . A e54~~) té

(ver Sección 1.4). El espacio Aci+lRd+í tiene dimensión 1 y Aci±ífes no degenerada. té
ti

Por tanto, el producto escalar de dos vectoreses nulo si y sólo si alguno de los dos

vectoreses el vector 0. Es decir, té
té

z1...14+1) —0 si y sólo si CIí,.Á4~í = O ó ~ 54+1 = O té
1134+1

ti
Observemosque, paraalgunosmenoresparticulares,estotambiénse deducede la iden- ti
tidad de Sylvester té

u’
C~, .14011...iajk ~ ...í4k — O(74d~)

2 té
té

puessi rgG = d + 1, se tiene que 01
1...145k = O. té

u’
Si pensamosen el casohiperbólico,el productoescalarAd+lf es definidonegativo. u’

Entonces,la condición (Ald±l) del Teorema3.4.1,C(1:7+i) < O dice entoncesque los té
vectores611 A.. .Ae1441 y eg~ A... Aes4+1 tienennormadel mismo signo,es decir, sonpro- té

u’porcionalescon constantede proporcionalidadpositiva. Es decir, la condición (Alci+í)

equivale a que todos los vectoresde Aci+lRd+í correspondientesaciclos ampliadoscon

la misma orientación tengan norma del mismo signo. Como consecuencia inmediata, se u’

puede reducir la condición (Alci+i): si en un politopo hayR ciclosorientadosampliados, té

entoncesparatener(Alci±~)essuficientecon calcularR — 1 menoresmixtos adecuados. té
té

(b) Los menoresdeorden d de O sepuedeninterpretarcomoproductosescalares u’
de vectoresen (AdRd+l, Adf): u’

té
OC~?i~) iAdf)(61, A...Ae14,e}1 A...A 654) u’

ti
El espacioAdRd±ítienedimensiónd; parael casohiperbólico,Mf tienesignatura(1,d), u’
es decir, la opuestadel espaciohiperbólico. Podemosentoncespensaren esteespaciode ti

forma totalmenteanálogaa como lo hacíamoscon el espaciohiperbólico; por ejemplo, ti
té

ahora la línea de nivel 1 es un hiperboloide de dos hojas. Si estamosestudiandoel caso

compacto (Teoremas 3.4.3 y 3.4.4), es decir, queremos que todos los vérticesseanfinitos, u’

la condición (Pci) imponela condicióndeque ciertosvectoresdeAdRd+l tengannorma u’
positiva, es decir, esténen el hiperboloidede dos hojas. Y la condición (Mci) impone té

la condición de que todos estosvectoresesténen la misma hoja de estehiperboloide. té

Como consecuenciainmediata, tambiénpodemosreducir la condición (Mci), y así, si u’
u

92 ti
u’
té
u
ti
té



• el politopo tiene 5 ciclos orientados,bastacalcular S — 1 menores mixtos adecuados

• para tener (Ma). Tambiénutilizaremosesteespacioprincipalmenteparaprobar: si dos

• menores O~ .14 y 0s~..~ de O son positivos y existeotro menor principal 0k
1 . >~4 no

>0 (estose utilizará en el Teoremanegativo,entoncesse verifica

• 4.2.3,aunquedaremostambiénunademostraciónalgebraica).

• Lema 4.1.2. SeaO una matriz real simétricade ordenn.

(a) Supongamos rgO = d+1 y supongamosqueelmenorG~ ~ esigual aO. Entonces

• O(.. —0,para todo jí,...,Jci+í E {l,...,n}.

• (b) Si rgO = d + 1 entoncesrg(A~O) = (¿4-1) dondeA’~O esla matriz de menoresde

orden r de O.

• (c) Si rgO =d + 1 y todos los menoresprincipales de ordend + 1. son igualesa cero,

• entoncesrg0 <d + 1.

• (d) rgO = d + 1 si y sólo si todoslosmenoresprincipalesde ordenmayorque d+ 1 son

• igualesa ceroy hay algún menorprincipal deorden d + 1 distinto de cero.

• Demostraczon:

• Si O tiene rangod + 1, podemos ver O como la matriz de productosescalaresde
• rz vectoresu1,... ,u,, en el espaciovectorialRci+í respectode un productoescalarf
• no degenerado, y tal que entre los u1,..., u,, hay d + 1 linealmenteindependientes.

• Entonces(a) es inmediata,utilizando la Nota 4.1.1(a),porqueu~1 A ... A 1114+1 = O.

• Para(b), se tieneque A~f es un productoescalarno degeneradoen ArRd+í, y A~O

• esla matriz de productosescalaresde los vectoresn~1 A ... A nl7, paratodo 1 =t~
• ... cci,.. =n. Puestoqueentrelos vectoresni,... ,u,, hayunabasede Rd+í, se verifica

• que entre los vectores1111 A ... A uf,. hay unabasede ArRd+i. Entoncesel rango de

A~G esigual a la dimensiónde ArRci+í, con lo que se tiene el resultado.

• El apartado(c) se obtienefácilmentea partir de (a) y el (d) a partir de (c). LI
e
• Vamos a utilizar frecuentemente las identidades de Sylvester para obtener relaciones

• determinantalesentrelos menoresde las matricesde Gram de poliedros. Utilizaremos

• estafórmula principalmenteparaorlar menoresdeorden 2 y 3.

• Así por ejemplo, si O es una matriz simétrica de orden 5 (como es la matriz de

• Gram de un prisma triangular), obtenemos las siguientes fórmulas, que apareceran en

• la Sección4.2 y queresumimosaquípara convenienciadel lector.

• Lema 4.1.3. Sea O una matriz simétrica de orden 5.
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4:

(a) (Identidadesde tipo estándar)Orlar un menor deorden 2 en una matriz de orden

0:201245 = 01240:25—

0í2O(~~) = 0i230( 4) —

Orlar un menor de orden 3 en unamatriz de orden 5:

0:23012345= 012340í235—

(b) Seau la entrada (4,5) de la matriz O; entoncesel discriminante de detO respecto

de u es
‘1234 2 + 0í2s(Gí2s4s)I~~ —

0i2340i235

(c) Modificacionesde una identidad de tipo estándar:

—OQ~)0í2a4s= —012340(~~)+

(d) Orlar un menorde orden 2 en una matriz de orden 5:

‘‘1235’ ‘123’ 1234012012345 = 01230:245— O(124)Ok1245) + 0¼25)0(1245)
00 o(123\oti245~ _ 0(124’~o(1234’~

1212345 = \124/\i235) + 012401235 \125 /k1235]

Si detO = O, entonces

2OQ~)o(~~)o( ~~)=—o~ 2012301245 + 01250(124) + 01240(125)

(e) Orlar un menorde orden2 en una matriz de orden5 con dos filas iguales:

O1230~—O( 4)0(1 ) + O(1~)01234= O

Demostracton:

(a) Demostramosla terceraigualdad,las otrasdossonanálogas.Orlandoel menor

0123 con una fila y unacolumnade O, obtenemosla matriz

01234

oQ~)

Por la identidadde Sylvester,se tiene que detB = Oí
23detO. Calculandoel determi-

nantede O se tiene la tercerafórmula.
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(b) Evaluandola expresiónanterior en u = O, se obtiene una factorizacióndel

discriminantedel polinomio en u

detC= —0123u
2 — 2G(l~~)~ __ u + (0I234s)¡~..~

(c) Orlando el menorG(~) en la matriz O [~~] (es la matriz O con algunas
columnascambiadasde orden),por la identidadde Sylvestersetiene

o(123~0(í2345~ = o~oQ~~) — 0(1234 1235\k124/ki2435/ Xi 4 1243/

Ahora, cambiando de orden filas y columnas en losmenoresqueaparecenen la expresión

anterior,se obtiene la identidaddel enunciado.

(d) Si orlamosel menor012 con unafila y unacolumnade 0, obtenemosla matriz

B G(123~ c(í23’~
0123 ‘424) k125)0(124) 0124

c(f~) 0(r) 0125

Por la identidadde Sylvester,se tiene que detB = G~2detO. Desarrollandoel deter-

minantede B por la primeracolumnay aplicandouna identidadde Sylvesterde tipo

estándara cadaadjunto,setiene
1212345 = — o~1235) ,r(12S~Go(l2a4~

020 012301201245 0G~)012 ~ ~ :251 12kí245/

Dividiendo por 012 se tiene entoncesel resultado.

La segundaigualdades análoga,desarrollandoel determinantede la matriz B por
la segundacolumna.

Para la tercera igualdad, desarrollamosel determinantede la matriz II por la

primerafila

0~2G1234s= 012301201245 0(~~) [GQ~)Gi2s—0( ~~)oQ~)] +

+0(~~) [G(~)0(~) — G(1~)0124]=

= 01230:201245— G«~)20í2s+ 20(1)0(~)0(~) — GG~)2Gí24

Como 012345= detO = 0, setiene el resultado.

(e) Consideramosla matriz 0[}~] (que resultade sustituir la fila quinta de O

por la fila tercera,con lo que estamatriz tiene dos filas repetidas),y orlamosel menor

0:2, con lo que obtenemosde nuevounamatrizcon dos filas iguales:

¡ 0:23 G(~~) G(~~)
B = 0123 0Q~)
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La matriz B tiene entonces determinante nulo. Si desarrollamosestedeterminantepor

la primera fila, y aplicamos identidadesde Sylvesterde tipo estándara los adjuntosde

B. se tiene

O = detB = G123012G(~t)— G(~]~)o120(~íijt) +

y dividiendo por 012. nos queda

O = 0x230(~?,~~)— ~ + G(~~)G:234

4.2 Prismas triangulares

En esta seccion vamos a estudiar el espacio de ángulos de los primas triangulares com-

pactoshiperbólicos, de los prismastriangulareshiperbólicos (no necesariamentecom-

pactos)y de los prismastriangularesesféricos.

Consideramos un prisma abstracto 7’ con las caras

La numeración de las caras induceunanumeracionen

son adyacentes,denotamospor E,> a la aristacornun.

La matriz de Gram de un prismatriangular en un

O = G(E’) =

1( a12
a13
a14
a15

a12

1

a23

a24
a25

a13
a23

1
a34
a35

a14
a24
a34

1
u

numeradas según la Figura 4.1.

las aristas: si las caras C1 y

espacio (R
4. f) es de la forma

a
15

a25
a35
u )
1

Figura 4.1
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dondea15 = —cos~ siendo &15 el ángulodiédrico en la aristaS~~; y la entradau es

el productoescalarde los vectoresnormalesunitariosexterioresa las caras04 y C5 del

prisma.

La forma de calcular el espacio de ángulos será: en primer lugar, calcular la entrada

u en función de las demásentradasde la matriz, utilizando paraello la condición de

que la matriz O debe tener rango 4; aplicarlea estamatriz (que ya sólo dependede los

ángulos diédricos) el teorema de caracterízacion dematricesde Gram quecorresponda.

Lascondicionesde los Teoremas3.4.1,3.4.2,3.4.3 y 3.4.4son desigualdadespolinómicas

en las variablesa15 y u; al sustituiru por su valor en términosde los a~1 ya no tendremos

expresionespolinómicas, sino que tendráncocientesy raícescuadradas. Finalmente

eliminamos los cocientes y las raíces cuadradas, teniendo cuidado con el sentido de las

desigualdades.

En los dos lemassiguientesvamosa estudiarlos polinomiosresultantesdesustituir

la incógnitau por su valor en función de las demásentradasde la matrizen los menores

0(1~) y0(~). Estas resultantes se pueden obtener por el método estándar mediante

el determinantede la llamadamatriz de Sylvester.Calcularemoslas resultantesde esta
forma, y también vamos a hacerlo de forma directa, parair siguiendoel sentido de

las desigualdades.Estosdos lemasson la partefundamentalde los teoremasde esta

seccion.

Lema 4.2.1. (Resultante de 0(~) y det0 respecto de u)

(a) La resultante de o(~) y det0 respectode u esel polinomio

—0:2301240:25+ 01201240:235 + 012012501234

(b) Si 0124 > 0, 0125 > O y 0123 <0, entoncesR1 < O

(c) Si llamarnos F1 := 0~20123401235— 0(1~)20(1~)2, entoncesF1 =

Demastracton:

(a) Si expresamos0(}~) y det0 como polinomios en u se tiene

= 012U + 0(M~) ¡u0

detG = —01~u
2 — 2G(~fl¡ u + detOg

0

Se tiene entoncesque

012 0(}~) ~ o

= res(0(1~),det0,u) — 0 012 0(1~4) t.=O

—0123 —20(}~~) detG1
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té

— OLdetO¡ + 20í20(1~fl¡ o(4~) =(i) ti

— OhdetO¡ + 0:20(i25)¡0(i2~), — 0Q~Á)10o 123) tété
— 012012401235 — o ~/ 123)o(1245) __ ~0(12t 0(1 2¾01123) (iii) té24 ~25/ ¡~0 ‘424/ \ 125

— 0120:240:235 — 0i2s0(t~)
2 (‘v) u’

— 01201240235 + 01201250:234 — 0:230:240:25, té
té
té

donde hemos utilizado las siguientes identidades de Sylvester: para (i), la segunda iden-

tidad del Lema 4.1.3(a), evaluadaen u = O; para(u), utilizamos la segundaidentidad u’

que apareceen el Lema 4.1.3(d), evaluadaen u = 0; para(iii), se utiliza la siguiente u’

identidad, análogaa la segundadel Lema4.1.3(a) evaluadaen u O té
u’

0120(~) ¡__ = 0:250(m) — 0(1~)¡0C~); ti
u’

finalmente, para (iv) se utiliza la identidad de Sylvester de tipo estándar u’
u

0:201234 = 01230124 — 0(~2)2 té
ti
ti

(b) Por las hipótesis, se tiene que 0:230:240:25 < 0; por tanto, té

u’
= ~0:2a0124012s + 012 01240:235 + 0:20:2501234 < té

< —G:230í240125 + 01201240:235 + 0:20:2501234— 0:2301240:25 = u’
u

— 0124 (0:201235 — 0:230:25) + 0125 (0:20:234 — 01230124) = u’

— 01240(125) 01250(1),

ti
donde para la última igualdad hemos utilizado dos identidades de Sylvester de tipo u’

estándar (una de ellas es la (iv) del apartado anterior). u’
u’

Por las hipótesisque tenemos,se deducequeR
1 < 0. u’

(c) Utilizando identidadesde Sylvesterde tipo estándar(sólo en la primeraigual- té

dad), sustituimoslos menoresmixtos por menoresprincipales: té

u’

= 0~2G:2340í23s — 0(1~)
20(t~)2 titi

— 0~20:234G1235 — (01230:24 — 0:201234) (01230125 — 0120:235) = ti
— —0~230í240:2s + 0:20:23012401235 + 0:2 01230:2501234 té

u’
— 0123 (—012301240:25 + 0:20:240:235 + 01201250:234) = 0

123R1 u’
té

E ti
u
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Lema 4.2.2. (Resultante de 0({~) y detO respectode u)

(a) SeaI’2 : 0:240:235— 012501234. Severifica que

= 0(123) 0(234)+ ~P23’~~ 11235)
:25 Xl 245 ‘424/ 1245

y la resultantede los polinomiosdet0 y 0(~~),respecto de la variable u es igual

a E2 :=

(b) Supongamos que 0:23 # 0, ~ < 0, 01235 < 0, y u =
o(8~) _ 0123401235

~GI23

entonces

(i) Si 0123 > 0, entonces0(1243) <0 si y sólo si se verifica$12 ó 8%, donde

S:2 = {
k:24/

y o(~) =:0,

+
0(n) <o }

0(t)
2 0

o~:243)(u) Si 0123 < 0, entonces k 245 < O si y sólo si se verifica 812 ó Sf
2, donde

{ 01123)<(~‘424
$12 = 0(~)F2 <

~.0}
y Si2~%~

1a :24)

o, 0(t) >0 }
>0

(c) Supongamos que 012 > 0, 0:23 =

= detG¡~0 Entonces

(d) Supongamos que 012 >

—0123

0, 01~4

es negativo si y sólo si se verifica $12.

> 0, 01234 > 0, 0:235 > 0, y sea

entonces0Q
24t > O equivale a que se verifica Sf’~ ó ~12’

donde

Sfi;={

nl23
‘-‘k 124/ ‘452/

detO = —0~~u2 — 20(}~)

O (1243) — 0(123)u + 0(1243)

t.0}

u+ det0¡~...
0

It.=o

es el determinante de la matriz

(

—0123

0

¡tt=0

0(123~‘424/

det0¡0

o

)
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Demostracton:

(a) La resultanteE2 de los polinomios
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Entonces

R2 = ~01230(12)2
ITÁ=0

+ ~(1~3)(~20(1234\ _ 0(1243) ___ +0 (
123)deto (1)

kk1235/ ~ ‘4245 ___ \ 24

= —0:23 (012a4o124s,~

+oQ~) (20í2a40(N~) __ QQ ~)det0p =

¡ c>n/123\pf 235\
= 01234 kI.Si23~~ri245, -t tUI 1

424/UZ\ :245)1 ) +

— 123 2 \ __ (11>
+det0¡~0 k’-’

23’-’’24 O( 24) ) —

= r (rn’123\ ~n(ltlS4\ +Ot)0( 1235) itio —O
2detO¡ ~)+

+ det01 ~01201234= 01234 ~ ___ +0

— 0124det0¡ ~)+

donde para (i) utilizamos la identidadestándar0124det0= 0123401245 0(1243)2
1245

evaluadaen u = 0, y la identidad del Lema 4.1.3(c); y para (u) se utiliza la primera

igualdad del Lema 4.1.3(d), evaluadaen u = O, y la identidadestándar0:201234 =

0:230:24 0(í24).
Finalmente,paraprobarel resultado,vemosque

123 1235

1245 (\011245+ o()o(~j~~)~ = oQ~)o(
1234) + o )

(es decir, la misma expresión pero sin evaluar en u = O). Para ello, operamos en la
~123~r( 234\Lr(123\n(’235~

expresión0IK125/~~~Jk 1245/~’~’-’k 124/’-’’~ 1245> hastaver que esigual a h’2, que no depende
de u (utilizaremos identidadesde Sylvester de tipo estándaren la primera y última

igualdades):

o(~~)oQ~~) + 0(123)0(1235) =

123 124’ —

:24)0(125) o(8~)o(MV 12~ o(~)oQí~) — 0(1)0Q~fl —

012 0:2
0124 +0(123)20

012
1232 ‘123 2

012301240125 — 0(125)0:24 — 01230:240125 +01424) 0125
012

01230:25 — oQ~)2 0(23)2 — 01230:24
0124 + 0125

012 012
= 0:2401235 — 0:2501234 =

(b) Supongamosque 0123 # O y u =
a(1234) ~ 1G123401235

—0123 Desarrollamosel menor
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comopolinomio en u y sustituimos u por su valor:

• oQ~) = —0(1~)u+0 (1243) __

~0(i23)0(i234) ___ + 0Q~3) 0:2340:235 — 0i230Q~) ¡u=O

• -0:23
• 0(~)0:2a4 + 0(1~) 012340:235

—0123

• donde la última igualdad se deducedel Lema 4.1.3(e), cambiandode orden filas y

• columnasy evaluandoen u = 0.

• (b)(i) Consideremos primero el caso en que 0123 > 0; en estecaso,0(t~~) < O si y sólo
• si el numerador es positivo, es decir, si y sólo sí

• 0(1~) 012340:235 > —0(1~)0:234 (1)

• Si se verifica Sf~, es decir, G(fl~) >0 0({ ~) =O y alguno de lo~ dos no nulo,
• entonceses inmediatoquese verifica la desigualdad (1). Supongamos ahora que se

• verifica 8:2, es decir, 0(I~)0(1~) > O y 0(}~3)F2 < O. Tenemosdos casos:

• (A) G(~) > O y 0(m) > 0; en estecasola desigualdad(1) es equivalentea

1232 0(123)202

• 0(124) 0123401235 > 152 :234’

• y por ser 01234 < 0, estoequivalea
e
• O(}’~) 20:235 < 0Q~)

20í234

• Sustituyendolos menoresmixtos por menoresprincipales (medianteidenti-

• dades de Sylvester estándar) y operando, obtenemos:

(1) .~. G(i~)2Gí235 — c(~~)2G12a4 < O

• .~. ~ — 01201234) 0:235 — (0:230152 — 0120:235) 0:234 < O
• 0:23 (012401235 — 0:5201234) c O
e
• Ahora bien, como0(13~)>0 y estamosen 8:2, se verifica F

2 = 012401235 —

e
0152 0:234 ~z0, y como 0123 > O, tenemosfinalmenteque la últimadesigualdad

• es cierta.

• (B) 0(~) c O y G(~) c O; en estecaso,siguiendolos mismospasosque antes
• aunquecon el sentidocontrariode las desigualdades,setiene que (1) esequi-

• valentea 0123F2 > O. Ahora tenemosque G(~) .c O, por tanto (por estar en

• 101e

e
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té
té
ti
té

té
$12), E2 > 0; como tambiénes 0:23 > 0, setiene quela última desigualdades ti
cierta, té

té
Recíprocamente,supongamosahoraque es 0(}~) cc O (o equivalentemente,se

verifica la desigualdad (1), ya que estamos en el caso 0:23 > 0), y probemosque ti

entoncesse verifica 812 E~ ~ u’
té

En primerlugar,si 0(~) = 0, entonces,como01234 < O debeocurrir que0(n) < u’
0; por tanto severifica S’~. De la mismaforma, si 0({~) = O, entoncesdebeser u’

> O y también se verifica S~. té

Supongamos ahora que @ ( ~ )~o(123) son ambosno nulos. té
té

• Si 0(n) cc 0, entoncesdebeser 0({~) c 0, y además, en estecasola de- u’
sigualdad (1) es equivalentea 0:23F2 > 0. Como es 0:23 > 0, se verifica ti

E2 > O, y por tanto G(
123»p

2 <O. Por tanto, se veriflea $12. ti

• En segundo lugar, si 0(1%> OyO(4% cc 0, entonces se verifica ~ ti

• Finalmente,si 0(1% > O y O(~)> 0, entoncesla desigualdád(1) equivale té
a 0123F2 < 0; por tanto es F2 ~z0, y entonces0Q

23~F té
124/2 < 0, con lo que se

verifica ‘S:2.

(b)(ii) Consideremos ahora el caso en que 0:23 < 0. En estecasoo({~{~) <0 si y sólo sí ti
el numerador es negativo, es decir, si y sólo si ti

ti
té

G(~~) 012340:235 . —0Q~)01234 (2) u’
u’

En primer lugar, si se verifican las condiciones de ~i2, entoncesla desigualdad(2)
se verifica automáticamente. Supongamos ahora que se verifican las condiciones de u’

812. Siguiendo los mismos pasos que en el caso (b)(i), tenemos que: té

té
(A) si 0(1%> 0, entonces ~1452) > O y E

2 cc 0; por tanto la desigualdad (2) es u’
ahoraequivalentea 0~23F2 > 0, que es ciertaen el casoen el que estamos; u’

(B) por el contrario, si 0 ( {%cco, entoncesG(~) cc O y E2 > 0, y la desigualdad ti

(2) esequivalente a 0123F2 .c 0, que también es cierta. u’
u’

Recíprocamente,supongamosqueseverifica la desigualdad(2). En primer lugar, si u’

oQ
23) = O, entonceso(~% > 0, y si GQ~) = 0, entonces0(1% .c O. Por tanto ti

en estos casos se verifican las condiciones de ~I2~ Supongamos ahora que ninguno té

de los dos menores es igual a O; veamos que entonces se verifica 8:2. Tenemostres u’
ti

casos: té

• Si oQ~) ~cO y GQ% <o, entoncesla desigualdad(2) es equivalentea
0

123F2 cc 0; por tanto, “2 > O (porque 0:23 < O), y entonces se verifica $12.

u
102 ti

mr

e
e
e
u.

e



• Si 0(~)cc 0y0(~) >0, entoncesse verifican las condicionesde ~i2~

• Finalmente,si G(j% > 0, entonceses 0(~) > O, y la desigualdad (2) es

equivalentea 0í23F2 > 0 por tanto, F2 < 0 (porque0123 < 0), y entonces se

verifica $12.

(c) Supongamos que 0123 = O, u = detG
1,0 y que tenemos las demás hipótesis

u=0

del apartado(c) del enunciado.Por ser0123 = O se tiene

oQ~~) = 0Qi~I) ¡u~ 012 (3)

(1234\ polino

(la primera igualdadse obtienedesarrollandoG\ :235) como mio en u, y parala
segundaigualdadseutiliza lasegundaidentidaddeSylvesterdel Lema4.1.3(a),evaluada

en u = 0. Como C(t~) > O y 012 > 0, se deduce entonces que 0(fl~)1 _ > O (en

particular,u estábien definido)y ademássetiene queC(})o(~) > 0.

En estecaso, al sustituir u por su valor en 0(~~) GQ~ )u+0( ~ se

tiene queoQ~) cc 0 equivalea

2G( 1245)3 __

Como 0({~)~ > 0, entoncesla desigualdad(4) esequivalentea

—0(~~)det0¡0 + ~ < 0, (5)

Sea r la resultante,respectode la variable u de los polinomios H y 0Q~), donde

H = 20({~fl u + det0¡~ .0 (es decir, H es el determinante de O cuando 0123 es

0).

Vamos ahora a comparar r con la resultante,R2, de detO (cuando 0:23 # 0) y

0Q~:~), respectode u. Recordemosque la matriz de Sylvesterque se utiliza para
calcularR2 es

1234 detG¡0“ 235)¡

GG?I__ O __ )

Observandoestamatriz, esclaro que la relaciónentrer y R2 es

= —0í230(~)~ +
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Teniendoencuentaque0123 = O y utilizando la igualdad R2 = 01234F2 obtenida en el té

apartado(a), tenemosque ti
0:234F2 = 0({%r (6) u’

ti
nI :243La expresión (5) es igual a —r; por tanto setiene que -‘ :245) <0 equivale a r > O. u’

té
~(l23 124

En resumen, hemos visto quelas hipótesisgeneralesde (c) implican ~kí52)0(123) > u’
O; por otra partehemosvisto que0Q~) cc O equivale a r > 0. Paraprobar(c), tenemos té
entoncesque ver que r > O si y sólo si 0(1%F2 cz 0. Ahora bien, de (6) sededuceque u’

________ té
= ~I234 it Como 0:234 < 0, se tiene lo que queremos probar. u’

té
(d) Supongamosahoraque0:2 > 0, 0:24 > 0, 01234 > O y 01235 > 0. Observamos ti

que0123 > O, puestoquela submatriz 0[{~]es definida positiva. Sustituyendo u por u’
ti

su valor en 0Q~), nos queda (igual que hemos hecho en el apartado (b)), que

u’
G(í24fl = 0Q~)0234 — G({~) 0:2340:235 u’k1245/ —0:23 u’

u’
Por ser 0:23 > 0, se tiene que 0(~~) > O si y sólo si el numerador es negativo, es u’

decir, si y sólo si u’

oQj~) 0:2340:235 > 0Q~)0:234 (7) u’
u’

Hacemosla demostraciónsiguiendolos pasosde (bfti). Supongamosen primer ti
lugar que se verifica S~. En este casoes inmediato que se verifica (7). Supongamos ti

que se verifica Sfl. Ahora tenemosque distinguir dos casos: si 0(1% > 0, entonces té
té

F2 > O (por hipótesis);por otra parte, en estecaso la desigualdad(7) equivalea que
0:23F2 > 0 (ver la demostracióndel apartado(b)), queescierto en las condicionesque

(123\0
tenemos. Por el contrario, si O 124/~ entoncesF2 < 0, y 0123F2 < 0, y esta última u’
desigualdadesequivalente,en estecaso,a la desigualdad(7). ti

Recíprocamente,supongamosque se verifica la desigualdad(7). Tenemosvarios u’
u’

casos. Si G(1%G(1~) > O, entonces0(M~)F2 > 0, con lo queseverifica8~. Si alguno u’

de los dos menoreses nulo o si oQ% > O y O (123)<o entonces(7) implica quese u’

verífica $‘~. Finalmente,(7) implica que el caso0(}% < O y 0({~) > O nuncapuede u’

darse. ti

Con estoterminamosla demostracióndel lema. LI u’
u’
té

Teorema 4.2.3. (Teoremade Andreev para prismas triangularescompactoshiper- u’

bólicos: espacio de ángulos) Sea 7’ un prisma triangular abstracto con las caras nu- té
meradas. Sean~½2, . . ,a~ E (O,ir) ángulosasociadosa susaristas,o equivalentemente u’

té
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a12,... ,a35 E (—1,1), con a15 = —cosa15.Entoncesexisteun prismatriangularp CH
3

compactocon ángulosaq en las correspondientesaristassi y sólo si el punto deA E R9
de coordenadas(a

12,..., ass)estáen la región 7?. descritapor las siguientesdesigual-

dadespolinomicas:

7ZC11 =(7?~ = {sCH 0:23 =0,S2,$ía,S23})

u (R2 = {85H 0123 cc 0,812,813,824)

u (7Z3 = {$311 0123 cc
u (7Z4 = {$

5~,012a < 0,S:2,$3,$23})

u (7? — {
8CH 0:23 <O,<52,513,$23})

u(7z6={$5”jo123cco,sf2, 813,323})
u (7Z7 = {8CH 0123 < 0,S:2,$13,823})

u(n8={s3’%o123cc0,$;2, $a,$23})

u(7z9={$3”,o123cco,á’;2, ~i3~23})

dondehemosdenotadopor $3”, $12, etc., los siguientesconjuntosde ecuaciones:

<‘CH _ fa1> E (—1,1), i —1 ..,90124 > 0,0134 > 0,0234 > 0,0125 > 0,0235 > 0,0:35 > O
01235<0 i— 0:~~ < o~ 124 152

oQ%>o, 0(143)> ~, 0(m) >0, 0(~) > O

{ 0(í23\o( :23~~>o812 = G~)(G24Gí2a5

0(123\~~~a
135/

(014301235

i23\~~

(02340:235

— 0:25 01234) cc O

— 013501234) < O

— 025301234) c O

}
r 0(123\

= •> ‘424]
123\

~124]

}

}
= f 0(n) <

lG(~) 2 +
f

$43 = 10(123)234

2Ge$io}

0, o(f~)

=O, o(~)
2

>0

>0

>0

>0

}
}

Demostracto n:

(=z~) Supongamosenprimerlugar que P c H
3 es un prisma triangular compacto.

Seana:,..., a~ sus ángulosy a
15 = — cosajj; vamos a ver que A = (a12,...,aas)E

JZCH. La matriz de Gram de P, O = 0(P), verifica las condicionesdel Teorema3.4.4.

La entradau se puede calcular a partir de los a~5, puescomoel determinantede O
es 0, u es raíz de un polinomio de segundogrado cuyoscoeficientesson polinomios en

a12,...

det0 = ~0123u2 — u+det0¡0;

8:3=

$23 = { ~
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de aquí se deduceentoncesque (la factorizacióndel discriminantese debe al Lema

4.1.3(b))

u =
01 U34) + 0:2340:2351235 uo

0123 # 0

Para ver cuál de las dos soluciones es el valor de u, observamos que por la condición

(M4) del Teorema3.4.4, se verifica que 0(~) < 0, puestoque los ciclos C1,C2,C4 y

C,C5,C2 tienen la misma orientación. Cambiando de orden filas y columnas, se tiene

que 0(~) > O; por otra parte,se tiene que

o (12~4) — 0l2au+0(~~)~,

con lo que 0(~,~) > O si y sólo si -0:23u cc ~ Tenemosentoncesque

o’:234)
~ cl: k :235 ¡~=~

—0123
si 0:23 < O y u> 0Q~) I~=~

~0:2a

ti
ti
té

si 0:23>0, té
ti

con lo quese tiene finalmenteque

o1 1234)k 1235 ~ — 0123401235

—0:23

Si 0:23 = 0, entonces,de nuevo por (M
4), es

expres:on como polinomio en u, también es 0(t~) > O
> 0, y desarrollandoesta

(o sea,distinto de O), por

lo que en este caso
det0¡ =

20Q~) ¡¡¿=0

Paso1. Veamosen primer lugar queA verifica todaslas desigualdadesde87<. En efecto,

(i) por serP compacto,los menoresprincipalesde orden 3 correspondientesa los

vertices del prismason todospositivos (por (P3) del teorema);

(u) 01234 .c O y 0:235 cc O por las condiciones(P4);

(iii) finalmente, los menoresmixtos de orden 3 que aparecenen Ro son positivos

por las condiciones(M3).

PasoII. Supongamosque0:23 =0; vamosa ver queen estecasoA E R.~. Paraesto, por

las simetríasdel prisma,bastaprobarqueA verifica 812.

(i) Veamosprimeroque oQ~)o(~) > 0. Si pensamosen el significadode los

menores de orden 3 como los productos escalares en (A
3R4, A3f) de los vectores

e: A 62 A 63 , e~ A e
2 A 64, e A e~ A ~2, entoncespor ser 0124 > 0,0152 > O
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y 0:23 > O, y tener A3f signatura(1,3), se tiene que 0(123\01123)

• — 124/\152 >0 (ver4.1.1(b)). También podemos verlo utilizando la segunda identidad de Sylvester
del Lema 4.1.3(a), y cambiando de orden algunas filas y columnas; se tiene

• oQ%oQ% = —0120Q~) + 0:230(152)

• Examinandolos signosdel segundomiembrode la igualdadanterior, tenemos

• que

• • 0:2 = 1 — 012 = sena
12 > 0,

• e oQ~~)cco, por (M4), y 0(lfl > 0, por (AL);

e estamos en el caso en que 0123 es mayor o igual que O.

• Se tienepor tanto que G(1%0(I% es estrictamente positivo.

• (u) Veamosahoraque GQ~2)(0:240:23s — 0:250:234) c 0. Por el Lema 4.2.2(a), y
cambiando de orden filas y columnas, esta expresión se puede escribir en términos

• de menoresmixtos como:

1232 523• 0(~~)(G1240:2as — 0:2501234) = G(124)0(í245) + 0(1)0(~)c(~~~) (8)

• Ahora,en cuantoa los signosde los términosque aparecenen la última expresión,
• sabemosque0(1~) y 0(243/ son negativospor la condición (M4) del Teorema45

3.4.4,y 0(~)0(1% > O por (i), y por tanto sededuceel resultado.

• Con estohemosvisto que si 0:23 =0, entoncesA E lZí.

• PasoIII. Finalmente,supongamosque 0:23 < O. Se tiene que 0:234 <0 y 0:235 <0 por la

condición (P4); además,0(u) .c O por (M4). Entonces,por el Lema 4.2.2(b)(ii),

• se tiene que el punto A verifica las condicionesde8:2 o de ~i2~ De forma análoga,
• porser0Q~) .c 0, A verifica813 ó S~, y como 0Q~g)<O, A verifica $23 ~ S~3.

• Por tanto se deduceque A está en alguna de las regiones 1Z2,... , 7?~.

(.¡~==) Consideremosahoraun punto A = (a12,... ,aas) E 7?. Tenemosque probar
• que existeun prismatriangularcompactoP c H

3 con angulosal
5 = arccos(—a15).

• En primer lugar construimosunamatriz

• ¡1 012 0:3 014 a:s\

• 0:2 1 023 a24 025• 0=0(A) = 0:3 023 1 034 035

• 014 024 034 1 u )
• 015 025 035 U 1

• dondeu tiene el siguientevalor:
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(a) Si 0:23 # 0, tomamosu — .c~,,3 . Como A verifica las desigual- e

dadesde 8~H, en particular012340:235> 0, por lo queu es un número real.

(b) Si 0:23 = 0, tomamos u = detG1,•=0 ‘hay que comprobar que el denominador téaquí
ti

es distinto de 0. En efecto, orlandoel menor 0:23 en O se tiene la identidad de u’
Sylvester(Lema4.1.3(a)) u’

té
0:230:2345 = 0:2340:235 — 0(1~~)2

u’
Como 0123 = O, y 0:234,0:235 ~ 0, se tiene que 0(~,4) ~ 0. Por otra parte,
desarrollando 0(1234) como polinomio en u se tiene

té0(~~) 0:2311 + (4~~)¡~~
y de nuevo por ser 0123 = 0, es 0Q~fl1 = 0(~,~) # 0. té

té
Veremosahoraquela matriz O verifica todas las condiciones del Teorema 3.4.4, con u’

lo que habremos demostrado la existencia del prisma triangular que estamos buscando. u’

(1) En primerlugar, el rangode O es 4 y su signatura es (3,1). En efecto: O tiene los té
tésiguientesmenoresprincipalesencajados:1 = G~, 012, 0124, 01234,cuyossignos

son 0: > 0,0:2 > 0, ~ > 0 y 01234 <0, porqueA verifica las desigualdadesde u’
s¿17H. Además, det0 = 0 por la elecciónde u. Se deduce por tanto que la signatura u’

de O es (3,1). La condición (R) se reduce a la condición (P3), por serel prismaun u’

poliedro trivalente. té

(II) La condición (P3) del Teorema3.4.4 severifica porqueA E 83”, y por lo mismo u’
u’se tiene que 0:234 y 01235 son estrictamente negativos. Para ver (P4), faltaría u’

comprobartodavíaque los menoresprincipalesde orden4 01245,0:345, 02345 son u’

estrictamentenegativos. Teniendoen cuentala Nota 4.1.1(a), automáticamente té

obtendremosque estos menoresson no nulos cuando probemoslas condiciones ti

(1V!4). Porla signaturade O (que ya hemosobtenidoen (1)) deduciremosentonces té
u’

que sonnegativos. u’

(III) Paraver quese verifica la condición(AL) del Teorema3.4.4, puestoque todos los u’

menoresprincipalescorrespondientesa los vérticesdel prismatriangular son posi- té

tivos, essuficiente(por la Nota4.1.1(b))ver quelos menores0(~fl,o(}fl, o(fl~), té

oQ~) yO(
124) son todos positivos. Como A E R~, los cuatro primeros menores u’té

son ya positivos, luegofalta comprobarel signo de 0(I~). u’

(III.i) Supongamosen primer lugarque 0:23 =0, es decir, que A E 7Zi; por la identidad té

de Sylvester(terceraigualdaddel Lema4.1.3(d)) tenemos u’
u’

20Q%0( 1%Ot) ~0: 201230:245 + 0:250(124) + 01240(125) u’

ti
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• Como012, 0:25, 0124, sonestrictamentepositivos(porqueA verifica$~”), 01245=
• O (por la signaturade 0), o(% y o(123) son no nulos porque A verifica $, y

0123 =O, sededuceentoncesqueel segundomiembrode la igualdadanteriores es-

trictamentepositivo. Por tanto también20( %0(1%GQ% > O. Porotraparte,

0(123)0(~~~) >0 porque A E %~. Como 0Q~)o(~) = —0Q~)0(~) <O, se• 124
• deduceentoncesque0(% es negativo, y (cambiandoel orden de columnas)que

• es positivo.e oU~1)
• (III.ii) Supongamospor el contrario que 0123 cz 0, es decir, que A E 7Z2 U ... U R~.

• DesarrollamosoQ% = 0(121) como polinomio en u y sustituimos u por su
• valor:

• 0Q% = 0:2u + 0Q~j)~ —

12 (:235) — 0123401235 — 125 __

1234 012 —0:23

<0 debemosver que el nume-Puestoque ~0:23 es positivo, paraver que

rador de la expresiónanteriores negativo,es decir,

— 01230Q~4)1___ < 012 0:23401235,

e
• queesequivalente,aplicandouna identidadde Sylvesterde tipo estándar,a

oQ~)oQ~) cc ~ 0123401235 (9)
e

El segundomiembrode la desigualdadanteriorespositivo. En cuantoal signodel
• primero, comoel punto A estáen algunade las regiones7?2,... , R~; en particular
• A verifica $12 o ~i2

(i) Si A verifica ~i2, entonces0(~) = O y ~(1%—0(s) =O, por lo que

0(123)0(}% < O y (9) se verifica automáticamente.• ~125 __

• (u) Si A verifica $12, entonceso(123)o(123) > 0, es decir, —o(~)0(~) > O, por lo
e

que (9) es equivalentea
• oQ~)

2GQ~)2 0120123401235.

e
• Por el Lema 4.2.1(c),LlamamosE: al polinomio 0120123401235—

E = 0:23 R:, donde1?: esunaexpresiónque (porel apartado(b) del mismolema)

• es negativa. Por tanto, F
1 > 0, con lo que severifica la desigualdad(9).

• (IV) Finalmentedebemosver quese verifica la condición (M~±)del Teorema3.4.4. Las

condiciones(M.~) y (E4) equivalen a que la matriz A
4G de menores de orden 4 de

• 109e
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O tenga los siguientessignos (ver Figura 4.1 y compararlas orientacionesde los

ciclos ampliados):

1234 1235 1245 1345 2345

1234 — + + — +

1235 + — — + —

1245 + — — + —

1345 — + + — +

2345 + — — + —

ComoA verifica
8QCH, ya sabemosque0:234 <0 y 0:235 <0; por otraparte,como

det0 = 0, esta matriz A
40 tiene rango 1 (Lema 4.1.2(b)). Esto nos permite conocerel

signode todos los menoresde orden 4 a partir del signode unospocos,por ejemplo es

suficiente probar que

<0 (o equivalentemente0({~)>0)

~G~A)<o (ó O ~ >0)

~C~Á)<0 (ó O(~~) < 0)

0Q~) <o (¿ oQ~35)< O)

Por las simetríasdel prisma triangular bastarácon probar una de las desigual-

dades. Vamos a probar, por ejemplo, que 0Q~ )<o. Consideramos distintos casos

(correspondientesa las distintas regionesquecomponen7?):

(i) Supongamosque 0123 <0, es decir, estamosen una de las regiones 7?2,. .. , Rg; en

particular, A verifica las ecuacionesde S:2 o las de ~ Por tanto, por el Lema

4.2.2 (b)(ii), se tiene queG(~~) es negativo.

(u) Supongamos que 0123 > O, esdecir, estamosen la región 7?.:, es decir, se verifica

812. Entonces, de nuevopor el Lema 4.2.2 (b)(i), se tiene que0(~~) es negativo.

(iii) Finalmentesupongamosque0123 = O (tambiénestamos en la región7?:). Por ser

0:23 = O se tiene (por (3))

G(1234) = 0(1234) ¡¿=0 — ______________

012

Como estamosen ~i, se tiene entoncesque G({~2) > O, y podemosaplicarel

Lema4.2.2(c); como A verifica las ecuacionesde 812, concluimosque0(t~) < 0.

LI
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A la región 7?c~ que hemosobtenido en el Teorema4.2.3 la llamamos espacío

de (cosenosde) ángulosde los prismastriangularescompactoshiperbólicos. Vamos a

ver ahora descripcionessimilares de los espaciosde ángulosde los prismastriangulares

hiperbólicos,no necesariamentecompactos,y de los prismastriangularesesféricos.Las

demostracionesseránanálogasa la del Teorema4.2.3, y se utilizará esencialmenteel

Lema 4.2.2. Observemosque el conjunto 7?.2 U . .. U Rs del Teorema 4.2.3 podemos
expresarlo,utilizandointersecciones,como

{~C11} n {0í23 < 0} n ({$í21 u {$2}) n ({$íal U n (18231 U {$23})

Expresamosde estaforma los espaciosde ángulosen los casossiguientes.

Teorema4.2.4. (TeoremadeAndreevparaprismastriangulareshiperbólicos,no nece-

sariamentecompactos)El espaciode (cosenos)de ángulosde los prismastriangulares
hiperbólicos(nonecesariamentecompactos)esel conjunto7?’~ definidopor lassiguien-

tes desigualdadespolinomicas:

= {$ff,023 = O,S:2,S:3,323}

u (ís~Ñ n {G:23 <01 q ({$:2} U {$12}) n ({S:3} q 18131)

u (í~q n {0:~ > o} n (í$12} U {<512}) n ({s+ó u {$I’31)

u (s2ó u

n (s~ u {$;~3 }))
dondehemosdenotadopor ~ $:2, etc., los siguientesconjuntosde ecuaciones:

O1234<O,Oíns<O J

~i2 0(s) =o, 0(1% =‘l~0Q%
2+G(i23)2O

{ nl :23\o(123)>O

8:2 = ~skí24J\152 }0(}~)(0:240123s — 012501234) < O
84’~= {G(123)2 G(123)2 }

y los demásconjuntosde forma análoga.

Demostración: (análogaa la demostracióndel Teorema4.2.3)

(t) Supongamosqueexiste un prismatriangularP c H3 con los ángulosdados.

Su matriz de Gram0(P) verifica el Teorema3.4.3, y la entradau se expresa en función

de las demásentradasde la matriz exactamentede la misma forma que parael caso

compacto. Por este teorema,se verifica 012 > 0, 01234 < 0, 01235 c 0, c(:~:~) < O y

Por tanto, aplicandoel Lema4.2.2(b) y (c), se tiene:

(1) si 0123 = 0, entoncesse verifica 512;

(II) si 0123 > 0, entoncesse verificaS
12ó ~2;
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u’
ti
u’
ti
u

(III) si 0123 < O, entoncesse verifica $12 ó S~2~ ti

De formaanálogaseprocedecon S~, 823, etc, ti
té

(@) Dadoahoraun puntoA E 7Z~,construimosunamatriz O = O(A) exactamente té

de la misma forma a como lo hicimos en la demostración de 4.2.3. Tenemos que ver que ti

estamatriz verifica las condicionesdel Teorema3.4.3. En primer lugar,el rangode O es
ti

4 (pueshemoselegido u paraquedet0 = 0) . PuestoqueA verifica las condicionesde
5ff, se verifica ~ > O y 01234 <0, conlo quela signaturade Ges (3,1). Ya sólo falta u’

probar (M4), pues(P4) se deduciráde (Aif4) y de la signaturade 0. Paraver (k14), es u’

suficiente ver (por las simetríasdel prismatriangular, igual queen 4.2.3) queel menor té

mixto ~(I~)es estrictamentenegativo.Esto se deducede nuevodel Lema 4.2.2(b)y ti

(c). LI u’
u
ti

Teorema4.2.5. (Teoremade Andreev para prismas triangulares esféricos)El espacio
de (cosenos)de ángulosde los prismastriangularesesféricoses el conjunto~S definido u
por las siguientesdesigualdadespolinómicas:

= (~‘fl, ¡

kIo:21 ~ 19:21) ~ (~~{S1~} U {3í3}) U ({S.’3} U {sg:}) tircm<\ uit u u’

dondehemosdenotadopor S~,$‘~, etc., los siguientesconjuntosde ecuaciones: ti
té

1 ajj E (—1,1), i = 1,... ,9 ~ f o({~) =0,G(1~) =0 ti
= Y <~12 = } ti

~
0v,,. > 0,01234 > 0,0íns > O j ¶j~ 0(t%2 + 0(}~)2 > o

= JO (~)G(~)> 0 1 ti

1 0(~~)(Gí2401235 — 012501234) > 0 J ti
ti

y los demásconjuntosde forma análoga. té
u

Demostracion: u’

(~) SeaP un prisma triangular de la esferaS3. Su matriz de Gram, O = 0(P) ti
verífica las condicionesdel Teorema3.4.2. Por (P

4) y (.P2) de esteteorema,se verifican té
ti

las desigualdades de $~. La entradau de O se puedecalcular a partir de las demás u
entradas,utilizando que el determinantede O es O. Por ser 012 > O y G1234 > O, la ti

submatriz O [] es definida positiva; en particular 0123 > O y entoncesdetO es un ti
polinomio en u degrado2. Parasabercuál de las dosraícesesel valor deu, observarnos ti

que se verifica 0Q?~) > 0, por la condición (M4) del Teorema3.4.2. Procediendode u
forma análogaa como lo hicimos en la demostracióndel Teorema4.2.3, se tiene que u’

G(~) _ + vm?~a1235
u = . Ahora, por el Lema 4.2.2(d), se tiene quese verifica ~12 ~ ti

té
u
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• Q@) SupongamosahoraA E ‘R3; construimos una matriz O = O(A), con u =
• ________________

• —0123 PuestoqueA verifica 8~ y det0 = O (por la elecciónde u), se
• tiene queO es de rango4 y semidefinidapositiva. Por otra parte,por el Lema4.2.2(d),

• se tiene que 0(3~§) > O, por lo que (haciendolas mismasconsideracionesque hemos

• hecho en los teoremas anteriores) se tiene que la matriz O verifica la condición (M
4);

• como consecuenciade esto y de la signatura de 0, tambiénverifica la condición (P.~).
Por tanto se verifica el Teorema3.4.2,y entoncesexisteun prismatriangular esférico

• con los ángulosdados. LI

• Lectura geométrica

• Vamosa ver el significadogeométricode las ecuacionesquedescribenel espaciode

ángulos de prismas triangulares.

• (1) (Menoresprincipalesde orden 3) En el casohiperbólico, los menoresprincipales

• de orden 3, Oí5k, indican dónde se cortan las caras01,05, Ok:
015k es positivo, ceroo

negativosi y sólo si las tres carasse cortanen un punto finito, infinito o ultrainfinito,

respectivamente.Puestoqueestamosenel casocompacto,todoslos vérticestienenque

• ser finitos, y es por esto por lo que aparecenlas condiciones0124 > 0, etc. en

• Observemos que estas condiciones no aparecen en el casode prismashiperbólicosno

• necesariamentecompactos. Si algún vértice del poliedro tiende a un vértice infinito,

• entoncesel menor principal correspondientetiendea O. Así, las condicionesOí5k = O

(cuandoC
1,C5, Ck incidenen un vértice) son ecuacionesdel borde del espaciode ángulos

• (en codimensión1).

• En el casoesférico, los menoresprincipalesde orden 3 son siemprepositivos (en

• correspondenciacon que siemprehaycompacidaden esteespacio).

• (II) El signo de los menores principales de orden 4 refleja la signatura del espacio.

• (III) En el casohiperbólico compacto,ya hemoscomentadoel significado de los

menoresmixtos de orden3 (Nota 4.1.1(b)).

• (IV) Finalmente,estudiamosel polinomio E2 = 012401235— 012501234. Estudia-

• mos el casohiperbólico. Supongamosentoncesun prismatriangularcompactoP G H
3

• y sea & su matriz de Gram y e:,... ,e~ los vectoresnormalesexterioresa sus caras.

• Denotandocomo habitualmenteVijk := $3(eI A e~ A 6k), y E[1234] a la matriz de

coordenadasde los vectores~í, . . . , e4, y utilizando las propiedades del operador de

• Hodge (Lema 1.4.1) se tiene

• 0:234 0:243 _ (detf)detE[124312 _

0124 0:24 0124
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(detf) $4(e: A 62 A 64 A 63)2 (detf) f($3(eí A ~2 A 64), ~~)2 u’
(A3f)(ei A e

2 A e4) (detf) f(vi24) té
té
u’

f(v:24) = —senh
2d(ví

24,ef)

té(para el casoesférico, se tendría = sen , ). Es decir, ~I24

2(d(v:
24 ~di ~ mide

la altura /21 desdeel vértice ~:24 hasta la cara 03 (ver Figura 4.2(a)). De la misma u’

forma, ~m mide la altura h2 desde el vértice y:25 hasta la cara
0a~ Teniendo esto en tia’

25
cuenta,la condición F2 < O equivale (ya que0125 y 0:24 son positivos) a que té

u
01235 0234 ti
0:25 0:24 ti

es decir, a que la altura h~ es menor que la altura h2. tité
Por otra parte, supongamospor ejemplo que nuestroprismaP verifica las ecua- té

ciones de la región 7?.:, es decir, las prolongacionesde las caras Cí, 02,
0s se cortan té

en un punto V finito. Hay dos posibilidades,que este punto V esté más cercano de u’
téla cara 04 o queestémás cercanode la cara Os (ver Figura 4.2(b)). Comparandolas té

orientacionesde los ciclos 01,02,03 y 0:, 02,04 en amboscasos,vemosque el primer e
casoposibleequivalea la condición 0(1% > O, y el segundoequivale aqueo(~% < O. u’

Geométricamente,puedeverseque en el primer casola altura h
1 es menor que ~2, por té

tanto, por lo anterior,es F2 <O. Conestohemosvisto (geométricamente)queP verifica té

la condición 0(~)F2 < O, que apareceen el espaciode ángulos izaR. té
té

La condición E2 = O equivale a decir que las dos alturas h y h2 son iguales,es u’

decir, que los vérticesy124 y y125 soniguales. Notamosqueestoes lo quecabíaesperar. té

En efecto, E2 lo hemosobtenido al sustituir el valor correcto de u en el menor mixto té

oQ~) (Lema 4.2.2). Como, por hipótesis,0:243 # 0, estemenormixto es igual a O si
u’

y sólo si el menor01245 es igual a 0; y esto último equivale a que las caras Cí,02, 04,05
inciden en un vértice. té

Puestoque las pirámidescuadrangularesse puedenaproximar por prismastrian- té
tégulares,la ecuacionF2 = O define una hipersuperficiedel borde del espaciode ángulos

del prisma triangular. u’

Otraformaimportanteenqueunasucesióndeprismastriangularespuededegenerar ti

es que las caras0~,02,0~ seaproximanentresí y desarrollanun “tubo largo fino” (ver té

[HRD;en estecaso,la sumade los ángulosa:2,a23,aaítiendea ir, es decir, 0123 tiende u’
u’a 0.

La Figura 4.8 muestrael espaciode ángulos diédricos (realmenteángulos, no u’

cosenos)cuandoparticularizamosen los ángulosa:2 = a23 = así = a, a41 = a42 = té
té
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= 3. a51 = &52 = &53 En esta figura se puedeapreciarunaparte del borde

contenidaen el plano y = <3, quecorrespondeal último tipo de degeneracion.

Figura 4.2(a)

Figura 4.2(b)
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• 4.3 Descendientesde tetraedros hiperbólicas
e

En estasecciónnosvamosaocupardela familia depoliedrosqueseobtienedel tetraedro

• truncandovérticessucesivamente;llamamosa estospoliedrosdescendientesde tetrae-
• dros y vamos a estudiar para ellos el teorema de Andreev generalizado. Consideremos

• uno cualquiera de estos tipos combinatorios de poliedros,7’, con las carasnumeradas
e

y asignemos números a0 E (O, ir) a sus aristas; en primer lugar damosunascondiciones
sobrelos a~ paraque se puedaconstruiruna matriz O = (a~}) de rango 4 y signatura

• (3,1), y con a15 = — cosa15. Esto significaráque existeuna configuraciónde planos,

• numerados,en H
3 tal que si dos carasde 7’ son adyacentes,entonceslos dos planos

• con la misma numeración se cortan según el ángulo (a~~) dado. Paraver si estaconfi-

guraciónde planosdeterminaun poliedro del mismo tipo combinatorioque7’, bastará

ahoraaplicar el Teorema3.4.4.

• Sea7’ un descendientedel tetraedro,es decir, existeunasucesióndepoliedros(abs-

• tractos)P4,7’s,. . . ,7’,, tal que P4 es un tetraedro, 7’,, 7’, y Pr se obtienetruncando

un vérticeVr: de 7’r—:~ Llamamosa la sucesión~ , 7’,. un camino generador

de 7’. La numeracion de las caras de 7’ induce, por restricción, una numeración en

• las caras de cada Pr~ La operación de truncar un vértice de un poliedro “preserva

• las adyacencias”, es decir, si dos caras son adyacentesen un poliedro, siguen siendo

• adyacentesen el poliedro que se obtienedespuésde truncar el vértice. En particular,

• dadoun caminogeneradorde 7’, se verificaquedos carasde P son adyacentessi y sólo

sí son adyacentesen todos los poliedros7’r del camino quecontienenambascaras.

• A partir de la numeraciónde las carasde los poliedrosde un camino generador,

• obtenemosuna sucesiónde conjuntos de índices encajados,14 G 15 C •.. G 1,, =

• {1,.. . ,n}, dondecada ‘r es el conjunto de índices de las caras de Pr (el subíndicedele
conjuntocoincidecon su cardinal; como siempre,llamamosc

1,... , C,, a las carasde 7’).

• Vamos a describirel caminogenerador7’~,PS,... , 7’,. = 7’ a partir de la numeración

• de las caras de 7’, utilizando la sucesión de subconjuntos{~r,1r, kr, ir} C ‘r siguiente:

• los índices~r,Jr, lCr correspondena las trescarasde
7’r—í que incidenen el vérticeque

se va a truncar; el índice 1r correspondea la nuevacarade 7’r (para r = 4, tomaremose {i
4, y~, k4, 14} = £4). Estasucesiónde subconjuntosverifica las siguientespropiedades:

• e paratodo y, se tiene ~r,J,-, lCr E ‘r—í y
1r ~ Ir—:;

• paracadasubconjunto{ir,1,-, lCr, ir1, las carasCír~Cir~Ckr~C¡r~ de? sontotalmente

• adyacentes,es decir, cadaunaes adyacentea las otras tres.

• Natación. Por abuso de notación llamaremos cuaterna a cadauno de los subconjun-

• tos anterioresy lo escribiremoscomo [ir,Jr, lCr, ir], si bien 1r es el único elementode
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este conjunto que está unívocamentedeterminado: los,elementos1r~Jr, lCr sólo están

determinados salvo permutacion.

Ejemplo. En el prisma triangular con las caras numeradas como en la Figura 4.4, un

camino generadores el determinadopor 14 = {1.2.3.4} G 1.~ = {l.2,3,4,5}. Este

camino se puede describir también mediante las cuaternas[1. 2,3.4], [1,2,3,15 = 5].

Otro caminogeneradorparael mismoprisma(y con la mismanumeracionde las caras)

esel determinadopor £4 = {l.2.3.5}.f.~ = {l. 2. 3. 5.4}. quetambiénse puededescribir

con las cuaternas[1.2. 3.5J.[1.2.3,1.5 = 4].

Por la construccion.se tiene que los vértices de un descendientedel tetraedro,o

bien son vértices del tetraedro inicial, o bien han aparecidoal truncar un vértice. De

aquí se deducen inmediatamente los siguientes lemas.

Lema 4.3.1. Dadaslas tres caras que inciden en un vérticecualquierade un descen-

dientede tetraedro,existeuna cuarta cara que es adyacentea las tres.

ti
u’
u’
e
u’
u’

u’
té
té
té
e
té
u’

té
ti
té

2 té
té
u
ti

4 té
Y ti

té
Figura 4.4 ti

té
ti
té
té
té
té

té
té
té
té

SeaPr el primer poliedro (de un caminogenerador)en el que apareceel véflfl[flPrintej
Entonces las tres caras que inciden en él son tres de entre Clr , Cir ~Ckr ~CIr~ y la cuarta té

de estas caras verifica la propiedaddeseada. LI u’
u’
té
u’

té
té
u’
té
u
u’
ti
ti
té
u
u’
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Demost ración:

Lema4.3.2. SeaPundescendientede un tetraedroysea[i
4,j4,lCt14],...,[i,,,j,.,k~,l,.]

un caminogenerador. Entoncespara cada índice r = o,.. . , u existeotro índice .s < r

deforma que ir,jr,kr e {i,,j5,lC8,13}; en otras palabras, existe/2 E 1, de forma que

el conjunto {~r,Ir, lCr, /4 coincidecon el conjunto {is,Is, k3,!~} (ademásde la cara

que es adyacentea las Vescaras Cir . C1~ , Ck7, tambiénla cara Cñ esadyacentea las tres
caras anteriores).

Demostración:Consideramosel vérticedePrí determinadopor las carasCi,, Csr~~
Si este vértice era uno de los de P4, entonces{~r,Ir, lCrl c {i4,j4, lC4,h}. Si el vértice

se ha obtenidoen el pasos, entonces{~r,Ir, kr} G {i,,js, k8, 1,}. LI



Obsérvesequeun descendientede tetraedroesun poliedro trivalente, y por tanto,

si tiene u caras, tiene 3n —6 aristas.Seaa = (aí,. . . ,aa,,...6) ángulos asignados a sus

aristas. Consideramosla matriz 0(a, ~) simétrica,de ordenn, con unosen la diagonal,

tal que

• si C1 y £21 son carasadyacentesde P entoncesla entrada(i,j) de estamatriz es

igual a —cosa15;

• el resto de las entradasson indeterminadas,~ = ....... , zAr).

Notaciones.Puestoque los ángulosa los fijamos desdeel principio, no haremosalusión
a ellos en la notación; así, denotaremosO~ := 0(a,±). Los menoresprincipales o

mixtos deestamatriz los denotaremosconla notaciónhabitual, 0~ (7 ); si algunode

estosmenoresno contieneningunaindeterminada,entonces,parasimplificar notación,

no pondremosel subíndice ~. Tambiéndenotamospor 0±(Ir) a la submatriz de 0±
formadapor las filas y columnascon índicesen el conjunto ‘r’ Finalmente, como no

vamosadar másqueun valor ~o a las indeterminadas~, denotaremosO(ir) : 0±~(lY).

Si [i4,j4, lC4, 14],..., [in,Jn, k,,, 4,] es un camino generadorde 7’, entonces,para

cada r, la submatriz de 0±formadapor las filas y columnas ~r,Jr, lCr,
tr no contiene

ningunaindeterminada(puestoque las carascorrespondientesaestosíndicessontotal-

menteadyacentes).Con el convenio que acabamosde hacer,denotamospor G~rjrkr¡r

al determinantedeestamatriz.

Proposición 4.3.3. Sea 7’ un poliedro abstractode n caras que es descendientede

un tetraedro. Seanal,... ,a
3,,..6 ángulosasignadosa susaristas. Sea [i4,j4,k4,¿4],.

[i,.,j,,, lC,,, 1,,] un caminogeneradorde P y supongamosque Oírjrkr¡r .c O, para todo

r=4,...,n. Entonces

(i) existe un valor ±c~ de las indeterminadas tal que la matriz O := 0±~tiene rango 4

y signatura (3,1);
(u) existecomomuchoun valor ±oque verifique (i) y la siguientepropiedad: para cada

r y para todo /2 E ir—í, /2 # ir,jr,lCr, es 0(~~~g’,) >0.

Demostracton:

(i) Las matricesG±(Ir) son submatricesencajadasde 0±= 0±(I,,).Vamos a dar,

por inducciónsobrer, valores±~alas indeterminadasde G±(Ir), de modo que la matriz

0(Ir) = 0±o(Ir)tengarango4 y signatura(3, 1).

Parael primer paso de la inducción, la submatrizG±(14)no tiene indeterminadas,

pues las 4 carasde 7’ correspondientesa estos índices son totalmenteadyacentes.Por

otra parte, esta matriz tiene menoresencajadospositivos de orden 1 y 2 y su determi-

nante,G~454k4¡4,es negativopor hipótesis;por tanto se deducequesu signaturaes (3,1).
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Se tiene ademásdel mismomodo quela signaturade la matriz O[irirkrírj es (3,1), para
todo r. u’

Supongamosque hemos dado valores a todas las indeterminadasde la matriz ti

0±(Ir—í) y que, con estos valores,esta matriz tiene rango 4 y signatura (3, 1); va- u’

mos ahora a dar valores al resto de las indeterminadasde la matriz O±(Ir). Estas té
té

nuevasindeterminadascorrespondena las entradasde índices(ir, t), paratodo t E ‘r—í, u’

t ~ jr,Jr, lCr. u’

Para ir,Jr,kr, por el Lema 4.3.2, existe s < r y existe /2 E f~ de forma que u’
u’el conjunto {~r,Jr, kr, /2} coincide con el conjunto {íS,JS,k8, 1~}. De esta forma, por

hipótesis,se tiene queel menor principal Oirjrkrh = Oi.jakel, es estrictamentenegativo, té

Damos el siguientevalor a la entrada(ir, h) de O = 0±~: u

• M
0~rjrk, # 0, entonces definimos té

u’
té

O(trJrk;¡b ¡O<¡r,hfr0 — Oirjrkr1r0~r5rkrh

0(ir,h)
- Jr lCr ti

u’
por hipótesis,Oírj,kr¡, < O, luegoel radicandode la expresiónanteriores estricta- ti

mentepositivo. ti

• M O~rjrkr = 0, definimos tité
ti

0jr5r kTlThIG(ir,h)=O . té
Oo(lr. h) 2GQírrJIrkkrrl,D¡ G(lr,h)0

té
téaquí hay queobservarque el denominadores no nulo; en efecto: por una parte,

rlr\ __ o /i,5,.k, Ir \) ‘~14.k
7hI~0<, h>0’ por ser = O (comono dependeentonces u’

de ninguna indeterminada,denotaremosO(7¿~’;) • 0~(irirkj,J); y por otra ti

parte, de la identidad de Sylvesterde tipo estándar,se tiene u’
té

Oi,.5,.k.
01,.j,.k,.I,.h = Oi,.j,.k,.I,.Oi,.j,.k,.h —

ti
ti

con lo que u
2

= G1,.~,.k,.I,.GI,.5,.k,.h> ~ té
u’

Con estadefinición se tiene que Oí,.j,.k,.ñí,. = O, pues si llamamosx a la entrada té

0(lr, /2), entonces u’

té
0ár5,.k,.l,.h = —01,.5,.k,.x2— 20(7’’~~’j) ¡ ___ Z + Oi,.5,.k,.I,.h¡ o’ u’

té
té
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y hemosdefinido 0(/,., /2) como una solución de estaecuación. Se deducede esto que

la matriz 0[i,.j,.k,.h ir] tiene rango4 y signatura(3,1) (puestoque,segúnhemosvisto,

la submatriz 0[irjrkrh] = 0[i,13lC8j8] tiene esta signatura). Esto significaque existen

vectorese~,.,65 , 4 ,ek eX E E
3,: cuya matriz de productosescalareses O[irlrkrlr/2].

Por otra parte, por la hipótesis de inducción, 0(Irí) tiene rango4 y signatura(3,1).

Esto equivale a que existen y — 1 vectores6:,.. . , 6r~i E E3’1 tales que su matriz de

productosescalareses 0(Irí). Ahora bien, ~r,Jr, lCr, /2 E Ir—li esto significa que la

matriz de Gram de los vectoresel,., e
5,.,6k,.,eh es tambiénigual a O[irjrkrh]. Consider-

amos la aplicaciónlineal ~ : -~ RA queaplicae~,.,e57,
6k,.,6hen ~V e%,4,4. Esta

aplícaciones un isomorfismoquepreservael productoescalar. La matriz de productos

escalaresde los vectorese
1,... ,e,....q,cp

1(e~) es entoncesde rango 4, y signatura(3,1)

y contienea la submatrizC(1~). Tomamosestamatriz como 0(1,.).

Como0(1,.)tiene rango4, el menormixto deorden5, 0(’2;7~¿~) es igual a O. Con

estopodemosencontrarlas entradasde G(Ir) que no conocíamos:paratodo t E Ir—i,

t # /2, se tiene
—0(t.>iht%t) ¡G(I,.,t>=0

0(lr,t) = 01,.j,.k,.h

y con esto hemos probado la primera parte de la proposición.

(u) Observamosqueparalos casosen los quehaydosposibilidadesde elecciónpara

las indeterminadas,las condiciones0(Q~’~j) > O del enunciadofuerzan(de la misma

forma queen el casode prismastriangulares,ver el principio de la demostracióndel

Teorema4.2.4) a tomar el valor que hemostomado.

LI

Observamosque los menoresmixtos de orden 4 que aparecenen la proposición

anteriorno tienennecesariamentequeapareceren la condición (M
4) del Teorema3.4.4,

puesto que las caras de 7’ correspondientesa los índices i,., Jr, lCr no tienen por que

incidir en un vértice de 7’, y por tanto no tenemosnecesariamenteun ciclo ampliado.

Sin embargo,en cualquierrealizaciónde 7’, se tiene tambiénquelos menores

del apartado(u) de la proposiciónson positivos,segúnprobaremosen el Lema 4.3.5.

Recordemosqueun elementoprismáticotriangulardeun poliedro7’ esun conjunto

de tres caras , £22, £23 de 7’ tales que son adyacentesdos a dos y no inciden en un

vértice de 7’. Un elemento prismático triangular divide el conjunto de caras de 7’

distintasde £21 ,C2,C3 en dos conjuntos {C¿~,. . . C~ } y {C51,. . . £25,. }, dependiendode la

componenteconexade biP\(C: U £22 U £23) en la que estén. Decimos que dos caras estan

separadas por un elementoprismáticotriangularsi estánendistinta componenteconexa.

Estosdos conjuntosde carasse puedencaracterizarde forma geométrica:supongamos
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una realización afín cualquieraP G RA de 7’ tal que los píanos que contienena las
té

caras 01,02,03 se cortan en un punto V (finito); consideramosel conjunto de caras

de P (distintas de 0:, 02, 03) tales que los semiespacioscorrespondientescontienenel u’

punto V. Entoncesesteconjunto coincidecon uno de los dos conjuntosanteriores.La té
traducción de esta propiedad a conos poliedrales da el siguientelema: té

u’

Lema 4.3.4. SeaP c t un cono poliedral no degenerado,con interior no vacío,y u’
sea0~, 02, 03 un elementoprismático triangular. Sean0~1,...,¿e,. y ~ los

té
dos conjuntosde caras quehemosdescrito arriba. EntoncesP1 := A1 n A; n A; q

y ~2 := H~ fl 117 fl 117 fl (flkH,7) son conos poliedrales no degenerados, u

en los que las caras 01,02,03 inciden en un vértice trivalente(es decir, ningunaotra
cara del poliedro P1 incide en este vértice), u’

u’
Demostracion: té

u’
Como P es no degenerado,podemoscortar con un hiperpíanoafín (Lema 1.3.2) u’

paraobtenerun poliedrocompactoP con un elementoprismáticotriangular. SeaH1 fl té

H2 A = L(v) (unarecta vectorial); entonces,por el comentarioanterior, el vector té
estácontenidoen Ñk1HJ y —v E Afl1HJ7,o a la inversa.Por consiguiente,y esvértice u’

té
(trivalente) de É1 y —v es vértice de ~‘2 (o al revés). LI

ti
Lema 4.3.5. Sea P c E

3,: un cono poliedral no degenerado con interior no vacío Sean

01,02,03 un elementoprismático triangular. Sean04 y 05 caras de 1’ distintas de u’
01,02,03. EntoncesG(1234) es no nulo, y espositivo si y sólo si las caras ¿~ y ts té1235

estánseparadaspor C:,02,0a. u’
té

Demostracton: u’
u’

Por el lema anterior, los hiperpíanosH
1,1(2, 1(3,1(4 sólo se cortan en el origen de

y lomismoconH1,H2,H3,H.j; portantolosvectoreseíAe2Ae3Ae4y e1Ae2Ae3Aes u’

de A
4R4 son no nulos. Como esteespaciotiene dimensión1 y la forma cuadráticaMf té

es no degenerada, se tiene que té
u’

= (A4f)(eí A 62 A 63 A e
4,e~ A e2 A e~ A e~) # O té

ti
u’

Supongamosque ¿4 y G~ estánseparadaspor el elementoprismático;entoncesel cono
poliedral r~..1H7 tiene el tipo combinatoriode un prismatriangular. Paraeste caso u’

hemosvisto ya (principio de lademostracióndel Teorema4.2.4) que0(1~) espositivo. ti

Recíprocamente,supongamosque ¿4 y
6s no están separadaspor el elemento té

u’
prismático. Entonces,por el Lema 4.3.4, 01, 0~, 03, 04 y ¿5 son carasde un cono u’

té
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• poliedral con las caras 01, ¿2 y éa incidentes en un vértice trivalente. Entonces

• ¿:, ¿2, ¿a,¿4 y 6:, ¿2, ¿3~¿s son ciclos ampliadosde estecono poliedral conla misma

• orientación,por lo que 0Q~) es negativo,por el Teorema3.4.4.

• LI

• En la Proposición 4.3.3, observamosque las caras de 7’ correspondientesa los

• indices 4-, Jr~ k,. forman un elementoprismáticotriangular. Ademáslas caras£2,,. y Ch

estánseparadaspor esteelementoprismático, luego, por el lema anterior,se tiene que

• en cualquier realización de 7’ el menor mixto 0(Q5;1<;’g) es positivo.

• A la vista de la Proposición 4.3.3 y del Lema 4.3.5, y utilizandoel Teorema3.4.4,

• tenemosunacaracterizaciónparala existenciade poliedroscompactoshiperbólicosdel
e tipo combinatoriode un descendientede tetraedro,a partir de sus ángulosdiédricos:

dadoun descendiente7’ de tetraedrode n caras y asignados ángulos diédricos a sus

• aristas, en las hipótesis de la Proposición 4.3.3, por esta proposición construimos una

• matriz que esla matriz de Gram de un cierto poliedroen H3; paraver si estepoliedro

• es del mismo tipo combinatorioque 7’ basta ahora aplicar el Teorema 3.4.4 a la matriz

que hemosconstruido. Finalmente, puesto que un descendientede tetraedro es un

• poliedro trivalente, es conocido por los lemas de Cauchy (ver [HRj) que los ángulos

• diédricosdeterminanel poliedro salvo isometríashiperbólicas. Alternativamente,de la

• Proposición4.3.3 también se deduceesteresultadode unicidad.

• Resumimoslo anterior en el siguienteteorema.

• Teorema 4.3.6. (Existencia y unicidad de descendientes de tetraedros)Sea7’ un des-

• cendientede tetraedroy asignamosángulosa
1 a susaristas. Entoncesexisteun poliedro

P c H
3 (resp. poliedrocompacto)del mismotipocombinatorioque7’ y conlosángulos

dadosen las correspondientesaristas,si y sólo si

• (i) los ángulosa~ verifican las hipótesisde la Proposición4.3.3; y

(u) la matriz O construida en esta proposición verifica las condicionesdel Teorema

3.4.3 (resp. Teorema3.4.4)

Ademásel poliedro P es únicosalvoisometríashiperbólicas.

• o
• Se puedeintentar dar, para los descendientesdel tetraedro,una descripcióndel

espaciode ángulosdel estilo de la que hemos hechopara prismas triangularesen el

Teorema4.2.3,esdecir,dadapordesigualdadespolinómicasen los cosenosde los ángulos

• diédricos.

• En primer lugar, utilizando un caminogeneradordel poliedro, se puedever que es

posiblereducirbastanteel númerode condiciones(M
3) y (M4) quehayquecomprobar.
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té
Aún así las ecuaciones que se obtienen al eliminar las incógnitas (ya en el ejemplo más té

sencillodespuésdel prismatriangular), sondemasiadocomplicadasparatratar conellas. u’
té

4.4 Ejemplos y comentarios sobre el cubo u’té
ti

En estaseccionvamosaocuparnosdeotroejemplodepoliedro,el cubo. Consideraremos u’

algunos casos particulares, es decir, fijaremos el valor de algunos ángulos, y para estos té

casos estudiaremos el espacio de ángulos, aplicando el Teorema 3.4.4. té
ti

Sea pues 7’ el cubo abstracto con las caras numeradas según la Figura 4.5. La u
matriz de Gram de 7’ en un espacio(R4. f) es de la forma u’

1 0:o U 014 0:5 0:6 ‘\ u’1 023 0 025 026 u

U 023 1 034 035 036 ¡ u’034 045 a
46 ¡ té7 01 15 0o~ 03,5 045 1 u’ ti

16 026 036 046 W u
ti

donde los ~ secorrespondenconlosparesdecarasadyacentesdel cubo (o~ = — cosci3,)

y las entradasu. u. tú corresponden a los tres pares de caras no adyacentes del cubo. té

ti
té
ti
u
té
u’

Figura 4.5
té
e
ti
u’

Cubo de Lambert ti

Supongamos que el cubo tiene todos los ángulosrectos menos3, quecorresponden té
tia 3 aristasno adyacentesdos a dos (ver Figura 4.5). Este cubo se utiliza, por ejemplo,

paradar estructurade caleidoscopio,y más general,de variedadhiperbólica cónicaa

con singularidaden los anillos de Borromeo([Th], [HLMW]). La matriz de Gramde

un cubo así es té
uO u

u

téti u’
u’
té

124 u’

ti
té



Nos centramosen el casocompactohiperbólico. Supongamosqueexisteun cubo com-

pacto P c con ángulosa = —arccosa, ¡3 = —arccosb, y = —arccosc. Se puede

ver fácilmente que los ángulos a, ¡3 y y deben ser agudos. En efecto, si P es compacto,

la cara02 es un cuadriláterocompactohiperbólicocon ángulos<2, ir/2, ir/2, a, y por

tanto debe sera < 7r/2. Entonces,estamosen un casoen el que podemosaplicar el

Teoremade Andreev (ver Apéndice B, Capítulo1), conlo queobtenemos

Proposición 4.4.1. Existeun cubodeLambertcompactohiperbólicocon ángulosa, fi

y y si y sólo si a, fi, y E (0, w/2).

Demostracton:

Aplicando el teorema de Andreev, a debe ser menor que <2, porque forma parte

del elemento prismático cuadrangular formado por las caras 0~,C~, C3~06, conángulos

ir/2, ir/2, <2, a; de la misma forma, ¡3, y < ij2. Con estose verifican ya todas las

condicionesdel Teoremade Andreev.

LI

Vamos a verlo también utilizando los métodos que hemos desarrollado. Supongamos

que la matriz O tiene rango 4. Entonces, por el Teorema 3.4.4, existe un cubo de

Lambert con ángulos a, 9,-y si y sólo si:

(I’3) 0125 = 1 — o2 > 0, es decir, a E (—1,1) (esto ya lo sabíamos porque a es el coseno

de algún ángulo). Análogamente, los demás menores principales de orden 3 no

imponenningunarestricción.

(M
3) Esta condición es equivalente(por la Nota 4.1.1(b)) a que los 7 menoresmixtos

rl
125 ~ rl 2t1S\ r (34¾r(235\r(263 ~ 0(461) seanpo‘-‘k 235)’ ‘—‘k 34s)’’-’ 4:5)’’—’ k263)‘ ‘3k364)’ t>k461, ‘162 sitivos. Calculamos

estos menores:

= 0(r~) = 0(r) = —u

— 0(~,~) = 0(~~) = —v

0(w) = —w

Por tanto la condición (M
3) equivalea queu, y, w <0.

(M4) La condición demenoresmixtos de orden4 es equivalente(por la Nota 4.1.1(a))a

que los 11 menoresmixtos 0(~~), G(~~), 0(~~), 0(~~), 0(3451), 0(3456),

G(t~), 0(1~) 0(1623) 0(2635> 0(3642 egativos. Calculamosestos1624 2634]’ \3641) sean n
menores:

= b(1 — a2) 0(~~) = 0(~1~) = auw G(~~) = —bu
= —6v 0(~~) = 0(364) = buv 0(~~) = —a(1 — b2)w

= —a(1 — c2)u o(~{~3) = b(1 — c2) 0(~~) = cvw
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té
ti
u’
u’
u’

Por tanto, teniendo ya en cuenta la condición (M3), la condición (114) equivale a u’

que a, b, c<0. té
u’

(Pi) La condición (114), y rg0 = 4 implican que la condición (P) equivale simplemente

a que un menor principal de orden 4 es negativo. Calculamos por ejemplo el menor ti

0:245 = (1 — a%(l — y
2). Entonces 01245 < O si y sólo si y2 > 1 (por las simetrías té

de la matriz 0, se obtendrántambién como condicionesnecesariaspara que los
u’

menores principales de orden 4 sean negativos queu2 > 1 y w2 > 1). u’

A la vista de los cálculos anterioresconcluimoslo siguiente: si existe un cubo de u)
Lambert compacto hiperbólico con ángulos a, ¡3«~’, entonces a, ¡3, < <2 o equivalen- u
temente o, b, c < 0. Recíprocamente, dados a, b, c E (—1,0), entonces existe un cubo u’

ti
compactohiperbólicocon ángulosa = — cosa, ¡3 = — cosb, y = — cosc si y sólo si exis-

ten u, y, w E (—~, —1) tales que la matriz O tiene rango 4. Vamos a ver que para u’

cualesquiera valores de a, b, c E (—1,0) existeunauníca terna (u, y, tú) que verifica lo u’
anterior. u’

ti
Los valoresde u, u, tú deben ser, pues, raíces de los menores principales de orden 5 u’

y del determinantede O (por el Lema 4.1.2,paraestosvaloresel rango de la matriz O u’

será 4). Calculamos estos determinantes: té
u’

012345 = u2v2 — ~2 — + ~ + a2b2 — a2 — b2 + 1 u
012346= u2)— ~,2 ~2 ~ + c2b2 — c2 — b2 +1 u’

té
22 2 2 22 22 2 2—u —tú +cu +06 —a —c +1 ti
22 2 2 22 22 2 2 té

0
12456=vw—v—w+av+ac—a—c+l

013456 =u
2w2 —u2 —w2+b2w2+a2b2—a2—b2+1 u’

0
23456—v

2w2 ~,2 ~2 +b2w2 +b2c2 b2 c2 +1 ti
té222 22 22 22 2 2 2 22det0=—uvw +uv +uw +vw —u —v —w +au +b2v2+c2w2— u’

—2abcuvw—a2b2c2 +a%2 + a2c2 + b2c2 ~a2 —b2 — c2 + 1 té
té
té

Podemoscalcularu y u a partir de 012345 y 012346, despejandopor ejemplou en 012346
y sustituyendo en 012345, con lo que se obtiene una expresiónque dependesólo de u’

u. Esto equivale a calcular la resultantede 012345 y 012346 respectode u. De forma té
análoga se calcula tú. Calculamos las resultantes: té

té
res(G

12345, 012346, u) = res(0:2*s6023456, tú) = q(v)
2, ti

té

donde té
q(v) = a2v4 + (a2b2 + a2c2 — 2a2 — b2c2)v2+ a2(1 — c2)(1 — b2) té

ti
126 ti
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Si llamamos A = a2, B — a2b2 + a2c2 — 2a2 — b2c2 y O — a2(1 — c2)(1 — b2) =

a2b2c2+ a2 — a2c2 — o2b2, las 4 solucionesde q(v) son

—11+ B2—4A0 -11+ B2—4A0
vi = — 2A 1)2= 2A

-11- B2-4AC -11- B2-4AC
= — 2A v

4= 2A

En primer lugar vamosa ver que las 4 raícesson númerosreales,y que 1)3, 1)4 tienen

valor absolutomenor que 1:

Lema 4.4.2. Supongamos a, b, c E (—1,0); entonces

(a) 11 <0;

(/2) B
2 —4ACessimétricoen a, b, c y esestrictamentepositivo; —B— 112 — 4AC > 0;

(c) vf = >2 >1, v~ = c 1

Demostracton:

(a) 11 = a2b2 + 0262 — 2a2 b2c2 = —a2(1 — b2) — a2(1 — c2) — b2c2 < 0;

(b) Desarrollando112 — 4AC se tiene

112 — 4AC = a%~ + ~ + b4c4 — 2a4b2c2 — 2a2b4c2 — 2a2b2c4 + 4a2b2c2 =

= (a2b2 — a2c2 — Pc2)2 + 4a2b2c2(1 — c2) > O

(la primeraexpresiónde 112 — 4AC muestrasusimetría). Por otra parte,por ser 11 < O,
—11 > V¡ArEriC equivale a 112 > B~ — 4AC, y esto es cierto por ser A y O no

negativos;por tanto se tiene —11 — 1112 — 4AC > 0.

(c) v~ y son las dos raíces del polinomio cuadráticoQ(x) = Ax2 + Bm + O. Por

ser A = a2 > O, y = Q(z) es una parábolaconvexa;por otra parte, observemosque

Q(1) = A + 11 + O = —b2c2(1 — a2) < O. Se deduceentoncesquela menor de las dos

raíces es menor que 1 y la mayor de ellas es mayor que 1. Por serA > O, v~ es la raíz

mayor; por tanto se tiene el resultado.

LI

Finalmente,como~: <0 y ~2 > 0, deducimosqueel valor dey quedebemostomar

es

+ 112-4AC
2A

A = a2
donde 11 = a2b2 + a%2 — 2a2 — b2c2

O = a2(1 — c2)(1 — 1?)
1) = vi =
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u’

Sustituyendoestevalor de y en el polinomio 0:2346, y teniendoen cuentaque u debe u’
ti

sernegativo, se obtieneel valor parau:

Ii— c2 — ~2 — b2 + 12c2 u’
ti

V 1~c2~v2 u’
u’

Aquí habríaque comprobarqueel radicandoes positivo; en lugar de haceresto, obser- u’

vamosque, medianteun cálculodirecto, sepuedever queel valor anterior de u coincide u’

con el siguiente: té

u’

B’2—4A’C’ A’ = c2 té
u=u

1 —v 2.4’ , donde 11’ = c
2b2 + c2a2 — 262 — b2o2 , té

C’=c2(1—a2)(1—b2) u
u’

esdecir,u seobtienede la mismaforma que 1):, teniendo en cuenta las simetrías de la u’
matriz de Gram. té

ti
De la mismaforma podemoscalcularel valor de tú:

u’
2A” o” b2(l — a2)(l b2) u’w = = — + fl¡’2 — 4A”O” donde 11”— b2a2 + b2c2 —2b2 — a2c2 u’

té
u’

Secomprueba(directamenteconordenador)quelos valoresu
1,~i, tú anulantodos u’

los menoresprincipalesde orden5 y tambiénel determinantede 0. Además,por lo que u’

hemos visto antes, son los únicos valores en estas condiciones que son menores que —1. té
té
té

El cubodeLambertesun ejemploilustrativo de cómoutilizar el metodoquehemos
dadoparaencontrarel espaciode ángulos.Esteejemplo, sin embargo,es muy sencillo, u’
porquecasi todos los ángulosson igualesa ir/2 (ademásde queel cubo es un poliedro u’

regular); por ejemplo,hemosobtenido quela resultantede los menores012345 y 012346 ti
respectode la variable u es un cuadradoperfecto, q(v)

2, donde ademásq(v) es un u’

polinomio bicuadrático. De esta forma, hemos podido calcular y en función de los u’
u’

parámetrosa, b, e. En el casogeneral, la resultanteanterior es un polinomio en y de u’

grado 8, que no hemos sabido cómo tratar. u’

u
té
u
té
té
té
u’
u’

128 té
té
u’

té
e
ti
té
té



Bibliografía

[Al] AD. Alexandrow,KonvexePolyeder, Berlin: Akademie Verlag, 1958 (original en

ruso: GITTL, Moscow. 1950).

[AnIjj E.M. Andreev, On convezpolyhedra ¿u Lobachevskii spaces, Math. USSRSb. 10
(1970), 413-440.

[An2J EM. Andreev, Convezpolyhedra of finite volume in Lobachebskii space, Math.

USSRSb. 12 (1970), 255-259.

[Be] A.F. Beardon, The Oeometryof DiscretesGroups, Springer-Verlag,1983.

[BG] C. Bavard, E. Ghys, Poiygones du plan et polyédres hyperboliques,Geometriae

Dedicata43 (1992), 207-224.

[BR] 11. Benedetti, J.J. Risler, Real Algebraic and Semialgebraic OeometryActualités

Mathématiques. Hermann, 1990.

[BS] P. Bowers,K. Stephenson,A branch Andreev.ThurstonTheoremfor circie packings

of the sphere,apareceráen Proc. of the LondonMath. Soc.

[Ca] A.L. Cauchy,Sur les polygones et polyédres, J. Ec. Polytechnique16, 87-99 (1813).

[Cv] Y. Colin de Verdiére, Un principie variationnel pour les empilemenisde cercies,
Invent, Math. 104 (1991), 665-669.

[Co] H.S.M, Coxeter,Regular Polytopes,3d edición, Dover, New York, 1973.

[Gal F.R. Gantmacher,Tite theory of matrices Vol. 1. ChelseaPublishingCompany,
New York, 1959.

(Gr] B. Grúnbaum,OonvezPolytopesPureandApplied Mathematics,Vol. XVI, Inter-
science publishers, 1967.

[HLM] HM. Hilden, MT. Lozano, J.M. Montesinos, W.C.Whitten, Qn universal groups

and tree.manifolds, Invent. Math. (1987), 87, 441-456.

[Ho] C.D. Hodgson, Deduction of Andreev’s theoremfrom Rivin’s characterizatior¿ of

convez hyperbotic polyhedra, Topology 90, Proceedingsof ResearchSemesterin

129



té
té
u)
ti
ti

Low DimensionalTopology at O.S.U., de Gruyter Verlag, New York. u’
u’

[HR} C.D. Hodgson,1. Rivin, A characterization of compactconvezpolyitedra in hyper- u’
bolic .9-space, Invent. Math. 111 (1993), 77-111. té

[Iv] B. Iversen, HvperboLic Ceometrv, Cambridge University Press, 1992. u’
té

[La] F. Lanner, Qn complezeswith transitive groups of automorphisms, Comm. Sem.

Math. Univ. Lund 11(1950), 1-71. té

ti
[MR] A. Marden,B. Rodin, Qn Thurston’s formulation ar¡.d proof of Andreev’s theorem,

ComputationalMethods andFunction Theory, Proceeding,Valparaiso1989, Lec-

tures Notes in Mathematics, vol. 1435, Springer-Verlag, pp.103-115. u’

[Mil] ¿Ji Milnor, Hyperbolic geometry, Me first 150 years, Bull.A.M.S. 6 (1982), 9-24. té
u

[Mi2]J. Milnor, Tite Schldfii differential equality, en CollectedpapersVol 1: Geometry, u
Houston: Publish or PerishInc., 1994. u

té[Mn] N.E. Mnév, Tite universality titeorema on tite classification problem of cofiguratton

varieties and convezpolytopesvarieties, Viro, O.Ya. (ed.): Topology and Geom- u
etry - Rohlin Seminar,LecturesNotesin Mathematics1346, Springer,Heidelberg u
(1988), 527-544. u’

[Moh] E. Mohr, Einfaciter BeweisdesveralígemeinertenDeterminantensatzesvon Sylves-

ter nebsteiner Verschñrfung, Math. Nachr. 10 (1953), 257-260.

[O’N] E. O’Neill, Semi-Riemannio>n Geometrv witit a.pplications to relativity, New York,

Acadernic Press 1983. ti
ti

[Po] A.V. Pogorelov,Eztrinsic Ocometry of OonvezSurfaces,(Transí. Math. Monogr.,
vol 35) Am. Math. Soc. 1973. u

[Ra] ¿J.C. Ratcliffe Foundations of ffyperbolic Manifolds, Springer-Verlag,1994. ti
ti

[Ric] J. Richter-Gebert,Realizationspacesof 4-polytopesare universal, preprint. u
[Ru] 1. Rivin, Qn. geometry of convez ideal polyhedra in hyperbolic .9-space,Topology Vol. té

32, No. 1 (1993), 87-92. té

[Ri2] 1. Rivin, A characterization of ideal polyhedrain hyperbolic S-space,Annalsof Math-

ematics,Vol. 143, No. 1 (1996),51-70.

[Ri3J 1. Rivin, Intrinsic Oeometryof ConvezIdeal Polyitedra iv. Hyperbolic 3-space, en

Analysis, Algebra and Oomputersin Mathematics,Proc. 2lst Nordic Cong.Math.,

Marcel Dekker, New York-Basel-Hong-Kong,1994.

[RS]C.P. Rourke, B.J. Sandersosn,Introduction to Piecewise-Linear Topology, Springer-

Verlag, 1972. ti
u

[Sa] L. Santaló, Geometríasno euclidianas, Ed. Eudeba1961.
té

130 u
u’
té
ti
té
ti
té



e

• [Th] W. Thurston, The Oeometryand Topology of 3-manifolds,preprint, PrincetonUni-

versity Notes.

• [Vil] E.B. Vinberg, Volumesof non-EnclideanPolyhedra, Russian Math. Surveys 48:2

• (1993), 15-45.

• [Vi2] E.B. Vinberg, Hyperbolic refiection groups, Russian Math. Surveys 40:1 (1985),

31-75.

• [Vi3JE.B. Vinberg (Ed.), GeometrvII, Springer-Verlag, 1993.

{Zi] G.M. Ziegler, Lectureson Polytopes, Springer-Verlag, 1985.

e

e
e

e
e

e
e
e
e
e

e

e 131e
e

e


	MATRICES DE GRAM Y ESPACIOS DE ÁNGULOS DIÉDRICOS DE POLIEDROS
	ÍNDICE
	INTRODUCCIÓN
	1. PRELIMINARES
	1.1. Espacios geométricos
	1.2. Politopos afines
	1.3. Conos poliedrales
	1.4. Productos exteriores
	Apéndice A: Notaciones sobre matrices e identidad de Sylvester
	Apéndice B: Teorema de Andreev

	2. SÍMPLICES ESFÉRICOS, EUCLIDEOS E HIPERBÓLICOS
	2.1. Caracterización de la matriz de Gram de símplices
	2.2. Espacio de ángulos de tetraedros compactos hiperbólicos
	2.3. Coordenadas para símplices

	3. CARACTERIZACIÓN DE MATRICES DE GRAM DE POLITOPOS DADO
	3.1. Herramientas combinatorias
	3.2. Tipo combinatorio
	3.3. Orientaciones
	3.4. Caracterización de matrices de Gram de politopos
	Apéndice C: Descripción del tipo combinatorio de conos poliedrales

	4. TEOREMA DE ANDREEV PARA ALGUNOS TIPOS DE POLIEDROS
	4.1. Lemas técnicos y significados geométricos
	4.2. Prismas triangulares
	4.3. Descendientes de tetraedros
	4.4. Ejemplos y comentarios sobre el cubo

	BIBLIOGRAFÍA
	AYUDA DE ACROBAT READER
 
 
	SALIR DE LA TESIS

	d: 


