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Introduccion

Un poliedro en un espacio geométrico (espacio euclideo, esférico o hiperbélico) es un

objeto combinatorio con unas propiedades métricas inducidas por la métrica del espacio.

Por una parte, la superficie del poliedro hereda una métrica que es localmente
de curvatura constante salvo en los vértices (los dngulos de las caras y las longitudes
de aristas son propiedades de esta métrica “intrinseca”). Se puede considerar el pro-
blema reciproco: dada una métrica en la superficie de la esfera que es localmente de
curvatura constante, salvo en un conjunto finito de puntos, ;jexiste un poliedro en el
espacio euclideo, esférico o hiperbdlico tal que su borde sea isométrico a la superficie
dada? los Teoremas de Alexandrow ([Al]) dan respuesta afirmativa a estos problemas,
supuestas ciertas condiciones sobre los “dngulos conicos” de los puntos singulares. Mas
recientemente, los trabajos de Rivin ({HR], [Ri3]) responden a este tipo de problema
para el poliedro dual de un poliedro hiperbdlico (en este caso se necesitan ademds ciertas
condiciones sobre las longitudes de las geodésicas). Se tiene ademas que el poliedro que
realiza la superficie dada es tinico salvo isometria. Sin embargo, no se sabe determinar
el tipo combinatorio de este poliedro.

Por otra parte, los 4ngulos diédricos son las principales propiedades “extrinsecas” de
un poliedro. Fijado un tipo combinatorio de poliedro, podemos plantearnos dos tipos
de preguntas andlogas a las anteriores: dados unos ciertos dngulos diédricos, jexis-
te un poliedro con estos angulos y del tipo combinatorio dado? ({ezistencia). Y, si
existe, jes unico? (unicided). Si pensamos en una aplicacién tal que a cada poliedro,
salvo isometria, le asigna sus angulos diédricos, las preguntas anteriores corresponden
a describir la imagen de esta aplicacidn, a la que llamaremos espacio de dngulos, y a
describir las fibras (es decir, la preimagen de cada punto de la imagen).

Por supuesto, podemos hacernos las mismas preguntas para dimensiones distintas
de 3. Asi, en dimensién 2, el espacio de angulos es facil de describir, en los casos euclideo
e hiperbélico: la tinica condicién es que los angulos exteriores debe sumar 27, en el caso
euclideo, y mas que 27 en el caso hiperbélico. Por otra parte, no hay unicidad, es
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decir, los angulos no determinan el poligono; los lemas geométricos de Cauchy ([Ca))
comparan las longitudes de aristas entre poligonos con los mismos 4ngulos (en los casos
esférico e hiperbdlico}. El espacio de poligonos euclideos con angulos dados se puede
ver como un poliedro convexo en algin espacio hiperbélico ({Th],[BG]).

En dimensién mayor que 2, en el caso euclideo tampoco hay unicidad, pues dado
un politopo euclideo de cualquier dimensidn, si se traslada una cara y se mantiene el

tipo combinatorio, los angulos diédricos no varian.

Hay una diferencia esencial entre los espacios de dngulos de poliedros (dimensién
3) v de politopos de dimensién mayor que 3: del Teorema de Steinitz se deduce que el
espacio de angulos de poliedros es contractible (ver [Zi]), mientras que para dimensién
4 y mayor que 4, los trabajos de Mnév ([Mn]) ¥ Richter ([Ric]) prueban que los es-
pacios de politopos pueden tener el mismo tipo de homotopia que cualquier conjunto

semialgebraico prefijado.

En dimension 3, en el caso hiperbolico, el Teorema de Andreev ({Anl], [An2})
resuelve completamente la existencia y la unicidad para el caso en el que todos los
angulos diédricos sean menores o iguales que 7/2 (ver Apéndice B). Esta restriccion en
los dngulos da en primer lugar una restriccion combinatoria, pues todos los poliedros
compactos hiperbdlicos con dngulos menores o iguales que 7/2 son trivalentes (es decir,
en cada vértice inciden 3 caras). Estos poliedros son, por otra parte, dominio de discon-
tinuidad del grupo de isometrias hiperbdlicas generado por las reflexiones en sus caras.
Por tanto, a partir del Teorema de Andreev se pueden describir también todos estos gru-
pos. Las condiciones del Teorema de Andreev para la existencia son muy sencillas, pues
son condiciones lineales sobre los angulos diédricos, que dependen de la combinatoria del
poliedro dado. Se han dado otras demostraciones del Teorema de Andreev: Thurston
([Th]), Bowers y Stephenson ([BS]), Colin de Verdiére ({CV]), Hodgson ([Hoj), Marden
v Rodin ([MR]). Rivin ([Ril], [Ri2]) generaliza el Teorema de Andreev para poliedros
hiperbélicos ideales (con todos los vértices en la esfera del infinito de H?), es decir,

describe el espacio de angulos de estos poliedros.

La unicidad para poliedros hiperbdlicos trivalentes (no sélo para aquéllos en las
condiciones del Teorema de Andreev) se deduce de los lemas topoldgico y geométricos
de Cauchy ([Ca], [HR)).

La presente memoria estd motivada por el que seria el “Teorema de Andreev ge-
neralizado”, esto es, el mismo problema resuelto por Andreev, pero sin restricciones en
los angulos diédricos.

El enfoque que damos al problema es por medio de matrices de Gram. La matriz
de Gram de un poliedro hiperbdlico es la matriz de productos escalares de los vectores
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normales unitarias exteriores a las caras del poliedro. En la matriz de Gram estan

reflejados todos los dngulos diédricos del poliedro, pero ademds estan reflejados todos

los posibles angulos o distancias entre los planos que contienen a las caras del poliedro.

Utilizando matrices de Gram, podriamos tratar de resolver el problema en dos

pasos:

1.

X

Caracterizar las matrices que son matrices de Gram de un poliedro compacto
hiperbélico del tipo combinatorio que hemos fijado; con esto estamos describiendo
un conjunto en un cierte RY. Para el caso en que todos los angulos diédricos del

poliedro sean menores o iguales que 7/2, Vinberg hace este estudio en ([Vi2]).

Caracterizar los valores que toman las entradas de la matriz de Gram correspon-
dientes a angulos diédricos. Podemos pensar en esto como que estamos proyectando

el conjunto que hemos obtenido en el primer paso sobre un determinado R,

En esta memoria conseguimos resolver el primero de estos dos pasos (Capitulo 3);

el segundo paso lo hemos visto sélo para un grupo de poliedros, los descendientes de

tetraedros, en los que resulta facil el calculo que se indica (Capitulo 4). Este método se

complica ya para otros poliedros como el cubo.

En concreto los resultados que obtenemos son

Un teorema de caracterizacién de matrices de Gram de d-politopos de un tipo com-
binatorio fijado, en un espacio (R**!, f), donde f es una forma bilineal simétrica
no degenerada (Teorema 3.4.1).

Del teorema, anterior se obtienen facilmente teoremas de caracterizacion de matrices
de Gram de d-politopos esféricos e hiperbdlicos, y en este ultimo caso, se puede
también fijar un subconjunto de vértices que queremos que sean finitos (Teoremas

3.4.2, 3.4.3, 3.4.4).

Teorema de Andreev generalizado para prismas triangulares hiperbélicos (com-
pactos ¥ no necesariamente compactos) y esféricos (Teoremas 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5),
con una presentacion explicita del espacio de dngulos mediante expresiones polind-
micas en los cosenos de los angulos diédricos; también obtenemos un Teorema de
Andreev generalizado para descendientes de tetraedros (Teorema 4.3.6). En todos
estos teoremas se obtiene también unicidad, salvo isometrias del espacio en que
estemos.

Estudiamos una descripcién geométrica del espacio de dngulos de tetraedros com-
pactos hiperbdlicos (Seccién 2.2). Vemos por ejemplo que este espacio no es con-
vexo. Se estudian también otras coordenadas para los simplices, como las longitudes

v unas coordenadas mixtas {Seccién 2.3).
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La memoria estd estructurada de la siguiente manera: Un primer capitulo dedicado
a preliminares donde se revisan los conceptos que aparecerdn en adelante. El Capitulo
2 esta dedicado a los simplices. En el Capitulo 3 se da la demostracién de los teorermnas
de caracterizacién de las matrices de Gram de politopos. Finalmente, en el Capitulo
4, se utilizan los resultados anteriores para describir el espacio de angulos de algunos

poliedros.



Capitulo 1:

Preliminares

La geometria hiperbdlica fue descubierta independientemente por Bolyai, Gauss y Loba-
chevsky cuando trataban de deducir por reduccién al absurdo el axioma de las paralelas
de los axiomas anteriores de la geometria euclidea. Se han dado varios modelos para
estudiar esta geometria, como el modelo del hiperboloide o de Lobachevsky, el modelo
proyectivo o de Beltrami-Klein y los modelos del disco y del semiespacio de Poincaré.
Para un estudio de la geometria hiperbdlica se puede ver [Ra), [Iv], [Sa], [Th], [Be],
[Mil]. Vamos a revisar algunos aspectos de estos modelos, principalmente aquéllos que

utilizaremos en esta memoria.

Nosotros utilizaremos principalmente el modelo del hiperboloide. Este modelo se
define como una cierta subvariedad Riemanniana del espacio de Minkowski E*! (que
es R* con una forma cuadrética infinitesimal de signatura (3,1) en cada punto). Las
férmulas para las distancias y los angulos se expresan facilmente a partir de la forma
cuadratica. Este modelo tiene ademas la ventaja de ofrecer una analogia con la ge-
ometria esférica si cambilamos la signatura de la forma cuadratica. Asi, trabajaremos
en el contexto mas general de una forma cuadratica no degenerada sobre un espacio

vectorial de dimensién arbitraria.
1.1 Espacios Geométricos

A lo largo de la memoria, utilizaremos el término de producte escalar para referirnos
a formas bilineales reales, simétricas y no degeneradas, aunque no necesariamente
definidas positivas. Haciendo abuso de notacién, denotaremos por f tanto a un pro-
ducto escalar como a su forma cuadratica asociada, y lamaremos espacio geométrico al
par E;:=(R™, f).



Para un producto escalar se tienen los conceptos usuales de ortogonalidad, norma,
transformaciones ortogonales, etc., de los productos escalares euclideos (i.e. con f
definida positiva). Recordamos algunas definiciones con las notaciones que vamos a
utilizar. Asi, la norma de un vector v € R™ es el valor f(v); la norma de un vector
puede ser positiva, negativa o nula. Llamaremos vector luz a un vector de norma 0 y
cono de luz al conjunto de los vectores luz. Cualquier vector v de norma no nula se
puede normalizar y nos referiremos a su normalizadoe como al tnico vector de norma +1

que estd en el rayo vectorial ¥ = {Av | A > 0} generado por v.

Utilizaremos la notacién A para designar a hiperplanos de R™, y H- para designar
a uno de los semiespacios cerrados determinados por H. Si la forma cuadratica es no
degenerada, las dimensiones de un subespacio y de su subespacio ortogonal son comple-
mentarias. Esto nos servira para dar una biyeccién entre el conjunto de semiespacios y
el conjunto de rayos vectoriales de R™: a un vector ¢ € R™ le hacemos corresponder el
semiespaclo
HI = {veR™| f(e,v) <0},

al que llamaremos semiespacio ortogonal ezterior al vector e (observamos que si e’ = Ae
con A > 0, entonces ﬁe_ = ﬂ’e",) Denotamos también por H. al hiperplano ortogonal al

vector e, es decir,
H, ={veR™ | f(e,v) =0}

Reciprocamente, dado un semiespacio H~ de R™, le podemos asignar un vector orto-
gonal ezterior, que es un vector e tal que H~ = H_ . Siel vector e tiene norma no nula,

entonces el semiespacio H ™~ tiene un unico vector normal ezterior.

Observemos que si un vector tiene norma nula, entonces estd contenido en su subes-

pacio ortogonal, y la forma cuadratica restringida a este subespacio es degenerada.

Llamaremos amplitud o dngulo generalizado entre vectores no luz a la expresion

flu,v) m
Am(u,v) = , conu,vER
S Y T OV ©

(observemos que Am(u,v) = Am(Au, Av), para todo A > 0, es decir, la amplitud estd

definida para los rayos vectoriales generados por u y v).

Denotamos la signatura de un producto escalar f en R™ como (p, g), donde p es el
ntmero de vectores de norma 1 de una base ortonormal, y ¢ el numero de vectores de
norma —1. Utilizamos la misma notacién para la signatura de una matriz. Un método
de calculo de la signatura de una matriz simétrica G consiste en estudiar los signos
de los menores principales G1,G)2,...,G12..n (donde G, ;i es el determinante de la
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submatriz de G formada por las ¢ primeras filas y columnas), siempre que estos menores
sean todos no nulos. Asi por ejemplo una matriz es definida positiva s1 y solo si todos
los menores principales anteriores son estrictamente positivos.

Definicion. Dado un conjunto de vectores e1,...,e, € R™, lamamos matriz de Gram

de este conjunto a la matriz Gles,..., e, de sus productos escalares.

Toda matriz simétrica de orden n, rango m y signatura igual a la signatura de f,
podemos interpretarla como la matriz de Gram de n vectores en el espacio geométrico
(R™, f).

Finalmente, denotamos por O( f) al grupo ortogonal de f, es decir, los 1somorfismos
lineales que preservan la forma cuadratica. En coordenadas, las aplicaciones ortogonales
son las matrices P tales que P'FP = F (donde F' y P son las matrices de f y de la

aplicacidn en una misma base).

El siguiente lema sencillo dard la prueba de la unicidad (salvo isometrias) de
poliedros a partir de la matriz de Gram (Teoremas 2.1.1, 3.4.1)

Lema 1.1.1. Sea f un producto escalar en R™. Sean {er,...,en} ¥ {€],... €} dos
conjuntos de vectores que tienen la misma matriz de Gram G = (g;;), de rango m.
Entonces existe una aplicacion ortogonal ¢ € O(f) tal que ¢(e;) = e}, para todo it =
1,...,n.

Demostracion:

Como la matriz G tiene rango m, cada uno de los conjuntos de vectores del enun-

ciado contiene una base. Supongamos por ejemplo que ey,...,en forman una base;
entonces el menor principal de G correspondiente a estos indices, Gy, ., €s no nulo y
por tanto también los vectores e,..., e}, forman una base. Puesto que la matriz de

productos escalares de estas dos bases es la misma, la aplicacién ¢ que aplica una en la

otra es una aplicacién ortogonal.
'.
i
de ¢; respecto de la base {e1,...,em} son (gj1,..-,9jm)G1  m Estas son las mismas
coordenadas que las de ¢’ respecto de {e},...,er,}, de donde se tiene el resultado.

Falta ver que @(ej) = € para j > m. Para ello, vemos que las coordenadas

O

Vamos a estudiar dos casos particulares importantes de producto escalar, cuando
f es definida positiva y cuando f tiene signatura {m — 1,1). La importancia de estos
casos es que permiten definir la geometria esférica y la hiperbdlica. Puesto que queremos
obtener resultados para espacios hiperbdlicos o esféricos de dimensién d, utilizaremos

espacios vectoriales de dimensién m = d + 1.
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Espacio esférico

Sea f una forma cuadratica definida positiva en R**!; para fijar ideas, tomamos la
forma cuadratica mas sencilla, es decir f(z) =z} +...+2%,,, donde & = (21,...,Ta+1)
son las coordenadas de un vector respecto de la base canénica de R%*!. Llamamos
espacto efin euclideo de dimensidn d + 1 a la variedad Riemanniana que consiste en
R?*! visto como espacio afin y con una forma cuadrética infinitesimal en cada punto
dada por f.

Entonces la esfera, 8¢ = f71(1), tiene una métrica Riemanniana inducida de la
anterior y se puede ver, por ejemplo, que tiene curvatura constante igual a 1 en cada
punto. Los planoes esféricos, es decir, subespacios totalmente geodésicos, son las inter-
secciones de subespacios vectoriales de R?*! con S?; en particular, las geodésicas son
los circulos maximos de S¢.

La distancia entre dos puntos z,y € S% se calcula a partir del producto escalar
como cosd(z,y) = f(z,y). Igualmente para los angulos entre hiperplanos esféricos: si

z,y €Sy H- y H ; son los semiespacios de RA+1! ortogonales exteriores, entonces

flz,y) = —cos(H; N H), donde H = H:- nSs<
Espacio hiperbdlico
A. Modelo del hiperboloide

Sea ahora la forma cuadratica f definida como
f@) =al+.. +25- 204

donde T = (zi,...,%4,%q+1) son las coordenadas de un vector respecto de la base

candnica de R¥*! (por supuesto podriamos tomar una forma cuadratica cualquiera de
signatura (d, 1}).
La linea de nivel f~!'(—1) es un hiperboloide de dos hojas. Llamamos espacio

hiperbdlico a una de estas dos hojas, concretamente,
H? = {2 = (z1,...,24,2441) | f(F) = =1, 2451 > O}.

Se llama espacio afin de Minkowski de dimensién d + 1 a la variedad semi-Rie-
manniana que consiste en R4t! visto como espacio afin y con una forma cuadratica

infinitesimal en cada punto dada por f.



Ocurre que la métrica infinitesimal inducida por el ambiente en cada punto de HY

es definida positiva, y por tanto H? es una variedad Riemanniana, que ademads tiene
curvatura constante igual a —1.

Se llama esfera de De Sitter al conjunto S¢~ 1! de vectores de norma 1. La esfera
de De Sitter es una variedad semi-Riemanniana con curvatura constante igual a 1 (para
detalles sobre geometria semi-Riemanniana, puede verse [O'N]).

Las geodésicas y los espacios totalmente geodésicos de H? son las intersecciones de
H? con subespacios vectoriales de R4tt.

Llamaremos puntos finitos a los vectores £ € R41! tales que el rayo © que generan
corta a H?: lamaremos puntos infinitos a los vectores luz v con la ultima coordenada

positiva: y llamaremos puntos ultrainfinitos a los vectores de norma positiva.

Recordamos ahora el significado del producto escalar de dos vectores z,y € R4+!
(o bien su amplitud. si los vectores no estan normalizados); recordamos que H, es el
hiperplano de R4*! ortogonal a z v denotamos H, := H, NH? y H- := H7 nH?
(ver Figura 1.1)

@ () (4) (i)(z)
Figura 1.1

(i) Si z.y € HY, entonces f(z.y) = —coshd(z,y);

(i) Si r € HY, y € 841}, entonces |f(z,y)| = senhd(z, Hy). El signo de f(z,y} sirve
para distinguir si z estd o no en el semiespacio ortogonal exterior a y, en concreto,
flz.y) <0 equivale a que z € H .

(iii) Sean ahora z.y € SY~!'!. Se dan los siguientes casos:

(1) Si|f(z.y)| < 1, significa que H,NH, # By se tiene f(z,y) = —cos(H; NH).
(2) Si |f(z,y)] > 1, entonces H, y ﬁy se cortan en el ultrainfinito y se dice

que H; y H, son ultraparalelos. En este caso {f(z,y)| = coshd(H,, H,). El
signo de f(z.y) determina la posicién relativa de los semiespacios; en concreto,
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f(z,y) < 0siy sélo si ninguno de los dos semiespacios H>, H esta contenido
en el otro.

(3) Finalmente el caso |f(z,y)! = 1 significa que H. N H, =0 y H, N H, contiene
un punto infinito. En este caso, se dice que los hiperplanos H, y H, son
paralelos.

Las isometrias hiperbdlicas son las aplicaciones ortogonales que dejan invariante HY.

Por ejemplo la aplicacion lineal de expresion matricial (respecto de la base candnica)

1 0 0

M, = 1 0 0 (1.1.2)
0 ... 0 cosht senht
0 ... 0 senht cosht

define una isometria ¢, de H?; esta isometria deja invariante la recta hiperbélica r =
{z; = ... = z4-1 = 0} N HY, y la distancia entre un punto de r y su transformado es
1gual a ¢. Llamaremos a . traslacidn hiperbélica de modulo ¢ a lo largo de la recta r.

Finalmente enunciamos las férmulas del coseno y del seno para tridangulos hiperbé-
licos. Si a,f,v son los angulos de un tridngulo hiperbdlico y a, b, ¢ son las longitudes

de las aristas opuestas, se verifican las relaciones:

cos a cos § + cosy

coshe =

Sen o sen P
coshacosh b — coshe

senh ¢ senhb
senh a senhb senh ¢

(1.1.3)

cosy =

sen & sen 3 sen <

Observamos que la primera férmula del coseno implica que un tridngulo hiperbdlico estd

determinado univocamente, salvo isometria, por sus angulos.
B. Modelo proyectivo

El modelo proyectivo se obtiene del modelo del hiperboloide proyectando desde
el origen de R*t! sobre el hiperplano z44; = 1: el espacio hiperbélico es entonces el
interior de la bola unidad B¢, el borde de esta bola son los puntos del infinito, las rectas
hiperbdlicas son cuerdas de esta bola, y la ortogonalidad respecto del producto escalar
f es la polaridad respecto de esta bola. Recordamos la formula para la distancia entre
dos puntos en este modelo. Sean A, B dos puntos del espacio hiperbélico B?; sea r la
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cuerda (recta hiperbélica) de B? que los contiene; sea L” el extremo de r mas proximo
a 4y 1" el otro extremo de r (I, V son los puntos del infinito de la recta r, ver Figura
1.2}. Sea 7 la recta proyectiva que contiene a r. Entonces A, B, I/, V son 4 puntos de
una recta proyectiva y podemos hablar de su razén doble. [, V. B, 4], cuyo significado
geomeétrico es la coordenada afin del punto A en el sistema de referencia proyectivo
U'=2x.1 =0. B =1 Entonces. la distancia entre 4 v B viene dada por la férmula

1
d(A. B) = zlog([L" 1" B. 4]) (1.1.4)

(observemos que la razén doble [{". 17 B. 4] es mayor que 1).

Figura 1.2
C. Modelo de Poincaré

Los modelos de Poincaré tienen la importante propiedad de que son conformes, es
decir. los angulos se ven como en la geometria euclidea. Asi. el modelo del semiespacio

de Poincaré es el conjunto
E+ = {(.1:1..1‘2,1‘3) € RJ ’ I3 > 0}

junto con la métrica Riemanniana definida por la forma cuadratica infinitesimal

f) 1 .
ds® = ;——(dxf +dz? + dzd)
3

Los puntos del infinito del espacio hiperbélico en este modelo forman el conjunto dE+ U
{~}. que se puede identificar con la esfera de Riemann considerando E+ como el plano
complejo.

Las rectas en este modelo son, o bien rectas verticales, o bien arcos de circunferen-

cias ortogonales al borde. 3E*; analogamente, los planos son, o bien planos verticales o

11



bien semiesferas ortogonales al borde. Todos los planos hiperbélicos estdn pues deter-
minados por sus “bordes”, rectas o circunferencias de 8E*, con lo que un poliedro en
este modelo se puede dibujar también como una familia de rectas y circunferencias en
el plano @E™*. Por ser este modelo conforme. se verifica ademas que el angulo diédrico
entre dos planos hiperbélicos es igual al angulo euclideo entre los bordes de estos planos.

Como ejemplo. la Figura 1.3 muestra un tetreedro ideal, es decir , con todos los
vertices en el infinito, 3 prueba que para estos tetraedros los 4angulos diédricos en las
aristas opuestas son iguales.

, B 5 ;

C~:—:‘ A e \‘-E,/\D/
F : F7C BY XF

\ - | ! \\ / y
AT [ S

) /5 s N '.‘ \ / ]

/ i A L . \\“ ) "

==L ' . N '\‘é/{ -~

D\/AJE

B
A=F, B=E, C=D

Figura 1.3
1.2. Politopos afines

En esta seccién recordamos términos sobre politopos en el espacio afin R?. Algunas

referencias sobre el tema son por ejemplo {Gr], [Zi], [Al], [RS], [Vi3].

Un politopo en R? es la envoltura convexa de un conjunto finito de puntos. Equi-
valentemente, un politopo es un conjunto compacto no vacio de R? determinado por
la interseccién de un conjunto finito de semiespacios. La dimension del politopo es la
dimensién del subespacio afin que genera y se denota por r-politopo a un politopo de

dimension r.

Un hiperplano soporte de un politopo P es un hiperplano H que tiene interseccion
no vacia con P y tal que P esta contenido en uno de los dos semiespacios cerrados
determinados por H. Una cara C de un politopo P es la interseccion de P con un
hiperplano soporte. Consideraremos también caras (impropias) de P al conjunto vacio
y al propio politopo. Usaremos la notacién C < P para indicar que C es una cara de
P.



Un politopo afin lleva consigo una estructura combinatoria, dada por el conjunto
de todas sus caras. Podemos expresar esto en términos de complejos celulares (en este
contexto a un politopo se le llama celda o célule).

Recordemos que un complejo celular K es una coleccion finita de células (o polito-

pos) en algiin R? que satisface:
(1) si una célula C estd en K entonces todas las caras de C también estdn en K,
(ii) si C y D son dos células de K, entonces C N D es una cara de ambas.

Dos complejos celulares K y L son abstractamente isomorfos si existe una biyeccién
J + A — L tal que preserva incidencias entre las caras, es decir, si A < B € K, entonces
J(A) < §(B) € L. A la aplicacién j se la llama isomorfismo abstracto o isomorfismo
combinatario.

Se llama espacio subyacente de K a la unién de todas las celdas de K, y se denota
por |K|.

Dado un d-politopo, P, hay de forma natural dos complejos celulares asociados:
uno, el formado por todas sus caras, que tiene por espacio subyacente el propio politopo,
y otro formado por todas sus caras de dimension estrictamente menor que d, y que tiene
como espacio subyacente el borde del politopo. Denotamos a este ultimo complejo por

P.
Definicién. {Tipo combinatorio de politopo)

(1) Llamaremos politope abstracto (con las caras sin numerar) al complejo P anterior,
cuyo espacio subyacente es el borde de un politopo. Dos politopos P y P’ se dice
que son del mismo tipo combinatorio (con las caras sin numerar) si sus politopos
abstractos asociados son abstractamente isomorfos.

(2) Llamaremos politopo abstracto con las cares numeradas al complejo P en el que
hemos numerado las caras de codimensién 1. Dos politopos P y P', con las caras
de codimensién 1 numeradas (Cq,...,Cr ¥y Ci,...,C,,, respectivamente) se dice que
son del mismo tipo combinatorio con las caras numeradas si la aplicacién C; — C

induce un isomorfismo combinatorio.

Nota. En la memoria, cuando hablemos de tipe combinatorio, siempre sera con las

caras numeradas.

La Figura 1.4 muestra ejemplos de dos prismas triangulares con las caras numeradas
que tienen distinto tipo combinatorio (por supuesto, si nos olvidamos de la numeracion

de las caras, los dos poliedros tienen el mismo tipo combinatorio).
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Figura 1.4

Notacién. A lo largo de toda la memoria vamos a utilizar letras caligraficas P.C.. ..
para designar aspectos combinatorios. y letras mayusculas usuales P, C, ... para designar
realizaciones concretas de los politopos (es decir. politopos P ¢ R? con el mismo tipo
combinatorio que P). |

El tipo combinatorio de un politopo queda determinado por el conjunto de caras
de codimension 1 (en inglés facets), el conjunto de vértices, v la relacion de incidencia
entre estas caras y vértices. Esta informacion queda recogida en la matriz del tipo
combinatorio del politopo {ver seccion 3.2.). El tipo combinatorio de un politopo se
preserva por transformaciones afines y por transformaciones proyectivas tales que la
preimagen del hiperplano del infinito no corte al politopo. Reservaremos el término
poliedro para politopos de dimension 3.

Sea V un vértice de un d-politopo P; la figura verticilar de V es el politopo abstracto

de dimensién d — 1 cuvas caras son todas las caras de P que inciden en V.

Enunciamos dos propiedades sencillas de los politopos que utilizaremos con fre-

cuencia:

.2.1. Dadas dos caras. C.C' de codimensién 1. siempre hay una sucesion de caras
Ci....,Cy de codimension 1 tales que cada una es adyacente con la siguiente,
C =C,y C'"=C, Llamaremos a esta sucesion cadena de caras que conecta C' y
C'.

.2.2. Dada una cara de codimension 2 de un d-politopo P (con d > 1), existen exacta-
mente dos caras de codimensién 1 que la contienen (se dice que estas dos caras son
advacentes). El dngulo diédrico en una cara de codimension 2 de P es el angulo

formado por las dos caras de codimensién 1 que inctden en ella.

Recordamos ahora el método de truncar vértices para construir poliedros a partir
de otros dados. En el Capitulo 4 se estudia la familia de poliedros que se obtienen del
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tetraedro aplicando sucesivas veces este método. Llamaremos a esta familia descendien-

tes de tetraedros.

Sea P C R® un poliedro y V un vértice de P. Consideremos un plano I tal que uno
de los dos semiespacios, II*, que determina contiene al vértice V y el otro semiespacio,
II7, contiene a todos los demas vértices del poliedro. Entonces II divide al poliedro P en
dos poliedros: Py := PNIIT es una pirdmide con vértice V y base PNIly Py := PNII~
es un poliedro que diremos que se ha obtenido de P truncando el vértice V.

Si tomamos otro poliedro P’ del mismo tipo combinatorio que P y un plano
cualquiera II' que verifique las condiciones que le hemos pedido a II, entonces el poliedro
Pl =P'n IT = es del mismo tipo combinatorio que P,. Es decir, podemos considerar la
operacién de truncar vértices desde el punto de vista combinatorio, y asi hablaremos,

por ejemplo, de “truncar un vértice del poliedro abstracto P”.
1.3 Conos poliedrales

Estamos principalmente interesados en politopos hiperbdlicos. Un politopo en H? se
define de la misma forma que en R?, como envoltura convexa de una cantidad finita de

puntos o como conjuntos compactos no vacios que son interseccion finita de semiespacios:
— n -
P=nNj_,H,

donde H;” es uno de los dos semiespacios cerrados determinados por un hiperplano de

H¢. El politopo P tiene dimensién d si la interseccién anterior tiene interior no vacio.

En el modelo del hiperboloide, un politopo se ve como la interseccién con H? de un
cono poliedral de R4+!| es decir, si Hiesel hiperplano de R4t! tal que H; = H; n H¢
y H . es el semiespacio bordeado por este hiperplano tal que H; = A T NHY, entonces

P=PnH?! donde P = ﬂ?zlfjff

Conos poliedrales vectoriales

Un cono poliedral vectorial sera entonces simplemente la interseccion de un conjunto
de semiespacios de un espacio vectorial. En contraste con la distincién entre poliedro
y politopo, utilizaremos un solo término, “cono poliedral”, para referirnos a cualquier
dimensién. Damos la definicién de cono poliedral de la forma més general (en {Vi3], se

toma en la definicién la condicién de que el interior sea no vacio).
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Definicién. Un cono poliedral en R¥t! es un conjunto de la forma
Tt
=4S
=1

donde los H; son semiespacios vectoriales cerrados bordeados por el hiperplano vecto-
rial H;. Un hiperplano H; es superfluo si el semiespacio correspondiente contiene a la
mnterseccion de todos los demds semiespacios, es decir,

H 2() H].
J#i

Esta definicién amplia da cabida a los dos tipos de situaciones siguientes:

(i) (Cono poliedral degenerado) Un cono poliedral P = N B es r-degenerado, con
r > 0, si los hiperplanos H; se cortan en un subespacio de R%*! de dimensién r.

Sir = 0, decimos que el cono poliedral es no degenerado.

(ii) (Cono poliedral con interior vacio) Si un cono poliedral P tiene interior vacio,
diremos que P esta reducido a una r-cara si P estd contenido en un subespacio

vectorial de dimension r + 1 y en este espacio P tiene interior no vacio.

Estaremos mas interesados en conos poliedrales no degenerados y con interior no

vacio.

Nota. Siun cono poliedral P = ﬂ,_lH; tiene interior no vacio, cada subespacio H; no
superfluo est4 determinado univocamente por el cono poliedral y se dice que H; bordea

P

Lema 1.3.1. Un cono poliedral P = n 11;17 tiene interior vacio si y sdlo si existe
algini € {1,...,n} tal que P C H;.

Demostracion:

El borde de un cono poliedral (respecto de la topologia usual) esta contenido en la
unién de los hiperplanos H;; entonces P tiene interior vacio si y sélo si P C U;‘___lfi ;-
Por la convexidad de los conos poliedrales, lo anterior equivale a que P esta contenido

en uno de los hiperplanos H;. O

Definicidn. Si X C R el cono positivo sobre X es el conjunto {\z | z € X, A > 0}.

Lema 1.3.2. Sea P = Miz; I-:’i_ un cono poliedral no degenerado; entonces existe un
hiperplano afin A € R, que no pasa por el origen, tal que P = AN P es compacto
y P es el cono positivo sobre P.
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Demostracion:

Supongamos que los semiespacios H estdn dados por las inecuaciones

H tanzi+... + Gigy12441 2 0

0, abreviadamente,

H  1a;j-xz >0,
donde estamos denotando por a; y « a los vectores de coordenadas (aj,. .., aig41) ¥
(z1,...,Z441), respectivamente, y por «; - ¢ al producto escalar ordinario en R4,

Puesto que P es no degenerado, entre los hiperplanos H; hay d + 1, que podemos
suponer Hy,... ,Hyy,, tales que Hy N ... N Hyp1 = {0}; equivalentemente, los vectores
Qy,...,aq41 son linealmente independientes.

Consideramos el semiespacio H, definido como

-~

H;:(a1+...+ad+1)-x20

Este semiespacio verifica que Pc f}‘f Nn...N I:Id_+1 C I':TO_ y PnHy, C (I;’l— ... N
Ed—+1) N Hy = {0} (por ser @y,...,aq4s1 independientes).

Sea A el hiperplano de ecuacién
Al(a1+...+0{d+1)'&?=€,

para algin € > 0. Veamos que P = AN P es compacto. En efecto, si P no es compacto,
entonces contiene una semirrecta afin, r (ver Figura 1.5). Por ser P convexo y cerrado,
la clausura, F, del cono positivo sobre  desde el origen de R4*! est4 contenida en P.
Ahora bien, FN H, es una semirrecta, con lo que {0} &F N Ho Cc Pn I':’o, y llegamos a

una contradiccion.

Finalmente, veamos que P es el cono positivo sobre P = P A. Para ello, sea
v € P,v+#0; como PC Hy y PN Hy = {0}, se tiene que (a; + ...+ ag1)-v > 0,
y por tanto existe un A > 0 tal que Av € A. Por tanto P estd contenido en el cono
positivo de PN A. El otro contenido es trivial porque P es un cono positivo, es decir,

esta formado por rayos vectoriales. O
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Figura 1.5
)
Ho
Observacién. Si los hiperplanos H;..... Hyy de la demostracién del lema anterior

son no superfluos. entonces el semiespacio
Hy (Mar+ ..o+ Agpiaga) -2 20

verifica
PCH, \ PN Hy={0}
st v sOlo s1 Ay, ... Ag41 son todos estrictamente positivos.

Lema 1.3.3. Sea P un cono poliedral r-degenerado. r > 0. Entonces existe un subes-
pacio vectorial K de dimensiénd — r + 1 en el que Py := PN R es un cono poliedral no
degenerado v P = Py + (N, H;).

Demostracion:
H;:

como P es r-degenerado, la dimension de ﬂile,' es r y por tanto la dimension de K

Para probar el lema basta considerar un subespacio A suplementario de N,
es d —r + 1. Es evidente entonces que P, = PN A es un cono poliedral en A no
degenerado. Sea v € P; v se puede escribir de forma tnica comov =u+wconu € K
yuw en
—u € NA

como suma de Pg v Nt

1—1H Entonces © = v + {—~w) € P porque P es un cono positivo convexo y

H, C P: por tanto u € Py, y se deduce entonces que P se puede expresar
Hi. ]

Definicién: {Tipo combinatorio de un cono poliedral) Sea P un cono poliedral.

=1

t=1

e Si Pesno degenerado. llamamos tipo combinatorio de P al tipo combinatorio del
politopo afin P = PN 4 obtenido en el lema 1.3.2. (P no tiene por qué ser un
politopo de dimension d. puede tener interior vacio).
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e Si P es r-degenerado, el tipo combinatorio de P seré el tipo combinatorio del cono
poliedral no degenerado Py obtenido en el lema 1.3.3 (se puede ver ficilmente que
el tipo combinatorio no depende del subespacio suplementario K elegido).

Segiin lo anterior, definimos una r-care de un cono poliedral no degenerado, P,
como el cono positivo sobre una r-cara de P. Asi, un vértice de P es el rayo vectorial
sobre un vértice de P; denotaremos por ¢ al rayo sobre el vector v y a veces haremos
abuso de notacién y llamaremos vértice de P a cualquier vector no nulo de este rayo
vectorial. En general, denotaremos por C alas caras de I-:’, es decir, si C es una cara de
PN A, C es el cono positivo sobre esta cara. Mas en general utilizaremos los mismos

términos de politopos afines para conos poliedrales.

Sea f un producto escalar en R¥t!, v sean e; vectores ortogonales exteriores a
los semiespacios H, . El cono poliedral P estd determinado entonces por los vectores

€1y-..4ERn!

P=Pley,... en) =N, Hf

Si estos vectores no son luz, podemos considerarlos normalizados, con lo que estan

univocamente determinados a partir de P.

Definicién. Sea P C (R4F1, f) un cono poliedral tal que ningin vector ortogonal a las
caras tiene norma nula. Llamaremos matriz de Gram de P a la matriz de Gram de los

vectores €, ..., e, normales exteriores a las caras, es decir,
G(P) = (f(eivej))i,j=1,...,n

Observamos que la matriz de Gram de un cono poliedral, segtn la definicién ante-

rior, tiene todas las entradas de la diagonal iguales a £1.

Los siguientes lemas caracterizan los vértices y las r-caras de un cono poliedral.
Lema 1.3.4. (Caracterizacidn de vértices de conos poliedrales) Sea P = N, H; un
cono poliedral no degenerado en R**!, f un producto escalar y €1, ...en vectores or-

7 ; un vector no nulo v € R¥*! es vértice de P

togonales exteriores a los semiespacios H

st y sélo si se verifica:

(i) existen i1,...,14 € {1,...,n} tales que Hi n...nH;, = L{v), o equivalentemente,
existen i1,...,tq € {1,...,n} tales que e;,,...,¢;, son linealmente independientes

y f(v,ei;) =0 para todo j =1,...,d;
(i1) f(v,e;) <0 paratodor=1,...,n.
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Demostracidn:

Claramente las condiciones (i) y (ii) son necesarias; veamos que también son sufi-
cientes. Igual que en la demostracién del Lema 1.3.2, supongamos que los semiespacios

H ; estan definidos como

H:::{‘T"ERd-i_lJa’i,- 2‘20}:

donde o, € R4+1 ¥ @i; - T es el producto escalar ordinario en R4, Consideramos el
semiespacio H,; definido como

-

Hy : (ai, +...4a;)- x>0
Este semiespacio verifica que
PcHn..nH)cH vy
PNEy=Pn(H,n..nH)NH,=Pn(H, n.. NnH,)

Puesto que v € P (por la condicién (i), y Hi, N...N H;, = L(v) (por la condicién (1)),
se sigue entornces que

PnHy=4%
Esto significa que Ho es un hiperplano soporte de P y la cara que define es el vértice ©.

G

Lema 1.3.5. Sea P = I;TI_ N...N H> un cono poliedral no degenerado. Entonces,
Fr=(H;,n...N I?,-d_r) N P es una r-cara de P si y sélo si

() dim(H;, N..NnH,_)=r+1;

(i) F, contiene r + 1 vértices de P linealmente independientes.

Demostracion:

Con las mismas notaciones que en el lema anterior, el semiespacio
Hy : (ay +...4+aq,_ ) z2>0
verifica que P C H 0 ¥
PnHy=Pn(H,n..nH, )Y=F,.

Por la condicién (ii), la interseccién anterior genera un subespacio de dimension r + 1.
Se deduce entonces que la cara F}. determinada por el hiperplano soporte Hy tiene
dimensidn r. 0
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Nota. (Las figuras verticilares son politopos esféricos) Sea P = P N H? un politopo
compacto hiperbdlico y sea v un vertice de P. Puesto que el vector v tiene norma
negativa, la forma cuadrética f restringida al subespacio ortogonal H, es definida posi-
tiva. Por otra parte, los vectores ortogonales a las caras de P que inciden en v (i.e., la
figura verticilar) estan contenidos en H,: por lo que su matriz de Gram es semidefinida
positiva y esto significa que la figura verticilar de v es un (d — 1)-politopo esférico.
Andlogamente, las figuras verticilares de los vértices de politopos euclideos o esféricos
son politopos esféricos (esto es un caso particular del hecho de que en cualquiera de los
espacios euclideo, esférico o hiperbdlico, la geometria inducida en una esfera centrada
en un punto es esférica, es decir, tiene curvatura constante positiva).

1.4 Productos exteriores

Consideramos el espacio Ey = (W, f), con W un espacio vectorial real de dimension
d 4+ 1 (recordamos que f es no degenerada). Revisamos aqui el producto escalar A™ f
inducido por f en las potencias exteriores A™W (ver [Iv]). Estaremos interesados sobre
todo en los espacios A“T1W, que tiene dimensién 1, y AW, que tiene dimensién d +
1. Para este ultimo caso, el operador de Hodge da un isomorfismo con W, que es
una generalizacién del producto vectorial de dos vectores en R®. Utilizaremos este
isomorfismo para calcular el vértice en el que inciden d hiperplanos de W.

El producto escalar A™ f se define, para elementos irreducibles (es decir aquéllos
que son de la forma u; A ... A uy,, con u; € W) como

(A" ug Ao Aty AL Aoy = det{ f(ui, )i j=1,...,m

Utilizando coordenadas, se tiene que (A™ f)(u; A ... Aum,v1 A... Avy) = det(U'FV),
donde U y V son las matrices de coordenadas de los u; y v; en la base £ y F es la matriz
del producto escalar f en la misma base.

Si £ = {e1,...,eq+1} es una base de W, denotamos por A™E& a la base de AW
dada por los (d:ll) vectores e;, A...Aej ,conl <4 <., . <ip <d+ 1.

Se puede ver que un vector irreducible se expresa como
i
Uy A Aum =2 U ImYey ALl Ae,

donde U = (u;;) es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores u;
respecto de la base £ y U(il:::i:ﬁ) es el menor de U formado por las filas de indices
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1 ... tm ¥y columnas de indices 1...m (las notaciones referentes a matrices se pueden
ver en el Apéndice A}; es decir, las coordenadas de uy A ... A u,, respecto de la base
A™E son todos los menores de orden m (de orden maximo) de la matriz U. Por otra
parte, es claro que la expresién matricial del producto escalar A™ f respecto de la base
A™E es la matriz A™ F de menores de orden m de F (en particular, tomando la base £
ortonormal, se observa que A™ f es no degenerada si y sélo si f es no degenerada).

Observamos también que la asignacién a cada elemento irreducible u; A ... Au,, €
AT W del subespacio L(uy,. .., un) da una biyeccién entre las rectas vectoriales de A™W
generadas por elementos irreducibles y los m-subespacios vectoriales de W. Ademas,
las dos orientaciones de un m-subespacio L < W se corresponden con los dos rayos
vectoriales de la correspondiente recta R de A™W (la constante de proporcionalidad de
dos vectores de R es el determinante de la matriz de cambio de base de las dos bases

de L correspondientes a estos vectores).

Fijemos una orientacion en W, para cada m, el eperador de Hodge determina en-
tonces un isomorfismo ®,, entre el espacio ATW y AYTLI-mIY '

Para m = d + 1, el isomorfismo ®,41; queda determinado por la condicién de
que para una base ortonormal de W, e;,...,es41, orientada positivamente, se tiene
@ip1(er A ... Aegey) = 1. Observamos que ®g41(uy A ... A ugyq) es el determinante
de la matriz de coordenadas de los vectores u; respecto de una base ortonormal y
positivamente orientada de W.

Para m < d, se define ahora &, : APW — ATI"™W de la sigulente manera:

o sea ¢ : AW — (/\d“_"‘W)* (donde denotamos por V* al espacio dual de un
espacio vectorial V') el isomorfismo definido como ¥(u)(w) = ®441{u A w), donde

u € AW, w e AT,

o sea 7 AT — (A4TITMIYT 1a polaridad inducida por el producto escalar

A= £ o5 decir, 7(v)(w) = (AT17™ f)(v,w), donde v,w € A*TITW,

Entonces se define

@ (u) =77 ().

Expresamos en coordenadas el isomorfismo ®4. Sea entonces £ una base ortonormal
para f (por tanto también A?E es ortonormal). Siempre que tomemos coordenadas serd
respecto de estas bases; denotamos por F a la expresién matricial de f en esta base y
lamamos det f := detF (si la signatura de f es (p, ¢), entonces det f = (—1)7). Entonces,
haciendo el calculo segun la definicién, se tiene

Dy(es AL ANEN . ANegq) = (—1)d+1_if(e,-, e )ei,

22



y para un vector cualquiera de AW (todos son irreducibles), se tiene

d+1 q
@d(ul Ao Aug) = Z(—l)d+l“iU(l'l"i"'d_sl)f(e,', 6,’)6,‘ (1)
=1

(donde U ( 11'"":'_'_d+1) son menores de la matriz U de coordenadas de los vectores u;
respecto de la base £).

Las principales propiedades del isomorfismo ®4 son las siguientes.

Lema 1.4.1. Sean uy,...,uq4, vy,...,vq € W; se verifica:

(a) f(q)d(ul A.UA ud),v) =®ap1(ur A Aug A )

(B) (AN f)(vr A Avgyus Ao Aug) = (detf) Pasr(v1 A Avg A Bglur AL Aug))
(c) (N F)uy Ao Aug,on A Avg) = (detf) F(Ra(ua Ao Aug), @a(vr A Avg))

Demostracion:

(a) Utilizamos la expresién (1) para calcular el producto escalar de $4{ui A...Aug)
y v = vje;

d+1

f(@a(ur A Aug),v) = Z(—1)d+1_iU(l'i';"'dﬁl)f(ei,ei)f(et','v) =

d+1 d+1

— Z(—l)d-l_l“iU(l'l";"'d:l)f(ei,6;‘)2'0;‘ - Z(_l)d+l—iU(1.1..i...d-;-1)vi - detU’,

247 T £ T
donde U’ es la matriz de coordenadas de los vectores uy,...,uq,v, es decir detU' =
@d+1(u] FANIAY Ud A ’U).

(b) Recordemos que ®44; (’Ul A AvgABa(uy ALl A ud)) es el determinante de las
coordenadas de los vectores vy, ..., vq, Pa{ui A.. . Aug). Desarrollando este determinante

por la ultima columna, se tiene entonces

Dyri(vr A Avg A®y(uy AL Aug)) = Z U(l.lﬂ...d—gl)V(ll...i...d+dl)f(ei’ei),

=1
donde V' es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de v; respecto de la base £.

Por otra parte, por la definicion de A%f, se tiene

d+1 . . .
(AP WIA. . Avg, A Aug) =det(VIFD) =5 V(DU (Y P =

=1

23



= (@et) Y V(DU S ),

donde hemos utilizado que f(e;,e;) = flei) = %1 y que f(e;, 8‘)F(i:jii) = detF =

detf. Comparando las dos expresiones que hemos obtenido se tiene el resultado.
Finalmente, la parte (c) se obtiene a partir de (a) y (b).

O

Nota. Las tres formulas dadas en el lema anterior son casos particulares de propiedades
generales del operador de Hodge, segin se pueden ver en [Iv]: si (para simplificar la
notacion) llamamos * a todos los isomorfismos anteriores y denotamos por <,> al

producto escalar en cualquiera de las potencias exteriores de W, se tiene entonces

I <su,v>=*(uAv), para u € AW y v adtl-m
II. <u,v >=(detf) * (u A *v), para u,v € AW
III. < u,v >=(detf) < *u,*v >, para u,u &€ AW,

Como consecuencia inmediata del Lema 1.4.1 se tiene:

¢ Del apartado (a) se deduce que el vector @4(u; A...Auy) es ortogonal a los vectores
UL, ..., Uq.

¢ Entonces, si ujA...Auy tiene norma no nula, los vectores uy, ..., uq, Bg(uiA. .. Auy)
forman una base de W; utilizando el apartado (b) se ve que la orientacién de esta
base depende de det f y del signo de la norma de u3 A. .. Auq (por ejemplo, en el caso
hiperbdlico y tomando la base candnica para orientar el espacio, la base anterior

estd positivamente orientada si y sélo si uy A ... A ug tiene norma negativa).

¢ Finalmente, de (c) se deduce que la norma de ®4(u; A ... A uq) coincide con la

norma de u; A ... A ug salvo el signo de det f.

Apéndice A: Notaciones sobre matrices e identidad de
Sylvester para el calculo de determinantes

Sea A = (a;;) una matriz cuadrada de orden n. Utilizaremos las siguientes notaciones

para matrices y determinantes que se obtienen a partir de A:
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ailkl ailkz ‘e ailkq

[il 121, ] i Qizk, Qinky s aigkq
ki kg kgl "=

Qiky  Qigky - Giyk,
AL ) = debA g 1y ]
Los indices no tienen por qué estan ordenados; si lo estan, es decir,si1 <14 < ... <
ip Snyl <k <...<ky <n, entonces A[i1 iz"""’] v A(l:: ,’c’z'k”p) son submatrices y

ki ko kg
menores de la matriz A.
Para simplificar la notacién, a veces denotaremos a las submatrices principales de
A como Aliy,...,1,], en vez de A[::::] y a los menores principales de A como 4,,, i,
il---ir
en vez de A(}! 7).

Fijamos un menor de orden p de A, por ejemplo, A(l 2""’), y sea s un numero tal

12.p
que p + s £ n. Construimos la matriz B = A|H g;’” “orlando” el menor fijado con s
filas y s columnas de las restantes de A, es decir, las entradas de B son de la siguiente

forma:
bhk — A(l 2...p 1'1...1',),

12.p JIJJ
donde p+1 < i) < ...< 1, €£nyp+1<75 <...< js €n,y hk ordenan
lexicogrificamente las s-uplas (¢,...,%5) ¥ (J1,---,Js), respectivamente.

La matriz B es cuadrada de orden (" ?). Con estas notaciones se tiene la siguiente
férmula que relaciona el determinante de B con el determinante de A y el menor fijado,
v es conocida como identidad de Sylvester (referencias: [Gal, [Mo])

Teorema. (Identidad de Sylvester) Con las notaciones anteriores, se tiene:

n—p—1 napa=
detall} 32l = 4G 300 aeraC)
Como caso particular, si tomamos s = 1 se tiene la identidad

det ]} -2 = A( 3:2)" 77 detA

Apéndice B: Teorema de Andreev

Fijado un poliedro abstracto, P, el Teorema de Andreev caracteriza los 4ngulos diédricos
de las realizaciones compactas de ese poliedro en el espacio hiperbélico que tengan todos
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los angulos menores o iguales que 7/2. Estas condiciones sobre los dngulos implican, en
primer [ugar, que el poliedro es trivalente, es decir, en cada vértice inciden 3 caras. Las
condiciones que da el Teorema de Andreev son muy sencillas: son condiciones lineales
en los angulos diédricos, que dependen de la combinatoria del poliedro.

Una familia C;,...,C de caras de un poliedro forma un k-elemento prismatico
(elemento prismatico triangular o cuadrangular, si & = 3,4, respectivamente) si C; y
C;+1 son adyacentes ciclicamente y ninguna terna de estas caras inciden en un vértice

del poliedro.

Teorema de Andreev. ([Anl]) Sea P un poliedro abstracto distinto de un tetraedro

v sean ay; € (0,7/2] dngulos asociados a sus aristas e;; = C; N C;. Entonces existe un

poliedro compacto P C H? del mismo tipo combinatorio que P y con los dngulos dados

en las correspondientes aristas si y sélo si

(0) P es trivalente;

(1) si tres caras Cy,C2,Cy inciden en un vértice, entonces a2 + o3 + asy > T

(2) si las caras Cy,C2,Cy forman un elemento prismatico triangular, entonces aiz +
tz3 + a3 < 7

(3) si las caras Cy,C2,C3,Cy forman un elemento prismdtico cuadrangular, entonces
a2 + @23 + g4 + ayy < 27

(4) siC; es una cara cuadrangular y Cy,...Cs son las caras adyacentes, entonces a3 +
Qg3 + a5 + g + a3y +oas < 37 Y ooz + azy + aze + a5 + azs + a5 < 3.

Ademas, si se dan las condiciones anteriores, el poliedro P es unico salvo isometria
hiperbdlica.
La condicién (4) se deduce de las condiciones anteriores cuando P no es un prisma

triangular.
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Capitulo 2:
Simplices esféricos, euclideos

e hiperbdlicos

Este Capitulo esta dedicado a los poliedros mas sencillos en cada dimensién, los simplices.
El hecho de que los simplices tengan el minimo ntmero posible de caras de codimensién
1 se traduce en que dar su matriz de Gram equivale a dar todos los dngulos diédricos.

La caracterizacién de matrices de Gram de simplices es conocida (Coxeter ([Co]),
Lanner ([La]), Vinberg ([Vi2], Milnor ([Mi2]); el enunciado y la demostracién (que
también daremos aqui) de este teorema es la motivacion de los teoremas que se veran
en el Capitulo 3 para d-politopos. En la Seccién 2.2 estudiamos el espacio de dngulos
diédricos de los tetraedros compactos hiperbdlicos; veremos algunas propiedades geomé-
tricas, como que no es convexo. En la Seccidén 2.3 estudiamos otras coordenadas para
los simplices, como las longitudes y unas coordenadas mixtas.

2.1 Caracterizacion de matrices de Gram de simplices

El siguiente teorema caracterizara los simplices compactos euclideos, esféricos e hiper-
bélicos en funcién de sus dngulos diédricos. Un simplex es un poliedro definido por n+1

hiperplanos en posicion general.
Observacion.

(a) Dados n + 1 hiperplanos Hy,...,H, de R™! en posicién general, y dados H;
semiespacios bordeados por estos hiperplanos, entonces T' = NZ_ A es un cono
poliedral que tiene el tipo combinatorio de un simplex. La interseccion TNS™ es
siempre compacta (no vacia), luego es un simplex esférico. Por otra parte, para el

caso hiperbdlico, se tiene que T N H" es compacto si y sdlo si todos los vértices
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de T (que son rayos vectoriales de R*!) cortan a H”, es decir, corresponden a
puntos finitos de H".

(b) La interseccién de n+ 1 semiespacios, bordeados por hiperplanos de R" en posicién
general, es un simplex compacto euclideo si y sélo si al trasladar cualguiera de
los semiespacios hasta hacerlo pasar por el vértice que determinan los demas, la
interseccion se reduce entonces a un punto. Esto equivale a que la normal exterior a
cada cara es combinacion lineal con todos los coeficientes negativos de las normales
unitarias de las demds caras (comparar con la observacién que sigue al Lema 1.3.2).

Teorema 2.1.1. Sea 7 un n-simplex abstracto, de caras de codimension 1 Cq,...,Cp;
asignamos a cada cara Ci; = C; N C; un numero a;; € (0,7). Sea G = (g;;) la matriz

con g;;i = 1, gij = — cos . Entonces:
(I) Existe un simplex T C 8™ con dngulos a;; (es decir, la matriz de Gram de T es

G(T)=G) si y sélo si
(1) det(G) > 0;
(2) todos los menores principales de G son positivos.

(II) Existe un simplex compacto T C H" con dngulos o;; (v por tanto matriz de Gram
G) si y solo si
(1) det(G) < 0;
(2) todos los menores principales propios de G son positivos;
(3) todos los adjuntos, ¢;j, de G son positivos.

(IIT) Existe un simplex compacto T C E™ con dngulos a;; si y solo si
(1) det(G) = 0;
(2) todos los menores principales de G son positivos;

(3) todos los adjuntos, c;j, de G son positivos.

Ademds, en los dos primeros casos, el simplex T es inico salvo isometria del espacio;
en el caso euclideo, el simplex T es iunico salvo semejanza.
Demostracion:

Siempre que aparezcan expresiones en coordenadas seran respecto de la base cano-
nica, que es ortonormal para la forma cuadrética elegida en cada caso.

(I) =) Si existe un simplex T C S", G(T) = G es definida positiva; por tanto
det(G) > 0, y todos sus menores principales son positivos (restriccién de una forma

cuadratica definida positiva a un subespacio).
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<) Si se dan las condiciones (1), (2), la matriz G es definida positiva, luego existe
una base eg, ..., e, de R™! tal que G = (f(ei,¢;)); sean H™ = {z € 8™ | f(z,e;) < 0},
y T = (\_, H . Los H; son hiperplanos en posicién general (porque eq,...;€e, son
linealmente independientes), luego T es un simplex de S™.

(IT) =) Sea T C H" compacto con G(T) = G. Por definicién de matriz de Gram,
G(T) es una matriz simétrica de signatura (n, 1); en particular, det(G) < 0.

Por ser T compacto, la figura verticilar de cada uno de sus vértices (todos finitos) es
un (n—1)-simplex esférico. Se deduce de aqui que las submatrices de G correspondientes
a las caras que determinan los vertices son todas definidas positivas. Como consecuencia,
todos los menores principales propios de G son positivos. Sean vg,...,v, € R*! los
vértices de T, V la matriz cuyas columnas son los v;; sean eq,...,e, las normales
unitarias exteriores de los semiespacios H; que determinan el simplex y E la matriz
cuyas columnas son los e;. Se tiene G = E*FE (donde F' es la expresién matricial del
producto escalar f). Como v;,v; € H", es f{vi,v;) < 0; por tanto la matriz K = V! FV

es totalmente negativa.

Por otra parte, f(e;,v;) =0sit # 5y f(ei,vi) < 0 para todo ; por tanto tenemos

Ao
E'FV =L = , con X = f(e;,v;) <0 paratodo 1.
An

De aqui deducimos V = F(E!)"!L, y sustituyendo en la expresién para K, tenemos
K =LE"'FFF(E') 'L=LE"'F(E") 'L =LG™ 'L

Como K es totalmente negativa, y su entrada (2, 7) es A;Ajcij/det(G) se tiene que ¢;; > 0
para cualesquiera t, j.

<) Las condiciones (1) y (2) implican que la matriz G tiene signatura (n,1). Por
tanto existe una base ey, . .., e, de R™! tal que G es la expresién de la forma cuadratica

f en esa base, es decir, G = E*FE, donde E es la matriz cuyas columnas son los vectores

e;. Sea
A ={z e R"" | f(z,e;) <0}, H =H NH"
n
P-# vy T=Tnw
i=0
Puesto que los vectores eg,...,€e, son linealmente independientes, T es un cono
poliedral del tipo combinatorio de un simplex. Sean wvg,...,v, los vértices de T, es
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decir, v; € L{vo,...,vi—1,Vit1,---vn)* ¥ f(vi,e;) < 0. Para ver que T es un simplex
compacto hay que ver que todos los vértices de P son finitos.

Por la hipétesis (2}, la submatriz G[i:::rﬂ es definida positiva; esto equivale a que
f restringida a L(e1,...,en) es definida positiva, y por tanto vy tiene norma negativa.

De la misma forma, los demds vértices tienen también norma negativa.

Veamos que f(v;,v;) < 0: para ello, utilizando las mismas notaciones y siguiendo

los mismos célculos que en la demostracién de la condicién necesaria, tenemos que

K = LG™'L. Laentrada (¢,7) de K es

flui vy) = /\i/\j——dm

Por la hipdtesis (3), c¢i;/detG < 0; como A;A; > 0, se tiene que f(v;,v;) < 0. Esto
significa que todos los vértices v; estdn en la misma componente del conjunto de vectores
de norma negativa, es decir, la dltima coordenada de los v; tiene el mismo signo para
todo 7; si esta coordenada es negativa, entonces cambiamos los vectores e; por —e;, v
con éstos se tiene ya el resultado.

(IIT) =) Sea T C E” un simplex compacto con G(T) = G, T = (), H . Sean
€o,...,en € R™ los vectores normales unitarios exteriores a Hy ,..., H_ . Por definicién,
G(T) = E*FE, donde E es la matriz cuyas columnas son los vectores e; y F es ahora la
matriz identidad de orden n. Se deduce que G es semidefinida positiva de rango n y por
tanto det(G) = 0. Por ser T compacto, la figura verticilar de cada uno de sus vértices

es un (n — 1}-simplex esférico; por tanto todos los menores principales son positivos.

Si consideramos G como la matriz de un endomorfismo ¢ de R"*!, entonces el
nucleo de g tiene dimensién 1. Sea (fy, ..., 8,) un generador de ker(g). Si para algin ¢,
B: = 0, el menor principal de G que resulta de quitar la fila y columna :-ésimas tendria
determinante igual a 0. Esto es imposible porque todos los menores principales son
positivos; por tanto 8y # 0,..., 5, # 0. El vector Bgpep +. .. + Bnen es ortogonal a todos

los vectores e;, pues

f(Boeo + ... + Bren,ei) = Bogai + .. + Brgni =0

(gi; son las entradas de la matriz G). Por tanto Speg + ...+ Bnen = 0. Expresamos uno
de los e; como combinacion lineal de los demés ey = ‘g—;(-el) + ...+ %(—en). Como
T es un simplex compacto, por la Observacion al comienzo de esta seccidn se tiene que

B1/Bo > 0,...,8n/B0 >0, es decir, 8y, 51,...,8n tienen el mismo signo.

Sea C = (¢;;) la matriz de los adjuntos de G. Por ser det(G) = 0, se tiene que
GC = 0, de donde se deduce que los vectores columna de C estan en ker(g). Asi, la
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matriz C es de la forma

aofo ... anfo

apfn ... n Bn
Como G es simétrica, también C es simétrica, y entonces es agfB; = a;8y, es decir,
a; = (ag/Bo)B;, para todo i = 1,...,n. Llamando a = ay/fo, podemos escribir

abofo abfo ... a3,
aBofy ahfh ... aBnfh

. : . = a’(ﬂiﬁj))
C"‘ﬂoﬂn aﬁlﬁn . aﬁn.@n

es decir, ' es un multiplo de una matriz totalmente positiva. Las entradas de la diagonal
de C son determinantes de menores principales de G, por tanto son positivas. Se deduce
que a > 0 y entonces C' es totalmente positiva.

<) Las condiciones (1) y (2) implican que la matriz G tiene rango n y es semidefi-
nida positiva; por tanto existe una base ey, ..., e, € R*™! tal que G = E""F'E’, donde
E' es la matriz cuyas columnas son los vectores efy, ..., el vy F' es diagonall con todas las
entradas de la diagonal iguales a 1 menos la dltima que es nula. Sea e; € R"™ el vector
de coordenadas las n primeras coordenadas de €} y E la matriz cuyas columnas son los
vectores ¢;. Se tiene entonces que G = E'FE, con F la matriz identidad. G es por
tanto la matriz de Gram del poliedro T' = (),_, H;, donde H; son hiperplanos de E®
ortogonales a e;, elegidos de forma que su interseccion sea vacia y que la interseccién de
los semiespacios no lo sea (basta trasladar uno de los hiperplanos).

Como tenemos n + 1 vectores en R™, existe una relacion lineal Bpeg + f1e1 +... +
Bren, = 0, inica salvo multiplicacion por constante. Por la Observacién al comienzo de
esta seccion, para ver que T es compacto hay que ver que todos los §; tienen el mismo

signo.

Multiplicando escalarmente el vector Fpeq+ S1e1+. ..+ fney, por e;, obtenemos que
Bo 0

: | =1}, es decir, (8o,...,5n) € ker(g), siendo g el endomorfismo de R*+!
Bn 0

de matriz G. Como antes, por ser los menores principales de orden n de G definidos
positivos, resulta que Sy # 0,..., 3, # 0. Por otra parte, si C es la matriz de adjuntos
de G, tenemos GC = 0, con lo que las columnas de C son multiplos de (Bo,...,Bx).

G
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Por ser simétrica, C' es de la forma (igual que en la otra implicacién):

abeBo ab1fo ... aBnfho

abor abiBr ... aBnfi

C= = a(3:f3;)-

a,BOJBn aﬂlﬁn R aﬂn,‘gn

La entrada a2 es positiva por ser el determinante de un menor principal, y se tiene
que a > 0. Ademas, por la condicién (3) de las hipdtesis, todas las entradas de C son
positivas ; se deduce por tanto que 3;3; > 0V 4,7, luego Bp,..., 5, tienen todos el
Mismo signo.

Supongamos dada una matriz de Gram G. La unicidad (salvo isometria) del simplex
que realiza esta matriz, se obtiene directamente del Lema 1.1.1 en los caso esférico e
hiperbdlico. En el caso euclideo, por este lema, estan determinados los vectores ortogo-

nales a las caras del simplex, por tanto esta determinado el simplex salvo semejanza.

a

Nota. Las condiciones (1), (2) del teorema en los casos hiperbdlico y euclideo, implican
que la matriz de adjuntos de G tiene todas las entradas no nulas. En efecto, en el
caso hiperbdlico, las condiciones (1), (2) permiten construir las matrices K, totalmente
negativa (por tanto con ninguna entrada nula) y L diagonal con los elementos de la
diagonal no nulos. Teniamos la relacién K = LG~!L. Entonces ci; = det(G)AiA;ki; #0
(ki; es la entrada 7, de K'}. En el caso euclideo, a partir de las condiciones (1) y (2)
encontramos el vector (5o, ..., On ), con todas las entradas no nulas; la matriz de adjuntos
es C = a{B;8;) y la condicién (2) implica que a # 0. por tanto la matriz de adjuntos
tiene todas las entradas no nulas.

Nota. La demostracion que hemos dado para el caso hiperbolico motiva la demostracion
del Teorema 3.4.1. La matriz L que aparece aqui, se cambiara para politopos arbitrarios
por la matriz de incidencias.

Definicién. Sea 7 un n-simplex abstracto. Denotamos por X a uno de los tres espacios

. n+t1l

H", E*, 8". Sea Ax(7T) el conjunto de puntos {ap1,...,%p—1n) € R("T") tales que
existe un n-simplex compacto T C X con dngulos agy,...,@n—1,; llamamos a este
conjunto espacio de dngulos del simplex T en el espacio X.

Nota. A veces es mas conveniente o sencillo considerar el espacio de cosenos de angulos
diédricos en vez del propio espacio de angulos, por ejemplo para caracterizar este espacio

(ver Capitulo 4); utilizaremos la misma notacién para ambos espacios.
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El Teorema 2.1.1 determina las inecuaciones del conjunto Ax(7), que son poli-
nomios en las variables gi; = —cos{aij). Se puede ver que Ax(7) es conexo. La
primera de las notas anteriores tiene la siguiente consecuencia: en cada uno de los casos
euclideo o hiperbédlico, Ax(7) es una componente conexa de la regién determinada por
las condiciones (1) y (2). Es decir, la condicién (3) interviene sélo para determinar una
componente conexa entre {quizas) varias. En efecto, si repasamos la parte reciproca de
la demostracion del teorema en el caso hiperbélico, vemos que a partir de las condiciones
(1) y (2) se obtiene la relacion G~! = L7'KL~!, donde K es una matriz totalmente
negativa y L es diagonal con las entradas de la diagonal no nulas, con lo que G™! tiene
todas las entradas no nulas. Por tanto, un punto de la regidon determinada por las
condiciones (1) y (2) no puede anular ningun adjunto de G.

Analogamente, en el caso euclideo, a partir de las condiciones (1) y (2) se tiene
para la matriz C de adjuntos la relacién C = a(3;53;), con a > 0y B; # 0 para todo 1,
con lo que todos los adjuntos de G son no nulos.

Es también consecuencia inmediata del teorema que los simplices euclideos estan
en el borde de los simplices hiperbdlicos y de los simplices esféricos, es decir,

Ejemplo. Tridngulos (caso n = 2)

Aplicamos el teorema al caso de tridngulos; por calculo directo y utilizando las relaciones

trigonomeétricas, podemos calcular el determinante de la matriz

1 —cosA —cosB
G=| —cosd 1 ~cosC
—cos B —cos(C 1

Si (4,B,C) € [0,7]3, se tiene:
o det(G) > 0 si y sélo si (4, B,C) es un punto del interior del tetraedro Ty C R? de
vértices (7,0,0), (0,7,0), (0,0,7) y (m,7,m,);
o det(G) =0siysélosi (A4, B,C) estd enel borde de Ty y
o det{G) < D en otro caso. :

Utilizando este cdlculo en el teorema 2.1.1, obtenemos la caracterizacion de los

triangulos esféricos, euclideos o hiperbdlicos:
Corolario 2.1.2. Sean 4, B,C € (0, 7).
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(I) Existe un tridngulo esférico con angulos 4. B, C si y s6lo si

A+B+C>nr
-A4+B+C<r
A-B+C<r~w
A+B-C<«r
(II) Existe un triangulo compacto hiperbolico con dngulos 4. B. C si v sélo si 4 + B +
C <.
(III) Existe un tridngulo compacto euclideo con dngulos 4. B. C si v sdlosi A+ B+C =

T : O

2.2 Espacio de angulos de tetraedros compactos hiperbdlicos

Vamos a estudiar ahora el espacio de angulos de los tetraedros compactos hiperbdlicos,
Aga(T) = A, El Teorema 2.1.1 da las ecuaciones de este espacio. Veremos que este
espacio esta contenido en el interior de un simplex de R® v el borde contiene algunas de
las caras de este simplex. También veremos cdémo varia un tetraedro cuando variamos

uno de sus angulos diédricos.

En todo lo que sigue. aunque no se diga explicitamente, la notacion para las caras,

vértices y angulos diédricos de los tetraedros sera la de la Figura 2.1.

Vs

Figura 2.1

Proposicién 2.2.1. El espacio de dngulos de tetraedros, A, estd contenido estricta-
mente en el interior del simplex S de R® de vértices

51 {0,0,0, 7,7, m) S5 = (r,0,0,0,0,7)
0,7.7,0,0,m) S =(0,7,0,0,7.0
7.0.7,0.7,0) S; =(0,0,m,7,0,0)
.m0, ,7.0.0)

—

= {
=
= (
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Ademas. todos los vértices estan en el borde de A,

Demostracidon:

Los vertices Si.....S; se corresponden con las distintas formas de proyectar un
tetraedro (con las caras numeradas) en el plano. Hay dos grupos de vértices distintos:
5:.5:.53. 54 por un lado, y §5. Ss. 57 por otro: los 4 primeros corresponden a proyec-
clones en las que uno de los vértices. v por tanto las tres aristas que inciden en él,
cae en el interior de la cara opuesta (ver Figure 2.2); los 3 restantes corresponden a
proyecciones sobre dos caras adyacentes. con lo que un par de aristas opuestas queda

en el interior de la proyeccion.
vy
V2

Figura 2.2

V3 v v,

El comentario anterior da idea de que los siete vértices estan en el borde, es de-
cir. son limite de los angulos diédricos de alguna sucesion de tetraedros compactos
hiperbolicos. Veamoslo para un punto de cada uno de los dos grupos de vértices. Par-
timos de un tetraedro compacto cualquiera T C H?, con la notacién de la Figura 2.1;
consideramos el segmento que une el vértice Vy con un punto del interior de la cara
opuesta, Cy. v consideramos los tetraedros que tienen la cara Cy comin y cuyo cuarto
vértice se mueve en el segmento anterior desde Vy hasta Cy. El limite de los angulos
de estos tetraedros es el punto Sy = (7, 7,0,7.0,0). El plano que contiene a la cara Cy
queda dividido en 7 regiones por las rectas que contienen a las aristas de esta cara (ver
Figura 2.5). Si consideramos ahora el segmento que une el vértice V4 con un punto del
interior de la regidn R, y consideramos los tetraedros que tienen la cara C; comun y
cuyo cuarto vértice se mueve en este segmento desde V hasta R,, entonces el limite de
los angulos de estos tetraedros es el punto S5 = {7,0,0,0,0, 7). De la misma forma se
obtienen los demas vértices de & como limite de tetraedros compactos.

Ra

Figura 2.9
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Como 5;..... S- son siete puntos de R® en posicién general. determinan un simplex
S. Este simplex esta definido por

A+B+D>r B+C+E+D<2x
A+C+E>nw A+ D+ F+C<2n
B+C+F>nr A+ B+ F+E<27
D+E+F>r

Elespacio de angulos A verifica las 4 primeras condiciones ( porque las figuras verticilares
son triangulos esféricos).

Por otra parte. si T es un tetraedro compacto hiperbolico. las figuras verticilares
de los vértices I} v 15 tienen el angulo F en comun. por lo que podemos dibujar estos
dos triangulos sobre un bigono esférico de angulo F (Figura 2.4). Los angulos planos
fg v 0p son angulos del triangulo compacto hiperbdlico V115315 por tanto g+ 8p < «.

v analogamente 8¢ + 6z < 7. De aqui deducimos que los dos triangulos no cubren el
bigono. v comparando las dreas se tiene que 2F > F+ B+C -7+ D+ E4+F -7, es
decir, B+ C + D+ E < 27. De la misma forma se pruebaque A+ D+ F+C <2my
4+ B+ F+ E < 2r7. con lo que se concluye que A esta en el interior de §.

: .

Figure 2.4
Finalmente. para ver que el contenido es estricto, basta comprobar, por ejemplo,
el casoenque A = B=C =D = E = F. Vemos que por una parte (4,..., 4) esta en
el interior de S sii 4 € (7/3.7/2): por otra parte, se deduce del Teorema 2.1.1 aplicado
a tetraedros que (A4,....4) estd en Asii 4 € (7/3,arccos(1/3)). O

Nota. En la demostracién anterior hemos probado que un tetraedro compacto hiper-
bolico. con la notacién de la Figura 2.1, verifica B+ C + D + E < 2m. Observamos
ademas que si B+C + D+ E tiende a 27 entonces B+ D y C + E tienden a 7; aplicando
el mismo razonamiento a las figuras verticilares de los vértices V3 y Vi, tenemos que si
B+ C + D + E tiende a 27 entonces B + C y D + E tienden a 7. Como consecuencia

se tiene que en el imitees B=E=7-D=n-C.
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De la proposicion anterior se deduce trivialmente el siguiente

Corolario 2.2.2. El espacio de angulos diédricos del tetraedro, A(T), no es convexo.
d

Vamos a ver ahora cuales de las caras del simplex & estdn contenidas en el borde
del espacio de angulos A. Recordemos que las caras de un simplex vienen dadas por
cualquier subconjunto del conjunto de vértices del simplex. Asi, un simplex de dimensién
6 tiene 7 vértices. 21 aristas. 33 triangulos. 35 tetraedros, 21 simplices de dimensiéon4 y 7
simplices de dimension 5. Hemos denotado por S;... .. S5 alos vértices de &; denotamos

por [ig...1x] a la cara de dimensidén ¥ de § dada por los vértices 5;,.... 5,
Necesitaremos el siguiente lema.

Figura 2.5

p Vi =V




Lema 2.2.3. Sea T C H® un tetraedro con dngulos (A, B,C,D,E,F) y los vértices Va,
Vi y Vi en el infinito. Entonces se verifica A<F,B<E, C<D, F-A=E-~B=
D —C. Reciprocamente, st A+ B+ D ==, para todo 8 € (0, D) existe un tetraedro con
Vi, Va, Vy en el infinito y dngulos (A,B,C,D,E,F)=(A,B,D —6,D,B+6,A +8).

Demostracion:

Comparamos el tetraedro T (de caras C4,...,Cy) con el tnico tetraedro ideal T"
(de caras Ci,...,C}) de dngulos (4, B, D, D, B, A), que existe porque A+ B+ D = .
La Figura 2.5 muestra estos dos tetraedros en el modelo del semiespacio de Poincaré
asi como la interseccién de sus caras con H® en este modelo. Los vértices VY, VJ, V/
de T’ estan en JH?; la circunferencia ¢, = C} N OH? pasa por estos tres puntos, y la
circunferencia ¢y = Cy N 8H?® pasa por V, = V3, V{ =V y contiene a V] en su interior.
Segun esto es claroque F = 44+ 60, E=B+0y C =D —#6, donde 8 es el 4ngulo entre

: . :
las circunferencias ¢4 y cf.

Para el reciproco vale la misma figura: dados 4, B, D con A + B + D = =, existe
un tetraedro ideal 7' con estos dngulos, y en OH? (del modelo del semiespacio) tenemos
los vértices VY, V3, V] y la circunferencia ¢ = C; N OH?3. Para todo 8 € (0, D), existe
una circunferencia ¢y que pasa por V), 1J y que contiene a V] en su interior y que forma
angulo 8 con c¢j. El tetraedro T que buscamos es el de caras C{, C}, C} y el plano Cy

sobre la circunferencia c4. O

Observacion. Es inmediato que los angulos de tetraedros hiperbdlicos con 1, 2,3 6 4
vértices en el infinito estan en el borde del espacio de angulos 4. En efecto, dado un
tetraedro con algin vértice en el infinito, existe una sucesion de tetraedros compactos
que lo aproximan (pensar por ejemplo en el modelo proyectivo y considerar sucesiones
de tetraedros compactos cuyos vértices tiendan a los vértices del tetraedro dado); los
angulos diédricos de los tetraedros de esta sucesién tienden a los angulos diédricos del

tetraedro inicial.

Proposicién 2.2.4. {Células de & que estén en el borde de A) El borde de la variedad
de angulos del tetraedro, 0A, contiene exactamente:

¢ todos los vértices y aristas de §;
e iodas las células de dimension 2 salvo las células [123], [124], [134] y {234];

o diez células de dimensién 3: [1567], [2567], [3567], [4567], correspondientes a tetrae-
dros con tres vértices en el infinito; y [1267], [3467], [1456], [2356], [1357], [2457],

correspondientes a limites de tetraedros en los que dos vértices se hacen iguales;

e ninguna célula de dimension 4 6 5.
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Demostracion:

Ya hemos visto en la Proposicién 2.2.1 que los vértices de & estan en GA.

La 3-célula [1267), de vértices S, = (0,0,0,7, 7, 7), S = (0,7, 7,0,0,7), Sg =
(0,7,0,0,=,0), S; = (0,0,7,%,0,0,), estd contenida en el 3-planoc A =0, B+ D =,
C 4+ E = 7, y estd definida por las desigualdades D+ E+ F > n, D+ E - F < ~,
D-E+F<nmny-D+E+F <7 Notemos que estas desigualdades equivalen
(ver Corolario 2.1.2) a que existe un triangulo esférico, posiblemente degenerado, con
angulos D, E, F. Dado un punto (A4,...,F) € [1267], consideramos un tetraedro
compacto hiperbdlico T' con dngulos D, E, F' y movemos el vértice V; (ver Figura 2.1)
a lo largo de la arista C3 N C4 hasta V;. Con esto obtenemos que el punto (A,..., F)
esta en JA.

De la misma forma obtenemos que las células [3467], [1456], [2356], [1357] v [2457]

estan en d.A.

Puesto que 0A es cerrado, todas las caras de estas células estdn en 8.4; en concreto,
todas las aristas y todas las células de dimensién 2 excepto [123], [124], [134], [234], [125],
(136], [147], [237], [246], (345], [567)].

A continuacién vemos que las 3-células [1567), [2567], [3567] y [4567] corresponden
a los tetraedros que tienen tres vértices en el infinito, y por tanto estan contenidas en
8A. En efecto, un punto de la 3-célula [1567] es de la forma

(A,B,C,D,E,F) = (A7, Aem, Aam, (A3 + M), (Mg + Ag)m, (A + Ag)m),

con A; + A2 + Az + Ay = 1, A; > 0. Entonces, utilizando €l Lema 2.2.3, vemos que estos
angulos corresponden a un tetraedro con los vértices V;, V3, y Vi en el infinito (para
aplicar el lema, hay que tomar 8 = A\y7).

La célula [567] es la tinica 2-célula que es cara de alguna de las cuatro 3-células
anteriores y no lo es de ninguna de las 6 primeras. Por tanto [567] C 0A. Esta célula
estd definidapor A=F,B=FE,C=D, A+B+D=#,yA>0,B>0,D >0, por
lo que se ve que corresponde a los tetraedros ideales.

Queda por ver que las 2-células [125], {136], [147], [237], [246] y [345] estan con-
tenidas en J.A (estas células no son caras de ninguna de las diez 3-células que hemos
estudiado hasta ahora). Tomamos un punto de la 2-célula [125],

(A,B,C,D,E,F) = (Dsm, \im, A7, Ao, dam, ),

con A\ + A2 + Az = 1, A\; > 0, v lo aproximamos por tetraedros con dos vértices en el
infinito, de la siguiente manera: como A + B + D = r, existe un tridngulo euclideo con
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angulos A. B. E. que podemos dibujar en el borde de H? del modelo de] serniespacio de
Poincare. Sobre este tridngulo consideramos planos hiperbdlicos €, Cs, C; (ver Figura
2.6} consideramos en 9H® una circunferencia que pasa por V3 con tangente paralela a
C3MOH?® .y sea C, el plano hiperbélico sobre esta circunferencia. El tetraedro de caras
Ch1. €. Cy. Oy tiene dos vértices en el infinito: sus cinco primeros angulos diédricos
son 4. B.C.D. E. v si el radio de la circunferencia Cy N dH? tiende a infinito. el sexto
angulo. C";a;. tiende a . |

Figura 2.6

Con esto se deduce que la célula {123]C JA y de forma analoga se hace con las

otras cinco celulas.

Probamos ahora que la 2-célula [234] ¢ 0.A. Tomamos el baricentro de esta célula:
(27/3.27/3.27/3,7/3,7/3,7/3) € [123].

La matriz de Gram asociada a este punto es

1 /2 12 1/2
1/2 1 —1/2 —1/2
/2 -1/2 1 -1/2
1/2 -1/2 -1/2 1
¥ su inversa
0 2/3 2/3 2/3
c-! = 2/3 0 -2/3 -2/3
2/3 -2/3 O -2/3 |
2/3 —2/3 -2/3 0
que tiene entradas positivas. por lo que no puede estar en dA. De la misma forma se
prueba que las 2-células [124], [134] y [234] no estdn contenidas en 3A.
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Consideramos la 3-célula [2367] y su baricentro,
(A,B,C,D,E,F) = (m/4,7m/2,3%/4,x/4,7/2,7/4).

Observamos que B + C + D + E = 2r y sin embargo C # D; por la nota anterior al
Corolario 2.2.2, este punto no puede estar en 9.4, y por tanto [2367]¢ A.

Las once células de dimensién 3 que quedan por estudiar se reducen, por simetria,
al caso anterior.

Con esto hemos terminado, pues toda célula de dimensién 4 6 5 contiene alguna
célula de dimensién 2 6 3 no contenida en JA. O

Observacion Hemos visto en la demostracién anterior que el punto de coordenadas
(A,B,C,D,E\F) = (n/4,7/2,3n/4,7/4,7/2,m[/4) € [2367] no estd en 8A. Sin em-

bargo, su matriz de Gram

1 —/2/2 0 V2/2
c —v2/2 1 —/2/2 0

0 =v2/2 1 =2/
V2/2 0 -v2/2 1

tiene rango 2, por lo que este punto anula todos los menores de G de orden mayor que

2, que por otra parte son los que aparecen en las desigualdades que definen el conjunto

A.

Observacién Ninguna célula de dimensidn 5 esté contenida en 0.A. Sin embargo, 8.4
contiene abiertos de las caras [123567|, [124567], [134567] y [234567], correspondientes
a los tetraedros con un vértice en el infinito.

Comparacién de tetraedros

Dado un tetraedro compacto hiperbolico, variamos un angulo diédrico A mante-
niendo fijos los demés y estudiamos cémo varia el tetraedro (Proposicién 2.2.8). Obte-
nemos una familia uniparamétrica de tetraedros que estan, salvo isometria, unos con-
tenidos en otros; si el dngulo A crece, el tetraedro se hace mas pequefio, todas sus aristas
y el volumen decrecen. El hecho de que el volumen decrezca se deduce por otra parte, de
forma inmediata, de la férmula de Schlafli ([Vil), [Mi2]). Vemos también que el angulo
A varia de forma mondtona: en un sentido, cuando A decrece, el tetraedro tiende a un
tetraedro con uno o dos vértices en el infinito, y en el otro sentido, cuando A crece, el

tetraedro tiende a un tetraedro euclideo.
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Damos primero dos lemas técnicos que se utilizan en la Proposicién 2.2.8. El Lema
2.2.5 estudia cémo varia el angulo diédrico (o la distancia) entre dos planos de H3
cuando uno de ellos se traslada a lo largo de una recta que lo corta (este lema es una
generalizacion de un lema para triangulos hiperbélicos en [HR]). El Lema 2.2.7 compara
las longitudes de dos segmentos comprendidos entre dos rectas hiperbdlicas que se cortan
en un punto finito o infinite.

Consideramos en H? los siguientes elementos:
¢ una recta r:

e un hiperplano £ que corta a r en un punto @ (finito); sea £~ uno de los dos
semiespacios determinados por E:

e otro hiperplano E' tal que no contiene al punto @Q: sea E'~ el semispacio determi-
perp q P p

nado por E' que contiene al punto .

Sean v v v’ los vectores normales exteriores {unitarios) a los semiespacios £~ vy E'~.
Dado ¢t € R. sea v la traslacion hiperbdlica a lo largo de la recta r, de médulo [t v
sentido dado por la condicion de que ¢ ((E7) C E~, parat > 0. Sea E; := o(E7) ¥
v¢ la normal exterior de £ . Consideramos la funcion h: R — R definida como A(t) =
flug,v') (donde f es. como siempre. el producto escalar de H?); A(t) estudia cémo varia
el angulo o la distancia entre los hiperplanos £, v E'. Estudiamos el comportamiento

de la funcién h segin la posicidn relativa de r, E, E' (ver Figura 2.7(a)).

Figura 2.7(a)

Figura 2.7(b): Normalizacion
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Lema 2.2.5. En las condiciones anteriores, se tiene Caso 1. SIi E'Nr = Q' y el
segmento QQ' no estd contenido en E~ N E'~, entonces h es convexa, con un minimo
global que se alcanza cuando ©{(E) corta a r en el punto ', y tiende a +oo cuando ¢
tiende a £00; Caso 2. 51 E' Nr = 0, entonces h crece estrictamente desde —co hasta
+oo; Caso 8. Si E'Nr = Q' y el segmento QQ' estd contenido en E~ N E'~, entonces
h es concava, con un maximo global que se alcanza cuando ¢.(E) corta a r en el punto
@', y tiende a —oo cuando t tiende a too.

Demostracion:

Trabajamos en el modelo del hiperboloide del espacio hiperbolico. Componiendo
con una isometria hiperbélica, podemos suponer que (ver Figure 2.7(b)):

(i) la recta r es la recta determinada por el plano vectorial z1 = ... = z4-1 = 0;
llamamos R, :=(0,...,0,-1,1) y Ry :=(0,...,0,1,1) a los puntos del infinito de
esta recta;

(i) € :=(0,...,0,1) € E~ N E'" (podemos suponer esto porque ENE' Nr = ).
La hipdtesis (iii) equivale a que f(C,v) <0y f(C,v') < 0;stv=_(v1,...,v441) ¥
!

v' = (v{,...,Vg,,), s€ tiene entonces que
vit1 >0y vy, >0 (1)

La hipétesis (ii) equivale a que f(v,R2) < 0. Ademas, como ENr # 0, se tiene que
R, ¢ E~, es decir, f(v,Ry) > 0. Todo esto equivale a que

Vg —Vi+1 <0 vy vg+vas1 <0 (2)

Por la eleccién de la recta r, segin (i), la traslacion ¢, tiene como expresion ma-

tricial (ver Preliminares, 1.1.2)

1 0 0
M, = 1 0 0
0 ... 0 cosht senht
0 ... 0 senht cosht
Entonces se tiene
vy = pi(v) = (v1,...V4-1,v4 cosht + vayy senht,vgsenht 4 vgyy cosht) v
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i
ity = fleev') = vrvi+. b vaorvgoq +(vavg—vdt1vgy ) cosh t+{varivg—vav), ) senh

La funcion k es. pues. de la forma A(t) = acosh t+bsenht+c. cona, b, ¢ € R. Analizando

estas funciones se tiene que:

e si|a] > |b], la funcidn tiene un extremo local en t = arctgh(—b/a); ademas, si b > 0
v a > b, entonces h es convexa {y el extremo es un minimo local) vsi b > 0y
a < —b, entonces h es concava:
e si|a| < [b]. la funcidn tiene un punto de inflexién en t = arctgh{—a/b); si b > 0,
entonces h es creciente.
La Figura 2.8 muestra el aspecto de la funcién h cuando b > 0 (si la| = ||, la funcién

no tiene extremos ni puntos de inflexién).

a sk azb

lal < b

Figura 2.8: h(t) = acosht + bsenht
En nuestro caso. los coeficientes son a = vt — vayityp; ¥ b = Va1l — UdUgy -
La hipdtesis ¢ € E'~ implica que b > 0. En efecto, como @Q € r, se tiene que
Q =1(0....,0.¢g4-qd+1). y como @ € E, se tiene que gqvd — qgd+1vd+1 = 0; finalmente,
imponiendo la condicion de que @ € H? (es decir. la norma de Q es negativa y su Gltima

coordenada positiva). se tiene que

—Ud+1 —U4

Q =(0.....0. | =)
\/Uﬁ = Vg4 \/Uc‘i ~ Vgt
(observemos que vy < 0 por (1) ¥y (2), ¥ v3— U?t+1 > 0 por (2)). Por tanto, f(v'.Q) <0
equivale a que vg ity — vgvly,, >0, es decir, b > 0.
Para probar el lema debemos ver que:
e en el Caso 1 se verifica a > b. es decir a — b > 0;
e en el Caso 2 se verifica |a| < |b}, es decir,a+b>0y a—b<0;

e en el Caso 3 se verifica a < —b, es decir, a + b < 0.
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Calculamos a + b y a — b, se tiene

at+b= (v; - U:t-i-l)(vd + vdt1)

a—b= (U:t + "-’:i+1)('”d — V4+1)

En el Caso 1 E’ corta a r en un punto finito; utilizando (iii) se tiene que R, ¢ E’,
lo que equivale a que f(R,v’) > 0, y por tanto, vy + vy, ; < 0. Por otra parte, por (2),
también se tiene que vy — vgq1 < 0. Tenemos por tanto en este caso a — b > 0.

De forma andloga, en el Caso 3 se tiene que R; ¢ E', lo que equivale a que
f(Rz,v") > 0, y por tanto, vy — vy, ; > 0. Por (2), se tiene ademds que vy + vas+1 < 0.
Por tanto, en este caso es a + b < 0.

Ahora, en el Caso 2, puesto que E'Nr = 0, y Q € E'~, se tiene también que
R;,R: € E'~. Estas condiciones nos dicen que v + vy, > 0, y v} — vy < 0.
Entonces el primer factor de a + b (en la expresion calculada arriba) es negativo, y el
segundo es negativo por (2); por tanto se tiene que a + & > 0. Por otra parte, para
a — b, se tiene que el primer factor es positivo y el segundo es negativo por (2), con lo

que a — b < 0.

Finalmente, para los Casos 1 y 3, vamos a ver que si ¢, := y(Q) coincide con '
entonces h tiene en t un extremo local, es decir, t = arctgh{—5b/a). Calculamos Q; y @':

—v441 cosht —vgsenht —wvyyqsenht — vy cosht

Qt:(os-":oa y )
v vﬁ - 'U§+1 V Ug - U3+1
Eir !
Q':(Oﬁ""oﬂ Eﬂ-d

1'2 12 ? f2 f2 ),
Vg — V4l Vg — Yt

donde ¢ = 1 si v} > 0, es decir, en el Caso 3 (porque hemos visto que en este caso

vh=vh, >0,y vy, >0por(l)),ye=—1sivy <0, es decir, en el Caso 1 (en el que
vy + v, <0y vy, >0)

Por ser ¢}, = Q', t es solucidn del sistema

(—vg41 cosht —vgsenht) /v — v:f_H = €V, 4/V5 — v§+1
S:
(—vas1senht —vgcoshit)y /v ? —vd | = evy /ol — vl

Manipulando el sistema S se obtiene el siguiente sistema equivalente

2 _ 2 /2 _ 2 — 2 _ 2 ’ o
g (v3 —vip /vl —vi, senht = ey /v — vl (vgvas1 — vy Va)
) ' ' 2 ! !
—(vi - 'U§+1)\/Ud2 ~ v, cosht =€y /v] —vi, (vjva — vy vd+1)
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Dividiendo la primera ecuacién de 8" por la segunda, se tiene
senht  vygy) —vh vy b

., N R -

cosht UgUd — Ugpy Ud+1 a

de donde se deduce que t = arctgh(—b/a).

c

Como consecuencia inmediata del Lema 2.2.3. se tiene el siguiente lema, que sera
util para comparar poliedros con algunos dngulos diédricos iguales. Denotamos por I(e)

la longitud de un segmento e.

Lema 2.2.6. Sea P un poliedro. € una arista. (' una cara que corta a e en un unico
vertice V' v C' una cara adyacente a C que no contiene al vértice ¥V (ver Figura 2.9).
Dado t € (0.1{¢)). sea v la traslacion de modulo t a lo largo de e. en el sentido que va

—~

desde 1" hasta el otro vértice de e. Entonces. sit crece el angulo (y,(C),C") crece.
Demostracian:
Aplicamos el Lema 2.2.5. tomando como r la recta que contiene a la arista e, F el
plano que contiene a la cara €', v E’ el plano que contiene a la cara C', y los semiespacios
! - . . ” . N . » ’ LI o
E~ v E 7 que contienen al poliedro. Por las hipotesis, el vertice V esta en E 7. Se

comprueba sin dificuitad que en los tres casos del Lema 2.2.5. la funcidn h es creciente
en el intervalo (0.{(e)}). por lo que se concluye el resultado. O

@

Figura 2.9

Lema 2.2.7. Sean r. s semirrectas en H? que forman un angulo con vértice O finito o
infinito. Sean my. m, rectas ultraparalelas distintas que cortan ar, s en los puntos A,
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B\. Aa. Bs. distintos todos de O (ver Figura 2.10(c)). Sean m[, m; los semiplanos
determinados por my, ma que contienen el punto Q. Sim{” C my . «atonces (4, B,) <

H{A4:B,).
Demostracion:

Utilizamos la formula proyectiva para calcular distancias en el plano hiperbdlico,
que utiliza razones dobles (expresién (1.1.4}). Si Uy, Vi, Uz, V3, son los puntos del
infinito de las rectas m,, m,. entonces

1 - -
[(."!.]_B]_) = d(,-ll. Bl) = ‘7’10g([[;_. I’]_,B]_,:’!.]_])

1
f(.‘lng) = d(."l?, Bg) = ;log([['g V] BQ, A-z])
Puesto que la funcidn logaritmo es creciente. se tiene que
l(:‘llBl) < l(-lr_n Bs) s v solo si [Ul. V1, Bl,-;ll] < {Ug, Vo, B, Ag]

Para ver la segunda desigualdad. provectamos los puntos U,, V5, A2, B; desde O sobre
m,. Obtenemos los puntos {75, V. A = 4,. By = By (ver Figura 2.10(5)). Por ser m,,
m, ultraparalelas v O un punto finito o infinito, el punto U, estd comprendido entre U,
y A1,y V] estd comprendido entre By y V).

Pensando en la razén doble [/, V| B, 4] como la coordenada afin del punto A en el
sistema de referencia I = >, V' =0, B = 1, tenemos las siguientes desigualdades

[D'l,v'[,Bl,:ll] < [[!“éw I/’l-.-Bl'n"!-l] < [D':;SI/T2I1Blﬂ-‘41J = [LE,V&,BQ,AQ],

que prueban el lema. O

U,

Figura 2.10(c) Figura 2.10(8)
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Utilizaremos la notacién (7. e, w). donde T es un tetraedro (compacto hiperbdlico),
€ es una arista de T y w = (6;.....05) son angulos diédricos en las aristas distintas
de ¢. Cuando comparemos dos tetraedros. (T.e.w). (T, ¢ w) querra decir: existe un
isomorfismo simplicial entre T v T* tal que las aristas e. ¢ se corresponden mediante
este isomorfismo. ¥ las aristas correspondientes distintas de e. ¢' tienen el mismo angulo
diédrico. dado por w.

00T
v 1!
e
X
\f}_ - \J y' Q
1
V.ﬂ
Vs
Figura 2.11

Proposicidn 2.2.8. (Comparacion de tetraedros compactos hiperbélicos) Sean (T, e, w)
¥ (T'.¢',w) dos tetraedros compactos hiperbélicos con todos los angulos diédricos iguales
salvo en €. ' v supongamos € < é' (@ es el angulo diédrico en una arista a). Entonces:

(1) Existe una traslacién ¢ a lo largo de la arista e; opuesta a la arista ¢ (ver Figura
2.11) tal que el tetraedro limitado por (C,). C3. C3, Cy es isométrico a T’

(i} T' C T. salvo isometria.

(11i) Todas las aristas de T' son menores que las correspondientes de T

Demostracion:

(1) Como las figuras verticilares de V1, V{ son iguales, podemos suponer que los
angulos sélidos en V7 y V] coinciden (dngulo solido: caras de un poliedro que inciden en
un vértice y la region que acotan). Como las figuras verticilares de V3, V] son iguales,
se puede trasladar la cara (') a lo largo de la arista e;, mediante una traslacion ¢ hasta
hacerla coincidir con la cara ('] (esto se puede hacer porque los angulos diédricos C':-C'g
v C:E\ no varian con la traslacidn ).

(ii) El plano que contiene a la cara C| corta a la arista e, por lo que se transforma
en un plano ultraparalelo al trasladarlo a lo largo de esta arista. Asi, las caras C, y C}
no se cortan y uno de los tetraedros estd contenido en el otro. Si T C 7', el Lema 2.2.6
implicaria que. al aplicar . el angulo diédrico en la arista e crecerfa, es decir, €' < é,
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en contra de la hipétesis. Por tanto. T' C T.
(11) De lo anterior es claro que HVIVY) < 1(W W), VIV <liiMiVa) v (V/v)) <
I(¥113). Las rectas que contienen a los segmentos V3 V; v V, V3 son ultraparalelas, por

estar contenidas en planos ultraparalelos; entonces el Lema 2.2.7 implica que V9 <
[{1313). De la misma forma se comparan las restantes aristas. O

Corolario 2.2.9. Sean (T.e.w). (T'.¢'.w) tetraedros con é < &' y sea a € (é,é);
entonces existe un tetraedro (T".e", w) tal que é" = a.

Demostracion:

Por la Proposicién 2.2.8._sabemos que 7' C T. Construimos IT” de la siguiente
manera: para ¢ > 0. consideramos la traslacién ¢, a lo largo de la arista e,, de médulo ¢
v en sentido que va de V3 a Vy (ver Figura 2.11). Por el Lema 2.2.3, el 4ngulo f,:—,(C/';)h, Cs
crece continuamente desde € hasta €'. cuando ¢(Cy) = C;. Por tanto existe un ty tal

que g,o(a). C3 = a. El tetraedro T es el determinado por las caras C = v,,(C) ),
Co.Cy v Cy,vseverifical ' CcT"CT.

)
Observacién. Si pensamos en la forma geométrica de la variedad de angulos A(T),

el corolario anterior significa que la interseccidn de este conjunto con rectas paralelas a

ejes coordenados es conexa (por tanto un intervalo abierto).

De la Proposicion 2.2.8 se deduce también el siguiente corolario

Corolario 2.2.10. {Intervalo de variacién de un angulo) Dado un tetraedro compacto
hiperbolico. con la notacidn de la Figura 2.1, el dangulo A varia desde el max{m — B —
D.=x—C — E}. valor para el que el tetraedro tendria uno o dos vértices en el infinito, y el
valor 4y para el que el tetraedro seria euclideo. Este valor se puede calcular utilizando

la figura esférica de la Figurae 2.12.

Figura 2.12
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2.3 Coordenadas para simplices

Vamos a estudiar distintos tipos de coordenadas que parametrizan el espacio de simplices
compactos en los espacios esférico, euclideo e hiperbdlico. Definimos sistemas de coor-
denadas mediante aplicaciones inyectivas de estos espacios en ciertos subconjuntos de
R™. Definido un sistema de coordenadas, llamaremos espacio de coordenadas a la ima-
gen de esta aplicacidén. Ya hemos visto que los angulos diédricos forman un sistema
de coordenadas para los simplices. Para los simplices esféricos e hiperbdlicos, vamos a
ver que las longitudes de las aristas forman también un sistema de coordenadas; obten-
dremos un resultado dual al Teorema 2.1.1. Daremos luego unas coordenadas mixtas,
para las cuales el espacio de estos simplices es un conjunto muy sencillo, simplemente un
producto de intervalos; con esto vemos de una vez que el espacio de simplices compactos
en cada dimension y en cada geometria es homeomorfo a una bola abierta. De hecho,
por el Teorema de Steinitz, se sabe que para cualquier poliedro su espacio de realiza-
ciones es una bola abierta (ver [Zi]. El “espacio de realizaciones” de un poliedro en [Zi]
es el conjunto de poliedros salvo afinidades, mientras que nosotros estamos pensando
siempre en el conjunto de poliedros salvo isometrias; luego estos dos espacios no son

homeomorfos, pero se puede demostrar que son del mismo tipo de homotopia).

Notacion. Recordamos que siempre estamos consideraremos los simplices con las caras
numeradas. Dada una numeracion de las caras de un simplex, Cp,...,Cy, denotamos
por V; al vértice opuesto a la cara C;. Un subconjunto de k¥ 4 1 vértices, Vi ,..., Vi,
determina una cara de dimension k, que denotamos por F;, ;. Esta cara esta tambien
determinada como la interseccién de las n — k caras (de codimensién 1) Cy,,,,...,Ci,,
por lo que podemos, alternativamente, denotarla como Cj,,, . i,, donde {tx4y ... in} =
{0,...,n\{io,...,2x}. Denotamos por T; a la figura verticilar del vértice V;, es decir,
el simplex esférico de dimensién n — 1 que resulta de intersecar una pequena esfera
centrada en el vértice V; con T, y reescalando esta esfera de modo que su radio sea 1.
Denotamos por V;(T};) (o simplemente V;, haciendo abuso de notacién) al vértice de T;
determinado por la arista F;; de T'.

Utilizamos la siguiente notacién para los espacios de simplices:

e SZ, para el espacio de simplices esféricos de dimensién n, con las caras numeradas,

salvo isometria esférica (que preserve las orientaciones).

s S, para el espacio de simplices compactos hiperbdlicos de dimensién n, con las

caras numeradas, salvo isometria hiperbdlica;

o SR, para el espacio de simplices euclideos de dimensién n, con las caras numeradas,

salvo isometria euclidea.
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Longitudes de aristas como coordenadas

Si cada dos caras de codimensién 1 de un simplex son adyacentes, y por tanto
determinan un angulo diédrico, también se verifica que cada dos vértices de un simplex
estan unidos por una arista; vamos a ver que las longitudes de las aristas también son
un sistema de coordenadas para los simplices (salvo isometria). Lo vemos de forma
analoga a como lo hicimos para los angulos diédricos, utilizando la matriz de productos
escalares de los vértices del simplex.

Definicién. Sea T un simplex esférico o un simplex compacto hiperbdlico, de vértices
Vo,..., V. Llamamos matriz de longitudes de T a la matriz de productos escalares de
sus vértices, es decir, K(T) := (f(Vi, V;))i j=o0,...,n. Denotamos por !;; a la longitud de
la arista E;; de T. Entonces, st T es esférico, f(V;,V;) = cos(li;), y st T es hiperbdlico,
f(Vi, V;) = —cosh(li;). Es decir, la matriz K(T) estd determinada por las longitudes
de las aristas de T'. '

Caracterizamos la matriz de longitudes de simplices esféricos o hiperbdlicos.

Proposicién 2.3.1. Sea 7 un n-simplex (abstracto} de vértices Vy, ..., V.. Asignamos
a la arista £;; un mimerol;; € (0, 7). Sea K = (kij) la matrizcon ki; =1y kij = cos(li;).
Entonces existe un simplex T C S™ con longitudes de aristas l;; si y sélo si K es definida
positiva. Ademads, el simplex T es tnico salvo isometrias esféricas.

Demostracion:

Si existe un simplex T C 8™ con longitudes de aristas {;;, entonces la matriz de
productos escalares de sus vértices es precisamente la matriz A, por tanto K es definida

positiva.

Reciprocamente, si K es definida positiva, existe una matriz V tal que V!FV = K,
donde F es aqui la matriz identidad. Los vectores columna, V;, de V' determinan un

simplex T' C 8™ cuyas longitudes son los /;;. a

Proposicién 2.3.2. Sea T un n-simplex (abstracto) de vértices Vo, ..., Vy; asignamos
a la arista &;; un nimero real positivo l;;. Sea K = (k;;) la matriz con ki = -1y
ki; = — cosh(li;). Entonces existe un simplex compacto T C H", unico salvo isometria,
con longitudes de aristas l;;, (es decir, la matriz de longitudes de T es K ) si y sdlo si

(1) det(K) < 0;

(2) todos los menores principales (de cualquier orden)} de K son negativos.
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Demostracion:

=) Sea T C H" compacto con K(T) = K. Por definicién de matriz de longitudes,
la matriz K(T) es una matriz simétrica de signatura (n,1). En particular, se tiene
que det{K) < 0. Por otra parte, cada cara de T de cualquier dimensién genera un
subespacio de Ef en el que la restriccion de f es indefinida y no degenerada, y cada
menor principal de A es la matriz de longitudes de una cara de T. Se deduce por tanto
que todos los menores principales son negativos.

<) De (2), tomando cualquier sucesién de menores principales encajados, se deduce
que la matriz K tiene signatura {n,1). Por tanto existe una base V;,...,V, de R**!
tal que K es la expresién de la forma cuadratica f en esta base, es decir, K = VIFV,
donde V es la matriz cuyas columnas son los vectores V;. Se tiene f(V;,V;) = -1,
luego los vectores V; estan en el hiperboloide f~'(—1). Ademas f(V;,V;) < 0, porque
las entradas de K son negativas, luego los V; estdn en la misma hoja del hiperboloide.
Cambiandolos todos de signo si fuera preciso, tenemos que los vectores V; determinan
n + 1 puntos en H" , que estan en posicidén general porque detV # 0 (s1 fuera cero,
también lo seria detX ). Por tanto determinan un simplex compacto " C H" cuyas
longitudes de aristas son los [;; dados.

a

Aplicando las proposiciones anteriores al caso de tridngulos, la tinica condicion que
hay que poner es que el determinante de K sea negativo, en el caso hiperbolico, y
positivo, en el caso esférico. Utilizando las relaciones trigonométricas (hiperbdlicas o

esféricas), esta condicién se traduce en

¢ Caso hiperbdlico: las desigualdades triangulares, es decir, a+b—¢c > 0, a—b+c > 0,
—a+ b+ ¢ > 0, donde q, b, ¢ son las longitudes de los lados.

¢ Caso esférico: las desigualdades triangulares mas la desigualdad a + b+ ¢ < 27.

Coordenadas mixtas

En primer lugar tenemos el siguiente lema sencillo para triangulos esféricos:

Lema 2.3.3. Las longitudes de dos lados y el dngulo comprendido entre ellos forman
un sistemna de coordenadas para los triangulos esféricos, euclideos o hiperbdlicos. El
espacio de estas coordenadas es (0,7} para el caso esférico y (0,7) x (0,00)* para los

otros casos.

Demostracién:
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Si dos triangulos tienen dos lados iguales y el angulo comprendido también igual, en-
tonces los tridngulos son isométricos: por tanto la aplicacién que asigna a cada triangulo
estos tres valores es inyectiva. La segunda parte es igualmente clara. 2

Definimos ahora un sistema de coordenadas para §%, donde X es uno de los tres
subindices 3. H 6 E. Para ello definimos por induccién sobre la dimensién n las apli-
caciones p, (para simplificar, no aludimos a .\ en esta notacién):

® Sin =2, definimos p; : §§ — (0.7)° 6. 51 X = H,E. p, : §% — (0.7} x (0, o0)?

COMmo

p2(T) = (Vo l(Eso). l{ E21)).

donde V5 es el angulo de T en el vértice 15 y I{(E};) es la longitud de la arista E;;.
PURE

e Sin > 2 definimos pr : & — (O.T)( 2 ) 6.5t X =H.E. pp : 8% — (O!TF)(;) x
(0.2¢)" como
Pn(T):(Pn—l(Tn)-l(EnO) ----- [(Enn—l)):
donde recordamos que T, es la figura verticilar del vértice V;,, es decir, un simplex
esferico de dimension n — 1.

Para la dimensién tres, las coordenadas anteriores son un angulo diédrico, dos

angulos planos v tres longitudes (ver Figura 2.13).

Figura 2.15
Se prueba ficilmente la siguiente proposicion:
Proposicién 2.3.4. La aplicacién p, define un sistema de coordenadas para el espacio

S%: el espacio de coordenadas es (O,rr)(";rl), en el caso esférico y (0,71’)(2) x (0,00)",

para los casos hiperbdlico ¥ euclideo.

Demostracion:

Lo haremos por induccién sobre n. El caso n = 2 es el lema 2.3.3. Supongamos
ahora n > 2. Si T.T' € 8% vy palT) = pa(T"), entonces Pr-1{Tn) = pn-1{T}) ¥ por
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la hipotesis de induccién, las figuras verticilares T, y T son isométricas. Por tanto
podemos mover 7' mediante una isometria del espacio correspondiente hasta hacer
coincidir el vértice Vi, de T, y las caras que inciden en él, con el vértice V!, de T’
Ahora, por la igualdad de las n longitudes de las aristas que inciden en Vj,, se tiene que

los simplices Ty T son iguales. Se tiene por tanto que p, es inyectiva.

Veamos ahora que el espacio de coordenadas mixtas para simplices esféricos es

(0,m)™, con m = (“'2"1). Ya hemos visto en el Lema 2.3.3 que ¢l espacio de estas coor-

denadas para tridngulos esféricos es (0,7)%. Sea (z1,...,2m) € (0,7)™; por induccidn,

podemos suponer que existe un simplex esférico T, tal que p(Ty) = (zi,.. .,:r(n)).
2

Consideramos un punto V en la esfera 8™ y n hiperplanos que incidan en V y cuya
figura verticilar sea T,. En las n aristas que determinan estos hiperplanos tomamos

417"

puntos cuyas distancias a V' sean las longitudes ()
2
estdn en posicidn general en 5™, por tanto existe un unico hiperplano en S™ que los

P T(nt1y. Estos n puntos

contiene. Asi tenemos determinado un simplex T en 8™ con pn(7T) = (21,...,Zm).

Para los casos hiperbdlico y euclideo, dado un punto (z1,...,Tm,¥1,... Yn) €
(0,m)™ x (0,00)", con m = (3}, por lo anterior, existe un simplex esférico T, con
Pn-1{Tn} = (z1,...,Zm). Consideramos ahora un punto V en H" 6 E™ y n hiper-
planos que incidan en V y cuya figura verticilar sea T,,. Elegimos n puntos en las
aristas que determinan estos hiperplanos cuyas distancias al punto V sean las longi-
tudes yy,...,y,- lgual que antes, existe un tnico hiperplano en H® 6 E™ que con-
tiene estos n puntos, por tanto tenemnos determinado un simplex T en H" 6 E™ con
Pa(T) = (21,1 ZmrY1r- )

E}

Para terminar, damos una formula que relaciona estos dos tipos de coordenadas

(mixtas y longitudes).

Proposicién 2.3.5.

(a) Sea T C H™ un simplex compacto, m = (3) y sean (a1,...,am,l1,...,Iln) las

coordenadas mixtas de T. Se tiene
vV—detK = sena; ... senay, senhl; ... senhl,.

(b) SeaT C S™ un simplex m = ("'2"1) v sean (ay,...,amnm) las coordenadas mixtas de

T. Se tiene

VdetK = senay...senan,.
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Demostracion:

Consideramos el caso hiperbélico, el esférico se obtendria de forma andloga. Hace-
mos la demostracion por induccién en la dimensién de T. Para el caso de tridngulos, si
llamamos 4, B, C a los angulos vy a, b, ¢ a las longitudes de las aristas opuestas, se tiene

-1 —cosha —coshb
~detK = — | —-cosha —~1 —coshel| =
—coshbh —coshe -1

=14 2cosha coshb coshe — cosh® @ — cosh? b — cosh® ¢ =
=(1 — cosh® b)(1 — cosh® ¢) — (— cosha + cosh b cosh¢)? =
=senh?b senh?c — (—cosha + coshb coshc)? =

_ 2
_ (1 _{—cosha+ coshb coshe) ) senh?b senh’c —

senh 2b senh2¢

=(1 — cos? A)senh b senh?c = sen’4 senh?b senhzq,

donde la dltima igualdad se obtiene de las féormulas del coseno (1.1.3) para tridngulos
hiperbdlicos.

Denotamos por héi a la altura desde el vértice V; a la cara opuesta C;. La longitud
de esta altura es la distancia entre el vértice V; y la cara C;. El vector ¢;, normal exterior
a la cara Cj, es ortogonal a todos los vértices Vj, con j # i, por tanto es proporcional

al vector
€0..i-1 i+l..n = (I)n(I/O AN oAVIiCLA V;‘+1 AL A Vn)

(donde @, es el operador de Hodge). Por el Lema 1.4.1(c), la norma de €g..i—1 i+1..n €5
igual a —det K(C;), donde K(C;) es la matriz de longitudes del simplex C;. Por tanto,

€9...i—-1 i4l...n

, con € = 1. Por el Lema 1.4.1(a), se tiene que

|f(eo. im1 i+1..n, Vi)| = |[detV| = /~det K(T)

donde V es la matriz de coordenadas de los vértices V. Por tanto se tiene finalmente

/—=detK(T)
V/—detK(C;)’

que

senh (hg,) = |f(Vie)=
o equivalentemente,
v —detK(T) = senh(hé;_,) —det K(C5) (1)

Por otra parte, el 2-plano que contiene a las alturas h"c‘_ y hicqij es perpendicular a
la {(n — 2)-cara C;;. Entonces en el tridngulo que contiene estas dos alturas, el dngulo
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opuesto a la altura h’é{ es el angulo diédrico a;; = C/,-Ej (ver Figure 2.14). Aplicando

el teorema de los senos (1.1.3) a este tridngulo. tenemos
senh hi.. = sena;jsenh hé‘.-,— (2)

Utilizando (1) v {2). v tomando 7 = 0. = 1. se tiene

—det A(T) = senh h%o Vv —det AN (Cy) = senap; senh h%m vV —detK(Cy) =

Sen o —detft(cl)\/mdetfx'(co).
\/ —detI\(Cm)

Ahora. Cy. € ¥ Cyy son simplices de dimension menor que n, por lo que, por
induccidn. se tiene que \/ det K{Cy). \/ det N(Cy ) fdetA(C'gl) factorizan segiin
las coordenadas mixtas de estos simplices. Haciendo estas factorizaciones, y cancelando

los factores correspondientes a /—det A{Cyy ), se obtiene el resultado. -

Frgura 2.14

a

Observamos que aplicando induccidn en la expresién (1), también se obtiene una
factorizacién de v —deth en término de alturas y de una arista del simplex. Asi, para

cualquier orden V, ...,V de los vértices de T, se tiene:

v —dethA’ = senh h?o senh hiCl'u‘on ... senh hz"‘i'?_ - senh(V;, _ Vi ).

0 frn=2

De la misma forma. para simplices esféricos, se tiene

vdetly = sen h'c°0 sen hlcl-'w senhl" 2 . sen(Vi,_, Vi)

=



Capitulo 3:

Caracterizacion de matrices de
Gram de politopos

En el Capitulo 2 hemos visto (Teorema 2.1.1) una caracterizacién de las matrices que
son matrices de Gram de simplices hiperbdlicos (resp. esféricos o euclideos). Para el caso
de simplices, conocer la matriz de Gram equivale a conocer los dngulos diédricos; por

tanto conocemos también una caracterizacion de los angulos de simplices hiperbdlicos.

En el caso de un politopo cualquiera, distinto de un simplex, la matriz de Gram da
siempre mas informacidn que los angulos diédricos. En este capitulo vamos a caracterizar
las matrices que son matrices de Gram de politopos hiperbélicos de un tipo combinatorio
fijado de antemano.

Trabajamos con el modelo del hiperboloide del espacio hiperbdlico, esto es (ver
Seccién 1.1), un espacio vectorial de dimensidén una unidad mayor que la dimensién del
espacio hiperbdélico en el que trabajamos, con un producto escalar (no degenerado) y
de una cierta signatura. El poliedro hiperbdlico determina en este espacio vectorial un
cono poliedral no degenerado. Aprovechamos este contexto para plantearnos el problema
mas general, para conos poliedrales no degenerados en un espacio vectorial en el que
hay definido un producto escalar.

En concreto: dado un espacio vectorial geométrico, Ef = (R4*!| f) y un d-politopo
abstracto P con n caras de codimension 1, caracterizamos las matrices simétricas de
orden n que son matrices de Gram, respecto del producto escalar f, de un cono poliedral
en Rt del mismo tipo combinatorio que P (Teorema 3.4.1).

Vamos a explicar las ideas principales del Teorema 3.4.1.

Consideramos un d-politopo abstracto P con n caras de codimensién 1, y una
familia de n semiespacios en Ef. La interseccion de estos n semiespacios determina
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un cono poliedral P. Nuestro deseo es ver qué condiciones debe verificar la matriz de
Gram de P para que su tipo combinatorio (ver Seccién 1.3 para definiciones de términos
referidos a conos poliedrales) sea el de P.

Para ello, debe haber una biyeccién entre las caras de P y los n semiespacios dados
tal que se verifique:

(i) para cada vértice de P, si consideramos todas las caras de P que inciden en este
vértice, entonces los hiperplanos correspondientes a todas estas caras (esto es, los
hiperplanos que bordean a los semiespacios correspondientes a estas caras) deben
cortarse en una recta vectorial de R4*1;

(i1} cada una de las rectas vectoriales que hemos encontrado arriba debe contener un

vector no nulo que esté contenido en todos los n semiespacios dados.

Esto es suficiente, pues los vértices y las caras de codimensién 1 de un politopo,

junto con sus relaciones de incidencia, determinan el tipo combinatorio del mismo (ver
Seccién 1.2).

La condicidn (i) es facil de describir, en términos del rango de ciertos conjuntos de

vectores.

Supuesto que se verifica (i), tenemos una recta vectorial para cada vértice de P.
Elegimos un vector no nulo en cada una de estas rectas de la siguiente manera: dado un
vértice de P, se consideran d caras (de codimensidn 1) que incidan en él y se ordenan
de forma conveniente. Se consideran los vectores €;,,...,€;, ortogonales a las d caras
elegidas y ordenados de la misma forma y se toma el vector v; que resulta de aplicar el
operador de Hodge a los vectores e;; (esta operacion es una generalizacién del producto

vectorial).

El cono poliedral P tiene el mismo tipo combinatorio que P si y sélo si los vectores
v; que hemos conseguido de esta forma tienen la propiedad de que, o bien todos son
vértices (i.e., cada v; esta en todos los semiespacios), o bien todos los —v; son vértices.

Las condiciones sobre como ordenar las d caras que inciden en un vértice dan
condiciones sobre orientaciones de ciertas bases de R4t!, que se traducen en signos de
menores mixtos de la matriz de Gram de P.

En la Seccion 3.1 se explican herramientas combinatorias con el objetivo de ordenar
de forma adecuada las caras que inciden en un vértice del politopo. Se observa que dar
una ordenacién de estas caras equivale a dar una orientacién del borde del politopo
(que es una esfera de dimensién d — 1). En la Seccién 3.2, se da un criterio para ver
cuando dos conjuntos de vectores {e;} y {v;} de R%*! son las caras y los vértices de
un cono poliedral de un tipo combinatorio dado (Proposicién 3.2.1, que se utilizara
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en la demostracién de la parte suficiente del Teorema 3.4.1). En la Seccién 3.3 se da
una propiedad en términos de orientaciones de bases de R%t! que verifican los conos
poliedrales de un tipo combinatorio dado (Proposicién 3.3.7, que se utiliza en la parte
necesaria del Teorema 3.4.1). Con estos elementos, se prueba en la Seccion 3.4 el
Teorema 3.4.1, que, recordamos, es cierto para un espacio geométrico (R4, f).

Para dar las versiones hiperbdlica o esférica del teorema anterior, unicamente hay
que poner la condicidén de que la matriz de Gram tenga la signatura adecuada. Fi-
nalmente, para el caso hiperbdlico, queremos saber si el cono poliedral que estamos
estudiando es compacto o no. Esto no es mas que estudiar la posicién relativa entre el
cono poliedral y la hoja del hiperboloide que define el espacio hiperbdlico. Es facil, en
términos de la matriz de Gram, expresar que los vértices (rayos vectoriales) del cono
poliedral estan dentro del cono de luz. Ahora bien, todos eso rayos vectoriales deben
cortar a la misma hoja del hiperboloide f~!(—1). Para expresar esto en términos de
la matriz de Gram, se utilizan los menores mixtos de orden d. La idea de esto es muy
sencilla: para ver que dos vectores, con norma negativa, estin en la misma compo-
nente de f~!(—o00,0), basta ver que su producto escalar es negativo. Ahora bien, los
vértices del cono poliedral podemos verlos como vectores en el espacio (AYR4+1 Al f),
de signatura (1,d) (ver Seccidn 1.4); estos vectores tienen ahora norma positiva, y su

producto escalar es precisamente un menor mixto de orden d de la matriz de Gram.

Por ditimo, en el Apéndice C, explicamos un método para describir el tipo com-
binatorio de un cono poliedral cuando conocemos, o bien los vectores ortogonales a
sus caras, o bien la matriz de Gram. Este método consiste esencialmente en encon-
trar todos los “posibles vértices” (todas las posibles intersecciones entre d hiperplanos
independientes), y para cada uno de ellos ver si estd en todos los semiespacios.

3.1. Herramientas combinatorias

Vamos a definir aqui algunos términos combinatorios que utilizaremos en adelante. Las

definiciones de bandera completa y base de vértices son las usuales.

Definicién. Sea P un d-politopo abstracto. Una bandere completa, B de P es una
familia @ = F_y C Fo C ... C Fa_1 C F4 = P, de caras del politopo tal que hay una
cara de cada dimensién y la cara F; de dimensién i estd contenida en la cara Fiyy de
dimension ¢ + 1.

Definicién. Una base de un d-politope P es un conjunto de d + 1 vértices Vy,..., V4
tal que en cualquier realizacién de P los vértices correspondientes son afinmente inde-

pendientes.
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SeaB:0 =F_; CFoC...C Fy-y C Fq =P una bandera completa. Tomamos
Vo = Fo; para cada ¢ = 1,...,d tomamos un vértice V; € F;\F;_;. Entonces se ve
facilmente que Vp,...,Vy es una base de P, pues para cada r, los vértices Vy,...,V,
generan, en cualquier realizacion, el r-plano afin que contiene a la cara F,. Llamaremos

a una base obtenida de esta forma baze gsociada a la bandera B.

Definicidn.

s’

(2) Sea P un d-politopo. Un ciclo orientado de P (ver Figura 8.1), es una familia
ordenada, Cy,...,Cy, de d caras (de codimensidén 1) de P tal que existe una bandera
completa B: 0 C Fo C ... C Fa—1 C P que verifica:

C, = Fuy
CinCy =Fyn

Cln...ij=fd_i

CiNCyn...NCqa= Fo

También diremos que Cj,...,C4 es un ciclo orientado que incide en la bandera
completa B 6 que incide en el vértice Fy. Otra forma de dar la definicion anterior es
la siguiente: un ciclo orientado asociado a una bandera completa B : 0 C Fy C ... C
Fi—1 C P esuna familia (y,...,Cq de d caras de codimension 1 de P tal que para cada

i=1,...,d, la cara C; incide en Fy4_; pero no incide en Fy_;41.

(b) Un cicle orientado ampliado Cy,...,Cq,Cqy1 es una familia ordenada de d + 1 caras

de codimension 1 de P tal que
{Cy,...,Ca} es un ciclo orientado
Cl m...nCdﬂCd+1 :f—l :@

{c) Un ciclo orientado truncado que incide en una r-cara F;, es una familiaCy,...,Ca—r
formada por las d —r primeras caras de un ciclo orientado que incide en una bandera

completa que contiene a la cara ., B:... C Fr C ... .

Observamos que un ciclo orientado y un ciclo orientado ampliado determinan

univocamente una bandera completa.
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Bandera completa Ciclo orientado
Figura 3.1

Lema 3.1.1. Sea P un d-politopo ¥ C1.Cs,....Cy+1 un ciclo orientado ampliado. Si P
es una realizacion cualquiera de P. los hiperplanos que contienen a las caras correspon-
dientes Cy,. ... C4+, estan en posicion general (es decir. su interseccion es el vacio, y en

particular Cy N ... N Cy es un punto).

La demostracion es clara. pues {por definicion de ciclo orientado -y de realizacidén
de un poliedro abstracto} la interseccién C) N... N C, es una cara Fy_, de dimension

d—r. 0

Definicién.

(a) Dos banderas completas B: 0 C Fo C ... CFq1 CPy B :0CcF C...C
Fi_, C P de un d-politopo P se diferencian en un paso elemental si sélo se dife-
rencian en una cara, es decir, existe un indice : € {0,...,d — 1} tal que F; # F] y
F; = F; para todo j # 1.

(b) Una cadene de banderas completas es una sucesion finita de banderas completas,
By.By.....B, tal que cada dos banderas consecutivas se diferencian en un paso

elemental. Decimos que la cadena By, B....,Bm une las banderas By y Bm. y que

tiene longitud m.

Lema 3.1.2. Un paso elemental entre dos banderas completas estd totalmente deter-

minado por la dimensién de la cara en la que difieren las dos banderas.

Demostracion:

Sean B y B’ las banderas completas

B:0cFC...CF,C...CFaa CP
B:9cF,c..CFlC...CFs_,CP

v supongamos que F; # 7|, (paraalgin i € {0,...,d = 1}} y F; = F para todo j # <.

En particular, se tiene
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(a) Fiy1 = Fiyy, con lo que F; y F! son caras de codimensién 1 de Fiy4
(b) Fici=F_ CFNF
Es decir, F; y F] son las dos tinicas caras de codimensién 1 de F;;; que se cortan

en la cara F;_, de codimensién 2 en Fiy; (ver 1.2.2). Se deduce por tanto que la cara
F esta determinada a partir de la cara F; y de la bandera B. a

H

Lema 3.1.3. (Conexién de banderas completas) Sean B y B' dos banderas completas
de un d-politopo P. Entonces existe una cadena By,...,Bn de banderas completas de

P tal que By =B y B, = B'.

Demostracion:

Este resultado es intuitivamente claro, aunque complicado de formalizar; lo proba-
mos por induccién sobre la dimensién d del politopo. Si d = 1, sélo hay dos banderas
completas, que se diferencian en el vértice que elijamos, por tanto se diferencian en un

paso elemental.

Supongamos que el enunciado es cierto para todos los politopos con dimensién
menor que d, y vedmoslo para un d-politopo P. Consideremos dos banderas completas
de P

B:0=F.,.C..CF,C...CFq,CP
B':9=F,C...CFlC...CF,_,CP

Para simplificar la notacidn, en lo que queda de demostracién vamos a designar por
M a politopos de dimensién d — 1 y por A7 a politopos de dimensién d — 2.

Sea M% ..., M™ una cadena de caras de codimensién 1 de P que conectan las
caras Fy_; y Fj_, (es decir, M' y M'*! son adyacentes, M® = Fy_; y M™ = Fi_1;
una cadena as{ siempre existe por 1.2.1). Para: = 1,...,m, llamamos N* a la cara
interseccién M~! N M y llamamos N = Fy_, y N := F|_, (puede ser que
N =N S N™ = Nt ver Figura 3.2). Para cada i = 1,.7.,m, consideramos una
bandera completa B' en N; para: = 0, tomamos B® = B|so y parai = m+1, tomamos
B™*! = B'|prm+1. Ampliamos la bandera completa B* a una bandera completa B} en
M?* y a una bandera completa B: en M*~! de la forma obvia. A su vez, Bl y B} podemos
ampliarlas a banderas completas de P (seguimos llamando B! y B} a las ampliadas).

En M? tenemos, pues, dos banderas completas, B,‘; y Bi*1. Por la hipétesis de
induccién, estas banderas completas se pueden conectar por una cadena de banderas
completas de M. Ampliando cada bandera de esta cadena a una bandera de P se tiene
una cadena de banderas completas que conectan las banderas B} y Bit! de P. Pro-
cedemos de la misma manera con cada ¢ = 0,...,m. Por otra parte, por construccidn,

62



las banderas B. y B} de P se diferencian en un paso elemental. Combinando todo lo
anterior. se tiene finalmente una cadena de banderas completas de P que conectan B y

B’ I

Figura 5.2

En el resto de esta seccion vamos a probar dos lemas. que se utilizaran en la
demostracion de la Proposicidon 3.2.1. En esa proposicién tendremos dos politopos (o
conos poliedrales) ¥ querremos ver que son del mismo tipo combinatorio. El Lema 3.1.5
da unas condiciones suficientes para que dos politopos abstractos sean del mismo tipo

combinatorio.

Recordemos que un subcomplejo celular de un complejo celular A es un subconjunto
L de I que también es complejo celular (observemos que para ver si un subconjunto
L de A es subcomplejo. sdlo hay que comprobar que si una célula esta en L, entonces
todas sus caras también estan en L).

Lema 3.1.4. Sean N v K' complejos celulares y sea v : K —+ K' una aplicacién
invectiva, que preserva las dimensiones de las caras y que preserva incidencia en am-
bos sentidos (es decir, Cy < Cy, si ¥ solo si o(C,) < ¢(Cr)). Entonces ¢(K) es un
subcomplejo celular de K.

Demostracion:

Sea C! una m-celda de R’ tal que C}, € (). y sea C, < C},; hay que probar
que C'} € (k). Lo hacemos por induccion en la dimension m.

Si m = 1, sea C} una arista de A"’ tal que C{ € Imy; sea C) la (dnica, por ser
invectiva) celda de A tal que (C)) = C}; como ¢ preserva dimensiones, se tiene que
C, también es una l-celda. Sean V).V, los dos vértices de C;. Entonces, o(V1), p(V2)
son vértices distintos de € porque ¢ preserva incidencias y dimensiones y es inyectiva.
Luego +(¥1).,2(V2) son los dos vértices de C{, por lo que todas las caras de C] estan
en Imy.

Supongamos que el resultado es cierto para todo k& < m; veamos para m. Sea
C' una m-célula de A’ tal que C}, € Imyp; es suficiente ver que todas las caras de
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codimensién 1 de Cj, estdn contenidas en (K ), pues si C < C!_y s < m— 1, entonces
existe Cp,_; tal que C! < C!,_, < Cl, v aplicamos la hipétesis de induccién a C! _,.

Asi pues, sea C,,_; una cara de codimensién 1 de C,,. Como C!, € Imy, y ¢
preserva las dimensiones de las células, existe una (tnica) m-célula Cp, de K tal que
@(Cm) =C" . Sea Cpi_1 9 < Cp, una cara cualquiera de Cy, de codimensién 1. Como
@ preserva incidencias y dimensiones, se tiene que @(Cm_1,9) = Cr.-1,0 €5 una cara de
codimensién 1 de C,. Consideramos en C!, una cadena de caras

1
m—1

! !
Cm—l,07 C

m—1,1v"

’ —
N

! .
tal que C7,_, ; ¥ Cp,_) iy Son adyacentes, es decir, se cortan en una cara C},_, ;,, de
codimensién 2 de C,. Tenemos entonces la siguiente situacién:

C:n—l,(] :11—1,1 C:rz—l,i C:n—i,i-}-l Q:n—l,k—-l C:n—l,k = C:n—l
NV Nl Nl
:n—2,1 C:n—-2,i+l :n—?,k

Vamos a probar que, si Cy,_; ; € Imy, entonces C},_, ;. €Imp y Cl,_; ;4 €

Ime; como Cy,_, 4 € Imgp, se tendrd finalmente que C;,_, € Ime.

' .
m—1,:

4

m—1,i se tiene

En primer lugar, si C € Imy, como C7,_, ;;, es una cara de C
por la hipétesis de induccion que C:11—2,i+1 € Imep.

Entonces en A tenemos Crp_2:i41 < Cm-1; < Cm tales que o(Cm_2i41) =
Cr2,it1r P(Cm-1,i) = Crily; ¥ 9(Cm) = C},. Puesto que Crp_3 41 es una cara
de codimensién 2 de Cp,, existe una tnica cara Cp,—1 ;41 de codimensién 1 de C,, tal
que Cm-1i41 # Cm—1,i ¥ Cm-1,i+1 N Cm—1,i = Cm—2,i+1. La imagen de Cp_1 in1
es una m — 1 cara de C], porque ¢ preserva dimensiones; ademds, ¢(Cm—1.i+1) #

@(Cm-1,) = Cp,_, ;» POTque ¢ es inyectiva, y

C::1—2,i+1 = @(Cm-2,i+1) < @(Cm-1,i+1) < @(Cm) = Cp,.

. . ; . . ; :
Puesto que C, es un m-politopo y C;, _, ;1 una cara de codimensién 2 de C7,, se tiene
que Cp,_y ;¥ Ch 1 iy, SO0 las tnicas caras de codimensién 1 que contienen a Cp, 5 ;¢
Se deduce entonces que P(Cm-1,i+1) = Cp_; ;11, v asi Cppy 4y € Imy

O

El siguiente lema es cierto para dos complejos celulares K y K' que verifiquen que
toda célula estd contenida en una célula de dimension maxima. Damos el enunciado
para complejos celulares que son politopos abstractos, por ser la forma en la que lo

utilizaremos.
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Lema 3.1.5. Sean K, K' dos politopos abstractos y p : K — K' una aplicacidn
inyectiva, que preserva las dimensiones de las caras y que preserva incidencias en ambos
sentidos. Supongamos que K y K' tienen el mismo nimero de caras de codimensién 1.

Entonces ¢ es biyectiva ( y por tanto un isomorfismo combinatorio).

Demostracion:

Como K y K’ tienen el mismo nimero de caras de codimension 1 y ¢ es inyectiva y
preserva las dimensiones de las caras, se tiene que todas las caras de codimensién 1 de K’
estin en la imagen de . Por otra parte, por el lema anterior, »(K') es un subcomplejo
celular de A'. Como todas las caras de codimensién mayor que 1 son también caras de
alguna cara de codimension 1, se deduce entonces que todas las caras de K’ estan en la

imagen de .
g

3.2. Tipo combinatorio

El objetivo de esta seccion es demostrar la Proposicidn 3.2.1 que se utilizara en la
demostracion de la condicion suficiente del Teorema 3.4.1. En concreto esta proposicion
da condiciones suficientes para que un conjunto de vectores e; y otro conjunto de vectores
v; sean, respectivamente, los vectores ortogonales a las caras y los vértices de algun cono

poliedral de un tipo combinatorio fijado de antemano.

Definicién.
(a) Sea P un d-politopo abstracto con n caras de codimensién 1 (numeradas) Cy,...,Cp
y 7 vértices Vq,..., V.. Llamamos matriz del tipo combinatorio de P o matriz de

incidencias de P a la matriz L(P) = (I;;) de n filas y r columnas definida como
li; = 0 si V; es un vértice de la cara (;;
l;; = 1 si V; no es vértice de C;.
(b) Decimos que una matriz real H = (h;;) es del mismo tipo combinatorio que L(P)
si se verifica que h;; = 0 si y sélo si l;; = 0.
Nota. Recordamos que estamos pensando siempre en el tipo combinatorio de un poli-
topo con las cares numeradas.

El tipo combinatorio de un d-politopo queda determinado por las caras de codi-
mensién 1 del politopo, los vértices, y las relaciones de incidencia entre ambos ([Gr});
ésta es la informacién que da la matriz de incidencias, luego esta matriz determina el

tipo combinatorio del d-politopo.
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Proposicion 3.2.1. Sea P un d-politopo abstracto con n caras de codimensién 1,

Ci,...,Cn y r vértices, Vy,...,V,, y L(P) su matriz de incidencias; sea (R**!, f) un
espacio vectorial geométrico y sean ey,...,en, € R¥! yu;,... v, € R4 tales que
(a) siCi,,...,Ci, es un ciclo orientado de P entonces rg{e;,, ..., ei,} =4d;

(b) lamatriz Ly = (f(ei,v;)) de productos escalares de los vectores e; y v; es del mismo
tipo combinatorio que L{P);

(c) L, es totalmente no positiva (es decir, todas las entradas no nulas de L, son nega-

tivas).
Entonces el cono poliedral P := P(ey,... e,) = A7 n...n H es no degenerado, con
interior no vacio y del mismo tipo combinatorio que P. Ademads, vy,...,v, son todos
los vértices de P(ey,...,en) ¥ HnNP (t=1,...,n) son todas las caras.

Demostracion:

(I) En primer lugar, veamos que P es no degenerado, es decir, rg{es, ..., e, } = d+1.
En efecto, sea V; un vértice cualquiera de P y sea C;,,...,C;, un ciclo orientado que

incide en V; y C; una cara de codimension 1 que no incide en V;. Por la hipotesis
(a), se tiene que rg{e;,,...,ei,} = d, es decir, dim(H;, N...N H;,) = 1. Por la
hipdtesis (b) se tiene que f(e;,,v;) = 0 para todo k = 1,...,d, lo que equivale a
que v; € Hj, .N H;,. Ademas, v; es no nulo, pues como V; ¢ C;, se tiene que
f(eJ, v;) # 0 (por la hlpotems (b)); entonces el vector v; genera la recta vectorial
H,n...n sz Finalmente, de f(e;,v;) # 0 se deduce también que v; ¢ Hj, con

lo que H N H;, .0 H;, = {0}; por tanto se tiene que P es no degenerado y
rg{e,l,...,eld,ej} = d+ 1. Adema’,s, 1 Ciy,..-,CizyCigprs---»Ci, son todas las caras
que inciden en el vértice V;, entonces el conjunto de vectores {e;,,...,€iy, €igpyy- ) €ip )

tiene rango d. En efecto, por lo anterior sabemos que ﬂ‘j-z H i; = L(v;), y por la hipdtesis
(b) se tiene que f(ei,,,,vi) = 0, para todo k = 1,...,m; por tanto, se deduce que
037‘:11’:1,-1. = L(v;), es decir, rg{ei,,...... e} =d

(II) Veamos ahora que todos los vectores vy,..., v, son vértices de Pley,. .. en).
Sea v; uno de estos vectores. Consideramos un ciclo orientado C;,,...,C;; de P que
incide en V;; hemos visto que I;Tl-l Nn...N f{,-d = L{v;); ademas, por (c), es f(vi,e;) <0
para todo 7 = 1,...,n. Por el Lema 1.3.4, estas condiciones son suficientes para probar
que v; es vértice del cono poliedral no degenerado p.

(III) Para ver que P tiene interior no vacio, por el Lema 1.3.1 es suficiente ver
que P no esta contenido en ningin hiperplano Hi(i=1,...,n). Seai € {1,...,n}y
consideremos la cara C; de P. Existe un vértice V; de P tal que V; ¢ C;. Entonces la
entrada (7,7) de £(P) es no nula. Por (b), se tiene que Ly(z,5) # 0, con lo que v; ¢ H;
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como v; € P, se deduce que P ¢ H;.

(IV) Sea ahora Vj,,...,V;, una base de vértices de P asociada a una bandera
completa B : § C Fo C ... C Fy—y C P. Vamos a probar que los correspondientes
vértices vj,, ..., vj, son linealmente independientes.

Para ello, tomamos un ciclo orientado C;, ...C;, de P que incide en B, es decir,
Fa—x =Ciy N...NC;,. Por la hipdtesis (a), rg{ei,,...,ei,} = d, v si llamamos

Gi—r:=H;, n..NnH,;,
tenemos la cadena de subespacios vectoriales Go C ... C Gy_1, con dimGy_x = d—k+1.
Por otra parte, la relacion del ciclo orientado con la base de vértices es

vjk € }—k\}_k—l - (ci1 n...N Cid-k)\(ci1 n... nC’,l'd—lc+1 );

paratodo k=40,...,d—-1,y
Vi, € P\Ci,.

La hipdtesis (b) implica entonces que v;, € Gi\Gi_1, paratodo k =0,...,d— 1, y
v;, € R¥1I\G4oy = R¥I\H; . Se deduce por tanto que vj,,...,vj, son linealmente

independientes.

(V) Sea F, una r-cara de P y sea C;,,...,Ci,_. un ciclo orientado truncado que

incide en F,. Veamos que entonces

~

E.o=H,n..nH, NP

es una r-cara de P(ei, ...,en); en particular, H; N P ser4 cara de P, es decir, ninguno
de los hiperplanos H; es superfluo. Para ver esto, por el Lema 1.3.5, hay que probar que
H pN...N H is_, tlene dimensionr+1 y que F - contiene r ++ 1 vértices de P linealmente
independientes. En efecto, ampliamos el ciclo C;,,...,C;,_, a un ciclo orientado que
incide en una bandera completa (esta bandera, por tanto, contiene a la cara F,); sea
Vs,..., Vs una base asociada a esta bandera. Entonces, por lo que ya hemos visto, se
tiene que dirn(I;’,'1 Nn...N ﬂ’,-d_,) =r+1, que vg,..., v, € 13}, y que estos vectores son

linealmente independientes.

Con todo esto hemos llegado a la siguiente situacién: P es un politopo abstracto
y P es un cono poliedral del tipo combinatorio de un d-politopo abstracto P'; los dos
politopos P y P’ tienen n caras de codimensién 1, y por (V), podemos construir una
aplicacién ¢ entre el conjunto de caras de P y el conjunto de caras de P’ que verifica
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(i) @ preserva las dimensiones de las caras;

(ii) ¢ preserva las incidencias entre las caras, en el siguiente doble sentido: F, < F, si
y solo si o(Fr) < @(Fs);
(ii1) ¢ es inyectiva.
(Las dos ultimas propiedades se deducen facilmente de que las matrices L(Pyy L,
del mismo tipo combinatorio).

Entonces, por la Proposicién 3.1.5, ¢ es un isomorfismo combinatorio entre P y P,
Con esto terminamos la demostracién de la proposicion.

O
3.3 Orientaciones

El objetivo de esta seccion es demostrar la Proposicidn 3.3.7, que se utilizard en la
demostracién de la condicién necesaria del Teorema 3.4.1. Esta proposicién dice que
si tenemos un politopo concreto (cono poliedral P c R, y tomamos dos ciclos
orientados ampliados con la “misma orientacidon”, entonces estos ciclos determinan dos

bases en R4t! que tienen la misma orientacién.

; Qué significa que dos ciclos ampliados tengan la misma orientacién? En la Seccién
3.1 hemos definido ciclo orientado sélo por el orden de sus caras. Aqui vamos a ver que
uno de estos ciclos induce una orientacién (topolégica) en el borde del politopo. Puesto
que el borde de un politopo es una esfera, luego una variedad orientable, tiene sentido

decir que dos ciclos tienen la misma orientacién.

Dameos también un criterio combinatorio para ver si dos ciclos tienen o no la misma
orientacion: tienen la misma orientacién cuando las banderas en las que inciden se
diferencian en un numero par de pasos elementales.

Orientacién topoldgica

Vamos a utilizar una definicién geométrica de orientacion, en concreto seguiremos
la definicién dada por [RS] para variedades p.l. (por supuesto tanto los politopos como
sus bordes son variedades p.l.). Dados dos encajes {embeddings) ki, ha del disco I¢ =
[—1,1]¢ {d > 1) en una variedad M de dimensién d, el Teorema del disco asegura que
o bien h; y h, son isétopos ambiente, o bien h; es isétopo ambiente a h; or, donde r
es una reflexién del cubo I¢ (por ejemplo r(z1,...,24-1,74) = (T1,...,Td=1, —Ld), O
bien, sid > 1, r'(z1,...,24~2,24-1,24) = (Z1,...,Z4-2,%d,Zd—1)). En el conjunto de
todos los encajes del disco en una variedad tenemos, pues, una relacién de equivalencia
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(isotopia ambiente), y el teorema anterior dice que hay una o dos clases de equivalencia.
Una variedad sera orientable si el conjunto cociente por la relacién anterior tiene dos
elementos, y no orientable si tiene un elemento. Si la variedad es orientable, a cada uno
de los dos elementos se le llama orientacidn. Dar una orientacidon a una variedad es
pues elegir un encaje del disco en esa variedad y tomar su clase de isotopia ambiente.
Por convento, una orientacién en una variedad de dimensioén 0 es atribuir signos + 6 —
a cada uno de sus puntos. Es bien conocido que las bolas (o discos), B?, y las esferas,
54, son variedades orientables. Y también es conocido que un d-politopo P C R es
p.l.-homeomorfo a una bola, y su borde OP es p.l.-homeomorfo a la esfera S 1.

Vamos a ver como se puede determinar una orientaciéon de un d-politopo P (o de
OP) a partir de unos datos combinatorios, en concreto, de una bandera completa de P.

Para ver esto, basta tener en cuenta las dos propiedades siguientes bien conocidas

sobre orientaciones:

(1) Sean M? y N? variedades de dimensién d con N* C M?; entonces si M? es orien-
table, también lo es N?, v la orientacién de M? induce una orientacién en N¢, al

considerar los encajes cuyas imagenes estén contenidos en N¢.

(2) Si M es una variedad orientable, entonces su borde también lo es, y dar una orien-
tacién a M equivale a dar una orientacién a su borde. Un encaje b : I%~! — oM
se puede extender a un encaje h : IY — M (utilizando un “collar” para M en M).
Supongamos que M est4 orientada; entonces diremos que un encaje h : [4~! — M
determina la orientacién inducida en OM si su encaje extendido h determina la
orientacién dada en M. Sid =1y & : I — M es un encaje tal que k(1) € M,
entonces la orientacién inducida por k en (1) sera por convenio atribuirle el signo
+.

Aplicado esto a politopos se tiene que: dar una orientacién a un d-politopo P
equivale (por (2)) a dar una orientacién a su borde; dar una orientacién a 9P equivale
(por (1)) a dar una orientacién a una cara C' de codimensién 1; ahora, C es un (d — 1)-
politopo, y dar una orientacion en C equivale (por (2)) a dar una orientacién de 8C.
Procediendo de esta manera, se tiene finalmente que dar una orientacién a 9P equivale
a elegir un vértice V, una arista F que contenga a V, una 2-cara que contenga a F,
etc., es decir, elegir una bandera completa. Hemos visto pues:

Lema 3.3.1. Una bandera completa B de un d-politopo P C R? induce una orientacién
en OP. O

Siguiendo los comentarios anteriores, diremos que la orientacién inducida en P a
partir de una bandera completa B : § C Fy C ... C Fy—1 C P, es la orientacién que
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se obtiene asignando signo + al vértice Fy. Veamos cémo es un encaje A que define
esta orientacion. Tomamos la bandera completa de I? siguiente, K : § < hycCc...cC
KNyy C Kg=1% con

KNy = {(tl, cotge 1) |t € {—1. 1]}
(ver Figura 3.3(a)). Entonces un encaje h que verifique que A(Ay) = Fy, v hK;) C Fy,
para : = 2,....d induce la orientacién deseada. Llamamos a un encaje que verifique

esta condicidn encaje asoctade a la bandera B.

Xa Kd“h /KJ',.
Kn .
ki
“
Figura 3.3(a) Figura 5.3(b)

Definicién. Diremos que dos banderas completas B, B’ de un d-politopo P tienen la
misma orientacion si ambas inducen la misma orientacion en P. Dos ciclos orientados
(o ciclos orientados ampliados) de P C R tienen la misma orientacidn si las banderas

completas en las que inciden tienen la misma orientacion.

Lema 3.3.2. Si dos banderas completas B® y B! de P se diferencian en un paso

elemental. las orientaciones que inducen son distintas.

Demostracion:

SeanB:...C F,C...yB':...CF, C...dos banderas completas de P que se
diferencian en una cara, que podemos suponer que es la cara Fy—; de codimensién 1 (si
la cara en la que se diferenciin es la de dimensién s, consideraremos entonces las dos
banderas contenidas en el politopo Fyi1).

Consideramos un encaje h : I¢ — P asociado a la bandera B y tal que A{(K}_,) C
F,_,, donde K_| es la cara de I? definida como R_; = {(t1,...,t4-2,1,t4-1}, si
d>1y K)_, ={(0)}.s1d=1 (un encaje asi siempre existe).

Entonces, si consideramos la reflexién de I¢ (ver Figura 9.3(b))

rr('r].*' - - 1Id—'2?‘rd—11'rd) = (Il'r" . 1Id—2yxd1xd—1)
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(o bien r(t) = —t si d = 1), se tiene que el encaje 2 o' (o bien ko r) est4 asociado a
la bandera B'. Se tiene entonces que las banderas B v B' inducen distinta orientacién
en P. J

Corolario 3.3.3. Dos banderas completas B y B' tienen la misma orientacidn si y sélo
si se pueden conectar por una cadena de longitud par (recordemos que, por el Lema

3.1.3, dos banderas siempre se pueden conectar). {0

Si By, B; son dos banderas completas de un d-politopo P C R? que inducen
la misma orientacién en 9P, y P’ es un politopo del mismo tipo combinatorio que
P, entonces las correspondientes banderas B] y B, de P’ inducen también la misma
orientacién en @P'. Esto es claro, pues si By y B, tienen la misma orientacién, por el
Corolario 3.3.3, hay una cadena de longitud par que las une; pero como P’ es del mismo
tipo combinatorio que P, también hay una cadena de longitud par que une las banderas
B} v B), con lo que estas banderas tienen la misma orientacion.

Como consecuencia de esto, podemos hablar de que dos banderas completas B;
y B2 de un politopo abstracto P inducen la misma orientacidn, o de que dos ciclos
orientados tienen la misma orientacion. Tenemos pues un concepto de orientacién en
un d-politopo abstracto, que se apoya sélo en los datos combinatorios del politopo.

Orientacién vectorial

Recordamos que, dado un cono poliedral no degenerado, también podemos hablar
de banderas, ciclos orientados, etc., a través de los mismos conceptos del politopo que
determina su tipo combinatorio. En lo que queda de seccion cuando hablemos de cono
poliedral estaremos pensando siempre en la siguiente situacién: P = P(ey,.. en) C
(R‘JH'l f) serd un cono pohedral no degenerado y con ninguno de los hlperplanos Hi(=
H.,) superfluo. La cara H; N P, correspondiente al vector e; la llamaremos C;. Si
tenemos un ciclo ampliado de P, los vectores correspondientes forman una base de
R4t1,

Proposicién 3.3.4. Sea P ¢ R un cono poliedral no degenerado con interior no
vacio. Sea B una bandera completade P y sean Cy,,...,Ciy,Ciypy ¥ Chive o3 Ciy, Chigyy
ciclos ampliados que inciden en B (por tanto estos ciclos tienen la misma orientacidn).

Entonces las bases de RYT! correspondientes a estos ciclos tienen la misma orientacion.

Demostracion:
En primer lugar, vamos a ver que para todo k = 1,...,d + 1, el subespacio lineal
generado por {e;,,...,e; } es igual al subespacio lineal generado por {ej ,.-.,€j }-
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Probaremos que ambos espacios son iguales al subespacio L(Fy—x )", donde Fy_; es la
cara de dimension d — k de la bandera B. En efecto, como los dos ciclos inciden en esta
bandera se verifica que

C,’lﬂ...ﬂéik :Fd_kZleﬂ...ﬂCjk

Por una parte, es trivial que L(e;,,...,€;, ) C L(F’d_k)i-. Los dos espacios tienen di-
mension & por el Lema 3.1.1 y porque la forma cuadratica f es no degenerada.

Llamamos Ey := L{ei,,...,e;,) = L(ej,...,e5.); Ey es un subespacio de di-
mensién k, y se tiene By C ... C Egy1 = R Paracada k = 1,...,d, Ex es un
hiperplano de Eg41; vamos a probar que e;, ., ¥ €j,,, estan en el mismo semiespacio
de Ey41 determinado por Ef. Para ello elegimos una base vg,...,vqs de P asociada a
la bandera completa B, es decir, vy € Fh\ﬁ’h_l (para todo A = 0,...,d). Como los
vectores vy, . . ., Vg son linealmente independientes, se tiene que L(vg,...,vg) = L(I:‘k).
En particular, podemos escribir '

Ek = L(Fd_k)i' = L(Uo, sy vd_k_l,vd_k)L = L(Uo, . ,Ud_k..l)J' N L(vd_k)'j' =

= Ert1 N {w € R f(w,va—k) = 0} = {w € Eyq1]f(w,va—k) = 0}.

Entonces los semiespacios de Ej 4 determinados por Ey son los conjuntos
{w € Erqa|f(w,va-p) 2 0} y {w € Exq1|f(w,va-x) < 0}.

Ahora, €;,,, € Er \Ex,y f(eik+1,vd_k) < 0, porque v4_k es un vértice del cono
poliedral P. De la misma forma, f(ej,,,,va-+) <0, por lo que ¢;,,, ¥ €j,,, estan en el
mismo semiespacio de Exy; determinado por Ej.

En resumen, tenemos

e ¢, = ¢, porque C;, = C;, = F4_y; por tanto, {e; } y {e;,} son bases de E; con
la misma orientacién; también es e;, = ¢;,, porque C;, = C}, ya que en Fy_» sdlo
inciden dos caras de codimensién 1 y una de ellas es ya Fy_1.

¢ por un resultado meramente algebraico (Lema 3.3.5, que demostramos a continua-
cién), {€i,,€i,€ia} ¥ {€j1,€;,, €5, } son bases de E3 con la misma orientacion;

e aplicando sucesivas veces el Lema 3.3.5, tenemos que las dos bases {ei,,..., €z, }
¥ {€i1s--»€juy. } de RYT! tienen la misma orientacién.

O
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Lema 3.3.5. Sean {u1,...,%m,tm+1} ¥ {¥1,...,Vm,Vm+1} dos bases de un espacio
vectorial real W de dimensién m + 1 tales que

(1) L{({u1,..sum}) = L{vi,-..,vm}) = L, y {tt1,...,um} ¥ {v1,...,um} son bases
de L con la misma orientacidn;

(i) wm+1 ¥ Um41 €stan en el mismo semiespacio de W determinado por L.

Entonces {u1,...,4m,Um+1} ¥ {V1,--+,Um,Um+1} tienen la misma orientacion.
Demostracidn:

Sea M la matriz del cambio de base de {v;} y {u:}, es decir, la matriz cuyas
columnas son las coordenadas de v1,...,vm4+1 en funcién de la base {u1,...,um41}-

(M, A
= %)

donde M, es una matriz m x m, 4 es una matriz m x 1 y @« € R. Mj es la matriz

Entonces M es de la forma

del cambio de las bases {uy,...,um} ¥ {v1,...,vm} de L ; como estas bases tienen la
misma orientacion, detMy > 0. Por otra parte, & > () porque ;41 estd en el mismo
semiespacio que #m,m+q determinado por L. Entonces se tiene que detM > 0, con lo que
las dos bases de W tienen la misma orientacién. O

Proposicién 3.3.6. Sea P C R%*! un cono poliedral no degenerado, con interior no
vacio y sean B y B' banderas completas de P que se diferencian en un paso elemental.

Entonces existen ciclos orientados ampliados C1, . . . ,C'd+1 ¥ C’{, e vé:i-{—l que inciden
en B y B' respectivamente (luego estos dos ciclos tienen distinta orientacion) tales
que las bases correspondientes {e1,...,e4+1} ¥ {€],..., ey, } de R4+ tienen distinta
orientacion.

Demostracion:

Sean B:Fy C...C Fy_yy B :FiC...c F)_, y supongamos que F, # F! (por
tanto todas las demés caras son iguales); entonces la cara F! est4 univocamente deter-
minada a partir de la bandera B (Lema 3.1.2). Elegimos un ciclo ampliado Ci,..., C"d+1
que incida en la bandera completa B y con la condicién de que Ci-rs+1 contenga a la
cara I:"; (para que sea ciclo asociado a B , é'd_r+1 debe contener a la cara F’r_l, y no
contener a la cara Fy; la condicién que le ponemos es posible porque F‘,ﬁ contiene a la
cara I:"r_l ).

Consideramos ahora C:”;_r = Cu—rti, é:i—r+l = Cyr y C',’ = C; para todo 7 #
d-r,d—r+1. Entonces Cj,... ,C';H es un ciclo ampliado que incide en B'. En
efecto, C’;_r = C'd_r+1 contiene a la cara 1:",’. y no contiene a 13’,’.+1 = F‘,.H (de hecho no
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contiene a F}); y por otra parte, C",_ 41 = Cai_, contiene a la cara £ -1 = Fr_1 (de
hecho contiene a F, )} ¥y no contiene a F, r+1, Por tanto tampoco contiene a F (va que F,
y F! generan F. ;).

Estos dos ciclos ampliados se diferencian sélo en la trasposicién de dos de sus caras;
se deduce por tanto que sus bases correspondientes (de vectores ortogonales exteriores)
tienen distinta orientacién.

O

Proposicién 3.3.7. (Or1entac1on) Sea P C R¥*! un cono poliedral no degenerado (con

interior no vacio). Sean C',1 y e C’,d , C!d+1 ¥ C’]11 .. C']d, CJ dos ciclos ampliados con

d41
la misma orientacién. Entonces las bases {ei,,....€i €0} ¥ {€j1y-- €5, €5,,,} de

R4t! tienen la misma orientacion.

Demostracion:

Sean B’ y B' las banderas en las que inciden los dos ciclos del enunciado. Puesto
que los dos ciclos tienen la misma orientacién, estas dos banderas tienen la misma

orientacion, y asi, por el Corolario 3.3.3, hay una cadena B' = B°, }3’1, ...,B% =B"de
longitud par. Por la Proposicién 3.3.6, paracada & = 1,..., 2s existen ciclos orientados
ampliados

Ck_l ---,C:EI,CQ d+1 y éf,lv"‘!élﬁd!éb’c,d+l’
que inciden respectivamente en las banderas Bk-1 v Bk, y tales que las bases corres-
pondientes {eﬁzl, . ,e:'_dl,eﬁ’_dll} y {efll, N e,’fyd, e;d_H} tienen distinta orientacién.
Tenemos asi dos ciclos ampliados incidentes en cada bandera completa de la cadena:
sik=1,...,2s — 1, en B inciden los ciclos
élfc,la ceey élf,d: C'Iic,d+1 Y Ca 1) - Ca d Ca 411

por otra parte, en la primera bandera inciden los ciclos

Ci17"'=cidscfd+1 y Ca 1 Ca d!Ca Jd+10
y en la dltima bandera inciden los ciclos

Cbl?" dea bd+1 Y Cj1?"'icjd7cjd+1;
Por la Proposicion 3.3.4, las bases correspondientes a los dos ciclos que inciden en cada
bandera completa tienen la misma orientacién. Por la Proposicién 3.3.6, los ciclos que
inciden en banderas consecutivas de la cadena tienen distinta orientacién; como la ca-
dena tiene longitud par, se tiene finalmente que los ciclos que inciden en las banderas B°
y B?* tienen la misma orientacién. Se tiene por tanto que las bases {ei,, ... €z, €izp, )

¥ {51+, €545 €544, } tienen la misma orientacion.

O
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Corolario 3.3.8. Sea P un d-politopo abstracto de vértices Vi,...V,; sea P un cono
poliedral no degenerado del mismo tipo combinatorio que P, y sean Vy,...,V, los co-
rrespondientes vértices de P (recordemos que un vértice V; es el rayo vectorial sobre el
vector V;). Para cada vértice V; de P elegimos un ciclo orientado C;,,...,C;, que incida
en V;, v con la condicién ademds de que todos estos ciclos tengan la misma orientacién.
Sea v; = ®g(ei, A ... Ney,), (donde B4 es el operador de Hodge, ver Seccion 1.4).
Entonces, existen \y,..., A, positivos tales que

{a) o bien A\;V; :=wv,;, paratodoi=1,...,r;

(b) o bien \;V; = —v;, paratodoi=1,...,r

Nota. Segun el corolario anterior, podemos decir, que los vértices de P son, o bien
todos los vectores v; (obtenidos con el operador de Hodge, después de orientar conve-
nientemente los ciclos), o bien todos los vectores —v; (por otra parte, si los vértices
fueran los vectores —wv; entonces podemos cambiar los ciclos orientados por otros con
la orientacién contraria, y entonces obtendriamos que los vértices son la imagen por el

operador de Hodge de estos nuevos ciclos orientados).

Demostracion:

Por las propiedades del operador de Hodge, el vector v; := ®4(ei; A... Ae,) es
ortogonal a los vectores €;,,...,ei,; para ver que v; = A;V;, con A; > 0, es suficiente ver
que f(vi,er) < 0 para todo & tal que V; € Cp.

Sea V; otro vértice de P y sea Cj,,...,Cj, un ciclo orientado que incide en V; con
la misma orientacién que C;,,...,Ci, v vj = ®a(ej, A...Aej ) (V; puede ser igual a V;).
Sean C;, no incidente en V; y Ci no incidente en V;. Entonces, por las propiedades del

operador @, se tiene
f('l),', eh) = f(@d(e,‘l AL A Eid),eh) = (pd-l-l(eil Ao Ahey, A eh) = detE[il - z'dh],

donde E[i;...izh] es la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores
€i15++-3CigsER-

De la misma forma,

f(UJ', ek) = detE[j; .. .jdk].

Por la Proposicién 3.3.7, las bases {ei,,...,¢€i,,er} ¥ {€ji,---,€js,€x} tienen la
misma orientacién; por tanto se deduce que f(vi,en)f(v;,ex) > 0. Como consecuencia
se tiene que, si f(vi,ex) < 0, entonces se verifica el apartado (a) del enunciado; y si

f(vi,en) > 0, se verifica (b). O
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3.4. Caracterizaciéon de matrices de Gram de politopos

Recordemos que un cono poliedral 2 ¢ R4+! no degenerado es el cono sobre un poli-
topo compacto P, y que entonces el tipo combinatorio de P es por definicién el tipo
combinatorio de P.

Nos planteamos el siguiente problema: por una parte tenemos un politopo abstracto
P; por otra, tenemos un espacio vectorial geométrico, E; := (R?*!, f). Queremos ca-
racterizar las matrices de Gram (respecto del producto escalar f) de los conos poliedrales
PCE s del tipo combinatorio de P. Denotamos por detf al determinante de la matriz
de f respecto de cualquier base ortonormal (este determinante es igual a (—1)?, donde
(p,q) es la signatura de f). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que la base
canénica de R¥*! es una base ortonormal para f (igual que hemos hecho para los
casos esférico e hiperbélico). Como habitualmente, denotaremos por F a la expresién
matricial de f respecto de esta base, con lo que F serd una matriz diagonal con las
entradas de la diagonal iguales a £1. Cuando hablemos de coordenadas de vectores de
R4+ seran también respecto de esta base.

Recordamos la notacién para submatrices y menores de una matriz: si G es una
i
filas ¢y ...7, y las columnas j; ...j,, ¥, para submatrices cuadradas, denotaremos por

matriz, denotaremos por G[ ] a la submatriz de G que se obtiene tomando las

G(;‘l']:) al determinante de dicha matriz. Para abreviar, denotaremos por G;, . ;, al

r

determinante de la matriz G[:i:"}

Diremos que un cono poliedral realiza un politopo abstracto P y una matriz G si

tiene el mismo tipo combinatorio que P y su matriz de Gram es G,

Teorema 3.4.1. {Caracterizacién de matrices de Gram de politopos) Sea P un d-
politopo abstracto con n caras (de codimension 1) ordenadas, Cy,...,Crn. Sea G = (gij)
una matriz simétrica de orden n, con ¢;; = =1 para todot=1,...,n, derangod+ 1y
signatura (p,d+ 1~ p). Entonces existe un cono poliedral P C (R4}, f) no degenerado
y con interior no vacio que realiza P y G si y s6lo si se verifican las siguientes condiciones:

(R) (Rango) Dados un vértice cualquiera de P y todas las carasC;,,...,C;,, queinciden
en él, la submatriz G[::::] tiene rango menor o igual que d;
(Pat1) (Menores principales de ordend+1) SiC;,,. .. ,Ciygy, €S UR ciclo orientado ampliado
de P, entonces G, i, detf > 0;
(May1) (Menores mixtos de ordend + 1) Si Cyy,...,Ciy,Ciypy ¥ Ciiv--+1Cj4,Ciyy, son dos

_ . . . - 1. igi
ciclos ampliados con la misma orientacion, entonces detG(;im j:jf:rll)det f>0
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Ademas. si se dan estas condiciones. el cono poliedral P es tinico salvo isometrias de
Ef.

Ca ’

Figura 3.4

Nota. La condicién de que g; = %1 se debe a lo sigulente: si una matriz G tiene
alguna entrada de la diagonal nula. entonces corresponde a un cono poliedral en el que
alguno de los hiperplanos que lo definen es luz. A un cono poliedral de este tipo no
podemos asignarle de forma candnica una matriz de Gram, puesto que alguno de los
vectores ortogonales a las caras tiene norma 0 y entonces no se puede normalizar. Por
otra parte. dada una matriz simétrica con todas las entradas de la diagonal no nulas,
se puede “normalizar”. dividiendo la fila y la columna :-ésimas por \/m En los casos
en los que estamos mas interesados. los politopos hiperbdlicos y esféricos, se tiene que

los vectores ortogonales a las caras tienen siempre norma positiva.
Demostracion:

(=>) Sea P C E; un cono poliedral no degenerado que realiza P y G. Para cada
cara C; de P, consideramos su vector normal exterior, e;, de modo que G = G(f’) =

(f(eieej))-

Consideremos un vértice cualquiera de P y sean C;,,...,C; , todas las caras que in-
ciden en él. Como P es del mismo tipo combinatorio que P, los hiperplanos H;,, ..., H;,
se cortan en una recta vectorial, o equivalentemente, los vectores ¢;,,...,€; ., ortogo-

nales a estos hiperplanos generan un subespacio de dimensién d. Como consecuencia,
la submatriz G {:‘L' ]. que es la matriz de Gram de estos vectores, tiene rango menor

m
Im

o igual que d. Con esto hemos probado (R).

Veamos ahora (Py4,). SeaCi,,...,Ci;,, unciclo orientado ampliado de P. En este
caso. los hiperplanos H, ,... H;,,, se cortan en el origen de R**!, lo que equivale a
que sus vectores ortogonales, e;,...,€i,,,, SO0 linealmente independientes. Entonces,
su matriz de productos escalares, G[::::i:], tiene signatura igual a la signatura de

f. de donde se deduce en particular que su determinante tiene el mismo signo que el
determinante de f. Por tanto es G{i'""i**!)detf > 0.

11...1441

Finalmente, veamos (Mas1). Sean Cij,...,CiysCiser ¥ Ciis-+3CiasClaga dos ciclos
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orientados ampliados de P, con la misma orientacién. Entonces los correspondientes
conjuntos de vectores {e;,,..., €, €0y, } ¥ {€,.-., €5, €5,,,} son dos bases de R41,
Si llamamos E[z; ...1,] a la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores

Ciyy ... ,€, Se tlene

r

G(jijuert) detf = det(Blir - . idiar] FEjs .. jajen])detf =
= (detf)*det(E[iy ... iqi4+1])det(E[j1 ... jajas1])

Entonces detG(“ ;:;‘Zi‘l)detf > 0 s1 y solo si las dos bases anteriores tienen la misma

orientacion. Esto altimo es cierto por la Proposicién 3.3.7.

(<=) Supongamos ahora dados un poliedro abstracto P y una matriz G simétrica
de orden n, de rango d + 1 y signatura igual a la signatura de f, con las entradas de
la diagonal iguales a £1 y que verifica las condiciones (R), (Pyy1), v (Md+ 1). Tenemos
que encontrar un cono poliedral PcE f que realice P y G.

Como la matriz G tiene rango d + 1 y la misma signatura que f, existe una matriz
E € GL(R,n) tal que E'FE = G, donde F es la matriz cuadrada de orden n cuya
primera submatriz principal de orden d + 1 coincide con F' y el resto de las entradas
son nulas. Sea E la submatriz de E formada por las d 4+ 1 primeras filas. Entonces se
verifica que E'FF = G.

Llamamos ey, ..., e, a los vectores columna de E. Sea P = 13(61 y..+s€n), €8 decir,
P es la interseccién de los semiespacios H, ortogonales exteriores a los vectores e;.
Por la construccién, P realiza la matriz G. Como rg(E'FE) = d + 1, se tiene que
rgEl > d+ 1, y por tanto, rgE = d 4+ 1; se deduce entonces que entre los vectores
€1,...€n hay d + 1 linealmente independientes; esto implica que P es no degenerado.

Veamos ahora que P tiene interior no vacio y que es del mismo tipo combinatorio
que P. Utilizaremos para ello la Proposicién 3.2.1. As{ pues, vamos a ver que se verifican

las hipodtesis de de esta proposicidn.

En primer lugar, para la hipdtesis (a), sea C;,,...,C;, un ciclo orientado de P inci-
dente en un vértice V. Elegimos una cara C; que no pase por V; por la hipétesis (Pgy1),
Gi,..i,j # 0y esto implica que los vectores e;,,...,€,,¢; son linealmente independi-
entes. Como consecuencia, rg{e; ,...,e;,} =d

Se verifica ademas que, si C;,,...,C,,, son todas las caras que inciden en el vértice
V, entonces el conjunto de vectores {e;,,...,e;,  } también tiene rango d. En efecto, sea
C;, otra cara de P incidente en V; si e;,,..., €i,,€;, fueran linealmente independientes,

su matriz de productos escalares tendria rango d + 1 (pues la forma cuadratica f es no
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degenerada), en contradiccion con la hipétesis (R). Por tanto e;, € L(e;,,...,e;,), v se
concluye finalmente que L(e;,,...,e; ) = L(ei,...,ei,).

Ahora vamos a escoger un vector v € R?*! para cada vértice V. Para ello, para
cada vértice V; de P elegimos un ciclo orientado C;,, ..., C; . que incida en el vértice V;,
tal que todos estos ciclos orientados tengan la misma orientacién. Consideramos ahora

el vector v; asociado al vértice V; definido como
v 1= (I’d(eil AL A e,-d),

donde @, es el operador de Hodge (ver Seccién 1.4). El vector v; que hemos elegido es
Unico, en el sentido de que si C;,...,Cy, es otro ciclo que incide en V; con la misma

orientacién que C;,...,C;,, entonces se tiene que
‘I’d(ell/\---/\eld)z)\vi: con A>0 (1)

La razdn de esto es que los vectores e;,,...,€;, ¥ €1,,...,€;, generan el mismo espacio
vectorial (por el parrafo anterior) y ademas son bases con la misma orientacién en este
espacio, por corresponder a ciclos con la misma orientacién (ver demostracién de la
Proposicion 3.3.4). Esto quiere decir que e;, A...Aej, = dej, A...Aep,,con A >0 (Xes
igual al determinante del cambio de las dos bases). Por tanto se tiene (1). Por supuesto,
por las propiedades de ®, el vector v; es ortogonal a los vectores e;, ,k = 1,...,d, donde
C;, son todas las caras que inciden en V.

Vamos a ver que los vectores v; que hemos elegido verifican las hipétesis (b) y (¢) de
la Proposicién 3.2.1. Asi pues, sea L; = (f(en,vi)) la matriz de productos escalares de
los vectores ey, ..., e, ¥ los vectores vy, ..., v,, es decir, si V es la matriz cuyas columnas
son las coordenadas de los vectores v;, entonces L; = E'FV. Tenemos que ver que esta
matriz es del mismo tipo combinatorio que £L(P) y que es totalmente no positiva.

Supongamos primero que la entrada (h,%) de la matriz £(P) es cero; esto equivale
a que V; € Cy. Por lo que hemos visto arriba, se tiene que f(en,v;) = 0, es decir, la
entrada (k,t) de la matriz L, es igual a 0.

Reciprocamente, supongamos que la entrada (A,:) de la matriz £(P) es no nula;
esto significa que V; € Cy, y debemos probar que entonces es f(ex,vi) # 0. Para verlo,

consideramos un ciclo orientado C;,,...,C;, de P que incida en V;. Puesto que C; no
incide en el vértice anterior, C;,,...,Ci,,Cr es un ciclo orientado ampliado, y por la
hipétesis (Pyy,) se tiene que G, . .i,n # 0; esto implica que los vectores e;,,...,€i,,€n

son linealmente independientes; como ademds, por comstruccidn, f(ei,,vi) = 0 (k =
1,...,d), debe ocurrir que f(ep,vi) # 0. Con esto hemos visto que las matrices L(P) y

79



L1 son del mismo tipo combinatorio, es decir, se verifica la hipétesis (b) de la Proposicién

3.2.1.

Finalmente, veamos que se verifica la hipétesis (¢). Consideramos dos entradas
Ly(h,i) = flen,vi) y Li(k,7) = f(er,v;) no nulas de Ly y vamos a probar que tienen
el mismo signo, es decir, f(en,vi}f(ex,v;) > 0.

Por las propiedades del operador de Hodge (Lema 1.4.1(a)) se tiene

flen,vi) = flen, ®alei, A ... A i, )) = Parile, Ao Ae A €h)
f(ek,vj) = f(ek,@d(eﬁ AU A ejd)) = Papi{e;, AL A ej, Nek)

Ademas, también vimos que

¢d+1(€i1 AN €ig A 6,5) = detE[zl .. .idh],

donde E[i;...iqh] es la matriz de coordenadas de los vectores ¢;,,...,e;,,es. Andlo-
gamente, si E[j; ... j4k] es la matriz de coordenadas de los vectores e, ..., €j4; €k, S€
tiene

(I)d+1(6j1 Ao Nej, A ck) = detE[_jl .. .jdk].

Entonces,

flen,vi)flex,v;) = detE[ty...iqh] detE[j1 ... jak] =
= detE[iy ...1qh] (detf) detE[jy ... jak] (detf) = G(1* %) (detf)

11...jdk

Puesto que hemos elegido los ciclos C;,,...,Ci, v Cj,,...,C;, con la misma orientacién,
por la hipdtesis (Myy1), se tiene entonces que G(;::"‘.;:’;)(detf) > 0.
Finalmente, si ocurre que todas las entradas no nulas de L, son positivas, los

vectores —v; son los que verifican las hipotesis de la Proposicion 3.2.1.

La unicidad se obtiene del Lema 1.1.1.
O

Como casos particulares del teorema anterior, obtenemos la caracterizacién de las
matrices de Gram de politopos de un tipo combinatorio dado, en el espacio esférico o
hiperbdlico. También se obtiene facilmente una caracterizacion de las matrices de Gram

de politopos compactos hiperbolicos de un tipo combinatorio dado.

Teorema 3.4.2. (Caracterizacion de matrices de Gram de politopos esféricos) Sea P
un d-politopo abstracto con n caras (de codimensién 1) numeradas, Cy,...,C,. Sea
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G = (gij) una matriz simétrica de orden n, con ¢;; = 1 paratodoi = 1,...,n y de
rango d + 1. Entonces existe un politopo P C 8% que realiza P y G si y sélo si se

verifican las siguientes condiciones:

(R) (Rango)} Dados un vértice cualquiera de P y todas las caras Cj,,...,C; , gueinciden
en él, la submatriz G[::::] tiene rango d;

(Ps) (Menores principales de orden s} Si 2 < s < d, F4_; una (d — s)-carade P y
Ci,,...,Ci, es un ciclo orientado truncado que incide en Fy_,, entonces Gy, ;, > 0;

(Pay1) (Menores principales de orden d+1) SiCy,,...,Ci,,, es un ciclo orientado ampliado
de P, entonces G, iz, > 0;

(Mg41) (Menores mixtos de orden d +1) 51 Cyy,...,Ciy,Ciypy ¥ Cipyev 2 Chy,C

ciclos ampliados con la misma orientacidn, entonces G(;:;i;‘:ﬁ) > 0.

241 Son dos

Ademas el politopo P es tnico salvo isometria esférica.

Observacién. En la demostracién del teorema, quedara claro que la condicién (P,) es

equivalente a:

(P4) Para todo ciclo orientado C;,,...,C;, de P la submatriz G[::::":‘] es definida posi-

4
tiva.

Demostracion:

(=>) Supongamos que existe P C 8¢ que realiza P y G. Esto es lo mismo que decir
que el cono poliedral P € (R4F!, f) verifica lo mismo, donde ahora f es el producto
escalar euclideo. La restricciéon de una forma cuadratica definida positiva a cualquier
subespacio es también una forma definida positiva; por tanto se tienen trivialmente las
condiciones (P,), 6 (Ps). La condicién (R) se obtiene del Teorema 3.4.1 y de que f es
definida; las condiciones (Pg+1) y (Mg4+1) se obtienen del Teorema 3.4.1.

(<=) Las condiciones (P;) (o bien (Py)) y (Pa+1) implican que la signatura de la
matriz G es (d+1,0). Entonces se verifican las condiciones del Teorema 3.4.1, y se tiene

el resultado.

c

Teorema 3.4.3. (Caracterizacién de matrices de Gram de politopos hiperbdlicos) Sea
P un d-politopo abstracto con n caras (de codimensién 1) numeradas, C;,...,Cpn. Sea
G = (gi;) una matriz simétrica de orden n, con g;i = 1 para todo i = 1,...,n y de
rango d + 1. Sea W un subconjunto no vacio del conjunto de vértices de P. Entonces
existe un politopo P C H? que realiza P y G, y tal que los vértices correspondientes a
los vértices de W son finitos, si y sélo si se verifican las siguientes condiciones:
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(R) (Rango) Dados un vértice cualquiera de P y todas las caras Ci.,---,Ci,. queinciden
en él, la submatriz G[:i::] tiene rango menor o igual que d;

(Ps) (Menores principales de orden s) Si 2 < s < d, F4_, es una (d — s)-cara de P que
incide en un vértice de W y C;,,...,C;, es un ciclo orientado truncado que incide
en Fq_g, entonces G, _;, > 0;

(Pa+1) (Menores principales de orden d+1) SiCy,,...,C;,,, es un ciclo orientado ampliado

de P, entonces Gi1-..id+1 < 0;

o

(Mq) (Menores mixtos de orden d) S5iC,,,...,Ci, ¥ C;,,...,C;, son dos ciclos de caras de

P con la misma orientacién que inciden en vértices de W, entonces Gi, _;, > 0;

(My+1) (Menores mixtos de orden d +1) SiCyy,...,Ci,,Ciyy ¥ Ciyo oo ,Cjy, Cigyy son dos

1 ---i_did+1) <0

ciclos ampliados con la misma orientacidén, entonces G(;1 A

Observacién. La condicién (Py) es equivalente a la condicién ( Py) siguiente:

(Pg) SiCy,...,Ciy, es un ciclo orientado que incide en un vértice de W, entonces la

FOUR P,

submatriz G[:::d] es definida positiva.

Estas condiciones nos estan diciendo que la matriz correspondiente a la figura verticilar
de un vértice de W es definida positiva, y por tanto esta figura verticilar es un simplex
esférico, como corresponde a los puntos finitos del espacio hiperbélico.

Observacién. Por el hecho de que el conjunto W del enunciado sea no vacio no
necesitamos la hipétesis general del Teorema 3.4.1 de que la signatura de G sea (d, 1),
va que esto lo deducimos de la nueva hipétesis Ps. S1 W es vacio, aplicamos directamente
el Teorema 3.4.1. Si el conjunto W es el conjunto de todos los vértices de P, estamos
dando un enunciado para politopos compactos.

Demostracion:

(=>) Sea P C H? un d-politopo que realiza P y G y con los vértices correspon-
dientes a los vértices de W finitos. Para cada cara C; de P, consideramos su vector
ortogonal unitario exterior, €; (que estd en la esfera de De Sitter). Por el Teorema 3.4.1,
se verifican (R), (Pa+1) y (May1)-

Veamos ahora (P,). Sea C;,,...,C;, un ciclo orientado que incide en un vértice
V € W. Por el Lema 3.1.1, los vectores €;,,...,€;, son linealmente independientes.
Como el correspondiente vértice V de P es finito (por hipodtesis), la forma cuadratica
f restringida al hiperplano ortogonal de V' es definida positiva, y por tanto también se
tiene que la submatriz G[:::] es definida positiva (por tanto tenemos (Py)). Como
consecuencia, todos sus menores principales son positivos, con lo que tenemos (F;).

Finalmente, veamos que se verifica (My). Sean entonces C;,,...,Ci; ¥ Cj,,...,Cjy
dos ciclos de caras de P con la misma orientacién que inciden en dos vértices V; y V;
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de W. Sean V; y V; los vértices de P correspondientes a V;, V;. Por el Corolario 3.3.8,
se tiene que existen A; > 0y A; > 0 tales que

obien Vi = \;®qu(e;, A Aei)y V; = )\j@d(ejl A...Nej,)
o bien V; = —A\;®y(ei, A... Aei, )y V;= —/\j@d(eh,. € )
En cualquier caso, aplicando el Lema 1.4.1(c),
f(V;’ Vr) = )‘i)\jf(q)d(eh A A eid)tq’d(ejl AN ejd)) =
A detf) (A F)(er, Ao Aeigren Ao Aes) =
= Aidi(det IG5 3) = = AAG ()
Ahora bien, por hipétesis, V; y V; son finitos, luego f(V;,V;) < 0. Como A;A; > 0, se
tiene que G(;I;:) > 0, con lo que probamos (My).

(<==) Veamos primero que la matriz G tiene signatura (d,1). Sea V un vértice de
Wyseal;,...,Ciy,Ci,,, un ciclo orientado que incide en V. Estudiando los signos de
los menores principales encajados de G tenemos:

Gil =1 > 0,
o Gy i
® Gy izigy, <0, por la hipétesis (Pgy);

> 0, para todo s = 2,...,d, por la hipétesis (P,);

Como el rango de G es d + 1, se deduce que la signatura de G, es la deseada.
Entonces, por el Teorema 3.4.1, existe un cono poliedral no degenerado y con interior
no vacio P ¢ (R4*1, f), con el mismo tipo combinatorio que P y cuya matriz de Gram es
G. En esta demostracion encontrabamos vectores vy, ..., v,, que eran los vértices de 15,
y por tanto verificaban que la matriz L, = (f(e;,v;)) era del mismo tipo combinatorio
que la matriz del tipo combinatorio de P y totalmente no positiva. Para terminar
la demostracion debemos ver que los vértices v; correspondientes a todos los vértices
V: € W tienen norma negativa y cortan todos a la misma hoja del hiperboloide; es
decir, hay que ver que f(v;,v;) < 0 para todos los ¢,j tales que V; y V; estén en W
(considerando también ¢ = j).

Sean pues V;,V; € W y sean como siempre C;,,...,Ci, y Cj,,...,C;, dos ciclos con
la misma orientacion que inciden en estos vértices. Por el Corolario 3.3.8, se tiene que

o bien v; = \i®a(ei, AL A )y v; = A®alej, Ao Aej,), con A A > 0;
o bien v; = _/\i@d(eil AN e,-d) y —v; = )\j@d(eh FARPIYAY Ejd), con A, /\j > 0.
En cualquier caso, e igual que en la demostracién de la condicién necesaria, se tiene

que iy
floi,05) = =26 ()
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Ahora, por la hipétesis (My) (esta hipdtesis equivale a (P;) si hemos tomado los dos

;:;‘:) > 0. Como
AiA; > 0, se tiene por tanto f(v,v;) < 0, de donde se deduce que los vectores v; y v;

vértices y los ciclos que inciden en ellos iguales) se tiene que G(

generan rayos vectoriales que cortan a la misma hoja del hiperboloide f~'(—1), con lo
que terminamos la demostracion.

C

Nota. Se puede ver que el teorema para simplices (2.1.1) es un caso particular de este
teorema, pues las condiciones sobre los signos de los adjuntos de la matriz de Gram de

un simplex conciden con las condiciones (My).

Finalmente, vamos a dar el enunciado explicito para poliedros (es decir, dimensién

3) compactos hiperbdlicos. Utilizaremos este teorema para los ejemplos del Capitulo 4.

Teorema 3.4.4. (Caracterizacion de matrices de Gram de poliedros compactos hiper-
bolicos) Sea P un poliedro abstracto con n caras ordenadas Cy,...,C,. Sea G = (gi;)
una matriz simétrica de orden n, de rango 4, y tal que g;; = 1 y si C; C; son caras
adyacentes de P, entonces =1 < g;; < 1. Entonces existe un poliedro P € H?® compacto
que realiza P y G si y solo si se verifican las siguientes condiciones:

(R) Dados un vértice cualquiera de P y las caras C;,,...,C;,, que inciden en él, la
submatriz G[:::ﬂ tiene rango 3;

(P3) SiC;,Cy,Cy son caras de P que inciden en un vértice, entonces Gijr > 0;

(Py) SiC;,C;,Cr son caras de P incidentes en un vértice, y C; otra cara que no incide en

ese vértice, entonces Gixt < 0;

(Ms) siCyy,Ci,,Ciy ¥ Cj,,Cj,,Cj, son dos ciclos de caras de P con la misma orientacion,
t1izi3 .
entonces G(j1jzja) > 0;
(My) SiC;,.Cyi,,Ciy ¥Cjy,Cj,,Cy, son dos ciclos con la misma orientacion, C;, es una cara
que no incide con el primer ciclo, y Cj, una cara que no incide con el segundo,

entonces G(;:;:;i')‘:) < 0.

Apéndice C: Descripcion del tipo combinatorio de conos

poliedrales

Sea Ey = (R4, f) un espacio geométrico. En esta seccién vamos a considerar un
cono poliedral P, definido a partir de los vectores ortogonales a sus caras, es decir
P = P(ey,...,ep), o bien definido a partir de su matriz de Gram, es decir, P = P(G).
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En ambos casos vamos a estudiar el tipo combinatorio de P. La forma de describir el

tipo combinatorio seré:
(I) dar todos los vértices;
(IT) dar todas las caras de codimensién 1;

(III) dar las relaciones de incidencia entre vértices y caras de codimensién 1 (por ejemplo
la matriz del tipo combinatorio de P).

Descripcién de un cono poliedral a partir de sus caras

Sean ey,...,en, € R*T!. Consideramos el cono poliedral
P=Ple,...,en) =Nk, H-
donde recordamos que los semiespacios H. . vienen dados como
H = {v e R*"" | f(v,e;) < 0}.

Supondremos siempre que el cono poliedral P es no degenerado, es decir, el conjunto
de vectores {e,...,e,} tiene rango d + 1 (si P es degenerado, entonces, por el Lema
1.3.3, podemos considerar el cono poliedral P = PN K donde K es un subespacio de
R4*! complementario a N2, H; y P es ya no degenerado).

Para abreviar, en lo que sigue de esta seccién, denotaremos W := R%*!. Denotare-
mos por E a la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores ey, ..., e, {en
la base canénica de R¥*1) y por E[i;...i441] a la submatriz cuadrada de E formada
por las filas 1y ...2441 de E.

(I) Vértices
Consideramos todas las posibles combinaciones de d elementos entre los n vectores
ei,...,€n. Para cada eleccion de d vectores, ¢;,,...,¢;, (fijado un orden cualquiera
entre ellos) consideramos el vector e;, A...Ae;, € AW y su imagen por el operador de
Hodge
Vi, i = Palei, AL Aeiy).

Sea M la matriz de dimension n X (2) de productos escalares de los vectores ¢; {(j =

1,...,n) y los vectores v;, _;,, es decir,

M = (f(ej,viy...ig))-
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Las entradas de M son de la forma (utilizando las propiedades de &)

flejsviy.ia) = flej, ®ale, AL Aeiy)) =
= @44_1(851 NN €iy A E’j) = detE[z’l . Zd_]]

Por ser P no degenerado, la matriz M tiene alguna entrada no nula.

Observamos que v;,. i, = 0 si y sélo si ei, N... ANe;, = 0 siy solo si los vectores
€iy,---,€i, son linealmente dependientes. Esto equivale también a que la columna de

M correspondiente al vector v;, . ;, sea idénticamente nula.

Se puede ver facilmente cudles de estos vectores van a ser vértices de P:

Lema C.1. (Vértices) La columna M;, ;, correspondiente al vector v;, ;, determina
un vertice de P(e;,...,en) st ¥ solo si no es idénticamente nula y todas las entradas no
nulas tienen el mismo signo. Si el signo de las entradas no nulas es negativo, el vértice

es Vi, ..iy, ¥ SI este signo es positivo, el vértice es —v;, . i,.

Demostracidon:

Podemos suponer que v;,_;; # 0. El vector v, _;, esortogonalae;,,...,ei,,y como
estos vectores son linealmente independientes, se tiene que L{v;,  ;,) = I'}il N...0 ﬁ,‘d.
Entonces, por el Lema 1.3.4, el vector v;, ;, es un vértice de Psi y solosi flej,vi, . i,) <
0 para todo j = 1,...,n, equivalentemente, si todas las entradas no nulas de la fila
M;, . .i, son negativas. Si el signo de todas estas entradas es positivo, entonces —v;, _ i,

es vértice de P.

a

Puede ocurrir que dos vectores v;, . ;, ¥ vj,..;, verifiquen las condiciones del lema
anterior (y por tanto sean vértices), pero sean vectores proporcionales, es decir, definan
el mismo vértice de P (recordamos que un vértice de un cono poliedral no degenerado

. L ./ 4 N
es un rayo vectorial, y que, con abuso de notacién, estamos llamando también vértice
a cualquiera de los vectores que generan este rayo). Esto se detecta ficilmente, pues
Viy..iq ¥ Vjy..jq definen el mismo vértice si y solo si las dos columnas correspondientes

de la matriz M tienen las mismas entradas nulas.

De esta forma hemos encontrado todos los vértices de P; si una columna M;, . i,
tenia todas las entradas no nulas positivas, en vez de tomar el vector ~v;, .. i, , cambiamos
la orientacion del ciclo, es decir, tomamos por ejemplo el vector vi,i, . .i,.

Notacién. Sea M, la submatriz que consiste en elegir una columna de M por cada

vértice distinto de P.
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Una vez conocidos los vértices, podemos estudiar si el cono poliedral tiene interior
vacio y en ese caso para qué valor de s se reduce a una s-cara. Utilizando el Lema 1.3.1,
se obtiene trivialmente el siguiente resultado:

Lema C.2. (Conos poliedrales con interior vacio)

(a) EI cono poliedral P tiene interior vacio si y sélo si alguna fila de My tiene todas
las entradas nulas (esta fila corresponde a un hiperplano que contiene a todos los

vértices).
(b) ‘Supongamos que i1,...,t; son todas las filas de My que tienen todas las entradas
nulas. Entonces P se reduce a una s-cara donde s =d —rg{e;,, ..., €, }. O

(II) Caras de codimension 1

Supongamos que P tiene interior no vacio. Queremos ver cuales de los hiperplanos
H; definen una cara de codimensién 1, es decir, cudles de estos hiperplanos no son
superfluos. Esto es facil, ahora que ya conocemos todos los vértices del cono poliedral;
en concreto, un hiperplano H; determina una cara de codimensién 1 si y sélo si los
vértices contenidos en H; no estan contenidos en ningiin H ; con j # ¢. Esta informacion

se puede ver mirando las entradas nulas de cada fila de M.

(I1I) Incidencias

Notacién. Sea M, la submatriz de My que consiste en elegir una fila por cada cara de

codimension 1 de P.
Entonces la matriz M; determina las incidencias entre los vértices y las caras de
codimensién 1 de P.

Descripcién de un cono poliedral a partir de su matriz de Gram

Consideremos ahora dada una matriz G simétrica de orden n, rango d+1 y signatura

la de f. Entonces existen n vectores ey, ...,en, € Ef = (R%*1, f) cuya matriz de Gram
es la matriz G; es decir, G = (f(ei,e;)) = G(e1,...,en). Queremos describir el tipo
combinatorio del cono poliedral P = P(G) = P(ey,...,en), en términos de la matriz

G. Supondremos que la base canénica de R?*+! es ortonormal para f, y denotamos por

F a la expresidén matricial de f en esta base.

En primer lugar observamos que el cono poliedral P es no degenerado por ser la

matriz G de rango d + 1.
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(I) Vértices de P(G)

Dados d indices 1 < #; < ... < ig < n, estudiamos si la interseccién I;’,—l N...N I-:T,-d
determina un vértice de P(G). Para ello, utilizamos la matriz Glji; ... 4| de orden
n x n que se forma orlando el menor principal G(;:::) con una fila y columna de G,

es decir,
Gllir-iall := (G( 4D
1k
La entrada (j, k) de la matriz anterior es

G(1 14y = det(Efiy ... 1a5]' F Eliy ... iq4k])

l]_.“l.dk

Lema C.3. (Vértices) Sea {¢1,...14} C X. Entonces
(a) dim(H;, N ...N H;,) = 1 si y sélo si rg{ei,...,ei;} = d si y sdlo si la matriz
Gl|#1 .. .14|| tiene alguna entrada no nula;

(b) Supongamos que se verifica (a); entonces H;, N ... N H;, determina un vértice de
P(G) si y solo si todas las entradas no nulas de G||t; ... 14f| tienen el mismo signo.

Demostracidn:

Si rgfei,,..., e} = d, como rg{er,...,en} = d + 1, existe j € X tal que los
vectores ¢, ,...,¢e;,,¢; son linealmente independientes. En este caso, la entrada (j,7)
de la matriz G|¢; ... 4| es no nula. Reciprocamente, si la entrada (7, k) de G|t ... 14]| es
no nula, entonces los vectores e;,,...,¢;,, ¢; son linealmente independientes, y también

lo son los vectores €;,,...,¢€;,,ex. Con esto tenemos {a).

Veamos ahora (b). Consideramos el vector vi, i, = ®ale;, A ... Ae;,). Por las
propiedades de ® (Lema 1.4.1(a)), vi,.. i, es ortogonal a ¢;,, ..., e;,; como consecuencia,

Vi, ..iq genera la recta vectorial H;, N...N H;,.

Supongamos que esta recta vectorial contiene un vértice de P; esto quiere decir que
f(viy igsei ) f(viy igrex) > 0 (paratodoslos 7,k € {1,...,n} tales que e; y ex no depen-

dan linealmente de e;,,...,e;,). Como consecuencia, detE[z; ... i47]' detE[iy...14k] > 0
(aplicando de nuevo el Lema 1.4.1(a)), v por tanto la entrada (j,k) de la matriz
G|li1, ..., tq|| tiene signo igual al signo de detF. Se deduce por tanto que todas las

entradas no nulas de esta matriz tienen el mismo signo.

Reciprocamente, si todas las entradas de Gl|i; ...14]| tienen el mismo signo, en-
tonces, comparando dos entradas (7,%k) y (7,{) no nulas, se tiene que f(vi, . .i,,ex) ¥
f(viy. ig»€r) tienen el mismo signo. Como consecuencia, por el Lema 1.3.4 se tiene que
o bien v;, i, o blien —v;, ;, es vértice de P(G)

a
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La matriz G||¢; ... 14| es “casi” una submatriz de la matriz de menores de orden
d+1 de G; en concreto, si llamamos G* a la matriz cuyas entradas son los menores de
orden d + 1 de G que contienen las filas y las columnas 1,,..., %4, entonces G|ji; . .. 14|
y G* se diferencian en

s el signo de algunas filas y las correspondientes columnas,
¢ una permutacién de las filas y la misma permutacion de las columnas.

Como consecuencia, y como el rango de G es d + 1, se tiene que rgG* = 1, y también
rgG|j2; ... 14]| = 1. Esto nos permite en particular conocer el signo de todas las entradas
de Glliy ... 14| a partir del signo de unas pocas.

(IT) y (III) Caras de codimensién 1 y relaciones de incidencia

Sean i1,...,%q tales que H; N ... N H;, contiene un vértice de P(G); es decir, la
matriz G|t1,...,%4|| tiene todas las entradas no nulas del mismo signo. Entonces un
hiperplano H; pasa por este vértice si y sdlo si la columna #-ésima de G||tq,...,14]| es

idénticamente nula.

Esto nos da las relaciones de incidencia entre vértices y caras. Finalmente, obser-
vamos que H; N P es una cara de codimensién 1 si y sélo si el conjunto de vértices que

contiene no esta estrictamente contenido en ningun otro hiperplano Hj, con j # «.

Con esto hemos descrito el tipo combinatorio del cono poliedral P(G).
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Capitulo 4:

Teorema de Andreev para algunos

tipos de poliedros

Fijado un tipo combinatorio de politopo, P, en el Capitulo 3 hemos descrito el conjunto
de matrices que son matrices de Gram de politopos de este tipo combinatorio {en un
espacio que pensaremos que es esférico o hiperbdlico). Todas estas matrices forman un
conjunto G en el espacio RY (con N = (g), y n el nimero de caras del politopo). La
matriz de Gram refleja datos métricos del politopo: dngulo (o distancia) entre cada dos
hiperplanos que contienen caras del politopo. Si dos caras son adyacentes, este dato
es menos €l coseno del dngulo diédrico. Por tanto, las coordenadas de RY son de dos
tipos: N, coordenadas correspondientes a angulos diédricos, y N, correspondientes a

pares de caras no adyacentes del politopo.

Dado un punto 4 € R existe un politopo con estos angulos (y del tipo com-
binatorio dado) si el punto A estd en la proyeccion del conjunto G. Por tanto, el
espacio de {cosenos de) angulos diédricos de politopos de un tipo combinatorio dado es
la proyeccién del conjunto ¢ de matrices de Gram sobre el espacio de coordenadas que

representan los angulos diédricos.
El capitulo se desarrolla en torno a dos hechos principales:

{1) Las condiciones del Teorema 3.4.1 (y los siguientes) son igualdades y desigual-
dades polindmicas en las entradas de la matriz de Gram. Como consecuencia, el conjunto
G de matrices de Gram es un conjunto semialgebraico real. Entonces, por el Teorema
de Tarski-Seidenberg (ver por ejemplo [BR]}, su proyeccién es también un conjunto
semialgebraico real. Esto quiere decir que esta proyeccion, el espacio de angulos, se
puede expresar por medio de igualdades y desigualdades polindmicas en los cosenos
de los angulos diédricos. Para los prismas triangulares damos explicitamente una des-
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cripcidén de este tipo (Seccidn 4.2). El método de proyeccidn que utilizamos para los
ejemplos que hemos estudiado es el de eliminacion directa de las incégnitas, despejando
v sustituyendo.

(2) Unicidad de la solucién. Supongamos dados unos angulos diédricos tales que
existe un politopo con esos angulos; una pregunta importante es saber si este politopo
es Unico {manteniendo por supuesto el tipo combinatorio). Esto equivale, en el lenguaje
anterior, a que el conjunto & se proyecte de forma inyectiva. En dimension 3, por los
resultados de Cauchy ([Cal, ver también [HR]), la unicidad es cierta para poliedros
trivalentes. Con el estudio que hacemos para descendientes de tetraedros se da en este
caso una demostracién alternativa de este resultado de unicidad (Proposicién 4.3.6).

En los calculos que haremos utilizamos frecuentemente las identidades de Sylvester.
En la Seccidn 4.1 explicamos algunas relaciones que se obtienen de éstas, y sus signifi-
cados geométricos. En la Seccion 4.2, describimos el espacio de angulos de prismas
triangulares hiperbdlicos (compactos o no) y esféricos. Este es un caso sencillo porque
se proyecta a un espacio de dimensiéon una unidad menor. Con esto vemos entonces
el teorema de Andreev generalizado para prismas triangulares. En la Seccion 4.3, se
establece el teorema de Andreev generalizado para descendientes de tetraedros. Damos
un método para eliminar las entradas de la matriz de Gram que no corresponden a
angulos diédricos. En estos casos este proceso es sencillo, pues las incégnitas se pueden
eliminar sucesivamente mediante polinomios cuadraticos. Finalmente, en la Seccidn 4.4,
se trata el ejemplo del cubo. La combinatoria del cubo, para el problema' que estamos
tratando, es de naturaleza bien distinta a la de los ejemplos anteriores, ya que las tres
entradas de la matriz de Gram que no corresponden a angulos diédricos ya no se pueden
eliminar sucesivamente como en el caso de descendientes de tetraedros. Para este caso

mostramos algunos ejemplos.
4.1 Lemas técnicos y significados geométricos

Damos aqui algunos lemas que se utilizaran en el resto del capitulo. Estos lemas se
deducen principalmente de los productos exteriores del espacio (R%+!, f) (ver Seccién
1.4) y de las identidades de Sylvester {ver Apéndice A, en el Capitulo 1).

Nota 4.1.1. (Interpretacién de las condiciones (My) y (Ma+1) de los teoremas de
caracterizacién de matrices de Gram del Capitulo 3). Sea G una matriz simétrica de
rango d+ 1; segin hemos venido haciendo en el Capitulo 3, podemos interpretar G como
la matriz de productos escalares de n vectores en un espacio geométrico (R?*1, f), con

f no degenerada.
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(a) Los menores de orden d+1 de G se pueden interpretar como productos escalares
de vectores en (ATTIR4F! At f):

g _rad
G(;i;;:i) = (/\ +1f)(e,'1 AN /\eid+1,ejl A A ejd+1)

(ver Seccién 1.4). El espacio A*T'R?*! tiene dimensién 1 y A%+ f es no degenerada.
Por tanto, el producto escalar de dos vectores es nulo si y sélo si alguno de los dos
vectores es el vector 0. Es decir,

G(zl..~ld+1 =0 siysélosi G;

F1odd g1 iodegn =0 0 G, =0

Observemos que, para algunos menores particulares, esto también se deduce de la iden-
tidad de Sylvester
G: G =G G G(il---idj 2
i dg i dagk = Ui Ui gk T i1 )

gk

pues si rgG = d + 1, se tiene que Gi,._ i,k = 0.

Si pensamos en el caso hiperbdlico, el producto escalar A%T! f es definido negativo.
Entonces, la condicién (Myy;) del Teorema 3.4.1, G(;:;‘:‘_i) < 0 dice entonces que los
vectores €;, A...Aej,,, ¥y e, A...Aej, . tienen norma del mismo signo, es decir, son pro-
porcionales con constante de proporcionalidad positiva. Es decir, la condicién (Mgy1)
equivale a que todos los vectores de A9TIR4+! correspondientes a ciclos ampliados con
la misma orientacion tengan norma del mismo signo. Como consecuencia inmediata, se
puede reducir la condicidon {My41): st en un politopo hay R ciclos orientados ampliados,

entonces para tener {Mg41) es suficiente con calcular R — 1 menores mixtos adecuados.

(b) Los menores de orden d de G se pueden interpretar como productos escalares
de vectores en (AYRAT! ACf):

G(rt) = (N F)en Ao Aeigres A Aej,)

El espacio AYR?*! tiene dimensién d; para el caso hiperbdlico, A% f tiene signatura (1, d),
es decir, la opuesta del espacio hiperbdlico. Podemos entonces pensar en este espacio de
forma totalmente analoga a como lo haciamos con el espacio hiperbdlico; por ejemplo,
ahora la linea de nivel 1 es un hiperboloide de dos hojas. Si estamos estudiando el caso
compacto (Teoremas 3.4.3 y 3.4.4), es decir, queremos que todos los vértices sean finitos,
la condicién (P,) impone la condicién de que ciertos vectores de AYR4*! tengan norma
positiva, es decir, estén en el hiperboloide de dos hojas. Y la condicién (My) impone
la condicién de que todos estos vectores estén en la misma hoja de este hiperboloide.

Como consecuencia inmediata, también podemos reducir la condicién (My), ¥ asi, si
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el politopo tiene S ciclos orientados, basta calcular S — 1 menores mixtos adecuados
para tener {My). También utilizaremos este espacio principalmente para probar: si dos
menores Gi,..i; ¥ Gj,..;4 de G son positivos y existe otro menor principal Gk,...x, DO
negativo, entonces se verifica G(,:l"'i‘ )G(,‘:i‘,’c‘:) > 0 (esto se utilizard en el Teorema

1--kg
4.2.3, aunque daremos también una demostracién algebraica).

Lema 4.1.2. Sea G una matriz real simétrica de orden .

(a) SupongamosrgG = d+1 y supongamos que el menor G;, . 4,,, esiguala 0. Entonces

G(;:;;:t) = 0, para todo j},... ,jd+1 € {1: '1”’}'

(b} SirgG = d+ 1 entonces rg(A"G) = (d'rH), donde AN"G es la matriz de menores de
ordenr de G.

(c) SirgG < d+1 y todos los menores principales de orden d + 1 son iguales a cero,
entonces rgG < d + 1.

(d} tgG = d+1 si y sélo si todos los menores principales de orden mayor que d + 1 son
iguales a cero y hay algun menor principal de orden d + 1 distinto de cero.

Demostracion:;

Si G tiene rango d + 1, podemos ver G como la matriz de productos escalares de
n vectores uj,...,un en el espacio vectorial R%*! respecto de un producto escalar f
no degenerado, y tal que entre los uy,...,u, hay d + 1 linealmente independientes.
Entonces (a) es inmediata, utilizando la Nota 4.1.1(a), porque u;, A ... Aui,, =0.

Para (b), se tiene que A" f es un producto escalar no degenerado en ATR*! y ATG
es la matriz de productos escalares de los vectores u;, A ... A u;,, para todo 1 <13 <
... < ir < n. Puesto que entre los vectores uy,...,u, hay una base de R%*! se verifica
que entre los vectores u;, A ... A u;, hay una base de A"R?+!. Entonces el rango de
ATG es igual a la dimensién de ATR4*?, con lo que se tiene el resultado.

El apartado (c¢) se obtiene facilmente a partir de (a) y el (d) a partir de (c). O

Vamos a utilizar frecuentemente las identidades de Sylvester para obtener relaciones
determinantales entre los menores de las matrices de Gram de poliedros. Utilizaremos

esta férmula principalmente para orlar menores de orden 2 y 3.

Asi por ejemplo, si G es una matriz simétrica de orden 5 (como es la matriz de
Gram de un prisma triangular}, obtenemos las siguientes férmulas, que apareceran en

la Seccién 4.2 y que resumimos aqui para conveniencia del lector.

Lema 4.1.3. Sea G una matriz simétrica de orden 5.
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(2} (Identidades de tipo estandar) Orlar un menor de orden 2 en una matriz de orden
4‘.

G12Gi245 = G124G125 ~ G(ii;)z
235
Gl?Gqu) = Gl%G(iii) - G(igi)G(gg)
Orlar un menor de orden 3 en una matriz de orden 5:

1234
G123Gi2345 = G1234Gra3s — G(1235

(b) Sea u la entrada (4,5) de la matriz G; entonces el discriminante de detG respecto

de u es
1234
(Igss)r + G123(G1ro345 Y,y = G1234G 235

(¢) Modificaciones de una identidad de tipo estandar:
—G(120)Grasas = —G1234G (1345) + G 1245) G (1538)
(d) Orlar un menor de orden 2 en una matriz de orden 5:
Gr2Ghazss = G123 Gizes — G(154) G 1nas) + G 133)G (1255)
Grz2Ghazss = —G(134) G(1335) + Gr24Grass — G(153) G (133)
Si detG = 0, entonces

2G(13)G(138)G(12%) = —G12G123G124s + G125G(124) + G124G(125)

124

(e) Orlar un menor de orden 2 en una matriz de orden 5 con dos filas iguales:
G123G(125) — G(130)G (1235) + G125) Grase =0

Demostracion:
(a) Demostramos la tercera igualdad, las otras dos son analogas. Orlando el menor

(G123 con una fila y una columna de G, obtenemos la matriz

b= (S S0
G(Z)  Guass

Por la identidad de Sylvester, se tiene que detB = (G133detG. Calculando el determi-

nante de & se tiene la tercera férmula.
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(b) Evaluando la expresién anterior en u = 0, se obtiene una factorizacién del
discriminante del polinomio en

detG = —Giasu® ZGG%) ¥ (G12345) 0o

(c) Orlando el menor G(}3) en la matriz G[}g:;g] (es la matriz G con algunas

columnas cambiadas de orden), por la identidad de Sylvester se tiene

GUE)GHE) = GOEIGLE) - GUEIG(R)

1245

Ahora, cambiando de orden filas y columnas en los menores que aparecen en la expresidn
anterior, se obtiene la identidad del enunciado.

(d) Si orlamos el menor G113 con una fila y una columna de , obtenemos la matriz
Gus  G(i) Glizs)
B=|G(3) Gua Gl)
G(iz3) Glizs) Guos
Por la identidad de Sylvester, se tiene que detB = G?#,detG. Desarrollando el deter-
minante de B por la primera columna y aplicando una identidad de Sylvester de tipo

estandar a cada adjunto, se tiene
2 _ 1235 123 1234
G12Gr2345 = G123G12G1245 — G(124)G1 (1245) + G(125)G12G(1245

Dividiendo por G2 se tiene entonces el resultado.

La segunda igualdad es andloga, desarrollando el determinante de la matriz B por
la segunda columna.

Para la tercera igualdad, desarrollamos el determinante de la matriz B por la

primera fila
G1,G120es = G12aGn2Gizes — G(133) [G(139) Gras — G(135) G (129)] +
+G(133) [6(120)G(125) — G (125) Gra] =
 GusGisGirnes — G(12) Guas + 26 (LG G L) - G(E) G

Como Gio345 = detG = 0, se tiene el resultado.

(e) Consideramos la matriz G[iggié] (que resulta de sustituir la fila quinta de G

por la fila tercera, con lo que esta matriz tiene dos filas repetidas), y orlamos el menor
G1,, con lo que obtenemos de nuevo una matriz con dos filas iguales:
123 123
G Clag) Oy
B = Gigi G(124) G(}%i)
Gli2s Gy G 125)
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La matriz B tiene entonces determinante nulo. Si desarrollamos este determinante por
la primera fila, y aplicamos identidades de Sylvester de tipo estdndar a los adjuntos de
B. se tiene

0= detB = GinGuG(iY) - GGG + G(HGuG ().

1245 124 1235 25 1224

v dividiendo por G,,. nos queda

0= G1‘23G(i§i§) - G(lgs)G(l?si) + G(igg)GmM

4.2 Prismas triangulares

En esta seccién vamos a estudiar el espacio de dngulos de los primas triangulares com-
pactos hiperbdlicos, de los prismas triangulares hiperbdlicos (no necesariamente com-
pactos) v de los prismas triangulares esféricos.

Consideramos un prisma abstracto P con las caras numeradas segtn la Figura 4.1.
La numeracion de las caras induce una numeracion en las aristas: si las caras C; ¥ C;

son adyacentes. denotamos por &;; a la arista comun.

La matriz de Gram de un prisma triangular en un espacio (R*. f) es de la forma

1 a2 a3 aig ais
a2z 1 a3z aq dass
G=G(P)=| a3 azy 1 s azs | »
Q14 Q424 QO34 1 u
ars azs dis U 1
Figura 4.1




donde @;; = — cos a;;, siendo «;; el angulo diédrico en la arista &;j; y la entrada u es
el producto escalar de los vectores normales unitarios exteriores a las caras Cy y Cs del
prisma.

La forma de calcular el espacio de dngulos sera: en primer lugar, calcular la entrada
u en funcién de las demas entradas de la matriz, utilizando para ello la condicién de
que la matriz G debe tener rango 4; aplicarle a esta matriz (que ya sélo depende de los
angulos diédricos) el teorema de caracterizacién de matrices de Gram que corresponda.
Las condiciones de los Teoremas 3.4.1, 3.4.2, 3.4.3 y 3.4.4 son desigualdades polinémicas
en las variables a;; y u; al sustituir u por su valor en términos de los a;; ya no tendremos
expresiones polindmicas, sino que tendran cocientes y raices cuadradas. Finalmente
eliminamos los cocientes y las raices cuadradas, teniendo cuidado con el sentido de las
desigualdades.

En los dos lemas siguientes vamos a estudiar los polinomios resultantes de sustituir
la incégnita u por su valor en funcion de las demas entradas de la matriz en los menores

G(ig‘;) y G(igjg) Estas resultantes se pueden obtener por el método estandar mediante

el determinante de la llamada matriz de Sylvester. Calcularemos las resultantes de esta
forma, y también vamos a hacerlo de forma directa, para ir siguiendo el sentido de
las desigualdades. Estos dos lemas son la parte fundamental de los teoremas de esta
seccion.

Lema 4.2.1. (Resultante de G(}g‘;) y detG respecto de u)

(a) La resultante de G(ig‘;) y detl respecto de u es el polinomio

Ry = —G123G124G125 + G12G124G1235 + G12G125 G234

(b) Si Gi24 > 0, Gia5 >0 y G123 < 0, entonces R < 0
(c) Sillamamos F) := G%,G1224G1235 — (}%;) G(}gi) entonces Fy = G123 Ry

Demaostracion:

(a) Si expresamos G(}a5) y detG como polinomios en u se tiene

G(i33) = Gzt + G(135),,_,
detG = —G123U ZG(E;:) vao + detG!u=o

Se tiene entonces que

| Gz G(is))._, 0
Ry = res(G(}g‘;),detG,u) = 0 G2 G(i;;)h:o =
~Gus =2G(1335)),., detGlu,
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= ngdetGh:o + 2G12G(}§§)|u=DG(i§g;)]u—o G123G(}§§)|u . {1
= Ohdet@o + Gu6)),_ 0had)y.., ~ 662),,, UG (E) =)

— 2 itq
= G12GraaGizss — G2G(123)G (1332, _, — G133, G (120 G (133) =9
= G12G124Gho35 — G125G(igi)2 ="

= G12G124G 1235 + G12G125G1234 — G123G 124G 125,

donde hemos utilizado las siguientes identidades de Sylvester: para (i), la segunda iden-
tidad del Lema 4.1.3(a), evaluada en u = 0; para (ii), utilizamos la segunda identidad
que aparece en el Lema 4.1.3(d), evaluada en u = 0; para (iii), se utiliza la siguiente
identidad, analoga a la segunda del Lema 4.1.3(a) evaluada en u =0

1245 124 123
Gl?G(wss) - Gl?SG(ma) G(125)|U=OG(125)3
finalmente, para (iv) se utiliza la identidad de Sylvester de tipo estdndar

G12G1234 = G123G124 - G(ing

(b) Por las hipdtesis, se tiene que G123G124G125 < 0; por tanto,

Ry = —G123G124Gr25 + G12G124G1235 + G12G 125G 1234 <
< =G123G124Gras + G12G124Gra3s + G12G125Gr2sa — G123G124Gros =
= G124 (G12G1235 — G123G125) + G125 (G12G1234 — G123G124) =
= -GG}’ - GG (1),
donde para la ultima igualdad hemos utilizado dos identidades de Sylvester de tipo
estandar {una de ellas es la (iv) del apartado anterior).

Por las hipdtesis que tenemos, se deduce que Ry < 0.

(¢) Utilizando identidades de Sylvester de tipo estandar (solo en la primera igual-

dad), sustituimos los menores mixtos por menores principales:

Fi = G},G13Guass — G((29) G(133)°
= G2,G1234Gr235 — (G123G124 — G12G1234) (G123G 125 — G12Ghass) =
= —G133G124G 125 + G12G123G124G1235 + G12G123G 125G 1238 =
= G123 (—G123G124G125 + G12G124G 1235 + G12G125G1234) = Gz Fa
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Lema 4.2.2. (Resultante de G(igig) y detG respecto de u)

(a) Sea F, := G124G1235 — G125G1234. Se verifica que

= G(125)G (122s) + G (12 G (1355)

¥ la resultante de los polinomios detG y G(igjg), respecto de la variable u es igual

a Ry i= Gio3a F3.

1234
G(13as —VGi234G1z35

Duo
—Giz2s

(b) Supongamos que Gi23 # 0, Giaz4 <0, G235 < 0, y u =
entonces

(i} Si G123 > 0, entonces G(ig:‘;) < 0 s y sdlo si se verifica Sy2 6 87,, donde

= { SRS 20) [0 z0 o) <o)
G()F <0 ST\ G+ 60 >0

124
(i1) Si G123 < 0, entonces G(igig) < 0 si y solo si se verifica 812 6 S},, donde

23
o= {CEROEI =01 g, (O S0 o) =01

G(124)F2 <0 G(13)" +6(H)" >0
(c) Supongamos que Gy > 0, Gias = 0, Gizag < 0, Grass < 0, G(}535) > 0 y

detG’| _

u = ——mma=2—. Entonces G(E:g) es negativo si y solo si se verifica Sys.
1235 lu=0

(d) Supongamos que Gi2 > 0, Giza > 0, Gr23a > 0, G35 > 0, y sea u =

G(1338), ,FVC1234Graas
2 s = ; entonces G({313) > 0 equivale a que se verifica S{y 6 i3,
donde
123y (123
" {G(124) (152) > 0}
G(134)F2 > 0
Demostracion:

(a) La resultante R, de los polinomios

detG = —Grzau® ~ 2G(3333)| _ v + detG,_,
G(38) =GR + G,

1245 124

es el determinante de la matriz

—Gis  —2G(i335),,., detG.,
—6(%)  G(Ey, 0
0 -G(30 G,
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Entonces

Ry = -GG (1301 _, + 601D (—26(139),._,6(28) ., + G(12)deiGy, ., ) =1
= ~G12s (G1234G1245|u=0 — GizedetG, , ) +
+G(2) (260G (12),
= Gizaa (~GuasGuaus,_, +26(2)G(E), )+
+detGl,oy (Gr2sGras = G(2)7) =9
= Gi2a (G(R)GCED, L, + GURG(RY), _, — GudetG,,) +

+ detG, ., G1zGuass = Grzaa (GG (ES),_, +GURGEED, )

- G(;gi)detGlu=0) =

donde para (i) utilizamos la identidad estdindar G;24detG = G1234G245 — G(ig:g 2,
evaluada en u = 0, y la identidad del Lema 4.1.3(c); y para (ii) se utiliza la primera
igualdad del Lema 4.1.3(d), evaluada en v = 0, y la identidad estandar G1,G1234 =

123\2
G123G124 — G(124 .

Finalmente, para probar el resultado, vemos que
G13)C (25,0, + C12)C (3304, = C12) G izss) + G (150G (525)

(es decir, la misma expresién pero sin evaluar en u = 0). Para ello, operamos en la

expresion G(ig:) (}gi;) + G(}gi)G(igig) hasta ver que es igual a F3, que no depende
de u (utilizaremos identidades de Sylvester de tipo estandar en la primera y dltima

igualdades):

G (123G (1243) + G(12)C12a5) =
= (1) G020) G ling) = G12) Gliad) |, gz Glizd) Glizs) G(155) G (i20)

125 124

G2 Gi2
2 2

_ —G(35) Gra + G(j5y) Guos _

G12
_ G123G124G1zs — (125) Gi24 — G123G124Gras + G(124) Gzs _

(12
Gi23Gros — G(123)° G2’ — G13Glas

Gros—2 12; ==+ Glos G = (124G 1235 — G125G1234 = Fy

12 12

g(u.u —VGr22:Crass

(b) Supongamos que Gi23 # 0y u = = . Desarrollamos el menor
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1243 ) . L _
G(]245) como polinomio en u y sustituimos u por su valor:

Glizes) = —G(aa)u + Glinis)),, =
—G(151)G (i§§§)|u=o + G(133)v/G1231Gra3s — GmG(,‘E;*E
—Ghz3

GG s CLAV Gl

_'(;123

donde la ltima igualdad se deduce del Lema 4.1.3(e), cambiando de orden filas y
columnas y evaluando en u = 0.

1243

(b)(i) Consideremos primero el caso en que Gz3 > 0; en este caso, G{ o42

)_< 0 si y sdlo
si el numerador es positivo, es decir, s1 y sélo si

G(120)VGi234Grzss > =G (j5) Grasa ey

Si se verifica 8}, es decir, G(igi) > 0, G(igg) < 0 y alguno de los dos no nulo,
entonces es inmediato que se verifica la desigualdad (1). Supongamos ahora que se

verifica S12, es decir, G(12)G(13) > 0y G(12)F, < 0. Tenemos dos casos:

(A) G(1%) > 0y G(}%) > 0; en este caso la desigualdad (1) es equivalente a

124 152

G(123) G1234G1235 > G(;sz) Giaaas

124

y por ser G234 < 0, esto equivale a
G(123)2G < G(123)2G
124) Gi2as 152) Gi2aa

Sustituyendo los menores mixtos por menores principales (mediante identi-
dades de Sylvester estandar) y operando, obtenemos:

(1) <= G(igi)szs - G(lsz) Gi23a <0
= (G123G124 — G12G1234) G235 — (G123G 152 — G12G1235) Goze < 0
<= G123 (G124G1235 — G152G1234) < 0

Ahora bien, como G(igi) > 0 y estamos en Sp2, se verifica Fy = G124G1235 —

Gi152G1234 < 0,y como G123 > 0, tenemos finalmente que la ultima desigualdad

es clerta.
(B) G(}33) <0y @G igg) < 0; en este caso, siguiendo los mismos pasos que antes

aunque con el sentido contrario de las desigualdades, se tiene que (1) es equi-

valente a G123F2 > 0. Ahora tenemos que G(}gi) < 0, por tanto (por estar en
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(b)(i)

S12), F2 > 0; como también es Go3 > 0, se tiene que la dltima desigualdad es
cierta.

, 1243 :
Reciprocamente, supongamos ahora que es &G (12 45) < 0 (o equivalentemente, se

verifica la desigualdad (1), ya que estamos en el caso G2z > 0), y probemos que
entonces se verifica §15 6 S15.

En primer lugar, si G(igz) = 0, entonces, como G234 < 0 debe ocurrir que G(}23) <
0; por tanto se verifica §,. De la misma forma, si G(igg) = 0, entonces debe ser

G(;gi) > 0 y también se verifica Sj),.

Supongamos ahora que G(}gi) ¥ G(i;g) son ambos no nulos,

e Si G(igz) < 0, entonces debe ser G(igg) < 0, y ademas, en este caso la de-
sigualdad (1) es equivalente a Gi23F> > 0. Como es G35 > 0, se verifica

E, > 0, y por tanto G(Ei)FQ < 0. Por tanto, se verifica Sy;.

¢ En segundo lugar, si G(igi) >0y G(;gg) < 0, entonces se verifica S,.

o Finalmente, si G(igi) >0y G(}gg) > 0, entonces la desigualdad (1) equivale
a Gig3Fy < 0; por tanto es F; < 0, y entonces G igi)FQ < 0, con lo que se

verifica S 12.

Consideremos ahora el caso en que G123 < 0. En este caso G(igig) < 0 si y sélo si

el numerador es negativo, es decir, si y solo s1

G(igi)\/G1234G1235 < —G(}§§)Gm4 (2)

En primer lugar, si se verifican las condiciones de &],, entonces la desigualdad (2)
se verifica automaticamente. Supongamos ahora que se verifican las condiciones de

S12. Siguiendo los mismos pasos que en el caso (b)(1), tenemos que:

(A) si G(j23) > 0, entonces G(}23) > 0y F; < 0; por tanto la desigualdad (2) es
ahora equivalente a G123 F3 > 0, que es cierta en el caso en el que estamos;

(B) por el contrario, si G(}22) < 0, entonces G(}23) < 0y F; > 0, y la desigualdad

{2) es equivalente a G123F; < 0, que también es cierta.

Reciprocamente, supongamos que se verifica la desigualdad (2). En primer lugar, si
123y _ 123 C o123y _ 123

G(124) = 0, entonces G({2;) > 0, y si G(;5,) = 0, entonces G(}7,) < 0. Por tanto

en estos casos se verifican las condiciones de §j;. Supongamos ahora que ninguno

de los dos menores es igual a 0; veamos que entonces se verifica S12. Tenemos tres

€asos:

o Si G(123) < 0y G(}%) < 0, entonces la desigualdad (2) es equivalente a

G123 F, < 0; por tanto, F» > 0 (porque Gi23 < 0), y entonces se verifica S12.
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o Si G(12) <0y G(1Z) > 0, entonces se verifican las condiciones de Sia.

124 152
¢ Finalmente, si G(gi) > 0, entonces es G i:g) > 0, y la desigualdad (2) es

equivalente a G123 F, > 0; por tanto, F; < 0 (porque G123 < 0), y entonces se

verifica S1,.

detG
c} Supongamos que & =0, u = —au=0 12e tenemos las demas hipdtesis
(c) Supong q 123 ) 2665, ¥y q 1p

del apartado (c¢) del enunciado. Por ser G123 = 0 se tiene

G(15) G i33)

G(iz5s) = G(i335),_, = — G (3)

1234
1235

segunda igualdad se utiliza la segunda identidad de Sylvester del Lema 4.1.3(a), evaluada

igg;) > 0y Gy2 > 0, se deduce entonces que G(}gg‘é)lﬂo > 0 (en

particular, u esta bien definido)} y ademas se tiene que G(}gg)G(ig;) > 0.

(la primera igualdad se obtiene desarrollando G{,73;) como polinomio en u, y para la

en © = 0. Como G(

En este caso, al sustituir u por su valor en G(ig:g = —G(ig:)u + G(igig)l , e
u=0
tiene que G(}g::) < 0 equivale a
123y _detG), . 1243
"G(124) + G(1245)|u=0 <0 (4)

26(133 ) o

Como G(igg:)lﬂo > 0, entonces la desigualdad (4) es equivalente a

—G(igi)detG|u=0 + 2G(i§g;)lu=oG(}g:§)lu=o < 0’ (5)

Sea r la resultante, respecto de la variable u de los polinomios H y G Gg:g), donde

H = _QGGS;);HOU + detG),_, (es decir, H es el determinante de G cuando G123 es
0).

Vamos ahora a comparar 7 con la resultante, Rz, de detG (cuando Gi23 # 0) y

G (i§::)= respecto de u. Recordemos que la matriz de Sylvester que se utiliza para

calcular Rs es 1234
-G 'QG(1235)|u=0 detG|,_,

=G(i20)  Glizss)), . 0
0 —G(a) Gl

Observando esta matriz, es claro que la relacion entre r y R es

2
Ry = =G123G (353, , + G207

|u=0
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Teniendo en cuenta que G123 = 0 y utilizando la igualdad Ry = G193, F; obtenida en el
apartado (a), tenemos que
G234 Fp = G(123)T (6)

124

La expresién (5) es igual a —r; por tanto se tiene que G’Ggig) < Qequivalear > 0.

En resumen, hemos visto que laslzfiiapétesis generales de (¢) implican GG:;) G(153) >

0; por otra parte hemos visto que G(1245) < 0 equivale a r > 0. Para probar (c), tenemos
entonces que ver que r > Q si y solo si G(123)F2 < 0. Ahora bien, de (6) se deduce que

124
12342
G(12F = Gliad L Como Gyss < 0, se tiene | b
12482 = G, T 1234 , 8¢ tiene lo que queremos probar.

(d} Supongamos ahora que G12 > 0, G124 > 0, Gi234 > 0y Gia35 > 0. Observamos

1234
1234

), nos queda (igual que hemos hecho en el apartado (b)), que

G(}ﬁ;)Glm - G(igi)\/GlzuGlzss

—Urya3

que G123 > 0, puesto que la submatriz G[

1243
1245

} es definida positiva. Sustituyendo u por
su valor en G(

G(1243) —

1245

1243

1242) > 0 si y sélo si el numerador es negativo, es

Por ser Giz; > 0, se tiene que G(
decir, s1 y sélo si

G(12)VG1234Grass > G(123) G134 (7)

Hacemos la demostracién siguiendo los pasos de (b){i). Supongamos en primer
lugar que se verifica §7,. En este caso es inmediato que se verifica (7). Supongamos
que se verifica §|’]. Ahora tenemos que distinguir dos casos: si G (32) > 0, entonces
F, > 0 (por hipétesis); por otra parte, en este caso la desigualdad (7) equivale a que
G123F, > 0 (ver la demostracién del apartado (b)), que es cierto en las condiciones que
igi) < 0, entonces Fy < 0, y G133F; < 0, y esta ultima
desigualdad es equivalente, en este caso, a la desigualdad (7).

tenemos. Por el contrario, si G(

Reciprocamente, supongamos que se verifica la desigualdad (7). Tenemos varios
casos. Si G(ig:)G(}:g) > 0, entonces G(igz) F3 > 0, con lo que se verifica §;%. Si alguno

de los dos menores es nulo o si G (}zi) >0y G (igg) < 0, entonces (7) implica que se
verifica 8i,. Finalmente, (7) implica que el caso G(}gz) <0y G igg) > 0 nunca puede
darse.

Con esto terminamos la demostracién del lema. E]

Teorema 4.2.3. (Teorema de Andreev para prismas triangulares compactos hiper-
bolicos: espacio de angulos) Sea P un prisma triangular abstracto con las caras nu-

meradas. Sean az,...,a3s € (0,7) dngulos asociados a sus aristas, o equivalentemente
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aiz,..-,ass € (—1,1), con a;; = — cos a;;. Entonces existe un prisma triangular P C H?
compacto con dngulos a;; en las correspondientes aristas si y sélo si el punto de A € R?
de coordenadas (ay2,...,a3s) estd en la regidn R descrita por las siguientes desigual-
dades polinémicas:

R =(Ry = {SFH,G123 > 0,812,513, 523 })
Ry = {S§H,Gp; < 0,812,813, 823 })
3 = {SOCH,Glzs < 0,512,513,853})
« = {851, G123 < 0,812,513, 823})
(Rs = {8§%,G1a23 < 0,814,813, 523 })
(Re = {S57, G123 < 0,813,513,543})
(R = {87", G123 < 0,512,515, 553 })
( )
(

&

(
(
(

D@

U
U
U
u
u
U

R
U(Rs = {S(?H Gas < 0,81, 131823}
Rg = {80 G123 < 0 8121813!553})’

donde hemos denotado por S, 8y, etc., los siguientes conjuntos de ecuaciones:

ai; € (-1,1), :=1,...,9
SCH _ G124 > 0, G134>0 G234>0 G125 > 0,Ga3s > 0, G135>0

B N |
G(234) >0, G(143) >0, G(ISS) >0, G(253) >0
5= { SEEED >0 |- (S0 2oy
G(124)(G124G1235 — G125G1234) <0 12 (i;:) + G(}ﬁg) >0
50— (SR> |- SRS o =0y
(143)(G143G1235 — G135G1234) < 0 13 G(;ig) + G(:gg) >0
= { SO >0 | g {SED S0 ol 20y
(234)(G234G1235 — G253G1234) < 0 23 (;ii) + G(;ﬁi) >0

Demostracidn:

(=>) Supongamos en primer lugar que P C H?® es un prisma triangular compacto.
Sean ay,...,ag sus angulos y a;; = — cos @;;; vamos a ver que A = (a12,...,a35) €
REH. La matriz de Gram de P, G = G(P), verifica las condiciones del Teorema, 3.4.4.

La entrada u se puede calcular a partir de los a;;, pues como el determinante de G
es 0, u es raiz de un polinomio de segundo grado cuyos coeficientes son polinomios en
212,-..,035:

detG = —G123u ZG(}ggg U. + dEtG"h:i:l;
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de aqui se deduce entonces que (la factorizacién del discriminante se debe al Lema

4.1.3(b))
G(1533) £ VGi73:Grass
u = 1235 |u=0 G , Si G123 :,é O
—\Tr123

Para ver cual de las dos soluciones es el valor de u, observamos que por la condicién
(M) del Teorema 3.4.4, se verifica que G(i:;g) < 0, puesto que los ciclos Cy,Cy,Cy ¥
C1,Cs5,Cy tienen la misma orientacién. Cambiando de orden filas y columnas, se tiene

que G(igg;) > 0; por otra parte, se tiene que

G(1234) — G123u + G(1234

1235 1235)1u=0=

1234 : A a 1234
con lo que G(IZBS) >0 siysolosi ~Gazu < G(1235)|u=0. Tenemos entonces que

1234 1234
u < G(1235)5“=° si Giaa <0 y u > G(1235)|“=° si Gi23 >0
——— 123 P ————— 123 )
—G123 T G123
con lo que se tiene finalmente que
G(}ii‘i)%“ .~ VG1234Giass
U= )
—Gias
Si G123 = 0, entonces, de nuevo por (My), es GG;;;) > 0, y desarrollando esta

y . . ., 3 ..
expresion como polinomio en u, también es G(ig;g)' , >0 (o sea, distinto de 0), por
w=

lo que en este caso

detG|u=0

1235/ |, g

Paso I. Veamos en primer lugar que A verifica todas las desigualdades de S£¥. En efecto,
(1) por ser P compacto, los menores principales de orden 3 correspondientes a los
vértices del prisma son todos positivos (por (P;) del teoremal;
(i1) G234 < 0y Gi23s < 0 por las condiciones (Py);
(ii1) finalmente, los menores mixtos de orden 3 que aparecen en Ry son positivos
por las condiciones (M3).

Paso II. Supongamos que Gy23 > 0; vamos a ver que en este caso 4 € R,. Para esto, por
las simetrias del prisma, basta probar que A verifica &;3.

(1) Veamos primero que G(igi)G (ig;) > 0. St pensamos en el significado de los
menores de orden 3 como los productos escalares en (A*R*, A3 f) de los vectores

€1 Aey Aes , €1 Aeg Aeq, €1 A es A ez, entonces por ser GFrag > 0,Gi52 > 0
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(iD)

Paso III.

y G123 > 0, y tener A®f signatura (1,3), se tiene que G(}gi)G(}g;’) > 0 (ver
4.1.1(b)). También podemos verlo utilizando la segunda identidad de Sylvester

del Lema 4.1.3(a), y cambiando de orden algunas filas y columnas; se tiene
G152)G(123) = —G12G(1333) + G123 G (335)

Examinando los signos del segundo miembro de la igualdad anterior, tenemos
que
o Gi2 =1—-a}, = sen’ajp; > 0;
1243 124
o G(1523) < 07 por (‘[W‘*)? Y G(lsz) > 0: por (A/IZS):
e estamos en el caso en que G233 es mayor o igual que 0.

Se tiene por tanto que G (igg)G ig;) es estrictamente positivo.

Veamos ahora que G(i;:)(Glz4G1235 — G125G1234) < 0. Por el Lema 4.2.2(a), vy
cambiando de orden filas y columnas, esta expresién se puede escribir en términos

de menores mixtos como:
2
G(iﬁi’)(Gm Graas — Gi25Grz3s) = G(125) G(158) + G(}gi)G igg)GGgi:) (8)

Ahora, en cuanto a los signos de los términos que aparecen en la ultima expresion,

sabemos que G(1223) y G (1243) son negativos por la condicién (M,) del Teorema

1245 1245
344y G(}gz)(}'(igg) > 0 por (i), y por tanto se deduce el resultado.

Con esto hemos visto que si G123 = 0, entonces 4 € R;y.

Finalmente, supongamos que G123 < 0. Se tiene que G234 < 0y G235 < 0 por la
condicién (Py); ademas, G(12:3) < 0 por (M,). Entonces, por el Lema 4.2.2(b)(ii),

1245
se tiene que el punto A verifica las condiciones de S13 o de §1,. De forma analoga,
por ser GG:;:) < 0, A verifica 833 6 813, y como G(ggi;) < 0, A verifica 83 6 S)5.

Por tanto se deduce que A estd en alguna de las regiones Ra,..., Rq.

(<==) Consideremos ahora un punto A = (a12,...,a3s5) € R. Tenemos que probar

que existe un prisma triangular compacto P C H® con angulos a;; = arccos(—a;;).

En primer lugar construimos una matriz

1 a2 d13 G4 415

a1z 1 a3 a4 a2
G=G(A)=|as a3 1 a3 a3 |,

a14 Q4 azg 1 u

ays G5 @35 U 1

donde u tiene el sigulente valor:
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G(iii:)l _ —VG1234Graa3s

(a) Si G123 # 0, tomamos u = ——— =5 ————. Como A verifica las desigual-

dades de S&#, en particular Gi234G235 > 0, por lo que u es un ntimero real.
detG|

(b} SiGi23 =0, tomamosu = =4—; aqui hay que comprobar que el denominador
t1235)|u=0

es distinto de 0. En efecto, orlando el menor Gi23 en G se tiene la identidad de
Sylvester (Lema 4.1.3(a))
G123Gr23ss = G1234G123s — G(1234)2

1235

Como G2z = 0, y Gio34, G235 # 0, se tiene que G(igg:) # 0. Por otra parte,
desarrollando G( {g;’g) como polinomio en u se tiene

Gl1258) = Grzsu+ G(1335), _,»

vy de nuevo por ser G5 =0, es G(igg’;){ua = G(igg;) # 0.

Veremos ahora que la matriz G verifica todas las condiciones del Teorema 3.4.4, con

lo que habremos demostrado la existencia del prisma triangular que estamos buscando.

ey

(1)

(II1)

(I1Li)

En primer lugar, el rango de G es 4 y su signatura es (3,1). En efecto: G tiene los
sigulentes menores principales encajados: 1 = Gy, G2, Gi24, G1234, Cuyos signos
son G > 0,G12 >0, Giag4 > 0y G234 <0, porque A verifica las desigualdades de
S§¢H. Ademas, detG = 0 por la eleccién de u. Se deduce por tanto que la signatura
de G es (3,1). La condicidn (R) se reduce a la condicién (P3), por ser el prisma un

poliedro trivalente.

La condicién (P3) del Teorema 3.4.4 se verifica porque A € S§, y por lo mismo
se tiene que G234 ¥ Gi235 son estrictamente negativos. Para ver (Py), faltaria
comprobar todavia que los menores principales de orden 4 Gi245, G1345, G2345 son
estrictamente negativos. Teniendo en cuenta la Nota 4.1.1(a), automaticamente
obtendremos que estos menores son no nulos cuando probemos las condiciones
(My). Por la signatura de G (que ya hemos obtenido en (I)) deduciremos entonces

que son negativos.

Para ver que se verifica la condicidén {M3) del Teorema 3.4.4, puesto que todos los
menores principales correspondientes a los vértices del prisma triangular son posi-
tivos, es suficiente (por la Nota 4.1.1(b)) ver que los menores G(}34), G(}i;), G(i39),
G122 y G(124) son todos positivos. Como 4 € Ry, los cuatro primeros menores

253 152
son ya positivos, luego falta comprobar el signo de GG?;)

Supongamos en primer lugar que G123 > 0, es decir, que A € R,; por la identidad
de Sylvester (tercera igualdad del Lema 4.1.3(d)) tenemos

26(12)G (12 G(1B) = ~G12G12sGrass + GrasG(153) + G12aG (1)

124 125 123
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(ITLii)

(1)

(ii)

Iv)

Como G132, G125, G124, Son estrictamente positivos (porque A verifica S§), G245 <

0 (por la signatura de G), G(igi) y G(igg) son no nulos porque A verifica Sy, y

G123 > 0, se deduce entonces que el segundo miembro de la igualdad anterior es es-

trictamente positivo. Por tanto también 2G(}§i) (igg)G (igg) > 0. Por otra parte,

123y /123 123\ ~ (125 123\ (123

G(124) (152) > 0 porque A € R;. Como G(124)G(123) = _G(124)G(152) <0, se

deduce entonces que G(ms) es negativo, y (cambiando el orden de columnas) que
Gg;) es positivo.

Supongamos por el contrario que Gyz3 < 0, es decir, que 4 € Ry U ... U Re.

Desarrollamos G igg) = -G (ig;) como polinomio en u y sustituimos u por su

valor:

G(133) = Grau+ G (133), _, =

_ G12G(g§4§)iu=o - G12vG1234 G235 — G123G(i§§)|u=o
- —Giz3

Puesto que —Gj23 es positivo, para ver que G (ig;) < 0 debemos ver que el nume-

rador de la expresién anterior es negativo, es decir,

G”GG%:;) G123GG§§)|“=0 < G12VG1234Gh2ss,

que es equivalente, aplicando una identidad de Sylvester de tipo estandar, a
~G(I2G(12Y) < G12v/G1234Grass (9)

El segundo miembro de la desigualdad anterior es positivo. En cuanto al signo del

primero, como el punto 4 estd en alguna de las regiones R, ..., Rg; en particular
A verifica 812 o Sf,.

Si A verifica 81,, entonces G(igi) <0y G(}gg) = —-G(igg) < 0, por lo que
~G(3)G (}g;) <0,y (9) se verifica automaticamente.

Si A verifica Si2, entonces G(j23)G (123) > 0, es decir, —G(ig:)G(}“) > 0, por lo

que (9) es equivalente a
2 2
GG%:) G(igg) < G%,G1234G123s-

Llama.mds F1 al polinomio G%2G1234G1235 G(igg) Gg;) Por el Lema 4.2. l(C)
Fi = G423 R, donde R; es una expresién que (por el apartado (b) del mismo lema)
es negativa. Por tanto, Fi > 0, con lo que se verifica la desigualdad (9).

Finalmente debemos ver que se verifica la condicién (M, ) del Teorema 3.4.4. Las
condiciones (M,) y (Py) equivalen a que la matriz A*G de menores de orden 4 de
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G tenga los siguientes signos (ver Figura 4.1 y comparar las orientaciones de los
ciclos ampliados):

1234 | 1235 [ 1245 | 1345 [ 2345
1234 - + | + | — | + |
1235 + — — + —
45|+ - | = [ ¥ =
135 - |+ |+ [ =+
2345 + | - -1 1=

Como A verifica SC,CH, ya sabemos que G234 < 0y G235 < 0; por otra parte, como
detG = 0, esta matriz A*G tiene rango 1 (Lema 4.1.2(b)). Esto nos permite conocer el
signo de todos los menores de orden 4 a partir del signo de unos pocos, por ejemplo es
suficiente probar que

G(131) <0 (o cquivalentemente G((35)) > 0)

G(34s) <0 (6 G(3338) > 0)
G5 <0 (6 Gl <o)
G(1523)<O (é G(l235)<0)

1524 1245

Por las simetrias del prisma triangular bastard con probar una de las desigual-

dades. Vamos a probar, por ejemplo, que G (ig::) < 0. Consideramos distintos casos

(correspondientes a las distintas regiones que componen R):

(1) Supongamos que G123 < 0, es decir, estamos en una de las regiones R3,...,Rg; en
particular, 4 verifica las ecuaciones de 812 o las de §],. Por tanto, por el Lema
1243

4.2.2 (b)(ii), se tiene que G({2;¢) es negativo.

(1i) Supongamos que G123 > 0, es decir, estamos en la region Ry, es decir, se verifica

S12. Entonces, de nuevo por €l Lema 4.2.2 (b)(i), se tiene que G(i;ig) es negativo.

(111} Finalmente supongamos que Giz;3 = 0 {también estamos en la region Ry ). Por ser
G123 = 0 se tiene (por (3))
G(152)G (29)

G2 = 6(Y), ., = T

Como estamos en R, se tiene entonces que & (;gg;) > 0, y podemos aplicar el
: - . 1243
Lema 4.2.2(c); como A verifica las ecuaciones de 813, concluimos que G(j25:) < 0.

O
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A la regién RYH que hemos obtenido en el Teorema 4.2.3 la llamamos espacio
de (cosenos de) dngulos de los prismas triangulares compactos hiperbdlicos. Vamos a
ver ahora descripciones similares de los espacios de angulos de los prismas triangulares
hiperbdlicos, no necesariamente compactos, y de los prismas triangulares esféricos. Las
demostraciones serdn analogas a la del Teorema 4.2.3, y se utilizara esencialmente el
Lema 4.2.2. Observemos que el conjunto Ry U ... U Ry del Teorema 4.2.3 podemos
expresarlo, utilizando intersecciones, como

(S§10 {Gras <0} 0 ({812} U {8123) 0 ({S13) U {S15}) 1 ({825} U {S3s})

Expresamos de esta forma los espacios de angulos en los casos siguientes.

Teorema 4.2.4. (Teorema de Andreev para prismas triangulares hiperbdlicos, no nece-
sariamente compactos) El espacio de (cosenos) de angulos de los prismas triangulares |
hiperbdlicos (no necesariamente compactos) es el conjunto RH definido por las siguien-
tes desigualdades polindmicas:

B = {8, G123 = 0,512,513, S23}
U ({SE1 0 {Grza < 031 ({812} U {S1}) 0 ({8123 1 (S15}) U ({20} U {8551
U (4580 {Grzs > 0} 1 ({812} U {S1}) 0 ({815} U {Sta}) n (S} U {553}))

donde hemos denotado por SH, 812, etc., los siguientes conjuntos de ecuaciones:

SH = {aii € (—l’l)a v=1,... } Siz = { igi)G i:g) >0 }
0 G1231 < 0,G1235 <0 G(123)(G124Gh23s — G125G1234) < 0
s (GRS o0y g O S o <o)

e(i)" +6(i3)’ > 0 e +e(R)" >0

y los demas conjuntos de forma analoga.

Demostracidn: (andloga a la demostracién del Teorema 4.2.3)

(=) Supongamos que existe un prisma triangular P C H* con los dngulos dados.
Su matriz de Gram G(P) verifica el Teorema 3.4.3, y la entrada u se expresa en funcién
de las demas entradas de la matriz exactamente de la misma forma que para el caso
compacto. Por este teorema, se verifica G12 > 0, G124 <0, G235 < 0, G(igig) <0y

(iggg) > 0. Por tanto, aplicando el Lema 4.2.2(b) y (¢}, se tiene:
(I) si Gy23 = 0, entonces se verifica $12;

(I1) si G123 > 0, entonces se verifica 512 0 Si2;
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(IIT) si G123 < 0, entonces se verifica Sy 6 S7,
De forma analoga se procede con S3, Sas, ete.

(=) Dado ahora un punto A € R¥, construimos una matriz G = G(A4) exactamente
de la misma forma a como lo hicimos en la demostracion de 4.2.3. Tenemos que ver que
esta matriz verifica las condiciones del Teorema 3.4.3. En primer lugar, el rango de G es
4 (pues hemos elegido u para que detG = 0) . Puesto que A verifica las condiciones de
S&, se verifica G12 > 0y Gi234 < 0, con lo que la signatura de G es (3,1). Ya sélo falta
probar (My), pues (Py) se deducird de (M) y de la signatura de G. Para ver (My), es
suficiente ver (por las simetrias del prisma triangular, igual que en 4.2.3) que el menor

mixto G(igig) es estrictamente negativo. Esto se deduce de nuevo del Lema 4.2.2(b) y

(). O

Teorema 4.2.5. (Teorema de Andreev para prismas triangulares esféricos) El espacio
de (cosenos) de dngulos de los prismas triangulares esféricos es el conjunto RS definido

por las siguientes desigualdades polindmicas:
RS = {s7}n ({shyu{sig}) n ({s)u(sid) u (k) v s}

donde hemos denotado por S35, S, etc., los siguientes conjuntos de ecuaciones:

0 G124 > 0,Gh234 > Olglzss ;30 G(igz) + G(ig;) > 0
S — {G(124) (152) >0 }

12 (}gi)(GluGlzss — G125G1224) > 0
¥ los demads conjuntos de forma analoga.

Demostracion:

(=) Sea P un prisma triangular de la esfera S*®. Su matriz de Gram, G = G(P)
verifica las condiciones del Teorema 3.4.2. Por (Py) y (P2) de este teorema, se verifican
las desigualdades de Sy. La entrada u de G se puede calcular a partir de las demss

entradas, utilizando que el determinante de G es 0. Por ser G12 > 0y Giz34 > 0, la

submatriz G[iggz] es definida positiva; en particular Gi;3 > 0 y entonces detG es un

polinomio en u de grado 2. Para saber cual de las dos raices es el valor de u, observamos

ig;g) > 0, por la condicién (My) del Teorema 3.4.2. Procediendo de

forma. analoga a como lo hicimos en la demostracién del Teorema 4.2.3, se tiene que

1;2;% +vG1224Gh2as

que se verifica G{

v = e . Ahora, por el Lema 4.2.2{d), se tiene que se verihica 51, 0

1y
812.
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(«) Supongamos ahora A € RS; construimos una matriz G = G(A), con u =

1234
G(uas +vG1234G1235
=0

lu

e . Puesto que A verifica S§ y detG = 0 (por la eleccién de u), se

tiene que G es de rango 4 y semidefinida positiva. Por otra parte, por el Lema 4.2.2(d),
1243
1245

hecho en los teoremas anteriores) se tiene que la matriz G verifica la condicién (My);

se tiene que G([353) > 0, por lo que (haciendo las mismas consideraciones que hemos
como consecuencia de esto y de la signatura de G, también verifica la condicién (Py).
Por tanto se verifica el Teorema 3.4.2, y entonces existe un prisma triangular esférico
con los angulos dados. 1]

Lectura geométrica

Vamos a ver el significado geométrico de las ecuaciones que describen el espacio de

angulos de prismas triangulares.

(I) (Menores principales de orden 3) En el caso hiperbdlico, los menores principales
de orden 3, G;ji, indican dénde se cortan las caras C;, C;, Ci: G;jk es positivo, cero o
negativo si y sélo si las tres caras se cortan en un punto finito, infinito o ultrainfinito,
respectivamente. Puesto que estamos en el caso compacto, todos los vértices tienen que
ser finitos, y es por esto por lo que aparecen las condiciones Giz4 > 0, efc. en S§H.
Observemos que estas condiciones no aparecen en el caso de prismas hiperbélicos no
necesariamente compactos. Si algun vértice del poliedro tiende a un vértice infinito,
entonces el menor principal correspondiente tiende a 0. Asi, las condiciones Gz = 0
(cuando C;,C;,Cx inciden en un vértice) son ecuaciones del borde del espacio de angulos
(en codimensién 1).

En el caso esférico, los menores principales de orden 3 son siempre positivos (en

correspondencia con que siempre hay compacidad en este espacio).
(IT) El signo de los menores principales de orden 4 refleja la signatura del espacio.

(III) En el caso hiperbdlico compacto, ya hemos comentado el significado de los
menores mixtos de orden 3 (Nota 4.1.1(b)).

(IV) Finalmente, estudiamos el polinomio Fy = G124G1235 — G125G1224. Estudia-
mos el caso hiperbélico. Supongamos entonces un prisma triangular compacto P C H?

y sea G su matriz de Gram y ej,...,es los vectores normales exteriores a sus caras.
Denotando como habitualmente vijx = ®3(ei A e; A ex), y E[1234] a la matriz de
coordenadas de los vectores eq,...,es4, ¥ utilizando las propiedades del operador de

Hodge (Lema 1.4.1) se tiene

Gioas  Gioaa _ (detf)detB[1243]7
G124 - G124 G124
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. (detf) @4(61 A €9 N ey A 61\2 — (detf\ f(‘p-:(m Aeg A P‘.),‘"z)z

(/‘\3f)(61 ANes A 84) - (detf) f(’U124) B
fvig, e3)?
= m‘* = — Senhzd(U124,eéL)
(para el caso esférico, se tendria f—(}}(l;‘:—:’:;)z = sen ?(d(vi2s, e3) ). Es decir, %leff mide

la altura h; desde el vértice v124 hasta la cara C; (ver Figure {.2(a)). De la misma
forma, %113;1 mide la altura h, desde €l vértice vi35 hasta la cara (3. Teniendo esto en

cuenta, la condicion F, < 0 equivale (ya que Gi25 ¥ G124 son positivos) a que

G1235 < G1234
3
GIES G124

es decir, a que la altura h; es menor que la altura hs.

Por otra parte, supongamos por ejemplo que nuestro prisma P verifica las ecua-
ciones de la regién :7?,1, es decir, las prolongaciones de las caras C,C32,C3 se cortan
en un punto V finito. Hay dos posibilidades, que este punto V esté mas cercano de
la cara C4 o que esté mas cercano de la cara Cs (ver Figura 4.2(b)). Comparando las
orientaciones de los ciclos Cy,Cy,Cy vy C1,Cy, Cy en ambos casos, vemos que el primer

123

caso posible equivale a la condicion G( 12 4) > 0, y el segundo equivale a que G(%gz) < 0.

Geométricamente, puede verse que en el primer caso la altura h; es menor que hs, por

tanto, por lo anterior, es F; < 0. Con esto hemos visto (geométricamente) que P verifica

123
124

La condicién F, = 0 equivale a decir que las dos alturas h; y h; son iguales, es

la condicién G( )Fy < 0, que aparece en el espacio de angulos REH,

decir, que los vértices vi24 ¥ v125 son iguales. Notamos que esto es lo que cabia esperar.
En efecto, 3 lo hemos obtenido al sustituir el valor correcto de u en el menor mixto
G(}gig) (Lema 4.2.2). Como, por hipdtesis, G1243 # 0, este menor mixto es igual a 0 si
y s6lo si el menor G945 esigual a 0; y esto ultimo equivale a que las caras Cq,C,,C4,Cs

inciden en un vértice.

Puesto que las piramides cuadrangulares se pueden aproximar por prismas trian-
gulares, la ecuacién F, = 0 define una hipersuperficie del borde del espacio de angulos
del prisma triangular.

Otra forma importante en que una sucesion de prismas triangulares puede degenerar
es que las caras C1, Cy, C3 se aproximan entre si y desarrollan un “tubo largo fino” (ver
[HR]); en este caso, la suma de los angulos a2, az3, a1 tiende a 7, es decir, G123 tiende
a 0. ,

La Figure 4.8 muestra el espacio de dngulos diédricos (realmente angulos, no

cosenos) cuando particularizamos en los angulos aj2 = a3 = @31 = @, a1 = Qg =
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ag3 = 3. as; = asy = as3 = 7. En esta figura se puede apreciar una parte del borde
contenida en el plano v = 7 /3. que corresponde al dltimo tipo de degeneracién.

Figura §.2(a)

Figura 4.2(b)
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wie

Figura §.3
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4.3 Descendientes de tetraedros hiperbdlicos

En esta seccidn nos vamos a ocupar de la familia de poliedros que se obtiene del tetraedro
truncando vértices sucestvamente; llamamos a estos poliedros descendientes de teirae-
dros y vamos a estudiar para ellos el teorema de Andreev generalizado. Consideremos
uno cualquiera de estos tipos combinatorios de poliedros, P, con las caras numeradas,
y asignemos numeros a;; € (0, 7) a sus aristas; en primer lugar damos unas condiciones
sobre los a;; para que se pueda construir una matriz G = (a;;) de rango 4 y signatura
(3,1), y con ai; = —coswj;. Esto significard que existe una configuracién de planos,
numerados, en H® tal que si dos caras de P son adyacentes, entonces los dos planos
con la misma numeracién se cortan segin el dngulo {«a;;) dado. Para ver si esta confi-
guracion de planos determina un poliedro del mismo tipo combinatorio que P, bastara

ahora aplicar el Teorema 3.4.4.

Sea P un descendiente del tetraedro, es decir, existe una sucesién de poliedros (abs-
tractos) Py, Ps, ..., Pn tal que Py es un tetraedro, P, = P, y P, se obtiene truncando
un vértice V,_; de P,-.;. Llamamos a la sucesion P4, Ps,..., P, un camino generador
de P. La numeracion de las caras de P induce, por restriccidén, una numeracion en
las caras de cada P,. La operacién de truncar un vértice de un poliedro “preserva
las adyacencias”, es decir, st dos caras son adyacentes en un poliedro, siguen siendo
adyacentes en el poliedro que se obtiene después de truncar el vértice. En particular,
dado un camino generador de P, se verifica que dos caras de P son adyacentes si y sélo
si son adyacentes en todos los poliedros P, del camino que contienen ambas caras.

A partir de la numeracidn de las caras de los poliedros de un camino generador,
obtenemos una sucesion de conjuntos de indices encajados, Iy C Is € ... C I, =
{1,...,n}, donde cada I, es el conjunto de indices de las caras de P, (el subindice del
conjunto coincide con su cardinal; como siempre, llamamos Cy, . ..,C, a las caras de P).
Vamos a describir el camino generador Py, Ps, ..., P, = P a partir de la numeracién
de las caras de P, utilizando la sucesién de subconjuntos {:r, jr, kr, -} C I, siguiente:
los indices iy, Jr, k, corresponden a las tres caras de P,-; que inciden en el vértice que
se va a truncar; el indice I, corresponde a la nueva cara de P, (para r = 4, tomaremos
{44, 74, ka,ls} = I4). Esta sucesién de subconjuntos verifica las siguientes propiedades:

¢ para todo r, se tiene i,,j,, kr € Lr—1 ¥ Ir & Ir—1;

¢ para cada subconjunto {¢,, j,, kr, (-}, las caras C;_,C;.,Ck,,Ci,, de P son totalmente

adyacentes, es decir, cada una es adyacente a las otras tres.

Notacién. Por abuso de notacién llamaremos cuaterna a cada uno de los subconjun-

tos anteriores y lo escribiremos como [ér, jr, kr,Ir], si bien I, es el dnico elemento de

117



este conjunto que esta univocamente determinado: los:elementos tryJr. kr sélo estan
determinados salvo permutacién.

Ejemplo. En el prisma triangular con las caras numeradas como en la Figure 4.4, un
camino generador es el determinado por I, = {1.2.3.4} C Iy = {1,2,3,4,5}. Este
camino se puede describir también mediante las cuaternas [1,2,3.4],{1,2,3,/5 = 5].
Otro camino generador para el mismo prisma (v con la misma numeracién de las caras)
es el determinado por [y = {1.2.3.3}.[5 = {1.2.3.35.4}, que también se puede describir
con las cuaternas [1.2.3.5].[1.2.3.15 = 4].

Figura 4.4

Por la construccion. se tiene que los vértices de un descendiente del tetraedro, o
bien son vértices del tetraedro inicial. o bien han aparecido al truncar un vértice. De
aqui se deducen inmediatamente los siguientes lemas.

Lema 4.3.1. Dadas las tres caras que inciden en un vértice cualquiera de un descen-
diente de tetraedro. existe una cuarta cara que es adyacente a las tres.

Demostracion:;

Sea P, el primer poliedro (de un camino generador) en el que aparece el véIIII[IIPrinte

Entonces las tres caras que inciden en él son tres de entre C; ,C;, ,Ci,,Ci,, ¥ la cuarta

de estas caras verifica la propiedad deseada. U
Lema 4.3.2. Sea P un descendiente de un tetraedro y sea [iq, ju, ka,la], .., [Enyns kny In)
un camino generador. Entonces para cada indicer = 5,...,n existe otro indice s < r

de forma que ir,jr kr € {is,]s,ks,1s}; en otras palabras, existe h € I, de forma que
el conjunto {ir, j,, kr, h} coincide con el conjunto {is,js, ks,{s} (ademads de la cara C;,,
que es advacente a las tres caras C;, .C;, .Cy,, también la cara Cy, es adyacente a las tres

caras anteriores).

Demostracion: Consideramos el vértice de P,_; determinado por las carasC;_,C;, ,Cx, -
Si este vértice era uno de los de Py, entonces {ir,jr, kr} C {24, 74, ka,l4}. Si el vértice
se ha obtenido en el paso s, entonces {ir,jq kr} C {is,7s, ks, s} O
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Obsérvese que un descendiente de tetraedro es un poliedro trivalente, v por tanto,
si tiene n caras, tiene 3n — 6 aristas. Sea a = (ay,...,a3,-¢) dngulos asignados a sus
aristas. Consideramos la matriz G(«, T) simétrica, de orden n, con unos en la diagonal,
tal que

e s1 C; y C; son caras adyacentes de P entonces la entrada (7,5) de esta matriz es
igual a — cos a;j;
¢ el resto de las entradas son indeterminadas, Z = (z1,...,znN).

Notaciones. Puesto que los dngulos a los fijamos desde el principio, no haremos alusién
a ellos en la notacién; asi, denotaremos G; := G(a,Z). Los menores principales o

mixtos de esta matriz los denotaremos con la notacién habitual, Gz ( . "'i.'); si alguno de

L3

_ ' _ . Jieeg
estos menores no contiene ninguna indeterminada, entonces, para simplificar notacion,
no pondremos el subindice Z. También denotamos por G:(I,) a la submatriz de G;
formada por las filas y columnas con indices en el conjunto I,. Finalmente, como no

vamos a dar mas que un valor Zg a las indeterminadas ¥, denotaremos G(I,.) := Gz (Ir).

Si (t4,Jaska,la],- -, [tn,Jn, kn,In] es un camino generador de P, entonces, para
cada r, la submatriz de G; formada por las filas y columnas ., 7., k-, {; no contiene
ninguna indeterminada (puesto que las caras correspondientes a estos Indices son total-
mente adyacentes). Con el convenio que acabamos de hacer, denotamos por Gi, j, .1,

al determinante de esta matriz.

Proposicién 4.3.3. Sea P un poliedro abstracto de n caras que es descendiente de
un tetraedro. Sean ay,...,a3,—¢ dngulos asignados a sus aristas. Sea [i4,]4, k4, 4], .-,
(tnyJn, kn,ln] un camino generador de P y supongamos que G j k.1, < 0, para todo
r=4,...,n. Entonces
(i) existe un valor Zo de las indeterminadas tal que la matriz G := G3z, tiene rango 4
y signatura (3, 1);
(ii) existe como mucho un valor #y que verifique (i) y la siguiente propiedad: para cada
ryparatodoh &€ I _1, h #1570, ky, €5 G(‘;JJ"_’;"_I,:) > 0.

Demostracion:

(1) Las matrices Gz([;) son submatrices encajadas de Gz = G3(I,). Vamos a dar,
por induccion sobre r, valores Zg a las indeterminadas de Gz(I;), de modo que la matriz
G(I,) = Gz,(I,) tenga rango 4 y signatura (3,1).

Para el primer paso de la induccién, la submatriz Gz(Js) no tiene indeterminadas,
pues las 4 caras de P correspondientes a estos indices son totalmente adyacentes. Por
otra parte, esta matriz tiene menores encajados positivos de orden 1 y 2 y su determi-
nante, G, ;,k,1,, €S negativo por hipétesis; por tanto se deduce que su signatura es (3,1).

119



Se tiene ademas del mismo modo que la signatura de la matriz G[i.j,.k-l.] es (3,1), para
todo r.

Supongamos que hemos dado valores a todas las indeterminadas de la matriz
Gz(I.-1) v que, con estos valores, esta matriz tiene rango 4 y signatura (3,1); va-
mos ahora a dar valores al resto de las indeterminadas de la matriz Gz(Z,). Estas
nuevas indeterminadas corresponden a las entradas de indices (I,,t), paratodo t € I,_,,
tF# 1, I Ky

Para i, 7y, kr, por el Lema 4.3.2, existe s < r y existe h € I, de forma que
el conjunto {i,,jr, kr,h} coincide con el conjunto {i,,7,,ks,ls}. De esta forma, por
hipétesis, se tiene que el menor principal G;_j x.r = G, j,k,1, € estrictamente negativo.
Damos el siguiente valor a la entrada (I, 2) de G = G3z,:

s si G, j x, # 0, entonces definimos
irjrkels
G(z’,.j,k,.h)

|f‘f]’ hil—0
G(ly, h) = —

= VGirjoketn Gigjo ko

1

por hipétesis, Gi_j, k.1, < 0, luego el radicando de la expresién anterior es estricta-

mente positivo.

® 51 G, .k, =0, definimos

(7.

ikl h
TG Uy k=0

2G '—rjrkrlr !

irjrkeh lG(l,—,h):D

Go(lr, h) =

aqui hay que observar que el denominador es no nulo; en efecto: por una parte,

_ trfeke iy irjrkrlr .. —_
Gr(z‘,.j,k,h) = G(irj,k.-h) , por ser Gi_j.x, = 0 (como no depende entonces

lGitr, ny=0 o o
de ninguna indeterminada, denotaremos G (::Jf,’;c:l];) = G ('1’{?”;:[,:)), y por otra
parte, de la identidad de Sylvester de tipo estandar, se tiene

» 2
_ o i jrkpl
Girjokt Gijokotoh = Gk, Gigjokon — G(TT Y)Y

con lo que

!"Jfk"lr — . . . -
G(irjrkrh _— Glr]rk"lr'G:rJrkr'h- > 0.

Con esta definicién se tiene que G, j, k41, = 0, pues si llamamos = a la entrada

G(l,,h), entonces

Tt Gijekalony o

o — Lo 2 _ irjrkrlr
G;,],.k,-[,-h - —Glr]rkrm 2G(1,],k,h)|z
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y hemos definido G(I,, ) como una solucién de esta ecuacién. Se deduce de esto que
la matriz G[i,j.k,-hl;] tiene rango 4 y signatura (3,1) (puesto que, segun hemos visto,
la submatriz G[irjrkrh] = Glisfsks]s] tiene esta signatura). Esto significa que existen
L v€k o€, €, € E¥ cuya matriz de productos escalares es Glirjrkrl b
Por otra parte, por la hipétesis de induccién, G(I,_)) tiene rango 4 y signatura (3,1).

vectores e! e

Esto equivale a que existen r — 1 vectores ey,...,e,—; € E*! tales que su matriz de
productos escalares es G(Ir—;). Ahora bien, ir,j,, ks, h € I,_;; esto significa que la

matriz de Gram de los vectores e;_,¢; ,ex,,ep es también igual a G[i,5,.k-h]. Consider-

! !
i"’ejr’

aplicacion es un isomorfismo que preserva el producto escalar. La matriz de productos

amos la aplicacién lineal ¢ : R* — R* que aplica e, e, ,ex,,ep en e €y, €y Esta
escalares de los vectores e1,...,er—1,9 7 '(¢} ) es entonces de rango 4, y signatura (3,1)

y contiene a la submatriz G(I.-;). Tomamos esta matriz como G(I,).

irjrkrh Ir 3
ISy ) esiguala 0. Con

esto podemos encontrar las entradas de G(I,) que no conocfamos: para todo t € I_;,
t # h, se tiene ‘

Como G(I,.) tiene rango 4, el menor mixto de orden 5, G(

—G(if'j‘_"k“hl")

P
Trir AriE ¢

I, t)=0

Gi,jo ko h

Gl t) =

y con esto hemos probado la primera parte de la proposicion.

(ii) Observamos que para los casos en los que hay dos posibilidades de eleccién para
las indeterminadas, las condiciones G (’l:-:?]:-k;cilf:) > 0 del enunciado fuerzan {de la misma
forma que en el caso de prismas triangulares, ver el principio de la demostracién del

Teorema 4.2.4) a tomar el valor que hemos tomado.
O

Observamos que los menores mixtos de orden 4 que aparecen en la proposicién
anterior no tienen necesariamente que aparecer en la condicién (My) del Teorema 3.4.4,
puesto que las caras de P correspondientes a los indices i,,},, %k, no tienen por qué
incidir en un vértice de P, y por tanto no tenemos necesariamente un ciclo ampliado.
Sin embargo, en cualquier realizacion de P, se tiene también que los menores G(’l’r“;:’;:',:)
del apartado (ii) de la proposicién son positivos, segin probaremos en el Lema 4.3.5.

Recordemos que un elemento prismatico triangular de un poliedro P es un conjunto
de tres caras C;,C2,C3 de P tales que son adyacentes dos a dos y no inciden en un
vértice de P. Un elemento prismatico triangular divide el conjunto de caras de P
distintas de C;,C2,C3 en dos conjuntos {C;,,...Ci.} ¥ {Cj,,...C;, }, dependiendo de la
componente conexa de FP\(C, UC; UC3) en la que estén. Decimos que dos caras estan
separadas por un elemento prismatico triangular si estan en distinta componente conexa.
Estos dos conjuntos de caras se pueden caracterizar de forma geométrica: supongamos
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una realizacién afin cualquiera P C R?® de P tal que los planos que contienen a las
caras Cy,C2,C3 se cortan en un punto V (finito); consideramos el conjunto de caras
de P (distintas de C;,C2,C3) tales que los semiespacios correspondientes contienen el
punto V. Entonces este conjunto coincide con uno de los dos conjuntos anteriores. La
traduccion de esta propiedad a conos poliedrales da el siguiente lema:

Lema 4.3.4. Sea P C E>' un cono poliedral no degenerado, con interior no vacio, y

sea C1,Cy,C3 un elemento prismatico triangular. Sean C’,-l ,..,Ciy éjw Ce ,éj‘ los
dos conjuntos de caras que hemos descrito arriba. Entonces Py := H7 N Hy N Hy N

( = 1H ) yByi=H NH; NnHy N ( f{_) son conos poliedrales no degenerados,

jt
en los que las caras C, Cz, C, inciden en un vértice trivalente (es decir, ninguna otra

cara del poliedro P; incide en este vértice).

Demostracion:

Como P es no degenerado, podemos cortar con un hiperplano afin (Lema 1.3.2)
para obtener un poliedro compacto P con un elemento prismatico triangular. Sea H N
H, N H3 = L{v) (una recta vectorial); entonces, por el comentario anterior, el vector v

esta contenidoen Nj_  H; y —v € ﬂ;":,lH o0 a la inversa. Por consiguiente, v es vértice

(trivalente) de Py y —v es vértice de P; (o al revés). O

Lema 4.3.5. Sea P C E*! un cono poliedral no degenerado con interior no vacio Sean
C,,C,,C; tn elemento prismatico triangular. Sean Cy y Cs caras de P distintas de
Cy,C»,C;5. Entonces G(igg;) es no nulo, y es positivo si y sélo si las caras Cs y Cs
estdn separadas por Cy,C3,Cs.

Demostracion:

Por el lema anterior, los hiperplanos H,, H,, H;, H, sblo se cortan en el origen de
R*, y lo mismo con fIl,Hg, Hg,ﬂ,;; por tanto los vectores ey Aep AeaAey y e AeahezNes
de A*R* son no nulos. Como este espacio tiene dimensién 1 y la forma cuadratica A*f

es no degenerada, se tiene que
G(}gg;) (A*fiex ANep AesAeg,er AeahezAes) #0

Supongamos que C, y Cs estan separadas por el elemento prismatico; entonces el cono
poliedral ﬂf’zlff ;” tiene el tipo combinatorio de un prisma triangular. Para este caso

hemos visto ya (principio de la demostracién del Teorema 4.2.4) que G (igg‘;) es positivo.

Reciprocamente, supongamos que Cs y Cs no estin separadas por el elemento
prismatico. Entonces, por el Lema 4.3.4, C, Cy, C3, U4 vy Cs son caras de un cono
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poliedral con las caras €y, C ¥ Cy incidentes en un vértice trivalente. Entonces
C1,C,,C3,Cq y C1,C,Cs, Cs son ciclos ampliados de este cono poliedral con la misma

orientacion, por lo que G (}ggg) es negativo, por el Teorema 3.4.4.

O

En la Proposicién 4.3.3, observamos que las caras de P correspondientes a los
indices ¢r, jr, k» forman un elemento prismatico triangular. Ademas las caras Ci, yCh
estan separadas por este elemento prismatico, luego, por el lema anterior, se tiene que

en cualquier realizacién de P el menor mixto G(:-’Jj’ i‘"l,‘;) es positivo.
rlrKp

A la vista de la Proposicién 4.3.3 y del Lema 4.3.5, y utilizando el Teorema 3.4.4,
tenemos una caracterizacién para la existencia de poliedros compactos hiperbdlicos del
tipo combinatorio de un descendiente de tetraedro, a partir de sus dngulos diédricos:
dado un descendiente P de tetraedro de n caras y asignados dngulos diédricos a sus
aristas, en las hipdtesis de la Proposicidon 4.3.3, por esta proposicién construimos una
matriz que es la matriz de Gram de un cierto poliedro en H?; para ver si este poliedro
es del mismo tipo combinatorio que P basta ahora aplicar el Teorema 3.4.4 a la matriz
que hemos construido. Finalmente, puesto que un descendiente de tetraedro es un
poliedro trivalente, es conocido por los lemas de Cauchy (ver [HR]) que los adngulos
diédricos determinan el poliedro salvo isometrias hiperbdlicas. Alternativamente, de la
Proposicion 4.3.3 también se deduce este resultado de unicidad.

Resumimos lo anterior en el siguiente teorema.

Teorema 4.3.6. (Existencia y unicidad de descendientes de tetraedros) Sea P un des-
cendiente de tetraedro y asignamos angulos ¢; a sus aristas. Entonces existe un poliedro
P C H? (resp. poliedro compacto) del mismo tipo combinatorio que P y con los dngulos
dados en las correspondientes aristas, si y sélo si

(1) los dngulos a; verifican las hipdtesis de la Proposicién 4.3.3; y

(ii) la matriz G construida en esta proposicion verifica las condiciones del Teorema
3.4.3 (resp. Teorema 3.4.4)

Ademds el poliedro P es tinico salvo isometrias hiperbdlicas.

O

Se puede intentar dar, para los descendientes del tetraedro, una descripcién del
espacio de angulos del estilo de la que hemos hecho para prismas triangulares en el
Teorema 4.2.3, es decir, dada por desigualdades polinémicas en los cosenos de los dngulos
diédricos.

En primer lugar, utilizando un camino generador del poliedro, se puede ver que es
posible reducir bastante el niimero de condiciones (Mj;) y (M4) que hay que comprobar.
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Aun asi las ecuaciones que se obtienen al eliminar las incégnitas (va en el ejemplo més

sencillo después del prisma triangular), son demasiado complicadas para tratar con ellas.

4.4 Ejemplos y comentarios sobre el cubo

En esta seccidén vamos a ocuparnos de otro ejemplo de poliedro, el cubo. Consideraremos
algunos casos particulares, es decir, fijaremos el valor de algunos angulos, y para estos
casos estudiaremos el espacio de angulos, aplicando el Teorema 3.4.4.

Sea pues P el cubo abstracto con las caras numeradas segun la Figure {.5. La
matriz de Gram de P en un espacio (R*. f) es de la forma

1 app w aiy ays ags
aiz2 1 a3z v azs ags
u a3 1 a3y azs ags
aly v oazy 1 ays ays

ais azs a3z a4z 1w
ajg 6 Qs Qs w1
donde los a;; se corresponden con los pares de caras adyacentes del cubo (a,; = — cos a;;)

y las entradas u, v, w corresponden a los tres pares de caras no adyacentes del cubo.

b’ 5
z’@
|~ 3 |8
" 3 Figura 4.5

Cubo de Lambert

Supongamos que el cubo tiene todos los angulos rectos menos 3, que corresponden
a 3 aristas no adyacentes dos a dos (ver Figura 4.5). Este cubo se utiliza, por ejemplo,
para dar estructura de caleidoscopio, y mas general, de variedad hiperbdlica cdnica a

S? con singularidad en los anillos de Borromeo ([Th], [HLMW]). La matriz de Gram de

un cubo asi es

O R Or O -~
0 O cd O - O
SO o~ O
[ R e B T ==
E rPocOoO o
— £ oO0on O
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Nos centramos en el caso compacto hiperbélico. Supongamos que existe un cubo com-
pacto P C H? con 4ngulos @ = —arccosa, f = —arccosb, ¥ = —arccose. Se puede
ver facilmente que los angulos a, 8 y v deben ser agudos. En efecto, si P es compacto,
la cara C; es un cuadrilatero compacto hiperbélico con dngulos 7/2,7/2,7/2, a, y por
tanto debe ser o < 7/2. Entonces, estamos en un caso en el que podemos aplicar el

Teorema de Andreev (ver Apéndice B, Capitulo 1), con lo que obtenemos

Proposicidn 4.4.1. Existe un cubo de Lambert compacto hiperbdlico con dngulos a, 3
vy siysélosia,B,v¢e(0,7/2).

Demostracion:

Aplicando el teorema de Andreev, o debe ser menor que /2, porque forma parte
del elemento prismatico cuadrangular formado por las caras €y, Cs, Cs, Cg, con angulos
7/2,7/2,7/2,«; de la misma forma, #,7 < 7/2. Con esto se verifican ya todas las
condiciones del Teorema de Andreev.

O

Vamos a verlo también utilizando los métodos que hemos desarrollado. Supongamos
que la matriz G tiene rango 4. Entonces, por el Teorema 3.4.4, existe un cubo de
Lambert con angulos «, 8, v s1 y sélo si:

(P3) Gras =1 —a® >0, es decir, a € (—1,1) (esto ya lo sabjamos porque ¢ es el coseno
de algin angulo). Analogamente, los demas menores principales de orden 3 no

imponen ninguna restriceion.

(M3) Esta condicidn es equivalente (por la Nota 4.1.1(b)} a que los 7 menores mixtos

G(333), G(543) GG13)s Ge3)s Glsa)s Glie1), Gisy) sean positivos. Caleulamos

estos menores:

Glass) = Gars) = Gligr) = —v
G(55) = Gl3ea) = Gligd) = —v
G (305) = —w

Por tanto la condicién (Mj3) equivale a que u,v,w < 0.
(M) La condicién de menores mixtos de orden 4 es equivalente (por la Nota 4.1.1(a)) a
. 253 1253 2351 2354 3452 3451
que los 11 menores mixtos G(;373), G(i3ze): G (53s0)> Gls336) Glaas1)s Glaase)s
G(3102) G183, G(I18%%), G (253, G(3%4%), sean negativos. Calculamos estos

a156/> T\1623/0 1624 2634 3641
menores:

G(i5e0) = b1 -a?)  G(1350) = G(4y5) = auw  G(355) = —bu

G (5359) = —cv G(3351) = Glian) =buv  Glgees) = —a(l - b*)w

G(hse) = —a(l =M G(igy) = b(1—¢?) G (363s) = cvw
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Por tanto, teniendo ya en cuenta la condicién (M3), la condicién (M) equivale a
que a, b, ¢ < 0.

(Py) La condicién (My), y rgG = 4 implican que la condicién (P ) equivale simplemente
a que un menor principal de orden 4 es negativo. Calculamos por ejemplo el menor
Giraas = {1 — az)(l - vz). Entonces Gqa45 < 0 si y sélo si v? > 1 (por las simetrias
de la matriz G, se obtendran también como condiciones necesarias para que los

menores principales de orden 4 sean negativos que u? > 1y w? > 1).

A la vista de los calculos anteriores concluimos lo siguilente: s1 existe un cubo de
Lambert compacto hiperbdlico con angulos a, 8, ~, entonces «, 3,7 < 7/2 o equivalen-
temente a,b, ¢ < 0. Reciprocamente, dados a,b,¢ € (—1,0), entonces existe un cubo
compacto hiperbodlico con angulos &« = —cosa, = —cosbh,v = —cosc sl y solo si exis-
ten u,v,w € (—o00,—1) tales que la matriz & tiene rango 4. Vamos a ver que para
cualesquiera valores de a,b,¢ € (—1,0) existe una tnica terna (u,v,w) que verifica lo
anterior.

Los valores de u,v,w deben ser, pues, raices de los menores principales de orden
y del determinante de G (por el Lema 4.1.2, para estos valores el rango de la matriz G
sera 4). Calculamos estos determinantes:

Giz345 = W —u? —v? +at? 4+ a®P -t -+ 1
G234 = u’v® — vl tut - -+
Gi23s6 = wiw? —u? —w? + cu® + aic? ~a -t 41
Gi2456 = viw? - —wit a4 adtlt —at -t 41
Giaass = v?w? — u? —w? + BPw? + a®0 —a® —* +1
Gazase = viw? —v? —w? + B2l + 02 =P =2+ 1
detG = —u?v?w? + u0? £ wlw? + v¥w? —u? — 0% —w? + atu? 4+ BP0? + P —

—2abcuvw — @bt L a2 + a2t + bt —a? - -t 4+ 1

Podemos calcular v y v a partir de G12345 ¥ G12346, despejando por ejemplo u en G346
y sustituyendo en Gia345, con lo que se obtiene una expresién que depende sélo de
v. Esto equivale a calcular la resultante de Gi2345 ¥ Gi2346 respecto de u. De forma

analoga se calcula w. Calculamos las resultantes:

res(G1asas, 12346, u) = res(G12456Gaauss, w) = q(v)?,

donde
g(v) = a’v* + (@%b 4 a®c? - 2a* — PP + a*(1 - c?)(1 - %)
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Si llamamos A = a*, B = a®b® + a’c® - 22 - 82 y C = a®(1 — )(1 - ) =
a’b?c? 4+ a® — a’c? — a?b?, las 4 soluciones de g(v) son

v_\/-B+\/B2—4AC_ ) \/—B-l-\/B?—cLAC
1 = — y g =

74 54
—B_ /BT _4AC |_B_ J/BE—aiC
V3 — — 2A [} Vg = 2A

En primer lugar vamos a ver que las 4 raices son numeros reales, v que v3,v4 tienen

valor absoluto menor que 1:

Lema 4.4.2. Supongamos a,b,c € (—1,0); entonces
(a) B <0;
(b) B?® —4AC es simétrico en a, b, ¢ y es estrictamente positivo; —B —/B? — 4AC > 0;

(c) vi=0v>1,vi=02<1

Demostracion:
(a) B =a®b® + a*c® —2a% — b%c? = —a?(1 — b%) — a?(1 = ) — b%? < O;
(b) Desarrollando B? — 4AC se tiene

B? —4AC = a®b* + a'c? + biet — 2a%0%c? — 2a%b%c? — 2a% b2t + 4albPe? =
= (a®b® — a’c? = b*c?)? +4a* B3P (1 - N > 0

(la primera expresién de B? —4AC muestra su simetria). Por otra parte, por ser B < 0,
—B > /BZ —4AC equivale a B > B? — 4AC, y esto es clerto por ser A y C no
negativos; por tanto se tiene —B — VB2 —4AC > 0.

(c) v} y v? son las dos raices del polinomio cuadrético Q(z) = Az? + Bz + C. Por
ser A =a® >0, y = Q(z) es una parabola convexa; por otra parte, observemos que
Q1) = A+ B + C = =b?c*(1 - a?) < 0. Se deduce entonces que la menor de las dos
raices es menor que 1 y la mayor de ellas es mayor que 1. Por ser 4 > 0, v# es la raiz

mayor; por tanto se tiene el resultado.

a

Finalmente, como v; < 0 y v > 0, deducimos que el valor de v que debemos tomar

€s

donde

P — A=a?
v:vlz—\/_B+ B* —44C B = a?b? + a®c? - 2a% — b2 c?
24 C =a*(1 - e?)(1 - 1)
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Sustituyendo este valor de v en el polinomio Gj2346, y teniendo en cuenta que u debe

ser negativo, se obtiene el valor para u:

\/1—62—v2——b2+b2c2
U= - .
1—¢? —y?

Aqui habria que comprobar que el radicando es positivo; en lugar de hacer esto, obser-
vamos que, mediante un calculo directo, se puede ver que el valor anterior de u coincide

con el siguiente:

A = ¢?
_B B2 _4A'C'
U = uy ——-—\/ + ‘W—C’ donde B' = ¢?b? 4 ¢%a? — 2¢2 — b%a?,
. C' =c*(1—-a?)(1 -b%)

es decir, u; se obtiene de la misma forma que v, teniendo en cuenta las simetrias de la

matriz de Gram.

De la misma forma podemos calcular el valor de w:

A” — b2
donde B" = b%a® 4+ b2c? — 282 — g% 2
C" = b?(1 — a?)(1 — b%)

—-B" 4+ \/Bu2 — 4 47CH
w=w; = — ZA” )

Se comprueba (directamente con ordenador) que los valores u3, vy, w; anulan todos
los menores principales de orden 5 y también el determinante de G. Ademas, por lo que

hemos visto antes, son los inicos valores en estas condiciones que son menores que —1.

El cubo de Lambert es un ejemplo ilustrativo de como utilizar el método que hemos
dado para encontrar el espacio de angulos. Este ejemplo, sin embargo, es muy sencillo,
porque casi todos los angulos son iguales a 7/2 (ademas de que el cubo es un poliedro
regular); por ejemplo, hemos obtenido que la resultante de los menores G12345 ¥ G12346
respecto de la variable u es un cuadrado perfecto, ¢(v)?, donde ademas ¢(v) es un
polinomio bicuadratico. De esta forma, hemos podido calcular v en funcién de los
parametros a,b,c. En el caso general, la resultante anterior es un polinomio en v de

grado 8, que no hemos sabido cémo tratar.
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