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Introduccion

Al estudiar las singularidades, tanto de funciones analiticas como de variedades, los
primeros objetos que se consideran, de manera natural, son los gérmenes de hipersuper-
ficies y, en particular, los que poseen un punto singular aislado. En este sentido y desde
el punto de vista topoldgico, uno de los pilares en el desarrollo de la teorilo constituye el
Teorema de Fibracién de Milnor y sus consecuencias, [Milnor].

Consideremos f : U € C"*! — C una funcién analitica, U entorno abierto del origen,
f(0) = 0, con un tinico punto critico en U. Llamaremos (V, 0) al germen de hipersuperficie
definido por los ceros de f. Si B, es una bola abierta de C**! de radio ¢ suficientemente
pequefio y S, la esfera borde de B, entonces el "halo” de la singularidad Ky := S, NV
es una variedad diferenciable compacta sin borde de dimensién 2n — 1. Milnor. muestra
que (V,0) es homeomorfo (no difeomorfo) al cono real sobre Ky con vértice el origen. Por
otro lado la fibra de Milnor Fy = {2z € B, : f(z) = 6} es una variedad diferenciable real
abierta de dimension 2n cuyo borde es Ky y que tiene el mismo tipo de homotopia que
un ramillete de n-esferas reales. El nimero de esferas de este ramillete se llama nimero
de Milnor de (V,0), y se denota por u(V,0).

La descripcién del par (S, Kv) en el caso de curvas, n = 1, es clasica. De hecho
Ky es una variedad diferenciable compacta de dimensién uno que es unién disjunta de
r circulos, uno por cada componente irreducible de V. Cada componente conexa K; de
K es un nudo en S y K es un enlace. Los nudos K; se describen algebraicamente en
funcién del desarrollo de Puiseux de la rama correspondiente, y los ntimeros de enlace
entre K; y K; se corresponden con la multiplicidad de interseccién en el origen entre la
correspondientes ramas V; y V;, [B-K]. Ya para superficies la teoria dista mucho de estar
acabada.

Desde el punto de vista de la topologia, quedan atin abiertos dos problemas centrales.

El primero de ellos, conocido como "conjetura sobre la multiplicidad de Zariski”,
planteado en 1971, {Zariski], se refiere a la relacién que existe entre la topologia del par
(B, V} y la multiplicidad de V en el origen.

Se dice que dos gérmenes (Vi,z1) y (Vo,73) de hipersuperficies de (C™**,0) con sin-
gularidades aisladas tienen el mismo tipo topoldgico si existen entornos abiertos U, de
z1 y Uy de 3 y un homeomorfismo ¢ : Uy — U, tales que ¢(Vy,z1} = (Va, z3). Con esta
definicién la ”conjetura sobre la multiplicidad de Zariski” afirma que el tipo topolédgico
determina la multiplicidad de la hipersuperficie. El resultado es conocido para gérmenes
de curvas planas ya que la topologia determina y es determinada por las ramas irreducibles
de la curva y por las multiplicidades de interseccidon entre dichas ramas, en particular, la
multiplicidad permanece constante. En el caso de que la aplicacién ¢ sea de clase C1,



Ephraim ha demostrado que la conjetura es cierta, [Ephraim)].

Ni siquiera se conoce la respuesta de la conjetura de Zariski para una familia de hiper-
superficics. Como el tipo topolégico determina el niimero de Milnor, cabe preguntarse si
en una familia analitica de hipersuperficies que tengan el mismo mimero de Milnor, la mul-
tiplicidad también permanece constante, Este problema sélo ha podido ser resuelto para
el caso de singularidades cuasihomogéneas por Greuel, [Greuel], y por O’Shea, [O’Shea],
y para determinadas familias de hipersuperficies con poligono de Newton no degenerado,
[Oka]. Usando los resultados de Greuel, (o0 de O’Shea), Yau demostré la conjetura de
Zariski para singularidades de superficies cuasihomogéneas, [Yau 1].

El segundo problema es la relacién existente entre niimero de Milnor constante y tipo
topoldgico constante para una familia analitica de hipersuperficies. De nuevo, para una
familia de gérmenes de curvas planas el segundo problema esta resuelto. Una buena
referencia de este hecho es el articulo de Buchweitz y Greuel, asi como todas las refencias
que en él aparecen, [B-GJ. Lé y Ramanujam, en [L-R], muestran que si n > 2, cualquier
familia analitica de hipersuperficies con mimero de Milnor constante tiene el mismo tipo
topologico. '

Asi, para hipersuperficies de dimension 2, i.e. superficies, ambos problemas per-
manecen abiertos.

Si {(V},0) }iew es una familia analitica de gérmenes de superficies de C* con u(V},0)
independiente de ¢, 4, tienen las superficies (4, 0) el mismo tipo topoldgico ?

Neumann, [Neumann|, muestra que el halo Ky es una variedad real compacta ciyo
tipo topoldgico orientado determina y es determinado por el grafo dual I' de una resolucion
determinada candnicamente 7 : (M, D) — (V,0). Con el resultado de Neumann se puede
estudiar la topologia de una familia en funcién de la resolucién. Teissicr en [Teissier 3]
ntiliza diferentes nociones de resolucion simultdnea de superficies que permiten estudiar
la topologia de las singularidades de la familia. Por otro lado, Laufer obticne una férmula
para el mimero de Milnor relacionando este invariante topolégico con invariantes analiticos
obtenidos de la resolucién, [Laufer|.

Como se ha visto, los problemas anteriores estdn totalmente relacionados con el cilculo
del nttimero <e Milnor en una familia. En la mayoria de los ejemplos interesantes de
familias con niuncro de Milnor constante, similares al de Briancon y Speder, [B-S 1], la
familia obtenida no tiene sélo el niimero de Milnor constante sino que generalimente es
cuasihomogénea o cumple condiciones de no degeneracion respecto al poligono de Newton.

El propésito de esta memoria es obtener férmulas para el calculo del nimero de Milnor
de (V.0) en funcién de la geometria de las hipersuperficies de P* definidas por los ceros
de los polinomios homogéneos que aparecen en el desarrollo en serie de f en el origen.
Estas férmulas se obtienen relacionando el mimero de Milnor de la singularidad (V, 0) con
el mimero de Milnor {generalizado) de la hipersuperficie V' que se obtiene de V' al realizar
la transformacion cuadrdtica con centro el punto singular. El hecho de que aparezca un
el niimero de Milnor generalizado es debido a que al realizar la transformacién cuadratica
V no tienen por qué aparecer sélo singularidades aisladas.

Escribamos f = f4+ farr+... la descomposicién de f como suma de sus componentes
homogéneas no nulas. Sea D = Z(f,), respec. T := Z(fy,1), la hipersuperficic de P



definida por los ceros de f4, respec. foir-
En el caso de superficies y cuando & = 1, Luengo, [Luengo], llamé superficies superais-

ladas a aquellas singularidades que verificasen que
Sing(D)NT =0, (x)

y dio un ejemplo de singularidad superaislada donde el estrato u-constante de la defor-
macién universal no era liso. Por otro lado, Artal, [Artal], estudiando la topologia de
las superficies superaisladas encontré un contraejemplo a la conjetura de Yau, [Yau 2] el
tipo topoldgico no esta determinado por V N S, y por el polinomio caracteristico de la
monodrontia comipleja.

Las superficies superaisladas son un caso particular de las singularidades que veri-
fican la condicién () para cualquier n y para cualquier k. El estudio de este tipo de
singularidades surgié a partir de los articulos de Yomdin, [Yomdin], y Lé&, [Lé 3], sobre
hipersuperficies con Jugar singular de dimensidn uno. Para este tipo de singularidades se
han calculado bastantes invariantes topoldgicos de (V,0) en funcion de D y de T: la mon-
odromia compleja, [Siersmal, los invariantes polares, [L-M], el espectro de la singularidad,
[Saito]. La condicién () implica que D es una hipersuperficie de P con singularidades
aisladas. En particular si n > 2, D debe ser necesariamente irreducible y cuandon = 2, D
es una curva plana proyectiva reducida. El nimero de Milnor se puede calcular mediante
la férmula, [L-M]:

wV,0)= (-1 +k Y u(D,P).
PeSing{D)

En esta memoria se consigue debilitar la condicién () de dos maneras:

(a) Suponer que D es una hipersuperficie con singularidades aisladas y no imponer
ninguna condicién sobre T.

(b) Estudiar superficies donde DD sea una curva plana con componentes multiples.

Méds concretamente el contenido de cada capitulo es ¢l siguiente.

En el primer capitulo se obtiene una férmula para calcular la caracteristica de Euler-
Poincaré (compleja) de la fibra de Milnor de un germen de curva plana con singularidades
no aisladas, C = Y_I_; ¢:C;. La férmula expresa la caracteristica en términos de las multi-
plicidades de interseccién de las ramas irreducibles en el origen (C}, Cj)(), de los nimeros
de Milnor de las componentes irreducibles u{C;, 0} y de las multiplicidades ¢;, del siguiente

modo:

r—1 r
x(Fy=~ 3 (CoCi)olai+a)+{a+-+q)—~D 4up(C,0).
i=1,i<j i=1

Esta férmula juega un papel central en el capitulo tercero pero dado que es un resultado
nuevo de la teoria de curvas se ha puesto en un capitulo aparte.

La segunda parte de la memoria estd dedicada al estudio de singularidades aisladas de
hipersuperficies (V; 0) cuyo cono tangente (proyectivizado) D tiene singularidades aisladas.
Para estas singularidades la transformada estricta V de (V, 0) mediante la transformacién
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cuadratica de centro el origen tiene un nimero finito de puntos singulares {131, . ,}53}.
Ademas estos puntos singulares estan en biyeccion con los puntos singulares de D. Primero
se cemuestra que el tipo topoldgico del germen (V,0) queda determinado por el jet de f
de orden i

d+sup{u(V,P) i=1,... .5}
Tambic¢n se da una férmula de tipo Noether relacionando el nimero de Milnor de (V,0)
y la stina de los nimeros de Milnor de V en los correspondientes P; :

p(V,0) = (d—1)"""+ > pu(D,P)+ Z,u(‘l?, P).
7.

PeSing(D) 2

Usaurdo la relacion anterior se demuestra que una familia {V;} de hipersuperficies con
singularidades aisladas que sea equimiiltiple y que tenga el mimero de Milnor constante
tienc la familia de conos tangentes {D,} con nimero de Milnor constante.

Otra aplicacion de la relacidn de tipo Noether anterior es la formula para el nimero de
Milnor <e superficies bivalentes que tengan el cono tangente D reducido. Una superficie
os bivalente si f es del tipo fo+ farr v Sing(D)N Sing(T) = @. Si ademds D es reducida,
el mimero de Milnor de (V,0) es igual a

p(V.0) = (d= 1" +ku(D)+ k- 3 (D, T)p—1),

PeSing(D)

donde (D, T)p es la multiplicidad de interseccién de D y T en P. En cuanto al orden de
determinacion del tipo topoldgico, para las singularidades bivalentes con cono tangente
D reducido, éste estd acotado por el siguiente nimero

d—1+k-sup{(D,T)p : P € Sing(D)NT}.

La ddtime parte de la memoria esta dedicada al estudio de las superficies bivalentes
cuyo cono tangente (proyectivizado) D es una curva plana proyectiva con componentes
multiples. El ingrediente necesario para el estudio de estas superficies es el niimero de
Milnor generalizado de Parusinski, [Parusiriski]. Se vuelve a tener una relacion entre el
mimero de Milnor de (V,0) y el mimero de Milnor generalizado de ¥, denotado por ,u,(I;’) :

1V, 0) = (d — 1)° + (x(D) — 3d + d*) + u(V),

donde x(.} es la caracteristica de Euler-Poincaré. El cdlculo del nimero de Milnor gene-
ralizado se puede hacer construyendo una estratificacién de Whitney de V y estudiando
la caracteristica de Euler-Poincaré de la fibra de Milnor en cada estrato. La estrategia u-
sada en la memoria ha sido estudiar singularidades para las cuales se puede encontrar una
estratificacion de Whitney adecuada: singularidades transversas. Si la descomposicion de
fes fa+ faypx + -+, sulugar de ceros (V,0) es una superficie transversa si verifica las
signientes dos condiciones:

(i) La interseccion de Sing(Dreq) v T es vacia.



(ii) Para toda componente irreducible C; de D tal que ¢; > 1, las curvas C; y T son
transversas.

Se demuestra que las singularidades transversas son bivalentes, es decir, que el tipo
topoldgico estd determinado por fy + fark, el nimero de Milnor de una singularidad

transversa es
u(V,0) = (d=1)*+ k- ((Drea) + (d — p)(2d — 3+ p)) + k* - (d — p).

donde p es el grado de la curva reducida D,,.

Para terminar con el estudio de las singularidades bivalentes se prueba un teorema
que obtiene la diferencia entre los ntimeros de Milnor de dos singularidades bivalentes.
Después se compara el nimero de Milnor de una singularidad bivalente cualquiera con el
mimero de Milnor de una singularidad bivalente transversa. De este modo el nimero de
Milnor de una superficie bivalente se calcula mediante la siguiente formula que generaliza

todas las anteriores:

;_L(‘i/',O):-((i-l)S-f-k{x(D)+d2—3d+ 5 ((D,T)p——l)}.

PESing(D)NT

. ommpt o=
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Capitulo 1

Fibra de Milnor de curvas planas

Las singularidades de curvas planas forman la parte de la teorfa de singularidades que
mds se ha desarrollado. Dste desarrollo ha sido tanto a nivel local, con la geometria
analitica, como en la situacién global, con la geometria algebraica. El dlgebra, el andlisis,
la geometria y la topologia han arrimado el hombro para desarrollar la teoria de singular-
idades de curvas planas. Por este motivo es impensable que en este capitulo se pretenda,
ni siquiera, hacer un resumen de esta teoria. A lo largo del capitulo sélo se va a tratar
con la teoria local, es decir, con gérmenes de curvas planas.

En la primera seccién se se enumeran los teoremas de fibracién de Milnor a los que se
va a hacer referencia a lo largo de la memoria.

La segunda seccién estd dedicada a dar algunos resultados conocidos para gérmenes
de curvas planas con singularidades aisladas. Sélo se daran los resultados que van a ser
necesarios a lo largo de la memoria. Con el propdsito de hacer la memoria lo més autocon-
tenida posible, se ha intentado dar una demostracion de la mayoria de estos resultados.

Sea f : (C%,0) — (C,0) un germen de funcién analitica. Se puede ver f como un
elemento del dominio de factorizacién tnica C{z,y}. Sea f = fI'--- f¥ la factorizacin
de f en factores irreducibles. Sea (C,0), resp. (C;,0), el germen de curva plana definido
por la ecuacion f =0, resp. f; = 0. Sea € > 0 suficientemente pequefio y sea S° la esfera
de dimension tres centrada en el origen y de radio €. El germen de curva C define un
multienlace L := f7'(0) N S?, i.e. un enlace (una unién disjunta de circulos sumergidos
en S2) con multiplicidades. Este enlace L estd formado por r componentes, una por cada
rama irreducible C; de C. Ademas, el enlace determina el tipo topolégico de C, para una
demostracién bastante elegante de este hecho ver el libro de Eisenbud y Neumann, [E-N].
Por otro lado, el Teorema de Fibracién de Milnor, ver [Milnor] Theorem 4.8 y Theorem 6.1,
prueba que la aplicacién —-jf,—l : §3\ L — S' ¢s una fibracién C°° localmente trivial. Sea F la
fibra tipo de esta fibracion, la Fibra de Milnor. La seccidn segunda contiene el propdsito
fundamental de este capitulo: el célculo de la caracteristica de Euler-Poincaré (compleja)
de la fibra de Milnor, F, de un germen de funcién analitica f de dos variables. El resultado
buscado aparece en el Teorema de 1.3.9, donde se muestra que la caracteristica de Euler-
Poincaré de F se puede calcular sin més que conocer la descomposicién de f, en el anillo
de series convergentes C{z, y}, en componentes irreducibles. De hecho, en el Corolario de
1.3.12, se demuestra que basta conocer una descomposicion libre de cuadrados de f.
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Aparte del interés que tenga por si mismo el resultado anterior, el Teorema de 1.3.9 sera
crucial en la demostracion del Teorema de 3.2.3 del dltimo capitulo de esta memoria.

1.1 Fibracion de Milnor

Sea B, la bola abierta de C"*! de centro el origen v radio €, sea S, la esfera que es borde
de B.. Sea D, el disco de C centrado en el origen y de radio 7.

Sea f: U C C"'!' — C una funcién analitica definida en un entorno U del origen,
f(0)=0,f#£0 SeaV ={z€U: f(z) =0} :

Los resultados sobre la fibracién de Milnor que se encuentran en [Milnor| para el caso
de polinomios, son adaptados por D. Burghelea y A. Verone al caso de funciones analiticas
culesquiera sin mas que dar un lema de seleccion de curva para conjuntos analiticos, ver
[B-V]. De este modo se tiene el siguiente Teorema de Fibracién, ver [Milnor] pag. 17,

pag. 43, pag 45.

1.1.1. Teorema. Teorema de Fibracion. Para cualquicr funcidn analitica f como la
anterior criste g > 0 tal que pare cualquier 0 < e < ¢y se frene:

(¢) La aplicacion
¢ SA\V 8!
. fiz)
[z}l

oA o d

es una fibracién difcrenciable localmente trivial.

(b} Para cualquicr 6 € S' Fp := ¢~ es una variedad difercnciable real de dimension 2n,
paralclizable que ticne el tipo de homotopia de un CW -complejo finito de dimension
7.

(¢c) K,:=V NS, (n—2)-concxa. Ademds el tipo topoldgico de K, no depende de .

Cada fibra F, de esta fibracién es difeomorfa a un subconjunto abierto de una hipersu-
perficie compleja lisa, este abierto es el formado por todos los z tales que |z] < ¢y f(z)
“es constante, obteniéndose otro modelo de la fibracidn anterior, [Milnor| pdg 53, Theorem

5.11.

1.1.2. Teorema. Teorema de Fibracién. 5i 0 < n << ¢ entonces la aplicacién

f+ Bnfi D)\ V — D, - {0}
: — 1(2)

es una fibracidn difercnciable localmente trivial que es isomorfa a la fibracidn anterior.

1.1.3. Definiciones. A cualquiera de estas fibraciones se le lama fibracion de Milnor
de f (en el origen) y a una fibra tipo de la fibracién se le llama fibra de Milnor de f

Milnor prueba més resultados en el caso en que f tenga un punto critico aislado en el
origen, es decir cuando ¢l origen sea el tinico punto que anula el jacobiano de f. En esta
situacién de un \inico punto critico aislado, el Teorema de K-determinaciéon de Mather,
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ver [Mather] Theorem 3.5 y Theorem 9.2, asegura que existe un cambio analitico de
coordenadas que convierte a f en un polinomio. Pot tanto, cuando se tiene un inico
punto critico se pueden usar todos los resultados de Milnor. Milnor demuestra que de
hecho en este caso la fibra 7' es n — 1 conexa y que tiene el tipo de homotopia de un
ramillete finito de n esferas.

1.1.4. Definicién. Al nimero de esferas del ramillete se le lama niimero de Milnor de
f, y se denota por 1, 6 por (V. 0).

En particular, la homologia reducida es trivial salvo en grado n donde vale Z#. Este
invariante topolégico de la funcién se puede calcular algebraicamente, ver [Orlik]|:

,u(V, 0) _ d]Il’lC C{Zg, .. ,Zn}

(For 1)

La notacién u(V,0) se debe a que, en realidad, el origen es un punto singular aislado del
germen de conjunto V definido por los ceros de f. También se suele hablar de la fibracidon
de Milnor de V, de la fibra de Milnor de V, el origen, independientemente de que V' tenga
al origen como 1unico punto singular aislado.

En el caso de que la singularidad de V sea aislada se han calculado los mimeros de
betii de la fibra de Milnor y por tanto la caracteristica de Euler-Poincaré de la fibra de
Milnor F' es

(1.1) X(F) = 1+ (=1)"u(V, 0).

1.2 Singularidades aisladas

Primero de todo resefiar una situacién que va a ser comuin en esta memoria. A lo largo de
toda la memoria va a ser necesario calcular la multipliciadad de interseccién en puntos,
generalmente el origen, entre gérmenes de curvas y gérmenes de hipersuperficies. Por esto
motivo se fijan en este punto las siguientes definiciones y propiedades, todas ellas bien
conocidas y que no necesitan demostracion.

Sea C{zo,... , 2.} €l anillo de series convergentes, sea Z un ideal de C{zy,... , z,} tal que
su lugar de ceros <y es un germen de curva irreducible en (C**',0). Sea f € C{zy,... ,2,}
tal que su lugar de ceros de V{f) y v s6lo tienen al 0 como punto en comin, entonces
la. multiplicidad de interseccién de v y V{(f) estd definida por los siguientes niimeros
naturales, iguales entr si todos ellos:

(v, V(f))o := long (91) = dim@M = ordy(f o h(t)),

(f) Z+(f)

donde @, es el anillo local de la curva , long denota la longitud del O, mdulo y h(t) :
(C,0) — (C™*',0) es una parametrizacion de la curva v. Ademds, paraotro g € C{zy,. .. , 2,}
se tiene

(v, V(f-9)o=1V(No+ (v V().

Todos estos resultados se pueden encontrar por ejemplo en el libro de W. Fulton, [Fulton].
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Sea (C,0) C (C?%,0) un germen de curva plana con singularidad aislada en ¢l origen.
Sea f(z,y) = 0 una ecuacion del germen (C,0). f € C{z,y}. Como la singularidad es
aistada, f es un germen de funcién sin factores cuadrados, es decir, f = fifa--- [, donde
cada f; es un elemento irreducible en C{z, y}. Las curvas C; : f; = 0 son las componentes
irreducibles 6 ramas de C en el origen. Sea

flz,y) = fulz,y) + ... términos de grade mavor que d

el desarrollo en serie de potencias de f en un entorno del origen U donde f converge. Se
ticne que

d = multo(C) = > mults(C;)
. 1=1

Por el lema de Hensel, ver [B-K] pdg. 334. se sabe que, si f es irreducible, su forma inicial
es potencia de una forma lineal, i.e. f4(z,y) = (ax+by)?. La recta az + by = 0 ¢s la recta
tangente a C en el origen. Si f no es irreducible, las rectas tangentes de cada rama son

las rectas tangentes a C en el origen.

Sca I; @ a;z + by = 0 la recta tangente de C;. Se puede suponer que todos los a; son
distintos de cero, de modo que se define a; := b;/a,. Asi, las ramas de (C,0) se¢ pueden
agrupar segin tengan, 6 no, la misma tangente. Sea I, el conjunto de enteros v, 1 < ¢ <,
tal que o; = w. De este modo, (C,0) admite una descomposicion C = D, U -+ Dy, ..
donde cada (germen de) curva D, es unién de ramas irreducibles C; de C que ticnen la
misma recta tangente,

1.2.1. Definicién. A estas componentes D, se las Hama componcentes tangenciales de

C.

Sea 7 : (C?, E) — (C?,0) la transformacidn cuadrdtica de (C% 0} con ceutro el origen, £
el divisor excepcional de 7. Sea C la transformada estricta mediante 7 de C.

1.2.2. Lema. Cada una de las componentes tangenciales da un punto de interseccion
del divisor cxcepcional E con C.

- Demostracion: Cada componente tangencial D, tiene por ecuacién

Folz,y) =[] filz,y) =0

=

. Para cada i € I, la forma inicial de f; es (z + a,y)*, por tanto se tiene que la forma
inicial de £, es (z + a,y)™, es decir,

(12) Fil29) = (2 + 00t)® + Fusenn () + -

(1.3) Fw(l‘, y) = (z+ Q)™ + Fyswrr(T,0) + -
k

(1.4) flz,y) = H Fo(z,y)

i=]
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Para estudiar N C basta elegir la carta donde la aplicacién 7 estd dada por #(u,y) =
(uy,y). Sea § la transformada estricta de una funcién analitica cualquiera g € C{z,y},
i.e. se toma gom y se divide por la mayor potencia de y. Las transformadas estrictas de
las funciones analiticas (1.2),(1.3)} y (1.4} son

fNi(U, y) = (u+ Oéw)k" + Y figirr (w, 1) + -

(1.5) Fu(u,y) = (u+ o)™ + yFs+1(u, 1) + -
- k —~
(1.6) flu,y) =[] Fui(u,y)

i=1

Para cada i € I, fl y qu son elementos de C{u + a,, ¥}. Denotamos igualmente por
6’; y 5; los gérmenes de curvas que pasan por el punto P, = (—au, (), definidas por
las ecuaciones fi(u,y) = 0y Fiy(u,y) = 0. Para terminar la demostracién del lema basta
observar que la transformada estricta C de C' es

k
& =) Dur

i=1

Al ver las funciones analiticas (1.5) y (1.6), se tiene que

k
(17) (O, E) - Z(Dwii E)pw =d= multU(C)
i=1
Por ¢l Teorema de Preparacién de Weierstrass, ver por ejemplo [B-K] pag. 338, cualquier
germen de curva plana (C,0), tal que la recta ¥y = 0 no sea componente de (C,0), es ¢l
conjunto de ceros de un polinomio de Weierstrass

Plz,y) =2'+ a1 ()" + ...+ aq(y).

Si la curva {C,0) no tiene componentes multiples, el polinomio 7 tampoco las tiene. A
partir de ahora vamos a suponer que ¢l germen es singular, en particular d es mayor que
uno.

1.2.3. Proposicién. Sea (Y,0) el germen de curve plana definido por g—i = 0. En las
condiciones anteriores se tiene que

(C, Y)(] = [J,(C, 0) + (L, C)U -1

donde L denota el eje coordenado y = 0 y p{C,0) el nimero de Milnor de la singularidad
(C,0).
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Demostracion: Sea Y = mY] + - + r;¥; la descomposicién de Y en componentes
irreducibles. Sea ¢ = (¢, ¢2) : (7,0) — (V¥;,0) una parametrizaciéon de Puiseux de la
rama Y;, donde 7 es un entorno abierto conexo del origen en C, con coordenada £. Por la
definicién de niimero de interseccion, se tiene que (C, ¥;)g = ord,(P o ¢). Ademas,

M_(BP ).c’(t)d,.(@oc)-c'(t).

at  car oA Dy 2
Como Y; es una componente de Y entonces (%—‘:) o ¢ = 0. De este modo,
d(Poc ar
ordi(Poc) = ord,_(uc-—)-) +1=ord(—— o) +ord,(c4(t)) + 1

ot dy

oF
= ord,,(a o ¢} + ord{y o c).

Como d > 1, la recta ¥y = 0 no es una componcnte de Y. De este modo, la igualdad
anterior, en funcién de los numeros de interseccién, da la identidad

(C.Yi)o = (Z,Yi)o + (L, Yi)o,
donde Z es ¢l germen ‘(’,—1’; = 0. Multiplicando por los r; v haciendo la suma. s¢ obtiene
(C,)YYo=(Z,Y)o+ {L,Y)o.
Tal ¥ como estan definidos los gérmenes C,Y y L se ticne que
(L,Y)y=d—-1=(L,C)o— 1

La definicién del niimero de Milnor, p(C,0) = (Y, Z)o, hace que se pueda concluir la
demostracion. O

Sea 7 : (CQ, E) — (C?,0) la transformacién cuadrética de (C?,0) con centro ¢l origen. Se
necesitaré la siguiente propiedad de los nimeros de interseccion de curvas planas. que de
hecho vale para curvas sobre superficies no singulares. La demostracién se puede encontrar
por ejemplo en [B-K] pdg. 518.

1.2.4. Lema. Férmula de Noether. Sean (C,0) y (D,0) dos gérmencs de curvas planas,
definidas en un entorno concro U del origen de C2, de modo que, CN D = {0}. Sean C
y D las transformadas estrictas de C y D mediante n. Entonces

(C,D)o= 3 (C, D)y + multo(C) multe(D).
zeCnb

1.2.5. Proposicién. Si (C,0) € (C*,0) es un germen de curva plana con singularidad
aislada en el origen y 7 ¢ (C%, E) — (C?,0) la transformacidn cuadrdtica de centro el

origen, cntonces se tiene gue

.
w(C,0) =d(d—1) + _Z 1w(C,z;) — (k—1)
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donde C es la transformada estricta de C, &,,... , % son los k puntos de CNE yd es la
mwultiplicidad de C en 0 .

Demostracion: Se puede suponer que, en un entorno U del origen, C estd dada como el
germen de ceros de un polinomio de Weierstrass

Plz,y) = 2" + ar(y)a? ™ + .+ aq(y).

Ademads, sin mas que hacer un cambio de coordenadas que afecte a la coordenada y, se
puede suponer también que la recta ¥ = 0 no es tangente a (C,0), por lo que si L es el
germen de recta definido por y = 0,

(1.8) multy(C) = (C, L)y = d.

Al realizar la transformacién cuadratica, para estudiar N C basta elegir la carta donde
la aplicacién 7 estd dada por m(u, ) = (uyy,v1). En esta situacién se tiene que

apP 815

(1.9) o = 5-(P).

Sea de mievo Y el germen de curva plana definido por % = 0. La transformada estricta

Y de Y viene dada en esta carta por la funcién analitica (1.9). El divisor excepcional B
tiene ecuacion en esta carta {y; = 0}. Por la férmula de Noether,

(1.10) (C,Y)o=dd—1)+ > (C,Y

donde la tltima suma se hace en todos los puntos P de interseccién de C' y Y. Cuando
U es suficientemente pequefio, como (C,0) tiene singularidad aislada, todos los puntos
de la interseccién € NY estédn contenidos en CNY N E ya que CNY NU = {0}. Sean
I, ..., 5k estos puntos de interseccion.

Usando (1.8), (1.9), (1.10) y la Proposicién de 1.2.3, se obtiene

w(C,0) = (C, Y)o—(C LY}o+1

= d{d—1) +ZC‘}7 —(C, L) +1
= d{d—-1) +Z + 1 =0,0);—1)-(C L)o+1

= d(d—1)+Z;1,(C*,55i)+d—k—d+l.

i=1

En la dltima ignaldad se ha aplicado la igualdad de (1.7), i.e. d = mulio(C) = (C,E) =
Zf=1(yl = 01 C)il O
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1.2.6. Observacion. La funcién analitica f que define el germen de curva (C, 0) verifica,
en un entorno suficientemente pequeno del origen, las condiciones del teorema de fibracién
de Milnor. La férmula de la proposicién anterior tiene un analogo en funcién de la carac-
teristica de Euler-Poincaré de la fibra de Milnor £ de la singularidad del germen (C.0).
Comno la singularidad del germen (C, 0) es aislada, la caracteristica de Euler-Poincaré de
F esigual a 1 — ;(C,0). Sea F; la fibra de Milnor asociada a la singularidad aislada del
germen de curva plana (é, #;). De igual modo, la caracteristica de Euler-Poincaré de F
es igual a 1 — u(C, #;). Asi, la proposicién anterior da la siguiente igualdad:

)
(1.11) X(F) = 3 x(F) —d(d—1).

1.2.7. Corolario. Con las notaciones anteriores, si d = multy(C), entonces

w(C,0) > pu(C,%;)  para todo i=1,--- k.

Demostracion:  Siempre se tiene que d > k > 1 ya que (C,0) tiene un vinico punto
singular y

k
d = multe(C) 2 > multz, (C) > k.
=1

Por tanto

i(C. &) =1 +d(d—1)+ S ((C. %) - 1)
i

WG E) —14+dd—1) = k+1

WC %) ~ 1+ (d=1)2 > n(C, &) ~ 1.

w(C,0) =1

AVARY

O

Con este corolario se puede demostrar el teorema de resolucion de gérmenes de curvas
planas, sin mas que aplicar una induccién sobre el numero de Milnor de la singularidad.

1.2.8. Teorema. Las singularidedes de cualquier curva sobre uwna superficie lisa se
pueden resolver mediante un nimero finito de transformaciones cuadrdticas.

1.2.9. Observacién. En particular, este teorema garantiza que después de un nimero
finito de transformaciones cuadraticas las transformadas estrictas de las componentes
irreducibles C; de C no se intersecan.

1.2.10. Teorema. Resolucién Sumergida. Cada singularided de curva plana se puede
resolver mediante un ndmero finito de transformaciones cuadrdticas con centros puntos
de modo que la preimagen estricta de la curve tenga cruces normales.

Demostracion: Se puede obtener la resolucién sumergida a partir de la resolucién del
teorema anterior sin mas que darse cuenta que:
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1. El lugar donde no hay cruzamiento normal estd formado por un mimero finito de
puntos.

2. En cada uno de estos puntos donde no se tenga cruzamiento normal es equivalente
a un germen de curva singular con nimero de Milnor mayor o igual que tres, por lo
que se puede repetir el proceso de resolucién del teorema anterior para esta nueva
curva.

O

1.2.11. Lema. Sean (C,0) y (D,0) dos gérmenes de curva plana, reducidos, sin com-
ponentes trreducibles en comin. Entonces,

u(C + D,0) = u(C,0) + (D, 0) +2(C, D)o — 1,

donde (C + D,0) es el germen de curve plana definido como la unidn de los gérmenes
(C,0) y (D,0).

Demostracién: Se puede suponer que (C,0) y (D,0) estan dados, en un entorno U del
origen, como los gérmenes de ceros de sendos polinomios de Weierstrass

Pi(z,y) =2+ a(y)a” " + ..+ aa(y),

Po(z,y) = 2° + a ()2 + ..+ as(y).

En este caso, el germen (C+ D, 0) estd definido por el polinomio de Welerstrass P obtenido
al multiplicar Py por Py, i.e. P= P F,. Sean Y, Y7 e Y, los gérmenes de curvas definidos
por los ceros de %=0, %ilz(]y %%=U.

Primero probemos que

(1.12) (C+D,Y)=(C,Y1)o + (D, Y2)o + 2(C, D)y
En efecto, por la aditividad de la multiplicidad de interseccién, se tiene que
(C + D:Y)O = (C)Y)O + (D:Y)[)

Por otro lado, derivando

0P 0P, . 0P
61. - am 2 + 1 82‘; .
De este modo, por las propiedades de la multiplicidad de interseccién,
or oP OP,
(C,Y) = (C, a—mlPQ +- Plﬁg;z =0)p = (C, Td;lpz = 0)o

= (C,Y1)o+ (C, D)o

Como la multiplicidad de interseccién (D, Y )y también es igual a (D, Y2)o+{C, D), queda
demostrada la identidad (1.12).



A8 1. Fibra de Milnor de curvas planas

Sea L el gernten de curva que tiene por ecuacién y = 0. La Proposicidn de 1.2.3 establece
que el nimero de Milnor del germen (C + D, 0) verifica la siguiente tgualdad.

(W(C+D.0)={C+D,Y)—(L,C+D)+1
Sustituvendo la expresién de (1.12) en la anterior igualdad se tiene que
w(C+ D0} = (C Yo+ (D, Ya)o +2(C, D)o — (L.C+ D)o + 1.

v escribiendo (€, Y] )o. respectivamente (D, Yoo, en funcidn de los mimeros de Milnor de
(C.0). respec. de (D, 0), se tiene la formula buscada,

(L D)Q -1+ (C D)n - {LC+ D)(l + 1
= p(C.0)+ pu(D.0)+2(C. D)y — 1

{C+ D, 0)

|

1.2.12. Observacion. El resultado anterior aplicado a un germen de curva reducido
(C,0) que admite una descomposicion C = C| + ... + Ch. no necesariamente en compo-
nentes irreducibles, nos da la siguiente relacion,

(1.13) o(C,0) Z;fc 0) + 2 Z (Ch, Co — (1= 1),

Scea F; la fibra de Milnor asociada a la singularidad aislada {del germen) de curva plana
(Ch, ). Como la caracteristica de Euler-Poincard de £} esigual a 1 — j(Ci. ), la igualdad
(1.13) s equivalente a:

{1.14) N(F)= =2 (Ci. Cy)o + Z\(Fr)

i=li<y

El proposito de la proxima seccidn es demostrar la relacion (1.14) en el caso en que el
germen (C. 0} no tenga singularidad aislada.

1.3 Caracteristica de Euler-Poincaré (compleja) de la
fibra de Milnor

Sea f: {C? 0) — (C,0) un germen de funcién analitica. Se puede ver f cowmo un elemento
del dominio de factorizacién tinica C{x,y}. Sca f = fI'--- f la factorizacién de f en
factores irreducibles. Sea (C,0), resp. {C},0), el germen de curva plana definido por la
ecuacion f = 0, resp. fi = 0. Supongamos a lo largo de toda la seccidn que existe algin
¢ > 1.
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Sea € > 0 suficientemente pequeiio y sea S? la 3-esfera de radio €. El germen de curva

C define el muliienlace L := f~1(0} N §2. Sea |—J{—| : S2\ L — §' la fibracién de Milnor y
sea F la fibra de Milnor.
Schrauwen, [Schrauwen|, expresa la caracteristica de Euler-Poincaré de F' en funcién de
los puntos criticos de deformaciones adecuadas de f. A’Campo, [A’Campo], y D. Eisen-
bud y W. Neumann, [E-N|, usando métodos bastante diferentes, han calculado muchos
invariantes topoldgicos de F, en funcién de grafos asociados al germen (C, 0).

En esta memoria sélo cstamos interesados en un invariante topoldgico de F' : la car-
acteristica de Euler-Poincaré (compleja) de F. El cdlculo de la caracterfstica de Euler-
Poincaré de F' estd basado en la férmula de N.A’Campo, [A’Campo] Théoréme 1, y en
las propiedades de los nimeros de interseccidén. La razém por la cual se calcula la car-
acteristica de Euler-Poincaré compleja es precisamente por que se usa el resultado de
A’Campo.

Sea U un entorno del origen 0 € C? donde f converge. Sea ¢ : Y — U la trans-
formaciéon cuadratica de U con centro el origen. La idea es dar un teorema, Teorema
de 1.3.5, que relacione la caracteristica de Euler-Poincaré de F con las caracteristicas
de Fuler-Poincaré de las fibras de Milnor F; de la funcién analitica f o ¢ en los puntos
infinitamente préoximos que aparecen en Y. Para ello se comparan los grafos duales de f y
de foo. El Teorema de 1.3.9 nos da una férmula para la caracteristica de Euler-Poincaré
de F' sin necesidad de construir el grafo de resolucion de £, é de (C,0) :

r—1 T
x(Fy=—1 3 (CiCiola+g)—{n+-+a)+ > an(Ci)|.
i=1,i<j i=1

En los Corolarios de 1.3.10 v de 1.3.12 se obtiene la misma férmula pero sin exigir que
la descomposicién de f sea en componentes irreducibles. Basta encontrar una descom-
posicidn "adecuada” de f. Este tltimo resultado hace que la férmula anterior tenga su
interés desde el punto de vista computacional, ver el Comentario de 1.3.13.
Preliminares. Primero de todo, recordemos mas definiciones y resultados sobre gérmenes
de curvas (C, 0) contenidos en un germen de superficie lisa, ver [B-K] pag. 370-575, [DB-M]
y [A’Campo].

Sea 7 : X — U una sucesion de transformaciones cuadréticas sobre U tal que, para cada
punto del divisor excepcional £, = w7!(0), el divisor £ := 7*(C) tenga cruzamiento
normal.

Sea C la transformada estricta de C mediante 7. Sea E; una componente irreducible del
divisor &..

1.3.1. Definiciones. Una curuvilla de E; es un germen de curva liso B; sobre X el cual
interseca a F; transversalmente en un punto liso de &£, \ (& N C). La multiplicidad mg,
de E; es el orden de f o7 sobre B;. Evidentemente, la multiplicidad mg, no depende
de B;. Por las propiedades de la multiplicidad de interseccién se tiene que si E; y B; se
intersecan en x; entonces

M, = (Bsy Bi)e,.

Esta propiedad permite calcular mg, como la multiplicidad de interseccién en el origen
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Ao
=

entre los gérmenes de curvas O v #(B;).

(C,W(Bj))(] = Z (5: Bz‘)P = (Ez's Bi):rf'

PeEnB;
1.3.2. Observacion. La multiplicidad mg, es una funcion lineal de las potencias ¢y, ... . ¢,
de las componentes irreducibles C.... . C, de C. La observacion vuelve a ser una conse-

cuencia de las propiedades de los mineros de interseccidn va que
.

mg, = (C,7(B))y = (C}' + ...+ CF =m(B:))y = >_4; {C}, 7(By)), -

J=1

El grafo dual G(C, 7). Cualguier germen de curva plana C v cualquicr aplicacion w
como la anterior. tienen asociados un grafo G(C, ), dicho grafo se denomina grafo dual
asociado a C v a 7. Recordemos ln construccion del grafo dual. Los vértices de G(C. w)
estan en biyeceidn con las compounentes irreducibles E; de £,. Asi, a cada vértice o de
G(C, 7} le corresponde una unica componente reducible £, de £,. Dos vértices a v b
estan unidos por una arista si v sélo si E, interseca con Ey,. A cada vértice a, le anadimos
I; Hechas, siendo I; el mimero de componentes irreducibles de C que imtersecan a E,.
Cada vértice a lleva, ademds, un peso: la multiplicidad mg, de E,. Deigual modo, coo
las Hechas del grafo dual estidn en hiveccidn con las componentes irreducibles de C. cada
fecha 1 lleva peso ¢, ¢l muncero de veces que aparece la componente irredneible Gy en C.
Finalmente, recordar que para un vértice a del grafo dual se Haman wecinos de o todos
los extremos de las aristas que tocatt a a v todas las flechas que parten del vértice a. Sea
(a) el conjunto de indices b tal que b es un vecino de a.

1.3.3. Observacion. Seca V{G(C. 7))} o} conjunto de virtices del grafo dual G(C. 7).
P. Du Bois and F. Michel, ver [DB-M] Proposition 1.6, han demostrado que para cada
vértice a € V(G(C, 7). la multiplicidad mg, divide a Y0 1,

Cuando (C,0) es un germen de enrva plana reducido, el grafo dual coincide con el grafo
dual del grafo usual de la resolucion. ver [B-K] pdg. 509, 6 con el :irbol de la desingular-
izacién que usan P. Du Bois v F. Michel, ver por ejemplo [DB-M].

1.3.4. Observaciéon. El grafo dual G(C, 7) y el grafo dual G{C\eq, 7) asociado al germen
de curva reducido Croy = Cy + ... + €, s6lo se diferencian en los pesos de los vértices v
en los pesos de las flechas que en esteiltimo caso son todos iguales a uno.

La caracteristica de Euler-Poincaré. Sea ¢ : Y — U la transformacion cuadritica
del abierto U con centro el origen. Se denota por Ey al divisor excepeional de o y por C la
transformada estricta de C mediante . Sca m = myg+. . .+m,q, la multiplicidad de C en
ol origen. donde cada m; es la multiplicidad de C; en el origen. Entonces 0*(C) = C+m Ej.

Sean P,... ., P, el conjuto de puntos de ¥ en los cuales intersecan C v el divisor
excepcional Fy. Cada uno de estos puntos F; estd en biveccién con una coinponente
tangencial de (C,0), 6 de (Creq, 0). ver el Lema de 1.2.2. Para cada uno de estos puntos
P;, sc eligen coordenadas complejas locales sobre ¥ y una bola de radio suficientemente
pequeno U7 centrada en F; de modo que:
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1. En cada bola U7 se verifique el Teorema de Fibracién de Miluor.

2. Las bolas U’ son disjuntas dos a dos.

Sea Fj la fibra de Milnor de C en el punto P;. El siguiente resultado relaciona la carac-

teristica de Euler-Poincaré de la fibra de Milnor F' y la caracteristica de Euler-Poincaré
de las fibras de Milnor Fj.

1.3.5. Teorema. Con las condiciones anteriores, la caracteristica de Euler- Poincaré de
la fibra de Milnor F' satisface la igualdad

X(F) = =(gum + - geme) (o + -y = 1)+ 30 x(F)).
G=1

Demostracion: Para todo j € {1,...,s}, sea m; : X; — U7 la sucesién de transforma-
ciones cuadraticas con centros en puntos infinitamente proximos de Fj tal que X; es un
espacio analitico y la aplicacidn analitica 7; : X; — U7 verifica:

; . X gt p 7 e i 14 i

(i) WJIXj—Tr;I(Pj) : X; — ;7 (P) — U? — {P;} es una aplicacién biholomorfa.

(ii) El divisor excepcional A; := 7' (F;) es una unién de curvas DY isomorfas a P! que

se cortan dos a dos transversalmente.

(ili) Sea C7 = C7' +... 4+ C% el germen de C en P;. El divisor 73(C7) es ignal a A; UCT,
donde C7 = C1 U...UC% es una unién disjunta de curvas lisas que intersecan con
A; transversalmente. C7, respectivamente C”¢, es la transformada estricta de C7,
respec. de C7, y cada C7* interseca a \A; en en un unico punto.

(iv) Si se denota también por Ey al divisor 7} Y(Ey), entonces C7 no interseca a E.

La existencia de X; y de m; con las propiedades (i)}, (i) v (4i7) se sigue de la resolucién
sumergida del germen de curva (C7 4, P;), donde (C7_,, ;) es el germen de curva, definido
por la funcién analitica (fi -...- f,) o o en un entorno U7 de P;. La condicién (iv) se
obtiene de una resolucién sumergida sin mas que realizar transformaciones cuadraticas en
los puntos de interseccién de CV y Ej.

Sea o7 la composiciéon de my,... , 7. No importa el orden en que se realice la com-
posicién va que los U7 son dos a dos disjuntos. Sea X la superficie analitica lisa que
se obtiene de Y reemplazando los abiertos U7 por los correspondientes X;. Asf, X :=
(coo))~(U), y sea 7 := goo. Por la construccién se verifican las siguientes propiedades:

(a) mx_s-10): X — 7 H0) — U — {0} es una aplicacién biholomorfa.

(b) El divisor excepcional £, := m~1(0) es una unién de curvas E; isomorfas a P* que se
cortan dos a dos transversalmente.

(¢) El divisor £ := 7*(C) es ignal a & UG, donde C = C; U... U C, es una unién
disjunta de curvas lisas que intersecan con £, transversalmente. C , respectivamente
C;, es la transformada estricta de C, respec. de C;, y cada C, interseca a &, en en
un dnico punto.

(d) Si se denota también por Eqy al divisor 7~1(Fy), entonces € no interseca a Ey.
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N2
S}

Denotemos por A el conjunto de divisores excepcionales

&
A= U AU { Eﬂ}
=1
Sea también B el conjunto de los divisores del divisor excepcional £,. Como las aplica-
ciones 7; se¢ han obtenido mediante transformaciones cuadriticas con centros en los puntos
infinitamente préximos de Py en Y. se puede establecer una biveceién ¢

i)
A <
D -
Ly —  Ep

donde los divisores E;-j v D! aparecen al realizar la transformacion enadratica del mismo
punto infinitamente préximo de P

Para j € {1,....s}, la condicién (d) asegura que existe un 1iiico Di en A; tal que el
correspondiente 7 = & 7Y corta en wn vinico punto a Ey.

1.3.6. Lema. Seca D! un curva cacepcional de m; y sca B = ®(D!). Denotemos por
gt lo. mdtiplicidad de DYy por m e la. multiplicidad de EJ. Entonees sc verifica

”"L‘f = "'”‘D;? + - (rh,_j,

donde o, sélo depende del mimero de transformaciones cuadrificas necesarias para gue
‘i
aparczea ol divisor cxeepeional EY.

Demostracion:  El lema es una conseenencia de la definicion de las multiplicidades. Sea
B wna curvilla de EY, es decir es un germen de curva lisa en X que interseea a 2 enun
tinico pimto p de modo transversal. Asl, se pucde ver B como nna curvilla de DY, Por
tanto. la multiplicidad m ;. respectivamente m .5, es la multiplicidad de interseecion en
£ D
i i .
el origen, resp. en el punto Py, entre las curvas C' y «(BY), resp. entre las curvas CV v
— ¥
fl_j (B, )
Usando la formula de Noether. ver 1.2.4,

My = (C. W{B{))“ = i: (a*(C),U* (W(Bf))), .

j=1 i

Obsérvese que o*(m(B])) es igual a oy (B} ) y este 1iltimo germen de curva es igual a 7;{ BY).
Es wmids, el punto £ es el dnico punto en la interseccion ¥ N £y N oy (537). obtenidndose

7'”'1.:3' — (C + ?’I?-Eo, o (B;’)),,i = (C' '.TI':,.(_BE))P1 -+ 17 - (E(}; ) (Bf}))],I
= (C?.m(B]))p, +m - (Ey,01(B]))p,
= mpi +m - (Ey, UI(BE))P;,-

Si se define ag; como la multiplicidad de interseccién en P; entre las curvas £y y oy (B]).
1
cntonces oy solo depende del o, es decir, del ntinero de transformaciones cuadrdticas
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necesariag para que aparezca ¢l divisor Ef En particular, no depende de las potencias
q1, ... ,Gr, de las componentes irreducibles de C. O

1.3.7. Lema. Para cada j € {1,...,s}, sea D} una curva ezcepcional de ;Y sea
E! = ®(D7}. Denotemos a E; \ (Uj#i E;U C~') por B/ y a DI\ (U[# Di U 5’;) por Di.

1. 81 D} no es la curva excepcional DY, entonces la caracteristica de Fuler-Poincaré

o

x(E?) es igual a la caracteristica de Buler-Poincaré x(D?).

2. Para la curva excepcional DY, la caracteristica de Euler-Poincaré x{E}) es igual
x(D}) menos uno.

Demostracion:  La demostracién es inmediata sin mas que darse cuenta que la diferencia
entre B} y DI es la interseccién de EY con Ey. Esta interseccién es vacia salvo que 7 sca
E} en cuyo caso existe un tnico punto en la interseccién. La siguiente figura ilustra el
lema. a

~

/|
!

/

. 1 '
E} E E} Do Dy Dy

Para terminar de demostrar el teorema vamos a usar la férmula de A’Campo, ver [A’Campo]
Théoreme 1. A'Campo demuestra que, si en cada punto de £, cl divisor £ = C +
> mg, B; tiene cruzamiento mormal, entonces

X(F) =3 mg, - x(E),
i=1
donde F; := F; \ (U; E; U C).
La aplicacién 7, respec. 75, se ha construido de modo que el divisor &, resp. A;, tenga
cruzamiento normal. Para cada j € {1,..., s}, se tienen los grafos duales I, := G(C, ),
y el grafo dual I', := G(C, 7). Entonces por la férmula de A’Campo

X(F)—ix(ﬂ)= > mEb'X(Eh)—i > mppx( D)

beV(ly) 7=1 \pev(ri)
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Usando la biveccion ¢ entre los conjuntos de curvas excepcionales se obtiene

_'ZQX(F_}) = X(Eo) +ZZ(:H,: X(E]) = mpix x(D))

i=1 j=1 i

+ 3 (mpg - X(ED) — s - X(DR))
i=1
Por los Lemas de 1.3.6 v de 1.3.7 se tiene que

- Z \(F)) = m- .\’(Eu) + Z Zm AP \{f)f)
=1 j=1i#0 '

3 (g meag) - (DD = 1) =y (DY),

je=1

Por tanto.

= -
(1.15) X(F) =Y X(F))=m- A'+Zmnﬁ-;
j=1 =1
donde £ es el siguicnte entero, que no depende de las potencias g, ..., q,, de las compo-
nentes nreducibles de €|

~

ko= x(Ea) + Y “ES'( (D§) —1)‘{"2”11‘: (D})

j=1 i#0

Por otro lado, sea o el vértice de [y correspondiente a Fy. Los vecinos de o se corresponden
con los divisores Ej, 7 € {1,...,s}. que son los tinicos que intersecan Fy. Asi, después de
la. Observacion e 1.3.3. la multiplicidad de Ey, que es m, divide a

&

8
,Z;T”'Eé = Z (ng +m. - (rEg) ,
J=

. v - S * 'S -
por lo que m divide a Zj:l M i

De este modo, para cada g, ... , g, debe existir un entero I{q,... ¢, ), que en principio
depende de gy, ... .q,. tal que
(1.16) Z 'ng(q;, ces ey = (myqy g a, L ge).

=1

Obsérvese que cada m,; depende de gy .. ., g,. El propdsito del siguiente lema es demostrar
0

que h no depende de g1, ... . g,

1.3.8. Lema. Scan ¢ y ¥ dos funciones lincales

e RT—=R: (q1.....q) — miq + - +mq
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W:RT_}R: (Qh'-' !QT’)_} ’\1QI+"'+/\7'QT‘:

tales que (my, ... ,m.) ¥y (Ar,..., A} pertenecen a N"\ {0} y para cada r-upla (q1,... ,q,)
de mimeros naturales, el entero W(qy, ..., q;) divide a p(q1, ... ,q ). Entonces existe una
constante h € Z\ {0} tal que para cada (q,...,q,) € N'\ {0} se tiene que

e@y, .. a)=%(q,... .0 h

Demostracion: Sea H el hiperplano de R" definido por la ecuacién myq +- - - +m,.q, = 0.
Sea A la funcién

R’"\H —_ R
Q- 0q) — )

Como h es el cociente de dos funciones lineales, h es continua en su dominio R" \ H.
Denotemos por Rt el conjunto de los niimeros reales mayores que cero. Probemos que
la funcién b es constante sobre (R*)™\ H. Para ello es suficiente probar que es constante
sobre (Q1)"\ H va que lucgo extendemos a todo (R*)"\ H sin mds que usar la densidad
de (@) y la continuidad de h.

Sea (q1,... ,q-) € (QF)"\ H, una r—upla de nimeros racionales positivos. Sea ¢; = a;/b;,
donde a; y b; son niimeros naturales. Sea n el producto b, - - - b, entonces

Ll e, e

7

n(E ﬁ)z‘l’(%‘v-- ) (s, )
b b 2

Sea n; el producto n - a;/b; € N. Usando la linealidad de ¥ y de ¢, se tiene que

h,((jl 1,:)__ lI!(nl,...,nr\) cz.
J

bla‘”,br _(,D(H,l,...,!i.r
va que, por hipdtesis, si {n:,... ,n,) es una r—upla de nimeros naturales, ¥{n,,... ,n,)
divide a ¢(ny,...,n,). Por tanto, por la continuidad de h, para cualquier (g,...,q) €
(RT)"\ H se tiene que h(q,...,q ) € Z. En particular, la funcién h debe ser constante

sobre cada componente conexa de (R¥)™ \ H. Finalmente, el conjunto (R*)" \ {0} esta
contenido en una componente conexa de R\ H ya que los ¢; y los m; son nimeros natu-
rales. De este modo A es constante sobre (R*)"\ {0}. O

La suma 337, mpi = g1+ -+ A+¢r es una funcién lineal ya que por la Observacién de
1]
1.3.2 cada multiplicidad m pj €8 una funcién lineal de q1, ..., ¢,. Por otro lado m = mq; +

g

b
las hipétesis del Lema de 1.3.8, lo que implica que existe una constante i € Z \ {0}, que

no depende de ¢,... , ¢, tal que

...+ myq, es también una funcién lineal. Ademds por (1.16), >_,m pi ¥ ™ satisfacen

3
> oyl 00) = (mag -+ mg) B
j=1
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Esto quiere decir que (1.13) es equivalente a
(1.17) X(F) =Y _x(F))=m - (k+h),
j=1

donde m = mug1 + ... + m.q. v k + h no depende de las potencias, q,...,¢,, de las

compoucntes irreducibles de C.
Para calcular £ -+ h usamos el resultado de la Observacion de 1.11 el cual permite calcular

k4 hoen ¢l caso de gérmenes de curvas reducidas.
Para un germen de curva plane reducida, 1.e. cuando ¢y = ... = g, = 1, sc tiene:

x(F) - Z X(Fjy=—=(mi+--4+m)-(miy+---+m, —1).
i=1

De este modo el valor de &+ h es —(my + -+ m, — 1), Sustituyendo en (1.17) este valor
se terrina la demostracion del la demostracion del teorcima

Y(F) =Y x(Fy=—(@mi+ -+ qom) - (my + -+ = 1),
=1

Una conscenencia directa del teorema anterior es la generalizacion de (1.14) al caso no
reducido.

1.3.9. Teorema. Lu caracteristica de FEuler-Poincard de la fibra de Midnor satisface lo

stquicnte Lgualdod

r—1 T
MF)= = 3 (CoCy (g +a5) + (g +- +aq.) =Y g nu(Ci, 0).
i=14<j i=1

Demaostracion:  Recordemos la siguientes propiedades, algunas de ellas ya vistas aqui, de
los gérnienes de eurvas planas irreducibles, ver [B-K] Theorem 13 pag. 518 y pag. 574.
La multiplicidad de interseccion entre dos gérmenes de curvas planas irrecducibles C) vy O
distintas satisface la igualdad

(C1,Ca)g =D vpip,
P

donde la suma esta tomada en todos los puntos P infinitamente préxinmos que comparten
ambas curvas, y 5, v3 son las multiplicidades de las transformadas esrictas de C y €y

€11 €30S pPuntos.
Por otro lado, el niimero de Milnor de un germen de curva irreducible satisface

(C,0) = va(r/p - 1),
1)
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donde la suma estd tomada en todos los puntos PP infinitamente proximos del origen y vp
es la multiplicidad de la transformada estricta de C en ese punto.

Asi, la férmula que se quiere demostrar en el teorema se puede expresar de la siguiente
manera:

X(F) = - [Z (Zu ) s - 0+t a4 3 (;vﬁo(v%—l))],

=144

donde las sumas con subindice P estan tomadas en los correspondientes puntos infinita-
mente préximos de las curvas C; y vh es la multiplicidad de la transformada estricta de
C; en el punto F.

Demostremos el teorema por induccién sobre el niimero r de componentes irreducibles

e (C,0).

r=1. En este caso la ecuacién que define (C,0) es de la forma fY, con f irreducible. Sea
(Crea, 0) el germen de curva definido por f. Sea F' la fibra de Milnor asociada a f7
y F la fibra de Milnor asociada a f. En este caso,

X(F) = gx(F) = q(1 = p(Crea, 0)).

Sea U un abierto del origen en C? donde f converge. Para demostrar la anterior
igualdad se considera una resolucién sumergidam : X — U de Creq- Sea &, := 771(0)
el divisor excepcional de 7. Evidentemente, 7*(C) = 7*(qCleq) = qn*(Creq). Es decir
la multiplicidad m con que aparece una curva excepcional E en 7%(C) es ¢ veces la
multiplicidad mmd con que aparece E en el divisor 7%(Creq). Asi, usando la férmula
de A’Campo, ver [A’Campo| Théoréme 1, se tiene que

Fy=Ym% . x(E) =3 emfix(E) = qx(F).

r-1= r. Supongamos que se ha demostrado la férmula de teoremal para todo germen de
curva que tenga un nimero de ramas menor que r. Sea C = ¢1C1 + ... + ¢.Cr y
sea, para cada i € {1,...,r}, m; = multy(C;). Sean Dy, ..., Dy las componentes
tangenciales de C, 6 de Cjey. Pueden ocurrir dos cosas:
{(a) Sis > 1, ie. existen al menos dos componentes tangenciales distintas, de modo
que cada una de ellas tiene un nimero de ramas menor que 7. Ademas si C; € D,
y C; € Dg, con a # f, entonces (C;, Cjlo = mym;. Si ahora se mira el primer
punto infinitamente préximo, es decir el origen, se tiene la ignaldad

r—1
Z mlTnj(q‘l +QJ +Z(I1m1(mz_1) ((Ilml+' . '+Qrm‘r)'(m/l+' . +mr_1)
i=1,1<j i=1

Aplicando el Teorema de 1.3.5, la demostracion de la férmula se sigue por
hipétesis de induccién ya que las transformadas estrictas de las componentes
tangenciales tienen un nimero de ramas menos que 7.

{b) Supongamos que s = 1, esto quiere decir que en la primera transformacién
cuadrética sélo hay un punto singular. Por la Observacidn de 1.2.9 después de
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Q]
o8]

un nimero finito de transformaciones cuadraticas la transformada estricta de
C tiene al menos dos componentes tangenciales. Aplicando el Teorema de 1.3.5
se finaliza la demostracion.

O

1.3.10. Corolario. Sea f = h{' -k una descomposicion de f tal que:
1. Cada h; es un germen de funcidn sin componentes muiltiples.

2. Para todo 1,5 € {1,...,r}, i # j, los gérmencs by y hy no tienen componentes

rreductbics en comain.

Sea (C.0) ¢l conjunto de ceros de f, y sca F la fibra de Milnor, entonces

r—1 v
X(F)=— Z (Ci, Cj)u (g +q;) + (g1 + +q0) — ZQ:‘ (G 0).
i=1li<j i=1
Demostracion: Paracadai € {1,... ,r}, sea fii--- fiyy una descomposicion en factores

irreducibles de h;. Sea A; el germen de curva definido por la ecuacion local ir; = (), entonces
Ai = Cii + ...+ Ciyey- Usando la formula de (1.13) se tiene que

n-<m

i)
1A} = Z 1(Ci3) +2 3 (Cin. Cim)o — (1(i) — 1)).

De este modo el corolario es una consecuencia de las propiedades de la multiplicidade de

O

interseccion.

1.3.11. Definicion. [B-W-K] pag. 100. Sca 17 un dominio de factorizacion unica. Un
clemento b € R se dice que es fibre de cuadrados si p? no divide a b siempre que p € R sca
irreducible. Sea 0 #£ b una no unidad de R. Una descomposicion Libre de cuadrados de b

¢s 1na representacion de la forma

b= ub bbb,

donde v € R es una umidad y by,... ., b, € R son libres de cuadradoes v dos a dos primos

cutre si.

Aplicando el Corolario de 1.3.10 se tiene que

1.3.12. Corolario. La férmula de la caracteristica de Euler-Poincaré también se veri-
fica aunque sélo se conozca una descomposicion hibre de cuadrados de f.

1.3.13. Comentario. Desde el punto de vista computacional, la férmula del corolario
anterior es bastante til. Primero, sea R un anillo computable de caracteritica cero,
v sea f un polinomio en Rfz,y]. Existe un algoritmo que calcula una descomposicion
libre de cuadrados de f en R[z,y|, ver [B-W-K], Proposition 2.86, Corollary 2.92. Esta
es una descomposicién libre de cuadrados en R{x,y}. Después, se pueden calcular las
multiplicidades de interseccion, y por tanto los nimeros de Milnor, usando por ejemplo

el SINGULAR, [Singular].



Capitulo 2

Cono tangente con singularidades
aisladas

Sea f : (C™*1,0) — {C,0) un germen de funcién analitica y sea {V,0) el germen de
hipersuperficie definido como el lugar de los ceros de f, es decir (V,0) := (f~1(0),0) C

(C™1,0). Sea f = fq+ fay1 + -+ la descomposicién de f en suma de componentes
homogéneas, esto es f; es un polinomio homogéneo de grado s.
Sea h un polinomio homogéneo en C |z, ... ,z,], a partir de ahora denotaremos por

Z(h) C P" a la hipersuperficie de IP*, reducida o no, definida por los ceros de h.

Como (V,0) es un germen de hipersuperficie, el cono tangente de (V,0) en el origen
viene definido como el conjunto de ceros en (C"*1,0) de fy4, (la forma homogénea no
nula de menor grado de f). Se identificard el cono tangente de la hipersuperficie (V,0)
con el proyectivizado del cono tangente D := Z(f;) < P". Por otro lado, por ser el
anillo C |z, ... , z,] dominio de factorizacién tnica y ser fy un elemento homogéneo de
grado d; consideremos fy = f{* --- f& la factorizacién de f; como producto de polinomios
homogéneos irreducibles. De este modo, el (proyectivizado del) cono tangente de Z en 0
es D =q,C, + ...+ q.C,, con C; := Z(f,).

En este capitulo se va a tratar con singularidades aisladas {de gérmenes) de hipersu-
perficies (V,0) tales que su cono tangente (proyectivizado) D sea una hipersuperficie de
" con singularidades aisladas. B. Teissier, [Teisster 1] Prop. 2.7, ya demostrd que en el
caso en que D sea una hipersuperficie proyectiva lisa de P*, es decir, cuando D no tenga
ningtin punto singular, el germen (V,0) es topoldégicamente equivalente al cono definido
por fy = 0en {C**1,0).

La clave en el estudio de este tipo de singularidades va a estar en poder dar una
descripcién de los invariantes polares (e,, m,). Estos invariantes recogen informacién del
comportamiento topoldgico de la singularidad. El estudio de los invariantes se hace en la
primera seccién del capitulo. Para su definicién es necesario introducir la curva polar. Al
realizar el estudio de la curva polar e¢s donde aparece la necesidad de imponer que D sea
una hipersuperficie con singularidades aisladas. Cuando esto es asi, hemos sido capaces
de dar una descripcién del cono tangente de la curva polar, que va a permitir por un lado,
dar una cota del supremo de los cocientes %, Teorema de 2.1.16, y por otro dar una

férmula de tipo Noether para el nimero de Milnor de (V,0), Teorema de 2.1.19.
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En la segunda seccién se dan condiciones necesarias para construir una deformacion
que preserve la multiplicidad y el nimero de Milnor de la singularidad (V,0).

Seguidamente usando los resultados de la primera seccidn se da una breve demnostracion
de la formula de Yomdin y se recuerdan algunos resultados obtenidos por Luengo y Melle,
[L-M], que van a dar Iugar a la definicién de las singularidades bivalentes. Es de resaltar la
aplicacién de la férmula de Yomdin al caso de curvas planas. Dicha aplicacién va a permitir
en el préoximo capitulo estudiar la seccién plana genérica de algunas singularidades de
superficies de (C3,0).

En la ultima seccién se definen las singularidades bivalentes. Hablando mal y pronto,
son singularidades aisladas que vienen definidas por una funcién analitica que ticne sélo
dos componentes homogéneas no nulas, es decir f = f4 + fyrr. Esencialmente en esta
sceeién y en el préximo capitulo se estudiardn sélo gérmenes de superficies (V, 0) C (T3, 0).
La condicion de que el cono tangente D de la superficie tenga singularidades aisladas en
P? implica que D es una curva plana reducida. Esto va a permitir hacer un estudio mais
exacto del nimero de Milnor de una singularidad bivalente y de la cota del supremo de
los cocientes de los invariantes polares.

2.1 Invariantes polares (e, m,)

Seca 7 : (C™*1,E) — (C*,0) la transformacién cuadrdtica de (C"*1,0) con centro cl
origen; sea (V, D) la transformada estricta del germen (V, 0) que tiene singularidad aislada
v sca E = 771((}) = P" el divisor excepcional. Si D es una hipersuperficic de P? con
singularidades aisladas, en el Lema de 2.1.2 se muestra que V sélo ticne singnlaridades
aisladas.

B. Teissier, [Tcissier 2], definié y estudié las propicdades de los invariantcs polarcs
(e,,mq) de un germen de hipersuperficie (V,0) C (C"*!,0) con singularidad aislada. El
propdsito de esta seccidn es dar una cota para el supremo de los cocientes {#’7} La cota
estd en funcion del supremo de los nimeros de Milnor de las singularidades aisladas de la
superficie V. El interés de esta cota se basa en que el supremo de los cocientes {7t} estd

relacionado con el orden de C%-suficiencia del germen (V,0). Por lo que el autor conoce,
estos invariantes sélo se han podido determinar en el caso de curvas planas por Merle,
[Merle] y en ¢l caso de las singularidades que verifiquen la condicién (*) de la férmula de
Yomdin por Luengo y Melle, [L-M], ver la tercera seccién de este capitulo dedicada a la
formula de Yomdin.

Una consecuencia de este cdlculo de los invariantes polares es una relacion entre el
ntmero de Milnor de (V,0) y la suma de los ntimeros de Milnor de ¥V en todos sus puntos

singulares.

2.1.1. Observacién. Existe una biyeccién entre los puntos-direccion /7 del proyec-
tivizado del cono tangente D y los puntos P de la transformada estricta V que estén
en el divisor excepcional E. Sea P € D, podemos suponer que P tiene coordenadas ho-
mogénecas P = (1:0:...:0). Por tanto, las ecuaciones locales de 7 cu un entoruo de P
son m(Tg, ..., Tn) = (To, Z1Zo, - . ., TnTg). En estas coordenadas afines, P es el origen.
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2.1.2. Lema. Si(V,0) tiene singularidad aislada y la hipersuperficie D tiene un nimero

findto de puntos singulares entonces la hipersuperficie (V, D) de (Cv+L, E) tiene, a lo mds,
singularidades aisladas.

Demostracion: Como (V,0) tiene sélo un punto singular aislado, las singularidades de
V estén en la interseccién de V con el divisor excepcional F.
Sea P € D, podemos suponer que P tiene coordenadas homogéneas P = (1 : 0 :
0). Por tanto, las ecuaciones locales de 7 en un entorno de P son m(xg, ..., %) =
(.TO, T1Zg, - - . Tplp). En estas coordenadas afines, Pesel origen y V en un entorno de P
estd definida por los ceros de

k
fd(la £ PR -'L'n) + mﬂg(mﬂamla cry mn)-
Aqui, fq(1,z1,...,2,) = 0 es una ecuacién afin de la hipersuperficie D en P, E tiene
por ecuacién {zy = 0}. Los puntos singulares de V' deben ser puntos singulares de D los
cudles son, por hipétesis, un nimero finito. (]

2.1.3. Observacién. Si n = 2, la condicién de que la superficie D tenga un nimero
finito de puntos singulares dice que D es reducida, sin embargo, para n > 2, la hipersu-
perficie D debe ser necesariamente irreducible.

2.1.4. Observacién. La condicién de que (V,0) tenga singularidad aislada es necesaria
ya que por ejemplo el conjunto de puntos singulares de los ceros de la funcién analitica
12z +4° + 1*2* no son aislados, a pesar de que Sing(D) = {(0:0:1)}.

Variedades polares. Hagamos una rapida introduccién a las variedades polares. En este
punto seguiremos los articulos de Teissier, [Teissier 1] y [Teissier 2]. Sea f € C{z,..., 2.}
un germen de funcién analitica tal que su lugar de ceros define un germen de hipersuperficie
(V,0) C (C™*',0) con singularidad aislada. Sea U un entorno del origen donde f converge.

2.1.5. Lema. [Teissier 1]. Sea (V,0) C (C**',0) un germen de hipersuperficie analitica
reducida. Para todo 1 < i < n+1, existe un abierto denso de Zariski U de la Grassmani-
ana de i—planos de (C"*',0) que pasan por el origen tal que el tipo topolégico de (VN H, 0}
¢s independiente de H € UD. Se puede, por tanto, hablar para cada 1 < i < n + 1, del
tipo topolégico de una seccidn i—plana genérica de (V,0).

2.1.6. Definicién. [Teissier 1]. Sea (V,0) C (C™',0) un germen de hipersuperficie
analitica. Sea iy la codimensién en (C**1,0) del lugar singular de (V,0). Después del
resultado anterior se puede hablar del nimero de Milnor de una seccion por un i—plano
genérico de (V,0), para cada i < 14y Denotaremos por ,u,("')(V, 0) a este nimero. Para
i < i < n-+ 1, pondremos p9(V,0) = oo, y denotaremos por

W (V,0) = (™0 (V,0),. ., pB(V,0), . OV, 0).
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2.1.7. Propiedades. [Teissier 1|. Es inmediato verificar que

(a) p"T(V,0) < oo siy sdlo si (V,0) C (C"*1,0) es una singularidad aislada v en este
caso este ntunero es el nlimero de Milnor habitual ;(V,0) de (V,0).

(L) (NV.0) = multy(V) — 1, donde madte()) denota la multiplicidad de a hipersu-
perficie (V,0) en cl origen.

2.1.8. Definicién. Dos gérmenes de hipersuperficic analiticos reducidos (Vi 21) v (Va, 22)
de la misma dimension se dice que ticnen ol mismo tipo topoldgico, si existen repre-
sentantes (V;,a;) C (Ui.x;). doude U; es un abierto de €' v un homecomorfistio
G (U, xy) = (Us, 2) que lleva Vi a Vo

2.1.9. Comentario. La sucesion de nimeros de Militor po* es capaz de caracterizar el
tipo topoldgico de las familias de hipersuperficies. Sea (V,0) un germen de hipersuperficie
con singularidad aislada. Sea FF: X =D = {1 € C: || < 1} es una deformacién de (1.0)
junto con una scecion o tal que X — (D) es liso sobre D. Teissier demuestra, {Teissier 1.
que si la familia de { X, ;= F7Y#) }ep tiene la sucesion de mimeros de Milnor p* constante
entouces cl tipo topoldgico de la hipersuperficies (X, o (£)) no cambia,

De hecho lo que Teissier nmestra es que st la sucesion g7 es constante entonces ¢l par de
conjuntos analiticos (X — a(D), o(DD)} verifica las condiciones de Whitney, El reciproco
de este resultado ha sido probade por Briangon v Speder, [B-S 2].

Por otro lado Teissier da la signiente construccion. ver [Teissier 1] v [Teissier 2). Para
todo entero + € {1,...,n}. ¥y para todo i-plano (H.0) € (C"1.0) de dimension 7. se
considera ¢l conjunto Fyy de puntos de P7 que se corresponden con hiperplanos de (C*1 1)

que contienen a ff; Fy oes un subespacio lineal de dimension n — 4 en P Sea V), la
hipersuperficie de nivel de f que pasa por p, es decir.

V= (2 €€ f(2) = [(p) = 0.

Sea 'Y, € U\ {0} ¢l conjunto de puntos p de U\ {0} tales que el hiperplano tangente a
¥, en p conticne a un hiperplano paralelo a H. es decir,

Ty ={pe U\ {0}: T,V, conticne i-plano paralelo a H}

El conjunto I'f; es un subconjunto analitico de U. Aplicando ¢l teorema de extension para
conjuntos analiticos, {G-R] pag. 181, se tiene que la clausura topoldgica Ty de T, en U
es un subespacio analitico cerrado de U, que recibe ol nombre de waricdad polar asociada
a f ya H. La relacion entre los nimeros de Milnor de las secciones planas genéricas v las
variedades polares viene dada en el siguiente teorcina de Teissier,

2.1.10. Teorema. |Teissier 2}, Para todo i € {1,...,n}, cxiste un abicrto denso de
Zariski V@ de la grassmaniana de i—planos de (C",0) tal que s H € VO Ty es una
interseccidn completa con singularidad aislada, de dimension dimg Fyp=n+1—14, y lu
multiplicidad en cl origen de la variedad polar de f relativa a H coincide con (Uy, H)y =
{Z NV H,0) = pD(V,0), el nimero de Milnor de wuna seccidn por un i—plano gendrico.
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Observar que si H := {zg = ... = z; = 0}, la variedad polar asociada a f y a H tiene por
ecuaciones:
of _ _of
Ozi1 T dzpn B

Hiperplanos adecuados y los invariantes (e;,m,). El caso de mds interés para esta
memoria es cuando A es un hiperplano. En este caso, I'y es una curva, la curva polar.
Henry-Merle, [H-M], han probado que existe un abierto (denso) de Zariski W, en la
grassmaniana de hiperplanos de (C**1, 0} tal que si H € W, la curva polar [ asociada
a H es transversal a H.

Teissier en [Teissier 2| demuestra que existe un abierto {denso) de Zariski W, de P" de
direcciones de hiperplanos de (C"*!,0), tal que el niimero de componentes irreducibles 7
de la curva polar I'yy es independiente de H € Wy, y que si I'y = UJ_;T'; es la descom-
posicion de 'y en componentes irreducibles, la sucesién de multiplicidades en el origen,
multo(Iy); 1 < ¢ < 7,y lasucesién de multiplicidades de interseccién, (T'y, Z); 1 < g < 7,
son también independientes de H € W;. De este modo Teissier define, [Teissier 2], para
cada 1 < ¢ < r, dos enteros positivos e, y m, como m, = mo(['y) y e, + my = (T, Z)o.
Ademas, demuestra que se cumplen las siguientes igualdades:

(2.1) Z eg = p" (V. 0) = u(V,0),

q=1

r
(2.2) S my = "MV, 0).
g=1

Cuando D tiene un numero finito de puntos singulares, existe otro abierto (denso) de
Zariski Wy en la grassmaniana de hiperplanos de (C**1,0) tal que H € Wj si la variedad
proyectiva H N D es lisa, en particular este & no contendra ningin punto singular de D,
basta aplicar un teorema de tipo Bertini, ver [Hartshorne] Teorema 8.8.

2.1.11. Definicién. Se considera a partir de ahora el abierto (denso) de Zariski W de la
grassmaniana de hiperplanos de (C**!, 0} que pasan por el origen que resulta al intersecar
los abiertos Wi, W, v Wi anteriores. A cualquier hiperplano H de W lo llamaremos
hiperplano adecuado para {V,0).

2.1.12. Definicién. [Teissier 2]. Dos gérmenes de hipersuperficic con singularidad ais-
lada {V,,0) < (C**1,0) y (V4,0) C (C**1,0) son (c)-secantes si existe una familia uni-
paramétrica de gérmenes de hipersuperficies donde una fibra es isomorfa a (14, 0) y otra
es isomorfa a (V1,0) y en cada punto se satisface la condicion {c) siguiente:

Una familia de gérmenes de hipersuperficies B C C**' x 7, 7 entorno suficientemente
pequeiio del origen en C, definida por F(zy,... ,2,,t) = 0, donde se supone que el lugar
singular ecstd dado por {0} x 7, i.e. £(0,t) =0, ?F;(O, i} = 0, satisface la condicién (¢) en
0 si:

oF L [OF OF
at_ 0y:-- 120 azO:"':aZR
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en C{zp,..., 2, t}, donde la barra significa la clausura entera del ideal.

Teissier en [Teissier 2] demuestra que dos gérmenes de hipersuperficies con singulari-
dad aislada (c)-secantes tienen el mismo tipo topoldgico ¥ todas sus secciones i-planas
genéricas también tienen el mismo tipo topolégico. De este modo la sucesion de niimeros
de Milnor p#2* es la misma para ambos geérmenes.

El resultado de Teissier que da importancia a los invariantes polares es el siguiente
teorcma que da una relacion entre el supremo de los cocientes {;’;ﬂ-} el orden de C*-

eterminacion de (V,0) v el orden de (¢)-secante.

2.1.13. Teorema. [Teissier 2]. Sea f € C{zy,... .z,} un germen de funcidn analitica
tal que su lugar de ceros define un germen de hapersuperficie (V.0) € (C"H1,0) con
singularided aislada. Para un entera N| las propicdades siquicntes son equivalentes:

(i) N > sup{fj‘;}.

i) Todo germen g € Clzo. ...z} tal que g — f € mN+ . define. mediante g = 0. un
) quc g !
germen de hipersuperficie con el mismo tipo topoldgico que (V,0).

(iii} Todo germen g € Clzg, ..., 20} tal que g — f € m™ . define, mediante g = 0, un
germen de hapersuperficic (¢)-sceante a {(V,0).

Cono tangente de la curva polar. Seca [ € C{z,....z,} un germen de funcién
analitica de modo que su lugar de ceros define un germen de hipersuperficie (V,0) C
(C"*',0) con singularidad aislada. Supongamos que Sing(D) es un conjunto finito. Sca
H € W un hiperplano adecuado para f y para (V,0), se eligen coordenadas de modo
que H osea {zp = 0}. Ahora, el germen de curva 'y estd definido por las ccuaciones
Joo =00 1., =0,y Sing(D) N Z(zp) es un conjunto vacio ya gque H estd en Wy Sea
CTy ol provectivizado del cono tangente de Ty en el origen. Entonces

2.1.14. Proposicion. Una basc standard para ol ideal T = (f.,. ..., f-)C{z0, ..., 24}
estd. formada por estos n generadores.

Demaostracidn:  La primera observacion es que fy, # 0.... fa, # 0. En efecto, si por
ciemplo fq. es idénticamente cero, eso quiere decir que fy no depende de la coordenada
2. En estas condiciones, para que Sing(D) sea nn conjunto finito se debe tener que
fulz0.0. 21, ... . z,) debe definir un conjunto liso en P*~'. De este modo, el tinico punto
singular de D esel (0:1:0:...:0), lo que contradice ¢l hecho de que Sing(D) C U =
P\ Z(z).

Una condicién suficieute para que {f,,,..., f-.} sea una base standard para ¢l ideal [
esque {fa. ..., fa.. } forme una sucesién regular en el anillo Clzo, . . ., 2], ver [V-V] pég.
96. Como cada fa,, es un polinomio homogéneo, es suficiente probar que {f,;:] v S )
es una sucesién regular en Clzg, . . ., Zu)m para todo ideal maximal m de Clz, ..., z,] tal
que J:={(fo. ,....fa.,) Cm, [Kunz| pag. 55, [Matsumura] pdg.98.

En esta situacién. el conjunto algebraico Z(J) es de dimension cero. Supongamos cn
cfecto, que existe un conjuuto algebraico Y € Z(J) tal que la dimensién de Y como
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conjunto algebraico de P* sea mayor o igual que 1. En este caso, usando el teorema
de Bezout, la interseccién Y N Z(fy, ) C Sing(D) C U es no vacia y esto implica que
Y & Z(z). Sea un punto P = (Fy: -+ : B} € Y N Z(fq, ) C Sing(D), por supuesto
Fy # 0. Sean yy, ..., y, coordenadas en el abierto afin U, y sean p; = F;/ P, las coordenadas
afines de P. Sea Oy p el auillo local de ¥ en P. La dimensién de Krull de Oy p es mayor
6 igual que uno y coincide con la dimensién de Krull del anillo

e C{yi —p1, - Yo — P}
(fdzl(layh . '7yn)a .- '7fdzn(13ylﬂ s )yﬂ))

Por tanto la dimensién de A como C-espacio vectorial es infinita. Ahora, esto es imposible
ya que (py,...,pn) €s un punto singular aislado de f4(1,41,...,4») = 0, sin mds que usar
la relacion de Euler.

De este modo, la unica posibilidad es que dim Z{.J) sea cero y en este caso, el cono
afin definido por J en C**! tiene solamente componentes irreducibles de dimensién uno.
Estas componentes estdn en biyeccién con ideales primos p de Clz,..., 2,] de altura
n. Asi pues, para todo ideal maximal m de Clz,...,2,] con J C m, tenemos que el
ideal JClz, . .., zn|m tiene altura n en este anillo local regular. Podemos concluir, [Kunz]
pag.187, que JC[zq, ..., 2y|m €8 una interseccién completa, condicién que es suficiente
para determinar que, [Girdl] pag. 35, {f4 .y fa,. } forman una sucesion regular en

PR

C[Z(), Cey zn]m- O

Gracias a la Proposicién de 2.1.14 se sabe que el ideal de formas iniciales del ideal
(fzs- - f2.) estd generado por las formas iniciales de estos generadores. Asi, el proyee-
tivizado del cono tangente de la curva polar, CTy, es el esquema Proj(R), donde R es el
anillo

R Cr (C{zU,...,zn})N Clzo, .. s2] Clzo, .-, 2]
i "NMfore o f2) T i o Fa ) U

Sea {P,...,P, Pyy,..., PS} el soporte del esquema anterior, donde P, € Sing(D) si
i = 1,....7 y el resto de los P no pertenecen a Sing(D). Cada direccion de la recta
tangente de cada componente irreducible de 'y puede ser interpretada como uno de los
puntos de Cy. Sea P € CT'y y sea I'p la unidn de las componentes irreducibles de Iy
cuya direccion tangente estd definida por el punto P; de este modo podemos descomponer
la curva polar del siguiente modo:

FH = U FP U U r‘p.
PeSing(D) PeSing(D)

Ademds, el conjunto Z(fy, ,..., fa,,) N Z(20) es también vacio ya que como H es un
hiperplano adecuado para (V,0), I'y es transversal a H y por tanto ninguna direccién
tangente de 'y puede estar contenida en H.

2.1.15. Lema. En las condiciones anteriores, st P € CTy, la multiplicidad en el origen
de I'p coincide con la multiplicidad de interseccion en P de las hipersuperficies proyectivas
definidas por las ecuaciones fy, =0,..., fo,, = 0. Ademds, si P € Sing(D), este mimero
es el nimero de Milnor de D en P.
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Demostracion:  En el Corolario 5.2.2 de [H-I-O] pdg. 556, se demuestra que para un
gerten analitico (X, z) la multiplicidad de X en x es igual a la multiplicidad del cono
tangente afin CX en . Ademas esta ultima es igual al grado de C X visto como variedad
proyectiva, [H-I-O] Teorema 4.1.8 pdg. 543. Si aplicamos esto a la curva polar se tiene
que la multiplicidad de T'y; en el origen coincide con grado de la variedad provectiva
CTly. Como esta variedad proyectiva define puntos, para calcular ¢l grado basta caleular
la longitud de cada anillo local asociado a los puntos de interseccion de las variedades
Z(fa.,). Sea mp cl ideal homogéneo de R asociado al pumto P, entonces

(’)4‘" 2
multo(Tiy) = deg(CTp) = 3 long(Ru,) = Y long(r———s)
renz(a.,) PENZ(/a.,) (froyooems )
donde 7 € {1....,n}. Para calcular la longitud de Ry, basta calcular la dimension como
C-espacio vectorial de
Op» p

(,fd:l Yooy fff:,,).

Cuando PP € CT'yy, como P ¢ H, para caleular la dimension usamos las cenaciones locales
fn’;i (1‘ Yyt :yr!) = 0

Si P € Sing(D), la dimensién del anillo tocal coincide con la dimension del completado
que no es ni mds niomenos que ¢l ntmero de Milnor de D en P Para [y se aplica la

d

wisma idea al anillo fy,,..

Con la descripeion anterior del cono tangente de la curva polar. se puede dar una cota
g
para el supremo de los cocientes 7+
q

2.1.16. Teorema. Sca f € C{zy,... .zn} un germen de funcion analitica tal que su
tugar de ceros define un germen de hipersuperficie (V,0) € (C"*1.0) con singularidad
aistada. Si el cono tangente D de (V,0) en el origen define en P* una hipersuperficic con
singularidades aisladas, cntonces:

sup{:g’— c 7y, componente deTy} < malto(V) + sup{u(V, P} - P € Sing(D)}
‘q

donde V' c¢s la transformada cstricta de V' al realizar la transformacion cuadrdtica de

centro el origen.

Demostracion:  Sea f = fq; 4+ fop + ... la descomposicién de f eomo suma de sus
componentes homogéneas. La multiplicidad de (V,0) es d v el cono tangente D viene
determinado en P* por fy. Se considera W el abierto de hiperplanos adecuados para
(V,0). Para todo hiperplano H € W, la curva polar T'y asociada a f v a H ¢s una
interseccion completa. transversal a H y que admite una descomposicién I'yy = Ur_, v,
en 7 componentes irreducibles, siendo este r constante para los hiperplanos de W.
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Sea H € W. Realizamos un cambio de coordenadas proyectivas de modo que H = {2z =
0}. En estas condiciones, la curva polar I'y viene definida como el germen de curva en el
origen que definen f,, = 0,..., f,, = 0. Ademds, Sing(D) C P*\ Z(z) y por tanto se
puede aplicar la Proposicién de 2.1.14. Tenemos pues, una descomposicion de la curva
polar de la forma 'y = Ul'p, P € Z(fdz] v+ fa,. ), donde ya sabemos que cada

5
I'p= U 7.-::: )
q=1
y "r(f es un germen de curva irreducible con direccion tangente definida por P.

Sea P € Z(fa,,, - » Ja., ), por la condicién de transversalidad de la curva polar, se
sabe que ninguna recta tangente a las componentes irreducibles de 'y esta contenida
en H, por lo que P tiene la coordenada correspondiente a zy no nula. Asi, se puede
realizar otro cambio proyectivo de coordenadas de modo que deje fijo H y que P tenga
coordenadas proyectivas (1:0:...:0).

Sea yF una componente irreducible de I'p. Como la direccién de la recta tangente
a 7,5) en el origen es (1 : 0 : ... : 0) y la multiplicidad de fyff en el origen es igual a
m,, entonces una parametrizacién de la curva fy;’ vendra dada por un germen de funcién
hy: (C,0) — (C"*1,0) definido como sigue

halt) = (£79, hy(t), ..., ho(1)),

donde, para todo ¢ € {1,...,n}, ord:hi(t) > my.
Por otro lado, por definicién de los invariantes polares, se tiene que

eq+mg = (75, V)o = ordy(f o hy(t)) = ord, (?—(—]%;th;—d(t)) + 1.

Para calcular esta derivada parcial aplicamos la regla de la cadena,

a foh‘ LY P B LY Z =1 g‘ ahI
—L—E—Q\EF gyt == attt) ( a;) (ﬂ)-

i=1

El germen de curva 'yf es una componente de la curva polar, asi, para cada i € {1,...,n},
la composicién f,,(hy(t)) es idénticamente cero. Se tiene por tanto

eq + Mg = ordy( f,,(he(t))) + my.

De este modo,

(2.3) eq = 0rdy{fzo(he(£))) = (v, S)o,

donde {S,0) es el germen de hipersuperficie definido por f,, = 0. Distingamos dos casos
segin P sea, 6 no, singular para D.
(a) Si P ¢ Sing(D), los gérmenes '7;3 y (S, 0) tienen interseccién transversal, ya que P
no pertencce a Z( fq, ). Por tanto su multiplicidad de interseccién en el origen es el
producto de las multiplicidades, es decir

eq = (5.8 )o = multo(¥F) - multo(S) = my(d — 1).
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De este modo obtenemos que para cada componente 7;) de la curva polar tal que
P ¢ Sing(D) se tiene que

e
(2.4) 2 =d-1

My
Sca aliora P € Sing{D), v sea "y;,p una compoucnte irreducible de Tp. Sea w
(C"+1 E) — (C"*1,0) la transformacién cuadrética de centro el origen. Como P
ticne coordendas (1:0:...: 0}, la transformada estricta )" de ta curva 4" estd en
la carta donde = tiene la siguiente expresion en coordenadas locales

i

(20, -« ) = (To. T1 %0y .., TpTp)-

-

Ademas, ver [Campillo] pdg 32, una parametrizacion de I estd dada en este caso

por
By (C.0) (€. E)
H - (t?n-q’ I;:'Ert)a ey h.','i”'(‘:"l))

En particular, se ticne el siguiente diagrama commutativo,

(€1, E)
hg
T
hy f
(C,0) (C"*+10) (C,0)

De este modo,
(2.5) Cq + Mg = (’}’(f, Z)o=ord(foh,(t))=ord(formo iz,,,(?‘.)).
Por otro lado. la composicion de f vy 7 nos da

fom{m, .. &) = f(@o, 1 T0e . -, Tnio) = 28 - Fzg,. . 2 ),

donde f = 0 es una ecuacioén de V en un entorno del punto P. Asi,

(26) OTd-'(f omo E‘(l(t)) = 07'“’#((-’”3 ’ ~) o ("—'rj(f))) =d- My + ()rdr,(.f(z"q(t)))'
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Por otro lado, ver [H-I-O] Proposicién 13.13, como 'y = Z(fs,, ..., fo) Y fars e » o
forman una base standard para el ideal que definen, se tiene que la transformada
estricta 'y de I'yy mediante 7 es el lugar de ceros de f,,,..., f;,, donde

28 foilmoy - - Ta) = folTo, T1%0, - . - , TaTo),
con lo que
f:,!.(&?o, ) = fdz,-(l’ml’ ey T} T fd+1=,-(1a$1a e In)

Si se calcula la derivada parcial de f respecto de z;, 1 <4 < n, se tiene

(f)ﬂh = (1:3:11"' ;In)+$0'fd+l(17m].,--- amﬂ) +)
= fd:ci(]"ml"" !xn)+$0'fd+lmi(]‘3mli"' ,.’L‘n)‘i‘...

Como se deriva respecto de una variable distinta de la variable respecto de la cual
se afiniza, entonces

(f)mi(.’ﬂ(], ey Dp) = f;i(ﬂfg, T

Por tanto, I'; es el lugar de ceros de (f)a,, - . . , (f)s,. Ademds, ﬂ’/? s una componente
de Ty lo que hace que, para todo i € {1,...,n}, se tenga

(f)l'i o Bq(t) =0.

Para calcular ord,(f o h,) se vuelve a derivar, se vuelve a usar la regla de la cadena
y se aplica esta ultima identidad, es decir,

(2.7) ordy(f o hy) = ord, ( ‘9(—’“’—’) 1= ord, ( (Pl 0 h)(1) - d(tm)) 11

Usando las tres identidades (2.5), (2.6) vy (2.7), se obtiene que
(2.8) ey = d - mg + 0rdi((f)zq © hy(F)).
Diviendo ahora esta igualdad por my, el cociente

Cq

fa g4 Ordt ((f):co © hq(t)) .

My g,

(2.9)

Relacionemos esta tltima igualdad con el numero de Milnor de V en P. Por el Lema
de 2.1.2, V tiene en P una singularidad aislada, se puede _calcular su niimero de
Milnor. Para calcularlo hace falta una ecuacién local de V en P. La ecuacién es
f =0; P en estas coordenadas es el origen por lo que su nimero de Milnor es

Clza,... ,zn}
T fe)

u(V, P} = dimg
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Como T'j; viene definida como el lugar de ceros de ( f Yers oo s (f)z,, e tiene que

(2.10) (V. P) = (fao. Tr)o = > orde{ (o © hg(1)).

< . dr (g oltq (1))
Como m, es mayor ¢ igual que uno, se puede acotar el cociente =Mzt l) 4
q ay =] q ! p —_— —— r

1(V, P) y obtener el resultado pedido de (2.9)

Lo <d+ ;_.:(17, 15)
Mg

O

Scholium. En las condiciones del teorema, si D no tiene ninguna singularidad, cn-
tonces (V. 0) tiene todos los cocientes == iguales a d — 1. El siguiente resultado de Teissier,
T

[Teissier 2] Corolario 2.6, va a permitir decir algo més sobre estas singularidades.

2.1.17. Corolario. [Teissier 2]. Sea f(zo,...,2,) = 0 una ecuacion de un germen de
hipersuperficie con singularided aislada (V,0). Una condicion necesaria y suficiente pare
que (V,0) sca (¢)-sccante a una hipersuperficie del tipo f'(z1,...  za) + 28 = 0, tal que,
ademds, zo = 0 sca la ccuacion de un hiperplano adecuado, es que los cocientes {nif?} scan

todos iguales a un mismo cntero N.

En la demostracién del Corolario anterior Teissier muestra que f’ se consigue del siguicnic
modo: si A es un hiperplano adecuado para (V,0) y tienc por ecuacioén zg = 0, la singulari-
dlad (V, 0) es (c)-sccante a la singularidad definida por la ecuacién {0, z;, ... , z,) 42y = 0.
Esto tltimo para nuestro caso nos da que (V,0) es {¢)-sccante a la singularidad defintda
por la ecuacién f(0, zy, ... , 2, )+28 = 0,y 20 = 0 es la ccuacién de un hiperplano adecuado
para (V,0). Por tanto (V, () es topoldgicamente equivalente a la singularidad definida por

la ccuacién f(0,zy,...,5,) + 20 =0.

La descripcion que se ha hecho de los invariantes polares en el tcorema anterior va a
permitir dar una relacién entre el mimero de Milnor del germen (V,0) y la suma. de los
nimeros de Milnor de V en sus puntos singulares. Primero de todo, como la multiplicidad
de la curva polar coincide con el mimero de Milnor de una seccién hiperplana genérica,

estudiemos las secciones hiperplanas.

2.1.18. Lema. Sca f € C{z, ..., 2,} un germen de funcidn analitica tal que su lugar de
ceros define un germen de hipersuperficie (V,0) C (C"*1,0) con singularidad aislada. Si el
cono tangente D de (V,0} en el origen define en P* una hipersuperficie con singularidades
aisladas, entonces el tipo topoldgico de una seccion hiperplana genérica (Z N H,0) cs
el mismo que el tipo topolégico de (DN H,0) y pNZ N H,0) = (d — 1) para todo
ie{l,...,n}.

Demostracion: Elegimos W el abierto de hiperplanos adecuados para (V,0). Dado un
hiperplano H € W, tencmos que D N H cs una variedad lisa de P*~!. De este modo, si H
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tiene por ecuacién {zg = 0}, entonces el germen (Z N H,0) C (C*,0) viene definido por
el germen de funcién f(0,z,...,2z,).

Su cono tangente, D N H, es liso y por tanto se puede aplicar el scholium del teorema
anterior. Obtenemos que (ZNH, 0) es {c)-secante a la singularidad definida por la ecuacién

f(0,0,2,... ,2,) + 2% = 0, donde {z; = 0} es una ecuacién de un hiperplano genérico
de C". De este modo, el germen definido como seccidn hiperplana de (Z N H,0) tiene
por ecuacion f(0,0,z,,...,2,) = 0, con cono tangente liso, por lo que se puede volver

a aplicar el resultado del teorema anterior y del scholium. Asi, (Z N H,0) C (C*,0) es
(¢)-secante con el germen definido por los ceros de

£(0,0,0, 23, ... Zn) 4 28+ 28 =0,

y {z1 = z = 0} es la ecuacién de un n — 2-plano genérico para esta hipersuperficie. Si
aplicamos sucesivamente este resultado obtenemos que (Z N H,0) C (C*,0) es (¢)-secante
al germen definido por 2¢ + z§ + ... + 2% = 0, ver [Teissier 2} Corolario de 2.7. Ademds,
una ccuacién de un i-plano genérico viene definida por {z; = ... = z,_; = 0} por lo que

pD(ZNH,0) = (d—1)%

O
El Lema de 2.1.2 asegura si tenemos una singularidad aislada (V,0) cuyo cono tangente
D tiene singularidades aisladas, la transformada estricta V de V tiene singularidades
aisladas. Denotaremos por u(D) la suma de los niimeros de Milnor de la hipersuperficie
D C P" en sus puntos singulares v por u(V) la suma de los nimeros de Milnor de la
hipersuperficie vV C 6?*'/1 en sus puntos singulares. El siguiente teorema da una relacién

entre el mimero de Milnor de V' en el origen, la multiplicidad de V' en el origen, w(D)y
(V).

2.1.19. Teorema. Sea f € C{zy,...,2,} un germen de funcion anclitica tal que su
lugar de ceros define un germen de hipersuperficie (V,0) C (C"*1,0) con singularidad
aislada de multiplicidad d. St el cono tangente D de (V,0) en el origen define en P* una
hipersuperficie con singularidades aisladas, enfonces:

u(V,0) = (d— 1)"*! 4 p(D) + (V).

Demostracién: Sea f = fq+ fay1+. .. la descomposicién de f como suma de sus compo-
nentes homogéneas. El cono tangente D viene determinado en P* por f;. Consideramos
W el abierto hiperplanos adecuados para (V,0).

Sea H € W. Realizamos un cambio de coordenadas proyectivas de modo que H = {# =
0}. En estas condiciones la curva polar I'y viene definida como el germen de curva en
el origen que definen f,, = 0,..., f,, = 0. Ademds, Sing(D) C P*\ Z(z) y por tanto
se puede aplicar la Proposicién de 2.1.14 y el Lema de 2.1.15. Se tiene pues, una de-
scomposicién de la curva polar de la forma 'y = Ulp, P € Z(fa,,- -, fa,,), donde ya
sabemos que cada .

FP = U 7;31

q=1
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v *);f es un germen de curva irreducible cuya recta tangente tiene la direccion de P. Ademas
usando el Lema de 2.1.18 se tiene que

(d=1)" = p"(V,0) =3 mg =3 multo(Tp) = > multe(Tp)+ > malty(Tp).

PdSing(D) PeSing(D)
Usando el Lema de 2.1.15,
(2.11) > multg(Tp)=(d~1Y" = > up(D).
PgSing( D) PeSing(D)

Sea de nucvo el germen de hipersuperficie (S, 0) € (C**!,0) dado por la cenacién f,, = 0.
Al ser una hipersuperficie, el proyectivizado de su cono tangente viene dado por Z(fy, ) C
P". La definicién algebraica local del mimero de Milnor de (V,0), nos da

C{ZQ ey Zn O]“ 0
1(V,0) = dimg —’—’——}— = long | === | = (T'y, S)o-

Geor - Jon) oy
Sabemos que si P ¢ Sing(D) la interseccién de los gérmenes Sy I'p s transversal, va que
la interseccidn de sus conos tangentes proyectivizados es vacio. En este caso, (I'p, ) es el
producto de las multiplicidades de ambos gérmenes en el origen. Usando (2.11) tenemos
que el nimero de Milnor es igual a

p(V.0) = (Tn, S) = Y TS+ > (Tr,S

PeSing(D) PeSing(D)
= Z TTI,TJ.l?tn(F;>) . ’J’n-’ll,[,f,g(S) + Z (Fp, S)(]

PgSing() PcSing(1))

(=1 ~(d~1) > jpp+ D (Tp, S

PeSing(Dy) ’eSing( )

(2.12)

Aplicando (2.3) y (2.8}, para cada P que sea punto singular de D, sc ticne

(Cr.Slo = D (9:Sho= D ¢

1ErP YEl'p
= ¥ (d My + ordy((f)z, © }“'"q(t)))
1€l
= d Z my + Z OT'dt((f—):m Oi_”q(t))
19€Tp €l P
= du(D,P)+ ordy((f)zy © hg(t))
Yeelp

Aplicando el Lema de 2.1.15 y (2.10) a la anterior igualdad se tiene que
(Tp,S)o = du(D,P)+ u(V,P).

Finalmente sustituyendo esta 1ltima ignaldad en (2.12) se obtiene el resultado del teo-
O

rema,
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2.2 Familias de hipersuperficies

El propdsito de esta seccién es dar una descripcion de aquellas deformaciones de un
germen de hipersuperficie (V5,0) C (C™*1,0) que mantengan el nimero de Milnor y la
multiplicidad constante. Esta descripcién va a ser una consecuencia del Lema de 2.1.18,
del Teorema de 2.1.19 y de la semicontinuidad del niimero de Milnor.

Sea (V4,0) ¢ (C™*,0) un germen de hipersuperficie con singularidad aislada. Sea
D = {t € C : |t| < €} un entorno abierto del origen en C. Sea p : B — D una deformacién
plana del germen de hipersuperficie (V4, 0), es decir, p es un morfismo plano y por tanto
el germen (B, 0) tiene dimensién pura n+ 1y (V, 0} = {(p 1(0),0).

Supongamos que hemos elegido un buen representante para el germen p. se puede ver
V, sumergido en una bola abierta By de C**! de centro el origen. Supongamos que B es
un subconjunto analitico cerrado de B = By x D y que p: B — D es la restriccién de la
proyeccién sobre D. Denotaremos por C(p) € B al conjunto de los puntos criticos de p,
que contiene al conjunto de puntos singulares de B.

Si By es una bola de C**! suficientemente pequefia y D es suficientemente pequefio
con respecto a By, se puede suponer que se cumple lo siguiente:

(i} By Vy son contractibles ya que son conjuntos analiticos, ver [Dimca] Teorema de 5.1,
v Vo \ {0} es liso ya que By es suficientemente pequeiia y (Vp, 0) tiene singularidad
aislada.

(i) Como el morfismo p es plano, la aplicacién p restringida a C(p) nos da un morfismo
finito, plcg : Cp) — D, yaque plg.(lp)(()) es un conjunto discreto y por el Teorema de
caracterizacién local de morfismos finitos, [K-K] pdg. 164, se puede ver la restriccién
de p como un morfismo finito.

(iii) @B x {t} interseca a cada fibra V, := p~!(t} transversalmente en puntos regulares
de V, para cada t € D, y cada esfera S?"*! C By con centro el origen interseca a ¥
transversalmente,esto es consecuencia del Corolario 2.9 de [Milnor].

Bajo estas hipdtesis la dimensién de C(p) es menor 6 igual que uno y las fibras Vi, ¢t € D,
son cojuntos analiticos de dimension n con, como mucho, singularidades aisladas.
De este modo, se tiene el siguiente diagrama commutativo

(B,0) ———~ (C* xD,0)
(D, 0)

donde (B,0) estd definido por F = 0, F € C{z,...,2,,t}. Sea J el ideal generado
por g-;%,... ,%, y sea P el subespacio de (C*! x D, 0) definido por J. El conjunto
P es finito sobre D, sin mds que aplicar la idea del apartado (s4) anterior. Asi, para

cada t € D, 7' (#) N P es un conjunto finito de puntos z;. Los anillos locales Oy,np son
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artinianos. es decir, C-espacios vectoriales de dimension finita. El valor

> dime (Opnp)

TERTHONP

es independiente de # € D y por tanto igual al nimero de Ailior de ¥y en el origen. va
que (V4. 0) tiene singularidad aislada en el origen.

Los puntos singulares de V; son Jos puntos de p~'(t) N P los cuales son algunos de los
e )N P Stz € prl(t) N P la ditue (O, qp) coincide con el mimero de Miluor de
Vi en 2;. Asi, para todo ¢ € D, si los z; son los puntos singiitares de la fibra V), entonces
tenemos la semicontinuidad del ndmero de Milnor

(2.13) (V.00 > 37 p(Vi, )

el
Siose impone la condicion de gque la anterior desigualdad sca una ignaldad se obtiene ¢l
criterio de irreducibilidad del Tugar singular de Lé, ver [Le 1] Teorema A y Teoremia B,

2.2.1. Teorema. [Lé 1]. Sea (H)ien una familia analitica compleja de hipersuperficies
analiticas compleras definidas en un abicrto U de C'FY, tal que H, sdlo tiene singularidadoes
misladas. Sca B una bola contenida en U tal gue Hy N B silo conticne al ovigen como
punto singular de Hy. Entonces, para todo t suficientemente pequeno, Hy OB ticne by
puntos singulares (1), ... g, (8). Scan i (8), ... g, () los namceros de Minor de cstos
puntos singulares. Si, para todo t suficientemente pequeno, sc tiene que

ki
Zﬂ;(f) = ,H(lr‘[(]. U)

i=1
cntonces k=1 y 10, () = je(Ha, 0). para todo © suficicniemente pequeno.
De este modo, si la deformacion p: 8 — D tiene nimero de Milnor coustante, existe una
inica seceion o @ D — B tal que (V. o7 (#)) tiene una singularidad aislada con nvunero

de Milnor independiente de ..

2.2.2. Teorema. E£n las condiciones anteriores, si ademds ol cono tangente Dy de
{(V0,0) en el origen define en B wuna hipersuperficie con singularidades aisladas. entonees
las tres condiciones stguicnies son cquivalentes

(i) La famalia de sccciones haperplanas gendricas ticne mimero de Milnor constante.

(i1) La multiplicidad de Vi en o~'(t) es constante,

(ii1) La familia de scceiones hperplanas genéricas tiene la suwocsion p* de nimeros de

Milnor canstante.

Demaostracion: (i) implica (4i2). Sea H un hiperplano genérico para (V,,0). Para £ su-
ficientemente pequetio, ¢l hiperplano H x {t} es genérico para (V,,0}. Como Dy tiene
solo singularidades aisladas. se ha visto en el Scholivm del Lema de 2.1.18 que la seceion
hiperplana genérica de Vg es {¢)-secante al cono (Dy N H,0). De este modo se tiene una
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deformacién de (V; N H,o7*(t)) hacia el cono (Dy N H,0) con niimero de Milnor con-
stante. El cono define una singularidad aislada homogénea y para esta singularidades
las deformaciones con nimero de Milnor constante mantienen la multiplicidad constante,
ver [Greuel] 6 [O’Shea]. Por tanto, para todo t € D, la multiplicidad de (V; N H, o 1(¢))
es constante e igual a d. Para finalizar la demostracion, basta observar que, como H es
un hiperplano genérico, la multiplicidad de (V;, o !(¢)) coincide con la multiplicidad de
(Vi H, o™ L{t).

(1) implica (#¢). Supongamos que p es una deformacién que conserva el nimero de
Milnor y la multiplicidad. se puede realizar un cambio de coordenadas de modo que o(t) =
(0,...,0,t), es decir o(7T) estd definido por zo =0, ... ,z, = 0. Sea F(z,... ,2,,t) =01la
ecuacion de B y p(zq,... , 2n,t) = t. Como la multiplicidad es constante se puede escribir

Flzo,. .. yzn,t) = Fa{zo,. ooy 20y t) + Fug1 (20,0 20, + .0

donde cada I} es polinomio homogéneo de grado i con coeficientes en C{¢}. La ecuacién
Fy(zo, ..., 2z, t) = 0 define una familia D = {D, },ep de hipersuperficies de P* sobre D.
La condicién (44i) estard demostrada si esta familia {D;} tiene a lo mds singularidades
aisladas ya que luego aplicamos el Lema de 2.1.18. Sea P el subconjunto analitico de
P" x I definido por la anulacién de los gérmenes %‘%, c ,g—ff. La proyeccion da un
morfismo finito entre P v [ sin més que aplicar el Teorema de caracterizacién local de
morfismos finitos, [K-K] pdg. 164, ya que la preimagen del origen es un conjunto discreto.

De este modo para cada £ € D, el conjunte DJ; N P es finito.

(#3i) implica {4} es inmediato por definicién. 0O

En el siguiente teorema se dan condiciones necesarias para que una deformacién tenga
nimero de Milnor constante y multiplicidad constante.

Sea (Vp,0) un germen de hipersuperficie con singularidad aislada tal que Dy tenga
singularidades aisladas. Sea una deformacién p : B — D del germen (V4,0) que tenga
numero de Milnor constante y multiplicidad constante. Entonces existe una seccidn o :
D — B tal que (V,, o7 1()) tiene una singularidad aislada con nimero de Milnor constante.

Se puede realizar un cambio de coordenadas de modo que o(¢) = (0,...,0,¢), es decir,
o(D) estéd definido por zp = 0,...,2, = 0. Sea F(zy,...,2,,t) = 0 la ecuacién de B y
plzo, ..., 2n,t) = t. Como la multiplicidad es constante se puede escribir

F(z0y. ..y 2ty = Fy(zo,. .y 20, t) + Fyer(20, oo 2n,8) + ..

Se ha visto también en el teorema anterior que la ecuacion Fy(zo, ..., z,,t) = 0 define
una familia D = {D,};ep de hipersuperficies de P™ sobre 2, tales que cada D; tiene sélo
singulariadades aisladas.

Como la multiplicidad es constante se puede realizar la transformacién monoidal a lo
largo del eje singular (0,0,0,%). Sea 7w : B — B esta transformacién. Sea P un punto
singular de Dg. Supongamos que P tiene coordenadas homogéneas (1 : 0 : ... : 0). Sea
el correspondiente punto P de B. En un entorno de P la transformacién monoidal estd
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dada del siguiente modo 7(zg, z\,... .. 1) = {Xo. ToZ1, ... ,ToZa, t) v la ecuacion local
de Ben I’ es
Flrg, ... yTn,t) = Fy(l,zy, ... oz t) + 20 Fapr(Loy oo, 1) + ...

se puede ver pow : (B, P) — (D,0) como una deformacion del germen de hipersuper-
ficie con singularidad aislada (]}" ]3) (estamos suponiendo que Dy es reducido). Cada
hipersuperficie (p o 7)1(t) coincide con la transformada estricta V; de V; mediante la
transformacion cuadratica de centro el origen.

2.2.3. Teorema. FEn las condiciones del tecorema anterior s tiene

(a) para cada punto singular Py € Sing{ Dy), criste una { inica ) scccidn 70 T — D tal
que cada 7{t) € Sing(D,) y

p{ Dy Py = p( Dy, 1i(1)),

(b} para cada punto singular Pr € Sing(Dy), criste una {ddnica ) seceion y; T — B tal
que cada (1) € Sing(V,) 4

(VP = po(Vi (1),

Demaostracion:  Por la semicontinuidad del mimero de Ailnor, ver (2.13), para cada
e Sing(Dy). existon @y, (£), ..., @y, (1) puntos singulares de D, tales que
.“\',‘
(2.14} ji(Dy. P) > Z[L(D.:_,.’L‘T'j(t))
=1
De igual modo. para cada £ &€ Sing(Dy). existen (7). ... Ly;, (f) puntos singulares de

Vi tales que

(2.15) p{Vo. B3) = 34V (1))

=1
Como ¢l ntunero de Milnor de V; es independiente de £, la férmula del nimero de Milnor
del Teorema de 2.1.19 nos da la identidad

(2.16)
S ouDP)+ Y V.= Y wDuPY+ Y pVi D).

PeSing(D) PeSing(D) PreSing(Dy) PeSing( D)

Asi. las desigualdades de (2.14) v (2.15) son igualdades. Aplicando el criterio de irre-
ducibilidad del lngar singular de Lé, ver ¢l Teorema de 2.2.1, obtenemos las sceciones que

O

buseainos.

El siguiente ejemplo de Briancon v Speder, ver [B-S 1], demuestra que la coudicion de
que el cono tangente sea reducido es necesaria. En cfecto, la familia dada por los ceros

el polinomio

3 - 7 15
zg + f.:nu? + 4z =0,
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tiene como lugar singular el conjunto {0,0,0,t). Cada singularidad aislada de superficie
(V;,0) es casthomogénea de pesos (20, 21, 22) = (3, &, 1= )- Por tanto todas tienen el mismo
numero de Milnor 364 y la misma multiplicidad 5. Sin embargo, las secciones planas
genéricas para t = 0 y para t # 0, por planos z9 = azy + bzj, tienen distinto numero de
Milnor, 4@ (V,,0) = 28 y ul?(V4,0) = 26.

2.3 Formula de Yomdin

Usando los resultados de la primera seccién de este capitulo se puede dar una demostracion
inmediata de la férmula de Yomdin, ver [Yomdin], [L& 2], [L-M] para otras demostraciones.
Sea f: (C"*!,0) — (C,0) un germen de funcion analitica y sea el germen de hipersuper-
ficie (V,0) := f~'(0); sea

f(ZO:"':Zn):fd(zﬂa"':zﬂ)+fd+k(z0:-";zn)+"'

la descomposicién de f como suma de sus componentes homogéneas y sea D su cono
tangente en 0. Supongamos que Sing(D) N Z(for) =9 (%).

2.3.1. Teorema. Férmula de Yomdin. Con la hipdtesis de que Sing(D) N Z{fox) =
B, (V,0) define una singularidad aislada de hipersuperficie en C*™! y su niimero de Milnor
es igual a

(217) WV,0)= (-1 +k S u(D,P),
PeSing(D)

donde (D, P} denota el niimero de Milnor de la hipersuperficie D en el punto singular
P.

Demostracidn: Sea w : (C'1, E) — (C"11,0) la transformacién cuadréatica de (€1, 0)
con centro en 0. Sea F := 7~ 1(0) == P" el divisor excepcional de 7 y sea V la trans-
formada estricta de (V,0). Sabemos que Sing(V) N E C Sing(D). Si Sing(D) es vacio,
entonces (V,0) tiene un punto singular aislado. En caso contrario, sea P € Sing(D) un
punto singular del cono tangente. Se eligen coordenadas proyectivas en P" de modo que
P=(1:0:...:0). La condicién () se traduce en la siguiente condicién sobre la funcién

f, f viene dada en coordenadas locales por una expresién del siguiente tipo
falzoy oo zn) + 28 4 fop 4+

La aplicacién 7 estd definida en la carta adecuada como w(zg, . . . ,n) = (2o, T1T0, . . . , TnTo);
en estas coordenadas afines P es el origen. La ecuacion local de V' en un entorno de P es

fd(l,mla---:wn)+$g'9(330,331:---,3371) =0

donde g("EO:ml: AR En) =14 .fd+k(1)$1: - 13;71) +---,con fd-i—k(la 0: .. ;0) = 0. ASi; ges
una unidad en el anillo de series C{xg,...,z,}.
Sea el cambio analitico de coordenadas:

T, = T; para todo 7 € {1,...,n}

Ty = mﬂw(wﬂaﬂfla"'axn)
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donde w es una raiz A-ésima del germen g. Después del cambio analitico de coordenadas,
la ecnacion del germen de V' en un entorno de P es

.fd(l"’f"ls e 3-’fn) -+ T{‘] = 0

Con esta ecuacion local la singularidad de V en P es aislada v su nimero de Milnor es
(A — 1)pp(D). Para terminar la demostracion del teorema basta aplicar ¢l Teorema de
2.1.19. O

2.3.2. Ejemplo. Curvas planas. En el caso n = 1. es decir cuando f € C{x, v} v (17.0)
es un germen de curva, la condicion (%) de la formula de Yomdin se traduce en la signiente
propicdad. Sea f = fy+ foer + ... . Como fy v fier son polinomios de homogéneos de
dos variables admiten una factorizacion en producto de polinomios homogéucos de grado
uno. Por tanto, se puede escribir ambos polinomios de la siguiente manera.

fa = H (o + Fiy)™

f=1
!
n
Joww = ] (aga+ by)™
J=1i
Ahora D € P! estd formado por ima cantidad finita de puntos (85 : —o;). Mirando los

correspoudicites antllos locales en estos puntos. se ticne que el conjunto Sing(2) es ol
conjunto

{(b',- : —a'i) tales que oy > 1}.
De este modo Ia condicion (*) es equivalente a que las raices miltiples de fy = (0 no scan
raices de fao = 0.
Sea pues, P = (f4; : —a;) una raiz de fy = 0 de multiplicidad m; mayor que uno. Se puede
suponer que P tiene coordenadas homogéneas (0 0 1). Para caleular el ntmero de Alilnor
de D en P hay que calular la dimension del C-espacio vectorial

i D, P) = dime (—i%—}]vj = my; — 1.

Por tanto. ¢l niimero de Milnor del germen de curva (V,0) es

p(V,0)=(d-1)*+k > (mp—1),
PeZ(fa)
donde iy es la multiplicidad de P en Z{f,;). Ofro modo de escribir esta nltima ignaldad

08

(2.18) WV.0) = (d =17+ k- {d—p),

donde p es el grado del polinonmio f; reducido.
Finahnente, obsérvese que las singularidades simples de cnrvas Ay, Dy v Eg y Ex verifican
la. condicion (%), no verificandola la singularidad E7.
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En relacién con los invariantes polares (e, m,) de las singularidades que verifiquen la
condicién (*) anterior, Luengo y Melle han demostrado el siguiente resultado el cual nos
dice que valores pueden tomar los cocientes { -}, ver [L-M].

q

2.3.3. Proposicién. [L-M]. Supongamos que (V,0) y f € C{xo, ..., z,} verifican (x) y
que Sing(D) es no vacio.
(a) FEl conjunto {ff,;}red es igual a {d+k — 1} si y sélo 51 Sing(D) = Z2(fa,, ..., fu,,)-
En este caso (V,0) es topoldgicamente equivalente o la singularidad definida por el
polinomio 2 + 28 + -+ 4+ 2¢ 4+ 25t*.

(b) En cualguier otro caso, el conjunto {%}md esigual {d—1, d+k—1} ysi H es un

hiperplano de C™*! tal que Sing(D) N H es vacio, H = Z(I) donde | es una forma
lineal, entonces la familia F(z,t) = fo(x) + (1 — 1) fapr(z) + H14F es u*-constante en
un conjunto abierto conexo de C que contenga al 0 y al 1. Asi, (V,0) tiene el mismo
tipo topoldgico que la singularidad definida por F(z,1).

2.3.4. Comentario. Obsérvese que el resultado anterior nos dice que el tipo topoldgico
de (V,0) estd determinado por el d + k-jet de f. Esto va llevar a la definicién de singular-
idades bivalentes.

2.4 Singularidades bivalentes

Vamos a introducir ahora la nocién de singularidad bivalente. Este tipo de singularidades
jugaran un papel central de ahora en adelante.

2.4.1. Definicién. Un germen de funcién analitica f € C{zg,... , 2,} es bivalente si el
desarrollo de f como suma de sus componentes homogéneas tiene sélo dos componentes
no nulas, es decir f = fg+ fare

2.4.2. Definicién. Un germen de hipersuperficie (V,0) C (C**',0) con singularidad
aislada define una singularidad bivalente si existe un germen de funcién analitica f €
C{zy, ... ,2n} bivalente tal que el germen de hipersuperficie (f~*(0),0) tiene una singu-
laridad aislada y (V,0) tiene el mismo tipo topoldgico que (f~1(0),0).

En el comentario ltimo de la seccidon anterior se ha visto que la Proposicién de 2.3.3
asegura. que todas las singularidades que verifiquen la condicién (*) de la férmula de
Yomdin son singularidades bivalentes.

2.4.3. Notacion. Para las singularidades bivalentes se sigue denotando por D C P" al
proyectivizado del cono tangente, es decir al conjunto de ceros de f; y por T C P" al
conjunto de ceros de fgk.

2.4.4. Teorema. Sea f € C{z,y,z} un germen de funcidn analitica bivalente. Su lugar
de ceros (V,0) C (C* 0) es una singularidad de superficie aislada, es decir bivalente, si y
sélo si el conjunto proyective Sing(D) N Sing(T) es vacio.
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Demostracion: La condicidn es necesaria independientemente de que la dimension sea
dos. Sea f = fy + fipr. Supongamos que existe un punto P en la interseccién de los
conjuntos Sing{D) y Sing(T). se puede suponer que P tiene coordenadas proyectivas
(1:0:...:0). Entonces el germen de curva C definido por las ecuaciones zj = 2z, = ... =
= = 0 es singular en (V, (). En efecto, el lugar singular viene determinado por f y por el

ideal jacobiano de f; en este ¢aso por los ceros de

Jas, + fape,, = 0
fa+ fare 0.

Los puntos de la curva. C son de la forma (25, 0, ... , 0) v anulan a las ecuaciones anteriores,
sil1 mas que observar que, como 7 es singular para D y para 7. entonces

Fae (20,0, OV fann, (200000, 0) = 207 fa (P + 207 fag,, (P) = 0,
para todas fas derivada parciales,

La condicion es suficiente en ¢l caso de superficies. Para estudiar si {(V,0) tiene una
singularidad aislada se considera de nuevo la transformacion cuadritica de centro el origen.
Sca 7 @ (C", E) — (C*0) la trausformacién cuadrdtica de (C*.0) con centro en 0. Sea

T = 77 H0) ~ P? el divisor excepcional de m y sea ¥ la transformada estricta de (¥, ().
Se sabe que Sing(VYN E C Sing(D). Si Sing(D) es vacio. entonces (V,0) tiene un
punto singular aislado. En caso contrario, sea I" € Sing(D) un punto singular del cono
tangente. Si P no os un punto de 7, la demostracion del Teorema de 2.3.1 nos vale para
ver que (V) P) os una singularidad aislada y por tauto en entornos de esos puntos del
cono tangente las posibles singularidades de V estdn sobre o divisor excepeional.
Suponganos por tanto que 7 os un punto singular de D v un punto liso de 7. Se eligen
coordenadas proyectivas en P2 de modo que P = (1:0:0). La aplicacién 7 estd definida
en la carta adecuada como w(ieg. @y, 22) = (X, 1200, Foxy); el cstas coordenadas afines P
es el origen. La ecnacion local de I’ en un entorno de P es

f,f(l .’Ifl..l.f)) + ’T(, fd+;\(1..’1’.]..1.)) = {).

Como la curva plana T es lisa en P, existe un cambio analitico de coordenadas (Z,§)
a coordenadas (), z0), hy  (C20) — (C%0), de modo que fu{l, {7, F)) = T Sca
o) = [, 00 (7, 5) Sea s .= (D, T)p, es mayor que 1 va que P es singular para D,
Por tanto {0, %) = ¢ - % + ... términos de mayor grado, ¢ € C\ {0}. Por ¢l tecorema de
Preparacion de Weierstrass

p(Z, ) = o(T.9) - (7" + T (T)7°~

donde v(0,0) #£ 0y 0. (0) = 0 va que P € Sing(D).

Como v{Z, §) es una unidad en C{7, §}. sea w(T,§) una raiz s-ésima de u(Z,
realizar um nuevo cambio analitico de coordenadas by @ (C2.0) — (T2, 0),
(7.7} que es el inverso del siguicnte cambio de coordenadas

),

=i

+ .+ Th (DT + T

7). Se pucde
ho(Z1,91) =

I, = #

no= jul,)
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de modo que fyir(1, by o ho(Z1,51)) = Z1, ¥y

AZ1, ) = po ho(Z1,T1) = fa(l, by o holZ1, 7)) = 55 + Z19(Z1, Th),

y g{0,0) = 0 ya que P € Sing(D).
Sea el cambio analitico de coordenadas h : (C*,0) — (C30), (@, T1,%) — (xo, 71, 32),
definido como

h(?ﬂ, jl:'gQ) = (“—"7 h’l °© h’?(il:'gl))‘

Como s6lo se han hecho cambios analiticos P sigue siendo el (0,0,0) v la ecuacién del
germen V en un entorno de este punto es

(2.19) g5 + 7 - g(2, ) +0F -3 =0

Aunque se han realizado cambios analiticos de coordenadas el divisor excepcional estd
definido por la ecuacién @w = 0. El lugar singular de V son los puntos de V que anulan
las siguientes tres ecuaciones:

_ _dg ,_ _
9(5317?}1)"‘331'5‘?“(931,?J1)+7Uk = 0
Ty

et - 09 ,_ _
sy 1+$1-6—?:’1(5!?1,:111) =0

k’wk_l‘il = 0

Se buscan puntos que no tengan la coordenada @ igual a cero y que anulen la tercera
ecuacion, entonces la coordenada Z; debe ser nula. Sustituyendo ahora en la ecuacién
segunda 6 en la que define V se tiene también que la coordenada 7; debe ser nula. Final-
mente, como g(0,0) = 0, la otra coordenada también debe de ser cero. De este modo las
singularidades de V estdn contenidas en E. Nétese que las singularidades de V pueden
no ser aisladas, esto ocurrirda cuando D sea una curva con componentes multiples. a

2.4.5. Ejemplo. Para n > 2 la condicion del teorema no es suficiente. Sea por ejemplo
el germen de funcién analitica bivalente

S(z0, 21, 22, 23) = 223 + (20 — z3)2 — zgzl.

El tnico punto singular de D es el punto de coordenadas (1 : 0 : 0 : 0) y los puntos
singulares de 7" son los del hiperplano de ecuacién z;, = 0. Por tanto se verifica la condicién
del teorema. Sin embargo es facil de ver que, por ejemplo, la curva {t) = (%,0,1%,£?) cs
de puntos singulares para la hipersuperficie (f71(0),0) C (C*,0).

2.4.6. Teorema. Sea f € C{z,vy, 2z} un germen de funcidn aenalitica bivalente tal que
su lugar de ceros (V,0) C (C30) es una singularidad de superficie aislada. Si su cono
tangente D es reducido entonces

w(V,0) = (d— 1) + kp(D)+ k- > ((D,T)p 1)

PeSing(D)
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.o

Demaostracion:  Como D es reducido se puede aplicar el Teorema de 2.1.19. Sea = :
(C3 E) — (C*0) la transformacién cuadrética de centro el origen. Sea E = 77'(0) ~ P*
el divisor excepcional de 7 y sca V la transformada estricta de {V,0). De cste modo es
suficiente probar que para cada P € Sing(D) se tiene que

iV, P) = (k—=1Du(D, P) + k(s — 1),

donde s es la multiplicidad de interseccion de D v T en P Si P no es un punto de T,
hasta observar que, mediante un cambio analitico de coordenadas, una ecuacion local de

Voen PP oes
k
falz,y, 1) + 2% =0,
donde fy(x,y.1) = 0 es una ccnacién local de D en P. Calculemos este nmimero de Milnor.
Sca pues, P un punto de 7. En este caso la ecuacion que define el germen de Voen P
viene determinada como en (2.19),

y 4w g(e,y) +wt o= 0.

donde g, y) = v*+xg{x,y) = (} ¢s una ecuacién del germen de carva D en Py 2= 0 s
una ecuacion focal de la curva 7" en P. La funcion analitica. o, #) s reducida ya que, por
Lipdtesis, D es reducido. se puede caleular el niimero de Milunor de T siguiente mancera:

1. Si k=1, entonces

S Cla, vy,
w(V,P) = dimg B {wy, w}
(r)'r +u ;’ r}u )
Cly.w} .1

(mo—)

= dime

Sik > 1, se tiene

S , C{z,y.w}
V.P) = ding
w(V. P) C e ——
(C{'u,m} : T
= dimg ———= + (k — 1) dim¢ 55+
D A Ty

= k(s—1)+(k—1)pu(D,P)
(]

2.4.7. Observacién. La férmula para el numero de Milnor obtenida en el teorema
anterior generaliza la obtenida para singularidades que verifiquen la condicién () de la
formula de Yordin.

En cl siguiente teorema se da, para las singularidades bivalentes, una acotacién mds
sencilla para el supremo de los cocientes —%.
1
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2.4.8. Teorema. Sea f € C{z,y,z} un germen de funcion analitica bivalente tal que
su lugar de ceros (V,0) C (C*,0) es una singularidad de superficie aislada. Si su cono
tangente D es reducido entonces

sup{;ii t v, componente del'y} < d+k—1+k-sup{(D,T)p—1: P& Sing(D)NT}.
q

2.4.9. Observacion. El supremo del lado derecho de la desigualdad sélo tiene sentido
en cuando exista algin punto singular de D que sea también punto de 7" Si alguno de
estos puntos existe, la desigualdad se puede escribir del siguiente modo:

sup{ =L : 7, componente deTy} < d = 1-+k-sup{(D,T)p : P € Sing(D) NT}.
'q

Demostracion: Si Sing(D) es vacio se sabe por el Scholium del Teorema de 2.1.16 que
todos los cocientes % son iguales a d — 1. Si Sing(D) no es vacio pero Sing(D) N T es
vacio, por la Proposicién de 2.3.3 el supremo de los cocientes % es d+k — 1. Supongamos
pues, que Sing(D) NT no es vacio.

Sea W el abierto de hiperplanos adecuados para (V,0). Sea H € W, y sea 'y la curva
polar asociada a f v a H.

Realizamos un cambio de coordenadas proyectivas de modo que H = {z = 0}. En estas
condiciones la curva polar I'y viene definida como el germen de curva en ¢l origen que
definen f, = 0, f, = 0. Ademds, Sing(D) C P>\ Z(z) y por tanto se puede aplicar
la. Proposicién de 2.1.14. Se tiene una descomposicién de la curva polar de la forma
Iy =Ulp, P € Z(f4,, fs,), donde ya se sabe que cada

s
FP=U’Y;)=

g=1

¥ 77 es un germen de curva irreducible con direccién tangente definida por P.

Sea P € Z(fy,, fa,), por la condicién de transversalidad de la curva polar, se sabe que
ninguna recta tangente a las componentes irreducibles de 'y estd contenida en H, por
lo que P tiene la coordenada z no nula. Asi, se puede hacer otro cambio proyectivo de
coordenadas de modo que quede fijo H y que P tenga coordenadas proyectivas (0:0: 1}.

Sea 'yrf una componente irreducible de I'p. Como la direccion de la recta tangente
a 'yf en el origen es {0 : 0 : 1) y la multiplicidad de fy,f en el origen es igual a my,
entonces una parametrizaciéon de la curva 'y(f vendrd dada por un germen de funcién
hy i (C,0) — (C*,0) definido como sigue

hy(t) = (he(t), ha(t), ¢™)

donde ord;h}(t) > my para todo i € {1,2}.
(a) Se ha visto en el Teorema de 2.1.16 que si P ¢ Sing(D), se tiene que

& g1
L
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S

(b) Sea P € Sing(D). Luengo y Melle han demostrado que si P no es un punto de
T entonces?%i— =d+ k-1, ver [L-M]. Sea por tanto P € Sing(D)NT, v sea '}-’r‘: una

componente irreducible de I'p. Sea 7 : (C3, E) — (C¥,0) la transformacién cuadritica de
centro el origen. Como P tiene coordendas (0 : 0 : 1) la transformada estricta v/ de la
curva ’)’(;D estd en la carta donde 7 viene dada en coordenadas locales como

Tz, g, 0 = (-’11131,?/131~ 1)

Por lo tanto una parametrizacién de ¥7 estd dada en este caso por

h,  (C.0) - (C} E)

(h () bt .
t > :ll, AT tln})

Como f es un germen bivalente, se tiene que f es fylw . 1) + :f  faerCryog 1), La
derivada de f respecto de zp oy

(e = k-2 famnlon 1),
Se lia visto en el Teorema de 2.1.16 que se da la igualdad

=d-my+or A ((f)- ohq(z‘))

Sustituyendo (f)-, en la anterior igualdad se obtiene

{2.20) ¢y = {d+k =1} m, + ord,(faore{, 1, 1) 0 Iy (1)}

P(‘Lu jonemos esta iltima igualdad con el ntmero de Milnor de V en P. Por ¢l Lema de

2.1.2, V tiene en I una singularidad aislada y se puede caleular su namero de Milnor,
Para cllo hace falta una ecnacion local de ¥V en P. La ccnacién es f = 0: 7 en estas
coordenadas ¢s el origen v asi,

1V, P) = dimg ~——Ef]

fv:: f: )

Como ['y; viene definida como el lugar de ceros de (f)a,. (f)y,, sc tiene que

ﬂ‘(‘/- P) = (.f;l s]-;H)U = ZC)T'(lf((.f)zl © JT'r,r(f))

= > ((k=V)my + ordi(fasx(zi, 1. 1) 0 hq(f,)))
1
(2.21) = (k= 1D, PY+ 3 ord,(forr(z1, 91, 1) 0 hy(t))

g4
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En el teorema anterior se ha calculado el mimero de Milnor de V en P,
(2.22) w(V, P) = (k- u(D, P) + k((D.T)p - 1).
Usando las dos igualdades anteriores, (2.21) y (2.22), se tienc que

3" ordy(faer(@1, 31, 1) 0 hy(t)) = k(Ip(D, T) — 1).

F

Esta igualdad asegura que se pucde acotar Zritlfazulminlohe®) 1or 1((D TYp — 1) y

o

obtener el resultado pedido

;‘;i <d—=1+ksup{(D,T)p : P € Sing(D}NT).
7

0

2.4.10. Ejemplo. Si todos los puntos singulares 7 de £ son no-degencrados, cs decir
con nuero de Milnor igual a 1, entonces su componente 'y de la curva polar tiene
multiplicidad 1. Esto asegura que su componcente I'p consta de nna inica componente
irreducible v, que ademds es lisa. De este modo, m, es ignal a 1 y la cota anterior se
convicrte en la igualdad

sllp{:;?'q—} =d—1+ksup{(D,T)p : P € Sing(D)NT}.
Iq '






Capitulo 3

Superficies bivalentes

En este ultimo capitulo se hace un estudio de las singularidades de superficies bivalentes.
Estamos interesados en el cdlculo del primer invariante topolédgico de la singularidad, el
niimero de Milnor. En el capitulo anterior ya se estudié el caso en que el proyectivizado
del cono tangente D era una curva plana reducida.

El hecho de permitir que D tenga componentes miiltiples hace necesario un enfoque
distinto del problema. Primero se hace un estudio de las singularidades de superficies
de (C3,0) que verifican condiciones mds débiles que la condicién (*) de la férmula de
Yomdin. En realidad se pide que la curva reducida D,.q verifique la condicién (%) y una
cierta condicion de transversalidad. Para este tipo de singularidades se calcula la sucesion
w* de niimeros de Milnor y se demuestra que son singularidades bivalentes. El principal
ingrediente para el calculo del nimero de Milnor es el ntimero de Milnor generalizado
definido por Parusifiski. En la primera seccién se introduce la nocién de nimero de
Milnor generalizado y se dan las propiedades mas interesantes de este niimero.

Finalmente, en la ultima seccidn, se estudia el nimero de Milnor de las singularidades
bivalentes de superficies de (C*, 0): Para ello se da una férmula de comparacién entre los
niimeros de Milnor de dos singularidades bivalentes. Con esta férmula de comparacién y
con el ndmero de Milnor obtenido en la segunda seccidn de las singularidades especiales
se puede concluir en el Teorema de 3.3.10 con una férmula para el nimero de Milnor de
las singularidades de superficies bivalentes.

3.1 Numero de Milnor generalizado

Las referencias bdsicas para esta seccion son los articulos de Parusinski y Pragacz, ver
[Parusinski] v [P-P], y el libro de geometria diferencial compleja de Wells, [Wells]. Recorde-
mos su definicién de numero de Milnor generalizado y las propiedades del nimero de
Milnor generalizado que se usaran en la siguiente seccién.

Sea M una variedad diferenciable compleja conexa de dimensién n + 1 v sea L un
fibrado lineal holomorfo sobre M. Sea s una seccién holomorfa global de L, s € H*(M, L),
y sea Z el conjunto de ceros de s, esto es, una hipersuperficie de M. Fijemos una métrica
hermitica scbre L. Sea 7™M el fibrado cotangente complejo, T"M = Tg @r C. Este
fibrado es suma directa de la parte holomorfa T*' M y de la parte antiholomorfa T M.
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Se considera la descomposicién de conexién asociada a la métrica D = D'+ D" .
D' ANL) — AYYL) = A (T*'M @ L)
D"=0: A"L) — A*Y(L)
El conjunto de puntos singulares de Z es Sing(Z) ={z€ Z : D's = 0}.

Sca E un fibrado vectorial real orvientado de dimension & sobre una variedad diferen-
ciable real de dimension £, compacta, orientada y con borde (B, dB). Para cada seceidn s
de E. que no se anule sobre 913, se denota por indgs el indice de intersecion sobre B de s
v de la seccidn cero de E. Si & s una pequena perturbacion de s transversal a la sececidn
cero, entonees indps es igual al mimero de ceros de § contados con los signos. Si E es el
fibrado trivial esta definicion coincide con el grado topoldgico.

Con estas definiciones Parusiiiski, [Parusinski], define el mimero de Milnor general-
izado. Seca Y una compoucnte conexa y compacta de Sing(Z) v sea U un pequeno
entorno de Y.

3.1.1. Definicién. [Parusiiski|. Se lunard ndmero de Minor genevalizado de Z en' Y

al mdice de interscccion indy; D's. v se denotard por p4{Z,Y).

3.1.2. Definicién. [Parusinski]. Si ademds Z es compacta, se thanard miimero de Mil-
nor gencralizado de Z al indice de interseecion de las seccion cero del fibrado vectorial
TV M ¢ Ly de la seecidn cero del fibrado veetorial D's, v se denotard por p(Z).

Propiedades del niimero de Milnor generalizado .
1. Cuando Z ¢s compacto v 11.... Y5 son todas las componentes conexas de Sing ()

s tlene que

mZ) = ‘i;ﬂ(Zf ¥i).
i=1

. [Parusinski| Proposition 1.4. Si iene solo sinpularidades aisladas. entonces
2. P ki] Proposition 1.4. Si Z t 1 gularidad lad t

W2y= Y plZ.),

r€Sing(Z)
donde ¢ Z, z) es el mimero de Milnor usual de Z en z., [Milnor].

3. Esta propiedad se puede tomar como definicién en el caso en que M sea com-
pacta. La propicdad generaliza la férmula para la caracteristica de Euler-Poincaré de una
subvariedad diferenciable de A/.

[Parusinski] Proposition 1.6.

wW(Z) = (="' (Z)+ < cup(TYM & L), [M]} > —(=1)"F'x (M),

donde [M] es la clase definida por M, ¢, es la clase de Chern maxima del fibrade ¥ x(.)
es la caracteristica de Euler-Poincaré.
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4. [Parusinski] Corollary 1.7. Si Z’ es otra seccién holomorfa global de L entonces
usando la propiedad anterior se tiene

M2) = w(Z") = (=1)""(x(2Z) - x(2")).

En particular, si Z’' es una seccién lisa de L el mimero de Milnor generalizado p(Z) mide
"cuanto dista topoldgicamente” Z de ser una hipersuperficie lisa.

5. [Parusiiiski] Nimero de Milnor generalizado y transformaciones cuadraticas.
Debido a la anterior caracterizacion del niimero de Milnor generalizado en funcién de las
clases de Chern se puede dar una relacion entre los nimeros de Milnor generalizados de
Z y de su transformada estricta mediante una transformacién cuadritica. Sea z una
singularidad aislada de Z. Sea d la multiplicidad en z de Z. Sea 7 : M — M la transfor-
macién cuadrdtica de M con centro z. Sea V' la transformada estricta de Z. Denotemos a
771 (2)NV por Dy a ST, u(Y!) por u(V, D), donde Y, ... | Y/ son todas las componentes
conexas de Sing(V) contenidas en D. Entonces:

u(V, D) = jig + (=1 (0(V) = x(2)) — (d = 1)"* + (1) = (1) h(n, d),

donde h{n,d) = (n+ 1) + Lﬁ;ﬁ es la caracteristica de Euler-Poincaré de una hiper-
superficie lisa de grado d en P".

6. La siguiente propiedad también es una caracterizacién del nimero de Milnor gen-
cralizado cuando M es compacta. [P-P| El nimero de Milnor generalizado de Z en M es
tambien igual a

wZ) = (-1 ((2) = [ e(D) e(L)e(M)),

donde ¢(L) y ¢;(L) denotan la clase de Chern total y la primera clase de Chern del
fibrado lineal L y x es la caracteristica de Euler-Poincaré . Esta igualdad es el lazo de
unién entre los resultados [Parusinski] y de [P-P]. Para mostrar que la férmula antrior y la
de la propiedad 3 son iguales basta dessarrollar las clases de Chern de ambas ignaldades.

7. |P-P] Sea x un punto singular arbitrario de Z y supongamos que la hipersuperficie
Z viene dada en coordenadas locales centradas en x como el conjunto de ceros de una
funcién analitica f : (C"*1,0) — (C,0). Se eligen € > 0 y & tales que 0 < § << ¢ y que se
verifique el Teorema de Fibracién. Sea F; la fibra de Milnor asociada a f en .

3.1.3. Definicién. Se define el nidmero de Milnor topoldgico como
(2, z) = (=1)"(x(Fe) — 1).

Cuando z es un punto liso Z, entonces ji(Z,z) = 0, si z es un punto singular aislado de
Z entonces fi(Z,z) = p(Z, ) es el nimero de Milnor usual de Z en .

Como Z es un conjunto analitico reducido admite una estratificacién de Whitney, ver
[Whitney]. Sea pues & una estratificacién de Whitney de Z. Entonces, por el Segundo
Lema de Isotopia de Thom, ver e.g. [G] Theorem 5.8, el tipo topoldgico de las fibras de
Milnor F, asociada a z es constante a lo largo de los estratos de S. De este modo, para
cada estrato § € 8, se denotard por fig el valor de la funcién z — {7, z) sobre S.
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8. |P-P] Example 5. En caso de que Af sea una subvariedad de PV y si, ademas. se
supoue que Y C Sing(Z) es liso y el par (Z\ Y,Y) satisface las condiciones de Whitney,

cittonces, para x € Y,
fiy = U Z,z) = (1" (2, ),

donde m = dimY y p"t =™ Z 2) es ¢l nitmero de Milnor de la seccion de Z en = por
un plano genérico de dimensién {n + 1 — m), ver [Teissier 1].

9. La siguiente proposicion es la que va a permitir el cdleulo del mimero de Milnor
ceneralizado |
Proposition 7 [P-P]. Sea L un fibrado lineal holomorfo sobre una variedad M compleja
compacta de dimensién (n + 1). Sea la hipersuperficic Z en M ¢l conjunto de ceros de
s € HYAIL, L) y sea 8 otra scccién holomorfa global de L tal que el conjunto de coros Z°
de ¢ es lisa y transversal a una estratificacion de Whituey § de Z. Entonces

w(Zy=> jis-x(S\Z").

Ses

La idea es aplicar la nocion de ntimero de Milhor generalizado o los gérinenes de

hipersuperficies con singularidades aisladas, Sin cmmbargo las propicdades anteriores solo
valen para varicdades compactas A, El siguiente lema arregla en cierta manera osta
situacion.
3.1.4. Lema. Sca(Z,0) C (C"+',0) un germen de hipersuperficic con un punto singular
aisludo . Ewiste una hipersuperficic proyectia Z de P con un adnico punto singular
aistado Q, tal que la singularidad de Z on Q cs analiticamente equivalente o la singulavidad
del germen (Z,0).

Demostracion:  Sea m = (zy,....2y) el tdeal maximal del anillo local Clzo. ... .2, }
Supongamos que el gerimen (2, 0) es el conjunto de ceros de una funcion aualitica f. Uti-
lizando el Teorema de K-determinacion de Mather, ver [Mather] Theorem 3.5 y Theorem
9.2, como (Z.0) tiene un punto singular aislado |, existe un entero ! de modo gne para
todo s > 'y para todo g € C{z,... .z} con f — g € m*®, existe un cambio analitico de
coordenadas @ : (C**1,0) — (C"*.0) con g = f o . Asi, desde ¢l punto de vista del es-
tudio analitico, y por tanto topolégico de (Z, 0}, podemos suponer que f s un polinomio
de grado s suficientemente grande, sin mas que tomar como g el polinomio de Tavior de
[ de orden s. Sea £, el homogencizado de f, es decir

q Z0 Zn
Flzoyooocopow)=w f{—, ..., =).

w w’
Sca @ :=(0:...:0:1). Sea P el espacio proyectivo formado por todos los polinomios
homogéneos de grado s. Se considera el subconjunto 4 € P formado todos los polinomiios
Pz, ..., zy,w) homogéneos de grado s tales que el el polinomio de Taylor de P de orden

I en el punto @@ coincide con el polinomio de Taylor de F' de orden ! en ¢l punto Q. El
conjunto A es un subespacio proyectivo lineal de P y por tanto define un sistema lineal
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V de L := Opa+1(s), el fibrado lineal asociado a las hipersuperficies de grado s en P+,
El punto ¢ es punto base de este sistema lineal ya que es un cero de todos los polinomios
de A. Sea 1 # @), veamos que existe un polinomio P de A que no se anula en Q. Se
considera F¢; el homogeneizado de grado s del polinomio de Taylor de f hasta orden [
en el punto Q. Se puede considerar el polinomio P = Fg + h{z,... ,2,), donde h es un
polinomio homogéneo de grado s tal que h(Q1)} # Fe{(Ch).

Usando el teorema de Bertini, [G-H| pdg. 137, el elemento genérico Z de este sistema
lineal es liso fuera del punto base . De este modo, esta hipersuperficie genérica Z cumple
las hipétesis del lema. O
El siguicnte teorema de Lojasiewicz, [L], nos va a permitir demostrar el préximo lema.

3.1.5. Teorema. [L]. Sea X un espacio analitico complejo y sea A un subconjunto analitico
de X. Eziste una triangulacion de | X| en la cual aparece A como el soporte de un subcom-
plejo. En particular, existe un entorno abierto U de A tal que U y U se pueden retraer
sobre A.

Sea Z C P**! una hipersuperficie de las obtenidas en el Lema de 3.1.4. Sea 7 : Prtl
P+ 1a explosién de P con centro el punto (; sea Z la transformada estricta de Z V sea
E = 77(Q) = P" el divisor excepcional. Obsérvese que D = V N E. Por otro lado como
Z tiene so6lo como punto singular aislado a @7, las singularidades de Z estén en Z N E.

3.1.6. Lema. FEn las anteriores condiciones se verifica la siguiente iqualdad:
(3.1) X(Z) = x(Z) = x(D) = 1 = x(Drea) — 1

Demostracion: Sea |1z 7= (Z) — Z el morfismo 7 restringido a la imagen inversa
de Z. Usando el teorema anterior se puede elegir una triangulacién de Z de modo que @
sca un subcomplejo de la triangulacién. De igual manera se puede triangular Z de modo
que Z M E sea un subcomplejo de la triangulacién. Sean Sp := {Z\ Q} y S; := {Q}. El
morfismo 7| -15,) : 771 (Ss) — Sp es biholomorfo con lo que es una fibracién topolégica
Y Tlr-110y : £ — 5) también es topoldgicamente trivial ya que es una aplicacién sobre un
punto. Por tanto se tiene que

x(77HZ) = x(B) - x(Q) + x(Z - Q) = x(E) + x(2) - L.
Ademas, N N
x(n7HZ)) = x(Z) + x(B) - x(Z N E).
Como Z N E es el cono tangente D, entonces
X(Z) - X(Z) = X(D) —-1= X(Dred) - L

d

Aplicando el lema anterior a la propiedad 4 del nimero de Milnor generalizado se
tiene

(32) u(Z) = 1(Z, 0) + (~1)™* (x(D) — 1) = (d = 1™ 4 (=1 — (=1)"+ h(n, d),
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1—din+1—g P . . .
donde A{n,d) =n+1+ (— es la caracteristica de Euler-Poincaré de una hipersu-

perficie lisa de grado d en IP".
Primera férmula. Simplificando (3.2) se obtiene la primera férmula que rela-
ciona el nimero de Milnor del germen (Z, 0} con el niimero de Milnor gencralizado de la

transformada estricta de Z :
(3.3) H(Z,0) = (d = 1) + (=1)"(x(D) — h(n,d)) + u(Z),

3.1.7. Observacidn. En el caso que el cono tangente D tenga sélo s111gular1dddes ais-
ladas, se recupera la férmula del Teorema de 2.1.19 del capitulo anterior:

(3.4) 11(Z,0) = (d = 1)"*' + (D) + p(2).

3.2 Singularidades transversas

Sea f : (C*,0) — (C,0) un germen de funcién auaiitica y sea (V. 0) cl germen de superficic
(V.0) ;= (f~10),0). Sea f = fy+ furs+-- ¢l desarrollo de f como suma de compmwntes
homogéneas. Sca la factorizacién en componentes irreducibles de fy en Clz,y, 2], fo =
R hir. Para cada polinomio homogéneo h de Cla,y, 2], se seguird denotando por
Z(h) C P? la curva plana proyectiva, reducida o no, definida por h. Se consideran las
sigutentes curvas proyectivas planas:

Cy = Z(h-i), T:= Z(fri+k)s
D = Z{(fi) =qC +...+q.C,, ¢l proycctivizado del cono tangente de V oen 0,
Dy = Cy+...+C,, lacurva D reducida,

donde i € {1,...,7r}. Sea d; el grado de la curva C; vy p:=dy + ... + d, ¢l grado de la
curva D .q.

3.2.1. Definiciéon. La singularidad de superficic anterior (V,0) se llama transversa si
verifica las siguientes dos condiciones:

(1) La interseccion de Sing(D,qa) ¥ T es vacia.

{11) Para toda componente irreducible C; de D tal que ¢ > 1, las curvas C; y T se
intersecan en, cxactamente, d; - (d + k) puntos distintos, i.e. ambas curvas son

transversas.

El propésito de esta seccion es demostrar que todos los gérmenes de superficies (V, ()
transversas son superficies bivalentes, de hecho topoldgicamente equivalentes al germen
de superficie definido por los ceros de la funcién analitica f = fq + foss.

En el Teorema de 3.2.2 se demostrard que una singularidad transversa es aislada.
Seguidamente los Teoremas de 3.2.3 vy de 3.2.9 dan los ntimeros de Milnor del germen
(V,0) y de su seccién plana genérica. Por ultimo, en el Corolario de 3.2.10 se¢ muestra que
(V,0) es bivalente y que su tipo topodgico estd determinado por el (d -+ k)-jet de f.
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Las condiciones (¢) y (#) de la definicién de singularidad transversa son una generalizan
de modo natural la condicién (*) de la férmula de Yomdin del capitulo anterior. En este
sentido, la férmula para el nimero de Milnor del Teorema de 3.2.3 generaliza la obtenida
en el caso de Yomdin.

3.2.2. Teorema. Supongamos que (V,0) es transversa, entonces el germen de superficie
(V,0) tiene una punto singular aislado en 0.

Demostracién:  Sea m : (C*, E) — (C%,0) la transformacién cuadratica de (C%,0) con
centro el origen. Sea F := 7~ 1(0) =~ P? el divisor excepcional de 7 y sea (17, D) la
transformada estricta de (V,0). Ya se ha visto en el capitulo anterior de la memoria que
si Sing(D) es vacio entonces (V,0) es una superficie con singularidad aislada.

Supoengamos pues que existe un punto P que sea singular para D. Se eligen coordenadas
de modo que la direccién tangente de V que se corresponde con P sea (z,y, 2z} = (0,0, 1l.

En este caso las ecuaciones locales de w son z = 121, y = 4121, z = z1. La ecnacidn de V
en un entorno de P = (0,0,0) es

0 = flzi,m,z1)= 27 f(mz, iz, 21)
= folwr,yn 1) + 28 (Fae(@, 11, 1) + 2192, 11, 1))

donde fy(x1,y1,1) es una ecuacién afin de Dy z; = 0 es una ecuacién local del divisor
excepcional £. La ecuacién de V' va a depender de la clase de singularidad que tenga D
del siguiente modo:

(i) Si P € Sing(Dyeq) entonces, por hipdtesis, fy1x(0,0, 1) es no nulo y localmente define
una unidad en el anillo de series C{z1,¥1, 21}. Sea u(z1, 31, 21) una raiz k—ésima de
esa unidad. Si se realiza el siguiente cambio analitico de coordenadas T = z;, § =
Y1, 2 = zu, P tiene coordenadas (0,0,0) y una ecuacién local de V en un entorno
de P es

fd(islg: 1) + zk = 0:
donde f4(Z,7,1) = 0 es una ecuacién local de D en P. Ademads, la nueva ecuacién
local de E es Z = 0 y si ahora se calculan las singularidades de V en un entorno de
P se ve que deben estar contenidas en E.

(ii) Para cada ¢ € {1,... ,7} con ¢ > 1, sea P € C; un punto tal que P es un punto
liso de C; y no esta en la interseccion de las curvas C; v T. En estas condiciones y
usando los mismos argumentos que en (7), existe un cambio local de coordenadas tal
que la ecuacién local de V en un entorno de P es

£ +2° =0,
donde Z = 0 es una ecuacion local para el germen de C; en Py F es 2 = 0. Por
tanto las singularidades de V' en un entorno de P estan contenidas en E.

(iii) Finalmente, sea P un punto en la interseccién de C; y T. Por hipétesis la interseccién
es transversal, se puede elegir de nuevo un sistema local de pardmetros tal que la
ecuacion local de V' en un entorno de P sea

T 4 26 = 0,
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donde T = 0 es una ecuacion local del germen de C; en P. § = 0 es una ecuacion
local del germen de T en Py E tiene por ecuacién z = 0. Basta calcular el jacobiano
de la funcién analitica anterior para darse cuenta que la singularidades de V en un
entorno de P estan contenidas en E.

Esto concluye la demostracién del teorema. ]

Cualquier curva proyectiva plana reducida sélo tiene puntos singulares aislados y por
tanto el nitmero de Milnor generalizado u(C) es igual a la suma de los muneros de Mil-
nor de la curva € en sus puntos singulares, ver la propiedad 1 del nimero de Milnor

gencralizado :
p(C)= Y uCP) = > pulC.P)
PeSing(C) PeC
Sin embargo, si por ejemplo C es la curva de P? definida como ¢l conjunto de ceros del
polinomio homogéneo de grado 6, (zz* +y*)?, entonces usando la propiedad 4 del mhnero
de Milnor gencralizado se tiene que

wC) = 1(Ciica) = (1)*(x(C) = X(Ciisa):

v como la caracteristica de Euler-Poincaré de una curca lisa de grado seis ¢s 18 v la x{Cled)
es 2, se tiene que pu(C) = 20.

Para las singularidades de superficies transversas, en el siguicnte teorcina se caleula su
niimero de Milnor y se le relaciona con d, p, k, j1(Dye).

3.2.3. Teorema. S§i ¢l germen de superficic (V,0) es transverso entonces ¢l nimaero de
Milnor de (V,0) es igual a

w{V,0) = (d = 1* + k- (1t{Dreq) + (d— p)(2d — 3+ p)) + k* - (d — p).

3.2.4. Observacion. Sodlo estamos interesados en el caso en que exista algin ¢; > 1. En
caso contrario, D es reducido y la condicién (¢) de la definicién de singularidad transversa
recupera la condicién (*} de la férmula de Yomdin del capitulo anterior y la férmula para
el nimero de Milnor coincide sin més que hacer d = p.

Ademads, si algtin ¢; > 1, la condicién (i) implica que T es una curva reducida.

Demostacién del Teorema. La demostracion de este Teorema se harda en cn varias
ctapas las cuales vendran introducidas como lemas.

Supongamos primero que & > 1. La demostracién cuando & = 1 sera inmediata a partir
de la demostracién del caso £ > 1.

Como el germen (V, 0) tiene singularidad aislada, el Lema de 3.1.4 asegura que existe
una superficie proyectiva compleja V de P? tal que V tiene un tinico punto singular aislado
ey las singularidades de V en e y del germen (V, 0) son analiticamente eqtuvalenteq

Sea 7 : P® — P3 la transformacién cuadratica de P* con centro en e, sea V la trans-
formada estricta de V y sea E := 77 !(e) el divisor excepcional. Como V tiene sélo a ¢
como punto singular aislado , las smnulandades de V estdn contenidas en VN E. Entonces
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Sing(V) esté formado por las curvas C;, tales que ¢; > 1, y por los puntos singulares de
Drrzd-
La primera férmula, (3.3), del mimero de Milnor de la seccién anterior nos da la igual-

dad:
(35) V) = u(V,0)+ (—1)*(x(D) = 1) = (d = 1)* + (=1)* = (-1)*h(2, d),

donde (V) ¢s el mimero de Milnor generalizado de V' en P3.
Alora, la caracteristica de Euler de D cs igual a la la caracteristica de Euler de D,q ¥
depende solo del grado de D,y y de los mimeros de Milnor de las singularidades de D,

X{(Dyed) = plp — 3) + 11{ Dyeq).
Asi. la igualdad (3.5) es equivalente a
(3.6) 11(V,0) = (d — 1)* + x(Dyea) — 3d + d* + p(V),

Calculo de fif V). Abora se quicre aplicar la Propiedad 8 del mimero de Miluor gen-
eralizado a la superficie V. ¢ P3. Sea L ¢l fibrado lineal Ops(1). Cualquicr polinomio
homogéneo de grado 1 que defina V, da una seccién global » de L. La superficic V es ¢l
conjunto de ceros de la seccién s = 7%(v) @ e del fibrado lincal 7* (L} @ £7%, donde

£ denota el fibrado lineal sobre P?, asociado con el divisor excepeional de m, y ¢ es una
seeeion de £. _

Necesitamos una seccion holomorfa global & € HY(P3, 7*(L)}® £7%) y una estratificacion
de Whitney 8 de V tales que el conjunto de ceros de s debe ser liso y transversal a cada
estrato de S.

La estratificaciéon de Whitney adecuada. Para construir la estratificacion de Whit-
ney adecuada lo primero que se hace es una particién del lugar singular de V.

Sea la siguiente particion del conjunto finito Sing(D,.q). Sea 4; ¢l subconjunto de
Sing{D,eq) formado por los puntos singulares P de Doy, tales que I pertencee, exac-
tamente, a ! componentes irreducibles de D,.q. De este modo tenemos la particion del
conjunto Sing(D,q4) :

Sing(Dyeq) = Ay U...UA,
donde los conjuntos A; son disjuntos dos a dos. Los puntos P € A se caracterizan por
¢l hecho de que existe una tinica componente irreducible C; de D, g tal que P € C; y por
tanto p( Dy, P) = 1(Cy, P).
Para cada ¢ € {1.... ,7}, se considera la curva proyectiva plana reducida

Bi=Ci+...+Ci+...+0C,.

donde la notacién C; indica que no se considera la curva C;, es decir como divisores del
plano proyectivo se tiene B; = D,.q — C;. Sea A el subconjunto de indices

A={ie{l,...,7}: talqueg >1}.
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Para cada i € A, se definen los siguientes conjuntos:

H, .= {Pe( talque P € Sing(C;) y PgCinB;}.

J; = {PeC, talque P € B;}.
My = {PeC(; talque PeT}.
Si = Oi\{HIU(LUﬂ’L}

Nétese que, como J; C Sing(D,.q), los conjuntos H;, J; v M; son disjuntos. Ademas se
tienen las siguientes identificaciones:

H, = {PeC(C, talque P A, }.
Ji == {PeC;, vexistel>1talque P € A }.
Finalmente, se consideran los conjuntos
Reg(V) = V\ Sing(V),
W = Sing(Deq) \ U
€A}

Vamos a considerar una estratificacién de 17, en este punto identificamos los puntos de
D con los puntos de V' que estan contenidos en el divisor excepcional. Sea S la siguiente
particién de V. Las componentes de la particién son: una componente 2-dimensional
Reg(V), las componentes 1-dimensionales {S;}ien v las componentes 0-dimensionales

{HiYieas {Az \Whisy, {A/[i}iEA v W.
3.2.5. Lema. La anterior particion S de V es una estratificacion de Whitney .

Demostracién: La particién es una estratificacion de V va que cada componente es una.
variedad diferenciable, a excepcién de los puntos, v se verifica la condicion de finitud local:
cada punto de V tiene un entorno abierto en P? el cual corta sélo a una cantidad finita
e componentes. Para probar el lema sélo necesitamos las siguientes dos observaciones:

(i) Cualquier estrato Reg{V), 6 S;, sobre un estrato 0-dimensional verifica las condi-
ciones de Whitney, ya que sobre estratos de dimension cero siempre se cumplen las
condiciones de Whitney, ver e.g. Lemma 1.10. [Dimca].

(ii) Para ver que el par de estratos (RReg(V'),S;) verifican las condiciones (a) y (b) de
Whitney usamos la equivalencia entre condiciones de Whitney y la constancia de la
sucesidn p*, ver [Teissier 1] y [B-S 2]. En nuestro caso, sea a nn punto de S; en P2,
Existen coordenadas locales (T, 4, ) centradas en a tales que la ecuacién local de V
en un entorno de a es

7%+ 3¢ =0,
v las ecuacidnes locales que describen S; son
z=0,z=0

Podemos pensar Reg{V) como la familia de (gérmenes) de curvas planas, dada por
la ecuacion local 7% + 2% = 0, que es topologicamente trivial a lo largo de S;, y por
tanto verifica la condicion p*-constante.
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La seccién holomorfa adecuada. Hace falta una seccién global del fibrado lineal
7*(L) @ £~?) sobre P? que verifique las condiciones de regularidad y transversalidad que
buscamos.

3.2.6. Lema. Friste una seccion s' € HO(P3, 7* (L) & E™) tal que, si V' es el conjunto
de ceros de ', entonces V' es liso y transverso a cada cstrato de la anterior cstratificacion

S.

Demostracion:  Denotemos por V la variedad quasiproyectiva ¥V — {e} de P?. Sea ¢ ¢l
sistema lineal de divisores S de grado [ tales que la multiplicidad de S en e es, exactamente.
d. El tinico punto base de este sistema lineal es e. Si se restringe 6 a V' y se aplica ¢l Teorema
de Bertini, ver [Hartshorne), Corollary 10.9, existe un conjunto abierto (denso) de Zariski
Uy de la variedad proyectiva que & define, tal que, cada elemento V) de Uy, considerado
como subesquema cerrado de V| es liso; asi, V} es transversal a V.

Por otro lado, sea Cy4 la variedad proyectiva que parametriza las curvas planas de grado
d. Sea U ¢l abierto (denso) de Zariski de €, formado por las curvas lisas Gy, transversas
a D,y tales que Gy C P2\ Uiea M;.

Sea ¢l abierto (denso) de Zariski U; de la variedad provectiva que & define, formado por
aquellas superficies S tales que el proyectivizado del cono tangente de S en ¢ poertencee
al abicrto U clegido anteriormente en el espacio de las cnrvas.

Se clige una superficie Vi en la interseccion de los abiertos Uy v U La superficie ¥ tiene
un vinico punto singular aislado en e. Sea s; una seccion de L tal que V) es su conjunto de
ceros. Entonces s := 7*(s1) ® e define una scccién holomorfa global del fibrado linead
7" (L) & £~ Ademds, el conjunto de ceros V' de ¢ verifica:

() La superficie V' es lisa ya que V] ticne sélo un punto singular en ¢ y ¢l proyectivizado
del cono tangente de V) en ¢ es una curva lisa.

(b) La superficie V' es transversal a cada estrato de S. Basta observar que antes de
realizar la transformacion cuadratica las superficies V — {e} v Vi — {} son transversas y
que ambos conos tangentes en e son también transversales.

Esto completa la demostracién. d

El lema anterior, la Propiedad 9 del niimero de Milnor generalizado y el heclho de que

sobre el estrato Reg(V) el ntmero de Milnor topoldgico vale cero. va que son puntos
regnlares de V, nos da que

(B.7) (V)Y =3 s x(SA\V)+ 3 fipg+ > fBpp 4+, Y. Ap+ > fp
€A PcH; PeM; =2 re A\ MPeWw

donde recordemos que fip y jig, son los nimeros de Milnor topoldgicos en los correspon-
dientes estratos.
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3.2.7. Lema. Estratos 1-dimensionales. Sea S; un estrato 1-dimensional de S. En-
tonces,

fis, = —(g — 1)(k - 1),
x(8: \ V') = 3d; — &} + u(Cs) — #(H:) — #(Ji) — di(2d + k),
donde #(A) denota el cardinal del conjunto finito A.

Demostracién: Sea a un punto de S, se eligen coordenadas locales (Z,, Z) centradas
en a de tal modo que la ecuacién local de V en un entorno de a sea % + 2* = 0, y las
ecuaciones locales de S; en un entorno de a sean Z = 0, Z = 0. Como el par (Reg(V), S;)
satisface las condiciones de Whitney, entonces por la Propiedad 8 del niimero de Milnor
generalizado nos da el valor del niumero de Milnor topolégico en este estrato:

s, = (_1)”(2)(‘7’ a’) = _(Qi - 1)(k - 1)'

Por otro lado, para calcular la caracteristica de Euler-Poincaré se puede ver el conjunto
S; \ V’ sumergido en P2. Por hipétesis, la interseccién de C; y V”’ son d; - d puntos. Asi,
x(S: \ V') = x(S:} — d; - d. Observar que, para todo ¢ € A, el cardinal del conjunto M;
es di(d + k). Para finalizar la demostracién del lema, basta substituir en la férmula de la
caracteristica de Euler-Poincaré de C;,

x(Si\ V') = x(8i) — di - d = x(C;) — #(H;) — #(J:) — di(d + k) — did.

Estratos 0-dimensionales. Recordemos las ecuaciones locales de V'’ en los puntos que
se corresponden a los estratos 0-dimensionales, ver el Teorema de 3.2.2.

1. Si Pe€ W 6 P € {A\ W}, entonces una ecuacién local de V' en un entorno de
Pes

(3.8) h(Z,9) + z* =0,

donde h = 0 es una ecuacién del germen de D en P.
2. Si P € H;, entonces una ecuacién local de V' en un entorno de P es

(3.9) (MZ,5)% + 2 =0,

donde h = 0 es una ecuacién del germen de C; en P.
3. Si P € M;, una ecuacién local de V' en un entorno de P es

(3.10) % 4+ 25 =0,

donde x = 0 es una ecuacién del germen de C; en P.



3.2. Singularidades transversas 69

En todos los casos, es necesario calcular el niimero de Milnor topolégico del germen de
superficie (S, 0) definido por una funcién analitica del tipo f(u,v,w) = w* + h{u,v). Sea
(C,0) el (germen de) curva definido por A{u,v) = 0.

3.2.8. Lema. Con las notaciones anteriores, el nimero de Milnor topoldgico del germen
de superficie (5,0} es (k — 1) veces el nimero de Milnor topoldgico de (C,0),

Demostracion: Sea la funcién analitica f (u,v,w) =z + h{y, z). Se considera las fibra-
ciones de Milnor asociadas a las funciones f, f v h. Se puede elegir el mismo & y € para
las tres fibraciones. Denotemos por F la fibra de Milnor en el 0 asociada a f, por Fj la

fibra de Milnor en el 0 asociada a f y por Fj, la fibra de Milnor en el () asociada a f, es

decir,
Fr = {{w,v,w) : w* + hu,v) =8, || (n,v,10) < €},

Fp={(@.9.2) : 2+ h(z,9) = 6, || (z,5.2) [|< e},
Fo={(9) : h(z.y) =& [ (z,9) 1< c}.

La aplicacion 7 « Fy — Fj;, w(u,v,w) = (u,v,w) es una aplicacién recubridora y por
tanto, se puede ver Fy como una cubicrta ciclica de k-hojas de Fy ramificada. El lugar

de ramificaciéon de Ia cublerta es Fy,.
Como el lugar de reros de la funcién analitica f es un germen de superfice lisa, la fibra

de Milnor Fj es contractible, ver [Milnor]; por tauto, x(F7) = 1.
Para cubicrtas ramificadas se tiene que la caracteristica de Euler-Poincaré verifica la

siguicute propiedad, ver e.g. [Viro],
X(Fp) = kx(Fy) = (k= 1) x(F) = k ~ (k = 1) x(Fy).
Se concluye que

(S, 0) = (=1)*(x(Fy) — 1) = (k — D){1 = x(F)) = (k — Lp(C,0).

Con el lema previo se puede dar la siguiente descripeion del mitmero de Milnor generalizado
cn los puntos correspondientes a estratos 0-dimensionales:

(i} Por (3.8), si P € W, los ceros de la funcién A definen el germen de D en P. Como D
tiene un punto singular aislado en P, ya que P es un punto de W, entonces

(3.11) fip = (k = Dit(Dyea, P).

(ii) Igualmente, por (3.8), si P € {A;\ W}, la funcién h da también una ecuacion
local de D en P. Sin embargo, ahora A no es reducida ya que £ € ;. Entonces

(3.12) Ay = (k— 1)(1 — x(Fy)).
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(iii) Si P € H;, la funcién h es g%, donde la ecuacién g = ( es una ecuacién local de C;
en P, ver (3.9). Por tanto fip = (k—1)(1 — x(F})). Ademads en este caso, F}, es una
cubierta de g; hojas de F| sin ramificacién. Asi, fip = (k — 1)(1 — ¢;x{F})}. Como
C; es un germen de curva plana reducida, se tiene que x(F,} =1 — u(C;, P) y que

Bp = (k= 1)1 =g + qu(Cs, P)},
De este modo, para cada i € A,

PeH; PeA NG
(iv) Si P € M;, la funcién h es 2%y, ver (3.10), y se sabe que en este caso que la
caracteristica de Euler-Poincaré de F} es cero, basta aplicar la férmula del Corolario
de 1.3.10 del primer capitulo. Entonces pp = (¢; — 1), y

(3.14) > (ai—1) = (g — D#OM) = (g — D(d + k)ds.
PeM,
La igualdad a demostrar. Después del Lema de 3.2.7, las identidades {3.11), (3.12},
(3.13) y (3.14), la igualdad (3.6) se puede escribir de la siguiente manera:
p(V,0) = (d—1)°+3p —p* + p(Drea) = 3d + &> + (d + k) D (g — 1)ds

icA

+ (b= 0)X {~( ~ DB — & 1+ u(Cy) — #(J) — 2ddd; — dik))

€A

+ (kl)i{ > (l—x(th))}+(k—1)Z#(D?.ed,P)

=2 | PeapW PeW

iEA PcANC;

(3.15) + (k—l)Zqi{ > y,(Ci,P)},

donde hp es la funcion analitica que define el germen de curva D en Py Fj,, es la fibra
de Milnor en P.

El lado derecho de la igualdad (3.15), se puede ver un polinomio de grado 2 en k. Cal-
culemos los coeficientes de dicho polinomio.

Coeficiente de k*. Este coeficiente es inmediato de calcular ya que simplemente es

T

Z —(gi = 1)(~d;) = Z(qi — 1)d; —d— p.

i€A i=1

Término independiente. Para que se verifique la férmula del teorema el término in-
dependiente debe ser igual a (d — 1)°. De este modo, es suficiente probar la siguiente
igualdad:

0=3p—p"+ 3 wDreat, P)+ 3. {Drea, P)+ Y. p(Dyrea, P) — 3d + d*

PeWw PcAN\W PEANW
2<i<r
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+ 3 (g — D)(3d; — d? — ddi) + 3 (¢ )( Y. MCuPY+ > “(C“P))

icA iEA PeAiNC; PE{AN\W INC,
2<i<r

- Z((L - Z Z FhP - Z !‘L(DTE‘.da P) - Z(h Z ,LL(C,', P)

i€A l2PeAg\W PeW ieA  PEAING

Las siguientes dos igualdades inmediatas

3p—p* —3d+d®+ Y (6 —1)(3d; — d] ~dd;) = -2 3 did; ~ Y qd? +dp,

iEA 1<i<j<r i=1
Z au'(Dredu P) + Z((]i - 1) Z C" P Z i Z ’”'(Ci’ P) =0
PEANW ich PeAInC; €A PeAING

las sustituimos en la igualdad anterior y sélo es necesario probar que

= -2 Z did ZQ1d2 + dp + Z (J“' D?"f’da P 1+ X(‘F}LP))

1<i<i<sr PeA,\w

(316) s -0 F wEP) - - 0400
iEA Pe{AAWING; i€A

2Ly

Es interesante, en este punto, calcular los cardinales de los conjuntos .J; en funcién de
invariantes globales de la curva D,.q v de sus componentes. Para cllo se realizan los

siguientes calculos:

El cardinal de J;. Las curvas B; y C; no tienen componentes en comun, tienen grados
p—d; y d;, por lo que el Teorema de Bézout garantiza que

(p—ddpi= Y. (Ci,Bi)p.

FPeC:nB;

Ademas, aplicando el Lema de 1.2.11 del primer capitulo a este par de gormenes de curvas
planas reducidas, el nimero de Milnor verifica que

t{Dreq, P) = p(Cs + By, P) = u(Ci, P) + u(B;, P) + 2(Cy, Bi)p — 1.

Tomando la suma en todos los puntos posibles de la interseccion de C; v B;, es decir en
todos los puntos de J;, se tiene que
#HI)= > wC,PY+ Y. wB,P)+2dip—d)— . 1t(Drea. P).
PeCinB; Pel;NB; PeCinB;

Para cada P € C; N B;, en particular P es un punto singular de Di¢q, existe un tnico !,
conl e {2,...,r}, tal que P € A, y por tanto

#(J) = > {u(Ci, P} + u(Byy P) + i Dyeq, P)} + 2di{p — d).

PeC;nA;
2CiLT



T2 3. Superficies bivalentes

Debido a que P es un punto de () y de A;, existen, exactamente, [ — 1 componentes
irreducibles distintas de L);¢q4, a las que denotaremos por Cj,, ... ,Cj,, todas distintas de
C;, tales que P € C;NCy, N...NC5,. Por tanto el nimero de Milnor del germen de curva
plana reducida Cj, 4 ... + C;, en P viene dado por

!
.u'(c +O'tpP ZZ 0217P)+2 Z (CIJJC'Ln)P_(l_2)
=2 2<jenl
Esta 1ltima igualdad nos da los nimeros de Milnor u(B;, P). Por tanto el cardinal de J;
se puede escribir como

ZZ{P" CHP +Z/I i) +2 Z Ctjac P_(l_2)_ﬁ‘-"(Dreri>P)}

=2 P 2<j<n<l

(3.17) +  2di(p — d),

donde, en el segundo gran sumatorio, los puntos P son tomados de los puntos P que
verifican que P e C;NA y P CinCy,n...NC,.

Sustituyendo en (3.16) la expresion (3.17) para el cardinal de J;, se debe demostrar la
sigutente igualdad:

i
0 = Z(Q1 - 1) Z (] - 2) + N TCda Z C’I,JJ P Z C’n‘.i ) C

ieA PEC;NCi, M. NGy, 2<j<n<l
PEC;MA; 2<i<r

—2 Y did, —thdz-i-dp Z g — 1)2d;(p — d;)

1<i<j<r

(318)  + 3 (i(Drea, P) —1+x(an))

PEANW
a<i<dr

El siguiente término de la igualdad anterior

I
Z(Qigl) Z (l_2)+tu’ Dredap Z 133 *2 Z Czj;

iEA PECNC,N...0C;, j=2 2<j<n<l
PECNA;2KIST

se puede escribir de la siguiente manera,

-2 > S g+t G+ — - 2)(CL. G e

Fedy NNy, 2Lj<n<l
PEA;;?.slgr

!
= 2 Mt @t g - (0 1)u(C, P)
Peciln---”cil =1
PeAy2<i<r

(319) + Z {(Qi1+"'+qi; _E)(Z_2+}LL(D?'edaP))}J

FECy NNy,
PeAt Z<igr
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donde la notacién - -- + g, + - -+ significa que en la suma no aparece el sumando Qi;-

En estos dltimos sumandos, para cada P € C;, N... NG, se puede caleular el namero de
Milnor de Dyeq en P en funcién de los numeros de Milnor de las componentes Cij en P
v de las multiplicidades de interseccion entre ellas, usando de nuevo la férmula del Lema

de 1.3.10 del primer capitulo:

{
(320) Dyeq, P Z 011P +2 Z :Ja in)P_(l-l)'

1<7<n<l

Por otro lado, se tiene la siguiente igualdad nuinérica,

(3.21) 2 Y dd, +zq,d2 dp= -3 dlg — Vo &)

1<i<jgr

Sustituyendo (3.19), (3.20) y (3.21) en (3.18), es suficiente probar que

S did; - zr:q,-df -

1<i<jsr
z Z i 4 Cz,a P)+2 Z qi_j + G, — )(Ctja Ctu)
pPecy n.nty | j=1 1<j<n<l
PeAy2gidr

(3.22) + > {(l*1)2“‘5(5—2)—1+X(th)—(f}i1 +"‘+(1i1)}-
PEC{lﬁ...ﬁC"I
PEA[ ;28T
Para cada P € C;, N...NC;, la ecuacién del germen de D en PP es Iy "’ ---h.:"r"’ = 0.
Por tanto hp = hq" = iq;’ Evidentemente esta descomposicién no ticne por que ser en
componentes 1rreduclbles, pero seguro que es una descomposicion adecuada de 2p a la
cual se le puede aplicar el Corolario de 1.3.10 del primer capitulo. Asi, la caracteristica
de Euler-Poincaré de la fibra de Milnor de hp ¢s

!
X(F}IP) = - ( Z (qa'j + qin)(c'ij: Cin)P - (Qil +ot Q‘ir) + ZQijﬂ'(cij: P)) -

1<j<nsd i=1
Dec nuevo, el Teorema de Bézout garantiza que

Z (Cij: Ci“)P = dijdi,!~
PEC;, M..OC;, .
PEA; ;2€0<r
Estas dos 1iltimas observaciones reducen la igualdad (3.22) a la siguiente identidad trivial,

1<j<n<r i=1 1<j<n<r

Con esto hemos probado que el término independiente en (3.3) es (d — 1)%.
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Coeficiente de k. Los cilculos para obtener este coeficiente van a ser bastante similares
a los anteriores. El coeficiente que buscamos simplificar es el siguiente,

S {— (g — 1)(3d; — 2 + u(Cy) = #(J:) — 2ddls — d; + ) |

i€A
(323}“2{ Z (1_ FhP))}J'_ Z Ju‘Dred:P)"‘Z(h{ Z ,U:(C;P)}
2 | PEANW Pew i€A PeAing;

Usando las identidades de (3.17) y (3.19), el coeficiente de k es

r

PeSing{Droq) i=2
+ Z {1_ (JP’IJL (qil+"'+qit_l)(l_2+)u'(DTed:P))}
PECz‘lﬂu.ﬁC,t
I’EA[;'ZSi_<_7'
-2 S oo+ 4G E g — (= 2))(C, G
PEC NNy, 2L f<ngl
PEA;; z<z<1
{
(3.24) ~ > San a4 a, — (L= 1))(Cy, P).
hecili’l...ﬂci! 7=l
PEAp 2SS

Sustituyendo en (3.24) las caracteristicas de Euler—Pomcare de las fibras de Milnor Fj, por
el valor obtenido en el Corolario de 1.3.10 del primer capltulo se tiene que el coeficiente
de k es igual a

r

S i Drea, Py + > (g — 1)(2dip — d7 — 3d; + 2d;d)

PESing( Dreq) =2
(3.25) - 3 Yo (g +a — 2)(Cy,, Ci)pe
PeC; n..nCy, 1<j<n<l
PeA;2<i<r
Y como
- > Z (@i, + a1, —2)(Ci;, Ci)p = Z d;d; +Zqz — dp,
PEC; N..NCy, 1Li<nsl 1<i<j<r
Ped]2gigr

si se sustituye este valor en (3.25) y se simplifica, el coeficiente de k& queda igual a

S Dyeq, P) + 3p — 3d +2d° — p* — pd.
PES'E”’Q(Dw'cd)



3.2. Singularidades transversas 75

Esto finaliza la demostracién en el caso &k > 1.

{ Qué ocurre si £ = 17 La demostracion es idéntica al caso & > 1. Se toma la misma
estratificacién que antes y la seccion se elige del mismo modo. Observar que estos dos
hechos no dependen del valor de k. Si se miran las ecuaciones locales de (3.2.7), (3.8),
(3.9) y (3.10) los tnicos puntos singulares son los que se corresponden a los estratos Mj,
i.e. a los puntos de interseccién de C; con T. La ecuacién local de V en un punto P de

M; es la de (3.10}, es decir
F 4 5 =0,

donde T = 0 es la ecuacion local de C; en P, v § = 0 es la ecuacién de T en P. El ntimero
de Milnor de V en cualquiera de estos puntos es ¢; — 1. Como. por hipétesis, la interseccion
de C; v T son, exactamente, d;(d + 1) puntos, se tiene que {3.7) se reduce a la siguicnte

expresion, .
=S % Ap= S (e — Dd(d+1) = (d=1)(d - p).

1€EA PeM; gi>1
Finalmente, si se sustituye esto en 3.6, s¢ obtiene el valor del nuncero de Milnor de (V, 0)
para el caso k = 1,

w(V,0) = (d—1)+ x(Dyeg) —3d +d> + (d + 1)(d — p)
(d = 1)+ (X{Dreq) = 3d+ d* + d* — pd) + (d = p) O

El siguiente teorema da el ntimero de Milnor de una seccidn plana genérica de las
superficies transversas. Il resultado del teorema es mads general vy la demostracion esta
basada en la férmula de Yomdin para el caso de curvas, ver ¢l Ejemplo de 2.3.2 del capitulo

anterior.

3.2.9. Teorema. Sea f : (C3,0) — (C,0) un germen de funcion analitica tal que
(V,0) := (f710),0) es un germen de superficic con singulavidad aisleda.  Sea [ =
fu+ fagr + -+ el desarrollo de [ como suma de componentes homogéncas. St las curvas
planas proyectivas Z(fa) y Z(farrx) no tienen ninguna componente cn comain entonces cl
nimero de Milnor de una seccion plana genérica de (V,0) es

AV,0)=(d—1) +k-{d—p),

donde p es el grado de lo curva reducida D,qq.

Demostracién:  Sea la factorizacion en componentes irreducibles de f; en Clx.y, 2],
fa=h1-..hi. Se consideran las curvas proyectivas planas:

C; = Z(hz): T:= z(fd+n‘-‘)!
D = Z(fa)=aCi+...+aC

donde i € {1,...,r}. Sea d; el grado de la curva Cj, asi, p:i=d; + ... +d,.
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Se puede suponer que D no es reducido, ya que en caso contrario la férmula ya ha
gido demostrada en el Lema de 2.1.18 del capitulo anterior.
Sea Uy el abierto (denso) de Zariski, de la grassmaniana de planos de C?* que pasan por el
origen, formado por los planos H tales que el nimero de Milnor de (V M H, 0} en el origen
es minimo. Se puede pensar indistintamente en planos de C* que pasan por el origen 6
en rectas de P2,
Sea U el abierto (denso) de Zariski formado por las rectas de P? que cortan de modo
transverso a la curva reducida D, .4+7.q4, este abierto existe por que D,..; v T}.q no tienen
ninguna componente en comun.
Sea H € Uy N Up, mediante un cambio homogéneo de coordenadas se puede suponer que
H = {z = 0}. En estas condiciones, la ecuacién del germen (V N H,0) es

fd(w: U:O) + fd—i—k('ray: O) +...=10.

Como fy(z,y,0} v furr(z,y,0) son polinomios homogéneos de dos variables admiten una
factorizacion en producto de polinomios homogéneos de grado uno. Por tanto, podemos
escribir ambos polinomios de la siguiente manera

fq = H (i + ﬁ{g)mi
i=1
!
fare = [ (a2 +by)™
j=1

Ademaés, como la interseccién de H con Dj.q + Treq es transversal, entonces ninguna raiz
de fa{x,y,0) puede ser raiz de fy,r(z,y,0). Para concluir la demostracién del Teorema
basta aplicar el Ejemplo de 2.3.2 del capitulo anterior. ([l

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de que el nimero de Milnor sélo depende

de Dy de k.

3.2.10. Corolario. Toda singularidad de superficie (V,0) C (C*,0) transversa, definida
por una funcion analitica f = fg 4+ faoer + ..., tiene el mismo tipo topoldgico que la
singularidad definida por los ceros de f = f;+ fiyn- Fs decir, el orden de C-suficiencia
de una singularidad transversa es d+k. O lo que es lo mismo, toda singularidad transversa
es biwalente.

~Demostracion:  Sea T = {t € C : |t/ < €} un entorno abierto del origen en C que
contenga al 1. Consideramos la deformacién F(z,y, z,t} = fo + farx + tg(z,y, 2), donde
g es la suma de componentes de grado mayor que d + k. Por los Teoremas de 3.2.3 y de
3.2.9, la deformacion tiene la sucesion p* constante, lo cual implica que el tipo topoldgico
de cada fibra es constante, ver [Teissier 1]. 0
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3.3 Férmulas de comparacion

Se ha demostrado en la seccién anterior que las singularidades de stiperficies transversas
son singularidades bivalentes. Estas singularidades aparecen como una generalizacion
natural de las singularidades que verifican la condicién (*) de la férmula de Yomdin. La
generalizacién es tan natural que la férmula del mimcro de Milnor de las primeras se
especializa en la férmula para el namero de Milnor de las ultimas. Por otro lado, ya se
observé en el Teorema de 2.4.7 del anterior capitulo que, cuando el proyectivizado del cono
tangente era reducido, la férmula del nimero de Milnor de las singularidades bivalentes
generaliza la férmula para el nidmero de Milnor de las singularidades que verifican la
condicién (*) de la férmule de Yomdin.

El objetivo ahora es estudiar si existe una férmmula para el mimero de Milnor de las
singularidades bivalentes que no tengan cono tangeute reducido, v ver si dicha férmmla
generaliza la obtenida en la seccién anterior.

Primero se recuerdan las definiciones dadas en la Giltima seceion del capitulo anterior.

Definicién. Un germen de funcién analitica f € C{z.... .z} es bivalente si el desarrollo
de f como suma de sus componentes homogéneas tiene solo dos componentes 1o nulas,

es decir f = fo+ favk.

Definicién. Un germen de hipersuperficie {(V,0) € (C**',0) con singularidad aislada de-
fine nna singularidad bivalente st existe un germen de funcion analitica [ € C{zy, ... , 20}
bivalente tal que el germen de hipersuperficie { f~1(0), 0} ticne una singularidad aislada y
(17.0) s topolégicamente equivalente a {(f~'(0}), 0).

Se continua denotando por D C P? al proyectivizado del cono tangente, es decir al
conjunto de ceros de fg vy por T C P7 al conjunto de ceros de fypr. Ademnds, en el Teorema
de 2.4.4 del capitulo anterior se caracterizan las singularidades de superficies bivalentes:

El lugar de ceros (V,0) C (C*,0) de un germen de funcidn analitica bivalente, ticne
singularided aislada st y sélo si el congunto proyective Sing(D) 0 Sing(T) s vacio.

Para calcular el numero de Milnor de una singularidad bivalente se puede proceder del
mismo modo que en la seccién anterior. En principio, la tnica diferencia se encontraria
cn los estratos O-dimensionales de la estratificacion de Whitney. Para cada punto 7 del
cono tangente tal que P € Sing(D) N T la ecuacién local de V en un entorno de P es de
la forma

9(z.y) + g =0.
Sin embargo, no estd claro que se pueda calcular de modo trivial la caracteristica de
Euler-Poincaré de la fibra de Milnor en el origen de la funcién analfica g(z,7) + 7. Dor
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esta razon se necesita otra aproximacion distinta al problema.

La idea es comparar el niimero de Milnor de una singularidad bivalente cualquiera con
el niimero de Milnor de una singularidad bivalente especial: una singularidad transversa.
Esta idea se puede poner en pratica en el caso £ = 1 gracias a un resultado de M.G.
Soares y P.J. Giblin, ver [S-G]. Soares y Giblin obtienen una férmula de comparacién
entre los nimeros de Milnor de dos superficies bivalentes del tipo f = f; + fq.1, pero no
saben calcular, en el caso general, estos nimeros de Milnor.

Soares y Giblin estudian superficies V de P? definidas por polinomios homogéneos del

tipo fa(z,y,2) - w + far1(z,y, z). Denotemos por D, respectivamente por T, a la curva
plana proyectiva definida por fy4, respectivamente por f;y;. La superficie proyectiva V
sélo tiene singularidades aisladas si y sélo si Sing(D) y Sing(T) tienen interseccién vacia,
para una demostracién ver [S-G] ¢ el Lema de 3.3.4 de esta seccién.
De este modo, si se supone que Sing(D) y Sing(T) tienen interseccién vacia, la super-
ficie V tiene en el punto e := (z : y : z : w) = (0 : 0 : 0 : 1) un punto singular
aislado. Por construccién, el germen (V, €) define una singularidad de superficie bivalente.
Reciprocamente, si f = f; + fsp1 es un germen de funcién analitica bivalente tal que
su lugar de ceros define un germen de superficie con singularidad aislada, i.e. Sing(D) y
Sing{T) tienen interseccién vacia, entonces la superficie V' de P definida por el polinomio
fulz,y, 2) - w+ far1(z,y, z) tiene singularidades aisladas.

Soares y Giblin, en Theorem 3.1 de [S-G], dan una ”férmula de comparacion” de los
nimeros de Milnor en el punto e de dos superficies V' v V' con singularidades aisladas las
cuales estan relacionadas del siguiente modo:

V={(z:y:z:w)€P: falz,y,2) w+ far:1(z,y,2) =0},

Vi={(z:y:z:w) e P fulz,y,2)  w + gara (2,9, 2) = 0},

Ambas tienen el mismo cono tangente, D, en el punto ¢. Denotemos por T' := Z(g4,,), por
A= Sing(D)YNT y por A := Sing(D)NT". Se tiene la siguiente férmula de comparacidn,
[S-G] Theorem 3.1.

3.3.1. Teorema. [S-G].

w(V'iey —p(Vie) = Z (D, T — 1) - Z (D, T)a—1).

a' €A’ aEA

Con este resultado se puede dar una férmula para calcular el niimero de Milnor de de una
singularidad de superficie bivalente que tenga k = 1.

3.3.2. Teorema. Sea (V,0) C (C*,0) un gérmen de superficie definido por una ecuacidn
del tipo fu(x,y, 2} + far1(z,y, z) = 0. Supongamos que los conjuntos Sing(D) y Sing(T)
tienen interseccion vacia, entonces el nimero de Milnor de V en 0 es

w(V,0) = (d — 1) + p(Dreq) + (d — p)(d +p — 3) + > (DT —1).
PeSing(D)NT
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3.3.3. Observaciéon. Si se sustituye la caracteristica de Euler-Poincaré de la curva D,..4
por pt(Dyeq) + 3p ~ p?, la férmula del teorema es equivalente a la signiente férmula

p(V,0)=(d -1 +x(D)+d*-3d+ > ((D,T)p—1).
PESing(D)NT
Demostracion: Sea la descomposicién del cono tangente [ en componentes irreducibles,
cada una con su multiplicidad, D = ¢,C1+.. .+ q.Cr, sead; :==degCi; yp:=d, +...+d,.
Seca T' C P? una curva reducida definida por un polinomio homogéneo g, de grado d+1,
de modo que:

(a) los puntos de Sing(D,.q) no sean puntos de la curva 7" y

(b) la curva 7' corte a cada componente C; de D multiple, i.e. ¢ > 1, en ;{(d + 1)
puntos distintos.
La existencia de 7" estd garantizada ya que las anteriores condiciones (a) y (h) son condi-
ciones que definen un abierto (denso) de Zariski del espacio de las curvas planas de grado
o + 1.

Sean V' y V' las siguicntes superficies de P9,
Vi (e yizw) € B fulzp,2) w0+ gani(,y,2) = 0},

V={{z:y:z:w)€P: falz,y.2) w+ farr(z,y,2) = 0}
Ambas superficies tienen sélo singularidades aisladas. En cfecto, por un lado se ecstéd
suponicndo que Sing(D) v Sing(T) ticnen interseccién vacia y por otro, la cleccion de
T' garantiza que Sing(D) y Sing(T’) no se intersccan. Se puede usar el Teorema 3.5 de
Soares y Giblin, para comparar sus mimeros de Milnor en (0:0:0: 1).
Para la superficie V7, como Sing(Drey) v T7 1o ticnen interseccion se tiene que

L ((DThw=1)=3 3. (oG4 T)-1).
' €Sing{ D)NT" @1 PeCnT
Ademas, como C; y T se intersecan de modo transversal, el sumando de la derecha de la
anterior igunaldad es igual a
> X (a-1)=> pld+Da—1)=(d+1)(d-p),
qi>1 PeC;nT! qi=>1

Ahora basta aplicar la férmula de comparacién para finalizar la demostracion del teorema.
U

Férmula de comparacién para el caso k > 1. Sean las superficies V' de P? definidas
como conjunto de ceros de polinomios homogéneos del tipo fi(z, vy, z) - w* + forr(z, 4, 2)-
Los puntos singulares de una superficie V de este tipo son los puntos que anulen las

siguientes ecuaciones

(3.26) whgrad(fs) + grad(fase) = 0
Tl fy = 0
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donde la primera ecuacién son, en realidad tres ecuaciones, ya que sc estd considerando
el vector gradiente grad(h) = (hy, by, hy).

3.3.4. Lema. La superficie V tiene Singularidades aisladas st y solamente st la curva
plana T es reducida y los conjuntos Sing(D) y Sing(T) tienen interseccidn vacia.

Demostracion: El hecho de que T sea una curva reducida es necesario ya que si existe
una componente miltiple L de 7', para todo punto P de la curva L, los puntos de la forma
{P : 0) anulan las ecuaciones de {3.26), siendo toda la curva L singular.

Por otro lado, si existe P = (zy : 4o @ 20) € Sing(D) N Sing(T), entonces la recta Lp,
definida por los puntos de la forma (zg : yo : 20 : w), estd en V' y anula las ecuaciones de
{3.26).

Veamos que las condiciones del lema son suficientes. Evidentemente, el punto e = (0} :
0:0:1) es un punto singular de V. Sea a otro punto singular de V. Como « es distinto de
e, las coordenadas homogéneas x, ¥, z de a no son todas cero, por tanto definen un punto
P = {z:y: 2) del plano proyectivo. Asi, se puede ¢ como {P : w). Como a es un punto
singular de V' debe anular la 1ltima ecuacién de (3.26), por lo que debe verificar una de
los dos condiciones siguientes {no excluyentes):

(i) La coordenada de w es cero. En este caso grad(fire)(P) debe ser cero, por lo que,
P debe ser un punto singular de T. Como T eg una curva plana reducida sdélo tiene
un nimero finito de puntos singulares. Sélo existen pues un nimero finito de puntos
singulares a de V con la coordenada w igual a cero, tantos como puntos singulares
tiene la curva plana 7.

(ii) El punto P es un punto de D. En este caso, debido a cémo es la ecuacion que define
V, el punto P debe ser también un punto de 7. Es mds, como a verifica las ecuaciones
de (3.26), si P es un punto singular de la curva D, entonces P es un punto singular
de la curva 7. Ahora bien, por hipdtesis no existen puntos en la interseccién de
los conjuntos singulares de ) v de T, por tanto no existe ningin punto singular
a= (P :w) deV tal que P sea punto singular de D.

De este modo, sea P un punto liso de 2. Si P es un punto singular de 7', entonces la
coordenada w de a debe ser cero ya que a es un punto singular de V' y debe verificar
las ecuaciones de (3.26). Estos puntos ya los hemos considerado en (i), donde se ha
visto que sdlo existen un nimero finito.

La tnica posibilidad que queda por tratar es que P sea un punto liso de D) y sea un
punto liso de T,

Primero veamos que existen un numero finito de puntos en la interseccion de las
curvas provectivas D y T. Fn efecto, si D y T tienen una componente C' en comiin,
la hipétesis de que no existan puntos singulares de ambas curvas en comun, nos lleva,
a la conclusién de que D = C' v de que T = (', cosa que no es posible ya que el
grado de D es d y el de T es d + k. Por tanto, el Teorema de Bézout garantiza que
la interseccién de ambas curvas es un ntmero finito de puntos.

El punto singular @ = (P : w) de V con el que se estd tratanto tiene como punto
P un punto de la interseccién de D y de T' que es liso para ambas curvas. Veamos
que para cada punto P en estas condiciones existen, a lo mas, un conjunto finito de
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valores para la coordenada w, tales que, @ = (P : w) anula las ecuaciones de (3.26).
Como la coordenada w es no nula, basta encontrar, si existe, ¢l inico valor A € C

no nulo tal que,

. (0% T M\ o (Ofark Ofask Dfask),

El valor de A es tinico va que para P fijo se puede pensar en A como la constante
de proporcionalidad entre dos vectores, grad(fq(P)) v grad(fi;.()). que es inica.
Para cste A € C no mulo. existen, cxactamente, & valores distintos de 4, uno por
cada raiz k-ésima de A. tales que, @ = (P : w) anula las ecuaciones de {3.26).

La demostracion de que V tiene singularidades aisladas finaliza aqui, ya que. para cada
punto P en la interseccion de D y de T, existen, a lo mas, A puntos singulares distintos
de V. a

Caracterizacion de los puntos singulares de V. Se quicre dar una caracterizacion
de los posibles puntos P de V' que verifiquen la condicion (3.27) anterior. Se sabe que son
puntos P de la interseecion de Dy de Ty que son lisos para ambas curvas. | Para qué
puntos P de V de este tipo se puede asegurar que existe ¢l A anterior 7 La respuesta es:

3.3.5. Lema. A cxistc s7 y sdlo s2 D y T ticnen la misma recta tangente on PP

Demostracion:  Mediante un cambio de coordenadas homogéneo, s¢ prede suponer que
las coordenadas de Pson (0: 0: 1), y las de aw sonn (0:0: 1 : ), con wy no nulo. Una
ccuacion afin de Voen el abierto U = P*\ {z = 0} cs

fd(I: Y, ]-)u)k + fd+k.(3"1 i, ]-) =0

El punto P es liso para D, por lo que fy(x,4,1) = ax + By + h(x, y), donde I, i) es la
suma de los monomios de f; de grado mayor 6 igual que dos.

El punto P también es liso para T, igualmente, fole,y. 1} = vy + &y + glu, y). donde
g{z,y) es la suna de los monomios de fyir de grado mayor 6 igual que dos.

De este modo. la ecuaciéon afin de V en a es

H(z,y,w) := (azx + By + "z, »)w* + vz + 6y + g, 4) = 0.

El punto e = {0, 0, w) es un punto singular de V si y s6lo si el jacobiano de H sc anula en
(0,0,w). La derivada parcial de F respecto de w siempre se anula ya que /7 ¢s un punto
de D. Basta pues con que se anulen las otras dos derivadas parciales:

0= —QE(O, 0,w) = auw’ + v
Oz
0= gﬁ(ﬂ, 0,w) = puw* + 6

dy
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Estas igualdades son equivalentes a que

kY =6 . .
wh = — = —slysdlosi {a:F3)=(—v: -8}
wh= = sty {a:B)=(=v:-6)
Por ultimo, (a: B) = {(—v: —6) si y sblo si las curvas D y T tienen la misma tangente en
el punto F. 0

Con el lema anterior se ha demostrado la siguiente afirmacion:
Los puntos singulares de V son:

1. El puntoe = (0:0:0:1),
2. Los puntos (x4 : yo : 29 : 0), donde Py = (zo : 1o : 20) € Sing(T).

3. Para cada Q = (zg : yo : 29) que sea punto liso de D, punto liso de T y tal que
(D, TYo > 1, se tienen & puntos singulares de V. Cada uno de ellos es de la forma
(@ : wp}, donde wy es una raiz k-ésima del tinico nimero A € C, no nulo, que verifica
la siguiente relacion

Agrad(f)(@Q) + grad(fass) (Q) = 0.

En los tres lemas siguientes se calculan los nimeros de Milnor de V en todos los puntos
singulares excepto en el punto e.

3.3.6. Lema. Para cada P = (z:y:z2) e Sing(T) y P ¢ D, el nimero de Milnor de
VenP:={x:y:2:0) esigual a

u(V, P) = (k — Lu(T, P).

Demostracion:  Sea P = (z 1y @ z) € Sing(T) y P € D. Se cligen coordenadas
proyectivas en P? de modo que P = (0: 0 : 1). De este modo una ecuacién afin de V' en
Pes
.fri($:y7 1),wk + fd+k($:y: 1) = 0.
Para calcular el nimero de Milnor de V en P basta estudiar la ecuacién que define V en
el anillo de series convergentes centradas en el punto P. En esta carta afin, el punto P
tiene coordenadas (0,0,0). El anillo de series convergentes que buscamos es C{z,y, w}.
Eu este anillo, ¢l polinomio fi(x,y,1) es una unidad ya que P no es un punto de D y
por tanto f4(0,0,1) # 0. De hecho, f; es una unidad del anillo de series C{z,7}. Sea
u(z,y) € C{x,y} el elemento inverso de fy(z,y, 1). La ecuacién del germen de V en P es
de la forma,
w* + fro(e,y, Dulz,y) = 0.

Por tanto el nimero de Milnor de V en P es

w(V, P) = (k— Du(T, P).
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3.3.7. Lema. Para cada P = (z:y:z) € DN Sing(T), el nimero de Milnor de V' en
Pi=(z:y:2:0) esigual a

WV, P) = (k= D)u(T, P) + k((D,T)p — 1).

Demostracion: Sea P = (z :y: z) un punto liso de la curva D y singular de la curva
T. De nuevo se pueden elegir coordenadas proyectivas tales que P = (0: 0: 1). Asi, la
ecuacion afin de V en el abierto U = P*\ {z = 0} ¢s

fd(l‘a Y, :l)lwltl + fd+k(g"1 Y, 1) = 0.

El punto P ticne coordenadas afines (0, 0,0). Para calcular el mimero de Milnor de V' en
P se bnsca una funcién analitica adecuada que defina el germen de V en P. Como la curva
plaa D cs lisa en P, existe un cambio analitico de coordenadas h) : (C?,0) — (C?,0),
W(F, ) = (x,y), tal que folhy(F,9),1) = I.

Sea p(Z, ) = faer (01 (Z,5). 1) v sea s > 1 la multiplicidad de interseccion de D v T cn
Poie s=(D,T)p. Asi, p(0,§) = c- §°+ ... términos de mayor grado, ¢ € C — {0}. Por
¢l teorema de Preparacién de Weierstrass

p(7,5) = 0(E, ) - (F° + F (BT + ... + By () + Fh,()),

donde #(0,0) # 0y b,(0) = 0, va que P € Sing(T).

Como »(&, ) es una wnidad en C{Z, 7}, sca u{Z, §) una raiz s-ésima (1(‘ u(
realizar un nuevo cambio analitico de coordenadas by @ (C?,0) — 0
(Z,7) que es el inverso del siguiente cambio analitico de (‘:oordcnadas

T, 7). Se puede
) e (@in) =

T = &

iho= gu((z,7)
de modo que fy(hy o ha(Z),5,),1) =Ty, y
AE ) = poha(Tr, ) = fape(hy 0 ha(F1, 1), 1) = 97 + T19(Zy, ),

v 7(0,0) = 0, ya que P € Sing(T).
Sea el cambio analitico de coordenadas h : (CH0) — (C30), (Z1, 5. @) — (.94 2),

definido como

h‘(ila &2, ?B) = (h'l © h?("z—l)gl)a ’U_j)
Como sélo se¢ han hecho cambios analiticos P sigue siendo el (0,0,0} ¥ la ecuacién del
germen V en un entorno de este punto es

(T, T, @) i= {f o W) (Z1, 51, @) = 70" +  + T19(ZF1, %) = 0,

donde p(Z, 1) = ¥ + F19(Z1, %) es una funcién analitica cuyo conjunto de ceros define

el germen de curva T en P, por tanto g(0,0) = 0.
Para no complicar la escritura, a partir de ahora se escribirdn las coordenadas (Z,, 1, @)

como (z,y,w).
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Para calcular el nimero de Milnor de V en P hay que calcular la dimensién, como

C—espacio vectorial, de (E{M})— Las derivadas parciales de p{z,y,w) son:

T

pe(T y,w) = w*+ gz, y) + zg.{z, y),
py(:‘cay:w) = mgy(may)+sys_la
pm(m:'y:w) = kﬂ:wk—la
Por tanto,
Cfz,y, w}

w(V, P) = dimg

(wk + g(z,y) + 2. (2, y), wg{z, y) + sy*~ 1, awk-1)

Por tanto, el nimero de Milnor es la suma de las dimensiones como C—espacios vectoriales
de
C{z,y,w}

dim
Wk ¥ (2, y) + 2922, ¥), 2, (%, ) + sv° 1, 2)

Clz, y, w}

4 dim .
©F + gla,y) + w90 (@, y), 29, (@, ) + sy, w1

El primer C—espacio vectorial tiene la misma dimension que

C{y, w}
(w* + g(0,y), y*~1)’

dime

y como g(z,y) es un germen no unidad en C{y,w}, la dimensién de este C-espacio
vectorial es k(s — 1).
Por otro lado, el segundo C—espacio vectorial tiene como dimension

Clx,
(k — 1) dime {z,y} _.
(g(z, y) + 2g: (2, ), gy (=, y) + sy°~1)

Para finalizar, basta observar que las funciones analiticas que definen el cociente anterior
son, precisamente, p, y p,. Por tanto, esta dltima dimensién es igual a (k — 1)p(T, P). O

3.3.8. Lema. Para cada P = (z:y:2) € DNT, tal que P es un punto liso de ambas
curvas y tal que (D, T)p > 1, el nidmero de Milnor de V en Pi:= (z 1y : z: w;) es igual
a

w(V. Pt = (D,T)p 1,
donde w; cumple lo igualdad wPgrad(f2){P) + grad(fiw)(P) = 0.

Demaostracién: Sea P un punto del plano proyectivo que se encuentre en las hipotesis
del lema. Se eligen otra vez coordenadas proyectivas de modo que P = (0:0: 1).
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El punto P, singular de V, tiene coordenadas homogéneas Pi := (0: 0 : 1 : w;), donde
wF # 0. Asi la ecuacién afin de V en el abierto P3\ {z = 0} es

fd(x)yr l)wk + fd+k($ay1 1) = 0.

Las coordenadas de P en este abierto afin son (0,0, w;). Para calcular el nimero de Miluor
de V en Pi hay que trabajar en el anillo de series convergentes C{z,y, w — w;}.

Como la curva plana D es lisa en P, existe un cambio analitico de coordenadas (I, 4) a
coordenadas (z,¥), h; : (C2%,0) — (C2,0), de modo que f4(hi(Z,7),1) = Z. Sea p(Z,7) :=
Saru(M(Z,%),1) y sea s > 1 la multiplicidad de interseccion de D y T en P. Por tanto,
p(0,7) = ¢-§°+... términos de mayor grado, ¢ € C - {0}. Por el teorema de Preparacion
de Weierstrass

p(Z,7) = v(Z,9) - (T + Zh (DT + ... + T (B)F + Tb,(7)),

donde v(0, 0) # 0. Sea el cambio analitico de coordenadas i : (C*, (0,0, wy)) — (C3, (0,0, wp)),
definido como h(Z,§, @) = (M(Z, ), ).
Sea p la funcién analitica f o A, ie.

p(Z, 7, ) == (f o h)(Z, 5, %) = Tuw* + p(Z, 7).
Otro modo de escribir p es
p=v(Z, 5§ + 7T (wk + v(Z, ) (b.(:!'?)ﬂ‘““] +. o+ b (D) + I)S(:T:))) :

Como P es un punto singular del germen V, las derivadas parciales de p se deben anular
en (0,0,w;). Asi,
p:(0,0,w;) = v(0,000,(0) + mi“' ,
debe se ser cero. Por tanto v(0,0)b,(0) = —wf.
A partir de ahora se escriben las coordenadas (T, §, @) como (z,y, w).
Para. calcular el nimero de Milnor se debe calcular el desarrollo en scrie de potencias de

p cn el punto (0,0, w;) :

o E k=1 (k=4 1)t .
ooy, w) = pleg) 4wt 3 EE=D) o L5 i)

J=1

Se hace el cambio de variable T = z,§ = y, @ = w -~ w; para trabajar en el anillo de serics
C{z,g,w}. Ahora P’ tiene coordenadas (0,0,0) y el germen de V en P* estd dado como
los ceros de la funcién analitica p definida

k- (k=) wf
]‘j(f’g’q_j) = P(i,ﬂ)+i(w:‘+ ( 1) ( - 3+ ) Wy @

j:] J’
k=1 (k= 4+ 1) wtT
§=1 g
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Por hipétesis, w; es distinto de 0, por tanto kw¥™! también es distinto de cero. Entonces,
en el anillo de series de potencias C{w}, la serie

k=i

es una unidad. Se puede hacer de nuevo el cambio de variable siguiente

r = I

.le = g:
E k(e —~1). . (k—j+1) i

@ o= w|y (k1) (,] L) w7 g ,
i=1 J:

con lo que la ecuacién que define al germen (V, P*) es de la forma
Pz w) = p(@LG) + 3(wf + @)
Otro modo de escribir py(Z1, ), @) es
T (’w:‘ + @ +v(Z),T1) (bl(fl_?l)ﬂf“l + .o b (Zy)y + bs(fl))) + o(Z1, 1)

Se ha observado con anterioridad que v(0, 0)b,(0) +w¥ = 0. Esto asegura que las signientes
ecuaciones deflnen un ultimo cambio analitico de variable:

Lo = I,
:sz = ﬂla

7 T T a7 = V8-l = Y3 7
Wy = W+ ‘U(Jll,'yl) (bl(m;)yl + ...+ bs—l(-Ll)gl —+ bs(.ﬂ])) .
Al realizar este cambio analitico de coordenadas la ecuacién del germen de V' en P es
Tows + v(T2, Y2 )5 = 0,

y, por tanto, el niimero de Milnor de V en Pt es (s — 1). Cl

Con estos lemas previos se ha calculado el nimero de Milnor en cada punto singular
de V, excepto en el punto e = (0:0: 0 : 1). Para calcularlo en este punto se necesita una
férmula de comparacién similar a la del caso & = 1.

Sean los siguientes conjuntos de P?

A= Sing(DYNT,

B = Dn Sing(T),
C={ceP’: ceSing(T) y c¢& D},
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M={meP?: mes punto liso de D y punto liso de T},
My={meM: (D,T)m>1},
My={meM: (D,T)m=1},

Evidentemente M es union disjunta de M; y de M,. Obsérvese también que los puntos
de B son puntos lisos de D. Viendo la relacién que existe entre los puntos singulares de
V y los puntos de D y de T se tiene que

#(Sing(V)) = 1+ #(B) + #(C) + k- #(M))

Sca V' ‘e P? otra superficie de P® definida como conjunto de ceros de un polinomio
homégeneo del tipo fa(z,y, 2)w* + gere(z, v, z), de modo que si 7’ es la curva plana
proyectiva definida por gg4, entonces T” es reducida y los conjuntos Sing(D) y Sing{T")
no se intersecan. Denotaremos por A', B/, C’', M', M{ y M, los conjuntos de V' andlogos
a los definidos anteriormente para V. Entonces se verifica el siguiente teorema

3.3.9. Teorema. Férmula de comparacion.

n(Vie) —p(Vie) = k- { DT e —1) = D (D, T)a - 1)} -
'€ Al a€A
La demostracion serd similar a la realizada por Soares y Giblin para el caso k = 1.

Demostracion:
Una buena proyeccién. Sea 7 : V - {e¢} — P? la proyeccién desde el punto ¢ = (0 :
0:0:1), esdecir, m(z : ¥ : z: w) = (z : y: z). Se denota por D + T al divisor de P?

formado por las curvas D y T.

(i) Para cada P € P*\ (D + T), la imagen inversa mediante = de P son, exactamente,
k puntos distintos, definidos por la ecuacion

k_ ~ fari(P)
TPy~

(ii) Para cada punto P de la curva plana D que no esté contenido en la curva T, no
existe imagen inversa mediante 7.

(iii) Para cada punto P = (zp : 4o : 2o} de la curva T que no pertenczca a la curva D, la
imagen inversa mediante = de P es un Unico punto, el punto (2 : yg : 2¢ : 0).

(iv) Para cada punto P = (zg : yo : %) que se cncuentre en la interseccién de ambas
curvas, la imagen inversa mediante 7 de /2 es la recta que pasa por e, parametrizada
de la siguiente manera (xp : Yo @ 2o : W).

Se define el conjunto @ como la adherencia de #~1({D + T") en V. La aplicacién restriccion
mlwng : V — Q — P2\ (D + T} es un recubrimiento ciclico de & hojas no ramificado, con

lo que

(3.28) X(V—-Q)=k x(P\ (D+T))
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Sea Sing(V) = {e,p1,... ,pr} el conjunto de puntos singulares de V. Sea V una super-
ficie lisa de P? de grado d+k préxima a V. Quitando entornos cénicos de las singularidades
de V' (ver [Milnor]) y sustituyéndolos por sus fibras de Milnor F, Fy, identificadas a lo
largo de los bordes dF,, 3F,, obtenemos un espacio homeomorfo a V Asi al calcular la
caracteristica de Euler de la homologia singular se tiene que

(329)  x(V) = x(V \ Sing(V)) + x(F:) - X(OF:) + gx(&) — X(0F,,).

Por un lado, sea h la caracteristica de Euler de V, todas las superficies lisas de grado
d + k son homeomorfas. Por otro lado, las variedades 9F,, OF,, tienen caracteristica de
Euler igual a cero ya que son 3-variedades diferenciables cerradas. Si ademés se sustituye
los valores de los nimeros de Milnor de V en los puntos singulares, encontrados en los
Lemas de 3.3.6, 3.3.7 y 3.3.8, se tiene que

h = x(V\Sing(V))+u(V,e)+1+ Z ((k — D)u(T,b) + k((D, T)p — 1)) + 1

(3.30) + Z((k Du(Te)+1)+k >, (DT -1+1),

meM,

Si A y B son conjuntos algebraicos complejos proyectivos que verifiquen que A C B se
les puede aplicar la dualidad de Lefschetz y la dualidad de Poincaré, ver [Munkres| pag
415-419.

Lefschetz Pomca.re

Hi(B, A;Z) H**(B| - |A;2) Hy_(|B| - A Z).

Se considera la terna de conjuntos algebraicos Sing(V) C @ C V, usando las dualidades de
Lefschetz y de Poincaré y las sucesiones exactas de homologia de los pares (V, Sing(V)) y
(V, Q) se tiene que las caracteristicas de los pares son: x(V, Sing(V)) = x(|V|—|Sing(V)|)
y x(V, Q) = x(IV| - Q).

También se tiene sucesion exacta larga de homologia de la terna (V, Q, Sing(V)). Por
tanto, se verifica la siguiente relacion entre las las caracteristicas de Euler-Poincaré

x(|V] — 1Sing(V)|) = x(V, Sing(V)} = x(V, Q) + x(Q, Sing(V))
'Usando el resultado de (3.28)
x(IV] = Q) + x(Q, Sing(V)) = kx(P*\ (D + T)) + x(Q, Sing(V)).

El conjunto Q esta formado por #(A) + #(B) + #(M) rectas proyectivas que se cortan
en ¢l punto e y por los puntos del conjunto

{Pot=($ol‘y012():0)ep3: PoET\D}.

Obsérvese que las rectas y este conjunto no se intersecan.
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Como Sing(V) es un conjunto finito de puntos, se puede calcular la caracteristica de
Euler-Poincaré del par x{Q, Sing(V)) sin mds que restar a x(Q) el ntmero de puntos
singulares de V), i.e.
x(Q, Sing(V)) = (#(A) +#(B) + #(M)(x(P') - 1) +1
+ x{T\D)— (1+#(B) + #(C) + k#(M))
= H(A) = (k- DE(M,) + #(Ms) — £(C) + x(T'\ D),

Por tanto la ecuacién (3.30) nos queda

h—(n(Vie)+1) = k-x(PP\(D+T)) — (k- L)#(M) + #(My) + #(A) + x(T\ D)
+ Y AR(D, Ty — 1)+ (k= Dp(T,b) + 1}

be B
(3.31) + Y- DuT.+k Y (DT,
ceC me M,

Calculo de x(P?\ (D + T}). Sea p el grado de Dy, sea [ el grado de D + T, es decir
I = p+ d+ Kk, recordar que T es una curva reducida. Por tanto,

X(PQ\(D+T))=3_3I+12—' Z !L(D?'(:(1+T3 ]’)

P'eSing(Drpy+T)

Busquemos una expresion mds sencilla para esta suma de niimeros de Milnor.
W Dpoy +T) = Z i Dyed, P) + Z (T, P+ Z j(Da + T, 7).
PESing(Drea\T PeSing(T)\Pyca PED T

Desarrollemos de un modo mas conveniente ¢l 1iltimo sumatorio del lado derecho de la
anterior igualdad. Para ello se llamara Reg{Dyeq), respectivamente Reg(7), a los puntos

lisos de D,.q, respectivamente de T. Como Sing(D) y Sing(T) no sc intersecan entonces
Z ;u‘(Dred + T, P) = Z I”(Dr(:d + T, P)
e DT’ PeSing(Dyea)NReg{T)
+ Z )”'(Dr(:ri -+ Ta P)
PeReg{D,.q)NSing(T)
“+ Z i#(Dpeq + T.P).

PeReg( Dyeq)NReg(T)

Ademads, como para dos gérmenes de curvas planas reducidas (C,0) v {D, 0)) sc tiene que
1(C + D,0) = p(C,0) + p(D,0) + 2(C, D)o — 1, entonces

M(Dred + T: P) = Z (:U’(Dredu P) + Q(Dr'r’.fi:T)P - 1)
PEDT(:JHT PESi'n,g(D,-ed)ﬁT
+ > (#(T, P) + 2(Dyet, T)p — 1)
PERBQ(Drcd)nSiHG{T)
+ Z (Q(Dreda T)P - 1)
PeReg(Dreq)Reg(T)NReg( D}
+ Z (2(DTC(1':T)P - 1)

PeReg(Dyeq)NReg(TINSing(D)
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Finalmente, escribiendo los anteriores sumandos en funcién de los conjuntos 4, B y M se
tiene

Z w(Drea +T,P) = Z ({Dyeay P) + 2(Dyeq, T)p — 1)

el . ,nT PeA
+ 3 (T, P) + 2(Dyea. T)p — 1)
PeB
-+ Z Dred:T P ]-)
FPeM

con lo que la suma de los nimerocs de Milnor de la curva D,..q + T queda

)("‘(DT'Cd -+ T) = Z U(Dreda P) -+ Z ,LL(T, P)
PeSing{Dreqd) PeSing{T)
+ 2 ) (DreasT)p — (#(A) + #(B) + #(M)).,
rPepn. T

Como D,.q y T no tienen ninguna componente en comin, { vale el mismo argumento que
el realizado anteriormente con D y T}, el Teorema de Beézout vuelve a calcular la suma
de las multiplicidades de interseccién de la igualdad anterior, su valor es p(d + k). Si se
define m := 3 — 3l + 1?2 — 2p(d + k) — p1{Dyea), se tiene que la caracteristica que se busca,
vale

(3.32) X(FPN(D +T)) = m — (L) + (F:(A) + #(B) + #(M)).

Calculo de x(T\ D). En este caso es inmediato calcular esta caracteristica. Si se define
s:=3(d+ k) — (d+ k)?, y se ve la definicién de los conjuntos A, B y M se obtiene que

(3.33) x(T\D)=x(T)— #(DyeaNT) = 5+ p(T) — (#(A) + #(B) + #(M)).
Si se sustituye en (3.31) las dos igualdades anteriores, (3.32) v (3.33), se tiene
h—(uVie) +1) = k- (m—p(T) +#(A) + #(B) + #(M) + #(Ms))
+#(A) — (k — DA (M) + #(M3)

+5 + p(T) — (#(A) + #(B) + (M) + #(My))
+(k = Dp(T) — (k = 1)#(B)

+k{Z(D,T)b—|— > (D,T)m}

be B me M,
Simplificando

(3.34)

h— (u(V,e) + 1) = km + s + k# (A) + k#(My) + & {Z(D,T)b + > (D, T)m}

beRB me My
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Si se usa el teorema de Bézout entre las curvas D y T se tiene la igualdad

dd+k)= 3 (D,T)p=> (D,T)+> (D,Th+ > (D,Twm+ > (D, T

rPeDNT acA be B meM; meMs

Alora, como los puntos de M, son aquellos donde la multiplicidad de interseccién entre
las curvas D'y T vale 1, el dltimo sumando es exactamente el #(M,). Asi,

dd+k) =Y (D T)a=d_(D.Th+ 3 (D, Thm+ #(Ma).

acA beB meM,
Y sustituyendo este resultado en (3.34) se obtiene que

(3.35) h—(uVie)+ 1) =k(m+dd+k)+s—k> (D,T). - 1).

acA
Para la otra superficie V7 del enunciado del teorema se tiene la misma igualdad de (3.35).
Ademads, tal y como estd definida V', se tiene que D es el mismo, el grado de 77 es el
mismo que el de T, y &', s’ y m' coinciden con A, s y m. Para finalizar la demostracién
del teorema sélo tenemos que restar las expresiones (3.35) de V' y de V7, O

Ya se puede dar una formula para calcular el niimero de Milnor de V' en ¢, En ¢l emunciado
del siguiente teorema se estan suponiendo las notaciones que se vienen usando.

3.3.10. Teorema. Sea (V,0) C (C3,0) un germen de superficic bivalentc definido por
una ccuacton del tipo fa(x,y, 2} + far(x,y, 2) = 0. Supongamos que los conjuntos proyec-
tivos Sing(D) y Sing(T) tienen interseccion vacia, entonces el mitmero de Milnor de V

en () s

p(V,0) = (d - 1)° + & {uwm) td-pdp-3+ Y (DT - 1)} .

PeSing(D)NT

O equivalentemente:

W(V,0) = (d - 1)3+k{x(D) +d*=3d+ S ((D.T)p- 1)}.

PeSing(DYNT

Demostracion:  Sea la descomposicién del cono tangente en componcentes irreducibles,
cada una con su multiplicidad, D = q,C, + ... 4+ ¢,.C;. Sea d; el grado de C;.

Si D es una curva plana reducida la férmula del teorema ya se ha demostrado en el
Teorema de 2.4.6 del capitulo anterior.

Supongamos que I no es reducido. La hipdtesis de que los conjuntos Sing(D) v
Sing(T) tengan interseccion vacia hace necesario que T sea una curva plana reducida. Se
elige otra curva reducida 7' C P? definida por un polinomio homogéueo gq.; de grado
d + k%, de modo que ningiin punto de Sing(D;eq) esté contenido en la curva 7" y tal que
T" corte a cada componente C;, que tenga ¢; > 1, en d;(d + k) puntos distintos.

La existencia de T” estd garantizada ya que las anteriores condiciones son condiciones que
definen un abierto (denso) de Zariski del espacio de las curvas planas de grado d + k.
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Sean las superficies de 3
Vi={{z:y:z:w) € P folr,y,2) v + gau(z,y, 2) = 0}

V={(z:y:z:w)€ P - falz oy, 2) - w* + fare(z,y, z) = 0},

Ambas cumplen las condiciones del teorema anterior, por lo que se pueden comparar sus
numeros de Milnor en (0: 0:0: 1). Para la superficie V' se tiene

>, (DT -1=3% > {(CHT)r-1}

a’€Sing(D)YNT’ qi>1 Ped;mr

va que Sing(Dreq) v T7 no tienen interseccion. Ademds, como C; v T" tienen interseccién
transversal, la dltima igualdad es equivalente a

Yo (-1 = pld+k)g—1)=d+k)(d-p),

gi=1 PeC,nT” g1

donde p es el grado del cono tangente reducido, es decir p = d; + ... + d,. Ahora basta
aplicar la férmula de comparacién para finalizar la demostracién del teorema. |
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