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Introduccion.

En esta memoria se abordan varios problemas en ecnaciones en derivadas parciales rela-
cionados con la teoria de Control. '

n el Capitulo | estudiamos la controlabilidad aprozimada de algunos problemas pa-
rabdlicos de segundo orden en los que aparece un término no lineal o bien en la ecuacion
parabdlica o bien en la condicion de flujo en la frontera. Abordamos, tanto el caso en
el que el control actua en el interior del conjunto @ = Q x (0,7}, como el caso en el
que el control actua sobre la frontera & := 982 x (0,7} (o sobre un subconj unto O de ).
La mayoria de los resultados tratan el control de problemas con observacion final, i.c., €l
objetivo es probar que el conjunto {y(T, -, v)} generado por los valores de las soluciones en
el tiempo 7" asociados a unos controles v es denso en L*(2) cuando v recorre el conjunto
de controles admisibles. No obstante, también consideramos un problema con. ebservacion
en la frontera. In este caso probamos que, st &) C I, entonces el conjunto {Tg(, sutls }
generado por los valores de las soluciones en £ es un subconjunto denso de L*(E;) cnando
v recorre el conjunto de controles correspondiente. ‘

Una parte importante de los problemas tratados en este capitulo estdn motivados por
el trabajo Henry [35]. Los resultados y las téenicas de dicho trabajo han sido pioneros en
el estudio de la controlabilidad aproximada de problemas parabolicos de tipo semilineal.
Asi, por ejemplo, la técnica de aplicar el Teorema de Punto Fijo de Kakutani despues de
nn argnmento previo de linealizacion, fué introducida, al parecer por |)1‘il]1<-;lra vez, en el
citado trabajo. !

Las dos primeras secciones de este capitulo utilizan dos métodos distintos para de-
mostrar la propiedad de la controlabilidad aproximada de los problemas considerados.
En la Seccién 1 se ilustra el llamado método de cancelacion: el problema de control no
lineal se aborda como una perturbacién de un problema de control lineal cancelando
el término no hneal. Este método lo aplicamos al estudio de la controlabilidad aproxi-
mada de dos problemas parabdlicos semilineales (veanse los problemas (Pp)} y (Py) de
la Seccién 1). La controlabilidad de estos dos problemas ya se habia estudiado en Henry
[35], donde se requerian, para el primer problema, ciertas propiedades sobre la funcién no

e [
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iv Introduccion.

lineal. Acemads, para ambos problemas se tomaban datos iniciales nulos y se obtenia la
controlabilidad en el espacio L2(£2). En esta memoria probamos la controlabilidad de esos
dos problemas para términos no lineales meramente continuos y no decrecientes, cuando
el dato inicial ¥y se supone en L(). Ademas obtenemos la controlabilidad en LP(§1)
para cualquier p € [ tal que | < p < co. En el primer problema analizainos también el
caso en el que existe una restriccion sobre el signo de los controles, lo que con frecuencia
sucede en la practica. Resultados de controlabilidad con este tipo de restricciones yu se
habian tratado en Diaz [18] [20] para el problema de obstdculo asociado a la ecuacion del
calor,

La seccion 2 contiene el tratamiento de dos problemas de control diferentes {veanse Jos
problemas (P) y {P2)) mediante la aplicacién del Teorema de Punto Fijo de Kakutani.
Aplicaremos también ciertos argumentos de dualidad para tratar el problema linealizado,
introducidos recientemente en Lions [42] v Fabre-Puel-Zuazua [28] [29]. Esta seccidn
contiene diversas mejoras de los resultados de Henry [35]. En particular, formulamos
todos los resultados de esta seccidén bajo una misma condicién sobre el comportamiento
en el infinito del término no lineal f(y): asumimos que f : R — IR es sublincal en el

nfinito Le. existen clertas constantes no negativas a, b y M tales que
If(<)] < a+bls) paratoda s € R, |s| > M.

Lxtendemos, de esta manera, los resultados que sobre estos problemas fuerou probados en
Henry [35], donde se requeria que el dato inicial fuese nulo (en esta memoria se introducen
datos iniciales en L*(£)) y que la funcién f fuese acotada, en el primer problema y que
fuese lipschitziana y mondtona creciente, en el segundo problema. Ademas, introducimos
en los dos problemas de esta seccidn un término eventuahmente multivoco, dado por un
grafo maximal mondtono acotado de R*. Este tipo de términos ya fué tratado en Diaz
[21] y permite ampliar considerablemente el campo de Jas aplicaciones.

En las Secciones 3 y 4 mostramos resultados positivos (utilizando el método descrito
en ta Seccién 2) y negativos sobre la controlabilidad aproximada de ciertos problemas
parabdlicos de orden dos (Seccién 3) y de orden superior a dos (Seccidn 4} segin sea el
caracter (sublineal o superlineal) de la no linealidad que interviene en el problema. Enfre
otros objetivos, se logra asf mostrar que, en el estudio de la controlabilidad aproximada, lo
que mas relevante de la no linealtdad no es tanto su regularidad sino su comportamiento
en el infinito. Ll resultado positive de controlabilidad aproximada de 1a Seccidn 3 extiende
los resultados que aparecen sobre este caso en Fabre-Puel-Zuazua {28] [29], al incluir un
término multivoco (como hacemos en la Seccidn 2) y cousiderar funciones no lneales
de tipo sublineal en el infinito, cuya regularidad consiste en ser continuas y existir su

derivada eu al menos an punto, en lugar de ser funciones lipschitzianas (como se requiere
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en los trabajos citados). Resultados negativos de controlabilidad en problemas de orden
dos para linealidades del tipo f(s) = |s|7=1s, fueron ya probados en Henry [1‘3] {mediante
un contragjemplo debido a A. Bamberger) para el caso unidimensional con control en el
flujo, usando un método de energia. Mas tarde, en Diaz [18], [20], la opthmm]idac[ (de
nuevo para el caso f(s) = |s|’~'s pero con controles en la traza sobre la frontera) fué
obtenida mostrando la existencia de ciertas funciones de obstruccion. De hecho, en Diaz
[23] se prueba la controlabilidad aproximada en el caso superlineal para una conveniente
subclase de estados deseados. El resultado negativo de controlabilidad queéda,mos en la
Seccién 3 considera el problema con controles en el interior del dominio. La controlabilidad
aproximada para ecuaciones patrabdlicas semilineales de orden superior a dc;)s parece no
haber sido tratada anteriormente en la literatura.

El segundo capitulo de esta memoria trata sobre la factorizacion de un problema
eliptico de orden dos. Un método usual para resolver numéricamente este tipo de proble-
mas, despues de su discretizacién por diferencias finitas o elementos finitos, es factorizar
la matriz tridiagonal por blogues que se obtiene en forma LU. Entonces se resuelven dos
sistemas lineales de tipo triangular por sustitucion. El propésito de este estudio es mostrar
que la misma factorizacion se puede extender al problema infinito dimensional. En este
caso, los sistemas de tipo triangular se corresponden con ecuaciones de valor inicial de
primer orden.

La Seccidn | comienza a modo de ejemplo, con la resolucion de un prob]emfa. unidimen-
sional. A continuacién se aborda el problema de la factorizacion sobre un dominio hidi-
menstonal rectangnlar, Utilizamos la técnica de inelusidn invariante, que fué introducida
por R. Bellman y sus colaboradores (vease, por ejemplo, Bellman [6], Bellman-Kalaba-
Wing {8], Bellman-Dreyfus [7], etc...). Esta técnica consiste en incluir el prol?lema inicial
en una familia de problemas de la misma naturaleza, que dependen de un parametro y que
son resueltos por la solucion de nuestro problema de forma recursiva. Dicha téenica ha
sido muy usada para desacoplar los sistemas resultantes en problemas de Coutrol Optimal
asociados a ecuaciones de evolucidn, ya sean de tipo parabdlico (vease las S(Iac_‘.ciones 4, 5
y 6 de Capitulo 4 de Lions [40]) o de tipo hiperbdlico (vease la Seccién 5 del Capitulo 4
de Lions [40]). En ese casos, el pardametro de la inclusién es la variable de tiempo. En
nuestro problema, incluimos el dominio espacial en una familia de dominios limitados por
una frontera “movible” que depende del pardmetro. En este proceso introduciremos un
operador relacionando la traza de la funcién desconocida y la traza de su derivaca normal
sobre la frontera “movible™. Se mostrara que este operador satisface una ecuacién de tipo
Riccati. En la Seccidon 4 mostraremos que este hecho no es casual, sino que se debe a la
equivalencia entre nuestro problema y un problema de control optimal. Otros trabajos

en los que aparecen técnicas similares son Balakrishnan-Lions [4], Beusoussan [10], ctc...
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BEcuaciones de tipo Riccati aparecen y son tratadas en muchos otros trabajos, como por
ejemiplo, Erzberger-Kim [27], Tzafestas-Nightingale [57], Wang [538], etc...

La motivacion de este segundo capitulo de la memoria tiene su punto de partida e
el reciente trabajo Henry-Yvon [36], en el que se utilizan de manera inicamente formal
estas téenicas de factorizacion para resolver un problema de control optimal asociado a
una ecuacion eliptica. Los autores obtienen el control buscado, de una manera explicita,
a traves de las soluciones del sistema desacoplado que genera el método de factorizacion
y en las que de nuevo aparecen las ecuaciones de tipo Riccati. Uno de los objetivos de
este segundo capitulo es dar un tratamiento riguroso a los argumentos de Henry-Yvon
[36] mediante el uso de adecuados espacios funcionales.

En la Seceién 5 se considera la discretizacion por diferencias finitas del problema
eliptico y se muestra que la aplicacién de la técnica de fa inclusién invariante sobre el
sistema lineal resultante conduce a la factorizacion LU por bloques de la matriz tridiagonal
por bloques que representa al operador de Laplace sobre el rectangulo. Esto dard nuevas
interpretaciones de los bloques de la descomposicién LU en términos de la relacién entre
las condiciones de Dirichlet y de Neumann sobre la frontera.

Por ultimo en las Secciones 6, 7 v 8 se generalizan los resultados de secciones an-
teriores al caso de distintos dominios bidimensionales mas generales que el rectingulo,

obteniendose unas nuevas ecuaciones que en ese caso son de formulacién mas compleja.



Capitulo 1

Algunos resultados de
controlabilidad aproximada para

problemas parabdlicos semilineales.

1 El método de cancelacion.

[l principal objetivo de esta seccién es presentar algunos resultados relativos a la contro-

labilidacd aproximada en L7 del problema de Dirichlet semilineal
w—Ay+ fy)=v en Q=0x(0,T),

(Pp)q y=0 en L= d§ x (0,7
y(0) = yo en

3

y el problema de Neumann no lineal

ye—Ay =0 en ¢J,
dy

(Pn)S ==+ fly)=v en X,
v
y(0) = w0 en 2,

donde € es un subconjunto acotado K" tal que @8 es una variedad r:liferen(‘%iai;:]e (n—1)
dimensional y Q estd localmente a un lado de 3, T > 0, Q@ = Q@ x (0,7), f es una funcion
real coutinna, yo € L(N), v es el vector normal nuitario exterior en J§) y en ambos casos
v representa el control. |

En el Problema (Pp) mostraremos una propiedad mas fuerte que la nsnal de con-
trolabilidad aproximada: Para cierta subclase de estados deseados se puede controlar el

problema usando exclusivamente controles no negativos. En ambos casos probaremos la

1 !



2 Capitulo 1. Algunos resultados de controlabilidad para problemas parabdlicos.

controlabilidad aproximada en L7 para cualguier p tal que | < p < co. Los casos limites

p=1v p= 00 pueden también ser tratados con algunas modificaciones técnicas

El tratamiento que daremos a los Problemas (Pp) v (Pa) tendrd el mismo programa,
general: primero probaremos el resultado para un caso lineal asociado y o continuacion
probaremos el resultado para el caso no lineal por medio de una feenica de cancelacion
va introducida en Henry [35]. Esta técnica consiste en modificar el control asociado al
caso lineal mediante una perturbacion que cancela la parte no lineal que aparece en la

ecuacion o en la condicion de la froutera.

1.1 Controles internos no negativos.

A lo largo de la extensa literatura sobre la controlabilidad aproximada de problemas
parabdlicos no lineales (vease e.g. el survey Diaz (21]) el estudio de la controlabilidad
aproximada bajo la restriccidn de controles no negativos parece haber sido inexplorada
antes del trabajo Diaz [20], que lo trata para el problema parabolico de obstaculo.

Hay que poner de relieve que, en contraste con el caso sin restricciones sobre los con-
troles (vease e.g. Henry [35] v Diaz-Fursikov [23]), la existencia de restricciones sobre los
controles introduce nnportantes dificultades adicionales, incluso si los controles o actuan
sobre todo ¢l dominio €.

Comenzareos considerando el caso lineal, que despues usaremos en la prueba del caso
no Hneal. Fn el resto del capitulo asumiremos | < p < go. Dado un conjunto medible M

de MR (d > 1) definimos como LY (M) = {g € LP(M): g > 0 p.c.t. punto de M}

Teorema 1 Sean h € LP(Q), Yy € LP(Q)) y a € L™(Q). Denotamos por Y (- 0) a la

solucion de

Yi—AY +aY =l +v en ()

(LPp)q Y =10 en B
Y{0)=Yq en 1.

Entonces, si U es un subcowjunto denso de LL(Q), el conjunto I':={Y(T;v); v € U} cs
denso en Y(T5;0) + LA (R2). g

Demostracion: Por linealidad podemos asumir que Yy, = 0y 2 = 0. Supongamos (ne
existe yy € L5 (Q) val que yg € F (notese que F es un conjunto couvexo y cerrado).
Entonces, por el Teorema de Hahn-Banach en sn forma geométrica (vease, por ejemplo,
r - v N T . - a -
el Teorema 1.7 de Brezis [13]), podemos separar yq de I7) Le. existe oo € Ry g € L7 (82)
R T 1 etiie
(con st = ) tal que

P

/ Y{(To)gde < a < [ yagdi para todo v € .
Ja Ja



I. El método de cancelacion. - 3

Ademds, st v € LL(Q) y A € IRy, entouces, por linealidad, Y(T, v) = AY(T,v) € F y
por tanto r
(1.1) [ Y{T:0)gde <0 < o< / yagde para todo v € U4,

SO S

Ahora, sea g € C([0,7] : LP(£2)) la solucién del problema retrégrado anxiliar

—g—Ag+aqg=0 en ' ;

(1.2) qg=0 en %,
q(T)=g en §. :
Multiplicando en (1.2) por Y(v), con v € U arbitrario, obtenemos

0> / g(2)Y (T, a5 0)dx =f godzdl YV veld
9} Q

Por la densidad de U en L5(Q) necesariamente, ¢ < 0 en Q vy ¢ < 0 en €2, lo cual

contradice ( [.1 ) .
||

Ahora estamos preparados para abordar el problema no lineal (Pp). Por simplicidad

asumiremos que

(1.3) S es una funcion real continna no decreciente
¥ que :
(14) yo € L7(2). |

Teorema 2 Asumamos (1.5) y (1.4). Si U es un subconjunto denso de L(Q) entonces
ol conjunto I = {y(T;v) solucion de (Pp); v € U} es denso en y(T50)+ L(Q).

Demostraciéon: Como yo € L®(Q), por el principio del maximo y(-;0) e L*=(Q) y
h(-) == =f(y(:;0)) € L=(Q). Entonces, el Teorema I, con Yo =0, h = —~f(y(-;0)) y
a = 0, implica que existe w. € LP(Q) tal que ‘

” Y(T‘.‘, -r_U.:) — Y ”Li'(g)‘( £, I

con yq € y(T;0) + LE(Q). Ademis, de nuevo por el principo del maximo, f(Y{w.)) €

LP(Q). Ahora, dado § > 0, sea § la solucidn del problema anxiliar

= A+ f(g+ Y(w))= f(Y(w))+8 en@
(Pi)s =0 enX
9(0) =0 en Q. !

Entonces, si definimos y = § + ¥ (w, ), podemos facilmente comprobar que v os la solncion
de (Pp) con ;
ve = we + J(Y (0.)) = [y(50) + € L7(Q). |



4 Capitulo |. Algunos resultados de controlabilidad para problemas parabélicos.

Ademas v, > 0, puesto que [ es no decreciente y Y{-;w.) > Y{(;0) = y(-;0). Usando ia
densidad de lf y la dependencia continna sobre los datos de la solucion de (P}), podemas
elegiv v € Y tal que || v — v |[1ro)< &, Finalimente, aplicando las desiguladades de Holder

¥ Young, concluimos (para é > 0 suficientemente pequeiio) que
19(T) N < Che
Y Lr(in = i

y por tanto
Ny (Ts0) — yy

ILP(Q) < Che.

Observacion 3 [n el teorema anterior también es posible abordar el caso en el que f
es un grafo maximal mondtono B de B2 La prueba de la existencia de solucidn se puede
encontrar, por ejemplo, en Benilan [9] y el Teorema 2 sigue siendo cierto si asumimos que

A1) < 4oo para todo r € D{3), donde
Ba(r) :=snup{be i bep(r)}.

Esta hipdtesis ocurre en muchos casos: 1) El caso de D(f) = IR (como, por ejemplo,
cnando [ es una funcidén continua no decreciente o la funcién de Heaviside); 1) La

condicion también se satisface en algunos casos en los que {F) # I tales como, por

ejemplo,
- sir <0
Alr) =1 (~o0,0] sir=0
0 sir > 0.

Observaciéon 4 [Is facil ver gue el Teorema 1 con la descomposicion Y = Yo — Y_, donde
Y4 e Yo son no negativos, implica la controlabilidad aproxtmada en L7 para el problema
lineal sin restricciones sobre los controles. Para el caso no lineal con restricciones en los
controles la controlabilidad aproximada en L? se deduce mediante obvias modificaciones
en la demostracton del Teorema 2. Por iiltimo, sefialemos también, que el caso sin res-
tricciones fué abordado ya en Henry [35] sin la hipdtesis (1.3), pero bajo una condicidn

adicional sobre el comportamiento de f en el infinito.

1.2 Controles sobre la condicién tipo Neumann de la frontera.
[En esta seccidn estudiaremnos el Problema (Py). Aplicaremos la técnica de cancelacidn
con el objetivo de probar la controlabilidad aproximada L7 (esta vez con controles sin

restricciones).
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2. Controlabilidad aproximada via Teorema de Punto Fijo de Kakutani.

Teorema 5 Asumimos (1.3), (I.4). Para cada v € LP(Z) denotamos por y(v) a la
solucion de

w— Ay =0 en Q)

dy

s )} = n

3, +fly)y=v» en .

#(0) = yo en ().

(Pn)

Entonces, st U es denso en LP(E), el conjunto 7= {y(T;v); v € U} es denso en LP(S1).

0

Demostracion: Para cada y4 € LP(£2) v € > 0 fijos, usamos la decomposicidn y = §. +Y

con Y la solucidn del problema lineal asociado

Y —AY =0 en
v

(£P) 4 S = Jy(0) +ve en
1/

Y(0) = yo en £,

para una adecuada v tal que || (T ve) — yu || ey < & (la existencia de v, se puede probar
de nuevo por medio del Teorema de Hahn-Banach; vease Lions {40]). Para 6. > 0 sea g la

solncion del problema no lineal

7 —Ayg=0 en () ‘

. oG . !
P g S5+ Y ) = S48 S
7{(0) =0 en £, :

Entonces, mediante estimaciones L¥ a priori, es facil ver que st § > 0 es suficientemente
pequeno, existe ¢ > 0 tal que
o B
1 5T vy < Ce.

Poriltimo, usando la desigualdad triangular, obtenemos el resultado deseado.
|

2 Controlabilidad aproximada via linealizacién y Teo-
rema de Punto Fijo de Kakutani: caso de con-

troles sobre el flujo en la frontera.

Esta seccidn trata algunos resultados de controlabilidad aproximada para problemas
g 1 1 1
parabolicos no lineales a traves de nn método diferente al de la Seccién 1. La idea es

1
aplicar un argumento de punto fijo para un operador multivoco (el Teorenia de Punto
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Fijo de Kakutani). Consideraremos los dos problemas de control siguientes,

ye— Ay + fy) +ale, )By) a3 h en @
dy

(P} — = 25 'g0) en s
v
y(w, 0) = yo(x) en {2,
b
yo— Ay -+ alz, )8 {y) ok en @
() :
ﬂ + fly) =10 en g
) 7
by -
- =1 e iy
i
y(x, 0) = yalx) en

donde O C ¥y v es de nuevo el vector normal unitario exterior en 2. La controlahiliclad
sera considerada bajo diferentes criterios: observacion en tiempo T para (7)) (Seceion 2.1)
y observacion en ¥ para (P,) (Seccién 2.2). Nuestro método combinard algunas ideas
imtroducidas en Henry [35], Lions [42] and Fabre-Puel-Zuazua [28].

Senalamos que los resultados de controlabilidad son independientes de la unicidad de
solucion para un control fijo: Asi, por ejemplo, si a(x,t) < 0y § es multivoco puede haber

perdida de la unicidad de soluciones (vease Diaz [22]).

2.1 Observacién en tiempo 7.

Sea O un subconjunto abierto no vacio de £ = dQx (0, 7). Sea« € L™(Q), vy consideremuos

hoe L*HQ), yo € LA82). Definimos
g L2gey 99 _
X'Q) = o+ g€ HH(Q), 92 =0, o, 1) =0}
Aqui y en lo que signe usaremos la notacion

H™(Q) = L*(0,T; H(Q)) 0 H™(0,T; L*(52))

para r,s € i,
[nspirados en Lions-Magenes [45] detinimos la nocién de solucion débil de la siguiente

manera

Definiciéon 6 Una funcidn y € L*(Q)) es una solucion débid del Problema (Py) si cwiste
be LHQ) conb e By) lal que

{y, =1 — ALP)L?{Q) = (h— f{y) ~ alw, 1)b, %O)LZ(Q)

+(oxo, @iz + (o, (L 0)) ey Yo € XN(Q).
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Teorema 7 Sea f unae funcidn real satisfaciendo las dos condiciones siguientes

(L.5) f() es eontinua y existe f'(sy) para algun s € IR,

{ Eriste M >0, ¢ >0, yer >0 tal que | f(s)] < ey + ezfs],

(16) st sl > M. ?

Asumimos tambien que § es un grafo mazimal mondtono acotado de iR* tal 'que D(3) =
. Entonces el conjunto = {y(Tiv) 1 y(T;v) es una solucion (Py) con v € L*(0)}
es denso en X = L*(2). A

Auntes de comenzar la prueba del Teorema 7 necesitamos algunos resultados previos.

Proposicién 8 Seq a = a(l,z) € L®((Q)). Eziste una constante C' > 0 tal que para cada
ke L3E), he Q) yu € LA, la solucidn w de

w— Aw+alt,z)w=~h enQ

(1.7) ()_w =k en B
7% f
w(0) = w° en

satisface

(1.8) I lamie)S Ca (Il & e + 110 2@ + [ E sy ) -

Ademds, si {an} C L=(Q) con sup,enfil @n |l1o@)} < oo, entonces podemos elegir

Cop = C independiente den. g !

La prueba la hacemos en dos pasos.
i
Lema 9 La conclusion de la Proposicion 8 es verdad siw” =0y k=0,
Demostracién del Lema 9. Por densidad podemos elegir una sucesion o € C°((Q)) tal
que ¢™ = « en la topologia de L*(Q)} y {a”} es uniformemente acotada en la topologia de

L=()). Entonces, si denotamos por w” a la solucién de -

w — Aw" 4 a(z, )Wt =h  en @

™ !

—_ ey N i
(')[/ = el L |
WHO) =0 en {1, ‘

por resultados bien conocidos {vease, por ¢jemplo, la Seccion 6.1 del Capitulo 4 de Lions-

Magenes [46]}, w™ € HY4(Q) y

” W HHI’Z(Q)g C (” h |IL2(Q) -} ” ™ ”L?(Q)) !
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con ' independiente de n. Ademas, multiplicando en el problema anterior por w™ v

usando la desigualdad de Young, es [dctl deducir que

| w” 2@y CM il B llz gy

con ¢ independiente de n. De este modo, 51 w es el limite de w™ en la topologia débil de
HY{Q), a traves de la Definicién 6 podemos pasar al limite en el problema y deducir qne

w es la inica solucion del problema

wi— Aw+ af{z,thwo=h en ()

d—w =10 en X
1
w0y =10 en

y satisface

Fw e G |z
con 7 independiente de .

| |

Demostracion de la Proposicién 8. Sca w = v + z, doude w satisflace

w—Au=h en(
du o
- = N [l § R
i

w(0) = woy en (2

y 2 es solucidn de

zi— Az 4 az=—au en

_ iz
(1.9) -(-—- =10 el
che
z(0)=0 en S,

Entonces tenemos la estimacion

Lo ey < e (1R oz + o ey + 10 llizw)

vease, por ejemplo, la Seccidn 15,1 del Capitulo 4 de Lions-Magenes [46]). Finalimente,
s | Jemplo, 1 )

si aplicamos el Lema 9, obtenemos que

Iz Lz ) SN 2 w2y < Ol w ez -

Proposicién 10 Siw es la solucidn de (1.7), entonces w € C([0,T); L*(Q)). Ademds. si
k€ HYWAE), endonees w € HY ({8, T) x Q) para todo 0 < 5§ <1,



'
!
T
|
+
f
!
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., ., ‘ i |
Demostracién: Sabemos que w € L%{0,T; H'(2)} v, acorde con LlOI]S-Magell(ﬂs [45]
(vease la Proposicién 12.1 del Capitulo 1 de dicho libro), f

|
Aw e L*(0,T; H (). i

De este modo

wy = h—ale,Hw + Aw € L0, T; H7H{Q).

f
i
Ll
¥
[]
i

Ademas, usando el Teorema 3.1 del Capitulo 1 de Lions-Magenes [45], deducimos que
i

w € C([0,T]; [H(Q), H= ()] 2), !
donde [X|Y]s denota el espacio §—interpolado entre los espacios de Banach .?( yY,s1 X
es un subconjunto denso de Yy X C Y es una inyeccion continua (para mas detalle vease,
por ejemplo, la Seccidn 2 del Capitulo 1 de Lions-Magenes [45]). Ahora, usando? el Teorema
12.4 del Capitulo | de Lions-Magenes [45], se obtiene que [H'(£}), H”l(ﬂ)]ﬁ/z = L*(0).
Por otro lado, para todo § € Rtal que0 < & < T, w(d) € H'(Q). De este modh aplicando
el Teorema 6.1 del Capitulo 4 de Lions-Magenes [46], deducimos que si k € ‘H‘/4 A2(x),
entonces w € HY((5,T) x ). ‘
Siguiendo Lions [42] y Fabre-Puel-Zuazua [28], [29], para ¢° € L*(Q) introducimos el

Tuncional 1

Observacién 11 Sefialamos que, si reformulamos el problema en forma no' retrégrada,

2 l
J(e") = % (fo @(ffiatﬂdz) + 5|‘PG]L2(Q] - [ﬂ yap'dz, J{

donde p(x,1) es la solucidn del problema retrogrado |
: |

—por — Ap+alz,t)p=0 en }

T ) |
(1.10) 0 en ‘
E J

w(T) = " en €. :

i

|

1

por la Definicion 6, una funcién ¢ es solucién de (1.10) si
(0,1 — A + ale, ) r2g) = (P(T), )2y Yo € X1(@Q).
Proposicién 12 Si () es un subconjunto abicrto no vacio de ¥, a € L*=(Q) y ¢ satisface

—¢—Ap talx,t)p=0 en

)
;f =0 en 2,

con p(T) € L*(Q) y
w=0 en O,

entonces o =0 en J.
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Demostracion: Sea t* = sup{t < T : 3z € JO tal que (z,1) € O}. Entonces, por un
teorema de continuacién vinica (vease Mizohata [49] y Saut-Scheurer [53]) y la unicidad
de soluciones de este tipo de problemas, deducimos que ¢ = 0 en Q* = Q x (0,¢7).
Finalmente, por resultados de unicidad retrégrada (vease Friedman [31], pagina 175), se

coucluye que =0 en el dominio completo ().
|

Observacion 13 En la demostracion de la Proposicién 12 podemos aplicar el argumnento
de continnacion dnica puesto que @ € L2(6,T; H*(Q)) para todo 0 < d < T (vease la

Proposicién 10).

Las dos proposiciones siguientes son resultados similares a los presentados en Fabre-
Puel-Zuazua [29] (en las Proposiciones 2.2 y 2.3 de dicho trabajo) pero adaptados awmestro
caso. Las demostraciones de estos resultados son adaptaciones, a nuestro problema, de

lag hechas en el trabajo citado y las expondremos solo para comodidad del lector.

Proposiciéon 14 Para tedo ¢ > 0, yy € L*(Q) y a € L=(Q), el funcional J(-a,yy)
L*(Q)) = IR es estrictamente convezo y salisface

J (" a,:
(L11) lim inf M

002 —+ oo @z

Ademds J{-;a,yq) aleanza su minimo en un tinico punto P° € L*(Q) y

> €

(£L12) '=0 = |yl <e. O

Demostracion: SiJ no satisface (L.11), entonces existird una sucesién {¢%} < L)

tal que

J .
|t,0 lh = oo y Iiminfw < £.
T o0
24P

De este modo, si i, es la solucidn de (1.10) con dato inicial oY, tenemos que

e,
{1.13) lim inf ‘Y (2, 0)]

dY = 0,
nbeo Jo Tt

puesto que en caso contrario

SV a, . o 1 ~ Lo E . 0
o g ZEEI) g ..—J;o..ilr-(/ w—(—ﬂdﬂ te— | ytrde
e el Eaatal AN cicam 2 APt

! QRGO IPNY
.. 0 n\ by & _
z liminf | Sl /O T(E) +& = |yalz | = +oo.

-tk e i e e
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i

t
Al mismo tiempo, 7 :M tiene norma unitaria y por tanto converge débilmente e nlL'Z(S'Z) aun
elemento 1 ¢ L*()). Entonces, por la Proposicidn 8, {Iwﬂlz tuen converge débilmente en
L*(§}) a1 (solucion de (1.10) con (T') = ") y, por (1.13} y la propiedad de l:t’)ntimla(:idn

unica de la Proposicidn 12, 9% = 0. Ademds, como

} !
J(ehi @, y4) > o) (E —/ Yd T l-;;) : *
[P |
deducimos que {
lim inf——————J((’pg; ¢ Ya) >z i
n—+o0 'I' G O -7 !
Tn

lo cual es una contradiccion con lo supnesto,
En relacion a la prueba de (1.12), usamos qne J(:;a, y4) es estrictamente convexo y

continuo en L*() y que
lim  J(ed;a,yq) = +oo. ‘

liBl2—+0o !
P PR o~ ] b . | .
Entonces J(.; a, y4) alcanza su minimo en un finico punto ¢ € L*() (vease, por ejemplo,

Brézis [12]).

2

&

Ademas, sl |ygls < e, entonces !

i

Jeliaya) = ele’ls — (yal2le”l2 ;

: |

> "2 = [yal2) ;

> 0 Ve L), '

lo cual implica que @° = 0. '
Reciprocamente, st suponemos que 3% = 0y & < |ygls, tomamos ‘il

_ yalz = i

|

y entonces, como

lyala = sup / yap" di,

{3 [p=1 /8

A o - - i
st @Y e L) con |@°: = 1y |yl — fo ya@dw < T, obtenemos para todo pi> 0 que
j
}
f

2 N
16 = Bt b (e - [ wpe)
4 ~
< P([ltais) +pte - b+ D) |
2 \Jo , 2 !
2 ~ . 0o Y f
= 3 (/ |¢(t,1¢)|f13> (=27 +5) |
< 0, si it es sulicientemente pequeno. I

|
Pero ¢° = 0 implica que J(p@") > J(g°) = 0, lo cual es una cunt:mll(cmlf y por tanto
£ 2 [yal2- |
- l
|
!
I
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Proposicién 15 Sea M la aplicacion

M L) < L=(Q)y — L)
(ya, @) — Y.

Enbonces, si K es un subconjunto compacto de L*(2) y B cx un subcongunto acolado de
L=(Q), el congunto M(K x B) es un subconjunto acotado de L*()).

Demostracién: Con el objeto de llegar a una contradiccion asumimos que existe una

sucesion (¢, an ), C K x B C L™{Q) tal que

(1.14) |20l = [ (y}f; )]s = oo

Ahora, como 3 es acotado, existe « € L™(Q) tal que una subsncesion
w, X enla topologia débil- * de L7(Q)

y, como K es compacto, existe yg € L#((2) tal gue nna subsucesion
ity enla topologia fuerte de L*{Q).

Veamos que

(1.15) Hrmt
180 [z —r oo

S . yg)
P

Si no fuera verdad existiria una sucesidn (%), de L*(Q) tal que |2y — ooy

J{l: 1y Y
(1.16) ]iminﬁw2 £.
R

A continuacion, de nna manera similar a la segnida en la demostracion de la Proposician
) g I

@n

0
o |0 |2 _ o
Gu(T") = ¢ Como |@n]; = L, podemos suponer que @2, converge débilmente en L2() a
G e L2(0).

Como en la demostracién de la Proposicién 14, es facil probar que @, converge cn

14, tomamos @o = y denotamos por 2, a la solucién de (L10) respecto a «, con

la topologia débil de L'(O) a & (solucién de (1.10)) respecto de « y con $(T) = @%).
Entonces
f |$ﬂ[d$dt i |
o
¥ por tanto
3" = 0.

. J(@) s an, vy
Ahora, s J,, = ————===_ entonces
Ahora, si J,, s enton

/ > ~ . om0 [
Iy g — o U @, d
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'

|

y, como @b converge en la topologia de L2(€)) a 0, tenemos que j

. R |

liminf./, > ¢,
n—+ooc :
!

lo cual contradice (1.16) y por tanto prueba (1.15).
Finalmente, sefialamos que J(0;a,,y%) = 0, con lo que J(@E9; a,, y%) <0, lo cnal es
una contradiccion con (1.14}) y (1.15). De este modo

;
sup{|@Pnle 1n€ N} < 4+oc0. t
nelN '

|

Definicién 16 Dada V : X — RU{+oo} una funcidn propia y convexa sobre el espacio
de Banach X, se dice que un elemento py de V' pertenece al conjunto dV (o) (subdife-
rencial de Voen zy € X ) st “

f
Vieg) — V(x) < (po,20—2z) VYVaoelX. :
|

Observacién 17 Bajo las condiciones de la Definicidon 16, @y minimiza V. sobre X (o
}
sobre un subconjunto convexo de X st y solo si 1
0 € aV(xa). |
|

Proposicion 18 Bajo las anteriores condiciones, si V es una funcion semi'rrontinua in-
ferviormente, entonces po € AV (o) si y solo si :
i
V(o + ha) — V(o) T

(po, z) < lim

h—0+ h

(<+o0) VzeEX. g
'|
Para una demostracion vease, por ejemplo, fa Proposicién 3 (pagina [87) y el Teorema

L6 (pagina 198) de Anbin-Ekeland [3]. i

Observacion 19 Si V es diferenciable Gateaur, su diferencial coincide con, su subdife-
rencial. T
i

De nuevo, el siguiente lema es un resultado similar al presentado en Fabre- F;’uel—Zuazua.

[29] (en la Proposiciones 2.4 de dicho trabajo) pero adaptado a nuestro caso. ﬁj)onm antes,

se expondra la demostracion solo para comodidad del lector.

Lema 20 Scan ¢° € L2(Q), " #0, ¢ la solucion de (1.10) con o(T) = ¢".

!
i
|
iEntonces

DI (% a,yq) = {€ € L* (), T v € sgn(p)xo satisfaciendo |
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/“(C.( )0 (x)de = (/ (¢, )(] ff(t,:b‘)é’(i,:r:)dg)

T f)| LDt [ e v € L)
©
donde 8 es la solucién de (110} con 0(T) = 6°,

Demostraciéon: Introducimos la siguiente notacion

C (] =6 ,)Wv) +ele’l: - / yap"de = Ji(9") + Jo(2°) + Ja(e").

Sea = {(t,%) € O tal que ¢(t,z) = 0}, y € € dJi(¢"). Como J; satislace las hipitesis

de la Proposicidn 18, para cada 8% € L2(Q) se cumple que

KU oy 0
(6,09 <l et H00) = A(e)

h—0t f

1 2 . 2
— - o) _ 5
= S [(/ e tan) ([ 1eies)
2
- T T
i (i)'~ ()]
|
- ; w) - s
+ ,,'13.31 i LU e oiaz) - (o= nopez)|
1 2 P
_ o - o vy ©
B hr—':l])}r 2h [('[O—PU(A-|—.syn(t,))h.0) (L) (.[OP Il ) ]
[ el + santeynoyas) - [ njolas
+f,,‘_':#+ i [ 1+ sontemmyas) - ([ o)
2
_ - -~ '3
= h]_]):ly)]_F 5 [/1 (LJ—P sgn(p)8d )
+2h/ |g¢|(i$[ sgn{yp Oﬂfv] /']t,o|(£‘“ / |0
o-r Jo-p
— / wxz/ sgn(ep) o(zs+[ |¢|sz] 10]dS
o-r O-r © r

= [ Il [ sm(@)ds + [ gl [ 01z

Entonces,

£€d(¢”) & Ve L),

A7 YY) < ol ‘ sgnfisll, L) dE o |dE .
(L.17) (6,0") < loluor (|, somle(t, )00t 2)aS + [ 10, v)laz)

Ahora seq,

(= {0 & LYO): 0 es solucidn de (1.10) con 8° € L*H(Q)}.
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|

Entonces, la funcién § — Y — (£, 0°) es una funcién lineal sobre Gy por tanto, aplicando
|

¢l Teorema de Hahn-Banach, existe una funcién lineal V sobre L'(O), tal que
Y 0% e LAHQ), (£,0°) = V(D) |
y para cada © € LY(O), ‘
(115) V(O < el ([, somlolt,2)Ot )iz + [ 10t 2)laz) .
Por (1.18), V es continua sobre L'(O) y entonces V € L®(O) y |
(L19) 1 [ V09800 ~ el [ som(plt, )00, )] <

< |@|,J,(c,,f 004, 2)|dS VO € L'(0).
}'l
Si elegimos © € L1(Q) con soporte contenido en @ — P, tenemos que »
‘/_| ¥ S N PR o de O P
= cply(o)m casi para todo punto de O — P,

A confinuacién, si tomamos @ € L'(P) tenemos gue

| /F V{1, 2)0(t, 2)dS| < |¢li o) f} 10(1, «)|dS, |

v entonces |

V(i 2} <|| V |l < oy casi para todo (x,1) € P.

Esto priucha que existe v € sgn{g)xo tal que
V = |(,9|Ll((_f))'ﬁ.
Reciprocamente, si V € |p|1oysgn(e)xo, entonces

0" — [ V(t,z)8(t,x)dE

1
.
!
I
|
|
!
i
|
|
1
]
|
!
I
o l
{

es una funcion lineal continua sobre L2{€) y por tanto existe nn inico £ € L3(2) tal que

(€,6°) :[ V(t,a)0(t, =) dS ¥ 0° € L*(Q).

[0
Obviamente & satisface (L17) v por tanto £ € 3./ {¢°). '
Como segundo paso, consideramos

L

Jo(@) =€ ( . |cp“(:r:)|2(£:r:) ’
Ja
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Por la Observacion 19,

On(0) = £ ([ 1) "2 [ P
= elgl;! /ﬂ ()0° ().
Finalmente, por finealidad,
(01:("), 8) = = [ yal)0"(w)dbw.
Alora estamos preparados pava probar una version lineal del Teorema 7.

Teorema 21 5i |yqla > € ¥ @ es la solucion de (1.10) sabisfaciendo G(T) = @Y, entonces
existe v € sgn(P)xo tal que, para cada h € L*(Q), la solucién de

y— Ay +all,x)y=h en ()

. dy -
(1.20) = @[ (O)IXO en o
i
y() =y, en §2
satisface
S0

y por tanto [y(T) — a2 =¢. p

Observaciéon 22 Siy, = 0y h =0, el caso |yq| < € se resuelve trivialinente con el control
v = {).

Demostracién del Teorema 21. Usando la Proposicidn 15 y por linealidad, podemaos
suponer que yo = 0y h = 0. Ahora, gracias a la subdiferenciabilidad de J{.; ¢, y4) en @"
(#£ 0 por (1.12)), sabemos (vease la Observacion 17) que

0e D&,

que es equivalente, por el Lema 20, a la existencia de v € sgn(@)yo, tal que

=@l o) (./o o, )02, f)riu.h‘) ‘A“[ / @ ()0 () lie

121
2 —/ ya()0° ()l

Por otro lado, como 8 es la solucién de (1.10) y 1 es una funcidn test admisible de X1{(Q),

L) (/o v(:z;,'t)()(:z:, 't)d:m[t) }

por la Observacidn 11 tenemos que

(1.22) (9(1),6") = |¢
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Entonces, por (1.21) y (1.22), se deduce que

o~

(y(1),0") = (yq 00 v e LA

&2

=0

y se concluye que y(T) =Yd — €77
1 =

Para el caso no lineal necesitaremos aplicar ¢l Teorema de Punto Fijo d

para operadores multivocos:

Definicién 23 Scan X y Y espacios de Banach y A : X — P(Y) una funcio’i?

e Kakutani

r multivoca.

Decimos que A es hemiconlinua superiormenle en xg € X, si pare cada p €YY, la funcion

x = o(A(x),p) = sup < py >yixy
yEA(w)

es semiconlinua superiormente en xg. Diremos que la funeion mxu,ftimluada?cs hemicon-

Linwa superiormente sobre un subconjunto K de X st satisface esta propiedad,

puntos de K.

Teorema 24 (Teorema de Punto Fijo de Kakutani). Sean K C X un

en todos los

subconjunto

compacto y convero y A : K — K una funeion multiveluada hemicontinua superiormente

con valores convezos, cerrados y no vacios. Entonces existe un punto fijo g}

La demostracién se puede ver, por ejemplo, en Aubin [2], pagina 126.
Demostracién del Teorema 7. Scan y; € L*(Q) y € > 0 fijos. Definimos
F(s) = f(sa) s 4 50
g{s) = 5 — S

A0 8= Ep.

df A. O

Entonces, por las hipotesis hechas sobre f| se cumple que g € L®(IR) N C(IR).
_ i
Ahora, nsando el Teorema 21, para cada z € L*(@Q), b € f(z) y ¢ > 0 s¢ pueden

encontrar dos funciones ¢(z,b) € L*(Q) y v(z, ) € sgn(p(z,b))xo tales que

y =1y de
ye — Ay + g(2)y = — f(s0) + g(2)s0 —ale, )b+ = en Q)
(1.23) @ = uyoe en &
v
y(0) = vo en {1,

(donde u =|| p(z,0) ||L1(0) v(z, b)) satisface

(1.24) ly(T") - yalr2e0) < e

la solucidn
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Ahora, como ¢g(-) es acotado, por las Proposiciones 15 v ¥ tenemos que
¥ . ? -

(1.25) U e(z,0) Loy v(z,0), = € LA@), be A(z)}  es acotado en L™(Q).

Sea

(1.26) M= sup | ¢(z,0) |ne)< .
st

Obviamente u =|| ¢(z,b) |10y vz, b) satisface

(L.27) | Loy < M.

De este modo, si definimos el operador
A: L) = P(LHQ))
por
A(z) = {y satisface (1.23), (1.24) con b € 3(z) y u satisfaciendo (1.27)},

hemos visto que para cada z € LE(Q), A(z) # (. Para aplicar el Teorema de Pnunto Fijo

de Kakutani debemos verificar que se safisfacen las siguientes propiedades:

(i) Existe un subconjunto compacto U7 de L*(Q), tal que pata cada z € L*{Q), A(z) C
{.

(i1) Para cada z € L*(Q), A{z) es un subconjunto convexo compacto y no vacio de

LAQ).
(iii) A es hemicontinua superiormente.

La demostracion de que se verifican estas propiedades es como sigue:
(i) Gracias a la Proposicién 8 sabemos que existe un subconjunto acotado 7 de H'/41((Q)
tal que para cada z € L*(Q)), A(z) C U/, Ahora, para ver que podemos tomar {/ compacto

probaremos que el conjunto
Y = {y satisface (1.23) con z € L*(Q), b€ B(z) y u satisfaciendo (1.27)}

es un subconjunto relativamente compacto de L2(Q). Pero esto es facil de probar usando

{a Proposicion 8 v el hecho de que
(1.28) H20Q) C Lo([0, 7] LA8)) con inclusion compacta Vg < oo

(vease el Lema 5 (pagina 78) v el Teorema 3 (pagina 80) de Simon [55]).

(1) Ya hemos visto que para cada z € L*(Q), A{z) es un subconjunto no vacio de L2(Q).
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|
|

1 satisface

Ademads, A(z) es obviamente convexo pues B(yq,e), 3(z) v {u € L®(E) :
(1.27)} son conjuntos convexos. Por tanto, nos queda por ver que A(z) es un subconjunto
compacto de L*(Q). En (1) hemos probado que A(z) C U con I/ compacto, Scz';‘a, (y™ ), una
sncesion de elementos de A(z) que converge en L*(Q) a y € U. Tenemos que probar que
y € A(2). Sabemos que existen b* € §(z) y w* € L®(D) satisfaciendo (1.27) thles que

v — Ay + g(2)y = —f(s0) +g(z)se —ab* + h  en @ i
My

— ., _ !
(1.29) oy Xe o |
y(0) = yo en {1 f

" (T) —yala < e :

I
Ahora, usando el hecho de que # es un grafo maximal monétono acotado y que los controles
u™ son uniformemente acotados, deducimos que u® - wy 0" = ben la t(')]:;ct)l()gfzt debil
de LX) y de L*(Q) respectivamente. Ademas, u satisface (1.27) y, puesto que cualquier
grafo maximal mondtono es fuertemente-débilmente cerrado (vease la Propo.;%it:i(’m 3.5 de
Barbu [5] (péagina 75)) sobre cualquier espacio de Banach con dual uniformemente convexo
(como, por ejemplo, L*(Q)), deducimos que b € B(z). De este modo, si pasathos al limite

en (1.29) obtenemos que

|
u—Ay+g(z)y=—[f(s0) + g{z)so —ab+ h  en @ !
dy - J
o T UXo en X :
dl} I
¥(0) = yo en (1. i

{
; o . ' s
Veamos que ademas, y*(7) converge a y(T') en L*(Q). Sea w™ = y — y" la solucién de

wy — Aw” + g(z)w" = —a(b—0") en Q '

‘?) n
((‘;J/ = (u—u")yo en U T
wt(0) =10 en §). |

Ahora, si tomamos ¥ € H1/4’]/2(E) tal que |f v —(u—u™)xo |12 < :—l, entonces At = 0

en la topologia débil de L?(X) y la solucion @™ de |

T — AT+ g(z)w" =A(b—0") en () é
!

da n i)

— = en &

v
w(0) =0 en £} ;

satisface w* € H'"(Q)) (vease Lions-Magenes [46]). De este modo s multiplicamos por

w" e integramos, deducimos que }

| &™(T) H%ﬂ(ﬂ)g by /Q [(b— ™)™ |dxdt -+ ke /'E |[v"@" |dedt — 0 sin '—> 00,
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De este modo, @*(7") converge a 0 en L*(§))} v, usando de nuevo resultados de regularidad

(vease de nuevo Lions-Magenes [46]) tenemos que

15" = sy Il 7 = (= o llzags)

Finalmente, como H¥43/2(Q) € C([0,T]; L*(£2)) es una inyeccién continua (inchiso nna
inyeccion compacta; vease el Teorema 3 de Simon {55]), obtenemos que

| (1) — w™(T) || L2y 0 cuando n — oo,

Por tanto w™(T) — 0 en L2, lo que implica que [y(1) — yils < . Esto prueba que
y € A(z) v concluye la prueba de (ii).
(iii) Tenemos que probar que para cada zq € L*(Q),
hmsnpo(A(z,), k) < o(A{z0), k), ¥V & € L*(Q).
Zp—Fin
Hemos visto en(ii) que A{z) es un conjunto compacto, lo cual implica que para cada

n € IN existe y™ € Az} tal que
o(A{z,), k) :/ k(L x)y™ (L, x)dedl,
Q

Ahora, por (i}, (y™)a C U/ que es un coujunto compacto. Por tanto existe y € L*()) tal
que {(despues de extraer una subsucesion) y* — y en L*(Q). Probaremos que y € A(zu).

Sabemos que existen 0% € 8(z,) y v € L™(X) satisfaciendo (1.27) tal que

yr — Ay" + gz = —f(s0) + g(zn) —ad® + 1 en @)
oyt

= u"ve SN
(1.30) gy e o
Yy (0) = o en {1

ly™ (1) — yal < e.

De aqui dedncimos que existe v € L™(X) satisfaciendo (1.27) tal que u® — u en la
topologia débil-+ de L(X). Ademads, usando que 3 es un grafo fuertemente-déhilmente
cerrado v que la ecnacion del calor tiene un efecto regularizante (come en la proeba de {i1)),
deducimos que y satisface (1.23) y (1.24) con 7 = 2z para algun v € L™(E) satislaciendo

(1.27) y algun b € 3{zy), lo cual implica que y € A(z). Eutonces, para cada k € L*(Q),

a(A(z,), k) = /Q h(t, a)y™ (¢, x)dedl — /Q E(t, x)y(t, o )dadt <

< sup / k(t, )yt «)dodt = a(Aza), k),
TEA(z) Y H



2. Clontrolabilidad aproximada via el Teorema de Punto Fijo de Kakutani. 21

lo cual demuestra que A es hemicontinua superiormente y concluye la prueba de (iii).
Finalmente, la restriccién de A a K = conv(l/) (envoltura convexa de /), que con-

tinua siendo un compacto de L*(Q), satislace las hipdtesis del Teorema de Punto Fijo de

Kakutani. De este modo, A tiene un punto fijo y € K. Ademas, por construccion, existe

un control w € L(E) que satisface (1.27) tal que

ve — Ay + fly) +ale, )3(y) 3 h en @ i

dy e
(1.31) oy T wXo en X
#(0) = o en £}

[9(T) — yal2 < e.

Por tanto, y resuelve el problema de controlabilidad aproximada planteado.'
|

2.2 Observacion en la frontera.

Sea 2 un subconjunto acotado abierto y sufientemente regnlar de IB*, Q = Q x (0,T), &,
un subconjunto de & = 30 x (0,7 tal que ¥; = ¥\X; tiene interior no vacio, a(-,-) €
L2(Q), f wona funcién real, h € LHQ), wo € L*($2) y B un grafo maximal mondtono
acotado de IR* tal que D(3) = R. En esta seccidén estudiaremos la controlabilidad

aproxiimada con observacién en £, del problema

yr— Ay +alz,)F(y) > h en Q :
dy !
— -+ fly)=0 en X
ay
Jy .
— = en Oy
i
y(,0) = yolx) en £

Aqni definimos las soluciones débiles de (P) de forma similar a lo hecho en la;Seccidn 2.1.
Teorema 25 Si [ es una funcion real y condinua que verifica
(1.32) If(3)] < ey +eals],  sils| > M,

para algunas constantes positivas ¢y, ¢y y M, enlonces el Problema (P) tiene'la propiedad
de la controlabilidad aprozimada con espacio de controles U = L*(5,) y observacion
s € L), g ‘

1

Demostracién: Sean yy € L*(5,) y £ > 0 fijos. Tomamos 0 < o < /2y

K={z¢e H/*=21=0Qy || 21z, — yu

)< et



22 Capitulo 1. Algunos resultados de controlabilidad para problemas parabdlicos.

Aqui seiialamos que, puesto que el operador de traza de HY2/21-9(Q) o LHD) es
continuo (vease, por ejemplo, la Seceidn 2.2 del Capitulo 4 de Lions-Magenes [46]), es
facil probar que K es un conjunto cerrado con la topologia de l-l'/z_“/'z"_“(Q) y por
tanto es un espacio de Banach. Definimos la aplicacion multivoca

F:K = PK)

por
Flz) = {y2v): bEP(z), |l v

donde 4 (v) es la solucidn del problema lineal asociado

LE)< Al yﬁ(“)m. — Yd ||L2(21)S et

y— Ay +ale,t)o="h en @
i ) i
| oy Flegs,) =0 en ¥,
(1.33) ‘J)]_”
Ay -
— = en ¥,
i
y(x,0) = yo(z) en §2,

Por resultados de regularidad (vease Lions-Magenes [46]), como f(zlg,) € LX) (por
(1.32)), se tiene que yi(v) € HY2Y(Q) para cada z € H'/#7/31=(0) b € 3(z) y v €

LAH(E,). Ademis,

{1.34) | 5e(0) [ oy < CUF 2oy + 1 v ez + 1 oo lzegsy)

{vease la Proposteion 8). Para probar el Teorema 25 usaremos de nuevo ¢l Teorema de
Punto Fijo de Kakutani. De este modo, probaremos a continuacion las hipdtesis que se
deben cumplir para poder aplicar ese teorema.

Gracias a (1.34) sabemos que existe un subconjunto acotado V de K N HY2Y(Q)
tal que para cada z € K, F(z) C V. Entonces, nsando ¢l hecho de que HY21(Q) C
[-11/2_“/2"—“(Q) es una inyeccion compacta y K es un conjunto cerrado, podemos tomar
V siendo un conjunto compacto de K. Tambien es facil probar que F{z) es un con-
Junto convexo para todo z € K. Para ver que F(z) es un conjunto compacto para
cada z € K suponemos que (y"),, es una sucesion de elementos de F(z) que converge
en HV2=ol=2(0) 4y € V. Tenemos que probar que y € F(z). Sabemos que existen
bt € f(z) y ut € L*(E,) satisfaciendo || u* || 25,y < R, tal que

yr = Ay® alz, )" =h  en )
('?).Un i
! _ _ .

'Sjun + .f(‘“lzl) 0 en X
(1:33) (.11— =u" en X,

el

.U”(”) = Yo en §

Iy — e 2= e

o m———_ e s e g 1
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Abhora, usando que § es un grafo maximal mondtono y que los controles «™ son uniforme-
mente acotados, deducimos que ©w* = w y b® — b en la topologia débil de L*(Z,) y de
L*(Q) respectivamente. También u satisface || u ||p2(5,)< R y puesto que cualquier grafo
maximal mondtono es fuertemente-débilmente cerrado (vease e.g. la Proposicion 3.5 de
la pagina 75 de Barbu [5]) sobre cnalgnier espacio de Banach con dual uniformemente
convexo (como, por ejemplo, £2(Q)) tenemos que b € 3(z). De este modo, si pasamos al

limite en (1.35) (teniendo en cuenta que f(y™) — f(y) en L*(X)), obtenemos que

( ye — Ay + a(z,t)b="h enQ
oy i
% + f(z15,) =0 en X
y .
— =1u en 2
v '
y(0) = yo en {).

Ademids, || ¥* — v llezz) <l 4" — ¥ llie—ara—aggy=> 0y por tanto || y — yi ||ezz,) < &

Para mostrar que F(z) es un conjunto no vacio usaremos el siguiente lema:
Lema 26 Consideramos el problema lineal

Yi—AY = F en () :

)
%)—Y = (5 en X
L/
(L) i =uv en Y
v

Y{e,0) =yo(z) cenfd '
o lleze,) < R,

donde F oy ( perteneeen @ conjuntos acotados B de L*(Q) y £ de L*(E)) respectivamente.

Sivp e € LE(E;) es el control dptimo de cste problema respecto del funcional
J(v) = f Y (v) — ya|*dE
b3

(vpe sabemos que existe por los resultados de compacidad citados anteriorinente), en-

tonees para cada £ > 0 podemos tomar f suficientemente con el que se cumpla que

IY(F, G, vpa) = Yalize,y <€ paratodo e ByG ek, g
Demostracién: Por linealidad podemos suponer que yo = 0. Tomamos v > 0 suficien-
temente pequeiio. Entonces, si ' e H=1/44=20/40 () y (7 € H“"”_z"’().]])l, obtenemos
(vease, por ejemplo, Lions-Magenes [46]) que la solucién Y (F,G) de (LP) pertencce a
[,[.‘3/4—7,2(3/4—7)(@)‘ :
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Sea Pr i {00220/ 0) x =07 27(8)) — LAH(E)) la aplicacién definida por
Pr(F x G)=Y(F,G,vpa)ls, -
La condicidn de optimalidad de vp e es
L (Y(F, G opa) —y)YV(0,0,0 —0pa)dE > 0V v € LAHY,), || 0 lpze) < 1.
Eutonces, sumando las desigualdades
/ (Y(Fy, Gom ) — )Y (00,08, — o5y )5 < 0

)f
/\_‘ (_Y(Fg, (o 0py ) — yd)V(O, 0,056, — VF G )d% <0

obtenemos que

(1.36) /E Y UR G ) = Y (72, G o)) Y (0,0, 0 61 = v, )4S < 0.
Alora, como

Y (I, Gryve o) = Y (I, G op ) = Y — Fou G — G 0) + Y(0,0, 08 0, — 05y )
usando (136} se deduce que

H Y(Fln(*;‘1={}f’1,('?|) - Y(F2= GQ:'UFz,Gz)

2
12(5))
< [v V(PG e) = Y(FL G vma)] YFL = Fy Gy — Gy, 0)dE.
=
Por las designaldades de Holder y Young concluimos que
| YO, Gy op ) = Y (Fy, Gy ory ) Hiz(zl)gu V(I = 12,04 = Gy, 0) Hi'z(x.)

S“ }/’( ﬁ‘l —_ F,.z:(_',’] — (;240) ||?13/4“‘1-2(3/4—’Y)(Q)

< ¢

| 1 — F ||if—(1/4+ﬂ.—z(u4+v)(Q} G =G ”if*'“*”(&))’

donde la constante (' es independiente de B, De este modo, Pr es equicontinua y, por
¢l Teorema de Ascoli, ( Pr)rso converge uniformemente sobre los conjuntos compactos de
H W)= () s =77 27(E)). De este modo, como

LHQ) x LA(E)) € H-W/H=200)( () 5 [ =7=2(E))

con inclusion compacta, concluimos el resultado usando el hecho de que la controlabilicdad

aproximada del Problema (LP) implica

lim Pp(F % G)=ys enlatopologia de L*(X)).
F=b o ) ’ ]
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Fin de la demostracion del Teorema 25: Aplicando (1.32) y el lema previo podemos
tomar £ tal que F(z) es un coujunto no vacio, para todo z € K. I'inalmente, para aplicar
el Teorema de Punto Fijo de Kakutani, tenemos que probar que F es hemicontinua

. S d T e p I
superiormente. Por tanto, probaremos que para cada zg € H1/2=/31=2((Q),

limsup o(F(z), k) < o(F(za), k), Yk e (HV2ZoBI=(0yY,
Zn—rZo
Como ya hemos visto que F(z) es un conjunto compacto, sabemos que para cada n € IV
existe y,, € F(z,) tal que
a(Flzn), b)) =< kyn > .

Ahora, como (y,)n C V, sabemos que existe y € H272/21=4(Q) tal que (despues de
- s , Iy f2 1 — - !

extracr nna subsucesion) v, ~+ y en la topologia de HY?=«/H1-4(Q), Mostraremos que

y € F(zo).

Sabemos que existe b* € #(z,) vy v™ € L*(E,) satisfaciendo
(1.37) | v iz < R '

tal que

!};1 — Ay” -+ (L(:E?]‘,)b” =Hh en (J ;
6;/_ + f(?fn) =0 en By '
:)'r' =" en Ly :
dv

y™ (2, 0) = yolw) en {)

4™ — ya lr2e < e .

De este modo existe v € L*(Z,) satisfaciendo (1.37) tal que ™ — v en la topologia débil
de L2(E;). Ademas, usando que f es un grafo acotado fuertemente-débilmente cerrado
y que la ecuacién del calor tiene un efecto regularizante, deducimos (como antes) que y
satisface (1.33) y k

|y =y fr2zy L e,

con z = zy para algun v € L*(5,;) satisfaciendo (1.37) y algun b € B(zy), lo'cual implica
que y € F(zo). Entonces, para cada k € (H'/2~/31=4(Q)) tenemos que

(‘T(‘F(zn)vk) = <‘l‘;7yn> — <kay> < Sup <k7§> - U(}—(ZU)?'E"')?
FEF (=) ;

lo gque prueba que F es hemicontinua superiormente. Finalmente, la restriccion de JF
a K = conv(V) (envoltura convexa de V), que sigue siendo un conjunto compacto en

H/3—af21=e()) satisface las hipdtesis del Teorema de Punto Fijo de Kakutani. Por tanto,
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F tiene un punto fijo y € K. Ademas, por construceidn, existe un control v € L*(Ey)

satisfaciendo (1.37) tal que

Ye — Ay +alz,)B(y) 30 en )
% .

D=0 en 3,
'

{ vy ¥
- = el 2y
1Y
y(e, 0) = yo(z) en §)
|| Y — Yd ||L2 E,)S £.

De este modo, y cumple las condiciones del problema de controlabilidad aproximada

planteado.
N

3 Resultados positivos y negativos para un prob-

lema semilineal de orden dos.

mea 2 un abierto acotado regular de B, T > 0, O un subconjunto abierto de (@ :=
Qx(0,7), f una funcién real continna, A(x, ) € L>(Q) y 8(-) un grafo maximal mondtono
acotado de #* tal que D(F) = K. El principal objetivo de este capitulo es el estudio de

la controlabilidad aproxiimada del problema parahélico:

ye— Ay + f(y) + Al 15(y) 2 uxe en @
(P)s wy(w,t)y =0 en 5= d0 x (0,T)
y(w,0) = yo(x) en {1

il Problema (P) surge en la modelizacion de diferentes aplicaciones. Cnando A =0
la ecuacion semilineal de {(P) es relevante, por gjemplo, en cinética quimica (vease e.g.
Arts [1] y Diaz [19]). Si A # 0 la eenacién de (P) puede ser multivaluada. De este
modo, st A > 0 en @, ¢l Problema (P) incluye la larga clase de inecnaciones variacionales
parabolicas que snrgen en ¢l estndio de muchos y diferentes contextos (para detalles sobre
modelizacion, teorfa sobre existencia y unicidad y algunas propiedades cualitativas vease
e.g. Duvant-Lions [26], Brézis [12], Benilan [9] y Diaz [16], [17]). El caso A < 0 en ) ha
sido estudiado recientemente en el contexto de algunos problemas de combustion (vease
Gianni-Hulshof [32]) y también en climatologia (veanse Diaz [22], [24], [23]).

Ion esta scecidn estudiaremos la controlabilidad aproximada del problema parabdlico
semilineal (7). En una primera parte se muestra esta propiedad bajo una hipotesis
de comportamiento asintotico sublineal sobre las no linealidades extendiendo resultados
conocidos en la literatura. En una segunda parte se muestra que la propiedad no se

verifica st los términos no lineales son estrictamente superlineales.
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3.1 Controlabilidad aproximada cuando la no linealidad es de

tipo sublineal.

Consideremos, para aclarar las ideas, el caso en el que f es la funcién definida por
(1.38) f(s) = Als|"" s

El caso » = I corresponde al caso lineal. En este caso la controlabilidad aproximada se
puede obtener por diferentes métodos: usando el Teorema de Hahn-Banach (Lions [40]),
mediante algunos métodos constructivos (Lions [42]) o por un argumento de dualidad
(Lions [43]).

En lo gue concierne al caso 0 < » < 1, es inferesante mencionar el trabajo Seidman
[54], donde se presenta un resultado abstracto cuya aplicabilidad al Problema (P) ya fué
mecionada en Diaz [18]. Sin embargo, tal aplicabilidad es muy sofisticada, por lo que
nosotros seguiremos un método diferente.

El principal objetivo de esta seccidn es obtener un resultado general que se pueda
aplicar al caso 0 < r < 1. Seguiremos el método de dualidad introducido en Lions [43] ¥
mas tarde mejorado en Fabre-Puel-Zuagzua [28], [29] para el caso # =0, O = w x {,T)

conw C Ny f verificando
(1.39) [ es una funcién globalmente Lipschitz y

(L40) [f(s)] € a-+Dbls| si|s] > M, para clertas constantes positivas a, by M.
Nuestro resultado es el siguiente

Teorema 27 Sea f(s) tal que
(1L41) fec(m)

(1.42) existe M >0, ¢, >0, yey >0 tal que
o |f(s)] < er +eals|, si]s| > M

(1.43) existe la derivada j"(so) en algun s, € IR. |

Entonces el Problema (P) tiene la propiedad de la controlabilidad aprozimada en el espacio
de estados X = LP(§)), | < p < oo con el espacio de controles U = L((Q)). | 0

Observacién 28 [l anterior resultado reemplaza la condicién (1.39) por la diferenciabili-
dad de [ en solo un punto (vease condicién (1.43})). Este resultado generaliza y desarrolla
también el presentado en Diaz [24] para A = 0. Aqui consideraremos también el caso
multivaluado A # 0 que mas adelante (vease el Corolario 36) veremos que se puede tratar

bajo una hipdtesis sobre @ mas general que la condiccion de acotacion.
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Observacion 29 La condiccion {(1.43) es cierta si, por ejemplo [ es Lipscthiz en algun
intervalo (¢,0) C K. En realidad, segun un rvesultado hien conocido (vease, por ejemnplo,

Brezis [£2], pagina 145), existe f'{s) para casi todo puuto s € (¢,0).
Como caso particualr se tiene:

Corolario 30 La conclusion del Teorcma 27 s cierta en cada uno de los siguicntes casos:
i) [ es una funeion globalmente Lipschitz,
ii) [ es localmente Lipschitz y salisface (1.42),
i) f(s)=As[Tlsy0<r <. 4

Antes de comenzar con la demostracion del Teorema 27 necesitamos introducir algunos

resultados previos.

Proposiciéon 31 5S¢ M es un subconjunto abierto de 9, 1 < p' < oo, a € L=(Q) y ¢
satisface
—pr— Ap t+alz, p =0 en @)
w =10 en 5,
o(T) € L7(2)
w=10ecn M,

enlonces g =0 in ().

Demostracion: Es analoga a la de la Proposicién 12.

]
Proposicién 32 (labre-Puel-Zuazua [28], [29]) Fl vesultado del Teorema 27 es cicrlo
para el caso lincal con potencial (i.e. con A = 0 y reeplazando f(y) por a{x,t)y, con

a(a, 1} € L=(Q)). Ademds, los controles se pueden clegir de tipo “quasi bang-bang”().
a

Mostraremos a continnacion la idea general de la demostracion de la Proposicion 32
para poder entender mejor la demostracion del resultado no lincal. Los antores obticnen
el resultado para et caso O = w x {0, T) pero la prueba para el caso de un abicrto general
O de @ se obtiene mediante sencillas modificaciones. Obtiencn el resultado minimizando

el funcional

1 . 2 .
J(p") = 5 (]u |t,9(:z,t)|rl:1:dt) +e |l o” sy _/g yap'dx

{Se dice que v es de tipo “guasi bang-bang” si existe una constante ¢y una funcién () tal que

v(-} € Csig o).
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sobre LY (), donde @z, 1) es la solucién del problema retrégrado

—p — Ap+afz,t)p=0 en @)
w=10 en X

P(T) = ¢ en (2.

Ahora, usando la Proposicidn 31, se prueba la coercitividad del funcional J(-). De este
s LFrs e »~ A PP

modo, J{-) alcanza su minimo sobre LP (1) en un dnico punto % Ademas, si ¢(z,t) es

la solucidn del correspondiente problema retrégrado, a traves de la subdiferencial de J se

puede mostrar gne existe v € sgn(@{z,t))xo tal que la solucion de 1

ye — Ay + alz, )y = [@[Lopwxo  en @

y =0 en &
y(0) =10 en )

satislace || y(T) = ya || Lrepy < €.
Proposicion 33 (Fabre-Pucl-Zuazua [28], [29]). Sea M la aplicacion

M L(Q) < L2(Q) =  L7(Q)
(> ) — "

Entonces, si K es un subconjunto compacto de LP(Q2) y B es un subcongunto acotado de
L)), el congunto M(K x B) es un subcongunto acotado de L7 (). 0

Proposicién 34 Sea a = «(t,x) € L=(Q). Entonces caiste una constante ' > 0 lal que
para cade k € L*(Q) yw® € LP(Q) la solucidn w de :

w—Aw+alt, 2w =45 en@Q

w =710 en L

w(0) = w* en §2
satisface
(1.44) @ lpmrnran< C (Il w° Ny + 1 & @)

Ademds, si w” =0 ya(-,-) =0, entonces w € XP(0,T) y existe una constante (0 > 0 tal

que
(1.45) |w lxr@n< Ol A

donde

LP(Q):

XP(0,7) = LP(0,T5 Wim(@)) n W' (0, T; L2(S),

| - ”XP(O.T):” : ||Lp(o,T;wo'-”(s'z)) + |- ”l-V""(U.T;L"(ﬂ)) -0
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Demostracién: Para (1.44) vease el Teorema 9.1 de Ladyzenskaja-Solonnikov-Uralceva
[39] (pagina 341) y Pazy [50] (paginas 226-228). Para (1.45) vease Ladyzenskaja-Solonnikov-

Uralceva [39] (paginas 341-342).
|

Observacion 35 Si«(-,-) #Z 0, entonces usando la Proposicidn 34 y ¢l Lema de Grouwall
es facil probar que w € X?(0,7) y

| w lxr0m) S Cu ll & L),

con Cy = o1+ || a || peoggy exp(|| @ [|r~(g)))-

Demostracién del Teorema 27. Sean y, € LP(12) y € > 0 fijos. Definimos

fls) — f(s Tt
b= s—s TV (s£0)

ff(-?*t)) 8 = 5

Como [ satisface (L41), (1.42) y (1.43) entonces ¢ € L®(IR) N C(MR) pues, i M =

max{|g(s)| : s € [-M, M]} < 0.

Ademis, por (1.42),

sup |g{s) < sup ( /()] + |f("u)|) < lsup (M) + | f(s0)] < 00

Is|>M s|>M s — l| |5 — sl s|> M |5 = sol
puesto que |s —sy] > Ly lim M = ¢y.

fs|-+co |s — 30|
Ahora, para cada z € LP(Q) y para cada b € 3(z) podemos hacer y = Ly(2) + Vi(2),

donde L = Ly(z) es la (inica) solucion de

Li ~ AL+ g(z)L = —f(s0) + g(z)so — A(z, )b en ()
(1.46) L=0 en s
L) =y en

y usando fa Proposicion 32, para cada € > () se pueden encontrar dos funciones o(z, b) €

L"(Q) y 0(z,0) € sgn(p(z,0))yo tal que la solncién Y = Yi(z) de

Yi—AY +g(2)Y = wvo en @
(1.47) Y =0 en X
Y(0) = 0 en
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con w =|| ©(z,0) |[L10) v(z,b) satisfaga

(1.48) | Y(T) = (ya — L(T)) o< e
Ahora, usando la Observacion 35 y que

(1.49) X, (0, Ty c C([0,T]; L*(£))  con inclusidn compacta

i

(vease el Lema 4 (pagina 77) y el Teorema 3 (pagina 80) de Simon [55]) tenemos que
(1.50) {ya — L(T) : z € LP(Q), b€ B(z)} es relativamente compacto en LP(£).
Ademids, y = L+ Y es solucion de

v = Ay + g(2)y = —[(s0) + g(2)s0 — Ab+uxo en

(1.51) y=10 en &
¥(0) = wo en 2
y satisface
(1-52) || y(T) Y ||L1'(s'z)S £,
con w =| ¢(z,b) Loy v(z,0). Como ¢(-) es una funcién acotada, por (1.50) y las

Proposiciones 33 y 34 obtenemos que ‘

(1.53) (2. 0) [l v(z,0), z € LP(Q), b€ B(z)} esta acotado en LN(Q)

y por tanto

(1.54) M= sup [ ¢(z,0) |1 @)< oo.
2ELP(Q)
bes(z)

Obviamente u =|| ¢(z,0) |10y v(z,b) satisface
(1.55) I @S M.
De este modo, si definimos el operador [
A LI(Q) = PULY(Q)) i
por
A(z) = {y satisface (1.51), (1.52) con b € #(z) y u satisfaciendo (1.55) },

1
hemos visto que para todo z € L?(Q), A(z) # . Para poder aplicar el Teorerha de Punto

|
Fijo de Kakutani tenemos que comprobar que se cumplen las siguientes propéledades:
1

(i) Existe un subconjunto compacto U7 de LF(Q) tal que, para cada z € LT’I(Q), A(z) C
.

1
!
I
{
|
1
|
l
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(il) Para cada z € LP(Q)), A(z) es un subconjunto convexo, compacto y no vacio de

Q).

(1i1) A es hemicontinua superiormente.

La prueba de estas propiedades es como gigue:

(1) Por la Observacion 35 sabemos que existe un subconjunto acotado O/ de LP((Q) tal
que para cada z € LP(Q), A(z)}) C U. Ahora, para ver que podemos elegiv [/ compacto

probaremos que el conjunto
Y = {y satisface (1.51) con z € LP(Q), b€ B(z) v u satislaciendo (1.55)}

es un subconjunto relativamente compacto de LP(Q). Siy € Y, existe z € LP(Q), b € f(=z)
v € L) satisfaciendo (1.55) tal que y = «' + w* + Y, donde ¥ estd dado por {1.47)

v u', u? vienen dados por

ul — Aul = —f(s9) en @
W =0 an o
wM(0) = yo en §),
wf — Aur 4 g(2) (v + P = g(2)se — Alw, )b en Q
w=0 en X
w?(0)y =0 en §2.

Como ¢! es un elemento fijo de L2(Q), {g(z)u', z € LP(Q)} es un subconjunto acotado
de LP(Q). Entonces, por la Observacién 35, la solucidén «* permanece en nu subeonjunto
acotado de XP(0,T) cuando variamos z en LP(Q). Pero, como X7(0,7T) C LP(Q) cou
inclusion compacta (segin (1.49)), w? permanece en un subconjunto compacto K de
£7(Q). Por otra parte, por la Observacion 35, ¥'(v), permanece en un subconjunto acotado
de XP(0,T), v Y{(v) C Ky, con Ky subconjunto compacto de LP(Q). De este modo
Y Cu' + K, + K, que es un conjunto relativamente compacto de LP(Q). Esto concluye
la prueba de (i) si tomamos {7 = Y C LP(Q).

(i1} Ya hemos visto que para cada z € L7(Q)), A(z) es un subconjunto no vacio de LP{(Q)).
Ademas A(z) es obviamente convexo, pues Blyg€), #(2) y {v € L(Q) : satisfaciendo
(1.A5}} son conjuntos convexos. Por tanto, tenemos que ver que A(z) es un subconjunto
compacto de LP(Q). En (i) hemos probado que A(z) C I/ con I/ compacto. Sea (y™), nua
sucesion de elementos de A(z) que converge en LP(Q) a y € /. Tenemos gque probar que

y € A(z). Sabemos que existen " € 3(z) y «” € L¥(Q) satisfaciendo (1.55) tales que
yil = Ayt + g(2)y" = = f(s0) + g(z)s0 — AV + ' xo  en Q

gt =0 X
(L56) Y e
Zl/n((}) = o e 0

| 4 (T) — ya Lo < &
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Ahora, usando que § es un grafo maximal mondtono de M* y que los controles u® son
uniformemente acotados, deducimos que v® — uw y 0* — b en la topologfa débil de
LP(Q)). Ademas w satisface (1.55) y, puesto que cnalquier grafo maximal monétono es
fuertemente-débilmente cerrado {vease la Proposicién 3.5 {pagina 75) de Barbu [5]) sobre
espacios de Banach cuyos duales topoldgicos son uniformemente couvexos (por ejemplo,
LP(Q)) con | < p < o0) tenemos que b € F(z). De este modo, si pasamos al limite en

(1.56) obtenemos:

yo— Dy + g(z)y = — fs0) + g(2)ss + Ab+ uxo en @)
y =10 en L

y(0) = w en §2. 1

i
Ademas, por el efecto regularizante de la ecuacién del calor, y*(7) converge a y(T) en

;
1
!
!
f
i
|
.

LP(€)) (usando de nuevo la Observacién 35 y el resultado de compacidad (1.49)) y se tiene
que || y(T) — ya ||r < €. Esto prueba que y € A(z) y concluye la demostracién de (ii).

{ii1) Debemos probar que para todo zo € LP(Q)

limsupo(A{z,), k) < o(Az0), k), V€ L (Q).

Zn—+ 2

Eu (ii) hemos visto que A{z) es un conjunto compacto, lo cual implica que para cada

n € IN existe y* € A(z,) tal que !
a(A(z,). k) :f E(t, 2)y"(t, x)dxdt.
Q

[P

Athora, por (1), (¥")n C U (conjunto compacto). Entonces, existe y € LP(Q) tal que
]

(despues de extraer una subsucesién) y* — y en LP(Q)). Tenemos que probar que y €

Alzo). Sabemos que existen b* € 3(z,) y «* € L*(Q) satisfaciendo (1.55) tales que

i

yr — Ayt + g(z)y"t = —f(s0) + glzn) — AP+ uxo  on @ {

y* =10 en oy

1.67 ' -
( ) T}”(U) = Yo en {1
| 4™ (T) = ya [lLry < & i

Entonces existe u € L™(Q) satisfaciendo (L.55) tal que w, — w« en la topologfa débil-+ de
L=(Q). Por otro lado, usando que  es un grafo acotado, fuertemente-débilménte cerrado
y el efecto regularizante de la ecuacidn del calor, deducimos que y satisface (I:51) y (1.52)
con z = z para algin v € L=(Q) satisfaciendo (1.55) y algun b € (z), lo enal implica
que y € A(zg). Entonces, para cada k € LP(Q),

a(/\(z,J,k):f k(t, z)y™(t, z)dvdl — f E(t x)y(t, w)dedt <
Q Q
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< sup / k(t, 2)y(t, )dedt = o(A(z0), k).
FEA(za) /C

lo cnal prueba que A es hemicoutinua superiormente v concluye la demostracion de (ii).
Finalmente, si restringimos A a K = conwo(U) (envolvente convexa de /), que es un
conjunto compacto de LP(Q), se satisfacen las hipdtesis del Teorema de Punto Fijo de
Kakutani. Entonces, A tiene un punto fijo y € K. Ademas, por construccion, existe un
control u € L((Q)) satisfaciendo (1.55) tal que

ye — Dy + f(y) + A(e, )3 (y) 2 uxo  en @

y =10 en B

y(0) = en {2

| iT) = ya || < &

(1.58)

De este modo, i resuelve el problema de controlabilidad aproximada planteado,
|

Podemos mejorar la condicion de acotacidén sobre (3

Corolario 36 Sca 3 : IR — P(IR) un grafo mazimal mondctono de IR? tal que existen dos

constantes positivas ¢ and ¢y tales que
b < ¢ +e|r| Vb€ B,
el conjunto de puntos donde § es multivaluada es, a lo sumo, un conjunto de lu forma
{2 i € X},
see Ly Ly g <Ly <y <<y
st oes la medida de Lebesque en IR, suponemos que
5 p(Ar) < oo
¥4
y, finalmente, B es diferenciable en algun punto wo. Entonees, el problema
yi— Ay + B{y) 3 uxo en @
yle, 1) =10 en X
y(2,0) = yo(xz) en {2,
ticne la propicdad de la controlabilidad aprovimada en el espacio de estados X = LP(Q)

(I <p<oo)con el espacio de controlesU = L™(()).

Demostracién del Corolario 36. 51 3(-) es el grafo maximal mondtono tal que G(x,) =
Bln), A(2) es constante sobre cada intervalo (i, i) (1 € Z) v p(B(a:)) = p(3{(x:))
(i € Z), entonces, # es un operador maximal mondtono acotado v f = 8 — f# es una
funcion real nodecreciente que satisface las hipétesis del Teorema 27, La demostracion se

concluye aplicando dicho teorema con |+ 8 = f.
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!
+

Observacion 37 Parece importante poner de relieve que el Teorema 27 estd’ establecido
para cualquier conjunto abierto @ de @. El caso en el cual el conjunto O se reduce a un
inico punto {{tg,z4)} de @, 0 un segmento (0,T) x {z}, para algin wy €,8, necesita
nn tratamiento distinto. Notese que, por ejemplo, cualquier control u con tal soporte
no es un elemento del dual del espacio de energia (en particular v ¢ L*(0,7; H~1(2)))
v ¢l estado asociado y(t,- : #) no se puede encontrar, en general ; en el espacio natural
LA(0,7; H()). Un resultado muy especial de controlahilidad cuando O = (0,T) x {xo}
(N =1, flineal, A =10,..) fué el objetivo de los trabajos Lions [44] and G]o\l')vinski—bions
[33). '

|
]
H

3.2 Resultados negativos para un caso superlineal.

En este caso, el resultado sobre controlabilidad aproximada es, en general, n;ﬁgativo. Por
ejemplo, si f(s) = |s["'sconr > 1, O = w x (0,7) con w un subconjinto abierto
regular de Q y A(-,-) = 0, entonces veremos que todas las soluciones tienen cotas superior
e inferior uniformes (independientes de los controles) sobre Q\@. Un primer ejemplo se
debe a A. Bamberger (vease Henry [35]): Dados @ = (0,1),r > 1,y v € U = L*0,T),

consideramos el problemas |

Yo = Yau + Yl ly =0 en () ‘
ym("” 0) = v(t); y(t, 1) =0 en X '
y(0) =0 en £). |

Entonces, si £, = (g,1) (0 <& < 1}, se tiene que |
/ﬂc ly(T,2)|’de < C.  (independientemente de v). g |

En Diaz [18] se desarrollé un método diferente para el caso de control;global en la

frontera. Aqui adaptamos su demostracion al Problema (P) con A(-,-) = 0.

X ) . . : !
Teorema 38 Supongamos ¢ > 1. Sca v € U = L*(w x (0,T)) arbitrario y sea y(=z,1 : u)

la. correspondicnte solucidn del Problema (P) con f(s) = |s|""'s y A(-,-) = 0. Entonces

. 1 1 . o -
[y(z,t:u)| < Clr,n) ((-T(?—j’* + E) ncasi todo (z,t) € (S\@) x (0,7,
con 9
Sy = — IR d(x) = dist(2,0w). g
g -

Demostracion: Basta demostrar que

! 1 . '
yla,t:u) < Cr,n) (d(_T)’Y + f_‘;[) en casi todo (x,1) € (Q\W) x (0, T),



36 Capitulo I. Algunos resultados de controlabilidad para problemas parabdlicos.

(la otra designaldad se prueba analogamente). Definimos la funcion

Y{(x,t) = C(r,n) (ﬁ + t%) )

Ahora, para cada wy € O\W, 1, € 0, TV v k= L) - eonsideramos la funcion

C N .
U(t,«) = m(= Clkt — (x — x0)*)™),
sobre el conjunto

S={(t,x) e Q\([@ < (0,1)) : |& —xo|® < kt, 0 <t <y},

con v = |r— xy| v ¢ que eligiremos mas adelante. Siguiendo, por ejemplo, el trabajo
Kamin-Peletier-Vazquez [37] mostraremos que si € es suficientemente grand, 7 > w en
5. Aqui senalamos que U/ = oo en la [rontera parabilica de S, Ademas, si denotamos

(por simplicidad) ¥ = &t — r*, tenemos que

LNy = Uy — AU+ U
= —Af(_.?’}"f/ﬂ_(w-"” — (fi'{?[?fy(;’dJﬁ(w+]}(:r;i — )i + Clp™

= —A;(_l’ﬂ/'f/;_("’“) N Ay Oy 4+ D~ (e, — w0)%] — Z[Z“,’(}"(ff(ww)]
=1 i=1

F Y
= —hCyp™ T gy Oy 4+ Drp~ O Iy Cap~ 0 oy,
De este modo, si elegimos C tal gue

L 3 a4
(1.59) %C”_I > 2nyy
z

1 r1g—1
3 ¢
obtenemos que L({/) > 0. Ahora, como 1% + b < d*(xg) = kfo, (1.59) se satisface si

C = elp,n)[d(wo) + kT d(ea) ).

Entonces, aplicando el principio del maximo a w y {7 en 5, obtenemos gue

, C (o) + k=T d(z, )
fy i) < 0y k) = =c ) =
w(ty, wo) < Udo, 20) (ki) c(p,n) i)
1 ST 1

(p,m) 4 () .
=clp.n = o\, n —_
P d(eg ) (kbo)™ Ps d{wy) ﬁ

Ly
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Corolario 39 Si ¢ > 1, el Problema (P) con f(s) = |s|"7's y A(-,+) = 0 no tiene la

propiedad de la controlabiidad aprozimada. 0 ?
|

Observacion 40 Como ya se indico en la lntroduccién de esta memoria, en Diaz [23]
se abordo el caso de f superlineal en el infinito bajo algunas condiciones adicionales,
mostrandose que si el estado deseado yy estd estrictamente contenido entre las funciones
minimal y maximal de obstruccién entonces se sigue cumpliendo la propiedad de contro-
labilidad aproximada. No es dificil mostrar que una ligera adaptacion de su démostracién
permite obtener un resultado similar en el marco més general del Teorema 27 (ahora para

el caso superlineal).

4 Resultados positivos y negativos para un prob-
s
lema semilineal de orden superior. |

Sea §) un abierto acotado y regular de BN, T > 0, w un subconjunto abierto y no
. - y . : ; f .
vacio de Q, [ una funcién real continua, A(z,¢) € L™(Q) y B(-) un grafo maximal
mondtono acotado de R? tal que D{A) = IR. En esta seccién estndiaremos la propiedad

de controlabilidad aproximada del problema de Dirichlet semilineal siguiente:
1

i
f

g+ (=A)"y + f(y) + Alz, )y} =h +ox. en @ .

. 74 ) !
(1.60) ;.:.{{:0 , =01 m—=1 en o
i
y(0) = o en 2,

doude v representa el control exterior, y, es la funcidn caracteristica en w, v es el vetor
normal exterioren dQ, h € L*(Q) e yo € L*(Q). Debido al factor x,, los controles “actuan”
sobre el conjunto O := w x (0,7). Probaremos resultados positivos de controlabilidad
(en la Seccién 4.1)

de controlabilidad (en la Seccidn 4.2), cuando la no linealidad es de tipo superlineal. Es

, cuando la no linealidad es de tipo sublineal y resultados negasivos

posible la extension de los resultados positivos dados en la seccidn 4.1 para la ecnacion

no lineal

vt (—A)"y + F((=AY'y) + A(w,08(y) = b +oxe en Q,

t
donde & es un entero positivo tal que 25 < m. Sin embargo, la extension de los resultados
negativos dados en la Seccidn 4.2 parece mucho mas complicada en esta sitnacion, por lo

que trataremos solamente el Problema 1.60.
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4.1 Controlabilidad aproximada cuando la no linealidad es de

tipo sublineal.
Mostraremos ef siguiente resultado:

Teorema 41 Asumimos que [ satisface las siqguientes condiciones: existen dos constantes

positivas ¢ y ¢y lales que

(L.61) ()] < e1 4+ eals| paratodo s € IR
Y
(1.62) caiste ['(sq) para algun sy € IR.

tntonees, of Problema (1.60) liene la propiedad de la controlabilidad aprozimada en ticmpo

T en ol espacio de estados L*(Q) y con ol espacio de controles [2(O).

Observaciéon 42 La existencia de soluciones la obtendremos también al demostrar el
Teorema |, mediante ¢l uso del Teorema de Punto Fijo de Kakntani. La unicidad se
puede probar facilmente st/ es no decreciente o Lipschitz, pero no es necesario para

nuestros Ei,l'gl.lllltfllt(')ﬁ.

Preliminares.

Antes de comenzar con la demostracion del Teorema 41 necesitamos introducir algnunos

resultados previos. Consideramos los espacios
Vo= L20,7 HMQ))  vsudual V= LH0,T; HT™(Q))

v denotamos por < -+ > al producto de dualidad entre H=™(2) v H™(82) v por (-,-) al
producto escalar en L*(Q). La norma de V estd definida por

T

il =3 [ | D7y [? de dt,
i=0"9
doude
(1.63) | Dyl = 3 (D y)?

ferl=j
(la suma de todas las derivadas en @ de orden §). Por la desigualdad de Poincaré se tiene
que
(1.64) vy <€ / | D™y |? de dt.
J0)
A continuacion resumimos algunas propiedades bien conocidas de estos espacios en los
dos siguientes lemas (vease Lions [40] o Lions-Magenes [45], [46] para la demostracion del

Lema 43, v Lions [40] o Simon [55] para la demostracion del Lema 44).
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Lema 43 £l espacio {y € V : y, € V'} estad incluido en C([0,T); L*(Q)) y la inclusion

es continua. Ademds, st y,z € V ¢y, 2, € V'’ entonces

- "
/ <y (—AY'y, 2> dl —/ <=z (—AY"z,y > di
Jo 0

(1.65) I
= (1), 2(T)) ~ (4(0), 2(0) ;

y :
- :

[ <+ (=AY'y,y > di = ] | D™ y|* da dt :

(1.66) ¢ 9 .

. | .
- ul T 232 o - 32
—5—2 A y(T,x)" do 5 /g y(0,z) dx.

Lema 44 El espacio{y € V : y, € V'} estd incluido en L*(Q) y la inclusion es compacta.

a
Antes de tratar el problema no lineal abordaremos el siguiente problemat lineal:
y't.+ (=A)™y +alt,x)y=h en () \
(1.67) %:(J , d=0,1,---;m—1 enk |
y(0) = yo en §1. |
Asumimos h € L3(Q), yo € L*() y E
(1.63) a € L7(Q) con i|ﬂ,||Loo(Q) < M. ;
La siguiente proposicidu recoge algunos resultados basicos sobre el PI'O[)I(‘EI]]%L (L67).
Proposicién 45 Briste una inice funcidn y € V N C([0,T]; L*H(Q)) con yt! € V' que es
solueion del Problema (1.67). Ademds, y satisface la estimacion !
) |

(1.69) lylly + fwellve < € (172 + livol
|
donde la constante C depende solo de M (supuesto que Q, T y m se manti?;wn fijos) y ¢

estd acotada (al variar M) st M estd acotada. Por dllimo, lo solucidn y también satisface

que |

(L70) y e LY8,T; () ¢ w e LY(6,T)x Q) paratodo§ e (O,T).! O

n+1

Demostraciéon: Definimos y"7, para cada n € IV, como la solucién del problema

mondstono |
?}EH 4 (=AY = h— a2yt en @ !

, 3=01---m—-1 enX '

en {2,
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donde " ( ) := 0 paratodo 1 € [, 7], La existencia de una solncion y* € VNC([0, T'; i? ()
se puede ver, por ¢jemplo, en ¢l Teorema 4.1 del Capitulo 3 de Lions-Magenes [45]. De

este modo, para todo n € IN\{0, 1}, 4™ — »™ es la solucién de

(y'n+1 _ yn)t + (_A)m.( jn+1 _ yn) — —(I(t I)(Un _ 'n l) en (-J
~ )J L+l on
(L71) M=U e R P en X
i ’ P
(yt! — y™)(0) =10 en 2

y por tanto (vease, por ejemplo, el Teorema 6.1 del Capttulo 4 de Lions-Magenes [46])

gty e HYER Q) = HU(0,75 L) A LA(0, T HA(6)

| " = lreemoy< e || alt, )y — v ™) iz -

Eintonces, como

H Y2 () C ([0, T); H™())

es una inclusion continua (vease, por ejemplo, los Teoremas 3.1 y 9.6 del Capitulo | de

Lions-Magenes [45]), tenemos que
/ 3 |

n+41 _

17, y" leqo g S e L alt«) (6" =y e

Ademas, ¢y es independiente de 1" (esto se pnede probar facilmente si multiplicamos en

(L71) por (y"*! — ™), lo cnal implica que

nhl lleo,qim@n < e || alt, =) (y™ = 4™ 2, yxsy,  para todo ¢ € [, T

|y
De este modo,

y
I (y'”*'l — " )(t) Hi{gn(ﬂ}g (caM)? ]“ | (g™ — ") () ||L2(s'2) dr,  para todo t € [0,T]

y por tanto, si K = ¢CY? (' es la Constante de Poincare definida anteriormente),

entonces K es independiente de My
B . B ! e
G =)0 Wiy (KM [ 5" = ")) llgrey dr, - para todo £ € [0, 7).

Por tanto, para todo ¢ € [(1, 7] se tiene que

“Tn—1 i
1 = )0 W 220 [ 7 [ 0 0 ) g -

< wrmey= [TT —y oy dr - d
2wy [ 70 = 0 g dn
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|
PIVCIRES 2 _ 1
< (KPMF) m v — v lleqoriHpe)
KMyt :
< I )2 = feumangion,

lo cual implica que

Il Yt — ||C([O!T];H6’ﬂ(ﬂ))_) 0 cunando n — oco.
Entonces existe y € VN C([0,T); L)) tal que

e —yen VNC([0,7]; L*(92)) cuando n — co. ‘

Para probar que y es solucidn de (1.67) observamos que

Ay = A"y en V' cuando n — oo,

?
Yy, =y en V' cuando n — oo,

Esto implica (pasando al [imite) que y es solucion de (1.67). Ademds, la desigualdad (1.69)
se puede obtener, por ejemplo, multiplicando en (1.67} por y. Ahora, gracias a (1.69) y
a la linealidad del Problema {1.67), se deduce la unicidad de solncion. Finalmente, como
y(0) € H*(82), si tomamos y(d) como dato inicial, obtenemos (vease de nuevo el Teorema
6.1 del Capitulo 4 de [46]) que y € AV2((8, T)x (1)), lo cnal es equivalente a la regularidad
de (1.70). 7

A continuacidn, al ignal que hemos hecho en las secciones previas a esta, consideramos
(L72) e>0, ya€ L), a€ L™(Q) ;

y consideramos el funcional J = J(-;a,y4) @ L*(1) = R definido por

- ! :
(1.73) J(°) = 5 (j;) |<,o('t,:1:)|(l:r:dt) + ele’| L2y — L 1y " dx
donde (4, %) es la solucién del problema retrégrado !
t
—pr -+ (Ao +a(t,z)p =0 en (} f
- 7 : :
([.74) (‘}(?z() , J=0,1,---;m—1 en X x(0,T) ‘
dvr
o(T) =" en §2

Al ignal que en las secciones anteriores, necesitaremos una propiedad de continuacion
. _ : i
dnica para las soluciones del Problema (1.74). -
.
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Lema 46 Sca w un subconjunio abierto no vacio de 1. Asumimos que
o e L2077 H3 () N C(u, T]; LA(5)

es solucidn de la ecuacion de (L.74) en D(Q) vy que @ =0 en O =w x (0,1). Entonces
e=0en@. g

Demostracion: Gracias a la Proposicion 45 (aplicada con el tiempo en forma retrograda)
deducimos que @ € LE0,T — §; H¥()) para todao § € (0,T). Entonces, el Lema 46 se

dednce del Teoremna 3.2 de Saut-Scheurer [53].
|
Los siguientes resultados son, de nuevo, faciles adaptaciones de los similares dados en
Fabre-Puel-Zuazna {28], [29] para problemas de segnndo orden.

H

Proposicién 47 Si asumimos la hipotesis (172}, el funcional J(-; @, yq) es continuo y

estrictamente convero en L*(§)) y satisface

. J (" eptd)
(1.75) I inf L > €.
e I N

Ademds, J (-5, 1) alcanza su minimo en un dinico punio G" € L*(} y
(1.76) '=0 <« lwh<e g
Proposicién 48 Sea M la aplicacidn

M. L=(Q)x LHQ) — LYQ)

(a(t, ), ys) — o

Entonces, st 13 cs un subcongunto acotado def L™(()) y K es un subconjunto compacto de
LAY, el conjunto M(B x K) es un subconjunto aecolado de L*(Q). 4

Lema 49 Para cada ¢ € L*(Q?), ¢ #£ 0, si © es la solucidn de (1.7]), se tiene que
A (0" a,yq) = {€ € L*(Q), 3 v € sgu(p)yo satisfying

/s; () (x)de = (/o lo(t, :r:)|d$) (/o o, )0(¢, :z:)a’}])

00,

+£ .Lz %90(&')4:1: — ‘L ya(@ )0 (x)de 0" € L (M)},

donde 0 c¢s la solewion de (1.7]) satisfaciendo 0(T) = r(67). a
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Controlabilidad Aproximada para un problema lineal asociado.

Teorema 50 57 |yilz > ¢ y ¢ es la solucidn de (1.7{) verificando ¢(T) = ()B‘D‘. entonces
existe u, € L™(Q) tal que la solucion de '

Y+ (—A"y +alz, )y =h + usxo en @

Fy
1.77 (=0 (1 — n 5
(1.77) EwE (3=0---(m—-1)) en 5
y(0) = wo en §1

verifiea . :
@
y(T) = ya — e
W)= w5y,
y por tanto | y(T)—ya 2=¢. g

., qe o 1
Observacion 51 Si yy, = 0, y i = 0, el caso |yq| € € se resuelve trivialmente con el

control wu, = (.

Demostracién del Teorema 50. Por linealidad podemos asumir yo = 0 y £'= 0, puesto
(e en otro caso podriamos tomar la solucion y(7" : 0) del problema con control nulo y
despues tomar el nuevo estado deseado v, = yq ~ y(T : 0) € L*(£2) para el problema
con yo = 0y h = 0. Ahora, usando la subdiferenciabilidad de J(.; @, y4) en @° (# 0 por

(1.76)), sabemos (vease la Observacién 17) que
0 € aJ (3", :
lo cual es equivalente, por ¢l Lema 49, a la existencia de v € sgn(@)yo, tal que
I
— | @ |y (/o v(x, 1)8(2, f)duit) | AOI / (2)0°(x)dz
—[ y(.,g(:z:)go(:.)d:r..
0

Ahora, definimos ¢l control u, como u, = ]@lLl{o)'u. Observese que

(1.78)

(IT(J) Uq & LOO(CQ), ¥ H Uy ”L‘”(Q}S“ (;5 HL](C)) g1 k= 0.

Entonces, si multiplicamos por # en (1.77) obtenemos (por (1.74) que

(1.80) (y(T), GD)LQ(Q)XLz(Q) = @l o0y (/o 'U(:r:,'A)H(:z:,i)d:r:rli) .

Finalmente, de (L78) y (130}, se deduce que

~{l

(‘.U(T): Ho)m(sz)xm(x’z) = (:Ufz - 5%—;90)1,2(3‘.1»@?(9) vo'e LZ(Q)
12" !

=0
1

y por tanto y(T) = yg — | o,
@ |
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Controlabilidad para el problema ne lineal.

Para el caso no hneal usaremos (al ignal que en los casos de orden dos de las secciones
anteriores) el Teorema de Punto Fijo de Rakutani

Demostracion del Teorema 41. La aparicién de un término multivoco en la ecuacidn
se puede tratar, en la demostracion de este teorema, de manera analoga a lo hecho en
las demostracion de los Teoremas 7, 27 y por tanto, demostraremos el caso en el gue
A(x,t) =0 (es decir, uo aparece ningun término multivoco en la ecuacidn).

Fijamos yq € L*(), € > 0 y definimos

f(s) = f(--*u).

dls) =

Entonces, por las hipétesis hechas sobre [ tencemos que ¢ € L<(IR) NC(IR).
Alora, por ¢l Teorema 50, para cada z € L*(Q) v € > 0 se puede encontrar o(z) €

LN@Q) vy v(2) € sgn{p(z))xo tal que la solucidn y = y* de

ge + (=AD" + g(2)y = h - [(s0) T g(z)s0 +uxo en @

O ‘)J .
(1.81) ﬁ:n g =01, — 1 en ¥
I v
‘.U(U) = en (2,

(donde 1 = 1,y satisface

(1.82) () — yalrey < e

Ademas el conjunto
(1.83) Ul @(2) floy n(2), z € L*(Q)}  estd acotado en L=(Q)

puesto que, siguiendo la demostracién del Teorema 50, se observa que ¢(z) es la solucion
de (1.74) con valor final M( (g{z),y5) ) (vease la Proposicion 48) y potencial g(z), donde
yi = yg — y* (1T 1 0), con y*(T : 0) la solucidn de (1.81) en tiempo 1" con el control v = 0.
De este modo, aplicando el Lema 52, se obtiene que y; pertenece a un conpinto compacto
para todo z € L2(Q) y por tanto (nsando las Proposiciones 48 y 45), obtenemos (1.83).

Para poder seguir con la demostracion imtroducimos el signiente resultado:

Lema 52 Fl conjunto
{ya, = € LY(Q)},

donde y5 son las funciones definidas en la demostracion del Teorema {1, es velalivamente

compacto en L(Q).
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!
Demostracién del Lema 52. Escribimos las soluciones y*(- : 0) de

ye + (=AY y +g(2)y = h — f(s0) + 9(z)s0 en Q

) . ‘
£=0,3=U,1,---m—1 en X '
A ;
y(0) = yo en {} J

como (- 1 0} = u 4 v, donde w es la solucidn de
Yy 3

uy + (—=A)"u = h — f(sq) en ()
HMu . -
E/-;:U,_';:O,l,---m—l en &
uw(0) = yo en )

y v es la solucidn de

v+ (=AY + g(2)(nw+v) = g(z)s0 en Q I

7 o
%:(],:):U,],---ﬂh—i en X ;
v(0) =0 en €.

Entonces, aplicando la Proposicion 45 y los resultados de Lions-Magenes [46] (pagina 78)

H

obtenemos que existe K > 0 mdependiente de z tal que
o l[ram@< K(E [ yo Hlz) + 1 2 |l 2g))-

Finalmente, como HY2™(Q) estd incluido en C([0,T]; L2(02)) con inclusidn compacta, se

concluye el resultado.
]

Fin de la demostracién del Teorema 41. Por tanto, sabemos que |
(1.84) K = SUp | (2) 51 (0y< o0
€ L2(0,THZ¥(11))
Entonces, aplicando (1.79), obtenemos la existencia de una constante positiva K, inde-
pendiente de z tal que '
(1.85) I il @< K2 |

para todo control u = wu,y. De este modo, si definimos el operador

A LHQ) = PLHQ))

i
I

por
A(z) = {y satisfaciendo (L81), (1.82) para algin u satisfaciendo (1.85) },
hemos visto que para cada 2z € L*(Q), A(z) # @. Para poder aplicar el Teorema del Punto

Fijo de Kakutani tenemos que comprobar que se verifican las siguientes propiedades:
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(i) Existe un subconjunto compacto 8/ de L*(Q) tal que, para cada z € L3(Q), Alz) C
{.
(i) Para cada z € L*Q), A(z) es un subconjunto convexo, compacto y no vacio de
L*Q).
(1ii) A es hemicontinua superiormente.
La prueba de estas propiedades es la signiente:

(1) Por la Proposicion 45 sabemos que existe un subconjunto acotado I/ de{y € V © y, €
V'} tal que para cada z € L5H(Q), se tiene A(z) C /. Ahora, para ver que podemos clegir

U/ compacto, probaremos que el conjunto
Y = {y satislaciendo (1.81) para algin z € L*(Q)) y u verificando (L.85)}

es un subconjunto relativamente compacto de L2(Q). Pero esto es (il de probar usando
q],l(".

(1.86) {yeV g€ V'} C L*Q) es una inclusién compacta
(vease el Lema 44).

(i) Ya hemos probado que para cada z € L*(Q), A(z) es un subconjunto no vacio de
LA(Q). Ademas, A(z) es obviamente convexo, pues Blyg, ) y {v € L*(Q) : satisfaciendo
(1.85)} son conjuntos convexos. Por tanto, tenemos que probar que A(z) es un subconjunto
compacto de LH@Q). En (i) hemos probado que A(z) C {7 con U7 compacto. Sea (y™), nna
sucesién de elementos de A{z) que converge en L*(Q) ay € U. Probaremos que y € A{z).

Sabemos que existe v € L*(Q), satisfaciendo (1.85), tal que

Yy (=AY g(z)yt =R f(sg) b g(2)so+ uxe en @

Py . -
(1.87) i =0, 3=01,---,m—1 en X
Y™ (0) = o en

ly" (1) — yalz < e.

Alora, usando que los controles ™ estan uniformemente acotados, deducimos que u” — «
en la topologia débil de L2(Q) v w satisface (1.85). Entonces, si pasamos al Wmite en (1.87)

obtenemos que y verifica

g (=AY +g(2)y =h — fls0) + ¢(2)s + uyxo en Q

My . ~
= =0,3=01--.m—-1 en o
i . '

y(0) = en €.
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Ademas, v = y — y" es solucién de

’U;" + (%A)m Tt _l_ (]( ) (’IL _‘UH)XO en Q

Fom 0 i—0 1 v
G =0 =0 m en &
o™ () = 0 en {2

y satisface v™ € H'*™((Q) (vease {46]). De este modo, v™ es solucién en el se ntul “fuerte”

y, 81 multiplicamos por ©™ e integramos, obtenemos que

o™ (T) |12y < & [Q(u —u")xov"dedl - 0 cuando n — oo,

Por tanto g™ (1) converge a y(T') en la topologla de L*(£2) y |¢(T) —y4ly < e. ]tstu priteba
que y € A(z) y concluye la prueba de la hipdtesis (ii). 1
|
(31} Tenemos que probar que para cada zp € L*(Q) se cumple gne '

limsup o(A(z,), k) < o(A(z0), k), V k € L*(Q).
anz(—?}Z()

En (i) hemos visto que A(z) es un subconjunto compacto de L*(Q)), lo que’implica que,

para cada 1 € IV, existe y™ € A(z,) tal que
a(A(z,), k) = [ E{x, t)y" (z, t)dedt.
Q

Ahora, por (i), (y™), C U (subconjunto compacto). Entonces existe y € L*(Q) tal que
(despues de extraer una subsucesion) y* — y en L*(Q). Probaremos que y € A(zg).
Sabemos que existe u® € L*(()) satisfaciendo (1.85) tal que

gyt (=AY - glz )yt = ho— [(s0) + glzn)se + ©xe en Q

Dy . .
(1.88) i 0,75=01--,m-1 en E
y™(0) = yo en {1

ly™ (1) — yal2 <e. i
I

Entonces existe v € L*(Q) satisfaciendo (1.85) tal que v — u en la topologia débil de
LEO). Por otro lado, usando el efecto regularizante de la ecuacién parabolica lineal (de
manera analoga a lo hecho en la prueba de (ii)) y que g € L=(IR)NC(IR), déducimos que
y satisface (1.81) y (1.82), con z = zp, para algin v € L*(() satisfaciendo (I 85}, lo cual
implica que y € Alzo). Entonces, para cada k € L*(Q),

a(A(zn), k) = [;) k(z, t)y™(x, t)dedt —)f E{x, Dy(x, t)dedt
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< sup / E(e, )g(e, t)dedt = o(AMz), k),
TEA(20) /G

o cual prueba que A es hemicontinua superiormente y concluye la prueba de (i),
Finalmente, si restringimos A a K = conv({/) (envoltura convexa de {/), que es un

subconjunto compacto de L*(Q), se satislacen las hipotesis del Teorema del Punto Fijo

de Kakutani. Entonces, A tiene un punto fijo y € K. Ademas, por construccion, existe

un control v € L*(Q)) satisfaciendo (1.85) tal que

g+ (=AV"y + f{y) = h+uxo  en ()

Fy N .
(1.89) D7 e a =0 L= en o
y((]) = 1o en §)

ly(T) — yal2 < &

Por tanto, y resuelve el problema de controlabilidad aproximada planteado.
|

4.2 Resultados negativos para un caso superlineal.

En esta seccidn probaremos wu resultado de no controlabilidad aproximada para el caso

k=0ywCiL

Teorema 53 Sip > 1, yo € L*(Q) yw es un subconjunto abicrto de ) tal que @ C Q, o

problema
[ gt (=A)"y 4 [yP'y = wxw  en @
1 y(0) = yo en 1

con controles w € L*(Q) (o mds generalmente con w € L7 (Q) donde r = p+ 1> 2 y por

tanto v € (1,2)) y cualquicr condicion de contorno sobre ), no verifica, en general, la

propicdad de controlabilidad aprozimada en un tiempo T prefijado.

Para probar este teorema utilizaremos algunos resultados que, annque son conocidos,

pasamos a exponer para utilizar su notacion.

Desigualdad de Young. Sia, 20,2 >0y ¢ > I, entonces

. ' l '
(1.90) AB < eA'+ K(s,q)BY con ——— = ¢'(qe)¥/".
K(¢,q)

Notacién. Dada una constante £ > 0 podemos definir en RY las finciones
1

Ep(e) = (2 — |2|°)/R si |x| < R, Er(x) =10 si|z| > R
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y las potencias &, de las funciones €, donde s > 1 es un nimero real. Podemos también
definir
(1.91) dp(e) = R —|&] st || < K, dp(e)=0 si|z|> R

- - - - I
y entonces se tiene la siguiente relacién, para todo z € RN,

(1.92) dr(e) < Er(e) < 2dn(e).

El siguiente resultado fué probado en Bernis [11].

Proposicion 54 Seca s > 2m y R > 0. Entonces, para cada € > 0 existe una constante
C, que depende dolo de N, m, s ye (y por tante independiente de 1), tal que se verifica
la siguiente designaldad para todo y € HI" (IRN):

loc |

((=2)"y, Eay) =gy pmrry 2 (L —€) /RN Erl D™yl da — C /RN f?f._zml‘{.z‘l"i- a

Observacién 55 Como s > 2m, se tiene que & € W2 ([RN). Entonces £ € C (k)
(vease e.g. el Corolario 1X.13 de [13]) y &u € H™(IRY) (vease e.g. la Nota 4 del Capitulo
IX de [13]). '

Corolario 56 Sca s > 2m y R > 0 tal que B C . Entonces, para cada & > 0, eviste

una constante C, que depende solo de N, m, s y e (y por tanto independiente de R), tal

que se verifica la siguiente desigualdad para todo y € H™(Q): |
(=A)"y, Epy)n-m@xny @y = (1 — E)/n Ep| D™yl de — C /ﬂ 5 yrde.

Demostracién: Tomamos § € H™(IR") tal que ¥ = y en @ (la existencia de g se
1
puede ver, por ejemplo, en ¢l Teorema X de Brezis [13]). Entonces, podemos aplicar la

Proposicién 54 con §. De aqui, tenlendo en cuenta que Br C 1, obtenemos el resultado.

| ‘
Teorema 57 Sea p > 1, r = p+ 1, yo € L* () yu € L7(Q). Entonces, cualquier
solucion y € L7(Q) N L*(0,7T; H™(8Y) de
vt (A" Y+ yP Ty =u en D(Q)
y(0) = yo en §1,

con cnalquier condicion sobre la frontera 92, satisface la estimacion local

S ylx, 1) de +] D™yl + |y ewdt
s [ det [ (D" )

<K (1 +/ |u|r-’(-l,:1:r£t, +/ yg(f:r:)
B, x(0,T) Bpy

si B, CQ y0< R <Ry Ademds, la constante K depende solo de N, m, p, R, By y 1.

(1.93)

]
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Observacién 58 El conjunto de soluciones del problema que aparcce en el Teorema 57
no es el conjunto vacio pues, por ¢jemplo, con condiciones de Dirichlet en la frontera,

sabemos que existe una finica solucién {vease e.g. Lions [41]).

Demostracién del Teorema 57. Tomamos X, = L7(@Q) N L0, T; H'(Q2). Entonces
la igualdad en la ecuacién de (1.93) es en X! = L7(Q) + L2(0,7; H7(£))).  Ahora,
si s = 2o, podemos multiplicar en (1.93) por &,y mediante el producto de dnalidad

{(, )xzxx, ¥ obtenemos
! - _
;/1;1'[ Eryr(n, TY w4+ (=)™, Ey) 2 sm-miay ez .rsmgy + (0 0 60) v @yiri)
< {

1 I s P 5

=3 /H Eryolw) de + (“:ERU)L"’(Q)XL"(Q)'

- R

Ahora, por el Corolario 56, tenemos que

[ . _ .
5 / Ery e, T)zdfli + E?{_(If"'”ylz + |y|" ) dwdt
4 JHRBg )

(1.94) JBrx(0T _
< / Ef o) e + € f g4y dwedt + C Exuydadl.
JBg . Brx(u Brx(u,7T)

Por (L91) v (1.92) sabemos que podemos reemplazar en (1.94) Eg(x) por K — || (modifi-
cando las constantes). Adermds, si escribimos s—2m = 2s/r+(s(r—2)/r)—=2m y aplicamos
la desigualdad de Holder o la de Young (1.90) con exponentes ¢ = r/2 v ¢ = r/r — 2,
obhtenemaos

[ (R — |«)* =¥y dedt
g BRX(U,T)

<€/ ft— |||y dadl + K (e, /2 R — |x])* " dudt
B B!?X(U:T)( ' I) Ij’ o \( ',/ ) an(n,’l')( l’l) e
COn
_ 2mr
T r—2

. P . SN . e A -
Ahora, si tomamos s > v — |, la dltima integral es linita e igual o CR7TY=7 Por otra
parte, podemos aplicar de nuevo (1.90) v obtenemos

] (R — |2]) uydadt < E/ (R = |2])°|y|" dwdl
Bpx(0,T) Brx(0,T)

+h(e, r)] (R — |:1;|)s|u|"'(l:r;r[t.

Hﬁ.x(“sT)

Do este modo, cambiando las constantes, deducimos que

[y | .
- [1)— TADRE :?jl’]“ ZJ:: h)_ )¢ l')m, 2 Yo Vet
5 '/BF(( e )y (e, TY e + | BRx{O‘T)( L) ()™ y|* + Ay | ) daze

Z
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:

<C ([ (R — |2V yo(x)?de + RTNY 4 (R— |:1,'[)3|'u]'"'(lu:dt) .
By '

Brx{0,T)
. . |

Finalmente, reemplazando R por R; y teniendo en cuenta que Ry — || 2 &y — Ry
]

Ry — |z| < Ry st 2| € R, deducimos el resultado con |
|
!
I

s+ N—vy
Ir{.] (./ R]
| |
Demostracion del Teorema 53. La conclusion del Teorema 53 es una consecuencia

K = max{ (' :
h m"‘x{ G-R) T =y

del Teorema 57 pues, si R satisface Br, C Q\w, entonces ‘
| (s T) oy < K14 1 wo li2y) Vo€ L7 (Q), l

12(s) suficientemente grande, ningin’control sera

con lo que, si tomamos yq con || yq |

satisfactorio.
| |

?
|
i

|
|
|






Capitulo II

Factorizacién de un problema

eliptico.

1 Motivacioén.
|

Una forma usual de resolver numéricamente un problema de tipo eliptico, despues de
su discretizacién por diferencias finitas o elementos finitos, es factorizar la matriz del
sistema lineal resnltante en forma LU y resolver los dos nuevos sistemas lineales, con
matriz asociada triangular, por sustitucion. El propdsito de este capitulo es mostrar que

esta factorizacion se puede extender al caso infinito dimensional. Mas concretamente,
intentaremos lactorizar un problema eliptico de orden dos, reduciendolo a un sistema

de ecuaciones diferenciales desacopladas de primer orden. Para hacer t'.st(w) seguiremos
. . _ . .. . . - . . . |

téenicas de inclusion invariante (veanse las Observaciones 67 y 69). Veamos algunos

ejemplos en el caso unidimensional,

Un problema sencillo en dimensién 1. Sean f € L*(0,1), e yo, 11 € lfi’,.T Denotamos

por y a la solucidn del problema de contorno

d*y _ S
Yy

—2200) =
(1;1;( ) = o

y(1) = w1
dy ;

Es bien conocido que y € H*(0,1) € C'(0,1) y si definimos € = — se deduce que € es
dx

solucion del problema

{
f&%——f x €]0, 1]

6(0) = Yo

53
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con lo que N
E(x) = —yo ﬁfo fs)ds.

Ademas se tiene que
dy
- = x €01
Dot wel]
y(1) = w

y finalmente

yle) =y — /: E(s)ds.

Un problema mas general en dimensién 1. Cou las mismas hipdtesis que en ¢l
ejemnplo anterior, p,g € IRy p #£ 0, denotamos por y a la solucion de
¢ty
—p— +qy =] x€l0,]]

o2
i
Z0) = yo
du

y(l) = w.
Intentamos hacer la signiente factorizacion:
d* d d
A=—p-— = —p — -
prata= z(i + () (- — alx)).
Con oy 8 a determinar. De este modo, para cada ¢ € C*((0, 1)) tenemos que

2

d I {
Alp) = —p—(’o tage=p(oE - =

e (lc,/ (l o

= =P TP Pl P T O

de donde se deduce que necesariamente

w=p
fe) . '
w + 3% = .
dx P
Ahora, si elegimos F(0) = 0 y definiinos
{
{ = __(ll + By
entonces £(0) = —y, v obtenemos el siguiente sistema desacoplado de primer orden.
3 .
Pip=T soy=0
dw P
d f
Eape=L e0)=—n
(Lr P
dy _
— —By=-¢ y(1) =u.
d:




]
fade |

2. Un problema eliptico en un dominio rectangular bidimensional.

2 Un problema eliptico en un dominio rectangular
. |

bidimensional.

2.1 Formulacién del problema.

Sean X = L*(0,a; Hy(0,0)) N HY0, q; L*(0,0)), f € L*((0,a) x (0,D)), yo € fi/'l’fz(ﬂ,b) e

|
. wna funcién suficientemente regular en (0,5). Denotamos por y € X a la solucién del

problema ‘
dy Py : . :
52 ;— = en 1 = (0,a) x (0,0) i

o 3

(Po) Y, =0

iy | 1
5o It = Yoy Y|p, = Y.
(_93’11 ¢ ’ Ir. ) ;

Antes de dar la definicidon de solucién del Problema (Pg) asociada a esa regularidad sobre
~ {

los datos necesitamos introducir algunos resultados.

1
Definicién 59 Siguiendo Grisvard [8]], para cade s > 0 y para cada conjunto abicrio
2 C IR*, denotamos por H’S(Q) al espacio de los elementos w € H*(8Y), tales que @ €
He(IR") (i = extension por cero de w en el exterior de §1). f
1

La siguiente observacion reune algunas propiedades basicas sobre los espacios H*({1)
i

(vease el Lema 1.3.2.6 de Grisvard [34]}).

Observacion 60 Para todo s > 0, He (£2) es un espacio de Banach para la norma
|| w ”ﬁs(g):” u ||H~‘(P.”} .
Ademas
“ U “ﬁm(g):” u “H’"(ﬂ)
sl & = 1 es un enfero, mientras que
1/2
| w ||;’J.~(g)= {“ w I3 () T Z f | D u()|* oo (: ')(i:n} >0 u s
|x|=m
si 8 = m 4 o no es un entero, donde |

dy |

pel) = | frmgria
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Si Q esta acotado v tiene una frontera Lipschitz, existen dos constantes ¢ v ¢, ¢ < oy,

tules que

crd(e; TY 727 < pg () < d(x; 1)

donde d(z; [') denota la distancia de z a la frontera I' de §2.

Definicién 61 Sea Q un abicrio acotado de IR?. Se dice que la frontera I es un poligono

curvilineo de _clase C™, m entero > | (respectivamente CF, k entero > 1, 0 < o < 1) s

para cada @ € I cxiste un entorno V de x ene IR y un campo + de V. oen IR® tal que
(a) 1 es inyectivo,

() o junto con =" (definido en (V) pertenecen ala elase C™ (respectivamente (25)

(¢) QNV es o bien
{y € £ apy(y) < 0},
o bien
{y € ah(y) <0 yaaly) <0},
o bien
{y € Q: h{y) <0 oiy(y) <0}

donde ;(y) denota la componente j-ésima de 1),
Nota. Rudamente hablando, un poligono curvilineo es una variedad con borde,

Proposicién 62 Sca 2 un abierto acotado de IR?* cuya frontera es un poligono curvilineo

de clase OV Entonces, para cada componente I'; de la frontera, el campo

definido en D(Q) (v; es el vector normal exterior en T ), tiene una dnica extension con-
tinua como operador de H'() N{v e H' () : Av e LA (Q)} en HY2(0)) (espacio dual
de HYA(T;).

Por otra parte, para cada v € {v € H'(2) : V), = 0, con k=g4+ 1l yhk=y3—1} s
tiene que ), € HY(T;) y ol campo

u
es lineal y continwo de {v € HY{(Q) voy =0,k =44 1,k=7—1} en HYYT)., 4

Demostracién: Veanse los Teoremas 1.5.3.10 y 1.5.2.3 y el Corolario 1.4.4.10 de Grisvard

[34].
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Definicién 63 Se dice que una funcion y € X es solucidn de (Py) si '

rard At il (ij)y" ()(p arb 02'0 v !
joju ((f}’:z:l axy t Ay i):l;g)(vblhvz oo (f+ dx? + Al Jpdzc li

v . |
— <yt E:IFO » Pl >§ll2(0,b)txﬁll2(0,5) V(rf" € Xo=AXDN {(P € X: (Iolll‘a = 0}

donde v € X N{ve X: Ave L*((0,a) x (0,b)} es tal gue |

v, = 0y v, =Y

ey =y +uv (Notese que v existe por la leoria de frazas).
€Ty
b L i
I I, I
1 }
|7 < . a {
“ § l ; I

Figura 1: Dominio del problema. l

Corolario 64 F£n el Problema (Pg) se puede suponer yy € ﬁlfz([), b o
Observacién 65 Se tienequey* € Y = XgN{v € X : Av € L*((0,a) X (()‘, YY) es la

solucion del problema

02 12, 2, ")2 :
Oy Dy Jw  d en (0,a) x (0,0) |

de? el du?  dal
[ 3 1 2

ylr, = 0
dy v ‘
Dt |F0 Yo + S |Foa Y-, !

De este modo, en la Seceion 3 supondremos gue y, = 0.

'Es decir, Y = {ve H'((0,a) x {0,0)) : vy, = v, =0y Ave LE((0, «) x (0,8))}.
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Notacién. Para cada s € (0, ) definimos

Ye=Hve& H'((s,a) x (0,0)): v, = v, =0y Av e L*((s,a) < {0,0))}.
Definicién 66 Para cada s € [0,a) y b € HY3(0,b) definimos P(s)h = v, doude
v €Y es la solucion de
ﬁ —Q =0 enf), =(s,a) x(0,0)

T ap2 T 92
o dxy o dus

(1L.1) Moy = Ne, = 0
Oy
‘ - o= h.
iy Ir. !

Tambicn definimos v(s) = ., donde § € Y, es la solucion de
3 9 ,
i——% = [ enf={sa)x(0,b)

S92
Be, =05 By, = v
]

Ay

Finalmente definiimos P{a) =0 y r{a) = 0.

r, = 0.

Observacién 67 Para cada s € [0,a], P(s) : HV20,b)" — HY2(0,b) es un operador
lineal y (s} € HY%(0,0). Ademas, la solncién y de (Po) puede lactorizarse como
{11.2) Yy, ey) = (P(Jil)m— Iz Veeg) + (r(w)) ().
2y
Para probar esto basta observar que, si denotamos por P(s, £} a ta familia de problemas

iy

T2 gz
dad o dul

Ay

= [ enfly=(sa)x(0,0)

P56 S wle, =05 Yl = Ya

Jy
o Irs =™ ‘fS:

t) £y )

entonces nmiestro problema inicial (Py) estd incluido en esta familia de operadores (oh-
servese que Py = PO, —yp)) v la solucion y del problema (Py) resuclve recursivamente
toda esta familia de operadores (esta téenica es la gne se denomina inclusion invariante)
dy
{::).’L'l

con lag condiciones de Neumann &, = L.
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[

{

|
Calculo formal. Agui obtendremos algunas ecuaciones por medio de calcilos formales
que mas adelante intentaremos justificar. Usando (11.2) y derivando formalmente se ob-

tiene que

dy dP Dy L 0% ior
dr,  dr 2(')1"1 dz? o O |
dP gdy L Jdy L. Or |
I1.3 = — P P ? —_— .
(1.3) dr, Jxq (_):1,.2( diq tr) =P xy '
dp i ity dr Py
= —P—=P-1)—= — — P - Pf=0.
( g Dl dey  duny s /=

De este modo, como y es arbitrario (hecho que debe ser de alguna manera justificado)
i

deducimos el siguiente sistema desacoplacdo |
!
;

dF O*

S & Jun— — 2 =10

T P P—-1=90 Pla) =1

dr ()21'—)

P P I Pf () = Ya !
|

(‘95 i)* — 82 ‘

> L pE=—f— I )) = —uy

('i:r:l + s !f ) Al £(0) Yo |

y= P+

Daremos una justilicacidn de este sistema desacoplado en la Seccion 3.

2.2 Una formulacion equivalente.
Comenzamos de nuevo con el problema original -

2 )2
—-(—,{i./—( U—f en (0,a) x (0,b) !

Azt Ol
(Po) Ylr, = (0

iy
— re = Yo, Yp, = Ya- ‘
Jay o ¢ i

\

Introducimos la signiente
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Oy

().’L‘]

Definicién 68 Para cada s € (0,a] y h € HY 4t r.. donde v

es la solucion de " "

Ay Py _

—_— —— =10 i 0, s8) x U.[
du? )l en (0, 5) x (0.0

M, =0 I-I-P—U

Yh‘s =h.
, . oy ap . .,
Tambicn definimos Q(0)h =0 yw(s) = e donde i es la solucion de
1

s e
—ﬁTz Joen (0,8) x (B, 0)

Y
A, = 05 =5=re = wo
ﬁh\q = ().

Observacién 69 Para cada s € [0,4], Q(s) : HY3H0,b) — ﬁ”z(U, by* es un operador
lineal y w(s) € HY2(0,b6)*. Ademis, si i es la solucion de (Py) entonces
Jy

(@1, 22) = (G )ylr,, W) + (w0l )) (22}

R
Para probar esto basta observar que, si denotamos por P(s,ys) a la familia de problemas
Fy iy

— s — ==/ en{l={0s )
(f).’l'ﬁlf ();‘;- / et Q ( ! ) X ([1b)

y

7‘-’(-9, ;Us) yll"g = ” ) |' = o
e

Yir, = Ys,

entonces muestro problema inmcial (7)) estd inchiido en esta familia de operadores (ob-
servese que Py = Pla, y,)) y la solucion y del problema (Py) resnelve recursivamente toda

esta familia de operadores con las condiciones de Dirichlet y; = y|r,.

Calculo formal. Mediante calculos formales obtenemos

i i* .dQ Ly A

geit =7 mﬂ"’ﬂzl o T T
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De este modo |

_{dQ 5 ()2 hw
0= (d’m Q + ¥+ E 1+Qw+f

y, puesto que y es arbitrario, obtenemos la formulacidon equivalente

dQ ., : |
(L'.L‘l Q * d} | Q=9 ‘
hw
— +Quw=—f w(O) = —in
dxq

dy
—-—(; + Q[j = —tw ;i'j((l) = Ya- |

3 Una justificacién en la formulacién de la ecuacion

de Riccati de P y la ecuacion de r. 1

3.1 Propiedades de P. ?

Las siguientes proposiciones recogen algnnas propiedades basicas del operador P.

Proposicién 70 Fl operador lineal P(s): ﬁ"'z(f},b)* — ﬁllz(O, b) es continuo para todo
s€[0,a]. g '

— |
Demostracién: Sea s € [0,a) (el caso s = a es trivial} y [ € H'/2(0,b)*. Entonces, si v

es la solucién de (11.1), segnin ta Definicidn 63 obtenemos que ‘

iwpl
[ |V Pz dey < — <k, P(s)h > F1a(0,0) x B2 (0,8) * ‘
|
De aqui obtenemos el resultado aplicando la desigualdad de Poincaré, la Proposicién 62
v la desigualdad de Young. '
u |

Ahora, tentendo en cuenta las inyecciones continuas
HY2 () ¢ HYHO) ¢ LAY ¢ H7V2(0) ¢ HY2(Q),

obtenemos el siguiente
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Corolario 71 Los operadores linecales

(s) : H7V2(0,0) — HV2(0,0),
D HV2(0,0) — HY2(0,5)
L L0, 0} — H/(0,0),
 L2(0,b) — HY*(0,0)
L L2(0,0) — L2(0,b),

S

s

?

J

o P, e,

L8

3

-

S

;

P
ele. ..

3

(.
(.
(-
(:
(s
son continwos para todo s € [U, a]. 0
Proposicion 72 Fwiste una constante (0 > 0 tal que

| P()h le2py< Cl b llzeosy  para todo b € L*(0,b)
con C tndependiente de s.

Demostracién: Hacemos el cambio de variable ) = s+ (e —s) (z € [0, 1]) y detinimos
1s{z1) = v(s + z1{a — 5)). De este modo,

2. £

l;:)'TS s \ / N ()’y ; ;_‘J- ‘a.' - i [
S Ay (o — s} w0 ) ——— (2, 40) = (a—$) " —= {5+ z1(a—s), 2
Hgl\ T }011’?1\ Feila—s).0) 7 (21,2) = (a ) ();,;f(“+ 10— ), 2q)
IO, &y
W(le.‘b‘z) = e (s + z1{a—s), @)

Por tanto, v es la solucidn del problema

{ .)2 l .)2

—:);;S — (o — '7‘)22-):2; =0 en (s,a) x (0,)
(11.4) 73’?*[ _ 7S|F, —0

A7s

dz To (= 5)h.
donde

f[) = {U} X (U, b}, f’l —= {}} % (07 b)

Y

= ((0,1) x {0})U((0,1) x {b}).
Entonces, segin la toria de trazas (vease, por gjemplo, el Teorema 2.1 del Capitnlo 4 de

Lions-Magenes [46]), se tiene que

| P(s)h

r2(0.0)= ¥ |FO 2200 < et [ s il 0usL2(0,8))
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v a traves de la desigualdad de Poincaré se deduce que

s
(11.5) P #—Hﬁmwéw—H—l 12 ((0,0)x (0,6)

Ahora, como v, es la solucion de (11.4) tenemos que |

1 b ;)ﬁl rleb
e L) & 13
: dzydix. a— 5 dzydzy = —(a — ) / hys 7 dax
/r;u i)zl| rdez + )/u/o sz‘ 1 7 +
De este modo, por (I1.5) y la desigualdad de Holder, se tiene que |

| P(s)h ||i2(o,b)§ ez || ||L2(0,b)|| P(s)h

12(0,b)

v se concluye el resultado aplicando la desigualdad de Young.
|

Proposicién 73 El operador P(s) : H'Y2(0,0)° — H'2(0,b) es antoadjunto, definido
negativo e inyectivo para todo s € [0,a). :

~ |
Demostracién: Sea s € [0,a] y f,g € H'Y?(0,b)*. Tomamos la solucién ¢ de (I1.1) con

h = [ ylasolucién ¢ de (11.1) con h = g. De este modo, segin la Definicién 63,

arh :
—//0 (Vip- Vi)dindey = <[, P(3)9 >Frapyeniivaony

= <0, POV >npeyxiieoy

lo cual implica que P(s) es un operador autoadjunto. Para probar que P(s) es definido

negativo tomamos de nevo f € H'Y2(0,b)* y ¢ solucién de (I1.1) con h = f. Entonces,
|

por la designaldad de Poincaré,

t

apb
2 1 i 2
<F PO > iy imiron= f o [Veldmdey < —ev [l ol s -
Ahora, como Ap = 0, por la Proposicién 62 se obtenemos que :

1
L]

r)(,o

Fe
1

2 . 2
ﬁl[Q(U’b)xz —Cy H f I‘ﬁ”%(ﬂ,b]'

< f-: P( )/ >H‘f2(flb)*><H1/2(U )< —C3 ”

lo cual prueba que P(s) es definido negativo. Finalmente 1')rolmmo<; que 7(s) es injectivo

poniendo de relieve que, si cambiamos en (11.1) la condicién Tl .=h por v|r, = 0,
s |
- ., d'y ‘
entonces, por la unicidad de la soluctén, y =0y h = Fi =10 |
L | [
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3.2 Dimensioén finita en una variable.
Sea {1y, ..., 1wy, ..} una base de Hilbert de Hj(0,5) en el siguiente sentido:

a) Ve N, | 1. [[nion=| 2;,—”; |_|L2(u,z,): I,
b oy, Jwy,

{
(b) {run, "”m)HU‘ (04) = f“ T () s (w2)duy =0 Vm,ntal que m #ny
(

¢) Las combimaciones lineales Z Ajwj, A; € MR son densas en Hy(0,0).
tinita

Este tipo de bases existe para todo espacio de Hilbert separable (vease, por gjemplo, el
Teorema V.10. de Brezis [13]).

Ahora, si V™ = span{w,, ..., w,,}, delinimos
L 1 Ly —
X" ={pe H(0,; V™) : . =0}
Proposicion 74 X™ C C([0h, a]; V™) es una inyeccion continua y el conjunto

U {e e H' (0, a;V™): ¢, =0}

me v

es denso en Xo (y por tanfo tambicn en L*((0,a) x (0,0))). g

Demostracidn: La inyeccién continua X™ C C([0, af; V™) se puede probar facilmente
si tenemos en cuenta que H'(0,a) C C([0, a]) (vease, por ejemplo, el Teorema VIIL2. de
Brezis [13]).

Para probar el resultado de densidad ponemos de relieve que C%([0, a]; H3(0,6)) es nn
subconjunto denso de H1(0, «; L*0,5)) N L*(0, a; H}(0,5)) (vease, por ejemplo, el Teorema
2.1 del Capitulo | de Lions-Magenes [45]). De este modo, {v € C([0, a]; H3(0.0)) : v, =
0} es un subconjunto denso de X,

Sean f € {ov € C®([0,a]; H{(0,0)) : v, = 0}y e > 0. Probaremos que existe
™ e X™ tal que

1=, <e
(8)

Como f € C=([0,a]; H}(0,0)), para todo & > 0 existe una sucesién {a; by, con
D=ay <a < ... < 5y = €,
tal que, para todo @7 € [a;, 4;1] se tiene que

- : L Of af
ll / (:I"lv ) - ./((Liz ) ”Hg(o,b):ll (',.'):I,‘z(lbh )‘ - a.’l!z (“ia ) ”L?{tl,b)'( &

D2y (“:‘; ) ||L2(n__b)< 4.
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Ahora, para todo ¢ € {1,...,7(d) — 1} y para todo z, € [0, 1], |
af flas + hyxy) — flag, ) !

——(az, wy) = lim :
(.')371( b ) h—0 I

Entonces existe hi(x;) > 0 tal que

flas + hywy) — fle, :ng)l < !

af
5y (o) = h l
- af ‘ L .,
para todo h € (0, hi(x2)}. De este modo, como—— € C((0,a) x (0,0)), existe una sucesion
[ORA] .
{b; }j(zsf},, con
Ozb(|<b1<...<bs(5)=b, i

tal que, para todo {2y, 32) € [, ai] x [b5, D],

, af df
6 —_—(a;, b)) — —— (11, 2 §
(II )) f).’l’;](“!‘b—]) (t)‘,cl(’cl?lz)! < ¢

i
: : e . (&) . ,
(aqui es posible que debamos introducir mas puntos en la sucesion {q; }.25 pero en ese
caso volvemos a reenumerar la sucesién). Entonces, si tomamos ‘
i
fiy = min {j nmin )}{hui(bj)_},(fzi.i_l - (Lz‘} ) 4

e{1l,..,5(¢

para todo ay € (0,b) y para todo h < k; se tiene que

af flag + hyaz) — flas, )
iﬁ—fa,, &) — i |
()/ " af P AR df IR f(ai + I, bj) " f(“ia b.‘.")
< |;_);'1"((L”.L-2) b ().L] T U7 T |(_.}\J‘l\w”u_:,) — h, T l
b
+| f((Li —i— h., b.,,) — f((t,‘, bj) . f((l,' + h, :132) - f((l,‘, :L'-z)! ‘
fr t !

< 26+ sup d—f(f, b;) - (;)TI(E,, xa)| <48 (por (IL6)),
1

&ielng,oie) o |

con § € {1,...,5(2)} tal que zz € [b,b;11]. De este modo, obtenemos que

3 f _ N opo . o
“ :)'_J{I(“'i: ) _ f(rL@ + h: }? j((ha ) ||I..2(D,b)< 4(5?)‘/2 v i < Tu;. |

Entonces, si a;4y — a; = hy, se deduce gque i

() .(L,' 5y " wl‘ iy " .
|,y - L) = T < g,

iy i1 —
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En caso contrario podemos introducir ¢l punto a; +/h; en la sucesion {a; }»z 4 ¥ reemunerar
de nuevo la sucestdn. St seguimos estos pasos en cada intervalo tantas veces como nece-

. s . (& e
sitemos, finalmente obtendremos una sucesion {a;} :-( u] (donde »(d) puede ser diferente al

inicial r(8)) tal que, para todo 7 € {0,...,7(8)} y para todo @y € [0y, @ipr] se tiene que

- W Of af :
(1L.7) 1 f G} = Jas T =T 5 T = = a T e =

i 7,
(11.8) | - —j Piac) — —L (e, ) Nrzn< o

[FP
y ,
(Ilg) || ()f (“” ) _ f(”-i‘l‘].: ) - /(“t ) L"‘\U[‘,}/AA‘A‘]JI/ZE
A (] iy — 4 '

Una vez que hemos fijado la sucesion {(Li}?ii))’ podemos tomar (por densidad) m € N y
[P as}y € IR, para todo 7 € {0,...,7(8)} y para todo 5 € {I,...,m} tal que

TP L

())‘ dw
H f “z Z /m “z ”"3 ‘|L2 0,b) + || ”'ta Z fm( ( ) “LZ(nb
(11.10) =l
<0 z'e{u...i.l,lrl(a)q}{(M‘H i}
Ademds, para todo j € {1,...,m} defiuimos la funcion f7* € HY 0, a) por

./m(l 1) /;u(“z') - [ (asgy) — f7{a;) (3:1 _ fti)

i1 — 4

para todo @y € [y, @ip1) v la funcidén [ € X™ por

m

jm. Z/m, ¥ u}j 32)

para todo 2y € [a;, @ie]- Ahora, por la desigualdad de Poincaré, existe ¢ > 0 tal que

1= s [ 1oL e T T T
f— : 2 (,:L']+r_:j = = = |20 (T
\“ duy By NN o Ay Dy 12401)
<h+h+ i+ L+ L+
donde
r{§)— -
it ()/ afm .
. 2
hi=c¢ / 1s0) — = i) | 200 €21,
;” . ()1 ) div] ( T ) HL (U,f)
r{8)~ rf hY i 3
i ()f . \“’t+l y) j\uu” ) 9 _l{"
Z 7, (i, ) — ”L'Z(n,b) iy,
i) g /£ iy — iy
r{é)— it £ A If hY e g hY fmd oy
Z / AN ER B ANLIER NG \‘”Nm.( iRk clar
] - AV LR (ub) L
—y Jui iy — O i=1 dip1 — (0:4)
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QI g af oy A
u—ugjln (1) = o) o Ao

w; |

@it ) m
haz[ | 00 = S I @20 Vo o

ai41 m m, (LH_] — .r';n (u'.t) \w u./ :
5= ¢ Ty — @;)— {:
ls=c IZ(:] fu | Z o — (21 a’)fi.z,z( ) ||L2(u b) @ Ll
Ahora, [y < ef%a (por (IL8)); Iy < 16ed2ba (por (11.9)); |
r(8)—1 depn m

¢

=0

)||fmﬂ E:F“awle)ﬂbwﬁdw
)

€% (L;, 1 = (L

r(é}-1 m

Uil
¢ f | flai,) Zf’"(“ Jw; (1) 2200 (Lbl
ai)?
=0 U
.52 S, . 1
< 2eé*a (por (11.10})); |

1y < edPa (por (11.7)); Is < ed®a (por (11.10) e |

- - %
nt ()U)j ()

a,+1
fhs«§:/' o NS B ) a) 30 s =) Mo o

im0 Jai +1 (Lt r, adr, !

|

rO e B af .
T JC. gL ) — E(m, ) 2oy da
r{8)-1 g ] m o ()f “
. LN gy e —— (- Moy — a) |12 L

+( Z(:) -/(I:, (ﬂ'i+1 —_ (l'ui)z H _,dell LRI VAR e/ a.’l:z\ Ji H.’Bg i )(EI a‘l) ||L2(ﬂ,b) (i

< 3ed’a (por (IL10Y y (11.7)).

De este modo,

N f—=f™ [|§(0§ 8ed?a + 16¢6*ba = §*(8ca + 16cba).

£

1/2
—_— , obtenemos que || f — f™ < ¢, lo cual
Sca + 16(1)(;) ’ e || f — ”Ao

Finalmente, si tomamos 6 < (

concliuye la demostracion.

[
Aliora, sea y™ € X™ lasomcion de
f
a ()Um '.‘ dym (‘)(P !
(11.11) /[q iy ():1 Oxy ()zz)dd e Z/x/ fpdrduat <yo,lro > H'”(“b) X HU/2(1h0)

_fu < flray s @lre, >m-romxuion o1t < yo, @Iy >p-108) x4 (0.6) VV e X™.
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Proposicién 75 Para cada y, € H7H0,0) y para cada | € L*(0,a; H=1(0,0)} cxiste una
dndea solucion de (I111). g

T
Demostracion: Sean ¢, 4 dos funciones de X™. Entonces ¢ = Z@i(:z:t)'wi(:ng), h =

i=1
m m

Sl )wiwd) y | o =D Ml e llin H(o.0) (cON una expresion similar para ). De este
=1 =1
;nodo, z

" bt o dp Do
D] = =
Lr"y) jL/U ()L] f)?l (‘}.’L'-z HTZ

es una forma bilineal continua en X™, puesto que

Y de,

- a() il 9] ,/) f m
(e, 1) L?Z_] j{] T)L: 1) r()l(f (.z,;dr,l-i—Z[ il iy ey

donde .
i = [ wi(we)w{ae)dey = ayi.
Jo

Lo cual implica (por la designaldad de Holder) que existe ¢ > 0 tal que

lalw, Pl < e [ ¢

xXm ” 'f/)

/\’ mo,

Ademas af-. ) es una forma coercitiva en X™ puesto que, sl wsamos la notaciéon matricial
; bl 1

v vectorial

Yo
A™ = (ai;) (matriz), (('.;0 ) = (vector),
Jr

Fipm
aay

entonces, por el Lema 76, existe ¢ > 0 tal que

SN R o (1) .
ooy = [Py g (PEED) g g

(‘:)IL'] - i

: ()Spt T 4™ ()902\ . ILT‘ ()Lrot
2 (TL; FoA (é;)u:!}tu','..tl gy 12 i{ ” () ||L2(U @)

v, por la desigualdad de Poincaré, existe ¢ > 0 tal que

e

”’( > ("” Z H 903 ”H]{U fl

=1
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Por otro lado,
L(p) == /; < f|Fxla(P|r.¢-f_1 ZH=1(0,6)x H(0,b) dxy+ < Yo, @lr, ZH 0,6 x H (0,6)

es una forma lineal y continua en X™, puesto que, como X™ C C(]0,a];V™} es una
|

myeceidon continua, existe ¢y > 0 tal que |

IL(&)| <N f Wrz@an-roopll @ le2emzos + T oo ln-1wsll @lre aiep
ST Nezoa-r@apll # lliz@awmy + [ 9o I opll @ ilegoasvm) |
S” f ”L.?(O,G;H"I(D,b])” @ ”H]-(D,H;V-rn) +C4 || o ”H—l(O,b)” @ ”Hl((},u;\/m);'
Finalmente, el Teorema de Lax-Milgram (vease, por ejemplo, el Corolario V.!S. de Brezis

[13]) concluye la demostracién.
|

H &) .
Lema 76 La matriz A" definida en lo demostracion de la Proposicion 75 es definida

posiliva. o

Demostracién: Sea h el vector real

]I.] !
"
]?.2 1
1
h = . . con h; € IR para todo i € {1,...,m}. ‘
- 1
]
}?"nl
g
N T :
Entonces, si definimos Az, z2) = Z fiwi(z) {constante en la variable ), tenemos que
=1
he LH0,q; V™) y ;

apb . R
Wl A™h = fJ hidyydzy =|| b L2 0,0y 2 0.
0

Ademas, kT A™h =0 si y solo si || h e2(0.0;vmy= 0, es decir, si y solo si b = 0.

De este modo, cuando discretizamos en la variable x; podemos suponer yo € H='(0,5)
mo

y [ € L*0,a; H71(0,b)). Ahora, es facil probar que, si y™(z1,22) = > _gi(zi)wi(ws) €
i=1 l
|

t

X™, entonces el vector (gi(1)); es solucién en R™ del problema

g (@) + (g )i = (< Slre, s wi >p-10mxui0p))in %1 € (0,a),

(11.12) i oy \ |
—(81_1\&');1*\ T0; T~ =1(0,6) <X HI(0,0) )¢ :

(g:(a))i = (0);.
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Por tanto, por resultados de regularidad (puesto que < fip, , w; > H=1(08)xHL(0,p) € LA(0, «)
para todo ¢ € {l,..m}), tenemos que g € H*(0,a) C C'(0,a), pues para cada i €

{1 .com} () es solucién del problema eliptico

Ay ) g i
— (.)IJ., () = =l D™ (gi(er))i + e D™(< Jlry, 5w >H*1(0,!>}><f‘iol((.].b))i wy € (0, )
|
dy;
_H(“) =< Yo Wi > [H-1(0,0)x HY0,b)

gi(a) =0,

donde D™ = (A™)7Y ¢; es el vector

]

e;= | 1 | (lngar )

0

y por tanfo, —e; [)m((j (L])) + tZTTD'm(< fir_rl , W >H*1{€,l,fj)xl]é(D,b))i = Lz([-),d).

De este modo,

) ()Um mn ()()'z
(11.13) . (z1,22) = 2 Gy (21 )0:(2)
'(0,a) C C(0,a). Ahora, como en el caso general,
(LA
m pps) {)U?n 0
(1114 (o) = (P ) T, Y + 07 (),

doude P (s) y v (s) estan definidos de la signiente manera:

Para cada s € [0,a) y para cada h € H71(0,0) definimos
X ={pe H'(s,a; V™)1 o =0}

y denotamos por 4 € X a la solucidn de

A Dy 07 g .
[]U = - )(f:ﬂl([.'li-z = — < f?.;(p(U; ) >H‘1(0_.b)><l'1c],(0,b} v Y e .XS .

o T1 T 1 (#4020 ().'I:)
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|
Entonces, definimos P™(s)h = M, ¥ P(a) = 0. Al mismo tiempo, para cada [ €
LA, a; H7(0,03) definimos v™(0) =0 y 1™(s) = ar para s € [0, a), donde’ pme X% es
la solucion de !

B D 0" O ‘ |
/]u Ern r)rl g de)dL]{hz B fs < JIr s #len > im0 nxaon 4o Ve e Xt

Ahora, como 4™, 8™ € X7 C C([0, a]; V™), entonces r™(s) € V™ y P’”(.s")ih € V'™ para
cada h € H71(0,0). Ademds, P™(s) € L(H™'(0,b), V™) es un operador antoadjunto para

todo s € [0,a) (esto se puede probar de una forma similar a lo hecho en la Proposicién

73).

'

? w] 9w, :

Proposicién 77 { ) SR ...} es una base de Hilbert de H=1(0,0), 3 decir
s s

()w"

() Vne N -

s, Gy,

(b) (W’ ?)_2_) o) = 0 Vin,n tal que m# n y

1(0 b) 1

(e} > N—+ () it , A; € IR son densas en H™'(0,b),
Jfinite O3

donde, para cada p, p € H71(0,0), consideramos el producto escalar '

P
(‘P: i )H“(U,b} = (01_2) 0, > H3(0,0)x H=1{0,6)1
T3

o2

con g = (W)_’tp definida por '
£

en (0,0) f

g la norma || @ ||p-105)= (t,o,(p)}ﬁl(o’b) inducida por el producto cscalar. [

Demostracidn:

(a) y (b) Para todo n, m & IV,

(E)‘an Hz'mm) <_((")‘2 )“] f)zwn f)z'wm - .
ooy T o JHTYHoh) =% TlT s o H {0 =106
Axd o (0:0) Awd’ dxd 7 Jal o) xHTHOL)
3 - '

A, fb Moy, s,
=< =Wy, ———— 2 h! =1 = — k)= Lz)(f.lg = .
n ().’L‘ﬁ Hi{0,bYx H~1(0,b) 0 (j:Ifg( ) Er ( n,
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(¢) Sea @ un elemento de H~1(0,6). Entonces (vease, por ejemplo, la Proposicion
VIT.13. de Brezis [13]) existe o, € L2(0,b) tal que

iy
= —T—fen sentido de distriluciones).
dxy
"
1,
Entonces, para todo elemento Z Aj= D2 tenemos que
g=1
Vi3 Tr m
() w; m 2
7
” Z - ¢ ”H Ho ™ (Z Z Fl - ”)H—l(n.b)
()L
i=1
2 7 TiL
() () w; g
—1 J
) [Z - ¢l Z)‘?__.j_g. — @ ZHN05)x H=1{0,b)
m \ 13 2

d i,
=
=< Z’\ Wy ) 3) [9/]) Z)\J D2 2 TP PRI < HH0,) -
De este modo, por el Lema 78 y la desigualdad de Young, existe ¢ > 0 (independiente de
) tal que

m ()2

o wj ot
I _Z/\ —ollwy<el Z w,—() )7 el g om

Esto concluye la demostracién si tenemos en cuenta que {wy, wy, ..., w,, ..} es una base de

Hilbert en Hj(0,5). .

Lema 78 La normal|| . ||y~ definida en la Proposicion 77 es equivalente a la norina
wsual L.l -1y de H7'(0,0) como dual de Hi(0,0), es decir la norma

|<P'n—1(o.b) sup <, h > H=1(0,b),H1{u.b) Vo e H_I(U; b)- ]

(|l a0~ =l

Demostracion:
2 ot P
= HH—I(UJJ):< _(BE) (¢, P L0y xH=1(0 »Sl (5= Dl ;) [w] ”H(}(n.b) lolr=10,4)-
Ahora (vease, por ejemplo, el Teorema 9.1 del Capitulo 2 de Tions-Magenes [45]) existe

¢ > 0 tal que
a9t
” (() z) [39] ”HO]((J,EJ)S C1|§9|H*‘(u,b)-

Respectivamente,

lel-100) = sup <l Z=1{0,6),H (0,6)

h =1
“ ”Hé(o,b)
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|
B

()

y, como autes, existe ¢ € L*(0,b) tal que ¢ = —)(ﬂ (en sentido de (list;ril;n.u:'ioues). En-
gy .
tonces ’
ah
]@IH-l(o,b) = sup (‘Pl: 3 )L 2(0,b)

L Hal{o,b)= |

. I -
Ahora, para cada constante ¢; > 0, tenemos (vease, por ejemplo, el Teorema VIIL.2. de
Brezis [13]) que

ih _ |
(2, 5— Ty 5 )1z = c2(h(b) — 1(0)) = 0. 5
De este modo,
dh ‘
lelg-1op = sup (@1 + 2y 2= s Sz S w1+ e llzpe Voo € iR
h”Hé(o»b’:] or |
Pero
I VR D P B
_ - _ [
I 11k~ On=< (("'):rrﬁﬁ) [53:32]’ dis 7 HY (00 xH = (00)= (3;1;2(().{,2) "Dy ] P11z
y, por definicion,
/b a o oy [()go] ()r/) _ dt/) .
Jo gy Dxl ()12 ()Lz (’91 (Iz

fo cual implica (vease, por ejemplo, el Lema VIIL1. de Brezis [13]) que exist[e ¢y € IR tal
que '
9] UZ \_”(..:)(,Oh
(':):L'gk(':):cgj li):c-zj T

Futonces

() ()2 -1 d(rol
”L‘OHH H06)™ (i?;rzz(a;aré) [69;::2

Lerd e = (@rtea, oite) iz =l ‘P1+‘«z 2209
de donde se concluye que

lelu-100) <l lu-10py ¥ € H(0,0). .

Observacién 79 Sea V™™ el espacio de dimensidn finita generado por el conjunto

$*uy Ay, - |

{ 1

922 0 Dl
dad dxs

Ponemos de relieve que para cada i € H71(0,8) y para cada s € [0,4q)

2 az ; ‘
P {(s}h = P™(s)R™ con ™ = Z < hywi >p-1(08)x k) (0,8) Em H: eV

i=t
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m (‘)2, . )
, 1 4w, .
Es decir, ™ = Z(h, T%l)y_l(o WA (proyveccién de h sobre V™™} Podriamos tomar
' . s R ET:
1=1 o !
‘} . . ,
-.jf’z oy T } como base de V™" pero, como la matriz A™ es no singular (segiin el Lema
{(_)),
i s A, m i)? rr)l
B :{_Z(L”W’""_Zt”” X
=1 iy =1

. - .- T T
es otra base de V™. Ahora P™(s)|y-» € LV, V™) y podemos definir P (s) como la

matriz asociada al operador lineal
IDm(S)lv—m : V’—m ‘/m

con respecto a las bases B en V™™ v B = {wy,...,w,} en V™.

o e
1
Entonces, para todo elemento h = Zh T e

puede ser representado en notacion I]]:Ltll(,,]d,l v ve(,:torial CONLo

€ V7" y para todo s € [0, a), P™(s)h

—hl
Fm (‘,) om :
—hy,
puesto que
hfl
Py A, , %,
. T

Py = P (s)[(

Nl P Dk
s s

o (1= Pl an;g )i (la)i)

/P'”l
_ N, " A, ,
= P"(s)[( (')'1'3‘) (=A™ D™ (=) = P™ (s Z(!U W om(=hy)il.
a2
Ademas, para todo elemento g = > giwi € V™ C H71(0,0) y s € [0, a)
i=1
P"”(.s)g — P”’-(,q) Z — < g, uy >H_1(U.b)XH01{U,fJ)
=1

T m TrE ki

I : Kl
];m Z Z — :)T; — fﬂ?"(ﬁ) ZU’J - Z LT ()IZ

13=1 ey i=1 =1
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Por tanto, F™(s)g se puede representar en notacién matricial y vectorial como

Hh
Ul
P (=)
g‘"l
92
{observese la relacion entre el operador )— sobre V™ y la matriz D™). De este modo, la
formula (11.14) se puede representar como
] |
. g s) .
9(s) T ri(s) ;
- =y
(11.15) =P (s) : + ‘
. . : |
. dg !s . i
Hm('f‘) 3?1 7771,(")
t
wra s denotamos en notacién vectorial
Al lenot t |
h‘,] :
;
+
h = |
]?"”l
"
para todo ik = Z hiw; € V™. Entonces (11.15) se puede escribir como
=1
()T}TH :
(11.16) y(8) = P ) 20 |, 4 () ,

().E]

ay™ i
si consideramos y™(s), Z—|r, y r™(s) como vectores, 0 como
vl | B

m

()J

Yy (s) = PR(s) gl +07(5)

m

si consideramos y™(s), 2 ey ™

(s} como elementos de V™.

3.3 Ecuacién de Riccati de P y ecuacién de »™

Ahora, si hacemos calculo formal de una manera similar a lo hecho en (11.3), para cada

@ € L*(0,; V™) tenemos que

i
b ()i/m " a dP Ay™ - o I
/j“ sig)p(s, xy)dsdu, ——/ T )81'1 Ir ) (z2)e (s, 22)dsd,

().I]
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i —'m ()zf . @ ()? T
+/ ()L T ey lo, w2 ) dodes + f (s))
't Jxq
De este modo, usando (1

(2)p(s, xy)dsdu,.

12), se tiene que

apb
/J ("U (s,22)0(s, x2)dsde, =
wfo ey

waprb ([J“ ()U”L _?n I
/x/(l da ()I1|[ ez )il wa)dsdws + 0 P D"y Nwa)p(s, wa)dws

_ J m }r)m m )(12) (“ Iz (l%(ll)_+]”/' ar
0

E)H o )( 8, g )dsde,,

donde

L
L

I, a) =
i=l1

DI s i > pvo sy oplon € L0, V™).
Eutonces, por (11.16),

el () ’” aph
[ Y {s,0) (s, wyjdsdr, = [f (
oo Juso

"L

zy (s, @y )dsde,

vaph —n e ()f e
+ oo (P (s)DmpP () ! || Iz )p(s, ws) (l?g—f-/[ $)D™ ™ (8)) (w2 ) (s, @y )dsday

wpb m. —m a 2 m
— [ P 0T el wadisian + [ (2

(JJ, Yoo (s, xy)dsda,.

De aqui, como @ € L0, a; V™) es arbitraria, tenemos que

[ )
dP™ .
(d:z:, () + P (s) D™ P (s) — 1)

Zf;_:];(") 1(s) < flr.,w P H=V(0,b)x HY(0,b)
+ . + P (s) D : — P"(s) D™ =0,
)77 o g : 3
"_JL(H) ’7;;(-5) < f |Iﬁg:"'-Um >H*1((],b)xH(;((l,b)
T
Esta ignaldad tiene lngar en L*(0,a)™ y para cada y™ (z1,22) = gi(x1)w, (s} solucion

=1
m

de (IL11) (o (H.12)) con 7™ (&), zy) Z e )w;(2).
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77

Ahora, si elegimos el caso f =0 e yp € Hy'!

lpm =m msm
(11.17) d, (8)+ P (s)D™F (s) =
"'_1]1( )_ [.)

arbitrario, obtenemos

=0

Entonces, segin la teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias, se tiene (vease, por ejem-

plo, el Teorema Fundamental de Existencia y Unicidad en Perko [51], pagima 73) que

. . s —=1
existe una solucion local £

7

m

en (a — §,a), para un 4 suficientemente pequenop. Ademds,

es C'de (a,a = &) = LUE™) (0 C" de (a,a = 8) = LIV, V™). De aqui se deduce

(vease, por ejemplo, el Teorema 2 de Kato [38]), para el caso de funciones generales [,

SN

que 1™ es solucion de

o

(11.18) Dy

r(a) =

en (a8, a)y quer™ € H'(0,a; BR™) (or™ € H'(0,q; V™}). Ademas, para esta;'s soluciones
y con s € (@ — 8, a), se satisface (I1.16) (o (11.15)).

Lema 80 Friste una constante ¢ > 0 tal que

(S) + F’”‘(S)[ mrm(s) — ﬁm( )[ mj"‘
0

=i

+

| P(5) Nemoanwm< O | P(8) ewomumS C 3 1| P(3) llmergn< C

con (' independiente de s € [0,a] y dem € IN.

C

Demostracién: Con la notacién usada en la definicién de #™ y con s € [0, ), hacemos

el cambio de variable #; = s + z(a — 3), z, € [0,1] y definimos

1

s

(segniremos el método de la demostracién de la Proposicién 72). De este modo

e
(11.19) /[ | dzrdes + (o = f

Ahora,

| P o=

y por (11.19) deducimos que

< (@ — sth, v

| P7 () lyms €

| Al

(z1,22) = Y™ (s + z1(a — 8), 22}

2
|(75 ReE
o o

1(0,b)

zday

S, ~H-Hop)x HL(0b) -

£y Bl 2 B Gl i< Ca [

m

()’y
.

|2dzydixy
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con ¢ independiente de s € [0,a] (el caso s = 0 es trivial) v me € IN. Asi, obtenemos

(ue H Pm(S)

es A inyecelon confinna, tenemos que

~1(0), vy esta uniformemente acotado. Ademads, como V™ C H7(0,b)

I P llvms @

| h ”Vm

con C' independiente de s € [0, ¢]. De esta forma || P7(s) ||gv-m vmy estd uniformemente

acotada o, equivalentemente, || P (Q) | m o« e estd uniformemente acotada.
|
Entonces, por el Lvma 80, deducimos (aplicando, por ejemplo, el Corolario 2 de Perko
[51], pagina 90) que P es una solucién global de (11. 17}y es CHde {0, 0] = LV, V™).

T

De este modo, aplicando de nuevo el Teorema 2 de Kato [38], deducimos que 7™ es nna

solucion global de (11.18) y »™ € H'(0,«; V™).
Reciprocamente, si P (s) € CY[0,a]; L(V™™, V™)) ¥ ’“( ) € H'Y(0,a; V™) son solu-

m

ciones globales de (11.17) y de (11.18) respectivamente y Z iy satisface
=1
~ “E= (f:)‘l;'m ) _
o= P (s —[r. +1"(s) s €[0,4q]
' dey
r)i'.'”l m
l ()I] (U = L << Yo, W05 >H"(U,b)xH0‘{0,b) i,
=1

dedncimos (siguiendo los mismos pasos pero en sentido inverso) que §™ es solucion de
(IL11) (o (IL12)) y por tanto, g™ = y™. De este modo, hemos probado el siguiente

resultado;

Teorema 81 P € C'([0,al; LIV, V™)) y o™ € HY0,a; V™) son soluciones globales
de (H.17) y de (11.18) respectivamente. Ademds se verifica (11.16). 4

Ahora, para cada m € IV y para cada ¢ € Hi{0, a; V™) tenemos que

T

“ ()f @ (“'Jm ()l ™
L/o ()}11 @y w (e, dbldﬂz—//u o (31 | )(Lz)tp( 1y g )deyde,

(j? e
ox I
puesto que, por el r](r(')r(-r,ma. 81, sabemos que todos los términos que aparecen en la ultima

ignaldad estan bien definidos. Ahora, como (P ()|, )(22) € X™, aplicando (I1.11)

aph ()l " I
— u/ )' 11,1‘2)_[(107”( )@|Frl)(“)]{“’l‘/"2+ 0[

L],I!!z)(ﬁ((h )(h"]dlg
()l',‘]

ubtenemos gque

apb ) m o i[‘)m ! m
]J ity i )y, @y )deyday = f/ f )=, )(12)(,0( ..... g )l diy
()11 rt'rl ey

@ )7”. )
T 2 ) (P el e
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_/. < /|I¢,;P " )(plrr] > 1-1(0,6) x H3 (0,5) drq, + /J P (21, 22)0(z1, )de doy
i

y, usando (11.14), se sigue que

|

arb ()rjm ark t””” ()u’” '
/f (w1, x2)o(@y, wa)da dey = .[u/ 1) ——Ir., (w2 (e, @) duydey
T

iy dl]

+fjb )W’"‘( )(:"mqu)(bz)];)i(P*“( Dle., e ldindrs

] ()L)_

b f) e :
+/a/0 T-L(:l:l,:t:g)afh[(F”’l(:Bl)@|FIl)(;52)]({_.3]([:1:2

().’L'-z
oL . o I3 ()T m 1‘
_/0 < Slray s P70 )elrs, =100 xmi o) 421 + u/u m(:l)]::ﬂg)tp((l}h.'I)':z)('lf.’l’.']([.’l)g.
De nuevo, como ¢ € Hy(0,a; V™), yo € H='(0,0) y f € L*(0,a; H1(0,0)) son funciones

arbitrarias, usando que P es un operador autoadjunto obtenemos que

”T;m ()2 ()T T
(S (1) = P ()5 P (1) = 1) 50
D2

!
|rr1 =0 en C([0,a]; V™)

(I,’.'L'|
! ) )2 ‘
o’ : 7 : o
TI]-(L]) - l-”"(:rl)@ffm( )= P (1) fir, ) =0 en L0,V )

para cada yo € H='(0,6) y f € L*(0,a; H {0,1)). De este modo
1
d"[”n a2l AY (.)2 L1120 AN Ll N AY o y 1t . A
[ . T === P P =tms e =t L¥0,a; V'YV j € {_:I,..,m_}

m 2

(z1) — Pm(ml)a,ﬂz’m(‘”} —F U'l).fril}l J(z2) =0 en L‘z(U,(I‘; V)
Ty

¥ _
dr

(i1.20) (2

i,

2

(acui queremos sefialar de nuevo la relacion entre el operador 32 sobre V™ y la matriz
oz
iy

D™ comparando estas ecuaciones con las ecuaciones (IT.17) y (IL18)). I

3.4 Paso al limite.

Teorema 82 [ara cada s € [0, a] y para cada h € HY(0,0) se liene que ’
P™(s)h — P(s}h  cen la topologia de HY2(0,0). O
Demostracién: Siguiendo con la notacién de ta Seccidon 3.2, para cada s € [0, ¢) (el caso

s = a es trivial) y para cada o € HY2(0,b)*, tenemos que P™(s)h = Y. » donde 4™ € X

es la solucion de

/fl/,[, (),},m :!: _d:‘f".L )-QQ.

iy ()11 ihey dxg

j LTIl
Vdryda, = — < I, (s, ) > 1 /2(0,0) 12 (0,) A4 ? e X"
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Entonces, tomando el caso particular ¢ = ™ v aplicando la Proposicion 62 se deduce

[acilimente que

” "Ym ||Hl({5,a}><(0,b))5 cll h ”ﬁl,’?((]’[)}m .

De este modo, existe z € H'((s,a) x (0,8)) tal que
(.21 4" 5z en la topologia débil de H'((s, a) x (0,0)).

Ahora, si tomamos ¢ € X", obtenemos que

raph (‘l LIS 1PN

a1} {)a " !Jfﬁ
// A r)n(hldu + /jn ()J,g ()Lz(llld’z == <lels ) > P H 20,0y x T2 (10)

v si pasamos al limite, teniendo en cuenta la Proposicién 74, obtenemos que

arb Dz b Pz do
//) {L]([Ig'}*f/n m———dxldu =— < h,p(s,-) > B 200y BT 72100

():]().r] iy Oy

para cada @ € Xoo = {v € HY{(s,4) x (0,0)) 1 o, = vy, = 0} (esto se puede probar
tomando una sucesion * € X tal que p* — ¢ en la topologia de H'{((s,a) x (0,8)). De
este mmodo, z es la solucion del problema
Pz Oz

“9? " ol =0 en (0,a) x (0,6)

2, = 1]

iz

' =hy, z. =0
diy In. ) Ira

y por tanto, P(s)h = zj. . Abora podemos deducir que la convergencia en (IL21) es en la

topologia “fnerte”, puesto que
™ ~ .
9™ = = lansaxiosn=

a () T () T @« d [ U T L \
= f ) oy — (lL](lL2+/f L ~dwida,
541}

drl daq Jdx, s
L ()7"1 Oz paph I)N?n iz
== <hy(s) i) xH R (0) T (LL i, ()Ildl'rhz + jj“ iy ()azdll(hz

T

b ()" () — \ puph ,)_, A A _,)
- Ly ) T gy d
(/ 0 du) i ‘H”z—l—j/o !)Lz ity (“”2)

(fu b oAz A = 2) ot Oz (g™ — )([1 mfu)

=
0 Ja jju dry iy
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1
+

—+ 0 cnando m tiende a co. j

Finalmente se concluye la demostracion del teorema usando el resultado de trazas de la
. e - +
Proposicion 62. \
|

Bl resto de esta seccidn lo dedicaremos al paso al limite de »™,

Teorema 83 Para cada s € {0, a] se¢ tiene que
r™(s) = r(s)  en la topologia de H'/*(0,b). 0
Demostracién: Es la misma demostracion que en el Teorema 82 pero cambiando ™

por ™ y teniendo en cuenta la ecuacion que satisface ™.

|
? |
Lema 84 »™, (P’”(:E])wr"‘(m]))(:xg) y (P™(21) fr,, )(22) son funciones uniformemente
Ty
acotadas en L*(0,a; H}(0,0)). :
Demostracién: Para todo z; € [0, 4] se tiene que '
. o* , i i
I ““m(ﬂfi)}ﬂg?'m(ml) “Hg(n,b)=“ ‘w”(ﬂfl);ﬁg"m(iﬂl) [y '
LN N N '
<o ez =) Tr—Ten = 1 Dy, 1) 2 0= ¢ || 7™ (1) (o) -
Ao (ol
(aqui hemos usado el Lema 80). De este modo, tenemos que ‘
|
(")2 T i !

I P’"(ﬂ’l)wrﬂ(fﬂl) 2waiony< e | 7™ N2y -
w2

Ahora, por el Lema 80, para todo x; € [0, a],

T

Ay

ym

Ira, )(w2) lvm + || o™ e |

) Dgon=l 7 () om ] (P G)

dy™ Ay :
9y 0ot Mg SN0 e v e 50l lgon

De aqui, utilizando el caso particular yy = 0, deducimos que

f?).’lﬁ]

1

<y, v e ||

1
i

(11.22) 7" ez < o | 3™ ey < es | S L2 o.u)x o) -

Ademads, de nuevo por el Lema 80, para casi todo z; € (0, a) se tiene que

1CP™ () S lea ) w2) g om =11 (P™ (1) S r., )2} lvm < ea || Lire, -1 -

Entonces, como f € L0, «; H71(0,5)), se deduce que !

| (P () Sl ) (@2) 2o o S o ll S le2esm—1 0 - .'
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Corolario 85 [zistc una constanie ¢ > 0 independiente de [ tal que

|| r' HHI((Lu;fﬁ(o,b))S el f L2 (0,0 T=1(0,) -
o

Ademnas
v = enla topologla de L2(0,a; HY2(0,0)). 4

Demostracién: De (I11.20) y el Lema 84 se puede deducir facilimente la existencia de la
constante ¢ > 0. Entonces, como H'(0,a; H}(0,0)) C C([0,q]; H3(0,0)) es una inyeceidn

continna, deducios el resultado aplicando el Teorema 83 y el Teorema de Lebesgue. .
Corolario 86
v™ — v en lu topologia débil de L*(0,a; H}(0,8)).
Demostracién: Por el Lema 84 sabemos que existe v € L*(0, a; H1(0,0)) tal que
7™ v en la topologia débil de L?(0,a; HY(0,0)).
Ademas, por el Corolario 85, sabemos que
= en D((0,a) x (0,0)).
Entonces, por la unicidad del Hmite, v = 7. .
Corolario 87

" = en la topologia débil de H'(0,a; H)(0,0)). 4

Demostracién: Por el Corolario 85 sabemos que existe u € L0, a; H1(0,0)) tal que

('i),.m

iy

—u en la topologia débil de L2(0,a; H1(0,6)).

Ademas, por el Corolario 85, deducimos que

Jmn ) .
o — {—? en D'((0,a) x (0,0)).

Ay iy

. A
Fntonces « = —.
().’L’] [
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|

|

. p . . . a !

3.5 Ecuacién de Riccati de P y ecuacion de r. i
En esta seccién intentaremos dar sentido a la definicion de solucién de la eécuacion de

Riccatl de Py de la ecnacion de r.

Observacién 88 Por el Corolario 87 sabemos que r € H'(0,«; H;(0,0)). Ademds, por

definicion, r solo depende de f (es decir, del término de la derecha en la ecuacion del
I

Problema (Py)}) e y,. Por tanto, podemos poner » = ry en el caso y, = 0. !

: )
Lema 89 (f’(;nl)%|rq)($z) € Xy paratodo o €Y y
€

. o
| (P(e1) 5 Ir ) (@2) L goaxoemn=<le lly - o
().L]

Demostracién: Para empezar sefialamos que ¢ es solucidn del problema

2 32 52 32
dz? Ol dzt Ol ‘ ’

(P) Y, =0

dy | dp | 0
_ = —II 7 = U. :
i Lo T Los  Yira !

De una manera similar a lo hecho anteriormente,

&
@1, 2) = (f’(:ﬂl)%|r11 J(w2) + Tap(r, 22)
y por tanto, _
() 07
{(F (:Bl)?Ehw] Mea) = @y, 22) — ra(zr, z3) € Xo

y, usando el Corolario 85, deducimos que

by O
| (P(s) 5 Heottm o xom Sl e v -

0:1,’1
Corolario 90 (P(z)e|r, )(x2) € Xy para todo p € V, donde

+). 32
Vo= L0, HY0,0)} N {¢ : (T)M

dxy Oz

€ L*(0,a) x (0,6)}}

| (P(z1)elr., )(z) laoaxem<cllellv - g
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} " .
Demostracion: Scan ¢ € V y v,(xq,#2) =j (s, xp)ds. Entonces v, € Y y, de ma-

. . . ] .
nera similar a lo hecho en la demostracion del Lema 89,
(11.23) vp(z1,w2) = (P )elr, Jw2) + rav, (21, 22).
Finalmente, obtenemos el resultado aplicando el Lema 89.

Lema 91 La aplicacion

@ ()2 w
(1,) = “/ (P(x;) o 2|rij'(‘t—)'a"l;'] (21, @y)dwy diy,

con v,w € C(0,a) x (0,0)) N {v : v, = vy, = 0}, define, por continuidad, una apli-
cacion bilincal y continua de Y XY — IR,

Demostracién: Scan v, w € C*((0,a) x (0,0)) N {v: o, =v, =0} Eotonces,

()Zu ho
|/l) 1— Ir'L])( ) ) ]( L))dl']dlzl =

¢ 02’“ w
f“ ()1"1 ----- (P(“)T‘F Mg )dayday|
oz Sy Ot
= l Dt (U L‘z) (f((]))—lllo)(:liz) >ﬁll'2(0,b}*Xﬁ‘f'l{u,b)
@ ()’U P
* {
+‘/u/u r).‘rl ),1 (—'-)wThl 1) dy di, |
v

(aqui hemos aplicado la Proposicidon 62 y ¢l Lema 89). De aqui se obtiene el resultado
IPETRR 1 SR TE] [ - o g oy - — — ’ A ol e LY g
teniendo en enenta que C((0,a) x (0,6)) N {v 1 v, = v, = 0} es denso en V' (vease ol
Lema 1.5.3.9 de Grisvard [34]).

Corolario 92 La aplicacion
()(ro
@, 1)) —>// (P(x re, () (g, wg)dy dicy,

cont @, € C((0,a) x (0,6)) 0 {v - Vp, = U, = 0}, define, por continuidad, una apli-
cacion bilineal y continue de V x V. = IR, 4

Demostraciéon: Basta aplicar el Lema 91 con v = v, y w = vy (con la notacion el

Corolario 90).
|



3. Una justificacion en la formulacion de la ecuacidn de P y la ecuacion de r.

Lema 93 La aplicacion

Jw

(v,w) — [J (P(zy) ) 2]1*:1)( 2)—(11 xy )dxydzy,

L

i

con v,w € C2((0,a) x (0,6)) 0 {v 1 vy, = vy = 0}, define, por ronizmudad una apli-

cacion bilincal y continua de Y xY = R,

r
3
v

Demostracién: De una manera similar a lo hecho en la demostracion del Lema 91, sean

v,w € C((0a) x (0,0)) N {w: v, = Y, = 0} Entonces,

m)( D2 ()
dry

@ dzu thu
/&/(; (21, 22) P(’l)()_h“rl)(";2)(‘!‘“1d$2|

A3 D2

@ ()v ) D
_ ”
= ufo Dy 2 ‘)mz(f(l’l)——d Ir., )(2)dzy dz, |

Sclivlly

(aqui hemos aplicado el Lema 89).
n

Lema 94 La eplicacion

apb ][3
(@, 1) — J ( Jl lrzl)(:ng)*d)(:z:l,:cg)rl;rld:::-z, i

con @, ¢ € CO(0,a) x (0,0)) N{v v = v,
aplicacion bilincal y continua de V. xV — [R. 4

Demostracion: Veremos que la aplicacidn

(0, 1) —

Jo o e

con o, P € C((0,a) x (0,0)) N {v : Vi, = Vi,

aplicacidon bilineal y continua de V x V — R, Aplicando el Corolario 90 y

operador autoadjunto se obtiene que

| )/U ()41 (£ (x1)@lr,, ) (ea)b (0, 22) (l:lrlz,z—f/

<un||v| | Vtu; F’l,lz

zy)dzydey| =

i

|

|

o

= 0}, define, por continuidad, una

¥
—)I—- |[“x1 JEPLIETR ;]r;-z)ri:,z:.d:xg,

f(]b 9 (P(z,)cp|r Waa)p(wy, z)doydey, — [ﬂ (P( .Ll)(

= 0}, define, por (‘(‘mtiuuidad una

P _Il“xl)("’ua)'%b("f'la"f'z

11)1/)[[“1 )(lz)(l.'ll(},'lzll
|

[
I
i
\
|

yique P es un

Ydaydr,|
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Finalimente, por la Proposicion 62 y el Corolario 90,

arb ) apb ()
|/( ('O e P e diy | = | // (P(Ll)l/)l]“ Jwg)day i,y

0 ()Ig
+ < (0, 2y), P{0)(0, 2;) > i 2 o)t x T 2(0.0) | < el @llvi e ||v-

Teorema 95 El operador P es solucion de la cewacion de tipo Riccati

> 2
af -P— 0 P—-7=0
ey i
Pla) =10

en el siguiente sentido:

aph ~itpb d l)( €L }
fu/n w(wr, w2 by, w2)dede, = ]u/o( T ‘P|F.1-1)(5';2)"/’(-’"17-'”2)(15"1”{":2
€y

J

* n“/u ()12 P(II)Phq)(U))—(](“)!

I, Wep)dorday ¥V o, e V.

!‘I)(N,) =) 0

Demostracién: Para cada @, € V tenemos (usando 11.23) que

b I o
/a wihdxdey = “[U ()Ll (P(x1)elr., )r/)dr]dr,z—l—//ﬂ P = Tag,Pduydey =

wph EJP aph I3 ':
= [[ ‘ c,p|1— :/)dr]dr2+] P(a)) —||—L hdwydey + J — Ay, Pduydiy
(lr, oy

(la nltima igualdad la hemos obtenido nsando el Lema 94 y el Corolario 92). Aliora por
el Lema 93

@ o ','P ___‘ . aph )2
// wihdaydiey = /J ‘ 11 olr, ?/)rhlu'zz—// Pla) ( IA [[L Wby day
ln, o/
+/J Pla ) Av, le W dey + ] ] =1 Aw, el day.
0o ()L]

Futonces, usando de nuevo 11.23 v que £ es un operador autoadjunto, deducimos que

JoJo oy

b ) ()
{]/ @lr, bde de, 4 / / Pl el );w(l-"(.’r,';)'z/)!r_q Yebay ey
] iy KRR

b

wihdrda, } +

/0



3. Una justificacidn en la formulacién de la ecuacion de Py la ecuacién de r. 7
J ¥

pb (') f l: p
+{/0L %7'9.%1/2(!:1;1(1:1:2—1— LL/(; ()rz “w() ( (:E;)'(,/)Irjl)diﬂl(ld?g;

arh ?
— 0[ P ) {(—Avy)|r,, 'l/)(l:E](l:I:-z} = 0. !
U 1

Esto concluye la demostracion nsando que el segundo término entre corchetes es invariante
para todo ¢; tal que :
do e e PP
dwy o dut o Dy dr3’ m

Otro sentido de solucidn se puede dar como sigue:

Teorema 96 FEl operador linecal P ¢s solucion de la ecuacion tipo Riceati

dP i
_pt P—-1=
d P o ()1 5 0
Pla) = ‘
b

en el siguiente sentido:

/J b, d: ff ‘”) Yipelard
{i hy = — ’ iy o
I()11) R (]I] ()L]l Sl

apd () (}l ) 4
+/“[ —(P(xy) (pll”)()( (P(e)Y|r,, Jdade, Ve €Y, V-g/;ev

o gy dx

Pla)y=0. j
]
y tambiin ;
|
b G M wpb (JP (1) D hp :

L) _f[ Ytz dz,
f\/u drlr)r]”’]”z day ()11i )('):L'](LI(IZ i
) . } !
arb (. dtp & s i
ay Y.
+ L/[; ()Lz (9:1.1 l”)d.r. ([(“)d.v] '”)dr]drz Vi € i
I
Pla)=0. Qg !T

Demostracién: Es similar a la del Teorema 95 (vease la demostracién del Teorema 97).
[
i

|
Teorema 97 Para cada [ € L*((0,a) x (0,0)), la funcion r = ry definida m:‘riba verifica
la ecuacion : ) o |

i N .

— =1 =P )

R ()r:z ! :

r{a) =10 i
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en el siguiente sentido:
b g dre
/fj ()‘l /’”'r’!dfz +/L/U (}1.: p P(r1)e/;|r Y day

apb
- f Ple)flr,, hdeydey =0 Vhe V
SO

r{a) = 0.
y también

n ()'i'_f ()f/) papb {)?f B ()(l)
EyatmtIL P T lay d.
[U ()11()11(1”12-*.// ()12()“( (’1)(_).!’ Iy )(11(12

7 g2
]’ (e /]]L frf/)nfr,(l!z_{l Vi 2 ¥V

[E24V]

7'((1) = 1. O

Demostracién: Para cada [ € L*((0,a) x (0,0)) existe ¢; € V vy 2 € Y tal que

o i?
i s

Py o :

o2 T g

O’ il
Entonces, si segnimos los mismos pasos que en la demostracion del Teorema 95 obtenemos
la demostracion del Teorema 96 y de este problema.

|
3.6 Conclusiones: El método de factorizacidn.
h

Ahora, si y € YV es la solucién de (Py) (con y, = 0) y € = E i , tenemos el signiente
2N
resultado:
vy
Teorema 98 ¢ = ) —=—r~soturror et protlemna
M
€ > ()sz
T+ s Pl=—f—
day Ol )3

E(0) = —yo

o : : dy
en el siguiente senlido: Existe y € Y tal que € = )— y se cumple que
o

apb l’)’) raph  F)
j{ g farz_—]d:a:id:u.z-l-/ulu ()tz (Plx)é |[x1), ([Ll(llz—‘/L/ Froduydiey




3. Una justificacién en la formulacidn de la ecunacion de Py la ecuacion de r. ‘ 89
I
& ()Tf () |
- (,Ll(ll:z < Yo > o Ve Xy

Demostracidn: Es consecuencia de la definicidn de solucién de (Po) y los resultados de

I + ry.

!

Como conclusion, podemos exponer el siguiente resultado: i

las secciones previas, usando que ylr,, = P(z

Teorema 99 La solucidn del Problema (Py) (en el caso y, = 0) cstd untvocamente de-

terminada por las soluciones (en ol sentido de los Teoremas 96, 97 y 985), del sistema
1, 1 if '

desacoplado .

dp 9* |

- P“— =40 F = )

dinq Ox? 5 F (a) 0 }

_ oy 9% . I

1.24 ——pl =P ) =

( ) ey At f r(a)=0

3 0? O _ !

— P i . N = —a .

| Gy o e 1 om0 = i

mediante la expresion
ylr,, = P(z1)élr., + 74, o
!
Observacion 100 Ponemos de relieve que en el Teorema 99 no decimos [1;<1(1¢L sobre la
unicidad de solucién de P, »¢ y £, sino sobre la unicidad de la funcion y|r,, = P(@1)€]r,, +
rslr,, para todo (P,ry, £} solucién del sistema (11.24). |

b
i

Demostracién del Teorema 99. Sea (£, 7, &) una solucién del sistema (I11.24). Pro-
U

bharemos que

ylr., = Plx)lr,, +7iir,, l

es solucidn de (Po) (con y, = 0) y por tanto, por unicidad de solucién del Problema (Py),
concliiremos el resultado.

l

- . .4 I

Ahora, para todo ¢ € Y, si denotamos por [ a la expresidn |
|

|

1

; ) do | Dy D
[ fJ oy o + - dy oy \ dzqyda,,
0

\U’L] o (uzurz/

!

tenemos que |
@ dry do -

[ = f J o
(()1, r (L1)<f|1“£1 duy Oz Oy {
a dp  Ory dyp ‘

—(F{: : lxqdzx.

+(’) z( (£1)£|r11 )8:1;2 + ().I‘g f):Bg Gty l
i
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=[:/t;b(’”)( )€l 5 "’9 T Pay) Lo ey

iy dwy U dxy  dwy dag

J e drp de
P e fodiay.
+(_). (Pl )elr o )()c g g by

Aqui ponemos de relieve que todos los términos deutro de fa integral estdan bien definidos
(vease el Lema 91). Entonces, por la definicién de solucidn de € {(vease el Teorema 93),

tenemos que

upb (H’ o Je  Ory Oy
/J (d oy el - Dy + Plo) )rlh Y A .

: e
+ o= <y, 2l >ﬁ1/2(@7@aﬁlﬂwﬁJ—m deyda,
1

y por los Teoremas 96 y 97,

@ ‘-b ad . D e , ¢ _f_)_ﬁ
//U = 5, (P ) (Pl ) llu)+f(11)()/[| 5

dre (3

A y ; i)
+f"1)/|111) 7 ("’(‘“1)#|r.¥1)+}¢

(.).’Eg (_).’I,’-z (f).’l,]

— < ',U(Ja(roll“o >ﬁuz(ll‘,b)*><§1/2((_]’b) (i.'lllt'l:lfg.

Ahora, como (P(z;)2L Ir,, (2} € Xo (vease el Lema 89), podemos ntilizar la funcidn

Ay
J
(Plz1) s

operador antoadjnnto. De este modo,

"// (ml 1)__

. i dp :
_|_[,J(-.Hl)(':)w] ‘” s +fp— < yu;%ﬂh‘,, >;;1/2(U’b)txﬁ;/z(u~b)> daydy.

r., {#2) como funcién test en el Teorema 98. Ademas utilizamos que I es un

)+ <, (0) |1—0 HU2(0,0)* < FT12(0.4)

Finalmente, si usamos la formula de Green, obtenemos que

apb
1 = /[U\/(; (/'(19_ < '..‘/D:(Ph‘u >E1/2((J,1')*Xﬁ]/2((],l))) d:nl(id"??

{o cual implica (vease la Definicidn 63 teniendo en cuenta que ¥ es un subconjunto denso

de Xg) que y es la unica solucion de (Fy) v concluye la demostracién del Teorema 99,
n

4 Problema de control optimal asociado a la ecuacién

de Riccati de @ y a la ecuacion de w.

IIn esta scceldn mostraremos que la aparicidon de una ecnacion tipo Riccati (las cuales

surgen, usualmente, como las ecuaciones asociadas en los problemas de control optimal;



4. Problema de control optimal asociado. | 9l

vease e.g. la Seccién 4 del Capitulo 111 de Lions [40]) no es por casualidad. Para ello
mostraremos la relacion entre nuestro problema y un problema de control optimal.
Como hemos hecho la justificacion de las ecunaciones de £ y r con y, = 0 (por simpli-

cidad), en esta seccidn utilizaremos el operador @ y la funcidén w definidos en la Seccidn
.. . . . . t

2.2 y con yo = 0 (por simplicidad).
|
Recordemos el problema: 1

o7, 52
9y 2y foen (0,a) x (0,0)

dat O

(Po){ gy, =0

Ay

011‘31

o =0: Y, = Yu-

Para todo v € U = L*((0,a) x (0,b)) (espacio de controles) denotanwsipor y(v) €

H' (0, a; L*(0,0)) a la solucién de
) l
ﬁy— = en (0,a) x (0,b) '
():L'1

y(a) = ya.
También denotamos ;

Uni = {0 €l + y(v) € Xy.)

al espacio de controles admisibles, donde '

Xy =1{h € L2(Oa o Hclz((]a b)) N H‘(U:(LE LZ(O; b)) hlr, = ya}- |
El estado deseado zy estd dado por
i*

47 , "2
s

|
- - . |
YU € L0, a5 H2(0,6) N Hy(0,0)) C LA(0, a; HA(0, b)).

Z({=(—

Buscamos « € U,y tal que
wid |

J{u)= inf J(v),

Ve g

donde, para todo v € Uy,
() =| y(v) — 2 ||i2(o,u;Hg(o,b)) + [ v ||i2((o,u)x(o,b))

o dy(v—=yazy | web
= I _L — ”fﬁ(o,b) dry + /fo vida da,.
0.

0 ey duy

|

En este punto nos encontramos con el problema de que ,q no es un subconjunto cerrado

de L2({0,a) x (0,b)) y por tanto no podemos nsar directamente las téenicas cldsicas de

|

|
|
|



92 Clapitule 2. Factorizacidn de un problema eliptico,

los problemas de control optimal {(vease, por ejemplo, ¢l Capituto | de Lions [40]) para
, ih
resolver este problema. Sin embargo, como U, = {)— Dy € Xy b
) ry

J(u)y = inf J(v)= wl J(k)=J(y),

wEld,y heX,,
iy
donde i =uy
1y
- : dh
S} =] h = =4 li?(u,a;H,}(u‘b)) + l ||L2 {(0.0) % (0,6))
h r_:_: dh

_/ o m 2(0) d”““/u/ |_| iy ds.

Alwora, X, es un conjunto convexo y cerrado en el espacio de Hilbert L2(0,a; H(0,0)) 0

HY (0, a; L2H0,0)) y J(R)Y? es una norma equivalente a la usual de L2(0,a; H1(0,0)) N
HY(0,a; L*(0,0)). Entonces (vease, por ejemplo, el Teorema 1.3 del Capitulo 1 de Lions

[101) existe uninico y € X, satisfaciendo

7(1]) inf ](h)

h’E \ Ha

que esta nnivocamente determinado por
jﬂ(y)(h —y)=0 VhelX,,

lo cual es equivalente a

(11.25) T()(h) =0 ¥he X2

De este modo,

wph ()1,' dzy . Oh wrb fy Hh
n_fj Y R e da J 29 e de
dxy 8:52)6):1;2( iy o ey du,y I

o ()21 arh Gy b
= / < —'_i — / h >” 1(Ub)le(Ub ([Ll // I (lll(llg v h S ‘\U
S0

s 0 (}11 i

Por tanto, si tomamos b € D{(0, ) x (0,0)), dedncimos gue

i) >y, oy
T O ; f):l:%

= >0, %(0,0)x D0, x (0a)= 0 Vi € D((0,a) x {0,0))

y por tanto, _
Pty 9y . . L
— 5 o =1 —en sentido de distribuciones,
Ay Dul

“Recordamos (vease la Definicién 63) que Xo = {h € LE(0, a; HJ(0,6)} N HY(0, «; L(0,6) : Ay, =0}
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pero, como f € L*{((0,a) x (0,0)), deducimos que y € Y (?) |
Alora imntroducimos el estado adjimto p dado por |'
ap %y ﬂ
— =————f en (0,a} x (0,0 +
iy dud (0, ) > (0,8) ‘
p(0) = 0. !

o ity . 2 . o ‘ o o
Futonces, como =i [ € L*(0,a; H71(0,5)), sabemos (vease el Teorema 1.2 del
T

Capitulo 111 de Lions [40]) que p € H'(0,a; H7'(0,0)). Ademas, como y € Y, también
deducimos que L)-[—i € L*0,0; H7'(0,a)) y por tanto, p € L2((0,a) x (0,0))."
i :
Ahora, para cada i € X, se tiene que l

a d{u ) 3 ()-p i

A < —E —fih >H—1(El,b)xHé(0,b) doy, = A < ()_J,] I3 >H—l(0!b).xl-ié(0'9} duy

waprb ()h i

= - p—dudxy
$

0
De este modo, por la condicién de optimalidad (11.25) deducimos que |

%) h :
(11.26) /[ ﬂ ﬂ(frl(trz =0 Vhe X |
oo ,

(aqui hemos usado la Proposicién 62).

drl dxy

Entonces (vease, por ¢jemplo, el Capitulo IX de Brezis [13]) i

_P+.;iengmguL%QbDC:CﬂmahL%me l
Y 5} Ay i
)m(“p4—a£2=: |

De este modo, existe ¢(z,) € L2(0,0) tal que (—p + ;)U] N, = c(z,) para tm:ld s €0,a).

Ademas, por (11.26), deducimos que

h
f c(:z:-z)hiru(:l:z)d:rzz =0 VhelX,
0

y por tanto ¢(z,) = 0. Pordantehemos obtenido ¢l sistema de optimalidad !

hy ;
“he =P y(a) = ya |
dp P*u |
- - =0
1 il p(0) ’ I

que tiene el sistema desacoplado (con ecuacién de Riccati) asociado (vease la Seccidn 4
del Capitulo 1T de Lions [40]) igual al sistema de ecuaciones de @ y w de la Seccidn 2.2

!

#

3Recordamos (vease la Observacién 65) que Y = {v € Xo: Av € L*((0,qa) x (0,8))}.
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f

5 Relacion entre factorizacion en el caso continuo y

factorizacion en el caso discreto.

IS0 esta seccidn consideraremos la discretizacion con diferencias finitas del Problema (Pu)-
Mostraremos que el método de factorizacion (con la ecuacion tipo Riccati de @ y la
ccnacion de w) aplicado al sistema lineal resultante conduce a una factorizacion LU por
bloques (la definicién y més detalles sobre factorizaciones LU de matrizes, se pueden
ver, por ejemplo, en Ciarlet [14]) de la matriz tridiagonal por blogues gque representa
el u]n::radn_n' de Laplace sobre un dominio rectangular (construiremos esta matriz en la
Seccion 5.1 pero otros detalles se pueden encontrar en las Secciones 3.1 y 3.2 de Clarlet

[14]}).

5.1 Discretizacion en diferencias finitas del Problema (7).

Suponemos [, g e y, suficientemente regulares para que y € C*((0, a) x (0,8)) y podamos
obtencr convergencia de la discretizacidn hacia la solucién.
Dado un entero ¥ > 0 consideramos el signiente mallado: Tomamos un mismo paso
a
h=——71

para las dos coordenadas xy, xy y definimos los nodos por

= ((—1/2+)h,jh) stic{0,. ,N}yjre{0,..,p—1}
i (=1/2+0)hb)  sii€{0,..N}yj=p

(donde p esta definido como el mdximo entero p > 0 tal que (p— 1)1 < b). Ademds, como
para todo § € {0,...,p} los puntos ag; estan fuera del dominio (0,a) x (0,b), anadimos

los nodos
=
2 {0,6) sij=p

(vease la Figura 2).

Ahora, si ¢ € {I,. - 1} vy 1 €Ll ..,p—1} por la férmula de Taylor,
] ()Zt/ Py
y(aiie) = ylag) + ik % (as;) + ﬁ_ 4+ 3(5 i) iy € [aig el
) v 6 O
My h? 692‘r,r h* Py
i) = ylai;) — b, i) + L @(‘-fi.ﬂ G € a1, i)
Ademas, sii e {2, . . N—1} vy ¢ {.!,...,p— 1}
Ay h% 9%y h* Py

ylaip ;) = yla; ;) + b )“(“e,j)-#?ﬁk O 3(’ i) dig € [as, aip ),
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i) '

P — s
}

|

1

j = | 1.1 ?”‘21 ................................................. :
PR a €y '
r=0r=1 =2 =3 =N |

.= ]/2 !

i

Figura 2: Mallado del dominio. :

t

Ay B2 %y 12 9y ?
ylaim ) = ylaig) — ha=(ai;) + T 9a3 ) G gy ) G € ldirs aig)

|
ysii=1lyjed{l,..,p—1} '
r

dy I oy I Py |
ylaz ;) = y{a ;) + h(?'::' (@, F — 5 By 2( i)+ = 6 3(n‘fl i) di; € [rr,l,‘j,a-z!j],

Ay Ay h* 9%y 3 Py i
heyo(ar ;) = —h E. ](a]/.z,j) = _hzﬁ:(al S+ T o 2( Gi—= T )J1(L1’J) er; E [y /2,5, a1,5].
De este modo, siz € {2, N -1} yje{l,....p—1}, ;

}
1 L
—Ayluiy) = 53 Ayl i) = y(aicn;) — i ;) — yla; ) — ylain)) + o(h) = flai;z)
ysii=lyje{l,.,p—1}, :é
| 1 . _
—Ay(a ;) = I¥] (3y(a1,5) — ylaz;) — ylarj-1) —y(ar;4)) — ;"!/0(“1/2,3') + U(‘h) = f(a1)-
’ t

Senalamos que para el caso i = Ny § € {1,...,p— 1} tenemos que y(ay, ,)E: yalang) y
|
que, para el caso 1€ {1, ....p—1} v 7€ {0,p}, yla;;) =0.

Usaremos la signiente notacion: f
i
y(@ia) ylar)
ylag) = . e R, yla)= . g RWN-1Heih)
y(tip-1) ylan—1)
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2 -
-1 2 =1 4]
. 1 i
Vie="73 € M_pyepny(IR)
{} —1
1 2
}(
1 0
010 0
I= - € Mpp-nyxp-1y(R).
0 N |
0

Entonces, si Hamamos B3y = 1 —h*Vj , y By =21 =12V}, para @ = 2, N — |, tenemos
(lll(:f

Ahiﬁa‘(”) - Fh + O(h)a

donde Aj, es ta matriz tridiagonal por blogues

By —1
- B, -1 0
l .
Aw= 13 € Mn-1yp-nxv-np-n{ £},
0 -/ . —f
-1 BN—I
Iy es ol vector
F i
. fo
V= . = ) e RN =U(p=1)
Fyoy Jroy + el
con
./'("Li,l)
fi= , e RN Ve {l,. N—1}

./‘((ti,;:—l )
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5. Relacién entre factorizacién en el caso continuo y en el caso discreto.

3!0(“1/2,1) 'Uu(“N,l)
yolarz) = . € R e yulan) = . e ',
Yo(eiy2,p-1) Yalanp—1)

Observese que, si y € C'((0,a) x (0,0)) y usamos este hecho al aplicar ta férmula de

Taylor, obtenemos que

Apyla) = Fy + o(h?)

{esto se puede ver, por ejemplo, en la Seccidn 3.2 de Ciarlet {14]).
Ahora la discretizacion por diferencias finitas (P,) del Problema (Py) consiste en
]

encontrar [
t '
!
yn = _ e [RIN-1)(p-1) :
!
YN-1 ;
tal que
(Pr) Anyn = Fi.

La convergencia de y, hacia y (por ejemplo, st y € C*(0,a) x (0,0)), para todo 7 €
{1, N=1}yje{l,..,p—1} se tiene que || ya(ai;) — y(ai;) Y= o(h?)) se puede ver,
por ejemplo, en Collatz [15], Forsythe-Wasow [30], Mikhlin-Smolitsky {48], Ciarlet [14],
ete... .

i

w

5.2 El método de factorizacion aplicado al sistema lineal (Pp).
[lefinimos el vector

i
]
]
!
1
1
!

Yirr — Ui o :
fz‘+1/z=J—_ﬂh—L—EIh’.pl =1, ,N~1 !

v el vector &, = —yp{ays2). De una manera similar a la seguida en la Seccidn 2.2, para
todo iy € {1,..., N — 1} definimos el operador ¢;, € L(FEP™!, IRP™!) por

i =% -
Qi Yio = _°+_1h_’7l’ Vi, € Y 1
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donde viy41 es la componente (19 + 1) del vector

T
v = . c R(iﬂ+])(l’—‘)
Tio
Fio+1
solucion de
- By =1 0
|
ht o A .
0 - Vi1 0
-1 B Tio ‘h,-i"zti
que es equivalento a
If; —[ 1 0
-1 By, —1 (
1 : _ .
h# . . —1I . B 0
0 —1 Big -1 0 Yig—1 7—:?-
=Bigi
-1 —1 Yio+1 "_hglo'
siig €42,...,N =1}y equivalente a
7 = Bim

siip = L. También definimos, para todo ig € {1,..., N — 1}, el vector Wigp1)2 € =" por

o )(j'f'0+]
Wig+1/2 = 5,

donde ;4 es la componente (45 + 1) del vector

e

g=1 e [Rlio+){e—1)
Big—1

ﬁiio—i—l



5. Relacidn entre factorizacion en el caso contimio v en el caso discreto.

% 99

El vector & lo definimos como a solucidn de

B, =1

-1 By -1

|-
(]

hnat]
-~

—f

-
I B,

B

[;io -1

0 )

para el caso 10 € {2,..., N — 1}, que es equivalente a

—1
B,

3

—1 —f

\

y como la solucién de

I
0
_] ) -
Big—l 0 1[)'1:0_1
—1 =1 )\ A1 /
1 o volag) ﬁ_Z
thlO = Ji —h— + N2

para el caso g = 1, lo cual implica

Senialamos que el vector

y+p=
es solucion de

B, -1

- B, I 0
l
h? .

1] —I .
-1

By = —h*F,
T+ B

Tio -1 + [ft'u— 1
io

e Jrlio+1){p=1}

Yio+1 + Bio+1 )

" + B

Yig—1 + Fig=1
Yo

(

h

Jio=t
\ fi, +

S+

fia=1
Jio

i
. wo{ey2)
f 4 Bl

fio +

4 yo(e /2)

J2

J2

h

Big+1
h?

yo (o 2)
—h

fr ]

./io-—] 0
Yig+1+Big+1

R2 i
1

}
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De este modo, tenemos que
(11.27) Eivie = Qi +wiprpp Vee {1, N =1}
Ahora, como yy, es solucidn de (P,), tenemos que

—yict 2y — MV gy — g = RO Vi€ {2, N — 1},

lo que implica que

‘ : i — &1
i = El_zi_ig
’ i

1 . . l . 1
= E(Qi — Qi1 )y + EQ:‘—1(Z¢I{ = Yi-t)} + E(wiﬂ/z — Wi—1/2).
Ademas,
Yi — i1 = hQioryim1 + hwioyy;

\

(L +RQi Wy —yict) = hQis1ye + h’”’iul/'z-

Por tanto

. . I, ) . . 1
(11.28) ~Viawi—fi = E(Qz‘ — Qim0)yi + Qici (I + hQis)) T (Qicayi + wisi p2)
L i l
+'];(’flfi+1/2 — Wwi—1/2)

para + € {2,..., N — 1} con y; “arbitrario”. Entonces, por los términos independientes,

obtenemos que

Wigafa — Wiy /3 _ —Qi—lﬁ_“"_fr@i—l)_lwg‘_ljz _ /T Vi c {21 - N — 1}

h

que se puede reescribir como
[..r,‘_l’u)iglf-z — Wiy = I'L_/;' Vi e {2: N — 1}
st delinimos Ly = (I — hQ(I + hQ:)™"). Ademas, por los términos de gy en (11.28)

obtenemaos gqne

(; — (i . ) . 5 : ) ,
(11.29) _% = Qi (I +hQimy) Qi + Vi, Vie {2, N -1}

62] = I’L—I(B| — 1)



5. Relacion entre factorizacién en el caso continuo y en el caso discreto. f 101

]
De este modo, si definimos Qo = 0 y wyiys = —yo(a1/2) obtenemos la ecuacion "(:liscretn de

(1

—HLE ol Qi+ Qo) i — Sy Vi€ {1 N =)
1 |

Wy = _yO(“I/‘Z)
y la ecuacion de Ricatti discreta de ¢} '

1

(11.30) = ﬁhQi_l = Qi1 (I +hQic1) ' Qic1 + Vi, Vie{l, . N - 1}
Qo = 0. 'r

t

Ademas, en la ecuacion (11.27) podemos anadir un nuevo subindice:
Eivi/2 = Qi + wigrys Ve {0,.., N — I},
Ahora, la ecuacion (1L27) es equivalente a

yi+1h— L= Qupi+ Wiy VE{L ., N—1}

YN = Ya (”'N);

que se puede reescribir comao r
Yipr — Uiyi = hwippp Vie {l,..,N -1}

si definimos U; = [ + °Q);. Entonces, si escribimos estas ecuaciones de y, v w en forma

maktricial obtenemos

|

[ —1 \ [ -U 1 -

Ly —1I 0 L0 :

| o 1 o ?
11.31) — - yn = Iy
(1131) h .. h - y/; :

0 . . 0 . ! ;

[JN_g —1 _I—IN—l)

Teorema 101 El sistema lineal (11.31) corresponde con la factorizacion LU por blogues

de la matriz tridiagonal por bloque A,.

Demostracién: Parai € {2,..., N — 1} tenemos que ‘ F
—LUi = —(1 = hQi(1 + hQ,-)_')(] +hQ)) =1 |

1

’ |

U+ Licy = 1+ hQ; + 1 — hQi_y (I + hQi_y) ™,
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lo cual es equivalente a

Ui+ Lioy = 21 =BV}, + hQiy
—hQioi {1 + hQizy) ™ (I + 1 Qimy)
= 2f — h"*vﬁg = B,

Finalmente, por (11.29), para el caso 1 = | tenemos que

[.jl :[+fIQ] =[+(.B[—[): [‘}|
|

6 Generalizacién del dominio (I). Coordenadas con-

formes.

Queremos generalizar los resnltados obtenidos en el rectangulo ((0,a) x (0,0)) a otros

dominios diferentes.

6.1 Definiciones y resultados previos.

Definicion 102 Seca @ wun subcongunio abierio del plano complego @ Se dice que una

funcion [ :Q — @ es holomorfa si existe

para tode z € (2,

Definicién 103 (Aplicacién conforme) Sea 0 un subconjunlo abierto de IR* (pode-
mos identificar IR* con el plano complejo) y sea [ una funcidn de 2 en el plano complejo.
Se diee que [ es una aplicacion conforme st [ es una funcion holomdrfica y ['(z) #£ 0
para lodo z € ( (aqui z = w1 +iw, representa un punto del plano complejo y [' representa

la derivada cownpleja de f).

Definicion 104 )y y 1, son conformemente equivalentes si cxiste una aplicacion con-

forme biyectiva de 1, sobre (1,.

Observacidén 105 Si f es la aplicacion conforme bivectiva mencionada en [a Definicion
104, entonces (vease, por ¢jemplo, ¢l Teorema 10.33 de Rudin [52]) /= es holomdrfica en

(), ¥ por tanto es una aplicacién conforme de ), sobre (1.
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j
Definicion 106 Se dice que dos regiones (1) y s son fuertemente conformemente equi-
valentes si existe una aplicacion conforme biyectiva f de 0, sobre 2, tal que f(§1) =y,
donde Q, Y 1, son subconjuntos abiertos de IR? tales que Q, C ﬁ, y Y, C ﬁg:.

:
Lema 107 Supongamos que f{x +ie) = o(x, w2) + (21, x2) es una funcidn complega

. . . R - s . .
en Y con @ y b funciones reales diferenciables en §). Entonces f es holomérfica cn 0 s

: . . : i
y solo si se satisfacen las ecuaciones de Cauechy-FRiemann

:
{ Pay = oy ;

Poy = _"1/)581 '

para cadae z = w1 + iz € 8 (los subindices ©, y x, denotan la derivada pareial con
respecto @y y @2). Ademds, s1 [ es holomdrfica, entonces ¢ y b son armdnicas (es decir,

Ap=Ay=0). g |

Demostracién: Veanse los Teoremas 11.2 y 11.4 de Rudin [52].
B 1
i

Observacion 108 Observese que las ecnaciones de Cauchy-Riemann implican que ¢ y
|

i son ortogonales en cada punto de 2. ‘-

De este modo, en el resto de esta seccidn tomaremos ) fuertemente t:01:1formeult—‘:ute
equivalente al rectangulo ((0,a) x (0,0)). Sea ¢(z1,z2} + i9P(z),32) la correspondiente
aplicacién bilineal conforme entre un conjunto abierto €}, D €1 y otro conjunto abierto
(2, D ((0,a) x (0,0)) y sean A, B, C, D los puntos de Q dados por gl

(p(A), B(A)) = (0,0)
(p(B), $(B)) = (0,b) |
((C), $(C)) = (a,b) |
((D), p(D)) = (a,0)

r
Eutonces, la aplicacién es como en la Figura 3 e identificamos cualquier punto P de Q
por sus nuevas coordenadas ((£),$(FP)). Veamos un ejemplo de dominio c'le este tipo.
Ejemplo 109 La funcién compleja f(z) = z* es holomdrfica en ¢l plano complejo y
|
[(2) =0 siysolo si 2 =0. Entonces, como f(xy + ixy) = (23 — 23) + i(2w,23), podemos

tomar como abievto Q) cualquicr parte del plano con (0,0) & § definida por

w3 — 22 € (hy, k)
2wy € (L, L)

Entonces, si
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(0, 6) (,0)

(0,0) (a,0)

Figura 3: € fuertemente conformemente equivalente a (0,a) x (0, b).

oblencinos que
{{e(z ), P, 2) 0 (e, e) € QY = 00k — ) x (0,4 — L)

(vease la Pigura 4).

6.2 Formulacion del problema.

De una manera similar a lo hecho con el rectangulo, pero ahora en un dominio del tipo

descrito en esta seccion queremos factorizar el siguiente problema:

Py Py i
preial v A

(Po) Uiy yulyeg = U

Ay

v

I p=a = Yau

[Foso = Yo ¥

donde ahora i representa el vector normal exterior en la frontera, y, es sulicientemente
regular (y por tanto lo podremos considerar como cero) ¢ yy € H'?(Tymo)™
Por otra parte, para ¢ € {1, 2} tenemos que
dy Oy e dy
deg Do de; Oy
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Figura 4: € generado por la funcién holomérfica f(z) = 2% en el plano complejo.
}
!
y :
Iy _ Py  Op.y ) Py Op N 5
(11.32) dx? it \('f);cij dedy dw;0z; '
e dy o 'y (f)‘l/) , Oy P

-— 4 — - —.
+('?go Jez . 2 \a.-:,-,-i&qs D |

V= (20 (G2

Ademas, si

am iy

. . . . !
(elegimos el signo + o — para obtener el sentido exterior del vector AV ), entonces

(). X ‘
:)_:i Pomo (215 82) = A7 (21, 22) V(i 22) - Vip(a, 02) = )\(:1:1,:Ez)%(ﬂ,’r/).‘(:m, ).
e este modo si escribimos ;
), 7 ,
%'F@q(:m,:cg) = %(S,d)(.‘lﬁ],.‘ﬂg) Vs € [0,a),

(Po) es equivalente a

Py Oy 0
—_— s — 5 = €1}

dx? dxi

. |

?j|rq'l=bur‘p:ﬂ =1, yll\a:a = Ya i

Ay ‘
e = XY t

()(,D || =0 JD
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Ademads, como existe §; > & > 0 tal que & > [A(xy,@2)| > & para todo (ay,2,) € Tpmy,
deducimos (vease Grisvard [34], pagina 21) que las aplicacidnes v — Av y v -+ A7'w son

isomortismos continuos de Y20, ).

Definicién 110 Para cada s € [0,a) y h € HV2(0,0)* definimos P(s)h = y|r._., donde
~ es la solucion de

2 )2
—()—7—(—-1 =0 enfl
('):r:f RS 2

ﬂf‘r,’u=g,UlI‘¢=o = U: P)’ll-\!;‘:(t = D

hq,_ =h,

y Q, ex ol subconjunto de §) dado por v € (s,a) yp € (0,b). También definimos v(s) =
Blroo., donde B cs la solucion de
&rp a3

oy = 1t £,
R e

/3|P1‘,=¢,UF¢,=U = Ua ﬁli"‘p:“ =

()[3

= (},
o

Foe.

Finalmente definimos Pla) =0 yr(a) =0.

Observacién 111 Para cada s € {0, a], el operador £7(s) : ﬁ‘/z(rw:s)‘ — 'ﬁlf'z(]"w:s) 5

lineal y r(s) € H’/z([‘ s)- Ademas, la solucidn y de (Py) estd caracterizada por
. iy
(11.33) Y. = P(s )— Ly +77(s).

En realidad, £(s) : ?‘71/2(0, by — ?‘71/2((},5) yr{s) € ﬁ”""((], b) si utilizamos la coordenada
.

6.3 Calculo formal.

Para buscar las ecnaciones que satisfacen Py » hacemos los signientes calenlos previos.

Usando (11.33) dedneimos que

i dy dP Oy oty ar

()(ro = (lL’Q( )f)ﬂp p=s 7 E ) ‘rw— +$|r¥’—

Vo=
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Ahora, si ;

iy ()
H= \/(W)zj ;
I Jry 1

pasando a las nuevas coordenadas en la ecuacién del problema obtenemos (vease (11.32))

Fy__ 9%y _ 9y 2()211 |

dzi o hp? hp? '
S Op Ny B I\ PPy (0% D%\ dy (9% DM\ Dy
+2 | = = ettt Tt oo Tt | o
dry Oy duy ():1:2} dpdp \r):;r:1 ():1:2} do \(_):1:, dxs |

De este modo, usando el Lema 107, se tiene que

—f =

|
|
i
|
!

, Py f)‘*u
B © i A =f en (0,a¢) x (0,0) :
) A2
o 1 oy |

'

y'l‘,;:,,ul“‘[,:o = 07 UII}o:a = U

e = 37!
d T o s
Entonces .
r)y dpP oy R T N b0 g O
e = ()5 e = PN Y 55 PS5 r e — P 5 (
dgo de D AT dp hfs
1. or :
—P(s)(=)?f — :
(q)(AJ ./'r(;;s + é’@lrw:s !
y, como y es arbitrario, obtenemos la ecuacion de tipo Riccati para P l
d_f: - )(_92_ p_i= |
ohp? !
!
Pla)=0 :
y la ecnacidon para v :
or ., Or Lo, '
— P(5)Y=—— — P(=)*f =0 :
e (,\) anp? (A) !
i
r{a) = 0. ;
Ay
Ademas, si y es la solucién de (Py} (con y, = 0}, entonces £ = ;)—;0— es solucidn de

i)é 5 ()"‘

M z K _ N2 R
()(19 ( ) ()T/) ( ) ()‘) ()7;[)2 IO R ALY ‘

E(0) = — ATy,
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Como conclusion podemos exponer el siguiente resultado:

Teorema 112 La solucion del problem (Fy) cstd determinada por ol sistema desacoplado

dP ., 97 ,
ey p_ = 3 —
dg ()\) pye P—-I1=10 Pla)=10
dr i P o
% 2 i)? e 1., . jt .z(f)'zv’

# 2
pe T3 gt =~ =R R

mediante

Wlroe = P, 4709 o

7 Generalizaciéon del dominio (II). Coordenadas or-

togonales.

El la Seccion 6 hemos generalizado ¢l tipo de dominio a traves de unas coordenadas muy
restrictivas (vease las condiciones gque estas coordenadas deben cuunplir en el Lema 107).
n esta seccidn introduciremos unas coordenadas menos rvestrictivas, lo cnal es mejor
desde el punto de vista del dominio pero generard unas ecuaciones para Py r un poco

mas complicadas.

7.1 Hipotesis sobre el dominio.

|
Usaremos coordenadas @z, 2} y ¥ (w1, x2) de clase C? definidas sobre un conjunto abierto
) C IR% y con conjuntos de nivel ortogonales, es decir,

Jdio do chh

. . I il ¥
dey dey o D, D

y con gradientes distintos de cero.

En el resto de la seccion consideraremos domimos @ definidos a traves de los conjuntos
de nivel de ¢ y de  tales que § C 2. Es decir, consideraremos el conjunto € del plano
definido por (s, xy) € (0,a) vy ey, x2) € (0,0) (81 se cumple que T.C Q). Veamos

algunos ejemplos:

Ejemplo 113 /) Coordenadas Esféricas. Tomamos las coordenadas cilindricas dadas
por
z; =71cost

ry = rsen
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y Q la parte del plano con coordenadas csféricas v € (ki ks) (k1 > 0) y 8 € (I1,1)
(b, — 1} < 2m). Entonces, |
ey, z2) = rxr,22) — ky
@y, 22) = 0wy, 22) —

(vease la Figura 5).

Figura 5: Coordenadas Esféricas.

2) Coordenadas Elipticas. fada una constante ¢ > 0 arbitraria, tomamos las coorde-
nadas eliplticas dadas por

x1 = ccosh acos 3

x5 = csinh asenf.
Con cstas coordenadas se cumple que '

2

2 1
27

&£y _ 1 ‘

eosh?a ' e?sinh®a
por lo que o = g sc corresponde con una clipse con semicjes ccosh ag y c:‘sinh ag. La
distancia entve los focos es 2¢. Por otro lado, se cumple que
xd |
Zeostf crsentf

por lo que 3 = f3y se corrcsponde con dos hiperbolas con focos en & = . De este modo,

2
x|

las curvas o = constante y 3 = constante son elipses ¢ hipcérbolas confocales,
Abora, tomamos el conjunto 0 con coordenadas clipticas o € (ky, ky) y B € ({1,12)
(I; = I, < 2% ). Entonces, '

ooy, 22) = (w1, @) — ky ‘
'l/)({l','lj .'132) = [g(dll,lﬂz) —_ l] J
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(vease la Figura 0).

Figura 6: Coordenadas elipticas.

7.2 Calculo Formal.

Ahora, bajo estas hipdtesis, el contenido de la Seccidn 6.2 sigie siendo valido y obtenemaos

de nuevo (11.33). Ademds, si § = Ap vy = A, el problema en las nnevas coordenadas

) )\23;2 23;" 3; % =/ en(0,a) x (0,b)
(P5)§ wirycourseo =05 gl =0
dufrm_ = A"y
Entonces
e = ol = PO s P S = PO
PG g e = PRSP T e, = P
PN e + 5l

()
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y, como y es arbitrario, obtenemos la ecuaciéon tipo Riccati para P

dP c)‘2 ) J
S _ _ PN p_ ] — ;
rltp ( ) ()t/) [(/\2)] f()\z)dr,/){ f=40
Pla) =0 '
y la ecnacion para r
o i, 0°r o 1., .
- _p 2___)_______)_2 =0
e ( ) ihp? F(/\*’-)dgo [()\)j
r{a) = 0. :
o ., dy g
Ademas, si y es solucién de (Pp) (con y, = 0), entonces £ = 35 solucion de
o
!
9lq TS n, 0 §.. 1y, toy O n. dr
7o T B )z/) £+()\2 gp " = - - R gn —

£(0) = —A Ty

Como conclusion expouemos el siguiente resultado:

Teorema 114 La solucion del Problema (Po) estd determinada por ol sistema desacoplado

(P pety2 a0 , Z _
prRRi SOl —I()\Z)]_[(/\")r)a/)[ — =0
Pla) =0
or fivy 0% ar Iy,
9 _p — P(=
o ( ) 5 ihir? (/\"')dc,o P(A)j i

r{a) =10

, _ (O o
f-l—("‘)f —(5 ) f (—) D2 /\.2)('7),,/,

) , 07
2 r Ly opey (L

D 2 m

£(0) = =2y .

mediante

Yirgee = P(s)|r,. +7(s). g
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7.3 Una formulacion alternativa.

Reescribimos el Problema (7)) como

( —)\;L( d A dy d

SIS T) = e (@) x (0.1

90

yll‘,.;.:,,ul“wxg = U: lfl"l“w:u = 0

’!}|F.;.=bul‘,;.=o =0

ALy _
—(l—l)% Foco = 1 Wos YlPpen = Ya

Comno existen §; > & > 0 tales gue &y > plwy,z0) > dy para todo (@), xy) € e=s,

deducimos (vease Grisvard [34], pagina 21) que las aplicaciones v = po y v = p~'v son
isomorfismos continuos de H2(T,—,)*.
Definicién 115 Para cada s € [0,¢) yh € H'3(,2,)" definimos P(s)h = v|r._., donde

v es la solucion de

’Y|r\ll=burdl:.:0 = 07 ﬂf’trg’=u = 0

AL Oy
(=)52]
' e
y Qy es el subconjunto abierto de Q dado por ¢ € (s,a) y b € (0,b). Tambicn definimos

= h,

r:p:s

r(s) = Blr .., donde 3 es la solucidn de
»rg g
dzt Oxl

foen Qg

ﬁh“w:bur‘,‘,,:(_, = U /H‘r(p.:ﬂ =y

A, 0p
( )59;

1

Irpe. = 0.
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Finalmente definimos P(a) =0 yr(a) = 0.

Observacién 116 Para cada s € [0,a], P(s): H'/2(T,=,)" — 7171/2(1“(‘,:3) es un operador
lineal v #(s) € H'*(Iy—,). Ademas, la solucion y de (Py) esté caracterizada por

'

(11.34) rees = PO G () |

En realidad, P(s) : HY2(0,b)* — HY2(0,b) y »(s) € H'*(0,b) si utilizamos la coordenada
. :

De este modo, mediante calculo formal, obtenemos que

My dr AL dy a A dy dr
ay P(s -
e, = S e + PG (I ) e,
dr, A dy a0y IR B dar
= —(s8)(—)== — P(s — P(— N — ..
d(rg( )(!L)()(folr¢,=s (")()[/)(( )()f II 'p—-.) (Alf, jh—‘gpAs) + d(’olrv—s
Entonces, :
dy dp AL dy ) d e, 0 ALy |
— .= —(s)(— )= - FPls)—(=)—F(s I
o Ir- dyp (s (,(L)iin,o‘r“"“ (q)f)'t,/)()\ )(f)'a/) ( )(,u)()cp Temc) 5
d Jar 1 or

— P (s)
y, como y es arbitrario, obtenemos la ecuacion tipo Riccat para P
dP A d o 0 A
1—p—(

T = ParQga P~ 1=0

H Y or
()77/)( )()(/J ()\'u fllﬂp:s) + ﬁ(plrwzs

Pla)=0

y la ecuacion para r 7
or () ,u r)w o1 ‘

r{a) = 0.
L ., . Ay y
Ademas, si y es solucién de (Pp) (con y, = 0), entonces € = 70 solucion de
i ;
I, 4 ,,p 0r

( )‘f) (/\“)f - T?,/)((X)d_a/;) en (0,q) X (0,0)

N
()tp(( )E) ()t/;( )()1,/)

£(0) = A .

Como conclusion podemos exponer el siguiente resultado:
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Teorema 117 La solucidn del Problema (Py) estd determinda por el sistema desacoplado

AP A d o, d A .
e (=) = P— (=)= P(=)Y - 1=0 P{a)=10
dy e p ( A ) N (,u,) (e)

o SO0 v o

90 o Vag = P! r(e) =0

a oA PPN S L., d  n or o

T+ (B = ) - (5 e = -a
meediante

A
tltpes = P, +7(5) o

8 Generalizacion del dominio (IIT). Coordenadas no

ortogonales.

En las secclones anteriores habiamos tratado solo los casos de domimos con “esquinas™ or-
togonales. En esta seccidn extenderemos este tipo de dominios a dominios con “esquinas”

1o ortogonales.

8.1 Hipotesis sobre el dominio.

Usaremos coordenadas ¢ y ¥ de clase C? delinidas sobre nn conjunto abierto 0 € F? tal

(e
3} ] My A . .
a) (5%(:1:1, :::2)1{,:)::2 EarEs ym ((_‘):Ii (Tt 0::; {y, y)) son distintos de (0, 0) para todo
(m),23) € Q.
. . ~ o o
) No existe ningun punto (zy,22) €  tal que el vector (=—— (1, 22), —— (21, x2)) e
i ) _ iy day
& Iy
paralelo al vector (.._r!)'(.']’:h.’l,'-z), )—l/) T, T2
sl ;)

Iin el resto de esta seccidn consideraremos dominios 1 generados por los conjuntos de
nivel de ¢ y de 46, Por ejemplo, podemos considerar el conjunto Q del plano, definido por

w € (0,a)y ¢ e(0b)(5i0C Q)

Ejemplo 118 Tomamos las funciones (de tipo C*) oy, w2) = zywy y By, ) = v — y.
Tomamos tambicn el congunto 2 del plano lal que o € (k1 ky) v 7 € (1, L), Entonces



|
|
|
i
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i
|
|
podemos tomar como coordenadas l

]

@z, 22) = alzy,z2) — k
’IJJ(:El,Ilig) = ,[3($],IL‘2) - 11

(vease la Figura 7).

Figura 7: Dominio generado por coordenadas no ortogonales.

8.2 Calculo formal.

Ahora, bajo estas hipdtesis, el contenido de la seccion 6.2 sigue siendo valido y obtenemos

de O o O
de nuevo (11.33). Ademads, si § = Ap, n= Ay p=2( ° 00 e v

. : : el problema
Do o D0,

en las nuevas coordenadas es

!
i
i
i
t

Py 0%y Py Oy Oy iy
N = , A— ] si{—e} % (0, )
dp*™ o7 Y T (%2 07 o

|

|

. . i
(PU) yh‘;{;:g.ur“p:o = “7 Y Fe=a — 0 i
|

. i

Iy - '

*@hw: = A ]ljl) {

|
i
|
i
I
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Futonces

Ay dl’ Oy po, O Ay )
“ _— - _ Pl 8 - [.1 < R
d(HI e (l'(’D( )()L,O|r¢7 [(S)( ) ()T/) ( ) |Ftp— (g)(}‘ )U’Z ( )
g d dy , du dy n . dr
— — — )= - I ) — P(s){—=)—
(s )(Az)du P I [(JL T, P(s){~L ](J.t./) (s )dcplr‘*’:““ ( )()\z)ff)'f//‘
o
—P(-‘*)( P flr,. + —p|r<,_‘
¥, como y es arbitrario, obtenemos la ecuacidén de tipo Riceat] para £
dP j, 0 i ) 0
— ﬁ—P( U—’———P—]—O
d(,o ( liow: ()1/)‘ ( : F()\z)dg)
Pla)=10
y la ecuacion para r
o o, O dr L, .
*_P_Z___P __[)72 =0
dp ()\) hp# (Az)dnp ()\) /
r{a) = 0.
My
Ademas, si y es la solucion de {Py} (con y, = 0), entonces £ = T es solucion de
e
e, O p . O¢ TN § L, o, O 0. O
P ST 4 . 13 ¢ L i kY 1’ T — _{= _ : Y QUL P
do A OTE T ow | A2 O E+E=-) -3 b ,\2)0:.,3

£(0) = —A""yg

Como conclusion podemos exponer el signiente resultado:



8. Gleneralizacidn del dominio (11I). Coordenadas no ortogonales.

Teorema 119 La solucidn del Problem (Py) estd determinada por el sistema desacoplado

!

dpP ;Lz() N p. 0 L, ¢ LN .
ti(,.o f()\) ) P=Fig )()t/J f()\z)l F(,\z)d?,/)[—l 0
P(a):(]
i i, O D LAY RN :
r)cp )()7,/; _f()\"z)(f:)t,o“f(/\)f |
rla) =0
¢ Foyy at p O n p ) 1., [, 1 n d_?
ey (RIS + QR Pe + (G =~ GRS - (g - G
£(0) = =27y

medianle

ylroe = P(s)elr= +7(5)- o
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