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Prefacio

Al terminar mis estudiosde Licenciaturaen la Facultad de CienciasMatemáticas

en Julio de 1992 ya me había planteadola posibilidadde realizarunosestudiosde

doctorado.Lo quenaturalmenteno teníanadaclaroerael temade unaposibletesis,

cosahabitualpuesal terminarsus estudiosde Licenciaturalos estudiantes1suelen

teneruna idea bastantevagasobrelo que representala investigaciónen el campode

susestudios,y másespecíficamentesobrelos temasde investigaciónquesecultivanen

el Departamentoen el que deseanrealizarsusestudiosde doctorado.Despuésde los

dos primerosmesesde cursosde doctorado,las cosasseguíansin estarnadaclaras.

Sospechoque en buenaparteello se debíaa lo difícil que resultaintegrarse(bajo

mi punto de vista) en el mundo de la investigación,si no se tiene una vinculación

más o menosformal con la Universidad. La situación cambió radicalmenteen el

momentoen el que conseguíuna plazade ayudantede EscuelaUniversitaria, lo que

sucedióen Diciembrede 1992. Traslas vacacionesde Navidadempecéa integrarme

en el Departamento.A finalesde Enero,David me comentóque acababade recibir

una tesis Doctoral (en concreto, la tesis de Ivan Christoff) en la que se estudiaba

un modelode procesosconcurrentesen los que se incluía informaciónprobabilistica.

En aquellosmomentosmis conocimientosde concurrenciaeran bastantelimitados.

De hechosepuededecir que se reducíana una breveintroduccióna las álgebrasde

‘Muy probablementeello es especialmentecierto paralos alumnosde laespecialidadde Ciencias

dela Computación,quepor limitacionesen el tiempoquehandedicadoal estudiodela Informática,y

por estardirigida dichaespecialidadaunaformacióngeneralen temasde programación,apenashan

tenido contactocon las cuestionesrelacionadascon la Teoríade la Programaciónquede unau otra

formaconstituyenel núcleode la investigacióndel Departamentocon componentesmatemáticas.
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procesosCCSy CSP,y a unpardeartículossobresemánticasparaCSP.Sobreel tema

de las probabilidadesenprocesosconcurrentesmi conocimientosereducíaal conjunto

vacio U Quedamosenel compromisode echarleun vistazoa estatesisy si finalmente

no entendíanadapasara otrascosas.En consecuenciacomencéa trabajaren la tesis

de Christoff y el hechofue que el temame pareciómuy interesante.A continuación

seguími estudiocon otros trabajossobreconcurrenciay probabilidades.Porsupuesto

que el trabajo que técnicamentemás influyó en mi investigaciónposterior fue el

correspondientea la tesis de FernandoCuartero,que Fernandoestabaterminando J
entoncesbajo la direcciónde David

Tengo queagradecersinceramentemi interéspor los modelosconcurrentesproba- J
bilísticos a estasdos tesis, puessu calidad y claridadfue en buenamedidala causa

de que continuaratrabajandoen el tema y de que finalmentepudieraescribir la J
presentetesis. Posiblemente,si no hubieratenido la suertede encontrarmecon estos

dos trabajosen aquellosmomentos,estatesisnuncasehabríarealizadoy yo habría

dirigido mis pasosa otro temade investigacion.

Hemosllegado a Agosto de 1993. Yo me encontrabaen Moscú por vacacionesy J
semeocurrió la ideade intentarrealizaruna representacióndel modelo de Fernando

utilizando sistemasprobabilísticoscon transicionesetiquetadas.Es decir,pretendía

juntar los dosmodelosprobabilísticosde los que másconocimientotenía: el de Ivan

Christoff y el de FernandoCuartero. Estasideas quedaronplasmadasen [Núñ93], J
donde se entremezclan,de forma bastantecaótica, resultadoscientíficos con otros

temasque no tienennadaque ver con mi investigación.Comoquieraque setrataba J
de mi primertrabajo,y el mismofue realizadototalmenteen solitario, los resultados
fueron bastantedecepcionantes.El principalproblemaque se meplanteabaerael de J
representarde formafinita procesosen los cualesaparecíael operadorparaleloen el
ámbito de una recursión. Como esbien sabidoesto no puedehacerse,dadoque la

recursionen el ámbito de un operadorparalelopuededar lugar a infinitos estados

(claro que en aquellos momentosyo no era de los que lo sabía !!). Sin embargo,

conseguídefinir un complejo formalismo que parecía funcionar en parte. La clave

consistía en llevar cuenta de las veces que se había desplegadola recursión en el

ámbito de un operador paralelo,para lo cual habíaque aumentarla potenciade los J

si
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estadosde los sistemasde transiciones.Cuandomis mayoresme informaronde que

estabaintentandohaceralgaqueen generalresultaríaimposibleabandonéestavía,

aunquecreoque con los adecuadosretoquesformalesse podríanconseguirresultados

muy interesantessobrela basede esteprimer trabajo. Quien sabesi en el futuro

tendrétiempoy oportunidadpararetomarestavía de investigación.

El siguientepuntode inflexión seproducedurantela lecturadela tesisdeFernando

Cuarteroen Octubrede 1993. Yo llevabatiempopidiéndolea David que pensaraen

algúntrabajodedoctoradoparami. En la lectura,unade laspegasquealgúnmiembro

del tribunal planteóa Fernandofue la falta de ejemplosde aplicaciónde ~u modelo.

A la salidade la lecturaDavid medijo: “Puesbien, si te atrevesya tienestrabajode

doctorado”. Lo queparecíaun trabajosencillo,consistenteendesarrollarunaseriede

programas,secomplicó notablemente.Ello fue asípuesbuenapartede los ejemplos

que me interesabaabordarprecisabanun repetidousodel operadorparalelo,y más

exactamentede la composiciónen paralelode n procesos.Peropor razonestécnicas

el operadorparalelodel modelo de Fernandono es en generalasociativo,por lo que

tuvequecomenzarpor investigarpropiedadesde conjuntosde procesoscompuestosen

paraleloqueaseguraranla asociatividaddeloperadorsobreellos,y ello constituyóa la

postre la partemás creativay laboriosadel trabajo. Finalmente,el trabajo [Núii94]

pudo terminarsey presentarsecumpliendolas expectativasal respecto.

Una vez acabadodicho trabajohabíaque empezara pensaren un temaparami

tesis,y denuevola mejorfuentede inspiraciónla constituyeronlos trabajosconocidos.

Aunqueel tratamientomatemáticoen el trabajode Fernandoerarealmenteexcelente,

habíaalgunasdecisionesde diseñoque no meconvencíanenabsoluto.Mis objeciones

principaleserandos: la pérdidaparcialde la informaciónprobabilísticaenel operador

deelecciónexternay la formanohabitualen quesedefinelasemánticadepruebas.Yo

ya teníaconocimientodel modelogenerativoy me parecíaqueel mismoerabastante

más intuitivo que el modelo reactivo, que era el utilizado por Fernandocon unas

ligerasmodificacionesdebidasal hechode utilizarseun lenguajebasadoen CSP.

En consecuenciamis primerospasosse dirigieron al estudiode cuálesseríanlas

consecuenciasde considerarunainterpretacióngenerativade lasprobabilidades.Res-

pectoa la semánticade pruebas,Fernandola definía de una forma composicional,
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lejos por tanto de la definición habitual basadaen la adecuadasemánticaopera-

cional. Poniendotodojunto afrontéla definicióndeun modeloprobabilísticocon una

interpretacióngenerativade las probabilidadesbasadoen una semánticade pruebas

definidadeformaoperacional.Tras seis mesesde durotrabajo,obtuvimosla deseada

semánticade pruebasy dos caracterizacionesalternativasde la misma. Ello consti-

Jtuyó el núcleode un artículo que fue enviadoal congresoCONCUR’95. El hecho
de que el mismofueraaceptadofue un gran estimulanteparaseguiradelantecon el

trabajo,améndeuna bendicióna las ideasen queestababasado.Dehecho,la parte j
centraldeestatesisesunaversiónextendida(a unas70 páginas)del citado artículo2.

Duranteel restodel año 95 continuóel trabajoen estemodelo,que por mi parte

alternécon actividadesen otros camposde investigación,comola ProgramaciónFun-

cional. En concretosedesarrollóunasemánticaaxiomáticaparael modelogenerativo, J
sehizo unainterpretaciónreactivade las probabilidades,y se analizaronunaseriede

ejemplosde aplicacióndel nuevolenguajea la especificacióndesistemasconcurrentes

quedependierande una u otra forma de informaciónprobabilística.

La conjunciónde todoestetrabajohadadolugara lo quefinalmenteesla presente J
tesis.

j

J

J

J

2Un refereedijo que seríaoportunoincluir en el artículo la demostracióncompletade alguno de

los teoremas.El problemaeraque la demostracióncompletade uno de los teoremascentralesdel

artículo ocupamásde 15 páginasen estatesis

J
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Capítulo 1

Introducción

El presentetrabajo estádedicadoal estudiode modelosformalesde procesosconcu-

rrentesen los que se ha introducidouna cierta información probabilísticá. Usual-

mente, en el primer capítulode una tesis se comienzapor justificar el desarrollo

teóricoquevendráa continuación.En nuestrocasosetrataríade describirla utilidad

de los modelosde procesosconcurrentesparadescribirla realidad. A continuación

seconcretaríamás, explicandoposiblementede un modo informal, la forma de in-

cluir informaciónprobabilísticaen modelosconcurrentesparaconseguirñna forma

ajustadade describirlos procesosreales,y finalmentese daríaun resumende los con-

tenidosdel trabajo. En nuestrocasonoscentraremosen el último de estospuntos,

puestoque consideramosque en trabajosanterioresya ha sido amplia ajustada-

mentecomentadala utilidad de los procesosconcurrentesen los cualesse incluye

informaciónprobabilística(e.g. [Chr9Ob,HanOi, 5ei92, Chr93, Low93, Ciia93]). En

lo queserefiereauna descripcióninformaldel usode lasprobabilidades,consideramos

magníficala introducciónde la tesisdeLindaChristoff [Chr93]dondesepr~sentauna

Overviewfor Mom. Tan excelentenosparece,que al respectocreemosque lo mejor

que hubiéramospodido hacer seria una meratraducciónde lo escritoallí, que en

consecuenciahemosdecididoomitir.

1
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2 Capitulo 1. Introducción

1.1 Estado del Arte 4
En esta secciónpresentamosun recorrido por los distintos modelos que han sido

propuestosparatratar sistemasconcurrentesen los cualesha sido añadidaunacierta Sé

información probabilística,centrándonosespecialmenteen los más relacionadoscon mi
las álgebrasde procesos. Este estudio ha pretendidoser lo más amplio posible,
siendonuestroobjetivo el de tratar especialmentelas propuestasdeextensionespro- 4
babilisticasdemodelosdeespecificaciónrelacionadosdirectamentecon las álgebrasde
procesos,paradar lugar asíaunabuenaguíadereferenciaparainvestigadoreseneste

área. Empezaremosreseñandolos primerostrabajosen los queseestudiaronsistemas 4
con probabilidades.Despuéspasaremosa estudiarlas extensionesprobabilísticasde

las álgebrasde procesosclásicas(CCS, CSP, ACP, LOTOS), y continuaremoscon 4
otros trabajos realizadosen el ámbito de los procesosprobabilísticos(es decir la

extensioncon probabilidadesde los sistemasde transicionesetiquetadas)y algunos J
trabajos recientessobreautómatasprobabilísticos. Además,se repasanalgunosde

los trabajosquese hanrealizadosobreel tema,bastanterelacionadocon las ~robabi- 4
lídades,de las prioridades. Estaúltima parteno es,ni lo pretende,ni muchomenos

comp/eta,dado que no conocemosdicho campo con la profundidadque se requería 4
para ello.

4
1.1.1 Primeros trabajos mi
La inclusión de informaciónprobabilísticaen modelosno es unacosareciente.Ya en si
1963,Rabin [Rab63] modifica la nociónclásicade autómatasincluyendoinformacion

probabilística. Hemos de avanzarhastala décadade los 80 paraencontrardiversos

estudiossobrela verificación de programasprobabilísticosy la definición de lógicas 4
temporalescon informaciónprobabilística(e.g. [FH82, KozS3, H584, VarSS, JP89,

HJ89]), perosu marcode trabajoestámuy alejadodel nuestro. 4
No eshasta1989 cuandoaparecenlosprimerostrabajosen los cualeslas probabili-

dadesseestudianen un marcocercanoal delas álgebrasde procesos.En [L589, LS9l] 4

ml
4
i~J



1.1 Estadodel Arte 3

se extiendela noción desistemasde transicionesetiquetadascon informacIón proba-

bilística, considerandounainterpretaciónreactiva de las probabilidades.Con ello se

consiguecaracterizarla bisimulación [Mil8O,ParSi] usandouna nociónde pruebas

probabilísticas1,en el sentidode que con una probabilidadarbitrariamentecercana

a 1, existeuna pruebaque distingue a dos procesosque no son equivaléntesbajo

bisimulación. Finalmente,extiendenla nociónde bisimulación,definiendounanueva

relaciónde equivalenciaentreprocesosprobabilisticos:la bisimulaciónprobabilística.

En [BM89] seextiendeel estudiorealizadoen [L589],probandoque a d& sistemas

de transicionesetiquetadas(en principio sin informaciónprobabilística)se les puede

asignarpesosde forma que los nuevossistemasobtenidosson indistinguiblespara

una noción muy generalde pruebasprobabilisticassi y solamentesi estossistemas

son bisimilares. Además,se muestraun par de procesoscomputablesbisimilares los

cualesno son equivalentesbajo la noción de pruebasprobabilísticaspara ninguna

asignacióncomputablede pesosasus transiciones.

De todasformas, no es hasta1990 cuandoempiezana aparecerlos primerostra-

bajosen el ámbito de lasálgebrasde procesosprobabilísticas.

1.1.2 Modelos basadosen CCS

CCS [MilSO,Mil89] es, junto con CSP, el álgebrade procesosmás utilizada para

la especificacióny verificación de propiedadesen sistemasconcurrentes. La forma

comúnmenteutilizada paradar semánticaa lenguajesbasadosen CCS es~ mediante

una semánticaoperacional[PloSí], a partir de la cualse introducela nociónde bisi-

mulación. Siguiendocon dicho hábito, los modelosprobabilisticosde CCS utilizan

normalmentesemánticasoperacionalesen lugar de semánticasdenotacionales.

El primertrabajoen el ámbito de lasálgebrasdeprocesosprobabilísticásaparece

‘La bisimulación se puedecaracterizarmedianteuna semánticade pruebas no ptobabilística

[AbrS7], peropara ello hay que ampliar notablementela capacidad de laspruebas,permitiendo usar

múltiples copias del procesoque estásiendo probado, para que la prueba pueda experimentar con

una copiacada vez.
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4 Capítulo 1. Introducción

si
en 1990. En [CJS9O]se presentauna versión probabilísticade SCCS [Mil83] (Syn- 4
chronousCCS) a la que llaman PCCS.En estetrabajo,la sumano deterministade

procesospasaaserunasumaprobabilísticadela forma316¡[p1]E¿, dondep~ E (0,11y

siZ p~ = 1. El procesoasíobtenidoofreceunaelecciónprobabilísticaentrelos procesos

E1, de modo quecuandounaacciónse puedeejecutarpor másde uno de estospro-

cesos,se elige entreellos proporcionalmentea las probabilidadesp~ de cadaproceso ml
E1.

Al estarbasadoen CCS, no sedistingueentre la eleccióninterna y la elección si
externa,por lo que para simular una eleccióninterna entredos procesosseha de

utilizar la acciónr comoprefijo, con lo quese representael procesoP ~ Q (segúnla 4
notación utilizada en estatesis) en la forma [p]r.P + [1 — p]r.Q.

En [vGSST9O, vGSS95],utilizando PCCS,se definen los modelosreactivo,gene-

rativo y estratificadoparaprocesosprobabilísticos.

mlDefinen el modelo reactivo [L589] comoáqueldondeel entornosólo puedeofrecer

una acción cada vez. La semánticaque dan es para un subconjuntode PCCS en

siel que las sumas(operadorde elección)debenestarguardadaspor probabilidadesy

acciones,y seelimina la función de renombramiento.

Si el procesopuedeejecutarla acciónofrecidapor el entorno,entonceshaceuna mi

transicióninternadeacuerdoa una ciertadistribucióndeprobabilidad.Porejemplo,

consideremosel procesoS = 4a.P+ ~a.Q+ ibA?, y supongamosqueel entornoofrece ml
la acción a. En tal caso, S ejecutarála accióna y pasaráa comportarsecomo P

con probabilidad igual a 4, mientrasque con probabilidad ~ ejecutaráa y pasará 4
a comportarsecomo Q. Si en cambioel entornoofreciera la acción b, entoncesS

ejecutaría?dichaacción pasandoacomportarsecomo R con probabilidad1. 4
Paraestelenguajeseda unasemánticaoperacionaldondeP~M1

4P’ denotaqueel

procesoP puedeejecutarla acción a y con probabilidad p convertirseen P’. Por 4
ejemplo,la semánticadel operadorde elecciónviene dadapor

aí[pí/r¿]

2 [p
1ja1.E1

4k E
1 donde r1 = 5

l~I SE’ si
ml
ml
4
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El indice k sirve paradistinguir entredos transicionesiguales (por ejemplo,para

distinguir entrelasdos transicionesigualesqueproduceel proceso~a.nil + áa.nil).

En el modelogenerativo, el entornopuedeofreceruna elecciónentredos o más

accionesy el procesorealizala elecciónde acuerdoa algunadistribuciónde probabi-

lidad. Por ejemplo,si el entornoofreceunaa o una b al proceso~a.P+ ~a.Q+ ~b.R,

entonceseste proceso ejecutarála acción a con probabilidad~ y la b con2 acción
probabilidad~. Si seescogela accióna, entoncesel procesopasaa comportarsecomo

P con probabilidad~ y comoQ con probabilidad~ Si sólo se hubieseofrecido unaa,3.

el procesola ejecutaría,pasandoa comportarsecomoP con probabilidad‘ y como3

Q con probabilidad23.

Se define unasemánticaoperacionalcuyastransicionestienenla forma P a[P~ P’, lo

que significaque con probabilidadp el procesoP ejecutarála accióna y s~ convertirá

en P’. La reglaparala elecciónes:

o[q] , o[pjq]
E~ —*kE ~‘ 2 [p~]E~—*~.k E’ (1 6 1)

iE 1

Paradefinir la semánticadel operadorde restricciónseintroduceuna funciónque

define la probabilidadcon la que el procesoE ejecutaráuna accióndel conjunto A.

va(E,A)=31Jp1¡Ba,E1: E~~NÍEÍA&EA1

Entoncesla restricciónse define mediantela siguienteregla:

a[p] a{p/r]
ErA—+~E’FA dondeaeAAr=va(E,A)

El modelo estratificadopermitemayorcontrol sobrelas eleccionesprobabilísticas.

Supongamosque queremosespecificarun procesoquedebeelegir, de forma externa,

entreejecutarla accióna conprobabilidad~, eligiéndoseenotro casoentreb y e con

igual probabilidad.Si definimosesteprocesoen la forma ~a+ ~b+ ~c y suponemos

que el entornono puedeofrecer la e, entonces(en el modelogenerativo)el proceso

elegiría entre a y b con igual probabilidad(es decir con probabilidad~)en lugar
1 2de elegir con probabilidades~ y ~ comose queríaespecificar. Parasolúcionareste

problemadeberíamoshaberespecificadoel procesoen la forma ~a+ + ~c) sin
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realizarel producto de las probabilidades. En tal caso, si el entornono ofrece la 4
accióne, entoncescon probabilidad~ seejecutarálaaccióna y con probabilidad~ la

3

acción b. Por tanto, en el modelo estratificadose permiteneleccionesentreprocesos u
arbitrarios. La semánticaoperacionalse definemediantedos relaciones:

• Una relaciónde transiciónde acciones,quesedenotapor P --*Q, la cual tiene

la definición normal exceptoqueno existeunareglaparala eleccion.

• Una relación de transición de probabilidades,que se denotapor P F~?~*Q, la 4
cual indicaquecon probabilidadp, el procesoP pasará a comportarse como el

proceso Q.

La reglaparael operadorde elecciónes U
>3 [pi] E1 ~ E1
161

Paradefinir la semánticadel operadorde restriciónse introduceunafunción que

nos da la suma de las probabilidadesde las transicionescorrespondientesa cada

conjuntoA:

1 1 s¡E—¾AaEA
o .0vs(E,A) = síE—4AflgA1 4~Z]Jp~ E F~?%EI A vs(E1,A)#0 ~

Entoncesse definela restricciónen la forma 4

E4—>1E’ A vs(E’,A) # O !=~E FA :~~‘¾E’ FA donde r = us(E,A) si
Para cada modelo se define el correspondienteconceptode bisimulación fuerte 4

inducidopor cadasemánticaoperacional.Finalmente,se danfuncionesdeabstracción

que permiten pasar de un modelo a otro. 4
Partiendodeestetrabajo los modelosreactivoy generativose han estudiadoen

profundidad,mientrasqueel modeloestratificadohaquedadoun poco másolvidado 4

4
.4
3
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(lo cualpuededebersea la dificultadconceptualqueimplicael hechodeno poderagru-

parsucesivaseleccionesprobabilísticas).Dehecho,casitodoslos trabajos¡osteriores

estánbasadosbien en el modelo reactivoo en el generativo,no habiendoaparecido

prácticamenteningunainterpretaciónalternativadel significado de las probabilida-

des (una excepciónvendríadadapor nuestromodelogenerativolimitado [NdF95c],

el cual explicaremosmás adelante).

En [JS9Qjse consideranlas extensionesprobabilisticasde variasnocionesde equi-

valenciadefinidasparaprocesosno probabilísticos.Se consideranlas extensionesde

lasnocionesde traza [Hoa85],traza maximal[BW82], fallos [BR85],fallos maximales,

menú[0H83] y bisimulación[Par8l, Mil89] al casoprobabilístico. Estasnocionesse

estudianprimeroenel ámbitode sistemasprobabilísticosde transicionesetiquetadas,

siendo traducidasdespuésal marcodel lenguajePCCS.

Demuestranque, al contrariode lo que ocurríaen el marcono probabilistico,la

maximalidadde trazaso fallos no aumentala capacidadde distinguir procesoscon

respectoa las equivalenciasde trazasy fallos respectivamente.Además, en el caso

probabilistico,la equivalenciade fallos y de menúscoinciden. Tambiéndemuestran

que la equivalenciade trazasy la equivalenciade fallos no soncongruencias,mientras

quela bisimulaciónprobabilística[LS89]silo es. Finalizandandounaaxiomatización

correctay completade la bisimulaciónprobabilistica.

En [Tof9O]sedefine una versióncon pesosde SCCS. Por ejemplo,el significado

del procesomP+ nQ (m,n e IN) es que el procesoescogerám vecesa P por cada

u vecesque escojaa Q. La ventajadel usode pesos,sobreel usode probabilidades,

esque no se necesitahacerreajustesde las mismas. Por ejemplo, la reglaquese da

parala restricciónes:

E 4+~ E’ A doesA(E’

)

E [A 4-> E’ FA

dondeel predicadodoesA(E’)escierto si E’ puedeejecutaruna accióndel conjunto

A. La definición formal de doesÁ(E’)es
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si
aEA A E~~M~*E’ EJ->E’ A doesÁ(E’) si

doesÁ(E) doesA(E)

En un trabajoposterior[Tof94],se extiendeel modeloanteriorcon una nociónde si
tiempo, presentándosevarios ejemplosque muestranla utilidad del modelo parala

especificaciónde sistemasconcurrentes. 4
En [HJ9O,Han9l] se defineun modelobasadoen CCS con probabilidadesy con si

tiempodiscreto(esdecir,con rangolos naturales).Los procesosalternanentreestados

probabilísticos y estadosde acciones. En los estadosde accionesel procesoofreceal

sientorno una elecciónentre un conjunto de acciones. Tras ejecutaruna acción, el
proceso pasaa un estadoprobabilístico. El entorno sólo puedeofrecer una accion

en cadamomento, tratándosepor tanto de un modelo reactivo según [vGSST9QI. si
Cuandoel procesose encuentraen un estadoprobabilístico,el procesoelige entre

diversosestadosdeaccionesdeacuerdoala distribucióndeprobabilidadquese indica. 4
En estemodelosehaceunadiferenciaentrela elecciónexterna(quese denotapor

>3a¿P1) y la elecciónprobabilística(que se denotapor ~ [p¿]N1),la cual podemos
iEI

entendercomouna eleccióninternageneralizadacon probabilidades.

En el lenguajesin tiemposedenotapor E~ a los estadosprobabilísticosy por EN si
a los estadosde acciones.Despuésse definendos relaciones:

uN <* P, quesignificaqueN puedeejecutarla accióna y convertirseen N. si
• P 4 N, que significa que P pasaa comportarsecomo N con probabilidadp. si
La reglaquese da parael operadorde elecciónprobabilísticaes si

Z[p¿]N14N1 donde p >3 p~j
iEI

si
Comosuelecciónprobabilísticaesinterna,las reglasparaeloperadorderestriccion

son muy sencillas: si
P4N N4P

[a, a ~ a]
P\a4N\a N\ac~*P\a si

si
si
3
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En [HJ94] seextiendela lógicatemporaldefinidaen [CE586] de formaqudsepueda

demostrarla correciónde sistemasquecontenganinformacióntemporaly probabilís-

tica.

En [YL92] se extiendeCCS con un operadorprobabilísticode eleccióninterna.

Basándoseen la teoríaclásicade semánticade pruebas[dNH84, Hen88], definenuna

nocióndepruebasprobabilísticasdondeun procesopasaunapruebacon un conjunto

deprobabilidades.De estaforma, extiendenlas nocionesde preordenmay 5’ mustde

forma que un procesopuedepasar unapruebasi el supremodel conjunto de proba-

bilidadescon las cualesel procesopasala pruebaes mayor que 1, mientrasqueun

procesodebepasar lapruebacuandoel ínfimo de dichoconjuntoes igual a 1. Además,

muestranque cuandoserestringena una clasede procesosprobabilísticos,al olvidar

la informaciónprobabilisticaserecuperaníos preórdenesclásicossin probabilidades.

En [JHSY94, JY95] se dan caracterizacionesalternativaspara los preordenes

definidos en [YL92]. Las caracterizacionesestánbasadasen la noción de traza (para

el casodel preordenmav)y en la nociónde fallo (parael casodel preordenmust) de

CSP.

En [L592]sedefineun cálculodeprobabilidadesbasadoen SCCS,y seestudiala

verificación composicionalde procesosprobabilisticoscon una intepretaciónreactiva

de las probabilidades.Además,definenunalógicaprobabilística(basadaen la lógica

de Hennessy-Milner[HM8S]) la cual esutilizada pararealizarla descomposiciónde

procesos,y eslo suficientementeexpresivacomoparaidentificar procesosequivalentes

bajo bisimulación probabilística. Finalmente,definen axiomatizacionescompletas

parael cálculoy parala lógica.

1.1.3 Modelos basadosen OSP

En 1978, Hoare presentael lenguajeCSP [Hoa78]. Se tratabade un lenguajede

programaciónconcurrente,pero con un notablehundamentoformal. A partir del

o
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mismo se desarrollómás tarde el modelo TCSP2 [Bro83, BHR84, HoaS5]. Si bien j
el salto cualitativo conceptualentreamboslenguajeses notable,la primeraversion

fue de gran utilidad, y másadelanteserviríaen particularparabasaren el mismola si
definicióndel lenguajeOccam[Lim84].

Aunque la mayoríade las álgebrasde procesosprobabílisticasestánbasadasen si
CCS, en el ámbito de CSP hay tambiéndiversaspropuestasinteresantes,entrelas
que destacaremoslos trabajosde Seidel, Lowe y Cuartero.En ellasveremosque,en si
contrasteconlo ocurridoen las versionesprobabilísticasde CCS, las semánticaspara
lasextensionesprobabilísticasdeCSPsuelenestarbasadasenmodelosdenotacionales

(normalmenteen el modelo de fallos [BR8S],o en el modelo deárbolesdeaceptación

[Hen8S]).

Karen Seidel [Sei92, Sei9S] desairollaun modeloprobabilísticode CSP,definiendo

una semánticaen términos de medidasde probabilidadsobre el espaciode trazas si
infinitas. En su modelo,denotapor ¡[P~A a la probabilidadcon la queel procesoP
ejecutauna trazadel conjunto A.

Los operadoresse definen como transformacionessobre las medidasde proba-

bilidad. La definición esquemáticade cadauno de sus operadoreses la siguiente: si
• El procesoa —* P puedeejecutarunatrazadel conjuntoA si P puedeejecutar

una traza del conjunto A’, dondeA’ = {s~<a>s E A]>

• La probabilidadcon la que el procesoP , ri Q ejecutauna trazadel conjunto si
A es igual ap multiplicadopor la probabilidadcon la que el procesoP ejecuta

unatrazadel conjuntoA, másl—p multiplicadopor la probabilidadcon la que

el procesoQ ejecutaunatrazadel conjuntoA. si
• El procesoP Q puedeejecutarunatraza w E A siP y Q puedenejecutar sitrazas u y y tales queu = y = w o u y y son iguales hastaunacierta posícion

y tú es igual al prefijo comúna u y u seguidopor acciones‘r.

si2Originalmentese introdujo la T por “Theoretical” paradiferenciar al modelo algebraicodel

lenguajeprevio, pero posteriormentedichainicial cayóen desuso.Más tardereapareceen [RR86,

RRSS] pero ahoraparaexpresar“Timed’~ en unaextensióntemporizadadel modeloCSP. si

si
si
J
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Perocomoresultaesperablesepresentanproblemasa lahoradedefinir la elección

externa,puescon la definición propuesta,no es posibleprecisarla probabilidadcon

la que el procesoa —* STOPEl b —> STOPejecutala accióna.

En consecuencia,para definir la semánticade la elecciónexternase introducen

medidasde probabilidadcondicionales.ParacadaprocesoP, conjuntode trazasA, y

trazay, la expresión~PIhA,y) representala probabilidaddeque el proceséP ejecute

una trazade A, suponiendoque el entornoofrece la trazay (y nadamás).

A partir de dicho conceptosedefine un operadorde elecciónexternasin proba-

bilidades. Informalmente,el proceso P sO Q funciona como P cuandose ofrece

una traza de S, y como Q cuando la traza no estáen S. Incluso en el marcode

estecomplejomodelo, seve obligadaa limitar la definición al conjuntode trazasque

verifican unacierta propiedad,quedandosin definir sobreel resto.

Los problemascontinúan,puessobredichomodelo no sepuededar unadefinición

semánticarazonableparael operadordeocultamiento,dadoqueparacualquiertraza

y ofrecida por el entornoal procesoP\X, la correspondientetrazay’ que se ofrece

a P no es una sola, sino cualquier traza y’ tal que y’\X = y. En consecuencia,

deberíamosde partir de un modelomáscomplejo en el que se nos informe sobreel

comportamientodel procesoP cuandose le ofreceun conjunto de trazasen lugar de

una sola.

Gavin Lowe [Low93,Low95] definedoslenguajesbasadosen CSPtemporal[RR86,

RR88, D595]: uno con prioridades,y otro con probabilidades.En la versión con

prioridadesdeCSPtemporal,paradarsemánticaa los términossintácticossecalcula

el conjuntode comportamientosqueun procesopuedetener,dondela representación

de un comportamientoincluye un registro de las prioridadesdadasa cadaaccion.

Cuandopasaal lenguajecon probabilidades,la semánticarecogelas probabilidades

con las quepuedensucederdistintos comportamientos.

Pasandoal estudioendetallede los lenguajespropuestos,comienzaintroduciendo

un operadorde elecciónexternacon prioridades.El procesoFE! Q funcionarácomo

P si el entorno ofrececualquierade las accionesqueP puedeejecutaren su primer

paso,y como Q si el entorno ofrece un conjunto de accionesde entre las cuales Q
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puedeejecutaralgunaen su primer paso, sin que P puedaejecutarningunade las si
accionesdel conjuntoen su primerpaso.

De igual forma se definenoperadorescon prioridadesasociadosa los operadores

paralelos.Dependiendode la forma desincronizaciónentrelos procesos,y de cual de

las dos componentesde la composiciónparalelatienemayor prioridad, se distinguen si
cuatro tipos de operadoresparala composiciónparalela.

Despuésse pasaa definir el lenguaje con probabilidades. En dicho lenguajese si
incluyen probabilidadesen la eleccióninternaen la forma usual, es decir,el proceso
P~,Flq 9 funcionarácomoP conprobabilidadp y como 9 con probabilidadq (donde si
p + q = 1).

La elección externaprobabilísticase define como un operadorderivado de la

si
eleccióninternay de la elecciónexternacon prioridades;en concreto

~ pOqQ ~gf(PnQ) pflq (QoP)

Sin embargo,no añadeprobabilidadesparalos operadoresde composiciónpara-

lela, de modo quesu semánticapermanecesimilar a la queteníanen el modelo con si
prioridades,

Fernando Cuartero [Cua93, CdFV96] presentauna variantede CSP con proba-

bilidades,en la cual éstasson interpretadasde una forma reactiva (en términosde si
[vGSST90]). Por lo tanto,en la elecciónexternalas probabilidadessólo tienensentido

cuando los dos procesos compuestos puedenejecutaraccionescomunesen suprimer

si
paso.Si los procesosno tienenaccionescomunesensuprimerpaso,las probabilidades
no influyen en la definición de la elecciónexterna. Por ejemplo, si el entornoofrece

la accióna al procesoP = [~]a —* PíO[]a —> P2, entoncesP ejecutarála accióna y

pasaraacomportarsecomo con probabilidad~ y como con probabilidad~. Por

otra parte, los procesos 9’ = [~]a —* —* ~ y 92 = [~]a —.> P1C[~jb —* P2 se

consideraránequivalentes.

Se estudiantressemánticasparael nuevolenguaje: de pruebas,denotacionaly 4
operacional, las cuales se prueban equivalentes(es decir, identifican a los mismos

procesos). Además, se da una serie de reglas y axiomas, los cuales son correctos con J

si
si
a
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respectoa las semánticasanteriores,formandoun conjuntocompleto.

De entrelos comentados,esteúltimo modelo es el que seencuentramás cercano

al nuestro. Dehecho,comoveremos,nuestrasemánticaaxiomáticaestáiñspiradaen

la de Cuartero. La principal diferencia (la cual complicabastantenuestromodelo)

viene del hecho de que nosotrosconsideramosuna interpretacióngenerativade las

probabilidades, con lo cual los procesos Qi y 92 descritosanteriormentepasanaser

distintos en nuestro marco semántico.

1.1.4 Otras álgebras de procesos

Parael casode ACP [BK84, BW9O] sólo conocemosuna extensiónprobabilística.

En [BB592] sedefinenaxiomatizacionescompletasparaalgunoslenguajesbasadosen

ACP dondeseintroducenprobabilidadesen los operadoresadecuados,considerándose

unainterpretacióngenerativade las probabilidades.Con ello sesigueel caminousual

paradar semánticaa lenguajesbasadosen ACP, que consisteen hacerloalgebraica-

mente,esdecir, por mediode axiomas.

LOTOS [L0T88] es un álgebrade procesosen la que secombinael operadorde

elecciónde CCS con los operadoresparaleloy de ocultamientode CSP. Entre las

extensionesprobabilisticasde LOTOS podemoscitar las siguientes.

En [MFV93] seproponeunaextensiónprobabilísticaqueescompatiblehaczaarrz-

Em con LOTOS. Se defineunasemánticaoperacionaly a partir deella una~semántica

de pruebasparael lenguaje.Sin embargo,la extensiónselimita a la introducciónde

un operadorprobabilístícode eleccióninterna,de modoque secombinauna elección

no probabilísticacon la eleccióninternaprobabilística(es decir,algosimilar a lo que

ocurríaen [YL92]). El trabajoconcluyecon lapresentaciónde la especificaciónde un

sistema de comunicaciones utilizando el nuevo lenguaje.

En [KLL94] se considera una extensión probabilistica de un subconjunto de LO-

TOS. Se define una semántica del nuevo lenguaje en la que se considera cohcurrencia

real. Para hacerlo se utilizan estructuras de eventos[WinS7, Win89], usando una

variante probabilistica de la definida en [Lan93]. Pero al igual que en el casó anterior,
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si
la extensiónprobabilísticadel lenguajese sigue reduciendoa la introducción de una

eleccióninternaprobabilística.

A partir de la semánticade pruebasdefinidaen [dFNQ95], en [NdF9Sc] los ope -si
radoresde eleccióny paralelode LOTOS son extendidoscon una probabilidad. Se

da una semanticaoperacionaldel nuevo lenguaje, y a partir de éstase definen in- si
terpretacionesreactivasy generativasde lasprobabilidades.La principal ventajade
estascaracterizaciones,frentea las descritasen [vCSST9O],provienedel hechodeque si
en nuestrocaso utilizamosuna únicasemánticaoperacional,en contrastecon lo que
se haceen [vGSST9O].Las diferenciasentrelos modelosprovienende los diferentes

conjuntosde pruebasque se consideranen cada caso. Como en otros trabajos, al si
olvidar las probabilidadessepuedenrecuperarlas nocionesde musty may,al menos

parauna claseadecuadade procesos.Ademásse define unanuevainterpretaciónde si
las probabilidades:el modelogenerativolimitado. En estemodelosólo seadmitenlas

pruebasdeterministastales que las distribucionesde probabilidadson consideradas si
uniformessobrelos conjuntosde accionesque seofrecenen cadamomento. Final-

mente,se presentaun conjunto de leyes las cualesson correctascon respectoa los si
modelosanteriormentedefinidos.

si
1.1.5 Modelos para procesosprobabilísticos

A partir de lanoción desistemasde transicionesetiquetadas[Plo8l] hanhabidovarias si
propuestasdeextensionesprobabilisticas,las cualesetiquetancon probabilidadeslas

si
transiciones.

En [Chr9Oa,Chr9Ob] sedefinenprocesosprobabilísticos,y sedan cuatroórdenes si
parcialesentre procesosprobabilísticos.

1. s Sr s’ significa que interaccionandocon cualquierpruebasecuencial,s’ tiene si
unaprobabilidadmenor o igual de bloqueo(deadlock)que s. Estocorresponde si
a la nociónde modelo reactivode [vGSST9O].

2. s =wte .s’ significaqueinteraccionandoconcualquierprueba,despuésdeejecutar si

si
si
LI
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cualquiercadenade accionesobservables(esdecir, sin incluir la acéióni-), la

probabilidadde bloqueode s’ esmenoro igual que la de s, con respectoa las

accionesobservablesque puedenser ejecutadasen el siguientepaso.

3. 5 <te s’ significa que interaccionandocon cualquierprueba,la probabilidadde

bloqueo de s’ es menor o igual que la de s, al ejecutarcualquiercadenade

accionesobservablesfinalizadapor cualquierade las accionesque puedenser

ejecutadasen el último paso.

4. 5 =ste s’ significa que interaccionandocon cualquierprueba, la probabilidad

de bloqueode s’ es menoro igual que la de s, al ejecutarcualquiercadenade

accionesobservables.

De la forma en queestándefinidosestosórdenesparciales,severifica que:

u) (s =stes’) =~ (s =wies’) t~ (s =tr s’)

Sin embargono existeuna relaciónde inclusión entre=tey =wt&

Sepresentaunarepresentaciónmatricialparalos procesosprobabilísticosy usando

resultadosde teoríade autómatascon probabilidades[Paz7l], seconsiguecaracteri-

zar las equivalenciasentreprocesosinducidaspor los órdenesparciales=tr y =ste,

examinandoel comportamientode los procesosparaun númerofinito decadenasde

elementosobservables.

Finalmentese presentaun lenguajebasadoen CSP, para el cual se define una

semánticaoperacionalen términos deoperacionesentreprocesosprobabilisticos.

En [HT92] se haceun estudiode variasnocionesde equivalenciapara procesos

probabilisticosque resultansermuy similaresa las estudiadasen [JS9O]por lo que

en esenciasellega a los mismosresultados.En concretodemuestranque las equiva-

lenciasparamenús,fallos, trazas,trazasmaximalesy trazasfinitas sondecidiblesen

tiempo polinomial para sistemasprobabilisticosfinitos de transicionesetiquetadas,
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si
extendiendolos resultadosde [PT87] al marcoprobabilístico3. Parafinalizar, con -si
siguenun algoritmoque,en tiempopolinomial, decidesi dos sistemasprobabilísticos

finitos de transicionesetiquetadassonbisimilares. si
En [C5Z92] se presentauna semánticade pruebasparasistemasprobabilísticos

finitos de transicionesetiquetadas,con una interpretacióngenerativade las proba- si
bilidades. Al igual que en el caso no probabilístico,los procesosy las pruebasson

esencialmenteiguales,salvo queen las pruebasseincorporanunaseriedeestadosde si
aceptación.Se muestraque los preórdenesclásicosde pruebassepuedenrecuperar,

simplementeolvidando las probabilidades.Finalmente,se,defineun operadorpara si
componeren paralelodosde estossistemas,y sepresentaun ejemplode aplicación

de estenuevooperadory del lenguajedefinido. si
En [YCDS94] se presentauna caracterizaciónalternativadel preordenanterior,

mediantela definición de un conjunto de pruebasesenciales(llamadastrazasproba- si
bilisticas) que tiene el mismopoderde distinción entreprocesosque la familia com-
pleta de pruebas. Para hacerlose estudiaprimero el caso en el que las pruebas si
no tienen accionesocultas, y despuéssepasaal caso general. Además,en el caso
general,el preordenresultaserde hechouna relaciónde equivalencia,de modo que

p =p’ =t~ # =p (=~‘. p p’). si
En [Chr93] se definendistintosórdenesparcialesparaprocesosprobabilísticosen J

función del tipo deentornoen el que se encuentranlos procesos.Se considerantres

tipos deentornos: si
1. de traza, cuandoel entornosólo ofreceunaaccionen cadapaso. si
2. de escoba(broom),cuandoel entornoofreceen todos los pasosun conjunto de

acciones,salvo en el último pasoen el queofreceunasola acción. j
3. barbado (barbed), cuandoel entornoen cualquierpaso ofreceun conjunto de

acciones. si
3Estudiossobre la complejidadde la decidibilidad de equivalenciasentre procesosno proba-

bilísticos seencuentranpor elemploen [PTST, KS9O, HTQ1]. J

si
si
Li
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A partir de estostipos de entornossedefinentres órdenesparciales:

L p Ñr p’ significa que al interaccionarcon un entorno de traza, la probabilidad

debloqueode p’ esmenoro igual que la dep. Esteordenparcialesequivalente

al ordenparcial=ir definido en [Chr9Ob].

2. p -%,. p’ significaque al interaccionarcon un entornode escoba,la probabilidad

de bloqueode p’ esmenoro igual que la de p.

3. P Sa p’ significa que al interaccionarcon un entorno barbado, la probabilidad

de bloqueodep’ es menoro igual quela de p. Esteordenparcialesequivalente

al ordenparcial=stedefinido en [Chr9Ob].

Despuésseda una representaciónmatricial (similar a la dadaen [Chr9Ob])para

los procesosprobabilísticos,caracterizándosela equivalenciaentreprocesosparalas

tresrelacionesinducidaspor los órdenesparcialesanteriormenteexpuestos.

Además,se presentanalgoritmospara verificar las equivalenciasentreprocesos

generativos(es decir que puedeninteraccionarcon los tres tipos de entornosan-

teriormentedefinidos), que resultantenercomplejidad polinómica (mientrasque la

verificación utilizando matriceses de orden exponencial). Estos algoritmosestán

inspiradosen el trabajode Tzeng[Tze8b,Tze92].

En [CC92]sedefinentres lógicasparaformalizar las semánticasanteriores.Ade-

más,utilizandopredicadosenestaslógicasexpresanpropiedadesdeseguridad(safety)

y vivacidad (liveness).

1.1.6 Autómatas Probabilísticos

Recientementesehanpresentadodiversostrabajosen los queseextiendeelmodelode

Autómatasde Entrada/Salida[LT87] conprobabilidades.Esencialmente,un autóma-

ta de entrada/salidaes unasistemade transicionesetiquetadasdondelasaccionesson

divididasen dosconjuntos: lascontrolableslocalmente(accionesde entrada) y las no

controlables.Estasúltimassedividen a su vez endos tipos: las accionesde saliday

las internas. Además,lasaccionesdeentradasiempretienenqueestardisponibles;es
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ml
decir,cualquierautómatatienequepoderejecutarunaacciondeentradasi el entorno J
sela ofrece.

En [5L94]seestudianvariasextensionesde las relacionesde bisimulacióny simu -J
lación, utilizando comomodelouna extensioncon probabilidadesde los autómatas

de entrada/salidacon una interpretaciónreactivade las probabilidades.Parapoder J
estudiarpropiedadessobreel modelo, se haceuna adaptaciónde la lógica TPCTL

descritaen [Han9l, HJ94] olvidando la informacióntemporal. J
En [Seg9Sa]sedefineunasemánticabasadaen trazasparael modelodeautómatas

probabilísticosdefinido en [5L941,y seextiendeel métodode simulaciónde [LV91]al J
nuevomodelo.

En [Seg9Sb]seextiendeel modelode [5L94] con informacióntemporaly seestu -J
dian variassemánticas,en particularuna similar a la de [Seg9Sa]pero considerando

informacióntemporal. si
En [WS594]seextiendenlos autómatasde [LT87] con probabilidades,dándoseuna

interpretación generativa de las probabilidades. Cuando restringen los autómatas a J
aquellosqueno tienenaccionesocultas,encuentranunasemanticatotalmenteabstrac-

ta con respectoa una definición naturaldepruebasprobabilisticas. J

1.1.7 Modelos con prioridades si
En estasecciónvamosa consideraralgunostrabajosque extiendenálgebrasdepro-

cesoscon una noción de prioridad. A la hora de construir álgebrasde procesoscon

prioridades,sehanconsideradofundamentalmentedosaproximaciones:asociarprio- si
ridad con eventoso asociarlacon operadoresde eleccion.

si
Asociar prioridad con eventos

Estaprioridadsepuedeasignarde una forma global o local, si
•Prioridadglobal. J

si
si
si
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En [BBK86] sedefineunaextensióncon prioridadesde ACP, en la queseconsi-

deraun ordenparcialentrelas acciones.Porlo tanto,setratadeuna asignación

globaldeprioridades,dadoquesi a < b en un estado,no puedeocurrirqueb < a

en otro estado.Esteorden parcialexpresaprioridadpotencial,en el sentidode

que en cadaestadoexistendosposibilidades:

— La relaciónde prioridadesla expresadapormediodel ordenparcialsobre

el conjunto de acciones,lo cual ocurresi el estadoestáen el ámbito de un

operadorde prioridad9.

— No existeningunaestructurade prioridadentre las acciones.

En [Jef92]se consideraun lenguajeque toma operadoresde CCS y CSP, ex-

tendiéndoloscon tiempoy prioridades,demodoquela asignacióndeprioridades

se realizamedianteun orden total entre las acciones,salvo para las acciones

ocultas,a las que se les asignaprioridad localmente. Presentauná axiomati-

zación parauna nociónde bisimulaciónfuerte, y muestracomotransformarun

procesotemporalen uno no temporalmedianteel etiquetadode las acciones

con tiempo.

• Prioridad Local.

En [CH9O]se extiendeCCS con una nociónde prioridaden la que paracada

acción a e Act se definenuna versión con prioridadg y una versión sin prio-

ridad a. Además, definen una equivalenciaobservacionalfuerte y dan una

axiomatizacióncompletaparalos términosfinitos.

En [BGLG93] se define un álgebrade procesoscon una extensióntemporal

(sobreun dominio denso)y unanociónde prioridad. La asignacióndeprioridad

sehacelocalmente,asociandoen cadamomentouna prioridada cadaacción.

En [NCCC94]seestudiaun lenguajesimilar al de [CH9O]sobreel que sedefine

una equivalenciaobservacionaldébil y se dauna axiomatizacióncompletapara

los términosfinitos.
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si
Asociar prioridad con el operador de elección si
En [5590], se extiendecon una probabilidadel operadorde elecciónde CCS. En

particular,estaprobabilidadpuedeserigual a 1, lo cualrepresentaunaformadetratar si
la prioridad. Parapodertratar estoscasosextremos,seconsiderauna interpretacíon

estratificadade las probabilidades.Se defineunanociónde bisimulaciónprobabilística si
la cual resultaseruna congruenciasobreel cálculodefinido.

En [CW95], se extiendeCCS con un operadorde elección con prioridad. Se si
define una noción de bisimulaciónfuerte, que resultaser una congruencia,y se da

un conjunto de axiomas,el cual es completocon respectoa la bisimulaciónfuerte. si
Además, los axiomassiguensatisfaciéndosesi consideramoslos procesosordinarios

de CCS sin esteoperadorde eleccióncon prioridad. si

1.2 Resumen de la Tesis si
En estasecciónharemosun breveresumendel restode estetrabajo. En todo caso,

en la introducciónde cadauno de los capítulosseexplican con mayorprofundidad

los contenidosy objetivos del correspondientecapítulo. si
En el Capítulo2 presentamosnuestrolenguaje,al quedenominamosPPA. Damos

una interpretaciónintuitiva de cadauno de los operadoresdel lenguaje,y a conti- si
nuacióndefinimosuna semánticaoperacional.A partir de la semánticaoperacional

definimosunasemánticadepruebasen el sentidoclásico,y aprovechamosparadiscutir si
la utilidad de los factoresde prenormalizaciónparaconseguirunainterpretaciónmas
intuitiva de las probabilidadescon lasquelos procesospasanlaspruebas.Finalizamos

el capítulocon unaexplicaciónde una de las decisionesde diseño másdiscutiblesde

lastomadasa lo largodeestatesis: la separaciónentretransicionesinternasy externas

en la semánticaoperacional;y en generalcon una descripciónde los problemasque si
acarreael hechode teneraccionesocultasjunto con probabilidades.

En el Capitulo 3 estudiamosuna interpretaciónreactivo de las probabilidades. si
Bajo dichainterpretaciónlas pruebasque resultanpertinentesson simplementelas

trazas de acciones. Definimos una caracterizaciónalternativade la semánticade si

si
si
4
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pruebasutilizando trazasprobabilísticas,que no sonotra cosaque trazasordinarias

junto con la probabilidadde que el procesoejecutela mismaal ser ofrecidapor el

entorno. Mostramosque los operadoresdeelecciónexternano soncongruentespara

estemodelo,y definimosuna semánticadenotacionalbasadatambiénen el concepto

de trazasprobabilisticasqueresultasercompletamenteabstractaparael sublenguaje

en el que seomite el operadordeelecciónexterna.

El Capítulo 4 constituye la parte central de esta tesis. En el mismo estudiamos

la interpretacióngenerativade la semántica de pruebas para PPA. En este caso, las

pruebaspuedensertan complejascomo los procesos.Como en el casoanteriordefi-

nimosuna caracterizaciónalternativaparala semánticadepruebas.La mismaestará

basadaen una variantede los conjuntosde aceptaciónen los que seincluye la infor-

maciónprobabilísticaadecuada.Así, los estadosno seguiránsiendomerosconjuntos

de acciones,sino conjuntos depares(acción,probabilidad).Además,en lugar deuti-

lizar secuenciasde accionesparacaracterizarlos estadosde un proceso,utilizaremos

secuenciasde pares(estado,acción). Finalmente,un conjunto de aceptaciónno será

un conjuntode estados,sino un conjunto de estadoscon una probabilidadasociada.

Paraprobarque efectivamentesetrata de una caracterizaciónalternativa,haremos

una transformaciónde los procesosa unaclasede formasnormales,aunquehablando

con propiedad no deberíamos utilizar dicha denominación, al tratarse de procesos

sintácticos que en ocasiones resultan ser infinitos. A partir de la demostraciónobte-

nemosademáscomosubproductodos resultadosmuy interesantes:

• El conjuntodepruebasprecisasparacaracterizarla semánticasepuedereducir

notablemente, limitándonos a considerar las que denominamos barbas proba-

bilísticas.

• El hechode utilizar factoresde prenormalizaciónno influirá en la equivalencia

inducidapor la semánticade pruebas.

A continuaciónsedefine unasemánticadenotacionalparaPPA. La mismaestá

basadaen el conceptode árboles de aceptación,efectuandode nuevo las oportunas

modificacionespara adecuaríasal marcoprobabilistico. Estasmodificaejonesserán



si
si

22 Capítulo 1. Introducción

si
similaresa las comentadasanteriormenteparael casode la adaptaciónde los conjun -si
tos de aceptación.Finalmente,sedemuestraque estasemánticaes completamente

abstractacon respectoa la semánticadepruebas,obteniendoen sumala equivalencia si
entrelas tres semánticas.

En el Capítulo 5 estudiamosun sistemaaxiomáticocorrectoy completorespecto si
de la semánticade pruebasparael modelo generativo.Empezamosel estudiocon los
procesosfinitos, estoes, procesosen los que no aparecenni recursionesni procesos si
divergentes. Para dicho subconjuntomostramosun sistemade axiomascorrectos.
Pararealizar la correspondientépruebade completitud,introducimosformas nor-

malesparalos procesosfinitos. Estasformasnormalescoincidencon las descritasen si
el Capítulo 4, si nos restringimosa las formas normalesfinitas. A continuaciónse

estudiael sistemaaxiomáticoparael lenguajecompleto. Damosprimerouna serie

de axiomasque caracterizanel comportamientodel procesodivergente.Peroahora

hemosdeaxiomatizarunarelaciónde orden,en lugarde unaequivalencia,pueshemos si
de tratar con aproximacionesfinitas paradefinir la semánticade los procesosrecur-

sívos. Entrelos axiomasapareceuno,en principio un tanto extraño,queresultaráde

gran utilidad a la hora de demostrarla completituddel nuevosistemade axiomas.

Como veremos,el citado axioma resultanecesariopor estarsetrabajandocon un si
dominio queno es w-algebraico.

En el Capítulo6 sepresentanuna seriedeejemplosque muestranla utilidad del si
nuevo lenguajepara especificarprocesosconcurrentesdonde la informaciónproba-
bilísticajuegaun papelfundamental.En estosejemplosse utiliza frecuentementeun si
operadorde composiciónparalelaque serádefinido en el ApéndiceA.

En el Capítulo 7 presentamosnuestrasconclusionesy damosuna seriede líneas si
paratrabajofuturo.

Parafinalizar,en el ApéndiceA estudiamosla inclusiónennuestromodelode un si
operadorparaleloy de un operadorde restricción(ocultamiento).El hechode que
hayamosrelegadoa un apéndiceel estudiode talescuestionesprovienedel notable

esfuerzo,especialmentede orden técnico,que conlíevasu estudio. Además,al desga-

jar el estudiode estascuestionesdel núcleo de la tesis nosconcedemosmuchamás si
si
si
LI
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libertadparatratarlosde un modo másinformal y especulativo.Así, parael casodel

operadorparaleloconsideramostres posibilidades:sin probabilidadesasociadas,con

una probabilidad,y con dos probabilidades.Una vez definida la semánticaopera-

cional de cadauno de los nuevosoperadores,pasamosa hacerun estudiosemántico

másprofundodeloperadorqueincorporaunaúnicaprobabilidad.Al igualqueocurría

con laelecciónexterna,el nuevooperadorno escongruenteparalasemánticadeprue-

basdel modeloreactivo. En el casodel modelogenerativo,definimos la semántica

denotacionaldel operadorparalelo,y extendemosel conjuntodeaxiomasdefinido en

el Capítulo 5, incorporandouna serie de axiomasparael nuevo operador,median-

te las cualespodemosprobarque el operadorparalelopuedeserconsideradocomo

operadorderivado (al igual que ocurre en los modelosno probabilisticos)dado que

podemoseliminarsusaparicionesen cabeza. En consecuenciapodemoseliminartodas

las aparicionesen los procesosfinitos, mientrasque ello sólo seriaposibleen el caso

infinito por medio deexpansionesinfinitas que nosconduciríana procesossintácticos

infinitos.

En el casodel operadorde restricciónlos resultadosno sontan halagijeños.Mos-

tramosque la inclusión de un operadortal nosconduciríaa una seriede dificultades

para las que hemosencontradoposibles solucionesque no acabande satisfacernos

totalmente.Unaposible soluciónesla inclusión de prioridadesen el modelo, lo cual

complica notablemente todo el desarrollo ya realizado. Otra posible soluciónsería

admitir al operador de restriccióncomooperadorprimitivo. Esto nos conduciríaa

unas formas normales mucho más complejas que las que tenemos, pues no resulta

en absoluto claro cual seria la forma adecuadade incorporarla informaciónsobre

aparicionesdel operadorde ocultamientoen las nuevasformasnormales.
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Capítulo 2

A

PPA: Algebra de Procesos

Probabilíst ica

En estecapítulo vamosa presentarnuestraálgebrade procesosprobabilística,a la

que llamaremos PPA’. Este lenguaje estábasadoen un subconjuntodel lenguaje

presentadoen [Hen88j (estelenguajeapareciópor primeravez en [dNH87], siendosu

principal característicaque se sustituyeel operadorde elecciónde CCS por dosope-

radoresdeelección,similaresa los presentesenCSP),dondelos operadoresdeelección

hansido etiquetadoscon unaprobabilidad.Por lo tanto, tendremossimultáneamente

una elecciónexternaprobabilísticay una eleccióninternaprobabilistica.

En principio,trabajaremosconun sublenguajeen el queno tenemosni operadores

de composición paralela ni operador de ocultamiento o restricción.En el ApéndiceA

veremos como se puedeañadir un operador de composiciónparalelasin variar las

semánticasdefinidasparael lenguaje,mientrasque el hechode añadirmi operador

de ocultamientoo restricciónnos llevaría a la necesidadde modificar la semántica

paraintroducir una ciertanociónde prioridad. En estetrabajolos valoresextremos

de las probabilidades(esdecir O y 1) no seránconsiderados,dadoquenosobligarían

a extenderlos modeloscon informaciónsobreprioridades(de forma similar a lo que

‘Hemos decididomantenerlas inicialesdel nombreen inglés, Probabilistie ProcessÁlgebra, que

es el que utilizamos en [NdFL95].

25



a
a

26 Capítulo 2. PPA: Álgebra de ProcesosProbabilística

nos sucedeal tratar un operadorde ocultamientoo restricción). 4
El resto del capítulo estáestructuradocomo sigue. En la Sección2.1 definimos

la sintaxis de nuestraálgebrade procesosy damosuna explicaciónintuitiva de los a
operadores.En la Sección2.2 definimosuna semánticaoperacionalparaPPA. En la

Sección2.3 definimosuna semánticade pruebas(parametrizadapor un conjunto de ‘ml
pruebas)inducidapor la semánticaoperacionaldefinidaen la seccionanterior. Final-
mente,en la Sección2.4 comentaremosalgunosproblemasque aparecenal intentar

u’definir una nuevasemánticaoperacionalen la que se combinentransicionesocultasy

observables. si

2.1 Sintaxis de PPA a
Definición 2.1 Dadoun conjunto2 de accionesAct y un conjuntode identificadores u’Id, el conjuntode procesosque constituyenPPA sedefinepor mediode la siguiente

expresiónBNF:

P::= NilIXla;P~P&~P~P+~PIrecX.P

dondepC (0, 1), a E Act y X e Id. si
Dadoun procesoP, definimosinductivamenteel alfabetode P, quenotaremospor a

en la forma:

• cv(Nil) = a(Q) = a(X) = 0. ej
• ct(a; P’) = {a} U a(P’). u’
• cv(Pí +~ P

2) = c~(Pi e~P2) = a(Pi) U c4P2).
2En [NdFLO5] pedíamosqueel conjuntode accionesfuerafinito, dadoque en las demostraciones u’

de ciertos teoremas(pe. de abstraccióncompleta)considerábamosciertaspruebasque teníanque

ofrecer todas las accionesquepertenezcanal conjunto de acciones. Sin embargo,estarestricción

no es de hechonecesaria,pues en cadacasonos podemosrestringir a las accionesque aparezcan a
en los procesos,con lo que trabajaríamossiemprecon conjuntosfinitos de acciones,sin mas que

restringirnosa las accionesque aparezcanen dichosconjuntosfinitos. a
a
a
u’
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• c4recX.P’) = a(P’).

Nóteseque paratodo procesoP e PPA, su alfabetoesfinito. O

De ahoraen adelantenos restringiremosa procesosde PPA en los cualesno haya

apariciones libres de identificadores (es decir, si un identificador X apareceen un

proceso P, deberá estar en el ámbito de una declaración del tipo recX.P’ donde P

es un subproceso de P’). Además, usualmente omitiremos las apariciones del proceso

Nil cuando su aparición se pueda deducir del entorno (así expresaremosel proceso

a; b; Nil simplementecomo a; b). A continuación damos una explicación intuitiva de

cadauno de los operadores:

• Nil esun procesoqueestábloqueado,esdecirno puedeejecutarningunaaccion.

• £2 esun procesodivergente,esdecirun procesoque realizacontinuamentecom-

putacionesinternas.

• a; P esun procesoqueprimeroejecutala accióna, y despuéspasaacomportarse

como P.

• P S~ 9 esun procesoque se comportacomoP con probabilidadigual a p, y

como9 con probabilidadigual a 1 —p. Estaelecciónserealizadeforma interna

y de forma no determinista,esdecirsin interacciónalgunacon el entorno.

• P +,, 9 es un procesoque puede funcionar como P o como 9, pero esta

eleccióndependedel entorno.Ello significa que si el entornoofreceaccionesque

sólamenteuno de los dosprocesospuedeejecutar,entoncesel correspondiente

procesoseráelegido. Por el contrario, si ambosprocesospuedenejeCutaraccio-

nesde las ofrecidaspor el entorno, entoncesla elecciónseefectuaráteniendo

en cuentalasprobabilidadescon lascualesambosprocesospuedenejecutarlas

accionesofrecidas,las probabilidadescon las que el entornoofrecelas acciones,

y la probabilidadp queapareceen la elecciónexterna.

Por tanto, como en el casono probabilístico,la elecciónexternatiene también

un gradode no determinismo,el cual,excluyendoel debidoa eleccionesinternas
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presentesen los procesoscomponentesde la elecciónexterna,sedeberáa uno u’de los dos factoressiguientes:

1. Los procesoscomponentestienenaccionescomunesdeentrelas quepueden 4
ejecutaren su primer paso.

2. El entornoofrecedistintasaccionesquepuedenserejecutadasunasu otras

por los dos procesosen su primerpaso,si biencadaunadedichasacciones

no tiene porquésernecesariamenteejecutablepor los dosprocesos. u’
Obviamente,ambosfactoresde no determinismopuedenaparecersimultánea- u’
mente.En los ejemplos2.2, 2.3 y 2.4 seilustranlas distintassituacionesposibles.

• recX.Pesutilizado paradefinir procesosrecursívos. 4
Ejemplo 2.2 Consideremosel proceso = a; P-f-ia; P’. Si el entornoofreceunaa, u’

3

posiblementejunto con másacciones,el procesoPi ejecutaráa (con probabilidad1) y

pasaráa comportarsecomo1% con probabilidadiguala y como 1%’ conprobabilidad a
igual a a Estees por tantoun ejemplode no determinismodel primertipo descrito.

3.

o si
Ejemplo 2.3 Consideremosel procesoP2 = a; P~ ±~b; P~. Si el entorno ofrece u’

4la acción a con probabilidad ‘ la acciónb con probabilidad~,y otras accionescon
6’

probabilidadtotal ~,entoncesP2 ejecutaríala accióna con probabilidadproporcional

4
a~•~,pasandoa comportarsecomoP~, y ejecutaríab con probabilidadproporcionala

que pasandoacom~Portvs~corno Perola sumadedichasprobabilidadesesmenor auno; en — ~,por lo que habráque normalizarías(este

conceptoquedarámásclarocuandodefinamosla composiciónentreun procesoy una

prueba). La formade hacerloconsisteen dividir cadauna de dichasprobabilidades u’
por su suma. Tras ello, f~2 ejecutarála acción a con probabilidad ~ 1

31

u’mientrasque ejecutarála acciónb con probabilidad-,---e-4-r = ~ Esteesun ejemplo
del segundotipo de no determinismo. O a

u’
u’
si
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Ejemplo 2.4 Consideremosel procesoP = (a; Pt+±b;P2)+x(a;P3+±b;P4).Supon-

gamosque el entornoofrecela acción a con probabilidad~ la acción b con proba-
5’

bilidad ~ y otrasaccionescon probabilidadtotal ~. Entonces,la probabilidad total

(antes de normalizar) con la que P ejecutaríaaccionesantedicha ofertaes igual a

Trasnormalizar,el procesoP ejecutarála accióna con una probabilidadigual a
5 132+212

= = ~,y la acciónb con probabilidad~-
4--N*2—~

60 60 60

14

Las distintas continuacionesdel procesoP trasejecutaruna accionson:

• El procesoP ejecutará
1

bilidad .a~&& =

• El procesoP ejecutará

bilidad .S4gi¡. = 4
— Lo.
60

• El procesoP ejecutará

bilidad ~ = 6

1W

• El procesoP ejecutará
212

bilidad ~ =

la accióna y pasaráa comportarsecomo con proba-

la accióna y pasaráa comportarsecomoP
3 con proba-

la acciónb y pasaráa comportarsecomo con proba-

la acción b y pasaráa comportarsecomo P4 con proba-

En esteejemplose combinanlos dos

puedenproducir en la elecciónexterna.

tipos de no determinismoexterno que se

o

Parafinalizar estasección,generalizaremoslos operadoresde elecciónde forma

que puedantener un número arbitrario de argumentos(en lugar de dos). Estos

operadores generalizados serán utilizados frecuentemente a lo largo de esta tesis (e.g.

paradefinir formas normales,paradefinir pruebasgeneralizadas,etc.). Parael caso

de la elecciónexterna,exigiremosque los procesosesténguardadosmedianteprefijo

y que no seproduzcano determinismopor causade dos prefijos iguales.

Definición 2.5 SeanP11P2, . . .,P,,procesosdePPA, seanaí,a2,. . . ,a,, E Att accio-

nesdiferentes,y seanP1,P2,•. . ,p,, > O talesque Zz’~ = 1. Definimosinductivamente

la elecciónexternageneralizadaen la forma:
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i

1. >3[1]aí;P¡ =aí;Pí
i=1

n n—i

2. >3~pí] a1; P1 = (ai; P1) +~, >3[h’1 (a¿+i; P141)
1=

Definición 2.6 SeanPí,P2,...,P,. procesosde PPA, y seanP1,P2,. . .,p~, >0

1=1 o

tales

que 3m=1. Definimosinductivamentela eleccióninterna generalizadaen la forma:

o
1.

i= 1

2. ®[1] Pi = Pi
i=i

‘2

3. ®IPI]PI
1=1

n—i

= P1 e~, e[flt] P~+l
1=1

[si 3p~ = 1 A n

TI

[siendop = >3p~ < 1 A n >0]

E

Nótesequeen la eleccióninternageneralizadala sumade las probabilidadespuede

ser menor que 1. La diferenciaentre 1 y dicha suma indica la probabilidad de

divergencia
3. Por ejemplo, P = ®([~] Pi) ([~] P

2) = (Pi e~ P2) eR £2, es decir
1=

la probabilidaddequeel procesoP diverjaen su primerpasoesigual a ~ (junto con

las probabilidadesaportadaspor P1 y f’2).

2.2 Semántica Operacional de PPA

En esta sección introduciremosuna semánticaoperacionalparanuestraálgebrade

procesos.En dichasemánticaoperacionaltendremosdos tipos de transiciones:
3Naturalmente,a dicha probabilidadhabríaque añadirla que aportasencadauno de los argu-

mentosde la suma,multiplicadaspor la probabilidadde cadaargumento.
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• El significadointuitivo deuna transicióndel tipo P ~ 9 esquesi el entorno

ofrecieratodas lasaccionesqueconstituyenel conjuntode accionesAct, con una

distribuciónequiprobable,entoncesla probabilidaddeque el procesoP ejecute

la accióna y pasea comportarsecomoel proceso9 es igual a p.

• El significado intuitivo de una transición del tipo P >—>~,, 9 es que el pro-

ceso P pasaa comportarsecomo el proceso9 con probabilidadigual a p, sin

interaccionarcon el entorno(es decir,setrata deuna transicióninterna).

En nuestromodelo, las transicionesinternasse efectúanlo antesposible,de modo

que un procesono puederealizar transicionesobservableshastaque ha realizado

todassus transicionesinternaspendientes.Esto quedaríaplenamentejustificadosi

introducimosuna componentetemporal en nuestrolenguaje. En la mayoría de las

propuestasparaextendercon tiempo las álgebrasde procesos,las accionesocultas

seconsideranurgentes;esdecir, un procesono puededejarpasarel tiempo mientras

puedaevolucionarmedianteunatransicióninterna. Un ejemplode estosepuedever

en [N391, Sch95,LdFN96].

Paraevitarunanotaciónmáscomplicada,hemosevitadola introducciónde índices

en la definiciónde las transiciones.Usualmente(a partir de [G3590]),talesíndicesse

utilizan paradistinguir entrediferentesaparicionesdeuna mismatransiciónprobabi-.

listica. En lugar de utilizar dichasolución,nosotrosconsideraremosque ~i una tran-

siciónsepuedaderivarmásdeunavez, entoncescadaderivacióngeneraunaocurren-

ciadiferentede estatransición,lo cual puedeserformalizadousandomulticonjuntos

de transicionesen lugar de utilizar conjuntosde transiciones. Otra forma de evitar

estosproblemasconsisteen aumentarel númerode reglas,comosehacepor ejemplo

en [L592].

Ejemplo 2.7 SeaP = a; Nil +±a; Nil. Entonces,P tendrála transiciónE ~ Nil
2 2

dos veces. Consideremosahorael proceso9 = 9’ e~ 9’. De nuevo, la transición
2

9 >—ó 9’ aparecedos veces, o
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si
En el restodeestetrabajoutilizaremosla siguientenotacion: ej

not not• P>—÷ =2 ]p,P’:P>—*,, P’ • P>/—* ==

3p,P’:P~i~* p •• ~ not P/—* ~p,P’:P-~-*~P’ 4
• > ~4• 5a,p,P’:P-~-*~P’ • p/—* ~. I&zpP~:P~tP~

Al igual queenel casono probabilístico,podemosextenderla relacióninducidapor 4
las transicionesinternas,>—*, considerandouna relaciónP >—i’ P’ que indica que

elprocesoP haevolucionadoal procesoP’ trasejecutarunasecuencíade transiciones 4
internas,tal queel productode las probabilidadesasociadasa las mismases igual a p.

En nuestrocasopediremosademásque el procesoP’ no puedaejecutartransiciones 4
internas.

Definición 2.8 SeanP, P’ dosprocesos.Diremosque P evolucionaa P’ por medio

de una ttansición interna generalizadacon probabilidadp si P >—> P’ se puede 4
derivaraplicandolas siguientesreglas:

P >—*7 P si P es estable (i.e. P >/—*) 4
si Eq,q’,Q : P >~~>q 9 ~ P’ Ap=q~q’

o u’
Al igual queenel casode las transicionesde la forma >—* tendremosqueconside- arar las posiblesrepeticionesque seproduzcanentretransiciones;asílanuevarelación

induceun multiconjuntode transicionesenlugar deun conjunto. Porejemplo,si tene- amos dos vecesla transiciónP ~ 9, y podemosgenerarla transicióngeneralizada
9 ~ P’ tres veces,tendremosla transicióngeneralizadaP >~*.q P’ seis veces.

p

4Tras estaintroducciónnosencontramosya en condicionesde enunciarlas reglas

que permitendefinir las transicionesde cadauno de los operadores. a
2.2.1 Ni!, Q y Prefijo ej
El proceso Nil es un procesoinactivo, es decir un procesoque no puedeproducir

ningunatransición. El proceso9 es un procesoque sólo tiene actividad interna, por ej

u’
ej

~.1
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lo tanto paraél sólo tendremosuna reglaque nos indica que, con probabilidad1, £2

evolucionade formainternaa si mismo:

(DIV)9 >—h 9

Parael casodel operadordeprefijo tendremostambiénunaúnicaregla,indicando

que un procesode la forma a; P ejecutala acción a, con probabilidadi; y pasaa

comportarse como P; es decir:

2.2.2 Elección Interna

Paralaeleccióninternatendremosdosreglasque indicanque un procesode la forma

P e,,, 9 pasa a comportarse de forma interna (y por lo tanto no determinista) como

P con probabilidad p y como 9 con probabilidad 1 — p.

(INTl)p~9 (INT2)p~q9

2.2.3 Elección Externa

Parael casode la elecciónexternatendremosdos gruposde reglas. En el primer

grupotrataremosel casoen el que alguno de los procesosque componen,la elección

externapuedeejecutartransicionesinternas:

P>+~P’A Q~zO _____________
(EXT1)P+pQ>~~~*qPt+pQ (EXT2)Q>~QQA ~e

0
P+pQ»4qP+pQ’

P>4q
1 P’A 9 >>q2 9

’

(EXT3) P +p 9 >>qlq2 P’ +p Q~

Lasdosprimerasreglasindican que si sólo uno de los procesospuedeevolucionar

medianteuna transicióninterna, entoncessepuederealizartal transición,pero sin
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si
porello resolverla eleccióninterna. La condiciónQe = O (resp.Pe = 0) queaparece si
en la primerareglaes la queindica quela probabilidadde que el proceso9 (resp.P)

realiceuna transición internaes igual a 0. Formalmente,dichafunción se defineen si
la forma:

Re=ZISIR>—4sR’1 si
La tercerareglaindica que si los dos procesospuedenefectuartransicionesinter-

nas,éstasseejecutaránal mismotiempo,sin quedenuevoseresuelvala elección.De

nuevo, estadecisiónes bastantenatural, dado que todo el no determinismointerno

se tiene que resolverantesde que el procesopuedaempezara realizar transiciones si
observables;por lo tanto asumiendouna ciertahipótesisde máximoprogresopode-

mos considerarque estastransicionesse realizana la vez. De todasformas,las tres si
reglas dadasse puedenconvertir en sólo dos, suprimiendola última, si bien habrá
quetener en cuentaen ellas si los dos procesospuedenrealizartransicionesinternas <si
o no. En tal caso, conservamosbásicamenteel mismo significado intuitivo de los
procesos,pero optamospor una semánticade entrelazamiento,de modo que si los

dos procesoscompuestosen elecciónexternapuedenrealizartransicionesinternasal si
mismotiempo, éstasseránrealizadasen alternancia. Las reglascorrespondientesa

dichavarianteseríanlas siguientes:

~ Q>½Q si
(EXT1’)p+9 >~<~ P’+,,Q (EXT2’)p~9 ~ P+pQ’ ej

dondela función f(P, 9) viene definida en la forma:

f(PQ){l siQ>/-* ej
—p siP>/-*

1 e.o.c ej
Finalmente, nótese que a pesar de las reglas anteriores +,,, no es un operador

estático. Dichasreglasindican quelas accionesinternas(i.e. las transicionesinternas) ej
no resuelvenlas eleccionesexternas,perosilo haránlas accionesexternasgobernadas

por el segundogrupo de reglas para la elecciónexterna. Como ya hemosdicho al ej

si
LI
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principio de estasección(ver página31), las transicionesinternassehan de realizar

antesque las externas;por lo tanto estasreglassólo seránaplicablescuandolos dos

procesosesténestables,es decir, no puedanrealizarde momento más transiciones

internas. Ello seindica por medio de lascondicionesincluidasen las reglas.

Pt~P’A Q~=o Q~±*qQ’A P®=O
(EXT4) ~ +, 9 —~->~ ~ (EXT5)~~,9 4(1-p).4 9’

El valor ~se obtiene a partir de la probabilidad q con la cual la transición observa-

ble es realizada, y teniendo en cuenta si ambos procesos pueden realizar t+ansiciones

externas. Si uno de los procesosno puederealizaraccionesexternas,la probabilidad

total va a pararal otro proceso;por contra, si los dos puedenrealizartransiciones

externas,entoncesse tiene en cuentala probabilidadp de la elecciónexterna. En

concreto, la probabilidadde que un procesopuedarealizartransicionesobservables

viene dadapor la función

= 2 11 ~ 1 ]a: R —~—*~ R’ 1
Rl

a partir de la cual el valor de j quedadefinido como

‘1

p~ p~ + (1 — p) . 9+

2.2.4 Recursión

Parael operadorde recursióntenemosuna únicareglaque indica que la recursiénse

despliega:

(REC)recX.P >—*~ P{recX.P/X}

Con estadefinicióndesemánticaoperacionaltenemosque las transicionesinternas

y observablesno se entremezclan;es decir, si un procesopuederealizarti~ansiciones

internas,entoncesno puederealizartransicionesobservablesy viceversa. Esto queda

expresadoen el siguientelema, cuyademostraciónpor inducciónestructuralresulta

trivial.
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(PRE) a
a; E’ —+ ir

(INTi) FEDpQ>—4pP

~szs;t~(EXT3)E’>4~
1 FA Q>4q,Q

’

>4q1

(EXT4)E’~~E”2 Q~O
P+pQ—*p*P’

(EXT5) Q
24~Q’A Pe=O

u’
u’(REO)rec X.P>—*íP{rccx.P/X}

= Z~’ { sjR >—*~ R’ ~ R~ = En’ 1 ~IBa: R ~ R’ ~‘ =

Figura 2.1: SemánticaOperacionalde PPA.

Lema 2.9 SeaP un proceso. Entonces,si P >—* tenemosP /—*.

u’
a

El

Nóteseque el otro sentidode la implicaciónno es cierto, dadoque,por ejemplo,

Ni! no puederealizarningún tipo de transiciones,ni internas,ni externas. Nótese

tambiénque la condición del lema anteriores equivalentea que si P —* entonces

La demostracióndel siguientecorolario estrivial a partir del lemaanteriory de

la definición de la semántica operacional.

Corolario 2.1 Sea P un proceso. Entonces se tiene

(Pe = 0V Pe = 1) A (P~- = 0V P~ = 1) A (P® ~ 1 V P~ # 1)

o

Finalmente,en la Figura2.1 mostramosagrupadastodaslas reglasque definenla

semánticaoperacionalde PPA.

a
u’
a
u’
u’
a
u’
.1

2.3 Semántica de Pruebas

lina vez que hemosdefinido la semánticaoperacionalde nuestrolenguaje,vamosa

pasar a definir una semánticade pruebasinducida por la misma. Paradefinir una

36
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semánticadepruebas,lo primeroque debemosdefinir es lanocióndeprueba. Siguien-

do la teoríaclásicade semánticade pruebas[dNH84,Hen88] consideraremosque las

pruebasseránprocesosconstruidoscon la sintaxis dadaen la Definición 2.1, pero

extendiendoel conjuntode accionescon una nuevaacciónw ~ Act, que indica la ter-

minacióncon éxito de la prueba.Esteesun punto querepresentaun cambiodrástico

con respecto al modelo más cercano al nuestro, que es el presentado en [Cua93].En el

mismo las pruebas no pueden ser procesos cualesquiera,sino que tienenque cumplir

unas propiedades bastanterestrictivas: ausenciade no determinismo,tanto interno

como externo, y continuación de la prueba sólo tras una de las accionesofrecidasen

cada paso. Además la semánticade pruebasno sepuededefinir a partir de la com-

posiciónparalelade un procesoy una prueba,sino que tiene que definirsemediante

un procedimientoad-hocque precisade inducciónestructuralsobrela sintaxisde los

procesos.

Definición 2.10 Dadoun conjuntode accionesAct y un conjunto de identificadores

Id, el conjuntode laspruebas,quenotaremospor ‘flst, se definemediantelasiguiente

expresiónBNF:

T::= NilI9IXIa;TIT@~TIT+~TIrecX.T

dondep e (0,1), a e ActU w, y X E Id. U

La semánticaoperacionalde laspruebases la mismaque la definidaen la sección

anteriorparalos procesos,considerandow comouna acciónmás.

A continuacióndebemosdefinir cómo interaccionanuna pruebay un proceso

Como en el casono probabilístico,estainteracciónserámodeladamediantela com-

posición en paralelodel procesoy la prueba,considerandocomo conjunto de sin-

cronizaciónel conjunto de accionesAct (obsérveseque la acciónw no perteneceal

conjunto de sincronización)y ocultando4las accionesdel conjunto Act.

4Realmenteesto no es fundamental,simplementelo hacemosparamantenerunanotaciónuni-
forme entrelas transicionesde lacomposiciónparalelaqueseproducenpor causade unatransición

externay las queseproducenporcausadeunatransicióninterna,dadoque lo único quenosinteresa
es la probabilidadcon lacual se realizanlas transiciones.
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Como en el casode la elecciónexternatendremosdosgruposde reglas,uno que u’
trata las transicionesinternas,tanto las del procesocomo las de la prueba,y otro

paralas accionesobservables. u’

(PARí) P>4p?AT~0 (PAR2)T>4pT’AP~0 u’
P >~~*p P’ A T >

4q 2” u’(PI4R3) P~Thdp.qP’~D ej

El significadode estasreglases similar al de las tresprimerasreglasde la elección

externaqueya explicamosen sumomento:si el procesoy/o la pruebapuedenrealizar ej
transicionesinternas,éstasse realizanantesdecualquiertransiciónexterna.Además,

como también indicamos para el caso de la elecciónexterna,estastres reglas se ej
podríanreducira dos si queremosevitar el hechodeque los dos procesosrealicensus

transicionesinternasal mismotiempo (ver página34). De todasformas,el hechode 4
que las transicionesinternasse realicenal mismotiempo no implica que el cálculo

definidosea síncrono. u’
Nos quedapor presentaruna reglaqueconsidereel casode la sincronizaciónentre

el procesoy la prueba,y otraparala ejecuciónde la acciónde terminaciónconéxito, u’
w, por parte de la prueba:

a
PÑpP’AT24qT’ __________

(PAR4) PIT~4riP’IT’ (PARS)T~4prAP~0
PIT44r

2 Nil u’
Cuandoni el procesoni la pruebapuedenrealizartransicionesinternas,se podrán 4

aplicarestasreglas. Nóteseque una vez quela composiciónentreprocesoy prueba

realizaunatransícionetiquetadacon la acciónespecialw, estacomposícionno puede u’
realizarmástransiciones(lo cualtienesentido,dadoquela pruebaya ha tenido¿rito).

Nótese también que para aplicar la regla tenemosla condición 4 = 0, de modo u’

ej

‘ej

ej
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que si nos encontramos un proceso divergente (es decir, que sea operacionalmente

equivalente a 9), ninguna prueba será pasada, dado que la composición en paralelo

entre el proceso y la prueba generará una secuenciainfinita de transicionesinternas

asociadas a la divergencia del proceso, que tendrá probabilidad 1 de realizarse.

Falta por indicar como se definen los valores de las probabilidades r1 y r2 asociadas

a estas transiciones.Tendremos

p.q p
rí = _______

pz(P,T)

dondeg(P,2’) es un factor de normalización, similar al utilizado en [C5Z92] (con-

siderandoque dichofactor se utiliza solamentecuandosólo sepuedenejecutaraccio-

nesvisibles),que nos indica la sumade las probabilidadesde las accionesque el par

proceso-pruebapuedeejecutaren su primer pasocuandotanto el procesocomo la

pruebaestánestables.Al dividir por dicho factor, la sumade las probabilidadesde

las transicionesgeneradaspor transicionesobservablesque la composiciÓnentreel

procesoy la pruebapuedenrealizarsehaceigual a 1. La definición formal del factor

de normalizaciónesla siguiente:

14P,T) = Z~p.q BP’,T’: P -.¾~,P’AT ~tqT’ f~

En realidadla forma en la que se ha definido el factor de normalización,y en

consecuencialos valoresde r1 y r2, no resultasercanónica.Otrasdefinicionesalter-

nativasserianpor tantojustificables. De hechosomosconscientesde que la opción

que hemostomadono esla más intuitiva, pero hemospreferidooptaren estaTesis,

comoya se hizo, conscientementeo no en [C5Z92],por una definición relativamente

sencillaque no compliqueexageradamentelos cómputosprecisosparamanejarla.En

concreto,bajo nuestradefinición la acciónw podríarobar probabilidada las accio-

nesobservablesejecutablespor el par proceso-prueba,en el casode que éstassean

ofrecidaspor el procesojunto con otras accionesno ofertadaspor la prueba.
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ej
Pararesolveresteproblema,en lugar de estosvalores, podríamos haber intro -ej

ducidounos factoresde prenormalizacióncomo los que ya utilizamos en [NdF95b],

demodo que obtuviéramos

f~T(q) ffT(p

)

rí = r
2 =

dondefflT(p) vienedadopor el cocienteentrep (la probabilidadasociadaa la tran-
ejsícionobservabledel proceso)y el factor de prenormalizacióncorrespondiente al pro-

cesoP al serpuestoen paralelocon 2’. si
fn

T(p) = p
~~{rjEP’,T’,p’:PQ+~P’AT24p,T’~ ej

De igual forma, f~§Z’(q> es igual al cocienteentreq (la probabilidadasociadaa la si
transiciónobservablede la prueba) y el factor de prenormalizacióncorrespondiente

a la pruebaT al actuarsobreP. ej

q si
“2’ (q) = Za{r 1 BP’,T’,p’ : T ~2~*r T’AP ~ P’ 1+21 rjYF’: 2’ ~±~*r

ej
En definitiva, los factoresde prenormalizaciónsirven para recalcularla probabili-

dad de las accionesque realmentetanto el procesocomo la pruebapodránejecutar si
al componerambosen paralelo.

Una vez definidoslos factoresde prenormalización,deberíamosdefinir un nuevo ej
factor dc normalizaciónp’(F, 2’), que sigue las pautasdel definido anteriormente,si

bien en estecasohemosde considerarfflT(p) y ffT(q) en lugar de p y q. Por lo ej
tanto:

ej
p’(P,T) = ~Iffl”(p) f~’(q) ¡ BP’,T’: P ~ P’ A 2’ ~~L*q2” 1

±2ilfV(p)IBT’: T~=L*p2”~ ej

ej

ej
LI
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Veamosa continuaciónun ejemploque ilustra las diferenciasentreambasaproxi-

macionesal problemade la normalización.

Ejemplo 2.11 Sean P = a+±b, T = a+~w, y consideremosP( 2’. La composición
5 2

tiene dos transiciones:P 2’ ‘—*~, Nil ¡ Nil y P 1 2’ 4—*X2 Nil que obviamenteno

puedenserampliadas.Si utilizaramoslos factoresdeprenormalizaciónparacalcular

las probabilidadesde ambastransiciones,obtendríamosx1 = x2 = 1 lo cual es
2’

bastanterazonable,dado que en el entornoen el que seencuentrael procesoP, la

acción 6 no es ofrecida; en consecuencia la probabilidad con la que el proceso P ofrece

de hechola accióna debería devenir en 1, lo cual seconsigueal utilizar los factores

de prenormalización.Sin embargo,si no utilizamos factoresde prenormalización(o

equivalentementeffT y ff.T no fueran otra cosa que la función identidad), como

ocurre en este trabajo o en [C5Z92], obtenemos x1 = 1 mientras que x2 = ~ Es
5

decir, la presenciade la acción b le ha quitado probabilidad a la transición que se

realizapor lasincronizaciónen la acción a, yendoa parara la transiciónque ejecuta

la acciónw. O

En cualquiercaso,a pesarde que utilizar los factoresdeprenormalizaciónresulta

másintuitivo, las relacionesdeequivalenciainducidaspor la semánticadepruebasno

cambian,seutilicen dichosfactoreso no, comoseveráenel Capítulo4, lo quejustifica

formalmenteel obviarlos, si asumimosque nuestro interésa la hora de introducir

la semánticade pruebasno es otro que el de tener un mecanismopara definir la

equivalenciasemánticaentreprocesos.

En la Figura 2.2, mostramosagrupadaslas reglasque definenla interacciónentre

los procesos y las pruebas.

El siguiente pasode caraa definir la semánticade pruebasconsisteen definir

el conceptode computaciónde la composición entre un procesoy unapfueba,dis-

tinguiéndosea continuaciónlas computacionescon éxito, que seránaquéllasen las

cualesla pruebaejecutala acciónde aceptaciónw. Como quieraque las computa-

cionestendránasociadauna probabilidad,agregandolas de las computacionescon

éxito obtendremosfinalmentela probabilidadcon la cualun procesopasaunaprueba.
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P>—4,,P’AT®=0 T>+p2”APeO P>+p P’A T>4qT’
Pl2’H~#,,P’IT P¡Tk4pPIT’ PIT~4,,.~P’IT’

P24pP’A2’24q 2” T-¾p2”AP~0

P¡Th4r,P’IT’ P¡2’4+r
2Nil

ddonde rí = y r2 = g(P,T)

Figura 2.2: Reglasparala composicióndeprocesosy pruebas.

Definición 2.12 Sea P un procesoy 2’ una prueba. Una computaciónO es una

secuencia maximal de transiciones de la forma

donde * denotao a una etiqueta vacía o a la acción especialw, y por maximal

entendemos que O no se puedeextendermás,estoes no existenp > 0, R’ talesque

R ~-%, R’.

Cuando la última transición es de la forma P,,~í ¡
Tn1 4->,,., Nil, diremos que

la computaciónha tenido éxito. Denotaremos por Ex(P,2’) al conjunto de computa-

czonescon éxito a partir de P ¡ 2’.

La probabilidad de una computaciónO, Pr(O), se define inductivamenteen la

forma:

Pr(Nil) = 1

Pr(P ¡ 2’4-*,, O) p.Pr(O)

Finalmente,definimos la función pass(P,2’), que nos indica laprobabilidadcon

la que el procesoP pasa la prueba2’, en la forma

pass(P,T) = E
CEEx(PT)

Pr(O)

E
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si
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Ahora,dadaunafamilia depruebas,podemosdefinir la nociónde equivalenciade

pruebasasociadaa la misma. En principio, segúnconsideremosunau otrafamiliade

pruebas,tendremosdiferentesrelacionesde equivalencia.

Definición 2.13 Dado un conjunto de pruebas probabilísticas, T, y dos procesos

P y Q, definimos la relaciónde equivalenciade pruebas inducida por la familia de

pruebas‘T, ~ en la forma

P~-Q su VTE’T: pass(P,T) = pass(Q, T)

E

Paraterminarestaseccióndamosel siguientelemaque nos indica qué tanto las

pruebasque contieneneleccionesinternas,como lasque contieneneleccionesexternas

induciendono determinismodebido a que las dos pruebascompuestascontengan

accionescomunesentrelas que seofrecenen su primer paso,puedensereliminadas

por resultar redundantes.

Lema 2.14 SeaP un proceso, sean T, 2” pruebas, y sea a E Act. Entonces,

1. pass(P,(T e,, T’)) = p~ pass(P,T) + (1 — p) pass(P, 2”)

2. pass(P, (a; T) +,, (a; 2”)) = pass(P, a; (Te,,2”))

Demostración: Para el primer apartado, si el procesono puede realizar transiciones

internas,el resultadoestrivial, poraplicaciónde la regla(PAR2). En casocontrario,

consideremoslos siguientesinulticonjuntosde procesosy pruebas:

Utilizando repetidas veces la regla (PAR3) hasta que la prueba y/o el proceso no

puedanrealizarmástransicionesinternas,y utilizando despuéssi ello esnecesariolas

reglas(PARl) y (PAR2) obtenemos
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donde síi.”sij=pwqj y t~ = rk.

En consecuencia tenemos pass(P,2’) = . q5• pass(P1,fl) mientrasque

pass(P, 2”) = Z1,kPí rl, . pass(P¿, 2’fl
ConsideremosahoraP ¡ (2’ e,, 2”); utilizando entoncesun argumentosimilar al

empleadoen el caso anterior,obtenemoslas siguientescomputaciones

P (2’ e,, 2”) (i-p).p~ 1< ¡ 2” k4r>~ Pí¡2’~

donde cadaproceso 1< verifica P >—>~y fl’ >—*,, P1, teniéndoseademásp~ p7 =

Entonces,utilizando un razonamientosencillo por inducción, obtenemosque
(p.p’¡.fls~ =p•p1~q, y ((1 — p) . p~) . Hrk = (1 — p) . p1• rl,, de lo cual se

ejsiguefácilmenteel resultadoa probar.

La demostracióndel segundoapartadosebasaen la utilización del multiconjunto

de los procesos ]J P1 ¡ P ~~M~*m~41. Si dicho multiconjunto es vacíoya habríamos

terminado. En otro caso, tendremospor un lado las computaciones

P ¡ (a;2’-f-,,a;T’) ~—* p~p P1 ¡2’

P ¡ (a;T+,,a;T’) H~~*~L1i2.p Pi ¡2”
2Ps

mientrasque por el otro tendremos

P ¡a;(Te,,T’) —ryc P1 ¡(2’ e,,T’)
2

con lo que utilizando el apartadoanterior llegamosal resultadoque queríamosde-

o

2.4 Separación entre transiciones internas

ternas

En esta secciónvamos a comentar uno de los puntos que más alejan a nuestra

semánticaoperacionalde otraspropuestasanterioresparalenguajesprobabilisticos.
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Nos referimosal hechode que en nuestrasemánticaoperacionalno se mezclan las

transicionesinternascon las externas.

Consideremosel siguienteprocesono probabilístico: P = a + (6 e c). En la

semánticaoperacionaldefinida en [dNH87], P tiene las transicionesP ~~L>Nil,

P >—* a + 6 y P >—> a + e. Sin embargo, y al margen de las probabilidades,

en nuestra semántica operacional este mismo proceso sólo tiene las dos últimas tran-

siciones.Los problemasqueapareceríansi mezcláramostransicionesinternasy exter-

nasen nuestrasemánticaoperacionalsonsimilaresa los que aparecenen el marcode

álgebrasdeprocesosprobabilisticasbasadasenCCS,en lasquesemánejauna acción

oculta ‘i-, cuandose defineuna semánticade pruebas.Parailustrar estosproblemas,

noscentraremosen el trabajo desarrolladoen [CSZS2,YCDS94], y veremosdos de

los problemasque causael hechode mezclarestosdos tipos de transiciones:las <s

son necesariasen las pruebas,o equivalentementeel hechode quitarlasrestaríaca-

pacidad a la hora de distinguir entreprocesoscon el conjunto restantede pruebas

(obsérveseque nosotrosen cambio podemoseliminar de las pruebaslas elecciones

internasen virtud del Lema2.14); y las r’s no se puedenelevaren los procesos hasta

sustituirlasporeleccionesinternasentreestados,lo cual impide hablarde una noción

de estadoglobal en los que las accionesocultasno aparezcan(cosaque a nosotros

no nosocurre,comoquedaráprobadopor nuestrasemánticadenotacionalbasadaen

árbolesdeaceptaciónquemásadelantedesarrollaremos,encuyosestadosnoaparecen

accionesocultas[NdFLO5]).

En el restode la sección,usaremosla representacióngráfica de los procesosy de

las pruebas considerados como sistemas probabilísticos de transiciones etiquetadas,

junto con las definicionesdadasen [C5Z92]. En dicha representacióngráfica, un

círculo negro denotaráun estadobloqueado,mientrasque dos círculosconcéntricos

denotarán un estado de éxito.

2.4.1 Las <r ‘s serían necesariasen las pruebas

Consideremos los sistemas probabilísticos de transiciones etiquetadas que siguen:



Capitulo 2. PPA: Álgebra de ProcesosProbabilística

Pi

T[1] a

e

P2

11 a

Tenemosque para cualquierprueba2’ en la cual no aparezcanaccionesocultas,

Ls, pass(Pi, 2’) = pass(P2,2’). Ello esdebidoaquelas únicaspruebasfundamentales

(denominadastrazasprobabilísticasen [YCDS94])queno contienenLs que podrían

distinguirlos sonde la forma

2’,,

Ir’] a

©

Perosi consideramosla prueba2’ que sigue

2’

[~]a [~]r

o

tenemosque pass(Pi, 2’) = mientras que pass(P2,2’) = Y Ello es así dadoque

~ + ~ + ~,dondeel primer sumandoindica que P2 ejecutar mientras que 2’

no lo hace, y tras ello seejecutala ‘r de T; el segundosumandoindica que2’ ejecuta

r y P2 no; mientras que el último sumando indica que los dos ejecutanr a la vez.

Hay aún casospeores. Por ejemplo,si consideramoslos procesos(utilizandouna

sintaxisa lo CCS) P = a; Nil y 9 = r; a; Nil tenemosque en el marcodepruebas

definidoen [C5Z92,YCDS94] estosprocesosno sonequivalentes,lo cual no debería

ocurrir en una semánticadepruebas,es decir,en unasemánticapuramenteobserva-

cional.
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2.4.2 Las <i-’s no se pueden elevar en los procesosproba-

bilfst icos

Consideremosel sistemaprobabilísticode transicionesetiquetadasque sigue:

P

[1] b

Si pudiéramoselevar las <5, en el sentido de que existiera una elección interna en

cabeza(esdecir,algosimilara lo queexpresala ley de CCS Qn b)+r; (a+b), a+r; 6),

esteprocesoseríaequivalentea un procesoP’ de la forma

[1] 1 —pTI]b

donde los p~ son todosdistintos (si hubierados iguales,sepodríanagruparsumando

el valor de lascorrespondientesqi), y q + S~ = 1.

Claramente, q debería ser igual a ~,dado que la probabilidad con la éual P pasa

la prueba a; w es igual a ~,y q es un valor que indica la probabilidad de no poder

ejecutarla accióna. Tambiénesclaro que debajode cada r debe aparecér la acción

b dado que la probabilidad con la cual P pasala pruebab; w es igual a U

Consideremosentoncesla siguientetabla, en la que la primeracolumnadenota

unaserie depruebas,la segundaindica la probabilidadcon la cual el procesoP pasa

esaprueba,y la terceraindica la probabilidadcon la cual P’ pasala prueba.

[~]a [~]
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si
P

a; w +i~ b; Nil2 i/2.1/2 —
1/4+1/23 Zqi~p~ (1)

a; Nil +±b;w
2

i/2 = 2

i/4+1/2 3

1+Zq~.(1—p~)
2

(2)

7; Nil ±± b;w

2

1/2.1/2 í = i
1/4+1/2 2 6

[ (i—p4l/2
~±~~I• i/2+(i—p~).i/2 (3)

r; Nil +~ a; W2 1/4 2 i/2+p¿.i/2 (4)

Supongamosque P y P’ pasan todas las pruebas con la misma probabilidad.

Por (3) tenemos ~ (i—p4i/2 — Dividiendo entre ~ en los dos lados de la2 1/2-i-(1—p~).1/2 24~ 4

i—vi __ 1 1igualdadanterior, tenemosEqi• i/2+(1—,,4i/2 — g~ Por (2) tenemosE qi (1 p~) ~,
lo cual implica ~ . J,~% = Eqi . (1 — pi), lo cual es obviamentefalso, dado que

(1 —Pi) < 1—p~/2’ puesto quePi > 0.

Otro razonamientopara mostrar que P y P’ no son equivalentes es el siguiente.
i _________ ‘7Por (4) tenemos = E 2 1/2+púi/2 = E ~ ~$,,.. Entonces llegamosa una con-

tradiccióndadoque = Eq~ .4 < ~ (i

)

Estos resultadosnos llevan a pensarque bajo el modelo definido en [CSZ92,

YCDS94] no sepodrá conseguiruna semánticadenotacionalbasadaen una nocion

de estadoen los que las accionesocultas,r, no aparezcan.

La solución a esteproblemano esni muchomenossencilla. En el marcosemántico

de [C5Z92, YCDS94], una posiblesolución podría consistir en introducir una noción

de prioridad, y considerarun valor estático para las probabilidadesde las <5 (ello

se podría conseguir parcialmentemediante el uso de prenormalizacionescomo en

~NdF95b1), de forma quetuviéramos
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P

[1] b [1]

donde—¾denotaunatransicióndebajaprioridad. Conello el proceso

equivalenteal proceso6 ®±(a +í 6).

[1] 6

e

a +‘ r; 6 sería
2

[~Ja
[1] r
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Capítulo 3

Semántica de Pruebas para el

Modelo Reactivo

En estecapítulodaremosuna interpretacióndel modelo reactivo [L589, vGSST9O]

utilizando una semánticade pruebas,al igual que se hizo en [NdF95c] para una

extensiónprobabilística de LOTOS, si bien aquí lo haremos para el álgebra de procesos

definidaen el Capítulo2. Mostraremosque la relaciónde equivalenciaentreprocesos

inducida por la semántica de pruebas para el modelo reactivo no es una congruencia,

puesen concretolos operadores+, en general no la preservan.

A continuación,daremosunacaracterizaciónalternativade la semánticade prue-

basdefinida parael modelo reactivobasadaen el comportamientooperacionalde los

procesos. Esta caracterización alternativa del modelo reactivo estará basada en una

cierta noción de trazaprobabilística [NdFOSc](no confundircon las trazasprobabilís-

ticas definidas en [YCDS94]). Estastrazasprobabilísticasseránpares(traza, valor)

dondela segundacomponentedenotarála probabilidadde que el procesoejecutela

trazay lleguea un estadoestable.

Finalmente, daremos una semántica denotacional para el subconjunto de PPA

en el que no aparecenlos operadoresde elecciónexterna,la cual es completamente

abstractarespectode la semánticade pruebaspara el modelo reactivo. Como en

el casode la caracterizaciónalternativade la que hemos habladoanteriormente,

51
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estasemánticadenotacionalestarábasadaen las trazasde los procesos,es decir la si
semánticadeun procesovendrádadaporun conjuntode pares(traza,probabilidad).

si
3.1 Definición del modelo Reactivo si
Siguiendouna interpretación intuitiva del modelo reactivo, podemosconsiderarque

en el mismo el entorno, es decir las pruébas,sólo puedenofrecer una acción en cada si
momento. Usandola terminologíaempleadaen [MiNO], diríamos que solamentese

puedepulsar un botón a la vez. Esto da lugar a que al interpretar estemodelo en si
el ámbito de una semánticade pruebas,las pruebassean simplementetrazasque
terminan con una acción de acceptación’. si
Definición 3.1 El conjunto de las pruebas reactivas, que denotaremospor iZ, se

definemediantela siguienteexpresiónBNF: si
T= w¡a;2’ (aeAct)

EscribiremosP ~R 9 su V2’ E 7Z: pass(P, 2’) = pass(Q,2’) El si
Si bien es muy cómodotrabajarcon el modelo reactivodebidoa la sencillezde si

las pruebasque lo caracterizan,y se puedeencontraruna caracterizaciónalternativa

bastanterazonableen términosde trazasprobabilísticas(comoseveráen la siguiente si
sección),estemodelo presentados problemasserios.

El primerode ellos es intrínseco,debido a la sencillezde las pruebasadmisibles, si
consistiendoen queno hayningunaformade manejarsimultáneamentevariasacciones

diferentesofrecidasen unaelecciónexterna,por lo queel significado dela probabilidad si
en el operadorde elecciónexternase pierde parcialmente,comoprobaremosen la
Proposición 3.3.

Definición 3.2 Dado un procesoP, definimos el conjunto de sus accionesiniciales, si
que denotaremospor ini(P), en la forma ini(P) = {a ¡ ~P’,p : P >—> p’ ..±*} si

U

‘Obviamente,las pruebasqueno terminencon una acción de aceptaciónno tienen interés,dado

que la probabilidadde que un proceso paseestetipo de pruebasesigual a cero. si

si
si
si
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Proposición 3.3 Sean P y P’ procesostales que ini(P) fl ini(P’) = W Entonces,

paracualesquieraO <p, q < 1, secumple P +, P’ ~n P +q P’.

Demostración: La demostraciónes sencillateniendoencuentaque laspruebassólo

puedenofrecer unaacciónen cadamomento,por lo queteniendoen cuentaque los

conjuntosiniciales sondisjuntos,unavez quela elecciónexternaes estable,la prueba

sólo puedeinteraccionarpor medio de la regla (PAR4)a lo máscon uno de los dos

procesos (P ó P’), pero en ningún caso con los dos, con lo que el valor asociado

a la elección externa resulta irrelevante. Utilizamos también el hecho de que las

transicionesinternasque P ~,, P’ y P +q P’ pueden ejecutar son las mismas, y sus

probabilidadesigualesdebidoa las reglas(EXT1), (EXT2) y (EXT3). E

Por ejemplo, (a; P) +~ (a’; P’) ~z (a; P) +±(a’; P’). Estapérdidade información

probabilísticanos llevaráa estudiaren un capituloposteriorotro modelodondepo-

damoscontrolardeunaformamásprecisalasprobabilidadesasociadasalaselecciones

externas:el modelogenerativo.

El segundode los problemas, aunque de orden técnico, es bastante peor que el

anterior,puestoque la relación~R no esunacongruenciarespectode los operadores

de elecciónexterna,comoseve en el siguiente

Ejemplo 3.4 Sean P = (a; e) +±6 y P’ = (a; e) +±6. Como se vió anteriormente,

P ~ P’. Consideremosahorael proceso9 = a; 6. Tenemosque P+±9 %~P’+±9,
dado que pass(P+±9, a; 6; w) = ~ = pass(P’+±9, a;b;w). O

Parael restode los operadoressí se podríaprobardemaneratrivial quela relación

~ es una congruencia.

Proposición 3.5 Siendo P y P’ procesos,se verifica:

• P~~P’=~’VaeAct: a;P~a;P’.

• P~P’=~VQePPA,pe (0,1): P~~Q~P’O~Q A Qe~Pz~~Q@~P’.

O
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3.2 Una Caracterización Alternativa ej
Una vezdefinidoel modeloreactivoen elámbitodeunasemánticadepruebas,vamosa sipresentaren estasecciónunacaracterizaciónalternativabasadaen el comportamiento

operacionaldel proceso. Paraello, lo primero que haremosseráextenderla relacion

sia +,, entre procesos,a secuenciasde acciones.

Definición 3.6 Dadosdos procesosP y P’, diremosqueP evolucionaa P’ mediante ej
una transición externageneralizadacon probabilidadp, ejecutandola secuenciade

accioness = <ai,a2,.. . a.,>, si la transiciónP ~ P’ sepuedederivar a partir de las si
siguientes reglas:

P-¼,,P’sii P>—*P’ si
P’ su BPí,P2,pi,p2,pa: P>—*flP1 A P1—

1-*,,
2P2 A ~2~3~’ si

dondep=p1~ q¡¡~,A p3. EscribiremosP —
1-*o P’ si P ~¾,,P’ no se puede

2 siderivara partir de las reglasanterioresparaningún p> 0. E

Como en el caso de las transicionesdefinidas anteriormente(>—*~,, —a-->,,, >—>;~ si
debemostenercuidadocon las repeticionesquesepuedanproduciral podersegenerar

una transición P ~ P’ de varias formas distintas, de modo que formalmente de -ej
beríamoshablar del multiconjunto de transicionesexternasgeneralizadas.

Intuitivamente,P ~ P’ si P puederealizarunaciertasecuenciadetransiciones si
correspondientea las accionesque aparecenen s, realizandoposiblementeentreme-

dias de dichas transicionesobservablesuna seriede transicionesinternas, y llegando si
tras todasellasa un procesoestable0. El valor p representala probabilidadglobal
de la computaciónderivada,y se obtienemultiplicandolas probabilidadesde todas si
laseleccionesno deterministasque seresuelvena lo largo de la computación.Es im-
portantenotar queademásdel no determinismoquese correspondaalas transiciones

internas generalizadasresueltasdurante la computación, debemosconsiderarel no si
determinismo inducido por la elección entre diferentestransicionesobservablesque

esténetiquetadascon unamismaaccion. si

si
ej

si
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En adelante,utilizaremosla notación:

• P—>=~p,P’: P~L~.,P’

A partir de la Definición 3.6, vamosa definir una semánticabasadaen trazas

probabilísticas[NdF95c]. Intuitivamente,unatrazaprobabilísticaesunasecuenciade

accionesjunto con una valor que indica la probabilidadde ejecutarestasecuencia.

Sin embargo,estastrazassondistintas de las definidasen [J590], y no tienen nada

que ver con las definidasen [YCDS94] (a éstasúltimas las llamaremosbarbas proba-

bilísticas en estetrabajo). La diferenciacon el modelode trazasdescritoen [J590]

esque nosotros,a la hora dedefinir la probabilidadasociadaa una traza,sólo consi-

deramoslaseleccionesno deterministasqueseproduzcan,mientrasqueen su casose

considerantodas. Así, el procesoP = a +±6 tendráen nuestrocaso las trazas<a> y
2

<6> con probabilidadasociadaigual a 1, mientrasqueen sucasotendríanprobabilidad

asociadaigual a ~ No obstante,cuandoconsideremosel subeonjuntode PPA en el

que no aparecenoperadoresdeelecciónexterna(Sección3.3) sí tendremosun modelo

similar al definidoen [3S90].

Definición 3.7 SiendoP un proceso,definimos el conjunto de trazasprobabilísticas

del mismo,que denotaremospor trazas(P),en la forma:

trazas(P)={(s,p)¡P—~-* Ap=~{q¡P~A~+q 1 A P>O}

o

A continuación,presentaremosuna seriede ejemplosque ilustranestadefinición.

Ejemplo 3.8

• trazas(Nil) = {(e, 1)}, dadoqueNil >—>7Nil, y por tanto Nil —¼í Nil, puesal

serNil un procesoestablepodemosaplicarla primerareglade laDefinición 2.8.

• trazas(9)= 0. Esto esunaconsecuenciadirectadel hechodeque 9 >/—> para

ningúnp> 0, o lo que es lo mismo9 .-~--*~, pues9 no esestable.
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• trazas(a;9) = trazas(b;9) = {(c, 1)}. Esto sucededado que dichos procesos, ej

despuésde ejecutar la acción a ó b no llegan a un procesoestable. Si con-

sideráramos trazas(a;9) = {(c,1),(<a>,1)} y trazas(b;9) = a
tendríamosque la semánticade trazasno seríaequivalentea la de pruebas,
dadoque no existeningunapruebareactivaque distingaa estosprocesos.Na- a
turalmente,ambosprocesossepuedendistinguir mediantelaprueba2’ =
peroéstano esuna pruebareactiva.

• trazas(ae±b) = {(c, 1), (<a>, ~),(<6>, ~)},mientrasque por otro lado tenemos
2

trazas(a±±6) = {(c, 1), (<a>, 1), (<6>, 1)}. Es decir,nuestrasemánticade trazas a
probabilísticases capazde distinguir entrelas eleccionesexternasy las inter-
nas,en contrastecon lo quesucedeenel casono probabilístico. Estadistincion a
resultadel hecho de queen el caso probabilísticojuegan un papel las proba-
bilidades asociadasa las eleccionesinternas, o en general,el no determinismo

que aparezcaen los procesosya sea consecuenciade eleccionesinternaso de ej
no determinismoen eleccionesexternas,mientrasque olvidamos, por resultar

inútiles, las probabilidadesasociadasa las eleccionesdeterministas. ej
• SiendoP = ((a; 6) +±(a; c)) e±6, tenemos ej

Para = trazas(P)= {(c, 1), (<a>, ~),(<6>, ~),(<a, 6>, ~),(<a, e>, ~)} a
• recX.(ae,, X) tenemostrazas(P)= {(c, 1), (<a>, 1)}. Ello es asípues

las transicionesde P son de la forma:

P >—*í a e,, P >—*,, a

(i.e. P <a>

ej
P >—>í a e,, P >—*í—,, P >—>í a ®,, P >—*,, a

(i .e. ~ <a> ) ej

si
si
ej

ej

Ji
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Con lo cual, la probabilidad de la traza <a> en el proceso P es igual a

1 _ p~1

o

La semánticade trazasinduce una relación de equivalenciaentre procesosde

maneracanónica.

Definición 3.9 SeanP y P’ dosprocesos.Diremosque P y P’ sonequivalentesbajo

trazasprobabilísticas,y escribiremosP ~trazasP’, su trazas(P)= trazas(P’). O

Lema 3.10 ParacadaprocesoP se tiene

(s,p) c trazas(P) ‘t=t pass(P,A) = p

donde A denotaa la pruebasecuencialformadapor las accionesque apafecenen s

terminandocon la acciónde acceptaciónw.

Demostración: Consideraremosel multiconjunto de pares (proceso, probabilidad)

que sigue:

=j (P~,p~flP>—*%nl
y realizaremosuna demostraciónpor inducciónsobrela longitud de la trazas.

Caso Base: (s = e, A = w).

SiP esestableel resultadoes trivial, dadoque pass(P, w) = 1, al ser <PAR5) la

única regla que puede aplicarse; mientras que (e, 1) E trazas(P),dado que P >—>: p

y por tanto P 2.+~ P.

Si P no esestable,tenemosque (c,p) E trazas(P)parap = Em. Consideremos

entoncesP ¡ w. Aplicando reiteradamentela regla (PAR1) y finalmente la regla

(PARS) obtenemoslassiguientescomputaciones:

1 w I~~*Pi1 fl1 w... —*~.,. P~ ¡ w ~ Nil
ni

donde jilpú = p~, de lo cual se deduce que pass(P, w) = >3p~ comoqueríamos
3=1

demostrar.
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Caso Inductivo: (s = <aí, a2,...,a.,> = aí os’, A = aí;a2;... a,,; w). J
Consideremosel multiconjuntodepares(proceso,probabilidad)que sigue

Faj =IJ(R5,q5.q)¡P>—*~. Q5 -
22-*q; R

5¡F J
y las secuenciasde transicionesde la forma

P>4~Qj
24qtRj¾q~R;

Si (s,p) E trazas(P),entonces,aplicandola Definición 3.6, tenemos ej
p=Z~qr Z~I1 rIQ~ r ~ q~ = ~]I~h r (3.1)____________ q9 si

donde ‘4 = Z]j q~ ¡ R
5 ~

4q’~ II, por lo que (s’,’4) e trazas(Rg). si
Las computacionesdel procesoP en paralelocon la pruebaA seránde la forma:

-~ ~1

;

P¡AF—*.Q
1IAF--—*sRg ¡ s’ con = p(QA) <si3

donde~—* denotaunaseriede transicionesderivablespor mediode la regla (PAR1),

cuyasprobabilidadestienen un productoigual a p. En caso de que P fuese estable, si
talestransicionesno aparecerían,por lo que podríamostomar p = 1. El valor q5

se obtieneaplicandola regla (PAR4) pues Q~ ~
2~!~>q5R

5 y ~ ~ En tal caso, si
¡49~,s)= El r ¡ Q r 1, por lo que q5 = rIQj

1+r siUtilizando todos estosresultadosobtenemos

pass(P,A)=21q
3 ZlrIQá—~’-*r ~ . pass(R5,Jo 1 (3.2) si

Peropor hipótesisde inducción, pass(R5, 2) = ¿4’ su (s’, ¿4’) e trazas(R5),con lo

que obtenemosque el valor p dadopor la fórmula (3.1), coincidecon el dadopor la ej
fórmula (3.2), comoqueríamosdemostrar. E

A partir del lemaanterior, derivamoscomo corolario trivial quelas relacionesde si
equivalencia~ y ~trazas identifican a los mismosprocesos. si
Teorema 3.1 (Caracterización Alternativa)

ParacualesquieraprocesosP y P’ severifica P ~ P’ ~=~» P ~traías P’. E si

si
si
~1
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3.3 Semántica Denotacional

En esta secciónvamosa definir una semánticadenotacionalpara un subconjunto

del lenguajePPA queserácompletamenteabstractacon respectoa la seffiánticade

pruebasparael modelo reactivo. Dicho sublenguaje,al que llamaremosPPA’, viene

definidopor medio de la siguiente

Definición 3.11 Dadoun conjunto de accionesAct,y un conjuntode identificadores

Id, el conjuntode los procesosquepertenecena PPA’ sedefinemediantela expresión

BNF

P ::= Nil ¡9 ¡X ¡ a;P ¡ ¡ recX.P

dondepc (0,1), a E Act, y X Cid. O

Como en el casode PPA, de ahoraen adelantenos restringiremosa procesosque

no tenganaparicioneslibresdevariables.En el restode la sección,comenzaremospor

definir el dominio semánticosobreel que vamosa trabajar,definiendoa continuación

las funcionessemánticascorrespondientesa cadauno de los operadoressintácticos.

Finalmente,mostraremosquenuestrasemánticadenotacionalidentifica a los mismos

procesosquela semánticade pruebasparael modelo reactivo.

3.3.1 Dominio Semántico

A continuaciónpasamosa definir el dominio semánticoen el que tomarávaloresla

semánticadenotacionalde nuestrolenguaje. El dominio semántico,al~ que deno-

taremospor TRAA~t, seráel de los conjuntosconsistentesde trazasprobabilísticas,

donde, al igual que en la secciónanterior, una trazaprobabilísticavendrádadapor

una secuenciade accioness E Act*, junto con un valor p c (0,1]. Por ~

entendemosque en uno de talesconjuntosno puedeaparecerla mismatrazacon dos

probabilidadesdiferentes.Usualmentedenotaremospor Ji, Ji1,... a los elémentosde

TRAAct. Antesde pasara definir la preceptivarelación de orden entre los,elementos

de TRAAct, introduciremos una función auxiliar por medio de la cual r&uperamos

la probabilidadasociadaa una trazaenun conjunto de trazasprobabilísticas.



Capítulo 3. El Modelo Reactivo

Definición 3.12 Seanfi E TRAAct y s E Actt Definimos la funciónprob(R,s) en

la forma:

prob(Ji,s)=
si (s,p)ER

e.o.c.

o

Definición 3.13 Seanfi1, R2 E TRAAct. EscribiremosJi1 LTRA fi2 si para todo

o
s E Act* se tiene prob(fií,s) =prob(Ji2,s). EscribiremosJi1 TRA Ji2 si para todo

s E Act* setiene prob(Rí,s) = prob(Ji2,s).

Proposición3.14 La relación~TRÁ esuna relaciónde orden.

Demostración: Es trivial comprobarque la relación ~TRA cumplelas propiedades

reflexiva, antisimétricay transitiva. o

Teorema3.2 El par (TRAAct, LTRA) esun ordenparcial completo(cpo).

Demostración:Tendremosque probarla existenciadeelementomínimoy la exis-

tenciade cotasuperiormínimaparauna cadena.

Existenciade elementornznzmo

Se compruebafácilmenteque el conjunto vacío, que pertenecea TRAAct, es el

elementomínimo: Si Ji c TRAAct, tenemos

Vs E Act* : prob(0,s)= O =prob(R,s)

con lo que seconcluye@~TRA ~.

Existenciade cota superior mínima (lub)

Sea {R4}~gr~ una cadenade elementosde TRAA~t. Entonces,el elementoLJR.,,

quedadefinido en la forma

UR,, = {(s,p

5) ¡p5 = Hm prob(R.,,s) A ¡9 > 0}

Una vez definido, tenemosque ver quesetrata de la cotasuperiormínimade la

cadena:

60
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1. UJi,, estábien definido.

Al formar los elementosJi,, una cadena,para cadas los valoresprob(Ji,,,s)

formanunasucesióncrecientey acotadapor 1. Por lo tanto, existeel límite de

estasucesión,que serámenoro igual a 1, y por tanto UJi,, estábien definido.

2. Li)?,, es cotasuperior de la cadena.

Sea 14 un elementode la cadena. Tenemosque mostrarque paracualquier

s E Act* se cumple prob(Ji~,s) =prob(LJR,,,s), lo cual es trivial dado que

prob(UR,.,s) = hm prob(R,,s) =prob(R~,s).
nEIN

3. LI]?7, es la mínimacota superior.

Sea fi un elementode TRAAct tal que V n E

tenemosla siguientecadenade implicaciones:

ETRA Ji

Ji,, ETRA Ji. Entonces,

VnE IN

~1»
prob(R,.,s)

= hm prob(R,,s)

nEJN

prob(LJR,,,s)

<C prob(Ji,s)

<C prob(R, s)

= prob(R,s)

Vs E Act* A V

Vs E Act

Vs E Act*

4
uJi,, E.TRA 1?

3.3.2 Funciones Semánticas

En estasecciónvamosa definirunafunciónsemánticaparacadauno de los operadores

de nuestro lenguaje. Además, mostraremosla monotoníay continuidadde estas

funciones,para poder aplicar técnicasde punto fijo a la hora de dar semánticaa

procesosrecursívos.

n~E IN

E



ej

ej
62 Capítulo 3. El Modelo Reactivo si

Nily9

Nil sólo tieneuna trazaprobabilística:la trazavacía,y con probabilidadasociada1.

Por lo tanto, ej
[Nil]¡ = {(e, 1»

~no puedeejecutarningunatraza,dadoquela únicatransiciónquepuederealizares ej
9 >—*i 9, y por tanto es un procesoqueno se puedeestabilizar.En otras palabras, si
pass(9,w) = 0, por lo tanto

[91=0 si
Prefijo

Paratodaa E ,4ct definimos la función semánticaa~ TRAAct 4 TRAAct. El

elementode TRAAct a; fi, tiene las mismastrazasprobabilísticas(y con la misma ej
probabilidad)que las de Ji, pero a todas las trazasse les ha unido como prefijo la

accióna. Por lo tanto, la definición de a; Ji es: ej
a;fi={(<a>os,p)¡(s,p) ER}U{(c,1)} si

Nótese que ademásde las trazasde la forma <a> o s, hemosañadidola traza

vacía. Esto se debe a que el proceso a; P es estable,y por tanto a; P >—*7 (o ej
equivalentemente,pass(a; P, w) = 1), con lo cual (e, 1) E trazas(a;P).

Proposición3.15 Paracualquiera E .4ct, la función a; x: TRAA~t 4 TRAAct ej
esmonótonay continua.

si
Demostración:
Monotonía. ej

SeanJi, fi’ e TRAAct tales queJi ~TRA Ji’. Tenemosqueprobara; Ji ~TRA a; Ji’,

o equivalentemente,que Vs e Act* : prob(fi,s) =prob(Ji’,s). Distinguiremostres ej
casos:

• s = e. En estecasotenemosprob(a;fi, e) =1=1= prob(a;Ji’, e). ej

si
si
-3
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• s = <6> o s’ A 6 ~ a. En tal caso,dadoque las trazasde ambosconjuntoso

empiezanpor a, o son la trazavacía,tenemos

prob(a;fi, s) = 0 <0 = prob(a;R’, s)

• s = <a> o s’. Tenemosprob(a;R, s)=prob(R, s’) =prob(Ji’, s’) =prob(a;fi’, s).

Continuidad.

Sea{R,,},,~¡p~ una cadenade elementosdeTRAAct. Debido a la monotoníadel

operadorprefijo, tenemosque {a; fi,,}flEN tambiénes una cadena.Hemosideprobar

que Vs E Act*, se cumple

prob(a;LJ{R,,}n6ir.j,s> = prob(LJ{a; Rn}neN, s)

lo cual sededucede la siguientecadenade igualdades

prob(a;U{R,,},,CN, s) =

:: :: <a> 5’ =fProb(U{&},,CN, ~‘> eo.c. <a> o s’ = { ~ prob(R7,,s’) o

si s=e

hm , s’) si s = <a> o s’ hm prob(a;Ji,,, s) = prob(L]{a; R,,},,EN,s)

O e.o.c.

o

Elección Interna

Dado un valor p e (0, 1), la función - ~,- :: TRAAct x TRAAct 4

devuelveel conjuntode trazas,unión delas trazascorrespondientesa susargumentos,

ponderadascon respectoal factor p. Si una traza pertenecea los do~ conjuntos,

sumaremoslas probabilidadescorrespondientes.En suma

1

R1 e~Ji2 = {(s,q) ¡ q =p.prob(Rí,s) + (1 ~p) .prob(fi2,s) A q > O}
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Proposición3.16 Las funciones- e,, x: TRAAct X TRAAct TRA~~~ son

monótonasy continuasen sus dos argumentos,paracadap E (0,1).

Demostración: Por simetría es suficiente hacer la demostración para uno de los

argumentos.En nuestrocaso, la haremosparael primero.

Monotonía.

Sean fi1, fi2 E TRAAct tales que Ji ETnA fi2. Tenemosque probar que se

cumple Ji1 e,, Ji ;TRA J?2 e,, Ji, paracualquierJi E TRAAct, o lo quees lo mismo,

queVs E Act* : prob(Rí e,, Ji, s) =prob(Jií e,, Ji, s). Peroestoes trivial, dadoque

prob(fii.e,,Ji,s) = p.prob(Jii,s)+(1 —p).prob(R,s) 4
p.prob(Ji2,s)+(1 —p).prob(Ji,s)

prob(Ji2e,, Ji, s)

Continuidad.

Sea {fi~}~eN una cadenade elementosde TRAAct. Por la monotoníade la

eleccióninterna,tenemosque {R,, e,, Ji}neN tambiénes una cadena. Tenemosque

probarque Vs E AcP’, se cumple

prob(U{fi.,}.,EN e,, Ji, s) = prob(L{Ji,, e,, Ji}n6N, s)

lo cual sesiguede la siguientecadenade igualdades

prob(U{fi.,},,~N e,, fi, s) = p.prob(L{Ji,,},,EN,s)±(1—p).prob(fi,s)

p~ (hm prob(R,,,s))+ (1 — p) . prob(R,s)
nEN

— hm (p.prob(R.,,s)+(1 —p).prob(Ji,s))
nClN

— hm prob(Ji,.e,, Ji, s) = prob(LJ{fi., e,, Ji}neN,s)
nElN

E

Recursión

Como es usual, cuando se define una semánticadenotacional,el significado de los

procesosrecursivosdefinidospor expresionesde la forma recX.P(X)seobtienecomo

el límite de las aproximacionesfinitas de la forma

Po = It P(9),.. ., P~. = PWQ)
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Dadoque todos los operadoresincluidos en el lenguajeson continuos,éstelímite

es el menorpunto fijo de la ecuaciónX = P(X). Es decir, definimos

00

[recX. P(X)j = U [pifl
n=o

El siguientelemarelacionalasemánticaoperacionalde los procesosrecursivoscon

la de sus aproximacionesfinitas. Su demostraciónessencillapor inducción sobreel

númerode vecesqueseaplicala regla(REC)paradesplegarlas recursionesalo largo

de] cómputo.

Lema 3.17 SeaP = recX.P(X). Entonces,para todasecuenciade accioness, y

paratodope[0,11severificaqueP~~L*~P’sii~nEIN+: P,-, -t~P,~’. E

En el lema anterior la correspondenciaentre transicion~ses uno a uno, en el

sentidodeque lamismase mantendríacon la formalizaciónde la semánticautilizando

multiconjuntosde transiciones.

La estrecharelaciónentre la semánticadenotacionalde un procesoP e PPA’

y su funcionamientooperacional,descritomediantetrazas(P),quedareflejadaen el

siguiente

Lema 3.18 Paracadaprocesofinito (sin recursión)P e PPA’, y paratodasecuencia

de accioness severífica:

prob([Pj,s)=~11q¡P—¾q f~

Demostración:La demostraciónla realizaremospor inducciónestructural.

• P = Nil. Por definición obtenemosprob([Nil~, e) = 1, y prob([Nilj, s) = O si

s ~ e; por otra parte,Nil —
1-*í Nil, y Nil ~~É~*oparatoda s ~ e, con lo que el

resultadoseverifica.

• P = 9. Paracualquiersecuencias, por definición tenemosprob([9~, s) = 0,
5

mientrasque 12 —*0, con lo queel resultadose verifica.
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MI
sP = a;P’.En primerlugar tenemosprob(EP]1,c)= 1 y 211 ql ‘~ ~ í. 4

Consideremosel caso de que s no seauna secuencíavacía. Por hipótesisde

inducción obtenemos 4
Si .s no empiezapor prob(IP’~,s’) = >111 q¡ P’ ~ 1

a, entoncesprob(¡JP~,s) = 0, mientrasqueP —±->o,con lo

que no existep tal que (s,p) E trazas(P).

u’Si s = <a> o s’, entoncesprob(Efl,s) = prob(EP’~,s’). Por hipótesis de in-

ducciónobtenemosprob(¡[Pj,s’) = 211 q P’ ~L~*q~,y dado que P 4q P” u’
su p’ —~—~ P” obtenemos

511qiP’-’-*q J=~11qiP—hq ti ej
de lo cualobtenemosel resultado.

• = P~ e,, P
2. Fo; hipótesisde induccion

prob(~Pí~,s’)=~1Jq¡Pí -4,, [~ u’
prob(EP2~,s’) = 211 q¡ P2 *,, [~

Por definición, prob(EP~,s) = q prob(~Pi]1,s) + (1 — q) . prob(EP2~,s). Por u’
otra parte, P1 ~ P’ sil P ~*,,.,,, P’. De igual forma tenemosP2 ~

1~*r¡¶ P’

u’~ P (i...q)q, P’, con lo que, aplicandohipótesis de inducción, obtenemos

inmediatamenteque severifica el resultado.

E u’
Teorema3.3 ParacadaprocesoP E PPA’, y paratodasecuenciade accioness se ej
verífica:

prob(~P]fls)=~11q¡P—¾q1 4
Demostración: Si P es finito el resultadoes cierto en virtud del lema anterior.

ConsideremosentoncesP = recX.P’(X). Parasimplificar la demostración,supon -4
gamos que P’(X) es finito (es decir, que no contieneaparicionesdel operador de

recursión). u’

a
u’
J
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Por definición tenemos

prob([P¡ s) = hmprob([PJ, s) (3.3)
flEiN

Como quieraque cadaP,-, esfinito tenemos

prob([P,j,s)=>3~qIP,,~L*q ~

de lo que sededuce

hm 211 q ¡ 1’,, ~L*q ~ = hm prob(~Pj,s) (3.4)
neIN nClN

Nos quedaentoncespor ver queesteúltimo valor coincidecon 2 11 q ¡ .P ~
2~*q 1k o lo

que es lo mismoque la semánticaoperacionalescontinuaen un ciertosentido.

Aplicandoel Lema 3.17 de derechaa izquierdaobtenemos

nEiN

Parala otra desigualdad,aplicandola definición de sumatorio,tenemosque V 6 > O

existeun subconjuntofinito decomputacionesde la formaP ~~L*q,al quellamaremos

F
5, de modo que

Dadoque F~ es un conjuntofinito de computacionesde la forma P 2~> aplicando

el Lema 3.17 de izquierdaa derecha,obtenemosque debe existir un n tal que las

computacionesque pertenecena E’5 secorrespondenconpartedeáquellasde la forma
$Fn
4q~ por lo que

>311qjP—~-*q IF=311q¡Pn-¾q1~

y tomandoel límite en n obtenemos

por lo que haciendotender6 a ceroconcluimos

(3.6)
neiN
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Finalmentejuntandolas desigualdades(3.5) y (3.6) obtenemos

~
nEJN

(3.7)

y endefinitiva, conjuntandolas ecuaciones(3.3), (3.4) y (3.7), llegamosal resultado

deseado

prob(~P¡s)=3{q¡P~i!~*q ti

El casogeneralen el quepuedenaparecerrecursionesdentro de P’ se resuelvede

forma similar desplegandotodaslas recursionesal mismo tiempo. E

A partirdeesteteoremaderivamosinmediatamentelaequivalenciaentrela seman-

tica denotacionaly la caraterizaciónalternativadescritaen la Sección3.2.

Corolario 3.4 Sean P, Q E PPA’. TRA ~ su trazas(P) trazas trazas(Q).

E

Corolario 3.5 (Abstracción Completa de TRAACt)

Sean P, 9 E PPA’. Entonces, P ~ 9 su ~ =TRA [Q]1

Demostración:Inmediataa partir del Teorema3.1 y del Corolario3.4.
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Semántica de Pruebas para el

Modelo Generativo

En estecapítulodaremosuna interpretacióndel modelo generativo[vGSST9O]uti-

lizandounasemánticade pruebas,siguiendolos pasosque sedieron en [NdFL9S]para

nuestraálgebrade procesosPPA.

Como en el capítuloanterior,comenzaremosdefiniendouna semántica~depruebas

parael modelo generativo.Despuéspasaremosa dar unacaracterizaciónalternativa

dedichasemánticadepruebas,basándonosenunaextensiónprobabilísticade los con-

juntos de aceptación[Hen88]. Dichosconjuntosde aceptaciónprobabilísticcis[NdFL95]

aunquebasadosen los correspondientesparael casono probabilístico, tienen dife-

renciassustancialescon ellos, más allá de lo quesupondríala meraintroducciónde

las probabilidades.Dichasdiferenciasseráncomentadasy justificadasdebidamente.

Al demostrarquela caracterizaciónalternativaesenefectoequivalentea l~ semántica

de pruebas,esdecir, identifica a los mismosprocesossintácticos,obtendremoscomo

resultadocolateralun conjunto de pruebasesencialessimilar al que se obtiene en

[YCDS94],si interpretamossus trazasprobabilísticas1comopruebasprobabilísticas.

iAunqueelnombrecoincide con el quenosotrosutilizarnosen el Capftulo3, estastrazasproba-

bilísticas no tienen nadaquever con las nuestras,siendosimilaresa lo quenosotrosdenominamos

barbasprobabilisticas en [NdFLQ5].

69
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Finalizaremosel capítulo definiendouna semánticadenotacionalcompletamente ej
abstractacon respectoa la semánticade pruebaspara el modelo generativo. Esta

semánticaestarábasadaen unaextensiónprobabilísticade los árboles de aceptación ‘si
[Hen8S]. Además,probaremosqueestasemánticadenotacionales tambiénequivalénte

a la caracterizaciónalternativabasadaenconjuntosdeaceptaciónprobabilísticosque si
se presentóanteriormente.

4.1 Definición del Modelo Generativo

La interpretaciónintuitiva del modelogenerativonos dice queel entorno,es decir las si
pruebas, puedeofrecer más de una acciónen cadamomento,pudiendoser además

sidistintas las probabilidadescon las quese ofrecenestasacciones. Usandola termi-

nología introducidaen [Mil8O], podemosdecir que varios botonesse puedenpulsar

a la vezy con distinta fuerza. Ello da lugar a queal interpretareste modelo en el si
ámbito de una semánticade pruebas,las pruebasque debamosconsiderarseanla

totalidad de las consideradasen la Definición 2.10 2 ej
Definición 4.1 El conjunto de las pruebasgenerativas,que notaremospor Q, se

ejdefine mediantela expresiónBNF

T::= Nil¡9¡X¡a;T¡TG$T¡T+,,T¡recX.T

donde p E (0,1), a E Act U w, y X E Id.

siEscribiremosP ~g 9 su V2’ E Q pass(P, 2’) = pass(Q, 2’). E

4.2 Conjuntos de Aceptación Probabilísticos si
En estasecciónpresentamosunacaracterizaciónalternativade la semánticade prue- si
basdefinida en la secciónanterior (Le. ~ Al efectoutilizaremosuna versiónde

2Comoya hemosindicado,podríamosreducir el conjuntode pruebaseliminandoel no determi-

nismo(utilizandoel Lema2.14)y tambiénlaspruebasrecursivas,puessi dosprocesossondistintos,

seles puededistinguir en tiempo finito, es decir, usandounapruebafinita. ej

ej

ej

‘2
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los conjuntosde aceptación[Hen88],utilizados allí paradar una caracterizaciónal-

ternativade la semánticade pruebasrnust en el caso no probabilistico, en los que

introduciremosprobabilidadesparacapturarla informacióninducidapor laspruebas

probabilísticas.

Los cambiosprincipalescon respectoal casono probabilísticoson los siguientes:

• Los estadosno seránconjuntosde acciones,sino que seránconjuntosde pares

(acción,probabilidad) (ver Ejemplo 4.2).

• En el caso no probabilistico, los conjuntosde aceptaciónse definencomo los

estadosalcanzablesdespuésdequeel procesoejecuteunasecuenciadeacciones.

En el marco probabilistico, las secuenciasde accionesno son suficientespara

determinarunívocamentela continuaciónsubsiguiente.En su lugar, tendremos

que utilizar secuenciasde pares(estado,acción)dondecadaacciónpertenecea

las contenidasen el estadoasociado(ver Ejemplo4.3).

• La definición de la equivalenciaentreprocesosdebesermodificada,teniendoen

cuentala informaciónprobabilísticaque apareceen los conjuntosdd aceptación

probabilísticos. Además,no seránecesarioutilizar ningunanoción de cierre

(cierre bajo unión o cierre convexo)como sucedíaen el casono probabilístico3

(ver Ejemplo 4.4).

El ejemploquesigueilustra la primerade las modificacionescon respectoal caso

no probabilistico.

Ejemplo 4.2 Consideremoslos procesosP = a +±6 y P’ = a ±1 6 . En su primer
3

paso,ambosprocesostienencomo único estadoalcanzableaquélquecontienea las

accionesa y 6. Si no introducimos ninguna informaciónprobabilísticaen el estado,

los procesosseríanequivalentesbajo la semánticade conjuntosde aceptación. Sin

embargo,los mismosno sonequivalentesrespectode la semánticade pruebasparael

3Aunqueen [HenSSlno seutilizabadeformaexplícitaningunanocióndecierrealahoradedefinir

laequivalenciaentreconjuntosde aceptación,la mismaquedabaenmascaradabajola definición de

CC.
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modelogenerativo,pues,porejemplo,laprueba2’ = (a; a,)±±(b; Ni!) permitedistin- ej
guirlos. En consecuencia,bajo nuestradefinición deconjuntosde aceptaciónproba-

bilísticos el primer procesotendrácomoestadoalcanzableel estado{(a, ~),(b, ~)}, si
mientrasque el segundotendrácomoestadoalcanzableel estado{(a, ~),(b, ~)}. O

En el caso no probabilístico, los estados,es decir, los diferentesconjuntoscon- si
tenidosen los conjuntosde aceptación,quedandescritospor unasecuenciade accio-

sines,dadoque las continuacionesdel procesodespuésde ejecutaruna acciónseunifi-

can. En otraspalabras,unavez queun procesoejecutaunaacción,no hay posibilidad

de distinguir desdequeestadose ejecutó la misma,por lo tanto todas las posibles si
continuacionesde cadaprocesodespuésdeejecutaruna mismaaccionsetienen que

unir, dandolugar a unacontinuaciónúnicaparacadaacción. Sin embargo,lo mismo

no sucedeenel casoprobabilístico;enel mismo,podemosdistinguirvía pruebasdesde

queestadoseejecutóla acción,y por tanto lascontinuacionesno sepuedenunir. Ello ej
quedailustrado con el siguiente

si
Ejemplo 4.3 Consideremosel procesono probabilistico P = (a; d) e ((a; b) + e).

Tenemosque P es equivalenteal proceso P’ = (a; (de b)) e ((a; (de b)) + e) con si
respectoa la equivalenciainducidapor los conjuntosde aceptación,o lo que es lo

mismo respectode la semánticade pruebas. Vemos puescomo las continuaciones .4
despuésdeque el procesoP ejecutela accióna pueden unirse sin variar la semántica

del proceso. si
Perocomohemosindicadomásarriba, lo mismono ocurreenelcasoprobabilístico.

Si consideramosel procesoP = (a; d)e±((a; 6) +x e), en caso de existir dos procesos si
Ji1, Ji2 tales queP esequivalenteal procesoP’ = a; Ji e±((a; Ji) +±e; Ji2) (lo cual
supondríaquesemantienenlos mismosestadosiniciales, perolascontinuacionestras

ej
la acciona se unen) con respectoa la semánticade pruebasdel modelogenerativo,
sí consideramosla prueba2’ = (a; 6;w) +_ c obtenemospass(P,2’) = ~. Por su

parte,la probabilidadcon la cual el procesoP’ pasala prueba2’ vienedadapor ej
1 11

pass(P’, 2’) = pass(Jií ~ + . pass(Jií , (b;w)) ej

ej

si
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Como hemossupuestoP ~g P’, deberíamostener pass(P’, 2’) = ~ de lo cual se
6’deduce pass(Rí, (6;w)) =

Perosi consideramosahorala prueba2” = a; 6; w, tenemospass(P,~ 2”) =

mientras

1 1
pass(P’, 7) = — . pass(Rí, (6; w)) + — . pass(fií , (6; w))

2 2

y por ser P ~ P’, obtendríamos pass(P’ , 2”) = i de lo cual se deduce2’ ¡

pass(Rí , (6; w)) = i lo cual se contradice con nuestro resultado anterior. Queda2’

probado por tanto que no puedeexistir una continuaciónúnica fi1 con las carac-

terísticassolicitadas.

En general,las distintascontinuacionestras la mismaacción correspondientesa

diferentesestadospuedendistinguirsepor lo que deberemosincluir los estadosen las

secuenciasquedefinenlos conjuntosde aceptaciónprobabilísticosde un proceso.

El siguienteejemplomuestrala tercerade las diferenciascon respectoal caso no

probabilístico.

Ejemplo 4.4 Sea P el proceso no probabilístico a 5 6. Si utilizamos la notación

introducidaen [Hen88]paradefinir los conjuntosde aceptacióndeun procesodespués

deejecutarcadatraza,obtenemos.~4(P,e) = {{a}, {6}}, ..4(P,<a>) = A(P, <6>) = {~}
mientrasque paracualquierotra traza s, A(P, s) = Vi. Este procesoes équivalente

respectoa la semánticadefinida mediante los conjuntosde aceptaciónal proceso

Q = (a ® 6) e (a + 6), puesen generalpodemoscerrarbajo unión los cónjuntosde

aceptación.

Si consideramosla versión probabilísticade P, P’ = a S~ 6, y suponemosque

Pi,P2, r > O son tales que P’ es equivalente respectoa la semánticade pruebaspara

el modelogenerativoal procesoQ’ = (a Sp~ 6) s~, (a +r 6), al considerarlaspruebas

= (a;w) +±(6; Nifl, T2 = (a;w) +±(6; Nil), llegamosrespectivamentea
2

p = p2.pi+(1p2).r

P = p2.pi+(1P2)3~
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‘si
de lo cual se deduce que r seriaigual a O o igual a 1, ambosvaloresno válidos4,con ej
lo quequedaprobadala imposibilidad de construirun procesoQ tal equivalenteaP.

Bajo la semánticade conjuntos de aceptaciónprobabilísticos,P’ tendrá como si
estadosalcanzables{(a, 1)}, con probabilidadp, y {(6, l)}, con probabilidad 1 —

mientrasque ningún estado{(a, s), (b, 1 — s)} es alcanzableen absoluto. En cambio si
paraQ’, el estado{(a, r), (6, 1 — r)} es alcanzablecon probabilidad1 — P2. El

Unavezexplicadaslas modificacionescon respectoal casono probabilístico,dare- ej
mos una serie de definicionespreviasque se precisanpara definir los conjuntosde

aceptaciónprobabilísticosde un procesodespuésde ejecutaruna secuenciade pares 4
(estado,acción). Introduciremosla noción de estadoprobabilístico, la de estado al-

canzable(inmediatamente)por un proceso,y finalmente definiremosuna relacion si
P =~, P’ quepuedeinterpretarsecomoqueel procesoP puede evolucionar al proceso

con probabilidadp, trasejecutarla seriede accionesindicadaen s, atravesando

unaseriede estadostambiénindicadosen dicha secuencia.

Definición 4.5 Sea A C Act x (0,1]. Definimos el multiconjuntode accionesde A

como Act(A) = 11 a ¡ Ep: (a,p) E A ~. DiremosqueA es un estado(probabilístico) si si
todaaccióna E Act aparece a lo más una vez en Act(A) (i.e. Act(A) es un conjunto),
y se cumpleque o bien 21 pI (a,p) E Ales igual al, o bien es igual a O, o sea

Dadoun estadoprobabilísticoA, definimos la probabilidad de a en A, quedeno- sitaremospor pro(a, A), por medio de

pro(a, A) — f ~ si (a,p)EA ej
O e.o.c.

Dado un procesoestableP, definimos su estado probabilístico (inmediatamente) ej
4En un contextode prioridad, tales valoresextremosseríanválidos, pero en nuestromarcode

ejtrabajo lo que indicaríandichos valoreses que la probabilidadcon la que se alcanzael estadoen el

queaparecedichaelecciónexterna(i.e. 1 — P2 en nuestroejemplo)deberíair todabien a la accion

a ¿ a la acción 6, en el casode que el entornoofrecierasimultáneamenteambasacciones. ej

si
~1
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alcanzable,que denotaremos por S(P), como el conjunto

S(P) = {(a,p) Ip = 211 p~ ¡ P ~ Ji ¡¡Ap> 0}
R

Usualmente,cuandono hayalugar a confusión, omitiremosel calificativo proba-

bilístico al referirnosa estadosprobabilísticos.En la definición anterior, nóteseque

sólo definimosestadosalcanzablesinmediatamenteparaprocesosestables,lo cual re-

sultarásuficientepuesparaprocesosno establessu conjuntode estadosalcanzables

sedefinirá a partir de los estadosalcanzablespor los procesosestablesa íps cualesel

procesopuedeevolucionartras ejecutaruna transicióninternageneralizada.Nótese

ademásque para procesosestablesquedajustificado el usodel singular,puestales

procesosseencuentranen un (y sólo un) estado.

Definición 4.6 Sean A1,.. .,A,, estados(A1 # ~»,y a1,.. .,a,, E Act, tales que

a1 E Act(A1). Dadosla secuencias = <Ai a1,A2 a2, .. . , A,, a,,> y O <p =1, definimos

de forma inductiva la relación P =
4r4’~ P’ en la forma:

p

P=~t,, P’ su BQ
1, Pí,pí,qi: P ~ ~~‘P’AS(Q1) =A1 Ap=9~

donde s’ = <A2 a2,... ,A,,a,,> y r1 = pro(ai,Ai). EscribiremosP #4’ sino existen

P’ y p >0 talesqueP ~ P’. O

Como en el caso de las otras relaciones ya definidas ( >~*,, ~ y

debemostener cuidado con las repeticionesque se podrían producir a la hora de

generar las transiciones de la forma ~,,. Intuitivamente,P =P=t’, P’ su i’ puede eje-

cutarsucesivamentelasaccionesa1 atravesandoestadoscorrespondientesa unaserie

deprocesosestablesQ~ con S(Q1) = A1, y finalmente evolucionaa P’ medianteuna

transicióninternageneralizada.El valor p se calculaa partir de las probabilidades

con las que se alcanzanlos procesosestablesQ~ (medianteuna transic¿ióninterna

generalizada),a partir de las probabilidadesrelativas deejecutarlas accionesa1 (i.e.

los valores~ que denotanla probabilidadde ejecutarla transicióncorrespon-

diente,partidopor la probabilidaddeejecutarla accióna1 a partir de esepunto),y a
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4
partir de la probabilidadasociadacon la última transicióninternageneralizadaque ej
conduceal procesoP’.

Y con todo ello quedamosen condicionesde definir los conjuntosde aceptación ej
probabilísticosde un procesotras ejecutaruna secuenciade pares(estado,acción).

Definición 4.7 SeaP un procesoy s unasecuenciade pares(estado,acción). Defi -ej
nimos los conjuntosde aceptación(probabilísticos)de P tras s como

A(P,s) = {(A,pÁ/q3) ¡PA = Zp’1] pi ¡ P 4>,, P’ A S(P’) = A ti APA> 0}

dondeq,= 1 yq5~0<~> =Zq~{qj¡P±’q, Q’ A S(Q9=B¡¡. o ej
Cuandono hayalugara confusión,omitiremosel términoprobabilísticoal hablar

de los correspondientesconjuntos de aceptación. Intuitivamente, paracalcular los

conjuntos de aceptación de un procesoP despuésdeejecutarunasecuencias,primero

¡ejcalculamoslos estadosalcanzablespor P despuésde ejecutar la secuencias, y tras

ello sumamoslas probabilidadesde alcanzardichos estados(cadaestadopuedeser

alcanzablea travésde distintos caminos),dividiendo por la probabilidadde que el ej
procesoalcanceel último estadode la secuencias, tras ejecutarlas accionesde la

misma. Con ello conseguimosque,en cadapunto, la sumade las probabilidadesde ej
los estadosalcanzablesseaigual a 1 menosla probabilidadde queel procesodiverja

tras ejecutarla secuencias. Nótesequebajoladefinición dada,un procesodivergente ej
no tieneestadosalcanzablesdespuésdeningunasecuencia,es decir secumple:

.4(12,s) = O paracualquiersecuencias ej
dadoque paraningún procesoP y ningún O <p =1se tiene 9 ~*‘, P. ej
Definición 4.8 (Caracterización Alternativa)

SiendoP, P’ procesos,escribiremosP P’ si para toda secuencias de la forma si
a = <A1 aí, A2a2,...,A,, a,,> se verifica:

A(P,s) = A(P’,s)

O

ej

si
4
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P

PS
[1] 6

P6
[1] d

Nil

Pi

[~] L~]

P2 PS
[~]a [~]b

Nil Nil

[1] e

PL= (a+i 6) e±(b;

= U +1 6
3

Pa = 6; e

= e

= b;d

P6— d

Nil

Figura 4.1: Semántica operacional de P = ((a +±6) e±(6; e)) e±(6; d).

A continuaciónveremosunaserie de ejemplosque ilustran cómo se calculan los

conjuntosdeaceptacióntrasunasecuencia,y quemuestrancómoquedanrelacionados

algunosprocesospor medio de la nuevarelaciónZt.

Ejemplo 4.9 Consideremosel procesoP = ((aH-±6)e~ (6; c))S±(6; d), cúyasemán-

tica operacionalaparecerepresentadaen la Figura 4.1. Paracalcular los conjuntos

de aceptacióndel procesoP tras una secuencias, calcularemos primero los procesos

a los cuálespuedellegar P tras ejecutarla secuencias.

=~4! P2, PComenzandopor A(P, ), tenemosP ~‘± P3, P =~t±P5. Además,
2S(P2) = A = {(a, ~),(6, ~)},mientrasque S(P3)= S(P5)= B = {(6, 1)}, y dado que

= 1, tenemos

..4(P, e) = { (A, 1/4), (B, 3/4) }

Pasemosahoraa calcularA(P, <A a>). TenemosP Nil. Además,S(Nil) = 0, y
2

dadoque Q<Aa> = ji q1 ¡ P =~‘qí Q’ A S(Q’) = A ¡F = ~ obtenemos
4,

De forma similar se obtiene

e)

A(P,<A 6>) = { (0,1) }
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lado P P4 mientrasque

P6) = {(d,1)}, y teniendoen

S(Q’) = B 1 = ~,obtenemos

A la hora de calcularA(P,<B 6>), tenemospor un

otro, Ppor 2 1%. Dado que S(P4)= {(c,1)} y S(

cuentael hechode que q<Bb> = ~ 11 qi ¡ P ~‘q¿ Q’ A

A(P, <B 6>) = { ({(c, 1)}, 1/3), ({(d, 1)}, 2/3) }

De forma similar a como obtuvimos A(P,<A a>), obtenemos

..4(P, <B b, {(c, 1)} e>) = { (0,1) }
.4(P, <~ b, {(d, 1)} d>) = { (0,1) }

Finalmente,parael restode las secuenciass, se tiene

Á(P,s) = O

Podemoscomprobarentoncesque, por ejemplo, el procesoP es equivalenteal

proceso P’ = (a+’ 6) Eh (6; (e ~i d)), es decir P ~ P’. De hecho, más adelante

tendremosque el proceso P’ serála forma normal del procesoP. E

Ejemplo 4.10 En el Ejemplo 3.8, mostramosque los procesosa; 9 y b; 12 eran

equivalentesen el modelo reactivo, si bien comentamosque podríanserdistinguidos

por las pruebasde la forma a +~ w. En consecuencia,la no equivalenciade estos

procesosbajo la semánticade pruebaspara el modelo generativodeberíaquedar

reflejadaen sus conjuntosde aceptación,lo cual en efectoocurre,dadoque

A((a;9), e) = { ({(a, l)}, 1) } # { ({(b, l)}, 1) } = ..4((b; 9), e)

En cambio,parael restode las secuencias,se tiene

..4((a;9),s) = A((b; 9),s) = O

Qfti )

(s#e)

E

Ejemplo 4.11 Consideremosel proceso P = recX.(a e~ X).

razonamientoempleadoen el Ejemplo 3.8 obtenemos

Siguiendo el mismo

78
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por lo que

.4(P,c) = {(A,1)}

(Aq

>

De igual forma, ~pj p~ ¡ P P’ A S(P’) = 1 = 1, con lo cual

~~4(P,<Aa>)= {(Vi,1)}

Parael resto de lassecuenciasobtenemos

Á(P,s)=O (s#e, <Aa>)

P resultaasí equivalenteal procesoP’ = a; Nil, es decir P ~ P’. O

4.3 Teorema de Caracterización

En estasecciónprobaremosque las dos relacionesdadaspor las Definiciones4.1 y 4.8

coinciden, es decir identifican a los mismos procesos. Para hacerlo comenzaremos por

asociara cadaprocesosintácticolo que denominaremossu árbol de computaciones,

que aunque relacionadas, no deben confundirse con las computacionesifltroducidas

en la Definición 2.12.

En dichos árbolesde computacionesse alternanestadosinternos y estadosex-

ternos. De los nodos correspondientesa los estadosinternos saldrán transiciones

internasgeneralizadasquelleguarána estadosexternos,mientrasque a partir de los

nodos correspondientesa los estadosexternossaldrán transicionesobservablesque

alcanzaránestadosinternos. Si asociamoseleccionesinternasgeneralizadasa los es-

tadosinternos (ver Definición 2.6), y eleccionesexternasgeneralizadasa los estados

externos(ver Definición 2.5), estosárboles se puedenver como procesossintácticos

generalizados,que estaránen forma normal. La diferenciacon respectoa los proce-

sosordinariosque constituyenPPA provienedel hechode queestosnuevosprocesos

puedenser (sintácticamente)infinitos, pero resultatrivial extenderla definición de

la semánticaoperacionala estetipo de procesos,por lo quetambiénpodemosdefinir

unasemánticade pruebasparaellos, o másexactamente,la probabilidadcon la que

cada uno de estos procesos pasa una prueba dada.
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ej
Tendremospor tanto unaforma de asociaracadaprocesosintácticootro proceso ej

generalizadoque estaránormalizado,y queseráequivalente(en un cierto sentidoque

ya precisaremos)al procesodado. La definiciónde dichosprocesosnormalizadosserá
ej

totalmenteoperacional,estandobasadaen los conjuntosde aceptacióndel proceso
trascadasecuenciade pares(estado,acción). ej
Definición 4.12 SeaP un proceso.Definimosel procesonormalizadoasociadoa

y lo denotaremospor 4(P), como 4(P) = A(P, 4, donde ej
it

.Á(P,s) = ® [pi] Z[p~,~] al,J ; .4(P,s o <A1 a~,s>)

ej
1=1 ¿i=1

siendoAP, s) = {(Ai,pi),.. . , (A,,,p,,)}, A1 = {(aí,i,p¿,¡),. . . , (a~1,p~1)} y donde
o ejP~ denotaal procesoNi!. Eusamosel conveniode que E~—~

Nóteseque la diferenciaentre 1 y Ep~ denotarála probabilidadde divergencia ej
del proceso en cadauno de susestadosinternos.

Dadala estrecharelaciónentre4(P) y los conjuntosde aceptaciónde la forma ej
A(P, s), resultarazonabledenominaral proceso4(P) la forma normaldel proceso P.

El siguienteresultado,cuya pruebaresultatrivial a partir de la definición anterior, ej
expresala nociónde equivalenciaque existeentreel procesoy su forma normala la

quenos referíamosen la introducciónde estasección. ej

Lema 4.13 Para cada proceso P se tiene P ~ 4(P). E ej
Peropodemosir aún máslejos De la maneraen la quehemosdefinido las formas

normales,se sigue trivialmente que las mismasson unícasdentro de cada clasede ej
equivalencia.

Lema 4.14 P ~ P%t 4(P) = 4(P’). E ej
Ejemplo 4.15 El procesoP’ queaparecíaen el Ejemplo 4.9 estáen forma normal, ej
es decir P’ = .4(P’). El procesoP del Ejemplo 4.9 no estáen forma normal, pero

naturalmenteresultasencillo comprobarque4(P) = P’. E ej

ej

‘ej
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El primer pasopara demostrarla caracterizaciónalternativade la seniánticade

pruebasmediantelos conjuntosde aceptaciónconsistiráen probarque un procesoes

equivalentecon respectoa la semánticade pruebasa su forma normal. De caraa

demostrardicho teoremaprecisaremosunaseriede resultadosauxiliarespÉevios.

Lema 4.16 ParacadaprocesoP, y cadasecuencias = <Ai a1,...,A,,a,,> ~everifica

>311 p 1 P ~ P’ 1~ = >311 q q~ 1 (A, q) E A(P, s) 1
A

donde q, =1 y QS’o<Bs> = Zq, II qi ¡ P ~qi Q’ A S(Q’) = B k
Demostración:A partir de la Definición 4.7 obtenemos

2p’ 11 p ¡P tp P’ A S(P’) = A I~

de lo cual, sustituyendo el valor de cada q en la parte izquierda de la

deduceinmediatamenteel resultadobuscado.

ecuación, se

E

Lema 4.17 Paratodo procesoP, y todasecuencias, se verifica

>311 z’ ¡ P ~ P’ 1 = >311 p ¡ Á(P) =~, r” ~

Demostración:La demostraciónla realizaremospor inducciónsobrela

la secuencia5

Casobase:(s = e)

Aplicandoel Lema4.16 obtenemos

>311 z ¡ P =:~>~ “‘1 = >311 p ¡ (B,p) E A(P,e) 1
B

l¿ngitnd de

Entonces,por el Lema 4.13, al ser P ~ Á(P), tenemosque las proÉabilidades

asociadasa los conjuntos de aceptacióndel procesoP tras la secuenciatvacía son

igualesa lascorrespondientesalprocesoÁ(P), de lo cual sesiguequeel valor anterior

es igual a

B
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CasoInductivo: (s = 810 <Bb>) ej
De nuevo,aplicandoel Lema4.16 obtenemos

>311p¡P ~p 1>’ 1 = >311 q- q’ ¡ (A,q) E Á(P,s) 1 (4.1) 4
1” A

dondeq’ = II q~ P ~‘q. Q’ A S(Q’) = B 1 ej
Por hipótesisde inducción,y dado que P Y A(P), tenemos ej

= >3-4 q~ ¡ 4(P) ~ Ql A S(Q’) = B ¡¡ =

obtenemosqueel valor dadopor lacon lo cual, aplicandode nuevoqueP Y 4(P),

fórmula (4.1) es igual a ej

A ej
y aplicandode nuevoel Lema 4.16 obtemosque el valor de la fórmula anterior es

igual a ej
>3llp¡2(P)4%P’I>
Pl

como queríamosdemostrar. E 4
Teorema4.1 Paratodo procesoP se verifica P ~g A(P). ej
Demostración: Tenemosque probarque paracualquierprueba2’ E Q, la probabi-

lidad con la que el procesoP pasa2’ es igual a la probabilidadcon la cual su forma ej
normal, es decir .2(P), pasa 2’. En virtud del Lema 2.14, podemossuponerque

las pruebasno contieneneleccionesinternas, y que no hay no determinismoprovo- si
cadopor accionesigualesbajo unaelecciónexterna. Por lo tanto, al no contenerlas
pruebasningún tipo de eleccióninterna,la composiciónen paralelodel procesoy la

pruebaresolveráen primer lugar las decisionesinternasiniciales del proceso,tras lo ej
quese alcanzaráun estadoestableen el cual el procesoy la pruebainteraccionaran.

Peropor el Lema 4.17, la probabilidadde queel procesoP ejecuteuna secuenciade ej
pares (estado,acción), es decir la de llegar a estadosestablesdespuésde dicha se-

cuenda,es igual a la probabilidadde quela ejecutesuforma normal,y dadoquepor ej

ej

ej

j
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el Lema 4.13 la probabilidad asociada con los estados del proceso y de su forma nor-

mal son la mismaparacualquiersecuenciade acciones,tendremosque la interacción

entreel procesoy la pruebapuedeser simulada,con las mismasprobabilidades,por

la forma normal interaccionandocon la prueba,con lo que la probabilidádde pasar

dichapruebaserála mismaen amboscasos.

En resumen,al componeren paraleloal procesocon unaprueba,primero se eje-

cutanlas eleccionesinternashastaque se llega a un estadoestable,desñuessein-

teraccionacon la prueba,y trasello serepiteel ciclo hastallegar o biena un interblo-

queoo a la ejecuciónde la acciónde visto buenopor partede la prueba,y en virtud

de los Lemas4.13 y 4.17, los mismoscómputosseránposiblespara la forma normal

del proceso en cuestión. E

Nos disponemosahoraa probar que la noción de equivalenciainduéida por la

semánticade pruebasy la definida por los conjuntosde aceptaciónsoncoincidentes.

Al efecto, en virtud del Lema 4.14, resultasuficiente restringirsea procesosde la

forma .2(P). Pero antesde nadanecesitaremosun resultado técnico dé unicidad.

Dicho resultadoes similar al que apareceen el Lema 9 de [W5594], pero debido

a que nosotroshemosdefinido las probabilidadesde las transicionesde una forma

ligeramentediferente,la formulacióndel lemano esexactamentela misma.

Lema 4.18 Sean f y f’ dos funciones racionales de u > O variables x1, x2 . .

definidas comosigue:

f=>3 f~=>3 fI~ í + >3d1,~ . Xi

~‘~“ 1 + xi
j=i j=i

donde 1,1’ son conjuntosfinitos de índices; c~, c~, > 0; para cada r, s E 1, tales

que r ~ s, las tupias (dr,,., d2,r,. . . , dn,r) y (dí,~,d2,~,..., d,,,~) son distintas;y para

caday, s c 1’, talesque r ~ s, las tupías (d~r, d~r,. .. , d,,.) y ~ ~ . . ¡. , d~~) son

distintas. En tal situación, si f = f’ existirá una biyección h : 1 —* 1’ tal que

= d,h(Í, y q = ~h(i) para todo i E 1 y 1 =J =u, de modo que las expresiones

definiendof y f’ seránidénticassalvo conmutatividad.
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Demostración:Asumamosdemomentoqueenladefinicióndefnoapareceninguna ej
tupía nula, es decir,setiene Vi EJ E3 E {1 .. .n} : d2,1 ~ O.

7•

Tomemosp~ = 1+ >3d51. z~ y p, 1+ >3d;1~. x5, y consideremosel polinomio ej
.2=1

P = flp~. fi p~,. Entoncesse tienef. P = fi. P, esdecir:
161 i’El’ ej

>3cufipk. fipQ = >3 c,. Hpk~ fip$~
161 ¡CCI 061’ 1’61’ k61 061’

ej
Para cada i E 1, consideremosel conjunto de raícesÉ, ~E IR” del polinomio Pi.

Entonces,paratodo é~ E E1 tenemos ej
R1(é1)

(f. P)(é1) = q. fipk(éj). [1 pj,(éj) = (1’. P)(é1) = O

ej¡CCI

Comoe1 > 0, para cada ~j E E1 se cumple ej
Rdé1)= flpk - Jjlj 4 = 0 (4.2)

(CCI ej
Geométricamentehablando,los conjuntosÉ1 representanlos puntosde un hiperpíano

en ff0, mientrasque la fórmulade la ecuación(4.2), fi1(é1) = O, representala union ej
de los hiperpíanóscorrespondientesa cadak’ E 1’ y a los k E 1, k ~ i. Pero esta

union es finita, por lo quesi fi¿(x) = O paratodos los puntos de un hiperpíano(en
ej

estecasoel hiperpíanoE1, o equivalentementelas raícesdel polinomiop3, entonces
ha de existir un cierto k E 1, k ~ i de modo que el hiperpiano asociadoa es el

ej
hiperpíano É1, o bien existirá un k’ E 1’ tal queel hiperpiano asociadoa p~, es el
hiperpíanoÉ1. Pero si dos polinomios definen el mismo hiperpíano,sus coeficientes sidebenser proporcionales,y dado que todos estos polinomios tienen como término
independienteel valor 1, dicho coeficientedeproporcionalidaddeberíaser igual a 1.

Ahora bien, el primer casono se puedeproducir, pueslahipótesisdel lemanos indica ej
quetodas las tupías que aparecenen f son distintas; de modo que debeexistir un

k’ E Pta1 que p~ = pi,. ej
Comoesterazonamientosepuederepetirparacadai E 1, tendremosunafuncion

Ii: 1—> J’talquedjí=d%q0 paracadaiElyl<j’Cn. Dado que todaslas ej

ej

ej

-3
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tupíasque aparecenen f y f’ son distintas,por la definición de la función h tenemos

que es inyectiva. Para simplificar, realizando el ordenamiento oportuno en los índices

de 1’, podemosasumirque h(i) = i. Ello nos permite descomponer1’ en la forma

1’ = 1 u J con 1 n J = 0, de modo que obtenemos

¿

161 iEI
56J

dondepor lashipótesisdel lema, los polinomiosp5 seríandistintosde los ‘pi.

Sea entonces Q = y consideremosf . Q y f’ . Q, es decir
zE?

f.Qzz>3crHpk f~.Q>3c:.Hpk+>3
4.llp

i61 ka! iEI 161 j63 Pi i61
k$i k!=i

Paracadai E 1, consideramosé~ E E~ verificando p~(c~) = O y tal que para todo

k E (1 — {i}) U J se tengaPk(ei) # 0. Nótese que un punto tal siempreexiste,dado

queel conjuntode los hiperpianosque aparecenen (1 — {i}) UJ es finito, y por tanto

la unión de las interseccionesentreestoshiperpíanosy el hiperpíanoE~ no puede ser

igual a E
1. Para dicho punto se verifica

¿
~ -~pdé~

ka! ka! ~6~p,(e~) iEí

k#i k#i

Si tenemos en cuenta que cj, c~ > O, llpk Vi) # 0, para todo j E J se tiene
161
k#i

p(éj) # O, y finalmente que fI~61p~(é~) = 0, obtenemos

(f . Q)(é~) = ej. Hpk(é~O = Cf’~ Q)(é~) = c~ ll~d&
IGl 161
k#i k!=i

de donde resulta e1 = c~ para cada i E 1. En consecuencia

_ (4.3)
ial P~ jEt P~ j6J

Faltaríaprobar para concluir la demostraciónque J = 0. Consideremosf(Ú) y

f’(Ú). Sustituyendoen la fórmula (4.3) obtenemosf(Ó) = ~ e1, mientrasque
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<O) = 2161 cl + ~ <~ Comof = f’ y los valores 61(1 E J) son mayoresque ej
cero, debecumplirseque~ c = O, lo cual implica queJ = 0. De ello se deduce

inmediatamenteque la la función h introducidapreviamentees biyectiva. 1
Afrontemos ahora el caso en el que alguna de las tupías que aparecenen la

definición de f es la tupía nula, es decir ~k E 1 Vj E {1 ... n} : = 0. Para

ej
dicho k no podríamosutilizar el razonamientoanterior consistenteen consideraruna
raízdel polinomio asociado(esdecirde pk), dadoque dichopolinomiono tieneraíces.

ej
Sin embargopodemosseguirrealizandoel razonamientoparalos demáselementosde
1, con lo queen lugar de llegar a la fórmula (4.3), llegaríamosa: si

1= >3 —+ck f’= >3 ~+>34 (4A)
161—{k} ‘~‘ iEI—{k} P. 56.1 Pi 4

donde1’ = (1 — {k}) u J. Faltaríapor probarentoncesque J = {k’}, 4, = c¡. y

4 = 1. Dado quef = f’, de la fórmula (4.4) obtenemosek = >34. Comoquiera ej
jci

que 6k es una constante,la partederechade la igualdadanterior debeserconstante,

por lo que todos los polinomios~1han de ser iguales5al polinomio 1, de modo que ej
sus tupias asociadasserán la tupía nula, y dado que por las hipótesis del lemano

puedenexistir tupías repetidas,sólo apareceráunatupía tal en J, con lo quequeda ej
probadoel resultadodeseado. O

El siguienteresultadotécnicoseráutilizado tambiénen la demostracióndel Teo- si
rema de Caracterización.

Lema 4.19 Seanpi,p
2,.. . ,P,MP%P~,. ,it =0,talesque>3pi = >3p, y r,r’ >0.

Entonces, ti 1=1 si
V1<i<n: ~-=~-‘ =t- V1<i<n: p~=p~ A r=r’

r r’ 4
5Supongamosque existeun polinomio distinto del polinomio 1. Si pasamostodos los términos

constantesde la partederechaa la parteizquierda, y calculamosla sumade las fracciones que

ej
quedanen la partederecha,obtenemosen el denominadorun polinomio al menosun gradomayor
que el del numerador.Si a continuaciónpasamosel denominadora la parteizquierda tenemosla

igualdadentre dospolinomiosde distintogrado, lo cual es una contradíccion. ej

‘ej

u
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Demostración: Como quiera que V 1 =i =n: & = ~‘ entonceslos surnatoriosen
r

z de tales términosseránigualesen los dos casos,es decir

it p, 1

yt=i t=i

1
>3p~=>3
~

n
Por hipótesis,Em

t=1
queVl<i<n: p,=zt

it

= >3p~, por lo tanto r
j=1

— r’. De aquí se deduce trivialmente

E

Teorema 4.2 Para cualesquieraprocesosP y P’ se verifica

2(P) ~ 2(r) ~t. 2(P) = 2(r)

Demostración: La implicación de izquierda a derechaestrivial, puessi dos procesos

en formanormal son (sintácticamente)iguales,pasaráncualquierpruebaconla misma

probabilidad.

Parala implicaciónde derechaa izquierda,consideremosla unión de los alfabetos

de los dos procesos

a(P) U a(P’) = {a~1,... , a~} C Act

Nóteseque dicha unión es finita. Por simplicidaden la notación,supondremosque

Vi =j =n: = j, de modo que

a(P)Ua(P’) = {aí,...,a,,} G Act

Consideremosahora,.4(P) y 2(P’) que tendránla forma

ni it

2(P) = & [rn]Z[P.j] ~ ;
t=1 ~=1

771 it

2w’) = e [~]>3K5] a;
z=i 5=1

dondeparasimplificar la notacióntomamosPu = O cuandola accióna5 fo aparecía

originalmenteen el i-ésimo sumandode 2(P) y análogamentepara2(P’). Tomare-

mos A~ = {(a5,p1j) ¡p~j > 0} y A~ = {(a5,p~5) ¡p~ > 0}.

Distinguiremosahoratres casosdependiendode la forma quetenganlos procesos

2(P) y
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4
1. Los dos son finitos. 4
2. Uno esfinito y el otro es infinito.

3. Los dos son infinitos.

Comenzandopor el primerode los casos,realizaremosla demostraciónpor in- ej
ducción completa:

ej
1. (Caso Base): Probaremosquesí dos procesosen forma normal pasantodaslas

pruebascon la mismaprobabilidad,entoncesson igualesen su primer piso, es
ej

decir, se cumple:

m=m’ A V1<i=m: (PI=P: A V1=j=n: P1,5=p:s) 4
2. (Caso Inductivo): Supondremosque las formas normales son iguales en su

primer piso, pero que alguna de las continuacioneses distinta, es decir que

existen un estado A1 y una accion a5 E Act(A3, tales que C1,5 # C~. De-

mostraremosentoncesque existirá unapruebadistinguiendoa las dos formas

normales,lo quesuponeunademostifaciónvía el ‘contrarecíprocodel resultado 4
deseado.

Casobase: 4
Partimos de que las dos formas normalespasan con la misma probabilidad todas

las pruebas. En particular, para cada distribución de probabilidad de la forma ej
= <q’, qq,...q,,,q,,~’> con qj >0, y >Zqí= 1, consideraremosla prueba

= >3[q1] a5; Ni!
i=i ej

dondetomamosa,,+1 = w. Al componer una prueba tal con el proceso .2(P) obte-

nemos
_________ ejnlpass(2(P),T~) = >3Pí~ (45)

:=1 q~+í + Zpt,3 ej

ej

~1
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puestenemosen primer lugar las eleccionesinternasdel proceso,cadauña de ellas

con probabilidadpj, y tras lasmismasla pruebasólo se pasarámediantela ejecución

inmediatade la acciónw, lo cualsucederácon unaprobabilidadquevienedadapor el

cociente entre el valor q,,+1 asociadoaw y elcorrespondientefactordenormalización
6.

Dadoque ~+í > 0, podemos dividir arribay abajoen talescocientespor dicho

valor, traslo quela fórmula (4.5) toma la forma

1 (4.6)

>3131.

~=‘ 1+ >3p,. q,
2ti

5=1

Realizandoel mismo procesopara2(P’) obtenemos

pass(2(P’), 2”’) = 1 (4.7)>3g..=1 ~+ >3P~j .

qn+1
5=1

Si hacemosun cambio devariablede la forma q — —~-- e igualamoslas éxpresiones
Qn+1

derivadaspara pass(2(P), T~) y pass(Á(P’), T
4) obtenemos

í

j1 i±>3p~,j.q 2i 1+~p~
5.q5

5=1 5=1

Estamosentoncesen condicionesde aplicarel Lema 4.18 ~,con lo que obtenemos

m=rn’A V1<i=m: (pí=p A V1=j=n: 131,5 =p~)
6Comoquieraque en las pruebasconsideradastodaslas probabilidadesasociadasa las acciones

del alfabetode los procesossonmayores que cero, el resultadode componerel procesoy la prueba

seríael mismosi utilizáramosfactoresde prenormalización(ver página40). ¡
7Estaafirmaciónnecesitaunaexplicaciónadicional. Las hipótesisdel Lema4.18 exigían que las

dosfuncionesteníanque ser igualesparacualquiervalor de las incógnitas (i.e. cualquier tupía de
fl~) mientrasque nosotrossólo tenemosla igualdadparavaloresq ,q,,, tales 4ue q~ > O y

~ q~ = i—q~~i Haciendotenderqn+í a cero,podemosconseguirvalores arbitrariamente grandes

para las variablesq~, con lo que obtenemosque estasdos funcionessonigualesparacualquier valor

(estrictamente)positivo de las variablesq~. Peropor tratarsede funcionesracionales, si coinciden
sobre todo el cuadrantepositivo de iR”, serán iguales sobrecualquier valor de IR”, por lo que

podremos aplicar el Lema 4.18.
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con lo que quedaprobadoque las dosformasnormalescoincidenen su primer piso.

CasoInductivo

:

Supongamosque las dos formas normalesson igualesen su primer piso, pero que

existeunacontinuaciónqueesdistinta. De entreaquellosestadosinicialesdel proceso

.4(P) tales que una de sus continuacionestras una de sus accioneses distinta a la

correspondientecontinuacióndel proceso2(P’), consideraremosuno de los que sea

mínima! en su númerode acciones,en el siguientesentidodeminimalidad:

SeaA5 un

C’j,k # Q,,~
Act(Ar) C

Cr,s = Cr~.

estadodel proceso2(P) tal que existeak E

de modo queparatodo estadoAr del proceso

Act(A5), se cumple que para todo a~ E Act(

Act(Ag), con

4(P) tal que

A,.), tenemos

Obviamente,el estadoelegidoserádistinto del vacío,puestrasel estadovacíono hay

continuaciones.Parasimplificar la notación,supongamosque

Act(A5) = {aí,. . . ,ak,. . . ,a,.} ~ {ai,.. . ,a,,} = cx(P) U cr(P’)

Una vezquetenemosfijado elestadoA5, vamosarealizarunapartición de los estados

alcanzablespor los procesosen tresgrupos: aquélloscuyo conjunto de accionesestá

contenidoen las accionesdel estadoAs; aquéllosquetienenlas mismasaccionesque

A5; y el resto,es decir

de A5. Formalmente:

aquéllosque tienenaccionesque no pertenecena las acciones

Comohemossupuesto

2’ que distinga a estas

que Clic # C;,k, por hipótesis

dos formasnormales:

de inducción existirá una prueba

pass(Cs,ic,2’) # pass(C§~, 2’)

90

u
si
2
si
ej

si
si

1e

si
si
si
ej

• Aí = {j 1 Ep, Q : 2(P) ~ Q A S(Q)= A1 A Act(A¿) c Act(A5)}.

• A
2 = {i ¡ ~p,Q : 2(P) ~ Q A S(Q)= A

1 A Act(A¿) = Act(A5)}.

• A
3={i¡Hp,Q: 2(P)=1~r~Q A S(Q)A

1 A i«A’UA
2}.

ej

2
si
‘si

(4.8) ej

ej

u
u
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Comoal menosuno deestosvaloreshadesernonulo, supongamospass(CJ ,k, 2’)

(obviamente,el casosimétricose trataríaigual).

Entonces,para cadadistribución de probabilidadde la forma q = <ql, q2,..

tal que q1 > 0, y E = 1, consideramoslaspruebas

7 1
T,~’6=(>3[q4a3;T8)±< >3 [ ]a8;Nil)

s=1 s=r+i n — r
donde 72, = { 2’

Ni!

51 5

e.o.c.

dondesuponemosque sí n = r entoncesel segundosumandono aparece.

Al componertalespruebascon el proceso2(P) obtenemos:

pass(2(P), Tfl) - >3Pi~

+ >3pi•
iFA

2

3 P~,k pass(C~k, 2’)

1

3 P~,ic pass(C
1,ic, 2’)

>33 .p~3 . ti3
s=1

+ >313v
3 P~,k pass(C1,,. , 2’)

71

En cadauno de los

exista,tal hechono

>3 3YPi,s~tis+ >3 (1—3)IFA3 1

s=1 s=r±1

casos,si paraalgún i, ak « A
1, aunque la continuación CI,k no

produciráningún problema,puesPI,ic sería igual a 0. ¡ Si u =

el último sumandono existirá, y las 3’s que aparecenen los

provocan ningún conflicto dado que se puede eliminar (al ser 3 > 0).

De igual forma, parael proceso2(P’) tendremos:

pass(2(P’), 2’2~) = >3Pi•

+ >3pi~
IFA

2

3~ p~,,• pass(C~k,T)

>3 3 PI,s tis
1

3 Ptk pass(C~k, 2’)

otros dos suíkíandosno

(4.12)

1 (4.13)
>3 3 . p

13 .

91

>0

(4.9)

(4.10)

(4.11)

s=1
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si
P~,k fas8(C~ic, 2’) (4.14) U

+ ZP~
IFA

3 >3 3~p,, ~tis+ >3 (1 —3)•p1,~ 1
it—,.

s=1 s=r+i ej

Vamosa realizarla demostraciónpor contradicción;es decirsupondremosquelas

dosformasnormalespasancon lamismaprobabilidadtodaslas pruebas,y llegaremos ‘si
a queCg,ic = C;,k.

siSi las formas normalespasan con la misma probabilidadtodas las pruebas,en

particularpasarancon la mismaprobabilidadlas pruebasde la forma ~ es decir

Upa.ss(2(P) , 46) = pass(.2(P’) , 2’,%) (V O < 3 < 1 A V ti)

Como la igualdades cierta paracualquier O < 3 < 1, se mantendrási hacemos

tender3 a cero,de modo que

hm pass(4(P) , T,~5) = Hm pas.s(2(P’), T,~5) (V q) (4.15) U
6-40

Si examinamoslos sumandosqueconstituyenambosladosde la igualdadanterior, ej
observamosqueal tender3 a cero, (4.11) y (4.14) tambiéntiendenacero, dadoque

para cada i E A3, el numeradortiendea cero,mientrasqueel denominadortiendea ej
Ép.’s.±>0.

p otra parte,por la elecciónquehemoshechodel estadoA
5, los sumandos(4.9)

y (4.12) tendránel mismo valor, al ser las continuaciones,es decir, los procesos
01k

y C~k, idénticasparacada i E A1. U
Por lo tanto, si la igualdadexpresadapor la fórmula (4.15) es cierta,a la vista de

los dos párrafos anteriores,para cualquierdistribuciónde probabilidadde la forma U
ti = <‘ji, q~, ... q,.> tal que ‘ji > 0, y 2 q~ = 1 se ha de cumplir la igualdadentre las
expresionesdadas por (4.10) y (4.13), con lo cual, al dividir cada sumandoentre ej
3. q¡,~ p¿j~, obtenemos:

>3 pas.s(Clk,T) pass(Cíic, 2’) U
1’

:FA2 í+>3 P~’3 ~ IFA2 í±>3~f; .

qkPI,¡C Qk
s=1 ‘Us#k s#k

U
si
1~3
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Si eliminamoslos sumandosnulos, y consideramosel cambiode variableq =
qk’obtenemos:

>3 pass(CI,k,T) — pass(C~,T

)

paAs<Cik .7’) !=0 ~ >3PLt.~’ pass(C’ T) !=0
IFA2 Pi,k e II

s=í tEA2 s=i ~
s#k s#k

Podemosentoncesaplicarel Lema4.18,dadoquetodoslos sumandossoñdistintos

de cero y aplicandoel Lema 4.19.a los sumandosde la forma PI.s tenemosque las
pi,k

correspondientes tupias son distintas entre sí.

Dado que pass(Cs,&,T) > 0, y j e .42, debeexistir algún j’ que verifique las

siguientescondiciones:

1. pass(C.jk, 2’) = pass(C,k, 2’)

2. V1’Cs<r s#k: ~ Pi’.e
__ __ PJ,k Pj’í

r 7

Pero >3ps,s = 1 = ~ con lo cual, aplicandode nuevo el Lema 4.19, obtenemos
s=1

V 1 < ~ < r : Ps,s = ~ Al tratarsede estadosde un proceso,y no poderhaber

repeticionespor ello, necesariamentesedebecumplir j = j’. Perosi j = j’, entonces

tenemospass(C
5,ic,T) = pass(C~~,2’) lo que contradicela ecuación(4.8). Esto

terminala demostraciónparael caso en el que los dosprocesosson finitos.

Si uno de los dosprocesosesfinito y el otro no, supongamosqueel procesofinito

tieneprofundidadn (i.e. todaslas secuenciasde longitud mayorquen devuelvencomo

conjuntode aceptación0). Entonces,podemosconsiderarlos n + 1 primerospisos del

procesoinfinito, y utilizando un razonamientosimilar al anteriorencontraremosuna

pruebaque los distinga.

Si los dos procesosson infinitos pero distintos, la diferenciaentreellos sealcan-

zaráen tiempo finito, es decir existirá una secuenciafinita s tal que .4(2(P),s) #
.A(2(P’), s), y entoncespodremosutilizar el razonamientoanterior,considerandolos

dos procesoshastaprofundidad ¡ s ¡. E
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Corolario 4.3 (Teorema de Caracterización) si
ParacualesquieraprocesosP y P’ severifica P ~ P’ ‘~=t’ P ~ P’.

Demostración: A partir del Teorema4.1 obtenemosP ~g P’ ~ 4(P) ~g A(PQ; si
aplicando el Teorema4.2 obtenemos2(P) ~ 2(P) ~t 2(P) = 2(P); y para

finalizar, por el Lema4.14, tenemos2(P) = 2(P) ~ P ~ P’. E si
La demostracióndel Teorema4.2, ademásde permitirnosdemostrarque las rela- siciones~ y ~ identifican a los mismosprocesos,nos dapor añadiduraun conjunto

de pruebasesenciales,que resultansuficientespara distinguir cualesquieraproce- si
sos no equivalentes.Definiremosa continuaciónde forma precisaesteconjunto de
pruebas,a las que llamaremosbarbas probabilísticas. Como ya comentamosen la

introducción de este capítulo,existeun gran parecidoentrenuestrasbarbasproba-

bilísticasy las trazasprobabilísticasde [YCDS94], si consideramosestasúltimascomo

pruebasprobabilisticas. si
Definición 4.20 El conjuntode las barbasprobabilísticas,quenotaremospor PB, se si
define mediantela siguienteexpresiónBNF:

JT si i=s si
2’ ::= >3Lp¿1 (b1; Ni!) %w j >3[pI] b1; TI donde2’ =

siendo13 E (0,1), Zp~ = 1, y b1 E Act.

EscribiremosP ~ Q su V2’ E PB: pas.s(P,2’) = pass(Q, 2’). E si
Intuitivamente,unabarbaprobabilisticaes unapruebaque,o bienesunaeleccion .si

externageneralizadaentreuna serie de acciones,cuyas continuacionesson el pro-

cesoNi!, compuestaen elecciónexternacon la acciónw, o es una elecciónexterna

sigeneralizadaentreunaseriede accioneslas cualestodastienencomocontinuaciónel

procesoNi!, menosunaquetienecomocontinuaciónotra barbaprobabilística.En la

Figura4.2 apareceuna representacióngráfica de una barbaprobabilísticatipo. si
Teorema4.4 ParacualesquieraprocesosP y P’ se tieneP ~g P ~ P ~ P. ej

si
‘si
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[pu] b11 [Puní] b1711
[Pu] b111

[P21] b2i [P2n2]b2712

[P212] b212

nllv.] bmim

it’

dondeVí =J=m:(>3psk=1) A (i#k=tbsÍ#bsk)
k= i

Figura4.2: BarbasProbabilistícas.

Demostración:Es unaconsecuenciainmediatadel Teorema4.1, que nos1indicaque

dosprocesossonequivalentesrespectode lasemánticadepruebassu lo sonsusformas

normales,y de la demostracióndel Teorema4.2, en la cualvemosqueparadistinguir

entredosprocesosen formanormal,es suficienteutilizar barbasprobabilísticas. E

Otra consecuenciade las demostracionesde los Teoremas4.2 y 4.4 es que la

equivalenciainducidapor la semánticade pruebasen el casode que consideráramos

factoresde prenormalizaciónsería la misma que cuandono los consideramos.Tal

resultadose sigue del hecho de que si podemosdistinguir dos procesosmediante

una prueba,podemosencontraruna pruebaque distingaa sus formasnormales.En

la demostracióndel Teorema4.2 vimos que al efecto nos podemosrestringir a la

consideraciónde barbasprobabilísticas,en las cualessiemprese ofrecen todas las

acciones,de modo que las probabilidadescon las que se pasantalespruebassería

la mismaaunqueconsideráramosfactoresde prenormalización.En consecuencia,si

denotamospor ~ a la relacióndeequivalenciainducidapor la semánticadepruebas

para el modelo generativoconsiderandofactoresde prenormalización,obtenemosel

siguiente
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si
Corolario 4.5 ParacualesquieraprocesosP y se tiene P ~ P’ sup ~. P’. J

E

‘si
4.4 Una Semántica Denotacional Completamente

Abstracta si
En estasecciónpresentaremosunasemánticadenotacionalla cual es completamente si
abstractacon respectoa la semánticade pruebasparael modelo generativo. Esta

siinterpretaciónestarábasadaen los árboles de aceptación[Hen85].

Comenzaremosdefiniendoel dominio semánticosobreel que vamos a trabajar,

y tras ello definiremoslas funcionessemánticascorrespondientesa los operadores si
sintácticosdel lenguaje. Finalmente,mostraremosque nuestrasemánticadenota-

cional identifica a los mismosprocesosque la semánticade pruebaspara el modelo si
generativo.

si
4.4.1 Dominio Semántico si
El dominio semánticosobreelquevamosa trabajarseráel delos árboles de aceptación

probabilísticos(pat)8 sobre Act. Denotaremosa estedominio por PATAct. Sus ele -si
mentosseránárbolescon dostipos de nodos: internos(etiquetadospor e) y externos

(etiquetadospor +), que ademáshan de cumplir las siguientescondiciones: si
• La raíz del árbol esun nodo interno.

• Paracadanodo internodel árbol, los arcos que salena partir deél verifican las

siguientescondiciones: si
- Cadauno de ellos estáetiquetadocon un estado(ver Definición 4.5) junto si

con una probabilidad,siendolos estadosdiferentesdos a dos.

8Siglasde probabilistic acceptancetrees. si

si
‘si
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— La suma de las probabilidades que etiquetan estos arcos es menor o igual

que 1.

— Conducen a nodos externos.

• Para cada nodo externo del árbol, los arcos que salen a partir de él deben

cumplir las siguientescondiciones:

— Estánetiquetadoscon las accionespertenecientesal estadoqueetiquetael

arcoque llegaa ellos.

— Paracadaacciónpertenecientea cadaestadoexisteun único alto etique-

tadopor la misma.

— Conducena nodosinternos.

Usualmentedenotaremosa los elementosdePATA~t por R, R1, ..., y omitiremos

el término probabiUsticosal referirnosa los mismos.

Nótesequeenun árboldeaceptaciónpuedencoexistir(al igual queocurríacuando

definíamoslos conjuntosde aceptaciónprobabilísticos)varios arcospartiendode un

mismonodo internoetiquetadospor estadosconteniendoel mismoconjuntode accio-

nes,siempreque las correspondientesdistribucionesde probabilidaddefiñidassobre

dichosconjuntosdeaccionesseandistintas. Por ejemplo,bajoun nodointernopode-

mos encontrararcosetiquetadospor {(a, ~),(6, ~)} y por {(a, ~),(b, ~)}. Nótese

tambiénque la sumade las probabilidadesasociadasa los arcosque salende cada

nodo internopuedesermenorque uno. La diferenciaentredichasumayuno indica

la probabilidadde divergenciadel procesoa partir de dicho punto.

En la Figura4.3 presentamosdiversosejemplosde procesosjunto con ~uárbol de

aceptación.De formasimilar a comohacíamosparalos conjuntosdeaceptación,ca-

racterizaremoslos nodosde estosárbolespormedio de la secuenciade pares(estado,

acción)que nospermitealcanzarlos.En la siguientedefinición introducimoslos for-

malismosparapodermanejarlos estadosde un árbol de aceptaciónque ée alcanzan

tras una secuenciade pares.
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p
2e e

+ +

a

e

+

a b

e e

{(b, 1)} [1]

+

b

e

a 6

e e

0 [1] «e,1)} [1] {(d, 1)} [~]
+ + +

c d

e e

recX. a; X

e

{(a,1)} [1]

+

a

{(ai)} [1]

+

a

P = ((a; b; ~1)+‘ (6; Nil)) ®± ((a; e;O) +* (6; ((d; O) e~a)))

Figura 4.3: Ejemplosde árbolesde aceptaciónprobabilísticos.

Definición 4.21 Sea R un pat y A un estado.Definimosla probabilidadcon la que

R alcanza (inmediatamente)el estadoA, y lo denotamospor p(R,A), como PA Si

existe un arco que salga de la raíz de R etiquetado por [PA]A, y como cero sí no

existeningún arcocon tales características.

SiendoA un estado tal que PA = p(R,A) > O, con a E act(A), definimos la con-

tinuación despuésde ejecutar la accióna a partir de A, y lo denotamospor R/(A, a),

como el árbol cuya raíz es el nodo interno al que se llega mediante el arco etiquetado

con a que partedel nodo externoal que llega el arcoetiquetadopor [PA] A.

Sean A1 estadosy a1 E act(A1) con i = 1 . . . n. Si consideramosla secuencía

s = <A1 a1,A2a2,... , A71 a71>, definimos la probabilidad global con la cual 1? alcanza

el nodo externo representadopor la sentencias y el estadoA, y lo denotamospor

p(R,s,A),como

p(R,c,A)

p(J?,<Aíaí> o s, A)

= p(R,A)

= p(R,Aí) .p(R/(Aí,aí),s,A)

98
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La Figura4.4 dauna visión gráfica de los conceptosintroducidosen la’ definición

anterior. Nóteseque a partir de los valoresde p(Ji,s,A) podemosreconstruirfácil-

menteel árbol Ji. Al efecto,paradeterminarlasprobabilidades(locales)asociadasa

los estadosqueetiquetanlos arcosque partende los nodosinternosquese alcanzan

trasuna secuenciade pares(estado,acción) essuficientedividir por la probabilidad

global de alcanzarel último estadode la secuencia. Formalmente,si notamospor

prob(R,s,X) a la probabilidadque etiquetael arco etiquetadopor X que sale del

nodo de Ji quese alcanzatrashaberrecorridola secuencias9, obtenemos:

f p(R,X) si s=c

prob(Ji,s,X) =
pR,s’o Aa,X1 13 Ji,stA ~ 55’o<Aa>

De hecho,en el restode estasecciónutilizaremosde forma implícita estapropiedad

en diversasocasionesa la hora de definir ciertos árbolesde aceptación.

A continuaciónpasaremosa definir la relaciónde orden que consideramosentre

los árbolesde aceptacion.

Definición 4.22 SeanJi
1, Ji2 pat’s. EscribiremosJi1 EPÁT Ji2 su paratodasecuencia

s y paratodoestadoA se cumple p(Jií,s,A) =p(R2,s,A). Escribiremos Ji1 =PAT Ji2

si Ji1 EPAT Ji2 y Ji2 LPAT Ji1. E

Estarelaciónesdeorden,y dalugara un ordenparcialcompleto(PATÁct, LPAT).

Proposición4.23 La relación~PAT esuna relaciónde orden. ¡

Demostración:Al igual que ocurría en la Proposición3.14, es trivial comprobar

quela relaciónEEPÁT cumplelas propiedadesreflexiva, antisimétricay transitiva. E

Teorema4.6 El par (PATAct, LPAT) es un ordenparcial completo(cpo).

Demostración:Hemosdeprobarlaexistenciade un elementomínimoy lá existencia

de cotasuperiormínimaparacadacadena.
9Esdecir,si s=<Aí aí,A

2a2 A~a~>, consideramoselárbolR/(Aí,ai)/(A2,a2)..
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p(Ji, Aí)

Ji/(Aí,aí) —*

+

aí ...

e

e

[pa]4471 ...

+

a71 ...

e

[p]A

Figura 4.4: Definición de p(R,A), R/(A,a) y p(Ji,s,A).
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Existenciade elementomínimo

Veamosqueel árbol Ji definido en la forma V s,A: p(Ji,s,A) = 0, que pertenece

a PATÁ~t, es el elemento mínimo. En efecto, si Ji’ E PATAct se tiene

Vs,A: p(Ji,s,A)= 0=p(Ji’,s,A)

con lo cual tenemosJi ~pAT ~

Existenciade cota superior mínima (lub)

Sea {Ji,,}nFIN una cadenade elementos de PATAct. Entonces, el elemento LI?,,

seráel dadopor

p(LJI?,,, s,A) = hm p(R,.,s,A)
nEiN

VeamosqueLI?,, queda así bien definido. Al formar los elementosJi,, úna cadena,

los valoresp(1?,,,s,A) formanuna sucesióncrecientey acotadapor 1. Por lo tanto,

existeel limite de estasucesión,que serámenoro igual a 1. Además,por definición

de limite, si existiesealgúnnodo internoen el que las probabilidadessumaran1 + £

(con e > 0), deberíaexistir un j E IN tal que en ese mismo nodo las probabilidades’

sumaran1 + 3, con O < 3 < e, lo cual no es posibledadoque los elementosde la

cadenasonárboles.Por tanto, [JI?,,estábiendefinido.

Una vez definido, tenemosque ver que se tratade la cotasuperiormínimade la

cadena:

1. LJJi,, es cotasuperior de la cadena.

Sea Ji1 un elementode la cadena. Tenemosque mostrarque para cualquier

secuencias y cualquierestadoA secumplep(I?5, s,A) =p(uJi,,, s,A), lo cual

estrivial dadoquep(LJJi,.,s,A) = hm p(J?,,s,A)=p(I?5, s,A).
nFN

2. LI?,, es la mínimacota superior.

Sea Ji un elemento de PATAct tal que V n E IN Ji,, CPAT Ji» Entonces,

tenemos la siguiente cadena de implicaciones:
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I? Vn E IN

p(Ji,,,s,A)

lim,,6pq p(I?71,s,A)

p(UI?71,s,A)

LI?71

< p(Ji,s,A) Vs,A A VnE]N

< p(R,s,A) Vs,A

•0~
< p(R,s,A) Vs,A

4
EPAT R

E

4.4.2 Funciones Semánticas

En esta secciónvamos a definir la función semánticaasociadaa cada uno de los

operadoresde nuestrolenguaje. Además,mostraremosla monotoníay continuidad

dedichasfunciones,lo quenospermiteaplicar técnicasde punto fijo a la horade dar

semánticaaprocesosrecursívos.Comoes usual,denotaremospor EP]I a la semántica

del procesosintácticoP.

NilyO

Nil tiene un único estadoalcanzable(inmediatamente):el estado 0, quese alcanza

con probabilidad 1. Por lo tanto ENil~ será es un árbol con un nodo interno,del cual

sale un único arco etiquetadocon el estadovacío y probabilidad 1; el mismo va a

parara un nodo externodel queno salenarcos.

pdNilJj,s,A) = { 1 si SCAAO

O e.o.c.

1? no tiene estadosalcanzables.Por lo tanto ¡1~]~ es un árbol con un único nodo

interno,del cual no parteningún arco.

p(~fflj,s,A) = O Vs,A

u’

si
si
si
si
u’
u’
u’
u’
u’
u’
u’
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a
u’
si
si
si
si
si
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Prefijo

Paracadaa E Act definimos la función semánticaa _ :: PATACt 4 PATAct.

El árbol de aceptación a; Ji es igual al árbol Ji pero precedido por un nodo interno

y un nodo externo los cuales correspondena la aparición de la acción a. Es decir,

tendrá como raíz un nodo interno del que parte un único arco etiquetado con el estado

{ (a,1)} y con probabilidadasociada1. Estearcollegaaun nodoexternodel quesale

un único arco etiquetado con a que va a parar a la raíz de Ji. ¡

.4= {(a,1)}

p(a;Ji,s,A) = A) 1)} a> os’

e.o.c.

Proposición 4.24 Para cada a E Act, la función a; - :: PATAct —* F~AT~~t es

monótona y continua.

Monotonía.

Sean Ji, Ji’ E PATAct tales que 1? CPAT Ji’. Tenemos que probar a; Ji EPAT a; Ji’,

o lo que es lo mismo, que Vs,A : p(Ji,s,A)=p(Ji’,s,A). Distinguiremostrescasos:

• 5 = E A A = f(a, 1)}. En estecasotenemosp(a; Ji, e,A) = 1 =1 = p(a; Ji’, c,A).

• s = <«a, 1)} a> o st En este caso, para cada estado A secumple

p(a; Ji, s,A) = p(Ji, s’, A) =p(Ji’, s’, A) = p(a; Ji’, s,A)

• Para el restode lassecuenciasla desigualdadsecumpletrivialmentedadoque

p(a;Ji, s,A) = O < a = p(a; Ji’, s,A)

Continuidad.

Sea {I?,,}716N una cadena de elementos de PATAct. Debido a la monotonía del

operador prefijo, tenemos que los árboles {a; I?n}nFiN también forman una cadena.

Tenemosque probarque paratodasecuencias y paratodo estado A, se cumple

p(a;U{R71},,6N,s,A) = p(u{a; I?,,}nFiN, s,A)



lo cual se siguede la siguientecadenade igualdades

p(a; U{Ji,,},,eN, s,A)
1

p(U{Jin}nFN, s’, A)

o

si s=c A A={(a,1)}

si s=<{(a,1)}a>os’

e.o.c.{ hm p(R~,s’, A)
nFIN

1
hm p(Ji4,s’,A)
nEN ¡

o

hm p(a;R~,s,A) =
nFIÑ

sí s=c A A={(a,1)}

sí s=<{(a,l)}a>os’

e.o.c.

sí s=e A A={(a,l)}

sí s=<{(a,1)}a>os’

e.o.c.

p(L{a; Ji71}flFN, s,44)

E

Elección Interna

Dado un valor p E (0,1), la función - - :: PATAct >< PAT~~ 4 PATAct

devuelveun árbol de aceptación,el cual viene dadopor la unión ponderadade los

árbolesR~ y 112, considerandola probabilidadp. En términosde estadosalcanzables

tras unasecuencia,un estadoseráalcanzableen el nuevoprocesotras una secuencía

si lo es en alguno de los dos argumentos.En tal caso, la probabilidadcon la cual

eraalcanzableel estadoen el primer (resp.segundo)argumentosemultiplica por el

valor p (resp. 1 — p), obteniéndoseasí dos sumandosque se sumarán para obtenerla

correspondienteprobabilidaden el árbol I?~ e~ 112.

p(Rí e~Ji2,s,A) p.p(Jií,s,A)+(1 —13) p(Ji2,s,A)

Proposición 4.25 Las funciones - - :: PATÁct x PATACt ~ PAT4Xd son

monótonasy continuasen sus dos argumentos,para cualquier0 <p < 1.

Demostración: Por simetría es suficiente hacerla demostraciónpara uno de los

argumentos.En nuestrocaso,lo haremosparael primero.
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Monotonía.

SeanJi1, Ji2 E PATA~t tales que Ji1 E4AT Ji2. Tenemosque probar que se cumple

Ji1 @~ Ji ~PAT Ji2 e, Ji, para cualquier Ji E PATA~t, o lo que es lo mismo,que para

cualquier secuencia s y paracualquierestadoA setiene

p(Jií E?,, Ji,s,A) =p(I?2 e,, Ji,s,A)

Pero ello es inmediato, dado que

p(JiiS,,Ji,s,A) =
p.p(I?i,s,A) + (l—p) .p(Ji,s,A)

= p.p(I?2,s,A)+(1—p).p(Ji,s,A)

= p(R2E?,,Ji,s,A)

Continuidad.

Sea {Jin}nFN una cadena de elementos de PATAct. Por la monotónía de la

eleccióninterna, tenemosque los árboles{I?,, E?,, R}YLFIN tambiénformanunacadena.

Tenemosque probarque paratodasecuencias y paratodoestadoA, secumple

p(L]{I?,,},,6ipj @,, Ji, s,A) = p(LJ{I?,, E?,, Ji}neirn s, A)

lo cual se sigue de la siguiente cadena de igualdades

p(LI{J?,,},,ENe,, Ji,s,A) = p~ p(Li{R,,} nFN, .s, A) + (1 — p) prob(Ji, S, A)

= p•(lirn p(lt, s,A)) + (1— p) . p(Ji,s,A)

= hm (p•p(I?71,s,A)+ (1 —p) p(R,s,A))~
nFiN

= hm p(I?,, E?,, Ji, e, A) = p(U{I?,, E?,, Ji}n~rt s,A)
nFIN

E

Elección Externa

Dado un valor p E (0,1), la función - +p - :: PATAct >< 4 PAT2kd

devuelveun árbol de aceptación,el cual representala unión externaponderada de

los árbolesJi~ y Ji2 respectode la probabilidadp.
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Antes de definir la función semánticaasociadaal operador+~, definiremos un u’
operadorauxiliar quenos permitiráunir dosestadosdeacuerdoaunaciertaprobabi-

lidad. Si uno de los estadoses vacío,el resultadoseráel otro estado.Por otra parte, si
sí ninguno es vacío, el resultadoseráun nuevoestadoque contienecomo acciones
la unión de los conjuntosde accionesde los dos estados,pero dondela probabilidad si
que cadaacciónteníaen su estadoquedamultiplicadapor el factor de ponderación

asociado.

si
Definición 4.26 SeanX,Y estados,y pE (0,1). Definimos la unión de los estados

X y Y con probabilidad asociada13 como u’
X siY=@ si
Y siX=@

«a,p . pro(a, X) + (1 —p) . pro(a,Y)» e.o.c. si
E

Como en el caso no probabilístico, a la hora de definir el árbol que sc obtiene u’
al componerdos árboles con la función semánticaasociadaa la elecciónexterna, sitendremosquedistinguir entreel casocorrespondientea la raíz del nuevoárbol y las

continuacionesbajo ella. u’
• Descendenciainmediatade la raíz

Paradefinir los arcosbajo la raíz del nuevoárbol consideraremosla unión de los u’
estados(iniciales) de los dos árbolesqueestamoscomponiendoen elecciónexterna.

112, e, A) = >3 p(Rí,c, B) .13(112,6,C) si
A=BtJ~C

De modo que de la raíz del nuevo árbol saleun arco etiquetadocon el estadoA si u’
existen sendosarcos,unoetiquetadocon el estadoB que sale de la raíz del árbol Ji1

y otro etiquetadocon el estadoC que sale de la raíz del árbol 112, con A = B U, C. u’
La probabilidadqueetiquetadicho arcoseráigual a la sumade los productosde las

probabilidadesqueetiquetanlos arcos correspondientesa cadapar de tales estados, u’

2
u’
si
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Como consecuencia inmediata de esta definición, tenemos que la función que co-

rrespondea la elecciónexternaseráestrictaen susdosargumentos,dado que si un

argumentoes el árbol asociadoa £2, entoncesel resultadocoincidirá con IJ~I, dado

que de la raíz de [14no parte ningún arco, es decir Vs, A: p([S’2J, s,A) = O, de modo

que

= r2+,,PI = (V 0 <p < 1)

Además, Nil es elemento neutro de esta función:

LP +,, Nil~ = ¡[Nil -i-,, P~ = (V 0 <p < 1)

Vamosa presentarunaseriede ejemplosque ilustren estadefinición.

Ejemplo 4.27 Consideremoslos siguientesprocesos:

• Pi = (a +±b) @±a

• Ps =b®±$~?
4

• P2 = bE?1 Nil
4

• P4 = a ~‘ b
2

Para cada uno de ellos tenemos:

p([P1]j, 6,0)

pQ[P1]j, c, A1){ p(¡[PJ, E, X)

E,Bi){ p(¡[P3]¡, E, X)

—s
a

—0

4

—0

si X~ÉC,Aí

si X#Bi

p(¡IP2ili, E, O)
p([P2j, e, X)

{ p([P4J,e,X)

3

4

=0

1
2

1
2

=0

si

si

X ~

X#Aí,B1

donde A1 = {(a, 1)}, B1 = {(b, 1)} y O = {(a, ~),(b, ~)}.
primerospisos dealgunasde sus composicionesen elección

Veamos

externa:

comó serían los
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• La descendenciade la raíz del árbol R~ = [Pi]] +±[P2]]quedaríadefinida por:

p(Rí,e, {(a, ~),(b, ~)})= . —

p(Ri,c,C) = . ~ + ~ = 2

(unir A1 de FN con 0 de P2)

(unir O de P1 con B~ de [>2)

(unir O de P1 con O de P2

y A1 de P1 con E1 de [>2)

p(Rí,c,X)=0 si X ~

• La descendenciade la raíz del árbol I?2 = [Pj

6 6 3 ‘4i2

p(Ji2, c, {(a, ~),(b, Z)}) = 2 i __ 13 4 — 6

+±[PJ quedaríadefinida por:

(unir O de P~ con E1 de P3)

(unir Aí de Pi con Bi de P3)

p(
112, e, X) = O si X ~ {(a,~), (b, ~)},{(a, ~),(b, ~)}

• La descendencia de la raíz del árbol Ji
3 = [P2]~+±[P3]]quedaríadefinida por:

13(113,6,E1) = . 1 + ~ _ (unir B~ de [>2 con E1 de P3

y O de P2 con Bí de P3)

p(Ji~,e, X) = O sí X#Bí

Nótesequeen estecasoel árbol obtenido R3 seráindependientede la probabi-

lidad queconsideremosen la elecciónexterna.

• La descendencia de la raíz del árbol Ji4 = [>3]] +1 [P] quedaríadefinida por:

13(114,6,0) =

p(114,e,Bi)= 4 2 8

p(Ji4,c,X)=0 si

(unir Bí de P3 con A1 de P4)

(unir Bí de [>3 con B~ de [>4)

X#C,Bí

108

si
u’
si
u’
si
si
u’
u’
si
si
si
si
si
u’
si
si
si

E

si
si
u’
di
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• Continuaciones

Veamosahoracomodefiniremosel restodel árbol resultadode la composición,es

decir comoobtendremosp(Jií +,,Ji2,s,X) para cadas # e a partir de los árboles~ y

Ji2. Al efectoestudiaremoscomosepuedeconstruirel primerestadoqueapareceenla

secuencias a partirde los estadosinicialesde Ji1 y Ji2, y dependiendoen cadacasode

qué estado(el de Ji~, el de Ji2, o ambos)contengala acciónasociadaal primerestado

de la secuencias, la continuaciónse tomaráde Ji1, de Ji2 o se obtendrácombinando

ambasmedianteuna eleccióninterna en la cual intervendránel parámetroasociado

a la elección externa y las respectivasprobabilidadesasociadasa la acción en los

estadoscombinadosde Ji1 y Ji2. En definitiva obtenemos

p~ro(a,B)
p(Ji1 +~, Ji2, <~ a> o s’, X) = >3 p.pro(a,B)+(1—p>pro(a,C) PxsLi,SB, X) •p(I?2, C)

A=BU~C
(i—p»pro(a,C)+ >3 ~tv7o(a,B)+(1~p).prokC>P(I?2~sC~ X) •p(Rí,B)

A=BU~C

donde
5n = <Ea> os’ y ~c = <Ca> os’.

La definición quedailustradapor el siguiente

Ejemplo 4.28 Consideremoslos procesos:

• = ((a; Qí) +~ (b; QD) @j. (a; Q2) • = (b; Q~) @±Ni!
4

En elEjemplo4.27vimosquelos arcosquepartende la raízde Ji
1 = ¡[P1j+± ¡[P2]] están

etiquetadoscon los estadosA1 = {(a, 1)]~, A2 = {(a, ~),(b, 4)} y A~ = {(a, ~),(b, ~)},
siendolasprobabilidadesasociadas~ 1 52’ ~ y ~ respectivamente.Veamosahoracomo
seráel restodel árbol.

Obviamente,paracualquiersecuenciaque empiecepor un estadodistinto de los

indicadosanteriormentela probabilidadde alcanzarcualquierestadosería0. Parael

restode las secuenciastenemos:

p(Jií, <Aí a> o s’,X) = ~•1 2~ .p(Q2,s’,X) . 4 = ~ •p(Q2,s’,X)
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11

p(Ri,<A2a> o s’,X) = -‘—4-~S—~ ~.p(Qí,s’,X) 2— i2 p(Qt,s’,X)

p(R1,<A2b> o s’,X) =

II

_ 1 .p(QI s’X). ~+ 22 2

= i .p(Q~,s’,X)~ .p(Q~,s’,X) + ~

p(I?1,~ a> os’,X) = 4½
1 . p(Q~,s’, X) . ~ +

= ~j.p(Q~,s’,X) + ~ .p(Q2,s’,X)

II

3 Li~ .p(Q~<s’,X) i +
.p(Q,s’,X) 2 4

= ~ .p(Q~,s’,X) + ~ .p(Q~,s’,X)

Proposición 4.29 Las funciones - - PATACt x PATAct —> PATAct son

monótonasy continuasen sus dos argumentos,paracualquierO <p < 1.

Demostración:Como de costumbre,es suficiente hacer la demostraciónpara el

primer argumento.

Monotonía.

Sean Ji1, Ji2 E PATAct tales que Ji~ ~PAT 112. Tenemosque probar que para

cualquierJi E PATACt se cumple Ji~ +p 11 LPAT 112 +,, 11, 0 lo quees lo mismo,que

paracualquiersecuencias y cualquierestadoA se cumple:

p(Ri +, R,s,A) =13(112+,,R,s,A)

La demostraciónla haremosen dospasos.Primerolo probaremosparala secuencía

vacía,y despuésparael restode las secuencias.

• Secuenciavacía (s = e).

>3
A=Bu,,C

p(Rí,c,B) •p(Ji,e,C)

< >3 p(Ji2,c,B)
44=Bu,,C

— p(112±,,R,e,A)

•p(RcC)

110

di
4
4
u’

3 a

p(I?i,<A3b> cs’,X) =

4
4 4

E
ej

4
4
a
4
4
ej

ej

ej

‘u’
4
ej
iJ



4.4 Abstracción Coznpleta

. Secuenciano vacía (s = <Aa> os’, s~ = <Ba> os’ y s~ = <Ca> os9.

p-pro(a,B)
L...w p.pro(a,B)+(L—p)pro(a,C)

A=BU~C

+ >3 p pro(a,B)+<1—p)pro(a,C>
A=Ru~C

< >3 ppro(a,B~
p.pro(a,R)+(i—p).pro(a,C)

A=BU~C
+ >3 <1—p»pro(a,C

)

p.pro(a,B)+<1—p).pro(a,C)
A=BU~C

p(I?, 5c, X).p(Jií, B)

p(Ji
2,

8B, X).p(JI,0)

p(Ji, 5c, X).p(I?
2,B)

— p(Ji2+,,Ji,s,X)

Continuidad.

Sea {Ji,,},,Firq una cadena de elementos de PATAct. Por la monofonía de la

elección externa, tenemos que {R,. +,, R}71FIN también forman una cadena. Tenemos

que probarque paratodasecuencias y paratodo estadoA, se cumple

p(U{I?,,}nFN +,,Ji,s, A) = p(L]{I?,, +p J?}nFiisJ, s,A)

Al igual que antes, haremos la demostración en dos pasos:

• Secuencia vacía (s = e).

p(U{&}716rq +,, I?,c, A) >3 P(U{I?,>},IFJN, E, B) . p(I?, e, C) ¡
A=BLJ,,C

— >3 (lirnp(Jt,c,B))-p(R<e,C)
A=Rtj~C nEiN=lirn>3

A=BiJ~C

nl

p(Jii +,, Ji, s,X)

p(Ji71,e,B) p(Ji,c,C)

=lirn p(J?,,+,, Ji, e,A) = p(LI{I?,, +,, Ji}YI~JN, e,A)
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• Secuencíano vacia (s = <Aa> os’, .sn = <Ba> os’ y ~c = <Ca> o s’).

p(L{Rfl}fleN +p R,s,X)=

— >3 p.pro(a,B

)

p pro (a B) +(1..- i’) pr
A=Bu,,G

+ ‘ST’ (i—p).pro(aC

)

z~t ppro(a,B)+(i—p)pro(a,C)
A=Bu,,C

— >3 p.pro(a,B

)

p.pro(a,B)±(i—p).pro(a.C)
A=Bu,,C

+ ¿~d ppro(a,B)+(i—p)pro(a,C)
A=BU,,C

ej5B, X) .p(I?, 0)

p(R,sc,X).p(U{Jifl},,FN, B)

(hm p(Ji,,,sB,X))p(11,C)

.p(Ji,sc,X).(lim p(11
71,B))

= hm >3 PProkB)C).p(P<,,,SB, X)~p(Ji,0)
A—Bu ppro(a,B)+(—p).pro(a

(i—p)pro(a,C)
+ ,1bi~ ,4=BuPC<~<><) ,X).p(1171,B)

>3 ppro(a,B)
p.pro(a,B)+(i—p).pro(a,C)

A=Bu,,C

>3 (i—p).pro(a,C

)

p.pro(a,B)+(t—p).pro(a,C)
A=Bu,,C

5B, X).p(R,0)

p(I?,sc,X).p(R
71,B)

=lirn p(Ji,. +,, I?,s,A)= p(u{ 11~+,, R}ríFN,S,A)

)
E

Recursión

Como es usual cuando se define una semánticadenotacional,el significado de los

procesosrecursivosdefinidospor expresionesde la forma recX.P(X)se obtienecomo

el límite de las aproximacionesfinitas de la forma

Dadoque todos los operadoresincluidosen el lenguajeson continuos,estelímite

es el menor punto fijo de la ecuaciónX = P(X). Es decir,definimos
00

¡[recX. P(X)]] = U ¡[P71]]
n=O

112

di

ej

ej

4

ej

ej

‘ej

ej

+

ej

ej

a
ej

ej

ej

.1
ej

ej

ej

si
J
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4.4.3 Teorema de Abstracción Completa

Una vez que hemosdefinidooperadoressemánticosparatodoslos operadoressintác-

ticosdenuestrolenguaje,vamosademostrarquela semánticadenotacionálesequiva-

lente a la semánticade pruebaspara el modelo generativo. En lugar de hacerla

demostracióndirectamente,probaremosque la semánticadenotacionales equiva-

lente a la caracterizaciónbasadaen conjuntosde aceptaciónque presentamosen

la Sección4.2. Una vez que tengamosprobadadichaequivalencia,poraplicacióndel

Corolario 4.3, obtendremosque las dossemánticas,denotacionaly de pruebas,son

equivalentes.

Comohicimos parael modeloreactivo,probaremosprimeroel resultadoparapro-

cesosfinitos (no recursivos),y luego extenderemosel mismo a procesosrecursivos,

utilizando un lema análogoal Lema3.17 que nosrelacioneel comportamientoopera-

cional de dichosprocesoscon los de susaproximacionessintácticasfinitas.

Lema 4.30 Paratodoprocesofinito P y todasecuencias se tiene

Demostración:La demostraciónla haremospor inducción estructuraly anidada-

mente por inducción sobre la longitud de la secuencia s

• P=Nil

Caso Base: (s = E)

Dadoque Nil es un procesoestabley tal que S(Nil) = ~,se cumple

>3tm j Nil ~ Q’ A S(Q’) zz0 1 = 1
Ql

mientrasque

p1¡Nil+’,,1Q’ A S(Q’)=A A A#01=0 ¡

Por otro lado, p([Nil]Jj,0) = 1, y p([Nil]],qA) = 0, para cualquier A#W
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Caso Inductivo: (s = <Bb> os’)

Dadoque Ni! ~ , para cadaestadoA se tiene

P~ ¡ ¡Vil ~,,. Q’ A 8(Q’) = Al =

Q

Por otro lado, para s se tiene p([Nil]j, s, A) = O para todo estadoA.

ej
Dadoqueel proceso£2 no sepuede estabilizar (i.e. £2 ~ ) tenemos que [>~

paratodasecuencias, con lo queparatodo estadoA se tiene

>3 1 pi ¡ ~‘,,, Q’
Ql

A S(Q’) = A l = o

Por otra parte, p(I[~]¡,~, A) = O para cadasecuenciasy cadaestadoA.

• P=a;P’

Caso Base: (s = e)

Dado que P es un proceso establey tal que 8(P) = {(a, 1)}, se cumple

A
Ql

mientras que para cualquierotro estadosetiene

A
ql

8(Q’) = A A

Por otro lado, p([P]], 6, {(a, 1)}) = 1 y p([P]], e,A) = O si A ~ {(a, 1)}.

CasoInductivo: (s = <Bb> os’)

Dado que P sólo puedeejecutarla transiciónexternaP -ti P’, tenemosque

si B ~ {(a, 1)}, entonces P ~ , con lo que para todo estado A se tiene

A
Ql

8(9’) = A 1 = O

114
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De igual forma, para todo estado A se tiene p(¡[Pj, s,A) = 0.

Si B = {(a, 1)}, dado que b E B, obtendríamosb = a. Además P

P1 L,, Q, con lo que

A S(Q’)
Ql

Ql A S(Q’)=AI
Ql

Por hipótesisde inducción tenemos

>31 p~ ¡ P’ 4t,,~ Q’
Ql

A S(Q’) = A 1 = pdp’I, s’, A)

mientras que por la definición de ¡[a; P’]], obtenemosp(¡[P’]], s’,A) = pilP]], s,A).

• PPi@,,P
2

P puederealizardos transicionesinternas,P >—>,,P1 y P >—*~ P2, por

lo tanto la probabilidad de que el proceso P ejecutela secuencias seráigual

a la sumade las probabilidadescon las cualesP1 y P2 ejecutan la secuencias

multiplicadasrespectivamenteporp y 1 — p. Es decir,

>31 1311 P =~t~1 Ql

Ql

A S(Q’) = A 1=p~>3{p.¡ P~ ~ Q’ A S(Q’) = A ¡~
Q

—p) . >3{ ~ ¡ r>2 =L>,,, Ql A S(Q’) = A 1
Ql

Por otro lado, por la definición de la función semántica correspondientea la

elección interna, tenemos

s,A) = p• p([PJ, s,A) + (1 —p) . p([P2¡ s,A)

mientras que por hipótesisde inducción

Ql

y
p([PJ,s,A) = >3

Ql

1piIP2=~’p1Q’ A S(Q’)=

{p1¡P=4t>,1Q’ A

(8 a>os’
==~p Q su

con lo que

>3
Ql

p(¡[P]],s,A) =
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ej
• P=Pi+pP2 a

Si uno de los dos procesosno se puedeestabilizar (i.e. Pi ~ V [>2 #
entoncesP no sepuedeestabilizar,con lo que u’

A S(Q’YzAII=O ej

para cualquierestadoA y cualquiersecuencias.

Por otro lado, por la definición de la elecciónexterna,tenemosp(¡[>]¡, s,A) = O u¡

paracualquierestadoA y cualquiersecuencias.

Supongamosentoncesque tanto P~ como sepuedenestabilizar.Realizaremos SI
entoncesla correspondienteinducción sobrela longitud des.

______ ej
Caso Base: (s = e)
El proceso P ejecutarála secuenciavacía una vez que los procesos[>~y P2 4
ejecutenuna seriede transicionesinternas que les lleven a estabilizarse. Una

vez quelos dos procesosseanestables,aplicandolas reglas(EXT4) y (EXT5), 4
tenemosque las transiciones(observables)quese puedanejecutarseránaque-

llas que los procesoshacia los quehanevolucionadoPi y P2 puedan ejecutar.

ej
Consideremoslos valores

í<=>31p1¡Pí=S,Q’AS(Q’)=AI ej
Ql

y
ej,~ r1. ¡—~,p, P2 e,,,Q’ A S(Q’) =

Ql

Entonces,los estadosalcanzablespor [> tras la secuenciavacía (aplicandolas ej
reglas (EXT1), (EXT2) y (EXTS) hastaque los dos procesossean esta-

bles y despuésaplicando (EXT4) y (EXT5)) serán aquellas indicadasen la ej
Definición 4.26, en función de los correspondientesestadosalcanzablesde P~ y

P2. Es decir, ej
A S(Q’)=A}= >3 IJpQ .4;’¡A=A1 u,, A2 JI aA1 A2

ej

~1
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Por otro lado,

p(¡[P1 +~ pd, e,A) = >3 p(¡[P1]], e,B) . p([P2]], e,C)
A=BLi,,C

Porhipótesisde inducciónsetienep(~Pi]], e, B) = p~’ y p([P2]], e, 0) 13g2, con

lo cual obtenemos el resultado deseado:

p(¡[Pi+PP2]],E,A)>31piIP4l~P1Q’ A S(Q9=Afi
Ql

Caso Inductivo: (s = <B b> os’)

Paraque el procesoP ejecute la secuencia s se debe cumplir que el proceso

F’í ejecuteunatransición internageneralizada,con la que llegaráa un proceso

P que tendrácomo estadoasociadoun cierto B,, mientrasque el procesoP2

ejecutauna transicióninterna generalizada,con la que llega a un piocesoque

tiene como estadoasociadoun tal B2, cumpliéndoseque B = B~ u,, B2. Es

decir, si 1~1 >—*~ Pf A P2 ~ P~, entoncesP ~ .,,~ P+,,P~ (aplicando

las reglas (EXT1), (EXT2) y (EXT3)). A partir de estepunto, hay tres

posibilidades:

oPk
1-* AP~AÉ~*

Entoncesel procesodefinidopor la elecciónexternaejecutala acciónb a partir

de P y despuésejecutael restode la secuencias’. Formalmente,la situación

sería

• Pi>—4P--~-*p;PHtpqQ’ A S(PflB, A S(Q’)~A
• P

2>—>;2P~AS(Pfl=B2APJ
1*AB=BlU~B

2

En tal casotendremos’
0P ~ 1% +,, P

2¶ —>,,.,,íP”~~ Q’, con lo que
1~’~Pi

Pz~~Q’ A S(Q’) A ~==~‘q=pi~p2~p.~ ,4qi¡rfit,Q’ ~
8

~PiLq’Q’ A

iúpormalmente,en la siguientefórmula debemosdistinguir doscasos: = <A y 82 # 0. En el

primer caso,en lugarde tenerla transición—¼,,.,,, tendríamos—*,,,, pero estono produce ningún

problemadado queal considerarP ~q, el valor depno influye en la probabilidadq en ningunode

los casos.El mismocomentariose aplicaríaenel casosiguiente,para(1 — ja) . ¡/~.
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donde 5B, = <B~ b> os’ y q’ = pi• Pi

>1211] q~ IP;-h,~Q’ 1 ~p7. Nóteseque, por el SI
hechode tenerseS(Pfl = B~, secumpleZQI 11 q

1 ¡ P +~. Q’ JI = pro(b,B~).
Si agrupamosentonceslos sumandosde estaforma obtenemosii u’

>3 >3]] q1¡Pi 4~q~ Q’AS(Q’) = AJI.>3{ q¿1P2 ~qi Q’AS(Q’) B2JI siB = B1 u,, B2 (21beB1 A b~B2
(4.16)

La nueva elección externa ejecuta la acción b a partir de P~ y despuésejecuta ‘siel restode la secuencias’. Formalmente,la situaciónsería

• P~>—*;IPAS(Pn=B~AP~’ÁAB=B~UPB2 4
• p2>..>* P’±~’ p”~4t,,~ Q’ A S(PflB2 A S(Q’)=A

P2 2 y’2 2

En tal casotendremosP >—*% P2 i;+,,~
4(i—p).p 1%’ ~i-~g Q’, con lo que SI

1~~ ______________P~qQ’ A SiQ>A u’2 q~ Q’ II
~q’ Ql A

donde ~B2 = <B
2b>os

1 y q’ = p~ ~‘2 p~. Nóteseque,por el

ZQ{ qj¡P~—!+~Q’ ~hecho de tenerseS(P~) = 82, se cumple >ZQI 1 q~ ¡ P~ ~É~>q¿Q’ JI = pro(b, B
2). 4

Si agrupamoslos sumandosde estaforma obtenemos

>3 >3]] ~~¡Pi~*>q, Q’AS(Q’) = B$>31 q~¡k :44 Q’AS(Q’) AJI si
B = B1 u,, B2 Q’ Ql

b~B1 A beB2 (4.17) u’
b

0p~’~~k~> APá—*

El procesoresultantede la elecciónexternaejecutaráunade las transiciones SI
etiquetadascon b de entrelas que P puedeejecutaro bien una de las corres-

pondientesa P~, sopesandoen cadacaso las probabilidadesasociadasa estas u’
ilEn el resto de la demostración,parasimplificar la flotación, utilizaremos b e X como una

abreviaturade pro(b, X) >0, y 6 ~ X como unaabreviaturade pro(b X) = 0. SI

si
si
4
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transiciones,por p y 1 — p respectivamente.Dependiendode cual de los dos

procesosejecute la acción b tendremos dos casos:

~ 1% ejecuta la acción b.

En tal caso la situaciónserála siguiente:

• ~ A S(P)=Bi

•

De modo que tendremos P ~ P2 ~l +$2 ~2 +p.¡4

A S(QQ=A

A B = Bí u,, B2

Pi’ =~s~¡ Q’, con lo que

P~t9Q
1 A S(Q’)A

—~ q =13’ ~132~ p~pl~

122(211 ¡ p;±+q.c¿’II+(i—P>ZQ .¡~ q~ ¡ P-±4

4Q D~
Pl ~ql Q’ A P2 >½~‘~

Aq=
fi qí¡P~—*q1 (21

122(211 Ql ¡ P;~?~i+q1Qí 1+(’—P)ZQ’ 1

Pidonde
5B

1 = <Bí b> o s’ y q’ = Pi 2(211 Ql P~

14qjQ’ ~> Nóteseque, por el

hecho de tenerse S(Pfl = B
1 y S(P~) = B2, secumpleZqí { q1 ¡ Pj ~~.É~*qjQ’ ~=

pro(b,E1), mientras que >¿QI ~q1 1 P~ —~->~ Q’ f~ = pro(b,E2).

Finalmente,si agrupamoslos sumandosde estaforma obtenemos

ppro(b,Bi)
p.pro(b,Bi)+(i.—p)pro(b,R2) P1 =&~, Q’ A S(Q’) = 4

A S(Q’) =B21¡ (4.18)

P~ ejecuta la acción b.

Por tanto la situaciónserá:

A p~k~* AB=B,U,,E2

p7

>3
B = Bi U,, B2

beR, A bEB2

>31q11
Ql

~>31 q1 ¡ P2 ~ Ql

Ql

•

• P2>—*;2P~--
4-*,,IP~’4%~Q’ A S(Pfl=B

2 A S(Q’)áA
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En estecasotendremosP >~~~*p2 r; +,, t~ ~ P~y ~ Ql con lo que

PÁtqQ’ A S(Q’)A

~ q = 13’ 13~.

~q’ Ql A

(i—p).p

~2(2~]] qíl Ff-~É
4q¿Q’ 1+(iP).2(2l]] q~ ¡ P~±*qQ’ JI

(I—P).2(2,]] qi ¡ P~
2+q~Q’ ~

A q = r2(2’]] qi ¡ P

1—*9~Q’ 1+(i—P).2(2, 1 qi ¡ ~ ~ . q’ . Pi

dondess2 = <B2b> os’ y q’ =P2~ ]] ‘li p~. Nóteseque,por el
P’-tQ’ JI

hecho de tenerseS(I~) = E1 y S(P) = E2, se cumple2(21]] qi F —¼. Q’ JI =

pro(b,B~), mientrasque2(2’]] qí ¡1%
2+q4 (2’ 1 = pro(b,B

2).

Si agrupamoslos sumandosde estaforma obtenemos

(1—y’) y’ro(b,R,)

p.pro(b,B,)+(i—p).pro(bBí)

.>3]] qi ¡[>2

~qi Ql

(2’

~>3]]q~ ¡ Pi ~q. Ql A S(Q’) =B1JI (4.19)
Ql

A partir de los cuatrocasosanterioresobtenemos

>3]]qí¡P=
4tq~Q’

Ql

A S(Q’) = A JI = (4.16) + (4.17) + (4.18) + (4.19)

Por otra parte,

p(~Pi +p P
2]],s,A) =

>3 p.pro(b,~it~4)pro(b,R,) . p([IN]],
B=B,u,,B2

+ s—’ (i—p).pro(b,B2

)

ZJd p.pro(b,B¡)+(i —y’).pro(b~82)
B=B1u,,B>

A) . p(EP2]] 6, E2)

p(¡[P2]¡,
5B

2, A) . p(EPi]], c, B~)

donde
5B, = <Bí b> os’ y ~B2 = <E

2 b> os’.

Al igual queantespodemosdescomponerestaexpresiónen cuatrosumatorios,

que corresponden a los distintos casossegúnla acción b correspondao no a los

estadosBí y/o E2.
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p(j[P1 +,,P2]],s,A) =

>3 P(jPij,
5B¡, A) . p([P

2j e, B2)
fi = fi1 U,, fi2
bEDi A 14B2

+ >1 p(¡[P2]],sfi2,A) .p(¡[P1]],c,Bi)
fi = fi, U,, fi2
b~B1 A bES2

p.pro<b,B,) A) llrnm n\+ z~~1 ppro(b,fii)+(1—p)pro(b,B2) •p(EPí j, ~ 13~j¡I~jj ~,‘-‘2)

fi = fi U,, fi2
beS1 A bES2

+ (1—p>pro(b,B2) fl~p ]] 55 A)
z~t ppro(b,fii)+(i—p>.pro(b,B2)

13k112

fi = fi
1 U,, fia

beS¡ A bES2

e,B1)

y sfi2 = <B2b>os’.sumatorioslos factores

p.pro(b,Rí)+(1—p).pro(b,B,) y

parecido,dadoque en el primercasopro(b, B1)

Nóteseque en los dos primeros
(i—p)pro(b,fi2) han desa-

ppro(b,Bí)+(1—p)pro(b,fi2)

= O, mientrasqueen el segundo

pro(b, B2) = O.

Aplicandola hipótesisde inducciónobtenemos

p([P’]], ~ A)
p([Pi]fle,Bi)
p([P2¡ 5fi2, A)

e, B2)

_____ /

= 2Qí]]q~lPi .qjQ A

= ZQí]]qÍ¡Pi=>Q~Q A

= 2Q’IQiIP2 SB~qi A S(Q’)=A JI’
= ZQl]]q~¡P2==Y0Q1Q A S(Q’)=Bj

de lo que se deduce inmediatamente

>3]]q~jP¾~q1Q’A S(Q’)=
Ql

AJI =p(¡[Pi +,,P2¡s,A)

Damosahora un lema (análogo al Lema3.17) que nos relaciona el comjz,ortamiento

operacional de un proceso recursivo con los de sus aproximaciones finitas.

Lema 4.31 SeaP = recX.P(X). Entonces,paratodasecuenciade pares (estado,

acción) s, y paratodo p E [0,1] severifica queP 4~,, P’ su ~ n E : P,,, =2=t~,, P,7.

donde s~, = <Bí b> o 5’

E

E
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Teorema 4.7 Paratodo procesoP E PPA, y todasecuenciade accioness se tiene

p(1¡JP]],.s,A) = >3]] pi ¡ P ~,,,P’
¡JI

A S(P’)=AJI

Demostración: Análoga a la del Teorema3.3, basándonosen estaocasiónen los

Lemas4.30 y 4.31.

Corolario 4.8 Para cada procesoP tenemosA(P,s)= {(Aí,pí), (A2,132).. .(A,,,pjl}

siendop~ = aEyAi para cadai, y p(¡[P]],s,A) = O para cada A distinto de los A~,
PS

donde p§ = 1 y Ño<sb> = p(¡[Pj, s’, E).

Demostración: Trivial a partir del Teorema4.7, y de la Definición 4.7.

Corolario 4.9 Para cualesquieraprocesos[> y 9, P ~ 9 ~t ¡[P]] =PAT

Corolario 4.10 (Abstracción Completa para PATAct)

Sean[>,Qprocesos.Entonces,P ~g 9 ‘~4’ ¡[P]] =PAT ¡[9]].
Demostración: Consecuenciainmediata de los Corolarios 4.3 y 4.9.

122

u
si
SI
‘SI
SI

E SI

E

E SI
SI
siE

SI

SI
di
SI
SI
si
SI
si
SI



Capítulo 5

Semántica Axiomática para el

Modelo Generativo

En estecapítulopresentamosun SistemadeAxiomasy Reglasqueresultasercorrecto

y completorespectode la semánticade pruebasparael modelo generativo.

Como es habitual,comenzaremostrabajandocon el subconjuntodePPA formado

por los procesosfinitos, esdecir, con aquéllosgeneradospor nuestrasintaxis en la

cualprescindimosdel operadorde recursión(recX.P),excluyendotambiéúel proceso

divergente£2. Paraestesubconjuntode nuestraálgebrade procesosprobabilística

definiremosun conjunto de axiomasy reglasde inferenciaque formaránun sistema

correctoy completorespectode la semánticade pruebasparael modelogenerativo.

Una vez realizadoel estudioparalos procesosfinitos consideraremosel lenguage

completo. Al efecto,a partir delsistemaaxiomáticoobtenidoparalos procesosfinitos

construiremosun nuevoconjunto que incluirá axiomasy reglasque traten los casos

del procesodivergentey de los procesosrecursivos.Al igual que ocurríaen [Cua93],

parapoderprobarla completituddel nuevosistema(siempreteniendoen cuentaque

hemosincluido reglasinfinitarias, con lo cual no podemoshablarde unacompletitud

real) ademásde las reglas infinitarias usualesasociadasa las aproximacionesfinitas

de los procesosrecursivos,necesitaremosunareglaadicional que podríamoscalificar

de orden tecntco.

123
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4
5.1 Sistema de Axiomas para procesosfinitos

Como ya hemosdicho en la introducción, trabajaremosen principio con el subcon- 4junto de PPA formadopor los procesosfinitos no divergentes.A estesubconjuntolo

denotaremospor PPAfi~, siendosu definición la siguiente:

Definición 5.1 Dado un conjunto de accionesAa, el conjunto de procesosque

pertenecena PPAfi~ vienedefinido mediantela siguienteexpresiónBNF: 4
P::= Nil¡a;P~Pe~P~P±~P

siendopE (0,1) y a E Act. E

Paraestesublenguajedefiniremosun sistemalógico de reglasy axiomas,el cualin-

duceunarelacióndeequivalencia,a la que notaremospor ~gnn~ entrelos términosdel

lenguajePPAfi~. El sistemaincluyeaxiomasqueexpresanlas propiedadesalgebraicas

básicasde los operadoresde nuestrolenguaje,como la idempotencia,conmutativi-

dad,asociatividad,así comorelacionesentrelos operadorescomo la distributividad,

aunqueen algunoscasoslos axiomasno se ajustaránal correspondienteesquemaal-

gebraico puro, puesse precisaráun reequilibrio de las probabilidadesparaajustar

las mismasdebidamente.Tambiénveremosque algunosaxiomasque erancorrectos

en el caso no probabilístico,dejande serlo al extenderel lenguajecon probabilida-

des. Paracadaaxiomapresentaremosla correspondientepruebade corrección. En

las mismasutilizaremosfrecuentementeel hechode que paraprobar la equivalencia

respectode la semánticade pruebaspara el modelo generativoentredos procesos

podemosrestringirnosa barbasprobabilísticas(ver Teorema4.4).

5.1.1 Axiomas del Sistema Probabilístico

• El operadore~ esidempotente. 4
PeP= P

(II) P

j
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Demostración:ConsideremosunapruebacualquieraT E PB. Dadoque la misma

no puederealizar transicionesinternas,las únicastransicionesposibles de la com-

posición entre el proceso1? = Pe~ P y la pruebaT son]? ¡ T b—*, P T y

R T ~
41—p P T , con lo cual

pass(R,T) = p~ pass(P, 2’) + (1 —p)~ pass(P, 2’) = pass(P,T)

• El operadore~ esconmutativo.

Demostración:: Siendo 2’ E PB una prueba,las únicastransicionesque pueden

hacerlas composicionesde los procesosinvolucradoscon 2’ son:

*Pe~QIT’—*~P¡T

*Qel~P¡TF—>~PjT

con lo cual

pass(PS~Q,2’) =p. pass(P, 2’) +(i—p). pass(Q, 2’)

= (1p). pass(Q, 2’) +~ pass(P 2’)
= pass(Q@s~P,2’)

• El operadore~ esasociativo.

(Al) P e~ (Q 0q R) —gen (P @~ Q) ®q’ R

siendoq’=p+q—p~q y

Demostración:Sea 2’ E PB. Las únicastransicionesque puedenhacerlas com-

posicionesde los procesosanteriorescon T son:

*P@p(QSqR)I2’~4wpQ@qRIT *Pep(QeqR)¡Tw—+pP¡T

* (Pe~~Q) @q’ Rl T~4q’ Pe~~Q 2’

Además,lasúnicastransicionesquepuedenrealizarlascomposicionesde los procesos

Q e~ 1? y P e,,’ Q con la pruebason:

*QeqRlT—*qQ 2’

*Pe,,~Q¡2’h—*,,¿Pj2’ *PerQ¡TF—*i...,,~QlT
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De lo cual sededuceque los primerospasosde las composicionesinicialesserán:

*PeÁQe~R) 1
*Pe,,(QeqR)1
*Pep(QeqR)
* (P e,,~Q) eq’ R
* (P ~ Q) e~1~ R

* (P e,,~ Q) e~ R

T~4i~pQ&qRlTh~+qQlT

THAi~pQeqRlTb—4i~qJ?lT

TH4q~PeptQjTH—4pIPIT

TH4q~Pep~Q¡TH4i~p~Q¡T

con lo cual

pass(Pe~(Qeq R),2’) = (l—p).q.pass(Q,T)+(1—p).(1—q).pass(R,T)+p.pass(P,T)

mientrasque

pass((PG$’Q) e~R, T) = q’p’pass(P,T)+q’.(1—p’).pass(Q,2’)+(1—q’).pass(R,2’)

Paraterminarla pruebanosquedaver quelos factoresquemultiplicana pass(P,2’),

pas.s(Q,2’) y pass(R,2’) son los mismosen amboscasos. En efecto:

*q ~p q q’
* q’• (1— p’) = q’• (1— £¡) — qQ.pqSp.qq.(1....p)

* 1 — = 1 — p — q + ¡i~ q = (1 — p) . (1 — q)

Pasemosahoraa enunciarlos axiomasrelacionadoscon la elecciónexterna.Mien-

tras queel operadordeeleccióninternaeraidempotente,asociativoy conmutativo,en

el casode la elecciónexternasólo seva acumplirestaúltimapropiedad,mientrasque

sólo tendremosunaformarestringidade la asociatividady la idempotencia.Además

severificaque el procesoNil eselementoneutroparala elecciónexterna.

• El operador+,, esconmutativo.

(CE) P+~Q ~genQ+i-pP

Demostración:Sea 2’ E PB. Aplicandolas reglas (EXTl), (EXT2) y (EXT3)
vemosquela probabilidadasociadaala elecciónexternano influye en la probabilidad
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con la cual la elecciónexternaejecutatransicionesinternasa partir de los procesos

componentes.Es decir, P +,, Q >—*~ P’ +,, Q’ ~ Q +~,, P >—*~ Q1 +i2,, P’. Una

vez que el procesoes estable,aplicandolas reglas (E’X2’4) y (EX2’5), obtenemos

P’ +p Q1 24q R ~ Q~ +i—p P’ ~ 1?, con lo cual

pass(P+,, Q, 2’) = Sp~,q~ ~¡q . pass(P’±,,Q’, 2’) P +p Q >—* P1 +p <7 1
— ~ jJ ej . pass(Q1+i—,, P’, 2’) ¡ Q +i—,,P >—* <7+~,,P’ 1
— pass(Q+w~P, 2’)

• El procesoNi! es elementoneutroparael operador+,,.

Demostración:Sea2’ e PB.

tenemos que P +,, Ni!

(EXT4), tenemosque 1? +,, Ni! ~ R’ ~t

Aplicandolas reglas (EX2’1), (EX2’2) y (EXT3)

1?. Además, por la regla
R *q R’, de lo cual se deduce

pass(R+,, Ni!, 2’) = pass(R,2’), con lo cual

pass(P+p Ni! , 2’) —Z¡dq pass(R+,, Ni!, 2’) P+,, Ni!

—rRtej.pass(R+,,Na,2’) P>—*~R 1

= pass(P,2’)

Comoyadijimosanteriormente,eloperadorde elecciónexternano esidempotente,

comomuestrael siguiente

Ejemplo 5.2 Consideremoslos procesosP = a ®±b
2

y P’=P+± P,yla prueba

2’ = a; w. Mientrasque pass(P,2’) = ~, tenemosque pass(P’, 2’) = o

Sin embargo,si el procesoen cuestiónno puederealizartransicionesinternasel

resultadosi secumple.

Proposición5.3 SeaP un procesotal que P >/—*. Entonces,P ~ P +,, P para

todop E (0,1).
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4
Demostración:Dadoque el procesoP no puederealizartransicionesinternas,las 4
unicas reglasquese puedenaplicarparagenerartransicionesde P+~ P son (EXT4) y

(EX2’5). Además,si P ~ P’, aplicando(EXT4) tenemosP+,,P ~ P’, mien-

trasqueaplicando(EXT5) tenemosP+~P -.~--*(v1,y4 P’, dondeq = p.P~+(i—p).P~ =

con lo cual, sumandolas probabilidadesasociadasa ambastransiciones,y aplicando

las reglas(PAR4)y (PAR5),obtenemosel resultadodeseado.

Tampocoes ciertaen generalla asociatividaddel operadorde elecciónexterna, 4
ni siquierasi consideramosun reequilibriode probabilidadescomo el utilizado en el

axioma (Al). 4
Ejemplo 5.4 Consideremoslos procesosP = a+~(b+±Ni!) y P’ = (a+1b)+s Ni!,

y la prueba 2’ = a;w +~ b;Nil. Se cumple que pass(P, 2’) = ~, mientras que 4
pass(P’, 2’) = ~. Esto es así, dadoque P ~ a+~ b mientrasque ~ a+~ b, y

claramentea +±b ~g a +a b. 0 4
La falta de asociatividaddel operadorde elecciónexternatambiénaparecíaen

el modeloestudiadoen [Cua93],pero mientrasqueen aquelmodelo la falta de aso-

ciatividad proveníade la posibilidad de componeren elecciónexternados procesos

quepuedanejecutaren su primerpasola mismaacción,en nuestrocasoel problema

vienede la posibilidadde que dichacomposición,una vez quelos procesossonesta-

bles, aparezcael procesoNi!. En nuestrocaso el problematiene una fácil solución,

puesmedianteelaxioma(NE) podemoseliminartodaslas aparicionesdel procesoNi!

enunacomposiciónen elecciónexterna.En definitiva, al igualqueocurríaen [Cua93], 4
vamosa tenerunaformamásrestringidade asociatividadparaeloperadordeelección
externa,quea la postreserásuficienteparaconseguirnuestroobjetivodepodertrans- 4
formar cualquierprocesosintácticoen su forma normal.
Proposición 5.5 SeanP1, P2, P3 procesostalesqueparatodo i E {1. . . 3} secumple 4
P~ —*, es decir, procesosestablesqueno seanoperacionalmenteequivalentesa Ni!.

Entoncesse cumple 4
P1 +p (P2 +q Ít) ~c (P1 +,,‘ P2) +q~ I~3

dondeq’=p-I-q—pq y

4

iJ
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Demostración:Demostraremosqueparatodaa E Aa y paratodo Q e PPA11,~ se

verifica el siguienteresultado

3 ji r ¡ Pi +p (I’2 +q P3) ~r Q 1 = 211 r ¡ (P1 +p’ P2) +q’ J~3 24r Q II
a partir del cual sesigue inmediatamentela equivalenciaque queremosdemostrar.

Aplicando las reglas (EX2’4) y (EX2’5), y teniendo en cuentael hechode que

por ser todos los procesosestablesy distintos de Ni! secumple P~+ = 1, obtenemos

24r¡Pi-kp(P2±qPa)-4rQf¡=>34p~rjPi--~-*rQ~

+2 (1 — p) ej r ¡ ~>2 ~r Q 1
+2 ~ (1~ p) . (1 — q) r P3 ~r Q 1

>3 ~y ¡(Pi +,,‘ P2) +q’ F3 Á4~ Q 1 = >3 jJ p1 . r 1 P
1 24r Q 1

+ >3 ji (1 — p1) ej’ . r j P
2 24 Q 1

Perocomoquieraqueen la demostraciónde correccióndel axioma(A!) ya probamos

* q.(1—p)=q’.(1---p’) * (1—p).(1—ej)~1—q’

obtenemosinmediatamenteel resultadodeseado. o

A continuaciónconsideraremosun axiomaque indicaunaley distributivaentreel

operadorde elecciónexternay el de eleccióninterna.

• El operador+,, distribuyesobreel operadoreq.

(DEI) P1 +,, (P2e,, P3) ~gcn (P1 +p P2) e,, (P1 +p P3)

Demostración:Sea2’ E PB. Aplicandoreiteradamentelas reglas(EX2’1), (EXT2)

y (EX2’3) obtenemos:
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Por otra partesetiene:

r~

4
.4

P2e,,P3><2 J%A P2 e9 ~3>>(L-q)r2 ‘%

Pi +~ (P2 e9 P3) >~rl.q.r2 (P; +~ Pfl

De estosresultadosse deduce

(Pi +pP2) e,,(P1±~P3) >—47 (P;+~P;) ~ Pi +p(P2eqP3)>4 (Pj+pP~)

(Pi +p P2) e,, (P1 +~P3) >—*; (P +4%) ~ P1 +,(P2 e,P3) >—*~ (P +4%)

Consideremosentonceslos siguientesmulticonjuntosdepares(proceso,probabilidad):

= 11 (Pflri) P1 >—~:1 P; }
= Ji (J%,r2) IP2 >~~>Z2 1% ¡Y
= 11 (P~,r3) IP3 >—*~ P~ 1~

A partir de los resultadosanterioresobtenemos

pass((P1+~ P2) e,, (P1 +p P3) , 2’)

= >311 ej~ r1 pass(P+~ P~ , 2’) (~L~’) E 1>1 A (P~,r2) E Al
+3ji(1—ej)~rí~ra.pass(P+~P~2’)¡(Pflrí)EPí

= >3{ . ej. . pass(P +~ P~, 2’) ¡ (Pfl rí) E

+>3jir1.(l—q)~r3.pass(P+~P~T)¡(Pflrí)EPi

A (J%,r3)EPaJY

A (P~,r2)EA¡¡

A (P§r3)EPa¡Y

4
4= pass(P1-i-~, (P2 e,, P3), 2’)

Esteaxiomasepuedegeneralizarde forma trivial al caso deuna eleccióninterna

generalizada.

n

i=1

4
4

TI

= gen ®[pil(P+pP¿)
i=1 4

La distributividad contraria no se satisfaceen generalen nuestromodelo proba-

bilístico. Esto puedecomprobarsemedianteel siguiente

4
4
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5.1 Sistema de Axiomas para procesosfinitos

Ejemplo 5.6 Consideremoslos procesosP = ae±(b+±c)y Q = (ae’b)+i(aeic).

Mientrasque pass(P,a; w) = ~, tenemosque pass(Q,a;w) ~. o

Como en el caso no probabilístico, el camino para mostrarla completituddel

sistemade axiomasseráencontrarla noción adecuadade forma normal. Con este

objetivo en mente,y dado que en las formasnormalesaparecerála elecciónexterna

generalizadaen lugar de la binaria,daremosun axiomaqueindica comosecomporta

un procesoque es ¡a elecciónexterna (binaria) de dos eleccionesexternasgenerali-

zadas,y otro axiomaque defineel comportamientode la composiciónmedianteuna

eleccióninterna de dos eleccionesexternasgeneralizadasen las cualesaparecenlas

mismasaccionesy con lasmismasprobabilidadesasociadas.Antesdepasaraenunciar,

ambosaxiomasprecisamosunadefinición auxiliar previa.

Definición 5.7 Sean A B ci AoL Dada unabarbaprobabilística2’, consideremos

su conjuntode accionesiniciales1 = ....... , t,~}. A partir de A, B, y T construimos

los siguientesconjunto de acciones:

TÁ ={t
1¡t1EAflT}

TAB Z{tj¡tjE(AB)flT}

2’AnB Z{t
1¡t1E(AflB)flT}

T~ ={t,jt1cBnT}
2’BA ={t,¡tc(B—A)n2’}

• Axioma de expansión de la elecciónexterna.

SeanA = {aí,. . .,a~} ~ Act y B = {b
1,. .. ,b,,,} c AoL Consideremos

n 712

= ZIm) a1; P1 y Q = Z[ejj] ½;Qj. Entoncesse tiene
2=1 j=1

los procesos

=(EBE) P+~Q gen

siendoR= Z[rklck;Rk, O = {ci,...,e¿} = ALJ.B ,donde
k= 1

= ~1p(1 —p) •q5
¡2~ Pí + (1 — p)

si ck=a,EA—B

5~ Ckb1EB—A

si ck=a.=bJEAflB
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Pi 5~ ck=a~EA—B

Rk={ QJ
P1e~~Q5

Si Ck = b5 E B — A

si ck=a~=bJEAflB A p’=LRLpp,+(i—p)

Demostración: Para simplificar la notación tomaremosp(P, ct~) = ~i y p(Q, b5) = ejj.

Aplicando (EXT4) y (EX2’5) tenemospor un lado P .2~*,, P’ =~ P +~, Q —½.,,P’,

mientrasque por el otro Q -~*,, P’ =t~ P % Q —~4(í—p).,, P’. Veremosentoncesque

paratodo 2’ E PB tenemospass(P+~ Q, 2’) = pass(R,T).
u

Si T es una barbaprobabilfsticade la formaT = >3[s~] (te; Ni!) ±~w, entonces
t=1

pass(P+~ 9, 2’) =

1 —s

,t) + >3 s~s~.(1—p»p(Qt)
IÍETB

1—s

(1—s)+ >3 s.s¿.p.p(P,t~)+ >3 ssj.(1—p).p(Q,11)
tÍETAB iÍETBA

+ >3 ss~(pp(P,t~)±(1—p).p(Q,t1))
£1 ET~n B

pa.ss(R,2’)

u

Si 2’ es una barbaprobabilísticade la forma 2’ = >3[s~] t~; T~ donde T~ = TI para
i=1

= u y T~ = Ni! cuandoi ~ u, distinguiremoscuatrocasos:

O~ 1 <i <u: a~=t~EA—B.

pass(P+~ 9, 2’) =

&.. pp~. pass(P~, T’)

+ >3 s1(1—p)p(Q,i~)
ti ET~

>3
i, ET,~- B

s~p’p(P,i~) + >3
t1 ETa —A

s~(1—p).p(Q,i~)+ >3
1, ET~.tnn

Si (pp(P,t3+(1—p)p(Q,t~))

pass(R,2’)

132

4

4
4

4
4
4
4.
4
4
4

IjETA

4.
4
4
4
4
4.
4.
‘4
¿1



5.1 Sistemade Axiomas para procesosfinitos 133

= t~, E B — A. Simétricoal anterior.

O~1<i’Cn 1<j=m: a±=b,=t~EAflB.

pass(P+,, Q, 2’) =

8u~PPi~ pass(F~, T’) +sw(1—p)qgpass(Qg,T’) —

>3 ~.z>¡i<p~
1}

t~ET~~
+ >3 s¿(i—p)p(Q,t1)

t~ ETa

>3 s1.p.pQP,tí)

tI ETi~- B

+ >3 s1(1—p)p(Q,t1)
tIETBA

+ >3 s1(pp(P,t1
tIETAOB

)+(1—p)p(Q,t1))

pass(R,T)

dondeej’ =

O t,, « AUB. En tal caso pass(P+~Q,2’) = pass(R,2’) =0.

• Axioma de expansiónde la eleccióninterna.
n

Act. SeanP = >3[p1] a1; P~
1=1

=
(IBE) Pe~Q ge12

TI

siendo1? = >3[p1] a1; (P1 ~ Q¿.
1=1

12

y Q=>3[p,]a1;Q2.

Demostración:Parasimplificar la notación tomaremosp(ai) = p~.

que paratodo2’ E PB tenemospass(P@, 9, 2’) = pass(R,2’).
u

Hemosde ver

Si 2’ esunabarbaprobabilisticade la forma2’ = >3[s~] (ti; Ni!) +~ w, entonces
1=1

pass(Pe~Q,2’) = p~ pass(P, 2’) + (1 ~p). pass(Q, 2’)

p«l—s)

(1—s)+ >3 ssvp(t¿)
t1ETflA

(1—s)

(1—s)+ >3 ss1p(t1)

+
(l—p)(l—s)

(1—s)+ >3 ss1~p(t¿)
t1ETflA ¡

= pass(R,2’)

t1cTnA
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4.
Si 2’ esunabarbaprobabilísticade la forma2’ = t~; T~ dondeTi = 2” si i = u 4

t=1
y T~ = Nil si i ~ u, distinguiremosdos casos:

O ~ 1 <i <u : a~ = t,~.

pass(P&~Q, T) p~ pass(P, 2’) +(í—p< pass(Q, 2’) = 4.
P8u)’. pass(P, T’) + (1p)8,. i~Q pass(Q

1 T’) — 4>3 s,pQ,) >3 s~p(I~)

t~eTflA i1ETflA

su pi pass(P~G~Q~ ,T’) = pass(R , 2’) 4
>3 s1p(t1)

t1ETflA 4
O tu ~ A. En tal caso pass(Pe~Q,2’) = pass(R,T) =0.

Como se sigueinmediatamentede su definición, el operadorde elecciónexterna 4.
generalizadageneraliza al operadorprefijo, dadoqueel procesoaj; P1 puedeescribirse 41como >3[í] a¿; P~. El operadorbinario +~ tambiénquedaparcialmentegeneralizado,

i= 1
sentidode que si aí a2 entoncesel proceso(aí;P1) +~ (a2; P2) se reescribiría

en el 2 4.
como >3[pi] a~; P~ dondePi = p y P2 = 1 — p.

1=1 2
El siguienteresultadonosmuestraquetraslas manipulacionesadecuadasel opera-

dor binario de elecciónexternapuedeser totalmenteeliminado, apareciendoen su

lugar eleccionesexternasgeneralizadas. 4
Proposición5.8 Utilizando los axiomasmasarribaintroducidospodemoseliminar 4.todaaparicióndel operadorbinario +,, enun procesofinito, recurriendoal operador

de elecciónexternageneralizada.

Demostración:Realizaremosla pruebapor inducciónestructural. 4.
• Caso Base. Si P = Ni! el resultadoes inmediato. 4.
• CasosInductivos. SeanP1, I~2 E PPAfi12 talesque en ellos no apareceel ope-

rador binario deelecciónexterna. 4.
4.
4
‘4.
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Si P = a; E’1 o bien E’ = E’1 e~E’2, el resultadoesinmediato. En consecuencia,

consideremosel caso P = E’1 +~ E’2.

Si uno de los procesosesNi!, aplicandoel axioma(NE), tenemos

E’1 +, Ni! ~ E’1

TI

Si uno de los procesoses una elección interna generalizadaP2 = ~[ej¡ Q~,
z=1

aplicandoel axioma(DEIO), tenemos

TI 12

Pi +p (®[ej~] Qi) ~gen ®[q~] (Pi +,, Q~) ¡
t=1

por lo queaplicandola hipótesisde inducción, el resultadoquedaprobado.

Por último, si los dos procesosson eleccionesexternasgeneralizadas,basta

aplicarel axioma (EBE) paraobtenerel resultadobuscado.
o

5.1.2 Corrección del Sistema de Axiomas

Ademásde los axiomasque hemospresentadoen la secciónanteriornecesitaremosun

conjuntode reglasqueindiquenque la relación ~gen cumpleuna seriedepropiedades

deseab! es.

Las’reglasde inferenciade nuestro sistemalógico son las presentadasen la Fi-

gura 5.1. Las reglas (El), (E2) y (E3) indican que la igualdades u~a relación

de equivalencia,cumpliendo en consecuencialas propiedadesreflexiva, simétricay

transitiva. Por su parte, las reglas (Cl), (C2) y (C3) nosdicen que dicharelación

de equivalenciaesuna congruenciarespectode los operadoresbásicosdel lenguaje.

Paraprobarlacorreccióndeestasreglastendríamosquedemostrarquela relación~

esuna relación deequivalenciay una congruencia,pero estose tiene indirectamente

puespor el Corolario4.10 tenemosquelas relaciones~g y =PAT son equivalentes,y

dadoque la última de ellasestádefinidade forma composicional,estrivialmenteuna

relaciónde equivalenciay unacongruencia.
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(El) ~ = (Cl) P ~a;P ~g,.na;Q

(E2) P ~genQ
9 ~genP (C2)

E’ = ~ A E” ~
ppl Egen Qe~Q’

(E3) E’ —RenQ A 9 ‘C3~~) PE,~1 A E” ErcenQ’p~j~p =fl-j-flf1¡» gOn’%i7P~= RP —gen

Figura 5.1: Reglasde Inferencia.

Dadosdos procesosE’ y 9 escribiremos 1— P Ege. 9 si E’ Egen 9 se puede

derivara partir de los axiomasdescritosen la secciónanteriory de las reglasdadas

en la Figura 5.1.

Teorema5.1 (Correccióndel Sistemade Axiomas)

Paratodo par de términos E’, 9 E PPAjj,, se tiene

HP EgenQ~!=’ P~«Q

Demostración:Corolario inmediato del hechode que cadauno de los axiomasy

reglasdel sistemasoncorrectos. O

5.1.3 Completitud del Sistemade Axiomas

Con el último resultadode la secciónanterior hemosdemostradoque si podemos

derivar la equivalenciaentredos procesosfinitos a partir del sistemade axiomas,

entoncesestosdos procesosson equivalentesrespectode la semánticade pruebas

parael modelogenerativo.

Peropara que nuestro sistemaaxiomáticofuera realmenteútil deberíamosser

capacesdegarantizarel resultadorecíproco;es decir, si tenemosla equivalenciaentre

dosprocesosfinitos respectode la semánticade pruebasparael modelogenerativo,
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deberíamossercapacesde poderdemostrarque la equivalenciade estosdosprocesos

respectode la relación ~ se puedederivara partir del sistemaaxiomático.

En esta seccióndemostraremosque nuestrosistemade axiomascumple dicha

propiedad(completitud). Como es habitual en las demostracionesde completitud

de sistemasaxiomáticos,nos basaremosen el uso de una nociónde forma normal.

Una vez introducidadichanoción, tendremosque demostrarque todo procesodel

lenguajePPAfin sepuedetransformarmediantelaaplicaciónsucesivadelos axiomasy

reglasque formannuestrosistemaaxiomáticoa un procesoqueestáen formanormal.

Además,deberíamosdemostrarque dadasdos formas normalesdistintas, existeuna

pruebaque es pasadapor dichasformas normalescon probabilidadesdistintas. En

consecuencia,las formas normalessonunicas.

Casua!mente,nuestrasformasnormalesvan a guardargran similitud con las for-

masnorma!esde la Sección4.3. En concreto,van asereleccionesinternasgeneraliza-

das, de acuerdoa unasciertasprobabilidades,de eleccionesexternasgeneralizadas.

Las accionesasociadasa las eleccionesexternasgeneralizadasprefijana procesosque

estánen forma normal,con lo cual las formasnormalesseránprocesosei? los quese

produceuna alternanciaestrictaentreeleccionesinternasgeneralizadasy elecciones

externasgeneralizadas.Además, no puedenexistir dos eleccionesexternasgenerali-

zadasasociadasalamismaeleccióninternaquetenganasociadoslos mismosconjuntos

de accionesy con la mismadistribucióndeprobabilidad.Ladiferenciacon las formas

normalesdefinidasen la Sección4.3 es que,enestecaso,las probabilidadesasociadas

a laseleccionesinternasgeneralizadasdebensumaruno, mientrasque en aquelcaso

podíansumarmenosque uno (cuandodefinamoslas formas normalespara procesos

generalesde PPA tendremosque la sumavuelvea podersermenor que uno). Todo

ello seformalizapor medio de la siguiente

Definición 5.9 Los procesosde PPA~~~ queestánenforma norma!quedandefinidos

mediantela siguienteexpresiónBNF:

y.

N
t=

1 I=i

dondesehan de cumplir lassiguientesrestricciones:
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• u =1 A =1 4.
i=i

•V1<i<n:p,>O A r¡=O A >3p~,~=í A V1=j=r1:p~,s>O 4.
1=1

• V 1 < u y < u, u y : {(a,.,s,p,.,s)}>i # {(avá,pvJ ~;, o 4
Por abusode notación,utilizaremosel procesoNi! paradenotara las elecciones

externasgeneralizadasque no tenganaccionesasociadas(caso r1 = 0). De igual

forma, utilizaremosla notación prefijo a; N cuandola elecciónexternageneralizada

tengauna únicaacciónasociada(caso r~ = 1).

Parafacilitar la escriturautilizaremosla siguientenotación alternativaparade -J
notara las formasnormales:

N ::= e [PA] >3 [pa] a; Na,Á 4
ACÁ (a,pa)EA

dondelos A son subconjuntosfinitos pertenecientesa P(Act x (0,1]) talesque para 4.
todo A E A severifica~jipa ¡ (a,p,.) E Al = 1.

A continuacionveremosunaseriede ejemplosen los que sepresentantanto pro- 4.
cesosque estánen formanormalcomoprocesosque no lo están.

Ejemplo 5.10 Los siguientesprocesosestánen forma normal: 4.
a; Ni! (a; Ni!) @t (6; A/ii)

3

a; ((6; Ni!) e±Ni!) (a; b; Ni!) e±((a; Ni!) +~ (6; Ni!))
2 2

Por el contrario, los siguientesprocesosno estánen forma normal:
(a; Ni!) &a (a; 6; Ni!) (a; Ni!) +~ (a; 6; Ni!) (a; Ni!) +i Ni!

4 6

0 4.
Unavezquehemosintroducidolas formasnormales,veamosquedadasdos formas

normalesdistintas,existeunapruebaquelas distingue.Ello se tienecomoconsecuen -4.
ciadel Teorema4.2, pueslas formasnormalessonun caso particularde los procesos

dadospor la Definición 4.12. 4.
4.
‘4

u
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Corolario 5.2 (Unicidad de Formas Normales)

SeanN1, 1V2 dos procesosdistintosque estánen formanormal. Entonces

E 2’ E PB: pass(Ní,2’) # pass(N2,2’)

donde,naturalmente,la igualdadentreformas normalessedebeentendersalvo con-

mutatividadde los operadoresde elección. 0

Veamosahoraque utilizando el sistemaaxiomáticocualquier procesose puede

transformaren otro que estáen formanormal.

Teorema 5.3 Dado un proceso E’ E PPAfi» existe un proceso N en forma normal,

talque 1-E’ ~.y. N.

Demostración:La demostraciónla realizaremospor inducciónestructural.

• Si E’ = A/ii, entoncesE’ ya estáen forma normalsin másqueconsiderarla forma

normalcorrespondientea A = {0}.

• Si E’ = a; E”, por hipótesis de inducción E” puedeser transformadoen una

forma normal N’, por lo que tomandoA = {{(a, 1)}}, j’
taA = N’ y aplicando

la regla(Cl) obtenemosunaforma normalN tal que E’ = ,, N.

• Si E’ = E’
1 e~E’2, por hipótesisde inducciónE’1 y E’2 puedensertransformados

en su respectivaforma normal

E’1 gen A E’2 —~Ofl N2

donde
1Vi = e [PA] >3

ACÁ (a,pa)EA
[Pal a; Pa,Á y N2=®[ejn] >3

DCB (b,q¡,>CB

Aplicando la regla (C2) obtenemosE’
1 e~E’2 ~... M e,, N2. Aplicando el

axioma(IBE), si ello fueranecesario,dadoque todaeleccióninternagenerali-

zada(finita) sepuededescomponeren eleccionesinternasbinariasy viceversa

obtenemosla formanormal

N= e[rc] >3 [r0]e;R~,c
CCC (c,rc)CC

[ej~]b; Qb,B.
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dondeC=ÁUB yVCEC

C=AcA—B

C=BcB-A

C=A=BEÁnB

4 rG=pqiA A VcEC: R~,c=E’0Á

4 rc=(i—p).q~ A VeCO: RC,CQC,B

4 rc=p.pA±(1—p).ejB A

VccC: R~,C=E’~,Áe~Q~,B

En los dosprimeroscasosse obtieneunaexpresiónqueya estáen forma nor-

mal, mientrasqueen el último podemosaplicar la hipótesisde induccióna los

procesosP~,Á y ~ paraobtenerla formanormalbuscada.En consecuencia,

hemosconseguidounaforma normal N tal queN1 e~ 7V2 ~ 7V, con lo cual,

=

aplicandola regla(E3), obtenemosE’1 e~ E’2 —gen

• Si E’ = E’1 +~ E’2, tenemosde nuevopor hipótesisde inducción

E’j gen N1 A E’2 —gen

= e [~~]>3 [q~]b; Qb,n.
BCB (b,,,1)CB

donde N1 = e Á] >3 [Pa]a; E’a,A y
ACÁ (a,p~)CA

Aplicandola regla(C3) obtenemosP1+~,P2 ~ge. Ní±pN2.Entonces,aplicando

reiteradamenteel axioma(UEIG), obtenemosel proceso

(((a,~CA[Paí a; LA) +~ (>3 Lej~] 6; Qbn))
E”= ®ÁPA qn]

ACÁ
BCB

quees la eleccióninternageneralizadaentreprocesosqueson unaelecciónex-

ternaentredos procesos.Veamosentoncescomo escadauno de los procesosde

la forma

( >3 [pal a; Pa,Á) ~1~ ( >3 [ejblb; Q~,n)
(a,pa)CA (b,qó)CB

Si alguno de los dos conjuntos A o B es vacio, es decir, si el correspondiente

procesoesNi!, entoncesaplicandoel axioma(NE) obtendríamoscomoresultado

el otro proceso.En casocontrario, aplicandoel axioma(ERE), obtenemosque

el procesoen cuestiónes equivalentebajo ~gen al proceso

RA,B = >3 jr0] e;RQA,B

(c,rc)CC
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dondeC={(cí,rí),...,(c¿,r¿)¡]ej: (c¿,q)EAUB}y

P.ej

(l—p)~q
p~ Pi + (1— P) P2

si ~ ej : (c,ej) EA A

si 3ej: (c,ej)eBA

si B PL,P2 : (c,pi) E

E’c,A

9
Pc,A ®p’ Qc,H

si ~q: (c,q)EAA ‘n
si Bq: (c,ej)EBA ‘n
si ~p1,P2: (c,pi)eA

A p’ = pp1+(1p)p2

r: (c,r)EIB

r: (c,r) EA
A (c,p

2) LB

Al igual que en casode la eleccióninterna, los procesosRC,A,R o estánen forma

normal,lo que sucedeen los dosprimeroscasos,o bien sepuedentransformar

aplicandola hipótesisde induccióna forma normal(tercercaso).

Pero el procesoobtenido no estátodavía necesariamenteen forma normal,

dadoquecuandoconsideramoslos procesosque noshan aparecidoal componer

dos eleccionesexternasgeneralizadasmedianteuna elecciónexterna podemos

generarde distintasformasun mismo conjunto O apareciendoen la definición

del procesoobtendido1?. Es decir,dadoun conjuntoO, puedenexistir varios

A E .4 y varios B E B talesque al combinarlosnosde el mismo O. En tal caso

tendremosque agrupartodaslas eleccionesexternasgeneralizadasque tengan

asociadaslas mismasaccionescon las mismasprobabilidades.

A partir de los conjuntosoriginales, la forma en la cual secalculanlas proba-

bilidades asociadasa las accionesque formanpartede las eleccionesexternas

generalizadasviene dadapor la función U~ dadaen la Definición 4126, con lo

que aplicandoel axioma (IBE), obtenemos

E”’= ~H] >3 [r~]c;(
CCC <c,rc)CC ® ~PA ejB1 Ñ,A,B)ACA,BCB

C = A u, B

‘n r:

‘nr:
AA

(c,r)

(c,r)

(c,p2)

RC,A,B =

EB

eA

EB

1
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dondeC={AU~BIAEA A B E B}, rc =

si ~ ej : (c,q) E A A

sí ]q: (c,q)EBAt E’c,A

RC,A,B = Q~,n

Aplicandola hipótesisde inducción, los procesosde la forma

PA qEe [ ] RC,A,B
ACÁ,ECB

C = A u~B

si Pí,P2 (c,p1) E A A (c,p2) E B

A p’ = p.p1+(1—p)p2

se puedentransformaren su forma normal, obteniéndosea partir de E”’ un

procesoE””, de modoqueaplicandola regla(E3), concluimosP~ %E’2 ~ge. E””,

dondeE”” ya estáen forma normal.

Teorema 5.4 (Completitud del Sistema de Axiomas)

Paratodo par de procesosE’, 9 E PPAfl71 se tiene

P~gQ r& HE’ =0,19

Demostración:Inmediataa partir de los Teoremas5.2 y 5.3.

Corolario 5.5 Paratodo par de procesosE’, 9 E PPAfi~ se tiene

E’~0Q t=~ HE’ _enQ

5.2 Sistemade Axiomas para PPA

En esta secciónextenderemoslos resultadosobtenidosen la secciónanterior para

procesosfinitos, a la totalidad de los de PPA. Al igual quehicimosen el casode la

142
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>3
A eA,BC 15
A u~B = C

pAqE, y

4.
4.

E’cA ~ Q~,B

‘nr : (c,r) E .8

‘nr: (c,r)EA
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semánticadenotacionalparael modelogenerativo,los procesosrecursivosdel lenguaje

setrataránmediantesu aproximaciónporprocesosfinitos, de formaquela semántica

de los procesosrecursívosvendrádefinida por el límite de la cadenaque formanlos

valoressemánticosdesusaproximacionesfinitas. Comoesusual,talesaproximaciones

finitas empezaráncon el procesosintácticocuyasemánticaesel menorelementodel

dominio semántico.Al igual que ocurríaen el modelodenotacionalpar~ el modelo

generativo,esteprocesoserá£2. La definición formal de lasaproximacionesfinitas de

un procesoviene dadapor la siguiente

Definición 5.11 SeaE’ un procesodefinido mediantela expresiónrecursivareeXE”.

Definimos las aproximacionesfinitas del procesoE’ en la forma

E”> = £2

= E”{E’TI/X}

Definimosel conjunto de aproximacionesfinitas de E’ comoAE’X(E’) = {E”’ : u E IN}.

Paraprocesosfinitos podemosconsiderarque susaproximacionesfinitas son iguales

a él mismo. O

A nivel sintácticocadaaproximaciónfinita de un procesoes un procesofinito,

con lo cual podemosutilizar el estudioque hemosrealizadoen la secciónpreviapara

procesosfinitos a la horade razonarsobrelas aproximacionesfinitas, si bien al efe¿to

hayqueteneren cuentaqueen las aproximacionesfinitas ahorapuedeaparecercomo

primitivo el proceso£2 que no admitíamosen el lenguajePPAfin de procesosfinitos.

Como vamosa caracterizarlos procesosrecursivosmediantesusapro*imaciones

finitas, en lugar de axiomatizaruna relación de equivalenciaentreprocesos,como

hicimos en el casofinito, tendremosque axiomatizaruna relación de orden, la cual

denotaremospor ~ La equivalenciaquedarácomonoción derivadageneradapor

el cierre antisimétricode la relaciónde orden con la que trabajaremos.Estehecho

conlíevacomoconsecuenciaque a la hora de probarla correccióny completituddel

nuevo sistemade axiomascon respectoa la semánticade pruebastendríamosque

considerarla relaciónde ordenentreprocesos-Ñ inducidapor dicha semánticade



.1

144 Capítulo 5. SemánticaAxiomática

ti
pruebas,la cual vienedadapor

E’gQ~t=tVTcg: pass(E’, 2’) =pass(Q,2’)

Pero esto no va a ser necesario,dado que en relación con la semánticadenota-

cional definida para el modelo generativoteníamosla noción de orden ~PAT (ver ti
Definición 4.22), de modo queen lugar de estudiarla correccióny completitud del
sistemadeaxiomasrespectodela semánticadepruebas,la estudiaremosconrespecto ti
de la semánticadenotacional.Es decir,demostraremosque

[E’~~PAT EQ~ ~ HP ~gen 9 4
A partir de dicho resultadose deducetrivialmente

=PAT ~ #=~ H E’ ~gen 9

con lo cual,por el Teorema4.10, obtenemos ti
E’~ 94=> HE’ ~ 9 4

5.2.1 Nuevos Axiomas y Reglas ti
En ésta secciónenumeraremoslos axiomasy reglasque pasana configurar nuestro 4
nuevosistemaaxiomático. Respectode los axiomas,aumentaremosel conjunto de

axiomasdado en la secciónanterior con unaseriede axiomasquetratan al proceso 4
12. Además,como punto de partida, necesitaremosel axiomaquenos indica queel

procesoA/i/ es menor o igual a sí mismo. La demostraciónde correcciónde todoslos ti
siguientesaxiomases trivial.

(D) £2~ge.. E’ (DI) E’ep£2~gcn E’

(DE) E’+p
12~gen £2 (N) Ni! Lgen Ni!

El nuevosistemade reglasse presentaen la Figura 5.2. Paraconstruir el mismo

sustituimosen el sistemapresentadoen la Figura 5.1 las reglas (El), (E2) y (E3),

4

]
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E’ Lg0nQ A 9 EgonE

’

(01) E’ ~

(03) E’ ~
9 (04) E’ ~genQ A 9 ~genRPEE_~R

E’ ~(Cl’) wE’ E a;Q

E’ E~Q A E” E
(03’) E’%,E” EgenQepQ’

E’E~y.9
(012) E’e~Q EgenQ

(R2) y QEAE’X(E’): 9 E~y.R
~ R

E’ ~ A E” ~~enQ

(02’) E’+~E” ~genQ+pQ
1

E’ LgenQ(OIl) E’ LgenE’OpQ

(Rl) E’JjjrecX.E’/X} ~gcnrecX.E’

V nEIN: E’e..-~£2 E ~fi
(R3) PC R

gen

Figura 5.2: Nuevo SistemadeReglas.

que indicabanque ~ erauna relaciónde equivalencia,por unaseriede reglasque

indican que la relación Lg.n esuna relacióndeorden. De igual forma, sustituiremos

las reglas(Cl), (02) y (03), queindicabanla congruenciadelos operadoresrespecto

de la relación ~g.n, por otras similaresindicando la precongruenciacon respectoa

la relación La..,. La pruebade corrección de todas estasreglas es trivial dadala

definición composicionalde la semánticadenotacional.

Las reglas (OIl) y (012) indican que dadosdos procesosE’ y 9 que verifiquen

E’ L
80~ 9, la elección interna entre ambos procesos,E’ e~ 9, ocupauna posición

intermediaentre ambosrespectode la relaciónde orden E

(02) ~
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III

Lema 5.12 Las reglas(OIl) y (012) son correctas. ti
Demostración:SeanE’, 9 dos procesostales que EE’I ~FAT EQ]1. Entonces,para

toda secuencías y todo estadoA se verifica p(E’, s,A) =p(Q, s,A). Aplicando la J
definición del operadorsemánticodeeleccióninternaobtenemos

p(E’e~Q,s,A) p.p(E’,s,A)+(l —ej).p(Q,s,A) ti
de lo cual sededucetrivialmenteque paratodasecuencías, todo estadoA, y cada ti
p E (0,1) severifica

p(E’,s,A) =p(E’ED~Q,s,A)=p(Q,s,A) ti
A partir deesteresultadosederivainmediatamentela correcciónde las reglas(OIl) ti
y (012).

Respectoa las reglasquehacenreferenciaa la recursión,las dosprimerasaparecen ti
de costumbreen los sistemasde axiomasque trabajansobrelenguajesqueincluyen

III’

un operadorde recursión(e.g. [HenS8]). La demostraciónde su correcciónse sigue
de la caracterizaciónde la caracterizaciónde la semánticade un procesodefinido de .1formarecursiva:

00

ErecX. P]¡ = Li EE’1
n=O ti

En concreto,la correcciónde la regla(Rl) es trivial dadoque

[E’{recX.E’/X}]j = [j ¡E’TI~ ti
n=1

La correccionde la regla(R2) provienedel hechodequeseestátrabajandoenun tpo, ti
enel queha deverificarseque es lacotasuperiormínimade la cadena{EP~}~’2

1.

La regla (Rs) se incorporaa nuestrosistemade reglaspor razonestécnicas. Al ti
igual que ocurría en [Cua93], el dominio sobre el que estamostrabajandono es

w-algebraico,con lo cual necesitaremosesta regla para demostrarla completitud J
del sistemaaxiomático. Cuando llegue el momentoen el que utilicemosestaregla

comentaremoscon profundidadsu significadoy consecuencias. ti

.1

.1
J
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Lema 5.13 La regla (R3) es correcta.

Demostración:Supongamosque paratodo u E IN severifica

EE’ eTI- £2J ~PAT E~1
12

Esto esequivalentea decir que paratodo u E iN, paratodasecuencias y paratodo

estadoA secumple

p(P ~ £2, s,A) =zAR,s,A)

A partir de la definición de la función semánticaasociadaa la eleccióninternaobte-

nemosque paratodasecuencias y paratodo estadoA secumple

1 n—1
p(E’ea{2,s,A)= .p(P,s,A)+—.p(£2,s,A)=——.p(E’,s,A)

u n u

Si consideramoslos dos resultadosanteriores,obtenemosquepara todasecuencias

y paratodo estadoA se cumple

p(E’, s,A) = hm . p(E’, s,A) =p(R,s,A)
u

de lo cua] sededuceinmediatamente¡~1 ~PAT [SI’ 13

Lema 5.14 Sea E’ = recX.E”, tal que en E” no apareceel operadorde recursion.

Paratoda aproximaciónfinita E”’ E AE’X(E’) setiene H E”’ EsenE’.

Demostración: Procederemospor inducción respectode u.

Si u = O, aplicandoel axioma(D), tenemos

E”>=£2 ~gen recX.P’

Consideremosel casode la aproximaciónu + 1. Por definición de las aproximaciones

finitas tenemosE’n+í = E”{E”‘/X}. Dado que en el procesoE” la variable X no

apareceen el ámbito de un operadorde recursión,si en lugar de sustituir en E” la

variableX por el procesoE”’ la sustituimosporun procesoqueseamayoro igual que

él (i.e. un proceso9 tal que E”’ ~ 9), aplicandoreiteradamentelas reglas(Cl’),

(C2’), y (C3’) obtendremosE”{E”’/X} E8t. E”{9/X}. Por hipótesisde inducción

tenemosE”’ fE~ E’ = recX.E”, con lo cual

E”{P”/X} ~ E”{recX.E”/X}
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III
y aplicandola regla(Rl) obtenemos ti

E”{rccX.E”/X} Lgen recX.E” = E’

con lo que encadenandolos resultadosanterioresllegamosa ti
HE’~~1Lgon E’ ti

E

El resultadoanterior nos indica quedado un procesorecursívorecX.E’, de modo ti
que en E’ no aparecendefinicionesrecursivasanidadas,podemosinferir a partir del

sistemade axiomasquecualquierade susaproximacionesfinitas es menorqueél. Al .1
igual queenel casono probabilístico,el lemaanterior se puedegeneralizaraprocesos

que contenganmásde un operadorde recursión. Primerotendríamosque extender

nuestrosistemaaxiómaticoparaqueconsideretérminosdePPA quecontenganvaria-

bles libres, dadoqueen nuestrosistemaaxiomático sólo trabajamoscon procesos(es

decir, términossin variableslibres). Paraello es suficienteconextenderel axioma(D)

en la forma £2 ~gen X paratodo X E Íd. A continuacióntendremosquedemostrar J
un casoparticularde lapropiedadllamadaen [Hen8S]de sustitucióngeneralizada,que

dice que si E’
1 ~ge,. E’2, entoncesparatodo E’ severifica E’{E’1/X} Eg0., P{E’2/X}

(donde E’1, E’2, E’ puedencontenervariableslibres y X aparecelibre en E’). Pero

dadoque el procesode adaptarnuestrosistemadeaxiomasparatratar con términos ti
abiertos parallevar a cabo la correspondientedemostraciónno difiere en nadacon
respectoal casono probabilistico(ver Capítulo4 de [Hen8S]) hemospreferidoomitir SI
la demostraciónde estaextensión.

Nóteseque a partir del axioma (N), de 12 ~ge. ~ (derivable a partir de los

axiomas(D) y (01)), utilizando inducción estructural,se puedeinferir E’ ~gcn E’ ti
paraprocesosfinitos; mientrasqueutilizando la regla (Rl) y el lemaanterior,junto

con la regla (R2), podemosdemostrardichaequivalenciaparalos procesosinfinitos. J
En la Figurá 5.3 presentamosagrupadostodos los axiomas que constituyenel

nuevoconjuntodeaxiomas,con lo cual nuestrosistemaaxiomáticoquedaráformado ti
por las reglasque aparecenen la Figura 5.2 junto con los axiomasque aparecenen

la Figura 5.3. j

SI
ti
J
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E’@~E’~«0~ E’

E’e~Q ~9e1~P

E’+~Q ~gen9+i—pE’

E’+p Ni! ~gen E>
TI y.

E’ +~. (®W E’2) -gen e[P.] (E’ +~ E’1)

TI

(EBE) >3h;]
72

(IBE) >3[n]
2=1

(D)

2=1
772

1=1
TI

t= 1

1=1

gen

a1; Qi

>3[rk] ck; Rk

i=1
a1; (E’1 Sp9í)

QCgenE’

E’Sp£2Eg.,.E’

E’+p£2Sgen ~

Ni!~0 Ni!

Figura5.3: Conjuntode Axiomas.

Teorema 5.6 (Corrección del Sistemade Axiomas)
Paratodo par de términosE’, 9 E PPA tenemos

HE’ EgenQ~ [E’~LPAT [Q~

Demostración: Corolario inmediato del hechodequetodoslos axiomasy reglasdel

sistemason correctos. 0

5.2.2 Completitud del nuevo Sistemade Axiomas

Al igual que cuandotrabajamoscon procesosfinitos, parala pruebade completitud

del sistemaaxiomáticocomenzaremospor introducir la correspondientenoción de

forma normal.

La única diferencia entre esta definición de formas normales y la que presenta-

(II)

(CI)

(Al)
(CE)

(NE)

(DEIG)

(DI)

(DE)

(N)

mos en la Definición 5.9 paralos procesosfinitos, es que en la nuevadefinición la
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sumade las probabilidadesasociadascon las eleccionesinternasgeneralizadaspuede 4
ser menor que 1. En particular, podremostener eleccionesinternasgeneralizadas

que no contenganningún argumento. Al igual que ocurría cuandoestudiamosla ti
semánticadenotacional,la diferenciaentrela sumade las probabilidadesasociadasa
las eleccionesinternasgeneralizadasy 1 denotarála probabilidadde que el proceso ti
diverja en eseprecisopunto.
Definición 5.15 Los procesosde PPA queestánenforma normalquedandefinidos ti
mediantela siguienteexpresiónBNF:

n ti
N::=®[p.]>3[P,jai,s;N

i=1 5=1

dondesecumplenlas siguientesrestricciones: ti
72

• u =O A >3p, =1
1=1 ti

•V1=i=n :pi>O A r1=0 A >3p.~,=1 A V1=j=ri:p1,s>0
3=1 SI

• V 1 < i < u : V 1 < k 1 < r_ k ~ 1: aI,k
• Vi < u y <r¿,u ~ y: {(an,s,p~,s)}?t.í # {(av,á,pvá)}iti 0 ti

Al igual quehicimos en el caso finito, utilizaremosel procesoA/it paradenotara

las eleccionesexternasgeneralizadasqueno tenganaccionesasociadas(caso r1 = 0), ti
mientrasqueutilizamosel proceso12 paradenotarunaeleccióninternageneralizada

entreO procesos(casou = O). De igual forma, utilizaremosel prefijo a; N cuandola SI
elecciónexternageneralizadatengaunaúnica acciónasociada.

En estaocasiónutilizaremosde nuevounanotaciónalternativade la forma: ti
e [PA] >3 [p,.] a;
ACÁ (a,p..)CA SI

dondelos A son subconjuntosfinitos de P(Act x (0,1]) talesqueparatodo A E .4 se

verifica >111 Pal (a,p,.) E A ¡Y = 1. ti
Una vez que hemosintroducido las nuevasformas normales,para demostrarla

completitud del sistema axiomático, habremosde demostraren primer lugar que SI
SI
SI
j



5.2 Sistemade Axiomas para PIPA 151

cualquierprocesofinito puedeser transformadoen su forma normalmedianteel uso

de las reglasy axiomasque formanel sistemaaxiomático.

Teorema 5.7’ Dado un procesoE’ E PPA finito, en el sentidodequeen elmismono

apareceel operadorde recursión,existeun procesoN que estáen forma normaltal

que HE’~g.n N.

Demostración: Análoga a la del Teorema 5.3 para procesosfinitos, al estar el pro-
ceso 12 en forma normal. , O

A continuaciónprobaremosque si dosprocesosestánrelacionadosmediantela

relación de orden ~PAT, entoncestambién estánrelacionadosmediantela relación

E~. La demostraciónescompleja,debiéndosede distinguir si los procesosa com-

pararsonfinitos o no. Porello laordenaremosmedianteunasucesiónde lemas,cada

uno de los cualescubreuno de los casosposibles.

Lema 5.16 SeanE’, 9 E PPA procesosfinitos. Entonces,[E’]!EPAT [9]!~ E’ Lgen 9.
Demostración: Los procesosdados E’ y 9 puedenser transformadosa procesosen

forma normalutilizando el sistemaaxiomático,por lo que podemosrestringirnosal

estudiodedichasformasnormalesequivalentes.En consecuencia,tomemosE’ y 9 de

la forma

e[PA] >3 [Pa]

ACÁ

®[ejn] E [qb]b;Qb,n
RCIS (b,q~)EB

donde.4,23 (E P(E x (0,1]). Nótesequep(E’, e,A) = PA A p(Q, e, B) =

La demostraciónla realizaremospor inducciónrespectode la complejidadde los

procesos,donde entendemospor complejidadsu profundidad,y en el caso de dos

procesoscon la mismaprofundidadconsideraremosque un procesoesmás complejo

queotro silos estadosde esteúltimo estáncontenidosen los estadosdel jnimero.

En primer lugar podemossuponerE’ # £2, dado que si E’ = £2 el resultadoes

inmediatopor aplicacióndel axioma (D). Si E’ # £2, se nospresentantres casosa

considerar:
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ti
• Los conjuntosA y 23 son distintos. tiDado que [E’]! ~PAT [9]!,tenemosque debeexistir un conjunto B’ tal que

B’ E 13 — A. Además,el restode los conjuntosquepertenecena 23 tendrán ti
una probabilidadasociadamayor o igual en el proceso9 de la que tenganen
el procesoE’, mientrasquepuestoque [E’]! LPAT [9]!,no puedeexistir ningún

A E A — 6. Esto indica en particularquela probabilidadde divergenciade E’ SI
ensu primer paso seramayor o igual queejn’, puestoquetenemos

>3PÁ= >3ejA< >3ejÁ+ejn’= >3ejB=1 ti
ACÁ ACÁ ACÁ BEB

Utilizando el axioma (Al) podemosreescribirlos procesosE’ y 9 en la forma

E’ ~gen(®[d~y] >3 [Pa] a; E’a,A) e1 ,,~, £2 4
ACÁ (a,p«)CA

9 ~gen ( ® [i-~~] >3 [q~]6; Qb,B) e1—,,~, ( >3 [(ib’] 6’; Qb’n’) ti
BCI3—B’ (b,qb>CB

Por otra parte,a partir del axioma(D) se tiene 4
12 Ea,.,. >3 [ejw]b’~ Qb’,B’ SI

(b’,q1~)CB

Además,por ser [E’]!EPAT [9]!,obtenemos 4
PA]>3 [Pa] aE’~Á]! ~PAT II ~ ~ ] >3 [q,.] b;Q,,,n]!

_ tiACÁ 1 — q~’ (a,p..)CA nút’ li’l (iB’ (b,91)CB

y aplicando la hipótesis de inducción, dado que los estadosdel procesode la 4.
partederechaestáncontenidosen los estadosde 9, obtenemos

PA >3 [Pa] a;E’aA Lgen ® qn >3 [W ir (JLD ml
ACÁ 1 — qn’ (a,pc>CA BCB—B’ 1 — (iB (b,~1)CB

con lo cual, aplicandola regla (C3’), obtenemos 4.
E’ ~Q 4.

ti
ml
~1
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• .4=23 y ~C:PO#qc.

Dadoque [E’]!;PAT [91,tenemosque V A E A: PA =qA, por lo que sedebe

cumplir PC < c. Realizandouna descomposiciónsimilar a la utilizada en el

casoanteriorpodemosreescribirnuestrosprocesosen la forma

E’~gen(G [~-~]>3 [P,~]a; E’~,A)S1,,C((>3 [Pa] c; E’c,o)@rc £2)
ACÁ—O (a,pa)CA (C,pc>CC

(~ [¡-?t]>3 [p0] a; Qa,Á)SL—qc ((>3 [Pa] e;
ACÁ—O (a,pa)CA (C,pc)CC

40(c,pc)EC
(>3 [Pi]e; Q~,c))

Nótesequeutilizando las reglas (OIl), (012) y (01) podemosinferir

H >3 [Pa] e; Q~,c) Saa >3
(c,p~)CC

[p
0] e;9~,c)) ~gen

A partir del axioma (D) setiene

£2 E ,, >3 [p<jc;9~,c
(C,pc>CC

y dadoque [E’]!EPAT [91obtenemos

1 >3 [Pc]e;P~A ~PAT

(c.p~)CC

>3 [Pje;Q~,c1
(c,p0>CC

con lo cual,aplicandola hipótesisde inducción,sededuce

>3 [Pc]e;E’~,c Lgcn >3 [Pa] e; Qc,o
(cpc)CC (c,p4C0

y aplicandola regla (C3’) obtenemos

>3 [p4c;E’~,cO~a12 ~ >3
(c,pe)CC qc (c,p0)CC

[Pr] e; Q~,cta >3 [p0]e;9~,c
(c,pe)CC

De nuevo, al ser [E’]!CPÁT [91obtenemos

e [ilA ] >3 [P4a;E’aAIEPAT
ACÁ—O (lo (a,p..)CA ACÁ—O 1 — (lo (a,pn>CA

[Pa] a; 9a,A]!

y aplicandola hipótesisde inducción

enjA]>3
ACÁ—O (lo (a,po)CA

E[Pa] a; Pa,A gen e11½>3
ACÁ—O (lo (a,p0)CA

>3
(c,p~)eC

[Pc] e;

[Pa] a; Qa,Á
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con lo cual, aplicandola regla (Ca’) sobrelos resultadosanteriores,obtenemos

E’ EgenQ

• .4=23 y VCEA:pc=ejo.

Dado que [E’]! LPAT [91’ tenemosqueVA E A y y’ (a,pa) E A se verifica

[Fa A]! EPAT [Qa,A]!, por lo queaplicandola hipótesis de inducción obtenemos

E’a,A ~gen Qa,A

Entonces,por el axioma(Cl’) obtenemosqueparatoda accióna y todo con-

junto de accionesA se verifica

a;E’a,Á ~gen ci; Q~,A

por lo que,aplicandoreiteradamenteel axioma(C2’), obtenemosque paratodo

A se tiene

>3 [Pa]a;E’a,A Egen

(a,pa)CA

>3 [P<~]a;Qa,A

(apa) CA

y aplicandode nuevoreiteradamenteel axioma(Ca’) concluimos

= G[PA] >3 [Pa]ciiE’a,Á Lgen &[PA]
ACÁ (a,pa)CA ACÁ

u’

>3 [Pa]a;QaÁ=Q
(a,pa)CA u’

0
u’

Consideraremosahoralos casosen quealguno de los procesosno seafinito.

Lema 5.17 Sea E’ E PE’A un procesoque no es finito y 9 E PPA que silo es.

Entonces, [E’]! LPAT [9]!==> E’ L~ 9.

Demostración: Dado que las aproximacionesfinitas de E’ forman una cadena,de

modo que[E’]! es la cota superior minímade los valores [Pn]!, se tiene

[PI LPA
T [E>]!~PAT ... PAT [E’]! ... DAT LP]! DAT [9]!

154

ti
ti
ti
SI
SI
ti
SI
u’

ti
ti
SI

SI
u’

SI
SI
SI
SI
1



E

5.2 Sistemade Axiomas para PPA 155

Puestoque tanto cadaE”’ como9 sonfinitos, podemosaplicarlos resultadosobteni-

dos anteriormenteparaprocesosfinitos, concluyendoque paratodo u severifica

E”’ EE«.y. 9

de donde,aplicandola regla(R2), llegamosa

E’ Egen9

0

Consideremosahorael casoen el que E’ esfinito pero9 no lo es,estandodefinido

de forma recursiva. En estecasosenosplanteala mismadificultad que ya aparecía

en [Cua93]. Dado que el único medio de dar semánticaa los procesosinfinitos es

utilizandosusaproximacionesfinitas, el caminomáspausibleparallegar a demostrar

E’ Egen 9 consistiríaen garantizarla existenciade un cierto m de maneraque la

aproximaciónfinita m-ésimadel proceso9 cumpla [E’]!DAT [Qm]!. Entonces,como

quieraque los procesosE’ y 9”’ sonfinitos, podemosaplicarel resultadodel Lema5.1~

paradeducir E’ E ,, 9”’. Además,tendríamos9”‘ Egen 9 (Lema5.14),con lo cual,

aplicandola regla (04), obtenemosE’ ~gen 9~

Si el dominio semánticosobreel que trabajamosfuesew-algebraieo’la existencia

de un m tal estaríagarantizada,pero desgraciadamentetal no es la situación en

nuestrocaso,como ilustra el siguiente

Ejemplo 5.18 Consideremosel procesoE’ = recX.((a; A/ii) e~ X). Es fácil ver que
2

las aproximacionesfinitas de dicho procesovienendadaspor

E”’ = (a; A/ii) e1 2~ £2

Al ser [E’]!= LJ[E”’]!, trivialmentetenemos[E’]!EPÁT u[E”’]!. Además,[E’]!describe

a un procesofinito, pues

[recX.((a; Ni!) e±X)]! PAT [a;Ni!]!

‘Es decir, queparacualquierprocesofinito no existencadenasinfinitas estrictamentecrecientes

de procesostal queel procesofinito seasupremode la cadena.
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4.
comoya secomentóal describirla semánticadenotacionalparael modelogenerativo. 4.Sin embargo,no existeningún ni tal que [E’]! DAT [Pm]!, pues de existir tendríamos

1 = p([E’]!, e, {(a, 1)1) =p([E’m]!, ti, {(a, l)}) = 1 — ~k.. 4.
lo queevidentementees imposible. 4.

Con lo cualquedaprobadoqueel proceso(finito) ¡a; Ni!]! es cotasuperiormínima

de la cadenainfinita no trivial de procesos{[E”‘]!}~
1. 0 4.

Por lo tanto en generales precisoutilizar otro camino para probar E’ Egen 9
_ 4.a partir de [E’]! EPAT [9]!. Estaes la razón por la cual la regla(Rs) apareceen el

sistemaaxiomático,demodo queesahoracuandoquedarájustificadala inclusión de

la mismaen nuestrosistemaaxiomático. 4.
Lema 5.19 Sea E’ E PPA un procesofinito y 9 E PPA un procesoque no lo es. 4.
Entonces, [E’]! EPAT [9]!=> E’ E~ 9.
Demostración:Partimosde [E’]!DAT [9]!= L][QTI]!. Deexistir un m E IN tal que 4.
¡E’]! DAT [Qi~ la demostraciónse realizaríacomo hemosindicadoanteriormente.

Consideremosentoncesel casoenel queno existeun ni tal. Dadoquela sucesión 4.
9” forma una cadena, tendremosque para toda secuencias y todo estadoA se

cumplirá 4.
p(E’, s, A) =p(Q,s,A) = lirnp(Q”, .s, A)

Consideremosaquellassecuenciass y aquellosestadosA paralos cualesse tiene 4.
p(E’, s, A) >0. Paratales secuenciasy estadosse verificaráparatodo k> Oque 4.

(1 — ~) . p(P, s, A) <limp(Q
TI, .s, A)

Nóteseque (1 — {) . p(F,s,A) = p(E’ e
1±£2,s,A). Dado que E’ es un proceso 4.

finito, el conjunto de pares (s,A) que verifican p(E’, s, A) > O es finito, con lo cual

4.
paracadak E IN existirá un cierto ~k E IN tal que se verifique

p(P e1~£2,s,A)=P(Qflk,s,A) 4.

4.
4.
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paracadauna de lassecuenciass y estadosA verificandop(E’, s,A) > O. Obviamente,

cuandop(E’, a’, A’) = O la desigualdadanteriorsesatisfacetrivialmente,con lo cual

llegamosa

[E’S1±12]! DAT [9721]!

y dadoquetanto E’ ~ £2 como Qflk son finitos, podemosaplicar el resultadopara

procesosfinitos, obteniéndoseque paratodo k E IN se tiene

Dadoque paratodo u E IN setiene 9” ~gen 9~ tenemosque paratodo le E IN

E’Sí±£2Eg.n9

con lo que aplicandola regla (R3) obtenemos

E’ LgenQ

Ir

Teorema 5.8 SeanE’, 9 procesosen PPA. Entonces, [E’]!EPAT [9]!==> E’ E80~ 9.

Demostración: Si bien E’ o 9 sonfinitos, el resultadohaquedad¿probadoenalguno

de los lemasanteriores.Consideremosentoncesel caso en el que ambosprocesosE’

y 9 no son finitos, y se cumple [E’]! DAT [9]!. Entonces,como consecuenciadel

Lema 5.19, tenemosque paratoda aproximaciónfinita E”‘ de E’ se tiene 1?” E501, 9,
y en tal casoaplicandola regla (R2), concluimosE’ ~ O

Al igual que se sugiereen [Cua93], podríamoshaberresueltoel problemaque

nos ha llevado a la inclusión de la regla (R3) considerandoen su lugar una defi-

mción alternativade las aproximacionesfinitas. Las nuevasaproximacionesfinitas

incluirían explicitamentela informaciónaportadapor dicha regla. En concreto la

definición formal de las nuevasaproximacionesfinitas seríala siguiente:

E’¿=£2

PÑí = E’
TI £2
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4.
dondelos procesosE”’ son las antiguasaproximacionesfinitas definidasen la Defini- 4.
ción 5.11.

Con estadefinición alternativade las aproximacionesfinitas, la informaciónque tiaportanlas reglas(R2) y (RS) al sistemaaxiomáticoquedaríaenglobadaen la propia

regla (R2),demodoqueya no seríanecesarioincluir la regla(RS)enel nuevosistema 4.
axiomático.

La demostraciónde completituddel sistemade axiomasha sido realizadares- 4
pectode la relaciónde orden inducidapor la semánticadenotacionalparael modelo
generativo. Los siguientesresultadosindican la completituddel sistemaaxiomático 4.
respectode las relacionesdeequivalenciainducidaspor la semánticadenotacionaly
la semánticade pruebasdel modelo generativo. 4.
Corolario 5.9 SeanE’, 9 E PPA. Entonces,[E’]! =PAT [9]!=> H E’ ego. 9.
Demostración: Inmediatoapartir del Teorema5.8, teniendoen cuentael hechode 4.
que las relacionesEPAT y Lgon son relacionesde orden. 0

Corolario 5.la (Completitud del Sistemade Axiomas)

ParacualesquieraprocesosE’ y 9 se tieneE’ ~ 9 ==~ 1- E’ ~ge. Q~ 4.
Demostración: Inmediata a partir de los Corolarios 4.10y 5.9. 0

Corolario 5.11 Para todo par de procesosE’, QE PPA se tiene 4.
E’Z~QQ+HP enQ 4.

0 4
4.
4.
4.
4.
4.
J
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Ejemplos

En el presentecapítulo’ presentaremosunaseriede ejemplosque ilustran la utilidad

de nuestrolenguajeparaespecificarsistemasconcurrentesquecontieneninformación

probabilística.En los distintosejemplosque estudiaremosvamosa intentarexplotar

al máximolas posibilidadesque nos ofreceel lenguajey las ventajasque conlíevael

utilizar un modeloprobabilísticofrentea uno que no lo sea.

Los ejemplosestánordenadosen orden crecientede complejidad,finalizandocon

unode mayorentidaden el cual recopilamostodaslas característicasdel modeloPPA

que ya habránquedadoilustradaspor los ejemplosanteriores.

Las aplicacionesque presentamosson las siguientes:

• Dos especificacionesparaelproblemadeentradadeprocesosensu región crítica:

siguiendoprimero un enfoquecentralizado, y a continuacióncon una estruc-

turaciónen anillo !ógico.

• Un protocolode comunicacionesen el que los mensajesse puedenperder:Al-

ternating Bit E’rotocol

• Dos aplicacionesrelacionadascon los SistemasTo!erantesa Fallos: evaluación

por redundancia,y por redundanciay escrutinio.
1La semánticade los operadoresde composiciónparalelaque se utilizan en estecapítuloestá

definidaen el ApéndiceA.

159
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• El problemade los fi!ósofoshambrientos. 4.
• Una ampliacióndel problemadel barbero durmiente.

4.
En algunasde las aplicacionesutilizaremosunavariantede los contadoresintro-

ducidos en [BHR84], en la cual utilizamos como índicesde los procesosconjuntos 4.
de naturalesen lugar de simplesnaturales. Todos los conjuntosque aparecenen
las especificacionesson finitos, de modo quetal varianteno representaproblemaal-

guno, puespodríamoscodificar los citadosconjuntospormediodenaturalesy utilizar

entonceslos contadoreshabituales.

Por otra parte, en lugar de utilizar el constructor recX.E’ utilizaremos identifi- 4.
cadorespara definir los procesosrecursívosque precisemos.En los casosen los que 4.
el procesovengadefinido medianteun conjuntofinito de ecuacionesmutuamentere-

currentes,la traduccióna un procesoequivalentecon la notacióncorrespondienteal

operadorde recursionsepodríaefectuaren la formausual,ilustradapor el siguiente 4.
Ejemplo 6.1 Consideremoslos siguientesprocesosmutuamenteredursivos P y 9: 4.

E’ = (a;Q)+i (b;P) 9= (b;F)e1 (c;Q) 4.
Entonces,los procesosE>’ y 9’ quesiguenseríanlas traduccionesde dichosprocesos

a la sintaxisoriginal de nuestromodelo: 4.
E” = recX.(a;(recY.((b;X) et (e; Y)))+±(6; X))

4.
9’ = recX.(b;(recY.((a;X)+x (b;Y))) e~ (c;X))

Obviamente,dichatraducciónno podríallevarsea caboen los casosen los que el 4.
procesoviniera definido medianteun conjunto infinito de ecuaciones.

En el ejemplode los filósofos y en el del barberodurmiente,se nos presentauna 4.
situación queno estáestrictamentecontempladaennuestrasintaxis,puesprecisamos

procesosdefinidos de forma recursiva,los cualesestánindexadospor un parámetro 4.
cuyo valor se toma como argumentoen un operadordel proceso,en concretoenuna

apariciónde la eleccióninterna. El problemano seríatal si tuviéramosun conjunto 4.

4
4.
j
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finito deecuaciones,puespodríamosaplicarelmétodoanterior. Perodehechoalgunos

de estosíndicespuedensernúmerosreales,lo que nos llevaríaa tenerque trabajar

con un conjuntono numerablede identificadores(unoparacadareal),lo cualno está

permitido en nuestro modelo PPA, entreotras cosasporqueello provocaríaserios

problemasa la hora de calcularel menorpunto fijo de una función. El problemase

resuelveparcialmenteasumiendoque los índicesque aparezcanhan de sernúmeros

racionales,lo que no representauna gran pérdidaal tratarsede un conjuntodenso.

Esto no exigiría modificar los ejemplos,puesen los doscasosen los que que aparece

esteproblemalos citadosargumentosvienenproducidospor una función que toma

una semi!!aparacomemzar.Si tomamoscomotal un númeroracionaly la función

transformanúmerosracionalesennúmerosracionales,el problemaestarátesuelto(de

hecho, las dos funcionesque utilizamosen los ejemplosdondeesto ocurre cumplen

dichapropiedad).Peroporsupuesto,paraajustarnosestrictamenteanuestrasintaxis,

talesfuncionesdeberíantenerrango finito.

6.1 Región Crítica

En estasecciónpresentamoslas especificacionesde dos algoritmosque aseguranla

exclusión mutua entreu procesosa la hora de entraren sus regionesc+iticas. Los

algoritmosresuelvenrespectivamenteel problemaen el casode que consideremos

un enfoquecentralizado,y cuandoconsideramosun enfoquedistribuidoén forma de

anillo lógico. Estosalgoritmossonclásicosen el campode los sistemasdistribuidos

y hansido tomadosde [P589].

En esencia,~endremosun conjunto de procesoslos cualesejecutan una tarea. En

determinadosmomentosel entornoindicaráacadaprocesoquepuedepasara ejecutar

la tareacorrespondientea su regióncrítica (es decir,una tareaque sólo uno de los

procesospuedeejecutaral mismotiempo). AsumimosqueelentornopodrÍadar dicha

indicacióna másde un procesoal tiempo, en cuyo casoel sistemahabráde decidir

que procesoentraen su regióncrítica, garantizandosiemprela exclusión:mutua.
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4.
6.1.1 Enfoque centralizado 4.
Supondremosun sistemaque cuentacon n procesosejecutándoseen paralelo (la

especificacióndel algoritmoes independientedequeelparalelismosearealo simulado,

es decir de si tenemosun procesadoro varios). Estos procesosse encuentranreali-

zandoindependientementesu cometido, pero en ocasionestienen que entraren su 4.
región crítica,paragarantizarla no interferenciaentresus acciones. Como estamos

suponiendoun enfoquecentralizado,tendremosun proceso auxiliar central que se 4.
encargaráde otorgar los permisosparaentraren su regióncrítica a los procesosque

lo soliciten. 4.
Especificación del sistema 4
El sistemavieneconstituidopor u+ 1 procesosque interaccionan entre sí. En primer

lugar tenemoslos procesos {E’~ 1 =~ =n]~ que son los encargadosde realizar las 4.
tareas.Por otra partetenemosel proceso9 quese encargarádecoordinarla entrada

en la región crítica. Los u procesosse comunicancon el proceso9 a través de las 4.
accionesentrar, salir y pedirá.

Tendremoslos siguientesconvenios: 4.
• Las tareasque realizacadaprocesofuerade su regióncrítica seránsimuladas 4.

mediantela ejecuciónde unaúnica acción trabajo~.

• Todas las accionesquecadaprocesoejecutaen su regióncríticavendránrecogi- 4.
daspor una únicaacciónque llamaremosregzoni.

• El centralizadorno tienepreferenciaporningún procesoa la hora de permitirle

el accesoa su región crítica. 4.
• En cadapaso, el entornole ofrecea cadaprocesola posibilidad de realizar

una de sus accionesusuales(i.e. trabajo~) o entraren su región crítica (i.e. 4.
er¿trarcrit~). Asumimosqueel entornono puedeofrecer a un mismo proceso

las dos posibilidadesal tiempo. 4.

4.
4.
4
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Pasaremosahoraa especificarlasdistintascomponentesdel sistema.

Procesoi-ésimo

El funcionamientode cadauno de estosprocesosvendríadado por el siguiente

algoritmo:

1. Inicialmenteel procesotiene dosposibilidades:

• El procesorealizauna acciónde sutrabajoparala que no necesitaentrar

en su región crítica. Despuésde realizardicha acción vuelve al estado

inicial.

• El procesoquiereentraren su regióncrítica; en tal casopasaal estado2.

2. El procesosolicita al centralizadorpermisoparaentrar en su región crítica.

Esperaa que sele concedadicho permiso,tras lo cualrealizalas accionesde su

regióncrítica, indica que ha terminado,y retornaal estadoinicial.

En consecuencia,la especificaciónformalde dichosprocesosesla siguiente:

E’, = (trabajo1;E’1) +~ (er¿trarcrit1; Cnt1)

Cnt1 = pedir1; entrar; región1;sa/ir; E’1

Nóteseque la probabilidadque nuestrasintaxis nos obliga a introducir en la

elecciónexternaentrelas accionestrabajo1 y entrarcnit1 es de hechoirrelevante,al

haberseasumidoque el entornosólo puedeofrecerunade las dosaccionesal tiempo.

Centralizador

El funcionamientodel centralizadorvienedescritopor el siguientealgoritmo:

• Se tiene un bucle en el cual lo primero que se hacees recibir peticionesde

entradaen la regióncrítica, traslo cualsedapermisoa uno de los procesosque

hansolicitadoentraren suregióncrítica,seesperaa queel procesoindiqueque

ha terminado, y seretorna al principio del bucle.

Formalmente,la especificacióndel Centralizadorvienedadapor:

9= 5[f] (pedir1;entrar; salir; 9)
1=1
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Si el centralizadorquisieradar mayorprioridad a alguno de los procesospara 4.
entraren su región crítica,bastaríacon modificaren consecuencialas probabilidades

asociadasa la elecciónexternageneralizada.

SistemaCentralizado

El sistemavendrádado por la composiciónen paralelo de los n procesos,sin- 4.
cronizandoen el conjunto vacío, con el proceso9, sincronizandoen las acciones

entrar,salir y pedir1. 4

Sistema = 1k [*]E’1)M~ 9 4.

dondeA = {pedir1,entrar, sa!ir 1 = =n}.

En la especificacióndadahemosasumidoque todos los procesostienenliÉ misma 4.
prioridad a la hora de ejecutarsus acciones. Si quisiéramosdar mayor prioridad a

alguno de los procesos,bastaríacon cambiarlas probabilidadesque aparecenen la 4.
composiciónparalelageneralizada. Tambiénhemos supuestoque las accionesque

ejecutanlos procesos,dentroy fuera de su regióncrítica, tienenla mismaprioridad 4.
que las accionesque ejecutanen paralelocon el centralizadorparacomunícarsecon

él. Si deseáramosalterardichasimetríadando,por ejemplo,mayorprioridada las 4.
accionesqueejecutanlos procesosseriasuficienteaumentarel valor del parámetrode

la composiciónparalela.Talessituacionesserepetiránen la mayoríade los restantes 4
ejemplosque aparecenen el capítulo,por lo que en lo sucesivoevitaremosla reite-

raciónde la presenteexplicación. 4.
6.1.2 Anillo lógico 4.
Consideremosahoraun sistemaconstituidopor n procesosejecutándoseen paralelo

sobreun anillo lógico, demaneraquecadaprocesotieneun predecesory un sucesor(de 4.
nuevoelalgoritmoes independientedel hechodequetengamosun procesadoro varios,

lo queenestecasosignificaquelaconexiónquese precisaentrelos procesoses lógica,y 4.

4.
4.
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no necesariamentefísica). Los procesosse encuentranrealizandoindependientemente

una tarea,debiendoentrarde vez en cuandoen su regióncrítica. Paraconseguirla

exclusiónmutua tendremosun tokencirculandopor el anillo, y sólo el procesoque

dispongadel tokenpodráentraren la regióncrítica, si así lo desea.

Especificación del sistema

El sistemavendráconstituidoporu procesos{E’1 1 =i =n} queinteraccionanentresi.

Dichosprocesosse comunicanentresí pormediode lasacciones{token1ji =i =n}.

Supondremosque secumplenlassiguienteshipótesis:

• Cadaprocesoejecutaen principio la acción trabajo~, la cual indica que está

realizandoaccionesque no pertenecena su regióncrítica.

• Todas las accionesque un procesorealiceen su regióncrítica las simularemos

mediantela ejecuciónde una únicaacciónque llamaremosregión1.

• El tokenno sepuedeperder.

• El primer procesodel anillo poseeel tokenal comenzarel funcionamientodel

sistema.

• Las sumas y restas que aparecen en la especificaciónse hacen módulo u con

correccióndel dominio, .1.... , n} en lugardel habitual{O, ... ,u — 1}, de modo

que 1—1=n y n+1=1.

Pasamosahoraa especificarlas componentesdel sistema.

Procesoi-ésimo

El funcionamientode cadaprocesoE’1 vienedescritopor el siguientealgoritmo:

1. Inicialmenteel procesotienedos posibilidades:

• O bien realizaunaaccióndesu trabajo parala cual no necesitaentraren

su regióncrítica, tras lo cual vuelveal estadoinicial.
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• O bien recibe el token que le pasael proceso(i — l)-ésimo, en cuyo caso 4.
pasa al estado2.

2. De nuevo el procesovuelve a tener dos posibilidades: 4.
• El procesodecide no entraren su regióncrítica; en tal caso pasael token

4.al proceso(i + 1)-ésimo y vuelvea su estado inicial.

• El procesodecideentraren suregióncrítica. Entoncesrealizalas acciones .4confinadasa la misma,tras lo cual pasael tokenal proceso(i + l)-eszmo

y retornaal estadoinicial.

Esta elecciónserárealizadade forma internapor el proceso,asumiéndoseque

se tendrála mismaprobabilidaddeentraro no en la región crítica. 4
En consecuencia,la especificaciónde los procesosE’1 es la siguiente: 4.

E’1 = (trabajo1; 1J~) +±(token1;Cnt1)

Cnitl = (región1; Devo/ven1) e±Devolver1

Devolver1 = token1+1;E’1

Sistemaen Anillo 4.
La especificacióndel sistemavendrádadapor la composiciónen paralelo de los

u procesos,pero dado quelos conjuntosdesincronizaciónvaríandependiendode los 4.
procesosquesetraten,no podremoshacerusodeloperadorparalelogeneral,de modo

que tendremosquelimitarnos autilizar reiteradamenteel operadorparalelobinario. 4.
Paraindicarqueel procesoPi es quienposeeel tokeninicialmente,elestadoinicial

en el sistemade dicho procesoseráCnt1 en lugar de E’1. 4.
En definitiva, la especificacióndel Sistemaes la siguiente:

Sistema = (Cnt1_II~__(E’2 jf’ .... (Py.1 ~, E’n) ~))) 4.

donde~f’~= {tokení,token2}y T~ = {token1+í} para1 < ¡<u —1. 4.

4
4.
4.
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6.2 Alternating Bit Protocol

En estasecciónpresentamosunaespecificacióndel protocoloABP [B5W69]. El ABP

es representantesimplificado de una clasede protocolosusadosen la transmisión

de datosen sistemasconcurrentescuyo propósitoes el de conseguiruna transmisión

seguradedatossobremediosquepuedenperderlos.Esteprotocolohasido formulado

anteriormenteutilizando otros modelosde procesosconcurrentes.Porejemplo,en el

marcode las álgebrasde procesossin probabilidadeslo encontramosen [Mil89] y

en [PS88],paraCCS y CSPrespectivamente,y añadiendotiempo o probabilidades

lo encontramosen [Chr9Ob,5ch89, Han9l] (para procesosprobabilisticos,CSP con

tiempoy CCS con tiempo y probabilidadesrespectivamente).

Supondremosque el sistemacuentacon un solo transmisorde mensajesy con un

receptorúnico (ver Figura 6.1). A grandesrasgos,el funcionamientodel sistemaes

como sigue. Se producenmensajesque son transmitidosa travésde un medio no

segurodesdeel transmisor.Dichosmensajesson recogidosdel medio por el receptor,

el cual mandael mensajea su destino,remitiendoun acusede reciboal transmisor

por cadamensajerecibido. Además,tenemosla restricciónde que en el medio de

transmisiónsólo puedehaberun mensajeen cadamomento.Suponemosqueel medio

puedeperdertanto los mensajesqueel transmisorintentamandaral receptor,como

los acusesde recibido remitidospor el receptoral transmisor.El transmisorvuelvea

mandarlos mensajesque sepierden,o que suponeque sehan perdidoal no recibir

contestacióndel receptor,al igual que los acusesde recibo se vuelvena transmitir

por el receptor en el caso de que se hayanperdido. Los mensajesque mandael

transmisorirán etiquetados,demodo que el receptorsepasi setrata de un mensaje

antiguo o nuevo. Al efecto serásuficienteutilizar dosvalores: O y 1, lo quejustifica

la denominacióndel protocolo.

6.2.1 Especificacióndel sistema

El sistemaestáconstituidopor trescomponentesque interaccionanentresí: el trans-

misor, el medio y el receptor.
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Figura 6.1: Sistemaparacomunicaciónde mensajes.

El transmisorinteraccionaconel entorno(origen)atravésdela acciónmensaje,y

con el medioa travésde las accionesmm0y mm1(mandarmensaje)y de las acciones

smtoy smt1 (señalde mensajetransmitido).El receptorinteraccionacon el entorno

(destino)a travésde la accionrecibido, y con el medioa travésde las accionesmr0 y

mr1 (mensajerecibido) y de las accionessmi”> y smr1 (señalde mensajerecibido).

Consideraremoslos siguientesconvenios:

• El primer mensajemandadopor el transmisortiene comoindicativo el 0.

• Las señalesdemensajerecibido quemandael receptortienenel mismoindica-

tivo queel último mensajerecibido.

• Cuandoalgunade las componentesdel sistemapuedemandaro recibir varias

señales al mismotiempo,supondremosque no existeningunapreferenciapor

ningunade ellas.

Pasamosahoraa especificarlas componentesdel sistema.

El funcionamientodel transmisorsedescribeinformalmenteen la siguienteforma:

1. Inicialmenteel transmisorrecibeun mensajedesdeel origen y pasaal estado2.

2. El transmisormandaal medio un mensajecomo mensajeO (mm’>) y pasaal

estado3.

Transmisor
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3. Ahora el transmisortiene tresposibilidades:

• El transmisorno recibeseñaldemensajetransmitidopor el medio,encuyo

casovuelve a mandarel mensajeO, permaneciendoen el estado3. Actúa

así puessuponequeel mensajesehaperdido.

• El transmisorrecibeuna señalde mensajetransmitidocon númeroinco-

rrecto, es decir smi1, el cual es ignorado,permaneciendopor tanto en el

estado3.

• FI transmisorrecibe una’señal de mensajetransmitidocon númeroco-

rrecto, esdecir smi0,pasandotras ello al estado4.

4. El transmisorrecibeun mensajedesdeel origen y pasaal estado5.

5. El transmisormandaal medio un mensajecomo mensaje1 (mmi) y pasaal

estado6.

6. Ahora el transmisortiene tresposibilidades:

• El transmisorno recibeseñalde mensajetransmitidopor el medio, por lo

que vuelvea mandarel mensaje1, permaneciendoen el estado6.

• El transmisorrecibeuna señalde mensajetransmitidocon númeroinco-

rrecto, es decir smi’>, el cual es ignorado,permaneciendopor tanto en el

estado6.

• El transmisorrecibe una señal de mensajetransmitidocon ixúmero co-

rrecto,es decir smi1, tras lo cual retornaal estadoinicial.

Formalmente,la especificacióndel transmisores la siguiente:

Ti = mensaje;T2

T2 = mm’>;T3

T3 = (mrno;T3)+1 ((smio;T4) +1 (smti;T3))

T4 = mensaje;T5

725 = mmi;T6 ¡

T6 = (mmi;726) +~ ((smi1;Ti) +‘ (smi’>; 726))
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4
Receptor 4

El algoritmoque describeel funcionamientodel receptoresel siguiente:

1. Inicialmenteel receptortiene tres posibilidades:

• El receptor no recibe ningún mensaje. En consecuenciamanda,por sí

acaso,una señal de mensajerecibido 1 y se quedaen el estado1. Tal 4
acciónsetoma por suponerseque una señalde mensajerecibidoremitida
anteriormentepodría haberseperdido.

• El receptorrecibeun mensajecon númeroincorrecto,esdecirmr1, por lo

cual lo ignora, permaneciendopor tanto en el estado1.

• El receptor recibe una señal de mensajerecibido con númerocorrecto,

es decir mr’>. Entoncesmandael mensajeal destino,mediantela accion 4.
recibido, tras lo cual mandauna señalde mensajerecibido O, y pasaal

estado2. Dicho estado2 es análogo,pero correspondienteal indicativo 1. h

2. De nuevoel receptortiene tresposibilidades:

• El receptorno recibeningún mensaje.Entoncesmandaunaseñaldemen-

saje recibido O y permaneceen el estado2.

• El receptorrecibeun mensajecon numeroincorrecto,es decir mr’>, por lo

cual es ignorado,permaneciendoen el estado2. 4.
• El receptor recibe una señal de mensajerecibido con númerocorrecto,

es decir mr1. Entoncesmandael mensajeal destino,mediantela acción 4.
recibido, tras lo cual mandaunaseñalde mensajerecibido 1, y retornaal

estadoinicial. 4.
Formalmente,la especificacióndel receptores la siguiente: 4.

Rl = (smrí;Rl) +‘ ((mr1; Rl) +±(mro; recibido;smro; R2))

R2 = (smro;112) +±((mro;R2) +±(mr1; recibido;smr1;Rl)) 4.

4
4.
3
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Aunqueel receptorpuedamandarseñalesde mensajerecibidosin haberrecibido

ningún mensaje, lo que en particularpodríasucederen el estadoinicial, ello no

produciríaningúnefectodesagradable,puestalesseñalesno serántomadasen cuenta

por el transmisor,al estaretiquetadascon un númeroincorrecto.

Medio

El algoritmoquedescribeel funcionamientodel medio es el siguiente:

1. El medio puederecibir tanto mensajesdel transmisorcomo señalesde llegada

desdeel receptor. Una vez que ha recibido cualquiermensajelo eAvía y tras

ello puedendarsedos casos:

• El mediomandacorrectamenteelmensajeo señalrecibido, lo cual ocurrirá

con unaprobabilidadde Itas ello, el medioestápreparadopararecibir

un nuevo mensaje.

• El medio pierdeel mensajeo señalrecibido, lo cual ocurrirá con una pro-

babilidadde ~. Tras ello, el medio vuelve a estarpreparado=ararecibir

másmensajes.

La especificaciónformal del medio es la siguiente:

4

Medio=>3 [~] (mmo;((mro; Medio)0±Medio))
5

[~] (mmí;((mr1; Medio)0±Medio))
5

[fl (smro; ((smto;Medio)0=Medio))
5

[~] (smrí; ((smtí;Medio)es Medio))
5

SistemaABP

Paraobtenerla especificacióndel sistemacomponemosen paraleloel transmisor

y el receptor,sincronizandoen el conjuntovacio, con el medio, sincronizandoenesta

ocasiónen la unión de los alfabetosde las componentes,exceptuandolas acciones

mensajey recibido. La especificacióndel sistemaes:
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4.
Sistema= ((Tl IL~ Rl) II~ Medio) u

4.
dondeA = {mm5,smt5,mr5,smr5Li = O,1}.

6.3 Sistemas Tolerantes a Fallos 4.
En estasecciónpresentamosespecificacionesde solucionesa dos problemasque se 4.
presentanen la implementaciónde sistemastolerantesa fallos. En el primerejemplo

ilustraremosla estrategiadeevaluaciónpor redundancia: variasunidadesseusanpara

realizar el mismocomputo, y sedevuelveun resultadoen función de los resultados 4.
computadospor cadaunidad. En el segundoilustramosla estrategiade evaluacion

por redundanciay escrutinio: variasunidadesseusanpararealizarel mismocomputo 4
y despuésseeligeel resultadoquesehayaproducidoun mayornúmerodeocasiones.

Estosejemplosestáninspiradosen los quese tratanen [Chr9Ob]. 4
Tendremosuna seriede unidadesque recibenuna mismaentradaefectuandoel

mismo cómputosobrela misma. Una vez computadoel resultado, se comunicaal 4.
evaluador.Cuandoel evaluadordisponede los resultadosde todas las unidades(al

menosde las queesténactivas),generaunasalidaapartir de los resultadosrecibidos. 4.
Un esquemadel sistemaapareceen la Figura 6.2.

Las unidadespuedentenerfallos, distinguiéndosedos tipos de fallos: 4.
• Fallos Permanentes:Un fallo deestetipo lleva a la unidad a un estadoa partir

del cual no puedehacermáscálculosni dar resultadosal evaluador(es decir la 4.
unidadse rompe).

• Fallos Pasajeros: Un fallo de estetipo consisteen que una unidad no calcula - 4.
correctamenteel resultadode un cómputo,perola unidadsiguefuncionando.

En el primer ejemploconsideraremosel casoen el quesólo puedenocurrir fallos 4.
permanentes,mientrasqueenel segundosupondremosquesólo puedenocurrir fallos

pasajeros. 4.

‘4
4.
1
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Figura6.2: SistemaTolerantea fallos.

6.3.1 Tolerancia a fallos por redundancia

Consideramosun sistematolerantea fallos en el que sólo puedenocurrir’ fallos per-

manentes.Asumiremoslos siguienteshechos:

• Cuandoseproduceun fallo en algunaunidad,éstalo indica al evaluadorpor

medio de una acción antesde dejar de funcionar. Una vez que la unidadha

fallado, supondremosque puedeseguir recibiendodatosde entrada,aunqueal

estar rata no producirádatosdesalida.

• La probabilidaddeque una unidadfalle es

• Consideraremosque el evaluadormandaal entornoel resultadode aplicar una

determinadafunción a los valoresrecibidos.

Especificacióndel sistema

El sistemase modelautilizando n + 1 componentesque interaccionanentresi: n

unidadesigualesy un evaluador.Las unidadesinteraccionancon el entorilo a través

de la acción input, y con el evaluadora través de las accionese1 y fi «ue indican

respectivamenteel funcionamientocorrectoy el fallo. El evaluadorinter~ccionacon
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4.
elentornoa travésde las accionesresul y fa!!o queseutilizan paradarun resultado 4.
al entornoo indicarle que todas las unidadeshanfallado. Damos a continuaciónla

especificaciónde las unidades,del evaluadory del sistemaqueseobtieneal componer ml
las distintascomponentesen paralelo.
Unidad i-ésima 4.

El funcionamientodeunaunidadse describeinformalmentepor mediodel siguien-

4.te algoritmo:

1. En el estadoinicial la unidadrecibeun dato deentradadel entorno. Tras ello 4.
pasaal estado2

2. Ahora la unidadtiene dos posibilidades: 4.
• O bien calculaun resultado,lo quesucederácon probabilidad ~, y en tal 4.

casomandael resultadoal evaluadory retornaal estado1.

• O bien falla, lo cual ocurre con probabilidad j~, y en tal casomandaun 4.
mensajede fallo al evaluadory pasaal estado3.

3. La unidad permaneceinactiva en lo sucesivo; puederecibir inputs pero los 4.
mismosseránignorados.

La especificaciónformal es la siguiente:

Unidad1 = input; ((ci; Unidad~)0±(L; FallaD) 4.
‘o

Fallo1 = input; Fal/o1

Evaluador 4.
El funcionamientodelevaluadorquedadescritopor mediodel siguientealgoritmo:

1. ‘Si todavíatienequeestablecercomunícacioncon másunidadespasaal estado2,

sino ‘pasa al estado3. 4.

4.
4.
j
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2. Ahora hay dosposibilidades:

• El evaluadorrecibede la unidad i un mensajede operacióncorrecta. En

tal caso la elimina del conjunto de unidadespendientesde respuesta,la

incorporaal conjunto de unidadesactivas,y vuelveal estadoU

• El evaluadorrecibeun mensajede fallo de la unidadi. En consecuenciala

quita tambiéndel conjunto de unidadespendientesde respuesta,pero no

la incorporaen el conjunto de unidadesactivas,volviendo al eáado1.

3. De nuevohay dosposibilidades:

• El conjuntode unidadesactivases no vacio. Entoncescomuniéael resul-

tadoal entornoy retornaal estado1, manteniendoel conjunto deunidades

activas.

• Todaslas unidadesestánrotas. En tal casosemandaun mensaje,al entorno

paraindicarleel fallo del sistemay tras ello para.

La especificaciónformal del sistemaesla siguiente:

Evak,e = fallo; Nil

Eva!A,0 = resul;Eval0,A

= ( >3 ~ (e1; Eva!u~ ~..,j8,1}<ui
tC{ti,.. 4,.>

¾ ( >3 [i~112i,1,.>i](f1;Eval{51 i¿,{~ irp{1}))

Obsérvesequeunaposiblemodificacióndel parámetroprobabilisticode la elección

externano influiría en el resultadofinal del sistema,dado que todas las unidades

activashan demandaralgunacontestaciónal evaluadorantesdequeel sistemapueda

evolucionar.Aunqueen estaespecificaciónutilizamoscomoargumentode la elección

externageneralizadaun conjunto, en lugar de un subrango,ello no generaningún

problemarespectodel correctousodel operador.Usualmenteutilizamosun subrango

en el operadorgeneralizado,pero el uso de conjuntoscomo los utilizados, al ser
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4.
subconjuntosdeun universofinito, sepodríasimularcon subrangospor mediode un 4.
renombramientoadecuadode los índices,con lo que quedajustificada la utilización

de la variantedel operador. 4.
Sistema

Una vez más,la especificacióndel sistemaconsisteen la composiciónen paralelo 4.
de las unidades,sincronizandoen la acción input, con el evaluador,sincronizandoen

4.
estecasoen las accionesq y f~.

TI 1 4.Sistema= ( fl{ u> [flUnidad1) ¡j~ Evaluador0,{1,..,~>1=1
4.

siendo{B = {c¿,f1 ¡ 1=i =n}.

4.
6.3.2 Tolerancia a fallos por redundancia y escrutinio

Consideremosahoraun sistematolerantea fallos enel cual sólo puedenocurrir fallos 4.
pasajeros.Asumimoslos siguientesconvenios:

• La probabilidadde queunaunidadcalcule erróneamenteel resultadoes dek.

• Las unidadessólo puedenrecibir como entrada, y dar como resultado,O ó 1. 4.
Tambiénsupondremosqueen cadamomentoel entornoofreceun único valor.

4.
Especificación del sistema

El sistemasemodelapor medio de n ±1componentesque interaccionanentresí: n 4.
unidadesigualesy un evaluador.Las unidadesinteraccionancon el entornoa traves

4.de las accionesinputo y inputí, y con el evaluadora través de las accionesmr1
(mandarresultado),ro y r1. Cadar1 supondríala remisióndel resultadocorrectoal

haberserecibido comoentradair¿put1, mientrasquela remisiónde rí.j se produciría 4.
enel casode mal funcionamientode la componente.El evaluadorinteraccionacon el

entornoa travésde las acciones&‘> y ~ 4.

4.
4.
ti
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Veamosla especificaciónde lasunidades,del evaluadory del sistemaresultanteal

componerlas distintas componentesen paralelo.

Unidad i-ésima

El funcionamientode cadaunidadsedescribeinformalmenteen lasiguienteforma:

1. En el estadoinicial la unidad puederecibir dos tipos de entrada,con lo que

tiene dosposibilidades:

• Si serecibe comoinput un O sepasaal estado2.

• Si serecibe un 1 sepasaal estado3.

2. La unidadcalculael resultadoy sincronizacon el evaluadormediantela acción

mr1. Tras ello tiene dosposibilidades:

• Si hacalculadobienel resultado,lo queocurreconprobabilidad~ mandaLo,
al evaluadorr’>. Tras ello vuelveal estadoinicial.

• Si hatenidoun fallo, lo que ocurrecon probabilidadj~, mandaal evaluador

r1, y trasello vuelvetambiénal estadoinicial.

3. La unidad calculael resultadoy sincronizacon el evaluadormediantela acción

mr1. Tras ello tiene dosposibilidades:

• Si hacalculadobienel resultado,lo queocurrecon probabilidad~,manda

al evaluadorr1, tras lo cualvuelve al estadoinicial.

• Si ha tenidoun fallo, lo queocurreconprobabilidadk~ mandaal evaluador

r’>, y retornaal estadoinicial.

En consecuencia,la especificaciónformales la siguiente:

Unidad1 = (inputi; mr1; Resul1,i)+~ (inputo; mr1; Resu!1,o)
2

Pernil1,0 = fra; Unidad1)0± (ri; Unidad1)
‘o

Resul11 = (ri; Unidad1)0±(ro; Unidad1)
‘o
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ti
Evaluador ti

El funcionamientodel evaluadorsedescribeinformalmenteen la formasiguiente:

ti
1. Si no tiene queestablecercomunicacióncon másunidadespasaal estado6. En

caso contrariopasaal estado2. u’
2. El evaluadoresperaun mensajede la forma mr1. Cuandolo recibe, quita a

del conjunto deunidadespendientesde mandarel resultadoy pasaal estado3. ti
3. Si el evaluadorrecibe un mensajecon resultadoO, pasaal estado4; si recibe tiun 1 pasaal estado5.

4. Hay dosposibilidades: ti
• Si el contadorde los mensajesrecibidoscon un 1 esdistinto de cero, en-

titoncesrestauno a estecontadory vuelveal estadoinicial.

• Si el contadorde los mensajesrecibidoscon un 1 es igual a cero,entonces tisumauno al contadorde los mensajesrecibidoscon un O y vuelvetambién

al estadoinicial. u’
5. Haydos posibilidades:

• Si el contadorde los mensajesrecibidoscon unO esdistinto de cero, en -ti
toncesrestauno a estecontadory retornaal estadoinicial.

• Si el contadorde los mensajesrecibidoscon unO es igual a cero,entonces ti
sumauno al contadorde los mensajesrecibidoscon un 1 y vuelveal estado

inicial, ti
6. Hay tres posibilidades: u’

• Si el contadorde los mensajesrecibidoscon un O es distinto decero,manda

un O al entornoy tras ello pasaal estadoinicial. ti
• Si el contadorde los mensajesrecibidoscon un 1 es distinto decero,manda

un 1 al entornoy vuelveal estadoinicial. ti
ti
ti
J
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• Si el contador de los mensajesrecibidos con un O y el contador de los

mensajesrecibidoscon un 1 son igualesa cero, entoncesseelige de forma

equitativaentremandarun o ó un 1.

La especificación

en el que r > O:

formal vienedadaporel siguientesistemarecursivode procesos,

Eva!0,’>,0

Evalor,’>

Evalo,o,r

Eva! 14,0,0

Eval{11,...,is},r,O

Eval{11 is},O,r

= (so; Eval{i,...,~},o,o)0±

= so; Eval{í ,..~n},o,o

= sí;Eva!~

= >3 W1.iti (mr1;
i~{1i 44

= >3 W12.,1~>] (mr1;(

IE{ii 14

= >3 Y1t1.>] (mr1;(

(sí; Eval{í

(ni; Eva!111 is}—{1},1,O)¡

(ro; Eva!111,...,ia}—{i}.r+1,o)

+± (rí; Eva!111

(ro; Eva!{1í

+~ (ri; Eva!{~

Paraobtenerla especificacióndel sistemacomponemosen paralelolas’ unidades,

sincronizandoen lasaccionesinputo y input1, con el evaluador,sincronizandoeneste

casoen las accionesmr1, r’> y r1.

Sistema= ( fl..,. [fl Unidad1) ¡¡~ Evaluador{i
1=i

dondeA = {inputo,inputi} yE = {mr,,ro,ri ¡1 <i <n}.

6.4 Los Filósofos Hambrientos

El problema de los filósofos hambrientos se presenta, y resuelve, por primera vez

en [Dij65], y posteriormentelo podemosencontraren [Dij7l] (el artículo tambiénse

Sistema
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4.
encuentrarecopiladoen [HP72]). Se trata de un ejemploclásico del problemamas 4.
generalque comportala comparticiónde recursospor procesosen los sistemasopera-

tivos, que acarreauna seriede consecuenciasdesagradablescomo el interbloqueo,la 4.
inanición,etc. En la soluciónquepresentamosseresuelvenlos problemasde interblo—
queoy de exclusiónmutua en la apropiaciónde recursos.Por su parte,el problema

de la inanición es parcialmenteresueltomediantela inclusión de probabilidadesa la 4.
hora de facilitar los recursos(esdecir los palillos) a los filósofos. 4.

6.4.1 Presentacióndel Problema 4.
Cinco filósofos dedicansu vida a realizardos tareas: pensary comer. Los filósofos

estánsentadosen una mesacircular que tiene en su centroun tazónde arroz, que 4.
asumimosno se acabanunca. Además,en la mesahay cinco palillos, de maneraque

cadafilósofo tiene uno a la izquierday otro a la derechay cinco platos. 4.
Mientrasque un filósofo estápensando,no come,pero naturalmentede vez en

cuandolos filósofos tienenhambre.Puedetenerhambreencualquiermomento,pero 4.
laprobabilidadaumentacuantomástiempohacequeno come.Cuandotienehambre

intentacogerlos palillos quetiene a su izquierday a su derecha,lo quepodrá hacer 4.
sí no los tienenlos correspondientesvecinosde mesa.Cadafilósofo sólo puedecoger

un palillo en cadainstante. Cuandoun filósofo tiene los dos palillos, entoncescoge 4.
arroz, lo poneen su plato y comehastaque no tiene máshambre. Cuandotermina
de comerdejalos palillos (de nuevode uno en uno) y vuelve a pensar. 4.

Hemosde dar la especificaciónde los cincofilósofos y de los cinco palillos, necesi-
tando ademásotros tantosprocesosauxiliares,que funcionaráncomo semáforos,los 4.
cualesse encargande evitar el interbloqueodel sistema,encargándosede asegurar
que si un filósofo coge un palillo, el otro queprecisano seratomadopor su vecino. 4.

6.4.2 Especificación del Sistema

El sistemaestáconstituidopor 15 componentesqueinteraccionanentresí: 5 filósofos,

5 palillos y 5 semáforos.Los filósofos interaccionancon los palillos por medio de las 4.

4.
4.
J
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accionest1,1,~ tk y ~ dondeel índice i correspondea su izquierda~y el i + 1 a

suderecha,y las t indicancogerel palillo, mientrasque las t’ indicansoltárel palillo,

y con los semáforosa travésde las accionescl y S~ que representanel permisopara

cogery la comunicaciónde soltar los palillos. En las especificacionestomamosel

convenioquelassumassonmódulo5 con correcióna 1, es decir4 + 1 = 5 y 5 + 1 = 1.

Veamosahoralas componentesdel sistema:

Filósofos

El algoritmoque regulala vida deun filósofo es el siguiente:

1. Inicialmenteel filósofo puedehacerdoscosas,entrelascualesseelige de forma

interna:

• El filósofo decide seguir pensando. Cuando acabade pensarvuelve al

estado1, si bien ahoratiene máshambreque antes.

• El filósofo decidecomer. Entoncespasaal estado2.

2. El filósofo esperahastaque puedabloquear a su semáforo. Cuando bloquea

el semáforo,coge el palillo de su izquierda, despuésel de su derebha,come,

devuelveel palillo de la izquierda,despuésel de la derechay retornáal estado

inicial, ahoraya sin hambre.

En la especificacióndecadafilósofo utilizamosdos parámetros.El primeroessu

índicemientrasqueel segundonosindica el tiempoquelleva sin comer,medianteun

valor en el intervalo [0,1).

En concreto,la especificaciónde cadafilósofo quedacomo sigue:

Filo11~ = (pensar1;Fi!ol,fQ,>) o~ Comer1

Comer1 = c1; t1,1; t1+1,1; arroz1; t~,1; t~+í,1; s1; Filo1,’>

La funciónf : [0,1) —* [0,1) mideel tiempo que lleva un filósofo sin comery ha

de sermonótonacreciente. Una elecciónrazonablecumpliendoestascondicioneses

la siguiente:

f(p)= p+ 1 —p2
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Semáforos

El algoritmoque regulael funcionamientode cadasemáforoes el siguiente:

1. El semáforoal que accedenlos filósofos i e i + 1 tiene dos posibilidades:

• El filósofo i pide bloquearel semáforo.Entoncesse le da entradatras lo u’
quese esperaa queel filósofo i desbloqueeel semáforo. Una vez queello

sucedese vuelve al estadoinicial. 4.
• El filósofo i + 1 pide bloquearel semáforo.Entoncesse le da entradatras

lo quese esperaa queel filósofo i + 1 desbloqueeel semáforo,retornando 4.
al estadoinicial.

En consecuencia,la especificacióndel susodichosemáforoes la siguiente: 4.

= (e1; si; S~~+~) +~ (c1~1;~ 51,1+1) 4.
Para conseguir una sincronizacióncorrectaentre los semáforostendremosque

utilizar un razonamientosimilar al que utilizamos en la especificacióndel sistema 4.
estructuradoenanillo lógico (ver página166). De modoqueal componerlossemáforos

en paraleloobtenemos: 4.
Sem= (((51,2 fl~ 52,3) ¡FC2 53,4) 54,5) 55,1¡¡Ca i¡C~

dondeC~ = {c1~1,s1~.1}si 1 < =3y C4 = {Cs,Ci,5s,5i}.

Como usualmente,hemossupuestoque los semáforosno tienen predilecciónpor 4.
ningunode los filósofos, y quetodaslasaccionesqueejecutanlos diferentessemáforos

tienenla mismaprioridad. 4.
Palillos 4.

El funcionamientode los palillos es similar al de los semáforos.Los filósofos que

tienenaccesoa ellos cuandotenganhambreintentaráncogerlosy cuandoacabende 4.
comerlos devolverán.

ti
4.
J
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Mesa

Paraobtenerla especificacióndel sistemacomponemosen paralelolos palillos

con los filósofos, sincronizandoen las accionest1,~ y t~, y tras ello componemosen

paraleloel nuevo procesoobtenidocon los semáforos,sincronizandoen las acciones

c1 y s~. ¡

Mesa= ((fl@ w Filo1’>) ‘ ~ Lk] T1)) FFL Sem
FF~ (fl0

dondeA = ~ Fi < i< 5 A i =j =i+1} y 8= {ci,s1 ¡1=i =5}.

6.5 Barbería Automática

En estasecciónpresentamosunaespecificaciónde unavariantedel problemadel bar-

bero durmiente,que encontramospor ejemploen [BAS2]. Esteesun casoparticular

del problemamásgeneralconocidocomo del productor-consumidor,correspondiente

al casoen el quehayvariosconsumidoresy un solo productor. Lasoluciónquepresen-

tamosen estasecciónes máscomplicadaquela expuestaen [BA82], dado¿juevamos

a dar un algoritmoque hacemás cosasde lasque se pedíanen el citadotrabajo.

6.5.1 Presentacióndel problema

Un barberotieneuna barberíaen la que hay doshabitaciones:unaparaafeitara los

clientesy otra que seutiliza comosaladeespera.Además,tiene un computadorque

gestionalos turnosy citasde los clientes.

Parapoderserafeitadoen labarberíahayquesersocio (la barberíacuentacon N

socios),pero los sociostienenque pedir cita previaparapoderacudira la barbería.

Tales citas son gestionadasautomáticamentepor el computador, de modo que cuando

el mismodacita a un socioque lo solicita, ésteacudea la barbería.Si haysitioen la

salade espera,en la que hay n sitios, pasany sesientan;en casocontrario, esperan
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4.
en la calle en cola. Además,los sociosconocenel horariode la barbería,por lo tanto 4.
no piden citan antesde abrir, ni piden cita despuésde que hayacerrado.Respecto

del barbero,tenemosque afeitacomo máximo a fi clientesal día. Si llega antesla 4.
hora de cerrar, sólo atiendea los que ya esténen la salade espera. Cuandollega
por la mañanaa la barbería,lo primero que hacees conectarel computadorpara 4.
queempiecea dar citas. Una representacióngráficade la barberíase puedever en la
Figura 6.3.

6.5.2 Especificaciónde la Barbería

La barbería está constituida por N + 2 componentesque interaccionanentre sí

el barbero,el computadory los N socios. Los clientes interaccionancon el bar- 4.
bero a través de la acción afeitar, con el computadora través de las acciones

cita1,sitio1,turno1,cerrado1 y fin1, donde i indica el númerode socio, y con el en- 4.
torno a travésde las accioneshora1,nohora1 y hacercosas1que representanla con-

sulta del reloj y las otras cosasque hacena lo largo del día ademásde afeitarse. 4.
El barberointeraccionacon el computadora travésde las accionesfin, empezary
siguiente. Por último, el computadorinteraccionacon el entornoa través de las 4.
accioneshora,nohora,hora’, nohora’, quese utilizan paraconsultarla hora.
Computador 4.

El algoritmo queutiliza el computadores el siguiente:

1. Si fi clientesya han pedido cita, entoncespasaal estado8; en caso contrario

pasaal estado2. 4.
2. Seplanteandosposibilidades:

• Si es la hora decerrar,pasaal estado11.

• Si no es la hora, seplanteandosposiblidades: 4.
— Si alguien pide cita, entoncesle dice que puedeacudir a la sala de

espera,le meteen la lista deespera,sumauno al númerode clientes 4.

4.
4.
4
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Figura6.3: Instanciade la Barbería.
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SI
citadosy pasaal estado3. 4

— Si llega la hora de cerrar,pasaal estado11.

3. Si R clienteshan pedidocita, entoncespasaal estado8; en casocontrario tiene ml

tres posibilidades:

• Si no tiene clientesen la salade espera,pasaal estado2.

• Si tiene menosden clientesen la salade espera,pasaal estado4. 4
• Si tiene u clientesen la salade espera,pasaal estado5.

4. Se planteandos posibilidades: ti

• Si es la hora decerrar,pasaal estado11. J
• Si no es la hora, seplanteandosposiblidades:

— Si alguien pide cita, entoncesle dice que puedeacudir a la sala de ti
espera,le meteen la lista deespera,sumauno al númerode clientes

citadosy pasaal estado3. 4
— Si el barberole indica que puedepasarel siguientecliente,entonces

le indica al que tiene el primer turno en la sala de esperaque puede u’
hacerlo,restauno al númerode clientesen la sala deesperay vuelve

al estado3. 4
5. Se planteandosposibilidades: u’

• Si es la hora de cerraT,pasaal estado11.

• Si no es la hora, seplanteandos posiblidades: ti
— Si alguienpide cita, entoncesle poneel primeroen la colaquehay en SI

la calle, sumauno al númerode clientescitadosy pasaal estado6.

— Si el barberole indica que puedepasar el siguientecliente,entonces

le indica al que tiene el primer turno en la salade esperaque puede ti
hacerlo,restauno al númerode clientesen la saladeesperay vuelve

al estado3. ti

ti
u’
~1
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6. Si ya 11 clienteshan pedido cita, entoncespasaal estado8; en caso contrario

tiene dosposibilidades:

• Si no tiene clientesen la colade la calle, pasaal estado5.

• Si tiene clientesen la cola de la calle, pasaal estado7.

7. Se planteandosposibilidades:

• Si es la hora de cerrar,pasaal estado11.

• Si no es la hora,seplanteandosposiblidades:

— Si alguien pide cita, entoncesle pone en la cola que hay en la calle,

sumauno al númerode clientescitadosy vuelveal estado6.

— Si el barberole indica que puedepasarel siguientecliente, entonces

le indica al que tiene el primer turno en la salade esperaque puede

hacerlo,y le indica al que tieneel primer turno en la cola’de la calle

que pasea la salade espera,tras lo que retornaal estado6.

8. Se planteantres posibilidades:

• Si no tiene a nadieen la salade espera,pasaal estado14.

• Si no tiene a nadie esperandoen la calle, pasa al estado9.

• Si tiene clientesesperandoen la calle, pasaal estado10.

9. Se planteandosposibilidades:

• Si es la hora de cerrar,pasaal estado11.

• Si no es la hora, entoncesesperaa que el barberole indique que puede

pasarel siguiente,y lediceal que tieneel primerturno de lasaladeespera

que puedepasar,pasandoal estado8.

10. Se planteandosposibilidades:

• Si es la horade cerrar,pasaal estado11.
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4.
• Si no es la hora, esperaa queel barberopida un nuevocliente,y le diceal 4

que tiene el primer turno de la salade esperaque puedepasar,llamañdo

al primerode la colade la calle paraque entrea la saladeespera,tras lo 4.
que pasa’al estado8.

11. Seplanteantresposibilidades: 4.
• Si no tiene a nadieen la salade espera,pasaal estado14.

• Si no tiene a nadieesperandoen la calle,pasaal estado13.

• Si tiene clientesesperandoen la calle, pasaal estado12. 4.
12. Indicaa todos los clientesque estánesperandoen la calle que puedenvolver a

casapuesesla hora‘de cerrary sólo seafeitaráa quienesya estánen la barbería. 4.
Despuéspasaal estado13.

13. Esperaa que el barberole indiquequepuedepasarel siguiente,entoncesle dice 4.
al que tiene el primer turno de la sala de esperaque puedepasary vuelveal

u’
estado11.

14. Le diceal barberoqueya ha terminado,puesbien o ya haafeitadoa R clientes 4.
o bien es la hora de cerrary no quedanadieen la sala de espera,y pasaal

estado15.

15. En esteestadoel computadorfuncionacomo contestadorautomátic¿(paradecir

a los clientesque hayanllamadopidiendocita queestácerrado)hastaquepasa 4.
un ciertotiempo(esdecircuandoseproducela acciónhora’ enel reloj externo).

Entoncesse desconectahastaque llega el barberopor la mañanay pasaal 4.
estado1.

El hechode que en los estados2 y 15 del algoritmosepreguntedos vecespor la 4.
hora esdebidoa que si todavíano es la hora de cerrar,o la de quitarel contestador,

el computadorquedaráesperandoa que se produzcauna llamadapara dar cita, o 4.
paracontestarque estácerrado. Si no seproduceningunallamaday llega la hora,

el programapodrá detectarlomediantela acciónhora o la acciónhora’. Estaes la 4.

4.
4.
4.
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mejorformaque hemosencontradodesimularun time-outen el marcodeun álgebra

deprocesossin tiempo.

Paraespecificarel comportamientodel programa,el procesollevarácuatropará-

metros.Los dosprimerossondos listasordenadas:unaparalos clientesque esperen

en la calley otraparalos clientesde lasaladeespera;mientraslos otros dossondos

contadoresque representanel númerode socioscitadosy el númerode clientesen la

salade espera. Veamosa continuaciónla especificaciónformal del programa,en la

queO=j<R y 1<k<n.

E’rograma= E’rograma0,010,o

E’rogramaQ,J,’> =

(hora; Cerrarg,o)
N

1=1
+~ (hora; Cerrar0,0)))

Programa0,p,~..,ikJ.I,k

(hora; Cerrar0,{1, lk})

+± (nohora—* ( (Z[~] (cita1; sitio1; E’rograma0,{11
1=1

+± (siguiente;turno11;Programa0,{12~.~íkíJ,k...í)))

2

E’rograma0,{1, —
(hora; Cerrare,{1,

N

+± (nohora; ( (>3[{] (cita1; E’rogramaj1jj11
1=1

+~ (siguiente;turno11;E’rograma0{12
2

E’rograma{11 in},j,fl =

(hora; Cerrar{~1,...,isJ,{1¡

+± (nohora; ( (>3[k] (cita1; E’rograma{~1~..,j8,1},{1i

i=1

+± (siguiente;turno11;sitio~1;E’rograma{~2,.,j,}{121~~1}4~)))
2
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E’rogramae0Ro= Acabar 4
E’rograma~,{11 ik},R,k = 4

(hora; Cerrar0 {ñ 1k>)

+± (nohora;siguiente;turno11;E’rograma0,{12r..,ikí,R,k.i)

E’rograma0{11 ITI},R,U =

(hora; Cerrar0{1,

+1 (nohora;siguiente;turno11;E’rograma0,{12 I~},R,~—i) 4
E’rograma{1, J~},{i, in}R,n =

ml(hora; Ccrrar{11~ í4)

+± (nohora;siguiente;turno11;sitio11; E’rograma{12 .í.},{~2

4
Cerrar0,0 = Acabar
Cerrar0,{1,~..,Ík} = siguiente;turno11;Cerrar1~,{12~..,1~} SI
Cerrar0,{11 ~,j = siguiente;turno11;Cerrarg,{12 4
Cerrar{5, ~~y{¿, ~.,}= fin11; Cerrar{12 js},{Í1 ....,1n}

Acabar = fin; Contestador

Contestador= (hora’; empezar;E’rograma0,0o o) 4
N

±±(nohora’; ( (>3[kl (cerrado1;Contestador))
1=1 u’

+± (hora’; empezar;E’rograma~,,~o,o)))

Barbero 4
El algoritmoque sigueel Barberoes el siguiente:

1. El barberotiene dosposibilidades: u’
• Si recibe la señaldel computadorde fin de la jornada,bien porqueseala 4

hora de cerrary no quedenadieen la salade espera,o porqueya haya

afeitadoa R clientes,pasaal estado2. u’

ml

ti
SI
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• En casocontrariole dice al computadorquellameal siguienteclientepara

afeitar y pasaal estado3.

2. El Barberoseva a descansar.Cuandovuelveal díasiguienteenciendeel com-

putadorencontrándoseen el estadoinicial.

3. El Barberoafeitaal clientede turno y retornaal estadoinicial.

En consecuenciala especificaciónformal del Barberoesla siguiente:

Barbero= (fin; descansar;empezar;Barbero)+±(siguiente;afeitar; Barbero)

Cliente

El algoritmoque regulael comportamientode cadasocio es el siguiente:

1. El clienteselevantapor la mañanay dependiendode la barbaquetengadecide

ir a la barbería, en cuyo casopasa al estado 2, o no ir, pasandoal estado5.

2. Ahora haydosposibilidades:

• Si no es hora de pedir cita, porqueesdemasiadotarde,pasaal: estado5.

• Si eshorade pedir cita pasaal estado3.

3. De nuevohay dosposibilidades:

• El computadorle indica que estácerrado,de modo que la solicitud del

clienteno hasido atendida.Entoncespasaal estado5.

• El computadorle da cita y pasaal estado4.

4. Otra vez al cliente le puedenocurrir dos cosas:

• El computadorle da sitio en la barbería,entoncesesperaa que le llame

paraafeitarse,seafeitay pasaal estado5.

• El computadorle dice que esla hora de cerrar,lo cual significaquecomo

estátodavíaen la calle tieneque irse, pasandoal estado5.
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5. El clientepasael restodel díahaciendosus cosasy al día siguientela barbale 4
ha crecidode acuerdocon unafunción que tomacomo parámetrosla barbadel

día anterior (que si se afeitó será0) y un parámetrode crecimientode barba. 4
Paraespecificarel comportamientode cadaclientese considerarántres parame-

tros: un numerode socio, un parámetrode barba actual y un parámetrop E (0,1) 4
de crecimiento de barba. La especificaciónformal es la siguiente,en la que se tiene

1<i<N. 4.
Clientei,r,p= ((nohora1;restodiai,r,p) +} (hora1; irbarbero¿,r,p))

0r restodiaí,r,p SI
restodiair,p = hacercosas

1;Clicnte¿,f(r,p),p

irbarberoí,r,p = (cerrado1;restodiaír,p) u’
+±(citad; ((sitio1; turno1;afeitar; restodia11o,~)+±(fin1; restodiai,r,p)))

2 2 SI
La funcióh de crecimientode barba,que tienecomoparámetrosla barba actual y

4el parámetrode crecimientode barba, deberásermonótonano decrecientey tenersu
imagenen el intervalo [0,1]. Una posiblefunción quecumpledichascondicioneses

si r=0

r#O ti
Barbería

Paraobtenerla especificacióncompletade la barberíatenemosque componeren 4.
paraleloa todos los clientes,sinéronizandoen el conjuntovacío, con el programadel

computadory con el barbero. 4

Barbería = ~ N Clicnte¿,r~,p~) FF~ (E’rograma FF Barbero)) u’.H~ [k]

a
dondetenemosA = {cerrado1,cita1, sitio¿,turno1,fin1, afeitar Fi =i =N} mientras

que B = {fin, empezar, siguicnte}. 4

4
4
ti
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Conclusiones

A lo largode estetrabajohemosestudiadodiferentessemánticasde pruebasparaun

álgebrade procesosprobabilistica. Empezamosconsiderandouna interpretaciónre-

activade lasprobabilidades.Paradichoprimermodelohemosdefinidounasemántica

depruebasy unacaracterizaciónalternativa.Además,dimos unasemánticadenota-

cional que escompletamenteabstractaparaun subeonjuntodenuestrolenguaje.

Aunque resultamuy fácil razonarcon el modelo reactivodebido a la sencillezde

las pruebasconsideradas,encontramosdiversosproblemas,tanto semánticoscomo

intuitivos, en este modelo. A continuaciónhemosdesarrolladouna interpretación

del modelogenerativoen nuestrolenguaje.Ademásde la correspondiente’semántica

de pruebashemos definido una caracterizaciónalternativabasadaen conjuntosde

aceptacióny unasemánticadenotacionalcompletamenteabstractabasadaen árboles

de aceptación. Tambiénhemos dado un conjunto de axiomasy reglas‘correcto y

completocon respectoa la semánticade pruebas.

Parademostrarla utilidad de nuestrolenguajepresentamosla especificaciónde

unaseriede ejemplosque tratanprotocolosde comunicaciones,sistemastolerantesa

fallos, y problemasclásicosde comparticiónde recursos.

Finalmente,en el Apéndice A extenderemosnuestro lenguajecon un operador

paraleloy discutiremoslos problemasque acarreana la inclusión de un operadorde

restricción.

193
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Aunqueel tratamientode nuestrolenguajehasido bastantecompleto,quedansin 4.
embargomuchaslíneasabiertasparaextensionesfuturasdelos modelosdesarrollados.

En primerlugarseriamuyinteresanteel estudiodeun lenguajecon prioridadesen

el cualel operadorde restricciónencajaraperfectamente.El estudiode unaextension

tal senosantojaexcesivamentecomplejoa la vistade los resultadosobtenidosenesta 4.
Tesisy de los obtenidosen un trabajoprevio sobreprioridades[NdF9Sa].

Otra posible línea seríaestudiarun modeloprobabilístico—temporal.Aunqueya 4.
existenpropuestasqueincluyentanto informacióntemporalcomo probabilística,e.g.
[Han9l, Low93], estosmodelosno estánbasadoen una semánticade pruebas,e in-

cluso el marcosemánticodel primeroestámuy alejadodel nuestro,mientrasque el

tratamientode los operadoresdeelecciónexternay paraleloenel segundode ellosno

esdel todo satisfactorio.En la línea que proponemosexisteuna primerapropuesta

recogidaen [Gre9S],aunqueestetrabajose encuentratodavíaen unafasepreliminar.

precisandode reflexionesmásprofundas. ‘4.
En estosmomentosestamostrabajandoen la extensiónprobabilísticade la nocion

de pruebasdefinida en [Phi87]. Los primerosresultadosobtenidosen estalínea nos 4.
hanparecidobastantesatisfactorios,y entendemosquepuedendar lugara un trabajo

másprofundo. 4.
Finalmente,estamosestudiandola posibilidad de la inclusión de probabilidades

a la hora de resolverel no-determinismoque se produceen ocasionesal trabajar 4.
con lenguajesfuncionalesconcurrentes. En tales lenguajesse producenen efecto

situacionesen las que resultaimprescindibleun cierto no-determinismo,comopor ‘4
ejemploa la horade determinarque procesosdebencomunicarpor medio de uno de

sus canales. La inclusión de información probabilisticase podría utilizar para dar 4.
mayor prioridad a un procesoque a otro a la hora de comunicarsecon un tercero.

Aunqueestalínea no estétan relacionadacon estetrabajo como lo estánlas líneas

4.
de trabajo anteriores,consideramosque puederesultarinteresanteinvestigaren ella,
con lo que estableceríamosconexionesentrelas dos líneasde investigacióna las que 4.
el autor del trabajovieneprestandosu atención.

‘4
4.
4.
4



Apéndice A

Nuevos Operadores

En este apéndicediscutimosla posible inclusión de nuevosoperadoresen nuestro

lenguaje. Si miramos las álgebrasde procesosclásicas,echamosen faltá dos ope-

radoresen nuestrolenguaje:un operadorde composiciónparalela y un operadorde

ocultamientoo restricción. La utilidad de talesoperadoresesevidenteen un lenguaje

utilizado para la especificaciónde procesosconcurrentes.Mientrasque el operador

paralelonospermitecomponerprocesosde formaquepuedanejecutarsecóncurrente-

mente,un operadorde ocultamientosirve para abstraer las partesdel sistemaque

queremosquedenocultasparaun observadorexterno.

Mientrasque no existeningún problemaen la inclusión de un operadorparalelo,

quedehechose puededefinir como operadorderivadoa partir del restodeoperadores

del lenguaje,veremosque el hechode introducir un operadorde ocultamientonos

llevaríaa tenerque ampliarnuestromodelo paratratar no sólo con probabilidades

sino tambiéncon informaciónsobreprioridades.

En la primerasecciónde esteapéndicepresentamostresposiblesvariantesdeope-

radoresparalelosparanuestrolenguaje.El primerono tendráningunaprobabilidad

asociada,y serásimilar al que utilizamos paracomponerlos procesosy las pruebas

en el Capítulo2. El segundotendráuna probabilidadasociadaqueserviráparadar

mayor o menor pesoacadaunade los doscomponentesde la composiciónparalelaa

la hora de ejecutaraccionesque no pertenezcanal conjunto de sincronización.Este

195
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operadoressimilar al consideradoen [Cua93].El último de los operadorestiene dos 4.
probabilidadesasociadas:unaparaasignarun pesoa cada unade las componentes

queseutilizará pararegularla ejecuciónde accionesqueno pertenecenal conjuntode a
síncronízacion,y otra paraindicar el pesoquese da a las accionesqueno pertenecen
al conjunto de sincronízacioncon respectoa las de dicho conjunto. Esteoperador ti
estáinspiradoen los operadoresde composiciónparaleladescritosen en [BBS92], si
bien en nuestrocasocolapsamosen un único operadorsusoperadores~ y FFr,s ti

Definiremosla semánticaoperacionalde cadaunode estosoperadores,y dadoque
el tratamientosemánticoes bastantesimilar paratodosellos, nos centraremosen el

operadorcon un parámetropararealizarun estudiomásprofundode la semánticade ti
esteoperador. a
A.1 Efres Propuestas de Operador Paralelo ‘4.
Como ya hemos comentadoen la introducción, vamos a presentartres variantes

probabilísticasde un operador paralelo. Estos operadoresparalelosestaránbasa-

dos en el operadorparalelode CSP[HoaS5], de modo quela sincronizaciónentrelos 4.
dos procesosse producirá a través de un conjuntode accionesque aparecerácomo

parámetrodel operadorparalelo. El tratamiento de un operadorparalelo basadoen a
el paradigmautilizado en CCS [MilSO, Mil89], al margende la consideraciónde las
accionesinternas,seríabastantesimilar. a

Como en el casode la composiciónentreprocesosy pruebas,a la hora de definir
la semánticaoperacionalde cadauno de estosoperadoresprecisaremosdos grupos a
de reglas: uno quetrata las transicionesinternasde ambosprocesos,y otro paralas
accionesobservables.Las transicionesinternasse trataránde forma idénticaen los

tres casos,mientrasqueel tratamiento de las transicionesasociadasa las acciones 4.
observablesvariaráteniendoencuentalos parámetrosde cadauno de los operadores.

A la hora de definir la probabilidadasociadaa las transicionescorrespondientesa 4.
accionesobservablespodemosseguirdos caminos: usarfactoresde prenormalización

o no hacerlo. Como quieraque la utilización de factoresde prenormalizaciónfue ya 4

a
4.
u
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ampliamentecomentadaen la Sección2.3, en el resto de esteapéndiceomitiremos

el tratamientode estosfactoresdefiniendo los valores asociadosa las transiciones

observablesde la composiciónparalelautilizandoun único factorde normalización.

A.1.1 Operador Paralelo sin probabilidades

En esteprimercaso,el operadorparalelono tendráprobabilidadesasociadas,teniendo

comoparámetroúnico un conjunto desincronización.

(PAR2>J3¡¡>7~>%A¶j~,

P >
4p P’ A Q >+q Q1(PAR3) P ¡A Q >4p.q P’ FA Q’

El significadodeestasreglasessimilar al ya explicadoal considerarlascorrespon-

dientesa la composiciónentreprocesosy pruebas. A continuaciónpresehtamoslas

reglasque generanlas transicionesobservablesque la composiciónparalelapuede

realizar.

P—¼~P’AQ®=OAb«A Q=4pQ’APe=VAb~A
(PAR4) P FA Q ~ ~‘ ¡A Q (PAR5) P FA Q ~ PFFA Q’

(PAR
6)P>PPAQ~*QQAaEA

P FA Q ~r2 ~ 1k Q’
Las probabilidadesr1 y r2 que aparecenen lasmismasvienendadaspor

p p•q
= __________

g(P,Q,A) r2 = ¡4P,Q,A)

dondep(P, Q, A) esun factorde normalización,en el cualsesumanlasprobabilidades

de las accionesque pertenecenal conjunto de sincronizaciónque ambos procesos

puedenejecutar,con las de las accionesque no pertenecena dicho conjunto y que

alguno de los dosprocesospuedeejecutar.En el primer caso,dichasprobabilidades

seobtienenmultiplicando las probabilidadescon las cualesambosprocesospueden
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P >—*p P’ A Qe = O
PFIÁQ>—*~P’FFAQ

Q 9’ A Pe = O

PIFÁQ>—*PPIFAQ’

4
______________ a
PS4pP’AQ>4qQ

’

‘~ ¡A 9 >~~~>pq P’ ¡LA 9’
1.

P ~ P’ A Q9 = O A b «A

P lA 9 ~ ~ IF~ 9

9 ~> 9’ A P~ = O A b ~ A

~ lA 9
1t

1 ~ FA 9’

P
24pP’AQ-tqQ’AaEA

P IFA Q ~r2 P’ IFA 9’
donde r

1= p(P.Q,A> y r2

Figura A.l: Reglasparael operador IFA

ejecutardichasacciones.En definitiva

En la FiguraA.1 quedanrecopiladastodas las reglasde esteoperador.

A.1.2 Operador Paralelo con una probabilidad

En estecaso,nuestrooperadorparalelotendráuna probabilidadasociada,y un con-

junto desincronización.Esteoperadorserásimilar al descritoen [Cua93],y es el que

hemosutilizado en los ejemplosdel Capítulo6.

Como ya indicamos,las reglascorrespondientesa las transicionesinternassonlas

mismasque en el caso anterior. A continuaciónpresentamoslas reglasque generan

las transicionesobservablesque la composiciónparalelapuederealizar.

(PAR4’) P
2~+pP’AQ®=OAb«A

~ F~¿ 9 ~ P’ FF2 9

bQ4pQ’AP~OAb~A
(PAR5’) ~ FF2 9 4(i—p,).rj ~ FF2 9>

P24~F’AQ24
9Q’AaCA

(PAR6’) P IF~ 9 ~r2 P’ 1F2 9’

4

4P,Q,A)

a
4

ZaEA’4PAFaP,Q P
24pP’AQ24qQ’~

+ Z~~ÁI1PFBP’: P 4pP’I}+Ea~AI1pFBQ’: Q—.~-+pQ’~

a
a
a
a
a
‘4.
a
a
a
4

4.
3
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Lasprobabilidadesr1 y r2 que aparecenen ellos se definenahorapor medio de

p p.q
— r2 =p(P,Q,A,pi) g(P,Q,A,p1)

dondep(P,9, A, Pi) esun nuevofactor de normalización,en el quesetienenen cuenta

las probabilidadesde las accionesque pertenecenal conjunto de sincronizaciónque

ambos procesospuedenejecutar,y las de las accionesque no pertenecena dicho

conjunto que algunode los dos procesospuedeejecutar. Respectode las primeras

seguimosconsiderandolos productosde lasprobabilidadescon lasqueambosprocesos

puedenejecutardichasacciones. En cambio, para las segundasponderaremoscon

Pi (resp. 1 — Pi) a las probabilidadesasociadasa las transicionesobservablescuyas

accionesno pertenecenal conjunto desincronización.Por lo tanto,

En el Capítulo 6 hemosutilizado una versión generalizadacon un número de

argumentosarbitrariodel operadorparalelobinario. Esteoperadorgeneralizadoviene

dadopor la siguiente

Definición A.1 SeanP1, P2, .. . , P,~ procesosde PPA, y seanP1,P2,. . . ,p, > O tales

que E p~ = 1. Definimos induetivamentela composiciónparalela generalizadaen la

forma:

1
1. ~ [1]P=P

TI

2. ¡¡A [p~]P1=P1jI~? flA [fig]P1+1
1=1

E’

En la Figura A.2 presentamosagrupadastodaslas reglasdel operador FF2
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P>4~P’A96=O Q>—4pQ’AP~=O P>dpP’AQ>4q9

’

~II2Q>~~~’FF2Q ~IF29>—>~~IF2Q’ Pi¡~Q>4p.qP’F¡~Q’ 4
P—>~P’AQ®=OAbgA Q..=~vQ’AP~ =0Ab~A

P ¡2 9 Apiri P’ ¡2 9 P FF2 9 ~4(i-pi)ri P FF2 9’ 4
P

24pP’AQ24qQ’AaEA

P 1F2 9 4r2 P’ IF2 9’ 4.
donde r

1 = —a--——-y r2 = p(P,Q,A,p,)~

FiguraA.2: Reglasparael operador FF2 . 4
A.1.3 Operador Paralelo con dos probabilidades 4
En estaocasión,el operadorparalelotendrádos probabilidadesasociadas,y un con- ujunto de sincronizacion.

Las reglasparalas transicionesinternasson idénticasa las de los casosanteriores.

4A continuaciónpresentamoslas reglascorrespondientesa las transicionesobservables
que la composiciónparalelapuederealizar.

P±*pP’AQerrOAbVA Q
14~Q’APeOAb~A 4.

(PAR4”) ~ FF2.P2Q~±~>,
1.7,2.~ FF2’~’ 9 (PARS”) P F12P2 Q •J•~>p IF2’~

2 9’

P24pP’AQt*qQ’AaEA
(PAR6”) P FF2’~2 9 4(1—p2)r2 P’ FF2’~2 9’ 4

En dichasreglas,la probabilidadde queocurraunaaccióndesincronizaciónestá

ponderadapor (1 — p2), mientrasque la probabilidadde que ocurrauna accionque 4
no pertenezcaal conjunto desincronizaciónestáponderadapor P2. Además,y como

en el caso anterior, la probabilidadde que la primeracomponenteejecuteacciones 4
que no pertenezcanal conjunto de sincronizaciónestaráademásponderadapor Pi,

mientrasque la de la segundacomponenteincorporael factor 1 — Pi. Al igual queen

4
los casosanteriores,rí y r

2 vienendadospor las expresiones
p p~q

= r2 — 4
p(P,9, A,pj,p2) p(P,9, A,pí,p2)

4
4.
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P >—*~ P’ A Q~ = O Q >~—*p 9’ A F~ = O

~FVt~2Q>—*~PFF~~2Q’ ~FFt~2Q>>

p±>p, AQeOAb«A

P FI2>P2 9 24p
1.p2.riP’ ¡¡Pl,P2 9

Q‘APe=OAb«A
p¡¡PIP

2Q

P—2-*~P’AQ--2-*~Q’AaEA

~ FF2~~2 9 4(1—p2)r2 ~‘ FF~’’2 9’
donder

1 = p(gQ,A,pl,p2) y r2 = p(P,Q,A,pi,p2f

FiguraA.3: Reglasparael operador ¡¡2,P2

en los que g(P,Q,A,pj,p2) es un nuevo factor de normalización,que se’ define de

formaanálogaa comosehizo en el casoanterior, peroincorporandoen los sumandos

correspondientesa lasaccionesque pertenecenal conjuntodesincronizaciónel factor

(1 — P2), mientrasque las correspondientesa las transicionesobservablesquedan

multiplicadaspor P2. En definitiva,

p(P,Q,A,pi,p2) = (1 —p2) 2aeA1JP~q¡ ~P’,Q’ : P ~

±pWp2’2a~Aj1PI~P P—~t,P’I}

En la Figura A.3 presentamosagrupadastodas las reglasde este

P AQ4*qQ’Fj~

operádor.

A..2 Semántica del operador ¡~
En estasecciónestudiaremosel modo de definir una semánticadenotacionalparael

operador FF~ en los dosmodelosque hemosconsideradoen estetrabajo.

Al igual que ocurríaen el modelo reactivo con la elecciónexterna, la relación

.—q~ no es unacongruenciarespectode los operadoresde composiciónparalela,como
se ve en el siguienteejemplo. Por ello no podemosaspirara definir unasemántica

>~+q Q’
P’ IF~”~

2 Q/
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denotacionalparaesteoperadoren el marco de dicho modelo. 4
Ejemplo A.2 Sean P = (a;c) +±b y P’ = (a;c)+±b. Tenemosque P ~ jConsideremosahorael proceso9 = a; d. Tenemosque P IF~ 9 #R ~‘ IF~ 9, dado

1 1
que pass(PFI~ 9, a;d;w) = ~ = pass(P’ FF~ 9, a;d;w). E a
A.2.1 Semánticadenotacional de ¡~ 4
En contrastecon lo queocurreen el modeloreactivo,en el modelogenerativotenemos

que el operador FF~ es congruentey por tanto podemosdefinirlo en el marcode 4
la semánticadenotacional. Pasamosa continuacióna definir la función semántica

asociadaal operador FI~ ,quenospermitiráincorporaresteoperadoren el desarrollo 4
semánticoparael modelogenerativodescritoen la Sección4.4.

Dadop E (0,1) y A C Act la función - ¡F~ ..:: PATACt >< PAT~~ 4 ~ 4’
devolveráun árboldeaceptaciónquerepresentela composiciónparalelasincronizando

en A de los correspondientesárboles,en función de la probabilidadp. 4’
Antes de definir la función semánticaasociadaal operador FF~ , introduciremos

un operadorauxiliar que nos permitirá unir dos estadosde acuerdoa una cierta 4
probabilidady a un cierto conjunto de sincronización. El nuevoestadocontendrá

aquellasaccionesque no perteneciendoal conjunto A lo hagana alguno de los dos 4
estados,junto con las accionesquepertenezcana A y a ambosestadosal tiempo. La

probabilidadasociadacon las accionesdel nuevo estadose calcularáa partir de la 4
que teníanen los estadoscombinados,multiplicándolapor el factor p (resp. 1 — p)
sí no pertenecenal conjunto de sincronizacióny pertenecenal primer estado(resp.

4
al segundo).Si la acción pertenecea los dos estados,la probabilidadasociadaserá
una sumaponderadade las probabilidadesque teníaen los estadoscombinados.En ‘4.
casode perteneceral conjunto de sincronización,se consideraráel producto de las
probabilidadesasociadasa la acciónen los estadoscombinados.Además,a fin de que

las probabilidadesdel nuevoestadosumen1, seutiliza un factor de normalizacion 4
similar al utilizado al definir la semánticaoperacional. a

4
a
$
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Definición A.3 Sean X, Y estados,A C Act y p E (0,1). Definimos la unión de

los estadosX y Y con probabilidad asociadap y conjunto de sincronizaciónA en la

formasiguiente:

X ¡~ Y = {(a,pa) F a E (Act(X) fl Act(Y)n A) u (Act(X) — A) U (s4ct(Y)— A)}

dondela probabilidad~a viene dadapor

1 p~ pro(a,X)+ (1 ~p) .pro(a,Y) si a g A

pro X,Y,J4,p

)

120= 1 X) . pro(a, Y

)

1 ~í4X,Y,A,p) si a E A

con g(X,YA,p) dadopor:

p(X, YA,p) = SOCA 11 pro(a,X) . pro(a, Y) ~

+ p~ Za~A1jpro(a,X)~¡+ (1 —p) . Z0~A jlpro(a,Y) ~

o

Nótesela sobrecargadel símbolo ¡~ que utilizamostanto paradenotarla com-

posiciónparalelade procesoscomo la unióndeestados,y de la función ji que denota

el factor de normalizaciónparaprocesossintácticosy el utilizado paranormalizarla

unión de estadosen los procesossemánticos.

Al igual que hicimos en el caso de la elecciónexternatendremosque distinguir

entrela definición de la raíz del nuevoárbol y la de las distintascontinuacionesbajo

ella.

Paradefinir la raíz del nuevo árbol consideramosla unión, utilizando la función

II~ , de los estadosinicialesde los dosárbolesque estamoscomponiendoen paralelo.

p(Ri FF~ It,e,X) = >3 p(R14,B).p(R2,,C)
X=B 114 0
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De modo que de la la raíz del nuevoárbol saleun arcoetiquetadocon el estado 4
X si y sólo si existenun arcoquesalede la raíz del árbol fi1 etiquetadoconel estado

B y un arcoque sale de la raíz del árbol fi2 etiquetadocon el estadoC tales que 4
X = B FF~ C. La probabilidadqueetiquetael arcoseráigual a la sumadel producto
de las probabilidadesqueetiquetanlos arcoscorrespondientesa los distintosparesde ‘a
estadosB y C que sepuedencombinardándonosX.

Al igual queocurria para la elecciónexterna,tenemosque la función semántica 4.
correspondienteal operadorparaleloes estrictaen sus dos argumentos,dadoque si
un t~u::~o es E~]I, el resultadoseguirásiendodicho valor, dadoquede la raíz de a
Em ningún arco; es decirVs,X : p(EQ~,s,X) = 0.

[PFF~~J1=PFF~fl=fl (VA,0<p<1) 4
Además,Nil eselementoneutrode dichafunción semánticacuandoel conjunto 4

de sincronizaciónasociadoal operadorparaleloes el conjuntovacio

4
[FIF~NilI=ENilFF~fl=EP~ (VO<pczl) a

Ahora tenemosque definir como seráel resto del árbol bajo la raíz, es decir

como definiremos¡(R1 IF~ R2,s,X)a partir de los árbolesfi1 y fi2. En este caso 4
determinaremoscomose puedeconstruir elprimer estadoqueapareceen la secuencia

s a partir de los estadosiniciales de fi1 y fi2, y dependiendode quéestado (el de 4
R1, el de fi2, o ambos)contengala’ acciónasociadaal primer estadode la secuencía

s, y de queestaacción pertenezcao no al conjunto de sincronízacion,el árbol que a
evolucionaráserá fi1, fi2, o ambosal tiempo. Si los dos estadoscontienendicha
primeraacción,y la mismano pertenecealconjuntode sincronización,serealizaráuna a
elección interna en la cual intervendránel parámetroasociadoal operador paralelo
y las respectivasprobabilidadesasociadasa la acciónen los estadoscorrespondientes

de fi1 y fi2. Si la acciónperteneceal conjuntode sincronización,seránambosárboles 4
los que evolucionen. Esta evolución de los árbolesvendrá dadapor la operacion

de continuaciónde un árbol despuésde ejecutaruna acciona partir de un estado: 4

4
a
4
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R/(A,a), (ver Definición 4.21). En definitiva

p(Ri F¡~~ R2,<E b> os’,X) = >3 p(Ri,e,C).
B-C ¡¡~ D

qi . p(Ri/(C, b) FF~ R2,s’, X) +

p(Ri/(C,b) FI~ R2/(D,b), s’, X) si

O

si b E (Act(C) — A) u (Act(D) — A)

b E A fl Act(C)n Act(D)

e.o.c.

____________________________ (1—p>.pro(b,D)
ppro(b,C) — __________________________

dondeq1 = p.pro(b,c)+(1—p).pro(b,D> y q2 — ppro(b.C)+(1—p)pro(b,D~

A continuaciónprobaremosla monotoníay continuidaddel operador. Paraello

necesitamosel resultadoque presentaremosen el Lema A.5, el cual indica que el

operador/(A, a) es monótono en un cierto sentido. Nóteseque sin ¿mbargoeste

operadorno es monótonoen general,como muestrael siguiente

Ejemplo A.4 Consideremoslos siguientesprocesos:

= (a;(bS±9)) e±9

Se verifica que ~F1jCPAT [P2¡ pero sin embargo

1
p([Fi~/({(a, 1)}, a), e, {(b, 1)}) = — > p([F2~/({(a,

3
1

=

E’

Lema A.5 Sean U1, U2 E PATAct tales que J?1
1PAT U

2. Entonces,para todo

estadoA tal que p(Ri,A) > O, paratodaaccióna E Act(A), para todaseciiencias,

y paratodo estadoX, se verifica:

p(Ri,e, A) . p(R1/(A,a), s,X)=idJ?2, e, A) . p(R2/(A,a), s,X)

e,D).

Demostración: La misma es francamentesencilla,puestenemos
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p(Ri,c,A).p(F4/(A,a),s,X)

Capítulo A.

= p(Ri,<Aa>os,X)

= p(R2,<Aa>os,X)

= p(R2,e,A).p(R2/(A,a),s,X)
E’

Proposición A.6 Las funciones - FF~ - PATAct >< PATAct —* PATAct son

monótonasy continuasensusdosargumentos,paracualesquieraO <p < 1 y A C Act.

Demostración:Como de costumbre,es suficientehacerla demostraciónpara uno

de los argumentos.En nuestrocaso,lo haremosparael primero.

Monotonía.

SeanR1, fi2 E PATACt talesque fi CPAT fl2. Tenemosque ver quese cumple

Ri FF~ 1~ ~PAT fi2 FF~ fi, paracualquierfi E PATA~t, o lo quees lo mismo,quepara

cualquiersecuencias y paracualquierestadoX setiene:

p(Rí FF~ R,s, X) =p(R2 FI~ fi, s,X)

La demostraciónla haremosendospasos.Primerolo probaremosparala secuencía

vacía,y despuésparalas secuenciasno vaéías.

• Secuenciavacía (s = e).

p(Rí FF~ R,c,X)
->3

X=B FF~ o
p(Ri,e,B).p(R,c,C)

<>3
x=nFFSc

4p(R2,e,E) p(R,e, C)

= p(R2 IF~ R,e,X)

• Secuenciano vacía (s = <Bb> os’).

p(Ri FF~ R,s,X)= >3
B=CIF~D

p(Ru,c,C).p(R,e,D)

qí .p(Rh/(C,b)FF~ R,s’,X) +

O

si bE (Act(C) — A) U (Act(D)

si bE A fl Act(C) fl Act(D)

e.o.c.

ml
4

Nuevos Operadores

4
4
ml
SI
SI
SI
4
SI
4
.4

4
4

-A)

ml
SI

4
a
J
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¡lA

=(porhipótesisde induccióny aplicacióndel Lema A.5)

>3 p(R2,c,C)
B=CFF~4D

.p(R,e,D).

p(R2/(C,b) II~~ fi, s’, X) +

o

si b E (Act(C) — A) u (Act(D)

si bE A fl Act(C) fl Act(D)

e.o.c.

Continuidad.

Sea{R~}neNunacadenadeelementosde PATAct. Porlamonotoníadel operador

paralelo,tenemosque {R~ ¡~ R}~eN tambiénes una cadena. Tenemosque probar

que paratodasecuencias y paratodo estadoX, se cumple

p(U{&}neN I~ R,s,X) = p(L{R~ FF~ R}~gr4,s,X)

Al igual queantes,haremosla demostraciónen dos pasos:

• Secuenciavacía (s = e).

p(U{Rn}nEN FF~ R,e,X) = >3 p(U{1t}~6r.4, e, E) . p(R, e, C)
X=B¡¡~4C

= >3 (hm p(R~,e,B))•p(R,c,C)
X=R FF~ O

= hm >3 p(R,,,e,
nEIN

X—R lA

= hm p(F½.If~ R,c,X)=p(U{R,, FF~ ~
nEIN

207

1
1

—A)

= p(R2 IF~ R, s,X)

E) .p(R,c,C)

X)

• Secuenciano vacía (s = <Bb> os’).



J

Capítulo A. Nuevos Operadores

p(Li{R~ FI~ R}~eN,s,X) = Hm p(Jt FI~ R,s,X)=

hm >3
neiN B=O IF~ D

qi . p(R,,/(C,b) J¡~ fi, s’, X) +

o

si b E (Act(C) — A) U (Act(D) — A)

si bE A 11 Act(C) fl Act(D)

e.o.c.

ml
hm p(R~,e, C) . p(R,e,
nEJN

hm p(R~/(C,b) FI~~ R, s’, X) +

• hm ¡(Ra FF~~ R/(D, b),s’, X)

hm p(lt/(C, b) FI~ R/(D, b), .s’, X)
nEiÑ

O

>3
B=CII~D

si bE (Act(C) — A) U (Act(D) — A)

si bE A fl Act(C)fl Act(D)

e.o.c.

e,C) . p(R,e,

(D,b),s’,X)

qí . p(U{&}TIEN/(C, b) j~ fi, s’, X) +
• p(LI{Rn}nerq FF~ R/

p(U{Jk}~eN/(C,b) IF~ R/(D,b),s’,X)

o

sí b E (Act(C) — A) U (Act(D)

si b E A fl Act(C) fl Act(D)

e.o.c.

= p(LJ{lt}TIEN FF~ R, s,A)

Nótese que a lo largo de la demostraciónhemos hecho uso de la hipótesis de

inducción paradeducirlos siguientesresultados:

208

ml
4
u
a
4
ti

>3
B=C

1
1

SI
4
a
4’

—A) SI
ml
mi

4
4
4
SI
J
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hm p(Jk/(C, b) FF~ fi, Y, X) . p(U{fin}neN/(C, b) FF~1 fi, s’, X)
neiN

+ +

hm p(fi~/(C, b) FF~ fi/(D, b), s’, X) = p(U{fi~}~cN/(C, b) FF~ fi/(D, b), s’, X)
nEN

o

A.2.2 Semánticaaxiomática de ~

En esta secciónestudiaremoslos axiomascorrespondientesal operador FF~ en el

modelo generativo. Al igual que ocurre en los modelosno probabilísticosen los

que no se consideraconcurrenciareal, el operadorparalelo podrá ser considerado

como derivadoa partir de los restantesoperadores. Esta noción de derivabilidad

nospermitiráreducir la aplicacióndel operadorparalelosobredosprocesosen forma

normala unaexpresiónen laque,en general,siguenapareciendooperadoresparalelos

pero nuncaen cabezade la expresión. Por lo tanto, aplicandoreiteradamentelos

axiomas,podemoseliminarcompletamentelos operadoresparalelosenaquelloscasos

en los que el operadorparalelono aparezcaen elámbitode un operadorde recursión.

Cuandoel operadorparaleloapareceen el ámbito de una recursión,aunqueno los

podemoseliminar totalmente,podemoshundir las aparicionesdel operadorparalelo

tanto comodeseemos.

Los axiomasparael operadorparaleloindicanque el mismoesconmutativoy que

distribuyesobrela eleccióninterna. Además,tenemosun axiomadeexpansiónsimilar

al que apareceen las álgebrasde procesosno probabilísticas,y consideraremospor

separadoel casoparticularen el que uno de los procesosesNil. Por último tenemos

un axiomaque nos indica que al componeren paraleloun procesocon un procesos

divergenteel resultadoes la divergencia.Tras presentarcadaaxiomaincluiremosla

correspondientedemostraciónde correccion.

• El operador FF~I esconmutativo.

(CP) F FF~A 9 ~ 9 FF¼~F
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Demostración: Sea T E PB. Aplicandolas reglas (PAR1),(PAR2) y (PAR3) ‘a
vemosquela probabilidadasociadaa la composícionparalelano influye en laprobabi-

lidad con la quedichacomposiciónejecutatransicionesinternasa partir de los proce- 4’
soscomponentes.Es decir, F IF~ 9 >—Ñ P’ FI~ 9’ ~=~‘ 9 FFP F >—* 9’ FF12 F’.
Unavez que el procesoesestable,aplicandolas reglas(PAR4),(FAfiS) y (FAfi6), ‘a
obtenemosP’ FF~ 9’ ~M~*q~ ~ 9’ FF12 P’ 24q fi, con lo que

pass(F FF~ 9, T)= ZP’,Q’ ~Jq~ pass(P’FF~ 9’, T) F P Flf~ 9 >—Ñ ~‘IF~Q’1 u’
— ZF’,Q’ IF q~ pass(9’ FV¿~~ F’, T) F 9 1F12 F >—+~ 9’ FFV~ P’ ~¡
— pass(9 FF12 P, T) ‘a

• El operador ¡I~ distribuyesobreel operadoreq. 4
(DPI) P

1 FI~ (P2 e9 P~) —ge. (Pi IF~ F2) eq (F1 FF~ F3) 4
Demostración: SeaT E PB. Aplicandoreiteradamentelasreglas(FAfil), (FAR2)

y (FAR3) obtenemos

FíFF~F2>~~*X.r2“1 FF~ ~ A ~i FF~ F3 >4rra Pf FF~1 1% 4
{ (P1 FI~ F2) @q (I’i IF~ P3) >~‘qr1r2 (P1’ IF~ 1%) 4

(P1 FF~ P2) eq (FN FF~ P3) >~>(1—q).r¡r3 (F FF~I Ffl

Por otra partetenemos 4
P1 >—*~ Fy =~ F2e9P3>—*;~2P~ A F2e9F3>t1-q)r, ~% a

3’ F1 FF~ (F2 e9 F3) >>rl.q.r2 (P; IF~ P~)

~ P1 Fl~ (P2 eq P3) >~r,.(i—q).r3 (P1’ lF~ P~) ‘a
De ambosresultadosse deduce 4’
(P1 FF~ PO eq (F1 FF~ P3) >—*~ (F FF~ P~) t=~ f~1 FF~ (FN e9 F3) >—~ GP; FF~ F~)

(F1 IF~ F2) eq (F1 FF~ PO >—*z C~; FF~ Pfl ~ P1 FF~ (P2 e9 pO >—>; (Pf FF~ F~) a
‘a
4
‘a
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Consideramosahoralos siguientesmulticonjuntosde pares(proceso,probabilidad):

= ~1(F{, ri) ¡ F1 >—4~ F ~

= fi (P~,rs) F P3 >~~~~*r3 P3’ ~

A partir de los resultadosanterioresobtenemos

pass((Fi IF~ F2) e9 (F1 FF~ F3) , T)

—ZIjq.rwr2. pass(PLFF~4,PL T) ((Pflrj)E A (P~,rO 6É2¡1

±2~J(1—q).r1 ~r~• pass(F ¡¡~ fl , T) 1 (F,r1) E ti A (F~,r3) eÉ3 f¡

+Z~ri.(1—q).rv pass(F FF~F~, TYF(F~,ri) EP1

A (P~,r2)EPj

A (P{,ra)6P31J

— pass(P1¡¡~ (I’2 e~F3), 2’)

Esteaxiomasepuedegeneralizarde formatrivial paracubrir el casode la elección

internageneralizada.

n

(DPIG) F FF~ ($[P1] F1) ~gen ~ (F FF~ F1)
1=1 i=1

Antes de ver el axiomadeexpansiónprecisaremosuna definición auxiliar similar

a la introducidaen la Definición 5.7.

Definición A.T SeanA, E, X G Act. Dada una barbaprobabilísticaT, considere-

mos su conjuntodeaccionesiniciales2’ = ....... , tj. Entonces,a partir de A,B, X,

y T construimoslos siguientesconjunto de acciones:

TAX ={t,jt1E(A—X)flT}

TAnBnX {t1¡t1E(AflBflX)flT}

= {t1 t1 E
TA—X — B}

TB-X ={t
1Fte(B—X)nT}

= {t~ ¡ t~ E ((A n E) — X) n T}

= {ti F t1 ~

TB-X — A}

E’
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• SeanA =

procesosP =

{aí,. ..

n

1=1

G Act y E = {bi,...,b,n} C Act.
nL

y 9 = >3[qj] ¼;Q~, setiene
1=1

Si consideramoslos

(EP) P iF~ 9 gen fi

dondeR = >3[~(P2’x,~)] q~; It, C = {ci,

k= 1
...,c¡}=(AuE)—Xu(AflEnX),

si C~ = a1 = E X

= 1
y

p .

(1 — p)
p p~ + (1 — p) .

si 4 = a1 E (A—B) —x

Si Ck=bJE(B—A)—X

si ck=al=bJE(AflB)—X

SI
si ~ = a~ = b1 E X

si ~ = a1 E (A—E) —X

si ck=bjE(E—A)—X

si ck=aI=b3E(24flB)—X

siendop’ =

u’

mt
Demostración: Para abreviar, utilizaremos la notaciónp~ = p(P,a¿)y q5 = p(Q,bg).

Si a ~ X, entoncesaplicandolas reglas(PAfi4) y (PAfi5) obtenemos
u’

y ~

dondePi = g(flQ,X,p)

regla(FAR6) se tiene

y P2 = (1—1’) •q/i(P,Q,X,p) Además,si a E X, entoncesaplicandola

F-~>,,, P’

Demostraremosquepara todo2’ E PB se tiene pass(PFF~ 9, T) = pass(R,2’).

212
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Si T es una barbaprobabi]ísticadeJaforma 2’ = >3[s~J
i=1

podemosdeducir

pass(FFF~ 9, 2’) =

p-p(P,

(1—s)+ >3 58ip(pqxp>
t~ ETJ~.y

1—s

+ >3 s.s¡.(~T>¿<ff~) +s~R.4nnnx
t~ETnx

1—s

>3 p’p(P,t~) ±>3 (i—p)p(Q,t~) +>3 (pp(P,t’)+(1—p).p(Q,t’))~ s(P,Q,X,p) g(P,Q,X,p
tiET<As».x tiET(sA»x tjCT(ÁnB)...x

pass(fi, 2’)

donde’fiAflnnx = Z ~
t
16T~nEflX

u

Si T es unabarbaprobabilísticade ]a forma 2’ = >3[s~] t~; §fl
i= 1

dondeT~= 2” si

= u y
T~ = Nil si i ~ u, hemosde considerarvarios casosdependiendode los

diferentesconjuntosde accionesa los que la acción t~, puedapertenecer:

C~ 1 <i<n: a~=t~E (A—E)---X.

pass(PFFR§ Q T) =

SWU(pQxp) r.-~~t 3<

Si~g(pQxP

)

t~ET,tx
+ L ~ p(P,Q,X,p) +RÁnsnx
t
1 ET~ x

8up4pQ~,p)~pass(P~¡¡~~ Q ,T’)

>3 ~ ~ ~ ~ (pr(P,ti)+(i—v)sdQ,t~)) +RAnBnx
tiET(AB»x tiET(nÁyx t~ET(AnB>...X

pass(R,2’)

(t
1; Nil) +~ entonces

+s’RAnnnx

OH1=j<m: = t,. E (E — A) — X. Simétricoal anterior.
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O31<i<n,1=j=m:a~=b5=t~E(AflE)—X.

pa.ss(PFF~ Q 2’) =

pass(P1 ¡I~< Q, 7) +suJ~~~;; pass(P FF~ Q T’)

p’p(Pt1)
+ >3 i—p)’p(QtP X,p) Q,X,p AflBflX

tICTA~X tjETnx

Su~rF~x,p~ pass((P~ IR~ Q)e9~(P FI~Y Qñ
>3 ~. pp P,t) p P,Q,X,p+ ~=... ~ + >3 ~í p(P,Q,Xj~)tíET(BA»X tIETCAnB»x

pass(fi, 2’)

dondeq’ =

C ] 1 <i <n, 1 =1=mt

pa.s.s(PIF~ 9~ 2’) =

a1 = b5 = t,. E A fl B fl X. ‘a

~u rn,& pass(P1 F F~ Q~ , T’)

>3 s~ + >3 ~(i—p)p(Qt)p(P,Q,X,p +RÁnBnxIiGTÁ.x t~ETBX

5~p(PQXp) . pass(Pj FF~ Q~ T’)

tIET<AB)X

pp Pt) (i—p)’p(Q,t¿ (p
P,QX,p) + + >351.p(P,Q,X,p) p(PQ,X,p)

ÉÍET(BA»X tIET(ÁnB»X
+RÁnnnx

pass(R, 2’)

O tu « ((AUB)—X)U(AflBflX). En tal casopass(P FF~ 9,2’) = O = pass(R,2’).

Un casoparticulardeesteaxiomasepresentacuandouno de los operandosesNil.

En tal caso tenemos
TI

• SeaA = {ai,. . . , a4 G Act. Si Consideramosun procesoF = >3[p~] a
1; P1, se tiene

1=1

(EPN) P FF~ Nil —gen >3 h.#frXT3aK,Fk
a*EA—X

214
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(CP) F FF~ 9 ~ 9 ¡¡12 F

(DPIG) F FF~ (®Lp~] F1) gen ®Dí] (F ¡¡~ P1)

y. 77. ¿

(EP) (>3[pl] al; F1) ¡¡~¿ (>3[qj] b~; 9) gen >3[ ,2Pp)]ck;ftk
1=1 j=1 k=1 ¡

TI

(EPN) (>3~pl] a1; F1) ¡¡~ Nil ~ >3 [p(p,i0~1,x,p)]ak; F,,,
i=1 a.E

(DP) F ¡¡‘ (2 ~ (2

Figura A.4: Axiomas parael operador ¡¡~

Demostración: La demostración de correción de este axioma es un casoparticular

de la del axiomaanterior. Simplementecomentarque

TI

g(F,Nil,X,p) = Ztm Fa1 « X ~
1=1

El último de los axiomasindica que el operador ¡¡~ es estricto, siendo la de-

¡nostraciónde su correccióntrivial.

(DP) FFF~(2=~~, 12

En laFigura A.4 presentamosagrupadostodoslos axiomasasociadosal operador

paralelo. El nuevosistemaaxiomáticoestaríaformadopor las reglasqueaparecenen

la Figura 5.2 junto con los axiomasque aparecenen las Figuras5.3 y A.41

A.3 Operador de Ocultamiento

Como hemos visto en la secciónanterior, un operadorparalelo(incluso con varias

variantes)sepuedeintroducir en el modelodesarrolladoen estetrabajosin sernece-

sananingunamodificaciónen todo el desarrolloanterior. Lamentablemente,estono

ocurrecon eloperadordeocultamiento.A continuacióncomentaremosporquétal ope-

radorno sepuedeincluir en nuestrolenguajesin modificar fuertementela semántica
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quehemosdesarrolladohastael momento.Estadiscusiónestámuy relacionadacon la 4
queexpusimosen la Sección2.4.2 al comentarlos problemasque acarreael hechode

tenerun lenguajeprobabilísticobasadoenCCS en el que aparezcanaccionesocultas,

ml
r’s, en el ámbito de una elección.

Si deseáramosque el operadorde ocultamientofueraderivado,de forma similar

a lo que ocurre conel operadorparalelo,setendríaque cumplir un cierto axiomade

distributividad similar al que setieneen CSP:

((a;c) + b)\a cG3 (c+ b)

mi
Vamosa demostrarqueun axiomabasadoenel correspondienteal casono proba-

bilístico paraPPA no escorrectoen general,si hacemosuna interpretaciónsimilar a ‘a
la que sehaceen otros modelosprobabilísticosen los que aparecenaccionesocultas,

de la formaen la que un procesoenel queaparecenaccionesocultaspasaunasciertas 4
pruebas.

Consideremoslos procesosP = (a; e) +±b, y F’ = P\a. Utilizando una sintaxis ‘a
a lo CCS, tendríamosque P’ seriaequivalenteal proceso(r; e) +r b. Demostraremos

quenoexistenrys,conO<r,s< 1, talesqueP”=ct~ (c +~ b) —gen Y

Si componemosenparaleloel procesoF’ con la pruebaT~ = b;w deberíamostener

pass(F’,Ti) =1 al igual queocurreenotros modelosqueutilizan accionesocultas2’ a(e.g. [CSZ92]). Por lo tanto, r deberíaser igual a

Consideremosla pruebaT2 = b+±(c;w). Tenemospass(F”, T2) = ~ + ~ .s. De mi
nuevo,haciendounainterpretaciónintuitiva delfuncionamientodel operadorde ocul-
tamiento,si no consideramosfactoresdeprenormalizacióntendríamospass(P’, 2’~) =

2 1
3. 3 micon lo que s = - Consideremosahora la prueba 2”3 = b +a (c;w). Tenemos3pass(P” , T~) = ~, mientrasque por un razonamientosimilar al utilizado anteri-

ormente obtenemospass(P’, 7’~) = ~, lo cual haceimposible que P’ y F” sean ‘a
equivalentes.

Si en los razonamientosanterioresutilizamos una adaptaciónde los factoresde 4
prenormalizaciónpresentadosen el Capitulo 2 obtenemosun resultadobastantein-

teresante.En estecasola probabilidadcon la que P’ pasala pruebaT2 vienedada ‘a

ml
4
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por pass(F’ , T~) = 1 Esto esasí dadoque al componerel procesocon la prueba,

la accióne que la pruebaofreceno puedeserejecutadapor el procesoP’ (visto como

el procesoQn e) +~ b)) ensu primer paso,con lo que la probabilidadasociadaa c en

la pruebadebetransferirsea b en el primer pasode la composición.Por lo tanto, en

esteprimer pasodeberíamosconsiderara todos los efectosde cálculoqu¿ la prueba

ofrecela acción b con probabilidad1. Peroesteresultadonos lleva a que s = 0, y

dadoqueen nuestromodelolas probabilidadesasociadasa la elecciónexternadeben

perteneceral intervalo(0,1), setrata de un valor no válido.

Precisamenteeste último resultado,en principio un tanto extraño,’ es el que

creemosquepuedeayudararesolverel problemaqueplanteael operadorderestricción.

En concreto,F’ deberíaserequivalenteal procesoY’ = ce1(c+ob), donde+o sena un

operadorde prioridadsimilar a los utilizadosen modeloscomo [SS9O,Low95]. Pero

la inclusión de un operadorde prioridadcomplica(todavíamásU) nuestromodelo.

Un primerintentoserealizóen [NdF95aJ,peroel modeloresultósertan complejoque

resultabainmanejable.Por ejemplo, la semánticaoperacionaldel operadorparalelo

requería6 reglaspara cubrir los diferentescasosen los que ambosprocesospodían

efectuartransicionesde prioridad,a las que habíaque añadirlas reglasc~rrespondi-

entesa las transicionesinternasy a las transicionesobservables. ¡

Otrasoluciónconsistiríaen incluir el operadordeocultamientosin pretenderque

seaun operadorderivado,lo cualcomplicaríatambiénenormementela tareade dar

semánticaal lenguaje,puesen particularlasposiblesformasnormalesde lós procesos

seríansin dudamuchomáscomplejasque en la actualidad,al tenerque apareceren

ellasel operadorde ocultamiento.

En todo caso,aunqueconsideramosinteresanteadmitir el manejode prioridades

a la hora de especificarprocesosconcurrentes,éstashan quedadofueradel ámbito

del presentetrabajo,si bien confiamosen tenerocasiónparaestudiarlasen un futuro

próximo.
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