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Presentacion.

]
La presente Memoria trata sobre el estudio de ciertas ecnaciones de
Hamilton-Jacobi. En términos generales, las que aqui consideramos son de
la forma !
w — H(z,u,Vu) =0 en RVx]0, T[] (N2>1) !
donde Too, < +00 es el horizonte mazimal, cuyas soluciones estan sujetas a
fa prescripeidn de un dato inicial

l
w(+,0) = wup(-) en RN |
i

Determinadas aplicaciones, de contextos muy variados, son abordadas por
ecuaciones de esta naturaleza. Parece obligado relacionar estas ecuaciones
con las que surgen en la Meednica Clisica. Dedicamos, por ello, algt,ul'as
paginas a la presentacidn correspondiente, destacando las hipdtesis genuinas
que cabe exigir. Las ecuaciones de la Optica (Geométrica han sido otro 11101:'11\?0
de esta Memoria; también dedicamos algunos comentarios a tal cuestion en
los que, mediante argumentos de homogencizacion, obtenemos una version
generalizada de la ecuacion cikonel. Finalmente, el denominado criterio 'de
Intropia aplicado al estudio de la propagacion del frente de una llama, de-
termina otro objetivo de esta Memoria. Se trata de un caso particular de los
Jendmenos de propagacién de fronteras al que dedicamos, a lo largo de este

trabajo, una especial atencién debido a su relevancia.

Junto a las anteriores motivaciones, la terminologia y objetivos del Con-
trol Optimo Determinista es ntilizado en mnltitud de ocasiones a lo largo de
las 1ineas ¢ue signen. Mds concretamente, mterpretamos la solucion como
la. funcidén coste optimo de determinados problemas de optimizacién aborda-
dos mediante el Principio de la Programacion Dindmica, cuyo tt‘atamieqto
matematico determina las ecuaciones en derivadas parciales que nos ocupan.

‘

Ne las motivaciones anteriores extraemos algunas consideraciones sobre
las ecnaciones y la naturaleza de las soluciones que debemos tener en cuenta.
Aunque nuestro estucdio se aplica, en ocasiones, a hamiltonianos mas genera-

les, la converidad de la aplicacion

p— H{z,r,p)
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es una herramienta primordial que empleamos con freciencia. Se trata de nna
hipdtesis consustancial con los modelos que hemos destacado anteriormente.
Con el fin de precisar nuestras contribuciones, el caso mas ilnstrativo esta

reflejado por la eleccion
H(p) = R|p|™, pe RY (m>1, R>0)

en el que englobamos dos tipos: m > 1, como ¢jemplo de hamiltonianos

estrictamente convezos y m = 1, como ‘caso limite’ de los antenores.

Ll clasico método de las caracleristicas presenta, junto a sus mdndables
ventajas, algunos nconvenientes para nuestro trabajo. Ln efecto, solo ad-
mite, en general, solnciones clasicas C' con cardcter local. Sin embargo, en
el modelo de propagacion de la llama, ‘la solucion no es, ni stquiera, con-
tinna’; por otra parte, puede tmpedir el estudio del comportamiento de las
soluciones para tiempos largos qne es otro de los ohjetivos destacados que
pretendemos.  La teoria de las soluciones de wviscosidad ¢s un cance ade-
cuado para el tratamiento de las ecuaciones que consideramos. Motivados
por las liinitaciones del método de las caracteristicas y de los que ofrecen las
soluciones generalizadas, M.G. Crandall v P.L. Lions introdujeron las solu-
ciones continuas y acoladas de viscosidad signiendo, en un primer momento,
una especie de “dualidad’ con las seluciones de entropia definidas por S.N.
Kruzkov (recuérdese que nuestras ecuaciones son, en general, completamente
no lineales, por lo que debemos ajustarnos al marco que éstas ofrecen). En
esta teorfa, cnestiones clasicas en el estudio de las EDP’s (existencia, uni-
cidad y estabilidad) ticnen nna respuesta acertada, superando las carencias
de los otros métodos. Obviamente, las soliuciones son consistentes con las
clasicas C', cuando esta regularidad es posible. Después del pionero trabajo
de M.G. Crandall v P.L. Lions, se hau producidos otros de los mismos au-
tores o en colaboracion (G, Barles, I Capuzzo Dolcetta, L.C. Evans, H. Ishii,
P.E. Souganidis,...) que han establecido una teorfa contrastada para el ade-
cuado tratamiento de las Eenaciones en Derivadas Parciales completamente

no lineales.

Describimos; a continuacion, de una forma rdpida, las principales con-
tribuciones gne recoge esta Memoria. Dedicamos una especial atencidén a
la. comprension intrinseca de las ecuaciones que nos ocupan, asi como a la
naturaleza de sus solucioues. Posteriormente. estudiamos con detalle dos

fenémenos coolulivos: ] primero surge en ‘tiempos cortos’ (extincidn en
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fiempo finito) mientras que el segundo tiene que ver con distintos (:01111_)(‘):'—
tamientos que aparecen en los ‘tiempos largos’. Asi, después de una Primera
Parte en la que presentamos los modelos anteriormente citados, nos detene-
mos, en la Segunda, en la consideracion de ecuaciones del tipo |

|

u — R|Vu|"=0 (m>1, R>0).
Reiteramos que, aunque nuestras contribuctones incluyen extensiones a hamil-
tonjanos mas generales, en esta presentacion solo ilustraremos sobre ejempjlos
potenciales ‘sencillos’. Nos ha parecido oportuno comenzar obteniendo las
soluciones de similaridad asociadas, lo que nos ha aportado imformacion in-
teresante de lo que ‘podia haber detras’ de nuestros objetivos. Aunque la
teoria de las soluciones continuas y acotadas de viscosidad estd hoy en dia
hien desarrollada, ain qnedan algunas cuestiones delicadas por precisar sol;') re
las soluciones discontinuas y no acotadas. No esta de mads recordar el papel
destacado que juega la semicontinuidad en los problemas de optimizacidn.
Hemos recogido, por tanto, las principales propiedades que requerimos en
el posterior estudio, presentando, en la forma adecnada a nuestros fines, jal-
gunas propiedades eshozadas por otros autores e incluyendo otras originales
tanto de valor practico como conceptual. En forma andloga, hemos procedido
con las ideas sobre semiconveridad y m-convolucion, que son de gran utili-
dad. Como venimos seialando, nuestro marco de trabajo son lag soluciones
eventualmente discontinuas, por lo que la descripcion de la ecuacion y deflos
valores de contorno presenta alguna inconcrecion por precisar, lo que hemos
hecho a continuacion. Con este bagaje, hemos empleado la convezidad para
determinar cuestiones intrinsecas a priori de las ‘soluciones interiores’: es lo
gne denominamos Teorema de Vertficacion. Hemos determinado la clase de
los datos iniciales admisibles para los problemas de Cauchy, caracterizados

por la propiedad I

up{x)

f=limsup—x= € R (in> 1) '

[2|—++eo |;1;|—m—'_1 i
y con ellos obtenemos el horizonte mazimal temporal T., < 400 correspon-
diente. Cuando se da el fendmeno de caplosion en tiempo finito (T, < +00)
hemos caracterizado el comportamiento asintolico espacial de las soluciones

. wla, |l T m-t |
lim sup—(%)- =/ = , 0 <t < Tes. |
|:1.‘|—}+C¢.‘) qa|m-1 TOO —1 *
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También hemos empleado el Teorema de Verilicacién para destacar, entre
todos los comportamientos inictales posibles de estas soluciones discontinuas,
aquellas que infrinsecamente tienen sentido, lo que nos ha ayudado a precisar
como debemos entender la presevipeidn de los dalos iniciales y formular ol
sentido de los resultados de comparacion y unicidad.

En el siguiente Capitulo relacionamos los problemas que nos ocupan con
un Problema de Control Optimo Determinista. La naturaleza y comprension
de éste, refuerza y complementa las ideas que tentamos sobre aguellos, Como
es bien conocido, estas EDP que nos interesan tienen, cmpleando la termi-
nologia clasica, un cardcter hiperbolico en ¢l que la propiedad del cono de
dependencia tiene un papel destacado. Clertamente, existen en fa literatnra
resiltados al respecto para las soluciones de viscosidad cuando m = 1. Aqui
ofrecemos una presentacion diferente y original mediante aproximaciones de
las sotuciones de similaridad para este caso m = 1. Ademas, aportamos, con-
tribuciones propias para el caso 1 > 1, sobre el que existe poca informacién.

Cuando el hamiltoniano es estrictamente convexo, un efecto regularizante
sobre la evolucion de las soluciones las dota de lipschitzianidad en cnalquier
instante positivo, aunque inicialmente sean, incluso, discontinnas. Tal cosa
no ocurre, en general, cuando el hamiltontano es “sélamente’ convexo, comeo

sucede con

H(p) = Rlp|, pe RN (R > 0).

Finalizamos esta Parte dedicando un Capitulo a un concepto especial de solu-
ciones discontinuas que da una respuesta adecuada al modelo de la propa-
gacion de un frente de lama. Incluimos también algunos resultados de uni-
cidad en este marco funcional, asi como algunos aspectos del frdnsilo de
las soluciones continnas (m > 1) a las discontinuas (m = 1) a través de la
convergencia m — |.

Una vez que se ha obtendo una compresion de este tipo de ecnaciones,
pasamos a estudiar dos propiedades cnalitativas relacionadas con el cardcter
evohitivo de las soluctones. [Dedicamos ta Tercera Parte de esta Memoria al
estudio del fenomeno de extincidon en tiempo finito

u(a, ) # 0 si 0<t < lo(a)
w(e ) =0 si t2>d{z).
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i
Eutendida la naturaleza de las soluciones, hemos preferido argumentar sobre
las soluciones continuas de ecuaciones como ;
g |
w— RIVu|"+ 2 =0 (m>1, 0<q¢g<l) |
donde R, A > 0, a fin de centrarnos, fundamentalmente, sobre la propiedad
cualitativa, aunque nuestros 1esnlt¢ulos se pueden extvude] obras sitnaciones
mis generales. Notese que sobre el modelo

u;— RIVu|" =0 (m>1) !

ta condicién 1, > 0 hace practicamente irrelevante el estudio de la propiedad
de extincion. f
Queremos resaltar que en la Segunda Parte presentabamos dos tipos ;c:le
contribuciones: en algunas, relativas esencialmente a las propiedades de los
conjuntos semidiferenciales y la m—convolucion, nuestra aportacion se mez-
claba, en ocasiones, con la presentacion adecnada de resultados de la ]it;er'a.Fl.l—
ra; a partiv del Teorema de Verificacién nuestra aportacién personal aumenta
progresivamente. En lo referente a las Tercera y Cuarta Partes, los resulta-
dos que presentamos son ezclusivamente personales y, a nuestro (‘ntendu
originales en la literatura conocida. |
Regresando a la proptedad de extincidn en tiempo finito, los objetivos
que nos marcamos son: existencia de la funcién primer instante de extincidn
too{2), regularidad y comportamiento asintético de la mismay determinacion
dela tasa de extineidn. Junto a respuestas comnues, existe una ligera diferen-
cia cuando se tiene la convexidad estricta (m > 1) del caso imite m = 1 que,
por cierto, tiene peculiaridades interesantes. De forma sumaria in(ili(:a.l‘iu:)s
que la existencia y lipschitzianidad de la funcién ‘
€ too(-'b') !
|
asi como algunos resultados sobre su comportamiento asintdtico, son U])t(ﬂll(ldh
de forma parecida. La principal diferencia estriba en las propiedades de la

tasa de exztincion: para m > | probamos la relacion |
4 i
w(ie, too(w) — 1) ~ (Al —q)t)T=v, 0 <t K | |
que expresa un cardcter uniforme en 2z, mientras que para m = 1 sélo pode-
mos mantener esa relacion en las prozimidades de los mdzimos del dato inicial
uy. No obstante, este caso limite presenta otras novedades peculiares:
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e permite obtener una representecion coplicda de la solucidon

1

1~

u(w,t) = max ([(uu(w — &) = A1~ r,r)tL)

lEl<R

y, consectientermente, una expresion implicita de los instantes de ex-
fincion

. Y i wy (o RN B e N
Al — gHoofz) = X {(ug(.a, {teo{))) } , v € R,
lo que es adecuadamente aprovechado.

o la propiedad del cono de dependencia permite abordar el caso de datos
iniciales ug no acotados que, en otras circunstancias, hay que mancjar
con cuidado. En particular, obtenemos que la clase de datos iniciales
admisibles para la existencia de extincion en tiempo finito es

(o(x))'™ Ml ~q)

1im sup — .

k| = o0 [ v
que, obviamente, incluye datos iniciales acotados. Ademas, bajo el
snpuesto complementario

(o)} ™7 ~ Clai, |z] 31

para una constante concreta (0 que determinamos, podemos precisar «l
comportamiento asintético de la funcion ¢.,(x),

e

teol®) ~ e l.
(2 ~ S el >

Completamos csta propiedad con un estudio general del comportamiento

para ‘tiempos largos’ para la ecuacion general
we— RIVu|"+ 2" =0 (m>1, g€ lR)

donde R > 0y A = 0. Debido a la multitud de casos posibles segnn los
balances que se pueden dar entre los parametros m, ¢ y los distintos com-
portamientos iniciales, que para simplificar hemos limitado a

up(x) = Alz|'™ (0 € R)
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(
dividimos la Cuarta Parte en dos grandes Capitulos relativos a la denomin z:mda,
ecuacién sin perturbar (A = 0) y la perturbada (A > 0). En ambos casos se
sigue una misma idea motriz: tener bien presenles las distintas .-a-ofuciom:.s’ de
similaridad.

En el Capitulo referente a la ecuacién sin perturbar obtenemos todos los
comportamientos posibles, tanto en la evolucién natural (f — +4o00) como en la
retrograda (¢ —+ —o0). Nétese que el caracter hiperbélico de estas ecuaciones
de primer orden da sentido a esa evolucién retrégrada. Los cunadros y figuras
que sigilen recogen todos los comportamientos posibles para m > 1, de llos
que de una forma rapida destacamos que para la evolucion retrégrada iO:dOS
los datos iniciales :
ug(z) = Alz|'*™ con a€ R '

son admisibles, determinando cuatro tipos de comportamientos asintdticos
para las soluciones:

:
L. potencial C_,o(—1)T=0 si | 4+ o < 0. :
!
2. eonstante: A sl +a =0, i
r

i o . L. . m
3. de stmilaridad (en tiempo finito): si 0 < | + o < — ,

m —

C g o _ m
4. de similarvidad (asintéticamente): si | + a > . |
m— |
Solucion constante e !
imiento ' __Decaimiento i Decaimiento t
encial ' potencial potencial .. !
] [
-1 O 1 o '
m-1

Figura 0.1: Comportamiento asintético (m > 1, { = —o0).
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I ﬂ T o }[ Convergencias }
I ] Uz, 1) .
v < —1 - | . =
o= -1 | —oo Uz, t) = A, 1 <0
o) S, 1), < = ()
—l<os m—1 | Ula,t) = { Wz, —t), —1(x,t)<t<0
] I I
o= ] —00 U{x 1) = =8(x, T — 1), 1 <0
m —
[ | | _ U, 1)
v > - lim ———— =1
T = | e — S, —t)

Figura 0.2: Caracter ciclico del comportamiento asintético (regresivo).

Para la cvolucidn natural de los tiempos sélo son posibles los compor-
tamientos iniciales

m

wo(ie) = Alz|'™ con 0 <1 4+a< l
m—

(recuérdense los resultados sobre explosién en tiempo finito de la Segnnda
Parte) que determinan tres tipos de comportamientos asintoticos de las solu-
ciones:

I, constante: Asil + o =1,

111

2. potencial: Ct—lo-1 5i ) < | + o < [
nm —
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!
L o H Too H Convergencias J ’
o< —| 0 No hay solucidn i
a=—I| | +oo Uz, t)= A, t >0 |
<< 1 + | I (w, 1) o i

— 4] o0 1M —— 77— = L

m— | t=++00 4 Toatmmty !
| | |
R T || Uz, 1) = =S(2,Teo —1), 0 <t < Ty | |
Il — '
| f
o> 0 No hay solucidén |
m—1 l :

Tabla 0.2: Comportamientos maximales finales (m > 1, ¢ > 0).
|

L

3. de similaridad (en tiempo finito) (que ahora explotan en tiempo finito):
mn .
!

[+

1
m-1

Figura 0.3: Comportamiento asintdtico (m > 1, $ = +o0).
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Figura 0.4: Caracter ciclico del comportamiento asintético (progresivo).

El comportamiento cuando los datos iniciales explotan en la frontera de
compactos también ha sido considerado con detalle mediante los casos limites
o — +oo.

Para, m = | la situacidn esta mas controlada y, por tanto, ofrece menor
riqueza. También abordamos y ratificamos este caso mediante la aproxima-
cion hamiltoniana m — 1.

ey
1 constant
Ly

Solo existe solucion !

Crecimiento,ng aéuu:\do'

-1 4] o

Figura 0.5: Comportamiento asintdtico (m =1, & — +o00).

Elltimo Capitilo estudia la ecnacién perturbada
w— RIVu" +du! =0 (m>1, g€ R)
con R, A > 0, sujeta, como antes, a la prescripeién inicial
wp(x) = Alz'"™ (o€ R)

signiendo la tdea motriz, ya comentada, de tener presente las diversas solu-
ciones de similaridad obtenidas. Existe un balance inirinseco
Vit

= | 4+ o
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o ﬂ q ﬂ Convergencias :
o< —] g <1 u(:r;,t)z-{-oo@tz%l !
< > 1 (2, 1) : "]‘_‘gm() 2|
o< — ( u(z,t) = | —— b > to(2) = —
! ’ Ma— i = te R
T—qg R
o= —1 — (< 1 ?.L(;r,t):U'{:}tztm(:r:)Em
a==1] q=1 w(z,t) = Ae™ z € RY, 1 >0 |
I \+ |
v = —] | u(x,t) ~ | ———— t—
. > 0~ (3t ) o
o> —l 1< :n: wl(x, ) ~ ARV 4 4oo |
A=)
=0&1t2>tn(r)= A<A
| o . Z teo() Al —¢)— RA-¢ (4 0)
. _ — . 1 . \
o> q | + o ’U;(‘E: ) — A]:ﬂlﬁa = IR.N= 1 2 0 (A _ A())
~((RAYI = A1 —g)t)9, t = +oo0 (A > Ag)
o :
a>—l|| —<g<l w(z,t) =0 &1 > tofr) '
| ]+
o>=1] g=1 u(x,t) ~ ARV et o 4o '
1 =1
o> —1 g > | w(x,t) ~ (m) , 1 — 400

Tabla 0.3: Comportamientos maximales finales {m =1, A > 0, ¢ > 0).

|
|

|

sobre el que se engarzan los diversos tipos de comportamientes. El casom = 1
presenta una riqueza de resultados que obtenemos en forma ezhaustive como
se aprecia en la tabla y la figura que siguen.

Por debajo del balance intrinseco r

Y
=7 + o
el comportamiento de las soluciones sigue todos los posibles crecimientos po-
teneiales | 4+ o por encima, la recta ¢ = | (asintota horizontal) marca’la
diferencia entre exiincion en tiempo finito y decaimicntos potencial y expo-
nencial. Existe una region peculiar (relativa a la asintota vertical o = —1)
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“., Decaimiento potencial R

T S FTVAR Vi
Decaimiento exponencial U ¢ -

(¢4

Explosio

I+u

i dentro de conos | L
: - Crecimiento no acotado

Figura 0.6: Comportamiento asintético (m =1, A > 0) en el plano («,¢).

en la que hay explosion fuera de conos. Sobre el balance intrinseco, los com-
portamientos tienden a adaptarse a las regiones contiguas.

El caso m > 1 tiene, obviamente, una mayor complejidad, pues el balance

intrinseco
v
§g=—
I+ ey
tiene por asintotas
g=m (horizontal)
a=—1 (vertical)

que, junto con las rectas propias de propiedades que nos interesan

g =1 (relativa a extincion en tiempo finito)
1 . . . .
o = —— (relativa a explosion en tiempo finito)
m —

delimitan el plano («, ¢) en una amplia variedad de regiones sobre las que se
dan los comportamientos que expresa la figura gque sigoe.
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9

) .“. " b
potencial | ¢

tcatmiento

- No existe solucion -

acotado

Blow-up !

|

{
~ . » . # -1
Acompaniamos esta Memoria con algunos Apéndices asi como una lista

de referencias, tablas y figuras que pueden facilitar la lectura de este trabajo.

Queremos resefiar, Ainalmente, que la redaccion de esta Memoria estd
realizada de modo que cada Parte pueda leerse de forma anténoma. !






Notaciones.

. . - M . R t
Dado O conjunto de RY, M > 1, consideramos la ecuacion general de
primer orden '
Flz,u,Vu)=0 en O (0:1)
— |
donde F(z,r,p) es una luncién que supondremos continua en O x IR x RM

(salvo que explicitamente se diga lo contrario). |
En lo que sigue, por Vu, Du o V_u denotamos el gradiente en z de'u,

. du ) ‘
mienfras que u,, 0 — denota la derivada de u respecto a z;, | <¢ < M. Ror

oz;

—

otra parte, F'(p}, VF(p) o DF(p) indica el gradiente de F(p) y por 2 -y o
< @,y > denotaremos el producto escalar de z por y donde 2,y € RM. |
|
S u es semicontinua superiormente en zo € O !
DT u(z) = {p e IRM: w(z) <ulzo) +p- (2 — 20) + o]z — Zol)} |
i

es ef conjunto de las superdiferenciales de v en zp donde Az} = o(lz — zy])
melica, ’ f
. nz i
lim (z) =10 i
=0 (F — Z0 ;
Analogamente cunando ¢ es semicontinua inferiormente en z, € O I
D7 u(z0) = =DF(—u{z)) !

es el conjunto subdiferencial de u en zy. En general, DFu(zo) son conjuntos
cerrados y convexos! que, en el caso en que la funcién u sea diferenciable en
el punto zy, se tiene {
Dt u(zg) = D7 u(zp) = {Vu(z)}.

Vamos a denotar por

Dtu={z€O: Dru(z) #0}

'Pudiendo ser vacios.
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D7u={2€0: D u(z) # B}.

A continuacion damos una breve lista de espacios funcionales que nti-
lizareios. Si @ es un subconjunto de MM, M > 1, de interior no vacio,
vamos a denotar:

e C(O)={u:0 - IR, v continnaen O},
e L¥(0)={u:0 =R medible, © acotada en O}.
o Lit:

o BC(O) = C(0) = C(O) N L2(0).

(O) = {x medible y acotada en cada abierto acotado w con @ C O}.

o UC(O)=C,(0) = {u: O — R, v uniformemente continua en O}.

o BUC(O) = BC(OYyNUC(O).

o SCIT(O) ={u: 0O — R, v semicontinua inferiormente en O}

o s.c.d. funcidn semicontinua inferiormente.

o SCS(O) ={u:0 —= R, v semicontinua superiotmente en O},

o s.c.s funcion semicontinua superiormente.

o LTA(O) = {u: O = IR, u localmente inferiormente acotada en O},
o LSA(O) = {u:0 —= R, v localmente superiormente acotada en O},
o LA(O) = {u:0 = R, u localmente acotada en O},

o C"(0) = {u CC(O): 3e>0 |u(x) —wy)| < el —y|, z,y € (._’7} pa-
ra 0 <o < 1.

o (4(O0) = {u € " (W) Vw abierto acotado con @ C O}, 0 <o < 1.
o (y(O)=4u: 0O =R, u=0 en 00}.

e C.(O0)={u:0 —= R, u cou soporte compacto en O}.
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o C2(0) = D(O) = C=(O) N CAO). f

Lip(O) = {u: O = R, u lipschitziana en O},

: @ = R, v localmente lipschitziana en O},

(0} =
(0)
o Whe(0)
(O)

l'”plm

{u
fu e L2(0), Du € L)} . |
{uv e L=(0), D*u e L°(Q) V|a| < k}. '

Il

\/Vkm O u’ € Llcs’c(o) D”H € Lloc( ) V'”' S ;‘} .

_Unafmeion w: @ — Res solucion generalizeda de (0.1) siw € V\",L;EO(O)D
C(O)y .
Flz,u, Vi) =0 a.e. z € O i

Finalmente, si F : RM = R es continua y convexa, denotamos por F* d,l
funcion dual conveza o conjugada de F dada por

FHp) = sup {p- € — F(E)} < +oo ;
¢eRM
que esta definida en el conjunto convexo

D(Fy={pe RM: F*(p) < +oo}.

Ademas, F* es una funcion convexa y s.c.i.

Por otra parte, las formulas estdn numeradas secuencialmente en cada
Capitulo. Asi, (2.n) indica la férmula n—ésima del Capitulo 2. Andlogamente,

la. Seccion 3.4 indica la cuarta Seccidn del Capitulo 3, ... !

1

'
\

?La definicién anterior tiene sentido, ya que en virtud del teoremae de Rademacher, si
1o
u € W2 7(0) entonces u es diferenciable en casi todo punto y, por tanto, la ecuacion

l‘lb
anterior se verifica en casi todos los puntos (los de diferenciabilidad de ). :



Parte 1

Algunos modelos.






Capitulo 1

Las ecuaciones de
Hamilton—Jacobi en la
Mecanica Clasica.

i
|

. . . . . . |
En Mecanica Analitica, un sistema lagrangianoe que gobierna un sistema me-
canico holonémico con N grados de libertad toma la forma

(L‘p(t,u,'u,f)), - I:u(tauauf) = 0. ‘

. '
Denotando por H a la transformada de Legendre de £y por v = L,(t,u, )
al momento conjugado, el sistema lagrangiano anterior puede transformarse
en un ststema hamilloniano '

{ uw' = H,(t, u,v)

v = —H,(t, u,v).
Un ejemplo sencillo de lagrangiano es
L(t,u,9) = Sl = V(u),
que lleva asociado el hamiltoniano
Hit,u,v) = %-v|2 + V(u).
El ejemplo anterior es un caso sencillo de la consideracion general

L{t,u,p) = %(A(t,u)p,p) —V(t,u)
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siendo A una matriz simétrica real no singular, para la cual
, Lo ,
Hit, u,v) = E(A (t,n)v, )+ V(t,u)

En general, las derivaciones standard de las ecnaciones de Hamilton presupo-
nen que la matriz hessiana del lagrangiano es no singular y ademas obtienen
solo resultados locales o, desde otro punto de vista, hamiltonianos multivalua-
dos en la variable conjugada. Los principales objetivos que surgen entonces
(ver [Pu-Serr]) son:

o dar condiciones que garanticen que el hamiltoniano sea una funcion
mivaluada en todo el dominio del momento conjugado.”

o grado de regularidad que se requicere al lagrangiano para que el sistema
hamiltoniano sea valido.

o [a obtencion de las ecuaciones de Hamilton incluso cuando el lagrangiano
es sOlamente de clase C!' {de forma que la matriz hessiana no esté
definida) v cuando la matriz hessiana estd definida pero degenera en
algunos puntos (notese que la convexidad [uerza a que esta matriz sea,
al menos, definida no negativa).

Clarameunte, en los ultimos casos descritos, las derivaciones ‘clasicas’ de las
ecuaciones de Hamilton no pueden aplicarse. Concretamente, muestran que
el sistema hamiltoniano va a estar globalimente definido en el dominio del
momento conjugado cuando se verifican las siguientes condiciones ‘naturales™

(H1) £ € C'Y(O % ) siendo O un abierto de RN y € un abierto convezo
1o RN
(H2} Para cada (¢,u) € O fijo, la funcidon L£(¢,w, ) es estrictamente convera.
Obviamente, las condiciones de convexidad anteriores determinan que £
es estrictamente convexo en el sentido de Wedersirass, es deciv, vertlica la
condicidn
ﬁ(tu“‘:p) - L’(iu U’;]”O) > Efp(ta UaP[)) ) (P - pl))

para todo p,pe € 0 con p # py donde + denota el producto escalar en IRV,
Asi, podemos reemplazar las condiclones anteriores por:

LEste objetivo serd alcanzado por medio de condiciones de convexidad sobre el lagran-
giano.




(H1)™ £ € CY{O x Q) siendo @ un abierto de RN y € un abierto de IRV,

(H2)* Para cada (¢, u) € O fijo, la funcién L£(¢,u, ) es estrictamente c.‘.(imvlexa
en el sentido de Weterstrass. ‘

Estas utimas condiciones son equivalentes a las anteriores cuando {2 es con-

vexo; el caso contrario estas ultimas son, en general, mas débiles. n

1
Una derivacion de las ecuaciones de Hamilton bajo estas condiciones mini-
males no s6lo tiene un interés intrinseco, sino que nos va a permitir considerar
lagrangtanos singunlares, por ejemplo, de la forma

| .
L{t,w,p) = l—ﬁ|p|'” —V{u), m>1, m#2 f

Supongamos que £, € C' y que la matriz hessiana

d*L :

PP Opidp; '
es no singnlar, Entonces, el procedimiento mas general empleado para la
obtencién de las ecnaciones de Hamilton consiste en aplicar las reglaside
diferenciacion asi como el Teorema de la Funcién Implicita. Evidentemente,

este procedimiento proporciona sélo un resultado local. :

Para mostrar que el hamiltoniano esta globalmente bien definido y ufni—
valuado en todo el dominio de la variable conjugada se requieren hipdtesis
adicionales. Asi por ejemplo, consideremos en IR? el siguiente lagrangiano
no cnadratico

L{pr,p2) = € sen py i

para ¢l cual
[det L] = " >0

mientras que la aplicacién conjugada ‘

vy = eP? cos py
1y = P2 sen n

no es globalmente inyectiva. |
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Cuando £ es sélo de clase C! o Ly, es singular tnicamente trataremos

aquellos casos en los que se pueda escribir
Lit,u,p) = G(p) = V(b u), () €0, p e

donde G ¥ Q son convexas, en cuyo caso puede obtenerse una derivacion del
sistema hamiltoniano en base al trabajo de Rockalellar [Rock] o de Mawhin
& Willem [Ma-Wil en ¢l contexto del Andlisis Convexo. Concretamente,
ademds de las hipdtesis (H1) y (H2), en [Ma-Wi] la derivacion se obticne

para 2 convexo v acotado extendiendo a todo IRY la funciéu G(p) por co
cuando p € §) hajo el supuesto

= 400, (1.1)

. - . s . - J .
mientras que en [Rock} la derivacidn se obtiene para 1 = RY bajo la
condicién

lim |G, (p)| = +oo, po € DL (1.2)

e i]

Mostremos a continnacion algunos ejemplos:

Ejemplo 1.1

Veamos un lagrangiano £ separable para ¢l que no se puede obtener una
derivacion directa del sistema hamiltoniano. Consideremos en @ = RN 1a
Nuucion

1 :
G(p)=—|p|™, m>1, m#2
m

Claramente, la funcién £, no es de clase CT en p = 0si m < 2y £, cs
singular en p = 0 si m > 2. Notese que se verifican las condiciones (1.1) y
(1.2). Ademds,

m m

_ — r
Hit u,v) = ——o]mT £ V(Lu), (Lu) €O, ve RN, 4

1m

Ejemplo 1.2

Consideremos en 0 = RN la funcion

Glpy =1 +p*— 1L

Entonces £, € C' y Ly, es definida positiva. Ahora se verifica (1.2) pero no
{1.1). En este caso

Hit,w,0)=1—/1 — o)+ V({u), (f,bu) € O, o< 1. 7



Ejemplo 1.3
Constderemos para N = 2 la funcidn

2, M .‘
G(p) = Ipl" + = t
P2
en el semiplano
0= {p =(p1, ) ER*: py > 0}. _
De nuevo £, € C' y L, es definida positiva. En cambio se verifica (1.1)
pero no (1.2).2 Este ejemplo es interesante porque el dominio de la variable

conjugada v = gp(P)
{T) = (v1,v2) € IR?: vf + dyy > 0}
no es convexo. g

Ejemplo 1.4

Finalmente, si para N = 2 consideramos !

(L [ ")

P2

Gi{p) = ,m>1, m#2

en el dominio
0= {p = (p1,p2) € R*: |py|" < 2(m =~ 1), po > U}

no se verifica ninguna de las condiciones (1.1) y (1.2). Ademas, a pesar que
Ja funcién G es estrictamente convexa y de clase C! en  falla la diferencial
segunda en el rayo pr = 0, pz > 0 si m < 2 mientras que si m > 2 la funcion
G € C*Q) pero det £, = 0 en el rayo anterior. o '
[l principal objetivo es, como se comenté anteriormente, la derivacion del
sistermna hamiltoniano a partir de las condiciones (H1)* y (H2)" (ver, nueva-
mente, [Pu-Serr]). Para ello, se cousidera solucidn del sistema lagrangiano

(L,(t, w, )Y = Lo(t,u,u’) =0

a una funcion v = u(t): I € R — RN de clase C'(1) que verifique: :

“Pues lin (G, (p)] # +oo.
p—0
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Lo (4, u(t),w'(L) € O x Q para todo £ € 1.

2. el momento conjugado v(l) = L,(¢, «(t), () es continnamente dife-
renciable en f,

3.0'(t) = L, (0, u(t), w'(t)) para todo t € 1.

Las condiciones anteriores sou, ademas, las hipotesis naturales bajo las
cuales las ecuaciones de Hamilton estan hien definidas.



Capitulo 2

La ecuacion eikonal.

En la Teoria de Campos, una ondae plana se caracteriza porque tanto 'su
direccion de propagacidn como su amplitud son las mismas en todos los
puntos.! '

Muchas ondas electromagnéticas que no son planas pueden considerarse
como tales al menos en pequeias regiones del espacio. Para ello es necesarto
que la amplitud y la direccion de la onda sean practicamente constantes a ciis—
tancias del orden de la longitud de onda. Si ésto ocurre, podemos introducir
la. superficie de onda formada por el conjunto de puntos cuyas vibraciones
son iguales en un instante de tiempo dado.? De esta forma, en pequefias
regiones del espacio, podemos hablar de una direccién de propagacidn de la
onda que sera normal a la superficie de onda. Aparece asi la nocion de rayos
como las trayectorias ortogonales a las superticies de onda. La tangente en
cada punto del rayo coincide, por tanto, con la direccidn de propagacion)de
la onda. '

El estudio de las leyes de propagacién de las ondas en la situacién anterior
constituye el objeto de la Optica Geométrica: es decir, considera la propa-
gacién de las ondas (en particular, de la luz) como propagacion de rayos, sin
tener en cnenta sus propiedades ondulatorias. Dicho de otra forma, la Optica
(Geométrica corresponde al caso limite de pequenas longitudes de onda.

Esbocemos una obtencion de la ecuacién eikonal a partir del siguiente
|

"Recuédrdese que, en general, una onda electromagnética no tiene esa propiedad,

2 - v - .

<Asi, la superficie de onda de una onda plana estd formada por los planos perpendicu-
lares a la direccidn de propagacién de la onda.

9
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modelo que aparece en el estudio de [a propagacion de un campo eléctrico &

magnético

wg — div(k(z, HVu) =0 en RY % R,
() { (o0) = et ha(a) e B (N=243)
s (i, 0) = wolz) en RN

donde & : RN x Ry — Ry, Su y v son funciones reales y wy, uf complejas
para cada € > 0. Una presentacion detallada de este modelo puede seguirse
en L.D. Landan y .M. Lifschitz [Lan-Lif].

Como hemos dicho, el objetivo de ta Optica Geométrica es el estudio de
las pequeiias longitudes de onda, que se corresponden con valores del pard-
metro € pequerios. Por tanto, nos imteresamos por soluciones u® de la forma

w(w, ) = 56‘.5";(3:’?’)'(}(:1:7 t)

con o{w,0) = vo{z) y S{x,0) = Se(w), = € RN, De esta manera se obtiene

n' . ool
u; =g [w -+ Eu.%} g ¥ @)

| '
ui, = [a’nﬂ — =082 4 i(20:5, 4 08| e,
<

Por otra parte, para cada 7 = 1,2,..., N se tiene

’1. i
S A s — R L2
. 'I'JJ"J ”’.1.'3' + ‘I"“‘u:ju:j = fi‘r":.-rJ [Ua:j + CTJ.S:L-J-] o

Ly

(k(:z:; t)ui_j)

! : 1w ) u [T
+Ek [E'U:r.‘jﬂ.‘_t - E'U.S’ij + (204,59, + 1’51-)-3:]-)] LI

)] e

== |:E ('LJUI‘J‘LUJ‘ Jf' k:{:j”:).‘j) - gkvsij +7' (Zk”q;j *Su:j + k’r‘,ls:[:ju;j + 'UA?;,;J 'Si'-'j
De esta forma
N

div(k(z, )Vus) = > (f.:(;r, ﬂ)uij)

=1 R

| . ) , i
= [E(L:AU + VEk-Vu)— :A:'tl'V,S'V + 2 (26V0 - VS + EvAS + oV \75')] e Tt



Il

Consecuentemente, a partir de la ecuacion ;
uf, — div(k(z,t)Vu) =0 en RN x R,
obtenemos, de los términos en €, la ecuacion de ondas generalizada

vy = k(z,t)Av + V- Vo, ‘

de los términos en —, la ecuacidn eikonal generalizada
£ '

S, = /k(z,1)| V5] (2.1)

y, de los términos en la unidad imaginaria ¢, la ecuacion de transporte gene-

ralizada

oSy + 20,5 = E{a,t) (VAS + 2Ve - V) + oVE- V. !

En particular, una eleccion interesante es
k(z,t) = R?[VS(x,1)[2m—Y
donde R > 0y m > 1, para la que (2.1) toma la forma !

S, = R_|V,S'|"' en RN x R;.

Observacién 2.1
Una presentacion parecida para el caso m = |

Sy = R|VS| en RN x Ry, L

conocida como ecuacidn etkonal, es considerada en (. Barles [Ba3). ¢






Capitulo 3

Modelo de propagacion de una
llama.

[2n este Capitulo presentamos, brevemente, la fenomenologia de frente de dna
Hama que se propaga en un tluido combustible sobre una region sin frontera
siguiendo las lineas expuestas en J. Sethian [Set]. &

Sea 0 una regién simple, cerrada y regular de [R? cuya frontera I estd
parametrizada por (A'(s), Y(s)). Supongamos que la mezcla combustible oin-
pa el exterior de {1 mientras que en el interior se encuentran las particiulas
quemadas o incombustibles. En el instante £ = 0 se pone en ignicion la mezela
variando, por la naturaleza de la combustion, la frontera I'(2) (frente de la
{lama en el instante £) entre la regién por quemar y el resto incombustible o
va quemado §2(¢).

El modelo de J. Sethian esencialmente estd basado en las ondas de 'su-
perficie. Supone, por tanto, que la propagacién del frente de la llama se
hace con velocidad constante ¢ v en direccion normal a si misma. Siendo
I'(t) la posicién del frente de la Hama en el instante ¢, la parametrizacion

|

(X(s,1), Y(s,1)}) debe verificar

{1{2 + V? (‘1.1-2 Y - Cz) _
Y = =

13
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La grafica de la funcidn 4 v {A'(s,1), V(s,1)) se denomina carve de ig-
ricion. 51 I'(0) = (V(s,0), Y(s,0)) es suficientemente regular, el método
de las caracteristicas permite resolver el sistema anterior, al menos para ms-
tantes pequenios, con lo que el frente de la llama viene dado por

eYVs(s,0)

A{s, 1) = X(s,0) —
e, (s, 0)

Vs, f) \/12 +y2(‘, (J)

Por tanto, los puntos del frente de llama I'(¢) en el lnstante ¢ estdn caracte-
rizados por verificar la relacion

(X(s,) — X(5,0))° -+ (V(s,1) = V(5,00 = (el) (3.1)

Observacion 3.1
En la descripeion anterior surgen algunas peculiaridades gue debemos
tener presentes:

1. la no hnealidad del sistema hace que al cabo de un cierto tiempo las
curvas de ignicion puedan, eventualmente, colisionar. Debe judicarse,
por tanto, cémao continia la propagacion de la llama tras un instante
de colision.

2. la region inicialmente no combustible pudiera ser no regular o no tener
hien definido su vector normal exterior.

Ambas cuestiones son relativamente proximas y tienen mucho que ver con
los inconvenientes del cldsico meétodo de las caracteristicas (véase el Apéndice

A) a

No obstaute; la apreciacion del fendineno nos anima a buscar una lormu-
lacion mas general del modelo en la que existan soluciones globales. Para
ello snele considerarse el siguiente criterio de enlropia: “la propagacion del
frente de la lama debe ser tal gue las particulas que se quemman deben per-
manecer quemadas con la evolucion del proceso”. Con esta idea podemos
introducir nna formulecion débil a partir de la funcion caracteristica de la

P e R S Ve o



region quemada.’ Concretamente, la relacidén (3.1) permite caracterizar la
region gquemada en el instante 7 ;
Q) =0u {(;z:,y) € R*: 0 < dist ((;ﬂ,y),ﬁ) < ct}, (]132)
Q@ !
|
Figura 3.1: Region quemada en el instante £. i
cuya funcion caracteristica 1
#(,9,8) = Xao (1), (2,9) € RE, €20, (33
tiene las siguientes propiedades: ¢ es concava, ¢ € SCS (H{2 X T{+) ;o
|
1 st (w,y) €N = Q(—(l) , .
|

e(r,y,t) =4 1 si min [(:1: — X (s5,0)* + (v — y(.s?()))""] < (et)?

0 en otro caso
y, ademas, ¢ admite la representacion
ol ) = sop{pl€0,0) 5 o =€ 1y ol S ), (s) € W £ 20

Podemos aprovechar este modelo para introducir el concepto de solucion
de wviscosidad.? Es ésta una nocidn que permite ‘resolver’ ecunaciones en

\
'Se trata de una formulacion débil porque no requiere ningin supuesto de reg;ulari—
dad sobre la curva (¥{s,0), Y(s,0)); en particular, no precisamos la existencia del vector
norimal en todo punto de T. ;
2Una presentacién mds detaflada incluyendo algunas contribuciones propias esta des-
arrollada en el Apéndice A. ‘
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derivacdas parciales de primer orden completamente no lineales mediante fin-
ciones semicontinnas. La idea general reposa en lo siguiente: si uw: O = R
con @ < RM, M > 1, es diferenciable en z = 2z entonces localmente se
verifica

w(z) = w{zo) + Vulza) - (2 — 20) + o]z — 2])

para un nnico elemento Vu(z) € RM. De esta forma, podemos extender

la idea anterior a [unciones v € SCS(O) considerando ¢l conjunto D¥u(z)
I .

formado por los elementos p € RY que verifican

u(z) <ulzo) +p-{z—z0) 4 ollz — 2)).
Se trata, por tanto, de agquellos vectores p € IRM para los que el hiperplano
n = i(z) +p-(z— z)

es supertangente a la grafica de la funcion i = w(2) en el punto zo. En forma
analoga, para u € SCZ(OQ) se define ¢l conjunto D™ u(z) como

D™ u(z) = =D (—u(2)).?

n general, DEw(z,) son conjuntos cerrados v convexos, pudiendo ser vacios,
& 3 ! ] : d
gue coinciden con las conocidas semidiferenciales de w en z). Ademas, en el
caso en qite la funcion u sea diferenciable en el punto z,, se tiene

DY u(zo) = D7ulzy) = {Vu(z)}.

Asi, una manera anmpla de resolver ecnaciones en derivadas parciales de
primer orden completamente no lineales como

Flz,u,Vu)=0 en O (3.4)
consiste en encontrar funciones « € C(O) con la propiedad de que para todo

z € O se verifique
Fzyu(z),p) <0, pe DVulz)

Flzyulz),p) 20, p € D7u(z).

*Ahora se argumenta cou hiperplanos subtangenies.
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i
De nuevo enviamos al Apéndice A para justificar este tipo de soluciones y su
consistencia con la idea cldsica de resolver (3.4). De hecho, esta nocién puede
debilitarse, extendiéndose a funciones localmente acotadas (que pueden ser
discontinuas) como mostramos en la Definicion 4.53. 1[

}

|

Con vistas a encontrar la ecuacion diferencial que verifica la funcién

e, ¥, 1) = Xagy (e y)

definida en (3.3} vamos a supouer que (0} = B,(0,0), ¢ > 0, en cuyo caso,
por (3.2), la regién quemada viene dada en funcién del tiempo por

|

Por definicién, para (2,y) € R* y £ > 0, se verifica
!

(6, ,8) = I osi 224y < (o + ct)? |
PELY =00 si a? +12 > (04 ) :
Ademas, (w.(r,1,1), 05(x, y, )y ez, y, 8)) = (0,0,0) si 2® +y* # (0 + c_:;t)z.
Veamos qué ocurre en los puntos (2o, yo,%0) € R x R x IRy en los que
22 + y2 = (0 + cto)®. Ante todo, la concavidad de ¢ hace que no puedan
existir hiperplanos subtangentes a la funcién ¢ en el punto (o, yo,%o), por lo
que

D™ (o, yo, fo) = 0.

Por otra parte, la consideracion de (p., py.pi) € DT (20, Yo, to) coudl.u:TL al
i

siguiente hiperplano supertangente a o en (xg, yo, to)

z = (20, Y0, t0) + pul — o) + py(y — wo) + pe(t — to),

z= 1+ pa(e = 20) + 2y (y — wo) + pe(t — to). (3.5)

Para cada ¢ € [0, 27 consideremos en R? la recta r determinada por 11()3

es decir,

puntos ‘

A= (ocosp,osend,0,1)

(correspondiente al instante ¢ = 0) y

B={((c+c)cose, (o +c)sendd, 1, 1)
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(correspondiente a t = 1), con lo que un vector director de la recta r es
U = AB = ccos b & + csend €y + €4

siendo
i)
é€=(0,.... 1 ,...,0), 1<:<4
Por otro lado, un vector de direcetdn unitario de la recta que une los puntos

Oy Aes

W = cos @ € + sen ¢ ;.

X
Figura 3.2: Vectores de direccion o) y 1.
Si nos restringimos al hiperplano = = 0, para obtener la variedad tangente a
la. superficie conica
2 2 2

ety = (o +ct)

en el punto A requerimos, ademds de @, el vector
cseng 1| . I ceosd | . ccosd csend |

t—'J-z = ‘171 b ’tﬁl = Loley 4 € :
seng 0 0 cosd cos¢  sen g

= —sen¢ € 4 cos @ €.
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Claramente, el hiperplano supertangente definido en (3.5) pertenece al haz

que contiene a la recta r

& = &y + Accosd — pseng 4+ vuy
Y = Yo + Acseng 4+ pcos¢ + vuy

|
t = ty + A +  rus |
z = 1 + vy ‘

. - - - - . L.
siendo Ty = w1€ + uy€y + u3€; + ug€y un vector gque determinaremos mas
adelante. Se trata de un sistema lineal en A, p, v cuya compatibilidad
requiere la condicidn

T — Ly CCos¢ —send  uy
y— Yo csengd  cosd Uy 0
t— t{} 1 ( Uz o
z— | 0 0 Uy
es decir,
csen¢ cosd u ccosgd —seng
0= 1 0wy [{z—x) — 1 0 us | (y — yo)
0 0 Ug 1] 0 Uq |
1
ccosg —sen¢g  uy ccosep —sengd !
+ | csengd  cos¢g  uy [{f —tg) — | csen¢  cos¢  uy |[{z—1)
U 0 g 1 U 3

= —uycos Ple — wn) — ugsen Py — yo) + cus(t — o)
+[{1q cos ¢ + uzsen @) — cus)(z — 1),

obteniéndose

Uy
y =1 05 (i — ) + sen ¢y — yo) — ot — ¢
+ (uy cos ¢ + uy sen @) — cug [os d(e = wo) + sen ¢y — yo) — e

Por tanto, debe verificarse

u3 #

Sin pérdida de generalidad, los comentarios anteriores permiten la elecci

Uy COs @+ g sen ¢

[&

Ta=cos 6 +seng €3+ k €4, k€ R

91
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que conduce a
pe = kcos o
py = ksen o (3.6)
m = —kec.

De esta forma se obtiene la ignaldad

pi 4 pt =k = (p—ty
@ Y ;

[

es decr,
lpe| = /P2 + pi. (3.7)

Como (pg, py, P} € DYoo, yo, to) con zf + yg = (o + ¢lo)* se verifica
e, y, 1) < Lpe(z—xo) +py (y—1o) +p(t—=to)Fol|z— 2|+ [y —yol -+ [t —Lo]).

Como ademés 0 < @z, y,f) < 1, entonces {0,0,0) € DY o(we, yo, to). La
evaluacidn en x = xg, ¥y = yo ¥ t >ty determina (e, y,t) = 1 y con ello

0 § pg(t — f[)) + U(?l — tu).
Dividiendo ahora por ¢ — #; v haciendo tender ¢ — 2, obtenemos
pez U

De esta forma, la relacion (3.6) requiere la condicion & < 0 lo que a partir

pe= /P + P (3.8)

B

Asi se concluye que ain siendo o discontinua es “solucion de viscosidad” de

Wi = /s 4+ @l en IR? x IR, (3.9}

(véase la Seceidn 4.3).

de (3.7) permite escribir

Observacion 3.2

[. El resultado anterior puede extenderse [Acilmente al caso en que Q1)
es un conjunto convexo arbitrario.




2. Como veremos en el Capitulo 7, la funcidén
. ‘ N s 4
e, y,t) = sup{w(€n,0) - Je—€ +y—nl* < ()}, (2,y) € R, £ 20

se corresponde con la féormula de Lax—Oleinik relativa al 1:>r0b]c-.tma,](l(a-.

Cauchy
5 ; |
o = 1/l + ¢f !
w2, y,0) = xgele.y). o |
!
De la problematica anterior interesa particularmente la evolucion del f'rf'.n-
te de Hama y, por tanto, la frontera de la regién quemada en el instante ¢

|

P(t) = {(w,y) € R2: o(w,y,1) = 1}, |
Una aplicacién de nuestras countribuciones nos permite caracterizar dicho
frente mediante el uso de conjuntos de nivel gobernados por una funcién

lipschitziana. En efecto, si consideramos el dato inicial .
o, y) = [l — dist ((:1:, y),ﬁ)L + dist ((:Iz,y), lR.z\Q) ?

{l — dist ((:1;,;1;),ﬁ)]+ si (z,y) €0 |

=4¢ 1 si (x,y) € 90 ‘

I + dist ((:L',y), [R.Z\S'l) si (z,y) €0 T

expresado en términos de la distancia a [' = @82, se tiene I
Woliw,y) =1 & (x,y) € 08 (3.10)

|

Ademas, la solucion correspondiente del problema ‘i

{ he = e fhE + |
Yz, y,0) = olz,y) |

viene dada, como se vera en el Capitulo 7, por la férmula de Lzfo(:)leinill-(

P, y, 1) = sup{bo(E,m) 1 |z — € + ly —n1? < (e)?}, (2,y) € R?, ¢ Z&U.
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[
[V

Un analisis detallado de esta {ormula (véase la Figura adjunta) permite
obtener la representacion

[1 — dist ((:Ir,y),fl(it))] st (w,y) &€ Q1)

+
e,y 1) =1 1 si (w,y) € Q1)
I + dist ((:z:,y), ]R.z\fl(l,)) si (x,y) € Q1)
para t > 0, por lo que la regidn quemada e el mmstante ¢ es
O(t) = {(z,y) € R*: (u,y,t) > 1},

mientras que ¢l frente de le llama queda caracterizado por

() = {(x,y) € R* ¢ (a,y,t) =1}

B {x)
¢l

Figura 3.3: Dominio de definicion de ¢ (x, y. ).
Nétese que o preserva la caracterizacion {(3.10) para ¢ > () pues
Wiz, y,t) = 1< (u,y) € 00(1).
Puesto que

Pz, y, 0) > plz,y,0) si (v,y) € Q
h(,y,0) = ple,y,0) s (r,y) € I

la propiedad del cono de dependencia para el caso particular Q{0) = B, (0,0}

(ver ¢l Capltulo 6) permite afirmar

hla,y, b)) > (e, y,t) st (2,y) € Bayu(0,0)
oy, t) = wle,y,t) 51 (2,y) € 0By (0,0).



Consecuentemente, la relacion :
i
|

Pz, y, 1) = @(z,y,t) en Q) & Pz, y,l) =p(z,y,1)=1 en E?S'Z(t);
|

expresa la caracterizacion del frente de la llama

(1) = dQ(t) = IBoyar(0,0).







Parte 11

La ecuacién sin perturbar.
Fenémeno de explosion en
tiempo finito.






Capitulo 4

Propiedades intrinsecas..

En este Capitilo pretendemos profundizar en el estudio de las propiedades
intrinsecas de las soluciones de viscosidad de la ecuacion

w, = H(Vu} en RYx]0,T[ (0 <T < +o0)

. N y . . .
siendo H : [R™ — IR una funcién continua que denominaremos, comg es
habitual, hamiltoniano.

4.1 Soluciones de similaridad.
Comenzamos abordando un tipo especial de soluciones de la ecuacion
we = R|Vu™ en RY x Re (4.1)

para m > | y R > 0 dados. Tratemos, primeramente, el caso m > 1. Si u es
nna solucion de (4.1) entonces, mediante cdleulos inmediatos, se comprueha
que la funcidn

wy(z,t) = /\fn_——mlu()\w, At)

verifica también la ecuacidn (4.1) para todo A > 0y b € IR. Asi, las soluciones
autosimilares son funciones que vienen determinadas por la relacion

u(x,t) = )\%u()\w, A,

27
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por lo que la ecuacidon de sunilaridad se obtiene sin mas que diferenciar con
respecto a A v particularizar en A = 1, llegandose a

b—m :
blu; + ¢ - Vu+ w="0 en RN x R,.
m — 1
51 la resolvemos por el clasico método de las caracteristicas (véase el Apéndice
A) obtenemos
m—=4

u(we®, 1) = uw, thew=—1", (w,0) € RY x Ry, s> 0.

Por tanto,

m—b T N
u(;[:jt) = fblm=1)y _171 , ((E,t) c IR x Ry

L b

por lo que para f(n) = u(n, 1) se tiene

m{1—b b—m 1
o — m_ W) [ — s ym
uy — R|Vul (b(m — 1)f(n) + o Vi) + RIVE(y)] )

x ) o , .

donde 9 = — es la variable de similaridad. Consecuentemente, el perfil de la
0

stmelaridad viene dado por

b—m

£(n) + 1 - VE() + RO|VE()|™ =0, n € RN,

m —

Para simplificar, fijamos nuestra atencion en soluciones clasicas no constantes
con simetria esférica

£(n) = f{In)
cuya existencia requiere, obviamente, la condicién f/(0) = 0. Para ellas, la
ecnacion del perlil se reduce a una EDO de tipo Lagrange:

b—
- _n‘f SO+ MO+ RISE™ =0, £ > 0. (4.2)

Considerando, en primer lugar, funciones decrecientes, distinguimos dos ca-

505

l. s1 b= m se tiene

£ = R (—f/(&)"". (4.3)
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249

|
|
|

. . . . .
2. 51 b # m argumentando con la variable { = f'(£) obtenemos que ésta

verifica la ecuacion

b—1 C+ (g — R.mb(—omnl)

m — |

¢
;E-—O

4.4)

i
!

1

De esta forma, si b = 1 la ecuacién (4.4) coincide, exactamente, con

(4.3); en otro caso, es equivalente a

d¢ _fm—11 m{m — 1) w2
;lﬁg:(—l—bZ)ng_i—E R'b( C)

que adimite la solucién

€= Rm(~f(&)" .

En ambos casos, se llega a

re=-(m)"

|
t
|
3

i
i
i
i
i

por lo que f'(0) = 0 es, como ya habiamos adelantado, una condicién nege-

saria. Por otra parte, f(0) = fy nos permite escribir

1

f(f)=fu—(m—i)( & )__]

Rm™

Finalmente, nétese que la relacion (4.2) determina

foZ{U 51 b#m

arbitrario si b= m.
Podemos asi enunciar el sigiuiente resultado:

Teorema 4.1
Sim>1yo e R, la funcidn

1
e [TV m—1
w(z,t;m,R,0)=0—(m—1) (Rl.blmf)
m't

es una solucion cldsica {no constante) de similaridad! de la ecuacion

u, = R|Vu|™ en RN x R;. ¢

'Hay que tomar b = m pues en otro caso no obtenemos soluciones autosimilares.
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Observacién 4.2
Si repetimos los razonamientos anteriores con vistas a encontrar soln-
ciones no decrecientes de (4.2) Hlegamos a

€= —Rm (/' (N,

de donde

0<f(6) <0, 6>0

y ¢l hecho f(0) = fo conducen a f = fy, lo que muestra la inexistencia de

tal fipo de soluciones. g

Observacion 4.3
|. Claramente

w(t)=ea, 1 >0y ltg% wlw, i) = —oo, & #0.

2. La funcion
Wz, t;m, R, o) = —w(z,t;m, R, a), (z,1) € RY x IRy
es una solucion de
o+ RIVe™ =0 en RN x IRy
verificando

W{0.8)=—o, t>0 y limW(x 1) = +oo, x#0.

{0
3. Dado T > 0, la funciéu
Vie,tym, R0, T) = —w(e, T — L;m, R, o), (z,t) € RN ], 1 (4.6)
es también nna solucién de
w, = R|Vu|™ en IRNx]0,T],
ahora con las propiedades
Vo, t;mR,0,T)= -0, 0 <t <T

}7
tlin% Vie,t;m, R0, T) =400, 2 #0. g
_}



4.1. SOLUCIONES DE SIMILARIDAD. 31

|
1
!
Las soluciones de similaridad van a tener, para nosotros, una especial im-

portancia en el estudio del comportamiento asintético t — 400, No ol»st«mte
determinan otras propiedades interesantes, como:

i

Teorema 4.4 (Comparacién local) |

Seca w(r,t): Ry x Ry — Ry una funcidn tal que |
we(r ) >0 g we(rt) <0, (rt) € Ry x Ry, (3:17)
Ei](]) w(r,t}) = o0, r >0, (Z‘lh)
1111{1 w(t, ") = +oo pare alpin £ >0 (éll(!)

‘,_} ‘?

y - |
-—w,( ) <T (W,(T f)), (Tt‘) S [R,+ X IR,+ (4:1”)

donde T : Ry — IR, es una funcidn continua verificando ‘
TOr) > AT (), >0, A > 1. (41

Siue LZA(RNX]0, T[) con T < 4oo resuelve '

> T (|Vul) en RNx]0, T,
centonces
w(,t) > gz, t) > u (0,07} — w(|z|, 1), (z,1) € RNx]0, T

siendo l
w(0.07) = liminf u.(4 ‘
0:07) = ik s °)
Demostracidn.
Para t €]0, T fijo, la idea consiste en construir una modificacion w, d(% w
tal que '
wa(o,6) 2 0 (0,0%) = wy(J], ), @ € By () |
y ‘
w, =w en [0,pu] x{t}
para o > 0 sufictentemente grande. De esta forma, los valores de p y t,‘ al
ser arbitrarios, concluyen el resultado. }
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Por definicion, existe e €]0, min {1, t}{ tal que
0, (0,07) < wla,t), 2 € BU), 0 <t <e.
Consideremos los conjuntos

R = Bu-{-ﬁ(“) x }EPE’T[

R = (9B, (0) X e, 7) U (B (0) x 7)) con 7 €]t 17,

1
T
R
t R [
£
|
—U- -1 -£ £ I o X

Figura 4.1: Conjuntos R y R,,.
Como w. € SCZ(IRNx]0, T[) existe, por tauto, A = i‘rlylf w.. De esta forma,
(49
podemos considerar
B, 1) = . (0,0%) — o(w(|x|, 1)), (=,1) € RY x R4

siendo ¢ € C'({0, +o0[) una funcién con las siguientes propiedades:

L. o'(r) > 1,

2. lim or) = 4oo,
r—+o0

3. 0(r) =7rs10<r <w(p,t)

4. 0(r) 2 [u<(0,01) = Al sivr > w(p+a,7).



1
1
!

;
|
|
)
i
|

4.1, SOLUCIONES DE SIMILARIDAD. :_}3
i
S

|

Noétese que si denotamos por x(+) = (w(-, 7)) y elegimos o = x{(w(y, t)), se
signe la compatibilidad de las hipdtesis, ya que al ser w, > 0 se tiene

|
w(p, t) = wle,7) <w(p+o,7). J

n ged g o . . . [ s ~H ] i

an primer lugar, por construceidn, para (z,1) € ¢ se verifice

En primer lugar, por construccion, para (z,t) € 0B, 4,(0)x]e", 7[ se v rifica
t

P, t) = u0,01) — o{w(p + o,1)).

|
t
Como wy < 0 para 1 < 7 y p es creciente entonces !
‘r
I

Mz, 1) < we(0,07) — o(w(pe +0,7)) <A < uu(z,t). (4.12)
i
Por otro lado, la no negatividad de p hace que '

B, e%) = ua(0,0%) = o(w(lz], %)) < wa(0,0%) < wifz,e¥), @ € Bo(0). |

f

|

Ademas, si « € B.(0) se obtiene? J
i

Pz, e") = w(0,01) — p(w(|z], %)) < u(0,0%) — p(w(e, ")), Jﬁ

por lo que li]& w(e, ") = +oo para € suficientemente pequerio lleva a :
1 {0,07) — A < p(w(e,e™), e < \r
Y, consecuentemente, a l
|

d(z,6%) < A < ua(z,e%), @ € Byo(0). (4,1‘13)
[
|

Por otra parte, como ¢ es diferenciable en (IRN\{0}) x Ry con

(e, ) = —p'(w( ||, D (|2], 1), (2.1) € RN x Ry !
: . f
Ve, t) = —o'(w(|z], ))w. (], f,)|%|, r#0, t>0, |

la propiedad o’ > 1 hace que

T{IVel) =T (e (w(lz], (I, 1)) = o'(w(l=], )T (wr(l], 1))

bl 3 -
“Téngase en caenta que wp > 0, || > 2 y o es crecienle,
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> =o' (w(lel, ) )wllx], 1) = ¢, t), (x,t) € (RM\{0}) x R,

Puesto que

DY(0,8) =0, t >0

se tiene asi que

b < T (V) en RY x Ry
en el sentido de la viscosidad. Denotando por
(2, 1) = d(w, b) — &t

veaos que el minimo (y, $) de w. — ¢ en By, (0) x [£7, 7] no se alcanza en
B, (0)x]e", 7]. En efecto, en caso coutrario, la designaldad

(e = &%) (2, 1) 2 (w — °)(y, 8), (2.1) € Bugo(0) x [¢7, 7]
con (1, 5) € Buio(0)x]e®, 7] conduce a
o (w,t) —wdly,s) 2 Vo (y,s) - (w —y) + 5y, )1 —s5) + ollz —y| + 11 — 5]),

lego
(V4. 5), 65y, 5)) € D™y, ),

deriviandose la contradiccion
0< @5y, s) =T (Ve (y,5)]) € —¢ < 0.
Por tanto, a partir de (4.12) y (4.13) se deduce
(. — B)(y,5) 20
por lo que
(. — ), ) + et > (u. — )y, s)+es 2 es 2 0

es decir,
b, t) — et < udlx,t), (2,1) € By (0) % [€7, 7]

i

de donde se sigue el resultado. g
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Observacion 4.5
St w(-—y, - —to;m, R, 0) es la solucion de similaridad dada en (4.5) relativa

a la ecuacion

w, = R|Vu|™ en RNx0,T], !

entonces es claro que las funciones [
!

w(lw|, ) = wlz —y, b — to;m, R,0), (z,1) € RY x]to, T| |

|

y |
T(r)=Re™, r >0 |

satisfacen las hipétesis del Teorema 4.4. Puesto que '
i

wol t5) = liminf w(y.t) > liminf w.(y.t) = w.(z. t ?

(erta) = fimiuly ualy:t) 2 Hinol ey, £) = el o), i

se sigie |
| — g™ m-l i

,U,*(.‘!:,t) 2 U*(y,tf_r) - (I'I] - 1) (m ?

|:‘E_U|In m—1 {

> uy,to) —(m—1) | 7/———— . '

= U (yﬁ 0) (n] ) (I‘{n]]n(.t _ t[‘))) o ‘

!

A continuacion, estudiamos el caso m = | que conduce a la ccuacion :

uy = R|Vu| en RN x IR, (4.14)
|
!
para la que las soluciones autosimilares vienen ahora dadas por l
ws (e, 1) = A Pu(Aa, At) !

para todo A > 0y b € IR, supuesto que u es también una solncidn de (4.14).
Para obtener la ecuacion de similaridad, argumentamos como antes sobr? la

w(z,t) = APu(Az, At) (4.415)

igualdad

para llegar a .
tug+w-Vu—bu=0 en RY xRy, |
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Utilizando de nuevo el método de las caracteristicas obtenemaos
w(ze® te®) = ulz. t)e™, (2,t) € RN x IRy, s> 0.
Por tanto,
(e, b) = (' (—;- 1) (e, ) € RY x R
e esta forma, si f(n) = u(y, 1), se tiene
wy — R|Vu| = 7 (0f () — 1 - VE(y) = R|VE()])

. L . & . . . .
para la varieble de similaridad n = L por lo que el perfil de similaridad viene

dado por

bE(n) — - VE(y) — RIVE())| =0, 5 € RN,
Busquemos soluciones clasicas de la forma
£(i) = f(ln]) (4.16)
que llevan a resolver ¢l problema de Cauchy

bF(E) — ES'(€) —~ RIf(E) =0, £>0 ]
{ FO) = Jo. (4.17)

Obviamente,
L.sib=0= f(&) = fu.
2. 81 b 0 distinguimos a su vez dos casos:
{(a) f' > 0 para el que (4.17) toma la forma®

{ bF(E) = (E+R)F(E), €>0
FO)=Ju

cuya solucion es

. &
f(&) = fo (1 +r£{) L E>0 (bfy = 0).

NGtese que bf(£) >0, £ > 0.
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|
|
|
(b) f' <0 en cuyo caso el problema (4.17) es® :
{ bi(E) = (6~ R)'(€), 0<E<R

/(0) = Jo 1\

|

!

!

cuya solucion viene dada por

b
fl&)=ro (1—%) ,0<E<SR (bfy = 0).

Nétese que, en ambos casos,

” bfo
7o) = "

por lo que sélo podremos encontrar soliuciones clisicas en (H{N\{O}) X Il;{.k.
"
. , . PTI @ "
Teniendo en cuenta que aqui la variable de similaridad es n = T a partir
de la relacién (4.16), podemos enunciar el signiente resultado:

Teorema 4.6

|
\
;
|
. . . . !
Para b,o > 0 arbitrarios, las funciones continuas

wy(z, R, b, 0) = (Rt + |2|)?, (x,t) € RN x Ry !
o

R+ [}

son soluciones de viscosidad de la ecuacion

|

wy(x, ;R b,0) = — (z,1) € RN x IR, i
|

|

u = R|Vuf en IRY x Ry.

Demostracién.
Claramente se verifica

(w01)e(2, 1) = Rbo (Rt + |2|)2,  (x,1) € RN x R,
Vi (w,t) = bo(RE + ||}~ i x#0, >0

]

4De nuevo, bf(€) >0, £ > 0.
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‘\,u'
Rbo

(Rt + 1:1:1)")'5‘1 k
ber &

(RE+ [P o]

(wy) (e, ) = (x,t) € RY x IR,

Viwy(a, t) = x# 0, 1>

par lo que

(wi)e = R|Vy|, w# 0, £ >0 (2= 1,2).

Comao

DT (0,2) = DTy (0,4) = 0, £ > 0,

se vertfica que w;, + = 1,2, es solucion de viscosidad de
(i) < R|Vw] en IR” < Ry
Por otro lado, como

D7un(0,1) = { (bo(RE)TE, Rbo (R)) el <1}, >0

_ b Rbo _
D™ wy(0,1) = {((R,t)b"'l £, (H,l,)'!""l) CE < l}, >

se verifica
pa — Rlpr| = Rba(R) 7M1 — [€]) > 0, (p1.p2) € Do, (0,1)

)f
Rbo ‘ -
p: = Rlp| = W(l = 1&1) 20, (pr,p2) € DTaea(0,1)
dado que |€] < 1, lo que permite concluir la prueba. g
La demostracion anterior utiliza un sencillo resultado téenico de gran
utilidad. Supongamos que
ulz) = J(Jz]), = € R

con f € C'(R). Entonces se verifica

|t}

w(y) —wl(z) = f(ly]) — fQU]) = Uz (v — 2) + olly — z|)

L%

S
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por lo que

Dtu(z) = D™u(z) = Vu(z) = f'(|z|)-'-;‘; 240

Veamos a continuacion lo que ocurre en el punto z =

Lema 4.7
Sea u(z) = f(|z]), z € R M con f'(0) € R. Entonces:

1. f(0) = 0= Dtu(0) = D™u(0) = {0}.
J'(0) > 0= DFu(0} =0 y D7u(0) = [-£/(0), f(0)].
3. 0{0) < 0= DT(0) = ['(0), = fF(0)] y D™u(0) = 0.

Demostracion.
Basta tener en cuenta las relaciones

w(y) —u(0) = f{yl) = £(0) = f(0}y| + o(ly])

lyl = p-y+o(lyl), Ipj <1
asi como la no existencia de elementos p € IRM verificando
lyl <p-y+o(lyl) o

Observacion 4.8
Notese que st b, 0 > 0, las funciones

2 — e s |
wa(, 5 R, b, 0) 3{ g(H,t ) 5? o] < R

lz| > Rt
¥y
o— -
wex, R, 0,0) = _m si o] < Rt
o0 si || > Re

o - N N . . . . fs I I - .
son soluciones generalizadas pero no de viscosidad”® de la ecuacion

u, = R|Vu| en RN x Ry.

?De hecho, no son sub i supersoluciones de viscosidad.

139
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En electo, s1 0 < || < Rt se verifica
(104):(, 1) = Rba (Rt — |x[)*~!

Viws(x,t) = =bo(Rt — |:t;l)b_l|—%'-|
x

Rbo

(wa)e(ie, 1) = (Rt = [+
{)()' &

Vi, b) = = T T

mientras que

(Vwi(w, t), (w)e(e, )y =0 si || > Ry

por lo que

(i) = R| V), O <je|# Rt (¢ =3,4).

Por la analogia que presentan ambas funciones mostramos, con detalle, el
resultado para wy(x, 1), Ante todo, la propiedad

104 (:r:, |—PL{|) = —o00, = # U

hace gue

mientras que

D7 (0,8) =@, £ >0

por lo que, obviamente, no se puede verificar la designaldad
po— Rlpi| >0, (py,p2) € RN x IR.
Se sigue, por tanto, que wa(x, t) no puede ser solucidn de viscosidad de
u; > R|Vu] en RY x IR,

Por otra parte, la caracterizacion

. . b Rb .
Doy (0,1) = {((R.t;’“ £, (Rt)::") D e < 1} L >0




|
|
4.1. SOLUCIONES DE SIMILARIDAD. i4|

|

muestra R {
bo

Ry ) >0, el < |

por lo que wy(x,t) tampoco es solucidn de viscosidad de l

we < R|Vu| en RN x R, 4

. ’ - 3 t
En el razonamiento para ws (véanse las figuras adjuntas) basta tener en
cuenta que para z 0y b > |

oo (Y [ (0,0), b1
DT, (..‘c, R)_{m, b= 1 .

D™ w L'|—Ll = (0,0), b>1 |
AR T o6 R €] <Y, D=1 t

awRn"

0

ixl Ixl
R |

Figura 4.2: Funcidén ws para b > 1.

mientras que si 0 < b < 1

€ _ x _ )
Dty (:L', lR—I) =0 v D w; (.’L’, %) = RN x IR_. |

Por otro lado, para ¢t > 0, r
D7wy(0,6) =@ y DFws(0,8) = {(—bo(f{t)b_lf, R,!)O’(R,f,)b_l) A l}i;
asi, si (p1,p2) € DYy (0, t), entonces

pz — Rlpi| = Rbo (R (L = 1) > 0 si |€] < 1. g ;
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(‘T(Ri_}h

0 Ixl

=

7C||

Figura 4.3: Funcidn wy para 0 < b < [,

Obsérvacién 4.9
Por otro lado si b, 0 > 0 para cada 7 > 0 la funcion

o
g ; - st |e] < R(r —¢
V(e R b,0,7) =< (R(r — 1) — |z])? si Ja| < R( )

+co si|uf 2> R{(r—1)

es una funcion semicontinua que verifica
V(. R, b,0,7) € CH{Cr(0, P\{0}x]0,7[))
siendo
Cr(0,7) = {(x, 1) € RN x Ry : fuf < R(r — 1)} °

Ademas, V es solucion generalizada de

V, = R|VV] en Cy(0,7)
v solucién de viscosidad de

Vi > R|VV] en RN x R4,
En electo, como

Rbe
(R(7 — 1) = l&])t+!

bor &
VV(x,t) = (R(7 = ) — || )P+ m

Vi, 1) =

SObsérvese que Ve, L; R, b, 0, 7) = —wg{w, m— t; R, b, 7).
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si0<|e[<R{r=1)y
(VV(x,1), Vi(z,t)) = (0,0) si |z| > R(r — )

entonces

Vi=RIVV], 0<]ul# R(r —1).

Ademads, como

DTV, ) =0, 0<t<T

her Rbo

| |
DV(0,1) = {((R_(T_t))wg, (R(T_t))w) L e < 1}, 0<t<r,

se verifica

Rbo

TCEnEASE

lo ¢que miplica

pe— Rlp| 20, (p1,p2) € DTV(0,0).

Por otra parte, la propiedad

Rr — |«
v (::;,—I-R—M) = 400, 0 < |z| L R7

determing, _
DY (:1:, H—TI;—M) = RN x R, 0 < [z] < Rr,
con lo que V no puede ser solucidn de viscosidad de
wg < R|Vu| en RN x Ry,
No obstante, la relaciéu (4.18) y el hecho que

D™V (:1:, &—f#) =0, 0<|z] <Rr

determinan gue V sea solucién de viscosidad de

w; > R|Vu| en RY xRy, o

(4.
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Observacidén 4.10
Queremos reseiar que se preden encontrar soluciones de viscosidad de la
eciacion

w, = R|Vu| en RY x IR, (4.19)

de la forma

w (e, 1) = f(RE+ |2]) (4.20)
v
wy(x,t) = f(Rt — [z]) {4.21)
donde f € C'(IR) con f' > 0.7 Concretamente,
L. w es solucion de viscosidad de v, = R|Vul.
2.y es solucion de viscosidad de u; > R|Vul.
En efecto, como
()il ) = REREL L), (5,6) € RY x R,
T

Vo (a,t) = ff(Rt+ |e]):—, ##£0, t >0

||
(12)i (. L) = Rf'(Rt — |«]), (x,t) € RN x Ry
Vin(a,t) = — (Rt — |i|)ﬁl x# 0, t>0

se verllica

(wi)y =R|Vw|, v #0, t >0 (:=1,2).

Como ademas

D*w(0,¢) = D7 ws(0,8) =6, + >0
%
D7y (0,0) = DTy (0,4) = {(/(ROERF(RE)) 2 [€] <1}, £ >0 (4.22)
entonees wy es subsolucion y wy supersohicion de

u, = R|Vu| en RN x IR,.

TComo 1wy = R|Vu| > 0 sélo es vilido este caso.
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Ademas, el hecho

RARD(I=[E) =20, [¢] <1
y la caracterizacidn (4.22) muestran que wy es supersolucién de viscosidad

de (4.19). Por otra parte, la relacién

R/ (R)(L— [€]) > 0, [¢f < 1

~

wdica que w; no es subsolucion de viscosidad de dicha ecuacidn.

Finalmente, nétese que las dnices soluciones de similaridad de (4.19) de
la forma (4.20) o (4.21) son aquellas en las que f es positivamente homogér

de grado b, es decir, cuando

——

ea

f(A2) = A2 f(2), 2> 0 para X >0,
pues en tal caso se verifica

A tu(da, M) = u(z, t)

(ver (4.15)). o

1]
i
I

4.2 Propiedades de los conjuntos semidiferen-
ciales. |

Recogemos en esta Seccion algunas propiedades de los conjuntos semidife-
renciales de una funcién f: O — R, donde O es un conjunto abierto de RM

con M > 1. ’
t

se incluyen aportaciones personales, en forma de resultados o de de-
|

mostraciones directas, que son de gran utilidad en la lectura de esta Memoria.

Comenzamos recordando la definicién de estos conjuntos:

Definicién 4.11
Sea 2z, € (. !

DY f(zo) = {pe BM: f(2) < flz0) +p-(2—2) +o(lz — z|)} ,
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es el conjunto superdifercncial de [ en zy y
D™ f(z0) = {p € RM: f(2) > fz0) + p- (= = 20) + of|z — 20])}

es ¢l conjunto subdiferencial de [ en zp. En ambos casos, 7 denota ¢l pro-
ducto escalar enclideo y con la notacion i(z) = o(|z — zy]) indicamos, como
es habitual, que

h(z)

lim ——— =10,
=i |z — zp)

Observacidén 4.12

Como se sigue inmediatamente, D* f(z)) son conjuntos cerrados y con-
vexos. Ademas, cuando la funcion [ es diferenciable en el punto z, se tiene,
obviamente,

[)+_/'(z.}) = Dm./'(zu) = {v./-(lo)}-

El resultado reciproco se muestra en la Proposicidn 4.25. Nétese que, ademas,
se verifica

D*f(z20) = =DF(=f(20))- @
Sea [ OCIRM s Rype DT f(zy). Entonces por definicién se verifica
f(:) S f(Z()) + P (Z - Z(]) + ()(|Z — ”’UD‘ (4.3‘;)

Obviamente
(2 < flzo) +p-{(z—20) + (I>+(_3)

siendo

O (2) = [[(2) = flz0) = p- (2 — 2]y, 2 €O (4.24)

{donde »y = max{r,0}) una funcién con las propiedades
Oz} >0, dH(z) =0 v VOT(z) =0,
va que la refacion (4.23) determina

0 @F(2) = (20} = [f{2} = J(z0) —p- (2 = 20)l; £ [o(lz — 2],

Podemos asi enunciar el signiente resultado:
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Proposicién 4.13 |

Con las notaciones anteriores, si cxiste 6 > 0 tal que !

O (z) >0, z € Bs(z0)\ {20} l

entonces la funcion [ ecs diferenciable en zy y, ademds, p = V f(zp).

Demostracion.

Basta tener en cnenta que

0 < f(2) = f(z0) = p (2 — 20) = ®¥(2), 2 € Bs(z0)\{20}

de donde

= lim a

i 1y

L) = S = p (o= ) P(e) = 0t () _
— i —0,

z = Zu|

Observacién 4.14
Andlogamente, si p € D™ f(z,) entonces, a partir de la funcién

D (5) = [(2) = flz0) = p- (= 20)], # €0 (r_ = min{r,0}) |
se verifica que si existe & > 0 tal que

7 (z) < 0, z € Bs(z0)\{z0} !
|

entonces la funcién f es diferenciable en zy y p = Vf(z). o '

Definicién 4.15 }
Sea f € ﬁA(O) |
L. f"(z) = imsup { f(y) : |z—y| < r}, 2 € O, es la envuelta semicontinua

. r—0
superior de f.

]
i
l
2. fo(z) =lim i{}lf {fly): |z—y| <}, 2 € O, es la envuella semimnl,igz’tm
r— ’
inferior de [, 1

'

|
|
|
;

.i
|
I
;
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Observacion 4.16

I. La definicidén de envueltas semicontinuas de una funcidn f solo tiene
sentido para funciones localmente acotadas, para las que se verilica

flz) £ f(=) < [(2), z€ O.

Ademas, de la propia definicidn, se da la ignaldad

J{zy==(-1)(z), z € O.

b

Sea zy € @, Claramente,

[ oes ses en zy e flz0) = [M{z0)

[ oes sl en zp e f(z) = fulz).

3. La envuelta semicontinua superior (resp. inferior} de [ en zy € O
también se puede definir como la menor (resp. mayor) funcién s.c.s.
(resp. s.c.2.) que mayora {resp. minora) a f en las proximidades de z,.

En efecto, s1 g € SCS(Bj(2p)) con & > 0 verifica
f(2) < g(z), = € Bs(zy),
tomando envueltas superiores se tiene
J(z2) £ 17(2) £ 07(2) = g(2), = € Bs(zn).

4. 81 f"(z0) = f(z0) entonces D f*(zy) = DT f(z). En efecto, por un
lado, la desigualdad
J) < F() < S Go) b p (5 — )+ ol = =l
= f(z0) +p-(z— 20) + o(|z - zal), p € D f*(z0)
determina
D f(z0) C DY f(z0).

Por otra parte; si p € DT f(zy), se verifica

F(z) S f(z0) +p (2= 20) + o(lz = 2])
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= [(z0) + 7 (2~ ) + 02 f

donde ¢*(z) viene dada en (4.24); como &% es continua en un entorno
de z, entonces, tomando envueltas superiores en la desigualdad anterior
obtenemos !

F) <z} +p (2= 20) + 2F(2), |2 — 2 <
de donde se concluye que p € DY f(zp).
5. De forma andloga se muestra que si fu(zo) = f{(20) entonces

|
D™ fu() = D™ [(z0). ;

|
I
;
l
i
6. Si la funcidén f alcanza un maximo (resp. minimo) local en z, ('—,i )
entonces f es s.c.s. (resp. s.c.i.) en zg, pues basta observar
t
|

f(z0) < [*(20) = limsup f(z) < f(20). ©

T=rzq l

|

Un primer resultado es el siguiente: g
Proposicién 4.17

DY f(z0) 0 = [ es s.c.s. en ol punto zg. :

Demostracion.
Por definicién

para algin p € RM™, de donde

I (z0) = limsup f(z) < f(20) < f(20). o

A2y

Observacién 4.18

I. A la vista del resultado anterior, parece conveniente requerir la semmi-
continuidad superior al argumentar con las superdiferenciales. |
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2. Analogamente, se muestra
D™ f(z) 0= [ es s.cd. en zo

3. Existen funciones que no son s.c.s. ni s.c.i. en algunos puntos. Asi por
gjemplo

1
fla) = sen (m) ;e # 0 con £e[—1,1]

es una funcién que verifica

f0)=—1y fr(0)=1
por lo que
F0) < FO)Y < f5(1) st — 1< b<]

lo que, en estos casos, implica
DTFOY=DTf0)=0. o

Una caracterizacion de los elementos de las snb y superdiferenciales viene
dada en el signiente resultado que puede encontrarse en [Cr-Li3] y [Cr-Ev-Lij
(véase también la demostracion de la Proposicién 4.57).

Lema 4.19
St f e SCS(O) (resp. [ € SCI(QO)), 20 € O ype IR-M, sefiene

p € DY f(z0) (resp. pe D flz)) & 3P C{O) lal que Vd{zy)=p y

[ — @ tiene un mdrimo (resp. minimo) local en z,. g

Respecto a las ‘reglas clasicas’ de la derivacion de un producto y la regla

de la cadena, se tienen las signientes propiedades mas generales:

Teorema 4.20 (Regla del producto)
Sca [ €C(0), g€ CHO), g €O yd >0 tal que B = Bg(z) C O.



|

I
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[. Sig(z) >0, z€ Byp e DVf(z) (resp. g(z) <0, 2 € By piE
D™ f(z0 )) n!omec. l

9(z0)p+ J(20)Vg(z0) € D¥(fg)(z0). ;
|

2. 5 g(z) 20, 2€ B yp € D™ f(z) (resp. g(z) <0, 2z € B ypl€
DY f(29)) entonces ;

g(z0)p + f(20)Vg(ze) € D™(fg)(z0).

Demostracion.
Mostremos la primera afirmacion. Sea p € DV f(z) v g(2) > 0, 2 € B.
Por definicion de conjunto superdiferencial se tiene

{f@)<f@)+p%zw%%+dk*Z$
0 < g(2) = glz0) + Vglz0) - (2 — ) + ol | — za).

El resultado se sigue de la desigualdad
(Falz) € (fa)(z0) + [9(z0)p + f(20)Vg(z0)] (2 — 2} + o]z — 2]). ©

Observacion 4.21
El lema anterior sigue siendo valido si [ € C(O), g € CY(O) v 2 € O

con g{zo) > 0 (resp. g(z0) < 0). o

Una clara extension de la anterior propiedad es:

Proposicién 4.22
Sean f,g € C(O), 20 € O y § > 0 tal que B = By(z) C O. i

St f(2),9(2) >0, e B ypeDtflz), g€ DTg(z) ( f(z),q(zjf
0, z€ B yp e D flz0), ¢ € D g(z)) entonces |
9{zo)p + (20} € DT (f9)(20). |
|

0<

2.5 f(2) 20> ¢9(2), ze Bype DY f(z), ¢ € D g(z0) (0 f(2) < (
g(z), z€ B yp e D™ f(z), ¢ € DTy(z)) entonces i

gze)p+ flz)g € D™ (faH =) o i
|
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Observacidn 4.23
Notese que cuando [y g son diferenciables en z, € O, las relacio-
nes anteriores conducen a la conocida regla de Leibnilz para diferenciar nu

producto. g

Teorema 4.24 (Regla de la cadena)
Sean f:OCRM S RY, M\N> 1, g: Qs ReonQ C SO yzo € O,

1. 5 [ es diferenciable en zy entonees
D%/ (20)) M () © D o f)(z0)
donde J(z0) denota la matriz jacobiana de [ en 2.
2. 5N =1 yyg es difereneciable ¢ con ¢'(y) > 0, y € Q, e verifica

(o' ((z0)IDF [ (20) € D*(g 0 f)(z0)-

Demeostracién.
Dado p € D*g{ f{z0}) veamos que pJy(z0) € D (go F)(z0). Enefecto, por
definicion de conjunto superdiferencial, se tiene

9(y) < g(f(=0)) +p- (g — S(z0)) + olly — f(20)]), v € Q.
Por hipdlesis, dado y € 2 existe z € O tal que f(2) = y.
Por otra parte, como [ es diferenciable en el punto z, se veritica
g = Jla) = 1(z) = f(z0) = Sy (z0)(z = 20) + of]z — z])

-y

o(ly = J(z0)]) = o(]z — =),

ya que

it M — lim O(l'U b ”L’n”) I’U — I(;’nn
. T a2z |y — f(z0)] |z — =]

= (”-/f(:[)), = (L

Consecuentemente,

(o N(z)=gly) < g(f(z0)) +p- (v — [{z0)) + olly — f(za)))
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= o(J () + pIy(z0) (2 = 20) + o(lz = =)

de donde se sigue el resultado. }
!

Para mostrar el segundo apartado, sea p € D7 f{z). Entonces, por tleh-

nicion,

J(z) < F(z0) +p- (2 = 20} + o]z — 20l).

De nuevo, utilizando el heclhio que g es diferenciable, obtenemos

(&) = g(n) + g’ (N =n) +o(lE —nl), E,n N ?

que, para las elecciones & = f(2) vy 7= f(z0) se convierte en

9(f(20)) = 9(f(20)) + ' (f(2))(J(2) = f(20)) + ([ f(2) —

Unlmftu:lo las designaldades anteriores y la hipdtesis ¢ > 0, concluimos

A continuacidon veamos otras propiedades de interés de los conjuntos sub

y superdiferenciales.

.
-
|
9 G0)) 2 9 Ga) o+ dU ) (2 = z0) ollz = l). o |
!
|
)

Proposicién 4.25
Sea O CIRM, fe LA(O) yzo€ O. S I

D¥f(z0) #0 y D™ f(z0) # 0
simullaneammente entonces
DF f(20) N D™ f(20) = {V f(20)}.
Consccuentemente, f cs diferenciable en 2y y

Vf(z0) = D+f(20) = D7 f(2).

Demostracién.
Aunte todo, la existencia de

et f(z) v pT e DT f(z)
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hace que la funcion [ sea, simultaneamente, semicoutinua superior ¢ infe-
riormente y, por tanto, continna en zy (véase la Proposicion 4.17). Por otra
parte, a partir de su propia definicion se tiene

(Y — 2} — pF (o — = N N
lim sup J(2) HHU) P (2= =) <0< ]i[ninf'f(w) flz0) —p~ - (2 ~“)’
ErEg [ — =g e = — o

es decir

(p~ —pt)- (2 — =)

Hm sup — < 0.
sz |2 — Zo]
En particular, siendo zg = (21, ..., 2M), consideramos

s=(zb AL 1< <M A eR

por lo que la propiedad anterior muestra
o A .
(p7 — p7 ) limsup— <0, 1 </ <M
A=0D i I

de donde se concluye
pr=pl 1SS

sin mMds que tomar la convergencia anterior para valores positivos de A y luego
para valores negativos. g

Proposicion 4.26
Sea f:]a,b[C R — R wna funcion s.e.i. en xg €ja, bl. Enlonces:

D™ flao) £ 0 & D™ o) = {p € R [(w7) <p < [d))}

donde f W) — )
" o Hee+ ) — fle
[(#8) = flli:g!]]"" : h -
Y
f(.’fl(]) - f("l}{] —_ ].!)

fle)= I === ——

Ndlese que, por tanto, st D7 f(we) # 0 entonces

—00 < f'ag) < f'(ad) < Hoo.
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f(x)
T o x

Figura 4.4: Subdiferenciales de f en xo.

Demostracién.

Sea p € D™ f(xo). Si f/(2d) = 400 es obvio que p < f'(xF). En otro (d|HU

por definicién, para @ > xq se verifica

Flefi(@ —xo) + oz — 2o]) = fi) — f(wo) = plz — z0) + o(|z — 2ol).

Dividiendo por @ — 24 y haciendo tender @ — 24 obtenemos p < f'(z8). |
argumento andlogo con puntos x < x¢ determina p > f'(wg). Asi,

D= f(w0) C [f/(a7), £/(ad)]

Para mostrar el otro contenido, sea p € IR tal que f(zy) < p < f/(=F
consideremos el cociente

[ f2) = flo) — ['(23) (= — o)
()_'/(LO)_?"L_’U L — ]
lz — @] 1 (z) = flwo) = f'(wg )z = wa)

e — o

por lo que

litn sup J() = flwo) — plx — wo)

r—zg | — zq

>0

¥y, consecuentemente, p € D7 f{zq). g

|
|

i
1
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Observacién 4.27
Un argumento analogo muestra para nna funeidn f:]a, )[C IR — IR s.c.s.
en zg €)a, b la stgniente equivalencia:

D*flao) £ D D ey ={peR: ['(=) <p< S a5)} o

Corolario 4.28
Sif e, b[C IR = IR es s.evic enoxg €], d] y D7 f(x) os wn conjunto
unitario entonces la funcion [ es diferenciable en @y, Conerctamente,

D™ f(zo) = {p} = p = Vf(x).

Demostracidn.
Supongamos que [ no fuera difereuciable en zg (es decir, f'(xg) < f/(xf))
v derivemos una contradiccion. Por la Proposicidén 4.26 si se tuviera,

¥ — -}
Jeg) <po < pa < ['(xf)
cntonces
pi €D flwg), i =1,2
lo cual contradice el hecho que el conjunto D7 f(2g) sea unitario. g
De foria completamente andloga se muestra:
Corolario 4.29

Sif e, lC R — R es soes. en wg €]a, b y DT f(ay) es wn congunto
unttario entoncees la funcion [ es diferenciable en wg. Concretamente,

DY flag) = {p} = p =V f(x). a

Algunas propiedades conocidas de las funciones diferenciables pueden ex-
tenderse a las semidiferenciales de las funciones continuas, A modo ilustra-
tivo, se ticne:

Teorema 4.30 (Valor medio)
St [ € C[a,b]} entonces al menos cxiste @y €]a, b tal que

L) = ) DF f o) U D™ f (e,

b—ua
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Demostracidn.
Consideremos la Tuncion auxiliar ¢ : [a, 0] — IR dada por

o) = (o) = LO =L

que tiene las propiedades:

g €C([e,0]) v g(a) = fla) = g(b).
Por tanto, existen oy, Zmax € [@, 8] tal que

g(@min) < 9(2) < g(Zmax), = € [a,0].

Pueden presentarse dos posibilidades:

T —a)

LE7

l. @min = Zamax = @ 0 b. En este caso la funcidn ¢ es constante, por lo que

el resultado es obvio.

N

determina

q(:l:) — (](Himax)

lim sup <0=0¢ D+§I(-'U-rm:i)-

T max |.’L‘ - Imax’
Una consecuencia inmediata del resultado anterior es:

Teorema 4.31 (Rolle)

Uno de ellos, p.e. Zpax €)a,bf. En esa situacion, la relacién (4.25)

= A e ————

o i

Sea [ € C([a,b]) tal que f(a) = f(b). Entonces al menos existe g e]atb[
!

tal que
0 DY flzo) WD fla). o

4.2.1 Funclones semiconvexas.

Definicion 4.32

Sea O C [R,M, M>1y felC(O) fessemiconveze en O si para t:n:tdo

§ > 0 existe Cs > 0 tal que la funcidn

z|2

1
N
f(z) + 566
es convexa en todo subconjunto convexo de Oy siendo

Os = {z €0 |z|< %, dist(z, 30) > 5}.
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Observacion 4.33
Ndtese que las signientes afirmaciones son equivalentes:

I. [ es semiconvexa en O.

b

para todo & > 0 existe Cs > 0 tal que

(. j > —Cs en D'{Os)
At

para todo y € RM con = .

N
3. para todo § > 0 existe Cs5 > 0 tal que para todo z € O se verifica

J+8 =2f(=)+ [z =€) > =Csle)?, € € RM.

2] siguiente resultado muestra que el conjunto superdiferencial de una
Mncién semiconvexa en un punto es o bien nnitario {en cuyo caso la funcidn
es diferenciable) o bien igual al vacio.

Proposicién 4.34
Sea f: O C RM S R wna funcién semiconveza en zy € @, finbonces:

pE [)"'f(zU) < p=V[f(z).

Demostracion.
La semiconvexidad de f en zy determina la existencia de una constante
positiva (' tal que

,/‘(3(1 + f) - 2_/'(50) + ./‘(30 - E) = —C flzg f ] TR,M.

Entonces, puesto que para cada p € D¥ f(z) se verifica
Hzo = &) = flzo) < —p -+ o([€]),
se concluye
20+ €} = [(20) 2 J(z0) = f(20 = €) = Cle]*

> p-E4o(|€]) = ClEPP =p- &4 o(€])
de donde p € D™ f(z0). o
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Observacién 4.35

1. A lavista del resultado anterior; si f es semiconvexacn zg € O entonces
se tiene la siguiente alternafivas

0 |
D¥ fz) =4 6 I
D™ f(z0) = {Vf(20)} f
Por otro lado, recuérdese que el teorema de Alezandroff (véase el Apén-

dice B) afirma que toda funcion semiconvexa en O es dos veces dife-
renciable en casi todo punto de O.

v

St f es semiconvexa en zy € O tal que f(zy) = f*(z0) entonces I
semiconvexa en zg. En efecto, para todo § > 0 existe Cs > 0 tal que

€es:

—(_75|E|2 < fzo + E) — 2f(z0) + flz0 — €)
< [z +8) = 2f7(20) + [(20 — £), € € Bs(20).
3. Puesto que f es semiconcava en O si — f es semiconvexa en O, todos los

. . ., |
resultados anteriores pueden ser trasladados a funciones semiconcavas. g
]

4.2.2 m—convolucién de funciones s.c.s.

Junto a los métodos clasicos de regularizacion hasados en micleos integrales,
. . . [
como la convolucion ordinaria, se pueden encoutrar otras formas de aproxi-

mar funciones mediante otras ‘mas regulares’. En particular, motivados|en

parte por la Teoria de Control que estudiaremos en el Capitulo 5, podemos
definir la supconvelucion de funciones localmente superiormente acotadas
mediante Minciones localmente lipschitzianas e, incluso, dos veces diferen-
ciables en casi todo punto. Entre otras peculiaridades (que desarrollaremos
mas adelante) destacamos que esta forma de aproximacion puede extenderse
a [unciones definidas en espacios de Banach de dimension arbitraria que
verifican ciertas propiedades ‘geométricas’ (véanse los comentarios de la Ob-
servacion 4.47). |

Comenzamos definiendo estas funciones aproximantes.
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Definicion 4.36
Sea f € LSA(IRM) con M > 1 verificando

£ = limsup / (i]) € IR (4.26)

|Z|‘—)+O’J Z|lm=1

para algan m > 1. Dado & > 0 para cada € > 0 consideramos la functon

PO 1)) m+
-5( ) . rL Il /"" ql ) l}: € [HM (427)

I e kY
7 o ALY 24 T YT (47 ,_
yEJRM 1 \ &

e denominaremos. en le 2 gigue. | L—sunconvolucion de f. Notese cuie
que denominaretrnos, en o (]l,l(—,‘. Slgll(—_‘,’ el m, ITSUPCOTIUOLHCION ¢ [ alesc que

. . 5 M
S < (=), 2 e IRM
Veamos algunas propiedades de la m, k—supconvolucidn.
Proposicién 4.37

Sea f € LSA(RM), M > 1, verificando (4.26) para algin m > 1. [n-
fonces, para todo k> 0 sc verifica:

m—i
L ffz)elR, e IRM si0<e < (-ﬁ) .

|

st flz) < fl=), =z € RM, entonces Soz0) = [(z0), € > O

3. f(z) <liminf ff(2) < lmsup f5(2) < f*(2), z € BRM. En particular,
e—=0 e—0 '

si f es s.cs. en z € IRM entonces lin& 2y = f(=2).
£—p

m—=1
4. "y [¢ verifican también (4.26) cuando 0 < e < ({7—_'_) :

5.9 f € SCS(IRM) entonces [¢ € SCS(IRM) v, ademds,

lim f*(z) = f(z), z € RM

e—0

6. si f € C{IRM) entonces f5 converge, cuando € — 0, uniformemente «
[ en subconjuntos compactos de IRM.
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Demostracion.
. La condicién (4.26) junto con la acotacion local superior de . f hacen
que dado § > 0 exista Cs > 0 tal que

fly) < (65 4 &)y|== + C5, y € BRM.

Consecuentemente, dado z € IRM, se verifica

1
m m—1
fi(z) & sup !(ﬁ + y|™T + Cs — k (|—"\ (4.28)
velRM | < /
donde, sin pérdida de generalidad, tomamos Cs > f(z). Por otra parte, las
desigualdades

(r4s)* =" <27 s >0 i a> B (4.29)
)I
[yl < |z —y| +12]

conducen a

m

|y] =

S lz—ylm -1 ‘I‘Z'" lJ [m-vl

por lo que

[f(z) < sup {((£+ +6)—

yeRM

gm 1

De esta forma,

0)

lz-[}‘m l+)m 1(£++6| |m 1_|_(_76}
!
k m=1 ‘

oA ml + ml
fo(2) < 2w=T(L7 4 8)jz[=T + C; 510<5<(ﬁ,++5) . 4?

2. Si zg € RM es un maximo global de f, dado e > 0y n € IN ex xikte
Yo = yu(z,e) € M tal que

F(z0) < J7(z0) < flyn) = K (L‘—” | <) e

|
|
|

®n efecto, basta considerar la variable ¢ = — y la funcién
s

f(cr)i(l+rr)“—o"'—2"'l,cr>0 l
que verifica: f(0)=1-2°"1 <0, f'(o) =« [(1 +o)¥ - ] >0 v, hm f(rr) =
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Haciendo tender n -+ +00 obtenemos f*(z9) = [(zg).
3. Sea z € RM y {e,}, > 0 tal que lim &, = 0. Por definicion, para cada
C n—4co

n € IN, existe v, = y,(z,¢e,) € RM verificando

z— m ﬁ |
F(2) < 1o (2) < fly) — k ('—g"—L) o (4.31)

Nuevamente la condicién (4.26) y la acotacion local superior de [ hacen que
exista ¢ > max {/(z),0} tal que

F) < (¢4 1) (ylFT + ¢,y e Y.

De esta forma, de (4.31) se desprende

e U

es decir,

=1
m

|2 =gl < E—T (6 + ) lgal == + € = f(2) +1) : (4.32)

Consecuentemente,

val < |2 =yl + || .
e N e (4.33)
— ()T O =+ 1) | el

<

sea n 3> L de forma que

].: m—1
Ny
217

5y

i)

y consideremos la funcidn

"(");v'—[l/,m'i, C— f(z) + 1\ !
g(r) = \2\ JF—I”T)) B

Lo >0

2

que tiene las siguientes propiedades:
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a) g € CH[0,+a[), g(0) <0y lim g(r) = +oo.

r—4oo ©

b) ¢'(v) > 0, r > (. En efecto, basta tener en cuenta que

\

1 m C _ .f(z) + l I:—' 7‘ml—1
(z( e ) T

*

b

63

De esta forma, los resultados anteriores obtenidos en (4.33) muestran la des-

igualdad
gllwm]) <0, n> 1
O, equivalentemente,

Iyl < g7 (0), n > |

que, junto con la relacién (4.32), hace que se tenga

i
m—1

E'H.

|z = | <

(2 ) (o)™ EJE )

-+

Por tanto,

Iim %, ==
n—+oo Yn

(4.:_"34)

|

pites basta observar que el miembro derecho de la designaldad anterior es el

producto de una sucesion acotada por otra que tiende a cero. De esta forma,

como [ es s.e.s. en el punto z, de la expresion (4.31) se deduce

f(z) <liminf f*(2) < limsup f*(z)

—_ n—3+oo

n—r+oo
1
2 — ™ =T 1 ]
< lim sup J fy,) — k1 ——— + — ¢ <limsup f(y,) =
n—+co l \ En n n—++oo

es decir,

fzy < lminf 5 (z) <limsup f7(2) < ["(2).

oo =400 -
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4. Por definicion, dado & > 0 existe Cs > 0 tal que
f(z) < (Y +8))z]=T + 5, 2 € RM,

Comeo la funcion

m

n(z) = (65 4+ 8)|z|==1 4 5, » € RM

verifican € C (IR.M) entonces, de la propia definicion se sigue

Fz) < afz), 2 € RY,
concluyéndose el resultado. Para f° basta dividir por \31ﬁ y hacer tender
§ = 0 en (4.30}).
5. Véase la Proposicidn 4.76 donde se demuestra un resnltado mas general.
6. Dado ¢ > 0 existe (por (4.34)) ny € IN tal que

[

i € B,(2), 1 > np.

Como f € UC (Eg(z)) , el resultado se sigue de las relaciones

- . Z— i my\ m-—1 l
0 /(=) - [ < fly) = fz) =k (L‘}_|\ 4 -

Th 7 T

. . l
< .f(,t/n) —J(z)+ . > Ny o
Observacidén 4.38
I. La definicién anterior la hemos hecho para ¢ > 0. No obstante, también
tiene sentido considerar £ = () para el que se tiene

J(2) = f(z), = € R

El proceso de regularizacion con € > () tiene el ‘inconveniente’ de que
cuando hacemos tender ¢ — 0 no describimos divectamente el dato
inicial cuando éste no es s.c.s pues, como

J(z) € Ff(2) £ [7(2), = € RY,

haciendo tender ¢ — 0 y tomando envueltas superiores, lo méas que
? ]
podemos afirmar es

(/") (2) = " (2), = € RM.
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!
!

2. La propiedad 2 muestra que la supconvolucion conserva los maximos
glohales. }
3. La relacidn (4.34) junto con

2 — 1™ = 1 ;
() < ) — b ('——i'—) i1 ¢

En n

1 . l
S f(yn) + 7_?' g ]E"(’yn) + ;: n e IN

permiten demostrar que, de hecho, se verifica :
L .
|2 — ynl :o((aﬂ)m) st n— +oo. o

C . i
Proposicion 4.39 -
Si [ es convera en RM, M > 1, entonces la funcidn f¢ es también convera

m—1
para ) < e < ('f;_-l_*) . '

!
Demostracion.
Emplearemos la caracterizacién

nm }Tn_l;_[

fHE) = sup {f(f +y) -k (M) } , £ e RM.
yEIRM €

Por ser f una funcion convexa se verifica |

S+ (L =N +y)=f(ME+y) + (1= +y)

SMEFY+A =N +y), Enye R, 0<a <L
De esta forma, para cada £,y e RM y0 <A < |

FEAE+ (1 = X)) = sup {j()\g+(1 _)‘)7I+y)—k(|;y£l,)m} |

yERM

< sup {Af‘(f o)+ (=S +y) —k (M“‘) _} 1

yeRM
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g }\ S]\ll) {j(,f-|—y)—f.j (l.ﬂrl )'n— }
yERM [

m

(1= A) sup {/\.fmw (%)q} = AFE) + (=N

yeRM

Por tanto, cuando [ es convexa, sus ‘aproximantes’ /€ son también con-
vexas y, por tanto, dos veces diferenciables en casi todo punto de RM (véase
el teorema de Alexzandroff en el Apéndice B).

Veamnos que, esencialmente, ésto es lo que ocurre para una funcidn f

general.

Proposicion 4.40
Sea [ € LSA(RM), M > 1, con la propiedad (4.26). Entonces para todo
m-1
- e RM vy <e< (P_‘i‘) existe nna constante A > 0, dependiente sdlo
de f, de forma que

(‘)2 /'5 A N
()XZ (3) > ﬁgﬁ VX c [R.M con I/\f] _ L

Demostracién.
Fijado z € RM y ¢ > 0 la acotacién local superior de f y la hipotesis
(4.26) determinan, para cada & > 0, la existencia de Cs5 > 0 tal ¢ne

f(y) S+ O)yl== + Cs, y € RY.
Por tanto, por delinicién

fHz) £ up, Ps(y; ) (4.35)
yER

siendo

ps(iz) = (07 + §)|y[FT + C5 — & (E:,L\ :
N

Claramente (- 2) € C(IRM) vy como

hs(y; 2) ~ ((‘”-* +8) - ]—1) |y

gm—1

13}

w1 8l |y = 4o
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m=1
entonces, si tomamos (0 < & < ( ) , se verifica

44

lim  s(y; 2) = —o0. (4.36)

[y]—=+eo

Consecuentemente, (4.35) y (4.36) implican la existencia de §; > 0 tal queisi
(} < § < §y entonces |

. .
y — z|m\ m-T

fe(z)= sup {f(u) —k (u— } , z € RM. I

veBy (2) 1

_ i

Por tanto, dado n € IN existe y, = yu(2,6,k,m, §) € B%(z) tal que ;

!

[ (z) SFHp—* ( :

1 e = . ‘
5 € IN, existira yo € B1(z) y una subsucesién de {y, }», (que
1 _

seguimos denotando {y,}.) tal que |

. |
o = v 4

Como |y,| <

Sea ahora x € IRM con |x] =1 y A > 0. Entonces se verifica !

' ' F& PR { g — 2 — Ay
[z +hy) = 2f5(2) + Fl=thwrs \“yn)—h:\ )

&
I ‘ T 2 / 1
N : Y — 2"y : , Yo — 2z 4 hy my w1
- (2/ (yn) — 2k (/—") + —) + (.f(yn) —k ('"r X ) )
3 7 N .
: T o2 n 21
= = (ly = 2 = AXI#T = 2y — 2777 + [y, — 2 + hx|77T) = =,
em n |

Haciendo fender n — 400 en la expresion anterior se obtiene

!
Iz +hx) = 2f°(2) + [*(z = hx) :
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I3

6!1’]—1

2__

)

{d(h; 90, 2) — 26(0; yo, =) + H(—h; yo,

[eH

siendo

s, 2) = go — = — kx|, k€ R.

Teniendo en cuenta que

2 i .
DDy, 2) = (05 y0, 2) £ hq’)’((]; Yy, 2 )+ _?,—)g/)”((); Yo, 2) -+ u(hz)

v

2—m

(00, 2)) =l — =38,

se verifica

F(z + hod—2fe ey el “%a—“(wmm@+“mﬂ

1

hz gm—1 ’1,2
I8 2mm o ? km o h* l A
= - 1 []]lyo — glm—l + _L_(z_) Z —_ —— + ( : ) . 2 _ &
& m=1 ]". {Ym—l jl 511)4—1- 6‘m

Observacién 4.41
En la demostracion anterior se ha obtenido

Flz4hx)=21(2)+ [(z — hy) s _ ( fm . o(hz)\ !
L2 — 2—m D) i

T Lom—1 T 7 gwm—1

lo que permite escribir, haciendo tender v — 0,

oy

| )
—(z) > —A(,m, k)—— Yy € RM con |yl =1
()X gm—1
donde ,
A(d,m, k) = —:—];,]u—.
(ym-—1

Ll valor de A(6, m, k) puede precisarse en algunos casos:
1. s = 2 entonces A(4, 2, k) = 2k.
2. 81 m > 2 haciendo tender § — 0 se ohtiene

él_}n[; A(d,m, k) = 0,

por lo que la funcién f7 es convexa. g
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La lipschitzianidad local de las funciones convexas (ver [Aul] o [Au2])
- - . . . ‘
permite concluir el siguiente efecto regularizante. ‘

Corolario 4.42 I

m=1

Si f e LSA(IRM), M > 1, verifica (4.26), para todo 0 < & < (F+) } la

funcién f¢ € WS (IRM). Ademis, f© es dos veces diferenciable en casi todo
punto de IRM. '

Demostracion. |

Como la funcidn [¢(z ——1z|? es convexa, entonces :
o], 3 :

£m—1 l
b

|

-

fg(z) l""z € Wlm (IRM) = fs S W]m ([RM) o

m

|

i

Uno de los resultados fundamentales de esta Subseccion permite ‘des-
cubrir’ elementos superdiferenciales de una funcién f a partir de las | 'su—
perdiferenciales de las funciones f°.

|
Teorema 4.43 '

Sea f € LSA(RM), M > 1, verificando (4.26) y su m, k- su;ufommlm ion
ff dade en (4.27). Entonces, para cada € > 0 se verifica ‘

b . m—1ym! e
peDTf(2)=pe DY (z — ( — ) elp| zp)

s 3
y, ademds

|
e . m — ‘[ m m—2 m — l - & m .l —~
e = (é - ( m#k ) il P) - ( m ) fom—1 [pl"™. (4r()

Demostracion.
[En primer lugar, fijados z € RMy e >0, sea Yse € RM tal que }

—
)
e
b2
n,
=
|
|
-
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De esta forma, si p € D¥ f%(z), para cada x, y € IRM se sigue, por delinicién,
la siguiente cadena de desigualdades

fly) =k (—'w' — mm) o S Sf@) S [z A4 p (o —2) 4 o — 2])

&

= fly..)—k ('—:—15|——) " +p-(z—z)+ o]z —z|).

£
Asl, la eleccion . =y - y. . + = conduce a
J) < S(=e) 0 (0 Yae) +olly = yeel)
Por tanto, p € D f(y..).

Por otra parte, hagamos y =y, yae =2+ Afcon A >0y £ € [RM por
determinar. Ahora se tiene:

k _n_ _m_ go
0 < — 12 = e = AE|TTT — |2 — i@ | + Ap- €+ o(ME]). (4.38)

Em—

Teniendo en cuenta que la funcidn

[$7)

g(n) = |z = ype — n|™=

tiene la propiedad

: ﬂM_afl _ _ mo 2mm
\l_l:[r}]Jr A N ()rf (0) - \7(](0) E - m— | |‘; - ._f/:,sl l(" - ._f/.:,s) ) E:

dividiendo por A en (4.38) y haciendo A —= 0 obtenemos

[ m A 2-m
0o e PR ) ) 6
- gm-—

e esta forma, la eleceidn

m k 2—m

£ = 2 — el (2 —yee) — p

1
m—1 zw=i

determina
0< P <0=¢=0),
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es decir,
2-m m—-1 _1 !
|Z — yz’€|m—1 (3 — y::,e) — n]k Em—lp. |

Como los vectores z—y. . v p estdn en la misma direccién, la relacién anterior
1

hace que
i

2 =Y.+ pp con > 0.

Por tanto, |
m— 1 '

1 1
(ply ™ = 2Lt |
de donde i
(ln - i)m-l l |m—')_'
L= )
/ mk ci :

y, consecuentemente,

m— 1! —2
Yoo = 2 — Eln .
Yz, ( mk |H p- o

Observacion 4.44

. . R . . '
Il resultado anterior permite aproximar el valor f(z) mediante valores

|

semicontinuos, pues [ es s.c.s. en el punto

—1 m—1 )
z— (m ) glp™

!

mk
(recuérdese la Proposicion 4.17). En particular,

DeDTff(z)=0eDTf(z)= f(z)=f(2)=f es scs en =z gi

Podemos concluir un resultado, en cierto sentido reciproco, al de la Pro-
posicion 4.17. !
Corolario 4.45

Sea [ € LSA(RM), M > 1, verificando (4.26). Entonces :

DYf(2) #0 ae zcIRM

lo que itmplica
[ oes scs. ace zeRM ?

Por tanto, el conjunto RM\ At ¢s denso cn RM donde |

AT ={ze RM: D¥f(z) =0} a
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Demostraciéon.

Basta tener en cuenta que las funciones f¢ definidas en (4.27) son local-
mente lipschitzianas, por lo gne son diferenciables en casi todo punto. El
resiltado se sigue entoneces del Teorema 4.43. g

Otra interesante propiedad de la supconvoliteidn es la siguiente aeotacion
del gradicnte que permite precisar la lipschitzianidad local de las regulariza-

clones f¢.

Corolario 4.46 {Cota del gradiente)
Sea f € LSA(RMY, M > |, verificando (4.26). Dado z € RM 3§ > 0
ceiste Oy = Cs(f,0) > 0 tal que para lodo p € DY [€(2) con

0 ) 1 A m—1
SESONF TS

s verifica

mk (£t 4+ S)z[FTT 4 O — f'(i’)\m
e — (0 + §)(26)7"T)e '

Demostracion.
Por el Teorema 4.43 sabemos que

¥ w7 km!

fley <z =f (z (= _.‘EYIH slm“‘-%\ - (e IYH ol
v~ mk A

La condicion (4.26) junto con la acotacion local superior de f hacen que dado
d > 0 exista (5 > 0 tal que

ORI GRS

De esta forma, de las dos relaciones anteriores se obtiene

m—I\" e ] fm— 1" m—2
( ) Jom—1 RN K ™

m nih:

m
m—1

+ Cs = f(2)

L

m-—1 m—1
) 5}3}]"’_1) + Cs — [(=).

m— 1

m#k

< (I 4 §) (!z! +f
1\ \
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Por otra parte, la conocida desigualdad

(54 )75 = 7B LTI, 15 2 0 (4.39)
(ver (4.29)) conduce a
m—1I\" ¢ "
( m ) fom—1 i
m— 1\" y
< (F+ -+ 5) ('ﬂm—l + Zm-—l ( - ) |p|”‘5m—1) + 5 — f(z)

Consecuentemente,

( n —
£
mk

)" (k= (0 + 8)(2e) " < (65 4 el + Co— (2,

de donde se sigue el resultado. o

Observacién 4.47 |

1. La regularidad C' sobre IRN\{0} de la norma euclidea tiene un p(ipvl
basico en muchos de los argumentos empleados anteriormente sohw la
m, k—supconvolucion de funciones localmente superiormente dc.otddcm.
Aunque no se desarrollaran en esta Memoria, estas ideas pueden exten-

derse a

espacios de Banach de dimensidn arbitraria cuya norma posea

esa propiedad (ver [Di-Re2]).

2. En forma parecida, se puede definir la m, k-infconvolucion ;

yERM

i !
f(z) = mr.ﬂm+k(“”') <), s R |

de una funcién f € LZA(RM), M > |, verificando

lim illfi%‘ﬂ)ﬁ— € R

|z]—+oo |‘,41m—1

“

para algin m > 1. Obviamente se pueden trasladar a f, todas las

propiedades de la m, k-supconvolucion.

1
!
1
!
1
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3. Sea [ & LA(RM), M > 1, verificando

—co < lim infﬁ < limsup f=)

|::|—)+DO k?{?ﬁ |.':|—}+00 z|m—1

< 400

para algin m > 1. Denotando por
AT = e IRM: DES(2) =0}

y por d(f) al conjunto de puntos de diferenciabilidad de [, la relacidn
d(f) = (RM\AT) n (IRMy A7)

y el Corolario 4.45 determinan que el conjunto d(f) es denso (si es no
vacio) en IRM,

4. El conjunto d(f) puede ser vacio. En efecto, consideremos la funcidn

/IR = [0, 1] definida como

Como para cada @ € IR se verifica f.(2) =0y f*{z) = |, entonces

{ Jz)=0=f(x) si v€Q _ { [ € 8CI(Q)
fay=1=f"(x) si +€Q feSCS(R\ Q)

(véase la Observacion 4.16). Ndtese que
0eD flz) i x€Q,
0D f(x) si €@

y [ no es continua en ningin punto de IR, g

OQtro resultado practico de gran utilidad es el que sigue.

Lema 4.48
Sea T >0y geC([0.T]). Entonees

p<0, peDfy(t), 0<t<T (4.40)

sty solo si
g(t) <gls), V< s <L <
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!
Demostracion.

=) Para s €]0,T( fijo basta con mostrar (como en [Cr-Li2]) que para
cada & > 0 se tlene |

f) <0, s<t<T (4.'41)

A
HA

siendo
J) =g(t) - g(s) — &
Claramente se verifica
DY f(t) = DFg(t), t €)s, T !
por lo que la propiedad (4.40) hace que para cada ¢ €]s, T[ se tenga l
p <0, pe D). (4.42)

Ante todo, f € C([s,T]) y f(s) = —e < 0. En el caso en que no se verif‘icéu‘a
(4.41) existiria t, €]s,T] tal que f(t;) > 0. De esta forma, el teorema de
Bolzano implica la existencia de ¢; €]s, ¢y con la propiedad

Jt)y =0y f(t)>0, t €, ts].

f(1)

T O |
Figura 4.5: Funcién f(?). '
Consideremos ahora una funcién 5 € C'([t1,t,]) verificando:

7[(t) > 0, A [1'.1"152[, ?](tz) =1 Yy T]’(t) < “, t E]tl,tg[.
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A continuacion constriimos la funcién
h(t) = n(t)f (1), t € [Li, 4]
que tiene las propiedades:

e C([t, 1)), Wty = h(l2) =0 y h(1) >0, Lelty, by

hit)

¢ t 1 t I
1 o 2

Figura 4.6: Funeidn hi(t).
Por tanto, existe 4y €], &3] con h{ty) > 0 tal que
h(t) < hite), L€ [t1,12).° (4.43)
Por otro lado
B(L) = h{to) = () F(L) = n{ta) [ {t0) = (BT (L) = Flte)) 4 Fta)(n(2) — (1)),
Teniendo en cuenta que
(L) = nto) +1'(t){t — to) + o([t — Lo])

la expresion anterior queda en la forma
o(|t—tal}
W) = hta) = (t)(F(1) — (1)) + TN ) = Tt — 1o)

9 ‘ _ 2 fe e
I2] hecho que en fp la funcidn i tenga un mdximo local conduce a que b € DT A(L,).
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7 (20) (1) (E=tabol[t=1a) = (80} ()= (1) (). (10) (1) +o Lo

Reemplazando esta igualdad en (4.43) obtenemos

(o) (F(2) = [(ta)) + n'(te}f(20)(t — to) + o([t — ta]) < 0. f

Dividiendo esta expresidn por n(ty) > 0 se tiene r

1'(to) f (o)

(0 < 1) = ES

(t — to} + o]t — o]},

lo que implica

' (o) f(2o)
(to) >0 !

obtenemos una contradiceion con (4.42).

Como

<) 51 g es una funcién decreciente en [0, T] entonces

gL als), 0 <<t < T

De esta forma, st p € DYg(t) con 0 < ¢t < T, se tiene

0 < gls)—~glt) < —plt—s)+ ot —5), 0 <5< L,
|
b
+

Dividiendo la expresion anterior por £ —s y haciendo tender £ — s se concluye

p<0, peDTHR), 0<t<T. g

|
|
[
Observacion 4.49 !
De forma andloga se muestra que si ¢ € C([0, T]} entonces :

p>0, pebDgt), 0<t<T g
|
]

sl y s6lo si

g(t) Z g(s), 0<s<t<T. q

A continuacién veamos como el uso de fa m, k-supconvolucién permite
debilitar las hipdtesis del Lema 4.48. Concretamente,
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Corolario 4.50
Sea T >0 yge LSA([0,T]) verificando

p<0, peDrg (), 0 <t < T (4.44)

Frlonees

Demostracién.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer g7(s) = 0 sin mas que reem-
plazar la funcion ¢(t) por G(t) = g(t) — ¢*(s). De esta forma, primeramente,
prolongamos la hincidn g™ a todo IR de la signiente forma

7 (0), t<0

gt)y=1< ¢ (t), 0<t<T
g (T), t>T.

AN
\/ |

Figura 4.7: TPunciones g~ y g.

Ndtese que

DTG0y c DYy (0) U {0},
DY) =Dy (1), 0 <t < T

)f
D¥G(T) C D*y*(T)u {0},
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A continunacion, dado § > 0, consideramos la funcion ‘
7 bl

gs(t) = §(t) — 8t te R

que para 0 < & < T tiene la propiedad !

ps € DTgs() & ps=p—3 con peDFg*(t). |

Por tanto, para cada ¢ €]0,T[ se verifica |
ps < =4, ps € Dhgs(t). (44l‘3)

De esta forma, si consideramos la m, k-supconvolucion para la funcion gs :

g5(t) = sup {95(5) —k (l—t;—_;t—‘> ﬁ} ,e>0 ‘

selR

sabemos por el Teorema 4.43 que

m— 1y _ '
DY gi(t) € Dtgs (t - ( — ) elp|™ Zp) !

por lo que (4.45) hace que se verifique

P <=8, peDtgi(1), 0<t < T.
Como g5 € C([0,T]), el Lema 4.48 conduce a
gi(t) —gi(s) < =8t —s), 0 <s <t < T |
Finalmente basta tender e = 0 y después § — 0 para obtener

gty < g"(#) £0. o

Podemos generalizar ain el resultado anterior.

Corolario 4.51 :
Sea T >0, p€Ryge LSA([0,T]), h € LTA([0,T}) verificando '

p+pg () <h(t), pe DYy (1), 0 <t < T. (4.46)
Entonces,

£
a{l) < g*(t) < e g7 (s) —I—/ e I p(p)dr, 0 < s < <T. |



S0 CAPITULO 4. PROPIEDADES INTRINSECAS.

Demostracién.
Para s €]0, T[ fijo consideramos la funcién s.c.s.

¢
A1) = My (1) — / e h{r)dr, s < <IN

78

Dado 4 €]0, T[y p € l:)"'(/)(t()), es decir,

¢(t) — Plo) < polt = L) + o[t — L)),

gracias a las relaciones
t 4 to (. .
e = e 4 et — o) + o[t — ol),

y
:
/ M h(r)dr = (:’Lzoh(t“) + o(|t — tu])

se verilica

t
H(t)y — dby) = (¢"(1) — ¢"(t0)) + ((:”IE — (:‘“10) g () — / " h(r)dr

i
o(lt=to)
= " (g7 (1) = g7 (L)) + e (L= to) (97(1) — (L))
et g (to) (1 = to) — " h(ta)(t ~ o) + oflt — to])
= 0 (g™ (t) — " (o)) + (peg™(t) — h(ta))e* (t — t) + o(|t —1a]).

Por tanto,

g7(8) < g7 (1) + [poc™ + h{to) = g™ (1)) (£ = ta) + o(it — o))

lo que implica
poe + h(ty) — g™ (1) € DY g (10).

Counsecuentemente, hemos mostrado
FL1 e [)+(Jl)(tl]) = P{]C_“lo JF h,(t[)) — 'H;_q*(t()) c l)+([x(f,())
De esta forma, la relacién (4.46) hace que para todo ¢ €)0, T[ se verifique

{-pc*“t + h(t) - ,l.'.ﬁ*(i)] + g™ (1) < (1), p € DFTH(4).
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Por tanto, a
p<0, peD¥(t), 0<t<T. l

Aplicando el Corolario 4.50 se obtiene
H(t) < pls), 0S s <L ST

de donde para 0 < s <¢ <'T se concluye

c“tﬂ(?‘-) <egt(t) < ey +/ e h(r)dr _/ e hir)dr. o ;

4.3 Soluciones de viscosidad. Problemas (ie
contorno.

|
Parece conveniente resaltar algunas ideas basicas de la nocion de solucidnide
viscosidad que van quedando latentes en la exposicion. Cousideremos a estos
efectos un conjunto © de IRM con M > | y una funcién F € C(O x IR x [R' )

a la que asociamos la ecuacion
Flz,u,Vu)=0 en O. (E)
Sea, por otra parte, u : O — IR y denotemos por ]

Yu={zeO: DVu(z) £ 0}

Du={ze0: D u(z)#0} '

Recordemos que u es
1. subsolucion de viscosidad de (E) si w € SCS(O) y
Flz,u(z),p) <0, pe Dtu(z), z € O.
2. supersolucion de viscosidad de (I5) si u € SCI(O) y |

Flzu(2),p) 20, pe D7u(z), z € 0.
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3. solucion de viscosidad de (I) si es, simultaneamente, sub v supersoln-
cion de viscosidad de (I2).

Observacion 4.52

Para que w sca solucion de viscosidad de () no se precisa, necesaria-
mente, que « sea continua en todo su dominio de definicion, basta con que
i € SCS (DFu) para ser subsolucién y que v € SCZ (D™w) para poder ser

supersolucion. g

La anterior nocion de solucidn de vigcosidad pnede generalizarse de la

signiente forma.

Definicion 4.53
Sea O CRM M>1yFe C(O x IR x RM). Una funcién « : O = IR es:

L. subsolucion de viscosidad de (E) si v € LSA(O) y

Flz,u'(2),p) <0, p e DHur(z), = € O.

2. supersolucion de viseosidad de (E) 51w € LTA(O) y

Flz,ulz),p) 20, pe D ulz), z € O.

3. solucion de viscosidad de (E) si v € LA{O) es sub y supersolucion de

viscosidad de (I).
Observacién 4.54
I. Nétese que ahora no se reguiere ningin supuesto de semicontinuidad.
2. Las propiedades

{ D"’u(z) F# B = wu z) = 1 (z)
) (2)

(=
[)_u(z) —T'L@ = u.(:-;

-
X

(véase la Observacion 4.16) expresan la consistencia de las nociones
anterlores. g
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Observacion 4.55 f
. . . . f
Podemos ahora enunciar el Corolario 4.51 en la forma: “Sea T > 0, g € R

y g € LSA([0,T]), h€ LLZA([0,T]) verificando
¢ +pg <h en 10,7 [
en el sentido de la viscosidad. FEntonces,

t<T.” g

A
A

t
gty <g (1) £ ef"'(i"s)_q*(s) +f e_“(t_"}h(?')d?', 0<s

Estudiemos una propiedad que tienen las soluciones semiconvexas. |

Proposicién 4.56 '

Sea u: @ CRM = IR una funcién semiconveza en Q. Si w es solucidn

de viscosidad de “

F(z,u,Vu)=0 en O i

entonces u ¢s diferenciable en Dt y
Flz,u(z2),Vu(z)) =0, z € Dt :

Demostracidn.
Por definicidn se verifica

Flz,u™(2),p) <0, pe DTu*(2), z€ O
y, puesto que toda funcidn semiconvexa es continua, se tiene |

U= U = .

Por otra parte, la Proposicion 4.34 determina *
p € DYu(z) = {p} = DMu(z) = Vu(z). .
Consecuentemente, u es diferenciable en z y :
0 < Flz,u(z),p) <0. o %

El siguiente resultado que abordamos es relativo a la existencia.
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Proposicién 4.57 (Existencia de ‘soluciones interiores’)
Sea OCIRM, M> 1, Fe C(OXxIRxIBM) yue LIA(Q) una soluciin
de viscosidad de

Flz,u,Vu) 20 en O

verificando
w<v en O

para loda funcion v € LLA(Q) solucion de viscosidad de
Flz,v,Vu)> 0 en O.
Entoneces u es solucion de viscosidad de
Flz,u,Vu) =0 en O.

Demostracion.

Consideramos dos etapas:
1. Sea py € DYu(zp). Entonces existe ¢ € CH{O) tal que
Blaw) = (o) V(o) = 1o

v «" — ¢ alcanza un maximo local en z,. En efecto, consideremos la
funcion diferenciable

n(z) = [w(z) =" (20) —po - (2 —2)],, € O (ry = max{r,0})

que satisface

n{z) 20, n{ze) =0 vy Viylz) =0

puesto gque

0 < n(2) = nlz0) = [u"(2) =« (20) —po - (= — 20)]y < o1z — =0[)]4 -

Por tanto, existe una funcion continua o verificando

0<o<l, limp(z) =0y n(z) = |z — z|o(z — z0), z € Bs(za)

z—=0
para algun (0 < § < 1. Definimos entonces
2|z—zy)

B(2) = u*(z0) + o - (= — 20) + /| o(s)ds + |z — zo]*  (4.47)

T—Z0
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siendo
a(s) = sup{o(z) : |z| < s}.
Como [

_ 2fz—z0| _ s
z— zo|8(|z — 20|} £ /| o(s)ds < |z — z0|6(2|z — 20])

-

claramente se tiche %

$(z0) = w(20), V(20) = o

Y, para z # zg ;
V(=) = po+ 2z = z0) + (20212 = 20) = 21z = a0l)] = (149

Ademas, para cada z € Bg(zy) se verifica i
w(z) = é(z) S u'(z) = u'(z0) — po - (2 — 20) — |z — 20[6(]2 — 20l)
!

< u*(z} —u(20) — po - (2 — 20} — |z — z0lo(z — z0) |
=u"(z) —u (za) — po {2 — z0) — 9(2) L0 =u"{z) — d(z0)- |
Una adecnada prolongacion de ¢ fuera de Bs(zg) permite obtener ¢ de
: !
soporte compacto en todo O,

i

t
!

Flz,u, Vu) <0 en O

. .. i
citando u es la supersolucidn minimal. Para ello, supongamos que para

algin zo € Oy pg € DVu(z0) se tuviera la designaldad ,
‘
e = Flzo,u"(20),po) > 0
I
. - . . |
y derivemos una contradiccion, Para ello, formamos la funcién i

w(z) = u(20) + |z — 20} = & + P(2) — d(z0) = |z~ 20|” — £ + ¢(2)
definida a partir de la funcion ¢ dada en (4.47). Como ;
f

w(zg) < P(z0) = v (z0) (4.49)
|
t

t
|
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y u* — ¢ alcanza un maximo local en zg, existe § > 0 tal que
(u” = d)(z) < (v = @)(z0) = 0, 2 € Bos(z)\{20},
con lo que

w(z) > w2z} + ]z — 20|* — =, z € Bus(z0)\ {20}

w(z) > () + 8 —e > (), » € 9Bs(z) (4.50)

tomando §* > e. Formemos la desigualdad
Flzy0(2), Vio(2)) = Fzo,u”(20)y10) + Flz, 0(2), V(2) + 2z = 20))

—F (20, u™(20). po) 2 c—prx ([w(z) — v (20)] + 3]z — za| + [V(2) — pal)

siendo prx un madulo de continuidad de F sobre un compacto K
centrado en (2o, u*(z0), po) € @ x Rx RM. Recnérdese que la propicdad

lg}(} pri(s) =10
determina la existencia de so(c) €]0, 1] tal que
pri(s) ¢ 0 <s < sgle).
De esta forma, como a partiv de (4.47)

d(2) < uw(zo) + |pollz — zo| + |2 — 20| + |2 = 2]

la relacion
[0(z) — w*(za)] < (1 +Ipol)lz — 20] + ¢+ 2fz — =
y el hecho

V(=) — o] < 2

Z = Z[;)| + E2§(2|~ - ZUU - @(‘5 - Zul)\

<2z = zo| + 20(2|z — z0l]), = # 20
(ver (4.48)) muestran

Flz,w(z), Vw(z)) > 0, z € Bs(zo) (4.51)



4.3.

SOLUCIONES DE VISCOSIDAD. PROBLEMAS DE CONTORNO. 37

tomando € > 0 tan pequeio de forma que la constante § > /¢ satisfalga.
(6 4 |po]}6 4 36% 4 25(28) < so(c). !
Finalmente, podemos definir i
min {u.(z),w(z)}, z € Bs(z) ‘
v(z) = !
. (2), z € O\By(zo) i

. . - . i
(ue serd, gracias a (4.50) y (4.51) una supersolucion (véase el Teorema
A.29 del Apéudice A). El cardcter minimal de v y (4.49) concluyen la
contradiccion !
!
1
!

. (z0) < ulz0) < v(z0) = w(zy) < u.(z0). o

Observacion 4.58 ’

l.

. . . . .
El anterior es un resultado interior en O en el sentido que no se requiere
ninguna condicion sobre 3Q0. !

La existencia de la supersolucién minimal es, en general, una (:11651:3611
muy delicada. Cuando se tienen resultados de comparacién (que uor-
malmente implican la prescripcién de valores de contorno), la hipétésis
de que el conjunto de supersoluciones sea no vacio puede ser Sl.l'f'it:ie:l'lt(ﬂ
para mostrar la existencia de soluciones. Estas ideas son las lineas
maestras que se utilizan al aplicar el método de Perron.

De forma andloga se¢ muestra que si v € LS A(O) es una solucién! de
viscosidad de

Flz,u,Vu) <0 en O f

verificando i
v<u en O 1

para toda funcién v € LS A(O) solucién de viscosidad de '

Flz,v,Ve) <0 en O, ,‘
entonces u es solucion de viscosidad de I
Flz,u,Vu)=0 en O. g l
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Habitualmente trabajaremos con problemas de contorno de la forma

Flz,u,Vu) =0 en O ()
uw=q en IO

para funciones ¢ @ dO — R. Debemos, por tanto, determinar el sentido de
la prescripeion de los datos en la [rontera del domiunio O.

Definicién 4.59
Sea O CIRM, M > 1y FeC(O xR x RM).

L. w € LSA(O) es subsolucion fuerte de viscosidad del problema (P) si w

es solucion de viscosidad de
Flz,we, Vu) <0 en O

)f
1w (z) = limsupu™(y) < '(2), z € J0.

Y=z

2. u € LTA(O) es supersolucion fuerte de viscosidad del problema (P) si
© es solucién de viscosidad de

Flz,u,Vu) >0 en O

=

w.(z) = liminfu.(y) > p.z), 2 € JO.

Yy—+z

3. uw € LA{(O) es solucidn fuerte de viscosidad del problema (I) si u es
sub y supersolucion fuerte de viscosidad de (P).

4. u € LSA(O) es subsolucion débil de viscosidad del problema (P) si w
es solucion de viscosidad de

Flz,u,Vu) <0 en O

}f

min{F(z, w"(z), p), (0" — ") (2)} <0, pe DY (z), z € JO.
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1
H

_ (
5. u € LTA(O) es supersolucion débil de viscosidad del problema (P) st1 %

es solucidon de viscosidad de

i
Flz,u,Vu)>0 en O 1
i

max {F(z,u.(2),p), (t. — . )(2)} > 0, p € D7uu(z2), 2 € 0.
6. 1w € LA(O) es solucidn débil de viscosidad del problema (P) si u es sub
y supersolucidn débil de viscosidad de (P). ‘

l

L]

Observacion 4.60 :

i
. Notese que hemos utilizado las siguientes propiedades de las funciones

semicontinuas ‘

™ (z) = limsupu™(y) = v (2)
Y-z

]

y i
ttau{ 2} = lim infu.(y) = w.(2). ;
(2) = limnfu(y) = u.(2) ;
2. La justificacion de la nocidn de soluciones débiles proviene del siguiente
hecho: supongamos que para cada & > 1 existe v, € C*(O) N C(O)
solucion clasica del problema !

—eAu, + F(z,u., Vue) =0 en O ‘
Ue = @ en JO i

tal que {u.}. esta uniformemente acotada en O. Entonces se prueba
(véase [Ba-Pe3]) que las funciones semicontinnas

£

y—rz,e—0

w(z) = limsup w.(y)
y—z,e—0

r
(z) = liminf wu.(y) [r
}
|

son, respectivamente, sub y supersoluciones débiles de (P).
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3. Toda solucion fuerte de un problema de contorno que esté definida en
O es, obviamente, solucion débil de dicho problema, por lo que se ticne
la consistencia de las nociones de solucion anteriores. Adeinas, existen
soluciones débiles que no son fuertes. Eu efecto, si ¢ € L&(DO) v
F €C(O x R x RM) tiene la propiedad

Flz.r.0)=0, (z,7) € O xR
entonces la funcion
ufz) = lpllueiooy +1, 2€ 0
es una solucién débil de (P) que no es solucidn fuerte.
4. Siu € LA(O) es solucidn fuerte de viscosidad del problema

Flz;u,Vu)=0 en O
U= en  JO

y @ € C(JO) entonces, de la cadena de desigualdades
0 (2) Suulz) < ulz) Su(z) <*(2) < pulz), 2 €00
se deduce que n € C(A0} y u(z) = ©w(z), z € 00. o

Podemos ahora abordar la existencia de soluciones del problema de con-
torno (P) utilizando, como antes, el método de Perron. Este ‘método’ Mue
inictalmente ideado por este auntor {véase [Perr|) para construir fanciones
arménicas a partir de las funciones subarmonicas mediante ‘levantamientos
armoénicos’ (véase [Gil-Tr]). Posteriormente, esta idea fue extendida para
construir soluciones de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden,
esenctalmente, elipticas. Finalmente, la llnea argumental general fue llevada
al ambito de las soluciones de viscosidad tanto de primer orden (ver [1s5])
como de segundo (véase [Cr-Is-Li2]).

Presentamos a continuacion un desarvollo particularizado de este método
para las ecuaciones en las que estamos interesados. Sigue las lineas generales
aunque desarrolladas aqui con una mayor profundidad.

Comenzamos con el caso de las soiuciones ddéhiles.
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t
Teorema 4.61 (Existencia de soluciones débiles) |

Supongamos |
La={we LSAD): w es subsolucion débil de (P)} # 0. |
Entonces, si la funcion
Up(z) = sup {w(z): wc Ly}, 2€ 0O (4.52)
toma valores finitos en O, se verifica que Up es solucidn débil de v;i.c;cosrfd'ad
del problema (P). [
Demostracion. |

Ante todo veamos que la funcién Up dada en {4.52) puede ser escrita

cOmo

Up(z) = sup {w*(2): we Ly}, 2 € O. (4.53)
En efecto, por una parte se verifica :
w < wh = Up(z) <sup {w'{z): we Ly} I
y, por otra, s1 w € L4 entonces w™ € Lg. Consecuentemente, !
!

{w*(z): we Ly} C{w(z): we Ly}

por lo que, tomando supremos, obtenemos
sup {w(z): we Ly} < Up(z). |
A continuacion consideremos las envueltas semicontinuas superior de Up,

(Up)(2) = limsup {Up(y): |z—y| <7}, z€0

r—0
¢ inferior de Up .
(Up)a(2) = lil:[_]_)‘lollf {Up(y): |z—yl <7}, 2€ O,

respectivamente, que obviamente verifican |

et !

(Ur)-(2) S Un(2) < (Ue)(2), z€ 0. |
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Mostrenios, en primer lugar, que [a funcion Up dada en (4.52) es el elemento
maximal de L4. En efecto, sea 2 € Oy p € DT (Up)*(z). Por la delinicidn de
Up, existe una sucesion {{z,,w,)} C O x Ly tal que

({0 (2))} = (2, (Up)"(2)) (1.54)

en donde, gracias a (4.53), podemos suponer 1w, € SCS(Q). Adends la deli-
nicién de (Up)* muestra la propiedad general

lim gy, =y = limsupw,(y.) < (Up) (y) (4.55)

= too i3 O

Asi, para todo v > 0 existe ¢ > 0 suficientemente pequetto tal que
(W) () < (Up) ()t p- (y—2) +vly = 2|, y € Bu(2).

Ademas, podemos suponer que, de hecho, {2z, }, € B.(z). Consideremos a

confinuacion la funcidn
W(y) = wuly) —p-(y—2) = 2vly — 2], y € Bu(z)
y sea &, € B,(2) tal que
W(y) < W(&), v € Bulz)
es deair,
wa(y) < wal(&a) +p- (v — &)+ 20(ly — 2[— 16 — =) (4.56)

vy, en particular, como hemos supuesto que z, € B,(z), se tendrd

wnfzn) < wa(6n) +p - (20— &) + 20(|20 — 2| — 1€ — 2])- (4.57)

Por otra parte, un argumento de compacidad determina la existencia de
£ € Bu(z) vy de una subsucesién de {£,}, a la que seguimos denotando por
{&.}n, tales que
lim ¢, =¢.
o0 é-” E
Tomando Hmites en (4.57) obtenemos

lim supw,(z,) < limsupw,(&,) + p- (2 — &) — 2v|€ — =L

n—r+0co n—+00
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Asi, las relaciones (4.54) y (4.55) hacen que, para n 3> 1, se verifique

(Up)*(=2) S (Up)' (&) +p- (2 — &) — 206 — 2] £ (Up)"(2) — vé — 2.

Cousecuentemente, £ = z y 11)141_1 wy(€,) = (Up) (). Como la relacién (4.56)
T {e o] .
!

determina
p+ 2ve € D+w,b(fn)
para cualquier vector e € RM con |e| = 1, entonces
F(&n:wn(&n),p+20e) <0
lo que conduce, haciendo tender v =+ 0y n — 400 a

!
|
1
|
I
I

}—(Zv (UP)*(Z):P) < 0. ;

!

Nos falta demostrar la ‘realizacion’, en sentido débil, del dato de c_‘.ontorno;
- * * A -~ * ?‘"
min{F(z, (Up) (2),p), (Up)" —")(2)} £ 0, p€ D¥(Up)"(2)  (4.58)
para z € JO. Supongamos que para algin z € JO se tuviera

(Ur)(2) > ¢*(2).
Entonces, existiria una sucesién {(z,, w,)} C O x Lq tal que
{(Zu:wn(zn)) n — (Za (UF’)*(Z))
donde w, € §CS (5) verifica

!
we{zn) > @*(2) para n > 1. (4.59)

Para cada p € DH(Up)*(z) podemos repetir la argumentacidn anterior y

concluir la existencia de una sucesion {£,}, C B,(z) N O verificando

hm =z
n=r-4o0 6“ !

m  wa(&,) = (Up) (2),

n—r+oo

wy(€a) > @™ (z) para n > | (4.(§U)

!
I
|
i
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(viéase (4.57) y (4.59)) y
p+ 2ve € DY, (£,)
para cualquier vector e € IRM con |e| = 1. De esta forma,
F(&nywaln), p+ 2ve) < 0.1
Haciendo tender, como antes, v — 0 y n — 400, se concluye
Fl, (U (2),p) <0,

lo que implica (4.58). De esta forma hemos probado que ({/p)” € Lg4, de
donde la. maximalidad de {7p conduce a

Up < (Up)* < Up = Up = (l_fp)‘ (fl.ﬁl)

v, con ello, a que Up € L4, Por tanto, Up es subsolucién débil de viscosidad

del problema (P).

Para ver que, de hecho, Up es solucidn débil de (P}, basta con mostrar
que {Up), es solucion de la ecuacion hasta la frontera, es decir,

Fz,(Up)e, V{Up),) >0 en O. (4.62)
Si no se verificara (4.62), existirian zo € O y po € D™ {Up)(20) tales que
Flzo, (Up)alzo) po) < 0. (4.63)

Adaptando algunas ideas de [Cr-Is-Li2] y [Di2], consideremos la fincidn
regular
o(z) = (Up){z0) +po- (2= 20) — Y|z — z0|* + 6 {4.64)

donde &,y > 0. Claramente v es diferenciable con

Vu(z) = po — 279(z — =)

o(z0) = (Up)u(zs) L 6. (4.65)

WNGtese que el caso &, € JO esta contemplado en (4.60) por ser w, una subsolucion
débil de ().
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Por tanto, para d,7v,9 > 0 suficientemente pequeiios, a partir de (4.63) se
verifica :

Flz,v(2), Vu(2)} <0, z € B,(z) N O. (4. ()‘6)

Ademis, como py € D™ (Up)(20), podemos obtener

Un(2) 2 (Ue)-(2) 2 o(2) 11z — 2f? + of |2 = 2al) -
(véase (4.64)). De esta forma, si g <z — zp| < p se verifica
2 2
Up(2) 2 o(z) + T = T = 6 = ol )+% > u(z)

2
e , . )
para § = ——. Asi, como la funcién v es continua,

w(z) :{ max {Up(z),v(2)} i :_;,

|
!
l
!
f
i
|
|
|
I
(,J_'p(z) si i

es semicontinua superiormente. Por tanto, por las propiedades de las su-

perdiferenciales, se tiene
w*(z) = w(z), z € O, f
w(z) = Up(z), z € OB,(20) N O, l
DT w(z) = D*Up(z), z € O\B,(z0) !

D w(z) € DTUR(z) U D¥u(2), 2 € By(zo) N O

por lo que w verifica en el sentido de la viscosidad la ecuacion l

Flz,w,Vw) €0 en O }

""Recuérdese (4.66) asf como que Up = (UUp)* € Ly por lo que se verifica |

Flz,Up,VIp) <0 en O.
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De esta forma, por ser Up maximal en el conjunto £, se tiene
w{z) = Up(z), z € 0.
Por otra parte, podemos construir nna sucesion {z, b, tal que
{(z, Ue(z)) = (20, (Ur)(20)).

Por tanto, para n suficientemente grande, se verilica

0 < Up(za) = (Up)ulzo) < =, 2, €B,(2)NO

LN IS

\f

)

() — v(z)| < 4—, z € By(z0) N O.

De esta forma, teniendo en cuenta (4.65), se deriva la coutradiceidn

) )
0=(w—Up)(z) = v(za) — Up(z,) > {‘“(50) - 1] - l([-jf’)x(zn) + ZS}
= v(z9) — (Up)u(z0) — g =4 — % = g >0 o

Observacion 4.62

Razonando de forma analoga se muestra que si
L= {'m € LTA(O) : w es supersolucion débil de (P)} # 0
de manera que la [uncién
up(z) = inf {w(z): we L}, 20

toma valores finitos en O, se verifica que up es solucién débil de viscosidad
del problema (P). g

A continuacion damos un resultado de existencia para soluciones fuertes,
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Teorema 4.63 (Existencia de soluciones fuertes)
Sea ¢ € LSA(JO) y supongamos

Ly ={w e LSA(O) : w es subsolucion fuerte de (P)

tal que w™(z) = p*(2), z € JO} # 0.

Entonces, si la funcion

Up(z) =sup {w(z): wels}, z€0

97

(4.67)

v . . g [ . o
toma valores finitos en Q, se verifica que Up es solucion fuerte de m.e‘»'c’.osuliad

del problema (P). Ademds,
Up(z) = ¢"(z), z € 0O.

Demostracién.

|

l

Argumentando como en el Teorema 4.61 se obtiene que Up = (Up)* €,L;

es solucion de viscosidad de
Flz,u,Vu)=0en O
y, ademads, verifica
Up(z) = (Up)(2) = ¢™{(2) 2 ¢.(2), 2 € 90,

de donde

Luego Up es una solucidn fuerte de (P). o

Observacién 4.64
Andalogamente, si para ¢ € LLA(DO) se verifica

L£h={w e LTA(O): w es supersolucién fuerte de (P)

tal que w.(z) = @.(2), 2 € JO} #0

de forma que la funcién

up(z) = inf {w(z): well}, 20

i
i

|
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toma valores finitos en @, entonces up es solucidn fuerte de viscosidad del
problema (P). Ademas,
up(z) = ¢.{z), z € 00.
Ndtese que stempre se verifica
~00 <up({z) y Up(z) <+oo, 2€ 0.
Ademas:
1. sl (c,o*),,((z) =@.(z). z € J0O, entonces
(Up)a(2) = (¢ )ul2) = 0u(2), 2 € 00 = (Up). e L
que, por definicidn, conduce a

1.11'-'(2) < (UP)*(;) < UF'(Z)v € 0.

2. 51 (@u)*(2) = ¢*(2), z € O, entonces
(up)™(2) = (@) (2) = ¢7(2), 2 € IO = (up)" € Ly
que tleva a
ur(z) < (up)(s) < Up(2), = € O.

En general, no se puede asegurar que up = Up. g

Observacién 4.65

En las condiciones del resultado anterior se tiene una especie de Teorema
de Verificacion: sila funcion Up dada en (4.67) es localmenie superiormente
acotada entonces

w(z) £ Up(z), z€ O

para cualquier subsolucion fuerte w de (P) en la clase £y, a

La unicidad de las soluciones fuertes es una cuestion muy delicada, como
muestra ¢l siguiente ejemplo.
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Ejemplo 4.66
Sea @ ¢ RM, M > 1, y consideremos el problema de contorno

(P) F(z,u,Vu)=0 en O
U= en JO

donde F: O x R x RM - R verifica
F(2,0,0)=0, z€0

y la funcidén ¢ : dO — R viene dada por

¢(z) = { ?

con zg € J0. S8i para cada k € [0, 1] consideramos

uk(z):{ 0, z# 2

k, Z = 20,

[§]

[

%7
“~
= 7

=

0

‘ -y - - - ! -
es claro que la familia de funciones {ug fock<i son soluciones fuertes de vis-

costdad de (P}, pues

(ur)e(z) = 0 = .(2), z € 00.

Notese que, ademas,

{ Flz,t4, V) = F(2,0,0)=0, z€0

()" (z)=w(z), z€ 0, 0<k <) o

|
}

|

99

Con vistas a tener resultados de unicidad admitamos, como es habitual,

nn Principio de Comparacién: si v € LSA(O) yw € LTA(O) son, respec-

tivamente, sub y supersolucion de la ecuacion

Flz,u,Vu)=0en O
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tales que
v(z) < w(z), z € O

crlonees

v(z) <o (z) Sw.z) Swlz), z€ O

De esta forma, se verifica:

Teorema 4.67 (Unicidad)
Si @ € C(OO) y se verifica un Principio de Comparacién entonces ol
problema (P) admite, a lo sumo, una inica solucion fuerte que, ademuds, cs

cortlinua en (3.

Demostracion.
Sean vy y vy soluciones fuertes de (P} con ¢ € C(dO). Como

p'(2) = w.(z), £ €00
¢l Principio de Comparacion conduce a
()'(2) < (02)u(2), 2 € O

vV

(02)"(2) < (01).(2), 2 €O

de donde podemos completar la cadena

(02)°(2) € (2)-(2) < (02)°(2) < (02)o(2) < (00)"(2), 2 €O

que conduce a la continuidad ¥ unicidad de solucion. g
Observacion 4.68

[. En el ambiente del Principio de Comparacion en el que cabe esperar
que toda subsolucidn fuerte sea menor o igual que toda supersohicidn
fuerte, la continuidad de una solucién fuerte u en el borde es necesaria.
En efecto,

u*(z) < uulz), 2 € dO = w € C(3O).
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2. Como hemos visto en el Ejemplo 4.66, si ¢ & C(JO) puede ocurrir que
no liaya unicidad. Como se ve, en ese caso no hay comparacion, pues
existen subsoluciones mayores que supersoluciones. Ademas, la funcion

w2

, 2= zZ0 ]
es una solucion déhil de (P) que no es solucién fuerte. g

Corolario 4.69 |
Sip € C(H0), Lt # B, se verifica un Principio de Comparacion y la fun-
cion Uy dade en (4.67) toma valores finitos en O, entonees Up es la inica

solucidn fuerte de viscosidad de (P). Ademds, Up € C(O) y
Up(z) = ¢(z), z€ 0. g
De la misma forma, se tiene el resultado anzilogo al anterior.
Corolario 4.70
Sip e C(80), LT # B, se verifica un Principio de Comparacidn y la

Juncion up dada en (4.68) toma valores finitos en O, entonces up s la 1inica
solucidn fuerte de viscosidad de (P). Ademds, up € C{O) y !

J
!
f
j
|
I
1
i
|
i

4.4 Teorema de Verificacion.

Bajo este epigrafe entenderemos una serie de propiedades intrinsecas de las
soluciones u € LLZA(IRN x]0,T[) de la inecuacién

w, > H(Vu) en RNx]O, T[ (T < +o0) (4.69)

supuesto que H : RN — IR es una funcién continua cuando se emplean argu-
mentos de convexidad. Para ello consideraremos la tranformada de Legendre
del hamiltoniano H

H*(€) = sup {p- £ —H{p)}
TN

|
pe !
|
i
1
!
[

|
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y, a partir de ella, la desigualdad de Young generalizada
£-p < H{p)+ HYE), pe RY, £ € D(HY). (4.70)
Comenzamos definiendo un comportamiento de las soluciones relacionado
con la traza inicial,

Teorema 4.71
Siw € LLA(RNX]0,T() es una solucion de (4.69) entonces, para cada
v e RN ye D(H*), se tiene la monotonia intrinseca

'H,,,,(:L' - E“'Z: IJ) + szA(E) 2 U*(.’L‘ - gtl,tl) -+ tlHK(f), <« t] S llz < T. (47])
En particular, cxiste

ug (1) = lin}F o — &) > —o0

5 t—=0

Demostracion.
Dado = € RN, £ € D(H*) y € > 0 consideremos la funcién

o(t) = ule =&, + (H (&) +2)t, 0 <t < T.
Claramente ¢ € SCZ(J0, T[) y para cada {p €]0, T[ se tiene
m € D7ello) & p—(HY(E)+e) =p2—Epr con (pr,p2) € D7 —Ely, o).
Ademads, como por (4.69) y (4.70) se verilica
pz 2 H(m) =2 & po — H7(E),

entonces
po=pr—§ -+ (H(E) +e)>e

por lo que @ es solucién de viscosidad de la ecuacion
@ >e>0 en [0,T[
Asi, aplicando el Corolario 4.50, se obtiene

(p(f) - (,O(ég) >0, tp <t <T

e 4
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. |
es decir,

we(x — &, 1) + (HYE) + &)t > ua(e — o, lo) + (H*(E) + &)t Lo St < T>

Consecuentemente, para cada 2 € RV y € € D(H*), la sucesién
{uz —&1) + (H(E) +e)t . L €]0,T[} j
es estrictamente creciente, lo que permite concluir el resultado. o
Observacién 4.72 :
1. En particular, si H*(0) = 0, entonces existe ;

u(z;u.) = t}_])|(1)1+ u,(x,t), z € RN
2. Por definicién, para cada £ € D(H*) se tiene

ug (23 u.) > ul(z, 01) = (y’lti)lg(iulr,lg_*)ﬂx(y;i), x € RN I

sin que, en general, pueda asegurarse que la funcién parcial z —
‘ch(:E;'u,*) sea s.cd. en RN, Ba algunas circunstanciag, como se mies-
tra en el Corolario 4.82 (véase también la Observacidn 5.19), se da la

propiedad u®(z;u.) € SCS(IRY). o

Observacidn 4.73
Siu e LA(RN )0, T[), T < 400, es solucién de viscosidad de

w— H(Vu) =0 en R¥x]0,T| J

entonces, a partir de (4.71) se obtiene
(Y (e — Eht+ R > () (w,t) + RHA(E), >0, £ D(HY)

y, consecuentemente,

Too(z — &h) < Too() + A,

siendo .
]

L _ () (z,1) < +o0, 0<t<T .
T..(z) = lIlf{T >0 { () (2.1) = +o0, L>7 <T.
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Por tanto,

ITeo(z) = Tooly)| < el e RN, £ € D(HY).
Eu particnlar:
. Si D{H*) = RN se tiene la propicdad uniforme

Tm(:?:), v e IRN

T.(%) < 00 para algin =
sl & =400, ¢ € mN.

e RY = T.(x
T €

)
(%) = 400 para algin z € RY = T..(x)
2. St 2(H*) = Br(0) entonces
Too(#) < +oo para algin & € RY = T () < +oo, © € Brer—t., @)%
v, ademas

|2 — ]
To(z)— Towlyll < —-
Teo (i} WIS ==
en los puntos @,y € RN tales que Too(2), Teoly) < +oo. Més precisa-
meunte,

eRY = T.,(z)<+oo, e RY

T () < 400 para algin z
(#) = +oo para algin & € RY = Te(z) = +oo, = € RN

[ae)
Teo
Mas adelante mostraremos que To.(-) = 400 cuando

Hip) = Rlp|, p€ RN (R > ).

No obstante, en este caso, si para cada n € IN definimos

L _ () (@, 8) <, O<i<T .
T.(x) = iuf {T‘ >0: { (w) (e 7) = n < T,

se verifica

L —

m Y . Ly € IH,N, neN. g

T (x) — Tu(y)| <

La principal consecnencia del resultado anterior queda. recogiea en:
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Teorema 4.74 (Verificacion)
Siu € LZA(IRN%]0, T[) es solucién de (4.69) y to €]0,T[, entonces 'se

verifica .
Wz, 1) > wal,t) > ey, to) — ( — to)H (;’—_ﬁ (472
L — 1y |

para todo xz,y € RN yt € [to, T[ tales que y € x+(t—to) D(H). En particular,
wla,t) > (e, t) > Uz, 10l w)), (2, 0) € RVN%]0,T] (4.73)

|

Ul t; uo(_; w.)) = sup {uﬂ(y; 1) — tH* (y : -E)} |

yEx+tD{H*) |

siendo

la férmula de Laz—Qleinik asociada al hamiltoniano H* y al dato inicial

Q
w (k) = 1 Le1).
w (v ) = t_l}g])fu,( ). o I
|
Observacién 4.75 ‘
1. Como

b

u(ziu) = lim wfz,t) > liminf w.(y,?) = u(2,0%), z € IR'N;

t—0+ (v,t)—=(=,0%)

entonces, para cualquier v € LZA(RN x]0, T[) solucién de (4.69)‘ se

wa(, £) > Uz, tu.(-,07)), (x,4) € RN x]0, TY. (4.74)

verilica

2. De (4.72) se sigue la ordenacion intrinseca de los valores de las <:(J111—
ciones de la ecuacion (4.69), es decir, para t; <t,,

. y— =1
w11} <y, ) HY)™" (0).
oz, b)) <y, i) si — € (H)7(0)

Eu particular, si

I H = ;
it H(p) |

entonces H*(0} = 0, obteniéndose la monotonia

womyty) < (e, ty), 2 € RY, £, <ty !
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Recuérdese que para ta elececion
H(p) = Rlp|™, pe RY (R>0, m>1)

se verifica
0 stom > |

(I'[*)_' (U) = { EH(O) s = I,

con lo gue para t; < {, se tiene

wo(i, by) <ula,is), © € RN sioom> 1
we{w,ty) Sw(y, 1), ¥y € Brip—iy{z) si m=1. qa

La funcién de Lax—Qleinik asociada al hamiltoniano H* y a nn dato inicial

wg - RY — IR dada por

Uz, bup(-)) = sup {u[-,(y) — tH" (y ; :I:)} . (2,8) € RN %0, T,

yEx+ L)
puede escribirse en la forma,

U(x, tue()) = sup {uple + &) —tH (&)}, (x,10) € RN %0, T[.  (4.75)
£eD(H)

Destaguemos algunas propiedades de regularidad para la funcién de Lax—

Oleinik:
Proposicién 4.76
L. Siuy € LARY) entonees
U5 (10)- (1) SUC, u0() SUC 5 (wa) () en RYx]0,T(.
2. Siug € LTA(RY) entonces U(-, - (10).()) € SCT(IRN x]0, T]).
3. Siuy € LSA(IRY) entonces U(-, -3 (110)"(+)) € SCSIRN x]0, T[).

4. Siug € C(IRNY entonces U(-, - wo(-)) € C(IRN %0, T[).
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n

Si wg € LA(RNY verifica
((t0).)" = (wa)” en RV

enlonces

——

o
[,

fa]

L —

U (s (10)+ () = U5 ()" () en IR x]0, T,
6. Siup € LA(RN) entonces |
UC, 5 ((00).) (D) S @) (5u0()) UG, () en TR0, T
En particular, st ug tiene la propiedad *
(((w)).)" = (o) en RN (4.77)

entonces

(U (s (o) () = U (5 (w0) () en IRV x]0, T[12

Demostraciéon.
l. Basta tener en cuenta la definicidn. f
2. De la relacién (4.75) se deduce f

U, 15 (10)a(+)) 2 (uo)ae + E2) — tHP(€), €€ D(H)  (4]8)
¥, consecuentemente,
U (i, 15 (0)o()) = (uo)a(z + E1) — tHA(E), € € D(H").
Por tanto,

Uc(, 15 (o). (1)) 2 sup {(ug)e(x + &) — tH(E)} = U, t; (wo)u(V)),
€eD(H") |

obteniéndose la cadena de designaldades

Un(2, 45 (o) (7)) 2 U, ;5 (w0)a () 2 Uz, 85 (10)(+))- ;

HToclos los resultados anteriores son para algiin T < +co. Véase el Teorema 4.89 donde
se estudian los horizonles mamimales.
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Por definicidén de supremo, dado & > 0 va a existir £ € D(H*) tal que
U, 1 (o) () < (wo) (2 + €8) —IH (&) + €.

Por tanto, tomando envueltas superiores,
U (et (uo) () < (wo) (w4 Et) — tH () + €

< sup {(to) (w4 ) — tH (&)} + e = U, t; (o) (+)) + €.
geD(H*)

Haciendo tender ¢ — 0 se obticue la designaldad
U, 45 (u0) () < U, B (0) (1)) < U (5 (10} ()
s consecuencia inmediata de los apartados 2 y 3.
Claramente, por (4.76), se verifica
Ul b (o) () S Ut ((va)a)” () = U, 15 (wa)"(+))
de donde; tomando envueltas superiores y teniendo en cuenta 3,
U (o b (o) < U (o, 1 (o) () = Ul 1 ()" ()

Por otro lado, tomando envueltas superiores en la expresion (4.78), se
obtiene

U (e, s () ) > ((wo)s) (0 + €8) — tHA(E) = (up)"(x + 1) — LHA(E)

para todo € € D(H*), donde nuevamente hemos utilizado la propiedad
(4.76). De esta forma, tomando supremo en & € D(H*) se concluye

U (2,1 (uo) () = U, by (o) ()
n primer lugar, como
U, b up(0)) < U2, b u0(4)),

entouces

(U (b up()) U (e, uo(0)).
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Por otro lado, la desigualdad |
U, o)) 2 ol + €8) — tHA(E), € € D(HY)
lleva a
Un(o,t510()) 2 (o). (i + €8) — LHP(E), € € D(HY),
por lo que tomando envueltas superiores,
()" (o, 5 wo()) 2 ((u0).)" (i + €0) — LHY(E), € € D(H"),

Consecuentemente,

(U (z, b ua()) > sup {{(wg).)” (o + ) — tHY(E)} = Uz, £ ((wg))" ().

¢eD(H*)
De esta forma, +
()" (2, 5 uo(-)) 2 Ulz, 15 ((wo))" (). e G

Observacién 4.77
Los argumentos empleados en la demostracion de la Proposicion anterior
permiten mostrar:

i
I. Siwy € LA(RN) verifica
((120)7), = (uo). en RN

entonces
U5 (10)"(-)) = U(, 5 (wo)(-)) en R x]0,T[. '-
2. Si g € LA(RYY tiene la propiedad

(((UJU)*)*)* = (ug). en RN

entonces I

(7). (s (a)a () = U5 (w)e() en REXIO,TL o
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En cuanto a la deseripeion del dago inicial, st denotamos

Up(z;ug(-)) = lim U(z, 1;ue(-)), = € RN,

{0t

se tiene la signiente acotacion:

Proposicién 4.78
Para cada 2z € RY se verifica

(1o Yul) < Uolwgua(-)) < (ug) ().

Demostracién.
Claramente, para cada £ € D(H*), se tiene

U{x, 100()) > wolz + &) — tH(E)
luego

lim U(w, t;uo(+) = lim ug(e + £8) > (up).(x).
t—ot

=0+

Por otro lado, por definicién de supremo, dado & > O existe £ € D(H?) tul
(que

Uz, 1iug(+)) <uple + &) — tH(E) + & S ug(m + £4) +tH(0) + ¢
ya que, a partit de la desiguolded de Young generalizada,
H*(&) + H(0) > 0, € € D{H").
Por tanto,

lim U, 5 ug()) < tli]&}r wp(e + E4) + & < {up)" () + €.
—

{—=0F

Haciendo tender ¢ — 0 obtencmos

fm U (e, tue()) < (o) (2). o

t—it

En algunas ocasiones puede mejorarse la afirmacion antertor:
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Proposiciéon 4.79
Si up € LSA(RNY, bajo el supuesto
0 € D(H"),

se vertfica
(Uo)™ (3 uo(")) = (w0)"(2), w € R
En particular,

Uo(; (o) () = (we) (), = € RN,

Demostracion.
Basta tener en cuenta que la hipdtesis (4.79) determina

U, b ue(0)) > uolx) — tH™(0)
de donde, haciendo tender ¢ — 0% se obtiene

wg(z) < Up(ee;uol(+)) < (uo)™ ().

Basta tomar envueltas superiores para concluir el resultado.

Observacion 4.80
Si para algin o > 0y ¢ € RN, se verifica

D(H*) D E'JBL,(C)
entonces

im  sup wolx + &) = (wo)™(x), 2 € RN,
0% e i)

I
Nétese que la propiedad {4.81) es verificada por hamiltonianos de la forma

H(p) = Rlp|™, p € RN (R >0, m > 1),
En particular, cnando m = 1, se verifica
Up(w;uo(-)) = (uo) (2), = € RN,

para cualguicr dato wo € LSA(IRY). o

‘
{
{
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Las soluciones de la ecuacién (4.69) tienen la signiente reguleridad com-

plementaria:

Corolario 4.81
Siu e LLA(RNX]0, T[) es una solucién de (4.69) enlonces, para cada
(,0) € RNX]0, T[ y € € D(H*), se verifica

limsup w2 4+ (1 — 5),s) < wola, ) <limmfu.(e — (L — 5),1).

st~ st~

Demostracion.
Tomando iy = s ¢ y = @ 4+ (1 — s) en (4.72} obtenemos

w2, t) > ue(w+ E(L—s5),8) — (1 —)H (&), 0 < s <t <T. (4.83)
Por tanto,

un{, 1) = limsup [ua(z + £(L — 5),s) — (¢ — s)H*(&))]

=3~

= lim sup w.(z + £(1 — 5), 5).

s—i—

La relacion (4.83) escrita en la forma
wale — €t — $),0) > ualw,s) — (L= s)H(E), D < s <L < T
conduce a

liminfu, (e — (L — 8), 1) = liminf . (x, s) — (£ — s) 17 (€)]

st s+

= liminfu.(z, s) 2 w.le, ). a

s—it—

Ademis,

Corolario 4.82
Seaw € LTA(IRN x]0, T1) una solucion de (4.69). Bajo la hipolesis (4.82),
para cada to €]0,T[ la funcién parcial u'(;u,) € SCS(IRY) donde

w(wl) = him ol t), Lo > 0.

+
t—rig
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;
Demostracidon.
Dado = € RN y 0 < 1y < T, a partir de (4.72) y (4.73) se sigue la ¢ d,d(md,
de designaldades }

u® (g u,) > hm Uz, t— 1o u(ua)) = Uy u(u,) = (ut”)* (2 w.). | o

t—H.

En el caso en que el hamiltoniano es convexo, también se tiene el resultado
reciproco al del Teorema 4.74.
[
Teorema 4.83 (Caracterizacién de las supersoluciones) :
Sea H : RN = R una funcion propia, conveza, s.c.i. yu € EIA(H{NX]U T[)
con T < 4oo. Entonces u cs solucion de viscosidad de la ecuacion ’

w > H(Vu) en RNx]0,T[

sty sdlo st para cada by €]0,T[ se verifica

|
|
(e, 1) 2w, 1) 2wy, o) = (1 = to)H* (t’f ‘f) (4.84)
—

para todo w,y € RN yt € [to, T[ tales que y € x + (t — 1) D(H*).

Demostracidn.
Basta con demostrar la implicacion reciproca del Teorema 4.74. Para e]]u
sea (pr,p2) € D7wg(a,t) con (x,t) € RN x]0, T[. Por definicién I

(1, 8) = we(e, t) + py - (y — ) 4+ pa(s = 8) + o(ly — 2| + |s — 1]). (4.‘\85)

Por otra parte, si s < {, la relacién (4.84) determina

-u,,;(jtj, .9) < u*(:r,',t) + (t —_ S)'H* (;j — .'L‘) . (4.;8().)

, — 8
!

Dado € € D(H*) consideramos { = s+ h ey = x + Eh con h > 0. Asi; de
(4.85) v {4.86) obtenemos :

"(/f”) <HHE), h> 0.

i
i
|
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Haciendo tender A — 0 se dednce
pr-§—pe SH(E,
es decir,
prz i€ —H(E), £ € D(H).
Por ser H una funcidon convexa, tomando supremo en € € D(H*) en la
expresion anterior se obtiene
p2 2 H" () = H(pm),
gracias al Teorema de Fenchel-Moreaw. g
Una aplicacion inmediata es:
Proposicion 4.84
Siw € LARNx]0,T]), T < 400, es una solucicn de
uw — H(Vu) =0 en RN x]0, TT

cntonces

() (e, ) 2 U (:L’,t; ('[L,(‘;O_‘_))* ()) , (w,t) € TR.NX]ﬂ,rl"[.

Demostracion.
La relacion (1.74) determina

wo (o, 8) 2 U, b, 07)) > ww 4+ €,07) — tHH(€)

para (z,t) € RN x]0, T[y € € D(H*), por lo que tomando envueltas superio-
res
() (,) > (wala + €2,07)) = tH* (), € € D{H).
Il resultado se sigue tomando supremo en &€ € D(H7). g
Como hemos comentado anteriormente, la descripaidn del dato micial g
en un problema de Cauchy es ambigua, pues

(o) () < (e, 0F) < liminlea(a, t)

t=0t
: N
< limsupu (2, t) < w* (2, 07) < (ue) (), z € R,
i—0F
El teorema de Verilicacidén nos va a permitiv especificar el dnico compor-
tamiento inicial posible para una amplia clase de datos iniciales.



4.4. TEOREMA DE VERIFICAGION. 115

|
|
Teorema 4.85 |
Sea 1y € LA(IRNY verificando !
7

(w)a)" (#) = (wo)"(), # € R (4.87)
yu € LA(RNX]0, T)), T < 400, una solucion fuerte de viscosidad del pro-
blema de Cauchy |

; ) — (0 N |

(o Sus o 4
Entonces, bajo la hipotesis (4.82), se vertfica l

tl_i;l(])}— u(z, t) = (uo)*(z), = € RY. l

Demostracién. '
Por la propiedad (4.74) sabemos que I
w(,1) > U, Gl 07)) 3 Ul 5 (o). (), (5,0) € RYX]O,T[. (4.89)

Por tanto, (4.82) y (4.87) implican l

i infau(z,1) > (). (2) = (uo) (2), = € N, J

t—0t
Por otra parte, de la cadena de desigualdades i

wl(z,t) < ulz,t) <u'(x,t), € RN, t>0 1

i

é
l

se obtiene

(o) () < ligoiffu,,(:z:,t) < li:}lf}i}fﬂ(ﬂ), t) < Iitiﬁllp u(z,t)

< limsapu™(e, ) < u (z,07) < (wo)*(z), = € RN, o
t—0t
Observacion 4.86

I. La condicién (4.87) no es muy exigente, pues se verifica si ug € SCI( [RN)
Sin embargo, existen funciones up € SCS(IRY) con la propiedad ante-
rior, comeo por egjemplo '

N
up(x) = XEG(U)(‘EL z € RY (o>0).

|
|
|
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2. Bajo la hipdtesis (4.82) se precisa la traza indicial de cualquier super-
solucién fuerte de viscosidad del problema (4.88) dado que

liminf (e, 1) > ((w).)” () 2 (wo)a(z), « € RY. g

f—=0+

En particular, al considerar problemas de Cauchy, una amplia clase de
datos iniciales conducen a la minimalidad de la formula de Lax=Oleinik.

Corolario 4.87 (Propiedad de minimalidad)
Sea uy € LA(RYY yw e LZAIRN <]0, T), T < 400, una supersolucidn
Juerte de viscosidad del problema

uy— H(Vu) =0 en RN x]0, T
u(-, 0) = uy(+) e RN,

Entonces, bajo la hipdlesis (4.82), se verifica

() (e, £) > Uz, 1 ((ua)) (D), (,1) € RN x]0, TL

Demostracion.
La refacién (4.89) determina
wal, ) > Ule, t; (uo)a(+), (2,1) € RN x|0, T,

por lo que tomando envueltas superiores se verifica

() (e, ) = U (e s (o) () = U (st ((10))7 (1) (4.90)

para fodo (x,t) € RN x]0, T[ {para ta dltima desigualdad véase el apartado
6 de la Proposicion 4.76). g

Observacion 4.88

A la vista del resultado anterior, s ademas uy vertfica (4.87), entonces

(1) (e, 1) 2 U, 6 (wo) (), (x,t) € R¥X]0,T[. a
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|
Interesa ocuparse en la banda mazimal en ¢l que las supersoluciongs

fuertes de viscosidad del problema de Cauchy !

u,— H(Vu) =0 en IRNx]0,T{
u(-,0) = uo(-) en IRM

(4.91)

estan definidas, es decir, RY x [0, T, siendo

}

N {
w(w,t) < +oo si(z,t) € RY x [0, T r
w(#, Teo) = +00  para algin & € RN, '

Teorema 4.89 (Horizonte maximal)
Sea ug € LA(IRY) y H € C(IRY) verificando

DHYY = IRY 3 limsup H*(€) = +oo. (492)

€]—+eo

Entonces, para que ef problema (4.91) admita supersoluciones fuertes de vis-
|
‘ t

|
<1 pare algpin t > 0. (4.93)

cosidad, debe verificarse
lim sup {(w).) (6

En tal caso, el horizonte mazimal de las supersoluciones fuertes de viscosidad
de (4.91) es ‘

i
{
I

b

Tew =sup{T > 0: limsup M <L O<t<T}; € 4oo. (4.94)

[€]—+oo tH* § i
t |
Demostracion. ;

Dado ¢ > 0, de la relacién (4.90) se signe
()" (0,) > U, b (wo).) () > (wo))" (€0) — tH(e) |

para todo £ € D(H*), luego !
((uﬂ)*) (ft)fl _|_ ('U.*) (U? t’) Si HX(E) > 0‘|3

H(E) e

FNblese que la hipdtesis (4.92) garantiza la existencia de & € D(H*) con H*{£) > 0.
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Haciendo tender || — +oc, la hipdtesis (4.92) determina que (4.93) es una
condicién necesaria para la existencia de supersoluciones de (4.91). g

Observacién 4.90
El horizonte mazimal T, definido en (4.94) es uniforme. g

Cuando T < 400 podemos estudiar el comportamiento de las super-
soluciones del problema de Cauchy (4.91) al hacer tender |z| — +oo. Con-
cretamente,

Teorema 4.91 (Comportamiento asintético espacial)
Sea H € C{IRY) wverificando (4.92}. Si T,, < +oc entonces para toda
funcion w € LTA(RNX]0, To|} que sea supersolucidn fuerte de (4.91) se

vertfica

Teole — 1

<l <1, 0<t<T 4.95

T —1 = ()1 0<t < Ty (4.95)

donde .
L) Ly f ‘
foo(t) = limsup () (2, 1) , <t < Ty
Sl (s RIS T
(T = 1) T —1

Y

f, =hm su])—m)*(TE) (<1).
[€] =40 Tk
T H (—Tm)

((uo)e)” (€

I particular, si

—
I
—_—

limsup ————-2 27 — (4.96)
T
cntonces
limsup ————"—
] =+ oo H £+
)
Demostracion.

Por ser w supersolucion fuerte de viscosidad del problema (4.91) entonces,

del Teorema 4.71, se dednce

()" (3 = Etata) + HAE) 2 () (y — E,11) + L HA(E)
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!
para y € RYN y 0 < ¢, €4, < Tw. Tomando 0 < & < 1, las elecciones
=1, t, =T —cey=E¢Ts —e) llevan a y

(1) (0, T =€) + (T = PH(€) = ()" (E(Tw — £ =), 1) + LH(E).

|
Dividiendo la expresién anterior por tH*(€) y tomando supremo en € € RN .

a partir de (4.92), se obtiene |

i

}

|

(we)" (€(Too ~t —€),t)  Too—e Te, —t—¢
< S R A _
!H*(’S) st r 1 ; s 0<t< T,

-t — g} y haciendo tender primero

Con el cambio de variable © = £(T
e = 0y luego || — +oo, obtenemos |

lo(t) <1, 0 <t < Ty
Por otra parte, de (4.90), para todo £ € RN se verifica
(W) (2, t) > ((wo),)" (& + &) — tH (&), (x,1) € RNx]0, Too|.

En particular, la eleccion

|
|
t
|
!
|

conduce a
1
i

() (,1) > ((w0).)" ( = )—-tH*(T:_J, (,) € IR x]0, T

Dividiendo la expresién anterior por
!

" A ‘

y tomando limites cuando |z| =& 4+co se obtiene i

Teo
(1) (T ; \
- o=t 1 3
oo (t) > lim sup T 1
ol o0 wf 2 o ‘
T, —1)H* '
( o0 ) (Too _ 11) l
B TR (7 5 M (3 I A v e

fa]

limsup — =
Tco_tlﬂ—}—*—ooT H*(E) r.,—1 .., —1
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Observacidn 4.92
Cuando H* es y-homogéueo con 4 > |, la hipdtesis (4.93) toma la forma

) Jx * t -, —
lim sup (o))" (£) < - para algun ¢ > 0. (4.97)

o ter WG

Por tanto, la clase de datos iniciales 1y admisibles viene dada por la relacidn

hm Sll[)M =AelR, {4.98)
[€|—++oo Mg

patra los cuales
]

T = ( ] )ﬁ (Ay = max{A,0}).

v

En el caso en gque T, < 400, como

o ((w).) (& - ({0} )" (€)
limsnp ————F = (Tw) Hmsup ——— ——— = |,
El-too e | S klmteo HA(E)
T H* | =
Te,
entonces todas las supersoluciones u verifican
) (1) (1) 1 L -
lim sup = ( ) , 0 <t < T, 4.99}
|| —++o0 H*(.'E, cho —1 (

Fn particular, para
H(p) = Rlp|™, p e RY (m > 1)
las relaciones (4.97), (4.98) y (4.99) toman, respectivamente, la forma
ug), )" V1
lim sup ((w0).)" (€) < D

€| —+oo |f|“’ril N (Rm'“'{,)'ml?

* m-—]
- . | — 1
“11] sup (_(_M = ¢ = IR U {:too} con Tcx) — (nl )
[£]-++o0 |&|m-T ' Rmm™m n

para algun 1 > (),

v

w,) (a1 T, w=T
lim sup () (n.l ) =/ (T f) L, 0<t«<Te. @

|| oo .'I,'! m—1 oo
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Bajo adecuadas hipotesis, obtenemos resultados de comparacion. Con-

cretamente,

Proposicién 4.93 }
Sea W € CYIRNx]0, T[) verificando ’

W,(x,t) > H(VW (z,1)), (x,1) € RNx]0,T[ (T £ 400) |
de forma que f

Wiz) >0 cuando |x| — +o0. (4.1(1(])
Entonces, siu € LSAIRNxJ0, T[) es una solucidn de viscosidad de
u; < H(Vu) en IRNx]0,T|

|
T
tal que |
limsup (" (2,8) — W(x, 1)) <0, 2 € RN !
=t !
Y
\ w(x,1) i
limsup ——2=* <1, ¢t €0, T, (4.101)
lelstoo WTET) +
se verifica '
u(a,t) < w (e, ) < Wiz, t), (z,t) € RNx]0, T[. !
Demostracién. |

Como u* € SCS(IRN x [0, T —¢]) para todo € > 0, las condiciones (4.100)
y (4.101) implican que |

sup (u” — W} < 400, I
BN x[0,T~] :

donde !

We(w, t) = Wz, t) + et.
Si existiera (4,£) € RN x]0, T — €] tal que
(" — W (e, 1) < (u* = W), 1), (x,2) € RN x [0, T —¢],
entonces se tendria |

Wz, t) — i (&,1) < We(e, t) — We(E,1) *



122 CAPITULO 4. PROPIEDADES INTRINSECAS.

= ("Vs)t(:r:,t)(i — f) + VH/E(:%,f) Az — &)+ of|e — x|+ |t — l’n|)

y, por tanto,

(VW=E(E, 1), (W), (&, 1) € DYur(z, 1)
lo que conduce a la contradiceidn
0 < e+ [W(#1) = H{VW(E, D)) = (W)d(&,0) — H(VW(2,1)) <0.
Consecuentemente, of supremo de «* — W< o bien se alcanza cuando |@| —
400 0 en t = 0. Como en ambos casos es no positivo, entonces

sSup (u" — W) <0
RN %[0, T—¢]

De esta forma,
(v — WY, 1) <0, (2,4) € RY x [0,T —¢],
de donde se signe el resultado haciendo tender & = 0. g

A continuacion vamos a utilizar el resultado anterior para hacer un estudio
de la unicidad de soluciones en problemas de Cauchy gobernados por hamil-
tonianos convexos utilizando para ello téenicas propias de la convolucion
standard.

Teorema 4.94 (Unicidad)
Bajo el supuesto T, < +oo, sea H : RY — IR wna funcidn continua y
convera con la propiedad (4.92) y uy € LA(RY) verificando (4.93), (4.96) y

((10)s)" (2) = (wo)*(2), = € RN, (4.102)

Si la funcion de Lax-Oleinid asociada a H™ y {wo)", es decir

e, o) () = swp {way() - o (5]

yEe—tD(H*)

es una solucion de viseosidad localmenle lipschitziana del problema de Cauchy

wre o 0 = N
{ wy — H(Vu) =0 en IR7x]0, Tyl (4.103)

u(+, 0} = uol+) en IRN

entonces es, de hecho, la inica.
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|

Demostracion. ,
Sea u € LA(IRN]0, Tol) una solucién fuerte de viscosidad de (4.103).
Il Corolario 4.87 y ta propiedad {4.102) determinan !

Uz, (o) ()) < (w)™(z,1), (2,8) € RN x [0, Ty

por lo que basta mostrar la desigualdad contraria. Por el Teorema 4.91 ke

tiene .
) w, ) (0t

litm sup M =T, —1t 0<t<Ty. *

izl oo H* L :

T —1t ;

Consideremos a continuacion la familia de datos iniciales }
, 1 l .

o) =U :1:,;;'150(-) + - x€R", nelN !

, r |

que verifican ug,, € C(IRN) y
uon () > wo(x), z € RN, n € IN, ’

Ademas, nuevamente por el Teorema 4.91, se tiene

ni& I f
hm sup () =T, — — ;
jz|—=+oo H* x n

(Too - |

1 , j
supuesto n > —. De esta forma, la sohicion de Lax-Oleinik para los datos
o0
iniciales wa,, l

Uz, tuon()) = sup {"U,n(y) —H (y - "r)}

yex—tD(H*)

estd definida en la banda RN x [0, T siendo

Tm,niTm_l<Too- !
1 '

Ademas, aplicando una vez mas el Teorema 4.91, se verifica

Uz, & uon( | |

lim sup (2,8 o)) =1, 0<t< T ——.
|z|—++o0 1 . xr n .
(Tm—;—f)%ﬂ (—“_——Tm—%— ) !
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Como U{-, - wou()) es localimente lipschitziana, la convolucion standard
U =Uro., &0

verifica

(Ue), = HVU (55 0,u(0))) * e
Asi, la desiqualdad de Jensen lleva a

(Ue), (2, 1) > H(VU (2, 1), (2,1) € RN x }s,Tm - % — 5[.

Finalmente, de la propiedad

. (10a) (1) _ |
limsup ——-or——— =1 0<t < T — —
|3’|_”+C<}7) Z/{(;L', t? “‘l),n(')) ’ - - D

se obtiene que para cada o > 0
(w) (e, t) < (V4 o)de(z, b uy,u(0)), |2 > 1.

La dependencia monétonona de [a funcion de Lax—0Oleinik respecto de la
evolucion temporal y su comportamiento asintdtico determinan la existencia
de § = 8(7; H*, (10)”) con

lim §(o; H, (uy)*) =0

a—=0

tal que

(1 4+ o), Lo n(-)) <Ue{w,t + 8 wonl-)) + 62

para [l > 1y 0 <t < Ty — :—l — . Asi, los argumentos empleados en la
prueba de la Proposicion 4.93 condicen a

N 1
() (e, 8) S U2, 04 S wop()) + 08, (w.1) € RN % [U;To,Q - — - 51.

n
Haciendo o = 0, ¢ — 0 y n = +oo concluimos ¢l resultado. g
Observacién 4.95

Argumentos de comparacion utilizando la convolucion standard han sido
utilizados por diversos autores {([Ba8], [Barr-Jel], [Li-Sou-Val....). g
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|
Como caso particular del anterior, consideremos el problema ;
!
!
w— R|Vau™ =0 en ]R:x]O,TOO[ (4.104)
w(-,0) = ug(-) en R I

donde R >0y m> 1.

Corolario 4.96
Si ug € LA(RY) verifica (4.102) y

¢ = lim sup—w >0 (4.105)

o] 3hoo [z]m=T l
entonces la formula de Laz-Oleinik |
|.'L' _ y|m m_1 *

U(w, t; (uo)™(+)) = sup { (o) (y) —(m—1) [ ——— (4.106)
yEIRN Rm™? '

para (z,1) € RN x [0, Teo|, donde 4

m — 1)“’"] 3 ‘

¢

T ——1—(

oo — T
Rmm

:
proporciona el candidato a la tinica solucion fuerte de viscosidad del problema
i
(4.104). o |

Observacién 4.97 l
En el Corolario 5.34 probaremos que, en las condiciones anteriores, la
funcion U(w,t; (ue)*(+)) va a ser la tdnica solucién fuerte de viscosidadde

(4.104). o !

Ny y !
En algunos casos, cuando la funcién de Lax-Oleinik es solucion, elld es
localmente lipschitziana. Concretamente, mostramos un resultado mas ge-

neral: ’

Teorema 4.98
Sea H € C’(IR,N) con la propiedad J

lim inf Hip)

r—=4co I

> 1 pare 0 < |p| <1 (4.1P7)
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yu € LIA(IRNx]0, T[) una solucién de viscosidad de
we — H(Vu) >0 en RN x|0,Ti.

Entonces, u., € WUP(IRNx]0, T]).
Demostracion.

Sea. @ un abierto acotado de RN x]0, T[. A partir de un clemento arhi-
trario (y, s) € O detinimos la funcién

S, t) = ufz,t) + L\/|:r: —yl2 4+ (¢t =), (2, )€ O

siendo L > 0. Por hipdtesis, existe (#,7) € O tal que
O(F, 1) = min_d(x,1).
(.)€

Claramente, (Z,t) € 0O pues, en otro caso, se llegaria a la contradiceion

G(F,1) > w(F,1) > min d(uw,1).

— (w)EQ

Por otra parte, si (Z,1) £ (y,s) entonces, de la relacion

ez, 1) + [.J\/|:r: — Y4 (= 5)2 > ua®, 1) + L\/|:E —y|2 4 (i — s)?

se obtiene

wo(w, 1) — ul(2,7) > —L (\/]:r: —yl2+ (Lt = 3) \/|1 — vyl + ({ — 5)2 ) ,

de donde

(L LR i )enfqrh
VIgE—ul+ (=82 e -yl + (0 -5

Por tanto,

Yy — & -t
< L.
( \/'L—[j|2 f—s)z) \/|1—u|3 (f — )2
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De esta forma, si suponemos & # y entonces, de la expresion

H{L y_ %
VI = yl2 + (0 - )

L

<1 |
i
obtenemos, tomando L 3> 1, una contradiccion con (4.107)." Por tanto,

~ e I
Z =y y se verifica :

ey, 3) > wafy, 1) + LI — 5| > min_w.(x,t) + L[ — /.
(a:,£)EQ

Por tanto, al hacer tender L = 400 se obtiene

Lf—s| =0 si Lo +oo=]i—s/—=0 si L= +tco. !

. :
De esta forma, si £ # s entonces, para todo (pr,p2) € D7u.(y, s) se tendria

wey 8) = wu(y, 1) + LT — 5| 2 we(y, s) + pa(f = 5) + o(|f — s} + L[ — 5

2 0y, 5) + (L = [pal) [ = s + o[ = ).

Por tanto, haciendo tender L — 400 en la expresion

|
J
|
|
i

o(|f — s
L= ol + 2230
|t — s
obtendriamos una contradiccién. Consecuentemente, (&,1) = (y,s) y, por
tanto,
uly, 8) —w(e, 1) < L\/lm —y2+ (t —5)2, (&%), (y,8) €O
de donde se concluye el resultado. ¢
MNGtese que se tiene la acotacién

Y — &
ly - & <1, L>0.

VIE=yl*+ (=52~
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Observacidén 4.99

Mediante argumentos de la Programacion Dindamica mostraremos, mds
adelante, que la funcidn de Lax-Oleinik U{-, ; (uo)*(*)) asociada a H* y al
dato inicial (ug)* es solucién de viscosidad del problema (4.103).

En particular, aplicando el resultado anterior a la formula de Lax—Oleinik

asociada al dual convexo del hamiltoniano
. - \ -
H(p) = R[p|™, pe RY (mn>1, R>0)
. Lo . N .~
v a la envuclta superior de un dato micial wy € LA(IR") verificando

((1)-)" = (u0)™ en RN

y
£ = limsup w cR
|| = 4o |1L'|ln—1

obtenemos que
U (5 (o) () € WL (RN x]0, )

siendo :
nm—
| m—1

Too = [E— €+

Por tanto, como a partir de la Proposicion 4.76 se sigue
U (5 (o) () = Us (5 {1a)"(4))

se tiene un ofecto reqularizante. g

4.4.1 Caso H(p) =R|p|™, p€ R¥ (R >0, m > 1).
De toda la problematica general estamos especialmente interesados en el
estudio de las supersoluciones de la ecuacion

w, — R[Vu|" =0 en RYx]0,T| (4.108)
con R >0y m > . Aunque los resultados han sido probados para hamil-

tonianos mas generales, pormenorizamos éstos para un uso posterior en las
estimaciones del ‘gradiente’. Comenzamos con el caso m > 1.

La expresion que toma el Teorema de Verificacion cnando el hamiltoniano
se comporta como una luncidon superlineal es la siguiente:
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Teorema 4.100 (Verificacién)
Sea u € EIA([R,NX]O, T, T < 400, una solucion de

f

:
w > RIVa|™ en RN%]0,T[ (m>1) (!l.lffg)

|

donde R > 0. Entonces, para cada to €]0, T, se tiene

u(w, ) > w2, 1) > way, to) — (m —1) (WLI;‘(;“IT")) N (4.110)
s |

%
para todo z,y € RN y t € [to, T[. En particular, “
i |
, o = yIm)

w(a, t) 2 we(w, ) > sup {ualy,07) = (m— 1) | —— (4.111)
yEIHN . A !
para todo = € RN y 1 €]0, T[. q |
Observacién 4.101 I

I. La hipétesis (4.109) puede, obviamente, generalizarse a la condicion

H(p)

liminf >R (R>0, m>1).
pls+oo |p|™ f

2. De (4.110) se deduce la monotonia creciente de w, en Ja variable ¢ |

e, 1) < wa(z, lz), @ € RN, 0 <t <ty <T. (4.1%12)

!
t

3. La funcion

1
U, t;u(u)) = sup u’(y;u) — (m—1) (ﬂ) ‘
JERF Ram™¢ t

‘
se correspounde con la fdrmule de Lax-Oleinik asociada al (I(leljl,lgéL(lo
del hamiltoniano H(p) = R|p|™ y al dato inicial «°(+;u.). Nétese que
para cada ¢ > 0 la funcién U(z, t;u"(;;u.)) coincide con la m, k-sup-
convolucién del dato inicial u9(-;u,) relativa al exponente m > 1 para

k= (m—1) (R,lln'“) i !

la. eleccidn
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(véase la Definicién 4.36).'" Recordemos también que las propiedades
de la m, k-supconvolucion muestran que la funcién U es localmente
lipschitziana para £ > 0. g

Observacion 4.102
Si u e LZA(RNX]0,T)), T < 400, es solucién de (4.109) entonces para
todo £y > 0 se obtiene, a partir de (4.110), la estimacion

1
(0,1 ! =ty (2, t)
u'—mﬂl— i — — SEI—, :EGIH.N, ty <t < T,
|tz | =1 Rin"™(t — tp) |:g| =T

de donde se deduce

1

Loy w=T ¢
—(m — 1) (——lr> < Hminf —(L—)
Rin'"¢ e[ =40 Tplm—T

Ademas, la coudicidn (4.110) implica

0<t<T.

) (I t) 1 m—1 -
Imsup —= <(m - )| —77—— ,0<i<T. g
(xlo+o00  TZ[™-T Rm™ (T - ¢)

De (4.110) se signen algunas relaciones entre la traza inicial y el horizonte.
Concretamente, para cada § > 0, se verifica

(i, 0t ) w {0, —=8) { l \

P R (T = 5 }

Si hacemos tender |@| — 400 y luego ¢ — 0 obtenemos:

Teorema 4.103 (Comportamiento de la traza inicial en el infinito)

Supongamos la condicion

liminf = >R (R>0, m>1) (4.113)

lp|—=+o p|'“

""Nétese que la relacién (4.111) determina la acotacidn de la funcién (4 en los puntos
(,t) € RN %0, T[ en los que ufx, t) < +oo.
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y sea T < +oo. Siu€ LZARN X0, T[) resuelve |
we > H(Vu) en IRNxJ0,T]

entonces

H
i
: (we)*(x,07) ( | )ﬁ r
llmsup ——— < (m— 1) { =—= : 4.114
T L A
El resultado anterior es muy importante en el estudio de la ecuacion i
w, > (V) en RNx0,T| (4.115)
donde el hamiltoniano H verifica la condicién (4.113). Si denotamos por E
!
. (2, OF b
£ = 1limsup ke (x’m ) € RU{xoo}, (4.116)
[#]—+ea |Ll?|m“] l!
se sigue la desigualdad
r<(m-1){— )T 1117
= (Hl - ) (R,HlmT ) ( * )

Por tanto, una condicidn necesaria para que la inecnacién (4.115) a,dm‘ita
soluciones es que £ € IR U {—oco}. En el Teorema 5.2 probaremos que esta
condicidn es, de hecho, necesaria y suficiente.
A la vista de (4.117), en la banda mazimal RN x [0, To[ en la que rlas
soluciones estan definidas, pueden presentarse dos casos: '

l. £ <0 = T no estd acotado superiormente; luego, T, = 400.

1 n— 1y»1
2.0>0 = T<L R (1 7 ) , por lo que el primer instantede
m ,

blow-up relativo a la ecuacion (4.115) es

1 m—1ym!
T, = ( ) _ 4118
R]}lln g ( )

Con estos comentarios podemos mejorar las estimaciones dadas en la (ii)b—
servacion 4.102. Concretamente, se tiene el siguiente comportamiento asin-
totico espacial:
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Proposiciéon 4.104
Bajo la hipdtesis (4.113) sea v € LZA(IRNx]0,T[) solucién de (4.115)

verificando
) (x, 0F)

limstp———=—=={> 0. (4.119)
[iz2] =3 4000 |£l'f m=1
Entonces,
i U * :"f, Too rnl—l )
lim sup M,:—) =f (,_, \ L, O0<t<Tow. o (4.120)
|z|=+oo |.’I;|m*1 \ 1 — ‘{'/

Observacion 4.105

Cuando T, = +o0c (es decir, £ < ) la Observacion 4.102 muestra que

(1)

limsup —2 = =10,1>10
bl
|1|—>+oo &r|lm-1
suptesto u > 0. g
Ademas se tiene el resultado reciproco al dado en el Teorema 4.100.

Teorema 4.106 (Caracterizacién de las supersoluciones (m > 1))
Seaw € LTA(IRN x]0, T[), T < +oo. Fntonces u es solucion de viscosidad
de la ccuacion

u: > RIVul™ en RNx|0,T[ (m > 1)
sty solo st u verifica la propiedad (4.110).
Demostracion.
A la vista del Teorema 4.100, basta demostrar su tmplicacion reciproca.
Para ello, sea (py, pz) € D7, (2, ¢) con (x,%) € RN x]0, T[. Por definicién
us(y,s) 2w, ) +p1 - (y— )+ pals — )+ olly — x|+ |s =t} (4.121)

Por otra parte, s1 s < ¢, la relacion (4.110) determina

/ L 4 | m—1 '
uly, s) < wu(w, b} + (m— 1) kw) . (4.122)
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" +e ’
Tomamos { = s+ hey=2+c¢ heon i >0, ¢c>0ye# —pr. Asi,
[pr=e :

de (4.121) y (4.122) obtenemos

I
. \

/ | e
clp;-l—el—pg-l-g(glg(m—l)( ) 1,h>0. l

h Rmm
Haciendo tender b — 0 y |e| — 0 se deduce ’
mo. =
clpr] —pe < (m = 1) (an“‘) o ; :’
de donde ’ : E
| < pf +{m—1) (R,;'“) " (4.123)

Como la funcién auxiliar
A Lo
Plcy=—+Bem-1, ¢ >0 (AB>0)
C

tiene las propiedades

%
40) = lim ble) = +oo ;
}’ m-—1 !
. ( - 1A} = t
o) = 0 o (m
¢'(c) = 5 ; ;
el valor ¢y, se corresponde con el minimo (global) de la funcion ¢. La eleccion
A . B . 1 ( l ) m—1 *
by =(m-1) Rm™ !
|
Heva, a oy i
Cin = M HﬁpzT .
que, reemplazado en (4.123) conduce a '
!
l L m - 1 i Pzym f
pp= P+ py = (—) :
bl i mR= R ’ |

obteniéndose
m
m > Rlp™. o |
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4.4.2 Caso H(p) =Rlp|, p € R" (R > 0).

Como el caso m > | ha sido tratado en la Seccidn anterior, hacemos algunos
comentarios sohre las propiedades para m = 1, para el cual el hamiltoniano
H toma la forma

H(p) = RJp|, pc RY

v se verilica

H* (&) =0, £ € D(H") = Br(0).
Sin € EIAUR.N x {0, T}) con T < 400, es solucién de

w — R|Vu| >0 en RYx]0,T[
entouces se verilica:

Loow(e,t) 2 uda, t) 2 ua(y, to), le—y| < R{E—1n), to <t < T (propicdad
del cono de dependencia).

20w, t) > wale,t) > Ule, 10 w), (2,0) € RN % [0, T] siendo

U (ot (50) = s oy ).
lw—y[<R¢

3w (e u,) = (ut")! {ju.), @ € RN para fy > 0.
4o (1) (2, 1) 2 U (2, (1, 00))" () 5 (w,0) € RN x [0, T,
Ademis, si v € LA(IRN x [0,T]) es solucién de

u — RIVul=0 en RYx]0, T
u{-,0) = 'u,[,(-) en RN

donde wy € ﬁ.A(lRN) verifica (4.87) entonces

R O — (Y N
rg’lgl w(z,t) = (uo) (2), « ¢ IR
}f
() (2, 8) = U (2, 4 ((10)) (), (e, t) € RN x [0, T
Finalmente, al igual que ocurria en el caso m > 1 se tiene la signiente carac-
terizacion de las soluciones de {(4.108):
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Teorema 4.107 (Caracterizacién de las supersoluciones (m = 1)) '
Seau € LTA(RN x]0,T]), T < +oo. Entonces u es solucion de viscosidad

de la ccuacion I
w, > R|Vu| en RNx]0,T| i

sty solo st para cada tg €]0,T] se verifica J

a2, 1) 2wy, to), |2 —y| SR —1p), to <t <T. (4.124)

Demostracién. 1
Por el Teorema 4.74 es suficiente mostrar la implicacién de derecha a

izquierda. Para ello, sea (p1,p2) € D7u,(z,1) con (z,t) € RN x]0, TJ. F"or

detinicion :
1

!
w(y,8) 2 () +pr - (y — &) +pa(s — ) +oljy — x| + |s ~#]). (4.125)

Por otro lado, si s < ¢, la relacion (4.124) determina

1y, 8) < il t), |2 —y] < R — ). (4.126)

Tomamos t = s+ hey =uz+ Rge—h con h > 0y e# —p. As:’,ide
1 + e ‘
(4.125) y (4.126) obtenemos !

i
R.|p1+e|«p)2+$§0, h > 0. !

Haciendo tender A — 0 y |e| — 0 se concluye |

m > Ripl. o i






Capitulo 5

Un problema de control.

5.1 Planteamiento del problema de control.

Consideremos el sistema dinamico

. X(s)=a(s), s>0
(5) { T'(s)=-1, s>0

sobre el que actuan los controles admistbles a(-) tomados en la clase
A=C(Ry; RN
De esta manera, un estado inicial
(X(0),T(0) = (2,1) € RN x IRy
evoluciona, a través del sistema, de la forma
(X(s), T(s)) = (x + [ a(o)do,t - .9) e RN xRy, s 0.
A efectos practicos, conviene utilizar la notacion

X(s)=X(s;z,a()) y T(s)=T(s:t), s >0.

I
Lo interesante es reseiiar que los elementos de A son funciones definidas en s =0e

wchiyendo, desde luego, a las constantes.

137
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Observacién 5.1
Hagamos unos comentarios inmediatos:

L (4, 7T)eC (R RY) x ¢ (Ry; Ry ).
2. Dependencia de X' en los controles a(-): para cada s > ) se verifica

|V (s, a1(-)) = X{s52,a0())] < lai() — a2()||Losy, @(-),au(-) € A,

por tanto, la aplicacion a(+) v X(s; 2, a{-)) es lipschitziana en L1(0, 5).

3. Dependencia respecto al estado inicial: para todo «(-) &€ Ay s > 0 se

verifica
Asiz,al?)) = X(s;pa(:))=2—y, 2,y € RN
“)T
T(s:t)=T(ssr)=t—vr, L,r20. o
Referente a la evolucién del estado vamos a considerar dos tipos de coste:

e un coste interior dado por

_ /‘]T(EJ’H(.}) L{e(s))ds
donde la funcién £ : A = IR se denomina lagrangianoe.®
e un coste de frontera de la forma
wo [ (T(m, &, al-));w, af )]
siendo wy € SCS(IRY).
En ambas expresiones

7z, ba()) = b {s 2 00 (X (s2,a(), T(s:1) € RY x Ry}

denota el primer instante de salida de la trayectoria (U, 7T} de la region

3 IN . EErs
IR™ x IR, que, como se aprecia, es constante en los controles y en la posicion
inicial. En nuestro caso, es obvio que

T(x,t,al-))=¢, 120,

Ukilizando la terminologia de la Mecdnica Clistea.
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A continuacién asociamos a cada control a(-) € A una funcién coste total
|
¢ !
ez, b a(5)) = wo (Nt w,a())) — /O L{a(s))ds. (5'.1)
|
En la literatura del Control Optimo Determinista, (5.1) se corresponde con
el denominado eriterio de {ipo Bolza que, para la eleccion concreta del {a-
grangiano !

Lipy=vp|™, pe RN (a>1) ;

cont v > 0, toma la forma, '

J(x,t, ) = ug (.L + Lt (L(S)ds) - u/: la(s)|"ds. :

Estamos interesados en maximizar el criterio anterior, por lo que mtmdm i-
mos la funcién coste dptimo® |
[}
u(z, 1) = sup J(x,t,a(-)), (x,t) € RN x Ry. F

a(-JEA

|
Uno de los objetivos basicos de la teoria de Control es caracterizar la funcidn
u y determinar controles optimos, que son aquellos en los que se realiza el
supremo o, en su defecto, controles que realicen valores proximos a éste.
El siguiente resultado establece la clase de estados iniciales ug (Ldllllslhlvq

para la existencia de la [uncién u. !

Teorema 5.2
Sed g € SCS(]R.N). Intonces

£ = limsup 39—(-;—)_6_13_ (5.2)

)= +oe l‘Ll |

es una condicidn necesaria y suficiente para la existencia de la funcion (()sft"
dptimo u en RN %0, T para algin T > 0, ;

*Serfa mds preciso denominarla funcién genancia Sptima.



140 CAariTULO 5. UN PROBLEMA DE GONTROL.

Demostracién.
Pijado z € IRY, la acotacién local superior de ug junto con la hipdtesis
(5.2) determinan que para todo ¢ > 0 existe €. > 0 tal que

ug(z +y) S (FF 4 &)e + y" + Co < (T +&)(Ja] + )" + Ce, y € RY

donde £7 = max{?,0}. Consecuentemente, para cada 1 > 0 y cada control
a(-) € A
J(x,tal)) = uo (r +] (/s) .'/j la(s)|"ds
! o .
< (f+¢) (’:r:l + lf a{«)ds ) + . — 1/] la(s)]*ds
0 0
i & !
< (6 +¢) (;;f,-| 5 iu.(s)|d.9) v [ o) + €
0 JL)

= (1t +¢) [/ﬂt (g + |(L(H)|) cls} - /“t la{s)|"ds + C..

Como o > | sabemos que

(T' + S)rjv _ 7,0’ S 2(.2—150: 7'=-\" 2 (]

(ver (4.29)); ademas, la desigualdad de Jensen implica

U.: (@Ha(sﬂ) o] <o 11+ '”'("“”) "

fa3

Por tanto,

S tal)) < (£ + E)i”_],/

) (l | + |”( )l) ds — 1 '/ul |(I,(.5‘)rﬂ(fh' + (.‘;'E

-t
< [(ﬁ"’ +e)! — .'/} ] la(s)|ds + 2071 + &) a]™ + C.,
B

con lo que

u{a,t) < {(W e - / sup f le(s)|"ds 4 2271 (0T + &) || + O
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Claramente, el segundo miembro de esta expresion es finito si y sélo si
(6 dep™ —v <0, >0 i

0, equivalentemente, |

t < (M%m)ﬁ < (%)ﬁ (5:.3)

14

L
Por tanto, para todo z € RN vy 0 < ¢ < [ — T existe £ € |0 o o
: yus )

€+ -.{'lefl
tal que |

u(z,t) < 2"_1(1"."" + &)zl + Ce < 4004

Reciprocamente, si u{x, 1) < 400 se tendra, por definicidn,

u(z, t) > ug (:1: + /Ut (L(R)ds) —v /Ut fa(s)|"ds

para cualquier control a(-) € A. En particular, para todo y € RN se tiene

|

u(z,t) > uplz + yt) — vly|™t. (’34)

Con el cambio de variable 2 = = + yt la expresidn anterior toma la forma

z—al¥ : ¢
t?uu(z)_Vt]_u(‘m[%"zl)w' .

u(w,t) > up(z) — v

Consecuentemente,

o) | ouols) e, (U + 1) - ;

L E1
Tomando limites en la expresion anterior obtenemos®

£ =1limsu tl2) <t < +oo (5.5)

[e] 2400 [

to que implica la condicidén (5.2). g

“Nétese que la constante (; depende de ¢ y, en particular, (; puede tender a infinito
) ‘
174 =1 V. . . . .
cuando § — (ﬁ_+) . Remitimeos al Capitulo 10 para el estudio del comportamiento para
tiernpos grandes de u.
*Claramente: |y] — 00 & |z| = 400.
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Observacién 5.3
[. Sila funcion g tiene un comportamiento en el infinito de la forma

lim sup tole)

jx|—=too -ITTE‘-

= 400

entonces la funcién u no estd nunca definida en IRY x R4, Por tanto,
a la vista del resultado anterior, en todo lo ¢que sigue supondremos ta
hipotesis (5.2).

[N

De la propia definicidn se signe un resnltado de comparacion:
TL(](') S 'U(](') = u(.‘l{) S V(7f)

donde u y v vienen definidas a partir de los estados iniciales wg y mg
respectivamente. g

La funcidn u(z, ) tiene la signiente propiedad de monotonra:

Proposicién 5.4
Si wy € SCS(IRM) verifica (5.2) entonces, para todo = € RY, se tiene

1

wp(z) < ulz,s) <ulx,d), 0<s<i< (?‘:_—) " (5.6)
En particular, fijado z € RN,
u(e,t) < +oo = ufz,s) < +o0, 0 < s <1,
Demoaostracion.

La primera desigualdad la obtenemos tomando el control a{-) = 0, y para
Ja segnnda basta observar qne para todo control a(-) € A se verifica

J(x bal)) = uw (:;r: + [)E rL(U)dJ) - v /Ot |e{ )| da

5 N 5 -t
= g (:r; + ) a(r.’r)drr—l-js a(a)da) — v (/U la{a)|“dea —1—]5 ](L(ﬂ)|“rl,'rf) .
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Tomando para cada «(-) € A el control

i(o) = a(a)x[o?s[, >0

obhtenemos

t
0

= ug (::: + /US (L(U)da> —y /Us la(o)|*do.

u(z,t) = sup J(x,t,a(-))
o(-)eA ‘

> sup {ug (:1: + fs a(rf)dfd) — v /S I(L(J)'“da_} =u(z,s). o |
0 0

a-)EA

J{z, t,a(-)) = ug (:L’ + f &(J)da) —v /ﬂt la(o)|*do |

De esta forma,

: . . Ny g !
Con el fin de progresar en las propiedades de la funcién coste dptimo

¢ ¢
u(z,t) = sup {u(, (.L‘ -}-/0 u(s)d.s) - |(z(s)|“d£},

(1(-]EA

resulta muy ttil la siguiente caracterizacion: ¢

Teorema 5.5 (Férmula de representacién de Lax—Oleinik) i
St up € SCS(]R,N), bajo la hipotesis (5.2) se verifica

o 1
u(z,i) = sup {u(,(z) — r/%}, (z,1) € RN x ]0, (%_) ! [ (5.

zelRN

Demostracién.
W N 7,
Sea (2,1) € R” x |0, -

desigualdad de Jensen determina ;

t
[ a{s)ds
0
[

(X4

i
u(z,t) < sup < up (.L —I—/ a(s)ds) — vt
a(-}eA 0

a1 . .
) [ Como vip|* es una funcion convexal la
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[ e
AN gyl <) — /' ———————— .
S T o

Por otra parte, considerando para cada z € RN controles constantes de la
forma

g

L D<s <t

se verifica

u(x,t) > wa(z) — vt ('ic ; Zl) , z € RN,
Por tanto,

el tu—l_

u(:E; l') 2 sup {uo(g) — ,/l_:ﬁi} . O

Observacion 5.6
Los comentarios de la Parte anterior sobre la funcién de Lax—-Oleinik
expresan la conveniencia de que el dato inicial wy sea s.c.s. g

Corolario 5.7
La formula de Laz-Oleinik para un estado inicial de la forma

ug() = t.”.([|:z;| - 0’]_}_)(1 + 1, z € RN

donde £ >0, « > 1, o0 € R yu € R viene dada por

u(e, 1) = ([l - )" (%) ﬁ_-i;tb_(;l;,i) e RN x [0, T

siendo

Demostracion.
Por definicién, a partir de (5.7) sabemos que para cada (i, t) € RN x]0, T
s¢ liene
u{w,t) — = sup Mz, f)
=zeRV
donde

e — 2|

v )= C([]z] - ol,) — v € RN

RN
—
T
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Como o
Maye,t)=4£ ([[£| - U]+) 20 *
! #(z,1) Ll ;
. ziw,t) v _
|z|l]—i»1}i:loo T Bk (At =Y (T“‘_l t“—‘> <0

entonces tenemos garantizada la existencia de 2., = Zimax(®,t) € RN tal que

u(z,t) — o = Plzmax(e, t); w, t). {
Como . :
D05 x,t) = _V% <0< dlaw;x,t)

entonces Zmax(®,t) # 0, por lo que
v(;b(zmax(wai)) = 0. i

Por otra parte,

r—1

w=1 z |z — z| & —z _
V(z) = af ([|zf — a‘]+) |_°’_| —va—rm Pyl z# 0.

Entonces, para que Vé(z) = 0 basta con que se verifique

a-1 |z — z|*! T
t(llz2l-0l,)" = vzl =0l = S — |

(recnérdese la definicion de T). El valor critico en el que se alcanza ¢l maximo

es !
oo el =ol)t e _ (T el s (el-ale
R R = == b 07
“max — t[—ff]i ] !
T—/¢ s1 @ = 0

donde |e] = 1. Distinguimos dos casos:

L. Six # 0 se verifica
t“'L“—O“ \L f (lml —O-){. qi II‘I > g |
| T V1 e Y L B e

~max| — .
T-1 0 si x| <o '
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— _ (T — )zl — o) + (|| — o]+ )¢

| — O
max | T - ¢

T »
ﬁ(’iﬂ[—ﬂ) siofz| >0
lz| — o sifu| <o
por lo que
T
“zmax|—0']+ = ﬁ(h’{_a) sl |l| > T
0 $1 I.’L’I < o.

Consecuentemente:

(a) si |z] < & entonces u{z,t) = .
(b} si |x| > o se verifica

o

[T L{e A
u(:z:,'t)—,uszT_i(|:z:|—cr)) —fT“—'\ T 1 ) PR

:ﬁm(lml—a) (T —t) = (|z]| — o) — )

2. 51z = 0 entonces

YoG s<0
—_—_ 5l T
|zmax‘ - T—1
0 s >0
Y ] [
(¢ +[~0]yjt —=aT J - nooel
|zmax| — g = = 1o T )
T —F. l —T / sr—o<t)
por lo que
0 si o> 0
o ol = To
H nmxl U]+ 7’]:‘ 7 st o< 0.

De esta forma,
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(a) si o 2 0 entonces u(x,t) = .

(b} si o < 0 se verifica

Toe \" te ¢ 1
0ty —p="¢{- — T (— )
u(0,8) - p ( T—f,) Tt/ #-!

- _(_T“’_t)a T YT — t) = #(—0)° (Tl_t)—l .

Una primera consecuencia que extraemos es la descripcion del compor-

tamiento iniclal.

Proposicién 5.8
Sea ug una funcion s.c.s. en xg € RN verificando (5.2). Entonces

() S, e 1) = (o).

Dermostracidn. :
Sea 2y € RN y {(zn,tn)}n € RN % IRy tal que 1_1)141_1 (Tuytn) = (20,0).
. - [25 (s 0]

Por definicidn, para cada n € IN, existe z,, = z,(wo; Tn,1n) € RN verificando

Ly — To|" Tp — 2" | .
'U,D(.'L'(J) — I/Intt% S l.l(.‘L'.,” f.n) S 'I.L(}(Zn) — I/%]— + ;‘; (D.S)
n T ]

La condicidn (5.2} y la acotacidn local superior de ug determinan la existencia
de una constante C > max {ug(o), 0} tal que

uo(z) < (€5 + 1) 2"+ C, 2z € R,

De esta forma, de (5.8) se desprende

L1

tu—l N ‘
|zn — 2| < ( 2 (wo(z,) — uolzo) + 1) + |w, — :1:[-,|“) , \

v
es decir, '
1
[Ad

. (5.9)

tn — 2| < (C (65 + 1) [z2al® + € — woliwo) + 1) + Jain — ;1:(,|")

1%
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Consecuentemente,

|2a] < ey = 20| + |0 — o] + |20

<
ad 2}

O uplo) + l) + | — :1:01”) + |, — w0l + |20l

< (5 (@

Sea n 3 1 de forma que

|.'L'n — :E()I < |y f;n <

AT Y/

y consideremos la funcion

. I{ ., C—wuglz)+1 ¢
a(r) =r — (; (r + (‘)_:](4“”1) ) + l) — 1= |zal, » >0

que tiene las signientes propiedaces:
' 210, . g{t by i r) = .
L. g € C([0, +00]), g(0) <Oy lim g(r) = +oco

2. ¢'(r) >0, » > 0. En efecto, basta tener en cuenta que

2 a e
() — a wa—1 1 o - U'U(’U .
g(’-’)—lk-:z—? (5(7 + - Mt ':FI ,;>(}.

De esta forma, los resultados anteriores muestran la designaldad

gllzal) <0, n > |

0, equivalentemente,

I‘Z”] S 9_1(0): I >>’ l

(e junto con la relacién (5.9) hace que para 1 > 1 se tenga

ot _ o C—uplwe) +1 ) R =
|""-?L - Z”‘ < (T ((ﬂ+ + I) (Q‘ ](O)) -+ _—ELJ(T[}):_Q_ Ly — 55(,1‘ ) -

Por tanto,

hmn z,= lhm z, ==z 5.10
o " Fi—¥ oy " o ( )
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+
pues basta observar que en el miembro derecho de la desigualdad anterior
aparece el producto de una sucesion acotada por otra que tiende a cero. De
esta forma, como ug es s.c.5. en el punto g, de la expresion (5.8) se deduce

!

uo(wg) < lil_];l_}iglofu(:liﬂ,tn) < li:Ei'lcﬂ) u(zp, i)
3

. Ty — 2™ ] .
< limsup { up(z,) — I/M + —l < lim sup up(z,) = up(xg),

N oo fo-1 5] ¥ o

es decir,

"li’li}x) u(zy,ts) = uo(o). a

Observacion 5.9
A la vista del resultado anterior podemos ‘aclarar’ como se describe el
comportamiento inicial. Para cada uy € LSA(RN) se tiene

u(z,07) = limsup uly,t) = (uo)*(x) > wolx), x € R
(5.6) = (z.0%) '

Estos comentarios seran muy itiles al abordar problemas de Cauchy. En
particular, cuando dos costes iniciales wuo y o son iguales en el sentido
semicontinuo® entonces ambas definen la misma funcién coste dptimo u que
coincide con la féormula de Lax—Oleinik asociada al dual convexo del hamil-
toniano y al dato inicial (ug)*. |
IEsta descripcion del dato inicial es compatible con la caracterizacion
obtenida en el Corolario 5.7, pues alli, el dato inicial era una funcién continua.

A efectos practicos, se verifica la siguiente propiedad: ,

Lema 5.10 ;
St ug € LSA(IRNY verifica (5.2) entonces (ug)* € SCS(RY) también'sa-
tisface (5.2).

"Recuérdese que: i

f=g en s.cs. = =g
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Demostracidn.
Por definmicidn, dado £ > 0 existe C, > 0 tal que

up() < (0T +&)|e|* + Ce, = € R,

Como la funcién

n(z) = (" + )l + Cp, € RN

es continua entonces, de la propia definicion, se sigue
Ed . R . N
() (z) < (), = € R”,

concluyéndose el resultado. g

Sea T.., € IR; U{4o00} ¢l mayor instante verificaudo
u(z,1) < oo, (z,1) € RN x [0, Tol.

El siguiente resultado nos permite determinar exactamente el valor de T,
que coincide con T y ya ‘adelantamos’ en el Corolario 5.7.

Proposicién 5.11
e J . - e
Para wn coste inicial ug € SCS(IRN} con la propiedad (5.2} se verifica

12 ra%l

Demostracion.
Por (5.3), es claro que

L (Y =
T“—(F) '

Para mostrar la designaldad en sentido contrario distinguimos dos casos:
[. Si To, < 400 (= £ > 0) entonces para todo £ > 0 se verifica
u(s, T, — &) < 00.

Por tanto, (5.5) lleva a
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|

;

de donde

. ‘

I/ Y a1 I

T, <e+ (€—+) , >0 '

por 1o que, haciendo tender ¢ — 0, obtenemos :

1 i

v\ a1 |

< | — . !

Too 5 (€+) !

. s N !
2. 51 Ty, = +oo entonces u(z,t) < +oo para todo ¢ > 0, por lo que (’)jﬁ)

implica ‘

p-" < ytl—ﬂ

o, equivalentemente, .

<uﬁ ,
i-(F) 1> 0. :

Haciendo tender £ — 400 se concluye £ < 0. g j

Observacion 5.12 :
I. De la caracterizacion anterior se desprende: T, < +oo & £ > (.
2. Como u(z,t) < +oo, (x,t) € RN 3 [0, Too[ y RN x [0, Toof es la banda
maximal de definicién de u, en ¢l caso en que Ty, < 400 al menos
existira un punto xo € RN tal que
u(zg, To) = +o0. |

Por esta razon, T, se denomina primer instante de blow-up. o

Cnando el dato inicial tiene un adecuado crecimiento, el instante de blow-
up Too es uniforme como lo muestra el siguiente resultado: f

Proposicion 5.13
Sea uy € SCS(IR.N) verificando (5.2) y

([l = o1)4)* + 0 < wolw) <[] = o2)4)" + 42, @ € RY
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donde £ > 0, oy, € R. Enfonces, para todo (x,t) € IRY x [0, Teo[, sc ticne

awu—adu“(Tf“f)m4+ﬂlguw¢)

—

) TQO —1
R e e

Demostracion.
Por el Corolario 5.7 sabemos que las funciones

. T o=
wD (1) = £ ([|x] = o] 4)" (Tmm—t) ,i=1,2
se corresponden con la formula de Lax-Oleinik para los datos iniciales
wgi)(:r:) = ([ = o] )", e e RN i =1,2.
De esta forma,
wWD (e, 1)+ gy < ule, 1) < w® (e, 1) +

es decir,

L{{|x] — o)1) ( ) + ey < ulz,t)

<ellid o) (qzzy)

Consecuentemente,
(2l — o)) TS 4+ (T — 17" < e, )T — 1)
< o] = o) T (T — )7

Observacion 5.14
Obviamente, en las condiciones anteriores se verifica

i Sl Te T <T
i =/ Yy <t -
[IE—:-II-IOO T T ’ -

(0]
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T (] — o)™ < lnginfu(:n, 1) (Teo—1)* ! < limsupu(z, t)(To, — )"
—Too

t—=Teo
x # 0 si op,09 >0
<€Tcr—l | — r E?é X 1, Y2 o
<O (el - oy, { S E g 5 0RO
i <Su(0,2) < pep, 0 <t < Ty 81 01,0, 2 0.
I. Cnando o7 > 0 se tiene

lim u(z,t) = +oo, z € RN\B,,(0)

t—=T oo
stendo T, uniforme en IRN\B,] (0). Ademas, para el caso particular
i

up() = flz]”, « € RY

con « > 1, la funcidén coste dptimo

verifica

|

|

w—1 '

ulx, t) = £z (",T—m) l
g P |

|

|

|

1 o Y1 a—1], .|
tl:'ll]‘lou('r"t)(Tm t) e, ¢ #£0
u(0,£) = 0, 0 <t < Te.

En el Teorema 10.6 mostraremos que, de hecho, se verifica

0, 0<t<T,
u(U’t)z{Jroo,itzToo.

2. 5 0y < 0 entonces

im u(z,t) = +oo, x € RY
=T e

por lo que T, es globalmente uniforme en todo RY. g

Seguidamente veamos cdmo ta evolucidn del coste dptimo preserva la con-

vexidad,

|
I
+
i
T
i
i
i




154 CAPITULO 5. UN PROBLEMA DE CONTROL.

Proposiciéon 5.15

N Fd r & '\’

Sty s conveza en algun congunto convezo 1 C IR entonces para cada
t €0, To[ la funcién parcial u{-;t) : Q — R es tambidn conveza.

Demostracion.
En efecto, al ser wy una funcion convexa en ) se verifica

wp( Az + (1 — Ay) < Awa(e) + (1 — Nuoly), z,y e, 0 <AL,

De esta forma, para cada o) € 4, t >0y 0 <A < |

Jz+ (1 =Ny, La()) = ua (/\.’L‘ +(1- Ay + [Ut (L(.s‘)ds) —v ./: ()| ds

= gy (z\ [:1: + ‘/: rL(.f;)cf.S] + (1 =X) [y + /Ot (L(.‘-‘)(f.‘i]) - v /“t |l s)|“ds
< gy (::: + /Ut u,(.w)r[.s) + (1 = A)ug (y + / a(s)ri.s) — 1//[: (s}

Cels

34
[}

= A [u(, (:1: + j: a(s)d.c;) _ [Ot (L(S)|“d.q]

y ‘
+(1 —A) [uu (y + / u(.s)ds) - :/f }a.(s_)|“'r£3]
Jo 0

= )\J("l::ta (L(')) + (1 - )\)J(ljt (1.()) :an € Q
Es decir, J(,t,a()) es también una funcién convexa, lo que nos permite
concluir que para cada t > 0y 0 < A <1 se tenga

u(Az + (1 — Ny, t) = sup J(Ae + {1 — Ny, t, o))

a(-)eA
< sup Gt + (1= NIt al )}
u(-)EA
< A sup S ta())+ (1 = A) sup J(y,t,al-))
a(-}J€A a(-}eA

= Au(z,f) + (1 — Au(y,t), 2,y €. 2
Por tanto, si el dato inicial wg es convexo, la funcién u{-, 1) es también
convexa para cada ¢ € [0, Ty.[, lo que hace que sea dos veces dilerenciable en
casi todo punto de RN (véase el leorema de Alezandroff en el Apéndice B).
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Veamos que, de heclio, la férmula de representacion permite abordar as-
pectos ‘geométricos’ para datos iniciales generales para los que se verifica un
efecto regularizante del tipo anterior. En particular se deduce que la funcién
u es semiconveza {consiltese la Subseccion 4.2.1). '

Proposicion 5.16 ‘
St uy € SCS(IRY) wverifica (5.2) entonces, para todo (x,t) € RN x]0, Tes|,
cxiste una constante A = Ao, v, x,uy) > 0 de forma que :

d*u N _ ;
—,_v)-—_z(:r;,t) > —jemy bara todo x € R™ con |x|=1. :
ax por
I
Demostracién. ‘
|

Fijado (x,1) € RN x]0, Teo[ sea 0 < & < 1 tal que

1 I

v o= w1 ‘
¢ — -
< (€+ +e) = (€+) Too |

(véase la Proposicion 5.11). De esta forma, la hipdtesis (5.2) determina la

existencta de C, > 0 tal que

uo(z) < (£ +e)|z" + C., z € RN

Por tanto, la representacién (5.7) hace que se tenga

u(z,t) < sup th(z;z,1) (5.11)

zeRN .

siendo | | J

z—xl®

'1/)5(2;:1,‘;?5) = (‘ﬂ+ +E)|Zlu+(}e —V?- |

Claramente . (-;2,t) € C(IRN) y {
lzll—.)n}l-loo e(z;a, ) = =007 (512)

"Més precisamente, :

Yelzym, ) ~ ({€++s)-—L |z]% si |z| = +oo. !

|
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Consecuentemente, (5.11) y (5.12) implican la existencia de 6y > 0 tal que si
0 < § < §y entonces

uf{x,l)= sup {u(,(zl — r/l—:__—”}, (w,t) € IRN x]0, T [.

:EB_:{(;:?)

Por tanto, dado n € IN existe z, = z,(x, 1, v, 0, 8) € Bi(x) tal que

1
4
-~ |"”l ’I
u(,t) Sugley) —v———
(AL ‘”.

. l . =
Como |z,| < 5o € IN, existira z B%
C

segiimos denotando {z,},) tal que

() v una subsucesién de {z, },, (que

lim =z, = z.
o0 " ¢

=1y h > 0. Entonces se verifica

Sea ahora y € RN con |y

_ Zp —w —hy
u(e + hy, t) — 2ula, ) +ulz — by, t) > (uo(f«’n) - ,,:| P | )

Zp — @ 2 Zn — & +h/ !
(ZUU(~7L) -2t J—{u—]—| as _) + (ll,e_l(zn) | fa—1 \‘ )

L/

= - [|2n -
x|

Y= 2z, — 2|+ |E o+ Ay

u] _ i
tc\f- T
Haciendo tender n — 400 en la expresion anterior se obtiene

u(:z: + hyy b)) — ufa,t) +ule — by, )

[b(h: 20, 2} — 2805 2y, w) + S(—F; 20, )]

> —
- -fu—]

sjendo

ke IR.

. e
ks zo, ) = 2o — x — kx|",
Teniendo en cuenta gue

1,2
d(E£h; 2, 2) = G(0; 20, ) + h' (05 20, ) + —i—q) (0 2y, ) + o(h*)



5.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA DE CONTROL, 157

y
|47(0; 20, 2) | = ex(er — 1)] 20 — "7

se verifica

u{w + hy,t) —2u(z,t) + ulz — hy,t o(2) Y |
( ) 3 ( ) > — o ¢rr(0 20, T )_|_ }

h? E J
i ,  o(h? |
= e (“’(“ —1)|zo — 2" + %)
vafo—1)__o(h)) 1 A ‘ :
= ( FT T ) et £ ge-t P 0< <l o

Observacién 5.17 !
En la prueba anterior hemos obtenido

u{x + hy, t) = 2u(z, i) +ule —hy.t) {velo — 1) . o(h?) P
o — .
}2.2 — k (S'u_-'Z _h;)_ tﬂ—l :

!
Esto permite determinar A en algunos casos concretos: '

l. s1 oo = 2 entonces A = 2p. ‘

1

2. s1 o > 2 haciendo tender § = 0 se obtiene A =0, por lo que la fnnc}én

!

u(-,t) es convexa. g

La lipschitzianidad local de las funciones convexas (ver [Aul] o [AU_Z])
permite concluir el siguiente efecto regularizante.

Corolario 5.18 ’

Si 1o € SCS(IRN) verifica (5.2) entonces la funcién u(-, 1) € WhLS(IRN)
para cada 0 <t < Ty,. Ademads, u(-, 1) es dos veces diferenciable en casi todo
punto de IRY. |

Demostracion. ;
Como la funcién '
| |2

tu—l

u(e,t) +

es convexa, se verifica que

x = u(x,t) + |L|2 e WE(RN) = & w5 u(e, 1) € WEP(IRY). o

fo—1



158 CAPITULO 5. UN PROBLEMA DE CONTROL.

Observacion 5.19
“y . . ’ - I Doe e s
Como se ve, no se requiere la hipétesis wg € SCS(IRY) para la definicion
“interior’ de uf-, 1) en IRN. Eu cnalquier caso, si consideramos la traza indcial

w’(;u) = lim uf,¢)
t—0t

de la continuidad ‘interior’ de u(-, 1) (por ser convexa) y de la relacion
wp(z) < ufz,t), £ >0

(ver (5.6)) se sigue que la sucesidn {u(-,¢)}, es no decreciente, por lo que se

tienen las propiedades
W5 u) € SCS(IRY) v wg(z) < 4(2;u) < ua(z, 0F), = € RY.
Por tanto, por la Observacion 5.9, se tiene
wp() < u'(z:u) < uy(e,07) = (wo)* (), © € R,
Sin embargo, salvo que uy € SCS(IRY), no podemos concluir la igualdad
wO(x;u) = wlx, 0F) = wy(x), = € RN

v, consecuentemente, la continnidad de u(-; 4) en £ = 0 (véase la demostracion
de la Proposicién 4.37). ¢

Observacién 5.20
Cuando m = I, la férmula de Lax—0Olemnik asociada al dual convexo de

H(p)=Rlp|, pe RN (R>0)
y al dato inicial (g} viene dada por
u(z, t) = sup{(uy) (x — &) : || <R}, =€ RN, £ > 0.

Nétese que u no tiene, en general, la regularidad anterior {(véase el modelo
de la llama estudiado en el Capitulo 3). g

El resultado de la Proposicion 5.16 puede generalizarse al caso de una
funcion convexa H mas general. Concretamente,



P

5.2. ECUACION DE LA PROGRAMACION DINAMICA. 159
é

Proposicién 5.21
£n las condiciones del Teorema 4.94, si ademas
H* € C*HIRY) |

entonces, la férmule de Laz-Oleinik

u(z,t) = sup {(ug)*(y) —tH* (y ; :n)} , (z,1) € RN x]0, T |

yEx+tD(H*) |

liene la propicdad de que para todo (z,1) € RN x]0, To| cxiste una conslante
A= A(H  z,f,us) > 0 de forma que '

d*u N
(#,t) 2 —A para todo x € R con |x|=1. .

ax?

Demostracion.
Argumentando como en la Proposicién 5.16 llegariamos a |

’U.O(zu) —tH* (_—"—%ZH — :l; — le)jl

| s (Fa— T 2 W=+ hx\]
[t 2 (22E) 4 2] o) - e (220X
n '

i

Z — & — hy Iy w— & ¢
:—L[H'*(—” ‘; L")—‘m*( t‘”)+ﬂ*(—z ;MA)].

La convexidad y regularidad de H* concluyen el resultado. g

u(e + hyx,t) — 2u{e, ) +ule - hy,t) >

I

5.2 Ecuacion de la Programacion Dinémic?.

Obviamente, se plantean los problemas de caracterizar la funcidén u y obtener
el control optimo, que es aquel valor G, () € A donde se realiza el supremo,
es decir, L

u(a,t) = J(z, a@y(), (z,1) € RN x [0, To|.

En una primera aproximacion, introducimos la siguiente nocién:
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Definicién 5.22
Dado & > 0 se dice que un control «(-) € A es e—dplimo correspondiente
a un puuto (z,1) si
(e, 1) — e < Jw, t,al-)).

Observacién 5.23

Notese que de la definicion de u se desprende la existencia de un control
e-optimo para cada estado (z,1) del sistema. En efecto, dado £ > 0 existe
un control us(-) € A tal que

u(x,tj—e < J(z,t,al")) <ulz,1). c

La herramienta fundamental que permite caracterizar la funciéon u a
través de una ecnacidn en derivadas parciales es el signiente resultado.®

Teorema 5.24 (Principio de la Programacién Dindmica)
Sea (z,1) € RVxJ0, Teo|. Entonces, para cada 0 < s <t se verifica

uf{z,?) = sup {u (:1: + /Us a(o)do,t — .Q> —v /: |(L((T)|”f‘!0‘} : (5.13)

w(-)€A

Demostracion.
Veamos que la funcidn

Wie, t) = ”:;.1}%)44 {u (:1: + /Ds a(o)de, 1 — s) — v [ig u(a)ludg}

coinecide con u.? Consideramos el control @.(o) = a.(s + 7), 0 > 0, donde
a.{-) es un control e-dptimo para el punto (z,¢). Es inmediato que!®

/Ul Jae(a)|"do = j: lae{o)|"do + f: Jae ()| dor

"Véanse los trabajos pioneros de R. Bellman, por ejemplo, en [FI-Ri].
YRecordermos que

! ¥
u(z, ) = sup J(z,tel))= sup {UU (:I: + / r:(o-)do-) - V] ]a(s)|"r!s} .
a(-)eA a)EA 4] u

WHacemos el cambio de variable & = & — s.
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i—s
—/ la.(e |“da+/ la.(s + o)|"do —f la.(a) “do‘—I—/ |ae (o) da
Y |

r+/ a.(o)do = r:+j a)dcr—}-/ te(0)do
)

= (:L'-i-/{; (LE(O')(E'O") +j: S(LE( o

Consecuentemente,

¢ :
u(z, ) —e < J(w, t,a.(-)) = uo (m + f (Ls(cr)dcr) - Vf e (o) |*do
0 0

8 =5 t—s
= [u[, ((.’L’ +f (Lg(a)d,br) +f &E(J)(la) — .r//o |&E(0)ﬁ“d0]
0
—uﬂsms( |“do = J (x +f a{o)do,t — s, (- ) r// | (o “(L'(f

< sup J (:1: +[ a{o}do,t — $,(L{-)> — 1// jac{c}|"do {
0 0

‘(l('}GA
l
= u<(lf+[ GS(U)dU,t—S) -—I// |(L€((f)|udo_ S W(ﬂ:,t). }
0 0 !
Haciendo ¢ — 0 se concluye que u < W. !

Para demostrar la otra designaldad, dados a((-),az() controles en A,

consideramos el controt
a{o) = ai{a)xpps + @2(T) x5y, 0 <o < |

donde x(q,5 denota la funcidn caracteristica del intervalo [, b]. De esta ﬁnnm,

por definicion

ule,t) > Jz,t al-)) = ug (:1, 4 /Ut a(a)da) —v f(: la(o)do ‘

= (4 [ atoto) —v [la(@)Ndr —v [feao)ds
= ug (;1; + fot (L(O')rlcr) - /Ds la1(a)|*do — v /‘;FS liy (o) do '

o) =as+ o), 0<o<i-s |

donde
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For otro lado

i ¥ o f
x4+ [ w(o)do =& + / iw{o)do + j ay(o)do
J0 [d] s

- (;r: + /(; :L](r;)(lo'> + /(.t_s ay(o)do.

)

De esta forma, si tomamos que d@,(-) sea un control £-optimo correspondiente

(:1: + jﬂls a(o)do, t — .9) ,

regresando a la desigualdad que obtuvimos anteriormente podemos escribir

t -5 f—s
u(z,t) > ug (:z: -f-] a(a)dar) — 1// lay (o) “da — 1// g (o} do
0 0 0

5 t—s -5
= [n(, ((:L‘ +/ flq(cr)d.a) + / &2(0)(:.'0) - l// |&2(cr)|"dr_7]
[a} 40 S
—f//o lay ()| do = J (.r: —|—]0 ar(o)do,t —S,&g(-)) - 1/]0 |y ()| do
>u (.’L’ + ./: a(o)do, t — S) —e—v /Us len{0)|“de, a,(-) € A.

Tomando supremo en «;(-) € A en la expresion anterior obtenemos

al punto

u(z,t) > Wie.t) ¢
Finalmente, haciendo tender ¢ = 0 concluimosu > W. g

Observacion 5.25
De hecho se tiene que

(e, i) = sup {u (:1: -+ /D‘SM a(o)do,t — (s A f)) — _/OSM /(z(rf}i“ria} , e >0

u(-)EA

donde s At =min{s,t}. o

Observacién 5.26

Para generalizaciones de estos resultados y referencias clisicas, ver [Li4]
o [Ev3]. Otra referencia que pone de relevancia la interaceion entre las soli-
ciones de viscosidad y la Teoria de Control es [Li-Ni]. g
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Observacion 5.27 i

I. La relacion establecida en (5.13) se conoce con el nombre de condicidn
de optimalidad dado que para obtener la funcidn coste dptimo dejanios
evolucionar el sistema siguiendo una estrategia marcada por cualquier
control a(-) hasta un instante s > 0, pagamos ¢l coste integral co-
rrespondiente y adicionalmente un coste final desde s usando el coste
éptimo relativo al estado en que se encuentra el sistema en el instarite
s y, linalmente, tomamos el extremo superior sobre el conjunto A de
todos los controles.

|

2. Empleando la férmula de Lax—Oleinik dada en (5.7) podemos expresar

el Principio de la Programacién Dindmica en la forma i

u(z,t+ s;ue()) = ulz, t;ul, s)) |
es decir, el estado del sistema en ¢l instante ¢ + s debe ser el mismo que
el que alcance el sistema desde el instante s tras haber transcurrido
un intervalo de tiempo t. Este hecho, conocido como el Principio de
Huygens, cotncide con la propiedad matematica del semigrupo y puede
ser expresado como ‘

S{t 4+ s)uy = S(s)[S(H)ue). o

Observacion 5.28

En la Proposicién 5.15 establecimos
uo(+) convexa = u(-,t) convexa Vi > 0.
A partir del Principio de Optimnalidad podemos generalizar ese resultado:

u(-, s) convexa = u(-,t) convexa vVt > s. o
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5.3 El problema de Cauchy.

Para relacionar la condicion de optimalidad con las ccuaciones de Hamillon—
Jacobi, dividiendo por s > 0, podemos escribir (5.13) en la forma

SUp - —
a{-}€A =] 5

u (.’L’ + /S(L(O’)([G', t— 3) —ulw,t)
0 / le(a)|"do =0 {5.14)
{

lo gue nos permite enunciar el siguiente resultado:

Lema 5.29
Sea ug € SCS(IRNY verificando (5.2). En los puntos (w,t) € RN %0, T
en los que la funcidn de coste optimo u es diferenciable, dsta verifica la ecua-
cion
(1) — sup {z- Vu(e,t) —v|z|"} = 0. (5.15)
z€RN

Demostracion.
Como u es diferenciable en (2,¢), considerando para cada z € RY el
control a{-) = z € A en (5.14) obtenemos

x4+ zs.f—s5) —ulxt s
e )—5/ 2| de < 0.
S J0

S S

lomando limites en la expresidn anterior cuando s — () se tiene

* 4+ zs,l—s)—ulx, s i
liu'l{u(r+ Hios) “(“)_5[ mwza}gu. (5.16)
o

s—0 L S 5 .

Las funciones

fls)=v /s |z|"da =1
JO

sy g(s)=u(m+ zs,l — 5)

“~

obviamente verifican

f'(s) = vlz|®

g'(s) =Du(z + zs,1 —s) - (2,—1) = 2 Vu(w + 25,4 — 5) —u(x + 25,1 — 38),
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con lo que

Coulz+zst—s) —ufx. )
lim =

5—0 5

g'(0) = z - Vu(z,t) — u(x, t)

s f(s) — f(0)
lim (Ef |(L(J)|“nf0'> = lina == 10y = v|z|".
s Jo s+ B

s}

De esta forma, regresando a la expresion {5.16) obtenemos
—w,(,t) + z- Vu(z,t) — v|z|* <0, ze RV :

¥, por tanto,
w(w,t) = sup {z- Vule, &) - vjz]"} 2 0.
zeRN

PPor otro lado

u (:1: + ]Usa(or)da, i — s) —u(z,t}

sup _Y f la(o)do b = 0.
(L(-)E.A S 5 J0 .
i i
Es decir J

SH {(I)(._s) —2(0) W) =00, } =1 (5.17)
a(.)e_A S S :
estando las funciones &, W : [0,t] — IR dadas por |
P(s;a(-))=u (;r: + /s a(o)do,t — .9) '

0
v !
Y(s;al)) = f// la(o)|"do. |
D 1
Claramente!! :
|
@'(s;a(-)) = Vu (:E + fs a(o)do,t — s) cafs) —u, (:1; + ’ a(c)do,t — e)

0 u '
y i

U'(s;a(-)) = vla(s)]".

Ubéngase en cuenta que u es diferenciable en (a, t).
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Por tanto, (5.17) v ta relacion

{ $(s) — &{0) = '(0)s + ofs; af-))
W(s)— W(0) = ¥{0)s + o(s;al-))

determinan
U(.s;a(.))}

S

0= sup {(I)'([}) — ¥(0) +

al-)EA

< sup {Vu(z,t) - «(0) - (e, t) — vla{0)"} + sup
a(-)eAd a(-JEA

=)

S

= sup {z-Vu(e,t) —ufe, ) —v|z|"} 4+ sup {M} :

zeRN a(-)EA S

De esta forma, como dado ¢ > 0 existe a.(-) € A tal que

s {o( -S:(T(-H} < o(s;a(7)) Lel
a()cA 8 4

se verifica

o(s; ae(+))

0 < —ule,t)+ sup {z-Vulz,t)—v|z|"} +
ze N

+e, D<s <t

Haciendo tender 5 = 0 se tendra

w(x,t) — sup {z - Vula,t) — v|z|"} <e.
::EIRN

Como ¢ > 0 es arbitrario, la desigualdad anterior nos permite concluir

u, (b)) — sup {z- Vule, 1) —v]z|*} <0, o
=z€IRY

Observacién 5.30

1. Obviamente, en el caso particular en que u € C'(IRN %0, Too[), dsta. es
una solucion cldsica de la ecuacion

w — sup {z-Vu—plz]"} =0, (x,1) € R¥x]0, Too|.
=€ RN
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Considerando la funcion
L(z) = v|z|”, z € RN,
tenemos que

0=u, — sup {z- Vu—L(:)} = u = L(Vu)

zeRN

donde £* denota el dual conjugado de Fenchel de la funcién £. Una
ecuacion del tipo

u; — H(Vu) =0
se denomina ecuacion de Hamilton—Jacobi, donde el hamiltoniano viéue
dado por ;
M) = sy e - L= LG pERY. |
zelR

De una manera general, las lineas anteriores indican que asociada a toda
ecuacion de Hamilton-Jacobi gobernada por un hamiltoniano convexo
se puede dar un problema de control.

A la vista de lo anterior, tenemos caracterizada la funcién u de Co?ste
Optimo unicamente en los puntos en los que es diferenciable, lo que: es
una condicién bastante restrictiva. Fundamentalmente por esta razon
precisamos un concepto mas general que permita interpretar que Una
funcién semicontinua (o incluso discontinua) u que verifique (5.13) sa-
tisfaga la ecuacién (5.15) en RN x]0, To[. Como veremos, una respuesta
satisfactoria a este problema viene dada por la nocién de solucidn de
viscosidad. |

En las ecuaciones anteriores, la eventual no linealidad aparece sobre l’los

términos del gradiente, lo que las diferencia de las que aparecen en flas
t

Leyes de conservacidn, ,

Existe una conexion entre las ecuaciones de Hamilton—Jacobi y los sis-
. . . . . . . - $

temas hamilfonianos de ecuactones diferencicles ordinarias. Concre-

tamente, el hamiltoniano H es el dual convexo del lagrangiano L) es
. !
decir ;

‘H(:L’,p) — sup {(f‘p_ ﬁ(.l’, (f)}, T, pe RM. a
geRY
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lha nocion de solucion de viscosidad permite oblener la forma mas general
de verificar una ecuacion de Hamilton—Jacobl, ya que no requicre ningnua
hipotesis sobre la diferenciabilidad de la funcién coste éptimo. Una vez que

sabemos (gracias al Corolario 5.18) que la funcién u € C(IRN %0, T..,[), con

esta nocion de solucidn, veamos la ecuacion en derivadas parciales que verifica,
u. La respuesta la proporciona el siguiente resultado.

Proposicion 5.31
Si uy € SCS(IRN) verifica (5.2) entonees la funcidn u(e,t) es solucidn de
viscosidad del problema

u — sup {z- Vu—ufz["} =0 en RNx]0, Tol.
zeRY

Demostracion.

1. Sea (pr,p2) € D ufap,to) = I b € C'(IRN )0, Too) tal que uw — ¢

alcanza un minimo local en el punto (g, ty) y

(Vp(io, to), di(a, ta)) = (p1, po)

(véase el Apéndice A o la demostracién de la Proposicién 4.57). Por ¢!
Principio de Optimalidad para cada a(-) € Ay 0 <t <y se verifica

¢ ot
u(zp,ty) > u (;L‘U -+ / a(s)ds, ty — t) — r/j la(s)|“ds.
0 ]
Asl pues,
¢
0
t t
> u(wg,to) — u (:1:0 —|—f a{s)ds, ty — t) > —p/ la(s)|*ds.
0 0

Dividiendo por t > 0 y tomando limites, se tiene

(IJ’)((I}U, t(]) — (7:5 (:}30 -+ / (L(‘?)(L"». i() — J') v :
lim -0 : > —lim (-—f i(t.(.fe)|“ris) .
t—0 ¢ -0\t Jo

El mismo argumento que utilizamos en el Lema 5.29 conduce a

M%J@—@@@+[@@M&m)0

¢

di(wo, to) — sup {z- Vg, ty) — v|z]7} 20,
M
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es decir,

Pz — Sup. {z-p —v|z]"} > 0.
z6RY

2. Sea (p1,p) € DFulzo,to) = 3 ¢ € CHIRNX]0, To) tal que u — ¢

alcanza un mdximo local en el punto (o, p) y

(V(an, to), P o, o)) = (1, p2)-

Por ¢l Principio de Optimalidad, para cada ¢t > 0

i
i

¢ : ,
u(zo, to) = sup {u (:1:0 +/ a(s)ds,ty — 'i,) - uf |a(.s)|"ds} .
(:(-)E.A 0 0 ,

Por tanto,

(r:g+fu dq to—f) — u(zo, o)
0= sup ——/ le(s)"ds

a(-)EA [

¢ (Lg + ( Vs, to — f) Mo, to) .
< sup f[(l, Y ds 3.
a()eA t ‘

De nuevo, el Lema 5.29 nos permite concluir

ff’t(foato) — sup {z- fo’(dio;to) v|z|"} <0, i
zeRN

0, lo que es lo mismo,

p2— sup {z-p —v|z[*} £0. g
z€RN

A la vista de la Definicién 4.59, podemos precisar la naturaleza de los
problemas de valor inicial de la forma |
w—H(Vu) =0 en RNx]0,T| Yo
w(-,0) =uo(-) en IR

donde 1y : RN — IR y T < 4oc.
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Definicién 5.32
Sea He C(RM), N> 1y T>0.

[.oue LSA(RY 0, T[) es subsolucion fuerte de viscosidad del probiema

Z

de Canchy {5.18) si u es solucién de viscosidad de

tw, — H{Vu) <0 en IRNx]0, T

w (2,07 < (ug) (), « € RN

w € LTA(RN <10, T]) es supersolucidn fuerte de viscosidad del proble-

ma de Cauchy (5.18) si « es solucion de viscosidad de

w, — H(Vu) > 0 en RNx]J0,T[

(2, 0F) 2 (up)- (), = € RN,

cu € LA(RNX)0, T[} es solucidn fuerte de viscosidad del problema de

Cauchy (5.18) si w es sub y supersolucién fuerte de viscosidad de (5.18),

u € LSA(RN x [0, TI) es subsolucion débil de viscosidad del problema,

de Canchy (5.18) si u es solucion de viscosidad de

w, — H(Vu) <0 en RNx]0,T[

min {pz — H{p1), u* (2, 0%) — (uo)"(: } <0,
para todo (pr,ps) € D¥ur(x,0%), =z ¢ RN,

w € LZA(RN %[0, T[) es supersolucion debil de viscosidad del problema

de Canchy (5.18) si © es solucidn de viscosidad de

us— H(Vu) >0 en RYx]0,T]

max {pz — H(py), ez, 0F) = (ug). )} >0

para todo (pr, pe) € D™ w(z, 0F), = € IRY,
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6. w € LA(RY x [0, T[) es solucidn débil de viscosidad del problema de

Cauchy (5.18) si w es sub y supersolucién débil de viscosidad de (5.18).
t

Observacion 5.33 :
En particular, para tos casos que aqui consideramos '
H(p) = R|p|™, pe RN (R>0, m>1) r
(0, en general, hamiltonianos H convexos), la solucién de Lax—Qleinik esta
h . - . . 1
univocamente determinada por los valores semicontinuos superiores del dato
inicial. Para la realizacidon del dato inicial nos remitimos a los comentarios
de la Observacion 5.19. g :
Corolario 5.34
Si up € LSA(IRNY verifica (5.2) y

§
;
i

((t0)s)" = (uo)” en RN i
entoneces la funcion u(z,t) es la inica solucion fuerte de viscosidad del p;m-

blema de Cauchy

a—1 {|Vu]ry=T IN . 1e Z

tT ( o ) =0 en R"X]0, T (51(,)
u(-,0) = o) en  IRN !
y verdfica !
u(, 0%) = (up)"(z), = € RN, ;
Ademds, u(-,t) € WEP (RN para cada 0 <t < T, ’
Demostracién. |
Considerando la funcién |
I

por la Proposicidn 5.31 sabemos que u es solucion de viscosidad de la ecuacion

u; — H(Vu) =0 en lRNX]O;Too[ |
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donde el hamiltoniano H = £* denota el dual conjugado de Fenchel de la
funcidn £ (véase la Observacion 5.30), es decir

H(p) = sup {z-p—vlz]"}, pe RN
zeIRN

Sea p € RN, p # 0. Claramente,
H(p} = sup ¥(z)

zelN

donde

by §
L
=
=

h(z)=z-p—vlz". (5.
Como o € C™(IRN) con
o)

P(0) =0 y limsup = —p <0

sl +oo 121

=1

tenemos garantizada la existencia de un vector z, € R™ donde la funcidn )
alcanza un maximo absolnto. Determinemos dicho valor; como

Vip(z) = p— valz|* %z, z € IRY,

se tiene!? 1
lpl \ " p
Vip(z) =0 & 2, = { — I
W) =0 en= ()

De esta forma para cada p € RY se tiene que'

H a o
. J. =1 1 a—1 . o — 1 ’F),U r—1
H(P) = ?,/)(Zj'l) = (f/_(\) — (:&) |}')J a—1 — T (E— .

Finalmente, basta aplicar el Corolario 4.96 para obtener que, de hecho, u
es la Mnica solucidn fuerte de (5.19) que, por el Corolario 5.18, ademas es
localmente lispchitziana en la variable espactal.

L2N6tese que al ser p £ 0 = z, £ 0.
13De la propia definiciou

H(0) = s {2 0=wlz|"} = inf {v]z|"} =0,
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Observacion 5.35
Para obtener el hamiltoniano
H{p) =Rip|™, p€ RN (R>0, m> 1)
hasta escoger

m

oy —

m—1 Rmm

En este caso, el punto donde ¢ alcanza el maximo es

1
1 -1 ,
y v=(m-—1) ( ) " (5.21)
i
1

z, = Rm|p|™%p, pe R". 4

5.3.1 Método de las caracteristicas.

Siguiendo las lineas expuestas en el Apéndice A, los sistemas dindmicos con-
servativos son aquellos que no contienen ningun elemento que disipe energla.
Estos sistemas se caracterizan por medio de hamiltonianos H{x(t), p(t)) (iue
representan la energia total (cinética y potencial) del sistema y dependen’de
la posicién x(t) y del momento del sistema p(t). Por ser el sistema COI]SGI‘}/?L-

tivo, se verifica !

dH ol dH ‘

0 = S ((t). p(1)) = S (al0), p(0)(0) + S alt), O (0)

B ;

De esta forma, el sistema conservativo lleva asociado un sistema hamiltoniano

#(1) = =T (e(1),p(0), (0 = @ ,_
o (5.22)
p(0)= 2 e ). 9l0) = pole) |

Por tanto, si consideraremos el problema

e, 1) - H(Vulz, 1)) =0, =€ RN, 1> 0
u(x, 0) = ug(z), x € RN,

|
el sistema conservativo asociado esta caracterizado para cada funcién 4 €
N . . . :
C'(IRN x IR,) por un hamiltoniano H que depende del momento del sistema
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p(1) (= Vu(e(t),1)) y es independiente de la posicidon del mismo @(t). Asi, de
(5.22) se deduce
p(t) = cte, t > 0.

Consecnentemente,

Vu(e(t), 1) = p{t) = p(0) = Vug(e), 2 ¢ RN, £ >0

{ x'(1) = VH(p(t)) = VH({Vua(z))
z(0) = x.

Es decir, las caracteristicas vieuen determinadas por la expresion
X(z,t) =2 — tVH(Vug(z)), « € RN, £ >0, (5.23)

Por tanto, si u satisface la ecuacion en derivadas parciales se tendra, para
cada @ € IR.N, la. relacién

du ax
Xie ),1) = Vul( X (z, ), 6)—
dt( (E,f).i) v“(l(lﬁt)‘ )()t

(. t) + w (Ve 1),1)

= —VH(Vuy(x)) - Vug(z) + H(Vug(x)).

Si ademas u satisface el dato inicial entonces
w(X(w,1),1) = wo(z) — t [VH{Vug(x)) - Vuo(x) — H{Vio(a))] (5.24)

para z € RN y ¢ > 0.

En este caso, las caracteristicas X' (w,1) = 2 — IVH(Vug(x)) no son, en
general, paralelas y su pendiente depende de la forma del hamiltoniano H
{concretamente de VH, como en el caso lineal) y ahora también de wg y
(en concreto, de Vug(x)). IIn consecuencia, para el caso no lineal, las carac-
terfsticas dependen, en general, de todo el problema (KDP, contoruo y dato
inicial) y no sélamente de la EDP como ocurria en el caso lineal.

Apliquemos los resultados anteriores a las siguientes elecciones de hamil-
toniano y dato inicial:

Hp)=Rlp|™, pe RY (R>0, m>1)
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|
!

up(z) = Alz|'"t", € RN (A>0, o € R).

En esta situacion las expresiones (5.23) y (5.24) toman, respectivamente,ila

forma |

X(z,1) = 2 — Rm(A(1l 4+ o)™ oo -1y

Y
w( Xz, t),8) = Alz|'"t — R(m — D(A(L + )™ x| |
!
Como se observa, en general, la aplicacién
|
x> X, t) I
}
no es biyectiva. En cambio, para la eleccton
|
1 :
o= ;
m— 1 ]

las caracteristicas vienen dadas como

. A m—1 .
X(z,t) = (l — R (m :nl) t) . J

| m— lym!
To = (55)
Rm™ A

obtenemos la expresion equivalente

Si definimos

t T, —1
X(x,t) = (1 — T——) z = _?_:1:, ze RN, 0<t < T.

Por tanto,

_ \ _ ni ™
w (T"r_‘[:" If:;!:,75) = Alz|m—= — R{m—1) ( A ) | =7t

oo m— | E
t m T — t m *
=A (l ——,IT.:) jz]m-1 = A T lz|=-1, x € RN, 0 <t < T..
Con el cambio de variable
To —t T.. |
z = £ == z
T, T, —¢
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obtenemos la {ormula explicita de la solucidn

m T(U m=T
u(z,t) = Alz|=-1 ( ' )

T — 1

en toda la banda maximal RY x [0, T,].

5.4 Algunas extensiones a hamiltonianos con-
vVexos.

, . 4 . .
LEn términos generales, para cada (@,1) € RY x IR, podemos considerar la
funcidn coste optimo

u(e, 1) = sup J(z,1,a(-)), (x,1) € RY x Ry
ol

correspondiente a optimizar el eriterio de tipo Bolza

Jltal-)) = uo (Xt 2, a())) — ﬁt H*(e(s))ds

sobre el sistema dindmico determinisia
t
Xtz o)== —I—/ H*(e(s))ds
0

sujeta a ta accidn de los controles a(-) € LL _{(IR4; D(I1*)}. Se trata, por tanto,
de optimizar un criterio con coste en la frontera IR x {0}

wg (Yt 2, a(-)))
y otro coste interior dado por
"t
— | H*(a(s))ds
J0

donde ¢l lagrangiano H* es el dual convexo del hamiltoniano H : RN — IR.

En la situacién anterior, la desiqualdad de Jensen determina

/: H*(a(s))ds > tH* (% / (L(S)(ls) \

JU

L
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con lo que

o) < swp {uo (¥(t52,00)) - e (L jf’” =)

Puesto que t permanece fijo, se verifica

u{z,t) < sup {ug(z) — tH* (Z : "E) } . |

zG:z:—{-t[)(H*}

Por otra parte, para controles constantes

se obtiene

sup - {uo(z) — tH* (3 ; ;I:)} < u(x,1).

z€z+1L(

Por tanto, concluimos la caracterizacion

wz, i) = sup {uo(z) — tH* (w —_ z}l
/)

zex+tD(H*) L N 1

de la funcién coste dptimo, que coincide con la funcién de Lax—Oleinik 24

relativa a H* y ug. Se puede, en consecuencia, extender a u las propiedacdes

v comentarios efectuados anteriormente de i, que aqui omitimos. ‘
Con vistas a la caracterizacion de u (es decir, 2{) mediante ecuaciones en

derivadas parciales, el resultado clave es: !

Teorema 5.36 (Principio de la Programacién Dindmica) {
Fijado (z,1) € RN x]0, Too[, se verifica

U(z,t) = sup {U (.’E + [JS a(o)do,t — s) - [s H*(u(a))da} .o

af) 0

Con este resultado, se obtiene la designaldad
Uz, 1) > U(x + Es,t — s) — sHH(E)
para £ € D{H*). Por otro lado, para todo (p1,p,) € D™U.(z,1), se verifica

U+ Es, bt —s) ZU(x, 1)+ spr - € — sp2 + o((1 + |€])s).
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De esta forma, la relaciones anteriores conducen a

o( (1 + [€])5)

0>p - &—p—H(&)+ . (prop2) € DUz, 1),

de donde haciendo tender s — 0 se concluye

p2z sup {pr-&—=HY(E)} = H™(p).
~ ¢eD(HY)

Por otra parte, para cada & > 0 existe a () € D{H*) tal que
Uz, 1) <U” (:L‘ + l: a(o)do, 1 — 5) - /DE H* (0. (o) )do 4 £
para 00 < & < 1. Luego, si (p1,m) € DYU(2,1), como
U (:r: + /: te(0)do,t — 5) < U, 1) + : p1 - as(o)do —eps + ol=),

se abtlene

1 e
0< =1 (p-a(o) — H{a(o)))do —pr++ ole)
e Jo c
< sp (- B O gt e+ 2 o) — e+ 2D
ceD(H) = =

Asi pues, haciendo tender ¢ - (0 obtenemos
pa < H™(py), (p1,p2) € DTU* (2, 1).

Por tanto, hemos obtenido que la funcién de Lax—0leinik U es solucion de
viscosidad de la ecuacion

w — (V) = 0 en RN x]0, Tool.

En particular, cuando H es una funcion convexa, el tcorema de Fenchel-
Moreauw hace que U sea solucion de viscosidad de

wy — H(Vu) =0 en RNx]0, Tol.
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5.5 Regularidad de las soluciones. |

|
Aunque ya hemos probado que la funcion de Lax—Qleinik es, para m >‘ L,
localmente lipschitziana, las lineas que siguen pretenden ratificar lo anterior,
estimando localmente los conjuntos semidiferenciales, lo que tendra una gran
importancia a la hora de utilizar la propiedad del cono de dependencia cuando
m > |. ;

Como ya hemos demostrado, la funcidn u es solucion fuerte de viscosidad

del problema |

wy— H{(Vu) =0 en IRYx]0, Teol
w(-,0) = up(-) en RN

donde el hamiltoniano viene definido por la relacion

1
a— | oy at
H(p) = sup {z-p—vlz|"} = —— (ﬂ) =Rjp|™, pe RN

ZE]H,N Y oy

con R> 0y m > | para los valores

m ( 1) ( 1 );1‘_"1
jrry S = —_ .
« m—1 v - Rm™ ’

En lo que sigue, extendemos el estudio anterior a problemas mas generales

de la forma

" — —0 e N |
Ciocwn” mw™™ om
donde H: RN — R. El primer resultado que mostramos es: |
Proposicién 5.37 1
Sea ug € LS A(RN) verificando
up > —c en RN (¢>0) (")Zb)

\
lim % ={>0. (527)
‘&[—}4—00 |E|m—1 |
Siu € LTA(RY%]0, To|) es una supersolucion fucrte de (5.25) dondé H
verifica ’

H(p) > RIp|™ + ki, p e RN (5.28)
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con R > 0, m > 1 yk € IR, entonces para cada 0 < 1 < T, lo funcion
w.(-y 1) es solucion de viscosidad de la ecnacion

R{m — I)(Te — NV -, )™ < -, 8) = kat 4+ ¢ en IRY. (5.29)

Demostracién.
Recudrdese {ver la Observacion 5.12) que £ > 0 determina Too < 400.
Para cada 0 < | < T, consideremos la luncion parcial
wh(x) = w(x, t).
Por el Teorema 4.100 y (5.4} {para la eleccién de o y v dada en (5.21))
sabemos
|:|m

Rmm

(uh)ulm) = kgt > ut(x) 2 wp(e + 22) ~ {(m—1) ( )ﬁ t, z € RN, (5.30)

La condicién (5.27) determina
ug(€) ~ €lE]7=F st [€] = +oo
por lo que para todo z € RN y A € R se verifica
up(€+ i + 20— X)) ~ L + 2 + 2(E — A)|==T ~ LE[mT §i |€] = +oo,

es decir,
] wo(€ + x4 2(t — A))
lim = =
|£|—}+<x) |£| mn—1

Por tanto, dado & > 0 existira k(g) > 0 tal que

{m&+m+zu—n)zw—awwﬁ G IEl > k(e)
wol(é + x4 2(1 = A}) > Colx, 1) si €] < K{e)

donde

Cela,d) = w(E+ w4+ 2(t—A)) > —c

inl
[€1<h{e)

(ver (5.26)) por lo que podemos alirmar

wo(€+ x4 z(t— M) > (L—e)|e|m= —¢, £.2€ RN, A € IR.
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En particular, tomando £ = Az, se tiene |
uplz + 2t) > (£ — &) Az|=1 —¢, z€ RN, A € R. |

legresando a la expresion (5.30) obtenemos
Reg | | i (5.30) obt

1

(a')o() — ket > (£ — €)Az]m2 = (n— 1) (}l{n'l) e

1 .
- ((e o - (m—-_l‘)‘ﬁl ) = -:,) 2|7 — ¢, z€ RY, A€ R,
Bl

Finalmente, si p € D¥ ((¢).)” (2), tomamos como z el maximo global de' la
[uncidn 7 definida en (5.20), es decir,

|
I
4

z, = Rm|p|™*p

(véase la Observacién 5.35) y

m—1! | e =
A== _ T.. .
( { —c (R.m’“) )

Asi obtenenios

m
m—1

|
Rm™

(u)u(z) — kit + ¢ > (m— 1) ( );{j (Too — t}]2p

I\ = "
— (m—1) (R ) (Rm)@ (Too — )| = R(m — 1)(Toe — )p|™. | 4
m

Corolario 5.38 *
Sea uy € LSA(IRYY un dato inicial con las propiedades (5.26), (5.27) y H
un hamiltoniano verificando (5.28) con R > 0, m > 1 y ki € IR. Entonces,
para foda u € EIA(IRNX]O,TOOD supersolucion fuerte de (5.25) se tiene la
acotacion |

[ < iz, 1) — kit + ¢
1

) € DFu(e,t), (2,1) € RNx]0, Tool.
~ R{m — 1)(T,=t} (prp2) € DT, (e, t), (2,1) € x]0, Too|

Consecuentemente, wu, € Lip,(IRN%]0, Too]). o
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Corolario 5.39
Supongamos que
Rip|™ + k1 < H(p) < R|p|™ + k2 (5.31)

con R>0, m > 1, ky < ky yuy € LSARNY verifica (5.26) y (5.27). Si
w € LA(IRN %0, Too[) €5 una solucion fuerte de (5.25) con la propicdad

(w)* =" en RYx]0,T][ (5.32)
cnlonces, para cada z € RN, la funcidn parciol
= w2, ) (Te — t)mﬂ]Tl + flt; ks ke e,m), 0 <t < T
es no creciente, siendo

[k, By ) (Toe — 1) + (€ — ki Too)] (Too — )71 s m 2

(1) = b (Teo — 1)% + by #* :
/() }vz( : z) + ];Td_ siom=2

donde

k4 (m— 11
m '

En particular, para cada (2,1) € RN x [0, To[, se verifica

by, by, m) =

T, ™!
w(e, ) < u(w,t} < (vo)™ () (T '1) + g(t; ey, by, e, m)
stendo (0 "
g(t) = M 0<t<Ts,
(T — t)m—T

cs deeir,

[(ov — k1) Teo + ¢ [( Lo )m_ — |+l si m#2

T, —1
2 T. —1

g(t) =

s m=2

donde o = a(ky, by, m) viene dado en (5.33).



5.5. REGULARIDAD DE LAS SOLUCIONES, 183
i
Demostracion. .
. . . . .. .. R |

A partir dela Proposicién 5.37 tenemos la siguiente acotacion del conjunto
superdiferencial i

m ('U,t)*(.'ﬂ)—k]t—i—c PV A SO Nl RN RS WAY

h}' A= k\ (£ )*) L. ks).o)‘ﬂ')

~ R(m— 1)}(Te — t)
Denotemos por Py a la proyeccion sobre la primera variable. A partir deila

inclusion
Pr (DF(u) (2, 1)) € D¥ ((w)) (), (2,8) € RN x]0, Ty, [,

se obiiene

i

wu(z,t) — kit + ¢
H(pi) < Ry + k2 <
(pr) < Ripr™ 4 b < (m—1)(Te — 1)

La hipdtesis (5.32) permite escribir la expresion anterior en la forma

w(e, ) — kit + ¢ '

+ky, (pryp2) € DT (u) (, 1)
|

pr < Hip) <

f‘—+ ka2, (p1,p2) € DYu(x,t) !
.) - T

~ (m—1)T —

- - . -7 _1 '
de donde, multiplicando la anterior expresion por (To, — )57, se llega a
T

L1 klt —C 2-m
ky(To — t)m=T — — (Too —t)m=1 1
L u(w, t) 2-m () ' |
> (To — )1 — ——= (T, — )1 = — |u(z, t)(Te —t)m—1|. !
> pa(Too = )71 = — =Ty — )71 = o [u(e,2)(Teo = )77 |
Por tanto, si 0 < ¢, < #y < To,, integrando entre ¢; y 4, se verifica:!® i

MSea (p1,p2) € DY w(z, ) = w(y, s) < wle, th+p1-(y—z)+pe(s—) +ol|lz—y|+|s=¢]).
En particular, si s = ¢ entonces w'(y) < w'(z) +p1-(y— =} + oz —y|) = p1 € DTwi(z).
|

5 -
5 Téngase en cuenta que |
]

/(Tmﬂf.)ﬁdt:nm_I(met)ﬁ, |
111 :
_/(Tm —yaidl = { t_("“ = IYToy — )5 i :n fj ;
il E Ih = )
’ i
m—1 L _ !
- ———(t+ (= )Te)(Te = )77 si m#2
fr.(Tm A =] | -
sl m=2.

2
!
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I.osime#2:

w(,12)(To — 1)1 — w(ar,10) (T = 1)

m-—1

< =k

[(Toa - t-z)mlil —(Te — "'fl)ﬁjr

m

+A] [(tz +(m = DTeo)(Tes _t2)#‘_‘ — (i +(m—=1)T)(Te — f;l)m]_—l]

m
—c [(Tm — lf',g)ﬁ — (T — tl)Tl:l] i

Josim=%:

w (@, b)) (Too — by) — u™ (e, 8 H{Too — 1)
< T - = (T =] = B - ) et =11,
Para mostrar la segunda parte del resultado hasta tener en cuenta que
(e, (T = 7 < () (1) TE + (Too — )77 g(t). o
Observacién 5.40

Notese que, cuando &y = ks = 0, por el Teorema 4.100 ¥ la monotonia en
{ de u, para todo (x,t) € RN x [0, Teo[ se ticne

= (u"])*(m) tes u(:z:,t) +e< ((“ﬂ)*(:r:) + c) (Tzoi -,!) - .0

Culminamos los resultados anteriores con una estimacion del gradiente.

Corolario 5.41 (Cota del gradiente)

Sea ug € LSARNY verificando (5.26), (5.27) y v € LA(RNx]0, Too)
una solucion fuerte de (5.25) con la propicdad (5.32) donde H verifica (5.31).
Entonces para todo (x,1) € RN [0, Teo[ i (11, p2) € DFur(a,#) se verifica

|m < (o) () ( Teo et g(t)y — ket + ¢
~ R{m—1) \{T =t R{m— 1)(Te, —1)

— kit
< L) ( ) gy —mtte (5.36)
m—l m— n'l?l')'fcf—l)

5.27
(5.

Ii“l

(5.35)
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|

'

i

Demostracién.
La designaldad (5.35) se sigue sustituyendo en (5.34) la funcién g dada
en el Corolario 5.39. Finalmente, (5.36) se obtiene de la relacidn

pr <H(p1) <R|p|" + ks o |

:

Observacién 5.42 |
Otras estimaciones del gradiente via la viscosidad evanescente han sido
obtenidas por otros autores (ver, por ejemplo, [Li-Sou-Va]). No obstante,
nuestra estimacion es directa, es decir, no requiere ningiin resultado anxiliar

de comparacion. g :

Veamos a continuacién una estimacién del gradiente para datos iuicia}les
[

|
lim sup uo(é) =0 (5.37)

IEl_*'*'OO | m—1 !
i

verificando

para los cuales, como sabemos, las soluciones del problema de Cauchy ‘co-
rrespondiente van a estar definidas para todo instante de tiempo 2 > 0.

Proposiciéon 5.43 ;
Sea uy € [:S.A([R.N) verificando (5.37) y consideremos la solucion de L;(z;r:—
Oledntk u(x,t) del problema j

(5.;}8)

w — RV =0 en RY xRy
u(-,0) = uo(-) en RN,

Para cada (2,1) € RN x Ry y (p1,p2) € Dru(z,t) existe e > 0 y C, =
Coluo(x),e) > 0 tal que

|
: |
o[F5T 4 G — ol
e e |
R [(m — =z (2ZRm™ m—l] { |
Y o |
o < elz|=»=1 + C. — up(x)

[(m —-1)— z—:(fa‘Rm"‘t)ﬁ] 2
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Demostracion.
Aplicando el Teorema 4.43 con

| 1 \a
]“. = (lﬂ - l) (R’]nm)

u'(-y =u(-,t), t >0,

a la funcion parcial

para todo p; € Dul(a) se verifica
up(a) < uf(x) = uy (:r: - R,mt|p1|'“—2p1) — R(m — L} |m]|™, {5.39)

Sea £ > 0 sulicientemente pequenio para que ¢ < TZ,, donde

T = | (m— l)“‘_]
© T Rmm g ’

La condicion (5.37) junto con la acotacion local superior de wy hacen que
exista C, > 0 tal que

(u0)"(y) < ely[== + C., v € RY.

De esta forma, de las relaciones anteriores se obtienc
17}
R{m — )t|ps|" < ¢ ’:r; — Rmit|p ™ %py |"’“‘ + €y — up(z).
Por otro lado, la designaldad

m 1 m

m 1 -
(7' + S)?n_—_] — pw=l S 2m=1 gw—1 , Ty S > ()

(véase (4.39)) conduce a
R(m— Dty ™ < e (|;r;|m'+1 + QHJ—A](I{,HM)”'“JJ”‘) + Cr — wp(e).
Por tanto,

[R(m ) 231_1:75(1'{11115)7“%7] Ipy | < el |mT + Cr — uolx),
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de donde se sigue el resultado.'® g

Los casos en los que el dato micial ug es globalmente lipschitziano o aco-
tado en IRY, merecen una atencidén especial. Bajo supuestos de comparacién
como los ya obtenidos y los que probaremos a partir de la propiedad del cono
de dependencia, se obtienen los siguientes resultados: |

Teorema 5.44 |
Sean Hi,H; : RY = R funciones convezas, s.c.i. y up € ESA(IR,-N)

verificando |

Ho( Vo) — Hi(Vg) <0 en RV (5.40)

en el sentido de la viscosidad. Siw € LA(RNX]0,T)), T > 0, es solucidn
|

fuerte de viscosidad del problemna |

u, — Hy(Vu) =0 en  RNx]0,T] ‘
w(-,0) = up(-) en RN '

entonees u es solucion de viscosidad de la ecuacion
Ho(Vu) —u, <0 en RYx]0,TY. |

Demostracidn. i
Por el Teorema de Fenchel-Moreau

Halp) = Hi'(0) = swp {p- £ = Hi ()}, p € R, |

|

Asi, para todo € € D(H3}), la relacidn (5.40) determina I
£ Vug —Hy(Vig) — H3(6) <0 en RN _ (5%])

Fijado &€ € D(H}) consideramos la funcidn |

w(a, t) = wax — €, 1) + tH5(E). i

Notese que i

R(m— 1)t — 25-Tg(Rmt) =21 > 0 £ < ET; '
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Para todo (pV, p¥) € D7w.(z, 1) existe (p¥,py) € D7u (o — t€, 1) tal que

py =py — &y +HHE) = Ha(py) — € pi + H3(E)
= Halpy) — & by + H3(8);

es decir,
wy — F(Vw) 20 en IR™ )0, T

donde
Flp) = Hilp) — - p+H5E), pe RY

es una funcién convexa en IR™. Como, por otra parte, se verifica

wa{z, 07) = w2, 07} > (wo)(z), © € RN

~F(V(ug)} <0 en IRYx]0,T]

(véase (5.41)) entonces

(o) () € w(, t) = wlw — t€,1) + tH3(E), (=, 8) € RN x [0, T].

Dado /+ > 0 seca ahora

dla,t) = we(w — hE, T+ h) + hHL(E), (x,t) € RY x 0,17,

que verifica

¢ — Hi (V) >0 en IRV x)0,T[
y, a partir de (5.42),
P, 0) = wlx, h) = (we)"(2) = (uo).(2), = € RN,
Consecuentemente,

w(w, t) < Pl t) = w (e — hE L+ h) + WHS(E)

< (e —héE L4+ )+ RHE(E), (x,t) € RY x [0,T[, & > 0.1

17Con un cambio de variable se obtiene
w4 hE t—h) < uufe, )+ WHEE), =€ RN, 0< h <t
por o que tomando {p), p2) € D7u(z, 1) sc llega a

e — Ha(Vu) >0 en IH.NX]O, T[.

(5.42)
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De esta forma, si (p1, p2) € DYu*(z,t), entonces

0 <u(x—héEt+h) —u(x,t) + PHL(E)

< h(ps— € pi+ HIE) +o((1+ DAY, h > 0. :

Dividiendo la expresidn anterior por A y haciendo tender h — 0 se verifica

E-pr—H3(E) —pe <0, £ € D(H). |

Finalmente, tomando supremo en € € [ (H}) y aplicando de nuevo el Ieu—

rema. de Fenchel-Moreau, se concluye

Ha(p) = Hy'(m) <. o I

}

Corolario 5.45 '
Siug € Lip(IRN) la inica solucién fuerte de viscosidadu € LA{IRN x IR4)

del problema de valor inicial

w, = R[Vu|™  en RN x Ry
w(z,0) = uo(z), = RN

'
+

(5.43)

donde R > 0 y m > 1 verifica u(-,t) € Lip(IRN x IRy ) para todot >0 con la
misma constante de lipschitzianidad que ug. !

Demostracién.

Ante todo, como wg € Lip(IRY) entonces tiene un crecimiento a lo SUIMO
lineal en el infinito. En efecto, denotando por L > 0 a la constante’ de
lipschitzianidad de 1 se verifica ‘

1

wg(z) < up(0) + Llz| < M(1 + |2), « € RN

stiendo M = max {ug(0), L} . Por tanto, :

De esta forma,

lim

|z] =400 |L m—1 |x|-—-}+oo
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y, por tanto, el problema (5.43) ticne una unica solucién definida en todo
el semiespacio IRY x Ry determinada por la férmula de Lax-Oleinik de la
que sabemos que la funcién parcial t — u(-, 1) € WD y, en particular,
u € C(IR™ x IR;) (véase el Corolario 5.18). Ademds, como se verifica que
existe L > 0 tal que

IV‘LLu‘ S L en !RJN,

tomamos

Hilp) = R|p|™ ¥ Halp) = pipl”

donde ¢ > 0y o > verifican la relacion
R\ 7w
I

%Q(VUUJ = /LIVU(][U S HJV‘[L[)'H’ = H[(VNU) on IHN

De esta forma,

Aplicando el Teorema 5.44 obtenemos que u es solucidn de
V)" < en Y x Ry,
Como por otra parte u satisface
- mn . N "
= R|Vu|™ en IR™ x IRy,
para cada (pr,p2) € DYu(e, t) se verifica
wm|” < p2 = Rlm|™,

de donde 1

R a—m
lm| < (—) = L.
I

El Lema 9.8 que mostraremos en el Capitulo 9 concluye la prueba. ¢

Observacion 5.46

El Teorema 5.44 puede generalizarse de la signiente forma. Sean Hy, H, :
RN — IR funciones convexas, s.c.i. v uy € LSA(IRNY solucién de viscosidad
de la ecnacion

Ha (Vo) — Hy(Vig) <0 en RN
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de forma que existe G > 0 tal que i

#o=lim supM €]0, +o00[ (5.44)

ipl=+eo HITPIPIP

y sea u € LA(IRN x]0,T[), T > 0, solucién fuerte de viscosidad del problema

up— Hi(Vu) =0 en  RNx]0,T|
u(+,0) = up(-) en RN,

Entonces, de (5.44) se deduce que para cada ¢ €]0, g existe €. > 0 tal que

ettt —Crp et '
- £y g ’
Hil(p)

y del Teorema 5.44 sabemos que, formalmente, se verifica |

Hy (V) < up = Hy (V) en RNx]0, T

Por tanto,
Ha(V .
1> Ha(Vu) =Vt =5

— H(Vu)

de donde se obtiene la siguiente acotacién del gradiente

14—(15)1F

j—c

IVl < (

En particular; st H; y Hy verifican ademas

Hi(p) >0 y Halp) >0, pe€ RN

; .
|vu|g(i) -
ft ‘

Busquemos estimaciones superiores de u para datos iniciales lipschitzianos.

entones C, = 0y, por tanto,
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Proposicion 5.47
Sea uy € [Ji[f)(l];{.N) yu € LSARY x Ry wuna subsolucién fuerte del
problema de Cauchy

u —H(Vu) =0 en RN xR,
u(,0) = ug(x), =< RN

AN . ., . R
donde H : RN = R es una funcion conveza y s.e.i. verificando

lim sup Hp)

<R (m>1, R>0) (5.45)
-
Entonces, para todo & > 0 existe O, = C.(H) > 0 tal que
w(w, ) < w'(e,t) < uple) + [(R4+)L™ + CJt, =€ RY, £ >0
donde L > 0 es la constante de lipschilzianidad de wy.
En particular, si
H(p) < Rlp|™ +k, peRY (ke lR)
entonces
w(w, 1) < ut(e,t) <uglz) + [RL™ 4+ 4)t, = € RN, © > 0.
Demostracion.
Fijado £ > 0, la hipdtesis (5.45) implica la existencia de C; = C.(H) > 0

tal que
H(p) < (R+e)p" + Ce, pe RY,

De esta forma, la funcién lipschitziana
vla,t) = o) + [(R 4 )L™+ Ot « € RN, £ >0
verifica,

v — H(Vv) = (R + &)™ + C. — H(Vuo) = (R + &) (L™ — [Vuy|™) = 0

i

o(x,0) = uo(z), = € RN,
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Por tanto,
w(z,t) < u'(e,t) <o(z,t), 2 € RN, £ >0.

Teniendo en cuenta que para el hamiltoniano

H(p) = Rlp™ + k&, p€ RN (k€ R)

la funcion lipschitziana

a

w(a,t) = Lia| + [RL™ + k]t +d, 2 ¢ RY, 1 >0 (L>0, d€R)

verifica en el sentido de la viscosidad

wy — H(Vw) = RL™ + £ —H (Lﬂi—) =0 en RN x IR,

||
hodemos enunciar el sigulente resultado:
i | sig t ltad

Corolario 5.48
Sea u la solucion de Laz-Oleinik del problema

uy = RIVul™+k en RY x R,
w(z,0) = up(x), =€ RN

donde uy € Lip(lRN). Entonces:

I. stug(z) > L|z| +d, z € RN, se verifica

u(z,t) > Llz| + [LR™ + &L+ d, 2 ¢ RN, t > 0.

2. siug(x) < Llz| +d, 2 € RN, se tiene

u(z,t) < Llz| 4+ [LR" + k]t +d, 2 € RN, 1 >0.

En particular, cuando
uo(z) = L|z| + d, = € RN

tenemos la expresion explicita de la solucidn

u(z,t) = L|z] + [LR® + k]t +d, 2 € RN, t > 0. ¢

% Téngase en cuenta que D~ w(0,t) = [-L,L] ¥y DT w(0,t) = §.

k93
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Tratemos, a continuacion, los datos iniciales wuy acotados.

Proposicion 5.49

Sea up : RN — R acolado superiormentce y consideremos la solucidn de
Laz—Oleinik u(ic,t) del problema (5.38). Entonces, para cada © € RN, la
funcién parcial L — u(z,t) es solucion de viscosidad de la couacion

{m— )¢

en J0, +o0l.

ux, ) <
i particular, st se verifica
up(iw) > —e, « € RN

para algin ¢ > 0, enlonces W es solucion de

Nuol|eo -+ ¢

(m — 1)1 en |0, +ool.

"3(3"; ) <

Demostracion.
Como en la demostracion de la Proposicion 5.43 (véase (5.39)), para todo
(p1,p2) € DFu(z, t) se verifica

uo{z) < ulz,t) = uq (.‘I: - R,mt|p,|"]_2p]) — R{m — Dt]p, ™

< supuy — {(m — 1)pat,
de donde se sigue el resultado. g
También se verifica:
Teorema 5.50

Sea H : RN = R wna funcién conveza, s.c.i. yug € LOIRY). Entonces,
cualquier solucion fuerte v € LA(RY x Ry) del problema

“‘(':U)x’lto(') enn RN (5.46)

{ u, = H(Vu)  en RN x Ry

verifica

iul\f up + H(0) < ula, ) < supug +HO)E, « € RY, ¢ > 0.
R

TR
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Por tanto, para cada z € RN se tienc

£
infug < Hminfu(e,t) < limsupu(z,t) <supup st H(0) =0.
RN t—+oo t—+oo BN

Demostracion.

Basta counsiderar las funciones regulares

w(z, t) = inf ug + H(0)t
T(x,t) = supug + H(0)

que son soluciones de viscosidad de la ecuacion
w, = H(Vu) en RN x R,.

Puesto que
infug < ug(z) < supug, z € R

entonces, para todo z € RY, se verifica
ufx,0) = infup < {uo)l) < uolz) < (uo) (x) < supuy = (e, 0),

de donde se sigue el resultado. g

La estimacion anterior puede ser mejorada cuando el dato nicial verifica

H(0) < H(Vuo) en RN (547)

. . . . .. |
en el sentido de la viscosidad, como mostramos a continuacion.

Corolario 5.51

Sea H : RN = IR wuna funcidn conveza, s.c.i. verificando (5.47) y wy :
RN — R acotado superiormente. Entonces, para cualquier solucion fuerte
de viscosidad del problema (5.46) sc tiene la acotacion |

wo(we) + H(O) < ule,t) < supug + H(O), =€ RN, £ >0. (5.48)
I['{N
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En particular,
sup{u(x,t) — H(O}} = supug, ¢ > 0.
R kN

St ademds se verifica
wa (o) > wo(x), w € RN

podemos determinar la evolucion del mdzimo global de uy. Concrelamendte,
w(wo, 1) = wo{xo) + H(0)2, t > 0. (5.49)
Demostracidn.
Basta tener en cuenta que la luncidn
wl, 1) = uo(x) + H(0), = € RN, £ >0
verilica
w, — H(Vu) = H(0) — H(Vug) <0 en RN x Ry
w(+, 0) = w(-) en RN
y aplicar el resultado anterior. La dltima afirmacion se signe de (5.48), pues

wo(®o) = supuo. o
Ry
Observacion 5.52
e la relacion (5.49) se deduce

tlm u(wo, ¢} = wa(ro)-

Nétese que, para la solucion de Lax—Oleinik u se verifica

lim u(z,t) = (up)"(z), z € R

t—0t
Elio no impiica ninguna contradiccién, pues a partir de la Observacion 4.16
sabemos que una funcién es s.c.s. en los puntos en los alcanza un maximo
local. Por tanto, wo(zg) = (we) (2a). o
Centremos nuestra atencion en la eleccion

H(p)=Rp™, pc RN (R>0, m>1)

para la que podemos precisar el comportamiento asintético de las soluciones
cuando los datos iniciales estan acotados superiormente.
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Proposicién 5.53 ;
Sea up : RY = IR acotado superiormente y u una solucidn fuerte de
viscosidad del problema (5.38). Entonces, |
lim w(z,f) = supuy, € RN,
=400 lR‘N
I particular, st

up(zg) = sup ug
MmN

entonces

1
e ep I m—1
0 < wolwe) — ulz, 1) < (m—1) (M l ,zeRY, t>0,

e e MY T
0 < limsup (up(zo) — u(x, t))'tﬁ < (m—1) (!—J——"Eil—> , T F Zoy

t

t— 400 Rm™
Y
u(xo, 1) = up(xo), 1> 0.
Demostracion.
La eleccion de H lleva a que podamos aplicar el Corolario 5.51 y, por
tanto

up(x) < w(z,t) <supug, ¢ € RN, ¢ > 0.

Como uy > 0 entonces la funcidn ¢ — w(-, 1) es creciente, por lo que existe

teo{) = lim u(z,t), « € RN

f-poo

y, ademas, 5
uo{) € ueo(2) < supug, = € RN, (5.50)

de donde, tomando snpremos en RN se deduce
teo () = supug, = € RN.

i
La segunda parte del resultado se obtiene a partir de las soluciones de simi-

laridad empleacdas en el Teorema 4.100.'°
i

YDe nuevo, recuérdese que los maximos locales son puntos en los que la funcién es s.e.s.






Capitulo 6

El cono de dependencia.

Dedicamos este Capitulo al estudio del cono de dependencia que tiene una iim—
portancia relevante en este tipo de ecuaciones. En [Cr-Li2] e [Is5] se aborda,
esencialmente, el caso de hamiltonianos lipschitzianos. Presentamos aqui una
forma directa de obtener esa propiedad para hamiltonianos mas generales.
Resaltamos que solo utilizaremos métodos intrinsecamente hiperbolicos. l

6.1 Hamiltonianos lipschitzianos.

El resultado fundamental es el siguiente:

Teorema 6.1 {Cono de dependencia)
Sea H: RN = R un hamiltoniano verificando

!
H(p) - H(@)| < Rlp—ql, p,a € RY (R>0) (6.1)
y dos funciones v € LSA(RN X0, T]) y u € LTA(RY x]0, T[) soluciones ?de

|
I

v, < H(Vv) en IRNX]U,T[

|
Y }
wy > H(Vu) en IRNx]0,T], ;

respectivamente, para algin T < +oo. Entonces, para cada (€,7) € ]RNX]O,-% TJ,

se verifica !
(v —u)(z,t) <(v*— u)(z,1) "

< max {(v" = w)* (¥, 1) : ¥ € Bigron)(6)} i

199
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para (x,1) € Bpr_y(€) x [to, 7[ y cualguier ty €]0,7[, donde r¥ = max{r,0}.
En particular, tomando u(z,t) = H{0)¢, se tiene que
v(z,t) < v'(x,t) < max{('v*(y, O+))+ Dy € EH;(.’E)} + tH{0) (6.3)
para (z,t) € MY x])0, T[ y toda funcién v € LSA(IRN x]0, T]) solucién de
vy < H{Vv) en IRNx]0, T

ER(T ) £ E+R(Tt )

Figura 6.1: Cono de dependencia,

Demostracion.
Dado (€,7) € RNx]0,T[ vamos a trabajar con una modificacién de la
funcion

(x, )= V(z—& 71—t R, b,0)

(ver la Observacion 4.9). S1 0 < ¢ < 1y 0 <ty < 7 definimos para cada
n €N

—b
| —
Vale,tie) =4 7 (R'(T —i) =l =L+ n) o (1) € By, (&) < [to, 7]
an® on caso contrario
donde
=& =8|z — &P+ e > o ¢
¥

B _y(6) = {z € RV : |z =€l < R(r — 1)}
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Claramente V,(+,¢) € C(RN x IR,) y para (x,1) € B r—yy(€) se veriﬁt:ai

[y -+
(Va)e(, ) = Rbo (R,(T —t)— |z — €.+ ;)

I\, g
VVulz, 1) = ~bo (R(T —t)—jx — €| + ;) T———

por lo que

1\ ¢ | — €] l
(V.), — R|VV,| = Rbo (R.(T —t)— e — €&l + ;) (l - P ) =0

cnando (z,t) € BE{(T_”(E). Por otra parte, como
D~ Vo(z,t) =0 si lz— €. =R(r —1) |

enkonces

(Va), = RIVV,| en RN x Ry

en el sentido de la viscosidad. Ademas,

D™ (uy + V) = { D7y + (VV,, (Va),) en O 1

{0 en otro caso

donde

O = (IRN x Ry )\ (0B -y(8) x [to, 7]} -
De esta forma, tomando p = V(u. 4+ V, ) y ¢ = Vu, en (6.1), se obtiene
(10 + V)i — H(V(1ts + Vi) > () + (Va), — H{Vu.) — R|V V.,
por lo que, en el sentido de la viscosidad, se verifica la relacion

(tw -+ Vi) > H(V(u. 4+ V,)) en RN x]tg, +o0l.

Por otra parte, la propiedad

—b
(R,(T —to) — |l — €&l + i) — | cuando b —10
n
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uniformemente en subconjuntos compactos de By, T_tu)(f), hace que

Iy~P e
(R.(T —ty) — |z — €. + —) 2 l—e, 2By, (£, V<L
n
Por tanto, s1 en la definicion de V,.(-, -; ¢) tomamos

o T .
o= _max ’ +¢
VEBR (r—.) (£) I —¢

v elegimos n € IN de forma que

l — T
n > p (ma‘x {('u"‘ —w )y, 1) (Y, 1) € OBRrir—i) (&) * [to, T]})

obtenemos las designaldades

Vi (x, ty) = ( max {(’U‘ — )"y, LO)} + c:) (R.(T —tp) — & — £l + ’l}

YEBR (i) () l—e

> _max (0" =)y, to) = (v —u)(x, t), (a0, t) € Ei{(f—zo)(f}
yEBR('rkLO)(&)

}f
('f;* — 'Ux)(il:: t) S Vn(ﬂ::t); (.‘L':'J’,) e (’}B;{(T—to)(f) X [t(], T[;
por lo que, los criterios de comparacion usuales aplicados a v* y w. + V,,
conducen a
—

, l
(v" —u,)(x, ) <o (H,(T —1) ~Jz— €.+ ——)

n
para todo (x,1) € E;{T_t)(f) X [tg, 7[ (véanse los comentarios de la Obser-
vacién 6.22). Haciendo tender n — 400, b — 0y luego € — 0 concluimos el

resultado. g

Observacidn 6.2

Del Teorema 6.1 se deduce que cuando H satisface la condicidn (6.1), la

banda maximal para el problema de valor inicial

w, > H(Vu)  en RN x]0, T
w(-,0) =up(-) en RN

es todo el semiespacio RY x Ry para enalquier dato inicial wy € LS A(IRM),

En el Capitulo 10 hacemos un estudio del comportamiento de las solucioues

para instantes grandes de tiempo. g

g
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{

Del Teorema 6.1 se desprende el siguiente resultado:
!
Corolario 6.3 (Comparacién fuertemente hiperbélica)

Sea H verificando (6.1) y v € LSA(RNx]0,T]), v € LLZA(RNx]0,T()

soluciones, respectivamente, de |

. t

v, < H(Vv) en IRNx]0,T| '

|

+

w, > H(Vu) en RN |0, T| i
para algin T < 4oo. St E
}

U*('uto) < u*(':f'ﬂ) cn EG’(E)
para algunos ty €10, T[ y o > 0, entonces

v(z,t) < o'z, t) < wulx,t) < ule,l) |
para (x,1) € By_gp-)(€) * [f,g,min {T,to + %}] o '

Observacién 6.4 ;
Sien la demostracion del Teorema 6.1 prolongamos, respectivamente, las
- 1

funciones u, y v* fuera del cone truncado |
Crl(é) ={{z,1) € ]R.NX]O, T[: 2 € Brr-y(£), o <t < T} (6".4)

por —oo y +00, bajo la condicién {6.1) se verifica el siguiente resultado: pz’n'a
(6,7) € RN x Ry y ity < rseanv € LSA(Cro(€,7)) y u € LLA(Cryy, (€, 7))

gsoluciones de

v, < H{Vw) en Cgy,l¢, 7')

!

J

!

f

v !
u, > H(Vu) en Cpry(€,7), I

respectivamente, para algin R > 0. Entonces,

(v —u)(x, 1) < (v° —w,)(z,1) < max {(v* —u ) (g, te): v € ER(T_tO)(S)}

para todo (x,1) € Cr(€,7). @
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Observacién 6.5

1. Se pueden deducir, inmediatamente, resultados locales de acotacion
(inferior y superior).

2. Existen otras demostraciones de resultados parecidos para datos aco-
tados o uniformemente continuos (ver, por ¢jemplo, M.G. Crandall-
P.L. Lions [Cr-Li12, Proposition V.4], H.Ishii [Is2, Theorem 2.4] o
A. Friedman-P.E. Souganidis {Fr-Sou, Leinma 4.1]). Las principales
contribuciones que aportamos son relativas al método (utilizamos las
soluciones de similaridad), trabajamos con datos iniciales arbitrarios y
ademas obtenemos una cota de la diferencia v — « en el interior del

Cono. g
Por los comentarios anteriores, s1 v € LA{Cgra(€,7)) es solucién de
u; = H(Vu)
eu el cono Crol€,7) para algin R > 0, (£,7) € RN xRy y 7 > 0 (véase

H

(6.4)) entonces, bajo la condicién (6.1), se verifica
(v — ), t) <U (:L','t; (u*(-,ﬂ+) — u*(-,0+))) , (w,1) € Cp o€, 7)
stendo U (o, ¢ (™ (1, 07) —w (-, 07))) la férmula de Lax~Oleinik relativa al
hamiltoniano H* y a la traza inicial (u” — w.)(-,0%). En particular, si
wa(, 0F) = w™ (2, 07), = € Bp.(&)

entouces:

uw € C{Cgrol(&,7)) (6.5)

‘}f
u(z,07) = w.(x,07) =« (z,0%), 2 € By, (£). (6.6)

Podemos sumarizar este resultado en:

Corolario 6.6
Si H verifica (6.1) y up € C(IRN), entonces el problema
. w — H(Vu) =0 en RN x Ry
(].))D N
u(~,0) = ug(-) en IR

admite, a lo sumo, una dnica solucion fuerle de wviscosidad verificando (6.5)
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Concluimos esta Subseccién extendiendo la propiedad del cono de dep'en-
dencia a la ecuacion con adecuados términos de perturbacién, lo que serd de
gran interés mas adelante. |
Corolario 6.7 ‘

Sea H un hamiltoniano verificando (6.1), A € R, 4 : R = R localmente
lipschitziana y v € LSA(RN x Ry), v € LZA(RY x IR..) soluciones dei

|
v, < H(Vv)+ M) en RY x Ry ]
|

uy > H(Vu)+ AB(u) en RN x R, |
respectivamente. Entonces, para cade (€,7) € IR.NXM],T[, se verifica '

(v~ u)(x,t) < (v" —w )z, t) < max{(u* —w )y, to) 1 v € ER(T_;D)(fj}

para (1) € Brir—y(€) x [to, 7| y cualquier t, €]0,7[. :

Demostracion.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer
_ [
M= max{(v* —w )y, to): y € BR(T—to)(’E)} =10 i
1
!

(en caso contrario argumentariamos con las funciones v* — M y u,) por lo

i

que basta con mostrar t
(0% = )5, 8) < 0, (,8) € Brio_(€)  [toy . ,
Teniendo en cuenta que
03 (0" = H(Vo") = A7)} — () — H(Tu) — AB(w))
> (07— w)e — (V") = H(Vai)) — [AIB(o") = Bu.)
> (0" =)o — RIV (0" — )] = klo” — 0] en Bugr—g(€)xlto, 7|

para una constante k& > 0 verificando

en Brir_n(£) X [te, 7],

| =
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hasta argumentar sobre la ecuacion
Y < RIVE| +AE en Bgr-g(&)x]ta, 7]
para la que el cambio de variable
Al t) = e S, 1)
conduce al caso anterior sin perturbar, ya que
Ar—RIVA = ™2, — kX = R|VE[] €0 en Br_y(&)x]ta, 7[.
Aplicando, en consecnencia, el Teorema 6.1 se obtiene
Az, t) < ma.x{.f\""(y, lo): y € §|{(T_f.o}(f)}
= ¢ max {(-v* —u )M (y,lo): y € ER(,_to)(f)} =e MM =0
para (x,t) € Br—y(€) % [to, 7[. Por tanto,
(0T — w)(z, 1) = Az, 1) <0, (x,1) € Br(r—y{(€) X [to, 7|
de donde se sigue el resultado. o
Corolario 6.8
Si H wverifica (6.1}, A € IR, 4 : IR — IR ¢s localmente lipschitziana y
1y € C(IRY) entonces el problema

(P), Uy —V-H(V'H,) + AB(u) =0 en [l:{z x IR+
u(-, 0) = up(-) en IR

admite, a lo sumo, una iwnica solucion fuerte de viscosidad que, ademds, es
conlinua. o

6.2 Hamiltonianos no lipschitzianos.

I esta Seccion extendemos la propiedad del cono de dependencia a una clase
de hamiltonianoes con comportamiento polindémico.

Comenzamos con algunos resultados previos:
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Definicién 6.9 1
Se llama modulo de continuidad a toda funcidén creciente p : Ry — IRy
verificando |

'
b

o0F) =0y o(r+s) < o(r)+ o(s), 7,5 >0. !
|
Observacion 6.10 :

Toda funcién « € C(O) con @ ¢ RM, M > 1, admite un médulo de

continuidad local dado por
ox(r) = sup {dxc(s): 0<s<r) |

stendo |
ox{s) =sup {Ju(z)—uly)|: [z —y|<s, =2,y € K}

[

#

para cada compacto K C Q. g i

En las pruebas que siguen se requieren resultados técnicos que ligan el con-
cepto de solucion de viscosidad con la aparicién de extremos locales. Desta-
camos entre todos el siguiente. .
B t
Lema 6.11 |

- . {

Sea O un subconjunto acotado de RM, M > 1, v € LSA(O), u € C(O)

iy w CC O un congunto abicrto tal que ]
S(w) =sup {(v* —ulz): z€w}>0 (()7)

y . |

max {(v" —u)(z): z € dw} <0 :

Entonces, para todo ¢ > 0 existen x.,y. € w y k = k@, yo, 0" u,w) > 0
verificando '

lee — yel <& y v(we) —u(y.) > S(w) (6.8)
Ip € Do () N D u(y.) con |p| <2 (-;i + ke) '

siendo

{ = max {Hv Lo (w) ||u||Loc(w]} > i



208 CAPITULO 6. EL CONO DE DEPENDENGIA.

Demostracion.
La condicion (6.7) implica la existencia de 2 € w tal que
(0" —u)(2) > 0.
Consideremos las siguientes funciones:

Loy e C(RM)y con 0 <oy < 1, n(0) =1, nix) = Osile] > 1y |V <2

[

ne(z) =19 (é) € IRM, para € > 0 fijado.

3. ofr) =sup {Iu(:zr) —uly)|: |z -yl <r, wy € [R,M}, r >0,

et p(s — ¢ i
4, W(r)=2 / Q(—ﬁl‘(‘lﬁ‘dﬁl’f de ¢ > 0 es una constante que verifica
Jrte &

(ésto es posible debido a que p(07) =0y (v* — «)(Z) > 0). Ndtese que
¥ € CH{IR4) es una funcién creciente con las proptedades

V() = —— (o(VEF O - e(vP)

W) > o(r), 7> 0

\f

W(0) = 2[2': i@ds < 20(Ve) <un(3) — u(3). (6.9)
Finalmente construimos la funcién @ : w x w — IR definida como

O, y) = v*(x) —uly) + (= —y) — V{|z — yl).
Veamos, en primer lugar, que

Dia(uxw) < 3t



65.2. HAMILTONIANOS NO LIPSCHITZIANOS. 209

En efecto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que z € dwey € w
(en el caso general se argumenta de forma analoga). Asi, se obtiene

<0

B, y) = v*(x) — u(z) +ulz) — udy) + 3un.(z —y) — ¥(|z — y|*)

<0

P

<o(lz —y) — ¥(|z — y|*) +3p < 3p.

Por otra parte, para el punto 2 € w, se tiene, a la vista de (6.9), que
d(z,2) = v*(z) — ul(Z) + 3un (0} — ¥ (0) > 3p.
Por tanto,
sup {®(z,y): 2,y € Hw xw)} < 3u
< ®(2,2) <sup {®(z,y): 2,y Ew xw}.

. S . M .
De esta forma, como @ X w es un subconjunto compacto de IRM x IRM | existen
Ze, e € w tales que

Gz, y.) =sup {®(z,y): 2,y €w xw}. (ﬁ.l;!())

}
Ademas, l

3 < O(we,y.) = v () — wlye) + 3punlz. — y.) — V(| — ye|*)

< 2u + 3pn:(z: — ye).

Consecuentemente,

1
Ne(ze — ye) > 3

y, por definicién,
‘xs o ysl < £

Como ¥ es creciente y 1.(0) = 1, por (6.10) se ticne I
o () — u(ye) + 3 — U0) 2 v (z) — ulye) + 3pme(ze — ve) — V(e — ye|

= Q. y:) = Pz, z) = v (x) — ulx) + 3u — ¥(0), z € w,

con lo que concluimos (6.8).
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De esta forma, para cada z,y € w se siguen, de (6.10), las desigualdades
v (0) = ulye) 4+ 3ume(ze — yo) — V(2. — ye|?)

_f ote) = ulye) + e — ) — (fe — )
= vw.) — uly) + 3pn.(ee —y) — V(|2 —y|*).
Asl pues, si consideramos las funciones

() = ulye) — 3un.(z —y.) + V(|z — y]?)

}.’
ealy) = v (we) + 3 (e — y) = W(lee ~ y[)
se tiene que @, son diferenciables en IRM {1=1,2) con

3}45 Te — Yo\ T

V(o) = Vi (

= —— ) T T = T = = Vet g

y
{ (v* —1)(ze) > (v* = 1)(z), T Ew
(v —w2){ye) < (u—2)(y), y € w.

Aplicaudo ahora la Proposicién A.19 del Apéndice A, de (6.11) se concluye
Vier(a:) = Viealy.) € DTo*{e.) N D™ uly.)
Verleal = [Vealya)l <2 (L + ke)
donde & es nna constante positiva que verifica
oz Wl —el"). o
Observacién 6.12

El Lema 6.11 generaliza un resultado de [Cr-Li2]. g

Como ya comentamos, la extensién que aqui consideramos tiene que ver
con hamiltonianos con comportamiento polindmico por lo que nos restringire-
mos al conjunto

Pam = {H €C(RY):  sup |H(f’) _ H(f12| < A}
pgery (1™t 4 g1 — ol =




1
6.2, HAMILTONIANOS NO LIPSCHITZIANOS. 2

. . . . !
donde A > 0y m > 1. El caracter ‘superlineal’ de estos hamiltonianos n

lleva, también, a argumentar sobre funciones u : RY x]0, T[> IR localmente

lipschitzianas para lo que resulta conveniente utilizar la notacion

fuz, 1) — u(y, 1)

211

08

L;ﬁT:'iuf{k>0: : :
’ L

<k, x,y € B,(0), U<t<T} < +o0

para o, T > 0. Siguiendo las lineas expuestas en [Cr-Li2] y [Dil], nuestros

i . . . i j
razonamientos reposan, esencialmente, en el siguiente resultado abstracto:

Teorema 6.13 (Comparacién hiperbdlica) !
Supongamos que para cada R > 0 eziste Vr solucion de

—(Vr), > R|VVg| en RN x Ry (6.1
!

2)

verificando Vr > 0 y [[VVz|lw < & para alguna constante & > 0 inde-
pendiente de R. Sean v € LSA(B,(0)x]0,T[) y u € LITA (BG(U)X}U,T;D,

respectivamente, soluciones de viscosidad de

{ v, < H(Ve) en B,{0)x]0,T]
w, > H{(Vu) en  B,{0)x|0,T]

donde o, T > 0. St H € Py y u tiene la propiedad
Lg,z < oo

entonces para todo (x,t) € suppVr se verifica

(v —u)(z,t) < {v*—u)(x,1) < max {{v" —u)(y, s}} (6.1

(y,8) €3 (suppVr )

donde 1 !
RzA(l+(l+(:(111)) (LO_T) ) (6 [
13
con ,
. 2mTE gy o m > 2 .
o(m) = { | si l<m<?2 (6.1F
Yy

suppVr C B,(0) x [0, T[. (6.1

6)
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Demostracion.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer

M = max 0" — WMy Y =0
{(y,5)Ed(suppVz) {( U,)((] L’) }

(en caso contrario argumentariamos con las functones v= — M v u) por lo que
basta con mostrar

(" —u)(x,t) <0, (x,1) € suppVg.

Para ello procedemos por reduccién al absurdo: fijemos R verificando (6.14)
y (6.16) y supougamos que existe (&,t) € suppVx tal que

(0" —u)(&,4) > 0.
Como para cada £ > 0 la funciéon
{£,1) = eVr(x,t)
es 1o negativa se tiene
(v" = u+eVr)(E,1) >0,
por lo que

sup (v* — {u —eVg)) > 0. (6.17)

suppbr

A coutinuacion consideramos la Tuncidn
P, t) = (v° —u+ eVp)(x,t), (2,t) € suppVx.

Como ¢ € SCS (suppVx) y suppVr es compacto, existe (z, 7) € suppVr tal
que

Do, ) < Plz,7), (w,1) € suppVr.
Obviamente, pueden presentarse los siguientes casos:

L. {z,7) € d(suppVr). Entonces Vg = 0 en 0 (suppVr) implica

dlz,7) = max {(v" —u)(y,s) =M =10

{,5)€5(suppVr )

de donde se sigue

(0" —u)(z,t) < —eVr(x, 1) <0, (2,1} € suppVx.
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2. (z,7) € suppVx. Ahora, a partir de (6.17), se deduce

$(z,7) = sup (v —(u—eVgr))>0.

d(suppVg)

Como u es continua, por el Lema 6.11 sabemos que para cada € > 0 ex-
iste (e, te), (e, s:) € int(suppVr)y k = k(,, ye, v*, u—e Vg, int(suppVz)) >
0 verificando: !

() lwe — ye| + [t — 5| € &
(D) v* (e, te) = (u— VR (ye — 8c) > sup (0" — (u—eVg)) > 0.

suppVr

(¢) 3(pisp2) € DTo™ (2,1) D7 (w — €Vr) (Ye, 3¢ ) cON

3
il + ol <2 (2 4 e
donde
ft = Mmax {”vHLm(Suppv-R_): H'[L - EV‘R.HLm(suppVR)} > 0.

Consecnentemente, se tiene

(s pa) = (py — eVVr,py —e(Vr),) paraalgin (pf,p) € D u(y., s.)
Prs 2 (p{, %) para algin  (p}, py) € Do (2., t.),
1
con lo que i
(Pll)ﬂpg) = (P;L - EVVR,P; —¢& (V):')t) : 'I
!

Como se verifica
ps < H(pt) y py 2 HEA),

la relacién anterior conduce a

py — Py < H(pY) — H(pi) | |

0, equivalentemente, a
—e(Vr), < H(pY —eVVr) — H(py). (6.18)
Por otra parte, a la vista de la notacién empleada, se tiene I

Iyl < Lix |
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Asi, la designaldad técnica!
(T‘ + S)m-—i S C(I]])(?‘m"] + Slu—l)’ 7, Z U,

donde ¢{m) viene dada en (6.15}, y la propiedad H € Py, conducen a

Y.

H(pl —eVVzr) — H(p}) < eA (l +pt = VYR 4 "171) |VVz|

<A (14 clm) (i + e VIR

”’_1) + |py '"_1) VVr

=¢eA (l + (14 e{m)) [pA™ " + e(m)e™ ! Vg

mﬁl) VVr

< eA (1 P (Leg) " - c(m)(eru)"‘-‘) 9 Vxl,
es decir,

H(p = eVVr) — H(pY) < € (R + Ac(m)(en)™") [V V]
(véase (6.14)) que junto con la relacién {6.18) determinan

—e (Vr), S H O —eVVr) = H(p) S e (R + Ac(m)(er)" ") [V V5

Dividiendo por € > 0 en la expresidn anterior obienemos

—(Vr), < (R + /\(:(m)(src)m—l) IVVr

de donde se deriva una contradiceién con (6.12) haciendo ¢ = 0. ¢

Veamos a continunacion un resultado que muestra la existencia de estas
funciones Vi con soporte en el cono

Ko = {(g,.:r,) ERN xRy : € B, r(0), 0 <1< %} (6.19)

para o, R >

'Wéase una demostracién de esta desigualdad en la prueba de la Proposicidn 4.37.
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Proposicién 6.14 ;
Para cada R >0 y o > 0 exisle Vi € C! (W(,,R) verificando '
Vi 20, suppVr = ﬁ;(,,-;;_,

IVVz|l, £ & con k> 0 independiente de R

Yy ‘
—(Vr), > R|VVz| en K.x. i
Demostracion.
Dado a > 0 basta considerar
Vr(,1) = f ({0 = RO = Ja"™) | (,1) € Kor (6.20)

donde f € CH{IR), f(r) =0sir <0, /() >0sir >0y [/ € L°‘°(IR).
Claramente, si (z,t) € K, r entonces [z{ < ¢ — Ri, por lo que :

—(Vr), = R|IVVr| = R(1 +a) (e = R)" f' = R(L + a)|x|*f 3
>0 >0 >0 >0

o o N e, I
=R(1 +a)[(c —RE)" —|z|*] /7 +(1 +a)(c—Rt)* f/ >0. ¢ |

Observacién 6.15
La figura ‘cono’ no es caprichosa; se trata de algo genuinamente rela-
cionado con la idea de caracteristicas de la ecuacion en derivadas parciales. | o

Una consecuencia inmediata del Teorema 6.13 es: |

Corolario 6.16 (Comparacién hiperbélica)
Sea v € LTA(B,(0)x]0,T[) cono >0 yT > 0 solucion de mc.mu.zdad* de

u; > H(Vu) en Ko
donde H € Py, y u tiene la propicdad .

L::,% < oo

R=A (1 + (1 + ¢(m)) (Log)_]) .

para
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Entonces para cualquier v € LEA (K, m) solucion de viscosidad de
v, < H(Vo) en Kon
s vertfica

(0 —upa,t) < (0" —u){e,t) < max {(v" —u)(y,s)}, (x, 1) € K (6.21)

(v, 8)EAN
siendo
K={(x,0) e RN x Ry 1« € Bop,{0), 0<t <7}
Y
R . rF o
T = min {? ﬁ} .
Demostracion.

Basta aplicar el Teorema 6.13 a la funcién Vg dada en (6.20). Recuérdese
que el valor de R viene dado en (6.14). g

Observacion 6.17
L. Siue LSA(B,(0) x [0, T]) es solucion de viscosidad de
wy < H(Vu) en K, n
donde H € P, ,,, entonces del resultado anterior se deduce

u(e,t) < u'(2,0) < max  u(y,s), (z,8) €N (6.22)
(v,5)€DK

donde R = A.
2. Cuando el hamiltoniano H € Py, vertfica
H{p) > Rip|™ + &y, p € RY (6.23)
donde m > 1, R >0, k& > 0y up € LSA(IRY) tiene las propiedades
up(z) > —e, 0 € RN (¢>0) (6.24)
g x)

lim —===£€>0 (6.25)

felmto0 [Tt
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$
entonces, por el Corolario 5.38, si u € LIA(B,(0)x]0,T[} es supu—
solucion fuerte de viscosidad (191 problema de contorno

{ wy = H(Vu) en B,(0)x]0, Tyl .
u(-,0) = wo(-) en B,(0)

se tlene la acotacion

m u (1) — kit + ¢ ‘
P G S b € Dhute)

para (x,t) € B,(0)x]0, Te[, donde

1 m—1\"7
Too = - . |
Rm™m ( 4 ) (< +o0) |

Por otra parte, la condicién (6.25) hace que dado € > 0 exista C; > 0

tal que

(wo)"(2) < (€ + )|z~ + Cc, w € RV (6.26)
Asl, si u € LA(B,{0)x]0, T[) es solucién fuerte de viscosidad de

{ u = H(Vu) en B,(0}x]0, Tl !
o(-,0) = uo(-) en B,(0)

entonces, las propiedades (6.22) y (6.26) determinan
uw(x,t) < (ﬁ—l—e)crﬁ +C,, 2 €B,(0), 0 <t < T,. |

Por tanto, para todo (p1,p2) € D7u.(z,t)conz € B,(0)y0 <t < ~75J—,

se verifica
"< w, (e t) — kit + ¢ < wir t)te
R(m—1}Te — 1} = R(m = 1)}(Ts, — 1)

|ps

({4 e)omT + e+ C, . (b +elomT +c+C. |
T R(m— 0T
R(m — 1)(,1, _ )oo) (m— 1T,

<
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De esta forma,

Lu T <

o,— —

\ oL
Lo +et T

R(m — 1T )
Por tanto, en este caso, podemos tomar

m-—1
(F + E)G—E;:_l + c + (-;TE ” (ﬁ .')'—.')
320
R(m — 1T

. [T @
T=mmny —, =
2 'R

(0 —w}(e,t) < (v —u)(s,t) < ( n*;a:gl_{(u* —u)(y,5)}, () e K
y,8)EDN

R=A[1+2"(1 + ¢(m)) (

con lo que se tiene

siendo
K = {(:1:,7?) cRN xRy: z€B,_r:(0), 0< it < T}.
Por otra parte, si el dato inicial w, vertfica ademas
—e < uplz) < flz|mT 4k, x € RN

entonces

R=A (1 + k(m, ) (a_ %) ) (6.28)

m—1 F el
E(m, £y =27 (1 +c(m)) l T 1) .

En cualquier caso, ndtese que

siendo

g—=+co

0 < lim % < +oo. g
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Observacién 6.18 .
Como toda funcién w € LZA(IRN x]0, Too[) que sea supersolucién fuerte
de viscosidad de

|
uy = H(Vu) en RN x]0, T i
w(-,0) =up(-) en RN ‘
verifica :
RER T ™7 :
lim sup M’"—l =£ ?‘*—\ L 0 <t < Ty !
Ja:| =+ +o0 ‘.‘1:’"1—1 \ Lo =T/ |

(véase la Observacidn 4.92) entonces, para cada £ > 0 existe . > 0 tal que

T m—1 o :
i, 1) < (wa) (2, 1) < (6 —001) + 5) Jz|m=1 + C,, & € RN, .

o
i
T '
Ast, para todo (pr,p2) € D7ww(z,t) conz € B,(0) vy 0 <t < TOO, se verifica
|

4

u*(z,t) + ¢ < 2(!?2"1;—' +e)omT + ¢+ C.
R(n=tF, — t) = Rm=1F 7

Veamos a continuacién que la estimacion anterior puede precisarse apli-

I?)] IIH S

cando la propiedad del cono de dependencia que vimos en el Teorema 6.1 para
el caso lineal m = 1. La diferencia esencial con la comparacion hiperbolica es
que ahora podemos evitar el conocimiento previo en la ‘frontera lateral’ del
cono. Conecretamente,

Teorema 6.19 (Cono de dependencia) 4
Dados o, T >0 scan v € LSA(B,{0)x]0,T[) y v € LTA(B,(0)x]0,T[)

soluciones de viscosidad de !

v < H(Vv) en B,{0)x]0,T]
{ w > H(Vu) en  B,{0)x]0,T|

donde H € Pa,, v v,u tienen lo propiedad |

Lyx <400 y Lfr < oo (6.29)
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Entonces existe R = R{A, m, o, T, v,u) > 0 tal que
(v —w)(w, 1) < max {(v - 'u.)+(y,0+)}, (e, ) € K
yeB (0}
siendo

K = {(:f:, NelRN xRy 2€Bor(0), 0 <t < T}

. {T o }
T=ming—,—= /.
2°R
Demostracion.
Formalmente, las hipotesis determinan

(0 — ) < H{(Vw)— H(Vu) <A (l + Vo™ + [Vu|'“"‘) [V (v — u}

para (z,t) € IRN%]0,T[. Por tanto, si para cada (x,t) € B,(0)x]0, 7[ defi-

Nmos . |
R =A (1 + ( 1) + (Lj;l) ) (6.30)
7 2

entonces se verifica
(v —u), <R|V(v—u)|, (=) € Ba(0)x]0,7[

H

por lo que el Teorema 6.1 permite concluir

(v —1u)(z,1) < max {(w — ':L)+(g/,0+)}, (x,0) € K.

yEB4(0)

Observacién 6.20
Siu e LA(BL(0) x [0, T[) es solucton de viscosidad de

u, = H(Vu) en K,z
donde H € Py ¥ v tiene la propiedad
LZ:’ % < 4oa
enfounces podemos mejorar la estimacion dada en la Observacion 6.17, pnes

w(a, ) < uw (2, t) < max w{y,0h), (v, 1) e K
veB,(0)

donde R =A. g
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[

Observacion 6.21 ‘

En el caso particular en que H € Py, verifique (6.23) y el dato inicial

wy € LSA(RY) tenga las propiedades (6.24) y (6.25) entonces para toda

uw € LA(B,{0) x [0, T[) solucién fuerte de viscosidad de

se tiene de forma inmediata la acotacidn

uy = H(Vu) en K,n

y St e)gmT +et O™
L, Too S -
73 R(m—1)T, !

F
|
{
i
l
!
!

(véase la Observacion 6.17). g

!
Observacién 6.22 }
|

1. Pa, coincide, exactamente, con el conjunto de los hamiltonianos lips-

chitzianos de constante A. Ndtese que la demostracion del Teore?na
6.13 signe siendo valida para el caso particular m = | para el que
(6.14) toma la forma R = A. Por tanto, en este caso, no se requiere
ninguna hipétesis de acotacion sobre ng y L’;‘%, a diferencia de lo que
ocurre con m > 1 {véase (6.29)). Es decir, en el caso m = 1 basta pedir
que v € LSA(IRNX]0,T) v v € LTA(IRNx]0, T[) sean soluciones de

|

v, < R|Vw| en IRNx|0,T|

w > R|Vo| en IRNx]0,TY, f
|

. . ’ . ’ i
La propiedad del cono de dependencia es mas precisa (y mdas gravosa)

respectivamente, tal como vimos en el Teorema 6.1.

que la mera comparacién hiperbdlica. Por eso, a la comparacion intima-
mente relacionada con la propiedad del cono la hemos calificado como
fuertemente hiperbolica. Una vez mds reiteramos que la aparicién del
exponente m — 1 hace que propiedad del cono sea mas ‘costosa’ cuando
m > | que en el caso m = 1, dado que requerimos trabajar con' la
hipotesis L;:’% < too. g |
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Con la notacion
Lot = {u: RNx]0, T[= R : L < +oo}
podemos concluir

Corolario 6.23 (Unicidad)
SiHEPrwm yun € C(IRN) entonces el problema de valor inecial

u, = H{(Vu) en RV x]0, T]
(F) { u(-,0) = uo(-) en IRN

admite, o lo sumo, una dnice solucion fuerte de viscosidad en la clase

£={L,z. a

o>}

r3[-

Al igual que hicimos en la Subseccidén anterior, finalizamos extendiendo
la propiedad del cono de dependencia a la ecuacion perturbada.

Corolario 6.24
Sea H € Py, A € R, 8 : R — R localmente lipschitziana y v €
LSA(IRNX]0,T)), v € LZA(IRNx]0, T[) soluciones de

v, < H(Vo)+ A8(v) en IRN%]0,T]

wy > H(Vu) + A8(n) en RN x]0, T,

respectivamente, para elgiin T > 0, lales que

L

v
a, s

r|-3

<+oo y LYz < +oo.
2
Entonces, para cada (€,7) € IH.NX]U,T[, se verifica
(v —w)(x,t) < max {(v — ) (y.ta) : y € Er{(f—:o)(f)}

para (,1) € Bre,_y) (&) X [to, 7[ v cualquier ty €]0,7[.
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Demostracion. l
Tomando nuevamente ;

m--1 m-—1 )
R_;A(I-F(Lg’z) +(Lig) ) ‘

se verifica l
(0 — u) — RIV(v — u)| + MB(v) — B(u)) |
< (v—w)— (H(Vv) — H(Vu) + MB(v) — f(u)) <0

en Bu—y (&) x]to, 7[, obteniéndose el resultado a partir del Corolario 6.7. ¢

Observacion 6.25 !
[£] resultado anterior sigue siendo vélido cuando reemplazamos la lips-
chitzianidad local de [ por otras hipdtesis. Esencialmente, se trata de de-
mostrar que no existe un maximo interior positive de v — w. Nétese que ch

afirmacidén anterior se sigue a partir de la relacion

(v—u)— R|V(v—u)| <0 en [v> ] (6.3!1)

argumentando como en los resultados anteriores. I'n particular, si la funcion

re=Af(r), reR

es creciente, entonces se verifica (6.31) pues, en tal caso ’
(0= u) = RIV(o — w) (0~ u)e = RIV(o — )] + AB(v) — B(w))

< (v—u), — (H(Vv) — H(Vu) + A(B(v) - F(u)) €0 en [v>u]. o

Corolario 6.26 i
SiH € Pam, A € IR, 8: R 5 R es localmente lipschitziana y Uor €
C(IRNY entonces ef problema de valor inicial

¥) { u— H(Vu) + AB(u) =0 en RNx]0,T]
A u(+,0) = uo(-) en RN {

admile, a lo sumo, una inica solucidn fuerte de viscosidad en la clasce
L = m [Jo,)%.

Ademds, si H verifica (6.23) y ug tiene las propiedades (6.24) vy (6.25) en-
; y y .
tonces (P) tiene, a lo sumo, wna dnica solucion fucrte de wiscosidad o' €

C(RN x [0, T]). a !
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Observacién 6.27
Sea u € LA(RY x IRy ) una solucion de viscosidad del problema

{ g — I‘{lvulln + )\Jﬁ(u’) =0 en IRN X IR+ (()}J)

w(-, 0) = up(-) en IRN

donde 4 es una funciéu creciente cou AG(:}) > 0 en Ry y uy € C([R,N) o8
solucion de viscosidad de la ecnacion

—R|Vup|™ + AB(ua) >0 en N, (6.33)

Si{p1,p2) € D7uy(,t) con t > 0 entonces, como mostraremos en la Proposicion
9.5, se verifica p; < 0. Por tanto, como

wa (i, 1) < (e, 07) < u (e, 0F) < (uo) () = wa(z), = € RN,
fa monotonia de # hace que
0 < py,— Rp|" 4+ A8(u.(x, 1)) < =Rl |™ + AB(wo(x)).

De esta forma obtenemos la siguiente cota del gradiente

i < (———MQ—(—DH = (6.34)

De hecho, se ha probado un efecto regularizante: si wg € C(IRNY verifica
(6.33) y v € LA(RY % IRy} es solucidn de (6.32) entonces, para cada { >
0, la funcién parcial w.(,t) € Lipioe(IRN). Por tanto, las inicas funciones
localimente acotadas superiormente que pueden verificar (6.32) son aguellas
que tienen nna envuelta inferior localmente lipschitziana.

En particular, bajo la hipdtesis adicional de acotacion glohal superior
Blug) <c en RY (e>0)
la condicidn (6.33) determina

A )
P <= en RY,

v‘ 111 < :
Vol < 7= = §
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por lo que ug € Lip(IRY) con constante de lipschitzianidad i
L i
L= cAym™ ;
W) |
i

Aplicando ahora la acotacidn (6.34) ocbtenemos que para cada t > 0 se verifica

|
|Vu.(-,t)| < L en RN, !
1
es decir, que la funcién parcial w.(-,t) € Lip([RN) con la misma constante
de lipschitzianidad que wp. Ndtese que, en esta situactdn, la lipschitzianidad
- . . !
global se transmite al interior. g

|
!
6.2.1 Existencia de soluciones. '

4
En la Seccion 4.3 hicimos un estudio general sobre el uso del método de Jj[.)(’.-
rron. Obviamente, los casos alli considerados incluyen ecnaciones de evolucién
generales entre las que se encuentran las que aparecen en los problemas de
Control Optimo que estamos considerando. Por tanto, nos limitaremos a
trasladar los resultados de existencia correspondientes a estos problemaside
valor inicial sin necesidad de reiterar su demostracién. Asi consideraremos
problemas de Cauchy de la forma ‘

g — F{o,u, Vu) =0 en IRNX]O, T[

i
] .
u(-,0) = uo(+) en RN (PV]; wo)

!

donde F € C(IRY x R x RN) y T < 400 un horizonte, no necesariamente
maximal en esta etapa de la exposicion, ligado a los datos del problema a
fravés de las hipétesis posteriores (6.35) o (6.36). Nuevamente enviamos a
[Is5] o [Cr-Is-Li2] para comentarios mas concretos acerca de la aplicacion
de este método. .
(CComenzamos enunciando nuestro resultado de existencia para soll,u;i('n]:e.‘.s
débiles del problema de valor inicial: .
t
Teorema 6.28 (Existencia de soluciones débiles) ‘

. i
Supongamos

Lg = {m € LSA(IRY x [0, T[) : w es subsolucion débil de (PVI; ug)} # (E)'

[
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St la funcion
Up(z,1) = sap {w(x,t): w € Ly}, (2,8) € RN x [0,7T] (6.35)

toma valores finitos en IRN x [0, T[], entonces Up es solucion débil de viscosi-

dad del problema (PVI;ug). o

Observacion 6.29

De forma andloga se muestra que si
L9 = {w € LTARN x [0,T]) : w es supersolucidn débil de (PVI; uo)} #
y la funcidn
up(z,2) = inf {w(e,t): we L), (w,t) € RN x [0,T]

toma valores finitos en IR x [0, T[, entonces up es solucién débil de viscosidad
del problema (PVIu). o

A continuacion damos un resultado de existencia para soluciones fuertes.

Teorema 6.30 (Existencia de soluciones fuertes)
Seca ug € LSA(IRY) y supongamos

Ly = {w € LSA(RNxJ0, T[) : w es subsolucion fuertc de (PVI;uy)
tal que w™(x,07) = (ue)*(x), x € ll{N} # (.
Entonees, st la funcion
Up(z,t) = sup {wle, t): we Le}, (2,1) € RYx0, T (6.36)

toma valores finitos cn RN x]0, [, se verifica que Up es solueidn fucrte de

miscosidad del problema (PVI;ug). Ademds,

Up(z,07) = (uo)"(2), = € RY. ¢
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Observacién 6.31
En el caso en que u € LZA(IRY), si se verifica

Cch= {w € LTA(RNx]0,T[) : w es supersolucién fuerte de (PVI;uy)

tal que w.(z,07) = (ug)(x), z € ]RN} # 0

v la funcion

up(c,1) = inf {w(z,1): we L}, (x,t) € R¥x]0, T| ((}'..‘3;7)

toma valores finitos en RN x]0, T[, entonces up es solucion fuerte de viscosi-
dad del problema (PVI; ug). Ademas,

up(z, 0%) = (up)u(x), x € RN, o 1‘

Observacion 6.32 1

De hecho, st ug : RY — IR estd acotado superiormente de forma que
uy € Lf siendo |

L= {w € LSA(RNx]0, 400[) : w es subsolucién fuerte de (PVI; ug) :
tal que w < e en RNX]0,+oo| y w(x,0%) = (up)*(z), x € lR.N} [
con ¢ > 0, entonces la funcidn |
Ui (x,t) = sup {w(z,t): w & LY, (2,1) € RN x]0, +o0] (()',SiS)

es solucion fuerte de viscosidad del problema (PVI ug). Ademas, |
up(z) < Uiz, 1) < e, (a,1) € RN X]0, 400 (6.3:9)

Y |

UL (x,0%) = (u9)*(x), v € RN, g

Observacion 6.33
De forma analoga, si ug € LLA(IRN) verifica up € £f con

L= {w € LTA(IRNx]0,400[) : w es supersolucién fuerte de (PVI; uy)
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A

tal que w > —¢ en RNXD, +oo] v w.(e,0%) = (wo)ul(z), = € lRN}
entonces la funcion
up(x, 0y = inf {w(x,1): we L}, (2,1) € RNx]0, 400 (6.40)
es soliucion fuerte de viscosidad del problema (PVI; ). Ademas,

up() > ub{r, 1) > —e, (2,%) € RYx]0, +oof (6.41)

ub(x, 0F) = (up)(z), x ¢ RN, o

Para los resultados de unicidad también seguimos los comentarios he-
chos en la Seccion 4.3. El Principio de Comparacion toma chora la siguienie
forma: siv € LSA(RNX]0,T[) v w € LLZA(RNX]0,T[) son, respectiva-

mente, sub y supersolucion de ln ccuacion

u; — P, u, Vu) =0 en RN x |0, T|

tales que
o (2, 07) < wafx,07), = € RN

cntonces
v, t) <o, ) < wale,t) < w(z,t), (1) € RN %0, T
De esta forma, se verifica:

Teorema 6.34 (Unicidad)

Siug € C(IRN) y se verifica un Principio de Comparacion ecntonees ol pro-
blema (PVI;up) admile, a lo sumo, una dnica solucidn fuerte que, ademds,
s continua., o

Corolario 6.35
Siuy € C(IRNY, Ly # 0, se verifica un Principio de Comparacién y la
funcion Up dada en (6.36) toma valores finitos en RN x [0, T[, entonces Up
es la dnica solucion fuerte de wviscosidad de (PVIug). En tal caso, Up €
C(RN x [0,7]) 4
Up(z,0) = uo(z), z € RN,
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De forma analoga,

Corolario 6.36 ;

Siug € C(IRN), LT #£ 0, se verifica un Principio de Comparacion y la

funcion up dada en (6.37) toma valores finitos en RN x [0, TY, entoncesfup

es la dnica solucion fuerte de viscosidad de (PVI;ug). En esa situacidn, up €
C(RN x [0, T} v ;
up(z,0) = ug(z), z € RN, o |

[
|
|
|






Capitulo 7

D*—soluciones de problemas de
contorno.

7.1 Modelo de la llama. 3

Como mostramos en el Capitulo 3, el eriterio de entropia permite explicar el
fenémeno de propagacion de una llama mediante la funcién

(z,1) = xg (), (=,t) € RN x IRy '

P, - KBUM,:(U) ] ] . . R

Pretendemos aliora caracterizar esa representacion mediante la teoria de las
soluciones de viscosidad de un problema de contorno. Puesto que se trata
de una funcién discontinua, requeriremos trabajar con ese tipo concreto de
soluciones de viscosidad. Hasta el momento los resultados de unicidad exigian
la. continuidad de las soluciones con lo que debemos salvar, para este topico,

tal dificultad. .

Para simplificar la exposicidn nos apoyaremos, en un primer momento,
en el caso unidimensional, es decir, vamos a mostrar que la funcién ¢ (con
N = 1) es solucion de viscosidad del problema de Cauchy '

U = |ty en IR x Ry
u(-,0) = XE,,(U)(') en IR

v, ademas,
P2 = C'Pl', (pl:p?) € D+({)*(:L‘,‘t), (:E:"t) € IR‘N X IR“F

231
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En primer lugar, como
(2, t) = o, 1) ¥ wulz,t) = XBoya)(2),
en el conjunto
G =(Rx R\ {(z,t) e RxRy: lzl=04ct}
la funcidn ¢ = p. = @ es diferenciable y
(oal, ), (1)) = (0.0), (1.) € Qu.
Ademas

limsup @ (y,1) = x5, @)(#), © € RN

(y.t)—=(z,0F)

lim inf (¥, t) = xB,y(2); © € RN,

(3, 8) = (,0F)
Veamos qué ocurre en los puntos {zg, fp) € JQy en los que

|:L'0| =g+ (_If.(j: t() > ).

En lo que signe supondremos zy > 0 (el caso zp < 0 se aborda de forma
analoga).

o Como ¢ (zg, ) = 1, un vector de direccion de la recta que une los
puntos

A= (00,1} v B=(o+ctyts 1)}
w4 = (e, 1,0).

Sea ¥ = (v, vy, v3) € R? tal que

- o Lo ety + vy =10
TR vou=0% ; .
r A { vy € IR arbitrario.

Estamos interesados en ¢l haz de planos supertangentes a ¢* en ol punto
B = (04 cty, Ly, 1), por santo, de todos los vectores 7 perpendicnlares a
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Figura 7.1: Gréficas de las funciones ¢* y ..

i s6lo nos interesan aquellos en los que las coordenadas vy y vs tienen
el signo opuesto, es deeir, ;
v < 0. ‘ (7.3)
\

, . . v o ‘
Asi, la ecuacidn del plano determinado por los vectores @ y v que pasan
por los puntos Ay B es T

i
1

ni{e — o)+ ngt +nz(z—1)=0

wh

Figura 7.2: Componentes vy y vs del vector v.
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donde (1,15, 13) son las componentes del vector

= (

La relacidn (7.2) permite escribir

1 ¢ ( )
= | Uy, —Clhy, CWy — Wt |}
ty Uy Ur Uy ’ ’

loc

— 2
i = (v3, —coa, —(1 + o),
por tanto, la ecuacion del haz de planos gue buscamos es
vs(w — o) — cogt — (1 + oy (z - 1) =0

ts decir,
z=1+pml{z—0o)+pal
con

(2 ciig

9] = - B £ ity
(?)]1.”2) ((l +(12)'”] 1+( ”1)7% —ﬁﬂ—(—a oY U/

Por tanto, a partir de (7.3), se verifica
pe = —epy =<, (psp2) € DYe™ (o + ey, 1o).
Luego * es subsolucion Tuerte de viscosidad de (7.1).

o Ahora (g, ty) = 0. Razonando como en el caso anterior se obtiene
que
z=ple— o)+ pt
es la ecuacion del haz de planos subtangentes a la grafica de ¢, en el
punto 3" = (7 + cly, b, 0) para

(25 Cy -
ey = = ), o, t
(n”laf”Z) ((l +C2)’U]' (l +(_12)Ul) e ]_ @ (O"i‘(f[),f[_))

y las componentes v y v del vector @ signen verificando la condicion

(7.3). Por tanto,
e = —cp = clpr|, (pyp2) € D w0 + ey, ta),

por 1o que @. es supersolucion fuerte de viscosidad de (7.1).
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Para el caso general N > | las ideas geométricas anteriores son delicadas
de llevar, por lo que utilizaremos argumentos analiticos. Claramente,
(Vole, 0, eul, 1)) = (0,0), (21) € O (7.4)
donde
On = (RN x RO\ {(z,0) e RN x R, : |¢| = 0 +ct}.

Si o] = o4cty con ty > 0, consideremos uu elemento (py, p2) € D" (wo, 1)-
Como ¢™(zg,t0) = | entonces

@ (,8) S T4pr (2 — o) + pa(t — to) + 0|z — @o| + |4 — to]).

La eleccion @ = xg y t > 1y hace que ¢*(z,t) = 1; de esta forma,
p2 2 0. (7.5)
Ademas, si € Byye(0) entonces ¢*(x,t) = 1, por lo que

0 <1 {x—xo) +p2(t — o) + ol —xo] + |t —to]), |2] Lo+t (7.6)

-0 0 o x; x
E

Figura 7.3: || = o + ct con ¢ > {q.

Dado € > 0, para la eleccidn [
leol + € €
T = TEO_Y_"': to + p
Lo #

se verifica
2| = |wol +e=0c+clog+ e =0+ ct,
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por lo que reemplazando en (7.6) obtenemos

0D<e (pl : —% + }:—2) + o(e).
To o

Dividiendo por £ y haciendo tender ¢ — 0 se tiene

pp P2 (7.7)

lea] €
St ahiora 0 < 2 < g, tomando
_ |1L'[)| - 5’

L= -——"—g ¥ L=1Ilg—
|Zo| 2

&

se verifica
el = |wg| —e =+ ctg—e =+t

—-a 0 o X Xy

Figura 7.4: |x| = o + ¢t con t < 1.

por lo que sustituyendo en (7.6) se obtiene
x ),
0< =z - 0 + 2 + o).
leal ¢

Dividiendo nuevamente por £ y haciendo tender £ — 0 se llega a

De esta forma, a partic de (7.7) y (7.8) se verifica
¢ _
pr = —m})l : .'L'0.1 ({())
T

Dstinguimos dos casos:

'La relacidn (7.5) implica, por tanto, que g -2y <0,
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-

. Sip =0, larelacion (7.9} implica p2 = 0. Luego,

(0,0) € D¥*(x0,10). (7.10)
2. Si pp # 0 tomamos T
X =Ly — cﬁl——(t —tp) con 1>t
[

Como

lz] < |zo| + et — o) = o + |
dividiendo por t — #y en la expresion (7.6), se obtiene

o(|t — L)
0< (- )) + ool ,
< (zelpl4p) + = —=— |
con lo que haciendo tender ¢ — {7 se verifica

P2 > c|pil- (7.:1 1)

Nétese gque por (7.10) la desigualdad anterior es también cierta cuando

1 =0.
De esta forma, a partir de (7.5), (7.9) y (7.11) se obtiene

¢
0<p = _le sz oelpr| < pa,
o
lunego
c . .
pr=——p 20 = cpil, {p1,p2) € DY (o, bn), |20l =0 + ety (7.12)
|.'L'(]| ;
Ademas, como
Lo
—p1 - xo = |pr1|lzo] & 1 = —am con « = 0,
0
'

la relacion (7.12) permite determinar el conjunto superdiferencial de la funcién
¢ en cualquier punto (z,t) € RY x R,. Concretamente,

(0,0) si fal#o+ct
SR P TN — T
l) E,D (:L,t) = -—(:Yi,ﬁ’c Sl ‘;L“ — ()’—|— ci. |
l’ | a>@ I
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Observacién 7.1

Como . = —(—)", argumentando analogamente s¢ obtiene
D7ou(z, 1) = D7 (—(—¢)) (,1) = =D {—¢)* (. 1)
(0,0) si el # o+l

- {(—ai, cm)} si Jel=0+cd. o
I‘LI t‘lZU

7.2 Definicion de las DT—soluciones.

Cuando el hamiltoniano es convexo, a partir del Teorema de Verificacion se
extracn propiedades interesantes.

Teorema 7.2

U . .. . - N . .

Sea H una funcién conveza, s.c.i. yu € LA(RY x]0,T), T < 400, una
solucidn de viscosidad de la ccuacidn

u,— H(Vu) =0 en IRNx]0,TT. (7.13)
Entonces, para todo (x,1) € IR.NX]O,T[ se verifica
pr > Hip), (pr,p2) € DT ((u)) (2, 8) U DT (e, 1)

Demostracion.
Por el Teorema 4.74 (de Verificacién) sabemos que para cada (@,1) €
g al

R x]0, T se cumple

we(w — s, b+ 8} 2w, ) — sH(E), O<s<T =1, £ € D(H")
(véase (4.72)) por lo que, tomando envueltas superiores, se llega a
(1) (w—Es,t+8) = (ua) (2, 1) — sH¥E), 0 < s < T—1, £ € D(H*). (7.14)
Por otra parte, de la definicién, si (p1,p2) € DF ((wa}") (2, 1) entonces
(1) (= €5, 4 5) < ()" 2) + (o = 1 - €5 o(1 +]€D)3)
que, junto con (7.14), conducen a

—sH (&) < {p2—pr - &) s +o((1 + |€])s), &€ D(HY),
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Dividiendo la expresion anterior por s > 0 y haciendo tender s — 0 se obtiene
p2 > - E—HYE), £ € D(HY).
Tomando ahora supremo en £ € D(H*) se tiene
p2 = HT ().

Finalmente, la convexidad de ‘H y el Teorema de Fenchel-Moreau concluyen
el resultado. g

Observacién 7.3
En las condiciones anteriores, si v € C(IRN x]0, T[) entonces

pa = H(p1), (pr,p2) € D¥ule, 1)U D u(z,?). o

Corolario 7.4 ’
Sea H una funcién convera, s.c.i. yu e LA(RN%]0, T}, T < +oo, una
solucion de viscosidad de (7.13) con la propiedad \

(u.)" =u* en RNx]J0,TI. (7.15)
Intonces, para todo (x,t) € RN x]0, T sc verifica
py = H(m)s (p1,p2) € DYu(z,t). o
Observacién 7.5

1. Como ya hemos comentado, la propiedad (7.15) es verificada por cualquier
funcién « € SCZ(IRNx]0, T[). No obstante, existen funciones s.c.s. con
la propiedad anterior como, por ejemplo, ‘

W) = xg (2) = L, jz|<o+ct
x, XBopet(0) 0, |x|>o+ct

2. Obviamente la propiedad (7.15) es mas general que la continuidad. En
efecto, la funcidon f : IR — R dada por

w={7 52

st z=0
verifica [ € SCS(IR) v (f.)(x) = f.(x) =&, z € R. En cambio,
(SO =0#1=/0). a
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A la vista del Corolario 7.4, podemos introduciv una nocion de solucion
de viscosidad para problemas generales de contorno

Flz,u,Vu)=0 en O (P)
= en 0O,

donde ¢ : dO — IR, que resulta mas conveniente en los modelos gue nos
ocupai. Esta queda recogida en:

Definicién 7.6
Sea O CIRM, M > 1y F € C(O x R x RM),

1. ue LSA(O) es Dt—solucién de viscosidad del problema (P) si
Fle,w'(2)p) =0, p € D*e(z), z€ O
limsupu™(y) = ¢"(z), z € VO.
Yz
2. uw € LLTA(O) es D™ —solucion de viscosidad del problema (P) si
Flz,uz),p) =0, pe DT (z), 2O
lig}}_]éiznfm(y) = p.(z), z € JO.

Para hamiltonianos estrictamente convexos, ¢l conjunto superdilerencial
de las Dt -soluciones es, como mostramos a continuacion, unitario & vacio.

Teorema 7.7
SiH RN = R es estrictamente convezo y u € LSARNx]0,T[), T <
+oo, s DT —solucidn de viscosidad del problema

N = () e RN o
{m H{uy=0 en R™x]0,7T| (7.16)

u{-, ) = wa(-) en RN

N . .
entonces, para cada (x,t) € IR™ X0, T[, of congunto Dru=(x,t) conticne, a o
sumo, un tinico elemento.
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Demostracion. ;
Supongamos que DYw*(x,t) # 0y sean (p1,p), (q1,¢2) € DFu{(z,t).

Como los conjuntos semidiferenciales son convexos, entonces
?

(Ap1 + (1 = g1, Apy + (1 — Mgz} € DYu*(z,t) para 0 <X < L. l

De esta forma, como u es Dt —solucién de (7.16) y H es estrictamente convexo,
se tiene
/\])2 -+ (] - A)(]z = H(/\P] + (1 — )\)([1) |
<AH(P) + (1 = X Hag = dpy + (1 — Age ‘
lo que implica j
(P1,p2) = (91, 2)
(pues, en caso contrario, se llega a una contradiccidn). ¢
El resultado anterior es completado por el siguiente lema técnico: ‘
!
Lema 7.8
Sea O un abierto de RM, M > 1 yw € SCS(O). Si para algin z o
se verifica i

Dtw(z) = {po} con py € RM

!
entonces w es diferenciable en zy y '
i

VUJ(ZQ) = Po.

Demostracién. |
Sin pérdida de generalidad podemos suponer

=0, w(z) =0y pp=0
pnes, en otro caso, bastaria reemplazar w por la funcién |
Wi(z) = w(z) —w(z)—p- (2 — z), 2 €O. |

Asi pues, como 0 € Dtw(0), se verifica

lim sup w(z) <0.

izso 2] :
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Por otra parte, el caracter unitario del conjunto Dtw(0) hace que, dado
e € RM con |e| = 1, se verifique

de & DTw(0) para § >0,

luego

zy—de-z
p(d) =lim supL

|:|—>U ~

De esta forma, para cada § > 0 y € > 0, se verifican las designaldades

>0, & >0

(p(8) —e) S w(z) =de-z <ol|z]) = de-z <o|z]) + |z, |z € 1. (7.17)

Asi pues, dividiendo la expresion anterior por |z| y haciendo tender |z| — O
ge obtiene

p()—e<p()y<d=0<p(d)<e+d

Haciendo ahora § — 0 se llega a

lim p(d) = 0.

§—1

Regresando a la expresion {7.17) y haciendo tender primero § — 0 y hiego
¢ — 0 se concluye

Observacion 7.9
Este resultado generaliza al que ya habtamos mostrado en ¢l Corolario
4.29 para funciones f :Ja,b[C IR = R s.c.s. en zg €]a,b). o

De esta forma, los dos resultados anteriores conducen a:

Corolario 7.10
SiH RN = R es estrictamente convezo y w € L'SA(IR.N x]0,1]), T <
+o0, es una DT —solucidon de viscosidad de (7.16) cnlonces

Dt (1) £ 0 = DY) = (Vu (1), (), 1))

Consecuentemente, cn los puntos (x,t) € RNxJ0, T en los que DFu~(a,t) #
@ se verifica

(™ Yz, 0) — H(Vu(z,1)) =0, o
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i
. .., . ] AT -
En la Proposicién 4.76 mostramos que si up € LA(IRY) tiene la propiedad

((u0)).)" = (wo)" en IR (7.18)
entonces la funcién de Lax—Oleinik asociada al conjugado del hamiltoniaho
H* y al dato inicial (ug)* verifica ?

(U (- (o) () = U, -5 (100)" (1)) en RNx]0, T '

para algun T < +oc. Por tanto, a partir de los resnltados de la Seccidon 5.4,

se trene: ,

Corolario 7.11 (Existencia de D*—soluciones) '
Sea H una funcién conveza, s.c.i. y ug € LA(IRYY verificando (7. 18).
ntonces la funcion de Laz—Qleinik If
Ule,ts (o) ()) = sup {(uo)™(x +&t) —tH (€)}, (2,1) € RV x]0, T[!
EED(H*) }
cs una DY -solucion de viscosidad de
u, — H(Vu) =0 en RNx]0,T] i
u(-,0) = uo(-) en RN f

pare algin T < 400, g I

Observacién 7.12

Notese que no toda solucion fuerte de viscosidad de un problema de con-
torno es, necesariamente, una DY -solucién de dicho problema. En efec to si
(..()llblderd,lnoh el problema |

{ /|-~ 1=0 en |0,1]
uw(0) =u(l) =0

(vedse el Ejemplo A.7 en el Apéndice A) la @nica solucién fuerte de viscosi
(que ademas es continua} es

lad

i
|
C
|
|
|

|
ul(:L‘): 1
l —x si Egngl '

pero no es nna Dt -solucién de viscosidad de dicho problema. En cambid, la
funcion @y (x) = —uy{z ) es Dt —solucion pero no solucién fuerte de vmmsu[(ul

(de hecho, es subsolucién pero no superselucion de viscosidad). g
{

|
f
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7.3 La ecuacion eikonal.

Como en ¢l caso m > 1, areumentos propios de la Teoria de Control Optimo
7 ™
Determinista permiten el estudio de la ecuacion eikonal

w—e|Vul =0 en RN xRy (¢>0)

con N > 1.2

7.3.1 Programacién Dinamica.
Sea B = B.(0) el conjunto de valores de control y A = C(IRy;B) el espacio

de controles. Para cada (i,t) € RN x IRy formamos el sistema

A(sy=u— /S(L(O')da, s> 0
0
T(sy=1—s, s> 0

cuyo primer instante de solida de RN x IRy es . Asi, para cada funcién
wy € LSARNY v cada control o) podemos considerar el criterio de tipo

Meyer
-t
Sz, 4 al)) = w (::: —/ u,(o)do') .
0
En estas coudiciones, estamnos interesados en la funcion coste oplimo

u(z,t) = sup J(x,ta(l)), (x,t) € RN % R, (7.19)
n{-)EA

Por una parte

t
u{z, 1) = sup g (.’L’ — [ (L(J)da) < sup ug(x — 2t)
a()EA S0 z¢B

¥, por otra, considerando para cada z € B controles constantes de la forma
ai(s)=s, 0< e <

se verilica

u(z, ) > uy(z — zt), z € B.

) - ~ B . .. .
“En el Capitulo 3 ya dimos otra forma de abordar la ecuacidn eikonal.
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E

Se obtiene asi una representacién de (7.19) de la forma }
ule,t) = supug(x — zt) = sup wup(y), (z,t) € RN x R, (7.20)

z€B |[z—y|<et {

Sea s € 0,t]. Por definicién, dado € > 0 existe z. € B tal que l
u(z,t) - e < up(z — zt) = up(z — 2.5 — 2. (1 — 5)) ‘
< supug(z — zes — 2(t — 8)) = u(z — z.5,t — s) <supu(ze — zs,t — s)l
zeB z€B ‘
Ademas, existe Z; € B verificando t
supu(ec — zs,t —s) —e < ufz — Z.8,1 — 3) I

z&B

1

q

t

= sup oz — Z.s — z(t — s)) = supug(z — 2t + (2 — 2,)s). |
zeB zeB |

Debido a la equivalencia

*

. 5 5 B
e—f=ag—zt+(z—2)s2f=z—-(z—-3%)= 1——)2 -z !
c—ft=w-st+ (s e f=s-t-2)=(1-3)5 4] :

. , . . . |
se obtiene || € ¢ (ndtese que se trata de una combinacidn lineal convexa
entre z y Z., ambos en B.(0)). Consecuentemente, l
I
supu(x — zs,t —s) — e < supup(z — &) = u(x, ).
z€B £EB *

De esta forma hemos demostrado que para z € RN y 0 < s < se verifica

i
u(x,t) =supu(z — zs,t —s) = sup uly,t—s). (7.21)

veB |z—y|<es ‘

Nétese que (7.21) es la expresion matemdtica del Principio de Optimalidad
de la Programacion Dindmica. |

- t
A continuacion mostramos el problema de Cauchy que resuelve u.

|
Teorema 7.13 ‘_
La funcién coste éptimo u definida en (7.19) es solucidn fuerte de wis-
cosidad del problema |
|
w —cVul=0 en RN xIR, y
N (7.22)
u(-,0) =uo(-) en IR". '
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Demostracién.
Eu (7.20) hemos mostrado la ignaldad entre la funcién coste dptimo y la
funcién de Laz—Oleinik de] problema (P). Utilicemos esta caracterizacion.

Sea ¢ € Cl(IR,N x IR4) tal que para algin punto (a9, t0) € RN x IRy v
g > 0 se verilique
(0" — ) (o, to) > (W — W), 1), & —zo* + |t — to|* < €.

De esta forma, para 0 < s < 4y, se tiene

u (ze,lo) < sup w(y,to—5) < sup {p(y,fe — 8) + (07 = D) (we, L},

|y—zq|<es |ly—z0|<es
es decir,

sup  {(y,to— ) — Pp(xo.te)} > 0.

fr—zo|<es

Ahora bien, al ser 9 una [uncidn regular, se verifica
Wy, to — s) — Pz, to) = Vip(xg, lo) - (y — wo) — swbi(xo, to) + o(s)
con lo que

sup  {Vh(wo, o) - (v — zo) — sthe(wo, to) + o(s)} > 0.

Ey—:z.‘ﬂffs
De esta forma, la relacion

sup  AVih(xa,to) - (y — o)} = es|Vih(o, Lo)|

|y—wgn|<es

determina

V’P,[)(:!;U: to)l § O

ti(wo, lo) — ¢
sin mas que dividir por s > (1 y hacer tender s — 0. Un argumento analogo

muestra que u, es supersolucion de viscosidad. Como ademas,

limsup u*(y,t) < (wp)*(2), = € RN
(w,t) = {z.0t}

iminf u.(y,4) > (u).(z), = € RY,

(v.t)—(a:,0F)

entonces u es solucion fuerte de viscosidad del problema (7.22). g
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Observacién 7.14

Al abordar anteriormente el problema de la propagacién del frente de
llama, obtuvimos el valor preciso de las semidiferenciales de ¢ para el da:to
micial concreto

wo() = XB,0.0(") en IRZ. l

Ahora, la Lenacion de la Programacién Dindmica nos ha permitido demostrar
de una forma general que la funcidén coste dptimo u verifica la ecuacién en
derivadas parciales ahora en todo RN x IR, para datos iniciales generales

Uy € CS.A(IRN) con N> 1. p |
?

!

A la vista del Corolario 7.11, podemos concluir:

Corolario 7.15 (Existencia de D*—soluciones}
Si ug € LA(IRNY verifica (7.18) entonces la funcidn

u(z,t) = sup (ug)(x—2t) = sup (uo)*(y), (z,¢) € RN x IR,
z€B o —y(<et

i

|

es una DT —solucidn de viscosidad de (7.22). o ;
]

;
7.3.2 Problemas de contorno con datos iniciales dis-
continuos. !

Sea £ un abierto convexo de RN, N> | y
wplx) = xglz), = € RN,
La funcién de Lax—Oleinik del problema

|
uy = ¢|Vuy| en RN xR, :
u(-,0)=xg(-) en IRF, *

viene dada por

Uz, i xg()) = sup xgly), = € RN, >0 (7.23)
yEBcl(i’F) !
(Claramente '
() <Ule i xa() <1, € RN, ¢ >0, |
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de donde se deduce
Uz, tixg()) =1, v €1, t > 0.

Denotando
Q) = {x € RN : dist(, ) < et}

vamos a distinguir dos situaciones:

v € Q()\(L Para todo
7€ Bu(z)n

s verifica

L= xg(i) <U(z,tixg()) < 1= U(et) =1

RN
o

QD

Figura 7.5: Dominio Q).

2. w & Qt). En este caso

Yg() =0, y € Bu(x) = U(x,t) = 0.

De esta forma, la funcion definida en (7.23) es

o) =)= {150

Ahora vamos a considerar datos iniciales discoutinnos mas generales y en lo
que sigue, para simplificar la exposicion, nos centraremos en el caso en el que
el dominio es

0 =B,(0), 0>
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La formula de Lax—Qleinik del problema de Cauchy

up = ¢|Vu| en RN x Ry (P)
u(,0) = Alzxg, () en RY

donde A > 0y ~ > 0, toma la forma

U (:Eat; Al ’ PXﬁg(O)()) = A %llp( ) |U|WX§U(O)(3/), r e ].R,N, t> 0.
yEBc(x

Ahora, para cada 2 € RN y ¢ > 0, se verifica

l
Alel"xg, (@) <U (2,6 Al 'xg,o() <A sw [y = A(lz|+ et).
yEBet ()
Distingnimos varios casos,
l. |z} < o — ct. Para el elemento
- x r —
7=+ (:tm = (|} + ct)m € B,(0) N Be(x) |

se verifica

A(lz] + et)” <U (2,8 Al X, 0()) < AlXg, ) = Al + ).

Por tanto, U (:L‘,t; Al- lfYXEd(n)(')) = A(|z| + t)7.

2. 0 —ct < |zg| € ¢ + ct. Por consideraciones geomeétricas, la funcion

U (:}:,t;A|- |

1
junto

X8 (0)) alcanza el valor maximo en los elementos del con-

9B, (0) N B(x)

y, en particular, para

liego

U (-’II,t; Al |’YXﬁ,,((J)(')) = Aly qﬂXﬁ‘,({}}(ﬂ) = Ad”.
3. |x| > o + cl. En este caso

X8, =0, y € By(e) = U (IJ? Af- |7XE,(U)(‘)) = 0.
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,c"f-

.. Sl
~ gL

g—t 8 g+t

Figura 7.6: Region 0B,(0) N B_Cg(;lf).

Consecuentemente,

Al +et), |z|<o—ct

U (2,6 A1 ["xg, () = § Ao”, c—ct <|p| <o+t (7.24)
0, |z| > o + ct.

Observacion 7.16
l. En particular, para la eleccion A =1 v vy = 0, se tiene
U (e tx5,0/0) = X = { 0 4 Lo
si |z
2. El resultado anterior puede extenderse a datos miciales de la forma
up(w) = f(lz))xg,(2), 2 € RY (0> 0)
siendo f : IR — IR, una funcién verificando
f("l) < f(T‘Z)a < Ty,
Para ese dato inicial, la formula de Lax—Oleinik toma la forma
flz|+ct) si |z|<o—a

U (.t £ - Dxm, o)) =14 fo) sioo—et < o] <ot
0 si |zl >o04ct. g
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|
Veamos que la funcidon dada en (7.24) coincide con la funcidén de Perfon
Up(w, 1) = sup {w(z,t): we S}, v € RN, t >0 (7.%25)
donde

|
!
S = {w € LSA(RY x TRy) : w es subsolucién fuerte de (P)} : i
4

Ante todo, w = 0 € St, lo que implica ya la existencia de Up. Por tanto, Up
es subsolucion fuerte de viscosidad de (P) y, ademas, Up > 0. |

En primer lugar, la maximalidad de Up y el Teorema de Verificacion
i
llevan a |

0 < ?/{(w,"t; (u0)-(-)}) < uulz,t) < u™(x,t) < {Up)" (z,1) (7.‘;26)

st z € RN y t > 0, para cualquier solucién fuerte v € LA(RN x R.)de
(P). Por otro lado, como el dato inicial ug(-) = A| - |[Txg, )(*) es acotado; la
propiedad del cono de dependencia (véase el Teorema 6.18

funcién

determina que la
[z,1) = supug = Ao”

es una supersolucién de viscosidad de la ecuacién verificando

w < Ae”, w e S, |

luego
0 < Up(e,t) < Ao”, z € RN, t > 0.

Por tanto, tomando envueltas superiores en (7.26), se obtiene .
0 < Uz, t;u() < (Up) (2,1) < A7, 2 € RN, t>0

dado que, como vimos en la Proposicion 4.76, se verifica ;

Uz, t;uo(-)) = U (2,1 (uo)u(-)), = € RN, ¢ > 0.

De esta forma

Uz, tug(r)) = AgY = (Up)* (z,t) = Ad”
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e
]
N

Figura 7.7: Regiones Ry, ¢ = 1.2,3,4.
y, asi,
(Up)* (z, 1) = U(x, t;u0(-)) = Ad” en la region R,

doude
Ri={(x,t) e RN xRy : 0 —ct < |zl <o+l

Por otra parte, como

wg(x) =0 € C(Ry URy)

siendo

RoURy = {(x,t) EIRN xRy @ |z > o+ ct}
nuevamente la propiedad del cono de dependencia deterinina
0 < (Up) (x,t) U, t;u()) = 0 en las regiones Ry y Ra,
de donde
(Up) (2,t) = Uz, o)) = U (2, 4 u0(-)) =0 en Ry U R

FFinalmente, como

ug(x) = A(lx] + 1) € C(Ry)

sientdo

Ry={(z,) e RN x Ry ¢ |z] < o — et}

también por la propiedad del cono de dependencia se tiene

Al 4 et)” = U (@, 4 u(4) < (Up)* (2,1)
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?

< U, tu0(-)) = A(|z] + ¢t)” en Ra. |

De esta forma conclufmos la igualdad *
A(lzg] 4+ )Y, || <o—ct

(UpY (,1) = U(z, & uol-)) = { Ao, c—ct<|e|<otet |

0, |z| > & + . f

I
- . v . ' . 9l
Luego la funcién anterior es solucién fuerte y D7 -solucién de viscosidad

del problema J
f
{ 1y = ¢|Vu| en RN x R, (7.97)

uy(-) = Al- ITXEU(O)(') en RY,

'
A partir de la relacion {7.26) obtenemos el siguiente criterio de unicidad:

Corolario 7.17 (Unicidad de D*—soluciones) ' l
Cualquicr solucion fuerte uw € LA(RY x Ry) de (7.27) es una D* —solucion

de dicho problema que verifice |

(u) =" en RN xR,

b

Yy, ademads, ‘
|
Allz|+et), |2|<o—ct f
wz,t) = (Up) (z,8) = Ao o—ct < |z|<Lo+ct (7.28)
0, |z| > o+ ct |

-

para x € RN y1 >0, g

Observacion 7.18 '
Como consecuencia de los comentarios anteriores, la envuelta superior de

la funcién de Perron, (Up)", es una D¥—solucién del problema (P). g

1
i
i

Observacién 7.19

. . .. . o . ]
La optimalidad de la unicidad establecida en (7.28) queda reflejada me-
diante ejemplos de soluciones espureas: todas las funciones de Ta forma i

L,
w(wt)y =< k, |gl=04+e¢ con 0<k <]

lef < o+ et i
0, |¢|>c+et i
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son soluciones fuertes y D¥—soluciones «de (7.27) cuando A = [ y v = (.
Nétese que la envuelta superior de todas ellas coincide con la solucién de
Lax=Oleinik del problema (7.27), es decir,

(i) (2, t) = XB,,.(0(®), (2.8) € RN xR,. o

7.3.3 Convergencia m1 — 1 para datos iniciales discon-
tinuos.

Consideremos ahora el problema de Cauchy

p wp = | Vu|™ en RN x IR,
Bl L ul,0) = xg() e RY

con m > [. Como sabemos, la {ormula de Lax-Oleinik es solucion fuerte de
viscosidad de (P),, v viene dada por

o

. I:L,_y'm W1 o
u,,(z,1) = ;]1&; Xﬁg(o)(y) —(m—1) (m— (7.29)

para z € RY v ¢ > 0. En particular,
Xﬁ‘,(u)(:’:) <u,le, ) <1, € RN, ¢ > 0. (7.30)

Denotando por yiuax = Ymax(z, 1) € RN al punto en el que se realiza el maxi-

mo, es decir,

ey

1
) T — Ymax Ny m—1
U,,,(;L‘:f,) = Xﬁd.(u)(ymnx) - (I’H — l) (l—m_L>

de la relacién (7.30) se signe

1
|m m—1

< YE ol Yo )
By

0<(m—1) (%)

por lo que pueden presentarse dos casos:
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l. Ymax € Bo{0). Entonces:

1
— mY m—1
0 < (m—1) ('"”_L_|_) <

cm™y %
por lo que ‘
|2 = Yunax] < dunl?) |

stendo
: I\ ;
n(t) = m (m - l) (ct). }
Consecuentemente, se tiene l

Ymax € ﬁn:r(O) = Ymax € ﬁa(o) ﬂﬁdm(t)(m) = ﬁo(o) ﬂﬁdm(i)(:l’.) '_Ié w

1

2. Ymax € Bo(0). En tal caso: [ ~ ypax| = 0, 1120 max = - :
De esta forma, se verifica: 1
i

1. 51 2] < 0 = yax = @. Por tanto: uy,(z,t) = 1. |

2. Sto < |z| € o+ dn(t) entonces ypay es el punto mas proximo a en la
bola B,(0). Por tanto, éste debe estar en la recta que une los puntos 0

A € ‘
y &y, ademas, ymax € 0B,(0). Luego, yuax = 07— 1

EX

B 4, (l)(x) |
B (™)

Figura 7.8: Localizacion de y,,.x cuando o < |zl < o + d,(t).
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En esta situacion

&

|2 — Ymax| = 12 — Gﬁl =lz|—@

con lo que el valor de la solucién es
.
B (|| = o)™y m-
I_lm(.'lf,/,) =1- (11] — l) (W .
A partir de la definicion de d,(2) se obtiene
1

1 1 =i
——— =(m— 1) ( ) ,
(dm (-4))m—1 cm'™

con lo que la expresién anterior puede ser escrita en la forma

m

N jz} — oy ™1
u,(z, 1) =1 ( dm(ﬂ_) .

3.5t ] > o 4+ dn(t) = Ywax = . Por tanto: u,,{a, 1) = 0.

Asl queda perfectamente determinada la luncidn definida en (7.29)

P A
um('t’f’)_ lil ( dm(t) +) j]+

1, lz] —a <0
le] — o} ™1
= b — , OD< ] —o <dy(t
(L o= < )
0, lel — o > d,(t).

Nétese que u, = 0 en las regiones RoUR3 y uy, = 1 en Ry, Ademas se tiene
un efecto regularizante: partiendo de un dato inicial ug que es discontinno en

IB,{0) hemos obtenido que uy € C{IRY % Ry). De hecho,
| + :

H
u, €« (U Ri) 3

i=1

FComo puede comprobarse direclatmente,
0 ol =0 <0 6 [l = > dult)
gy, (:I‘ f) _ {” . iy -
de 7T ( : ) c U< ]~ <dp{l),

1
cwmnt
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o+l (1)

1
I
Figura 7.9: Regiones Ry, i = |,2,3,4, 5. i
|

El estudio de la convergencia de la solucidn anterior u,, cuando m — 1

es ahora sencillo. Teniendo en cuenta que |

m=—1

) Yty =ct, t> 0

t
i

lim d,, () = lim m (

m—1 m—+1 m—1 -
v |
1 +oo, A>1 ‘
.!.ilﬂ Av-T =¢ 1, A=1
0, 0< A< .

se verifica
limug(e,i)=1, 0<|z|—c < et

=1
De esta forma, la funcién limite ,

{ L, |:r:|§0—|—cf, ‘l

i w8 = o) 1> o 4 et

m—1

coincide con la solucion de Lax—Oleinik uy del problema limite

(P), { u; = ¢|Vu| en ]R: x IRy .‘

u(+,0) = Xﬁ,(o)(') en [R". |

por to que wy no es diferenciable si |o| = & + di, (). De hechao, >
AL (z,0) = {;’— wy (a, £) Elme <08 lalmo>dall)

de T W, 0 < |e|— e <dn(t). i

|

:

|
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Recordemos que cualquier otra solucién u de (P); tiene la propiedad

W, t) = (wi) (1) = x5, (), ¢ € RN, t >0,



Parte 111

La ecuacion perturbada.
Fenémeno de extincién en
tiempo finito.

259






7.4 Propiedad de extincion. Tipos de absor-

ciones. 1

Esta Parte de la memoria trata sobre el estudio de algunos aspectos de la
propicdad de extincion en tiempo finito, es decir, !
{

w(xz,t) =0, t > T, = € RN; {extincion global)

mas concretamente, en la determinacion de una funcién £(+) tal que

u(m, ) £ 0, < lo(x) S 1
b unt
{ W) =0, 1> to(z) (cxtincion puntual)

donde w es una solucidn fuerte de viscosidad del problema

\

(P)s { u— H(Vu) + A6(u) =0 en RY x Ry |

u(+,0) = ug(-) en RM |
con A >0, f: Ry = Ry, g€ WeP(IRy), H € C(IRY) con H(0) = 0
y un : RN = Ry, we # 0. Aunque nuestro estudio admite extensiones a
soluciones discontinuas, limitaremos el tratamiento de esta propiedad a solu-
ciones continuas por lo que, en toda esta Parte, supondremos datos iniciales

ny € C(lR.N) o, incluso, ug € L{C(IRN). I
Mediante argumentos conocidos, la no negatividad del término de per-
turbacion conduce a la desigualdad |

{
|
w(x,t) < vz, t), (x,1) € RN x R, |

siendo v una solucién del problema sin perturbar (P)o. Por esta razén, AB(:)
es denominado en la literatura término de absoreion. Relacionado con'la
propiedad de extineidn, distinguimos tres tipos de absorciones: !
I
1. Absorcion fuerte: |
ds f
/ < +oo. (AF)
o+ ((s)

Para el caso de las potencias

i
(AF) < 8(r)=+., 0<r <<l con ¢<1.
1
Mostraremos que da lugar al fenémeno de extincidn {global) cuando g
es acotado o crece en el infinito de una ‘forma concreta’

i
|
|
|
|

f
'



o

Absorcion muy fuerte:

© s
fu S < e (AMF)

Para el cago de las funciones como potencias

Lt ocon g <l para 0 <r <
(AMF} & 3(r) = { ri2 con ¢y > | para r > 1.

[in este caso probaremos que hay extincion (global) para ug arbitrario.

Absorcion débil

/n+ ﬁ(é:) = too (AD)

Il estudio del comportamiento de las soluciones, para este caso, esta
recogido en el Capitulo 11.

Observacion 7.20
Puesto que up #Z 0, existe £ € IRY con wo(#) > 0. En el caso en que
exista un instante > 0 para el cual w(Z,1) = 0, consideramos {y <1 con la

.

propiedad

w(Z, ) >0 s 0<t <y
u(.’—l’:',t()) = 0

De esta forma, bajo la hipdtesis H > (), se verifica

w4+ A3 () = H(Vu) >0 en RN x R,

Consecuentemente,

/,zto(f?) ds _ fu(f:,i) s B /-t " <y 0 f 1
Jul@n B(s) - u(z,0+) B(s) - o Alu) = 2 AR

Finalmente, haciendo tender 1 — ¢ obtenemos

11.0(17:) (L’S
<M
/0 Bs) =7

es decir,

ds

ot m < -+to0. (AF)

Asi, podemos establecer que bajo los supuestos wy 2 0, ug Z 0y H > 0, la

condicién (AF) es necesaria para el fendmeno de extincion. g



t

;
7.4. PROPIEDAD DE EXTINCION. TIPOS DE ABSORCIONES. 26:3

Observacién 7.21 i
De hecho, la condicién (AF) es aptima para la propiedad de extincion.
En efecto, st inf ug > 0, la funcion  definida implicitamente por J

infug  fg
=M, (z,t) e RN x IR,
/n(z-,t) A(s) (=) *

es, bajo la condicién (AD), una solucién fuerte del problema de Cauchy |

|

o — H(V)+ M(n) =0 en RN x Ry (7 311)
n(-,0) = inf ug en RN ) |

que verifica

im 5(t) =0, ¢ RN

{
|
{—+co |
i

e

0 <n(t) <ulz,t), z€ RV, >0

para cualquier solucion w de {(7.31). g

|
|
i
i

Consideremos el problema de Cauchy

(p){\ Up — H(VU) + )\JB('“') =0 en !R’: X IR+
u(+,0) = uol*) en R

i
|

siendo H € C(RM), 4 : IRy — Ry una funcién localmente lipschitziana c;on
B0) =0, A >0y u € C(IRY), up > 0. Si U es la férmula de Lax-Oleinik
asociada a H* y ug, es decir, r
U(x,t) = sup {uo(z + &) — tH* ()}, |

geD(H") :

entonces, para cualquier u© € LSA(IRN x IRy) subsolucién fuerte de viscosi-
dad del problema (P),, se verifica :

0 < u(e,t) <u*(z,t) <U(z,t), 2 € RN, >0 (7.32)
|
Nuestra argumentacion utiliza, con algnna frecuencia, la funcién ;
; !

vy = = >0 (7.33)

Jo B(s) T
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va introducida anteriormente, que necesita, para sn definicién, la condicidn
de absorcion fuerte

/. ﬁ(iz) < oo, (AF)

Notese gue la no negatividad de f hace que «y sea nna funcion creciente, pues
, ! ,
Y(r)=—= >0, r>0.

Comenzamos con una estimacién inferior para las supersoluciones fuertes
del problema (P},.

Teorema 7.22
Bajo la condicion (AF), sea u € [,IA(IR,N x IRy} una supersolucion
fuerte del problema (IP)y donde H : RN — R verifica

Dy ={te DH"): HYE) >0} #0
y 3 : Ry — Ry UA{0} es una funcion no decreciente. Entonces, para todo

(x,t) € RN % IRy se verifica

w(e, b > ua(z, 1) > 7! (sup [[’y(uu(m + £t)) — M, - tH*’(E)] +) . (7.34)

¢EDY

Demostracion.
La desigualdad de Young gencralizada

£-p <H(p)+H(€), pe RY, £ € D(HY)
hace que, formalmente, se verifique
()e + M3(w) > H(V) > € V. — HA(€), € € D(H").
Por tanto,
() = € Vo + T(€) + M) 2 0, € € D(H)
Fijado (x,4) € RN x IRy consideremos ¢ € DY y la funcién

w(s) = ulz + & — s),8) + sHYE), 0 < s < L.
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Como

@'(8) = (e )o(m + E(t — 5),8) — - Vu{z+ &1 —s),s) + H(E), 0 <5 < :t,

4 es no decreciente v H*(€) > 0, entonces
@'(s) + AB((s)} = (ua)e — € Vuu + H(€) + AB(ws) > 0
para 0 < s < ¢, lo que hace que ¢ sea una solucién de viscosidad de
&> =MB(¢) en 10,1

verificando
P(0F) = wa(z + €, 0%) > wo(z + £2).

Por tanto, se tiene

b e(t) do ,
m)\tgf—d.s':] — = v(p(t)) — v((0)),
o )" oo By T A )
es decir,
v (1. (2, 1) + tH*(€)) > y(uo(z + &) — At, € € D(H™). (7.35)
Por la monotonia de v el resultado se sigue tomando supremo en £ € D(H*)!

Observacién 7.23

En algunas circunstancias podemos omitir la hipétesis de monotonia sobre

la funcidén £. Asi, bajo la condicidn
Dy={£e D(H"): H (&) =0} #0 (7

los razonamientos anteriores prueban la relacién

wa (1) > 47" ([snp y(uo(x + &) — )\t] ) , (2,1) € IRN x Ry,
+

£eD;
En particular, si H*(0) = 0, se verifica

1w, t) > 47! ([”/(’u(}(:ﬂ)) — /\t]+) , (#,1t) € RN x R4,

i
i
\
'

|
1
|

.36)

i
|
t
1
|

a
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Por otra parte; para aquellos hamiltontanos H que tengan la propiedaud

D(H") =D} (7.37)
se verifica
waee,t) 2 4~ (U (e, 1)) = ML) (7.38)
siendo
Ule 1y = sup uglz + €1), (2,1) € RY x Ry
£eD(HY)
la férmula de Lax-Oleinik asociada a H* y wuy. *
En el caso de hamiltonianos convexos podemos obiener una cota superior

para las subsoluciones. Concretamente:

Teorema 7.24

Bajo la condicion (AF), sea u € LSA(RY x Ry ) una subsolucion fucrle
de viscosidad del problemna (P)y donde H - RN = IR es eontinuo y convezo
conH(0) =0y 3 : Re = Ry U{0} es una funcion no decreciente. Enlonces,
para todo (x,t) € RN x Ry se verifica

ufw, ) < u{x,t) <47 ([’y(U(fli, t)) — /\l]+)

donde U es la funcion de Laz—OQleinik asociada a H* y uy y ¥ es la funciin

definida en (7.33).

Demostracidn.
Consideramos la funciéon

v, ) = v (y(u(x, 1)) + At), € RN, £ >0,
para la que se verifica,
v{o(e, 1)) = v(u (2, )+ M, z € RY, 1> 0.
Formalmente, por definicién, se tiene

7 {1 )

= A
3(0) ~ Blw) T

Los hamiltonianos Hip) = Rlp|, pe BY (R > 0) y Hp) = e -p, p € RN (¢ € RN
verifican la propiedad (7.37) (véanse los ejemplos del Apéndice B).
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Vv Vu*
Blvy  Bur)

por lo que la funcién v verifica

267

ty — 'H(V’U) = !f((:*)) ((u*); + /\[j(u*)) - H (

De la propia definicién se desprende

B(u*)

y(v(x,t)) = y(u*(z,t)) + At > y(u™(z, 1)),
por lo gque, siendo v una funcion creciente, hace que se tenga
v, t) > u{(x,t).

Counsecuentemente, como g es creciente, entonces

B(v)

LORSAY
7

glv) = pglu™) =

=1

P(ur)
Por tanto, la relacion (7.39) determina
vy — H(Vv) < 0.
Por otra parte, por la monotonia de la funcidn v, se tiene
v (i, 01) = w(x, 0%) < ug(x), x € RN,
De esta forma, comparando con la funcién U(x, t) llegamos a
vz, t) <Ulx,t). o

Observacion 7.25

Este resultado es mas preciso que el recogido en (7.32), pues

w(x,t) < w(x,t) < 47! (['y(Zl(;t:,t)) - )\t]+) <U(z,t). o
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Observacion 7.26

Supuesto (AF), podemos sumarizar los resultados anteriores cnando
es una funcion no decreciente y ‘H es una fincidn continua y convexa con
H(0) = 0 y verificando (7.36). Obtenemos asi las siguientes estimaciones de
las soluciones v € LA(RY x Ry) de (P)y : para cada (z,1) € RY x Ry se

verifica

! ([snp Y(uo(m + &) — At ) <, ) < ule,t)

£€Dg N

<o) £ ()~ M)
donde U es la funeién de Lax—Qleinik correspondiente. En particular:

1. Férmula de representacion: st D(H*) = D} obtenemos la expresion

explicita de la solucién®

w(z,t) =77 (U, ) = M), ), (2,1) € RY x Ry

Consecuentemente, la anterior es la wnica solncion de (P)y que, ademas,

es contiuua.

b

Si H*(0) = 0 entonces
-1 . il -1 _
77 (I(uole) = M]L) < (e, t) < 57" (@ (e, 0) = M)
de donde se deducen:

(a) Comportamiento de la traza inicial:

v(uo()) — M < y(u(e, ) <y(U 1)) — M, 2 € RN, 0 <1< L.

Por tanto,
oyl t)+ M N
111{1, NTE I, 2z € R".

= P . - . - -
*Véase la nota 4 donce se dan ejemplos de hamiltonianos con la propiedad anterior.
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(b} Acotacién de la funcién ¢.,(-): claramente, !

ug(ir :
W < teolz), T € RN, i
'
Ademis, si para algin zo € RN existe un instante 1o > 0 tal quie
{
)‘tU = ’f(u(m(],tu)) 1
|
enfonces ()] !
Y1 Ugl X .
—)\—l*“ < 500(11»'0) < Too(if?u) i
b
donde 1‘

Teolo) = min{t > 0: At = y(U(wo, 1))} <to. o

7.5 Resumen de resultados.
|

A modo ilustrativo describimos, sumariamente, los resultado mas interesantes

obtenidos en esta Parte. Cuando el hamiltoniano H verifica ta condicién coer-

civa,

lim H(p) = 4oo

|| = +eoo l
construimos, mediante métodos clasicos, una solucion de viscosidad w defla
ecuacion I

Uy — H(VU) -+ /\[)’(IL) =1 (HJ)»)\"@

1
prescribtendo el dato inicial
_ . N .
u(-,0) = up(-) en IR ,
' ., . .
donde g : RN = IR es una funcién no negativa verificando

—H(Vug) + AB(uo) > 0 en RN,

Ademas, mostramos un efecte regqularizante: w es lipschitziana en todo sub-
. \J '
conjunto compacto de RN x IR;. De hecho, por el Teorema de Rademacher

i
%
1

i
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{ver el Apéndice B), la funcidn u verifica la ecuacién (HJ)y g en casi todo
4 - .. "
punto de RY x R, es decir, u es una solucién generalizada.

Nuestras coutribuciones son referentes al estudio de la funcidu primer
. . ) J Iy . 5.
instante de cxtincion to, - RN — R4 U {+oo} relativa a u definida como

u(z,t) > 0810 <t <twolz) vy  ulw,t)=0s1t2te(e).

En primer lugar, mostramos la existencia de teo(-) en todo el espacio RN
cuando el dato inicial ug es acotado o cuando el término 3 verifica la condicidn
(AMF).

Una vez que tenemos definida la funcién L.,(-) en todo RN, obtenemos
propiedades generales acerca de la misma. Describamos algunas de ellas para
el problema de valor inicial

ue — R|Vu™ 4+ At =0 en RN x Ry
w(-, 01) = uo(") en RN

donde R,m > 0y 0 < ¢ < 1. Para ello, supondremos las condiciones

. A 1—q A 1 _
lim sup (UU(IL)I) < ( — 9) (H1)
|zl—+o0 Eal 1% ———
y
7H|vul)|m + Auf > ¢ en RN (Hg)

pata alguna constante no negativa ¢. Demostramos las siguientes proptedades:

1. Los mdzimos iniciales se conscrvan con la evolucion. Concretamente,
. .. N
si ug alcanza un maximo en un punto xy € IR”™ entonces

w(, £) < uleo, 1), (x,0) € RN x Ry,

too(2) < toolma) = M x € RN,

)\(I — ]

Ademas, su evolucidon explicita, viene descrita por

L
L--g

u(xo, t) = ([(uo(:vo))l—‘! — Al = (])LL) , 1> 0.
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|
|

En el caso particular ¢ > 0y
fuo() — uo(y)| < Llz —y|, z,y € RN (L > 0) (H3)

la funcion te,(-) verifica I

L

2. La solucion u tiene una extincion suave, es decir,
wlw.to () = 0. z e RN
i teal#)) = 0, @ € Y.
De hecho, « es diferenciable en la frontera libre

F ={(x,te()) : =€ IRV},

3.5im > 1y e >0, la lasa de extincion es uniforme. Concretamente,
para todo z € RN se tiene

.oulwto{z)—t) 1 [
lim : = (A1l - ¢))77.
=) tl—_a '
!
4. Para m = 1, la solucién u adinite la representacion i

u(z,t) = max { ([(ug(x — &) — A1 — q)tL)‘_"’ : €] < R} l

para (x,1) € IRY x R,. Asi pues, too(+) viene dada implicitamente f)m'

la relacién }

N

Al — g)too() = max {('H,[](:L' — ()N €] < R}, z e RN
Por otra parte, bajo la condicion (H3) obtenemos la estimacion |
teo{) < A(inf ug)” *

(uo(x))' =7 = [Minfug)T—"1LR] |

1 <M1 —gq)

Ademads, si ¢ > 0 y ug alcanza un maximo en un punto x, € RY, obte-
nemos la tasa de extinciéon en puntos prozimos a zo. Mas precisamente,
wie t{x)—1 _ 1
) = (Al — ¢))™=

I
1
. |
Iim :

t—0 1T }

|

|
|
|



para todo z € RN verificando wug(z) > 0y

Re
A= g)(e¢+ LR)

(ug(:l:“))]_".

l.’I: - ﬂ:(jl <

Ademas, para datos iniciales con el crecimiento dpliamo en el ufinito
determinado por la hipotesis (H1) demostramos la existencia de foo() en
todo el espacio IRY. En este caso, uo es necesaria la condicion (AMF),

Finalmente, si ¢ > LR v

A — ¢)L (ug(e))' ™ (H4)

< It
4 |z|—+oo |:1:|

entonces el crecimiento en el infinito de la funcién primer instante de
extincion viene dado, ezaclamente, por

liy leal) 1
m = .
le|=+eo (up(z))'79 Al —q)




Capitulo 8

Hamiltonianos lipschitzianos.

8.1 Foérmulas de representacion.

.o - < ; . . ;. .
El objetivo de esta Seccién consiste en aplicar clertas técnicas que permitan
encontrar formulas de representacion para las soluciones fuertes de viscosidtac:l
del problema :

(P) ur — R|Vu| + AB(u) =0 en RN x IR,
A u(-,0) = up(-) en IRN. £

Como ya vimos en el Corolario 6.8, cuando 3 : IR — IR es localmente lipschiit-
ziana y ug € C(IRM), el problema (P)y admite, a lo sumo, una inica solm;i{éu

fuerte de viscosidad para cada A € R que, ademas, es continua. f

Recordemos que la férmule de Laz-Oleinik ;
U(x,t) = sup {uo('y) Dy € Em(m)} , (z,1) € RN x Ry, |

determina una solucién del problema sin perturbar (P)y cuando el dato inicial
uy € LSA(IRN). |

Observacién 8.1 l

[. Como ya hemos comentado, I es la funcidn coste dptimo de un ])1'()%)1:%-
ma de Control Optimo {véase la Subseccién 7.3.1). .

La propiedad del cono de dependencia hace que, como 1y € C (IR.N), U
sea, de hecho, la inica solucidn fuerte de viscosidad de (P)g.

N

273
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3. 51 consideramos ahora un valor A > 0 y una funcion @ . R — IR,
entonces, cualquier eventual solucion fuerte « del problema perturbado

() w — R|Vu| 4+ 23(u) =0 en RN x IRy
Y ul,0) = wol) en RN

cuando wy € C(IRY), verifica

0 < u(e, ) <U(x,t), (x,t) e RY x Ry, o
En lo que sigue, tomaremos una funcion 3 localmente lipschitziana con
B3{0) = 0 verificando la condicién (AF).!

Puesto que la condicién (AF) y la lipschitzianidad en el origen son incom-
patibles, el uso del cono de dependencia se hard sobre el intevior del dominio
de positividad de la solucion

Plu) = {(.‘L';t) e RN x Ry« (e, t) > 0},

extendiéndose los resultados por continuidad a todo el espacio. Comenzamos
con el siguiente resultado:

Teorema 8.2
Bajo la condicidn (AF) cualquicr solucidn fuerte v € LA(RN x R} del

problema de Cauchy

wy — H(Vi) + Mu) =0 en RN x R,
w(-,0) = ug(") en IRYN

donde H : RN —5 IR verifica

[H(p) — H(g)] < R]p—qj, p.g € RY (R > 0) (8.1)

H(D) =0 (8.2)

tene la propiedad

! (/\ (ty — L]+) < o, t) < ulae, b)) <at{agt) <7 (/\ [teo — £]+) (8.3)

TEn gencral, no requerimos ninguna hipétesis cde monotonia sobre 4.
g ) {
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para (z,t) € RN x IR, , siendo

rods
0= [ 505 720 |

Y ‘
inf

b = y(inf ug) >0

A l
vy(sup ug)

tp, = ——— < +o0. :
0T =S + |
Demostracion. '
Consideremos las funciones regulares i

u(e, 1) = v (Ato — t]3) = v Y[v(infup) — M]4), (z,¢) € RN x R, i
y i
!
By 1) = 77 (Mt — 13) = 7~ ([y(supio) — MLy, (s,1) € RN x R
I
Obviamente, supondremos que y(infug) > 0y y(sup ug) < 400 pues, en caso

contrario, el resultado es inmediato. Célculos directos muestran que u y @
satisfacen, en el sentido de la viscosidad, la ecuacion |

g — H(Vu) + A8(u) =0 en RY x R, f

y prescriben, respectivamente, el dato inicial '
w(z,0) = infup < (ug)u(z) < uy(2,0%), ze RN ,

(e, 0) = supuy > (o)™ (&) > w(x,0%), = e RN l

La desigualdad (8.3) se signe, entonces, de la propiedad del cono de depen-
dencia {véase el Corolario 6.7). o ,
.. |
Observacién 8.3
Noétese que si existe algin ¢ > £, entonces la estimacién superior de (8.3)
y la no negatividad de u hacen que se tenga |

w(e,?) =0, z € RN |
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Esto nos permite definir la funcion primer instante de extincion
loo : RN 5 TRy U {400}
dada por
w(w,t) >0 si 0 <t < lg(n)
wlw,t) =0 =i 2> t.(x).

Claramente, si ademas de (AF) se verifica una de las dos siguientes condi-
ciones:

. supwuy < oo

2. (AMF}) (independientemente de cualquier supuesto de acotacion sobre

’biu)

enftonces v(sup uy) < 400, por lo que la funcion primer instaute de extincion
- e . N y .
st definida en todo ol espacio IRY. Ademas, se tiene

teo(2) < teo < +00, 2 € RN .2

Observacién 8.4
En lo que sigue conviene tener presentes las signientes propiedacdes:

L. (v~Y(r) = By~ '(»)), v = 0. En efecto,

) ds (7))
T = - = I = ——
/u B(s) Blv=r)
2.51 ()=, r>0conl < qg< 1, entonces

l
| —gq

My T ) = [0 ] 20 o

y(r) =

“Nétese que bajo la condicién (AMF) se tienc la avotacion

Lo (2) < PY—H:\—OOA < too, z € RN
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Por otra parte, la estimacion global superior de (8.3) no aporta infor-
macidn cuando ug no estd acotado superiormente. Sin embargo, la idea'ge-
« e - . . A
neral puede mantenerse cuando el dato inicial tiene un adecuado crecimicnto
en el infinito, de forma que la funcién primer instante de extincidn fambién
va a estar definida en todo el espacio IRY. Concretamente, l
!
Teorema 8.5 1
Bagjo la condicién (AF) considercmos H : RN — IR verificando (8.1) y
(8.2) y un dato inicial no negativo uy € C(RN) con la propiedad

|
wug(x)) A ‘
lim supM < —. (8.4)
|z| =400 |1L'| R !
Fntonces :
too(2) < 400, x € RN, }
Demostracion. J

: ) A
De (8.4) se signe que para todo 0 < & < 7 existe (. > 0 tal que

A ‘
Y(uoz)) < (— - 5) lz| + C., = € RN, i

" |
Para cada v € RY, sea p > 0 de forma que !
LA R
Ve + =yl < ep. (8.5)
R |
|
Entonces, se tiene !
!
A N !
7(1&0(:1;)) < f{- — £ l:!: - yl +éep, xR
. 1
':
Y A |
(o)) < 2, = € By(y). (8:6)
De esta forma, s1 denotamos por ;
1 _ i
ooy = 3 ax {"{(‘uo(iﬂ)) D € Bp(y)} , (8.7)
|
1
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la funcion continua
v(w, b p) = 77 (Mtooy — t]4), (x,1) € RN x IRy
verilica

v, — H(Vo) £ A8(0) =0 en RY x R,

wp(z) < n(:ﬁ,[)"’;p), €z € ﬁ,,(y)

(ver (8.7)). Asi, por la propiedad del cono de dependencia (véase el Corolario
6.7) se desprende

, )
wa(2, 1) S v, t;p) para o —y|<p—Rt, b <t < {—{

! . . . )
En particular, como de (8.6) y (8.7) se deduce t,, < ;—{, entonces

w(y, booy) = 0.

Una vez que u se anula en el instante to,, tienc sentido considerar el primer
mstante de anulacion. Por tanto,

Observacién 8.6
De las relaciones (8.5) v (8.8) se obtiene

CR 4+ Azl N
leo{) £ ————, z € IR”,
(2) < erz " € ‘

con lo que

[PNEA A

lim sup -,
2= +o0 ]:I:l — gR2

. C A
que, la vista de la condicion 0 < ¢ < 7 lleva a

_ foolT)
limsup ——=

[2]—=+eco —|T|_

< (8.9)

l
R
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Como veremos en la Seccion 8.2, si el dato inicial verifica
N
fuo(z) — uo(y)| < Lz —vy|, z,y € R
y es solucion de viscosidad de

—R|Vuo|l + AB(uo) > ¢ (¢ > LR)

entonces
L. N |
[too(®) = teoly)l < 4o —yl, 2,y € RY, !

]
propiedad que ratifica la estimacidn (8.9). En la Subseccién 8.2.4 precisanios
ese comportamiento asintdtico; de hecho, bajo supuestos adicionales, prt:)l)a{mos

teo() ~ y(uo(x)) s1 |2 > 1. o

i
!
Observacion 8.7 ‘
1. Obviamente, la condicién (8.4) incluye el caso en que ug es acotau:lo;.

2. Para la eleccion g(r) =17, 0 < g < 1, la hipdtesis (8.4) es i

te™s 1-0) ;

lim sup
|#]—=+co |"I"|

3. La condicion (8.4) sobre el crecimiento de uy es optima como lo pone
e . . . A . - e wl
de manifiesto el siguiente ejemplo: si consideramos como dato inicial
l
1

uo(:n) = 7_] (%IJ|) , &€ IRN,

se verifica gue
i @) A

y la nnica solucidn fuerte de viscosidad del problema de Canchy

(P) w, — R|Vu| 4+ AB(u) =0 en RN x R,
A1l 0) = uol-) en RN
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it

w(z, 1) = wolx), (x,) € RN x R,

que sélo se anula en 2 = 0, por lo que
si oo =1
too(;l:) = 0 H.] ! )
+oo si x#0. g

Regresamos a la desigualdad (8.3) gne es clave para demostrar el resultado
fundamental de esta Seccion cuando el hamiltouiano es

Hp)=Rlp|, pe RY (R>0).

Teorema 8.8 (Fdrmula de representacién)
Supongamos (AF). Si uy € C(RY) entonces la funcion

wla, 1) =y~ ((p@le, 1) = M, ), (2,1) € RN < IRy, (8.10)

donde
Ulx,t) = sup  uply),
vEBR («)

es la unica solucion fuerte de wviscostdad del problema (P)y. Ademds, u £

C{IRN x R,).

Demostracién.

La unicidad se sigue de la propiedad del cono de dependencia (véase el
Corolario 6.8). Denotemos por v a la solucion fuerte del problema (P)y. Por
lo comentado anteriormente; buscaremos la representacion de la solucidn w
en ¢l mtertor del dominio de positividad

Plu) = {(.’t:,i) e RN x Ry : ulx,t)> 0}.
Para la formula de representacion consideramos la funcion
Uz, ) =47 (v(u(z, 1) + M), (=, 0) € RY x Ry (8.01)
que permite escribar

(u(e,t)) = [y(U(x, 1) = My, (x,1) € RY x IRy
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|
Sea (pr,p2) € DYu*(z,1) con (z,t) € P(u*). Como v > 0 entonces f

o B (e, 1)) Py = U (7, )2 + Mo (2,2))
(P, P € D7U ("”’”‘i’{ Blu*(z. )} Py = B (.0,

por lo que para cada (x,1t) € P(u*) se tiene
Bl (z, ) (P — R|P|) = BU™ (2, 1)) (p2 — Rlpt| + AB{u"(,0))) . (8.12)

Asi) la destgualdad

p2 — Rlpi| + AB (" (2, 8)) <0 '

para (pr,pe) € Dru*(x, ), (2,t) € P(u*), implica ;
i
P, —RIP| <0, (P, P2) € [)+U*(:E,t), (z,t) € P{u") i

(recordemos que B(u*(x,t)) > 0 si (x,t) € P(u*)). Por tanto, U es una
solucion de viscosidad de :
|

1

U — RIVU| <0 en P(u7).

. . . . . _. i
Razonando de forma similar con el conjunto subdiferencial D=U,(z,t) para
(w,1) € P(u.) se concluye que U es una solucién de viscosidad de la ecuacidn

U —RIVU| 20 en Plu,). !
Por otra parte, de (8.11), se deduce l
U*(x,01) = u*(2,0%) < wp(z), z € RY,
por lo que l
U(2,07) = w2, 0%) > uo(z), = € RN, ;
Por tanto, U es solucion fuerte del problema sin perturbar }

{ U —RIVU =0 en RV x Ry |

U(-,0) = up(-) en RN, |

L3
La unicidad de solucién de este problema hace que U venga dada por la
formula de representacion de Lar—Oleinik. o |
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Observacion 8.9

l.

En la Observacién 7.26 obtuvimos, para algunos casos, la anterior
formula de representacion bajo el supnesto que 4 es una funcién no
decreciente que aqui no requerimos,

La relaciéu (8.3) determina
y(infug) < ylu(e, 1)) + M < y{supug) < +oo;

de esta forma, mediante nun argumento de continuidad, para cada (x, 1) €
RN x R, existird y = y(x, 1) tal que

y(uo(y(e, 1)) = y(u(z, 1)) + M € [y(inlug), y(sup )]

La demostracion anterior muestra que, de hecho, se tiene la ignaldad

woly(w,t)) = U(w, 1),

con lo que

y(x,t) € Bre().
La férmula de representacion (8.10) generaliza al caso sin perturbar,

pues si A = 0 se reduce a la funcién U que proporciona la formula de
Lax-Oleinik (véase la Observacion 7.3.1).

La relacién establecida en (8.12), junto con los Corolarios 7.11 y 7.15,
hacen que la funcion u dada en (8.10) sea nna D¥—solucion de viscosidad
del problema (P)y. o

Observacion 8.10
De nuevo, w puede ser considerada como la funcién coste optimo de un

problema de Control Optimo. Concretamente, podemos hacer la signiente
interpretacion: consideremos el espacio de valores de condrol V = By (0) y el
estado (X, T) € RN x R dado por

X(ssa,t,a()) = — fUS(L(O')(lU
T(S; &, L a()) =1 — s,

donde 5 > 0y a(-) € A= L, (IR, V).
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Si 7(z,t;a()) es el primer instante de salida de RY x IRy relativo|al
estado inicial (x,1) y al control a(-), se verifica :

r(x, t;a()) =t, (z,t) € RN xRy, a-) € A. |
l

La férmula de representacién (8.10) permite resolver el problema de mazimi-

zaeion i
sup J(x, ¢ a()), (2,¢) € RN x IRy (8.13)
a(JeA |

relativo al eriterio final

Azt a()) = v (Yuo(X (7 (2,15 a(-)); 2,1, ()] = A (z, 4 a(-)))

=" (7 [Uo (:r: — fo a(a)da)] - At) . |

e V .o '
De hecho, argumentando como en la Observacién 7.3.1, la funcién « con-

strufda en el Teorema 8.8 es la solucién de (8.13), cuya ecuacion de la Pro-
l

i
!

gramacion Dindmica es
u, — R{Vu| + 28(u) =0 en RN x IR,
prescribiendo el dato inicial

i
.‘
|
u(,0) = up(-) en RY. g !

i
}

i
8.2 Extincién en tiempo finito. |
|

8.2.1 Caracterizacién de la funcién ¢ (). Propiedacies
generales. ;

De la representacién (8.10), si para algin ¢ > 0 se verifica i
M= sup{v(us(y)) : v € Bre()} =7 (mlp{ug(:z; — &ty : € € Bgr(0) })I
entonces u(x, 1) = 0. Esto nos permite definir en el punto z la funcién pril,;ner

instante de extineion 1,,(x) (véase la Observacién 8.3). !

|
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Observaciéon 8.11

.

De la férmula de representacion (8.10), bajo las condiciones (AF) v
(8.4) obtencmos una relacién implicita para la funcidn £.,(:). Conere-
tamente, como

YU (e, 1)) = y(ulx,t)) + AL, £ >0,
en particular, haciendo tender { — {o,(2), se tiene

Meol) = v(U (2, teo(2))), = € RY,
es decir,

Meo() = max{y(uo(z — () ¢ |€] < R}, « € RY (3.14)

de donde se deduce

’y(uf;‘(:r:)) et fy(su)]\) -u(,): .

e R™. (8.15)

En particular, si wg € L= (IRN) v ug(ie) < wo(xg) entonces

w(ae, t) < ulwg,t) =~7" (["}’(H()(ll‘g)) — )\.‘,LL) , (e, ) € RY x IRy

’Y('Un(illnn
A

Es decir, tanto la funcion « como () preservan los maximos iniciales.

lool(z) <TolTo) = .,z ¢ RN

En particular, si el dato inicial es funcién no negativa de la norma
wolw) = wol|z]), z € R
y creciente, es decir,

wollzl) < wuollyl) st e <yl
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!
. |
entonces la relacién (8.14) toma la forma® !

Meo(#) = max y(uo(|z — Etea(x)))) = 7 (1o (|| + Rioo(x))), = € RN,
£€BRr(0) i
En efecto, para todo € € Br(0) se verifica "

| — €too()] < || + Rteo(), x € RN !

realizandose la igualdad para la eleccion |
i

R' i

——, x £ 0 |

gmax = |JJ| '

Re con |e|=1, z=01.
En el caso particular en que |

Br)=7" r>0 con 0<qg<li

uo() = A|:L'|ﬁ, ze RN (A>0) ;

se verifica
pl—a

= ,>0
7(?) 1_(137_

en cuyo caso {8.14) queda en la forma

A9 lz| + Rigo(x |
Atoo() = (e + (L)), x € IRN ‘
1 —gq |
de donde se obtiene de forma explicita !
Al—q !
tea(z) = ‘ x|, € RNA
() A1 —q) — H,Al—lfll o€ Jl

#*Razonando de forma andloga, si 1y hubiera tenido Ia propiedad
uo(|x]) > uollyl) si || <yl
entonces hubidsemos obtenido *

Meo (@) = (uo (|l2] = Rica(2)])), = € RY.

4Como veremos en las Observaciones 8.23 y 9.24, la condicién ;

—RIVug| 4+ A(ug) > 0 en RN ;
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3. En general si el hamiltoniano H verifica
H{p) >0, pe RY
entonces la relacion

0 =wu — H(Vu) + A8{(n) < up + A3 (u)

u(z,too () s too (1) .
/ —d—s- = [ e 2 —)u’.
w(z,teo(w)—t) 1($) too(z)—t (1)

de donde se deduce

determina

Fu(z, too(x) — 1)) < AL, 0 <t < bool). (8.16)

En particular, haciendo tender + — £, (x) volvemos a obtener la esti-
macion inferior

y(ug(2)) € Meo(w), € RN, 4
En la relacién (8.14) hemos visto la caracterizacidn
Atoo{x) = max{y{uo(x — €tus(®))) : 1€l <R}, w € RN

Para cada x € IRN vamos a considerar £ux = Emax(2) € Br(0) de forma que
se tenga la igualdad

AMoo() = 7 (to( — Enax(z )t () - (3.17)
En la situacion anterior se verifica:

Proposicién 8.12
Sea z € RN para el cual 1,,(x) < 400, Entonces

Emax * Vito (1 — Enaxteo()) + AF (2o (2 — Emaxtoo())) = 0 (8.18)
dondr £pax = Emax(2) € ]_3"1{(0) viene definido en (8.17). En particular, si uy

es convero, se verifica

up() — 1o (@ — Epaxteo () + Meo(w)F (ua (2 — Enaxtool2))) > 0, = € RN,

es dptima para el fendmeno de extincidn. Notese, en este caso, la equivalencia:

—R[Vuo| + Af(10) >0 en RN & A(l —¢) — RA'™9 > (.



8.2. EXTINCION EN TIEMPO FINITO. 287

|

Demostracién. |

Fijado € RN cousideremos la funcién '

!

n(t) = v (Iy(uo(z — Emax(z)t)) — M]y), £ >0 .

que verifica l:
W) Emax(x) - V(e ) + A (, 1)) 8 1&())

B(n(t)) Bl(z, 1)) '
|

para 0 <1 < t,(z), siendo
d)(‘I f) - UO( Ennx( ) ) *

Como :
3(t) > 0, 0 <1 < teol) !

N(teo(z)) = |

i

entonces |
7 (teo(z)) < 0. i

De esta forma, la relacién (8.19) implica (8.18). Finalmente, en el casolen
que ugy sea convexo, basta tener en cuenta la relacion |

uﬂ(5 ) - UO( Emax oo(:I:)) _>.. too(-'l:)vu() (:L‘ - Enmxtoo(w)) ' gmax- a %

Observacion 8.13
Si consideramos un dato inicial no negativo de la forma

uo(z) = wuo(|z]), x € RN

con uy € C'(IR) tal que
up(|2]) < wo(lyl) si le} <yl |

entonces, como vimos en la Observacion 8.11, es posible determinar de forma

explicita el vector l

R
——= x # 0 :
Eluax(:ﬂ) = |-'B| ’ 7/:

Re con le|=1, z=0. {
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Ademads, en este caso, se tiene la igualdad
|2 — Emax(®)teol®)}] = |2| + Rico(x)
por lo que las expresiones (8.17) y (8.18) toman, respectivamente, la forma

/\too(:a:) =7 (ug (|:1:| + H‘tm(:r:)))

—Rug (Jz| + Rico()) + AF (o (2] + Rico(2))) = 0.

Ademas, en esta situacidon, podemos afirmar que la funcién
w(z, 1) =4~ ([v(uo(jz] + Re)) = Mly), (2,1) € RN x 1Ry
es la anica solucion fuerte de viscosidad del problema

(P) { wy — R|Vu| + AB(w) =0 en RN x Ry
\

w(z, 0) = ug(|x]), z € RN,
ya que
wlz, 1) _ Raulf{|x] + Ri) — A3 {ug(lz] + Ri))
Bw(e, 1)) B{uol|z| + RE))
b

|Vaw(x. 1 _ ul (|| + Rt)
Blw(x, 1)) Bluof|x] + RE)Y

a

Mediante argumentos clasicos de punto fijo pueden obtenerse estimaciones
precisas de la funcidén primer instante de extineion a partiv de la ecuacion
fhncional

Aoo(z) = max{y(u(w — floa(w))): |E) SR}, x € RN
como mostramos en el

Corolario 8.14
Supongamos la condicion (AF) asi como

[uo(z) — wo(y)| < Llz —y|, =,y € RY (L > 0). (8.20)



8.2. EXTINCION EN TIEMPQ FINITO. 289
!

Fntonecs, se verifica

Moo() AB(inf o) | -
(uo(%))—<-{ﬁﬂ(.nfu0) LRI, © e RM. (b._IZI)

Por otra parte, si para cada © € RY definimos la funcion

l i
H(r) = 5, max {v(uo{z — &r)) . |€]| < R}, r 20,
bajo la hipdtesis l
LR < Ap(inf ug) (8.22)
la sucesidn dada por ro(x) =0 yrue) = p(ra_i (@), n € N, verifica |

Leo(2) = l;m rn(z)

n—++4
y obtenemos el siguiente error de trunceamiento
EH
[too() — ru(2)] < i<z Yuo(x)}, n € INU{0}

LR ‘

donde L = ————. .
onee AB(inf up) |
Demostracion. T

Obviamente, para obtener (8.21) basta considerar aquellos casos en los
que se verifica (8.22) y demostrar la estimacion superior, dado que la inferior
. ! .~ SN . . ] ]

se sigue de (8.15). Fijado z € IR™, célculos directos permiten obtener

fuo(r (s} (iér
@ Ho)

s —rl, 5,7 >0 i

ol = ¢)) = Mp(r)] < Ir(uolz = €)) = Yol — ()] =

LR
= Bl [3(mf o) hio = Gs) = ol — ()] < B(inf ug) ‘

por lo que l

lth(s) —p(r)| < Lls — 7|, 5,7 > 0. ;

Consecuentemente, 1 es una contraccién en R. U {0}. Por otra parte, si
denotamos por !
A{inf up)
Riz) = A uplz
() AB(infl ug) — LRFY( o)),
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se verifica que 1f : [0, R(z)] = [0, R(x)]. En efecto, debido a que
l |
Rz) = mﬂy(ug(m)) y $(0) = X*y(u.u(:a;)),
se deduce, para cada 0 < < R(z), la desigualdad
0 < ap(r) = [th(r) — w{0)] + ¢(0) < Lo + R(z)(1 — L) < R{x).
Ademas, la funcién + tiene un unico punto fijo que coincide con {,(x) (ver

(8.14}) y el resultado se sigue facilmente. g

Observacidon 8.15
Los argumentos utitizados en la demostracion del Corolario 8.14 ratifican
& bl
para datos iniciales continuos, la propiedad

() = 31(10(0)

en aquellos puntos z € IRY en los que la funcion ug alcanza un maximo (ver
la Observacién 8.11). En efecto, como v es creciente, ta funcién @ — y(wup(x))
alcanza un maximo en el mismo punto 2y y se verifica que

max {y(uo(wo — &r)) : JE] <R} = y(un(zo)), v € IR.
De aqui se concluye gue

] L
ro(xg) = X’y(uo(:co)), ne€ NU{0} g

Observacién 8.16
La designaldad (8.21) muestra que, bajo las hipdtesis (8.20) y (8.22), la

funcion primer instante de extincion t,(-) estd definida en todo el espacio

RN, o

8.2.2 Regularidad.
Para la regularidad de la funcién t,(:) requeriremos que g verilique
—(R 4 )| Vuo! + A8(up) = 0 en RN (e > 0) (8.23)

en el sentido de la viscosidad. Entonces, la propiedad del cono de dependencia
permite demostrar el siguiente resultado:
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Teorema 8.17
Supongamos la condicion (AF) y sea ug € C(IRN) solucion de viscosidad
de (8.23). Entonces, para cada (x,t) € RN x IRy se verifica

|
u(z + Chyt -+ ) <wulz,t), h >0, (] < p. (8{34)
En particular, v es solucion de viscosidad de la ecuacion
w+ p|Vu| <0 en RN x Ry, (8.25)

Demostracién. :
A partir de ( € B,(0) consideramos la funcién i

v(z,t) = u*(x + Ct,t), (z,8) € RN x Ry
que verifica
v, — R|Vo| + M3(v) < - Vo < u|Vu| en RN x R,.
Como por ofra parte la hipdtesis (8.23) determina
—R|Vug| + A8(uo) > p|Vuy| en RN
y, ademas, por ser ug € C(IRN) se verifica
v* (2,07} = w* (2, 07) < wg(z), = € RN,

Asi, el Corolario 6.7 hace que se tenga

w4t t) = v(x, t) < wola), (2,1) € RN x R, (8.26)
A contimuacion, para fi > 0 fijo, sea ahora
wlz,t) = u(z + Ch,t+h), (x,1) € RN x Ry.

Claramente

w, — R|Vw|+ AB(w) =0 en RN x Ry
y, a partir de (8.26),

w(z,0) = u(z + Chy h) < ug(z), = € RN,
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Aplicando nuevamente el Corolario 6.7 obtenemos (8.24).
Con vistas a demostrar (8.25), sea (p1, p2) € Dru™(z, 1), es decir,
uMy,s) <uw(w, )4+ pr-(y—2) +pals — 1)+ olly — x|+ |s —t]).

(Consecnentemente, las elecciones y =« — Ch, s =t —hcon h >0y |{] < pt
v la relacién (8.24) permiten escribir

0 <u(x—Cht—h)—uw(w,t) < =hp - ¢ — hpy -+ o).
Dividiendo por # > 0 y haciendo tender i — 0 se tiene
pe+ - C <0, (pr,p2) € DYt (), |¢] < g
Tomando supremo en ¢ € B,(0), ¢l teorema de Fenchel-Moreau concluye
P+ <0, (pr.pe) € DYe (2, 8). o
De este resultado se deduce la lipschitzianidad de la funcién 4,(-).

Corolario 8.18
Bajo las condicion (AF), si uy € C(IRN) es solucidn de viscosidad de
(8.23) y la funcién too(-) estd definida ci un dominio @ C RN enfonces

| .
lloo() — teo(y)] < ;lw —yl, =,y € Q.

Demostracion.
La prueba se basa en nuna observacidn minnciosa de (8.24): ndtese que
teolit} -+ b es un instante de anulacién para el punto z + £h. De esta forma,

ool + ERY <dio.(x)+h =1t.(x)+ Kl—_}-mi};Lﬂ €] = . a

Observacién 8.19

Eu el caso en que la funcién o, (-) esté definida en todo IRN entonces sevd
glohalmente lipschitziana, por lo que tendra un crectmiento a lo sumo lineal
en el infinito. En efecto,

1 A
too() < teol0) + —|x] < M1 + |z]), = € RN
H
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con

M= max{tm({)),l}. |

It

Por tanto,

S1P 'm(_)

< 4o00C.
rEE{NI+|II G

Observacién 8.20
En los resultados anteriores hemos requerido que ug € C(IRN) sea solucion

de viscosidad de la ecuacion
—(R 4 1)|Vug| + AB(uo) > 0 en RN (1> 0).
No obstante, si ug es lipschitziana de constante L > 0, es decir,
luo(z) — uo(y)|] < Llz —y|, =,y € RN
podemos reemplazar la hipdtesis anterior por
—R|Vuo| + A3(up) = ¢ en RN (> 0) (R.27)

'
. C . |
dado que, si tomamos g < 775 verifica:

—RiIVug| + AB(uo) 2 ¢ > pl > plVug| en
La cuestién es ahora, jcdémo obtener la condicidn (8.27)7. Esta claro que:
—R|Vug| + AB(u) > —RL + AB(infug) = ¢
siempre y cuando _
: -1 {RL
infug > g ( 3 ) (>0) |

(véase (8.22)). a

Como comentamos anteriormente, la extincién es suave. Concretamente,

i
¢

Proposiciéon 8.21

Si se verifica (AF) entonces la funcidn parcial t — u(x,t) es diferenc mblc‘
en too(z) ¥, ademds, |
f
w(z,te(z)) =0, z € RY. .
Demostracién. !
Véase la demostracion del Corolario 9.23 donde se muestra esta ptopu‘dac[

hajo hipotesis mas generales. g
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8.2.3 Tasa de extincion.

El estudio de la tasa de extincidn es una cuestidén importante, pues a pesar
de tener una férmula de representacion de la solucion, no tenemos deterini-
nada explicitamente la funcion 1,(-). A continnacion, bajo ciertas hipotesis,
obtenemos una tasa de extincion uniforme, para lo que requeriremos trabajar
con ¢l conjunto

A(z) = {¢() € Br(0) + Mao(®) = 7 (ol — C(2)teal))) } (8.28)
asociado a cada punto x € RN con wg(z) > 0.

Teorema 8.22
Bajo la condicion (AF) y ug € C(]R,N) solucion de viscosidad de

—RIVup| + A8(uy) > 0 en RN, (8.29)

sea € RN con ug() > 0 tal que

A(z) N Bgr(0) £ @. (8.30)
Entoneces, se tiene
ula, toa{a) — 1 ,
i Y bol@) = ) _ (8.31)
=1k Al

Demostracién.
Por (8.16) basta con mostrar la designaldad

liltn inf (el bool) = 1)) L.

—U /‘\L

Si ¢ = (=) € A(x) N Bg(0), consideramos

¢ o
e — |_C_| | sl Q?é()

un vector unitario arbitrario si (=10

)’ .
R -],

e = —
R+¢

wolt), D <e 1,
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para los que se verifica
—teo()C — ete = —(too(z) — 1)(C + (), 0 <t <1, (8.33)

!
para algin n(t) € RN con ¢ + n(t) € Br(0). En efecto, para todo ¢ €10,t.]

se tlene |

—too(2)( — ete = —(1o(x) — 1)(C + (1)), L

doude n(t) € RN estd definido por |
(teo(2) = D(2) = H(C + @), ;

Asi pues, para ( < ¢ < t,, se obtiene® '
centol= for S s r e K
Consideremos ahora la fu11t:.i<:')11-positiva }
o(t) = wo (v —to(z){ —cte), 0 <t K 1. |

Por definicidn, se sigue E

peDTv(t) & p=—ceq, € D ug(z — to(z)( ~ cte);

asi, la hipdtesis (8.29) determina que se tenga
, Ag
v'(t) + Eﬁ(v(‘f.)) >0, 0 <t

en el sentido de la viscosidad, por lo que

e, [rdls) O do ‘
MfﬁﬁMM"“mew |

(ver el Corolario 4.51). Por tanto, ;
Ag
H—I{—t < yua(x — teol(2)( — ete)) — y(up(z — tool()()).

|
i
"La funcién £ = y es creciente en el intervalo |0, AL i
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De esta forma, de (8.28) y (8.33) dedncimos, para 0 < { < 1, las designal-
dades

~ yluole — (Laala) = $)(CE ()} — Mo} — )
Al

l .
< ¥ [max {v(uo(z — E(te(w) — 1)) €] S R} — AMteo() —1)].
La férmnla (8.10) implica

_E vz, tea(x) — 1))
R AT

L 0<t T

y la tasa (8.32} se alcanza haciendo tender primerod — 0y liego ¢ = 0. g

Observacidn 8.23
Nétese que la hipdtesis

—R|Vug) + M{ug) > 0 en RN

es oplimal para el fendmeno de extincion. En efecto, si consideramos un dato
inicial no negativo de la forma

wo(x) = uo(Ja), = € RN
con g € C'{IR) tal que
uo(l]) < uolyl) si lal < |yl

(véanse las Observaciones 8.11 y 8.13) entonces en aquellos puntos en los que
tool(#) < o0, se verifica

—Rug(lel + Rt (2)) + A3 (uo(lz] + Rt (2)))y > 0. o

Veamos cdmo puede comprobarse la hipdtesis (8.30) cuando el dato inicial
es lipschitziano,
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Corolario 8.24 \
Supongamos (AF) y sea ug un dato inicial verificando (8.20) y
—R|Vuo| + AB(ue) > ¢ en RN (8.3'4)

para algin ¢ > 0. Siz € RY con ug(x) > 0 entonces se verifica

¢ Yz, to{z) — 1)) .
< <1 t < too( $.35
¢+ LR = M ST <t <lol) (5:33)

y, por tanto, :
Atoo(x LR L

< Meol) <1+ —. (8.36)
v(uo ()] ¢ |

Si ademds la funeion u,n alcanza un mdzimo en un punto xy, € RN, pa,m

aquellos puntos z € RN que verifiquen

Re
( (8.37)

T — ol < ————= 5
IL 10’ A(C + LR)’T(’“'O(‘EO)) l
i
se tiene la siguiente tasa |
_— y(u(e, too(z) = 1)) : |
t—=0 Af — '
Demostracién. |
Las hipétesis (8.20) y (8.34) determinan, para la eleccién p = (E i‘
—R|Vuo| + AB(uo) > ¢ = pL > pfVug| en RN, :
es decir, .
(R + ) [Vuo| + A3{uo) > 0 en RN .
Sea (p1,p2) € Dru(e,le(x) —t) con O <1 < too{z). Por definicidén
P2 — Rm| < =Af(u(e, i) — ). (8.38)

Como por otra parte
¢ E
P2t im0 (8.39)
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(véase (8.25) del Teorema 8.17), de (8.38) v (8.39) se sigue

(l + LR) po + AG(u(w,teo(x) = 1)) <0, (pop2) € Du(e, to(x) — ).

C

Argumentando como en [Cr-Li3, Corollary 1.7], para cada = € RY v 0 <
s <t < teola) se tiene

wzteo(w)=5) (o too{z)=s Ac
[l de e o
u(:z:,l’,oo(x)—t) ,H(CJ‘) .’,m(a:)—t [)j(ft) [ + IJR,

o, equivalentemente,

Y, bool) — 1)) — (e, too() — 8)) = =
Haciendo tender s — 0 se obtiene

'Y(TL(.'I?;toa(:[;) - {)) 2 I ~|i\(}‘_;R

b, e € RN, 0 <t < to(2).

La monotonia de v y (8.16) concluyen (8.35) y (8.36) (ésta viltima sin mas
que hacer tender ¢ —= ().

Por otra parte, notemos que (8.20) y (8.34) implican

L : o ar
[teo() — Loo(y)| < — | —yl, =,y € RY (8.40)
c
(véase el Corolario 8.18 v la Observacién 8.20 tomando j = ;—) Si xy € RN

ex un maximo de uy entonces

“f’(‘ito(ib‘o))

too(2g) = ;)

(ver la Observacién 8.11). Como podemos escribir (8.37) en la forma

. L
|+ —xzo] < R (tm(;co) - :'.’L‘ - :r:0|) ,
ta condicidn (8.40) conduce a

iz — g| < Rigo(z). (8.41)



8.2. EXTINCION EN TIEMPO FINITO. 299
i

Consecuentemente, la igualdad ‘ |
Moo} = max {y(uo(y)) : |y — =] < Riw(z)}, i

{8.28) y (8.41) conducen a la existencia de un elemento ¢ € Bg(0) con la
propiedad :
zo = & — (loo(). |

De esta forma,

(‘(E) € BR(U)

y el resultado se sigue del Teorema 8.22. g |

8.2.4 Datos iniciales no acotados. i

En las Subsecciones anteriores hemos visto como la condicidn de absoreidon
fuerte ’
s
—— < 400 (AF
o+ 3(s) : )
permite definir la funcién ¢,,(-) en todo el espacio RN suponiendo una cual-
quiera de las siguientes condiciones:

1. supuy < 400 {ver la Observacién 8.3).

2. bajo la condicion de absorcién muy fuerte ,

o (s
/0 Sy <o (AMF)

(véase de nuevo la Observacién 8.3},
3. para el hamiltoniano
H(p) = Rlp|, p€ RY (R>0)
cuando se verifica
lun(z) — uo(y)| < Llz —yl, #,y € RY (L > 0) (8.i42)

de modo que se tenga

LR < Ag(inf uo)

(véase la Observacion 8.16).
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4. cnando ¢l hamiltoniano es lipschitziano
IH(p) —H(q)| < Rlp~ ¢}, p,a e RY (R >0) (8.43)
y el dato inicial ug tiene un crecimiento en el infinito de la forma

lim HIH‘J&U—(—L)—) < 2 (8.44)
lolsteo ] R

(ver ¢l Teorema 3.5).

Ahora vamos a profundizar en el estudio del comportamiento de la funcidn
1 ]

too(-) en el ‘infinito’ para una clase de hamiltonianos v datos iniciales lips-

chitzianos.

Teorema 8.25
Bago la condicion (AF) sea H un hamiltoniano verificando (8.43) y

H(p) >0, p e RY (8.45)

y un dato inicial up € C{IR™) con las propiedades (8.42), (8.44),

—H(Vug) + A3(ug) > ¢ en RN (¢ > 0) (8.46)
AL oz} { @ A
— < lim infﬁr(u—.l i sur)w < ) (8.47)
¢ lzlotoo | N R

y la siguiente condicion do compatibilidad entre los dalos
<> LR. (8.48)
Entonces se verifica
Moo(2)

lim ——— = 1.
|m|i:+co Y(uo(z))

Demostracion.
Como H > 0, se verifica

o)) € Moo(), = € RN
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U

(ver (8.16)). Por las hipdtesis (8.42), (8.44) y (8.46) sabemos que la funcion
loo(+) es globalmente lipschitziana de constante —, por lo que l
¢ .
L N
too() < 1o(0) + Z|:1:|, z € IR".
Consecuentemente,

solit) X tol(ir) L |
7(%(.,)) 7] ¥{uo())

tw(o)'i’%lwl |$| _ tm(o) L | |
SATRTT Yl *( E )7(%( 3

de donde
lim infM >1 (> lim su]) )
fel>+eo Aloo() N falotoo A&owu

!
!
|
|
|
|

Observacion 8.26

En realidad, como veremos en la Observaciéon 9.22, la condicién (hfﬁ)
puede rebajarse reemplazandola por las siguientes (véase la Proposicién 9.18):
sea > 0y H: RN -5 IR nna funcién continna y convexa verificando

H(p) > «H(p), p € RV,
={&e D(H): H () =0} A0
#€ =0 paraalgin € € D).
Evidentemente, (8.45) se obtiene sin mds que tomar k = 0. g

Observacién 8.27
Hagamos algnnos comentarios cuando el hamiltoniano es

|
|
|
|
|
|
|
I
H(p) = Rlp|, pe RN (R > 0). |

1. Obviamente, la condicidn (8.44} se verifica s1 up es acotado. En este
. T - .t
caso, como no se satisface la condicién (8.47), para el comportamiento

de la funcién 1,.(-) sélo tenemos la estimacidu l
Aoo(iz LR . !
lg“;(r).gw——,:nem,“ :

v(to(z)) ¢ J

(ver el Corolario 8.24). !
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2. Para el caso en que uy € L=(IRY), hemos mostrado anterioriente {ver
la Observacién 8.11)

uo(2) < up(o), ¢ € RY = too(o) = M

El Teorema 8.25 viene a ralificar este resultado en ¢l sentido que si
g & LW(IR,N) y, por tanto,

Es:i]—lﬂl}oo up(x) = +oo

entonces, con un ‘abuso de ecseriturad’) se verilica

fco(+oo) _ M(:__O.m a

Observacion 8.28

I. Del Corolario 6.7 v del Teorema 8.25 se sigue la unicided de ta funcion
primer instante de extincién relativa a la ecuacidon (H))y g v al dato
inicial uy € C(IRM).

2. Con el teorema anterior lo que hacemos es precisar czactamente el

comportamiento asintético de t4(-). @

i e ek o e in e - -



Capitulo 9

Hamailtonianos no
lipschitzianos.

9.1 Introduccion.
La ecuacion modelo de esta Seccidon va a ser

1y — R|Vu|™ + Af8(w) =0 en RY % Ry (m>1)
sobre la que seguimos manteniendo la condicidén de absorcién fuerte

/{)+%<+oo (AEF)

{necesaria, como vimos en la Observacién 7.20, para la propiedad de ex-
tincidn). Snmariamente obtenemos los siguientes resultados:

L. Bristencia y reqularidad de solucion. Bajo la hipotesis
- N M N
—R|Vup|™ + AB(up} > 0 en R
mostramos, mediante un argumento de compacidad, que el problema

e { @ R|Vul" 4+ A3(u) =0 en IR: x IRy
A u(+,07) = we(-) > 0 en IR

303



304 CAPITULO 9. HAMILTONIANOS NO LIPSCHITZIANOS.

1,00

admite una solucion « € W7

regularizante:

(IRY x Ry). Nétese que se da un ¢fecto

g € UC(IRN) = w € Lip. (RN x R4}

Por tanto u es; de hecho, una solncién generalizada (véase el Teorema
de Rademacher en el Apéndice B). Ademas, v es solucion minima y

1 () <18 () Yo solucion de ()Y
2. Regularidad de {,(x). El supuesto!
— 11| Vo) — R| Vo™ + AB(uo) > 0 en RY con 0> 0 {9.1)
conduce a

L
ltoo(2) = oY) < ~|z =y, =,y € RY.
}'L

3. Tasa de eztincidn. De nuevo, la condicion (9.1) nos permite demostrar

ylula, to() — 1)) . O

lilll = 17 LT HIte

=0 Al
4. Decaimicnto suave. Bajo adecuadas hipdtests se verifica

(e, tee(z)) =0, z € RY.

Observacién 9.1

Queremos destacar que en el caso m > 1 obtenemos la tasa de extincion
para lodo © € IRY, a diferencia de lo que ocurria con el caso m = 1, en ¢l qne
solo teniamos la tasa exacta de extincion en puntos “prozimoes’ a los maximos
del dato inicial (ver el Corolario 8.24). g

'Se trata de la misma hipdtesis que requerfamos en el caso m = 1.
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9.2 Existencia de una solucién.

(Como complemento al mélodo de Perron descrito en la Parte anterior, damo%
aqui otro argumento de existencia de soluciones a partir de tnumanueutos
sohre datos acotados. Sea ug € UC(IRN) una funcién no negativa tleﬁmdd,‘ en
RN con N > 1. Para cada n € IN consideramos la siguiente funcién ])L)&;]t’]\fd,
y acotada

1 1
u(z) = [up(z) An]+ —, z € RN, |

n i
|

Como se comprueba facilmente, se tiene que
Jut () — w2 ()] < uo(z) — uo(y)], =,y € RN,

por lo que u € UC(IRN), uniformemente en n, {ul},, = 1o uniformemente
en snbconjuntos compactos de IRY cnando n = 4oo y ul < uy + I en
RN, n € IN. ;

Por otra parte, en todo lo que sigue vamos a considerar nn hamiltoniano
H € C(IRM) con H(0) = 0 y una funcién creciente localmente lipschitziana
#: Ry — Ry U {0} tal que [3(1R+) IR, y B(0%) = 0. Relativo al termmo

A3 tomaremos la siguiente aproximacion acotada y localmente lipsc hitziana

s =s([eam-1] ), rzo

con {fA,tn — B uniformemente en subconjuntos compactos de Ry U {U}
cuando n = +o0o0. Ademads, para todo o > 0 existe C,,, € R tal que

|
\

ﬂ,;(?') - ﬁ?’»('g) Z Crcr,ﬂ.(r - 5): 0 S S S i S .

Conocidos resultados determinan:

Lema 9.2 (ver [Ba2], [Cr-Li2], [Is2], [Li5], [Sou])
Eziste una dnica solucidn u™ € BUC(IRY x IRy) de la ecuacion

—H(Vu") + M,(") =0 en RN x Ry ()4
!

verificando !
lim [la"(8) = w5 ()lleo = 0. 0 .



306 CAPITULO 9. HAMILTONIANOS NO LIPSCHITZIANOS.

y

Observacion 9.3

Es obvio que para cada n € IN las funciones acotadas u(z, () = + vy
Tz, t) = n+ < son, respectivamente, sub y supersolucién de viscosidad de la
ecuacion (HJ)y 4, en RN x Ry, Por tanto

| 1 N .
—<u(a, ) <n+—, ()€ RN x Ry. o (9.2)
n n

Observacion 9.4
Mediante argumentos de comparacién (ver [Cr-Li2] o [Cr-Ev-Li]) se
comprueba la desigualdad

w(x,t) < v™(e,t), (x,l) € RN x Ry
donde ©v™ es la solucién de la ecuaciéon sin perturbar
o —H(Vo") =0 en IRY x IRy

que verifica
lim [0 (-, 8) = ()] ]eo = 0.

Nétese que cunando H es convexo, la formula de representacidn de Laz-
Oleinik determina, para cada (z,¢) € RN x R4, la desigualdad

u(z,t) < o™(w,t) =sup {ug(z) — tH” (:r: 7 :) Z ; e l)(H*)} .o

Estudiemos el decazmiento general de las soluciones para una cierta clase
de datos inictales. Mas precisamente, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 9.5
Si wg € UC(IRNY s un dato inicial verificando

—H(Vug) + M) > 0 en RN (9.3)
entonces

DY, 1) U D70 (2, 1) C RN %) — 00,0], (x,1) € RY x IR,. (9.4)
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Demostracion. )
De la definicion de ufy se sigue '

D ug(z) = D7ug() si wo(z) <n
|
D7ug(x) = {0} si wo(z) > n. i

, . . _ - . !

Ademas, si uy(z) = n el conjunto D™ u*{z) es {0} o vacio. Por tanto, de la
b J [#] ?

definicién de B, y de (9.3), se sigue la desigualdad

~H(Vug) + AB.(ug) >0 en RN, (9.5)
;
Utilizando (9.5), como uf € BUC(IRN} y f
up = H(VU™) + Au{u™) =0 en RN x Ry, i
entonces, mediante argumentos de comparacion, se tiene que :
w2, t) < up(z), (w,t) € RN x Ry. (9)‘.6)
A continuacién, fijado o > 0, la funcidn ?
w(z, t) = u(z,t + ) i
verifica |
we — H(Vw) + Mu(w) =0 en RN x Ry, ;

por lo que comparando de nuevo (ver (9.6)) se obtiene la relacién
w(, b+ h) < u(a,t), (z,1) € RY x Ry, (9.7)
A la vista de (9.7), para cada (p7, p3) € D™, 1), se tiene la designaldad

(y,s) > v, t) +pl - (y—z) +p5(s = 1) +Folly — x|+ [s = 2]}, |

‘UJ”

que, para las elecciones y =z y s =t + h, h > 0, se convierte en ‘
0 < u(w,t) —u™(z,t + 1) < —phh+ o(h),

de donde se sigue que pi <0. !
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Por otra parte, para (2,4) € RY xRy y 0 < & < ¢, podemos escribir
(9.7} en la forma
u(m, ) <u{x,t—h).

Eligiendo ahoray =z y s =t —h en
(s 8) S0, 0) 4 g+ (= ) + G5 (s — 1)+ olly — ol + s — ],
donde (g7, q5) € DYu(e, 1), se deduce la desigualdad
0 <u"(w,t—h)—u(e, ) < —gdh + o),
a partir de la cual se concluye que ¢ < 0. g

Observacién 9.6

I, A partir de la condicion (9.7) se tiene la siguiente propiedad de locali-
zacion del soporte:

supp v (-, 1) C supp w"(-,5) € supp wg(-), £ > s > 0.

2. Nétese que la hipdtesis (9.3) es verificada por cnalquier hamiltoniano
H no positive. g

Para completar nuestro estudio vamos a obtener estiimaciones locales nni-
formes del conjunto subdiferencial D~ uw™, Para ello utilizamos unos lemas
técnicos:

Lema 9.7
Sea w € UC(IRY). Para cada x € RY ye > 0 caiste hiz,e) = 0 verifi-

ecando
ol h(z.e))
Iz, e)

donde p,,(s) es el madulo de continuidad de w. En particular, si

p| < +e, p€ DTw(z) U D w(x)
|w(z) —w(y)| < Llz —y|, =,y € RY
para algin L > 0, se tienc que p,(h) = Lh y

Ipl <L, p€ DTw(z)uD w(e), « ¢ RN,
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Demostracién.
La hipdtesis w € UC(]R.N) muestra que la funcién

0ul(s) = max {[u(z) — w(x)] - lo—yl <5}, 550
satisface 0, (07} =0y

lw(z) — w(y)| < eul{lz —yl), 2,y € RN,

|
|

|

1
Cousiderando = € RN v p € D-w(z), p # 0, la nocién de subdiferencial
Y1 ! f

conduce a

w (.I + h,lwp—|) —w(x) = hip| + o(h),
P

es decir,

w (.1 + hﬁ) —w(z) + o{h)
<
] < -

supuesto i > 0. Consecuentemente, la regularidad de w determina

< 2ot

, P € DTw(x), h >0

Argumentando de forma analoga tlegamos a

pl < 0w} + o(h)

< = , p € DTw(e), h>0,

lo que nos permite concluir el resultado. g

El resultado del lema anterior es completado por:

Lema 9.8
Si B es una bola cerrada de RN yw € SCS(B) verifica

lpi <L, p€ DYw(x), v € B

entonces
lwr(x) —w(y)| < Lle -y, =,y € B.

!

(9.9)

(9.9)
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Demostracion.

£ —y .
v la funcion
[ —yl

Dados 2,y € B, 2 # ¥, consideramos e =

('0(7-) = u)(y + 7'3), B<r< t-f/ - yl

que verifica
w(0) = w(y), o(|lv — y|) = w(=)

)f
o <L en Bp_y(0)

en el sentido de fa viscosidad (ver (9.8)). Aplicando el Corolario 4.51 se llega
a

o(|e —y|) —w(0) < L|z -y,
es decir

w(x) — wly) < Lz —yl.

Reemplazando y por z se concluye (9.9). o
Observacion 9.9
I. Debido a la relacion
D™ w(z) = =D (—w)(x)

se obtiene la misma regularidad para w € SCZ(B) si la condicion (9.8)
es recrplazada por

lp| <L, pe D7w(x), «eB.

2. Iin particular, B puede ser todo RN,

3. Una version del anterior resultado usando la primera nocién de solucion
de viscosidad puede encontrarse en [Cr-Li2, Corollary [.15]. g

Proposicién 9.10
Supongamos la condicién (9.3) y

lim  H{p) = +oc. (9.10)

|p|—)+oo
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|
Entonces, para todo subconjunio compacto K de RN x IRy eziste una cons-
;I ¥ P +

tante positiva ¢ = ¢(H, A, 5, K, uo) tal que |
P+l <o () € Do), (e K. (0.0)

Consecuentemente, u™ es lipschitziana, uniformemente en n, en todo subcon-
3 7 2

!

Junto compacto de RN x R..

Demostracion. :
Sea (pit,py) € D7u(w,t), (x,t) € K. Por la definicién de g, se deducén,
de (9.4) y (9.6), las desigualdades ﬁ

I
0 < py — H(pt) + Abu(u(@, 1)) < —H(pt) + A8(ui(z)). |

Por tanto, la acotacion uy < ug + | en IRY implica que

H(p}) < A3k + 1)

siendo & = max {up(x) : = € Ky}, donde Ky denota la proyeccién de' K
sobre IRN. Por tanto, por la condicién (9.10), obtenemos que l

7 s
[P] | S 151 1
para alguna constante positiva ¢; independiente de n. De esta forma, l

3= —py < —HEY) + 28k +1) < o }
siendo también ¢, una constante independiente de n; asi, para obtener (9. ]])
basta tomar ¢ = ¢; + ¢3. Finalmente, basta ar gumc*ntcu como en ¢l Lema Q b

para obtener la regularidad de la funcidn w” o '

|

Observacién 9.11 ,

Con el argumento anterior hemos obtenido una acotacion del gradientc
: . ' . i
sin dertvar la ecuacion. g
|

i
i
‘

Ilegados a este punto ya estamos en condiciones de mostrar el resultado
' |

mas importante de esta Seccion: :
i
|

|
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Teorema 9.12
Supongamos (9.10). Enlonces, para cada uy € UC(IRNY verificando (9.3)
existe una funcion u € Lip,, (IRY x IRy), u > 0, solucidn de la ecuocion

w — H(Vu) + A6(u) =0 en RY x R,
preseribiendo ef dato inicial
a(x,0) = ug(), = € IRV,
Ademds, la aplicacidn
L supp u(-t), £ 0
es no creciente. n particular, se tiene la siguiente localizacion del soporte
supp u{-, 1) Csupp u(-, s} C supp u(:), 1 > 5 > 0.

Demostracidn.

A Ta vista de la Proposicion 9.10, el teorema de Ascoli-Arzela determina
que la sucesién {u™}, converge a alguna funcién v € UC{IRY x Ry} uni-
formemente en compactos de IRY x Ry. Por tanto, por la estabilidad de la
nocion de solucidn de viscosidad (ver [Cr-Ev-Li, Theorem 1.4)), la funcidn u
es una solucion de viscosidad del problema (HJ)y g, Las demds propiedades
de e se obtienen faciimente (ver la desigualdad (9.7)). o

Observacion 9.13
. P N
l. El hecho de partir de un dato inicial uy € UC{IR"™) y obtener una
. s . . . SN .
solucién u localmente lipschitziana en RN x IRy muestra que se da un
efecto reqularizante.
. - . I
2. Como u € Lip (IRY x Ry), por el feorema de Rademacher sabemos
Ploe +/1s

que la funcién « verilica la ecnacidn {(H))y s en casi todo punto de
RN % IR4. Por tanto u es, de hecho, una solucion generalizada.

3. Decimos que w es la minima solucion de wiscosidad del problema de
valor inicial en el siguiente sentido: si v € UC(IRY x IRy) es una supor-
solicion de (HJ)y g verificando

v(-,0) = wup(-) en IR
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entonces

u<v en RY xIR,. (9.12)

En efecto, por [Cr-Ev-Li, Proposition 1.3] se sigue que la funcién
n 1 N
o™z, t) = [v(z,t) An]+—, (2,1) € R x Ry |
n

verifica, en ¢l sentido de la viscosidad, la ecuacién

o — H(Vo™) + 28,(v™) >0 en RN x R,

N
v"(-, 0} = ug(-) en IR". *
Asi pues, por comparacion, se obtiene

1 _
w(, 1) < (v(x, 1) An) 4+ —, (z,t) € RN x Ry
n

con lo que basta hacer tender ¢ — oo para concluir (9.12). g

9.3 Extincién en tiempo finito.
Para el estudio de la propiedad de extincién vamos a suponer en lo que sigue
la condicién de absorcion fuerte (AF). En tal caso se tiene 1
/ ds 4+ :
—— 00

% ﬁu("-‘)

y podemos definir asi las funciones

r ds rds 1
g = . N — C
¥(7) /0 B5s) >0y () /l , r>

Mostremos el siguiente resultado:
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Proposicién 9.14
Bajo el supuesto (AF), la solucion v € BUC(RN x IRy del problema
de Canchy

{ up — H(Vu™) + A3, (w") =0 en RN x R,

uw (-, 0) = () en RN
verifica
W) AT Mboow — 1) s 0 <L < bom
G133
wt(e,t) = — st 12 toon ( )
n
donde
Jalsup )
tco,n = f
Demostracién.

Sea (i, 1) = 77 (Alteom — 1)), (,1) € RY x R4, Obviamente, T satis-

lace, en sentido clasico, la ecuacidn
T, — H{(Va) + AB,(@) = 0 en RY x Ry
y prescribe el dato inicial
T, 0) = sup g, @ € RN,
Por tanto, mediante argnmentos de comparacion, concluimos gue
w(w,t) < ale,), (z,t) € RN x Ry

por lo que (9.13) se sigue de (9.2). o

Por el resultado de la Proposicién 9.14 tiene sentido considerar la funcion

. : L
L) € Ry U {0} dada por ¢,(x) = 0 st ul{z) = —y

1 |
uz, ) > —, 0 <t <t (z) y o« {w,t)=—, t > ()
n n

|
cnando () > —. Suponiendo (AF), de (9.13) se deduce la designaldad
n
be(2) <tem, @ € RN,

También podemos obtener estimaciones inferiores a través de argumentos
de comparacion. Concretamente:
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|

Proposicién 9.15 ‘

Bajo la condicion (AF), se verifica '
7’:] (/\[to:“ - t]Jr) < u”(;r,t), (:E:'t) € IRN X IR+ (()14)

donde . .

A (inf ul}) I

ton = ——— !

L A .

i

Demostracién. g

Siinf uf = + el resultado es obvio (ver (9.2)). En ofro caso, si inf uf > L
definimos la funcion ‘
1

L - N
E(:L? t) = Tn (’\[tos?l - t]‘l‘)’ (I,f) € R” x ]R‘i' !
que verifica, en sentido clasico, la ecuacion {
w, — H(V) + A8n (1) =0 en RY x Ry ,
Por tanto, como
w(x,0) = inful, 2 € RN !
mediante comparacion obtenemos ;
w(z, ) < u(e,t), (,t) € RN xRy, g j
. |
Observacién 9.16 i
De la Proposicién 9.15, se obtiene el comportamiento inicial de la solucién
esta estimado por "

|
u(z,t) — infu :
»

& > _MBu(infu?), = € RN,

hm inf
t—0
|

> 0 (9.15)

En efecto,

u"(:z:.ﬂf— inf u” > P(t) —t— H{0)

bl

siendo

B(1) = v (ralinf o) — M), €20, i

Como :

Yu(1p(t)) = v (infug) — At, £ >0
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se obtiene / ( )
W (1

— =)\, >0

Bu(4(t)) T

¥, en particular,
P (0) = = 2B (¢ (0)).
El resultado se sigue haciendo tender £ — 0 en (9.15). g

Observacién 9.17
Bajo la condicidn (AF), las desigualdades (9.13) y (9.14) conducen a

71:1()\[1-‘0,“ - t]+) < “'”("E: 'f) S 7;1(A[t00:ﬂ - t]-{-): (:I":t) € ]R'N x IH+

ton < tu(2) < toom, € RN, g

Los métodos de convexidad son herramientas usuales en el estudio de
las ecuaciones de Hamilton—Jacobi. Estos van a permitirnos obtener el de-
caimiento a través de ciertas earacteristicas como mostramos, sin utilizar
argumentos de comparacion, en el siguiente resultado:

Proposicién 9.18
. . SN .. .
Suponiendo (AF), sca kv 2 0 y H : RS — IR wna funcién continua y
convera verificando

H(p) > «H(p), p € RN (9.16)

de forma que

Di={6e€ D(H"): H* (&) =0}#0. (9.17)

Entonces, para todo (z,1) € RN x Ry, £ € Di y 0 <t <ty <t se verifica

Yol (i + w€ta, 1 — 1)) — My < yulu" (2 + k€6, T — 1)) — Ay, (9.13)
Demostracién.

Como H es una funcidén convexa, ¢l Teorema de Fenchel-Moreau deter-
mina

H(p) = H™(p) =sup {p- £ = H(§): £ D(H")}, pe RY.
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Consecuentemente, para cada € € Dy, se verifica
0 <u— kE-Vu +A8,(u") en RN x Ry. (9.19)
Por tanto, fijado (x,%) € RY x Ry y £ € D, consideramos la funcién

w(s) = vz + xés, 1 — s), s €{0,4].

Para cada so € [0,¢] v po € DVo(so) se verifica |

1
w' (et rls, b ~s) —u"(2+rEs0, L —s0) = ws) —pse) < pols—s0)+o(|s—s4])-
Por tanto,
po € DY u( 4 ksg, 1 — s0).

Ahora hien, como todo elemento (py,py) € DYu(z + k€sy,t — sp) verifica

u' (w4 kst — 5) < u(w + ks, t— 50) + (K€ pr — p2)(s — s0) + o(]s — so})
entonces '
Po = KE - p1 — P2
De esta forma, i
o € D7p(s0) = po = &€ - p1 —p2 con {p1,pz) € DTu(x + s, t — s0).

Ademas, por (9.19) sabemos que

Puo = F"E P — Pa S /\ﬂn(un)a

por lo que @ satisface, en el sentido de la viscosidad, la inecnacién

o < Alfulie) +€) en [0,

para € > 0 arbitrario. Aplicando el Corolario 4.50 obtenemos

w{t1) ,Bn(é‘-)—*-g "2 ), U1 Sl 8 |

de donde se sigue (9.18) sin mas que hacer tender e = 0. g
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Observacién 9.19
1. Claramente, la desigualdad (9.18) es verificada por todo hamiltoniano
no negativo (pues basta tomar £ = 0 en (9.16) y cualquier ‘H con la
condicidn (9.17)}.
2. Por otro lado, si & > 0 la Proposicion 9.18 podria extenderse a
DL ={f e D(H"): H({) <0}

en cambio, el teorema de Fenchel-Morcan y el hecho que H{0) < 0 (ver
(9.16)) tmplican

H(€) 20-&—H(0) 20, £ € D(H"),
de donde se concluye la igualdad
Dy =D,
3. En el Apéndice B se dan algnnos ejemplos de hamiltonianos convexos
H que verifican la relacion (9.17). g

Observacion 9.20
A partir de la Proposicién 9.18, para (z,1) € RN x IR, y € € D}, Hjos, la
funcién

O™ {s) = v (u™(w + KEs, t —s)) — As
es no creciente en [0,¢]. En particular ¢(t) < ¢*(0), es decir

v (™ 4 k€ 0F)) = M < v (u(2,1), 2 € RN, £ € DF, 0 < < 1,(x)

Yo (it + €, (2))) < M), 2 € RN, £ D} ¢

9.3.1 Caracterizacién de la funcién ¢, (-). Propiedades
generales.

Relativo a la funcidon v construida en el Teorema 9.12 podemos definir su
funcién primer instante de extincion t5(-) € Ry U {0} como t,(x) = 0 si
wp(z) =0y
wlz, 1) >0 st 0<t <i(z)
{ ulz, ) =0 si ¢ 2> teolz)
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. . . i
en el caso en que ug(z) > 0. Suponiendo (AF), se tienen las desigualdades

7—1()‘[1:0 - t]+) < u’("l"vt) < 7_1(/\[t00 - t]+)a (:I"vt) € R™ x [R--i-

0 < tg € too(2) <o < +o0, © € RY

con

inf u SUP U
to:_WW( 0)<+oo Yy tm=——7( I U)S—I—oo [
A X
(véase la Observacién 9.17).
Observacion 9.21 J\
Claramente, las condiciones '
(AF) y supup < +oo ;
o / :
X et (AMF)

o (s)

implican y(sup ug) < 400, por lo que to, < +oo. De esta forma, la funcion
teo(-) estd definida en todo el espacio RN y, ademais ‘

too({) < to < 400, € RN
{véase la Observacion 8.3). g

Observaciéon 9.22 :

Los argumentos de convexidad gue hemos utilizado en la Proposicién 9.18
pueden emplearse para el estudio de la funcion .(-). Asi, si suponemos’las
condiciones (AF), (9.16), (9.17) y teo(2) < 00, para cada 0 <1 < foo(2) y
€ € D}, obtenemos las designaldades

Y(uln + €ty t — 1)) — My < y(ule + K€Ly, E — 1)) — M,y (9,20)
stiempre que 0 < §; <1ty <A,

v ([r(uo(e + w€t)) — My ) < ulz,t) <47 (y(sup uo) — At) (9521

y(u(z + k€t), too(x) ~ t) < M. (ngZ)
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En particular, si se verifica
wE =0 para algun & € Dy, (9.23)
las elecciones 3 = 0y t2 =L en (9.20) conducen a
Y(to(e)) — At <ylule, 1), 0 <t <o)
y (haciendo tender t — {,(2))
(o)) < Meo(x). (9.24)

Por otra parte, por la monotonta de la funcion v, las eleccionest = {o, (2}, t =
0y ¢y = ¢ determinan

(e, tooliw) — ) <47 (AL), 0 << tog(a). (9.25)

A partir de (9.21) podemos detallar la evolucién de los maximos iniciales.
Concretamente,

N AKX 1
L. sl maxug = uo(zg + &oty) para algin xy € RN, 0 <ty < ﬂ_/\_u)_ ¥

&y € Dy, se tiene
u(wo, to) = v~ {(v(wo(mo + séola)) — My) .
2. 81 se verifica (9.23) y maxwy = up(wy), entonces

.tt(.’[lo,i) = ,.),—1 (["Y(u[)(.'llu)) — /\\f}_}_) ; 2 2 0.
Ademas, en este caso se verifica:

(a) u(x,t) < uleo,t), (x,0) € RN x Ry; por tanto, los maximos
iniciales se conservan con la evolucidn del sistema.
(b) beo() < to(izg) = ’Y(L“/E“’l)

maximo global de la funcion ¢,,(+).

N - e
;€ R es decir, x, es también un

(¢) En particular, para 8(r) = ¢ con 0 < ¢ < 1, conocemos la evoli-
cién del maximo inicial

wl{zg,t) = ([(uo(:yo))l_q — M1 — q)t}+) , >0, @
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A continuacién derivamos una propiedad del tipo extincion suave.

Corolario 9.23 }
St se verifican las condiciones (AF), (9.16), (9.17) y (9.23), la funcion

parcial t v u(x,t) es diferenciable en to,(x) y, ademas, !

wi(t, teo(2)) = 0, x € RY. (9.26)

Demostracion.
De la definicion de conjunto superdiferencial se sigue

0= u(x, tw(r)) <ule,to(z) —h)+ph+o(h), (pi,p2) € DT u(z, tew(x) —fa),
por lo que, de (9.25) deducimos I

0 < ’y_l(/\h) + palio + o(h), (pr,p2) € [)+u(:z:,ic,o(:1:) —h).

. . . - P . |
A partir de los comentarios realizados en la Observacion 8.4 se verifica que

i 2By gy = 38(0) = 0 q;?
fimy T2 = 2 1Y(0) = 28(0) =, (947

por lo que [Cr-Ev-Li, Theorem [.4] y (9.4) iimplican, para cada x € Il'{,N,f la
propiedad
(m,p2) € DYz, tee()) < pa = 0.

Ademas, la positividad y monotonia de la funcién

t = (e, t) en [0 teo(e)]
v el hechio de que Dfw(z, to(x)) # @ conducen, por definicion, a (9.26). ‘D

Observacion 9.24
La condicion

—H(Vup) + M(wo) >0 en RN

es dptima para el fendmeno de extincién, pues si se veritica

—H{(Vug) + A8(1p) =0 en RN
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entonces la funcion
- V -
wlw, t) = ug(z), (2,1) € IR” x IRy
es una solucion del problema

w — H(VW) + A3(u) =0 en RN x R
u(,0) = u(+) en RN

que obviamente no se anula st infug > 0. g

Observacién 9.25

En ¢l sentido dado en la Observacidn 9.13, también podemos decir que
teo{-) es la mintma funcion primer instante de extincion relativa a la ecuacion
(HJ)sz v al dato inicial ug : si v € UC(IRN x Ry es una solucion de (HI)y g
verificando

v(-,0) = uo(-) en IRN

entonces
() <) en RN g

9.3.2 Regularidad.

Iin lo que sigue, supondremos las hipotesis y notaciones requeridas para la
construccion de la solucién . También supondremos que la funcién primer
instante de extincién estd definida en todo el espacio IRN.

Comenzamos con un resultado técnico que extiende el resultado mostrado
en el Teorema 8.17.

Proposicion 9.26
Supongamos la condicidn (AF) asi como

—H(Vua) — H(Vag) + M\(wa) >0 en RY (9.28)
pava algin hamiltoniano continuo y convezo H : RN = IR verificando
o ={Ce DH*): H () =0}#0. (9.29)
Entonees, para todo h > 0 y ( € D, se verifica

w(w 4+ Ch b+ hY <ule,t), (2,t) € RN x Ry, (9.30)
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En particular, si

D) =D,
se¢ verifica que u es solueidn de viscosidad de

ug+ H(Vu) <0 en RN x R,.

Demostracion.
Como en la Proposicion 9.5, se tiene

D7uj(z) = D7ug(x) st up(x) < n,
D7up(e) = {0} si wo(zx) >n
D7ug(x) C {0} si uo(z) = n.
Ademas, por {9.28), la aproximaciéu {uj }, también verifica

—H(Vul) — H(Vul) + A8, (u2) > 0 en RN,

De esta forma, el teorema de Fenchel-Morean aplicado a H determina

0 < ~Vul ¢~ H(Vug) + Adu{ug), ¢ € Dg.
Entonces, si fijamos ¢ € D}, la funcién
wlz, 1) = u™(z + (L, t), (2,t) € RY x Ry

varifica

w, — H{(Vw) — Vw -+ AB,(w) =0 en RN x Ry;

asi, por (9.33), argumentos de comparacién determinan
WM+ Lty < ule), (z,t) € RY x Ry.
Aliora, para h > 0 fijo, la funcién
wla, t) = u(z + Chyit + 1), (2,1) € RN x Ry

satisface

w — H(Vw) + A (w) =0 en RY x Ry
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w(z,0) < w{e), € RY
(ver {9.34)). Argumentando de nuevo por comparacidn, se obtiene
w4 Chyt 4+ h) < u(e,t), (x,t) € RN x Ry

y (9.30) se sigue haciendo tender n — 4o00.

Por otra parte, podemos escribir (9.30} como

w(e,t) <u(e —Ch,t—h), € RN, t > h >0, ( €D} (9.35)
Sea (p,p2) € DTu(a, 1), Sielegimosy =2 —Chys=t—fen

wlyns) < (e, £) + 1 - (5 — )+ pals — 1)+ oy — 2l + |5 — £
deducimos, de (9.35), la desigualdad

0 <ulw—Chyt—h)—ulz, ) < —hpy - = hpy+ o(h).
Consecuentemente, se tiene
Pt - (<0, (prype) € DTl ), ¢ € D
Finalmente, (9.31) v el teorema de Fenchel-Moreau concluyen
pa+H(p) <0, (prym) € DTu(e,t). o

Observacién 9.27
Como la funcién « construida en el Teorema 9.12 tiene la regularidad
u € Lipl““:(lR,N x Ry), 1 es una solucion generalizada de

w + H(Vu) <0 en RN x Ry o

A continuacién estndiamos la regularidad de la funcién v en la region de
extincion.
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Corolario 9.28
Supongamos las condiciones (AF), (9.28), (9.31) y

Hip),H(p) > 0, p e RN{0} y H(0)=H(0)=0. (0'36)
Entoneces, se tiene gue u es diferenciable en el conjunto nulo |
N(u) = {(i,f) eRYxRy: t 2> toc,(:z:)}. '
Ademds, se verifica que !
Iygliltllm u(e ’|th+ : =t =0, = RN (9.?37)

!

Demostracion. .
Por (9.36), se verifican las condiciones (2.16), (9.17) y (9.23). De esta

forma, por el Corolario 9.23 sabemos que '

u(z, to(z)) = 0, = € RN
Asi, de la desigualdad i
2+ H(p) <0, (pr,p2) € Du(z, (), © € RN

(ver (9.32)) se tiene, a partir de (9.36),

D¥ufa, too(2)) = {0}, 2 € RN,

Por otra parte, por definicidn
g2 — H(qi) 2 =Ap{u(z,too(z))) = 0, (g1,¢2) € D7ufx, te(x)).
Usando de nuevo (9.26) y (9.36) se obtiene

D u(z, to(z)) = {0}, = € RN,

De esta forma hemos probado que
D¥u(z, too(r)) N D7 ulz, too(2)) = {0}, 2 € RN
de donde se sigue que u es diferenciable en el punto (z, Le()) v que, ademis
§

Du(i, too(z)) = 0, z € RN,
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Finalmente, el resultado se concluye teniendo en cuenta que
w(e, 1) =0 si 2 € RN y 1> teo(2).
La lipschitzianidad de la funcién primer instante de extincion se obtiene
en el siguiente resultado.

Teorema 9.29
Supongamos (AF) y que uy es solucion de (9.28) donde H es una funcion
continuae y convera verficando

IB,(z0) C Dy (9.38)
para alguna bola B,(z) tal que
0 ¢ 9B,(z0). (9.39)

Entonces, se verifica

oo () — tealy)| < 12—yl a,y € RN (9.40)

=1%ol

Demostracidén.
Para cada h > 0y ( € D}, la designaldad

u(z 4+ Chot +h) < u(x,t), (x,t) € RN x Ry
(ver (9.30)) muestra que
t 2 deolu) =t 1 2 te(x + Ch).
Consecuentemente, se sigue
tooli) + h > too(x 4+ Ch), 2 € RN, h >0, { € IB,(z).
Denotando y = ¢ + (h se obtiene

x—1
too(y) — too(z) < —'l—jl— Zy € mN
lp — |0l
ya que

¢ € 9B,(z0) = [C] 2 || = 20] = |zol|.

lutercambiando los papeles de x ¢ y se concluye (9.40). g
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Observacion 9.30
Notese que el Hamiltoniano

H(p) = wulp|, p € RN (1t > 0)

satisface (9.38) y (9.39) para p = 1y 25 = 0 (véase el Apéndice B). Por

tanto, bajo la hipdtesis
—it|Vug| — H(Vuo) + M(ue) = 0 en RN (> 0) (9.41)

obtenemos que si la funcién £.,(+) estd definida en un dominio @ C RN

entonces }

1 | -
o () — toa{y)| < ;—L—I:ﬂ ~yl, w,y € Q. '

En el caso en que la funcidén ¢.,,(-) esté definida en todo RN entonces serd
globalmente lipschitziana, por lo que tendrd un crecimiento a lo sumo lineal

en el infinito (ver la Observacion 8.19). g r

9.3.3 Tasa de extincion.

La propiedad ;

ux, toof) — 1) =0, z € RV

t—=0 T

(ver (9.26) o (9.37)) da un cierto conocimiento de la tasa de extincion. Esta

. . - |
puede ser mejorada a partir de los resultados que mostramos en esta Sub-
seceion.

Teorema 9.31 !
Supongamos (AF), (9.28) y (9.31) para una funcidn eontinua y convéza
H verificando

H(p) < vH(p), p € RY (9.42)

para algin v > 0. Entonces, si 2 € RN 4 0 < 1 < to,(2) s¢ verifica !

(i, too(x) — 1) > 47" ( t) . (9.43)

1 4 v
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Demostraciéon.
La idea consiste en razonar como en la demostracidon del Corolario 8.24.

De (9.32), (9.42) y de la designaldad
po ) € A L) — 1))
para (p1,p2) € DYule, to(x) — 1), 0 <1 < t{x), se sigue
(14 )0 < by — H{p1) < ~AB(ule, tel) — 1))
es decir,
(14 s 4 A, Lool) = 0) < 0, (popa) € D¥ue o) — ).

Razonando como en [Cr-Li3, Corollary L7] (ver también [Dil]), para cada
e € RN y 0 < s <1< to(z) se tiene

u(a:,too(a.')—s) ([o' too(:r:)—s '“‘f A
w(@,beo(z)—1t) ﬁ((f) too(x)—t ,U(M) | + v

0, equivalentemente,

A
| + v

y(u{r, boo(z) — 8)) — y(ule, teo(u) — 8)) > (t — s).

Haciendo tender s = 0 se obtiene
A . T
y(u(x, too(z) — 1)) > ml, ce RN, 0<1< Too().

La monotonia de v concluye (9.43). o

Observacion 9.32
De (9.25) y (9.43), se sigue
1 < Y(u(e, te(m) —
1+ — Al
bajo las condiciones (AF), (9.16), (%.17), (9.23), (9.28), (9.31) vy (9.42). En

t))‘i‘l,_w:—E'RNTUY t < bool),

particular, la funcion ¢..(-) esta estimada por
v(np(x)) < Mao(z) < (1 4+ )y (uo(z)), = € RY.

Por ofra parte, cabe destacar que el comportamiento asintético H(p) — +co
cuando |p| — 400, no permite hacer tender v — 0 en (9.42). g
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En algunos casos concretos, es posible obtener exactamente la tasa de
extincion como mostramos a continuacion.

Teorema 9.33 !
Supongamos que sc verifican (AF), (9.16), (9.17), (9.23),

. H{p) -
lim sup <0 9.44

ploo  1PT ( )
— 11| Vug| — H(Vue) + A3(up) > 0 en RN (9.4;5)

para algin p > 0. Fntonces, si ug(z) > 0, se liene

ulw, t () —1
lim ule, m(l) 2
=0 T AL

|
= 1. (9.46)

Demostracién.
Por (9.44), para cada & > 0 existe § = §(e) > 0 tal que

H() < el si o] <6 (047
Como las condiciones (9.28) y (9.31) se satisfacen para la eleccién
H(p) = plpl, p € RY I
(ver (9.45)), para cada x € RN y 0 <t < to,() se sigue
P2+ pelpr] <0, (pryp2) € DYu(e, to(z) —t) (5].48)

(ver (9.32)). A partir de las hipétesis (AF), (9.16), (9.17) y (9.23), se dedhice

la desigualdad |
w(, foo(2) — 1) < v (M), 2 € RN, 0 <t < too(2)

(véase (9.25)). De esta forma, de I

(e, o)) — 0l o) — 1) < pat -+ o)

se sigue

w(z, too(x) — t) + oft) < A + o!t].

—-m < ; < :
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Asl, la designaldad (9.48) conduce a

v (A 4 o(?)

[P = ”—‘,

Por otra parte, por la propiedad {ver (9.27))

-1
lim L(ﬂ)\—h»)

h—0 [

=0

sabemos que existe una constante positiva o = afe) tal que
lpi| <& st to(e) —a <t < lolz).

Asi, la ecuacion (H)), 5 ¥ (9.47) conducen a

P2+ )\ﬁ((&) < H(})l) < 5']}1[ < _;_tp_z

£ .
(l + —) pr+ AB(u(e, 1)) <0 sl teo(e) —a <1 < Ly(e).
it
Razonando como en el Teorema 9.31 se obtiene

y(u(e, too(x) — 1)) — y(ulz, 7)) >

T %(T — Ao () + 1)

para teo () — 1 < a < 7 < teo{x); haciendo 7 — 1,(2) se tiene

y(u(w, looln) — 1)) 2 1 i o tool) ~ <o <leo(w)

H

y, e esta manera, se obtiene la desigualdad

wla, foslz) — 1
limyinf w2 teol2) )

> 1, @ € RN,

=0 T AT

Por otra parte, es obvio que (9.25) determina que

i u(x, teo(x) — 1)
limsup

<1, = € RN,
-3l 41 At) - : .

En algunos casos, la hipétesis (9.45) puede ser reemplazada por
—H(Vug) + Mug) = ¢ en RV (9.49)

para alguna constante ¢ > 0.
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Observacién 9.34
Por ¢l Lema 9.7 esta claro que si el dato inicial verifica

lua(z) — woly)|] < Ljz —y|, z,y € RN
entonces la condicidn (9.49) implica
—u1t|Vug| — H(Vug) + Af(ue) > 0 en RN

) ¢
siendo ¢ < T En efecto, basta observar que

)

—H(Vuo) + M (u) > ¢ > pl > u|Vuo| en RN, g

Veamos una condicién snficiente para tener la condicién (9.49).

Proposicién 9.35
8i una funcion w € C(IRN) verifica

|w(z) — w(y)| < Lz —y|, =,y € RY

RL"™ < Ag(inf w)
para algun L > 0 y m > 0, entonces
—R|Vw|™ + A8(w) > ¢ en RN
donde ¢ = A3(infw) — RL™.

Demostracion.
Nuevamente del Lema 9.7 se deduce que

Il <L, p €D w(x), + € RV
¥y, consecuentemente,
—R|Vw|™+ A3(w) > —RL™ + Ag(inf w) =¢ en RN,
de donde se concluye el resultado. o

Observacion 9.36
Natese que el Hamiltoniano

H(p) = Rlp|, pe RY (R>0)

|

. . e . . . |
no verifica la condicion (9.44). Por esta razon en el estudio de su tasa

extincién empleamos otros argumentos (véase el Capitulo 8). g

de






Parte 1V

Comportamiento para tiempos
grandes. |
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En esta Parte trataremos de clasificar los distintos comportamientos, para
tiempos grandes, de las soluciones del problema de valor inicial |

(P) uy — H(z,u, V) = 0 en RN x (R\{0}) :
w(-, 0) = uo(-) en RN,
Con el fin de simplificar la exposicién, nos limitaremos a hamiltonianos sig-

nificativamente adecuados de la forma

H(w,r,p) = H(p) — A8(r) — f(x). 1
Mas concretamente, nos interesamos en el estudio de las siguientes propiedades

. potenciales !
tlempos largos

decaimientos exponenciales :

extincion en tiempo finito
potenciales

. tiempos largos :
crecimientos exponenciales :

explosién en tiempo hnito !

no existencia

para el que empleamos las siguientes técnicas: comparaciones (locales v glo-
bales), soluciones de similaridad, andlisis asintético,...a partir de compor-

tamientos potenciales de los datos, del tipo

lim H(p)

=R>0 (m>1 ‘
lpl=-+eo JP1™ (m=1) '

j’.
lim [(1):/\2() (¢ € IR) 1

rortoo 7T

) up(x
lim —~—O—(—)w =A>0 (axelR). |
Consecuentemente, el estudio del problema modelo

w, — R|Vu|™ + duf =0 en RN x (IR\{0}) j
w(x,0) = Alz]'t x € RN :
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jugara un papel esencial. Recordemos que el caso sin perturbar (A = U)
admite las formulas de representacion de Laz—Oleinik:

1
o g |1 m—1 .
s {A[y|l+“ —{m~1) ('L——ﬂ—-) } ., xelRN 1>0

) emy Rm™m¢
!’/{(-L;i) - e ( |;L,_Ulm m—1 N
inf < Alyl"™ +{(m -1} | =—— e R, 1<0
A =) ()T e mt s

param> ly

yE€BR,(0)
inl  Ale —yt]'t, 2 e RN, 1 <0
| y€BRr(_y,(0)

sup  Alw — gt zeRN £>0
Uz, 1) =

cuando m =1 (véanse (10.10) y (10.34)).
Para A >0, m =1y 0 < ¢ <1 se tiene la representacion

L

stip {([(Aly]”“)]"f — M1 — q)t] ) ""}, zeIRN, 1>0
Uz, t) = vE€Br(x) ¥ 1
_inf {([(A];tj|l+“)l_q - Al - q)t]_l_) 1:,} ., zeRN, 1 <0

yEBR(_(z)

(véase el Teorema 8.8).

Entre otras propiedades, recordamos que para datos wg localmente aco-
tados, las féormulas anteriores definen funciones que verifican la ecuacion en
derivadas parciales en el sentido de la viscosidad y que en £ = 0 realizan las
envueltas semicontinnas, es decir,

lim U(x,t) = (ug)"(x), = € RN

{0t

im U (e, b) = (o)), @ € RY,

=0~
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|
Como hemos comentado, cefiiremos nuestro estudio al problema modelo

del que el siguiente es un sumario de las propiedades obtenidas:

No hay solucion )

, Solucién constante :

m > 1 .. ) i
Crecimiento potencial

e A=10( Blow—up en funcion de «. -
Existencia fuera de conos !

m == 1 Solucion constante t

Crecimiento potencial '
e Convergenciam — 1 (A =0).

No hay solucion )
Extincion

1 Decaimient tencial
e X>0 m > ) ecaimilento potencia

o X en funcién de v y ¢. _
m=1 Decaimiento exponencial . ;

Crecimiento potencial

Blow—up






Capitulo 10

La ecuacidn sin perturbar.

En este Capitulo nos fijamos, primordiahmente, en la ecuacion modelo
w — RIVul"=0 (m>1)
de la que, cuando m > 1, conocemos la solucidn de similaridad

I"E lm m;_f
Rm™¢

S(z,t) = —-(m=1)

|
en el semiespacio RN x Ry. Esta solucién y la férmula de Lax—Oleinik son
nuestras herramientas basicas cuando consideramos el problema de Cauchy
correspoudiente al dato inicial !
up(z) = Alz|'t*, o € R.
i
Comenzamos abordando el comportamiento de la evolucién positiva de los
tiempos en términos del intervalo de exponentes a globalmente admisibles

1
[:; = [_ 1 [;
=t
asl como el comportamiento ‘explosive’ en el caso

1

Y = ==
m— 1

339
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El conocimiento y las propiedades de la {ormula de Lax-Oleinik nos per-
mite considerar el problema retrégrado (t < 0) para el cual el intervalo de
exponentes a globalmente admisibles es

I~ =IR.

Hasta este momento, los datos iniciales uy siguen un modelo que presenta
una explosion en el mfinito. Nuestro estudio adquicre un cardcter exhaustivo
al abordar, tanto para la evolucién positiva como la retrograda, el compor-
tamiento de las soluciones para datos iniciales que explotan en la frontera de
compactos.

Aunque el caso de hamiltonianos con crecimiento lineal (m = 1) carece de
una solucion de similaridad tan til, la propiedad del cono de dependencia
suple, con eficacia, tal falta. Podemos seguir un plan de trabajo analogo
al descrito que nos lleva a clasificar, también exhaustivamente, todos los
posibles comportamientos segin la evolucton positiva o retrograda de los
tiempos. Algunos resultados obtenidos directamente son ratificados como
caso limite de hamiltonianos superlineales (m — 1), lo que refuerza nuestra
contribucidn.

Finalimente, sumarizamos los resultados con cuadros v graficos descrip-
tivos.

10.1 Hamiltonianos con crecimiento superli-
neal.

10.1.1 Tiempos positivos.
Con el fin de ilustrar, consideremos el problema modelo
() Uy = R|\7u.|'" en IR..NNX R
om (e, 0) = Alz|", € R
donde m > 1, A > 0y o € IR. Denotemos por Uz, 1) = U(x, i; R, m, A, o) a

la solucién de (P)7 ., dada por la formule de Lar—Oleinik

ceim?

Uz, 1) = sup { Ay —

yeRN
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siendo |

Py, t) = Ayt + Sz~ y, 1), y € RN

con S(xz,t) dada por i

I.,I:lm

m=1
S, 1) = —(m—1) (R.m“‘t) ,ze RN, >0

que es solucion de similaridad de la ecuacion
w, = RIVul™ en RN x Ry

{véase el Teorema 4.1).

Aunque no nos detendremos en cuestiones de Control Determinista, sefialamos

que el valor ymax(2, 1) verificando f

U, t) = Y(Ymax(z, 1); 2, 1)
puede ser considerado, en cierto sentido, como un control dptimo.
Ante todo se observa
U, t) > p(y; =, t), y € RN
y, en particular, .‘
U(z,t) > p(a;z,t) = Ale|'T, 2 € RN, . (10.1)

Por otra parte, cuando |y| — +oo, se verifica

1

p ™ o
—(m—1 : sioo
{m ) (R,m“'t sior < — ‘
1
Lo\== n l .
Yy, )~ | A= (m— 1 4 o= (10.2)
(m ) Rmmi ylmT s m—1 “
l i
Alylite si > ——,
m - 1
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asi como

400 s1 o < —|
‘I:L,lm =1 ; _
$(0;2,t) = A-(m—1) (Rm"‘t sia=-l (10.3)

1
I:E‘m m—1 .
—(m =~ 1) [ — s> —|
(m—1) (Rm'“t s >

lo que lieva a

U(x,t) = +oo si t>0 (xelRY)

: ]
cuando o ¢ |1, . Por otro lado, para a = se deduce, de
m—1 A
(10.2),
Uz, t) < too si t<Tew , _ N
{u(’u’f’:l):-!-oo si b>Te, (z € IR7)
siendo

| m— 1y™!
T., = - ( ) .
’ Rmm A

Por tanto, detallaremos nuestro estudio sobre el infervalo de caponentes glo-

= : I
m=1

Para ¢l caso correspondiente a datos iniciales coustantes, se

obticue, de forma inmediata que la solucidén es también constante,

balmente admisibles

Teorema 10.1

La solucidn de (P)E | es

yelrM

L1
Uz, 1) = sup { A —(m — 1) IL_—QL =A, ze R >0
Rin™? ’ ’

Demostracién.
Como a = —1 entonces Y(y; x,t) = A+ Sz — y, ). Por tanto,

Ul t) = (o2, ) =A, 2 e RY, t >0, ¢

LRecuérdese el resultado de trazas visto en el Teorema 5.2,
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Paral -1 < a < las relaciones (10.2) y (10.3) implican la existen-

m - 1 : ,

cia de Ymax = Ymax(Z,1) € RN con la propiedad |

U(z,1) = (yomas 2, 1) > B(y; 2,1), y € RV, ‘
:
Ademas, la condicién (10.1) determina que yax{z,1) # 0 sl z # 0, luego el
caracter critico de ypax(x, ) lleva a que Vi) (ymax; 2,1} = 0. Como? ‘
l
Yy fle—y\"T -y -
Vip(y;x,t) = (1 Aly|*= — '
st =0+l - (5T =
se tendrd |
(1 + o) Alfman(, )" = |2 = Ymax(2; ¢ ‘ (10!4)
-llllax hadh B - Rl]lt ‘}

: . . !
Reemplazando en la formula de Lax—0Oleinik obtenemos, para @ # 0, la re-
presentacion l

]. (10:5)

|
Por otra parte, la formula de representacion de Lax—Oleinik Heva directa-
|

t

'y'maxllia(mAl)

Uz, t) = Alymax|' T [l — R(m = D){L 4+ a)A™!

mente a
i

1
max( 0,1 l—a{m—-1)\ m—T
U0, 1) = {A—(m— 1) ('y (0, )] ) } mae(0, 7. (10.6)

Rmmt ‘
\

Como hemos comentado, debido a (10.1), la expresidn (10.5} sélo tiene sen-

tido cuando
|1 a m— 1)

I‘/nnx(-L,[) - o
(Il] — l)( + a)mAm 1°? & '_)'é 0 (IUI()

(pues U(x,t) > 0 si x # 0, pudiendo ser U(0,¢) = 0). j

0<t <=

£l segundo resultado que presentamos es:

“Nétese que Vii(y; =, 1) Liene sentido para todo y € RN sia >0y paray F0s1a ‘g 0.
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Teorema 10.2

Si-l<a< entonces la solucidn de (P)F = wverifica
m — ’

] 14« .
U(z.t) ~ (_foo't,l—"f“'—ﬂ st t— 4oc
donde la constante Coo = Coo(A, o, R, m) vienc dada por
: : i

-

1
g - (l _ O.’(In . l)) [H.]-l-ﬂ(An]ﬂ)m(l + (y)[1+n){m—l):| T—a(m—1) . (1“8)

Ademnds,
. 14+ ) .
U0,1) = Cot ™otnmT, 1 > 0, (10.9)

Demostracion.
Como en este caso se verifica la condicidn

=0

) Upl
lim sup (2)
l;ir:'—}—f—r.‘!o m=]

sabemos que la funcidon Uz, 1) estd definida para todo instante de tiempo
{ >0 (véase (4.118)). La propiedad general (10.7) lleva a

t—lqg}(lxa Iymax(m:i)l = +00, x ‘_/'é 0

y con ello

lim U(z,t) = oo, © #0.

t—= 4o

Asl, la expresion (10.5) determina

. l 1
lim sup

<7 , A 0.
t—+co |ymax($:t)ll_u(m—l) - R.(I“ — i)(l + G:)IHAIH—I g -7£

La condicion de maximo (10.4) implica, para x # 0,

I+ a) Alynax( @, 1) ~
(1 4+ o) Alyax(2, 1)) ( g

T
) si t— oo,

es decir,

)]

[max{, E)j ~ [R,m((l + (}')A)m_lt] =S G 4 s oo, @ # 0.
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Por tanto, si & # 0, la representacién (10.5) conduce a

y (2] | m m-— t
Z’{("L‘a t) = AlymaX("H:ﬂ|l+ I:l - R.(ID - l)(l + Of) A l |U ( )|1 a(m— 1):|

3

l

14
)'"*’-.t]“_“‘*'ﬁj st —s +oo,%

t

111 (a4
m

A (1 _(m-D(i+e)

con lo que |

1 X i

U, t) ~ (1= a(m = 1)) [RIF(Am) (1 4 ) (HF90=0] 700 ity
i
sif = +4ooyx#£D0. ;

Por otra parte, podemos determinar la evoluciéon exacta del punto 2 = 0
pues, en este caso, el valor ,ax(0,t) viene dado por |

(1 4+ @) Alymax(0, )| = (|ym;;(l?£f')| ' |

Por tanto, i
[Ymas (0,2 |% Rlnf)m—1

es decir, ]

[Ymax(0,2)] = [R,Iu((l + Q)A)"‘*lt]m——li ’ ’

que sustituido en (10.6) determina |

1
- |ymax O,t T—a(m—=1)\ m~1 )
- (n] - l) ( ( R.I‘I)11'"t |3Imax(0, t)|1+

UG,t) =

m

I;W(M [( +a)(l+a) m-1) A[l‘(Hlllf)l_Fu]m |

m

= A (l - (m — 1){I + n)) [R.m((l + 0’)A)"'_1t] e 1

— (l _ (x(m _ l)) Iil‘_{‘]-f-ﬂ(Al}](r)ln( + 0)(1-{-0)(1;.—1 ] —o{m—1 i—fl'?-"?_’f o
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Observacion 10.3

1. Como se aprecia, el comportamiento asintdtico temporal de U (2, 1) de-
pende de cada valor o € [t y es uniforme en x. De la misina forma,
los contreles optimos son uniformes en z para t = +o0.

2. De (10.9} se deduce

| + o

_lra s,
I —ofm—1) ’

Ut(U, t) = (}00

Luego
1 1
U0, 8)\ = ( o |+« )“ o _
_— — — e — {1—a(m-1) ¢ > ”
’ R R 1—alm—1) ’ .

En el caso particular se tiene, de hecho, una representacion ‘sen-

alla’ de la solucion.

Teorema 10.4
La solucién de (P){,, viene dada por

Uz, 1) = Alz| + RA™, = € RN, t > 0.

Demostracién.
Uttlizando la formnla de representacién obtenemos

/|"E — ymax(iﬂ,?‘,)lﬂ “‘_l_T

Z//(.‘L‘, f) = A|ynmx(""7 "}i ('“ 1) \ Rmmt }

donde yypax(z, 1) viene dado por

[ = Yl [} ™

Rmi

A=

Por tanto,
& — Yax(, )| = RmA™ 14,
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de donde J
[Ymax(®, 1) = || + RimA™ 1. _
De esta forma se obtiene

1

e

= Alz|+ RA™
| [ %4

U(z, )= A (l:z:] + RmA'“"'f.) —(m—1)

puaz € RNyi>0. o

Observacién 10.5
Este dltimo resultado es comin a una amplia clase de problemas de Cau-
chy de la forma .

(P) uw—H(Vu)=0 en RN xR, !
u(z,0) = up(z) en RN '

cuando ug 1 RY — Ry verifica, en el sentido de la viscosidad, la ecnacién
]

—H(Vug) = -k en RN
pues, en esos casos, la funcidn

i
i
u(:::,'t) = ’{L{)(:IJ) + ki, (.'1:,'6) e RN x R4 i

es solucién de viscosidad de (P). Como se aprecia, la evolucién actia como

i
una traslacion en el tiempo del dato intcial. g |
i
|

El rango de exponenies globalmente admisibles para el dato inicial

— i
m—1 |
|
t

. e e _]‘(i'“_j :
hace que en el comportamiento asintético, de orden t7=~0=1  recorra todasilas
polencias no negativas: desde las constantes para oo = —1 hasta el ‘infinito’

. . a4
para o« — ﬁ De hecho, como mostramos a continuacién, en el caso hnlnte
1 . .
a=——7|se da el fendmeno de blow-up. '
m —
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Teorema 10.6
La solucion del problema (P)*, ., viene dada por

Uz, t) = =8, To — 1), 2 € RY, 0<1t < T,

donde

En particular,
1

1 IR
IirtIp Uz ) Te —1)mT ={m =1 id ) , @ #,

[l )

u&”_{n, N<i<Te

T ] +oo, t>Tg
1

T, —ft\™" _ | \w=
I Ul L) | ——— = -1 }
(a.-,z)-il(lo],Tm)u([’ )( || ) (m )<Rm“‘)

Demostracion.

Puesto que (10.7) signe siendo valido para o = [ se deduce que,
' m —

desde Tuego, U(x, 1) estd definida si

| m o~ [yl
0<1< = =T., ¢ #0.
St Rmm ( A ) ¢ 70

Por otra parte, (10.4) determina, en este caso

mA

m— 1

1
|.‘L’ — ymax(wa [)i\ "

1
Ymax{(z, L)1 = - , © # 0.
[, D17 ( Rimni } v #

Es decir, para @ # 0 se verifica

1 mA 1 1 1 o
& — Ymax (e, 1) [T = ———(Rmt) == [yax(z, 1) -1 = (—]ymax(:ﬂ,t)l) .
m = | T,

Por tanto,

|ymax($;t)|, €T 3/_' 0,

1
|.’?,' — ?}max(”’lz {)| = ﬁ



|
i
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de donde se obtiene

T
SE # 0.

Ymax(, 1) = T

e.0]

La sustitucion de este valor en (10.5) conduce a

‘ , t m T —t{ Ty m
L{(.’L‘,f:) = A (1 - T—) Iymax(-'zat)lm-l =A T (T — f,|£|)

20 o0 oo |

1 |

o To \7T i |
= Alz| (Tm - t) =(m—1) (Rm‘“(Too — f)) = =Sz, Ty —:ﬂ

cuando 2 0y 0 <1 < Tos. |

Por otra parte, cuando z = 0, se verifica |

0=z (-0 (i) Y}

yelRN
Como i
1 L[ <0 si 0<1<Te f
A—(m-—1) (Rm"‘t) =0 sit= T, l
>0 s1 f>Tg [
entonces :
0 si 0<t<To !
. t) = . . . - ‘
¥ ""”‘(O’ ) { arbitrario si ¢t = T, |
mientras que para t > T, : i
|
sup t(y;0,1) = oo |
yeRN : '

lo que hace que .

_ 0, 0<t< T, }
uon={ b, 1 5pETe
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Observacion 10.7

I. Podemos ahora expresar las distintas evoluciones ‘progresivas’del punto
x = 0 segin los valores admisibles de o :

A st = —| y t>20
Cool TH0TT i —] <o < REAEL
m —
U0, t; «) 0 s o= v 0<t< T,
m-—1
l

+oo s o= y t>T,

m—1

Notese

) st 1< T

L‘tlllglu(o’t;a) =4y L.,_l:l U ;o) :{ +oo s 1> T,

m—1

En efecto, de (10.8) se obticne

L
m

‘4 mn
lim U(0,¢0) = lim K*) (1 + a’)(”“)(““'}} = A

a1 a=—1 [{m
y
{= lm U0, t;a)= lim (1 —alm-— l))(\ll(m,t))ﬁ
==L =
donde

U(im,t) = (Rm'“t)?"%l .

m —
e esta forma

lné= lim [|In(l —a(m-1))+ al ln (W(m,1))

L 1 —a(m-—1)

m—1

- lim (1 —a(m—=1)In(l —a{m —1)) + mIn (\IJ(m,t))_

ot I —a(m —1)

Como
lim ={l —a(m—=01)n{l —ao{m-—~1}) =0

a—r—1
m=—1
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entonces I
ne= ] —oo s W(m,t) < 1
+oo si U(m,t)>1

de donde se sigue el resultado teniendo en cuenta:

A — - i
Yim,t)>1 & — (Rm'“t)ml—l >1et>T,." ,
m —
. . 1 o
2. Para el caso limite « = ——, la funcidén
m—
t— U, t)

experimenta una suave explosion si t — T, lo que no ocurre cuando
z = 0 en que hay nna explosién brusca cnando ¢t — TZ.

3. Como se ve, para t — T hay un comportamiento global, pues

U(z,t) = +oo si t > Ty, = € IRV,

mientras que parat — T_ el comportamiento tiene un cardcter puntuel. g

A continuacion mostramos un cuadro y un grafico en el que se resume
+

a,m i
diversos valores de o, en donde 7., denota el horizonte mazimal final para

Jas soluciones de (P)7 ¥

el comportamiento asintdtico de la solucién de (P)} =~con m > 1 seginilos

oy = (1 _ a(m _ 1)) [Rl-}-a(AlnL-x)m(l + O{)(l-l-d)(m_l}]m _

tuciom constante }

1 H B H H H H H H
i Crecimiento |
! np acotadp |

-1 0

Figura 10.f: Comportamiento asintotico (¢ — +o0).

Noétese que todas las soluciones (cuando existen y no son constantes) van
a nfinito en 7, asi como el cardeter ciclico del comportamiento asintotico
‘progresivo’.

#S1 P {m, t) = 1, de la propia definicién se sigue £ = 0.
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o H Teo ﬂ Convergencias
v < 1 0 | No hay solucion
o= | +00 | Uz, t)=A, t >0
| <a< l + li Ule,!) &
— ¥ m — " = (.
“ m - 1 > t—>+ootﬁ?;‘,‘fg
; I
o= : T. | U{e,t)=—-8(x, T, —1), 0 <t < Ty
m —
a > ! 0 No hay solucidn
m— | |

Tabla 10.1: Comportamientos maximales finales (m > 1, { > 0},

Figura 10.2: Cardcter ciclico del comportamiento asintético (progresivo).

10.1.2 El problema retrogrado.

Una vez abordado el estudio para tiempos ‘grandes’ también nos interesamos
por el comportamiento en los instantes mas ‘remotos’. Asi, fijaremos nuestra
atencion sobre el problema global modelo

(P) u; — R|Vu|" =0 en ‘ RY x (IR\{0})
e u(e,0) = Alz|'t>, z € R"
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[

donde mantenemos los parametros m > 1, A > 0y « € IR. La férmula de

Lax—Oleinik para el problema (P),,, toma la forma general |

1 f

- m m—1 i

sup ¢ Alyl'** — (m — 1) (u—\ 1 ., t>0 ,

_ JeRN Rm™t ] ] -
Uz, t) = (10.10)

|

p m ﬁ
inf { Aly|'+e _p (L™ l £ <0 <
yleIIIRN { [yl 4 (m = 1) (f{m'“(—t)) |

donde z € RN, En efecto, si u es una supersolucién de viscosidad de la

ecuacion

ue — R|Vu|" =0 en RY x IR,

entonces, para cada z € RN y € € RY, se tiene que la funcién ?

t— uz—E&,t)+ (m—1) (%) "
m

es no decreciente (véase el Teorema 4.71), de donde

t

|

w, (. 1) > Aly|'"*™ + S(y — z,2), y € RN, t >0 l

|

siendo ‘
1

IR S |

S(z,8) = —(m — 1) m ,z€R"Y, s IR, |

Tomando supremo en y € RN se concluye #

u.(z,t) > Uz, 1), = € RN, 12> 0,

K
'

J
Andlogamente, se muestra que si ahora © es una subsolucion de viscosidad

de la ecnacion |

1y — R|Vu|" =0 en RN x R, i
los argumentos anteriores determinan :

'U'*("Eat) < A|y|]+a - S(y — L _t)a y € ]R'N: 1< U:

lo que lleva a \
I

w (x, 1) <U(z,t), x € RN, ¢ <0.
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Por otra parte, resaltamos la descripcion def dato inicial
N
uo(z) = Alz|'tY, =z € RY;
concretamente, la continuidad de wg determina

lim 24 (2, t) = Al x € RN,
! ’

t—=0

Como en la Subseccion 10.1.1 hicimos un analisis de los tiempos positivos,
en ésta solo nos ocuparemos de instantes de tiempo £ < 0 para los cuales

U(x, 1) = inf {Aly\""“ + (m — 1) ('—Ll) . } = inf H{y;x,t)

yeRN Rmm{—t) yeRN

slando

by t) = Ayt = S(e -y, —t), y € RN,
Ante todo, para z € RN y ¢ <0, se observa
0 <U(z,t) < dly;x,t), y € RN (L0.11)
v, en particular, .

0 <U(e,t) < Pz, t) = P L = IR.N, L <. (10.12)

?

Para datos iniciales constantes (que se corresponden con ) obte-

nemos e forma inmediata,

nt

1
Uiw )= inl o=y N e e
Uz, )= il S A+ (m~ 1} | —— =A 2R, <0
ye RN Rm™(—t} / ]
Particularizando y = 0 en (10.11) para o > —1, se verifica
0 < U(w,t) < d(a,1) = Sz, 1), e € RN, ¢+ <0 (10.13)

lo que, en conseciencia, nos permite afirmar

U0, t) =0, £ <0 (10.14)



!

10.1. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO SUPERLINEAL. 355
'
Y !
lim U(x,1) =0, z € RN (10.15)
== ‘

. .. . e i
Veamos que para valores de a0 < —1 la funcién U(zx, -} signe verificando, para

z # 0, el decaimiento anterior.® En efecto, para cada £ > 0, el punto l
Ly ‘
ye = (|| +e(—t)w)—, o£0, t <0 !
ye = (|| + ( ))w A0, 1<
verifica !

1 .
|z — ye| = e(—t)m. J

Asi, por definicién, |

1

| o It gm — ,
Uz,1) S Plyezt) = A(fel +e(=1)7) "+ (m—1) (Rm'") |

con lo que

0< tléglwl{(:c,t) <(m-1) (Rgm"‘) " , € > 0. |

Finalmente, haciendo tender e — 0 se obtiene (10.15). |

Observaciéon 10,8 ;
Notese que a diferencia del caso de los tiempos positivos, en el que el
rango de exponentes globalinente admisibles era '

]1-1*;: [—1: l [: I

m—1 |

ahora, para el problema retrogrado, se tiene [, = IR, no acotado, por tanto,
I

. . 4 . ot
ni por encima de contemplado en el Teorema 10.13) ni por debajo de
p J

m—
|
—1 {véase el Teorema 10.9). g |
!
Salvo para el caso “constante” o = —1, hemos probado
|
lim Uz, t) =0, x #£0, o € R\{-1}.
Jim U(z,t) =0, x #0, \{-1} ,
i
*Para estudiar la evolucién de & = 0 véase el Teorema 10.18 que mostramos s
adelante. !
!
!
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(.)OI] (.EI fin d(f‘« MECISAT (‘.![ com )ortamieuto anterior yarece oportuno tener
?
|Z)|'esente que para |‘y‘ — 400 se verir:_‘.a

f

b\ o
- —_ l “._"-— k' '
(m—1) (Rm‘“(—t) ST
o, ) L e 1
Py t) ~ A — 1) - oS o=
F{m=1) Rm™{—t) vl A
|
Aly|He sioo >
m— |
(10.16)
asi como la propiedad
+00 st o< —|
I;L,lm m—1 .
A -~ _—— s = — .
0w, t) = +{m=1) (H,m‘“(—t) oo ! (10.17)
1
I:Elm m—1 ]
- —— v > —|
(m—1) (Rm“‘(—'ﬂ) sl o

que junto con
i o(y; 2, t) = 400

ly| = +oo

hacen que para « € RN y t <0 exista Ymin = Y2, 1) € RN veriticando
Ul t) = i 0, 1) < Sy, t), y € RNP

Como ahora en la definicién de U tomamos el fufimo en IRY, distinguimos el
caso y = 0 (donde @ no es diferenciable si v < 0} de y # 0 (donde si lo es).
El minimo se realizard, por tanto, en y = 0 o en el subconjunto de tos puntos

estacionarios de ¢ :
O, t) = {y e RY : Voly) = 0}.

Siendo

1
Y |:r: — y| metoy— oy

Y | = (1 ) A = T N
#ly) = (1 +a)Aly) ly] + (H.II]("I:)) | — y|

SNotese que la relacidn {10.17) determina gue yoin (2,4} # 0 sl o < —1.
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entonces®

Vo) =0 (1l = - (T EZL

De esta forma, dado y € (z, t), se verifica

.
r— m—1
U+ammw:G—Ji) N

\
Rm(—t) |
es decir, ;
|
y € Qx,t) < |2 —y| = Rm([1 + oA y[* " (—t). (10.119)
I

Los posibles comportamientos asintéticos de y € Q(z,t) cuando 1 = oo
- . - . |
son, a la vista de (10.19), los siguientes: :

[Rin(|1 + a[A)'““(—i)]l-GTlm—ﬂ para o < , a F =1

m—1

|'U| ~ |:E| )m I
A > .
Rim(|l + a]A)=1{—2) para m— I

Por tanto, parece conveniente usar la representacion

Z’{("B: t) = ﬁb(ymin; Ty L) = min {¢(0, Ty t): min [P(y)} (IOZU)

ye8(z,t)

siendo ‘

ely) = Alyl™ + R(m = (L + o A)" [y (<1). (10:21)

|
La primera tasa de decaimiento, para , viene dada por: i
|
t
1

“Nétese que Ve (y;x,t) tiene sentido para todo y € RNsia>0yparay#0sia Z 0.
Ahora bien, cuando « > 0, se tiene: V¢(0;2,1) = 0 & z = 0. Recordemos que (10.14) ya
establece la evolucidn para x = 0. :

TAdetnds, los vectores y € §}(z,t) y & — y tienen la misma direccién. Por tanto, todos
los elementos de £, ¢) estdn en la misma direccidn que 2.
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Teorema 10.9
Siov < —1 entonces la solucion de (P)am verifica

Ulz,t) ~ C oo —1) T 50 L — —c0

donde la constante C_y, = C_oo{ A, o, R,m) viene dada por

_ 1
(--"f—cva - (] —-(‘K(ﬂ]— l)) [R.1+Q(AITID:)m(—(J_ 4+ Gf))—(l-{-u}(ln—l)] T (m—=1) ) (]”22)

Demostracién.
Puesto que (10.16) y (10.17) determinan

im #(y) = lim o(y) = +oo

lyl—0 Jul—+oo

entonces Ymin(x, 1) # 0. Por tanto, la caracterizacién de (i, t) Heva a

1
|:E — ymi“(:f;, J')I s o
I+ a|Alymin(z, tH" = ‘ 10.23
R e (1029
Uz, t) = Alymin(z, O + Rl — D(=)(|1 + | A" [trmin (5, )] (10.24)
(ver (10.21)). Asi, las expresiones (10.23) y {10.24) haplican

t_l:glo |ymin($:t)| = 100

il:il;l)o |ymi|1($:t)l (_1) = U’

que ntilizadas de nuevo en {10.23) conducen a

, “ / Iymin("}’,a f)‘

m—=1
_(1 =+ u)/‘;iynunx.u, (‘)i \ Rnl(—t) ) 81 1 = — 00,

es decir,

1

Iymin(wa f)r ~ [RU](_(l + Of)A)m_](—t)] tratm=h el 5 —oo.
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De esta forma, a partir de (10.24), para t = —oo se verifica i

U, 1) = Alyoin|'+ [1 T R(m = 1)(—(1 + apyran-t 0 ]

|ymin|l_a(m_l)

111

S e L (e

14

=(l—a(m—1)) [R.H"(Anl")m(—(l + c‘c))(wa)(m_l)] 1=l (—t)T=em-N.. g

Observaciéon 10.10 i

1. Como se aprecia, el comportamiento asintético temporal retrégrado.de

U(x,1} depende de cada valor e« < —1 y es uniforme en . i
+

o

.. . . 1 L ‘.
Para o < —1 el orden de decaimiento (—&)™===1 recorre potencias

o :
negativas desde (—1)7®=1, para o — —oc, hasta las constantes, para
o — —1.

3. Queremos resefiar que cuando o < —1 la evolucién de la solucién ex-
perimenta una “crplosidn sibita” a partir de t = 0. Concretamente, la
- i
propiedad !
up(z} = Alz|'"** < 4o &z #0
hace que se tenga 1

U(e,t) = inf {A!y|]+a +(m—1) (II‘_—ylm))ﬁ}

yeRN Rm™m(—t¢

< Az < 4oo, 2 £0,t <0

mientras que, por otra parte,

U(z,t) = +oo, 2 € RN, >0

(véase la Subseccidn 10.1.1 y la figura adjunta). g

] 9 . . H
El caso ya comentado, es inmediato: |
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Figura 10.3: Funcion 2 (x, 1) cuando o < —1.

Teorema 10.11
La solucion de (P)_y ,, es

Uz, t)=A, e RN, 1 e R. ¢

A continuacién precisamos la tasa de decaimiento expresada en (10.15)

cuando | =1 < o <

m— |

Teorema 10.12

St~ <a< entonees la solucion de (P), . verifica

m —
U(e,t) ~ =8(w, —t} si L —oo.

Consecucntemente,

1

a M\ m—1
Jim U, t)(—t)m1 = (m—1) (&) ,z € RY.

Rmm
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Demostracién. |
A partiv de (10.19), para todo y € Qz,t), se da el siguiente compor-

tamiento asintotico: |
ly| ~ Rm(|]1 + o A)™Hy[*M=D(—t) si t = —oo,

!
es decir, :
|y|1—a(nT—1) ~ RI]‘I(“ + C¥|A)m_](—t) si 1= —oo. :

Consecuentemente, para todo y € (z,1) se tiene

!
ly| ~ [R.m(|1 + O(IA)]“_](“'T.)] Imelm=h it —oo. i
De esta forma, para estos y se verifica !

(=t) } !

wly) = Aly|'T 1L+ R(m — |1 + oA ———
ITA] afm—1)

—1 Lo
~ (1 LYY a]) A Rm(|1 + AP~ (=) 0T Gt —oo!
m

El resultado se obtiene a partir de (10.17) y (10.20) teniendo en cuenta cfue
l 4+« 1 *

—_— > .
l—a(m—l)> m-1 ° \

La informacién anterior puede ser, ain, mas precisa. Concretamente,!

Teorema 10.13
Para —1 < o <

la solucion de (P)awm verifica
m —

o) =Sz, —t) st < —1(w,t) .
Ulat) = { W(z,t) si —7(e,t)<t<0 " 70 (10.;2:))
Y
U0,1)=0,¢<0 .
sicndo ‘
N i
W(x,t)= A [|.1| — Rm((1 + Cu)A|ym;,1(:1:,'t)|“)”'_1(—t)]l+ )
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+R{m — D((I + o) Alymin(, £){7)"(=1)

T(z,t) = - il :
’ H,Il]((l + (.V)A‘ymin(:l:a t)‘“)m-l

En particular, para o = 0, se tene

||

'—S(QL': —t), 1 << —“m

U(J:,‘l) - " || .

Demostracién.
Por (10.14) ya conocermnos la evolucidn de © = 0. Por tanto, sélo conside-

raremos valores de @ #£ 0. La definicidn de ¢ determina
U, t) = d(Ymin; €. 1) = Alyain(, !,)|‘+""' — S(e — Yl 1), =)
por lo que caben dos posibilidades:
Lo ymin(2,8) £ 0 = yainle, 1) € Q{z, ). Por tanto,
ol )] = il = Ren (1 + ) Algairs )" (=),

de donde

Z/[(;l"at) = Lro(ymin(:l’?, f)) —_ W(.’L‘, ?‘)
2. Yminlz,t) = 0, en cuyo caso

U(w, t) = =Sz, —1).

Como se verifica
Wi(a, t) = Sz, —t) &t = —7(x.1)

Con

Wi, m(, ) = =S, —(,1)) = (1 a) Abgoin(e, D] 2],

m

#V dase el comentario de la nota 7.
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el resultado se sigue de la relacion
U(x,t) = min{W(z, 1), -5z, —1}},
tentendo en cuenta que

Wiz, t) < =S(z,~t) si —7(z,t) <t
{ W(x,t) > =S(z,-t) s 1< —7(z,1).

Para el caso oo = 0 basta observar que
(Yenin (2, 1) = [#] = RmA™ Y —¢f), z € RY, 1 <0
de donde se sigue el resultado. g

Observacion 10.14

363

|

En el caso o = 0 se pueden particularizar algunas propiedades especial-

mente interesantes, lin primer lugar, la funcion

Wiz, t) = Alz] + RA™, 2 ¢ RN, t ¢ R

3
N
\
.
.
)
\
.
~ Pl
hJ r
N .
.
A 4
‘
.. . K
~ . ’
T Ay 4
v
s
-

1<)

Fignra 10.4: Funcién W{z,t) = Al|z| + RA™L.

|

es solucién de viscosidad del problema (P)o,,. En efecto, como W es nuna
|

funcién diferenciable en (IRM\{0}) x R verificando

(YW (z,t), Wi, 1)) = (A;—,I{Am), s#£0, te R

||

entoncesy

Wi(w,t) — R|VW(2,t)|" =0, 2 #£0, t € IR.
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Por otra parte, para x =0 y ¢t € IR, se verifica
DYW(0,#) =0 vy DW(0,¢) = B4(0) x RA™
pues si (p1,p2) € D™W(0,1) entonces
Aly|+ RA™s = W(y,s) Z W(0,8) + p1 -y +pa(s — 1) +o(fy| + |s = 1))

= RA™ 4 py -y 4+ s —8) + ol|y| + |5 — i),

es decir
Alyl+ RA™(s —4) Z pr-y + pals — 1) + ofy| + |5 — #]).
En particular, para y = 0, se verifica
RAM(s =) > pa(s — 1) + ofls — 1)),

Dividiendo por s —t y haciendo tender primero s — ¢ con s > { v luego s — 1
con s < 1 se obtiene que p, = RA™. Por tanto,

Alyl + RA® (s = 1) Z py -y + RAM (s — ) + oflyl + |5 — t]). (10.26)
La eleccion s = 1 en (10.26) determina
Alyl = pr -y + o(lyl)
qite, junto con la propiedad,
Alyl Zpr-y+ollyl) & Il < A
conduce al resultado deseado:
p2 = Rlp]"™ = R(A™ — |p[™) 2 0, (i) € DTW(0, 1),

Ademas, se verifica:

|z]

. x. i) > A — .
L Wz, 1)) >0 t2> e

2. La funcidn W no es diferenciable en x = (} para ningin ¢ € R.
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Por otro lado, como hemos visto en el Teorema 10.13, la funcion

o =S, 1), |x| < —RmA™~ 12
U(.L,i) - { A|L| _|_ R,Amt, |.‘I,'| 2 —RII]Am_lt

con z € IRN v 1 € IR es solucién de viscosidad de (P)g,n. Ademds ‘

i
'

U e ct (((RN0}) x (R\{0})) U {0} x 1)) (10.27)

annque ug(z) = Alz| no es diferenciable en z = 0, siendo la regularidad
anterior maximal. En efecto, la funcién ‘

Wz, 1) = Alz| + RA™

verifica

|z} || m — 1
v, —— = — | = €Tl .2
W ('L’ RmAm—1 Siz RmAm-! m Alz] (10 _ 8)

Alxl

A Ml |y
m

Figura 10.5: Funcién parcial £ — U(z, ).
Denotando por » = |z| se prueba

W;(:B,t) = R,Am, Wu(.’l.',t) = 0
IWe(z,8)| = A, Wz, t)=0
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R(m-DA™(-t)

0 RmA™ Il

Figura 10.6: Funcidn parcial @ — Uz, 1).

a ‘ B e\ m
E(_S('L° —)= (R.m‘“(—!,)'")

i* _om ||™ "
—(‘ﬁ("S(l: _t)) - nm — 1 ([.{“1111(_t)2ln-—l)

U ‘ B £ w—T
E(_S(‘L’ —t)=m (R.m'“(—{,))

;)2 2= m_LT
S, 1)) = ( i ) |

m— [ \ Rm"(—1)

, I:r:l_l_ .
Asi, para t = —————— Ias relaciones

RmAm-1’

P |I| —_ D oAm _ - |'7"|
(—S)g (.L; m = RA" = Wt L, — — ;

|| ||
— g ——mm | = A = rtEs T
(=5 (L' RmAm-1 Wr i RmAm-1

muestran la regularidad complementaria de & dada en (10.27).

\l’
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Esta regularidad global es mazimal En efecto, U & C? pues |

x &
(*‘S‘)T'r (Ia L > 0= Wrr (:‘EI - I 'l
t
No obstante, se verifica i
Uel” si 1< —-L
"~  RmaAm-1
(pues U(x, 1) coincide con —S(x, —1) en esa region). ’
Ahora ,

U>0 en RN xR

¥, por tanto, es la inica solucidn de (Plg ,, que no cambia de signo. Como ya
hemos comentado anteriormente, el cambio de signo imposibilita, en cierto
sentido, resultados de unicidad y, asi, las funciones W y U son dos soluciones
de viscosidad del problema (P)o,, : mientras que { es no negativa, la funcién

W toma valores positivos y negativos. g ‘
i r

s¢ tlene: |
m-— I .

Para el caso |a =

Teorema 10.15

La solucion de (P)_o_,, viene dada por ;
=T :
T\ |

Uz, 1) = Alz|mT [ =2 = —8(x, Too — t), z € RN, t €] — 00, Tyl

Demostracién.
Basta tener en cuenta que la solucion regular U obtenida en el Teorema

10.6 puede extenderse al dominio maximal RN x] — 00, Te|. o |
1

m— |

Completamos el rango de valores positivos de «v cnando | >
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Teorema 10.16

Stoor > entonces la solwcion de (P), ., verifica

m—
Uz, t) ~ =S(x, —t) st t - —co.

(Consecuentemente,

. 1 L™ T SN
! .t —t)m—1 = —1 - cx e IR".
c_)n_lgnb{(p J(—t)n—T = (m )(Rm'“) , X €

Demostracién.
A partir de (10.19), para todo y € Q{x, 1), se da el siguiente compor-
tamiento asintético:”

2| ~ Rm((1 4+ o) A" " Hy|o™=D(—1) si ¢ — —oo,

es decir,

|£| alm—1) .
y| ~ st b — —oo.
vl Rm((l + e)A)Ym-1{(—1) ) —— M >0

De esta forma, para estos y se verifica

ely) = _4|y|l+“ + R(m = D((L + o) AY" ||

1+a

|| alm=1) ™ =
~ A 1| —
(R,m((l + o)Ay —t) +(m ) Rm™{—1)
B [ ECED)
N Rm((1 + a)A)m=1(—1)
A partir de (10.17) y (10.20) se sigue

—S(a, —t)~ —8S(z,—t) si t & —o0.

U(z, 1) = min {—8(:::, —t), min (,o(y)} ~ —&(w, —1) s1 t =3 —00. g
yeQ(z,0)

YNdtese que para y € £(a, t) ahora sdlo tiene sentido lim |y| = 0.
t——ov
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Observacion 10.17
A diferencia del caso o < —1, para a > —1 la funcién U{z,1) tiene un
comportamiento asintdtico vetroqmdo uniforme en « pero dependiente (Ie

(Nl(l &L e IE{N a

. s " . .
Al igual que en la evolucién positiva de los tiempos, podemos determinar
la ewolueion exacta del punto z = 0. .

Teorema 10.18 '
Para todo t < 0 se verifica '

Ooo(~) T s o< —1 i

U0 t;a) =< A st =—1

0 st > —|
donde C_, viene dadae en (10.22). .
Demostracion. |

Para el caso o > —1 basta ver (10.14). Si oo < —1 entonces yn(0,t) # 0,

pot lo que éste viene dado por
!

\ml

. o« Umm 0 t
_.(1 +(Y)A'Unun(03t)| - ( Rlll( t )

Por tanto,
l=cx{m—1 1
a0, DT = —(1 4 ) A(Rm(—1))57,

es decir,
|ytn‘m(0’ t)l = [Rlll(—(l + CY)A)IH_](—t)] l—a(m—1} )
luego, para t <0 |

(~1)

|ymin(0, t)|1—ﬂf(m‘§~1)

MmﬂzAmm&ﬂW“P+Mm—UhU+MW#“I

_ 4 (1 B (m — 1)(1 +Q)W_f)}mh
m |

1 !
— (l *O’(I]] _ 1)) [R.I_*—G(Alﬂn)m(—(l + a,))(1+cr)(m-])] T—a(m—t) (—t)]—“ W=, g
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Observacién 10.19
Nétese que

lim U0, ;0 =A. o

a——1

Podeinos ya sumarizar cdmo se comporta la funcion U en z = 0 para
cualquier valor de € € IR ;

O TR <
Lo <ot s a0, =4 Lot 2=

+oc, t > (.

2. = U(0,1)=A, L€ R

3. |-1< U(0,1) 0 + t=V
e | v < = L) = . lto
“ m ~— | ' (oot T=atm=11 o > (),
1 _ 0, t<T
1. |ex = 0.1) = ’ =7
RN = U0, 1) {—I—oo, t>T..
ALl
1B {} | ] t ] T 1
_ _ - 1 —_1
o<—| =1 I<m<ﬁT oz_m__l_

Figura 10.7: Evolucion de U4(0,¢) en funcidn del tiempo.

Al igual que hicimos con la evolucidon positiva de los tiempos, presentamos
un cnadro y un grafico en el que se resume el comportamiento asintotico
retrogrado de la solucion de (P, con m > 1 segiin los valores de v, donde
ahora 7_., denota el horizonte mazimal indicial para las soluciones de (1),
v

1

o = (1 —a(m—1)} [R.H“(Am”)’"(—(l + a*))_(”r”)(“'_”]“—“"“__” .
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1
o H T_co " Convergencias 1
' _ Uz, )
o < -] =00 ti)l'ng)o(!)]T = C—co ‘
o=—1 | =0 U(x,t) = A, 1 <0
1 oy S(I‘ ) 1< — (:E,t)
1<c\<<m__l —oo || U(x,t) = {W(r B, —r(e ) <1< 0
1 _
o= . —00 U(z,t) = =8(z,Te — 1), t <0
m —
i 1 t . U(x,t)
e B s

Tabla 10.2: Comportamientos maximales iniciales (m > 1, ¢ < 0).

\oluuummnsmme '
. l)ecmmmmo 'L Decmmmlo i
putencnl ! potcnual !
1 )
-1 0 1 ¢4
’ m-1

Figura 10.8: Comportamiento asintdtico (f — —oo). '
}
Nétese que para o € ]—I, ﬁ[ se da la coincidencia, en fiempo finito,
de ¢ con el comportamiento de similaridad, rua,ndo o= # de hecho se da
la coincidencia global de i con § y s1 a > I— la coincidencia de I ((Jlllt“l
comportamiento de similaridad es asintotica. Ademas, todas las soluciones
decaen a cero en —oo salvo, obviamente, el caso constante asi como el cardeter
ciclico del comportamiento asintético retrogrado.

1

l

10.1.3 Evolucién de datos uy; que explotan en la fron-
tera de compactos.

Siguiendo las lineas de este Capitulo esbozaremos nuestro estudio sobre datos
g en la forma modelo !

Alz|"* 2 € RY (A >0)

para los valores extremales &« = —o0 y @ = 4o00. De esta forma, el caso de
datos ug que explotan dentro de compactos (o = —o0) queda recogido enlel
0 | 2
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o—1 o>

o=1

Figura 10.9: Cardeter ciclico del comportamiento asintético (regresivo).

siguiente resultado:

Teorema 10.20
Si
+oo si o] <1
up(e) =< A s |z|=1
0 s x| > 1

enlfonces la solucion de Laz-Oleinik del problema

(P) w = RV ™ en RY x (IRN{O})
T (e, 0) = ug(e), « € RN

viene dada por

N |
U(z, 1) = (m— l)(%) , 1<

-+ 00, t> (.
Demostracion.
Iin primer lugar, notese que el dato inicial anterior vertfica
((uo))” = (uo)™ ¥y ((uy)7), = (o). en RN, (10.29)

A la vista de (10.10), para z € IRN y ¢ > 0, se verifica

i _ L — y|™ T
Ulx,t) = sup < (uo)"(y) —(m —1) Rmt

yelRY
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* o = g\ 7 -
= wp () (y)—(m—l)(—,- |
veBL (0) { Rim™¢ :

T — YmaxlZ, 1) "
= (10)" (Ymax(z, 1)) — (M — 1) (' ;im“‘t ) )—mith? Yinax € Bl(q)
I

Por tanto, ymax(, 1) es cualquier elemento de la bola B (0), lo que hace que

i

Uz, t) = +oo, x € RN, t > 0. !

De manera analoga, de (10.10) se tiene, ahora para z € RN y ¢ < 0

Ulw,t) = nf {(“0)*(?’) Flm=1) (fi‘_—(y—l’))_}

= inf, {(uo).(y) +(m—1) (fL_n§_(u——|n) _}

= (u0)s(ymin(x, 1)) + (m = 1) (IJ; _Hzl::‘l‘"((jt;)r“) -

T s1 T ¢ El (0) I
ymin(:nat) = .i sl ¢ & ﬁl (0)

Claramente,

lo que conduce a

{ (1g)(2) =0 si oz & B(0)
Uz, ) x -

U, =+ m — _—__(l_|3;|)'"))“‘ 1 si z€B :
(o) || +( l)(Rm'“(—t) ) € B.(0) ;

0 si. z & Bi(0) “

- (111—1)(%1.':;“_—):))) o z € B(0), 1

ohteniéndose el resultado deseado. g
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<)

Figura 10.10: Funcién U(z,t) cuando o = —co.

Observaciéon 10.21
Nétese que

im U(z,t) =

{—=0—

+oo st |x| <1 ;
{ 0 s I:rri > 1 }: (uo)e(z), © € RY. g

El caso relativo a datos wy que explotan fuera de compactos, que se co-
rresponderia con la eleccion e = oo, vieue ahora dado por:

Teorema 10.22
La solucion de Lax-Oleinik del problema

(P) uy = R|Vu|™ en RN x (IR\{0})
Tl wfie, 0) = up(x), o€ RN

donde



#
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Demostracion. .
Como ug sigue verificando (10.29), basta argumentar como en el Teorema

10.20 teniendo en cuenta que ahora ymax(ir,?) es cualquier elemento que esté

fuera de la bola B1(0} mientras que l

t

x s oz € B;(0)

ynlixl(m;t) = .|..:‘:+| S1 T Q ﬁ](()) a

Figura 10.11: Funcién U(z,t) cnando o = +oo. ‘

Observacion 10.23

Nétese aliora que también

lim Uz, t) = { 0 " o] <1 } = (ug)u(x), z ¢ RN, o

t— 0= 4o s1 |:l:| > 1

Observacion 10.24
Con los Teoremas 10.20 y 10.22 se reafirma el caracter ciclico comentado
en las Subsecciones anteriores. g
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10.1.4 Generalizaciones.

Podemos extender el estudio anterior al problema mas general

() w, = H(Vu)  en RY x R4
w(+,0) = up(-) en RN

para datos iniciales ug verificando la condicion

lim sup uo(:.l:,) ={>0

|:17|—++oo MH R -

con m > | eun el que, con el fin de simplilicar, sélo hemos considerado el

problema para tiempos posttivos.!"

Corolario 10.25
Supongamos las condiciones

H(p) < Rp|™ + &y, pe R

con ki € Ry
wo(ir) < Az + dy, = € RN

con A >0, s e Ry~ <ac . Entonces cualquier solucion w de

m —
(P) verifica para cada © € IR :
( i
lim supu(l ) - <k st =l <a<i
= +oo
. w(,t) ]
lim sup - < ClA 0 R M)+ k st a=0
f3too (f ) -
lim sup < Co(A a,Rym st D<o < :
a-++ooltﬁ?ﬁy oA Ry m) m—1

Demostraciéon.
Basta tener en cuenta la relacidn

u(w,t) < U, tvo(-)) + kot + dy, (2,2) € RY x IR,

1UEL problema retrégracdo se abordaria de forina parecida.
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;
siendo U, 15 vo(+)) la solucion del problema (P)} | para el dato inicial
vo(z) = Alx|'**, z € RV !
El resultado se sigue de la expresion
U, 1) ~ Copl =0T i ¢ — +00
(véase el Teorema 10.2). g

Corolario 10.26 !
Supongamos las condicioncs .

H(p) > Rlp|™ + k1, p € RY

con k; € IRy |
up(x) > Al + di, = € RY

con A>0, di e Ry -1 << . Entonces cualquier solucion u de

m —
(P) verifica para cada = € RN : i

(1)

lim inf > ky si —l<a<
=+ .

u(z, 1)

> Co(A0,R,m)+ Ak s a=0

lim inf
t—>+o0

u(x, 1)

Him inf > Coo(A, a, R,m) i 0<ax< i
oo g Tmatm =) m—1 ;

Demostracion.
Basta tener en cuenta que ahora

w(w, t) > Uz, o)) + kit + dy, (1) € RY % R,
siendo U(x, 4 vo(-)) la solucién del problema (P)} | para el dato inicial
vo{z) = Alz|'**, » ¢ RV

Como 1 :
L{(:L‘,t) ~ Ot T=alm=1 g1 § — 400,

el resultado se sigue de forma inmediata. g



378 CAPITULO 10. LA ECUACION SIN PERTURBAR.

Corolario 10.27
Si
H(p) = R|p|™ + k, p € RN

con k€ IR y

Azt + dy S uplae) < Al + dy, w € RN

. cntonees cualquicr solucion v de

con A >0 dy <dy vy~ <ox <

m—
P) verifica para cada 2 € RN :
P
wle, t
lim ule, ):k st —1<a<
=0 f
wlx, t
tlim ulz, ) = Ce(A0Rim)+ 4 s a=10
wix, t . )
lim —“(—L—) =Co(A,v,Rm) st D<a< .o
[ T Tmalm ) m— 1
Corolario 10.28
St
H(p) = R[p|™ + &, p e RN
con ke R y
lim ol =4>10 (10.30}

|z|—++co |:},‘ | T+a

, entonces pare cualquicr solucion u de (P) y

con A>0y—1 <ao<
m—

cada z € RN se tiene que

[ . wl(r. 1) . .
T =k s —1l <a<l)

t—= oo
ooufx,t
lim (2, )
bt {

. ulw,t . .
lim -—(H—) =Co(A,0,Rom) s O<a<

L E [1=—alm—1} I 1

oo

=Cu(A0,Rm)+ &k si =0
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Demostracion. !
De (10.30) se sigue que para cada € > 0 existen dos constantes df y df
con df < d5 tales que

(A —e)|z|"* + & < uo(z) < (A+e)|z't™ + d5, = € RV :
|
De esta forma, :

Uz, 08Okt d < ule,t) < Uz, oD () +kt+dS, (2,t) € RN x R+

siendo U(z,t; v,gi)(-)) las soluciones respectivas del problema (P)F, . para los

,m
datos iniclales L

1:81)(:1:) =(A- £)|:E|'+", z € RN

y ‘ l'
‘U({)Z)(:I:) = (A +&)|z|'*", z € RN,

Como para t = -Foo se verifica |

U(:ﬂ’t;vél)(-)) ~ Coo(A - &, R, lﬂ)tﬁ?}:—-ﬂ |

t

Y .

U, 1500()) ~ Cool A+ €, @, R, m)tT=stn=0

obtenemos el resultado sin mas que hacer tendere - 0. g

Corolario 10.29 '
St se vertfican las condiciones
H l
im ) _ g o (10.31)
fpl=s-+eo [p[ ,
Y f
) teo '
lim —0(—1 =A>0 (10.30)
|| —+o0 |'E I+ |
con A>0y0<a< ——t entonces para cualguier solucion w de (P} y
m — ,
cada = € RN se tiene .
ulx,t !
lim —li(l—’(;)— = Co(A, e, Rym). l

t—=+oo $T=a(m=T)
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Demostracién.
De (10.31) v (10.30) se sigue que para cada £ > 0 existen constantes
kS, ks, df y d5 con Bf < kS y df < d tales que

(R —)lpl™ + k< H(p) < (R+)p|™ + k5, p € R

N
:I:|H'0 +ddy, x € RN,

(A~ )" + df < up(e) < (A+2)

Luego,
U(x, t; Hi (), ‘U(()])(')) + AT+ ] < ufx,t)

< U, t; Ha (), oSO + kSt + &, (,1) € RN x Ry

siendo U (z, t; Hy(+), 'u[(-f](-)) las soluciones respectivas del problema (P)F | para

los hamiltonianos

Hi(p) = (R o)lpl™, p € RY

}f
Ho(p) = (R+&)|p|™, » € RT

v los datos niciales

’U((]l)(:li) = (A —¢)|z|"*, 2 € RN

v = (A + o), v e RV,

Como para t — +oo se verifica

UGe, t H (), 080) ~ Coo(A—g,0, R — &, l'n)tlfi(“l"h”

U, t; Ha(), 'u((,?'}(-)) ~ Coa(A+e,0,R + ¢, m)lf,l—;(n':—u1

entonces la relacién

I + ex >1 51 O0<o <
l—a’(m— l)

m— 1
<l st =1 <<

determina el resultado sin mdas que hacer tender e — 0. g
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h

.. |

Observacion 10.30 i
En el caso en que —1 < a < 0 sélo podemos decir que para cada £ > 0
existen dos constantes k] y kf con k] < &5 tales que

u(, t)

Te{lA—¢e,0,R —e,m)+ &f < lgr_l}]_l}&f

o t
< lim supg <CuflA+e,0,R+e,m)+k; st =0

t—+0o -

(, t )
ki < liminf o < lim sup

tt o0 t t—too

u(x,t)
-t

<k si —l<a<0 g

10.2 Hamiltonianos con crecimiento lineal.

10.2.1 El problema de valor inicial.
De nuevo, argumentamos sobre el problema modelo

(PY* u; = RIVul en ]RNNX R
u(z,0) = Alz|'"*, ze R

o, 1

|
donde A > 0y o € IR. La solucion U(z, t) = U(z,t; R, A, @) de (P)] | coincide
con la formula de Laz-Oleinik: !
Uz, t) = sup uly) =A sup |y|'t*
yEBR:(x) ly—=|<Rt
Para la eleccion y = = se obtiene que
Uz, t) > A|.’I:|1+“, x € RN,
Sea Ymax = ymax(inat) S EHt("E) tal que

MD(ymax) = Uo(y), Yy e BH;}(.L) |

1

Como!
y

Vuo(y) = (1 + G)A)yl‘”|u|

U Nétese que Vug(y) esta definido para y € RN si o > 0y para y # 0 si o < 0.
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el nico punto critico de ug es y* = 0 cuando « > (. Notese que

400 sl < —]
u(0)=4¢ A si a=—] (10.32)
(0 51 > —1.

Veamos cOmo viene determinada la solucion del problema en funcion del
exponente o

Teorema 10.31 _
Para cada 2 € RY yt > 0, la solucidn del problema (P)il s

A([lx] — R s o< 1
Uz, t) =1 A st o= —1 (10.33)
A(]z] + R+ st > —1.

Demostracidn.
Distinguimos varios casos:

I. St a < 1 consideramos, a su vez, dos regiones:

e 51 x| < Rt entonces 0 € Bg(x) por lo que yp.e = 0. Luego
Uz, t) = +oo.

Figura 10.12: U(z,t) = +oo si | < RE,

e Si|z| > Ri entonces 0 € Bre(x) y como wo(yr) > uo(y2) si || <
|12], se verifica que el maximo se alcanza en la frontera, es decir,
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|
Iymax - $| = Ri !
|
de donde

|ymax| = |~E| - Rt i

¥, consecuentenmente,
. 1 \
U(x,t) = A(]z| — Re)' . ‘

2. 51 o = —1, se trata del caso uy constante, por lo que el resultado es

inmediato.

3. St > —1, como ue(0) = 0y uelyn) < wolyz) si | <yl (nton(es el
maximo se alcanza en la frontera de Bz}, es decir,

!ymax - "L'| =Rt :

de donde se obtiene

|ynmx| = |-’L'| 4+ R o

Observacién 10.32

Para el caso o < —1 se tiene ;
U(z,t) = +oo si [z] < Ri, ‘

(ue expresa cOmo a se propaga la explosién inicial del punto z = 0 a lo largo

del tiempo a través del cono de dependencia (véase la Observacién 6.4). | g

i
'
b
|
i

Veamos un grafico en el que se resume el comportamiento asintotico de

la solucidn de (P)} segin los diversos valores de o ;

n constante

lo emstc s:o[ucnon,l

{ Cregimjiento, no acotgdg

-1 0 ' o i

Figura 10.13: Comportamiento asintdtico (¢ — +-o00).



354 CAPITULG 10. LA EGUACGION SIN PERTURBAR.,

Para el problema global

(P) 1y — R|{Vu[ =10 en | RN x (IR\{0})
o w(x,0) = Alz|'*, 2 e RY

la formula de Lax-0leinik viene determinada por

sup Ajx —yi|'T* = A sup |y|'T, re RN, ¢t >0
Uz 1) = ¢ YEBr(D)  ¥€Bgi() - |
(:1) _inf Az —yi'T = A _inf |y'"t, 2 e RN <0

vEBR (0] veBg—y (2)
(11.34)

(véanse los comentarios de la Subseceién 10.1.2). Por tanto,

Corolario 10.33
Para cada 2 e RY y 1 e R, la solucion del problema (P),, cs

A([|z] = RO st < -1
U{z 1) =1 A sioo=—1
A([|=| + R.t]+)1+d st > —1.

Demostracion.
Basta tener en cuenta que para ¢ <0

Uz, )= A _inf |y|l+ﬂ = Alylnin(‘yttﬂl-m
YyEBR(—y (z)

CON Ypin(®, 1) € E[{(_t)(:s), ohteniéndose
|yin(z, )| = |2] — Rt st o< —1,
Ymind, 1) es arbitrario si o = —1
v, para o > — 1,

ymin(m; 'I*) =0 s |.’L‘| S R(—/)
[Yminlz, t)] = |¢| + Rt si |z| > R(—1). o




1
|
10.2. HAMILTONIANOS CON CRECIMIENTO LINEAL. 385

10.2.2 Evolucién de datos u; que explotan en la fron-

tera de compactos. i
Como en el caso de hamiltonianos superlineales, podemos completar la ex-
posicion con los casos que ilustran la evolucion de datos up que explotan en la
frontera de un compacto, que se corresponderian con las elecciones o = —oo
y v = 400 en la expresion '

Al z e RN (A > 0). ;
Este estudio queda recogido en los siguientes resultados:

Teorema 10.34
Si

+oo s |zl <1 |

up(z) =4 A st || =1

0 st |zl > 1

enloneces la solucion de Laz—Oleinik del problema ,

w; = R|Vul en RN x (R\{0})
(P)—co. { w(e,0) = ug(z), = € RN

viene dada por

s ) oo s fz| —RE <1
ZJ(L,I)—{ U' 5t |_L|—Rf>l :

mientras que en los puntos (£,t) tales que |2 — Rt =1 se tiene

. JO  sii<o

Ui, b —{ too s 0> 0.
Finalmentc, f
. +oo 51 lz] < . +oo st [zl < l
Lyh) = . - i x, b)) = . H
tl_}n&bl(r,f) { 0 st |z| > 1 Y al_lﬂ]—u(n’ ) 0 st |zj > 1.
Demostracion. ‘
Para ¢ > 0, como se verifica f

((uo))" (2) = (wo)"(x), = € RY,
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la fdrmula de Lax-Oleinik viene dada por

U, t) = sup () (y), = € RN, 1> 0,
'yEERt{x)

es decir, para z € RN y 1 > 0,
Uz, 1) = (o) (Ymax(£,8)) con yuax(z,1) € Br(z).
Distinguimos tres casos:

I. Si || < Ri entonces yax(z, 1} = 0, tuego U(x, 1) = +oo.

2. 51 Rt < |z| < R+ 1 entonces

x| — Rt
Ymax(, 1) = L:c.

e —
Cowmo

|ymax(-'5;f»)| = |.’E| — Rt < I,
entonces (x,1) = +o0.

3. Si &) > Rt + 1, para cada y € Bg,(z) s verifica
o] = |y] <y —w| SRt = |y} > |« = Rt > L.
Por tanto,
(uo)*(y) = 0, y € Bre(w) = U(x, t) = 0.
Cuando ¢ < 0, debido a

{(wn)"). (:L‘) = (*u()),(:l,'), T e IR,N;

entonces

Uty = _inf (wo)e(y) = (wo)elymin(z, 1)), 2 € RN ¢t <0,
yEBp(—y) (w)

Distinguimos los diversos casos que pueden presentarse:
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1. Si lz| < Rt + 1, como para todo y € Br,(xz) se verifica

lyl =zl <y — ] < R{(=t) = |y| < || + Rt < L.

Luego

(uo)e(y) = 400, ¥ € Bre(x) = U(x,1) = +oo.

2. Si |#] > Rt + 1 entonces

x| — Ri
ylnin(mst) - Lﬁ—w.
De esta forma, la propiedad
|ymill($,t)| = |.'L'| — Rt 2 1

implica

U(,t) = (20)e{Yminlz, 1)) = 0. o
De forma andloga se muestra el siguiente resultado:
Teorema 10.35
La solueion de Laz—Oleinik del problema

(P) {m:f{wul en R™ > (IR\{0})
] w(z,0) = uglz), € RN

para

U(z,t) =

st |:
|

0
+o0 st

——

mientras que cn los puntos (&, t) tales que |T| + Rt =1 se tienc

.2 0 si <0
u('b’t)_{ Joo si t>0.

Finalmente,

t—0+ G0 st

. n_ ] st |w] <1 PN .
lim U, t) = { el > 1 y lim U(x,t) = { +oo
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Demostracion.
Argumentando para ¢ < 0 (el razonamiento para { > 0 es analogo), la
prueba empleada en la demostracion del Teorema 10.34 permite escribir

U, )= ol (wn).(y) = (woke(Yainle, 1))

vEBR(—q («)

donde

lymin(z, 8)] = || + Rt si |z| + Rt < 1,
ymin(mat) = ﬁ 81 |.'I,‘| + Rt =1
€
[ &

YminlT, 1) € ﬁﬁ{_t)(:r) arbitrario si o]+ Rt > 1. ¢

Observacion 10.36

Los casos considerados en los Teoremas 10,34 v 10.35 se refieren a datos w,
discontinuos para los que, por tanto, no puede haber unicidad. 5in embargo,
las soluciones alll obfenidas -1 v Usiwe 1. respectivamente, son wnicas en
el sentido de las formulas de Lax—Qleinik, es decir:

1. U_ o1 es solucion fuerte de viscosidad del problema

w, = R|Vu| en RN x IRy

(M +oo st fal < |
(e, ) =<¢ A st |z =1
0 si |z > 1

y para cualquier otra subsolucion w de (P)*_ | se verifica
¥

J "
w = (U_on)" en RN x IRy.
2. U_io1 es solucidn fuerte de viscosidad del problema

u; = R|Vu| en RN x IR_

(P) oo +oc st |w| <1
u{z,0)=¢ A si o] =t
0 st x| > |
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y para cualquier otra supersolucién u de (P)Z,, , se verifica
— N
s = (U_o1 ) en RY x IR_.

3. Upeo, es solucion fuerte de viscosidad del problema
u, = R|Vu| en RN x IR,

(P) oot 0 si x| < 1
u(z,0)=4¢ A st o] =1 ‘
+oo s |zl > 1

y para cualquier otra subsolucién v de (P)iw.l se verifica

= (Upoor)” en RN x Ry,

4. Uyeo,s es solucién fuerte de viscosidad del problema ,

w = R|Vu] en RN x IR_

(P)ieon 0 si o] <1
w(z,0)=4q¢ A si |z|]=1
+oo s |z| > 1

y para cualquier otra supersolucion u de (P)] ., se verifica

e = (Upoo ) €N RN xR_. o

Observacion 10.37

Los casos extremales & = —0o y @ = +o00 pueden ser también abordados
mediante argumentos de convergencia. Asf, consideremos el problema apro-
ximante !

1

= RiVul en IRY x (IR\{0}) i

u(z,0) = Alzi!te, z € RN i

|

cuya solucidn es, para o < —1, :
|

. N L e | o0 st |a] < R4 !
Yoo, 8] = Allle] = Rel )™ = { A(le] — RO™ i o] > Re.
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Claramente se tiene que

+oo si Ju| — R < |
V(e,t)= hin Usa(z,t)=4q A si |z —Ri=1
e 0 si |u|—Rt> |

es una solucidn discontinua del problema

uy = R|Vu| en RN x (IR\{0})

(l:')-oo.l +oo s |:I}| < |
u(z,0) =< A st |x] =1
0 si fzl > L.

y, con clla, de la unteidad, annque

wp o Foo st |z =Rt | . N IN
Vi) ‘{ 0 si Ju|—Rt>1 }‘ (Uooon) (1), w € T, £ 20

+

T en el sentido relativo a

es la Mnica solucion fuerte del problema ()
soluciones discontinuas descrito anteriormente y

v ] 4o st x| -RE<1 | N .
V(x,t) = { 0 G |e|—Rt> 1 } = (U_co )-(m, 1), € IRT, £ <0

es la finica solucion de viscosidad del problema (P)7_, ; en el sentido antes

resefiacdo. Recuérdese que para todo = € RN,

lim V™ (x,t) =

=0t

+oo si x| <1 e
{ 0 si|x] > 1 ! tllyl(}l]/ (i:4) =

Cuando o > —1 se tiene
Ui (e, t) = A([|2] + R, « € RV, 1 € IR,
lo que determina que

0 si Jul+ Rt <
Wiz, t) = 1_1}14{1 Usp(z,t) = A st |z|+RE=1
ae +oo st |u|+RE> |
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sea una solucion discontinua del problema,

u, = R|Vu| en IRY x (IR\{0})

(P)-}-oo,l 0 5 [’Ll < !
u(z,0)=¢ A st |zf=1 :
+oo si || > L ’

Andlogamente a como ocurria en el caso anterior, la convergencia o — 400
provoca una pérdida de la unicidad. Ahora :

0 st [zf+ Rt < 1

*( — — *( - N
w (.I,,t) = { +oo o |.’1'Z| + Rt 2 | }— (21{4.00?]) (.L,t); r€R y tZ 0

|

es la ninica solucién del problema (P)I_ | en el sentido anteriormente deserito,
¥

0 si Jz|+RE< 1

- — — . o N ‘
W*(‘L:t) - { +oo sl I‘F| + Rt > 1 } - (Z’{-I'OOJ)*('E:t)a z € R H t .<_ 0

§
es la Minica solucidn, en el sentido precisado antes, de (P)7 ;. o ‘

10.2.3 Transito de hamiltonianos superlineales a linea-
les.

‘arece natural estudiar la convergencia de la solucion U, ., del problema global
i
(P) u, = R|Vu|™ en RN x (IR\{0})
GV w(e, 0) = A, x e RN
cuando m — 1 en funcion de los diversos valores de o € IR

k. Aqui sdlo tiene sentido el comportamiento 1 — —oo. Al con-

siderar m — 1 en ‘

I%n
u’.‘(,l]l(mjt) ~ C—oo(_t)l_“ m=1)  para { — —00,
se obtiene, de forma heuristica,

|il}11 Unmlie, 1) ~ ARH“(—t)H'“ si t-» —00,

m

acorde con el resultado del Corolario 10.33. .
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2. |ae = —1| De forma inmediata se verifica
U_ylz,t) = A=U_ 1 (2,1), (2,8) € RY x R.
3. Para el comportamiento t = —oo se tiene o € [, = IR para
cualquier m > | y
Uz, 1) = ~Splz, —1) s1 t < —7(x,1)

donde
1

m—-1
) , z€ RN, 5 >0 (10.35)

. Ed
z,t) = '
T(L, ) RIH((] + O-’)A".‘/min(w:t)!”)m_l

Por tanto

Ui, 1) = '[‘3(1‘””“"‘(@(53175))‘“%1 si t < —7(x,1)

stenndo "
m—1 T
Elin) = = Y r,t) = —
() me=1 wle,t) R{—1)
La propiedad
lim mm—1 = ¢ (10.36)
m—1

(como es habitual e denota la base de los logaritmos neperianos) hace
que se tenga

lim &(m) = 0.

m-rl

Como por otra parte

. 0, 2| < R{—1)

lim (p(z, ))=-—1 = 1, lz] = R(—1)
m—+1

+oo, |z| > R(—%)

entonces se V(?.I'iﬁ(lit

lm U, oz, 1) =0 si |2 < R{—1).

m-—+1
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Para estudiar lo que ocurre cuando |z| > R(—t), denotemos

|\
R({—1

m-—

¢ = hm Usm(z,t) = M 1 (m —1) (

donde hemos utilizado nuevamente la propiedad {10.36). De esta forma,

|

g L (e 3

=t ( e + :Ln—lrl In{m — 1) + m—1 In R(=t) :
. (u) (m— 1}in{m - 1)+ In (ﬁ(—lt—)) :

+ lim = 400 i

e m—+1 m-—1

puesto que |

lim(m—1)lo{m—1)=0. }

m—1

Por tanto,

0 st |z| < R(—1)
[}]1111 U, m(f” i) { 400 sl |.r| > R-(—'t) 5

conforme con el resultado (véase de nuevo el Corolario 10.33). |
i

[parzn m > | verificando
m—

1

Por otra parte, como o € [,,, = ]#1,

ofm—1) <1,
entonces, a partir del Teorema 10.2, se verifica
1+
Upm(w, 1) ~ Coot T=am=TF  para { — 400, ;
por lo que el limite m — 1 lleva, heuristicamente, a

hm Uy m(z, ) ~ ARMO 6t o oo,

m-—3
resultado acorde al obtenido en el Corolario 10.33, pues .
Ugp(z,8) ~ AR st ¢ - oo,
De hecho, las estimaciones locales del gradiente permiten probar la

convergencia
Upm = Uy para m — 1

untformemente en subconjuntos compactos.
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Los casos |a = —oo|y |e=4oo| pueden ser también cousiderados en el

estudio de la convergencia de hamiltonianos superlineales. Alora los Teo-
remas 10.20 y 10.22 tienen un papel destacado. IEn efecto, recuérdese la
expresion

: T — ] )y =T
U_oml(z,t) = (m— 1)(([le+(lf;) , t< 0

400, L >0,
por lo que carece de sentido la convergencia para t > (. Claramente,

{ O st b=l SR=H

lim 24_ oom(’ ’) 4o sl [l - |:13|]+ > H'(_"‘)

m—1
que coincide exactamente con la funcién

v ] Aoo st fz| =Rt < :
z/[—oo,l(‘l’: Il) = { 0 Si |.’L’| . R!’ 2 l (f [))

(véase el Teorema 10.34), pues basta observar que al ser § < 0 :
LSi|e] =Rt <1 = 1—]z| > =Rt > 0=l —|z|]3 > —Rt > 0. Lnego,

lim U_ o m{z,t) = +o0.

m—1
2.8z —Rt > 1= 1—|z| <[l —|z|]4+ < —Ri. Por tanto,

Hm U m(z,t) = 0.

m—1

De forma analoga, st consideramos la funcion

N (m—H( L] — ”* \ Lt <0
Z/{+m!m(.l,: t) = \ H,Illm /

+00, (>0

nuevamente carece de sentido la convergencia para £ > 0. Ademas,

0 si [le] 1]y < R{=1)
11m ?4+oo m(E t) { 400 sl [ITI - l]+ > R(_f)

nm—;

(¢t <0}
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que coincide, argumentando como en el caso anterior, con la funcion

o 0 s el +Re< |
Upoon(:1) = { +oo si |xz]+ Rt > 1 (¢ <0) :

{(véase aliora el Teorema 10.35). g

Observacion 10.38
. . . !
Podemos ratificar los resultados obtenidos en el estudio de los casos “ex-

tremos” @ = —oo y @ = +00 mediante un doble paso al limite. '

- Aqui, “up(x) = A|z[!T*” significa |
+oo, |x| <1

ug(x) =4 A, lz| =1 |

0, lx| > 1. '

Formemos la sucesion ;

i 1 :
{a(ln) B _]“ -1 }1<m<2 . :L

Como para cada m €]1,2[ se verifica que o(m) < —1 entonces, por el
Teorema 10.9 sabemos que la solucién del problema \

u; = R|Vu|™ en IR x] - oo, 0]
(2,0) = Alz| ™) p e RV

verifica

Ui, 1) ~ O (=) TR = (0 (=) 2550 g1 { = —o0

donde la constante C_., = C_q, (A, a(m) R, m)estd definidaen (10. )‘))
De esta forma, haciendo tender m — 1, obtenemos

Il
t
|

lim Z/{n(m) ml#,t) =0 si t = —o0,
m—1

resultado acorde con el Corolario 10.33 puesto que, en este rasu la

solucién de Lax-Oleinik del problema (P)_q, 1 es

B B |
u—-—oo,]('r’ii) - { 0) I;l;l — Rt Z 1 ‘
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2. Ahora, con la expresion “ug(z) = Alz|'**” queremos indicar

0, le] < 1
wp(x) =< A, le] =1
+oo, |z|>1.

Consideremos la sucesion

.1
{0‘(1'11) — } .
m>1

A partir del Teorema 10.6, la solucién del problema

u, = R|Vu|™ en RN} — oo, T
’U,(.’L';(]) = AI:{;|]+”(“‘)’ @ € ]RN

viene dada, para z € RY y —oo <t < T, por

Z‘(n(m),m(:”: t) = —Sm(;g: T(“l] _ 1',)

(]

donde &, esta definida en (10.35) y

-1 m—1i 1
Tﬁ;‘)iRl (“‘A ) S =T S m L
‘rnll'l .

Por otro lado,

0, le] < 1
lim Al = yy(a) = ¢ A, le] = 1
m—1

+oo, |&] > 1.

En esta situacion, la funcion limite
Wi, ) = lim Uy, 1)
m—+1
C e N 1 e
estara definida para 2 CR™ y —o0 <t < T Por defintcion,

1
} |‘,L.|m 1
Z/{(ft ni),m &€, ,) = (”'l — [)
(il Rmm™ (T((;Q'J - f,)
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‘.’EV“ |$|m
(H] ) m— 1 m-—1 RlﬂmAm_]t
a — Rm™¢ I — (m——l)"‘*f
-

Ed ] — Rt . 1
= A . _ : o i t m—1

|B| 1 — Rt RH]mAm—lt AI‘E| (lI}(‘Lv )90111( ))

{m - 1)m-1
donde

. |.'1:| (t) N 1 —Re

TR YT Rm™mA™-1¢"
[T

(m— 1)m-!

Como para cada 1 > 0 se verifica

lim @,(t) =1

m—1

entonces, para todo ¢ > 0
l—e<pnt)<l+e 0<m—11
Distinguimos las diversas situaciones que pueden presentarse:

(a} |x| + Rt < 1. En este caso ¥(z,t) < 1, por lo que tomando

0<e< -1

Uz, t)
se verifica
Uz, Hom(t) < ¥z, t)(1+¢) <1, 0<m—1 <KL
(Consecuentemente,

W(‘I},f) = lim Z/{u(m),m(mut) = 0.

m—1
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b) |z] + Rt > 1. Ahora ¥(x. 1) > | por lo que basta tomar
3 1 1

l

0<6<17\I}(;1¢,t)

para obtener
W, pm(t) > Yz, )(l—e)> 1, 0<m—1<« 1.

De esta forma,

W(;L‘?t) - hﬂl utfm\ m(w-: ?L) — +OO
m—1

(¢) |z| + Rt = 1. En esta situacion se tiene ¥{z,t) = 1 por lo que

m t)—1
Wiz, t) = im Uy m(, 1) = exp (liu‘l &\

m—1 m—1 m— 1 j .
Como
<ro|n(t) - 1 _ I{l HlnlAln_l — (n-l _ 1)!1]—1
m— 1 o m — 1 (”1 _ l)m—l — RimAm—iy

entonces, por la regla de L’Haopital se verifica

. L:Dm(t) -1 Ri . m™ — (Il'l — J-)“171
lim = limn
m—=1l _m—1 ] — Rt m=1 m — 1
Ri

= I o _ _ m—1
= R ((1 4+t m)m™ = (U +In(m — 1))(m — 1))

] 4o st >0
] —oo st t <D

Luego, en esta regidn, se tiene

+oa sl >0

Wie:t) = B Usgmym{z,t) :{ —oo 81 L < 0.

m
Por tanto, la funcién W viene determinada por

40 st o] + Rt < 1
W(‘L’t)~{+00 si ||+ RE>1. g
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10.2.4 Generalizaciones.
Consgideremos el problema
(P) { u, = H(Vu) en IRS x IRy .}
w(-,0) =wue(-) en R
donde nuevamente, con el fin de simplificar, s6lo consideramos el problema

para tiempos positivos.'?

A partir del Corolario 10.33 se muestra:

Corolario 10.39
Supongamos las condiciones

H(p) < Rlp| + ks, p € RN

con ky € IRy
up(x) < Azt + dy, x € RV

con A>0, dy € R y o € R. Entonces cualquier solueion u de (P) verific
u(z,t) <U(x,t) + kat + dy
donde }

Az = REO™ si o< —1 1
Uz, t)={ A si o= —1 (10.37)
A()z] 4+ R)1He st a>—1. g

R

Aunalogamente se verifica:

Corolario 10.40 5
Supongamos las condiciones
H(p) = Rip| + k1, p € RY i
+
con k1 € IR y

up(x) > Alz|""™ + dy, « € RN
con A>0, dy € Ry o€ R Entonces cualquier solucion u de (P) verific

&

u(z,t) > Uz, t) + kit + d
donde U estd definida en (10.37). '

'2El problema retrégrado se abordaria de forma parecida.
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Corolario 10.41
Supongamos las condiciones

H(p) = Rjp| + &, p € R"

con ke Ry
uo{x) = A|;L‘|1+“ +d oz € RN

con A>0, d € IR yoc R, Entonces la solucion v de (P) es
w(w,t) = U(x, t)+ ki + d,
siendo U la funcion definida en (10.37).

Corolario 10.42
Supongamos las condiciones

H(p) = Rlp| + %, p ¢ R"
con kIR y
Als[" 4 dy S ugle) < AT 4y, w & RT
con A >0, dy <dy ya € R. Entonces cualquier solucion u de (P) verifica
Uz, t)+kt+dy <, t) <U(x,t)+ kE+ dy.

. N ey
En particular, para cada x € R”, se verifica

AN

lim L—)'ﬁ st <)
=400 1

.t
[1m u(r, ) = AR+ L st a=0
f—++00 {

£yt . .
lim ulz ):AR,]+" st >0, g
f—+eo

Corolario 10.43
Supongamos que

H(p) = Rlp|+ &, p € R
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con k € R y

con A >0 y o € R, Entonces cualquier solucion v de (P) verifica
Uz, t)+ k4 dy <ula,t) <U(w, )+ kL + ds.

En particular, para cada 2 € RN, se tienc

. wu(x, t

limm =k st <0
t—o+oo |

. (i, t

lim ( ):AR+k si ao=*H
t=rt-o00

wlr. t

lim u(, ) = AR s a>0

=40

Demostracion.
Basta tener en cuenta que para cada £ > 0 se verifica

U, oSV () + kt + d < u(w,t) < U(x,t; w$9()) + kt + d

donde

u(z) = (A= e)fz] %, = € RN

v (z) = (A +e)a't, z € RN, o

Corolario 10.44
Supongamos que

—

lim flp =R>10

lpl—=+oo i |

to(2)
li =A>0
|x|lH|}oo 2

con A >0 ya>0. Entonces cualquier solucion u de (P) verifica

'U,(fl’), t) - AR‘1+L¥'

t—+o0 L
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Demostracion.
Como en particular o > — 1, para cada ¢ > 0 se verifica que
(A —e)(|a] 4+ (R — )t} + kit + d5 < ulw, )
<A+ (el + R+ +hst+d5, = € RY, 1> 0.
De esta forma, al ser oo > 0

u(z, 1)

(A—z}R—-2)t" < ltim inf

—+0o t]+(l’

u(:t),'t)
t!-}wr

<(A+e)(R+e)te

< lim sup
{—+4oo

Haciendo teuder ¢ — 0 obtenemos el resultado. g

Observacién 10.45
En el caso en que o < 0 sélo podemos decir que para cada & > 0 existen
dos constantes & y & con k] < &S tales que
w(x, 1) w(a. )

Ef <liminf = = timsup
=00 , t—r o0

< k.

En efecto, basta tener en enenta que para ¢ € RY v ¢ > 0 se verifica
(A—¢)(|=|+ (R — E)t)H-u + kSt 4+ d] < ulx,t)

<{A+e) (| + (R+e)) M + 5t 4+d5 si —1<a<0

(A= e} ([la] = (R— )], )

<(Ate)(llal = (R+e)tl,) T+ k5t + s si a<—1. o

Ut < e, )



Capitulo 11

La ecuacién perturbada.

11.1 Soluciones de similaridad.

i
Tal como sucedié en el Capitulo anterior, parece oportuno que nos mtewse

mos por las soluciones de similaridad de la ecuacion
u — R|Vu|™ 4+ du? =0 en RN x Ry (11.1)
para m > 1, ¢ € Ry R,A > 0 dados. Para ello, distinguiremos vartas

situaciones,

11.1.1 Casom>1yg¢{l,m}.

Pretendemos encontrar soluciones « de (11.1) de forma que la funcién

u,(,1) = g, j17t) !

sea también solucion de dicha ecuacién para algunos valores concretos de los
parametros «, # v . Como

() = p 0y y Vu, = pt'Vu,
entonces
(u#)t - R.l\_;uulm + )‘“ft = .H“"'ﬁu; — R;:,(u+1)m|Vu|n, + )‘\Hﬁrfl-u.q.

403
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De esta forma, debe verificarse

obteniéndose

—du¥

/_A_'—_\
(“‘,u)t _ ervu#lm n A’ltz — #‘LH—,@ 1y — R‘l\—/ulm +/\\'u.u(f;—l)'—[3“d

= ot [g“(”_])_ﬁ — 1] w' =10

m .
alg—1l)—(m—DNoe-m=0& o= IR
- g —m
alg-1)—-1=0sa= s m= L.
g—1
in el caso que nos ocupa, ¢ & {1, m}, tiene que verificarse
m _ qd—1)m
o= y g ez
g—m ¢ —m

[nego la solucion u, debe ser de la forma
m g—1)m
wu{, 1) = po=mu | g a=w 1)
Como buscamos soluciones invariantes bajo esas transformaciones, debe cum-
plirse

m . {g=1)m
u{w,t) = wy(z,t) & pn—u(s,t) = u (,u.:r:,;t. = t) .

Derivando la expresién anterior respecto de e, se tiene:

mo g=tm
,u?i_ffu(:::,t) =z-Vu (/L:E,;L = t)

m — i
g—1m (m- (g—t)m
+(L—)—jf g—1m f,‘u,t (ﬂ».’l}”[t 111 t) .
¢ — m

Finalmente, haciendo ;¢ = 1, obtenemos la ecuacion de similaridad

m

— D
w(z,t) = a - Vu(e,t) + utut(:n, t) en RN x R,.

m— ¢ q—1m
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Teniendo en cuenta que ¢ € {1, m}, un analisis dimensional lleva a

g—m dt  dr m-gqdu

(q - l)m? ] m ou
Por tanto,

dt  (g—D)mm— qdu

du 1- 1
=(l—g)—=2t=u""=>u=1tT
i Gg—m m  u U ;

it —l J', {g—1)m g=—1m
(_ — EL__)III‘_;‘"_ =t = |:E| qq—m = |‘.L.| = tlo—1m

t g—m =&
De esta forma, las integrales independientes son
" x

y i 111
LTI =

por lo gque las soluciones de similaridad de (11.1) tienen la forma

u(z, t) = Ty (ﬁ, 1) , (z,1) € RN x IRy.
f{g=T)m

Denotemos por

f(n) = u(n, 1)

&
—m

t{g—-1}m

donde

1=

es la variable de similaridad y busquemos soluciones clasicas 1o constantes
|

con simetria eslérica de la forma

f(n) = f(Inl) = f(£), £>0.

1
Utitizando de nuevo la ecuacién (11.1) vy la igualdad
m—q 2m — (1 +m)g
— 1= ,
(g — Dm (g — 1)m ‘
se obtiene |
_ | g—m 1 b
0 =u, — RiVu" 4 At = tT=af — (AR -V
1£7] ] Hll + 1L l T q q (([ — 1)[]] t!1+;ﬂ_1q;]2m
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~R (t?iz;-%,,—wﬂ) AT,

Por otra parte, a partir de las igualdades

(1 +m)g~2m t (g—Dm+q

(¢ — m g—1  (¢g—1m

g —m 1 7}
(q—Dm " g—=1 (¢g—1m

se deduce

] m — ® g 5
B g . Vf — R |VE" 4 AT =0,
1 —gq (¢ = Dm 525
Finalmente, con la notacion empleada anteriormente
X M & 1_<1_.
g—1l)m+4q = tl_q g—m = !’ —!I”
i {e=1hm tlg=1)m

podemos escribir

—q¢  {g—1)m

Por tanto, f debe verificar la ecuacion del perfil de la similaridad

1)+ L )~ R M) =0, €50
q (¢ — 1)m

0, equivalentemente
76 =B = (L= ) RIFQP = MO, €0 (112)

I
Proposicién 11.1
Secam>1 yqg&{l,m}.

1. Las tinicas soluciones constantes {no negativas) de (11.2} son

=0 st ¢q>0

[i l —
175 (1 f4 0T Uf — RIVEM + qu) = 0.

m

oy
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2. La wnica solucidn potencial no negativa de la ecuacion (11.2) es

F3(€) = Aokmms, €0 (11.3)

1
A f|m—g\"] ™9
Ay = [_ (I 1|) ] |
R m
Demostracion.

Las soluciones constantes y no negativas de (11.2) se obtienen de forma
. . ) 1
inmediata, pues

donde

E=10 para ¢ >0
flO=kebk=XN¢- 1) & 1

| \#T
= — ar I
k (/\(q_ 1)) para ¢ >

Busquemos ahora soluciones de la forma

fO)=at?, €50 con a>0y B#0.
Como
f1(&) = ape? 1, € >0,
la ecnacion (11.2) determina

m — 1¢0— my g im —1)m g
af - ——eape’ = (1 - g) Ra" (BP0 — aate],

es decir,

73— 1)m — ;
—(E([ )l‘ﬂ ﬁqu — (] _ (])qu [R‘am—q|p)|1n§(,[i~—l}m—,!3q . )‘] gﬁq-

m

Por ser 7 # 0 entonces
m

m—q

(B—-1m—-fFg=0= 4=

Por tanto,

m m#_G
a3 =0 am 2 (220)]

m



408 CAPITULO 11. LA ECUAGION PERTURBADA.

Consecuentemente f coincide con 3.0 g

Observacion 11.2
Como hemos mostrado, las tnicas soluciones potenciales de (11.2) se
obtenian, de hecho, para la ecuacion

- m — ot E . 1 m N 4 3
J(6) = ——f(&) = (1= RIFEOI" = MO =0, > 0. (11.4)
Veamos que éstas son las dnicas soluciones de (11.4). En efecto:

L. RIf|™—AS" = 0. Integrando esta ecuacidn se llega a

A

o™ - U= = () €6 e> 6

I

m— g

es decir,

[§1]
m— —

1) = (@D + 45 (€~ )] "7 > 6o

L. M= i
2. f= —ifj'. Ahora se obtiene
m

m

f(€) = f(&) (f_i) " , £ &

Asi pues, cuando ¢ # 1, la dnica funcién que compatibiliza las dos coudi-
ciones anteriores es

131

f3(8) = Aplm=, £>0. g

Observacién 11.3
Ndtese que cnando ¢ > m entonces f; es una solucidn de (11.2) con la
propiedad f3(0) = 0 mientras que si ¢ < m entonces f3(0) = +o0. g

'Nétese que, de hecho, los dos miembros de la ecuacién diferencial (11.2) son idéntica-
mente nulos.
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i
Observacién 11.4 ,
Las soluciones constantes de (11.2) dan lugar a las soluciones de simila-

vicdad
! a1 i
‘U,I(Zl:,i) = O (q > 0) y uz(.’E’t) = m (([ > l). (l l-ls)
Una solucién de similaridad cnando ¢ # m viene dada por ;
A m L
ws(,1) = 1773 f(€) = 173 [— (—' - "') s}
. R m

— T A flm—gq| |*:|n ) A Im—(l||ml "
R m e R m

Por tanto,

/\ o m 'rn__q
uy(x, 1) = [l:_{ (yhﬂ) ] ,z€RN, t>0. g (1 l_.()')

11.1.2 Casom>1lyg=1.
Cuando m > | y ¢ = | la ecuacién de la similaridad toma la forma

m

u(z,t) =« - Vulz, 1)

m— | ;
por lo que el analisis dimensional determina

dr m-—1du

| m  u |
Por tanto, sélo hay una integral independiente
kY
m
I"E| tn—1
Consecuentemente,

w(z, ) = klz|==1, z € RN, t > 0.
bl b 1 —_
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El valor de & se determina para que u sea solucion de (11.1), obteniéndose

) )‘ -1 th El_—i
w(z, ) =0 y uy(z,t) = {—ﬁ (m |:1:|> } .

It

Nétese que uy coincide exactamente con (11.6) cuando hacemos ¢ = 1.

11.1.3 Caso¢g=m > 1.
Por lo dicho anteriormente, las soluciones de simifaridad de la ecuacion
w— R|Vu|™ 4+ d™ =0 en RN x R,
son de la forma
ufw, t) = tl_:?f(;r:)

siendo £ > 0 una solucion de la ecuacion

(
———f — R|VE™ + M™ = 0. (11.7)

I —m
Nétese que si f Z (0 entonces

1 * m-1 __
R‘Vf{m — AfM f = ’\(n] l)f l

m — | m— 1

£f>0

1

Suponiendo que () = f(|2[) es una solucidn no constante, entonces ésta
viene determinada por la relacion

ff(r) s ( : )ﬁ( ), 0<ry <
-~ = r—ry), 0<pry <o
Hro) (A(m — 1)s™ — s)m R{m — 1) ! "

Buscando soluciones de (11.7) de la forma

f(x) = k|x|", « € RN
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debe verificarse
k _1ym m
——lz"~ R (k2P =)™ + A (kle[)™ = 0
v=0
& k

|l —m

1

1 m—1 :
)\kl]lz k: s [ — . ‘
+ 0=k=0 6 k (—/\(m_l)) :

Por tanto, obtenemos

wi(,t) =0

que coinciden con las funciones dadas en (11.5) haciendo ¢ = m.

11.1.4 Casom=g¢q=1.

En el caso particular en que m = ¢ = 1, es decir, cuando la ecuacién (11.1)
es de la forma
w— R[Vu|+ =0 en RN x R,
hacemos el cambio de variable
w(x, t) = Mu(e,t)
para el que

wy = Aettu + My = e‘“(u; + ) = g 4 du = e Mg,

Vw = ¢"Vu = Vu = ¢ MVw.
Luego:
0=wu — R|Vu|+ du = oM, — Re™M|Vw| = ¢ (1, — R|Vwl).

Es decir,

w, — RIVw| =0 en RN x Ry,

de donde
w(z, ) = wlw, e
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11.1.5 Casom=1y¢<l1.

Estudiemos, con mas detalle, las soluciones de similaridad para esta eleceion
de los parametros m v ¢. Para ello, buscamos soluciones de similaridad de la
ecuacion

u, — R|Vu|4+ A’ =0 en RN x R,

entre las funciones de la forma
|z]° .
u(w, 1) =1f — = L f(€)

|8
'I’ oy . . . "
il . Ahora, como m = [, la ecuacién de la similaridad tiene la

donde & =

expresion
B—1

C}’f - ‘f/" - Rﬁ(tf)T Ifrl + )\tm}—t‘r+1fq m 0,

por tanto, tomando

o

= C =1,
g ° p=1,

debe verificarse

A = RIS = AL O = (= )i+ R

Asi, st f7 2 0 entonces

el
E+R A\l —gq

Para simplificar la escritura, escribimos la anterior ecuacion en fa forma

; 1 y P(y) .
Y = —— M) = = 1.5
Y= +R (l — ¢ Ay ) Q) (11.8)

JHM—ff =1 —q)E+R) = [ = + '\f”’) :

con y y
2] — - P - TR
Ply) =+ _q+)~y’— — (14 A0 = a)y)
)f
Q{z) ==+ R.
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Como
ar 1 _ a¢) ar o0
- = Aqy? ! — =] o — r—
dy ( | — ¢ Ay ) > = dy Oz’ !

, , . ?
la ecuacién (11.8) no es ezacta. Por tanto, veamos si existen factores inte-

grantes de la forma v = v{y) :

! 1 1 )

P(,y) = —— (1420 — g)y"™ ") v(y) = (g + A1 — @)y") v(y)!
l —g¢g | —q

)

Q@ (x,y) = (= + R)v(y). |

Por tanto,

_oPr 9

dy dx

ﬁ_d—q(D+A““@W4bﬂﬂ+w+AU—qMﬂﬁwn=VW)

-+MW”)WM—(T£—+AM)ﬂWJ
—q

@ww=—(

I —¢

| ,
& (1 e )\qy""‘) v(y) = - (1 - il qu) V(y)

2 _
& (—q + ,\qu“) v(y) = — ( L )\y") V()
| —q l —g¢

o I/'('y) _ _f—:g + ,\qu—l
v(y) TJ—LE + Ay? !

Py

V{g) 2= q+ (1 — gy

v(y) y+ A1 —q)y g
1+ Mgl — q)y"™! 1

= - U™ (1 —4q) |

y + A(L - q)y?

=

con lo que

o (i(y)) = —Infy + A1 = q)y] = (1 - Q)/ y + )\((fy~ q)y?
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Como

/ dy _j dy
Sy A =@yt yrly A1 = g)]

hacemos el cambio de variable

y 1z
p=y T dr= (1 -y = 2 =
g l—yq

de donde

/‘ dy o / dz
y+A =gyt L—q/) 2+ M) —q)

=7 : Infz 4+ M1 — ¢)] = ln ['._Ulpq + AL - (i)]'

—q l—¢

De esta forma,

In{v(y)) =—luly + Al — )y’ = In {yl_g + Al — q)J

1
- ([y + A -y [y =7+ AL -~ ‘1)]) |

Consecuentemente,
N 1
Sy AL =@y [y A = )]

v(y)

[

Yy [I + /\(l - q)yﬁ'—l] [yl—d + /\(] _ ([)]
]

y [y + 201 = @) F A2(1 — q)2ye-1]

Para esta eleccion de v(y) se obtienen las siguientes funciones

Fa,y)= l L
-qJ - l__qy]—q__*_A(l_(!)
y |
x4+ R
y [y 2A(1 — q) + N1 — g2y 1]

0 (,y) =
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Claramente,

arr 1 (1 —q)y? _ T
dy  1—qlyr+ 21— wly+ A1 =)

oQ" I
. yly'=r+ 201 — q) + A1 — q)?yet] '
Ahora bien, como

2

y A =g =y [T 2 - gy T AN - )]

=y 7+ 201 = q)y + N (1 = g)*y" |
=y [y 7+ 201 — ) + 321 — )%y
se verifica

ars o

dy e
Ademas, podemos escribir el factor integrante en la forma
1 .
v [y + AL - )" i

vy} =

con lo que

z+ R !
¥ [yt + A1 — )]

Qx,y) =

Como i Pr(a.)
dy e,y .
— =y = P (x r — € =0.
. Y 00z, 1) = P (z,y)de — Q" (x,y)dy =0

: d o : ,
Busquemos wlz, y) tal que —E =P ﬂ = —" con lo que se tendra
O T dy [
= a1 0y P (i, y)de — Q (2, y)dy = 0 = u(z,y) =
diu = w—de + —dy = P (2, ylde — Q" (x,y)dy = u(z,y) = c
P dy (2 Y s Y)ay 1Y €
De esta forma, ;
e 1 1 1 x
—=P"= = u(e,y) = + s
iz l—qgyl=r+ X1 —gq) ufe, ) l—qy'= e+ A1 —4q) ()
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y A
u - z+ R
o=@ =- I 7
Ay Yy + Al — 7}]
Cousecnentemente,
z+ R _ du
ply ML= Oy
T (I —q)y™® , x ,
= - = +C y)= — ~ + Y
L=q[y'=+ A1 = q)] W) PP Y E
R

= el = I E T

Con lo que {(haciendo de nuevo el cambio z = y“” = dz = (1 — q)y~dy)

(y) = H/ dy / dz
W TG o T T4 TR = p
R 1 R
S l—gz4 A0 —q) l;r]y]*‘f-#/\(l —q)

Es decir,
1 T R L
p :‘ = E ‘t‘
“:(L):[j) l—qyl_"+)\(l—(])+ l_qyl—ff+)\(l—q) CLe

Sy T+ Ml —q)=c¢(z+R), c€ .

Consecnentemente,

1

JE) = ([l +R) =M1~ ), )™, £ 0

y, de esta forma, como m = 1,

s () () x0-0])

= ([c(|:z;| + Rty — Al — (]).i]+)'+" = ([c|;1:| + (cR — A1 — q))th) 1

o hien 1

ve(z,1) = ¢ ([[:L‘[ — (M — R.) t] )TI , e 0,
« +
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Observacién 11.5 ,
Claramente:

. En el caso en que

L_AMl-q)
. M i
se blene
. T  A]—
c(|z| + Rt) — A(1 = g)t = A(1 — q) M+t—t :ML’H.-‘
R R .
Luego,

Al — = :
vtz (z,1) = (%Lﬂ) , (2,8) € RN % IR,

i

que es, justamente, la solucién u; que obteniamos anteriormente (véase
la Observacién 11.4).

A1 —q)
R

2. 51c¢> eutonces

ve(x, 1) > 0, (2,1) € (([R.N x R4 )\{(0,0) }) y v:(0,0)=10. g

11.2 Propiedades comunes a hamiltonianos con
crecimiento lineal o superlineal. |

Como en el Capitulo 10, vamos a considerar el problema de Cauchy ‘modelo’

u, — R|Vu|™ 4+ Au? =0 en RN x Ry !

([ ),\,a,q,m { H(:L‘,O) — A|$|1+a= x e [RN !

(]

i
donde A >0, A>0, m>1ya,q€ IR S5l es la sohicion del problema sin
perturbar (P)o,q.qm entonces, cualquier solucién w de (P)y . 4 verifica

0 < ulw,t) <U(x,t), =€ RN, ¢t >0
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donde, para n = [,
A(le| = R )" i o< =1
Uz ) =< A sioa=—1
Az + R,t)”“ s1 oo > —1

(véase (10.33)) y, para m > 1, a partiv de las consideractones hechas en ¢l
Capitulo 10, se verifica:

L [o=-1]=0<u(e,1) <A, xR, >0

) I . ulx, ! . Uz, ! A
2l-l<a<——|=Ilim sup(l—’n) < lim su])%)— = (oo donde
m — Itoo | ToAlATT fstoo fToatesT]

la constante Cy = C{A, o, R, m) viene dada por

1
(joo - (1 _ (,’I{'(IT] _ J.)) [R,1+L¥(Alllu)m(l + Q/)(]+u)(m—])]m

(véase (10.8)).

T, —1t

1 m-— 1y"!
T, = ( ) .
Ranm™ A

m Tm ﬁ
= 0 < u(z, 1) < Alew-7 ( - ) donde

Observacion 11.6
Tengamos en cuenta las soluciones de similaridad de la ecuacion

w — B|Vu|™ 4+ Au? =0 en RN x R,
vistas en la Observacion 11.4.
1. Si ¢ # m obtenemos

h{z) = AU|:1:|"'L-<!, zr € RN

LA Im =~ " ;
AO_{E( - )} . (11.9)

donde
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Si g > 1 la funcién

1 =1 P>
Mg —1)¢ - i

es una solucion de similaridad de la ecuacion que sélo depende de £ y
Jugard un papel destacado en nuestro estudio. g

(1) =

Observacién 11.7 ;
La ecnacion en derivadas parciales que gobierna el problema (P q4m
s6lo admite soluciones estacionartas cuando o = ﬁ y son de la forma

i
u(w,t) = Aolz|[m=%, z € RN, ¢ > 0. !
En tal caso, si ademés queremos que se prescriba el dato inicial .

Alz|'*™ = Alz|®=, z e RV,

el inico candidato a solucidn cstacionaria del problema (P}, _« , , es el dato
m—g?i?

inicial. En el resto de nuestra argumentacion utilizaremos fundamentalmente

la ecuacién ordinaria '

t + Auf =10

por lo que los resultados que se obtienen son para soluciones dependientes de
t, es decir, todas salvo la solucion estacionaria anterior {en los casos en que
Pst(L (*thta) Nétese por otra parte que la funcion
o0 = s—m)
)= | ———— ,t>0
Alg~ 1)t T

para ¢ > 1 nunca puede ser sofucion de (P)y o ym- o

Hagamos un estudio general para m > 1 en funcion de los diversos valores
de ¢ y, en las Secciones siguientes, detallaremos de una forma mds precisa los
resultados para los casos concretos m =1y m > 1. ‘
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Proposiciéon 11.8
rin

.. q _ .
Sig # mya = {0, equivalentemente, q = ), cnalguier
m-— g 1+ ex
solucion w de (P), o, verifica

m—q

< A|:r:|%r st A< Agg<m o A> Ay, g>m

w(x,t) ¢ = AU|;1:|5%7: st A=Ay
> Alz|m= st A> Ag,g<m o A< Ay,q>m,
donde la constante Ay viene definida en (11.9).

Demostracién.
Como el dato inicial es de la forma

wp() = Alal', = € RY,
éste cumple
thlqurn + )‘ug — _1-{“4:11|-l + Of'n)l‘_nlaln + /\Aqim‘(l-f-(.z}d
= RA|z|(0 ) [i — AN + cvlm|:I:|“'“-(1+t")q] .
R

De la definicidn de Ap podemos escribir

)‘ mn
==l A
R [m — ¢l :

por lo que

m
: : m s
—R|Vuy|"+Aw = H,A‘f|:r;|('+“)q AT = AT+ mrl“‘|:1:|“""'7(1+”)" .
|m — ¢
Alora, teniendo en cuenta que
am q
am = (1 +ajg e g= S a= ,
|+ 1 —

para esta eleccion de a se verifica

—R[Vug|™ + Auf, = RAYx

m
Hxln_gq L [.43]_(1 _ ‘4111—q] :
|m — ¢

de donde se sigue el resultado a partir de la propiedad del cono de dependencia.

Continuamos con el rango de valores .
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Teorema 11.9
Si g < | cualquier solucion u de (P)y aqm verifica

1
1—¢

czeRN t>0

(e, 1) > ([(A|.f,,-|1+a)1—q — A1 - f])t]_l_)

Por tanto,
u(0,t) = o0, t 20 si a<—1.

Demostracion. :
Como u es solucion de (P)y 40.m entonces verifica i

ug + duf = R|Vul™ >0

en el sentido de la viscosidad. Por tanto, para todo z € RN y 0 < tg < ¢ se
) 1 Y

cumple
u(;l:,t) [
f el > —A(t — o)

u(m,ta) CEl

/u(l‘.f) ds sta
u(i.tg) S - 7]

y ¢ < 1 se obtiene

Como

ulw) . (o, 1)) 77 = (u(e, t0))' 7

u(a,tg) I - q

({2, )17 > (u(z, 1)) 77T = M1 — @)t —to), z € RN, 0 < o < ¢. gl

Observacion 11.10
En las condiciones anteriores, la solucion verifica propiedades de entropia:

u(i,t) < +oo = u(x,lp) < +oo si ta<t. g

En el caso en que |q < 0| podemos mejorar la estimacion anterior mién-

tras que si |0 < g < || entonces puede obtenerse, ademas, una estimacion
superior. Concretamente:

Teorema 11.11
Cualquier solucion v de (P)) o pm verifica

1

u(x,t) > a(b{(:r,t))“"' —A(l = q)tL) T , |



492 CAPITULO 11. LA ECUACGION PERTURBADA.

w(w,t) = [Ux, 1)~ Mj, si jg=0

Y

1

w(w,t) < ([(ZJ(:E,'&))I_“' — Al ~ q)i’,]_l_) i .

Demostracién.
Consideramos la funcidén

1

v(w,t) = ((u(;r;,'i))l_q + Al — q)t)l__q e e RY, >0,

Clomo en la reeidn [u > 0] se tiene
2

vl 1) = (vlz. )Y ft—_,,”f(:[:’i) = (U(:E’t))q wlx, )™
iz, 1) = (v(z, 1)) ((u(:l?,t))‘f -+ )\) R. (2, 1) |V, 1)

S—

v, !
w1

ol 1) = ( ) Vule, 1)

entonces la funcién v verifica

ola, £\ vl )\ 1
v, — R|Vol™ = R|Vu(z,H)" (%) [1 _ (MELZ;) }

w(x, 1)

(ufw, )y

v(z,0) = Al z € RN,

—

= R[Vu(z, )" ( )q ((‘lt(:r:,t))q(m_l) - ('U(:a;,t))q(m_l))

Vv

De la propia definicién se desprende que

(02, 1)) = (ulz, 1)) 7+ AL —g)t > (u(x, 1)),
por lo que
vl t) > wl(w, b)) siog <1
De esta forma se obtiene

<0 s 0<qg<l
v, — RIVo|™ S =0 st g=0
>0 51 o g<0
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por lo que comparando con la solucién U del problema sin perturbar (P)oa b m
!

llegamos a
v(w, t) > Ulz,t) si g <0,

v(z,t) =Ulz,t) si ¢=0

o, t) <U(x,t) st 0<qg<l. g

Observacién 11.12
Por tanto, para 0 < ¢ < 1, se tienen las estimaciones

([cater = = a1 =] )™ < ulet) < (@G, 0)'7* = 201 - )]

|
!
|
|

}

+

q

E

1
l—gq
- Q

Para obtenemos acotaciones inferiores y superiores de las solu-

clones.
Teorema 11.13
Cualquier solucion u de (P)ya1,m verifica
A|$|l+a€—)\t < u(a:,t) < L[(J:,i)c_M.

Por tanto,
) oo, t20 s oa< -1
u(O,t)v{ 0, t>0 st a>-—1l.

Demostracion.
B . e Y § )] R A
Como u es solucion de (P)y o 1,m verifica

w; + Au = R|\Vu|" >0

s

en ¢l sentido de la viscosidad. Asi, para todo z € RN y 0 <ty < t se tien:e

u(z,t) dg
f G At ta).

u(z,ip) S

(Jomo

/1L($,1) ()Lq C .q|1"($’£) — U,(ZE;t)
ul{z o) & "lu(zto) 'U,((E,f[))
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gse obtiene
wla, 1) > ulx, ty)e” M=)y e RN, 0 <ty < ¢

Para la estimacion superior consideramos la funcion
w(e,t) = ule,t)e

que verifica

w; — R|Vw|™ = (4 + M) e™ — Re™ V™

= ReM|Vul™ (1 - X < g

i

w(z,0) = Alz|'", © € RN,

de donde se obtiene que w <U. ¢

Observacion 11.14
Nuevamente, en las condiciones anteriores, se verifica la propiedad de
endropia: ‘
(e, t) < +oo = u(z,tp) < +oo sl tog <t o

Finalmente, estudiamos el rango de exponentes .

Teorema 11.15
Cualguier solucion u del problema de Cauchy

(P) w, — RIVu™ + du? =0 en RN x IR}
u(z,0) = uy(x), » e RN

donde A >0, ¢ > 1 yue(-) es una funcidn arbitraria, verifica

o)
1M ol D

1)
(i) e

Consecuentemente, u estd definida pare cualquier dalo inicial .

51 ug(x) < oo
w{w,t) >
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Demostracién. |
Nuevamente utilizamos el hecho que u verifica |
u + Au? = R{Vu|™ > 0 i

en el sentido de la viscosidad. Por tanto, para todo 2 €¢ RN y 0 < 1 < t'se
cumple I
u(z,t) (fs !
f 2> (- 1), ,
'u.(a:,tg) st !
Como ahora ;

T (e t0))' 7~ (1) 3

/‘ﬂ(%i) ds 519
W) 81 1 —g

(w(,#))'70 < (ule,t0)) ™0 + Mg — 1)t —ta) i

q=1 s

u(ﬂ:,to)

se obtiene

es decir, |

| 1
< + Mg — 1)t ~to), z€ RN, 0 < tg < t.

(ule, )71~ (ule, b)) ;

Haciendo tender 5 — 0 obtenemos el resultado. g .

11.3 Hamiltonianos con crecimiento lineal.
|

Consideremos el problema modelo

(P) w — R|Vu|+ Au? =0 en RN x IR, .
A1 u(x, 0) = A':L‘Il"'“, z e RN

donde A >0, A>0ya,qgc R,

Comenzamos nuestro estudio con el caso pata el que un cambio de
variable permite poner la solucién u de (P}, 411 en términos de la solucion
U del problema sin perturbar (P)g ,,11. Mas precisamente,
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Teorema 11.16
La solucidn u de (P)y 1,1 viene dada por

w(a,t) = Ulx, e ™ z e RN, ¢ >0, (L1.10)
Por tanto,

A([l=] = Rt]+)]+"’c_‘“ st < —|
u(ew,t) = Ae™ s = —| (I1.11)
A{|x| 4+ Re)IHoeM sioa>—1.

Demostracion.
Consideremos la funcion
wix,t) = ule, t)e

ya utilizada en la demostracion del Teorema [1.13. Para el caso m = |, w es
solucion de viscosidad del problema

{ wy — RIVw|=0 en RY xRy (11.12)

w(z,0) = Ale|'te, e RN,

luego w coincide con la férmula de Lax-Oleinik U de (11.12). A partir de
(10.33) sabemos que

A([|x] = H.’ﬁ‘,].,_)l'i'LY st < =1
Ule,t)=1{ A sioa=—I (11.13)
A(lz] + Re)'te s> —1

de donde se sigue el resultado. o
Observacion 11.17

Notese que para ¢ = 1 s6lo hay dos comportamientos posibles en el in-
finito: explosion fuera de conos

]

ule,t) = A
u(z,t) = +oo0, t > m

(o << —1)
y decaimiento exponencial-potencial

w(iw, b) ~ ARV e=M g ) s doo, 2 € RN (0> —1). 4
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i

Para | ¢ # 1 | podemos también obtener una representacion explicita de la
!

solucion:

Teorema 11.18
Siq # 1 entonces la solucion u de (P)) o 01 viene dada por

,zcRY t>0 (11.14)

:
I

1

1—4¢

i 1) = ([(u(:n,t))l—q ZA(1 - q)tL)
donde U viene definida en (11.13).

Demostracién. |
Consideramos nuevamente la funcion !

|

v(w, t) = ((u(;ﬂ,i))l_q + A{l — q)t)r” Lz e RN, t>0

mtroducida en la demostracion del Teorema 11.11. Basta tener en cuenta
que para m = | la funcidn w es solucidon de viscosidad de

T — : N ‘
{Ut R \Vv|=0 en IR" x Ry (11.15)

v(z,0) = Alz|'"te, x € RN,
por lo que v es la funcion de Lax-Oleinik ¢ de (11.15). g |

Podemos ahora detallar los diversos casos que aportan el parametro ¢ # 1
- - . . .}
y los datos iniciales modelo ug(z) = Ajz|'t, = € RN, Atendiendo al signo

de (1 4+ o)(! — q), el primer resultado que mostramos es para :

Corolario 11.19
Stqg# 1 ya<—I lasolucion v de (P)yaq1 €5

1

(e, t) = ([A'-v(n.-q — Re], )0 _ z() - q)t]+) T e

pare z € RN y ¢ > 0. Por tanto,
1. 5% se verifica '

u(z,t) = foo &t >

==
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2.5 entonces

1 a-1 @
u(e,l) = (———) St u a

Mg — it R.
) o C
Nétese que ahora, cuando a < =1y ¢ = TTa (> 1}, el dato inicial
a
L A .
uo(z) = Aglz|™7 = —#, x e IRN
|| o—T
con 1
R a1
Mg —1)
no es una solucidn cstacionaria del problema (P), g1 cnando A = A,
7 _‘J’ ]

[)l,lt’-’.‘;

w(0,t) = +o0, t > 0.

Veamos qué es lo que ocurre en estos casos:

Teorema 11.20

1o . .
Cuando y|a=7 | la solucidn del problema (l')))\sl—ﬂ—q,u,l para
viene dada por

A[_) < l.’f,'l
gl - R
u(x, 1) = 2] '

l 9-1 . I:L‘I
Alg — 1)t TR
Demostracién.

Como (1 +a)(1 —q) =1, de (11.16) y la definicién de Ay para t <

]
o

un dato inicial de la forma

A
w(w) = Ale|™* = ——, w e R"

[:r:‘ff—l
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se verifica
I B AAq i

wle. 1) =
ule,t) o[- Rt Rt
ArtT T T

=
g1
’

) ([A%”Lzl + R(A7"! - Ag")tL) ;

Iin nuestro caso, como A = Ay entonces

x,t Ty
Por otra parte, por ser ¢ > 1, en el Corolario 11.19 vimos que |
|\ o] ‘
9= €T
wlw, t)= | —m——— si > —. :
(1) (z\(q—l)t) ~ R
Veamos que u es continua si z # 0. Para ello escribimos
€
pllel), 1< |
u{x,1) = |r:|

@
F
-

A
donde (r) = —_10_, r>0y ¢t} = (X(?l—l_)t) , t > 0. Como

R\
e () |
Mg —1)
entonces :

¢('Hl) (é)_!l(%)——%-— B(Jal), = #0

lnego w € C ((IRN\{O}) X IR+) . Ademas, como
) |

A A= '
W) = ——= (—) ! , >0
g—1\r i
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q‘l *
I

Q 1x! I

T4’

se verifica

. Eq Agy I Eq
D7 Ly—— | = |— T . . t r,— | =
L (r, m o= 1 \Ja L, D] e, M (

y

0 Rt 1=l

Figura 11.2: Funcién parcial @ — u(2,t) para o < —1 y g = T
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por lo que u es solucién de viscosidad de (P)y o 181 A=A o
-9

Nétese que de (11.13) v (11.14) para se deduce: ;

Corolario 11.21
Sig# 1 la solucion w de (P)y 1,41 viene dada por

1

u(z,t) = ([A]_q — M1 - q)tL) e ,ze RN, >0

Consecuentemente, para cade z € RN se tiene ;

Al—e ¢
Wi, t) =0, { 2 tolz) = ——— st (g <1 '
() )= s s [g=T i
y 1 L}
I 1 | T .
1 . -1 = 8 .
Jim u(z, )i YO s o :

Finalmente, cunando se verifica:

Corolario 11.22 '
Sig# 1 ya>—1 lasolucion u de (P)yaqn 5, paraz € RN 1> 0,

!
1

u(z,1) = ({Alﬁq(|m| + Re)0+)0-9) _ y(] — q)tL) T (ll.iT)

Ademds, para cada = € IRY se tienen las siguientes propiedades:

o
1. Silg < entonces
1+«
’ 1
. wl{ax, i )
lim -—(——) = ARt |
(oo flto
. o
2. Silg= se verifica i
=] + o s '
I

1

w(a 1) = ([Al-q|m| T (RA™7 - A1 - q) t]J‘T“ Ltz0. (1118)
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cntonees

3. 55{ L cg<
l + o

w(z, ) =0 si 4> te(x)

donde la funcion primer instante de anulacion lo,(2) viene dada por lo
relacion implicita

too(2) . A9
(lo] + Rteo(2))THI=0 7 X1 — )

4. 5 st vertfica

. 1 1 g—1
P g g=1 — —_  ——
:hg] (e, L)t = Na—1) .

Demostracién.

Para obtener (11.17), basta reemplazar el valor @ > —1 de (11.13) en
(11.14). A continnacién, estudiamos cada uno de los casos:

py entonces g(l + ) — a < 0, por lo que

oy (M) {E—q) 1+'f
'U-(.'L', t) —¢ I.’L'l + l—{t { 0 —q¥
1t B (Al | (——?‘-F - A(l B q)tl(H- !

~ (Al—!fr{f1+i">(l-ff>)’—lé = AR™ & 1 = 4o0.

[. Sif‘]<l

N o
2. 51 ¢ = 1

n obtenemos (11.18) sin mds que sustitnir en ([1.17) te-
o

niendo en cuenta la igualdad (1 4+ a)(1 —¢) = 1.

e : .
3. 5 < ¢ < | el resultado es inmediato.
4+
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|

4. 51 g > | basta observar que cuando ¢ — 400 : :

1
q—1

(,1) 'l ( 1 )'
u(x,t) = ~ = .
1_ + Mg — 1)t Alg — 1)t
A1 (Ja] + RE)0F0G-)

Observacién 11.23 |
" T4 . .
Sta>—ly Toa < ¢ < | en particular para el punto x = 0 se verifica

(a4 I

u(0,1) = 0 < t > 1,,(0)
estando ¢.,(0) definido por la relacién '

Al—q

o) = —(R# (1+w){i—g) ;
de donde se obtiene
. ;
AR‘I'{‘O ]—q Ttajg—a ‘
teo(0) = ((___)_)t j
A(l —q)

|
Ademas, es posible dar una estimacién inferior de 1o, () para todo z € IRY.

Concretamente, puesto que se tiene

Al-e N (tw(w))“-i-a)q-a Loo(2) N
A1 = q) = mm{ RO+ =g} 7 | |O+e)(1-a) [ e R

+
E
I

|

entonces

1 .
(ARMF)ImON D= AT oy § |
A r) > &l T —— s | « q) & IF{ .
m(:,)_mmx{( YO ‘A(l—q)lrl , T E ‘o

. . . [2) -
Hagamos un estudio mas pormenorizado del caso|g = con e >i—1
!
A=) L
: — )\ |

R

para el cual
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K

desempefia un destacado papel. Como se da la ignaldad
RATY =M1 —¢) =0,

entonces la relacion (11.18) nos permite obtener:

Corolario 11.24

o . .
Si|lg= con se verifican los siquientes resullados:

A1

L. 5t entonces: u{a, ) =0& ¢ > to(x) = - (41_(’ ; )
L=0 _ A1-y
{Ag ;

2. 5 = u(z, ) = ug(z) = Ao|:z|1+v; z € RN, ¢ >0 (solucion

eslacionaria).

3. 5 = w(0,0) =0, ulw,t) >0 si (x,t) #(0,0) y

lim u(z, t) = {R (.41_q - Aé_q)]%".

=300 i llq

Demostracidn.
Por el Corolario 11.22 sahemos que para z € RN y £ > 0 se verifica

1

w(x, t) = ([A]_q(|:r:| +R1) = M1 — Q)fL) =

A
1—q

L
- ([A“q(|:r:| +Rt) - R,A;—%L) = ([Al_"’|:r:| +R(AY - A:;‘f)f.m
De esta forma, los dos primeros resultados son inmediatos, mientras que el
nltimo se sigue de

3

1— 1

. (R(A7™ = A7) ™ st oo, g

uf{x, !t gl — _
75(1—«.-) N (A! IQ + R’(Al f— A(l] q))

Podemos sumarizar nuestros resultados en la tabla y ol grafico siguientes:
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“ g || Convergencias | Exp I Ext |
—1 g <1 u(:l:,t)=+00<:>t2|iR| | sl —
1 > 1 (z,1) : ﬁ®t>i() o SI
— f w{x = — cold ) = — . — h
! ’ Mg— 1} - R ?
Al-¢ A
—1 7 <] z,t) = t>tolr) = ———r ' — 5
q < u(z,t) =0 &t > to(z) M=) ! S1
—1 q=1 u(z,t) = Ae™™, z € RY, t >0 — —
=
] 1 2,1) o | - | =
q > ufx,t) (A(q—l)t) , T — +oo |
—1 1< 7 -(:Or w(z,t) ~ ARMotlte o 5 4 oo l — | —
ATz
=0&1t2>tu(x)= A A<A — J
. o ; 2 too(2) A1 —q) — RA1-¢ ( (])) 5l
_ y — o 1 3 — -
A u(e, ) _ Al|=7, € RN, t >0 (A = Ap) I
~ ((RA? A1 = ) 1)1, t = o0 (A > Ag)
| = <g< w(a,t) =0t > oz ‘ S
o q u(a,t) = F 2> teo(2) r — ,
-1 g=1 u(z,t) ~ ARFoHee=M ¢y foo ' — | —
T\
l 1 2 ) ~ [ B R R
q > u(x, t) ()\(q—l)t) , t = +oo I

Tabla 11.1: Comportamientos maximales finales (m =1, A > 0, ¢ > 0).

1
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9

L

caimiento potencial t1-4 .

o
L+t

Y=

Explosion

i dentro de conos |

weeees Crecimiento no aeotado 1 e

Figura 11.3: Comportamiento asintético {(m =1, A > 0) en el plano (o, ).

Observacion 11.25
1. Sélo hay un caso de solucidn estacionaria.

2. Unicamente hay explosién en el exterior del cono

||

(£,0) € RN xRy : ¢ > -

cnando oo < —l y ¢ < 1. g

Observacion 11.26
Notese que el caso especial estd también contemplado en el estudio
que hicimos del problema sin perturbar en el Capitulo 10. En este caso, como

tw— RV + X =0 en RN x Ry,
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el Teorema [1.18 proporciona la solucién

[A([l=] = Re]s)' " - ,\1,]+ sia<—1
'“‘(“Ezt) = [M("Eat) - ’\t]Jr = [A — )\t]_'_ si = —
[A(]z] + Re) e — M), sioa>—l.

Por tanto, l

. = u(x,t) = 400 si t}%'.

A
2. la=~—1| =u(z,1)=0 si th'oo(LE)EX- |
. |
3.=>0<1+ct<l=>u(a:,t):0 si 12> too(2) con /
i
toolt) A
Meo(x) = A(|z] + Rig(x))' e - =
(‘I’) (|”C| + (‘E)) = (|£| + R,too(.'l’)))]-l_a by !
|
4. la = 0] = u(z,t) = [Alz] + (AR - A)t], . Luego: !
: . A]:L‘I
(a) = AR - A < 0= uz,t) =0 si tZtm(:z:)zA_AR.
(b) = AR — X =0= ufz,t) = Aglz|, z € RN, t > 0.
() = AR = A > 0= u(w,1) ~ (AR = M)t si L — Fo0. |
5. = I+a>1=u(z,t)~ AR s 5 o0, g

|

11.4 Hamiltonianos con crecimiento superlineal.
Consideremos ahora el problema de Cauchy ‘modelo’

(P) u, — R|Vu[™ 4+ du? =0 en IRN x IRy {
e (e, 0) = Azl z e RN

donde A>0, A>0, m>1yaqeclR. !
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Observacion 11.27

Notese que cuando « = =1 la solucién explicita « de (P)y _1 4,0 viene
dada por
1
1— T—q .
u(x,t) = ([A T — A1 — q)f,]+) sioq# 1
A siog=1

para cualgnier m > [, por lo que en nuestro estudio sélo consideraremos
valores o # —1. g

Comenzamos con una condicidn necesaria y suficiente para la existencia
de soluciones del problema (P)y , 4 cnando .

Corolario 11.28 (Trazas)
El problema (P)yngm con g <0 tiene solueion si y sélo si

lim sup% <4 -1 <al —.
fel—oo |2 [E= m—1
Ademds,
1
([(U(:B,i))"q — A1l — q)t]_l_) < u(z, by <Ulx,t).
Demostracién.

Como hemos visto en el Teorema | 1.11, para el caso ¢ <0 se verifica

(w(a, ) ™7 > Uz, 1)) 7T = A1 = g)i.

Como U(z, 1) = +oo si o & [—I: m]_i] entonces u{z,t) = 400 para ese rango
de valores. Por otra parte, la férmula de Lax—Oleinik determina, para todo

y € RN

1—g

w1 > La() — (m— 1) (=YY g
(u(x, 1)) ™7 > | woly) — (i l)( Ty~ Al — g)t.

Dividiendo la expresion anterior por || w1 y tomando limites se obtiene

1
Rm™{

limsup uﬂ(i{) <(m—1) (

ly|—=+oo [Yi™1

m—1
) ; t>{0. o

Vamos a hacer un estudio de las soluciones variando el exponente ov para

g lijo. Comenzamos con el caso | g < 0|
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Proposicion 11.29

Sea g < 0 y u una solucion arbitraria del problema (P)y o qm- Casos: |

|

m— 1

l. Sio o>

1

entonces u(x,t) = +oo, € RN, ¢ > 0.

2. o= 1] = ule,t) = (A7 =M1 = q)t],) ™, 2 € RY, 120,

distinguimos tres casos:

3. st -l <a<

m—1
q 1 . u(z,t) N
: : 1 — =,
(2) m—q<a<1n-—1 jt“}l’illot_?’_jl—;r;‘—l w0y @ & IR
(b) ja= el . Entonces:
m-—q

-4 ulx, t
([Cgo_"' - Al — q)]+) < lim infu(bl’ )

t—4co Itqu

w(z,t)

< limsup' — < Coo-

t— oo t1-¢

Vamos a denotar

A/m—g\™ =
Ay = | =
0 [R. ( m ) ]

9

. A
Ao = Ag (> AD)-
m—g

De esta forma, si

L = tli:}(l)ou(:n,t) = 400, £ € RN, y, ademas,

. ulx,t) s
lim — = (.
t—=+oo =%
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i, | A < Apl Unicamente podemos afirmar

. u(e,t _
limsup —— ) < (oo
t= oo {1=¢9

Pucden presentarse, a su vez, narios casos:
A. si|A < Ay| para cada x € RN 5t > 0 se tienc
( yitz

1

n 1

7 ml( l_q — T — t
(CEESEERETN
B. si obtenemos o solucion eslacionaria

u(w, 1) = Aolz|®=7, = € RY, © > 0.

- < u(a,t) < Alz|m

i)
-y,

(. si [ Ag < A< Ag‘ entonces

A|in|_'f <ula,t), w € ]]-'{N, > 0.
. s también

Alz|m= < ulx,1), € RV, 1> 0.

" : .
(¢) |-l <a< (P podemaos afirmar
m—gq
) u(w, 1)
limsup —=— < Cw.
t—>+ool tz—_%?}n—_ly -
) |
4. s1|a = entonees
m—1
. P —L—T m
EE'III‘L w(aw, 1) (Too — 1)1 = AT |71, & #0
y

0, 0<t<T.
a(0,4) = { +oo, t>Te.
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Demostracion.
Por el Teorema 11.11 sabemos que

([(U(m,t))“" — (1 - q)tL)E < (1) < U(z, 1), (11.20)

. Se obtiene del Corolario 11.28.
2. Se desprende de la Observacién 11.27.
3. n este caso sabemos que

Ul t) ~ Col =T 51 ¢ — +00.

Para los resultados que siguen, tengamos en cuenta que |

>0

1_ l —_—— <b
(1= a) +a)>1<:>(m—q)nf> qg S a> 7
l—a(m—1) m— g

(a) Es inmediato.

I 4+« _ 1
l—a(m—1) 1-g :
dividiendo (11.20) por =y Ademas, i

(b) Ahora

1-g
1 = (1= a(m— 1)) [H.H"‘ (Am™)™ (1 + cv)m”“)(‘““l)] T—afm—
mi{m—1 mr_:q

1—q
m{l — ¢ ! gm m m—g
= —( 1) R7=7 AMmm—q
m — ¢ m — ¢

1--4 m—1
— H](l B Q) : RA™ 9 ? 11 j
m-— g ' m — g

m—g
= Rm™(1 —¢)'™° ( A ) .

m— g

1 i A m—g 1
Rm™ ( ) ( ) - A:l
|l —gq m — g

;
!
f

De esta forma,

Cloi-A(I—q) > 0 & (1—q)

. La expresién (11.19) la obtenemnos

1)

> 0
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A I i .4 10—
< Rm™ > A
[ —g¢ m— g

)\ I . I | 4
— gty m—y — m—q
= A > (Ill - (]) (—(—(I)) = Ar_] ( ([) == 1’\().

R m— g
Los demas resultados se siguen a partir de la Proposicion 11.8 v

el Teorema 11.9. Notese que cuando A > Ay, como

lim wu(z,t) =400, € RN y ¢<0

t—+oo
entonces

0 =u; — R|Vu|" 4+ Au? ~ Uy — RIVUI™ s1 t — +oo,

luego
. 1
w(a,t) ~ Uz, t) ~ Cut™ si L — Foo.

4. Aliora, la expresion (11.20) toma la forma

1
l—g

m{1—q) T m—1 T=a
({A“"le = (ﬁ) — Al —(r)t] ) ;270
oo y +

1
n T m—1
< u(:r,t) < A|;;;|ﬁ ( o )
T(:x:) _t

de donde se sigue el resultado teniendo en cuenta que

0, 0<t<T,
wmﬂ:{+m.t>Tw

(véase el Teorema 10.6). g

Observacidn 11.30

En el caso en que g < Oy a =

l tenemos también el comportamiento
m —

asintotico espacial

u(z,t T m=1
lim u(i’m_):A (T_m) L 0<i< Ty o

(e
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Para obtenemos la solucion de forma explicita. |

Proposicién 11.31
La inica solucidn u del problema (P)) o.0m vienc dada por

w(w, t) = {U(z,t) = M|, , v € RN, t > 0.

Por tanto:

1
L. si ofc > ] entonces u(z,1) = +oo, z € RN, t > 0. |
} m —

2 fa=—1] = ule,t) = [A-M],, z€RY, 1 >0.

L

distinguimos tres casos:

m-—1

3. Si‘~1 <<

1 . u(z,t) .
W|Pees lim — 2 = Co, € R
@) [0 <o m— 1 = tJElOtﬁt:Tli Cosy, € '

(b) = u(z,t) = [Alz|+ R(A™ — AY)],, ¢ € RN, ¢ >0,
donde ‘

!

Luego: §
Alz|

i Si entonces: u(z,t) =0 &t > lo(x) = m
|
ii. si|A= Ao| = ulw,t) = Aolz|, x € RY, > 0. ‘
iii. st = u(w,t) ~ R(A™ — AP} sit = 4o0.

(c) = lim u(z,t) = 0. Ademds, pare cada © € RN y
b +o0 !

e > 0 existe To(x) > 0 tal que

w(z,t) =0 si t>T.(z).
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1

4. si|lev = cntonces
m— |
t.l_:%l» 162, 1)(Teo —t)m1 = AT |2|m=T, & #0
Y
0 0<t<T
u(0,1) = ’ — "
’ +oo, t>Tu.
Demostracién.

Gracias al Teorema 11,11 podemos escribir

u(w, t) = [Ulx,l) = M|, = € RN, ¢ > 0.
1. Ver el Corolario 11.28.
2. Debido a la Observacion 11.27.
3. Sabemos que
Ulw, t) ~ Umtﬁ?"??f s1 t— oo,

Para los resultados que siguen basta tener en cnenta que

| + o

—— s & a >
[ —af{m —1) @

(a) Es inmediato.

(b} Utilizando ¢l Teorema 10.4 y teniendo en cuenta que A = RAG se
obfiene

w(a,t) = [Alx| + RAM — At]y = [Ale| + R(A™ — AJ)2], .

(¢) La primera afirmacién se obtiene de forma inmediata. Para la
segunda, el hecho que

Uzt i :
lim ———(-;I—Gl =, € RV

t=+co tl—cx(m—l)



}
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hace que dado @ € RN, para todo & > 0 exista t. = te(x) > U;ta,[
que '

U(z,t) < (Co + a)tl—;i':-ﬂ; t >t (x). !

|
i

Asl, si t > t.(x) entonces

U(z,t) = M < {735 [(Cop + &) — TR0

y am . y
Como ——————— > 0, el segundo miembro de esta expresion
| —a(m—1) -
se anula cuando
- _l=alm-1 i
_ m e T+ E am
Coo + &< AT Talm—n) & f (.00—)‘...)
. %
Luego, definiendo ‘
_l—a{m=-1 '
GOO -|— £ ~m ;
Te(z) = max < t.(x), 5 »
i
se tiene I

U, t) —~ At <0 si £ > T (x),
por lo que '
u(w,t) =0 si t>T(x).

4. En este caso basta ohservar

. T, \=1 l
'U;(.’E,'L) = |:A|1L'|m_1 (T—":"]:) — )\t} I
oo . + !

y tener en cuenta el Teorema 10.6. g

Observacion 11.32

Slg=0ya= 1 obtenemos el comportamienio asintético espacial
m —~ :
) u{x, t T m=1 “
[im —(’,T)zA . , 0<t < Te '
|[z]—=+oo | L|m—l Too — 1

(véase la Observacién 11.30). g
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Continnamos nuestro estudio con el siguiente rango de valores |0 < g < 1|,

Proposicién 11.33
Sea 0 < g <1 yu una solucién del problema (P)y . gm. Casos:

1. si entonces u(x,t) = 400, x € RY, ¢ > 0.

i

20 la=—1| = u(z,t)= ([‘41“’ — Al - q)t]_l_)ﬁ ,ze RN >0

.. 1 L
3.5 |-l <a < i distinguimos tres casos:
m —
) q . N o
(a) |-l << = lim w(x,t) = 0, x € ™. Ademds, para
m — ¢ t—+oo

cada z € RN y e > 0 existe To(x) tal que
u(e, ) =0 si t > To(2).

q
m-— g

Se verifica

(b) e =

lim sup
=400 fl-q

Vamos a denotar
1

A m—q mlwm—g
R m

) 7 (< o)

Ao = AU(

m— ¢

De esta forma, si

. . oufx,t - ,
L. = lim M(LIJ ) =0, « € RN, S ademds A < Ay

t—=+oa tlT‘f

entonces para cada € R ye > 0 eziste t.(z) tal que
P Y /i

u(a,t) =0 si >t ().
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it. |A > Ay | Con este argumento sdlo se obtiene:

ulx,t = '
lim sup u(l) < (C’C],o_“' - A1 — q)) R |

N N AT

Ademds,
A. sile <A< Aﬂ entonces, pare cada x € RN y¢ >0 .

m m j

([(A|:L'|m—q)1-0 — A1 - q)th)m < u(x,t) < A|w|1"—fi.

B. s obtenemos la solucion estacionaria

u(z,t) = Aglz|m=7, z € RN, ¢ > 0. '

C. &l entonces

Alz|?= < u(z,t), z € RN, £ >0.

1 i 1
4, si|la = ] entonces parax # O y 0 <t < Ty, se verifica
m —
o .
m 1—g
([Alef=r=r = A = )] )™ < ule,) :
T 1=q ﬁ /
m{l—g 0o m—1
< Al 79w — M1 —qg)t
_([ o () - q)] )
+ 1
¥ |

w(0,2) =0, 0 <t < T

En particular,

(Alel )1~ |

w(a,t) >0 s1 1> =g x #£ 0. :

Demostracién.
Por la Observacién 11.12 sabemos que

({CATal #) = = A(1 = 1)) ™7 < (e
< (I, )= = 21— q)t), )T
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1. Ver el Teorema 11.9.

NS

. Véase la Observacion 11.27.

3. Ahora ]
Uz, 1) ~ Copt™om=T s { — +o0.

Para los resultados que siguen, tengamos en cuenta que

>0 :
RV I >0
Uooldd) s s ga> T e as —
I —a(m — 1}

m— ¢

(a) La primera afirmacidn se obticne de forma inmediata. Para la
segunda, tengamos en cuenta

. Uz, 1)
hm ————
t=-too tmﬁ)‘

De esta forma, dado z € RN, para todo & > 0 existe 1, = Le(z) >0
tal que

= (o, v € RV

_ 14+a
U(w, ) < (Cop + eNtT=olm=T1 | { > 4 (2).
Consecnentemente, si ¢ > {.(x) entonces

g—a(m—y)

(U, ) 1= M(1— )t < ¢ T3t [(cm Fe)Tr A — )i 1] .

, q—a(m—gq : .,
Como # > 0, el segundo miembro de esta expresion
—a(m — 1)

se antla cuando

| I =—nf(m—1
. g—alm—g] (7 =4\ y—a{m=—g)
((,/1(_\-, +E)1_U < /\(l _ q)él’—ﬂ(:n—]) =3 t = L@__._
Al —q)
Luego, definiendo
l—c(m—1

((’}m 1 g)l—ﬁr g—nl(m—y)
T.(z) = max§ t{z), | —————
() = max (r)( M=)
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se tiene que

U, )T = A1 =)t <0 si t> T(z),

obteniéndose
uw(z,t) =0 si t> Te(x). \

1+ _ 1
l—a(m—1) 1—¢

(h) Alora

. La expresion (11.21) la obtenemos

dividiendo {11.22) por ¢T3 y haciendo tender £ = +o0. Al igual
que hicimos eu [a demostracion de Ia Proposicidén 11.29, se verif;ica

Ot = A1=q)=(1—q) 0 |

1 g A m—q
& Rm'“( ) ( ) - A €0& A <A,
l —g¢q m— ¢

Si A < Ag entonces CL1— M1 —q) = (I —¢) < 0 por lo que, como

lim 2 =, 2 € RY,

=400 $1-¢

mediante un argumento de continuidad, para todo z € IRN1 y
0 < e 1 existe t.(z) > 0 tal que 1‘

[l
I

Uz, )T = Ml=gt (CL = X1 =q)+e)t <0 si > t(z),

obteniéndose
u(z,t) =0 si >t (x).
4, Basta tener en cuenta (11.22) y el Teorema 10.6. g

Observacion 11.34 J
Enelcasoen que 0 < g < 1y -1 < o0 <

tenemos, para cada
m— g |

z e RN y £ > 0, la siguiente estimacién de la funcién T.{z) : ’

(Al eyt '
—'-/\(T'_":?)— S too(.‘ll) S TE(JJ). [}
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Para se verifica:

Proposicién 11.35

Sea 1 una solucion arbitraria del probloma (P)y w1m. Casos:
1 b

. s1 m entonces w(z,t) = 400, x € RN, t > 0.

2. |a=—1| = u(z,t) = Ae™™, 2 € RN, 1> 0.

3. S| -l << entonces
m—1
lim u(e,t) =0, « € RN,
t—= 40
Ademads,
Al <wu(e, )e <U(x,t), =€ RY, 1 >0.
) l
4, silao = —— | enfonces
m — |

w(0,1) =0, 0 <t < T,

y distinguimos varios casos:

(a) = Afx]mieM < w(z,t) < Alz|m=T, z € RN, 1 > 0.

For tanio:

u(z, 1)

Ac™™ < liminf <lmsup —= < A, 1 > 0.

= |T|—?‘+00 .'L'|m—1 [a]—+ o0 |:L‘|m—1

(b} Obtencrnos la solucion eslacionaria

[15)

ot w e RN 1> 0.

(c) = Al!ﬂ|% < u(x,t), = € RN, >0

u(x, )

m

u(a, t) = Aglu
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Demostracion. :
Del Teorema 11.13 se obtiene

Alz|Fe™ < (1) < Ulx, e, (11.23)
1. Véase el Teorema 11.13. i
2. Ver la Obsgervacion 11.27. ‘

3. Basta tener en cuenta que ,

U(w, t) ~ Cootl—;f‘:*ﬁ g1 1 — +oo. |

4, La expresion (11.23) toma la forma

m m T 7'
Alz|a=Te™ < u(w,t) < Alz|==—T (T—;) e 0 <t < Teo-
o0 — i

Recordemos que en este caso especial estd la solucidn estacionaria

1
o A — I\ w1
Aolz|m=T con Ag = [— (m 1) } .

R m
Los resultados se siguen de la la Proposicién 11.8. g

Observacion 11.36
De la expresion (11.23) se deduce ‘,

w(z,t) >0, x£0, >0 r

liminfu(z,t)et > Ale|'"™™, a € R. o ‘
t—+00 }

Finalmente, para tenemos el siguiente resultado: ’
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Proposicién 11.37
Sea q > 1 yu cualguier solucidn de (P)y ., ,m que dependa de L. Entonces
para cada © # 0yt > 0 se verifica®

1

Alw|tte

U+Amﬁ1xmﬂwﬂwwﬁ7é"wJ)S(Mq—UJ

Por tanlo,

1

1 1 4=t
I u(a, )= = (m——-——) , z#.

t—+-+co g—1
Ademds, cn el caso particular en que v = —1 se tiene de forma caplicita
A : .
w(z, 1) = cz e RN, > 0.

14 A = DA

Demostracién.

La estimacion inferior la obtenemos por el Teorema 11.15. Para obtener
la estimacion superior vamos a cousiderar, para cada § > 0, el problema
aproximado

uf — RIVu ™ + Muf) =0 en RN x R,
(P)s
w2, 0) = ud(), z € RN

donde

Allx] + O s o< =)
W) = 1
“ol) = AOwHA3)sia>—L
(.

El caso o = —1 no lo consideramos dado que tenemos la solucion explicita
(ver la Observacion 11.27). Come para cada § > 0 la funcién uf € L= (IRN)
entonces existe ©® € L®(IRN x IR4.) solucién de (P)s. Nuestra argnmentacion
requicre un resultado previo para estas funciones ‘aproximantes’:

Lema 11.38
Siq > 1 para cada § > 0 se verifica
uj () ; L\ N
— < u () < ——— , e € IR, 1> 0.
[1+ Mg = D(ub(x))r V)= Alg = 1)t

281 a > —1 el resultado es valido tainbién para w = 0.
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Consecuentemente,

1

t—=—4o0

q-1)

Demostracion del Lema 11.38.

Dado (€,7) € RN x R4 arbitrario y & > 0 consideramos el compacto

Ri={(,t) ERN xRy : |+ —¢| <k, 0<t <7}

€

Figura 11.4: Conjunto Ry.

Como u’ € C(Ry) entonces

max {u‘s(:n,t) e —E <k 0<t< T} < 400.

Distinguimos varios casos:

I. m > q> 1. Denotando por

consideramos la funcién auxiliar

p(z,t) = (1) + of|z — £])

lin] TLS(:L']",)tQITl = (T_) ” , o 6 ]l:{N-

453

'
1

stendo p € C™(IR4) con o(0) =0 y o' > 0 una funcién por determinar.

(a) Teniendo en cuenta que

LY+ Mp(£))' =0, t >0

(11.24)
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(r+s)7 —r7 > .
se verifica

thy — RV |™ + b7 = ¢ —

= M(d+ 2} = #") — R}

Por tanto,

the = RIVY[™ + Ap? >0

n — ¢ A
) <
& ofr) < [ 1 (2”"1R)

m — q
Ap = [

donde

Por tanto, consideramos

p4]

o(r) = erm—i con ¢ <

(b) El_l}lg (w(z, 1) — (e, t)) = —co < 0.

(¢) Finalmente veamos que se verifica

w(a,t) < (e t) sijz - ¢l

Para ello utilizamos la solucién del problema (P)s pero sin término
de perturbacién, que viene dada por la formula de Lax—Oleinik

1) (|:1: — ,rllm) ﬁ} .
Rm™¢

U (e, ) = sup { S(y) - (m —

yeiRN

Al

R,(Q’)I“ + )\((b+ Q)z}

1

o' Agm
& —= < | —
QT:,? — (21]1—11{)

—m_

m—g
Ay _w
v mey Y

Zm —q
m} m —q

=1 (< Ap).

=k y 0<t<T.

. ZENAY

T

T
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Como ) € L= (IRN) entonces

5
hmsup UOEQ =0
lel—++oo |z|m-T

por lo que la funcién U%(-, ) estd definida para todo ¢ > 0. Ade-
mas, para cualquier o € R se verifica

wl(x, ) <U(x,t), z e RN, t> 0.
Distinguimos nuevamente dos casos:
i. St o < —1 entonces

U(, 1) < sup ud(y) = AsTH.
yE[RN |

Por tanto, eligiendo

A
¢ 2 — 51+a

A m—gq
si|le—€l=ky0<t <7, se verifica
w(a,t) <U(x,t) < AS'HY < chm—a < h(x,t).
ii. 51 a > —1 entonces

U(2,1) < sup ug(y) = <
yeRM d !

Luego eligiendo ahora
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Por tanto, en ambos cagos, por resultados de comparacion para
soluciones acotadas (ver {Cr-Li2] o [Cr-Ev-Li]} se obtiene

5
w{z, ) <ap(a,t) = p(t) + o]z — £]), (x,t) € Ry

y, en particular,
u‘s(f,‘r) < (7)

como queriamos demostrar.
2. g >m> 1. Ala vista del apartado anterior, consideramos la [uncidon
143
P, 1) = B(t) + el — € + )75,

(a)} Teniendo nuevamente en cuenta las relaciones (11.24) y (11.25) se
verifica

hy — BRIV |™ + A?

— (!): _ R.( cm ) (]:1: — §| + l)niﬂr + A (¢+ c(|:17 _ E| 4 l)%_'q)q

Gg—m
f o [A m \"
> e — &+ 1)m=v — R ML >
2m=| g— m
sl €5COZEnos

L m—g
G—m A m _me
= [ m (le R) } = 20 Ay,

(b) ]zi% (u(u,t) — Pz, 1)) = —c0 < 0.
{¢) Finalmente para mostrar que se tiene
w(e, i} <able,t) st lw—€l=k vy 0Kt < T

considerarnos la solucion del problema (P)s pero sin término de
perturbacion, que viene dada por la formula de Lax—QOleinik

JERY Rm™#
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Como uf € L=(IR") entonces i

lim sup Uo(::l) =(
el —+oo |[F=T

por lo que la funcién U*(-,#) estd definida para todo t > 0.
Ademas, para cualquier a € IR se verifica

ud (e, 1) < Uz, 1), z € RN, ¢ > 0.
Distinguimos nuevamente dos casos: ,
i. Si o < —1 entonces

U(z,1) < sup ud(y) = ASTHe,
yeRN

Por tanto, eligiendo r
e 2 Akq—Lm(gl-l-n

sijg—E =ky0 <1t <, se verifica que

C

uS(:r:,t) < L[‘s(:c,t) < AT < — <, t). !

=
ii. 51 o > —1 entonces
A
U(z,t) < sup ui(y) = <.
yeRN 4
Luego eligiendo ahora

> Ak

e ca-m —

- d

si|lz —€&|=ky0<t<r, se obtiene nuevamente

< S < (s,t).

B e

SRS

Wz, 1) <Ux,t) <
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Por tanto, en ambos casos, por resultados de comparacion para
soluciones acotadas {ver de nuevo [Cr-Li2] o [Cr-Ev-Li]) se oh-
tiene

W, t) < (e, t) = q’)(t)-%c(izuﬁﬂ-}-l)mriq, (w.1) € Ry, ¢ < 255 Ay,
Asi, particularizando en (€, 7) y haciendo tender ¢ — 0 concluimos
'u,ﬁ(f,'r) < (7).

3. g=m > 1. Ahora la Tuncién que vamos a considerar es
f |

bl 1) = ¢(t) + ollz = £|)

LoE
o(r) = ¢ (exp {(‘2'"_1R,) r

(a) Como la funcidén p es solucion de viscosidad de la ecnacion

A _ |
Hm—1 Qm - l'{|~Q"|m =0 en IH'+7

Con

- 1) ;>0 {e>0).

las relaciones (11.24) v (11.25) determinan

the — RIVH|™ 4+ Ap™ = @' — R{}" + A+ o)™

— )\ (((,b + Q)m _ (bm) _ R‘(Q.’)lll 2

(b) 521{} (u{w,t) — (. 1)) = —oo < 0.

n ' Amo_
gt~ R(o)™ = (.
(¢) Finalmente veamos que se verifica

u(z, ) <op(e,t) si le—€l=k y 0<t <.

Para ello consideramos la solucion del problema sin perturbar

Uz, 1) = sup Qudly) — (m—1) (L’_‘_ﬂ_) =
yEIRN Ry

que, como sabemos, estd definida para todo ¢ > 0. Ademas, para
cualquier o« € IR se verifica

1L5(:t:,t) <U(x,t), z e RN, >0

Distinguimos nuevamente dos casos:



11.4. HAMILTONIANOS CCON CRECIMIENTO SUPERLINEAL. 459

1. Si v < —1 entonces

U‘s(:r,t) < sup ul{y) = AdT
yeRN

Por tanto, eligiendo

4 61+a
1
exp [(ﬁ) ™ k] -1

sile—&l=Fky0<t <, se verifica :
wi(z,t) <U(z,t) < ASTHT

c2

1

o (i) ] 1) ot

il. 51> —1 entonces

A
U(x,1) < sup ud(y) = =.
veRY d
Luego eligiendo ahora
A 1
¢z i <

- ™ )
exp [(ﬁ) k] -1
sile— €& =ky0<t <7, se obtiene nuevamente

A
u‘s(:c,t) < Uz, 1) < =
[

1

<c (exp [(2?%) " k] - l) < (i)

Por tanto, en ambos casos, por resultados de comparacion para
soluciones acotadas (ver de nuevo [Cr-Li2] o [Cr-Ev-Li]) se ob-

tiene
AoE |
(ﬂ) o= f‘} - ‘)‘
para cada (2,1) € Ry. En particular,

u(6,7) < (7). o

w (e, 1) <oz, t) = d(t) + ¢ (exp
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Demostracion de la Proposicion 11.37 {(contimuacion).
Como acabamos de mostrar, para cada § > () se verifica

0 <ul(x,t) < B(t), + > 0.
Ademds, si 0 < d; < dy v

o < —1 = ult(x) > ult(z) = ¥ (a, 1) > u®(a,1),

nientras que st
a> —1 = wdi{e) <uli(e) = Whi(e ) < ¥ (1),

Luego {u®}s50 es una sucesién monétona cuando & — 0y esta uniformemente
acotada. Por tanto, existe
. . & + N .
w(e,t) = limu’(x,d), c € IR7, 1 >0
§-50 -
v se verifica
u(z,0) = uo(x) = Alz|"t*, « ¢ RN

¢ 5w uniformemente

Para concluir el resultado, veamos que, de hecho, u
en subconjuntos compactos de Y x Ry para, de esta forma, garantizar que
esta funcidn w asi construida es solucidn del problema limite (P)g. Como para
cada ¢ > 0 la funcion

.

r >0

g(r)

a [1 - cm"f‘l]cf+1 :

es creciente® cuando ¢ > 1, entonces para cada 0 < § < | tenemos las

estimaciones?
ul () < ud(x)
b+ Mg — D ()= [L+Mg— 1)(153(:1:))9"”.]#
3 e | ' -
Jg(f’)—h—_i_a_rq—_l]r,l_l>U,T>0b1f}‘>l.

1Como 0 < § < | entonces

{ < —1 = ug{a:) > 1

=

1
ol
> —1 = ug{:n) > ug(:nj =y
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1
1 g—1 1 _
< u(a,t) < | =—— con i= . oo <l
Alg— 1} 0 si a>—l

Sea (pf,p) € D=u’(ix,t). Por definicién, para cada kb > 0

w(z, b4 h) 2> w’(x,t) + pih + o(h).

Luego
vz, t+ hY — ul(z, ¢ /
Pg < ( 3 2 U (.1:, )+ O(];)

|

1 wh(z) o(h)

1 =
<z -7 | ;
h (A(q— 1)(f+h)) B+ Mg — 1) (ui(z))r= 1]
Consecuentemente, de la definicidn se sigue

1

Pl < fl{— (At + )™

por lo que [pf] < e en subconjuntos compactos de RN x Ry. ¢

Una vez que sabemos que

podemos mejorar esta estimacién.

Corolario 11.39
S cualquicer solucion u de (P)y qqm verifica
U(z,1)
(14 Mg — DU, 1) 18)T

u(i, ) <

Demostracion.
Consideramos la Tuncidn

v, t) = U(u(:}:,t))l—q + A1 — q)tL)

h -

P
461
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Como en la region [u > 0] se tiene

e — (b 1) ug(:r!,i) 7 '“("",t) ! wloe. Y
v, £) = (v, 1)) (m(u(;a:,i))‘? + )\) =R (“(m’”) [Vu(x, )]

y‘

Vou(a, t) = (

entonces la funcion v verifica

vy — R‘VU|'" = R (ﬁ%—m)q ((u(;lf,t))q{m_l) _ (T)(:l,‘, l,‘_))q(m——l))

u(w, t)

).’
v(x,0) = Al|'+, @ € RN,

] y—=1
‘lL(.’L‘, {,) S (m)

y ¢ > |, de la propia definicion se desprende

(v(a, 1)) < (ufe, )7,

Como

consecuenteimente,
o(a,t) > ula,t),

por lo que se obtiene

v — RV |™ < 0.

Asi, Hegamos a

v(a, t) <U(w,t)
de donde se sigue el resultado. g
Observacién 11.40
. Nétese que
w(,0) >0 v ule, ) >0 st (@) #(0,0)

1

, L\ ,
1}314*5&13:{1;(;1:,'15){«71 = (m) , o € IR,
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2. También obtenemos el comportamicnto asintdlico espacial
.
l if—}4
lm (e, )= {—— 1> 0.
hfr o (i, Alg— 1)t ’

3. Cnando g > | el resultado anterior puede extenderse a datos iniciales
wg(2) arbitratios, obteniéndose
1
i (2,1) 1 1 ot ) # (
m ule, el = | ——=- 81 uglx ),
Ly 000 ’ )\(q — j) (
Unicamente pueden presentarse dos creepeiones que se corresponden
] 1
) . . - . 5
con las dos (nicas soluciones estacionarias’

wa, 1) = Aglzfn=i si m >y

m
w(w, )= Aexpl| =] ||| si m=¢"% o
R
(lomo hemos comentado, en el resultado anterior no estdan contempladas
las soluciones que no dependen de £, es decir, las ‘posibles’ soluciones esta-
| ' ) !

cionarias, Para estos casos se tiene el siguiente resultado:
Teorema 11.41

‘ am P
Cuando| o < —1| y|qg = N (> m), la solucidn del problema (P)y — ,m
v m—

con| A = Ag| viene dada por
AU

MT, ! < f(]=])
w(a,t) = N | .

Mg = 1)t

estando la funcidn [ definida como

, b= S(])

g—1

, | Afg—m \"M|™m _
3 = - : > 0.
/() AMg—1} R ( m T) =

5Recudrdese que el resullado que se ha mostrado es para funciones dependientes de L.
GNdtese que en este caso el dato inicial no es una polencic.
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Demostracidn.
Escribamos

A 1 a1
donde p(r) = —ir, T >0, &) = (m) , 120y determinemos
P y—m —_

la funcién f. Para ello, teniendo en cuenta que
)

A q - 111 m ml—q
Ao = | ( ) ;
° [R m } ’

debe verificarse

Wlle)) = (f(]])) Ai.:(ﬂ?f%ﬁiﬁyﬁ

lwlfl—‘(,%;—li 1 A (q — IllJ Om ;j‘__—,i,
- = = |~ i
Mg — l)Agil Mg—1) R m

Por tanto, para esta eleccidn de f la funcién v € C(IRN x R1). Ademds, como

A 1\+=
P(r) = — Ao (—) ’ A

g—m \r

& f(|=])

P 1 \&
v =t (i)

se¢ verifica

DT ulz, f(|z])) =

A 1 _q
Ill q -—1m . .
“qu(m) ,45th%mwn—@
¥

1

Dywule, f(l2])) =0, Dule, f(|z) = [# q_l [ ()\(q — 1)1( f(!mmq) = ,{)}

por lo que w es solucién de viscosidad de (P), _s qm Pata A= Ay o

m—g’
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. '

| !

Figura 11.5: Funcién par

fﬂ;tl) 1

clal £ — u(:::,t) para o < —1 y ¢ = IL:I_I;.

ixd

Figura 11.6: Funcién parcial # — u(z,t) para o < =1y ¢ = 7

Observacion 11.42
Fste resultado extiende al

14’

gque mostramos para m = 1 en el Teorema
|

[1.20 para el que la funcion f toma la forma

f(l=)

Teorema 11.43

lz]
R’

xe RN, 4

ilas i e
S|l y|lq =
m— 1 v\ 14+«

€)1, m[, la solucion del problema (P)/\!_E_&,@,m

para | A = Ag| es estacionaria

!

|

u(z, ) = Aplzlm—e, z € R,
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meenlras que

A(;)|.'L’|#l'f, 1 L< (=)
v(w, i) = | it
(5omm) e e el

donde la funcion [ viene dada por

q=—1

Fr) = 1 R m  1\"]™e >0
rtl=1— _ - LT
' Mg—1) A \m—gr e

cs una supersolucion de viscosidad de (P)y o\ cuando A = Ay que 1o es
meg

subsolucion de viscosidad.

Demostracion.
Argumentamos como en el resultado anterior. Como ahora

1
A/m—g\™[™e
Ao = [R. ( m ) } ’

entonces

1

D(lel) = S/ () & Agle|n= = (ﬁ—ﬁ) .

Mqg—1)/

& f(]=l) ! L lR ( m 1 )"'] =g
)= — n R .
. Alg — 1A llrlﬂmq_—,,ll Ag—=1) [ A \m—qlxl

Por tanto, para esta eleccion de f la funcién v € C(IRN x R.). En cambio,
la situacion es ahora la siguiente:

| |m q

DT o(e, f(|e])) = 0, DFo(z, f{|=]) = [ Apm _1_]

I —

vV

DS v, f(|2])) =@, Div(e, f(|z])) = [—ql l (/\(q l)l(f(l:ul))’f)qj ,(,l] .
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ﬁl_\

_m_ ) ;

0 £1x0) t l

xn I

Figura 11.7: Funcién parcial 1 — u(z,t) para o > ;]— yq=

0 1 Ixl
f

Figura 11.8: Funcién parcial v+ u(z,t) para o > r Y =1 i

Como
1 1 w1 NE |
! m-—gq n ing
- =-A|— |5 T = —AAd|x|w-q
q—l( Mg =Dz |)>) [ (R) | '] lel?
!
entonces i
Dol f(lz)) = i
+ Aolll g _tng_ !
Dtu(z, f(Jz])) = [0 | |75 x [—AA8la[m5,0] . ,

De esta forma, s1 (p1,p2) € I)"'v( (|.;r [)), se tiene que .

oy, s) <ole, f(|l2)+pr- (v —2) 4+ pa(s — f(|2])) + o(|s = f(lzD| + |y — z]).
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En particular, para la eleccion
y = — Rlp|" (s — f(l=))p
obtenemos
o (1= Rl (s = el 5) < ol S(JD)) = Rlpn (s = J(Je])
+pa(s = fJ])) + o((1 + Rlpe "™ )ls — f(l2]))-
De esta forma, tomando valores s < f(]z|) obtenemos que

ol S — o (o RIS )
s — f(]x])
of(1 + Rlp "= Dls = f(J=[})
s — f(lx]}

por lo que, haciendo tender s — f{|z|) se obticne

0

> —p:+ Rim[™ =

22— R|p|" 20

y, de esta forma, demostramos que v no puede ser subsolucion, ya que se

obhtendria la contradiccion

0<p,—Rip|™ < =dot = —/\An[:r:[ﬁ <0 st w#0. g

Al igual que hicimos en la Seccidén anterior, finalizamos sumarizando en
una grafico los resultados anteriormente mostrados:



3 !
ecatiniento

Figura 11.9:

-~ No existe solucion -

cimiento

ing acotado

Comportamiento asintético (m > 1, A > 0) en
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Apéndice A

La naturaleza de estas
ecuaclones.

A.1 Soluciones clasicas. Método de las ca-
racteristicas.

Pretendemos abordar de una forma sencilla algunos tépicos relacionados con
. - . s . L) . !
la signmiente ecuacidn en derivadas parciales de primer orden !

F(zu(z), Vu(z)) = 0, 2 € O C RY

I

sujeta a algunas condiciones sobre el contorno 00. Como nuestro propésito
consiste en ofrecer una exposicidn descriptiva, autocontenida y relevante,
vamos a fijar nuestra atencion fundamentalmente en las siguientes elecciones

de FyO:

H(Vu)+ 23(u)=f en Qc RN (A: N
U= en O} ;
y, para T < +o0,
u + H(Vu) + A8(n) =7 en Ox]0,T[C RN x R4
u= en J0 x0T (A.2)

u(+,0) = ug(-) en (}

. . T . N L
En algunas ocasiones, {2 coincidira con todo el espacio IR™, por lo que habra
que interpretar adecuadamente la condicion sobre @) como un compor-
tamiento asintotico a describir. '

473
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Se trata pues de ecuaciones de primer orden que, en general, vienen dadas
en forma no divergente y son completamente no linecales (es decir, existe wna
no lincalidad que actia incluso sobre los términos diferenciales). En conse-
cuencia, no pueden ser abordadas, en general, por argumentos vartacionales
que empleen la integracion por partes.

Ll método de las caracteristicas (ver [Cou-Hi}, [Ben], [Jo|, [Gue-Lee|)

es el mds conocido para obtener soluciones de clase C' que verifiguen la
ecuacion en todos los puntos. Asi, para el problema

w(e, ) +au(e,0)=0, 2R, t>0 (ag€IR)
u(x,0) = up(z), relR

cualquier solucion clasica w verificara, para cualquier 2 € IR, la relacion

et at,)=0, 130
e tatt)=0,12>0,

por lo que uw es constante a lo largo de las rectas caracteristicas
X, ) =u + al.
Consecuentemente,
(e + al,t) = w(x,0) = ua(x)
y, por tanto, obtenemos la representacion
w(x,t) = up(w —at), z € R, ¢ > 0.

El hecho gue por cada punto sole pase una caracteristica hace qne, en textos
clasicos, se califique a estas ecuaciones como hiperbslicas de primer orden
debido a ciertas consideraciones geométricas. Nétese que las caracter{sticas
obtenidas solo dependen de ta EDP y del punto inicial. Otra relacion muy
importante para lo que sigue es

(@ 4+ at, by = ug(e), x € IR, £ >0,

Extendamos la idea anterior a casos mas generales, para lo cual em-
pleremos algunas nociones de la Mecénica clasica. Se denomina sistema
dindamico conservativo a aquel que no contiene ningin elemento que disipe
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encrgia. Tales sistemas estdn caracterizados por medio de los hamiltonianos

H(x(), p(t)) que, representando la energia total (cinética y potencial) del sis-

tema, dependen de la posicién =(#) y del momento del sistema p(t). Puesto
que el sistema es conservativo, se tendra '
. dH JH dH !

0= —(z(t), p(t)) = =—(z(t), p(tN' (&} + —(=(t), p(£))p'(1).

(). p(0) = S p0)(0) + 0,00

Asi, el sistema conservativo lleva asaciado un sistema hamiltoniano

dH :
w'(t) = %(:1:(t),p(t)), z(0) = = :
oH 1

p"(t) = _E(:‘E(t)!])(t))a P(U) = Po(ili)-
Para simplificar, consideraremos el problema

{ wy(, 1) + H(ug(z,£)) =0, z€ R, t>0

u{z, 0) = uol), z € [R. (A.'3)

Obviamente, el sistema conservativo asociado estd caracterizado para cada
funcién v € C'(IR x IRy) por un hamiltoniano H que depende del momento
del sistema p(¢) (= ug(x(t),t}) ¥y es independieute de la posicidn del mismo
x(1). Asi, del sistema hamiltoniano se sigue i

p(t) = cte, t >0
por lo que

uy(z(t), 1) = p(t) = p(0) = yy(x), s € R, t > 0 lﬁ

{fmzﬂmw»=wwwm |
x(0) = . {

Es decir, las caracterdsticas vienen determinadas por la expresidn
) ]

E ) ! i

X (:r:,t) =1z +1tH (u(,(:n)), zelR, t>0. ‘

Por tanto, si u satisface la ecuacién en derivadas parciales se tendrd, para
cada 2 € IR, la relacién

) o4 ’
f;_l:(‘l’(m;t):t) == 'ltm(‘l’(:n:t)j-!,)i);:(m:t) + 'U,t(-:\..(lﬂ’ t): t) '
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oot (oo Vet (o Tt (o
= H'{ug(e))ug(x) — H{ug(z)).

Si ademas u satisface el dato nicial eutonces

w( V(1)) = uo(z) + ¢ [H (ug())ug{n) — H(ug(z))], « € R, ¢t 2 0. (A.4)
En este caso, las caracteristicas A'(z,1) = @ + tH'(uy(z)) no son, en general,
paralelas y su pendiente depende de la forma del hamiltoniano H (concreta-
mente de ', como en ¢l caso lineal) y ahora también de wp y 2 {en concreto,
de wi(x)). En consecuencia, para el caso no lineal, las caracteristicas de-

penden, en general, de todo cl problema (EDP +contornotdato inicial) y no
solamente de la EDP como ocurria en el caso lineal.

Ejemplo A.1
Si H(p) = p* v uo(z) = 2, las caracter(sticas de (A.3)

Ao, )=+ 2
son paralelas y la solucidn del problema viene dada por

wz, )=z —t, € R, {20, g

En cambio, en el caso general, caracleristicas comenzando en puntos dis-
tintos 2, y @2 pueden coincidir en algnn instante ¢ > 0, con lo que la infor-
macién aportada por {A.4) puede ser contradictoria. En efecto, si

.1’(3’517 L*) = ‘:\.,(.’L'g’ f*)
entonces se tendra
e (X (w1, ), 87) = atg (X (o, t7),87).

En cambio, el supuesto
wg(1) # ug(2)

..
conduciria a

g (A{w, 17),17) = vy(wy) # ug(za) = vy (X (2, 17),17) .
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b
?
Ejemplo A.2
Si H(p) = p? y uo(x) = 2*, las caracteristicas de (A.3) vienen dadas por

B }
X (x,1) = = + 6ta? i
}
y ya no son paralelas. Ademas, st x; # 3 con 2y + 23 < 0 se verifica qué
!
. . , . . 1 |
A(z1,17) = X2y, t") con 7= ———— 4
6(zy + 2) E
- 2 . . - ‘
obteniéndose una discontinuidad de u, en el punto
. * , L1E :
A(2y,t7) = X2y, 17) = ———
A + iz,

pues, necesariamente,
’ 9,2 ..2 ! .
ug(er) = 3z7 # 323 = ug(xa). o :

El fendmeno anterior es debido a que la aplicacion z — X sdlo es biyec-
tiva, en general, para valores pequenios de i, por lo que sélo se pueden obtener
soluciones cldsicas cerca de la frontera (es decir, para instantes de tiempo ¢
pequeiios). Asi, cuando al cabo de un tiempo dos caracteristicas que comien-
zan en puntos distintos coinciden en un punto pero con pendientes disbin-
tas, aparece en el punto de corte una discontinuidad en el gradiente dé la
solncidn y se dice entonces que se ha producido un ‘shock’ sobre el gradiente
de la solucion. Esto esta relacionado con la pérdida de la hiperbolicidad de la
ecuacién de primer orden ya que por el punto de corte pasan dos curvas ca-
racteristicas. Por tanto, en general, no ezisten soluciones globales. En [Li4)]
se hace un estudio mas amphio sobre la existencia de soluciones globales para

Recuérdese, una vez mas, que ahora la fenomenologia depende de todos

hamiltonianos y datos iniciales estrictamente convexos y N > 1.

los términos del problema y no sélo de la EDP. Aunque la no linealidad del
hamiltoniano juega un papel importante, su intervencién en el problema de
contorno no es Sl,lﬁ(‘.ientﬂ. I

. !
Ejemplo A.3 ‘

Si H(p) = p* y uo(it) = 2%, las caracteristicas de (A.3)

A, l) =« + 4t
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no son paralelas pero no se cortan en R x Ry (pues lo hacen en instantes de
tiempo negativos). Por tanto, existe una solucion cldsica global dada por

2
|+ 4

Por otra parte, incluso en casos en los que exista una sohicion clasica

u(xz,t) = ,eeR, 1>0. ¢

global, la aparicion de términos no lineales hace gne ésta presente un tope
de regularidad imcluso para hamiltomanos y datos iniciales regulares,
Ejemplo A.4
Consideremos en el problema (A.3) las elecciones
2

Hip) = —% y ug € CT(IR), uy convexo .

Adnmitiendo que la solucién fuera muy regular, si denotamos por
o(w,t) = up(w,t)
wl, ) = ez, 1)
derivando la EDP dos veces respecto a @ se tendria
wi(w, t) — vz, (. t) = (w(e, ), (2.¢) € R x Ry
w(w,0) = ug(e), r€lR
por lo que la funcién z(¢) dada por
z'(t) = —v{x(t),t)
z{0) = «
permite que w(1) = w(z(t),1) verilique, para cada @ € R, el problema
W'(t) = (w(t)?, >0
w(0) = ug(x).
Por tanto, se tendria
ug ()
'U.II((E(t), t) = ?U(.’E(t),t) = w(t) == ']'m
que, obviamente, se hace ifinito en el instante
1

uf(x)

T(x) =
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A.2 Soluciones generalizadas.

Descartadas las soluciones clasicas, podriamos adoptar la forma generalizada

de abordar Ja ecuacion : g
F(z,u(z), Vu(z)) =0, z € © c RM "

es decir, buscar soluciones que satisfagan la ecuacion en casi todo punto. Este

intento no es siempre itil, pues en ocasiones coexisten soluciones clasicas y

generalizadas (por lo que se plantea el problema de la no unicidad). TL

Ejemplo A.5 ‘
Si consideramos el problema

w — (u)2 =0, z€R, t>0
u(x,0) =0, z€R |

claramente, la funcidn |
w(x,t) = max{t — ||, 0} ‘

es una funcién que verifica la ecuacion en (IR x Ry )\ siendo
Q={(z,t) e Rx Ry : |z]| #1}

en donde la funcion no es diferenciable, siendo lipschitziana en IR x IR y'(lv
lase C° en ((IR x IR )\§2). Pero evidentemente, |

uy(x,t) = 0

!
- . .. [
es otra solucién del problema que ademas es clasica. g |

La prescripeion del comportamiento en el borde es aqui muy exigente
(debido al bajo orden de la EDP) dando lugar, en bastantes pmblenms de

contorno, a fuertes incompatibilidades.

Ejemplo A.6
No existen soluciones clisicas del problema estacionario

[u' ()| =1, D<er<l
{ w(0) = u(1) = 0 (

___:W,;-__A

gohernado por una EDP de primer orden sujeta a esos datos de contorno. g
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‘arcce pues que la forma generalizada pueda resultar ventajosa. Sin em-
bargo, surgen dificultades de otro tipo.

Ejemplo A.7
La Tuncidn

[
L sl OS.’LSE

() = 1
b —2  si 35;1,5 |

es una solucion geperalizada de (A.5) pero no es fa anica. De hecho, se pueden
construir inlinitas v, en parficular, una sucesion de soluciones generalizacas
de la forma

2k 2 2+ 1
& — 8 —_:z;g—i
N . z?l on 2’”
un(.r,) B 2(}"5 + ]) —x sl ———Zk + < g < MZ(IJ + 1)
an " ' On - = 9mn

para cadan € Ny k=0,1,...,2"7" — L. Pnesto que

|
0 < uy(x) < o 0<xe<l,

2
la sucesion {u, }, converge uniformemente hacia la funcién v = 0 que obvia-
mente no verifica la ecuacion en ningnn punto. o

A.3 Soluciones continuas de viscosidad.

A.3.1 Meétodo de la viscosidad evanescente. Propieda-
des.

Los comentarios anteriores muestran algunas de las dificultades que aparecen
en la teoria de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi: no existen, en general,
soluciones clasicas globales e incluso el debilitamiento natural de la nocidn
cldsica de solucidn conduce a pérdidas de unicidad y estabilidad. Sin em-
bargo, a la luz de modelos que aparccen en las aplicaciones, se espera un
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concepto de solucion para este tipo de ecuaciones para el que puedan coexistir
resultados generales de existencia global, unicidad y estabilidad. Hasta 1983
no aparece una publicacion ([Cr-Li2]) conteniendo un concepto de solucién
adecuado a los interrogantes anteriores. Para ilustrarlo, consideremos! la
ecuacion i

H(Vu(z)) + A(u(z)) = f(z), = € RV (E)

siendo A>0, H,f: RN 5 IRy 8: R = R funciones continuas. Un método
standard que permite abordar (E) es el denominado metodo de la v'.isco:S'.i-
dad cvancscente,! que consiste en considerar para cada £ > 0 la ecuacién
cuasilineal (en la que aparece el {€rmino viscoso eAuc(x))

—eAu(z) + H(Vu(z)) + M{u(z)) = f(z), = € RN (E)e

para luego hacer un paso al limite £ — 0. La ecuacién (E). es un ejemplo
tipico de ecuacion cuasilineal; éstas estan bien desarrolladas en [Gil-Tr|,

[Lad-Ur], [Serrl] y [Lil].

Supongamos, para nuestros propdsitos, que las funciones H, f y g per-
miten obtener soluciones clasicas u, € C"(IRN) de (E), verificando acotaciones

uniformes en € de la forma

||us||oo <cvy ||v“€||oo <e L

t

(ver [Li4] para detalles). De esta forma, argumentos de compacidad permiten
., 1, § ;
obtener una funcién v € Wio°(IRM) tal que

loc :

ue — w uniformemente en compactos de RN

5
+
Vi, = Vu en sentido débil . ;

., ., . - oo
Ademas, esta Tuncidn u es una solucién generalizada de (E} con la siguiente
propiedad: si ¢ € CQ(IRN) es tal que u — ¢ alcanza un maximo local estricto
en algun punto xg € RN existira, para € > 0 suficientemente pequefio, un
punto x. préximo a zy (con lim x. = z) en el gue la funcién u. ~ ¢ alcanzara
£

0 !
un maximo local, con lo que de las condiciones

V(e — $)(me) =0y — Alue — $)(we) 2 0 l

'Por analogia con la Mecanica de Fluidos.
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se desprende
H(Vd(e)) + AB(ue(z.)) = H{Vu{z:)) + A {ue(z.))

}.’
Jze) +eAu(ze) < flee) + eAdlae),

por To que
—eAd(we) + H(V(ee)) + A(usae}) < flze), € > 0.
De esta forma, haciendo tender € — 0 se llega a
H(V (o)) + AB(ulwn)) < fo).

. , . ! y SN N .
Un razonamiento analogo muestra que si ¢ € C*(IR") es tal que «—¢ alcanza
un minimo local estricto en algin punto z, € RY entonces

H(V (o)) + AB(w(xa)) = [(xo).
Luego, por densidad, podemos mtroducir ¢l siguiente concepto.

Definicién A.8 {ver {Cr-Li2}, [Cr-Ev-Li])
Dada F € C(O x R x IRM) con O € RM| consideremos la ecuacion

Flzu(z),Vu(z)) =0, z€ O (A.6)
y sea u € C(O).

L. wes subsolucion de viscosidad de (A.6) si para cualquier ¢ € C'(O) con
1t — ¢ alcanzando un maximo local estricto en algun zp € O se verifica

F(zo,u(20), V{za)) < 0.

| AN

u es supersolucidn de viscosidad de {A.6) si para cualquier ¢ € CH(O)
con u — ¢ alcanzando un minimo local estricto en algun zy € O se
verilica

Flzosw(z0), Vi(zp)) > 0.

3. w es una solucidn de viscosidad de (A.6) si es sub y supersolucidon de
viscosidad.
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Observacion A.9

Nétese que al igual que ocurria con las soluciones clasicas lineales, la
anterior nocion es un concepto inferior. La naturaleza de las soluciones e
viscosidad, al ser funciones continuas, las hace acordes con trazas continuas
sobre el borde al estudiar problemas de contorno. g |

Ejemplo A.10 ‘
De todas las soluciones generalizadas del problema de contorno (A.5)

visto en el Ejemplo A.7, la inica que es de viscosidad es ‘

1

7 s OS:PS; I
w () = 1 -
Il —x = <z <l

2 ©F ‘
Aparte de la motivacion anterior, el método de la viscosidad evanes-
cente permite obtener propiedades interesantes. Por ejemplo, regresando
a la ecuacidn ‘
H(Vu(z)) + M(u(z)) = f(z), € RN (E)
y suponiendo que H y 8 son tales que para f, g € BUC(IRN) existen soluciohes
clasicas, acotadas y uniformemente continuas de |
—eAu(2) + H(Vu(2)) + AB(us(2)) + euc(z) = f(z), =€ RN "
—eAvg(x) + H(Voe(z)) + AB(ve(x)) + eve(z) = g(x), 2 € R |
(ver p.e. [Cr-Li2|) entonces, el Principio del mdzimo (ver [Fr]) conducea

||Aﬁ(us) +eu, — )‘JB('UE) - E'Ue”oo < “f - f]“oo: e>0. (Al,?)

St ademds {4 : IR = R es creciente con 4(0) = 0 y S{IR} = IR entonces se
verifican las siguientes propiedades: :
-1 '
L. (A+el) = Ay M+l = ﬁT cuando € — 0 uniformemente
|
en subconjuntos compactos de R.

2. Para cada R > 0 la Tuncion i
Brlt) = inf {8+ 5) = A9}, 120
es creciente y verifica Sr(0) =0y

Brlr — ) < Br(r) — fuls), —R<s<r<R. !
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De esta forma, st H(0) = 0, la relacidén {A.7) implica que la familia {u. }.
esta uniformemente acotada en RY. Ademas, si denotamos por

0(s) = sup [f(z) = J)l, s >0 (0s(07) = 0)

|~y <s

al mddulo de continuidad de [, para ve(x) = ule 4+ y), y € RY, se tendrd

}-

ucle +y) —uelo) < sup {8 +en) s+ os(y)) — (A8 + )" (5)

Es decir, la familia {u, }. es equicontinua y ademas

. 1 _
Ouc(5) < KﬁH;Hm(Qf(S)), s > ).

Por tanto, el Teorema de Ascoli-Arzeld determina la existencia de una funcion
ue B C(IR,N) tal que para alguna subsucesion se verifica {ux o — wumforme-
mente en subconjuntos compactos de IRY, verificando u (por la motivacion
anterior) la ecuacidn

H(Vu) + A8(u) = [ en RY

en el sentido de la viscosidad. Ademds, u € BUC(RN) y

1 .
o.(r) < TS |ﬁ_](.9 +os(r)) = 75, v > 0.
[st<11f oo
Asimismo, la designaldad (A.7) permite obtener
e i
1w =)l < 585" (N7 = 9)* lec) (A.8)
¥ |
[l =vlleo < 617 (1If = 9lleo) (A.9)
siendo

R, e lllaX{H,/-Hoo: H(IHOO}

Las desigualdades (A.8) v (A.9) entranan, por tanto, resultados de com-
paracion, unicidad y dependencia lipschitziana, respecto de los datos, de lag
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. . . . - . - ]
soluciones de viscosidad. Bien es verdad que limitadas a la clase de soluciones
de viscosidad obtenidas por el método de la viscosidad evanescente.

Mas adelante presentaremos este concepto de solucidn en varias versioﬂles
equivalentes asi como una teoria matemdtica que comprenda resultados de
existencia, unicidad y dependencia continua, entre otros. Obviamente, esta
nueva nocién debe ser consistente con las anteriores, en el sentido de que toda
solucién de viscosidad de la EDP en la clase W% (lebv ser una solucién gone—
ralizada y, si ademds estd en la clase C', una solucién clasica. Sin embargo, la
fuerte incompatibilidad que surge en los problemas de contorno gobernados
por EDP de primer orden, puede dar lugar a algunas peculiaridades como se
muestra en el siguiente ejemplo. l

Ejemplo A.11 t
La funcion @;(z} = —u,(z) donde :
|
] |
x si 0<x<--
STy i
ui(z) = 1 |
l—z s —<z<l1 :
2 l

es una solucion generalizada del problema de contorno (A.5) visto en el
Sjemplo A7, que es subsolucion de viscosidad, pero no supersolucion'de

viscosidad., g .
i

Observacién A.12 ‘
AP A A . Htd : M . 8 (IS : H *
Como la nocidn de solucidn de viscosidad ha de ser itil en las aplicaciones,
debera ser compatible con los principios en los que éstas estén planteadas. Asi
por ¢jemplo, se debera verificar alguna relacién que comprenda el Przmzpw
de Entropia, si es que éste viene al caso. Este comentario da una explicacion
de porqué entre todas las soluciones generalizadas de (A.5) sdlo u; es'de

viscosidad., g

Observaciéon A.13
De la definicién se sigue que si ¢ € CH(O) es tal que

(v —d)z0) 2 (u—P)(2), z € Be(zo) = Flzo,ulz0), Vd(zg)) < 0. 1
Multiplicando por —1 la expresidon anterior se obtiene

—(u=a)(20) £ —(u—¢)(2), z € Be(20) = —F (20, —(—u(20)), —V(—ﬁf’)(zol)) > 0.

|
!
!
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Es decir, haciendo v = —u y 1 = —¢ € C1{O) se verifica
(0 — )] < (0~ 9)(=), 7 € Bulan) = Gliosvlz)y V() 2 0
estando la funcion G definida como
Glz,r,p) = —F(z,—r,—p).
Consecuentemente, las inccuaciones
Flzyu(2),Vu(z)) <0 v —F(z,u(z),Vu(z)) > 0
no son equivalentes, en general, en ¢l sentido de la viscosidad. ¢

Ejemplo A.14

La funcidén

1

I 51 0<ae< 5

w(z) = | -
I —x st ;S:zzgl

es una supersclucion de viscosidad de la ccuacion
lu'] =1 =0 en (0,1)
pero 1o es es subsolucién de viscosidad de la ecuacion?

~l/|+1=0 en (0,1). g

Observacién A.15
A la vista de los comentarios anteriores se tiene la siguiente equivalencia:
w es solucién de viscosidad de

Flz,u,Vu) <0
s1y solo s1 v = —u es solucidn de viscostdad de

—F(z,—v,—Vu}>0. o

?Basta tomar ¢ = 0. La funcion (u) — ¢) alcanza un maximo global en = % v, el
cambio, —|¢'(3)|+1 =1 £ 0.
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Regresemos de nuevo a la ecuacion |
Flzy,u(z),Vu(z))=0, z€ O (A.10)

siendo O CIRM y F: 9 x R x RM = R continua. !

El concepto de sub y superdiferenciales de una funcién continua permite
dar otra definicién alternativa para las soluciones de viscosidad. Primera-
meintte, recordemos que una funcion v : O — R es diferenciable en 2z € O y
Vu(zg) = po € RM 5i '

u(z) = u(z0) + po - (z = 20) + of|z — 2|)

’

1
donde a- b es el producto escalar euclideo de a y by h(z) = o]z — zo|) viene
definida por [

lim =0.
=z 2 — 20[ !
|
Definicién A.16 |
Seau € C(O)y z € 0. ;
i
l) Po & ]:)+'LL(ZU) s I
|
w(z) < ulzo) + po- (2 — 20) + o]z — z0}). (A1)

DYu(za) es el conjunto superdiferencial de u en z.

2) po € D7 u{zp) si

[
u(z) > ulzo0) + po- (2 — z0) + 0]z — 20|). (A.12)
D=u(zp) es el conjunto subdiferencial de w en z. i
|
Observacién A.17 l

1
1. Es bien sabido que si v € C(O), u puede no ser diferenciable en algin
zo € 0. En cambio, existen muchas elecciones de (2, po) € O x RM
para las cuales (A.11) y (A.12) se verifican. |



488 APENDICE A. LA NATURALEZA DE ESTAS ECUACIONES.

2. En general, D¥u(zy) son conjuntos cerrados y convexos (pudiendo ser
vacios) que, en el caso en que la funcion w sea diferenciable en el punto
zg, se tiene

DY u(zy) = D7 u(z) = {Vu(zo)}.

Noétese que, ademas, siempre se verifica

D¥u(z0) = —DF(—u(z2y)). @

Observacion A.18
(ieneralicemos a continuacion la idea de que toda funcion u diferenciable
en un punto zg € O es continua en dicho punto. Concretamente,

I. sipé€ Dtufz) entonces

lim sup ufz) ~ ) = (2 = 5 <0
=7 |~7 - ZUI
por lo que

limsupu(z) < uz),
T=rzp

es decir, ¥ es s.e.s. en el punto zg.

2. 51 p € D7u(z) por definicién se verifica

(2} —u(z0) — p-{z — z0) >0

..U
lim inf
z—rzp l'y

A 2’[)|
lo que implica que w es s.c.i. en z5 ya que

liminfwu(z) > u{z). o

=z

Proposicién A.19 (ver [Cr-Li2], [Cr-Ev-Lil)

H

Siu€Cl0), %€ O ype RM, se tienc
p € DVulz) (resp. p € D ulz)) & JpeC () tal que Ve(zo) =p v

w— b tenc un mdzimo (resp. minimo) local en zy. o
)
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t

Como dijimos anteriormente, es posible definir los conceptos de sub y
supersoluciones de viscosidad en términos de los conjuntos semidiferenciales.
1

Concretamente,

Definicién A.20 '

Sea F € C{O x R x RM) y « € C(O). :

1) u es subsolucion de viscosidad de (A.10) si {
Flz,u(z),p) £0Vze O, Vp e Dtu(z). (A.}'B)

2) u es supersolucion de viscosidad de (A.10) si
F(z,u(z),p) 2 0¥z € O, ¥pe D-ulz). (A.14)

3} u es solucion de viscosidad de (A.10) si se verifican (A.13) y (A.lﬁl),i es
decir, si v es sub y supersolucién de viscosidad de {A.10).

La nocidn de solucidn de viscosidad es local. ‘

Proposicién A.21 (ver [Cr-Li2|, [Ca]) f

1) 5iu € C(O) es subsolucion (resp.  supersolucion) de uiscosidad; de
(A.10) en O entonces también es subsolucion (resp. supersolucion) de vis-
cosidad de (A.lO) en () para todo abierto 2 C Q.

3 . - . -’ $

2) Si O = Ui O; siendo O; abiertos de RM y u cs subsolucidn {resp.
supersolucion) de viscosidad de (A.10) en O, 1 € [, entonces u es subsolucion

(resp. supersolucidn) dec viscosidad de (A.10) en O. g ;

Se tienen ademds las siguientes definiciones equivalentes: |
Teorema A.22 (ver [Cr-Li2|, [Cr-Ev-Li]) i

Siu € C(O) son equivalentes: -

1) u es subsolucidn (resp. supersolucion) de viscosidad de {A.10). :

2) V¢ € CH(O) tal que u — ¢ alcanza un mdrimo (resp. minimo) local en

Z(]EO '

Flzo,u(20), Vd(z0)) <0 (resp. Flzo,u(z0), Vd(z0)) > 0). i
|
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3) Vo € CHO) tal que u < en O (vesp. uw > ¢ en ) y u(z0) = H{z0)
.}-(ZU,(!)(ZU)?V(,b(ZQ)) ﬁ O (T‘(T.‘ip. f(Z(_],Q’S(Z(J, V(j)(zt))) 2 U)
1) Vp € CHO), ¢ >0 yk € R, si max dlu—k) >0 y dlu— k)(z0) =
max ¢(u — k) para algin z5 € O, enlonces
v
F (zu,u(z(,)? — ’ffﬁ(zn)(u(zn) — A:)) <
Hz0)

(resp. simin @plu—£E) <0y dlu—E)(z0) = min $(u—£k) para algin zy € O,

entonces

(
B V(f)(zn)
- d(z0)

F (:-:g,'u.(zg), (u(z0) — L:)) >0). o

Observacion A.23

I. CHO) = {4 € CHO) : supp ¢ C O es compacto} es el conjunto de las
funciones de clase C' en O con soporte compacto contenido en Q. Es
facil comprobar que en 2), 3) y 4) puede reemplazarse ¢ € C'Y(Q) por
¢ € C(() y maximo (resp. minimo) local por maximo (resp. minimo)
estricto, global estricto o global.

=

La propiedad 4) fue la primera definicion de solucidn de viscosidad que
se dié en [Cr-Li2].

3. La equivalencia con la propiedad 1) se dedice de las ideas empleadas
por L.C. Evans en [Ev2]. ¢

A.3.2 Propiedades de las soluciones de viscosidad.
Comenzamos con un simple resultado que establece la consistencia de la
nocidn de solucion de viscosidad con la de solucion clasica.
Teorema A.24 (Consistencia) (ver [Cr-Li2], [Cr-Ev-Li])

1) Siuw e CHO) y Flz,u(2),Vu(z)) = 0, z € O (resp. <0, > 0)
cntonces w es solucion (resp. sub, supersolucion) de viscosidad de {A10).

2) Siu es solucion (resp. sub, supersolucion) de wviscosidad de (A 10) y
cs diferenciable cn algin punio zg € O, enlonces

Flzo,u(z0), Vuzp)) = 0 (resp. <0, 20). o
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[Z] siguiente resultado muestra las relaciones entre las distintas nociones

de solucién.
Teorema A.25 (ver [Cal)

l. Sea n € C'(O).
w es solucion de (A.10) & u verifica (A.10) en todo punto z € O.

o]

Siw € Lip(Q) entonces u verifice (A.10) en casi todo punto de O.

!
3. Supongamos que F es continua, la aplicacion p — F(z,7,p) es convéra

yu € WR(0).

loc ‘

|

(a) Siu verifica F(z,u(z),Vu(z)) <0 en cast todo punto de O én-

tonces u es subsolucion de (A.10). .

(b) Si w verifica F(z,u(z),Vu(2)) < 0 en casi todo punto de O y u
es semicéncava® entonces u es subsolucién de (A.10).

En particular, si u € Lip(O) es semicdncava y verifica (A.10) en casi

todo punto, entonces u es solucion de viscosidad de (A10). g :

Observacién A.26 }
[l hecho gque una funcién « € Lip(Q) verifique (A.10) en casi todo punto
no implica, necesariamente, que vaya a ser una solucién de viscosidad de
dicha ecunacidn. Asl por ejemplo, la funcién w(x) = |z| verifica [v/| — I} =
0 «.c. (—1,1)y, sin embargo, no es solucién de viscosidad de esta ecuacion. . g

Teorema A.27 (Cambio de variable} (ver [Cr-Li2], [Cr-Ev-Li]) ,
Sea vy € C'(IR) tal que ¥'(r) > 0, » > 0 yv(IR) = IR. Siu € C(O) es una

solucion de (A.10) entonces la funcidn v = v{u) es solucion de viscosidad de
|
‘7:(3)77](“):(7_])’(1})VU) =0 en . g !

A continuacion damos una caracterizacion de soluciones de viscosidzu:li de

clase C' a trozos. i

SBs decir, Yzo € O y Ve > 0 tal que B,(z) C O se verifica que 3C; > 0 tal que la
., ' . ) |
funcién v(z) = u(z) — Tzlz — z9|? es céncava. 1
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Teorema A.28 (ver [Cr-Li2}, [Cr-Ev-Li])

Dividamos O en dos subconguntos abierfos Oy y O_ por medio de una
Jrontera T de elase C' (O = Op UO_UT). Dado zy € T sea ii(z) el veclor
normal unitario en zo tomado en Oy, Tzp = {7 € RM . (z0) -7 =t} €l
espacio tangente a 1 en 2y y Pr la proyeccién ortogonal de RM en Tz,

Sea u € C(O) lal que

us en O
=
u_ en O_

siendo uy € CHOL UT). Enlonces, u es solucién de viscosidad de (A.10) si
y solo st se verifican:
L. wy yu_ son soluciones cldsicas de F = 0 en O4 y O_ respectivamente.
2. Vzg €1 se verifica:
(a) Flzo,u(z0), Prvus(zo) + &(zp)) < 0 VE € [a, ]
i = Ty (z0) - (z) € Vr_(30) - e =0
) >
0) -7

(b} Flzo,u(z0), PrVius(zo) + &7(z0) 66 [b, a]
st a = Vug(zg) - 1i(z) > Vu_(z ( =b g

Teorema A.29 (ver [Cr-Li2], [Cr-Ev-Li|)

1) Siu yv son subsoluciones (resp. supersoluciones) de wviscosidad de
(A0} = w = max (u,v) (resp. w = min (u,v)) es subsolucion (resp.
supersolucion) de viscosidad de (A.10).

2) Si {u,}n son subsoluciones (resp. supersoluciones) de wviscosidad de
(A.10) tal quew = sup {uy, s (resp. 1w = inf {u, }n) es una funcidn continua
en O = w es subsolucion (resp. supersolucion) de viscosidad de (AL10). g

Teorema A.30 (ver [Cal)
Sea w € C(O) una subsolucion de (A.10) verificando

u > v Vv e C(O), v subsolucion de (A.10).

Entonces, u cs supersolucion (y, por tanto, solucion) de (A.10). g



A3, SOLUCIONES CONTINUAS DE VISCOSIDAD. 4,93

Teorema A.31 (ver [Cal)
Supongamos que la aplicacidn p — F(z,r,p) es conveza. |
1. & = {u € Lip(OQ) : u es subsolucion de viscosidad de (A.10)} es un

]

conjunto convezo.

2. Siv e CHO) yu € C(O) son subsoluciones de viscosidad de {A.10)
entonces Au+(1— A es subsolucidn de (A.10) para todo0 <A < 1. ' g
Teorema A.32 (Estabilidad) (ver [Cr-Li2], [Cr-Ev-Li]) ,‘
Sea Fo(z,7,p) una sucesion de funciones continuas que converge uni-
formemente en subconjunios compactos de @ x IR x RM a F(z,r, p) y seatu,
una solucion de viscosidad del problema
Falz,uy, Vu,) =0 en O

tal que w, converge uniformemente en subconjuntos compactos de O a una
funcidn u. Entonces, u es una solucion de viscosidad de (A.10} en O. o

t
i

Teorema A.33 (ver [Cr-Li2], [Cr-Ev-Li]) |

Sea Fo(z,r,p) una sucesion de funciones continuas que converge uni-

Jormemente en subconjuntos compactos de O x IR x RM a F(z,r,p) (uo,ndo

g — 0 y sca u. € C*(O) una solucion del problema .
—eAu. + Fz,u, Vu,) =0 en O !

tal que u. converge uniformemente en subconjuntos compactos de O a una

Juncion u € C(O). Entonces, u es solucién de viscosidad de (A.10) en O. g

Observacién A.34 |
El argumento anterior de la viscosidad evanescente que permite 1'(5551,1]1;&51105
de existencia fue el que motivo el calificativo de solucidn de viscosidad. '

Finalizamos esta Seccién enunciando un sencillo resultado del tipo dé la
desiqualdad de Gronwall Concretamente,

Teorema A.35 (desigualdades diferenciales) (ver [Cr-Li2]) .
Sea T >0, p e R yg,h e C]0,T]) verificando la desigualdad |

g +pg<h en 10,7T]
en ef sentido de la viscosidad. Entonces

e*y(t) < g ‘|‘f h(rydr st 0<s <t <T. g i
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A.3.3 Ecuaciones de Hamilton—Jacobi.
En esta Subseccion nos especializaremos en la ecnacidn
w, + H(u, Vu) =0 en RNx]0, T[ (T < 4o0) (A.13)
para la que daremos resultados de existencia y unicidad bajo las hipdtesis
H(r,p) € C(IR x IRY) (A.16)
de forma que VR > 0 vy € IR tal que
H{r,p) — H{s,p) > y(r —5) st —R<s<»r <R, (AT}
Claramente, (A.15) es un caso especial de (A.10) para las elecciones

O =RY%}0,T[, y = (x,t) y M=N+1.

Teorema A.36 (ver [Cr-Li2])

Bajo las hipdtesis (A.16) y (A7), scan u,v € BUC(IRN x [0, T]) tal que
w es subsolucion de viscosidad de (A15) y v supersolucion de viscosidad de
dicha ecuacion. St

wl(z,07) < ole, 07) [z ¢ RN

entonces
u<wv en RV x[0,T]. g

Teorema A.37 (ver [Ba2], [Li4], [Li5], [Sou])
Supucsto (A16) y (A7), para fodo 1y € BUC(IRY) 3T = T(||¢|le) > 0
y Ju € BUC(RN x [0, T]) tal que u es la tinica solucion de viscosidad de
w4+ H(u, Vu) =0 en RN x]0,T] :
{ u(-, 07) = wo(+) en RN, (A-15)

Ademds, si yp es independiente de R, entonces criste una inica solucion de
viscosidad de (A.18) VT > 0. g
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Teorema A.38 (Cono de dependencia) (ver [Cr-Li2]) j
Sean u,v € C(iR,N x [0,T}) con u subsolucion y v supersolucion de vis-
cosidad de (A 15) tales que ,

u(z,07) < u(z,0%) si [z <R
y denotemos por ;

' = max {||VHI|L00(RNX[U!T]), ||V'IJ||L00([R‘NX[0,T])} < 4o

= max {Jfullum @, ol mexoa } < +oo.
Si H(r,p) € C(IR x RN) es no decreciente en r y verifica ;
|

[H(r,p)—H(r, )| < Lip—ql si [pl,lal < C,lrl <k, |e| SR—L;, 0<¢<T

entonces

w(z,t) <w(x,t) si |z <R-Lt 0<t<T. g '

Observacién A.39
Claramente,

1) € < oo significa que u y v son lipschitzianas con coeficiente C.

2) (' = oo quiere decir que no se hacen hipoétesis adicionales sobre u y v
(aparte de la continuidad y acotacion). g '

A.3.4 Operadores acretivos.

Aunque en general, como ya hemos comentado, no tiene sentido abordar,
i
|

Flz,u(z), Vu(z)) =0, z€ O C RM

en forma variacional, no obstante estas soluciones de viscosidad son solu-
ciones débiles. En efecto, si (E,|| - ||) es un espacio normado, podemos

|
[, 0]y = lim [l + Aw|| = ||u]] ot [l + Avl|| = ||ul] |
T et A A>0 J !

considerar la aplicacion
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que, en general, no es un producto escalar pero tiene inferesantes propiedades
que le confieren el cardcter de producto semiinterior. Eutre los operadores
en E destacan los aerelivos, es decir, operadores A 1 D(A) C E — E tales
(que

[\(w—v)+ AMAu — Av)|| = [le —v||, u,v € D(A), A >0

0, equivalentemente,
[0 — v, Au — Av]y > 0, w,v € D(A).

Por tanto, la nocion de acretividad extiende a espacios normados no pre-
hilbertianos, la nociéon de operadores monotonos. La tuportancia de estos
operadores es gque sus resolventes son contracciones con lo que generan nn
semigrupo disipando alguna especie de energia asociada a la norma.

Regresando a nuestro modelo, estudiemos el problema de Divichlet

{ Flz,u(2),Vu(z)) =0, z€ O CRM

u(z) =0, z € 90, (A.19)

Podemos considerar el espacio E = UC(O) dotado de la norma del supremo.
Sit Fel(OxIRx [RM) v u € Cy(O) consideramos el operador
(A0)(2) = F(z,u(z), Vo(2), v € D(A), = €O

siendo

Sean ahora vy, vy € D(A) tales que la funcidén v, — vy alcanza un extremo no
nilo en algiin punto 2 € O. Por definicién se tendrd Vui(zy) = Vig(zy), lo
que conduce a Avi(z0) = Ava(zo) v, consecuentemente,

(v1 = v2)(20) = (1 — v2)(20) + A(Avy — Avy)(20), A >0
deduciéndose, por tanto, que A es un operador acretivo en E, es decir,
(01 — vs, Avy — Avy]y > 0.
Visto ésto, es sencillo mostrar la equivalencia:
w es solucién de viscosidad de (A.19)

& [(0 = @)D, =F (- ul-), VHO)]s = 0 ¥ € D(A).
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Ejemplo A.40
Sea E = C([0,1]) dotado con la norma del supremo y el operador
(Av)(z)= ' (2} -1, ve D(A), 0 <a <1 i

con

D(A) = C'(0,1) N Co(0, 1) C E.

Entonces

x 51 Ug;z;gé E
w(v) = 1 j
1 -2 s ES&:S]

es la unica funcion del espacio Co(0, 1) con la propiedad
!
[t—o,1—|&|l4 =0, ¢ € D(A),
es decir, uy es lainica funcidn de Cy(0, [} compatible con la acretividad del
operador A. g
‘. i

Observacién A.41

St consideramos la ecuacion i

H(Vu(z)) + AB(u(z)) = f(x), = € RN (E)

el espacio normado E = Cb(lR.N) con la norma del supremo, se prueba (ver

[Sa} o [Si]) que

. 0], = { max{v(zo)se(zs) 1 xo € RN, Julzo)| = ||ulle} si |[te]leo # Q

[10]]eo si |[ufjoo = 0.
i






Apéndice B

Analisis convexo.

|
B.1 Definiciones y propiedades elementales.

El material de esta Seccion esta tomado fundamentalmente de J. Aubin [Au1]
y H. Brézis [Br2]. |

Definicién B.1 I
Sea X un conjunto y ¢ : X = R U {+oo} una funcion.

. D(p) ={z & X: p(x) < +oo} es el dominio cfectivo de . g
2. @ es propiasi D{yp) # . 1
3. epi o= {(x,A) € X x IR : () < A} es el epigrafo de ¢. ‘
Definicién B.2 !
Sea X un espacio topologico y ¢ : X — IR U {400} una funcién. ¢'es
semicontinua inferiormente (s.c.i.) si
p(z) < ligl_l_}iélf o(y) Yz € X.
Propiedades elementales de las funciones s.c.1.
l.  continua = @ ess.cl.

2. pess.cl. & eplgescerrado en X x R.

499
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3. pesscdh. & VAER [p <A ={zeX: p(z) <A} es cerrado.
4. 51 1 y g 801 s.c.l. = P+, es s

St {@ifiel son sl = p =sup @, es sl
i€l

fua |

6. 51 @ es s.cd. = @ estd localmente acotada infertormente. En parti-
cular, ¢ alcanza su minimo en cada subconjunto compacto de X. g

Definicién B.3
Sea X un espacio vectorial.

. K C X es convero si
M+ (1= Nye KVe,y€ K, Vae[0,1].
2. Una funcion ¢ : X = R U {+00} es convexa si
@Az + (1 = ANy) < Ap(r) + (1 — Meoly) Yo,y € X, VA€ [0,1].
Propiedades elementales de las funciones convexas.

1. El dominio efectivo de una funcién convexa es un conjunto convexo.

[

. @ es convexa < epi @ es convexo en X x IR.

3. Sipesconvexa = VAe R p <A ={zeX: pl) <A} es

cOnvexo.
4. St @1 y @q son convexas = P + g €s convexa.

5. 51 {wi}ic1 son convexas = @ = Sup ¢; es convexa.
1€l

6. 5i @ es continua y convexa = para cada z,y € D{(¢) existen los
[imites

R ST el + Ay) — () . ol + Ay) — o)
e A
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(10_(3;7 y) — lim (10(513 + /\y) — (P(-E) = sup (,0(.12 + )\y) — (p(g;) {
A=0— /\ A0 /\ f

verificandose .
¢ (2,y) <e*(z,9). o .

Definiciéon B.4 ;
Sea X un e.v. normado y ¢ : X = R U {+00} una funcién propia. La
funcién ¢* : X' - R U {+oo} dada por ‘

o (f)=sup {< fiz > —p(z)} VfeX
zeX

es la dual convezra & conjugada de Fenchel-Legendre de .
Propiedades de las funciones conjugadas.

. @* es convexa y s.c.l. (aunque no lo sea ).

2. 51 es convexa, s.c.l. y propia = " es propia.

o< fie >< o(e)+ (), ¢ € X, f €X' (desigualdad de Young gene-
ralizada). q !

Definicién B.5 ‘
Sea X un e.v. normado y ¢* : X’ = IR U {+0co0} una funcién propia. La
funcion ™ : X — R U {400} dada por '

e™(x) = sup {< fe > - ()} VeeX i
Jex |

es ta biconjugada de @. Nétese que o (z) < ¢x), v € X.

. . . . i

Por lo dicho anteriormente, ©** es convexa y s.c.i. aunque ¢ 1o lo sea.
i Bajo qué condiciones ¢** = 7. La respuesta se da en el siguiente resultado:
Teorema B.6 (Fenchel-Moreau) :

Sea X un v, normado y @ X = RU{+o0} una funcidn propia. '

w es convera y s.c.d. & @7 =p. p
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B.2 Semiconvexidad.

Definicion B.7
Sea K un subconjunto compacto de RN, N > 1. Una funcion ¢ : K — IR
es semdconvera si existe ¢ > 0 tal que la funcidn

i) = op |2
H(z) = o) + o]
sea convexa en todo subconjunto compacto de K.

De esta forma, para todo punto interior € K, y € RN y h > 0 suficien-
temente pequeno, se verilica

o{a + hy) = 2p(z) + oz — hy) > —c (|:r: + hyl* = 2)z|* + |z — h,y|2)

es decir,
oz + hy) — 20(x) + oz — hy) > —2ch?|yl*. (B.1)

A continuacién vamos a regularizar la funcion

Sy (), €K
Pl) = { g: @ ¢ K.

Asi, para cada k = 1,2,..., sea ¥ € C(IRN) una funcién verilicando

di(x) >0, [H{N De(x)de =1y () =0 s |z| > W

De esta forma, por las propiedades de la convolucion
Pp(w) = (@ * V) (x) = /H{N P(2)p(x — y)dy, © € RN

sabemos que @y, € C(IRY) y kh‘_}_]m”‘rak — [l =0.
|

Por otro lado, como di(x) = 0 si |z > = si para cada & = 1,2,...
consideramos |
Ki={zeK: d(z,0K) > }—}

se tiene que

Pre) = _[K P(w)x(e — y)dy, = € K. (B.2)
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|
Por tanto, las condiciones (B.1), (B.2) y el hecho que me di(x)dr = | mues-

tran que la funcién @y veritica (B.1) en el interior de Ky, es decir, ‘
Gr(x + hy) — 201(x) + Gz — hy) > —2ch*|y[*, 2 € Ky, 0 < h < 1.

Dividiendo ambos miembros por 2h% y haciendo tender i — 0 se obtiene

L.
D)y -y = —c 2 € Ky

i
'

B.3 Teorema de Alexandroff. {

:
El propdsito de esta Seccidén es mostrar que las funciones semiconvexas son
dos veces diferenciables en casi todo punto. Este resultado clasico se debe, a
A.D. Alexandroff (ver [Al] y también la prueba que de este resultado se hace
en [Cr-Is-Li2]). Supongamos que K es un convexo cerrado de RN, N > 1,
de frontera regular y ¢ : K — R una funcion semiconvexa. Denotando por
O al interior de K, recordemos que z € O es un punto en el que ¢ es dos
veces diferenciable si existe p € RN y una matriz simétrica Q € M(N x N)
tal ¢ue 5

lim F(z,y;p,Q)=0
Y= ( 1 y’ pﬂ Q) ‘l
!
donde 1
- . Y — YO — Y (e — '
o) —ez)—p-(y—=) - 3Q—=) (y—x) o

— , Y F T
ly — =l

Flz,y;p,Q) =

Teorema B.8 (Alexandroff)
St denotamos por

Ale) ={z € O: w es un punto en ¢l que ¢ es dos veces diferenciable}

se verifica que el conjunto K\ A(p) tiene medida de Lebesgue cero. g

I
i
i
i
+
i






Apéndice C
Foérmulas de representacion.

C.1 Formulas de Hopf y Lax—Oleinik.

Dada una funcién H € C(IRY) consideramos la ecuacién de Hamilton-) acobi
u; + H(Vu) =0 en RN x R,. (H.J)

Ya hemos visto como mediante el método de las caracteristicas se pueden
obtener soluciones clasicas locales. Incluso podemos encontrar soluciones
clasicas globales en la clase de las funciones lineales afines '

() > @~z ~ tH(a) +b, (2,2) € R x Ry (C1)

para « € RN y b € IR fijos. En general, veamos cémo toda funcién ¢ dife-

renciable puede representarse a partir de funciones afines. |

Proposicion C.1 I
Si ¢ € C(IRNY entonces

T
p(z) = il;f Sl,;]) {qb(y) + [/0] V(1 — ANy + /\z)d)\] (z— y)} , T E IR.I\:J.

Demostracion.
Como ¢ es diferenciable, la regla de la cadena nos permite escribir

() — d(y) = f0] % HM{1l — Ay + Azx)dz

505
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= [ ot -y 1 2] - (e ),

}

de donde
#) 2 5w {9()+ [ Vo0 Ny a0)d] =)} pira =
luego
¢(e) > inf snp {fﬁ(y) + Uol V(1 =Ny + /\z)d/\] (o — !f)}-
Por otro Jado, dado z € IRN arbitrario, obtenemos que
Moy = ) + [ [ 900 = 4 22)] (=) pare g =
por lo que
s <o {0+ [ Vo= Ny + 0] =)}, e W

de donde concluimos

#x) <l sup {d)(y) + U] Vo((l— Ay + )\Z)df\] (e - y)}- o

i {
El argumento anterior, propio de la Teoria de Juegos, motivéd a E. Hopl

(ver [Hol}) a conjeturar que la funcidn

v(z, 1) =il sup {ue(z)+y-(x—2)—tH(y)}, = € RN, >0
Ty

debia verificar, en algiun sentido, el problema de valor imaeial

w+ H(Vu) =0 en RN x R, (PC)
u{-,07) = wup{-) en RN, !

Xl mayor inconventente es que este problema iinicamente puede ser resunelto
en la clase (C.1) si ug(z) = @ - 2 4 b. Por ello, Hopf propuso dos formulas de
representacién para (PC):

o, 1) = inf sup {up(z) +y- (2 —2) —tH{y)}, = € RN >0 (C.2)

Y
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si H: RN — R es convexa y f
w(e,t) =sup inf {u(z)+y-(z—2z)—tH()}, e € RY, t >0 (C.i3)

Yy

cuando ug : RN — IR sea convexa.!

5. Hopf demostro que v y w son soluciones generalizadas de (PC), pues
verifican la ecuacidén en casi todo punto. El principal inconveniente es que,
en principio, no esta claro que v o w determinen la solucidon generalizada
‘correcta’ pues, como sabemos, en general no se tiene unicidad de soluciones
generalizadas. No obstante, M. Bardi y L.C. Evans [Bar-Ev] salvan este
inconveniente mostrando, hajo adecuadas hipdtesis, que v o w dan la unica
solucién de viscosidad de (PC). Concretamente, |

Teorema C.2 .
1) Si H : RN = IR es conveza Y g ! RY = IR es uniformemente lips-
chitziana entonces

(e, t)y =inf sup {ug(z) +y- (2 —2) —tH(y)}, 2 € RN t>0

= Y i
t
es la dnica solucion de viscosidad uniformemente continua de (PC). i

2) SiH: RY = IR es confinua y uo : RN = IR es conveza y umforn}e-
mente lipschitziana entonecs ‘

w(x,t) = sup mf {uo(z) +y - (w—2z) —tH{y)}, = € RN ¢ >0 J

v ‘

;o .. . . . . . f

es la tiniea solucidn de viscosidad uniformemenle continua de (PC). g l

i

. |

Observacion C.3 |
En particular, cuando la funcién H : RN — IR es convexa y continua,l el

i

teorema de Fenchel-Moreaw determina i

H(y) = H™(y) = sup{y - € ~ H*(€): € € D(H*)}, y e RY

"Nétese que v y w sélo difieren en el orden de colocacidn de inf y sup y, ademas, la:;
expresiones que aparecen entre {.} son de la forma (C.1). :
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estando la funcién H* : RN = [R U {+oo} definida como
HY(E) = sup {€-y— H(y): y € D(H)} < +oo, £ € RY
lo que nos permite escribir la formula (C.2) en la forma

z € —

v(z,t) = ilznf {'ll()(fi) 4+ su;p {y . % - H(y)}} = il;f {'ug(z) +1H" (

es decir,
-z

o(w,1) = inf {ug(z)—l-l,H* (T) zE:n—t[)(H*)} (C.4)

expresion que se conoce como formula de Laz—Oleinik y puede ser expresada
en forma equivalente (ver [Bar-Ev]) como

v(w, 1) = inf {m,(:n(i)) + ! H*(z(s))ds : z(+) € A} , e € RN ¢ >0 (C.5)

0

¢
siendo A = LY0,6; RN) y 2(t) = « — f z(s)ds. La igualdad anterior repre-
0

senta la expresion matematica del Principio de la Programacién Dinamica
aplicado al problema de control ejercido sobre el estado x(t), sujeto a los
controles z{+) y con un gasto, por unidad de tiempo, dado por H*(z(s)).

Aualogamente, la férmula (C.3) puede ser escrita como
w(e,t) = ((ua)* +tH)*(2), = € RN, ¢ > 0.
En efecto, de la propia definicién, se desprende

(o) + tH)* () = sup{z -y — (ua)"(y) — tH(y)}

¥
= sup {:r: sy —suply -z —ua(2)} — tH(y)}
y z
=sup inf{x-y+up(z) —y- 2 —tH(y)}
ML

=sup inf{u(z) +y- (2 —2) —tH{y)} = w(z.t). o

Y

)}
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C.2 Ejemplos.

‘
|
i
Veamos algunos tipos de funciones convexas que aparecen en las a.}::]ic;u:im:les:
l. Funciones convezas dependientes de |p|. !
{(a} Comportamiento lineal.
H(p) = Rllp| — ]+, pERY, R>0, p >0

cuya conjugada de Fenchel es

o _ [ plel s <R |
Hm‘{m si I > R, |

con lo que la férmula (C.4) toma la expresion
vz, t) = inf {uo(y) + plz —yl: |z —y| <Rt}, 2 € RN, £ >0,
(b) Comportamiento superlineal. i
H(p) = R((lp| —1)4)°, pERY, R>0, >0, 0 > 1

cuya conjngada de Fenchel es
— 1l |
iy = ol + H(E) ceme

Re ‘

Asi pues, para cada (z,t) € RN x Ry, la férmula (C.4) tomzfy la

expresion |

.
| i o ‘ o—L1fjz—yl7\" )
v(e,t) = inf {uu(y) +plr =yl + — ( Rot ) } -

. : : ;
2. Punciones converas no dependientes de |p|.
’ ! « .
(a) H(p) = e.p, p € RY, para algin e € IRY, que tiene por conjugada
de Fenchel a la funcidn

wren U0 si {=e
H(E)_{-I—oo si £#e.

Para esta eleccidn, la férmula (C.4) se convierte en

v(a,1) = ug(z — te), x € RN, ¢ > 0.
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p-aje,+p-b st p-agi
AT i poas
(b) Hip) { (p-ayw+p-b st p-a>0

donde a,b € IRN, la| = 1 v eL,ep € R, ¢, < e, para el que se
tiene

H(E) =0, e D(H)Y={s-a+b: ¢, <s<er},
tomando la formula (C.4) la expresion

oz, ) = infl {uo{z—t(sa+b)): oo < s <ept,z € RN, t>0. g
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