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Introducción

Estaintroducción recoge, en sus dos primerosepígrafes,las descripcionesde los sistemasde colas con
reintentos,de los sistemasde colas con llegadasnegativasy de los sistemascon mecaAismode aclarado
estocástico,acompañadasde los antecedenteshistóricosmás relevantesy de las lineas de investigación
actuales.En el último epígrafese presentancomentariosrelativosa los objetivosy a la estructurade la
memoria.

Introducción a los sistemasde colascon reintentos

En una red telefónica,el comportamientode cada abonadoque obtienecomo respuestauna señalde
ocupaciónal efectuarsullamada,habitualmenteconsisteen repetir su demandahastalograr la conexión
requerida. Porello, el tráfico global de llamadasquecirculan en la red telefónicadeb~ser disociadoen
dos flujos diferentes:el flujo de llamadasoriginales,que refleja las necesidadesrealesde los subcriptores
de la red; y el flujo de llamadasrepetidas,consecuenciadel bloqueoen los accesosprevios. Los modelos
clásicosde sistemastelefónicos,lossistemasde colascon pérdidas,no tienen en cuentala estructurareal
de la red y, por ello, no puedenser aplicadosen la resoluciónde un númeroimportantede problemas.
Una segundaclasede sistemasde colas, conocidoscomo sistemascon reintentos,permitesolventaresta
deficiencia. Los sistemascon reintentostienen como principal característicaque cadaclienteque llega al
sistemay encuentraocupadosa todoslos servidoresaccesiblesparaél, abandonael áreade serviciopara
repetir sudemandaalgún tiempodespués.En la actualidadestadescripciónjuegaun papelimportante
en redesde ordenadoresy en redesde telecomunicaciones.

Los primeros trabajos de investigacióncon alusionesrelativasa sistemasde colas con reintentos
aparecierona finalesde la décadade los añoscuarenta. Los primeroscomentariosfueron posiblemente
los recogidosen Kosten (1947). Sin embargo,se consideracomoorigende los sistemasde colascon rein-
tentosal artículo de Cohen (1957) titulado ‘Basic problemsof telephonetrafflc theory and Ihe influence
of repeatedcalis’, dondese analizaexhaustivamenteel sistemaM/M/c, c =1, con reintentosy clientes
impacientes. El análisis de Cohen presentauna considerablecomplejidad. Sus solucionesaparecenen
términosde integralesde contornoquesonreducidasa funcionesconocidasen el caso = 1. Parael caso
c > 1 se incluyen resultadosnuméricosbasadosen la truncación del modelo, que extiendenel estudio
precedentede Wilkinson (1956). Tambiénse estudianalgunoscomportamientoslímite del sistema.

Desdeel artículo de Cohen, han sido publicadosalrededorde 250 trabajosde investigaciónen un
amplio númerode revistasinternacionalesy actasde conferenciasque abarcandifereñtesámbitoscomo:
Probabilidad y EstadísticaMatemática, InvestigaciónOperativa, Ingeniería de Telecomunicaciones,In-
formálica, etc.. Una significativa contribuciónal desarrollode estosmodeloses debidaa los científicos
de la antiguaUnión Soviética,cuyostrabajoshansido tradicionalmentepublicadosen revistasde lengua
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Ni
rusa, deescasadifusión, y con traduccionesal inglésno disponiblesen su totalidad.

Algunostextosdedicadosa la teoríade colasy a la teoríade teletráfico contienenseccioneso comen- Ni
tarios referidosa sistemasde colas con reintentos. Una breve lista de estasmonografíasincluye, entre
otros, a los libros de flear (1988), van Dijk (1993),Riordan (1962), Syski (1960) y Wolff (1989).

Los sistemascon reintentoshansido sintetizadosen tres amplios surveyspublicadosrecientemente:
Falin (1986a,1990)y Yang y Templeton(1987). Ademásde unaamplia bibliografía,estostrabajoscon-
tienenlos principalesresultadosdesarrolladosparalos modelosde colascon reintentosde tipo M/G/1 y
susvariantes(llegadasen grupo, clientesheterogéneos,clientesno persistentes,etc.),los modelosde tipo Ni
M/M/c, los métodosnuméricosexistentesparacalcular la distribuciónlimite, el análisisasintóticobajo
tráfico pesadoy tráfico ligero, etc.. j

Un modelo de colas con reintentosconsiste en un sistema de colas, con c > 1 servidoreso canales,
que operadel siguiente modo. Cadacliente que llega al sistemay encuentraun canal vacío,comienza Niinmediatamentea ser servido y abandonael sistemaen el instantede finalización del servicio. En caso
contrario, el cliente se une a un grupode clientesinsatisfechosllamadoórbita. De forma independiente,
cadaclientede la órbita intentael accesoa los canalesde acuerdoaun procesode Poissonde intensidad
ji > 0. Las longitudesde los intervalosde tiemposeparandodos llegadasconsecutivasy los tiemposde
servicio siguendistribucionesgeneralescon funcionesde distribución A(x) y 8(x), respectivamente.Se
asumeque el flujo de llegadasoriginales,las longitudesde los intervalosseparandosucesivosreintentosy
los tiemposde serviciosonmútuamenteindependientes. Ni

Es posibledenotara los modelosde colascon reintentosutilizando la notaciónde Kendall A/B/c/K,
dondeA y B representanla distribucióndel tiempoentredosllegadasconsecutivasy la distribución del
tiempode servicio, respectivamente,c denotael númerode canalesy 1< es la capacidadde la órbita. Es
habitualomitir la componenteK de la notacióncuando1< = ~. El estadodel sistemaencadainstante
esbásicamentedescritopor el par (C(t),Q(t)), dondeC(t) indica el númerode canalesocupadosy QQ)
representael númerode clientespresentesen la órbita. u’

La diversidadde las áreasde aplicación, la naturalezade los resultadosobtenidosy los métodosde
análisis empleadospermitenconsiderara la teoríade colas con reintentoscomo unapartenotablede la Niteoríageneralde sistemasde colas,dotadadeun profundointerésintrínseco.En lasactasdelos Congresos
InternacionalesdeTeletráfico (International TeletrafficCongres; ITt?!) puedeserencontradaabundante
informaciónsobrelos camposde aplicaciónde estetipo de modelos.En estesentido,a continuaciónse Nidestacanalgunasaplicacionesconcretas.

En redeslocalesde comunicación(LAN), uno de losprotocolosmásutilizado es conocidoconel nom-
bre de protocolo CSMA (Carrier-.SenseMultiple Access). Habitualmenteunared LAN estáformada Ni
por 1< < ~ estacioneso procesadoresconectadosentresí por un solo bus. Mensajesde longitud variable
llegan a las estacionesde la red desdeel exterior de ésta. Cuandoun mensajeaccedea la red desdeel
exterior, la estaciónreceptoradivide ésteen un cierto númerode paquetesde tamañofijo e inmediata- Nimentechequeael estadodel bus. Si el bus estálibre, uno de losmensajeses transmitidoa otra estación
y el resto de los paquetesson almacenadosen un buifer paraser transmitidoscon posterioridad.Si el
bus estáocupado,todoslos paquetespasana formar partedel bulfer. Cuando el procesoque gobierna
la llegadade clientesa la red es un proceso de Poisson,la conexión de cadaestacióncon el bus puede
ser modelizadamedianteun sistemade colasde tipo M/G/1 con llegadasen grupoy reintentos.El bus Ni
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Introducción 3

correspondeal servidory el buifer es la órbita. En Choi y otros (1992)y sus referenciasse describemás
exhaustivamentela incidenciadel fenómenodel reintentosobreel protocoloCSMA. ¡

En Falin (1995a)y Ohmuray Takahasbi(1985)se describela aplicaciónde un mod&ocon reintentos
al estudiodel tiempode esperaen sistemascontroladosmediantediscosmagnéticosde.memoria.

Las aplicacionesde los sistemasde colas con reintentosa redes telefónicasrealesson múltiples. A
modo de ejemplo puedencitarse los trabajosde Harris y otros (1987), Inamori y otrós (1985) y Kelly
(1986).

Debidoa la complejidadde los modelosde colas con reintentos,los resultadosanalíticossongeneral-
mentedifíciles de obtener. Sin embargo,existe un buennúmerode métodosaproximadosy numéricos.
Una clasificaciónhabitual,aunquearbitraria,de los sistemasde colas con reintentosdistingueentretres
grandesgruposde modelos:sistemascon un único canal,sistemasconvariosservicios$‘ sistemasestruc-
turalmentecomplejos.

Atendiendoa la importanciaque tieneel modelodetipo M/O/1 con reintentosen la presentememo-
ria, a continuaciónse exponenalgunos comentariosrelativos a los trabajosmás rel¿vantessobreeste
sistemay sus principalesvariantes.

Los primerosresultadosparaelsistemaM/G/1 conreintentosfuerondadospor Keilsony otros (1968),
quienesanalizaronla distribución limite del proceso(C(t),QQ)), cuandot —. oc, medianteargumentos
basadosen la introducciónde la variable suplementaria¿(t), definidacomo el tiempode servicio consu-
midopor el clientequeocupael canal.Fórmulasexplícitasparala distribuciónlímite del par (C(t),QQ)),
cuandot —. oc, sondadasen Jonin y Sedol(1970) cuandose asumentiemposde servicio exponencial-
mentedistribuidos,Independientementede Keilson y otros (1968) en los trabajosdeAieksandrov(1974)
y Falin (1975) se han utilizado procedimientosdiferentesparaestudiarla distribución límite cuandola
distribuciónde los tiemposde servicioes general. La ley de descomposiciónestocásti¿aparael modelo
M/G/1 con reintentosy sus variantesha sido sugeridapor algunosautores. El uso de esta propiedad
con la finalidad de deducir fórmulaseicplícitaspara los momentosdel número de clientesen órbita fue
mencionadoen Artalejo y Falin (1994). En Yangy otros (1994)semuestraque la ley de descomposición
estocásticasemantieneinclusocuandolos tiemposdereintentosongenerales.Métodosalgorítmicospara
el cálculode la distribuciónlímite hansido desarrolladospor de Kok (1984)y Schellhaas(1986). Su argu-
mentaciónaprovechalas propiedadesde los procesosregenerativos(ver Stidham(1972))y Ja propiedad
PASTA(Poissonarrivals seetime averages) de Wolff (1982).

Desdesu consideraciónpor Kendall (1953), las técnicasbasadasen el estudiode ¿adenasencajadas
han tenido unanotable importanciaen la teoríade colas, graciasa la sencillezque ofrecen frente a las
técnicasmásclásicas,como la inclusión de unavariable suplementaria.La función géneratrizde la ca-
denade Markovencajadaen los instantesdefinalización del serviciofue calculadapor Falin (1976), quien
observósu coincidenciacon la función generatrizde la distribuciónlímite de N(t) = C(t) + QQ), cuando

oc. La clasificaciónde los estadosde la cadenaencajadapuedeser realizadacon la ayudade los
resultadosclásicosbasadosen las tendenciasmediasde la cadena.

La contribuciónmásimportanteal estudiode la distribucióndel tiempovirtual de espera,W, fuedada
por Faliny Fricker(1991). En sutrabajoesfundamentalel métodode las marcascolectivas,quepermite
traducir el cálculoanalíticode la transformadade Laplace-Stieltjesde W a términospiobabilisticos.Una
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Ni
descripciónalternativadel tiempo virtual de esperamedianteel númerode reintentosrealizadospor un
cliente que llega al sistema en el instante1, R(t), fue propuestaen Falin (1986b), cuandose asumen Ni
tiemposde servicioexponenciales,y posteriormenteextendidaal casogeneralen Falin y Fricker (1991).

El análisisdel períodode ocupacióndel sistema,basadoenel usodel métodode las marcascolectivas
(ver Falin (1979a)),ha permitidoestudiarel comportamientodel sistemaen régimenno estacionario.En
Falin (1990)se exponeun métodoanalíticoalternativoparacalcularla transformadade Laplace-Stieltjes Ni
de la longitud del períodode ocupación,L. La técnicade las ecuacionesconvolutivasde Chooy Conolly
(1979)permitecalcularrecursivamentelosmomentosde 14 perola aplicabilidaddel métodoestálimitada Ni
al casode tiemposde serviciodistribuidosexponencialmente.

El conocimientode la distribuciónde la cadenade Markov encajadaen los intantes de finalización Nidel servicio permite analizarlos procesosde finalizacióny de comienzodel servicio, cuandose asumelaergodicidaddel sistema(ver Falin (1978,1979b,1990)).

La teoríageneral de ordenaciónestocástica(ver Stoyan(1983)) permite completar la descripción Ni
básicadel sistemaM/G/1, obteniéndoseresultadosde monotoníay cotassuperioresde los valoresmás
significativosdel sistema(ver Khalil y Falin (1994) y Liang y Kulkarni (1993)).

Aproximacionesdedifusión y de flujo de fluidos hansido abordadaspor variosautores. Algunas de
las contribucionesmássignificativassonAnisimov y Atadzanov(1992), Falin (1991) y Lukashuk (1990).
En Greenberg(1989)se extiendela filosofía de la propiedadPASTAalos modelosconreintentos,lo cual ‘Niconducea una cotasuperior de las característicasdel sistema. La más recientede las aproximaciones,
basadaen la teoríade la información,fue descritapor Artalejo (1992)y desarrolladapor Falin, Martin
y Artalejo (1994). Ni

En la literaturaserecogennumerosasgeneralizacionesdel modeloprincipal de tipo M/C/1 con rein-
tentos. A continuacionse resumenlas más significativas. Ni

La modelizaciónclásica del sistemaM/C/1 con reintentosasumequecadaclientequese ve bloqueado
en su accesoal serviciogenerasupropio flujo de repeticioneshastaencontrarel serviciovacio. Entonces,
la longitud del intervalo detiemposeparandodasreintentossucesivosse distribuyeexponencialmentecon Niintensidadj~u, cuándoel tamañode la órbitaesj=0. No obstante,existenotros modeloscon reintentos
dondela política quecontrolael accesoal servicioes independientedel nivel de congestiónde la órbita.
Por ejemplo,supóngaseque los clientespresentesen la órbita puedenserordenadosy quesólo el primero
de ellospuedereintentaraccederal servicio. De estemodo, los intervalosseparandodosreintentossuce-
sivossiguendistribucionesexponencialesde parámetro& > o, siempreque la órbita no estévacía. Esta Ni
política de reintentoconstantefue introducidapor Fayolle (1986), quien investigóun sistematelefónico
detipo M/M/1 con reintentosen el cual el primer clientede la órbita,al versebloqueadoen su intento Ni
de accesoal servicio, retornaa la últimaposiciónde la órbita (es decir, se asumela existenciaen laórbita
de una cola con efecto feedback).El sistemaM/G/1 con reintentoconstantefue analizadopor Farah-
mand (1990),proporcionandodiferentesinterpretacionesy situacionesprácticasdondeestadisciplinade Nireintentotiene lugar. Martin y Artalejo (1995) completaronel análisisdel modeloM/G/1 con reintentoconstanteen el ámbitomásgeneralde un sistemacon dos tipos de clientesimpacientes.Frecuentemente

la modelizacióndel protocolo CSMA apareceasociadaa la disciplinade reintento constante(ver Choi
y otros (1993)). Es interesanteobservarque la existenciade un orden en la órbita permite desarrollar
modelosde tipo M/M/1 condistribucióngeneraldereintento(ver Choi y otros (1993)). La definición de u’
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Introducción 5

unadisciplinacapazde unificar lasdospolíticasde reintentopuedeencontrarseen Martin y Gomez-Corral
(1995), dondese asumeque las longitudesde tiemposeparandodos reintentosconsecutivosestánexpo-
nencialmentedistribuidasconintensidadesa(í—6o1)±jp,cuandoen la órbitahaypreseAtes5 =O clientes.

En lossistemasconllegadasen grupose asumeque en cadainstantede llegadase incorporank nuevos
clientescon probabilidadCE, k ~ 1. Si el canal estáocupado,todos los clientesse unén a la órbita. En
casocontrario,uno de los clienteses seleccionadoparaocuparel servicioy los restantespasanaengrosar
la órbita. Estamodificacióndel sistemaclásicofue consideradapor primeravez por Falin (1976),quien
utilizó la distribuciónde la cadenade Markov encajadaen los instantesde finalización del serviciopara
calcular la distribución límite del par (C(t),QQ)), cuando1 — oc. El análisisdel períodode ocupación
y el estudiodel sistemaen régimenno estacionariofueron abordadosen Falin (1981).

La existenciade clientesprioritarios en sistemasde colascon reintentoses introducidaen Falin (1985),
dondese calculaladistribuciónlímite conjuntadel númerode clientesprioritariosy del ñúmerode clientes
no prioritarios presentesen el sistema,bajo disciplinade prioridaddel tipo head-of-the~line.Estemismo
resultadofue logrado independientementepor Choi y Park (1990). El mismomodeld fue estudiadoen
mayorprofundidadpor Falin y otros (1993) (cadenade Markov encajada,descomposiciónestocástica,
teoremaslimite, etc.). Recientemente,Choi y otros (1995) consideraronla modificaciónconsistenteen
asumirque la capacidadde la líneade esperaes finita.

Las nocionesde clienteno persistentey de clienteimpacientehansido introducidasen lossistemasde
colascon reintentoscon la finalidad de modelizarciertossistemastelefónicosdondeexiste la posibilidad
de abandonarel sistemasin recibir servicio. El trabajode Cohen(1957) fue el primer‘precedentedonde
es estudiadoun sistemacon reintentosy clientesimpacientes.En el modelocon clientesno persistentes
se asumeque cadacliente tiene la posibilidad de abandonarel sistemacuandose ve’ bloqueadoen su
accesoal servicio. En el casomásgeneral,se defineel vector (H1, H2,E’3, ...), conocidocomofunción de
persistencia,dondeE’3 es la probabilidadde continuaren el sistematrasel j-ésimo reintentobloqueado.
El casogeneral es analíticamenteinabordable;por ello, debeasumirseque E’5 = E’2, 5 > 2. Yang y
otros (1990) analizaronel sistemaM/G/1 cuandoE’2 < 1. Aunquela soluciónanalíticaes desconocida,
es posibleexpresarlas principalescaracterísticasdel modeloen términos de la probabilidadde que el
servidorestéocupado,la cual puedesercalculadanuméricamente.El casoen que los ti’emposde servicio
siguen una ley exponencialadmite una soluciónen términos de funcionesbipergeométricas(ver Falin
(1980)). Fayolle y. Brun (1988) estudiaronun modelo Markovianoen el que la órbita es debidaa la
existenciade clientesimpacientes.

Los sistemascon clientesheterogéneosy reintentospresentanunanotabledificultad analíticadebidoa
quedebenserrepresentadosen términosdecaminosaleatoriosmultidimensionales.Supóngaseun sistema
con n > 1 tipos diferentesde clientes. Los clientesoriginalesde tipo i lleganal sistemade acuerdoa un
procesode Poissondeintensidad>~ > 0, la intensidadasociadaa sus reintentoses p~ >0 y la funciónde
distribuciónde los tiemposde servicioes B1(x), 1 < i =it La primeradescripciónde An modelode este
tipo fue realizadapor Kornishev (1980), quien obtuvoel sistemade ecuacionesque gobiernalos valores
mediosdel númerode clientesde la clasei presentesen el sistema N1, 1 =i ~ u, cuandose asumeque
los tiemposde serviciose distribuyenexponencialmente.El caso = ji, 1 < i < u, es esencialmentemás
simple (ver Hanschke(1985)). Parael casode funcionesde distribucióngeneralesB¿(x) con dos tipos
de clienteses posiblededucir fórmulas explícitaspara los valoresesperadosde N1 y N2 (ver Kulkarní
(1983a,1986)).La generalizacióna u clasesaparecerecogidaen Falin (1983,1988).Finalmente,Kulkarní
(1983b) ha desarrolladoalgunasconexionesentreestetipo de sistemasy la teoríadejuegos.
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Ni
En Falin (1990,1994)puede encontrarseuna relación exhaustivade referenciasrelativas a otras Nivariantesdel modelode tipo M/G/1 con reintentos.

La ampliabibliografíadedicadaal estudio del modelocon reintentosde tipo M/G/1 contrastacon Ni
la escasaliteratura existentesobreel sistemaG/M/1 con reintentos. Estehechoes consecuenciade la
complejidadanalíticadel modelo. Por ejemplo,el estudiode la distribución límite del par (CQ), QQ)),
cuando1 — oc, medianteel métodode la variablesuplementariaconducea unaecuacióndiferencial aún
no resuelta.Por ello, sólo hanpodidoser desarrolladosmétodosaproximadosentrelos que destacanlos Ni
trabajosde Pourbabai(1990a,1993)y Yang y otros (1992).

Los resultadosparasistemasdecolasconreintentosy e ~ 2 canalespuedenserclasificadosen dosgru- Ni
pos. De un lado,en el casoparticulare = 2 se handesarrolladoexpresionesexplícitasparala distribución
límite del par (C(t), QQ)), cuando1 — oc (ver Falin (1984a), Hanscbke(1987)y Jonin y Sedol (1970),
entre otros). Sin embargo,cuandoc > 2, el análisisde cualquiercaracterísticadel sistemaM/M/c con
reintentosha estadotradicionalmentelimitado por la imposibilidad de calcular su distribución límite.
La condición bajo la cual el sistemaes ergódicofue obtenidapor Deul (1980) y simplificadapor Falin Ni
(1984b). Pearce(1989)ha resueltode forma teóricaesteproblemahaciendousode fraccionescontinuas
generalizadas.Sin embargo,su trabajodebecompletarsecon un métodocomputacionalmenteoperativo Ni
parael cálculo de las probabilidadeslímite. El análisisnuméricomediantetécnicasde truncaciónde la
órbita ha sido abordadopor varios autores(ver Falin (1990) y Neuts y Rao (1990)). Recientemente,
Artalejo (1995) y Falin y Artalejo (1995) han desarrolladoaproximacionespara sistemasM/M/c con Ni
reintentosy balking.

Los problemasabiertosseñaladospor Falin (1986a) y Yang y Templeton(1987) han constituido la Nimotivación de una gran partede la literatura desarrolladaen la última década. A continuaciónse co-mentanbrevementealgunaslíneasde investigaciónabiertas.

Ante la imposibilidadde resolveranalíticamentesistemasdetipo M/G/e con reintentosexponenciales, Nisistemascon un flujo de llegadadistinto al proceso homogéneode Poissono sistemascon distribución
general de reintento, es precisorealizarun esfuerzoen el desarrollode aproximacionesnuméricamente
eficientes.En estesentidodebendestacarsealgunosprecedentescomo el análisisaproximadodel sistema
M/O/1 con distribucióngeneralde reintento(ver Yangy otros (1994)), el uso de distribucionesPE’ que
puedenpermitir la aproximaciónde distribucionesgeneralesde llegaday/o reintento (ver Diamond y

Alfa (1995)y Neuts y Ramalhoto(1984)) y la aproximaciónde sistemasG/O/c mediantemodelosde ‘Ni
colascon pérdida(ver Pourbabai(199Db) y sus referencias).

Aunque la literaturasobrelos sistemascon reintentoses extensa,sólo un númeroescasode trabajos
seha dedicadoalestudiode cuestionesestadísticas(ver Falin (1995b),Lewis y Leonard(1982)y Warfield Ni
y Foers(1985)). En la práctica, la intensidadde llegadade clientesy el tiempomedio de serviciopueden
ser estimadossin dificultad. Sin embargo,la intensidadde reintentoes difícil de estimar.Ello se debea
que no esposibledistinguir entrela llegadade un clienteoriginal y la llegadade un clientede la órbita, ‘Nipuestoque,en las aplicacionesa la telefonía,no es sencilloobservarel comportamientode los clientesde
la órbita. En estesentido,debedestacarsela líneade investigaciónde Falin (1995b), quien ha estudiado
el problemade laestimaciónde la intensidadde reintentoen un modelode tipo M/M/1 con la ayudade uestimadoresintegrales.
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La consideracióndel fenómenodel reintentoen redesde colaspermaneceinabordada.La aplicación
del principio demáximaentropíaaredesde colas(ver Kouvatsos(1994))puedeconducira aproximaciones
satisfactorias.

Introducción a los sistemasde colas con llegadasnegativasy a
los procesosde aclaradoestocástico

El conceptode llegada negativao clientenegativoha sidointroducidorecientementeen lasredesde colas
por Gelenbe(1991) motivadopor las aplicacionesa redesneuronales.La red neuronalmássencillaestá
formadapor A’ < oc neuronasentrelascualescirculan señalespositivasy negativas.Las señalespositivas
y negativastienendiferentescomportamientosen la red: cadaseñalpositivarepresentaun mensajeexci-
tante; y cadaseñalnegativarepresentaun mensajeinhibidor. Lasneuronasreciben la llegadade señales
positivasy negativasdesdeel interior y el exterior de la red. El potencialde una neuronarepresentael
númerode señalespositivasacumuladasen ella. La llegadade unaseñalpositivaa unaneuronasupone
el incrementode su potencialen unaunidad. Una señal negativareduceunaunidadel potencialde una
neuronacon potencialpositivo y no tiene efectosobreella si su potenciales nulo. Las señalespositivas
abandonanun nodo, despuésde la finalización de suscorrespondientesservicios, para dirigirse a otro
nodo de la red o al exterior de ésta. Si el movimientode la señalpositivaes interno en la red, entonces
la señalpositivapuedeconvertirseen unaseñalnegativa.

En la terminologíade las nuevasredes de colas introducidasen Gelenbe(1991), las neuronasequi-
valena los nodos (o estaciones),y las señalespositivasy negativasequivalena los clientespositivos y
negativos,respectivamente.El modelodescritopor Gelenbees unageneralizaciónde las redesde Jack-
son dotadasde nodoscon un único servidor (ver Gelenbey Pujolle (1986)), dondesólo existenclientes
positivos. En Gelenbe(1991)se asumenque los procesosquegobiernanla llegadade señalespositivasy
negativasdesdeel exterior son procesosde Poisson independientesy que los tiemposde servicio siguen
distribucionesexponencialescon intensidadesdependientesde la neurona.El principal resultadode este
trabajoestableceque la distribuciónen equilibriodel númerode clientespositivostiene formaproducto
(es decir, la distribución del vector de potencialeses el productode las probabilidadesmarginalesdel
potencialde cadaneurona)con parámetrosquesatisfacenun conjuntode ecuacionesde tráfico o flujo no
lineales. Laexistenciay la unicidadde lassolucionesde estasecuacionesdetráfico tambiénsondiscutidas.

Desdesu introducción,losclientesnegativoshansidoconsideradospor diversosautoresen dosámbitos
distintosde lossistemasde colas: las redesdecolasy losmodelosde colascon líneade esperay un único
servidor. A continuaciónse ofrecenunosbrevescomentariosbibliográficos de los trabajosrealizadosen
el caso de las redesde colas con clientesnegativos,también llamadasredesde colas generalizadas(a-
networks),y en los sistemascon líneade espera,un único servidory clientesnegativos.

Motivado por las aplicacionesen redesde ordenadoresy en basesde datos, Gelenbe(1993) estudia
una redde colascon clientespositivosy negativosdondela llegadade un cliente negativoa un nodo de
la reddesencadenael inmediatotrasladode un clientepositivo aotro nodo de la red o al exterior deésta.
En estetrabajose discutela estabilidadde la red, se muestraque la distribuciónenequilibriodel número
de clientespositivosen los nodosde la red tieneformaproductoy seestablecenlas ecuacionesde tráfico
que gobiernanla formaproducto. Chao (1995a) consideravariantesmásgeneralescon variasclasesde
clientes y tiempos de servicio generales. Se observaque no se tiene la propiedadde insensitividadde
Kelly (1979), que aseguraque la distribuciónen equilibrio dependede las distribucionesde los tiempos
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de servicioa travéssólode suscorrespondientesvaloresmedios.Recientemente,Hendersony otros (1994)
hanconsideradoredesdondela transferenciade un clientepositivoa otro nodo dela red generala llegada Nide un grupode clientesnegativosen el nodo. La distribución del tamañodel grupodependede los nodosde origen y de destino.

En Henderson(1993) se generalizantrabajosanteriorespermitiendoque las intensidadesasociadasa U
las transferenciasentrelos nodosy los tiemposdeserviciodependandelestadode la red. Adicionalmente,
se contemplala posibilidadde acumularclientesnegativosen los nodosde la red.

El análisisdetalladode las redesde colascon clientespositivos y negativospresentagrandesdificul- Ni
tades. Los resultadosqueseencuentranen la literatura se reducenfundamentalmenteal estudiode la
estabilidadde la red y de la distribuciónen equilibrio del númerode clientespositivos en cadanodo Ude la red. Sólo en el casode la red de colas más sencilla, la red de colas formadapor dos nodosen
tandem,Harrisony Pitel (1995) determinanla distribución del tiempo de respuestaen términosde su
correspondientetransformadade Laplace-Stieltjes.

En la literaturahan sido descritasnumerosasaplicacionesde las redescon clientespositivos y nega-
tivos. A continuaciónse describela aplicación al protocolode comunicación‘Go back 1V’.

Algunosprotocolosde comunicaciónpuedenser modelizadosmedianteunaredde colasgeneralizada. Ni
Este es el casodel protocolo ‘Go back 1V’ parala transmisiónde paquetesde datos. Cuandolos men-
sajesson transmitidosentrelos buffers usandoesteprotocolo,el buffer de origen almacenaN paquetes Nide datoshastaque recibe unaseñalindicandoque todos los paqueteshan llegadointactos al buifer de
destino Paramodelizarel númerode paquetesalmacenadosen la red de buffers debeobservarseque
la llegadade clientespositivos equivalea la llegadade paquetesde datosa un buifer; y la llegadade Ni
un clientenegativoequivalea la señalqueindicala expulsiónde Npaquetesdedatosen el buifer de origen.

Parafinalizar con los comentariosrelativosa las redesde colasgeneralizadas,debeindicarsequeen
Gelenbe(1994)se realizaunarevisión de la literaturaexistentey se muestranaplicacionesa la progra- Ni
macioncombinatoriay a la generaciónde imágenes.

Las llegadasnegativasfueron introducidasen el contextode las líneasdeesperaconun únicoservidor Nipor Gelenbey otros (1991). En esteprimer trabajose consideróun sistema01/0/1 con disciplinade
colaFCFS (firsi comeJlrsi served),dondeexisteun finjo adicional de llegadasnegativas.Los clientes
positivossontratadosen el sentidohabitualpor el servidor. Las llegadasnegativassólo afectanal sistema
cuandoésteno estávacío. Entonces,tienenel efecto de expulsara un cliente, que es seleccionadode
acuerdoa algunaestrategiaespecificada.En concreto,en Gelenbey otros (1991) seestudiala estabili- Ni
dad de variossistemascon llegadasnegativasoperandobajo las dossiguientesestrategiasde expulsión:
estrategiaROE(removalof the customerat the endof tlze queue),queconsisteen expulsaral clienteque Niocupala última posiciónen la líneade espera;y la estrategiaRCH(removal of the customerat tite headof tite quene),que consisteen expulsaral clientequeocupael canal.

En Harrisony Pitel (1993)se calculala transformadade Laplace-Stieltjesdel tiempode permanencia Ni
de un cliente en el sistemade colas M/M/1 con llegadasnegativas,cuandose asumensu ergodicidad
y diferentesdisciplinas de cola y estrategiasde expulsión. Los modelosestudiadosen Harrison y Pitel
(1993)hansido analizadoscon unamismametodología,aunqueel análisisalgebraicode cadacasodifiera
sensiblementeen dificultad. Los resultadosmuestrandiferenciasno sólo en las expresionesde las trans- Ni
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formadasde la variableW, si no tambiénen los valoresmediosde las distribuciones.Estehechocontrasta
conla igualdadde los valoresmediosen el correspondientemodelosin flujo de llegadasnegativas.Debido
a la propiedadde ausenciade memoriade la distribuciónexponencial,es un problematrivial calcularla
distribuciónlímite dela variableN(t), definidacomoel númerode clientespresentesen el sistemaM/M/1
con llegadasnegativas,cuando1 — oc. Si u > O es la intensidaddel tiempo de servicio, la distribución
límite de NQ) coincidecon la distribuciónlímite del númerode clientespresentesen un sistemaM/M/1
sin llegadasnegativasy con intensidadde tiempo de servicio u + 6. Además,la distribución límite de
N(t), cuando t .-. oc, no dependede la estrategiay de la disciplinafijadas. La conéideraciónde una
distribucióngeneralparael tiempo de servicioocasionagrandesdificultades, particularmentecuandola
estrategiade expulsiónes ROE (ver Ilarrison y Pitel (1996)). La argumentaciónseguidapor Harrisony
Pitel, basadaen el métodode la variablesuplementaria,conducea unaecuaciónintegralde Fredholmde
primeraclase,quedebeser resueltanuméricamente.

En Boucheriey Boxma(1995)se generalizala noción de llegadanegativapermitiendoque cadalle-
gadanegativadestruyaunacantidadaleatoriade trabajo, queno necesariamentecorre~pondeal trabajo
asociadoa un númeroenterodeclientes. Se demuestraque la transformadade la distribucióndel trabajo
acumuladosatisfaceunaecuacióndeWiener-Ho~f. En estamismalínease encuadrael trabajode Bayery
Boxma(1995), dondesecalculala distribuciónlímite de N(t), cuando1 — oc,en dosvariantesdel modelo
M/G/1 con llegadasnegativasque expulsana clientespositivossóloen los instantesde finalización del
servicio.

La definición de llegadanegativade Boucherie y Boxma(1995) generalizala noción de desastrede
Chao (1995b) y Jain y Sigman (1996). En estostrabajosse establecíaqueun desastreocurre cuando
una llegadanegativaexpulsaa todos los clientes positivospresentes(es decir, destruyetodo el trabajo
acumulado).La aplicación del conceptode desastrea sistemasde computacióny a procesosbiológicos
ha sidodescritaen Chao (1995b).

Los sistemasde colas con desastresestándirectamenterelacionadoscon ¡os sistemasde aclarado
estocástico. Un sistemade aclaradoestocásticoestá caracterizadopor un proceso de entraday un
mecanismode salidaque intermitentementeaclara el sistemamediantela destruccióntotal o parcial de
las unidadespresentes.Talessistemasfueron introducidospor Stidham(1974)motivadopor susaplica-
cionesa la teoríadecolas, a lossistemasde inventario,a las actividadesde mantenimientode maquinaria
y a los sistemasde servicio público. El ejemplomássimple de estetipo de sistemases la paradade un
autobús.Existe un flujo de clientesque accedena la paradacon la finalidad de esperárla llegadade un
autobús.Cuandoéstellega,todos los clientespresentesabandonaninmediatamentela parada.

Los trabajosrelativosa los modeloscon llegadasnegativasno mencionanla existenciade la literatura
sobrelossistemasde aclaradoestocástico,peroes clara la relaciónentrelas nocionesde llegadanegativa
y de aclarado. Desdeel trabajode Stidham(1974), el principal problemaestudiadoha sido el diseño
óptimode un sistemade aclaradocuandoel nivel de aclarado estásujetoa control. Entonces,se asume
unaestructurade costedondese refleja el costede cadaoperaciónde aclaradoy el costedel propio sis-
temamedianteunafunción generalcrecientedel tamañodel sistema.Tambiénes posibleintroducir una
componenteadicionalqueesproporcionalal númerodeunidadesaclaradas.En estesentidodebenconsul-
tarselos trabajosde Kim y Seila (1993)y Stidham(1977,1986).Elestudiodela distribuciónestacionaria
de losprocesosdeaclaradohasido abordadoen Serfozoy Stidham(1978),Stidham(1974)y Whitt (1981).

Desdesu introducción,ha existido un interéscrecienteen la generalizaciónde la noción de llegada
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Ni
negativa. En la actualidad,los mayoresesfuerzosse centranen el estudiode aquellasmedidasclasícas
de la efectividadde un sistemade colas aún no consideradasen este tipo de modelos,y en el analísís Nide sistemasde colas no Markoviano& Las referenciasy los comentariosrecogidosen esta secciónhanpretendidomostrarestaslineas de investigación.

Objetivo y estructurade la memoria Ni
En la mayorpartede los trabajossobreteoríade colasconreintentosseasumeque losclientesnoabando-
nanel sistemasin haberrecibido servicio. Las excepcionesa estehechoson los sistemascon impaciencia
o persistencia(ver Cohen(1957), Falin (1990), Stepanov(1983),Yang y otros (1990) y sus referencias)
y los sistemascon rupturasdel servicio (ver Aissani (1994), Artalejo (1994) y Kulkarni y Choi (1990)).
En el casode los fenómenosde impacienciay persistencia,la salida del sistemasin recibir servicio es Ni
causadapor unadecisióndel propio cliente. En el segundocaso,la rupturadel serviciopuedesuponerla
expulsióndel sistemadel clienteque estabasiendoatendido.

El objetivodela presentememoriaes el estudiodel sistemaM/G/1 con disciplinalineal de reintentoy Ni
llegadasnegativas,y del sistemaM/G/1 con disciplinalineal de reintentoy mecanismode aclarado.Una
de las principalescaracterísticasde estosmodeloses su versatilidad,puestoque permitenla presencia u’simultáneade laspolíticasclásicay constantede reintento,así comoun flujo adicionaldellegadasnegati-
vaso de desastres.El estudiode estosdossistemasde colasestámotivadopor la existenciade situaciones
prácticasdondelos clientesse ven forzadosa abandonarel sistema sin recibir servicio, queno puedenser
modelizadasmediantelos sistemasde colas con clientesno persistentes,con clientesimpacienteso con Ni
rupturas. Los dos ejemplossiguientesmuestranestacircunstancia.

Ejemplo 1 (Redesde conmutaciónpor paquetes).El mecanismoqueregulala transmisiónde ficheros Nien una redde conmutaciónpor paquetes(packetswitchingnetwork) puedeser descritoen los siguientes
términos. La red consisteen un grupo de procesadoresy un conjunto de unionesentreellos. Cada
procesadortiene conectadounaterminal. Se asumeque el proceso que gobiernala llegadade ficheros
desdeel exterior es un procesode Poisson. Si unaterminal deseaenviar un fichero a otra de las ter- Ni
minales de la red, primero chequeael estadodel procesadoral que estáconectado. Si el procesador
no estátransmitiendootro fichero, se envíael fichero a la terminal de destinode forma directa cuando
ambos procesadoresestánconectadosentresí. En casocontrario, se envíade forma indirectaa través Nide otra terminal. Si el procesadorno estádisponible, el fichero es almacenadoen un buifer junto con
la dirección de destino. El buifer intentarátransmitir los mensajesalmacenadosdespuésde un tiempo
aleatorio. Adicionalmente,la terminal envíaal buifer mensajesde borrado que anulan a algunode los Nificheros almacenados.

En la práctica, la distribucióndel tiempo que transcurreentredos intentossucesivosde accesodel
buifer al procesadores compleja,peropor convenienciamatemáticaes modelizadamediantela variable Ni
exponencial.De estemodo, se asumeque el tiempotranscurridoentredosreintentosestáexponencial-
mentedistribuidocon parámetroa(1 — boj) + jp, cuandohay j =O mensajesalmacenados.La primera
contribución, a, es fija e intrínsecacon el diseño de la red y la segunda,jp, depende del número de Ni
ficheros almacenados.

Considéreseun procesadorparticular conectadocon su terminal. En la terminologíade los sistemas Nide colas, el procesadorequivaleal servidor, los ficherosson los clientes, los mensajesde borradoson las

llegadasnegativasy el buifer representala órbita. La conexiónde cadaterminal consu correspondiente
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procesadorpuedeser modelizadamedianteun sistemade colas de tipo M/G/1 con disciplinalineal de
reintentoy llegadasnegativas. Debe observarseque la introducción de un flujo de llegadasnegativas
es un mecanismopara controlar la congestióninternadel buifer. Un nivel de congestiónexcesivoes
consecuenciade la llegadade clientescuandoel servicioestáocupado.Por ello, se asumeque el flujo de
llegadasnegativasactúasólo cuandoel servidorestáactivo y que el clientequeocupael serviciono puede
seranulado.Paraque el sistemaseaanalíticamenteabordabledebesuponersequeel tiempotranscurrido
entredos llegadasnegativases unavariable aleatoriaexponencialde parámetro6 > 0. ¡

Ejemplo ~ (Redfocal de comunicación).Se consideraunaredLAN, formadapor K < oc estaciones
que recibemensajesde longitud unitariadesdeel exterior de acuerdoa un procesode Poisson.Cuando
unaestaciónrecibe un mensaje,chequeael estadodel bus. Si el busestálibre, el mensajees transmitido
a la estaciónde destino. En casocontrario,es almacenadoen el buifer parasu transmisióndespuésde un
tiempo aleatorio. Una posibilidad paramodelizarlos tiemposde reintentode la transmisiónes utilizar
el método adaptativomencionadoen Yang y Templeton(1987). Entonces,el tiempo de reintentoes
unafunción decrecientedel númerode mensajesalmacenadosen el buffer. Por ello, se asumeque las
longitudesde los intervalosde tiempo que separandos reintentosconsecutivosson variablesaleatorias
exponencialescon intensidadescx(1 — 6~~) + Jp, cuandoel tamañodel buifer es j ~ 0.

Adicionalmente,la red puedeestaroperandobajo la presenciade un virus cuya limpiezaimplica la
destrucciónde todos los mensajesque circulan en la red. Entonces,la conexiónentreunaestaciónin-
dividualy el buspuedemodelizarsemedianteunacola de tipo M/G/1 con disciplinalineal de reintento
y mecanismode aclarado. El bus equivaleal servidor, los mensajesson los clientes, las operacionesde
limpiezaequivalena los desastresy el buifer de la estaciónconstituyela órbita. Si el tamañototal del
buifer es grande,entoncesse asumeque la capacidadde la órbita es infinita.

Otros ejemplosde sistemasde colas con reintentosy llegadasnegativaspuedenser encontradosen
telefonía, dondeel caso ji = O y 6 = (1 — E’», E’ 6 (0,1), conducea un nuevo modelocon reintentos
y clientesno persistentes.Colascon reintentosy desastrestambiénson la baseparamodelizarsistemas
de ordenadoresdondeunaordende borrado (reset order) tieneel efectode destruir todoel trabajodel
sistema.

Debeobservarseque la existenciade un flujo de llegadasnegativaso de desastresimplica diferencias
significativas en los resultadosmatemáticosdebido a que la estructuramatricial de tipo M/G/1 y la
propiedadde descomposiciónestocásticano se conservan.

En cuantoa la organización,la memoriaha sido divididaen tres capítulos.Todos ellos incluyen un
apéndicedondese recogenresultadosauxiliaresy finalizancon una listaespecíficade referencias.

El primercapítuloestádedicadoal análisisdel sistemaM/M/1 con disciplinalineal de reintentoy lle-
gadasnegativas.Las principalescaracterísticasestudiadasson: la clasificaciónde los éstadosdel proceso
X = {(C(t), Q(t)), t =0}; el cálculode la distribución límite de (0(1),Q(t)), cuando1 — oc; el estudio
de la distribución del tiempo de permanenciaen el sistemacuandose asumenla disciplinaECESy la
estrategiade expulsiónROE; el cálculorecursivode losmomentosde las principalesvariablesaleatorias
asociadasal periodo de ocupación;el análisis de las cadenasencajadasde Markov en los instantesde
finalización del servicioy de expulsión;y losprocesosde finalización y de comienzodel servicio.
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El estudiode la distribuciónlímite del par (0(1),QQ)), cuando1 — oc, en el sistemade colasM/G/I Ni
con disciplinalineal de reintentoy llegadasnegativas,cuandose asumela estrategiaROE,es abordado
en el capítulosegundo.Los argumentosempleados,basadosen la inclusión de la variablesuplementaria
¿(1) sobre(0(t), Q(t)), conducena unaecuaciónintegral de Fredholm. Adicionalmente,se proponeun
esquemarecursívopara aproximar la distribución límite del sistema original mediantela distribución
limite de un sistemaM/G/1/K con disciplinalineal de reintentoy llegadasnegativas,donde el nivel Ni
1< < oc es elegido de acuerdoa un criterio de precisiónprefijado.

El capítulo tercero está dedicadoal análisis de los sistemasde colas M/G/1 con disciplinalineal Ni
de reintentoy mecanismoexponencialde aclaradoestocástico. Las característicasestudiadasson: la
condición de ergodicidad;la distribución límite y los primerosmomentosde las variables(0(1), Q(t)), Nicuando1 — oc; el cálculo de las probabilidadeslímite a travésde un esquemarecursivo; el estudiodeltiempode permanenciaen el sistema;y el estudiode las principalesvariablesaleatoriasrelacionadascon

el periodode ocupación.Finalmente,se dedica unasecciónal análisisdel sistemade colasM/M/1 con
disciplina lineal de reintento, dondelas longitudesde los intervalosde tiempo separandodos desastres
consecutivostienen distribución general. En ella se incluyen el estudio de la distribución limite de Ni
(0(1),QQ)), cuando1 — oc, y el análisisdel períodode ocupación. Ni
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Capítulo 1

Sistema M/M/1 con llegadas
negativas y disciplina lineal de
reintento

1.1 Introducción

El presentecapítulo estádedicadoal análisisestocásticodel modelo M/M/1 con llegadasnegativasy
disciplinalineal de reintento. El principal objetivo del estudiode estesistemadecolases la modelización
de ciertassituacionesen redes de ordenadores,dondeel flujo de llegadasnegativaspermite mantener
niveles de congestióninternamoderados.Unade las principalescaracterísticasdel modeloes la versati-
lidad que ofreceen el sentidode permitir el estudiosimultáneode diferentessistemasde colasdescritos
en la literatura.

El estadodel sistemaen cadainstantede tiemposerá formalizadomedianteun proceso de Markov
bivarianteen el queson especificadosel estadodel servidory el númerode clientespresentesen órbita.
Fijandola primeracomponentedel proceso,la distribución límite satisfaceun sistemade ecuacionesdel
tipo nacimientoy muerte.La presenciade un procesode llegadasnegativastieneunaprofundainfluencia
sobreel sistema.Dadoque los clientespuedenabandonarel sistemasin recibir servicio, la formaestruc-
tural de la colaM/G/l no se preserva.Así mismo, la distribuciónlímite del procesoen tiempocontinuo
quedescribeel númerodeclientesen el sistemano coincidecon la distribucióndeprobabilidaddel proceso
encajadoqueindica el estadode la órbita justo despuésde cadainstante de finalización del servicio.

El resto del capítulo es organizadocomo se señalaa continuación. En la sección 1.2 se realiza la
descripcióndel modelo matemáticoy una completaclasificación de los estadosdel procesode Markov
asociado. La sección1.3 estádedicadaal estudio,bajo ergodicidad,de la distribución límite y de sus
correspondientesmomentosfactoriales. El tiempo de permanenciaen el sistemade un cliente> desdesu
llegadahastael instantedefinalización del servicioo de expulsión,es estudiadoen la sección1.4, cuando
asumimosque la intensidadde reintentoes constante,la disciplinade servicio consisteen servir a los
clientesen el ordende llegaday la estrategiade expulsiónsuponela anulacióndel cliente queocupala
última posiciónde la órbita. La sección1.5 se centraen el análisis del períodode ocupacióny otras
variablesaleatoriasrelacionadas.Se proponenesquemasrecursívosparala computaciónde los momentos
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‘Ni
de estasvariables. El estudiode las cadenasde Markov encajadasen los instantesde finalización del
servicioy de expulsión,junto con sus correspondientesmomentosfactoriales,es abordadoen la sección Ni1.6. Los procesosasociadosa la sucesiónde tiempostranscurridosentre dos finalizacionesdel servicio
consecutivasy dosentradassucesivasal servicioson tratadosen las secciones1.7 y 1.8, respectivamente.
Se concluye el capítulo con la sección1.9 dondese comentandiferentesaspectosreferidosa las técnicas

Niy a la bibliografíaempleadas.

1.2 Descripción del modelo matemáticoy clasificación de los Ni
estados

Se consideraun sistema de colas con un único servidor y dos procesosde entradaindependientesde NiPoissoncon intensidadesA > O y 6 ~ 0, correspondientesa llegadasoriginalesy negativas,respectiva-
mente. Si en el instantede una llegadaoriginal el servidorestálibre, el cliente comienzaa ser servido
y abandonael sistematras la finalización de dicho servicio. Cualquierclienteque encuentrael servidor Niocupadodebeabandonarinmediatamenteel áreade servicio,retornandoal sistemaensucesivosinstantes
hastaqueencuentrael servidorlibre. Estosclientesinsatisfechosforman unaórbita tal quesólo uno de
ellos, seleccionadode acuerdoa una cierta regla, puedeintentar accederal servicio. Se asumeque la

‘Nilongitud de los intervalosde tiemposeparandodossucesivosintentosde accesoal servidor se distribuyenexponenciale independientementecon intensidada(1 —
6oj) + jji, cuandoexistenj clientesen órbita,

donde 6aí representala deltade Kronecker. Las señalesnegativassólo ocurrencuandoel servicio está
ocupadoy tienen el efecto de expulsara uno de los clientesde la órbita, si existe algunoen ella, que es Niseleccionadode acuerdoa algunaestrategiaespecificada.Los tiemposde servicio son variablesaleato-
rias independientesy exponencialmentedistribuidascon intensidadu. Se asumela independenciade los
procesosde llegadasoriginalesy negativas,los intervalosseparandosucesivosreintentosy los tiemposde Niservicio.

Diferentesmodelosde colaspuedenobtenersea travésde eleccionesparticularesde los parámetrosa,
ji y 6. El caso6 = O correspondea la cola con disciplinalineal que generalizaa las colas con políticas Ni
clásicay constantede reintento.Ambos modelosvienendadossi adicionalmenteson considerados& = o
y ji = ~, respectivamente.El caso ji = O y 6 = (1— E’», E’ 6 (0, 1), conducea unanuevacola con disci-
plina constantedondeel clientequeocupala primeraposiciónde la órbitaes no-persistente.Finalmente, Nila cola Markovianacon un único servidor, líneade esperay llegadasnegativasesobtenidacomo el casolimite a — oc y/o ji — oc.

El estadodel sistemaenel instante1 puedeserdescritomedianteel procesode MarkovX= {X(t),t =0} Ni
= {(C(t), Q(1)),1 =O}, donde0(1) es igual a 1 o O de acuerdoasi el servidorestáocupadoo libre, res-
pectivamente,y Q(t) representael tamaño de la órbita. El espaciode estadosde X es el conjunto
5= {0, lix IN. Ni

Se asumeque el procesoX esestándaren el sentidosiguiente

p (x(í) = (m, n)/x(o) = (it, j)) = 6(k,j)(mn), Ni
para (k,j), (m,n) ES.

Ni
o Ni

u
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El generadorinfinitesimal del procesoX, Q, definido de la formau q(k,j>(m,n) = bu 1 = = —— (P (X(t) Qn,n)/X(0) (lvi)) 6(kj)(m,n))

u vienedado por

A, si (n,m) = (li),u qo,j~n,m = &~í;óOi)1~t) + jji), :VP>m):(1H 1)>—(A a(1 (u,m) (0,1),
1~ o, en otro casou A,

u si (n,m) = (Di),
q(iJ)(n,m) = 6(1 — &o¡), si (n,rn) = (1,j —1), (1.2.1)u 1 —(A+u+6(1—6o~)), si (n,rn) (li),

0, en otro casou paranE {0, 1} y j,m E IN.

u Seala distribución limite del procesoX definidaatravésde las siguientesprobabilidades= hm P(X(t) = (i,j)), (i,j) ES, (1.2.2)
1—’

u quesonpositivassi y sólo si el procesoX es ergódico.
La clasificaciónde los estadosdel procesoX esestablecidaen el siguienteteorema.u Teorema1.2.1. SeaX el procesode Markov con generadorinfinitesimal Q dado en (122.1), entonces

i) X es ergódicosi y sólo si se satisface una de las dossiguientescondiciones:
ii) ji = O y -y < 1,u u) >0 ~. <1;

u recurrente nulo si y sólo si se satisfaceuna de las dos siguientescondiciones:ji = 0 -y = 1,
ji >0, p = 1 y u =

u iii) X es transitorio si y sólo si se satisfaceuna de las tres siguientescondzczones:
iii.1) ji = O y y > 1,
iii.É) ji> 0, p = 1 y u> ji,u iii.3) ji >0 gp >1;

dondeu A (A—S)(A±&) (1.2.3)
¡‘+6 va

u
u
u
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lJ

Demostración. Desde(1.2.1) se deduceque las probabilidadeslímite {.Píy1(í,y)~s estánsujetasa las J
siguientesrelaciones

(A + &(í — Soy) + jp)Poy = ¡‘Pi
5, 1=0, (1 24)

Ii
(A+ u + 6(1 — óoy))Piy = >Poy + (& + (5 + 1)p)P~,y+~ + ¿Pi,j+i + Ml — 605)P1,y..1,5 =0. (1 2 5)
Entonces,de las ecuaciones(1.2.4)y (1.2.5) se sigueque

= fl1P01, ej
(ay + /3y)Poy= apiPo,y: + fly+íPo,y+i, 5 = 1, (1.2.6)

donde{ay»i~ y {/3y}5ii estándadaspor ej
= A(A + a(1 — óoy) +jji), 1=0,

¡%=>¿+(v±ó)(a±jji), 1=’. ej
Obsérveseque lasecuaciones(1.2.6)correspondenaunprocesodenacimientoy muertecon parámetros

de nacimiento{ayfl’1a y parámetrosde muerte j
Dadoque X es un procesoirreducible,la clasificaciónde estadospuederealizarsemediantelos criterios

de clasificaciónrelativos a los procesosde nacimientoy muerte. Por tanto, se disponede las siguientes
condicionesnecesariasy suficientes: ej

i) El procesoes ergódicosi y sólo si $ <oc y $2 = oc;
u) El procesoes recurrentenulosi y sólo si ~1 = $2 = oc;
iii) El procesoes transitorio si y sólo si $1 = oc y $2 <oc; ej

siendo

y s2=3 (5-1 __ -1
>—1 E—O 1

3k+í ,=~ í—a (1 2 ‘7) J

Paragarantizarla validez del criterio anterior debe asegurarsela no-explosividaddel proceso X ej
Asúmase,sin pérdidade generalidad,que X(0) = (0,0). Entonces,el númerode finalizacionesdeservicio
y expulsionesen [0,1) estáacotadopor el número de clientesoriginalesllegados,N~, en [0,1). Ademas,

ejel númerode transicionesdel procesoX desdeel nivel 5 al nivel j — 1 de la óbita en [0,1) está acotado
por el númerode transicionesdesdeel estado(1,1— 1) al estado(1,1) durante[0,1). Porello, el número
total de transicionesantesdel instante1 estáacotadopor 3M. Comoconsecuencia,X es no-explosivoy
el criterio basadoen lasseries(1.2.7)es válido. ej

Las seriesS~ y $2 vienendadaspor

___ ___ ___ ___ ___ ej
y __

dondeF(a,b; c; z) es la seriehipergeométricahabitual (ver ApéndicelA). ej

ej

u’
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Nóteseque si ji = ~ entoncesdebeasumirsequea > 0. Aplicandoel test del cocientese sigue que

S~ < oc si y sólo si y< 1, y $2 < oc si y sólo si y> 1. Entonces,1.1), ii.1) y iii.1) sonobtenidas.

En el caso ji > 0, la aplicación del test del cocientemuestraque$ es convergentesi p < 1. Cuando
p > 1 la serie diverge. Además,el test de Raabepermite asegurarque S~ divergesi p = 1. Finalmente,
losmismosargumentospuedenemplearseparadeterminarla convergenciade la serie$2. Sin embargo,no
sepuedeconcluir desdeeí testde Raabela convergenciacuandop = 1 y u = ji. Estecasoes resueltocon
el usodel criterio de comparaciónpor paso al límite entrelas series$2 y 21~t1 Comoconsecuencia
sonobtenidaslas condiciones£2,), ii.2,), iii.2) y iii.3,). o

1.3 Distribución límite y momentos factoriales

Estasecciónestádedicadaal estudiode la distribución límite definidaen (1.2.2),cuandoel procesoX es
ergódico. Adicionalmente,esobtenidala distribuciónlímite del númerode clientesen el sistema.

Seanlas funcionesgeneratricesparcialessiguientes

00

i 6 {0, l}, ¡zI=1.
j =0

Considérenselos momentosfactorialesparcialesM~, parai E {0, 1) y it E IN, definidoscomo

00 00

j=k

En eí siguienteteoremase estudiala distribuciónlímite, {~íj}(íi)Es~ junto con suscorrespondientes
momentosfactorialesen el casoji > o.

Teorema1.3.1. Si X es ergódico, entoncesla distribución límite del estadodel servidory el numerode
clientes en órbita está dada por

a+óp\6V1
~00= ((í+QF(í>í+ X+a ;l+ (1.3.1)

A (x+a)

P
0i = P00 ~ p’, 5=1, (1.3.2)

>,A (í+Á:ú)59 5>0. (1.3.3)
P¡y = ¡‘ (í + ____ _
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Los correspondientesmomentosfactorialesparcialesson

A (x+a

)

+ A±ct it!pk (í±a:ÓP) F (it + 1, lv +

M~=P A
(i± a+6P) E

(it + l,it+1+ it
ji

+1+ &+¿P;p)

u’
k>0. (1.35) 4

u’
Demostración. La colección de probabilidades{P01}5’±0satisface el sistema de ecuaciones(1 26)
Porello, (1.3.2)se correspondecon la conocidasoluciónde los procesosde nacimientoy muerte.

y—’

~oy= POO J~J ~ =

k—O

A (x+a)
PooA+’)~7>

y

1=1.

A partir de (1.2.4)es posibleexpresar{Pjy}~1~ en términosde {Poy}fto,

1>0.

Entonces,(1.3.3)se deducedesde(1.3.2) y la anteriorrelación. Finalmente,P00 se obtieneutilizando la
condiciónde normalizaciónZ(~,j)ES ~‘o=

Utilizando (1.3.2) y (1.3.3), se deducenlassiguientesexpresionesparalas funcionesgeneratricespar-
ciales

Po0 1

Pa(z)=A va

P,(z) = P00
1F (i~ 1

jiA+a

A+cx &+&p N
+ ;1± ;pz

ji ji 1

Tomandoz — en P
1(z) se obtieneM¿, para i 6 {0, 1]> Ahora, considéresela relación

:6 {0, 11.

(1.3.6)

(1.3.7)
¡e=0

La expresión(1.3.7) permite determinarMl medianteuna identificacióndirecta de coeficientesde las

24

ej

ej

u’

M2=P00

u’

A+&;it

ji

u’
u’it>0

(1.3.4)

u’

A + c4l —

6o~) +jji~
Ph =

u’
u’
ej

ej

u’
u’

CO

P
1(í +z) = ZM~,

u’
u’
u’
u’
ti
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series(1.3.6). Se tienenentonces

1 .> A (x+a) g+iC2+it)! _

u lVJj = rOoA+ ~ (í+ a+SP) K1,

A (i+ A~a)~ #+t(i+it» ,~> í.3 (1+ a:SP

)

u Las expresionesfinales (1.3.4)y (1.3.5)sonobtenidascon la ayudade dossimplesidentidades¡ (j + it)! = (l)j+k y (a)n+k = (a)k(a+ it».. (1.3.8)

Finalmente,el test del cocientey el testde RaabepermitenasegurarqueM~ existé, para todo it E INu
y i E {0, 1}, si el proceso X es ergódico.

ou En el casoparticular ji = O y a> O las funciones hipergeométricas se reducen a expresiones explícitasde tipo ‘geométrico’.

u Corolario 1.3.2. Supóngaseque ji = O ya > O. Entonces,si y < 1, la distribución límite del proceso X
está dada por

u = v(va+ (6— A)(A + a)) (1.3.9)¿(A + v)(A+ a)

A ¡ A(A+a) ‘y’A+ vct+6A-f-a)1

k 1 1=1, (1.3.10)

u ~iy=~oo±( MA+a

)

ua+6(A+a>} , 1=0. (1.3.11)u Los momentos factoriales tienen las siguientes expresiones

¡‘(Ab + a(u + 6—A)) (1.3.12)u ¡Aa + 6(A + z.j(A + a)

¡ — Av(va + 6(A + a)) ( A(A + a) it!, k>l (1.3.13)

(A + a)(v2a+ ¿(A + v)(A + a)) kva + (6— A)(A + a))

E
u
u
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_______ ______ u’= A(vct+6(A+ct)) >.(A+ cx) E ~_ ~ >o. 14)
v2cx+6(A±v)(A+cx vcx+(6—A)(A+cv) (13

Demostración. Es suficiente considerarel límite cuando ji — O de las expresiones(1.3.1) — (1 3 5) u’
paradeducir (1.3.9)— (1.3.14).

La distribuciónde probabilidaddel númerode clientesen el sistemay sus momentosfactorialesse u’
deducende formasimpledel Teorema 1.3.1y el Corolario 1.3.2.

Corolario 1.3.3. Si el proceso X es ergódico, entoncesla distribución límite del número de clientes 4en el sistema, {Py = Pqj + (1 .—6
05)Pí,y...í}5’&o, y suscorrespondientesmomentosfactoriales, ME, vienendados, en el casoji = O, por

>, ¡‘(¡‘cx + (6— A)(A+ a)) u’
¡Aa + ¿(A + v)(A + a)

~i=~9(í+!)(A(A+a) ,j j>1, 4+ ¿(A+ a _

ME = ~0 (í+~)it! va+¿A±a ~‘ A+a )E ~> ~. u’
¡‘cx+(6—A)(A+a) kva±¿—A»A+a

)

u’
Análogamente,en el caso ji > 0, se obtienen

___ 1+ & +6P;p)~i)~’ 4

¡ 6 _______pi, .1=1,
(í + a+6~) u’

ME = ~0 + x+a) ;i+it+&+¿P;p)~Éi6oi’1,ití~E + ji
¡ ji((i —) (i+a~t6P)

9 A+cx1~ __ u’

4
u’
ti
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A modode ilustración,en las Figuras l.S.l-l.S.6serepresentan,comoFunciónde la intensidad66 IR+,
la distribución marginal del estado del servidor, asícomola mediay la varianzade las variablesaleatorias

Qe y Qí, dondeQo y Qí denotanel númerode clientesen órbita cuando0(t) esOy 1, respectivamente.
Se han consideradolos tres siguientescasos:

(1) A = 2.125, a = 2.0, ji = 1.375y u = 5.5,
(II) A = 3.2,0 = 2.0, ji = 1.375 y u = 5.5,
(III) A = 5.2,o = 2.0, ji = 1.375y u = 5.5.

1.4 Tiempo de permanenciaen el sistema

Se define el tiempo de permanenciade un cliente (en lo sucesivoserá llamado cliente marcado)comola
longitud del intervalo de tiempo que comienzaen el instante de la llegadadel cliente y termina en el
instanteen que abandonael sistema. En estasección se estudiael tiempo de permanenciaen el sistema
cuandoel procesoX es ergódicoy la intensidadde reintentoes a.

Primeramente,debenser fijadasla disciplinaquedeterminael accesode los clientesal serviciomientras
esperanen la órbita y la estrategiade expulsión asociadaa las llegadasnegativas. En estesentido,se
asumeque los clientes son servidos en el orden de sus llegadas (disciplina FCFS) y la estrategia de
expuisiónconsisteen anulara] cliente queocupa la úitima posiciónde la órbita (estrategia11019.

u
+

ti

t
II u

t

+ pi/Et

Aa -.——.. Aa
A,6 A,6

Figura 1.4.1. Tiempode permanenciacondicionalWp

u
1’

u
+

+
Aa -.-——.. A,cx

A,6

u
f +

1 + PSIs

A, 6

Figura 1.4.2. Tiempo de permanenciacondicional W5

Las Figuras 1.4.1 y 1.4.2 muestranrepresentacionesgráficas de los tiempos de permanenciacondi-
cionales, WF y WE, cuandola salidadel sistemaesdebidaa la finalización del servicio y a la expulsión,
respectivamente.
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SeaW el tiempo de permanenciadel cliente marcadoque llegaal sistemaen el instantet. Denótese
por W, i E {O, fi, la cantidadtotal de tiempo en W durantela cual el servidorestáen estadoi. La
distribución conjunta del par (W0, W1) es dada en el siguiente teorema.

Teorema 1.4.1. Si y < 1, entoncesla transformadade Laplace-Stieltjesde la distribución del tiempode
permanenciaes

«0,w) = E [exp (—oW0 — wW’)] = Mg

~ ( vaB(0,w) + (¡‘&±6(A+&))B(0,w) ‘~

+00 k(w + ¡‘)(0 + A + a)(26 — .8(0w)) 2v(¡’a + (6— A)(A + a)))’ (1.4.1)

dondeM¿~ y P
00 fueron dadosen el Corolario 1.3.2 y

8(O,w) = A(0,w) — (A(0,w))
2 — 4A6,

para Re(O) = O y Re(w)> O.

La probabilidad de que el cliente marcadono sea expulsadoes

v(ua+6(A+a)) (1.4.2)
u cx+6i¿A+¡’)(A+a)

Demostración. Sea~iy(O,w) la transformadade Laplace-Stieltjescondicional de (W0, Wí) cuando
(ij) 6 5 esel estadoque el clientemarcadoencuentraen el instantet de su llegadaal sistema.Con la
ayudade 4’íy(O,w), (i,j) ES, la función ~(O,w) puedeexpresarsede la siguienteforma

00

«O,w)=Mg ~ + ~Piy&ij(O,w). (1.4.3)
.1=0

A continuaciónse definenun caminoaleatorioy algunasvariablesaleatoriasque resultanfundamen-
talesen el esquemade la demostración.Se considerael caminoaleatorioque tienesaltosunitarioshacia
la izquierday la derechacon probabilidades¿(A + 6)’ y A(A + ¿Ir’, respectivamente.El tiempoentre
dossaltossucesivosestáexponencialmentedistribuido con intensidadA + 6. Seary+i el primer instante
de tiempoen que el caminoaleatorioalcanzael estadoj cuandosu estadoinicial es j + 1, i ~ O. Por
otra parte,sea¿¿y el tiempotranscurridoentret y el instanteen queel clientemarcadoocupael servicio
en el modelosin llegadasnegativas(6 = O) dadoque (C(t — O), Q(t — O)) = (i,j). Tambiénse considera
la variablealeatoria¿~ definidacomo la cantidadtotal de tiempoen (O, ¿¿y] durantela cual el servidor
estáen estadoit 6 {O, 1).



2

si
30 Cap. 1. Sistema M/M/1 con llegadas negativas y disciplina lineal de reintento

La distribuciónde 4~ dependede las siguientesvariablesaleatorias:

i) Los tiemposde serviciode los clientesqueencuentrael clientemarcadoen el sistemaen el instante si
de llegada;

u) La competiciónentredos leyes exponencialesde intensidadesA y & queocurren inmediatamente

sidespuésde cadafinalización de servicio;iii) Los tiemposde servicioasociadosa lascompeticionesdescritasen i~ cuandoéstashanterminado
en la llegadade un cliente original.

Sea (Wfy, W%y) el tiempode permanenciacondicionalcuando(C(t — O), Q(t — O)) = (1,5). De z)-z:z) si
se deduceque su distribucióndependedel mínimo entredos variablesaleatoriasdistribuidascomo rj+i
y ¿~y~ Entonces,~íy(O,w) puedeser expresadade la siguienteforma 4

~iy(O,w) = E [exp «OW?y— wtV%) I{ey<’.~+i}] + E [exp (—Owf1 — wWi}y) i{ei>rs+,}] . (1 44)

A continuaciónse analizael primer sumandode la expresión(1.4.4). Condicionandopor el valor de a~ ry+:) y teniendoen cuentala independenciaentrei~~i y éy, se tiene

E [exp (—OW~— wW,’y) I{¿~<,~}] = ~ j jWYp > y) eoxf(~.,¿r)(x, y)dxdy.

(145)

Para conseguirunaexpresiónadecuadadel integrandode (1.4.5), se investigan la distribución del ej
vector aleatorio(E~,¿~y)y la probabilidadP(ry+í > y).

Sea ty(O,w) = E[exp(—6.C~’y — w¿iy)] la transformadade Laplace-Stieltjesdel par (¿?y Ely). Con- ejsidérenselas variablesaleatorias~ y Q que representanla cantidadtotal de tiempo que el procesoX

permanececon el servicio libre y ocupado,respectivamente,duranteel intervalode tiempoquetardaen
accederal servicioel cliente queocupala primeraposiciónde la órbitaen el modeloM/M/1 sin llegadas

IInegativas.Sea q(t) el tiempo residualde servicioen el instante t. Dado que se asumeque la disciplina
de accesoal servicio desdela órbita es FCF$, es posibleexpresar¿~, it 6 {O, 1}, en los términos

.7 .7 1 si
¿~=Zc~, El,=~(O+ZG~+ZoE, 5=0,

k=0 E=0 E=i ej
dondeC~ sonv.a.i.i.d. como la variableCE, it 6 {0, 11, y ~(t), a~ ay son v.a.i.i.d. segúnla ley
exponencialcon intensidady. Comoconsecuenciase deducela relación

= (~o(0,w)Y~’ , 5>0. 4
Sea¿~y la cantidadtotal de tiempoqueel servicio permaneceocupadodurante(O,¿,y] excluyendoel Jtiemporesidualde servicio. La función ~o(0,w) puedeescribirsecomo

ej

si
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~o(6, w) = E [exp(—wq(t))]E [exp(—o¿% — wCo)]

donde E[exp(—wqQ))] = ¡‘(w + vfl’. La distribución del par (¿%, ¿lo) es calculadaa travésdel estudio
de las competicionesentrelas leyesexponencialescon intensidadesA y a. Condicionandopor el número
de llegadasoriginalesque logran serservidasantesdel accesoal serviciodel clientequeocupala primera
posicióndela órbita,se tiene

E [ezp(—o¿2o —wEb)] = É (4Q7’
A+~E[exP(o(xi++Xk)w(Xi+..+Xk~i))],

donde x~ x2 son v.a.i. con distribución exponencial de intensidad A + a y x , ~ son v.a.i.i.d.
según la ley exponencial de parámetro u. Entonces,es sencilloestablecer

~o(O,w)=
¡‘a

Aw+(O+cx)(w+v)

La función ~y(O, w) puedeser invertidadandolugar a la función de densidadde (E?~, ¿o). Con este
fin, ~y(O,w)es reexpresadacomosigue

~y(0,w) = (~+;a+~ ) y-j-í (1.4.6)

El segundofactor de (1.4.6)puedeser expresadocomo la integral de una
puésde algunoscálculosrutinarios, se obtiene

distribuciónGamma. Des-

fcEo¿a)(x,y)= 5~ edA+aWvY4 (2vii~) a’ > 0,y> O,

donde Iy(z) es la función modificadade Bessel de orden5 definida como

17y(z) É (Z))+2k

E=O

1
(it+j)!it!

Desde(1.4.6) o (1.4.7) se puedeobservarque ¿~y y ¿
1~ son variables aleatoriasdependientes,para

cualquier5 > O.

A continuaciónse obtienela probabilidadP(ry+í > y). SeanNr(A) y N~(6) el ¡~úmerode llegadas
de clientesoriginalesy el númerode llegadasnegativasdurante(O, y], respectivamente.Condicionando
por el valor de (Ng(A), N~(6)), se tiene que

00 00 (Ay)(6 y)

”

1’ @Y+í > ~)= >3>3~~(A+6)v i!k! P(ry+í > y/Ng(A) = i,N~(¿) = it).
¿=0 E0

(1.4.8)

(1.4.7)
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Con el objetivo de obtenerla probabilidadcondicional involucradaen (1.4.8), se estudia un pro-
blemacombinatorioequivalente.Se consideranlas trayectoriascon origen en (O, O) y final en (i, it) del
caminoaleatorioasociadoa ry+í que no traspasanla bisectriz del primer cuadrante,cuandolos saltos
a la izquierdadel caminoaleatoriooriginal son sustituidospor saltosunitarioshaciaarriba (ver Figura
1.4.3). Teniendoen cuentaque todosloscaminosqueunen(0,0) con (i, it) sonequiprobables,setiene que

P(ry~, > y/Np(A) = i,N~(6) = it) =

donde N(O,OyÍ,E) representael númerode caminosque unen (0,0) con (i, it)
éstosqueno traspasanla bisectrizdel primer cuadrante.

Figura 1.4.3. Camino aleatorio

El Principio de Reflexión permitededucir lasexpresiones

y N¿0 0)(Í E) el númerode

si i>it>0 y N¿%O)(,,E)= { 1
2,
(í+k—i) —

si i> lv =0, u’
si i > lv = 1,

(it;’) sii=it=2.

u’
Esto conducea

ITT’P(ry+í > y/Ng(A) = i,N~(¿) = it) = { ~ E

Combinando(1.4.8)y (1.4.9)se consigue

P(ry~, > y) = _—(A+&h¿1~Ék(~)E/2 ‘E

si i > it > O
en otro caso.

a
u
u’
a
u
u
J
mi
mi

mi
u’
u

= (i + lv)

(1.4.9) u’
a
u(1.4.10)

u
u’
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Insertando(1.4.7)y (1.4.10)en la expresión(1.4.5) y reagrupandotérminosse de

vaÉPíyE [ex~(—OW?~— wWh) ‘{e’a.+ó]
y=o

= v)(O + A + cx)

~f Avcv(A + cx)

+ cx))(O+ A + cx»(O,w, 1))

100

donde

w(O,w, y) = co + A + ¿ + ¡‘ (í

A

~(O,w,1)) lv Kk + 1)!,

Ay
O + A+ cx)

¡ Vr ) 2E

~(0,w, 1)

(1.4.11)

(1.4.12)

La condiciónde ergodicidadresultasuficientepara asegurarla desigualdad

Acx¡’(A+os) <1
(¡‘cx + ¿(A + cx))(O + A + cx)#(O,w, 1)

Además
Co

>3 (i+a)!y

y—o

a!
(1— z6(O,1), aEIN.

Por ello, (1.4.11)se reducea

PÚO( + ¡¿(O +
va 00/AN ¿/200 ~ (i+2k—1)

!

>3iy—) >322k
A+cx) __ E=0 ~ lv!(k+ 1)!

dondey = 4A6/(A(6,w))2.

Finalmente,considerandola relación

(1— 00 ~E+í i(i+2k—1)

!

V’—Y) = >3 2~”+~ k!(k+ i)!

y probandoque

(AS 1/2

~ (i

luce la igualdad

i>1 (1.4.13)

— í—~) <1,
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se obtiene,despuésde algunasmanipulacionesalgebraicas,la siguienteigualdad

¡‘cxB(O, w)>3 PiyE [exp (—0Wi~7y — wW,’y) ‘«t<rá+i}J =

y=o (w + ¡‘)(9 + A + cx)(26 — .8(Ow))
(1.4.14)

A continuaciónseconsiderael segundosumandode (1.4.4) asociadoal caso {¿j~ = i-y.~.i}. SeaNLJ el
númerode competicionesentrelas leyesexponencialesdeintensidadesA y cx que finalizanen la llegadade
un clienteoriginal y ocurridasduranteEly. Observandoque N,

1 es unavariablealeatoriacon distribución
Binomial Negativa,se tienen

P(Niy=n)r
i) (A :~)~{Az~Y~’ ~~=0,

>n +y +‘

(1.4.15)

La transformadade Laplace-Stieltjesde i~y¾puedeobtenersede formasencilla. Si el caminoaleatorio
alcanzael estado5 mediante2k+1 saltos,entoncesel númerodeposiblestrayectoriasdesdeel punto(0,0)
al punto (it, it + 1) es (2it)!/(it!(it + 1)!). Teniendoen cuentaque todaslas trayectoriassonequiprobables
se tiene

E [eSti+j = E k(k+ (s +A+:)2E+1

Con la ayudade (1.4.13),sepuedededucirla siguienteexpresiónalternativadela transformadade ry+i

E [~—aTs+i3 = s + A + 6—<(s + A + 6)2 — 4A6
2A

Re(s) = 0.

La función de densidadde la variablealeatoria7y.j.~ se obtienea travésde la inversión por inspección
de la transformadaE [csri+I]. Estadensidadpuedeescribirseen términosde la función modificadade
Bessel de orden 1 como sigue

frs+i(Y) = ~ e (X4S)y11 (2uvlW) , y> o. (1.4.16)

Debeobservarseque fr~~i (y) tambiénpuedeser deducidadesde(1.4.10).

J
u’
u’
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Condicionandopor eí valor de la terna(¿iy N~y, ry+i), se consigueescribir La relación

CO

E [exp(—owfy —wW¡’j) i{¿i>r~~~] = >3 P(N11 = n)
n0

x f¿~5/N,2(a’/~) j e”>
1’f,.~, (y)E [eOWfi ¡~y = x, N

11 = u, rj.4.i = dydx. (1.4.17)

Ahora, el númerode competicionesentrelas leyesexponencialescon intensidadesAy & queocurren
antesdel instante de expulsióndel clientemarcadocoincidecon el númerode finalizacionesde servicio.
Además,el cliente marcadono puedeser expulsadodurantesu propio servicio. Comoconsecuenciade
estasdos observacionesse deduceque el númerode finalizacionesde servicio en (0, y] es una variable
aleatoriacon distribuciónBinon¡ial de u + 5 intentoscon probabilidadde éxito y/x.

Entoncesse tiene

e [e9W?i /C{i = x,Niy = = ] = ~ (u:)) (flE (x1Y)n+i—E (A: cx) E
k=0

1 n+i
— ~~+y (¿‘—o+.~+fl (1.4.18)

Insertando(1.4.15),(1.4.16)y (1.4.18)dentro de (1.4.17),y teniendoen cuenta la condiciónde ergo-
dicidad,y< 1, se logra la expresión

~ ~ (—owf~, — w’’ i~ = A6(¡’cx + ¿(A + a)) ~00 É (21V ( 2!

~~>1yJ {EL=n+’}j ¡‘(¡‘cx + (6— A)(A + a)) A(O, w) __ l!(i+ ~ A(O, w))

Con la ayudade (1.4.13)se consigueunanotablesimplificación

= ~ (¡‘a+ ¿(A +a))B(O,w) (1.4.19)>3 PíyE [exp(—ow?y—wW1
1~)‘{C’>T>+>}]

u—’ 2¡’(vcx + (6— >~)(A + cx))

Finalmente,la expresión(1.4.1) para la transformadade Laplace-Stieltjes«O,w) ~ededucea partir
de (1.4.3), (1.4.14) y (1.4.19).

PoniendoO = w = O en (1.4.19), se deriva la fórmula (1.4.2) para la probabilidadde que el cliente
marcadoabandoneel sistematras la finalización de su servicio. n
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Comocomplementoal Teorema 1.4.1, en la Figura 1.4.4, se representala probabilidadde abandonar
el sistemamediantela finalización del serviciofrentea la intensidad¿6 R~. Puedeobservarsela existen-
cia de la asintotahorizontaly = ¡‘(A + ¡‘)‘. Los tres casosrepresentadoscorrespondencon los siguientes
valoresde los parámetros:

(1) A = 0.5, a = 3 y u
(II) A = 1.25, cx = 3 y
(III) A = 2.5, cx = 3 y

= 7,
u = 7,
u = 7.

6

0.95

0.9

0.85

0.8

0.75

(1)

(u)

(III)

Figura 1.4.4. Probabilidad de finalización del servicio

Derivandola expresión(1.4.1)se puedendeducir los momentosdel par asociadoal tiempode perma-
nencia(W0, W~). Si, en particular,se estáinteresadoen calcularel tiempomedio de permanenciaen el
sistema,E[W], entonces

E [WJ = EF + EE,

donde

1 ( Atia (
+¿(A-i-a)(A-l-v) k¡’&+ñ(>+a>+ Ata l\ 1+

va + ¿(A + cx) u’
va + (6 — A)(A + a)

(A + a)2(¡’cx + ¿(A + a)) + Av(va + (A + a)(8 + cx)

)

y (vcx-l-¿(A+ cx))~ — Ar5(A +a)~

E
5 = E[W5](1 ~) = A6 (A+a)

2(¡’a+¿(A-~-cx))+A¡4va+(A+cx)(6+a)

)

(¡Aa + ¿(A + cx)(A + v))((va + ¿(A + cx))~ — Ac5(A + cx)2)

(1.4.20)

(1.4.21)

En las Figuras 1.4.5y 1.4.6 se representanlos valoresmediosEF y E
5 frentea la intensidad66 IR+,

para los tres casosque fueron utilizadosen la Figura 1.4.4.

Ni
u’
u’

a

s

Ni
u’
u
Ni
Ni
Ni

EF=E[WflP= uícx

Ni
u
Ni
J
u’
u’
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Utilizando (1.3.4), (1.3.5), (1.4.20) y (1.4.21) es sencillo verificar la validez de
= AE[W).

la fórmula de Little

0.275

0.25

0.225

0. 175

0.15

0.125

O . 04

0.03

20 40 60 80

Figura 1.4.5. Valor medio EF

100

6

(1)
(II)
(1II)

O . 02

0.01

(fil)
(u)

20 40 60 80 100 (1)
6

Figura 1.4.6. Valor medio E~

La transformadade Laplace-Stieltjesdel par (W0, W1) que ha sido obtenidaen el Teorema 1.4.1
puedeser invertidapor inspección. En el siguiente resultadose presentala función d~ densidaddel par
(W0, LVi), dondeVV’ esdefinidacomo la diferenciaentreW’ y el tiempode serviciodel clientemarcado.

Corolario 1.4.2. La función de densidad del par (W0, 1V’) está dada por

= Mguo(x,y)

+ ¿(x)6(y)1 p,,,~~—(A+a)x—(A+w+6)~j
0 (2 (Avxy (~ cx(A + a) ~ ‘.~ 1/2N~

y k “‘ + ¡‘cx + ¿(A + cx))) ) É’ (>u)¡2 (2uV3S)
•=1

+ ¿(y)Y ¡‘
2cx+¿(A+v)(A±a) e~«X+~+ó)Y íí (2yv’~)

(tto(x) + ¿(x)e(A+aW (=i (i + ¿o ) ) ( + cx(A±a)))”2)

(1
)

.4.22)

donde uo(x) (respectivamente, uo(x, y)) denota la función de impulso unitario unidiniensional (respecti-
vamente,bidimensional)y ¿(.) representa la función de Dirac.

La demostracióndel corolario anteriores estándary por estacausase omite. Sin embargodebeob-
servarseque los dosprimerossumandosde (1.4.22)correspondenal conjuntode sucesás{¿1y < ry+i}T=o,
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mientrasqueel sumandorestanteestáasociadoa los casos{CIy >

Paraconcluir estasección se presentanalgunosresultadosparael sistemaM/M/1 con llegadasnega-
tivasy líneade esperaclásica.

Corolario 1.4.3. Si el proceso X asociado al sistema M/M/1 con llegadas negativas y línea de es-
pera es ergódico, entoncesla transformadade Laplace-Stieltjesdel tiempo de permanenciaen el sistema
de un cliente marcado, W, estádada por

¡‘(1— p) ¡ 26v
«w) = E [ewW] =

v+¿p k(w+¡’)(2¿—B(w)) +

B(w)
2v(I—p))

11(w) = A(w)— (.4(w))2 —4A6 y .4(w) =w+A+¿±v(1—p),

para Re(w) =0.

La probabilidad de que el cliente marcado no sea expulsado es

ti

u + ¿p~

La demostracióndel anterior resultadoes omitida puestoque es suficiente tener en cuenta que el
modelo M/M/1 con llegadasnegativasy líneade esperacorrespondeal casolímite cx — oc del modelo
con reintentos.Del mismomodose puedededucir la expresióndel primermomentode W. Desde(1.4.20)
y (1.4.21) se deduceque E[W] puedeser expresadoen términos de E[W] = E[WF]p + E[W

5](l —

donde

E[Ws] =
ti ±6(1— p)

Finalmente,la función de densidadde la variablealeatoria1V, definidacomo la
el tiempode serviciodel clientemarcado,vienedadapor la siguienteexpresión

diferenciaentre VV y

— p) ‘
fw(u) = e«A+¿+v(‘—pfli’ (¡‘e 6~ (uo(y) + ¿(y)

y ‘=3

II (~Yv~)) + ¿(y) ij
y + .

5p

u’
a
u’

donde

a
u’
a
a
u’
a
a
u’
a
a
a
SI

u
a
a
1

ti
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1.5 Períodode ocupacióndel sistema

Un períododeocupacióndel sistemase definecomo el intervalode tiempocomprendid¿entreel instante
en queun clienteoriginal accedeal sistemavacíoy el primerinstanteen que finalizaun serviciovolviendo
adejarel sistemavacío. Las principalescaracterísticasdel períododeocupacióndel sistemaestánrepre-
sentadaspor las siguientesvariablesaleatorias:

L = longituddel periodode ocupacióndel sistema,

= longitud total de los períodosen los que el serviciose mantienevacío durante(0, L],
— longitud total de los períodosen los que el serviciose mantieneocupadodurante(0, L],
= númerode llegadasnegativasocurridasdurante(0, L],
= númerode clientesservidosdurante(0, L].

Estasecciónestádedicadaal estudiode la distribuciónconjuntadel vectoraleatorio(L0, L’, N~, N’)
y al cálculo de sus correspondientesmomentosfactoriales. En primer lugar se considerael modelocon
disciplinaconstantedereintento, ji = 0, cx > O. En estecasoparticular,se obtienenla función generatriz
del vector aleatorio(L0, L’, N~, N5) y los primerosmomentosde las variablesque lo forman. Esquemas
recursívosestablesparala computaciónde momentosde ordensuperiorsontambiénpropuestos.Poste-
riormente,sondiscutidaslas principalesdiferenciascon el caso ji > O y calculadaslas expresionesde los
momentosde L0, L’, N~ y N’, cuandoéstosexisten.

A
1 A u

¿
cx+jji

A
Av

By-i

Ai

A0

Figura 1.5.1. Espacio de estadosy transiciones

A continuaciónse introducenalgunasdefinicionesy notacionesde utilidad en lo sucesivo.Porconve-
niencia,sedenotanlos estados(0,5) por A1 y (1,5) por By, paraj >0. El instantede primerpasodesde
el estadoa al estado6 será denotadopor T01,. Sea~ la cantidadtotal de tiempoen (0, T~5) durante
la cual el servidorestáen estadoii 6 {0, 1}. Finalmente,N~’b y N~5 denotaránel númerode llegadas
negativasy el númerode clientesservidosduranteti, respectivamente.Con las definicionesanteriores
es claroque L = ~oAo’ i 6 {0,.1}, W’ = Nfl0A0 y N~ =
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Sea4ab(O,w,a’, y) la función generatrizdel vector aleatorio(T26,TO’b, N~’b, ~ definida de la siguiente
forma

~zb(O,W,X,y) = E [ezp(—OT.~~i~wT~~)xNbyNb] , (1.5.1)

paraRe(O) =0, Re(w)=0,lxi = 1 lid < 1.

La distribuciónconjuntade (L
0, L’, N~, N’) es determinadaen el siguienteresultadoen términosde

su correspondientefunción generatriz~BOAO (O, w, x, y).

Teorema1.5.1. Si ji = 0, entonces la función ~BOAO(O, w, x,y) viene dada por

~B
0A0(O,w,z,y)=¡’y(w+¡’+A(1—~B1B~O,w,x,y))), (1.5.2)

donde

4’B1B0(0,W,X,y) = ~ (w(O~w~) — I(w(O,w,y))2—4A (¿x+ 0;rt~) ) , (1.5.3)

y o(O,w,y) fue dada en (1.4.12),para Re(O) =0,Re(w)=0,¡x¡ =1 y ¡y¡ = 1.

Si, adicionalmenle, se suponequey < 1, entonces

i) Los valores mediosde las variablesaleatorias L
0, L’, N~ y N’ estándadospor

E [L0] = + (¿ + ~ E [L’] = ¡‘cx+6(A+cx

)

— A)(A v(¡’cx+ (6— A)(A+cx))

>.¿(A+cx)E [IV”] = ¡‘(¡‘cx + (6— A)(A + a))’ E [N’] = ¡‘E [L’] . (1.5.4)

u) Las covarianzasde los pares(L0, L’), (N~, NS) y (L’, N3) son

(6— A)(A + a))~ ¡‘cx + (6— A)(A + cx) > (1.5.5)Cov(L!tL1) = ¡‘(¡‘a + >dA+ cx) ~ 2¡’(¡’cx+¿(A+a)) )

>«A+cx) ~ ¡‘(¡‘cx+(A+a)(A+2a+6))NCov(N~, ¡‘cx + (6—A)(A + cx)) V (A+ cx)(¡’a + (6— A)(A + cx)))> (1.5.6)

1L’N’~ A( ~ (6+Coy ~ = — A+a 2 2¡’(¿’cx+ ¿(A + cx)) (1.5.7)
ti k¡’a±(¿—A)(A+cx \ va+(6—A)(A+cx)/

a
ti
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Demostración. Sin pérdidade generalidadse asumeque en el instante t = O
de ocupación.Condicionandopor la primeratransicióndel procesoX setiene

~B0A0(O,w,x,y)= ¡‘y + A
w+A+¡’

comienzaun periodo

(1.5.8)

Para deducir (1.5.8) debe tenerse en cuenta que una transición directa desdeel estado B~ al estadoA0
occurecon probabilidad¡‘(A +¡‘fl’. En tal casose tienenL

0 = O, N” = 0, N8 = 1 y Li
4 estáexponencial-

mentedistribuidacon intensidadA + ti. Como consecuencia,la esperanzacondionalcuandola primera
transiciónconduceal estadoA0 es

¡‘y
w +A +¡‘•

Porotra parte,cuandola primeratransicióndel procesocorrespondea la llegada
la esperanzacondicionales

de un clienteoriginal,

A

Los anterioresargumentospuedenser extendidos,con la ayudade la Figura
conjuntode ecuacionesquese proponea continuación.

1.5.1, dando lugar al

‘kB1A0(O, w, x, y) = =bn1s0(O,w, x, y)e,bn0Á0(O,w,a’, y), (1.5.9)

4~B,B0(O,W,X,y) ¿a’ + ¡‘~ </>A Bo(O,W,X,y)+ Aw+A+¡’+6 w+A+¡’+¿ 1 +A++=B2no(Owx~Y)
(1.5.10)

cfra2n0(O,w, a’, y) = .,6n2B1(O,w, a’, y»ku,B0(O,w, a’, y),

cx A
9~A1B0(O,W,X,Y) = 0+ A+cx + (1.5.11)

Graciasa la homogeneidadde las transicionesdesdelosestadosR¿+~ a losestadosB~, i ~ 0, es posible
expresarT8280 en los términos TB2BO = TB2BI + ~ dondeTB2B, y fT8>80 sonvariablesaleatorias
independientese idénticamentedistribuidascomo TB,BO. Por ello, se tiene la relación

~/‘B2B0(O,W,X,y) = (~~1~0(O,w,x, y))
2. (1.5.12)
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La solucióndel sistemade ecuaciones(1.5.8)— (1.5.12) conducea la expresión(1.5.2). Además,la
función tBIBO(O,W, a’, y) satisface

+A: ¡‘±6½B,B
0(04’tx,y)? + ((0+ A+cx)(w+A+ ¡‘±6) — í)

+ ¡‘ay =0.

(O+A±cx)(w±A+¡’+6)

La función 4B1n0(O,w, a’, y) seráentoncesunade lasdos siguientesfunciones

zo(O,w,x,y) =

z:(O,w,a’,y) = ~j (socbo,w,

+ — 4A (sX +
¡‘ay

0+ >.±cx))

+ A + a
~ ~ y))

2 — 4A ~+ o ¡‘cx~

¡

Dado que lzo(0, 0,1,1)1 ~ 1 no se satisface,la función zo(O,w,x,y) no puedecorrespondera la función
generatrizde ningún vector aleatorio cuya distribución de probabilidadseapropia. Por otra parte, ha-
ciendo uso de argumentossencilloses posibleestablecerlas desigualdades:

Avy

(O+A+a)(w+A+¡’+6)=í~

(w + A + ¡‘ +6

para Re(O)=0, Re(w)=0, ¡a’~ = 1 y l~l ~ 1. Desdeellas se deduce,trasalgunoscálculoselementales,
que ¡z,(O,w,a’, y)~ < 1. Comoconsecuencia,la soluciónpropiade la ecuaciónde segundogradoconduce
a la expresión(1.5.3).

Derivando la expresión(1.5.2)se obtienenlos valoresmediosde las variablesaleatoriasL0, L’, N” y
NS dadosen el apartadoi). Paradeducir lasexpresiones(1.5.5)— (1.5.7)se calculanlascorrespondientes
derivadasde las funciones s6

06(O,w,1,1) dadasen (1.5.8) — (1.5.12) con respectoa O y w, en el punto
O = w = 0. Se logranentonceslas relaciones

— A ~ + A
BoAo (A+¡’)

2 A+v B,Ao’

a
a
a
a

a
u’
a
a
a
a
a
a
a

a

a— f(0i) nAo + TB,n
0Ts0Á0+

BMo — + ~LB,BoIB BoA0>BiBo

SI
a
3
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— 1 ~AT~ +¡‘TÁn~ + 1

B
1Bo — (A±¡’±6)

2 \B
2Bo ‘~‘ A+¡’+6

i6{0,1J.

= 2 Ro ~0 +#0i)‘ni

T~4iBo=(A)2 ~ + A
A+a ~1~0’

Taj, — E L’ab] ~ = E [T~2,T~b]— rrii ab

Un esquemasimilar aplicadosobrelas transformadas~ab(O,0,1,1) y ~úb(O,w,
ciones

___ roi f E o
A E1J

0], ~ —¡‘ ~ , o ~2¡’ [Li,Bino — n,n. — -y t~

— 1
A

1Bo — A + ~ (1 + ¡‘E [L
0])

1,1), ¿onduce a las reía-

y TBIBO = {(¡‘E [E’] —1). (1.5.14)

A partir de (1.5.13)y (1.5.14)se deduce(1.5.5). LasexpresionesparaCoy(N”, Nf)
sonobtenidashaciendousode argumentosparalelos(ver ApéndiceiB).

y Ccv (L’ ,N’)

n

A continuaciónse desarrollaun esquemarecursivoparael cómputode los momentosde las variables
aleatoriasL0, L’, N” y N8. El sistemade ecuaciones(1.5.8)— (1.5.12) vuelveaserelpunto de partida.
Previamente,se introducealgunanotación. Seanlos momentosde ordenk y los momentosfactorialesde

ordenk de lasvariablesTÉ~E) y Ñj~, respectivamente,aquellosdenotadoscomo

~í(E) E i6{0,1J, it=1, ubeS,

it>1, a,b65,

donde

43

(1.5.13)

dondeel símbolo r denota¡~ o s.



Cap. 1. SistemaM/M/I con llegadasnegativasy disciplina lineal de reintento

Teorema 1.5.2. Si y < 1, entonceslos momentosde las variables L0, L’, N~ y N’ satisfacen el
siguiente esquema recursívo

— A (

10(E)BoAo —; BiBo E-1
m1 10 00

it>í

Ni
u

(15.15) Ni
______________ (_it¡’

¡‘cx+(6—A)(Á+a) kA±cx AiBa
+ A(1 —

61E) it> 1 (1.5.16) Ni

Í>0(E) lv! ( 1Á
1Bo k (A+cx)

A 1 tÚ(E~mÁ

A+cx0(k~m)!(A±a)m BiBo )

it > 1 (1.5.18)= 1 (kt1(E-~)

k RnAo

A+cx

¡‘cx + (6— A)(A + cx)
(kT~~’~ + A(1

E.-1

—61E)>3 (k)ttn)ti(E;m;)

02=1

it > 1 (1.5.19)

= 1
BjBo

E —t

±(1—61E)>3 (k)Ñfl(m)
n2’

it > 1,

Ni
Ni

(1.5 20) 2
A+a

¡‘cx + (6— A)(A + a) (661E + A(1 — 61E)

ni=1

( lv
Rifo R

1fl0 }
Ni

it > 1 (1.5.21)

A Iv«E)
= ¿lE + —¡‘ \Ia

E—1

-6~~)5 (:)
= ~ + ¡‘(A + cx

)

R,Ro (6— A)(A+ a)’

= ~ + A(A+cx

)

(6— >9(A + cx)
( it¡’

A+a
5i5o

+ (1— 6fl~) Y~ (kNlÑdrn) Ñs(E~m)~
\m)

Ni
k>2 u

(1.5.24)

dondeT«O) = 1, i 6 {0, 1}, y — ÑS(O) — 1ab ab — ab —

2
Ni

44

Ni
Ni
Ni

10(E) =
BIS0

Ni
(1.5.17)lv>’

RiBa —

Ni

Ñ~JQ Ñg’»~ it>’

Ni
(1.5.22) Ni
(1.5.23)
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Demostración. Para establecer la validez de (1.5.15)— (1.5.17)se considerala particularizaciónw = O
y a’ = y = 1 sobreel conjunto de ecuaciones(1.5.8)— (1.5.12) con la que se anulan las variables aleato-
rias L’, IV” y IV’. Despuésde sucesivasderivadasy sustituciones,se obtienen las siguientesrelaciones

0(E)
recurrentesparaTRÁ.

10(E) — A__tocE)
BOAÚA±¡’ BoA0

E—i

= t~E2O ±t~2~+ (1—6íE)>3 ()t~7~.t~~n, lv> 11
n=1

tocE) — A+v+6 + A A 10(E) ~> ~,B,Bo TÁB +ti+6 B2R0’ —

~O(E) — 2T
B,BoB2Bo 0(E) -~-(l , it>

,~

it -10(E) = TO(í1)± A t
0~”~ it> 1. (1.5.25)A,Bo A+a Á,Bo A+a BoBo _

Despuésde algunasníanipulacionesalgebraicas,el sistema(1.5.25)conducea las expresiones(1.5.15)—
(1.5.17). Empleandoargumentossimilaressonobtenidaslasfórmulas(1.5.18)—(1.5.24)paralos momentos
de lasvariablesLi, IV» y IV’ (ver Apéndice iB).

a

En el teoremaanterior se ha expresadosistemáticamenteel k-ésimo momentoen términos de los
momentosde ordenO it — 1. Porello, la existenciadel primer momentogarantizala existenciade los
momentosde ordensuperior. Con la finalidad de ilustrar esteesquemarecursivose ofrecenlas Figuras
1.5.2-1.5.9. En ellas se han representadola mediay la varianzade las variablesaleatoriashA, L’, IV» y
IV’ como funcionesde la intensidad6 ¿ i}U-. Se han consideradocuatrocasos:

(1) A = 5.25, cx = 3.1 y y = —2.0,
(11) A = 5.25, cx = 3.1 y y = —0.5,

(111) A = 5.25, cx = 3.1 y y = 0.3,
(IV) A = 5.25, cx = 3.1 y y = 0.5.

El valor de la intensidadde servicio ti es elegido para fijar el parámetrode ergodicidad,y, en el nivel
deseado. Esta situación explicala existenciade la asintotavertical que puedeobservarseen todas las
gráficas.



Cap. 1. Sistema M/M/l con llegadas negativas y disciplina lineal de reintento
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Figura 1.5.2. Valor esperadode L0
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(IV) (III> (II) (1)
200000

150000

100000

50000

2 4 6 8 10

Figura 1.5.8. Valor esperadode N’ Figura 1.5.9. Varianza de N8

El casoji > O es estudiadoa continuación.Medianteun razonamientosemejanteal utilizado en el caso
ji = Osededuceque las funcionesgeneratrices~ab(O,W,a’, y) verifican el siguienteconjuntodeecuaciones:

= ¿a’ + vIIw +A+ti+6 ~ y)

A
++A++¿~kBi+IR~I(O>wix>LI)> i> 1

#B,+,B,.,(O,W,Z,y) = ~bB,+,B
1(G,W,X,Y)47ItB~...,(O,W,X,y), i > 1

4Á,R¿,(O,w,x,y)= ~±: + ~ + O+A+cx+ip 4~s~s~1(O,w,a’,y), i =1.
+a+zji

(1.5.26)

(1.5.27)

(1.5.28)

Estas relacionesunidas a (1.5.8) y (1.5.9) forman el sistema de ecuacionesque~describen el com-
portamientode las variablesaleatoriasL

0, L’, IV” y IV’, en el caso ji > 0. La diferenciacon el caso
del modelo con disciplinaconstantede reintentoestáen la pérdidade homogeneidaden las transiciones
desdeel estadoB¿+¡ al estadoB~, para i ~ 0. La principal consecuenciaconsisteen que el sistemafinito
utilizado en el caso ji = 0, (1.5.8)— (1.5.12),se ve sustituidopor un sistemainfinito de ecuacionesque,
desafortunadamente,imposibilita determinarexplícitamentela expresiónde tI.’B

0A0(O,~w,a’, y). Alternati-
vamentepuedenderivarserelacionesque permitencalcular Los momentosde las variablesaleatoriasL

0,
L’, IV» y NS.

En primer lugar se desarrollaun esquemarecursivoparala obtenciónde los momentosde la variable
aleatoriaL0, cuandotalesmomentosexisten.

loo

80

60.

40

20

(IV) (III)

E
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6
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Si se calcula la derivadadel conjuntode ecuaciones(1.5.8), (1.5.9), (1.5.26)— (1.5.28)
en el punto (O,w, a’, y) = (1,1,0,0)y se multiplica por (~l)í, se deducenlas relaciones

= ABoAo A±v BMo~ lv>’

respectode O

(1.5.29)

~V)0=t%~0 + lv> 1,+ (1— ¿lE)

02=

A+v+6¾B» + A fO(E)
A±v+6 R~,Rí..,’

lv -= A+a+iji TQ(E.
1) + A 0(k)

E—1 to(E02)
= TB

4IB ±T~t>~, +(1 — 61E)>3 ()t:81 B,B~..,

rfli

Desde(1.5.29)y (1.5.30)sc tiene que

?~7)O
k—1

— ~ s’ IkVj,o(m)#O(k...m) 1
‘It; L.~ km,/~B>Bo~ RoAo

1

Como se observa,todos los valores medios {T~’j~,/i ~ 1,0 = J = k},

en la búsquedade la expresiónde TO(E> A partir de (1.5.31)— (1.5.33)seBino.

it>l i>1,

k>í i>1,

lv>l 1>1.

Ni
lv> 1. (1.5.34) Ni

Ni
k > 1 se ven involucrados

deducela relación recursíva

10(E) — ~ ...11o(q kv ,+0(k—i),.c~ k~g4 (it’\÷O(m) ~o(ím)
B.+¡flí — A-la ‘~ — A(A + cx + iji) IÁ~B~,kiO1k> Z...~ R,~iB, B~B1-.> it ~ ~ ~> 1

/1

(1.5.35)

donde~ para lv ~ 1 y i > 1 es calculadode formarecurrentede acuerdocon (1.5.32) y con-
siderando = 1. A partir de (1.5.34) y (1.5.35), trasalgunasmanipulacionesalgebraicas>se obtiene

ab
el siguienteprocedimientopara calcularel momentode orden it de la variable aleatoria
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Ni(1.5.30)

(1.5.31)
Ni
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(1.5.32)

(1.5.33)
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Esquema recursivo para el cálculo de TOCE) El momentode orden lv de
L0, si existe,vienedadopor

la variable aleatoria

= A(~ 6i~)>3 (k)j.o(rn)to~m)
mi

lv ~O(E—l) + ~(1 — ¿lE)

+cx+(i+1)p A,+oB~ ¡‘ rroi f~:2ú¿ + x+a) p¿+1,+ a+ÓP

)

0(E) +0(E)dondeTÁ+
1 B, Y ‘R,~o R¿ estándadaspor (1.5.32)y (1.5.35),respectivamente,y SÍ’,%

0~ = 1.

Razonamientosanálogosal propuestopermitendeducir los siguientesesquemasrecursivospara el
cálculode los momentosde L’, IV” y IV’ (ver Apéndice1.C).

Esquemarecursívopara el cálculo de ~ El momentode orden it de la variable aleatoria
0, si existe,vienedado por

1i(E) = ! (lvrE~1 + A(1 —
BoAo BoA0 ¿íOZ

m1

it(~)ÁBíBoTRoAo

00 ¡ E —1

±>3~ + A(1 — 6íE)>3

¡=0k 02

( it\-, (m) g:~ it =1, (1.5.37)

1)

donde~1(0) = lyab

— ~ + »+

6P —‘t1<~~ kfi(E.~i) (1 61 k—i

RB+oflh — . A+a ~> R.Ru..í — ~ R¿R~...i ~)>3
2+ mi

fiCE—ni) it>1 i>1.

(1.5.38)

n(k)
Esquemarecursivo para el cálculo de NR

0Á0. El momentofactorial de ordén it de la variable
aleatoriaIV”, si existe, vienedadopor

RoAo — A(l —61E)Z (t)k

±É(A it>’

(1.5.36)
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+É (¿¿lE + A(1 —
6i~) ~ (lv) ÑZt

2)R.+I
¡=0 ‘Y ni R,+oB¿ )

(í + x+a) ~

14~

(í + a+SP

)

donde = 1 y

Ñ;~R. = ~+ a-4-6p íÑn(E) 6 E—1 B,~¡B, ~ —

AlA ~ B¿R~.CJ 1E1161E) >3 (:)~>«~ it>

Esquemarecursivo para el cálculo de ÑA7’ÁO. El momentofactorial de orden
aleatoriaN’, si existe, vienedado por

1 i > 1 (1.5.40)

it de la variable

= ~:E + (A(1

+~ ~ +

—Ó1E)Z (~)
m=1

A(1 — 61E) kw) R.+

2R1+i R,+oR,]

m1

Ñ~77B>~,Ñg~m)

ej
(í +

(í± fZ+t5P ) ¿+1

dondeÑ’~

0~ = 1 yab

— A ÑL(J~., it>í i>1,

Ñ»IQR. = i±2.t4E ~1ÑS(E) it¡’Ñ B oB¿ B,R¿.fi s(E—1) NT’ Ik’\ÑS(r») Ñ¡(E02) it> 1
2+ ~lA ~ B

1R~., — -y~ ,4~B..., —(1— Ó1E)sti km)o+

(1.5.42)

i> 1.

(1.5.43)

A continuaciónse proponeunacondiciónsuficientequeasegurala existenciade los momentosr(E)
BoA0’

11(E) <mCE) y s(E) parait>O en el casoji>O.
N

R0A0> ‘‘B0A0 R0A0>

Proposición 1.5.3. Una condición suficiente que asegurala existenciade todos los momentosde las
variables aleatorias V’, 0, IV» ~, NS, en el caso ji > 0, es

(A 2 6)(A + cx) < ~,

¡‘cx.

donde& = rnaa’(cx,ji).

Demostración. Se considerala sincronizaciónentreel modelo M/M/1 con llegadasnegativasy disci-
plina lineal de reintento (cx =O, ji > O) bajo consideracióny otro modeloM/M/1 con llegadasnegativas

50

J
1
ej

it>’

ej

ej
1)

(1.5.39)

a.’

ej

1
u’

,k =1, (1.5.41) u’
.1

u’
u’
1
u’
ej

u’
ej

u’
j
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y disciplinaconstante(cx = rnax(a,p)), de modoque en la n-ésimavisita, u > 1 al estado(i,j) E 5
se tienen las mismasrealizacionesde las variablesaleatoriasasociadasa los tiemposentredos llegadas
consecutivasde clientesoriginales,a los tiemposentredosllegadasnegativassucesivasy a los tiemposde
servicio. Entonces,se tiene

P(TZ0Á0=x)=P(TBOÁO<a’),reíR,

dondeTROAO y TA0Á,, denotanlas longitudesde los períodosdeocupaciónen los modeloscon disciplinas
lineal y constante,respectivamente,descritoscon anterioridad.Notandoque el moméntode ordenk de
unavariablealeatoriano negativaY puedeescribirseen los términos

E[YE] =itj x”’P(Y > x)dr, it >0

se tiene que E[(TBOÁO)E] = £[(TAOÁo)E], it = 0. Entonces,si el modelocon disciplináconstantede rein-
tentoes ergódico,es decirsi severifica la relacion

(A — ¿)(A+ e?) 1,
ve?

se aseguraque E[(TBOÁJE] < oc it > O Por ello, se tienen E[(Tg0~0)E] .c oc y E[(T¿OÁÚ)E] < oc,
paracualquierordenit > O. La existenciade los momentosE[(IV~ÓÁjE~ y E[(IVAOÁO)E], para it =0, se
demuestra empleando razonamientosanálogos.

o

La condición de ergodicidad en el casoji > O asegurala existenciade losvaloresmediosde lasvariables
aleatoriasL

0, L’, IV” y IV’, cuyasexpresionessonrecogidasen el siguienteresultado.

Corolario 1.5.4. Si ji

y IV’ están dados por
> O y p .c 1, entonces los primeros momentos de las variables L0, 0, IV”

E[L0] = A: (E (í, A+ a
1 cx+¿P) — í)

E[L’]= lp(íi+ A+cx ~ cx+6p’~
ti ‘U ji ji,p,I,

E[N”] = 1

(1.5.44)

(1.5.45)

(1.5.46)
( A+cx cx+¿p ~\

ji ji //

E[IV
t] = ¡‘E[L’]. (1.5.47)

Demostración. Los valores esperadosde las componentesdel vector aleatorio (L0, L’, IV”, 1V’) son
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obtenidosde formasencillaa travésde la particularizaciónal caso it = 1 de las expresiones(1.5.35)—

(1.5.43). La aplicacióndel test del cociente-aseguraque la condición p < 1 es suficiente para la con-
vergenciade la seriebipergeométricay, consecuentemente,para la existenciade E[L0], E[L’], E[IV”] y
E[IV’].

o

Parafinalizar esta sección,a continuaciónse dan las expresionesde las covarianzasCov(L0L’) y
Cov(N”, 1V’) en el casoji > o (ver Apéndice iD).

i) Sip c 1 y Cov(L%L’) es finita, entonces

Cov(L% L’) = E[L4E[L’] + t>3 ~ + A (TL+In~fl~R
1 1 + TB.B...ITB.+~B.

¿=1

+e,+cx+iji)2fl~B,í)) (i+x:aX~1

dondeE[L
0] y .E[Lí] fueron dadasen el Corolario 1.5.4 y TZ+,R y TL+~R, vienendadospor

jiTBR=—((F(1 A+cx a±¿p

(1.5.48)

¿—1 (i +
6oí)>3 ~ ~

E=O (í +

) (í+at¿P) —i

(1±

TB+,R = { (F (í>
1+ A+cx a+ ¿—t (í + ar)

1E ni-E
____ 1+ 6p)í(1¿)2 (i + »+ÓP

)

) (í + a+6P) —¿

(1.5.50)

para i> O.

Ii) Si p < 1 y Cov(IV”,N’) es finita, entonces

Cov(IV”,N’) = E[IV»] (41V’] — 1) + ~ (A + Z±~

+ ÑZ,+,R,Ñ~,B, í + Ñz,B,~Ñ~,+LB,) (í +
(í± a+óo)P

SI
u’
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI

1
——(1—

ji

SI
a
SI

(1.5.49)

SI
SI
SI
SI
SI

(1.5.5 1) a
SI
SI
LI
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dondeE[IV”] y E[N] fueron dadas en el Corolario 1.5.4 y 1Vfl•~ R• y IV¿.+
1B. vienen dados por

ÑZ¿+íB. y

ti
Ñ~40R. =

( E ___ 1+(1,1+ A+cx cx+Spji ji PI

(1,1+ A+cx a+¿p~ —1—(1—
ji >Pj

¿‘ (í + A+a) p
1~

óoÓ>3 _

~ (í÷ a+¡5P

)

¿—1 (i + A4.a

)

¿cOZ(í + ateo

)

k) (í + ateo

)

(1±Ata)

- (1.5.52)

Pi~7) (í± ateo

)

(í + A+a

)

- (1.5.53)

para i > 0.

1.6 Cadenasencajadasasociadasa los instantesde ‘finalización
del servicio y de expulsión

Esta secciónestá dedicadaal estudiode las distribucionesde probabilidad de las cadenasde Markov
encajadasen los instantesde finalización del servicio y de expulsión. Se asumea lo largo de la sección
queel procesoX es ergódico. La Teoría de Procesos Regenerativospermitiráanalizarel procesoX en la
sucesiónde los instantesde salidadel sistema{q,~?..

0. Las principalescaracterísticassonnuevamente
expresablesen términosde serieshipergeométricas.

Sea la distribución de probabilidadasociadaal númerode clientespresentesen
tanteinmediatamenteposteriora la salidade un cliente

= fl+00 ~ (C(~,. + 0) + Q(nT. + 0) = 5),

el sistemaen el ms-

5=0.

Las anteriores probabilidades pueden ser expresadascomo

si 5 = 0,
si 5 ~ 1,

donde = hm P(X(Q~+0)=(0,j)), si 5=0,
fl~+00

%= hm P(X(q~+0)=(1,j—1)), si 5=1.
fl — +00

Debe observarse que con la ayuda de lI~ y JI~ puede distinguirse si cada transición de la cadena de

Markov {X(n» + O)}~t0 correspondea unafinalización del servicioo auna llegadanegativa.

Es sabido (ver Cooper (1981), pg. 187) que todo proceso estocástico,cuyas trayectoriasson cas:
seguro funcionesde salto con pasosunitarios, tiene la mismadistribución límite de probabilidadjusto
antesde los puntos de crecimientoy justo despuésde los puntosde decrecimiento,¿uandoéstaexiste.
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Ni
Como consecuencia,la distribuciónde probabilidad,{ñlftc,, asociadaal númerototal de clientesen el
sistema(ver Corolario 1.8.8) satisfaceEj = hiI~, 5 >0. Ni

Por sencillez, se supone en el resto de esta sección que en el instante 1 = 0 el sistemaestáen estado
X(O) = (0,0). Un ciclo de regeneración, 7’, es definido como el tiempo de primer paso desde el estado
(0,0) al estado(0,0). Entonces,7’ = Y + L, dondeY es una variablealeatoriaexponencialmentedis-
tribuida con parámetroA y L es la longitud de un períodode ocupación. Teniendoen cuentaque los Ni
tiemposentrellegadasde clientesoriginales,los tiemposentrellegadasnegativasy los tiemposdeservicio
son mutuamenteindependientes,se tieneque las variablesaleatoriasY y L son tambiénindependientes.

Debe notarse que eJ procesoen tiempo continuoX= {XQ>, 1 =0> es un proceso regenerativocon
procesode renovaciónencajado{T~ , T~, ...}, donde T1 denotael i-ésimo ciclo de regeneración.Además,
la secuencia{X,~},,=o= {(C(qn + 0), Q(q» + 0))1>o es un procesoregenerativoen tiempo discretocon
sucesiónde renovación {Ni, N2, 1 donde IV1 es el númerode salidas generalizadas(es decir, clientes Ni
servidoso expulsadosdel sistemapor el efecto de una llegadanegativa)duranteel i-ésimo ciclo, 7’,. Por
convenienciaen la notación,seránconsiderados7’ = 7’~ y 1V = IV1.

Con los anteriorespreliminaresse estáen condicionesde establecerel siguienteresultadodondese
estudianlas distribucionesde probabilidadde las cadenasde Markov encajadasen los instantesde finali- Ni
zación del servicioy de expulsión.
Teorema 1.6.1. Si el procesoX= {X(t),t =01es ergódico, entonces Ni

i) La distribución de probabilidad del número de clientes en órbita justo despuésde un instante de
finalización del servicio está dada por

i~o=(F(11±l±-¶;1+ a-f-6P;p)) (161) Ni
(i±~) Ni

*j=*0 ( 9’ 5=1. (1.62) Ni

u) Si 6 > 0, la distribución de probabilidad del número de clientes en el sistema justo despuésdel
instante de la expulsión de un cliente está dada por

.1=1, (1.6.3)

donde

_________ ____ 2+ ~

_______ A+a a+¿p

Ni
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Demostración. Mediante un resultado básico en la Teoría de Procesos Regenerativos (ver Stidham
(1972)), se tiene la relación

hm P(X» = (ii)) = P(X~ = (i,5)) , (i,5) ES,
fl 400

donde X~ representa la versión estacionaria del proceso en tiempo discreto {X»}~4. Una expresión
alternativaparaP(X~ = (i, 5)) viene dada por

E [z:~I{X,=(¿5),N>n}

]

P(X~ = (i,5)) = E[N] , (ii) ES.

Sea Ñ~ (respectivamente,Ñ’) el número de instantes de finalización del servicio (respectivamente, de
expulsión) que dejan j clientes en el sistema durante el primer ciclo de regeneración (ti, 7’]. Teniendo en
cuentalas relaciones

00 00

Ñ
5 = >3 I{Xn=(O,5),N>n}, 5 = 0, y = >3 I{X.=(t,5—1>,N>n}, ~ ~

n=O 4=0

es posibleexpresarlasprobabilidadesll~ y fl~ en los términos

- E[Ñ’

]

II, = E[N] , 5=0, (1.6.4)

- E[Ñi

]

E[N] 5= 1. (1.6.5)

Por conveniencia se vuelven a denotar los estados(0,5) por A
5 y los estados(115) por 115, 5 > 0.

SeaÑ~j, (respectivamente,Ñ~b) el número de instantes de finalización del servicio (respectivamente, de
expulsión) que dejan 5 clientes en el sistemaduranteel tiempo de primer paso, 7’ÁL, desdeel estado
a al estado 6. Entonces Ñ~ — ftP Ñ~ = para j =1, N

5 = ~ Ñ¾PI» = £~
RoÁo’ BoAo’ 3=0 3—1

1V = N5+N”. Teniendo en cuentaque = 1, se tiene Ib = 1/E[IV]. Sea ~ y) la función generatriz

del par (Ñ~j,, Ñ~b) definida por

dtb(a’,Y) = ~ [~L~ÑL] , 5= ~,

para ¡a’~ ~ 1 y lid = 1.

Teniendoen cuentaqueunatransicióndirectadesdeel estadoB~ al estado A
0 (respectivamente,desde

a B1) occure con probabilidad ¡‘(A + ¡‘)í (respectivamente, MA+ ¡‘7’), se tiene que eb~0Á0(x,y)
puede expresarse de la forma

¡‘ A
____ + ~BA (x,y).A+v A+u (1.6.6)
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Ni
SIEl argumentoanterior puedeser extendido, con la ayuda de la Figura 1.5.1, para deducir el siguiente

conjunto de ecuaciones

#B
1Áo(a’<YY«’B~B0 (a’, u) 44 oÁo (a’, y),

6 A

5=1, (1.6.7) Ni

ti
+ (1—. 6~ + a’6¿j)=b¼R,(a’,y),

A+¡’+6

~B,+iB,...oGi¼Y) =

+ A ~ _ (a’,y),
+a+zji

Ni
i>1 5=1,

i> 1, 5=1,

~ 5>1

(1.6.8)

(1.6.9)

Ni
SI

(16 10) SI
para ~ ~ 1 y lyl < 1.

Derivandolas funcionesgeneratrices«~j,(x, y) del conjunto de ecuaciones
pecto a a’ y tomando a’ = y = 1 se obtienen las relaciones entre los momentos

E [Ñ~OAO] = A: E [Ñ~~ÁO]1

E [BILlAO] = E [ÑL 0B0] + E [Ñ~OAO],

(1.6.6) —

E[Ñb]:

(1.6.10) con res-

(1.6.11)5=’,

5=1,

= A ¡—~~ + ¡‘ (¿~ +E [Ñ~.RL])
E [

1VkR,.] A+t¡+ÓE [Ns.+>n¿..,] A+v±6

(1.6.12)

i~ 1, 5=1, (1.6.13)

E [Ñ~
41R ~]= E [Ñ~.+,R.J + E

r-1 = A r-~iE [IV~I,R,í] A+cx+ijiE [
1VB~n

1~,]

Entonces,de (1.6.11) y (1.6.12) se deduceque

A r-1
E [Ñ’] ——E INL~l

ti L~

0i

i=1, 5=1,

i>1 5=l

5=21.

56

SI
SI
SI
SI

(1.6.14)
SI

(1.6.15)
Ni
SI
SI
SI
SI
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Análogamente, a partir de (1.6.13) — (1.6.15) se deduce

(~±x+a

)

E [ÑÉRl] = (~ + aVé~) p + E [Ñ~I+
0Bj) i=1 5=1.;

Después de sucesivas sustituciones, es posible lograr una expresión para E[Ñ’] de la forma

(1+A:a

)

E[Ñ’]= (í+at6P) 5=1. (1.6.16)

5

Porello, el númeroesperadode finalizacionesde servicioocurridasduranteun ciclo de, regeneraciónestá
dadopor

E[ÑI =F(11
A+a a+eSpN

+ 1+ ;pi
ji ji,

La aplicaciónde un esquemasimilar parael númeroesperadode clientes expulsadosdurante (0,7’],
conduce a las siguientes expresiones (ver Apéndice 1.E):

6 (í + x+a

)

E[Ñ’] ____ 5>1.

1

Teniendoen cuentaque el númeroesperadode clientesexpulsadosporel efecto de
en un ciclo puede expresarse como

pE 2
A+a cx+s5p “~

+ ;2+ ;Pl,
ji ji /

(1.6.17)

las llegadas negativas

(1.6.18)

,~E[IV]=1+v:::tF(1,2+ A+a cx+6p

Por otra parte, las distribucionesde probabilidad {*~}fl~ y {*~}5’~=~ pueden

= ni
Z~-~ “E

5=0,

escribirsecomo

(1.6.20)

(1.6.21)

se sigueque

(1.6.19)

- 113
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ej
Por ello, a partir de (1.6.4), (1.6.5), (1.6.16), (1.6.17) y (1.6.19) — (1.6.21) se obtiene que {~i}~-o y

vienen dadas por las fórmulas (1.6.1) — (1.6.3). u’
Parafinalizar, la convergenciade las serieshipergeométricasinvolucradasen (1.6.1)— (1.6.3) se sigue

desdela condiciónde ergodicidaddel procesoX y unasimpleaplicación del test del cocientey del test
de Raabe.

o ti
Las expresionesde las probabilidadesfl~ y se obtienenfácilmentedesde(1.6.4), (1.6.5), (1.6.16)y ti

(1.6.17). De estemodose tiene que

=EEIV](irtóP< 5=0, u’
(í+x:a) 5=1, u’
(í + a+6P) liii

dondeE[N] estádadopor (1.6.19). u’
En el siguienteresultadose obtienenlos momentosfactorialesde las distribucionesde probabilidad

y {,rj}fl~. ej
Teorema1.6.2. Si el proceso X= {X(t),t ~ 0} es ergódico, entonces

i) El k-ésimo momento factorial de la cadena de Marlvov encajada en los instantesdefinalización del u’
servicio, ME, está dado por

- (í + A+a~ A+a a-f-épN
klvíF(’k+íit±í+ _ ejME = ~ ~/E ____ ;k±í± ;pí, it>O (1622)

‘Y ji ji ,,

donde 1ro viene dado por (1.6.1). ti
u) El lv-ésimo momento factorial de la cadena de Markov encajada en los instantes de expulsión, Mt, ¡1está dado por

6 ¡ A-f-cx cx+6p’\
ME—¡‘E(Ñ) (¿:1112kPEit!F ~,it+1,lv+l+ ji;it+1+ ~;~) —¾)~ it> O

__ a
(1 6 23)

donde E [Ñ] viene dado por (1.6.18). u’

u’
ej

A
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Demostración.A partir de (1.6.1) — (1.6.3) se siguen las siguientes expresiones
generatricesde {*j}ftú y

1II~Z)=L7riv=7rorkI>1+ ji ;1+ ;pz
3=0 ji 1

00

Ñ(z) = >3.~.zi —

5=1

¿(A+cx+u)

iiara las funciones

(1.6.24)

(1>2+ A-i-cx 2+ &+6P;pi)ji ji

- ~ (í + x+a)
19j+E (5 + it)

!

ME = 1r0>3 (í + a+6~) 5!

Dado que (z + 1Y = Z~=o (~)zE, se obtieneque ll(z + 1) = Z~-~ MEzE(it!) y, cómo consecuencia,
ME puede ser obtenido mediante una identificación directa con el k-ésimo coeficiente d~ la serie tl(z + 1).
Entonces,dela definición de seriehipergeométricay (1.6.24)se deduceque ME, para lv ~ O, está dado por

~ 5-4-E

Haciendo uso de las relaciones dadas en (1.3.8), se sigue que M1, parait > O vienedado
(1.6.22).

De maneraanálogaparaME, lv> O es deducidala igualdad

ME-
¡‘E[Ñ]

(í+ x+a) Ñ+E(5+it)!

(1 + a4.ÓP) 5!

— 60E) lv> O.

por la expresión

Desdeestaexpresióny (1.3.8), se deduce fácilmente(1.6.23). Haciendo uso
del test de Raabese comprueba_quela condiciónde ergodicidaddel procesoX es
la existenciade los momentosME y ME, parait> O.

Paraconcluir estasección, en el siguiente corolario se reunenalgunosresultados

modelocon disciplinaconstantede reintento. La demostraciónes trivial desdelos Teor
y, por ello, esomitida. Obsérvesequese verifica *~ = ñpjí, 5 =20.

Corolario1.6.3. Si ji = O, cx > O y y < 1, entonces

del test del cociente y
sufici¿nteparaasegurar

a

‘explícitos parael
emas 1.6.1 y 1.6.2

i) La distribución de probabilidad de la cadena
del servicio está dada por

de Markov encajada

( A(A + cx)
¡‘cx + ¿(A + cx))

en los instantes de finalización

5=20,
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y su correspondientelv-ésimomomentofactorial es

ME = it! ( ¡‘cx
A(A + cx)

+ (¿ — A)(A

E

it> O.
+a))

ji) Si 6 > O, la distribución de probabilidad de la cadena de Markov
expulsión está dada por

y su correspondienteit-ésimo momentofactorial es

encajada en los instantes de

5=21,

vcx+(6—A)(A+ cx

)

ME A(A + cx)
( va + ¿(A + cx) (

¡‘a+(6—A)(A+cx) ‘Y ¡‘a
A(A + cx)

lv>O.

1.7 Procesode finalización del servicio

El procesode finalización del servicio es definido como la sucesiónde instantesde tiempo {fl}~% en
los que los clientesabandonanel sistemadespuésde sus correspondientesfinalizacionesdel servicio. El
estudiode ~ es equivalenteal estudiode la secuencia{-r¿ = ,flk n—í1~=~. Debeobservarse(ver la
Figura 1.7.1) que el intervalo r¿ puedeser expresadocomo r¿ = R1 + S~, i > 1 dondeR~ está definido
comoel período vacio del servidorhastael instante¿¿ de entradaen el serviciodel i-ésimo cliente y
representael correspondientetiempo de servicio.

+

*
‘Ji—’

+

Ej

+

~1¿ Ci+i

+

Figura 1.7.1. Procesodefinalización delservicio

Se asumeque el procesoX es ergódicoy, consecuentemente,que las variablesaleatoriasr,, r2, .. son
idénticamentedistribuidas.Por convenienciaen la notación,el intervaloen consideraciónserádenotado
como rl -

La distribuciónconjuntade probabilidaddel par (R,, S,) es obtenidaa continuaciónen términosde
su transformadade Laplace-Stieltjes.

60

ti
‘It

1
.1

ti
ti

ti
u’
u’
ej

ej

ej

ti
ej

u’
ti
u’
1
u’
ej

ti
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Teorema1.7.1. Si eí sistema es ergódico, entonces la transformada de Laplace-Stieltjes del par (Rí, Sí),
~t(O,w) = E[ea’p(—ORí— wSj)], está dada por

u (0 ¡ a ¡ 11+ X+a ___
1 k ‘fi’p+v~e+A+lro O+A ‘2k l+»+ÓP,í+o+A+» (1.7.1)

para Re(O) =20, Re(w)> O donde *0 viene dada por (1.6.1) ~

3F2 (~¿~~~,aaz‘1 es la sei~iehipergeométrica
/

generalizada.

Demostración.Dado que la longitud del tiempode servicio, S~, es independiented~ todoslos sucesos
ocurridosantesde su comienzo,las variablesaleatoriasR1 y Si son independientes.Entonces

«0w) = E[ea’p(—ORí)]E[ea’p(—wSí)],

donde E[exp(—wSr)] = >4w + v)’. Con la finalidad de encontrarla transformadade Laplace-Stieltjes
de la variablealeatoriaR1, se condicionapor el númerode clientespresentesen el sistemaal finalizar el
servicio anterior. Así se obtiene

00

E[exp(—ORtfl= O+Ar0+>3O-f-A+a+ *n.

»
Nóteseque

00 - 1

>3 Ir» _ 1 [flI’r4r½

O+A+a+nji O+A+cxjoI~~a’}UX

Por ello, sededuceunaexpresiónalternativaparaE[ea’p(—ORi)] con ayudade la iguáldad

A+cx Of’ •44-i-~

=2A+cx+np ~.» = 1rO — — 1 t ‘ ~fI(t)dt.I (1.7.2)
__ O+A-l-cx+nji O+A+cx ji j0

La sustitución de (1.6.24)en (1.7.2) conduce,despuésde algunasmanipulacionesalgebraicas,a (1.7.1).

Finalmente,la condición de ergodicidaddel procesoX es necesariay suficientepara asegurarque la
seriehipergeométricageneralizada(ver ApéndicelA) involucradaen (1.7.1)es convergente.

a

En el casoparticular ji = O y cx > Ola transformadade Laplace-Stieltjesdel par (Ni, Si) se reducea
unaexpresiónmásexplícita.

Corolario 1.7.2. Si ji = 0, cx > O y y < 1, entonces la transformada de Laplace-Stieltjes del par
(R1,S,) está dada por

«O,w)= (w+v)(9+A+a) &+a(1 O+Aira)) , (1.7.3)

para Re(O) =20 y Re(w)=20, donde *o viene dada en el Corolario 1.6.8.
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La transformadade Laplace-Stieltjesde (Ri, S~) puedeser invertidapor inspección. Su densidadha
sido recogidaen el siguienteresultado.

Corolario1.7.3. Si el proceso X= {X(t),t = O} es ergódico, entonces

i) Si ji = O y a > O,

f(R,,s,)(a’~ u) — ¡‘e”~ (AcAX*o + (A + cx)e}A+»)X(1 — to)) eS(x)¿(y),

donde *~ viene dada en el Corolario 1.6.3 y 6(.) denota la delta de Dirac.

u) Si ji > O,

f(R,,s
1)(a’, y) = it0ve”~ (ArAr

¡ A+a cx+6p ~

xFyl02+ pe fi)2+

donde *~ viene dada por (1.6.1).

+ A+a+ ~ (X+a-4-fi)x ((A + cx)cx + ji + óp

El siguienteobjetivoconsisteen obtenerfórmulasparalos momentos

E —E[R~],parak>O.

Mi

de la variablealeatoriaR,. Sea

Teorema1.7.4. Si el proceso X es ergódico, entonces los momentos de R1 están dados por

i) Si ji = O y a > O, entonces

ME”’

donde *o viene dada en el Corolario 1.6.3.

u) Si ji > O, entonces

lv>O

ME”’ = it!i¡-~ (ji- +
1

(A + a)E
( ¡ 1A+aX

kk+íFE k ___ ±S.

)— fl),
ej

it > 1 (1.7.5)

donde ito está dada por (1.6.1).

Demostración.Con la ayudade (17.3) se obtienefácilmente la expresión
trasderivar (1.7.1) se tiene

ME”’ = it!
(A+cx)E

)

11~0 —

ji

(1.7.4). En el caso ji > ti, u’
(176)

dE (
IE(O)=— 1 0

dOE J i 81-X+o LIYL)UL) = OJ(ft, it) + kJ(O,it — 1),O

62

III

II

ej

Ii

a
ti
4
u’
u’

ti

II
(174)

bit

donde

~1

u’
u’(177)

u’
61
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y

.7(O,lv) = =¡-(j’t+~+~—inodt) -

Despuésdealgunoscálculosrutinarios,esposibleencontrarunaexpresióndela función
de la seriehipergeométricageneralizada.

1

1(0, it) = (~l)EitI ¡ ~ 8-4-A-4-a S+X+a.~
E+3~E+2 ~ l+ttí+ e+

1ha

14Le+x+a )
(O, it) en términos

it =1. (1.7.8)

Sustituyendo(1.7.7)y (1.7.8)en la expresión(1.7.6), se deduce(1.7.5). Comoen otros resultados,una
sencillaaplicacióndel testdel cocientey del testde Raabegarantizaquela seriede (1.7.5)es convergente
si y sólo si el procesoX es ergódico.

o

Paraencontrarel lv-ésimo momentodel intervalo entre finalizacionesde servicio r~, M’ = E
parait> O se haceusode la independenciaentrelas variablesaleatoriasR1 y Si. Se obtieneentonces

Mt (1.7.9)

dondeM
9’ =5!iri,paraj>O.
2

En las aplicacionesprácticas,la mediay la varianzade las principalescaracteristiias
colasson, probablemente,las cantidadesmásimportantes.Susexpresionessonresumidas
corolario.

del sistemade
en el siguiente

Corolario 1.7.5.

i) Si ji > O y p < 1, entonces

1 rip’
E[rí]= —+~ ___ P;p))‘YA cx+ji+c5p’Yji

(1.7.10)

Var [rl] = -k +2*o(~ + (A +a+ ji)(a+ ji + <5 )
5F2 ( 1, l+A+ú í+Á.4-a.

fi /4

/4 /4

(1.7.11)
a+:+¿=’(í~í+ A-l,;a 2 cx+fip )) )2

donde *o viene dada por (1.6.1).
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u) Si ji = O, a > O y y < 1, entonces

E [ri] = ¡‘2a+6(A+cx)(A+v) (1712) SI
A¡’(vcx + ¿(A+ cx))

Var[r] = 11 1 ~ (vcx+(A+a)(a+6fl2’\ SI1 ~ (A+a)2 k ‘Y ¡‘cx+6(A+cx) )) - (1.7 13)

1.8 Procesode comienzodel servicio ej
El procesode comienzodel servicio (o proceso quasi-input) estámuy relacionadocon el proceso de
finalización del servicio. El procesode comienzodel servicio se define comola sucesiónde instantesde atiempo {¿¿}~% en los cualeslos clientescomienzana ser servidos. Sea4 = — ~¿ la longitud del
intervalode tiempoentredossucesivoseventosde esteproceso. Debeobservarse(ver Figura 1.8.1) que
4 puedeser expresadoen términosde 4 = S¿ + R,-+z, parai =1, dondelasvariablesaleatoriasS¿ y R,-.

1

SIfueron definidasen la secciónprevia. Se asumeque el procesoX= {X(t), t ~ O) es ergódico. Entonceses posiblereducir el estudioal primer intervalo r~ = Si + R2.

__________ si
1~1 R,-~1 ml

4+ + a
+ SI

Figura 1.8.1. Procesosde finalización y de comienzodelservicio

El objetivo principal en estasección es el estudio de la distribución conjuntade probabilidadde las ej
variablesaleatoriasSi y R2 medianteel cálculode la correspondientetransformadade Laplace-Stieltjes,

~‘(O,w) = E [exp(—wSí— 0R2)]. Paraobtener~‘(O,w) es necesariodefinir PZ~(x) como la probabilidad
condicionalde que enel instanteq~ + O existanni clientesen órbitacuandoQ(¿~ + O) = u y $ = a’, para SI
ni u> O y x > O. En el casoparticular 6=0, se tiene

— eAx~>a’) y u =0, a’ >0. (181) 4
En casocontrario, se observaque PÑ’~(x) es igual a la probabilidadcondicionalde queen el instantea’

la longitud de la líneade esperadel modeloestándarM/M/1, con intensidadde llegadasA e intensidad ej
de servicio 6, seani cuandoestalongitud es u en el instante0. Entonces,se tiene (ver fórmula (2.7) de

ml
ej
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Conolly y Langaris(1993))

— (A)QA)m + e~dÁ+SW (A)~» ~ (A) ,+m+>~+í
__ >3

2=0

(‘~» (2a’v’3S) — Im+n+2 (2xv’X~))

(5a’)E1
(i—it) lv!

ni, ,i=O, a’>O,

donde4(z) es la función modificadade Besselde orden r.

Dado que las variablesaleatoriasSí y R
2 no son independientes,el análisisdel procesode comienzo

del servicioes esencialmentemáscomplejoque el procesodefinalización del servicio. Lasexpresionesmás
generalesparala transformadadV(O,w) y parala covarianzaentre5: y .R2 sonpropuestasen el siguiente
resultado.

Teorema1.8.1. Si el proceso X= {X(t),t =2O} es ergódico, entonces

00

= >3*» (AA» >3 Bm(O)p$,’flw + ¡‘) + (1 AA») É Bm(O)pk’>(W+
m0

n=0 (AA»?AmPÍ,v(¡’)+(1 AA») ,~A02Cov(Sí,R2)= É*» ~

(1.83)

(L8.4)

donde

1
A + a(1 — ¿o»)+ nji

p(~i)(w + u) = O,

= O,

A + cx(1 —¿orn)+ niji
0+A+cx(1—¿o02)+mji

+ ,,~ = J00 ¡‘edw+~WFÑO(x)da’,

— ¡ ¡‘a’&/XP$t(x)dx,

para Re(O) =20, Re(w) > O ni> O ~n ~ O.

Demostración. Sea B~ igual a 1 o O dependiendode si el cliente que accedeal servicio en el ins-
tante¿i provienede la órbita o es una llegadaoriginal, respectivamente.Es sencillo ver que Bí es una
variablealeatoriaque dependede la historia del sistemahastael instante~ sólo a travésde Q(q~). La
distribucióncondicionalde Bí cuandoQ(r¡~) = vi vienedadapor

si it = O,
si it = 1,

PlB~itIflt*\....\~S AA»,

+ e=A+ÓWG) m~-~ (1.8.2)

para vi > O. Entonces,condicionandopor el númerode clientespresentesen el sistemaen el instante
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n~ + O, la transformada,b’(0,w) puedeserexpresadamediantela serie

00>3 *,, (AAT.E [eWSU
0R2 /Q(¿i + O) = n] + (1— AA,.)(1 — ¿

0»)E [eWSIOR2 /Q(¿r + O) = vi — 1])
n=0

(1.85)

Ahora, si se condicionapor la duracióndel servicio,
5í = a’, se deduce

E [eW3u8R2 IQ½i+ O) = ~]= ¡ ¡‘e(w+V)ZE [eOR2/Q(Eí + O) = n,Si = a’] da’ vi> 0, (1.8.6)

donde
00

E [eOR2 /Q(¿i + O) = vi, Sí = a’] >3 P4~’)(a’)E [e0fl2 /Q(¿~+ O) = vi, Si a’,Q(~ + 0) = ni]

m=0

00

=>3 P$»»>(a’)B40), vi =0, a’> ti.
m=0

(1.8.7)

Sustituyendo(18.6) y (1.8.7) en (18.5) se deduce(1.8.3). La expresiónde Cov(S:,R
2)se obtiene

derivando(1.8.3) con respectoa O y w en el puntoO = w = 0.
ID

Los resultadosdadosen el teoremaanteriorproporcionanuna soluciónteórica para los principales
problemasasociadosal proceso de comienzodel servicio. El cálculo de Cov(S:,R2) es de especial in-
teréspuestoque Var[rfj es igual a Var[-rí] + 2Cov(Sí , fi2). Desafortunadamente,las expresionespara
41(0w) y Cov(51 , fi2) son difíciles de simplificar con la excepciónde algunaseleccionesparticularesde
los parámetrosa, ji y 6. La razón fundamentales el escasoaprovechamientoque puedeextraersede las

cantidadesp~,’$(w + u) y M$(v). Cuandoson escritascon la mayor generalidad,6 > O, sus expresiones
másadecuadasson

i!(~ (21 + Irn — nl)

i~r~~i (i — k)(i + it — 1)

!

it!
E=0( 214-Ini—nl

—~ (21+m±n-1-2) (~ +~2V+~)21+m+»+2))

PY(¡’)— (A)”’

u
Ni
Ni
Ni
Ni
Ni
Ni
Ni
Ni
Ni

+ >,) = ~

Ni

((‘1)
x

Ni

1

Ni
Ni
Ni
Ni

E=O Ni
u
Ni
u]
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m+n (oo
(21 + ¡ni — ~l+ 1)

!

l!(l + ¡ni —

( v3~
A

2)4-Ini —»I

6)

21+m+n+2)))

e(21+rn+n+3Y ( ir

para Re(w) > O ni n =O y a’ > O. En el caso particular del modelo M/M/1 con llegadasnega-

tivas y disciplinaconstantede reintento, ji = O y cx > O, las cantidadesPÑ’~(x), p~,W(w + ti) y
puedenser escritasen términosde serieshipergeométricasy, consecuentemente,puedehserobtenidasex-
presionesmásexplícitaspara(1.8.3)y (1.8.4). Con la ayudade la igualdad(1.4.13),despuésde tediosas
operacionesalgebraicas,se puedenproponerlas expresionesreunidasen el siguientéresultadopara la
transformada<(O, w) y Cov(Sí,Rí).

Corolario 1.8.2. Si ji = O, a > 0, 6 > O y ‘y < 1, entoncesla transformada de Laplace-Stieltjes
del par (St, R2) está dada por

aO ( a_iropíjkw-i-u)6+2+ ((tÚ (o+A)’YA+a

A+a(l+¡’a+¿ ))
+_A 6A+a

donde *~ viene dada en el Corolario 1.6.3 y

p~flw + ti) = u (Q — ~-)~:+ ~- (~ + A + u +6 — V’(w + A + u + 6)2,~ 4A6

)

¡ 1
XI —I

6 —w—A—¡’+(w+A+v+6)
2—4A6 2A~

1

+ ti) — ti — ~ + + A+u+6— ./(w +A +¡‘±b)2 —4>16— kk 6,lw ti ~7—w —A—ti + ~(w + A + ¡‘+6)2~ 4>16

¡‘cx + ¿(A + cx

)

A(A + cx)

2cx¡’(A + cx<

¡‘+6— w — A (í + 2t) + v’(w + A + ti + 6)2 4>16))

A6( (w + A + ti + 6)2)

X

(~ (21)
~1 w+A+¡’+6½uatM?cx)) 1
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xF (1 1+2 1-
1; 1+ ‘(ticx+

A6(A + cx) (21+2)
¿(A + cx))(w + A + ti + + A ±ti+6)2)14-1

1< F(13+21.3+l
‘U’ (¡‘cx + ¿(A

AÓ(A + cx)

+ a))(w + A

para Re(O) =20 y Re(w)=20.

La covarianza entre las variables aleatoriasS~ y R
2 es

Cov(Sí,R2)= 1 a
2 +

A(A +a)2 *o~~>(¡’)¡‘(A + a) + (>1+ cx)2

donde

g)(tiyr (í+>17)Éi ( A
)ZÉ

E=0

(i+ 2it’\

‘Y it)

Ni
+ cx(A+a) 00¡‘cx + ¿(A + a)) >3 *»p~»~(~-’),

n=O

( A¿
(A + ti + 6)2)

00

->3
0=0

(A-Ev +0’ (1

Ni
6 ( ¿(A +a) ‘<~

A ‘Y ucx+¿(A+cx))
1) Ni

XÉCt2k)
E=O

( A¿>E

(A + ¡‘+6)2)

______ ( A¿ N’(21+1)! ‘YA±v±¿2) F ‘Y’ 2+21;
1+1, (A + ti +AÓ(A+cx

)

6)(ucx+ ¿(A + cx)))

Ab( (A + u + 6)2)
F (14+21;3+l;

A¿(A + a)
(A + u + 6)(¡’cx + ¿(A +

Parafinalizar estasección, la expresión(1.8.1) paraPá.»~(a’), en el caso¿ = O, proporcionanotables
simplificacionesen #‘(O, w) y Cov(Sí,R

2). En el siguientecorolarioincluimos los resultadosasociadosa
los modelosde colas M/M/1 con disciplinasconstantey lineal de reintento,sin llegadasnegativas.

Corolario 1.8.3. Si 6 = O y el proceso X es ergódico, entonces

i) Si ji = O y a > O, la transformadade Laplace-Stieltjesde (Sr, R2) está dada por

O+A+cx
aO ¡

*~ 11
(0+ A)(w + >1+ u)~

para Re(o) =20 y Re(w)=20, dondeito vienedado en el Corolario 1.6.3. La covarianza entre las variables

aleatoriasS1 yR2 es

Cov(Sí,R2) = A:cx ~ (A+v)3*O ({~h (í+ tia+6(A+cx)))) -
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2

00 (21+3)

!
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u) Si ji > O, la transformada de Laplace-Stieltjes de (Sí,R2) está dada por

‘(O,w) = ~ + + ~2:
Co

+(1—AA») >3
— 1

(AA»
00

>3B~(
m=n

Bm(O)

para Re(O) =20 y Re(w) = O, donde la distribución de probabilidad {*,.}~94, viene dada por (1.6.1) y
(1.62), y las cantidades A» y Bm(O) están definidasen el Teorema1.8.1. La covarianza entre las varia-
bIes aleatorias Si y R2 es

os

Cov(SnR2) (A+u)2~’i-”

00

+(1—AA») >3 (ni—n+
ni=n—i

(AA>1 É (m—n+1)Ani

2)A~ ‘YA+¡’)

Demostración.Teniendoen cuenta(1.8.1)se tienen

¡ A
___ 1 ___+ ¡‘> ~ +

+ u + A +

(>1+142(ni n±1)

para Re(w) =20 y ni n >0. Entonces,sb’(O,w) y Cov(Sí,R2)son fácilmente
(1.8.3) y (1.8.4), respectivamente.

obtenidasa partir de

o

1.9 Comentarios y notas bibliográficas

A continuaciónse ofrecen algunos comentariosrelativos a las técnicasy bibliografíaempleadasen el
análisisdel sistemaM/M/1 con disciplinalineal de reintentoy llegadasnegativas.

En cualquiertexto quecontempleel estudiodesistemasMarkovianosdecolas (Gr¿ssy Harris (1985),
Kleinrock (1975,1976), Prabhu(1965), Saaty (1961), .) seseñalaque la clasificaciónde los estados
del procesoen tiempocontinuodescribiendoel estadodel sistemay el cálculode su distribución limite
puedenreducirse a particularizar los coeficientesde las ecuacionesde nacimientoy, muerte asociadas.
Siguiendoa Cohen(1982), se reducela clasificación de estadosdel procesoX a la convergenciade las
seriesSí y ~2 (ver fórmula (1.2.7)), bajo la hipótesissup{q(¿,J)(~,»);(1,5),(ni, vi) E SI < ~. Dado que,
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Ni
parael modeloen consideración,no se satisfaceestarelación,se hanconsideradocondicionesbasadasen
la no-explosividadde X (ver Asmussen(1987)). Si sobrelas ecuacionesde Kolmogorov (124) y (1.2.5) sise consideranfuncionesgeneratrices,es posiblededucirexpresionespara .14(z), i E {O, 11, en términos
de la función Beta incompleta.Medianterelacionesbien conocidasentrelas funcionesBeta incompletae
hipergeométrica(ver Abramowitzy Stegun(1972))se tiene (1.3.6)y, consecuentemente,las expresiones

si(1.3.1)— (133) para{Pij}(IJ)
6s.

Comopuedeverse en la demostracióndel Teorema1.4.1, el análisisdel tiempode permanenciaen el
sistemaM/M/1 con disciplina constantede reintento (ji = O y a > O) y llegadasnegativas(6 > O) es Nilaboriosoen sudesarrollo,cuandosonasumidasla disciplinadeórbita ECESy la estrategiade expulsión
RCE. La pérdida de homogeneidaden los parámetrosdel modelo a) considerarla disciplina lineal de
reintento (a + jji, con ji > O y a = O) introducenotablesdificultadesanalíticasy es, por esta causa, siun problemano abordado. Sin embargo,algunasextensionesdel modelo en consideraciónpuedenserestudiadas. El análisis de las distribucionesde los tiemposde permanenciaen modelosM/M/1 con

disciplinaconstantede reintentoy llegadasnegativas,caracterizadospor otraspolíticas de órbita y de
expulsióndiferentesa FCFS y RCE, respectivamente,tieneun especialinterés. Un estudioparaleloen
la cola estándarM/M/1 con llegadasnegativasha sido realizadopor Harrisony Pitel (1993). La cola Ni
con disciplinaFCFS y estrategiaRCE con la posibilidad de expulsaral cliente que ocupael servicio
sólo suponeuna pequeñamodificacióndel modelobajo consideración.Cuandola disciplinade órbita Niconsisteen servir en el orden inverso de llegada(disciplinaLCF5), la argumentacióndebe ser modifi-
cadaconsiderablemente.Se observaque el tiempode permanenciade un clientebloqueadoen el instante
de su llegada,t, es independientedel tamañode la órbita, Q(t). Entonces,se requierenla distribución ‘Niconjuntadel númerode llegadasoriginalesy negativasocurridasen el tiempo de duraciónde un servicio(ver Boxma (1984))y la distribucióndependientedel tiempo de la cola M/M/1 con intensidadde lle-
gadaA e intensidadde servicio¿ (ver Conolly y Langaris(1993)). Idénticasobservacionesafectana los
modeloscaracterizadospor las disciplinasFCFS y LCFS en combinacióncon la estrategiaquesupone Ni
la anulacióndel cliente que ocupala primera posiciónde la órbita (estrategiaRCH). El modelo con
disciplinaFCFS y estrategiade expulsiónRCHactuandosobreel clientequeocupael serviciocoincide
con la cola M/M/1 con intensidadde llegadaA e intensidadde servicio ¿ + ti. Finalmente,el estudio Nidel sistemacon políticasLCFS y RCII tambiénpareceabordablecombinandoalgunasde las anteriores
observaciones.Porotra parte,otra posiblemodificaciónconsisteen permitir que las llegadasnegativas
ocurraninclusocuandoel servicioestévacío. Entonces,es posibleobtenerfórmulassemi-explícitaspara
la distribución limite y argumentosparalelosa los empleadosen el Teorema1.4.1 permitenanalizarel
tiempode permanencia. Ni

El método usadoen el estudio del período de ocupaciónestá inspiradoen las técnicasconvolutivas Nide Choo y Conolly (1979), posteriormenteempleadaspor Artalejo (1993,1994)en las colasM/H2/1 y
M/C/1 con rupturasen el servicio. Debe tenerseespecialcuidadocuandose utilicen las fórmulas pro-

puestaspara los momentos RA’ BoA’ paralv>2 y Cov(L
0

j’~o(E) j~(E) Ñ»(E) BOAO> _ las covarianzas ~,Q) y NiCov(1V»,N’),en el casoji> Oy cx =0 Laimplementaciónnuméricadelasexpresiones(1.5.36)—(1543)y (1.5.48)— (1553) implica la realizaciónde una detalladadiscusiónpara encontrarun truncamiento
precisodel sistemade ecuacionesque describelas relacionesentrelosmomentosde las variablesaleato-
rias L0, L’, 1V» y 1V’, y las series infinitas de los esquemasrecursívosdadosen (1.5.36)— (1543) y
(1.548)— (1553). Ni

El estudiode las aplicacionesde los procesosregenerativosen la teoríade colas realizadoen un tra- Nibajo clásico de Stidham(1972) ha sido esenciala la hora de calcular las distribucionesde probabilidad

Ni
‘Ni
4
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de las cadenasde Markoven los instantesde finalización del servicioy de expulsión. Las observaciones
relativasa la coincidenciaentrelas distribuciones{F~i}% y {% }fl.o hanrequeridoel manejodel libro
de Cooper (1981) y el articulo de Hordijk y Tijms (1976). La líneaseguidaen el análisisde los procesos
de finalización y de comienzodel servicioestáinspiradaen Falin (1978,1979,1990).

La mayoríade los resultadoshan sido expresadosde forma explícita o en términos de funciones
hipergeométricas,al igual que fueron escritaslas característicasde la cola M/M/2/2 con reintentosen
Hanschke(1987) y la cola M/M/1 con reintentosy clientes no persistentesen Falin (1980). En la ac-
tualidad,es habitual que los paquetesde softwareen estadísticao matemáticaaplicadaincluyan esta
función entresus facilidades. Los gráficosque contieneestecapitulo se han realizadocon la versión 2.2
de Mathematica (ver Castillo y otros (1994)y Ellis y Lodi (1990)).

Finalmente,debenotarseque la propiedadde descomposiciónestocástica(ver Fuhrmanny Cooper
(1985)y Doshi (1986,1990))no es verificadadebidoa la existenciadel flujo de llegadasnegativas.
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si
APENDICE 1

si
Apéndice1.A. Las serieshipergeométricasy las serieshipergeométricasgeneralizadas. Ni
Este apéndicereune las definicionesde serie hipergeométricay serie hipergeométricageneralizada,

junto con algunanota relativaa su convergencia

En el año 1866, Gaussdefinela serie hipergeométrica F(a, b; c; z) en los términos Ni
00 (a)»(b)» z

»

siF(a, 6; c; z) = >3
donde (a’)» es el símbolode Pochhammer ~ = ~, Ni

(a’)» = { x(x+1)...(x+vi—1), si vi> 1 Ni

La seriehipergeométricageneralizadaestáinspiradaen la anteriorexpresión.En concreto,vienedadapor

_ sipFq ( al,..., a~;z )=É (aí)»(ap)»z» E IN, b1 >0, 1=5=

Lógicamente,F(aí, a2; bí; z) = 2F1(1ú2z). En el casop=q+1,el criterio del cocientemuestraque Ni
x¡ =1 es suficientepara la convergenciade la serie. Un texto clásico dedicadoexclusivamentea las

serieshipergeométricases el libro de Bailey (1972). Un resumende propiedadesy relacionescon otras

sifuncionespuedeencontrarseen Abramowitzy Stegun(1972).

Apéndice 1.13. Expresionespara Cov(N», N~) y Cov(L’, NS) y esquemasrecursivos para los mo- Ni
mentosde las variablesaleatoriasL’, N» y N

3 en el casoji = o.

En esteapéndicese completanlas demostracionesde los Teoremas1.5.1 y 1.5.2 relativos al análisis Ni
del periodode ocupaciónen el casoji = o.

Demostracióndel Teorema 1.5.1. A continuaciónse incluyen las demostracionesde las expre- sisiones(1.56) y (157) paraCov(N»,N’) y Cov(L’, N3), respectivamente.

Primeramentese estudia la covarianzaentrelas variablesaleatorias1V” y N5. El cálculo de las Niderivadasde las transformadas~~b(O,ti, a’, y), dadasen lasecuaciones(1.5.8) — (1.5.12),con respectoa a’

e y en el punto a’ = y = 1 permitededucir lassiguientesrelaciones

Ni= A ~ (1.11.1)BoAo A+¡’ B,Ao’

si
Ni



Cap. 1. Sistema M/M/1 con llegadas negativas y disciplina lineal de reintento 73

= Ñt~;~+ÑnIBONBÓA. + ÑZ0Á0ÑLl~Ó +

+ A++¿Ñ&+A++¿ÑB?BO>

- ~ +2Ñ~j,,

— AÁIBo~A+a “

(1.ff2)

(1B.3)

(1 .B .4)

(LBS)

donde
1Vb = EENb] y = E[N~’bN,b], conrdenotandonos.ob

Esquemassimilares aplicadossobre(15.8)— (1.5.12) en los casos(O,0,a’, 1) y (0,0, l,y) conducena
las expresiones

= ti
A = ~ (E[N51—1). (IB 6)

Despuésde algunasmanipulacionesalgebraicassobre(1.B.1)— (1B.6) se obtienela expresión(1.56).

La expresión(1.5.7) para Cov(L1,N) es obtenida mediantederivación sobre las transformadas
w, 1, y) de las ecuaciones(1.5.8)— (1.5.12), respectode w e y, en el punto w = O e y = 1. Las

relacionesresultantesson

= ¡‘ A+ (A+ti)
2ÑAlAo + A A R1A0’

SS’;’), = S~ -I-§?kÁ0N¿,n, + Í¿,BOÑ¿0Á,, +tt’¿Z,

(1.B.7)

(1.8.8)

— ti ti ti tiB,Bo (A+v+¿)2 + A+¡’+¿T~LlBO+ (A+z’~i~¿YÑ BO+A+¡’+¿ AjRc,

A
+(A++¿)2NBsB0 + A

ROBO’
(tff 9)

= 2fl18,,ÑL i Ro + (1.8.10)
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A
A+cx B,Ro’

(1.B11)

donde.S~’’> = E[TO’bNb]. Razonandosobre(1.5.8) — (1512) paralos casos(0w, 1,
ob

deducidaslas expresiones

= A: a

- ti= A + cx (E[1V’] — 1),

= ((A + u)E[N5] — ti)’

=

1) y (0,0,1,y) son

(1.B.12)

Teniendoen cuenta(1.514),(1.8.6) y (1BÁ2) se obtienela expresión(1.5.7)para
solucióndel sistema(LB.7) — (1.8.11).

si
Cov(L’, N8) como Ni

Demostracióndel Teorema 1.5.2. Los esquemasrecursivosparalos momentosde las variables
aleatoriasL’, N” y W, omitidosen la demostracióndel Teorema1.5.2, son recogidosacontinuacion.

En primer lugar se consideraránlas expresiones(1W18) y (1519). Si se deriva en el punto w = O
sobrelas transformadas~

0b(O,w,1,1) del sistema(1.5.8)— (1.5.12) y se multiplica por (~i)k, se logran
las siguientesrelacionesrecurrentes

11(E) — lv q>i(k—i) +Ati(~~n, lv=2 1,
BOACA±¡’ BoA0 A+tiB

tl(E) ti(E) ±Í1(E) + (1—
61E ~B,Ao — Ro Ro BoA

0 ~—.‘ \m} RiBa BoAo

— it t~”~ + ti ~ + A
IBOA+ti+6 ~1~0 ~ A1Bo A+¡’+¿ BoBo’

lv > 1,

k>1

E—1

ticE) — 2TM~0 + (1— ¿lE) ~ (k”~tgm)tí(Em) L >B,Bo — ¿~ B,B0 B,Bo “

ni=i

MBo — A-l-a Rifo’ _
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Efectuandoalgunoscálculossobreel anteriorconjuntode ecuacionesse deducen(1.5.18) y (L519).

Paraestablecer(1.5.20)y (L521) se razonade formaanáloga.Tomando(O,w,x,y) = (O,0,x,1)en
(1W8) — (1.5.12) y derivandoen eí puntox=1 el sistemaresultante,se tienen

A ÑME2O, lv =1,

E—1

Ñ~2O = + Ñ~)
0 +(í — ¿iE)>3 (rn)ÑBIBOÑBÚAO it>1

m1

<5iE + ¡‘ Ñ»(E) A Ñ»(E) it > 1A-~-¡’-~-6 AOBÁA+¡’÷¿ B2Bo _

Ñ~0= 2Ñ%~0 +(1 ¿1k2 (“) _

____ it =i.

Manipulacionesalgebraicassobreestesistemapermitenobtenerlas relaciones(152O)~y(L5.21).

Finalmente,parael caso s(E) it ~ 1, la derivadaenel puntoy = 1 del sistema(15.8) — (1.5.12)en
el caso (O,w,x,y) = (0,0,l,y) conducea las relaciones

___ A_Ñ«k) it>1

k—1

= ÑrÁO +Ñg~0 + (1 6u3>3 (Z) Ñ~7~~Ñg~ni) it> 1
ni=i

ÑS(E) =¡‘(Ñ:(>2+itÑ:(k;í)~+ A Ñ¿7’2, it>í’BIBoA+¡’+¿xoooo/A+¡’ +6 _

= 2Ñg,~0 +(1 ¿lE) ~ (:)Ñ~~Ñ~~m, it> 1 -

¡JS(E) — >1 ÑS(k) it=LAiBo~A+a B1Bo’
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Las expresiones<1.5.22)— (1.5.24) son deducidasdesdeel anteriorconjuntode ecuacionesmediante
cálculoselementales.

Apéndice 1.C. Esquemas recursivos para los momentos de las variables aleatorias L’, 1V” y 1V’ en
el caso¡1> 0.

Enlossiguientestrespuntosseexponenlospasosintermediosqueconducena lasexpresiones(1.5.37)—
(1.5.43) incluidassin demostraciónen la sección1.5.

En primer lugar se obtendráun esquemarecursivoparael cálculode T~EÁO, it > 1. Se consideran
las derivadasde ordenk de las ecuaciones(1.5.8), (1.5.9) y (1.5.26)— (1.5.28)con respectoa w en el
punto (0w, a’, y) = (0,0,1,1). Si se multiplican las relacionesresultantespor (í)E se logra el conjunto
de ecuacionessiguiente

~l(k) — lv ?í(E:) A__~i(E) L

ROAoA+ti BoAo +A+ R,Ao’ ~ 1,

— BR RAj,1(k) fl(k) + j,1(E) + (1— ¿lE) ___ (k”~Íi(m)t1(Em)u o o __ \m} B
1Bn BoA0 lv > 1,

(1.0.1)

(1.0.2)

= ~ + A+v+¿ ~i(k) + A ~i(E)A+ti+6 R¿~,R¿í’
it=1, i>1

TA~BíIA+&+íjiTB.RíI it>1 i>1,

E—l
11(E) = ÷1(E) ~1(E) (1 ¿lE) y~ (lvNjfi(rn) ~

fi(E-ni)+ ‘RIR,., + — \ni,I’+
ni=i

Desde(1.0.1) y (1.C.2) se derivala relación

11(E) — ~ (lvÍ«E~í + A
RoAo~ BoA0 ¿lE) z

lv>1 i>1.

it>’.

Desde(1.0.3) — (1.C.5) se deduce(1.5.38). Entonces,(1.5.37)se obtienea partir de (1.0.6) con la
ayudade (1.5.38).

si
si
Ni
‘si
si
si
si
‘si

si
Ni
si
‘si(1.0.3)

(1.0.4)
U
si

(1.0.5)

si
si

(1.0.6)
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En el casode la variablealeatoria1V”, seconsiderael conjuntode ecuaciones(1.5.8), (1.5.9), (1.5.26)—
(1.5.28)enelpunto (O,w,a’,y) = (O,O,x, 1). Calculandoladerivadak-ésimaenel puntoa’ = 1 delsistema
resultantese tienen

Ñ»(E) — A_Ñ»(E) it =21,BDAOA+¡’ B
1Ao>

Ñ~Z =
E— 1

+ÑZZ-l-(í—¿íoZ (:2) lv >11

(1.C.7)

(1.0.8)

ti - »(E) A n(E)
Ñt)IA+

6+¿61E+ A+

1,+¿NÁ¿Bhl+A +ti+¿NRi+lBi~l

Ñ»(E) A it>1

= B~ + (1— ¿í03 ()
m1

Desde(1.0.7)y (1.0.8)se deducela relación

A (Ñ»k + e— 6E)Z( it’~Ñ»(m)Ñ»(k~ni)’~RnAo = j kBIBO xm} BiBí BoAo }

it>1 ~>1,

it> 1.

Las igualdades(1.C.9)—(1.C.11)permitenderivarla relaciónrecurrente(1.5.40).
(1.5.39) se tienea partir de (1.5.40)y (1.0.12).

Cómoconsecuencia

Finalmente, el momentofactorial k-ésimo de la variable aleatoria N~ se obtiene a partir del sis-
tema queresultade considerarel conjuntode ecuaciones(1.5.8), (1.5.9), (1.5.26)— (1.5.28)en el punto
(O,w, a’, y) = (0,0, 1,y). Si se calculala derivadade ordenk en t’ = 1 se tienen las siguientesrelaciones

A ÑS(E) it>í
fhA0’ _

k—1

4V0 =Ñ~tÁ0 + + (1—¿íE)>3() Ñ~77B?,ÑLni),

ni=i

ÑS(E) — A+v+¿’’” + A+v+¿Ñ~flí~i + A+u+¿ ~— 1Vs(E)

it>1

(1.0.13)

(1.0.14)

(1.0.9)

(1.0.10)

it> 1

(1.0.12)

1
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ÑS(E) — A ÑS(E>AiR~I~A+cx+ip B¿Rj.,’ lv>1, i>1,

it>i i>1.

Las expresiones(1.0.13)y (1.0.14)permitenestablecer

ÑAI»O ¿lE +
ti

(Ñ~. + (1
E- 1

Ro BoA
0

rn=l

Nóteseque (1.0.16)coincidecon(1.5.42). Desde(1.C.15)—(1.C.17)se deducela expresiónrecurrente
(1.5.43). A partir de (1.5.42),(1.5.43)y (1.0.18)se obtiene(1.5.41).

Apéndice iD. ExpresionesparaCov(L
0,L’) y Cov(N»,N~) en el casop>O.

A continuaciónse demuestranlas expresiones(1.5.48)— (1.5.53)incluidasen la sección1.5.

Paradeducir las expresiones(1.5.48)— (1.5.50) se calculan las correspondientesderivadassobrelas
transformadas~ab(O,w,1,1) del conjunto de ecuaciones(1.5.8), (1.5.9), (1.5.26)— (1.5.28), con respecto
a O y w, en el puntoO = w = O. Se logranentonceslasrelacionesrecurrentes

— A >1BoAo(A+tiy BIAOWA+¡’ B,A

0

f(0i) — nAo +
BMo — BiBo +TB1B0TB BoAo R,Bo -r ‘BoAo>

1<04) — ¡‘ _______ + A
— (A + ti + 6)2 A,R11 + A + ti + 6 A1B1.1 (A + ti + 6)2 R14iR~,

A
~(0i)

A TBR + A f(01)AiBi~i~(A+a+iji)2 “‘ A+cx+iji R¿Rj¡’ i> 1

(iDi)

(1.D.2)

(1.D.3)

(1.D.4)

+

a’

ÑS(
1rn)

+ (1— E—1 (,tfl)Ñg~¶2B~ B¿R~.,
nl=1

a
a

(1.0.17)

SI

it >1.
II’

(1.0.18)

u’

u’

.1
ti
u’

ti
ti
Mi
Mi

ti
Mi

III

ti
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1<01) 1<01) + ‘B~+o B,-’B ~ +TB~B~, TR<~R, B.B~...,’
— B

41B1 ‘fo ‘ti ‘II i> U

donde1<0,1) E[T
0 T’b]. A partir de (1.D.1)y (1.D.2)se derivala siguienteigualdadab — ob o

11(01) — A (_1B
0A0—~ ‘Y~x+u R1Ao

Las expresionesde 110 110 y 11~ R
RiAo> R, Ro Ro o

partir de (1.D.6) seobtiene

+ 2tROTBOAO + T.ZOA0TBIBO+ 11~’M)~ (1.D.6)

dadas en (1.5.14) continúan siendo válidas. Por tanto, a

Cov(L<tL
1) = Aral) + E[L0]E[~ 8

1B0 Li].

Por otraparte, a partir de (1.5.31)y (1.5.32) se tienen

1 + A
AiB~i~A+a+iji A+a+zp

= (1 +p’)?Z1B, o —

Desde (1.D.3)— (1Db) se deduceque

11(01) A+afi= . a+bp
2+

+

1
+ A+ti+iS (st~~+1B~, ~

TflB..OTB+IB + (A+a+iji)2
TflíB~

+ i>1.

Con la ayudade (1.D.1O) se logra unaexpresiónalternativapara(1.D.7)

= E[L0]E[L’] + 2: (> ‘ + ¿ (~sty~,B
1, + ATZ +1R ~)+ A

1~+ TR.B. 1TB41R~ + (A + cx + íji)2n-I))

(í + x+a) ,~

(1 + 0+6/4

)

(1Db)

(1.D.7)

i>1

i>l.

(1.D.8)

(1.D.9)

Cov(L
0,L’)

(1Db)

(1.D.11)
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si
Teniendoen cuentalas relaciones(1.0.8) y (1.0.9)se deduce

tiT~R.1 + AtZ.+IR. = + u + i>1. (1.D.12)

Entonces,(1.5.48)se siguede (1.0.11) y (1.D.12).

Finalmente,reiterando(1.5.35), 11.g.~8 es reexpresadocomo (1.5.49). Particularizando (1.5.38) al
casolv = 1 seobtiene

a+~p
TBÍ+,Ri = ~ Á~» P’11~R,..I — xl

fi

i> 1. (1.0.13)

A travésdesucesivassustitucionesen (1.0.13) sededucela expresión(1.5.50)

Paradeducir (1.5.51)se considerael sistemaresultantede tomar (O,w,a’, y) = (0,0,a’, y) sobreel con-
junto formadopor las ecuaciones(1.5.8), (1.5.9)y (1.5.26)— (1.5.28). Si se calculanderivadasrespecto
dea’ey en el punto a’ = y = 1 se obtienen

— ABOAOA+¡’ fiAn’

= +ÑZ,B
0Ñ~0A, + Ñ;0A0Ñ~,R, +

= ti - ti - (»,s) + AA+t’+ 8N~., + A+z-’+ ¿
1VA

1B~1 A+¡’+6 B¿+,B&,’

i>1

= ÑtY)B. -i- Ñt,R.Ñ~.R. 1 + ÑR>R~,ÑB~+1B~ + ~

(1.0.14)

(1.0.15)

z>1 (1.0.16)

(1.0.17)

i> 1 (1.0.18)

donde = E[1V~’bN~b]. Desde(1.0.14)y (1.0.15)es posibleexpresarCov(N”, 1V’) en los términos

(1.0.19)

Cov(N”,1V’) = E[N»](E[N’] —1) +

BoBo

Teniendoen cuenta(1.0.16)— (1.0.18) se tiene

= 00

B>Bo A>3 (tiÑIR.,
0=1

+ A (ÑZ+OBÑKB + NZ~1Ñ¿+1~)) (í +
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Derivandoen el puntox=1 el sistemaque resultaal considerar(O,w, a’, y) = (O, O,z,
(1.5.9), (1.5.26)— (1.5.28),se logra deducir(1.5.52). Además,se tiene

= A Ñfl.B.1, i>1.
A+a+ip

1) sobre(1.5.8),

(1.D.21)

A lo largo de un razonamientoanálogose deduce(1.5.53). Finalmente,(1.5.51) es obtenidasusti-
tuyendo(1.D.20)y (1.D.21)en (1.D.19).

Apéndice lE. Análisis de la cadena encajada asociada a los instantes de expulsión.

Demostracióndel Teorema 1.6.1. A continuaciónse demuestrala expresión(1.6.17) que fue
necesariaen el Teorema 1.6.1 para obtenerla distribución de probabilidaddel númerode clientesen el
sistemajusto despuésde un instantede expulsión,{5tjí}~4.

El razonamientoestábasadoen la derivacióndel conjuntode ecuaciones(1.6.6)—(
a y. Poniendo a’ = y = 1 enel sistemaresultante,se tienen

E[ÑL0Á0] = >1E[ÑBOAO] 5>1

E[ÑLIÁO] = E [Ñ~1R0]+ E [Ñ~0A0]> 5 ~ 1,

¿ A
E [Ñ~,R,1] = A + ¡‘+ ¿<5ij + A +~+¿E [ÑL.~~.1] + A +t+ 6E [Ñ~Bj,

E [ÑL.+,R~,] = E [Ñ~+1R1] + E [ÑLR~,] i>1 5=21,

1.6.10)con respecto

(lEí)

(1.E.2)

5=1,

(fF3)

.t>1

(1.E.4)

EI¿Ñ~.R. 1] =

A partir de (1.E.1) y (1.E.2)sededuce

E [Ñ~ÁO] =
1E [Ñ~

080] , s> 1.

i=21, 5=21. (1.E.5)

(1.E.6)
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si
De forma semejante, desde (lES) — (lES) se demuestraque

E [Ñ~R. ~]= ~±~;PP06~+E[ÑB~>B1)> i~ 1, 5=2’- (1E7) 4
fi

“ItDe estemodo,sucesivassustitucionesde (1.E.7) sobre(1.6.6) conducena la expresíon(1.6.17)

u’
si
a’

a
st

a
ji

ti
u’

a
si
si
st
1
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Capítulo 2

SistemaM/G/1 con llegadas
negativas y disciplina lineal de
reintento

2.1 Introducción

Estecapítulotiene comoobjetivoestudiarla distribuciónlímite del sistemade colas M/C/1 con llegadas
negativasy disciplina lineal de reintentocuandose asumela estrategiade expulsiónRCE.

El modelo analizadoes la única generalizaciónabordablede la cola Markovianaestudiadaen el
capítuloanterior,en el sentidode reemplazarunadistribuciónexponencialpor unadistribuciónpositiva
arbitraria. Debeseñalarseque la presenciade un flujo de llegadasnegativasimplica la destrucciónde la
estructuramatricialde tipo M/G/1 y que la distribucióndel procesoen tiempocontinuoque describeel
númerode clientesen el sistemano coincidecon la distribucióndel procesoencajadoen los instantesde
finalización del servicio.

Cuandoen la sección1.3 se consideróla cola M/M/1 con llegadasnegativasy disciplinalineal de
reintento, fue posibleanalizar su distribución límite en virtud de la propiedadde jérdida de memo-
ria de la ley exponencial. Sin embargo,la consideraciónde una distribución generalde servicio causa
importantesdificultades analíticas,cuandola estrategiade expulsiónconsisteen anularal cliente que
ocupala últimaposiciónde la órbita. Debenotarseque la incidencia realde la estrategiaRCEsobrela
distribuciónlimite vienedeterminadapor la imposibilidadde expulsaral clientequeestásiendoatendido.

A continuaciónseresumela organizacióndel restodel capítulo. En la sección2.2 sedescribeel modelo
matemáticode tipo M/G/1 con disciplinalineal de reintentoy llegadasnegativas.La’distribución límite
es estudiadaen la sección2.3. Los argumentosempleadosestánbasadosen el método de la variable
suplementariay conducena expresionescerradasparalas funcionesgeneratricesde lat distribuciónlímite
de (CQ),Q(t)), cuandot —. ~, en términosde la soluciónde unaecuaciónintegralde Fredholm. En la
sección2.4 sedesarrollaun esquemarecurstvoparael cálculode la distribuciónlímite basadoenla teoría
de procesosregeneraiivos.Los resultadoscomputacionalesexpuestosen la sección2.5 pretendenilustrar
un dobleobjetivo. En primer lugarse muestraque la distribuciónlímite del modelobajo consideraciónes

85
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satisfactoriamenteaproximadamediantela correspondientedistribucióndel modelotruncadoM/G/l/K,
dondeK representala capacidadde la órbita. En segundolugar se ilustra la incidenciadelos parámetros asobrelas medidasde eficaciadel sistema.Finalmente,en la sección2.6 se incluyenalgunoscomentariosy notasbibliográficas.

2.2 Descripción del modelo matemático 4
Se consideraun modelode colascon un único servidor y dos procesosde Poissonde llegadasoriginales
y negativascon intensidadesA > O y 6 =0, respectivamente.Cuandouna llegadaoriginal encuentra
el servidorocupadoabandonael áreade servicio paraunirse a la órbita. Se asumela disciplina lineal
de reintento; por ello, el tiempo transcurridoentredos reintentosconsecutivosestá exponencialmente
distribuido con parámetroa(1 — 6~~) + jp, cuandola órbita estáformadapor j clientes. El flujo de lle-
gadasnegativassólo tiene efectosobreeí sistemacuandoel servicio estáocupado.Entonces,se produce
la expulsión del cliente de la órbita, si existe algunoen ella, que ocupala última posición (estrategia
ROE). Los tiemposde servicio songeneralese independientes,con función de distribucióncontinuaBQ) a(B(0) = O), función dedensidad6(i), momentos¡3k, k =1, y transformadade Laplace-Stieltjes¡3(6) Los
procesosde llegadasoriginalesy negativas,los intervalosseparandosucesivosreiiitentos y los tiemposde
serviciosonindependientes.

El modelodescritoenglobaa diferentessistemasde colasque puedenobtenersemediantela particu-
larización de los parámetrosa, ji y 6. El sistemaM/G/1 con disciplina lineal de reintentocorresponde
al caso6 = O. Entonces,las particularizacionesa = O y ji = o conducena las disciplinasclásicay cons-
tante,respectivamente.La cola M/G/1 con disciplinaconstante,dondeel cliente que ocupala última
posiciónde la órbita es no-persistente,es deducidacuandoji = o y 6 = (1 — H)a, H 6 (0,1). El caso
B(t) = 1— e¡/t, 1 > 0, u > O, conducea la cola M/M/1 con llegadasnegativasy reintentosestudiadaen
el capítulo 1. Finalmente,los correspondientesmodelosde colascon líneadeesperasonobtenidoscomo
el casolímite a —. oc y/o ji — oc.

En cadainstante1 =0, el estadodel sistemapuedeser descritomedianteel proceso Markoviano 4
X = {XQ), i =01 = «0(1),Q(t), «O) =O}, dondelas variablesCQ) y QQ) fueron introducidasen la
seccion1.2 y «1) se define, cuando0(1) = 1, como la longitud del intervalotranscurridoentreel instante
de comienzodel servicioen desarrolloy el instantei. El conjunto S = {0, 11 x IN >< IR+ es el espaciode
estadosde X. Si seomite la variablealeatoria¿(t), entoncesY = {Y(t), 1 =01 = {(C(O, QQ)), 1 =0} es
un procesosemi-Markovianocon espaciode estados& = 10,11 x IN.

2.3 Distribución límite y primeros momentos

Estasecciónestádedicadaal análisisde la distribuciónlímite del procesoY = {YQ), =0J medianteel amétodode la variablesuplementaria.Adicionalmente,se deduciránsus primerosmomentos.

En la Figura 2.5.1 semuestraeí esquemade transicionesentre losestadosdel proceso Y. La funcion
q(x) representala probabilidadcondicional de finalización del servicio cuando¿(1) = iv Entonces se
tiene que ~ftx)= b(x)/(1 — B(x)).

La distribucióndel procesoX = {XQ), =0> vienedefinidapor las probabilidades aP
0~Q) = P(CQ) = 0,QQ) =j) 1=0,1>0 (2.3.1)

a
a
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y las densidadesprobabilisticas

P1~Q,4 = P (0(1) = 1, QQ) = 5, x ~ ¿(1) < x + Ax) 1>0 x>O,j>0. (2.3.2)

{(0,j)} {(1,j)}

a

Figura 2.3.1. Espaciode estadosy transiciones

Los argumentosque a continuacionse exponenestánbasadosen la continuidaddel movimiento del
procesoX, sobreel espaciode estadosS, en un intervalo infinitesimal de tiempo (1,1 + A) y permiten
obtenerun sistemade ecuacionesdiferencialesque determinala distribución del proceso. Con la ayuda
de la Figura 2.5.1 se deducenlas siguientesecuaciones:

Po5Q+ A) = Poj(t)(l — AA)(l — (a(1 — boj) + jp)A) +¡ Piftt, x)q(x)Adx + o(A), 5=0, (2.3.3)

Pi~(i + A, x + A) = .l’~~(i, x)(1 — AA)(1 — q(x)A)(l — (1 — 6o~)6A)+ (1 — fioj)Pi,j...rQ, x)AA

+ P1,~+1Q,x)ÓA + o(A), 5 =0, (2.3.4)

dondeo(A) verifica lim~...0 o(A)/A = 0. Parademostrarla validezde las igualdad~s(2.3.3) y (2.3.4)
debeobservarsequeel estado(0,5), 5 =0,puedealcanzarsedesdeel estado(0,5) (con probabilidad(1—

— (a(1—605)+jp)A)+o(A))y desdeel estado(1,1) (con probabilidadf0~ P15Q,x)n(x)Adx+o(A)).
Análogamente,el estado(1,j,x), x >0,5 =0,sólo puedeseralcanzadodesde(1,5,4 (conprobabilidad
(1— AA)(1 — ~(x)A)(1 —(1— 601)6A)+ o(A)), desde(1,5 —1, x) (conprobabilidad(1— 601).AA + o(A))
y desde(1,5+ 1,4 (con probabilidadciA + o(A)). Entonces,aplicandola ley de la probablidadtotal se
obtienenlas relaciones(2.3.3)y (2.3.4).

Reagrupandotérminosen (2.3.3)y (2.3.4),dividiendopor A y haciendoA —. 0, se tienen

dPofti) + (A + a(1— ‘5o,) + ~ P01(t) = PjjQ, x)n(x)dx,
(2.3.5)5=0,
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8P11Q,x) 8P15

(

+ 1, x) + (A + 6(1 —

6oj) + q(x))Pi~Q,4 = (1— 6
05)APi,p..zQ,x) + ~~1,5+1(~,x), i =0 u’81 Ox (2 3 6)

Argumentossemejantesconducen,cuandoEQ) — O a la relación a’
P15Q,O) = 2P05Q)+ (a + (5 + 1)p)Po,y~i(t), 5 =0. (2.3.7)

Adicionalmente,se considerala condiciónde normalización 1
>1 (~05(i~ + P1fti,x)dx) = 1. (2 3 8) u’
5=0

A continuaciónse introducenalgunasdefinicionesy notacionesde interés. Si la condición de esta-
bilidad es conocida,entonceslas probabilidadeslímite P05 = lim~~ P05Q), 5 =0, y las densidades
probabilísticaslímite P15(x) = ~ PijQ, 4, x ~ 0,5 =0, existeny son positivas. Seanlas funciones
generatrices

Po(z)= ZPosz’, ¡z¡ ~ 1,
j =0

Pí(z,x) = ZPiÁX)z’, Izl =1, 1
j=0

Pi(z)=jPi(zx)dx, IzI=1. (239) 1
Haciendo1 — oc sobrelasecuaciones(2.3.5)-(2.3.8)y considerandolasfuncionesgeneratricesdefinidas a’en (2.3.9), es posiblededucirlas ecuaciones

pzP¿(z)+ (A + a)Po(z)= aP00+ j P1(z,x)~(x)dx, (23 10) a’
8Pi(z 4 + (y(z) + q(x))Pi(z, a,) = 6z

1(z — 1)P
10(x), (2.3.11)

pzP¿(z)+ (Az + a)Po(z)= aPao + zPi(z,0), (2 3 12)

.l’a(1) + P~(1) = 1, (23 13) a’
dondey(z) = (1— z)(A —

La soluciónde la ecuacióndiferencial (2.3.11)viene dadapor u’
Pi(z,x) = (Pi(z0) + 6z’(z — í)j 1—8(u)eY(z)udu)(1— B(x))eYe)x. (23 14) j

‘II
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Por otra parte,integrandoambosmiembrosde la igualdad(2.3.11) y observandocjue Pi(z,oc) = 0,
se tiene

¡ Pi(z, x)~(x)dx + y(z)Pi(z) = Pi(z,0) +6z1(z — 1)F’io. (2.3.15)

A partir de (2.3.10) y (2.3.12)se deduce

j Pi(z,x)~(x)dx= zPí(z,O) + .A(1 — z)Pa(z). (2.3.16)

Sustituyendo(2.3.16)en (2.3.15) se tiene

zPi(z,0) = AzPo(z)+ (Az — 6)Pi(z)+ 69io~ (2.3.17)

Entonces,mediantela particularizaciónde las expresiones(2.3.14)y (2.3.17),en el; puntoz — 1 y la
relación (2.3.13),se obtiene

.l’o(1) = 1— Pi(I,0)fii, ¡ (2.3.18)

donde
.A + ~

Debe observarse que para conocer la función generatriz Pi(z, x) es necesario el conocimiento pre-
vio de Pio(x) y de P:(z, O). El procedimiento habitual para determinar .Pio(x) consisteen calcular
P

10(x) = lim2~o Pi(z, a,). Sin embargo, la singularidad de la función y(z) en el puntoz = O imposibilita
resolverel limite anterior.

El siguientepaso consisteen determinarla función Pi(z,0). Con estafinalidad se introducenlas
siguientesfuncionesauxiliares

«z,x) = ¡ íS~t)eY@Wdu, (2.3.19)

«z) = ¡ b(4CY(Z)z~(z,x)dx. (2.3.20)

Si se multiplica (2.3.14)por la función ~(x) y se integracon respectoa x, seobtiehela relación

¡ Pi(z,x)r¡(x)dx = /3(y(z))Px(z,0) + 6z’(z — 1)~(z), Re(y(z))= (2.3.21)

Entonces,a partir de las expresiones(2.3.16)y (2.3.21),se deduceque

Pi(z,0) = (z — 1)(APo(z) + bz’$(z)

)

z—/3(y(z)) _

(2.3.22)ReQy(z))> 0.
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1
Para analizar eí caso Re(-y(z))<0, se definen la función u’

— Pi(z,x

)

y sutransformadade Laplace-Stieltjes — 1 — B(x)’

Q(z,9) = ¡ eOXQ(z,x)dx, Re(O) > O. a’
La ecuacióndiferencial (2.3.11)puede ser reescrita en los terminos

____ ____ aOQ(z,x) +y(z)Q(z,x) = 6z’(z —1) Pidx) ReQy(z))<0. (2323)
Ox _ (a,)’

Tomando transformadas de Laplace-Stieltjessobrela ecuacióndiferencial (2.3.23) y observandoque a’
[Q(z, x)j =.l”~(1, 0) < oc, es posible deducir la expresion

(~(z,O) = (O + ~y(z))’ 0) + 6z’(z — 1) ¡~ 1B(x) e6~dx) , Re(O)> 0, ReQy(z))< O a’
(2 3 24)

Para cada valor fijo de O, la función f(z,O) = O + y(z) tiene una única singularidad, z1(O) =

(2>)—’(O + > + 6 — (9+> + 6)2 — 4>6), en el interior del disco unidad. Como c~(z,O) debe estar
definida cuandoRe(O) > O y Re(-y(z)) < O, y la función f(z,O) se anulacuandoz = zi(O) (es decir,

IIIcuandoO = —y(z)),es necesarioque se verifique la igualdad

P1(z,0) + 6z’(z —1) ¡~ Pio(x) eY(2)Xdx—0. 4
Entonces,se obtiene

Pi(z,0) = bc’(1 — z)«z,oc), Re(-y(z))< 0. (2325) 1
Debeobservarseque las relaciones(2.3.22)y (2.3.25)proporcionanla expresiónde la función Pr(z,x)

u’en términos de Po(z) y de Pio(x). El siguienteresultadopermite determinarPio(x) como solucion de
unaecuaciónintegral.

Teorema2.3.1. La función Pto(x)/Po(z(O)) es solución de la ecuaciónintegral de Fredholrn de primer a’
orden definida por ¡ C(z(O),a,~ dx = >z(O), Re(O) > 0, (23 26) j

Pa(z(O))

siendo

G(z,~ = 1— B(x) ((b * eY(2))(x) — ze$2fr) , (2327) ~1
u’

a
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y
9±>±6— V(~ ±>+ 6)2 — 4>6

z(O) = 2>

Además,los valoresz O = pew son talesquep 6 (0,po(w)) y cos(w) > 0, siendo
x(> + 6 — (>±6)2 — 4>bcos2(w)).

pe(w) = (2Acos(w))’

Demostración. En primer lugar se estudiaráe! rango de z para el cual Re(y(z)) c 0. La repre-
sentaciónz = peÍW permite escribirg(p,w) = Re(y(z))como

g(p,w) = (>+6)p—GX~o2+6)cos(w

)

p

Es claroque Re($z))< O si y sólo si pg(p,w) < 0. Para cada valor fijo de w, sean po(w) y pi(w) las
raícesdel polinomio h(p) = >cos(w)p2—(X+6)p+ócos(w).Entonces,es claroque la condicióncos(w) >0
es necesariaparaque Re(y(z))< O, en cuyo casoO c po(w) =1 =p~w) (ver la Figurú 2.32) Porello,
pg(p,w) <0 equivalea considerarlos valoresde z con módulopE (0,po(w))U(pi(w),+cc) y argumento
w tal que cos(w) > 0. Como Izl =1, se concluyeque si Re<y<z)) < O entonces z perteneceal interior de
la región acotadapor la curva po(w).

li(o) = ócos(w)

h(i) = —<.X + 6)(l — cos(w))

p

Figura 2.3.2. Raícespa(w) y pi(w)

Utilizando las relaciones(2.3.16)y (2.3.25)se obtiene

b(x)Q(z, x)dx = (1— z) (>Po(z) + ¿e$4z,oc)),

Haciendousode (2.3.14) y (2.3.25),se deducela igualdad

Q(z,x) = 6z’(1 — z) [00 l’
10(u) eY(2)(UZ)dv

~ 1—B(u)

Multiplicando (2.3.29)por b(x) e integrandocon respectoa x, se tiene

¡00 P10(x) (6 * e~dz))(
1—3(x) x)dx,

h(p)

pí(w)

J
00

o
Re(y(z))< O. (2.3.28)

J
00

o

ReQy(z))< O.; (2.3.29)

b(x)Q(z, x)dx = 6z’(1 — z) Re(y(z))< 0, (2.3.30)
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donde * denotael signode convolución;es decir, U
(6 * eMt)) (x) — ¡~ 6(u)cY(2)(X~~)du.

Entonces,el resultadose siguedirectamentea partir de (23.28) y (2.3.30).

o

La ecuación integral de Fredholmdefinidaen el Teorema2-3.1 contienela informaciónsuficientepara
determinarPio(x). [nicialmente, es preciso calcular la función <~) = cJ1Pio(z),c

0 = Po(z(Oo)), como
la soluciónnuméricade la ecuaciónintegral (2.3.26),paraalgúnvalor fijo 00 tal queRe(Oo) > O (es decir, U
Re(z(Oo))< 0). El criterio parala elección de O~ estábasadoen las siguientesobservaciones.

La existenciade las funciones~(z) y f3(y(z)) estáaseguradacuando jzj =1 y Rc(-y(z)) > 0. Sin 4embargo,estaregióndel disco unidadpuedeserampliadadependiendode la distribucióndeservicio Porejemplo,en el casoB(t) = 1 — e~t, 1 > 0, u > 0, «z) y fI(y(z)) convergenpara aquellosvaloresz tales
que lzI =1 y Re(-y(z))> —u. Unasituaciónsimilar se tienecuandola distribucióndel tiempodeservicio
es Coxian-2y Gamma.

En lo quesiguese asumela existenciadeun valor e > O tal que las funciones4(z) y fi(y(z)) convergen
sobreR~ = {z/ ¡zj =1, Re(y(z))> —ej. Debe notarsequeentoncesla relación (2.3.22)es válida sobre
el recintoR~. Adicionalmente,esposibleasegurarla obtenciónde J’~(z), i E {0, 1}, en un intervalo(e’, 1]
que permitecalcularlosvaloresmediosde la distribución límite de (0(1),QQ)), cuando1 — oc, mediante
la derivación de l’1(z), i E {O, 1}, en el puntoz = 1. Es sencillo probar que

>+6+c— (>+6+42~4.\6

2>

El valor
6o seráseleccionadodeformaqueRe(Oo) > O y z(Oo) E (e’ 1). Entonces,la función generatriz

Po(z) admitirá ser expresadaen términosde r(x) y la constantee
0 podráser calculadade acuerdocon

su definición, c0 = Po(z(Oo)).

Seala función Ú4z) definidapor 4
r(u)

«dz) ¡ 6~~> ¡~, 1 —B(u) ¿d¿)(ur)d~da,. (2 3 31)

Entonces,es posibleestablecerla igualdad

4(z) = co#(z). (2.3.32)

Tomando z —. O sobrela relación (2.3.10)se obtiene

U= ~0>1 ¡~ í r(x) 3b(x)dx. 33’(2

—3(x)

U

u
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Finalmente,la definición de «z) permiteobtenerla probabilidadI’10 como

140 = 4(1).

La función generatrizPo(z)es calculadaen el siguienteresultado.

Teorema 2.3.2. i) Si a =O y ji > o, entonces

.Po(z) = Ca/s (
+ Pa(1) exp{Ñi~’ 1’

u — ¡3(y(u))

1 — ¡3(y(v))dv}

y — ¡3(y(v))

exp{A~’ j

— ap-1POQJ va/P1 exp{
1—fi(y(v)) dt dii
y — ¡3(y(v)) YJ’

>11~~’ fi /3edv))}

donde4(z), P
0(1) y P00 vienendadaspor (2.3.32), (2.3.18) y (2.3.33), respectivamente, siendo

1 + (6 — A)fli
=

1 +6/Ji
(z(Oo)a/fi exp{>ji~~ ¡z(Ao)

+ ~:t~¡00 r(x)dx + a(>p)’
¡00 r(z) b(x)dx

1—3(x)

1

L00 ~a/~—1 exP{

6ji

1

u—¡3(y(u))
np { ¡ti ~‘¡3(y<v)) dv}

dondetP(z) viene dada por (2.3.31).

u) Si a > O y ji = o, entonces
Po(z) = a(z — ¡3Qy(z)))J%o+ 6(z — 1)4(z

)

>z(1 — ¡3(y(z))) + a(z — ¡3(7(z)))’

donde4(z) y P
00 vienendadaspor (2.3.32) y (2.3.33), respectivamente,siendo

Co = (a + (A + a)(6 — >)fií) (¿(1 +(A±a)fiÓ¡ r(x)dx + a(1+
6/Ji)

Demostración.A partir de (2.3.12) y (2.3.22), se obtienela ecuacióndiferencial

jiz(z — ¡3(y(z)))P¿(z)+ (Az(1— fl(y(z))) + a(z — ¡3(y(z)))) 1’o(z) = 6(z —1)~(z)

(2.3.34)

dii)

(2.3.35)

>ji—’ fi ~ ~}}dv} dii

dii) ~‘, (2.3.36)

(2.3.37)

¡00 IB(x)bfr
)dx)

(2.3.38)

+ a(z — fi(y(z)))Poo. (2.3.39)
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En primer lugar, se analizael casoa ~ O y ji > o. Operandosobrelas relaciones(2.3.18)se obtiene
la expresiónalternativa

P1(1,0) = >P0(l) + ¿Pie (2.3.40)

Entonces,seobservaque es necesario que (>—6)fií < 1. La función f(z) = z—fi(y(z)) tieneunasola
raíz 2 — 1 en el recinto R,. Entonces,es posible resolver la ecuacióndiferencial (2.3.39) en el intervalo
(c’,1], puesto que

hm
z—i —

>z(1 — ¡3(y(z)))+ a(z — ¡3(y(z))) — a+ (>+ a)(6

—

z—¡3(y(z)) 1 + (6— >)fi~
hm (z — 1)t(z) — P10

z-.í—z—¡3(-y(z)) 1±(6—>)fi~ oc.

La solución de la ecuación diferencial (2.339) viene dada por

<oc,

Po(z) = exp{ ¡ P(v)dv} (J’o(i) + j q(u) exp{j P(v)dv} dii)

p(v)= _

q(v) = (pvf’ (
(2.3.42)

v—¡3Qy(v)) )

6(1 — v»(v

)

v—fiQy(v))

Reagrupandotérminos en (2.3.41), se deducela expresiónde Po(z) dadaen (2.3.35).
cuenta que c~ = Po(z(Oo)), es posible deducir (2.3.36) a partir de (2.3.33)-(2.3.35).

(2.3.43)

Teniendoen

En el casoa > O y ji = O, la ecuación(2.3.39)conducedirectamentea la expresión (2.3.37). Haciendo
z —~ 1 sobre(2.3.12),se tiene

P0(1) = aPoo+ Pt(1,0

)

(2.3.44)

Las igualdades(2.3.18)y (2.3.44)permitenrelacionarlas probabilidadesP~~o y 1’10 de la forma

r5P10 =
a + (> + a)(6 — >)¡3~ — a(1+ 6¡31)P00

1 + (.A±a)¡3~
(2.3.45)

Entonces, la expresión(2.3.38)es deducidaa partir de las relaciones (2.3.33), (2.3.34)y (2-3.45).

El

94

J

J

4
4

donde

(2.3.41) ~2
4

4

4

-3
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A partir de las relaciones(2.3.17)y (2.3.22) es posibledeterminarla función generatriz14(z)como

14(z) = (>z — 6< ( >z(1 — ~ Po(z)
¡3(7(z)) —

La distribución{PIJ}(í,s)eequedaentoncestotalmentedeterminadaen términosdelas funcionesP1(z),
i E {0, 11.

En el siguiente corolario se reunen los primerosmomentosde la distribuciónlímite {PÍJ}(íj)ee. La
demostración, aunque es laboriosa,estásimplementebasadaen la aplicaciónde la regla de L’Hópital y,
por ello, seráomitida.

Coralario 2.3.3. SeaM{ el primer momentoparcial de las probabilidadeslímite {P15}~.0, i E {0, 1}.

i) Si a =O y ji > o, entoncesMf viene dado por

0.—1(ipp >(A + a

—

+ ¿Pm (í
1 + (6—

+1) (a— >(>+a—6)fi, Vfl1 1+6/J,

u) Si a > O y ,u = 0, entoncesMf viene dado por

Mf =(24)-’ (e—

Á= a+(>+a)(6—>)¡3m,

e = 26(> — 6)co
¡00 b(x) ¡(x — u) r(ii) dudx— a (2ci¡3~ + (6 A)2/J)

1—B(u)

£3 = a(1+(6 — >~)¡31)P00+6P10,

29 = — (2(A2 + a6)f3i + (>±cx)(¿— >)2/J2).

iii) El momentoM1’ viene dado por

1 (>/JiMf+¿cof
00b(x)ft(x—u) r(ii) dudx

J
0J01—B(u)

1
+ 2(1 + 6f3~) (> (26¡3~ + (> — 6)/J2) + ¿P10

A/it — PieN1
1+ A¡3~ )

((>—6)¡32—2/JO))

(u)

+6 14o)>. (2.3.46)

siendo

(2.3.47)

(2.3.48)

(2.3.49)

Peri, (2.3.50)

(2.3.51)

(2.3.52)

si > ~ 6, (2.3.53)

= >¡3~ (Mf + si > = 6. (2.3.54)
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2
Para finalizar esta sección, a continuación se incluyen algunos comentariosrelativosa la naturaleza

de la solucióny a doscasosparticulares.En primer lugar, debeseñalarseque lasexpresionesdeducidas 4paraP¿(z),1 E {0, 11, son expresiones cerradas dadas en términos de r(x), donder(x) debesercalculadanuméricamente. Como la función r(x) > 0, por definición, debeverificarsec0 > 0. Entonces, se obtienen

las desigualdades (A — 6)/9~ < 1 y (A— 6)9. + a)/Jia~’ < 1 cuando(a =O,p > 0) y (a > Op = 0),
respectivamente.Estasrelacionescoincidencon las condicionesnecesariasy suficientesque aseguranla u
ergodicidaddel proceso{(CQ), QQ)), 1 =0} en la cola M/M/1 con llegadas negativas y disciplina lineal
de reintento(ver el Teorema1.2.1).

En el caso particular 6 = 0, es posible deducir expresiones para P1(z), i ~ {0, fi, que son inde- 2
pendientesde la soluciónde la ecuaciónintegral (2.3.26). Las expresionesde las funcionesgeneratrices
y sus primeros momentos han sido recogidas en el Apéndice 2.A y serán de utilidad en el capítulo 3. 2Análogamente,la particularizaciónB(t) = 1 — e~’t, 1 > 0, u > 0, es coherentecon el Teorema1.3.1.

2.4 Esquemarecursivo para calcular las probabilidades límite 3
Estasecciónestádedicadaal desarrollode un esquemarecursivoparacalcular las probabilidadeslímite
de sistemas de colas con un único servidor, llegadas negativas y disciplinalineal de reintento.El modelo
estudiado es una generalización de la cola M/C/1 con llegadas negativas y reintentos,descritaen la 3
seccion2.2, y permite que los clienteslleguen al sistemade acuerdoa un proceso Markovianocon in-
tensidades,Aíj, dependientesdel estadodel sistema. Adicionalmente,se asumeque el flujo de llegadas
negativasestágobernadopor un procesode Markov con intensidades,¿p dependientesdel número de uclientes en la órbita. Los argumentosempleadosestánbasadosen la teoríade procesosregenerativos(verStidham (1972))y en la propiedadPASTA (Poisson Arrivais See Time Averages,ver Wolff (1982)).

El modelo descrito permite englobar a distintos modelos de colas que puedenobtenersemedianteuna
adecuada particularización de las intensidades >~~j y ¿~. TomandoA15 = >, (1,5) E 4 y 65 = 6,5 ~ 1,
se tiene la cola M/G/1 con reintentos y llegadas negativas. El correspondiente modelo con capacidad
K<ocesobtenidocuandoAl5=A,iE{0,11,0=5=K—1,>OK=>,6j—¿ 1<5=1<, 1
y >q = 65 = O, en otro caso. Cuandola particularizaciónes A¿j = >(K — 1—5), si (ii) satisfacen á
O =1+5 =1<, y ¿5 = 6,1 =5=1<, se tieneel sistemacon reintentos,llegadasnegativasy quasi-random
input. El modelode colasM/G/I con reintentos y clientes impacientes se logra cuando >~ = A, (1,5) 6
y 65 = 56, 1 =5 =1<. Finalmente, tomando 6 = O se obtienen los correspondientes modelos de colas sin
llegadas negativas o clientes impacientes.

A continuación se introducen algunas definiciones y notaciones de utilidad. Se llama ciclo de rege- 3
neraciónal intervalo de tiempocomprendidoentredos visitassucesivasdel procesoY = {Y(t), 1 =0} =

{(C(t),Q(t)),t =0} al estado (0,0).

Las variablesaleatoriasmásrepresentativasasociadasa un ciclo de regeneraciónsonlas siguientes 2
T = longitud del ciclo,

Ni = cantidadde tiempoen (0,2V] queel procesoY permaneceen el estado(1,5), (1,5) EL,
= numero de finalizaciones del servicio en (0,2V] que dejan a 5 clientesen órbita,5 ~ 0,

N = númerode salidasocurridasen (0,2V].

Debe notarse que N correspondeal número de clientes servidos o expulsados del sistema por el efectode 2
u
u
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una llegadanegativadurante(0,2V]. Es claroqueN00 = 1, siendola correspondientetransicióndebidaa
unafinalización del servicio.

El procesoen tiempocontinuoY = {YQ),t =0} es un procesoregenerativocon procesoderenovación
encajado{Tí,T2, ...}, siendo T~ el i-ésimo ciclo de regeneración.En lo sucesivo,se consideraráT = T,.

Si el sistemaes estable,entoncesla teoríade procesosregenerativospermiteexpresarlas probabili-
dadeslímite {Píu}(íj)EC en los términos

= E[T11] (u) 68 (2.4.1)

El método algorítmicoque a continuaciónse desarrollapermiteestablecerrelacionesrecursivasentre
los valores medios E[T11], (ii) E 8, que implican, en virtud de la relación (2.4.1), relacionesrecursivas
entrelas probabilidadesP~5, (i, 5) E 8. La argumentaciónestábasadaen el análisisdel númerode tran-
sicionesocurridasduranteun ciclo de regeneraciónentrediferentesconjuntosde estadc,s.

Obsérveseque, durante(0,2V], el númerode transicionesdesdeel estado(0,5) coincidecon el número
de transicioneshaciael estado(0,5), 5 =0. Con la ayudade la propiedadPASTAse obtiene que sus
valores medios verifican la igualdad

(>o~ + a(1 — 6o~)+ jji) E[T03J = E[N01J, O =5 =1<. (2.4.2)

Análogamente,el númerode vecesen las que el tamañode la órbita crece de 5 — 1 a 5 es igual al
númerode vecesen quedecrecede 5 a 5— 1. Entonces, los correspondientes valores medios satisfacen la
relación

(a +jjOE[T01] + 65E[T,1] = .A,,5.,E[T1,1...,], 1 =5~ 1<. (2.4.3)

Adicionalmente,se tieneque

1<
= >3(E[To5j + E[Tt5j). (2.4.4)

j=0

Diviendo (2.4.3)y (2.4.4)por E[T], se deducenlas relaciones

(a +SÑPos+ ¿5145 = >14,14s..:, 1 =5=1<, (2.4.5)

1<
1 = >3 (Po1 + 14~). (2.4.6)

1=0

Con la finalidad de deducir relacionesadicionalesentrelas probabilidades{PIJ}(íJ)6e se introducen
las siguientescantidades:
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MI
= cantidadde tiempoen (0,2V] queel procesoY permaneceen el estado(1,5), contabilizadasobre

aquellostiemposdeservicioprecedidospor unafinalizacióndel servicioquedejó ak clientesen laórbita,y J
= cantidadesperadade tiempo que, duranteun servicio, hay 5 clientespresentesen la órbita,

dadoque tras la anterior finalización del servicio quedaron k clientes en la órbita.

Debe notarseque T~¡ puedeescribirsecomo

TíS=ZTlks, 0=5<1<. (247) J
Teniendo en cuenta la relación (2.4.7), la definición de Ak

5 y la identidad de Wald, se deduce

K

E[T15] = ZA~~ENw, 0=5,k ~ 1<. (248)

Entonces, a partir de (2.4.1), (2.4.2) y (2.4.8), se tiene

K J
P15 =>39.ok+a(1—¿ok)+kp)AkjPok, 0=5=1<. (249)

k=O

El esquemarecursivoquedadeterminadopor el sistemadeecuacioneslinealesdescritoenlas relaciones
(2.4.5), (2.4.6)y (2.4.9). Por tanto,el cálculo de las probabilidadeslímite {Pis}(~s)sc queda reducido al
conocimientoprevio de los valoresAkJ.

ParapoderdeterminarAkJ se introducenotrascantidadesauxiliares
8kj~ Sedefinen,para0 =5~1<, MI

0< k < 1<,

= cantidadesperadade tiempoque, durante un servicio, hay 5 clientesen la órbita,dadoque en J
el instantede su comienzo había k clientes.

Entonces,condicionandorespectode la procedenciadel clientequeestásiendoservido,se tiene EJ
a(1—6

0,)+kji + + — ~- 0=5, le <1<. (2.4.10)
B, >0k

Con la finalidad de deducirla expresiónde B¡q seasumequeen el instantet = O comienzaun servicio
y Q(0+) = le. SeaXkJ(t) la variablealeatoriaque tomael valor 1, cuandoen el instantet el servicio aún
estáen desarrolloy hay 5 clientesen la órbita, y el valor 0, en otro caso. Entonces,B~5 puedeserescrita
en los términos

BkJ = ¡ P(X,jQ) = 1)dt, 0=5, le =1<. (2411) EJ
Paracalcularla probabilidadP(X,5Q) = 1) se consideraráun sistemade colas auxiliar con líneade

esperay un únicoservidorque recibela llegadade clientesde acuerdocon un procesoMarkovianoconin-
tensidades>,~, cuandoel númerode clientesen el sistemaes 5 > 0. Los tiemposde servicioson variables

j

J
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aleatorias independientes exponencialmente distribuidas con parámetros 65, cuandohay 5 clientes en el
sistema. Se observa que un intervalo infinitesimal de tiempo (t, 1 + A) contribuyea Bjy cuandoocurren
conjuntamentelos dossiguientessucesos:

St = ‘en el instante1, el servicio que comienzaen ej instanteinicial 1 = O no ha finalizado’; y

= ‘en el instante1, la longitud de la cola auxiliar es 5, dado que en el instanteinicial 1 = O la
longitud esle’,

dondeP(8~) = 1 — BQ) y P(F,) — ~k)(j) representala probabilidaddependientedel tiempo asoci-
adaa la cola Markovianaauxiliar.

En virtud de la independenciaentre los tiemposde servicio y los procesosde llegadasoriginalesy
negativas,se deduceque

P(XkJQ) — 1) — ¡~(k)(j)(~ — B(t)). (2.4.12)

A continuaciónse proporcionanlasexpresionesde .F~k)(t) parala cola M/G/1 con llegadasnegativas
y disciplinalineal de reintentosdescritaen la sección2.2. En estecaso,se tieneque >í~ = A, (i, 5) 6 8, y

= 6,5 ~ 1.

En el casoparticular 6 = O se tiene, paraO =le =5, que

= 1 e~ (j—k)!

e Zn—Kk ~t , 513 z1< <oc.

Cuando6> 0, se observaque las probabilidades
14k)(1) correspondencon

sistemaM/M/1/I< con intensidadde llegadasA e intensidadde servicio6. Por
(1962),páginas13 y 23) las siguientesexpresiones:

1) Si 1< <oc, entonces

= a5 + 1 f bkibIie~~óeit

1=1

siendo

=

¡<+1’

= sen — (A)’/
2

si A ~ 6,

si > = 6,

si K = oc oS < 1< <oc,
(2.4.13)

la solucióntransitoriadel
ello, se tienen(ver Takács

_____ (2.4.14)

0 <5=1<;

sen 1<i<K 0<le<K,

cos (
1<íx ) 1 < i < 1<. (2.4.15)
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u) Si 1< — oc entonces

— e«Á+6)i ((.A)(i—k)/2 jr (2zv/~)-¡-(~.)~k+í)/2Is+k+r (2tx/SS) J

+ (1— ~)(~Y’ __ +2 (2t\/31¿)) (2416) J
donde,si i =0, .t¿(x) denotala función modificadade Bessel deorden i e L.í(x) = 11(x). j

Parafinalizar estasección,debenotarseque las probabilidades{PIJ}(IJ)6e se calculancomosolución
del sistemade ecuaciones(2.4.5), (2.4.6) y (2.4.9), donde las cantidadesAkJ sonobtenidasa partir de
las relaciones(2.4.10)-(2.4.16).La naturalezade las fórmulas (2.4.16) parala solucióndependientedel
tiempo, en el caso1< = oc, implica importantesdificultadesanalíticas. Sin embargo,las probabilidades
límite {~~(

1<), 1 ~ {O, 1}, O =5 =K}, asociadasa la cola M/G/1/K con llegadasnegativas,reintentos
y capacidad1< < oc, son computacionalmentetratablesy proporcionanuna buenaaproximaciónde la J
verdaderadistribución {P~

5 = PIJ(oc)}(I,J)6c del procesoY.

2.5 Resultados computacionales J
En estasecciónse presentanalgunosresultadoscomputacionalesquepretendenilustrarque la distribución
límite del procesoY = {Y(t), t =0} puedeseraproximadade formasatisfactoriamedianteladistribución
límite del sistemade colas M/G/1/K, 1< < oc, con llegadasnegativasy disciplina lineal de reintento.
Adicionalmente,semostrarála incidenciade los parámetrossobrelas medidasde eficacia del sistema.

Si se considera el sistema de colas M/G/1/I< con llegadasnegativasy reintentos,entonceses posible
reexpresarla igualdad(2.4.11) en los términos

2 K í>N(5~k)/
2ó 6

_ J= a
5/Ji + 6(1< + 1) ~ k~) iiki(1 — /«6c~)), 0=5, le <1< (25 1)

dondelas cantidadesa5, bki y c~ vienendadaspor (2.4.15).

Obsérvese que el cálculo de Bks se reduce entonces a una suma finita donde aparece involucrada la
transformadade Laplace-Stieltjesde la distribuciónde servicio. Por ello, la fórmula (2.5.1)es computa- J
cionalmenteeficiente paralas distribucionesde tiempode servicio másusuales.

La capacidaddel sistemaes elegidatomando inicialmenteun valor 1< e incrementandoésteen un Jtamañofijo, A, hastasatisfacerunareglade paradaprefijada. El criterio de paradamássimple consisteen incrementar1< hastaque no se observeun cambiosignificativo en Mf(K) + M1
1(1<), dondeMflK),

e {0, 1), denotanlas mediasparcialesdel número de clientes en órbita en el modelo M/C/1/K con
llegadas negativas y reintentos. Los ejemplos recogidos en esta sección han sido analizados tomando j
K = 5 como capacidadinicial, incrementandoK en A = 5 unidadesen cadapasoy parandoel algoritmo

J
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en el nivel 1< cuandoIMf(1<) + M1’(I<) — Mf(I< — A) — M1’(I< — A)I <e = 1V
3.

Para validar la aproximaciónde la distribución límite {PÍj}(¡,J)
6e, basadaen las probabilidades

{P15(I<), i E {0, 4, 0 =5=K} del modelofinito, se compararánlos resultadosrecogidosen la sección
1.3 con los resultadosexactosde ¡a sección2.4, cuandose asumeque B(t) = 1— e”

t, t >0, u> 0.

En la Tabla 2.5.1 y las Figuras 2.5.1 y 2.5.2 puedeobservarsela variación de los momentos M{(K),
E {0, 4, en función de la capacidad1< del modelo finito, en una cola caracterizada por la disciplina

constante de reintento, la intensidadde tráfico -y = (A — 6)(> + a)(vcxfl’ = 0.62jy los parámetros
(>,¿,cx,p,v) = (2.1,0.9,2.7,0.0,3.4).La precisiónde la aproximaciónes evaluadamedianteel cálculodel
error relativo E(K) definido como

E(K) = 100 >< M?(K) + M~(K)

donde los valores medios M?(oc), i E {0, 1}, hansido calculadosa partir de las fórmulas (1.3.13) y (1.3.14).

Un procedimiento alternativo para aproximar los valores medios de la distribución límite del proceso Y
consiste en considerar simultáneamente las expresiones teóricas del Corolario 2.3.3 y las probabilidades
1’

00(K) y P10(K) asociadasal modelo con capacidad1< < oc. En lo sucesivo,M{(K), i E {0, 1), y
E(K), denotaránlos momentosestimados y los errores relativos obtenidos cuando se reemplazan las
probabilidades

9~o por P~
0(K), i E {0, 11, sobre las fórmulas (2.3.47)-(2.3.54).

1< M~(K) M~(K) ¡2(1<) Uf(Iq M~(K) É(K)

5 0.602237 0.850218 78.77859 1.270660 1.709881 12.87888
10 0.903797 1.275949 19.12763 1.116220 1.558717 2.925595
15 1.020464 1.440655 5.508095 1.085599 1.528745 0.675644
20 1.059746 1.496112 1.597168 1.078731 1.522023 0.156662
25 1.071831 1.513117 0.453851 1.077149 1.520475 0.036339
30 1.075336 1.518121 0.124259 1.076783 1.520116 0.008432
35 1.076312 1.519500 0.033404 1.076698 1.520033 0.001956
40 1.076577 1.519874 0.031157 1.076678 1.520014 0.000453
oc 1.076672 1.520008

Tabla 2.5.1. Valores medios estimados y errores
intensidades(>6, a, p, y) = (2.1,0.9,2.7,0.0,3.4)

relativos asociados a la cola M/M/1 con

El ejemplomuestrala convenienciade utilizar las cantidades Ñfl(K), E {0, 11, como estimación de
los verdaderos valores medios M{, i E {0, 1}. La parada del algoritmo se produce en los tamaños 1< = 40
y 1< = 30 cuandolos valoresinvolucradosen el criterio de paradason M{(I<) y M{(I<),i G {0, 11, respec-
tivamente. Puede observarse que existen diferencias significativas en los errores relativos asociados a los
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1.8

1.6

M~(I<)

~ (‘<1 1.4

1.2

1~~ 0.5

M’(K)

Al,’ (1<)

1<

Figura 2.5.1. Variación de M?(K) y Mf(K) en la

cola M/M/1 con (A,6,a,p, u) = (2.l,0.9,2.7,O.0,3.4)

Figura 2.5.2. Variación de 4(K) y 4(K) en la MI
cola M/M/1 con (A, 3, a, p, u) = (2.1, 0.9,2.7,0.0,3.4)

dos métodosde truncación. El reducido esfuerzo computacionalnecesariopara la resolucióndel sis-
temade ecuacioneslinealespermite avalar la aproximaciónde {P¡s}(í,5)Ee mediantelas probabilidades

e {0, 1>, 0 =i =K} del modelo finito, cuandola distribución del tiempode servicio no
permitaevaluarexplícitamentelas derivadasde la función «z) en el punto z = 1. Debe notarseque las
fórmulasdel Corolario 2.3.3 son totalmenteexplícitasen el casoexponencial,puestoque

A
PI0 = —P00u ___ Pl0u

y PO0.

1< Mf(K) M?(J=E) ¡2(1<) Mt(K) 4(1<)

5 1.111064 1.916587 305.9142 3.343106 10.00497 7.929322
10 1.881382 4.007128 108.7058 3.138516 9.487379 2.662993
15 2.435117 5.905912 47.33994 3.073208 9.322153 0.852678
20 2.739814 7.316440 22.20920 3.054847 9.275702 0.331538

25 2.904799 8.245212 10.22113 3.047703 9.257627 0.127268
30 2.985513 8.778441 4.468859 3.044895 9.250524 0.046765
35 3.021113 9.047555 1.831189 3.043833 9.247837 0.016283
40 3.035374 9.168668 0.701623 3.043453 9.246876 0.005374
oc 3.043266 9.246403

Tabla 2.5.2. Valoresmediosestimadosy errores

intensidades(A, 6, a, ji, u) = (3.2, 1.0,1.3,9.4,3.5)

relativos asociadosa la cola M/M/1 con

MI

MI
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ÑuK)

M~ (1<)

M?( 1<)

2.5

2

1.5

1 IV 1<

Figura 2.5.3. Variación de M?(K) y Ñ?(K) en la Figura 2.5.4. Variación de M~(K) y Ñ,’(K) en la

cola M/M/i con (A, ¿a,gv) = (3.2,1.0,l.3,0.4,3.5) cola M/M/1 con (A, ¿a,pv) = (3.2,1.0,1.3,0.4,3.5)

Comentariosanálogosa los anterioressiguensiendo válidos parala Tabla 2.5.2 y las Figuras 2.5.3y
2.5.4, dondese ilustra el comportamientode los momentosM(1<) y M(I<), 1 E jO, 1>, en función de
1<. El modeloestudiadoestácaracterizadopor la disciplinalineal de reintento, la intensidadde tráfico
p = >(v+6)’ = 0.71 y Los parámetros(>,6,a,p,v) = (3.2, 1.0, 1.3,0.4,3.5).En estecaso,se ha tomado
como nivel máximo parala capacidadde la órbita 1< = 40. Comose observa,la convergenciahacialos
valores medioses máslentaqueen el ejemploanterior. Los erroresrelativos ¡2(1<) y É(I<) muestranla
convenienciade estimarMfl i E {0, 1}, mediantelos valoresMK), i E {0, 1}.

El siguientetrabajocomputacionalestáorientadoa estudiarel efecto de las intensidadesa, ji y 6
sobre algunasde las medidasde eficaciadel sistema,cuandolas distribucionesdel tiempode serviciono
permitenevaluarlas derivadasde la función 44z). La aproximaciónestarábasadaen el uso conjuntode
las fórmulasrecogidasen el Corolario 2.3.3 y las probabilidadesF’oo(I<) y P10(I<). Teniendoen cuenta
que no es posiblecalcular4’(z) en el punto z = 1, se reducirá el estudioa la probabilidadÍ’o(K) y al
momentoMf’(I<), siendo Í’0(K) la estimaciónde la probabilidadP0(1) obtenidam¿diantela fórmula
(2.3.18)y

Las intensidadesde tráfico, p = (A -. ¿)/Jj, que serán consideradasen todos: los ejemplos son
pE jO. 15,0.3, 0.45}.

En primer lugar, se analizaráun sistemade colascon tiemposde servicio distribuidosde acuerdoa
una ley Erlang (es decir, B(t) = 1 — evi 2~tJ(vi )~(n!fl’, 1 > 0). Se han consideradolos parámetros
ni = 3 y u = 6.0.

Las Figuras 2.5.5 y 2.5.6 muestranlas variacionesde f’0(K) y !01f(K) respectode la intensidad
a E [0.0,2.0]. El criterio que ha llevado aseleccionarel nivel 1< = 20 ha consistidoen elegir K como el
valor máximoentre1<~~s(a), 1<~~(a) y K045(a), donde I<0(a) denotael tamañode paradaasociadoal
modelo de colas con parámetro a e intensidad de tráfico Pa• Este criterio será reiteradamente aplicado

5 10 15 20 25 30 35 40
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en lo sucesivo. Comose muestraen la Figura 2.5.5, la probabilidadP0(20) es prácticamenteinsensible
respectode la variación de a. Sin embargo,existen diferenciassignificativasen eí comportamientodel
valor medio M~(20) al variar a (ver la Figura 2.5.6).
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p 0.15 0.4
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Figura 2.5.5. Variación de Í’o(K) en función

de a en una cola M/E,n/l

Figura 2.5.6. Varíacion
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- fi=
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Figura 2.5.7. Variación de Po(K) en funcion
de ji en una colaM/E,n/I

Figura 2.5.8. Variación de
depen unacolaM/Em/1

en función MI
La variación de f’

0(K) y Ñff(K) respectode la intensidad ji E [0.5,2.5] es estudiadaen las Figuras
2.5.7 y 2.5.8. Se han tomado las intensidadesa = 0.8 y 6 = 0.5. La capacidaddel modelo finito es
1< = 25. Se observaque P0(25) y Mf(25) sonfuncionesdecrecientesrespectode ji, perosu varíaclones
notablementediferente.
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Debenotarseque el modelode colas M/Em/l/K con líneade esperay llegadasnegativases obtenido
como el casolímite a — oc y/o ji —. oc. Este hechoestádirectamenterelacionadocon el decrecimiento
de los correspondientesvaloresmediosMf(K) cuandoa y/o ji crecen.

0.6 —
0.55

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.5

0.4

0.3

fi = 0.15
0.2

fi = 0.30

fi = 0.15

2 ¿

fi = 0.45

fi = 0.30

= 0,15

6

Figura 2.5.9. Variación de .É’o(K) en función

de 6 en una cola M/E,,,/1
Figura 2.5.10. Variación de

de 3 en unacola M/E,,,/1

Ñ?(K) en función

Finalmente,la evoluciónde P0(I<) y 14(1<) respecto de 6 es ilustradaen las Figuras 2.5.9y 2.5.10.
En este casose han tomado la capacidad1< = 40 y las intensidadesa = 1.2 y ji = 1.5. El compor-
tamientode J3~(40)y Mf(40) es significativamentediferente. Se observaun decremientopronunciadoen
la variaciónde Po(40)respectode 6. Adicionalmente,las probabilidadesÉo(40) se encuéntranlocalizadas
dentro de una bandacuya amplitud decrececuandop crece. Se observaque la tasade crecimientode
AJf(40) pareceser insensiblerespectodel valor, p, de la intensidadde tráfico.

A continuaciónse analizala incidenciade las intensidadesa, ji y 6 sobre la probabilidad ¡‘~(1<) y
el primer momentoMf(K) en un sistemade colas con tiempode servicio distribuidodeacuerdoa una
ley hiperexponencial(estoes, BQ) = 1 — pC”” —(1 — p)e~2t, 1 > 0, u1 > O, u2 > 0). Los parámetros
consideradossonp = 0.25,u1 = 2.0 y u2 = 6.0.

El efecto de la intensidada sobre Po(1<) y Mf(K) quedareflejado en las Figurds 2.5.11 y 2.5.12,
dondese han consideradolos parámetrosji = 1.5 y 6 = 0.9. La capacidaddel modelo’es 1< = 30. Debe
notarseque la evoluciónde P0(30)y Mf(30) es análogaa la observadaen el casoErlang(ver las Figuras
2.5.5 y 2.5.6). Entonces,debendestacarsela escasavariación de .k0(ao) y el notabledecrecimientode
A’f(30), respectode a.

A

e-

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Figura 2.5.11. Variación de Í’0(K) en función
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Figura 2.5.13. Variación de ?o(K) en función
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Figura 2.5.14. Variación de M?(K) en funcion

de j¿ en una cola Mff12/1

MIComo se observa en las Figuras 2.5.13 y 2.5.14,el comportamientode f’o(K) y Mf(K), respecto
del parámetroji, en el caso hiperxponencial presenta grandes similitudes con el correspondiente com-
portarniento en el caso Erlang. Es claro que f’o(I<) experimenta cambios mínimos con el crecimiento de
ji. Sin embargo,el valor medio Mf(K) presenta un marcado decrecimiento. El ejemplo que ilustran las
Figuras 2.5.13y 2.5.14correspondeal caso& = 1.2 y 6 = 0.9, y capacidadK = 35. El rangode variación

elegidoes ji E [0.5,2.5]. MI
MIParafinalizar estasección, se incluyen las Figuras 2.5.15 y 2.5.16,dondese muestrala evolución de

‘o(K) y !01?(K) en función de 6, en un modelo con capacidad 1< = 40 y política lineal de reintento, con

MI
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parámetros& = 1,2 y ji = 1.5. La Figura 2.5.15 muestraun notabledecrecimientode f’o(40). Las tres
curvasdelimitanunabandacuyaamplituddisminuyecuando6 crece. Adicionalmente,el crecimientode
Mf(40) (ver la Figura 2.5.16) es análogoal observadoenel casoErlang(ver la Figura 25.10). En ambos
casospuede notarse que la tasa de crecimiento del primer momento M’?(40), respecto de 6, no depende

de la intensidad de tráfico considerada.

0.8 ________________________________ 0.8

= 0.45
0.?

0.7
0.6

0.6 0.5 ¡‘=030

0.5 fi=OIO 0.4

0.3 • p=OiS

0.4 ¡‘=0.30
0.2.

fiOÁS
0.3 0.1

0.2 __________________________________ 0
0.5 0.75 1 1.25 1.5 175 2 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 6

Figura 2.5.15. Variación de P0(K) en función Figura 2.5.16. Variación de Ñ?(K) en función

de 8 en una cola M/H2/1 de 8 en unacola M/H2/1

2.6 Comentarios y notas bibliográficas

A continuaciónse comentanlas técnicasy la bibliografíaempleadasen el análisisde la distribuciónlímite
del sistemade colasM/C/1 con llegadasnegativasy disciplinalineal de reintento.

La técnica de la variable suplementariafue utilizada por primera vez en un modelo de colas con rein-
tentos por Keilson y otros (1968). Desde entonces, es consideradacomo unatécnicaclásicaen el análisis
de la distribución límite del procesoY = {YQ), 1 =0} = {(CQ), QQ)), t =0} mediante el estudiodel
proceso Markoviano X = {XQ),t =0} = {(C(t),QQ),¿(t)),t =O}. El estudio de procesos estocasticos
no Markovianosa travésde la incorporaciónde variablessuplementariasfue introducido,con indepen-
denciade las aplicacionesen la teoríade colas,en Cox (1955).

Los argumentosrecogidosen la sección2.3 conducena expresionescerradasparalas funcionesgene-
ratrices de la distribución límite del par (CQ), QQ)), cuando i —~ oc, en términos’de la soluciónde
una ecuación integral de Fredholm de primer orden. Los diferentes métodos existentes para resolver la
ecuación integral (2.3.26) implican importantes dificultades. En este sentido, debe señalarse que la res-
olución de ecuaciones integrales de Fredholm de primer orden ha sido calificada en la literatura como un
problema enfermizo (ilí-posedproblem). Los principalesresultadosreferidosa la resolución numéricade
estetipo de ecuacionespuedenencontrarseen los librosde Kanwall (1971) y Zabreyko

1y otros (1986). La

-t -.
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existencia de soluciones en términos de ecuaciones integrales no es exclusiva del modelo en consideración
De hecho, las ecuacionesde Fredholmaparecenen el estudiode la distribuciónlímite de la cola M/C/1
con llegadasnegativas(ver 1-larrison y Pitel (1996))y en el análisisde los tiemposde respuestaen redes
generalizadasde colasen tandem(ver Harrisony Pitel (1995)). Finalmente,la distribuciónlímite del tra-
bajo inacabadoen el modeloM/C/l con llegadasnegativas,quesuponenla destrucciónde unacantidad
aleatoria de trabajo, ha sido dadaen términos de ecuaciones integrales de Wiener-Hopf (ver Eoucherie y j
Boxma (1995)).

Los métodos algorítmicos desarrollados por de Kok (1984) son el origen de un nuevo procedimiento MI
paracalcular la distribuciónlimite, {PÍJ}(ij)ec de modelosde colas con reintentos.La literaturamues-
tra que sus métodospuedenser aplicadosa modelosde colas más generales. En estesentido pueden
mencionarse los artículos de Artalejo (1994)y Schellhaas(1986), y el libro de Tijms (1994) (capítulo 4). MILos modelos analizados en estos trabajos están caracterizados por la estructura rnatricial de tipo M/C/1.
El principal logro de la sección2.4 consisteen extendersu aplicabilidada modelosde colascon flujos de
llegadas originales y negativas gobernados por dos procesos Markovianos con intensidades dependientes
del estado del sistema, que implican la destrucciónde la estructuramatricial de tipo M/C/1. En el MI
estudio realizadohansido esencialesalgunosresultadosde la teoríade procesosregenerativos(ver Sigman
y Wolff (1993) y Stidham (1972)), y el articulo de Wolff (1982) donde se expone la propiedad PASTA. La
argumentación seguida permite reducir el problema a la resolución de un sistema de ecuaciones lineales MIdonde intervienen las probabilidadestransitoriasde modelosde colas Markovianos.

El estudio computacional recogido en la sección 2.5 permite validar la aproximaciónde la distribución

MImediante la correspondiente distribución del modelo M/C/1/K, 1< <oc, con llegadas riega-tivas y reintentos. Detalles para la elección de la capacidad 1< en otros modelos de colas con reintentos
pueden ser encontrados en Neuts y Rao (1990). La implementación del esquemase ha realizado en
lenguajeFQRTRAN77(versión5.1). Adicionalmentese hanconsideradolas subrutina.sludcrnp y lubksb, MIincluidasen el paqueteNumerical RecipesSoftware,quepuedenencontrarseen Pressy otros (1992). Los
gráficos que ilustran la secciónse han realizadocon la versión 2.2 de Mathematica (ver Castillo y otros

(1994) y Ellis y Lodi (1990)).

Al igual queenelcapitulo 1, la existenciadel flujo de llegadasnegativasimplica quela ley de descom-
posición estocástica(ver Fuhrmann y Cooper (1985)) no puedeser aplicadaparaanalizarla distribución
limite {PIJ}(í,j)6e. Dos surveysreferidos a la ley de descomposición estocástica son Doshi (1986,1990).
Haciendo uso de esta propiedad, en eí Apéndice 2 han sido calculadaslas funcionesgeneratrices.P~(z),

E {0, 11, en el casoparticular ci = 0.

MI
MI
MI
u
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APENDICE 2

Apéndice2.A. Distribución límite del sistemaM/G/1 con disciplinalineal de reintento.

Esteapéndiceestádedicadoal cálculode las funcionesgeneratricesP¿(z),i E jO, 1},y losdosprimeros
momentosfactorialesM~, i C jO, i}, le e {1, 2}, del sistemade colasM/G/1 con disciplinalineal de rein-
tento, en ausencia de llegadas negativas (6 = 0). Las expresionesobtenidasserán de utilidad en el
capitulo 3.

Es posible deducir las expresiones de P~(z), i E {0, 11, parael caso 6 = 0, a partir de los resultados
de la sección2.3. No obstante,a continuaciónseemplearáunaargumentaciónalternativamássimpley
elegante.

La técnicaempleadahaceusode la ley de descomposiciónestocástica(ver Fuhrmanny Cooper(1985))
y permite deducir expresiones para las funciones P1(z), i E jO, 1}, en términosde la función generatriz
del númerode clientespresentesen el sistemade colas M/G/1 con líneade espera. Los resultadosson
coherentescon las expresionesdeducidasen Martin y Gomez-Corral(1995), donde se basó la argu-
mentaciónen resultadosde la teoría de la resovación Marleoviana.

En lo sucesivo se asumirá la ergodicidad del sistema; es decir, se supondráque se satisface
p < 1 — >Sop(A + a)’, siendo p = >/J~ (ver Martin y Gomez-Corral(1995)).

En el siguiente resultado se calculan las funcionesgeneratricesP1(z), i E jO, í}

Teorema 2.A.1. i) Si a ~ 0, ji> O gp < 1, entonces

f’ xa/W1H1(x)dx
Po(z)= z—a/PH(z)( )cina) ~— f xa/P1H1(x)dx , (2.A.1)

= 1— — >z) Po(z), (2.A.2)

donde
— Ax) —1

H(z) = (1— p)exp{>ji’ J’ — >x) — a,dx5, (2.A.3)

es la función generatriz de la sucesiónparcial {Poslr.n en el sistema de colas M/G/1 con reintento
clásico (a = 0, ji > 0).

u) Si a > 0, ji = O y p(> + a)cr
1 < 1, entonces

& Pon
.I’~(z) = , (2.A.4)

a + A(1 — Pr,(1<1R(z))

Pi(z) = aPoo(/J(A — >z) — 1

)

(>+ a)z— (>z + a)/3(A — >2)
(2.A.5)
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MI
donde MI
y

(1— z)IJ(> — >z) (2.A.6) MI
R(z)=(1—p) fi(>—>z)—z

correspondecon la función generatriz del númerode clientespresentesen ci sistemaM/C/1 con línea de MI
espera.

Demostración. El sistemade colas M/C/1 con disciplinalineal de reintento puedeser visto como
un modelo de vacaciones verificando las hipótesis dadas en Fuhrmann y Cooper (1985). Por ello, si se MIasume la ergodicidad del sistema, el número de clientes presentes en un instante aleatorio puede ser expre-
sado como la sumade dosvariablesaleatorias.La primeradeellas es el númerode clientespresentesen el
correspondientesistemaM/C/1 con línea deesperay la segundaes el númerode clientespresentesen el MImodelo en estudio dado que el sistema está en un período de vacación. Haciendo uso de esta propiedad,
se tiene que la función generatriz K(z) = Po(z)+ z14(z),correspondientea la distribución límite de
N(t) = CQ) + Q(t), cuandot —. oc, puede expresarse como

= 1’o(z) (2A7)

donde R(z) viene dadapor (2.A.6). MI
Adicionalmente,el númerode vecesen que el tamañode la órbitacrece de 5 — 1 a 5, duranteun ciclo

de regeneración,es igual al númerode ocasionesen quedecrecede 5 a 5 — 1, 5 =1. Entonces,a partir u
de la relación (2.4.1), es posible deducir

(a+ (5 + 1)ji)Po,5~1 = >P~, 5 > 0. (2.A.8)

Introduciendolas funcionesgeneratricesP1(z), i E {O, 1}, sobre(2.A.8) se obtiene

jizP¿(z) + a(Po(z)— P00) = >zPí(z). (2.A.9)

Las relaciones(2.A.7)y (2.A.9) conducena la ecuación

jizP¿(z) + (ci + >(1 — Po(lfl’R(z)))Po(z) = ciPoo. (2.A.1O)

En primer lugar, se resuelve (2.A.10) en el caso & = o, ~ > O. La solución generalde la ecuación MI
diferencial (2.A.1O) es de la forma

Pn(z) = exP{ír’ j q(v)dv} (Po(í) —a¡C’Pooj ii’exP{/i.’j~(v)dv} dii),

donde MI
q(v) = v

1 (a + >(1 — Po(lfl1R(v)))

MI
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ParadeterminarP0(1) y Roo, se particulariza(2.A.7) en el puntoz = 0. Entonces,se tiene

Po(1) = ¡«0) = 1— p. (2.A.12)

Sustituyendoel valor de Po(1), dadopor (2.A.12), en la relación (2.A.11) y tomandoz = O sobrela
expresión resultante,se obtiene,despuésde algunasmanipulacionesalgebraicas,la igualdad

= 600H(0) + (1 — 6~0)jia’ (¡1 xC/fr.~lHl (x)dx) . (2.A.13)

Entonces, (2.A.1) es deducida tras la sustitución de (2.A.12) y (2.A.13) en (2.A.11), y el posterior
reagrupamientode términos.

La expresión (2.A.2) para 14(z) se obtienea partir de (2.A.7) y la igualdadK(z) = Po(z)+ zPr(z).

En el caso& > o y ji = Ola relación(2.A.1O) conducedirectamentea (2.A.4). La expresión(2.A.5) es
obtenidaa partir de (2.A.4) y (2.A.7). Estosresultadossoncoherentescon losobtenidospor Farahmand
(1990).

o

Parafinalizar esteapéndice,en el siguienteresultadose reunenlos dos primerosmomentosfactoriales
de la distribución límite {PIjJ(á,j)6e. La demostraciónde este resultadoes estándary, por ello, será
omitida.

Corolario 2.A.2. i) Si a =O, ji >0 y p < 1, entonces

Mf =ji’(>p+a(Poo+p— 1)),

Mf = ¡F’(>qi — Mf>(cv + ji — >p(l —

= p(l — p)’Mf + qs —

= (1— p)’(2qjMf + pMf) + q~ — 2M1%

donde >2/J2

= P + 2(1 — p)

3, q2~;l,2/J2+P> ¡32 + ~ +
l—p

2(l—p)2 3(1—p)’

son los dos primeros momentosfactorialesde la distribución límite del número de clientespresentesen
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el sistemaM/G/1 con línea de espera.

u) Si a > O, ji = O y p(> + a)cC’ < 1, entonces

Mf = (& — (>+ a)pf1>(1 —

Mf = >(& — (>+ a)pfl’(2qiMf + (1—

= p(l — p)’Mf + qi —

= (1 — p)’(2qiMf + pMf) + q~ — 2Mf.

u’
a’
2
a’
MI
a’
4
a’
Ni

Ni
a
u’
a
a’
a
a>

u’

Ni
a
a’
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Capítulo 3

Sistemasde colas con mecanismo de
aclarado y disciplina lineal de
reintento

3.1 Introducción

Estecapítuloestádedicadoal análisisestocásticode sistemasde colas conun uníco servidory disciplina
lineal de reintentogobernadospor un mecanismode aclaradoque instantáneamentédestruyetodo el
trabajopresenteen el sistema.

Los trabajospreviossobresistemasde aclaradoestocásticomuestranaplicacionesa la teoríade colas,
sistemasde inventarios,actividadesde mantenimientode maquinariay sistemasde servicio público. El
principal problemaestudiadoha sido el diseñoóptimo de estossistemascuandoel niv~l de aclaradoestá
sujetoa control y una estructurade costees asumida.Las funcionesde costeempleadassonlinealesy
reflejanun costefijo por aclaradoy un costepor unidadpresenteen el sistemaen el instantede aclarado.
Así mismo,lasaplicacionesdelos sistemasde aclaradoa la teoríade colashansido realizadasúnicamente
en el casode líneasde esperaclásicas.

El objetivoprincipaldeestecapituloconsisteen el desarrollodel sistemadecolasM/G/1 permitiendo
la presenciasimultáneade la disciplina lineal de reintentoy de un mecanismode aclaradoestocástico
gobernadopor una variable aleatoriaexponencialmentedistribuidacon parámetro6 > O. Adicional-
mente,seestudiael sistemade colasM/M/1 con disciplinalineal de reintentoy mecanismode aclarado
gobernadopor unavariable aleatoriageneral. En amboscasos, los sucesosdel procesoestocásticoaso-
ciadoal aclaradodel sistemason llamados ‘desastres’.Talesdesastrespuedenser vistos como rupturas
generalesdel sistemacausadaspor un virus o unaordende borrado en sistemasde ordenadoresdonde
se considerela disciplina lineal para controlar el accesoal servicio de los mensajesalmacenadosen el
buifer. Debe observarseque la existenciade un flujo de desastresimplica diferenciassignificativasen los
resultados matemáticos, debido esencialmente aque la estructuramatricialdetipo M/G/1 no se conserva.

El resto del capítulo es organizadocomo se explica a continuación. En la sección3.2 se realiza la
descripciónmatemáticadel modeloM/C/1 con aclaradoy reintentos,dondese obser<’aque la existencia

115
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del primer momentode la distribucióndel tiempo de servicio es suficienteparaasegurarla ergodicidad
del sistemacuando6 > O. La distribución limite y sus primerosmomentosson estudiadosen la sección u3.3. En la sección 3.4 se desarrolla un esquema recursivo para calcular la distribución límite basado en
la teoría de procesosreyeserativos. El procedimiento seguido contempla la posibilidad de que el flujo
de llegadas originales sea un proceso Markoviano con intensidades dependientes del estado del sistema.
La sección 3.5 estádedicadaal estudiodel tiempo de permanenciaen el sistemacuandola disciplina
de servicio consisteen servir a los clientesen el orden de llegada. El análisisdel periodo de ocupación
del sistema y otras variables aleatorias relacionadas, es abordado en la sección3.6. En la sección3.7 se
realizael estudiodel sistemade colas M/M/1 con disciplinalineal de reintentoy mecanismode aclarado

jgeneral. En particular, los epígrafes 3.7.1 y 3.7.2 se centranen el cálculode la distribución límite y el
análisisdel periodode ocupacióndel sistema, respectivamente. Finalmente> en la sección 3.8 seincluyen
algunoscomentariosy notasbibliográficas. 4
3.2 Descripción del modelo matemático. Condición de ergodi-

cidad MI
Se consideraun sistemade colascon un único servidor al cual lleganclientesde acuerdocon un proceso
de Poisson de intensidad > > 0. Si un cliente encuentrael servidorocupadoabandonainmediatamente 4
el área de servicio y se une a la órbita. Se asume la disciplina de reintento lineal; esto es, el tiempo de
reintentosigueunadistribuciónexponencialde parámetroci(1 — óoj)+jji, cuandoel tamañodela orbíta
es 5. Los tiempos de servicio son generales con función de distribución continua 8(t) (B(O) = O), primer MImomento¡3í < oc y transformadade Laplace-Stieltjes¡3(6). Adicionalmente,se consideraun procesode
Poissonde desastresde intensidad6 > O. Si un desastreocurre entoncestodos los clientespresentesen
el sistemasoninmediatamenteexpulsados.Los procesosde llegadasoriginalesy desastres,los intervalos
separando sucesivos reintentos y los tiempos de serviciosonmútuamenteindependientes.

El estadodel sistemaenel instanteíes descritomedianteel procesoMarkovianoX = {XQ),t =0} =

{(C(t), Q(t),¿Q)), t =O}, dondeC(t) toma los valores0 o 1 dependiendode si el servidorestáocioso u 4
ocupado,respectivamente,Q(t) denotael númerode clientespresentesen la órbita y, si C(t) = 1, ¿(1)
representael tiempode servicioconsumidodel clienteque estásiendoservido. El espaciode estadosdel
procesoX es eí conjunto5 = 10,11x IN x IR+. Si se omite la variable ¿(1), entonces el proceso resul- utanteY = {YQ), 1 =0} = {(CQ), Q(t)), 1 =O> es un procesosemi-regenerativocon espaciode estados
8 = {O, 11 x IPJ. Su proceso de renovación Markoviana encajado es (Q,q) = {(QTI, qn), u ~ ~1,donde

es el instantede la n-ésimasalidageneralizada(qe = O) y Q,.. = Q(n~ + O), u > 0. Se atribuyeun
significadomásgeneralal conceptode instantede salida, al pasara designarun instantede finalización
del servicioo un instantede aclaradodel sistema.

Essencillo probar (ver el Teorema9.6.12de Cinlar (1975))que las probabilidadeslimite del proceso 4Y existen y son positivas cuandola cadenade Markov encajadaQ = {Q,, u =0> es ergódica.Paraello,
es necesarioasegurarque la función 1 — K~((i, 5), (le, 1)), donde

K~((i, 5), (le, 1)) = P (YQ) = (le, 1), q~ >1/Y(O)= (i,j)) (1,5), (le, 1)68, 4
es integrableRiemannen sentidodirecto. La función K~((i, 5), (le, 1)) viene dadapor las siguientesexpre
siones: 4

4
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Kt((i,5),Qc,l)) =

(>5+’)’ (1 — B(v))du,

1’=ñf~ >e(A+(a+6)(isoi)+iP)(tu)e-«A+6)ulf±Ly±(1— BÓO)du

+I{¡~=~}f~ (cx(1 — 6o~) +jji) e~«Á+(a+ñ)(1oi)+iP)(tu)e.«Á+ó)u

e~dÁ+6»~27,’(1 — 8(t)),

0,

sí z = le = 0, = 1 > O

si¡=O, le=1, 1+1=5=0,

síz=le—1 1>5>0

,

en otro caso.

Empleandoargumentosanálogosa los seguidosen el sistemade colasM/G/l con~ líneade esperase
compruebaque las anterioresexpresionessonintegrablesRiemannensentidodirecto(ver Apéndice3.A).

La ergodicidadde la cadenade Markov Q es estudiadaen el siguienteresultado.

Teorema 3.2.1. Si 6 > O y f¿”’ e6ttdBQ) esfinita, entoncesQ es ergódica.

Demostración.La matriz de probabilidadesdetransicióndela cadenade Markov Q
elementos:

tiene los siguientes

1 + x*yO~(> + 6)— ¡3(6)),

ji

X+a+ip+h f~7 e(”~6)>

a+itL ~OO +A»(Mr— •~

‘

+ ~b~1=J} A+a+ijt+6 ~ e ~ (1—1+1)! dBQ),

si i = 5 = O,

si i = 0,5=1,

si i =1,5 = O,

si i= 1,5=1.

(312.1)

Paraprobar la condiciónde ergodicidad,seráutilizado el criterio de Fosterqueestablecequeunaca-
denade Markov irreducibley aperiódica,Q, con espaciode estados.4, es ergódicasi existenunafunción
real no negativa1(s), s E A, un númeropositivo e y un subconjuntofinito 8 del espaciode estadosA
tales que la tendenciamedia

y. = E[f(Q~~~) — f(Q~)/Q
5= 5],

es finita paratodos E A y ‘y~ =—e paratodo s ~ B.

1% = P (Q~~~=5/Qn i) =

Considerandof(i) = 1, i E A = IN, se obtiene



Cap. 3. Sistemasde colas con mecanismode aclarado y disciplina lineal de reintento

si i = 0,

(3.2.2)

= ~QZ.n~Qf00 e 6ttdBQ) ((í — ~ + úJw}X+a+ip+ si i> 1.

Dado que 6 > O, es posible garantizar la existencia de un entero no negativo irj tal que y~ < —C para

> ir,. Entoncesel teoremase siguedesdeel criterio de Foster.

E

Nóteseque una condición suficientepara asegurarff7’ e6ttdB(t) < oc es la existenciadel primer

momentofi de la distribucióndel tiempode servicio.

3.3 Distribución límite y primerasmomentos

Estasecciónestádedicadaal estudiode la distribuciónlímite del procesoY= {YQ), t = O>. El esquema
de transiciones entre los estados de Y es representadoen la Figura 3.3.1. La función q(x) es la razón
condicionalde finalización de servicio cuando¿(t) = x (q(x) = B’(x)/(1 — B(x))). Debeobservarseque
un desastreproducidocuandoel sistemaestávacíoes irrelevantedebidoa queel procesopermaneceen
el mismoestado

6~> Y 6
q(z)

,&+jji

6> 6

6> 6
q(x)

0+11

6

Figura 3.3.1. Espaciode estadosy transiciones

Seala distribucióndel procesoX = {X(t),t =01definidamediantelas probabilidades

q(x)
6

P
05(t)= P(C(t) = O, QQ) = 5), t =0,5 =O, (331) ti

y las densidadesprobabilísticas

14~(t,x) = P(CQ) = 1, QQ) = ix =EQ) < x + Ax), t > O x> 0 5 > O.
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La obtenciónde las ecuacionesdiferencialesquegobiernanla dinámicadel sistemase fundamentaen
argumentos basados en la continuidad del movimiento del proceso X, sobreel espaciode estados5, en un
intervalo infinitesimal de tiempo. Con la ayuda de la Figura 3.3.1, se deducenlassigdientesecuaciones:

Pr,r,Q + A) = Por, (t)(1 — >A) + ¡ P1r,(t, x)~(x)Adx+ 6A Pok(t)+ ~ZJ 14tQ, x)dx) + o(A),

(3.3.3)

Po5Q + A) = Po~Q)(1 — >A)(1 — (a + 5ji)A)(1 — SA) + ¡ 14~(t, x)~(x)Adx+ o(A), 5 ~ 1, (3.3.4)

P13(t+A,x+A) = 141(t,x)(1—AA)(1—~(x)á)(1—6á)-l-(I—6o3)Pxj..~(t,x)AA+o(Aj, j =~,(3.3.5)

dondeo(A) es tal que limA....o o(A)/A = O. La interpretaciónde >(x) en (3.3.3)-(3.3.5)es similar a la de
A y 6; es decir, q(x)A representala probabilidadcondicionalde que ocurraunafinali~ación del servicio
en el intervalo infinitesimal de tiempo (1,1+ A) dadoque¿(1) = x.

Reagrupandotérminosen (3.3.3)-(3.3.5),dividiendopor A y haciendoA — O, se tienenlas relaciones

dPao(t) -i->Pr,oQ) =j PioQ,x)i#x)dx+6 (ÉPOkQ)+É ¡
00P Qx)dx) , (3.3.6)

dP
05Q) + (A + & +511+ 6)P95(i) = (
di .P15Q,x)q(x)dx, j =1, (3.3.7)

_______ 8141(t,x

)

8145Q,x) + Ox + (A + q(x) + 6)14~Q,x) = (1 — 6r,5).AP1,5...1(t,x), 51=0. (3.3.8)
al

Análogosargumentosconducena establecer,cuando«1) = 0, la condiciónfrontera

P15(t,O) = >P01Q)+ (a + (5± 1)ji)Po,5+iQ), 5 =0. (3.3.9)

Paralas probabilidadeslímite Pr,5 = limt...c,, Pr,3(t) y las densidadesprobabilísticaslímite 141(x) =

limj....,~, P11(t,x), 5 =O x > O se definen las funcionesgeneratrices

00 00 ,.0o

Po(z) = >ZPo,z’, Pi(z,x) = 2145(x)zJ y 14(z)= ]14(z~x)dx.’ (3.3.10)

5=0

Entonces,la existenciade P1(z), 1 e {O, 11, para ¡z¡ ~ 1, estáaseguradacuando6 > O. Haciendo1 —* oc
en (3.3.6)-(3.3.9) y considerandolas funcionesgeneratricesintroducidasen (3.3.10),se obtienenlas ecua-
ciones

pzP¿(z)+(>+cx+6)Po(z) = 6 +a~oo+j 14(z,x)n(x)dx, (3.3.11)

814(z,x)+9’— >z+q(x)+6)14(z,x) = 0, (3.3.12)

Ox

(3.3.13)zPi(z,0) + aPr,r, = jizP¿(z)+ ()a + cx)Po(z).
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Resolviendo(3.3.12), se tiene

14(z,x) = 14(z,O)(1 — (3.3.14)

Combinando(3.3.11),(3.3.13)y (3.3.14),es posiblededucir la igualdad

jiz (z — /3(> — .Az + 6)) P¿(z)+ ((A + & + 6)z — (Az + &)/3(A — Az + 6)) J’o(z)

= óz + a (z — ¡3(> — Az + 6)) Poo.

MI
(3.3.15)

El siguienteresultadoserá utilizado en la resolución de la ecuacióndiferencial (3.3.15) y de otras
ecuacionesqueaparecerána lo largode estecapítulo.

Lema 3.3.1. Seanlas funciones

f(z, ft,w, x) = (6 + A + & + 6)z — x(Az+ a)/3(w +> — Az + 6),

g(z,w, x) = z— x¡3(w +> — Az + 6),

para Re(O)=0, Re(w) =0,121 =1 y xj < 1. Entonces

i) Para cada valor fijo de (9,w,x), la función f tiene una única raíz z = h(O,w, x)
disco unidad, ¡z¡ < 1~

u) Para cada valorfijo de (w,x), la función g tiene una única raíz z = h(w,x) en el
unidad, ¡zj < 1.

en el interior del

interior del disco

Demostración. Si Re(O) =O, Re(w) =O y ¡x¡ =1, es posibleasegurar,por el Teoremade Rouché,
quela función f(z,O,w, x) tieneunaúnicaraíz en el circulo ¡z1 < 1—e,dondee > Oessuficientemente
pequeño.Paraello, bastaobservarque

¡x(Az + ct)fl(w +> — Az + 6)1 < lO + A + & + 61(1 — e),

y que,como consecuencia,se tiene

¡x(>z + a)fi(w + A — Az + 6)1 < ¡(6+> + & + 6)z¡,

sobre el recinto C = {z/¡z¡ = 1—e>. Entonces,seobtienei). Argumentos análogos basados en la relación
¡x/3(w + A — .Az+ 6)1 < 1 — e permitenestableceru) (ver Takács(1962)).

o

La distribuciónlímite del procesoY es estudiadaen el siguienteteorema.

Teorema 3.3.2. i) Si a ~ O y 11 > O, entonces

Po(z) =
11—17--a/p J~ ( +

— 6u”
1A’

6))exP{ ¡ r(v)dv} dv,— Av +

MI
MI

J

MI
MI

4

(3.3.16)

MI
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14(z) = (1— ~> — Az + 6))(6— (> — >2 + 6)Po(z)) (3.3.17)
(A— Az + 6)(z — /3(> — >2 + 6))

donde

r(v) = — A/3(A — Av + 6) + 6
¡i(v—¡3(A—Av+6))

1 ~ ~(A—Xu+8)—u exp {f¿1 r(v)dv) du, si a = O,
PO

0 = A” ~~a/! 5
¡ ~ — x¡’~j,, r(v)dv j..U .s~ & (3.3.18)
t L’ auo/u-’exp{f

t rCv)dv}du

es la raíz de la función g descrita en el Lema 3.3.1 para el caso (w,x) = (0,1). ¡

u) Si a> o y ji = O, entonces

Po(z) — hz + a(z — lINA — Az + 6))Por

,

(A+ a+&)z —(Az+a)/)(A — Az+6)’ , (3.3.19)

= (1— ¡39’— >z + 6))(6(>z + a) —a(A —>2 + S)Pr,r,

)

14(z) (A— >z + 6)((> + & + ó)z — (Az + a)/39’ — >2 + 6))’ (3.3.20)

donde
6(>2+&)

— a(> — >2 + 6) (3.3.21)

es la raíz de la función f descrita en el Lema 3.3.1 para el caso (O,w, x) = (0,0,1).

Demostración. En primer lugar es considerado el caso & > O y ji > 0. El coeficientede P~(z) en
(3.3.15)tiene dosraícesz

1 = O y z2 = 2. Como 6 > Ola raíz 2 estáen el intervalo (01). La soluciónde
la ecuacióndiferencial (3.3.15)cuandoz E (2,1] puedeser expresadaen los términos

1’o(z) = exp{J~ lJ(v)dv} (P0(1) + ¡ q(v)exp{j~ P(v)dv} du) , (3.3.22)

donde
6v+a(v—fi(A—Av+6))Pr,o

p(v) = r(v) + y q(v) = jiv(v — ¡3(A — Av + 6)) (3.3.23)
pv

Es sencillo probar que la integral f~’ p(v)dv divergecuandoz —4 2-1-. Por otra parte,Pr,(2) < oc.

Comoconsecuencia,la integralLi q(u)exp{f7p(v)dv}dv tiende aPo(1) cuandoz .-. 2+.

La continuidadde la función generatrizf’o(z) en el punto z = E conducea la expresión

6
(3.3.24)
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El siguientepasoconsisteen la elecciónde un punto arbitrarioz0 C (O, i) y la posterior resolucionde
(3.3.15)en el intervaloz E [z0,i). Se obtieneentonces 4

Po(z)= ex~{j~(v)dv} (Po(zo+j
tQ(u)exP{j”P(v)dv} dv) z E [z~,i). (3325)

Haciendoz — ~—sobre (3.3.25)y teniendoen cuentaquePo(2) < oc, se encuentraunaprimeraexpresión
parala condicióninicial Po(z

0),

Po(z0)= J q(v) exp {¡ P(v)dv} dv. (3 326) 4
Repitiendolos argumentosparael casoz E (0, Za] y haciendouso de la condición Po(O) < oc se deduce

junasegundaexpresiónpara

Po(z0)= ¡ ~(u)exP{jzú(v)dv} dv. (3327) 4
Obsérveseque la expresión(3.3.25) sigue siendo válida para expresarla soluciónde (3.3.15) cuando

E (O, Za]. Igualandolos valoresde Po(za) dadosen (3.3.26)y (3.3.27),se obtienela expresión(3.3.18)
paraPr,r, en el caso& > O y ji > 0. Es posibleentoncesreescribirla soluciónde la ecuación(3.3.15)como
(3.3.16). Se debeobservarque el rangode z parael cual (3.3.16)es válida es (0,1]— {2>.

Teniendoen cuentaque .P~(z) = q(z) — p(z)Po(z), las relaciones(3.3.13) y (3.3.14) conducena la
expresión

P:(z,x) = (1— B(x»e«AAZ+SW 6—(A — Az+ 6)Po(z) (3328) 4z—fl(A—Az+6)

Integrando la relación (3.3.28),se tiene (3.3.17). En el casoparticularz = i se consigue

La discusión del caso & = O y ji > O es massimple que la anterior. La ecuacióndiferencial (3 3 15) 4
tiene unaúnicasingularidadz1 = E en el intervalo (0,1). La soluciónde (3.3.15)cuandoz E [0,i) puede
escribirsecomo en (3.3.25), sustituyendoel punto auxiliar Za por el punto z = 0. Teniendoen cuenta

4que Pr,(2) es finito y que la integral f2
0 p(v)dv divergecuandoz — 2—, es posible deducirla expresión(3.3.18)para Por> La relación (3.3.22)continúasiendo válidacuandose resuelve(3.3.15) en el intervalo

z E (i, 1]. Observandoque ./‘o(2) < oc y que la integralf) p(v)dv divergesi z —~ 2+, se deduceque

Pr,(1) =f q(v)exp{J’ P(v)dv}dv.

Argumentossimilaresa los seguidosen el caso& > O y ji > o conducena expresarlas funcionesgenera-
trices P~(z), i e {O, 1}, como (3.3.16) y (3.3.17) cuando& = 0.

A continuaciónse estudiael casoa > O y pi = 0. Si pi = 0, entoncesla ecuación(3.3.15) se reduce ‘4directamentea la expresión(3.3.19)paraPo(z),cuandoz E [0,1]— {2>. Se observaque la raíz2 estaen

4
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(0, 1) cuando6 > 0. Aplicandola reglade L’Hñpital seobtieneel valor

Pr,(2) = (>2 + a)(a(1+ >¡3’(> —>2 + 6))Pr,r, + 6

)

A9’i + a)2¡3’(A — >2 + 6) +a(A + a + 6)~

La probabilidad Pr,r, es obtenidaparticularizando(3.3.15) en el punto i y observandoque O < Por, <

Po(2) < 1. De este modo, se deduce la expresión (3.3.21).

Finalmente,utilizando lasrelaciones(3.3.13), (3.3.14) y (3.3.19)se obtienen

Pí(z, x) = (1 — B(x))e(xx2+h)x 6GXz + a) — a(X—Az + 6)F’r,r

,

(A + a+ 6)z — (Az + &)/3(A — Az +6)’ z 6 [0,1]— {2}, (3.3.29)

P1(2,x) = (1— B(x))eÁÁAZ+ñ)x A6(A+ a + 6)(AE + a

)

(A—>2 + 6)9’9’2 + a)2fl~(A — >2 + 6) + a9’ + a+ 6)) (3.3.30)

Integrando(3.3.29)y (3.3.30),sonobtenidaslas expresiones(3.3.20)y

>S(>+a+6)(a—(a+6)2)14(2) = (A — >2 + 6)
2(A(A2+ a)2¡3~(A — >2 +6) + a(> + a + 6))

o

Parafinalizarestasección,en el siguientecorolariose reunenlosprimerosmomentosde la distribución
limite {~íj}(íj)ec~

Corolario 3.3.3. SeaM, 1 e {O, 1>, el primer momentode lasprobabilidadeslimite

= hm P(CQ) = i, Q(t) = 5), (i,j) EL.

* 00

i) Si & =O y ji > 0, entonces

¡39’— Mt +6) ~ (~W~

Mf = ~ (1—3(6) (í— (A + ~M’— ¡3(6)) + 611 u — ab e ~jr(v)dvJ ~

+ &poo (~ (A+cO(1—8(6))--6 u~/’~ exp{j r(v)dv} du)) , (3.3.31)

______ (>+a)(1—¡3(¿))+ji+6
Mf = Ar’ ~1 ¡3% (í+¿~—’ (í

(A + a)(1 —fi(6)) + ~ + 611uO/P~íexp {j r(v)dv} d~) . (3.3.32)
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u) Si & > O y pi = O, entonces

Mf = (&((A — A¡3(6) + 6)¡3(6) + A6¡Y(6))Pr,r> — 6(a¡3(6) + >(A + &)¡3’(6)))

~ ((A + &)(i — ¡3(6)) + 602, (3.3.33)

= (aéReo ((A — A/3(6) + & + 6)(1 — /3(6)) — A6/3’(6)) + A62(> + ~)~Y(6)

+ (1 — ¡3(6))(A9’ + &)2(1 — ¡3(6)) + 6(A2 — e4& + 6)))) ((A + cx)(í — ¡3(6)) + 6026’. (33 34) ‘4
La demostraciónes sencilladesdeel Teorema3.3.2y, por e]]o, esomitida.

3.4 Esquemarecursivo para calcular las probabilidadeslímite

En estasecciónse desarrollaun esquemarecursívonuméricamenteestableparacalcularlasprobabilidades 4
limite de sistemasde colas con un único servidor y reintentos,sujetosa rupturasgeneralesgobernadas
por un procesode Poissonde desastres.El sistemaconsideradoen estaseccióngeneralizaal modelocon
disciplinalineal de reintento y mecanismode aclaradodescrito en la sección3.2, permitiendoque los

4clienteslleguen al sistemade acuerdoa un procesoMarkovianocon intensidades,A15, dependientesdelestadodel sistema.

A igual que en la sección2.4, se emplearáun métodoalgorítmicobasadoen la teoría de procesosre-
generativosy en la propiedadPASTA. Es interesantereseñarqueel métodoes válido aunqueel sistema
no preservala estructuramatricial de tipo M/G/1.

El procesoMarkoviano de llegada con intensidadesdependientesdel estadodel sistemacubre un
numero importante de casos particulares. Tomando >15 = A, si i E {O, 1> y j =0, se tiene el sistema
M/G/1 con política lineal de reintento y desastres de las secciones previas. Si se asumeun modelo con
capacidadfinita de la órbita, K, entonceslas intensidadesde llegadade clientes deben ser tomadas como 4

= A, si i E {O, 1> y O =5 < K — 1 >0K = A y >~ = 0, en otro caso. Cuandola particularizaciónes
>15 = A(1< — 1—5), si (1,5) es tal que O =1±5< 1<, se obtieneel procesocon quasi-randominput usado
en las actividadesde mantenimientode 1< máquinas(repairman problem). Tomando6 = O se obtienen 4
los correspondientessistemassin flujo de desastres.

Un ciclo de regeneracióndel sistemaes definido comoel tiempotranscurridoentredosvisitasconse-

4cutivasdel procesoY al estado(0,0). A continuaciónse definenalgunasvariablesaleatoriasasociadasaun ciclo:

T = longitud del ciclo,
= cantidadde tiempoque el procesoY permaneceen el estado(1,5) en [O,T), (1,5) EL,

Nr,5 = númerode finalizacionesdel servicio en [0,T) quedejanaj clientesen órbita,5 =1,
N = númerode salidasgeneralizadasen [O,7’). 4

Se define también Nr>r, corno el número de veces durante[O,7’) en que el procesoY visita el estado
(0,0). Es claro que Nr,r, = 1, si bien la visita puededebersea unafinalización del servicioo a la ocurren-
cia de un desastre. 4

4
4
4
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Debe notarseque el procesoen tiempo continuoY = {Y(t),t =01 es un procesoregenerativocon
procesode renovaciónencajado{T~, ~‘2, ...J, dondeT1 denotael i-ésimo ciclo de regeneración.Porconve-
nienciaen la notaciónse toma7’ =

De la teoríade los procesosregenerativos(ver Stidham(1972))se deduce

E[T15

]

E[T] (i,5)eE. (3.4.1)

El argumentobásico en el desarrollo del método algorítmico para calcular la distribución límite
consisteen analizarel númerode transicionesentrediferentesconjuntosde estadosdurante

[0,7’). Obsérveseque el númerode transicionesdesdeel estado(0,5) es igual al númérode transiciones
hacia el estado(0,5) en un ciclo de regeneración.Aplicando la propiedadPASTAse obtieneque los
correspondientesvaloresmediosverifican la igualdad

(Ar,5+cr(1—t5o~)+jpi+6(1—6r,5))E[To5]=E[Nr,y], 0=5< KA (3.4.2)

Análogamente,el númerode ocasionesen las cualesel tamañode la órbita sobrepksasuperiormente
el nivel 5 — 1 es igual al númerode ocasionesen que lo hace inferiormente.Tomandoesperanzassobre
estosvalores,se deducela relación

K
A1,5..1E[T~,~’] = (& + 5ji)E [Tos]+ ¿>3(E [Tr,~] + E[Ti,..]), 1 =5=K. (3.4.3)

n=5

Nóteseque (3.4.3)es equivalentea

5—1

A1,5...1E[7j,~...í] + 6>3 (E [Tr,~]+ E [Ti~]) = (ci + jji)E [Taj] + 6E [2’], 1 =5<K. (3.4.4)
n0

Dividiendo (3.4.4)por E[T], en virtud de (3.4.1), se tieneque

5—1

At,5..4Pi,j...i+ 6>3 (Pon + Pm) = (ci + 511)-Pr,5 + 6, 1 =5=K. (3.4.5)
n=0

La expresión(3.4.5)muestraque paracalcularla distribución límite bastacon encontrarla sucesión
deprobabilidadesparciales{14j JJÑr,. La probabilidad Pr,o es calculadamediantela cor~diciónde normali-
zación

K
= í — p10 — >3 (Pr,~ + P1~) . (3.4.6)

n1

A continuaciónse obtendráunarelaciónrecurrenteentrelas probabilidades{P1flJ§r,. Paraello, es
necesariodefinir algunascantidadesauxiliares. Para0 <5 ~ K y O < le < min(5 + 1, K), sean

= cantidadesperadade tiempo que, duranteun servicio, hay 5 clientesen lá órbita, dado que
tras la salidageneralizadaprevia quedaronle clientesen la órbita,
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T1k5 = cantidadde tiempo en [0,2’) durantela cual el sistema permaneceen el estado(1,5),
contabilizada sobre aquellos tiempos de servicio precedidos por una salida generalizada que dejó a le
clientesen la órbita.

Obsérveseque
3+1

= >3rrlk
5, O=j<K

siendoj = min(5,K — 1).

Teniendoen cuentalas definicionesde
T1k5 y de Nr,

5, y aplicandola identidad de Wald, se obtiene

3+’
= >3AkJELNOk], 0=5=K.

k=0

(3.4.7)

Con la ayudade (3.4.2), es posiblereescribir(3.4.7)en los términos

3+í
E [T15]= Ar,5 + >3Ajej (>0k + & + leji + 6) E [

Tok],

k=1

Haciendousode (3.4.4)y (3.4.8), se deduce

& ~Aí,k., (í + >0k

~1
Ak

5E[T,,k,]

>0,5+1 +6’

\

65K) (i + 1l)p} As+ísE[Tr,s]+(1—6r,s)

J
(E [Tr,~]+ E[T

1~])
r.=0

(1 + >0k ±6Ni
le1u)

3+’
Aíj-E[T]>3

k=1

(í± ci+kp

)

(í — (1 — bSK)(>15 + 6) (í +
Aoá+í+6

)

As+1s)-1 0=5=1<. (349) 1
Dividiendo ambos miembrosde la igualdad (3.4.9) por E[T] y considerandola relación E[T] =

(Ar,r,Pr,r,)—’, seobtieneque

Pu = (AOOAOJ

5
Por> ±(1—6o5)>3>±,k-.1

k=i

(1 ±>1)Aí,P,,k-‘

A5~,,5Pr>5 + (1— 6r,~)
5—1>3 (Pr,,.+ 14,.)
n=0

>0k + 6’~(1 + & + lep)
3+’

Ak5 ->3 (í +

u’

J

2
2
2
Ni

0=5=1<.

2
(3.4.8)

E[T,5] = (A05 + (1— 6r,fl~

±6 ((1

k=n+1

Ak.Q)
a

2

3+1

x>3
k=n+t

2
1

>0k + 6

)

& + ¡api
AkJ))

a’

a
2
‘a
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Ar,~+, + 6
>< —(1— 65K)(A1S ±6)(í + —‘ 0 <5 ~ 1<. (3.4.10)

La aplicaciónsimultáneade las fórmulas(3.4.5)y (3.4.10)proporcionaun esquemarecursivoestable
paracalcularlas probabilidadeslímite en términosde Pr,r,, quevienedadapor la expresión(3.4.6).

El siguientepaso consisteen conseguirexpresionesexplícitasparalas cantidadesAq.
introducenlos valoresmediosBks,O =le =5 < K definidos como

Paraello, se

BMS = cantidadesperadade tiempoque,duranteun servicio, hay j clientesen la órbita dado queen
el instantede su comienzohabíale clientes.

Entonces,condicionandorespectode la procedenciadel cliente queestásiendoservido,se obtienen
las relaciones

= (cx(1— ¿~~) + ¡cg) ykBk...,5 + Ar,kykBís,

= (cx -i-(5±l)j4y
5~,By5,

0< le <5 < K,

0<5=K—l,

1

>r,~ + &(1 — ¿Ok) + lep + 6(1 — 60k)

En el caso particular del sistema de colas M/G/1 con disciplina lineal de reintento y
aclarado, descrito en las secciones previas, se tiene que

fr,
00 ed”~6» ít~~.(í — BQ))dt,

8k5 = 1 fa”” edA+ó)t(1 — BQ))Zr-X—k (Xi)” di, si 5 = K < oc.

mecanismode

si 1< = oc o 5 <1< <oc;
(3.4.13)

Parademostrarla validez de (3.4.13) en el caso 1< = oc o 5 < K < oc, se consideraun intervalo
infinitesimal (1, t + Al). Entoncesel intervalo contribuye a Bks si el serviciono hasido completado antes
del instante1 (conprobabilidad1 — 8(1)), no haocurridoningúndesastre(con probabilidadeót) y 5— ¡a
clientes han llegado al sistemaen (0,1) (con probabilidadeAt(>tYk/(j — le)!). El caso 5 = K < oc
es de naturalezaanáloga.Sólo es necesarioobservarque son necesarias,al menos,K — le llegadasen el
intervalo (0,1).

Las integrales que aparecen en la expresión (3.4.13) pueden ser reducidas a sumas finitas en el caso de
las distribuciones de servicio mas usuales. A continuación se exponen las expresiones’ de las cantidades
8k5 correspondientes a las distribuciones de servicio exponencial, determinista, Coxian-2 y Erlang.

Ejemplo 1. Distribución exponencial.Se asumeque BQ) = 1 — e~it, 1 > O, u> O, entonces

Bk, = { A+u+?

siKoo o 5<I<<oc,

s~j= 1< < oc.

donde

7k =

(3.4.11)

(3.4.12)

le> O.
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Ejemplo ~. Distribución determinista. Se consideraque el tiempo de serviciode un cliente es una
constanteD > O. Es entoncessencillo comprobarque

X~5 11k (í — e~9A+
6)DZ~Lt ((A+6)DY’

)

a-.’ — e6D —(1— 6kK)e~«Á+ó)D

si 1< = oc oS <1< < oc,

si 5=1< < oc.

Ejemplo 3. Distribución Coxian-2. Se consideraque la función de densidaddel tiempo de servicioes

b(t) = Pi u

1eVlt +p2víe~V2t t > 0,

dondeu, > u2
expresión:

> O, p~ = í—p, y Pi = 1— bv¡/(v, — u2). En estecaso,Bks puedereducirsea la siguiente

= It
1. z~=~ ~

¡ >

.

siK=ocoj<K<oc,X+w~+6 X+u~+6 }‘

si 5 = 1< <oc.

El parámetrob perteneceal intervalo [0,1]. Una variable aleatoriacon distribuciónCoxian-2 tiene un
coeficiente de variación mayor o igual a 1/2. En particular, la distribución hiperexponencial, H2, requiere
que los pesos Pi y P2 sean no negativos.

Ejemplo .4. Distribución Erlang. Se supone que la función de distribución del tiempo de servicio es

00-1

BQ) = 1 — >3 e~~t(vt)~(n!)í
n=r,

Entonces,se deducela expresión

1>0 m>1,u>O.

( X,k ~-,rn— 1 (“+5 —fl! (vN”{ (5~k)!(X+u+h))k+l Z.~nO r.! kX+u+6J

BkJ = xE:4h(:+~ó)flzLtÍ(:~n (X+~+4~

si 1< = oc oS < 1< < oc,

si 5 = 1< < oc. J
Otras distribucionesde tiempos de servicio (por ejemplo,mixturasde distribucionesErlang, trasla-

ciones de distribucionesexponenciales(shifted exponential distribution), etc.) conducena expresiones

J

JI

2
ji
ji

Bk, = {
J
4
a
u
u
4

ji

u
a
a

J
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explícitasparalas cantidadesBks.

La experienciacomputacionalmuestraque elesquemarecursivo proporcionado por lasfórmulas (3.4.5)
y (3.4.10) es numéricamenteestable. Debe observarseque sólo una diferencia apareceinvolucradaen
(3.4.10). No es previsible entonces una pérdida de precisión significativa.

Distribución exponencial

(A,a,p,v,6,K)=
(4.7,1.4, 5.5, 5.3,0.001,19)

Distribución determinista
(A, a, ji, D, 6, K) =

(0.75, 4. 3,0, 0.3, 1.1,12)

Distribución H2
p,p, Vi, Vi, & K) =

(5.3,0,2.9,0.25,2,4,0.3,17)

5 “r>s 14s .P05 P15 Pos

0 0.028364 0.024970 0.803077 0.154681 0.090909 0.061364

1 0.016871 0.036929 0.016173 0.020888 0.024453 0.062090

2 0.013925 0.044931 0.002318 0.002306 0.017366 0.059921

3 0.011751 0.050111 0.000260 0.000237 0.012921 0.056481
4 0.010032 0.053190 0.000026 0.000024 0.009914 0.052525
5 0.008625 0.054686 0.000002 0.000002 0.007777 0.048434
6 0.007452 0.054984 0.27 x 10—6 0.25>< 106 0.006203 0.644410

7 0.006462 0.054381 0.28 > io—
7 0.25 x 10~ 0.005015 0.040569

8 0.005618 0.053109 0.29 x io-~ 0.26 x ío~ 0.004100 01336978

9 0.004894 0.051351 0.30x 1O~ 0.27>< 1O~ 0.003387 0.033694

10 0.004272 0.049250 0.30x lo—ir, 0.27>< lO’r> 0.002832 0.030783
11 0.003733 0.046920 0.31 x 10—” 0.30 x 10—” 0.002407 0.028365

12 0.003267 0.044449 0.40 x 1012 0.31 x 1012 0.002103 0.026672

13 0.002862 0.041907 0.001932 0.926167
14 0.002509 0.039349 0.001936 0.027773

15 0.002202 0.036816 0.002208 0.933302
16 0.001934 0.034339 0.002931 0.046297

17 0.001699 0.031942 0.004455 0.081307

lB 0.001494 0.029640

19 0.001315 0.027446

Tabla 3.4.1. Distribución limite de algunossistemasde colascon reintentosy desastres

El sistemaM/G/1 con disciplina lineal de reintento, mecanismode aclaradoy capacidadinfinita
= A, 1 c {0, 1>, j =0) debeser reducidoa un sistemafinito, dondeel tamañode la órbita, 1<,

correspondaa un valor ficticio elegidode maneraque Por, tengaunaprecisión deseada.Sin embargo,la
truncacióndirecta del sistemade infinitas ecuaciones(3.4.5)y (3.4.10) conducea ud sistemafinito que
no correspondecon las probabilidadeslímite de ningún sistemade colas. En particular, es imposible
asegurarque Pr,r, pertenecea (0,1). Por otro lado,el usode la probabilidadPr,r, dadaen el Teorema3.3.2
conducecircunstancialmentea probabilidadeslímite fueradel intervalo(0,1), debidoaque el valorde Por,
empleadodebesercalculadonuméricamente.Pararesolverestasdificultades,se proponela aproximación
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del sistemainfinito original por un sistemacon capacidadfinita en la órbita donde~ = A, sil E {O, 11,
O =5 < 1< — 1 >0K = A y >íj = O, en otro caso, El valor 1< puededeterminarsecon la ayudade la
condiciónde normalización(3.4.6)y el nivel de precisióndeseadoparaPr,r,.

En la Tabla 3.4.1 se recogenlas distribuciones límite de diferentes sistemas de colas con reintentos
y desastres. En las distribuciones de los tiempos de servicio se incluyen las distribuciones exponencial,

determinista e hiperexponencial. Los parámetros de reintento han sido elegidos para cubrir las disciplinas
constante, clásica y lineal.

Distribución exponencial

(A,aqi,v,6)=

(2.65,6.1, 0.0,4.3,0.001)

4

1< Mf Al?

15 1.489200 3.030696
20 1.751900 3.565321

25 1.928261 3.924235

30 2.042666 4.157063
35 2.114786 4.303836

40 2.159187 4.394197
45 2.185996 4.448756
50 2.201926 4.481175
55 2.211267 4.500187
60 2.216686 4.511214
65 2.219801 4.517553
70 2.221577 4.521168
75 2.222583 4.523216
80 2.223151 4.524371
85 2.223469 4.525018
90 2.223646 4.525379
oc’ 2.223867 4.525828

4
4

u

4Tabla 3.4.2. Evolución de M? y MI en función de 1<

A modode ilustración,en la Tabla 3.4.2se recogenlasvariacionesde los primerosmomentosparciales
de la distribución límite, M{, i E {0, 1>, de un sistema M/M/1/K con disciplina constante de reintento
y mecanismode aclarado,comofunción del tamañode la órbita, 1<. El datoasociadoal tamaño1< = oc
seha calculadoa partir del Corolario 8.3.3.

En las Figuras 3.4.1 y 8.4.2 se representanlos primerosmomentosparciales,M{,iE{O,1},frentea
la intensidadde aclarado6 > O, cuandose consideraun sistemacon capacidad1< = 17, cuyadistribución
del tiempode servicio es hiperexponencialcon parámetros(pv1, u2) = (0.25,2.0,4.0)y con intensidades
asociadasa las llegadasoriginalesy a la disciplina clásicade reintento (A, cx, ji) (5.3,00,2.9).

J
4
4

u

4
4
4

4
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0.5 1 1.5 2 2.5 ~ 6

Figura 3.4.1. Evolución de MF en función de 8 Figura 3.4.2. Evolución de M,’ en función de 8

3.5 Tiempo de permanenciaen el sistema

Esta secciónestádedicadaal estudiode la distribución del tiempo de permanenciade un cliente en el
sistema,cuandose asumeque la disciplina de accesoal servicio de los clientesde la órbita consisteen
servir a éstos en el orden de llegada(disciplina FCFS9. En lo sucesivoel clienteconsideradoserá llamado
cliente marcado.

Se define el tiempode permanenciaen el sistemadel
tervalode tiempo que comienzaen el instantede llegada,
sistema.

cliente marcado,W, como la longitud del in-
t, y finalizaen el instanteen queabandonael

wI

t 1k 1k1k

1k 1k 1k tt
A A»

1k 1k
A

t+wI

Figura 3.5.1. Tiempo de permanenciacondicionalVV1

Debidoa la existenciade un mecanismode aclaradoestocástico,el clientemarcadopuedeabandonar
el sistemasin haberrecibidoservicio. En las Figuras 8.5.1 y 8.5.2se muestranrepresentacionesgráficasde
los tiemposde permanenciacondicionalesW1 y Wd, cuandoel instantede salidadel clientecorresponde
al instantede finalización del servicioy al instantedellegadade un desastre,respectivamente.

0.8

0.6

0.4

0.2

o

14

12

ir,
8

6

4

0.5 1 1.5 2 2.5 3 8
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Wd

lift

+ Wd

1 1 Itt itt
A A AA> AA 6

Figura 3.5.2. Tiempo de permanenciacondicional Wd 4
A continuaciónse introducenalgunasvariablesaleatoriasde interésparael cálculode la transformada

de Laplace-Stieltjesde W. SeaZ la variablealeatoriadistribuida de acuerdoa una ley exponencial,con
parámetro6 > O, que gobiernael mecanismode aclarado.Se denotapor W el tiempode permanenciadel
cliente marcadoen el sistemade colasM/C/l con disciplinalineal de reintentoen ausenciade desastres
(6 = O). Sea/3(9) la transformadade Laplace-Stieltjesde W.

La condición 6 > O implica la ergodicidaddel sistemaM/G/l con disciplina lineal de reintento y
mecanismode aclaradoestocástico,Sin embargo,la condición necesariay suficienteque asegurala ergo-
dicidad del correspondientesistemasin procesode Poissonde desastreses A/3¡ < 1 — A¿o~/(> + ci) (ver JMartin y Gomez-Corral(1995)). Si el sistemaM/C/1 con disciplina lineal de reintento no es ergódíco,
entonceses posible deducir la expresiónde la transformadade Laplace.-Stieltjesde W en términosde la
transformadade la variable aleatoriaZ y la probabilidaddel suceso{W = +oc} (ver ApéndiceaH). En 4
lo sucesivoseasumequeel sistemade colas M/C/l con disciplina lineal de reintentoes ergódico.

Las variablesaleatoriasZ y W son independientesy W es el mínimo entre Z y W. Haciendousode
estaobservaciónse deducen(ver ApéndiceaB) las relaciones 4

E [e””I{~¿<zj = /3(6 + 6), (3 5 1)

E ¡e8W1<i¡¿=zlJ— 6(1 — ¡3(6 + 6)

)

6±6 (3.5.2)

¡3’(6

)

E [W/W < z] = (3.5.4)
/3(6)’

¡3’(6)
E[W/W=Z]=-i- i—fl(6) (3.5.5)

Desdelas expresionesanteriores,se tienen

E [eOW] = Ofi(6 + 6) + ~ (3.56)

9+6

¿3
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E [W] = 6’ (í — ¡3(6)) . (3.5.7)

El análisisde W se reduceentoncesal estudiode la distribucióndel tiempode pernianencia,W, enel
correspondientesistemasin catástrofes.El restodela secciónse centraen el desarrollodeun métodopara
expresarla transformadade W, E[e0W], en términosde un sistemafinito de ecuacioñesdiferenciales.

Asociadoalsistemasinmecanismodeaclaradoestocásticose considerael procesoX {.XQ), t =0> =

{ (6(t), t¿(t),«‘)), t =0>, dondesuscomponentesse definencomolasdel procesoX descritoen la sección
3.2. Condicionandopor el estadode Ñ en el instanteinmediatamenteanteriora la llegadaal sistemadel
clientemarcado,se tiene

¡3(0) = ¡3(0)Pr,(1)

+¡ZE [r6*/Ñ(t~O) = (1n,x)] +-P(CQ—O) = 1,~(t—0) = n,«t—0)=~, (3.5.8)

dondeÉr,(1) = Z~tr,limt.~.ooP(6(t) = 04(t) = n).

SeayQ) el tiempo residualde serviciodel clienteque estásiendoatendidoen el instantet. La dis-
tribución condicionalde y(t) vienedadapor

E [eBY(t)/k(t — O) = (1, n, = (1— B(x))’ e0 ¡ e0tdB(t). (3.5.9)

Entonces,condicionandopor el númerode llegadasocurridasduranteel intervalo (0, y(t)], es posible
reescribirla esperanzainvolucradaen (3.5.8) como sigue

E [e6W/Ñ(I — O) = (1, n, x)]

= (1— B(x)fl’ ¡
5.de+Á)(Yx) ~ (A(y —x))m

Lv ni! E [e eí:fl+m] dB(y), (3.5.10)
rn=0

donde t’,~.t1’+m esel tiempode permanenciaresidualdeun cliente queocupala (n±1)-ésimaposiciónde la
órbita, dadoqueel estadoactualdel sistemaes(O,n+l±ni).Si se define 2r1!l+m comoel correspondiente
tiempode esperahastaque el cliente accedeal servicio, seobservaque

E [eOTn”fl+m] = ¡3(O)E [eAT.ti+m] , n> O vn> 0. (3.5.11)

El siguientepasoconsisteen determinarla distribución de la variablealeatoriaT47I’+m, ~=O, ni > O
mediantesu transformadade Laplace-Stieltjes.Paraeíío se utilizará el método de las catástrofes.

Se introduce un procesode Poisson de intensidad O > 0, independientede las yariables aleatorias
vi > O, ni > O. Los sucesosde esteprocesoauxiliar son llamados ‘catástrofes’. Entonces,la

transformadaE[e6TV+m] representala probabilidaddel suceso‘no ocurreninguna catástrofedurante el
intervalo (O, T,~4t+m]’. Aplicandola ley de la probabilidadtotal, es posibledescomponerla transformada
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considerandola familia de sucesos ‘ninguna catástrofe ha ocurrido durante el intervalo (O,7~ti’+m],

clienteshan sido servidosdurante esteperíodo y en el instante de finalización ~r.4,’+00hay exactamente ¿3
¡a clientes en la órbita’ i > vi, le =ni + 1.

Sea pj+1k(~) la probabilidaddel suceso‘la i-ésimafinalización delservicio ocurrida en el intervalo ¿3(0, T;’,’.t?+m] deja a ¡a clientes en la órbita, el cliente marcadoocupa la (j+1)-¿simaposición en la órbzta
y no ha ocurrido ninguna catástrofe’, 0 =5=n, 5 + 1 + ni < le, vi — j < i. Entonces,es sencilloexpresar

en función de 1~!+í ~(~)como sigue

E IeeT.Zfl+m]~rr & + lejiJ—Ltd O+A+a+lepi “1kW) (3.5.12)
+1

Se observaque lasprobabilidades.PIJ+lk(O) satisfacenel siguienteconjuntode ecuaciones:

k ,,(~) ~ + > A kk—i(O)“1;
k+1 p~—’(O) + ~ + 0=5=vi— 1,n—j±1=1,5+1+m=le, ¿3

&+lji lek...¡+l(6), (3.5.13)
15+2+m 111

k+1

Pji+lk(OÑ >3 ci + lji ~20=5=n—1,i+1+ni<k (3514)
1j+2+m

P,~+1k(O) = k
_ ¿3(35.15)

¡n~9+rn ~ + >+~+í
11¡at¡o) <~ ~± 1+ ni <¡a,

~n+1,k&) =

6k,n+1~rn, vi + 1 + ni ~ le, (3.5.16) ¿3
donde

le,.(O) = j ed8+X)t(>9 dB(t) vi >0. (3.5 17) ¿3
Parademostrarla igualdad(3.5.13)se definen lasvariablesaleatorias81, =1, que tomanlosvalores

0 o 1 dependiendode si el i-ésimo servicio correspondea un cliente original o a un cliente que proviene j
de la órbita, respectivamente.La distribucióncondicional de B~, 1 =1, dado que el instanteprevio de
finalización del servicio, fli—1, quedaron¡ clientesen la órbita, esBernoulli con

P(B
1 = 1/Q(qí-.¡ +0) tl) = > + cx(1 — Sw) +111ci(1—Sr,¡)+lp 1>0.

Condicionandopor el estadodel sistema,la variable aleatoria B~ y la posiciónocupadapor el cliente ¿3
marcadoen el instante )1—1 + O, se tiene

= k

t=j~m -~%~‘~~> + ~ +

¿3
u
LII
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k+i

+ >3 g4,(O) ~ P(A~.,+i,,(0)), 0=5=vi— 1,n—5+ 1=1,5+1+rn=le,
I=j+2+m +ci+

dondeÁ,¡(0), s=0, 1 > O denotael suceso‘durante el período ~ qí] no ha habido catástrofesy s
clientesoriginales han llegado a lo largo del i-ésimo tiempo de servicio, dado que en eí instante fll—x + O
hay 1 clientes en la órbita’. La probabilidaddelsucesoÁ~,(6), viene dadapor

A + ci(1 — 6r,,)+ lji ~
P(Á

8¡(0)) = 6±A±ci(1—6r,¡)+lji ir, 1>0.

Entonces,la relación (3.5.13)sededucedirectamentedesdelas dos últimas expresion~s.
(3.5.14)-(3.5.16)se obtienenapartir de razonamientosanálogos.

Se definenlas funcionesgeneratrices

P5”
m(0,x,y)= É x É yk~5+ikW

)

,=n—j k=j+i+m

O=5=nm>O

Las igualdades

(3.5.18)
La existenciade las funciones P!1T~1(9, x, y) estáaseguradacuando (0,x) # (0,1). Para

x, y) < oc, es suficienteobservarque
comprobarque

{ A+ci)(1—x))’, si0=O,xE[O,1),

siC> O,x = 1,PJ’m(0,x,y)=
dondeP¿(0) denotala transformadade Laplace-Stieltjesdel periodode ocupacion.

Introduciendolas funcionesP~(
0, x, y) sobreel conjunto de ecuaciones(3.5.13)-(3.5.16),se obtiene

la igualdad

OP
m(Ox, y) +(0+A—Ax¡3(0+A—Ay)+a)Pfl(0,x,v)

x, ) + y~l~lfl6s,.,
= x¡3(0+ A— Ay) (ciw’PJ’+”i(6~ ~, ~ + ay ) (1—6~,. 0<5 =vi. (3.5.19)

La transformada E[eeT~~+m] puedeser entoncesreexpresadaen términosde lajfunción generatriz
x, y). De (3.5.12)y (3.5.18)es posiblededucirla relación

E[C ér:.~h.~.] =ciP¿1¶6,1,1) + ,~ (~““~~ 1, y)

)

(3.5.20)

En virtud del desarrollorealizadose observaqueel sistemade ecuacionesdiferenciales(3.5.19)con-
tienetoda la informaciónnecesariaparadeterminarla transformadaE[COW].

En el casoci > o y pi = 0, el método desarrolladoconduceal siguienteresultado.
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Teorema 3.5.1. Si ci > 0, ji = O y A¡3¡ci’(A + ci) < 1, entoncesla transformada de Laplace-Stieltjes
del tiempo de permanenciaen el sistemabajo la disciplina FCFS viene dada por

E [eBW] = (0 + ~0’ (6 + 013(9 + 6)(1 — >13, + «~ + 6))), (3.5.21)

donde
= Aci(1 — A¡3:ci’(A + cx))w(s)(1— ¿5(s))(/3(s)— ¡3(A — A&(s))

)

~(s) (A — AC(s) — s)cjJ(A — A¿5(s))(cx+ A¿=(s))— (A + ci)C(s))

C(s) = w(s)¡3(s),

ci
co(s)= + A — Ah(s)+ ci (3.5.22)

Demostración. Si se asumeci > O y ji = O, lasecuaciones(3.5.19)se reducena

(6 + A — Ax¡3(O + A — >1/) + ci)Pr’ (0, x,

— ci¡3(G±A —Ay)xf’P7.~(6,x,y)(1 —6~~) +yn+l+m6~~, 0=5< it (3.5.23)
La expresiónparaP¿””(O, x, y) es obtenidamedianteunasustituciónrecursivasobre(3.5.23). Se tiene

entonces

___________________/ ciz13(6+A —Ay) ‘0’
x, y) = O+A—Ax¡3(Ú+A—Ay)±ci 1x0+A—Axí-«o+A—Ay)+ci) vi> O m>0.

(3.5.24)

Entonces(3.5.11) y (3.5.20) conducena la relación

E [e eT’~$~’+] —(C(6))“~‘, n>O ni>O. (3.5.25)

Sustituyendo(3.5.25)en la expresión(3.5.10), seconsigue

E [eBW/X(t —0) = (1, vi, x)] = (c~(6))”~’ 1 ~ ¡ e6tdB(t). (3.5.26)

Finalmente,paraconcluir la demostración,debentenerseen cuentalas relaciones(3.5.6) y (3.5.8),
junto con los resultadosdel Teorema2.A.1.

o

En el siguientecorolario se recogenalgunascaracterísticasbásicasdel tiempo de permanenciaen el
sistema.

Corolario 3.5.2. Si ci > O, pi = O y A13,ci’(A + ci) < 1, entonces

E [e6W1{w<z}] = ¡3(0 + 6) (1 A/3
1 + ~/40+ 6)),
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6(1 —¡3(9 + 6)(1 —A¡3, + 449+ 6))

)

E = 0+6

~ <z) = 13(6)(1 — >/.3’ + 446)),

E [w/w < z] = /3’(6)(1 — Ah,+ «6)) + ¡3(6»,6’(6

)

¡3(6)(1—AfJ,+446))

E [w/W =z] = + ¡3’(6)(1 —Ah, + «6)) + /3(fi)q6’(6

)

1—¡3(6)(1 — A/3
1 +446))

1—fl(6)(1—Afl1 +446)

)

6

donde44s) viene dada por (3.5.22).

La demostraciónes inmediataa partir de las relaciones(3.5.1)-(3.5.7)y el Teorema3.5.1 y, por ello,
es omitida.

El procedimientorecursivoparaobtenerunaexpresiónparala transformadade Laplace-Stieltjesde
en el caso ci > O pi > O y A¡3, < 1, implica un notableesfuerzo algebraico. La soluciónque a

continuaciónse deduceproporcionauna resoluciónteórica,pero su complejidadanalíticaimposibilita
cualquieraplicaciónpráctica.

Medianteunasustituciónrecursivasobrelas ecuaciones(3.5.19)es posiblededucir la relación

1 8P~””(6, x, y

)

ci(pyfP,~
m(O,x,y) + ay = ji’((x¡3(0 + A — Ay))” ytm—.

—
1r’(6+A— Ax¡3(0 +A —Ay))>3(Lr’xfl(0 + A— Ay)yP5~m(9,x,y)). (3.5.27)

5=0

Entonces,de (3.5.20)y (3.5.27)se tiene que

E = (¡3(9))” —(9+ A — >13(9)) >3(¡3(o)Yplfl(9 1,1). (3.5.28)
j=r,

Sucesivassustitucionesen (3.5.19)conducenal conjuntode ecuacionesdiferenciales

81%9tm(0,x,y

)

<(0 + A — Ax¡3(9 + A — Ay) +ci)Pfl(0,x,y) + = qfl(
9, x, y), 0<5=vi, (3.5.29)

donde

x, y) = (x¡3(9+ A — Ay))“5 ym+> —(1— 6
5,.)¡rí (0 + A — Axfi(0+ A — Ay))

,. —j —‘

>3 (y’xfi(0 + A — Ay))”
51P,~2~(0,z,y), 0 <5< vi. (3.5.30)

1=0
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Debe notarseque la obtenciónde la función PP”‘(6, 11) 0=5 =vi — 1, requiereel cálculoprevio de
lasfunciones“Vm(~ 1,1), 5±1<le <vi. Paracadajfijo, 0=5=vi, laecuacióndiferencial(3.5.29)tiene
unaunicasingularidaden el punto yj = 0. La soluciónde (3.5.29),para ji E (0,1], puedeser expresada
en los términos

x, y) = exp {j p(9,x, v)dv} (P7m(0,x, 1) + ji’ ¡ q7”‘(6, x, u)exp {j p(O,x, v)dv} dv)

(3.5.3 1)

donde
p(0,xv) = (jiv)’ (9±A — Ax13(9 + A — Ay) + a). (3.5.32)

Es sencillo probar que la integral f~p(6,x,v)dv diverge cuando y — 0+.
p.flrr(9 x, 0) = O, se tiene que

1) = ¡0’]’ q~m(0, x, v)exp{j

Teniendoen cuenta que

P(6x~v)dv} du.

Como consecuenciade estaúltima igualdad,es posible deducirque

pr, m(

9 x, y) = ji~-~ ¡ q~7
m(6,x, u)exp {¡ p(0, x, v)dv} dv, 0=5< vi. (3.5.33) ¿3

En particular, si 5 = vi la expresión(3.5.33) se reducea

v’¡3(0 + A — Av)dv} dv, 0< ji =1.

(3.5.34)

Medianteun razonamientoinductivo es posiblededucirexpresionespara las funcionesgeneratrices

x, y), O =5 =vi — 1. Previamentese definen, para O =i < vi las siguientesfuncionesauxiliares:

x, y,u) = (x¡3(9+ A — Au))1u t~’exp {A~’x ¡ v’fl(9 + A — Av)dv}

>c (u”+”’ —(1— 6o~)u—’(6 + A — Axfl(6 + A — Au))P,””(6, ru)), (3.5.35)

J~(6,x,y,u) = >3 JJ...J fl1<(0,x,v
8,l~)duk...du2dul,

(Ji tkwCr,. U tu

(3.5.36)

donde

K(9,x,u~,l~) — u;~’~”~(0 +A — >43(0 + A — Au,))(x/i(9 + A-.- Av3 fl”, 1=5< ¡a

¿3
¿3
¿3
¿3

¿3

{ >pi’xj
¿3
¿3
¿3
¿3

(3.5.37) ¿3
¿3
¿3
J
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hYe
k

8=1

ni!

1<a<n 1<k<

Conla ayudade (3.5.35)-(3.5.38)se deducela expresión

p.fl?fl(9 x, y)

+ (1—

Si sedenota

00

u, y— x) = >3

se tiene que

(A(y E

n

—pi ‘(0±A — A¡3(0)) >3(p(o))5
5=0

= 11 ~y~t4” (fil I~T
5(9,x, y,

1, 1,u),
0<i<n

= ¡3(6) (eX(r.x)(¡3(9)yt

(j1 t~,...5(0,y, y — x)du

— ~ — 6~,.)7 (3.5.41)

Despuésde algunasoperacionesalgebraicas,es posible deducirlassiguientesexpresionesparalas fun-
ciones I~~(9, u, y —

ti, y — x) = (u’fi(0 + A — Av))
1np {A11’ v’fi(0 + A — Av)dv} ( eA(Y~r)u 6+A+a

—(1 — 6
01)(piuf’(0 + A — A¡3(9 + A — Att)) j w’/3(O +A — Aw)dw} dv)

(3.5.42)

Insertando(3.5.41)en la relación(3.5.10), se consigue

E [e8W/Ñ(t — O) = (1, vi, x)] =

7,

— pi

1(9 + A —

S=0

<fol

u,x)du+ (1— ~ — 6~,.)
7,—y—,>3 (-1)~

k=1

jkf

C(9,u,x)J7’(6, 1,1u)du))

(3.5.43)

a -ti.

vi.—

65fl)2(~í)k ntk f I~”(o, x, y, v)J7’(9, x, y, v)du)
k=1

(3.5.38)

(3.5.39)

(3.5.40)
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donde
/%(0)=j e8~__dB(y),

1—B(x)

I ~LO tLXI = J e (O+XXy—x) —

~, 1 B(x) I~(0, ti, y — x)dB(y),
0< i < vi.

Con la ayudade (3.5.42)puedenobtenerseexpresionesexplícitasparait(9,u,x) 0<1< vi,

12(0,u, x) = (tC’fl(0 ±>— Au)~exp {Api’
pl •1 ¡
¡ y ‘¡3(0+>— Av)dv¶. e(O+XXU)XuG+A+a ~“¡3(9+A—Au)

itt J “
a

—(1— 6r,
1)(piv<’(0 + A — A¡3(0 + A — Art))

A— Av)exP{Api-’

J
u

U

— Aw)dw} dv)

De (3.5.43)se deduce la relación

f”’ É E [eOW/Ñ(t -0)
n=0

= (1, vi, x)] ~-.-P(ó(t — O) = 1, Q(t — O) = n,¿(t —0) <

= ¡3(0) (f00ÉÉ,7,(x)(13(0))neexI3z(9)dx

00

>3 ?,,«x)>3(13(0))’
n=r, 1=0

J i” 5(0,u,x)dudx
o

rl

A»(x) >3(¡3(
5=0

0))5(í —
— 6~,,.)

donde É,4x) = limí....a,P(Ó(t) = 1, Q(t) = vi, x=¿(0<x ±áx), vi=O x >0

SeaPr,,, = limt...~ P(t(t) = 0, Q(t) = vi), vi =O. Haciendouso de la relación

P,(z,x) = (1— n(x))e~(X~XZ)X (A — Az)lr,(z

)

/3(A — Az) —

donde14(z,x) = ZZ=r> A,.(x)z” y É’r,(z) = ~~=r> Ér,,.z”, se tiene

p

00 00J >3 P,n(x)(I9(0))neéx/ix(9)dx= (A — A/3(0))Pr,(¡3(0)

)

0+A(¡3(0)—1)

a
a
a

a
a

(35 44) a

(f co

[0É
+

ti=0

a

(i)k fl-.S...kfl .tt(9,u,x)J,!7’(0, 1,

1=1

a
1v)dudx))

(3.5 45)
a
a
a
a

(3.5.46)

si

a

J
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Tras algunasmanipulacionesalgebraicas,se lograla igualdad

I
00 00

>3A7,
,.=0

— f’ ~“v~ /3(0 + A — Art)
13(0 + A — Art) — /.3(0)exP

v’13(0 + A — Av)dv} 1(9,v)du

pi—y f v
1(9 + A — >13(0 + A — Ay)’ /3(0 + A —Art) ezp

)/3(9+ A —Ay) —u/3(0

)

+ A — Av)dv}

(U S+X+L~

x ]v ‘~ expjA11 j w~fi(9 + A — Aw)dw} J(0,u, v)dvdv,

I(9,rt) = A—A¡3(0-i-A--Av

)

0+A(¡3(0+A—Av)—rt)

v¡3(9) ¡3(A —Art/NO)) —¡3(0 + A —Art) A —Av¡3(0) ?r,(v¡3(9)),

/3(0 + A — Art) /3(A — Art¡3(9)) — v/3(0) 9 + Au(/3(0)— 1)

J(9 fi(A —Avx(rt)) —/3(9 + A —Ay) A —Avx(rt) Ér,(vx(rt))
u, y) = ¡3(A — Avx(v)) — vx(rt) 0 + Av(x(v) — 1)

fl(A — Av/3(0)) —/3(0 + A — Ay)
¡3(A — Av/3(0)) — v¡3(9)

A — Av/3(9) Ér,(v¡3(9)),

0+Av(¡3(9) —1)

x(v) = zr’j3(0 + A — Art),

y Ér,(z) vienedadapor (2.A.1).

I{aciendouso de (2.A.12), (3.5.8) y (3.5.45)-(3.5.47),se obtiene que la transformadade

Stieltjesde W, cuandoci=o, ~ > O y A¡3í < 1, vienedadapor

— A/3
1 +

¡3(9 + A — Art)

/3(0 + A — Art)

(A —A¡3(9))Pr,(/3(0)

)

0+A(/3(0) —1)

— u/.3(O) ~ {A¡0í j’

— ji~’(0 +A — A/Y(O))

v
1 ¡3(0 + A — Av)dv} 1(0,rt)dv

c’(O + A— A¡3(0 + A— Art)) ¡3(9+> —Ay

)

+ A — Art) — rt¡3(O)
exp{AWi 1 C’/3(0 + A — Av

xfttv ~.7”exP{A¡ri j vC’fi(9 + A — Aw)dw} J(9,u, v)dvdrt

— 6,.,...í)(1 —

k=i

ti, x)drtdx
5=0

siendo

(3.5.47)

(3.5.48)

(3.5.49)

(3.5.50)

Laplace-

¡3(0) = /3(0) (í

>< (f1 u-

—ji~~’ fi

+É§1
n=O 5=0

)dv}

n~S~kfi

I
00

O

u, x)dxdrt

(3.5.51)
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¿3
Finalmente,la distribucióndel tiempo de permanenciaW, cuandoci ~ o, ~ > O y Afl1 < 1, queda

totalmentedeterminadapor su transformadaE[eew] = (0 + 6)—’ (913(0 + 6) + 6), donde¡3(0) viene dada ¿3
por (3.5.51).

3.6 Períodode ocupacióndel sistema ¿3
Eshabitualextenderel conceptodeperíododeocupacióndel sistemay definir un k-períodode ocupación,

le > 1 como el intervalode tiempocomprendidoentreel instantede accesoal servicio de un clienteque ¿3deja a k-1 clientes en órbita y el primer instantede salidaque dejael sistemavacio. Entonces,es claro
que el períodode ocupaciónusualpuedeser definidocomo un 1-periodode ocupación.Obsérvesequeun
k-período de ocupación le > 1, estáformadopor un conjunto de subperíodosde servicio quese alternan ¿3
con subperíodosdurantelos cualesel servidorestádesocupado.

Las principalescaracterísticasasociadasa un k-periodode ocupación le > 1 son representadaspor
las variablesaleatorias: ¿3

Lk = longitudde un k-periodode ocupación,
= cantidadde tiempo en un k-períodode ocupacióndurantela cual C(t) = 1, i E {O, 1>, ¿3

Nf = númerode finalizacionesdel servicio que tienenlugar duranteun k-períodode ocupación,
= númerode clientesexpulsados;es decir, númerodeclientespresentesen el sistemaen el instante

de la llegadade un desastre(si existe). ¿3
A continuaciónse definen las transformadasasociadasal vector aleatorio(L~,Lt, N~7,N2), le > 1

~5(9,w,x,y) = E [exp{—oL~ —wLt} xÍÑ~yNI{~k<g}] , Re(O)=0,Re(w)=0,lxi =1,IyI =1, ¿3
(3.6.1)

~(9,w,x,y) = E [exp{—oL~ —wLf} xN4yNI{1&>~}J , Re(O) =0,Re(w) =O,¡x¡=1,¡y¡ <1 ¿3
(3.6.2)

dondeLk denotala longitud del k-periodode ocupacióndel sistemade colasM/G/1 con disciplinalineal ¿3de reintentoy sin mecanismode aclarado(6 = O), y Z es la variablealeatoriadistribuida de acuerdoa
unaley exponencial,con parámetro8 > 0, que gobiernael mecanismode aclarado. En lo sucesivoserá
omitido el superíndice1 cuandose considereel casole = 1.

Estasecciónestádedicadaal cálculode la distribución conjuntadel vector aleatorio(Lr,, L1, N1, Nd) ¿3
en términos de las transformadas~1(

9,w, x,y) y ~d(O,O,x,y). Adicionalmente,serándeterminadoslos
primerosmomentosde las variablesLr,, L

1, Nf y Nd, en función de la distribuciónlímite {PÚ}(ís)Ee. ¿3
El período de ocupacióndel sistemaestá directamenterelacionadocon la variable aleatoriaU(t)

definida como la cantidadde trabajo no finalizado en el instante t. Si se asume que U(O) — O en-

_ ¿3tonces L es el primer instantetal queU(L) = 0. Las Figuras 8.6.1 y 3.6.2 muestranrepresentacionesde la evolución de U(t), cuandoel períodode ocupación terminaen el instante de llegadade un de-
sastrey en un instantede finalización del servicio, respectivamente.Las sucesiones{E,dn=oy
correspondena los instantesdellegadaal sistemade clientesoriginalesy a los intantesde salidadel sis- ¿3
tema,respectivamente.La variable aleatoriaR1, 1 > 1 denotael i-ésimo subperíodovacíodel servidor

¿3
¿3
4
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Entonces,Sr, = ni y S~ = ‘7í+i — (ni +Ri), i ~ 1, representanlas longitudesdelossubpériodosdeservicio.

U(t)

¿r, Eí ni
+ + +

Figura 3.6.1. Períododeocupaciónque

U(t)

¿o
+

Figura 3.6.2. Perfodo

Las transformadas#j(0,w,x,y) y d’d(O,O,X,y) son determinadasen el siguienteresultado.

Teorema 3.6.1. 1) Si a =O y pi > O, entonces

fZ u”1”P w+X—Xu+t exp{f¿’aQ,9,w,x)dt} dvx u—z~ w+X—Xt¡+6
- ,I~/l. -,b¡(0,w,x,y) = fj u—xP(w+X.-Xu+6) exp{f¿’a(t,9,w,x)dt}drt

.td(O, 0, x, ~,)= 6 ( x)¡3(0 + A—Ay+ t9y(O + x, y)

y — x/J(O + A — Ay + 6) (y —

¡3(O + A Ay+ 6))(y — 4ft0,

143

Sr, R
1 $i R2

u
E
¡
u
¡
u
E
u
u

¿2 Ea n2 na
+4+ *

concluye en el instantede flegadade un desastre

Sr, Sí 1?~ 52 Ra ~

¿i

71i ¿2 Ea n2 na n4 t
+ + 4 4 + + 4

de ocupaciónque concluyeen un instantede finalizacióndel ‘servicio

E
u
u
E
1
£

(3.6.3)

(3.6.4)
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donde
O + A — Ax13(w + A — At + 6) + 6

a(t,O,w,x) — ji(t — x¡3(w + A — At + 6))

siy(9+6,x,y) = ji~ly~O/P fil x13(0+1—2v: 6)— 4q(O,0,x,y)rt~1~exp{J a(t, 0, 9,~)ddd~, (365)A—Av+6)

y ~ = h(w,x) y ~ = h(O + 6, x) son raíces de la función g descrita en el Lema 3.3.1. si
Ii) Si ci > O y ji = ~, entonces

~k¡(9,w,x,y)=x/3(w+A—A2+6), (366) 4
~d(O, O, x,y) = 6 (y(l — ¡3(0 + A — Ay+ 6)) + (0 + A + ci + ¿—(Ay+ ci)¡3(0 + A — Ay+ 6))

x $O+6,x,y))(O+A—Ay+6~’, (367)

_______________________ ‘sidonde

$9+6,x,y) = y(x¡3(0+ A — Ay + 6)— ‘,b
1(0, 0, x,y)

)

(0+A+ci+6)y—x(Ay+ci)/3(O+A—Ay+6) (368) siy i = h(O,w,x) es la raíz de la función f descritaen el Lema 3.3.1.

Demostración. En primer lugar, se considera la transformada.b1(0,w,x,y). Condicionandopor la

silongitud del primer tiempo de servicio de Li y el númerode clientesquelleganduranteesteperíodo,se
obtiene quelas transformadas~ x, y), le =1, satisfacenel siguienteconjuntode ecuaciones:

00

4(O,w,x,y)= xle~(w)+xZle?(w) (O+A+ cx+ vipi+ 6~1<:O,w,x,y) ¿3
+ ci + vipi rnnfl (369)

si
4.~~(9,w,x,y)= xZle?(w)(OA(,l)64h1+”(Owxu) ¿3

+ O + A + (le — 1 + vi)ji 8#7’+”(O,w, Á\ , le >2 (3.6.10)

+ ci + (le— 1+ n)pi + si
siendo

le7(w) = f e«w+A+fl<
24~dB(fl, vi =0. (3611)

Las ecuacionesanteriorespuedenserescritasde forma matricial comosigue

$¡(9,w,x,y) = M(9,w,x,y»j(O,w,x,y)+ Ñ(0,w,x,y), (36 12) ¿3
donde

Ñ(0,w,x,y)= (xle2(w),0,O,...)’ (36 13)

si
si
J
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y la matriz Al(0, co, x, y) viene dadapor

X
0,~6 leJ(w), sii=5=1,

a+i—
1p ¡ —8+A+a+ 1—1 M+ó le(w), si 5 = 1— 1,1> 2,

Al
15 =

0, en otro caso. 1
(3.6.14)

Sea 100 el espaciode todas las sucesionesacotadasde númerosreales. Es conocidoque Q
00,II.II~)

es un espaciode Banach, donde 11.1100 representala norma del supremo. La matriz Al puedeser vista
como un operadorlineal acotadosobreel espacio100. Siguiendola teoríade operadoreslinealessobre
espacioslinealesnormados,se deduceque la normadel operadorM viene dadapor ¡¡Ah = x¡3(w + 6).
Como 6 > 0, entonces ¡Ah < 1. Teniendoen cuentaque Al es un operadorlineal acotadosobre un
espaciode Banach,setieneque ¡¡Al¡¡ < les unacondiciónsuficienteparaasegurarqueel operador1—Al
tiene inverso, donde 1 denotael operadoridentidadsobre1”’. Además,el operadorinverso(1—Al)— es
acotadoy 11(1— Alfl’II ~ (1— IIAl¡I)’.

Entonces,tienesentidola igualdad

Debe observarseque sólo el primer elementodel vector N es no nulo, por lo quehastacon conocer
la primera columnade la matriz (1 — Al)’ paradeterminarlas transformadas~(9,w, x, y), le > 1.

Entonces,se tiene que

y) = xle~(w) [(1— Al(0, w, x, y)f’] (3.6.16)

Paraencontrarla primera columnade (1 — Al)’ se considerala ecuaciónmatricial auxiliar

z7/(1—Al(0,w,x,y))= ffz’, (3.6.17)

dondenr = (ni,, ni

2, . . .)~ es un vector auxiliar arbitrario.

Si seescribeexplícitamentela ecuación(3.6.17), se obtieneel siguienteconjunto de ecuaciones:

___________ (ci+ji)r

~ (o±A±+Y1)±¿¡a~—nwYísn.l+í
n=i

+ ci+Zji let1+í(w)’~ ~mí =0, 1 > 2. (3.6.18)0±A+ci+iji+6 1,1

145
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si
A continuaciónse definen las funcionesgeneratricesX(z) y ni(z) del siguientemodo 4

00 00

X(z) = >3x,0 y ni(z) = >3rn,z~, ¡z¡ ~ 1. (3.6.19) si
Introduciendoestasfuncionesgeneratrices,las ecuaciones(3.6.18)se transformanen la relación

Ax si
X(z) — >3 ~+> + ci + (i — 1)pi + 62 >3 x7,le7”(w)

rl—’

Ahora, si se asume que ji > 0, es posible definir la función auxiliar 4
F(z) = z ‘~~~46 f ~ ~2~’

2X(t)13(w + A — At + 6)dt. (3 6 21)

Debe observarse que ¡X(z)¡ < oc, para ¡z¡ =1, y que, por ello, F(z) estábien definida. Paraprobar
que X(z) no diverge cuando¡z¡ ~ 1, bastateneren cuenta que X(z) = ~‘9, siendo £ = (2, A, A, ...)‘.
Entonces,¡X(z)¡ = ¡161(1 — Al~’S¡ = ¡((1 — M)íiOtI =11(1 — MtíII < 1/(1 — ¡¡Ah) < oc, cuandose

_ sitoma,por conveniencia,el vector ñi con componentesni

5 =

8i5, 5 ~ 1, siendo i> 1 arbitrario y fijo Enlo que sigue nosreduciremosaestaeleccióndel vector ñi.

Con la ayudade la función F(z) puedenobtenerselas siguientesrelacionesdespuésde algunasopera- 4
cionesalgebraicas:

00 Ax Ax

si>3 9±A+cx+(i— l)ji±óz Zx,
1¡a1 Go) = —zF(z), (3622)

oc 1+1
ciX ciX (IX

>3 ú+A++iji+ 6 >3 x7,le7”~’(w)= -gF(z)-- O±A+ci+¿xlle
2(w) (3623) si

É Ú+A+1:~iji+6 Z~’~~’() = xzF’(z), (3 6 24) 4
X(z) = pizF’(z) + (O + A + cx + 6)F(z

)

pi¡3(w+A—Az+6) z. (3625) si
A partir de (3.6.22)-(3.6.25),la igualdad(3.6.20)puedeserexpresadade la forma

jiz (z — x¡3(w + A— Az +6)) F’(z) + ((0+ A + ci + 6)z — x(Az+ a)13(w + A— Az±6))F(z) 4
= P13Go+AAZ+6) (ni(zr

0:((~ú6xl¡a2(w)) . (3626) si

si
a
u
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Aplicandola reglade L’IIópital cuandoz — 0+, se deduce

(3.6.27)xlo>±6/3(w+A+6).

La ecuacióndiferencial (3.6.26) tienedossingularidadesz~ = O y z2 = 2, cuandose asumeci > O ypi > O. Entonces,si x ~ O, la raíz 2 está en el intervalo (0,1). El casox = O conducetrivialmente a
co, O, y) = 0. La ecuación(3.6.26) puederesolversesiguiendoargumentossemejantesa los emplea-

dosen el Teorema3.3.2. Porello, se fija un punto auxiliar 2~ en el intervalo (0,2) y s~ resuelve(3.6.26)
cuandoz e (O, z~] y z E [za, 2). En amboscasos,la soluciónpuedeserescritacomo

F(z) = ex~{j ~(vOwx)dv} (F(za) + j ~(v,9~wx)exP{JP(vOwx)dv} ~4~), z E (0,2),

(3.6.28)

donde
ci

p(v,9,w,x)=a(v,9,w,x)+—,
piv

q(v,0,w,x) — ¡3(w +A —Av±6) (b(v)—xi (Av +ci)x
v(v—x¡3(w+A—Av+6)) \. 0±A±cv+

Es sencillo comprobarque la integral s: p(v,O,w,x)dv diverge cuandoz —. 0+ y z —. 2—. Como
F(O) < oc y .F(2)< oc, es posibleobtenerlas siguientesexpresionesparael valor F(~,):

F(z0) = f q(v0wx)exp{fP(v,9,w, x)dv} dv,

F(z0)= q(rt, 0, c~, x)exp p(v,O,w~x)dv} dv.Igualandolas dos relacionesanterioresse deducela siguienteexpresiónparaXi

— 0+A+ci+6 ~ /3 w+A—Xu+6 exp{f¿’ a(t,9,w,x)dt} dv_ r u—xtw+A—Xu+6
= >3 mi x/3(w + A ±6)f

t Au+au/$~i/3wtA~Xt+6 exp{f¿2 a(t,0, co, x)dtl dv (3.6.29)

Además,F(2) resultaser

F(2) =

1¡/3(w+A—A2-f-6) _________

Por otra parte, de la relación (3.6.17)se tiene la igualdad

oc
= >3 ni~ [(1— Al(9,w,x, y)fí] (3.6.30)

k=I

Tomandoñh = (0,..., 0,1,0,...)‘, dondeeí número 1 apareceen la le-ésimacomponeite,se concluye de
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Iii
(3.6.16), (3.6.29)y (3.6.30)que la transformadaek~(O,w,x,y),le> 1 vienedadapor

j.t u~~~’/3 w+X—Áu+6 exp{fl’a(t,O,w,x)dt} dv al
— (9+A +ci+6)~ u—x/3 w+A—Au+6Au+a ua/M—I/3 w+A.—Xu+t exp{f¿’ a(t,9,w,x)dt}dv (3631)

u—x/3 w+X—Au+6

La relación (3.6.3) es consecuenciade (3.6.31), en el casoparticular le = 1.

Debe notarseque el casoci = O y ji > O es mássimple, puestoqueel coeficiente de F’(z) en (3 6 26) ej
tiene unaúnica raíz z1 = 2. La ecuacióndiferencial (3.6.26) puedeser entoncesresueltaen el intervalo
[0,2). La soluciónviene dada por la relación (3.6.28),sustituyendoel punto auxiliar Za por el punto
z = O. Se puedecomprobarque la integral f0Z p(v,Ow,x)dv diverge cuandoz —. 2—. Haciendouso de ej
F(2) < oc, se deducela igualdad

F(O) = q(u,O, w, x)exp{f p(v, 6, co,x)dv} dv. ej
A partir de estarelación se concluye que (3.6.29) y (3.6.31)son las expresionesde Xi y =bftú,w,x, y),
le> 1 respectivamente,cuandoci = o. ej

Volviendola atencióna la ecuación(3.6.26),si se asumeci > O y pi = 0, se obtieneque

X(z) — ~ (AÉz’Éxnleí’xw) +aZz’ Zxnle7»+’(w))

=ni(z)~XizoA>~x¿le2(w). (3632) Ii

Es posible reescribir (3.6.32) como ej
X(z) ((9±A + ci + 6)z — x(Az+ ci)¡3(w + A — Az + 6))

— z((0-i-A±ci±6)ni(z)—xxí(Az+ci)le2(w)) . (36 33) ej
Poniendoz = 2 en (3.6.33)y teniendoen cuentaqueX(2) < oc, se tiene

________ J00 O+A+ci±6 ~
Xi = ~ nik(Ai)leo~Z

aFinalmente,siguiendoun razonamientoanálogoal efectuadoenel caso&=O y ji > O, seobtienenlas
siguientesexpresionesparalas transformadasd.~(0,w,X, y), le > 1

_ _________ al(O+A+ci+6)i~ (3634)x, y) = x2~’13(w + A— >2+6) — A2 +

Entonces,tomando le = 1 en la igualdadanteriorse obtiene(3.6.6). ej

u’

ml
j
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A continuaciónse introducenalgunasdefinicionesy notacionesde utilidad en el cálculode la función
generatrizc,b4(0,9, x,y). Comopodráobservarseen lo sucesivo,no será posibledistinguirentrelas varia-
bIesaleatoriasLr, y L,. Seael vectoraleatorio(C(t)4(t),«t),i(t)) asociadoal sistemadecolas M/C/I
con disciplinalineal de reintentoy sin procesode llegadade desastres(6 = O), donde

1las tres primeras
componentessondefinidascomo en las seccionespreviase 1(t) denotael númerode clientesquehansido
servidosantesdel instantet.

Seanlas probabilidades{Pr,~~(t)} y las densidadesprobabilísticas{Pís~(t, x)> definidascomo sigue

.Posdt)=P(C(t)=O,Q(t)=5,i(t)=i,L>t) , s=1,i=1,

.Písdt,x)= r (t(t) = 1,~Q) = 5,1(t) = ix ~ «t) < x+Ax,L =t) , 5>0 i>00< x <t.

Asociadasa {Pr,
51(t)> y a {P,51(t,x)} se consideranlas transformadasde Laplace-Stieltjesy las fun-

cionesgeneratrices

~os~(
0)= f CBiPop(t)dt, ~=1 i > í

budA, x) = j e8tPi
5~(t,X)dt, 5 > O i> O x > 0,

00 00

~r,(9,x,y) = >3x’>3y’4,r,,,(0),
,=i I=i

00 00

~dO, X~ y,ti) = >3 x’>3 i9~i,d9, y). (3.6.35)

i=r, 5=0

Condicionandopor el valor de la variable aleatoriaZ se obtiene

&¡(9,9,x,y) = &f e<6+ó>IE [xNflh¡¿I{¿=,í¡z = t] di. (3.6.36)

La esperanzaque apareceinvolucradaen (3.6.36)es igual a E[xÍ(Oyc(O+Ñ(Oi~1>~>]. Entonces,con
la ayudade las transformadas(3.6.35),~d(

9, 9, x,y) es reexpresadacomo

#a(O, 9, x,y) = 6 (~o(9+ 6, x, y) + yf ~i(0 + 6, x,y, rt)drt) . (3.6.37)

Determinarlas transformadas~r,(O,x,y) y d~i(0, x,y, ti) es equivalentea estudiarel sistemaAl/G/1

con política lineal de reintentoen régimen no estacionario.Este análisises realizadohaciendouso del
métodode las catástrofes.

Supóngaseque (t(O),Q(0),i(O)) = (0,0,0). Se consideraun procesode Poissonde intensidad9>0,
independientedel funcionamientodel sistemaAl/C/1 con disciplinalineal. Los sucesosde esteproceso
sonllamados ‘catástrofes’. Sea irn

1(0) la probabilidaddel suceso‘en el instantede la i-gsirna finalización
del servicio quedanvi clientes en la órbita, hasta ese instante no ha ocurrido ninguna catástrofe y el
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período de ocupaciónno ha finalizado’, vi > O > 1.

Utilizando argumentosparalelosa los empleadosparaestablecerla validez de (3.5.13)-(3.5.16),se
deducenlas relaciones

lr,.i(O) = lc,.(O), 72> 0,

= (1— ¿o,.) >3 ~r001...1(O)0+ A+
ni=1

n+1

ir,,. ~~(o) +
A ±ci +

(3.6.38)

A

vi>0 i>2 (3.6.39)

dondele,.(0) se define como le7(9) en (3.6.11),poniendo6 = O.

Multiplicando (3.6.38) y (3.6.39)por xy
7, y ¿y”, y sumandoen vi> Oyen vi =0i > 2 respectiva-

mente,se obtienen

00

x>3 y%r,4O) = x13(0 + A — Ay),
n=0

00

11>3±’

00

>3 y7,ir,,
1(O) = x(Ay + ci)¡3(0 + A -AY)Z X’Z y”‘ ir00t(0

)

0±>+ cx + mp

+pixy13(0+A—Ay)f (ÉxíÉ

Sumandolas dosexpresionesanteriores,se deduceque

si
y
tm o + ir~~(b

)

A + ci + nip

00 00

x1 >3 y”r,,~(O) = xy/i(O + A — Ay) + x(Ay + cx)13(6 + A — Ay)>3
n=r, ¡=1

00

x’>3
n1’

ytm ir~
1(0)

O+A±ci+nipi

+ pixy¡3(9+A—Ay)~ (~x,
00

>3 y
tm ir~

1(O

)

0+A+ci+mpi } (3.6.40)

Obsérveseque Z~% Xiirr,I(9) = ir(O, x), siendo ir(O, x) la transformadaconjuntadel períodode ocu-
pación, .t, y del númerode clientesservidos,1, en el sistemaAl/G/l con reintentolineal; esto es,

ir(9, x) = E [exp{—0L}x’] = ~~(9 —6,0—6,x, y).

Sise definela función

00 00 ‘A’

y(0,x,y)= >3¿>3 y
tm lGndV

)

1=1 m=1 O±A±ci+rnpi

150

si
si
¿3
si
¿3
¿3
si
si
si
‘si
¿3

1=’

si
si
¿3
si
¿3
si
si
¿3
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es posiblereescribir(3.6.40)en los términos

Oy(9,x,y

)

py(y—x/3(9+A—Ay)) +((0+A+ci)y—x(Ay+cx)f~O+A—Ay))y(0,x,y)

= y (43(0 + A — Ay) — ir(0, x)). (3.6.41)

Debe notarseque la seriey(0,x,y) convergecuando(9,x) # (0,1).

El siguientepasoconsisteen resolverla ecuacióndiferencial(3.6.41)paralos diferentestipos de dtscí-
plina dereintento. Si ci > O y pi > 0, la ecuación(3.6.41)tiene dos singularidadesz1 =0 y z2 = 2, donde

= h(9,x) denotala raíz de la función g estudiadaen el Lema 3.3.1 parael caso¿ = O. Es obvio que
(3.6.41) puedeserresueltacomo la ecuacióndiferencial (3.3.15)del Teorema3.3.20 laecuación(3.6.26).
Se obtieneentonces,paray C (0,11— {2},

x,y) — y~O/P~43(01 1r(o~X)vaitiexp{j a(t,0—6,9—6~x)dt}drt. (3.6.42)

Aplicandola regla de L’Hópital, se consigueel valor -y(O,x,2) dadopor

= _______

La resoluciónde (3.6.41)cuandoci = O y pi > O, estábasadaen la existenciadeuna‘únicasingularidad
y = 2. La fórmula (3.6.42)permaneceválida.

Cuandose toman ci > O y pi = O, la ecuación(3.6.41)se reducedirectamentea

i(0,x,y) = y(x¡3(0 + A — Ay) — ir(0, x)) ¡ (3.6.43)

(9+A+a)y—x(Ay+ci)¡3(9+AAy)’ yE (0,1]— {2},

donde2 = h(9,Ox) denotala raízde la función f descritaen el Lema 3.3.1 parael ¿aso6 = 0. Se está
asumiendoque cuandoji = O la función y(9,x,y) es denotadapor ~j(O,x,y). Tambiénesposiblededucir
que

~¡(9,x,2) = —Ax2f3’(0+ A —>2

)

X(AZ(AZ+&)13’(0+A—AZ)+&¡3(9+A—AZ))

A continuaciónse calculanlas expresionesde ~r,(9,x,y) y $,(9,x, y,u) en términos de las funciones
auxiliaresy(9,x,y) y ‘i(9, x,y) dadasen (3.6.42)y (3.6.43).

El significadode ir,a(9), vi ~0.1=1, permite interpretarOsboní(O) como la probabilidaddel suceso
‘en el instantede la primera catástrofe, el servicio está vacío, hay vi clientesen la órbita, i clienteshan
sido servidosy el período de ocupación no ha finalizado’ vi > 1 i > 1. Análogamente,9~indO,rt)drt
correspondea la probabilidaddel suceso‘en el instantede la primera catástrofe,el servicioestá ocupado,
hay vi clientes en la órbita, el tiempo de servicio consumido,¿, es ¿ E [u, y + du), i clienteshan sido
servidosy el período de ocupaciónno ha finalizado’ vi > o 1 > O
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Condicionandopor el estadodel sistemaen el instantede la finalizacióndel servicioprevio al instante
de la llegadade la primeracatástrofe,se establecenlas relaciones

= irní(0

)

Y’OndJ O + A + ci + vi¡t

(1 — B(v))edO+Aft~ ((1

n>1 i>1,

A (Av)”m— 6r,~)>3 ir~
1(O) ~ > + & + nipi (n — ni)!

,n=1

+

sbí,.o(O,ti) = (1 — B(u))edO+A)tt(Av)~
vi!

vi>O i>1

vi>0 i—O

Introduciendolas funciones~r,(O,x, y) y ~i(O, x, y, ti) sobre las expresiones anteriores, se tienen

cko(0,x,y)= {
x, y,ti) = (i + <:>+ ciy’»br,(O,

x, y),

y(O,X,y),

si ci> O y pi = o,
si a> O y pi> O,

84’r,(9,x,y

)

x,y)+pi 8y

(3.6.44)

(3.6.45)

Lasexpresionesfinalespara~a(
9,9,x,y) sonconsecuenciadeinsertar(3.6.44)y (3.6.45)en la expresión

(3.6.37).
E’

En ei siguienteresultadose recogenalgunascaracterísticassignificativasdel períodode ocupación.

Corolario 3.6.2. i) La probabilidad, p, de que el período de ocupación termine con una finalización
del servicio viene dada por

i.l) Si cx =O y pi > o, entonces

t~/~/3 A—Atj4b Ir’ A—A/3 A—At+h +6441 dvjY(0.1) u—f3 A—Au+6 exp
1jr, ¡it /3 A—At+6

ttJ
(3.6.46)

it0”1 u-/3(A—An+6) ex~{f~ A-Á¡3A.-Xt+6 t~dt} dv

donde2(0,1)= h(0, 1) es la raíz de la función g descrita en el Lema 3.3.1 en el punto(co, x) = (0,1).

i.2) Si ci > O y pi = o, entonces

(A+ci+6)2(O,O,1

)

p= A2(O,O,1)+ci

donde2(0,0,1) h(O,O,1) es la raíz de la función 1 descrita en el Lema 3.3.1 en el punto (O,w,x) =

si
si
si

‘hfl~(9, ti) =

si
si
¿3
¿3
¿3
¿3
‘si
si
‘¿3

si
si

(0,0,1).

si
¿3
si(3.6.47)

si
¿3
si
¡3
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u) Los valoresmediosde las variablesaleatoriasLr,, Li, N
1 y Nd, vienendadostor

¡ E[Lr,] = 1 (Po(’)1) (3.6.48)

¡ E[Lfl= 1 (3.6.49)

E[N1] = (3.6.50)

donde :: L14S4+á 5i(I>O ypO,

E
6(6+(A+a)(1—13(6))> , st

• (cxPoorta/¡i—1 + e~p {f7 r(v)dv} drt, si ci =o y ji> o,
Pr,(1) = { a i—/3 6 Poo+6 si & > ~y ji =+a i—j3 +6’E

y Por, viene dado en eí Teorema 3.3.2.

3 Demostración. Las expresiones(3.6.46) y (3.6.47) son obtenidastomando(9,w,x,y) .—. (0,0,1,1)
sobre las ecuaciones (3.6.3) y (3.6.6), respectivamente. La probabilidad de que el servidor esté desocu-
pado sesigue directamentede la z-transformadadadaen el Teorema3.3.2.

E En virtud de la relación (3.4.1), setiene que

E[T15]

E A—i+E[L]’

donde T15 representa la cantidad de tiempo en un ciclo de regeneración durante la cual el sistema
permaneceen el estado(1,5), (1,5) E E. Nóteseque E[Tr,r,] = A~i, ~~or, E[T05] = >‘ + E[Lr,] yu
rgr, E[T,5] = E[Lfl. Entonces,(3.6.48) y (3.6.49)sonconsecuenciade (3.3.18),(3.3.21)y (3.6.52).

Las funcionesgeneratricesmarginalesde lasvariablesaleatoriasN1 y Nd son obtenidasa partir delu Teorema3.6.1. Si ci> O y pi > O, se tienen

E [XÑ< — 1—13(6)+ (1 —x)¡3(6)(~¡(0,O,x,1)+6y(6,x,1)

)

_ 1— x¡3(6) , ¡xI < 1, (3.6.53)u _ _________________________

¡
+ (y— 1)¡3(A — Ay+6fl’(¿,1,y)), ¡y¡ =1. (3.6.54)

u
u
u
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En el casoci >0 y pi = 0, se tienen

___________ si
E[xNI)~l~ ~ (1—x)¡3(6) (6 + (A + ci)(1 — ~j(O, O, x, 1))), x¡ < 1 (36.55)

+ ci)(1 — 43(6))

E [Ntl — ( — 6y A+ci+6—(Ay+ci)¡3(A—Ay±~)“i ~ftO, 0,1,1) ¿3
~yj Ay -~-ó> + + ~ —(Ay+ ci)¡3(A —Ay±6))

6y A±cx±6)(1—y)13(A—Ay+6

)

)) ¿3
+ AAy+ 6 +ci+6)y—(Ay+ci)13(A—Ay+6 ¡y¡< 1. (3.6.56)

Lasfunciones4,}O, O, X~ 1),~j(O,0,1,y),y(6, X> 1) y y(6,1,y) vienendadasenel Teorema3.6.1. Derivando ‘si
las expresiones(3.6.53)-(3.6.56)se obtienenlos valoresmediosdadosen (3.6.50)y (3.6.51).

o si
3.7 SistemaM/M/1 con mecanismode aclaradogeneraly disci-

plina lineal de reintento ¿3
Estasecciónestádedicadaal análisisde la distribución límite y al estudiodel períodode ocupación del
sistemaAl/M/1 con disciplinalineal de reintentoy mecanismode aclaradogeneral. ¿3

El sistemaestudiadoes unavariante del modelo analizadoen las seccionesprevias. La principal
modificaciónconsisteen asumirqueel tiempoque transcurreentredos desastresconsecutivossigueuna

¿3distribucióngeneralA(t) (A(O) = O y A(oc) = 1), aperiódica,con primer momentoa~ < oc y transfor-madade Laplace-Stieltjesci(9). Paraque el sistemaseaanalíticamenteabordabledebeasumirseque los
tiemposde servicioson variablesaleatoriasexponencialesdeparámetrou > 0. Los procesosde llegadade
clientesy de desastres,los intervalosseparandosucesivosreintentosy los tiemposdeservicioseconsideran ¿3
mútuamenteindependientes.

En cadainstante t > O el estadodel sistemapuedeser descrito medianteel procesoMarkoviano ¿3X = {X(t),t =0} = {(C(t),Q(t),¿(t)),t =O), dondelas componentes0(t) y Q(t) se definen como enla sección3.2 y E(t) representa el tiempo transcurrido desde el instante de llegada del último desastre
hastael instantet. Su espaciode estadoses 5 = {O, 11 x IN x IR+. Si se omitela variable ¿(1),entonces
el procesoresultanteY = {Y(t),t =0} = {(C(t),Q(t)),t =O} resultaser un procesoregenerativocon ¿3
proceso de renovaciónencajado( = {(,.,n =01,dondeCo = O y Cn es el instantede llegadadel n-ésimo
desastre vi > 1 El conjunto £ = {0, 11 x ¡IV es el espaciode estadosde Y. Análogamente,parael sis-
temade colasAl/Al/1 con disciplinalineal de reintentosen ausenciade desastres,seconsiderael proceso si
Y = {?(t),t =O) = {(CQ),Q(t)),t =0).

3.7.1 Distribución límite ¿3
La existenciade la distribuciónlímite del procesoY, definidacomo

= hm P(Y(t) = (i, 5)), (u 5) E E, si
¿3
¿3
L]
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estáaseguradamediantela recurrenciadel proceso de renovación( (ver la Definición 9.1.21 de Qinlar
(1975),donde(esrecurrentesi y sólosi A(oc) = 1) y la integrabilidadRiemanndela fúnción1 — Kí(i, 5),
paracada(i5) EL, definidacomo

Kí(i, 5) = P(Y(t) = (i,5), fi >t) = (1 —

donde A5Q) = P(5’(t) = (i,5)). Nóteseque K:(i,j) =1— AQ), para cada(i,j)’e E y 1 =O. La
existenciade al asegura la integrabilidadde 1 — A(t). Entonces,en virtud del test de comparaciónde
integrales(ver pg. 300 de Edwards(1980)),paraestablecerla integrabilidadde Kí(i, j) en IR+ bastacon
comprobarque existe f¿ K..1(i,j)du, paracadat > O. Como1<~(i,j) = (1— A(u))As(u), el problemase

reduceaverificar la existenciade f~ É15(rt)drt, la cual estáaseguradadadoqueel númerode transiciones

de las trayectoriasde Y en el intervalo (O, t] es finito casiseguramente.

A continuaciónse introducenalgunastransformadas

00

Pí(z)=>3Písz’, i E{O,1), IzI=1,
5=0

00

1=0

.k (0, z) = e
6A(t, z)dt, i E {0, 11, ¡z¡ =1, Re(O) > O.

En el siguienteresultadose estudiala distribución limite {PÍJI(ís)EÉ en términos de las funciones
generatricesparciales.P~(z), i E {O, 1}.

Teorema3.7.1. Las funcionesgeneratricesparcialesde {PÍs)(¿,s)ecvienendadaspor

P
1(z)= ciE’ f P1(t,z)(1 — A(t))dt, i E {O, 1}, (3.7.1)

donde las funcionesgeneratrices.P1~, z), i E {0, fi, tienen transformadasde Laplace-Stieltjes,

p~(9 z) = ~ + AtMO,1 z

)

iE{O,1}. (3.7.2)

Además,

i) Si ci> O y pi = o, entonces

uz#r,(O, 1, z) = (2(0) — z)(O + A + ci)(0 + A — A2(9) + u)’ (3.7.3)

kí(O, 1,z) — z+ (Az + ci)r,bo(O,1

,

z(9+A—Az+u)
(3.7.4)
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(375) 4
2(9) (9+> + ci)(O + A + u) —Av — ~1((~+ A ±a)(O + A + u) —Av)2 — 4Aciv(O+> ±ci) (3.7.6)

2A(0 + A + ci)

2(0) — (9 + A + ci)(O + A + u) — Av + j((0 + A + ci)(9 + A +u) —Av)2 — 4Aciv(9+ A + ci

)

2A(0 + A + ci) . (377)

u) Si ci =O y pi > ~, entonces

t>o(O, 1, z) = pira/¡i (2(9) — z)+> (2(9) — ~)+?w(O, 1)$~~~(9,2(9),:) ml
~i+~i~(O, 0,2(0)) _ _______________X (00 2(0)) 49)2)) (378)( ¾/~(9 si

z—n(O,1)—(O+A—Az»bo(O,1,z) (379)
~í(O, 1,:) = 6: + (Az — v)(1 — z) a
i«9,1) = u (9-i-A+v— A¿~1+a/P(O~Oz(9»)—i (3710)

(¡(9) — ~f(’++b dii,a, 8) = rt~ (2(9) — rtf ~ qn) (3 7 11)

ao(O) = A (A(0 + A)2(6) —(0 + A)2 — vA) ((0±A + u)2 — 4Avfi/2 (37 12)

r(O) = —A (A(O + A)2(0) — (0 + A)2 — vA) ((O + A + u)2 — 4Avf’12, (37 13) 4
O±A+v— 2>’ (3714) 4
0+A+v+ (0+A±v~—4Av (3715)

2(0) = 2> 4
Demostración. En virtud del Teorema9.2.25 de Qinlar (1975), lasprobabilidadeslimite {P~

5}(, ,)Ec
puedenexpresarsecomo a

= cij’ f00 K~(i,j)dt, (ii) eL,

y, como consecuencia,se obtienela expresión(3.7.1).

Paracalcular las transformadas.P~*(0, z), i E {0, 1}, se utilizará el método de las marcascolectivas mlSe consideranun procesode Poissonde intensidadO > O, cuyos sucesossonllamados‘catástrofes’,y un

a
a
J
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procesode marcadoque consisteen ‘pintar’ a cadaclientedel sistemade color rojo cori probabilidadz y

de color blancocon probabilidad1—:, z e [0,1]. Se asumequeambosprocesossonindependientesentre
sí e independientesdel funcionamientodel sistemaAl/Al/1 con disciplinalineal de reiritentoen ausencia
de desastres.

En la terminologíadel métododelasmarcascolectivas,9Pe(0,z) representala probabilidaddel suceso
A definido como ‘en el instante de la primera catástrofe, el servicio está libre y todos los clientespre-
sentesen el sistemahan sido marcadosde color rojo’. Se define un ciclo de ocupacióncomo el intervalo
de tiempo comprendidoentre dos visitas consecutivasdel procesoY al estado(O, O).. Seax el número
de ciclos de ocupaciónque han sido completadoshastael instantede la primera catástrofe. Entonces
aplicandola ley de la probabilidadtotal, es posiblededucir

00

OÉ(O, z) = >3 P(.A,x = vi). (3.7.16)
n=0

La probabilidaddel suceso‘la primera catástrofe ocurre durante el (n+1)-ésimo¿ido de ocupación
y, en eseinstante, todos los clientespresentesestán marcados de color rojo’, vi ~ O, puedeser expresada
como sigue

P(A,x = vi) = (~> >ir(9j 1)) (0 ±¿‘j9tko(O,1~z)) , vi=O, (3.7.17)

donde ir(9, 1) = E[exp{—91~}] es la transformadadel períodode ocupación,L, en el sistemaM/Al/1 con
reintentolineal y br,(0, 1,:) es la función definidaen (3.6.35),en el punto (O, x, 11) = (9,1, z).

Análogamente,OP,(O, z) representala probabilidaddel suceso6 definido como ‘en el instante de la
primera catástrofe,el servicio estáocupadoy todoslos clientespresentesen el sistemahan sido marcados
de color rojo’. Entonces,es sencillo establecerque

00

eÉt(O,z)= >3P(¡.i,x = vi), (3.7.18)
n=0

siendo

= vi) = G~=.~s7r(O1)) (9:A9~1(O~1~Z)), vi> 0 (3.7.19)

dondesb«O,1, z) = f~ $,(O, 1,:,u)du y eh(O, 1,z,u) denotala función definidaen (3.6.35) en el punto
(O,±,y,u)= (O, 1,z,u).

Entonces,la expresión(3.7.2)se obtienea partir de (3.7.16)-(3.7.19).

En el casoci > O y pi = O, la transformadair(0, 1) es obtenidaa partir de (3.6.6) y de la relación
*(O, 1) = l/q(O —6,O—6,1,y). Las fórmulas (3.7.3) y (3.7.4) se deducenmediante‘la correspondiente
particularizaciónal casoexponencialdelasrelaciones(3.6.43)-(3.6.45).Razonamientosanálogosconducen
a las expresiones(3.7.8)-(3.7.15)cuandoci > O y pi > o.

o
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A continuaciónse particularizanlas expresionesde las funcionesgeneratricesP1(z), i E jO, 1}, para
los casosde las distribucionesde aclaradoexponencial,determinista,Coxian-2y Erlang.

Ejemplo 1. Distribución exponencial.Si se asumequeA(t) = 1 e
6’, t > 0, 6 > O, entonces

.P~(z) = 6A*(ó, z), i E jO, 11, ¡zj ~ 1.

Ejemplo 2. Distribución determinista.Si se consideraque el tiempo transcurridoentre dos instantes
de aclaradoconsecutivoses unaconstanteD > 0, entonces

P
1(z)= D’ P~(t, z)dt, lE jO, 1}, ¡z¡ < 1.

Ejemplo 3. Distribución Coxian-2. La función de densidaddel tiempode aclaradoes

aQ) = p,bieóIt +p262e
62t, t > 0,

donde6~ >62 >0, P2 = l—Pl, p, = 1— b6,/(6~ —62) y bE [0,1]. En estecaso,se tieneque

Debe notarseque la distribuciónhíperexponencialcorrespondecon el casoen que p~ E [0,1], 1 E jO, U.

Ejemplo .4. Distribución Erlang. Se asumeque la función de densidaddel tiempo de aclaradoviene
dadapor

________ ó±jm— ~,(ni—1)!
donde 6 > O y ni > 1. Entonces,se obtiene

I’~(z) = É- >j <:t?” .fQ~”~(ó, z), i e jO, 1}, IzI =1
siendo ¿3

t3”Pí(O,z) n>0.89”

En la Figura 3.7.1 se muestrael efecto de las intensidadesA E R~ y 6 E IR+ sobrela probabilidad
Pr,(1) cuandoel aclaradose distribuye exponencialmentey (ci,pi,v) = (3.0,0.0,7.1).En la Figura 3.7.2
se representaPo(1), comofunción de A E IR+, en los siguientescasos:

(1) ci = 3.0, pi = 0.0, u = 7.1 y 6 = 0.1,
(II) ci = 3.0, ¡s = 0.0, u = 7.1 y 6 = 1.0,
(III) ci = 3.0, pi = 0.0, u = 7.1 y 6 = 1.5, ¿3
(IV) cx = 3.0, pi = 0.0, u = 7.1 y 6 = 2.0.

¿3
si
¿3
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Figura 3.7.1. Efecto de A y 8 sobre Po(I)

0.8

0.75

0.7

0.65

0.6

Figura 3.7.3. Efecto de 8~ y 82 sobre .Po(i)

(VIII)
(VII)
(VI)

(V)

2 4 6 8 10 82

sobre .Po(1)Figura 3.7.4. Efecto de 82

El Ejemplo3 es ilustradocon las Figuras 3.7.3y 3.7.4. En la Figura 3. 7.3se muestrala variaciónde la
probabilidadPo(1), en términos de los parámetros6~ e IR~ y 62 6 IR+, cuandose asumela distribución
hiperexponencialpara el tiempo de aclaradoy los parámetros(A,ci,p,v,pi) = (2.5,t3.O,O.0,7’.l,0.25).
Adicionalmente,la Figura 3.7.4 muestrael efecto de 62 sobrePr,(1),en los siguientescasos:

j.
o.

o.

0.4
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(IV)
(III>
(II)

(1)

0.8

0.6

0.4

0.2

o

20 2 4 6 8 10

Po(i)Figura 3.7.2. Efecto de A

0.

o.

ci.

6 20
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(V) A = 2.5, cx = 3.0, pi = 0.0, u = 7.1, p, = 0.25y 6, = 0.1,

(VI) A = 2.5, ci = 3.0, pi = 0.0, u = 7.1, p, = 0.25 y óí = 1.0, ¿3(VII) A = 2.5, ci = 3.0, ji = 0.0, u = 7.1, p, = 0.25 y 6, = 1.5,
(VIII)> = 2.5, ci = 3.0, pi = 0.0, u = 7.1, p, = 0.25 y ¿j = 2.0.

¿3
3.7.2 Períodode ocupacióndel sistema

¿3Este epígrafeestá dedicadoal estudio de la distribución de la variable aleatoriaL definida comola
longitud del períododeocupacióndelsistemaM/M/ 1 condisciplina linealde reintentoy aclaradogeneral.

A continuaciónse introducen algunasvariablesaleatoriasy notacionesde interésen el cálculode la ¿3
transformadade Laplace-Stieltjesde L. SeaÉ la longitud del períodode ocupaciónen el correspondiente
sistemaAl/Al/U con disciplina lineal de reintento en ausenciade desastres.La distribución de L puede

¿3ser expresadacomo

P(L>t) =Poo±(lPoc)jf(ti)dti tc(O,cxú),

dondeP00 = P(L = oc) y (1 — P00)f(t) es la densidadasociadaal punto 1. Adicionalmente,sea A la
variablealeatoriaque gobiernael procesode aclarado. ¿3

Obsérveseque L es el mínimo entre A y L, y que A y .t son variablesindependientes.Por tanto, la
situaciónes análogaa la descritaen el Apéndice 3.13, siendoposible deducir las siguientesrelaciones: ¿3

E [COLI{É<Á}] = (1 — P00)j eBtf(t)(1 — .A(t))dt, Re(O)=0, (3 720)

E [CQLI{É=ÁII = ci(O) —(1 — P00)¡ f(t)cit(O)dt, Re(O)=0, (3 721) ¿3
E [eOL] = ci(O) + (1— P00) j 1(1) (eOt(1 — A(t)) — cia(O)) di, Re(O)=0, (3 722) ¿3

dondecx~(6) = A
00 COUdA(u). ¿3

El valor esperadoE[L] es obtenido derivandola transformadaE[eXp{—OL}]. A partir de (3.7.22),se
tiene ¿3

E[L) = cx, + (1— J’
00)¡ f(t) (t(1 — A(i)) —j udA(u)) di. (3723) ¿3

Las integralesqueaparecenen lasexpresiones(3.7.20)-(3.7.23)puedenser notablementesimplificadas
en el casode algunasde lasdistribucionesde tiempo de aclaradomásusuales.En los siguientesejemplos
se resumenlas particularizacionesal casoexponencial,determinista,Coxian-2y Erlang. ¿3

¿3
¿3
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Ejemplo 1. Distribución exponencial.Se considerala función de distribución A(t)6 > O. Entonces,se obtienen

s [e~oLííL<A}] = ir(O + 6,1),

E [eGLIIL=AI] = 6(1 —n(O + 6,1)

)

9+6

Ox(O-f-¿,1)4-6
0+6

1—c6t, t >0,

Re(O)=O,

Re(O)=O,

Re(O)=0,

EILj — 1 —ir(6, 1

)

6

dondeir(O, 1) es la transformadade L.

Ejemplo 2. Distribución determinista. Si se asumeque los intervalos de tiempo
de aclaradoconsecutivostienen longitudesconstantes,D > O, entonces

entredos instantes

E [e~’~i{~.<,q] = (1 — P
00)¡ e

0tf(t)dt, Re(O) =O,

E [eOLí{É=Á}1 = rOD — (1 — P
00)¡~ f(t)dt)

—8~ —80E[e
8L] = e80 ±(í— P

00)]f(t)(e —e )dt,

o
= D + (1— l’~) ¡ f(t)Q —

Ejemplo3. Distribución Coxian-2. Se considerala función de densidad

a(t) = pióie
6’’ + p

262e
62<, > 0,

Re(O)=0,,

Re(O)=o,

siendo6~ >62>0, P2 = U—pi, pi = 1—b6
1/(61—62) y 8 ¿[0,1]. Entonces,seobtienenlas

E [eOLI(L<A}] = pí~r(O +61,1) ±p2ir(9±62,1), Re(O) =0,

[{t=AI] 9±6k +P2 0+62 Re(9)=0,

Oir(9+6í,l)+61 Oir(O±¿2,1)+
6

2

9+6k +P2 9±62 Re(9)=0,

E[L]=pí 61 + P2

E [cOL] = Pi

transformadas
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Ejemplo4. Distribución Erlang. Seala función de densidad

t>O,e bi~’yi —1
(ni— 1)!

siendo6 >0 y ni> 1. Entonces

E [C6LI{L<Á}] = >1 (~j)n ir~”>(9 + 6,1),
n=0

E[e0L1{É=A}]

E[CVOL] =

E[L] = ¿1

(~6)n

— k ~ 6))

”

vn-i

nl
“=0

>3<:
n1

(—6)

”

ni—vi) vi!

?“~(o, 1) =
5~ir(O, 1

)

(1)
(fi)
(iii>

Figura 3.7.5. Probabilidadpj Figura 3.7.6. Valor esperadoE[L]

si
.1
si
si
a
a

Re(O)=0,

Re(O)=O,

si
a

donde

Re(O)=0, si

1)) ml

vi> 1.

a
si

0.8

0.4

0.2

o
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o.
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A
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a
a
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J
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0.8

0.6 lo

0.4 62

Figura 3.7.7. Probabilidadp~ Figura 3.7.8. Valor esperado É[L]

Comocomplementoa los anterioresejemplos,en la Figura 3.7.5 aparecerepresentadala probabilidad
de queun periododeocupaciónconcluyaen un instantedefinalización de servicio,pj, en un sistemacon
distribuciónexponencialde aclarado,en los siguientescasos:

(1) A = 1.0, cx = 1.1, pi = 0.2 y u = 4.0,

(II) A = 2.5, ci = 1.1, pi = 0.2 y u = 4.0,
(III) A = 5.0, ci = 1.1, pi = 0.2 y u = 4.0.

La Figura 3.7.6 muestrael efecto de A y 6 sobre el valor esperadoE[L], en el sisÑma con aclarado
exponenciale intensidades(ci, pi, u) = (1.1,0.2,4.0).

El EjemploSseilustra con las Figuras 3.7.7y 3.7.8, dondese representanPi y E[L], respectivamente,
como funcionesde ¿í E IR+ y 62 E lId, en el sistemacon distribuciónde tiempode aclaradohiperexpo-
nenciale intensidades(A,ci,pi,v,pí) = (2.9,2.1,0.3,3.7,0.25).

3.8 Comentariosy notasbibliográficas

Esta secciónrecogealgunoscomentariosreferidosa la bibliografíay técnicasemple’adasen el análisis
de los sistemasde colas Al/G/l y Al/Al/l con disciplinalineal de reintentosy dotadosde mecanismos
estocásticosde aclarado.

Primeramenteserácomentadoel estudiodel sistemaAl/G/1 con reintentos(ci ±jpi,5 =1) y proceso
de Poissonde llegadade desastres(6 > O).

10

¿~ 10
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¿3
En el libro de Qinlar (1975) se exponenresultadosgeneralesque permiten asegurarla existenciade

la distribución límite del procesosemi-regenerativo,Y = {Y(t),t =0), medianteel estudiodel proceso ¿3de renovaciónMarkovianaencajado,(Q, q). Es convenienteclasificarlos estadosde la cadenade Markovencajada,Q = {Q7,, n ~ O}, haciendouso de criterios basadosen tendenciasmediaso, en otros termínos

en la teoríade funcionesde Lyapunov. Los principalesresultadosde estateoríapuedenser encontrados

¿3en Foster (1953),Sennotty otros(1983) y Tweedie(1975).

La técnica usadaen el estudio de la distribución límite del procesoY, en la sección 3.3, ha sido
el métodode la variable suplementaria(ver Cox (1955)), empleadopor primeravez en un sistema de ¿3
colas con reintentos por Keilson y otros (1968). La inclusión de la variable aleatoria¿(t) en el proceso
no Markovianoinicial Y permite trabajar con el procesoMarkovianoX = {X(t), t =0} y deducirex-
presionespara la funcionesgeneratricesP~(z), i E {O, 1), asociadasa las sucesionesparciales {P¡s1s=o, ¿3e {O, 1). En el casoci > ~ y pi > O, la aparición en (3.3.16>-(3.3.18)de la raíz 2 de la función g en
el punto (w, x) = (0, 1), imposibilita la derivación de fórmulas cerradaspara las transformadasP~(z),

E {O, l}. Siguiendoa ‘Takács (1962) se ha propuestouna breve demostraciónparaeí Lema 3.3.1 ha-

¿3ciendouso del Teoremade Rouché.

El método usadoen la computaciónde la distribución límite {PIJ}(¡5)66, cuandoel flujo de llegadas
originales es un procesoMarkovianocon intensidadesdependientesdel estadodel sistema,estáinspirado ¿3
en los métodosalgorítmicos desarrolladospor de Kok (1984), posteriormenteextendidosa sistemasde
colas con reintentosmás generalespor Artalejo (1994) y Schellhaas(1986). En Tijms (1994) (capítulo
4) y Wolff (1989) (capítulo II) puedenencontrarsesíntesisde los algoritmos,los métodosaproximadosy silascotasmásusualesparaun buen númerodesistemasde colas,asícomoejemplosnuméricosilustrandolos procedimientosexpuestos. En los estudiosprecedentesla estructuramatricial de tipo Al/G/l era

preservada.La derivacióndel esquemarecursivo propuestoen la sección3.4 estábasadaen la teoría de

¿3procesosregenerativos(ver Sigmany Wolff (1993)y Stidham(1972)). El argumentofundamentalconsisteen analizar el númerode transicionesentrediferentes conjuntosde estadosduranteun ciclo de regene-
ración y en el posteriorusode la propiedadPASTA(ver Wolff (1982))paraexpresarsusvaloresmedios.
La experiencianuméricapermite validar el esquemarecursivo como un procedimientonuméricamente ¿3establepara computarla distribución límite {Pis}(¡J)6g de sistemasAl/G/1/1<, 1< < oc con reintentos
(a+jpi, j =1) y procesode Poissonde llegadade desastres(6 > 0). La implementaciónde esteesquema
recursívose ha realizadoen FORTRAN77(versión 5.1). ¿3

En Fajín y Fricker (1991)sedió un importanteavanceen el análisisdel tiempo virtual de esperaen el
sistemaM/C/1 con políticaclásicadereintentoy disciplinaaleatoriade accesodesdela órbita al servicio. ¿3Su técnica ha sido posteriormenteempleadaen modelosmás generales(ver, por ejemplo, Choi y otros(1993)). En su derivaciónes fundamentalel métodode lasmarcas colectivas. En el capítulo7 del libro de
Kleinrock (1975) puedeencontrarseunaelegantedescripciónde lasdos operacionesinvolucradasen esta
técnica: la ‘marca’ de los clientes;y la observaciónde los procesosde Foissonde llegadade ‘catástrofes’. ¿3
Como se observaen la sección 3.5, el estudiode la distribución del tiempo de permanencia,W, en el
sistemaAl/G/1 con reintentos (ci + jpi, j =1) y mecanismode aclarado,quedareducido al estudiode

la distribución del tiempo de permanencia,W, en el correspondientemodelo en ausenciade desastres. ¿3Los argumentosdadosen Falin y Ericker (1991) debenser profundamentemodificadoscuandoseasume
la disciplinaFCFS parael accesode clientes desdela órbitaal servicio. Debe notarseque el sistemade
ecuacionesdiferenciales(3.5.19) contienetoda la informaciónnecesariaparadeterminarla transformada
de Laplace-Stieltjesde W, cuandoAfií < 1 — A6~~/(A + ci). La soluciónen el caso ci > O y pi = O es ¿3
sencilla; por contra,si se asumeque a =O y pi > O, la computaciónefectiva de la transformadaimplica

¿3
¿3
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un tremendoesfuerzoalgebraicoy la soluciónfinal resultaextremadamentecompleja.

La sección3.6 recogeel análisis de las principalescaracterísticasdel período de ocupacióndel sis-
tema medianteel cálculo de las transformadas~ w, z,y) y ~a(9,9,x, y). El método analítico que
permitecalcularlas transformadasd4(9,w,x,y), lv =1, estáinspiradoen Falin (1990). La interpretacíon
de la matriz Al como un operadorlineal acotadosobreel espaciode Banach (100,11.1100) se apoyaen

resultadosexpuestosen Ash (1972) y Griffel (1981). El cálculo de 4’d(O, O, x,y) es equivalenteal es-
tudio del sistemaAl/G/1 con reintentos (ci + jpi, 5 =1) en régimen no estacionario. Argumentos
paralelosa los empleadospara deducir (3.6.12) puedenser usadospara derivar la expresiónmatricial

$d(9,O,x,y)= Al(9,x,y)4’d(O,O,x,y)+Ñ(O,x,y), donde~$~d(O,O,x,y)=

Al(O,z,y) es construidade la formausualy Ñ(9,x, y) tienetodoslos elementosno nulos. La naturaleza
del vectorÑ imposibilitael cálculo de shd(9,9,x, y) mediantela aplicacióndel métodoanalíticoutilizado
paradeterminarc,b~(O,w, x, y). La líneaseguidaen Falin (1979)muestrala existenciade un procedimiento
alternativode cálculo de ~j(O,w, x,y), basadoen el métodode las marcascolectivas,dondetampocoes
posibledistinguir entre las variables L

0 y L1. La complejidadde las expresionesdel Teorema 3.6.1
impide deducirlos momentosde las variables(L0,Li, N1, Nd) mediantederivación.Alternativamente,la
teoríade los procesosregenerativoses la clave paraobteneralgunosvaloresmediosdadosen el Corolario
3.61. Posteriorestrabajospuedenorientarsehaciael estudiode la distribuciónde la cantidadde trabajo
inacabadoU(t). El análisis del sistemaAl/G/1 con líneade esperay desastresha sido realizadorecien-
tementepor 3am y Sigman(1996).

A continuaciónse ofrecen algunoscomentariosrelativos al sistemade colas Al/Al/U con disciplina
lineal de reintentoy mecanismode aclaradogeneral.

La existenciadela distribuciónlímite del procesoregenerativoY = {Y(t), t =01, en la sección3.7.1,
hasido aseguradacon la ayudade los resultadosdel capítulo9 de Qinlar (1975). El estudiode las proba-
bilidadeslímite {PIJ}(I,5) E £ se reduceal análisisde la distribución dependientedel tiempodel proceso
Y = {i}t), t = 0]> La aplicación del método de las marcascolectivasal análisis de la distribuciónen
régimentransitoriodel vector (Ó(t) tZ?(t), ¿(t), 1(t)), cuandoIb > t estáinspiradaen el trabajode Falin
(1979).

Las observacionesrecogidasen el Apéndice3.13 reducenel estudiode E[rOL] y E[L] al estudiodel
periodo de ocupaciónen el correspondientesistemaen ausenciade desastres.

La versión 2.2de Mathematica(ver Castillo y otros (1994)y Ellis y Lodi (1990))há permitidoilustrar
gráficamenteel presentecapítulo.

Los artículospublicadosrecientementesobremodelosde colascon desastres(ver Chao (1995) y 3am
y Sigman(1996)) no mencionanla literatura existentesobresistemasde aclaradoestocástico(ver Kim
y Seila (1993), Stidham(1977) y sus referencias),aunquela relación entre ellos es! obvia. De hecho,
los sistemasde colas con llegadasnegativasy con desastrespuedenser englobadoseñ un mismogrupo.
En particular, los conceptosde llegadanegativay de desastrepuedensergeneralizadospermitiendoque
una llegadanegativadestruyaunacantidadaleatoriade trabajo, queno necesariamentecorrespondaal
trabajo asociadoa un númeroenterode clientes. Posiblementela variableU(t) de~critaen la sección
3.6 puedaser estudiada,en términos de ecuacionesde Wiener-Hop~siguiendoel método propuestopor
Boucheriey Boxma (1995) para el sistemaAl/G/1 con línea de espera. Una posible variantede los
sistemasde colas analizadosconsisteen expulsara un númeroaleatoriode clientesen los instantesde
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finalización del servicio. El análisisde la distribuciónlímite del sistemaAl/G/1 con estetipo deestrategia
de expulsiónpuedeencontrarseen Bayery Boxma(1995). J
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APENDICE 3

Apéndice3.A. Existenciade la distribuciónlímite del procesoY.

En este apéndicese demuestraque las probabilidadeslímite del procesoY existen y son positivas
cuandola cadenade Markov encajadaQ es ergódica.

En primer lugar se proponela definición de función integrable .Riemann en sentido directo. Sea
9 IR4 .-. IR4 unafunción acotadasobreintervalosfinitos. Paracada1’> 0 se definenlos valores

= inf{g(t), vi8 =t < (vi + 1)b}, vi > O

y~’(n) = sup{g(t),nb ~ t < (vi + 1)61, vi > 0.

Adicionalmente,sedenotan

00 00

c4=b>3y(n) y c4’=b>3 y~’ (vi).

n0 n0

Se dice que la función g es integrableRiemannen sentidodirectosi y sólo si a~ <oc, ó~’ <oc, paracada
8> 0, y limw....o(c4’ — u~) = O.

Paraasegurarque existe la distribución límite del procesoY cuandola cadenade Markov enca-
jada Q es ergódica (ver el Teorema 9.6.12 de Qinlar (1975)), es necesariocomprobarque la función

—~* Kg(Q,j), (lv,l)), para (1,5), (lv,l) EL, es integrableRiemannen sentidodirecto.’ Paracadaestado
(1,5) E E, se denotanPu5)(ni > t) = P(qí > t/Y(0) = (1,5)) y E(IJ)[ní] = E[~í/Y(0) = (1,5)]. En-
tonces, la función t —.* P~¿,

5~(q1 > t) es monótonadecrecientey f¿” P«,s>(rn > t)dt t= E<1,54ij1] < oc,

cuando6 > 0. Dado que K*((i, 5), (lv, 1)) < .P(I,s)(huí > t) y K~((i, 5), (lv,!)) es integrableRiemann se
deducequela función K~((i, 5), (lv, 1)) es integrableRiemannen sentidodirecto,paracada(1, 5), (lv, 1) E E.

Entonces,en virtud del Teorema9.6.12de Qinlar (1975), se concluye que laergodicidaddela cadena
de Markov encajadaQ implica la existenciade distribución límite del procesoY.

Apéndice 3.B. Distribución del mínimo de dos variablesaleatoriasindependientes.Aplicación al
tiempode permanenciaen el sistema.

En esteapéndicese estudiala distribucióndel mínimoentredos variablesaleatoriásindependientesy
continuas,cuandouna de ellas no es necesariamenteunavariablealeatoriapropia. Como aplicación,se
deducenlas expresiones(3.5.1)-(3.5.7)relativasal tiempode permanenciaW cuando1elsistemaM/G/1
con disciplinalineal de reintentoes ergódico.

Se considerala variablealeatoriano negativaX, cuyadistribuciónvienedadapot

P(X> x) = P00 + (1— J’0o)j f(u)du, x E (0, oc), (3.B.1)
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donde1% = P(X = oc) y (1 — P00)f(x) representala densidadasociadaal punto x. Análogamente,sea ¿3Y unavariablealeatoriapropia, no negativa,con distribución

¡‘(Y > a,~ = ¡ g(u)du, x 6 (0,oc). (3.B.2) ¿3
Se define la variableU = min(X, Y). Entonces,U es una variablealeatoriacontinuacon función de

densidadh(x) dadapor ¿3
h(z) = g(x)~ + (1—P00)¡ f(u)du) + f(x)(1 — it) ¡ g(u)du. (3 B 3)

Además,se tienen ¿3
P(U = Y) = ¡‘a, + (1— Pa,)¡ P(Y < u)f(u)du, (3.B.4) ¿3

x) = 1 — (¡‘co + (1— Pa,)¡ f(u)du) ¡ g(u)du. (3.13.5)

Si se asumeque g(x) = 6e
6X, x > 0, 6 > 0, entoncesunasimpleparticularizaciónde las expresiones

(3.B.3)-(3.B.5)conducea ¿3
h(x) = 6e~X (¡‘co + (1— ¡‘00) ¡ f(u)du) + ehXf(x)(1 — Pa,), x 6 (0,oc), (3.13.6)

P(U = Y) = Pa, + (1— ¡‘00) ¡(1— C6~)f(u)du, (3 137) ¿3
P(U=x)= 1—e~ (P~+(1—P

00)j f(u)du) , rE (0,oc). (3.138) ¿3
A partir de (3.B.6) se deduceque la transformadade Laplace-Stieltjesde U es

= (9+6)’ (6+ (1— Pa,)0¡ e96+óWf(x>dx) (389)

A continuaciónse particularizanlas fórmulasanterioresal casode la variable W. Paraello, se asume ¿3
la ergodicidaddel sistemaAl/G/1 con disciplinalineal de reintentoen ausenciade desastres(6 = O). Si
se satisfacela condición A/3~ < 1 — A60~/(A+ ci), entonces,W < +oc casi seguro. Entonces,se deducen

silassiguientesrelaciones

h(x) = 6CSXP(W> x) + eSxfw(x), rE (0,oc), (3.13.10)

P(W =Z) = 1— ¡3(6), (3.13.11)

siE[eOW] = 0,3(9 + 6) ±6O + 6 (3.13.12)

¿3
¿3

u
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siendof~(x) la función de densidadde W.

Entonces,las expresiones(3.5.1)-(3.5.7)son consecuenciade (3.B.10)-(3.B.12).
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