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Prologo

El problema del viajante, TSP (del inglés, Traveling Salesman
Problem), problema que, planteado sobre una red, consiste en obtener un
circuito hamiltoniano a coste minimo, es quizd el problema sobre|el gque
mas se ha escrito de entre los problemas no resueltos dentrol de la
Optimizacién Combinatoria {es decir, problemas con complejidad X¥P }para la
obtencién de la solucién o6ptima). Esto es asi no sélo por la r'iqllleza de
sus aplicaciones, sino porque ha sido un problema paradigmatico, jque ha
influido en el desarrollo de numerosos conceptos de optimizacién y

algoritmos a lo largo de su historia.

La aparicién del articulo de Dantzig, Fulkerson y Johnson (1954},
"Solution of a large-scale traveling-salesman problem" en la | revista
Journal of the Operations Research Society of America fue unol de los

principales eventos en la historia de la Optimizacién Combinatoria.! En esa

época ya Dantzig habia desarrollado el método Simplex para programacion
lineal, y distintos problemas de optimizacién combinatoria, como los
problemas de asipgnacién y de transporte, se habian resuelto en este
contexto, mediante adaptaciones del método simplex que dieron :lugar‘ a

algoritmos con complejidad polinomial.
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Prélogo

El problema de asignacién consiste en elegir n elementos de una
matriz C = (c_u,), uno por fila y por columna, de forma que la suma de los
elementos elegidos sea minima. Este problema puede resolverse utilizando

técnicas de programacién lineal de la siguiente manera:

sea el politopo P formado por todas las matrices de la forma X = (le) que

satisfagan las condiciones x_j =0, Y }-{lj =1 Vi, Y xi) =1 VYj.
1
J 1

Se plantea el problema de programacién lineal consistente en encontrar la
matriz XeP tal que se minimice la funcién % Ci}XiJ .
i,]
Anbos problemas son equivalentes, ya que en este caso los vértices de
P son precisamente las n! matrices que cumplen las condiciones (es decir,
matrices con un 1 en cada fila ¥y columna y O en todos las demas .
posiciones), y el dptimo del problema de programacién lineal se alcanza

siempre en uno de los vértices.

Al ‘intentar aplicar el mismo procedimiento para. resolver el problema
del viajante, donde ixij = 1 significa que nos movemos del nudo i al nudo j
en el camino hamiltoniano elegido, se observa que, aunque similar en su
planteamiento, - el problema cambia substancialmente. Sea la siguiente
identificacién del  politopoc Q como el formado por todas las matrices

X = (le] que satisfacen

)}xu=l vi , )i:xij=l Yj, XUZO,

Y ¥ x s|s|-1 vss/1<]|s]<n,
€S J€ ) ]

i
1€5 S

donde ' la ‘nueva condicién introducida evita la formacién de subciclos,
(i.e., -caminos hamiltonianos de cardinal inferior a |[S]|), situacién que el
problema de asignacion no excluia en su planteamiento. El nimero de
condiciones asi - introducidas para problemas de medianas dimensiones es

exponencialmente grande.

Se advierte por tanto que ahora el nimero de condiciones necesarias
para definir el politopo se incrementa de manera considerable, pero; sobre

todo, que en este caso ya no es cierto que todos los vértices de Q tengan

—-ii—



coordenadas enteras 0O-1. Es por eso necesario afiadir una nueva condicién
al problema que asegure la integralidad de las soluciones, pasando, asi{ de
un problema resoluble por técnicas de programacién lineal a un problema de
programacién lineal entera, cuyas técnicas de solucién no lestaban

desarrolladas en absoluto en esos momentos.

Si, dadas todas las matrices X del politope Q con todos sus vz?\lores 0
6 1 (todas los posibles caminos hamiltonianos), fuera posible determinar
un nuevo politopo, sea R, cuyos vértices fueran exactamente estas
soluciones, entonces el problema podria resolverse utilizando programacion
lineal. El politopo R deseado es la enveoltura convexa de todas las
soluciones factibles. Pronto se observé que las desigualdades que
caracterizan este politopo no son de facil obtencidén y, en cualquier caso,

el numero requerido haria infactible su utilizacién para fines practicos.

Asi, Dantzig, Fulkerson y Johnson especularon con la posiblilidad de,
partiende de una solucién optima o casi 6ptima, probar la optimalidad

introduciendo en el problema caracterizado por el politopo Q un |ndmero

adicional de desigualdades (denominadas cortes) que, ain no definiendo por
completo el politope R, eliminaran soluciones fraccionales sin eliminar
ninguna solucidon entera. De esta forma lograron resolver un problema del
viajante con 49 ciudades, pero, sobre todo, mostraron que el conciepto de
planos de corte era relavante en general para resolver otros tllipos de
problemas de programacidén lineal entera. Ademds en ese articulo, qu'izé por
primera vez, se utilizé el concepto de Branch-and-Bound, técnica cuyo
desarrollo ha sido fundamental para la solucidon de la mayoria [de los
problemas de optimizacién combinatoria planteados en el marco| de la

programacién lineal entera.

Otro procedimientc importante que determina cotas sobre las que
aplicar algoritmos de tipo Branch-and-Bound es la relajacién Lagrangiana,
que se describe en el capitulo 3. Held y Karp (1970, 1971) utiliz?ron la
primera versiéon de este procedimiento para disefiar un algoritmo ;yara el
TSP mas eficiente que todos los obtenidos hasta entonces ut[ilizando
relajaciones lineales. De nuevo el problema del viajante servia qe base

f
para el desarrcllo de técnicas de optimizacién cuyoc uso se extenderia a
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Prélogo

numerosos problemas combinatorios.

-En .cuanto a sus aplicaciones, el problema del viajante, tanto en su
forma simétrica, TSP, (con Cu = cJl V¥i,j) como asimétrica, ATSP (del
inglés Asymmetric Traveling Salesman Problem), es el modelo clasico para
secuenciar de forma 6ptima un conjunto de elementos. Normalmente, el valor
6ptim0 de la secuenciacién se expresa como la suma de los costes de
sec;uenciar pares de elementos sucésivos Aunque multitud de situaciones
reales pueden modellzarse de esta forma, en gran numero de casos la
sec:uenmacmn buscada debe  satisfacer otro tipo de condiciones
adicionales, tal que modifican notablemente la naturaleza del problema.

Aparecen asi nuevos problemas combinatorios, que deben ser estudiados

independientemente.

Una de las condiciones adicionales que aparece con frecuencia es la
presenc:la de relaciones de precedenaa ciertos elementos deben aparecer
antes que otros en la secuencia. Otra condicién frecuente, especialemente
en problemas de secuenciacién de trabajos donde cada elemento lleva
asoc1ado un peso, es la presencia de fechas tope antes de las cuales cada

elernento debe haber s1do secuenciado.

Escuderc {1988) introdujo el ATSP con relaciones de precedencia, al
que llamd Problema "del Ordenamiento Secuencial, SOP (del inglés,

Sequential Ordering Problem).

Escudero y Sciomachen (1993) han extendido el problema introduciendo
pesos en los nudos del grafo del problema y acotaciones en el peso de los
subcamincs desde el origen hasta cada nudo o elemento. Este es el problema
objeto de estudio en esta monografia, que esta dividida en cinco

capitulos, estructurados, de la forma siguiente:

En el capitulo | se describe formalmente el problema del ordenamiento
secuencial asi, comoc otros problemas combinatorics relacionados; se
establece su complejidad algoritmica y se describen los métodos generales
de resolucién para problemas de este tipo que se aplican actualmente en

optimizacién combinatoria.

-y~



Prélogo

El capitulo 2 recoge e! estado actual de la investigacion referente
al problema que nos ocupa, centrada en la metodologia que denominaremos
primal, consistente en trabajar con sucesivas relajaciones lineales del
problema. Se estudian diferentes modelizaciones para el SOP y se resumen
los algoritmos de separacion desarrollados para detectar restricciones
violadas e introducirlas en forma de plancs de corte validos que refuerzan

la relajacién lineal actual.

Para el SOP (i.e., ATSP con relaciones de precedencia y acotaciones}
los resultados computacionales obtenidos a partir de esta metodologia

muestran que el modelo no proporciona buenas cotas inferiores, yal|que en

general, a pesar de identificar y afladir a la relajacién del problema
nuevos cortes detectados, la funcién objetivo no mejora, o lo hace muy
lentamente. Por tanto, parecia necesario enfrentarse al problema desde un
nuevo enfogque, que permitiera la obtencién de una mejor cota inferior a la
solucién o6ptima desde la que iniciar la metodologia branch-and-bound. A

este proposito esta dedicada el resto de la monografia.

El capitulo 3 estd dedicado a establecer las bases de la metodologia
que denominaremos dual. En el se recogen los resuitados fundamentales
referentes a la relajacion lagrangiana, se desarrolla el algoritmo basico
para la aplicacion de esta relajacion a la resolucién del SOP, y se
obtiene un nueve método para la estimaciéon de los mu]tiplicadbres de
Lagrange. Este nuevo método estd basado en la aplicacion de la rnet'odologl'a
de descomposicién de Benders y en la generacién de cortes para el p'roblema
relajado que, en nuestro caso, es el problema de la arborescencia de
minimo peso. Asi, el problema relajado pasa de ser un problema ilineal a
ser un problema combinatorio, conservandose siempre la integralidad de las
soluciones obtenidas. i

f

A la identificacién de cortes validos para el problema esta lcledicado
el capitulo 4. En las secciones 4.2 y 4.3, respectivamente, se =0btienen
cortes vdalidos inducidos por las relaciones de precedencia ¥y !por las

acotaciones (condiciones que no han sido introducidas en el problema

—y-




Prdologo

relajado), y se desarrollan diversos algoritmos de separacién que permiten
detectar y reforzar cortes que sean violados por la solucién actual de
dicho problema. La inclusién de estocs cortes validos no destruye la
estructura de arborescencia del problema relajado, pues estos cortes se

utilizan para mecdificar los coeficientes de la funcidn objetivo.

Finalmente, en el capitulo 5, tomando como base algunos trabajos
sobre reforzamiento de condiciones de tipe cubrimientc via - incremento de
coeficientes, se propone una metodologia para reforzar los cortes validos
obtenidos en el capitulo 4 antes de ser introducidos en el problema, asi
como aquellos cortes ya detectados e introducidos, sean restricciones tipo
cubrimiento o, si sus coeficientes ya han sido incrementados en
reforzamientos anteriores, restricciones tipo mochila. Se pretende de esta
forma detericrar al maximo la funcién objetivo, para acelerar asi su
convergéncia al 6ptimo.

_Vi_



Capitulo 1

~

Descripcion del problema y Preliminares

1.1.- INTRODUCCION

El Problema del Viajante, TSP (del inglés, Traveling S:alesman
Problem), tanto en su forma simétrica como asimétrica, es elimodelo
clasico para secuenciar de forma éptima un conjunto de elementos.
Normalmente, el valor éptimo de la secuenciacién se expresa como Ila suma
de los costes de secuenciar pares de elementos sucesivos. Aunque {nultitud
de situaciones reales pueden modelizarse de esta forma, en gran niinero de
casos la secuenciacion buscada debe satisfacer otro tipo de condiciones
adicionales, tal que modifican notablemente la naturaleza del problema.
Aparecen, por tanto, nuevos problemas combinatorics, uno de los cuales es
el problema que nos ocupa, el Problema del Ordenamiento Secuencial, SOP

{del inglés, Sequential Ordering Problem).

Este capitulo estd organizado de la forma siguiente. En la seccion 1.2
se define formalmente el Problema del Ordenamiento Secuencial! En la

secciéon 1.3 se recogen algunas de sus aplicaciones practicas.; En la

seccién 1.4 se introduce la notacién que se utilizara a lo largo [de todo

el trabajo. A continuacién, en las secciones L5 y 1.6, se definen los



Capitulo 1. Descripcion del problema y Preliminares

conceptos bdasicos necesarios para la eprsfcic’m posterior, asi como
aquellos problemas combinatorios relacionados con el SOP o necesarios en
los algor‘itmos que se desarrollan posteriormente. Por altimo, en la
seccién 1.7, se encuadra el problema de acuerdo a su comple jidad
algoritmica y se exponen los métodos generales de resoluciéon de problemas
de este tipo. En esta secciébn se presentan la teoria y el tipo de
técnicas que se desarrollaran en los capitulos posteriores, indicando, por

tanto, el marco de los trabajos objeto de esta monografia.
1.2.- DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Sea un grafo dirigide o digrafo G = (V,A), donde V es el conjunto de

U'el peso del arco (i,])

V(i,jleA. Un camino es una secuencia de nudos y arcos il, (il’iz)’ i

nudos y A es el conjunto ‘de arcos. Sea c

2
(i,i),....00 ,i), i tal que (i,i J)eA V¥k=l,...,r-L El Problema
23 -1 r r

i,
del Viajante consiste en obtener un :ar;;xlw Hamiltoniano ¥ en G, es decir,
un camino que contenga todos los veértices de G sin reb'e;[ir niriguho, tal
que su pesc sea minimo. El problema se denom_ina Problema del Viajante
."S‘imélfrico (TSP) si ACU = c:jl V(i.j).t-éA‘l | En ‘caso contrario se denomina
Problema del Viajante Asimétrico (ATSP). En este trabajo se supone que
El(i,j)é'Al tal que cy ® €y
Sea‘O e?l nudo ficticio, tal que A = A;'U .{;(O'j) ¥jeV} con € z 0,
desde el que Se supone que comienza cualquier camino, y sea u el ultimo
nudo secuenciado. Sea k..l la secuenciawordenada de nudos desde el
nudé k hasta el nudo I en un camino Hamiltoniano dado. Asi ¥ = (0,...,u).
Sea ie(k,...,1) si el nudo i pertenece al camino desde el nudo k hasta el
r:l,ldo I, y sea (i,jlelk,...,1) si el areco (i,]) forma p.a-r‘te del caminb. Se

denota por i¢j el hecho de que el nudo i se ‘secuencie en H antes que el

nudo j.

Sea el grafo difigido P = (N,) con N € V, tal que un camino ¥
factible debe satisf acer las reiéciones de precedenci'a dadas por el
conjuﬁto de arcos 0, de forma que (i,jlell exige que i < j en todo camino

Hamiltoniano factible en G. Se supone que 1 tiene la propiedad transitiva
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1

cerrada (i.e., si (i,k)el y (k,jlell entonces (i,jlell). Escudero | (1988)

introdujo el ATSP con relaciones de precedencia, al que llamé Probleima del

Ordenamiento Secuencial. |

Escudero y Sciomachen (1993) han extendido el problema introduciendo
pesos en los nudos del grafo y acotaciones en el peso de los subcaminos
del camino ¥ factible en G. Sea pj el peso del nudo j, YjeV, con P, = 0.
Dado un vértice i, sea ¥, el peso acumulado del nudo i en un |camino

hamiltoniano ¥ factible en G, tal que

y,= Z e, * Z P, - (1.1)

(a,B)E(0,...,1) PE(D,...,1)

Por tanto el peso total del camino hamiltoniano ccincide con el peso

acumulado del nudo u. ’
Sea el vector n-dimensional d tal que di proporciona una cota j’.super'ior

al peso acumulado del vértice i, VieV en cualquier camino factible H. ,

|

El PROBLEMA DEL ORDENAMIENTO SECUENCIAL (SOP) consiste en, ﬁdado un

grafo dirigido con pesos en los vértices y en los arcos, obtener un! camino
J

hamiltonianoc con peso total minimo satisfaciendo las relaciones de

precedencia y con acotaciones superiores en el peso de cada subcamino

hamiltoniano.

Formalmente, dados los digrafes G=(V,A) y P=(N,I), v los atribiutos P
d1 YieV y clj V(i,j)€A, el SOP consiste en obtener el camino Hamiltoniano

H en G tal que
a. 3 (j,i)ell para i¢j en .
b. y = clI YieV, donde la expresién para y, viene dada en (1.1).

c. El peso ¥ ¢ es minimo.
(1,j)eK

Si =90 y 3j € V / d] es finito, el SOP se convierte en él ATSP.

(Lawler et al. (1985) recogen numercsas referencias sobre el TSP/ATS'P.)




Capitulo 1." Descripcicon del problema y Preliminares

1.3.- CAMPOS DE APLICACION -

El SOP tiene gran ndimero de aplicaciones practicas. Una aplicacion
obvia es el ATSP con ciudades origen y destino fijadas, en el que visitar
una ciudad requiere una cantidad dada de tiempo y la partida de las

ciudades debe satisfacer unas fechas dadas.

El SOP aparece, por ejerhpio, y es una aplicacién interesante, en
problemas de planificacién de la produccién (ver Escudero, 1989). El
problema basicamente es el siguiente: Una maquina tiene que procesar un
conjunte de trabajos, solo puede ejecutar unc cada vez y los trabajos no
pueden ser interrumpidos después de ;coméniados. Se conoce el tiempo de
proceso para cada trabajo. Ademdas existe un tiempo de ajuste entre el
proceso de dos trabajos distintos, que- depende de ambos trabajos. (La
secuenciacion de trabajos que pertenecen a la misma familia no precisa de
ningin tiempe de ajuste). Cada traBajo puede tener una fecha limite para
ser entregad.o.’ Ademas pueden existir relaciones de precédencia entre los
trabajos, de forma que alguné's no pﬁeééh comenzar hasta que otros estén
finalizados. El objetivo consiste en obtener la secuencia de trabajos que
satisfaga todas estas condié:iérie.s," ‘tal un'e se minimice el tiempo de

finalizacién del wltimo frabajo que se procese.
1.4.- NOTACION

Sea el grafo dirigido G=(V,A), donde V es el conjunto de vértices y A
el conjunto de arcos, y sean W ¥ W’ dos subconjuntos de V, F un

Al

. v .
subconjunto de A, y los vectores xeR z,ac.=.[Ri l Para un camino

hamiltoniano ¥ en G, se define:

1) A{W) es el conjunto de arcos del subgrafo generado por W;
AW) = { (i,j)eA / i,j € W}

2) x(F) = ¥ X,
« ]

+ J)EF
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f
3) Por simplicidad de notacién nos referiremos a veces a un camino como

una secuencia de nudos (ix'iz’“"i ), enumerando implicitamente Ilos
r !
. - - ]

arcos que los unen, o como una secuencia de arcos sin mencionar los

nudos. Asf, [(i,...,j) representa el conjunto ordenado de nudos t.;iesde i

hasta j en el camino H. !

4) Dado el conjunte W = {i,a,b,j} y el subcamino (i,a,b,j),

x(i,...,jl =x + x +x
(yoes 3 ia ~ab  b]

x(W} = x(A(W))

5 (,...,j U (a,...,b)  representa el conjunto ordenado de| nudos

(i,...,j,a,...,b).

6) i{j significa que el nudo i se secuencia antes (no necesariiamente

inmediatamente antes) que el nudo j en un camino Hamiltoniano dac}o.

+

7) 8°(j)

{ (jx)eA } |

3 (j)

{ (i,jleA }

8) w (W) es el conjunto de todos los arcos con nudo origen en W,
(i.e. (i,j)eA / ieW, jeW)
w (W) es el conjunto de todos los arcos con nudo destino en W,

(i.e. (j,i)eA / jeW, ieW)

9) W:W's w'(W) [ w (W) = { (i,j)eA / ieW, jeW’}

Por tanto, W:W = A(W)

10) j:W = {{j}:W} YjeV

W:j

{W:{jh LAY

11) N(F) es el conjunto de nudos de V incidente en el conjunto de arcos F.
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i2) z(i) es el nudo que se secuencia inmedia'féfhéﬂté después que el nudo i
en un camino ¥ dado. ' | '

13} ali) es el nudo que se secuencia inmediatamente antes que el nudo i en
un camino X dado.

14) Dado el camino Hamiltoniano (i,...,j) , R(j,...,j] es el camino
(J.ald),a(a(j),...,z(z(i)),=z(i),i), es decir, la secuenciacién de los

nudos de i a j en orden inverso.
15) P(j} es el conjunto de nudos tal que ieP(j) & (i,jlell
16) "l"a‘b Sc tP V{a,bleA

De acuerdo con esta notacién, el peso acumulado del . camino

Hamiltoniano (0,...,i) sera

y, = z Tab (1.2)

(a,b}€(0,...,1)

1.5.- DEFINIC}ONES BASICAS

Definicién 1.1: Se llama drbol a un grafo conexo ¥ sin ciclos. Se llama

bosque a un grafo sin ciclos.

Definicién 1.2: Se llama arborescencia a un digrafo conexo y sin ciclos,
tal que cada nudo es vértice destino de un Unico arco, exceptuando un nudo

al que no llega ningdn arco, llamado nudo raiz.

Definicién 1.3: Dado un grafo (digrafe) G = (V,E) (G = (V,A)) y un
conjunte V'cV, se llama subgrafo generado por V° al grafo (digrafo)

Gv’ = (V ’Ev’) ( Gv’ = (V ’Av’) ) donde

v { {x,y}eE / xeV’, yeV’ }

E
{ Av’= { (X,y)eA /. xeV’ yeV’ } ).
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Definicién 1.4: Dado un grafo (digrafo) G = (V,E) (G = (V,A)) ¥y un
conjunto FcE (FcA) se llama grafo parcial generado por F all grafo
(digrafo) GF = (VF,F), donde VFQV recoge s6lo los nudos que definen! (nudos

origen o destino) algin arco en F.

Definicién 1.5: Dado un grafo G = (V,E) se llama &drbol generador de (G a un

grafo parcial conexc y sin ciclos de G que contiene a todos sus| nudos.

Dado un digrafo G = (V,A) se llama arborescencta generadora de ? a un
grafo parcial de G, sea GC = (V,C}) con CcA, tal que GC es5 una
arborescencia.

Definicién 1.6: Dado un digrafo G = (V,A) se llama camino Hamiltoniano en
G a un camino en G que contiene a todos sus nudos. Si el nudo inicial y el
nudo final del camino coinciden, entonces se denomina circuito

Hamiltoniano.

Definicién 1.7: Dado un digrafc G = (V,A) se llama corte en G a un
conjunto de arcos QSA tal que verifica que el grafo G'= (V,A\Q)| no es

conexo ¥ ninguin subconjunto de Q verifica esta propiedad.

Definicion 1.8: bado un digrafo G = (V,A) y un digrafo P = {V,II) de
precedencias, se llama politopo del ordenamiento secuencial a la envoltura
convexa del conjunto de puntos que son vectores de iﬁcidencié de c¢aminos
hamiltonianos factibles en G, es decir, solucicnes factibles del SOP. Se

denotara por SOP(n,P}, donde n = |V|.

Definicién 1.9: Dado un politopo P = conv { xe€{0;1}" / Ax = b } , donde A
es una matriz real mxn y b un vector m-dimensional, una desigualdad de la
forma ax = B es una desigualdad vdlida para P si se satisface para todo

xeP.

Definicién 1.10: Se llama cara de un politopo P correspondiente a la
desigualdad ax = 8 al conjunto F = { XeP / ax = B8 }. Si @ = Fl# P la

cara se llama propia. En este caso, se dice que ax = B define una cara.




: oot Capitulo 1oDescripeidn del problema y Preliminares

Definicién 1.11: Un politopo P es de dimensién k (dim P = k) si el maximo
nimero de puntos en"P afinmente indepéndientes es k+l.

Definicién 1.12: Se llama faceta de un politopo:P a toda cara propia de P
con dimensién maxima; es decir, una cara F del politopo P es una faceta si

y sélo’si dim F-= dim'P' - 1.

1:6.- PROBLEMAS DE OPTIMIZACION COMBINATORIA RELACIONADOS CON EL
SOP Y CON SU -RESOLUCION.

1.6.1.- El problema de asignacion (Asignment Problem, AP).

Dada una matriz cuadrada C de dimensién n, donde cl.I es el elemento
correspondiente a-la fila i-ésima y la columna j-ésima, el problema de
asignacién consiste en encontrar una permutacidon (il,...,i) de las

41

columnas de C tal que se minimice ¥ c
i
) J J

Muy frecuentemente, el probléma ‘descrito tiene su aphcacmn en el
caso en que sea preicngo'amgnar recursos a tareas a ‘coste minimo, tal que
cada recurso ha de asignarse a una y sélo una tarea y cada tarea solo
puede “tener a51gnado un recurso. En estos casos c” ‘recoge el coste

asociado’ a la a51gna01on del recursd i a la tarea J-

Este pr‘kdbl(i‘ar'ﬁa' ‘se puédépm'édélizaf como problema de programacién O-1 de

la siguiente forma:
"1, siise asigna la fila i a la columna’ j
0, en caso contrarie

Entonces, el problema de asignacién consiste en

Min Z Z
u ij

1=1 ]=1

s.a.



Capitulo 1. Descripcién del problema y Prelir?inares

t

n ) |

(1) Z X, = 1 Vj=i,...,n

i=1

n

(2) Z xIlj =1 Vi=l,...,n

J=1

(3) x, (0,1} Vi, j=l,...,n ;

|
Existen excelentes algoritmos para resolver este problema, c%)mo el

|
famoso método Hingaro, de complejidad o(n®) y, por tanto, fuertemente
polinomial. Hoy dia los algoritmos mdas utilizados tienen complejidad

OWn m log(nC)), y, por tanto, asi llamada débilmente polinomial, dlmde m

es el nimero de arcos (i,j) con cij >0, yC=max{ c_ } .jAsi el
(i, T
algoritmo de Bertsekas (1991) y otros. Ver también Ahuja, Magnanti y Orlin

(1993). ;

1.6.2.- EI problema de la arborescencia generadora de peso minimo (Min~Sum

Arborescence Problem). '

Sea G = {V,A) un digrafo conexo en el que cada arco ueA tiene asignado
un peso wi(u), donde u=(i,j) para i,jeV. El problema de la ar‘borc?scencia
generadora de peso minimo consiste en encontrar la ar'bore;scencia
generadora de G con menor suma de los pesos de sus arcos. La solu?cién de
este problema para el caso de grafos no dirigidos (problema deé, arbol
generador de peso minimeo, minimum spanning tree problem) fue uno de los
primeros éxitos de la optimizaciéon combinatoria, siendo su com{:lejidad
polinomial. (Ver Kruskal (1956)). La complejidad del problema dir‘i‘lgido es
también polinomial; ver el algoritmo de Edmods (1967). En el desar'r’-‘ollo de
nuestro trabajo utilizaremos la implementacién debida a Fischetti |y Toth
(1993).

'
Este problema se puede plantear como un problema de programacion 0-1,

tal que se define la siguiente variable Q-1:

1, si el arco (i, j} pertenece a la arborescencia

X .
1] 0, en caso contrario
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Sea 0 el nudo origen de la arborescencia generadora tal que 3{0,jl€A y

|3(j,0)€A, Vjev.

= Min c'x
g.a.
(1) x(A) =
(2) x(67(j) =1  Vjen\{o}
(3) x(W) = |W|-1 VYWcV, 2= |W| =n-1

(4) xeB"
1.6.3.- El problema del camino minimo (Shortest Path Problem).

Dado un digrafo G = (V,A), donde cada arco u=(i,j)eA tiene asociado el
parametro l(u) llamado longttud de u, el problema del camino minimo desde
un vertlce a hasta otr'o vertlce b cons1ste en encontrar un camino de la

forma (a,...,b) tal que minimice

Z 1{u)

u€la, ...,b)

Las longitudes de los arcos pueden ser positivas o negativas, mientras

no exista ningin - ciclo dirigido con long"i’ﬁl’d negativa en G.

La complejidad de este problema es polinomial, 0(n®) para redes tales
que ‘l{u)20 VueA 'y Ofrnm) (o(n”) para : grafos completos) cuando no hay
restriccién en' el signo'de las’ longitudes' 'de arco. Ver Gallo y - Pallottino

{1988); y Ahlja, Magnanti y Orlin (1993).
1.6.4.— El problema del flujo miximo (Maximum Flow Problem).
Dado un digrafo G = (V,A), con |A| = m, doride cada arco u=(i, jleA

tiene asociado el parametro real no negativo c(u) denominado capacidad del

arco, sean las siguientes definiciones:

10
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!
!
|
?
Definicién 1.13: Un flujo a través de G es un vector ¢ = (gol,...,!rpm) de

forma que se verifica la siguiente ley de conservacion de flu jo: !
3

é

VieV Z v, = z ?, !

wed’ (1) ued (1) :

Definicién 1.14: Un flujo de s a t es un vector ¢ tal que verifica la ley

de conservacién de flujo Vi#s,t, vy ademas se verifica que

Yons ) !

u65+(S) u€d (t)

Definicién 1.15: Un flujo ¢ es compatible con G si e, = c(u) YueA.

Definicién 1.16: Se llama valor de un flujo p de s a t a

vipl = Z @,

wed” (s} N

Dado un digrafo G = (V,A), el problema de flujo médximo de s a t para
s,teV consiste en encontrar un flujo compatible a través de A tall que su

valor sea maximo.

Definicién 1.17: Dado un digrafo G = (V,A), un conjunto QSAi es un
{s,t)-corte si su eliminacién separa a G en dos componentes conexas ¥y sy
t no pertenecen a l}a misma componente conexa. Un (s,t)-corte, poir.tanto,
divide a V en dos conjuntos disjuntos, sean W y W, tales que se:V_V (i.e.,

s¢W) y teW. Asi, Q=8 (W).

|
|
Definicién 1.18: Se define la capacidad de un corte, c(8 (W)), como l
i
|
!

c(d (W) = Z cli, j)

ieW, jeWw

11
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Teorema 1.1: (Ford y Fulkerson 1956,1962) Sea p un flujo compatible en un

digraf‘o G. Si 8 (W) es un corte en G, entonces

vip) = c(8 (W),

Teorema 1.2: (Flujo maximo-corte minimo) (Ford y F ulkerson (1956]) Dado un

digrafo G se verifica:

max { v(p) / ¢ compatible } = min { c(8 (W)) / & (W) corte en G }

Por tanto el problema del flujo. madximo también se puede formular como
sigue; Dado un digrafo G con capacidades asociadas a sus arcos, encontrar

un corte tal que su capacidad sea minima.

La complejidad de los algoritmos utilizados para resolver este
problema, tales como el algoritmo 'de Goldberg y Tarjan (1988) y Orlin
(1993), también es polinomial, siendo O(ﬁmzlogzn) para el primero y
O((n+m)(log n)(m+nlog n)) para el segundo. Para una pancramica scbre
algoritmos de flujo, ver Ahuja, Magnanti y Orlin (1989, 1993).

LN

1.6.5.— El problema del viajante '(‘.[:‘raveling Salesman Problem, TSP).

Dado un digrafe G = (V,A), con pesos cij asociados a los arcos (i,}),
para {i,jleA, 1i,jeV, el problema, propiamente denominado, del viajante
consiste en encontrar un circuito hamiljgonia_mo X en G tal que su longitud
sea minima, donde la longitud estd expresada por la suma de los pesos CIJ

de los arcos en el camino.
En la seccién 1.2 se efectia la distincion del TSP en simétrico y

asimétrico., El TSP asfmétrico tiene una gran utilidad para los objetivos

de este trabajo.

i2
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i
|

Sea xlj una variable 0-1 que indica si en arco (i,j) estd;en el

circuito hamiltoniano o no, tal que

1, si (i, jleKH

0, en caso contrario

La modelizaciéon 0-1 del ATSP mdas apropiada para este trabajo es la

siguiente:

. t
z = Min ¢'X

s.a.
(1) x(A) = n
(2) x3(j)) =1 vjeV
(3) x(8°(j) =1 VeV

(4) x(W) = |W|-l VYWcv, 2 = |W| = n-I

{(5) xeB"

|

La versién de este modelo para la obtencién del camino Hamiltoniano en
G de peso minimo, (donde la condicién (1) es sustituida por x(A) (= n-1),
sera ampliamente utilizada a lo largo de este trabajo. (Ver, por ejemplo,

seccion 2.2.2).

El TSP es el problema de Optimizacién Combinatoria por antonomasia;

muy utilizado en la literatura. El problema objeto de nuestro | estudio

puede considerarse como una extension del ATSP. A diferencia | de los
problemas combinatorios anteriores, no es polinomial, sino JVP—dufro (ver
seccién 1.7.1); por tanto, no se conocen algoritmos polinomiales para su
resolucion.
J
Los algoritmos desarrollados para todos los problemas descr;itos en

esta seccién son (tiles paré la resolucion del problema que no:s ocupa
(SOP). |

i3
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1.7.- COTAS SUPERIORES Y COTAS INFERIORES EN OPTIMIZACION
COMBINATORIA

La importancia del problema que nos ocupa, ademas de por sus
aplicaciones practicas, viene déda por el hecho de que es un problema
tipico de Optimizacién Combinatoria. E:
total, luyego es un problema de optimizacién; pero el conjunto de
soluciones posibles no es un cohjunto continuo, sino un conjupto finito:
el conjunto de todos los posibles caminos que verifiquen una serie de
condiciones. Se trata por tanto de un problema combinatorio. Asi, las
técnicas desarrolladas en el estudio de este problema y la filosofia
subyacente a las metodologias que expondremos es valida para el estudio de

otros tipos de problemas combinatorios,
1.7.1. Complejidad

Existen diferentes formas de medir la complejidad en los algoritmos
en los que el nimero de iteraciones no esta fijado deterministicamente por
el tamafio  del problema. Elegimos de entre ellas el analisis del peor de
los casos, que, aunque presenta el inconveniente de permitir que sean
casos patoldégicos los que determinen la complejidad, proporciona la teoria
de la NP-completitud. No es el objeto de esta monografia desarrollar con
precisién esta teoria; por tanto, sélo se def iniran brevemente los
términos fumdamentales utilizados en este trabajo. Para una exposicién

detallada sobre el tema ver Garey y Johnson (1979).

Definicidén 1.19: Se dice que un problema tiene complejidad polinomial si
existe un algoritmo que lo resuelva tal que su complejidad en el peor de
los casos estd acotada por una funcidn polinomial de n, el tamafio del
problema. A un algoritmo de este tipo se le denomina algoritmo polinomial.
En caso contrario se dice que el problema tier_le comple jidad no polinomial,
(también denominada complejidad exponencial). Un algoritmo no polinomial
es un algoritmo cuyo tiempo de ejecucién es una funcion no polinomial en

n.

14
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Las tablas 1.1 y 1.2 ilustran numéricamente la importancia de disponer

de algoritmos polinomiales para resolver un problema.

w10 20 30 40 50 60
j
n |.00001 .00002 .00003 .00004 .00005 .0q006
| _secs. Secs. secs. secs. secs, secs.
]
!
nz . 0001 .0002 .0009 .0016 .0025 .0[036
| sees. secs. secs. secs. secs. secs.
|
n’| .oo0i .008 . 027 . 064 . 125 j216
__ | secs. sSecs. secs. Secs. secs, ‘secs.
n® 1 3.2 24.3 1.7 5.2 3.0
| secs. SECS, SEecCs. min, min jmin.
2"| 0.01 1.0 17.9 12.7 35.7 !366
| secs. secs. min. dias afios siglos
3"|  .059 58 6.5 3855 2x10° 1.?3::1033
secs. min. afios siglos siglos siglos
|
Tabla 1.1 Tiempo de cémputo de la solucién 6ptima en funcién del tamafio

del problema.

Tabla 1.2: Tamafio maximo de un problema a optimizar en una hora. !

i
%

:
t=f(n) Ordenador 100 veces 1000 ve:ces
actual mas rapido mas répfido
n N 100N 1000N
1 1 l 1
n® N 10N 31.6N
2 2 I 2
3 i
n N 4.64N 10N
3 3 13
n° N 2.5N 3.98N
4 4 P4
i
|
2" N N + 6.64 N +9.97
5 S 5 l
1
3" N N + 4.19 N +6.29
b 6 6 :

{(En funcién de tecnologia superior)
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Formalmente la clasificacién de problemas segin su complejidad en esta
teoria se reduce a problemas de decr.swn es decu‘ problemas que eXigen
una respuesta de la forma "si" é "no". Sin embargo esto no restringe la
apllcabllldad de la téoria, ya ‘que cualclqu.ier probléma de optimizaciéon se
puede reformular como un problema de demsmn y, en la méy;ria de los
casos, se verifica que el problema de optlmlzacic’m tiene complejidad

polmomlal si y sblo si el problema de declSIOn asociado la tiene.

Definicién 1.20: Se dice que el probiema A es reducible en tiempo
pol‘inomialwal problema B, si existé‘un algoritmb para A que utiliza un
algoritmo que resuelve el pr‘obiema B, la utilizacién del algoritmo B es un
subalgofifmo polinomial y el-_ resto de las operaciones del algoritmo para A

son también polinomiales,

Lema 1.1: Si existe una re_ducciic"m en tiempo polinomial de A a B, y existe
un algortimo polinomial para B, entonces existe un algoritmo polinomial

para A.

Defiinicion 1.19: Se dice que el problema A es transformable en tiempo
polinomial al problema B si A es reducible en tiempo polinomial a B, A y B
son probiemas de decisién y la llamada al algoritmo para B 'se realiza

exactamente una ‘vez.

Las principales clases en las que se agrupan los problemas de decisién

son las siguientes:

Definicién 1.22: La clase P (del inglés, Polynomial time) es la clase de
todos los problemas de decisién para los que existe un algoritmo

polinomial.

Existe una clase de prdblemas que no pertenecen a la clase P, pero no
se ha podido probar que no existe un algoritmo polinomial para su
resolucién. Algunos de estos problemas se engloban dentro de la clase #P
(del inglés,” Nondeterministic ?olynomial time). Durante las Ultimas

décadas se han dado tres diferentes formulaciones de las caracteristicas

16
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|
!

de los problemas en esta clase, todas ellas equivalentes. Pz%ra un
. J

desarrollo de estas formulaciones ver Garey y Johnson (1979) ¥
]

Papadimitriou y Steiglitz (1982) entre otros. Se introduce a continuacién
' t

)
f

i

1
Definicién 1.23: La clase NP es la clase de todos los pr‘?blemas

una de ellas:

transformables en tiempo polinomial al problema de programacién enferl*a.
|

Definicién 1.24: Un problema de decision A es ¥AP-completo si:
a) AeNP y b) cualquier problema de la clase ¥7 es transformable en
tiempo polinomial a A. I'

Por tanto, el problema de programacién entera es N?’-—completo;. Si se
demostrara que un problema NP-completo pertenece a la clase P, to‘dos los
problemas de la clase NP podrian ser resueltos mediante algoritimos en

tiempo polinomial. i

|

t
Definicién 1.25: Un problema (de decisién o no de decisién ) es N?—iduro si

cualquier problema de la case &P es reducible (no necesar:iamente

transformable) en tiempo peolinomial a dicho problema. l

Se verifica que PSHP. Como se ha indicado anteriormente, no esta
probado el hecho de que P+NP (es este uno de los grandes préoblemas
abiertos de las matemdticas hoy difa), pero la hipétesis general | es que
P+£NP y, por tanto, que los problemas NP-completos pertenecen a JV?\!?.

i

La mayoria de los problemas que se engloban dentro de la Optimizacién
Combinatoria son problemas que pertenecen a la clase ¥P-dura. (Pr!‘oblemas
polinomiales son el problema de asignacién, el problema de?l arbol
generador, el problema del camino minimo, y el problema del f lujozméximo
entre otros). ?

l

Es bien sabido que el problema del viajante es AP-duro. Ptf:r tanto

también el SOP lo es. Es, por tante, improbable que haya algin a’lgoritmo

eficiente para obtener recorridos d&ptimos, con esfuerzo computacional

17
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aceptable, cuando el ‘cardinal de' V es grande. HOy dia ‘problemas de grandes
dimensiones de los que se Sospecha que no tienen complejidad pelinomial se
abordan ‘de dos formas: bien- por prdcedimientos aproximativos, bien por

medio de relajaciones del problema.
1.7.2. Procedimientos apl‘*oxi'mativos (heuristicos)

Un enfoque para resolver el problema es disefiar algoritmos
heuristicos eficientes, que, aunque no ' garanticen la obtencién de la
solucién  éptima, normalmente, encuentren soluciones aceptables. Un
algoritmo heuristico se mueve de wuna solucién factible a otra no
necesariamente con mejor valor en la funcién objetivo, hasta que llega a
una solucién bloqueada (a un 6ptimo local del problema).  Por tanto, para
un problema de minimizacién, un ‘algoritmo’ heuristico proporciona cotas

superiores al valor éptimo del problema. Ver por ejemplo Reeves {1993).
Algoritmos de bisqueda local

"Uno de los tipos de algoritmos heur{sticos mds- utilizados son los

algoritmos de bisqueda local.

Un algoritmo de bisqueda  local se basa en procedimientos de bisqueda
en entornos: a partir de una solucién :dada (donde Ia sclucién inicial se
obtiene utilizando otra heuristica si‘'es necesario) el algoritmo examina
(implicita o explicitamente) “todas las posibles soluciones en dicho
entorno y, si existe, encuentra una con mejor valor en la funcién

objetivo.

La nocién de entorno varia en cada heuristica y en cada problema
especifico. En nuestro caso, - dado:un camino hamiltoniano, los caminos
pertenecientes a su entorno seran aquellos caminos que pueden obtenerse
por medio de un ndimero limitado de intercambios de arcos del camino por

arcos no pertenecientés al mismo.
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]

El tiempo de ejecucion de una heuristica de blsqueda local élepende
del tiempo necesario para la aplicacion del procedimiento de bﬁsq\.éeda en
el entorno y del nimero de iteraciones que se requieran. En generai, para
el problema de blsqueda de caminos de peso minimo, se ver‘it:“ ica el
siguiente teorema: ¢

|

Teorema 1.3: (Papadimitriou & Steiglitz, 1982) Si A es un algori:cmo de
bisqueda local con tiempo de bdsqueda en entornos acotado [;)or un
polinomio, entonces, asumiendo que P # AP, no se puede garantizar‘? que A
encuentre un camino de peso acotadoe por un miultiplo constante; de la
solucién éptima del problema, incluso si se permitiera un Inimero

exponencial de iteraciones. ||

Por tanto es posible que una heuristica de bisqueda local llegue a
una solucién bloqueada muy lejos de la solucién é6ptima del problema. '
!
|

Sin  embargo, exceptoc en casos  patoldgicos, la expe;eriencia
computacional demuestra que este tipo de heuristicas suelen propQrcionar
aceptables cotas superiores a la solucién o6ptima (en un pr‘obléma de
minimizacién). |

|
l
'
|
|
|

Se han desarrollado distintas heuristicas para el SOP que propercionan
acepiables cotas superiores a la solucidén éptima del problema. E:scudero
(1988) y (1989) y Escudero y Sciomachen (1993) describen un conjunto de
algoritmos para obtener una solucién inicial factible para el SOP, asf{
como algoritmos heuristicos para mejorar la solucién inicial rrilediante
intercambios en los que intervienen k nudos para k = 3 y 4. A lo -l:argo de
este trabajo supondremos en todo momento que puede encontranse una
solucién factible al problema, y, por tanto, gue la seclucién bptir;na esta
acotada superiormente. Pero el desarrrollo y alcance de las heu;rl'sticas

queda fuera del propésitc de esta monografia.

I
!
!
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Capitulo 1. Descripcidén del problema y Preliminares

1.7.3. Procedimientos de relajacion

Dado “un problema’ (P), sea F(P) su conjunto de soluciones factibles, -y

*
z, el valor en la funcién objetivo zl',(x] del -punte éptimo x .

Definicién 1.26: Dado un problema (P) de minimizacién, un problema (R) de
minimizacion es una relajacién de (P) si y sélo si:
(i) F(P) € F(R)

tii) z =z en F(P)

Existen diferentes métodos para obtener relajaciones de un problema
dado. Unc de los mas utilizados consiste en considerar no todas, sino sélo
algunas de las condiciones del problema, de forma que. se satisface la
condicién (i). Dado que la funcién objetivo para ambos problemas es la

misma, -resulta que ZR(X) = ZP(X).

Ejemplo 1.1: Dado un problema IP de programacién entera

z = Min { z_ (%) : xeS,-x entero}
1 P

la relajacion lineal de IP .es z ., = Min { ZIP(X) : xeS ).

Otra forma de conseguir relajaciones consiste en eliminar algunas
restricciones del problema e introducirlas en la funciéon objetivo de forma
que la condicién (ii) se satisfaga. Esta técnica se conoce con el nombre

de relajacion Lagrangiana.

Los procedimientos de relajacién se basan en la resolucién de
problemas relajados (que se suponen mds faciles de resolver) en lugar del
problema originél. Como se verif;ica siempre que el valor en la funcién
objetivo del punto optimo del p_ro_b:lelﬁa. relajado no es superior (si se
trata de, un problema de minimizacion) al &ptimo del problema original,
estos métodos proporcionan cotas inferiores para el O6ptimo de este
problema. Se les exige para ser eficientes que tengan complejidad

polinomial.
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|
|

Mediante los procedimientos de relajacién el objetivo c:onsi:ste en

obtener el intervalo de optimalidad apropiado para el problema -oi*iginal,
en lugar de su solucién O6ptima. Llamando z' al valor en la funcién
objetivo de la mejor solucién factible obtenida heuristicamente, entonces
el cociente (ZH‘-ZR)/ZR proporciona el intervalo de optimalidad ¥, por

f
definicién, mide la bondad de la sclucién heuristica obtenida.

|

. |
Definicién 1.27: Dado un problema (P), un punto x €F(P) y un €0, 'se dice
que x es una solucién e-6ptima de (P) si se verifica la siguiente

condicién (para un probléma de minimizacion):

*
zx)sz +¢
P P

La obtencién de la cota z puede no ser suficiente para  probar

optimalidad, pero los procedimientos de relajacion  permiten la
»

identificacién de soluciones e-dptimas, ya que, si un punto X factible

* *
satisface zp(x ) = z t& entonces X es una solucién €-optima.

La idea basica del método es relajar algunas condiciones del p'r‘oblema
de forma que el problema relajade pueda resolverse en tiempo poliinomial,
cbteniendo asi una primera cota inferior al valor 6ptimo. A cont:inuacién
se pretende mejorar el valor de la cota obtenida. Para ello es nlécesario
identificar (en tiempo polinomial) alguna condicién relajada que sea
violada por la solucién actual, y, de alguna manera, introducirlelx en el
problema. Se consigue asi un nuevo problema relajade mas fuertej que el
antt‘erior‘. que debe poder resolverse también en tiempo polinomial. ’

|

La forma wusual de introducir en el problema relajado cor}diciones
violadas es hacerlo en forma de planos de corte. Esta met(;)dologl’a.
aplicada al SOP, se desarrolla en el capitulo 2, donde se qescriben
distintos modelos a relajar y diversas técnicas para identificar e
introducir en el problema cortes violados que refuercen la cotg’! inicial.
En este contexto tiene gran importancia el estudio del poli'itopo de
soluciones factibles, en orden a identificar aquellas restricciones que

sean facetas del mismo. '
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Un métede alternativo puede consistir en intreducir en el problema
relajado condiciones violadas en forma de cortes que modifiquen
linealmente los coeficientes de la funcién objetivo. Esta es la
metodologia elegida en este trabajo, que se desarrollara en los restantes

capitulos de la monografia.
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Capitulo 2

Metodologia Basada en el Primal

2.1.- INTRODUCCION

Sea el modelo general de programacién 0-1 [P

Modelo 2.1:
z= Max cx
5.a.
Ax = b

xeB"

m--.

donde x es el vector columna del conjunto J de variables 0-i, n |J], c
es el vector fila de la funcion objetivo, A es la matriz de coeficientes

de las restricciones y b el vector del lado derecho.

Denominaremos Metodologia Primal al tipo de técnicas y mo<;:lelos de
bisqueda de cotas inferiores a la solucién oéptima de un problema de
programacién 0-1 (2.1) y, en general, programacién con variables enteras,

tal que tengan las siguientes caracteristicas:

1} Se relaja la condicién de integralidad de las variables l:::inarias;

23



Capitulo 2. Metodologia basada en el primal

estas variables en el problema relajado pasan a ser variables
acotadas entre O y 1. Asi, el problema a resolver en cada iteracién

es un problema de programacién lineal (PPL).

2) Pueden también relajarse otras condiciones del problema original.

3) Resuelto en una iteracién un problema de programacidén lineal, se
trata de identificar condiciones que sean violadas por la solucién
optima del problema relajado actual, y que, o bien son condiciones
relajadas del problema coriginal, o bien son cortes validos para el
problema original. Esta informacién se utiliza para afiadir nuevos
cortes al PPL, y, por tanto, para reducir el.conjunto de soluciones
factibles lineales, por supuesto sin reducir el conjunto de

soluciones enteras factibles del problema original.

Esta metodologia requiere para su aplicabilidad que la complejidad de

los algoritmos para identificar condiciones violadas sea polinomial.

Asi mismo requiere que la resolucién del problema relajado en cada
iteracién tenga también una complejidad polinomial. Esta ultima condicién
se satisface ya que la programacién lineal tiene este tipo de complejidad.

Ver los trabajos pioneros de Khachian (1979) y Karmarkar (1984).

Utilizando esta metodologia se han . disefiado algoritmos que
proporcionan cotas inferiores a un gran nimero de problemas combinatorios.
(Ver Grotschel, Lovasz y Schrijver, 1988). Veremos a lo largo de este
capitulo como esta metodologia se ha utilizado para la obtencién de

algoritmos para el SOP.

En primer lugar, en la seccién 2.2, se plantea el problema de la
modelizacién més eficiente del SOP para ser utilizada por un algoritmo que
se base en la metodologia que hemos denominade primal. Se plantean
diversas modelizaciones equivalentes en el sentido que se definird mas
adelante, y se analiza la bondad de cada una desde el punto de vista

computacional.
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]

+

A continuacién, en la seccidn 2.3, se desarrollan los a:spectos

]
fundamentales de la técnica conocida como preproceso, que tratara de
reducir el nmimero de puntos lineales factibles del problema sin é'liminar

ninguna solucién factible entera. |

En las secciones 2.4 y 2.5 se estudian los algoritmos para la
obtencién de cotas inferiores, algoritmos que siguen el esquema gen!eral de
los algoritmos de planos de corte conocidos en la literatura, h_‘jaciendo
especial incapie en los algoritmos de separacién desar‘r‘olladoé para
algunas de las restricciones especificas del problema que nos ocupa.; En la
seccién 2.4 se estudia el caso en el que no existen acotaciones al peso
acumulado (i.e., dJ = w VjeV), ¥ en la seccién 2.5 el casc en el q:ue este

peso si estd acotado. !

Por iltimo, en la secciédn 2.6, se describe brevemelnte el
procedimiento exacto (exponencial, basado en técnicas "branch—and%bound")
a seguir cuando la tvnica condicién violada por una solucién obtenid;'a es la
condicién de integralidad, condicién que en todo momento aparece Ii‘elajada
en esta metodologia primal para obtener cotas inferiores al valor; 6ptimo

del problema.
2.2.~ MODELOS
2.2.1.- Introduccién. Equivalencia y bondad de modelos

Sea IP el problema de programacién entera 2.l1. (Se supone| que el
problema esta propiamente dimensionado). I
|
|

Definicion 2.1: 5Se llama relajacion lineal del problema IP el mismo
!

sistema (2.1) donde cada x puede tomar cualquier valor del intervalo

J

[0,1]. Sea LP la relajacién lineal de IP.

Definicién 2.2: Los sistemas Ax = b y A’'x = b’ son sister{nas 0-1

N . - - - n
equivalentes si tienen las mismas soluciones para x € {0,1} .
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Definicién 2.3: Dados los sistemas O-1 equivalentes Ax = b y A'x = b’
se dice que el sistema A’X = b’ es tan fuerte como AX = b si se verifica

que {x/ A'x = b’} € {x/ Ax = b} para xe€[0,1]" .

Definicion 2.4: Dados los sistemas O-1 equivalentes Ax s b y A'x = b’
se dice que el sistema A'x = b’ es mds fuerte que AX = b si se verifica

que {x / A’x = b’} ¢ {x / Ax = b} para xe[0,1]" .

Por def inic'i'c’)n, dos sistemas O0-1 equivalentes Ax = b y A’'x = b’
tienen las mismés soluciones enteras. Pero cuanto mas fuerte sea uno de
los dos sistemas mas se restringe el espacio de soluciones lineales
factibles y, por tanto, mas se acerca el sistema a la envoltura convexa
del conjunto de soluciones enteras. De hecho, el objetivo final al obtener
un sistema fuerte, sea AxXx = b con xe[O,l]n, es que las restricciones del
sistema definan facétas ¥, por tanto, definan la envoltura convexa del
problema original. La solucién c’>ptifna del problema LP serd, en este caso,

la s.olucic')n c'>pt:ima del problema original IP.

Ejemplo 2.1:
Sea el sistema siguiente:

5x + 6y + 7z = 11
xy,z € { 0;1}

La relajaciéon lineal del pr‘(.)'bléma es:

5x + 6y + 7z = 11

0=xy,z=s1

que geométricamente representa el conjunto factible representado en la

figura 2.1a.

Un sistema 0-1 equivalente al sistema anterior es el siguiente,

X+z=1

1A

y + 2z 1

0 =x,y,z =1 x,y,Z € { 0;1 }
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!
ya que no elimina ninguna solucién entera del problema. Su rel?.Jaclon

' !
lineal geométricamente representa el conjunto factible (representado

superpuesto al anterior) que se muestra en la figura 2.1b:

19,8,1 CAB.a LY 2.8, a/s,.9,10
1.8, {1,2.671
@2.2/3,11 (@.2¢43.4)
(9.1.3,7) " (@.1.97)
4.2, * tL.9.00
|
@,2.8r 0.1.9r ! )
1. .1, !
v v H
i
- - ]
Figura 2.la Figura 2.1b j
Figura 2.1 t

Tenemos asi dos formulaciones 0-1 equivalentes del mismo problema.

Estas representaciones son tales que la segunda es mas fuerte que la
I

primera, ya 9que elimina soluciones lineales factibles para e! primer

problema relajado. ’

Ademdas, en este caso, la segunda representacién es tal !que las

restricciones introducidas definen facetas del politopo' enter‘o‘ y, por
|

tanto, los puntos extremos del conjuntoe factible relajado tienen

coordenadas enteras.

|
|

Podemos observar que un problema 0O-1 puede 1tener ;(y, muy

1
frecuentemente, éste es el caso) varias formulaciones equivalenites segun
la definicién 2.2. Tiene sentido, pues, analizar dichas formulacijones, asi

como la bondad de cada modelizacién en términos de "fortaleza" en relacién

|

|
|
|
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con las otras formulaciones {equivalentes) del problema.

2.2.2.- Diferentes modelos 0-1 equivalentes para el SOP con relaciones de

precedencia

En un primer momento (ver Escudere, 1988), el SOP fue formulado como
el problema de encontrar un camino hamiltonianc ¥ con peso total minimo en
un grafo de forma que se satisfagan las relaciones de precedencia. Estas
relaciones de precedencia vienen dadas por el digrafo P=(N,il), donde
(i,j)ell  significa que i¢j en todo camino hamiltoniano factible.
Claramente, este grafo no puede contener ningun circuito vy, ademas, si
(i,),{jk)el entonces i tiene que preceder a k. Por tanto, se supone que

P es un digrafo sin circuitos y cerrado transitivamente.

Como se ha mencionado anteriormente, existen diferentes modelos O-1
para el SOP, todos ellos 0-~] equivalentes. A continuacién se describen
algunos modelos que se han planteado en la literatura (ver Ascheuer et
al., 1993). As{ mismo se resume el resultado de la experiencia

computacional obtenida por lo que respecta a la bondad de cada modelo.

Modelo 2.2

Para esta primera formulacién del SOP sea la siguiente notacion:

(_

(a) T = { (j,1)eVxV / (i, j)ell }
9

(b) M = { {i,k)eVxV / 3j con (i,§),(j,k)ell }
- «

(A =AamUm

Ningin camino factible H puede contener un arco de ﬁ, pues, en caso
contrario, se vieclaria una relacién de precedencia, ni un arco de ﬁ, ya
que si (i, j){j.k)ell entonces i¢j y j<k, y esto no seria posible si €] arco
(i,k) perteneciera al camino. A sera, por tanto, el cohjunto de arcos cuya
infactibilidad todavia no ha podido ser demostrada, si existe. Se

considera pues el subgrafo D=(V,A). Se consideran también los siguientes

parametros:
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hamiltoniano H factible.

i

1+]{ i/(i,k)ell }| keV

n-|{ j/(k,j)el }|  keV

ak—l (respectivamente n—Bk) es el minimo nimero de nudos predecesores
!

sucesores) que ha de tener el nudo k en cualquier .camino

Se introducen -los dos tipos siguientes de variables: Para cada arco

(i,))eA, xu es una variable O-1 que indica si el arco (i,j) esta en el

camino hamiltoniano ¥ o no, tal que

X
i

1, si (i,jls(0,...,u)
0, en caso contrario

Es decir, X, = 1 si y gélo si j = z(i)

El segundo tipo de variables 0-1 son variables auxiliares Eik para

todo h,keV. Estas variables se utilizaran para modelizar las restricciones

. de precedencia, de forma que t

£ 1, si el nude k se secuencia a nivel h, con @ = h = Bk
hk = {
0, en caso contrario
El modelo queda, pues, formulado de la siguiente manera: q
* . t
z = Min cx

s.a.

(1) x(A) = n=1

1A
—

(2) (&8 (i) VijeV

1A

3) x(87() =1 vjev
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(4) x, 20 ¥(i,jleA

(5) x(W) s |W|-1 V WV, 2= |W|= n-l

(6) x ;e { 0.1) (i, j)eA

(7) Z €, =1 YheV

k/akshsﬂ

(8) Z g, =l vkeV

o =h=

k
_)

(9) Z hE, + 1= Z hEJh v(i, j)em\n
alshs . aJShSBJ

(10) £ + Ejh+1 s 1 V(i,jleANA,

max {al,aj—l}ﬁhs min. {BI,B)—l}
(11) Ekh e {0;1} VkeV, o shsg

(12) &m + gjhﬂ 3 1+xlj vii,jleA,

max {or,l,mj—l}shs min {BI,BJ-—I}

Las restricciones (1)-(6} dan la formulacién en programacién 0-1 del
problema de encontrar un camino hamiltoniano en el  grafo D‘--'(V,R).
andlogamente al modelo O-1 del ATSP. Las inecuaciones tipo (5) se llaman
restricciones de eliminacién de subciclos, SEC's (del inglés, Subtour

Elimination Constraints, ver Dantzig, Fulkerson y Johnson, 1954).

Las restricciones (7)-(12) aseguran que se respeten las relaciones de
precedencia. La restriccién (7) obliga a que se secuencie un solo nudo en
cada nivel, y la restriccién (8) a que exista un solo nivel para cada

nudo. La restriccién .(9) evita que se secuencien en orden inverso pares de
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nudos unidos por relaciones de precedencia directas, y la restriccion (10)
hace que si (i,jlel y (jklel 6 (k,jlell, entonces el nudo k |no se
secuencie inmediatamente después que el nudo i. Finalmente, Ilas

restricciones (12) integran los submodelos (1)-(6) y (7)-(11).

Critica al modelao

Después de trabajar computacicnalmente con este modelo se observé que
en un gran nimero de casos el intervalo de optimalidad, es decir, la
desviacién relativa (zH—zLR)/zLR era bastante grande, donde zH representa
el valor en la funcion objetivo de la soluciébn que obtiene el algoritmo
heuristico utilizado, ¥ CA la cota inferior al valor o6ptimo z' letenida

mediante la relajacién lineal del modelo anterior.

Este intervalo se debe a que, o bien zH o bien zLR , 0 ambos, estan
lejos del verdadero valor o6ptimo del problema. Debido a la eXpleriencia
computacional con otro tipo de modelos se postula que el valor, z" es
cercano, mientras que z . Do Surge de ahi la necesidad de encontrar

formulaciones equivalentes para el problema, que sean mas fuertes| que la

formulacién anterior. !

Modelo 2.3

En este segundo modelo se utilizan dos tipos de variables 0-l.

Sean las variables xlj tales que

1, si (i, jle(0,...,u)

0, en caso contrario

Sean las variables 0-1 y,; para cada (i,jleA variables auxiliares que

se utilizaran para modelizar las relaciones de precedencia, tales que

b, si i{j en el camino factible ¥

0, en caso contrario
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El modelo es el siguiente:

* Lt
z = Mincx
s.4a.

x satisface las restricciones {1)-(6) del modelo 2.2

(7] Yy = 1 v(i,jlell

(8) ylj + yJl =1 ¥{i,jleA

(9} ylj+yjk+yki$ 2 Vi, j,keV, izjzk
{10) yij z0 V(i,jleA

(11) X" ¥, =0 Y(i,jleA

Considerando las restricciones (8)}-(10) y afiadiendo la condicién de
integralidad se obtiene la formulacién 0-1 del problema del ordenamiento
lineal. (Ver Grétschel, Junger y Reinelt (1984)). En este caso las
restricciones ylje{O,l} no son necesarias, ya que la restriccién (11) las
implica debido a la integralidad de las variables x”. Las restricciones

(7)~(11) aseguran que se respetan las relaciones de precedencia.

Critica al modelo

Una ventaja del modelo 2.3 es que combina de una forma natural dos
problemas de optimizacién combinatoria bien conocidos: el problema del
camino hamiltoniano y el problema del ordenamiento lineal. Una desventaja

es la utilizaciéon de las variables auxiliares ylj.

Este modelo no péfece ser bueno computacionalmente, ya que en gran
numerc de casos el intervalo de optiﬁlalidad, utilizando las técnicas que
se describen en este capitulo, sigue siendo grande. En el siguiente modelo

se sustituirdan las restricciones donde aparecen las variables y1J por un
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nuevo conjunto de restricciones, de tamafio exponencial en n.

Modelo 2.4
* . t
Z = Min cx
s.a.

X satisface las restricciones (1)-{6) modelo 2.2
(12) x(j:W) + x(W) + x(W:i) = |W|

v{i,jlell ¥ ¥W tal que 8 = W € Wi, j}

Llamaremos a las inecuaciones de tipo (12) restricciones que fuerzan
la precedencia, PFC's; (del ingés Precedence Forcing ConstrainEts, ver

Ascheuer et al. (1993) y Balas et al. (1994)). '

Critica al modelo '

Este modelc tiene la ventaja de no utilizar variables auxiliiares, y
es un planteamiento mas natural para el SOP. La experiencia compdtacional
confirma este punto de vista. Los modelos 2.3 y 2.4 son mas f uerteé que el
modelo 2.2. Sin embargo algoritmos implementados utilizando el modelo 2.4
proporcionan mejores cotas inferiores a la solucién o6ptima que laquellos
que utilizan el modelo 2.3. En la seccién 2.4.1 se estudia el tratamiento

del conjunto exponencial de condiciones de tipo (12). !

2.2.3.- Modelo 0-1 para el SOP con relaciones de precedencia y ac?taciones
i

En esta seccion se considera el problema de obtener unli camino

hamiltoniano de peso minimo de forma que se satisfagan las relaéfiones de

precedencia, cuando existen acotaciones superiores al peso E!e cada

subcamine hamiltoniano. Sea d el vector n-dimensional que proporciona

estas cotas.

Para la resoluciéon del problema es conveniente que el espacio de
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soluciones lineales factibles sea la mdés restringido posible. Para ello,
como se vera en la seccién 2.3, puede ser conveniente introducir un nueve
vector n-dimensional, r, que proporciona cotas inferiores al peso de cada

subcamino. En principio, en el problema que nos ocupa, r = 1 ¥i=1,...,n.

Se considera el nudo ficticio O, con P,= 0, d0= 0, VjeV, desde el que
ha de comenzar cualquier camino. Se supone que cOJ z 0 recoge el costo de
acondicionamiento en el caso de que el nudo j sea el primer nudo del

camino hamiltoniano después del nudo 0.

Modelo 2.5

En este modelo se consideran las variables 0-1 x1J , tal que

1, si (i, jlel0,...,u)
X,
4 0, en caso contrario

El segundo tipo de variables a utilizar son las variables continuas

¥, que dan el peso acumulado del vértice i en el camino hamiltoniano H.

En el caso que se estd considerando, donde el peso acumulado de un
vértice puede estar acotade inferiormente, este peso, que depende del

conjunto de nudos secuenciados antes que él en ¥, viene dado por:

(2.1)

1l
Q

y, = max {ri—l, Yo }+p

con
i ’ yU

+C
Yy alin

‘El modelo es el siguiente:

» . t
z = Min ¢x

(1) x(A) = n-1

(2) x(8 (j)) =1 vjeV
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(3) x(87(j)) =1 Viev

(4) 0 = X, S 1 ¥(i, jleA

(5) x(W) = |W[-1 ¥V WeV , 2= |W|= n-]

(6) x € {0;1) v(i,jleA
(7a) mU(l—xU) < (yl+Tu}——yJ = MiJ(l_xlj) V(i,jleA

si r1=l YieV
(7b) (y1+Tij)—yJ £ M”(l—xu} v(i, jleA

si dieVv 7 r>l
(8) y, + Su = yj V(i, j)ell
(9) e, Sy, = d1 YieV

!
donde

ei = r‘i-l + pl

(cl1 + TIJ) - eJ

(px + TIJ) - dj

Sij es la longitud del camino mfnimo desde el nudo i hasta el
nudo j en el digrafo G=(V,A), considerando Tij como la distancia

de i a j V(i,jleA.

Las restricciones (1)-(6) son las mismas que en los |modelos

anteriores, y proporcionan un camino hamiltoniano #. La restricqién (7a)

. . . . | ‘s
obliga a que y, = ¥ ¥ T1J st x, = l, es decir, si el arco (i,])
pertenece al camino K, en el caso en que todas las cotas inferiores sean

iguales a 1. Esta restriccion es redundante para xIJ = 0. La restriccién
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(7b} cbliga a que yj = Y, + Tu si xU = 1 en el caso de que alguna cota
inferior sea superior a 1, y es redundahte para }-{lj = 0. La restriccién

(7b) es necesaria dada la definicién (2.1) de ¥y

Los valores de MU y miJ son valores suficientemente grandes en valor
absoluto como para no eliminar ninguna solucién entera del problema, pero
tales que utilizan la informacién disponible sobre el problema para acotar

al maximo el problema lineal relajado‘ y, por tanto, hacerle mas fuerte.

Las restricciones (8) son las PFC’s, yé que obligan a secuenciar el
nudo i antés que el nudo | si (i,j)eﬁ. Las restricciones (9) acotan el

peso acumulado de cada nudo.

Llamaremos a las inecuaciones de tipo (7) y (9) restricciones que

fuerzan las acotaciones, DFC’s; (del inglés Due date Forcing Constraints).

Este modelo puede ser planteado mateméticamente sin necesidad de
utilizar el vector r, ya que hasta el momento se considera que r‘j =1 Vjev
y, por tanto, la condicién (7b) es vacia. Basta para ello con eliminar la

condicién (7b), y reescribir las condiciones (7) y (9) en la forma

(7°) mlj(l—x_‘j) = (yl+TU)—yj = Mlj(l—xu) | v(i, jleA
(9) p, =y, = di vieV
donde M1j = (di * T”) - P,
g (pi + TU) - clJ

Sin embargo, como veremos en la seccién 2.3, utilizande la primera
formultacién es posible reforzar las restricciones de forma que se
disminuya el conjunto de soluciones lineales factibles sin eliminar
ninguna posible solucién factible 0-1, lo cual es muy conveniente si se

trata de resolver el problema utilizando la metodologia gque en este
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capitule se desarrolla.
2.3.- PREPROCESO

] Una fase importante de un procedimiento de optimizacion bas:ado en
planos de corte consiste en analizar el problema para intentar de;scubr‘ir
alguna estructura que ayude a descomponerlo, o a reducir su tamafio, o a
hacer mas fuerte la formulacién del IP convirtiendo algunas desigualdades
en igualdades o fijando algunas variables a un valor determinado, etc,
Esto es igualmente necesario para reducir el esfuerze computacional
requeridc para [a obtencién de una solucién factible para el problema. Se

llama preproceso a la realizacién de todas estas operaciones.

Utilizando como base la formulacién [P para el SOP dada en eij modelo

2.5 de la seccidén 2.2.3, se proponen las siguientes operaciones:
2.3.1.- Eliminaciéon de arcos del conjunto A

Dado el grafe G = (V,A), con V conjunto de nudos y A conjunto de
arcos, se debe eliminar del conjunto A el arco (i,j) si se ha detectado
que i no puede ser el predecesor inmediato de j en ningin camino |[factible
¥. (Es decir, si afjl#i V¥H factible). Las lineas maestrias del

procedimiento son las siguientes:

a. Fijar X, = 0 (es decir, eliminar el arco (i,j) del conjunto c'le arcos

A) si se verifica alguna de las condiciones siguientes:

(j,i)ell (2.2)

3keV / (i,k),(k,jlel {2.3)

e+T >d (2.4)

T I

JkeV tal que o bien x, =10 bien Xy = 1. (2.5).
b. Fijar x = 1 {es decir, eliminar el arco (i,j) y convertir los

ij

vértices 1 y j en un sdélo nudo de peso p, + ¢ ¢+ pJ ) si se satisface

1)
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alguna de las condiciones siguientes:

Xy = 0 V(k,jleA tal que k=i y 31 / (1, jlell (2.6)
X, = 0  v(i,k)eA tal que k=j y 3l 7/ (i,1)ell (2.7
Fijar X, = 0 si se verifica (2.2} 6 (2.3) equivale a pasar del grafo
G = (V,A) al subgrafo factible D = (V,A) (ver modelo 2.2, seccion 2.2.2).
La condicién (2.4}, donde e=r - 1 + P implica que j<i en cualquier

camino factible H. (2.5) se deduce de las restricciones {2) y (3) del
modelo. La condicién (2.6) (resp. (2.7)) indica que si el nude j {resp. i)
no puede ser el nude inicial (resp. final) de ningun camino factible y
alj} = Kk Vk=#i (resp. z(i) # k Vk=zj) entonces el arco {i,j) debe formar

parte de cualquier camino factible ¥.
2.3.2.- Reduccion -del intervale (rl,di), VieV,

Cuanto menor sea este intervalo mas fuertes son las restricciones (7)
y (9) del modelo (2.5). Este procedimiento sélo es efectivo si existen

relaciones de precedencia, es decir, si M#o.

De forma recursiva se actualizan los vectores r y d, tal que se

incrementa rj y reduce dj ¥jeV de la forma siguiente:
* 1‘j = max { re max { r+p+ S” s Vi o/ (L,jlell } } vjev

donde SIJ es la distancia minima del nudo i al nudo j en el digrafo

G = {V,A), siendo T . la distancia entre los nudos a y b.
a
Observacion 2.1.: Esta nueva cota es la mas ajustada que se puede
conseguir, perc es una .cota costosa de calcular cuando el cardinal del
conjunto II es grande, ya que supone resolver llTi problemas de camino

minimo. En esos casos se utiliza la siguiente relajacién alternativa:

» r = max { T R1, R2 ) ¥jev ‘ (2.8)
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donde
Rl = max { r+ Pt (_31 vi / (1,j)ell } (2.9)
R2 = R+ Z (p+ C) (2.10)
v /0, el
y
C =min {c_, vk / (i,kleA } (2.11)
R' = min (1, Vi / (i, el ) (2.12)
* d = min { 4,D1,D2 } vieV (2.13)
donde
DI = min { d - (p+ C) Vj / (i,j)ell } (2.14)
P2 =D - Z (p+ ) (2.15)
bz, el
y
¢’ = min (¢, vk / (k. j)eA } (2.16)
D, = max { d, vj/ GLjlemy (2.17)

Observacion 2.2: Siempre ha de verificarse que r, = 1, dJ =< z, donde z es

la mejor cota superior disponible del peso acumulado del dltimo nudo que

se secuencie.
2.3.3.- Eliminacién de arcos del conjunto T

Se debe eliminar del conjunto- de arcos N todo arco (i,j) que
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verifigue
4, - (C +p)<ryp | (2.18)

1 -
ya que si esta condicién se verifica entonces la restriccion (8) del
modelo 2.5 es redundante incluso en la relajacion lineal y, por tanto,
(i, jlell también es redundante.
2.3.4.- Adicién de arcos al conjunto T

Sean los nudos i, jeV tal que se cumplen las siguientes condiciones:

(a) (i,j),(§i) e I

(b) ¢y =< T 0

(c) Ch = ch y o€, = ij vkeV\{i, j}

(d)e =c¢ +c¢ ¥ ou,veVA\{i,j}, uzv
uv uj v

(e) j no tiene ningin predecesor ni sucesor en P.

Entonces se puede afiadir el arco (i,j) o el arco (j,i) al conjunto T,
de forma que al menos una solucién 6ptima del SOF original es Optima para
el nuevo problema. Esta observacién puede ayudar en algunos casos a

reducir sustancialmente el tamafio del problema.

Observacién 2.3: Se deben ejecutar los procedimientos 2.3.1, 2.3.2 , 2.3.3
¥ 2.3.4 secuencialmente, y repetir esta secuencia hasta que no se obtenga

ningdn nuevo cambio.
2.3.5.~ Transformacién de desigualdades en igualdades

Dados G = (V,A) y P = (N,N) definimos:

(a) Vv
1

(b) V
2

{ veV / 3lv,jlell, j=v }

{ veV / 3li,v)ell, Ii=#v }

40



Capitulo 2, Metodologia basada en el primal
I

¥

es decir, V1 es el conjunto de nudos que tienen sucesores en

es el conjunto de nudos que tienen predecesores en TI.

myV

Entonces las desigualdades (2) y (3) del modelo se pueden transformar

En:

(2a) x(s {j}) =1 Vjev,
(2b) x(8 (j)) =1 VjeVAV,
(3a) x(8°(j)) =1 vjev,
(3b} x(8"(j)) =1 VieV\V,

Este tipo de analisis se efectla no sbélo en el preproceso,
cualquier fase del algoritmo general cuande algunas variables se

cero 0 a uno.
2.3.6.~ Test de infactibilidad

Un problema dado sera infactible si se verifica alguna de

condiciones siguientes:

1) B = 2, donde B = { (0,b) }
con beV / Tou = clb y ‘3aeVv / (a,blell

2) Jev / e ? di

3) 3(a,b)ell vy 3(a,jleA

4) |Lh‘ > 1, con L"={as Ia,b)ell y i3(i,a)eA }
5) 3(a,blell y 3(i,b)eA

6) |L*| > 1, con L' = {b / 3(a,blell y :3(b,jleA }
7) a € L" yaéeB

8) 3Ja,beV / (a,b),(b,a) € TI

9) l3a,b,ceV / (a,b),(b,c),{c,a} € T

10) G = (V,A) no es conexo
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Si se verifica la condicién 1 ningin nude podria ser el nudeo inicial
del camino ¥. La condicién 2 indica que una cota superior no puede
satisfacerse. La condicién 3 identifica un nudo que debe ser predecesor de
otro y al mismo tiempo ditimo nude del camino, y la condicidn S identifica
un nudo que debe ser sucesor de otro y al mismo tiempo nudo inicial del
camino. La condicién 4 (resp. 6) implica que mas de un nudo debe ser nudo
inicial (resp. final) del camino. La condicién 7 identifica un nudo que
debe ser inicial del camino pero al que no se puede llegar desde el nudo

0. Finalmente las condiciones 8 y 9 detectan ciclos en II.

2.4.- OBTENCICN DE COTAS INFERIORES. SOP CON RELACIONES DE
PRECEDENCIA

Se plantea el problema de encontrar un camino hamiltoniano ¥ con peso
total minimo en un grafo de forma que se satisfagan las relaciones de
precedencia dadas por el digrafo P=(N,T). (Se supone, por tanto, que no

hay restricciones de cota superior en el peso acumulado de ningin nudo.)

Para ello se desarrollan algoritmos de planos de corte, que siguen el
esquema general para este tipo de algoritmos, aplicandolos al modelo 2.4

de la seccién 2.2.2. {Ver algoritmo 2.2)
2.4.1. Algoritmos de separacidn. Metodologia.

En el desarrollo de un algoritmo de planos de corte juega un papel
principal la utilizacion de procedimientos que verifiquen si un punto dado
(generalmente la solucién éptima de la Gltima relajacién lineal del
problema) satisface todas las desigualdades correspondientes a un tipo de
restricciones determinado, o, en caso contrario, identifiquen al menos una

desigualdad de este tipo que sea violada por dicho punto.
Ese tipo de procedimientos reciben el nombre de algoritmos de

separacién. Nuestra investigacién se centra en algoritmos de separacion

gue se ejecuten en tiempo polinomial.
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En las dos secciones siguientes se describen algoritmos de sepa%‘acién
polinomiales para las restricciones de eliminacién de subciclos (SEC'S) y
para las restricciones que fuerzan la precedencia (PFC'S). En ambos | casos

tenemos un nimero de desigualdades exponencial en n.

2.4.2. Identificacion de condiciones de eliminacién de subciclos

La entrada del algoritmo es un punto xe@A, con xlJ = 0 ¥(i,jleA. EI

algoritmo es valido para situaciones mas generales que las consideradas en
el modelo 2.4, Asi, no se exige a x satisfacer las restricciones

(1)-(3),(&) del modelo.

El algoritmo garantiza que x satisface todas las desigualdades, de la

forma

x(W) = |W|-1 vWwgv, 2 = |W| =n (2.19)

o bien proporciona un conjunto W&V, 2 =|W| = n tal que x(W) > |W|-1. De
hecho proporciona un conjunto W tal que la diferencia x(W) - (|W]-1) sea

lo mayor posible, es decir, identifica la SEC mas violada.

Para ello, se construye el digrafo auxiliar D0 = (vo'Ao)’ de la forma

siguiente (ver figura 2.2):

v U {0}, donde O es un nudo nuevo

<
n

= {(i,jleA / X > Q)

A = A" U {o,v) 7/ vevy U {(,i) 7 i,peA™ vy (5, D)eA™}

Se resuelve el problema de separacién para las SEC's reduciqndolo a
- L . |
una secuencia de problemas de corte minimo. Para convertir el problema en
. . . . 0
uno de flujo sobre un digrafo se introducen capacidades cIJ para los arcos

de D0 de la forma siguiente:

. f
Sea ¢ = x(8"(j)) + x(87(j) VeV (2.20)

i
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Se define cgj = 1- (172 « M vieV (2.21)

con M entero positivo elegido de forma que COJ = 0 VjeV

Se define c? = co = 1/2 (x! + %X )

YjeV ' (2.22)

Observacién 2.3: si (j,iJgA* para algin

.oy X
(i,j)eA”, se supone que X vale
cero,

/ 1?————-———-)( ; g

D = (V,AY) :

D =(V,A):
4] 0 0

Figura 2.2

A continuacién se introducen n digrafos auxiliares, uno para cada

nudo de V, que son pequefias modificaciones de Do' Para cada keV se define
Dk = (Vk.Ak) con capacidades ch' de la forma siguiente:
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A =A UB donde B = ((v,k) / veV\{k})
k 0 k k
kK _ 0 -
(c) = c, V(l,J]eAO
(d) & =M v(v,k)eB
vk k

Observacién 2.4: En (b) U significa unién disjunta. Por tanto,

si A
0
contiene un arco de Bk se afiade un arco paralelo. (Ver figura 2.3).

Figura 2.3

Algoritmo 2.1: Algoritmo de separacién

para las
eliminacién de subciclos.

restricciones de

Entrada: Un punto %@ tal que X Z 0

Salida: Al menos un conjunto de nudos, sea W, de cardinal entre 2

y n tal
; . . . i .
que x viola su SEC correspondiente, o la informacién de que no existe
ningin conjunto de este tipo.

Algoritmo: Para cada keV:

Paso 1l.- Costruir el digrafo Dk

(Vk,Ak) con “capacidades cl:j' tal
como se ha indicado anteriormente. '

Paso 2.- Utilizar un algoritmo de flujo maximo para determinar un

45




Capitulo 2. Metodologia basada en el primal

{0,k)-corte 6_(Wk), es decir, un corte que separe 0 y k, ¥
tal que keWk. OeWk, de forma que la capacidad del corte

c"{a"{wk)) sea la menor posible,

Paso 3.~ Si ck(6'(wk)} < nM + 1 entonces x viola la SEC
x(W ) = [Wﬂ_l' Si ck(é_(Wk)J =z nM + | YkeV entonces x

satisface todas’las SEC’s,

Teorema 2.]: S5i la capacidad minima de un (0,k)-corte en Du YkeV no es
menor que nM + 1, entonces X satisface todas las desigualdades del tipo
{2.19). Si hay un (0,k)-corte 5_(Wk_)- para algun keV, tal que WkSV,
2 = |Wk| s n, con ck(S"(Wk)) = nM + 1, entonces x(W ) > IWk[—l.

Demostracion: (Ascheuer et al., 1993)

En primer lugar se prueba que la capacidad de cualquier corte 6-{Wk} 7
en el digrafo Dk, con OQWk, kEWk es la diferencia ]Wk] - { x(Wk) + nM ).

En efecto,

57w ))=§ c~ +Z § K o+ Z ek
k - Ow - vw vk

weWw veVAW  weW |(v,wleA veV\W | (v,k)eB
k k k o K k

- o —
0
=§ C +Z } c + Z Ck
Ow vw vk
- —

wew VEVAW — weW |(v,w)eA veV\W IIV,R')GB
x k K ) K "

H

ti

{}wkl—vz Z‘ g, + M]Wk,]ﬂ/z Z (x +x WIVW M=

WEWk (v,w)les {Wk)

nM+|W]-1/2[ E {x +x ) +2 Z(x +x)]+
k i vw wy Yw WV

(V,W)Ea_(wk) v,weA(Wk)
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}

+ 1/2 E (x +x )=
vw WY
(v,w)ea'(wk)

= |Wk| - x(Wk) + nM.

Por tanto, se verifica la desigualdad X(Wk) = IWkI—l siy

c"(a‘(wk)) > 1+ M.

solo si

Falta demostrar que si existe un corte 6_(Wk) con capacidad menor que

1 + nM, entonces ka| z 2. En efecto, como k € Wk, |Wk] = 1. Si Wk
entonces la capacidad del corte seria 1+nM. Por tanto Ck(é‘“(Wk)] <

implica |Wk| z 2,

Ademas, por construccion, Wk = V es una solucién posible.

Conclusidn:

=< k }
nM + 1

El algoritmo de separacién arriba indicado para las SEC’s x‘né.s las

. P . ' !
condiciones de no negatividad se puede ejecutar llamando n veces a un

algoritmo de flujo méximo. Por tanto es un algoritmo que se ejecuta en

i
tiempo polinomial. Recomendamos la utilizacién del algoritmo de flujo

méximo debido a Goldberg y Tarjan (1988). Para una panoramica sobre,

algoritmos de flujo maximo ver Ahuja, Magnanti v Orlin (1989).

Aplicacion del algoritmo

El algoritmo anterior contempla situaciones mas generales

necesarias en el SOP.

‘ique las

Si se parte de que el vector xEﬂ]A satisface las restricciones (1) y

(4) del modelo 2.4, entonces el conjunto de nudos cuya SEC es
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verifica {Wk[ < n-1. Esto es as{ ya que c" (6_(Wk}) = |V| - x(V} + oM =

nM + 1, y por tanto chV como se deduce del teorema 2.1.

Si ademds suponemos que el punto x satisface las restricciones (2) ¥y
(3) del modelo, entonces e! problema de separacién se convierte en un
problema de corte minimo en un grafo no dirigido, y se pueden utilizar
algoritmos como el de Gomory-Hu para obtener un corte de capacidad minima.

(Ver Padberg. y Rinaldi, 1990).

En efecto, si el punto =X satisface las restriccicnes (2) y (3),
entornces cj = 2 VjeV, y por tanto segin la expresién (2.21) basta tomar
M = O para que Qg] =z Q. Esto implica que los conjuntos de arcos Bk y, por
tanto, 'los digrafos auxili:ires Dk para keV no son necesarios. Ademas se
puede. transformar el digrafo D0 en el digrafo simétrico D’ = (VO,A’) con

capacidades C;J haciendo:

. (a) A’ = A, U {{v,0) / veV}

0 0

(b) CIJ = n::jl = c:ij = cji = 1/2 (x1j + xJi) V(l,J)EAO
() e =c YveV
v0 Ov
Sea G" = (VO,E) el grafo no dirigido inducide por D’ = (VD,A’) con

capacidades c'l‘J definido de la forma siguiente:

(a) E = { {ij} / (,j)eA’ }
(b) c;'j = c;j,= c}x . ¥YijreE

G" tiene la propiedad de que c"(8(W)) = c(3°(W)) = ¢'(8§(W)) para
cualquier W<V , donde 8'(W) = 8 (V\W). Por tanto, un corte 8(W) en G" con
capacidad mifnima c¢"(3(W)} corresponde a un corte de capacidad minima & (W)

en D' y viceversa.

Por: tanto’ el problema de separacién para las SEC’'s, suponiendo que el

‘punto inicial verifica las condiciones (2),(3),(4) del modelo, puede
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resolverse utilizando cualquier algoritmo que determine un corte de

capacidad minima en un grafo no dirigido.

2.4.3.— Identificacién de condiciones que preservan relaciones de

precedencia

Se plantea el problema de separacion para las restricciones que

fuerzan la precedencia (PFC's),

XUEW) + x(W) + x(W:i) = (W[ V(,))el y e=WSV\{,j} | (2.23)

Como en el apartado anterior, se reducird el problema de separacion a

una serie de problemas de corte minimo. |

La entrada del algoritmc es un punto xeﬁ]A, con xuzo v(i,j)eA. El

algoritmo se pregunta si x vicla alguna restriccién del tipo (2.2,ZI3), y en
caso afirmative da comeo salida alguna restriccién “violada, Para,ello, se
construye para cada arco (i,jlell un problema de corte minimo del que se
obtiene la infermacién de si la PFC (2.23) es violada para algin!conjunto

e=WeV\{i, j}.

Dado el digrafo de precedencias P = (N,1), para cada arco gi,j)eﬂ se
introduce un nuevo digrafo DU = WU’AU} con capacidades aY. Este

digrafo viene definido por los siguientes parametros (ver figura 2.4):

{a) VlJ = (W, jn U {VU} donde v,, € un nudo nuevo
(6) A* = { (i,jleAd \ X, > 0 }
(c) AL = kDN (k,DeA”, kledi, it Y U
U ¢ {vU,n N (j.DeA®, lefi,jy Y U
U ¢ (k,vu) \ (k,i)eA”, keli,j )
iy _ X
(d) dkl =X V(k,lJeAU naAa
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1) _ . X
(e} dv = le vij,1)eA
1)
(n a') =x v(k,i)eA®
kv ki
1]
Por tanto el digrafo DU se obtiene a partir de D° = (V,A%)

eliminando todos los arcos que terminan en el nudo j, todos los arcos que
salen del nudo i y todos los arcoes entre los nudos i ¥y j V. finalmente,
reemplazando los nudos'i y j por el nuevo nudo v_u. l.as capacidades de los

arcos son los valores de las componentes positivas del vector Xx.

Figura 2.4

Las restricciones que fuerzan las relaciones de precedencia relativas

al arco (i,jlell y al digrafo D = (V,4),
x(j: W) + x(W) + x(W:i) = |W| (2.24)
pueden escribirse, en términos de la transformacién de D en D”, como:

x(w U fv, ) = |[w] = |wU {vu}; -1 (2.25)
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Por tanto, para contrastar si se verifica la PFC relativa alj arco

(i,j)ell es preciso contrastar si el vector x verifica la SEC
x(W) = |W|-1 vﬁfgvu, vue\nf\'f y 2-_=|ﬁ'|sn—1

para el digrafo DU.

-~ Si efiste un conjunto de nudos f"}gv” cgn vueﬁ, Zs[ﬁ{sn—l tal que
x(W) > |W|-1 entonces para el conjunto W~= W\{VU} se satisface x(ij:W) +
x(W) + x(W:i) > |W|. Si no existe ningin W con esa propiedad entonices se
satisfacen todas las restricciones de la forma (2.24) relativas al arco

(i, j)ell.

Repitiendo este procedimiento V(i,jlell se resuelve el problema de

separacién para las restricciones (2.23).

Teorema 2.2: E] problema de separacion para las restricciones (2!25) se

puede transformar en un problema de identificacién de condiciones de
|

eliminacién de subciclos (resuelto en el apartado 2.4.2). Por tanto este

problema se resuelve en tiempo polinomial.

Demostracion:

Sea o-EvU. Utilizando una versién simplificada del algoritmo (2.1, en

el pasoc 1 del algoritmo normalmente sdlo se tiene que construir el |digrafo

auxiliar D¢=(V0,AG) con capacidades ¢’ (asociado al nudo comprimido ¢) a
partir del digrafo DU=(V,AU) con capacidades d”, ¥ ejecutar los pasos 2

y 3 del algoritmo para este caso.

S5i en el paso 3 se identifica un cenjunto de nudos \A"!;'S\fon con o-eﬁ’, Oeﬁf,

tal que s < 1+{n~1)M entonces se verifica
x(%) > |§]-1

y por tanto se viola la PFC asociada. En caso contrario el vector x

satisface todas las PFC’s,
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Falta por comprobar que se verifica ,ﬁfl = 2. Pero eSto es as{ ya que

ce® vy T(8T(0) =1 + (n-1)M.

Por tanto queda demostrado que el problema de separacion para las

restricciones que fuerzan la precedencia se puede resolver en tiempo.

polinomial vxe@® ( x20 ) _ |

Si ademdas el punto X dado satisface las restricciones (2) y (3) del
modelo, entonces se puede hacer M = 0, lo que simplifica el algoritmo tal

como se ha indicado en la seccién 2.4.2.
2.4.4.- Algoritmo de planos de corte. Lineas genherales

Las ideas basicas del algoritmo de planos de corte utilizado para

resolver el problema son las siguientes:
Aigoritmo 2.2

Entrada: Matriz nxn de coeficientes ¢y ¥ digrafo aciclico de precedencias
P = (N,T).

Paso 1: Calcular la envoltura transitiva cerrada del digrafo aciclico P

para obtener el digrafo de precedencias inicial.

Paso 2: Preproceso (Seccién 2.3.4). Se intentan afiadir relaciones de
precedencia. Si se afiade alguna volver al paso 1. Repetir hasta
que no pueda afiadirse ninguna precedencia. El digrafo final sera
P={V,T).

Pasc 3: Preproceso. (Secciones  2.3.1, 2.3.3, 2.3.5) Se intentan

eliminar arcos del conjunto A y del conjunto T, fijar algunas

variables, y se convierten algunas desigualdades en igualdades.
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Paso 4:

Paso 5:

Paso 6:

Paso 7:

Cota superior inicial. Obtener una cota superior inicial de la

solucién o6ptima. La aplicacion de wun algoritmo heuqfstico
. . . = o

proporciona la primera cota superior, con valor z en la funcién

objetivo.

Primera relajacién del problema. Obtener la relajacién inicial
del pi‘oblema, considerando el problema de asignacién asociado
(LPAP), integrado por las restricciones (1)-(4). Se obtiene asf
un problema de programacion lineal al qu‘e se denomina r‘ela!jacién

LP inicial.

Cota inferior inicial. Resolver el LP actual, con solucién
6ptima x y valor en la funcién objetivo z. Si x es factible para
el prcblema del programacién entera IP, FIN (x es la sollucién
éptima del problema). Si z - z < 1, FIN (la solucién encontrada
por el algoritmo heuristico es éptima).

En otro caso ir al paso 7.

Seleccién del problema cuasi-global. Seleccionar las variables
que intervienen en el probiema cuasi-global. Se considera el

~

siguiente conjunto de variables:

- las variables con valor 1 en la solucién proporcionada por

varias ejecuciones del algoritmo heuristico.

— las variables basicas en la solucién 6éptima del problema de

asignacion.

las variables no basicas en la solucién 6ptima del problema

de asignacion con coste reducido igual a cero.

las variables no basicas en la solucién éptima del problema

de asignacién con valor 1.

Este conjunto de variables es la mejor estimacion hasta el momento

del cenjunto de variables con valor 1 en la solucién o6ptima. | Estas
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variables, junto con las restricciones (1)-(4) y la funcién objetivo del
modelo, definen la primera relajacién lineal del llamado problema -
cuasi-global. (LP cuasi-global). La solucién inicial para la resolucién

de "este problema es la mejor solucién obtenida hasta el momento.

Si no se ha obtenido ninguna solucién factible utilizando el
algoritmo aproximade, entonces la primera versién del problema

cuasi~global es el problema global.

Paso 8: Optimizacién del problema cuasi-global. Obtener la solucidn

optima de la relajacién lineal del problema cuasi-global.

Paso 9: Obtencién de costes reducidos. Para probar que la solucién
' 4ptima del problema LP cuasi-global es también ¢ptima para el
problema LP ‘global es necesario obtener los costes reducidos de

las variables que no han sido incluidas en el problema

cuasi-global.

Paso 10: Introduccién de variables en el problema cuasi-global. Si el
coste reducide de alguna de las variables no tiene el signo
apropiado, sé revisa el problema cuasi-global afiadiendo las
variables que no lo tengan. Formalmente, se afiaden las variables
que satisfacen la condicién EU = 0, donde éu es su coste
reducido. (Nota: Se supone que las variables no incluidas en el

problema cuasi-global tienen valor x1J = 0.)

En este caso se revisa la soluciéon actual del LP y se vuelve

al paso 8.

Paso ll: Fijacién permanente de valores de las variables. Si todos los
costes reducidos E” tienen el signo adecuado, entonces el valor
éptime actual del LP, Z, es una nueva cota inferior (mds fuerte
que la mejor obtenida hasta el momento} de la soluciéon 6ptima

- del problema global. Ademdas, las variables que satisfagan la
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condicidén

| e, =2~z

se fijan permanentemente a su valor actual {que puede ser cero ©

uno}l.

Si al llegar aqui todas las variables no basicas tiene
valor - fijado, FIN. Se ha obtenido la solucién éptima

problema global.

n un

del

Paso 12: Si en el paso anterior se han fijado un ndimero considerabie de

variables, se ejecutan de nueve los pasos 2 y 3 (Preproces

continuacién se trata de reducir el tamafio de] problema.

o). A

Paso 13: Reduccion del problema cuasi-global. (Este paso es correcto

debido a que se han fijado algunas variables como permane

La reduccién se obtiene:
a. Detectando nuevas variables cuyc valor deba fijarse
implicacién, y eliminando todas las variables fijadas.

b. Actualizando el lado derecho de la restriceién (1)

modelo.

c¢. Actualizando los vectores r y d tal como estid indicado

preproceso (seccién 2.3.2.).

ntes.)

por

del

€n

d. Eliminando la restriccién (2) (resp. (3)} correspondiente

al nudo i (resp. al nudo j) si se ha fijado la variable

Si esta reduccién de variables afecta al valor de iz, se

calcula de nuevo la solucién del LP y se vuelve al paso 8.

Observacién 2.5: Si la scoluciébn de dos optimizacienes del

LP

consecutivas es tal que su diferencia es menor que ¢, donde ¢ les un

. . -4
nivel de tolerancia, normalmente ¢ = 10 , entonces no se llevan a
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los pasos correspondientes a la fijacién de costes reducidos ni el paso

14 de generacién de restricciones que se detalla a continuacién.

Paso 14: Generacién de restricciones. Una vez comprobado que no se
pueden lograr mas reducciones del problema utilizando los
procedimientos anteriores, se ejecuta la fase de identificacién
de réstricciones, afiadiendo al problema cuasi-global la SEC y la
PFC mas violadas (utilizando los algoritmos de separacion
descritos en las secciones 2.4.2. y 2.4.3.). Cuando se afiaden
las nuevas restricciones, se elimina de la actual relajacién LP
cualquier restriccién no activa que hubiera sido afiadida con

anterioridad.

Si no se ha obtenido ninguna restriccién violada, FIN. El

algoritmo proporciona como salida la cota inferior z.

Pase 15: Si se ha podido afiadir alguna restriccién en el paso anterior

se actualiza la solucidén actual del LP. Ir al paso 7.
Otros cortes vdlidos para el SOP

En lugar de introducir como corte una restriccién tipo SEC, o PFC es
posible introducir en el problema relajado cualquier restriccién valida
inducida por ellas. Muchos de los cortes vdlidos para el politope del
ATSP, P", se pueden escribir de forma que sean también validos para el
SOP(n,P).

Las clases de desigualdades validas y de desigualdades que definen
facetas para el P" se han estudiado en Grétschel {1977), Padberg y Rao
{1982), Padberg y Rinaldi (1990), Grétschel y Holland (1991) y otros
muchos. Sin émbargc no es objetivo de este trabajo hacer un estudio
exhaustivo sobre estas condiciones y su aplicabilidad al SOP, ya que no

seran necesarias para la metodologia que propondremos en el capitulo 3.
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h

|
2.5.- OBTENCION DE COTAS INFERIORES. SOP CON RELACIONES DE
PRECEDENCIA Y ACOTACIONES

Se plantea el problema de encontrar un camino hamiltoniano ¥ ¢on peso
total minimo en un grafo de forma que se satisfagan las relacicnes de
precedencia dadas por el digrafo P=(N,l), cuando existen acotaciones
superiores al peso de cada subcamino hamiltoniano, proporcionadas por el

vector n-dimensional d. -

Para ello se desarrclla un algoritmo de planos de corte basado en el
modelo 2.5 de la seccién 2.2.3. La metodologia bésica de este allgoritmo
sigue el esquema descritc en el algoritmo 2.2. Ahora, sin emba;*go, las
condiciones que fuerzan la precedencia y las acotaciones son introducidas
en la relajacion lineal del modelo (debido a que el nimero de ellas es del
orden de n° como maximo), y sblo se utiliza el algoritmo de selparacién

descrito en la seccién 2.4.2 para las SEC.

La experiencia computacional para este modelo indica que las cotas
que se obtienen estan muy alejadas de la solucién optima del problema
combinatorio. Parece necesario, por tanto, utilizar un nuevo enfolque que
permita la obtencién de buenas c¢otas inferiores. Este sera el probl‘Fma gque

abordaremos con la metodologia propuesta en el capitulo siguiente.
2.6.- ALGORITMO EXACTO
- - !
En cualquiera de los algoritmos de planos de corte descritos
anteriormente, el algoritmo termina cuando se encuentra la {solucién
6ptima, o bien cuande la tnica restriccién violada es la condicién de

integralidad (restriccién (6) del modelo 2.5).

En problemas de no muy grandes dimensiones es posible llegar a la

solucién 6ptima utilizando las técnicas habituales de programacién! entera.

En concrete, si la tnica restriccién viclada es la condi¢ién de
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integralidad, se puede utilizar una técnica branch-and-cut, de forma
similar a -la descrita en Padberg y Rinaldi (1991). para .el -problema del

viajante.

El objetivo es fijar variables a un valor determinado (0O & 1). En
cada nudc n habra un subconjunto Ng de variables fijadas con valor 0, y un
subcon junto NT de variables fijadas con valor 1, de forma que se verifique

No U Nl c A.

O en el nudo n }

Z
I

{ x /:-:i

0 1 J

Z
o
Il

{ x /x1

1 en el nudo n }
1 1} .

}

En cada nudo se efectia la fase de preproceso, con lo que
probablemente nuevas variables fijaran sus valores a cero ¢ a uno. A
continuacién se resuelve para ese nudo el problema de programacién lineal
asociado, y después se ejecuta el procedimiento de generacién de
restricciones tratando de identificar condiciones violadas. Estas

restricciones se afiaden al subproblema lineal asociado.

Se resuelve por tanto en cada nudo un subproblema similar al problema
original. Cuando en un nudo la Unica condicién violada es la condicién de
integralidad se continda el proceso de ramificacién eligiende una nueva

variable que sera fijada a cero 6 a uno.

Asf{ en cada nudo estardn fijadas no sélo las variables
correspondientes a las ramificaciones hasta llegar a ¢l, sino todas las
variables que hayan sido fijadas en el fase de preproceso efectuada en el

.mismo nudo o en cualquiera de sus nudos predecesores en la ramificacién.

De la misma forma en cada nudo el subproblema lineal asociado
incluira las restricciones generadas en el mismo nudo y en cualquiera de
sus nudos predecesores. Por tanto en nudos provenientes de distintas
ramificaciones tendremos distintos problemas a resolver, y la informacion

requerida en cada nudo debe ser almacenada. Utilizandc este procedimiento

58



Capitulo 2. Metodologia basada en el Primal

se resuelven problemas mds complejos, pero el numero de ramificaciones es

menor que si se efectia el tradicional algoritme branch-and-bound.

El proceseo de ramificacién ceontinlla hasta que en una rama se obtenga
una solucién entera, que se almacenard si es mejor que la mejor s‘,olucién
obtenida hasta el momento, o hasta que la cota proporcionada por lin nudec
sea peor que Jla mejor solucién obtenida. Cuando no se puede| seguir
adelante el proceso de ramificacién, la mejor solucidn obtenida hasta el

meomento serd la solucién éptima del problema.
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3.1.- INTRODUCCION

3.1.1.- Motivacion

Una vez analizada la metodologia basada en el primal, 'podemos

observar dos inconvenientes fundamentales para su aplicacién al SOP:

1) Dados los tipos de condiciones del SOP que se relajan (restricciénes
de eliminacion de subciclos (SEC’s), restricciones que fuerzan la
precedencia (PFC’s} y restricciones que fuerzan las aco!taciones
(DFC’s)), el numero de condiciones es finitamente grande (exponencial
en |V|+|A|) en los dos primeros casos. Por tanto, no hay |ninguna
garantia de gue en el peor de los casos no fuera necesaric generar y, '
por tanto, afiadir al problema LP un ndmero finitamente grande de
condiciones de este tipo. Por consiguiente, en ese punto extremo se
llegaria a invalidar la razﬁn fundamental por la cual se adoplta este

tipo de metodologia.
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2) Una de las condiciones mas importantes desde el punto de vista
algoritmico, como es la condicién de integralidad, se relaja en este
tipo de metodologia. Por tanto, se corre el grave peligro de que la
convergencia sea muy pequefia, es decir, que la diferencia en el valor
de la funcién objetive entre dos problemas sucesivos de PL (en el que
en el segundo se ha incluido alguna condicién viclada por la solucién
6ptima del primero) sea muy pequefia y, por tanto, la cota inferior

esté alejada del valor éptimo.

Por tanto, proponemos utilizar una metodologia distinta, que
denominaremos Metodologia Dual, para la obtencion de cotas inferiores para
el SOP. Esta metodologia se basa en técnicas de relajacion Laérangiana;

adecuadamente adaptadas al problema que nos ocupa.

Una de las ideas mas lﬁilés‘ a - nivel 'éérﬁp’uta‘cionla'l"én las dltimas
décadas ha sido la observacién de que muchos problemas dificiles de
programacién entera se pueden considerar como problemas féciles (en
términos de complejidad), complicados por un conjunto relativamente
pequefio de restricciones adicionales. La dualizacién de estas
restricciones da lugar a un problema Lagrangiano facil de resolver, cuya
solucién 6ptima proporciona una cota inferior (en problemas de
fni'rllim‘-izac:ién) al valor 6éptimo del problema original. Asf, es posible
utilizar ‘e'ijr problema Lagrangiano en lugar de la relajacién linéal para la
obtencién de cotas. Ademas, el enfoque Lagrangiano ofrece un ntmero
'imporfé‘\'r;fé de ventajas respecto a la relajacién lineal.

. : ‘ ‘

Este” enfoque fue utilizado por Held y Karp (1970) para, a partir de
un p}‘oBlema Lagr'"arig'iéno basado en 4rboles generadores de peso minimo,
proporcionar un 'élgorifiho para el Problema del Viajante mucho madas
eficiente que todos "los obtenidos hasta entonces utilizanhdo relajaciones
lineales. A par'?tir-f de esé moménto la técnica se ha utilizado en ' muchos
problemas combinatorios’ "cfé"sibos", "i)'ropc}rcidnando, en la mayoria de los

casos, el mejor algoritmo éxistenté para el problema,
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i
Sin embargo, tradicionalmente se suponia que el conjur}to de

t sz
restricciones adicionales a dualizar era relativamente pequefio en relacién

. . . |
con las dimensiones del problema. Con -nuestra Metodologia Dual proponemos

una extensidon de las técnicas Lagrangianas a problemas donde el nimero de

restricciones complicadas es finitamente grande, come es el problema que

nos ocupa.

1)

2)

3)

Las caracteristicas de esta metodologia son las siguientes:

Al igual que la metodologia primal, esta metodologia consiste en
obtener cotas inferiores  resolviendo iterativamente  problemas

relajades para los que se tiene la garantia de que el valor en la

funcién objetivo (a minimizar) de cada nuevo problema no es superior
al valor de la solucién optima, pero tampoco inferior a la cota
obtenida anteriormente. En nuestro problema concreto relajaremos, al
menos, las asi llamadas restricciones complicadas, es decir, las

PFC’s y DFC’s.

La primera diferencia con la metodologia primal es que no se relaja
i
la condicidén de integralidad de las variables binarias. Por tanto el

problema resultante relajado ya no es un problema de Programacién

Lineal, sino que sigue siendo un Problema Combinatorie,

Esta caracteristica es muy importante, porque en el caso| de que
ese problema combinatorio pueda resolverse en tiempo polinon'lial hay
cierta esperanza de que la convergencia al o6ptimo del problema

original sea mas rdpida que en el caso de la relajacién lineal.

La segunda gran diferencia (en nuestro problema concreto) es;que, en
principio, no se relaja un tipo de condiciones muy dificil cleI tratar,
comc son las SEC’s {namero exponencial de condiciones) y, por tanto,
s¢ incrementa la expectativa de una deteriorizacién fuerte en la

funcién objetivo.

El problema resultante de relajar en el SOP las condiciones {PFC's y
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DFC’s "es- un problema combinatorio para el que no hay algoritmos conocidos

con' complejidad polinomial (ver seccién 1.6.5).

El problema relajado queda planteadd de la forma siguiente:

z = MIN c'x
S.4a.
(1) x(A) = n-1
(2) x(8 () =1 ¥ jeV\{0}
(@ x6"GH =1 Vjev
(4) x(W) = |W|-I YWeV , 2 s |W| = n-1
(5) x,, € {051} v(i, j)eA

Se puede observar que este modelo es el programa 0-1 para obtener el
camino Hamiltoniano en el grafo D=(V,A) de minimo peso, o problema del
via jante asimétrico. Este problema es ¥P-duro y, por tanto, la relajacién

obtenida no es un "buen" problema combinatorio.

La condicién {3) exige que nc salga mas de un arco de cada nudo.
Podemos observar que el problema resultante al relajar esta condicion es
el problema de obtener una arborescencia generadora de minimo peso,

preblema que tiene complejidad polinemial. Ver seccién 1.6.2.

4) Asi, y ésta es una caracteristica muy importante de la metodologia
que proponemos, no se relajan las condiciénes SEC's, perc en su lugar
se relaja (en forma dualizada, como ya se verd) el tipo de
condiciones (3), que llamaremos de. asignacién. Es preciso notar que
una aproXimacién al problema del viajante no necesitaria de ningin

.otro tipc de relajacién. (Ver Held y Karp (1970)).
Una vez identificadas las condiciones (y cortes reforzados) de

asignacién, PFC's y DFC’s que hayan sido violadas por la solucién oéptima

del problema del arbol generador de minimo peso, si se incluyesen estas

64



"“’.;

‘Capitulo 3. Metodologia basada en el Dual

condiciones en el conjunto de restricciones del problema cornblinatorio

. . L t .
relajado, obviamente, se destruiria la estructura de arborescencia
generadora de dicho conjunto de condiciones. Vemos aqui, pues, dos graves

inconvenientes:

El primer inconveniente seria del mismo tipc que en el casci de la
metodologia primal puesto que, actuando de esta forma, se puede lilegar‘ a
incrementar e! problema relajado en un nimero exponencial de condiciones.
El segundo inconveniente es que no existen hoy dia algoritmos con

complejidad polinomial para resolver el nuevo problema combinatorio.

Por tante, necesitamos ‘utilizar la informacién obtenida por Ila
o . I
violacién de las condicicnes de asignacién, PFC’s y DFC’s sin que por ello
destruyamos la estructura del problema combinatorio y, por tar{to. sin

incrementar el numero de condiciones.

5) As{, proponemos dualizar las condiciones y cortes implicadés cuya
violaciébn hayamos identificado. Para ello hemos de expresar estos
cortes de forma que su dualizacidn signifique (nicamente una
modificacién (obviamente, lineal) en los coeficientes de la {funcién
cbjetivo de las mismas variables del problema. Precisaremos, por
tanto, una metodologia apropiada para estimar los correspondientes

multiplicadores de Lagrange. Ver seccién 3.3. Este esquemal no es

totalmente nueve en el tratamiento de problemas combinatorios (ver
por ejemplo Aboundi, Hallefjord y Jornsten (1991) para el problema de
asignacién con ciertas condiciones adicionales), pero si es novedoso

para el SOP.

Un problema combinatorio alternativo al anteriormente pr‘opuesfo como
problema auxiliar a resolver en cada iteracion consistiria en relajar tlas
SEC’s en lugar de las condiciones de asignacién. Tendriamos |asi el
programa 0-1 para resolver el problema de asignacién, que tiene también

comple jidad polinomial.

Identificar condiciones de asignacién no satisfechas por una solucién
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binaria es tan trivial como identificar SEC’s para la misma solucién
binaria. Ahora bien, en nuestro problema sélo tenemos n condiciones de
asignacién y, por tanto, en el peor de los casos sOlo es necesario’ estimar
n multiplicadores de Lagrange. En cambio hay un numero exponencial de
condiciones SEC’s, lo que implica que el numeroc de multiplicadores de
Lagrange a estimar y actualizar podria ser excesivamente grande. Por otro

lado, conjeturamos que este tipo de relajacién seria mas débil.

Parece pues, en principio, que hay razones para justificar la

utilizacién del problema de la arborescencia generadora.
En definitiva nuestra metodologia dual propone:

(1) Resolver problemas combinatorios dificiles wvia la resolucion de

problemas combinatorios con complejidad polinomial.

(2) Identificar condiciones violadas, y obtener con complejidad polinomial
cortes equivaléntes y mas fuertes ﬁéra la solucién optima del problema

combinatorio auxiliar.

(3). La utilizacién apropiada de la teoria Lagrangiana al dualizar la
funcién objetivo para su convergencia hacia la solucién optima, via la

utilizacién de las condiciones y cortes identificados.

3.1.2.- Desarrollo de la metodologia

Una vez motivada la conveniencia de enfrentarse al pr*oblerha desde un
nuevo enfoque, en la secciébn 3.2 se desarrolla el modelo matematico
adecuado para esta metodologia, y se describe el tipoc de preproceso
necesario para ese modelo. En la ser;:c';é‘n 3.3 se describe el método para la
actualizacién y wutilizacién de los multiplicadores de Lagrange de las
condiciones y cortes vdlidos a dualizar. En el capitulo 4 . se presenta
nuestra metodologia para identificar cortes vélidos para las condiciones
"naturales” PFC’'s y DFC's. El capitulo S presenta la motivacion teérica
para reforzar los cortes validos tal que se obtenga una dualizacidén més

fuerte de las condiciones violadas.
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3.2.- MODELO MATEMATICO
'3.2.1.- Modelizacién

Entre las modelizaciones 0-1 equivalentes posibles para el S‘;OP, el

siguiente modelc es el que mds se adapta a nuestros requerimientos:

Modelo 3.1
Min ¥ ¢ x
{i, JIEA 1)
sS.a.
(1} x(A) = n-1
(2) x(87(j)) =1 ¥ jeV\{0}

(3) x(W) = |W|-1 YWev, |W|z 1

(4a) x(a¥(j = 1 vieV , Vv, = { jeV/ 3(jDel, i%j )

(4b) x(6+(j)} =1 VjeV2 , V, = V\V,

{(5) i < j en ¥ si el arco (i, jlell; es decir, x satisfajce ias

i
relaciones de precedencia dadas por el conjunto de arcos en T

(6) yj = dj VjeV; es decir, x satisface la acotacidon al peso

acumulado de cada nudo, donde Y tiene la expresién {(1.1))

(7 xe{O,l}IAI

El problema relajado, problema de la arborescencia generadora |de peso
minimo, consiste en minimizar la funcidén objetivo anterior su jet?. a las

condiciones (1), (2), {3) y (7).

En nuestra metodologia dual no es necesario contar cEm una
modelizacién matemdtica precisa de las condiciones (5) y (6), ya que, dada
una solucién al problema relajado, es inmediato comprobar si algung PFC o
DFC es violada, en cuyo caso habria que utilizar esta infor‘maci]én para
modificar los coeficientes de la funcién objetive en el problema; En el

capitulo 4 se estudia la forma de obtener un corte valido para el SOP a
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partir de una condicién (5) 6 (6) violada.
3.2.2.- Preproceso

Tal como se ha formulado en la seccién 2.3, el objetivo fundamental
del preproceso en la metodologia primal es hacer mas fuerte la formulacion
del problema, transformando el sistema en otro sistema 0-1 equivalente y
mas fuerte (i.e.,, se han elimipado soluciones continuas sin eliminar
ninguna solucién entera). De esta forma la solucién del problema lineal
relajado puede proporcionar una cota inferior mas alta, ya que se ha

eliminado un haz de soluciones factibles lineales.

No todos los procedimientos de preproceso presentados en la seccidén
2.3 son necesarios en el planteamiedtc")'“dé la metodologfa dual, ya que el
problema en todo momento es un programa’ 0-1. No obstante, es conveniente
efectuar un preproceso para tratar de fijar variables a 0 6 a 1, ya que se

disminuyen las dimensiones del problema.

Por tanto, el ©preproceso descrito en la seccion 2.3 tiene la

siguiénté especializacién para la metodologia dual:

l.- Se utiliza el procedimiento 2.3.1 para fijar variables a un valor

determinado.
2.- Los procedimientos 2.3.2, 2.3.3 y 2.3.4 no son necesarios.
3.- El procédimiento -2.3.5 estd implicito en el modelo.

4.- Se utiliza el procedimiento 2.3.6 para detectar cuando un

problema dado es infactible.
3.3.- RELAJACION LAGRANGIANA
3.3.1.- Resultados f u}l'da;mehtales

Sea un problema combinatorio formulado como el probleina de

programacién entera IP
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Zz = Min cx
IP
s.a. AX = b
Bx =d

X =z 0 y entero

Sea LP la relajacion lineal del problema IP, y sea z , su valor optimo

Sea la relajacion Lagrangiana LRu

zD(u) = Min cx + u(Bx-d)
s.a AxXx = b

X = 0 y entero

donde u es el vector de variables duales asociadas con el conjl;mto de

restricciones a dualizar. Se puede observar que las restricciones del

problema IP se han separado en dos conjuntos de forma que LR es fécil de
u

resolver en relaciéon con IP para una realizacién de u.

Proposicion 3.1: El problema LR es una relajacién del problema IP, con
" ‘

u = 0,

Demostracion:

Veamos que se verifican las condiciones de la definicién 1.21:
(i) Obvio.
(ii)} Sea X 6ptimo para IP. Entonces x es factible para LRu y

zD(u) = min { cx + w(Bx-d} } = cx‘ + u(Bx'—d] = cx' =z,

dadoqueuZOyBx.—dSO [ ]

En general, no es posible garantizar que se pueda encontrar un vector

u tal que zD(u) = 2]P pero, puesto que el problema LR proporciona cotas
u

inferiores para la solucién 6ptima de IP, la mejor eleccidon para u serda la

solucién optima del problema D

z = max z_(u)
D u D
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Este problema se denomina el dual lagrangiano del problema [P. Ver
Geoffrion (1974), Fisher (1981) y Guignard y kim (1987), entre otros.

Teorema 3.1: Dado el problema IP, su relajacién lineal LP y su dual

lagrangiano D, se verifica:

{(alz =z =2z
LP D Ip

*
(b) Si para un u 3Ix que satisface las condiciones

(1) X es éptimo para (LRu)
(ii) Bx = d
(iii} u{Bx-d} = O

»*
entonces x es 6ptimo para IP.

(c) si %' satisface las condiciones (i} y (ii) del apartado (b) peroc no

: ' * IRy B,
(iii), entonces x es una solucién e-optima ‘de IP, con £ = |u(Bx-d)]|.

Demostracion:

1A
N

P N 1 ‘. -,- .' . = s ]
(a) Por la proposicién 3.1, za(u) » Yu = z = max zD(u) 2

Por otra parte,

z = max zD(u) = max { m}i‘n cx + u(Bx-d) / Ax s b, x =2 0 y entero } =

v

max { min cx + u(Bx-d) / AX = b, x.20} =

il

mgx{meva—ud/vA::c«r»uB,sz.u20}=

|

min{cx /Bx=4d, AXx =b, x20}=2
X . LP

donde las dos igualdades se deben al argumento de dualidad lineal.

(b) Si x* satisface (i} y (ii) entonces x“r es factible para IP. ‘
, » *

Ademas, z, = z[‘,(u)(x ) = ¢cx

ya que, por 1:1:'I'Jr;*op6.3ici6‘ri 3.1, z, = 'le,[ur), y
* » » -

zD(u)(x ) = cx + u(Bx-d) = cx (dado que x satisface (iii)).

*
Por tanto x es éptimo para IP.
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(c) Obvio, ‘ya que x* es factible y satisface la condicién -de la definicién

1.22.

Definicién 3.1: El

valor optimo no varia si

variables, i.e.,

zD(u) = ZLD(U)

donde LD es el
integralidad.

problema LRu tiene la propiedad de integralidad si su

se elimina la condicién de integralidad [en las

Vuz 0O,

problema D, donde se ha eliminadoe la condiciéon de

Teorema 3.2: Si LP es factible y LR tiene la propiedad de integralidad,
u

entonces

Demostracion:

max z (u)
LD

ZLP
uzp

max zD(u)
uz0

2
D

(por dualidad lineal)

(por la propiedad de integralidad)

Por tanto la relajacién Lagrangiana proporciona una cota igual o mejor

que la relajacién

propiedad de

Lagrangiana cuando la obtencion (o aproximacién) de z

la obtencion de z

Lp

3.3.2.-

integralidad

Estimacién de los multiplicadores de Lagrange.

lineal. En modelizaciones para las que LRu tiene la

sélo es operativo utilizar la relajacién

sea mas facil que

Puesto que la mejor cota posible para el problema IP en la metodologia

lagrangiana es z

del problema dual Lagrangiano. Esto no siempre es posible, pero la

de

soluciones 4ptimas o casi optimas para este problema.

max zD(u), se trata de encontrar la solucién optima
u

maycria

los metodos de estimacién de multiplicadores se basan en encontrar
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El’ problema D cuenta con un gran nimero de propiedades estructurales
que facilitan su resolucién. Suponiendo que el conjunte X = { x / Ax =.b,

X = 0 y entero } de scluciones factibles para L_Ru es finito, entonces X se
puede Tepresentar como X = { xt, t=1,....,T }, vy el problema D se puede

expresar como el siguiente problema lineal con muchas restricciones

Z = max Z
D

s.a. . .
z = cx + u(Bx -d)

Se observa asi que para cada u la funcién zD(u) es la envoltura
inferior de una familia finita de funciones lineales. zD(u) es una funcibn
continua, céncava, diferenciable c.s., pero no diferenciable en general en

los puntos u, tal que el problema LR; tiene optimos miltiples.

Definicién 3.2: Un vector y es un subgradiente de zD(u} en u si se
satisface:

zD(u) = zD(u) + ylu-u) Yuz 0

Observacién 3.1: La funcién zD(u] es subdiferenciable en todo punto.

*

* “
Proposicidon 3.2: Un vector u es optimo para D ¢ O es un subgradiente de

*
ZD(u)= en u.

Existen en la literatura gran nimero de algoritmos para el problema
dual Lagrangiano. En general, estos algoritmos siguen alguno de los

siguientes enfoques:

(1) E1 método del subgradiente.

(2) Versiones del método simplex utilizando técnicas de generacién de

columnas.

(3) Métodos especificos de ajuste de multiplicadores.

Dado que el método (1) es el que mejores resultados esta

proporcionando, omitimos el desarrollo de los otros dos métodos. (Ver
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Fisher - (1981) para una extensién de técnicas de estimacién de

multiplicadores).
Método del subgradiente para resolver el problema D

-
Dado un valor inicial u se genera una secuencia {uk}, tal que

u =u + « (Bx -d)
k+1 k ko k

donde X es una solucién éptima de LRuk y « €s un escalar

denominado longitud de paso.

K
Teorema 3.5: zD(uk) >z sl o« >0y Lo »w.
1=0

Demostracion:

Ver Bertsekas (1982), entre otros.

Generalmente se utiliza la siguiente expresién para a«

hk(z - zD(uk))

Kk 2
| Bx -d |

donde ?tk es un escalar tal que O < hk =2 y z"i es una cota

para z, (obtenida, frecuentemente, aplicando una heuristica al
IP), ver Held, Karp y Wolfe (1974) y Held, Wolfe y Crowder (1974).

positivo,

superior

problema

A menudo la sucesién ?\k se obtiene fijando 7\0 = 2 y dividiendo por 2

Ak cuando el valor zD(u) no ha aumentado en un ndmero fijo de iter;aciones.

Esta regla funciona bien empiricamente, aungue no tiene porqué

.
verificar

la condicién suficiente establecida en el teorema 3.5, ya que ;{)or otra

*

*
parte la diferencia (z —ZD(uk)] no tiende en general a cero si z se

»*

obtiene a partir de una heuristica para IP, pues z = z, = L

. . . [T
El método normalmente termina cuando se llega a un nimero determinado

de iteraciones.
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3.3.3.- Relajacién Lagrangiana del SOP

Tal como se indicé en la seccidén- 3.1 las condiciones del SOP a relajar

son las condiciones de tipo (4), (5) y (6) del modelo 3.1.

Por tanto, la relajacion Lagrangiana obtenida es

min cx + ulyx - 1) + wlax - B)
s.a.

(1) x(A) =
(2) x(67(j)) =1 ¥ jeV\{0}

(3) x(W) = |W|-1 ~VWeV,|W|zl
(7) xe(o, 4]

donde u es el vector de variables duales para las condiciones de
asignacién x(6+(j)} = 1, representadas en la forma x = 1, ¥y w es el
vector de variables =duales para los cortes validos de la forma ax = B
correspondientes a las condiciones (5) y (6) del modelo, donde las
matrices ¥ y « pueden contener elémehtos superiores a uno debido al
reforzamiento valido de las condiciones réspectivas. (Ver capitulos 4 y

S).

Puesto que las restmccnones de tipo (43}' son restricciones de
igualdad, el mult1pllcador correspondlente no esta restrmgldo en 31gno
El resto de los multiplicadores han de ser mayores o iguales que cero. (Se
supone que al multlpllcador de una cond1c10n 'violada todavia no detectada

se le asigna el valor estlmado nulo),

Cada iteracion Eagrangiané se distingue por la actualizacién de los
vectores de .multiplica-ciorés uy w. ;\sf,' en cada iteracién se resuelve un
problema combinatorio de la arborescencia generadéra de peso mfnimo, y se
pasa a la siguiente iteracién identificando un corte validoe

correspondiente a una restriccién violada y realizando una modificacién en
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los coeficientes de las variables en la funcién objetivo.

Se utilizardan a continuacién los conceptos y notacidon de las
secciones anteriores adaptdndolas y desarrolldndolas para el problema que

1nos ocupa.

Sea el siguiente problema SOP, donde en el espacio de soluciones X se

recogen las condiciones que definen una arborescencia:

(P) m}icn { cx / Axsb , xeX }

donde b ¥ ¢ son vectores y A es la matriz de dimensiones apropiadas tal
que el sistema Ax=b recoje el conjunto de condiciones de asignacién,
condiciones que fuerzan las precedencias y condiciones que fuerzan las
acotaciones. La relajacién Lagrangiana de (P) relativa a Ax=<b con el
vector de multiplicadores u (dimensionado como b y con las restricciones

en signo indicadas anteriormente) es

(LRu) m}i{n { ex + ulAx-b) / xeX }

Claramente, para u = 0, las condiciones Illamadas "complicadas"
desaparecen de la funcién objetivo. En general, (LRU) depende de|u, tal
que el valor optimo de (LRu), sea ZD(u), es un Iimite inferior del valor
optimo de (P), sea z, . El dual Lagrangiano (D) determina el mejorj limite
inferior de z,

(D) z = mix zD(u]

Puesto que z, = z, > el valor o6ptimo de (D) es un buen| limite

inferior del valor oéptimo del problema original. En muchos casos, ?s facil

crear un algoritmo heuristico para, manipulando la solucién de (D),
obtener una solucién factible (y probablemente muy buena) para el problema

original (P).

Para resolver (D) se podria utilizar en principio el método clél

subgradiente tal como se ha indicado en la seccién anterior. Esta
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metodologia resuelve el problema (D) calculando, - iterativamente, . el
subgradiente g = Axk—b. donde X, es la solucién o6ptima al problema de
arborescencia (LRuk). -Para la  iteracibn k se  actualizan los

inultiplicadores de Lagrange-u, segin’la férmula

u =max { 0, u + «
k+1 {’k kg}

donde

z - zD(uk)'
o« = A = Sl (3.1

k k

I g, |

De nuevo se resuelve el problema para la iteracién k+l, etc.

En la expresién (3.1) Ek es un estimador de z tal que cuanto menor
sea la diferencia |Ek - zD'k|, mayor precisién tendra la actualizacién de u
(demostrado por Held y Karp, (1970)) y, por tanto, menor ndmero de
iteraciones seran necesar"ias' para: obtener 'zD . Se suele Yt.dmar un valor
suficientemente grande (lo que perjudica la convergencia del algoritmo),
salvo que haya una solucidén heurfstica, en cuyo caso se toma el valor
correspondiente en la funcién objetive. Salvo que este valor Ek sea tal
qué Ek -z (siempre = 0) 'es' muy pequefio, y ademéas z,-2, {siempre = 0) sea
también muy pequefio; incluso’ tomar para Ek el :valor de la solucidn

heuristica no 'es un buen método.

Si se pudiera obtener Ek como una mejor aproximacion -a Z. el
algoritmo tendria mayor eficiencia e, incluso, se podria dejar constante
el escalar ;\k (e.g.,hk= 1) si se consigue cﬁle la diferencia {Ek—zn(uk])a 0
cuando k> = . A continuacién se presenta una metodelogia que, en el marco

5o . . Lol P . .
de la generacién de cortesl, puedé)ayuahf a obten:ar Ek= para't' cada iteracion

(en la esperanza de ir reduciendo la distancia |Ek - ZD|).

Método de generacion de filas y columnas para la estimacién de

multiplicadores.

Sea T el con junto de p'unfbs'éxirer:r[ds del conjunto X;:['qué engloba las

restricciones del problema con condiciones fdciles (en nuestro caso, el
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problema de arborescencia). Se supone que T # @ (de - lo contrario, (P)

seria infactible). Se puede reescribir el problema (LRU), tal que

zD(u) = min { cx + u (Ax-b) } = min { cx' + u (Axt-—b) }
x €X teT

t
donde el vector x representa las coordenadas del punto extremo |t para

teT.

Por tanto, la resolucién del problema (D) es equivalente. a la

resolucién de problema

max zD(u) = max { min { cx' + u (Ax'-b) } }
u u teT

con uja:O Vi excepto aquellos correspondientes a restricciones  de
asignacién con igualdad, cuyo multiplicador asociado no esta restringido
en signo; problema que se puede reescribir de nuevo como un problema de
programacién lineal, sea (DM} (Dual Maestro) segin la descomposicién de

Benders (1962)

(DM) max { 7 / ¥ = cx' + u (Ax'-b) VteT }.
u

Definicién 3.3: Una desigualdad tipo Benders es una desigualdad del tipo
' ¥ = cx' + u (Ax'-b) para algun teT.

Cada punto extremo te€T proporciona una desigualdad tipo Bl'ender_‘s,
i.e., una de las restricciones del problema. Por tanto el problema (DM) es
un probléma con tantas filas como puntos extemos haya en X, y| tantas

columnas como restricciones "complicadas" haya en el problema (P).

Si el conjunto T fuera conocido explicitamente bastaria con resolver
el problema lineal (DM) para obtener el vector de multiplicadores u
éptimo. Pero |T| puede ser un numere enormemente grande que haria
impractico trabajar con (DM), dade el numero de condiciones que ser{a

preciso considerar. En cambio es muy posible que sélo un nimero pequefio de
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¢ondiciones- en (DM} sean necesarias para resolver el problema, i.e., pocos
puntos extremos en T proporcionan condiciones activas en (DM). Supongamos
por un momento que se conoce €l conjunto de puntos extremos, sea- S para
SET, cuyas correspondientes condiciones en (DM) son suf icientes . para
resolver el problema. Por tanto, se puede reescribir (DM), tal que

"(DM) max { y / ¥y = ext +u {Axt—b) YteS ).
u

La metodologia de Benders {(ver apendice 1) permite en general obtener
el conjunto'.S'de una forma eficiente. Sin embargd en nuestro caso, no es
s6lo el conjunto T quien no es conocido explicitamente. Tampf:n::o estan
explicitamente m-odelizadasf todas las restricciones "complicadas" del
problema y, por tanté, :se desconocen: los elementos del vector Ax"-b

correspondientes a condiciones no identificadas.

Obseivacién 3.2: El vector de multiplicadores u para el problema (P)
forma, ' junto con la variable 7, ‘el vector de variables (u,y) para el

problema {(DM).

Definicién 3.4: E| multiplicador u estd activado si su valor esta
prefijado a cero y estd deactivado si es una variable libre del problema

(DM).

Llamaremos (JDMR) (Problema Dual Maestro Relajado} a una relajacién
del pro_blema (DM) donde no aparecen las condiciones tipo Benders relativas
a puntos extremos todavia no identif icaf:lps y donde algunas componentes del
vector. u {aquellos multiplicadores correspondientes & restricciones

complicadas todavia no identificadas) estan activadas.

Podemos utilizar el método que se verda en el capitulo siguiente para
generar cortes para, a su vez, construir progresivamente un con junto cada
.vez méas restrictivo de condiciones en (DMR). Es preciso notar que en la
iteracién k -se resuelve el problema de la arborescencia (LRuk) -y, por
tanto, .se obt:iene una nueva solucién, sea xk. La fase de identificécién de

cortes violados (y su correspondiente reforzamiento) proporciona un
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conjunto de restricciones, sean (Ax* = l:;}l para ielk, (donde I*|.es el

conjunto de cortes) que son vicladas en el problema original por el punto

<. La aplicacién del punto x* en la funcién objetivo de (LRuk)

)

k+l''
Las condiciones en I implican que los correspondientes multiplicadores de

proporcicna la condicién tipo Benders a incluir en el problema (DMR

Lagrange (y, por tanto, variables en (DMR)}) deben deactivarse y, asi,
utilizarse en la optimizacién de (DMRk+1). Esto implica la adicion [de las
' correspondientes |Ik| columnas en la matriz de condiciones del problema

(DMR ). Ver figura 3.1
k+1

(DMRk) - (DMRku)

figura 3.1

A continuacién se resolveria este nuevo problema para obt!ener' el

. k+l - .

nuevo vector de multiplicadores de Lagrange, sea u , que se utilizaria

en el problema de arborescencia [LRuk 1) correspondiente a la siguiente
-+

iteracion.

Supdngase que antes de afadir la nueva condicién basada en el punto
x* al problema dual maestro relajado, el conjunto de condiciones en (DMRk}
es Sk, v el correspondiente valor en la funcién objetivo es V(DMRR). La
nueva condicién derivada del punto xk sera un corte en el problema dual

relajado, esto es,

VIDMR) = cx* + Z v (Ax*-b) (3.2)
e U 1!
J=1,200.. k-1
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Observacién 3.3: Incluso si no se identifica ningin nuevo corte vdlido
para el problema original que esté violado por el punto xk, el corte

inducido por la‘condicién (3:2) debe introducirse en (DMR ).

H n ! .

ot .. k . . s ey :
Observaciéon 3.4: En caso de que x no viole ninguna condicién del problema
original y la situacién anterior' se cumpla con igualdad estricta, x es la

solucién .6ptima del problema general (P).

Es preciso notar que en la metodologia de Benders, dado que todas las
restricciones no incluidas en el conjuntoc que definen los puntos extremos
en X estan dualizadas con valores nulos en sus respectivos
multiplicadores, 1la sucesién de valores de V(DMRk) es mondtona
decreciente. Por tanto, se puede utilizar el valor v(DMRk) como el valor
Ek en la obtencién de la amplitud de paso « ¥ finalmente, converge a
v(DM). En l!a practica, se pedria terminar la ejecuciéon del algoritmo
cuando la diferencia “entre Ek y v(LRu) (limites superior e inferior de

v(DM), respectivamente) sea menor que una tolerancia dada.

Ahora bien, dado que la dualizacion (LRu) no incluye en el SOP todas
las condiciones de "asignacién; precedencias y acotaciones .(i.e., los
rﬁulti]jlichdores'dualés' réspectivos estan activados), resulta que cuando se
afiaden nuevos’ cortes, el problema (DMR) se convierte en un problema de
mayores dimensiones (o lo que es lo mismo, se permite deactivar los
correépoﬁdientes multiplicédores de Lagrange). En esta situacién podemos
visbalizar’ el problema ¢émo una secuencia de relajaciones del problema
dual maestro (DMR:), (DMR),..., (DMR), tal que la serie v(DMR),
v(DMR,z)";'..'., v(DMRk)' converge al éptimo v(DM), aunque no necesariamente de

forma mondtona.

En principio, se podria comenzar utilizando la metodologia del
subgradiente para obtener los multiplicadores duaies u. A medida que el
optimo del problema de la arborescencia no se deteriore adecuadamente, se
podria utilizar el problema relajado (DMR) para incrementar Ia
convergencia. El  problema (DMR) podrfa incluir las  condiciones
correspondientes a las arborescencias xl, XZ,... obtenidas  en las

iteracicnes anteriores.
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La metodologia del subgradiente tiene normalmente un ritmo de

Algoritmo 3.1

convergencia muy rapide en las primeras iteraciones, perc a medida [que se
I

incrementa el nimerc de iteraciones, los multiplicadores de Lagrange

tienen escasa variacién y, por tanto, el ritmo de deteriorizacién dei

optimo de la relajacién Lagrangeana se va paulatinamente reduciendo. l

La utilizacién de cortes violados en el problema (DMR)! puede
|
reemplazar a la metodologia del subgradiente e incrementar el ritmo de

convergencia a v{DM}.

Paso 0: Resolver LRo con u = 0, primera relajacién Lagrangiana del problema.
Sea x° su solucién éptima y V(LROJ su valor 6ptimo. Hacer z = V(LRU}.
HacerS=(0},c=10-4,k=0,0‘=0,5‘=K(cte.),E:m.

Estimar el vector u segin el método del subgradiente.

J
Paso 1: k = k+l i

Resolver (LR ) y hacer z = max { 2z, v(LR ) }

] v(LR ) - v(LR ) |
: k k-1 k .
Si { &€ 6 ¥ no proporcicna nuevos| cortes,

1+ | V(LRk—l) l :

’ -
hacer o = o+l. En caso contrario hacer S = S u { x* } y afiadir los

nuevos cortes.

Paso 2: Heuristica: Si se encuenira una nueva solucidén, actualizar

z = min { 2z, nueva solucién }

Paso 3: Resolver (DMRk} para el conjunto S actual.

Hacer z = v(DMR )
B k

Paso 4: Actualizar u:

Si ¢ > o entonces obtener u a partir de (DMR ). En caso c%ontrario
obtener u utilizando la metodologia del subgradiente con EB como

cota superior.
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Capitulo 3. Metodologia basada en el Dual

Paso 5: Criteric de parada:

3.4.- ALGORITMO GENERAL DE PLANOS DE CORTE UTILIZANDO METODOLOGiA

z-z
Sea INT =
z

Si INT < €, o el nimero de iteraciones es alto, o xk factible

FIN. En caso contrario ir al paso 1.

DUAL. Lineas .generales:

Entrada:

Paso 1:

Paso 2:

Paso 3:

Paso 4:

Matriz de coeficientes CIJ y digrafo aciclico de precedencias

P=(N,T).

Calcular la envoltura transitiva cerrada del digrafo aciclico P

para obtener el digrafo de precedencias inicial.
Preproceso. (Seccién 3.2.2)

Solucién inicial factible. Obtener una cota superior inicial de
la solucién odptima. La aplicacion de wun algoritme heuristico
proporciona la primera cota superior, con valor z en la funcién

ob jetivo.

‘Obtencion de la primera relajacién del problema. Considerar el

siguiente problema relajado: .

- Incluir las restricciones (1), (2), (3) y (7) del modelo 3.1
{(que junto con la funcién objetivo representan el problema de

encontrar la arborescencia de peso minimo).

- Ignorar las PFC y las DFC (restricciones (5) y (6) del niodelo,

respectivamente).

- Relajar las restricciones tipo (4) utilizando la metodeclogia

Lagrangiana con multiplicadores u.

Se pllantea asi el siguiente problema relajado, al que

denominaremos Relajacidén Lagrangiana Debil:
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MinL(u)=Z(c+u)x—Zu conu =0 VveV
k i3 1 1 v v 2

(1,J)€A vey
5.a.

(1),(2),(3),(7)

Para la primera iteracién, en principic, asignar u = 0 ¥YveV, k = L
v

Paso 5:

Paso 6:

Paso 7:

Paso 8:

Paso 9:

Paso 10:

En

violados

Resolver la relajacidn Lagrangiana Lk para la etapa k-ésima.

(Problema de la arborescencia de minimo peso, con solucién T%.
Identificar condiciones de asignacién violadas por T.

Identificar, por inspeccién, PFC y DFC violadas por Ila

arborescencia T.

Reforzar las restricciones PFC y DFC identificadas por adicién de

variables (Secciones 4.2 y 4.3 respectivamente)

Reforzar las restricciones anteriores por  incremento de
coeficientes utilizando informacién proporcionada por | otras

restricciones violadas ya identificadas. {Capitulo 5)
Reforzar restricciones violadas ya identificadas utiliza:lldo la
informacién proporcionada por las nuevas restricciones
identificadas. (Cap‘itulo 5).
general, después de los pasos 7, 8, 9 y 10 se obtienen cortes

Z «x sk <|F]| ,
AETIY! 1 i

(1,J)EF1::A

del tipo

a los que se asocian multiplicadores W obteniendo asi la Relajacicn

Lagrangiana fuerte
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Min Lk(u,w) = cx + ulx-1) + wlax-k} con uvz 0 VveVZ , wlz 0 Vvl
S.4a.
(1),(2),(3),(7)

Para la primera iteraciéon después de introducido el corte Il-ésimo,

en principio, asignar w o= 0.

Paso 1I: Actualizaciéon de los multiplicadores de Lagrange. Actualizar los
multiplicadores de las restricciones vicladas identificadas,

segin el algoritmo 3.1.

$i no se ha identificado ninguna restriccién violada FIN.

Paso 12: k = k+l. Ir al paso 5.
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4.1.- INTRODUCCION.

Sea el modelo (3.1) para el SOP. La solucién dptima al pr‘obler’r!a de la
arborescencia generadora de minimo peso dado por las restricciones (1),
(2), (3) y (7) del modelo proporcionar4 una cota inferior para el SOP. La
dualizacion (i.e., penalizacién en la funcidn  objetivo) de las

restricciones de tipo (4) puede incrementar dicha cota.

Si la solucién obtenida satisface todas las restricciones del
problema, entonces es la solucion é6ptima. En caso contrario, se trata de
encontrar aquellas restricciones que sean "fuertemente" violadas| por la
solucién actual y, a partir de eilas, obtener cortes validos parajel SOP.
Estos cortes se introduciran, dualizados, en la funcién objetive. La
dualizaciéon de los mismos requiere una estimacién de sus correspondientes

multiplicadores de Lagrange. Ver seccién 3.3.

Las restricciones SOP no consideradas en la arborescencia generadora

(aparte de las restricciones de tipo (4) que se dualizan de entrada} son
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Capitulo 4. Cortes vdlidos para el SOP

las restricciones de tipos (5) y (6). Las primeras evitan que forme parte
de la solucién un subcamino de la forma (0,...,j) si ig(0,...,j) para

(i,jlell, y las segundas obligan a que el subcamino {0,...,j) VjeV sea tal

ZT
ik J

(1,k}€(0,...,])

que se satisfaga

(4.1)

1A
(=X

es decir, eliminan la posibilidad de que forme parte de la solucién un

subcamino (0,...,j) tal que ¥, > dj, para y, segin (1.1).

Las restricciones que fuerzan la precedencia para cada ‘arco (i,j)ell se

han modelizado en la literatura con la siguiente expresion,
x(j:W) + x(W) + x(W:i) = |W|, Y(i, jeTl,
YWSV\{0,i,j}, |[W| =1 ' (4.2a)
0, equivalentemente, con la exXpresion
x(0:W) + x(W) + x(W:j) = |W|, v(i, jlell,

YWSVN{(0,i,j}, |W| =1 (4.2b)

El corte (4.2a) fue descubierto independientemente por Ascheuer,
Escudero, Grdtschel y Stoer (1993) y Balas, Fischetti y Pulleyblank
(1994).

Una viclacién de las restricciones de tipo (6) corresponde a un
vértice j cuya acotacién - dJ es menor que el peso total acumulado del
subcamino (0,...,j). Por tanto, ese subcamino debe prohibirse. Para ello

proponemos Iimponer la condicidn

x(0,....J) = |W [ -1 (4.3)

con WJ = A(0,...,j)

En las dos secciones siguientes se obtienen modelizaciones para las

relaciones de precedencia y las restricciones que fuerzan las acotaciones
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Capitulo 4. Cortes vdlidos para el SOP

que son mas fuertes que las expresiones (4.2) y (4.3), respectivarrilente, y
validas para el problema SOP original. Utilizamos la definicién 2.4 para

el concepto de "fortaleza" de un sistema.

4.2.- CORTES YALIDOS INDUCIDOS POR LAS RELACIONES DE PREC'EDENCIA.

4.2.1. Obtencién de cortes validos.

Teorema 4.1: Sean S1 y S2 subconjuntos de V\W, tal que Slxs2 =R

Entonces
(S, ;W) + x(W) + x(W:S) = |W| (4.4)

es una desigualdad valida para el SOP, YW < V\{0}, |W]| = 1.

Demostracion:

. a . . o
Sea H un camino hamiltoniano que satisface las relaculmes de

precedencia. Para una solucién dada, x, sean

él {ieS / x(W:D) =1}
S
2

{ _thS2 /7 x(j:W) =1} {4.5)

* Para cada _jeé2 se considera el subcamino de ¥ que empieza en e}j nudo j,
recorre un subconjunto de nudos de W y termina en el primer nudol que no
pertenece a W, sea 1. Entonces léSl, ya que Slxs2 € 11 y, por tanto, | no

puede ser sucesor de J.

* De la misma forma, dado ieSI, si se considera el subcamino de H que

empieza en un vértice lgW, a continuacién recorre un subconjunto de nudos

de W y termina en i, resulta que leSz, ya que Slxs2 € My, por tamto, 1 no
t

puede ser predecesor de i.

* Por tanto, el subgrafo de ¥ generado por los nudos de W tiene como
minimo |Sl| + ]Sz| componentes. Como cada componente es un ' camino,

entonces el subgrafo es un bosque, y asi
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Capitulo 4. Cortes vdlidos para el SOP

x(W) = |W[—(-|Sl|+|SZ]}. {4.6)

Como |§;1| = x(W:SI) y |§2| = x(Sz:W) . entonces se verifica (4.4)
c.q.d. [ ]

Corolario 4.la: Si ademas de las hipétesis del teorema 4.1, existe keW tal
que {k} x 52 ¢l y Sl x {k} ¢ T, entonces la desigualdad (4.4) se puede

reforzar a:

x(S ;W) + x(W) + x(W:S) = |W|-I (4.7)

Demostracion:

Sean las hipétesis del teorema 4.1 pero, ahora, el subgrafo de ¥
generado por los nudos de W tiene como minimo |§1 ]+]§2|+ 1 componentes, ya
que el nudo k no puede pertenecer a ningldn subcamino que empiece en un
nudo jeéz (pues k < j) ni a ningin subcamino que termine en un nudo ieél

(pues i < k). n

Teorema 4.2: Sea Sl= { jeV\W tal que 3(i,jlell; i=j, i=#0, ieW } y sea Sz

un Subconjunto de VAW tal que sx S <1 "Entonces
x(0:W) + x(SZ:W) + x(W) + x(W:Sl) s |W| (4.8)

es una desigualdad valida para el SOP, YW c W\{0}, IW| = 1.

Observacién 4.1: El conjunto S2 puede ser vacio. El conjunto Sl debe
contener algin elemento, pero no necesariamente todos los que satisfagan

las condiciones dadas en su definicién.

Demostracién:

* Si x(0:W) = 0 se cumplen las hipotesis del teorema 4.1.
* Si x(0:W) = 1 el subgrafo tiene ]§1|+|§Z|+ | componentes como minimo, ya

que el primer nudo no perteneciente a W del camino que empieza en el nudo

O y atraviesa W, sea 1, no puede pertenecer a Sl y, por tanto, esta
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componente del subgrafo generado por W no esta contabilizada. Es preciso
!
notar que el nude 1 no puede pertenecer a S1 ya que, por definicién, no

puede tener ningan predecesor i tal que i¢W, i=0, i#l. ' ]

Carolario 4.2a: Si ademés de la hipotesis del teorema 4.2 existe }%eW tal
que {k} x 82 c Tl y S1 x {k} ¢ 1, entonces la desigualdad (4.8) se puede

reforzar como sigue,

x(0:W) + x(S_:W) + x(W) + x(W:S) = |W|-1 (4.9)

Demostracion:

El nudo k no puede pertenecer al subcamino, si existe, gue empieza en el
nude O, atraviesa W, y termina en el primer nudo 1 no pertenecienteia W, a
no ser que S1 = @. Ademas k no puede pertenecer a ningin subcamino que
empiece en un nudo jeéz (k < j) ni a ningin subcamino que termim!:‘ en un

nudo ieé1 (i < k). [

Teorema 4.3: Sean S1 y 82 dos subconjuntos de VAW, y sean los nudos i ¥y j
tales que ieS1 s jeS2 . Slx S2 cn, (S1- {iY ) x {iy ¢ W y {j} x
(Sz_ {j}) ¢ M. Sea k un nudo de VN[ W v 5, Vv S, } tal que (i,k)ell y

(k, j)ell. Entonces
(S ;W) + x(i:W) + x(W) + x(W:]) + x(W:S) = |W| (4.10)

es una desigualdad vilida para el SOP, YW < V\{0}, |W| = L

Observacién 4.2: En el caso en que los conjuntos S1 ¥y S2 del teorema 4.1
verifiquen las hipdtesis del teorema 4.3, la desigualdad (4.10}) es un

reforzamiento del corte (4.4).

Demostracion:

*¥ Dadc el teorema 4.1, y definidos los conjuntos él ¥ §2 segin (4.5), el
- - |
subgrafo generade por W tiene al menos [Sl|+|Sz| componentes, dado que

S x3_ el
1 2
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* Si x(i:W) =1, el subcamino que empieza en i, atraviesa el conjunto W y
termina ‘en el :primer nude 1 no - perteneciente a W, proporciona una
componente del subgrafo .generado por W que no ha sido.contabilizada, ya

que IESI, pues (Sl- {i} ) x {i} ¢ I. (Andlogo para x(W:j) = 1).

Ademas '1#j, ya que 3k perteneciente a VN(W u S1 v Sz) tal que (i,k)ell y
(k,jlell.

* Y puesto que |§1|+|§2[ = x(SZ:W) + x(W:S ) (4.11)

entonces  x(W) = |W|-( [S [+]S |+ x(L:W) + x(W:)) ) c.q.d. .

El' siguiente ‘- teorema define otro tipo de desigualdades validas para
el SOP :

Teorema 4.4: Sea (11’i2’i3""’ik) un camino en (V,T}. Se define

S = { 11,1 Wi ,...le }

2''3
S, = { ije S / j impar } 4 (4.12)
S2 = { iJE S / j par } (4.13)
W € VAS,
entonces
X(S:W) + x(W) + x(W:5) = |W| (4.14)
¥ x(SZ:W) + x(W) + x(W:SZ) = |W]| (4.15)
son dééigualdades validas para el SOP.
Demostracidn:
* Sean los siguientes conjuntos:
S ={ieS / x(Wi)=1)}) (4.16)
1 J 1 J
y 2= { 1je Sl / x(nJ:W) =1} (4.17)
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¥ Para todo ije én’ el subcamino de ¥ que empieza en un nudo |l¢W, a
continuaciéon recorre un subconjunto de nudos de W y termina en iJ .| es tal
a aqu . ¢ o . : : X . X
que 1esl, ya que o bien j 1, o bien 31j_le S2 tal que 1j_2< 1j_1< 1J ,
¥y, por tanto, l=i 1eS2 6 leS.
J-—

* Para todo ie S12’ el subcamine en ¥ que empieza en el nudo ij , recorre
[ .

un subconjunto de nudos de W y termina en el primer nudo que no pertenece

a W, sea I, es tal que leES2 , ¥a que, o bien j = k, o bien Elij‘_le' S1 tal

que 1J < 1"‘(1 < i ¥, por tanto, | = 1“+1<§S1 6 1¢S.

J+2

* Por tanto, el subgrafo generado por W tiene |§n|+|§12[ componentes como
minimo. Como |Su| = X(W:S1) y |§12| = x(Sl:W), se verifica la expresion

(4.14) c.q.d.

* La expresion (4.15) se demuestra utilizando un razonamiento andlogo.

4.2.2.- Identificacién de restricciones vicladas. Algoritmos de separacién.

Sean 91' Qz, Q:s’ 94 los conjuntos de Indices de las familias de
cortes  especificados por los  teoremas 4.1, 4.2, 43 y 4.4,
respectivamente. (Cada conjunto contiene, en principio,” un |numero

exponencial de indices).

Sea T la arborescencia cuyo nudo raiz es el nudoc 0O que optimiza la
relajacién lagrangiana actual del problema combinatoric auxiliar. Se trata
de identificar alguna relacién de precedencia que sea violada por esta
solucién y, a partir de ella, generar un corte con indice en algin Qi,

para i=1,2,3,4.

La figura 4.1 ilustra las dos posibles situaciones en las que una

i
relacién de precedencia (i, j)ell puede ser-violada por la arborescencia T.
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1, [
I [
1 1

|
Il

* e
e s

J

.Figura 4.l1a Figura 4.1b
Figura 4.1

Caso 1: Dado un par de nudos (i,j) tales que i€P(j) y T contiene un
subcamino de la forma (j,...,i), (ver figura 4.la), se puede identificar
una desigualdad violada con i{ndice en Q] 0 en 93 , mas fuerte que la

desigualdad (4.2a), definiendo los siguientes conjuntos:

* W = { lev / le(j,...,i), =i, 1#j } en T.

* Para. obtener una desigualdad con indice en .Ql (i.e., el corte (4.4)

dado por el teorema 4.1), definimos
S = P(j) n (V\W) (ieSl)

S = ( mayor subconjunto de VAW / jes,y S x5, <M ).

Ejemplo 4.1: Ver figura 4.2

A continuacién se comprueba la condicién impuesta en el corolaric

4.1a para introducir, si es posible, el corte mas fuerte (4.7).
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o) |

en G - (V.a) en P = (V.I1)

Figura 4.2

* Para obtener una desigualdad con indice en 93 (i.e., el corte

(4.10) dado por el teorema 4.3), definimos

%]
1]

{ mayor subconjunto de P(j) n (V\W) / ies , (Sl—{i})x{i} 1)

%2
Ll

{ mayor subconjunto de V\W / jes2 , S] X S2 ell y
{j} x (Sz—{j}) <)

siempre que EIkeV\(WuSluSZ) tal que (i, k)ell y (k,jlell.

Ejemplo 4.2: Ver figura 4.3

Cl—s 1 —sj”

S? 81

en G = (V,a) sn P - (V.ID)

Figura 4.3
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C.a_'so 2: Dado un nudo j, si existe algin nudo ieP(j) tal que i€(0,...,j} en
T, (ver figura 4.1b) 1dent1f icamos  en general’ una familia de
desxgualdaclades vicladas con indlce en Q Podemos entonces introducir en

el pr.oblema cortes del tlpO “(4.8) propormonados por el teorema 4.2,

definiendo el siguiente conjunto W, tal que

O * W = {leV / le0,...,j}, 120, 1#j } en T.

De acuerdo con la eleccion de los conjuntos Sl y 'S2 tales que
verifiquen las hipétesis del teorema 4.2 se obtendrédn distintos cortes,
que estardn violados siempre que jeSl, y serdn méds fuertes que el corte

correspondiente (4.2b}.

- Sean Q y 501 “dos subconjuntos de V tales que,

Q { ¥V keV\W / 3JieP(k), izk, i#0, i¢W }
.Ql = { keQ 7 3(Lk)eT con leW }

Observacidn 4.3: El nudo ' j siempre pertenece a Q1'

Proposicién 4.1: Si'se construyen los conjuntos Sl ¥y Sz de forma que

=0

1

=2 (4.18)

el corte (4.8) obtenido es el corte més violado por la arborescencia T de

entre todos los cortes:posibles proporcionados por el teorema, 4.2.

-
-

- H “

‘Demostracién? . - =

Sea el corte (4.8) X(0:W) + x(S_:W) + x(W) + x(W:Sl) = |w].
La solucién actual x es la correspondiente a la arborescencia T, y el

conjunto W es tal que W = { leV / 1€(0,...,j) en T, [#0, 1#j }. Entonces:
* X(W) y |W| son constantes para toda eleccién de Sl y Sz'

* El dnico arco con origen en algin nudo de VAW y destino en algin nudo de

W es el arco con origen en el nudo 0. Asi, para la solucién actual,
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x{0:W) =1
x{S‘Z:W) =0 VSécV /0 ¢ S; ¥, per tanto, x(Sz:W) =0

* Por consiguiente, el corte (4.8) estard mas violado cuanto mayor sea
x(W:Sl). Cualquier S; = Q es tal que S; & Q (para que se verifiguen las

hipétesis del teorema 4.2), y entonces x(W:SIJ = x(W:S;),

Asi, el corte (4.8) obtenido a partir de los conjuntos Sl y S

LI

definidos segin (4.18) es el mas violado.

Observacion 4.4: Los unicos arcos que influyen en la violacidn del corte
(4.8} son los arcos de la forma (i,k)eT con IeW, kte. Por tanto todos los
cortes obtenidos a partir de conjuntos S1 ¥ S2 tales que Q1 € S |son tan

1
violados como el corte dado por la proposicién 4.1.

Ejemplo 4.3: Ver figura 4.4,

. . — S
> k— i — ]
OT ‘ l——»J——)J a a—3b——a3 ¢ —j
p > ] l i j’l t

en P = (V,N Solucidén actual T

Q — { i"j‘ j"Jll’jI'!>

=444 Jhgnam

S
1
S =2

en G = (V,A)
2

Figura 4.4. Corte mas violado
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Proposiciéon 4.2: Sea S1 € Q tal que Ql < S1' Sea 82 c Q\Sl tal que
SIXSZEH. El corte (4.8) proporcionado por Sl ¥ Sz es tan violado y mas
fuerte que el corte propocionado por la proposicidn 4.1. si se verifica

la siguiente condicidn:

|S.:W| > |W:S_| + |W:Q\S US| (4.19)
Z 2 1 2

Demostracién:

* 5i Q1 € Sl el corte es tan violado como el proporcicnado por la

proposicién 4.1.

* |0:W| y |W]| son constantes para toda eleccién de S ¥ S,

* El corte (4.8) tiene ademas |W:Q| variabies en las hipdtesis de la
proposicidn 4.1, frente a [SZ:WI + [W:Sl[ variables en las hipdtesis
consideradas en la proposicion 4.2, Utilizando la condicidn (4.19), se

verifica:

*

|Sz:W! + |W:SJ| > |W:SZ| + |W:Q\SIU82| + |W:S]| = |W:Q

I
pues Sl, S2 < Q.

Sea el siguiente algoritmo para identificar el corte mas fuerte

posible entre los mas violados:
Algoritmo 4.1:

Paso 1: Hacer Sl = Ql.

Hacer Q2 = maximo subconjunto de Q\S1 tal que S1XQ2 c II.

Paso 2: Si Q2 =@ ir al paso 7.
Paso 3: Si ]QZ:WI = ,W:Qzl + }W:Q\SIUQZI ir al paso 6.

Paso 4: Hacer § = Q.
2 2
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*
Paso 5: Vj'eQ\SluSz s dF x s, €M hacer S =Sulj)
Ir al paso 8.
Paso 6: V Q2 c 02 , Si Q2 X 02\02 ST vy |Q2:W| ¢ [W:Qz[, hacer

S1 = Sl U Q;
Q2 = 02\02

Si Sl ha sido modificado, ir al paso 2.

Paso 7: Hacer ’Sjl

S
2

Paso 8: Fin. Se obtiene el corte x(0:W) + X(S:W) + x(W) + x(W:S) = | W|

I

%]

Observacién 4.5: Un conjunto de nudos Q‘2 en las hipdtesis del paso 6 es
candidato a pertenecer a S1 o a Sz' Introducirlo en Sl en Jugar dle en S2
supone una variacién en el nimeroc de variables del corte (4.8) de
]W:Q;] - ]Q;:W,. Esta diferencia es positiva y, por tanto, la introduccion

de Qé en SI hace mas fuerte el corte.

Observacién 4.6: Como el paso 6 se ejecuta V Q; < Qz' la complejidad de

este algoritmo es no polinomial.

Observacién 4.7: Si se sustituye el paso 6 del algoritmo por

»
Paso 6: VjeQ, . si () x QNG €W y |j:W| < [W:j | hacer
S =Su )
TR
G
Q, = QN
Si S1 ha sido modificado, ir al paso 2.
se obtiene un algoritmo con complejidad cuadritica [y, por tante,
polinomial). Pero en este caso ne hay garantia de que el corte]obtenido

sea el mas fuerte entre los més violados, aunque si es uno de estos cortes

y tan fuerte o mas que el obtenido a partir de la proposicién 4.1,
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Ejemplo 4.4: Para la situacién descrita en el ejemplo 4.3, el corte mas

fuerte obtenido por el algoritmo es el dado por la figura 4.5.

en G = (V.,a)

. * . HLL 1t
si |j:W] > |W:j | en A para je {j% j}

Figura 4.5

Una vez obtenido el corte, a continuacién se comprueba la condicién
impuesta en el corolario 4.2a para introducir, si es posible, el

reforzamiento (4.9).
Caso 3: Para identificar desigualdades vicladas con indices en Q4:

1.- Dado un par de nudos (i,j) tales que ieP(j) y T contiene un subcamino

de la forma (},...,i), se define el conjunto W de forma que,

*W ={leVv s/ le(j,...,i}), 1#i, 1#j } en T.

Dado el digrafo P={V,II) de precedencias, sea P’ el subgrafo
generado por VAW. Sea C un camino desde el nudo O hasta el nudo j en

P' tal que ieC, y sea C' el conjunto de nudos del camino C, tal que
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Capitulo 4. Cortes vdlidos para el SOP
C={i=0,_,...,i=i,i ,i ,..,1 ,i =j}
1 2 k k+l" k+2 k+m k+m+l
Formamos el conjunto S del teorema 4.4 de la siguiente forma:
* Si k es par y m es impar = S =C (4.20)
* Si k es impar y m es impar = S = C’ (4.21)
* Si k es par y m es par 2 S = C"\{ ih} (4.22)
* Si k es impar y m es par = S = C'\{ ih} (4.23)
donde iedi ,...0 1} (4.24)
h- Tk

+1

Sean ST y S; los conjuntos formados a partir del conjunto Sh, donde

$"=CM i} con h=2 6 h=ktl.. km (4.25)
tal que h = @ significa que no se ha eliminadoe ningin nude del
camine C, de forma que:
Si k es par (casos (4.20) y (4.22)},
Sh={ieSh/nespar' }
1 n
h . h .
S2 = i € S/ n es impar } (4.26)
Si k es impar (casos (4.21) y (4.23)),
ST = { ine s"/ n es impar },
S'; = { ine s"/ n es par } {4.27)
La desigualdad (4.14) para S1 = Slll es violada por la arborescencia
T, dado que i,jeStl' , v es mas fuerte que la desigualdad (4.2a).
Dependiendo de la eleccién del nude ih a eliminar (en caso de que

sea necesario), se obtiene una familia £ de cortes no dominados e
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igual de fuertes (e.d., con el mismo nimero de variables).

Sea D}; = { (a,b)eT / aeW , br:‘Sll1 } para cada h dado. El corte (4.14)
més violado de la familia £ por la solucién actual T sera aquel tal

que ID?] sea maximo.

Sea DZ = { (a,b)eT / acW , thS'z1 } para cada h dado. El corte (4.15)
para S2 = Sz estard violado por la arborescencia T si |D2| > |W| Si
se obtiene una familia de cortes violados del tipo (4.15), el corte
mas violado por la solucién actual T sera aquel tal que |D;| sea
méximo. |
Proposicidén 473: Si no existe ninguna eleccibn de h tal que i, jeSrl'

(i.e., EleV\W  tal que (i,1),(1,j)eM ) entonces no existe garantia de

que la arborescencia T vicle ningin corte en 94.

Demostracién:

2

* Construidos los conjuntos S ¥y S; segiun las expresiones (4.26) o

siempre. En las hipdtesis de la

o

(4.27), se verifica que ieS

i . _<h
proposicion, JESZ.

* Para la solucién actual x correspondiente a la arborescencia T se

verifica:

x(s’l‘:W) 0 (je& s‘l‘).

h
X(SZ:W) 1
x(W) = |W| -1

Si x(W:S?) = 1 (i.e;, no existen arcos de W a SI: excepto al nudo i),

entonces la desigualdad (4.14) no es violada por la solucién x.

Si x(W:SZ) =0 (i.e., no existen arcos de W a Sg), entonces la

desigualdad (4.15) no es violada por la solucién x. [
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Observacidon 4.8: Es preciso notar que los arcos de ja W y de W a i no
intervienen en. el corte (4.15) salvo en las hipétesis |de la
proposicién 4.3.

L

Observacién 4.9: Si h = @ entonces S = C’ y se obtiene un dnico corte

del tipo (4.14) y un tnico corte del tipo (4.15) como maximo.

Obtencidén del carﬁino C

Cualquier camino C en el digrafo P’ (excepto agquellos que
satisfagan la condicién de la proposicion 4.3) proporciona una' o mas
desigualdades violadas. El términc del ladec derecho es el mismo para

cualquier corte.

Si se toma C como el camino maximo del nudo O al nudo j pasandoc por
i (donde se considera que todos los arcos de T tienen igual longitud),
entonces se obtiene la familia de cortes mas fuertes (i.e., con mayor
nimero de variables), pero no necesariamente el corte méas violado por

la solucién actual T.

Por el contrario, si el camino maximo se obtiene asignando pesos

superiores a aquellos arcos incidentes en el conjunto de |vértices

{ieV / 3 algin arco de W a i en la arborescencia T}, entonces se
n n ]
obtienen cortes en general con menos nUmero de variables, pero mas

violados por la solucién actual.

En concreto, a‘ la vista de la experiencia computacional
desarrollada, proponemos la utilizacién del primer procedimieﬁto para
la obtenciébn de cortes con el mayor ndmero de variables, dque
facilitaran la wutilizacién de las técnicas de reforzamiento descritas
en el capitulo 5. En aquellos casos en los que, para un| ndmero
determinade de iteraci(;nes, no se consiga una deteriorizaciéon fuerte
de la funcién objetivo, se introducird el corte obtenido a partir del

segundo procedimiento.
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2.--Dado un nude j, si existe algin nudo-i€P(j), y T contiene.un subcamino

(0,...;:j} tal que ie(0,.::,j), se define el conjunto W tal que,

* W ={ lev / l€(0,...,]j), 10, 1#j } en T.

Dado el digrafo P=(V,l) de precedencias, sea P’ el subgrafo
generado por VAW. Sea C un caminc desde el nudo O hasta el nudo j en

P’, v sea C' el conjunto de nudos del camino C, tal que

c = 11=0,1,

e d i =)
2 'k’k+1J )

. Formamos el conjunto S.del tgoi‘eg_na 4.4 de la siguiente forma:

*Sikespar + =28=C
* Si k es impar = 8 = C"™\{ ih} {4.28)
donde iedi,...,i} {4.29)
h z K

‘Sean Slll y ! SZ los conjuntos formados segin (4.12) y (4.13)

respectivamente, -a partir. del: conjunto Sh. donde

s" = o\ i) con h=& 6 h=2..k (4.30)
tal que h = @& significa -que " = .

La desigualdad (4.14) para S1 = Srll es violada por la arborescencia

T, dado que O,jeél; .,y es mas fuerte que la desigualdad (4.2b).

Dado un camino C, y dependiendoc de la eleccién de ih , se obtiene
una familia £ de cortes no dominados e igual de fuertes {(e.d., con el
‘mismo nimerc de Variables).

Sea DT = { (a,b)eT / aeW , bESIIl } para cada h dado. El corte (4.14)
.mas violado de la familia £ por la solucién actual T sera aquel tal

que | D':| sea maximo.
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Sea D; = { {a,bleT / aeW , besg } para cada h dado. E! corte (4.15)
estara violado si. |D_| > |W|. Si se obtiene una |familia

h h
para S2 = S2 5
de cortes violados del tipo (4.15), el corte mas violado [por Ila

. ) h o
solucién actual T serda aquel tal que |D2| sea maximo.

4.2.3.- Ejemplo de identificacién de restricciones violadas.
(V,A} de la figura 4.6, y sea el digrafo de

Sea el grafo dirigido G
(v, tal que {(2,3),(3,4),(4,5),(5,8),(8,9)} ¢ T ly T es
¥, por

precedencias P
cerrado transitivamente. El nudo 1! hace las veces de nudo auxiliar/

tanto, {l,v)ell ¥YveV.

Figura 4.6

La arborescencia T de minimo peso en el grafo G es:
i—2—>53—>58—7T—>4—955-—6—9

es decir, se obtiene una primera solucién relajada haciendo

= X = X = X = x = X =1
87 74 45 56 69

= X = X

X
12 23 38

XU =0 V(i jleT

[
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Esta solucién no viola ninguna condicién de asignacién (i.e., es un
camino hamiltoniano en G), pero si viola dos relaciones de precedencia:
(4,8) y (5,8). Por tanto necesitamos identificar cortes validos inducidos

por estas relaciones que sean violados por la solucién x actual.

* El corte de tipo (4.2a) que se obtiene es Xy ¥ X, = ]

* Se.identifica un corte de tipo | haciendo

wW={7)

S1 ={2,3,45)

, = { 8,9

obteniéndose el corte X _+ X _+ X =1, que es mas fuerte que el

corte (4.2a).

No se verifican las hipotesis del corclario 4.la, por lo tanto no se

puede reforzar disminuyendo el 1érmino independiente.

* Se identifica un corte de tipo 3 haciendo

W={7} i=4‘
S, = {234 j=8
Sz={8,9} k =5
obteniéndose el corte X +X + X +x =1

87 97 78 74

Este corte es un reforzamiento del corte de tipo 1| obtenido anteriormente.

* Para identificar posibles cortes de tipo 4, sea

wW=+{7}

El camino C de longitud maxima en P’ dei nudo | al nudo 8 es
l—m2-—>3—94—935—8

Por tanto, sea C'= { 1,2,3,4,5,8 }

5=0C
§,={(248}
S =1{135)}
2
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El conjunto S proporciona el corte x _ + x_+ X =1
1 87 78 74
Este corte estd dominado por el corte de tipo 3 anterior.
El conjunto S2 no proporciona ningin corte violado, ya que no hay| ningin
|W].

arco en T de un nudo en W a un nudo en Sz’ y por tanto, |D2| =0 <

Cortes inducidos por la precedencia (5,8):

* El corte de tipo (4.2a) que se obtiene es x__ + x. + x = 2

87 14 as
* Se identifica un corte de tipo 1 haciendo
wW=4{74}
L= {235}
, = {89}
obteniéndose el corte X +X _+X +X +x =2
87 97 74 a5 94

N¢ se verifican las hipétesis del corclario 4.l1a, por lo tanto

puede reforzar disminuyendo el término independiente.

no se

* Para cualquier eleccién de Sl y S2 no existe ningin k verificando las

hipétesis del teorema 4.3. Por tanto no es posible obtener ningun corte de

tipo 3 para esta precedencia violada.

* Para identificar posibles cortes de tipo 4, sea

wW=1{47}

El camino C de longitud méaxima en P’ del nudo 1 al nudo 8 es
l1—.2—>53-—>5—8

Por tanto, sea C'= { 1,2,3,5,8 }

Estamos en las hipdtesis de la proposicion 4.3, ya que el nudo S5 es

inmediatamente anterior al nudo 8 en C. Asi{, no tiene porqué haber

corte de tipo 4 violado. En este caso, sea

S
1

S
2

{25}
{1,3,8}

E! conjunto S1 no proporciona ningun corte valido para el problema.
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El conjunto S2 proporciona el cor:t-e xé_‘r + x,M + X g =< 2 , valido pero no
violado por la sclucidén actual x. :
Introducidos estos cortes en el problema y estimados sus multiplicadores
de Lagrange se obtiene un nuevo vector' de coeficientes en la funcién
objetivo del problema relajado. La 'soludién a este nuevo problema es la
arborescencia

1—>2—>3—)4—>5—>6:8_)7
o 9

En este caso, la condicién de asignacién correspondiente al nudo 6 esta
violada, y habria que activarla. Ademds, la precedencia (8,9) esté

violada, y dara lugar a cortes de tipo 2.

Cortes inducidos por la precedencia {8,9):

* Para esta precedencia viclada, el corte 4.2b que se obtiene es

X +X +X +X +x +x =5
12 23 34 45 56 69

* Para identificar cortes de tipo 2, sea
W =1423456}

Q=(89}

Q =1{(89}

Utilizando la proposicién 4.1, se obtiene el corte mas violado de entre
los posibles cortes de tipo 2 haciendo
S1 {89}

S =g
2

obteniendose el corte (mas fuerte que el corte 4.2b)

Il

X +X +X +X _ +X +X +xXx +% +x =5
12 23 34 45 56 25 38 68 69
Se obtiene otro posible corte de tipo 2 haciendo
s, = {8}
52 ={9}
Como |SZ:W| = 2 , ]W:Sz| =1y |W:Q\SIUSZ| = 0 , se verifican las

hipétesis de la proposicién 4.2 { 2 > 1 + 0 ). Por tanto el corte

X_+X _+X_ +X_+X_+X_+X_+X_+X +X_ =5
12 23 34 45 56 25 38 68 94 95
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obtenido es tan viclado como el anterior y mas fuerte, ya que|se ha

incrementado el numero de variables.

4.3.- CORTES VALIDOS INDUCIDOS POR LAS ACOTACIONES SUPERIORES AL PESO
ACUMULADO DE CADA NUDO

4.3.1.- Obtencién de cortes vilidos.

Se trata de obtener cortes validos para el SOP tales que éliminen

aqueilas soluciones que no satisfagan la condicion (4.1).

El primer corte propuesto es el corte (4.3), x(0,...,j) = fW|1| -1,
con WJ = A(0,...,j); por tanto se prohibe el camino (0,.l,j) si

y} > dj. Veamos como reforzar ese corte.

Ejemplo 4.5: (Ver figura 4.7). Sea el camino (0,i,j,g) tal que viola la

condicién (4.3). Es facil ver que el corte X + X + X + X + x +/ x = 2
0i 1 g 0J Ii ig

proporciona una desigualdad valida para el problema original, siempre que

el peso acumulado del camino permutado (0,j,i,g) también vicle la cota del

do g, d.
nudo g, d

| 31
0 —i —j —¢g

T

Figura 4.7

Dade una camino p = (0,i(l),...,i{(k)=g}, con P = N(p) donde N(]I)) es el
conjunto de nudos en el camino p, sea § = (P,E) un subgrafo parcié\l de G.
Inicialmente E =A(p), donde A(p) es el conjunto de arcos del caminc p. Se
trata de ir aumentando el conjunto de arcos E afiadiendo nuevos arcos
provenientes de permutaciones de la forma p‘ = (0,i'(1),...,i'(k)=g) del
camino p cuyos arcos no estén todos incluidos en E, a las |que se

denominard permutaciones explicitas.
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Definicién 4.1: Dado un camino p = (0,i(1),...,i{k)=g) desde el nu_do 0 al
nudo g, llamaremos longitud de p, sea Lp, al peso acumulado del nudo g,

tal que T b es el peso del arco (a,b)ep. Por tanto,
al

L =z T {4.31)
p ab

(a,b)Ep

El objetivo es identificar secuencialmente permutaciones explicitas p'
de un camino p dado que verifique L > d , de forma que, afiadiendo los
arcos no redundantes de A(p‘) a E, el corte x(E) = |Wg| - 1 sea todavia
un corte valido. Es preciso notar que no todas las permutaciones de p son

permutaciones que permiten afiadir arcos al conjunto E. Sean los siguientes

conceptos:
Definicién 4.2: Dado un camino p0 = (0,i(1},...,i(k)=g), y el subgr‘afo
parcial ' ¥ = {(P,E), donde P = N(po) y E =U A(pi) con pl

i=0

permutacion explicita de po Yi=l,...,j, llamaremos permutacion
implicita p* de po en ¥ a todo camino del nudo O al nudo g en el

»*
grafo ¥ que pase por todos los nudos y tal que p # pl Vi=0,...,]

Definicién 4.3: Llamaremos permutacién permisible a una permutacion
explicita p‘° de un camino pA= (0,...,g) con Lp > d, tal que
3

satisfaga la siguiente condicion:

Lp, > dg, ¥ no hay ninguna permutaciéon implicita p‘ en

§'= (P,E‘) con Lp* = clg , donde E‘= E U {(k,)ep‘}. (4.32)

Asf, el corte (4.3) se puede reforzar utilizando el corte definido en

el siguiente teorema:

Teorema 4.5: Sea ¥ = (P,E) un subgrafo parcial de G tal que inicialmente

E = A(p), donde p es un camino dado p = (0,...,g), P = N(p) y L > dg
g
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Entonces, el corte

x(E) = fWg| -1 (4.33)

es un corte valido para el SOP con E « E U {(k,)ep‘} si y sélo si p* es

una permutacién permisible de p.

Demostracién

¢) Cualquier camino en el grafo § del nudo 0 al nudo g que pase por todos

los nudos tiene |W| arcos, ¥ su longitud es superior a la |maxima
£

permitida por definicién de permutacién permisible. Por tanto, ninguno de

estos caminos es factible para el problema original, de donde él corte

(4.33) es valido al no eliminar ninguna solucién factible.

=2) Si al introducir los arcos de una permutacion p’ en E el corte (4.33)
sigue siendo valido es debido a que no se ha eliminado ninguna solucién
factible. Por tanto al introducir p’ no se ha formado ninguna permutacién

L
implicita p con L * = d y, entonces, p’ es permisible.
p g

Ejemplo 4.6: El siguiente ejemplo ilustra la necesidad de que se verifique
la condicién (4.32} para que el nuevo corte siga siendo valido. Ver, figura
4.8.

10

5
—
<

?

Figura 4.8
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Sea el camino inicial p = (0,1,2,3,4,5) / Lp = 33 > cl5 = 7
Supongamos que identificamos el camino q = (0,1,4,2,3,5) / Lq= 34 > ds'
Asi, inicialmente, ¥%=(P,E}, donde P = (0,1,2,3,4,5), E = {(0,1),(42),
(2,3),(3,4),(4,5),(1,4),(4,2),(3,5)}, ¥ c, ¢©s la  longitud del arco
(1,k)eE. Supongamos ahora que queremos afiadir el camino p‘ = (0,4,1,3,2,5)
/ Lp‘ = 62 > d5 . El conjunto de arcos dfl grafo §° seria E U
{(0,4),(4,1),(1,3),(3,2),{(2,5)}. Finalmente, sea p = (0,4,1,2,3,5) una

permutacién implicita en el grafo

Adviertase que x(p*) = 5. Lp* =6 = d5= 7, pero el corte {4.33) no
permitirfa este camino, a pesar de que no viola la acotacién superior al
pese acumulado del nudo 5. Por tanto la condicion (4.32) debe ser
satisfecha por cualquier camino p* para poder introducirle en el corte y

que este siga siende un corte valido para el SOP.

Observacién 4.10: Cuantas mds permutaciones permisibles se identif iquen,
mas fuerte sera el corte (4.33).

Observacién 4.11: La verificacién de la condicién (4.32) puede consumir
muche tiempo. Por ello se introducira un concepto de mas facil

verificacién que el concepto de permutacién permisible.

Sea § = (P,E) un subgrafo parcial de G = (V,A) tal que inicialmente E
= Alp), donde p es un camino dado p = (0,...,g). P = N(p), Lp > dg y Tab

es la longitud asociada a un arco (a,bjeA. Sea Sox ia distancia minima

~

desde el nudo O al nudo k en el digrafo ¥. Sea § = (P,E) el digrafo

~

inducido por ¥ tal que (b,a)eE si y solo si {a,bleE y T = T . Sea ng

ba ab

la distancia minima desde el nudo g hasta el nudo m en el digrafo . Dada

una permutacién p’, sea ¥ = (P,E’), con E’ E U A(p’).

Observaciéon 4.12: La distancia minima desde el nudo 0 al nudo g en
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p={0,...,g) no corresponde necesariamente a la longitud de una permutacién

de nudos en P=Nip).

Definicién 4.4: Llamaremos permutacidn aceptable a una permutaciéon p‘ de

un camine p = (0,...,g) con Lp ? dg tal que satisfaga la siguiente

condicion:

Oz 3 0g

nudo g en el digrafoc §'.

s >d , donde s° es la distancia minima del nudo 0 al

(4.34)

Lema 4.1: Toda permutacién aceptable es una permutacién permisible, pero

no viceversa.

Demostracién

a) Sea p’ una permutacién aceptable. Entonces, por definicién, s(’) > d en
E E

el digrafo ¥. Por tanto, todo camino de O a g tiene longitud mayor
¥y, en particular, L, > d ¥y toda permutacion implicita p* en §’
p £
que L * > d . Asi, p’ es permisible.
P g

b) No toda permutacién permisible es aceptable. Ver Ejemplo 4.7,

Ejemplo 4.7:

ue d
q %
es tal

[ ]

Sea el camino p = (0,1,2,3,4,g), con Lp= 20 > dg= 5, y la permutacioén

permisible p’' = {(0,4,1,2,3,g}, con LP, = 17 > 5. Por tanto, el grafo

¥ = (P,E) es tal que P = N(p} vy E = A(p) U A(p’).

La permutacién p" = (0,2,4,3,1,g) es una permutacién permisi

que L, = 11l > 5 y toda permutaciéon implicita que se forme
P

ble, ya

con su

introduccién tiene, obviamente, 5 arcos y, por tanto, longitud mayor o

igual a 8, suma de los pesos de los cinco arcos de menor peso en §’.

Sin embargo en el nuevo grafe § = (P,E’) con E' = E U A(p"), se
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cumple que s on = 4 <5y, por tanto, p" no es aceptable.
&

Nota: La distancia minima s(',g = 4 corresponde al camino {0,2,4,1,g).

4
1
— l
o 2,1 2,2 L,3 %, g d =5
- (—_\z g
* 1

Figura 4.9

Corolario 4.3a: El corte x(E) = |Wg|—l es vélido para E ¢ E U A{p’), donde

p’ es una permutacion aceptable de p.

]

Definicién 4.5: Una permutacién p’ de p es descartable si satisface la
condicién

s +T +s8 =d , (4.35)
ok . ki gl g

para algin arco (k,l)ep’.

Lema 4.2: Toda permutacién descartable ‘es no aceptable,

Demostracién

Supongamos que la condicién (4.35) se satisface para un arco {k,Dep’.

Sea B el siguiente conjuntc de arcos:
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B = {(r,s)}eCM(0,...,k) } U (k,i) U { (a,b) / (b,a)eCM(g,...,1)}
donde

(4.36)

CM(O0,...,k) es el conjunto de arcos que forman parte del camino minimo del

nudo O al nudo k en &,

CMl(g,...,1) es el conjunto de arcos que forman parte del camino minimo del

nudo g al nudo 1 en 5.

Los arcos en B forman un camino desde el nudo O hasta el nudo

= (P,E’) donde E* = E U {(k,l)ep‘}, tal que su longitud es menor o

g en §’

igual a

dg. Por tanto, la longitud del camino minimo del nudo O al nudo g en 5’ es

menor o igual a d y la permutacién p’ no es aceptable.
g

Observacion 4.13: El recfproco del lema 4.2 no es cierto, comc se puede

ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.8: Sea el grafo § = (P,E) del. ejemplo 4.7. Supongamos gue

g’
y ¢k

queremos introducir la permutaciéon p". Se calcula en § y ¥ Sox
Ykel{0,...,2).
s =4 s =8 s =12 5 =4
o1 02 03 04
s =12 s _ =28 5 =4 s =4
gl g2 g3 X g4

A continuacidén se verifica la condicién (4.35) ¥(k,l)ep":
(0,2)50+1+8>5 3, >12+4+12>5

(2,4) 58+1+4>5 (1,g) >4 +1+0=5
(4,3) 34 + 4 +4>5

"Asi la permutacién p" es descartable y, por tanto, no aceptab}e, como

se observaba en el ejemplo 4.7, pero no ha sido necesario apli

car un

algoritmo de camino minimo al grafo ¥'. Por tanto, no se introducen sus

arcos en 9.

Consideremos el mismo ejemplo, donde ahora se asigna al arco (0,1)

longitud S en lugar de 4, e intentemos introducir la permutacién p".
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s =35 s =9 s 13 s =4
ol 0z 03 04
s 12 s =28 s =4 s =4
gl g2 £3 g4

A continuacién se comprueba la condicién (4.35) v(k,1ep™

(0,2) >0 +1+8>5 (3,1) 513+ 4 +12>5
(2,) 59 +1+4>5 (gl » 5+1+0>5
(43) 354 +4+4>5 )

La permutacién p", por tante, no es descartable, Sin embargo la
permutacién es no aceptable, pues en el grafo 5 s° = 4 < 5, donde s(')g
Q

sigue correspondiendo al camino (0,2,4,1,g).

Asi, permutacion no descartable =\= permutacién aceptable.
Observacion 4.14: permutacién no descartable =\= permutacién permisible.

Sea el ejemplo 4.6 correspondiente a, la figura 4.8. En él la permutacion

*
p’ no es permisible, pues dp implicita / Lp* =6 = ds = 7.

Sin embargo ninglin arco (k,l)ep’ verifica la condicién 4.35, ya que

(0,4) 9>7 {1,3) 56 >7 (2,50 27>7
(4,1} 28 > 7 (3,2) 30>7

¥, por tanto, p" es no descartable.

Comprobando primero la condicién {4.35} podemos  descartar
automaticamente permutaciones que no van a ser aceptables. As{, sélo sera
necesario aplicar un algoritmo de camino minimo a aquellas permutaciones
que no verifiquen (4.35) para ningin (Kk,l)ep’. (Obsérvese que Ila
complejidad del analisis de la con&icién (4.35) es sensiblemente inferior

a la complejidad de un algoritmo de camino minimo, ver seccién 1.6.3).

Para reforzar el corte (4.3), x(0,...,j} = |W - 1, se siguen en

f
lineas generales los siguientes pasos:
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Algoritmo 4.2: f
I
Entrada: Un camino p = (0,...,g) tal que Lp > dg I

Inicialmente sea § = (P,E) con P = N(p) v E = Alp).
Paso 0: Determinar AM, donde AM es el conjunto de los |Wg| arcos con
peso minimce en ¥, conjunto que en este caso coincide con E.

Hacer 1 = 0, i

Paso 1: Dado el grafo § = (P,E), encontrar una permutacién explicita p’
de p. (Ver seccién 4.3.2). Si no se encuentra ninguna nueva

permutacién o no se quiere reforzar mas el corte, FIN.
Paso 2: SiL, = d ir al pasc L l
P £

i
Paso 3: Construir el conjunte AM’ para el nuevo grafo ¥ = (P,E’;) con
E'= E U A(p’). Si el peso total de los arcos en AM’ es superior

a dg p’' es permisible. Hacer I = O ¢ ir al paso 7. ‘

Paso 4: Determinar sy s VIeP en el grafo %. Si I=l, s « s’ VleP, 1=0.
01 gl 01 ol |

Paso 5: Comprobar la condicién (3.22) ¥(l,k)ep’. Si p’ es descartable ir

al paso 1, |

t

i

Paso 6: En &' calcular s[’jl YleP. Si s(',g = dg P’ no es aceptable. ;Ir‘ al

pasc 1. En caso contrario hacer I=l e ir al paso 7. |
!

Paso 7: Hacer E « E U A(p’) vy AM « AM’ en %. El nuevo corte r‘eforzzlado es
x(E) = |W |-1. Ir al paso 1.
4

4.3.2.- Identificacién de permutaciones. Busquedas locales. i
j

Para generar permutaciones aceptables p' de un subcamiﬁo dado.
p = (0,i(1),...,g) / Lp > d proponemos un procedimiento heumstlco basado
en buasquedas locales. Dado el camino p, el procedimiento basmamente
consiste en encontrar aquellos otros caminos que pueden obteneiirse por
medio de un nimero limitado de intercambios de arcos del camino p por

arcos no pertenecientes a dicho camino.
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'

El procedimiento realiza dos tipos de busquedas locales. El primer
tipo, denominado TRIA, se basa en tres intercambios de arcos y tiene dos
variantes. El segundo tipo, denominado Bl, se basa en dos intercambios de

arcos y una orientacién inversa.

i) El tipo de bisqueda denominado TRIA-1 parte de un par de nudos i,jep.
Supongamos que p es de la forma (0,...,a(i),i,z(i),...,a{j),],z(]j),...,g).
El nuévo camino que se considera es (0,...,a(i),i,j,z(i),...,a(j),z(j),

...,g) supuesto que estos arcos pertenecen a A. Ver figura 4.10.

Observacion 4.15: i=0 y j=g es una elecién vdlida para la bisqueda.

h

0 — i z(i) — ... — al]j) J z(j) — ...— g

1 |

Figura 4.10
ii) El tipo de busqueda TRIA-Z parte de un par de nudos i,jep, y considera

el nuevo camino (0,...,a(i),zli),...,j,i.2(j),....g), supuesto que estos

arcos pertenecen a A. Ver figura 4.11.

Observacién 4.16: a(i)=0 y j=g es una eleccién valida para la busqueda.

0 — ali) i z(i) — ... — z(j)) —— ...— g

Figura 4.11

‘116



v
4
|
"
|

|
|
Capitulo 4. Cortes vdlidos para el SOP
i
i

|

|
iif) El tipo de busqueda Bl parte de un par de nudos i, jep, y considera el
nueve camino (0,...,i,R(z(i),....,j),z(j),...,g), supuesto que estosj arcos

pertenecen a A. Ver figura 4.12.

Observacidn 4.17: i=0 y j=g es una eleccién valida para la buisqueda.

0 — i z(i) e—— ... «—— ] z(j) —— g

Figura 4.12

4.3.3.— Obtencién del peso Lp de un camino permutacion.

Dado un camino p = (0,i(l),...,g) con peso Lp , Sea una permutacion

p’=(0,i’(1),...,g) obtenida con los tipos de busqueda TRIA-I, TRIA—é y Bl

t
'

El peso L. , se obtiene de la forma siguiente:
" |

Sea o la ganancia que se obtiene insertando el nudo 1 entre el nudo

k v el nudo z(k) en el camino p. Esta ganancia se puede expresar como

= | (4.37)

= -(c +c
% = izt ( kl l,z(k)) ]
Sea Bk la ganancia que se obtiene eliminando el nudo k del ce{mino P-
1

Esta ganancia se puede expresar como i
|

Be = Catok ¥ Ckztio” Cato,zti | (4.38)
Tipo de buisqueda TRIA-I: I

Lp, = Lp - (cclj + BJ] } (4.39)
Tipo de busqueda TRIA-2Z: i

Lp, = Lp - (B1 + ocﬁ) i (4.40)
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' Tipo. de blsqueda Bl:

= + T
L(O,i'(l),...,j) LfO,...,l) iJ

= + T vveR(al(j),...,zli
L(O,i’(l),....j,...,v) L(O,I’(1),...,],...,z(v)) z(v),v ( (J) (i)

‘ =L + T
1'(0,1’(1),n.,j,u.,z(i),z(j)) (0,1" 1),y J ey 2(i}) z{i),z

L,=L -9 (4.41)
P P

donde % = -
L(0,1,...,z(j)) L(0,1’(1),....z(j))
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Reforzamiento de cortes validos

5.1.- INTRODUCCION

Sea el SOP expresado segin el medelo 3.1. La solucidn 6pt§ma del
problema del arbol generador de peso minimo dado por las restricciones
{1), (2) y (3) del modelo 3.1, junto con la condicién de integralidad, y
la dualizacién de las restricciones tipo (4), proporcionara una cota
inferior para el SOP. !

Si la solucién obtenida satisface todas las restricciones dpl SOP,
entonces es la solucidén dptima. En caso contrario, se trata de e:ncontr‘ar‘
aquellas restricciones de tipos (5) (PFC’s) y (6) (DFC’s) qfle sean
"fuertemente” violadas por la solucién actual, y a partir de ellas; obtener
cortes valides para el SOP. Estos cortes se introduciran, dualiz%dos, en
la funcién objetivoe y, para ello, se estiman los correspéndientes
multiplicadores de Lagrange del nuevo problema, segin la meﬁoclologl'a

descrita en la seccién 3.3.

Sea el politopo
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1) x(A)=n

2) x(8 (j)) =1 Vjev\{0}

3) x(W) = |W[-1 vWcV,|[W[= I
4) x(87(j)) s 1 Vjev

5) x satisface ias relaciones

n
SOP

P® = CONV xe{o,l}"‘l,t.q.

X satisface

de precedencia.

6) x satisface la acotacién al

peso acumulado de cada nudo.

J

= CONV { xe(0,31*, t.q. Ax = b }

donde P:op es un politopo 0-1 positivo, ya que A es una matriz de ceros y

unos y, por tanto,.todos; los elementos de A son no negativos, y b > O.

Para cada restriccién violada, el corte valido que se obtiene de
acuerdo con la metodologia descrita en el capitulo 4, es una rqstriqcién
tipo ax = b, donde el vector a contiene sélo ceros y unos, y el escalar b
es entero positivo. Se puede intentar reforzar este corte valido antes de
su . dualizacién, utilizando la  metodologia que se describe en este
capitulo. .Asi, en la, seccién 5.2 se desarrollan los ,f‘undamentos teér‘icoé
que permiten reforzar un corte utilizando la informacién proporcionada por
otros cortes anteriormente identificados, mientras que en las secciones
5.3, 5.4 y 5.5 se desarrollan los algoritmos espec;’f‘iéos que aplican la
metodologfa a los distintos tipos de desigualdades obtenidas. La seccién
5.6 ;lgéarrg_l_la un ejemplo de identificacién y reforzamiento de cortes para

un programa SOP dado.

5.2.- FUNDAMENTOS TEORICOS

G

.. ...Las slguientes definiciones son necesarias:

Definicién 5.1: Una desigualdad ax = @ con o > 0 valida para P:op es

maximal si |3 1eN y a; > o tales que
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a'x +Y  ox = o i
1) o '

JENN
'i
oy n
sea valida para Psop , con N={ 1,2,3,...,[A[ } II
i
Definicién 5.2: Una desigualdad oax = @ con a > 0 valida para ‘P;op es
maximal para el coeficiente 1 si |3 a; > o, tal que i
1
a'x + Y ax = o !
jemay U ° !
sea valida para Pls]op , con N={ 1,2,3,...,{A]| }
!
|
Definicién 5.3: Un clique C es un conjunto de indices de variables !0—1 tal

i
que sdlo una de las variables con indices en C puede tomar valor uno. En
este caso se dice que la desigualdad x(C) = | es la desigualdad inducida

por el clique C. |

Definicidon 5.4: Un clique C es maximal si no estd dominado por ninéﬁn otro

clique C*; es decir, C es maximal si no hay otro clique C* tal que CcC'.

Definicién 5.5: Un clique C es trivial si |C| = 1. Es preciso notar que en
I

todo programa con variables 0-1 el clique formado por el indice de cada

variable es trivial. |

Definicién 5.6: Un cubrimiento C es un conjunto f{ndices de variablles 0-1
tal que sélo un nimero determinado de variables con indices en C, sea kc ,
puede tomar valor uno, con O ¢ k< |C|. En este caso se dice 'que la
desigualdad x(C) = kc es inducida por el cubrimiento C.

Definicién 5.7: Una desigualdad ax =< a, es de tipo mochila si ocj =|0 VjeN
yoo > 0. |
Ny . |
Observacién 5.1: Se supone que 3jeN tal que or.j > oco , yque ¥ oa > caé.
i

JEN

i
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Definicién 5.8: Se dice que un cubrimiento C estd implicado por una
desigualdad tipo mochila si existe un namero entero, sea kc para 0<kc<|C],
tal que toda solucién 0-1 factible para la desigualdad tipce mochila

también es factible para la desigualdad x(C) = kc.

Observacion 5.2: Si la relacién inversa es también cierta, entonces ambas

desigualdades son equivalentes.

Proposicién 5.1: Sea F = { xEPZOP: ax = o } la cara definida por la

desigualdad ex = % valida para P;op (con @ > 0). La desigualdad es

maximal si y solo si VjeN IxeF tal que xj = I,

Demostracion:

2) ax. = o es maximal. Supongamos que 3jeN tal que ¥xeF x = 0.
Entonces cualquier punto x factible tal que x] = 1 verifica ax < o«
Por tanto el coeficiente o&j se podria incrementar en Min { o - ox }s
vx’ factible y tal que xj = 1, cantidad estrictamente positiva, o en
cualquier cantidad si no existe un x con estas caracteristicas, y la

cendicién no seria maximal.

«)*Si VjeN 3IxeF / xJ = 1, entonces si incremetaramos el coeficiente oc} y
Io sustituyeramos por aJ‘ > ocj, para ese punto X tendriamos:
Yax = a =) ax +a'x >a
11 0 i J 0
desigualdad no valida para P:op'

Por tanto la desigualdad ax = txo es maximal, |

Estudiemos a continuacién el problema de identificar si una
desigualdad que modelice una PFC 6 una DFC, o algin corte inducido por
ellas, es maximal, para, en caso de que no lo sea, obtener una condicién
mas fuerte incrementando para elilo alguno de los coeficientes de la

desigualdad dada.

122



J

‘

Capitulo 5. Reforzamiento de cortes vilidos
i

1

Observacién 5.3: Todas las PFC’s, DFC’s y los cortes inducidos por ellas
|
son desigualdades del tipo ax = b . Dada una restricciéon de este tipo,
r r

para cada ke{ 1,..., |A[ } estudiemos si se puede aumentar el vajior del
coeficiente a: en a, para al: z 0. i

|
Proposicién 5.2: Sea R: = max { a x / Ax s b, X = 1, xe{O,l}lAl } :

a) Si Rl =b ¥l entonces ax = b es maximal. '
T r r r
|

1
b) &i 3l / R: { b entonces ax = br no es maximal, y el melf'iciente
T

1 - 1 1. !
a se puede sustituir por a® = a + b - R siendo entonces
r r r r r

maximal para el coeficiente | la nueva condicién. '
i
i

Demostracién:

* L
a) Si Rl =b entonces 3 x /ax =b , conx =1
r r r r 1 I

|
Si esto se verifica Vle{ 1,...,|A| }, entonces, por la proposicién 5.1,

]
r

ax =b es maximal. |
r r N
i

[

b) Supongamos que 3l / R' < br ¥ que sustituimos el coeficiente’ a; por
r '
|

|
a' x +§ akx sb b

rj r
JENND !

|

!

1 1 1 1 L.
a'" " =a +b -R >a . Veamos que la restriccién
r r r r r

sigue siendo valida para P
SOP .
|

Sea un punto factible x = (x ,...,xl,...,x|AI). Veamos que x satisface

1
I

la restricecién (5.1):

i
* S8i x = 0 entonces a X+ 7y alx = ¥ alx s b por
1 r 1 rj rj r
JENN(L) JEN i
hip6tesis, ya que a X = b era una desigualdad valida para P;OP. ;
r r I

|
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max ¢ a x / Ax = b, X = 1, xe{O,l}lA|} =

*
w
»
]
-
:o
[

al +max { T ak /Axsb, xe(0,1}1*1)

JENN
Portantomax{a‘1x+): a'x /Axsb,xl=l}=
i jemany "
=a'+rR' -a = a'+b -R' AR - = b
r r r T r T r T r
y la desigualdad sigue siendo vélida para todo x factible de PZOP . ]

La proposicion 5.2 es. por tanto una condicidén necesaria y suficiente
para que una restriccién a x = br sea maximal. Sin embargo para contrastar
esta condicién es necesario resolver un problema con la misma complejidad
que el problema original. Buscamos por eso condiciones méas débiles que

puedan contrastarse en tiempo polinomial:

Proposicién 5.3: Sea R:i = max { a X / ax = bi , X = 1, xe{O.l}lAl '
tal gue se resuelven independientemente estos problemas para i € M < |,
donde I es el conjunto de cortes validos (reforzados o no) que se hayan
identificado mas las desigualdades tipo (4) del problema original.

Sea R' = min { Rli }. Entonces
i EM r

* 51 31 / ﬁi < br resulta que la condicidn no es maximal y el

coeficiente all_ se puede sustituir por a;l= ai + br - Rr
Observacién 5.4: El problema a resolver para cada i para obtener R:i es
del tipo denominado mochila O-1. Para i = r el problema se denomina SSP
(Subset Sum Problem), para el que hay algoritmos especiales. Para una
panoramica de algoritmos mochila y SSP, ver Martello y Toth (1990). En
especial se pueden utilizar los algoritmos descritos en Martello y Toth

(1984) y (1988).
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f

Demostracion:

=1 . 1 PE
R° es una cota superior al valor de R. Por tanto es valida en este
r r

caso la demostracién del apartado b de la proposicién 5.2, tenieindo en

cuenta que si X = l en el punto factible x ,

max { a‘' x + ¥ alx / Ax = b, X = I, xe{O,l}lAl } =
T

jenan "

y por tanto la desigualdad sigue siendo valida para todo x factfible de
n

P . [ ]
SOP

La proposicion 5.3 es una condicion suficiente para incremen'tar‘ los
coeficientes individualmente. As{, el incremento de cada coeficiente da
lugar a una nueva restricciéon, que puede reemplazar a la condicién
original. Si ademas un conjunto de variables, cuyos coeficientes h!an sido
incrementados, forman parte de una estructura tipo clique, entonces se
puede sustituir la restriccién original por una nueva en la gque t?dos los

coeficientes con indices en el clique han sido aumentados.

Proposicién 5.4: Dada una restriccién ax = @ si existe un conjunto de
. - X [
variables con indices en C, tal que en un subconjunto S€C todo cocleflclente
a, con i€S, puede ser individualmente incrementado, y ademas existe una

i _ \
restriccién del tipo x(C) = 1, entonces la restriccion original se puede
sustituir por una nueva en la que todos los coeficientes con indices en S

han sido incrementados.

Demostracion:

Obviamente la nueva restricciéon con todos los coeficientes con indices
en S incrementados es mas fuerte que la restriccién original. Veamos que

no elimina ninguna solucién factible:

Cualquier solucion factible es tal que sélo una de las variables con
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indices en C, sea xc , puede tomar valor uno. Si c¢gS o todas las variables
con indices en C toman valor cero, entonces la nueva condicién es
equivalente a la condicién original. Si ceS entonces la nuéva condicién es
équivalente a la condicibn obtenida al incrementar Unicamente el

coeficiente de x , condicién valida per hipétesis. ]
[+

Ejemplo 5.1:

Dada una restriccién de la forma

o X+t X, toX, t... = (5.2}
171 17 1" o
supongamos que se ha conseguidoe un incremento individual de coeficientes
para los Indices 1, 1 y 1". Tenemos entonces tres nuevas restricciones,

cada una de las cuales podria reemplazar a la restriccién original:

a'x o+ oo X, F X, t... s g (5.3)
171 11 1" 0

X + o X, +FaX, ... = (5.4)
171 17 1" 0

a X +a . X, +a,X, +.. = (5.5)
171 11 1" o

Pero si ademas se cuenta con la restriccién inducida por un clique, por
ejemplo X + X1‘+ X0 = 1 , entonces se puede reemplazar cada una de

las restricciones anteriores por:

(5.6)

1A
R

oe'x +af X, vat X, +...
171 1471 1"

ya que s6lo una de las variables 1-(l XI‘ Xx" puede tomar valor uno en
cada solucién factible. Por tanto, la condicién (5.6) es equivalente al
sistema dado por las condiciones (5.3), (5.4) ¢ (5.5} y, obviamente, mas

fuerte.

Una vez obtenida la solucién optima para el problema del drbol
generador de peso minimo, es preciso modificar los coeficientes de la
funcién objetivo para obtener una cota inferior del valor oOptimo de SOP

que sea mas fuerte que la anterior. Sea el siguiente algoritmo basico:

126



Capitulo 5. Reforzamienlto de cortesivdlidos

Algoritmo 5.1:

Paso 1:

Paso 2:

Paso 3:

Paso 4:

Paso 5:

]deﬁtificar' cortes validos inducidos por PFC's y DFC’'s
"fuertemente” violadas por 1la soluciéon dptima del pr'oiblema
relajado actual. (Nota: Estos cortes son desigualdades inducidas

por cubrimientos). Ver capitulo 4.

|
|

{
Tratar de reforzar cada uno de los cortes validos identiflicados
anteriormente, a base de incrementar sus coeficientes. Para ello
se utiliza la informacién proporcionada por cortes anter'*idr'mente
identificados (reforzados o noJ y restricciones inducidas por

cliques. (Nota: La desigualdad resultante es de tipo mochila).

Inducir del corte reforzado el correspondiente conjuntlo de

cliques maximales. Ver seccién 5.5. |

Utilizar este nuevo corte y las restricciones inducidas por
cliques para reforzar los cortes, a su vez reforzados o no,

anteriormente introducidos.

Estimar los multiplicadores de lLagrange correspondientes a los

nuevos cortes, y resolver el nuevo problema relajado.

Definicién 5.9: Dado un corte ax = b, se llama densidad del corte al

cardinal del conjunto de variables { xl / a]l 07} .

Definicién 5.10: Dada la condicién ax = b a reforzar, y una c;:mdicién

soporte

del conjunto de variables { X, / a * Oy a # o},

ax = a, ., se llama potencial de la condicién soporte al cardinal

Observacién 5.5: Dada una condicidon a reforzar, se puede utilizar como

condicién soporte cada una de las condiciones anteriormente identi'f‘icadas.

. . e o
Para ello se van eligiendo las condiciones soporte en orden decreciente en

cuante a su potencial.
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En los pasos 2 y 4 del algoritmo se trata de reforzar un corte
utilizando en principio una sola condi_ciéq, cada vez como soporte. Una vez
calculado cuanto se puede incrementar cada coeficiente segin las técnicas
descritas en _este capitulo, se decide sustituir el corte actual por un
inico corte reforzado. Para ello se tendrdn en cuenta las siguientes

observaciones:

Observacién 5.6: La proposicion 5.4 puede aplicarse en el caso de que
exista algin, clique de potencial mayor que uno. En ese caso se utilizara

el clique identificado de maximo potencial.

Observacidon 5.7: ,Si no se puede incrementar simultaneamente mas de un
coeficiente -de la condicién a reforzar, ante la posibilidad de incrementar
el coeficiente de una variable presente en el corte o intreducir una
variable nueva, preferimos incrementar la densidad del corte, puesto que
hay indicios- de qhe ese corte pueda ser soporte mas frecuente de otras

condiciones tipo cubrimiento y mochila a reforzar.

Estudiemos a continuacién el problema planteado en la proposiciéon 5.3.

Se trata de obtener

1

ri

R max { a X / ax = b‘ , X = 1, xE(O,I}N }

donde ax = b puede ser una condicion tipo cubrimiento o tipc mochila segin
se indica en los pasos anteriores. En todos los casos se verifica la

siguiente proposicién:

Proposicién 5.5: Sea el problefna

max ax
r
(P) ax =b

xe{0, 1} (5.7)

Sea J1 el conjunto de indices j tales que X, = ! en el optimo de (P), y J2
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el conjunto de indices j tales que X, = O en el gptime de (P), i.e.,
JZ2 = N\JI. :

Sea R =max{ax/ax=b ,xe(O.l}N }
ri r i i
Entonces se verifica que RI1 =R ‘ Viell.
r r

Demostracion:

* L]
Si lelJl entonces x =1lenx solucién optima de (P). Por tanto: X es

factible para el problema
max { a x / ax = bll X = 1, xe{0,}" }

i oy . |
y si es optimo para uno de los dos problemas lo es también para: c?l otro.

Por tanto Rl =R . ]
ri ri

" s ey . . . 1
Por tanto, sepin la proposicién 5.5, sb6lo serd necesario obteher R“
cuando le€J2. En las dos secciones siguientes se estudiara e! problema de
la obtencién de Rl y R'i para cada tipo de restricciones soplor‘te y
r r

condiciones a reforzar.

5.3.- REFORZAR RESTRICCIONES TIPO CUBRIMIENTO.

Estudiemos ahora e] problema planteado en la proposicién 5.3, Ipf:-l:lr'a el
}
caso en el que se pretende reforzar una restriccion tipo cubr}miento,

problema que puede ser resuelto en tiempo polinomial: Obtener

Rl “max {cx/ax=hb , X =1, xE{O,I}N} (5.9)

rl r 1 1 1
- s . ll

donde c es el vector de ceros y unos en la funcién objetivo. La

restriccidén ax = bll es de tipo mochila. Puede ser una restriccion

original del problema, es decir, un corte tipo cubrimiente sin reforzar,

que denotaremos por x(.li) = k‘ , donde J1 es el conjunto de indices de las

variables con coeficiente positivo en Ia restriccién, o puede ser una
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restriccion reforzada (con algin coeficiente entero mayor que uno} que sea

valida para el problema, y que denotaremos por >_c(Jl) = kl.
Estudiemos cada uno de estos problemas:
5.3.1.- Caso 1: Una restriccién tipo cubrimiento como soporte.

Problema: Incrementar los coeficientes de la restriccion tipo cubrimiento
x(J} = k , utilizando comoc soporte la restriccion tipo cubrimiento
r r .

x(Ji) = »kl , para JrnJiat .

Sea el siguiente problema para cada lel, donde J = ] qu :
T

() R:i= Max {x(J) / xU) sk , x =1, xeto, 191 (5.9)
y sea el problema general

(C) RH= Max { x(Jr) / X(Jl) = kl , xe(O,HlJl } (5.10)

Proposicién 5.6: Sean R:l y er los valores ¢ptimos de los problemas (5.9)

y (5.10) respectivamente, y sean los siguientes conjuntos de indices:
B=1Jnl , A= I\ , D=0\
r i i r
J1 = conjunto de indices correspondientes a variables que toman valor
1 en alguna solucién 6ptima de (C), y
J2 = conjunto de indices correspondientes a variables que toman valor

0 en alguna solucién éptima de (C).

Entonces se verifica que:

a)R = |A| +Min{k , |B|} , Jt=J , J2=D
ri . i r
b) Si leJ R' =R
r ri ri
c) Si leD R\ = |A| + Min {k -1, |B| }

ri
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Demostracién:

a)

b)

c)

Las variables con indices en el conjunto A no intervienen | en la

restriccién. Su valor no estd restringido y, por tanto, pueden tomar el

. i
valor uno [(i.e. lell VleA). Las variables con indices en | D no

intervienen en la funciéon objetivo. Entonces en el mejor de 10<.Is casos
{
tomaran valor cero (i.e, leJ2 VleD). Las variables de B pertenecen a la

funcién objetivo y a la restriccion. Tomaridn el valor uno el maximo

ndimero permitido:

Min { kl . |B| k.

Ademas, como kll ¥ ]B| son siempre mayor o igual que uno, cualquier
variable cuyo Indice esté en B tomara valor uno en alguna solucién

6ptima (i.e., leJl VleB). Por tanto:
R = |A| +Min{k , |B|},
ri 1

J1=AUB =1J , ¥

r

J2=D.

Si le] = lel]l. Entonces X = 1 en alguna solucién éptirila del problema
r
ny ci e !
(C). Esa szolucidn es también éptima para el problema (Cl), y por tanto
R' =R .
ri ri
LLas variables con indices en el conjunto A no intervienen; en la

restriccién. Su valor no esta restringido y, por tanto, pueden tomar el

valor uno. Las variables con indices en D no intervienen en la| funcidn

objetivo, Como leD, todas las variables con indices en D excepto xl
deben tomar el valor cero. Las variables con indices en B per‘teinecen a
la funciéon objetivo y a la restriccién. Por tanto tomaran el VF::I]OI" uno
el maximo nimero permitido: Min { ki-—l , |Bl } ya que la r‘es‘:tricci()n

es de la forma

¥ X, = kl—l.
_]EJ'1
J#1
As, R' = |A| + Min { k -1, [B| } »
rl 1
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Corolarioc 5.6a: Se verifica que

a) R! =R' sill'eD 6- 1,1'¢D.
ri ri
1 1 . : .
b) er = Rri si leD y 1'¢D.
Demostracién:

El namerc de variables que toman valor uno en el maximo (y por tanto

el valor de Ril] es
[A] + Min { k -1, |B| } sileD, y
JA] + Min ¢k, B[ ) si leD,
cantidades ambas independientes de I.

Ademas Min { k -1, [B| } = Min {k , [B| } .

El algoritmo de incrementc de coeficientes es el siguiente:

Algoritmo 5.2:

Datos: Indices r e i, los conjuntos J ¥ Jl, y el coeficiente entero kl.
r
Paso 1: Obtener A, B, D.

Paso 2: Sea R° = |A| + Min { k -1, |B| }
’ ri i

. oD . - st
Si Rri = k STOP. No se puede incrementar ningin coceficiente.
r

. 2} . N
Paso 3: Si Rr'1 < k se obtiene una nueva restriccién para cada leD,
r

donde el nuevo coeficiente para xl, con leD, sera

Paso 4: Sea R = |A| + Min { k_, |B] }.
ri ]

" w: AB . R .
Si er =z k STOP. No se puede incrementar ningin coeficiente
r

con indice en J.
r
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!

, LAB ; P
Paso 5: Si R . < k se obtiene una nueva restriccién para cada lel]
r r .

que el nuevo coeficiente para xl .con lel] |, sera
r

AB

ri

a?=1+k -R
1 r

, tal
r

Observacién 5.8: Cada nueva restriccién con un coeficiente incrementado

puede sustituir a la restriccidén original.

El algoritmo 5.2 puede mejorarse en caso de contar con un clique de

potencial mayor que 1, segin la siguiente proposicion:

Proposicién 5.7: Si el clique C elegido es tal que 3SSC con |S| b

que ScAUB, entonces _ 1

R) = |A|-[SnA|+ & + Min { k -1, |B|-|SnB| + (1-8) } y

R* = |A|-|SnA|+ & + Min { k , |B|-|SnB| + (1-8) } ,
ri i

1 si [SmA| >0
con 8§ = .
QO en caso contrario

Demostracion:

* x(C) =1 = x(S) =1 ¥S=C. Por tanto si SCAUB se verifica

x(SnA) + %(SnB) = 1.

*Si |SnA| > 0

1 y tal

Sélo |A|-|SnA| + 1 variables con indices en A podran tomar valor

1 en el

optimo de los problemas (5.9) y (5.10). En ambos casos, todas las

!
variables con indices en SnB deben tomar valor O y, por tanto, el
maximo de variables con indices en B que pueden tomar el valor

dado por Ja expresioén
Min { k1_1 » |B|-|SnB| } para R[:l

Min { k_, |B|-|SnB| } para RY).
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*Si |SnA| =0
Todas las variables con indices en A tomaran valor | en el maximo de
ambos problemas. Sélo una variable con indice en SnB puede tomar valor
1, ¥, por tanto, el numero maximo de variables con indices en B que

pueden tomar el valor ! viene dado por la expresion
Min { k -1 , |B]-|SnB|+ 1 } para R
1 ri
. AB
Min { l‘:i , |B|—1SnB|+ 1} para er ) =
Observacién 5.9: Los coeficientes incrementados con indices en un clique

pueden pertenecer simultaneamente a una nueva restriccién que sustituya a

la restriccién original.

5.3.2.- Caso 2: Una restriccidén tipo mochila como soporte.

Problema: Incrementar los coeficientes de la restricciéon tipo cubrimiento
x(J ) = k utilizando como soporte la restriccién tipo mochila )_{(Jl) = kl,
r r

con x(J} =7 x_, ;:“n) =Y ax , donde FyeJ tal que a > 1 ¥ a,
i JEI ) ICES J ! ]

entero Va] >1, ] nJi#.
r

Sea el siguiente probfema para cada lel], donde J = JP'.JJ1 :

(CMI) Rii= Max {x(Jr) / ;((Ji) < kJ > X =1, xe{O,l}“I Y, (5.11)
y sea el problema general
(CM) Rr1= Max {X(Jr) / ;(“L) = kj ) xe{0,1}|J| ' (5.12)

Sea Jl el conjunto de indices correspendientes a las variables que

toman el valor 1 en una solucién Optima de (CM), y J2 = IN\JL

Como en el problema anterior, sea

B=Inl , A=N \ D= J\J
r 1 i r

134



Capitulo 5. Reforzamiento de cortes \'félidos

Observacion 5.10: Nétese que cualquier solucién 6ptima de {(CM} y de cada
(CMI) tendra x = 1 VieA. Por tanto, si |A| = k no se verif ici‘an las
hipétesis de la proposicién 5.3. En este caso el procedimiento descrito no

podra incrementar ningin coeficiente.

En caso contrario, si |A| < kl_ ,sea J = NA , k =k - |A|] . Per

tanto, sin pérdida de generalidad, se considerara que A = @.

Observacién 5.11: Si existe un clique C de potencial mayor que 1 tal que

3SEC con [S|>! y SEA, entonces k =k - ( {A[-]AnS| + 1 ).

Sea nE[J| aEal, ¥ sea ¢ un vector tal que cJ = 1 para jel, yic =0
r
en caso contrario. La restriccion tipo cubrimiento a reforzar sera

CX = kr . El programa mochila a resolver para todo lel sera:

(CMI) R' = Max {cx / axski, xl=1, XE{O,I}n } (5.13}

Con objeto de reducir el nimero de iteraciones de proceso y con ello
su complejidad computacional, es interesante considerar los indices en J
de acuerde con un orden no creciente en los coeficientes de la restriccién
tipe mochila considerada. Estableciendo inicialmente este orden, se puede
anticipar que si en la iteracién ! ya no es posible incremelntar' el
coeficiente  correspondiente, entonces ningin coeficiente podrd ser
incrementado en las iteraciones posteriores, para j=l,...,n y c |= ¢

1 J
(Ver proposicién 5.9).

Sea una ordenacién en el conjunto de {ndices J, tal que
= = .. = S.

“w%n” ‘@%@ € (5.14)

es decir, situamos primerc los indices correspondientes a las \'far‘iables

que nc forman parte del cubrimiento Jr (i.e. indices en D), y a su{derecha

situamos los indices de J. Ademas para c = c} , Si a < aj , el lindice i
r
. - . i
precederda a j en la nueva ordenacién. De este modo se ordenan los
coeficientes de la restricciéon tipo mochila, para los indices en D y,

posteriormente, de manera independiente para los fndices en Jr.
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Para cada binomio compuesto por una restriccidén tipo cubrimiento y una
restriccién ‘tipo- mochila, se puede efectuar la ordenacién (5.14) con el

algoritmo ‘Quicksort; su complejidad es O(nlogn).

Sea A1 el valor de la suma de los i primeros términos de la secuencia

s ey H decir:
‘vt ‘@%@ CmPm 8 OCCT
Ai = _AH + cmam para i=1,2,...,n (5.15)
A =0
0

El' algoritmo para resolver el problema CM (5.12) una vez determinado

el vector A es el sigujente:
Algoritmo 5.3:

Paso 1: Obtener el valor‘ de o, donde ae{0,...,n} es el unico entero gque
cumple: A sk <A

o i o+l

o

Paso 2: R = Max {‘x(;l‘r} / )_c(.li) = kJ xe0,)" Y =T ¢

— (1)

Paso 3: Calcular p = argmax {0, aJ Y jeD}

Paso 4: Il = { (j] : p<j=ua}

J2 = N1

El programa mochila a resolver para cada indice 1 tal que (1)eJ2 es el

siguiente:

R =c(”+maxz c X
ten{((1)}
(CM) £ ax sk-a (5.16)

1
ieIN((1}) n

xle{O, 1}y VieN{(1}
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Observacion 5.12: Rm = R para (1)eJ2 tal que - -c a. . = IR X

(y tw
(flell.

El algoritmo para resolver el programa mochila (5.16) para el

para

indice

1, una vez determinado el vector A, donde A]l es el valor definido en

(5.15), para i = L,2,...,n, es el siguiente:

Algoritmo 5.4:

Paso 1: Obtener el valor de «, donde «e{l,...,n}\{l1} es el unico entero

para el gue se cumple;

A =k-a < K' , donde
-0 i [+4
-c _a
Al o A C?m para 1 <o
-0 Aoc en otro caso
y
- ara 1l < «
., A0 P
A = A -c a para 1 = a+l
o a+2 (1) ()
A en otro caso.
o+l

Paso 2: Calcular Rm, tal que

si 1<«
) i

c(1 en oiro caso. |

24
I:Cd)
=1
o

.+
)_:lcm )

i

Paso 3: ¢ = ¢ + max {0, k- Rm}
n (1} 1

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Observacién 5.13: Puesto que sb6lo es necesario resolver el problema

mochila (5.16) para cada indice 1 tal que {1)¢J2 y no verifica la

condicién dada en la observacién 5.12, el algoritmo puede simplificarse de

la siguiente manera:
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Paso 1: Obtener €l valor de «, donde w«e&{l,...,n}I\{l} es el . tnico entero-

para el que se cumple:

L .. A=k -a- <A',donde A'=A y
t + 4 i 1 o - [+ 4

Aga” SPqy  Paral = o4l

A en otro caso.
o+l

e
|

puesto que | < a y leJ2 implica | < p.

Proposicién 5.8: La complejidad del algoritmoe 5.4 para resolver el

programa mochila (5.16) es O(logn).

Demostracion:

Determinar el valor de o y con ello el valor de Rm, se puede
realizar mediante una bisqueda binaria simiiar a la utilizada en el

algoritmo Quicksort y, por tanto, con complejidad O(logn). : ]

Observacién 5.14: El algoritmo 5.4 obtiene el coeficiente reformado E] que

reemplaza al coeficiente (:j en la condicidon cubrimiento cx = k.
r

Dado el ordenamiente (5.14), y comenzando las iteraciones de
incremento en orden no creciente, se puede anticipar que si en la
iteracién j ya no es posible incrementar el coeficiente correspondiente
cont l=n+l-j ningtn coeficiente podrd ser incrementado en las

(Ver

c
(1)
iteraciones posteriores q =  j+l,...,n para

c = ¢ .
{1) (n+l-q)
proposicion 5.9). Por tanto, se efectia el proceso de incremento en dos

etapas, primerc para aquellas variables cuyos indices estan en J y luego
para las correspondientes a los indices en D. En ambos casos, cfur‘ante el
pro"éeso, el indice de la variable que es fijada a 1, se mueve en la
direccion  (n),(n-1),....(p+1) ¥y (p), (p-1),...,{1), donde p es tal que
p = argmax {O,aJ v jeD}.
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Proposicién 5.9: * Sean (I) = (n+l-j) y (p) = (n+l-q) los
correspondientes a las variables que se fuerzan a tomar el valor 1
. . . 5 - _
iteraciones j y q respectivamente, y sea a(p) a, c(p) ©h
q>j.

* Sean R“) y R(P)- los valores o6ptimos de la funcién objetivo

indices
en las

para

de los

programas mochila (5.16) correspondientes a las respectivas iteraciones j

¥y q.
Entonces, resulta que R(p) z R“).

Demostracidn:

Para la iteracién j, ., Para la iteracién q,

{1} (p)
. = + = + X
R €y T Max )X cX | R € ¥ max ) c.X
T€IN((1 )} . resN{(p)}
s.a. 5.8, (5.20)
- < -
) ax, = kl 20 ) 4% kl a(p)
1E€INCC1)) 1€IN((p))
xle{o,l} YieI\{(1)} xie{o,l} viel\{(p)}
(CM) {CM )
1 p
L.os posibles casos son los siguientes:
L. X0y = 1 en la selucién éptima de (CMIJ (5.20).
[
a. Xy = 1 en la solucién 6ptima de (CM ) (5.20).
P

Todas las variables que en (CMP) toman el valor unc también

lo pueden tomar en (CMI), puesto que tienen la

holgura en la restriccion tipo mochila y el

misma

mismo

coeficiente en la funcién objetivo para (CMP) y (CMI). Por

tanto R(p) = Rm.

b. Xy = 0 en la solucién éptima de (CMp)'

Puesto que x(p) = 1 en el 6ptimo de (CMI) entonces
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tal "que X, = 1 vi=l,...,f en el optimo de (CMp]. Puesto

que X = 0 en el 6ptimo de (CMiD) entonces f < 1, y ademas

{ay
es posible que haya un conjunto de variables, sea (i} para

£

a = a = a , que tomen el valor 1. Por tanto,
) . W m

1 . .
= RW ya gque, en casoc contrario, X0 no hubiera

tomado el valor cero en la solucion éptima para (CMP).

2. Xy = 0O en la solucién 6ptima para (CMIJ.

‘2 P e ' (p)
a. X ="'l en la solucién éptima de (CM ). En este caso R?
P

= R"Y o la situacien es imposible, ya que entonces la

solucién éptima de (CM ) es factible para (CMI) ¥ mejor, en
P

contradiccién con que x , = 0 en el Optimo de (CMp).

(p

[

b. Xy = 0 en la solucién optima de (CMp).

En este caso, If < p tal. que xm= 1 ¥i =1,....,f en el

optimo de (CMI). Estas variables también toman el valor 1
en el la solucién dptima de (CM ).
P

Ademds, como k1 - a( ') = kl - am, al menos una de las
P

variables i, con a = a = a., tomara el valor 1. Por

_tanto R(p) = Rm.

For tanto, el numero de variables con valor 1 en la solucién 6ptima
del problema mochila’ asociado a la iteracién g, nunca serd inferior que el
nimero correspondiente para el problema asociado a la iteracién j. [

- . (i (p} .. .
Corolario 5.8a: Si R) z k, resulta que R?” =z k en la hipdtesis
r r

contemplada en la proposicién 5.6.

‘140



(B oy e
Capitulo 5. Reforzamiento de cortes validos
Demostracion:
Trivial. n
La descripcién del algoritmo de incremento de coeficientes [ de la
restricciéon  tipo cubrimiento ¢x = k dada la restriccién tipo mochila
T
ax = k1 es la siguiente:
Algoritmo 5.5:
Paso 1: Ordenar los coeficientes t:jaJ de modo que:
= = .., =
C(l)a(l) c(2.”&1(2) C(n)a(n)
teniendo en cuenta que (i) precede a (j) si am< a7y
c..=c¢ =0
(i) §}]
Paso 2: Calcular p tal que:
p = argmax {0, a-l ¥ jeD}
Paso 3: Calcular el vector A, donde
A=A + i=1,2,... =
M CnP i=1,2,....n y Ao
Paso 4: Obtener R, J1 y J2 segin el algoritmo 5.3.
Paso 5: Para cada iteracién j = 1,2,...,n-p, mientras R“) < k| donde
)
l=n+1-j : si (Ded 6 =
j hacer: si (1]l 6 C?m C i Para {(fledl,
entonces R%= R; de lo contrario (i.e., lei2 y 3(f)ell |tal que
Cnda = cmam), ejecutar el algoritmo 5.4.
Paso 6: Para cada iteracién j = n-p+l,n-p+2,...,n, mientras Rm< k donde
R r
l = n+l-j , ejecutar el algoritmo 5.4.
Proposicién 5.10: La complejidad del algoritmo 5.5 para obtener los
141
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coeficientes cj ¥jel es O(nlogn).

Demostracién:

El paso 1 ejecuta el algoritmo Quicksort y, por tanto, tiene
complejidad. O(nlogn), el paso 2 tiene complejidad O{logn}), el paso 3 tiene
complejidad Ofn) y los paso 4 y 5 conjuntamente tienen complejidad
Of{nlogn) pues el algoritmo 4.4 se. ejecuta n veces en el peor de los

casos. |

Observacién 5.15: (l)eJ2 para todo l=n+l-j donde j=n-p+l, n-p+2,...,n. Ver
paso 4 del algoritmo 4.3. Por tanto el Paso 6 queda Simﬁ)lificado al no

necesitar analizar si (1)ell.

Observaciéon 5.16: Cada ejecucién del algoritmo 5.4 en los pasos 4 y 5 para
la iteracion j actualiza el coeficiente o para | = n+l-j.

Observacién 5.17: Si (e)l & para (f)eJl entonces

c a = ¢, _a
(1} (f)y )
(1} -

= = + - .
R R ¥y Cqy = Gyt max {0, k[ R }
Observacion 5.18: El incrémento de coeficientes logrado por el algoritmo

5.5 puede mejorarse en caso de contar con un clique C de potencial mayor

que 1, tal que 3IS€C con |S|>l ¥y S€] . En ese caso se efectua la
r

ordenacién (5.14) teniendo sdlo en cuenta la variable :><j , tal que

aj = min { a / ieS }, de forma que el resto de las variables con indices

en S no aparezcan en la ordenacién. De esta forma se realizan las
iteraciones correspondientes a todas las  variables, excepto las
correspondientes a indices ie€S con i#j. Para estos indices se sustituye la

variable x_por la variable X, ¥ se comienza de nuevo el algoritmo.
J

Observacién 5.19: Cada clique C en J puede producir una condicién (que
sustituye a la restriccion SOP dada c¢x = kr), en la que se pueden
incrementar, simultaneamente, todos los coef ibientes correspondientes a
variables que formen parte del cligue y que individualmente puedan ser

incrementados.
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5.4.- REFORZAR RESTRICCIONES TIPO MOCHILA.
5.4.1.- Caso 1: Una restriccién tipo cubrimiento como soporte.

Problema: Incrementar los coeficientes de la restriccién tipo l1'nc)chlla
x(J} = k utilizando como soporte la restriccién tipo cubrimiento
r r

x(.ll) = k , con xJ) =% ax , x(.ll} =Y x , donde a = 1 y; entero
Jes jes !

VJEJP, BJEJr tal que aLJ > 1, Jrr\Ji#rz.

Sea el siguiente prcblema para cada lel, donde J = JI_uJ1 :

(MC) R' = Max I)/Z/x(J)=sk , x =1, xm‘:‘(O,l}lJI h (5.21)
1 ri r 1 ) 1
¥y sea el problema general
(MC) R = Max {;((Jr) /%) = k xe{o,n“' 3 (5.22)

Sea J1 el conjunto de indices correspondientes a las variables que
toman el valor 1 en una solucién optima de (MC), y J2 = J\JI. Sean los

conjuntos

B =1Jnl . A= J\] . D= 21J
r 1 1 r

Observacién 5.20: Nbtese que cualquier soluciéon optima de (MC) y de cada

(MCI) tendrd x = 1 VieA. Por tanto, si Ya = k mno se verifican las
JEA .
hipétesis de la proposicién 5.3. En este caso el procedimiento descrito no

podrd incrementar ningin coeficiente.
En caso contrario , sea J = WNA , k =k -} a . Por tantoe, sin
r T

j
1€A
pérdida de generalidad, se considerara que A = @.

Observacion 5.21: Si existe un clique C de potencial mayor que 1,|tal que
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3ScC, con |S| > 1 y SgA, entonces k = k - ¥ a - max { a , jeS } ,
r r jeaNs d
J = J\A.

Seal. nE_|J_| c%,cl, y. sea a un vector de componente i-ésima ai si i€l , ¥y
. s T . r
cero en caso contrario. La restriccién tipo mochila a reforzar sera

. ; i if‘\li_i . -l
ax = k . El programa mochila a resolver para todo lel] sera:
r

(MC) " R'SMax {ax / cx = k, x =1, x<{0, 3" }

Sea una ordenacién en el conjunto de {ndices J, tal que

c . a =z¢c a = .2c¢C 5.23
m W, 2 (2) (n)a(n) ( )

]
es decir, situamos primero los indices correspondientes a las variables en
L . : .
J en orden no creciente de sus coeficientes al y, a su derecha, situamos
r

{en cualquier orden) los indices en D.

La descripcion del algoritmo de’ incremento de coeficientes de la
restriceién tipc mochila ax = kr dada la restriccién tipo cubrimiento

cX = kl es la siguiente:

Algoritmo 5.6:

Paso 1: Ordenar los coeficientes cjaJ de modo que

c,a zc¢c _a z.zc¢ a
Wt @@ () ()
k -1
Paso 2: Sea R =¥ a(i') . Si R"f*l z k  PARAR. No se puede incrementar
) ] r =1 r r i
ningan cceficiente.
Paso 3: Sea c a=- Calcular p = argmin { cj ¥ jeDu{n+1} }
n ) N
(j):1=j<p sip‘-fkll
Paso 4: J1 =
(J‘):lsj:ski en otro caso
J2 = I\
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il
np~ =
I

Paso 5: R
ri (1

1,...,n-p+l, donde | = n+l-j hacer:

Paso 6: Para cada iteracién j

R{1)= R™
- ri

Pase 7: Para cada iteracion j = n-p+2,...,n, mientras Rm { k donde
r

1 = n+l-j hacer:

*si(lledl 6 ¢ a = para (f)el]l entonces rRY= R

c
1 (f)a(f) ri

)

* en caso contrario ( i.e., ()el2 y |3(f)ell t.q. Colm = e
K -1

| :
entonces R( )= a +

a
')

1
121 (i)
Observacién 5.22: Cada iteracién j del algoritmo 3.6 actualiza el

coeficiente 2 para | = n+l-j, de forma que

a_ =a +max(0,kr—R

(0
{1} (1) 4

Observacién 5.23: Se aplica la observacién 5.18 del apartado 5.2.2, tal
que en cada iteracién j correspondiente a un indice | perteneciente al
cligue C se reordenan los indices de forma que no aparezcan| en la

ordenacién los indices ieC, i#l .
5.4.2.- Caso 2: Otra restriccién tipo mochila como soporte,

Sea el vector x de variables 0-1, y sean las condiciones reforzadas

ax =b (5.24)

ax =b (5.25)

donde aj =z Q0 ya = 0 VYjel y enteros, son los elementos de los vectores
r .
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al_ y ai, respectivamente, tal que EgeJr con a > 1, E!f‘e.ll con a_ > 1, ¥

Tg if

b >0yb >o0.
r 1

Se propone a continuacién un método de incremento de los coeficientes
de la restricién tipo mochila (5.24) de manera que la condicién resultante

sea equivalente a la inicial y mas fuerte.

Para cada variable X lel, se define el siguiente programa O0-1:

(MM' ) "R =a +max } a X
r,i i rl rj j
JEIN(1)

¥ a X = bi—ail
ey

X = 1, xje {0,1} Vj=#l {5.26)

Es decir, Rll es el maximo valor que puede tomar el término de la
r

izquierda de (5.24), si x es uﬁa -s'ol‘ucic')n factible para la restriccién

(5.25), tal que x= 1l

Por tanto, la nueva restriccién (reforzada) sera

ax=h (5.27)

r

donde los elementos 5] vjel del vector a tienen la expresién:
r r

a : - si j=l
a={ " )
rj a + max {O,b - R" } si j=1
rj r r,i

{5.28)

Observacién 5.24: Puede ocurrir que a =0y a =1
r r

Observacién 5.25: Dado un clique CcJ tal que leC, el incrementc se
producird no sélo sobre el coeficiente de la variable X sino sobre

coeficientes correspondientes a variables en el clique C.
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Dado un clique C, para cada variable X leC, se define el siguiente

programa 0O-1:

(MM' _ ): R' =a +max Y ax
r,C,1 r,C,i rl rj j
JEIN(1)

S.a.

L ax =b-a
JEIN(]) 3

X = 1, xj= 0 VjeC\{l}

XJE{O,I} vje\C

Por tanto, la nueva restriccién (reforzada) sera

ax=>b
r

donde los elementos 5” Vjel del vector a tienen la expresion:
' r
a si jeC

5={ "

-p’J i
rj arj+ max {O,br Rr,c.i} si jeC

Observacién 5.26: Para unas restricciones dadas r e i, y para un c¢

(5.29)

(5.30)

(5.31)

lique C,

el- programa (5.29) se repite |C| veces con pequeflas modificaciones. De

hecho, (MMpm) y (MM: i) linicamente se diferencian en que se
r )

hey »

- B _ q
xp = ] para (MMr,C,l) y xq— 1 para (MMr,C,l) para p,qeC.

impone

Observacién 5.27: Para la resolucién del problema (5.26) y {5.29) se puede

utilizar el algoritmo para optimizacién del problema de la

descrito en Martello y Toth {1984), (1990).

5.4.3.- Caso 3: Misma restricciéon como soporte

mochila

Sea el siguiente problema para el indice peC, como un caso particular

del problema (5.29),
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(S RER=max {ax /ax <=b, x = 1, xe{0,1)" } (5.32)
P P

Una vez obtenido Rp, no siempre es necesario resolver un nuevo
problema para obtener R? , con p#q. Sea la ordenacién no decreciente de
los coeficientes del vector a. Entonces es posible determinar R? bajo
ciertas circunstancias sin resolver el nuevo problema, para q > p, una vez

obtenido RP. {Ver proposiciones 5.11 y 5.12).

Observacion 5.28: p ( g si a = a .
P 4

Proposicién 5.11: Sea R el valor éptimo de (Sp) (5.32). Se trata de

determinar el valor de R* para q > p , con g € Cp ,p € CP ,x(Cp) = ].

Entonces:
* *.
Caso I: X = O en la solucién 6ptima x © del problema (S ), con valor
q P
optimo RP. Si ademds 0 =8=a -a =b - RP,

q P

entonces RT = RP + &5 .
» 4
Caso 2: x =1 en la solucion optima x P de (S) , con valor oOptimo rP.
q p

Entonces R* = RP .

Demostracidén:

*
Caso 1: X, = 0 en el éptimo x'P para (S ).
P

Dada una solucién factible x para el problema (S ) , sea N:cJ el
P

. . . . a . . . ap ap

conjunto de indices tales que ieN  si y sblo si x5 = 1 en x 7.
P
B FE I . » * . L.
Entonces, p € Np ., € N , donde N es el conjunto de indices
' , p : . p

correspondientes a las variables que toman el valor uno en la

solucién éptima para (S ).
P

a) x: = 0 en el 6ptimo para (Sq).

’ R »
Entonces p ¢ Nq , q € Nq . Como 0 = & <= b - RP por hipétesis,
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b)

Caso 2:

al

N = N; - {p} + {q} es tal que la solucién x* con
q
x> =1 VieN®
i q
x‘: —0 Vi EN: es factible para el problema (Sq].

Veamos que esta solucién es o6ptima para (5 ). Su valor| en la
q

funcion objetivo es ax" , con x: = 1,
Si no es éptima es porque 3 N;a# N: con p ¢ N; , qQ €
proporciona una solucién f‘acti‘ble, tal que ax‘ > ax".

En este caso, N; + {p} - {q} proporciona una solucién
para el problema (Sp) (a'> = aq) . ¥ con mejor valor en la
objetivo que el proporcionado por N:, en contradiciéon con
proporcionaba el valor éptimo.

Por tanto la solucién dada por N: es Optima, N: = N* , ¥y

q
R =R -a+a =R+ 34 c.q.d.
P a
* .. *q
X = 1 en el 6ptimo X ° para (Sq).

q

*
Esto significa que x ° es una solucién factible para (Sp),

tanto, si es éptima para un problema también lo es para

N que
q

factible
funcién

N‘
'que
q P

¥, por

el otro.

*
Pero eso contradice la hipdtesis de que x = O en el 6ptimo para
q

(Sp). Por tanto es impesible,

W
il

1 en el éptimo para (Sp).

*
x =1 en el 6ptimo x ! para (S ).
q

P no es o6ptima para

*
-~ Si R? ¢ R? entonces la solucién x
-
que la solucidn éptima x 1 para (S5 ) es factible para
q

me jor.
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. *,
- si R’ > RY entonces la solucién x ° para (S ) no es éptima por
q

una razon analoga.

Por tanto RF = RY

» L, *q
b) Xp= 0 en el éptimo x ° para (Sq).

q

*,
- Si RY < RP entonces la solucién x * no es optima para (Sq), ya

que la solucién 6pti‘ma para (S ) es factible para (Sq) y mejor.
P

Por tanto R? = R, ]

Corolario 5.10a: Supuestas las hipdtesis de la proposicién 5.11, si RF = b
L

entonces no es necesario resolver el problema para ningdn q tal que x =1
q

en el 6ptimo para (Sp).

Demostracion:

Estamos en las hipdtesis del caso 2 de la proposicién 5.11.

Por tanto R 2 R” = b, Como el problema es un SSP, R'= b Yq = RY=1b y

por tanto no se podrd incrementar su coeficiente a . Asi, no es necesario
q

resolver explicitamente el problema. ]

Proposicién 5.12: Sea R® el valor 6ptimo de (S) (5.32). Se trata de
P

determinar el valor de R? para q@ > p, con p,gq € C, x(C) s 1, y 0 s § =
a-a =b-R".
a p .

Entonces R? = R? + 5.
Demostracion:
Dado que p,q € C entonces:

#*

En el éptimo para (S ) xp =1= x =0

P

o

il
4
"
it

*
En el 6ptimo para (S) x
q q

Se verifican por tanto las hipétésis del apartado a) del caso 1 de la

propoéicién S.Hly, por tanto, R? = RP + &. ]
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Observacién 5.29: Sea JlcJ el conjunto de indices {i} tal que X, T 1 en

una solucién 4ptima para el problema
(S): R = Max { ax / ax = b, xe{0,1}" } (5.33)

Se verifica entonces que Rp= R Vvpell

Observacién 5.30: Para la resolucién del problema (5.32) y (5.33) _sja puede
utilizar el algoritmo para optimizacion del problema SSP descrito en

Martello ¥y Toth {1988}, (1990).
5.5.- IDENTIFICACION DE CLIQUES MAXIMALES.

Problema: Dada una condicién tipo mochila
Lax =b (5.34)
JEI

identificar todos los cliques maximales inducidos por ella.

Sea una ordenacion en el conjunto de indices J, con nE|J , tal quel

= = ... = = .
a'(1) a(z) a(n) b (5.35)

Para cada indice j € { 1,...,n } se define

min{ k / l=k=n , a]+ak>b,conj=tk}

v(j) = n+l, en otro caso (5.36)

Obviamente si ¥(j) = n+l, la variable xj no pertenece a ningun clique
no trivial implicado por la condicién (5.34}). En otro caso, (i.e.,

7(j) = n+l1), el conjunto C(j) = {j} v { k / k = 7(j) } define un clique.

Proposicién 5.13: Sean i,j € { 1,...,n } dos indices tales que i < j ¥y

7(j) # n+l. Entonces

¥

(a) y(i) = y(j)

(b) (i) = 7(j) si y sélo si a +a =b

¥(i)-1
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Demostracion:

Ver Dietrich, Escudero, Garin y Pérez (1993).

A partir de este resultado es posible obtener todos los cliques

maximales inducidos por la condicién (5.34) sin repeticiones.

Algo‘r“i'tl.n‘ci‘ 5.7.

Paso 1: Ordenar los coeficientes de la condicion mochila en orden no

decreciente, de modo que

a =a = _,.xa =xbh
(n (2) {n)

Paso 2: Calcular ¥(n) segin la expresion (5.36).
Sea h = min { n, y(n) }
Si h = n PARAR. No existe ningin clique no trivial inducido por

la condicién mochila dada.

Paso 3: Sea g = min { k / h=k=n, a +a >b}
Paso 4: Se define el clique Cth) = {h) vw{k /kz=g}

Paso 5: Si g = h+l PARAR. Se han identificado todos los cliques maximales.

En caso contrario hacer h = h+l.

Paso 6: Si g = h+l 0o ah+a 15biralpaso4.

Paso 7: Hacer g = g-1 e ir al paso 6.
5.6.- EJEMPLO 1LUSTRATIVO.

Sea el grafo dirigido G = (V,A} de la figura 5.1, y sea el digrafo de
precedencias P = (V,I) tal que {(5,6),(6,7),(7,8),(7,4),(4,2),(10,8)} € 1

y T es cerrado transitivamente (ver figura 5.2). El nudo 1 hace las veces

de nudo auxiliar, y, por tanto, (1,v)ell ¥veV,
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Figura 5.l
T : clausura transitiva de 5— 6— 7.7 4—2
10— 8
Figura 5.2

La arborescencia de minimo peso en el grafo G es:

18— 9—>D 10—22-—>3-—D1l—4-— 5

N L

La precedencia (5,8) es violada por esta solucién., Se obtiene asi el corte

de tipo I:

X+ X + X + X+ X +X +X +X +X_ =6 {5.37)
89 910 102 23 311 114 45 a6 47
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Para la precedencia (5,6), también violada, se obtiene el siguiente corte

de tipo 2:

18" ®a0 T o0 T X0z T Ras T Xan T Fue T Ras Y Kae T Xag =7 (5.38)
Siguiendo el algoritmo 5.1, habria que tratar de reforzar el corte (5.38)
utilizando el corte (5.37) como soporte. En este caso no es posible, ¥,
por tanto, se introduce el corte (5.38) sin reforzar. Después de estimar
los multiplicadores de Lagrange correspondientes a estos dos cortes, se
resuelve el nuevo problema relajado, cuya solucién es la siguiente

arborescencia:

l1—-,2—3—>ll—54-35-58-—59—10

L L

La precedencia (5,2) es violada por esta solucién. Se obtiene asi el corte

de tipo I

+ X + x + X +X +x =23 (5.39)

como existe k = 4 tal que S— 6— 7— 4-—— 2 en 1, se verifican las

hipotesis del corolario 4.la. Se obtiene asi el corte reforzado

X _ + X + X +X +X +x =2 {5.40)
23 311 114 45 36 47

La precedencia (10,8), también violada, proporciona el corte de tipo 1

=
Kgg ¥ Xy S 1 _ (5.41)
En este casc el corte obtenido es un clique. Intentemos reforzar el corte
(5.37) utilizando como soporte el corte (5.40).

Siguiendo el algoritmo 5.2,

D=2, |Al =3, |B|=9,k =2,k =6

t r

Rll=|A]+Min{ki,|B|}=5<6 viel
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Se obtiene asi el corte reforzado tipo mochila (incrementando coef

en las variables del clique (5.41), segin la observacién 5.6)

<+

=

47

+ 2% + 6

910

2x
89

X

El corte (5.38), de tipo cubrimiento, no se podia reforzar ut
como soporte el cubrimiento (5.37). En cambio, si utilizamos como
(5.42), (5.37),

mochila, y se aplica el algoritmo 5.5,

el corte reforzamiento del corte

k -1

T

Paso 0: |A| =13k 6

r

Paso 1: Se ordenan los coeficientes, de forma que

icientes
{5.42)

|
ilizando

soporte

que es una codndicién

(1) = 102 (2) = 23 (3) = 31 (4) = 114 (5) = 45
(6) = 46 (7) = 47 (8) = 89 (9) = 910
Paso 2: p = O
Paso 3: A = A =1 A = A = A =4
0 1 2 3 4
A, =5 A =6 A =7 A = A_ =11
5 6 7 8 ]

Paso 4: Aa = 1‘:i < A7 =2 a = 6. Segdn el algortimo 5.3 se obtiene:

R=6

= { (), (2), (3), (4), (5), (6) }

2 =(1(, (8), (9}
Paso 5: Aplicando el algoritmo 5.4 para 1 = (9) y 1 = (8) se obtiene

o =4

o
R =Yc +c =4+1=5¢6=k
i=1 (v (9) r

R® =5¢s

Por tanto 2, = Co ¥ (6 - 5) =2, 2 = Cg ¥ (6 -5)=2

Por otra parte,

R _ RO - g - g _ p® _ pl2_ o) _ o k
Obteniéndose el corte (tipo mochila) reforzado siguiente (incrementando
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coeficientes en las variables del clique {5.41))

1A

x“+'2x & 2% +lx + X + X +X +X +X +X 7 {5.43)

18 89 910 102 .23 311 114 45 46 47

lntentemos; ahora reforzar la condicién mochila (5.43) utilizando el

cubrimiento (5.40) como soporte (algoritmo 5.6}.

Paso 0: A ={ 18, 89, 910, 102'} . ¥ a =6< 7= kr . Por tanto
jEA

Paso l: Se ordenan los coeficientes, de forma que
(1) = 23 {2) = 311 {3) = 114 (4) = 45

(5) = 46 (6) = 47
Paso 22 R = 1 = k
ri r

Por tanto no se puede incrementar ningin coeficiente.

Sin embargo, utilizande la restriccién tipe clique (5.41) segin la

cbservacién 5.21, el paso O pasa a ser
PasoO:J=J\A_,kr=kr—2—2=3

Y por tanto R =1<k
ri: r

Asi, aplicando el algoritmo, se obtiene la siguiente condicién reforzada,

x + 3x + 3x + X + X 4+ X +X +X +X +X =717 (5.44)
18 89 910 102 23 311 114 45 46 47

que sustituye a la condicién tipo mochila (5.43).

Estimando los multiplicadores de Lagrange de todos estos cortes y
calculando la solucién del nuevo problema relajado se obtiene la

. R
arborescencia

l—5—>6—>7—534-—10-—2—58—9— 3— 1

que no viola ninguna restriccién y es, por tanto, la solucién 6ptima del

problema.
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Apéndice 1
Descomposicion de Benders

1.- INTRODUCCION

|
En la préactica, las dimensiones de muchos problemas de progr‘!amacién

lineal son demasiado grandes para ser resueltos con los ordénadores
actuales. El tipo de técnica desarrollada por Benders (1962) |permite
resolver problemas de grandes dimensiones en aquellos casos en los que se
pueda identificar un conjunto de condiciones cuya resolucién no jofrezca
gran dificultad. Para ello se utilizard cierta dualizacion del otro
conjunto de condiciones {denominadas condiciones dificilesf) cuya

estructura general no va a ser expiotada.

Sea el siguiente problema {P) de programacién lineal:

* [3
Z = min cx

s.a.
Ax = b

xeX ={x:Dx=d x=0}
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donde ¢ es el vector de coeficientes, A y D son las matrices de
condiciones, b y d los correspondientes términos independientes y x el
vector de variables, todos ellos con las dimensiones apropiadas. Se supone
gque X es un conjunto no vacio y acotado. Sea AX = b el sistema de
condiciones dificiles, y X el conjunto de soluciones que puede obtenerse
de forma simple, bien porque estd definido por subsistemas independientes
con dimensiones relativamente pequefias, o existen algoritmos polinomiales
para su obtencién, o cualquier otra razén que permita su consideracién de

forma explicita.

2.- ESQUEMA GENERAL EN LA DESCOMPOSICION DE BENDERS.

Sea (D) el problema dual del problema (P):

*
z = max wb + vd

donde w ¥ v son vectores de variables con las dimensiones apropiadas.

Para una realizacién del vertor w, sea el problema (D )} :
: w

z = wb +max vd

. ) )

s.a. vD = c-wA
v=0

Por tanto el problema (D) se puede escribir de la forma siguiente:

*
Z = max Z = maxX wb +max vd
w w w

s.a. vD = c-wA

v=20

Utilizando argumentos simpies de teoria de la dualidad, resulta la

siguiente formulacién para el problema (D):

*
z = max wb + min (e-wA)x
w

s.a., XeX
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Dado que el conjunto X es no vacio y acotado, resulta que e'l punto
optimo para el problema { min {c-wA)x / x€X } para un w dado es t:m punto
extremo de X. Sea T = { X XX, } el conjunto (finito) de puntos

extremos de X. Por tanto el problema (D) se puede reescribir como

z‘= max wb + min { (C--wa\))\:J )

J=1,2,...¢

¥, en forma explicita, el problema (D) es equivalente al denominado

Problema Maestro (PM)

max Z
S.a.

z = wh + (c-wA)xj vi=12,...,t

* -
donde z es la variable a maximizar. Sea (z ,w ) su correspondiente valor

optimo.

Dado que el nimero t de puntos extremos de X puede ser finitamente
grande no seria practica la resclucién explicita del problema (PM). Sin
embargo, empiricamente se observa que una gran mayoria de las condiciones
en (PM) se satisfacen con desigualdad estricta. Asi, existe un cl:onjunto
ScT de puntos extremos cuyas correspondientes condiciones en (PM) son
suficientes para resclver el .problema; es decir, existe un problema
maestro relajado tal que obtiene el mismo vector Optimo .(z',w*}
considerando un subconjunto de condiciones (i.e., puntos extremos) del

problema maestro.

Sea (PMR) una relajacién de este tipo para un nimero determinado, sea

{, de puntos extremos en X:

max Z
s.4a.

z = wh + (c:—wA)xJ Vi=12,...,t,t=t

Sea (z,w) la correspondiente solucién optima.
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- - *
Observacién 1: z es un limite superior para z .

3 e .
. »* a— - -
Observacién 2: z = z si y sblo si (z,w) satisface también las condiciones

en (PM) que explicitamente no se han incluido en (PMR):

. * -
Observacién 3: z <{ z si hay alguna condiciéon en (PM) y, obviamente, no

en (PMR) que sea violada por el vector (z,w).

Para comprobar que todas las condiciones en (PM) son satisfechas por
el Vector {z,w), es decir, para comprobar la condicién

z

1A

wb + (c—&n\)xJ ¥j=1,2,...,t

iA

o su equivalente z < wb+ min { (E—WA)XJ }

J=1, 0.0, t
es preciso resolver el siguiente problema auxiliar (PA):
z = wb + min { (c-wA)x }
X EX
donde x recoge el punto extremo correspondiente a la condicién en (PM) con
el menor valor en el témino de la derecha. Sea dicho valor z, tal que si

~

- - - - * . . . - ~
Zz'= z,"entonces z = Z . En caso contrario (i.e., z > z } al menos el punto

z =iwb + (c—wA)‘xk , que es preciso afiadir a (PMR}.

© Dado que t es un. numero finito, el algoritmo que consiste en resolver
iterativamente los problemas (PMR) aumentado y (PA) converge en un numero

finito de iteraciones.

Observacién 4: Aunque se afiade una condicién al problema (PMR) en cada
iteracién, seria facil instrumentar un esquema en €l que se eliminasen
condiciones que de una forma repetida sean fuertemente satisfechas,

evitando siempre el problema del zig-zag.

Observacién 5: Dada la estructura de las condiciones que definen el
conjunto X, un paso crucial en los algoritmos basados en la descomposicién

de Benders es la rapidez con la cual debe resolverse el problema (PA).
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Benders

3.- VARIABLES DUALES EN EL PROBLEMA MAESTRO RELAJADO.

El problema (PMR) puede también expresarse de la forma siguiente:

max wo + z

s.a. W{ij—b) + Z = cxJ Yj=12,...,t, tst

donde O es el vector nulo, ¥y el punto extremo xj se supone conocido

Yji=12,...,t.

Algebraicamente, el problema puede escribirse como

i
max (0, 1) w

Sea (PDMR) el problema dual de (PMR), con la siguiente expresior

z = min ¥ (cx)A
3 b

1:

donde I es un vector de unos y A es el vector dual tal que ?L'l} es la

variable dual de la condicién en (PMR) correspondiente al punto extremo

X .
3

El sistema de condiciones en (PDMR) también puede expresarse co

L (Ax)A = b fjj A = b

de donde resulta
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z = min ¥ c(xA)
j i)

s.a.
AY (xA)=0Db
J 3
J
A =1
I,
Cuando z = z“E , Se tiene que el vector que da la soluciéon 6ptima del

problema dual al (PM), y por tanto la soluciéon al problema original, es el
vector resultante de la combinacién lineal de los puntos extremos X ey
X, en X activos en el (PMR), tal que los coeficientes de ponderacién son

los valores de las variables duales de las condiciones del (PMR).

Asi, en general se verifica que

zZ =z = Z, con X = Y XJAJ, y la solucién oOptima para el problema (P)

] ~

—- * *
original se alcanza cuando z = z = z, en el punto x = ¥ thJ .
h]

Finalmente, es oportuno destacar que el esquema primal de la
descompeosicién de Benders es la descomposicion introducida

independientemente en Dantzig y Wolfe (1960).
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