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Introducción

1. Basicidad de semialgebraicos.

La geometríasemialgebraicaestudia,dicho de maneraintuitiva, los conjuntosque apare-
cen como soluciones de sistemasde ecuacionese inecuacionespolinomiales- sobre los
numerosreales;estosconjuntossellaman semialgebraicos(ver [BCR], [BR] y el capítulo
II de estamemoria). Un aspectoesencialdentro de esteestudioes conocerpropiedades
geométricasde los conjuntossemialgebraicosque se derivende la naturalezade los sis-
temasque los definen.

Atendiendoa aspectoscuantitativosde las posibles presentacionesde los semialge-
braicos se define una subfamilia de estos, los semialgebraicosbásicos. En general,un
conjunto semialgebraicoesbásicosi puedeserdescritopor un único sistemade desigual-
dadespolinomiales estrictas(abiertosbásicos)o laxas (cerradosbásicos). Por tanto, el
primer problemaque seplanteaes decidir CUANDO un semialgebraicoes básico,y a ser
posible de modo ALGORÍTMICO. No es difícil hacerestoen dimensión1: todo semialge-
braico 1-dimensionalsepuededescribircon una única desigualdad([Rz], 1984).

En dimensión2 aparecenlos primerosconjuntossemialgebraicosno básicos(el primer
ejemplo fue dado por Lojasiewicz en 1965 [L]), con lo cual éstaes la menor dimensión
en que el problematiene interés. Peroademás,se sabeque en cualquierdimensiónla
basicidadsiemprese puededetectarvia interseccióncon ciertas superficiesalgebraicas
bien escogidas([ARí], 1991). En consecuencia,la dimensión 2 no seríasólo la primera
sino, esencialmente,la única quesenecesitaríatratar. Así, estetrabajoestádedicadoal
estudiode los conjuntossemialgebraicosbásicosen superficiesreales.

2. Precedentes.

El problemadesabercuándounconjuntosemialgebraicoesbásicohasido abordadodesde
dosvertientescontrapuestas:

— algebraica(escuelaalemana:Br5cker,Scheiderer,Marshall, Becker),desde1974

— geométrica(e~cuelaitaliana: Galbiati, Tognoil, Acquistapace,Broglia, Fortuna),desde
1988.

Desafortunadamente,la interrelaciónentreambasvertientesesescasa,exceptoporalgunos
trabajosrecientesde Andradasy Ruiz (a partir de 1991).

En general,la teoríaalgebraicaesla que va por delantedesdeel punto de vista cuafl-
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Jtativo. Sus técnicas,principalmentela teoríade abanicosen espaciosde órdenes([Br2]),
permitenobtenerresultadosmuy completos,perono constructivos,por lo que no generan J
solucionesalgorítmicas. Habitualmente,estassolucionesalgorítmicassólo han aparecido
después,recurriendoa métodosgeométricos.Es por ello muy importanteentendermejor
toda la geometríacontenidaen la teoría de abanicos. Esto explica la idea que trata de
expresarel título: LA GEOMETRÍA DE LOS ABANICOS EN DIMENSIÓN 2.

3. Resultadosobtenidos. J
Los resultadoscentralesde estatesis son:

A. Un criterio geométricode basicidad(11.2.15). La basicidadde un conjuntosemialge- J
braicoestádeterminadapor dosobstrucciones:

— una GLOBAL que controlael comportamientode la fronteradel semialgebraico J
dado; y

— otraLOCAL quecontrolala basicidaden un entornodecadapunto(dehecho,una Jvez controladala obstrucciónglobal, la local sereducea controlarun númerofinito depuntos).

Además,la obstrucciónlocal sehaceglobal despuésde una cantidadfinita de trans- jformacionescuadráticas.

Como consecuenciade esto obtenemos,de un modo sencillo, un criterio para que un Jsemialgebraicoseaprincipal (esdecir,puedaserdescritomedianteunaúnicadesigualdad).
Dedicamosel capítulo II a las demostracionesy otras consecuenciasde estoscriterios,
siempredesdeun punto de vista geométrico. J
B. Una descripciónexplícita de todoslos abanicosde una superficie, medianteparame-

trizacionesde Puiseuixgeneralizadas.Estoincluyeel estudioexhaustivode todaslas
valoracionesrealesdel cuerpode funcionesracionalesde la superficie.

A la vista de estadescripcióndeducimosque para controlar la basicidadbastanaque- J
los abanicosque vienendescritos,salvo transformacionescuadráticas,por auténticas
parametrizacionesde Puiseux.El estudiode lasvaloracionesy los abanicosde unasuper-
ficie constituyenel contenidodel capítuloIII. J

En el capítulo IV convertimosestos resultadosen algoritmos teóricamenteviables.
Concretamente,comprobamosque es posible resolver algorítmicamentelos siguientes J
problemas:
— Verificación de la obstrucciónglobal, J
— Verificación de la obstrucciónlocal.
En consecuencia,la basicidades verificablealgorítmicamente.Además,en casodeobtener Jrespuestanegativaa la basicidad,la lista de abanicosobtenidaen el capítuloIII propor-cionauna solución algorítmicaa la siguientecuestion:

— Construcciónde abanicosqueobstruyanla basicidaden el sentidode Br6cker ([Br2]). J
J
J
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4. Métodos.

Los métodosque utilizamossonmayoritariamentedenaturalezageométrica:desigualdad
de Lojasiewicz,homologíadesemialgebraicosy aproximaciónde funcionesC~, separación
de semialgebraicos,etc. Incluso las técnicasdel capítuloIII, que en aparienciasonestric-
tamentealgebraicas,descansanenla busquedade una curvaque representelos órdenes(y
por consiguientelas valoracionesy los abanicos)por evaluación.Por supuesto,el estudio
de valoraciones,un tema que siempre~pinteresadoen geometríaalgebraica(ver [Z], [Ab];
[AGIR], [Pu) parael casode superficiesreales),involucraargumentosespecíficosde teoría
de valoraciones,comoextensionesde Galois, la desigualdadfundamental,etc.

Todo esto tiene dosconsecuenciasimportantes:

(i) Se reinterpretageométricamentetoda de la teoría de valoracionesy abanicosque
subyacea la basicidaden dimensión2. Dehecho,no seusanlos resultadosgenerales
de esateoría,si no que se obtienena partir de nuestroscriterios.

(u) Se dan algoritmosque resuelvenlos problemastratados.

Estos procedimientosalgorítmicos se consiguencombinandonuestrosresultadoscon di-
versosalgoritmos de geometríaalgebraicareal (alguno de ellos modificado). Destaque-
mos aquí los siguientes: computaciónde las ramasanalíticaslocales y globalesde una
curvaalgebraicareal ([CPRRR]), computaciónde la topologíadeun semialgebraicoplano
([AíRa]), computaciónde factoresirreduciblesde polinomios ([Ka]), verificación de la
propiedadde separaciónlocal de semialgebraicos([ABF1]).
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Capítulo 1

Preliminares

En estecapítulorecopilaremosalgunosconceptosy notacionesque usaremosa lo largo de
la memoria. Comenzaremosrecordando,enlassecciones1 y 2, algunasgeneralidadessobre
los conjuntossemialgebraicosy el espectroreal. En la sección3 repasaremoscuestiones
concernientesa la compatibilidad de órdenesy valoraciones. Finalmente,en la sección
4, haremosunabreveintroducción al conceptode abanico. Todo lo relativo a conjuntos
semíalgebraicosy álgebrareal que seusarápuedeencontrarse,principalmente,en [BCR].

1 Conjuntossemialgebraicosbásicos

SeaX un conjunto algebraicoirreduciblede R~, es decir

X = {x = (x1,...,x~) E R~ : fi(x) = O,...,f7(z) = 0}

con fi,..., f~ E R[xi,.. . ,x,~] (=anillo depolinomios ena variablescon coeficientesenR).
PodemosconsiderarX comoel conjuntode cerosdeun único polinomioh E R[zí, . . .

tomando
SeaR}X) el anillo de funcionesregularesde X, definido como sigue: h E R4X) si y

sólo si h = f¡g en X con 1,9 E R[xí,. . .,x~]¡J(X) y g(z) # O paratodo x EX.

Definición 1.1 Un subconjunto3 de X es semialgebraicosi existenfuncionesregulares
sobreX, f,1,...,fí,~,gj E JZ(X) con 1 < ~ < t tales que

3 = U{~ eX : f11(x) >0,... ,fc,1(x)> 0,g~(x) = 0}.
i=i

Escribiremos 3 U{f¿~ > 0,..., fí,~ > 0,g, 0}.

Teorema 12 (Teorema de finitud) Sea3 G X un conjunto semialgebraicoabierto
(resp. cerrado) en la topología usual de R~ restringida a X. Entonces3 es unión finita
de conjuntossemialgebraicosdel tipo:

{fí >0,...,f, > O}
(resp. {x : fi > O,...,f~ > 0})

con f’,. .. , f~C 7Z(X).
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2 1. Preliminares

Demostracion: En [BCR, 2.7.1] estádemostradoel teoremade finitud para semialge-
braicos de R~. Un semialgebraicocerradoen X sepuedeponercon 3 = .9 fl X; con lo

Jcual, sededuceinmediatamenteel teoremaparacerrados.Por otra partesi 3 es abierto
semialgebraico,se aplica el casocerrado,ya probado,al complementarioX \ 3. U

A la vista del teoremade finitud seplanteade forma inmediatael definir los semial- J
gebraicosabiertosbásicosy cerradosbásicos.

Definición 1.3 Un subconjuntosemialgebraico5 de X es abiertobásico (resp. cerrado J
básico)si existenfi,... ,f, E 7Z(X) tales que

5= {x:f1 >0,...,f~>0} J
(resp. 3={x:f1 >0 f5>0}).

Definición 1.4 Un conjunto semialgebraico3 de X es abiertoprincipal (resp. cerrado Jprincipal) si existe f c 7Z(X) tal que

3 = {f > 0} (resp. 3 = U =0>)

Observación1.5 En X manejaremosdos topologías:la topología usualheredadade R~
y la topologíade Zariski. Denotaremoscon un subíndiceZ las operacionesenestaúltima
topología. J

Sea3 un subconjuntode X. Entenderemospor frontera de Zariski de 3, y la deno-
taremos823, la adherenciaen la topologíade Zariski de la fronterausual83 de 3: J

= Adh2 (3’ \ mt(s)) = Adli2 (Sn X \ s).
Observaciones 1.6 Sea3 un conjunto semialgebraico en X. J

1) Si 3 es cerrado básico, entonces 3 es cerrado.

2) Si 3 es abierto básico en X, entonces 823 fl 5 = 0. j
En efecto, supongamos5 = {f~ > 0,..., f~ > 0> con fa,...,f, E 7Z(X). Para cada
z « 3 existe i E {1,. . . ,s} tal que f1(x) =0; si ademász ES, sólo puedeser f~(x) = 0.
Consecuentemente,3 \ 3 c {fí . f~ = 0>. Teniendoen cuentaque {fi ... f~ = 0> es un
cerradode Zariski, Adhz(S\ 3) c {fi f9 = 0>. Por otra parte{fí ... f8 = 0> fl 5 = 0,
conlo cual SnAdhz(S\ S) =0. 0

Observación1.7 ([BCR, 2.8]) Se define la dimensiónde un conjuntosemialgebraico5 J
comola dimensiónde su adherenciade Zariski, Adh2(S) (esdecir, la dimensióndel anillo

... , z,.j/J(S)). Evidentemente,dim(3) =dim(X), y como esde esperarcoincide J
conla dimensióntopolo~causual usual. En particular se tiene:

a) dim(S) = dim (3’)= dim(Adh2(S)),

b)dim(S\3) <dim(S), J
c) Si 3 es un abiertono vacio contenidoen Reg(X),entoncesdim(3) = dim(X).

Definición 1.8 Dos conjuntossemialgebraicos5 y T de X songenéricamenteigualessi J
dim((S\T)U (T\S)) <dim(X);

en otraspalabras,existenh E R-(X), /t ~ 0, tal que .9 \ {h = 0} = T \ {h = 0}. J
J



1. Conjuntossemialgebraicosbásicos 3

Observación1.9 Evidentemente,ser genéricamenteigual es unarelaciónde equivalen-
cia, cuyasclasessonestablespor isomorfismosbirracionalesdeX. Además,genéricamente
no es posible distinguir entre abiertosy cerrados.

Dadoun semialgebraico5 de X, sea

= mt (lid(S) fl Reg(X)

)

Llamaremosaesteconjuntosemialgebraicoabierto,el semialgebraicoregularmenteabierto
asociadoa 3. Claramente,3 y 3* songenéricamenteiguales;además,seobtienendemodo
inmediato las siguientespropiedades:

a) 3 y T son genéricamenteiguales si y sólo si 3 —

b) (3j* = 3’;
c) .9 = W paraalgún sernialgebraicoT si y sólo si 3 =

d) Si 5=3, entoncesmt (5) =3.

Definición 1.10 Un conjunto semialgebraico3 de X esgenéricamentebásico si es ge-
néricamenteigual a un abierto básico; y es genericamenteprincipal si es genéricamente
igual a un abierto principaL

Observaciones1-11 1) Un semialgebraicoes genéricamentebásicosi y sólo si existeun
conjuntoalgebraicoG estrictamentecontenidoen X tal que 3 \ C es abierto básico.

En efecto, si 3 \ {h = 0> = B \ {h = 0>, dondeB es abierto básico, entonces
3 \ {h = 0> = B n {h2 > 0}.

2) Un semialgebraico3 es genéricamentebásicosi y sólo si su asociado3* es genéri-
camentebásico.

3) Sergenéricamentebásicose conservapor isomorfismosbirracionales. O

Para dim(X) =1 todo semialgebraicaabierto (resp. cerrado)es abierto (resp. cerra-
do) principal (ver [Rz]). Sin embargo,en dimensión2 es sencillo encontrarejemplosde

semíalgebraicosno básicos.

Ejemplo 1.12 El primer ejemplo de un semialgebraicoabierto 3, no abierto básico fue
dadopor Lojasiewicz (ver [la, n’15]):

3 = {x < 0> U {~¡ <0> G

5

La fronterade Zarsiki de 3 es 82.9 = {xy = 0}. Por lo tanto 8~3flS # 0. Entonces,como
hemosobservadoen 1.5, 5 no es abiertobásica.

De hecha, podríamosdecir que éste es el único ejemplo de no básico; ya que este
fenómeno(i.e., la adhérenciade Zariski de un abierto de la frontera de .9 atraviese3) -
resulta ser la única obstrucción “genenca.”a la basicidad. Paradetallessobreestasafir-
macionesremitimos a [AR2j y al capítulo II deestamemona.
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4 1. Preliminares

JA continuacióndaremosun ejemplo de semialgebraico3 c R2 que no intersecaa
su frontera de Zariski, pero no es abierto básico. Con ello pretendemosaclararen qué

Jsentidoel ejemplo de Lojasiewicz es el única y plantearuna cuestiónquese resalveráen
los capítulosII y IV.

Ejemplo 1.13 SeaS={(y—z)(y—2x)<0}U{(y+x)(y+2z)<0,z>0>CR2. J
Con un dibujo de 5’ es fácil ver que8~Sfl 3 = ~. Por otra parte, haciendounaexplosión
ir : x P

1(R) —* en el origen obtenemosun semialgebraicoT cuya imagenir(T) (que Jes birregularmenteisomorfa a T) es genéricamenteigual a 5. ObsérvesequeT presenta
la mismaobstrucciónqueel ejemplode Lojasiewicz; luego, 3 no es genéricamentebásico.

•1) 5 y

x

Una de las cuestionesque nos planteamosen esta tesis es encontrarcondiciones
geométricasen X (esto es,sin necesidadde realizartransformacionesbirracionales)que
expliquen situacionesde estetipa. En esteejemplo, es fácil dar un argumentoque de-
muestrela no basicidadsin necesidadde explotar.

Supongamosque 3 = {f’ > 0,... ,f, > 0> con ~ E R[x,y]. Para A E R
denotemospor L~ la rectaa travésde (0,0) de pendienteA, LA = {(t, At) : t E R> G R

2.
Por un lado, paratodo A E (1,2) tenemosqueL~ \ {(0,0)> c 3. Entonces,paratodo

x e L~ \ {(0, 0)> y paratodo 5 = 1,..., 8 se verifica que f~(x) > 0.
Por otra lada, para todo A E (—2,—1) tenemosque {(x,y) E L~ : x > 0> C 3

y que {(x,y) E L~ : z < 0} c X \ 3; es decir, existe jo E {1,. . . ,s> tal que
cambiade signo en un entorno de O cortadocon Lx. Seafk(x,y) = Saí&xíyk, con lo
cual f(t, Al) = E a

4AktÍ+k. Tomemos 1 = min{i + k : alk # 0}. Entonces,para todo
A e (—2, —1) exceptoun númerofinito, se tiene

~ >LL+k=l alkAk > O para t > O suficientementepequeña;
~

t YZ+k=l aíkAk < O para t < O suficientementepequeño.

Por lo tanto, 1 tiene que ser impar.
Pero, tambiénpara todo A e (1,2) exceptoun númerofinito, se tiene

tt >L+~=í a~A” > O parat> O suficientementepequeño;

0 >3,+&=í aíkAk > O para e < O suficientementepequeño.

Por lo tanto 1 tiene que serpar. La cual es unacontradiccióncon lo obtenido arriba.
En consecuencia,3 no puedeserabiertobásico.

u
J

r __

3~=2I

11=””

J
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J
J
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J



2. Espaciosde órdenes 5

2 Espacios de 6rdenes

En esta sección incluiremos algunasgeneralidadessobre el espectroreal, los conjuntos
constructiblesy el operadortilde ([BCR], [Lm] y [ABR2I).

Espectroreal
SeaA un anillo conmutativocon unidad. Recordemosqueun cono primo a de A es un
subconjuntode A queverifica las siguientespropiedades:

(i) a + b, ab E a, paratodo a, b E a;
(u) a2 E a, paratodo a E A;

(iii) —1 « a;
(iv) ab E a =~‘ a E a ó —b E a.

Un cono primo es equivalentea un par (p,=)donde» = afl —a es un ideal primo de
A y < es un ordenen el cuerporesidualk(p) de p. El ideal p se llama soporte de a y se
denotaSop(a). Adoptaremosla notación f(a) > O (resp. = 0, < 0) ó a(f) > O (resp.
— O < 0) paraindicar quef + p es > O (resp. = O, <O) parael orden < de k(~~).

Definición 2.1 El espectrorealdeA, quedenotaremosSpecr(A), es el espaciotopológico
formadopor todos los conosprimos de A, con la topología dadapor la basede abiertos

U(f
1,. . . ,f,) = {a E Spec~(A): fi(a) >0,... ,f~(a) >0>

con fi,.. . , f, E A.

Observación2.2 Un casoal que prestaremosespecialatención,es el de un cuerpoA =

K. Entonces,Spec~(K)es el espacio de órdenesde K.
Si A es un dominio de integridad y K su cuerpode fracciones,el espectroreal de K

resulta serel subespaciotopológico del espectroreal de A formado por todos los conos
primos con soporte(0).

Definición 2.3 Seana43 E Spec~(A). El cono primo ¡3 es una especializaciónde a, lo
que denotamosa —* ¡3, si a c ¡3. En estecaso decimostambiénque a es unagenerización
de/3.

Observación 2.4 Un cono primo (3 es una especialización de a si y sólo si ¡3 E Adh({a>).
Las especializacionesde un elementoa E Specr(A) forman unacadena totalmente orde-
nada.

Definición 2.5 Un subconjuntoC del espectroreal de A es un conjunto constructible si
existen fíjj,g~ E A, con i = 1,... ,t, 5 = 1,... ,s~, tales que

C = U{a E Spec~(A): f11(a) >0,... ,f.~1(a) > O,g~(a) = 0>.
1=1

EscribiremosC = U{a : fn > O,...,f;,1 > 0,g¿ 0>.
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Los constructiblesde Spec~(A)generanotra topología en Spec,(A), másfina que la
de Harrison, que llamaremostopología constructible. El espectroreal con la topología

Jconstructibleresultaserun espaciotopológico compactoy totalmentedesconectado,en
el cual los conjuntosa la vez abiertosy cerradossonprecisamentelos constructibles.Si A
es un cuerpo,ambas topologíascoinciden. En lo quesigue,consideraremosla topología J
de Harrison,salvo menciónexpresadeotra cosa.
Definición 2.6 La dimensiónde un cono primo a E Spec,(A) esla dimensióndel anillo J
A/p.

La dimensiónde un constructibleC de Spec~(A)es elsupremode las dimensionesde
los conosprimos de A contenidosen C. J
Ejemplo 2.7 ([BCR, 1.1.2 y 7.1.4]) Sea A = R[x] el anillo de polinomios en unavariable J
con coeficientesreales,el espectroreal deA estáformado por los siguienteselementos:
— El soportep de a es un ideal maximal, entoncesk(p) = IR y a se identifica de modo
natural con un punto a E IR como sigue: dado f E R[x], f(a) > O (resp. = 0, < 0) si y J
sólo si 1(a) > O (resp. = O, < 0).
— El soportep de a es (O), en estecasoa es un elementode Spec,(R(x))y se identifica
de modo natural con uno de los siguientesconosprimos: seaa E R, J

tÉ f(a~) >0 si y sólo si existee >0 tal que f(y) =0paratodo yE (a,a+e)

a : f(aj>Osiysólo siexistee>Otalquef(y) =OparatodoyE(a—e,a) J
+oo : f(+oc)>OsiysólosiexistemERtalquef(y)=Oparatodoy>m
—00 : f(—oc)>OsiysólosiexistemERtalquef(y)=Oparatodoy<m

En lo que respectaa la topología, no es difícil comprobarque estágeneradapor los
intervalos [a+,bj, [—oc,bj y [a~,+oc],paraa,b E R. JEn consecuencia,Spec~(R(x))— {a+ os,±oo,—oc : a E R}. Además, tenemoslas
siguientesespecializacionesen Spec~(R[z]): a+ y & especializanal cono primo a, mientras

que+00 y —oc no tienenespecializaciónde dimensión0. 0 J
Concluimos este repasogeneraldel espectroreal de un anillo, reseñandoel caracter

functorial deeste. Concretamente,si 4’ : A —* B es un homomorfismode anillos, entonces J
tenemosuna aplicación 4’ : Specr(B) —> Specr(A), donde 4r(a)(f) = a(4’(f)) para

fEA.

Operadortilde

SeaX G R~ un conjunto algebraicoreal irreducible, denotemospor R(X) el anillo de J
funciones regulares de X y por )C(X) su cuerpo de fracciones,esto es, el cuerpo de
funcionesracionalesde X. El cuerpoK(X) es formalmentereal. J

El operadortilde nos da la relaciónentrelos semialgebraicosdeX y los constructibles
de Specr(R.(XJ)(o de Specr(K(X))). Denotaremospor .4 el conjuntodesemialgebraicos

J
de X, y por .4 el conjunto de constructibles de Spec7(7Z(X)).

J
J
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Definición 28 El operador tilde, entre A y .4 es la siguiente correspondencia:a un
conjunto semialgebraico

r

S = fj~ >0,.. .,fj~ > O,g~ = 0> CX
1=1

le hacemoscorresponderel constructible

r

= U{o: Li >0,... ,fí~ >0,g~ = 0> C Spec~(7Z(X)).
t=1

Esteoperador es, de hecho, un isomorfismo entre .4 y A. En el siguiente teorema
aparecerecogidaestaafirmación. Esteresultadoes unaconsecuenciadel teoremadel ho-
momorfismode Artin-Lang ([BCB., 4.1.2]) y del teoremade finitud (1.2), su demostración
completaopuedeverse en [BCR, 7.21.

Teorema2.9 El operador tilde está bien definido y da una biyección entre A y 2 que

conservalas operacionesconjustistas(unionesfinitas, interseccionesfinitas y complemen-
tarios) y las operacionestopológicas (adherenciase interiores).

Observacion 2.10 TenemosunainmersioncanonicadeX en Spec~(A),de tal modo que
cadax E X puedeservisto comoel cono primo desoporteel ideal maximalm dex y con
el único orden deR en el cuerporesidualk(m~) = R. De hecho,estossonlos únicosconos
primos de dimensión0 de A. Así, paratodo constructibleC de Spec~(R.(X)),O fl X es
un semialgebraicodefinido por la misma fórmula que O. La aplicaciónO —* O n X es la
inversadel operadortilde.

Observación2.11 En relacióncon el carácterfunctorial del espectroreal, cabe señalar
queel operadortilde se comportabien con respectoa las funcionessemialgebraicas(i.e.,
las funcionesentreconjuntossemialgebraicoscuyo grafo es también un conjuntosemial-
gebraico [BCR, 2.2.5]). En concreto,dadauna función semialgebraicaf : 3 —* 2’, existe

una única aplicación f : 3 —* 2’ tal que f1(T’) = f—’(T’), para todo semialgebraico
2” ci 2’; además,si f es homeomorfismoentoncesf es homeomorfismo(ver [BCR, 7.2.81).

Definición 2.12 El operador tilde genérico entre A y 2 ri Spec~(K(X)) asigna a un
semialgebraico3 el constructible3 fl Spec,JK(X)) de Spec~(K(X)).

El operadortilde genéricoesobviamentesuprayectivo.Sin embargo,no esinyectivo,
como podemoscomprobaren el siguienteejemplo.

Ejemplo 2.13 SeaX = R y consideremoslos semialgebraicos3 = IR \ {1} = {t # 1> y
2’ = R \ {0> = {t # 0}. Cualquierorden en K(X) hace t ~ 1 y t # 0, luego

3 fl Specr(K(X)) = 2’ fl Spec,(K(X)) = Spec~(K(X)).

Pero,3 # 2’, con lo cual no se tiene la inyectividad.
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J
Explicitemosa continuaciónhastaquepunto no esinyectivo eloperadortilde genenco.

Proposición 2.14 Sean3 y 2’ dosconjuntossernialgebraicoscontenidosen X. Entonces, J
S fl SpecrQC(X))= T ri Specr(K(X)) si y sólo si 5 y 2’ songenéricamenteiguales.

Demostraczon: Supongamosque 5’ y 2’ no songenéricamenteigualesy sea,por ejemplo, J
dim(X) = dim(3\T). Entoncesexistex E Reg(X)y un entornosemialgebraicoU ci 5\T
de x de dimensiónigual a la dimensiónde X. Como el anillo R(X)~~2 es regular existe Jun cono primo a en 7Z(X) de soporte(0) tal que a —* x (JBCR], cap.10). Puestoque
x E U, a E U ci .9 \ 2’. Por lo tanto, Sn Spec~(K(X)) ~ 2’ fl Spec~(K(X)), ya que que
a E Spec~(K(X)). J

Recíprocamente,supongamosque .9 y 2’ son genéricamenteiguales. Obsérveseque
S\{h = 0> = Sn{h

2 > 0} y comoel operadortilde conservalas operacionesconjuntistas, Jtenemos
5’ \ {h = 0> fl Spec~(K(X)) = Sn Spec~(K(X)).

De aquíobtenemosel resultado. O J
DenotemosA’ = {3’ : 3 E ~> ci .4, donde3’ es el semialgebraicoregularmente

abiertoasociadoa 3, definido en la observación1.9. J
Proposición2.15 El operadortilde genéricorestringido a ..4 es biyectivo.

Demostración: Dados dos semialgebraicos3 y 2’ en X, aplicando 2.14.y 1.9 se tiene: J
SnSpec~(K(X)) = Tfl Specr(K(X)) si y sólo si 3 y 2’ songenéricamenteiguales si y sólo
si 3’ = TI Con lo cual el operadortilde genéricorestringidoa es inyectivo. J

Por otra parte, todo semialgebraico3 es genéricamenteigual a 5”. En consecuencia,
tenemosla sobreyectividad. O

J
J
J
J
J
J
J
J
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3 Valoraciones reales

En estasecciónpondremosde manifiestolas relacionesentrelos elementosdel espectro
real de un cuerpoy los anillos de valoraciónde este. Parageneralidadessobreanillos de
valoraciónremitimos a (Bou] y [ZS].

Un anillo de valoración V de un cuerpoK es un anillo de valoraciónreal si el cuerpo
residual kv de V esformalmentereal.

Sea K un cuerporeal y V un anillo de valoración de K

Definición 3.1 Seaa E Spec~(K). Un anillo de valoraciónV de K escompatible con
a st para todo x E K, y E V tales que O < x <y es x E y (i.e. V es convexo enK para
a). Diremostambiénque V y a son compatibles.

Notación 3.2 Sea V un anillo de valoración de K. Denotaremospor mv su ideal
maximal, por kv su cuerpo residual y por p : V —> kv = V/mv el homomorfismo
p(x) = x + mv = ~, quedael lugar canónicoasociadoa V.

En la siguienteproposiciónrecogeremosalgunaspropiedadesdeórdenesy valoraciones
compatibles;las demostracionespuedenverseen [BCR, 10.1].

Proposición 3.3 SeaV un anillo de valoraciónde K y a E Spec~(K). Se verifica:

1) y y a soncompatiblessi y sólo si 1 + ~v está contenidoen el cono positivo de a.

2) Si V es compatible con a, podemosdar un orden~ en el cuerpo residual kv de V,
que llamaremosorden inducido por a, de la siguienteforma: dado ~ E kv, ~ > O si y
sólo si x es unidad en y y x > 0. Tenemosque a —> ~ en Spec~(V).

3) Sea W otro anillo de valoración de K compatibles con a, entoncesV ci W o

W ci y; es decir, los anillos de valoración compatiblescon un ordenforman una cadena
totalmenteordenadapor inclusión.

Definición 3.4 Sean A un anillo conmutativocon unidad y a un orden en un cuerpo
K D A. Se define el cierre convexode A en K respectode a comoel conjunto siguiente:

= {x E K: existe a E A con —a < z <a>.

Proposición 3.5 El cierre convexode A en K respectode a es el menoranillo de val-
oración de K compatible con a que contiene a A. Además,todo anillo de valoración W
de K tal que 14, ci W es compatiblecon a.

Demostración: Es sencillo comprobarqueVo esun anillo de valoracióny queA ci 1”o~ Sea
W anillo de valoración de K compatible con a tal que A ci W y sea z E Vo. Supongamos
quex > O (en casocontrariosereemplazaz por —x). Existea E A ci W tal queO < x a
y por serW convexoparaa, x E W. Luego, 14, ci W y es compatible con a.

SeaWun anillo de valoraciónde K tal que 1”o ci W, entoncesexisteun ideal primo p
de V

0 tal que W = (14,)» ([Bou, §4]). Seanx E K, y E W tales que O < x <y; pongamos
y = z/s con z E 14,, a E 14, \ p y a > 0. Entonces,O <az < z E 1ro, con lo cual ex E 14, y
z E W. O
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J
Ejemplo 3.6 Sean K un cuerpoy a un ordenen K. Denotemos por 110 el cierre convexo
de Q en K respecto de a. Cualquier anillo de valoración W de K compatible con a Jcontienea Q, con lo cual 110 G W (3.7). En consecuencia,Vo es el menor anillo de
valoraciónde K compatiblecon a.

Proposición 3.7 Sea p : K —* kv U {oc} el lugar canónico asociado a un anillo de
valoración V de K y sea ~ E Spec~(kv).Entonces,se tiene:

1) Existe a E Spec~(K)compatiblecon 11 y que induce ~ en kv. En estecasodecimos
que a es una elevacióna K de ~.

2) Si W0 es un anillo de valoración no trivial de kv compatible con ~, entoncesel
anillo de valoraciónV~ = p

1(Wo) es compatiblecon a. Además,W
0 es el cierre convexo J

de Q en kv respectode ~ si y sólo si 14, es el cierre convexo de Q en K respectode a.

Demostraczon: Parala primerapartever [BCR,10d.8]. Parala segundabastaobservar
que todos los anillos de valoración contenidos en uno dado están en biyección con los
anillos de valoración de su cuerporesidual([Bou, §4]), con lo cuallos anillos de valoración
de kv compatiblescon ~ secorrespondena travésdep con los anillos de valoraciónde K
compatiblescon a y contenidosen 11. O

Parafinalizar esterepasogeneralpor las valoracionesreales,recordaremosel teorema J
deBaer-Krull quedeterminael númerodeórdenescompatiblescon11 queelevanun orden
dadoen kv. La demostracióndeesteresultadopuedeverseen [BCR, 10.1.10]. J
Teorema3.8 SeaV un anillo de valoración de K y sea 1~ E Spec~(kv). Existe una
biyección entre el conjunto de elementos de Spec~(K) compatibles con 11 que inducen ir J
en kv y el conjunto de homomorfismosde gruposdel grupo de valoresPv de V en Z2.

En el resto de la secciónseaK una extensión finitamente generada de IR y a un orden Jen K. A continuaciónestudiaremosalgunaspropiedadesde los de anillos de valoracion
compatibles con a. Tomemos un modelo compactoX ci IR” de K; es decir, X es un
conjuntoalgebraicoreal irreducible y compactotal quesu cuerpode funcionesracionales J
K(X) es isomorfo a K. Tal modelo siempreexiste: bastatomarla adherenciade Zariski
de X en P~(R). j
Definición 3.9 Un elementoa de Spec~(K(X)) estácentradoen un punto a E X si para

todo f E 7Z(X) tal que f(a) > O se verifica que 1(a) > 0; en otras palabrasa es una
generizacióndel cono positivo de Spec~(R}X)) definido por a. J
Obsérveseque,en estecaso, V~ es también el cierre convexode R en K respectode a.

Proposición 3.10 Seaa E Spec~(K(X)). Entonces,el cierre convexoV~ de R en K(X)
respectode a verifica las siguientespropiedades:

J1) El cuerporesidualkv0 de yo esR.
2) El anillo de funcionesregularesR(X) de X estácontenidoen Vo.
3) a estácentradoen un punto a E X tal que 1”o dominaal anillo local de a, R4X)m«;

es decir, el ideal maximal m~ de a en fl(X) coincide con la contracciónmv011 7Z(X).

J
J
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Demostración: 1) Bastaobservarque (kv,,,~) es una extensiónordenadaarquimediana
de R, y IR no poseeextensionesarquimedianaspropias.

2) Seaf E 7Z(X). Por ser X compactoexiste M E Q tal que para todo x E X,
—M < f(x) < M. Entoncesparatodo x E X, (M — f)(x) > O y (M + f)(x) > 0. Por el
homomorfismode Artin-Lang ([BCR, 4.1]) se obtiene queM — f y M + f son positivos
en cualquierorden de K(X). Así, f <a M y —M <~, f; con lo cual, f E Vo.

3) Consideremosel ideal primo it = mv,, fl 7Z(X).

R”+R(X) c*¡4~

.3 1~ 1’
R.(X)/m ‘—> R

Tenemos1Z(X)/m s=±R y por lo tanto it es maximal. Seap : R4X) —* R4X)/m = IR el
homomorfismocanónico,y a1 = p(x,) (1 =i =n), siendo x1 la clasede la coordenadax~
en IR[xí,...,z~]/J(X) ci 7Z(X). Tenemos x,—a,E my (ri —a1,... ,x~—a~)Cm, yaque
p(aí) = a1. Así, it = (xi — a1,...,x,, — a~) es el ideal maximal de a = (ai,. . .,a~). Sea
ahora f E R(X), f « it; entonces,f ~ mv,,,con lo cual uf E 14, y conesto7Z(X)~~ C yo.
Noteseque p : R}X) —* R; f —* f(a), pues f — f(a) E it.

Finalmente,veamosquea está centradoen a: seaf E 7Z(X) tal que f(a) > 0. Sea

Po : Vo —* kv,, = IR el homomorfismocanónicoy ~ el orden inducido en kv,,. Entonces

7 = f(a) E kv,, y esdistinto de cero. Con lo cual f es unidady 7> 0, luego f(a) > 0. 0

Observación3.11 Si X no es un modelo compactode K, existenórdenesa de K(X)
tal que7Z(X) no estácontenidoen el cierre convexodeR en K(X) respectode a; eneste
caso,diremos queel centro de un orden de K es un punto del infinito. De hecho,en una
compactificación(É,i) deX, a estarácentradoen un punto de X \ i(X).

Por ejemplo,el orden de 111(x) quehemosdenotado+oc en 2.6, tienepor cierreconvexo
el anillo IR[1¡x](¶/~). Si consideramosla compactificaciónde Alexandroff de R, quees la
circunferenciaunidaden IR

2 conla proyecciónestereograficadesdeelpunto (0,1), tenemos

que +00 estácentradoen (0,1).

Ejemplo 3.12 ([BCR, 10.3]) Usandolos resultadosanteriorespodemosdescribir el es-
pectro real del cuerpode funcionesracionalesde unacurva.

SeaX E R” una curva algebraicareal compacta. Un elementoa E Specr(K(X)),
está centradoen un punto a E X de tal modo que mv, fl R(X) = m

0, dondeV0 es el
cierre convexode IR en K(X) respectode a. Además,dado queK(X) es una extensión
finitamente generadade IR degrado de trascendencia1, tenemosquerg(11o) = 1. Luego,
11~ es el único anillo de valoración compatiblecon a.

Así, a admiteuna especializaciónde dimensión0, a —* a. Con lo cual, a E A, donde
B es unasemirramade X en a. Por lo tanto, tenemosun homeomorfismosemialgebraico

[0,1) —~ BU {a> ([BCR, 9.4.1]), quenos daun homeomorfismo~: (0,1] —~ A (2.11).

Teniendoen cuentaque0~ E [0, 1) es el único punto de Spec~(R[x]) que admitea O por
especialización,obtenemosque a es el único elementode B queespecializaen a. Por lo
tanto, a está caracterizadopor unasemirramade X en a.
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4 Abanicos

Un ordenen un cuerpoK puedeinterpretarsecomounasignatura;estoes,unaaplicación J
a : K \ {0> —* {+1, —1> definida de la siguienteforma:

a(x)=+1 siz>0 J
a(z)=—1 six<0

Recíprocamente,toda signaturaa : K \ {0} —* {+1, —1> tal que a(xy) = a(z)a(y), J
a(—1) = —1 y a(x + y) = 1 si a(x) = a(y) = 1, induce un orden en K cuyoselementos
positivos son {x E K : a(x) = +1>. J

En lo quesigue trabajaremosindistintamentecon órdenesy signaturas.Considerare-
mos el productode dos órdenessu producto como signaturas.

Definición 4.1 SeaK un cuerpo real. Un subconjuntoF de Spec7(K)esun abanicode
Ksielproductodecualesquiera3elementosdeFes un cuartoelementodeE.

Sededuceinmediatamentede la definición queel cardinal de un abanicoE de K es de
la forma 2k, con k e Z, k > 0. A los abanicosde 1 ó 2 elementoslos llamaremostriviales.

Observación 4.2 Cuatro órdenesa1, a2, a3 y a4 de K forman un abanicosi y sólo si
a1 a2 a3 = a4.

JEn efecto,bastacomprobarquesi a1 a2 a3 = a4 entoncescualquierade los cuatro
órdenesesigual al productode los otros tres. Seai,j,l E {1,2,3>,

a4 = a1~ a5 a1• a2• a3 = al. J
(En otraspalabras:niguno deestosórdenespuedeserseparadode los otros tres mediante
un elementode K.)

Ejemplo 4.3 SeaK = K(X), siendoX una curva algebraicareal. Entoncestodo abanico J
de K es trivial.

SeaF un abanicono trivial de K, entoncesexisten al menos4 elementosa1, a2, a3,
a4 en E que forman un abanico. Tomemos f,g E K de tal modo que f separa a1 de a2
(y por lo tanto separa a3 de a4) y y separaa1 de a3 (y por lo tanto separaa2 de a4). J
Luego, eligiendo convenientementef y y, podemossuponerque f,g E YZ(X) y que

aí(f) <0 a2(f) > O ai(f) <0 a4(f) > O J
aí(g) >0 a2(g) <0 aa(g) <0 a2(g) >0

Consideremosahorael constructible3 = {a : f > 0,g> 0> de Specr(7Z(X));tenemos
que a4 E 5 y a1,a2,a3 ~ S. Sea3 = {f > 0,g > 0> el semialgebraicode X que
se correspondecon 3. Entonces,existe h E R(X) tal que 3 = {h > 0>, ya que todo J
semialgebraicoenX es principal.

Por lo tanto, a4(h.) > 0, mientras que a~(h) < O para i = 1,2,3. En consecuencia, J
estos4 elementosno forman un abanico,en contrade nuestrahipótesis. O

J
J
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(4.4) Construcción de abanicossobreun anillo de valoración discreta. Sea11 un
anillo de valoración discreta no trivial de un cuerpoarbitrario K, mv su ideal maximal,
kv = 11/it su cuerporesidual y p : 11 —* kv; f —~ Y = f + itv. Sea t un parámetro
uniformizador de 11.

Lerna Sear E Spec~(kv).Entonces,podemosdefinir dos órdenestotales distintosa y
¡3 en 11 de la siguienteforma:

a(f) =

¡3(f) =

szendof E 11 tal que f = u t”.
Demostración: Comprobaremosque¡3 es orden total en 11; paraa la demostraciónes
análoga. Seanf,gE 11 talesque f =u~t” yg v ~t’» conn =myu,v unidades.

(i) Supongamosque ¡3(f) = ¡3(g) = +1; entoncesf + y = (u + vtm-n)tn = itt”.

Si n <m se tiene que iii = II y it es unidad. Así,

¡3(f + g) = rQUi)(—1)” = r(ifl(—i)” = ¡3(f) = +1.

Si n = m se tiene f + y = (u + v)t” y rQii) = r(fl, luego r(ii + iY) = r(i¡) y u + u es
unidad. Así,

¡3(1 + y) = r(i¡ + ii)(—ly’ = ¡3(f) = +1.

(ji) Supongamosque ¡3(f) = ¡3(g) = +1. Se tiene fg = uvtn+m y uy es unidad,
entonces

¡3(fg) = rQiZiY)(—i)”~m = r(íi)(—1)”rQU)(—1)m = /3(f)¡3(~) = +1.

(iii) ¡3(f2) = r(i¡2)(—1)2” = +1, paratodo f E 11.
Luego /3 es un orden en 11. 0

Recordemosque a (resp. ¡3) es una genenzaciónde r, cuandoconsideramosa (resp.
¡3) y ir en Spec~(11). Así mismo,estacondición a —* r (resp. ¡3 —* ir) y el signoa(t) (resp.
/3(t)) determinancompletamentea (resp. ¡3). En consecuencia,a y ¡3 son las únicas
generizacionescon soporte(0) de - en Spec~(V),quedenominamoselevacionesde ir a K
(3.7).

Señalemos que el modo en que hemos construido a y ¡3 no esmásqueun casoparticular
del teoremade Baer-Krull (ver [BCR, 10.1.10]).

Si consideramosdos órdenesdistintos ir
1 y ir2 en kv, es sencillo comprobarque sus

cuatroelevacionesforman un abanicotal quetodossus elementosson compatiblescon 11.
Gráficamenterepresentaremoseste abanicode la siguienteforma:

11 a1 a3 a2 a4

kv ir1 ~ ir2

Si todos los elementosde un abanicosE de K son compatibles con un anillo de
valoración 11, diremos que 11 y E son compatibles.
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SI
Si un abanicoF y una valoración11 soncompatibles,E induceun abanicoenel cuerpo

residualkv de V. Así, si kv poseeun único orden, todo abanicocompatiblecon 11 es
trivial. En general,las elevacionesde un abanico de 2k elementosen kv formanun abanico

de 2k+1 elementosen K.

Ejemplo 4.5 Construyamosun abanicoen R(x,y) por el procedimientoanterior Para SI
ello consideremoselanillo de valoracióndiscreta IR[x,y](~) deR(x,y) cuyocuerporesidual
esIR(x). Y tomemosen R(x) los órdenesr1 = 0+ quehace x > O y estrictamente menor SI
que todo número real positivo, y ir2 = 0 que hace x < O y estrictamentemayor que
todo número real negativo. Susgenerizacionesa IR [z, y] ~ se obtienenhaciendoy mayor
y menor que cero en amboscasos. Obtenenemosasí un abanico E = SI
compatiblecon IR[x, Y](y>. Geométricamenterepresentaremoseste abanicoa través del
operadortilde del siguientemodo:

0\/I

04 O~

‘~2 ~‘

Concretamente,todo abanicono trivial de R(x,y) compatiblecon R[x,v](~ estáfor-
mado por las elevcionesde dos órdenesdistintos de IR(x), ya queen IR(x) no hay abanicos
de másde 2 elementos.

SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI

SI



Capítulo II

Conjuntos semialgebraicosbásicos

En estecapítulo incluimos uno de los principales resultadosde la memoria: un criterio
de basicidad en superficiescompactasy no singulares. Dicho criterio nos permitirá re-
construir, para dimensión2, toda la teoría de semialgebraicosbásicosy abanicosde 4
elementos.De hecho,un aspectofundamentalde nuestro trabajoes que las demostra-
cionesse hacencon técnicaspuramentegeométricas,estoes, sin haceruso del espectro
real, los espaciosde órdenes,las formas cuadráticas,etc. Además,como veremosen el
capítuloIV, estosresultadosproporcionanun procedimientoalgorítmicoparadeterminar
la basicidad.

Primero estableceremoslas relacionesentre semialgebraicosbásicosy genéricamente
básicos(sección1). Enla sección2 daremoslos criterios debasicidady principaiidad(2.15
y 2.20). La sección 3 estarádedicadaa la obtenciónde algunos resultadosya conocidos
sobrebásicos(comopor ejemplo las cotasde Br6cker-Scheiderer)usandolo expuestoen la
sección2. Finalmente,en la sección4, comenzaremosa vislumbrarel asuntoa quealude
el titulo deestamemoria,la geometríade los abanicos:hay unaestrecharelaciónentrelas
propiedadesque caracterizan la basicidad(2.15)y el comportamientodeciertosabanicos,
lo cual nos lleva a úna demostracióngeometrícade la caracterización de la basicidad de
Br6cker (4.9) medianteabanicosde 4 elementos.

1 Conjuntos básicosy genéricamentebásicos

SeaX ci R~ un conjunto algebraicoreal irreducible de dimensión d y sea 3 ci X un
conjuntosemialgebraicoabierto (resp. cerrado);estoes,

(11.1) 3 = ~ > 0,...,f~ >0>
¡=1

(resp.~= U{f~í =0,...,f~8, =0>)1=1

paraciertos ~ E ~(X), i =

En esta secciónestudiaremosalgunas propiedadesde los conjuntos abiertos (resp.
cerrados)básicosensuperficies;es decir, aquellossemialgebraicosquepuedenserdescritos
medianteunaexpresión11.1 con t = 1 (1.1.3).
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Observación 1.1 Sea 3 ci X un conjuntosemialgebraico.Recordamosque SI
3’ = mnt (mnt(s) fl Reg(X)) SI

es el semialgebraicoregularmenteabiertoasociadoa 51.
Obsérveseque en el paso de mnt(.9) a 3’ hemos eliminado los puntos de mnt(S) de SI

dimensiónmenor que2, mientrasquehemosañadidolos puntos dedimensión2 interiores
a la adherenciade 3 queno estabanen mt(S). Con estono es difícil comprobarque

8~3 ci 823

En efecto,como 3’ ci 3’ y 3’ n mnt(3) ci 3’, entonces3’ \ 3~ ci 3’ \ mt(S). SI
Recordemosdel capítulo m queun conjuntosemialgebraico3 de X es genéricamente

básicosi el complementarioen 3 de algún cerradode Zariski es abierto básico. En esta SI
secciondaremos primero una condición suficientepara que un semialgebraico(en di-
mensiónarbitraria) seagenéricamentebásico,parapasarluegoaresultadoscaracterísticos
de la dimensión2. SI
Proposición 1.2 Sea3 un conjuntosemialgebraicoen X. Si 3 es genericamentebásico

entoncesdim(S’ fl 8~3’) <d —1. SI
Demostracion: Podemossuponerque5 = 3’, ya que(.9’)’ = 3’ y si 3 es genéricamente
básicoentonces3’ tambiénlo es. SI

Supongamosprimero que X es un conjuntoalgebraiconormal y sea3 ci X un semi-

algebraicogenéricamentebásicotal que 5 = 3’. Consideremosfi,..., f. E 7Z(X) y un
conjunto algebraicoC ci X con dim(C) =d — 1 tales que SI

Finalmentesupongamosquedim(H n 3) = d — 1 paraalgunacomponenteirreducible H SI
de 8~S.

Seap el ideal de H en 7Z(X). Comodim(Sing(X)) =d — 2, podemostomarun punto SI
zo E Reg(X) fl Reg(H),entoncesel anillo local R4X)~,,, localización de 7Z(X) en el ideal
maximal it de 2~¿j~ es factorial. Por lo tanto, dadoque ht(pR4X)70) = 1, existe 1?. E p
tal que pR.(X)~,, = hR.(X)~,,. Seanahora 9’,.. .~9r E R4X) tales que p = (gí,. ..,gr); SI
entoncesexistenA1,s1 E R4X) con s~(xo) # O (en particular s~ « p) tales que5j9j = A,h,
parai=l r SI

ConsideremosU = (X \ {s, ... s,. = O>) fl Reg(H),que es un abiertode Zariski en H
con la propiedadde que paratodo z E U, ~3R(X» = hR<X)~. Seazo E U. Entonces,
paracadaj = l,...,s, fj — ph

05 para algún aj =0y Pi E R}X)
2,, tal queh no divide SI

a p, (en particular p, « PR4X)10). Luego p, = pj/qj, j = 1,..., a, donde p~j, q5 E R.(X) y
q5(xo) # 0.

Tomemos ahora W = U \ {pí . ~ = 0,qí . . q~ = 0> que es un abierto de Zariski SI
de H, en el cual qjfj = p~h

03, paraj = 1,...,s. Además,para todo x E W, Pi y q~ no
cambiande signo en un entornode x, mientrasque it cambiade signoen un entornode SI

SI
SI
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Teniendoen cuentatodo esto,dadox E W, 1, cambiade signo en un entornode x si
y sólo si a1 es impar y no cambiade signo si y sólo si a1 es par.

Por otra parte,usandoquedim(SflH) = d—1, quedim(C) =d—ly que8í,~j, q5 ~

concluimosqueexisteun abierto 12 densode Zariski enW tal que f~ no cambiadesigno a
travésde 9, paratodo j = 1,..., 5; luego, a5 es par paratodo j = 1,..., a. Pero también,
dadoqueH esunacomponentede823, tenemosqueexisteotro abierto 12’ densodeZariski
en W tal que 9’ ci 3’ \ 3; entonces,puestoque 3 = 3’, existe 1 E {1,.. . ,s} tal que
cambiade signoa través de ST, luego a¡ es impar. Lo cual nos lleva a unacontradicción.

Si X no es normal, tomemossu normalizaciónreal ir : k —* X (ver [To]) y denote-
mos 2’ = ir’(S), donde 3 es un conjunto semialgebraicode X en las hipótesis de la
proposicion. Entoncesse verifica lo siguiente:

1) Dado que ir es un morfismo birracional,3 es genéricamentebásicosi y sólo si 2’ es
genéricamentebásico.

2) r(X) = {x E X : dim~(X) = d>.

3) ComoX es normal y 3 = 3* = mnt (3’), tenemosque

2” = mt (7) = mt (ir’(3)) = ~c’(mt (3’)) = 2’

4)r(82’)=ir(T\T) =82’.

Supongamosahora queexisteuna componenteH de 823 tal quedim(H fl 3) = d — 1.
SeanH1,... ,H1 las componentesirreduciblesdeiC

1 (H), entonces,paratodo 5 = 1,... , 1,
dim(iC’(H fl 3) fl H

5) = d —1, ya que al menosun H, de dimensiónd —1 estáen 8~2’.
Con lo cual, dim(2’ fl 8~2’) = d — 1, lo quees imposible por la primera parte de esta
demostración. . O

En el estudiode la basicidadgenérica,no de la basicidadpropiamentedicha, el regu-
larmenteabierto5’, asociadoaun conjuntosemialgebraico5, juegaun papelimportante,
como podemosver en los siguientesejemplos.

Ejemplos 1.3 1)5eanX=R2y3=t{x2~y2<1,y
2>O}U{yzr0,0<x<1>ciR2,

el semialgebraicoabierto de R2 formado por el interior de la circunferenciaunidad menos
un radio.

Tenemosque8~S= {z2 + y2 = 1> u {y = O}, luego dim(8~Sfl 3) = 1. Sin embargo3 es
genéricamentebásico,ya que

5 \ {y = 0> = {x2 + y2 < 1,3,2 > o}
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De hechoS # 3’ = {x2 + ~2 <1> y 823* n 5” =0 SI
Pero, en generalel conjunto 3’ no es el candidatoa basico dentro de los semialge- SI

braicosgenéricamenteiguales a 3, como comprobaremosen el siguienteejemplo.

un 2) SeaS= {x2 + y2 — x~ > 0> ci IR2 el semialgebraicodeterminadopor la cúbicacon SI
punto aislado.

SI
SI
SI

El semialgebraico3 es básicopor definición, sin embargo3’ = SU {(0,0)} no es básico J
ya que&S’ fl 5’ {(0,0)>. Luego en este caso3* no es básico,pero es genéricamente
básico. SI

Un hecho característicode la dimensión 2 es la equivalenciaentre semialgebraicos
básicosy genéricamentebásicos; resultado, por otra parte, bien conocido (ver [Br2] y
[FG]). Daremosaquíuna demostracióndirectade esto,inspiradaen los citadostrabajos.
En el restodeestasecciónX seráunasuperficiereal contenidaen R”.

Proposición 1.4 Sea5 un conjunto semialgebraicode X. SI
(1) Sea3 tal que 823 fl 3 = 0. Entonces,3 es genéricamentebásico si y sólo si 5 es

abierto básico; además,si 3 \ C = {f~ > 0, ... , f
8 > 0> para algiin conjunto algebraico SI

Cci X con dim(C) =1, entonces3= {F1 >0,... ,F, >0> para E1,.. .,F, E R.(X).
(2) Sea .9 cerrado. Entonces,5 es genéricamentebásico si y sólo si 3 es cerrado

básico; además,si 3 \ C = {fi > 0,... ,ft > 0> para algiin conjunto algebraico C ci X SI
condim(C)=1, entoncesS={Fi >0 F,=0,F,+1=0}paraFi,...,F,+í E7Z(X).

5:5~:?tracton: (1) Trivialmente si ~ es abierto básico, entonces~ es genéricamente SI
Recíprocamentesupongamosque3 es genéricamentebásicoy que823 fl 5 = 0.

Entonces,3 es abierto y existen fi,... ,f~ E 7Z(X) y un conjuntoalgebraicoC ci X con
dim(C) < 1 tales que SI
Podemossuponerque{fí f,. = 0> ci C.

SIComo dim(C) = 1 y C fl 5 es un semíalgebraicoabierto en C, aplicando [Rz, 2.2],
existe91 E %(C) tal que

{xE C :gí(x) >0>, Cffl5= QL E C :gdz) >0> SI
Podemoselegir gí de forma que sea la restricción de una función regular g E R4X). SI
Obsérvese que g no se anulasobreU.

SI
SI
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Consideremosahora,paracada i = 1,..., s, el abierto .8, = QL E X : f1(x) < 0> y el
cerradoTI = (Sn§ =0}) U (E1 fl {g > 0>). Aplicando la desigualdadde Lojasiewicz
como en [BCR, 7.7.10], al cerrado2’~ y las funciones regulares f~,g, podemosencontrar

pí,qí E R4X), con PI > ~ Y ql =O en X tales que
(i) La función E1 = PIfI + qíg tiene el mismo signoque f~ en T~.
(u) El conjunto de ceros Z(q1) de qi es el conjuntoAdh2(Z(f1) fl 2’~).

De estaforma observemoslos siguienteshechos:
a) Paratodo i = 1,...,s, F1(S \ C) >0.
b)Paratodoi=i,...,s,F1(B¿)<0.
c) Z(q1) ci 8,S.

En efecto, E, tiene el mismo signo que f, en 2’, fl 3 (resp. en .8, fl T~) y fuera de este
subconjuntoes la suma de una función estrictamentepositiva (resp. negativa) y una
no negativa (resp. no positiva), entoncestenemosprobado a) (resp. b)). Paraprobar
c), consideremos,para cada i = 1,...,s, los conjuntosZ = Z(f1) flSfl {g =0} y

= Z(f1)flRfl{g =0} queverifican Z(q~) = Adh2(ZIUZD; comprobaremosqueestos
conjuntosestáncontenidosen la fronterausual83 de 3. Como U fl 5 = {g > 0} fl U y
z; ci Cm {g =0>, tenemosZ fl 5 = 0; pero z; ci 3’, luego Z ciD(S). Por otra parte,
dado_que3 y B, son abiertosy .8, fl 3 = 0, tenemosque .8, fl 51 = O y .8, fl 3 = 0; además,
cms = £‘ =0> 11 0. Por lo tanto Z ci Qi =0> fl U ci3’nE: 11 8(3).

Teniendoen cuentaestasobservaciones,denotemosZ = U~1 Z(q~),entonces

Por una parte, si x E S\C entoncesEdx) >0 parai = 1,..~s. Si x E (CflS)\Z
entoncesf1(x) =0, q4x) =O y g(x) > 0, luego F4x) > O para i = 1,...,s; con lo cual
3\Zci{F1>0,...,F8>0>.

Por otra parte,si x ~ 5 \ Z, tenemosz E (X \ 3) U (Sn Z). Entoncessi x E X \ 3
existe 1 E {1,... ,s} tal que f¡(z) =O y podemostenerx « C ó z E O. En el primer caso

f4x) ~ O para todo i, luego x E B~ y F,(x) < O; en el segundocasog(z) = 0, qi(x) =0,
luego F4x) =0.Ahorasiz E SflZexistelE {1,...,r}talqueq,(x) = 0,luegof¡(x) =0
y 11(x) = 0. En cualquiercaso,si x 51 \ Z existe 1 tal que 11(X) =0.

En consecuencia,como Z ci 8251 y 823fl 5 = O tenemosque

con lo cual 51 es abiertobásico.

(2) Si 3 es cerrado básico, entonces3 es genéricamentebásico. Recíprocamente,
supongamos5 cerradoy genéricamentebásico,entonces

S\C={fí>O,...,h>0}

con fi,... ,f3 E 7Z(X) y dim(C) =1. Podemossuponer{fí~.fr rr0} ci U.
El conjunto C fl 51 es un semialgebraicocerradoen U, luego por [Rz, 2.2] existe

Yí E R4C) restricciónde unafunción g E R(X) tal que

Cm 3 = QL E U : gj(x) =0}
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Consideremosf E 7Z(X) una ecuación positiva de C y el cerrado2’ = 3 fl {g < 0>.
Aplicando de nuevo [BCR, 7.7.10] a 2’, f y y, podemosencontrarp,q E 7Z(X) con p> O
y q =O en X tales que

(i) La función h = pf + qg tiene el mismo signo quef en 2’.
(u) El conjunto Z(q) es igual a Adh2(Z(f)fl 2’).

Obsérveseque h(5) =O y que Z(f) fl 2’ = C n 3 fl {g =0> = {g = 0> fl
C fl 3 = {g =iO> Vi C. Por lo tanto Z(q) es un conjuntofinito contenidoen 5.

DenotemosF1 = f fi,..., F, = f . f,, F8.~.1 = h, probaremosque

ya que

5={F1>0 F8=0,F8±i=0>

En efecto, si x E 51 \ U entonces11(x) > O para todo i; mientras quesi x E 3 Vi U
entoncesFí(x) =0para todo i = 1,...,s+1. Luego 3 ci {fí =0,...,f >0 h> 0}.

Por otra parte supongamos x « 5 D 3 \ U, entoncesexiste 1 E {1,...,s> tal que
f¡(x) =0. Si x ~ U, tenemosf,(x) # O y f(x) # 0, luego 11(x) < 0.Si z E U \ (Un 3),
entoncesf(x) = 0, q(x) # O y g(x) < 0, luego Fs+í(x) < 0. Con lo queconcluimosque3
es cerradobásico. O

Observaciones1.5 (1) Sea 5 ci X un semialgebraicocerrado,entonces3 es cerrado
básico si y sólo si 5 \ 8~3 es abierto básico. Con lo cual a partir de ahora podemos
trabajar con semialgebraicos3 que no intersequen a su fronterade Zariski.

(2) Sea3 ci X un semialgebraico. Entonces,3 es abierto básico si y sólo si 5’ es
genéricamentebásicoy 823 ViS = 0.

(3) Recordemosque un modelo birracional de un conjunto semialgebraico.9 ci X
es otro conjunto semialgebraico2’ ci X’ birracionalmenteisomorfo a 3 (i.e. hay un
isomorfismo birregular entre 3 \ C1 y 2’ \ U2 dondedim(C1) =1, para i = 1,2). Por lo
tanto, para queun semialgebraico3 tal que &S Vi 3 = O sea abiertobásicoes necesano
y suficientequealgún modelo birracional suyo seagenéricamentebásico.

SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
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2 Caracterizaciónde básicosy principales

SeaX una superficiealgebraicareal compactay no singular. El resultadocentralde esta
sección,uno de los másimportantesde la memoria,es un criterio de basicidaden X que
se obtendrácon técnicaspuramentegeométricas.

Aproximacióny separación

Con las palabras aproxzmaczony separaciónqueremos resumir las técnicas más impor-
tantesqueusaremosen las secciones2 y 3. Incluimos aquísólo los enunciadosde algunos
resultadosqueutilizaremospostenormente,aludiendosiemprea unareferenciaprecisa.

Los resultadosclásicossobrefibrados fuertementealgebraicosy aproximaciónquedan

referidos al capítulo 12 de [BCR]. Daremosa continuaciónun resultadode aproximación
de Broglia y Tognoli quepuedeencontrarseen [BT]. Esteteoremaesunaversiónmejorada

del teoremade aproximaciónrelativa de Stone-Weierstrass([BCR, 12.5.5]); se trata de
aproximar funcionesC~ por funcionesregularesen un abierto de R”, relativamentea un
conjunto algebraicoy a menos de una función de crecimientocontrolado. El enunciado

quedamosa continuaciónestárestringidoal casoen que lo usaremos,paraevitar añadir
terminologíainútil, si bien en [BT, 4.3] puedeverseun resultadomásgeneral.

Sean U un abierto de R” e Y ci IR” un conjunto algebraico. Una función continua
a : U —* [0,oc) es de crecimientocontrolado a lo largo de Y si verifica:

1) Paratodo x E Y, a(x) = 0.
2) Existe un sistema de generadoresfi,.. .,fq del ideal ¿7(Y) de Y (de hecho, vale

cualquiersistemade generadores)y funcionescontinuaspositivase1,...,eq en U talesque

q
a(x) =Ze~(x)~f¿(x)I en U

i=1

Teorema 2.1 ([BT, 4.3]) .9ea U un abierto de IR” e Y ci IR” un conjuntofinito de puntos
(i. e. un conjunto algebraico de dimensiónO). Sea~: U —~ R una función C””. Entonces,
para todo compactoK ci U, todo e > O y todafunción continua a de crecimientocontro-
lado a lo largo de Y tal que a(x) =e en K, existeuna función regular f E R4U) tal que
a) 1(x) — «x)I =a(x), para todo x E K.
b) f = en Y Vi U.

Observación:Una aproximaciónf E R(X) de 4> como en 2.1 relativa a un punto p E X
se puedehacerde tal forma quelos conjuntosde ceros de f y 4>, en un entornodep, esten
contenidosen un cono de centrop y seantransversales,en p, a la fronterade este.

/14,=14
(1=0>
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Bastatomat coordenadaslocales (x,y) en un entorno11 ci X dep tal que p = (0,0), SI
controlado y 84>/8x(0,0) = 84>/Oy(O,O) = 1. Sean a0,a1,o2 funcionesde crecimiento SI

a lo largo de {p> en un abierto U deR” conteniendoa X tales que

ao¡~(x,y) < min{~«x,y) — x~, 4>(x,y)— 3’> SI
Entonces,por 2.1, paratodo compactoK ci U podemosaproximar 4> relativamenteap
en la topologíaO por unafunción f E 1Z(X) y a menosde q0. En particular, podemos SIencontrarun compactoU ci KViV tal quef enlas coordenadas(x, y) verifique f(0,0) = 0,
f(x,y) — 4>(x,y)~ < ao(x,y) paratodo (x,y) e U, Of/8x(x,y) — 84>/8x(x,y)~ < aí(x,y)

y 8f/8y(x,y) — 84>/8y(x,y)~ < a2(x,y)para todo (x,y) E U. SI
Pasemosahora a las nociones y resultadossobre separación,en concreto referimos

a [ABF] donde se trata la separaciónde semialgebraicosen superficiescompactasy no

SIsingulares. En estamemoriahemoscambiadoun poco la terminología de [ABF] a fin de
hacerlamás simpley convenientea nuestrospropósitos.

SeanA,.8 dos conjuntos semialgebraicosen X tales que sus interiores no se cortan SI(i.e. mnt(A) ri mnt(.8) = 0). Denotemospor Z el conjuntoAdh2 (Á n A).

Definiciones 2.2 1) Los semialgebraicosA yB se separan(por una función regular de SI
X) si existe una función regular f E IZ(X) tal que f espositiva en A \ 2 y negativa en
B \ Z (escribiremosf(A \ 2) > O y f(B \ 2) < O).

SI2) LossemialgebraicosA y.8 se separaranlocalmenteen un puntop E X si existeun
entorno abierto de p en X en el cual A y .8 se separan.

Notación 2.3 Denotemos Y = 82A U 82.8 y M = Adh2 (T Vi
las componentesdedimensión1 de M son aquellascomponentesde ci Y. Obsérveseque SI

Y quepodríamosver
como murosentre A y .8, es decir las componentesqueen algún abierto de dimensión 1

SItienen de un lado a A y del otro a .8. De hecho, llamaremos a M (y por extensióna sus
componentes)el muro entre A y .8.

Teorema 2.4 ([ABE, 1.4 y 1.7]) SeanA y.8 dossemialgebraicosconmt(A) nmnt(B) = o. SI
Entonces,A y .8 se separansi y sólo si se satisfacenlas siguientescondiciones:

a) dim(M Vi A*) < 1, dim(M Vi B’) < 1. SIb) A y.8 se separanlocalmenteen cadapunto y E Sing(Y).
c) Existe una curva algebraicaH ci X tal que HVi((A\Z)U(B\Z)) = 0 y [H] = [M]

en 111(X,Z2). SI
Ademásla condición b) se transforma en la condición a) tras las explosionesde la

resolución estandarde Y (ver [EC] y [BK]). Concretamente,supongamosque se verifica
a) y seair : X’ —* X la resoluciónestandarde Y con P = iC

1(A) y Q = irí(B), entonces SI
existeun punto y E SingY tal que A y .8 no se separanlocalmenteeny si y sólo si existe
una componenteirreducible D de ir1 (p) que es componentede L = Adh

2 (?Fn y tal SI
quedim(D Vi(P* U Q’)) = 1.

Observación 2.5 El resultado2.4 juegaun papelimportanteen las demostracioneslos

SIresultados que expondremos en las próximaspáginas. Por ello anotaremosbrevemente

SI
SI
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los argumentosusadosen su demostración.Por otra parte, queremosevidenciarcon esto
el uso de técnicaspuramentegeométricasen [ABE].

Parala demostraciónde la primerapartede 2.4 los resultadosclavessonla desigualdad
de Lojasiewicz como en [BCR, 7.7.10] y un resultadode separaciónen [F,3.2] que afirma

quesi dos semialgebraicoscompactosA y .8 de IR” son tal queAViR es un conjuntofinito
y se separanlocalmenteen cada punto de A Vi .8, entoncesA y .8 se separan. Para la
segundapartese usala desingularizaciónde curvasen superficiesmedianteexplosiones
([EC]) y el teoremade inmersiónminimal deunasingularidadalgebraica([BCR, 8.6.15]).

Cabeañadir que la condición c) resulta superflua;es decir, la separaciónquedacrac-
terizada con las condicionesa) y b). Esteresultadoha sido obtenido con posterioridad
a la publicación de [ABE] y aparece en la tesis de licenciatura de Ludovico Penazza. de
la Universidadde Pisa. Sin embargo,este hecho no resulta significativo para nuestras

demostraciones.
Finalmente, queremosaclararque por resoluciónestandarde una curva Y en una

superficie lisa X entendemosuna resolución en el sentido de Enriques-Chisini ([EC])
trasladadaal casoreal; estoes, la resolucióndeY medianteun númerofinito deexplosiones
en suspuntossingulareshastaobtenerunacurva con componenteslisas quese intersequen

normalmente. O

Geométricamentehablando,la condición dim(M Vi A’) cl (resp. dim(M nR’) ~1)
significa que existe una componenteirreducible de dimensión 1 del muro entre A y .8
que cruza A (resp. cruza .8); es decir, existen dos abiertos 121,122 ci Reg(Y) tal que
9~ ci A’ Vi.8’ y 122 ci A’ U.8’, como muestrala figura mm.2.

D D

(1? (E?
Figura 11.2

Mientras quela no local separaciónen un puntoy E Sing(Y) da lugar aunacomponenete
irreducibleD del divisor excepcionalE de la resolución estandar de Y en y quesecomporta
como en la figura mm.2 con respectode las imagenesinversasde A y .8 por la resolución.

Semialgebraicosbásicos

Sea51ciXunsemialgebraicoyseanA1,...,A~ las componentesconexasdeX\(3U823).
En estasecciónveremosquela basicidadde 3 puede ser determinada mediante ciertas
propiedadesde separaciónentre 51 y cadauno de los A, (i = 1,... ,t).

Para cada i = 1,... ,t, denotemos por Z, y por M1 los conjuntos Adh,~ (3’ Vi A~) y

Adh2 (3’ Vi &)~ respectivamente.Luego,M, ci 8~S’ es el muro entre 51 y A,.
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SI
Observacion 2.6 Obsérveseque 823’ es la unión de todos los murosM5, es decir

SIU Adh2 (Snik) = 823’
1=1

En efecto,teniendoen cuentaquepor serA, abierto se tiene,

X \ 5” = ínt (X \

deducimosinmediatamenteque

3’j.9’ =3’mn

(Su 8~3)) =

1=1

(úÁf) =U(S½N)
¡=1

Con lo quese tieneel resultado.

Observación 2.7’ Si para cadai = 1,..., t,
básico.

Paracada
Z1) > O y

3 \ 823 = {fí
En efecto,

el contrario x
A1 Vi 8~.9 = 0,

3 y A, seseparan,entonces51\8~51 esabierto

= 1,...,t sea f~ la función regular quesepara3 de A1. Entonces,f~(3 \
A1 \ Z1) < 0. Obsérveseque Z, ci 8~S para todo i. Comprobaremosque
> 0,..., ft > 0, it > 0}, siendo A E R(X) una ecuación positiva de 8251.
si x E 51 \ 8~Sci 51 \ Z1, entonces f~(x) > O para todo i y h(z) > 0. Si por
~ 3 \ ¿%3,entoncesbien existe i0 tal que x E A1, o bien x E &51. Como
sí x E A1,, entoncesf10(á~) < 0. Y enel caso x E &3, h(x) = 0. 0

Como podemosver en la siguienteproposición,en algunoscasosla separaciónde cada
componenteconexadel complementariode SU8251 es unacondiciónnecesariay suficiente
parala basicidadde 5.

Proposición 2.8 Sea3 un conjunto sernialgebraicoen la esfera§2 tal que &.9 Vi 3 = O
(resp. un semialgebraicocerrado en §2). Entonces,3 es abierto (resp. cerrado) básico
si y solo si 5’ y A1 se separan,para todo i = 1,... ,t, siendoA1,... ,A~ las componentes
conexasde X \ (SU8~S9.

Demostraczon: Es suficiente hacer la demostración para 3 tal que8~SViS = 0, yaquesi
3 es cerrado,trabajandoanálogamentecon 3 \ 8~Sy aplicando1.4 se tiene el resultado.

En la observación2.7 anteriorestáprobadoquesi 5 se separade los A, entonces3 es
abiertobásico. Supongamosentoncesque 5 es abierto básico.

Como 5’ y A, estánen las hipótesis de 2.4, comprobemosque paracada i = 1,... , t

se verifican las condicionesa), b) y c) de 2.4. En este caso,de acuerdocon la notación

establecidaanteriormente Y—O Su82A1= 8~Sy M, = Adh~ (Srik) (i
con lo cual tenemos:

a) Dado que 3 es abierto básico,en particular es genéricamentebásico,luego por 1.2
tenemosquedim(823’ Vi 3’) < 1 y por 2.6 concluimosquedim(M1 ViS’) < 1.
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Comprobemosahora que, dim(M¿ Vi A9 < 1 paratodo i. En efecto,dado que toda
curva de §2 tieneentornosorientables,no existeunacurva C en §2 quedivida. §2 encompo-
nentesconexasde tal modo quealgunade ellas permanezcaaamboslados deunacompo-
nente irreduciblede dimensión 1 de C. Por lo tanto, como toda componenteirreducible
de dimensión 1 de M, es una componenteirreducible de 823 y A, es una componente
conexadeterminadapor la traza de 8~S en §2, tenemosque dim (a2sn mnt (Á1)) < 1,

luego dim(M1 Vi Afl < 1.
b) Para todo y E Sing(Y), 5 y A, se separanen un entornode y. En efecto, supon-

gamosque no es así y consideremosla resoluciónestandarir : X’ ~ §~ de Y = 8~Sen
y. Denotemos2’ = ic

1(3), .8, = ic’(A
1) y L, = Adh~ (FnIW) ci 8~2” el muro entre

2’ y .8,. Noteseque .8~,.. . ,R~ son las compopentesconexasde X’ \ (TU OIT), entonces

UL, = 822”. Por 2.4 existe una curva algebraicaE ci X’ que se contrae al punto
y E Sing(Y) tal que una componenteirreducible D de E es una componenteirreducible
de L, paraalgún i verificando que dim(D Vi 2”) = 1 o quedim(D ViB’) = 1.

El procesode resoluciónir de Y en y consisteen un número finito deexplosionesen
y, pongamosir = irr~r¶. Para cada5 = L,...,r, sea A, = irj”~iri : X5—* X que
llamaremosla etapaj-ésima de la resoluciónde Y en y. La curva D es la transformada
estrictaen X’ = Xr del divisor excepcionalde unaexplosión,pongamosla j-ésima, enel
procesode resoluciónde Y en y; supongamosentoncesquenos encontramosen la etapa
j-ésima ái de la resolución de Y en y. Con abusode notaciónseguiremosdenotandoD,
2’, .8, y L, a las imagenesdeestosen 1<5, ya que secomportande igual modo.

Dado que 51 es abierto básicoy A5 es un morfismo birracional, tenemosque 2’ es
genéricamentebásicoy entoncesdim(T* Vi 8~T’) < 1 (Proposición 1.2). Luego, tiene que
serdim(DViT’) < 1. Con lo cual dim(DVi.8§) = 1. En consecuencia,existendos abiertos
1-dimensionales12,12’ en D tal que .8~ permanece a amboslados de 12, mientrasque 12’
divide .8. de 2’. Entoncesexisteuna componenteirreducibleZ’ de 8~T que cruza D entre
9 y 12’; además,Z’ debecruzarB~, ya que .8~ es un abiertoconexo(esla imageninversade
un conexopor un morfismo birracional) y D esun P~(R). Luego Z’ ci L1, como podemos
ver en la siguientefigura ilustrativa:

D

.B¿..Bí...

.......

:a~: T

Figurafl.2.8

Ahora bien, Z’ puedeser la transformadaestrictade alguna componenteirreducible
Z de 823 por la resoluciónu otra componenteirreducibledel divisor excepcionalde la
resolución.En el primer caso,comoir esla contracción de una curva E a y, tenemosque
Z verifica dim(Z Vi Á) = 1. Peroestono esposible,segúnhemosvisto enel apartadoa).
En el segundocaso,D y Z’ son componentesde ~r’(y), entoncesZ’ esla transformada
estrictadel divisor excepcionalde la h-ésimaexplosiónen y, siendo it < i. Por lo tanto,
en la etapah-ésimanos encontramosla situación anterior y trabajandorecursivamente,
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SI
dadoquehayun númerofinito deexplosionessobrey, tenemosquellegar a un quesea
la transformadaestrictade algunacomponentede 823; pero estecasohemosvisto queno SIse puededar. Luego, paratodo y E Sing(Y), 3 y A, seseparanlocalmenteen y.

c) La condición c) de 2.4 se cumple trivialmente ya que111(§
2,Z

2)= 0.
Luego aplicando 2.4 tenemos que3 y A, se separan. o SI
Sin embargo,la condición deseparaciónes másfuerte quela basicidad,comopodemos

ver en el siguienteejemplo. J
Ejemplo 2.9 Tomemosla clausuraproyectiva,en el planoproyectivo real I’2(R), de la
cúbicaY con dos componentesconexasy sea51 el interior de su ovalo orientable. SI

Y

{g0}

s

SI

SI
Obsérveseque 3’ — 3 823 = Y y 825 Vi 5 = 0. DenotemosA = I’2(R) \ (SU 825) que
es un semialgebraicoconexotal que dim(825 Vi A’) = 1. Por lo tanto, 51 no puede ser SI
separadode A.

Sin embargo,5 es abiertobásico. Bastatomaruna ecuacionf E R(P2(Rj)de Y que SI
cambie de signoa travésde Y y la ecuacióng E R}P2(Rj) deunacircunferenciaen torno

a 5 que no intersequela componenteno orientablede Y y quecambiede signo, entonces

5= {f > 0,g > o> SI
Luego en este caso .9 y A no se separan,pero3 es abiertobásico. SI

A la vista del ejemploanterior daremoslas siguientesdefiniciones:

SIDefinición 2.10 Sea3 ci X un conjunto semialgebraico.Una componenteirreducibleH
de 8~S’ ci 8~3 da una obstrucciónglobal a la basicidadde 3 si dim(H Vi .9*)

Observación 2.11 Teniendo en cuenta 2.6 se concluye inmediatamente que una compo -SI
nenteirreducibleH de 825’ ci 8~S dauna obstrucciónglobal a la basicidadde 51 si y sólo~gun muro entre3 y A1 tal que dim(HVi 5’) = 1, para algún i = 1,...,t, siendo SI

A~ las componentesconexasde 1< \ (SU 823).

Comohemosvisto enel ejemplo2.9.elqueH intersequeA en dimensión 1 no obstruye
la basicidadde 51. Por lo tanto, una obstrucción global puede considerarse como la mitad SI
de la condición a) de separación entre .5’ y los A1’s en la proposición 2.4.

Definición 2.12 Un conjunto semialgebraico5’ ci 1< tal que 8~S Vi 3 = 0 (resp. 3 es SIcerrado) es localmente abierto (resp. cenado) básico en un punto z E 1< si existeun

SI
SI
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entorno abierto U de z en 1< y funcionesregularesfi,.. . ,f3 E R4X) tal que

(re.sp. SViU={f1=0,...,f~>0>ViU)

En caso de que 3 no sea localmente básicoen algtin puntox E 1< diremosque tenemos
una obstrucciónlocal a la basicidadde 51 en x.

Al igual queen el casodela separaciónveremosquela obstrucciónlocal a la basicidad
se transformaen la global tras las explosionesde la resoluciónestandarde 825.

Proposición 2.13 Sea.9ci 1< un semialgebraicotal que 8251 ViS = 0. Supongamosque
dim(82.9’ Vi 3’) < 1 y fijemosy E 83. Entonces,3 es localmente básico en y si y sólo si
para toda contracción ir : 1<’ —* 1< de una curva E a y ninguna componenteirreducible
de E da una obstrucciónglobal a la basicidadde ir

1(S).

Demostración: Supongamosque3 es localmentebásicoen y. Entoncesexisteun entorno
abierto U de y y funcionesfi,..., f, E 7Z(X) tales que

SAU={fi >0,...,f
8>0>ViU

Seair : 1<’ —* X una contracciónde una curva E E X’ a y y supongamosque existe
unacomponenteirreducible D de £ tal que D da una obstrucción global a la basicidad

de 2’ = r
1(3). Podemostomar U de tal modo que irj

1, : 11 \ E —> U \ {v> sea un
homeomorfismo,siendo 11 =

Sea .8 = ic
1({f

1 > 0,... ,f8 > 0>), luego E es genéricamentebásico y por 1.2
dim(82B’ ViR’) < 1. Por otra parte, como D da unaobstruccionglobal a la basicidad
de 2’, entoncesD tiene que seruna componentede 822” tal quedim(D Vi 2”) = 1. Pero,
D ci 11 y 2’ Vi 11 = .8 Vi 11, entoncesD tiene queserunacomponenteirreducible de 82.8’

verificando

dim(DViB’)=dim(DVi11ViB’)=dim(DVi11ViT’)=dim(DVi2”)~rL

Lo cual no es posible.

Recíprocamente, supongamos que para toda contracción ir : 1<’ 1< de una curva
E ay ninguna componente irreducible de E da una obstrucciónglobal a la basicidadde
2’ = ic

1(S).
Tomemosun entorno semialgebraicoU de y, homeomorfoa un disco en 23 (1< es no

singular),tal queU no contengapuntossingularesde8251 distintosdey y no corteninguna
componente irreducible de 823 al menos que contenga a y. Sean entonces ~ . . , E~ las
componentes conexas de U \ (5 U 8~51), comprobaremos que para todo j = 1,. . . , 1 es
posible separarU Vi 3 de B~ localmente en y.

SeanA
1,...,A~ las componentesconexasde 1< \ (51 u 8~3) y seaY = 8~(SVi U) ci

823u82U.Sea,paracadaj = 1,...,l, M~ = Adh2((SViU)’Vi.B) elmuroentreSViUy

E,. EntoncesM5 ci 823s,yaqueparatodoj = 1,...,lexistei = 1,...,ttalqueB5 ciA1
y como U es homeomorfo a un disco los semialgebraicos 51 Vi U y E~ estáncontenidosen
el interior de U.
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SI
SeaH unacomponenteirreducible dedimensión1 de U M5, como dim(82S’ Vi 3’). < 1

deducimosquedim(823 Vi (3 Vi Ufl < 1. Luego,dim(H ViS’) < 1. Por otra parte,como SIU es homeomorfoaun disco,ningunacomponenteconexadeterminadapor unacurvaen
U puedepermanecera amboslados de esta,por lo tanto dim(H Vi Rs’) < 1. Con lo cual,
se verifica la condición a) de separaciónentre5 Vi U y B~. SI

Ahora bien, si 82.9 es lisa o presentaun cruzamientonormal en y la condición a)
de separacionimplica que hay sólo tres posibles situacionesen un entorno de y (ver
figura 11.2.13),en las cualesse tiene de inmediato,tomandocoordenadaslocalesen y, la J
separaciónde .9 Vi U y E, en un entornode y.

SI
x x SI

Figura 11.2.13 SI
Si y E Sing(823)y no es cruzamiento normal, consideremos ir : 1<’ —* X la resolución

estandarde 825 en y, que es una contracción de una curva E a y. Sea2’ = ir
1(3 Vi U), SI

= 1c1(Ej) y L, = Adh
2 (~ViCJ) con j = 1,...,l. Obsérvese que C1,...,C, son

las componentesconexasde iC
1(U) \ (2’ Vi 8~T), ya quetal y como hemos elegido U la SIcontracciónir da un homeomorfismode rí(U) \ E en U \ {y>. Por hipótesis ninguna

componenteirreducible D de E da una obstrucción global a la basicidadde 2’, luego

dim(D Vi T) < 1, para toda componenteirreducible D de E Vi 8~T’. Por otra parte, SI
una tal componenteD tampocointersecaC en dimensión 1, ya que cada una de estas
componentestienencomoentornoen ir1 (U) unabandadeM6bius y por un razonamiento
análogoal de la demostración2.8 (figura 11.2.8) tenemosque,paracadaj = 1, ... , 1, toda J
componenteD de E Vi L, tiene que verificar dim(D Vi C

5) < 1.

En consecuencia,tras resolver 825’ no encontramos ningún muro entre 2’ y (.75 que

3 SIinterseque2” U Ct en dimension 1, ya que al explotar la transformada estricta de las
componentesde 823 secomportanigual con respectoa 2’ y C3 quelas de8~3 con respecto
a 5 y E~, y las componente nuevas, es decir las de E, hemos visto que no dan problema. SIPor lo tanto, usando 2.4, 51 Vi U y E, se separan localmente en y. Entonces,para cada
j = 1,...,l existeU5 ci Uentorno deyy fj ER(X) talquef,separa3ViU5 de.85ViU5.

ConsideremosU = fl%~ U5 entonces SI
SViU={f1<O,...,L<0>ViU

Con lo cual 51 es localmentebásico en y. O J
Antes de dar el criterio general de caracterizaciónde la basicidaden superficiesno SIsingulares necesitamos el siguiente lema:

Lerna 2.14 Sea 1< ci R” una superficie algebraica real compactay no singular. Sea SI.9 ci 1< un conjunto semialgebraicotal que 5 = 3’, 8~SViS = O y 8251 es una curva

SI
SI
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con cruzamzentosnormalesen 1< siendosuscomponentesirreduciblesno singulares. En-
tonces,para cada componenteH de 823 existeuna curva algebraicano singular H’ ci 1<
verificando que [H] = [H’] en II1 (1<,Z2), queH y H’ son transversales,y queH’ViS = 0.
Demostración: Cada componenteirreducible H de 8~S es una una curva algebraica
lisa y compacta,consistenteen vanosovalos II1~ ... ,Hm y que localmente desconecta su

entorno. Además,dado que .9 = 3’ y que H Vi 3 = 0, al menos fuera de los puntos
singularesde 825 queestán en H (i.e. los puntos en que H cruza otra componente de

82.9) localmente3 seencuentrasólo aun ladodeH. En cadauno deestospuntostenemos
sólo dos posibles situacionescomo muestrala figura 11.2.14

Trás estasobservacionesestáclaro comoconstruirunacurvadiferenciablelisa CH tal
que [C

11]= [H] en H1(X,Z
2), C» y H seantransversalesy C

11 ViS= 0:
Paracadaovalo H1 formando unacomponenteconexade H tomemosun entorno

tubular U1 que se retraiga a H1 y que no contenga puntos de las otras componentes

de 8~S a excepción de aquellos en un pequeño entorno de los puntos singulares de

823 pertenecientesa H. Podemos tomar U1 isomorfo a un entorno de la sección nula
del fibrado normal a .1f~, lo cual nos permite definir una función distancia p~ en U,.
Tomemosun puntop E U, tal quep ~ 82.9US y seap¿p) = e,. Comencemosa trazar,
partiendo de p, la línea de nivel p, = e~ hastaque encontremosotra componentede
8251. Ahora estamos en una de las dos situaciones de la figura 11.2.14.

3 CH 3 CH

FI II

Figura11.2.14

En la situaciónprimera continuamossobrela línea de nivel p., queha podido ser
elegida transversal a la nueva componente.

En la situaciónsegundacruzamosmedianteunalínea transversalaambascompo-
nentessin intersecar51, hastaencontrarla línea de nivel p~ = e~ del otro lado de H~,
por la cual continuamos.

Seguimostrazandoestacurvahastallegar de nuevo a la fibra dep (en el fibrado

normal). Si nos encontramos al mismo lado que p con respecto a H1, debemos lle-
gar exactamente al punto p. Si nos encontramosal otro lado, entonces 3 no puede
intersecar al fibra de p, con lo cual podemos atravesar H~ siguiendola fibra hastay.

De este modo hemos construido una curva a trozos, cuyos ángulos están bien

en la fibra de p, bien en un entorno de los puntos singularesde ‘E, en la situación 2

de la figura mm.2.13. En cualquiercaso,los ángulosestánlejosde 5, luego está línea se
puede convertir en una curva CW, que denotaremos CH, con las propiedades buscadas.

Ahora queremos aproximar CH por una curva algebraicano singular ‘E’ con las

propiedades requeridas. Para ello usamos el hecho de que la clase de homología [‘E]
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SI
da un fibrado vectorialde rango 1 fuertementealgebraicoir : E —+ 1< sobre1< (ver [BCR,
12.2.5]), para el cual ‘E es el conjuntode ceros de una seccionalgebraicaquedenotamos

SIh y CH es el conjuntode ceros de unasecciónC~ quedenotamosc. Por construcciónel
conjunto ‘E ViCH es finito, sea ‘E ViCH = {Q~,. . . , Qk}. Además,pararcadaj = 1,...,k,
la curva ‘E intersecaotra componenteG’de 823 enel punto Q~ SI

Es posible elegir un recubrimientofinito {V1,... , Vg> de 1< en IR” con las siguientes
propiedades:

l)Paracadaj=1,...,k,Q5EVjyQj«11,sii#j. SI
2) Los elementosV1,... ,

11k son dos a dos disjuntos.
3) Paracadaj = 1,. . . , 1, existeuna secciónalgebraicas

5 deEtal ques~x)#0para
todo x E Vjj Vi 1<, es decir s¡ generaE~ paracadax E 11~ Vi x. SI

Tomemosahoraunapartición C~ de la unidad ~ . . , ~¿} asociadaal recubrimiento
{V~,. . . ,11¡} con la propiedadde que para j = 1,..., k, K, = 9,j1(1) sea un entorno

SIcerrado de Q en 11~
Dado que, para cadaj = 1,. . . , 1, s~ genera E~ para todo x E Vj, tenemosque la

restricciónde la secciónc a Y~, quedenotaremosc¡~, sepuedeescribir comoc¡~ = SIpara cierto a5 E C~(V5). Podemossuponertambién quea5(Q5) = O paraj = 1,...,k, ya
que .55 generala fibra. Luego, usandola partición de la unidad anterior, tenemosque

= = ¿ SIc ~(9,sas)ss SI
y que las funcionesdiferenciables1% = 9,5% E Cc*~(X) se anulan en Qí, ... ,

Por otra parte, para cada j = 1, ... , k, podemos tomar coordenadas locales (x3, ys) en SI
V~ Vi Xde tal modo que = (0,0), ‘E este dadapor x3s>, Gi estedadapor yjss y
estedadopor ¡3s~~.5j con 8¡35/8x~O,0)= 8/3s/8y~(OA) = 1.

SeaV = U111, queesun entornoabierto de X en IR”, y seaa un funcióndecrecimiento SI
controlado a lo largo de {Qí, . . . , 0> tal que paratodo 5 = 1,..., k

< min{~¡35(x5,y5) — x31, ¡3~x5,y5) vsl> SI
(una tal a existe ya que el ideal de {Qí, ... , Q~> estágeneradopor x5, y, localmenteen SI
Vs). Ahora nos encontramosen la situación de la observacióna 2.1, luego para todo
compactoK ci 11 podemos aproximar ¡3~ en la topologia £2 por una función f~ E 7Z(X)
relativamentea {Qí, . . . ,Q,~} y a menosde a (resp. a menosde una constantee5) para SI
5= 1,... ,k (resp. para5> k).

Entoncesla secciónalgebraica

= Zfs~s SI
5=1

tiene conjunto de ceros ‘E’ a través de Qi,. . . , Q. No es difícil comprobar,restringien- SI
donos a los compactosK5, que ‘E’ es transversala 8~3 y que ‘E’ Vi 3 = O (observación
siguientea2.1). Por último, como ‘E’ aproximaa CH entonces[‘E’] = [‘E]en H1(X, Z2). O SI

SI
SI



2. Caracterización de básicos y principales 31

Teorema 2.15 Sea1< una superficiealgebraicareal compactay no singular y seaSci 1<
un semialgebraicotal que 8ZSViS= 0 (resp. 51 un semialgebraicocerrado). Entonces51 es
abierto básico (resp. cerradobásico) si y sólo si 3 verifica las dospropiedadessiguientes:

a) Ninguna componentede 8~S da una obstrucciónglobal a la basicidadde 51; es decir,
dim(825 ViS’) .c 1.

b) Para todo z E Sing(8251), 3 es localmenteabierto (resp. cerrado) básico en x.

Demostración: Bastaprobar el resultadopara semialgebraicos5 tal que 8~5 Vi 5 = 0,
ya que por 1.4 se tiene inmediatamente el caso cerrado.

Si 3 es abierto básico entoncespor 1.2 tenemosa) y trivialmente tenemosb). Recí-
procamente,supongamosque5 verifica a) y b) y procedamoscomo sigue:

Consideremosla resolución estandarir : 1<’ —* 1< de 8~S. Denotemospor Y la
curva ir’(823) y por 2’ el semialgebraicoir

1(S). Cadacomponenteirreducible de Y es
unacurva no singular posiblementeconstituida de varios ovalos los cuales se intersecan

normalmenteen X’. Cada uno de estos ovalos puedetener un entorno orientableo un
entornono orientableisomorfo aunabandade Móbius.

Cadacomponenteirreduciblede Y es la transformadaestrictadeunacomponentede
8~So es unacomponentedel divisor excepcional. Entonces,suponiendoquese cumplen
las condicionesa) y b) y usandola proposición2.13, tenemosque ningunacomponente
de 822” ci Y daunaobstrucciónglobal a la basicidadde 2’. Esto es,dim(8

2T’ Vi 2”) < 1;
pero 8~T~ ci Y no tiene puntosaisladosy T es abierto, con lo cual BI

T’ Vi 2” = 0.
IntentaremossepararT* de su complementariocon unas cuantasfuncionesregulares.

En general,como hemosvisto en el ejemplo2.9, no es posibleseparar.9 de cadacompo-
nenteconexade 1<’ \ (2” U 822”). Paraello añadimosa 8~2” otra curva que subdividael
complementariode forma adecuada,como explicamosa continuación.

Aplicamosel lema2.14(2” estáen las hipótesisde 2.14) acadacomponenteirreducible
‘E de O~2” tal que [‘E]# O en fl

1(X~,Z2). Entoncesencontramosuna curva lisa ‘E’

transversala ‘E tal que ‘E’ Vi 2” = 0 y [‘E’] = [‘E]en ll~(X’, Z2). Podemoselegir estas

curvas ‘E’ de modo que seantransversalesdos a dos. SeaentoncesZ la curva unión de
todas las ‘E’ así construidas.

Sean..... . , .B~ las componentes conexas de 1<’ \ (2” U 822” U Z). Afirmamos quepara

cada5 = 1,... , 1 es posible separar 2” de .8,. De hechocomprobaremosquese verifican
las condicionesa), b) y c) de 2.4.

a) Por una partetenemos8~T’ Vi 2” = 0 y por construcciónZ Vi 2” = 0. Por otra
parte, sea‘E una componenteirreducible de 822” y supongamosque dim(H Vi E) = 1
paraalgún 5 = 1... , 1 (no consideramosel caso ‘E componentede Z, ya quenuncasena
fronteracomun de 2” y .B,t). Observemosqueun abierto1-dimensionalde ‘E nR; tiene
queestarcontenidoen un ovalo de ‘E cuyo entornoseaun bandade Móbius, porqueen
otro casolos dos lados de ‘E estari~nen diferentecomponenteconexa.Entonces[‘E]# O,
con lo cual existe ‘E’ en Z transversala ‘E tal queestosdos generados,‘E y ‘E’, de la
claseno nula dividen la bandade Móbius en al menosdos componentesconexas.Por lo
tanto, .85 sólo puedeestara un lado del ovalo. Luego dim(’E Vi R,t) .c 1.

b) Veamosque2” y E~ se separanlocalmenteencadapuntoz E 822” U Z. Enefecto,
si 5~T’ U Z es liso o presentaun cruzamientonormal en z, por verificarse a) tenemosla
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separaciónlocal por la misma razón queen 2.13 (ver figura 11.2.13). SI
Si x E Sing(82T* U Z) y no hay cruzamientonormal, por construccióntenemosdos

componentesirreducibles‘E y H~ de 822” y a lo másdos componentes‘E’ y ‘E de z con SI
(‘E] = [‘E’] y [‘Ea]= [‘E],las cuales se intersecandos a dos transversalmenteen x (ver
figura 11.2.15) FI SI

SI
SI

FI’ SI
Figura Im.2.15

Entonces,por construcción,8ZT’ U Z determinaríaen un entornode z dos componentes SI
conexasde 2” compredidasentre ‘E y ‘E~ (en otro casoni ‘E’ ni H cruzarían‘E y ‘Eí

respectivamente)y a lo másdos componentesconexasde cadaR~ (ver figura 11.2.15). En
cualquiercaso,2’* y E, se separanlocalmenteen z. SI

c) Paracadacomponente‘E de 8ZT’ hemosconstruido, enel lema2.13, unacurva ‘E’

tal que ‘E’ Vi 2’* 0 y ‘E’ Vi Rt = O paratodo j y [‘E]= [‘E’] en H1(X’,Z2). Con lo cual SI
tenemosla condición c) de 2.4.

Entonces,T~’ se separade .85 parartodo 5 = 1,. . . , 1. Luego existenfi,..., f¡ E 7Z(X)
tal que fs separa2” de .85, paracada5=1,..., 1. En consecuencia, SI

Por lo tanto 2” es abierto básico y entonces 51 es genéricamente básico. Pero por hipótesis SI
8251Vi5’ = O luego, por 1.4, 5 es abiertobásico

Como consecuencia del teorema 2.15 anterior obtenemos una demostración geométrica, SI
para superficies, de una caracterización general de la basicidad genérica en [ARS]. En este
trabajo, Andradas y Ruiz usan la teoría de abanicos de 4 elementos para obtener el citado SI
resultado.

Corolario 2.16 Sea1< unasuperficiey 51 ci 1< un semialgebraico.Entonces,.9 es abierto SI
básico si y sólo si 82.9 Vi 51 = O y para todo modelo birracional 2’ de 3 se verifica que
8~T’ Vi T es un conjunto finito.

Demostraczon: La condición necesaria es inmediata por 1.2, ya que si 3 es abierto básica SI
entonces8251 Vi 5 = 0 y todo modelo birracional suyo 2’ es genéricamentebásico. Por lo
tanto, 822” Vi 2” es un conjunto finito. SI

Recíprocamente,supongamosque8251Vi 5 = 0 y paratodo modelo birracional 2’ de 5
se verifica queOZT Vi 2” es un conjunto finito. Entonces 3 es abiertoy comprobaremos SI
que es abierto básico.

SI
SI

2”

H

T

2’* 2”

II’
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Consideremosuna compactificaciónde 1< (por ejemplo, su clausurade Zariski en un
espacioproyectivo) y entoncestomemos un modelo no singular X1, obtenido por una
secuenciade explosionesa lo largo de centroslisos. La transformadaestricta 51~ de 5 en
1<1 es un modelo birracional de .9. Hagamos ahora la resolución estandar ir : 1<2 —4

de 8,3~ y sea .92 la transformadade S~ por ir. Entonces 82.% Vi.9; es un conjunto finito,
ya que 512 es un modelo birracional de 5. Pero, 8~3 ci

8z3~ no tiene puntos aislados
(82512 es la resolución de 8~3~) y 3 es abierto, con lo cual 023; Vi 3 = 0. Luego, no
existe obstrucción global a la basicidad de 3 y como 8~.9 tiene componentes lisas con

cruzamientosnormales,tampocohay obstrucciónlocal en nigún punto singular de 8~3.
Aplicando 2.15 tenemosque3 es abiertobásico. Por lo tanto 51 es genéricamentebásico
y teniendoen cuentaque8251 Vi 51 = 0, por 1.4, resultaque 3 es abierto básico. O

Observación 2.17 Sea3 un semialgebraicoen una superficie1< tal que8~SViS = 0.
Paradeterminarsi 3 es abierto básicobastacomprobarsi existeunaobstrucciónglobal
a la basicidaddel transformado2’ de 51 en un modelo birracional de 1< compactoy no
singular en el cual 822’ tengacomponenteslisas con cruzamientosnormales.

Semialgebraicosprincipales

Usandolos resultadosprecedentessobresemialgebraicosbásicosobtenemosuna sencilla
caracterizaciónde los semialgebra.icosprincipales. Algunos de estosresultadospuedenser
extendidosa dimensiónarbitraria.

Mientras no se indique otra cosa, 1< seráuna superficie algebraicareal irreducible,
compactay no singular.

Definición 2.18 Un conjunto semialgebraico5 ci 1< esabierto principal (resp. cerrado

principal) si existe f E 7Z(X) tal que

51 = QL E 1< f(x) > 0>
(resp. 3 = {at E X : f(x) =~>)

Observación 2.19 1) Un semialgebraico .5’ ci X es cerradoprincipal si y sólo si 1< \ 3 es
abierto principal. En efecto, si 51 = {f =0> entonces X\S = {—f > 0> y 823 = {f = 0>,

para f E 7Z(X).
Luego basta trabajar con abiertos principales.

2) Un semialgebraico3 ci 1< tal que 823 Vi 3 = 0 es abierto principal si y sólo si 5 y
= 1< \ 3 se separan.

Teorema 2.20 SeaSci 1< un semialgebraicotal que 8~SViS= 0. Entonces,51 esabierto
principal si y sólo si 51 verifica las siguientescondiciones:

a) dim(51* Vi &51’) < 1 (i.e. ningunacomponentede &S’ da una obstrucciónglobal a
la basicidadde 51).

b) dim((Sc)* Vi 8~S’) < 1 (i.e. ningunacomponentede 8~S’ da una obstrucciónglobal
a la basicidadde 1< \ 5).

u __
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Demostración: Supongamosque5 es abiertoprincipal entonces3’ y (Sc)’ songenérica- SI
mentebásicosy por 1.2 tenemosque dim(S’ Vi 023’) < 1 y dim((3c)* Vi 0~(51c)*) < 1. SITeniendoen cuentaque,siendo5 abierto,X\.9’ = (X \ 3)’, tenemosque8~3’ =

con lo cual se tiene un sentidode la equivalencia.
Recíprocamente,supongamosquedim(S* Vi 8~3’) < 1 y quedim((SC)* Vi 0~(Sc)*)< 1. SIDenotemospor Y el conjunto de puntos de 825* de dimensión1. Entonces[Y] = [825’];

además[Y] = O en H~(X, Z2), ya que es el borde de los abiertos5’ y (Sc)’ utilizando
la hipótesis. Entonces,aplicando [BCR, 12.4.6], el ideal ¿J(0~51*) de 0~51’ en 7<1<) es SI
principal; sea entoncesf un generadorde 3(023’). Por otra parte, aplicandotambién
[BCR, 12.4.6] a cadacomponenteirreducible ‘E,. de 8~3 queno sea componentede 8~S’ SI
podemoselegir un generadorit,. de J(ff,.)2, el cual existeporque 2[’Ek] = 0.

SeaE = f . fl h¡~. EntoncesE separa5 de 51v, conlo cual 3 es abiertoprincipal. O

SI
Observaciones2.21 1) Sea51 ci 1< un semialgebraicoprincipal tal que 3 = 5’ y 823
tiene componenteslisas con cruzamientosnormales. La condición necesariay suficiente SIde 2.19 se transformaen este casoen 8~3 Vi 3 = 0 y 0~51 Vi (1< \ 51)’ = 0, ya que823 no
tienepuntos aislados.

Lo cual nos sugiere1< como una especiede tablero de ajedrez cuyas casillas están SI
limitadas por 023 y 5 es la unión de todaslas casillas negras.

SI
SI
SI

y nY Obsérveseque2.19 puedesergeneralizadoa un conjuntoalgebraicoreal compacto SIsingular 1<, ya que el argumentoy los resultadosutilizados en su demostraciónson
válidos en dimensión arbitraria. En consecuencia obtenemos: SI

Un semialgebraico3 en un conjunto algebraicoreal compactoy no singular 1< tal que
823ViS =0 es abierto principal si y sólo si SI

dim(S’ Vi 8~51’) <d — 1 y dim((X \ 3)’ Vi 8~S’) < d — 1

siendod = dim(X). SI
SI
SI
SI
SI
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3 Cotas de Brócker-Scheiderery estructura de los
conjuntos semialgebraicos

Explotando los resultadosobtenidosen la sección2 anterior obtendremossencillasde-
mostraciones de hechos bien conocidos en Geometría Semialgebraica como son las cotas

de Br6cker-Scheidererparael númerode funcionesregularesnecesariasparadescribirun
abierto (o cerrado) básico (ver [Br2] y [Sch]). Para concluir este estudio geométrico de la

basicidad en dimension 2 hemos querido incluir también una prueba de un resultado sobre

la estructura de un semialgebraico en una superficie que puede encontrarse en [ABR].

Sea 1< un conjunto algebraico de dimensión d en R~. El mínimo número de funciones

regularesnecesarioparadescribir cualquierabierto (resp. cerrado)básicoen 1< depende
sólo de la dimensión de 1<. Este número, que se denota s(d) (resp. i(d)) coincide con d
(resp. d(d+ 1)12) (ver [Br2], [Sch]). En esta memoria daremos una demostración directa
de estascotaspara d = 2.

Proposición 3.1 s(2) = 2, s(2) = 3.

Demostración: Sea1< ci R~ unasuperficie algebraicareal y sea3 un abierto básicoen
1<. Denotaremos por e(S) el número mínimo de ecuaciones necesarias para describir 5’
en 1<.

Podemossuponerque X es compactay no singular. En efecto, siemprees posible
tomar un modelo birracional 5’ de 3 en una desingularización de una compactificación

de 1< tal que 823’ Vi 3’ = 0, entonces3’ es abierto básico y s(S) = s(S’) (Proposición
1.4). Supongamosque1< es compactoy no singular y seaS = {f’ > 0,... ,fT > 0}
con A E 7<1<), i = 1,... ,r. Entonces8251 ci {fi ~~~fr= 0> y 5 es la union de algunas
componentesconexasdel abierto principal P = {fi fr > O>.

Tomemosla resoluciónestandarde {fi ... f,. = 0> dada por ir : 1<’ —* X y sean

2’ = (ir~(3))’, Q =

El semialgebraicoQ es genéricamenteprincipal, por lo tanto 02Q Vi Q es un conjunto
finito, pero 82Q tiene todas suscomponenteslisas, conlo cual 82QVi Q = O y Q esabierto
principal por 2.18. Siguiendo un argumento similar tenemos que 2’ abierto básico.

Así, podemossuponertambiénque3 = S~,3 ci P, dondeP = {f> 0} es un principal
tal que P = P’, {f = 0> = 82P tiene componentes lisas que se cruzan transversalmente

y 8~Sci 8fi.
El conjunto 3 es la union dealgunascomponentesconexasdeP eintentaremosseparar

estasdel restopor unafuncion regular.
Sean C1, . . . ,C, las componentes conexas de P \S. Entonces, para cada i = 1

U1 Vi P \ U1 es un conjunto finito, denotemosph, . . Pa<~) los puntos de este conjunto;
además,en cada J~i5 dos componentesde 02P se cortan transversalmente.Por el mismo
argumento que en la demostración de 2.14 podemos construir una curva diferenciable lisa

en 1< \ P que aproxime el borde OC,, contenga a los puntos p.j, j = 1,..., k(i) y su
tangente en 1~í5 sea transversala las componentesde 82P y no interseque a P \ U, en un
entorno de pj~. Tomemos un entorno tubular U1 de ‘E¿, como [R’~]= O en H1(X,Z2), U1
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es difeomorfo a un fibrado vectorial trivial sobre‘E, ([BCR, 12.4.22]); entoncespodemos SI
construirunaecuaciónlisa ~b1de ‘E, quetengarango maximal en cadapunto de ‘E, y sea SI
negativaen (JI Vi C~1.

Podemosextender~ aunafunción lisa Í~j c C~(X) tal queso1(P\C1)> O y ~1(C1)<O.
Ahora aproximamosS~í en compactoX, relativamentealconjunto {PIi, . . . ,PU«í)}, por una SI
función regular 91 en la topologíaO deW(X). Si la aproximaciónse hacecomo en 2.1
(más en concretocomo en 2.14, controlandola aproximacionmedianteuna función de
crecimientocontrolado quese comportebien en un entornode cadaph), el conjunto de SI
cerosde g, estácontenidoen un entornotubular de ~< (0) = ‘E, y la retracciónde este
entornoinduce un difeomorfismoentreg[1(Q) y <~1(O). En particular,puestoquela recta
tangentea g¿

1(0)en el punto p., (5 = 1,..., k(i)) no intersecaa P \ ~ en un entorno de SI
pjj, tenemosque g,(P \ £71) > 0, g

1(C1) < 0.
Seag = 91 .9< E 7<1<), entoncesg(S) > O, g(C~) <0 para i = 1,..., 1. Luego SI

3 = P Vi {g> 0> = {f> 0,g> 0}.

Por lo tanto .s(2) < 2. SI
Por otra partees fácil encontrarabiertosbásicosqueno seanprincipales. Por ejemplo

sea 3 un cuadranteen IR
2; 3 = {x > O,y > 0> es abierto básicopero no es principal SI

(bastaaplicar el criterio 2.17). Luego, s(2) = 2.

Consideremosahorael casoen que 3 es cerradobásico. Entonces3 \ 823 es abierto
básico,por lo tanto existen f,g E 7<1<) tales que ~9\ 8~S = {f > 0,g > O>. Aplicando SI
1.4 existen F,G,’E E 7<1<) talqueS = {F>O G> O,’E =0>. Luego s(2) <3.

Por otra parte,tomemoscomo .9 la adherenciade un abiertobásicono principal,unión
un semialgebraicocerradode dimensión1 no adherenteal abiertobásicoy queno seaun SI
conjunto algebraico. Es fácil comprobar que .9 no puede ser descrito con menos de 3
ecuaciones.Por ejemplo,el semialgebraico SI

3 = {y2x =O,y=O,x + 1=0>ci IR2

SI

quesi 5 = {f =0,g =0} entonces{f > O,g > 0> es un abiertobásico denso SI
en {x > O,y > O> y por lo tanto no es principal, conlo cual

.9\{f>O,g>0}={f>0,g=0}U{f=0,Y’>0}U{f=0,9=O> SI
estáconstituido por los puntos adherentesa {f > 0,g > 0> másun conjuntoalgebraico SIde dimensión 1. Luego habremos incluido toda la recta {y = O> y no exactamente el

segmento [—1,oc) de ésta, que es la parte contenida en 3.
Por lo tanto,x(2) = 3. o SI
Incluimos el siguienteresultadocon el fin de completarel estudiode semialgebraicos

en dimensión2, si bien su interésdentro de estamemonaes hacer uso de los que hemos SI

SI
SI
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obtenido. La demostración aquí incluida difiere sólo en ciertos argumentos de la que puede
verseen [ABR, VI.7.ll].

Proposición 3.2 SeaX ci IR” una superficie irreducible y5’ ci 1< un conjuntosemialge-
braico. Entonces,existenf, g, it E 7Z(X) y un conjunto semialgebraico£7 de dimensión1
verificandoque

.9 = {f> O,g > 0} U {h> 0> U £7

de tal modoque estasuntonesson disjuntas.

Demostración: Podemossuponerque .9 no es genéricamentebásicoy quedim(S) = 2,
ya quesi 5 es genéricamentebásicoo dim(3) =1 tenemosdirectamenteel resultado.

Consideremosprimero el casoenqueX es compactoy no singular,5 = 3’ y 8~S tenga
componenteslisas con cruzamientosnormales. Entonces,dim(823ViS) = 1 (2.13 y 2.15).
Luego 8,SViS es un abierto semialgebraicode dimensión 1 y su frontera es un conjunto
finito de puntos contenidosen 851; estospuntos puedenserde dos tipos dependiendode
quepertenezcana la frontera de una o dos componentesconexasde 8251 Vi 3. SeaA el

conjunto formado por estospuntos fronteray los puntossingularesde 823 contenidosen
3.

Consideremosahora, para cadap E A una bola abierta .B~, ci IR” suficientemente
pequeña y transversal a 1< tal que D~ = .8,, Vi 1< estecontenidoen 3, como sigue:

(a) Si p pertenece a la frontera de una única componente conexa de 823 ViS, tomamos
E,, tal que 8.8,, sea tangenteOS en p (ver Figura 11.4.1).

(b) Si p pertenecea la fronterade exactamente2 componentesconexasde 8251 Vi 3,
tomamos E,, tal que 8.8,, corte transversalmenteen p ambascomponentesde 8251 (ver
Figura 11.4.1).

(c) Si p E 3, tomamosE,, centradaen p (ver Figura 11.4.1).

(a) (b) (c)

Figura 11.4.1

DenotemosY = (O~3 Vi 3) \ ((U,,EA D,,) Vi 8~S); Y está compuestopor la unión de un
númerofinito de variedadescompactasde dimensión1.

Podemosencontrarun numerofinito de pequeñasbolas cucideasabiertas disjuntas
{ .B~}% en IR”, transversalesa 1<, tales que

1) D, = .85 Vi X ci .9;
2) 8D5 es transversalaY;
3) Y = (UD,) Vi 8~3;
4) si D5, Vi D~ # 0, para jj ~ j~, entoncesD5, Vi D~ = {q>, con q E Y (con lo cual

8D5, y 8D~2 son tangentesen
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5) siD5ViD,,~0,paraalgúnj = 1,...,lyalgúnpE A,entoncesib5ViDp {b>,con SI
b E OY (con lo cual 8D5 y 8D~ son tangentesen b).

Porlo tanto, (U,,EÁ D,,) U(U%1 lbs) D (823Vi3)UA. Tomemosunaecuaciónit E 7<1<) SI
parala unión de los bordesde estafamilia de bolas tal que it seapositiva dentro de los
Ds y los D,s y negativa fuera. Entoncesel conjunto QL E 1< : h(x) > 0> es un abierto SI
principal contenidoen 51 y que contiene(02.9Vi 5’) \ {it = 0>.

Consideremos ahora .8 = QL E 51 : it(x) < 0}. Comprobaremosque .8 es abierto
básico. Esto puede verse fácilmente usando 2.15. De hecho, ninguna componenteir -SI
reducible de 82.8 da una obstrucción global a la basicidad de .8, ya que .8 = E’ y
82.8 ci 8~SU {h = 0> no intereseca.8. Es prácticamenteinmediato verificar que.8 es
localmentebásico en los puntos singulares de 8~E, ya que los puntos queno presentan J
cruzamientonormal se puedendescribir localmentepor {it < 0>.

Así .8 es abierto básicoy 51 = RU {h> 0> U ({it = O> ViS). Aplicando 3.1 tenemosel SI
resultado.

Parael casogeneral,consideremosuna desingularizaciónir1 1<1 ~ 1< de unacom-
pactificaciónX de X, y entoncesunaresolución ir2 1<2 —> 1<1 de la fronterade Zariski SI
de w~’(S). Definamos 2’ = <‘(iri

1(S)). EntoncesT* verifica 4.1. Pero siempreexiste
un conjuntosemialgebraico5’ en X

2 genéricamenteigual a 2’ y birregularmenteisomorfo

SIa 5. Por lo tanto, es suficienteprobar lo siguiente:
Sean3 y 2’ conjuntossemialgebraicosgenéricamenteigualesen 1< (i.e. existen conjuntos
algebraicosCí,£72 con dim(£7,) = 1, i = 1,2, tales que 51 \ (£7í Vi 51) = 2’ \ (£72 Vi 2’)). SI
Entonces,3 verifica 4.1 si y sólo si 2’ verifica 4.1.

En efecto, supongamosque existeun abierto básico .8 = {f > 0,g > O>, un abierto SIprincipal P = {h> 0} y un semialgebraico£7 de dimensionmenor que2, disjuntos.dos a
dos, tales que2’ = .8 U P U £7. Entonces,

S\(£71Vi3) = 2’\(£72ViT)=(BUPU£7)\(£72ViT)= SI
(E\(£72ViE))U(P\(£72ViP))U(£7\(£72ViC))= SI
.8’ U P’ U £7’

Pero E’ = {f > 0,g > 0} \ (£72 Vi .8) y P’ = Qz. > O> \ (£72 Vi P). Consideremosuna
ecuacionpositiva p E 7<1<) de £72, entonces SI

R’={pf>0,pg>0}, P’={pit>0> SI
y ademásdim(C’) < 1. Por lo tanto 5 = {pf > O,pg > 0> U {ph> 0} U (£7’ U (C~ Vi 3)),
dondeestostres conjuntossemialgebraicosson disjuntosdos a dos. SI

SI
SI
SI
SI
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4 Revisión geométricade la teoría de abanicos

Dedicaremosestasecciónal estudiode la teoría de abanicosen relacióncon la basicidad.
Los resultadosquetrataremosson ya conocidos(ver [Br2], [ABR]) dentro de las teorías
de espaciosde órdenesy de formascuadráticas.Sin embargo,paradimensión 2 daremos

sencillasdemostracionesusandomecanismospuramentegeométricos.
Todas las nociones y resultadosde algebrareal, espectroreal, especialización,valo-

racionesreales,etc.,quedanreferidasal capítulo 1 deestamemoriay a [BCR].

Sea>2 un cuerporeal, recordemosqueun abanico F de >2 es un subconjuntofinito
de Spec,(>C)tal queel producto de treselementoscualquieradeF es un cuartoelemento
de E (por producto entendemosel producto como signaturas). Entonces una abanico E
verifica #(F) — 2~ dondek E N.

A partir de ahora >2 será el cuerpo de funciones racionales >2(1<) deunasuperficieal-
gebraicarealirreducibleX ci R~, es decir >2(1<) = cf(7Z(X)). En la. siguienteproposición
veremosquesólo hay abanicosde 4 elementosen >2(X). Lo cual, junto con 3.1, prueba
la fórmula global de estabilidad(ver [Sch], [ABR]) para superficies:

s(X) = Sup{s : existe un abanico F en >2(X) con #(F)

dondeen este casos(X) = s(2).

Proposición 4.1 Si dim(X) = 2, entoncestodo abanico no trivial de >2(1<) tiene 4
elementos.

Demostración: Supongamosque existe un abanico E en >2(1<) tal que #(~) > 4,
entonces E tiene al menos 8 elementos y podemos suponer que tiene exactamente 8.

Teniendo en cuenta las relaciones entre los elementos de E, pongamos

F= {ai,a2,a3,a4,ala2aa,ala3a4,aia2a4,a2a3a4}

Como a4 ~ a1a2a3,podemos encontrar fi E >2(1<) tal que

aí(fí) < O, a2(fí) > O, aa(fí) >0, 04(fi) >0

Obsérvesequea1a2aa(fí)= a1aaa4(fi), entoncesexiste f2 E >2(X), f2 # fi tal que

ai(f2) < 0, a2(f2) > O, a3(f2) > 0, a1asa4f2)> O

Obsérvese que a1aaa4fí) = aia2a4(fí) y que a1a3a4(f2) = a1a2a4(f2),entonces existe

fa E >2(1<), fa # fi, fa # f2 tal que

a1(fa) < 0, aa(fa) > O, a4(fa) > O, aía2a4(fa)> O

En resumen,los signosde fi, h~ fa en los elementosde E sedistribuyensegúnla. siguiente
tabla:
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_____ ___________ _____ SI
a1 a2 a3 a4 a1a2a3 a1a3a4 a1a2a4 a2a3a4

Y-- + + + - - — +

77— + + — -_. +

+ —

+ -

k — — + + + —

Arreglando denominadorespodemosconsiderarfi, 12, fa E 7<X), con la misma tabla
de signos. Consideremosel abierto básico5 = {fí > 0,12 > O, f~ > 0> ci 1<, entonces

F Vi .9 = {aa>

Aplicando 3.1 a 5, tenemosqueexisteng, it E 7Z(X) talesque

5 = {fí > 0,f~ > 0,f~ >0> = {9> 0~it>O>

Luego, a3(g) > O, aa~fh) > O y para todo /3 E F, fi ~ aa es bien /3(g) <0 o bien /3(h) <0.
Como a1a2a3 ~ 5, entoncesaí(g) # a2(g)o aí(it) # a2(it). Supongamosqueaí(g) ~

a2(g) (en otro caso intercambiamos los papeles de y y it). Además, como a1,a2 « .9,

pogamosaí(g) > 0, a2(g) < O (en otro caso intercambiamos aí y a2). Luego a1(it) < 0.

Caso 1: Supongamosaí(it) = a2(it). Como a4,a2a3a4« S, a4g) # a4it). Además,

a1a3a4 « 5, entoncesai(g) # a.s(g) o aí(h) # a4h). Con lo cual, teniendoen cuenta
también las relacionesentrelos elementosde F, tenemosla siguientetabla de signos:

a1 a2 a3 a4 a1a2a3 a1a3a4 a1a2a4 a2a3a4
— + — — — + +

it- - + + + — + -

Por lo tanto a1a2a4 E 51, lo que no es posible.

Caso 2: Supongamosentoncesaí(it) # a2(h). Luego aí(it) < O y a2(h) > 0. Como
a4,a1a2a,1« 3 entonces a4(g) # a4(it). Además,a2a3a4 ~ 3 luego a2(g) # a4(g) o
a2(it) ~ a4(h). Con todo lo cual tenemos la siguiente tabla de signos en este caso:

a1 a2 a3 a4 a1a2a3 aíaaa4 1 a~a2a4 a2a3a4
9+ — + + — + — —

it— + + - — + + —

Por lo tanto, a1a3a4E 3, lo cual no es posible.
Luego hemos llegado a una contradicción al suponer que existe una abanico con 8

elementosdistintos en >2(1<). 0

En el resto de esta memonaentenderemos por abanicos sólo aquellos de 4 elementos.
A continuación veremos que las propiedades a) y b) de 2.15 son equivalentes a ciertas

propiedades sobre abanicos de >2(X). De este hecho deduciremos inmediatamente el
criterio de los abanicos de 4 elementos para la basicidad (ver [Br2]) en su versión más

geométrica (ver [ARí]), esto es para abanicos asociados a un divisor primo real.

SI
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Definición 4.2 Sea >2 un cuerpo real. Un abanico F en >2 está asociadoa un divisor
primo real si existeun anillo de valoración discretaV de >2 verificando:

a) y es compatible con todos los elementosde E.
b) E induce a lo más dosórdenesen el cuerpo residualkv de V.
c) gr.tr.[>2 : IR] = gr.tr.[kv : IR] + 1.

De hecho, un anillo de valoración discretaV en las condicionesde la definición es un
divisor primo real.

Observación 4.3 En el caso>2 = >2(1<), si E es un abanico asociado a un divisor primo

real V entonces kv es el cuerpo de funciones racioñales de una curva y Specr(kv) tiene
infinitos elementos. Por lo tanto, siguiendo la construcción 1.4.4, E = {ai, a2, a3,a4} está
formado por las elevaciones a >2 de 2 órdenes distintos r1, r2 de kv,que representabamos
en el siguiente diagrama:

a1 a3 a2 a4

kv
Podemos considerar r1,r2 E Spec~(kv) como elementos de Spec~(V) con soporte el

ideal maximal mv de V. Entoncestenemosque a1,a3 (resp. a2,a4) especializan a r1
(resp. r2) en Specr(V).

Continuamosdenotandoa —* r, cuando a especializa a --. O

Hasta que no indiquemos otra cosa X será una superficie algebraica real irreducible,

compactay no singular.

Observación 4.4 Sea E un abanico de >2(1<) asociado a un divisor primo real V. Como

1< es compacto tenemos que 1Z(1<) ci V. Consideremos el ideal primo p 7<1<) Vi mv,
entonces V domina al anillo local 7<1<». Tenemos dos posibilidades:

1) Si p es de altura 1, entonces es el ideal de una curva algebraica ‘E ci 1<. Puestoque
X es no singular, el anillo 7<1<)» es un anillo de valoración discretaqueestá dominado
por y; por lo tanto, V = 7Z(X)» y kv es el cuerpo de funciones racionales de la curva ‘E.

Dado que todo elemento de Specr(%(X)p) es un cono primo de Spec~(7Z(X)) cuyo

soporte está contenido en p, tenemos que E puede ser representado en 1< como indica la

figura 11.4.4(a); esto es, fijando 2 órdenes distintos Ti, r2 en la curva ‘E (i.e. 2 senurramas
distintas centradasen dos puntos a,b E ‘E [BCR, 10.3.3], posiblemente con a = b) y
tomando las dos generizaciones de cada uno de ellos.

-a4

‘E

Figura 11.4.4(a): Abanicocentradoen una curva en X
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SI
Entonces,los elementosde F especializanen Spec~(R.(X))como sigue:

a1 ri—.- a SI
a3

a2 ~ ~2 SI
a4X

donde a, b E Spec,}7<X)) representan los conos primos de soporte m0 y m6 respectiva- SI
mente.

2) Si p es un ideal maximal, entonces es el ideal mp de un puntopEX,yaqueXes SI
compacto. Pero, kv es el cuerpo de funciones racionales de una curva £7 en algún modelo

1<’ de>2(X), con lo cual tenemosel siguientediagrama: SI

de tienenqueexistir un morfismo SI>2(p) >2(C)Puestoque1< y 1<’ tienencuerpos funcionesisomorfos, SI
birracional ir : 1<’ —~ 1<. Por otra parte, la inclusión de cuerpos>2(p) ‘—* >2(C) indica
que ir produceuna contracciónde la curva £7 al punto p. Luego, podemosver F como la

contracción a p de un abanico centrado en £7 (figura 11.4.4(b)). SI
£7

1<’ 1<

a4
r4$ZL.3 SI

a1 a2 SI
Figura11.4.4(b): Abanicocentradoen un punto en X SI

Por lo tanto la única especialización de los elementos de E en 7Z(X) es el cono primo de

soportemp: a1, a2, a3, a4 -4 p. SI
Definición 4.5 .Sea E un abanico en >2(1<) asociado a un divisor primo real V y sea
p = 7Z(X) Vi mv. Llamaremoscentro de E en 1< al conjunto de cerosZ(p) de p.

SIDiremos que E estácentradoen una curva ‘E (resp. en un punto p) de 1< si p tiene
altura .1 (resp. p esmaxzmal).

En los siguienteslemastrabajaremosenSpecr(7<X)) conla topologíadeHarrison. La SI
especializaciónjuegaenestatopologíaun papelimportante;recordamosla caracterización
de puntos interiores y. adherentes a un constructible mediante especialización, ya que se SI
utilizará en las demostraciones posteriores:

-. Sea51 un abierto constructible y ¡3 E 3 tal quea —4 /3. Entonces a E3. SI
Sea 51 un constructible. Entonces, ¡3 E S si y sólo si existe a E £7 con a —> /3.

SI
SI
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Recordamos del Capítulo 1 que la operación tilde da una biyección entre los semialge-
braicosabiertosde 1< y el conjunto deconstructiblesabiertosde Spec~(7<1<)).

Lema 4.6 3ea 3 ci 1< un semialgebraicoabierto. Entonceslos siguienteshecitosson
equivalentes:

(i) Para todo abanicoE de >2(1<) centradoen una curvaseverifica que #(FViS) # 3.
(u) Ninguna componente irreducible de 0251 da una obstrucciónglobal a la basicidad

de 5 (i.e. 8~S’ Vi.9’ es un conjunto finito).

Demostración: Supongamosquetenemosun abanico E = {ai, a2, a3, a4> centradoen
unacurva ‘E ciX tal que#(FVi 51) = 3. Entonces,por ejemplo, a1,a2,a3E 3 ya4
Por las observaciones 4.2 y 4.3 el abanico E verifica:

a) El abanico E está asociado a un divisor primo real V = 7Z(X)», donde p es el ideal
de ‘E en 7Z(X).

b) Los elementos de E especializan en Spec~(R(X)) como sigue: a1,a3 —* r1 y
a2,a4 —* r2, donde r1,r2 tienen soporte~.

Tenemos que r1 E 3 = 3, ya que a1,a3 E 3. Pero, por [BCR, 10.2.8] existen exac-
tamente dos conos primos diferentes de r1 en Spec,}7<X)) que especialicen en r1, luego

estos tienen que ser a1 y a3. Además,como todas las generizacionesde r1 estánen 51,

tenemos que Ti es un punto interior de 51, luego Ti E 51’. Con lo cual r1 E II Vi 5” y
dim(H ViS’) = 1.

Comprobemos ahora que ‘E es una componente de 825”. Como a2 E 3 y a2 —*

entonces ~2 E S. Aplicando de nuevo [BOR, 10.2.8] los conos primos que especializan en
r2 y son diferentesde r2 son precisamentea2,a4. Puestoquea4 ~ Sy .9ViSpecr(>2(X))=

S Vi Spec~(>2(X)), tenemos que a4 ~ S, luego r2 no es interior a 5 (i.e. r2 ~ 3’). Pero

3 = 3*, con lo cual

r2 E 5’ \ 3’ ci 823’.

Esto implica que dim(’EVi0251’) = 1 y entonces Hes una componente irreducible de 5~3’.
Por lo tanto dim(3’ Vi 8~3’) = 1 y queda probada una parte de la equivalencia.

Recíprocamente, sea ‘E una componente irreducible de t
3~S’ que de una obstrucción

global a la basicidadde 3. Entoncespodemosencontrardos abiertos12~, 122 de ‘E con-
tenidosen ‘E Vi Reg(8

2S)tal que
a) £

2i ci .9’ Vi 71j para algún A, (i.e. ‘E es una componente1-dimensionaldel muro
M

1), dondeA1,. . . , A~ son las componentesconexasde 1< \ (SU0~5).
b) 122 ci 3’ (i.e. dim(’E ViS’) = 1).

Seap el ideal de ‘E en 7Z(X) y y el anillo de valoración discreta 7<1<)». Consideremos
dos órdenesr1,r2 E Specr(>2(H)), con r1 E Qí, r2 E 122 y seaE el abanicoobtenido
elevandor1,r2 a V. Con lo cual, a1,a3 —* r1 , a2,a4 —* r2 en Spec~(7Z(X)).

Tenemos,_poruna parte, que a2,a4 E 3’, ya que r2 6 3’ y 51’ es abierto. Por otra

parte, r1 E ~9 Vi A’. Luego existen a E 3’ y fi E A con a,/3 -4 r1. Entoncesaplicando

de nuevo [BCR, 10.2.8] tiene que ser a = a1 y /3 = a3.
Pero a1,a3a2,a4E Specr(>2(1<)) y para todo semialgebraico 2’ ci X se verifica que

T Vi Spec~(>2(X))= 2” Vi Spec7(>2(X)) (operador tilde genérico), entonces a1, a2,a4 E .9
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SIya3 E A1. Por lo tanto, #(F ViS) = 3. o

SI
Lema 4.7 Sea5 ci 1< un sernialgebraicoabierto tal que 8~S’ Vi 3 esun conjuntofinito.
Fijemosun punto p E OS. Entonceslos siguienteshechossonequivalentes: SI

(i) Para cada abanico F centrado en p severifica que#(F Vi 5) # 3.
(u) El semialgebraico3 es localmentebásico en p.

Demostraczon: Supongamosque 3 no eslocalmentebásico en p. Entonces,aplicando SI
2.13, existe unacontracciónir : 1<’ —> 1< de una curva E ci 1<’ a p tal quealguna com-
ponenteirreducible D de E da una obstrucciónglobal a la. basicidadde 2’ = ir>’(3). SI
Entonces,por 4.5, existeun abanicoF = {ana2,aa,a.t} de >2(1<’) centrado en la curva
D tal que #(F Vi 2’) = 3.

La contracción ir induce un isomorfismo de cuerpos ir, : >2(1<) —~ >2(1<’) y un SI
monomorfismode anillos ir~IR(X) : 7Z(X) —* 7Z(X’). Sea G el abanico de >2(1<’) ima-

gen inversade E por ir,, es decir SI
U = {rj(ai),ir;í(a2),r§(aa),lcl(a4)} ci Spec~(>2(X))

Entonces,dado que.9 y 2’ son birracionairnente equivalentes, #(G Vi 5) = 3. SI
Comprobemosahora queU estácentradoen p. SeaV el divisor primo real asociado

aE, entoncesir§(V) = W es el divisor primo real asociadoa U. Con lo cual, SI
mw Vi 7<1<) = ir§(J(’E))

donde .IT(’E) denota el ideal de ‘E en 7<1<’). Por lo tanto,

mw Vi 7<1<) = ¿T(ir(’E)) = SI
con m el ideal maximal de p.

Recíprocamente,supongamosque 5’ es localmentebásico en p. Entoncesexiste un SI
entornoabierto U de p en 1< y un abiertobásico.8 en 1< tal que 51 Vi U = .8 Vi U.

SeaF = {ai,a2,aa,a4> un abanicode >2(1<) centradoen p. Claramente E ci U, ya
que a~ especializa en Spec~(7<X)) al cono primo que tiene a como soporte. Supong- SI
amos que a1,a2,a3E 3 y a4 ~ 5’. Entonces, aí,a2,aa E U ViS y a4 ~ U ViS. Luego,
paratodo j = 1,..., 1, a1(f5) > O para i = 1,2,3 y existejo tal quea4(f50) < O. Peroesto
es imposible ya queE es un abanicoy aiar¿aa(fs0)# a.t(fj,). SI
Observación4.8 Sea.9 un semialgebraicoabiertotal que823’Vi51* es un conjuntofinito. SI
Seap E 82.9 tal quep « 85 ó 875 presentaun cruzamiento normal en p, entoncespara
todo abanicocentradoen p setiene #(F Vi 5) # 3. SI

De los dos lemasprecedentesdeduciremosinmediatamenteel criterio de los abani-
cos de 4 elementospara la basicidady la principalidad en el caso de superficies. Este

SI
resultado,que fue originariamenteprobado por Brdcker (ver [Br2]) para cuerposreales

SI
SI
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y usando formas cuadráticas, afirma que un semialgebraico 51 es genéricamentebásico
(resp. principal) si y sólo si no existe un abanico de 4 elementos con 3 (resp. 1 ó 3) de sus

elementoscontenidosen 3. Posteriormenteha sido mejoradopor Andradasy Ruiz (ver
[ARí]) al demostrarel teoremade densidadpara abanicos. El teoremade densidadafirma
que los abanicosasociadosa un divisor primo real son densosdentro del conjunto de
abanicosde un cuerpoconla topología productode la Harrison encadafactor. Y de aqul
el enunciadode este teoremacambiaabanico por abanico asociadoa un divisor primo
real. En esta memoriaobtendremosesta última versión como consecuenciade nuestro
criterio 2.15. Lo cual nos proporciona,además,el teoremade densidadparaextensiones
finito generadasde IR de grado 2.

Teorema 4.9 Sea1< una superficiealgebraica real irreducible y sea3 ci 1< un semialge-
braico. Entonces,

1) 3 es abierto (resp. cerrado) básico si y sólo si 873 Vi 51 = 0 (resp. 3 es cerrado) y
para cada abanico E de >2(1<) asociadoa un divisor primo real se tiene #(F Vi S) # 3.

2) 5’ es abierto (resp. cerrado) principal si y sólo si 0~3 Vi 3 = O (resp. 82S ci 3) y
para cada abanico F de >2(1<) asociadoa un divisor primo real se tiene #(F Vi 3) # 1,3.

Demostración: 1) Supongamosque3 abierto básico,luego 3 = {fi > 0, ... ,f~ > 0>,
con fi,... ,f,. E 7<1<) y 8~3Vi3 = 0. SeaE = {aj,cr2,aa,a4} un abanicoen >2(1<) y
supongamosque a1,a2,a3 E 51 y a4 « 3. Entoncespara todo i = 1,...,r, f1(a5) > O
(j = 1,2,3) y existe io E {1,...,r} tal que a4(f.,,) > O; lo cual es imposible ya queE es
un abanico.

En el caso en que .9 sea cerradobásico (i.e. 51 = {fí =0,... ,~ = O>, con los

Is E 7<1<), bastatrabajar con 3 \ {f~ . . . f, = 0> y tener en cuentaquese puedeaplicar
el operadortilde genéricoya queE ci Spec~(>2(1<)).

Recíprocamente,supongamosque8251 Vi 5 = O y #(F Vi S) ~ 3 parar todo abanicoE
asociadoa un divisor primo real. Si 1< es compactay no singular, por 4.4 tenemosque
los abanicosasociadosa un divisor primo real son de 2 tipos: centradosen unacurva o
centradosen un punto. Entonces,4.5 y 4.6 nos permiten afirmar que8751* Vi 51* es un
conjunto finito y que 51 es localmentebásicoen todo punto de 851. Por lo tanto, por 2.15,
.9 es abiertobasíco.

Si 1< no es compactoo es singular tomamosun modelo birracionalXi de 1< obtenido
compactificandoy desingularizando1<. Sea Sí la transformadaestricta de 3 en
entonces8~(S~)Vi $ = 0 ya que .9 verifica estapropiedad.Además,#(~Vi S1)~ 3 para
todo abanicoasociadoa un divisor primo real E de >2(3~), puestoque >2(X) y >2(X~)
son isomorfosy 3 y 51~ son genéricament.eiguales. Entonces,S~ es abiertobásico. Con lo
cual, dadoque 8251 Vi 51 = 0, 51 es abierto básico(Observación1.5).

Parael caso 3 cerrado,bastatomar 3 \ 0~S, aplicar lo anterior y por 1.4 se tiene el
resultado.

2) Supongamos51 {f > 0> un principal abierto entonces023 Vi 51 = 0. Seaun
abanicoE = {aí,a2,aa,a4> en >2(1<) y supongamosquea1,a2,a3E 3 y a4 « 3 o bien
supongamosquea1 e 5’ y a2,a3,a4«~• Entonces,

a1a2aa(f)~ a4 o aí(f) # a2a3a4(f)



SI

46 II. Conjuntossemialgebraicosbásicos

Luego E no seríaun abanico.
Recíprocamente, supongamos que 82.9 Vi5’ = O y que#(F Vi S) # 3 para todo abanico SIcentradoenunacurva. Entoncescomo enel caso 1) y aplicandoahora2.20, tenemosque

5 es abiertoprincipal. Obsérvesequeal compactificary desingularizaralgún punto de X
puedeconvertirseen unacurva de X~, con lo cual en 1< hayqueteneren cuentatambién SI
los abanicos centrados en puntos, mientras que en X1 no es necesario (véase observación
a continuación).

El caso5 cerradoes consecuenciadel anterior trabajandocon 1< \ 3. 0

Observación4.10 En el caso de superficiescompactasy no singularesel apartado2)
del teorema4.8 se puedeenunciar(vastaaplicar 2.20) como sigue:

5 es abierto (resp. cerrado) principal si y sólo si 8~SVi 5 = 0 (resp. 82S ci 3) y para SIcada abanicoE de >2(1<) centradoen una curva en 1< se tiene #(F Vi S) # 1,3.

Esteenunciadotiene un sentidomásgeométricoya quealude a un modelo 1< de >2(X). SIPor último, anotése que esta versión del criterio de los abanicos de 4 elementos para la
principalidad puedeser extendidoa un conjunto algebraico1< compactoy no singular,
puestoquesegúnindicamosen 2.21 el criterio 2.20puedeserextendidoy, por otra parte, SIla demostraciónde 4.5 también.

SI
SI

SI
SI
SI

SI
SI

SI
SI
SI



Capítulo III

Descripción de abanicos

Estecapítulocontieneunadescripcioncompletadel conjuntodeabanicosdeunasuperficie

Ialgebraica

real irreducible. Tomamoscomopunto de partidala construcciónexplícita del
espectroreal de una superficie([AGR]).

Como hemosnotadoen el Capítulo 1, la cadenade anillos de valoracion compatibles
con un orden nos aportainformacióngeometricasobreeste. En el estudiode los abanicosu el conceptode anillo de valoración compatibleadquieregran importancia: todo abanico
trivializa segúnun anillo devaloración;es decir, existeun anillo devaloracióncompatible
con todos sus órdenes y estos inducen en el cuerpo residual un abanico trivial. Esteu
resultado se conoce como Teoremade trivialización de Brjcker. En el caso de dimensión
2 estehecho se simplifica notablemente,lo cual nos permite: primero, agruparórdenesu segúnsus valoracionescompatibles,paraluego, elevandolos órdene~delcuerporesidual
segúnel Teoremade Baer-Krull, determinarcompletamenteel conftúito de abanicos.

En la sección1 daremosunadescripcióncompletadel conjunto deórdenestotales de
una superficie: asociaremosa cadaorden unosinvariantesque lo caracterizan,los cuales
nos permiten definirlo medianteun homomorfismoen un cuerpode series. Usandoestos

u homomorfismos,en la sección2, conseguiremosdar la cadenadevaloracionescompatibles
conun ordensegúnsusinvariantes. Finalmenteen la sección3, daremosunademostración
sencilladel Teoremade Trivialización paradimensión2 y determinaremosel conjuntodeu abanicosutilizando las técnicasantesexpuestas,concretamenteestableceremosla relación
entrelos invariantesde los cuatroórdenesqueconstituyenun abanico.

1 Descripción de órdenes

En esta seccióndeterminaremoscompletamenteel espectroreal del cuerpode funciones
racionalesdeunasuperficiealgebraicareal irreducible. Con el propósitodedescribirtodosu los órdenes,añadiremosnuevosinvariantesa los introducidosen [AGR] para determinar
el espectro real de los cuerposde series y mediante henselizacióntrasladaremosestos
resultadosa un modelo liso de unasuperficiereal.

A modo introductorio, damoslas notacionesy principales resultadosde [AGR], que

nos servírancomo punto de partida.
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Primero se construyeexplícitamentecada arden de ]R[x, y]] quehace y/x finito con
respectode IR y x > 0. Para ello se hace una especie de expansión de Puisex de cada
orden,comparandoy con las potencias racionales de x, como sigue:

Seaa E Spec~(R((z,y)))tal que y¡a es finita respectode IR y x > 0. El ordena
está determinado por su restnccíon a R[xffly] (basta aplicar el teorema 4e preparación

de Weierstrass) y ésta se extiende de modo único a E[y] (ver [Ma]), dondeE es el cuerpo
de series formales de Puiseux con coeficientes en IR (i.e. la clausura real de (Rif r)),0+)).
Con lo cual, tenemosel lugar p : F(y) —+ IR, dado por p(h) = Sup{r E IR : y < /4, cuya
restricióna IR((x))(y) determinael cierre convexode IR en R((r))(y) respectode a.

Se define inductivamenteunafamilia:

dondee,, E {—1, +i}, M,, ci Q~, 6, E Q, c,, E IR, de la siguienteforma:

Se toma £~ igual a +1 ó a —1 segúnseay > ~ ó y < O. Supuestosdados todos los
términoshastael Índice it — 1, sea:

= {O ~

SiM,,=

e Si i~

:pQ’~~t1Y’01) =+oo}
0 la construcción acaba en M,,. En otro caso,sea i~ = inf(M

0).
es irracional, la construcciónacabatambiénen M,,.

e Si ~ es racional, sea

(y )a =73

— Si a = 0, +oc, la construcción acaba también en M~.
— Si a ~ 0, +oc, se toma O,. = q y c,. =

Finalmenteseae,~. igual a +1. ó a —1 segúnseay — ~ cz
8 >Oóv—2~

1c~x
8<0.

Seait E N U {oc} la última etapade esta construcción. De aquí se obtiene una serie
de potenciasformales 4(r) = S~-~ c

1r
6i con coeficientes reales y exponentes racionales

crecientes> Ji un númeroO E RU {oc} quees

oc
e,,

si Al,, = 0 ó it = oc
en otro caso

además,se añadeun símbolou E {—ao, —1,0,1,oc>, elegido
(i) = O si 4(z) no es de Puiseux.
(u) cr igual a 1 ó a —1según sea y — dr) > O ó y — dr)

una serie de Puiseux y O = oc.
(iii) a = ~,, O = e R \ Q ó si O = i~ E Q y a = O.
(iv) a = e~asi O = ‘~ E Q y a = +oc.

Entonces, como a está determinado conociendo el signo
con C(x) E E se obtieneel resultadosiguiente:

del siguientemodo:

< 0, en el casoque dr) sea

de elementos del tipo y + 4(x)

SI
SI
SI
SI

SI
SI
SI
SI
SI
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SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
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Teorema 1.1 ([AGR]) Un ordena de R((x,y)) tal que x > O e y/x esfinito respectode
IR, tiene asociadade forma unívocauna 3-upla (4,6,a), donde4(x),&, a soncomo arr-iba,
de uno de los siguientestipos:

(1) («x),oc,0), con4 no Puiseux.

(2) (4(x),oc, u), con ¿ una serie de Puiseuxy a E {1, —13..

(3) (4(x),6,a), con4 finita (i=l,...,s), 6ER\Q, 6~<6 yaE{1,—1}.

(4) (8,(x),6,a), con4 finita (i = l,...,s), GE Q ya E {—oc,—1,1,oc} tales que 6~ =6
si a E {—l,1} ~ e~ <6 si a E {—oc, oc>.

En concretoa queda determinadopor un R-homomorfismoordenado4’ de IR((x,y)) en
uno de los siguientescuerpos:

£7, el cuerpo de seriesformalescon exponentesreales, en la variable z, con coefi-
cientes en IR (casos(1) y (3));

F((y)), el cuerpode seriesformales, en la variabley, con coeficientesen E (cuerpo
de series formales de Puiseux, en la variable z, con coeficientes en R) (caso (2));

L, cuerpo de series formales de Puiseur, en la variable x, con coeficientesen
IR((y)) (caso(4))

(todos ellos con el orden que hacex > O e y > 0). Este4’ es, en cada caso:

(1)4’: IR((x,y)) —+ £7: {
4’(y) = 4(x)

(2)4’: R((x,y)) —* F((y)): {
4’(y) = 4(x) + ay

4’(x)=x(3) 4’:R((x,y))—* £7: { 4’() = 4(x) + axO

(4)4’: IR((x,y)) —* L: { 4’(z)=x

«y) = 4(x) + z8y’

dondey’ = ay si a E {—1,1}, y’ = e/y si a E {—oc, oc> (con e = 1 si a = oc,
e = —1 si a = —oc).

Corolario 1.2 ([AGR]) (1) Cada ordende R{x,y> se extiendede forma tinica a R[z,y]]
si y sólo si 4(x) no es de Puiseuxo es convergente.En otro caso,poseedosextensiones
que se diferenciansólo en ci símbolo a.

(2) Cadaorden de IR[Z,Y]]Mg o IR[x,y] (en estecasocentradoen el origen) se extiende
de forma iinica a R[x,y]] si y sólo 4(x) no es de Puiseuzo es de Nasit. En otro caso,
poseedos extensionesquese diferenciansólo en el símboloa.

Observación LS Se obtieneunadescripciónanálogaa1.1 paraórdenesdeR{x,y} (resp.
de R[x,y]]ajg y de 1R[x,y], centradosen el origen), sin más queponer a = O en el caso
en que a no poseaextensionunica. Con lo cual se tiene 1.1 para estos anillos con las
siguientesmodificaciones: en el caso (1.) 4(x) es una serie no convergente(resp. no de
Nash); y en el caso(2) 4(x) es una serieconvergente(resp. de Nash).
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Ordenescentradosen el origen SI
En lo que sigue denotaremospor A (resp. A) uno de los anillos de series siguientes: SIR[x,y]] (resp. R[x]]), R{x,y} (resp. R{x}) ó IR[x,y]]ajg (resp. IR[x]]aig); y por >2 (resp.
K) el cuerpode fraccionesde .4 (resp. A). El conjunto de órdenestotales de A coincide

con Spec,}>2). SI
Definición 1.4 Sea2’(>2) el conjunto de las uplas (T,8,N,4(t),m,w)dondeTE {1,oc>,
8 E {—1, 1>, N E Z.~., 4(t) = 21>1 c1t~~ es una serte con coeficientesreales y exponentes SI
racionales crecientesmayoreso iguales que N, m E Z U (IR \ Q) tal que m = 0, y
w E {—1,0, 1> U {z + a, —z+ a, .—1/z,1/z>deffi, verificando las siguientesrelaciones:

SI(1) Si m = O y tu = O, entoncesN = 1 y 4(t) es no algebraica sobre K (4(t) # 0).
Además,si T = oc entoncesN <ni.

(2) Sim = O y tu ~ ~, entoncesn1 E Z~ (i =1), (N,ni,n2,. . . ,n10) = 1 para algún io,
4(x¶/N) es algebraicasobre K y tu E {z, —z>. Además,si 1 = oc entonces4(t) = 0,
ó 4(t) # Oy N <~ SI

(3) Sim E IR \ Q, entonces4(t) = ~ c1t”
1 E R[t] con (N,ní,. . . ,n

8) = 1, n1 < m y
tu E {—1, 1>. Además, si 1 = oc entonces4(t) = 0, ó 4(t) # O y N < n~.

(4) Si m E Z, m ~ O, entonces4(t) = 2L1 cjt”
1 E R[t] con (N,ní, . . . ,n,,m) = 1, SI

ni < m y tu E {z + a, —z+ a, 1/z,—i/z}~c~ es tal que sim E {1/z, —hz> se tiene

4(t)$OóN<m. Además,sií=ocentonces4(t) =Oyn<m,óbien4(t)0, J
N = m = 1 y tu E {—z, z>, ó bien4(t) # O y N <n,.

Proposición 1.5 El espectroreal de >2 estáen biyeccióncon el conjunto 2’(>C). SI
Demostracton: Seaa E Spec~(>2),asociaremosa a una upla (Ta,Sa,Na,4.,(t),ma,wa)
que lo determinaraunivocamente.

Caso 1: a hace y¡x finito con respectode IR.
SeaentoncesT~ = 1 y = a(x) E {1, —1>, dondea(x) indica el signode x en el orden SI
a. Consideremosel R-automorfismoordenado

2 —* 8~2

y—4y

es decir, a’ es el orden inducido por a a través de so. Entoncesa’ hace y/x finito con SI
respectode R y a’(x) > O, con lo cual estamosen las hipotesis de 2.1: a’tiene asociada
de forma unívoca una 3-upla (¿,6,a) como en 1.1 ó 1.3 (según >2), la cual nos da un J
IR-homomorfismoórdenado4” que lo define.

Seanahora,en cadacasode 1.1, N,4,m,m como sigue:

(1) N =1,4(t) = 2,>1 c
1~

0~, m =0 y tu =0. SI
(2) N esel mínimo enteropositivo tal que4(x) E IR[xí¡N]], 4(t) = ~ c¿t”1 (n~ = N6~), SI

= O y tu = y si a = 1, tu = —y si a = —1.

SI
SI
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(3) N es el mínimo entero positivo tal que4(x) E IR[x1/’N], 4(t) = ~‘__ cV’1 (n~ = NO
1),

m = NO y tu = a.

(4) N es el mínimo comun denominadorde los exponentesde 4(z) y 6,

{ 4(t) = ~ c~t%
u) = y’
tu = y’ + es

con n~ = NO1 y m = N~ E z.

Con este convenio consideremosel siguiente cambio de variable en Im(4’) definido por
z -.-* tN, y —* z. Denotamospor E cualquierade los cuerpos: £7 con el orden que hace
t > 0, para casos(1) y (3); IR((t))((z)) con el orden que extiendeO~ en IR((t)) haciendo
z > 0, parael caso(2); y R((z,t)) con el ord~n que hace t > O,z > O, parael caso(4).
Entoncestenemosa definido por un IR-homomorfismo,composiciónde los tresanteriores,

(111.1) 4’a:

2 .—~ s0tN

y -4 4(t) + t
mtu.

Con lo cual a a le hacemoscorresponderla upla (la
segunlos casos(1) a (4) discutidos anteriormente.

Recíprocamente, para cada upla diferente con 1 = 1
morfismo ~4,como (111.1) un orden diferente en>2.

Caso2: a hacey/x infinito con respecto de IR.
SeaT~, = oc y consideremosel IR-automorfismoordenado

y: (K,a) —* (>2,a’)
x—*y
y-42

es decir, a’ es el ordeninducido por a a través de y. Con lo

podemosdefinirlo por un homomorfismo4” como (111.1).

por 4’ = 4” . y como sigue:

4’:>2-*E~
y —* ,UN.

— 1 6 N,4(t),m,tu) E T(>2)

se tiene a través de un homo-

cual cx’ estáenel caso1, luego

Ahora bien, a quedadefinido

con 5, N, 4(t),m,tu como en el caso 1.

Así, a estáumvocamentedeterminadopor 4’ si y sólo si hace y¡z infinito con respecto

de IR (en otro caso ya está descritoen 1). Supongamosy¡x infinito con respectode IR,
es decir, para todo y E IR se tiene y <¡ y¡z 1~ Si utilizamos la descripciónde a por 4’ se
tiene,

stN
r < 4(t) +tmw

luego, ó bien paratodo r E IR

stN — r(4(t) + t!~tu

)

o < 4(t)+tmtu

si es < 6
si 6~ = O

(111.2)
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ó bien paratodo rE IR SI
(111.3) St — ~(~(~)+ ~ <~ J

4(t) + tmtu

en el orden determinadopor t > 0, z > O en E. SI
Comprobemoscuándose tiene unade las desigualdades(111.2) o (111.3):

(1) En estecaso E = £7 y 4(t) # 0, con lo cual se verifica (111.2) o (111.3) si y sólo si SI
N < n1.

(2) En este caso E = IR((t))((z)), ni = O y tu = z,—.z, con lo cual se verifica (111.2) o J
(111.3) si y sólo si 4(t) # O y N < n1 ó 4(t) = 0.

(3) En este caso E = £7, m E IR\ Q y tu =1, —1, con lo cual se verifica (111.2)0 (111.3) SIsí y sólo si 4(t) # O y N < n1 ó 4(t) = 0.

(4) En este caso E = R((z,t)),m E Z y u) = z+a,—z+a,1¡z,—1¡z, con lo cual se
verifica(IIJ.2)o(IIL3)siysólosi4(t)~0yN<nió4(t)=0yN<mó4(t)=0, J
N = m = 1 y tu = z,—z.

Luego la upla (1 — oc S,N,4(t),m,w)E 2’(K) determinaunívocamentea. SI

Notación 1.6 PodemosdescomponerSpecr(>2)en cuatrosubconjuntosdisjuntos, según SI
los casosde 1.4, quedenotaremosS~(>2),32(K), .9~(>2), 34(K), respectivamente:

S~(>2) = {a E Spec4K) : ni = 0,w = O> SI
52(K) = {a E Spec~(K) : ni = O,u’ E {—z,z]->

SI
53(>2) {a E Specr(>2) :m E R\Q}
514(>2) {a E Spec~(>2): ni E Z~}

Observación 1.7 1) Téngaseen cuentaquela descomposiciónde Specr(>2)dadapor los
S~ (1.6), vale para los trescuerposIR((x,y)), IR({x,y}) y IR((x,y))ajg. Entrelos espectros

SI
realesde estoscuerpostenemosaplicacionescanomcas

Spec~(IR((x,y)))—~ Spec~(R({z,y})) -4 Spec~(IR((x,y))ajg) J
querespetanesasdescomposicionessalvo por lo siguiente. Un elementoa de31(R({x,y}))
(resp. de S«R((x,y))a¡g)) no es restrcciónde un elementode 31(IR((x,y))) si y sólo si la SI
serie 4(x) es de Puiseuxno convergente(resp. no algebraica);en este caso,a poseedos
extensionesen 52(R((x,y))) (ver 1.2).

2) Cadaorden de 11I(x, y) centradoenel origenseextiendedeformaúnicaaR((x, y))~j~ SI
(1.2 ó [BCR, 8.8.11]). Luego 1.4 y 1.5 seenunciandeigual modo si cambiamosel espectro
realde IR((x,y))ajg por el subconjuntodel espextrorealde R(x,y) formadopor los órdenes

SI
centradosen el origen.

SI
SI
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Ordenesen una superficie

Sea1< ci IR~ unasuperficiealgebraicareal irreducible y no singular. Denotemos7<1<) el
anillo de funcionesregularesde 1<. Paracadax E 1< el anillo R4X) localizado en el ideal
maximal m~ de x, que denotamos 7<X)~, es local regular de dimension2 y suhenseizado

es isomorfo al anillo de series formales algebraicas R[x,y]]~5 ([BCR, Cap.8] o

[ABR]).
Denotemos X una compactificación no singular de X ([BCR, Cap.3] y desingular-

ización de superficies).

Proposición 1.8 Elegida una compactificaciónno singularX de 1<, existeuna biyección
entre Spec~(>2(X))y el conjunto X x Spec~(R((x,y))a¡g)

Demostración: PodemossuponerX compacto,ya queuna compactificaciónes un mor-
fismo birracional, luego da un isomorfismo entre los respectivoscuerpos de funciones
racionales,con lo cual podemosidentificar los espectrosrealesde estos.

Fijemos para cada a E 1< un isomorfismo hR.(1<)0 -Z R[x,y]]ajg.
Sea a E Spec~(K(X)), entonces existe a E 1< tal que a está centrado en a. Un orden

a centrado en a se extiende de forma única a un orden total ti de hlz(X)4 ([ABR]), que
es isomorfo a R[x,y]].¡g. Consideremos entonces ti E Spec~(R((x,y)),ig). Así asociamos

a a el par (a,&).
Recíprocamente,dado(a,/3) E 1< x Spec,(R((x,y))ag)consideremos

Seaa la restricción de /3 a R(X)0, entoncesa es un orden total de 7Z(X) centradoen a.
Como todoslos morfismosutilizados danhomeomorfismossobreel espectroreal de los

respectivoscuerposde funcionestenemosqueestacorrespondenciaes efectivamenteuna
biyeccíon.

Notación 1.9 Identificando Spec~(>2(X))) con 1< x Spec~(R((x,y))~g) a través de la
biyección de 1.8, denotaremos por .S~(>2(X)), para i = 1,2,3,4, el subconjunto de Specr(K(X))

definido comosigue:

.9~(>2(X)) = {a = (a,i) : ti E Si(R((x,y))dg)} (i = 1,2,3,4).

Con lo cual, análogamentea 1.6, tenemos:

Spec,}K(X)) = 31(>2(X)) U 32(K(1<)) U 3~(K(X)) U 514>2(1<)).

(1.10) Caso particular: Sea 1< = IR
2 y consideremos1< = §~ ci IR3 la esferaunitaria

que es una compactificacion no singular de IR2.
Sean N = (0,0,1) E §2 y sealrN : §2 \ {N} —* IR2 la proyecciónestereográficade §2 en

R2 desde1<, que es un isomorfismo. Luego §2 es birregularmenteisomorfo a IR2, con lo
cual
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SI
es isomorfismo de cuerpos.

Sea a E Spec~(K(S2))y a E §2 tal que a está centradoen a. Es posible dar SI
explícitamentela biyección de 1.8 que asocíaa a un elemento& de Spec~QR((x,y))ajg):

1) Si a ~ N consideremosel isomorfismo

son = ir~ . liib: IR(x,y) >2(S~) SI
dondeb = irN(a) y 1¾ es el automorfismode R(x,y) inducido por la traslaciónde vector SI—benIR2. SI

SI

SI

SI
Entoncesso;1(a) = ti es un orden de IR(z,y) centradoen el origen y el par (a,ti)

(o equivalentementeel par (b,ti)) caracterizaa. Ademásen 1.5 hemosobtenido una SI
descripciónexpícitade Spec~(R((x,y))ajg)medianteel morfismo (111.1), luego podemos
describira con la notaciónde2.5, salvo intercambioentre x e y, como sigue: J
(111.4) 4’<, : R(x,y) —* E

x —* b
1+&0tN SI

y —* b2+4(t)+t”’tu.

con b = (b1,b2). SI
2) Si a = N consideremosel isomorfismo

so0 = : R(x,y) —* >2(S2)

donde irs es la proyección estereográficade §2 en IR
2 desdes = (0,0,—1). Entonces

SI~ (a) = a es un ordendeR(x, y) centradoenel origeny el par (N, ti) (o equivalentemente
el par (oc,ti)) caracterizaa.

En otras palabras,podemosver el espectroreal de IR(x,y) como el espectro real de SI
en cada punto de IR2 U {oc}, aunquese debe considerarcon precauciónla

maneraen quese comportanlas topologías. SI

SI
SI
SI

Figura111.1.10
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2 Valoracionescompatibles

El conjunto de todos los anillos de valoración de un cuerpo compatibles con un orden
forman unacadenatotalmenteordenadapor inclusión 1.3.3. En estáseccióndeterminare-
mos estacadenay el cuerporesidualde cadauna de sus valoracionespara cadaordena
en unasuperficie.

Dadoquecadaordenenlos cuerposde seriestieneunadescripciónexplícita, trabajare-

mos primero en estoscuerpos,quehemosdenotadoindistintamentepor >2 en la sección
1 anterior; luego, mediantehenseizaciónpasaremosestosresultadosauna superficielisa.

Comencemosviendounoslemastécnicosque utilizaremos posteriormente.

Lezna 2.1 SeaA un anillo de seriesde potenciasformales con exponentesen un subgrnpo
r del grupo aditivo IR (1 E F), y con coeficientesen un cuerpok (es decir, un elemento

.>~ , on a~ E k, ~, con6o<Oi<...). EntoncesuEAesdelaformar.dt)=23_ at
0~ c 661’

existeuna valoraciónu del cuerpo de fraccinesK de A, con cuerpo residual k, dada por

= ord¿(qi(t)) — ordg(~j
2(t))

u(o) = oc

Además, supuesto k real y fijado un orden en k, sea /3 el orden de K que lo extiendey
hace t > 0. Entonces,el anillo de valoraciónasociado a u esel cierre convexode k enK
respectode /3.

Demostración: Sin más queaplicar la definición se comprueba que u es unavaloración.
Sean entonces V = {t~ E K : v(i~) =0> el anillo de valoración asociado a u y m= {i~ E
1< : u(q) > 0> el ideal maximal de V. Entoncesk~ = V/m es el cuerporesidualde la.
valoracion.

Seap : y —* k el homomorfismo dado por p(~(t)) = «O) E k. El homomorfismop
estábien definido, ya que u(~(t)) =0, para todo ~(t) E V. Ademásp es sobreyectivo,
ya que en particular p(a) = a para todo a E k ci K. Comprobemos que ker(p) = m y
entonces k~ ~ k. En efecto,p(~(t)) = i~(0) = O si y sólo si u(o) > O si y sólo si «t) E m.

Supongamosahora quek es real y fijemos un orden en k. Sea/3 el orden de K que
hace t > 0, entonces

.8 = Q~ E K : existea E k con —a <~(t) < a>

es el cierre convexodek en K respectode ¡3. ComprobemosqueV = .8.

Sea~(t) E .8, entoncesexiste a E kcon —a < «t) < a. Supongamos~i> 0, ya que
en otro caso se trabajaríacon —ii. Entonces,si i1(t) = Es>oa1t

8i,con ~ se
tiene a

0 > 0. Teniendoen cuentaque a — «t) > 0, se tiene:
- Si 6~ < 0, entonces—a0 > O. Lo cual es imposible.
- Si 60 = 0, entoncesa — a0 > O. Luego vale cualquiera con a > a0.
- Si e0 > 0, entoncesvale cualquiera> O.

Con lo cual «t) E V.
Recíprocamente, si «t) E V, bastatomar a> lao! para que —a<q(t) <a. O
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Lema 2.2 Seak un cuerpoordenado,y sean(L,a) y (K,/3) cuerposordenadosque ex-
tiendenk. Denotemospor 4’ : (L,a) —* (K,/3) un k-homomorfismoordenadoy por VV
un anillo de valoración de K/k compatible con /3. Entonces,la imageninversa V de W
a través de 4’ es un anillo de valoraciónde L/k compatible con a, cuyo grupo de valores

es un subgrupoordenadodel grupo de valores1’w de VV, y cuyocuerporesidual kv es J
isomorfoa un subcuerpodel cuerpo residualkw de W.

Además,si VV es el cierre convexode k en K respectode /3, entoncesV es el cierre
convexodekenLrespectodea.

Demostración: Seatu unavaloración asociadaa W, entoncesbastatomaru = tu.4’, que
es unavaloración de L asociadaa V, paraobtenerel resultado. O J
Ejemplo 2.3 (a) Consideremosel cuerpo ordenado(C,O+), donde £7 es el cuerpo de SI
seriesformalesen t con exponentesen un subgrupoordenadode R y coeficientesen IR y
sea0+ el orden en £7 extensióndel de R quehacet > 0.

Por el lema 2.1, la valoración, SI
w

0: £7 —* RU{oc>
—4 ordt(¿q(t)) SI

tienecomo anillo asociadoVV0 al cierre convexode IR en £7 con respectoa 0+, y su cuerpo

residuales IR
Además,W0 esde rango 1, conlo cual es el único anillo de valoraciónde £7 compatible

con 0+. SI
(b) ConsideremosahoraIR((u))((v)),el cuerpode seriesformaleseny con coeficientes

en IR((u)), con el orden ¡3 que extiende0+ y hacey > 0.
Por el lema 2.1, tenemosla valoracion SI

(4 : IR((u))((v)) —* Z U {oc}

~(u,v) —* ord4~(u,v)) SI
de rango 1 y compatiblecon ¡3, quenos dael cierre convexode IR((~u)) en IRifu))((v)) con

respectode /3 y cuyo cuerporesiduales (R((u)),a+). SIPor otra parte, existe un uníco anillo de valoración W0 de R((u)) compatiblecon 0+
y cuyo cuerporesiduales IR. Luego tenemosel siguientediagrama, SI

VVo ‘- VV1 c~>

ti’ ~ SI
IR(tlu))

donde p es el lugar canónico asociado a W1 (es decir, p(iffu,v)) = ~(u,0)). Entonces, SI
VV0 = p’(Wo) es el cierre convexode IR en R((u))((v)) respectode /3.

Por lo tanto existen exactamente dos anillos de valoración de R((u))((v)) compatibles
con ¡3: W1 = IR((u))jjv]] de rango 1 y cuerpo residual R((u)) y VV0 de rango 2 y cuerpo SI
residualIR.

SI
SI
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(c) Consideremos el subcuerpo R((u,v)) de R((u))((v)) con el orden que hace u > 0,
y > 0. Esteordenes restriccióndel considerado en (b), luego aplicando 2.2 a la inclusión,

R((u,y)) ‘—> R((u))((v)), tenemosdosanillos de valoración compatibles que denotaremos,
con abuso de notación, Wo y VV1. Entonces,VV0 es el cierre convexo de IR en IR((u,v)) y
tiene rango 2, VV1 = R[u,v]]<~) tiene rango 1 y cuerpo residual R((u)).

Cuerposde series
En estasecciónconservaremoslas notacionesestablecidasen la primerapartedela sección
1 anterior. En concreto A (resp. A) seráuno de los anillos de seriesen 2 variables(resp.
en 1 variable) y >2 (resp. K) su cuerpode fracciones. Hemosobtenido una descripción
explicita de cadaorden de>2medianteun homorfismoenuno de los cuerposordenadosde
los ejemplos2.3. A travésde estehomomorfismotrasladaremoslas valoracionesde estos,
ya determinadasen 2.3, anuestrocuerpo>2.

Proposición 2.4 Seaa E S~(>2). Entonces,existeun único anillo de valoración
T¡o de>2

compatible cona. Además,y
0 es el cierre convexode R en >2 respectode a, tiene rango

1, rango racional .1 y su cuerpo residual es R.

Demostración: Seaa = (T,6,1,4(t),0,0) E 3~(>2), con T E {1,oc>, 6 E {1,—1}, 4(t)
una serie, con coeficientes reales y exponentes racionales > 1 no algebraica sobre K
(i.e. no de Puiseux si >2 = IR((x,y)), no convergente si >2 = R({x,y}), no de Nash si
>2 = R((x,y))aig). Salvo un cambioentrelas coordenadasx e y, podemos suponer T = 1
y a dado por el R-homomorfismo,

{ 4’(z)=bt

donde4(t) 2 ct
0~ _ 61 < ~2 <= •>~ • con 1 <

£7 es el cuerpo ordenado del ejemplo (a) de 2.3, luego existe un único anillo de valo-

racion VV
0 de £7 compatiblecon el orden que hace t > O, que coincide con el cierre convexo

de R en £7 y tiene asociada la valoración w0 de 2.3. Ahora bien, puesto que es un

homomorfismo en las hipótesis de 2.2, la aplicación

yo = .4’ :>2 —* RU {oc>

es unavaloración de >2 compatiblecon a, cuyo anillo de valoración asociado es el cierre
convexo de R en>2 respecto de a. Luego, el cuerpo residual k~0 de 1”o es isomorfo a R.

Además, el grupo de valores
1’v

0 de 1”o es el subgrupo de R generado por {1,
6l,62,. . .

Luego, es un subgrupo de Q, con lo cual 1/o tiene rango 1 y rango racional 1. 0

Observacton:Puede existir a E S~(>2) con >2 = IR({x,y}) ¿ R((z,y))ajg tal que su sene

asociada 4(t) sea de Puiseux (en cuyo caso, 4(t) no es algebraica sobre R({x}) ó R((x))aag).
En este caso, Vo es anillo de valoración discreta deK, pero no es un divisor primo (real)
de>2.



SI
SI

58 III. Descripción de abanicos

Proposición 2.5 Seaa E 32(K). Entonces,existenexactamenteE anillos de valoración SI
1/o y V~ de >2 compatiblescon a, los cualesverifican:

(a) 1/o es el cierre convexode IR en >2 respectode a y tiene rango 2. SI
(b) 1”1 es un anillo de valoración discreta, cuyo maximal mv, se contrae a un ideal

primo p de altura 1 en .4, y cuyo cuerpo residualkv, esel cuerpo de fraccionesde .4/». SI
Demostraczon: Sea a = (T,6,N,4(t),0,tu) E 32(K) con 1 E {1,oc}, 6 E {1,—1}
N E Z.~., 4(t) E R[t]] tal que ¿(

2íIN) es una serie algebraicasobreK (por lo tanto es SIenterasobreA) y tu E {z,—4. Salvo un cambio entre z e y, podemos suponer 1 = 1 y
a dado por el IR-homomorfismo,

—* IR((t))((z)); f 4’(z) = stN SI1 4’(v) = 4(t) + tu

donde4(t) = ~ c~t”
1, con N =n

1 < n2 < yexistei0=ital que(N,ní,nta,...,n~0)= SI
1.

Como hemos visto en el ejemplo (b) de 2.3, R((t))((z)) posee dos anillos de valoracion SIcompatibles: uno, VV1, de rango 1 y cuerpo residual R((t)); y el otro, W0, de rango 2 y
cuerpo residual IR, el cual es el cierre convexo de R en R((t))((z)). Con lo cual, aplicando

2.2 a 4’, tenemos el siguiente diagrama de anillos de valoración y homomorfismos, SI
>2

Ñ Ñ’ SI
VV0 ‘—* ‘—4

t~ SI
IR R((t))

Así, V0 = 4’—’(VV0) es un anillo devaloración de rango 2, compatiblecon a y coincide con SI
el cierre convexode IR en >2 respectode a. Por otra parte V1 = 4’—’(W1) tiene asociada
la valoración, SI

u1 = 4’ : >2 —* Z U {oc}
definida por u1(E(x,y)) = ordz(F(StN,4(t) + tu)), para E E >2 \ {0>. Luego el grupo de

valores P~ de u1 es isomorfo a Z, con lo cual V~ es anillo de valoracióndiscreta. SI
Comprobemosahora queel ideal maximal mv, de V1, verifica,

mv, fl .4= (P(bx,y))Á SI
donde P(x,y) E A[y] es un polinomio distinguido e irreducible con 4(z~~’N) — 2 c,2n/N

como raíz. En efecto, SI
mv, = {E(x,~) E >2 : ui(F(x,y))> 0}.

Seaf(x,y) E mv,, luego ordz(f(btN,4(t)+tu)) >0. Escribamos, SI
8f 1 8

2f
f(StN,4(t) + tu) = f(StN,4(t)) + — ~~(btN4(t))w2 SI

y(StN,4(t))w + 2 8y2’ +

SI
SI
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Entonces,ordz(f(StN,4(t)+tu)) >0 si y sólo si f(x,y) E (P(Sx,y))A.
Denotemos por p el ideal (P(Sx,y)).4 de A, entoncesy1 domina al anillo local 4,.

Pero .4~ es un anillo local regular de dimensión 1, luego es anillo de valoración discreta,

y 1/, = A~. Por lo tanto, r = P(Sx,y) es un parámetrouniformizadorde V-~ y su cuerpo
residualkv, es isomorfo a cf(.~4/»). O

Corolario 2.6 En las hipótesisde 2.5, kv1 esuna extensiónalgebraicafinita de grado N
de K.

Demostración: Por 2.5, kv, = cf(A¡p), donde»es un ideal principal dealtura 1. generado
por un elementoP(Sx,y)E A[y] distinguido e irreducible (salvo un cambiode x por y).

Como,

A[y]» fl A[y]

(ver [Z-S, Teor. 6, pag.149]), tenemos que,

kv, ~ cf

que esuna extensiónalgebraicafinita de K, de polinomio mínimo P(Sx,y) y por lo tanto
de grado N. O

Proposición 2.7 Seaa E 33(K). Entonces,existeun único anillo de valoración V0 de
>2 compatiblecon a. AdemásV0 es el cierre convexo de R en>2 respectode a, tiene rango
1, rango racional 2 y su cuerpo residuales IR.

Demostración: Sea a = (T,6,N,4(t),m,tu) E 33(K) con T E {1,oc>, 6 E {1,—1>,
N E Z~, 4(t) E IR[t], ni E IR \ Q y tu E {1, —1}. Salvo un cambio entre x e y, podemos

suponer T = 1 y a dado por el IR-homomorfismo,

1 44x) —1 4’(y)=4(t)±tm

donde4(t) = ~ c~t”~, con N =n1 < .. < n8 < ni y (N,ni,. . .,n,) = 1.
Obsérveseque44K) ci LR((t,t

m)) ci £7. Luego, si consideramos R((t,t’fl) con el orden
definido por t > O (esdecir, la restriccióndel queteniamosen £7), aplicando2.2 y
tenemosun unico anillo de valoración VVo de IR((t,tm)) compatiblecon esteorden;el cual

es el cierre convexo de IR en R((t,tm)). Luego, por 2.2, Vo = 4r’(Wo) es un anillo de
valoración de >2 compatiblecon a, quecoincideconel cierre convexode IR en >2 respecto
de a.

Además, sabemos que una valoración asociada a 1/o es,

v0:>2 -~ IR U {oc>
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SI
definida por vo(f(x,y)) = ordi(f(&t ,4(t) ±tm)), con f E >2 \ {O>. Luego, el grupo de

valores 1’v
0 de V0 es el subgrupo de IR generadopor {1,N,ni,. . ,n9,m>; con lo cual, SI

st Z Vo tiene rango 1 y rango racional 2. 0

Proposición 28 Seaa E 514(K). Entonces,existenexactamente2 anillos de valoración SI
yo y V~ de >2 compatiblescon a, los cualesverifican:

(a) yo es el cierre convexode IR en >2 respectode a y tiene rango 2.
(b) V~ esun anillo de valoración discreta cuyo ideal maximalmv1 se contraeal ideal SI

maximal en .4.

Demostración: Sea a = (T,6,N,4(t),m,w) E 34(K) con T E {1,oc>, & E {i,—í>, SI
N E Z~, 4(t) E R[t], ni E Z~ y tu E {z + a, —z+ a, 1/z,~1/Z}aeB. Salvo un cambio entre

x e y, podemossuponerT = 1 y a dado por el IR-homomorfismo, SI
4’:K —* R((z,t)); 4’(x) — &tN

1. 4(y) = 4(t) + t
mtu SI

donde4(t) = ~ c
1t~, con N < n1 < <n, <ni y (N,ní, . . . ,n5,m)= 1.

En el ejemplo (c) de 2.3 hemos visto queR((z,t)) posee dos anillos de valoración

SIcompatibles, uno VV1 de rango 1 y cuerpo residual IR((z)), y el otro VV0 de rango 2, el cual
es el cierre convexo de IR en IR((z,t)). Aplicando 2.2 tenemos el siguiente diagrama,

>2 SI

VV0 ‘-- L* R((z,t)) SI
ti’ SI

IR ‘--> R((z))

Entonces,Vo = 4’
1(VVo) tiene rango 2 y es el cierre convexo de IR en >2 respectode a,

SIluego kv
0 = IR. Por otra parte, Vi = <

1(W
1) es un anillo de valoración de>2 de rango 1

compatiblecon a y tiene asociadala valoración,

u1 = .4’ :>2 -+ Z U {oc> SI
definida por vi(f(z,y)) = ord¡(f(&tN,4(t) + t

mtu)), con f E >2 \ {O>. Luego el grupo de
valores17v, de V~ es isomorfo a 2, y 1/1 es anillo devaloración discreta.

Comprobemosahoraque mv fl A = (x,y»4. En efecto,ui(z) = ord (hiN) — N> O y
v
1(y) = ordt(4(t) + tmtu) = n1 > 0, luego (x,y)Á ci mv1. Pero, mv, fl A es un ideal primo

en A, luego mv1 ri A ci (x,y)Á. SI
En el casode órdenesen S.~(K) no resultatan sencillo, como en los casosanteriores, SI

encontrar el cuerpo residual de V1. El cálculo de éste requiere una larga discusión que
incluimos a contínuacion. Parte de esta demostración nos ha sido sugerida por Mariemi
Alonso, a quien agradecemos,además,el graninterescon queha revisadoel contenidode SI
estaspáginas.

SI
SI
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Proposición 2.9 En las hipotesisde 2.8, kv1 st IR(wd), siendod = (N,ni,. .

Demostración: La demostraciónde 2.9 requierede varios resultadosprevios, queiremos
incluyendosegúnlos vayamosnecesitando.Comenzamoscon un resultadogeneralsobre
numeros enteros que nos será de gran utilidad.

(2.9.1) Lema. Seanb0,b1,. . .,b~ E Z+ y denotemos

= {k E Z+ :0< k < b0,b0 kb1,...,b0 1 kb~>

(donde a [b, para a, 6 E Z, significa “a divide a 6”). Entonces,k E 6(b0,. . . , b8) si y sólo
si k = a(bo¡d) con0< a < d = (bo,bi,...,b,); con lo cual #(6(bo,...,b,)) = d.

Demostración: Lo demostraremospor inducción sobres.
Supongamoss = 1 y sean 6(b0,b1) = {k E Z~ :0 =k < ~ kbi> y d = (b~,b~). Sea
k E &(b0,b1), entoncesb~ 1 kb1 si y sólo si (b0/d) divide a k(b1/d). Como (b0¡d,61/d)= 1,
b0/d divide a lo, luego lo = a(bo/d),con O =a < d (ya que O =lo < be).

Supongamosque dadosbo,. . .,b,~ E Z.., lo E &(b~,.. .,b....1) si y sólo si lo = a(bo/d’),
paraO < a < d’, con d’ = (be,...,b~..j. Seanbe,...,6, E Z+, entonces

=

Con lo cual lo E 6(b~,..., 6,) si y sólo si

{ k a(bo¡d’), O < a < d’
= b(bo/e), e = (b~,b,), 0=6< e.

Luego,a(bo/d’) = b(bo/e),6 = ae/d’ . Por lo tanto d’ ¡ ae; y como (d’, e) = d y O < a < d’,
tenemos por el caso s = 1 quea = c(d’¡d) con O=c < d. Así,

lo = d’60 b~
=

con O < c < d. Con lo cual se tiene el resultado. O

(2.9.2) Lema. SeaK un cuerpoy V~ un anillo de valoraciónde K((x,y)) asociadoa la
valoracióndadapor v~ (f(x,y)) = ord~ (f(StN,4(t)+tmtu))

donde6 = 1, —1, 4(t) E K[t] con (N,exp(4))= d y (d,m) = 1. Entonces,se tiene

1) El cuerpo residual kv, de y1 es una extensiónalgebraicade K(w), verificando que
[K(tu) : kv,] > d. Además,en el caso 4(t) = O tenemosque kv1 es isomorfo a K(wd).

2) Seay1’ = V1 fl K(x,y), entonceskv, = kvj’.

Demostración: Un anillo devaloración V1 en nuestras hipótesis está dado por el siguiente

diagrama, vi ...Jk.....It7[.w,t]](É)

¡pi Ip
kv, L. K((w))
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SI

donde p : K[Lw,t]1(¿) —4 IR((tu)) es el lugar canónico asociado a K[Ltu,t]]<t>, dado por

p(f(t,tu)) = f(O,tu). Así, kv, es isomo±foaun subcuerpode K((w)) via 4’. Comprobemos

SIquerealmentekv es isomorfo aun subcuerpode K(w) el cual seguiremosdenotandokv1.
SeaH(x,y)¡G(x,y) unaunidad en y1, con H(x,y),G(x,y) E K[x,y]]; entonces,

ordf(H(&tN,4(t) + t
mw)) = ordt(G(&tN,4(t) + tmtu)) = u. SI

De esta forma,
____________ _______________ SIH(&tN,4(t) + tmtu) tv(f(w)h(w) + tHi(t,tu)

)

G(&tt4(t) + tmtu) = tu(f(w)g(tu) + tGdt,tu))’

SIentonces,pi (H(t, tu)¡G(t, tu)) = h(tu)/g(tu).
Supongamosque h(w)/g(tu) E K((tu)) \ K(tu), entonces,por ejemplo, h(ui) « K[tu].

Luego, existeninfinitos i E Z,i =0tal que

5

v=fl¿N+Z/3!n,+im
j=1 SI

para /3¿,/3, . . . ,/3 E 2, ya que SI
___ (6tN,¿(t))tm~ + — 82H(&tNH(&tN,4(t) + t”’w) = H(&tN,4(t)) + OH 1 ____ 4(t))(tmu))2 +
Oy 2 8y2

Pero,entoncesu = oc y H(x,y)/C(x,y) = 0.
Con lo cual kv

1 ci K(w); pero además kv, ~ K, porque, si P(z,y) es el polinomio

SImínimo de 4(xí/N) en A[y] (P es irreducible y distinguido), entonces (p(52,y))N/ZW, con
ir = u1(P(bx,y)),es una unidaden V~ cuyo residuo no pertenece a K. Basta considerar
el desarrollode Taylor de P en (tN,4(T)), teniendoen cuentaqueP(tN,4(t)) = O. SI

Por lo tanto, kv, es una extensióntrascendentede K contenida en K(w). Por el
Teoremade Liiroth ([GR, Cap.VI, 2]), kv, es unaextensiónsimple trascendentede K, y
además SI

kv,zrK
k g(w)>/

dondeh(w)/g(w) E K(tu) setoma entrelos elementosde kv, que hacen mínimo el número SI
e = max{gr(h(w)),gr(g(w))}. Además,h/ges la imagenpor pi de un elemento H¡G E Vi.

Con esto hemoscomprobado,además,que para obtenerel cuerporesidualde vi, es SI
suficiente considerar los elementos de K(x,y). En efecto, el cociente h(w)/g(tu) E K(w)
que genera kv, sobre IR es residuo de todos los elementosH’/G’ de K((z,y)) tales que

SIy O’ coinciden con H y O, respectivamente,hastaun cierto grado. En consecuencia,
kv,’ = kv,, siendo V1’= vi fl K(x,y).

Luego sólo quedaprobar que [K(tu) : kv,] =d.

SISupongamos d> 1, ya queel caso d = 1 es trivial. Seae = max(gr(h),gr(g)); estoes,
[K(w) : kv1] = e. Supongamose < d.

Podemossuponere = gr(g) y f = gr(h) < e; ya que si gr(h) > gr(g), tomamosg/h y SI
si gr(h) = gr(g) = e, bastatomar (h(tu)/g(tu))— (a/b), siendoa,b E K los coeficientesde

SI

SI
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término de grado e en h y g respectivamente.

Puestoque h(w)/g(w) E kv1, existeunaunidadH(x,y)/G(x,y) en ~ tal que

¡ H(x,y) (H(x,yfl h(w

)

¡ ¡ =

k G(x,y)) P 4’ kG(x,y)) g(tu)
con lo cual,

H(&tN,4(t) + t’~w) _ q(tu)h(w) + Hí(t,tu

)

G(&tN,4(t) + tmtu) q(w)g(tu) + Gí(t,w)’

con Hi(0,tu) = O y Gí(O,tu) = O. Además,por serH/G unaunidad,

ví(H(x,y)) = v2(G(x,y))= r.

Veamosquey ~ 0. En efecto,cadasumandodel desarrollodeTaylor de
en (&tN,4(t)) verifica que

ord~ (1. ‘ÑstN~4e))tmw)k) =km> O

Entonces,si r = O se tendría h(w) E K, y análogamenteg(w) E K.
h(tu)¡g(w) E K y kv, st K, lo que no es posible por hipótesis.

Denotemos1 = gr(q(w)), entoncesq(w)hQw) (resp. q(tu)g(tu)) posee un

grado 1 + f (resp. 1 + e), y por lo tanto en H(&tN, 4(t) + tmtu) (resp. G(&tN,
tenemosun monomio de la forma ctrtu¡+Í con e E K (resp. c’t’~u»~ con
monomio sólo puede proceder de un sumando de la forma

1 Ol+fHl6Ntfw(m411+f

(1+ f)!

1 8I+CG
(resp. (1 + e)! 5yl+C

Entonces,existena5,/35 E Z con O =j =s tal que

8

= (1+ f)m + a0N + >3 a5n~j = (1+ e)m+ /30N + >3/35n5;
5=1

luego,
3

(ao—/3o)N+Z(as—¡%)ns(e—f)m#0
5=1

ya quee> f.
Como d = (N,ni, . . . ,tt8), d divide a la primera parte de la igualdad anterior, luego

también divide a la segunda, es decir, d divide a (e — f)m. Teniendo en cuenta que

O < f < e < d, se tiene O < e — f < d. Por otra parte usando (2.9.1) #{k E Z+ : O < lo <
d,d ¡ (e—f)m} = (d,m) = 1; de lo que resulta e = f. Con lo cual, tiene que ser e> d. O

Con lo cual

monomio de
4(t) + t

mw))
E K). Este
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SIDel lema (2.9.2) se sigue quepodemossuponer>2 = R(z,y) para el cálculo de kv,.
Seguiremosdenotandovi su restriccóna R(x, y). A continuación probaremos que [R(tu):

SIkv,] =d. Paraello necesitaremosextenderV~ a «?(x,y); el siguientelema nos asegurauna
unícaextensión.

(29.3) Lema. Sea 1/ un anillo de valoración real de R(xí,... , x,,) y kv su cuerpo J
residuaL Entonces,1/ se extiendede modoúnico a C(x1,. . . ,x4. Además,si denotamos
v<~ esta extensión y loS su cuerpo residual, se tiene que [k5 : kvl = 2 y el índice de

SI
ramificación de 1/«~ sobre 1/ es 1.
Demostración: La extensión de cuerpos R(xi, ... , x,.) ci C(zi , . . . , x,,) es algebraicade
grado 2, luego V se extiendea C(xi,.. . , x~) ([Bou, §83). Sean vi,..., 14. las extensiones SI
de 1/ a C(xi,... , x,,), entoncestenemosla desigualdadsiguiente(ver [Bou, §8, n033)

r
2>>ZeíL SI

t=1

dondee1 esel índice de ramificación de 14 sobreV y f~ es el grado [kv1: kv] de la extensión SI
de cuerpos residuales, para i = 1,... ,r.

Puesto queVes real, ~/
1T«kvyIRcilov. ensuma,Ccikv<y[kv

1:kv]>2. En

_ SIconsecuencia,tenemos
r r

2=>3e.f, =>32e,
i=i ,=i SI

Y como e > 1 tiene quesery = 1, e¿ = 1 y f, = 2. Luego, hay una única extensión, que
denotamosV« de V. Además,[lo5 : kv] = 2 y el indice de ramificación e = 1. 0 SI

SeaV la extensiónde vi a. C(x,y). Este V~ es el anillo de la valoración de C(x,y)
dadopor

uf(f(x,y)) = ordt(f(4’(x),4’(y))) SI
donde 4’(x),4’(y) está definido como en 2.8, pero de C(x,y) en C(t,z).

SIPodemossuponer& = 1 (es decir, 4’(x) — tN), ya que en otro caso bastaaplicar el
isomorfismo de C(x,y) queenvíax a. —¶ y deja fijo y.

Los anillos devaloraciónvi y 1< son ¡somoifosa travésde 4’ a los anillos de valoracion SI
4’(vi) = IR(w)[t](~) flR(tN,«t) + t

mw) y

4’(VC) = C(w)[t](t) fl C(tN,4(t) + t
mw)

de R(tN,4(t) + tmtu) y C(tN,4(t) + tmw), respectivamente.Evidentemente,4’(V[) es la SI
extensión de 44¾)a C(tN,4(t) + tmtu). Denotamosestos anillos Vi y en lugar de

y 44Vj~), para descargarla escritura. SI
Dado que d = (N, exp(4)), tenemos las siguientes extensiones algebraicas de cuerpos

R(tN,4(t) + tmtu) ci IR(td,tmw) ci R(t,tu) SIC(tN,4(t) + tmtu) ci C(td,tmtu) ci C(t,w)

SeanVV — R(td tmtu) fl IR(w)[t](É) y VVf = C(td,t~~~tu) fl C(w)[t]<t~. Obsérvese que, VV
1 y

VV~ son casos particulares de nuestros anillos ¾y V~, para 4(t) = O. Luego, por (2.9.2),

SI
SI
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tenemosquekw, = IR(wd) y kW1 = C(wd). Trivialmente,¾y son las restriccionesde

VV1 y VV~ a IR(tN,4(t) + tm.w) y C(tN,4(t) + tmw), respectivamente.

A continuación,veremosun par de lemas sobreC, que nos permitirán probar que
st k~j,, y de aquíse obtendráel resultado.
Denotemos£ = C(t,tu), Ld — C(td,tmw) y LN = C(tN,4(t) + tmtu). Tenemosel

siguientediagramade extensionesalgebraicasde cuerposy anillos devaloración

LN q Ld ~ L

V1ID ci VV~ ~ C(tu)[t]~0

1. 1. 1
k~9 C C(wd) G C(tu)

(2.9.4) Lema. [L : LN] = N y [L : £4 = d.

Demostración: Bastaprobarqueel gradode la extensiónLN ci L es N, ya queLd esun
casoparticular de LN con 4(t) = O y N = d, entonces[L Ld] = d.

Dado que t es unaraíz de TN — tN E LN[T] y que L = LN(t), es [L : LN] =N. Si
encontramosN automorfismosdistintos de L quedejenfijo LN, se tendrála igualdad,ya

queel orden del grupo de Galois de una extensiónalgebraicaesmenor o igual el el grado
de esta(ver [GR, 1.4]).

Paracadaraíz N-ésimade la unidade, consideramosel automorfismoa~ : L —* L tal
que af(t) = et. Entoncesa~(tN) — tN Paraquea~ dejefijo LN, tiene queser

a~(4(t) + t
mtu) = 4(t) + tmw

luego,

4(d) + etmtma (tu) = 4(t) + tmw

y entonces

a~(w) = 4(t) — 4(et) + rmtu
emtm

Como las imagenesde t y tu por a~ son lineales en t y tu, respectivamente,resulta
que o~ es un automorfismode L que deja fijo LN. Además, tenemosun automorfismo
distinto paracadaraíz N-ésimadela unidad. Luego,hemosencontradoN automorfismos
distintos de L quedejanfijo LN.

Por lo tanto, [L : LN] = N. O

(2.9.5) Lema. El número de extensionesde V~ a L esN¡d. Por lo tanto, VV2 tiene
una única extensióna L.

Demostración: En la demostraciónde (2.9.4) comprobábamosque

N < # (Gal(L : LN)) < [L : kv] <N
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SI
Luego, la extensiónLN ci L es de Galois y

Gal(L : LN) = {o~ : e es raíz N-ésimade la unidad} SI
SeanB~,... ,Br las extensionesde V~ a L y supongamosque B~ = C(w)[t](t). Como SI

L : LN es un extensiónde Galois, para cadaj = 1,... ,r existeuna raíz N-ésimade la
unidade tal que .8, = a~(Bí) ([Bou, ~8, no3]). Luego, el númerode extensionesde VV a

L coincide con el número de elementosdistintos del conjunto SI
{a~(Bi) : e es una raíz N-ésimade la unidad}

Supongamosque a~,(Bi) = a~2(Bi). Lo quees equivalenteaa;
1a~

1(Bi) = B~,y como SI
B~ tiene rango 1, estoes lo mismo que a~

1a~
1(Bu) ci Bí.

Pero a~2a61 = a~2~1 para todo par de raícesN-ésimasde la unidad. En efecto, SI
a~,a~1(t) = .~~2(e1t) = e2e1t=

a~2a~1(tu) = ‘gel («t)—«eit) + er’ntu) — SI
«62t) — 4(eíe2t) (4(t

)

(eíe2)mtm + ~ — W) = SIeTtm4(t) — 4(eie
2t) + (~1~2)mw = a~2~1 (tu) SI

(e162)tntm

Con lo cual, bastadeterminarparaqué e’s se tiene a~(Bj) ci .81.

Comprobaremosquea~(.8í) ci Bí si y sólo si e = eckh con una raíz primitiva N-ésima SI
de la. unidady Ic~ = h(N/d), O =h < d — 1.

En efecto, supongamosque a~(Bí) ci .U~ para cierto e = con lo = 0,..., N — 1 y C
SI

raíz primitiva N-ésima de la unidad. Se tiene
a~(w) = 4(t) — + rin E B~ SI

Esto es cierto si y sólo si 4(t) — ¿((kt), lo que quiere decir que ((k)d’ — 1, siendo

SI= (ni,... ,n.). Pero, 4 es una raíz N-ésima primitiva de la unidad, luego N 1 kd’
con lo = 0,..., N — 1. Entonces,por (2.9.1), existen exactamented = (N, d’) enteros
lo — O ..,N—1 tal queN 1 lod’. Estosenterosson sonlo,, = h(N¡d) con /t = O,...,d—1. SI
Recíprocamente,supongamose = (kh, entoncesa~(t) = et genera el ideal maximal de .B~
y a~(tu) — (khmw E B~. Luego, a~(B1) ci B~.

Por lo tanto, a¿’a~,(Bí)
número de extensionesde ci B1 si y sólo si e1 = 62~kn (h = O,...,d—1). Luego el SI

a L es N/d.
Por el lema (2.9.5) tenemosqueel númerodeextensionesde V~§ aLd es N¡d. Aplique- SI

mos ahorala desigualdadparaextensionesde valoraciones(ver [Bou, §8, n03])

N N SI
~=[Ld:LN1=eífí+.”+eN,dfN¡d=—¿-

SI
SI
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ya quee1, f~ =1, siendoe1 el índice de ramificacióny A elgrado dela extensiónde cuerpos
residuales.Con lo cual e1 = 1 y fi = 1, paratodo i.

En particular, [kW1 : k~] = 1 y el índice de ramificación de VVF sobre V7 es 1.
Entonces,por (2.9.2),

lo
0 =C(wd)stlo~,.

U’1

Además,tenemosel siguiente diagramaconmutativode cuerposresiduales,dondetodas
las flechasson extensionesalgebraicas

kv
1 — kw1

1’ 1’
— kW1

deducimosque
kw,][kw, kv] — _ : ~, : kg,]

Entonces,[kw1: kv1] = 1 y por (2.9.2) kw, = R(wd) kv O

Observación2.10 Manteniendola notación de 2.8, existe un elemento i- E vi tal que
uí(r) = 1; esdecir, r es un parámetrouniformizadorde ¾. De hecho,r E R(x,y).

En efecto,podemosrestringirnosa IR(z,y), ya quetodo elementode 514(IR(x,y))cen-
trado en el origen se extiendede modo único a >2 y esta extensiónpertenecea 34(K);
entonces,si r E R(x,y) es un parámetrouniformizador para vi fl IR(x,y), lo es también

para¾. Adoptandola notaciónestablecidaen 2.9, tenemosqueel índice de ramificación
de W~ sobre V~« es 1. Por otra parte, de modo análogo, se pruebaque el índice de
ramificación de IR(w)[t](~) sobreVV~ es 1; entoncesel grupo de valores de ¡4 es Z. En
consecuencia,bastaaplicar (2.9.3) paratenerel resultado.

Cuerposde funciones

Sea>2 una extensiónfinitamente generadade IR de grado de trascendencia2 y 1< una
superficie real irreduciblecompactay no singular tal que>2= >2(X); en otraspalabrasX
es un modelo compactoy no singular de>2. En la sección1 hemosdescritocompletamente
Specr(>2(1<))como el conjunto de pares(a,&), dondea E X y ti E Spec~(R((x,y))aig).
De estaforma dado un par (a,ti) el monomorfismode anillos

7Z(X)n ~> h%(x),, —* IR[z,y]1,i5

nos da una extensionalgebraicade cuerpos

son >2(1<) —* R((x,y))aig

y obtenemosun único a E Spec~(K(X))como so;
1(ti) = a. Ademásla imageninversapor

son de (Specr(IR((x,v))aig))esel conjuntode todoslos elementosde Spec~(K(1<))centrados
en a; en otraspalabras,Spec~(>2(X))es igual a Spec~(R((x,y))ajg)en cadapunto de 1<.

Dadoqueconocemoslacadenadevaloracionescompatiblesconun orden deR((z, y))alg

y los cuerposresidualesdeéstasintentaremostrasladarestosresultadosa>2(X) mediante
el homomorfismoson.
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Proposición 2.11 Seaa E 51~(>2(X)). Entoncesexiste un único anillo de valoración SI
yo de >2(1<) compatiblecon a. Además,yo tiene rango 1, rango racional 1 y su cuerpo SI
residual es IR.

Demostraczon: Seaa = (a,ti)) E 1< x .9í(R((z,y))~g). Por 2.4 existeun uníco anillo de SI
valoración VV0 de IR((x, y))~j~ compatiblecon ti, ademásVV0 tiene rango 1, rango racional
1 y es el cierre convexo de IR en IR((x,y))aig respectode ti. Entonces,

1/o = so;í(VV
0) es el

cierreconvexode IR en >2(X) respectode a (2.2), luego su cuerporesiduales IR. Además, SI
el rango y el rango racionalde VV0 y de V0 coincidenya que ‘Pa es unaextensiónalgebraica
de cuerpos.

Con lo cual, puestoque V~ es el cierre convexo de IR y tiene rango 1, es el único anillo SI
de valoración compatiblecon a. O

Proposición 2-12 Sea a E 512(K(X)). Entoncesexisten exactamantedos anillos de
valoración Vo y ¾de >2(1<) compatibles con a, tales que:

(a) Vo es el cierre convexode IR en >2(1<) respectode a y tiene rango 2. SI
(b) V~ = R4X)», donde» es un idealprimo de altura 1 (i.e. ~ es anillo de valoración

discreta), luego el cuerporesidualkv, de vi es el cuerpo de funcionesalgebraicasde una SI
curva trreducible en 1<.
Demostración: Seaa = (a,ti) E 1< x S2(IR((x,Y))alg). Por 2.5 existen dos amilos de SI
valoración VVo y VV1 de R((x,y))ajg compatiblescon ti, verificando:

(a) W0 es el cierreconvexode IR en IR((x,y))ajg respectode ti y tiene rango 2.
(b) VV1 = (IR[x,y]]~g)q, donde q es un ideal primo de altura 1. SI
Sean

1/o = so;’(Wo) y ¾= soV(VVO. Entonces, aplicando 2.2 y por ser son una
extensión algebraicade cuerpos,tenemosque V~ es el cierre convexo de IR en IR(x,y)
respectode ti y tiene rango 2; ¾es un anillo de valoración de rango 1 compatiblecon SI
a y su grupo de valores 1’v

1 es un subgrupoordenadode
1’v, = Z, luego vi es anillo de

valoración discreta. Con lo cual, estasson todaslas valoracionescompatiblescona.
Consideremosel diagrama: SI

-* “4 vi “—>K(X)

SI
R[x,y]}aig ‘—* Wc, “4 VV, ‘~*R((x,y))aig

Seamv, el ideal maximal de vi, entonces SI
Pa = mv, fl 7Z(X),,= ]]) = SI

= so;’(rnw,) fl

= so§(mw, fl IR[x,y]].~) = SI
= so$’(q)

luego ». es un ideal primo de altura 1. SISea » E R4X) el ideal primo contracción de »~ a R.(X), entonces p está estrictamente

SI
SI
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contenido en m~, luego tiene altura 1 y

mv1flR.(X) = (mv,flR4X)0)flR.(X)=

= pnfllZ(X)=»

Luego ¾domina a %(X)~,, y como es anillo de valoración discreta Vj = 7Z(X)~ y entonces

kv, st cf (R(X))

o

Proposición 2.13 Seaa E S~(K(X)). Entonces existe un único anillo de valoración
1/o

de >2(1<) compatible con a. Además, Vc, es el cierre convexo de IR en >2(1<) respectode
a, tiene rango 1 y rango ractonal 2.

Demostración: Seaa = (a,&) E X x Sa(IR((x,y))aig). Por 2.7 existe un uníco anillo de
valoración VVo de IR((x,y))ajg compatiblecon ti tal que VV

0 es el cierre convexode IR en
IR((x,y))ajg respectode ti, tiene rango 1 y rango racional 2. Consideremos

1/o = soV(VVo)
que es el cierre convexo de IR en >2(X) respecto de a y tiene rango 1 y rango racional 2,

por ser una extensión algebraica de cuerpos. Luego Vc, es el único anillo de valoración

de >2(1<) compatiblecon a. o

Proposición 2.14 Seaa E S4(K(X)). Entoncesexisten exactamente2 anillos de valo-
Vo y vi de >2(X) compatiblescon a, los cuales verifican:

(a) y
0 es el cierre convexo de IR en >2(X) respectode a y tiene rango 2.

(b) ~ es un anillo de valoración discreta tal quesu ideal maximalmv, se contrae al
ideal maximal de un punto a E 1< en R4X) y su cuerpo residual es isomorfo a IR(uA) con

d un entero positivo.

Demostración: Sea a = (a,&) E 1< x 514IR((x,y))aig). Por 2.8 existen exactamentedos
anillos de valoración VV0 y VV1 de R((x,y)»ig compatibles con ti, tales que:

(a) VV0 es el cierre convexo de IR en R((x,y))ajg respecto de ti y tiene rango 2;

(b) W1 es anillo de valoración discreta que domina a IR[x,v]]aig.
Sean

1/o = soV(Wc,) y y1 = ‘Pa ‘(VVi); puesto que ‘Pa es una extensiónalgebraicade
cuerpos y aplicando 2.2, obtenemos que Vc, es el cierre convexode IR en >2(1<) respectode

a y tiene rango 2, ¾es aniUo de valoracjóndiscretacompatiblecon a y suideal maximal
mv, verifica,

mv,flR}X) = (mv,flR.(X)~)flR4X)=

= soV((x,y)R[x,yl].,g) 11 %(X) =

= m0R(X)0 o 7Z(X) =

Por otra parte,usando(2.9.2), es inmediatoquekv, st IR(wd). O



SI

70 III. Descripción de abanicos SI
3 Abanicos SI
El TeoremadeTrivialización de Brócker (ver [Brí], [ABR]) afirma queparatodo abanico SI
de un cuerporeal existe un anillo de valoración compatiblecon todos sus elementosy
tal que el abanico inducido en su cuerpo residual es trivial. En la primera parte de

SIestá sección veremos que en el caso particular de los cuerpos que venimos tratando la
trivialización se da según un anillo de valoración de rango 1. En la segunda y tercera parte

determinaremoscompletamenteel conjuntodeabanicosde 4 elementosde los cuerposde SI
senesen dos variablesy del cuerpode funcionesdeunasuperficie, usandoel Teoremade
Trivialización y los resultadosobtenidosen la sección2 anterior.

SI
Teoremade Trivialización
Las cadenasde anillos devaloración compatiblesconlos órdenesde un abanicopresentan SI
ciertascoincidencias.El resultadomás importanteen estesentidoel Teoremade Trivia-
lización de Brócker (ver [Brl], [ABRj).

SITeorema de Trivializacion: SeaK un cuerporeal y E un abanicode K. Entonces
exzste un anillo de valoración V de K tal que:

a) El anillo de valoración 1/es compatiblecon todos los elementosde E.
b) El abanico inducido por E en el cuerpo residual kv de 1/ es trivial (i.e. tiene a lo

mas 2 elementos).

SICon el fin dehacerlo másautocontenidaposibleestamemoriaenestasecciondaremos
una demostración sencilla del Teorema de Trivialización para los cuerpos de series en dos
variables y los cuerpos de funciones racionales de superficies de IR”, si bienobservaremos SI
como obtener el resultado de un modo simple para extensiones finito generadas de IR de

grado arbitrario.

SIMientras no se indique otra cosa, denotaremos por >2 una extensión ordenada propia
de IR. Recordamos aquí las definiciones de algunos conceptos ya aparecidos en capítulos

anterioresy que son de vital importanciaen estaseccion. SI
Definición 3.1 Un anillo de valoración V de>2 escompatiblecon un abanicoE de>2 si
escompatiblecon todos los elementosde E. SI
Definición 3.2 Un abanico F de >2 trivializa segúnun anillo de valoraciónV si 1/ ver-
ifica el Teoremade Trivialización para E. SI
Ejemplo 3.3 Sea>2 = K(X) el cuerpode funcionesracionales de un conjunto algebraico
real irreducible. Los abanicosconstruidosen 1.4.4 sobre un divisor primo real 1/ de >2 SI
trivializan según 1/. Es más, por el Teorema de Baer-Krull (1.3.8), todo abanico de>2 que
trivialice segúnun divisor primo real V se construyecomo en 1.4 4., esto es mediantelas
elevacionesa 1/ de dosórdenesdistintos r1,r2 del cuerporesidualkv de 1/: SI

¾ a1 a3 a2 a4ti ti SI
SI
SI
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Observación 3.4 Si>2 es una extensiónordenadade R y a E Spec~(>2), existeun anillo
de valoración de rango 1 de >2, no trivial, compatiblecon a.

En efecto, bastacomprobarque el cierre convexo V0 de IR en >2 respecto de a es no

trivial ya que todos los anillos de valoración no triviales que contienen a Vo soncompatibles
con a y el mayor de todos ellos es de rango 1. Por otra parte, es fácil ver que V0 es no
trivial, ya que si

1/o = >2, para todo x E >2 existe q E Q con x~ < q, entonces(>2,a) es
unaextensiónarquimedianade IR, pero IR no posee extensiones arquimedianas propias.

Lema 3.5 Seana
1,a2,a3, a4 E Spec~(>2) distintos tales que a1 a2~a3 = a4. Si vi y V2

son los anillos de valoración de rango 1 compatiblecon a1 y a2 respectivamente,entonces

Demostración: Por 3.4 los anillos de valoracion vi y V2 son no triviales. Supongamos

¾# V2, entoncespor serambosde rango 1 se tiene que¾Z y2, ~2 ~ V1~ Luego existen
a,b E K talesquea EV1 \V2 y b cV2 \ V1. Seanuí y ~2 valoraciones asociadas a ¾y V2
respectivamente; entonces, a1 = a/b (resp. a2 = bla) verifica uí(ai) > 0,u2(aí) < O (resp.
vi(a2) < O,u2(a2) > O).

Por otra parte sean f,g E>2 tales que

aí(f)<0 a2(f)>0 aa(f)>O
aí(g) > O a2(g) <O a3(g) > O

Consideremosp E IR tal que p > max{~uí(f)~, 1u2(fW ¡‘í(g)j, u2(g)j>; existe dicho p
porque u1 y u2 son valoracionesde rango 1, luego su grupo de valores es un subgrupo

ordenadode IR.
Así, tenemosp > O y vi(a1) > O,—u2(aí) > O (resp. —vi(a2) > O,u2(a2) > 0).

Entonces existe un entero ni tal quemui(aí) > p, —mu2(aí)> p (resp. —muí(a2) > p,
mu2(a2)> p). Sea2í = c4mf (resp. z2 =

u1(z1) = 2niuí(aí) + uí(f) > 2p + “‘(f) > O
u2(zí) = 2mu2(aí) + “2(f) < —

2p + “2(f) <0

Análogamentese compruebaqueví(z
2) < 0,u2(z2)> 0.

Con lo cual hemos obtenido 21,22 E >2 tales que z~ E ¾\ V2, z2 EV2 \ ¾y

aí(zí)<0 a2(zí)>0 aa(zí)>0

ai(z2) > O a2(z2) < O as(z2) > O

Además,es O < aí(—zí) < ai(z2), ya quesi fuese al contrario, el hechode quezí E V1,
implica que 22 E ¾,lo que no es cierto. Entonces,aí(zí + 22) > O y análogamente se

pruebaquea2(zí+z2)>0. Luego,a4(zí+z2)>0; yporotrapartea4(zí) < 0,a4(z2)<0,
lo quees imposible.

Por lo tanto¾= V2. O

Observacion 3.6 Del Lema .9.5 anterior se deduceel Teorema de Trivialización para
extensionesfinito generadas>2 de IR.
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SI
En efecto, obsérvese que dados V y F compatibles tenemos un abanico E en kv.
ConsideremosV el anillo de valoración de rango 1 compatible con E (3.5), y supon- SIgamos que E está formado por al menos cuatro órdenes distintos ~ ya que

en casocontrario E trivializaría según1/. En efecto, si por ejemplo ~ = ~ entonces
a2 = a1 a3 a4 = a4. SI

Por 3.5 dado un abanico E en kw existeun anillo de valoración V1 de k~ compatible
con E y E induce un abanicoE1 sobrekv1. Si E1 no está formado por al menos cuatro

órdenesdistintos se tiene el resultado,bastatomar 1/’ = ir’(¾), siendo p : y —* kv la SI
proyección;en otro casotomaríamosV2 anillo de valoración compatible con E1. Siguiendo

este proceso y teniendo en cuenta que los anillos de valoración de >2 contenidos en un

SIanillo de valoración dado estánen biyección con los anillos de valoración de su cuerpo
residual ([Bou], §4), tenemos una cadena descendente de anillos de valoración de K:

...ci ¡r’(p1
1(V

2)) ci r
1(¾)ci 1/ ci >2 SI

~t. .1. .1’
...ci =‘(V

2) ci Vi ci kv SI
.1.

ci kv1 SI
Como gr.tr.(>2 : IR) = d < oc se tiene que ningún anillo de la cadena puede tener rango
mayor qued ([Bou], §10), por lo tanto en un numerofinito de pasostiene que aparecer SI
un anillo de valoraciónque trivialice.

Antes que la versión del Teorema de Trivialización en el caso de dimensión 2 veremos SI
unos lemas sobre los cuerpos de series en dos variables que nos serán utiles posteriormente.

Lema 3.7 SeaP(x,y) E IR[x]][yj un polinomio irreducible y distinguido. Si SI
4(z) = >3 c1x”’

1”’ E C[xí¡N]1,
¿>1

es una raíz de P(x,y), siendo N es el menor entero positivo tal que 4(x) E C[xí¡N]]; SI
entonces,

llk(X) =2 cí(6Ck)nixní/N, 1 < lo < N SI
son las raícesde P(—x,y), dondee es una raíz N-ésimade —1 y es una raíz primitiva SI
N-ésimade la unidad.

Demostracton: P(—x,y)es irreducible y distinguido por serlo P(x,y). Consideremosel
C-automorfismo, C[~]] —* C[x]1 SI

quese extiendeal C-automorfismo, —4 —x SI
4>: C[xí/NI] —* C[xí/N]] SI

xí/N OxífN

SI
SI
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siendoe una raíz N-ésimade —1.
Podemosextenderestosautomorfismos,quesegmremosdenotando4> y a los respec-

tivos anillos de polinomios en y, enviando y a y; con lo cual tenemos el siguiente diagrama

conmutativo,

It
~

PuestoqueP(x,4(x)) = O y 4(x) E C[x¶/N]], entonces ~(P(x,4(x))) = O. Con lo cual,

O = «F(x,4(x))) = ~(P(x,>3ci(x¶/N)fli)) =

= P(—x,>3cí(OxhIN)thi) = P(—x,~~o(x))

Luego,~o(x) esraíz de P(—x,y),y ademásN es mínimo verificandoquei~o(x) E
ya que tiene los mismos exponentes que 4(x). Dado que P(—x,y) es irreducible y distin-
guido tiene grado N como polinomio de R[xjj[y], y el resto de sus raíces son,

?lk(X) = >3
40n1(4k21/N)ní

2>1

para lo = 1,.. . , N — 1 y siendo(una raíz primitiva N-ésima de la unidad. O

Corolario 3.8 SeaK uno de los cuerposR((x)), R({x}) o R((x)~g y seaP(x,v) E K[y]
irreducible y distinguido tal queposeeuna raíz 4(x) E R[xí/N]] (N mínimo). Entonces:

1) Si N espar, P(—x,y) no tiene raícesen R[xí¡NH.
2) Si N es impar, P(—x,y) poseeexactamenteuna raíz en R[xí/N]].

Demostración: Si P(x,y) es irreducible y distinguido en K[y], entonceslo es en R[x]][y].
Por lo tanto si

4(z) = >3 c1t~
1”’ E R[xí/N]]

2>1

es raíz de P(x,y), entoncespor 3.3 las raíces de P(—x,y)son

?lk(Z) = >3 cí(e(k)níxn¿¡N, lo = O,..., N — 1
t>1

con e raíz N-ésima de —i y ( raíz primitiva N-ésimade la unidad.
Denotemos R = lo — 0, . . . , N. — 1}, que es el conjunto de las raíces N-ésimas

de —1.
1) Si N es par, R ci cC\R; además,puestoquehemostomadoN mínimo, existe i

0 =1

tal que N no divide anj0. Con lo cual, c10(OCk)No ~ IR paratodo lo = 0,..., N — 1. Luego

llk(x) «IR[xí/~N]],para todo lo = 1,...,N— 1.
2) Si N es impar, R fl IR = {—1}. Entonces, existe lo0 E {O,. . . , N — 1} con — —1

y para todo lo ~ lo0, 64k « IR. Con lo cual, puesto que N es mínimo, siguiento el mismo
razonamiento de 1), i~k(x) ~ IR[x¶/NI] para todo lo # lo0 y 11k0(x) E IR[xílNfl. o
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SI
Lema 3.9 SeaL una extensiónalgebraicafinita de K (dondeK esuno de los cuerpos
R((x)), R({x}) o R((x))dg), con polinomio mínimo distinguido P(x,y) E K[y], tal que SI
P(x,y) posee al menos una raíz en R[xí/N]1, con N = gr~(P(x,y)). Entonces,Spec~(L)
poseeexactamente2 elementos.

Demostración: Para comenzar señalemos lo siguiente: SI
1) Specr(K) = {0~,0}, donde0~ denota el orden que hace x > O, y 0 denotael

orden que hace y <a. SI
2) L st cf(K[y]/(P(x,y))).
Luego, dado un orden r de L, su restricción a K tiene queser0+ ó 0. Por lo tanto el

número de órdenes de L coincide con el número de extensiones de 0+ a L másel número SI
de extensiones de 0 a L.

En general, el número de extensiones de un orden de un cuerpo a una extensión

SIalgebraicafinita, coincide con el número de raícesdel polinomio mínimo de la extensión
en una clausurareal de este([BCR, 1.3.7]). Luego utilicemos este resultado en nuestro

caso. SI
Consideremos (K,0+). Su clausura real, que denotaremos Res:

— El cuerpo de series formales de Puiseux en la variable x y con coeficientes en IR, si SIK = R((x)).
— El cuerpode series convergentes de Puiseux en la variable x y con coeficientesen
IR, si K = IR({x}). SI
— El cuerpo de series formales de Puiseux en la variable x y con coeficientes en IR,
algebraicassobreR(x), si K = IR((x))aig.

Puestoque P(x,y) E A[y] y 4(x) E R[xl/N]] es una raíz de P(x,y), entonces4(x) E R. SI
Luego P(x,y) poseeunaraíz en R si N es impar, y poseedos raícesen R si N espar. Por
lo tanto, 0+ se extiende a un solo orden en L si N es impar, y se extiendea dos órdenes SI
si N es par.

Consideremos ahora (K,0j, y el IR-isomorfismoordenado,

4>: (K,Oj —~ (K,0~) SI
x —4 —x SI

que se extiende a las clausuras reales, que denotaremos R’ y 1? respectivamente, ~ :

R.
Con lo cual en los anillos de polinomios obtenemos, haciendo y —> y, los siguientes SI

isomorfismos:

K[y] “4 R’[y] SI

K[y] “4 R[y] SI
Entonces,4(x) E R’ es raíz de P(x,y) si y sólo si ~(4(x)) E R es raíz de P(—x,y).

Luego el númerode raícesde P(x,y) en R’ coincide con el númerode raícesde P(—x,y) SI
enR.

SI
SI
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Por 3.4, P(—x,y) poseeuna única raíz en R si N es impar y ninguna si N es par.
Luego, 0 tiene una extensión a L si N es impar, y no se extiende si N es par.

En resumen, si N es impar, 0+ y 0 tienenexactamenteuna extensióna L; si N es
par 0+ tiene dos extensiones a L y 0 no se extiende a L. O

En el resto de esta sección denotaremos por >2 uno de los cuerpos de series R((x,y)),
R({x,y}) o IR((x,y))aig, o el cuerpo de funciones regulares >2(1<) de una superficie 1<

irreducible. Para estos cuerpos obtenemos una versión particular de Teorema de Trivi-

alización que nos aporta toda la información sobre las cadenas de anillos de valoración

compatibles.

Observación 3.10 Denotemos £(K) el conjunto de abanicos de >2. Según las carac-
terísticas de los anillos de valoración compatibles con los elementos de Spec~(K) obtenidos
en la sección 2 anterior y dado que todo abanico es compatible con una valoración de rango

1, se tiene que un abanico E de >2 está completamente contenido en uno de los subespa-

cios 51~(K), i = 1,2,3,4, que forman el espectro real de >2. Luego, el conjunto E(K) se

descomponeen 4 subconjuntosdisjuntos,quedenotaremos

S~(>2) = {F abanico: Pci SdK)}, i = 1,2,3,4

o simplemente Z~ cuando no haya lugar a confusión.

Teorema 3.11 Todo abanicoF de>2 trivializa segúnun anillo de valoración de rango 1.

Demostración: Sea E un abanico de>2, estudiemos E según el subespacio £~(>2) a que

pertenece:
£7aso1: Si E E £1 UE3, entoncesexisteun anillo de valoraciónV~ de rango 1 y cuerpo

residual IR compatible con E. Pero entonces E trivializa según
1/o a un abanico formado

por un elemento, ya que IR posee un único orden.
£7aso2: Si E E £2 U £4, entoncesexisteun anillo devaloracióndiscreta¾compatible

con E; luego E induce un abanico E en el cuerpo residual kv, de V
1. El cuerpokv’, es de

uno de los siguientes tipos:
1) una extensión algebraica finita de R((x)), IR(x) ó IR((x))aig,

2) el cuerpo de funciones racionales de una curva algebraica contenida en IR”.

En cualquier caso 1’ tiene a lo más 2 elementos, ya que si kv, es como en 1) su espectro
real tiene 2 elementos y si es como en 2) no existen abanicos no triviales en una curva

(1.4.3). Luego E trivializa según Vi. O

Proposición 3.12 Sea1/ un anillo de valoración de rango 1 de>2. Entonces:
1) Si 1/ tiene rango racional 1 y cuerpo residual IR, no existen abanicosno triviales

que trivialicen según 1/. £7on lo cual, S~ contienesólo abanicostriviales.
2) Si V tiene rango racional 2 y cuerporesidualR, existe exactamenteun abanicono

trivial que trivializa segúnV.
.9) Si 1/ es anillo de valoración discreta con cuerpo residual lo1,~ real, distinto de R,

cada par de órdenesdistintos de kv determinaun abanicono trivial de >2 que trivializa
según 1/.
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SI
Demostración: Los elementos de los abanicos E que trivializan según un anillo de
valoración 1/ en los casos 1) y 2), son elevaciones a V del orden de IR; mientras que si V SI
está en el caso 3) son elevaciones de a lo másdos órdenes en kv # R. Pasemos a estudiar el
numerode elevacionesde un orden de k~ a V mediante el Teorema de Baer-Krull (1.3.8),

esto es calculando el número de homomorfismos de grupos del grupo de valores Pv en Z2. SI
1) Todo orden de E proviene de la elevación a V del único orden de kv = IR. Com-

probaremos que #(Homz(Pv,Z2)) < 2 con lo cual E poseea lo más dos elementos.

Por 2.4, el grupo de valores Pv de V es un subgrupo de Q que contiene infini -SI
tos números racionales. Supongamos que existen 4>í,t2,4>a E Homz(rv,7Z2) distintos.

Entonces, existen a1,a2,a3 E Pv con 4>í(aí) # 4>2(ai), 4>2(a2) # 4>a(a2) y 4>í(aa) #
SI4>3(aa). Consideremos O el subgrupo de Pv generado por {aí,a2,aa}, entonces 4>í cE

Homz(G,Z2), con i = 1,2,3,y4>Ja~4>flGsii~j.

Por otra parte, O es un subgrupo de Q generado por 3 elementos. Supongamos SI
a1 = cj/di, a2 = c2/d2 y a3 = ca/da (c1,d1 E Z), y sea d = (d1,d2,d3). Entonces
a1 = cíbj/d, a2 =c2b2/dyaa =c3b3/dparaciertos b1,b2,b3E Z. Seac= (c,b,,c2b2,caba),
entonces es fácil comprobar que O st (c/d)Z st Z. SI

2) En 2.7 hemos visto que el grupo de valores Pv st Z + mZ, con m E IR \ Q. Cada
elemento de 1{omz(Z +mZ,7Z2) está unívocamente determinado por sus valores en 1 y ni. SI
Luego las únicas posibilidades son:

‘Pi: 1—40 <92: 1—40 <93: 141 <94: 1—41 SI
ni —4 0 ni —~ 1 ni —* O ni —* 1

Entoncesexistenexactamente4 órdenesdistintos de >2 compatiblescon 1/, luego tienen SI
que coincidir con los elementos de E, si existeun abanicoE que trivialice según 1/.

Construyamos entonces, siguiendo la demostración del teorema de Baer-Krull (1.3.8),

los cuatro órdenesde K compatiblescon 1/, que denotaremosa1,a2,a3,a4. El anillo SI
de valoración V es real, ya quesu cuerporesidual es IR, entonces existe a E Spec~(K)
compatible con 1/. De esta forma, a1,a2,a3,a4 tienen como cono positivo los conjuntos

~ respectivamente, definidos como sigue: SI
= {f E >2 (f = O) ó (~~(uo(f)) = O,a(f) = +1) ó (p~(uo(f)) = 1,a(f) = SI

donde i = 1,2,3,4 y
t’o es la valoración asociada a V definida en 2.7.

Comprobemosque estos 4 órdenesforman un abanico. Sea f E >2\{0}, uo(f) = r+sm,
con s,r E 71 Obsérveselo siguiente: SI

— <91(1/0(f)) — O con lo cual aí(f) = a(f) (en generala
1 = a).

—so2(u0(f)) s(mod.2), con lo cual a2(f) = a(f) si s es par, y a2(f) = —a(f) si s SI
impar.

—soa(uo(f)) r(mod.2), con lo cual aa(f) = a(f) si r es par, y as(f) = —a(f) si y SI
— <94(~0(f)) s+r(mod.2), conlo cual a4(f) = a(f) si r+s es par, y a4(f) = —a(f)
sí r + a es impar.

Estudiemosentoncesla tabla de signos de f, segúnla paridadde r y a. SI
SI
SI
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ai(f) a2(f) aa(f) a4(f) ala2a3a4(f)
r y s pares a(f) a(f) a(f) a(f) +1

l~ y s impares a(f) —a(f) —a(f) a(f) +1

r par y a impar a(f) —a(f) a(f) —a(f) +1
y impar y .s par a(f) a(f) —a(f) —a(f) +1

Luego quedademostradoqueF = {ai,a2,aa,a4} es el único abanicocompatiblecon V.

3) Por ser V anillo de valoración discretasu grupo de valoresPv es isomorfo a

luego #(Homz(Pv,Z2)) = 2. Por lo tanto cada orden de kv se extiende a exactamente
2 órdenes compatibles con V. Luego si F triviaJiza según 1/ y es no trivial, tiene que
inducir 2 órdenesen kv; con lo cual E estádeterminadopor un par deórdenesdistintos
de k~ y posee4 elementos,construidoscomo en 1.4.4. 0

Observación3.13 De la demostraciónde 3.12podemosconcluir queno existenabanicos
de más de 4 elementosen >2. Por otra parteel mismo hechoestáprobadoen 11.4.1 , con
técnicaspuramentegeométricasen el caso >2 = >2(X).

En conclusión,las cadenasde anillos de valoracion compatiblescon los elementosde

un abanicoE = {ai,cz2,a3,a4} de>2 son como sigue:
1. Si E E £~ U S3~ tenemos

R

siendo V0 el cierre convexo de >2 en R respectode a1, paratodo i = 1,2,3,4. Además,si

E E £~, entonces
1/o tienerango 1 y rango racional 1; si E E Sa,entonces1/o tiene rango

1. y rango racional 2.
2. Si E E £2 U £4, tenemos

vot

v~z¾ ~>2

1 1
IR ~kv

1

siendo V¿ (resp. VJ) el cierre convexode >2 en IR respectode a1 y a3 (resp. a2 y a4) y

¾un anillo de valoracióndiscretasegún el cual E trivializa.
Efectivamente, los cierres convexos respecto de los elementos de E coincidenal menos

dos a dos: Dado que los anillos de valoración contenidos en V~ y compatiblescon a, se
corresponden biyectivamente con los anillos de valoración de kv, compatiblesconelorden
inducido por a, en kv, (1. 3.7) y teniendo en cuenta que E induce 2 órdenes en kv’1, no

puedehabermás de dos cierresconvexosdistintos en las cadenasde anillos devaloración
de los a,. Además, como cada orden de kv, se elevaa dos de V~, los cierres convexos
respecto de los a, coinciden dos a dos, o coinciden todos.
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Abanicoscentradosen el origen SI
En estaseccióndescribiremoscompletamenteel conjuntode abanicosde >2 (= R((z,y)), SI
R(x,y) o R((x,y))ajg) a través de los invariantes asociadosa cada orden en la sección
1. Conservaremoslas notacionesestablecidasen las secciones1 y 2 para los cuerposde SI
series.

Proposición 3.14 Seaa= (1,5, N,4(t),O,w) E S2(>2), entoncesexisteun único abanico
de >2 que contiene a a y estáformadopor: SI{ a1 = (T,6,N,4(t),0,z)

a2 = (T,(~1)N6,N,4(~..t),0,z)
a3 = (1,5,N, 4(t),0, —z) SI
a4 = (1, (....í)N6, N ¿(~..t) O z)

Demostraczon: Aplicando 3.12 tenemosque un abanico E que contenga a a está deter -SI
minado por las elevaciones a ¾(anillo de valoración discreta compatible con a) de dos
órdenes distintos de su cuerpo residual kv,, uno de ellos trivialmente es el orden inducido SI
por a en kv,.

Además por 2.6 kv, es una extensión algebraica de lo, luego aplicando 3.9 existen

exactamente 2 órdenes en kv,. Por lo tanto existeun único abanicoquecontienea a. SI
Supongamos 1 = 1, entonces por 1.5 sabemos que

4’ : >2 —+ R((t))((z)); { 4’(x) — &tN SI
«y) = 4(t) +

define a y por 2.6 que SI
kv, = cf ((P(Sx,y))

)

donde P(x,y) es un polinomio distinguido e irreducible tal queP(x,4(xí/N)) — 0. Sean SI
~, ¡3 los dos órdenes de kv, que están definidos, respectivamente, por los siguientes R-

homomorfismos de kv, en el cierre real R de (K,o~) (ver 3.9 y [BCR, 1.3.7]), SI
..-* Sx ~: f x —* 6(~1)Nx
~ 4(x~/~) 1 y 4(xi~N)

donde x e y denotan respectivamente la clase de x y la clasede y en kv,. SI
Un parámetrouniformizador de ¾es P(Sz,y),con lo cual por 1.4.4, E estáformado

por a1,a2,a3,a4definidos como sigue: SI
a1 : extiende~ y hace P(Sx,y) > O,
a2 : extiende¡3yhaceP(6~,y)>O, SI
a3 : extiende ~ y hace P(&x,y) < 0,
a4 : extiende~yhaceP(&x,y)<O.

Comprobemos que = 1 para todo i — 1 2 3 4. Comopj(y/x) = y¡r, entonces SI
exister E IR tal que

1’ ~ <a~ V, parai = 1,3 (resp. parai = 2,4) SIx

SI
SI
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si y sólo si
y y—r <~~— <~r (resp. —r <~— <dr)x x

si y sólo si
r (resp. —1’ <0+ 6(~1)Nx

—r <0+ Lx

luego, basta tomar r E IR como sigue:

y > O si 4(t) = 0 o 4(t) # O y n1 > N,
r >~ ci¡

6 1 si 4(t) # O y n
1 = N.

En lo que sigue podemos suponer T = 1, ya que si es T = oc, una vez hecho el cambio

de coordenadas x —* y, y —* x y razonandode forma análoga obtenemos T01 = oc, para
todo i — 1 2 3,4. Luego, el caso T = oc se obtendría partir del caso T = 1 sin más que
intercambiarx e y.

Consideremosentoncesel diagrama,
t/,

¾—VV1

1
.—L. R((t))

donde 4, es el homomorfismo ordenado inducido por 4’ en los cuerpos residuales. Puesto
que t — ~ (resp. ~) induce,a través de ~, 0~ (resp. 0) en IR((t)).

Consideremos(IR((t)),0+), por Baer-Krull o~ se elevaa dos órdenes¡3~~% de VV1 =

como sigue:

i3~ : extiende o~ y hace z > O,
extiendeo~ y hace z < O.

Por 2.2, los órdenes, a’~ y a~, inducidospor ¡3~ y ¡%, a través de 4’, en ¾,sonelevacionesde
W Ademása ~ c4, ya quea(P(bx,y)) # a~(P(6x,y))si y sólo si ¡3í(P(tN,4(t)+w)) $
¡33(P(tN,4(t) + u,)). Comprobemos esto ultimo. Como

P(tN,¿(t) + tu) =
9f(tN ,«t))w . ,4(t))tu2 +

entonces,

¡3
1(P(tN4(t) ±tu)) = o~ (~(tN,4(t))) ¡3í(w) #

~ 0~ (~?(tN,E(É))) ¡33(w) = ¡33(P(tN,4(t) + u,))

ya que, iv = zó —z. Con lo cual {al,a§} = {ai,aa}.
Ahora bien, j3~ estádadopor un IR-isomorfismo
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SI

para i = 1,3, con ~í(t) = <93(t) = t y ~i(z) = z, <93(2) = —z; que es un endomorfismode
VV1. Entonces, a y a~ están definidos respectivamente por los R-homomorfismos: SI

4’i(x) = 6tN
4’i = soi.4’:>2 —* IR((t))((z)); { 4’i(y) = 4(t) +w SI

.1. r IDII*\\U2fl. 1 4,a(x) = stN
— ~ V: AI.AJ), ~ 4’a(y) = 4(t) —tu SI

Luego, salvo reordenación en i = 1,3 e intercambiando z por y en el caso T = oc,

obtenemos:
a1 = (T,6,N,4(t),0,z) SI
a3 = (T, 6, N, 4(t),0, —z)

Consideremos(R((t)),ofl. El orden & seelevaados órdenes¡32 y ¡34 de R((t))[z]](~): SI
¡32 : extiendeo y hace z > 0,

extiende& y hace z < 0. SI
Análogamenteal casoanterior,si denotamosa = 4’1(¡3~) con i = 2,4, entoncesa’2 $
y estasson las dos elevacionesde ¡3 a ¾,luego coincidencon a2 y a4. SI

Expresemos /3~ (i = 2,4) como un IR-isomorfismo soí de IR((t))((z)) que seaun endo-
morfismo de V~:

sol: (R((t))((z))q31) —* IR((t»((z)), i = 2,4 SI
con so2(t) = <94(t) = ~(t) = —t, <92(2) = z y <94(2) = —z. Entoncestenemosexpresados

y a’4 con R-homomorfismos4’2 y 4,4, respectÑamente,de >2 en IR((t))((z)), SI
4’2 = <92~ 4’:>2 —* R((t))((z)); .j’ 4,2(x) = 6(~.t)N1 4’2(y)=4(—t)+w SI

= ~ : >2 —* R((tfl((2W 4(x) = 6(~t)N

r \\IJUJI~ { ~‘~<>= 4(—t) — SI
Luego, salvo reordenación,

a2 = (T,(~1)N6,N,4(~~.t),O,z) SI
a4 = (T,(~~1)N6,N,4(~.t),0,~z)

Y por construcción F = {ai , a2, a3,a4} es el único abanico que contiene a a. o SI
Proposición 3.15 Seaa = (T,6, N,4(t),ni,w) E S~(>2), entoncesexiste un único aban- SI
ico de >2 que contiene a a y estáformado por:

a1 (T,5,N,4(t),m,+1)

a2 (T, 6, N, 4(t),m,—1) SI
a3 = (T(~.~1flN6N4(~flni+1)1, a4 = ~ SI

SI
SI
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Demostración: Como a E S3(>2) existe un anillo de valoración 1/o de rango 1 y rango
racional 2, compatible con a; por 3.12 existe un único abanico compatible con V

0, formado
por las cuatro elevaciones a1,a2, a3, a4 del único orden de kv0 a Vo según los homomor-

fismos de su grupo de valores en Z2. Luego a E F.
Supongamos T = +1, entonces y/as E V0, puestoque Vo esel cierrede IR en>2 respecto

de a. Pero Vc, es tambiénel cierre convexode IR en >2 respectode a1, para todo i, con lo

cual T~ = +1. Análogamente si T = oc entoncesT0~ = oc, para todo i — 1 2,3,4. Por

lo tanto T01 = T.
Entonces, salvo un cambio de x por y, podemossuponerT = +1 y en este caso a está

dado por un IR-homomorfismo

4’ :>2 —* R((t,t
m)); 4’(x) = 6tN

1 «~) = 4(t) + ttmw

con 4(t) = 2...~ c1t~1 E R(t) tal que N <ni < ... < n
5, (N,ní,. . .,n,) = 1 ytu E {1,—1}.

Siguiendola demostraciónde 2.7 tenemosel siguientediagramaconmutativo:
vo—wo

PO

R

donde VVc, = R[t,t”fl]<t> y p(G(t,tm)) = F1(O) con F1(t) = F(t,t
m).

Además el grupo de valores de VV
0 es también Z + niZ. Con lo cual, análogamente a

3.12, en R((t,t
m)) tenemosexactamente4 órdenes¡3~ (i = 1,2,3,4) compatibles con VVo,

que se corresponden con las cuatro elevaciones del único orden de kw
0 = R, según los

homomorfismos cp~ (i = 1,2,3,4) de Z + niZ en Z2 y estándefinidos como sigue:

hacet>Oyt
m>0,

¡32 : hacet>Oytm<0,
hacet<Oytm>0,

hacet<Oytm<O.

Por 2.2 sólo hay que comprobar que los órdenes {a~}f..
1 inducidos por {¡3.}t..1 en Vo

através de 4’ son todos distintos; ya queentonces{a~}~1 = {a~}%1. Luego, salvo reor-
denación podemos denotar estos órdenes por al.

En efecto, sea P(x,y) E K[y] distinguido e irreducible tal que P(tN,4(t)) = O. En-

tonces,
N-i

P(x,y)= ll(v —

k=O

con 4 raíz primitiva N-ésimade la unidad. Luego,

uo(P(Sx,y)) = ord1 (ti’ (É4t” +wt
m — Écí(Ctít”’)) =

N—i fe

=>3 ord
1 kZ(c. — c.((k)~~i)tfl¿+ tut

tm) =ni+q
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donde q E 2 es una combinación de N, n1,.. . , n,. Con lo cual,

a,(P(Sx,y))

aa(P(Sx,y))

$ a2(P(6z,y)) SI
$

Ademássi N es impar,

a,(x) # a3(x)

a2(x)#a3(x)

a,(x) # a4(x)

a2(x) $ a4x).

Y si N es par,como (N,n,,. . .,n8) = 1, seajo = min{j = 1,... ,s : ni es impar}, luego si

denotamosnc, = N se tiene quen0,... , ftj0...j sonpares. SeaQ(bx,y) E K[y~ el polinomio
distinguido e irreducible tal que Q(tN,Z~ijí ct”~) —0, entoncessi d = (N,nn. .

se tiene

SI
SI

Q(x,y) = ~ (y
jo—1

—>3 c.(nk)flzfl¡N)
¡=1

dondeN’ = N/d, n = n;/d y ‘1 es unaraiz primitiva N’-ésima de la unidad. Entonces,

uo(Q(Sx,y)) -i
k=O

jo—’
ord~ ck)n~tni) = n~0 + b

t=1

dondeb E 2 es unacombinaciónde N,n1,. . . ,n~0...1, luego es par. Con lo cual se tiene
también

a,(Q(Sx,y))$ aa(Q(6x,y))

a2(Q(bx,y)) $ a3(Q(6x,y))

a,(Q(6x,y)) $ a4(Q(bx,y))

a2(Q(Sx,y))$ a4(Q(6x,y)).

Ahora bien, cadaorden ¡31 (i = 1,2,3,4) de R((t,t
m)) está definido por un homomor-

fismo en R((t,tm)) con el orden /3,, como sigue:

p,(t) = t
p,(tm) = trn

{ p
2(t) = t

p2(tm) = { pa(t) = —t
p3(tm) = trn

Entonces,para i — 1 2 3 4 los homomorfismos

= A~ 4’ :>2 —> R((t,t¶)

definena1. En concreto,

{ 4’,(x) = stN

4’,(y){ 4’3(x

4,1(y)

{= 4(t) + wt”’

= «—t) + wt”’ {
4,2(x) =

= 4(t) — tut’»

4,4(x) = 6(~t)N

4’~(y) = 4(—t) — “it
tm

Con lo cual se tiene el resultado.
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Observación3.16 Un ordena de 54(>2) estádeterminadopor su restricción a R(x,y),

que es un elementode 54R(x,y)) centradoen el origen. Además,ambosordenestienen
la misma descripciónexplícita.

Seaa E 54>2) y sigamosdenotandoa su restriccóna R(x,y). Entoncestenemos:

1. La cadenade valoracionesde R(x,y) compatiblescon a es,

“4 W “4K(y)

1
IR “4R(wd)

donde 14’ = 14 fl K(y), i .= 0,1. Además,14’ es un anillo de valoración discreta cuyo ideal

maximal se contrae al ideal maximal del origen en R[x,y] y lo~,, = kv~’ (ver 2.9).

2. Existe i- E IR(x,y) que es parámetro uniformizador de Vi y 1/,’ (2.10).

3. Todo abanico E de IR(x,y) tal quea E E se extiendea un único abanicoT de
>2 tal que a E T. En efecto, ya que kg,, = kv’ y un abanico de >2 (resp. IR(x,y))

está determinado por 2 órdenes distintos en su cuerpo residual (3.12). Además, como
r E IR(x,y) las 2 elevaciones de un orden y de kv,’ a V~’ se extiendena las doselevaciones
de y a ¾.

En la demostraciónde la siguienteproposicióntrabajaremossobreR(x,y). Además,
teniendo en cuenta lo anterior, utizaremos indistintamente las notaciones para>2 y para

IR(x,y).

Proposicion 3.17 Sean a = (T,6,N,4(t),ni,w) E S4(>2) y E = {ai,a2,as,a4} un
abanico. Entoncesa E E si y sólo si E es de uno de los siguientestipos:
(1) Si 4(t) = O y N = m = 1, entonces

f a1 = (T,6,1,O,1,w)a4 (T,—6,i,O,i,—w)

con y E {z + a, —z+ a}06m si T’ = 1, y E {z, —z} si 1’ = oc y y w si Y’ = 1.
(2) Si 4(t) $ O ó 4(t) = O con N < ni, entonces

a) Sidz=(N,ní,...,n~) es impar,

a1 = (T,6,N,4(t),m,w){ a2 = (T,6,N,4(t),m,v)
a3 = (T,(~1)N6,N,4(~t),m,(~1)mw)
a4 = (T, (....í)N&, N,4(—t),m,(—í)”’v)

con y E {z + a, —z+ a, 1/z, —1/z}06ir1, y tu.

b) Sid=(N,ní,...,n,) es par,

:; =t = (T,6’,N,4’(ttrn,v)= (T,6’,N,4’(t),ni,—v)
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SI
con 6’ = 6, 4’(t) = 4(t) y y E {z + a, —z + a, z, 1¡Z}aEIE,a>o (y $ u.’, y # —tu); o bien
6’ = (..i)N/d&, 4’(t) = ¿((l)i/dt) y y E {z + a, —z + a, —z, —1/Z}oEIB,a.c0. SI
Demostraczon: Por 3.12, como a es compatiblecon un anillo de valoración discreta¾ SIde cuerporesidualkv,, real distinto de IR, un abanicoquecontengaaa estádeterminado
por las dos elevacionesdel orden ~ que induce a en kv, (cuerpo residual del anillo de
valoraciónvi de rango 1 compatiblecon a) y las dos elevaciones de otro orden ¡3 (distinto SI
de~) de kv,,. Luego, para tener el resultado basta obtener todos los abanicos así descritos.

Para ello determinaremos para cada ¡3 E Spec~(kv¡)sus dos elevaciones a ~, a partir

de los invariantes de a. SI
(3.17-1) Sean¡3~ ,¡32 E Spec~(>2) las doselevacionesde ¡3 a Vi. EntoncesTe,,, = T,~, que

SIdenotaremospor T~, tiene los siguientesvalores:
a) Si4(t) $ O ó4(t) = O yN <ni, T~~= 1.

b) 5i4(t) = O y N =ni, entonces13=1 si y sólo sil = 1 y¡3$ +oc, —oc, o bien

1 = oc y ¡3 = 0~, 0.

Demostración: Salvo un cambiode x por y podemossuponer1 = 1 y a definido por el
IR-homomorfismo, SI

1 4’(z) = stN
4’: >2 —* IR((z,t)); 4’(y) = 4(t) + ttm~» SI

Entonces,el anillo de valoración discreta¾compatible con a está dado por el lugar SI
pj:>2 —* R(uA) U {oc} definido por, p,(f(x,y)) = p «f(x,y)).

Sea~ E Specr(IR(wd)),entoncesPo : R(wd)

d IR en R(tud) respecto de a, está IR U {oc} un lugar asociadoal cierre SIconvexo e definido como sigue:

= c si=c~óC SI
{—oc si ¡9= +oc SIsi~= —00

Así, PO = p
0~p,:>2 —* IR U {oc} es un lugar asociado al cierre convexo 14(3 de R en >2 con SI

respectoa ¡3i y a ¡32.

V0
8”4 ¾ ~K SI

“4(R(tud)09) SI—3

tPO SI
IR

SI
SI
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Con lo cual las cadenasde valoracionescompatiblescon ¡3í y ¡32 coinciden; Luego

181 = 1/32, ya que sólo depende de ¡3. Calculemos = = T132~ según el $ escogido:

po(y/x) = . pl(y/x) = . p((4(t) + tmtu)/6tN)

f pc,(6w) si4(t)=OyN=m=1
— pc,(c4S) si4(t)$OyN=n1

pc,(0) si4(t)$OyN<n1 ó4(t)=OyN<ni

Luego, supuesto1 = 1 tenemosque para todo ¡3 E Specr(R(wd)),T~ = oc si y sólo

si 4(t) = 0, N = ni = 1 y = +oc ó —oc. Supuesto1 = oc trabajandoanálogamente
y teniendoen cuentaque en este casoN < n1, obtenemos = 1 si y sólo si 4(t) = 0,

N=m=1y¡3$0~ó0~. O

(3.17.2) Observación. Consideremos la restricción de a a R(x,y). Como hemos indi-

cadoen la observación3.16 conservaremoslas notacionesde >2 al restringirnosa IR(x,y)
y sea VV1 = IR(z)[t](t).

4, VV1

ji,

IR(wd) ‘b R(z)

Supongamosque ¡3 se extiendea travésde 4’ a /3’ en IR(w). Sean¡3~,¡9 las doselevaciones

de ~‘ a VV,, es decir,
extiende ¡3’ y hace t > O
extiende ¡3’ y hace t <0

Si 4’—1(¡3~) $ 4,1(¡3:), entonceslas dos elevaciones¡3¶,¡32 de ¡3 a ¾coinciden con

4’—1(¡3fl,4’—1(¡3;). Además,en estecaso, la construcciónno dependede la extensión¡3’

elegida ya que ¡3 tiene exactamente dos elevaciones a 14. Veamosque4’—í(¡3~) es distinto
de 4’1(¡3). En efecto,sear un parámetrouniformizadorde Ví (existeun tal r por 2.10).

Se tiene que4’(r) E R(z)[t](~) es es tal que4’(r) = tu(t,z) donde u(t,z) es unaunidad de
W1. Luego,~>k’(¡3D(r) $ 4,.-1(¡3;)(r). O

(3.17.3)En las hipótesisde (3.17.2), daremosuna descripciónde¡3í,¡32 supuesto1~ = 1:

Dado queen un cuerpode funcionesalgebraicasde unavariable todoslos órdenesson
equivalentes mediante isomorfismos del cuerpo. Sea

~:(IR(u,),W) -4 (IR(z),O~)

el isomorfismo ordenadoquetrasforma~‘ en IR(w) en 0+ en R(z) queestádefinido por

/3 —

z+c si¡3=C
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SI
Consideremos para i = 1,2 los isomorfismos

IR(t,z) —* R(t,z) SI
definidos por 4>1(t) = t, 4>2(t) = —t, 4>í(w) = 4>2(tu) = 4>(w). SI

Comprobaremosprimero que 4>i( VV1) = VV1. Para ello bastaver queordt(f(z,t)) =

ordt(4>1(f(z,t))), para todo f E R(t,z) \ {O}: Sea f(z,t) = fjf2, con fuL E IR[t,tu],
ordt(f) = ordt(fi) — ordt(f2). Luego supongamosf E IR[t, tu], 4

f(t,w) = >3akátkwi
j,k SI

y sea1 = ord~(f(t, tu)). Entonces,

paratodo lo <1 >3ak,uP =0 J
.2

parakj = 1 >3ak,uÁ $0 4
1

Así, a¡Ó =0 paratodo k <1 y existe5 con a¡j $0. SI
Denotemose1 = 1, ~2 = —1, entonces

j,k

y como e1 = +1 y es un isomorfismode IR(w), tenemos SI
= O paratodo lo < 1 !=. para cada lo < 1 Zaks(el)k(~(w)Y= O SI
a¡5 $0 para algun 5 ~‘ para lo =1 >3a,1fr1)’(~(w))

1 $0

Con lo cual ordt(4>
1(f(t,z))) = 1. 1 SI

Obsérveseque ¡3 y /3 inducena través de 4>i y 4>2, respectivamente,el mismo orden
en R(t,z) ci R((t,z)), éstees el orden queextiendez > O con t > 0. SI

Con lo cual si = 1 podemosdar ¡3í,¡% como en 1.5 por los R-homomorfismos

—* IR((z,t)) SI
donde4,~ = 4>~.4’ (i = 1,2). Por lo tanto,

= (T,6,N,«t),m,4>(tu))

¡32 = (1, (~í)N5, N,4(—t),ni,(—í)
mt(w)) SI

Trataremosa parte los casosen que T~ $ 1 (caracterizadosen (2.17.1)). Dado que,
aunque podemos aplicarles todo el razonamiento anterior, los invariantes de los ¡3~’s que 4
se obtienen no guardan las relaciones establecidas en 1.4. 0

SI
SI
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Pasemosentonces a determinar los abanicos que contienen a a. Para ello calcularemos
las elevaciones/31,¡32 de un ¡3 E Specr(IRQwd))a

Caso 1: 4(t)=OyN=m=1.
En estecasod = 1. y trivialmente todo orden de kv, se extiendea IR(w).

— SupongamosT~ =

Por (3.17.1), T = 1, ¡3 E {c ,c }CEIE, ó T = oc, ¡3 E {0~,O~}; y
y 4’2 = 4>2 . 4, nos dan respectivamente¡3~ y /3~. Luego tenemos

(111.5)

por (3.17.3),4’~ =
4>i .4’

(1, 6, 1, 0, 1, y)

¡32 = (1,—6,1,0,1,—v)

con y E {z + c, —z+ c}cEm, o bien tenemos

(111.5) ¡3, = (oc,6,1,0,1,v)

¡32 = (oc,—6,1,0,1,—v)

con vE {z,—z}.

—Supongamos T~ $ 1:

por (3.17.1), 1 = 1, ¡3 E {+oc, —oc}, ó 1 = oc, ¡3 E {c~, c }CEIE. Seaentonces

el IR-endomorfismodado por <9(x) = y, so(y) = x. Veamosqueso(14) =

Para ello basta comprobar que ui(f(x,y)) = u
1(~(f(x,y))), para todo f E

Podemossuponer1 = 1, salvo un cambio de x por y. Seaentoncesf(x,y) = 215
A \{O}.
a15xy’ E

A y sea
= u,(f(x,y)) = ordt(f(St,tw)).

Como f(St,ttu) = 215 a15(St)1(tw)i — ~,,, •,6
1w5t1~1,tenemosque

>3 aqt’w’ = O paratodo a < 1

>3 ajjS1w5 $ O

Por lo tanto a
15 = O para todo i,5 tal que i + 5 < 1, y existe i,5 con i + 5 = 1 tal que

a~ $ 0.
Por otra parte

uí (so(f(x, y))) = ordt(f(tw, St)) = ordt(>3 a,,6’v/t~’)
U’

Y como,

a15 = O para todo i + 5 < 1 >3 a,,,6’tu = O para todo s < 1

als $0 para algún i +5 = 1 >3 ajjS’tu $ O
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tenemosui(~(f(x,y))) = 1. SI

En consecuencia,cp transforma ¡3~ ,¡32 en otrosdos órdenes~Yi, ~Y2 de>2 compatiblescon

SI¾y que danel mismo orden7 en su cuerporesidual. Sea~: kv1 —* kv, el automorfismo
inducido por cp en el cuerporesidualde tal forma queel diagrama

~ SI
seaconmutativo.

Como pi(6(y/x)) = tu, se tiene

= Pw so (sY.) = pi (0) = p (SÉ) = 1.

Luego,
+ siT=1,~$=+oc SI

1=143=-oc
{@icY~ :iT=oc,/3—c~ SI1/c)+ siT=oc,~=c

Entonces‘Y¶,’Y2 estánen las hipotesisdel casoanterior, con lo cual estándefinidospor $,
y t como sigue: { W1(x) = St 3’ t(x) = —St

con u E {z, —z}; o bien por $~ch¡) = tv $2(y) = —tu

1 $~(x) = tu j’ $2(x) = —tu

$~y) = St t(y) = —St SI
con u E {z + (1/c), —z+ (1¡c)}CEF,. SI

Así, 4,~ = . <9 y 4’2 = $2 p determinan¡3~ y ¡32 respectivamente.Por lo tanto
obtenemoslos mismos pares¡31j32 de la expresión111.5.

Luego el par que induceel mismo orden en kv, y contienea a es SI
= (T,6,1,0,1,tu) = a

¡32= (T,—S,1,0,1,—w) SI
Un abanicoE quecontengaa a es de la forma:

al = (T,S,1,0,1,w) SI
a2 = (T’,6,1,0,1,v) SI
a3 = (T,—S,1,0,1,—tu)

a2 = (T’,—S,1,O,1,—v)

convE{z+c,—z+c}sií’=1,vE{z,—z}siT’ocyV$tVsiT’
1. SI

SI
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Caso 2a):4(t)$0ó4(t)=OyN<m,condimpar.

En este caso cada orden ¡3 en IR(wd) se extiendea un único orden ¡3’ en R(tu), de la
siguiente forma:

w
4

(43/2)~ si$=c~

(43/2)- sifl=s{ +00 si8=+oc
= —oc si ¡3=—oc

donde <‘2 es la única raíz d-ésimareal de c.
Además,por (3.17.1),T~ = T, luego podemosaplicar (3.17.3) y tenemos

¡31 = (T,6,N,4(t),m,4>(w))

¡32 = (1, (~í)N&, N, 4(—t),ni, (~1)m~(w))

donde,

43/2 si~=c~

+43/2 si~=c

Así, el par que induce el mismo orden ~ en kv
1 y contienea a es

= (T,6,N,¿(t),ni,w)=a

¡32 = (T,(~1)N6,N,4(~t),m,(~1)tmw)

y, como la aplicación de IR en IR que transformac en cd es una biyección (d es impar),
cualquierabanicoF que contengaa a es de la forma:

a1 = (T,6,N,4(t),ni,tu)

a2 = (T,6,N,4(t),ni,v)

= (T,(~1)N6,N,4(~t),ni,(~1)~w)

a4 (T,(~1/~6,N,4(~t),ni,(~1)tmv)

con y E {z + a, —z+ a, 1/z, 1/Z}aEIE, y $ tu.

Caso 2 b): 4(t) $ O ó 4(t) = O y N <ni, con d par.

En estecasotenemosdos posibilidades:

(i) Supongamos ~ E Specr(R(wd))tal que~(u,d) —

Entonces ¡3 E {c+,ctO+,+oc}e>o y ¡3 se extiendea IR(w) de dos modos diferentescomo
sigue:

3’
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SI
(43/2)+ ó (—43’ñ- si¡3=c~ J
(43/2ft ó (—43/2)’ si¡3=c¡3—} 0~ ó 0 si¡3=0~

SI+00 o —oc si¡3=+oc

donde 43’~c es la raíz d-ésimareal positiva de c. SI
En este caso 1 = T~, luego podemos aplicar (3.17.3). Dado que la construcción

(3.17.3) no dependede la extensiónde ¡3 elegida, tomemoscomo ¡3’ los elementosde la SI
primera columna.

Como des par y (d,m) = 1, N,n,,. . . ,n. son paresy ni es impar. Por lo tanto, SI
¡3, = (1,6,N,4(t),ni,q5(w))

¡32 = (1,6,N,4(t),m,—4>(w))

donde,
1’ z+43/2 si~=c+

~() 1 —z+43/2 si$=c SI
SI

Obsérvese que si hubiesemos elegido la segunda columna para /3’ tendríamos¡3~ ,¡~2 cam-
biados deorden. SI

Teniendoen cuentaque para todo c E IR positivo, existeun único a E IR positivo tal
que a’~ = c, el par que induceel mismo orden~ en kv1 y contiene a a es

¡3, = (T,6,N,4(t),ni,w)=a SI
¡32 = (1,6, N, 4(t), ni, —u,) SI

y cualquier par de órdenes que induzcan el mismo ¡3 en kv, en nuestrashipótesisson

= (T, 6, N, 4(t),ni, y) SI
¡32 = (T,6,N,4(t),ni,—v)

con y E {z + a, —z+ a, z, 1¡z}~>. SI
(u) Supongamos ~ E Specr(IR(wd)) tal que~(u,d) =

Entonces¡3 E {c+,C,0, —oc}~<~> y ~ no se extiendea IR(w). SIPara poder aplicar (3.17.3) modificaremos convenientemente 4, a fin de obtener un

lugar equivalentea Pi quenos permitirá trabajar como en los casosantenores.
Podemossuponer1 = 1, ya que como T~= 1, intercambiandoel papelde x e y se SI

sigueel mismo procesoen el caso 1 = oc.
Restringiendonosa R(x,y), es 4,(R(x,y)) ci R(t’tt”’w) como subcuerpoordenadode SI

IR(t,z). Sea,B1 = VV1 fl IR(td, t’~w), por (2.9.2) tenemos que lo81 = R(wd).

SI
SI
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Consideremos ahora el siguiente automorfismo de R(td, tmw):

IR(td, tmw) —> R(td, ttm iv);
~P(tmw) = ( í)h”s»

donde >d + ~eím= 1.
Comprobaremos que ‘I’(B,) = B

1, con lo cual podemosdefinir ~ : RQwd) —* R(wd)

del tal forma que el diagrama
‘1’

I P I P

sea conmutativo. En efecto, basta ver que ordt(H(td,tmw))= ordt(4P(H(td,tmw))) para
todo H E IR[td,tmuj. Sea

H(td, ttmw) = >3 aks(t)(t tu)’

les

y supongamos ordt(H(td,ttmw)) = 1. Entonces

>3 a~,5w’=O

dk+rna<l

>3 a,.5tn’$0
dk+,n51

Luego, ~ = O para todo k,5 tal que dk + m5 < 1 y existen (k,5) tal que dk + m5 = 1,
con ~ $ 0.

Como,

W(H(td, tm.w)) = >3a&s((~1)Ptd)Ñ((~1)Átmw)á =
lc,5

= >3aks(
k,j

= O para todo dk + ni5 < 1

ak5 $ O para algun dk + mj =

—1 )ilk+Aitdk+TflivS

>3 aks(~1)Pk+A>tui — O
dk+n.jctI

>3 ak,(—1)”~’w’ $ O
dk+m54

Con lo cual ordt(tP(H(td,t~~~w)))= 1.
Como p ((tmw)d/(td)m) = uY, el isomorfismo ~P: IR(tud)

gramaestádefinido como sigue:

IR(w”) que cierra el dia-

= P.lP(((;’>) =

= ‘ (t~~y2d

)

= (~l)Ad+Pmu,d =

tenemos
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Así, tenemosen IR(wd) el ordeny dadopor,

0~

+oc

sifl=0
=

si
si

¡9=c
¡3=-oc

con e < 0. Y el siguientediagrama,

VI

1
‘4, 2“4

I P IP

wi

IR(z)

Consideremosel homomorfismo4,’ : R(x,y) —* R{t,z) definido como 4,’ = i .111.4,:

4,’(x) = L(l)(N/d)tLtN

SI

SI
—>3 c,(~~1)(nu/d)Ptfli+ (~l)Átmw

y el lugar Pi: ¾—> IR(tvd), dado por Pi = ~ 4, . Pi, quees equivalente api. Entonces,
las dos elevaciones de 7 a ¾a través de p’1 coinciden con ¡3í,¡32; además, el diagrama

4,’

u’

u’VV1

P

R(wd) IR(z)
u’

SIes conmutativoy 7 se extiendea R(w). Luego estamos en el caso (i) anterior.
Como d es par, ni impar y Ad + ¡¿m = 1, entoncesji es impar. Con lo cual, tenemos

= (1, (~í)NId6, N,4((~1)í/dt),ni,(~í)X~(u,))

¡32 = (T, (~í)N¡d6, N,4((~1)íiídt),m, ~(~1)A4{w))
SI

SI
siB=0
si ~ =

si ¡3 = e
si~= —~

Así, el par de órdenes compatibles con ¾que inducen~ (en nuestras hipotesis) en kv,
son

= (T, (.....i)NId6,N,4((~1)¶/dt),m,v)

¡32 = (T, (.....i)NId6 N,4((~1)1/dt),ni, —y)

dondetomaremospor convenioy E {z + a, —z+ a, —z,

SI

SI

SI

SI

SI

u’

92

SI

SI

SI

SI

SI

SI

SI

donde

z

z+43/%1/z
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En consecuencia,dado a en el caso 2 b), un abanicoE que contengaa a es de la
siguiente forma:

aí = (T,6,N,4(t),m«w)

a2 = (T,6’,N,4’(t),m,v)

a3 = (T,6,N,4(t),ni,—w)

a4 = (T,6’,N,4’(t),ni,—v)

donde 6’ — 6 4’(t) = 4(t) y y E {z + a,—z+ a,z,l¡z}c,o, y $ w~ u $ —tu; o bien,
6’ = (....i)N/d&, 4’(t) = ¿(Q..l)í/dt) y u E {z + a, —z + a, —z, —l¡z},,«o.

Una vez que hemos establecido, a partir de los invariantes de a, los invariantes de los
elementos de cualquier abanico E que contenga a a, pasaremos a definir invariantes que

caractericen cada abanico de >2.

Notación 3.18 Sea 1/ un anillo de valoración real de>2, denotaremos

Sv = {a E Spec4>2): 1/ es compatiblecon a}

Observación 3.19 Sea V un anillo de valoración real de>2 de rango 1 y sea a E Specr(>2)
compatible con y. Si #(Sv)=4, entonces

Sv u~’
con lo cual, según los resultados anteriores #(Sv) = 4 ó oc.

En efecto, sea E un abanicotal quea E E y sea ¡3 E E, entonces¡3 es compatible
con V, luego ¡3 E Sv• Recíprocamente,sea ¡3 E

5v y sea ¡3 (resp. ~) el orden inducido

por ¡3 (resp. a) en lo~. Si k~ = R entonces~ = ¡3 y puestoque #(Sv) =4, V tiene que
tener rango racional 2 (ver 2.1) y el único orden de IR se eleva exactamente a 4 órdenes

en V, que además forman un abanico E (Proposición3.12.) tal que a,¡3 E E. Si kv $ R,
entonces V es un anillo de valoración discreta y ~ (resp. á) posee dos elevaciones ¡31 ,¡3~
(resp. ana2) a una de las cuales es ¡3 (resp. a). Si ~ $ ~, E = {a,,¡3,,a

2,¡32} es un
abanico; si ~ = ¡3, todo abanico que contenga a a contienea ¡3 (Proposición 3.12). En

cualquiercaso¡3 E E, dondeE es un abanicoque contienea a.

Definición 3.20 Una clasede parámetrizaciónreducidaen>2 esun elemento?del con-
junto cocienteC = C§~, dondeC es el conjunto de pares

c = (6tM,C(t) = >3c1r~)

i>i

donde6 E {—1,+1}, O < M < mí < ni2 < ... con (M,mí,. . . ,mí0) = 1, para algún

í0, y E c1zmí/M E IR[Exí/M]] es algebraico sobre K (es decir, c es una parametrización
irreducible de una rama de Puiseuxde una curva en >2); y donde “-‘ es la relación de
equivalenciasiguiente:

(&tM, 4(t)) (6ttM’, 4’(t)) » Al = Al’, 6’ = (.....í)Mg, 4’(t) = 4(—t)

Si 4(t) E R[t] diremosque? es polinomial.
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Definición 3.21 Definimos R como el conjunto de las 4-uplas, p = (T,?,d,m), donde
T E {0,1,oc}, ? E C, d E Z~, ni E Z±U {O} U (R\ Q), con (d,m) = 1 si ni E Z.~.,
verifi cando:

(1) Si ni E IR \ Q entoncesd = 1. y? es polinomial.

(2) Si ni = O entoncesd = 1.

(3) Si m E Z.~ entonces?es polinomial y din1 <ni, para todo i.

(4) Si T = oc entoncesAl < mí si 4(t) $ O ó d < ni si 4(t) = O (en particular, en este
caso m $ O).

(5) T = O si y sólo si M d = ni = 1 y? = [t,0]

Teorema 3.22 El conjunto Y de anillos de valoración real 1/ de >2, de rango 1, tal que

#(Sv) > 4 está en biyeccióncon el conjunto R.

Demostracton: Seai~ : Y —* R la siguientecorrespondencia:

dado V E Y, tomemosa
Tomemos

d

E Sv y seaa = (T,6,N,4(t) = Sc1t~~,ni,w)como en 1.5.

=8~ si 4(t) = O y N = m = 1
en otro caso

fi síni=OóniEIR\Q

1(N,ní,...,ns) sinicZ+\Q

— [StN/d,g(tí/d)]

Entonces,27(V) = (Tv,?, d, ni).

Comprobemos que ij está bien definida: sea a’ $ a otro orden compatible con V
y supongamos a’ = (TV,6’,N’,4’(t),m’,w’). Denotemos por 27’(V) = (T’,t,d’,m’) el
elementode R asociado a 1/ como arriba partiendo de a’. Por 3.19 existe un abanico F
tal que a, a’ E F, entonces:

1) Si y es un anillo de valoracióndiscreta cuyo cuerpo residual es

de K, se tiene por 3.14 que

una extension finita

a = (T,6,N,4(t),0,—in)

o bien
a = (T, (~í)N6, N, 4(—t),O, y) con y E {z, —z}

en cualquier caso Tv = TV = 1, d = d’ = 1, ni = ni’ = O y E = ?‘, ya que
((.....l)N6tN 4(—t)) r-.~ (6tN,¿(t)), y por lo tanto 27(V) =

2) Si 1/ tiene rango racional 2, por 3.15,

a = (T, 6, N, 4(t), ni, —tu)

o bien
a’ = (T,(~1)N6,N,4(~t),m,v)convE {1,—1}

SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI

SI
SI

SI

SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
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análogamente al caso anterior lv’ = TV = 1, d = d’ = 1, ni = ni’ y ? = ?‘. Por lo tanto

27(V) =

3) Si 1/ es anillo de valoración discreta con cuerpo residual el cuerpo de funciones
racionalesde unacurva algebraica,por 3.17 tenemoslos siguientescasos:

a) Si 4(t) = O y N = ni = 1, entonces

a’ = (l,6,1,O,1,—tn)

o bien
a’ = (T’,6’, 1,0,1,v) con 6’ E {6,—6}

vE{z,—.z} sil’=+oc
vE{z+a,—z+a}a~j~ sil’=1

Entonces lv’ = Ti, = 0, d = d’, ni = ni’, y como (6t,O) -~ (6’t,O) tenemos?= ?‘, luego
=

b) Si d es impar, y 4(t) $ O ó 4(t) = O con N < ni, entonces

a’=(T,6,N,4(t),ni,v) -

o bien

a’ = (T,(~1)N6,N,4(~t),m,v)

con y E {z+a,—z+a,l/z,—1/z}0c~. Luego lv’ = TV = 1, d = d’, ni = ni’ y
(&tN/d, 4(t””)) ((.....l)N&tN/d,¿(.....tl/d)). Observar que al ser d impar N y N/d (resp. n~
y n1/d) tienenla misma paridad,con lo cual ? =?‘ y 27(V) =

c) Si d es par, y 4(t) $ O ó 4(t) = O con N <ni, entonces

a’ = (T,6,N,4(t),ni,v)

o bien
a’ = (T(~l)N/d&N¿((~l)i/dt),m,v)

con y E {z + a, —z + a, 1/z,~1/Z}aEm. Análogamente a los casos anteriores se tiene

En resumen,como se quería, 17 : Y —* R es una aplicación. Comprobemosque es
inyectiva y sobreyectiva.

Sea (T,E,d,m) E R, veamosque existe1/ E Y con 77(1/) = (T,Z,d,m). Supongamos
= [StAr,>3~ c~ttmi] y consideremos

sil=0(T,6,dM,Scítdmi,ni,w) si 1 $0, con tu elegido según 1.4

Sea1/el anillo devaloración de rango 1 compatiblecon a; t¡(V) = (T,?,d,ni).
Sean V1,V2 E Y tales que n(¾)= 27(1/2) comprobaremos que Vi = V2• Pongamos

27(y) = i(V2) = (T,?,d,m) siendo ? — [6tM 4(t) = Zc.trl. Consideremosa1 —
(Tí,61,JV,,4í(t),nií,wí) (resp. a2 = (12,62,N2,42(t),ni2,tu2))compatiblecon V~ (resp.
y2); entonces,segúnla definición de i~, tenemos:
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SI
=T2=TsiT$0.

- d, = (Ni,exp(4í)) = d, 4 = (N2,exp(42))= d y ini = ni2 = ni. SI
- (6ítNl/d,41(tl/d)) ‘-..~ (btM,Zcít7), entonces N1 = dAl, Sí E {6, (í)MS} y

4í(tl/d) E {Zcítmi,2cí(.~1)mit~~i}. Análogamentetenemosestas igualdadespara
a2 sin másque cambiarel subíndice 1 por 2. SI

De lo cual concluimosque existeun abanicoF tal que aí,a2 E F, y entonces¾= 1/2.

Luego ~ es unabiyecciónentre Y y R. SI
Observación3.23 Un elementoa E Specr(>2)puedeserrepresentadotambiénpor uplas

SIdel tipo
(T, (6tN, 4(t)),ni, tu)

que recogen los mismos invariantes de 1.4. Obsérvese que en 3.22 hemos caracterizado SI
sólo los anillos de valoración de rango 1 de >2 segúnlas cuales triviaiiza un abanico E
no trivial, estoes, todos los anillos de valoración realesde rango 1 exceptolas de rango
racional 1 con cuerpo residual R. Sin embargo, admitiendo en la definición del conjunto SI
C (3.20) series con exponentes racionales podemos dar estos invariantes para todos los

anillos de valoración de K de rango 1.

SIAhora bien, identificando cadaanillo de valoración y con su upla(T,r, d,m) corres-
pondiente,tal y como hemostrabajadoen la demostraciónde 3.22 podemosdar todoslos
órdenescompatiblescon V. Paraello bastaelegir los distintos representantesde la clase SIde parametrización? y dar a tu los valorespermitidospor 1.4 segúnlos invariantesde 1/,
quetrivialmente son un subconjunto de los invariantes de a.

Definición 3.24 Sea? E C una clase de parametrizaciónreducida en >2, llamaremos SI
representantecanónicode ? al elementoc — (6tM Z~>, cít~~) E C de la clase ? verif-
icando que c10 > 0, donde denotamosc0 = 6, ni0 = Al e i0 = min{i =O : sign(c1) $ SI
sign((~1)míc3}.

En otraspalabras,si c es el representantecanónicode ?, entoncesc es, entrelos dos
elementosde la clase?,aquélquetiene positivo el primer coeficientedistinto entreambas SI
parametrizaciones.

Observación 3.25 El representante canónico c de una clasede parametrización? está SI
bien definido: siempreexiste~<j~en las condicionesde la definición 3.24. En efecto,para
toda parametrizaciónc = (6tM,21>1 c1tfli) existe5> 1 tal que (M,mi,...,m5) = 1.

Notación 3.26 Sea c = (btM,21>, c¡t~) el representantecanomcode una clase de SI
parametrización ?, denotaremos por —c el otro elemento de la clase, esto es

—c= (bQl)MtM, >3(~1)mícítmí) SI
i>i

Dado un enterod> O denotaremoscd, SI
= (StdM,>3 cítdtmí)

1>1

Análogamentese tiene (~c)d. SI
SI
SI



3. Abanicos 97

Teorema 3.27 1) Un abanico F E S2(>2) está unívocamentedeterminadopor un anillo
de valoración discreta real V, cuyo ideal maximal intersecaa A en un ideal primo de
altura 1.

2) Un abanicoF E E3(>2) está unívocamentedeterminadopor un anillo de valoración
real V de rango 1 y rango racional 2.

3) Un abanico E e S4(>2) estáunívocamentedeterminadopor (y, {~u,u’}), donde1/
esun anillo de valoracióndiscreta real cuyo idealmaximalse contrae al ideal maximalde
A y {u,u’} ci {z + a, —z+ a, 1/z,~1¡Z}aE~ con u $ u’.

Demostración: 1) Por 3.12 un abanicoE compatibleconun anillo devaloracióndiscreta
V tal que su ideal maximal se contraea un ideal primo de altura 1. en A está formado
por 2 órdenesdistintos de kv’; ademáskv’ tiene exactamente2 órdenes,luego E es único.
Recíprocamente,un abanicoE E S2(>2) trivializa segúnun anillo de valoración discreta
en estascondiciones.

2) Es inmediatopor 3.12.2)
3) SeaV un anillo devaloracióndiscretacuyo maximal se contrae al ideal maximal de

A, entoncescadapar de órdenesdistintos r1,r2 E Specjkv), determinade formaunívoca
un abanico compatiblecon 1/. Segúnla demostraciónde 3.17, es posible asignara cada
elementode Specr(kv’) un elementodel conjunto{z+a, —z+a,1¡z,—1/z}~,,Em, como sigue:

Caso 1: 4(t) = O y N = ni = 1. En este caso kv’ es un cuerpo isomorfo a IR(z),
entoncesasignamos

z+a a a~ESpecr(kv)

—z + a a tú E Spec~(kv’)
1¡z a +00 E Spec~(kv)
—1¡z a —ocE Spec~(kv)

paratodo a E IR.
Caso2 a): Cualquiercasodistinto de 1, con d impar. EntoncesR(z) es unaextensión

algebraicade kv’ de grado d, entoncesasignamos

z+<Ñ a a~ESpec~(lov)

—z+ 43’¡ a oS E Spec~(lov’)
1/z a +00 E Spec~(kv)

—1/z a —oc E Spec,(kv)

para todo a E IR, siendo 43&i la única raíz d-ésimareal positiva de a.

Caso 2 b): Cualquier casodistinto de 1, con d par. EntoncesR(z) es una extensión
algebraicade kv de grado d, entoncesasignamos

a a+ESpec7(lov’),a>O

—2+431S a &ESpecr(kv),a>0
z+43

1~ a a~ESpec,.(kv),a.<0

a rCESpec~(kv),a<O
1/z a +00 E Spec~(kv)
—1/z a —ocE Spec~(kv)
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para todo a E IR, siendo 43/a (resp. 43/W~i), para a > O (resp. a .cz O), la raíz d-ésima
positiva (resp. negativa)de a (resp. —a). O

(3.28) Descripción del conjunto E(K):
Usando los resultadosobtenidos en esta sección,podemos dar una lista completa de
abanicosde>2.

SeanT E {1, oc}, c = (6tM, 4(t)) el representantecanónicodeunaclasedeparametrización
y mE IR. Un abanicoF = {aí,a2, a3, a4} enK es de uno de los siguientestipos:

a1 = (T,c,0,z) a2 = (1, —c,O,z)
a3 = (T, c, 0, —z) a4 = (T, —c, 0, .—z)

Y su cadena de valoraciones compatibles es Vo ci 14 ci >2, dondeV~ es el cierre convexo
de IR en >2 respecto de a1 (i = 1,2,3,4) y ¾es anillo de valoración discretacuyo ideal

maximal se contraea un ideal primo p de altura 1 de A y tal que E trivializa según V1
de la forma siguiente:

cf(A¡p)

a1 a3 a2 a4

r, $ r2
2.1 a1 = (T,c,ni,+1)[ a3 = (T,—c,m,+1)

con ni E IR \ (Q y e polinomial.

a2 = (T,c,ni,—l)
a4 = (T, —e,ni, —1)

Y su cadenade valoracionescompatibleses 1/0 ci >2, donde V0 es el cierre convexode IR
en >2 respectode a¿ (i 1,2,3,4), tiene rango 1, rango racional 2 y E trivializa segúnV~

de la siguienteforma:
a1 a3 a2 a4

IR r
3. En estoscasose es polinomial, ni E Z.~. \ {0} y d E Z+ \ {O}.

a1 = (1, (t, 0), 1, u) a2 = (T, (t, o), 1, u’)
a3 = (1, (—t, 0), 1, —u) a4 = (1, (—t, O), 1,—u’)

con u,u’ E {z+a,—z+a}oEffi, 11$ u’ si T — i~ ó u = z, u’ = —z si T = 00.

a1 = (1, (t, 0), 1, u) a2 = (oc,(t, o), 1, u’)
a3 = (1, (—t,O), 1,—u) a4 = (oc,(—t, 0), 1,—u’)

u E {z + a, —z+ a}ae~,u’ E {z, —z}.

a1 — (1 e” m,u) a2 = (T,cd,ni,u~)
a3 = (T, (~c)d,ni, (—1)~u) a4 = (T, (~c)d,m,(~1)tmu~)

con d impar y u,n’ E {z + a, —z+ a, 1/z, ~1¡Z}aeffi,u $ u’.
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d) a~ = (T,c’,m,u) a2 = (T,c’,m,u’)
a3 = (T, c’,m,—u) a4 = (1, ¿,m,—u’)

con ¿= c~, d par y u, u’ E {z + a, —z+ a, z, 1/Z}CELÚ>o, u $ u’
ó bien
¿= (~c)d, d par y u,u’ E {z + a, —z+ a, —z, 1/Z}aeffi,ocZO,u $ u’

e)

con

a1
a3

=

=

(T,cd,m,u)
(T,cd,m, —u)

a2
a4

=

=

(T,(~c)d,m,u~)
(T,(—c~,m, —u’)

d par, u E {z + a, —z+ a, z, 1/Z}OEIR,,>O y u’ E {z + a, —z+ a, —z, 1/Z}aEIE,a<O

En todosestoscasosla cadenade valoracionescompatibleses
14, ci ¾ci >2 si u = z + a, u’ = —z+ a ó u = hz, u’ =

donde
1/o es el cierre convexo de IR en >2 respectode los cuatroelementosde F; ó bien

¾ci>2 en otro caso,

donde y
0’ (resp. VJ) es el cierre convexo de R en >2 respecto de a1 y a3 (resp. a2 y a4).

En ambos casos ¾es anillo de valoración discreta cuyo ideal maximal se contrae al ideal

maximal de A y tal que F triviailiza según ¾de la siguiente forma:

a1 a3 a2 a4

1
kv, Ti $

Abanicosen superficiesno singulares

En la proposición 3.12 hemos dado la estructura de los abanicosdel cuerpode funciones
racionales>2 de una superficie real irreducible contenidaen R~. SeaX un modelo com-
pacto y no singular de >2, luego >2 = >2(X). Dado que en las secciones1.2 y 2.1 hemos

caracterizadolos órdenesde>2 y las valoracionescompatiblescon estos,medianteinvari-
antes en X, en esta secciónestableceremosla relación entrelos invariantesen X de los
órdenesque constituyenun abanicodeAZ.

Teorema 3.29 .1) Un abanico F E E2(>2(X)) está unívocamentedeterminadopor dos
semzrrarnas distintas c1 y c2 de una curva algebraicareal irreducible C contenidaen X
centradas en puntos a, b E C (posiblemente a = b).

2) Un abanicoF E E3(K(X)) (resp. E E E4(>2(X))) estáunívocamentedeterminado
por un par (a, E) dondea E X y É E ~a(R((x,y)~g) (resp. E E S4(IR((x,y)).jg)). En
concreto, E y E se obtienen el uno del otro a través del isomorfismo de anillos locales

7Z(X)0 —* R[x,y]]ajg.

Demostración: 1) Un. abanico F E Er¿(>2(X)) trivializa segúnun anillo de valoración
discreta¾cuyo cuerpo residual es el cuerpo de funciones de una curva C, kv’, = >2(C). -

Luego E está determinado por las elevaciones de dos órdenes distintos r,, r2 de >2(C).
Ahora bien, por 1.3.12 un orden en el cuerpo de funciones racionales de una curva C
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SI
estáunívocamentedeterminadopor unasemirramac en un punto a E C. Con lo cual se

tiene el resultado. SI
2) Un abanicoE E £3(>2(X)) U £4(>2(X)) trivializa segúnun anillo de valoraciónde

rango 1 cuyo ideal maximal se contrae al ideal maximal de un punto a E X en 7Z(X).

SILuego E ci Specr(R(X)a),y el isomorfismo Wo : R.(X)0 —* IR[z,y]].jg induce un umco
abanicoÉ en R((x,y))aig. Luego el par (a,E) determinaE. O

SI
Observación3.30 El conjunto £2 U £4 contiene todos los abanicosde >2 asociadosa
un divisor primo real 1/ de >2. Si bien la diferencia entre £2 y £4 dependedel modelo SI
compactoy no singular de X de>2 queelijamos y no de>2 (ver 11.4). Estadiferenciaes
la siguiente:

mv 1) Si 1/ es el divisor primo real asociado a un abanico en £2, entoncessu idealmaximal SI
contrae a un ideal primo de altura 1 en 7Z(X); es decir, el centro de V en X es una

curva. Estos son los abanicos centrados en una curva de 11.4.5.
2) Si V es el divisor primo real asociado a un abanico en £4, entonces su ideal maximal

mv se contraea un ideal maximal en R}X); es decir, el centrode V en X es un puntoa.

Estosson los abamcoscentradosen un punto de 11.4.5. SIDe hecho, mediante explosiones podemos convertir un abanico E E £4 en uno E, E £2

(ver 11.4). En el capítulo IV trataremos mas en profundidad esta cuestion.

Finalmente, observar que en el caso de superficies todo abanico no trivial que no está SI
asociadoa un divisor primo real pertenecea £3 y esta propiedades independientedel
modelo de>2 elegido. SI
(3.30) Caso particular: Demos una interpretación en términos de ramasde Puiseux
en R

2 del conjuntode abanicosde IR(x,y). Tal y como hemosindicado en 1.10 tomamos SI
como modelo compactoy no singular §2, entoncesen cada caso habrá que escogerla

proyección estereográfica a fin de obtener centros finitos en para los elementos del
abanico. Recordemosque a E Spec~(R(x,y))estácaracterizadopor un par (a,&) donde SI
a E §2 es el centrode a en §2 y & E Spec~(R((x,y)),tg) se obtiene mediante la proyección
de a a IR2 seguidade unatraslación al origen.

Sea E = {aí,a
2,aa,a4} un abanicono trivial de IR(x,y), supongamos escogida una SI

proyección estereográficade modo que todos los elementosde E tengancentro en IR
2.

EntoncesE puededefinirseen IR2 como sigue: SI
1) Si E E £

2(R(x,y)),

a1 = (a, (T, c, 0, z)) a2 = (b, (1’, c’, O, z))

_______________________________ SIa3 = (a, (1, c,0, —z)) a.,, = (b, (1’, c’, 0, .—z))

dondese tiene que(a, + StN,U9 + «t)) si T = 1 (resp. (aí + 4(t), a2 + st) si 1 = 00) y
(b, + 6~tN’, b2 + 4’(t)) si 1’ = 1 (resp. (b1 + 4’(t), b2 + 6~tN’) si 1’ = oc), paraO < t < e, SI
son dos semiramasde Puiseuxde la misma curva algebraicairreducible C ci X, siendo
a = (ai, a2), b = (b, , b2), c — (St 4(t)) y c’ — (6~tN’ 4’(t)).

SI
2) Si E E £3(R(x,y)) (resp. E E S4(R(x,y))), entoncesE es la traslaciónde un

SI
SI
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abanicode £3(R((x,y)»Jg) (resp. de £4(R((Z,y))aJg))a un punto a E IR?.
todos los abanicosde los apartados2 y 3 de 3.28 en cadapunto de IR2.

Luego son

Ejemplo 3.31 Comoilustracióndela observación3.30, tomemosun abanicoE E £
4(R(z,y))

y busquemoscoordenadas(x1,yi) de tal modo que f E £2(R(xj,yí)). SeaE el abanico

a1 = ((0, 0), (1, (t, t), 2,z + 1))
a3 = ((0, 0), (1, (—t,—t), 2,z+ 1))

a2 = ((0,0),(1, (t, t), 2, —z))
a4 = ((0,0),(1, (—t, —t),2, —z))

Consideremosel isomorfismo de IR(x,y) dadopor

xí=x,

que, geométricamentehablando, consiste en una explosión en (0,0), seguida de una
traslación al origen y de dos explosionesmás en (0,0). En la siguientefigura podemos
ver queel efecto de estatransformaciónes como una especiede desingularizaciónde E,
además¾se convierteen un anillo de valoración centradoen la curva {xj = 0}.

y’

rl ir
rx’

1/=1/1

034
04

y

0;:{ ~SI+z

1
1Yí

—t
1+z

02: { a,—1 =t
y — 1 = —z

3’ x1 =—t
04 = —z

Ci: { x=t 02.{

x=—t 1y = —t + t
2(1 + z) 04.1

x=t
y = t — t2z

x=—ty = —t — t2z



Capítulo IV

Aspectos algorítmicos

El teorema11.2.15 nos proporcionauna caracterizaciónde la basicidada través de dos
obstrucciones(una global y otra local) quepuedenser verificadasalgorítmicamente.La
justificación de estaafirmaciónconstituirá el contenidodeeste último capítulo. Intentar
desarrollarestascuestionesde modo algorítmico nos obligará a restringirnosa semialge-
braicosdel plano, definidossobreun cuerpocomputablecontenidoen IR.

En la sección1. propondremosun algoritmo (O) paraverificar la obstrucciónglobal a
la basicidad;el cual resultade la combinaciónde varios algoritmos ya conocidos ([CR],
[AíRa], [CPRRR] y [Ka]). La sección2 contieneun análisis detalladode la obstrucción
local, conel cual pretendemosjustificar el algoritmo (L) de verificación de la obstrucción
local supuestaverificadala global; dicho algoritmo estáinspiradoen un algoritmo de sep-
araciónlocal ([ABF]). La aplicaciónsucesivade (O) y (L) daun procedimientoquedecide
sobrela basicidadde un semialgebraico.Además,estosalgoritmos, en casode detectar
algún tipo de obstrucción,nos proporcionantambién un abanico(según la descripción
111.3.30)queobstruyela basicidad;estepunto serádesarrolladoen la seccion3.

1 Obstrucci6n global

Sea 5 ci IR2 un conjunto semialgebraico,

(IV.1) S= U{ft’ >0,...,fk,k >0,gk=O}
k= 1

con fkz, g~ E IR[x, y]. En esta sección,pondremosde manifiesto como determinar las
condicionespreliminares (i.e., 8~S n 5 = O ó 5 cerrado) y la obstrucción global (i.e.,

dim(OzS* fl Sj .c 1) para que5 sea abierto o cerrado básico de un modo algorítmico.
Un conjuntosemialgebraico5, siemprequeestédefinido sobreun cuerpocomputable

K (i.e., fk¡,gk E K[x,y~, puedeserdescritoalgorítmicamentepor métodoscomo la des-
composiciónalgebraicacilíndrica (C.A.D.) de Collins ([Col, 1975), o la descomposiciónde
Coste y Roy ([CR], 1988), basadaen el lema de Thompara codificar los númerosalge-
braicos reales.Por estosprocesosseconsigueuna descripcióntopológicade 5. Siguiendo
la idea de Coste-Roy se han desarrolladoalgoritmos para curvas y superficies. Estos



SI
SI

103 IV. Aspectos algorítmicos

algoritmos nos serán útiles para la determinaciónde la obstrucciónglobal; en concreto SI
usaremoslos siguientes: SI— Computaciónde la topologíadeun semialgebraicoplano(ver [AíRa]); y

— Computaciónde las ramasanalíticasglobalesde una curvareal (ver [CPRRR]).
Combinandoambosobtenemosla descripcióntopológica de 5 y la descripciónanalítica SI
de OES. Pero, debido a que la condición global involucra a e5~S~, encontramosun dato
algebraicoquehacenecesariootro algoritmo:

— Factorizaciónde polinomios en R[x,y] (ver [Ka]). SI
Veamosun ejemploen el cual se refleja estedatoalgebraicode la obstrucciónglobal.

Ejemplo 1.1 Consideremos los siguientes semialgebraicos de IR2 SI
Sí = {y2 + x — > 0} U {y2 + x — x3 > 0,x < 0}

5
2={x—y

2 —1 <0,(x+1~+y2—1$0} SI
~2::::

SI

SI
SI

Los semialgebraicosS~ y 52 sontopológicamenteiguales.Pero,8z5í = {y2+xz3 = 0} SI
posee una única componenteirreducible (que coincide con 8~SZ), mientras que 8z52 =

{((z + 1)2 + y2 — 1)(x — y2 — 1) = O} poseedos componentesirreducibles(de las cuales
unacoincide con 8~S). SI

Es evidenteque 51 presentauna obstrucciónglobal y S
2 no. 5

Observación 1.2 Las principales herramientas que usaremos son: SI
(Al) Los desarrollosracionalesde Puiseuxintroducidospor Duval (ver [Du]) quepermiten

computarlas ramascomplejasde una curva plana (en un punto) en una extensión SI
algebraicaminimal del cuerpobase.

Sea E(x,y) E K[x,yJ (K cuerpo ordenado)un polinomio libre de cuadradosy tal que SI
f(0,0) = 0,

,,
E = >3>3a,,z’y = >3 a1(x)y

1, con a
15 E K, a00 = 0. SI

1=03=0

El primer paso es construir el diagramade Newton E de E y su cierre convexoH. Para
cadalado A de H conpendienteji negativa, se escribe ji = p/q con (p,q) = 1. Se define SI
la ecuacióncaracterísticade A como

4>(z) = >3 ~2bao)/~ E K[z], SI
(i,j)EÁ

SI
SI
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dondejo es el menorj tal que (i,j) E á = {(i,j) : qi + pj = l}. Paracadasolución 27 de
la ecuacióncaracteristica,el algoritmodeterminael primer coeficientedeun desarrollode
Puiseuxracional de F(x,y) en K[77]. La sustituciónracional es:

{ ~j:x’Qf+yj)

con (u,v) tal que up+vq = 1 y (u,v) = (1,0)sip = 1. Ahora hacemos la misma operación

con Eí(xí,yí) = xjE(x,y) E K[q][x,y].
Continuandode estemodo, codificaremosun s-desarrollode Puiseuxde E como una

lista r = (r1,. ..,r8), donde r¿ = (p1,q¿,l¿,u~,v~,~¿)son los datos obtenidos en la etapa
z-es;ma.Obsérvesequebastaríacomputarla partesingular del desarrollode Puiseu.x(i.e.,
un s-desarrolloa partir del cual q tiene valor constante1 en todaslas etapas)parapoder
distinguir todas las ramasde E en (0,0). A priori unacota parala suma de todos los s
seríael indice de ramificación de E en (0,0).

Esteargumentose adaptatambiéna las singularidadesde E en infinito.

Como consecuenciadel caracterracional de estos desarrollosde Puisenx,si K ci IR,
las ramasrealesde E en (0,0)se correspondencon los s-desarrollos para los cuales 271 E IR
para todo i.

(A2) La codificación de números algebraicos reales usando el lema de Thom, propuesta
por Coste y Roy en [CR].

Un código de Thom para un número algebraico i~ consisteen una upla (P,e), donde P
es un polinomio que se anulaen i y e = (eí,... ,em) es una lista de condicionesde signo
para las derivadasde P con respectoa it en ~; por el lema de Thom existe un único i~

raíz de P, en el cual las condicionesde signo paralas derivadasde P seríanlas dadas.
Además,estacodificación nos permite ordenarde menor a mayor las raíces de P: sean

27= (P,e) y 27’ = (P,e’) y k = min{j : ~ $ ~ entonces,si ~m~~~k+í= e’ >0m—k+i

tenemos27 < 27’ si y sólo si P(mk)(27) .c P(mk>(27f); y si ~m4c+í = e’ < O tenemos
~ < 27’ si y sólo si p(m—k)(27)>

Trabajaremostambiéncon númerosalgebraicos27 obtenidospor sucesivasextensiones
del cuerpobase;estosnúmerosvendráncodificadospor

27 = (4~,.. .,4r;P(xi,. . .,xr,y),eí,. . .,efl..í)

dondeP(41, . . . ,4~,q) = 0y (el,... ~ son las condicionesde signosobrelas derivadas
de P con respectode y. Bastarazonarinductivamentecomenzandopor r = O que es el

casoanterior (ver [CR]).
Para cualquierade estoscódigos es necesariocomputar el número de raícesde un

polinomio P en las cualeslos polinomios Qí,.. . , Q¡, tienensignosprefijados. Esto sehace
mediantesucesionesde Sturm generalizadascomosepropone en [CR], o mediante índices

de Cauchycomo sepropone en [CPRRR]. O

(A3) Computacióndel polinomio mínimo de un desarrollo de Puiseuxde un polinomio E

dado. Para este cálculo utilizamosunamodificación de un algoritmo de factorización
de polinomios propuestopor Kaltofen para obtenerpolinomios mínimos de ramas
lisas (ver [Ka]).
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SI
SeaE E K[x,y] un polinomio libre de cuadradosy mónico en la ~. Sean n = gr~E,

d = gr~E y 1 =(u2 — n)d. Tras una posible traslación al origen, calculamos un desarrollo SI
de Puiseuxde E, { yc~t~” +“.±c

8t~’(1±h(t)) SI
demaneraque 4(t) = c1 t”’ £ + c3t~’ contengaal menosel desarrollode la partesingular
de la ramay 1 =n~. Parai = 0,..., u — 1, calculemoslos monomiosdegrado a lo más 1 SI
de (4(t))’, estoes 4(

1)(t) = (4(t)) (mod.(t¡+í)). Sea,

— >3 4j~t” SI
k=mn,

Así, para cada i = N,. . . , u — 1 (comenzandopor i = N) planteamosla siguiente SI
ecuación

4~~(t) + >3 us(ntN)4(>)(t) = O(mod.(tl+í)) SI
3=0

con u
5(z) = u50 + u51x + + uy~x~ E IR[x] tal que gr(u5) =d. Estaecuaciónda lugar a

un sistema de ecuaciones lineales con i(d + 1) incognitas. SI
Llamaremosecuaciónk-ésimadel sistema(para lo =1) a

+>3>3ai~?PNusP=0.•—1 d SI
1=0 P=O

Obsérveseque la incógnita u5, apareceen la ecuaciónk-ésimacon coeficientedistinto de SI
cero si y sólo si k =pN + jní. Por lo tanto, si el sistema anterior tiene solución, ésta es

uníca. Además, el polinomio

1-1 SI
g(x,y) = y’ + >3us(x)ys,

5=0

obtenido a partir de esta solución, divide a E y es irreducible si j es mínimo. Por otra SI
parte, si paraningún i = N,... , n — 1 tiene solución el sistema,concluimosque E(x,y)
es irreducible. O SI
Verificación de la obstrucciónglobal SI
A continuacióndescribimosel modo (O) de verificar algorítmicamentela obstrucción
global y las hipótesispreliminaresa la basicidad.Fijemosun cuerpocomputableK ci R. SI
(G) Dada una familia de polinomios polinomios fk¡,gk E K[x,y], este algoritmo deter-

mina si el semialgebraico5 ci IR
2 descrito por polinomios fkl,g,., E K[x,y] como en SI

la expresiónIV.1 es
— Cerrado, en cuyo caso verifica si hay obstrucciónglobal;

Abierto ti no ezistenpuntosaisladosde 8~Scontenidosen5, en cuyo casoverifica SI
hay obstrucción global.

SI
SI
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(Cl) Computaciónde la topología de 5 y de las componentesanalíticasglobalesde 8~S
(ver [AíRa] y [CPRRR]).

SeaE = (rn,1 Ile!) (fi,, 9,,) E K[x,y], salvo una reducción de factores cuadrados (cal-

culamosel máximo común divisor de E y 8¡by(E), mediante el algoritmo de Euclides o

mediante las subresultantes generalizadas) y un cambio de coordenadas, podemos suponer

E libre de cuadradosy monícoen la y. Consideremosla curva C = {E = 0}, que eviden-

tementecontienea ~

(Gl-l) Construcciónde un grafo homeomorfoa C, el cual nos da una descomposición
celular de IR

2.

(01.1.1)SeaD(x) el discriminantede E respecto dey, y sean a
1,..., ar E IR susraíces

reales(a1 vienecodificadacomo en (A2)), con a1 < ... < a~.

(01.1.2) Paracada i = 1,..., y, sean b3,1,. . . , ~ las raícesrealesde E(a1,y). Sean
A1,5 = (a~, b15), para i = 1,..., y, j = 1,..., m1, los puntos de C (codificadas como en

(A2)), que se corresponderán con los vértices del grafo.

(01.1.3) Descripción algebraica local de C en A1,5:
TrasladamosA1,~ al origen (x —* 1 + a1, y —* y’ + b1,5) y calculamos los desarrollos de

Puiseux de ramas analíticas reales de C en A1~ (usando el algoritmo (Al)). De este
modo obtenemos dos familias ordenadas de semirramas {Yis,íp p = 1,... ,p~j} y {7I5,2~~

q = 1,... ,q~s} de C en A1,5, las cuales contienenlas semirramasa la izquierda y a la
derecha,respectivamente,de A1,~. Además, damos una biyección del conjunto de índices

{ (1, 1),... ,(1,pij),(
2, 1),... ,(2,q15)} que relacionalas dos semirramasde la mismarama

analítica (ver [AíRa, 2] y [CPRRR, 4]).

(Gl.1.4) Seana
0 = —oc y ar+í = +oc. Consideremosel intervalo I~’ = (aI’,al’+í), para

O <i’ < r. El número de componentes analíticas de C sobre cada I~’ es igual a la sumade
las semirramas a la derecha de al’ (o a la izquierda de a1’+í), por el teorema de la función

implícita. DenotemosBh’,h el segmentoh-ésimo de C sobre Ii’, donde h = 1,... ~ +
+ qí~ (escribamosit, = qa + ... + q~nJ. Estossegmentosse corresponderáncon las

aristasdel grafo. Codificamosel segmento
111,h (i > O) como la semirrama que ocupa el

lugar it a la derechade a
1 (éstaes yís,2q~,donde para algún 5, h = qíí + + tl1,5—i + q,.);

y codificaremos Bo,h como la semirrama correspondiente a la izquierda de a1.
En esta etapa tenemos construido un grafo liomeomorfo a C, cuyos vértices son los

puntos A1,5 y cuyas aristasson los segmentosBI’,h.

(01.1.5)Paracadai = 1,... ,r, sea TI,? (0 =5’=ni1) el intervalo (b1~.,b15~+1) de la
recta x = a1 (siendob1,0 = —oc y bí,m;+; = +00). Añadimos los T1,5~ a nuestro grafo; con

lo cual aumentael númerode aristaspero no el devértices.
Cadacomponenteconexade

R
2 \ ((U BI’,h) u (U T..,~) u (U A

1,s))

es un abierto de dimensión 2 de R
2 que se proyectasobre algún .T~’. Denotemos CI’,h’

(it’ = 0,. . . , kv) estasceldas de dimensión 2. Codificamos C,~,. (it > O) como la celda
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SI
superior de la aristaB1~,, (esto es, (yjj~ q~, +)); y codificaremos C1.0 como la celda inferior

de la aristaB~1. SI
Por lo tanto, hemos obtenido una descomposición celular de R

2,

(u Á
1) U (U B:~.h) u (u ~ u (U C1~.h’) , SI

en la cual tenemosdiferenciadala curva C como la unión de la celdas 1-dimensionales SI
etiquetadas~ y las 0-dimensionales4,5.

(G1.2) Computaciónde la topología de 5 y las componentesanaliticasglobales de 8~S. . SI
de (01.2.1) Por construcción,los polinomios f,,¡,g,, tienensignoconstanteen cadacelda SI

la descomposición;además,no puedencambiar de signo en los T1,5~ que han sido
introducidos por razonestécnicas. Computamosestos signos como hemos indicado en
(A2) para las celdas 0-dimensionales,y usando los desarrollos de Puiseuxpara celdas SI
1-dimensionalesy 2-dimensionales(ver [AíRa, 2.4]).

(01.2.2) Señalamosel conjunto de celdascorrespondientesa 5 y a 3*; así mismo, el SI
conjunto de vértices y aristas correspondientesa 85 = 3 \ mt(S) y a 85* = S~ \ S~
([AíRa]).

(01.2.3) Computamos las componentes analíticas globales de dimensión 1 de C, y de SI
éstas aquellas que contienen un abierto de OS y de 85 (a las que nos referiremos como

componentesanalíticasglobalesde OS o de 85*). Para ello bastacomenzaren un punto

de un Blile, convenientementeelegido,y seguirla trayectoriadel BI’h de modo que al llegar SI
a un vertice se continua por la semirrama correspondiente a la semirrama de entrada (ver

[CPRRR, 4] para detalles técnicos).

SI(01.2.4) Contamos el número de ramas analíticas de 8~5 en cadavértice A1,5E85y

en infinito, y guardamos el desarrollo de Puiseux de estas.

(01.2.5) Comprobamos si existe alguna celda común a 3 y a OS. En casoafirmativo SI
el algoritmoresponde3 NO ES ABIERTO y pasamosa (01.2.6). En otro caso,el algoritmo
responde 5 ES ABIERTO y pasamos a (02.1). SI

(01.2.6) Comprobamos si todas las celdas de OS estáncontenidasen 3. En caso
afirmativo, el algoritmo responde 5 ES CERRADO y pasamos a (02.1). En otro caso,

SIresponde5 NO ES CERRADO y acaba.

(<32) Verificación de la obstrucciónglobal SI
(02.1) Comprobamossi existealguna componenteanalítica global r de 85 que in-

terseque a St En particularr formará parte de una componente irreducible de 023% con SIlo cual podemosconcluir quedim(82S n Sa) = 1. En estecasoel algoritmo respondeNO
HAY OBSTRUCCIÓN GLOBAL y da dos semirramas 7í y 72 de O~S tales que yi ci 83 y
72 ci 5. SIEn otro caso,pasamosa (02.2) si 5 es abierto y a (G2.3) si 5 es cerrado.

SI
SI
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(02.2) Determinemosel conjuntoD ci {f,,,, g¡,} de polinomios que se anulan en alguna

de las componentesanalíticasglobalesde OS y calculamos

II h.
heD

Si ningún vérticeA1,5 pertenecea5, pasamosa (02.3). En otro caso,paracadarama
analíticaglobal r de OS tal que A15 ~ r, elegimos un desarrollode Puiseuxen un punto
y caculamosel polinomio minimo Ir de este como divisor de H (obsérveseque al usar
H bajael grado y con ello el númerode test a realizar),usando(A3). Comprobamossi

fr(a~,b~s)= 0.
Si existe alguna componente r tal que fr(a1,b1s) = 0, el algoritmo responde 5 NO ES

ABIERTO BÁSICO y acaba. En otro caso pasamos a (02.3).

(02.3) Para cada rama analítica global II’ de C queintersequea S~ (en particular 1’ no
es una componentede 85% ya queen ese casohabríamosterminadoen (02.1)),elegimos
una ramade Puiseuxen un punto y calculamossu polinomio mínimo Ir como divisor de

E. Comprobamossi Ir se anulaen alguna componente analítica global de 55*~ Si existe
algún F tal que Ir se anulaen unacomponenteanalíticade OS~, el algoritmo responde 5
NO ES BÁSICO y da dos desarrollos de Puiseux 7í y 72 de Ir tal que Yí pertenecea05*

y ~Y2 pertenecea U fl S~
En casocontrario, el algoritmo responde VERIFICADA LA OBSTRUCCIÓN GLOBAL.
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SI
2 Obstrucción local

Sea5 un semialgebraicotal que dim(825* fl 5*) < 1. Recordamosque 5 es localmente SI
básicoen psi existen funcionesfi,... ,f5 E R4X) talesque SI

SnU={f1 >0,...,h>0}nU

paraalgúnentornoabierto U dep en X. SI
En 11.2.13 probabamosque,en estascondiciones,una obstrucciónlocal en p se con-

vierte en global tras las explosionesde la resoluciónde O~S en p. Lo cual relaciona la
obstrucción local con una propiedad de separación entre 5 y las componentes conexas de SI
X \ (5 U OES),que puede ser comprobada algorítmicamente (ver [ABF]).

Para comenzar, pondremos de manifiesto, mediante ejemplos, las dificultades que se

pueden presentar al estudiar la basicidad local de un semialgebraico una vez verificada la SI
obstrucción global.

Ejemplos 2.1 Los siguientesejemplos en IR
2 resumentodas las posibles situacionesen SI

torno a un divisor excepcionalde la desingularizaciónde O~S en un punto.

se 1) El semialgebraico5’ de la figura íV.2.(í) es localmenteabiertoprincipal. De hecho, SI
verifica 11.2.20; además,tras explotarel origen, OZ~’ subdividela superficietransfor-

madaen bandashorizontaleslas cualesestánocupadaspor T” de modo alterno (la idea
de tablero de ajedrez que apuntabamos en 11.2.21). SI

1>

T

Figura IV.2.1(1)

2) El semialgebraico 5 de la figura IV.2.1(2) es localmente básico, pero no principal;

puestoque 3 = 5 y dim(O
2Sfl (IR

2 \ 5)*) = 1. Obsérvesequeal explotar el origen O~S
quedadesingularizaday el divisor excepcionalno da obstrucciónglobal.

5 bit

T

u x

“1,

3

SI
it ir x

SE= U
y=uv SI

SI
SI
SI

__ SI
r=U

y=Ut,

SI
FiguraIV.2.1(2) SI

SI
SI

3) El semialgebraico5 de la figura IV.2.1(3) no es abiertobásico(ver 1.1.13).
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Por otra parte,dadala simplicidad del ejemplo no es difícil encontrarexplícitamente
un abanicoE = {a1,a2,a3,a4},segúnla descripción111.3.30,centradoenel origen de tal
forma que #(E fl 5) = 3; es decir, E no verifica el criterio de los abanicosde Br6cker.

S

ST 9r 9’:::::
~~2222~~

It

m —
a.~. . a2

ir
r= ti

tu,

Figura IV.2.1(3)

a2:{ ::L12

a4 : { ~ —2

al: { ;:
~ { ;:

t
t(1 + z)

—t
—t(1 + z)

a2 : {
a4 : {

x=t
y = t(—1 — z)

x=—t
y = —t(—1 — z)

A la vista de los ejemplosanteriores,parecequeel hechode queconcurranun numero
par o un númeroimpar de sectoresde 5 en un punto p E OS tiene algo que ver con la
basicidadlocal. Sin embargo,no esasí, comovemosa continuacion.

Ejemplos 2.2 Consideremoslos ejemplosa) y b) de la figura IV.2.2, en un entornodel
origen de IR

2. En ningún casoshay obstrucciónglobal.

fi
Figura IV.2.2(a):

Hay obstrucciónlocal
Figura IV.2.2(b):

No hay obstrucciónlocal

a) El semialgebraicoS~ estádado,enun entornodel origen,por los 3 sectoresseñalados
en la figura IV.2.2(a) delimitadospor 4 curvasdel tipo

{y = x2}, {y — 2x2}, {v = 3x2}, {v = 4x2}.

Tras la primeraexplosióndel origen obtenemosun único punto singularen el divisor
excepcional, en el cual se presenta la situación del ejemplo 2.1(3). Luego, tras una segunda

explosión, la fronterade Zariski de 5, en el origen queda desingularizada y el divisor
excepcional da una obstrucción global. Por lo tanto, S~ no es localmente básico en el

origen.

a
1 : {

a3 : {
u=t
v=1+z

u=-t
v=1+z
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SI
b) El semialgebraicoS2 estádado,en un entornodel origen,por los 3 sectoresseñalados

en la figura IV.2.2(b) delimitadospor 4 curvasdel tipo SI
{y = x

2}, {y = x4}, {y = x6}, {y = x8}.

Como no hayobstrucciónglobal, pasemosa estudiarlos divisoresexcepcionalesde las SI
sucesivasexplosionessobreel origen,hastadesingularizareste. Obsérveseque,siguiendo
la desingularizaciónde 8252 en el origen, las cuatrocomponentesde O~52 se separancada
unaenunaexplosióndiferente(porejemplo,la curvadegrado2 seseparade las otrastres SI
tras la segundaexplosión,mientras que estastres se intersecanen un punto del divisor
excepcionalen esta etapade la resolución). Con lo cual, no es difícil comprobarque SI
ningun divisor excepcionalda una obstrucciónglobal. Por lo tanto, 32 es localmente
básicoen el origen.

A continuacónharemosun análisis de la obstrucciónlocal inspiradaen [ABF]. Pre -SI
tendemoscon estojustificar el algoritmo (L) que daremosdespues.

Observación 2.3 Sea 5 un semialgebraico tal que 023 fl 5 = 0 y dim(OzS* fl 5*) < 1. SI
Supongamosquetenemosunaobstrucciónlocal a la basicidadde 5 en un punto p E OS;
evidentemente,p E Sing(O

25)y 8~5 no es cruzamientonormal en p. Entonces,aplicando SI
11.2.13,existe una componenteirreducible D del divisor excepcionalE de la resoluciónir X’ —* X de &S en p, tal queD da unaobstrucciónglobal a la basicidadde r’(S).

SILa resolución ir : X’ —~ X de 825enp consisteenunacadena finita de explosiones sobre

p, pongamosir = ... ir1 dondeir~ —* X1...1 es la :-esímaexplosiónde la resolución.
Sean,paracada i = 1,..., r, á1 = ir~ . . . ir1 la etapai-ésimade la resolución,Z~i—1 E X1...1 SI
el punto explotadoen la i-ésima explosión siendo ~l—¶(pi—1) = p y D, = ?r[’(pí...í) el
divisor excepcional.Luego,existep E {1,.. . ,r} tal queD es la transformadaestrictadel

—~ .. ~ . , SIdivisor excepcionalD~ de la p-ésima explosión. Además D da una obstrucción globala la basicidadde 5,, = á,,(S), ya que las siguientes transformaciones,hastaX, son

explosionesen puntosque no alteranestapropiedad. SI

SI
WP+t lrp rp...I SI

SI
Figura IV.2.3

En esta situación (figura IV.2.3), es posible encontrar dos familias abiertas de arcos SI
analíticos lisos g1,g2 ci X,,, transversalesa D,, y tales quelos elementosde g1 unen dos
regionescontenidasen 5,,, mientrasque los elementosde Q2 unen una región contenida SI
en 3,, con otra fuera de S,~,. Luego,proyectando en X tenemos:

SI
SI
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1. al menos4 ramasanalíticasde 8~Sen
2. dos familias abiertasde arcos analíticoslisos, Y1 = A,,(q1) y Y2 = á,,(g2),a través

del punto p

de tal forma queque suimageninversapor A,, se comportacomo en la figura IV.2.3.

Obsérvese la analogía de este argumento con el utilizado en el ejemplo 1.1.13. En este
ejemplo servíancomo fl y Y2 dos familias de rectaspor el origen. O

A continuación incluimos un estudio sobre las relaciones entre los arcos contenidos en

las familias .fl.

Arcos con ordende contactop

La principal herramientacon que contamospara verificar la obstrucciónlocal son las
familias de arcos con orden de contactop, introducidas en [ABF] para determinación de
la separación local de dos semialgebraicos. Hemos introducido la terminología arcos con

orden de contactop, que no apareceen [ABF], ya que describe perfectamente la situación

geométrica.

Sea(C,p) un germende curva analítica en (X,p). Denotemos por

la resolución estandar de la curva C enp extendidapor explosionesen los puntos C1 fl D5,
donde j es mayor ó igual que el número de explosionesnecesariaspara desingularizar
C, siendoD, el divisor excepcionalqueapareceen la explosión ir1 y C, la transformada
estrictade C en X, (i = 1,. ..,r).

Definición 2.4 Seay un arco analítico a través de p. El arco y tiene orden de contacto
p con el arco C, para algiin entero p < y si verifica:

(a) La transformadaestricta y,»~ de y en X~...1 admite unaparametrizacióndel tipo

x=t{
(b) C,,—1 flyp—i Pp—i E D,».1;

(c) Las curvas C,,...1 y y,,...i tienen tangentes distintas en Pp—i.

Observación 2.5 Si la curva analítica y tiene contactop con la curva U, entoncesC,, y
y,, son transversalesa D,, y D,, n C,, $ D,, ri y,.... Es decir, tras la explosiónp-ésimalos
arcos C y y seseparanpor primeravez.

En lo que sigue trabajaremos con gérmenes analíticos en (IR
2, (0,0)),ya queel teorema

de inmersiónminimal deunasingularidadalgebraica(ver [BCR, 8.16.15])nos permite ver
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SI
una singularidadde curvacontenidaen X, localmente,como una singularidad algebraica-
mente igual en IR2. A continuación damos el enunciado del teorema que caracteriza los SI
arcos con orden de contacto p mediante sus desarrollos de Puiseux.

Sea C una ramade una curva analíticareal en (R2,0) con desarrollode Puiseuxen SI
un sistemade coordenadasadecuado,{ y=f(t)=Po(tm)+tk~Pí(td~)+...+tksp

3(tdJ) SI
donde e E {1, —1}, Po,... ,P,...1 son polinomios, ~8 esuna serie depotenciasconvergente SI
deorden O y ni ~ ordt(Po(trn)). Entonces(m; ..... . ,k3) son los exponentes característicos
de C y la cadenade algoritmosde Euclides que calculala sucesiónde máximos comunes
divisores

SI
reconstruyeel procesode resoluciónde C en (0,0) (ver [EC] o [BKD:

lo1 — k1.1 = p1,1d1.i + rl,2

= p¿,2r1,2+ r~,3 SI
rl,q(1)...2 = jiiq(i)~1Ti,q(i>~.1 + rlq(i)

TI,q(i) —1 = jiI ,q<~)rI,<,(1) SI
dondelo0 = O y d0 = m. Claramente,ríq(í) = d1.

En nuestrocaso extendemosesteprocesoa curvasC no singulares,paralas cualesuna
upla (1; lo) juega el papel de exponentes característicos. SI

El procesode resoluciónse reconstruye,obteniendolos desarrollosde Puiseuxde las
transformadasestrictasde C, como sigue: SI

— dividimos jiii vecespor la variable x,
— dividimos ji2 vecespor la variable y, SI— dividimos ¡t1,3 vecespor la variable x, etc.
y asísiguiendotodaslas filas de los s algoritmos de Euclidesy haciendounatraslación
al origen cada vez que seanecesano. SI

En consecuencia,el númerode explosionesque se correspondencon el i-ésimo algoritmo
es M1 = ji~ y el número total deexplosioneses M = M1 + ... + M3.

SIAdemás, previamente a cada explosión, es posible reparametrizar de modo que la
variable por la quehay quedividir sea del tipo ti” (ver [ABF, 2.4]). Teniendo en cuenta

todo ello seobtieneel siguienteresultado. SI
Teorema 2.6 ([ABF, 2.19]) SeaC como antes y -y un arco analítico que tiene orden de
contactop con C. Entonces admite una parametrizaciónde Puiseuxirreducible SI

st’,{ y = g(t) = Q0(t~) + thl Q1(t”~) + . . . SI
tal que

SI
SI
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(1) Los exponentescaracterísticos(n; h1,... , h,.) de estándadospor:

(a) Sip>M entoncesl=s,n=niyh1=lo.parai—1 a.

(b) Sip < M, entoncesm = rn, lo1 = rh1 parai = 1,...,l— 1 conr =

(2) 6 y g(t) verifican una de las siguientescondiciones:
(a) 6 = e y el truncamiento de orden it,....1 +p’ de g(t) coincide con el correspondiente

truncamiento de 1(t).

(b) 6 = ~(..~í)”1”f~t y el truncamiento de orden h¡...1 + p’ de g(t) se obtiene de 1(t)

comosigue: Q,(x) = P,(x) si d./d~1 es par
Q.(—x) = P1(x) si d~/d;, es impar.

Donde,

p’=p—(Mí+...+M,+l)sip>.M

Además, los primeros coeficientes no determinados arriba son distintos.

Observación 2.7 Nótese la coincidencia entre el resultado 2.3 y la relación entre expo-
nentesy coeficientesen la descripciónexplícita deabanicosde £4(R(z,y)) (i.e. abanicos

centradosen un punto de IR
2) en 111.3.23.De hecho, estos abanicos, tras un número finito

de explosionesse presentancentradosen el divisor excepcional.

Observación 2.8 Anotamos aquí los algoritmos auxiliares que usaremos en (L):

(A4) Caracterización en X (esto es, sin realizar las explosiones) de los arcos con orden de

contactop con respecto a uno dado, para p previamente fijado (2.3).

(A5) Dado un arco analítico -y a través de O E IR2 y una región acotadapor dos arcos
analíticos -y~ y ~Y2, decidir a partir de las respectivasparametrizacionesde Puiseux
si cruzala región o no. Paraello bastacompararlos exponentesy coeficientesde
los respectivosdesarrollosde Puiseux(ver [ABF, Solution to problem 2]).

Verificación de la obstrucciónlocal

A continuación daremos el algoritmo (L) de verificación de la obstrucción local. Este

algoritmo requiere la realización previa del algoritmo (O) (o al menosde alguna de sus
partes),ya quelos datosiniciales seobtienende (0).

El algoritmo (L), tal y como lo proponemos, consiste en una secuencía de test de
basicidadlocal en cadapunto singular de 85. Dado que el criterio de basicidad11.2.15
exige una superficie compacta, consideramosla compactificaciónde R2 por un punto
([BCR, 3.5.3]), que denotamos oc. Es posible realizar el mismo test en oc, ya que (0)

proporciona también una descripción anlítica de 8~Sen oc.

(L) Dado N = {p E 85U {oc} : O~Stienealmenos4ramasenp}= {pí,...,p,n}
(01.2.4 ó (01)), verifica si 5 eslocalmentebásico en cadap,, E N.

(Li) Fijemos p~, 1 =lo =m (comenzando por p~) y hagamos una traslación al origen.

Calculemos los desarrollos de Puiseux racionales de las ramas Y1, . . , yq de Y = 8~S en

O ((01.2.4) ó (Al)).
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SI
(L2) SeaXr Z Xr...i ~4 —* X1 ~* = X la resolución estandarde Y en O. Para
cada i = 1,. . . , r, seaD. ci 3<, el divisor excepcional que aparece en la i-ésima explosión

_ SI
y sea 17 la transformadaestricta de Y” en 3<, (1 =a < q). Consideremos,para cada
i = 1,.. . , r, la relación de equivalenciaR. en el conjunto .1...., q} definida por: SI

a fi ~t 17 y i”3 cortana D1 en el mismo punto.

(Esto quieredecir que Y” e Y’
3 tienenorden de contactop > i, luego con (A4) podemos SI

computarlos elementosde cadaclasede equivalencia.)
Sean721,5 (j = 1,... ,l(i)) estasclasesde equivalencia.Paracada i = 1,... ,r tenemos

unapartición 721 del conjunto .1.... , q}. Obsérvesequeestasparticionesserefinan según SI
creceel índice i.

(L2.1) Fijamos p, 1 =p =r (comenzandopor p = 1) y elegimos un índice a en P,,~,s, SI
para cada j, tal que P,,...1,g contengaal menos4 elementos.

(L2.2) Determinamosla familia A de arcos y quetienenordende contactop conY” (A4). SI
(L2.3) Comprobamossi A contienedos subfamiliasabiertasF1, F2 uniendo,respectiva-

mente, dos regiones en 5 o una en 5 con otra fuera de 3 (A5).

SISi existentales familias de arcos,el algoritmo respondeNO ES ABIERTO BÁSICO y
dalas familias F

1,F2.
En otro casocomenzamosen (L2.1) con p + 1 (si p = i” vamosa (L3)).

(L3) El algoritmo responde 3 ES LOCALMENTE BÁSICO EN p~ y volvemosa (Li) fijando

Pk+i (si lo = ni ir a (L4)). SI
(L4) 5 es LOCALMENTE BÁSICO EN TODO PUNTO.

SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
SI
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3 Basicidad y abanicos

Sea5 un semialgebraicodescritoporpolinomios I,,t, g,, E K[x, it] como en la expresión IV.1.

Los algoritmos (0) y (L) aplicados sucesivamente dan lugar a un algoritmo (B) de verifi-
cacion de la basicidad de un semialgebraico. Por otra parte, la aplicación de (0) a 5 y a

su complementario da lugar a un algoritmo (P) que decide si un semialgebraico es abierto

o cerrado principal. Describimos a continuación estos algoritmos.

(B) Dada una familia de polinomios fjj,g,, E K[x,y], este algoritmo verifica si el semi-
algebraico 5 definido por estospolinomios es abierto o cerrado básico. Además,en

el casode no serbásico,respondesi es debido a uno de los siguienteshechos:

— 3 no es ni abierto, ni cerrado.

— 5 es abierto, pero algún punto aislado de&3 estácontenidoen 3.

— Hay obstrucciónglobal, en cuyo casoda dos semirramas~Yiy -Y2 de 83 tal que

u ci 83* y Y2 ci 3*~

— Hay obstrucciónlocal en algún punto p, en cuyo casoda dos familias abiertas

Y1 y F2 de arcos analíticosen p con orden de contacto p (fijo) tales que Y1 une

dos regionesen 5 y Y2 uneuna región en 3 con otra fuera de 5.

(0) Verificamos las condicionespreliminaresy la obstrucciónglobal.

(L) Verificamos la obstrucciónlocal. U

(P) Estealgoritmo tiene los mismosdatosiniciales que(B) y verifica si el semialgebraico
5 es abierto o cerrado principaL Además,en el casode no serprincipal, responde
si es debidoa uno de los siguienteshechos:

— 5 no es ni abierto, ni cerrado.

— 5 es abierto, pero algún punto aislado de 8~Sestá contenido en 3.

— Hay obstrucciónglobal en 3, en cuyo caso da dos semirramas -~ y 72 de 8~S tal
que ~y1ci 83* y ~Y2 ci 5.

— Hay obstrucciónglobal en 3< \ 3, en cuyo caso da dos semirramas ~ y ~Y2 de
83 tal que ‘Yí ci 85* y 72 ci (3< \ sr

(Pl) Realizamos(01).

(P2) Aplicamos (02) a 5.

(P3) Aplicamos (02) a 3< \ 3 (realmente a las celdas correspondientes a 3< \ 3). 0

En consecuencia, tenemos los siguientes resultado para semialgebraicos de R
2 definidos

por polinomios en K [x,y], siendo K un cuerpo computable contenido en R

Teorema 3.1 Es posible determinaralgorítmicamentesi un semialgebraico3 ci IR2 es
a) Abierto o cerrado básico.

b) Abierto o cerradoprincipal.

Proposición 3.2 Sea5 ci IR2 un semialgebraicotal que dim(8zS* fl 5*) = 1. Entonces
es posible dar algorítmicamenteun abanicoE E S

2(R(x,v)) tal que #(E A 3) = 3.
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SI
Demostraczon: En algoritmo (0) detectala propopiedaddim(8z3* fl 3*) = 1 en (G2;1) o
en (02.3) y en ambos casos da dos semirramas ~ y (2 de la misma componente irreducible SIde 8~5 tales que~ ci 85* y Y2 ci 3.

Segúnla descripción 111.3.30de abanicos de IR(z, y), las semirramas i y Y2 determinan
de forma unívoca un abanico E E E2(IR(x,y)). EsteEestáformado por las dos elevaciones SI
de ambas semirramas. Con lo cual, si a1, a3 sonlas elevacionesde ~ a R(x, y), dado queu ci 3* \ 5~ tenemosa través del operadortilde

aiES*, —.. SIaaEX\S*

o viceversa.
Por otra parte, si a2 y a4 son las elevacionesde ~ a IR(x,y), como ~ ci 5 quees

abierto, tenemosaplicandoel operadortilde que

a2,a4 E 5*~

En conclusión, dado que 5 y 3* son genéricamenteiguales, tenemos #(E fl S) = 3. El SI
Observación 3.3 La descripción 111.3.28 de los abanicos E E S4(R(x,y)) (i.e., centrados SI
en (0,0)) nos permite asociara éstos dos familias de arcos en (0,0) parametrizadaspor
z E (0,c). De hecho, para cada z E (0,c) fijo, los homomorfismos4~ y ta (resp. 4’2 y SI
~)definen las dos semirramasdel mismo germen de curva analítica “4 (resp. ‘4). Estas

curvas-4 y -g tienen orden de contactop, paraalgún p y para todo z (bastacomparar
2.6 con 111.3.17). SI

Conservaremosla notación introducida en la sección2 parala resoluciónestandarde
un germende curva en un punto y para los arcos con orden de contactop. SeaEun SI
abanicode IR(x,y) con centro (0,0) E IR

2 y sea C un germende curva analítica en el
origen. Para cada i = 1, ...,r, denotemos por E

1 el abanico obtenido de E después de i

SIexplosiones.El abanico E1 estáformado por los transformadosde los elementosde E en
7Z(X1).

Definición 3.4 Un abanico E tiene orden de contactop con la curva C, para un entero SIp > O, si para todo z, los arcos -y (i = 1,2) asociadostienen orden de contactop con la
curva C. SI
Teorema 3.5 Sea 5 un semialgebraicoabierto. Supongamosque 5 no es localmente
básico en un punto singular p de O~5. Entonces, existe un método algorítmico para dar SI
un abanico E de R(x, y) centrado enp tal que#(E fl 3) = 3.

Demostración: Como 3 no es localmentebásicoen x, haciendounatraslaciónal origen SI
y aplicando (L), obtenemosalgorítmicamentelas familias de arcos Y1 y Y2 con orden
de contactop con respectoa alguna componenteanalítica de 8~3 en x, para algún p.

Consideremosdos arcos -yí E Y,, que unirá dos regionesen 5; y ~Y2E Y2, que une una SI
región en 5 con otra fuera de 3.

SI
SI
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Entonces(-y1),., y (‘y
0~ son arcos lisos que cortan al divisor excepcionalD,, transver-

salmenteen diferentes puntos p,q E D,~,; además,p es la primera etapa del proceso de

resoluciónde8~Senx en la quejt~ y rn~ seseparan.Los arcos‘yí y ‘72 estánparametrizados
por

1’ — stN 1 ~=s’t”~
9½:j s8t~i+I(t) 72 :j~ u=s:=~ d

1t~~ + g(t)

donde6,6’ E {1, —1}, c~, d1 E IR estándeterminadoshastael grado n, (que depende de p)
según2.3 como sigue: para i = 1,...,s

{ 61 : 6 y d,=c,

(.....í)N/d6 y d1 = ( 1)ni/dc1

siendod = g.c.d.(N,u1,...,n3); 1(t) = at
m + ... y g(t) = btm + ... con a $ b, donde ni es

el último exponentecaracterísticode jj (5 = 1,2).
Comprobaremosque,para cadapar i~,i~’ E {1, —1} el abanico~ constituido por las

familias de arcos

fx— 6tN .1 xzr&’t~”it= 2~..íc
1t~+(27z+a)tm ‘72 <~ ii=s:=1 dt~~ + (~‘z + b)t

m

venfica que #(E 11 3) = 3.
En efecto, elijamos una semirrama en p y otra semirrama en q del divisor excepcional

D,~, que aparece en la etapa p-ésima de la resolución. Estas semirramas determinan un

abanico. De hecho, tenemos cuatro posibilidades de elección de semirramas, con lo cual
hay cuatro abanicos, tal y como indica la figura siguiente.

O,,

FiguraIV.3.5

Tomando imágenes inversas por el homomorfismo birracional ir~ ... ir~ obtenemosprecisa-

mente los cuatro abanicos ~ Por otra parte,tal y comohemosconstruidolos abanicos

centrado~en D,,, tiene queser#(E~,,>’ A 3) = 3. 0
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