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Introduccién

En los tltimos afios, tanto en la literatura matematica como en la técnica, un nimero cada
vez mayor de trabajos tratan el tema del control activo del ruido generado en distintos recintos
cerrados por la vibracién de las estructuras flexibles que forman las paredes.

Uno de los més recientes ejemplos que han generado un destacado aumento de interés para
este lipo de problemas lo constituye la aparicién de nuevos turbopropulsores para los aviones.
Dichos motores. sin duda muy potentes y muy eficientes, provocan vibraciones acisticas de alta
amplitud que se transmiten al fuselaje del avién produciendo la vibracién de éste. La utilizacion
de nuevos materiales superligeros para la construccién de las paredes hace que estas oscilaciones
sean todavia mas amplias. Debido a la interaccién entre la estructura del avién y el campo
aciistico juterior. las vibraciones mecdnicas determinan un alto nivel de ruido en las cabinas que
puede resultar realmente molesto para los pasajeros.

Se han propuesto v analizado diversas estrategias de control activo de las vibraciones acisticas
interiores. Una de las mas interesantes la constituye, sin duda, la implementacién del control
mediante piezas piezoceramicas fijadas sobre una parte del fuselaje. Estas piezas son un ejemplo
de riateriales inteligentes que se caracterizan por la capacidad de ser al mismo tiempo actuantes
v sensores v que, hoy en dia, se utilizan en multitud de aplicaciones. Las piezas piezocerdmicas
transforinan la excitacién eléctrica a la que estdn sometidas en vibraciones mecdnicas de las
estructuras sobre las cuales estan fijadas. De esta manera se pueden utilizar para cambiar
la dindmica de las partes flexibles y, finalmente, reducir el ruido interior (vease, por ejemplo,
Destuvuder et al. [14]).

Este es s6lo un ejemplo de los muchos que han motivado amplios estudios de los fenémenos
de transmisién de vibraciones de una estructura a otra.

En esta Tesis nos proponemos abordar diversos problemas matematicos relacionados con el
andlisis de las propiedades cualitativas de un sistema hibrido bidimensional lineal que ha surgido
recientemente en el desarrollo de estas nuevas técnicas para la reduccién del ruido en el interior
de un recinto (avién, automévil, etc.). En general podemos decir que un sistema hibrido describe
una estructura compleja que acopla el movimiento vibratorio de dos componentes de naturalezas
diferentes.

El ejemplo mias cldsico y sencillo lo constituye el sistema formado por una parte flexible
{(barra o cuerda) que, en uno de sus extremos, estd ligada a un cuerpo rigido. Las caracteristicas
nds importantes de un sistema hibrido se pueden ver con facilidad en el caso del sistema cuerda-
cuerpo. cuyas ecuaciones de movimiento se escriben de la siguiente forma (vease Littman, Markus
v You [34] v Rao [42)]):

Ugy = Ugr = 0 parall<z <1, 1>0
(0.1) w0} =0 parat >0
u (1} = —uu(l) — u(1) parat>0.

iii

—  ————r



iv INTRODUCCION

La energia del sistema se describe mediante la funcién:

E(t)= -fol(ut)zd:c + ./ol(uz)zdz + (ue(1))?

y contiene una parte que representa la energfa de la cuerda (los primeros dos términos) y otra
que es la energia del cuerpo (el dltimo término).
Formalmente se obtiene que:

1) =~y <o.

Es decir, el sistema tiene un cardcter disipativo.

Esta es una variante simplificada del modelo experimental SCOLE (Spacecraft Control Lab-
oratory Experiment) que describe las vibraciones de un satélite orbital y una antena, unidas por
una estructura larga y flexible (vease Littman y Marcus [31] y [33]). Otros ejemplos de sistemas
hibridos se pueden encontrar en los trabajos de Hansen y Zuazua [18] donde se estudian dos
cuerdas unidas por un cuerpo rigido, o de You {49], donde se presenta un modelo que acopla
membranas v cuerdas.

Desde el punto de vista matematico los sistemas hibridos se describen mediante ecuaciones
en derivadas parciales acopladas con ecuaciones diferenciales ordinarias o con otras ecuaciones
en derivadas parciales en las condiciones de contorno. Por ejemplo, en el caso del sistema (0.1)
si notamos u(1,1) = v(t), tenemos que el movimiento del cuerpo fijado en el extremo z = 1 de
la cuerda, estd descrito por v(t) que satisface la ecuacién diferencial ordinaria:

‘U;u -V = ‘U.x(]., t)

De esta forma, el sistema {0.1) acopla la ecuacién de ondas con la ecuacién diferencial ordinaria
del cuerpo.

Tal y como hemos mencionado anteriormente, en esta Tesis nos ocuparemos de un mode-
lo hibrido bidimensional motivado principalmente por el problema de la reduccién de ruido
mediante la correcta aplicacién de un voltaje eléctrico sobre piezas piezocerdmicas acopladas
al contorno del recinto. Este problema motivé una serie de trabajos de H. T. Banks et al.
(vease [3]. [4] y [5]) en los que se desarrollan algunos modelos matem4ticos que permiten de-
scribir ¥ analizar esta problemdtica. En estos trabajos se estudian también algunas cuestiones
matemdticas bdsicas tales como la existencia de soluciones, su aproximacién numérica, asi como
la existencia de controles 6ptimos para algunos problemas elementales de control. Sin embargo,
en estos articulos algunas de las cuestiones fundamentales quedan sin respuesta. Son justamente
éstas las cuestiones que nos proponemos resolver y que seguidamente describimos.

Desde el punto de vista matematico, consideramos una versién stmplificada fiable del modelo
propuesto por Banks et al. que consiste en estudiar la propagacién de las ondas acisticas en
un fluido bidimensional dentro de un dominio cuadrado. Una parte de la frontera se considera
flexible. bajo la forma de una cuerda disipativa, mientras que las partes restantes seran inméviles.
Se llega asi a un sistema hibrido en el que se acoplan las vibraciones acisticas del fluido con las
vibraciones mecanicas de la cuerda.

Presentamos a continuacién la deduccién de este modelo.

Consideramos un fluido eldstico, no viscoso y compresible en el abierto bidimensional

Q=(0,1) x (0,1) ¢ IR?



v estudiamos la propagacién de las ondas acisticas en este dominio.

Fig.1

El estado del fluido mévil queda determinado por cuatro magnitudes dadas en cada punto
(r.y) de Q v en cada instante de tiempo #: las dos componentes de la velocidad ¥ = ¥(,z,y),
la presion p = p(t,z,y) y la densidad p = p(t,z,y). Un sistema completo de ecuaciones que
deseriben las ondas acusticas estd formado por:

pt + div (p?) =0 en {1x(0,00)
0.2) pi+p(VD)-54Vp=0 en £x(0,00)
p= f(p).

Para la deduccion de estas ecuaciones vease Landau y Lifchitz {28]), Cap. 1, pp. 15y
Cap. & pp. 281-282,

La primera ecuacién de {0.2) es la ecuacién de continuidad que expresa la conservacién de
la masa, La segunda es la ecuacién de Euler y representa la ley de Newton. La iltima es la
ecnacion de estado. Suponiendo que no hay intercambio térmico entre las diferentes partes del
fhiido podemos considerar como ecnacién de estado la ecuacion adiabdtica de un gas perfecto:

(0.3) » = polp/pa)’,
donde 4 es una constante que depende del fluido considerado.

En la relacién precedente pp ¥ po son la presién y la densidad al equilibrio, respectivamente,
v suponemos que ambas son constantes en todo el dominio €}.

En el caso de las pequefias oscilaciones del fluido, se tiene que p; = p—po € po, p1 =
p—py € poy | ¥]<€ 1y por consiguiente, en una primera aproximacion, se pueden despreciar
los productos de las cantidades p1, p1 ¥ | ¥|. También se puede linealizar la relacién entre p y
p. Las ecuaciones (0.2) se escriben entonces de la siguiente forma:

ot podivi =0 en §2x(0,00)
{0.4) poTr+Vp=10 en £ x{0,c0)
p—po = ¢*(p— po)
donde ¢ = \/m es la velocidad del sonido en nuestro medio.
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El sistema (0.4) representa la linealizacién de las ecuaciones {(0.2) y describe la propagacién
de las ondas acisticas de amplitud pequeiia. ——

Con el objeto de expresar todas las incégnitas en funcién de una sola es conveniente introducir
un potencial de velocidades & = (¢, z, y) tal que:

(0.5) 7=Ve.

La segunda ecuacién de (0.4) nos indica que V{(po®, + p) = 0 y como de momento ¢ sélo
satisface (0.5) se puede elegir de tal manera que:

(0.6) M =p—po=—-pod,.

La primera y la dltima ecuacién de (0.4) implican que & satisface la ecuacién de ondas:
(0.7) @ — A% = 0 en Q x (0, ).

Observamos que la funcién ® queda determinada de manera unica, mddulo una constante
aditiva. por las relaciones (0.5) y (0.6). Los datos iniciales significativos para el problema fisico
seran V@(0.z,y)y ®+(0, z, y) que representan la velocidad inicial y la diferencia entre la presién
inicial y la presién de equilibrio pp, respectivamente.

Sea T la frontera del dominio Q. En la parte Ty = {(z,0): 2 € (0,1)} C I de esta frontera se
coloca una cuerda vibrante disipativa con condiciones Neumann en los extremos z = 0 yr=1.
El desplazamiento transversal de la cuerda en el plano de § se denota por W vy satisface Ia
ecuacion de ondas:

(0 8) { th—wxz'FW: = F sobre PoX(0,00)

W.(0)=W(1)=0 para te(0,00).
Las vibraciones de la cuerda se acoplan con las vibraciones del fluido mediante e} término
F = F(t.r) que representa la fuerza debida a la variacién de la presién interna:

F=p—py=—p®;.

La condicién de continuidad de la velocidad sobre T', que resulta suponiendo que el borde
es impenetrable para el fluido interior, proporciona una segunda condicién de acoplamiento.
Ademas. la parte T'; = 9Q\ I'y de la frontera de § se considera rigida (inmévil), obteniendose
al final las siguientes relaciones sobre el borde:

(0.9) {

donde n denota la normal exterior unitaria a la frontera de Q.

‘n=0 sobre Ty x(0,c0)
-n =W, sobre Tgx (0,00),

< <y
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Finalmente, resulta que ® y W son soluciones del sistema:

r @31—62A¢=0 en QX(O,N)
a®
E = sobre Ty X (0,00)
ae
-55 = -W, sobre Ty x (0,00)
(010) \ I’Vtt - W’_-_r,-z- + H’rt + po@g = (0 sobre Fo X (0, oo)
Wo(0,t) = We(l,1) =0 para t € (0,00)

$(0) = 9%, @,(0)= P en
W(0)=W?% W, (0)=W?! sobre Iy

“

A lo largo del estudio que vamos a realizar consideraremos que las constantes ¢ y pg iguales
a uno. En este caso la energia del sistema se define por:

1

(0.11) E(t)=

. .
(198 2 (@0 dady + 5 [ (W + (W) da
0
Multiplicando adecuadamente por ®; y W, e integrando por partes se obtiene, al menos
formalimente. que

dF
(0.32) i

(1) = - /ro(w,)2 dz < 0.

Es decir. el sistema tiene un caracter disipativo.

Si las constantes ¢ y pp no fuesen iguales a uno, tendriamos que introducir una ligera modifi-
cacién en la funcién de energia, incorporando estas constantes. Sin embargo, del punto de vista
matematico ésto no supondria cambios importantes.

Uno de los objetivos principales de esta Tesis es el de explicar la naturaleza del acoplamiento
fluido-estructura que el sistema {0.10) representa y para ello intentar entender el efecto que la
disipacidén, que en principio estd concentrada en I'g, tiene sobre el conjunto del sistema.

Comparando los sistemas (0.1) y (0.10) observamos que existe, por lo menos, una carac-
teristica comiin: ambos acoplan dos ecuaciones diferenciales que describen las vibraciones de
dos estructuras de naturalezas diferentes; cuerda y cuerpo en el primer caso, fluido y cuerda en
e] segundo. Esta esla razén por la cual consideramos que nuestro sistema es un sistema hibrido.

Al mismo tiempo cabe sefialar por lo menos una diferencia importante entre los dos sis-
temas: mientras que en (0.1} aparece una ecuacién unidimensional en derivadas parciales y
otra ordinaria. en (0.10) hay dos ecuaciones en derivadas parciales, una bidimensional y otra
unidimensional. Por esta razdn consideramos que nuestro sistema es un sistema hibrido bidi-
mensional.

El hecho de que las dimensiones de los sistemas (0.1) y (0.10) sean diferentes tiene conse-
cuencias importantes. Por ejemplo, en el primer sistema, el término disipativo tiene un caracter
compacto mientras que en el segundo solamente acotado. Esto impedird la aplicacién de algunas
técnicas va conocidas para los sistemas hibridos unidimensionales.

Como veremos mis adelante, mediante la separacién de variables, el sistema (0.10) se puede
descomponer en una famila infinita de problemas de] tipo (0.1). Esto serd particularmente 1til
en el analisis espectral de {0.10).

Pasamos a continuacion a describir los contenidos de los capitulos de esta Tesis.
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La existencia y la unicidad de las soluciones del sistema (0.10), asi cotno sus propiedades
elementales de continuidad con respecto a los datos iniciales y términos no homogéneos, se
estudian en el primer capitulo. Mediante métodos cldsicos se obtiene que el problema estd bien
planteado en el espacio de energia finita:

(0.13) X = HY(Q) x L) x HY(To) x L¥Ty).

* Las soluciones débiles se definen usando dos métodos distintos: la teoria de semigrupos y
técnicas variacionales, comparandose los resultados. Las herramientas principales usadas son,
por un lado, la teoria hilbertiana de los operadores maximales-mondtonos y el Teorema de Hille-
Yosida y, por otrolado, la caracterizacién de soluciones mediante el operador adjunto introducida
en Ball [1].

El segundo capitulo contiene el estudio de las propiedades asintdticas de las soluciones cuando
el tiempo tiende al infinito. Se demuestra en primer lugar que el sistema se puede estabilizar
mediante el término W, que actua sobre la parte I’y de la frontera, es decir, la energia de toda
solucién débil converge a cero cuando el tiempo tiende al infinito. Una extensién del Principio
de invarianza de LaSalle (vease Cazenave y Haraux [22]) y el Teorema de unicidad de Holmgren
(vease Hormander [23] y Lions [29]) son los dos resultados fundamentales en los cuales se apoya
la demostracién de este resultado. Argumentos similares han sido utilizados en muchos trabajos
que estudian propiedades asintéticas de sistemas disipativos. Entre ellos citamos los articulos
de Littman v Marcus [31] y Komornik y Zuazua [27}.

La energia del sistema no es coerciva en X' y por lo tanto la convergencia a cero de ésta no in-
dica el comportamiento de ¢ y W. Por lo tanto, a continuacién se estudian los comportamientos
de estas dos cantidades.

Una vez conocido el decaimiento a cero de la energia del sistema, cabe preguntarse sobre
la tasa de decaimiento. En la seccién siguiente se aborda este problema y se deduce que el
decaimiento de la energia no es uniforme, mediante la construccién de soluciones con decaimiento
exponencial arbitrariamente pequefio. Esta construccién se basa en la posibilidad de considerar
autofunciones del problema en variables separadas y de demostrar la existencia de una sucesion
de autovalores que se aproximan al eje imaginario. Argumentos similares se usan, por ejemplo.
en Hansen y Zuazua [18} y Littman y Marcus [31].

De esta. manera se pone en evidencia una de las caracteristicas matematicas principales de
muchos sistemas hibridos: la disipacidn ejercida sobre una componente del sistema asegura la
estabilizacién, pero es demasiado débil para garantizar el decaimiento uniforme de la energia.
Observamos que la debilidad del término disipativo se debe a la estructura del problema y no a
su localizacién en una parte relativamente pequenia de la frontera.

Observemos que, para demostrar el decaimiento no uniforme de la energia, no podemos uti-
lizar técnicas de compacidad {como las que se utilizan en Rao (42] en el caso de un sistema hibrido
unidimensional) ya que, en nuestro caso, el término disipativo es acotado pero no compacto en
el espacio de la energia.

En el tercer capitulo se lleva a cabo un andlisis del espectro de los operadores diferenciales
conservativo y disipativo, asociados al sistema (0.10).

En la primera seccion se localizan los autovalores puramente imaginarios del operador con-
servativo v se describen las propiedades fundamentales de las autofunciones correspondientes.

La segunda seccién es la mas amplia, ya que es aqui donde se obtienen los desarrollos
asintéticos de los autovalores y de las autofunciones del operador asociado al sistema (0.10).

En primer lugar. se obtienen tres tipos de autovalores-que, a altas frecuencias, se acercan
al eje imaginario. De forma mds precisa, los autovalores del primer tipo se aproximan a los



ix

autovalores del problema con condiciones Neumann homogéneas en toda la frontera, es decir los
autovalores de:

Py -AP=0 en §Nx(0,00)
(0.14) e sobre J% x (0,0).

“é“;:

Los autovalores del segundo tipe se comportan como los autovalores del problema mixte
siguiente:

'Im—A@=0 en QX(0,00)

{0.15) %—3 = sobre TI'; x (0,00)
=0 sobre Ty x (0, 00).

Los autovalores del tercer tipo hacen la transicién de una zona a otra.

Las autofunciones correspondientes son tales que la energia concentrada en la cuerda se
anula asintéticamente, confirmando, una vez mas, el cardcter no uniforme del decaimiento de la
energia,

Es a este nivel en el que se aprecia la mayor diferencia entre nuestro sistema y la clasica
ecnacion de ondas con disipacidn en la frontera:

[ 34~ AP =0 en Qx(0,00)
0%
(0.16) < 5;—0 sobre ['; x (0, 00)
0%
3_y = &, sobre TI'g x (0, 00).

En este caso la energia de] sistema:

E(1) = %Lu Vo 2 +(8,)?) dz dy

verifica: d
— () = — @ 2 < 0.
dt (r) ./l"o( t) dI - 0

Se puede comprobar que E(t) — 0 cuando ¢ — oo. Sin embargo, el decaimiento no es
uniforme puesto que todo segmento de la forma /; = {(2,1): z € {0,1]},0 < I < 1, constituye
un rayo que jamds intersecta la regién de disipacién Ty (vease [6]).

Por el contrario, si buscamos soluciones de la forma ®(z,y,t) = ¢(y,t) cos(krz) vemos que
= ha de satisfacer

Yu—y+ET2e=0, 0>y>1,t>0
(0.17) w,(1,1) =0 t>0
‘,Oy(e, t) = 1,91(0, t) t>0.

Se puede probar que, para cada k € IV, la energia:

E0 =3 [ 02V + (00 + n2a%)?) dy
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del sistema (0.17) decae uniformemente, cosa que, segiin el anilisis de este capitulo, no ocurre
con nuestro sistema (0.10). ST s

En (0.16) la pérdida del decaimiento uniforme proviene de que la tasa de decaimiento en
(0.17) tiende a cero cuando k tiende a infinito. Vemos pues que en (0.10) la ausencia del
decaimiento es mds debida a la estructura del acoplamiento en Iy que al soporte de la regidén-
disipativa.

Ademds de los autovalores anteriores, existe una sucesién de autovalores cuyas partes reales
no convergen a cero, fendmeno que no se puede encontrar en un problema unidimensional.
Estos autovalores corresponden a vibraciones en las que la energia concentrada en la cuerda
no decae a cero cuando la frecuencia crece. Las autofunciones correspondientes son disipadas
uniformemente.

El anidlisis se realiza de nuevo medjante separacién de variables y reduccién a problemas uni-
dimensionales, en los que interviene un pardmetro entero, que expresa la frecuencia de vibracién
en la direccién r. El Teorema de Rouché es la herramienta bésica para localizar los autovalores
del operador.

A continuacién se estudian algunas propiedades de completitud y la posibilidad de que las
autofunciones formen una base de Riesz. Fijando la frecuencia k de vibracién en la direccién
T, se obtiene un sistema unidimensional, al que corresponde una sucesién de autofunciones que
forma una base de Riesz, para cada k. Pasando al sistema bidimensional inicial, se deduce
que las antofunciones correspondientes forman un sistema completo en el espacio X', pero las
estimaciones de las que disponemos no nos permiten demostrar que se trata de una base de
Riesz.

Finalmente, con la ayuda de los autovalores del segundo tipo (con partes reales “significati-
vas”) se demuestra que la diferencia entre el semigrupo generado por el operador disipativo v
el semigrupo generado por el operador conservativo no es un operador compacto para ningin
instante de tiempo 1.

Tal v como mencionabamos al principio de la Introduccién, uno de los problemas que mas
interés tienen en el contexto de este tipo de sistemas es la posibilidad de controlar el nivel de
ruido mediante la accién sobre la parte flexible de la frontera del dominio. El problema de
la controlabilidad del sistema mediante funciones que actuan sobre la parte I'y de la frontera
se considera en el cuarto capitulo. La formulacién matemdtica precisa de este problema es la
siguiente: dado T suficientemente grande y un dato inicial (% &!, W W) en un espacio £,
que estd a nuestra disposicion, encontrar un control 8 € H=2%(0,T; L*0,1)) tal que la solucién
del sistema:

[ &y — AD = en x(0,7T)

o9 -

= sobre T, x(0,7)

%i;i - W, sobre To x (0,T)
(0.18) \ Wy —-Weo+8, =7 sobre Tg x (0,T)

W (0,t) = W (1,t) =0 para te€(0,7)
$(0) = 9%, &,(0) = 3! en
W{0) = W% W,(0)=W"' sobre T,
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satisfaga las relaciones:

{ T =3,(T)=0
(0.19}

W(T) = W(T) = 0.

Se trata pues de conducir el sistema al equilibrio mediante la accién de una fuerza externa
distribuida sobre la parte fiexible de la frontera. En los trabajos de Banks et al. que hemos citado
al principio se propone la posibilidad de controlar el sistema mediante piezas piezoceramicas lo
que. de alguna manera, equivale a considerar controles que actuan en un conjunto discreto
de puntos de [yg. Este tipo de control es mucho mais dificil de estudiar y esti estrechamente
relacionado con la multiplicidad de los autovalores del operador asociado y con la localizacién de

los puntos en los que se actia. Mds detalles sobre este tema se pueden encontrar en el trabajo
de Tucsnak [46].

litegrando la primera ecuacion de (0.18) se obtiene que la cantidad f <I>t—/ W se conserva.
1) Tg
Por consigniente. no siempre es posible conducir a cero tanto @, como W. Teniendo en cuenta

ésto. conviene considerar primero la accién de dos controles. De este modo, al principio del
capitulo. se estudia el problema siguiente: dado T suficientemente grande y un dato inicial
(. DTV 1) en un espacio £, que estd a nuestra disposicién, encontrar dos controles
o = olt.r) € L20,T; L¥0,1)) vy B = B(t,z) € H%0,T; L*0,1)) tales que la solucién del

sisteina:

[ &y — A = en x(0,T)
%Zi =0 sobre T’y x(0,T)
85—3 =W, +a sobre T’ x (0,T)
(0.20) \ Wy —W_,+&,=0 sobre Tg x (0,7)
W, (0,1) = Wo(1,1)=0 para 1€ (0,7)
®(0) = 9°, &,(0)= & en
L W(0)=W° W,(0)=W! sobre T,

satisfaga las relaciones {0.19).

Considerando soluciones de (0.20) que tengan la forma
b(t.z,y) = ¥(1,y)cosnrz, W(t,z) = V(t)cosnrz, n =0,1,2,...

nuestro problema se reduce a una infinidad de problemas de control unidimensionales: dado T
suficientemente grande y un dato inicial (¥°, ¥} V° V1) en un espacio ) adecuado, encontrar
dos coutroles a = a(i} y 8 = B(t), en unos espacios que estan a nuestra disposicién, de forma
que la solucidn del sistema:
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( Wy~ Uy + 02?0 =0 para y€({0,1}),t€(0,T)

¥, (1)=20 para .t € (0,T)
V,(0)=-Vi+a para t€(0,T)
(0.21) |\ Viu+n?r?V + ¥ (0)=8 para te(0,T)

¥(0)=¥° ¥, (0)=¥' parayce(0,1)
V({0)=V° VvV, (0)=V!

“

satisfaga las relaciones:

022) { Y(T) = ¥(T) =0

V(T)=W(T)=0.

Nuestro argumento para resolver el problema bidimensional se basa en esta posibilidad de
separar las variables, ya que, trds resolver el problema de control (0.21), se combinan los controles
encontrados obteniendose un control para el problema bidimensional original.

Sin embargo, como estamos actuando solamente sobre una parte relativamente pequeiia de
la frontera solo se podra controlar un espacio reducido de datos iniciales. Este tipo de resultado,
encontrado va en una serie de trabajos de Haraux (vease, por ejemplo, [22]}, no es sorprendente
teniendo en cuenta las condiciones geométricas que tiene que cumplir el soporte del control para
asegurar la controlabilidad en un espacio de Sobolev de datos iniciales de la ecuacién de ondas
{vease Bardos. Lebeau y Rauch [6] y Bardos y Rauch [8]). Esta condicién dice, a grosso modo, que
para poder controlar las soluciones de energfa finita de una ecuacién de ondas mediante controles
en L. es preciso que el subconjunto de la frontera en el que actua el control sea tal que todo
ravo de la dptica geométrica pase por ese conjunto en un tiempo uniforme. El subconjunto [
de nuestro problema, obviamente, no satisface esa condicién ya que todo segmento de la forma
{(z.1): z €(0,1)}, con 0 <! < 1, constituye un rayo que nunca pasa por [p.

La interpretacién de los resultados tiene que hacerse con cuidado ya que, para algunas solu-
ciones débiles definidas por transposicion, no todas las cantidades que aparecen en las relaciones
(0.22) tienen sentido. Como se podrd ver, se controlan mas bien diversas combinaciones de
aquellas funciones, que en el caso de soluciones regulares proporciona (0.21).

En la dltima parte del capitulo volvemos al problema (0.18) que presenta un interés especial
va que la interpretacion fisica del término J es la de una fuerza que actua sobre [y, mientras
gue o no tiene una interpretacién tan natural. Sin embargo, en este problema sélo podemos
conseguir una controlabilidad parcial puesto que el sistema se puede conducir, en tiempo finito,
solamente al conjunto de estados de equilibrio:

TYy=¢ = cte, &,(T)=
(0:23) {‘T?(_) 1= ct (T)y=0

W(T) = g9 = cte, Wt(T) =0.

. Por otra parte, en el estudio de un sistema como el nuestro que acopla las vibraciones
actisticas en una cavidad interior con las vibraciones mecdnicas de una parte flexible de la
frontera, una de las cuestiones mds importantes es la siguiente: ;si las fuerzas exteriores que
producen las oscilaciones de las paredes permanecen acotadas, qué ocurre con el nivel del ruido
interior? ;Permanece dentro de ciertos limites o puede producirse el fendmeno de la resonancia?

. En primer lugar cabe considerar el problema en el caso en que la fuerza exterior viene dada
por una funcién periédica con respecto al tiempo, caso en el que el problema de la acotacion del
ruido es equivalente a la existencia de soluciones periddicas.
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Por consiguiente, en el capitulo quinto estudiamos la existencia de soluciones periédicas del
sistema suponiendo que sobre la parte I'y de la frontera actda una funcién periédica:

[ @y~ AP=0 en 1 x (0,00)
g—‘f = sobre T’y x (0,00)
(0.24) ¢ ‘;=§ = —-W, sobre I'g x {0, )
Wy —Wer + Wi+ 8, =f sobre Tyx (0,00)
‘ Wo(0,1) = W{1,t) =0 para t € (0,00)

suponiendo que f es una funcién periédica en el tiempo:

{0.25) 3T > 0tal que f(t+T,z)= f(t,z), ¥t > 0, Vz € (0,1).

La presencia del término no homogéneo f modeliza una fuente de ruido exterior sobre la
parte activa de la frontera, -

Dado ¢l cardcter débilmente disipativo del sistema, que no asegura el decaimiento uniforme
de la energia. la aplicacién directa de métodos como el de punto fijo no da resultados va que
la norma del semigrupo asociado, {$(t)}i»0, es uno para cada instante de tiempo ¢. Para la
aplicacion de tales argumentos en el caso de disipacién fuerte vease, por ejemplo, Haraux [20].

Una vez mas el estudio se realiza reduciendo el problema a una infinidad de problemas
nnidimensionales:

Yy — Livyy + n27r2¢ =0 paray € (0, 1),z € (0, oo)
(0.26) (1) =0 para t € (0, 00)
2 Py(0) = —w, para t € (0, )

wy + wy + n?rfw + Y (0) = f, parate (0, 00).

En cada uno de estos problemas deducimos la existencia de una solucién periédica mediante
un argumento de perturbacién, suponiendo que f € H'(0,7T). Es digno de mencién el hecho de
que para que (0.26) esté bien planteado es suficiente con que f € L%(0,T). El paso al problema
bidimensional se hace combinando las soluciones periddicas obtenidas. Sin embargo, solo se
deduce Ja existencia de soluciones periddicas de energia finita para funciones no homogéneas
J muy regulates con respecto a z, ya que, solamente as{ se puede asegurar la convergencia de
la combinacién infinita considerada en el espacio de la energia. La optimalidad del resuitado
obtenido queda abierta.

El 1iltimo capitulo recoge resultados obtenidos para algunas variantes del modelo original
que nos ayudan a entender mejor las principales caracteristicas de este tipo de sistemas.

En el primer apartado consideramos un término disipativo no acotado —W,, en vez de W,.
Esta nueva disipacién, del punto de vista fisico supone considerar materiales viscoeldsticos del
tipo Khelvin-Voigt en los que la disipacién se debe a las propiedades del materia) utilizado para
la construccién de la cuerda vibrante (vease Barnes et al [9)).

Los resultados obtenidos en los capitulos 1, 2 y 5 son vilidos también en este caso, lo que
nos indica que el cambio no afecta las principales propiedades del sistema.

En el segundo apartado consideramos el mismo sistema con condiciones de contorno de
Divichlet para W en lugar de las de Neumann anteriores, i.e. W(t,0) = W(1,t) = 0. Este

- PR oy
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cambio. aparentemente sencillo, plantea muchos problemas técnicos puesto que el método de
separacién de variables ya no se puede aplicar.

El resultado de estabilidad deducido en el Capitulo 2 no es vdlido ya que la estructura
del conjunto de los puntos de equilibrio es mas compleja. Sin embargo, un cambio natural de
variables. nos permitird identificar el espacio de los puntos de equilibrio y demostrar que cada
trayectoria tiende asintéticamente a uno de estos puntos.

Aprovechando la informacién que tenemos sobre las autofunciones del modelo inicial, de-
mostraremos, por reduccién al absurdo, que en este caso tampoco hay un decaimiento uniforme
del semigrupo asociado. Por lo tanto, el cambio de las condiciones de contorno para W no
modifica sustancialmente las caracteristicas del modelo.

En el ultimo apartado se estudia un problema similar pero en un dominio circular y con
disipacién en toda la frontera. Se demuestra que la energfa tampoco converge uniformementé a
cero, lo que nos indica que la estructura hibrida del problema es la causa de este fenémeno v no
la localizacién de la disipacién en una parte mis o menos grande de la frontera.



Capitulo 1

Formulacion matematica del
problema

En este capitulo nos proponemos estudiar las propiedades elementales de las soluciones del
sistenta hibrido deducido en la introduccion:

( q)u—A¢=U en QX(O,CXU)

ad

% =0 sobre 1"1 X (0, OO)

g—i = -W, sobre Iy x (0, 00)
(1.1) T Wy —Wo + W, +®, =0 sobre Iy x{(0,00)

W.(0,1) = Wi(1,8)=0 para t € (0,00)

BOy=d0 (0} = 2! e 0

W(0) =W W,(0)=W! sobre Tp.

“

Definimos la energia del sistema por:
. ] __1. - 2 2 dz d l 2 7 \2
(1.2} E(t) = 5 n(]‘{"1>| +(®,)}dzdy + 5 Jr (W) + (W) ) daz.
0

Multiplicando la primera ecuacién por &, la cuarta por W, e integrando por partes se
obtiene. al menos formalmente, que

dE
(1.3) )= ..fr (W)?dz < 0.

Es decir. el sistema tiene un caracter disipativo.

Observacién 1.1 Teniendo en cuenta el cardcter disipativo, cabe esperar gque todas las trayec-
torias converjan al equilibrio, lo que se va a demostrar en el siguiente capitulo. Del punto de
vista prdctico esto nos indica que el mecanismo propuesto realiza la reduccidn de ruido.

Sin embargo. la disipacién (1.3) se mostrard tan débil que no asegurard una tasa de de-
caimicnito uniforme. Esto hace gue muchos de los modos de Fourier correspondientes a frecuen-
cias altas sean afectados de forma sensible solamente en tiempos largos.

1



1 FORMULACION MATEMATICA DEL PROBLEMA

Eu la seccién 1.1 escribimos el sistema (1.1} en una forma abstracta que permite el estudio
de las soluciones en el espacio de energfa finita. Este estudio se lleva a cabo en la seccién 1.2
donde también se demuestran las propiedades elementales de las soluciones. En la seccién 1.3
se hace una discusién mds detallada de las soluciones débiles correspondientes al sistema (1.1)
presentandose una caracterizacién variacional de las mismas.

1.1 Formulacién matemadtica del problema

Sea el espacio X' = H1(Q) x L%() x H'(Ty) x L*(Ty). Definimos en X el producto escalar:
(5.9)= [[(V5-Vor+ fign) dedy + [ prmndady + [ (o)elao + fg)dz + [ fagads,
[+ o

Vi=(fi.fa.[s. fa) €X, Yg=1(01,92,93.64) E X.

Mediante - denotamos el producto escalar en [R2.
Obtenemos que (A',(.,.}) es un espacio de Hilbert.

Definimos los operadores:
Be L(HY(Q)x HY(Q) x H'(To) x HY(To), (HY())),
(B(‘I‘,T,W,V),ga)=LV‘I}-V¢,9dxdy ~/;.n Veds
Ce L(HY Q) x HY(Q) x H} (L) x H}(To), (HY(Ta))),
€C(®,T,W,V), %) = ]r Wote do /FO(T+V)¢dz.
Consideramos el operador (D(A), A) definido por :

DlA) = {U = (@.T,W,V) € H'(Q) x H'(Q) x H'(To) x H'(To) : B(U) € LX(Q),

C(l')y e L¥To), —QE- = 0 sobre I'y, 6—¢ =V sobre I'y, W_(0)=W,(1)= 0}
on on
(1.4} AR, T, W, V)= (-T.B(®,T,W,V),-V,C(®, T, W, V)).

Veamos a continuacién en que sentido se cumplen las condiciones de contorno presentes en
la definicién del dominio D{A).

De B(U)} € L*([p) y usando el resultado de regularidad para el Laplaciano en una dimensién
con condiciones Neumann (ver Brezis [10], p. 182), se obtiene que W € H*(I'y) si U € D(A) y
por consiguiente la traza de W esta bien definida.

En segundo lugar. el elemento U = (®,T,W,V) € D(A) tiene que cumplir la condicién
C(U) € L3(), lo que, en la forma diferencial, se escribe:

—-A® € L)

?-2 =0 sobre I’y
on

1

o = V € H'(To) sobre To.
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Como el dominio  es poligonal no podemos deducir que & € H%({) usando directamente
los resnltados cldsicos de regularidad para el Laplaciano, ya que, en general, en este tipo de
dominjos. la funcién puede ser menos regular cerca de los vértices.

Sin embargo, otros resultados de regularidad (Grisvard {15}, Teorema 5.1.3.5, p. 263), nos

aseguran que, en nuestro caso, debido a los valores particulares de los dngulos (iguales a E) ya

la convexidad del dominio §, no hay perdida de regularidad. Resulta que & € H*(Q) y por lo
g . .

tanto I sobre I'g tiene sentido como traza.

n
Al mismo tiempo, de los resultados anteriores se deduce que:

(1.5) D(A) C H¥ (D)) x HY(N) x H?(To) x H'(To).
Con estas definiciones y considerando U = (&, ®;, W, W,), el sistema (1.1) se escribe:

Ul(ty+ AU(t) =0 para te€ (0,00)
(1.6) U(0) = (8%, 8!, W°, W) € D(A)
U(t) € D(A), 1te€]0,00).

1.2 Propiedades elementales de las soluciones

Tenemos el siguiente resultado de existencia, unicidad y estabilidad:

Teorema 1.1 57 A es el operador definido en (1.4) entonces:

i} A+ T es un operador mazimal y mondtono en X.

it) Soluciones fuertes: Si (®°, 1, W2 W) € D(A) eziste una inica solucion (&, ®,, W,W,)
de la ecuacion (1.6} con las siguientes propiedades:

(®. 1) € C2 ({0, ), LHR) x L¥(To)) N C* ([0, 00), H(R2) x H}(To))

(1.7) NC ({0, 00), H(Q) x H¥(To)) .

Estas woluciones verifican el sistema (1.1) puntualmente.
iii}) Soluciones débiles: Si (®%, &', WO W) € X existe una tnica solucion (®,®,, W, W,) de
la ccuacion (1.6) con las propiedades:

(1.8) (@.1) € €' ([0, 00), LXQ) x L*(To}) N € ([0, 00), H(R) HY(To)) .
Para cualquier selucion débil le energia asociada
_ 1 -& |2 2 1 2 2
(1.9) E()=5 [ (V8 +(2)7) dedy +§jro (W) + (W,)?) da
verifica la relacidn:
dE(t) _ 12
(1.10) — = /rn(”‘) dz.

Puara dos soluciones débiles cualesquiera se tiene la siguiente propiedad de estabilidad:
[ (500 - Va0 12+ 1240 - 840 1) dedy + [ (1 W) - War) 2+
(LI 4 W) = W) 2) dr < jﬂ (1v8° - V8% 2 +| 3" ~ 3 %) dady +
+fro (W2 -W2 i 4 | W) - W ) da.
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Demostracion:
Demostramos que el operador .4 + 7 es maximal y monédtono en X.

Sea z = (@, T, W, V) € D(A) arbitrario. Tenemos:

(2,(A+T)z) = —-/Q(W-VTJ,M)dzdy -]r (WoV, + WV)dz +
Q

+LTB(<I>,T,W,V)dzdy +f VC(B,T,W,V)dz +
Ty

+(z,2) = —/Q(V(IJ-VT-I-@T)d:zdy —jr (WV, + WV)dz +
a

+H{B(®, T, W, V), 1) + ({C(®, T, W,V),V) + (2,2) =

= [reer+ [1or+ [+ [ wate [ wee [ viEe [ve- [er- [y
0 N 0 Tq To To I'o Q f

1
> [iveps [ W+ [@41h 42 [ v+ [ Vizo
0 To 2Ja 2.1, To
De aquf resulta que el operador A + 7 es monédtono.

~ Sea ahora s = (f.g,m,n) € HY(N) x L*(N) x H' (o) x L*(T') arbitrario y busquemos un
elemento z = (0.§, w,n) € D(A) tal que (A+ I)z = s.
Esto es equivalente a encontrar (9, £, w,n) € D(.A) solucién de:

¢p-&=f

n+C(8,&w,n)=n
lo que. a su vez. se reduce a hallar (¢, w) € H(Q) x H}(Ty) tal que:

foud.rdy +jVé-Vud;r:d;u ——f wu dz =f(f+g)uda:dy - mudz
Q ] Ta 9] To

wrv,dz +] (¢ + w)vdz =f (r+2m+ flvdz
0 Iy s

(1.13)
wvdr + f
o T

para todo u € HY(Q) y v € H'([p).
Con ese objetivo definimos la forma bilineal a : (H!(f2) x H'(I'4))? — R

a((é,w),(u,v)):fQVq&AVudzdy +/nqbud:cdy —/ wudr +
Io
+ [ wevpds + [ wwde + [ (p+whds, ¥(6,0),(u,0)€ HU(R) x H)(To)
To o o
v la forma lineal L : H'(Q) x HY(Ty) — R,

Lo w)=/n(g+f)¢)d:rdy -/FO mé dz +'/I:D(n+2m+f)wdz, ¥ (¢,w) € H(Q) x H(Iy).
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Se obtiene facilmente que a es una forma bilineal, continua y coercitiva y L es una forma lineal
v continua. Por el Lema de Lax-Milgram resulta que existe una tnica (¢, w) € H}(f2) x H'(Tg),
tal que:

a((¢vw)v(u:v)) = L(u,v)i V(‘U,'U) € H](Q) X H](PO)

Considerando elementos de la forma (u,0) con v € H'(2) y (0,v) con v € H'(Iy), obtene-
mos que {¢, w}, encontrada arriba, verifica (1.13).

Como & € H'(Q) y £ = & — f obtenemos que £ € H}(Q). De la misma manera se deduce
que n € H(Ty).

d?

Aplicando los resultados clasicos de regularidad para el operador a3 + I, con condiciones
Neumann en ['g, se obtiene de la segunda ecuacién de (1.13) que w € H?*([y). También, w
verifica las condiciones de contorno w;(0) = wz(1) = 0 en el sentido cldsico, ya que w, €
HYTy)CClo.1].

Por iltimo. los resultados de regularidad para el operador —A+Z, con condiciones Neumann
1o lhomogéneas en § (ver Grisvard [15], Teorema 5.1.3.5), implican que la funcién @, solucién
de la primera ecuacién de (1.13), pertenece a H%(§2). Las condiciones de contorno para & se
cmmplen eu el sentido de la traza.

Resulta que existe una tnica solucién del sistema (1.12) en D(.A) y por lo tanto A + 7 es
maximal.

Finalmente, aplicando el Teorema de Hille-Yosida (Brezis {10}, Cap. VII y Cazenave y
Haraux [12]. Cap. 3), obtenemos que el operador A + 7 genera un semigrupo de contracciones
en LY. Por lo tanto, el sistema:

Zi()+ (A+I)1Z(1) =0, te(0,00)
{ Z(0)= (2%, WO Whex
tiene wna solucion tinica Z(t) con las siguientes propiedades de regularidad:
Z € C{[0,00), X)NC([0, o0), D(A)) si Z(0) € D(A),
Z eC([0,00),X)si Z(0) e X.

Si notamos por U(t) = e'Z(t), se deduce que U es solucién de la ecuacién (1.6) que, ademads,
tiene todas las propiedades de regularidad de Z.

La identidad de la energia se obtiene, para soluciones fuertes, directamente del sistema que
verifica 7. En efecto, multiplicando la primera ecuacién de (1.1) por &, e integrando por partes
se obtjene:

—_ _ li 2 2 e
0= [(®u-a®)e =32 [ (@) +|ver) jr Wo,.

AMultiplicando la cuarta ecuacién de (1.1) por W, e integrando por partes se obtiene:

1d
- = W + W, 4 &)W, = == 2 2 f W f 2.
0 /r.,(”“ Wk 0gWe= 5o | (W07 + (W.)) + [ Wit [ (W)
Sumando las dltimas dos ecuaciones se obtiene la relacién (1.10).
Para soluciones débiles la funcion ¢ — E(t) también es diferenciable. En efecto, con-

siderando soluciones fuertes e integrando la relacién (1.10) se deduce que:

(1.14) E() = E(O)—/:jl_ (W,)2.

. me—— e s

— .
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Esta relacién es valida también para soluciones débiles. Esto se puede ver mediante un
argumento de regularizacién de los datos iniciales y de paso al limite.

Por otro lado, la aplicacién t — j (W,)? es continua ya que W € C'([0, >); L*Tq)). Por
Fo

lo tanto. teniendo en cuenta la relacién (1.14), se deduce que la aplicacién ¢ — E(t) también
es diferenciable en el caso de las soluciones débiles y ademas se cumple (1.10).

Observacion 1.2 Como el operador A 4+ I es mazimal y mondtono en el espacio de Hilbert X
se obtiene que D(A)} es denso en X.

La proposicién anterior nos asegura la existencia y la unicidad de las soluciones en A" y i
acotacién de la funcidn de energia asociada a cada solucién. Sin embargo, no se obtiene k
acotacién de las soluciones en la norma de X'. Para obtener ésto necesitariamos que el operador
A fuese maximal-mondtono en X, lo que no es cierto. Lo que se tiene es que A genera un
semigrupo fuertemente continuo en X', que denotamos por {5(¢)}:>0, pero este semigrupo no es
de contracciones (pero es uniformemente acotado tal y como veremos a continuacion).

Este fenémeno se relaciona estrechamente con el hecho de que la energia definida por {1.2)
no es coercitiva en /X y por lo tanto no puede definir una norma en este espacio.

A continuacién nos proponemos descomponer el espacio X en suma directa de dos subespacios
invariantes para el operador A y con la propiedad de que en uno de ellos la energia es coercitiva.
En este espacio el operador serd maximal-monétono y las trayectorias permaneceran acotadas.

Con este objeto definimos los espacios:

A’°={(¢,\P,I‘V7V)€X:/'Il- W =0, [(V+W+<I>)=0}a
Q. I's lo

V= {(P. U, W V)eX:d=c;= cte, V=0, W=ocy= cte, V =0}.

Observemos que: X = X0 EB Al

También notemos que X! es un espacio de dimensién igual a dos y que &' C D(A).

Antes de pasar a analizar las ventajas de esta decomposicion mencionamos dos desigualdades
del tipo Poincaré.

Lema 1.1 Sea Q C IR™ un dominio acotado y regular a trozos. Sea Iy C 8§ con la medida
estrictamente positiva, |To| > 0. Eziste una constante C > 0 tal que

< ClIVullray, Yue HY(Q).
L)

(1.15) u u

_m lo

Lema 1.2 Sea Iy C IR un intervalo acotado con la medida estrictamente positiva, |Tg| > 0.
Ezxiste una constante C > 0 tal que:

(1.16) v

—_—— < ef|vg , Yve HY(To).
Tl Jr, < ellvellzzrgy, Vv (To)

Teorema 1.2 En el espacio X° la cantidad:

(1.17) (8%, @1, WO, Whljo = /n (IVE°2 + |8'%) + ]F (W21 + W3

L2(Fo)

define una norma equivalente a la inducida por X
Ademds, si el dato inicial de la ecuacidn (1.1) pertenece a X', 1 = 1,2, la solucidn débil
correspondiente. encontrada en el Teorema 1.1, permanece en A" en todos los instantes t > 0.
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Demostracién:

En primer lugar observemos que la cantidad (1.17) define una seminorma en A°.

Para demostrar que es una norma consideramos un elemento (®°,&!, W% W) € X° con
IH(@Y. @' WP W’)HO 0 y vemos si este elemento es cero o no. De ||($°, <I>1 wo s Wh)lo = 0 se
obtiene que @° = ¢;, 1 = 0, W% = ¢; y W! = 0 donde ¢ ¥ ¢z son dos constantes. La relacién

/ &' — /| WO =0 implica que / W? = 0. Aplicando el Lema 1.2 se deduce que W° = 0.
) T'o To

Por otro lado la relacién / (W! + W02 + 8°) = 0 implica que f #° = 0 y por lo tanto,

teniendo en cuenta el Lema 1.1, se obtiene que ® = 0.

Obtenemos finalmente que (‘I’U 1, WP, W1) = 0 y por lo tanto (1.17) define una norma en
A,

Para la segunda parte del teorema observamos primero que A1 C D(A) y que la solucién
correspondiente a un dato inicial del tipo (¢;,0,¢2,0) € X! permanece constante, igual a
(¢1.0.¢5.0) € A

Consideramos ahora un dato inicial (®°, &!, W° W) € X° y demostramos que la solucién
de (1.1) correspondiente permanece en X°.

Analizamos primero el caso (®°, ®!, WO W) € A°n D(A).

En este caso la solucién (@, W) correspondiente satisface el sistema (1.1) en casi todo punto.

Integrando la ecuacién en 2 se obtiene que:

o= fibems0r= oo [, 8= [oum [ w=(fofw),

Resulta que:
f@;—/ H”:]‘I’l— wo =o.
9] To a I's

Por otro lado. integrando la ecuacién de W en Ty se obtiene:
0= / (W — Wee + W+ @) = (f (We+ W + @)) .
Io lo !
Resulta que:
f (W, + W + ) =/ (W' 4 WO 4 89) = 0.
Fe Y

Por cousiguiente, la solucion fuerte del problema correspondiente a un dato inicial en X°
permanece en A0,

En el caso general se aplica un argumento de regularizacién del dato inicial y de paso al limite.
De manera mds precisa, si (9%, &' W% W?') € X0 consideramos una sucesién de elementos
(Y. 8L WO W), en X% N D(A) tales que

(20,81, W2 Wh) s (8°,8", WO, W) en X°.

Si denotamos por (®,,W,) la solucién fuerte del problema (1.1) correspondiente al dato
inicial (®%. @1. W2 W) obtenemos que:

f@a- [ wa= [al- [ wozo,
0 Io Q To

f((w;)t+wn+¢>n)=f (Wa+ W7 +e0)=0.
ro l-‘(Il
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A r——— ——

Pasando al limite en las iltimas dos relaciones se obtiene que

fe-[w=o w+w+a=o,
Q To Io

donde (®, W) es la solucién de (1.1) correspondiente al dato inicial (®°, &!, W° W),

Observemos que la desigualdad (1.11) no nos asegura que ($,,W,)(t) — (&, W)({) en
L*(Q)) x L*(Ty). Sin embargo, esta convergencia tiene lugar ya que A genera un semigrupo
fuertemente continuo en X'

~ Obtenemos que, en este caso, la solucién también permanece en X% y con ésto se concluye
la- demostracién del teorema.

Observacién 1.3 El operador A se puede definir como operador no acotado en X°, de dominio
D(A)N A, Teniendo en cuenta ésto, del Teorema 1.2 se obtiene que A es mazimal y mondtono
en X' y por lo tanto genera un semigrupo de contracciones en este espacio, que denotamos
tambi€n por {5(1)}>o0.

Observacién 1.4 Tanto en la definicién del espacio X° como en la demostracidn del teorema
anterior han surgido dos cantidades que se conservan a lo largo de las trayectorias:

f@:- W oy /(W,+W+q>).
Q LN lo

Observacién 1.5 Sean U? = (8%, &}, WO W) un elemento en X y U = (&, &, W, W) la
solucion correspondiente en X', que viene dada por el Teorema 1.1.
Consideramos que '

/@‘- WO =y f (W + WO 4 8°) = ¢y

0 I'o I'e

Por lo tanto podemos descomponer el dato inicial como sumna de dos componentes:
(8% @1, WO, W) = (80 + 1 — ¢3, 81, Wo + 2, W1) + (2 — 1,0, —¢2.0),

donde la primera componente, que denotamos por U§, pertenece a X° mientras que la sequnda.
que denotamos por U}, estd en X1, De hecho UQ es la proyeccion del dato Uy sobre X° mientras
que I} es la proyeccion del mismo dato sobre X1.

La solucién de (1.1) correspondiente a la primera componente permanece en X° y ¢s la
proyeccion de la solucion U sobre X©.

Por otro lado, la solucién de (1.1) correspondiente a la sequnda componente permuancce
constante en el tiempo, iqual 6 (c2 — ¢1,0, —c2,0) y es la proyeccidén de la solucion U sobre X!,

1.3 Caracterizacion de las soluciones débiles

En este apartado nos proponemos dar una caracterizacién variacional de las soluciones débiles
del sistema (1.1) que se obtienen al considerar datos iniciales (®°, &', W% W!)en X.

Definimos los operadores diferenciales £, y £, de la siguiente manera:

Lo HYY) — (HY(Q)), L®(p) = fnvq» . \';799, V&, 0e HY(N), -
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Ly HY(To) = (H'T0)), £18(¢) = [ @20 V&, € H'(To),
El dua!l del espacio X viene dado por:
X' = LHQ) x (H(Q)) x L*(To) x (H'(Ta)).

Empezamos por definir el operador adjunto asociado al operador {D(A), A).

Proposicién 1.1 El operador adjunto (D(A*), A*) se caracteriza por:

DIA™) = {(®~. T, W™, V™) e HY(Q) x (H(Q)) x H}(Tg) x L*(To) : = Y™ + W= 6r, € L}(Q)},
AT, T W V*)y = (=T + W* 8, L2(@°), - V" + W* = &7(0), L1(W?™)),

donde ér, es la delta de Dirac concentrada en el segmento I'g.

Demostracion:
Por definicién. el dominio del operador adjunto es:

DA ) = {U" = (&7, X", W™, V") e X' : 3¢ > 0tal que [{(U*, AU)x o) < c||U]|lx, YU € D(A)}.

Veantos que condiciones tienen que cumplir los elementos de D(A"). Para esto consideramos
dos elementos U™ = (&=, T, W™, V=) de D(A™) y U = (&, T, W,V) de D(A) y calculamos:

(U7 AUy g = (@5, T, W™, V"), (=T, A8, -V, -Wee + V + T(0))) =
= (P Ay = (Y7, V) + (W7, —Wiep + V + T(0) 2y — (V7 V) =
= (‘1)' —A@)LZ(Q) - <T* - W 6]"0, T)-L] + U’V*, _WJ-'&‘:)L2(F0) - (V. - H‘r., V)—l,]

donde por {...)-1.1 denotamos el producto de dualidad entre (H') y H.
Determinamos la condicion que tiene que cumplir ®* considerando un elemento de la forma
{"=(9.0.0.0)en D(A) e imponiendo la condicion

U™, AU)x 2] < clfUlfx,
que. en este caso. es equivalente a:
(27, —A®) 2| < c||®]|Hyay)-

De aquf se deduce que ®* tiene que pertenecer a H!((2).

De una manera similar obtenemos que T — W* 1, tiene que estar en L%(2), W" tiene que
perienccer a H(Iy) v V" tiene que estar en L2(Tp).

Estas condiciones son necesarias y también suficientes para asegurar que (®~, T, W=, V")
pertenece a D{A"), obteniendo asi la caracterizacién del dominio.

Por otro lado. probamos que el operador adjunto es:

ANPT, T, W V) = (=17 + W br,, L2(9%), =V* + W* — 8°(0), L1(W™))

demostrando que. para todo U* € D(A*) y U € D(A), tenemos: (U*, AU) = (A*U*, U).
En efecto,

(AU Uy = (=" + W §ry, L2(®7), = V" + W™ = °(0), L1(W*)), (2, T, W, V)) =
= (174 16 Y)pog) — (L2897, @)o1a + (V4 W™ = 87(0), V)pary) + (LiW*, W) =
={(®".B(UN+ (Y, -1)+(W",C(U)) +(V",-V) = {U~, AU).
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Observacién 1.6 Damos a continuacidén una interpretacion, en términos de edp’s, del sistema:
U+ AU =0.
. Teniendo en cuente la definicion del operator A* se obtiene que, para todo t > 0, tenemos:

Bi(t) - T*(t) + W(t)br, =0, en L¥(Q)

{(Y*):(t) + Eg@’(i) =0, en(H(Q))

(W*)(t) = V*(t) + W" - ®*(t,0)=0, en L*Ty)
(V-)t(t) + E]W'(t) , en (Hl(ro))'

Esto es equivalente a:
{ (27(2) + W*(8) ér,), + L287(t) = 0,  en (HY(Q)Y
(W)e(t) = &%, 0)), (8) + (W*)i(t) + LaW* (1) =0, en (H'(To))"

Cuando las soluciones son mds regulares este sistema es equivalente a:

[ Qtt A@* - 0 en Q X (0, OO)
lili
B - 0 sobre T x (0,00)
a®- .
{1.18) 4 i = W, sobre Tg x (0,00)
Wy, - W2, + W't' —®; =0 sobre Tpx(0,00)
\ Wz(0,t) = W;(1,t) = para t € (0,00).

Se observa que este sistema se parece mucho al sistema inicial cambiandose solamente dos
signos delante de Wy y ©,(0).

Con la avuda del operador adjunto encontrado podemos caracterizar las soluciones débiles
del problema. Este es el objetivo del signiente teorema.

Teorema 1.3 Consideramos un dato inicial Uy = (®%, &, WC W1} en X y definimos U =
(89, —B1 + WO br,, WO, W — WO + 89%0)).
Entonces U € D(A") y el sistema:
Us + AU = 0
(1.19)

U=(0) =

tiene una unica solucion fuerte U* = (&, 1", W*,V*} € C([0,T), D(A*)) N C'([0, 00), A").
La solucion débil U(t) = (&, @y, W, W,)} del problema:

{ U+ AU =0
U(0) =

se puede expresar usando la solucion de (1.19) de la siguiente forma:

(1.20)

(t) = (®7(8), T7(t) — W™(t) éro, —W™ (1), - V‘(t) + W"(t) - &7(¢,0)).
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Ademds de pertenecer a la clase C([0, 00), X') la solucidn U satisface las siguientes propiedades
de reqularided:

(1.21) { &~ Wép, € C'([0, T}, (H'(Q))),

W, + #(0) € C)([0, T}, (H'(To))').

En este caso la solucion U verifica el sistema (1.20) en el siguiente sentide variacional:

(1.22) { (‘I’t-ufﬁro)t'l'ﬁz@:(), para todo t € [O,co), en (HI(Q))'
. (Wi + ®(0))e+ Wi+ L, W = 0 para todo t € [0,00), en (H}(Tq))'.
Demostracién:

Puesto que:

% e HY(Q), W e H'Y(Ty), W'+ &°%0) e L*(Ty),

—(=®!' + WO )+ WO, = &! € L}(Q),

so obtiene que Uj € D(A").
El operador (D{.A*), A") genera un semigrupo fuertemente continuo en X’ y por lo tanto el
probleina (1.19) tiene una solucion fuerte I/* en A’ que, para cada t > 0 verifica:

&:(t) - T(t) + W*(1)br, =0, en L3(Q)

T’):(f-) + £2<I>"(t) =0, en(HY(Q))

(W)(2) = V=(1) 4+ W*(t) - 8(1.0) = 0, en L*(To)
(V*)(t) + LLW=(t) =0, en (H([q)).

(1.23)

(ounsideramos ahora el cambio:

o(t) = o*(t)

T(t) = T=(t) = W=(t) ér,
W{t) = -W=(1)

V()= -V{t) - ¢ (t,0)+ W=,

{1.24)

Si Namamos U(t) = (@, Y. W, V)t) obtenemos que U € £([0,00),X), &, =T, W, =V y

ademas se cumnplen:

d— W br, € C([0,00), (H'(R))), =W, — &(0) € C'([0, c0), (H(To))).

Las ecuaciones (1.23) nos indican que U satisface (1.22).

Para ver que U es la solucién del problema (1.20) recordamos la siguiente caracterizacion de
Jas soluciones débiles dada en Ball [1]: “U es solucidn de la ecuacion U; + AU = 0 si y sdlo si,
para todo V'* € D(A"), la aplicacion t — (U(t),V*) es absolutamente continua y se cumple:

(1.25) (U ),V + (U(1),AV*) = 0.7

Se comprueba inmediatamente que U definida por (1.24) satisface las condiciones de la
caraclerizacion anterior.
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Observacién 1.7 La primera ecuacion de (1.22) implica que, para todo t > 0, tenemos:
(8¢ — W bry)i+ L2 ®, @) = 0 para toda v en H'(Q).
St tuvieramos que @, es diferenciable en L*(Q) la relacidn anterior se escribiria:
f ‘I’mp+] V‘I’-th—f Wi = 0 pare toda ¢ en H'(Q),
v LY To
lo, que nos conduciria a una solucion cldsica ® de la ecuacién:

Qu—AL%=0 en Qx(0,00)

32 _

5, = 0 sobre T x (0,00)
2%

a = —Wf sobre FO X (01 00)

Sin embargo, en el caso de las soluciones débiles, sélo tenemos garantizado que &, — W ér €
C1([0.5¢). (HU(Q))).

Uina observacion similar se puede hacer con respecto a W. La sequnda relacion de {1.22)
nos dice que, para cada t > 0 tenemos:

(W, + &(0))c + W, + L, W, v) = 0 para todo v en H'(T,).

St tuvieramos que W, es diferenciable L3(Ty) la relacién anterior se escribirta:

f (Wy + 8,(0) + Wy) +] W,vz = 0 para todo v en H'(To),
r To

0

de donde se obtendria que W es solucion cldsica de:

Wy —Wer + Wi+ &, =0 sobre Tg x(0,00)
W.(0,t) = W,(1,t) = 0 para t € {0,00).

Sin embargo, lo que se puede asegurar en el caso de las soluciones débiles es que solamente
la combinacion W, + ®(0) € C'({0, o0), (H}(Ly))").
En el capitulo { (dedicado al control) volveremos a encontrarnos con las cantidades &,— W or,

y Wi+ ®(0). Estas funciones substituyen, en el caso de las soluciones débiles, a las variables
cldsicas ®, y W,.



Capitulo 2

Comportamiento asintdotico de las
soluciones

En esta seccién nos proponemos estudiar el comportamiento asintético de las soluciones del
problema (1.1). Se demostrara que la energia asociada a cada solucién débil tiende a cero
cuando el tiempo tiende al infinito, es decir, el término disipativo W, asegura la convergencia
de las soluciones al equilibrio.

En la iltina parte se demuestra que el decaimiento a cero no es uniforme. Esta es una
de las caracteristicas principales de los sistemas hibridos: la disipacion asegura la convergencia
al equilibrio de toda solucién pero la velocidad de convergencia depende fuertemente del dato
inicial.

También se estudiardn los comportamientos de & y W cuando el tiempo tiende al infinito ya
qne. comno la energia no es coercitiva en X', los resultados anteriores no ofrecen informaciones
sobre estas cantidades.

2.1 Decaimiento a cero de la energia
En este parrafo demostramos la convergencia al equilibrio de toda trayectoria de energia finita.

Teorema 2.1 Para cada dato inicial (9°,81, WO, W) € X, la solucidn débil correspondiente
a la ccuacion (1.6) es tal que tlirn E(t)y=0.
—00

Demostracion:
Etapa 1: Caso en que (9, &', W0 W) € D(A).

El Teorema 1.1 nos asegura que existe una dnica solucién fuerte U = ($, &,, W, W,) para la
ecuacion (1.6). Ademds, del Teorema 1.2 deducimos que {U()};>0 permanece acotada en D(A).

Como (1.5) nos indica que D(A) C X, con inclusién compacta, tenemos que {U(%)}:>0 es
relativamente compacta en X'. Por lo tanto basta probar que el dnico punto de acumulacién en
A de la trayvectoria {U(2)}s»0, cuando 2 tiende a infinito, es del tipo (¢1,0, ¢z, 0).

Observacién 2.1 Tal y como mencionabamos en la Observacion 1.5, cualquier date inicial
(. WO Wy € X se puede descomponer como suma de dos elementos, uno en X0 y oiro

13
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del tipo {c;.0.¢2.0). La proyeccion de la solucion correspondiente sobre el espacio X'® es la que
tiende a cero, cuando el tiempo tiende al infinito, mientras que la proyeccion sobre X! permanece
constante. igual a (c1,0,¢3,0). También observamos que 2E(t) = ||(®°, &, WO, W1)||o.

A continuacién nos dedicaremos a estudiar el comportamiento de la proyeccién de la solucién
sobre A’°. Por lo tanto, podemos limitar nuestro analisis al caso (®°, &', W° W) € A°.

Nuestro objetivo es demostrar que si (tn)np>0 €s una sucesion con t, — ooy U(t,) —
(29,21, 0%, v1) en X° cuando n — oo entonces

(2.1) 22=21=0, vP=v'=0en A%
Definimos, para T > 0 arbitrario,
D.(t)=R(t+1,), Wo(t)=W({+1,), Yn>0ytel0,T]

Por el Teorema de Ascoli Arzela (®,,(®n):, Wn,(Wa)i)n>o es relativamente compacta en

C([0.T); AY) v por tanto existe una subsucesién (notada de la misma manera) y un elemento del
tipo (.2, v, v) € C([0, T}; X0) tal que (B, (®n)i, Wa, (Waki) — (2, 21, , 1) en C([0, T]; X'0).

Observamos que z(0) = 2%, v(0) = v°, 2,(0) = 27, 4,(0) = v!. La conclucién del problema se
obtiene si demostramos que z = 0 en C({0,T], L*()) y v = 0 en C([0, T, L*(Ty)).

Como tenemos que

E(tn)-E(THn):/:“" fro(Wz)zdz =-[)T]l_o((Wn),)2da:

v como el Teorema 1.1 nos asegura que la energia E es no creciente, podemos pasar al limite en
T

la relacién anterior obteniendo que / f (v))? = 0.
o Jry

Como v; € C([0,T), L}Ty)) resulta que v(¢,z) = O para todo t € [0,T] y para casi todo
I e ru.

A continuacion demostraremos que este resultado implica que z = 0 en C([0,T], L*(Q}) v
v =0en C([0.T], L¥(Ty)).

Sea ) = QU Q. donde Q' es la imagen de {2 en el semiplano negativo ( Fig.2).

QI

Fig. 2
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Las funciones &, y W,, verifican la ecuacién (1.6) y entonces obtenemos:

ATL¢n{ttdIdydt +LT‘/;}VQH.V§dIdydt +_/0Tjro(l’vn)t£dxdt -0
_/DT'/l_D(MIn)t¢t dz dt +]:]ro((wn),¢,, + (W) — 9 ) dedt =0

para todo £ € D((0,T); H\(Q)), + € D((0,T) x Ty).
Pasando al limite obtenemos:

T T _
/ fz{ndzdydt +/ ]Vz»VEd:rdydt =0, V&eD((0,T);HYD))
(2.3) "T 2 “T f
/U jr opths da dt =/0 /rozwt, ¥4 € D((0,T) x Tg).

Observamos que si en la segunda ecuacién de (2.3) consideramos, en vez de ¥. ¢, y aplicamos
integracién por partes en el primer miembro, tenemos:

T T -
] /z{u dz dy dt +/ /Vz-V.fd:cdydt =0, VEeD((0,T); H(D))
(2.49) UT Q o JO
/ sbededt =0, YveD((0,T)x o).
¢ o

Definimos la distribucién n € D'((0,T) x ﬁ), 1N = 2y, es decir:
T ~
(&)= [ [eudsayar, veeD(0,T)x ),

donde Z(t. 2} =z(f.z)siz € Q,y Z(t,z)=0siz € ¥} \ Q.
Teniendo en cuenta la definicién de n y que z verifica (2.4} obtenemos:

(2.5) me—-An=0 enQx(0,T)
- n=0 en ' x (0,T)

Ya que

(Au.é)=f:/§2&§u=—LTLVz-V£,,+LTLOz%E,¢=-./OT'[QV.?-V&!.

Aplicando el Teorema de Holmgren (Hormander [23], Teorema 5.3.3, p. 129, Lions [29], pp.
a0 1 . P -
87-90) se obtiene que para 7' > 2 diam {{1), existe 0 < £ < §(T— diam (2))talquen =%, =0

en (Z - 5.% + E) % ), es decir,

2
T -
f ﬁzg“dmdydt =0, V{e'D((z—s,I+e)xQ).
o Jn 2 2

A continmacién necesitamos el siguiente lema:
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Lema 2.1 Sea z € C'({T1,T3); LA(Q)) con la propiedad zi; = 0 en D' (T4, T2) x ), es decir:
T .
|7 [ At 2)eutt2) dadydt =0, Ve e D(T1,T) x D)
1

Entonces existen dos funciones ¢y, ¢2 € LZ(Q) tales que z(t,z) = ¢1(z)t + ca(z), para todo
t € (T1.T,) y casi todo z € 2.

Demostracién del lema:

Tenemos

Tz Tz
.| ot rdedy =~ [ [ttt 2) drayat

Elejimos £(t. ) = @(t)¥(z) con ¢ € D(T1,T2) y ¥ € D(R). Resulta:

T. T
/ 2] 2t 2)edt, z) dz dydt = / ‘ (/ zt(t,x)w(x)) Sty dzdydt , VYé € D(Th,Ta).
Tl Q T] Q
Por el Lema VIII.1 de Brezis [10], y como z; € C({T1,T3); L2()), se obtiene que
[ wtt o)) dady =Co, Vee (TTa), VO E D),

siendo 'y, una constante independiente de .
Ahora para t;.t; € (T}, T,) arbitrarios

L(z,(tl,x) — ats,0))b(z)dzdy =0, Vi€ D(Q).
Por el Lema IV.2 de Brezis [10], se obtiene:
z{t1,2)} = 24(ta, z) para casi todo z € 0,
es decir existe ¢; € L3() tal que:
z{t,z) = ey{x) paratodot € (Ty,T3) y para casi todo z € .
Utilizando el Teorema del valor intermedio resulta que existe ¢ € L%(2) con

:(t,z) = e1{z)t + ca(z) paratodot € (T1,T,} y casi todo z € Q.

Utilizando el lema anterior resulta que existen ¢;,¢; € Lz(Q) tales que
T T ] -
(2.6) z(t,z) = ci{z)t + ¢2(z), paratodote 3673 +¢ y casi todo z € Q.

Tomando £(f.z) = ¢(t)¥{z)con ¢ € D (I -&, z +E) y ¥ € H'(Q), de (2.4) obtenemos

2 2
que:

T T
/U c(t)/nv(cl(r)tﬂz(z))-vw =0, V¢ev(§-—e,5+s), vy € H'(Q).
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Como z(x,t) = e1(z)t + ¢c2(z) estd en C ((— -5 4 5) HI(Q)) resulta que

f Vie(z)t + e2(z)) - Vyp(z)dz dy =0, Yy € HY(Q),Vte (Z -, T + s) .
e 2 2
Se obtiene :

V(ei(z)t + ca(z)) = 0 para casi todo z € Q y para todo t € (% - £, % + s)

v de aqui que z = cfe en (%—E‘§+E) x 2.

Como la primera ecuacién de (2.4) nos indica que z satisface una ecuacién de ondas en
2. z; también satisace esta ecuacidn (en el sentido de las distribuciones). Pero z, = 0 en
T T . .
3~ £, 3 + ¢ ) x €1 y. por tanto, usando la unicidad de las soluciones resulta que z; = 0 en
(0.7) x Q2. Si repetimos el argumento, con z; y 2, en vez de z; obtenemos que Vz = 0 en
(0. T) = €.
Finalmente, resulta que z = cte en (0,T) x Q.
Como {z.z.v.vy) € X0 resulta que z = O en L2(R) y v = 0 en L*(Ty).

Etapa 2: Caso en que (9%, 81, WO, W1 ¢ x.

Como D(A) es denso en X podemos considerar una sucesién (92, &1, W2, W), C D(A) que
converge a (0. @1 WO W) e x.

Sea (@ (P );. Wh, (W5),) la solucién de (1.6) correspondiente al dato inicial (82, @), W2 W)
v (®.11. 9. 117%) la solucién de (1.6) correspondiente al dato inicial (8°, &1, W W),

Cousideramos la energia E(t) asociada a la solucién (®, $,, W, W,)

Utilizando la propiedad de estabilidad (1.11) obtenemos:

En =3 [UveF +180 P+ [ (Walt) P+ W) <

< L(} Y@ =@ )(1) 2+ {2 = Ba)e(t)|?) +]r (HW = Wa)a(8) 12 + 1 (W = Wa)(1) )+
+ [ATR P+ 1@ ) + [ (Fa)elt) P+ (Wad()P) <

< [T @O F +1(@ - O ) + [ ( (W= W) P+ [ (W' - W) )+

+ [AV20 P41 @O ) + [ (1 Wa)olt) P+ Wa(1) P)

Para un ¢ > 0. fijo, existe n, tal que para todo n > n,

JQ(1V(¢°—-@2Xt)F-+|(@’-@;xt)P)+

[ame-wioP + 1w -whoP) < §
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La etapa 1 nos asegura que para cada n existe ¢, tal que para todo ¢t > ¢,

JU TR P41 @) ) + [ (1 Wade) P41 Fad() ) < 5

De las dltimas dos desigualdades deducimos inmediatamente que:
fm, E() =0,
lo que concluye la demostracién del teorema.

Observacién 2.2 Hemos demostrado la convergencia hacia cero de la proyeccion de toda trayec-
toria sobre X'°. Esto significa que V&, ®,, W, y W, convergen a cero en L* pero no ocurre lo
mismo con ® y W. Se puede observar que ® = ¢, = cte y W = ¢3 = cte son soluciones del
problema pero no convergen a cero cuando t va al infinito. En la prozima seccion describimos
el comportamiento asintstico de & y W cuando el tiempo tiende al infinito.

2.2 El comportamiento asintético de & y W
El Teorema 2.1 nos asegura que:
}1{{.10 |®@eflL2y =0 ¥ :li.To IV®|| L2y = 0,

Am [Wiellzzrgy =0y lim [[Wallpzr) = 0.

Nos proponemos a continuacién estudiar el comportamiento asintético de @ y W cuando
el tiempo tiende a infinito ya que los resultados anteriores no ofrecen estimaciones sobre estas
cautidades.

Primero demostramos el siguiente lema:

Lema 2.2 Si (®. W) € C([0,00); H}(Q) x H'(Tp)) es una solucion del problema entonces:

(2.7) lim “@-/ ?
=00 ro

Demostracion:
Si @ € HY(Q). la siguiente desigualdad de Poincaré (vease el Lema 1.1) es vilida :

= 0.
L3(Q)

(2.8) H@ SR

<Cl|IvVe
Tl Jrs < ClIVe|lryy

L (@)

con C > 0 independiente de &.
Ahora. aplicando esta desigualdad a la funcion ®(t) y sabiendo que V&(t) tiende a cero
cuando el tiempo tiende al infinito, se obtiene que:
lim ‘@- f 3
t—o0c0 Iy

=0.
L)
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Observacién 2.3 El lema anterior nos indica que el comportamiento asintdtico de & en L?((2)
se puede obtener estudiandof L
T'o

Para W™ tenemos una propiedad simiar:
Lema 2.3 57 (®, W) € C([0, 00); H(Q) x H(Tp)}) es una solucion del problema (1.1) entonces:
(2.9) lim [|W -f W lz2qr) = 0.
i—oo To
Demostracién:

Recordamos la siguiente variante de la desigualdad de Poincaré (vease el Lema 1.2), valida
para todo v € H!(Tp):

1
{2.10) ”v- —_— v
|r0| s

< eflvallLzry)
L3(Ty)

con ¢ independiente de v,
Aplicando esta desigualdad a la funcién W(t), se obtiene:

W(t)- [ W() 2 < el |We(&)l[Za(ro):
J, (v ], wo)

Como hemos demostrado que W;(t) tiende a cero cuando t tiende al infinito, se deduce que:

im [ (W(t)—]ro W(z))2 =
m

Observacién 2.4 Ellema anterior nos indica que el comportamiento asintdtico de W en L*(I'g)

se puede oblener estudiando W,
Iy

Pasamos alora a estudiar e] compoertamiento asintotico de W.

Teorema 2.2 57 (®. W) € C([0,00); HY(2) x HY(T'g)) es una solucion del problema (1.1) en-

fonees:
(2.11) t_m“w f w0+jqp1

Demostracion:
Por la observacion anterior es suficiente demostrar que:

L3(I'y)

(2.12) W= wo-f 3.
Co

t—»oo

Tal v como mencionabamos en Ja Observacion 1.4 tenemos que, para cualguier solucién del
sistema {1.1). la siguiente ley de conservacion es vahda:

/@,—f W:/@l— W, = cte.
2 To 1] T'o
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De esta igualdad deducimos que:

'row+(/n@,—/rowo) -

1
o <t ([ o)’
Y] 2
Como ademas, sabemos del Teorema 2.1 que:
lim &, = 0 en L}()
t—oc

resulta que:
(2.13) = [ w, —f ®,.
'-*00 ro To 1
Esto nos proporciona el resultado deseado para W.

Observacién 2.5 El resultado anterior nos indica que, en la posicién de equilibrio, la cuerda
se encuentra desplazada de la posicion cero. Esto se debe a la presién inicial ®, y a su posicion
inicial Wy,

St la presidn inicial tiene media cero, ] ®, = 0, entonces W va a tender a la posicidn

/ Wy. St la posicion inicial es de media cero, / Wy = 0, pero / ®, £ 0, entonces la
Ig

cterda va a tender a una posicion desplazada puesto que el dominio aumenta o disminuye para

compensar la presion inicial. Se observa que szf wo — ®! = 0 entonces W tiende a cero.
To Qo

Pasamos ahora al estudio de &.

Teorema 2.3 57 (®, W) € C([0,00); HY(Q) x H (o)) es una solucion del problema entonces:

210 m [o- (for+ [ Wi+ [ #0)
t-—-oo s Iy

Demostracién:
Tal v como hemos observado es suficiente demostrar que:

(2.15) lim [ @= o+ [ Wi+ [ e

La Observacién 1.4 nos indica que es valida la siguiente ley de conservacién:

= 0.
L3(T)

/(W,+W+(I>)=/ (W1 + Wo + @) = cte.
ro FO

De esta ultima igualdad deducimos que:

1

- U w,] < Tol} (] |W:|’)’
FQ rD

fim W, = 0 en L}(Q) -

UFO(MW)—fFO(Wwwomu)

Como de] Teorema 2.1 sabemos que
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resulta que:

(2.16) h‘mj (<I)+W)=j (W; + Wo + &o).
| ST ) To Fo

Ademads. el teorema anterior nos indica gue:

lim W = Wo—jq’l,
s Y]

{00 )

lim/ @:]@,+f w1+/ 3.
t—oo JTy 0 I'n o

Esto nos proporciona el resultado deseado para @.

v por lo tanto

Observacién 2.6 Los dos teoremas anteriores nos indican que las funciones W y & convergen
a la proyeccion del dato inicial del sistema sobre el espacio X1 (vease también la Observacion
1.5).

2.3 Decaimiento no exponencial de la energia

El Teorema 2.1 nos asegura que la energia asociada a cada solucién del sistema (1.1) converge
a cero cuando el tiempo tiende al infinito. Nos proponemos a continuacién estudiar la tasa
del decaimiento de la energia, lo que es equivalente, la tasa del decaimiento del semigrupo de
contracciones {S{t)}i>0 generado por el operador A en A°.

La teoria de los semigrupos de contracciones nos asegura que existen dos posibilidades: o
bien existen dos constantes M > 0y w > 0 tal que ||S§(t)||z(xo x0) £ M e, paratodot > 0
o bien [|8(1)]|gae,x0y = 1, para todot > 0.

El siguiente teorema nos indica que, en nuestro caso, es cierta la segunda de estas dos
posibilidades. es decir, el semigrupo no tiene un decaimiento exponencial.

Teorema 2.4 E! semigrupo de contracciones, generado por el operador A en X9, no tiene un
decaimicnto exponencial,

Demostracion:
Buscamos soluciones del sistema (1.1} que sélo dependan de la variable y. Este tipo de
soluciones verifican:

[ Py — Py =0 para y € (0,1),t € (0,00)
py(1)=10 para t € (0, 00)
Py (0) = =@ para ? € (0, cc)
(2.17) \ @+ @+ (0} =0 parat € (0,00)
(0} = 9% $i(0)=¢' en (0,1)
L w(0) = @°.

Hemos notado por @ la funcién w,.
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Estamos interesados en encontrar soluciones de la ecuacién (2.17)-del tipo:

(2.18) (%, @) = ¥(p, v), con 9 = @(y) y v € R.

Nuestro objetivo es demostrar la existencia de una sucesién de autovalores (X,), tal que
(Re An)n converja a cero cuando n — oo, lo que implica un decaimiento no exponencial de la
energia en e| tiempo.

* Las soluciones de la ecuacién (2.17) del tipo (2.18) son soluciones de la ecuacién:

Ao -, =0 paraye(0,1)
wy(l) =0

9y(0) = —Av

Aty + dv + Ap(0) = 0.

(2.19)

Eliminando v en el sistema (2.19) obtenemos una ecuacién diferencial ordinaria:

Mg =@, =0 paraye(0,1)
(2.20) (1) =0
—A@y(0) = Ay(0) + Ap(0) = 0.

. Las soluciones del sistema (2.20) son del tipo ¢(y) = C,e* + C2e~*¥, de donde, teniendo
erscuenta las condiciones en el borde, resulta la siguiente ecuacién para los autovalores A:

A
2A
€ _A+2

El teorema quedari demostrado si se prueba que la ecuacién (2.21) tiene una sucesién de
soluciones {A,)n>0 con Rer, — 0.

(2.21)

Las soluciones de la ecuacion (2.21) seran estudiadas aplicando el Teorema de Rouché y con
este objetivo escribimos la ecuacién en la forma:

(2.22) e”—1+i=0.

La ecuacidn e?* = 1 tiene una sucesién de soluciones pug = kri, k € Z.

Consideramos para cada k € IV los cuadrados vy de centro yg y lado £ que precisaremos
mas tarde.

Demaostramos que, para k suficientemente grande,

2r
-1}, v :
{2.23) x+2‘<te [, Vz € &
Para r € ¥4 tenemos

“ 2 |< 2 < 2 < 3

r+2) " |2|-2 " kr-2-% " kr
. 2km
si se cumple que k> 2,6, < —-4+Ty

| €2 — 1 |=| eR¢%( cos (2Imz)+i sen (2Imz))—1]|=
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=| e'Re% — 2e™Re% cos (2Imz)+ 1|52 miéx {| €?RF —1|,| sen (2Zmz)|} >

> mix {2|Rez|,| sen (2Imz)|} > 5-2’5»

§i £, > max {% -k%}
Finalmente se obtiene que (2.23) se cumple si kr _ 2>¢> i

T
Por lo tanto. existe una sucesion de soluciones de tipo {2.18) con Re) decreciente a cero, lo
que indica un decaimiento no exponencial de la energia.

[

Observacion 2.7 En este capitulo hemos encontrado una de las caracteristicas de muchos sis-
temas hibridos: la disipacion asegura la convergencia a cero de la energia del sistema pero no
s suficientemente fuerte para garantizar el decaimiento uniforme de ésta. La mayoria de los
modos de Fourier correspondientes a altas frecuencias son cada vez menos disipados. También
subrrayamos que el decaimiento no uniforme de la energia se debe a la estructura hibrida del
sistema y no a la localizacion de la disipacion en una parte relativamente pequena de la frontera.
Esto s¢ pondrd de manifiesto en el iltimo capitulo cuando analizaremos un modelo semejante
en ¢l que el cundrado ! se sustituye por un circulo y donde la disipacidn se ejerce en toda la
fronte ra.

Observacion 2.8 QObservemos que el operador diferencial asoctado a nuestro sisterna es un ope-
rador disipativo que se obtiene de un operador conservativo mediante una perturbacion acotada
pero no compacta.

En efecto, si (D(A). A) es €l operador diferencial introducido por (1.4), definimos el operador
conservalivo asociodo. (D{Ac), Ac), por:

D(Ac) = D(A),
Ac(@. V. W V)= (-0 ,-Ad ,-V ,-W,, +V + ¥).
Si Py es ¢l operador de proyeccion sobre la cuarta componente definido en X tenemos que:
A=Ac + P,

S¢ observa que el operador A se obtiene de Ac mediante la perturbacion Py que es acotada
en X pero no es compacta.

Esta €5 una diferencia importante con respecto a la mayoria de los sistemas hibridos uni-
dimensionales estudiados hasta ahora. Por ejemplo, si consideramos el sistema estudiado por
Littman, Markus y You [34] y por Rao [43], que acopla una cuerda vibrante a un cuerpo rigido:

oy -d..=0 para.’ce(O,l), tE(0,00)
(2.24) $(0.0)=0 parat >0
b.(1,t)= —®,(1,1) — ®.(1,1) parat>0,
se puede ver facilmente que el operador disipative asociado a este sistema es una perturbacion
compacla del operador conservativo correspondiente.
Esta propiedad permite la aplicacion de resultados de perturbacion compacta para demostrar
que €l decaimiento de la energia no es uniforme. En nuestro caso ésto no es posible. Ademds, tal

y romo se verd en la iltima seccidn del Capitule 3, ni tan siquiera la diferencia de los semigrupos
gencrados por A y Ac es compacta.
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Observacion 2.9 Como se demuestra en Littman, Marcus y You [3{], el decaimiento no ez-
ponencial de la energia es equivalente al decatmiento no uniforme: para cualquier funcion real
v :[0,}) — IR. continua y decreciente a cero, eziste un dato inicial y una sucesion {tn}n>1 tal
que la energia asociada al dato inicial encontrado satisface E(t,) > ¥(t,) para todo n > 1.

Observacién 2.10 En el siguiente capitulo realizaremos un andlisis mds detallado del espectro
del operador diferencial asociado al sistema (1.1).

"l



Capitulo 3

Analisis espectral

En este capitulo nos proponemos analizar los autovalores y las autofunciones de los operadores
diferenciales asociados a nuestro sistema y a) sistema conservativo correspondiente. Obten-
dremos estimaciones asintéticas para los espectros de los dos operadores y compararemos los
resultados.

En la primera seccién analizamos los autovalores del operador conservativo y las propiedades
principales de las autofunciones correspondientes. Ponemos en evidencia la existencia de dos
tipos principales de autovalores que corresponden a comportamientos asintéticos distintos de
la~ iiltimas componentes de las autofunciones. Prestamos especial atencion a los autovalores del
primer tipo que se acercan a autovalores de la ecuacién de ondas en el recinto £ con condiciones
de contorno conservativas clésicas.

La parte principal de este capitulo la constituye la segunda seccion donde se describen las
propiedades asintéticas de los autovalores y de las autofunciones correspondientes al problema
disipativo. EnJas subsecciones 3.2.2.3.2.3,3.2.4 y 3.2.5 se encuentran cuatro tipos de autovalores
que se distinguen por los siguientes propiedades: los del primer tipo se acercan asintdticamente
a los autovalores de un problema Neumann, los del segundo tipo se aproximan a los autovalores
de un problema Neumann-Dirichlet, los del tercer tipo describen la transicién entre los primeros
dos v los del 1iltimo son los autovalores con partes reales que no tienden a cero y que describen
la parte del espacio de energia en la que la tasa de disipacién es uniforme. En cada subseccion
se estudian también Jas autofunciones correspondientes.

En la seccion tres se hace una breve comparacién entre los autovalores del problema disipativo
v los del problema conservativo.

Algunos aspectos relacionados con las propiedades de completitud de las autofunciones y la
posibilidad de que formen una base de Riesz se analizan en la seccién cuatro.

Finalmente, en la tiltima seccién, presentamos una consecuencia directa de los resultados
obtenidos en la seccién dos: la diferencia de los semigrupos generados por el operador disipativo
v el operador conservativo no es compacta en ningin momento de tiempo.

3.1 El problema conservativo

(onsideramos primero el problema conservativo siguiente:

25
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[ Oy - LD =0
0P
3_1/ =0
ad
(3.1} 4 6__1; = —-W,
Wy ~Wee + 8, =0
Wa(0,t) = W(1,t) =0

.

en 2 x(0,00)
sobre I x (0, 00)
sobre Ty x (0,00)

sobre To x (0,00}

para t €& (0,00)

¥ nos proponemos determinar las autofunciones y los autovalores del operador diferencial asoci-
ado. Para hacer ésto buscamos soluciones de la forma e™** (&, W); con lo cual el sistema (3.1)

se reduce a:

(V2O - AP =0
o,
v
oo
(3.2) 4 %—UW
VW - Wy, — vd =
W,(0) = W(1) = 0.

.

en §

sobre Ty

sobre Ty
0 sobre Ty

Por la simetria del sistema, las autofunciones del problema se obtienen por separacién de

variables, i.e. son de la forma: ®(z,y) = X(z)Y(y).

Las funciones X e Y verifican en este caso los siguientes sistemas con parametro s:

, X"4+82X =0
(3:3) { X'(0) = X'(1) =0

Y7 - (12 +s3)Y =0
(3.4) Y'(1)=0

paraz € (0,1)

para y € (0,1)

(=2 = sH)Y'(0) 4+ »2Y(0) = 0.

. La ecuacién (3.3) implica que s? = k¥r?, con k entero y X(z)= cos krz.

* La ecuacién (3.4) nos indica que Y(y) = eV¥ TF -1} o ~Vii+kixi(y-

atitovalores i del problema vienen dados por la ecuacién:

2V Itk2n2 v2 — 1?4 E2r2(p? 4 k222
€ = -

3_" —_—
(3:5) I s

k2r2(v? 4 k2x?)’

1) ¥y ademas, los

También obtenemos que las autofunciones del operador diferencial asociado al problema

conservativo (3.1) son de la forma:
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t
( %cosh (Vv 4+ E*r(y — 1)) cos krz \
—cosh (Vo2 + k2x%(y — 1)) cos knz

3.6 = Vi Ip2

(3.6) b ——%—’E-—E- senh (Vv? + k?n?) cos krz

VUit kine
| —%i senh (Vv? + k%n?) cos knz

/

donde los autovalores v vienen dados por la ecuacién (3.5). Recordemos que, en esta notacién

vectorial. las cuatro componentes del vector corresponden a (®,®,, W, W,) para una solucién
(&.117) de (3.1).

Teorema 3.1 Sea k € IN fijo. La ecuacion (3.5) tiene una sucesion de ceros imaginarios
(12 Ve s que vienen dados por la férmula

(3.7) Vim = \[2f  + K272 i m>0 y vgm = —Vk-m Si m< 0,

donde (2. Imen+ son los ceros (en orden creciente) de la ecuacion:
(3.5) - 22 4 k2n?
O -

g 23

Ademds de los ceros (vs.m)meze, la ecuacion (3.5) tiene otros dos tinicos ceros, notados vy,
y 7. de modulos menores que kn y que vienen dados por las formulas

(3.9} vp = kIm2—{(25)% 1, vt =g,
y dondc =z} es la dnica raiz real positiva de la ecuacion:
2 22 4 kg2

En este ailtimo caso, stk =0, v = v;” =0,

(3.10) €2 =

Observacién 3.1 Sequn el teorema que acabamos de enunciar los autovalores del problema
conservalivo se separan en dos clases: los que vienen dados por la ecuacién (3.8) y los que se
obtienen de la ecuacion (3.10). Tal y como veremos al final de esta seccion, esta separacidn
1o es gratuita. ya que las autofunciones correspondientes £, tienen comportamientos distintos
cuando v tiende al infinito. Si v € {Vi.m }k,m, las vltimas dos componentes de £, tienden a cero
en las normas correspondientes del espacio de la energia, cuando [v| tiende al infinilo, mientras
que si v € {vp.vi*}x esta propiedad no es vdlida.

Demostracion:
Observemos que, por el cambio de variable ¥ = /(2 — k2r2 la ecuacién (3.5) se transforma
en:

(3.11) 2 = C-C 4k

= o=
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Como los ceros de la ecuacion (3.5) son puramente imaginarios (ya que el operador diferencial - —
asociado es antiadjunto) tenemos que los ceros ¢ de la ecuacién. (3.11) serdn:
-reales si | v |< k7 -7
© -imaginarios si | v |> k7.
Caso 1: Suponemos que las raices { de la ecuacién (3.11) son puramente imaginarias, ( = = ¢
con z € IR. En esta situacién obtenemos que (3.11) equivale a:

w23 it 22 4 k22

229 _
(3.12) et = s L

Igualando a cero la parte real de (3.12) se obtiene la siguiente ecuacién para ::

22 + k2ﬂ.2

(3.13) Ctgr=T—

y . . T .
Esta ecuacion tiene, para cada k, un cero en cada intervalo | mr,mr 4+ = ). m € IN. que

denotamos por zj ;m+1. La justificacion de esta afirmacion se obtiene inmediatamente analizando
la Gréfica 1.

£ {z)
k

Gréfica 1. Grafica 2.

22 4 k272

2
Caso 2: Suponemos que las raices { de la ecuacién (3.11) son reales.
Uin andlisis gréfico de la funcién de variable real:

En las grificas hemos notado por gx(z) =

- hiz) = 25— 2% 4 kx?
(z) = 234 22 — k2x?

nos indica que el denominador de h se anula en un punto positivo comprendido entre k272 y
km v que la funcién h tiene un minimo a la derecha de este punto en /3kr. - - - -
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Resulta que hay sélo una raiz real positiva de la ecuacién (3.11) situada en el intervalo
{Vk2x? k7)) v que denotamos por z;. La justificacién de esta afirmacion se obtiene analizando
la Gréfica 2.

Notando v}, = {/k2x2 — (z})?i, obtenemos el \inico autovalor v} que tiene el médulo menor
que k.

En el caso k = 0 se obtiene directamente del sistema (3.1) que #} = 0 es un autovalor del
problema.

Observacion 3.2 La grdfica 1 nos indica dos tipos distintos de comportamiento para los auto-
valores Vi g,

En primer lugar, si consideramos k fijo y hacemos que m tienda al infinilo, las raices de la
ecuacion (3.8) se aproziman a las raices de la funcion tgz que son de la forma mx (vease la
grifica 3). Deshaciendo el cambio de variable se obtienen, en este caso, autovalores vy, que
se aproriman a los valores vVm? + k? v i, Observemos que (m? + k?) n? son los autovalores del
Luplaciano con condiciones Neumann en toda la frontera del dominio Q). En los pdrrafos sigu-
iente s se obtendrd el mismo comportamiento para los autovalores correspondientes del problerna
disipativo.

Por otro lado, considerando m fijo y haciendo que k tienda al infinito, obtenemos que las
raices de la ecuacion (3.8) se aproziman a los valores en los cuales la funcion tg z tiende a infinito

2 1
4 que son de la forma %w {vease la grdfica 4). Resulta que los autovalores vy, correspondi-

2 2
enles s¢ aproziman a los valores \/(Q'm_;-l) + k2 1. Observamos que ((@) + kz) r?

son los autovalores del Laplaciano con condiciones miztas: Neumann en la parte I'y y Dirichlet
cit fn parte Ty de la frontera de §}. Los autovalores correspondientes del problema disipalivo
lendrdin en este caso el mismo comportamiento.

rgz

g 1z

8,(2)
g, (2)

/ %5, ( Z.;,( ng/ z, (z (z

Grafica 3. Grafica 4.
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Observacién 3.3 Como hemos visto la ecuacidn (3.5) tiene, para un k dado, dos raices v y vi*
de madulo menor que kr y éstos son los autovalores de mddulo mds pequerio para cada k. Estos
autovalores, al pasar al problema disipativo, se desplazan hacia la derecha y alcanzan una parte
real gue no tiende a cero cuando k tiende al infinito formando la tnica sucesion de autovalores
con esta propiedad. Se trata pues de los modos que decaen uniformemente en presencia de la
disipacion.

" Pasamos ahora al estudio de las autofunciones correspondientes a los autovalores encontrados.

Proposicién 3.1 Las autofunciones €, definidas por (3.6) y que corresponden a los autovalores
v dados por las ecuaciones (3.8) tienen la siguiente propiedad:

. HESHngo 1) . “fﬁub?go 12
li — = (, i — =
e etr— e ey 0

donde £ es la componente j-ésima de la autofuncion €,.

Demostracién:

En este caso { = Vw2 + k272 es un nimero imaginario puro, { = zi con z € IR solucién de
la ecuacion (3.8).
Se obtiene que:

e
N

—cos z{y — 1} cos kmzx

cos z(y — 1) cos kmwz \

(3.14) &

il

———————— sen z cos K7z
22 + kig?

2zt
sen z cos kma

\ V22 + kZr? )

Calculamos ahora

eIy = 1IEM% + IEXNR: + 1€ 2 + 11E3I13: =

1 1
- — (1 + kzﬂ.z) cos 22(y— 1)+ 22 sen 2Z(y _ l)) dy+
2(—‘&"'2 k—L)2 2 </0 (

11 9 2%(1 4 k%r?) sen 2 z% sen 2z

5]0 ((cos *a(y -~ 1)) dy + 2+ 2ad)E T AR R
1 4 1 (1 + 2k®x%) sen 2z z%(1 + k®7?) sen 2z 2% sen 2z
T2 4(22 4 k%2 8z(2% + k%x?) 2(22 + k2r2)? 2(z% + k¥x?)’

. Teniendo en cuenta que z es solucidn de la ecuacién (3.8) se deduce que:

(22+k21r2)2 0r = 223(22_}_‘:2?1.2)
4 (22 + k)2 SN P T Sy (2 + kmiye

sen 22 =
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Con estas dos relaciones obtenemos que:

1 1 (14 2k*r?) sen 2z
142 202 _ 1 , B
”5»”}!1 + ”'-5:;“[,2 =3 + 4(22 n k21l'2) + . 82(:2 " k21r2)
=1, ! 4 24 ki)
T2 T 422+ k2m2) T 428 4 (22 + k2m2)?)]
e = 21+ k%) sen 2z 2214 k*r%)
VIHE S T Rt = 2(20 + (22 + RPm)R)
z? sen 2z 2422 4+ k%)

ESNZ2 = =

2 - — .

VILE T 922 4 k212) T 2(28 el tkin2)?)

Distinguimos los siguientes casos posibles cuando || — oo:

i) & permanece acotado, caso en el que |v| — oo si y sélo si |z] — oo,

ii}) & — oc. caso en el que |v| — oo incluso si |z| permanece acotado.

Analizando las expresiones de las normas en cada uno de estos casos obtenemos que:

1
e + NEXT — 5» cuando v — co,

||§3||:‘r’;: — (), cuando v — 00,
H&ﬂlﬁz — 0, cuando v — o0.

Esto concluve la demostracion.

Observacién 3.4 Se puede demostrar que las autofunciones asociadas a los autovalores v no

&8N e 162022 0.1)

tienen esta propiedad, es decir lim —————+ £ 0 y lim ————= # 0. Sin embargo, la
i—eo  ||&ullx lvi—o0 —iEt—

demostracion es, por un lado laboriosa y por otro lado muy semejante e la propiedad correspon-
dicnte del caso disipativo. Por este motive la omitiremos.

3.2 El problema disipativo

Consideramos ahora el sistema disipativo:

(P, - NP =0 en $§x(0,0)
g—i =0 sobre T, x (0,00}
(3.15) ¢ %% = -W, sobre T'p x (0,00)
Wy — W, + W, 4+ &, =0 sobre Tgx(0,00)
\ W.(0,1) = Wz(1,t})=0  para t€(0,00)

v nos proponemos analizar las autofunciones y los autovalores del operador diferencial asociado.

Mediante un argumento de separacién de variables similar al del primer apartado, es de-
cir. buscando soluciones de la forma e~ (®, W) = e~ (Y (y)X (z), W(z)) obtenemos que los
antovalores A del problema vienen dados por la ecuacion:
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AR _ AT+ VAR + IR0 + A - kPr?)
A2 - VAT RIrY(= A2 + A= K%n?)

v las autofunciones asociadas a un autovalor A tienen la siguiente forma:

t
( %cosh (VA2 + k2r%(y — 1)) cos krz )
—cosh (VA2 + k27%(y — 1)) cos krz

F 2r2

—— senh (VA? + k272) cos krz

k e senh (VA?* 4+ k%72) cos krz

A

(3.16)

(3.17) )

J

En este capitulo obtendremos desarrollos asintéticos del espectro cuando |A| — oo. Se
encontrard, para cada k, una sucesién de autovalores (M m)mez cuyas propiedades asintéticas
dependen de la regién el la que se encuentre A .

Dividimos el estudio en los siguientes casos:

i) Caso 1: autovalores Ag ., de médulo mayor que /2k 7.

ii) Caso 2: autovalores Ak, de médulo menor que v/2k © y mayor que k7. En este caso
encontraremos dos tipos distintos de autovalores

i) Caso 3: dos autovalores Ay y A;™ de médulo menor que k7 y que van a tener partes
reales que no tienden a cero cuando k tiende al infinito.

Precisamos que, mediante el andlisis de los casos 1, 2 y 3, obtenemos la localizacién exacta de
todos los autovalores del problema que tienen médulo suficientemente grande. En efecto, en el
caso | se obtendra informacion sobre todos los autovalores Ax ., que, para k fijo, pero arbitrario,
tienenn médulo mayor que v/2kx. En los casos 2 y 3 se analizaran todos los autovalores Mg
que. para k fijo, mayor que un valor dado ko, tienen el médulo menor que v/2kx. Por lo tanto
obtenemos la localizacién de todos los autovalores de médulo mayor que kom dejando fuera sélo
un nimero finito.

A continuacién suponemos que & € IV, ya que, en la ecuacién (3.16), el parametro & aparece
solamente al cuadrado. El caso k¥ = 0 no se estudia ya que, por un lado, nos da informacién
solamente sobre una rama de autovalores y, por otro lado, ha sido parcialmente discutido al
demostrar que el decaimiento de la energfa del sistema (3.15) no es uniforme (vease la Seccién
3.3).

3.2.1 Algunos lemas técnicos

Empezamos por la demostracién de unos lemas técnicos sobre las raices del denominador de la
fraccion que aparece en el miembro derecho de (3.16).
. Con este propdsito introducimos el siguiente cambio de variable:

(3.18) (%)2+1r2=z

con lo cual la ecuacion (3.16) se transforma en:

22 =72 L k23 4 227 — 12

22 — 72 4 k23 — 24/27 — 72

{3.19) etk = _
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El primer lema nos indica la zona donde se encuentran las raices del denominador de (3.19).

Lema 3.1 Si o es una raiz de la ecuacion:
(3.20) a4 kP -2V 72 =0

entonces. para k suficientemente grande,

T 2r

3.21 —= <|al< T=.

(321 2% 1
Demostracién:

Si o es raiz de la ecuacién (3.20) entonces:
[kfle P=la? =72 =ovel=7n2|<2]a P 471 |a| 472 <

< max {6}a|?, 377}

Obtenemos que

[ar2
(3.22) | @ |< max {g 33T7f}<3—\;[;'?pa.ra'cmlo!ch.

Por otro lado tenemos:

2102_7‘.”
EllalFzla? =72 - aval - 2= ul >
[ kilo =] v = T eV a7 2

N r?|a? = x?] > __mir=a )
“TaE+rtla | Aol tr = [aP+rit |a(al+m)

Alora. como {3.22) nos asegura que el modulo de a es pequefic (por ejemplo menor que 2 si
k> 73). resulta que

L 3‘72(71'2-4)> 7
R el 2R

En conclusién obtenemos que se cumple {3.21) para k > x93

E) segundo lema localiza todas las raices de la ecuacién (3.20).

Lema 3.2 La ecuacidn (3.20) tiene, para k suficientemente grande, ezactamente tres raices
o;. i=1.2.3 que cumplen las siguientes eslimaciones:

10

af 7?2 1<

{3.23) a; — Tw R

donde ;. i = 1.2.3 son las tres raices cibicas de la unidad.
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Demostracién:
Estudiamos la relacidén que existe entre los ceros de la ecuacién (3.20) y los de la ecuacién:

(3.24) k23 —r?2 = 0.

/ 2
14t c . . . af ™ . .
Esta tltima ecuacién tiene tres raices g; = ™ wi, t =1,2,3, donde w; son las tres raices

cibicas de la unidad.
- Consideramos ahora las funciones:

u(z) = kz° — 7%, w(2)= V22 -2 - 22

definidas en el circulo &5 de centro 0 y radio -%\/% donde las dos son analiticas.

En el circulo &g tenemos:
| o(2) |=] 2Vz2 — 22 = 22 (<t 2 | (/] 2 2 4724 | 2 ]) €

2
<)z (2]z]47) <] 2 | (47 + 1) < X

Vk

y por lo tanto

1072 | 2
(3.25) | 9(2) |< == si | 2 1< ==

vk vk

Por otro lado,

af 2 w2 :'-772
|u(z)l:]kzs—rrzizkh—\f?wl ||z—1|3/Tw2|[z—\/—k—u3|.

Si z pertenece a la circunferencia éy tenemos que

Ry Ly P FIRTy LAt [ A, LAY, L
PRl ST TV E k

27
3.26) w(z) |> 73 si |z )= =
Las desigualdades (3.25} y (3.26)} implican que, para todo z perteneciente a la circunferencia
8o, se cumple | u(z) |>| v(z) | y por lo tanto, aplicando el Teorema de Rouché, se obtiene que la
ecuacion (3.20) tiene dentro de este circulo el mismo nimero de raices que la ecuacién (3.24).
Teniendo en cuenta el Lema 3.1, resulta que la ecuacién (3.20) tiene exactamente tres ceros

que estdn situados dentro del anillo:

vy por lo tanto

I <|z|< 3—”—}
2vk Vel

- Pasamos ahora a demostrar que estos ceros se aproximan a los ceros de la ecuacién (3.24).

A={z€C:

, . ) 1
Consideramos los circulos &;, i = 1,2,3 de centros a; y radios -‘/-’-9_—2— que estan contenidos

3
dentro del anillo A (ver Fig. 5).
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61

1N
N
®

Fig.3

La desigualdad (3.25) obtenida anteriormente para v sigue siendo vilida en los circulos ;.

Ademas. sobre las circunferencias de estos circulos

afm? 2 2
kz® - n? |=k|z—\‘f%w1||Z-\3/%‘-"2||Z_ \:‘f%”3|>
10

Sk (L)Z_IOW'Z
VEANT VRN

| u(z) |=

Aplicando de nuevo el Teorema de Rouché resulta que los ceros de la ecuacién (3.20) estan

sitnados dentro de los circulos é;.

Obtenemos un resultado similar para los ceros del numerador de la funcién que aparece en

¢l miembro derecho de la ecuacidn (3.19).

Lema 3.3 La ecuacion
(3.27) 2otk /22 —n2=9

tiene eractamente tres raices B3;, i = 1,2,3 que cumplen las siguientes estimaciones:

g a n2 - 10
(3.28) lﬁ.‘ T < 7
donde o = —w0p . 1=1,2,3.
Demostracién:
(Observamos simplemente que mediante el cambio de variable z = —s la ecuacion (3.27) se

transforma en la ecuacion (3.20}.
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Para el andlisis del dltimo tipo de autovalores necesitaremos informaciones mas precisas
sobre la parte imaginaria de la raiz a; (hasta ahora sabemos que a, estd en el circulo §; pero
no sabemos el orden de magnitud de su parte imaginaria). Para ésto demostramos un lema que,
usando las estimaciones del Lema 3.2, obtiene una localizacién mas exacta de la raiz a;.

Lema 3.4 La raiz a; de la ecuacidn (3.20) cumple la siguiente estimacion:

AN Y L)
(3.29} a = k+3 k21+0(€/k_2'

Demostracién:
Etapa 1: Demostramos primero que la ecuacion:

(3.30) —rl 4tk ~7zi=0

fr2
. . , , T .10 .
tiene una séla raiz py en el circulo §; de centro § =7 radio % ¥ que verifica:

= 37r_2+1\3/1r i+°( ; )
PEEVE T3VE Ve
Observacién 3.5 Observemos que en el miembro izquierdo de la ecuacidn (3.30) aparece la
parte dominante, —nzi, de la ezpresion —zv/22 — 72 cuando z — 0. Como la presencia de la
cantidad —zv/z? — 72 en la ecuacion (3.20) se debe al término disipativo del sistema inicial, es

logico pensar que la informacion adicional que tendremos sobre oy serd muy util a la hora de
encontrar autovalores con parte real “significativa” (vease el apartado 4.2.5).

La existencia de la raiz p; en el interior de §; se obtiene aplicando las mismas estimaciones
del Lema 3.2 a las funciones u(z) = —x2 + kz* y v(z) = nzi.

. 3 w2 . . . L.
Consideramos ahora rp = pp - T e introducimos esta nueva variable en la ecuacién

verificada por pr. Se obtiene:

af w2 afmé . L
krﬁ+3kr§\/T+3er/}c—2—wrk:—rrf}?z=0.

Multiplicamos en la iltima relacién por vk y separamos los términos de la siguiente forma:

(x4 = [x2
Vi 3krk3:—2—1r‘%i = Vk -kr2—3kr23—%+wrki

. . fx? 1
Como hemos visto en la primera parte que |rx| = |px — ¢, T < \3/—2_2 resulta que el miembro

derecho tiende a cero cuando k tiende al infinito.

Obtenemos que:
Eavette\yvE)
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_fr L o (k)

Este resultado nos muesira que la parte imaginaria de pj es positiva y de orden

v de aqui se deduce que:

ISR

Etapa 2: Demostramos ahora que la raiz @, de la ecuacién (3.20) pertenece al circulo C
centrado en p v deradio s = % De aqui resulta inmediatamente que a; cumple la estimacion
{3.29).

Px
o /K
X/é]

o[22
k

Fig.4

Aplicamos nuevamente el Teorema de Rouché. Para ello consideramos las funciones:

u{z) = -1t 4+ k2 —7zi, v(z)= -2 +2V2 -1 - 7zi.

Para un elemento z en el circulo é; se tiene:

z 100
* Vi -l 473 Vk?
Por otro lado. aplicando la {6rmula de Taylor alrededor del punto pg, se obtiene:
(z=p) [ u(Q)d(
i S {((-PR)HT-2)

|o(2)] = |2/* |~1 <22 <

w(z) = u(pe)z —pi) —

. i
donde 3 es un circulo de centro p; y radio S = %
Estimamos primero el término de error:
(z=p)? ¢ u(()d
ori S (C-poA(-2)

donde M es una cota superior de la funcién u en el circulo %.
Por otro lado

M
SE(Sk = )

1

| s} 12
| < o 2n 5, <2M

|z = pi ' (pr)] = sk|3kp} — mi] > sp (3k|pel® - 1) 2
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_\/_(:’Jc{/f2 ™) 2 \/‘

Obtenemos que, para k suficientemente grande y z sobre la citcunferencia C:

1
_ ()] > |z = el [/ (pe)] - 2M ¥ 155 2

S 1ufT 100
3 - 92 kS klO 1‘/_ ‘/_’

Resulta que, para & suficientemente grande, |u(z)| > |v(z)| sobre la circunferencia C.
Por lo tanto, la ecuacidn (3.29) tiene la raiz a; en el circulo € y por consiguiente cumple la
estimacion (3.29).

Observacién 3.6 El lema anterior nos indica que la raiz o de la ecuacion (3.20} tiene una

. o e 1
parte imaginaria positiva de orden ﬁ

A continuacién pasamos ya al andlisis de los autovalores y las autofunciones segiin el plan
que presentamos al principio de esta seccidn.

3.2.2 Autovalores de médulo mayor que 2k

En este apartado encontramos, para cada & € IN" fijo, las raices de la ecuacién (3.16) y damos
una estimacién de aquellas raices que tienen la propiedad |A| > v2 k.

Teorema 3.2 Para cada k € IN*, la ecuacion (3.16) tiene una sucesion de ceros (Agmmen+ J
{AX} con parte imaginaria positiva y otra sucesion de ceros (A, —m)mEN' U {A}*} con parte
imaginaria negativa y con la propiedad Ay —m = Agyn sim >0 y = Af.

Los autovalores Ag m con | Agpm |> V2 k se aproziman al eje :maginario cuando | m | tiende
al infinito, cumpliendo las siguientes estimaciones:

. 24 .
| Aporn — vk2+m27r1i£ -T_Fk-z-- st ImArm > 0, (m>k>0),
m s

. 24 .
IAk.m+Vk2+m2WIISW; 51 Im)\k‘m<0, (m<—k<0).

En particular, los autovalores Ay, se aproziman a los autovalores £vVk? + m27ri de la
ecuacion de ondas en ) con condiciones de Neumann homogéneas en todo 99).

(3.31)

Demostracién: Escribamos la ecuacién (3.16) en una forma que permita un anélisis mis
sencillo de las raices y para ésto notemos v A% + k272 = u. Se obtiene la siguiente ecuacién en
H

2 2.2 2
pt— kir? +op(p? - \/p? - k?n?)
Ponemos la ecuacién (3.32) en la forma:

(3.32) et = —
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2(p? - K?x?)
©uE = kP 4 p(u? — /- RonE)

(3.33) e —1=

e intentamos localizar los ceros aplicando el Teorema de Rouché.
Consideramos las funciones
2(2% ~ k%n?)
2 - k272 4 2(22 — /22 — k212)

flz)=e* -1y g(z)=-
z

v observamos que la ecuacién f(z) = 0 tiene las soluciones (@ )mez €ON Gm = m7 i.
Definimos para cada m € Z \ {0}:
- los cuadrados -y,’n de centro a,, y lado 2¢,,
- los rectangulos 42 definidos por las rectas Rez = 46, e Imz = mr + l-
Ademas consideramos el cuadrado ¥° de centro 0 y lado 2M (ver Fig.2).
Las constantes £, §m y M serdn elegidas de tal manera que:

{3.34) | f(z}|>] g(2)| paratodoz ey} Uyt uy’
En primer lugar tenemos:
| f(z) =] ¥ = 1 °= (e?¢* — cos 2Im z)* + ( sen 2Tm 2)?
v por lo tanto. para todo niimero complejo z,

(3.35) | f(z) |2 max {|€*®* —1|,| sen 2Im =z [}.

En segundo lugar en la regién del plano complejo:

(3.36) | z|> max {k=,4}

la Tuncién g{z) es analitica (el denominador no se anula) y tenemos:

|9(2) = | ) 2
RNV e g (22 — /2T - KIx?)| ~ 2] 2% = /22 = k272 1
z —
BT o

Por otro lado para z cumpliendo (3.36) se obtiene:

22 - /22 — 2n2 )Iz_l_|_,z-|———|—«.,mzi-|7|z|2 \/-|zi |z[>l
—F =3 =

| z {2 +k2x2 = | 2 |2 +k2x2 27

| =]

Por lo tanto resulta que, para cualquier z con | z |> max {k~,4}, se tiene:

8
(3.37) | g(2) |]€ —— P
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- 7%
Y,
- E] m
kr 4+ 3%
4 70
0
Fig.5

Determinamos ahora las condiciones que tienen que satisfacer las constantes ¢,,, 6., v A/,
para que se cumplan las desigualdades (3.34).

i) Si = pertenece a v} y ademds cumple (3.36), teniendo en cuenta las estimaciones anteriores.
obtenemos que | f(z) |> en >} g(2) | si:

16 1
(3.38) m < Em < 5

Aplicando el Teorema de Rouché resulta que existe, para cada k, una tinica raiz de la ecuacién
(3.32) en cada cuadrado v}, si m > k + 1. Denotamos Him a estas raices.
i) Si = pertenece a 77, y ademds cumple (3.36) obtenemos que | f(z) |> 1> g(2)] si:
) .

Como la condicién que tiene que cumplir é,, no impone ninguna cota superior, aplicando de
nuevo el Teorema de Rouché, resulta que, para cada k,y m > k+ 1 en las franjas

(mw—%)iSIng(mw+1;r-)i

la ecuacién (3.32) tiene el mismo nimero de ceros que Ja ecuacién f(z) = 0. Esto implica que
no existen otras raices de la ecuacién (3.32) en la regién del plano complejo definida por (3.36),
excepto las encontradas ya en el apartado i).
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iii) Si elegimos
{3.40) Mk=k1r+377r-

obtenemos. como en el apartado ii), que, si z pertenece a 7°,

| £2) 1> 5 > 9(2)].

Aplicando el Teorema de Rouché resulta que, para cada k, el nimero de soluciones de la
ecuacién (3.32) en el cuadrado 7° es igual al nimero de ceros de la ecuacién f(z) = 0 mas el
numero de polos de la funcién g(z) situados en v°. Como hemos visto en la subseccién anterior,
N =3 y. por lo tanto, la ecuacién (3.32) tiene 2k + 4 ceros en el cuadrado ~°.

Deshacemos ahora el cambio de variable 4 — X para obtener los ceros de la ecuacién (3.16).

Primero observamos que si A es solucién de la ecuacién (3.16) entonces A también lo es y,
por lo tanto. basta encontrar los autovalores A con Zm XA > 0, los demds siendo conjugados de
65105,

Por otro lado, estamos interesados en aquellas raices de la ecuacién (3.16) que tengan la
parte real positiva. puesto que las soluciones de la ecuacién (3.15) tienden a cero cuando ¢ va al
infinito.

Tambhién observamos que la relacién entre u y A que hemos usado a! principio

VA2 4 kin2 =y

queda determinada sin ambigiiedad si se considera que Re u > 0.

Con las dos observaciones anteriores obtenemos que la correspondencia entre g y A es
biunivoca. Resulta que si g es solucion de (3.32) entonces A = /u? — k?r? es solucién de
(4.16) ¥ no hay mds raices de esta dltima ecuacién. La reciproca también es vélida.

El andlisis anterior nos da todas las raices u de la ecuacién (3.32) con la propiedad | u |>
max {k7.4}. Mediante el cambio A = y/u? — k%72 obtenemos todas las raices de la ecuacién
(3.16) con Ja propiedad | A |> 2k 7.

Para los autovalores A con Im A > 0 calculamos:

A= vVm?2+k2ri|=|yp? - k2r2 —vVm2+ kini|= )

_ P k2Rt 4 (m? + e | —mm it t+meit <
| Vit =Rt VmE ki | I i ke + /mTF Rim P+ | Re/@iZ - RZal 2

< Em |4+ mmi] Emjsm+2mﬂ'[< Im .
T Inur kIR VmP ki T VEI 4 min T VR +m?
Resulta que para cada k y m > k + 1 obtenemos que los autovalores Ag ., con Im Agpm > 0
cumnplen la siguiente estimacion:

24
: Sz 2 i | et
{3.41) | Ak m m? 4+ k?ri|< % T

Un resultado semejante se obtiene para autovalores Ag, con Imhg,, < O
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4 -
(3.42) FAem + VM2 + k21 | —eeee.

Con esto queda concluida la prueba de la proposicién.

Observacién 3.7 E! teorema anterior nos asegura que, para cada k € IN, eziste una sucesion
de autovalores (Akm)mez- U {A;, A1*}. Esta forma de notar los autovalores necesita una justi-
ficacion.

En primer lugar las estimaciones (8.81) nos dan la localizacién ezacta de los autovalores
Akm con |m| > k + 1. En este caso un autovalor Mg, estd cerca de los valores k2 + m?mi
(segiin m es positivo o negativo). Por lo tanto, el seqgundo indice m del autovalor A, viene
dado por el valor £V'k% + m? 71 mds cercano.

Para los demds autovalores, que se encuentran en el circulo centrado en el origen y de radio
V2 k7, el teorema anterior no nos da una localizacién mds precisa. Lo que sabemos es que en
este circulo hay 2k + 4 ceros de la ecuacidn (3.32). Como vamos a ver en los tres apartados
signientes. a estos ceros le corresponden 2k + 2 autovalores A que denotamos por A;, A"
Akg1- Ak42. . Aptk (veanse los Teoremas 3.3, 3.4 y 3.5 y la Proposicion 3.5). La ordenacinin
de eslos autovalores se hace en orden creciente del mddulo. Por lo tanto, para cada k fijo. AL y
A" tienen el modulo mds pequerio mientras que el modulo de A 1) se aprozima a /2kx.

Observacion 3.8 La Proposicion anterior nos muestra que, fijando la frecuencia de oscilacion
en la direccion z (k fijo) y considerando vibraciones de frecuencia grande en la direccion y
(k <« m). el comportamiento del sistema se asemeja al de la ecuacion de ondas con condiciones
Neumann homogéneas en todo 3. La influencia de la cuerda vibrante disipativa colocada en la
parte Ug de la frontera es, por tanto, despreciable cuando hay una relacion de este tipo entre las
dos frecuencias (vease también la siguiente proposicion). Recordamos que un resultado semejante
se obturvo en el caso conservativo (vease la Observacién 3.2 y la Proposicion 3.1).

Observacion 3.9 El resultado obtenido muestra que ni siquiera el problema unidimensional con
k fijo presenta decaimiento uniforme, Esto estd en contraste con lo que ocurre con la ecuacion
de ondas con la disipacidn cldsica:

-0 =0 en Qx(0,00)

od

= 0 sobre T x (0,00)
g_é + &, =0 sobre Igx(0,00).

En este iltimo caso, con k fijo hay decaimiento uniforme aungue, globalmente el decaimiento
no es uniforme como muestra el ejemplo de Ralston (ver {{1]).

Se deduce de aqui que en nuestro sistema no es la ausencia de condiciones de tipo geométrico
sobre el soporte del mecanismo disipativo la que hace que la disipacion sea muy débil, sino la
estructura hibrida del problema. Esto serd ilustrado en el ltimo capitulo cuando estudiamos el
caso en que 1 es una bola y la disipacion se ejerce en toda su frontera.

Analizamos ahora las autofunciones asociadas a los autovalores encontrados. Consideramos
el problema con condiciones Neumann homogéneas en toda la frontera:
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S, -A®P=0 en £ x(0,00)
(3.43) 9% _
™ sobre 9% x (0, o0)
que tiene las autofunciones (——-ﬂ—:}— cos mmy cos krz cas mmy k
~Ate ! o krz).

Consideramos ahora la funcién:

(~1)m+i ra |
e COS IRTY COS ATZ
vk 4+ mar
{3.44) Vkm = (---1)”""'1 cos mry cos krz
0
0
Observacion 3.10 QObservemos que || vim ||y = L

%

Proposicién 3.2 Las autofunciones ¢y correspondientes a los autovalores A = Ay, encontra-
dos e la proposicion anlerior satisfacen:

(3.45) N er = Yrm |2 <

Fn

donde ¢ ex una constanle que no depende de m y k.

Demostracién: )

Hemos visto que VA2 4+ k272 = y = mri + a(m) con |a(m)| < e

Escribimos la autofuncién ¢, en la siguiente forma:

t
( %cosh VAL 4+ k?r2(y — 1) cos kmz \
—cosh VA% + k?x2(y ~ 1) cos knz
= VA2 ¥y =
i Lk i senh (VA% + k?1?) cos krx

Py

NSV Ps
\ “—/}w-}l-c-—’-r— senh (VA2 + k272) cos kmz

/

(—l)m}cosh o{m)(y — 1) cos mny cos krz

(—=1Y"*cosh a(m)(y — 1) cos mwy cos krz
0
0
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( (—l)misenh a(m)(y ~ 1) sen'r?ﬁry'c-os krz \

(=1)"*! senh a(m)(y ~ 1) sen mny cos krz
22
VA? + k2r?

‘ \ (—1)m-—~—-x-— senh a(m) cos krz

(~1)m* senh a{m) cos krz

/

Sean ! y 3 las dos funciones en las que hemos descompuesto la funcidén j.
Evaluamos primero la norma de (2 en X:

i = [ [ {

k
+ ITW senh a(m)(y — 1) sen m7y sen kmzx

2

senh a(m)(y — 1) sen mry cos krz| +

2

N Kn(:') cosh a(m)(y — 1) sen mry + ? senh o(m)(y — 1) cos m’ry) cos kmz

2
} dz dy+

1
+/ ] | senh a(m)(y ~ 1) sen mry cos krz|* dz dy+

VAT 4 k272 2 YRS rs] 2
{’ + il senh a m) cos krz| + —kn' )\:— il senh a(m) sen krz } dzr +
NPy 2 1(|1 2
+f 3 senh a(m) cos krz| dz < / X senh a(m)(y — 1)| +

0 (1}

alm)

Pt

cosh a{m)(y - 1)

| senh a(m)(y - 1) +| senh a(m)(y - 1)|‘2} dy+

2 —PF
VAL kI k )\2 VAZ + k22 2 T LRI 2
+‘ + il a(m)# u + L senh a(m)| + —_;k ™ senh a(m)| <
| a(m) 2 2, em)?  (k*+m*)r? |a(m)|?
<4 S pYER + 4la{m)|*+ 5 P +4 e +

2
VA2 T 2n2 k 1/,\2 Tin VAT E2n2 '
Jf“‘llﬂ(m)l? ( A 1’2 T + ™ + ' ] + ™ ) S 33[0[(171)’2 S _(_“_2__
m

donde hemos tenido en cuenta que, para m suficientemente grande,
| senh a(m)| € 2|a(m)| y | cosh a(m)| < 5.

* Se obtiene por lo tanto que:

2 <_C_
(3.46) [L5q|EY <~

Pasando ahora a evaluar la norma de ¢} — ¥, en X' obtenemos:
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45
vy = Ym ”A— T k2 cosh a(m)(y dz dy +
/ f : | m2+ kin
2
a(m
+ Imﬁ_ + 5 cosh a(m)(y ‘ ()\ ) senh a(m)(y - 1)

1 n
| cos mwy cos k7r:c|?} dz dy +f j |(1 — cosh a(m)(y — 1)) cos mry cos krz|® dz dy <
o Jo
1] i 1
< j ilm cosh a{m)(y

z§L2+m !1r2+ k%2 4 m?)n?
vm? + k2 A

2
cosh a(m)(y - 1)

2
senh a(m){y—-1)| +]|1 - cosh a(m}(y- l)|2} dy <
i 12 1 z
< m-l—x +-/‘; X(l— cosh a(m)(y - 1))| dy+

+(k* + m?

1
/
0
i ' 1

£ 2, 56 5 ) | 2 "
s m? + dla(m)l +2m2 + 8la(m)j” + 4la(m)|* + 4la(m){* < —

2
dy +

'|' (m? + kz)ﬂ,zj: |%(1 - cosh a(m)(y

’\/m2+l\27r

a(m)
—H—

2

senh a(m)(y ~ 1)

1
dy +j I1 - cosh a(m)(y - 1)|2 dy <
0

donde hemos tenido en cuenta que, para m suficientemente grande,
|1 = cosh a(m)|<2|a(m)].

Obtenemos de aqui que
1

- ¢
(3.47) I3 = rm llx< —-
Las estimaciones (3.46) v (3.47) implican que
c
I @x— Yrm xS —
m’

Observaciéon 3.11 Segun se puede ver en la demostracion de la proposicion anterior, la energia
de o\ concentrada sobre T'g. gue viene dada por las illimas dos componentes, tiende a cero

cuando X tiende al infinito. Esta parte de la energia es mucho menor que la concentrada en (1,
que ¢~ del orden de la unidad.
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3.2.3 Autovalores de médulo menor que v2kr y mayor que kr (primera
parte) e T T

En esta subseccion y en la siguiente nos proponemos encontrar, para & suficientemente grande,
estimaciones de los autovalores: Ag 11, A +2, ..., Ak +k, que estdn ordenados en orden creciente
del maédulo.

Igual que en la seccion anterior se considera k € IN*. Las estimaciones seran exclusivamente
vilidas para valores de k suficientementes grandes ya que los desarrollos asintéticos obtenidos
ast lo exigen.

El siguiente teorema ofrece estimaciones para A 41, Ak 42, - Mg cOn ¢ = g(k) < [VE],
donde mediante [} se denota la funcién parte entera. En este caso, los autovalores se acercan
a los autovalores de un problema mixto Neumann-Dirichlet. Se determina de esta manera
el comportamiento de los autovalores del problema cuando hay una relacién inversa entre las
frecuencias de vibracién en las dos direcciones, es decir, m fijo y k tendiendo al infinito.

Tearema 3.3 Para cade k € IN™ suficientemente grande y m = :!:1,:[:2,...,:&[%]. los ceros
At de la ecuacion (3.16) cumplen las siquientes estirnaciones:

Akmt1 = \/k’ + (qu—HYrri <2 i Imdem >0, (0<m < [VRI-1).
(3.48) 22— vk
)U:.m'i'\/’\'z-}'(?m—?l)z?ri S?—wsi Imim <0, (—[W]Sm<(})_
‘;/E f
Demostracion: ‘

El cambio de variable A = Vk2:%2 ~ k%2r? transforma la ecuacién (3.16) en la siguiente

ecuacion en =:

22wt kS 4 222 - 12
22 — 2+ k23 — 2/22 — 72
Eutre los ceros de la ecuacion (3.49) estamos interesados en aquellos que cumplen la condicién
lim & z%(&) = 0.
K .
Como en estas condiciones tenemos que:
22 =¥ — k2 4 222 - 72

lim (-~ =)= -1
k=os — zi—mi F kz° = zVz¢ — ¢

(3.49) etk = _

cabe esperar que estos ceros se aproximen, cuando k tiende al infinito, a las soluciones de:
(3.50) ek = 1.

Es lo que vamos a demostrar a continuacién con la ayuda del Teorema de Rouché vy de las
estitnaciones del Lema 3.1

. Sea ahora k € IN" fijo suficientemente grande para que las estimaciones del Lema 3.1 sean
ciertas. Consideramos las funciones:

2(k23 — 2v/2% ~ 77)

FTTFTT RS - 22—t

flzy=e** 41, g(z)=
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m-—1_,
Para cada nimero entero m, 0 < |m| < [v/k] sean 73 m los cuadrados de centros T
37
v lados —":—
2kVk

Se obtiene que. para todo z € ’}';1,,m,

[ f(z) [=] €+ 1|> max {Je*Re2 = 1],] sen 2kImz|}
IEd} lzi I

v como e = 1] > — 5 ¥ | sen z| > —, para z suficientemente pequefio, resulta que:

3r
(3.51) 2) |2 —=, VzE€Yim.
FOIEP ST
Obtenemos estimaciones para g limitandonos al dominio

= {zeCilzI< ).

Segin el Lema 3.1 en esta regién del plano complejo el denominador de la funcién g no se
annla v por lo tanto esta funcién es analitica en G*.

Para todo = € GV, |z} ¥k < & v por lo tanto tenemos que:

lim kz? = hmz = lim kz°® = 0.
k00

k— 00

De aqui se obtiene que, para todo z € G, se cumple:

" kz? — /2% — 72 1
m = = —,
k—oc [22 — w2 4 k23 — z24/22 — 72 iy

Por consigniente, para & suficientemente grande, tenemos que:

k2? — /22 = n?
22— w2 4 k23 - 24/22 = 72

Resulta que. para k suficientemente grande y z € G,

<1, VzeGL

k22— /22— 2 2T
<2z € —=.
22— 72 4 k2B — 20/22 = 72 12

Finalhmente, teniendo en cuenta las estimaciones de f y g, se obtiene que:

1 () > lg(2)]

para todo = € ¥} si k es suficientemente grande y 7}“m C G,
Ohservemos que -}'i'm C G'si|m| < [{‘/E]
Aplicando el Teorema de Rouché, resulta que la ecuacion (3.49) tiene en cada cuadrado 7}‘@

g(z)|=2]z|

un cero. denotado por zg m,, jm| < [\‘/I:] que, por lo tanto, cumple la estimacién:

i 3\/_11'
Zk _ - 1r1 .
I k.om+1 Qk(2m+ ]Ttl_ 4k\/’t_ k\/_ sim290
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Z;{\;% \/.51m<0

Volviendo ahora a las variables A = v/k222 — k%72 encontramos, para k suficientemente
grande. que los autovalores Ay con 0 < |m| < [V/k] cumplen las estimaciones (3.48).

| zkm + (2m+ Diri

Pasamos ahora al estudio de las autofunciones que corresponden a estos tltimos autovalores.
Consideramos funciones de la forma

—1yn+1,; 1 ¢
( D . sen 2ﬂ+_1ry cos knz \

2 2
\/k2 + (2m2+ 1)—”

(3.52) Vkm =
(—1)™*! sen 2_;-_111'3; cos knz

P
oo
\-__

£t 2m+1 2m
v observemos que sen =————my cos kxI, sen

2 2 2
K4 (2m2+ l) .

las antofunciones del problema:

I

7y cos kwz | son

(htt_A¢=0 en QX(O,CO)

(3.53) g—f =0 sobre Ty x (0, 00)
=0 sobre Ty x (0, 0c).

Proposicién 3.3 Las autofunciones @) correspondientes a los autovalores A = A\, encontra-
dos en ¢l Teorema 3.3 satisfacen:

(3.54) @ — P,m <

SI

donde ¢ e€s una constante que no depende de k y m.

. Demostracién:
En este caso hemos visto que

2
VA 4 kIrl =y = Q%i_l;”.i.a(k ) con Ja(k)| < \/%

Escribimos la autofuncién ) en la siguiente forma:
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t
{ %cosh (VAT 4+ k2rn2(y — 1)) cos krz \

—cosh (VA2 + k272(y — 1)) cos knx

= NS YY) =
P _% senh (VA2 4+ k?x2) cos knz

SN2 7.3
\ % senh (V' A? 4 k%n?) cos knz

ny cos krz \

( (—l)mécosh a{k)(y — 1) sen 2_m2:f-_1
_ (—1)™*1cosh a(k)(y — 1) sen 2_m2+_1 7y cos knz +
0
\ 0 /

/ (—1)m+1%5enh a(k}y—1) cos 2Ln2+—1 Ty cos krx \

(=1)"1 senh a(k)(y — 1) cos o 111';!; cos krzx

+ VAT ¥ k22

(—1)m+]i 37
VA% + kn? |
\ — cosh a(k) cos krz )

Sean de nuevo ¢} v 4 las dos funciones en las que hemos descompuesto la funcién y.
Evaluamos primero Ja norma de % en A"

cosh a(k) cos krz

(-1

1 g1 2
i35 = ] f H senh a(k)(y — 1) cos 2m + lwy cos krz| +
o Jo
1o g 2
+/ f { ]E‘:\Z senh a(k}{(y — 1} cos 2_m2j__11ry sen krz|{ +
o Jo

+ IO(;\‘) cosh a(k)(y - 1) cos 2m2+ lny cos knz + (2_m§_-l)-‘__1)__7[ senh a(k}{y — 1)x
2 1A 2
X sen 2m‘ Ty cos krz } +/ f senh a(k)(y ~ 1) cos 2_1712+_1 Ty cos krz| +
o Jo

cosh a(k) sen krz

N W = ? SR
+ ’ |—X~’——— cosh a(k) cos krz| + —

\
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1| /X2 + k272 2 1 "
+ f _J;I._ cosh a(k) cos kme|. 5-]#{ l%‘s’éﬁﬂ a(k)(y _
0 - 0

+ ‘o-&k) cosh a(k)(y — 1)

2 2 2
" (“ + (=5 ) 77| senh a(k)(y = DI + | senh a(k)(y - ”'2} ¥

\/X-’-f-k'-’ P
« k) + |[———

2

a(k)] <

‘,/Xz_*_kz Py

la(k)__ Ja(k)? E)r 2
<
<AE O np > + 4la(k)?+
Nl N vy T [
e i e T R S

< 14]a(k))? + 60[a(k))? < CT’k

donde hemos tenido en cuenta que, para k suficientemente grande,

2 22

3 < 2fa(m)], | senh a(m)] < 2[a(m)jy | cosh a(m)| <'5.

Se obtiene por lo tanto que:

(3.55)

’

2 [
L4 —_—
“(Pz\”rv = \'\/E

Pasamos ahora a evaluar la norma de {©} — ¥4 ) en A

Ty cos krz}’+

- 1 rl i 1 2m + 1
A== [ [ —— + 5 cosh a(k)(y ~ 1)| | sen T
/(252)" ko

I

: + 1 cosh a(k)(y — 1)| Jkr sen ==

[ LA
0 Jo (2m12 2. A 2
2 ™ f

+ (a&k) senh a(k)(y — 1)) { sen 2m

Ty sen kwz|® +

1 2
Ty cos krz)

+ ! = + % cosh a(k)(y-1) (2m + lwrm-i-—lry €os k'.'r:c) +
(R S
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2m + 1 2
(1 — cosh a(k)(y— 1)) sen 5 7Y cos krz] <

I £l
)k
0 Jo
2

. .
<] ’2 +§cosh alk)(y-1)| +
“ Uy () + ke

2

2 + |1 - cosh a(k)(y - 1)* +

+‘ ;n senh a(m}{y — 1}

2

2m +1\* i
+(( Qﬁ—ﬂ:z) \/(z_rnﬂ;’+k2,r+§mh alk)(y-1)| ; <
2

2
< i +3 +f0' 11 < cosh a(k)(y - 1))

2
+

A

2
) X
() i
(2m2 1) + k27
3 1
+((2m+1) +k2)172/
2 0
1 2 ? !
+/ IQ(L) +/ |1 — cosh a(m)(y—1)|2S
ol A 0
CH

< T+ A0l + 257 + Sla(m) + dla(k) + ok} < T

donde hemos tenido en cuenta que, para m suficientemente grande,

2
+

%(1 - cosh a(k)(y - 1))

senh a{k)(y-1)

{1 = cosh a{k)] <2]a(k)]|.

Obtenemos de aqui que

Sl
e b4

(3.56) Heh = Pem IS S

Las estimaciones (3.55) ¥ (3.56) implican que

Sl
e

| ox = Dim la<
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3.2.4 Autovalores de médulo menor que v2k7 y mayor que k7 (segunda
parte) T

Pasamos ahora a localizar las raices de la ecuacién (3.16) que hacen la transicién desde la zona
estudiada en el Teorema 3.2 a la zona estudiada en el Teorema 3.3. Estos son los autovalores
Akit(g4+1): Ak.t(g+2)y v Ak tk CON ¢ = [VE] Para empezar necesitamos el siguiente lema:

Lema 3.5 Para cada k € IN", la ecuacidn:

(3.57) etbs o Tk

—FTF k33
tiene una sucesion de ceros imaginarios *( i, m € IN*, donde (4 ., € R, es la raiz positiva
de la ecuacion:

. n?
(3.58) tg k¢ = Y
situada en el intervalo (%w, 21:12:- 11r) .

Demostracion:
Buscamos raices de la ecuacién (3.57) de la forma z = (i y por lo tanto { tiene que ser una
raiz de la ecuacién:

(3.59) hti o T kC

L i T :

Igualando a cero las partes reales e imaginarias de la ecuacién anterior se obtiene:
—72 cos 2k( + k(3 sen 2k( = x?
k¢ cos2k( + 72 sen 2k( = k(3,

lo que es equivalente a:

{ 2 cos k{(—n? cos k( + k(3 sen k() =0
2 sen k({(—n? cos k({ + k(3 sen k() = 0.

Como cos k¢ y sen k(¢ no se pueden anular al mismo tiempo, resulta que los ceros de la
ecuacion {3.59) vienen dados por los ceros de

—7? cos kC + k¢3 sen k=10

V. por consiguiente, son los ceros de la ecuacion (3.58). Ademas sabemos que esta ecuacién tiene

2m+1
un sé6lo cero en cada intervalo (Ln-‘ﬂ', T:-—-Tl’) que denotamos por (i m.

k
Reciprocamente, invirtiendo el razonamiento, se obtiene que los ceros de la ecuacién (3.58)

son ceros de la ecuacién {3.57).
]

Pasamos ahora al estudio de los autovalores ’\k.i([w‘?/F]H)’ ’\k,:t([\“/i]n)' very Aktke
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Teorema 3.4 Para todo k € IN* suficientemente grande las raices Ay, de la ecuacion (3.16)
con [/k] < |m| € k cumplen las siguientes estimaciones:

[Ak,m — SRR k2 Cf‘mil < yi; siImigm >0, (k>m>[VE]>0),
|z\k.m +y/TR2+ R il < 71; siImlgm <0, (—k<m<-[Vk]<0),

donde (im son las raices de la ecuacidn (8.58) encontradas en el lema anlerior.

(3.60)

Demostracién:
El cambio de variable A = vk?2% — k%72 transforma la ecuacién (3.16) en:
(3.61) 2kz _ _Zz—ﬂz—k23+zm

22 g2 4 k23 — 2v/22 — 72

(‘onsideramos la regién del plano complejo definida por:

=4z <zl €27, |Rez| £

G*= {” 2\/_

v demostramos que la ecuacién (3.61) tiene un conjunto de ceros zx . en G? que cumplen la
siguiente estimacion:

?‘lH

Imz)O}

(3.62) |2k.m —camzs—\/—— m € {[Vk]+1, ... K},

donde ¢, son los ceros reales de la ecuacion (3.58) encontrados en el lema anterior.
Ohservemos que, si m € {[V/k] + 1, ..., k} entonces (i m pertenece a G2,

Escribimos la ecuacién (3.61) en la siguiente forma:

ks _ 724 k23 2z(kz* — n2/z2 — 7%)

—r2+ kD (=7 4 k23)(2? - 12+ k2 - 22T — w2)

v. aplicando el Teorema de Rouché, demostramos que los ceros de la ecuacién (3.61) estan
proximos a tos ceros de la ecuaciéon (3.57).
Consideramos primero la funcién:

2z(kz* — w2y/22 — 7%)
(-2 4 kz2®) (22 = #2 + k28 — 2v/2% — 7?)

e intentamos encontrar una cota superior para g en la region G? del plano complejo.
Evaluamos primero el numerador de g:

|2z(kz? = 7%V22 — 2?)| < 2k|z|® + 273 z|? + 473z

glz)= -

Se obtiene que:

6k|z|® si <zl € .

7 = 1= a7

122(kz* — 72Vt = 7?)| £ 2\/’T Ve
673|2], si —= < |z} < 27

\‘/E
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Evaluamos ahora el denominador de g:

(=72 + k)22 mn? + k22 = 222 — a2)| 2 | =22 + k23] (| = 2+ k23| = |2|(|2| + /) 2|2 + 72) >

> =nt 4+ k2 - 5rzf| - 7%+ k23

0y T
Si < |zl € ==y |Rez| < 1 tenemos que, para k suficientemente grande:
2 a k"’ - | | {/E | | -k q H p g

| — w2+ k23 > Re(-n2 4+ k%) > 32[
St — \4/-’-_ < |z| € 27 tenemos que:

2
| —m2 4+ k2 (- +k23[— [2|(lz] + /2|2 + 7)) > \/_k|2| (‘/_l I - \/rr_

De las iltimas dos desigualdades se obtiene que, para todo entero k suficientemente grande.
se cumple:

T
en i —= < |z € =,
3 P 4
=72+ k) (2= n2 4 k2® — 2v/22 - 2?)| > 2Vk . vk
cz\/i.:k|z|4, si _\‘/Z <lz| < 2n

donde ¢y ¥ ¢, son dos constantes positivas que no dependen de k.
Volviendo ahora a la funcidn g se obtiene que, para todo k suficientemente grande:

lg(2)] € ﬁ, para todo z en G2,

donde r es una constante positiva que no depende de k.
Estudiamos alora la funcién:

72 4+ k23

.} = 2kz _
f(") € —1f2+k23'

. - . . . 1
Consideramos, para m € IN*, los circulos 7E‘m de centros (xm ¢ y radios ri , = Z*'—\/E
Con el objetivo de acotar por debajo la funcién f sobre las circunferencias 7y, ,, consideramos

, - . . 1
los circulos ‘rﬁ.m de centros (k,m t y radios Rgm = z

En el dominio G? la funcién f es analitica y, aplicando la férmula de Taylor alrededor del
punte (., i, se obtiene:

(-';-63) f(2) = fCem )+ (2 = Com ) (Com i) + (== kai)’/ FO)dC

2ri 2 (0= Cem )¢~ 2)

Acotamos el término de error sobre las circunferencias v2 . :
1

_Ckm?)27[ | "km 2 Ry M ~ M
2 (¢— Ckmz)z —z)l" 27 R}, (Rim—Thm) VE(VE-1)
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donde .M es una cota superior para la funcién f sobre las circunferencias 52 .
)
Para encontrar el valor de M procedemos de la siguiente manera:

2k 2 72 4 k23 2% 2 T2 4+ k2 2% |Re | 27
=) = _—— i< + 1< 14
f(z)i = e o L (e 7w F k3|~ 1 |72 =7k 23|

1
Como [Rez| < z en G?, obtenemos que |7 — k23| > 1 y por lo tanto

f() < M=e*+1+2r%

Se obtiene que el término de error en la férmula de Taylor se puede acotar, sobre las circun-
ferencias 1% . por:

(2= Chm i ilarle | M
2ri 2 A= Gem 12 - 2)

T VR(VE-1)
Evaluamos ahora el término:

Gfrzlc(,f,m
(—7% = F‘Zk,mf)z ’

(2 = Chom ) (Ckom 1) = Thom |2k Chmt

Teniendo en cuenta que (k. 7 son raices de la ecuacién (3.57) se obtiene que:

R 3! : 6%k 2!
I(-—gl.rrl)f(Ckmf)I—~7‘km2LT - - 277 Cs vile
ka,m (=2 = k(i)
o+ &2 6.,.,1.4:_3.LC,\_,,.,
= rik.m 4 4 2.6 > 2‘lﬂ"km
+ R0 m

Volviendo a la férmula de Tavlor se deduce que, si z pertenece a las circunferencias 47, :

1SN 2 2 = Ceom DF (G ] == ”2] KoL
.- m? m‘l —
b km ?) I (e Ckmt)z((; =52

271

__.._2_'0'_>£
IRE-1) = ¥

Se obtiene finalmente que |f(z})] > |g(2)] para todo z perteneciente a 7¢ .

> rik,m -

Aplicando el Teorema de Rouché resulta que la ecuacién (3.61) tiene, en cada circulo 9{ .

una sola raiz que denotamos z; ,, que cumple las estimaciones (3.62).
La conclusion del teorema se obtiene inmediatamente mediante el cambio de variable: A =

ViR ¥ 222,

—n
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Observacién 3.12 Las raices (x m de la ecuacion (3.58) se aproziman, cuando k permanece
. . : mm gy .
constante y m tiende al infinito, a los valores —. FEsto nos indica el comportamiento de los

autovalores Ay ., estudiados en el Teorema 3.2.
Por otro lado, cuando m permanece constante y k tiende al infinito, las raices (i,, de la
(2m + 1)r
2k ’

ecuacion (3.58) se aproziman a los valores Redescubrimos ast el comporteiricnto

de los Ay . estudiados en el Teorema 3.5.
« Los autovalores Ay ., del Teorema 3.4 son los que corresponden a la transicion de una zona
a otra.

A continuacion demostramos que las autofunciones correspondientes a estos ultimos autova-
lores tienen la misma propiedad de que las ultimas dos componentes se anulan asintdticamente.

Proposicién 3.4 Las autofunciones ¢, correspondientes a los autovalores encontrados en €l
Teorema 3.4 satisfacen:

3 4
(3.64) Iexltmre) _ oy bl _

Pl—ee  [lexllx Di—co @AY
donde ) es la componente j-€sima de la autofuncion ¢).

Demostracion:
Los autovalores A, encontrados en el Teorema 3.4 estan proximos a los valores | /m2 k% + k2 (2 4,

donde (., son raices de la ecuacién:

2

(3.65) tg k¢ = k%

Si volvenios al primer parrafo de este capitulo vemos que el Teorema 3.1 nos asegura la

" . . : s = [r2} 22 ;
existencia de unos autovalores vy », que vienen dados por la expresién vg,, = /72 k2 + k2 pf 1.

donde o4, son las raices de la ecuacion:

3. tg ko = ———.
{3.66) gre Py

2

‘s . . g [44 -
Se observa que la ecuacién {3.65) se obtiene despreciando el término £g3 o0 la ecuacién
' 2

(3.66). lo que es perfectamente justificado si p € G2.
Mediante un razonamiento similar al del Teorema 3.4 obtenemos que los autovalores Ax
encontradas alli cumplen las estimaciones:

‘,\Lm T2k k2R |<——51Im).km>0 (k2m>[\3/5]>0),
l‘\""’“ +\ /PR k2R, I<7_ESIImAkm<O (—k <m < —[Vk] < 0),

donde op. . es la raiz de la ecuacidn:

{3.67)

n.2+92

4 68 NP o
(3.68) tgko T
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ituada ] intervalo (-n}—':rr g-nig
situ en el in Pt ‘ r].

Obtendremos asi una estimacion que relaciona los autovalores Ay ,, con los autovalores v m

del problema conservativo que son iguales a /7% k% + k? gz’mi (vease el Teorema 3.1).

Se deduce por lo tanto que, los autovalores Ax,, encontrados en Teorema 3.4 cumplen las
estimaciones:

, 1 3
(3.69) Akm — Vim| < —= para [Vk] < |m| < k.
| Ak, k.!_‘%p [VE] < |m]

Como las autofunciones correspondientes ¢, _ v &, .. tienen la misma forma se puede
deducir. a partir de la relacién anterior, que:

1
“‘P,\g,m - ka.m”/t' S 5_\/];'

Las propiedades de las autofunciones ¢, se deducen inmediatamente tenjendo en cuenta
las propiedades de las autofunciones £,,  obtenidas en la Proposicién 3.1.

Los Teoremas 3.2. 3.3 y 3.4 proporcionan estimaciones para los autovalores (Agm )mez.
Seaiin podemos comprobar ficilmente, todos estos autovalores tienen la propiedad |Ag x| > k7.
Quedan por analizar los autovalores A7 y A;™ que, como vamos a ver, son los dinicos de médulo
menor gue k.

3.2.5 Autovalores de médulo menor que k7

Pasamos alora al estudio de las raices restantes de la ecuacién (3.16). Igual que en el apartado
2

A 2
anterjor. hacemos el cambio de variable (E) + 72 = zcambio de variable (%) 472 =z

con la cnal la ecuacidén (3.16) se transforma en:

(3.70) (2 22— k2 22 = w?
St = - B
22— w24 k23— 222 — 72

El Teorema 3.2 nos asegura que dentro del cuadrado de centro 0 y lado 7 + j—: existen

2k + 1 + N raices. donde N es el nimero de ceros del denominador que se encuentran dentro de
este cuadrado. Observemos que en el Lema 3.1 hemos demostrado que N = 3. Como ademas
en los Teoremas 3.3 v 3.4 hemos localizado 2k raices z; en esta zona (k con parte imaginaria
positiva v otras k con parte imaginaria negativa) quedan por encontrar las 4 restantes.

Proposicién 3.5 La ecuacion (3.70) tiene, para cada k suficientemente grande, cuatro raices
—z; y —z;" con las siguientes propiedades:

- -

e R

- = 1 %
(3.71) i —ail S 53 ¥ & =5,
donde oy €5 la raiz de (5.20) encontrada en el Lema 3.2.
Observacién 3.13 A las cuatro raices z;, z3*, —zj ¥ —2;°, encontradas en este leorema, les

corresponderdn. mediante el cambio de variable hecho al principio de esta subseccidn, sélo dos
autovalores A del problema.
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Demostracién:

En el circulo &, de centro | v radio - la funcid
1 el circulo 1 € centro k yra IOW a juncion

h(z) = 22 = 1% — k2% + 2V/22 — #2

[2
. .. P af e -
no se anula { las tres raices de esta ecuacién estin situadas cerca de ?wt-, donde &; son las

tres raices cibicas de —1, como vimos en e} Lema 3.4).
Escribimos la ecuacién (3.70) en la forma

(3.72) o=tk _ 22~ 7l 4+ k2P — 2/27 — 12
- T 22— n2_ kB4 /2 -2

. , T
Si = pertenece al circulo é; tenemos que Rez > m y por lo tanto:

2% —
le—2kz - e—’lk'Rez <e 2\3/]; = e—:re/k_z.

_ .1 .
Cousideramos ahora un circulo €’ centrado en aq v de radio — (ver Fig. 4).
1. kz q

Como el circulo C' estd situado dentro del circulo &, se obtiene que:

T

~2k-—=
(3.73) le-z""-’ =<e 22WkzemVF yecn

En el circule €’ la funcién

u(zy)= 22 — 72 4+ k28 — 2/ — 72 -

es analitica v tiene un solo cero, ay.
Para obtener informaciones sobre u evaluamos:
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a
—len] 24+ —===|] >
a? ~ g2

/(1)) 2 |3ka| ~ | |\/a} - 2

> 3k—T _ laa) + 7 + |ay] |2 21 > Vk
4k? ! : od — 72

si k es suficientemente grande.
Aplicando el Teorema de Taylor resulta que:

|u(z) = w'(a1)(z = e1)| < alz = n|?

donde a es una constante que depende de k.
Sint embargo. tenemos que:

la] < sup {|v"(2)] : 2 € Int C'} < k.

Se obtiene que. para z sobre la circunferencia de ',

lu(2)} > [e'()]|z = e1] — alz — oq ] > =k

Para = sobre la circunferencia de C’ resulta que:

P e Y T At

22w w2 k23 g 222 2

|u(2)]
T k22 4 w2 | 4lzlz = V22 = 12

1

2 1
> > —.
Tl 4 k|23 42|22 4 w|2] T k3

Resulta que. para k suficientemente grande y 2 sobre la circunferencia ', se tiene:

! I |-y2 o2 L3 LY ﬂ-_2
T e

22— 72 — kS 4 222 ~ x2|

De] Teorema de Rouché se deduce que la ecuacién (3.72) tiene una raiz z; en C’.

Notemos que si z; es raiz de la ecuacién entonces z;* = z; también lo es.

Observemos ahora que mediante el cambio de variable z = —s la ecuacién (3.70) no cambia.
Por lo tanto. si z; y 2" son raices de esta ecuacién, —z; y —z;" también lo son.

. . 1 .
Observacion 3.14 Como hemaos visto z; = oy + O (F) y, por lo tanto, teniendo en cuenta

. arr 1 fx 1 . , )
¢l Lema 3.4, 25 = - + 3 V= ito W . Observemos que 2} son las primeras raices de la

tenacian (3.70) que encontramos con la propiedad de que Rekzi — oo yImkz; — oc cuando
ho— o,
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Hacemos ahora el paso a los autovalores A de la ecuacién (3.16) correspondientes.
. _\\

Teorema 3.5 La ecuacién (3.16) tiene, para k suficientemente grande, dos raices conjugadas
Ay ¥ AL con las siguientes propiedades (suponemos que Im Ay > 0):

(3.74) At — ka2 - k2n2

1 -
< - A* - A“
k! Y k ks

donde o es la raiz de (3.20) encontradae en el Lema 3.2.
Como consecuencia, los autovalores A} tienen la siguiente propiedad:

(3.75) ReAy — % cuando k — oo.

Demostracion:
A 2
Deshaciendo el cambio de variable (I) + 72 = z y utilizando las raices encontradas en
la Proposicién anterior se deduce que la ecuacién (3.16) tiene dos raices conjugadas A} v AL~
COmn.

A= K22 - k2n2, A7 = Jk3(a)? - ke,

Evalunainos la diferencia:

AL~ k2 (ay)? — k22

_RED2 - K@) K - e+ o)
AL+ VE*(a1)? - k?r? |/\i +/k*ay)? = k2r?

[(AD)? = (K*(en)? — k2n?)]
AL+ k¥ ay)? — k%x?

IA

< IZE”+O.’1| < L
" k- nr+ Sap=w| R

Un resultado similar se obtiene para los autovalores Ar*.
Antes de pasar a demostrar la propiedad (3.75) observamos que:

(Rec)2=%(a+\/a2+'bz) S (=vatbi, abeR

En efecto, si { = a + 31 resulta que:

) K|2=02+ﬁ2=‘/02+52 N a2+ﬂ2=\/a2+b2
) (P=o? - +2fi=a+bi ol -fl=a

de donde se obtiene la férmula deseada.

¢« Volviendo a nuestro problema y teniendo en cuenta que A} = /k2%(z})? — k?r2 obtenemos:

(Re W) = 3 (k257 + KA(Re )2 = (Im 7))+
{(3:76)

+y/(=k2n2 4 K2((Re 25)2 — (Im 25)2))? + (2K?Re 2 Im z;)?) .
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Necesitamos ahora la informacidn adicional sobre la parte imaginaria de z;. Para esto usamos

la estimacion del Lema 3.4:
a ."-2 1 T 1
« = \/"E'+§\/k2’+°(€/_§)‘

Como la Proposicién 3.5 nos asegura que la rafz z; de la ecuacién (3.70) tiene la propiedad:

obtenemos que. para k suficientemente grande:

o - Jfm? 17 . 1
{3.77) 2z = %-}53%:-{-0(1@).

Usando la férmula (3.76) obtenemos sucesivamente:

(Re A3)? = % (—k21r2 + k2 ((Rez0)? = (Im )M+

1 J(ck2r? 4 B (Rezp)? = (Im 23)2)° + (2K2Re 21 Im 27)° ) =
Vi

= 2k Re z; Im 2})* [k%ﬂ -k ((Rezp)? = (Imz))+

-1
\/(~k272 4 K2 ((Re 27)? = (Tm 20)2))? + (2K Re 23 Tm 27)° } :

Aliora. teniendo en cuenta las estimaciones para las partes real e imaginaria de z;, que vienen
dadas por (3.77). se obtiene que:

1
REA;_"E, 1=1, 2

Observaciéon 3.15 En el teorema anterior hemos obtenido las estimaciones (8.74) para los

2

autovalores A} y A", Teniendo en cuenta que (1) = ¥ % + o(%), se obtiene que los
auwtovalores Aj, y A" tienen el médulo menor que kn. Es el momento de recordar que el operador
conservativo tenia también dos y sélo dos eutovalores de modulo menor que km, vy y v} (vease
el primer apartado de este capitulo). Son estos dos autovalores, que para cada k tienen el
maodulo mds pequenio, los que se desplazan hacia la derecha en el problema disipativo. Sdlo
las autofunciones correspondientes a estos dos autovalores son disipados uniformemente a altas
frecuencias.

Las autofunciones del operador disipativo correspondientes a los autovalores A} encontrados
en la Proposicion anterior se escriben:
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4
( V(AR + k2x? nlh (VO3 + kzwz)COSh (V(AD)? + k2r2(y = 1)) cos knz
k se i
AL
- ===——cosh {1/(A})? + k?72(y — 1)) cos krz
$ar = \/(,\;)2 + k272 senh (\/(A;P + k21r2)
—i_ cos krz
k
\ cos knz )

v ninguna de las componentes de esta funcién tiende a cero cuando k tiende al infinito en la
norma correspondiente del espacio de energia. '
Notamos por c,:“}\;, 7=1,2,3,4 las componentes de la autofuncién ©as-

Proposicion 3.6 Con lus notaciones anteriores tenemos:
i) Las autofunciones {(p,\;}k convergen débilmente a cero en A’ cuando k tiende al infinito.
i) Las sucesiones {¢.}x no convergen fuerte a cero para ningin j = 1,2.3.4 en €l espacio
k
corvespondiente,

Demostracion:

1} La convergencia débil a cero de la sucesién {p\-}4 se obtiene ficilmente observando que
todas vienen multiplicadas por la funcién cos A7z y que satisfacen la ecuacién eliptica corres-
poudiente.

ii) Demostramos primero que {np?\r;}k no tiende a cero en la norma de H(0.1). Tenemos:

1 1 1 1+k271'2

3 2 2
-3, = e— cos krz +f kmsen kraz ) = —
||$",\k”H’(0.1) |AE|2 (/0 | l 0 | ' _21*:1.2_

Como (A})? = —k?72 + k2ay + O(k) = —k%z? 4 O(k) se obtiene que cp‘:’\; no tiende a cero en
H'(0.1). También es evidente que Lp‘f\; no puede tender a cero en L2(0,1).

Pasamos ahora a demostrar que (,9}\; no tiende a cero en H'(Q). Evaluamos primero la
expresion:

2
2 1
lax|* = — =
VA2 + k272 senh (/(A0)? + k2n2)
. _ 1
o [(A3)2 + k2m2} (l senh Re \/(A;)2 + k%2722 + | sen Im \/(/\;)2 + k21r2|2) -

Pasamos ahora a evaluar la expresién:
E

[l cosh (/(A)? + k2x2(y — 1)) cos knzl| gy =

= 2 [ (1 cosh (/R KmHy = D)+ k27 cosh (/IR0 ¥ Rri(y - 1))
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+ ((A)? + k?n7)| senh (\/(A7)? + k2n2(y - 1))]2) =

1
= %.[0 ((_l(/\i)? + k21T2] 4 kix? +1) cos (Im /(AI)Z + k27r2(y - 1))+
+(|(/\;)2 + kz','r?l + k21r2 + 1) senh (272.6 (,\;)2 + k21r2(y _ 1))) =

(=1(A3Y + K2x? + k¥n? + 12 4 k222
8Im \/(31)? + k*n?

+

(I(A3)? + k?m%| + k2x% + 1) senh 2Re (/(A})? + k2n?
+ .

8Re /(ALY + k?n?

Teniendo ahora en cuenta que (/(A1)? + k2r2 = kzj = Vk?r? + LVkmi+ of Vk) se obtiene
(]\]("

1 . v=
lfexs 1l .

De una manera similar resulta que Hg.oi; {z2(n) tampoco tiende a cero.

Observacién 3.16 La Proposicidn anterior nos indica que las autofunciones correspondientes
a lus autovalores A} son las inicas autofunciones con la propiedad de que las dltimas dos compo-
ncnles no se anulan asintéticamente. Por ofra parte, las soluciones correspondientes del sistema
tnicial liernen un decatmiento uniforme.

3.2.6 Conclusiones

En el Teorema 3.2 hemos localizado, para cada k € IN, todos los autovalores de modulo mayor
que v/2kw v hemos demostrado que hay otros 2k + 2 autovalores de modulo menor que /2k7. En
los Teoremas 3.3 v 3.4 se localizan, para k suficientemente grande, 2k autovalores de los restantes.
Por 1ltimno. en el parrafo anterior se obtienen estimaciones para otros dos autovalores, si k es
suficientemente grande. Observemos que, de esta manera, hemos localizado todos los autovalores
de tnddulo suficientemente grande.

Los tipos de autovalores A y su distribicién estdn descritos a continuacion:

i) autovalores A gue se acercan a los autovalores del problema Neumann (3.43). Se obtienen
considerando vibraciones con frecuencia grande en la direccién y.

ii) autovalores A que se acercan a los autovalores del problema mixto Neumann-Dirichlet
(3.53). Se obtienen considerando vibraciones con frecuencia grande en la direccién z.

ili) autovalores A que hacen la transicién de los autovalores encontrados en i) a los autovalores
encontrados en ii).

iv) dos autovalores AL ¥ A}~ de parte real que no tiende a cero y con la particularidad de que
la energia concentrada en I'g no tiende a cero a altas frecuencias.

La grifica de la pagina siguinte nos indica la localizacién de los autovalores, para un & fijo.
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. . AUTOVALORES TIPO
. NEUMANN

V2kn
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Fig.7: La sucesion de los autovalores para k fijo

3.3 Comparacion de los resultados

Entre los autovalores del problema con disipacién y los autovalores del problema conservativo
existe una estrecha relacién, que ponemos de maniftesto a continuacién.

En primer lugar. los autovalores con parte real “significativa” del problema disipativo, A}
¥ Ap** corresponden a los autovalores v} y ve** que vienen dados por la ecuacién (3.10). En
ambos casos se trata de los autovalores con el menor médulo para cada & fijo. El resultado del
Teorema 3.5 nos indica que solamente estos autovalores son disipados uniformemente.

" Los autovalores (Ak,m)mez+ corresponden a los autovalores (Vg m)mez+ del sistema conser-
vativo que vienen dados por la ecuacion (3.8).

Los distintos comportamientos de Ay ., corresponden a comportamientos similares de los

autovalores vy . Tal y como se mencionaba en la Observacién 3.2, fijando k y haciendo m tender
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al infinito los valores v ., se aproximan a v'k? + m2x i igual que en el caso de los autovalores
At.m. Por otro lado, si fijamos m y hacemos k tender al infinito, los valores vy ,, se aproximan a

2m + 1\? | i3t . -
\/I:? + (—-—2—) 71 igual que los autovalores Ak »,. Por dltimo, como vimos en la demostracién

del Teorema 3.4 existe una correspondencia biyectiva entre los autovalores Mg, de transicién y
un conjunto de autovalores vy ,, del problema conservativo. Las dos sucesiones se aproximan a
los mismos valores puramente imaginarios que vienen dados mediante la ecuacién (3.8).

En general, podemos afirmar que los autovalores del problema disipativo se acercan asinto-
ticamente a los autovalores del problema conservativo, con la excepcidén de los A} y AL".

Las propiedades de las autofunciones correspondientes son similares. Tanto para los auto-
valores Ap,, como para los autovalores v, las dltimas dos componentes de las autofunciones
correspondientes se anulan asintéticamente. Este fenémeno no se encuentra ni en el caso de las
autofunciones correspondientes a A} ¥y AL"* ni en el caso de las autofunciones correspondientes a
tos autovalores v y vi™.

3.4 Sobre la propiedad de completitud de las autofunciones

En este apartado nos proponemos estudiar la propiedad de completitud de las autofunciones
del operador diferencial unidimensional corespondiente al sistema inicial y la posibilidad de que
és1as formen una base de Riesz en el espacio Y = H(0,1) x L*(0,1) x R x R.

También estudiamos si las mismas propiedades son ciertas para el operador bidimensional
A. arociado al sistema inicial.

LCinpezamos con dos definiciones:

Definicién 3.1 Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesion de elementos (e;)n>1 se¢ llama
completa en M si, para cualquier elemento ¢ € 'H eziste una sucesion de escalares (ay)n>p lal

que: .7 anen = T,

Definicién 3.2 Sea H un espacio de Hilbert. Una sucesion de elementos (e,;)n>y se llama base
de Ricsz en M si es completa y existen dos constantes positivas ¢, y ¢; tales que, para cualquier
sueesion do escalares (@q)n>0 s€ tenga: ¢y o2y |an|? < |20, an enl? € 2%, |anl?.

La nocion de base de Riesz es una generalizacién natural de la nocién de base ortogonal y
tiene nna granu utilidad para expresar soluciones de ecuaciones diferenciales y dar estitnaciones
de las normas de éstas.

Consideramos primero el sistema unidimensional siguiente, que se obtiene del sistema inicial
(1.1) fijando la frecuencia de vibracién en la direccién z:

Vi — Pyy + K202 =0 para y € (0,1),1 € (0,00)
Pyu(1) =0 para t € (0,00)

(3.78) Py (0) = —w, para t € (0,00)
wy + k*r%w 4 ,{0) =0 parat € (0,00).

Nos proponemos a continuacién estudiar las propiedades de las autofunciones de (3.78).
Recordamos antes lo que es un operador Hilbert-Schmidt (vease Reed y Simon [44]).

Definicidn 3.3 Para un operador positivo T € L(H) el nimero trT = 3 27 (€n. Tey), donde
(tr)np1 €5 una base ortonormal de N, se llama la traza de T.
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(=221

Definiciéon 3.4 Un operador T € L(H) se llama de Hilbert-Schmidt si trT*T < oo, donde T*
es el adjunto de T o

-

Teorema 3.6 Si k > 0 el operador diferencial AL asociado al sistema (?-78) es un operador
antiadjunto en Y cuyas autofunciones forman una base ortonormal en Y.
Ademds, el operador acotado (AL)™! es un operador Hilbert-Schmidt en Y.

Demostracién:

Mediante un cdlculo semejante al del Teorema 1.1 se puede ver que AL es antiadjunto y con
resolvente compacta en ). La teoria cldsica de los operadores de este tipo nos asegura que las
autofunciones forman una base ortonormal en Y.

Para demostrar la dltima afirmacién utilizamos el siguiente criterio (vease Reed y Simon
[44]. Teorema V1.22, p. 210): “Un operador compacto T € L(H) es Hilbert-Schmidt si y solo si
S a |A)? < . donde A, son los autovalores de T”

Las estimaciones sobre los autovalores del operador AL (vease la primera seccién) nos indi. ..-.
que {AL)™! es un operador Hilbert-Schmidt. En efecto, los autovalores vy, de AL cump-
para cada k > 0y m € Z*, |m| > k la siguiente estimacion:

| vim — VE2+m2ri|<

7

{mlx

v por lo tanto:

1 1 _ W —vm? 4RI 3
Vkm  VmEtkiri|  |venmllVm? + &2mi]  Iml|

1 : .
Los autovalores del operador (AL )~! son exactamente —— de donde. usando la estimacién
Viom
anterior. ohtenemos que:
2

< X,

Vi,m

>z

m

Por lo tanto el operador (AL)~! es Hilbert-Schmidt.

Pasamos ahora al estudio del sistema unidimensional disipativo:

d)tt - IJj_l,ry + k‘z?rz':b =0 para y € (0! 1)1t € (01 OO)
Py(1) =0 para t € (0, 00)
(3.79) 2, (0) = —wy para t € (0, 00)

wye + k*r?w + wy 4+ ¢(0) =0 - para t € (0, 00).

. Sea A! el operador diferencial asociado a este sistema.
Evidentemente A! = AL + P4, donde P, es el operador de proyeccién sobre la cuarta
componente. definido en Y.

Teorema 3.7 Las autofunciones correspondientes al operador diferencial A' forman una buse
de Rieszen ).
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Demostracién:

Como A" es una perturbacién acotada de un operador antiadjunto A}, cuya resolvente, en
v = 0, es un operador Hilbert-Schmidt se deduce que las autofunciones de .A‘ forman un conjunto
completo en ) (vease Goberg y Krein [16], Teorema 10.1, p. 276).

Para demostrar que el conjunto de las autofunciones forman una base de Riesz en Y es
suficiente demostrar que:

oo

(3.80) 2 M

I = < 00,
nm,nEm -"ém'lz—

donde ¢, son los autovalores del operador (~i.4!)~! (vease Goberg y Krein [16), Teorema 4.1
pp. 320-330).

Observemos que (, =

H

; donde Ay, son los autovalores del operador A’ para k fijo.
k,n

Se obtiene que la condicién (3.80) se escribe:

i ReAgn 'Re)\km

{3.81) W . < 00

n,m,nEm

Veamos que esta serie es finita. Primero observemos que las estimaciones para A, del
Teorema 3.2 nos dan que, para cada k > 0y m > k:

24 8
Akm — VE L+ mini| € ——m=— < —.
| k,m I F“_‘“—kz_!-mz?r |m|

De aqui se obtiene que, para m y n suficientes grandes:

IRe Mgl < -,
|m|
- ) _
e Sl > VAT = - [ 2] Il
Resulta que:
3 RedaRedem i 1 B
n,m,nEm |Ak,n - )\k,mlz - nm,nEm nm(n — m)2
OO 1 oo 1-
= —_— + c .
ﬂ.‘m,szm nm(n—m)? n,,,?,;cn nm(n — m)?

Ahora, para la primera suma, tenemos:

= 21
o e o w < T o <

Para la otra suma tenemos algo similar:

nm§<mmn(m n)? anngn(m n)? —G—Zn:§<oo.

Obtenemos que la condicién (3.81) se cumple y por lo tanto el teorema estd demostrado.
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Observacién 3.17 Para k = 0 se obtiene el mismo resultado razonando primero en el espacio
I° y teniendo en cuenta que Y =Y yl.

Pasamos ahora al anilisis de las autofunciones del operador A.

Teorema 3.8 El operador conservativo A asociado al sistema (8.1) es antliadjunto en X0 y
con resolvente compacta. Las autofunciones que le corresponden forman una base ortogonal en

A.

Demostracién:

Mediante un célculo sencillo, muy parecido al de! principio de la demostracién del Teorema
i.1, se obtiene que A¢ es antiadjunto en X° y que tiene resolvente compacta.

La segunda afirmacién es una consecuencia directa de la teoria de los operadores autoadjuntos
con resolvente compacta.

Teorema 3.9 FEl conjunto de las autofunciones del operador A es completo en X.

Demostracion:

Sabemos que el conjunto de las autofunciones del operador A! es una base de Riesz para
cada k € IN. Sean (g m)m estas autofunciones.

Construimos ahora la doble sucesién (®&m)k,m, Pkm = Pkm cOs k7T

Esta sucesion es completa en X y estd formada por autovalores de A.

Observacion 3.18 La posibilidad de que las autofunciones del operador A formen una base
de Riesz es un problema mucho mds delicado. Por un lado, en las estimaciones que tenemos
parae las autofunciones de A no utilizamos elementos de una base ortogonal. Por lo tanto estas
estimaciones no nos ofrecen informaciones itiles para responder a esta prequnta. Por otro lado,
la ulilizacion de criterios en los que sélamente se necesitan estimaciones de los autovalores
(como, por ejemplo, Teorema 10.1 de Goberg y Krein [16]) no es posible, ya que las estimaciones
que tenemos para los autovalores A m, cuando m < k, no se muestran suficientes. El problema
queda abierto.

3.5 Un resultado de no compacidad

Pasamos ahora a dar una aplicacién directa de los resultados obtenidos en el pirrafo anterior.

Es bien sabido que en los sistemas hibridos unidimensionales el término disipativo frecuente-
mente es una perturbacién compacta del operador conservativo. Esta argumento se utiliza ha-
bitualmente para demostrar el no decaimiento uniforme de las soluciones de un sistema hibrido
disipativo unidimensional (vease Rao [42]). Esto no es posible en nuestro caso donde el término
disipativo (0,0,0, Wy} es, al menos aparentemente, solamente una perturbacién acotada del ope-
rador conservativo. Sin embargo, cabe preguntarse si la perturbacién que produce es compacta.

Una manera rigurosa de plantear esta cuestién es la siguiente: ;la diferencia entre el semi-
grupo generado por el operador disipativo y el semigrupo generado por el operador conservativo
es compacta’? La existencia de los autovalores (A})i encontrados en el Teorema 3.5 nos indica
que la respuesta es negativa.
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Proposicién 3.7 Sea {Sp(f)}i>0 el semigrupo generado por el operador disipativo y {Sc(t)}ipo0
¢l semigrupo generado por el operador conservative. Entonces, para todo t > 0, le diferencia
(Sp — Se)(1) no es un operador compacto en X.

Demostracion:

Supongamos que existe un instante tp > 0 tal que (5p — S¢)(1o) sea compacta.

La Proposicién 3.6 nos indica que la sucesién de las autofunciones {xs}x, correspondientes
a los autovalores A} que tienen parte real “significativa”, converge débilmente a cero en A" y por
lo tanto:

[{Sc(te) = SD(to))cp,\;H,r — 0 cuando k£ — oo.

Como ¢+ es un autovalor del problema disipativo tenemos que:

-—A; to

Splta)pr; = € ©A1

v. por lo tanto,
(3.82) [1Sc(to)pr; = e t°<,,9,\;‘|[,y — 0 cuando k — o0.

Aliora. como el operador conservativo genera un grupo de isometrias tenemos que:
[1Sc(to)erslly = [leaglly,
V. pOr consiguiente,

—4\; to

(4.33)  leal

a = [1Sctodeaslly < |[Sclto)pay — e s lly + |€_'\;‘ I leaglla

En el Teorema 3.5 hemos demostrado que la sucesién (A})x tiene la propiedad de que

1 - . "
Re A, —— =. cuando ¥ — o¢ v por consiguiente, existe &y € IV tal que Re Al > 2 >0
para todo k> k.
Obtenemos que, para todo { > 0, existe una constante ¢, que depende de ¢ pero no de &, tal
que:

IE—,\;: = e~ReApt

<1—¢.

('on f = 1, en esta tltima relacién volvemos a (3.83) y obtenemos:

(3.24) ellonglla < l1Sclto)prg — e Ppns | x

Observemos ahora que (3.82) y (3.84) implican que ||€P,\;||X tiende a cero cuando £ tiende
al infinito. lo que contradice el resultado de la proposicion 3.6.

Resulta, por lo tanto, que la diferencia ($p - S¢)(t) no es un operador compacto para ningin
>0
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Capitulo 4

Un problema de control frontera

U'no de los problemas de mayor interés prictico en este tipo de modelos es la posibilidad de
controlar el nivel de ruido interior mediante la accidn activa sobre la parte flexible Iy de la
frontera. Por ejemplo, recientemente, se ha estudiado la posibilidad de controlar el sistema
mediante piezas piezoceramicas fijadas sobre esta parte (vease Banks et. al [3]).

En el presente capitulo nos proponemos estudiar la controlabilidad mediante controles que
actnan solamente sobre Tg. La formulacién matemdtica exacta del problema es la siguiente:
dado T suficientemente grande y un dato inicial ($%, &', W° W) en un espacio £ que esta a
niestra disposicién, encontrar un control 8 = B(t,z) € H™%(0,T; L¥0,1)), tal que la solucién
del sistema:

@ti—Aq):O en QX(O,T)

ad

— = 0 sobre T x(0,T)

da¢

6_y = —-W, sobre Ty x (0,T)
{4.1) \ Wy -W._.+& =5 sobre To x (0,7T)

We(0,1) = Wi(1,8) =0 para t€(0,7T)

d(0) = &%, &,(0) = ¥’ en

W)= W09 WJ{0)=W?! sobre Ty

satisfaga las relaciones:

{ (T) = 8(T) =
(4.2)

W(T)=Wy(T) =
Se trata pues de controlar el sistema mediante el término 8 que representa una fuerza dis-
trihuida que actua sobre la parte fiexible I'q de la frontera. Sin embargo, este problema no

siempre se puede resolver. En efecto, integrando la primera ecuacion de (4.1) en § y utilizando
la condicién de continuidad de las velocidades en I'p deducimos que la cantidad:

[ edzay- [ Wz
permanece constante a lo largo de las trayectorias. Por consiguiente, (4.2) sélo es posible si:

/‘Dld:rdy-— Wodz = 0.
0 To

71
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Teniendo en cuenta ésto y como del punto de vista matematico es mas ficil considerar dos
controles. en primer lugar abordamos el siguiente problema: dado T suficientemente grande
y un dato inicial (®°%,&!, W° W) en un espacio £ que estd a nuestra disposicién, encontrar
dos controles a = a(t,z) € L*(0,T; L*0,1)) y 8 = B(t,z) € H~%(0,T; L*(0, 1)), tales que la
solucion del sistema: :

(&, - 0B =0 en Qx(0,T)
¢
a%
E-); =~-W, +a sobre [ x (0,T)
(4.3) | W~ Wee + &, = 5 sobre Ty x (0,7)

Wo(0,1) = W,(1,t) =0 para te (0,T)
2(0)=9° &,(0)=%' en 0
W(0)= W% W,(0)=W! sobre Iy

\

satisfaga las relaciones:

{ &(T)=8,(T) =0
(4.4)

W(T) = W(T) = 0.

El inétodo de resolucion de este problema consiste en reducirlo a una infinidad de problemas
de control unidimensionales, encontrar los controles necesarios en estos casos y combinarlos para
obtener un control del problema bidimensional (4.3).

Sin embargo, para asegurar la convergencia de las series de los controles unidimensionales.
en los espacios deseados, tenemos que imponer condiciones muy restrictivas sobre los datos
iniciales. Por lo tanto se va a obtener la controlabilidad de un espacio relativamente pequefio
de datos. Este resultado, no es sorprendente ya que estamos intentando controlar el sistema
actuando sobre una parte relativamente pequefia de la frontera que no cumple las condiciones
geométricas establecidas en los trabajos de Bardos, Lebeau, Rauch [6] {vease también Bardos
v Rauch [8]) ¥ que demuestran grosso modo que, para que se pueda controlar el espacio de la
energia mediante controles en un espacio de Sobolev, es indispensable que los rayos de la éptica
geométrica intersecten la regién de control en un tiempo uniforme, cosa que no ocurre en este
€aso.

En la primera seccién estudiamos la controlabilidad del sistema unidimensional correspon-
diente a (4.3). La reduccién de la dimensién del sistema de dos a uno nos permite obtern-+
buenas estimaciones y demostrar la propiedad de controlabilidad en este caso.

-~ En la segunda seccién se hace el paso al problema bidimensional inicial y también se discute
el sentido del resultado de control.

Como deciamos al principio, del punto de vista fisico, el control 8 representa una fuerza
distribuida que actua sobre la parte flexible I'y de la frontera mientras que el significado del
control o no es igual de claro. Por esta razén intentaremos eliminar este dltimo control de la
ecuacion (4.3) y resolver el problema (4.1). Este estudio se lleva a cabo en la tltima seccién.

Lo mds que se obtiene es un resultado de controlabilidad parcial en el que la relacién (4.2)
se sustituyve por:
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®(T)=c¢) = cte, H(T)=0
(4.5

W({T)=¢c;= cte, Wi(T)=0.

Las constantes ¢y y ¢z se determinan de manera unica en funcién de los datos iniciales del
sistema (4.1).
4.1 El problema de control unidimensional
Estudiamos primero el problema de control siguiente: dado T suficientemente grande y un dato

inicial (9. ¥, V0, V1) en un espacio Y, encontrar dos controles a = a(t) y § = 5(t), en unos
espacios que estan a nuestra disposicidn, de forma que la solucién del sistema:

(U =V, +n?7?¥ =0  para ye€(0,1),t€(0,T)

¥, (1)=0 para t€(0,7)
¥,00)= -Vi+a para t€(0,T)
(-1.6) Y Vit n*n?V 4+ 9,(0)=5 para t€(0,T)

V(0)=9" V,(0)=¥" para ye(0,1)
V(0) = VO, V,(0) = V!

.

satisfaga las relaciones:

{4.7)

V(Ty=¥,(T)=10
{ V(T)=V(T)=0.

Obviamente, los controles (e, §) dependen del coeficiente n de la ecuacién: « = o, ¥y 3 = f,.
Sin embargo. a lo largo de esta seccidn, como n se mantiene fijo, omitiremos el indice.

Observaciéon 4.1 El sistema ({.6) se obtiene buscando soluciones de ({.3} que tengan la forma:
O(t,z,y) = ¥(t,y) cosnrz, W(i,z) = V(1) cosnrz, n€ V.

Nuestro argumento pare resolver el problema de control bidimensional se basa en esta posi-
bilidad de separar las variables.

Antes de empezar a estudiar el problema de control anterior tenemos que demostrar una
serie de propiedades del sistema “adjunto” de (4.6). Es lo que nos proponemos en el siguiente
parrafo,

4.1.1 Propiedades fundamentales del problema unidimensional

I_u este parrafo estudiaremos. para n € IV, el siguiente sistema adjunto:
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(W — Uy + 0?02 ¥ = f para y€(0,1),t€(0,T) -
v.(1)=0 para tE(O,T)

¥, (0) =V, para te€ (0,T)
J Vie+ 2212V - 0,(0) =g para te(0,T)
¥(0)=9% V(0)=¥' para ye(0,1)
V(0)=V°% V(0)=V!

\

Definimos la energia asociada al sistema por:
1
(49) B(t)= 5 [ (00 + (0 4 n2297) dy + 1 (Vi + n2r?v2).
0

Observemos que. en el caso f =0, g = 0, multiplicando la primera ecuacién de (4.8) por ¥,,
la cuarta ecuacién por V; e integrando por partes, se obtiene, al menos formalmente, que

dE(t)_O

Es decir. la energia del sistema se conserva.
Consideramos ahora el espacio de energia finita correspondiente:

(4.10} Y=HY0,1)x L}0,1)x R x R

v en ) definimos el producto escalar:

((f1. f2. fa; fa), (91, 92: 93, 94))_/ ((fl) (g1)y + 7’72 fi 91) dy +

(4.11)
+/ f292dy +nPn?faga + faga

(Y.(...)) es un espacio de Hilbert.

Observacién 4.2 En el caso n = 0 la relacidn (4.11) no define un producto escalar. En esta
situacion consideramos el producto escalar definido por:

((f1y f2, 3, fa)s (1, 92, 93, 94)) -/ ((A)y(mly + igr) dy +

(4.12)
+/ fagady + faga + faga.

Definimos los siguientes operadores:

B': H'(0,1)x H'(0,1) x R x R — (H'{0, 1))’

(B0 w.0),9) = [ (Bypy + 226 0)dy +0(0)

C':HY(0,1)x H(0,1)x Rx R — R,
CHw, & w,v) = n¥riw — £(0).



4.1. El probiema de control unidimensional 75

Finalmente consideramos el operador

Al DAY CY — ),

D(A") = {(?Jh&-.w,v) €Y:£€ H'(D,1),B'(v,6,w,v)€ L2(0,1),%(1) =0, %%)(0) = v}

(4.13) A'($,&,w,0) = (=& B ($,£w,0),—2,C($, £, 0, ).

Observemos que la condicién B'(3, £, w,v) € L?(0,1) implica que v € H?(0,1) y, por lo
tanto. D(A") C H?(0,1) x H(0.1) x R x IR. En efecto, la condicién B'(¢, £, w,v) € L?(0,1)
implica la existencia de una funcién h € L?(0,1) tal que:

1 1
[ o)~ op)= [ he paratodape H'0,1)
8] ] .

2

Si definimos " = v+ — (% - y) v se obtiene que:

1 1
/(%%h] (h+v)p paratodap € H'(0,1),
0 0

o qie nos indica que gf‘yy € L%0,1) y por lo tanto ¢ € H?(0,1).
Las condiciones de contorno tienen sentido en D(A?') como trazas.

Sinotamos U = (¥, £, V. ()y H = (0, /,0,g), el sistema (4.8) se escribe:

U+ AU = H,
(.14} U(0) = Uy
U(t) € D(AY), vt € [0,T).

A continnacién damos un teorema que se basa en la teoria general de los operadores maxi-
males mondtonos y de las ecuaciones de evolucién no homogéneas:

Teorema 4.1 S5i A es el operador definido en (4.13) se tiene:
1.El vperador A genera un semigrupo de contracciones en Y, notado {51t }iz0-
2.Soluciones fuertes: Si Uy € D(A'Y y H = (0, £,0,¢9) € WY(0,T; ) entonces eriste una
inica solucion fuerte U de la ecuacion (.14} con las siguientes propiedades:

(4.15) U e CY([0,T},¥)n C([0,T), D(A")).
3.Soluciones deébiles: SilUp € Y y H = (0,£,0,9) € L'(0,T;Y) entonces existe una unica
solucidon débil U de la ecuacion (§.14) con las propiedades:
¢
(4.16) Uec(o.7T].y), Ut)= sl(t)U0+] S'(t - s)H(s)ds.
0
Para dos soluciones débiles cualesquiera, U y U, se tiene la stguiente propiedad de con-
tinuidad con respecto a los datos iniciales y a los términos no homogéneos:
(4.17) I U) =T ly< Uo=Tolly + | H - H 1 o7,3) -

SiH-H=01la desigualdad (4.17) se convierte en una igualdad y ezpresa la conservacion
de la energia del sistema.

e ———— s
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Demostracidn:

Consiste en demostrar que el operador .A! es maximal monétono en Y y aplicar la teoria
general de los problemas de evolucién no homogéneas (ver Cazenave y Haraux [12)).
Para demostrar que el operador .A! es monétono evaluamos el producto escalar:

(-A]( wa Ea w, U)a (¢’1 E,w,v)) = ((_£1Bl(¢s E! w,v)v —v!c1(¢7 Ea w,v)), ("J): 61 w, U)) =0

- Para demostrar que el operador es maximal consideramos (f,g,k,i) € J y buscamos un
elemento (¢, £, w,v) € D(A') tal que

(A4 I}v, &6 wv) = (f,9,h,4)

lo que se reduce a encontrar ¢ € H{0,1) y w € IR solucién de:

1 1
jo (%, + n?nlpd)dy + ]0 védy + we(0) =
(4.18) - / fédy +/’ gbdy +he(0), Vé € H'(0, 1)
0 1)
(n?72 + Dw —(0) = i + h - f(0).

La existencia de v € H'(0,1) y w € IR, solucién de (4.18) resulta facilmente aplicando el
lema de Lax-Milgram. A continuacién se obtiene que (¥, £, w,v) € D(A?) debido a la definicidn
del dominio del operador.

Se obtiene asi que el operador A! es maximal y monétono en V. Los resultados mencionados
son consecuencias de la teoria cldsica de los problemas de Cauchy no homogéneos en los espacios
de Hilbert (vease Cazenave y Haraux [12}, Cap. 4).

Observacién 4.3 En el caso n = 0 el operador A' correspondiente no es marimal en Y. De
la misma manera que en el Capitulo 1, descomponemos el espacio Y en suma directa de dos
subespacios ¥ = YU $ Y! donde: ’

y]':{(Cl,O,Cz,O):C],CQER}
1
yﬂ:{(qx",w‘,vf’,v‘)ey:f ¥dy+V°=o, vl-qx(o)=o}_
0

En este caso la expresion ({.11) define un producto, escalar en Y°. Ademds, el operador A
es mazrimal mondtono en YO y todas las propiedades del Teorema 4.1 son vdlidas si sustituimos

Y por 0.

4.1.2 Observabilidad (caso n # 0)

A continuacién vamos a ver un resultado de regularidad adicional que no se deduce del teorema
anterior, sino que se debe a la forma particular del sistema (4.8).

Teorema 4.2 Sea T > 0 arbitrario. Si consideramos el sistema ({.8) con los datos iniciales
(YU 1.V V1Y) € ¥V y los términos no homogéneos f € L1(0,T;L*0,1)) vy g € LY 0.7).
entonces la solucion (V. W,,V,V,) correspondiente tiene la siguiente propiedad de regularidad
adicional: V" € W21(0.T). ‘
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Ademds la solucion satisface la siguiente estimacidn:

(f | Vie ) +f (Vt)2 + nirfV? 4 n?n? \Ilz(O,t)) <

< CE+ ) (1 VOVY I 40 £ i orazeny + 119 o)

(4.19)

Sige L*0,T), entonces V € H*0,T) y la solucidn satisface:

T
[ (Vi + (7 + w22 4 22 9%(0,1)) <
(4.20) 0
<C(n?+1) (H (P09 VOV IS+ 1 £ 1R o2y + 11 @ ”%,2(0.7‘))

En ambos casos C es una constante que depende de T pero que no depende ni de n ni de los
datos del sistema.

Demostracién:
Consideramos una sucesién de datos regulares:

(\If?n. mav-;?u Vl )mZO - D(-Al)a

tal que
(V0. 9L V2V — (9%, 9" VO, V) en Y cuando m — oo,

(fr)mzo CWHN(0,T; L0,1)), fm — fen L'(0,T; L%(0,1)) cuando m — oo,

(gm)mzo C W(0,T), gm — g en L'(0,T) cuando m — oo.

(‘on estos datos el Teorema 4.1 nos asegura la existencia de una solucién fuerte para cada m €
N (¥ (W) Vi, (Vi)e) € C1{[0, T, Y)N C([0, T), D(A")), que cumple la siguiente ecuacién

en casi tado punto:

[ (Ymdtt = (Um)yy + 0?7208, =0 para ye(0,1),t€(0,7)

T )y(1)=0 para t€ (0,T)
)2(0) = (Vi) para te€(0,T)
{(4.21) < (Vo )it + 0272V = (¥ )e(0) = 0  para L€ (0,T)

Un(0) =05, (Un)(0)=¥], para ye€(0,1)
Vin(0) = V2, (Vi )i(0) = V) sobre TYy.

\

A continuacién obtenemos estimaciones para estas soluciones, aplicando técnicas de multi-
plicadores (ver Lions [29] y Komornik (26]). Multiplicamos la primera ecuacién de (4.21) por
(1 = y)(¥,), e integramos por partes en (0,7} x (0,1):

[ _/ F = y) / / U)o — (¥ )yy + nzﬁzq’m) A=y} (¥n)y =
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/(‘I’ {1 - 9) Yo [ /(l—y ((‘I’m)t)2+(( m)y)z—nrr ‘)17’/*

= [(w1-y wm)yo s L () + (@ - mte2(907) -

1

T
-3 | =0 ()0 4 (¥)y)? - 780 YY)

0
Resulta que:

-

i
‘
T

0

%j: () + ()2 = 2272(¥n ) (0) = = [ (Fm i1 = )T,
(4.22)

2 [ [ (4 (@ =) + [ 50 ),

El segundo miembro de (4.22) tiene sentido también para soluciones débiles que pertenecen
al([0.T].M)si fe L’(O T; L*0,1)). Como ademds ¥ € C([0,T], H'(0,1)), pasando al lmite

en {4.22). obtenemos: f (¥)*(0) < oc.

Ahora. como de la ecuacién sobre Tg se deduce que Vyy = g — n27x2V + ¥,( -,0), se obtiene
que V€ 210, T)sige LYO,T)y V € H¥0,T)si g € L¥0,T).

Observacion 4.4 La estructura particular del problema hace que V sea mds regular de lo que
tenfamos inicialmente. En efecto, el resultado anterior nos asequra que V € W*1(0.T) mientras
que del Teorema 4.1 sabiamos solo que V € C1[0,T).

De la demostracion se deducen otros resultados de regularidad adicional como, por ejemplo.
V(. MeW! siVeW? y¥,(,00e H' siV € H2

Pasamos ahora a obtener las estimaciones de la norma.

Volvemos a considerar la relacion (4.22) y pasamos al limite cuando m tiende a infinito. Se
obtiene que:

%/(}T_((wz)z«i-(wy)’-nw?w (0)—-/] P+ (2,)? - n?r?e?) -
jwl—y +] [ a-ve, <3 /] (107 + (8,7 - n?79?) +
[ (@) @+ 3 [ (@)@ [ (jﬂ’f?)’(/o‘(wy)z)%s

1 3
< 5] / ( ) +(0y) +n2ﬂ‘2‘1’2) + 12 omy.L9) + ‘”‘I’yﬂg’([o .02 + 1 f 13 0.p.2) <
T +

(”‘I't”c:({o .22 + 1oy, ) + 222 0. 1y.29) + ||f||L1(o T L2))

Teniendo en cuenta la relacién (4.17) del Teorema 4.1, se deduce que:
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3 [0+ ()7 +n21) (0) <

T4
<= (||‘I’t”?:([o,ﬂ,m) +(2n 7% + D92 om0 + 227 e go,1,22) + “f”%.l(D,T;L?)) <

2
D (90,9, VO,V I+ 1 F I omizzony + 19 o)
= + » ’ L(0,T;L3(0,1)) L'(0,T}

Por otro lado, como Vi = g — 0222V 4+ ¥y(-,0)y V, = ¥,(0), se obtiene:
T 2 T T
(f !Vtti) +f ((Vt)z +n41r4V2) +n21r2/ \1,2(0) <
0 o 0
T 2 T T T
< ( / lo - n22?V ~ w0} + / (0,)%(0) + f (r7V?) 4 n2e? / T2(0) <
0 0 0 0

<2(T+1) ((./OT |g]) + /OT(n%rzv)z + /OT ((qxt)z +(T,) + nzwzmz) (0)) .

Resulta que:

(/Tw |)z+[‘”(mz+ VI 4 200, 1)) <
A tt A { n L (,) =

< (@n2n? 4 )T+ )T +4) (I (28, VO, VY 13+ 1 Brorzn + 19 o)) -
De una manera similar se obtiene la desigualdad en el caso g € L3(0,T).

Teorema 4.3 (La desigualdad inversa): Si T' > 2 es arbitrario, para cualquier dato inicial
(20,91, VO, V1) en Y, la solucion débil (¥, ¥,,V, V;} del problema homogéneo satisface:

9 e21rﬂ. T

(423) [(¥°, ¥, Lr‘L)'H:v‘_ﬂ{ | (e + v+ ntetv 4 n%rw?(o,t))} :

Demostracion:

Definimos el funcional:

G:[0,1]] — R
. 1 fT-v
(4.24) Gy =5 [ (W) + (%) +n2?) (1) di.
v

Observamos que:

(4.25) G(O) = ‘/OT ((\I}t)z + (\Ily)z + n27r2\112) (0)

Calculamos la derivada de G:
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Ty N
G'(y) = ] (\I!y‘IIw + ¥, ¥y + nzwz\lﬂpy) -3 D ((\IJ,,,)2 + (T + nzvrz\l'z) =
Y ‘ t=y, T~y
T—y . T-y 1
= / (\Ily\I’w - \F;g‘l’y + n21r2\If‘I’y) + ‘I’t‘l’y — '2- E ‘ ((\Ily)z + (\Ilt)z + n27r2\112)
v v t=y T~y '
T—y T-y- 1
< on?n? / WU+ 08, -5 T ()P + (W) + ) <
v y ey -y
T—y 2,2 ‘ T—y ,
< nvr/ ((\I,y)z +n21r2\1f2) _n'm T ow< mr/ ((‘I’:)2 F(T,) 4+ nzwz,l,z) _
¥ 2 t=y,T—y y
Resulta que:
G'(y) < 2n7G(y)
y por tanto:
(4.26) " G(y) < ¥ G(0) para todo y € (0, 1).

Integrando la desigualdad precedente en (0, 1) se obtiene que:
1 Ty 1 T
_2_'/0 L ((‘I’t)z‘i’ (\I;y)2+n2?r2\p2) -<- 5821@1]‘; ((‘I’t)2+ (\I,y)z + n2ﬂ_2\1,2) (1,0),
y como
1=t 2 2, .2 242 1Ty 2 2, .2 2q2
.[o.[1 () + (%) +n.1r11!)§/0fy ((U0)? + (W) + n?nw?)
resulta que:
T—1 41 . s o T
]1 /0 (T +(2,)? + ?229?) < /0 (2 + (2,02 + 2202) (1,0).

Sumando en los dos términos de la dltima desigualdad la cantidad

le_l ((Vt)z n nzwzvz)

y teniendo en cuenta la conservacién de la eriergfa. se obtiene:
1 .
(@-2) ([ (@7 + @) + 2 @) + (V1 +e2r (V) <
0 . ]

< ,/;Tﬂ ((Vt)é +n?x?V?) 4 etnr /UT (e + (,)* + n?72¥?) (1,0).

Usando ahora las relaciones que se cumplen sobre la frontera obtenemos:

(T -2) (/01 ((\1'1)2 +((¥9),) +n21r2(\1107)2) +(VY) + nzﬂ_z(vo)z) <
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| (T -2) ('[01 (('111)24' ((\I,o)y)z_*_nzwz(wo)z) +(V1)2 + nzwz(vo)z) <

T-1 T T T
Sf (Vi)? + n2n2V?) 4 2 {/ (Vu+n27r2V)2+/ (V:)2+'n27r2/ \Ilz(t,O)} <
1 0 0 0

de donde resulta la estimacién deseada.

T
< e {f (20%0? + (V) + 2?2V P 4 w22 W1, 0))}

Observacion 4.5 En la demostracidn del teorema precedente hemos utilizado un método uni-
dimensional pare oblener estimaciones de energia que consiste en invertir el papel de las variables

espacto-itiempo.

A continuacion consideramos £ > 0 tal que 4¢ < T'.

Definimos una funcién p € C*°[0,7], 0 < p < 1 con la propiedad de que:

(4.27)

p(t) = {

Lsite(2,T-2)
C0site (0,e)u(T —¢,T).

Del Teorema 4.2 deducimos que, para todo T > 2¢, tenemos:

(4.28)

T
L0 () + (07 + 0*a1V? + win? 3(0,1)) <

<C (“ (¥, VO,V + 1 f ||%1(0,T;L2(o,1)) +lg ”%HU,T]) .

Con la misma demostracién que en el Teorema 4.3 obtenemos que, para todo T > 2 + 2¢, se
cumple la siguiente desigualdad:

(4.29)

2621”1
- T=2=%

(e, v, vo,vh|3 <

4.1.3 Observabilidad (caso n = 0)

En el caso n = 0 el sistema (4.8) se escribe

(4.30)

4

Wy — 'I’yy =f

,(1)=0

v, (0)=V;

Vu—¥(0) =g

¥(0) =9 T,(0)=9'
V(0) = VO, V(0)= V1.

para
para

para
para

para

T
{./D pz ((Vﬂ)z + (Vt)2 + n41r4V2 + n21r2 ‘1,2(0’”)} .

yE (0: 1): te (O:T)
te(0,T)

te(0,T)
te(0,7)
y€(0,1)
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Definimos la energfa asociada al sistema por:

(4.31) E(t) = % 01 ((\Ir,)2 + (qry)z) dy + %(V;)z,

y observamos que también se conserva.
Sin embargo, la energfa definida por (4.31) no es coercitiva y la expresién (4.11) no define un
producto escalar en . Para obtener la controlabilidad del sistema en este caso algunas de las

desigualdades obtenidas necesitan ligeras modificaciones. El ob Jetivo de este parrafo es describir
los cambios que este caso especial supone.

En primer lugar definimos el producto escalar en Y por:

((fl:fZ: f3s f4):(gl)g23931g4)) =
1 1
= /0 (fy(gr)y + frgn) dy +f0 f292dy + f393 + fags.

Definimos también el siguiente subespacio J° de y por:

(4.33) y°={(1/),§,w,v)€y: folgdy+w=o,u—¢(o)=o},

en el que la energia (4.9) es coercitiva incluso si n = 0 ¥y la relacién (4.11) define un producto
escalar equivalente al definido por (4.12). ‘

En el espacio J° el operador diferencial A!, asociado al sistema (4.30), es maximal mondtono
y se cumplen todas las propiedades del Teorema 4.1.

Por lo tanto tenemos bien definidas todas las soluciones que tienen como dato inicial un
elemento de Y y ademds conocemos sus propiedades. _

Ahora, si el dato inicial del sistema Up = (¥°, 9!, V0, V1) no pertenece a Y°, sino que

(4.32)

1
f ldy+ V0 = ¢, V1 — 99(0) = oy,
L]

observamos que Ty = (89,91, VO, V1) = (04 ¢q, U1, VO —¢1, V') pertenece a J°. Notamos por
(¥, V) la solucién correspondiente a este dato inicial. Se obtiene que la solucién (&, &;, W, W),
correspondiente al dato inicial Up, se puede descomponer de la siguiente manera:

(q)v Qh W': Wt) - (‘ia ﬁ’h 1?1 ‘Z‘.) + (“021 0: C1, 0);

donde la primera componente permanece en Y° mientras que la segunda se mantiene constante
en e} tiempo.

Teorema 4.4 Sea T > 2 es arbitrario. Si consideramos el sistema (4.80) con los datos iniciales
(Y2, 01, VO V1) ¢ ¥ y los términos no homogéneos f € L'(0,T;L*0,1)) y g € L¥0,T), la
solucion (¥, Uy, V,V;) correspondiente satisface:
T
[ (2 + 7 + v 4 w2(0,1))
<€ (12 V° VY B+ 1 f Bsgairszaony + 19 oo

5i ademds f = 0 y g = 0 entonces:

(4.34)

' . T
(4.35) (e, ', V2, vhig < ¢ { [ (P + 2+ v 1w, t))} -

En ambos casos C' es una constante que depende de T pero que no depende de los datos del
sistema.
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" Demostracién:

Demostramos primero la designaldad (4.33).

Tal y como mencionabamos al principio de este parrafo, el operador A! no es maximal
mondtono en el espacio Y y por lo tanto no genera un semigrupo de contracciones. En este caso
la desigualdad (4.16) no es vilida. Sin embargo, el operador A’ genera un semigrupo fuertemente
continuo en J y, por lo tanto, la siguiente variante de la desigualdad (4.16) es valida:

(4.35) Uy < callVoll + callH a0y, VE € [0, T,

donde ¢; y ¢z son dos constantes que sélo dependen de T
Teniendo en cuenta esto, podemos seguir los pasos del Teorema 4.2 y deducir que:

T
(4.36) ] (Ve + )2) < (1 (2% 2V, VY 1B+ 1L £ Isomznony + 1 0 (o)

para todo dato inicial (¥°, ¥, VO, V) e Y, fe LI(O T; L2(0 1))y g€ LY(0,T).
Sin embargo, como tenemos que:

fo (V2 + \I!’(o,t)) < C]oT | (¥, %, V, V) I13<

<C (“ (‘IIO’ v, Ve, Vl) I|§; +1 f II%I(O.T;L?(O.I)) +1lg ||2L2(0.T))

se obtiene la relacién (4.33).
Pasamos ahora a demostrar la segunda desigualdad (4.34).
Para datos (¥°, ¥ V2 V1) en )7, siguiendo los pasos del Teorema 4.3, se obtiene:

(4.37) 180, 1, VO, V)| < C { [ (v + (mz)} .
Como ademds el producto escalar en J° es equivalente al producto escalar en ) resulta que:
s <of [T (s s v o)
En el caso que U = (¥°, ¥, V0 V1) ¢ )9 si
fol Tldy + VO = ¢, V1 = TO0) = oy,

consideramos U = (?0,@1,‘70,‘71) = (T + ¢z, ¥, V? — ¢, V) € )P y la solucién de (4.30)
correspondiente, (¥, V). Para esta solucién, aplicando la relacién (4.38), tenemos:

s ey o T, . - - -
(4.39) I(E°, 8,70, V13 < © { jﬂ ((Pee)? + (77 + V2 + \Iﬂ(o,t))} :
Se obtiene finalmente que la solucién (¥, V') satisface:

10w, @, Vo, V)3 < 2 (JI(8%, %, V2, 7113 + (ar)? + (e2)?) <

T
<20 [ (V) + (V4 (V = 1 + (¥ + 2 (0,) +4(cr)? + 4(ca)’ €
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T
<20 [ ((V + (WP + V24 970,0)) +C (@) + (e2)?)

Como ademés tenemos gque:

1 0 T
€1 :/:) ‘I’t(t) d'y+V(t) = ((_‘1)2 < 2(||\Dt”2[,2(0,1) +V2) < T (j(; ((Vu)z +(Vt)2 L VZ))

ez = Vi(t) + ¥(0,2) = (e2)* < 2((V)® + ¥%(0,1))
se deduce (4.35).

Las desigualdades obtenidas en el teorema anterior nos permiten resolver el problema de
control también en el caso n = 0.

4.1.4 Controlabilidad

Estamos ahora en las condiciones necesarias para poder estudiar el problema de controlabilidad
enunciado al principio de esta seccién.

Teorema 4.5 Supongamos quen € IN y T > 2 arbitrario. Para cualguier dato inicial
(v°, 91, vO, vl e ' = L*0,1) x (HY0,1)) x R x IR,

tal que U° sea continua en y = 0, ezisten dos controles de soporte compacto o« € L%0,T) y
p € H=%(0,T) tales que la solucion del sistema:

( Uy — Uy +n?1?U =0  para ye€(0,1),t€(0,T)

¥.(1)=0 para te (0,7)
¥,(0)=-Vi+a para t€(0,T)
(4.41) { Vi, + 0272V + ¥ (0)=p para tec(0,7)

¥(0) = ¥°, T, (0)=T' para ye€(0,1)
V(0) = V°, Vi(0) =V

\

definida por transposicion, satisfaga las relaciones:

{ng:maq=o

(4.42)
V(T) = Vi(T) = 0.

Observacion 4.6 Al final de esta seccion veremos en que sentido se verifica tanto la ecuacion
(4.41) como las condiciones ({.42}).

Demeostracion:

Aplicamos e]l método de H.U.M. (ver Lions {29]) apoyandonos en los dos resultados demostra-
dos en los Teoremas 4.2 y 4.3.
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Etapa 1: Como T > 2 existe £ > 0 tal que T > 2 + 2¢ y consideramos una funcién p con las
propiedades (4.27). Resolvemos el problema homogéneo siguiente:

[ Yy — Y, +7%1%Y =0 para y€(0,1),t€(0,T)

Y(1)=0 para t€(0,T)
Y, (0) = u, para te€(0,T)
(4.42) Y #a+n*r?u-Yi(0)=0 vpara te(0,T)

Y(0)=Y°, Y(0)=Y' para ye(0,1)

U(O) = uoa ut(O) = ul

\

con datos iniciales en D(A').
La desigualdad (4.29) nos asegura que

T
(1.43) ”(YD, yl’ uot ul)H?}' = fO P2 ((utt)2 + (ut)z + n47r4u2 + n21r2 Yz(oﬂt))

define una norma en D(A').

Definimos el espacio hilbertiano F como la completacion de D{A!) con respecto a la norma
|+ {|x. Las desigualdades (4.28) v (4.29) nos indican que
(4.34) F=Y=HY0,1)x L*(0,)x R x R

v por lo tanto:

(4.43) F'=Y =L*0,1)x (H0,1)Y x Rx R,

algebraica v topolégicamente.
En el caso n = 0 se considerara:

T
{(4.46) Yo ¥y 0 u% =/ p? ((u“)z-i-(ut)z +u? 4 Y2(0,t))
0

gque. segin hemos visto en el parrafo anterior, define una norma en F = Y.

Etapa 2: Consideramos ahora el problema retrégrado:

( Uy~ ¥, + 02720 =0 si (y,t) € (0,1) % (0,T)
¥,(1) =0 site(0,T)
¥,(0)= -V, + nrpY(0) site (0,T)
(4.47) < 1’}'+"27;21"+W‘(0)=
= —%(puu) + %(put) -nirlpu site(0,T)
U(T)=0, U(T)=0 siy€(0,1)
| VT) =0, W(T)=0

2

d ) e ey .
— son derivadas distribucionales.

donde las derivadas FIrRAYT
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Observamos que 3 = _dt2(’o “)+dt(p u)=n’r¥pu € H %0, T)y a= mrp Y{(0)-e-L¥}0:T7) ~
y que ambas tienen soporte compacto. . e, e
En el caso n = 0 se considera:

a=pY(0) € LHO.T), f="=g(pud)+ Zlow) - pue HOT),

Definimos las soluciones de (4. 47) usando el método de transposicion (ver Lions [29]).
Sean (£°,£7,¢% ¢Y) € D(AY) ¥ (£,6.(,C) la solucién del problema no homogeneo

(6u—Ey+nir%=f para ye (o, 1), t€(0,T)
§(1)=0 para t€(0,T) . -
£,(0)=¢ para t€(0,T) '
(4.48) , <_ Gt nP2( — gt(O) para t€(0,T)
| £(0) = £°, ft (0) = para g€ (0,1)
€0)=¢% G(0) =(

A N

donde f € LY(0.T; L%0,1)) y g € LY{0,T).
Observamos que el problema (4 48) se puede escribir como:

{ Zo+ AVZ = H € L0, T; »)
(4.19)

L Z(0) = (.6, e
donde A! viene dado por (4.13), Z = (&,&,¢, () y H = (0, £,0,9).

El problema (4.48) tiene una tdnica solucién con todas las propiedades del Teorema 4.1-y las
propiedades de regularidad adicional demostradas en el Teorema 4 2. Ademas, se cumplen las
desigualdades (4.28) y (4.29)." . :

A continuacién nos proponemos definir las solucnones del sistema (4 47) con la ayuda de la
solucion (€.() de (4.48). Si multiplicamos la primera ecuacién de (4.47) por £ e integramos por
partes en (0.7) x (0, 1) se obtiene:

1

o—j j(wu-ww+w"wx=jol(w:e'— m):—

/ f(wys -vg|

Se deduce que: i

T SRRV T . 4T
@50 [0 [ler = [ (@026 ~ [ (&0 +¥0)) = a7 | p¥e(0).

Multiplicamos la diltima ecuacién de (4.47) por { e integramos por partes en {0,7):

f_/()r (uetCu + uely + nin? “C) f (Vtt+ﬂ2ﬂ'2V+ Uy C f ‘I’t 0)C+
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T T o7 T
+ [ VGt O+ -V = [ 90+ [ Vig+e®) - Vi) + V(0)G.
0 0 [ 0

Se obtiene:

T T
| Ve -0+ Vo) + [ (VE(©) + 2.(0)) =
(4.51) o °

= —fUTP (‘UnCu + wels + ﬂiﬂz“() .

Restando las relaciones (4.50} y (4.51) resulta:

AN | T 1
f / 19 - [ gv - [ (0 - 1)) + Vi(0)Go - V(O)Gi+
sy 0 ° ’

T
FV(0)60l0) + (0,006(0) = [ p (wuCic + uile + n®n*uC + n7Y (0)6(0))
Se deduce que las soluciones regulares de {4.47) cumplen:
( (V. V) e L>=(0,T; L*0,1)) x L*(0,T),
T r T ‘
L[ 7w = [ v+ =000+ &V(0) &by + (¥(0),E)ua+

(4.53)
T
H0)+ $(0,0)60 = V() = [ p (vuGe+ e + n*7%uC + 17 Y (0)6(0))

| VS e LY0.T;L%0,1)),Yg € L*0,T), ¥ (£0,61, 0. C1) € Y

donde Ay es la delta de Dirac en z = Q.
Adoptamos (4.53) como definicién de la solucién de (4.47) en el sentido de transposicién.
Tenemos el siguiente resultado de existencia y unicidad de soluciones:

Lema 4.1 El problema ({.47) tiene una unica solucién (¥,V) € C([0,T],L*0,1)) x L?(0,T)
que verifica la ecuacidn en el siguiente sentido: ezisten unas tinicas functones pg € L?*(0,1),
1 € (H(0.1)Y, s € R y 1 € IR tales que, para todo (€0, 1,0, (1) € Y, f € L1(0,T; L(0.1))
v g € L%(0.T). tengamos

T n T
/ﬂ /0 fv —fn gV + {p1, &)y + (Po, §1)r2 + 1o + poy =
(4.54)

T
= [ 5 (vuec+ uide+ 772G + 7 Y(0)E(0))

donde (£.C) es la solucion de (4.48).
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Demostracién:
. La aplicacion definida por:

T
(4.55) (f:9:£0.61,¢0, G1) — jo p (e + wele + n?x%u( + nr Y (0)€(0))
es una forma lineal de L1(0,T; L3*(0,1)) x L*(0,T)x Y en R.

Ademads, esta forma lineal es continua:

T
_/0 P (uuCu + uely + nintug + n?n? Y(O){(O)) <

< [Moudical + [ toudicd +n2e [ lpulici+nr [ 1o¥ @O <

() () (L) (1)

. T % T 2 T %’ T ‘;'
+u?r? (/ ,,2|u|2) (/ m?) +mr(j0 pzu’w)P) (/0 mon?) <

< C¥|(Yo. Y1, ug, wa)|lr (”(EO,EI:COaCI)”}’ + Ifller o200y + Ilgllm(o_.:r))

va que. debido a la relacién (4.43), tenemos que

: T T ¥
max { (/GT p2]”::|2) ; (]0 |u¢|2) , (f p2|u]2) nr (/0 le)’(0)|2) } <

< (Yo, Ya, uo, )il =,

v ademads. por la relacion (4.20),

L 1 1 1
T - 2 T 2 ] T 2 2 T ) 2
(f cal?) ([ r) (L) ([ eor) <
< (“(Eo,fl,Co,Cl)lly + I fllro.rie200yy + Hgnm(o,:r)) .

La aplicacién (4.55) pertenece al dual de LY(0,T; L%(0,1)) x L?(0,T) x Y y por lo tanto
existen unas inicas funciones:

¥ e L=(0,T; L¥0,1)), V e L*0,T)
Po € LZ(O, 1): P1 € (HI(OQ l))’s Ho € Rs Hi € ¥/s

con la propiedad de que:

T T
/0 fo f‘l’-/ﬂ gV + {pr. Lodmrym + (pos€1)r2 + 1o + 1oy =

. T
(4.36) = [ (ue + w4 naug + nr Y (0)600))

Vfe L(0,T;L*0.1)), Vge L*0,T), VY(&6,&1,C0,(1) €
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Por un proceso de regularizacién podemos ver que ¥ € ([0, 7], L%0, 1)). También se puede
ver que si los datos no homogéneos a y f son muy regulares obtenemos una solucién cldsica del
problema (4.47) que va a verificar (4.54). Vamos a probar estas dos afirmaciones.

Consideramos dos sucesiones:

(@m)m>o0 C D(0,T), rr!J_Enoo om = a = nrpY(0) en LZ(O’T)

. d? d ; -
(Bm)mz0 CD(0,T), Nm fm =f=——z(puu) + Z(pu) - n’n’puen H*(0,T),

ya que D(0,T) es denso en H~2(0,T).
Mediante un cambio de incégnita, intentamos transformar la condicién de contorno no ho-

mogénea en £ = ) en una homogénea. Tenemos en cuenta que la dimensién es uno, lo que nos
permite un calculo explicito.

Sea (¥, Vin) la solucién del sistema:

( (‘:r’m)ﬂ - (‘irm)yy + nz,n_z(\i,m) =
3 2 ¥y’
=|5 - (am)ee — @ + 07 (?—y)am y€(0,1), 1€ (0,T)
(Tm)y(1) =0 te(0,T)
(4.57) < (¥,)4(0) = (Vim)e te(0,7)

(vm)tt + nzﬂ'z(f/m) - (‘im)t(o) = P te(0,T)
Un(T)=0, (T,)(T)=0 para y € (0,1)

\ Va(T) =0, (Vio)(T) = 0.

Como

Bm € D(0,T) y (22-2- - y) (O Yot = Oy + n2m2 (@’; - y) am € D((0,T), L¥0,1))

resulta, aplicando los resultados del Teorema 4.1, que la ecuacién (4.57) tiene una solucién fuerte
tinica:

(¥m, Vi) € C([0,T], H¥0,1) x R)nC*([0,T], H'(0,1) x R) nC%([0,T], L¥0,1) x R).

Para volver al sistema inicial, definimos las funciones:

2

‘Pm=‘i’m—(%‘_y)amyvm=vm-

Evidentemente, tenemos que
V., € C([0,T], H¥0,1))nC([0, T}, H(0, 1)) n C2([0,T), L*(0,1)) y Vi € CH0, T}

¥ (¥, Vi) verifica el sistema:
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(¥ )ee — (U )yy + 720, =0 para y€(0,1),f€(0,T)
(Ym)y(1) =0 pata t€(0,T)
(V0 )y (0) = (Vi i + para t€(0,T)

(4.59) 8 (V)i + 22752V — (U )e(0) = B para  t € (0,7)
Vu(T)=0, (T, )0(T)}=0 en £
Vm(T) =0, (Vo)(T)=0 sobre [y.

\

Resulta que (¥,,, Vi;) es una solucién clisica de (4.48) en el caso de controles regulares,
(T, V) € C([0,T); L0, 1) x RR).

La relacién (4.57) nos indica que, si (¥, V) es la solucién, entonces:

T 1
fo /0 A Be (Ha”m(o,:r) + ||ﬁ||H—2(p,T)) U o,7522(0,1))0

T
| v <€ (lallzaoi) + 1Bilir-=0my) lgllzzomy

de donde se obtiene que:
19l oo07:220) < € (llellzao,y + 1Bilz-201y) »

W lz0,1) < € (llellzzozy + 1Bll=20,m)) -
Las tltimas dos designaldades implican que:
(¥, Vi) — (¥, V) en L2(0, T; L¥(0, 1)) x L*(0,T)
donde (¥, V) es la solucién de (4.55). De aqui resulta que ¥ € C([0,T), L%, 1)).
|

Observacién 4.7 Por definicion, el par (¥, V) encontrado en el lema anterior es la solucidn de
la ecuacidn ({.48). Implicitamente se considera que si (¥, V) es la solucion de ({.55) entonces
V(T) = U(T) = 0, V(T) = Vi(T) = 0, aunque estas cantidades no siempre estdn bien
definidas. Vamos a ver a continuacidn qué cantidades tienen efectivamente sentido en el caso
de soluciones débiles. . '

St en la ezpresion (4.55) hacemos f =0, g =0, po =0, po = p11 = 0 se obtiene que:

(pls Eﬂ)(Hl)’,HI = (ﬁ: C) + (O!, Y(O))
de donde se deduce gque:

o1 &)l < C (18l1m—2 + ledlz) 1ol Vo € HY(0, 1),

Obtenemos que:

leilicerny < C(1Bllar—2 + lellz2) -
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Volviendo ahora al proceso de regularizacion presentado en el lema anterior obtenemos que:
lim (=()e(0) + (Ve )(0)80) = 1, en (H'(0,1))'
De una manera similar se puede deducir que:

lim ¥,,(0) = pg, en L*(0,1),

mh—rnnoo Vm(O) = —}o, en Rs
mli_{nm(—(Vm)t(O) —¥n(0,0)) =g, enkR.

Las iltimas relaciones nos indican que las cantidades (pg, p1, pio, pt1) son las “razas” de
(¥, =¥+ &V, =V, ¥(0)+ V) ent = 0 aunque no siempre podemos dar sentido a cada una de
las componentes por separado.

Observacién 4.8 Observemos que, st reqularizamos los datos iniciales (Yo, Y1, ug, u;) del prob-
lema ({.42), los controles a y B se regularizan y la solucién del sistema (4.47) puede llegar a
ser incluso una solucion cldsica. Esta es la consecuencia de la utilizacion de la funcidn p en la
construccion de los controles.

Observacién 4.9 Tenenos que V € L?(0,T). Si u, € L™(0,7T), (cosa que en general, si
(Yo, Y1, uo, u1) € ¥, no ocurre pero que es cierta para (¥o, ¥y, ug, 1) € D{A')), se deduce que
la forma lineal (4.55) es continua en L'(0,T; L%0,1)) x L'(0,T) x Y. Bajo esta hipdtesis se
deduce V € L*®(0,T) y a continuacion que V € C[0,T] si ademds uy; € C[0,T}.

En el caso n =0, cambiando adecuadamente los controles a y 3, se obtiene un resultado
similar.

Procedemos ahora a concluir la prueba del Teorema 4.5. Para esto definimos el operador

AN F— F
(4.59) {

A(Yo, Y1, 10, %1) = (po, p1, toy fi1)

donde pqg, pi, po, p1 vienen dadas por (4.54).
El operador A define un producto escalar en F = Y de la siguiente manera:

(460) ((fl» f2, f3) f4): (91’92593: 94))_7:' = (A(fls f2: f33 f4)s (gl 192, 93, g-i))yf‘y .

Resulta de aqui que
ArF—F

es un isomorfismo.
En primer lugar, el operador es inyectivo ya que, debido a su definicién, tenemos:

(A(YO; Yi, Ug, ul)y (YO: Yh Ug, Ui))y'.y = "(YO; Yl ) U, 1.!.1)"}

El operador A también es sobreyectivo. En efecto, puesto que A define un producto escalar
en ¥, podemos aplicar el Teorema de representacién de Riesz, resultando que, para todo U* en
F’, existe un tinico U en F tal que AU = U*.

Como A es un isomorfismo resulta que:
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(4.62) para todo {po, p1, po, 1) € F' existe un tdnico (Yy, Yy, up, u1) € F tal que

A(YO, Ylauﬁhul) = (va 1, Ho, .Ul)-

Este resultado proporciona la propiedad de controlabilidad que estabamos estudiando ya
que, a cada dato inicial (¥% ¥1,V° V1) € )’ tal que ¥° sea continua en y = 0, le corresponde
un elemento (po, p1, po, 1) = (¥, =14+ 8V0, —V, ¥9(0) 4 V1) € )’ que, mediante el operador
A nos da el control necesario.

Observacion 4.10 Observamos que, de la misma manera que hemos obtenido la interpretacion
de los datos iniciales (pg, p1, fio, 1) en la Observacion 4.7, se puede deducir la interpretacién de
(T(t), -0, (t) + 8V (L), -V (t), ¥(2,0) + Vi(t) para cada valor de t > 0, aunque no cada una de
las cantidades que aparecen tienen sentido por separado. Estas son las cantidades que realmente
controlamos en el momento T, ya que, de la formulacion del problema por transposicion, se
deduce que:

¥(1)y=0

- (T)+ &V(T)=0

-V(T)=0

V(T,0)+ Vo(T) = 0.

(4.63)

Observacién 4.11 Por la definicién del operador A tenemos que:
iI(YOa Yl: Up, ul)ll_%-" - (A(YCH Yla Ug, U7 ): (Y01 Y] y Ug, ul)) =

= ((pOy P15 Mo, ﬂ'l)y (Y07Y11u03ul))y’,y S "(p01 £1, Mo, p‘l)”y"”(YU:Yhuﬂa ul)”y
Aplicando ahora la desigualdad inversa (4.23) resulte que:

”(}U? }1: Ug, u])"}- < H(PO: P11, Fo, #‘l)”}"l!(ifh )1: uo, ul)"}’ S
) k] 1 ‘ 3 ) ) F-
= T 9 9 Po, Pty Ho,y Ha y o, I, ug, Uy

Se deduce que:

2enﬂ'
(4.64) l(Yo, Y1, o, wa )| < m”(ﬂo, P1y ko, )|y

Esta destigualdad serd 1itil en la siguiente seccion, cuando estudiaremos la controlabilidad del
problema bidimensional.

4.2 El problema de control bidimensional

Nos proponemos ahora estudiar el problema de control siguiente: dado 7' suficientemente grande
y un dato inicial (8%, &, W% W) en un espacio £ que ests a nuestra disposicién, encontrar dos
controles @ = a(t,z) € L¥(0,T; L¥0,1))y 8 = B(t,z) € H~%(0,T; L*0,1)) tales que la solucién

del sistema-
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(&, - AD =0 en Qx(0,T)
ad
5 = sobre T x (0,T)
od
-5;=_Wt+a Sobre rox (O,T)
(4.64) { Wy-W.e+0,=5 sobre Tg x (0,T)

We(0,t) = Wi (1,1) =0 para te(0,T)
B(0) = 3%, &,(0) = &' en £
W(0)=W? W, (0)=W! sobre Iy

\

satisTaga las relaciones:

(4.65) { (T)=d(T)=0

W(T) = W(T) = 0.

La idea para la resolucién de este problema consiste en reducirlo a una infinidad de problemas
de control unidimensionales del tipo estudiado anteriormente, encontrar los controles necesarios y
rombinarlos para obtener el control del problema (4.64). Sin embargo, para tener Ja convergencia
ou norma de la serie obtenida tenemos que imponer condiciones muy fuertes sobre los datos
iniciales. lo cual es consistente con los resultados de Bardos, Lebeau y Rauch [6] que indican
(ne la ecuacion de ondas no se puede controlar en el espacio de la energia mediantes controles
regulares localizados en Tp.

Sea alhora un dato inicial (8°, @', WO, W1)e X = HY(Q) x L3(Q) x H' (o) x L*(Tqy) con el
signiente desarrollo en serie (las convergencias tendran lugar en los espacios correspondientes):

(1.606) 9% =302, @) cosnrz, @ =322, 9! cosnrz,
-1, 0
Wo=5%> WP cosnrz, W!=32, W) cosnrz.

Introducimos ahora las siguientes notaciones:
(4.67] pr= @0 pn= 0L+ 6W), WS =-W2 ul=9000)+ W]

donde &y es la delta de Dirac en z = (.
Como (®2, ). W2, W1)e HY(0,1) x L*(0,1) x IR x IR, se obtiene que:

(PR P s y) € Yy = Fro= L(0,1) x (H'(0,1)) x R x IR.

Los espacios ), son todos iguales pero se diferencian por la norma que se define en cada uno
v que viene dada por el producto escalar (4.11). También, los espacios F, sélo se diferencian
por la norma que viene dada por la féormula (4.43).

Teorema 4.6 Para T > 2 y un dato (3°,81, W° W) en el espacio £ definido por:

o0
£= {(@",dﬂ,w",ww € X: Y e (p0, oo, I3 < oo}

n=1

eristen dos controles a = a(t.x) € L¥0,T; L¥0,1)) y 8= B € H™?(0,T; L*0,1)) tales que la
solucidn del sistema (§.64) satisface las condiciones (4.65).
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Demostracién: e

Consideramos, para cada n € IV, el problema de control siguiente: dado 7' suficientemente
grande v el dato inicial (92, ®L, W2, W)} en el espacio ¥ = H!(0,1)x L%(0,1) x IR x IR encontrar
dos controles a,, = a4(t) ¥ B, = Ba(t), en unos espacios que estdn a nuestra disposicidon. de
forma que la solucién del sistema:

( Uy — Uy + 02720 =0 para ye€ (0,1),t€(0,T)

v.(1)=0 para t€(0,T)
¥, =-Vi+a, para te€(0,7T)
(4.68) Y Vi+n?r?V +9,(0)= 3, para te(0,T)

(0)=97, W, (0)=&, para ye€(0,1)
V(0)=W2, V(0)=W,

\

satisfaga las relaciones:

VW MH=9(T)Y=0
(4.69) { (T) = ¥(T)

V(T) = V(T) =0

En el Teorema 4.5 vimos que este problema admite, para cada n € IV, dos controles
an € LH0,T) v Bn € HHO,T)

con los cuales la solucién (¥,,, V,,} de (4.68), definida por (4.54), satisface la condicién (4.69).
Ademds, tenfamos un valor explicito de estos controles:

d? d
an = nmp¥a(0) y  On= _E(p(un)tt) + EE(P(un)t) —n’r?pun,
donde (Y. u,) vienen dados por el sistema:

Yie = Yy + n?n%Y =0 para ye€ (0,1),te (0,T)

Y, (1)=0 “para te(0,7)
Y,(0) = u, parat € (0,T)
(4.70) 1 we+n2r?u—Y;(0)=0 para te€(0,7)

Y(0)=Y? Y, (0)=Y! para ye(0,1)

w0) = ul, u(0)= ul

-

con datos iniciales {¥.2,Y,}, 4%, u}) inicamente determinados mediante (4.61}.
¢ Observemos que, en el caso n = 0 tenemos que hacer las modificaciones necesarias indicadas
en el problema unidimensional correspondiente. Los controles serdn

2
ap=pYe(0) ¥y Bo= _diti(p (uo)ee) + %(P (uo)t) — puo,

donde (Yy. ug) vienen dados por el sistema (4.70) con n = 0.
(Consideramos ahora las expresiones:

[= =] o0
a= Z Qp COSNTE = z nr p Y, (0) cosnrz,

n=0 n=0
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8= Z fn cosnrz = Z (F(p(un)tt) - "'E(P (un)i) + n7?p un) COSNTT.

n=0 n=0

Tenemaos que:

ol 0 = 3 PP r N YalOl e = 5 3o e [ (pYalO)?
n—D 'n.—O
2 1 & || 2 d P
13113 -2(0, 7, 120003-=5 = = gf(:zi_féa):).:l:.u-zt.uﬂ.1 .- <
n=0 H-2(0,T)
1 oo
‘2' Z (”P (un)tt”i?(o,r) + ”P("n)t”i?(n,r) +ntrlp Un”i?{o,ﬂ) =

n=0

- % Z f (p(un) t!) +(p (un)t)2 +n'ri(p u")z)

Para obtener a € LZ(O,T; L¥0,1)), B e H %(0,T;L%0,1)), es suficiente pedir que:
Z j (((un)e)? + ((2a)e)? + mt7(wa)? + 0?73 (Ya(0))?) < 0.

Segin la definicién de la norma de F,,, tenemos:

X T
S [0 (1w + ((ua))? + nt 7 (un)? + nPr(Ya(0))?) = S VS, YE 6, ),

n=0

Por otro lado. la Observacion 4.11 y la desigualdad (4.63) nos aseguran que:

= 10 vl 0 T2 o~ 2T 0 .1 0 ,1y2
>V Y g w)liE, € 3 T 5 =gz 1(Pns Prs ns )3y,

n=0

De aqui resulta que mediante controles a € L%(0,T; L%(0,1)), B8 € H~%(0,T;L*0,1))
podemos controlar “datos iniciales™ del problema (4.64) tales que:

o0
(4.71) 2 €™ 11(pR b 2 i3y, < 00
n=0

donde {(p2. p}. 4%, ui ) son las cantidades dadas por las férmulas (4.67) y que aparecen al resolver
el problema de control unidimensional para cada n € IV,

El problema de control se interpreta en este caso de una manera similar a la del caso uni-
dimeunsional. La solucién de (4.64) con los dos controles encontrados verifica una ecuacién del

tipo:
T T
‘I’"/f W+ (o1, .
/ofnf b e, 9 + {p1, &0} a1y 1+

(4.72) +(po: &)z + {p1. Codgary i + (1061 )12 = (e, €(0)) 22 + (B, ().

Vf € -Ll (D- T1L2('Q))! VQ € L2(0?T;L2(r0))’ V(&Oa{h(ﬂsc‘l) € A):
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donde (£.() es la solucion de:

'%t—Afzf en i}, t€(0,T)
E/- = sobre I‘l, t e (O,T)
8¢
(473 } 5= G sobre Iy, t€(0,T)
(ot lez—E=9g sobll'e [o, t€(0,T)

£(0)=¢€% £&(0)=¢€' en 0
€(0)=¢°% ¢(0)=(" sobre Ty.

Observacidn 4.12 La relacion (4.71) nos indica que los “datos iniciales” del problema ({.64):
po=98% p1=-9" +6&W po=-W° o =W'+8%0)

tienen que satisfacer unas condiciones muy restrictivas para ser controlables, pero. insistimos
de nucvo. esto es perfectamente consistente con las propiedades cldsicas de controlabilidad de la
ecuacion de ondas (deducidas en [6]).

Obscrramos también que si las series (4.66) tienen un nimero finito de términos, los datos
iniciales correspondientes estdn en £ y, por lo tanto, se pueden controlar.

4.3 Controla =20

Tal v como mencionamos al principio del capitulo, es conveniente, del punto de vista de la in-
terpretacién fisica de los controles, actuar sobre el sistema solamente mediante el término ;3.
En esta seccién nos proponemos estudiar el problema de control siguiente: dado T suficiente-
mente grande v un dato inicial (8%, ®',W? W1) en un espacio £ que estd a nuestra disposicién,
encontrar uu control, 3 = 8(t,z} € H~%(0,T; L*0, 1)), tal que la solucién del sistema:

4

by —LE =0 en QX(O,T)
9%
—6-—; =0 sobre I} x (0, T)
89
B_y = -W, sobre [g x (0,T)
(4.74) \ Wy —We + &, =5 sobre Ty x (0,T)
- Wo(0.t) = Wo(1,t) =0 para te€ (0,7T)
’ ®(0) = 8°, &,(0) =&} en 9
W(0) = W°, W,(0)=W" sobre Ty
\

satisfaga las relaciones:

(4.75) { ®T)=8,(T)=0

W(T) = W{(T) = 0.
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Se trata pues de controlar el sistema mediante el término 8 que representa una fuerza dis-
tribuida que actua sobre la parte flexible I'y de la frontera. Lo que vamos a obtener es un
resultado de controlabilidad parcial en el que la relacién (4.75) se sustituye por:

{ $(T)=¢c, = cte, ®(T)=0
{4.76)

W(T)=c;= cte, Wy(T)=0.

Las constantes ¢; y c; se determinan de manera tnica en funcién de los datos iniciales del
sistema (4.74) (vease la Observacién 4.16).

Veremos por tanto que, mediante un sélo control, todos los datos iniciales que verifican una
condicién del tipo (4.71) pueden ser conducidos a un estado de equilibrio.

EI primer paso consiste en volver al caso unidimensional e intentar encontrar unas desigual-
dades parecidas a (4.20) y (4.23) pero sin que el término Y (0,1) intervenga. Sin embargo, esto
no es siempre posible. Por ejemplo, en el cason = 0 la presencia de este término es esencial y
esto hace que mediante el iinico control 8 no podamos alcanzar (4.75) sino (4.76). Es lo que en
Lions {29] se denomina controlabilidad parcial.

Igual que en la seccién 4.1, empezamos por el analisis del problema unidimensional corre-
spondiente:

[ Uy~ ¥y +n’r?¥ = f  para ye(0,1),21€(0,T)

V,(1)=0 para  t€(0,T)
v,(0) =V, para t€{0,T)
(4.77) | Vet 272V -0 (0)=¢g para te(0,T)

V(0)= 9% T, (0)=9' opara ye¢ (0,1)
V(0)= VO, Vi(0)= V1,

Ll siguiente teorema nos ofrece estimaciones para la norma que interviene en el problema de
control.

Teorema 4.7 Sea T > 2 arbitrario. i) Sin # 0, para todo f € L1(0,T; L*0,1)), g € L*(0,T)
y (90N VOV € Y tenemos la desigualdad siguiente:

T
(4.78) fu (Vee) < Co(T)(n™ + 1) (I 0" VO VHIG + A1 + llgli32) -

Si ademds. f =0 y g = 0 tenemos que:
T
(4.79) 12, 9, VO VIIE < CoT,myetn [ (v
0

La constante Cy depende de T pero no depende ni de los datos del ststema ni de n. La
ronstante C'y depende de T y n pero no depende de los datos del sistema {en la demnostracidn se
va a dar una estimacién de esta constante).

1) 5in = 0. para todo f € L'(0,T; L%0,1)), g € L*(0,T) y (¥°, !, VO V1) € YO tenemos
la desigualdad siguiente:

T
(4.80) ]0 (Vi)® < Co(T) ({l(2°, 97, V2, V)30 + 1113 + llgliZa) -

P e———— . A Bl [ e n 8



98 4 UN PROBLEMA DE CONTROL FRONTERA

Si ademds, f =0 y g = 0 tenemos que:
T
(481) (¥, 2, V2, V)l < Cu(T) [ (Ve)?

donde constantes Cy y Cy dependen de T pero no dependen de los datos del sistema.

¢ Demostracion:
 Las desigualdades (4.78) y (4.80) se obtienen inmediatamente de (4.20) y (4.33) respectiva-
mente despreciando los términos (V;)%, V2 y ¥2(0).
Pasamos ahora a demostrar la desigualdad (4.79). Recordamos primero que la relacién (4.23)
nos da:

2621”1.

T
100, 2", VO, V30 € 7 {fo ((Ve)® + (Vi)? + n*n?V2 4 n?,r?\p?(o,t))} :

Nos proponemos demostrar que existe una constante Cy(7T', n) > 0 tal que:
T T
(4.82) / (( W4 (V)R + ntrive 4 nzwz\Ilz(O,t)) < Cg(T,n)ez’”’/ (Vie)?.
0 0

Auntes de pasar a demostrar la desigualdad (4.82) recordamos que el operador diferencial
asociado al sistema (4.77) tiene una sucesién de autovalores (Vpm)mez+ U {v;.v; } cuyas
propiedades estdn descritas en el Teorema 3.1. También recordamos que las autofunciones
correspondientes (&, . Jmeze U {£2, €2+ } forman una base de Riesz en el espacio Y (vease el
Teorema 3.7).

Por consiguiente, la solucién U(t) = (¥, ¥,, V,;)(t) de (4.77) se puede escribir como:

U‘(t) - z an.me—wn,m t Elln‘m + a; e—u; tEu; + a:& e-—u;- t Ev;'-
meZ*

De esta relacion obtenemos que:

¥it) = Z A me mmigl a2 e_";"fl; +a;” e~V ! {,1,;.,

VYn,m
. €z
(4.83) " ted *te3 13
- -Unm « _—pn LSl
Vity= Y. aame™™m 6 +ane™n e +art e L.,
meZ*

donde {l“,n‘m es la componente i-ésima de la autofuncién &, .

A continuacién, para demostrar la desigualdad (4.82) utilizamos las expresiones {4.83) y
los resultados de Ingham [24] (vease también Haraux [21]). Mencionamos primero el resultado
principal:

N"
Teorema 4.8 (Harauz [21], Teorema §): Sea f(t) = Z ane~ "' donde A, son nimeros
"~ ﬂ=N'

reales que satisfacen Anyy — An = 7 > 0 y sea J C IR un intervalo acotado con |J| > 2_1r
Y

Entonces eristen dos constantes positivas ¢y y ¢z tales que:

N" NH

(4.84) o Y lals [f@Pdsa 3 lal

n=N' n=N'
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. .. . . 2 2
Para las constantes ¢; y cy se tienen las sigutentes estimaciones: ¢ = = | [— —-—) Y

10
Cyp = “—iJi
T

Los resultados correspondientes a series infinitas que convergen uniformemente en J también
son vdlidos.

Pasamos ahora a la demostracién de la desigualdad (4.83), mayorando cada uno de los
términos que aparece en el miembro izquierdo. Empezamos por ¥(0,t) y tenemos sucesivamente:

‘I’(O, t) = E an,me-—vn,m t{inlm (0) + a; e—u t{y‘ (0) 4+ a’tt —V“tfla-(O),
meZ*

(0,t) = 3 —tnmaame ™t (0)— v} ay e L (0) - vyt a e el (0).
meZ*

El Teorema 3.1 describe todos los autovalores para = fijo y por lo tanto podemos utilizar los
resultados de Ingham. Estudiamos primero la separacién de los autovalores. Si vl y vZ son dos
autovalores arbitrarios de .A! tenemos que:

Yo = inf v} — V2| > inf {|] = var], [Vn2 = vnal, ooy [Vnmet — Vpmly -}

Del Teorema 3.1 y del analisis de las grificas que lo acompaiia se deduce que:

T

|Vn,m+1 Vn,ml Z 1 T on

T
| |V1: - Vn,ll 2 Z

Por lo tanto, el “gap” o “hueco espectral” correspondlente a la familia (v, ;m ymeze U{vE, vi*)
s
es, para cada n, v, =

1320 5in > 2y'yn=stn—0 1.

Observacion 4.13 Las estimaciones (4.85) nos dan:

1900, )72y < 1 ( > lanmél, (O) +|a} £ () + oy El;-(O)IZ) ;

meZ*

”‘I!t(oas)[]i?(J) 2 Cp ( Z anmanm‘Eu,,m(O)I? + [V;a (0)]2 + |vptar” tf,,u (O)lz)

meZ*
S5t guieremos tomar intervalos J de la forma (0,T), para que las desigualdades anteriores
. . T L. . .
sean ciertas, es preciso que T > —— = 2 4 4n. Por consiguiente, el tiempo necesario para el

n
control tiende a infinito cuando n — oo. Este resultado no nos permite demostrar la propiedad
de controlabilidad del sistema bidimensional.

Teniendo en cuenta lo expuesto en la observacién anterior, en vez de usar el Teorema 4.8,
utilizamos una generalizacién debida a Ball y Slemrod [2] y ligeramente mejorada en Haraux
[21]. Mencionamos primero este resultado.

N’Il
Teorema 4.9 (Harauz [21], Teorema {): Sea f(t) = E ane "t donde A, son nimeros

. n=N"*
reales que satisfacen:
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i) Adngt — An > Yoo > 0 sin| > N,
i) Ang1 — An 27> 0, ¥n,

. 2
y sea J C IR un intervalo acotado con |J| > 2 Entonces ezisten dos constantes positivas
c1(2N +1) y ca(2N + 1) tales que: *
N" NH
(4.86) a@N +1) ¥ _1anL2__f Lt < QN AL S lonl?
n=N' ne=N*

Las constantes c1(2N + 1) y c2(2N 4 1) se calculan por recurrencia de la siguiente manera:

c1(0) = ¢1 y c2(0) = ¢z,
([ 2¢q(k) 288]J| Yoo 2\
ex(k+1) = ( e () (o= 277 T m) !
ca(k + 1) = 2(|J|(k + 1) + c2(k)),

donde ¢y y cy son las dos conslantes que aparecen en (4.85) y k > 0.

Los resultados correspondientes a series infinitas que convergen uniformemente en J también
son vdlidos.

Observacién 4.14 La ventaja del iltimo resultado consiste en que, en la cota de la longitud
del intervalo J, en lugar de aparecer el “gap” <y, aparece el “gap asintdtico” v, correspondiente
a la familia (X;);. Obviamente v, > 7.

Volvamos ahora al problema inicial.

Sea T >'2 arbitrario. Resulta que existe € > 0 tal que T' = 2 + ¢.

En nuestro caso, fijando n € IV, a la familia que estabamos considerando, (Vn,m )mez= U
{v2,v2*} le corresponde el “gap asintético” .

Notamos que, si § es un nimero con la propiedad 0 < § < 7, tenemos que:

: 24 12\?
(4.87) U4l —Vnm| 2T ——=—==2>71-6 s n (—) -1<m.
1+ ':'—“22 6

Para demostrar la dltima afirmacién necesitamos mas informacién sobre la separacién asintética
de los autovalores. De la misma manera que en el Teorema 3.2 se obtiene que, para n € v
arbitraric y m € Z* con m > n, tenemos:

|Vﬂ,m - sz -|- n21ril S f—m—g%._ﬁ;

De esta estimacion se deduce que:

|vnm+1 — Vnm| > l\/(m-}— 1)2 4 n?x — /m? + nix|—
~ Vam+1 — v/ (m+ 1)2 + n2r i} — IV"'"‘ —v/m? 4 n27r£| >
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@m[+ Lm___ 48
T @2ml+1)+2n Vm? 4l

de donde se obtiene {4.86).
Elegimos § < 21r

p y aplicamos el Teorema 4.9 con v = T sin 22yy= % sin=1,2,
n

2
Toao=T—8, N=n (-1‘-;%) —1yT=2+c¢.
Se obtiene que, si T > 2:

%0, )Z20,r) S €1, ( > lanm €, (O +lay £, (0) + |ay 5},;.(0)|2) ;

meZ*

||wt(o,t)||%z(0,nzcz,n( S [nm Gnm € (O + [ 05 EL (O + i a **f,,u(ow)

meZ*
donde las constantes ¢y, y ¢z, vienen dadas por las siguientes relaciones:

(4.87) cin=ci(2N+1)yesn=c(2N+ 1) con N=n (162) -1,

ci{2N 4 1) y c2(2N + 1) siendo las constantes definidas por recurrencia en el Teorema 4.9.
Se obtiene que:

(4.88) 19(0, 8){220.1y < '| <120, OliZz0:ry

C1,n
donde ¢, = ——.

Can
Como de la ecuacién de V' deducimos que:

120,003 <2 [ (Vi + ntx4v?),

obtenemos la acotacién deseada para el término ¥(0,1):

120, 0)|2. < li‘i*l% f ((Ve)? + méniv2)

De una manera similar se obtiene la acotacién de V; y V por Vi

WVl < w25 [ v,

ol < 22 [ (v,

Por consiguiente, se obtiene la desigualdad (4.82) y, a continuacién, (4.79), con Cz(T,n) =
Cn

ezt

Pasamos ahora a demostrar la desigualdad (4.81).
El Teorema 4.4 nos asegura que:

T
(4.89) I, 9, O, vh)i3e < C { ] (Vi) + (V2 + V2 + wz(o,t))} :



102 _ 4 UN PROBLEMA DE CONTROL FRONTERA

Sabemos que podemos descomponer el espacio Y = Y@ V! y que P! tiene dimension
dos. También sabemos que una solucién del problema homogéneo (4.78) con dato inicial en }°
permanece en o,

Podemos aplicar el razonamiento anterior para deducir la estimacién (4.82). Sélamente

tenemos que eliminar, en las series que aparecen, los ltimos dos términos correspondientes a
VL Y V2T que, en este caso son iguales a 0.

|
Pasamos ahora a analizar el problema de control correspondiente al sistema (4.78):

Uy — Wy + 0212 =0 para ye€ (0,1),¢€(0,T)
v.(l)=20 para t€ (0,7)

v,(0)=V, para t€(0,T)
Vie+ 0?2V — 9, (0)=fF para te(0,T)
T(0)=T% ¥, (0)= V! paraye€(0,1)

| Vo) =Vvo, V)=V

Tenemos el siguiente resultado de controlabilidad:

(4.91) q

Teorema 4.10 Sea T’ > 2.

t) Sin # 0 es sistema (4.91) es ezactamente controlable, es decir, para todo dato inicial
(¥9, 91, V0, V1) € V', tal que ¥° sea continua en y = 0, eziste un control § € H~2(0,T) tal que
la solucion correspondiente de (4.91) satisfaga:

(M =¥(T)=20
(4.92) (T) = ¥ (T)
V(T) = Vi(T) = 0.
1) Sin = 0 es sistema (4.91) es parcialmente controlable, es decir, para todo dato inicial
(0,91, VO, V1) € V', tal que ¥° sea continua en z = 0, eziste un control B € H~2(0,T) tal que
la solucidn correspondiente de (4.91) satisfaga:

(4.93) { Y(T)=c1= cte, T (T)=0

ViT)=cy= cte, V(T)=0.

Demostracion:

Para el caso n # 0 podemos repetir la demostracién del Teorema 4.5 usando como norma en
el espacio F la cantidad:

T
Y®, Y1, o0, w2 = jﬂ P (s,

Las desigualdades obtenidas en el Teorema 4.7 nos permiten deducir que ésta es una norma
y que F = ) algebraica y topolégicamente.

En el caso n = 0 también podemos repetir el argumento del Teorema 4.5 pero sustituyendo
el espacio Y por J°.

Obtendremos que el operador A : Y° — ()) es un isomorfismo y por lo tanto cualquier
dato inicial en (J°) es controlable mediante controles que vienen dados por la ecuacién adjunta
con datos iniciales en J°.

A continuacién nos proponemos extender este resultado a datos iniciales en ).
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El espacio ()°) es isomorfo a un espacio cociente de }’. En efecto, si definimos en )’ la
relacion de equivalencia:

51,5€ YV, S1 =850 (8 - 5,U% =0, VU € )°,

obtenemos que (Y°) es isomorfo al espacio cociente )"/ =.

Teniendo en cuente que A : J° — (V%) es un isomorfismo se obtiene que existe un isomor-
fismo de espacios vectoriales: A’ : )% — ('/ =).

Por otro lado. consideramos el conjunto:

H = {(cabo,c1.¢1,—¢z): ¢; € R} C Y.
Observemos que, si § € H, tenemos:
(S, U% =0, vU° € )°.

Observacién 4.15 Notemos que, en la formulacion por trasposicién de la ecuacion ({.47),
aparecen como “datos iniciales” naturales combinaciones de funciones y delias de Dirac. Par-
tiendo del conjunto de los equilibrios del sistema (1.1) en el espacio X, mediante aquellas com-
binariones. se obtiene el conjunito H,

Pasamos ahora a demostrar que cualquier “dato inicial” §° € )" puede ser conducido,
mediante controles en H2(0,T). a un estado perteneciente al conjunto M.

Sean (A)71(5%) = U° € 30 y A(U%) = §% ¢ (D).

Teniendo en cuenta el significado del operador A, y la formulacién por trasposicién del
problema (4.7}, (vease el Lema 4.1), se obtiene que:

- T
(1.9) (5°.2% = [ puugu, VE° € 3,

donde (Y. u) es la solucién del problema (4.42), con dato inicial U® y (£.¢) es la solucién del
problema {4.48) con dato inicial =% y sin términos no homogéneos.
Consideramos ahora el problema:

Vo — ¥, =0 para y € (0,1),t€ (0.T)
v, (1)=0 para t€(0,T)
(4.9 ¥,(0)= -V para t€(0,T)

d
Vit + ¥4(0) = ‘E(Putz) para t€(0,T)

con “dato inicial® §Y y demostramos que al instante T la solucién de este problema, definida
por transposicién v notada por S(t), pertenece al conjunto M.
En efecto. la definicién por transposicién de la solucién nos indica que:

T
(4.95) (§°.2% — ($(T), =(T)) =f0 e, VEO € V.

Aliora. tenjiendo en cuenta (4.93) y el hecho de que §% = 59, se obtiene que:
(-1.96) (S(T),=(T)) =0, VE? € )°.

Yor consiguiente. S(T) € K, v se concluye la demostracién.
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Observacién 4.18 FEstudiernos con mds detalles los puntos a los que se puede conducir une
solucion del problema (4.94) mediante el control 3.

Esto se puede analizar con la ayuda de la relacion (4.95) que nos indice algo mds que (4.96).
En cfecto, tomando datos = en V' y considerando que S? es la proyeccion del dato $5° sobre H
se deduce que:

(1 - S(T),=(T)) =

Resulta que la proyeccidn de §° sobre M es igual a S(T'} y por lo tanto las soluciones se
conducen al estado que viene dado por la proyeccién del dato inicial sobre M.

-

‘. Observemos que, en el caso de soluciones regulares, se alcanza, al instante T, el estado
(c1.0.¢c2.0). Integrando la primera ecuacion de ({.94) en (0,T) x (0,1) obtenemos que c; =

f ¥, + Vp e integrando la iltima ecuacion de (§.94) en (0,T) obtenemos que ¢y = Vi + ¥y(0)
(L0, ¥ VO VY siendo el dato inicial de (4.94)).
Observacién 4.17 El teorema anterior nos indica que los datos iniciales se pueden conducir

al equilibrio. pero el concepto de equilibrio tiene que adaptarse a la definicion de soluciones en

Y.
Podemos ahora pasar al problema bidimensional v tenemos:
Teorema 4.11 Para T > 2 y un dato (9%, &1, WO W) en el espacio £ definido por:
- oo
£ = {(<I>°,<I>‘,W°, Whe X: Y CoAT n) e 103, pro e i)lI3n, < x}
n=1

existe un control 3 = B(t,z) € H=%(0,T; L*(0,1)) tal que la solucion del sistema ({.7{) satisfaga
las condiciones ({.76).

Demostracién:
Es similar a 1a del Teorema 4.6 y la omitiremos.

Observacion 4.18 En la demostracion del Teorema 4.7 se puede encontrar una estimacion de
las constantes Co(T, n).

-



Capitulo 5

Existencia de soluciones peridédicas

En el estudio de 1a propagacién de las ondas aciisticas en una cavidad interior una cuestién
interesante es la siguiente: jcuando sobre la parte flexible de la frontera se ejerce la accién de
una fuente de ruido exterior cudl es la respuesta del sistema? Por ejemplo, cuando la presién
exterior esta arotada (con respecto al tiempo), es muy importante saber si el nivel de ruido
permanece dentro de ciertos limites o si puede ocurrir el fenémeno de resonancia.

Eu muchos casos la influencia exterior se presenta bajo la forma de una funcién periédica con
respecto al tiempo. En esta situacién el problema de la acotacién del nivel de ruido se relaciona
estrechamente con la existencia de soluciones periédicas.

Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente nos proponemos estudiar la existencia de
sohiciones periddicas del sistema

( (}”—AQ‘—' en QX(0,0D)
6‘_‘1) =0 sobre Ty x (0, 00)
v 1 !
od
(5.1) 1 30 " - W, sobre T x (0,00)
u;" - I'V:lc.‘r: + th + Qt = f sobre ro X (0, OO)
Wo(0.t)= W, (1,8)=0 para t € (0, 00)

\

snponiendo que f es una funcidén periodica en €l tiempo, es decir:

(5.2) existe T > 0 tal que f(t+ T,z) = f(t,z), ¥t > 0, Vz € (0, 1).

La presencia de la funcién f, como miembro no homogéneo de la ecuacién, representa, tal y
como mencionabamos, la existencia de una fuente de ruido exterior (o una fuerza eldstica) que
actua sobre la parte flexible, I'y, de la frontera.

Del punto de vista matematico, en este tipo de problemas, una de las propiedades fundamen-
tales es el decaimiento uniforme de la energia del sistema. Bajo esta hipétesis, como la norma
del semigrupo asociado es estrictamente menor que uno, se pueden aplicar técnicas de punto
fijo v deducir. con relativa facilidad, la existencia de soluciones periédicas (vease, por ejemplo
Haranx {20]). Sin embargo, tal y como hemos visto en la seccién 2.3, el semigrupo asociado al
sistema (5.1) no tiene decaimiento exponencial y por o tanto su norma es uno para todo instante
t. Esto hace que. en nuestro caso, la respuesta sea mucho mas dificil.

105
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En la primera parte estudiamos un problema unidimensional que resulta de (5.1) mediante
separacion de variables. La reduccién de la dimensién del sistema de dos a uno nos permite
demostrar la existencia de soluciones periédicas mediante un argumento de perturbacidn, ob-
tencién de estimaciones apriori y paso al limite.

En la segunda parte. con la ayuda de los resultados y de las estimaciones del caso unidimen-
sional. damos un resultado de existencia de soluciones periédicas en el caso bidimensional, para
funciones f suficientementes regulares.

5.1 EIl problema unidimensional

En esta seccién demostramos la existencia de una solucién periédica del siguiente sistema:

wtt_wyy+aw=0 . para.ye (0,1),t€(0,00)
P, (1) =0 para t € (0, 00)
(5.3) Yy(0) = —wy para t € (0,00)

wy + w+ aw+ P (0)= f parat € (0,00)
suponiendo que a > 0 y que f es una funcién periddica que sélo depende de #:
(5.4) _ existe T > 0 tal que f(t + T) = f(t), ¥t > 0.

El parametro o > 00 ha sido introducido con el objeto de obtener estimaciones (en funcién
de é1) de las soluciones periddicas, lo que va a ser 1til en la iltima parte, al pasar al problema
bidimensional {vease el Teorema 5.2).

Con la idea de aplicar los argumentos de punto fijo consideramos un problema con un nuevo
parametro pequefio, £, que al final lo haremos tender a 0. La importancia de este parametro
se vera en la Proposicién 5.2 pero podemos decir que introduce una disipacién adicional en
e} sistema que permite probar el decaimiento uniforme del semigrupo asociado y asi obtener
facilmente la existencia de soluciones periddicas.

5.1.1 EI problema homogéneo con perturbacién

Para dos parametros fijos, a, £ > 00, consideramos el siguiente sistema:

Yo=Yy + eV +ap =0 paray € (0,1),t € (0,00)
Yy(1)=10 para t € (0,00)

(5.5) ¥,(0) = —wy para t € (0,00).
wy + wy + aw+ P (0) =0 parat € (0,0).

En este apartado estudiamos la existencia y la unicidad de las soluciones de (5.3), asi cor. i vl
comportamiento asintdtico del semigrupo generado por el operador diferencial correspundiente.

El término ¢, incorporado en la ecuacion que verifica 1 tiene un caracter disipativo. Nuestra
intencidn es reforzar de esta manera la disipacién del sistema y conseguir que la energia decaiga
exponencialmente a cero.

En primer lugar escribimos el sistema (5.5) en una forma que permita aplicar resultados
clasicos para problemas de Cauchy abstractos.
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Consideramos el espacio
(5.6) Y=HY0,1)x L}(0,1)x R x R

v en ) definimos el producto escalar:

(s Jor o 0 (91,92,95,90) = [ (Uil +afoan) dy +
+ _/0] f292dy + faga + f494

(X¥.(...))es un espacio de Hilbert.

Definimos los siguientes operadores:

B! : H%(0,1) x H{0,1) x R x R — (H(0,1))’,

1o _ 1 1 _
(Bl Ew.oh) = [ (o) +ave) dy +e [ vody —op(0)
0 0

C':HY0, ) x HY0,1)x R x R — R,
Cl(4, €, w,v) = aw + v + £(0).
Finalmente consideramos el operador
AL DA CY — Y,
DAl = {(L'.{. w.o)eY: € HY(0,1), By, &, w,v) € L’(o,l),%%(l) =0, %—E(O) = —v}

(-’\)) .Al.(ﬂ,‘{. w, U) = (_613:(1»[)1’51 w,v),—v,C‘(w,.f,w,v)).

Observese que la condicién Bl(v,¢,w,v) € L?(0,1) implica la existencia de una funcién
Ie L*(0.1) tal que:

1 1
.[ {1y vy} — ve(0) = / he para toda € H'(0,1).
a 0

- 2 1 . 1
Si definimos v = ¢ — (%—- -~ y) v se obtiene que/ (Yyy) = / (h+v)y para toda p € H'(0.1),
0 0

lo que nos indica que J)yy € L%(0,1) y por lo tanto ¢ € H?(0,1). Por tanto, las condiciones
de comtorno que aparecen en la definicién de D(A}) se verifican en el sentido cldsico, ya que
H*0.1yc Co.1].

Tinalmente obtenemos que D{A!) ¢ H%(0,1) x H'(0,1) x R x R.

El sistema (5.5} se escribe:

Ut) + AU()=0, Vt>0
U(t) € D(A}), Yt>0

siendo 7 = (v. €. w. v).
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Proposicién 5.1 Sia > 0 y si (D(Al), Al) es el operador definido por (5.8) se tiene:

i) El operador Al es mazimal-mondtono y, por lo tafito, benem un semigrupo de contrac-
ciones en Y. notedo {5.(1)}eo0.

ii) Soluciones fuertes: Si Uy € D(AL) entonces eziste una dnica solucion fuerte U de la
ecuacion (3.8) con las siguientes propiedades:

(5.10) U €' ([0,00), )1 C ([0,0), D(A}))

it7) Seluciones débiles: St Uy € Y entonces eziste una unica solucion débil U de la ecuacion
(5.9) con la propiedad:

(5.11) U eC(]0,0),))

La energia asociada

i 1 1
(5.12) Ea(t) = 5[{) (87 + 97 + ad?) dy + (0} +aw?)
verifica la siguiente identidad:
dF, 1
{5.13) 7 (t} = —5/0 -l_ﬁ*fd-y —wtz.

“ Demostracién;:
Para demostrar que el operador es mondtono evaluamos el producto escalar:

(Al Loww) (8 6w, 0)) = (€. Bi(¥, 6, w.v), —v,CH (¥, € w.v)) (¥. 6w v)) =

1
=s/ €2 4+ 0% > 0.
1]

Para demostrar que el operador es maximal consideramos un elemento arbitrario (f.g. h./) €
Y v buscamos (. £, w,v) € D(A}) tal que (A} + Dy, &, w,v) = (f,g.h, i), lo que se reduce a
encontrar ¢ € H'(0.1) v w € IR solucién de:

1 1
[ ey +ovordy +(e+1) [ wody —we(0) =
1 1
(5.14) =(+9) [ rody + [ gody +ho(0), %6 € H'(0.1)
0 0 -
(a + 2)w + $(0) = 7 + 2k + (0).

La existencia de » € H1{0,1) y w € IR, solucién de {5.14), resulta ficilmente mediante un
argumento parecido al del Teorema 1.1.

Una vez encontradas ¥ y w se obtienen £ = ¥v— f y v = w— h. El hecho de que (%, £, w,v) €
D(A!) es una consecuencia de la definicién de D(Al).

Los Teoremas cldsicos de existencia, unicidad y estabilidad para el sistema (5.9) (ver Cazenave
v Haraux [12]. Cap. 3. pp 37-39) nos proporcionan el resultado final.

Observacion 5.1 Como el operador Al es mazimal-mondtono en el espacio de Hilbert Y resulta
que su dominio D(AL) es denso en ¥.
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Observaciéon 5.2 Observemos que, si a = 0, el sistema (5.5) se escribe:

¢tt‘¢yy+£¢t'—'0 pamyG(O,l),tG{O,oo)
$,(1) =0 para 1 € (0, c0)

{(5.13) By (0) = —wy para t € (0, 00)
wy + wy+ ¥ (0)=0 parat € (0,00).

Igual gue en el Capitulo 4 tenemos que descomponer el espacio Y en suma directa de dos
subespacios, Y = yf & ), donde:

yf-_— {(w,g,w,v)ey: jol(£+e1/))+w=0,‘v—1/)(0)=0},

Vi ={(c1,0,c2,0)€ Y : cr,c2 € R}.

El operador diferencial asociado es mazimal mondtono en Y0 y la proyeccion de cualquier
solucion del sistema (5.15) en este espacio liene las propiedades deducidas en la Proposicion
5.1. La proyeccidn de una solucion de (5.15) en V' permanece constante.

Cada ve: gue nos refiramos al caso o = 0 se considerard este planteamiento del problema.

£l comportamiento asintdtico del semigrupo de contracciones generado por el operador A}
ox deserito en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.2 Siz > 0 ezisten dos constantes M > 1 y 4 > 0, independientes de los datos
iniciales (pero dependientes de ¢ y de o), tales que:

(5.1G) E, (1) S ME,(0)e™™, Vt>0
parve toda solucion de (5.5).
Demostracion:

Etapa I: Suponemos en primer lugar que U = (¥,£, w,v) es una solucion fuerte de (5.5).
Para é > 0 definimos la funcidn:

1
(5.17) F,(1)= E,(1)+§ UD Yo dy + wew + w(O)w), Vi > 0.
Tenemos que
1
| Fu(t) = Eq(1) [< 6 (/{; [} dy + | ww |+ | 9(0)w l) < 6CLE(1)

donde C; es una constante que no depende de ¢.

Para é < L resulta que:

2C
- 1 3
(5.1%) 5Ea(t) < Fult) < SEa(t), V220.

(Calculamos ahora
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Fi(0 = Eyn+¢ [ (02 + B dy + B(F + W) +-5EO)w,+ B 0)0) =
1 1 1
= ¢ [[(wordr = (w45 ( [ - [[wpra - v 0u0-

1 1
-.sf v dt - aj Pidt + (wg)2 — aw? — P, (0)w + w,p{0) + wt_b:((})) <
o i

gm(s-a—i)/olw,)?dt -6(1-%-%)/0'(%)2&-

s 2 2
Cipn gz Cipg 2
6( R ) [Cvrar -
6 6 6 2 #3 2
(1 § 5 Im 2#4) (we)e =6 (a -3 ) w*.

Elegimos uz = fig = 6 y g1 = pa = 46 con lo que al final resulta:

£

== (5-6) [wra -s0-4c0) [(wra -

—5 (m - 6% +4Cl)) /01 Wl dt — G - 5) (w))? ~ 6 (a - g) w?.

1120

Para 6 < min {f-

At —} obtenemos:

* 4Ch + §
Fr;(t) S _ﬁEa(t)’
3= min {56 61 _ & i 8
con J = min {2 8, 8(1 4C16),¢5(a 6(2+4C1)),4—6,6(a—2)}.

Teniendo en cuenta (5.18) se obtiene:

(5.19) E () < ME,(0)e™™, Vt>0

con M =3vq = %B.

Etapa 2: Ahora suponemos que U = (#, £, w, v) es una solucién débil de (5.9) que corresponde
al dato inicial U° = (9%, ¢!, w® w') e Y.
Como D(Al) es denso en Y, existe una sucesién (Ul)no = (¥, ¥4, wd, wl)nso C D(A!}) tal
que
‘ Up = (¥, ¥, wn,wp) — U° = (#°, ¢, 0%, w') en Y.

Sea Uy = (1. (¥n)e, Wn, (Wa)e) la solucién fuerte de (5.9) correspondiente al dato inicial /9.
Ter]elt'los

1
Eolt) = 5 [ (6 + 2+ av?)dy + S(ul +av?) <

1
s-zfo(hbt—(wn)tl"’+lwy—(¢n)y 2 4o | ¥ —vn [P dy +

+2(] we — (we)e 12 +a | w — wy )+
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+2 [ (@) + () + @¥2)dy + 2{(wa)) + au?) <

1
52]0(:¢'—¢A1’+|w3—(¢3)y|2 +a |90 — 40 ) dy +

+2(} w' - wl 1?2 +a | w® - wﬂ ]2) + ME, .(0)e~™

donde E, , es la energia correspondiente a la solucién U, = (¥n, (%), wn, (Wa)e)-
Pasando al limite cuando » — oo obtenemos

E.(t) < MEL(0)e™™, ¥t20,
con 5§ > 0 como en la etapa anterior.

Observacidon 5.3 El término disipativo introducido, £, hace que, en el case € > 0, el semi-
grupo asxociado al sistema (5.5) tenga un decaimiento uniforme. Se observa que la constante 7y,
que nos da la tasa del decaimiento exponenctal, depende esencialmente de . En efecto, si = es

suficicntemente pequeno, fenemos gue ¥ < — y por lo tanto ¥ tiende a cero cuando £ lo hace.

Evidentemente. cuando € = 0 el decaimiento del semigrupo no es uniforme (ver la seccion
2.3

5.1.2 El problema no homogéneo con perturbacidon

Counsideramos ahora el siguiente sistema no homogéneo con a,¢ > 0, fijas:

¢'tt_wyy+€¢t+0¢=0 parayE(O,l),te(O,oo)
U,(1)=0 para t € {0, 00)

(5.20) U (0) = —w, para t € (0,00)

wy + 1w+ ow+ P(0) = f parat € (0,00)
donde f es una funcién continua que sélo depende de t y es periddica de periodo 7.

Utilizaudo las notaciones del apartado anterior el problema {5.20) se escribe en la forma

Udt) + ANU(t) = F(t), V>0
(5.21) U(0) = Uo
U(tye D(AD), Vvi>0

siendo F(1) = (0.0.0, f(¢)) € Y para cada t.
Tenemos el siguiente resultado cldsico de existencia y unicidad para el problema (5.21) (ver
(azenave v Haraux {12], Cap. 4, pp. 51-53):

Proposicién 5.3 5i A] es el operador definido en (5.8) se tiene:
1.Soluciones débiles: Si F € L1(0.T;)) entonces la ecuacién (5.20) tiene una tinica solucion
debil U € C([0. 20): '} que viene dada por la formula de variacion de las constantes:

(3.22} U(t) = S(t)lo + ./: Sc(t — s)F(s)ds, Vt € [0, 00).
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2.5oluciones fuertes: Si Uy € D(AL) y F € WI1(0,T; ¥) entonces U dada por la formula
(5.22) es una solucion cldsica del problema (5.20) en la clase

(5.23) U € ([0, 00), ¥) N C([0, 00), D(A}}).

El resultado fundamental de este apartado es:

P}oposicién 5.4 Sie >0y fe LV0,T) es periddica, entonces el problema (5.21) tiene una
unica soluciin peridgdica débil, U, , € C([0, ), ).
Si f € W11(0,T) entonces la solucidn periddica encontrada es una solucion fuerte: U, €

C1([0.50). )1 C([0. ), D(AL)).

Demostracién:
Definitnos el operador

(5.24) Ty —Y, T 0w’ w') = ($(T), ¢ T), w(T), w(T))
donde (. t. w0, ;) es la solucién de (5.21) con U® = (¢, ¢!, w°, w?). Tenemos

&

| 7"U® = T U ||ly=|| S(nTYU® = U") ||y<
S Se(nTY |l pyll U = UM ly=k | U = U" ||y
con || Se(nT) [|zy.y= k < 1 para n suficientemente grande puesto que
| Sc() < Me™™, ¥t > 0.

Resulta que el operador J™ : Y} — ) es contractivo y por lo tanto tiene un wnico punto fijo
en Y. Sea 'Y este punto fijo.

bpte)

Demostramos ahora que el punto fijo de 7™ es el dnico punto fijo de 7. Se tiene
THUg) = Ue = T(T™(Uea)) = T(Ua) = THI(V2)) = T (U2,
de donde resulta que J(U?,) es un punto fijo para J" y como éste es dnico deducimos que:
J(Ula) = Uls

9., es un punto fijo para J.
La unicidad del punto fijo de J" implica la unicidad del punto fijo de 7.

es decir. [0

En conclusién. hemos demostrado que el operador J tiene un dnico punto fijo Ugo z ).
La solucion del problema (5.20) con el dato inicial U2, va a ser la solucién periédica de este
problema. notada U, 4.

Demostramos ahora que esta solucién periddica es una solucién fuerte o, lo que es lo mismo,
que el dato inicial estd en D(Al).

El espacio D(A!) es invariante con respecto a S,(t) puesto que la solucién de la ecuacién
(5.5) con el dato inicial en D(.A!) pertenece a C([0, 00); D(.A}}). Basta probar que el semigrupo
tiene un decaimiento exponencial no sélo en la norma de Y sino también en la norma de DA,
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Aliora. para z € AL
I Setiz ilpeany=1l Se()= Hy + | A2Se(t)z Ity=l Sc()z lly + || Se(t)Alz ||y<

< Se(@ ey 2 lly + T Az {ly) =) Se(®) |yl 2 lpcas) -
Resulta que
[l Se(t) eepian) pian <l Se®) ey

v de aqui se obtiene que || §,.(f) He(p(ar).prary) decae exponencialmente.

Aplicando el mismo razonamiento de antes resulta que el punto fijo del operador 7 estd en
DAL

Cuando la funcién peridédica F pertenece a L}(0, T;Y) obtenemos una solucién periédica
débil. mientras que si F pertenece a W!(0,T;Y) la solucién periédica correspondiente es una
solucidn fuerte.

En ambos casos denotamos por Uy, esta solucién periédica.

Observacion 5.4 Notemos que si @ > 0 la ezistencia de una solucion periodica implica que
tuda soluvidn del sistema es acotada. En efecto, si Ue o €5 la solucion periddica y U es una
solucion arbifraria entonces U — U, o €s una solucidn del problema homogéneo (5.5). Como

. ‘ ., 1 .
sthimos que lo energia asociada o esta solucion E(t) = =[|U — U, 4||y tiende a cero cuando t

ficnde a infinito resulta que, en parficular, U permanece acotada en ¥.

En el caso n = 0 podemos hacer un andlisis directo. Se obtiene que eziste una solucidn
(que esta vez puede que no sea dnica) tal que la proyeccion de ella sobre Y? sea pericdica. Por
cjomplo. st [ =1, la solucion = {, w = 0, no es periddica, pero su proyeccion en Y2, que es
igual a (0.0.0.0). s es periddica.

5.1.3 Estimaciones uniformes para las soluciones periédicas

Consideramos o.z > 0 fijas.
Sea "7, ol dato inicial (que depende de ¢’y a) correspondiente a la solucién periddica U,
del problema (5.20) encontrada en el apartado anterior. Nos propuonemos obtener estimaciones
para las soluciones periddicas que nos permitan pasar al limite cuando ¢ — 0.
Como en este parrafo las constantes ¢ y o se consideran fijas omitiremos los indices corre-

spoudientes,

Proposicion 5.5 Si f € H?(0,1), la solucién periddica de la ecuacion (5.20), Ug o = (¥, 1, w,wy),
rerifica las siguientes estimaciones:

T T
(5.25) f (w? + aw?) dt Sc/ (14 a)f?dt,
1] 1]

T
fo (¥ + V2 + a¥?)(y)dt <
3.20
(5.26) J

T
<¢ [0+ a)ff + (14 0 + () dt exp (2L

donde ¢ y o' son dos constantes que no dependen de € y a.
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- — - =

Demostracién: -

Etapa 1. Estimaciones para w. . T

Como 1a solucién periédica del problema (5.20) es una solucnon fuerte resulta que las ecna-
ciones diferenciales se verifican en casi todo punto y tenemos la siguiente relacién para la energia
(5.12) del sistema:

d 1
(5.27) d—‘f(:)= -sjo Vit - w? + fuw,.

¥ Integrando la relacién (5.27) entre 0 y T y teniendo en cuenta la periodicidad de la solucidn

se obtiene:
T 1 T T
0=—5/ f ¥ dz di -f w? dt +j fwdt .
o Jo 0 0

De esta relacion se deduce gue
T T
(5.28) f (w)?dt < / 2t .
0 0

Notamos ahora ¥ = € y w; = v. Obtenemos que £ y v verifican la ecuacién

Eu—Epy+e&i+av=0 paraye (0.1),t€(0.c)
£,(1}=0 para t € (0,00)

(5.29) £,00) = —z para t € (0,00)
s+ nt+oz+6(0)=f parate (0,)
o su version abstracta

(3.3 V(0) =

{W+4v=c
siendo V= {£.&.2.2). G =1(0.0.0, f) vy VO = (£°,¢. 0, 2.
Puesto que v € C3{[0.T); L*(0.1)) v w € C%([0,T]) resulta que
0= {¥:(0). ¥(0), w,(0), we(0)) € ¥
v como G € H1(0.T;)) se obtiene que V es una solucién débil del problema (5.30).

Cousideramos una sucesion ({g,f},,zg,z},)nag C D(A}) tal que
0 1 0 _1 0 1 0
(€n Envzn.zn) — (7,8, 2 ,z') en Y.
La solucién V), de la ecuacion

. (Vn)t +-A:Vﬂ = G
(331) { Vn(O) = V,? = (62!&1: 22521!1)

es una solicién fuerte puesto que V° € D(Al) y G € HY(0,T; )).
Imegrando la funcién de energia se obtiene que:

T T
(5.32) ]0 ((zn))dt < jo (f)?dt + 2(Ea(0) — Ea(T))
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donde E,(¢) es la energia de la solucién V,(¢).

Como || (¥ = V)(t) {ly<|} VO = V2 Jiy— 0 obtenemos que z,(t) — () para cada t y ademis
E,(0)— EL(T) — E(0)— E(T) =0 ya que V es periddica.

Teniendo en cuenta la condicién de acotacién dada por (5.32) se puede aplicar el Teorema
de la convergencia dominada y resulta que

T T
(5.33) jo (we)?dt < ju (f)? dt.

Integrando la ecuacién diferencial entre 0 y T en el extremo y = 0 y teniendo en cuenta la
periodicidad de las funciones se obtiene

T T
{5.34) a/ wdl =/ fdt.
0 0

Aplicando la desigualdad de Poincaré resulta

T, T T "’d 1 T 2d c T 2 1 T 2
 dt </ '-] ' { — ] 1 < / 1 —/ f.
/u wdt < A u : w + 7\, w <y | (wy) + 2T f

donde € es la constante de Poincaré correspondiente al intervalo (0,T) y por lo tanto

T 1 T
(5.35) /o widt < (C'o+ z_g'j:)/o (fe)? dt.

Etapa 2: Estimaciones para ¥(0).
La ecuacién diferencial que se verifica en e] extremo y = 0 junto con las estimaciones {5.28),
{3.33) v (5.35) proporcionan la siguiente estimacién para v4(0):

T T T
(5.36) fo (¥:)*(0) dt S(l-i--jl:+azco)]0 f2dt +fo (fu)?dt .

Integrando las ecuaciones de (5.20) en [0,T] y teniendo en cuenta la periodicidad de las

funciones resulta
4 T T
(/ 1,’)dt) +cr/ Pdt =0
0 v 0

T
(5.37) < (fo 1”"”H')y(l)zo
T
(j(; 'lf)df) (0)=0.

v

\

La unicidad de las soluciones de esta ecuacién diferencial ordinaria implica que

T
(5.3%) jo pdt (y)=0.

De esta relacién v de la desigualdad de Poincaré se deduce que:

T T T T
(5.39) f (v)2dt (0)500_/ ()2 dt (0)500(1+l+a200)f f2di +/ (f)*dt .
0 0 T 0 0
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Etapa 3: Estimaciones para . _ _
Multiplicando la primera ecuacién de (5.20) por ), e integrando en [0, T'] se obtiene:

[ @+ @+ et ) =30 [ dypdt +e [ v, di <

0 tly vy v )= A v o t¥y =
3 1 T T T

< Floz [y +va [[wra) s 5[ wha +uia) <

3va ¢ (7
< (—‘2/_ + 5)/ (7 + ¥j + av?) dt.
0
Aplicando el lema de Gronwall se obtiene:

T T
(5.40) jo (¥ + oy + ag?) dt (y) s/ﬂ (¥F + 9] + ay?®)de (0) erp((%ﬂ =)

Con ésto se concluye la demostracion de la proposicién.

5.1.4 Paso al limite

Sea a > 0. una constante fija. El objetivo de este apartado es demostrar que la ecuacion (5.20)
tiene una solucién periddica cuando ¢ = 0 que se puede obtener como limite cuando ¢ 0
de las obtenidas anteriormente. Como a se considera fijo en este parrafo omitiremos el indice
correspondiente.

Teorema 5.1 Si f € HY(0,T) el problema (5.20) con ¢ = 0 tiene una tinica solucion periddica
en ef espacio de la energia.

Demostracién:

i} Suponemos primero que f € H?(0,T).

Sea Uy = (¢, (¥r)r, we, (we)e) la solucion periddica del problema (5.20) para cada £ > 0.

Las estimaciones de la Proposicion 5.5 nos indican que (,).»0 permanece acotada en
L%0.T: HY(0,1))n HY(0,T: L*0,1)) ¥ que (w,).>0 permanece acotada en HY(0,T) (e incluso
en H2(0,T)).

Extrayvendo subsucesiones (que denotamos mediante el indice £} deducimos que existen dos
funciones ¢ € L*0,T; HY(0,1)) n HY(0,T; L¥0,1)) y w € H'(0,T) tales que

e — ¥, en L2(0,T; H'(0,1)) n H'(0,T; L*0,1)) cuando ¢ — 0

w, — w, en H'(0,T) cuando ¢ — 0.

Definimos la funcién (4,1, w,w) para todo ¢ > 0 extendiendola por periodicidad y de-
mostramos que es una solucién periédica de (5.20), con ¢ = 0, de energia finita.

La solucién periddica Uc(t} satisface:

Ue(t) = S.()U2 + /U' S.(t — s)F(s) ds.
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De aqui se obtiene que:
Uy < CUe(rHIy+ | F Loy, Y7 S 8, V2> 0.

Si consideramos ¢ > T e integramos la relacién en 7, entre 0 y 7', obtenemos:

T T
TN = [0 dr <C [ 10y dr + T ) Fllisom, vt > T.

Teniendo en cuenta que las soluciones U, estin acotadas uniformemente en L*0,T;)), se
deduce de la Gitima relacién que también lo estan en C([0, T}; V).

De aqui resulta que podemos pasar al limite, (por ejemplo en la férmula de caracterizacién
de Ball. (1.25)). ¥ obtenemos que (%, 4, w, ;) es una solucién periddica y de energia finita del
problema.

ii} Supongamos ahora que f € H'(0,T).

Existe una sucesién ( fn)nyo C H%(0,T) tal que f, — f en HY(0,T).

51 I son las soluciones periédicas correspondientes a los términos no homogéneos f, se
obtiene. para cada n. las estimaciones (5.25) y (5.26). Como (f,) converge en H(0,T) estas
cotas son uniformes en n.

Lis sucesion U, de soluciones periddicas estd acotada uniformemente en el espacio L2(0, T; Y).
A partir de un argumento de paso al limite se deduce la existencia de soluciones periddicas en
el espacio de la energia.

5.2 El problema bidimensional

Cousideramos ahora el problema (5.1) con f € H((0,T); L*0,1}), una funcién periddica con
respecto al tiempo. de periodo 7. Utilizando las notaciones de la Seccién 5.1.2 el problema se
escribe en la forma

U(t) € D(A), V120
(5.41) Ut) + AU(t) = F(t), Yi>0
U(0) = Uy € D(A)

siendo F(1) = {0.0.0. f(t)) € X para cada t.

El problema (5.41) tiene una solucién tnica cuyas propiedades dependen de la regularidad
del término no homogéneo F' de la misma manera que en la Proposicién 5.3.

Con el objeto de enunciar el resultado de existencia de soluciones periédicas conviene desa-
rrollar la funcién f en serie de Fourier:

(5.42) f(t) = i Jn(t)cos{nrz).

n=0

Teorema 5.2 5i la funcidn f € H'((0,T); L%(0,1)) tiene las propiedades:

(5.4 i n /OT((fﬂ),)2 dt ezp (i—wn) < o6

n=0
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- 5 T 3r
(5.44) Z n / (f.)2 dt exp (—n) < o
= 0 4
n=0
entonces la ecuacion (5.1) tiene una solucién cuya proyeccion sobre el espacio X0 es periddica.
Demostracion:
Caso 1: fo=10.

Para cada n > 0 definimos ®,(t.z,y) = ¢n(t, y)cos(nrz) y W, (t,2) = wy(t)cos(nrz), donde
(¥n. wn) es la solucién periédica de la ecuacion:

- Py — ¢yy + n2,n.2¢, =0 para y € (05 1)1 te (Oim)
i Y(1)=0 para t € (0, o0)
(5-43) ¥, (0) = —wy para t € (0,00)

wy + wy + n?1w 4 9,(0) = f, parat € (0,).

Como hemos visto en la seccién anterior esta ecuacién admite una tnica solucién periédica
en el espacio de la energia que cumple las estimaciones (5.25) y (5.26).
A continuacion nos proponemos demostrar que bajo las condiciones (5.43) y (5.44) la serie

> o0
Z v {f. y)cos(nxz) converge en L0, T; HY{()NH(0,T; L*(Q)) y la serie Z w,(t)cos(nwa)
n=1 n=1

converge en H'(0.T: HYTy)).
==
Tenemos que la serie Z Yalt, y)cos(nmz) converge en L2(0,T; H}( Q)N HYO.T: L} Q)) si

n=l
v s6lo si se cumplen las siguientes dos condiciones:

x o0
31 el ydeos(arz) [|F2 o raan= 2o I ¥n(ts¥) 132 0apll cos{rmz) (11 .0y <

ri=] n=1

el oo
Yol enltycos(nrz) o rize@n= 2o | ¥nlts¥) 1o, rir20ayll €os(nmz) (20,1 < ¢

n=l n=1

Teniendo en cuenta la estimacion (5.26), las Gltimas dos relaciones se cumplen si:
= /T 2 Inm
2,.2 2 2.2 6.6y £\2
n§=1f0 ((1+n 2 f)* + (1 + n?7? + n57%)(f) ) dt — (exp ( ; )-1) < .

[+ =]
Por lo tanto la serie ® = z: ¥ (t, y)cos(nmz) es convergente en el espacio L2(0, T; HY{Q))n
n=0

HY(0.T; LYQ)) si se cumplen las condiciones (5.43) y (5.44).

- o0
Por otro lado. la serie Z wy(t)cos(nrz) converge en H(0,T; HY(Tp}) si y sélo si se cumple:
n=1

>l wat)eos(nrmz) 3o rmropn= 2o | wnlt) o,y cos(nrz) g 4y < 0.
n=1

n=1

Resulta que. si se cumplen (5.43) y (5.44), la estimacidn (5.25) nos indica que la serie H'(t.z) =
(e o)

w,{t)cos(nwx) es convergente en el espacio H(0,7T; HY(T)).

n=1
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Obtenemos asi una solucién (@, ®,, W, W,) € L%(0,T; X') del problema (5.1) que es periddica
en XY, De aqui resulta inmediatamente que existe una solucién periédica de energfa finita.
("aso 2: fo # 0.

En este caso es suficiente estudiar el problema:

P~ Pyy =0 para y € (0,1),¢ € (G, 00)
) P (1} =0 para t € (0,00)
(5.46) Py (0) = —w, para t € (0,00)

wy + wy + Yi{0) = fo parat € (0,00).

Este sistema tiene una solucién del tipo ® = fot + ¢;, W = ¢;, donde ¢; y ¢; son dos
constantes.

Si tuviera una solucién periddica (, W) el Teorema 2.1 implicaria que || (® — @), ||— 0 de
donde resultaria que ®, = fo = cte , lo que es imposible si f5 # 0.

Por lo tanto, el problema (5.46) no tiene ninguna solucidén periddica.

Sin embargo. la proveccién de la solucién € = fot + ¢;, W = ¢z encontrada anteriormente
sobre el espacio A% es (0,0,0,0) y por lo tanto es periédica.

Teniendo en cuenta que todas las soluciones {®,,W,), con n > 0, son periédicas. y ademas
estan en 1Y, se obtiene el resultado deseado.

Observacién 5.5 La solucion pericdica no es unica. Sin embargo, si U y V son dos soluciones
perviodicas entonces la diferencia U =V es una solucion del problema homogéneo y por lo tanto
satisface [JU = V]lyo — 0 cuando t — oo. Como U — V es periddica en el tiempo obtenemos
que U=V en X% Por consiguiente, si U es una solucion periddica, todas las demds son de la
Jorma U+ (¢1.0.¢p,0).

Observacién 5.6 Es ldgico obtener la ezistencia de soluciones periddicas solamente para fun-
ciones [ suficientemente regulares. Recordemos que, en el problema conservativo, se puede
producir ¢l fendineno de resonancia, y por lo tanto, no siempre ezisten soluciones periddicas.

En nuestro caso, al ser muy débil la disipacion, el comportamiento del sistema en algunos
casos serd parecido al caso conservativo. Esto se podria traducir en la necesidad de una mayor
reqularidad para f. La erxistencia de soluciones periddicas en el caso que f no cumple las
condiciones del Teorema 5.2 queda abierta.

Las condiciones (5.43) v (5.44) se cumplen si f(t) es una funcién que tiene un nimero finito
de modos de Fourier.

Las dos condiciones (5.43) y (5.44) se cumplen también para una clase de funciones mads
amplia que definimos seguidamente en términos de los espacios de Gevrey:

Definicién 5.1 Una funcién p: IR — IR de clase C*{IR) se dice que pertenece a la clase de
Gevrey de exponente & (se escribe p € ¥°) si, para todo compacte K C IR, y cualquier 6§ > 0,
¢riste una constante positiva, Cp > 0, tal que

102 p(z)| < Cot’ (J”) , paraj=1,2,3,..

cuando o € Iy,
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Definicién 5.2 Una funcidn q : [0,00} x R — IR se dice que pertenece a la clase de Gevrey
de exponente  en la segunda variable (se escribe ¢(.,z) € 'y‘s) si ¢ y sus derivadas parciales en
z. 3l q(t.x). son continuas en [0,00) X IR y para todo compacto K C [0,00) x R. y cualguier
8 > 0. existe una constante positiva, Cg > 0, tal que

. ; )
181 g(t,2)| < Cot? (57), paraj=1,2,3,..
cuando (t,z) € K.

Para mds detalles sobre estas clases de funciones vease Hérmander (23] p. 146 y Littman y
Marcus [33].

Proposicién 5.6 Si f € H1(0,T: L¥0,1)), sop f(t,z) C (0,1) para todo t y ademds f(-,z) y
fi(-.2) € 7! entonces se cumplen las condiciones (5.43) y (5.44).

Demostracidn:
La funcidén f se puede desarrollar en serie de Fourier:

f(?,:r) = i fa(t)cos{nrz).

n=0

=k,
: De esta relacion, integrando k veces por partes y teniendo en cuenta que sop f(t.z) C (0.1}
implica que los términos sobre la frontera desaparecen, obtenemos:

1 2 1 k nmw
| falt) |= 2 U{; f{t,z)cos nrz dz (nr ) j[; d; f(t,z) cos (nrz + 5 Yde | <
<2 | 8% F loa< 2 Cu8hk5, V8> 0
= (km)k " TES U (pp)k ' '
donde por || - |{x denotamos la norma de una funcién en C[0, 1}.
Para un n fijo. eligiendo k = n, se obtiene:
2 n "1 9"’
| fa(2) |< Cof"n™ =20p—, V8>0
(nm)" T

y como ésto se cumple para todo 8 > ) basta con elegir § = e:rp(—-?;—”) para ver que en este caso
se satisface la condicién (5.44).
Partiendo de

St x) = S (faddt)cos(nr),

n=0

=

hd T . .y . ..
v por un argumento similar se obtiene que, en este caso, f también satisface la condicién (5.43)



Capitulo 6

Algunas variantes del modelo
original

L este capitulo nos proponemos analizar unos modelos ligeramente distintos del original que
nos permiten entender mejor las principales caracteristicas de este tipo de sistemas. Sobre todo
nos interesa observar como se ven afectadas las propiedades del sistema inicial (1.1) cuando
cambiamos el término disipativoe o la ecuacidn de la cuerda vibrante. Como se podrd constatar
no habra ninguna modificacién importante en el comportamiento del sistema, lo que nos indica,
una vez mas. que la parte flexible Ty de la frontera tiene una contribucién muy limitada en la
dindmica del sistema.

En la primera seccién cambiamos el término disipativo W, por uno no acotado —W, ;. Del
punto de vista fisico esto supone considerar materiales viscoeldsticos del tipo Kelvin-Voigt en
los que la disipacién se debe a las propiedades del material utilizado para la construccion de la
cuerda vibraute (vease Barnes et al [9]).

En primer lugar se presenta la formulacién matemadtica del nuevo problema y se observa
que la energia decae a cero. La nueva disipacién es mas fuerte en altas frecuencias pero la
tasa del decaimiento de la energia tampoco es uniforme. A continuacién se indica que existen
solnciones periédicas para funciones suficientemente regulares. Por consiguiente, las propiedades
fundamentales del sistema inicial no han sido afectadas por el cambio.

L1 la siguiente seccién estudiaremos un sistema similar al inicial pero considerando en los
extremos de la cuerda condiciones Dirichlet en vez de Neumann. En primer lugar analizamos
los puntos de equilibrio del sistema y demostramos que toda solucién tiende a un equilibrio. A
continiacién analizamos la tasa del decaimiento de las soluciones. El cambio introducido hace
que la separacién de variables no sea posible y por lo tanto no podemos demostrar el decaimiento
1o exponencial de la energia mediante la construccién de soluciones explicitas. Sin embargo,
COmMO Veremnos, en este caso tampoco hay un decaimiento uniforme. Para la demostracién de
esta propiedad usaremos un argumento de reduccién al absurdo y la informacion que tenemos
sobre las autofunciones del operador diferencial asociado al sistema inicial.

En la iltima seccién estudiaremos el caso en el que el dominio es un circulo y no un cuadrado.
Este cambio nos permite considerar que la disipacién se ejerce en toda la frontera del dominio.
Sin embargo. incluso en este caso, obtenemos que €] decaimiento de la energia es no uniforme.
Esto nos indica que esta propiedad esta relacionada con la estructura hibrida del sistema y no
con la localizacion del mecanismo disipativo.

121



122 6 ALGUNAS VARIANTES DEL MODELO ORIGINAL

6.1 Término de disipacién no acotado

En este parrafo nos proponemos estudiar el mismo sistema pero con un término de disipacién
no acotado:

’

. q)u—A@:O €0 QX(O’OO)
! 0d
- = sobre TI'; x (0,00)
; 9%
B_y = -W, sobre g x (0, 00)
(6.1) Y W= Wi —We +®,=0 sobre Igx (0,00)
W (0,2) = Wo(1,0) =0 para t € (0,)

@(0) = @0? ¢£(O) = @1 en Q
W(0) = WO, Wy(0)=W"' sabre I,

‘.

Observese que en la ecuacién de W el término disipativo W, ha sido sustituido por —W,,,.
La energia del sistema se define de la misma manera:

62 B =3 [(178 P +@)?) +3 [ (w7 + o)),

Multiplicando en (6.1) la primera ecuacién por @, la cuarta ecuacién por W, e integrando
por partes obtenemos, al menos formalmente, que:

dE(1)/dt = - ]r (Woe)? <0,

es decir. el sistema tiene un caridcter disipativo, pero el término disipativo es no acotado en el
espacio de energia finita:

(6.3) X = HYQ) x L¥3(Q) x HY(To} x L¥( o).
Definimos ahora el siguiente espacio:

D{Aw) = { (2,9, W,V) € H*(Q) x H(Q) x H'(To) x H'(To): (W +V) € H¥(Ty),

i

3P 0% _ - _ _
ol 0 sobre I'y, 5?-}— = =V sobre Iy, (W + V) (0) = (W + V) (1) = 0}

v.el operador Ay definido en D(Aw ) de la siguiente manera;

Aw (@, 9, W, V)=(-¥ ,-A¢ -V , (W + Vi + V).

Observacién 6.1 Las condiciones de contorno que aparecen en la definicion del dominio D( Ay}
se verifican en el sentido de las trazas. Observemos que, aunque no tenemos garantizada la
regularidad suficiente para dar sentido a las trazas de W, y V., podemos hacer ésto para la
combinacion W + V. La misma observacion es vdlida para el término (W + V), que aparece
en la definician de Ay,
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Consideramos el problema Cauchy:

. U(t) + AwlU(t) =0, ¥t>0
(G.4) U(0) = Uy
Ult) = (8, &, W, W)(t) € D(Aw).

Tenemos en primer Jugar un resultado de existencia, unicidad y estabilidad de soluciones:

Teorema 6.1 i) Soluciones fuertes: Si (3%, &, W° W?') € D(Aw) entonces eziste una inica
solucion (®. 9, W, W) € C([0,), D(Aw)) N Cl([ﬂ, o), &) de (6.4).
Ademds. para cualquier solucidn fuerte, la energia esociada (6.2) satisface:

d
(6.5) -£m=-£any.

ii) Soluciones débiles: Si (®°, !, WO W) € X' enionces eriste una tnica solucion débil de
(6.4) corn la propiedad: (®,®,,WW.W,) € C([0, 00}, X).

Dos soluciones débiles cualesquiera (&, W) y (8, W) satisfacen la siguiente propiedad de
estabilidad:

JUS@-8) P+ @-8)xP)+ [ (W= W)+ (W= W) ) <

(6G.0G) N n _ _
< [UT(@ -8 418 -8 P+ [ (WO -0 4| W 1T PR)

Y] Io

Demostracidn:

Consiste en demostrar que el operador Aw + I es maximal mondtono en X y aplicar el
Teorema de Hille-Yosida (vease Cazenave y Haraux [12], Teorema 3.1.1, p.37.)

SilU =19 ¥. W, V) e D(Aw) entonces ((Ay + Z)U,U) 2 f (Va)? > 0, lo que significa que

T

0
A+ 7 es monédtono.

Por otro lado. para todo F = (fy, f2. fa, fa) € A podemos encontrar un tnico elemento
"= (®. V.11V € D(Aw) que sea solucidn de (Aw + I)U = F.
Esta es eguivalente a resolver el siguiente sistema:

TYEEEh 2%
(6.7) AP+ T = f,, 3;:050bre I y$=l{sobre I'o
VW= fo

AW+ V)er + ¥+ V = foy (W V) (0) = (W+V)(1)=0.

Para ésto consideramos la formulacién variacional correspondientes a (6.7), que consiste en
encontrar (&. 1) en H'(01) x H'(Fo) tal que, para todo (¢, u) € H'(Q) x H'(To) :

/ﬂVd)\'fcp+/ﬂ<Iup—jroW99+2'/r0qu,,+jI:°§>u+jI:0Wu::
/Q(f]+fz)np—f fae+ [ (fa)zu:,-+/ro(f1+fa+f4)ﬂ-

[ o

(6.8)

La parte izquierda de (6.8) define una forma bilineal continua y coercitiva en {H'{) x
HY(T,))? mientras que la parte derecha define una forma lineal y continua en H'(Q) x H(I'o).
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Aplicando el Lema de Lax-Milgram’s resulta que (6.8) tiene una solucién tdnica (®. W) en el
espacio H1(f2) x H'([y). Finalmente, teniendo en cuenta los resultados de regularidad para el
Laplaciano, se obtiene que 4w + 7 es maximal.

‘.

Definimos ahora los espacios: ¥ = H'(Q) x L2(Q) x HY(To) x L¥( (To) donde H' es el espacio
cociente ! = H! / Po, Py es el conjunto de las funciones constantes y D(.Au ) es el subespacio
de- X" definido como D(Aw):

D(Aw) = {(@”,Q‘,WO, Wl e H3(Q)x HY(Q) x HY(To) x H'(To): (W2 + W) € H¥(Ly).

A 0%° 1 0 1 0 al |

I = 0 sobre Iy, -Ey— = —W" sobre Tg, (W™ + W'),(0) = (W + W) (1) = 0}.
Observando que si (®, &, W, W) es la solucién de (6.4) con dato inicial ($g, ®,. 1V, W)

entonces (@ + ¢y, ®;. W + ¢y, W,) es la solucién del problema con dato inicial ($g + ¢4, ‘I>1 Wy +

3.1V} obtenemos un resultado de existencia, unicidad y estabilidad de soluciones en .X.
Ademais. teniendo en cuenta la coercividad de la energfa en este espacio tenemos que. para

toda solucién fuerte:

- 1(®. @, W, W)(1) [l <1 (20,87 WO, W) ||, ¥t 2 0,
{(G.9) :
I A (8, @0, W, WO(D) [| 3 I A (3% 81, WO, W) 1z, VE> 0

lo que significa que las trayectorias estdn acotadas en D{( Ay ).
Queremos ver ademds cuando las condiciones de contorno W, (0) = W;(1) = 0 tienen sen-
tido v para que datos iniciales la solucién es relativamente compacta en A’. Para obtener una

respuesta a estas preguntas tenemos que imponer condiciones adicionales de regularidad sobre
|18

Proposicion 8.1 Si el dato inicial (8%, &', WO, W) pertenece al espacio:
D= {(2% 2" WO W) e D(Aw) : W® € A}Tg) y Wo(0) = W2(1) = 0}

la solucidn correspondiente (@, ®,, W, W,) de (6.4) pertenece a ({0, oc), D}, donde Cy([0, ), D) =
C{[0.5c), D) L0, 00; D). Ademnds, D es denso y compacto en X,

Demaostracion:
Tenemos de (6.9) que Wi(t) + W(t) = V(1) € Cp([0, 00)), H¥Ty). Por tanto W(t) = e™'Wy +
t
f "'V (s)ds y si WO € H*(Ig), se deduce que W € Cy([0, 00), H*(T)). El mismo argumento
)
muestra que las condiciones de contorno W;(0) = W;(1) = 0 se cumplen para todo t > 0 si
Wo0) = wi1) = 0.
|

Observacion 6.2 Si los datos iniciales de (6.4) pertenecen a D, este pmblema es equivalente
a{6.1).
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Igual que en el primer capitulo, si definimos el espacio:

={(q>,\1r,w,V)eX:/nw—frDW=o, /;O(V+q>)=o}

obtenemos que la energia es coercitiva en este subespacio de A" que, ademads, es invariante para el
operador Ay-. Se puede obtener una proposicion similar a la Proposicién 6.1 usando el espacio
A% en vez de A",

Los siguientes dos resultados se obtienen de la misma manera que sus correspondientes del
capitulo 3.

Proposicion 6.2 Para cada dato inicial en X' la solucidn débil correspondiente de (6.4) tiende
a cero en A', cuando el tiempo t tiende a infinito, es decir, I!lirn E(t)=0.
— 00

Proposicién 6.3 La tase de decaimiento de la energia no es uniforme en X, es decir, no existe
una constonie C > 0 yw > 0 tal que E(t) < CE(0)e™™"! para cualguier solucidn débil.

Observacidn 6.3 De la rnisrna manera que en el capitulo 3 se deduce que:

(«1).11")_-»(/ o'+ [ Wi [ 20, —fq>1+/ W) cuando t — oo.
Q To

Por dltimo. se puede obtener en este caso un resultado de existencia de soluciones periddicas
del sistema:

[ @1:"'&@:0 en QX(O,DO)
0
5 = 0 sobre T x (0, 00)
(6.10) ) @ = -1, sobre Tg x (0, 00)
dy
"V“ - M‘rzr - P‘"Ixt + ¢1 = f sobre Pg X (O? W)
Wo(0.8) = W.(1,t)=0 para t€ (0,00}

Proposicion 6.4 Supongamos que f € H'(0,T; L*0,1)) es periddica con respecto a t, de pe-
riodo T. ST f(t) = 3272 fu(t)cos(nrz) y:

2 VU Wsgoiry ezp(Gom) < oo,

(6.113 )
z(" + 1% || fa lE20m) e"’P( n) < ®

n=0
cntonces existe una solucion débil de (6.10) periddica en X de periodo T.

Dermostracién: Como se obtiene de una manera muy similar a la del teorema correspondi-
ente del Capitulo 5 la omitiremos.

Observacion 6.4 De estos resultados se deduce que, a pesar de modificar el término disipativo
de la ecuacién de W, las propiedades fundamentales del sistema original permanecen intactas.
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6.2 Sobre el decaimiento de la energia con otras condiciones
de contorno para W

En este parrafo nos proponemos estudiar el sistema disipativo siguiente:

rd’;:—A@:U en QX(O,M)
9e _ 0 sobre I x (0,c0)
on re ’
Qg = ~-W, sobre Ty x (0, 00)

6.12) { %

(6. Wy -Wo+ W, +® =0 sobre Tgx (0,00)
W,t)=W(l,t)=0 para t € (0,00)
®(0) = ®°, &,(0) = &' en

| W(0) =W W,(0)=W! sobre I,

A continuacion estudiamos el comportamiento asitético de las soluciones del sistema (6.12).

Recordamos que los puntos de equilibrio del sistema analizado en los capitulos anteriores
eran del tipo (cy.0.¢3.0) y formaban un espacio de dimensién dos. Cada solucién tendia a un
punto de equilibrio determinado de manera tnica por los datos iniciales.

El-sistema (6.12) tiene un conjunto de puntos de equilibrio con una estructura mas compleja.
Incluso la funcién @(t) puede no estar acotada en L%(2) cuando ¢ — oo, tal ¥ COMO veremaos
mas adelante,

Por esta razon. escribimos este sistema en una forma distinta, considerando como variables
F=\V®vp=—®,envezde &y d,.

Recordando la formulacién del problema presentada en la Introduccién obtenemos que el
sistema (6.12) se puede escribir como:

(7, +Vp=0 en {2 x(0,00)
pet+divi=0 en x{0,00)
Tn=10 sobre T x (0,00)

(6.13) J T-n=W, sobre T'g x (0,00)

Wy =W + W, -p=0 sobre T x (0, 00)
W({0,t) = W(l,t) =0 para t e (0,00)
#(0) = &%, p(0) = p° en

[ W(0) =W W, 0)=W! sobre T,.

T es la velocidad y p la presién del fluido interior.
La energia asociada a este sistema se define por:

(6:14) EW = 3 [ + 152+ 3 [ (Wal2 4 W)

v observamos que:

dE
(6.15) (= —fru [Wef?.
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Es decir, este sistema también es disipativo.
Definimos el espacio £ = {# € L%(Q) x L*(Q): rot ¥ = 0}.

Observacidn 6.5 La condicién 7 € L significa que eziste ® € HY(Q) tal qgue V& = 7.

Consideramos el espacio de energia finita asociado al sistema anterior:
Xo = £ x LXQ) x H}{(To) x L*(To)

con el producto escalar natural.

Definimos el operador (D(Ap), Ap) por :

D(AR)={U =(3,p,W, V)€ X: Ap(U)E Xy, ¥-n=0s0brely, 5 -n =V sobre To},

(6.16) Ap(%,p, W, V) = (Vp,div 5, -V, - W, + V - p)

Observacién 6.6 Observemos que el operador A, estudiado en los capitulos anteriores, se puede
definir de la misma manera que Ap, considerando como variables V& y &, y por lo tanto, desde
¢ste punto de vista no hay diferencias entre los operadores A y Ap. Sin embargo, una diferencia
clara eriste en la definicién del dominio: la componente W pertenece ahora a Hl(Ty) y no, como
antes, a HY(Tg).

(‘on estas definiciones y considerando U = (7, p, W, W,), el sistema (6.13) se escribe:

U(t) + ApU(t) = 0, ¥t € (0,00)
(6.17) U(0) = (%0, &1, Wo, W) ) € D(Ap)
U(t) € D(Ap), Vi€ ([0,00)

Las propiedades del operador Ap definido en {6.16) se describen en la siguiente proposicién:

Proposicion 6.5 El operador Ap definido en (6.16) es mazimal mondtono en X, y, por lo
fanto. genera un semigrupo de contracciones {T'()}e>o0.

Las <oluciones del problema (6.13) estdn bien definidas en el espacio de energia y tienen
todas las propiedades de regularidad del Teoremna 1.1.

Observemos que la proposicién anterior nos asegura que D(Ap) es denso en X;. Ademds,
por su definicion, D(A4p) esta incluido con compacidad en Ap.
Los resultados anteriores y un razonamiento parecido al del Teorema 2.1 nos aseguran que:

Teorema 6.2 La solucion del problema (6.13) tiende, cuando el tiempo t tiende o infinito, al

estado de equibibrio (0,5, ba(z),0) € Xo, donde b = % c= l[]p°+fr WOy a(z) = %(:r—:rz).
4]

Demostracion:

Los resultados anteriores nos aseguran que las trayectorias correspondientes a datos iniciales
eu D{Ap) son relativamente compactas en Aj.

Los puntos de equilibrio del sistema vienen dados por la relacién

T, p°, WO, W) = (80, p°, WO, W).
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La formula (6.15) nos indica que, para una solucién estacionaria (#°, p°, W0, W1), tenemos
que 11"! = 0. Adem4s, esta solucién satisface el sistema: :

, Vel =0 en §}
divi® =0 en {)
(6,18) ®-n=0 sobre I'g
-Wo —~p =0 sobre ['g

wo(1) = woo0) = 0.

" De aqui se obtiene que los puntos de equilibrio son del tipo (0,b,ba(z),0), donde b es una
constante arbitraria y a(z) es la solucién de la ecuacién diferencial:

~a:+1=0,z¢€(0,1)
a(0) = a(1l) = 0.

También tenemos que E(¢t) es un funcional de Lyapunov estricto {solo los puntos de equilibrio
son solnciones de energfa constante). La demostracién de esta afirmacién es muy semejante a la
utilizada en e] Teorema 2.1 y se apoya fundamentalmente en el Teorema de Hélmgren.

Por consiguiente, se puede aplicar el Principio de Invarianza de LaSalle v se obtiene que las
soluciones del problema (6.13) tienden al conjunto de los puntos de equilibrio cuando t — .

Para demostrar que una solucién converge a un punto de equilibrio dnico es suficiente integrar
la segunda ecuacién de (6.13) y observar que la cantidad -/g;p+ W se conserva a lo largo de

. FD
una travectoria.

Por cousiguiente. la solucién (7, p, W, W,)(t) tiende, cuando el tiempo tiende a infinito. al

estado (0.b.ba(z).0) que tiene la propiedad: ¢ = f ° + WO = f b+ balz) = Eb.
Q Iy 4 o 12

Con esto se concluye la demostracién del teorema.

|
Observamos que el espacio Ap se puede descomponer en suma directa Yy = X9 3 Ay, donde:

A9 = {(ao,pf’,l-t-'“, V) € X : fp0+f Wo = 0},
Q I's

o = {(3,8,5a(2),0)€ %o} .

La proyeccién de la solucién U/(t) del sistema (6.13) sobre X} permanece constante mieatras
que la proveccién sobre X tiende a cero.

Observacion 8.7 Observemos que ezisten soluciones de la ecuacidn (6.12) con la propiedad de
que || ® l2¢2) mo permanece acotada cuando t — oc. En efecto, (t, 1,e(z),0) es una solucion
dél sistema (6.12) con esta propiedad.

" A continuacidén nos interesa si el decaimiento del semigrupo de contracciones generado por
Ap en A es uniforme o no.
La posibilidad de separar las variables nos permitia en el Capitulo 2 demostrar la existencia de
una sucesion de autovalores del operador A4, que se aproximan al eje imaginario y asi deduciamos
que la energia de las soluciones del problema (1.1) no tiene un decaimiento uniforme.
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En el caso del sistema (6.13) no es posible usar un argumento similar ya que las nuevas
rondiciones de contorno para W no permiten la separacion de las variables y, por lo tanto, no
se pueden construir soluciones explicitas con decaimiento exponencial arbitrario. Sin embargo,
demostraremos que este sistema tampoco tiene un decaimiento uniforme. El resultado se apoyva
en el hecho de que existen autofunciones y autovalores del operador diferencial, .Ap, que se
parecen mucho a las autofunciones y los autovalores del operador A, correspondiente al sistema
inicial (1.1). Esto ocurre debido a la contribucién relativamente pequeiia que W tiene en la
norma de upa autofuncién.

Teorema 6.3 Si bien la proyeccion sobre XL de toda solucion de (6.13) tiende a cero, cuando
{ — oc. este decaimiento no es uniforme.

Demostracién:

Supongamos que. por el contrario, el semigrupo {T(2)}:>0 generado por el operador dife-
rencial Ap asociado al sistema disipativo (6.13) tiene un decaimiento uniforme: existen dos
conustantes positivas M y w tal que ||T(t)} ap £ Me ™!,

Denotamos por R{Ap : 1) la resolvente de Ap en A:

R(Ap : A) = (Ap = AT)"\.

Utilizando la expresién de la resolvente en la forma integral (ver Pazy [40}. T 3.1. p. 8)
RiAp:A) = ] ¢*'S(t)dt, obtenemos:
0

IR(Ap : A)

[e9] o]
o < | €RMIS()|yodt < [ MeRer-tgy,
A A
o 0 0 0

(onsiderando elementos A sobre el eje imaginario (con Re A = 0} obtenemos que las resol-
ventes correspondientes estian uniformemente acotadas:

{(6.19) IR(Ap : Mo < j:)—j para todo A con Re A = 0.

A continuacién construimos una sucesién de valores v con Rev = 0 y de funciones de norma
uno en Ay, €, € D(Ap) de tal forma que:

IR(AD : v) Eullyp — oo

Jo que esta en contradiccién con (6.19) y nos indica que la suposicion inicial es falsa.

Introducimos ahora el operador conservativo A¢ asociado al sistema (1.1) del Capitulo 1
(considerando condiciones de Neumann para W), pero usando las variables ¥ y p, como lo
hicimos antes.

Si notamos por P, el operador de proyeccidn sobre la cuarta componente tenemos que A =
A+ Py

El Teorema 3.1 nos asegura que el operador Ac tiene, para cada valor entero positivo k
{que se obtiene separando la variable z}, una sucesién de autovalores {Vxm}m>o puramente
imaginarios v de médulo mayor que k7, que se acercan a los valores vEZ + m2 7 i cuando m
ticude al infinito. Estos autovalores vienen dados por v, = 1/z£,m + k2x2{ donde zx ., son las
raices reales de la ecuacién algebraica:

z'z + kzﬂ.2

tg z =
g 23
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A continuaciéon denotamos por v un autovalor de este tipo. .
También conocemos las autofunciones correspondientes a un autovalor v

( %V ( cosh Vv? + k¥x?(y — 1) cos kyrz) \
cosh vVv? + k2x2(y — 1) cos knz

H

6.20 - ) N
(.- ) Yo —Vu—_-*;k_ﬂ sinh V2 + k?r? cos kmz
N EWSTY:
\ -%‘i' sinh V2 + k272 cos krz )

Se tiene que A¢ ¥l = vyl.

,g;;z , 2.2;2‘

A partir de ahora utilizamos la notacién ¢, = —————— senh V2 + k272,
v
Del Capitulo 3. en el que analizamos el espectro de A¢, se tiene (vease la Proposicién 3.1):

Lema 6.1 Siv describe los autovalores de Ac de médulo mayor que km, para un k fijo. entonces
tenemaos lus siguientes dos propiedades:

i) La sucesion {1} no tiende a cero fuertemente en X cuando {v| tiende a infinito.
i) Si notamos por Py el operador de proyeccion sobre la cuarta componenle, entonces la

1
suresion { Py, ) tiende a cero fuertemente en L*(Tg). Ademds, ¢, = © (l—u—]) .

Definimos ahora, para cada autovalor v con las propiedades del lema anterior, la funcion
¢ [0.1] — [-1.1} por:
(—|v|z + L)ePl=T, siz € [0, II7I)
—_ v{{1=1)
WEY (D(vlE - v+ 1)eFDTT, iz (1 - I-]f_ll]
0 en los demas casos.

También consideramos la solucién y, de la ecuacion eliptica:

~Ag,+¢, =0 en

.

L. 0 sobre Iy
éf?n

Py _ —c, U, sobre T'p.
on

. . ¢
Construimos ahora las funciones ¥2 = (V,, 0, = u,, —¢, u,) y ¥, = ¥} — 2.
v

< Observemos que ¥, € D(Ap). En efecto, teniendo en cuenta las definiciones de las funciones
, ¥ v, v notando por ¥,; la componente i-ésima de ,, se verifica inmediatamenta que:

o o, € H?() con lo cual 9,1 € (H(N))?
. Ll-,,'l -n=0sobre'y, ¥, n=1,4sobrely

o 1, € C(0.1). 4,(0) = 1, u, (1) = (=1)* con lo cual las dltimas dos componentes de W,
pertenecen a H2(0.1)n H}{(0,1).
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Definimos, para cada valor v con las propiedades del lema, la funcién:

£, = (Ap ~ vI)¥, .
* = ko <000 lrs

Se obtiene que

b
1Ap — vT) g’

¥ nos proponemos demostrar que {|R(Ap : v)&u||yo — oo cuando v — oo.
Para ésto evaluamos la norma de las cantidades ¥, y (Ap — vI)¥,.
Como tenemos que

R(-AD : V) &L=

(Ap —vI) ¥, = (Ac + 154 - vI} ! + (Ap = VI)W?E = Pyl + (Ap — vI W2

v la parte ii} del Lema 6.1 nos asegura que P4 ¢} tiende a cero cuando |v| tiende al infinito, nos
queda evaluar la norma {|(Ap — uI)i,bs][A-g:

Cy

2
{1tAp — ,,I)er“i__g =~ V\_"PUH(L?(Q))z + 1l - A‘Pv”L?(Q) + - _(uv)rx - cvuu”]ﬂ(o])

Teuetnos sucesivamente:

1 1 2lole 4 9
T 2l BT
o llunlizzony = ]0 [u,}? = 2]() (—lvlz + 1) eM=T < 2j0 (=lvlz + 1) = 3

TL[ 1 2ux
0 ealrony = [ I(w)esl? = 2l [P s PR =

4 ! 1 2
_ 3 —_— p— 3
= 2}y .[u Go1pF €T ds < 2¢|vf?,

1 1 .
donde ¢ =/ seﬁT ds, valor que no depende de v,
g (s—1)
o = Avullrze) = leellczy € Neullmig)-
el =] [ Zel= |- [ anels (il [ i+ [ 1er) <
YrllHY M . an v T'o v Uyl = 2 v To v To v -

|‘5'u|2 2 1 2
<5 /]_O lu | + 5”%”}11(0)

v por lo tanto
2Je, |2
el < el [ ul® < S22

Las dltimas estimaciones nos indican que }|(Ap — VI)¢3||X3 tiende a cero cuando |v| tiende
a infinito. va que

el , 2af?

2le.|? 1
o+ T+ el + o(—).

Elidn v

("on ésto hemos demostrado que Illim l(Ap - uI)t,b,,ng = 0.
14 and e +)

(Ap - vI)¥|l5e <
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Por otro lado. la parte i) del Lema 6.1 nos asegura que la sucesién {#}} no tiende a cero
fuertemente en A" cuando |v| tiende a infinito, pero las estimaciones anteriores nos indican que
{%?} si lo hace. Resulta que la sucesién {4, } no tiende a cero fuertemente en Xy.

Los iltimos dos resultados indican que ||R{Ap : v){,,”xg — oo cuando v — o0, lo que
nos proporciona la contradiccion deseada.

Obtenemos que el semigrupo asociado no tiene un decaimiento uniforme.

Observacion 6.8 Se podria intentar aplicar el mismo tipo de razonamiento usando como sucesion
{1, ), la sucesion a la que hemos visto que ésta se acerca:

(._1)m+12'

VRt min

t
cos mry cos krz \

Phm = (=1)™ cos mry cos krz

0
0

Sin embargo, tal y como se observe por un cdlculo directo lo, no obtenemos el resultado
deseado ya que
M(AD — vI)¥rmllxp = || cos mryl[r2(0,1)

y este t€rinine no tiende a cero,

Observacidn 8.9 El resultado obtenido en el teorema anterior no es sorprendente ya gque la
disipacion estd concentrada en una parte relativamente pequeria de la frontera y que no cumple las
condiciones geométricas deducidas en [6]. Sin emnbargo, la demostracidn del teorema nos indica
algo mds que subrayamnos a continuacion. La sucesion (£,), encontrada tiene la propiedad de que
le corresponde una sucesion de soluciones del problema (6.12) con un decaimiento no uniforme.
La energia de estas soluciones no estd concentrada a lo large de un rayo de la optica geomeétrica
que no intersecta la region disipativa {como en [6]) sino que estd uniformemente distribuida en
Q. Esto nos indica. una vez mds, que en este tipo de sistemnas la verdadera causa del decaimiento
no uniforme es la estructura hibrida del problema y no la localizacion de la disipacion,
También observamos que podemos encontrar, para cade k € IN una sucesién diferente (£,),

Observacién 8.10 El resultado anterior nos muestra que la propiedad de no tener un de-
caimiento uniforme no cambia cuando, en el sistema, las condiciones de contorno para W se
modifican. Esto es légico puesto que W, a altas frecuencias, es despreciable frente a ®.

6.3 Sobre el soporte del término disipativo

Para demostrar que en problemas de este tipo no hay un decaimiento exponencial de la energia
ni siguiera cuando la disipacion se ejerce en toda la frontera estudiamos un caso distinto en el
que la simetria permite cdlculos explicitos.

Sea (2 la bola unidad de R?, Q = {(z,y) € R? | 22+ y* < 1} y supongamos que la disipacién
se ejerce en toda la frontera

T={(z,y)e R*| 2" +¥* = 1}.
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Planteamos el problema de las vibraciones acisticas en este nuevo dominio donde la frontera
entera se considera flexible. La derivada W,; se reemplaza por la derivada tangencial Wps.
Escribiendo el sistema en coordenadas polares obtenemos:

' ‘I’gt—@,,-w%@,—r—l,‘,@ggzﬁ para 0<r<1, 0<@<2r0<t
$.=0 para v=0, 0<t
. =W, para r=1, 0<8<2r, 0<t
(6:21) ) Wy —Wee+ W, + &, =0 para r=1, 0<f<2r, O<t
®(0) = 3%, &,(0)= &! para 0<r<l1l, 0<@<2n
\ W(0)=w°% W, (0)=W! para r=1, 0<@<2r

Un sistema similar se puede encontrar en Banks et al. [5] donde se estudia un problema de
reduccion de ruido en un cilindro infinito.

El sisteina (6.21) tiene una uinica solucién con todas las propiedades enunciadas en el teorema
1.1. Ademas. si consideramos datos iniciales radiales, la solucién va a ser también radial & =
d(r.r). 1 = W(t) v va a verificar el sistema:

rdm—@,,—%@,:ﬂ para O0<r<l1, O0<t
. =0 para r =0, 0<t
o, =1, para r =1, 0<t
16.22) {
Wu+W,+8, =0 para r=1, 0<1
d(0) = &%, &,(0) = &’ para O0<r<1
W(0)=WP° Wy 0)=W! para r=1.

\

Buscamos soluciones para la ecuacidon (6.22) del tipo:
(6.23) (P, W)=e MW, V), con¥=¥(r)yVekR

Nuestro objetivo es demostrar la existencia de una sucesién (A,), de autovalores tal que
(ReAy), converja a cero cuando n — oo, lo que implica un decaimiento no uniforme de la
elnergia en el tiempo.

Las soluciones de la forma (6.23) verifican:

\IJ”+%‘I!’-A2\I!=0 0<r<i
(6.24) ¥'(0)=0
V() +AV =0

A2V — AV — A¥(1) = 0

donde por ’ denotamos la derivada con respecto a r.
Eliminando V se obtiene:

\IJ”+-11:\I!’—A2\IJ=O 0<r<i
(6.25) \I,J(O) =0
(A= 1)W(1)+ A¥(1) = 0.
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Con el cambio de variable z = Ari y ¥(r) = £(Ari) = £(2) resulta que la funcién de variable
compleja £ verifica la ecuacion de Bessel de orden cero:

&+ §£'+ A% =0
(6.26) £0)=0
(A -1} (Ad)+ £(Xi) =
Notamos g = Ai.

Las primeras dos ecuaciones de {6.26) nos indican que la solucién es la funcién de Bessel de
orden cero del primer tipo, notada Jg.

Como J§ = —Jq, con Jq la funcién de Bessel de orden uno del primer tipo, la iltima ecuacidn
de {6.26) se escribe:
(6.27) (1 = i)i(p) = Jo(p) =
y nos da los autovalores A = —i i del problema (6.22).

Con la idea de aplicar el Teorema de Rouché demostramos algunas desigualdades previas.
Sea D={:eC)| |Imzl<l, TRez>1}.

Lema 6.2 5i Jy y J1 son las funciones de Bessel de orden 0 y 1 del primer tipo eriste una

constante C > 0 tal que:
C N {2
vz | Tz

_C _Ll/2
(6.29) |J1(Z)|>‘|z\/;|+] Tz

Demostracién:
En Watson [47], p. 199, se demuestra el siguente desarrollo asintdtico para J,,v € N:

M(U.Qm)
J{z) ~ \cos(4+~2~*——} )_4( W-

(6.28) | Jo(2) + iJ1(2) |< ef™? Yze D

-
sen(z—z)‘ Ve D

(6.30) v mn2m+ 1)
—sen(z + >~ I)ﬂgo(—l) W)
Tv+m+3) (421 (4?-3Y)... (42 - (2m - 1)2)
con (v.m) = =

m!T(v —m+ %) - 22mm!
Resulta que:

. A ve 1 .
(6.31) Tz = eos(z + 2 = D)+ O(Z)) paraz € D, |2 > K

con i suficientemente grande y por tanto:

Jolz) + i1 = | Zeos(z - T) = isenz - 1)) =
(6.32)
()+\/Tsen(z--E =% l)

o)

Z Z

N

Sl
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Obtenemos que existen C; > 0y C3 > 0 tales que:

[ zv/z(Jo(2) + iJ1(2) - \/z(cos(z - ZI-—) —isen(z — zr_)) |{<Cyparaze D
5 wzﬂ 4 4
| V() + \/,r:< - IS CrparazeD

Con C > midx {Cy,C2} se obtiene la conclusion del lema.

(G.43)

]
En Watson [47], p. 506, se demuestra que la funcién Jy(z) tiene una sucesién de ceros (an )30

reales. positivos y simples con el siguiente desarrollo asintdtico:

3, 9 _
9673(dn+ 10

. 4
(6.34) ay, ~ n’T + 17 In@nt D)

Obtenemos que

3 1
seans D T At

U

(6.35) an — — = N7 + Qp CON Gy = —

n?
(‘onsideramos. para cada n > 0, el circulo:
T.={:€C|z=a,+r. €% 0€l0,2r)}

cOll

2¢c
{G.36) r Op < Tp < On + V—0y

v A constante que va ser precisada mds tarde.

Lema 6.3 Para r, dada por (6.36) eriste N. > 0 tal que:

(--3)
sen |z — —
4

c
(G.37) — <

y , YzeTl, conn> N.

Demostracion:
Tenemos:

| sen(z + %) 12=| sen(a, — % + rpcos8) |2 + | senh(r, sen8) |*>

T
>| sen{a, — 3 + rnc0s8) |2 4 | rosend |2
La funcidn

f:[0.2r) — R, f(6) =|sen(an — g + rncosf) |2 + | rpsend |2

aleanza su minimo en # = 0 si o, + r < /—0n.
Resulta que:
T
| sen(z = 2) 2 sen(an + 1) |= sen(an + 12)

puesta que —a, < 'y < T = Qn.
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Aplicando el Teorema de Taylor se deduce que existe ¢ € [0,27) tal que

(a’ﬂ n)

——— " seng)

| sen(z - g) IZ sen(a,,_ + Tn) = (an + 1 —

Para : € ', v r, cumpliendo (6.36) tenemos que existe N, > 0 tal que para todon > N. ¥
el

c c c 2¢  (an+75)°
— < T — < — = —
z| T an -1, ~ nr T ar 2 -
__(an+ry)?
<{on+ri= Zatl seng) <|sen{z — —) |

Teorema 3: La ecuacion (6.22} tiene una sucesion de soluciones de tipo (6.23):
(Bn, W) = e (80, V)

con la propiedad lmsl.o ReA, = 0.
Demostracidn:

Utilizando el Lema 6.2 se obtiene que

; Q 2 Imz 2 \F ¢
Jolz Ji(z —+ — < ——(C+ (2C + /=€) = —=.
)+ ) 1< P L 17 S (€4 = e+ - o

Ahora. elegiendo ¢ = Cv2r7 + ¢, aplicando el Lema 6.3 y de nuevo el Lema 6.2 resulta

1 2
s+ ) 1< (20 4y o) = S <y E fsente = )1 -5 <l =l )

para : € [, y n > Ne.

Aplicando el Teorema de Rouché se obtiene que la funcion (z — {)J; — Jp tiene un cero en el
interior de la curva I'y, para n suficientemente grande y de aqui que la ecuacién (6.27) tiene una
sucesion de ceros con la parte imaginaria convergeunte a cero.

Por lo tanto, existe una sucesién de soluciones de tipo (6.23) con ReA decreciente a corm '
que indica un decaimiento no exponencial de la energia.

Observacidon 6.11 E! resultado anterior muestra la ausencia de decaimiento uniforme de la
energia incluso si la disipacion se ejerce en toda la frontera. Esto nos indica que este fendmeno
se debe al cardcter hibrido de los sisternas considerados y no a la localizacion de la disipacion
en una parte mds o menos pequenia de la frontera.
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