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Introducción

En los últimos años,tanto en la literatura matemáticacomo en la técnica,un númerocada
vez mayor de trabajostratan el temadel control activo de] ruido generadoen distintos recintos
cerradospor la vibración delas estructurasflexibles queformanlas paredes.

Uno de los másrecientesejemplosquehangeneradoun destacadoaumentode interéspara
este tipo de problemaslo constituyela apariciónde nuevosturbopropulsorespara los aviones.
Dichos motores.sin dudamuy potentesy muy eficientes,provócanvibracionesacústicasde alta
amplitud que se transmitenal fuselajedel avión produciendola vibración de éste.La utilización
dc nuevosmaterialessuperligerosparala construcciónde las paredeshacequeestasoscilaciones
sean todavía más amplias. Debido a la interacciónentre la estructuradel avión y el campo
a~-ujs1 ico interior, las vibracionesmecánicasdeterminanun alto nivel de ruido en las cabinasque
puede resultarrealmentemolestoparalos pasajeros.

Sc lían propuestoy analizadodiversasestrategiasde controlactivodelas vibracionesacústicas
inieriores. Una de las másinteresantesla constituye,sin duda, la implementacióndel control
jijediantepiezaspiezocerámicasfijadas sobreunapartedel fuselaje.Estaspiezasson un ejemplo
de ríjalerialesinteligentesque se caracterizanpor la capacidadde ser al mismotiempoactuantes
y seuisoresy que.hoy en día, se utilizan en multitud de aplicaciones.Las piezaspiezocerámicas
transformanla excitación eléctrica a la queestánsometidasen vibracionesmecánicasde las
vsi mcl liras sobre las cuales estánfijadas. De esta manerase puedenutilizar para cambiar
la diíí~i¡nica de las partesflexibles y, finalmente,reducir el ruido interior (vease,por ejemplo,
Desinyzíderet al. [14]).

Estees sólo un ejemplo de los muchosque hanmotivadoampliosestudiosde los fenómenos
de transmisiónde vibracionesde unaestructuraa otra.

En estaTesis nos proponemosabordardiversosproblemasmatemáticosrelacionadoscon el
analisisdelas propiedadescualitativasde un sistemahíbridobidimensionallineal que ha surgido
recientementeen el desarroliode estasnuevastécnicasparala reduccióndel ruido en el interior
dc uit recinto(avión,automóvil,etc.). En generalpodemosdecirqueun sistemahíbridodescribe
unaestructuracomplejaqueacoplael movimiento vibratoriode doscomponentesde naturalezas
difereuítes.

El ejemplo más clásico y sencillo lo constituyeel sistemaformado por una parte flexible
(barra o cuerda)que, en uno de susextremos,estáligadaa un cuerporígido. Lascaracterísticas
masimportantesde un sistemahíbrido se puedenver con facilidaden el casodel sistemacuerda-
cuerpo.cuyasecuacionesde movimientoseescribendela siguienteforma (veaseLittman, Markus
~ Von [34] y Rao [42]):

1 — = 0 para0 < z < 1, 1 > O
(0.1) u(O)=O parat>0

u~(I) = —u~~(1) — ut(1) para1>0.

111
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aLa energíadel sistemase describemediantela función:

E(t) = (ut9dz + ¡ (u~)2dz + (uj(1))2

y contieneuna parteque representala energíade la cuerda(los primerosdos términos)y otra
que es la energíadel cuerpo(el último término). S

Formalmentese obtiene que:

dE a
= ~(ut(1))2~ 0

Es decir, el sistematiene un carácterdisipativa.
Estaes unavariantesimplificadadel modeloexperimentalSCOLE (SpacecraftControl Lab. S

oratory Experiment)quedescribelas vibracionesde un satéliteorbital y unaantena,unidaspor
unaestructuralargay flexible (veaseLittman y Marcus [31]y [33]). Otrosejemplosde sistemas ahíbridos se puedenencontraren los trabajosde Hanseny Zuazua[18] dondese estudiandos
cuerdasunidaspor un cuerporígido, o de You [49], dondese presentaun modelo que acopla
membranasy cuerdas.

Desdeel punto de vista matemáticolos sistemashíbridos se describenmedianteecuaciones
en derivadasparcialesacopladascon ecuacionesdiferencialesordinariaso con otrasecuaciones
en derivadasparcialesen las condicionesde contorno. Por ejemplo,en el casodel sistema(0.1)
si notamosu(1,t) = v(t), tenemosqueel movimientodel cuerpofijado en el extremoz = 1 de
la cuerda,está descritopor v(t) quesatisfacela ecuacióndiferencial ordinaria:

Vt~ — Vt = u~(1,i).

De estaforma, el sistema(0.1) acoplala ecuaciónde ondasconla ecuacióndiferencial ordinaria
del cuerpo.

Tal y como hemosmencionadoanteriormente,en estaTesis nos ocuparemosde un mode-
lo híbrido bidimensionalmotivado principalmentepor el problemade la reducción de ruido
mediante la correctaaplicación de un voltaje eléctricosobrepiezaspiezocerámicasacopladas
a! contorno del recinto. Esteproblemamotivó unaserie de trabajosde H. T. Banks et al.
(vease[3]. [4] y [5]) en los que se desarrollanalgunosmodelosmatemáticosquepermiten de-
scribir v• analizarestaproblemática.En estostrabajosse estudiantambiénalgunascuestiones
matemáticasbásicastales comolaexistenciade soluciones,su aproximaciónnumérica,asícomo
la. existenciade controlesóptimosparaalgunosproblemaselementalesde control. Sin embargo,
en estosartículosalgunasde las cuestionesfundamentalesquedansin respuesta.Son justamente
éstaslas cuestionesque nos proponemosresolvery queseguidamentedescribimos.

Desdeel puntode vistamatemático,consideramosunaversiónsimplificadafiable del modelo
propuestopor Bankset al. queconsisteen estudiarla propagaciónde las ondasacústicasen
un fluido bidimensionaldentro de un dominio cuadrado. Una partede la fronterase considera
flexible. bajola formadeunacuerdadisipativa,mientrasquelas partesrestantesseráninmóviles.
Se llega asíaun sistemahíbridoen el queseacoplanlas vibracionesacústicasdel fluido con las
vibracionesmecánicasde la cuerda.

Presentamosa continuaciónla deducciónde estemodelo.
Consideramosun fluido elástico,no viscosoy compresibleen el abierto bidimensional S

1? = (0,1) x (0,1) c R2

kt~
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y estudiamosla propagaciónde las ondasacústicasen estedominio.

Fig.1

El estadodel fluido móvil quedadeterminadopor cuatro magnitudesdadasen cadapunto
(x. y) de O y en cadainstantede tiempo 1: las doscomponentesde la velocidad 6 =

la presión p = p(t,z, y) y la densidadp = p(i,z, y). Un sistemacompletode ecuacionesque
dcscríben las ondasacústicasestáformadopor:

pt+div(p6)=0 en fI<0,oo)

10.2) j p~~+p(V6)6-f-Vp= O en 5?x (0,oc)

p= 1(p).

Para la deducción de estasecuacionesveaseLandauy Lifchitz [28], Cap. 1, Pp. 1-5 y
Cap. 8. Pp. 281-282.

La primera ecuacionde (0.2) es la ecuaciónde continuidadque expresala conservaciónde
la nasa. La segundaes la ecuación de Euler y representala ley de Newton. La última es la
ecuación de estado.Suponiendoqueno hay intercambiotérmicoentrelas diferentespartesdel
fluido podemosconsiderarcomo ecuacióndeestadola ecuacionadiabáticade un gasperfecto:

(0.3) p =

donde~ es una constanteque dependedel fluido considerado.
En la relaciónprecedentePO y PO son la presióny la densidadal equilibrio, respectivamente,

y suponernosqueambasson constantesen todo el dominioO.
En el casode las pequeñasoscilacionesdel fluido, se tiene que Pi = p — Po C Po, pi =

1) — Pu < Po y ¡ 6 j< 1 y por consiguiente,en unaprimeraaproximación,se puedendespreciar
los productosde las cantidadesPi, Pi y 1 61. También se puedelinealizar la relaciónentrep y
p. Las ecuaciones(0.2) se escribenentoncesde la siguienteforma:

1 ±podiv6=0 en

(01> It p—po=c2(p--po) en Ox (O,oc)

(loilde = 9 (Po/Po) es la xelocidad del sonido en nuestromedio.
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El sistema(0.4) representala linealizaciónde las ecuaciones(0.2) y describela propagación
de las ondasacústicasde amplitud pequeña.

Con el objetodeexpresartodaslas incógnitasen función deunasolaes convenienteintroducir
un potencialde velocidades4’ = $(t, x,y) tal que:

(0.5) 6= V4’.
a

La segundaecuaciónde (0.4) nos indica que V(p04’t + p) = O y como de momento4’ sólo
satisface(0.5) se puedeelegir de tal maneraque:

(0.6) Pi = P —Po = —Po
4’i.

La primeray la última ecuaciónde (0.4) implican que 4’ satisfacela ecuaciónde ondas:

(0.7) — ¿¿4 = O en Ox (0, oc).

Observamosque la función 4’ quedadeterminadade maneraúnica, módulo una constante
aditiva, por las relaciones(0.5) y (0.6). Los datos iniciales significativosparael problemafísico
seránS~4’(0.x, y) y $~(O,x, y) querepresentanla velocidadinicial y la diferenciaentrela presión
inicial y la presiónde equilibrio PO, respectivamente.

Searía fronteradel dominioO. En la parter
0 = {(x,0) : x E (0, 1)} c r de estafronterase

coloca una cuerdavibrantedisipativacon condicionesNeumannen los extremosx = 0 y x = 1.
El desplazamientotransversalde la cuerdaen el plano de O se denotapor VV y satisfacela
ecuacionde ondas:

a
(0.8) f — Wrr + It = F sobre Fox (0,oc)

W,470) = 14§(1)=0 para tE (0,oc).

Las vibracionesde la cuerdase acoplancon las vibracionesdel fluido medianteel término
F = F(I .x> que representala fuerzadebidaa la variaciónde la presión interna:

F = P —Po = Po
4’t• a

La condición de continuidadde la velocidad sobre1’, que resulta suponiendoque el borde
es iríípenetrableparael fluido interior, proporcionaunasegundacondición de acoplamiento.
Además,la parteFí = 00 \ F

0 de la fronterade O se considerarígida (inmóvil), obteniendose
al final las siguientesrelacionessobreel borde:

( t7~n =0 sobre I’~ x (0, oc)
(0.9) 6•n = VV1 sobre “0x (O,oc),

donden denotala normal exterior unitariaa la fronterade O.

a

a
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Fií¡almente,resultaque4’ y W son solucionesdel sistema:

en Ox(0,oc)

84’
sobre r,x(a,oc)

04’
— =

sobre r0x(o,oc)
(0.10) — I4Q,~ + ¡i/~ + Po

4’i = O sobre I’~ x (0, oc)

W~(O,t) = W~(1,t) = O para tE (0,oc)

4’(0) = 40, $~(0) — 4~ en 11

W(O) = VV0, W~(0) — W’ sobre r
0

A lo largo del estudioque vamosarealizarconsideraremosquelas constantesc y Po iguales
a íííio. En estecasola energíadel sistemase define por:

(0.11) E(t) = ~j{iS~4’ 2 +(4’tV)dxdy + ~j((W~)2 + (W~)
2)drr

Niultiplicando adecuadamentepor 4’~ y Wt e integrandopor partesse obtiene, al menos
Íorn¡al¡nente.que

dE r
(0.i2~ ~(t)=— ] (H&V dx <0.

Es decir. el sistematieneun caracterdisipativo.
Si las constantesc y Po no fuesenigualesa uno, tendríamosqueintroducir una ligera modifi-

cac¡óí¡ en la función de energía,incorporandoestasconstantes.Sin embargo,del puntode vista
rnaíeí¡niticoéstono supondríacambiosimportantes.

Fue delos objetivosprincipalesde estaTesises el de explicarla naturalezadel acoplamiento
fluido-estructuraque e! sistema(0.10)representay paraelio intentar entenderel efectoquela
disipación.queen principio estáconcentradaen r

0, tienesobreel conjuntodel sistema.
Comparandolos sistemas(0.1) y (0.10) observamosque existe, por lo menos, unacarac-

teiistica coíinin: ambosacoplan dos ecuacionesdiferencialesque describenlas vibracionesde
dos estructurasde naturalezasdiferentes;cuerday cuerpoen el primer caso,fluido y cuerdaen
el segundo.Estaes la razón por la cua]consideramosquenuestrosistemaes un sistemahíbrido.

Al mismo tiempo cabe señalarpor lo menosuna diferencia importanteentre los dos sis-
temas: mientras que en (0.1) apareceunaecuación unidimensionalen derivadasparcialesy
otra ordinaria, en (0.10) hay dos ecuacionesen derivadasparciales,unabidimensional y otra
iií¡idiníeisioííal. Por estarazón consideramosquenuestrosistemaes un sistemahíbrido bidi-
meiisioual.

El hechode que las dimensionesde los sistemas(0.1) y (0.10) seandiferentestiene conse-
cueíiciasimportantes.Por ejemplo,en el primer sistema,el término disipativo tiene un carácter
compactomientrasqueen el segundosolamenteacotado.Estoimpedirá laaplicaciónde algunas
1 écnicasya conocidasparalos sistemashíbridos unidimensionales.

Comoveremosmásadelante,mediantela separacióndevariables,el sistema(0.10)se puede
descoruíponeren una familia infinita de problemasdel tipo (0.1). Estoseráparticularmenteútil
ci’ el análisis espectralde (0.10).

Pasamosa continuacióna describir los contenidosde los capítulosde estaTesis.
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La existenciay la unicidad de las solucionesdel sistema(0.10), así como sus propiedades
elementalesde continuidad con respectoa los datos iniciales y términos no homogéneos,se
estudianen el primer capítulo. Mediantemétodosclásicosse obtienequeel problemaestábien
planteadoen el espaciode energíafinita: S

(0.13) X — H
1(O) x L2(O) x H’(r

0) x 0(r0).
Las solucionesdébiles se definenusandodos métodosdistintos: la teoría de semigruposy a

técnicasvariacionales,comparándoselos resultados. Las herramientasprincipalesusadasson,
por un lado, la teoríahilbertianade los operadoresmaximales-monótonosy el Teoremade Hille-
Yosida y, por otrolado,lacaracterizacióndesolucionesmedianteel operadoradjuntointroducida
en Bali [1].

El segundocapítulocontieneel estudiodelaspropiedadesasintóticasde las solucionescuando
el tiempo tiendeal infinito. Se demuestraen primer lugar queel sistemase puedeestabilizar a
medianteel términoWt queactuasobrela parteF0 de la frontera,es decir, la energíade toda
solución débil convergeacero cuandoel tiempo tiendeal infinito. Una extensióndel Principio
de invarianzade LaSalie (veaseCazenavey Haraux [22]) y el Teoremade unicidad de Holmgren
(veaseHórmander[23] y Lions [29]) son los dos resultadosfundamentalesen los cualesse apoya
la demostraciónde esteresultado.Argumentossimilareshansidoutilizadosen muchostrabajos
queestudianpropiedadesasintóticasde sistemasdisipativos. Entre ellos citamoslos artículos
de Littman y Marcus [31] y Komornik y Zuazua[27].

La energíadel sistemano es coercivaen X y por lo tantola convergenciaacero de éstano in-
dica el comportamientode 4’ y VV. Porlo tanto,acontinuaciónse estudianlos comportamientos
de estasdos cantidades.

Una. vez conocidoel decaimientoacero de la energíadel sistema,cabe preguntarsesobre
la tasa de decaimiento. En la sección siguientese abordaesteproblemay se deduce que el
decaimientode laenergíano es uniforme,mediantelaconstruccióndesolucionescondecaimiento
exponencialarbitrariamentepequeño.Estaconstrucciónse basaen la posibilidad de considerar
autofuncionesdel problemaen variablesseparadasy de demostrarla existenciade unasucesión S
de autovaloresque se aproximanal eje imaginario. Argumentossimilaresse usan,por ejemplo.
en Hanseny Zuazua[18] y Littman y Marcus [31].

De estamanerase poneen evidenciaunade las característicasmatemáticasprincipalesde
muchossistemashíbridos: la disipaciónejercidasobreunacomponentedel sistemaasegurala
estabilización,pero es demasiadodébil paragarantizarel decaimientouniforme de la energía. a
Observamosquela debilidad del términodisipativo se debea la estructuradel problemay no a
su localizaciónen unaparterelativamentepequeñade la frontera.

Observemosque,parademostrarel decaimientono uniforme de la energía,no podemosuti-
lizar técnicasde compacidad(comolas queseutilizan en Rao[42]en el casode un sistemahíbrido
unidimensional)ya que,en nuestrocaso,el término disipativoes acotadopero no compactoen
el espaciode la energía.

En el tercer capítulose lleva a caboun análisisdel espectrode los operadoresdiferenciales a
conservativoy disipativo, asociadosal sistema(0.10).

En la primera secciónse localizan los autovalorespuramenteimaginariosdel operadorcon-
servativoy se describenlas propiedadesfundamentalesde las autofuncionescorrespondientes. a

La segundasección es la más amplia, ya que es aquí donde se obtienen los desarrollos
asintóticosde los autovaloresy de las autofuncionesdel operadorasociadoal sistema(0.10).

En primer lugar. se obtienen tres tipos de autovaloresque,a altas frecuencias,se acercan
al eje imaginario. De forma más precisa,los autovaloresdel primer tipo se aproximan a los a

a
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autovaloresdel problemacon condicionesNeumannhomogéneasen todala frontera,es decirlos
autovaloresde:

(0.1<>
{ 4’u —

04
bu = O

Los autovalores del segundo tipo se
siguiente:

I
•u — ¿s4’

84

’

0v = O
4’=0

(0.15)

—O en Ox(0,oc)

sobre 00x(0,oc).

comportan como los autovalores del problema mixto

—0 en Ox(0,oc)

sobre r
1 x (0,oc)

sobre r0 x (0,oc).

Los autovaloresdel tercer tipo hacenla transición de unazonaaotra.
Las autofuiicioiies correspondientesson tales que la energíaconcentradaen la cuerda se

anulaasintóticamente,confirmando,una vez más,el carácterno uniforme del decaimientode la
energía.

Es a estenivel en el que se apreciala mayor diferenciaentre nuestrosistema y la clásica
ecuaciónde ondascon disipaciónen la frontera:

(0.16)
84’
—=0
0vI
4’~~—=A’=0 en Ox(0,oc)

0$
= si

En estecasola energíadel sistema:

E(t) = ~J(I VS 12 +(4’t~)dzdy

~erifi(a:

sobre r1 x (0, oc)

sobre r0 >< (0,oc).

dE r
ir0 (4’1)2 dx<0.

Se puedecomprobarque 12(t) —* O cuando1 —* oc. Sin embargo,el decaimientono es
uniforme puestoque todo segmentode la forma ¡¡ = {(x, 1) : x E [0, 1]}, O < 1 < 1, constituye
un rayoquejamásintersectala región de disipación r0 (vease[6]).

Por el contrario,si buscamossolucionesde la forma 4’(x, y, 1) = ~o(y,1) cos(kirz) vemosque
~ ha de satisfacer { ‘Pu — ~ + k

2ir2 ‘p = 0, 0> y> 1,1 >0
1>0

SQy(O,1) = ‘Pt(0, 1) 1 > 0.

Se puedeprobarque.paracadak E 1V, la energía:

12(1) =

(0.17)

+ (‘Pi)2 + n2r2((P)2) 4
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del sistema (0.17) decaeuniformemente,cosaque,segúnel análisis de estecapítulo, no ocurre a
con nuestrosistema(0.10).

En (0.16) la pérdidadel decaimientouniforme provienede 4ue la tasade decaimientoen
(0.17> tiende a cero cuando k tiende a infinito~ -Venios pues que en (0.10) la ausenciadel
decaimientoes másdebida a la estructuradel acoplamientoen r0 queal soportede la región-
disipati va.

Ademásde los autovaloresanteriores,existeunasucesiónde autovalorescuyaspartesreales
no convergena cero, fenómenoque no se puedeencontraren un problemaunidimensional.
Estosautovalorescorrespondena vibracionesen las que la energíaconcentradaen la cuerda
no decaeacero cuandola frecuenciacrece. Las autofuncionescorrespondientesson disipadas a
uniformemente.

El análisisse realizade nuevomedianteseparaciónde variablesy reducciónaproblemasuni-
dimensionales,en los queintervieneun parámetroentero,queexpresala frecuenciade vibración a
en la dirección x. El Teoremade Rouchées la herramientabásicaparalocalizar los autovalores
del operador.

A continuaciónse estudianalgunaspropiedadesde completitud y la posibilidad de que las
autofuncionesformen unabasede Riesz. Fijando la frecuenciak de vibración en la dirección
x, se obtieneun sistemaunidimensional,al quecorrespondeunasucesiónde autofuncionesque
forma ulia basede Riesz, paracada k. Pasandoal sistemabidimensional inicial, se deduce
que las autofuncionescorrespondientesforman un sistemacompletoen el espacioX. pero las
estimacionesde las que disponemosno nos permiten demostrarque se trata de una base de
Riesz.

Finalmente,con la ayudade los autovaloresdel segundotipo (con partesreales“significati-
vas”) se demuestraque la diferencia entreel semigrupogeneradopor el operadordisipatí~o a
el semigrupogeneradopor el operadorconservativono es un operadorcompactopara ningún
instantede tiempo t.

Tal y como mencionabamosal principio de la Introducción,uno de los problemasque niás a
interés tienen en el contextode estetipo de sistemases la posibilidad de controlarel nivel de
ruido mediante la acción sobrela parte flexible de la fronteradel dominio. El problema de
la controlabilidad del sistemamediantefuncionesque actuansobrela parte t’o de la frontera a
se consideraen el cuartocapítulo. La formulación matemáticaprecisade este problemaes la
siguiente: dado T suficientementegrandey un dato inicial (4’O,4’¶, VV

0, VV1) en un espacioE.
queestáa nuestradisposición,encontrarun control /3 E 112(0,7’; L2(0, 1)) tal que la solución
del sistema:

L,—=4’=0 en Ox (0,7’)
84>

sobre r
1x(0,T)

8$ sobre r0x(0,T)
ay

(0.18) — W~,, +
4’~ = ¡3 sobre r

0 x (0,7’)

Wr(04) = Wr(1,t) = O para t E (0,7’)

$(0) 4’o 4’ (0)— 4” en 0 J
VV(O) — W

0, HZ~(0) — VV1 sobré r
0

J

a
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satisfagalas relaciones:

(0.19) { W(T) •t(T) = OW~(T) = O.

Se trata puesde conducirel sistemaal equilibrio mediantela acción de unafuerzaexterna
distribuida sobrela parteflexible dela frontera.En lostrabajosdeBankset al. quehemoscitado
al principio se proponela posibilidad de controlarel sistemamediantepiezaspiezocerámicaslo
que. de alguna manera,equivale a considerarcontrolesque actuanen un conjunto discreto
de puntos de r0. Estetipo de control es muchomás dificil de estudiary estáestrechamente
relacionadocon la multiplicidad de losautovaloresdel operadorasociadoy con la localizaciónde
los puntosen los que se actúa. Más detallessobreestetemase puedenencontraren el trabajo
de Tucsnal< [46].

líítegrandolaprimeraecuaciónde (0.18)se obtienequela cantidad4 4’~—j U’se conserva.

Por consiguiente.no siemprees posibleconducira cero tanto$¿ como VV. Teniendoen cuenta
esto, convieneconsiderarprimero la acción de dos controles. De estemodo, al principio del
capítulo, se estudiael problemasiguiente: dado 7’ suficientementegrandey un dato inicial
(4”’ 4>1 j¶’~’. lii) en un espacio8. que está a nuestradisposición,encontrardos controles
o = “~ .x) E L

2(0.T; L2(0, 1)) y fi = ¡3(t,x) E 112(O,7’;L2(0,1)) tales que la solución del
sístci u> a

en Ox(0,T)
Os sobre r

1x(O,T)

84’ sobre rox(o,T)
8ii

(0.20) — ¡vn + t = fi sobre r0 x (0,7’)

W~(0.t) = W~(1.t) = O para tE (0,7’)

$(O)=$o, 4’~(0)—$’ en O

VV(O) = ¡vO W~(O) — VV
1 sobre r

0

satisfagalas relaciones(0.19)

Considerandosolucionesde (0.20) que tenganla forma

4’(t. z.y) = 4«1,y)cosnirx, l4’Q,x) = V(t)cos nurx, n = 0,1,2,...

nuestroproblemase reducea una infinidad de problemasde control unidimensionales:dado7’
suficierueníentegrandey un datoinicial (‘~‘%V,V

0,V’) en un espacioY adecuado,encontrar
des controleso = o(i) y 8 = /3(t), en unos espaciosqueestána nuestradisposición,de forma
que la solución del sistema:
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~Ptt—‘P~+n2ir2’P =0 para yE (0,1),tE (0,7’)
para .te(0,T)

para tE(0,T)
(0.21) V« + n2ir2l¡ + ‘~‘d0) = fi para tE (0,7’)

‘¡«0) — ‘¡“> ‘1’ (0)— ‘Pl para-y E (0,1) a
V(0) — y0 V(0) —

satisfagalas relaciones:

(0.22) f “«‘> = ‘Pt(7’) = O
1. V(7’)=V,(T)=0.

Nuestroargumento-pararesolverel problemabidimensionalse basaen estaposibilidad de
separarlas variables,yaque,trásresolverel problemadecontrol (0.21),se combinanloscontroles
encontradosobteniendoseun control parael problemabidimensionaloriginal.

Sin embargo,como estamosactuandosolamentesobreunaparterelativamentepequeñade
la. fronterasólo se podrácontrolarun espacioreducidode datosiniciales. Estetipo de resultado,
encontradoya en unaseriede trabajosde Haraux(vease,por ejemplo, [22]), no es sorprendente
teniendoen cuentalas condicionesgeométricasquetiene quecumplir el soportedel control para
asegurarla. controlabilidaden un espaciode Sobolevde datosiniciales de la ecuaciónde ondas
(veaseBardos.Lebeauy Rauch[6] y Bardosy Rauch[8]). Estacondicióndice, a grossomodo. que
parapodercontrolar lassolucionesde energíafinita de unaecuacióndeondasmediantecontroles
en L2. es precisoque el subconjuntode la fronteraen el queactuael control seatal que todo
rayo de la óptica geométricapasepor eseconjuntoen un tiempo uniforme. El subconjuntor

0 a
de nuestroproblema,obviamente,no satisfaceesacondición ya que todosegmentode la forma
{ (¿.1) : x E (O, 1)}, con O < 1< 1, constituye un rayoquenuncapasapor r0.

La interpretaciónde los resultadostienequehacerseconcuidadoya que,paraalgunassolu-
cionesdébilesdefinidaspor transposición,no todaslascantidadesque aparecenen las relaciones
(0.22) tienen sentido. Como se podrá ver, se controlanmás bien diversascombinacionesde
aquellasfunciones,que en el casode solucionesregularesproporciona(0.21).

En la última partedel capitulo volvemosal problema(0.18)quepresentaun interés especial
ya que la interpretaciónfísica del término /3 es la de unafuerza que actua sobre r0. ¡nientMs
que o íío tiene una interpretacióntan natural. Sin embargo,en esteproblemasólo podemos
conseguiruna.controlabilidadparcial puestoqueel sistemase puedeconducir, en tiempofinito,
solamenteal conjuntode estadosde equilibrio:

4’(T)=e~.= cte, 4’dT)=O

(0.23) 1 W(T) = e2 = cte , W1(7’) = 0.

Por otra parte, en el estudio de un sistemacomo el nuestroque acoplalas vibraciones
a¿ústicasen una cavidad interior con las vibracionesmecánicasde una parte flexible de la

jfrontera,una de las cuestionesmásimportanteses la siguiente: ¿si las fuerzasexteriores queproducenlas oscilacionesde las paredespermanecenacotadas,quéocurre con el nivel del ruido
interior? ¿Permanecedentro de ciertoslimites o puedeproducirseel fenómenode la resonancia?

En primer lugar cabe considerarel problemaen el casoen que la fuerzaexterior viene dada
pqr una función periódicacon respectoal tiempo, casoen el queel problemade la acotacióndel
ruido es equivalentea la existenciade solucionesperiódicas j

U
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Por consiguiente,en el capítuloquinto estudiamosla existenciade solucionesperiódicasdel
sistemasuponiendoquesobrela parter0 de la fronteraactúaunafunción periódica:

en Qx(0,oc)
84’

sobre rjx(O,oc)

84’ _

(0.24) 8 — It sobre E x (0,oc)

— l4Q~ + 1’V~ + 4’~ = f sobre r0 x (O, oc)

para iE(0,oc)

suponiendoquef es una función periódicaen el tiempo:

(0.2.5) 37’> 0 tal que 1(1 + 7’,x) = f(t,x), Vi =0,Vx E (0,1).

La presenciadel término no homogéneof modeliza una fuentede ruido exterior sobrela

parteactiva de la frontera.
Dado el carácterdébilmentedisipativo del sistema,queno asegurael decaimientouniforme

de la energía.la aplicación directa de métodoscomo el de punto fijo no da resultadosya que
la norma del semigrupoasociado,{S(i)}~>o, es uno paracadainstantede tiempo 1. Parala
aplicación de tales argumentosen el casode disipación fuertevease,por ejemplo, Haraux [20].

Una vez más el estudio se realiza reduciendoel problemaa una infinidad de problemas
11111 (Ii nie si 01] ales

1 Vm — Q~ + v
2ir2~’ —0 para E (0,1)4 E (O,oc)3 4(1)=O paraiE(0,oc)

(9.26) ~~(O)= —Wj para E (o,

Wtt + IDI + n2r2w+ V’
1(O) = para E (O, oc).

Eíi cada uno de estosproblemasdeducimosla existenciade unasolución periódicamediante
uit arguuneíttode perturbación,suponiendoque 1 E 111(0,7’). Es digno de menciónel hechode
que paraque (0.26) estébien planteadoes suficientecon quefE L

2(0,T). El pasoal problema
l)idilneilsioiial se hace combinandolas solucionesperiódicasobtenidas. Sin embargo,sólo se
(leduce la exislencia de solucionesperiódicasde energíafinita parafunciones no homogéneas
f níuv regularescon respectoa x, ya que, solamenteasí se puedeasegurarla convergenciade
la combinacióninfinita consideradaen el espaciode la energía. La optimalidad del resultado
obtenidoquedaabierta.

El último capitulo recogeresultadosobtenidosparaalgunasvariantesdel modelo original
quenosayudana entendermejor las principalescaracterísticasde estetipo de sistemas.

En el primer apartadoconsideramosun término disipativo no acotado—W
111 en vez de VV~.

Esta nueva disipación,del punto de vista físico suponeconsiderarmaterialesviscoelásticosdel
tipo Kelvin-Voigt en los quela disipaciónse debea las propiedadesdel materia] utilizado para
la construcciónde la cuerdavibrante (veaseBarneset al [9]).

Los resultadosobtenidosen los capítulos1, 2 y 5 son válidos tambiénen estecaso, lo que
nos indica queel cambiono afectalas principalespropiedadesdel sistema.

En el segundoapartadoconsideramosel mismo sistemacon condicionesde contorno de
l)iricl,leu para li~ en lugar de las de Neumannanteriores,i.e. W(t,O) = W(1.i> = 0. Este
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cambio. aparentementesencillo, planteamuchosproblemastécnicospuestoque el método de
separaciónde variablesya no se puedeaplicar.

El resultadode estabilidad deducidoen el Capítulo 2 no es válido ya que la estructura
del conjuííto de los puntos de equilibrio es máscompleja. Sin embargo,un cambionatural de
variables,nos permitirá identificar el espaciode los puntosde equilibrio y demostrarque cada
trayectoriatiende asintóticamentea uno de estos puntos.

Aprovechandola información que tenemossobrelas autofuncionesdel modelo inicial, de-
mostraremos,por reducciónal absurdo,que en estecasotampocohayun decaimientouniforme
del semigrupoasociado. Por lo tanto, el cambio de las condicionesde contorno para VV no
modifica sustancialmentelas característicasdel modelo.

En el último apartadose estudiaun problemasimilar pero en un dominio circular y con
disipaciónen todala frontera. Se demuestraquela energíatampococonvergeuniformementéa
cero, lo quenos indica quela estructurahíbrida del problemaes la causadeestefenómenoy no
la localización de la disipaciónen unapartemáso menosgrandede la frontera.



Capítulo 1

Formulación matemática del
problema

En este capítulo nos proponemosestudiarlas propiedades
sísle¡iíahíbrido deducidoen la introducción:

en fi

sobre

$1, — ~4’ = O
84’
—=0
8v

8$ _

ay
II/it — W~ + Wt + si = o

1V~(O,t) = l4’~(14) = O
5(0) = $0 se(O) -.. 4’I

VV(O) = ¡VO, I’V1(O) — VV’

elementalesde las solucionesdel

x (O,oc)

r, x (0, oc)

sobre r0 x (O,oc)

sobre r0 x (0, oc)

para

en fi

te (O,oc)

sobre r0.

Definimos la energíadel sistemapor:

12(I) = 4 Ji V4’ ¡2 +(4’~)2) dx dy + 4 j((Wx)2 + (W~)
2)dx.

Multiplicando la primera ecuación por 4’,, la cuartapor 1V, e integrandopor partes se
01)1 ene. al meííosformalmente,que

dEw j(VVt)2dx<0.
(1.3)

Es decir. el sistematieneun carácterdisipativo.

Observación1.1 Teniendoen cuentael carácterdisipativo, cabe esperarque todaslas trayec-
torios converjan al equilibrio, lo que se va a demostraren el siguientecapítulo. Del punto de
¿isla prócirno esto nos indica queel mecanismopropuestorealiza la reducciónde ruido.

Si,, embargo. ¡a disipación (1.3,~ se mostrará tan débil que no aseguraráuna tasa de de-
ctju,iunlo uniforme. Esto hace que muchos de los modosde Fourier correspondientesa frecuen-
mas altas sca,¿ afectados de forma sensiblesolamenteen tiemposlargos.

(1.1)

12>

1
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2- 1 FORMULACIóN MATEMATICA DEL PROBLEMA

En la sección1.1 escribimosel sistema(1.1) en unaforma abstractaque permiteel estudio
de las solucionesen el espaciode energíafinita. Esteestudiose lleva a caboen la sección1.2
dondetambiénse demuestranlas propiedadeselementalesde las soluciones. En la sección1.3
se haceuna discusiónmásdetalladade las solucionesdébiles correspondientesal sistema (1.1)
presentandoseunacaracterizaciónvariacionalde las mismas.

1.1 Formulación matemática del problema

Seael espacioX — H’(fi) x L2(fi) x R’(r
0) x L

2(r
0). Definimosen X el productoescalar:

(f,g) = ¡ (VI1 . Vg1 + Iig¡) dxely + ¡ 1292 dxely +1 ((fa)r(93)x + f~g~)dx + ¡ 1494 dx,
Jo Ja ir0 ir0

Vf=(f1,f2,fa,f4)eX, Vg=(gi,g2,93,g4)eX.

Mediante . denotamosel productoescalaren IR
2.

Obtenemosque(X,( ., .)) es un espaciode Hilbert.

Definimos los operadores:

BE £(H’(Q) x 111(Q)x H’(ro) x JI’(1%), (JJ’(ffl)’)

<B(4’~T~VV~V)~sc>=jV4’.V’Pdxdv—fV’Pdx

C E £(11’(fi) x H’(fi) x 11’(r
0) x

<C(4’,T,W,V),i,b>= ¡ H’1tk~dx I(T+V)ikdz.
ir0 ir0

Consideramosel operador(y(A), A) definido por

V(A) = {U = (4’.T,W,V) E 11
1(Q) x fl>(fl) x H~(!’o) x H>(ro) :6(U) E

~±=0sobre1’j, 04’—=Vsobrel’
0, VVr(O)14’x(1)0}c(U)6L

2(r
0), On On

(1.4) .,4(4’.T,VV,V)= (—T.13(4’,T,VV,V),—V,C(4’,T,W,V)).

Veamosa continuaciónen quesentidóse cumplenlas condicionesde contornopresentesen
la definición del dominioy(A).

De 6(U) E L
2(l?o) y usandoel resultadode regularidadparael Laplacianoen unadimensión

con condicionesNeumann(ver Brezis [10], p. 182), se obtieneque W E 112(1%) si U E V(A) y J
por consiguientela trazade VV~ estábien definida.

En segundolugar, el elemento U = (4’, T, VV, V) E V(A) tiene que cumplir la condición
C(LT) E L2(fi), lo que,en la forma diferencial,se escribe:{ —¿~4’ E L2(fi)

84’—=0 sobre!’
1

On
84’
— = V E H’(ro) sobre r0.
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Comoel dominio fi es poligonal no podemosdeducirque$ E 112(Q) usando directamente
los resultadosclásicos de regularidad parael Laplaciano,ya que, en general,en estetipo de
dominios, la función puedeser menosregular cercade los vértices.

Sin embargo,otros resultadosde regularidad (Grisvard [15], Teorema5.1.3.5,p. 263), nos

aseguranque. en nuestrocaso,debidoalos valoresparticularesde los ángulos(igualesa ~) y a
2

la convexidaddel dominio fi, no hayperdidade regularidad. Resultaque$ E H2(fl) y por lo
0$

tanto -~— sobreFo tiene sentidocomo traza.
Al mismo tiempo, de los resultadosanterioresse deduceque:

(1.5) V(A) c H2(Q) x ¡¡‘(fi) x 112(1%) x 11’(I’o).

Con estasdefinicionesy considerandoU = (5, 4’~, VV, It), el sistema(1.1) se escribe:

1 U~(t) + AU(t) =0 para LE (O, oc)
(1.6> U(O) = <4’O, 4’1,¡jiO, ¡VI) E V(A)

U(t) E y(A), 1 E [O,oc).

1.2 Propiedades elementalesde las soluciones

Teuieniosel siguienteresultadode existencia,unicidady estabilidad:

Teorema1.1 Si A es el operadordefinido en (1.4) entonces:
i) A + 1 es un operador mazimaly monótonoen X.
U) Sol uc;oncs fuertes: Si ($0, $1, ¡izO, VV’) E V(A) existeuna dnica solución(4’,$t, VV. W~)

d la ecuación (1.6,) con las siguientespropiedades:

(4>. VV) E C2 ([0. ~j, L2(fi) x L2(1%)) fl C’ ([0, oc), ¡¡‘(fi) x ¡¡‘(Fo)) n
(1.7) nC ([0, oc),112(fl)x 112(ro))

Estas solucionesverifican el sistema(1.1) puntualmente.

iii) Solucionesdébiles: Si ($0,4’>, ~O, VV>) E A> existeuna dnica solución(4’. $~, VV, It) de
la t?CUUciOIJ (1.6) con las propiedades:

(1.8) (4’. U’) EC> ([o. oc), L2(fl) x L2(1%)) nc ([o, oc),11’(fl) x

Para cualquier solución débil la energíaasociada

Ir,
(1.9) 12(t) = — ¡ (j VS ¡2 dx dy + /2+ dxJ L,jWx) (Wt))+($t)2)2 Jn ‘~

me mfica la relac2on:

(1.10) dE(t) J (j479 dx.
dt

Para dos solucionesdébilescualesquierase tiene la siguientepropiedadde estabilidad:

j (¡ V4>(t) — V4’(t) ¡2 + ¡ $~(t) — $~(t) ¡2) dx el-y + 4 (i l’V~(i) — iV~(~) 12 +

(1.11) + iUt(t)Wt(t)12) dx =j(IV$o~V$oF+I4’í~41 ¡2) dxdy+

+ 4 (i Wf — ~ 2 + ¡ VV> — W’ ¡2) dx.
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Demostracion:

Deíimostramosqueel operadorA + 2? es maximal y monótonoen X.

Seaz = (4’. T, VV, V) E V(A) arbitrario. Tenemos:

(z.(A+2?Iz)=~j(S74’.VT+$T)dxdy —j

+ ¡ TB(4’,T,W,V)dxdy +4

4(V$.VT+4’T)dxdy — 4.
a

(WXVX+ WV) dx +

a

(W~V~+VVV)dx+

+<B($,T,VV,V),T>+ (C(4’,T,VV,V),V>+ (z,z) =

=4¡~sI2+4¡s¡2+4¡rr+4I¡v~¡2+4 ¡j4J¡24 ¡ Iv¡
2+

¡VV~V+4j(4’2+T2) + h/co

j¡vI2~j4’r~

(W2 + y2) +

4 ¡‘gv>

y2 > o.
40

De a(Iui resultaqueel operadorA + 2? es monótono.

Sea ahoras = (f.g,m,r¿) E ¡¡‘(fi) x L2(f2) x ¡¡‘(Fo) x L2(F) arbitrario
elemneí¿to = (5. ¿, un r~) E V(A) tal que (A + £)z = s.{

¿ + B(~,¿,w,q)= 9

ID — = m
It

y busquemosun

Esto es equivalentea encontrar~ E V(A) solución de:

(1.12)

lo que. a su vez, se reducea hallar (~, mv) 6 ¡¡1(9) x H’(F
0) tal que:

+/V&Vudxdy —J uvudx = ¡ (f+g)udxdy —f
(1.13) Jr0{ jk~’~’ +1 w~v4,dx +1 (ct+w)vdx =j(n+2m+f)vdx

paratodo u E ¡¡‘(fi) y y E ¡¡‘(Fo).

Con eseobjetivo definimos la forma bilineal a : (¡¡‘(fi) x ¡¡‘(Fo))
2 — IR

4vtt.vuelxel~ +4~tudxd~ —j

+jwr»xdx +4 wvdx + j(~+w)vdx,

y la forma lineal L : ¡¡‘(fi) x ¡¡‘(1%) IR,

L(o.w)=4(9+f)4~dxdLv —4 mtdx +4 (n+2rn+1)u’dx, V(#,w) E ¡¡‘(fi) x ¡¡‘(1%).

4.

VC(4’,T,W,V)dx+

=

a

a

mu dx

J

j

J

-J
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Se obtienefácilmentequea es unaforma bilineal, continuay coercitivay Lesunaforma lineal
y continua. Por el Lemade Lax-Milgram resultaqueexisteunaúnica(~, mv) E ¡¡‘(fi) x ¡¡‘(Fa),
tal que:

a((~,w),(u,v))= L(u,v), V(u,v) E ¡¡‘(fi) x ¡¡‘(Fo).

Considerandoelementosde la forma (u,O) con u E ¡¡‘(fi) y (0,v) con y E ¡¡‘(Fo), obtene-

ixuos que (ó. me’), encontradaarriba, verifica (1.13).

Como 4’ E ¡¡‘(fi) y ¿ = 4’ — 1 obtenemosque ¿ E ¡¡‘(fi). De la misma manerase deduce
que ?j E ¡¡‘(E0).

el
2

Aplicando los resultadosclásicosde regularidadparael operador—~ +7, con condiciones

Neumaunen 1%. se obtiene de la segundaecuación de (1.13) que w E 112(Fo). También,mv
verifica las condicionesde contornow~(0) = u’~(l) = O en el sentidoclásico, ya que w~ E
II’(r

0> cejO.1].
Por último, los resultadosde regularidadparael operador—A+7, con condicionesNeunuann

no luoínogéneaseíi fi (ver Grisvard [15], Teorema5.1.3.5),implican que la función 4’. solución
de la primera ecuaciónde (1.13), pertenecea 11

2(fi). Las condicionesde contornopara 4’ se
ciiiííplen en el sentidode la traza.

Resultaqueexiste una única solución del sistema(1.12) en V(A) y por lo tanto A + 7 es
¡ji aXiin al

Finalmente, aplicandoel Teorema de llille-Yosida (Brezis [10], Cap. VII y Cazenavey
Ilaraiíx f12]. Cap. 3). obtenemosqueel operadorA + 7 generaun semigrupode contracciones
cm ¡ A>. Por lo tanto.el sistema:{ Z~(i) + (A + 7)Z(t) = 0, t E (0,oc)

Z(O) = ($0, 4’I,¡VO, ¡V’) E A>

1 cine julia solución única Z(t) con las siguientespropiedadesde regularidad:

Z E C’([0. oc),A>) fl C([O, oc), 73(A)) si Z(O) E 73(A),

Z E C([O, oc),A>) si Z(0) E A>.

Si notamospor U(t) = eÉZ(I).se deduceque U es solución de la ecuación(1.6) que,además,
uiene todaslas propiedadesde regularidadde Z.

La identidad de la energíase obtiene,para solucionesfuertes,directamentedel sistemaque
icuifica U. En efecto.multiplicando la primeraecuaciónde (1.1) por $~ e integrandopor partes
se ol)tjene:

e ~ t0 1(4’ ~ íd ¡ (fA.~2+ v~’j-¡ — ¡ ~
Jkit — = 2dt Jo ~ ‘

Multiplicando la cuartaecuaciónde (1.1) por 1~ e integrandopor partesse obtiene:

O = 4(lVtt — ‘~‘XX + ~ + 4’t)I4S — 4~4 (e’v~g + (W~)2) + J U’~4’~ + j(vit2.

Sumandolas últimas dos ecuacionesse obtienela relación (1.10).
Para solucionesdébiles la función —. 12(t) también es diferenciable. En efecto, con-

suleramndosolucionesfuertese integrandola relación (1.10)se deduceque:

12(t) = 12(0)— fj (It)2.(1.14)
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Esta relación es válida tambiénpara solucionesdébiles. Esto se puede ver medianteun
argumentode regularizaciónde los datos iniciales y de pasoal limite.

Por otro lado, la aplicación i —* ¡(Bit? es continua ya que VV E C’([0, oc); L2(Fo)). Por

lo tanto. teniendoen cuentala relación (1.14), se deducequela aplicación t —* 12(t) también
es diferenciableen el casode las solucionesdébilesy ademásse cumple(1.10).

u
Observación1.2 Corno el operadorA + 7 es mazimaly monótonoen el espaciode Hilbert A> jse~obtiene que 73(A) es densoen X.

La proposiciónanterior nos asegurala existenciay la unicidad de las solucionesen A> y la
acotaciónde la función de energíaasociadaa cada solución. Sin embargo,no se obtiene h.
acotaciónde las solucionesen la normade A>. Paraobteneréstonecesitaríamosque el operador
A fuese maximal-monótono en A>, lo que no es cierto. Lo que se tiene es que A genera un
semigrupo fuertementecontinuo en A>, quedenotamospor {S(t)}~=o,peroestesemigrupono es
de contracciones(pero es uniformementeacotadotal y como veremosacontinuación).

Estefenómenose relacionaestrechamentecon el hechode quela energíadefinida por (1.2)
no es coercitiva en A> y por lo tanto no puededefinir unanormaen esteespacio.

A continuaciónnosproponemosdescomponerelespacioA> en sumadirectadedos subespacios
invariantesparael operadorA y conla propiedadde queen uno de ellos la energíaes coercjt,\a
En esteespacioel operadorserámaximal-monótonoy las trayectoriaspermaneceránacotadas

Con esteobjeto definimos los espacios: S

X0= {($AIJ~VV,V)EX:j~—4ii’=o, j(V+VV+4’)O}~

X’={(4’Aí~,VV.V)EA>:$=cu= cte, ‘P=O, W=c
2= cte. l”=O}.

Observemosque: A> = A>
0 @ A>’.

También notemosqueA» es un espaciode dimensiónigual a dos y queA>’ c 73(A).
Antes depasara analizarlas ventajasdeestadecomposícionmencionamosdos desigualdades

del tipo Poincaré.

Lema El Sea O c IR” un dominio acotado y regular a trozos. SeaF
0 c 80 con la meáida

estrictamente positiva, Fol > 0. Existe una constante C > O tal que

(1.15) u — ~ 4 u < C¡¡V uI¡L2(n), Vu E H’(fi).
L

2(fl)

Lema L2 Sea Fo c iR un intervalo acotado con la medida estrictamente positiva, ¡Fo¡ > O.
Existe una constanteC > O tal que:

(1.16) y— jyt.jj H ~2~~0> ~ CIlVr¡¡L2(ro), Vv E ¡¡‘(Fo). J
Teorema 1.2 Fin el espacioA>0 la cantidad:

(1.17) ¡¡(4’0, 4’~, ¡Vt W’)¡¡o = j(¡V$o¡2 + ¡$~¡2) + 4(11Vfl2 + ¡VV’ ¡2)

define una norma equivalente a la inducida por A>. jAdemás.si el dato inicial de la ecuación (1.1) pertenecea A>, i = 1,2, la solución débil
correspondiente.encontradaen el Teorema1.1, permaneceen A>’ en todos los instantest > O.
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Demostracion:
En primer lugarobservemosque la cantidad(1.17)define unaseminormaen A>0.

Para demostrarque es una norma consideramosun elemento ($0,4”,VV0, ¡VI) E A>1~ con
¡($0 &. H’~”. W1)¡¡o — Oy vemossi esteelementoes cero o no. De ¡¡($0,5>,¡4/0, VV>)¡¡o — a se

obtieneque $0 = c~, $~ — O W0 = c
2 y ¡VI = o donde c> y e2 son dos constantes.La relación

14” —4 ir
0 = a implica que4 ¡V0 — O. Aplicando el Lema 1.2 se deducequew0 — O

Por otro lado la relación ¡(VV’ + ~O +50) = O implica que j
0so = ay por lo tanto,

teniendoen cuentael Lema 1.1, se obtiene que$ = 0.
Obtenemosfinalmenteque ($0, 4’~,¡V0, VV’) = ay por lo tanto (1.17)define unanormaen

~1>0.

Parala segundaparte del teoremaobservamosprimero que A>’ c 73(A) y que la solución
correspondientea un dato inicial del tipo (c,,O,c2,O) E A>’ permanececonstante,igual a
(c,.O.c2.O)E A’

1.
Consideramosahoraun dato inicial ($0, 4’1,¡V0, VV’) E A>0 y demostramosque la solución

dc (1.1) correspondientepermaneceen A>0.

Analizamosprimeroel caso(4’O,4’~, ~i0 VV’) E A>0 fl 73(A).
En estecasola solución (4’, VV) correspondientesatisfaceel sistema(1.1)en casi todopunto.
Integrandola ecuaciónen fi se obtieneque:

0= j(t~—=t = Jt~ —ft~ = fsu 4~ = (js~ —fu).
II esulta que:

Js~—4 147 =44” — Lo VV0 — O.

Por otro lado. integrandola ecuaciónde VV en Fo se obtiene: -

a=4(VVu—Wxx+W+sí)= (j(¡t+w+s))

II? esi,lt.a (Inc

J~j~ + II’ + 5) = ¡(VV’ + ¡4/0 + $0) = O.

Por consiguiente,la solución fuerte del problemacorrespondientea un dato inicial en A>0
permaneceen A>0.

En el casogeneralse aplicaun argumentode regularizacióndel datoinicial y depasoal limite.
De uurnnera más precisa,si ($0, 51,1470,1471)E A>0 consideramosuna sucesiónde elementos
~ lV,?14’,~),, en A>” ny(A) tales que

(50 5’ ¡470 1V>) en A>0

Si denotamospor (4’,,, VV,,) la solución fuerte del problema (1.1) correspondienteal dato

mnícial (4>~. 4>~,. ‘~‘,?, VV,~) obtenemosque:

((VV,,)
1 + 1V,, + 4’,,) = 4(VV, + 1V,? + 4’~) = o.Jo
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Pasandoal limite en las últimas dos relacionesse obtieneque -
./ri”I w=o~j1ú¼w+4’)=o~

donde(4’, VV) es la solución de (1.1) correspondienteal dato inicial (5”, 4”,WO, VV’).

Observemosque la desigualdad(1.11) no nos aseguraque (4’,., W,,)(t) —. (5. VV)(t) en jL2(f?) x L2(F
0). Sin embargo,esta convergenciatiene lugar ya que .4 generaun semigrupo

fuertementecontinuoen A>.
Obtenemosque,en estecaso,la solución tambiénpermaneceen A>

0 y con ésto se concluye
lasdemostracióndel teorema. á

u
Observación 1.3 El operadorA sepuededefinir comooperadorno acotadoen A>”, de dominio

V(A)fl A>”. Teniendoen cuentaésto,del Teorema1.2 se obtienequeA es maximal y monotono
en A>” y por lo tanto genera un semigrupode contraccionesen este espacio, que denotamos

tambiénpor {S(t)}~=o.

Observación 1.4 Tanto en la definición del espacioA>” comoen la demostracióndel teorema
anterior han surgido dos cantidadesquese conservana lo largo de las trayectorias:

J@t—4w y 4(VV~+W+$).

a
Observación 1.5 SeanU” — (4”’ 4”,VV”,W’) un elemento en A> y U = (4’.$~. VV. VV~) la
solucion correspondiente en A>, que viene dada por el Teorema1.1.

Consideramosque

js’ 4~ VV~ = c
2 y ¡(VV’ + VV” + 4”’) = c~.

Por lo tantopodemosdescomponerel dato inicial como sumade dos componentes:

(4’Ú,4’í,VVÚ,VV1) = (So +cu — c2,$,,I’Vo+c2,VV,)+ (c2 — ci,0,—c2,O).

donde la primera componente,que denotamospor U~, pertenecea A>” mientras que la segunda.

que denotamospor U¿, está en A>’. De hechoUg es la proyeccióndel dato U0 sobreA>” mientias
que 17J es la proyeccióndel mismo dato sobreA>’.

La solución dc (1.1) correspondientea la primera componentepermaneceen A>” y c~’ la
proyección de la solución U sobreA>”.

Por otro lado, la solución de (1.1) correspondiente a la segunda componente pcrmancce

constanteen el tiempo, igual a (c2 — c1,0, —c2,0) y es la proyecciónde la solución U sobre A>’.

J
1.3 Caracterización de las solucionesdébiles

En esteapartadonos proponemosdar unacaracterizaciónvariacionalde las solucionesdébiles J
del sisteuna(1.1) que se obtienenal considerardatosiniciales (50,~1, VV”, VV>) en A>.

Defijuimnos los operadoresdiferenciales£2 y £, delasiguientemanera:

£2: ¡¡‘(fi) —~ (¡¡‘(1?))’, £24’(~) = ]V4’ V~, VS, p E ¡¡‘40).

1~
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Li, : ¡¡‘(1%) —~ (¡¡‘(Fo))’, £~4’ (~) = ¡ 4’~ y.,, V 4’, ~ E ¡¡‘(Fo).

El dual del espacioA> viene dadopor:

A>’ = L2(O) x (¡¡‘(fi))’ x L2(Fo) >< (¡¡‘(1%))’.

Eunpezamospor definir el operadoradjunto asociadoal operador(73(A), .4).

Proposición 1.1 El operadoradjunto (V(A’), A’) secaracterizapor:

73(A’) = {(4’, Y’, 14”, 1”) E ¡¡‘(fi) x (¡¡‘(fi))’ x ¡¡‘(Fo) x L2(Fc,) : —T’ + 14” 6r
0 E

VV’, y’) = (—Y’ + W’6r0,£2(5’),—V’ + VV’ —

donde
6r

0 es la delta de Dirac concentradaen el segmentoF0.

Demostracion:
Por definición, el dominio del operadoradjuntoes:

73(X) = = (4”’. 1’, 14/’, W) EA>’: Be >0 tal que ¡(U, AU>x’,xI ~ cflU¡¡x, VU E V(A)}

\eaníosquecondicionestienenque cumplir los elementosde 73(W). Paraestoconsideramos
dos elementosU’ = (5’ •f

5 ¡VS y’) de 73(A’) y LI = (4’, Y, VV, V) de 73(A) y calculamos:

<U. AIT>á”a’ = <(5’, Y’, VV’, V’), (—Y, —A4’, —V, —W~+ V + Y(O))> =
= (4”. ÚS$)L2(n)— <Y, Y>...>,, + (IV’, A4’ra, + V + Y(O))L2cr

0) — <V’, V>...n =

= (5% —S$)v~rn — <Y’ — 14”
6r

0, Y>...’,’ + (VV’, “~I’Vxr)L2(ro> — <V —¡17”, y>—’,’
dondepor ... . >..~.> denotamosel producto de dualidadentre(¡¡1)~ y ¡¡1,

l)eteruiji¡,arnosla condición quetiene que cumplir 4” considerandoun elementode la forma
U = (4>. 0. 0. 0) en 73(A) e imponiendola condición

KU’, AU>a”,xl ~ eIIU¡lx,
que. eíu estecaso.es equivalentea:

¡(5’ —~$)L’(n)¡ =e

De aquíse deduceque 4” tiene que pertenecera ¡¡‘(fi).
De una manerasimilar obtenemosque t — VV’

6r
0 tiene que estaren L

2(fl), VV’ tiene que
pertenecera ¡¡‘(Fo) y 1” tiene que estaren L2(Fo).

Estascondicionesson necesariasy también suficientespara asegurarque (0”, Y’, VV’, 1”)
pertenecea V(A’), obteniendoasí la caracterizacióndel dominio.

Por otro lado. probamosqueel operadoradjunto es:

A’($’,Y’,VV’,V’) = (—Y’ + W’6r
0,£2($),—V’ + ¡V* —

demostrandoque. paratodo U’ E 73(k) y U E 73(A), tenemos:<U’, AU> = <A’U’, U>.
En efecto,

<ALJ”. U> = <(—Y’ + 14”
6r

0, £2(5’), —V’ + 1V’ — 5’(0)£~(W’)) (4’, Y, VV, V)> =

= (Y + it.’ ~ Y)L2(n) — <£24’, 5)—>,> + (.—V + 1V’ — <“(0), V)L2(r0) + <£,VV, ¡V».i,> =
= (4” 5(U)) + (Y’, —Y) + (W’,C(U)) + (y’, —V) = <U’, AU>.

u
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Observación 1.6 Damos a continuaczon una interpretación,en términosde edp’s, del .~istema:

U~+A’U’=0. a
Teniendo en cuenta la definición del operator A’ se obtiene que, para todo t > O, tenemos:{ $¡(t) — Y’(t) + W’(t) 6r

0 = O, en L
2(fi)

(T’)~(t) + £
25’(t) = 0, en (¡¡‘(fi))’

(VV’)dt) — V’(t) + VV(t) — 4”(t, 0) = 0, en L
2(Fo)

(V’)
1(t) + £~ 14’’(t) = O, en (¡¡‘(Fo))’.

Esto es equivalente a:{ ($7(t) + VV’(t) ¿ro)1+ 44”(t) = O, en (¡¡‘(fi))’

((W’)1(t) — 4”(t, 0))~ (t) + (W’)1(t) + £,W’(t) = 0, en (.H’(L’o))’.

Cuando las soluciones son más regulares este sistemaes equivalentea:

en fixjO,oc)

=0 sobre r, x (0,oc) a
8v

(1.18) —zVV~’ sobre F0 x (O,oc)

VV~—VV~+VV~’—5=0 sobre r0x(0,oc)

VVpO,t)=W(1,t)=0 para iE(0,oc). a
Se observaque estesistema se parece mucho al sistemainicial cambiandosesolamentedos

signosdelantede VI& y 4’~(0).
a

Cotí la ayuda del operadoradjunto encontradopodemoscaracterizarlas solucionesdébiles

del problema. Estees el objetivo del siguienteteorema.

Teorema1.3 Consideramos un dato inicial Uo — (5”, 4’>, VV~, VV>) en A> y definimosU =
(4”’. —5’ + ¡VG 6r0,W”, VV’ — VV” + 4”’(0)).

EntoncesU E V(A’) y el sistema:

A’U’ = O
(1.19)

tiene una dnica soluciónfuerte U’ = (4”, Yt VV’, V’) E C([O, T], V(A’)) fl C’([0, oc), A>’).
La solucióndébil U(t) = (4’, @~, VV, Bit) del problema:{ U1 + AU = O

(1.20> U(0)=Uo

se puede expresar usando la solución de (1.19) de la siguiente forma:

U(t) = (4”(t), Y’(t) — VV’(t)
6r

0, —VV’(t), —V’(t) + W’(t) — 4”(t, 0)).
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Ademásde pertenecera la claseC([0, oc), A>) la soluciónU satisfacelas siguientespropiedades
d rq¡i’laridad: { @~ — 5V 6r

0 E C’ ([O, T], (¡¡‘(fi))’),
(1.21> W~ + <‘(O) E C’«O,T], (¡¡‘(r0))’).

En este caso la soluciónU verifica el sistema(1.20) en el si9uientesentidovariacional:

{ (5~ — ¡4’6rjt + £25 = O, para todo tE [0,oc), en (¡¡‘(fi))’

(1.22) (14’ + 5(0))~+ VV~ + Lii VV = O para todo tE [O,oc), en (¡¡‘(Fo))’.

Demostracían:

Puestoque:

5” E ¡¡‘(fi), VV
0 E ¡¡‘(Fo), 1V’ + $“(o) E L2(r

0),

(4” + VV”
6r

0)+ W”~r0 = 5’ E L
2(fi),

sc 01)1iene que U~ E 73(A’).
El operador(73(k), A”) generaun semigrupofuertementecontinuoen A>’ y por lo tanto el

prol)leIIIa (1.19) tiene unasolución fuerte LI’ en A>’ que,paracada1 > O verifica:

<57(t) — Y’(t) + l4”(t) 6r
0 = 0, en L

2(fi)
J(Y ‘)t(t) + £

24”(t) = 0, en (¡¡‘(fi))’
.23) ‘I(’~’ )~(t) — V’(t) + lV’(t) — 4”O. O) = 0, en L

2(Fo)

)~(t) + Li, VV’(t) = O, en (¡¡‘(Fo))’.

Consideramosahorael cambio:

4’ (1) =

(1.24) { Y(t) = Y’(t) —

W(t) = —VV’(t)
V(t) = —V’(t) — 4”(t,0)+ 1V’.

Si llainaíííos U(t) = (5. Y, 1V 39(t) obtenemosque U E C([O, oc),A>), t = Y, It = V y
a~leii,asse cumplen:

— VV ¿y
0 E C’([0, oc), (11

1(Q))’), —14’t — 5(0) E C’ ([0, oc),(ll’(F
0))’).

Las ecuaciones(1.23) nos indican queU satisface(1.22)
Para ver queU es la solución del problema(1.20)recordamosla siguientecaracterizaciónde

las solucionesdébilesdadaen Bali [1]: “U essolución de la ecuaciónU~ + AU = O si ysólo si,
paro todo V’ E 73(A), la aplicación1 —. <U(i), y’> es absolutamente continua y se cumple:

d
(1.25) ~<U(t), V’> + <U(t),A’V’> = 0.»

Sc compruebainmediatamenteque U definida por (1.24) satisfacelas condicionesde la
caracterizaciónanterior.

u
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Observación 1.7 La primera ecuación de (1.22) implica que, para todo t > 0, tenemos:

<($t—VV¿r0)t+Li24’,so>=Opara toda en ¡¡‘(O).

Si tuvieramos que $~ es diferenciable en L
2(fi) la relación anterior se escribiría:

4’tts~ + ¡VS~ —4 VVt’,o = O para toda cp en

lo. que nos conduciría a una solución clásica 4’ de la ecuación:{ 4’tt—t~4’=0 en fi >c(0,oc)
84’ _
__ — O sobre F, x (O,oc)
85 _

ay ~ sobre Foz(0,oc).

Sir, embargo. en el caso de las soluciones débiles, sólo tenemos garantizadoque$~ — 1V 6r
0 E

C’([O. oc>. (¡¡
1(Q))’)

Una observación similar se puede hacer con respecto a VV. La segunda relación de (1.22)
nos dice que. para cada t > O tenemos:

<(It + 5<0)»+ Bit + Li, VV, y> = O para todo y en ¡¡‘(Fo). a

Si tuvieramosque 1% es diferenciableL2(Fo) la relaciónanterior se escribiría:

510~+ ~ =0 para todo ven ¡¡‘(Fo),j(H’tt + ~x> VV~)v+ .1r
0 a

de dondese obtendría queVV es solución clásica de:{ WttW~~+VV~+4’~=0 sobre FoX(0,oc)
VV~(0,t) = VV~(1,t) = O para t E (0,oc).

Sin embargo. lo que se puede asegurar en el caso de las soluciones débiles es que solamente

la combinación VV~ + 5(0) E C’((0. oc), (¡¡‘(Fo))’).
En el capítulo 4 (dedicado al control) volveremos a encontrarnos con las cantidades St — VV

y Il& + <‘(O). Estasfuncionessubstituyen,en el caso de las solucionesdébiles,a las variables
clásicasSt y VV,.



Capítulo 2

Comportamiento asintótico de las

soluciones

En esla sección nos proponemosestudiar el comportamientoasintóticode las solucionesdel

prolleria (1.1). Se demostraráque la energíaasociadaa cada solución débil tiende a cero
cuandoel tieíiípo tiende al infinito, es decir, el término disipativo W’~ asegurala convergencia
(le las solucionesal equilibrio.

En la última parte se demuestraque el decaimientoa cero no es uniforme. Estaes una
de las característicasprincipalesde los sistemashíbridos: la disipación asegurala convergencia
al equilibrio de toda solución pero la velocidad de convergenciadependefuertementedel dato
inicial.

Tambiénse estudiaránlos comportamientosde 4’ y VV cuandoel tiempo tiendeal infinito ya
que. co¡íío la energíano es coercitiva en A>, los resultadosanterioresno ofrecen informaciones
sobreestascantidades.

2.1 Decaimiento a cero de la energía

Lii esteparrafodemostramosla convergenciaal equilibrio de todatrayectoriade energíafinita.

Teorema 2.1 Para cada dato inicial (50,51,1410,¡VI) E A>, la solución débil correspondiente
a la ecuación (1.6,)es tal que Em E@) = 0.

Demostracion:
Etapa 1: Casoen que (<“’.4”, VV”, VV’) E 73(A).

El Teorema1.1 nos aseguraque existeunaúnica solución fuerte U = (4’, $~, VV, VV~) parala
ecuación(1.6). Además,del Teorema1.2 deducimosque {U(i)}~>0 permaneceacotadaen 73(A).

Como (1.5) nos indica que 73(A) ~ A>, con inclusión compacta,tenemosque {U(t)1~>0 es
relativamentecompactaen A>. Por lo tantobastaprobarque el único puntode acumulaciónen
A’ de la trayectoria{U(t)}~>0, cuando 1 tiendea infinito, es del tipo (c,,0, c2,0).

Observacion2.1 Tal y como mencionabamosen la Observación1.5, cualquier dato inicial
(~‘~ ~ ¡1’Ú~ tV’) E A> se puede descomponercomosuma de dos elementos,uno en A>” y otro

13
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del tipo (c1,0. c2, 0). La proyección de la solución correspondiente sobre el espacio A>” es la que
tic ndc a cero, citando el tiempo tiende al infinito, mientras que la proyección sobre A>’ permanece
constante,igual a (ci, 0,c2, 0). También observamos que 2E(t) = ¡¡(50,51, ¡VO, VV’)¡¡~.

a
A continuaciónnos dedicaremosaestudiarel comportamientodela proyecciónde la solución

sobreA>”. Por lo tanto,podemoslimitar nuestroanálisisal caso(50, $~, VV”, VV’) E t’
0.

Nuestro objetivo es demostrarque si (t,,),,>o es una sucesióncon t,, — oc yU(t,fl— a
(z”,z’,v”.v1) en A>” cuando it —. oc entonces

(2.1) z”=z’=0, v”=v1=OenX”.

Definimos, paraT > O arbitrario,

4’,,(t) = 4’(t + t,,), VV,,(t) = VV(t + 1,,), Vn =ay t E [0,T].

Por el Teoremade Ascoli Arzela (4’,,, ($~»,VV,,, (VV,,)~),,=oes relativamentecompactaen
C([0. T]; A>”) y por tantoexisteunasubsucesión(notadade lamismamanera)y un elementodel a

tipo (z.Zj. u, v~) E C([0, T]; A>”) tal que(4’,,, (4’,,», VV,,, (VV,,)~) — (z, z~,y, vt) en C([0, TJ; A>0).

Observamosque z(O) — z0 y(O) = v”,zj(0) — A y (0) — y1 La conclución del problemase
obtienesi demostramosquez = O en C([0,T], L2(fl)) y y = O en C([0,T], L2(Fo)).

Corno tenemosque
a

E(t,,) — .E(T + t,) = ~/ 4(VV~)2 dx = jT 4 ((VV,,»)2dx

y couííoel Teorema1.1 nosaseguraquela energíaE es no creciente,podemospasaral límite cii

la relaciónanterior obteniendoque j j(vt)2 = 0.

Corno Vt E C([O.T],L2(F
0)) resulta quevj(t,z) = O para todo t E [0,T] y paracasi todo

x E F0.
A continuacióndemostraremosqueesteresultadoimplica que z = O en C([0,T]. L

2(fl)) y

o =0 en C([0.T], L2(Fo)). a

Sea O = 12 u fi’. dondefi’ es la imagende fi en el semiplanonegativo(Fig.2).

a

J

fi j

fi’ j

Fig. 2

j
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Las funciones4>,, y 1V,, verifican la ecuación(1.6) y entoncesobtenemos:

V4’,,.V¿dxdydt +

(22) { fSnE.udxdYdt +jTj

+JT

paratodo¿ E 73((O,T); ¡¡‘(fi)),
Pasandoal limite obtenemos:

10 40

(TV,,)~¿dxdi = O

I ((Wn)xl/4, + (VV,,)~~’ — 5,,i,bt) dx dt = O

t E 73((0,T)x Fo).

(2 { +
=

L
4 Vz .S7¿dxdydt =0,

zikt,

Observarnosquesi en la segundaecuaciónde (2.3) consideramos,en vez de ti’. 4’~ y aplicamos
iíitcgracióíí por partesen el primer miembro, tenemos:

II
(2 4) T1 ¡4 ztMdxdt =0,

V~’ E V((O,T) x

Definimos la distribución 2~ E 73’((0. T) x fi), i~ =
2u, es decir:

= ¡‘4 £¿dxdydt

donde 2(1 .x) = z(l. x) si x E fi, y 2(t,z) = O si x E fi \ fi.

V¿ E 73((O,T)x fi),

Tc,miendo en cuentala definición de i y quez verifica (2.4) obtenemos:

(2.5) { — = O

710
va que

T 7
<A¡iÁ>=J’ fstx¿tt=-J fvz

en fi x (0,T)

en fi’ x (O,T)

¡~ 4 Vz.
VEtt + [4~ZW&t = —

Aplicando el Teoremade Holmgren(Hbrmander[23], Teorema5.3.3,p. 129, Lions [29], Pp.
1

87-90) seobtienequeparaT > 2 diam (fi), existeO < e .c —(1— diam (fi)) tal que r~ = = O
2

+ >< fi, es decir,

£¿~dxdydt = O, — E, + O ~

V¿ E 73((O,T);H’(fl))

V4’ E 73((0,T)x Fo).

Jz.%dxdydl + j’ JS7z.Vedxdydt = O, V¿ E 73((O,T);ll’(fi))

cii (72

¡7/
A continuaciónnecesitamosel siguientelema:
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aLema 2.1 Seaz E C’((TnT2);L
2(fi)) con la propiedad Ztt = O en 73’((T

1,T2) >< fi), es decir:

z(t,x)¿tg(t,x)dxdydt = O, V.~ E 73((T,,T2) >< fi).

Entoncesexistendos funciones4, c2 E L
2(fi) tales quez(t,x) = c,(x)t + c

2(x), para todo

z(i, x)4tt(t, x) dx dy = — 1$1 zt(t, x)~4t,x) dxdydt

Elejimos ¿(Lx) = 4’(tftb(x) con 4’ E V(T,,T2) y 4’ 673(12).Resulta:

1T2 j z~(t.

O
x)¿t(t,x)dxdydt = J2’2 (jzt(t~x~«x) 4’~(t)dxdydt V4’eV(Ti,T2).

Por el Lema VIII.1 de Brezis [10], y como Zj E C((T,,T2);L
2(fi)), se obtiene que

Jzt(t,x)t~b(x)dxdy=

siendoC~ una constanteindependientede t.
Ahora para t

1.i2 E (T,,T2) arbitrarios

(zi (t, , x) — z,(t~, x))44x) dx dy = 0, aVg’ E 73(12).

Por el Lema IV.2 de Brezis [10], se obtiene:

z~(tj,x) = zt(t2, x) paracasi todo x E fi,

es decir existe q E L
2(fi) tal que:

z~(t,x) = c
1(x) paratodo te (Ti,T2) y paracasi todo x 612.

Utilizando el Teoremadel valor intermedioresultaqueexistec2 E L
2(fi) con

z(t, x) = c
1(x)t + c2(z) paratodo t e (T,,T2) y casi todox 6 12.

áu

Utilizando el lema anteriorresultaque existenc1,c2 E L
2(fi) tales que

(2.6) z(t,x) = c,(x)t + c
2(x), paratodo t E

Tomando¿(t.x) = cb(t)i,b(x) con 4’ E V
que:

7 4
V(cj(x)t + c2(x)) - VV:’ = O,

(f~ —

2

— e,1 + y casi todox E 2.

T \
+ E) y 4’ 6 ¡¡‘(fi), de (2.4) obtenemos

V4’ E y (?ii T \~
E, + E) V4’ E ¡¡‘(fi)

16

fT2(

1Ti JO

1 E (T,.T2) y casi todo x E fi.

Demostración del lema:

Tenemos
[72/

iT, JO a

Vt E V4’ E 73(Q),

4

a

a

j

j
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Comoz(x,i) = ci(x)t + c2(x) estáenC — e,~+~) ,H’(12)), resultaque

JS7(cí(x)t+cdx)).V¶b(x)dxdu = O, V4’E H’(fi),VtE (~ —e,
3~ +~)

Se obtiene

V(c
1(z)t+ c2(x)) = O paracasi todox E fi y paratodo tE (~i —E<i+ E)

y de aquíque z = cíe en (~ —cIi+E) x 12.

Corno la primera ecuación de (2.4) nos indica quez satisfaceuna ecuación de ondasen
12. también satisaceesta ecuación (en el sentidode las distribuciones). Pero Zt = O en

(1 — + e) x 12 y, por tanto, usandola unicidad de las solucionesresultaque z~ = O en

(0.1) x 12. Si repetimosel argumento,con z1 y z~, en vez de z~ obtenemosque t
7z = O en

(0.1)5<12.

Fijíalmente, resultaque z = cte en (O,T) x fi.
(orno (:.:~. y. o,) 6 A>” resultaque z = O en L2(fi) y u = O en

Etapa 2: Casoen que (50, 4>1,1470, 1411) E A>.

(milo V(A) es densoen A> podemosconsiderarunasucesión(<‘2, $~,, W,~, VVfl,, ~ 73(A) que
Verge a ( 4’~. $1 VV% ¡VI) E A’.
Sea(4’~44’fl),. lV,,.(IV,,)t)la soluciónde(1.6) correspondienteal datoinicial (4’2,4’, 14>0 1471)

y (<‘.IV. 4’~. lfl) la solución de (1.6) correspondienteal dato inicial (4”, <‘1, W0,W~).
Consideramosla energíaE(i) asociadaa la solución (4’, 5,, 1V, 14/,)
Utilizando la propiedadde estabilidad(1.11)obtenemos:

E(t) = 4/U V$(t) ¡2 + ¡ 5,(t) ¡2) + 44 (¡ 144(t) 2 + ¡ VV,(t) ¡2> =

< J( ‘C(4t~ — 4v >~) ¡2 + (4’ 4’,,)dt) ¡2> + Jr<~ (14’ — VV~)~(t) 12 + ¡ (147~ 1~V,,)dt) 2> +

+ ¡(1 V$,,(t) ¡2 + ¡ (4’~1)~(i) ¡2) + 4 (¡ (1V,,)~Q) ¡2 + (VV,,),(í) ¡2) =

=j( ¡ S74’0 — 4’O)(í) ¡2 + ¡ (4” — 4’3(t) ¡2) + 4(1 (VV” — 1V2)~(í) ¡2 ~ ¡(VV’ — 14”t(t) ¡2) +

+ ~/(¡ V5,,(t) ¡2 + ¡ (5~)d’) ¡2) + 4(1 (¡4’,,)±(t)¡2 + ¡ (14’,,),(í) ¡2)

Paraun e > O. fijo, existe n~ tal que paratodo u > flc

fu V(4”’ — 52)(t) ¡2 + ¡(51 — 4’~j(t) ¡2> +

4(¡(147014¡2)x(i)¡2 +I(VV’1V,D(t)12) 2
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La etapa1 nos aseguraquepara cadan existe t. tal que paratodo t > t~

E
V4’,,(t) 2 + ¡ (4’,,)~(t) 2) + ¡(1 (14’r.)r(t) ¡2 + ¡ (14Z,,)~(t) ¡2) < —.

De las últimas dosdesigualdadesdeducimosinmediatamenteque:

lim E(t) = O,

lo queconcluyela demostracióndel teorema.

u a
Observación 2.2 Hemos demostrado la convergencia hacia cero de la proyección de toda trayec-
loria sobre A>”. Esto significa que V4’ 4’~, It y VV~ convergen a cero en pero no ocurre lo
mismocon 4’ y VV. Se puedeobservarque 4’ = ei = cte y VV = c2 = cte son solucionesdel
problema pero no convergen a cero cuando t va al infinito. En la próxima sección describimos
el comportamientoasintótico de 5 y VV cuando el tiempotiende al infinito.

2.2 El comportamiento asintótico de b y W

El Teorema2.1 nos aseguraque:

lim l¡
4’tI¡L2(n) = O y Hm ¡¡V4’¡1L2(fl) = O,

lim Ill¾¡IL2(r
01= O y lim ¡ji = O.

—~ ~

4rlIL2(V
0)

Nos proponemosa continuaciónestudiarel comportamientoasintóticode 4’ y TV cuando

el tieííipo tiendea infinito ya quelos resultadosanterioresno ofrecenestimacionessobrees¡a~

jcantidades.
Primerodemostramosel siguientelema:

Lema 2.2 Si (4’. VV) E C([0, oc); ¡¡‘(fi) x ¡¡‘(F0)) es una solucióndel problemaentonces:

(2.7) Hm 5—4 $ =0.
12(0)

Demostración:
Si 4’ E 111(12),la siguientedesigualdadde Poincaré(veaseel Lema 1.1) es válida

(2.8) 5— i&
4

0 4’ < C¡IV5II,>~9>
L

2(O)
j

con C > O independientede 4’.
Ahora. aplicandoesta desigualdada la función 5(t) y sabiendoque V4’(t) tiende a cero

cuandoel tiempo tiendeal infinito, se obtieneque:

u

-s
J

•1
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Observación 2.3 El lemaanterior nos indica que elcomportamientoasintótico de 4’ en L2(fi)

se puedeobtenerestudiando4 4’.

Para jf tenemosuna propiedadsimilar:

Lema 2.3 Si (5,14’) E (([O, oc); ¡¡‘(fi) x ¡¡‘(1’~)) es una solucióndel problema(1.1) entonces:

(2.9) Bm ¡1V —41V ¡1L2(r
0) = O.

Demostracion:
Hecordamosla siguientevariantede la desigualdadde Poincaré<veaseel Lema 1.2), válida

para todovE ¡¡‘(Fo):

~2.lfl) 2>— [ 2> < C¡~Vx¡L2g%)jr. 12 (re)

con e iii dependientede y.

.Xplicaiído estadesigualdada la función W’(t), se obtiene:

¡47(i)) =cI¡l’VX(t)¡¡i2(r:’.

Cuino líeíiios demostradoque144(1) tiendea cerocuando1 tiende al infinito, se deduceque:

¿t~4~ (~ve~ 4~, 141(t)) = o.

u

Observacion 2.4 El lema anterior nos indica queel comportamientoasintóticode 1V en L
2(r

0)
sr /> (/1(1< uÑeocr estudiondo 4 VV

Pasamosahora a estudiarel comportamientoasintóticode VV.

Teorema 2.2 Si (4’. Vi) E C([O, oc); ¡¡‘(12) x ¡¡‘(Fo)) es una solucióndel problema (1.1) en-
1OI,((
(2.11) Bm VV—j1Vo+j5~ =0.

Demostracion:
Por la observaciónanterior es suficientedemostrarque:

(2.12) Bm 4 VV= jw~ si
Tal y como mencionabamosen la Observación1.4 tenemosque, paracualquiersolución del

sísteijía (1.1). la siguienteley de conservaciónes válida:

Jst-4VV=j4’1—4VV0= cte.
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De estaigualdaddeducimosque:

~4. (fr’ —4~VV0) = jst~= fil
1 (j¡4’t¡2 j

Comoademás,sabemosdel Teorema2.1 que:

Bm 5~ = O en flfi)

resultaque: j

(2.13) Hm 4w=4 VV
0— j4’i.

Esto nos proporcionael resultadodeseadoparaVV.

u

Observación 2.5 El resultado anterior nos indica que, en la posiciónde equilibrio, la cuerda
se encuentradesplazadade la posicióncero. Estose debe a la presión inicial 5~ y a suposición

inicial Il~,.

Si la presión inicial tiene media cero, j 4’~ = O, entoncesTV va a tender a la poszczon

¡ ‘ib. Si la posición inicial es de media cero, 4 i’vo = o, pero 4 s, !=o, entoncesla

cuerda va a tendera una posicióndesplazadapuestoque el dominio aumentao disminuyepura S

compensarla presión inicial. Se observa que si 4 VV” — 4, 51 — o entoncesW tiendea cero.

a
Pasamosahoraal estudiode 4’.

Teorema2.3 Si (5, VV) E C([O, oc); ¡¡‘(fi) x ¡¡‘(Fo)) es una solucióndel problema entonces: a
(2.14) Bm 5— (jsi+j n’i+j so)

Demostración:
Tal ~ como hemosobservadoes suficientedemostrarque:

(2.15) Bm js= js~+4 VV1 4
La Observación1.4 nos indica que es válidala siguienteley de conservaclon:

4(lt+VV+4’)=4 (VV,+Wo+4’o)= cte.

De estaúltima igualdaddeducimosque:

4(s+VV)—4(VV1+VV0+s04=~4wt ~¡FAj4¡w~¡2$.

Comodel Teorema2.1 sabemosque

xVV~ =0 en 13(12)

J
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resulta que:

(2.16) tmJ (4’+VV)J (1V~ + 1Vo + 4’o).

Además,el teoremaanteriornos indica que:

tirn4W=41Vo-...j5~,

Y por lo tanto

Hm 4s=js~ + ¡ u’, + ¡ •~.

Esto nos proporcionael resultadodeseadopara4’.

u

Observacion 2.6 Los dos teoremasanterioresnos indican que lasfuncionesVV y 4> convergen
a la proyeccióndel dato inicial del sistemasobre el espacioA>’ (veasetambiénla Observación
1.5).

2.3 Decaimiento no exponencial de la energía

El Teorema 2.1 nos aseguraque la energíaasociadaa cadasolución del sistema(1.1) converge
a cero cuandoel tiempo tiende al infinito. Nos proponemosa continuaciónestudiarla tasa
(leí decaiiííientode la energía,lo que es equivalente,la tasa del decaimientodel semigrupode
contracciones~S(i)}~>o generadopor el operadorA en A>0.

La teoría de los semigruposde contraccionesnos aseguraqueexisten dos posibilidades: o
bie]i existelí dos constantesAl > O y w > O tal que l¡S(t)l¡c(xo,xo) =Al ew1, paratodo t > O
o l)iC!i ¡¡S(1)¡¡c(xoxo)= 1, para todo i > O.

El siguiente teorema nos indica que, en nuestro caso, es cierta la segundade estas dos

posibilidades,es decir, el semigrupono tiene un decaimientoexponencial.

Teorema2.4 El semígrupode contracciones,generadopor el operadorA en A>”, no tiene un
dc tu mt it sito exponencial.

Deni ostracíon:
Buscaiiíossolucionesdel sistema(1.1) que sólo dependande la variable y. Estetipo de

solucionesverifican:

parayE (O, 1)46 (0,oc)

~by(1)=O paraiE(O,oc)

4(0) = —ib paratE (O,oc)

(2.17) w¡+ú’+Ú’t(O)0 paratE(O,oo)

tb(O)=#. itq(O)=Q en (0,1)

it(O) =

Hemosnotadopor ib la función Wt.
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Estamosinteresadosen encontrarsolucionesde la ecuación(2:17)-délti~52 —

(4’, ib) = eAt(LP,y), ¿on LP = LP(Y) y y E IR.

Nuestroobjetivo es demostrarla existenciade una sucesiónde autovalores(A,,),, tal que
(ReA,,),, converjaa cero cuandoit .—* oc, lo que implica un decaimientono exponencialde la
energíaen el tiempo.

Las solucionesde la ecuación(2.17)del tipo (2.18)son solucionesde la ecuacion:

I
A2LP — LPyy = O

LPy(l) = O

= —Av
>t2v + Av+ ALP(O) = O.

paray E (0,1)

Eliminandoy en el sistema(2.19) obtenemosunaecuacióndiferencial ordinaria:{ A29~ — LPyy = O

LP~(1) = O
paray E (0,1)

— Ap(O) + Aw(O) = O.

Las solucionesdel sistema(2.20) son del tipo p(y) = C, e””’ + C
2 cAY, de donde, teniendo

eifrcuentalas condicionesen el borde,resultala siguienteecuaciónparalos autovaloresA:

A

El teoremaquedarádemostradosi se pruebaque la ecuación(2.21) tiene una sucesiónde
soluciones(A,,),,>o con ReA,, —* O.

Las solucionesde la ecuación(2.21)seránestudiadasaplicandoel Teoremade Rouchéy con
esteobjetivo escribimosla ecuaciónen la forma:

2e —1+ =0.
A+2

La ecuaciótíe24 = 1 tiene unasucesiónde soluciones11k = kr i, k E ~

Consideramospara cadak E ~V los cuadrados7k de centro ,~k y lado Ek que precisaremos
mástarde.

Demostramosque, parak suficientementegrande,

2
x+2 <Ie

2x~1I,VxEyk.

Parax E 1k tenemos

2 2
¡<—2

si se cumple quek > 2, Ek

2
k,r — 2 — EA2

2kr
<—4 + — y3

1 e2x —1 ¡=1 e2~ex( cos (2lrnx)+i sen (2Imx)) —‘11=

J

a

a

(2.19)

a

(2.20)

(2.21) 2Ae = A+2~

(2.22)

a

(2.23>

3
kr

j
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— 2e2RCX cos <2Zmx) + í ¡4> máx e2Rex — 1 ,¡ sen (2Imx) l} =

> máx {2lRex H sen Ek

~ Sp> máx ~ (2Zmx)¡}>—j.

3
Finalmentese obtiene que (2.23) se cumple si ——2> E >

3
Por lo tanto. existe una sucesiónde solucionesde tipo (2.18)con ReA decrecienteacero,lo

que indica un decaimientono exponencialde la energía.

u
Observación 2.7 En estecapítulo hemosencontradouna de las característicasde muchossis-
temashíbridos: la disipación asegura la convergenciaa cero de la energía del sistemapero no

es suficientementefuerte para garantizar el decaimientouniforme de ésta. La mayoría de los
modosde Fourier correspondientesa altas frecuenciasson cada vezmenosdisipados. También
subr¡vyantas que el decaimientono uniforme de la energíase debe a la estructura híbrida del
síste ¡no y no o lo localización de la disipación en una parte relativamentepequeñade la frontera.

Esto .« pondrá de manifiestoen el último capítulo cuandoanalizaremosun modelo semejante
us tI que el cuadrado12 se sustituye por un círculo y donde la disipación se ejerce en toda la
[punte va.

Observación 2.8 Observemosque el operadordiferencial asociadoa nuestrosistemaes un ope-

pudor disiputivo que se obtiene de un operadorconservativomedianteuna perturbación acotada
PC ¡Y> ¡¡O cotopacto.

IDe efecto,si (73(A). A) es el operadordiferencial introducidopor (1.4), definimosel operador
¡onsenativo asociado.(73(Ac), Acr), por:

73(Ac) = 73(A),

Ac(5. ‘1’. VV. V) = (—~‘ ,—AS , —v , —u’~ + y + q’>.

5¡ 7% es cl operador de proyección sobre la cuarta componente definido en A> tenemosque:

AAc LP
4.

Sc observaque el operadorA se obtienede Ac mediantela perturbación 724 que esacotada
en ~‘ pero no es cornpacta.

Esta es una diferencia importante con respectoa la mayoría de los sistemashíbridos uni-
dimeusionalesestudiadoshasta ahora. Por ejemplo, si consideramosel sistema estudiadopor

Littn¡an. Alarkus y 1’ou ¡34] y por Rao [43], que acopla una cuerdavibrante a un cuerporígido:

( 4’xr=O parax 6(0,1), tE (O,oc)

~2.24) <j {?;i[=O~.¡í(í,í) — 4’~(1, t) para 1 > O

para 1 > O,

se puede ver fácilmenteque el operadordisipativo asociadoa estesistemaes una perturbación
compactodel operador conservativocorrespondiente.

Esta propiedadpermite Ja aplicación de resultadosde perturbación compactapara demostrar
qíu U decaimientode la energíano esunijorme. En nuestrocasoéstono esposible. Además,tal
y romo ‘e verá en la última seccióndel Capítulo 3, ni tan siquiera la diferenciade los semigrupos

ge ¡u ¡odaspor A y Ac es compacta.
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Observación 2.9 Comose demuestraen Littman, Marcus y You [34], el decaimientono ex-
ponencial de la energía es equivalenteal decaimientono uniforme: para cualquier función real

[O.x) — IR, continuay decrecientea cero, existe un dato inicial y una sucesión{t,,},~>1 tal

que la energía asociadaal dato inicial encontradosatisfaceE(t~) > «t4) para todo it > 1.

Observación 2.10 En el siguiente capítulo realizaremos un análisis más detallado del espectro

del operadordiferencialasociadoal sistema(1.1).

a

j

a

j



Capítulo 3

Análisis espectral

En estecapítulonos proponemosanalizarlos autovaloresy las autofuncionesde los operadores
diferenciales asociadosa nuestrosistema y al sistema conservativocorrespondiente. Obten-
drenios estimacionesasintóticaspara los espectrosde los dos operadoresy compararemoslos
resnílados.

Lii la primeraseccionanalizamoslos autovaloresdel operadorconservativoy las propiedades
príiicipales de las autofuncionescorrespondientes.Ponemosen evidencia la existencia de dos
1i1,s Principalesde autovaloresque correspondena comportamientosasintóticosdistintos de

ultimas componentesde las autofunciones.Prestamosespecialatencióna los autovaloresdel

piiiuter tipo que se acercana autovaloresde la ecuaciónde ondasen el recinto fi con condiciones

dv come?orno conservativasclásicas.
La parte principal de este capítulo la constituyela segundaseccióndonde se describenlas

1iepiedadesasintóticasde los autovaloresy de las autofuncionescorrespondientesal problema
disipativo. En las subsecciones3.2.2,3.2.3,3.2.4 y 3.2.5seencuentrancuatrotipos deautovalores
(Ilie se distinguenpor los siguientespropiedades:los del primer tipo se acercanasmtóticamente
a los autovaloresde un problemaNeumann,los del segundotipo se aproximan alos autovalores

<le uui problemaNeumann-Dirichlet,los del tercertipo describenla transición entrelos primeros

dos x los del último son los autovalorescon partesrealesque no tienden a cero y que describen
la Inri C (leí espaciode energíaen la que la tasade disipación es uniforme. En cadasubsección
se es?,idiaum también las autofuncionescorrespondientes.

Fu la seccióntressehaceunabrevecomparaciónentrelos autovaloresdel problemadisipativo
x los del problemaconservativo.

Algunos aspectosrelacionadoscon las propiedadesde completitud de las autofuncionesy la
posibilidad de queformen una basede Riesz se analizanen la seccióncuatro.

Fiumalmente,en la última sección, presentamosuna consecuenciadirecta de los resultados
obtenidosen la seccióndos: la diferenciade los semigruposgeneradospor el operadordisipativo
x el operadorconservativono es compactaen ningún momentode tiempo.

3.1 El problema conservativo

(ouisideranmosprimero el problemaconservativosiguiente:

25
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4’Ét—t4’=0
84’
—=0
0v
04’
— = —VV
Oy

en flx(0,oc)

sobre r, x(0,oc)

sobre F
0 >< (O, oc)

aVV51—VV~~+4’~=O sobre Fax(O,oc)

T’V~(O,t) = VV1(1,i) = O para tE (O,oc)

a
y nos proponemosdeterminarlas autofuncionesy los autovaloresdel operadordiferencial asoci-
ado. Para hacerésto buscamossolucionesde la forma e”~ (5,1V); con lo cual el sistema(3.1)

se reducea:

v24’ — ¿~4’ = O
04’
—=0
0v
04’

= vW

z~2W— Mxr — vS = O

¡Vr(O) = VV
1(l) = 0.

a

enfi

sobre F,

sobre F0

sobre F0

Por la simetría del sistema,las autofuncionesdel problemase obtienen por separaciónde
variables.i.e. son de la forma: 4’(x, y) = X(x)Y(y).

Las funcionesX e Y verifican en estecasolos siguientessistemascon parámetros:

X”+s
2X —0{ X’(O)

parax E (0,1)

{ 2~L:C::0 _

¡Ay(o) — o.

La ecuación(3.3) implica que = k2,r2, con k enteroy X(x) = cos kirx.

La ecuación (3.4) nos indica que Y(y) = ~ P,~’<~—í> + e~C~Pr(w1) y además,los
ajitovaloresy del problemavienen dadospor la ecuacion:

e2~n2
¡A — . u2 + k2ir2(v2 + k2r2

)

u2 + /v2 + k2ir2(v2+ k2r2)

Tanmbiéií obtenemosque las autofuncionesdel operadordiferencial asociadoal problema
conservativo(3.1) son de la forma:

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)
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(1—cosh (.jEjTVr2(y — 1)) cos k,rx
ji

—cosh (t,,CYTTr2(y — 1)) cos krx

(:3.6) _ —
senb (V¿A+k¾r2) cas kirz

.v/WTPr2 senh (‘7 i~~2n.2) cos kirx

U

dondelos autovaloresu vienen dados por la ecuación (3.5). Recordemos que, en esta notación
vectorial, las cuatro componentesdel vector correspondena (S, 4>~, 14”, VV~) para una solución
(1’. It) de (3.1).

Teorema 3.1 Sea k E EV fijo. La ecuación (3.5) tiene una sucesiónde ceros imaginarios

(vk,,,),EW’ que vienen dadospor la fórmula
A + k2ir2 i si m >0 y ~km = —v

(3.7) 11k.m = km , k,—m S~ 71? < O,

dusídí (zp,, )mEr~¼son los ceros(en orden creciente)de la ecuacton:

A + k2r2
(S.S) tgz=

Ademásde los ceros (Vk.m)mEza, la ecuación(3.5,) tiene otros dos únicos ceros, notados¿4
1/ vf”. dc ¡nódulos menoresque k ir y que vienen dadospor lasfórmulas

(3.9; U; — k2r2—(zfl2 ~, ~‘k =

y donde z7 es la única raíz real positiva de la ecuación:

(3.10> e2Z = 0—A +k¾r2
z3 + z2 —

Lis ¿sfr último caso,si k = 0. ¿4 = ¿4 = O.

Observacon 3.1 Segúnel teorema que acabamosde enunciar los autovaloresdel problema

conservativose separanen dos clases: los que vienen dadospor la ecuación (3.8,) y los quese
obtienen de la ecuación (3.10). Tal y como veremosal final de esta sección, esta separación

no es gratuita, ya que las autofuncionescorrespondientes& tienen comportamientosdistintos
cuandou tiende al infinito. Si u E {t/km}km, las últimas dos componentesde & tiendena cero

las normas correspondientesdel espaciode la energía, cuando[ul tiende al infinito, mientras

qisí síu E {¡4. ¿4*1k estapropiedadno es válida.

Demostracian:
Observemosque,por el cambio de variable u = \/~WWPn2 la ecuación(3.5) se transforma

cmi:

(3.11) — — Q + ¡¿ir2
Q + Q —
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Comolos cerosde la ecuación(3.5) son puramente imaginarios (ya que el operador diferencial
asociadoes antiadjunto)tenemosque los ceros 4 de la ecuaci=in(3.1-l-)seráb:

-realessi y 1=lcr
-imaginariossi y > kr.

Caso1: Suponemosquelas raices4 de la ecuación(3.11)son puramenteimaginarias,4 = :1
con z E iR. En estasituaciónobtenemosque <3.11) equivalea:

a

a
2~1 _ —z i+z2+k¾r2e — —z3i—z2—k2r2

a
Igualamído a cero la parte real de (3.12) se obtiene la siguiente ecuación para

atg z = A + ¡¿ir2
za

Estaecuacióntiene, paracada k, un cero en cadaintervalo (mr, mr + ji) . m e í~v. que

La justificación deestaafirmaciónse obtieneinmediatamenteanalizandodenotamospor 2k.m+¶•

la Gráfica 1.

a

a

A + ¡¿r2

En las gráficas hemos notado por gk(z) =

Caso 2: Suponemos que las raices 4 de la ecuación (3.11) son reales.
liii análisis gráfico dela función de variablereal:

h(z) =
— z2+ ¡¿ir2

z3+ z2 — k2r2

nos indica que el denominadorde h se anula en un punto positivo comprendido entre ,YT~r2 y

kr y que la función h tieneun mínimo a la derechade estepunto en v’Skir.

28

(3.12)

(3.13)

h(z)

.g (z)

Gráfica 1. Gráfica 2.

a
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Resulta que hay sólo una raíz real positiva de la ecuación (3.11) situada en el intervalo

y que denotamospor 4. La justificación de esta afirmación se obtiene analizando

la Gráfica 2.

Notando ¿4 = ¡¿ir
2 — (1)2 i, obtenemos el j~nico autovalor ¡4 quetiene el módulomenor

que kw.
En el caso k = O se obtiene directamente del sistema (3.1) que ¿4 = O es un autovalordel

problema.

u

Observación 3.2 La gráfica 1 nos indica dos tipos distintos de comportamientopara los auto-

¡a/oresVkm.

En primer lugar, si consideramosk fijo y hacemosque m tienda al infinito, las micesde la
ecuación (2.8,) se aproximan a las raices de la función tgz que son de la forma mr (veasela

grofico .9,>. Deshaciendoel cambio de variable se obtienen,en estecaso, autovalores~k.m que
.‘# <ipro.rizna¡s a los valores V~TTPr i. Observemosque (m2 + k2) ir2 son los autovaloresdel

Loplacionocon condicionesNeumannen toda la frontera del dominio fi. En los párrafos sigu-
¡e;; t<s se obtendrá el mismo comportamientopara los autovalorescorrespondientesdel problema
disipo tiro.

Por otro lado, considerandoni fijo y haciendo que lv tienda al infinito, obtenemosque las
rwccsdc la ecuación(3.8,) se aproximana los valoresen los cualesla función tgz tiende a infinito

2m + 1y quí. so;, dc la forma ir (veasela gráfica 4). Resultaquelos autovalores>~k,m correspondi-
2

¡2w-’- iN 2 ¡/2rn+_lv fl
ust s sc aproximan a los valores Y 2 ) + k2ri. Observamosque kY2 ,~ + k~ ir2

sois los autovaloresdel Laplaciano con condicionesmixtas: Neumannen la parte r
1 y Dirichlet

ci; la porte r0 de la frontera de fi. Los autovalores correspondientesdel problema disipativo

t tídídis en estecaso el mismo comportamiento.

Sg’

g(z)

gJ<z)

~a~

Sg z

g <z)

z.

Gráfica 3. Gráfica 4.
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Observación 3.3 Comohemos visto la ecuación (3.5) tiene, para un lv dado, dos raices ¿4 y¿4S

de módulo menorquekr y éstossonlos autovaloresde módulo mdspequeñopara cada lv. Estos
autovalores,al pasar al problemadisipativo, se desplazanhacia la de#écfhay alcanzanuna parte

real que no tiende a cero cuandolv tiende al infinito formando la uinica sucesiónde autovalores
con esta propiedad. Se trata pues de los modos que decaenuniformementeen presenciade la
disipación.

a
Pasamosahoraal estudiodelas autofuncionescorrespondientesalos autovaloresencontrados.

Proposición 3.1 Lasautofunciones¿~, definidaspor (3.6) y que correspondena los autovalores

u dadospor las ecuaciones(3.8) tienen la siguientepropiedad:

lim IICIIH’(o,1) —
IL’1.CO IIGIIx

ItdIIL2(o,1

)

llm _________ a
IuI—~oo II&.IIx =

En estecaso4 = v’~¿~~ es un númeroimaginariopuro, 4 =
la ecuación(3.8).

Se obtiene que:

z con z E Rl soluciónde

E.t =

( —t

v~—TT2~ cos

—cos z(y — 1) cos kirx

z
— senz

22 + k
2r2

y — 1) cos k,rx

cos kwx

sen z cos kirx
yz2 + k2ir2

Calculamosahora

= i¡E:I¡~ + IIEuIIL2 + iIE2ii~~~~ + I¡¿LJIIL2 =

2(z2 -: k2ir2) J’ ((1 + ¡¿ir2) cos 2z(y— 1) +

J ( cos 2z(y— 1)) dy +

j

sen 2z(y— í>) 4+

22(1 + ¡¿ir2) sen ¾ A sen ¾

2(z2 + ¡¿ir2)2 + 2(z2+ ¡¿ir2)

1 1 (1 + 2k2ir2) sen2z z2(1+ ¡¿ir2) sen
+ +2 4(z2 + ¡¿ir2) Sz(z2+ ¡¿ir2) 2(z2 + ¡¿ir2)2

z2 sen
+ 2(z2 + k2ir2f

J

Temiiemido en cuenta que z es soluciónde la ecuación(3.8) se deduceque:

(z2 + ¡¿ir2)2
sen

sen 2z=

2z3(22+ ¡¿ir2)

z6 + (z2 + k2r2)2

donde¿¿ es la componentej-ésima de la autofunción&.

Demostracion:

(3.14)

,~ 1 a

)

J

a

j

j

j
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Con estasdos relacionesobtenemosque:

1 1
iic¡~~ + ¡I&HL2 = 2 + 4(22 + k2ir2) +

(1 + 2k2r2) sen2z
Sz(z2 + k2ir2)

1 1 2z3(z2 + k2,r2

)

+ 6
2 4(z2+k2ir2) 4(z +(z2+k2ir2P)’

— 0(1 + ¡¿ir2) sen22
2(22 + ¡¿ir2)2

z2(1+ ¡¿ir2)

2(26+ (z2 + k2ir2)2)’

I¡~4¡2 z2 sen 22 z2(z2+ k2

)

pL2 — 2(z2+k2ir2) — 2(z6+(z2+k2ir29)~

Distinguimos los siguientescasosposiblescuandoI’4 —~ oc:

m) A- permaneceacotado,casoen el que ¡¡4 — oc si y sólo si ¡zj —.. oc.
mi) 1.- — oc. casoen el que ¡4 —* oc incluso si IzI permanece acotado.
Analizando las expresiones de las normas en cada uno de estos casos obtenemos que:

1
LlClI~v + 11E1112 — j, cuandoy — oc,

II¿~IIj¡, —~ O, cuandou —. oc,

— O, cuandoy —~ oc.

Esto concluye la demostración.

u
Observación 3.4 Sepuededemostrarque las autofuncionesasociadasa los autovalores¡4 no

tic ¡¡u; esta propiedad, es decir hm ¡¡¿u¡¡H’<O,¶> # O y lim lIE~IIL2(O.1) ~ O. Sin embargo, la

dc ,,,ost¡nciónes.por un lado laboriosa y por otro lado muy semejantea la propiedadcorrespon-
du ¡itt del caso disipativo. Por estemotivo la omitiremos.

3.2 El problema disipativo

Consideramosahorael sistemadisipativo:

— AS = O
84’
—=0
8v

84’ — l4’~ay
— Ufl + l4~j 4- 4’~ = O

li’~(O,t) = l4’~(1,t) = O

en fix(0,oc)

sobre r
1 > (O, oc)

sobre r0 >< (O, oc)

sobre r0x(O,oc)

para tE(O,oc)

x nos proponemosanalizar las autofuncionesy los autovaloresdel operadordiferencial asociado.

Medianteun argumentode separaciónde variables similar al del primer apartado,es de-
cir. l)uscaILdo solucionesde la forma etX< (4’, VV) = e’~< (Y(y)X(x), 1V(x)) obtenemosque los
aniovalores.\ del problemavienen dadospor la ecuación:

(3.15)



a32 3 ANÁLISIs ESPECTRAL

a(3.16) ~2vRWP2 — >.2 + vi 2w2(..>2 +>. —¡¿ir2

)

las autofuncionesasociadasa un >2 — - >2 + k2r2(—>2+ A — ¡¿ir2)Y autovalor>tienen la siguienteforma:

(1 1
—cosh (1>2 + k2ir2(y— 1)) cos kirx
A

—cosh (1>2+ k2ir2(y— 1)) cos k,rx

(3.17) = 1>2 + k2ir2 a

— >2 senh (1>2 + ¡¿ir2) cos kirx
1>2+ k2r2

senh (1>2 + k2ir2) cos kirx a
‘A

En estecapítulo obtendremosdesarroliosasintóticosdel espectrocuando 1>1 —. oc. Se
encontrará,para cada lv, una sucesiónde autovalores(>k,m)mez cuyaspropiedadesasintóticas
dependende la región el la queseencuentre>k,m.

Dividimos el estudioen los siguientescasos:
i) Caso 1: autovalores>k,m de módulo mayorque v’2k ir.
u) Caso 2: autovalores>k,m de módulo menor que ~/~k ir y mayor que kw. En este caso

encontraremosdos tipos distintosde autovalores

iii) Caso 3: dos autovalores>¡ y >7 de módulo menor quek,r y que van a tener partes

realesque no tienden a cero cuandolv tiende al infinito.
Precisamosque,medianteel análisis delos casos1, 2 y 3, obtenemosla localización exactade

jtodos los autovaloresdel problemaquetienen módulo suficientementegrande. En efecto,en el
caso1 se obtendráinformación sobretodoslos autovalores>k,m que,para lv fijo, pero arbitrario.
tienen módulo mayor que .flk,r. En los casos2 y 3 se analizarántodos los autovalores¾
que. parak fijo, mayorque un valor dado k

0, tienen el módulo menor que v’~kw. Por lo tanto
obtenemosla localización de todoslos autovaloresde módulo mayorque k0ir dejandofuera sólo

un núimmero finito.
A continuaciónsuponemosque lv E ¡Y. yaque,en la ecuación(3.16),el parámetrolv aparece

solamenteal cuadrado. El casok = O no se estudiaya que, por un lado, nos da información
solamentesobre una rama de autovaloresy, por otro lado, ha sido parcialmentediscutido al

demostrarque el decaimientode la energíadel sistema(3.15) no es uniforme (veasela Sección
3.3).

3.2.1 Algunos lemas técnicos

Empezamospor la demostraciónde unoslemas técnicossobrelas raices del denominadorde la
fracción queapareceen el miembroderechode (3.16).

Con estepropósitointroducimosel siguientecambio de variable:

(3.18) (>)2 + ~2 =

con lo cual la ecuación(3.16) se transformaen:

a

(3.19) e
2kz = — ______________________za — ~2 + lvz3 — j
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El primer lemanos indica la zonadondese encuentranlas raices del denominadorde (3.19).

Lema 3.1 Si o es una raíz de la ecuación:

(3.20) 22 — t2 + kA — = O

entonces,para lv suficientementegrande,

ir 2irw
Demostracion:
Si o es raíz de la ecuación(3.20) entonces:

¡lv 110 ¡3=¡ Q2 — ir2 — avWT7¡<2¡a ¡2 +ir ¡a ¡ -4-ir2 =

< max{GIa¡tair2l.

Obtenemosque

6 Sir2
1 2ir¡aI=max {~. lv para todo lv > 1.

Porotro lado tenemos:

a
2 —ir2 ~V’w-E-rI—

a2—,r2+a a2—ir2¡

¡ a ¡2)

o 2 +ir2+ a ¡ (¡0 1

Altura. como (3.22) nos aseguraqueel modulo de a es pequeño(por ejemplo menor que2 si
k > r3). resulta que

— 4) ir

+ir 2~/

En conclusiónobtenemosquese cumple (3.21) parak > ir3.

u

El segundolema localiza todas las raicesde la ecuación(3.20).

Lema 3.2 La ecuación (3.20) tiene, para lv suficientementegrande, exactamentetres raices

o, . ¡ = 1.2.3 que cumplenlas siguientesestimaciones:

3 ir2
a~— —w

1
lv

10
<st

(3.21)

(3.22>

¡ k II o

— ¡o ¡ — ~.2 ¡¡2+r2+io I~/flpTr —

(3.23)

do,,dc __ 2 — 1.2. 3 son las tres raices cúbicasde la unidad.
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Demostración: a

Estudiamosla relación queexiste entrelos ceros de la ecuación(3.20) y los de la ecuacion:

(3.24) lvz3 — ir2 =0.

ir2
Esta última ecuacióntiene tres raicesa

1 = -~-w~, í = 1,2,3, donde~a1son las tres rawes

cúbicasde la unidad.

— Consideramosahoralas funciones:

u(z)=kz
3 —ir2, v(z)=zV7rWW~z2 fl

2ir
definidasen el círculo 6~ de centroO y radio dondelas dos son analíticas, a

En el círculo 6o tenemos:

IV(Z)¡=IZV§W7i~Z2l<lZ¡( ¡zr+ir2+¡zI)= a

z (2 ¡2 ¡ +ir) =¡z (4ir + ir) lOir

y por lo tanto

(3.25) 1 v(z) ¡< lUir2 z ¡=2w jsi ¡

Por otro lado,

¡ u(z) ¡=¡ kA — ir2 ¡= lv ¡ z — ~ ir2 — ir2 3 ir27W1 ¡¡ 7W2 ¡¡ W3¡.
lv

Si pertenecea la circunferencia6~ tenemosque

3ir
2

3w
2 2ir a ir2 ir3Iz

1w~!=¡zW7w~Á7 lv> k

y por lo tanto

(3.26) ¡ z4z)¡> ir
3 si ¡ z 1= 2w

Las desigualdades (3.25) y (3.26) implican que, para todo z pertenecientea la circunferencia
6~. se cumple ¡ u(z) ¡>¡ v(z) ¡ y por lo tanto,aplicandoel Teoremade Rouché,seobtieneque la
ecuación(3.20) tiene dentro de estecírculo el mismo númerode raicesque la ecuación(3.24).

Teniendoen cuentael Lema 3.1, resultaque la ecuación(3.20) tieneexactamentetres ceros

queestánsituadosdentro del anilio:

A = {z E C: <1 ¡<

Pasamosahora a demostrarqueestoscerosse aproximana los cerosde la ecuación(3.24).
‘oConsideramoslos círculos 6~, i = 1,2,3 de centros a~ y radios ~ que estáncontenidos

dentro del anillo A (ver Fig. 3).

j
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o
VV

Fig.3

La desigualdad(3.25) obtenidaanteriormentepara y siguesiendo válida en los círculos 6~.
.Ademmiás.sobrelas circunferenciasde estoscírculos

1 n(z) ¡=¡ kA — ir2 ¡tt k ¡ z — ~ Tw
1 ¡ ¡ 2

>lv-~- i±i2 =

Aplicando de nuevoel Teoremade Rouchéresulta
sil miadosdemitro de los círculos 6~.

u
numeradorde la función queapareceenObiemícímiosun resultadosimilar para los cerosdel

el liIieIlll)ro derechode la ecuación(3.19).

Lema 3.3 La ecuación
(3.27) 2ir2lv23+2VTio

tiene exactamentetres raices fil, i = 1,2,3 que cumplenlas siguientesestimaciones:

3ir
2 10

do;;dc;—w¿. i1.2.3.

Demostración:
Observamossimplementeque medianteel cambio

transformaen la ecuación(3.20).
de variable z = —s la ecuación (3.27) se

u

—

3ir
2 ¡¡2 —

lv
7w3 ¡>

lUir
2

77Zt

quelos cerosde la ecuación(3.20)están

u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
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Para el análisis del último tipo de autovalores necesitaremos informaciones más precisas a
sobre la parte imaginaria de la raíz a~ (hastaahorasabemosque a1 estáen el círculo 6m pero
no sabemosel orden de magnitudde su parteimaginaria). Paraésto demostramosun lema que,
usandolas estimacionesdel Lema 3.2, obtiene una localizaciónmásexactade la raíz al.

Lema 3.4 La raíz a1 de la ecuación (3.20) cumple la siguiente estimación:

—+-(3.29) a1= ir
2 1lv a

Demostracion:
Etapa 1: Demostramosprimeroque la ecuación: a

(3.30) —ir2 + lv) — ni = O

10
tiene unasóla raíz Pk en el círculo 6j de centro y radio y queverifica:

ir2 1 IT/1\
+ .?f—i+ol-r——I.k 3vlv2xV~/

Observación 3.5 Observemosque en el miembro izquierdo de la ecuación (3.30) aparece la

parte dominante, —irzi, de la expresión~zVWW7~ cuandoz — O. Como la presenciade la
cantidad ~~zVP~ir2 en la ecuación(3.20) se debeal término disipativo del sistemainicial, es
lógico pensarque la información adicional que tendremossobre a¡, seró muy iltil a la hora de a
encontrar autovalorescon parte real “significativa” (veaseel apartado 4.2.5).

La existenciade la raíz Pk en el interior de 6~ se obtiene aplicando las mismasestimaciones
del Lema 3.2 a las funcionesu(z) = —ir2 + lv) y v(z) = irz¿.

Consideramos ahora rk = Pk — ntroducimos esta nueva variable en la ecuacion
lv

verificadapor Pk• Se obtiene:

ir2 3 ir4 . 3 ir2
kr~+3k4” —+3lvrk ——irrki—ir —i=O.

lv lv2 lv

Multiplicamos en la última relación por y separamos los términos de la siguiente forma:

ci (3krk” ~ — ir” ~ = ci (...~d — 3kr~ ~ + irr,

Comohemos visto en la primera parte que Il”k¡ = Pk — < 2W. resulta que el miembro

derecho tiende a cero cuando lv tiende al infinito.
Obtemíemosque: r¡~=
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y de aquíse deduceque:

Pk —+112+01T1.lv 3vlv2kx/P/

1Esteresultadonos muestraquela parte imaginariade Pk es positivay de orden

Etapa 2: Demostramos ahora que la raíz a~ de la ecuación (3.20) pertenece al círculo C
1

centrado en Pk y deradio 5k = -~=. De aqui resulta inmediatamente que a
1 cumplela estimación

(3.29).

A ,licamiios nuevamenteel Teoremade Rouché. Paraello consideramoslas funciones:

u(z) = .—ir
2 +kz3—wzi, v(z)= —z2+2~crrr~~2~.

Para un elementoz en el círculo ~í se tiene:

= 1z12 —1+ ~,jW~2~~$2¡Z¡ ~ 100«U
Por otro lado, aplicandola fórmula de Taylor alrededordel puntoPk, se obtiene:

u(z) = u’(pk)(z — Pk) — (z—pk)
2j _u(4)d

(

1
donde 5 es un círculo de centro Pk y radio 5k =

Estimamosprimeroel término de error:

(z—pk? ¡ u(4)d4 s~ Al 12 1
1 <— 2t’rSk=2M

2iri .‘14—pk)2(4—z) — 2ir S~(Sk—sk)

donde .11 es una cota superior de la función u en el círculo 5.
Por otro lado

Pk

6~

Fig.4

— PkI Iu’(pk)¡ = Sk¡3lvp~ — iri¡ =sk(3lv¡pk¡2 — ir) >
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—a
1

3ir
4 1121

-w
Obtenemosque,para lv suficientementegrandey z sobrela circunferenciaC: a

¡u(z)j > ¡z—pk¡ ¡u’(pk)¡—2M 12 1

a1 1 100
.yp.

Resulta que,para lv suficientementegrande,¡u(z)¡ > v(z)¡ sobrela circunferenciaC.

Por lo tanto, la. ecuación(3.29) tiene la raíz a
1 en el círculo e y por consiguientecumple la

estimación(3.29).

u

Observación 3.6 El lema anterior nos indica que la raíz ai de la ecuación (.9.20) tiene una
1

parte imaginaria positiva de orden

A continuación pasamosya al análisis de los autovaloresy las autofuncionessegún el plan
que presentarnosal principio de estaseccion

3.2.2 Autovalares de módulo mayor que ~ñkir

En esteapartadoencontramos,para cada lv E 1V fijo, las raicesde la ecuación(3.16) y damos S
una estimaciónde aquellasraicesque tienen la propiedad >¡ =~/~lvir.

Teorema 3.2 Para cada lv E ~V, la ecuación(3.16) tiene una sucesiónde ceros(Ak,m)rncn~u a
{ A~} con parte imaginaria positiva y otra sucesiónde ceros (Ak...m)mer• u con parte
imaginaria negativay con la propiedad>k..m = Mm si ni > O y >r =

Los autocaloresAk,m con >k,m ¡> v’2irlv se aproximan al eje imaginario cuando! ni ¡ tiende U..
al infinito, cumpliendolas siguientesestimaciones:

¡ Mm — VTIT~21riI= 24
(3.31) \/

7~TT~ir si Im>k,~,. >0, (m> lv> 0),
¡>km+\/7WW0iri¡= 24

1m2+k2’r siIm>k,m<O, (m< —lv<O).
En particular, los autovalores Mm se aproximan a los autovalores±v¡~TWS~%ri de la

ecuaciónde ondasen 1? con condicionesde Neumannhomogéneasen todo 81?.
u-

Demostración: Escribamos la ecuación (3.16) en una forma que permita un análisis más
sencillo de las raicesy para éstonotemos = ~i. Se obtienela siguienteecuaciónen
lv

~
(3.32) e2” = —

— lv2ir2 + L4g2 — ~2 — k2ir2)

Ponemosla ecuación(3.32) en la forma:

a

n
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(3.33) — 1 =

39

2(g2 — ¡¿ir2)
2

— k2,r2 + ¡(p2 — ,/,~2 — k2~r2)

e intentamos localizar los ceros aplicando el Teorema de Rouché.
Consideramoslas funciones

f(z) = eh — 1 y g(z) = —

2(22 — k2mr2)

z2 — k2ir2 + z(z2 — — lv2ir2)

y observamos que la ecuación f(z) = O tiene las soluciones(Cm)mEz con 0m = mir ¿.

Definimos para cadam E Z \ {O}:
- los cuadrados4,, de centro 0m y lado2m

los rectángulosy% definidospor las rectas lUz = ±6,,,e Zmz = mir ±~.

Ademásconsideramosel cuadradoy0 de centro O y lado 2Mk (ver Fig.2).
Las constantes~m, 6m y M,~ seránelegidasde tal maneraque:

(3.34> para todo z E y’ u u

En primer lugar tenemos:

¡ f(z) ¡2=1 e2z — 1 ¡2.... (e2ne — cos 21w z)2 + ( sen 27w z)2

x por lo tanto, para todo númerocomplejoz,

¡f(z)¡= max{¡efl~CZ —1¡,¡sen2l7mz¡}.

En segundo lugar en la región del plano complejo:

¡z¡> max{lvir,4}

la función g(z) es analítica (el denominadorno se anula) y tenemos:

(3.35>

(3.36)

¡ g(z) ~= ..2 2(22 ¡¿ir2)
- ~k2ir2+z(z2~,/7rc~rPj

2

¡ < z2&ST~ -1

Por otro lado paraz cumpliendo(3.36)se obtiene:

- ~2ir2
- z2—k2ir2 =IzI¡ z ¡2 — 1z2 — lv2ir2 ¡

¡ z ¡2 +k2ir2 ¡z¡2+lv2ir2

Por lo tanto resulta que, para cualquier z con ¡ 2

8
(3.37)

max {lv ir, 4}, se tiene:

¡21
—> 1.4

¡g(z)j=
Iz¡—4
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a

a

J

Determinamosahora las condicionesque tienen que satisfacerlas constantesEm. ~5rn‘~ ~Ik
para que se cumplan las desigualdades (3.34).

i) Si z perteneceay,~, y ademáscumple(3.36), teniendoencuentalas estimacionesanteriores.

obtenemosque 1(z) > Em >1 g(z) ¡ si:

16 1
(3.38) < E,,, < —.

2mir—9 2

Aplicandoel Teoremade Rouchéresultaqueexiste,paracadalv, unaúnicaraíz dela ecuación
(3.32) en cadacuadradoy~ si m > lv + 1. Denotamos/1k,~~ a estas raíces.

u) Si z pertenecea y ademáscumple (3.36) obtenemos que ¡ f(z) ¡> ~ >¡ g(z) ¡ si:

1(3.39) 6,,, > —.

2
s

Comola condición que tiene que cumplir 6m no imponeningunacotasuperior,aplicandode
nuevo el Teorema de Rouché, resulta que, para cada lv, y m =lv + 1 en las franjas

(mir— ~)i =Zmz=(m,r+

la ecuación(3.32) tiene el mismo númerode cerosque la ecuaciónf(z) = O. Esto implica que
no existenotrasraicesde la ecuación(3.32)en la región del planocomplejodefinida por (3.36>.
excepto las encontradas ya en el apartado i).

Fig.5
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iii) Si elegimos

(3.40) Mk = lv ~ + 3ir
4

obtenemos,como en el apartado II), que, si z pertenecea ‘y0,

Aplicando el Teoremade Rouchéresulta que, para cada lv, el número de soluciones de la
ecuación (3.32)en el cuadradoy~ es igual al númerode cerosde la ecuación f(z) = O másel
númerode poíos de la función g(z) situadosen y0. Comohemosvisto en la subsecciónanterior,
Y = 3 y. por lo tanto, la ecuación(3.32)tiene 2lv + 4 ceros en el cuadrado

7W

Deshacemosahorael cambiode variable ji —* > paraobtenerlos cerosde la ecuación(3.16).
Primero observamosque si A es soluciónde la ecuación(3.16) entoncesA también lo es y,

por lo tanto. hastaencontrarlos autovaloresA con Ini> > O, los demássiendoconjugadosde

éstos.

Por otro lado, estamosinteresadosen aquellas raices de la ecuación (3.16) que tengan la
partereal positiva, puestoquelas solucionesde la ecuación(3.15)tiendena cero cuando1 va al

mí fi m mito.

Taijibién observamosque la relaciónentre ji y A quehemosusadoal principio

=

quedadeterminadasin ambigliedadsi se consideraque lZep > O.
(‘oiu las dos observacionesanteriores obtenemosque la correspondencia entre ji y A es

biunívoca. Resulta que si ji es solución de (3.32) entoncesA = ~/~Ek2,2 es solución de
(:3.16) y no hax másraices de estaúltima ecuación.La recíprocatambiénes válida.

El análisis anterior nos da todas las raices ji de la ecuación (3.32) con la propiedad 1 y
¡mmx {kr.4) Medianteel cambio A = ~ obtenemostodaslas raices de la ecuación

con la propiedad ¡ A 1> V~k ir.

Para los autovaloresA con Ini.> > O calculamos:

¡A— m
2+k2iri¡=¡ ji2k2ir2~~?72iri¡..

¡ — k2ir2 +(m2 +lv2)ir2 ¡ ¡y~ miri ¡ p4-miri 1
¡ ,¡%..k2w2+~,/7W7iri¡ ~

En~ p+miri~ <Em(Em+2mir) 3m

— ¡ni ~P — k2ir2 + J~TVPir —

Resulta que para cada lv y ni > lv + 1 obtenemosque los autovalores>k,m con Im >k,m > O
c¡iunplei~ la siguienteestímacion:

~3r11) iAk,mV4WTT~Wi¡= 24

Vii resultadosemejanteseobtiene paraautovalores>k,m con Zni>k,m < O:
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a
(3.42) I>km+V~V0iri¡= 24

—

1lv2+m2r

Cori esto quedaconcluidala pruebade la proposición.

u a
Observación 3.7 El teoremaanterior nos aseguraque, para cada lv E IV, existeuna sucesión

de autovalores(>k,m)mezz.u {>% >~} Esta forma de notar los autovaloresnecesitauna justi-

ficación.
En primer lugar las estimaciones(3.31) nos dan la localización exacta de los autovalores

Mm con ¡m¡ =k + 1. En estecaso un autovalor Ak,m está cerca de los valores ±v’TrW~2ir
(segúnni es positivo o negativo). Por lo tanto, el segundoíndicem del autovalor >k~., viene á

dado por el valor ±v~7YT~2iri más cercano.

Para los demásautovalores,quese encuentranen el círculo centradoen el origen y de radio
vik ir. el teoremaanterior no nos da una localización más precisa. Lo que sabemoses que en
este círculo hay 2k + 4 cerosde la ecuación (3.32). Como vamosa ver en los tres apartados
siguientes. a estos ceros le corresponden2k + 2 autovalores A que denotamospor Ap >Q.
Ak.±m. Ak.±

2,.... >k.±k (veanselos Teoremas3.3, 3.4 y 3.5 y la Proposición3.5). La orde¡¡orión
de esto.4antovaloresse haceen orden crecientedel módulo. Por lo tanto, para cada k fijo. A7~ y

>V tienen el módulo máspequeñomientras que el módulo de Ak,±kse aprozimaa v’»lr.

Observación 3.8 La Proposiciónanterior nos muestraque,fijando la frecuenciade oscilación

en la dirección z (k fijo) y considerandovibracionesde frecuencia grande en la dirección y
(lv ~< ni). el comportamientodel sistemase asemejaal de la ecuación de ondascon condiciones
Neumannhomogéneasen todo 81?. La influencia de la cuerdavibrantedisipativa colocadaen la

parte Fo de la frontera es,por tanto, despreciablecuando hay una relación de estetipo entre lai.
dosfrecuencias(¡masetambiénla siguienteproposición). Recordamosque un resultadosemejante

se obturo en el caso conservativo(veasela Observación3.2 y la Proposición3.1).

Observación 3.9 Cl resultadoobtenidomuestraque ni siquieraelproblemaunidimensionalcon j
lv fijo preÑenta decaimientouniforme. Esto estáen contraste con lo que ocurre con la ecuar on
de ondascon la disipación clásica:

f 4’tt—És4’= O en Ox (O,oc)

8v
0

84’ sobre r
1x(O,oc)84’ sobre r0x(O,oc).

En esteúltimo caso, con lv fijo hay decaimientouniforme aunque,globalmenteel decaimiento
no es uniforme como muestrael ejemplo de Ralston(ver [41]).

Se deducede aquíque en nuestrosistemano es la ausenciade condicionesde tipo geométrico
sobre el soporte del mecanismodisipativo la que hace que la disipación sea muy débil, sino la
estructura híbrida del problema. Esto será ilustrado en el último capítulo cuandoestudiamosel
caso en que O es una bola y la disipación se ejerce en toda sufrontera.

Analizamos ahoralas autofuncionesasociadasa los autovaloresencontrados.Considkarnos
el problemacon condicionesNeumannhomogéneasen toda la frontera:

J
J
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{ 4’u—t4’=O en Lix (O,oo)
84’(3.43) —=0 sobre 81? <0,oo)
bu

(lime tiene las autofunciones(~,r.É.L2 cos miry cos kirz, cos mir~t cos lvmrx).

Consideramosahora la función:

(~1)m+Ii

I •V’P~~~ir cos mmry cos kirx

(3.44) ~Pk,m= (~lC+I cos miry cos lvirx

O
o

Observación 3.10 Observemosque ~ ni ¡Lv —

Proposición 3.2 Las autofunciones~ correspondientesa los autovaloresA = >k,m encontra-
dos <it la proposición anterior satisfacen:

(3.45) II — 4’k.m ~= ~
c rs una constarile que no dependede ni y k.

Demostracion:

liemos visto que >2 + ¡¿ir
2 = p = mir i + a(m) con ¡a(m)¡ < 1.

m
Escribimnos la autofunción p~ en la siguienteforma:

—cosh 1A2+k2mr2(zi — 1) cos lvirx

A

—cosh >2 + k2ir2(y — 1) cos kirx

=
— >2 senh (1>2+ ¡¿ir2) cos kmrx

senh(~ySWTIi) cos kirx

A

(—1Y’{cosh a(m)(y — 1) cos miry cos kirx

(~~1)m+¶cosh a(m)(y — 1) cos tniry cos kirx
+

O

O
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(~1)rn{senh a(m)(y — 1) senmiry cos kirx

(..dyn+I senh a(m)(y — 1) senmiry cos lvirx

(í)m+l v/3WWPir2 senha(m) cos kirx
2

Ay
senha(m) cos kirx

Seans~ y ~ las dos funcionesen las quehemosdescompuestola función ~x•
Evaluamosprimero la normade ~ en

rl 1’ 2

= j f1 senha(m)(y— 1) senmiry cos lvirx +

+ senha(m)(y — 1) senmiry sen lvirx
A

+ (a(;¡) cosho(m)(y — 1) senmiry + senha(rn)(y — 1) cos miry) cos kmrz 2} dxdy+

+ J~’ f ¡ senha(m)(y — 1) senmry cos lvirx¡2 dx dy+

~2ir2 2

senha(m) cos kmrx

krrx 2} dx +

dx < j{~senha(m)(Y—1) 2 +

coslí cx(mfty — 1)
A

2 ~lv2+ m2)r2
+ “ ¡A¡2 ¡ senha(m)(y — 1)¡2 + ¡ senha(m)(y — 1)¡25 4 +

>2 + ¡¿ir2
+ >2

2

senha(m) +
kirvrTr2 senh

>2

2

a(m)
>2 + k2ir2 senh

+ A

a(m) ¡2
+ 4¡o(m)¡2+ 5¡ a(m) 2 (k2 + m2)mr2<4¡()¡ _______ + 4

+ lv,r. A2+lv2,r2 2 .ysww~r+4¡a(mlP¡2 ( ~2 2 >2 + 22)

donde liemos tenido en cuenta que, para ni suficientementegrande,

¡ senh a(m)¡ =2¡a(m)¡ y ¡ cosh a(m)¡ =5.

Se obtiene por lo tanto que:

(3.46)
e,II 211 < —

iiS~ ¡¡X _
ni

Pasandoahora a evaluarla normade <4 — thkm en X obtenemos:

44

(

+

a

a

a

a

a

a

+Lm { >2~f2~2 senha(m) cos

~10’

2

krx + >2 senha(m) sen a

j

2

o(ni)

J

j

<33¡a(m)12 =
2

a

J

J

a
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t1 ~1Ii 1 2
II YI — u’k.m ¡1x L L + cosh a(m)(y—1) ¡ cos miry cos lvrx¡2dxdy+

fol Ji {k//wÁrk2~ -4. cosh a(m)(y— 1)~ Ikir tos miry sen lvirz¡2 +

1 cosh 2 2 a(m) 2
t x/~7~Tkh + — a(m)(y— 1) ¡mir sen m,ry cos lvmrxj + senh a(m)(y— 1)

A

¡ cos miry cos lvirx¡2} dx 4 + j j ¡(1— cosh a(m)(y— 1)) tosmiry tos kirx¡2 dxdy =

¡lii 1 2
+—cosha(m)(y—1) +

i(k2 + mflir2 (lv2 + m2)ir2 2
+ + cosha(mfty—1) +

+ 0(m) senh o(ni)(y — 1) 2 + ¡1 — cosh a(m)(y— 1)¡2} dy <

t 1201 2_ ~ W— cosha(m)(y—1)) dy+
~2ir

+(k2 + ;n2)ir2 ___________ 12 ¡¿~2 J~1 1/1 — cosh a(m)(yj —1)) 2
ni2 + ¡¿ir + + (ni2 + pr dy+

+ ji o(m) senlí e~(m)(y— 1) 2 ¿y + ¡ ¡1 — cosh a(rn)(y — 1)12 4
e”

=—~ + 41o(m)¡2+ 2—~ + 81a(m)¡2+ 4¡a(m)12+ 4¡a(rn)¡2 =

(1011(10 liemos tenido en cuenta que.para ni suflcientementegrande,

¡1 — cosh o(ni)¡ =2 ¡ a(m) 1

Obtenemosde aquíque

(3.47) ¡¡ <PA — ~bk,m ¡¡X= m

Las estimaciones(3.46)y (3.47) implican que
¡¡<PA — ~bk

0n¡Ix=
m

u

Observación 3.11 Segúnsepuedeveren la demostraciónde la proposiciónanterior, la energía
d y~ concentradasobre 1’o. que viene dada por las ultimas dos componentes,tiende a cero

cuandoA tiende al infinito. Esta parte de la energíaes mucho menor quela concentradaen 1?.
qu .~ LI orden de la unidad.
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3.2.3 Autovalores de módulo menor que y mayor que kw (primera
parte)

En estasubseccióny en la siguientenos proponemosencontrar,para lv suficientementegrande. a
estimacionesde los autovalores:Ak.+I, >k,f2, ..., ~ queestánordenadosen orden creciente
del módulo.

Igual queen la secciónanteriorse consideralv E .llVt Las estimacionesseránexclusivamente a
válidas para valores de lv suficientementesgrandesya quelos desarroliosasintóticosobtenidos
así lo exigen.

El siguienteteoremaofreceestimacionespara >k,*I, Ak,*2, ..., ~ con q = q(k) < [c¡TJ. a
dondemediante[~]se denotala función parteentera. En este caso,los autovaloresse acercan
a los autovaloresde un problemamixto Neumann-Dirichlet. Se determinade esta manera
el comportamientode los autovaloresdel problemacuandohay una relación inversa entrelas a
frecuenciasde vibración en las dos direcciones,es decir,m fijo y lv tendiendoal infinito.

Teorema3.3 Para cada lv E 1V suficientementegrande y ni = ±1,+2 +[QKj. los o ¡a’ a
Ak.m de la ecuación (3.16) cumplenlas siguientesestimaciones:

Ak.m+1 — k2 + (2m+ I)2iri=SsiImAk>O (0=TI2S[ci]—1).

(3.4S)

+ k2 + (2771+1) =3-~—~~ZniAkm<O, (—[?/JE]=m.c0).

ci
Demostración:
El caimíbio de variable A =. vi~7~k2r2 transformala ecuación (3.16) en la siguiente

ecuaciomí emí
a

2 2 _
2kz — ir kz3 + zVz2— ir2(3.49) e = — ________________________

=2— ir2 + kz3 —

Fin re los cerosde la ecuación(3.49)estamosinteresadosen aqueliosque cumplenla condiciómí
hm 1<9(k) = O.

(‘01110 CII estascondicionestenemosque:

2 __

lim(—2 ~ lvz3+zvG7C7~
k—oo =2— ir2 + lvz3 — zIz2 — ~2) = —1

cabe esperarqueestoscerosse aproximen,cuandolv tiende al infinito, a las soluciones de:

(3.50) e2kz=~1.

Es lo que vamosa demostraracontinuacióncon la ayudadel Teoremade Rouchéy de las
estimaciones del Lema 3.1

Sea ahora lv E 1V fijo suficientementegrandepara que las estimacionesdel Lema 3.1 sean
ciertas. Consideramoslas funciones:

f(z) = e2kZ + 1, 9(z) = ~2 2(kz3

—

— mr2 + kz3 — =~crr7r
a
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Para cada númeroenterom, O ~ ¡m¡ =[Cii sean 71 los cuadradosde centros2rn—1
Ifl 2k

y lados ~~
2kCi

Se obtiene que.paratodo z E 1km’

f(z) =1 e2~z + 1¡=max {j e2k~~ez— tI, 1 sen 2kIm z

~ 1¡> xl sen
> como le — y ¡ x~ > para z suficientementepequeño,resulta que:

(3.51) 1 f(z) ¡= Vz E 7km.

Obtenemos estimaciones para 9 limitandonos al dominio

= {z E C :1 =1< ——}

Segú]i el Lema 3.1 en estaregión del plano complejoel denominadorde la función g no se
amiula y por lo tantoestafunción es analíticaen G’.

Para todo E C1. 1< Ci =ir x’ por lo tanto tenemosque:

lim kz2 = lim A = lim kz3 = O.

k—.oc k—ec

De aquí se obtieneque,para todo z E G1, se cumple:

kA — v1TW2 1
lim

k—~z z2 — ir2 + kz3 — =

Fui coiis]gimlente. para lv suficientementegrande,tenemosque:

lv) —

z2~7r2+kz3~zv’WC7~ <1 VzEG’.

Resulta que.para k suficientementegrandey z E G’,

kA — 2ir

z2—ir2+lvz3—zIz2—ir2

Fiíialmente,teniendoen cuentalas estimacionesde f y g, seobtieneque:

¡f(z)¡ > ¡g(z)¡

para lodo z E 9km si lv es suficientementegrandey ~L c &.

Observemosque iL C G1 si ¡ml =[Ci]
Aplicando el Teoremade Rouché,resultaque la ecuación(3.49)tieneen cadacuadrado~‘1~

ímii cero.denotadopor Zk ,,~. ImI < ¡CiJ que, por lo tanto,cumple la estimación:

1 =k.~+~— 3,ñir 2ir+ 1)iri 1< —r— — si ni > O.
4lvCikCi
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1
¡ 2k,m + —(2m+ 1)iri ¡< 3xÑir 2r sim <O.

2k — 4kCi kCi

Volviendo ahora a las variables A = ~k2z2 — lv2ir2 encontramos, para lv suficientemente
grande. que los autovalores >k,m con O c ¡m¡ =[Ci] cumplen las estimaciones (3.48).

u

Fasamosahoraal estudiode las autofuncionesquecorrespondenaestos últimos autovalores.

Consideramosfuncionesde la forma a

(~1)m+1 ~

1
+ (2m+ 1) ~

(l)flt+1 sen

sen
2m + 1

2
cos lvirx

2m + 1
2 iry cos kirx

o

O

x’ observemosque

las autofunciones

2m + 1
sen 2 ir~t cos kirx,

del p:otíema:

2rn + 1
sen 2 iry cos kirx

2

dondec es una constanteque no dependede lv y m.

Demostración:
En estecasohemosvisto que

2m+1 2,r
2 iri+edk) con ¡a(k)l

Escribimos la autofunción<PA en la siguienteforma:

I—

L4’ = o

04’ _
8v —

4’=0

en 1?x(O,oc)

sobre F
1 x (O.oo)

sobre r0x(O.oc).

Proposición 3.3 Las autofunciones~ correspondientesa los autovaloresA = Ab.,, encontra-
dos en el Teorema.9.3 satisfacen:

48

a

a

(3.52)
I

a

=

Y

a

(3.53)

son

(3.54)

j

¡1 S~A — Pk,m ¡Ix=c

a

j

J

a

4
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‘cosh (1~/5Tj ~72(z, — 1)) cos kwx

A

—cosh (~¡iT7iir2(y — 1)) cos krx

— ~J7~flT2 senh (.~/STT¡ir2) cos kirx

>2

senh (.~¡iWTTir2) cos kirx

(—1Y~{cosh ct(k)(y — 1) sen
2m + 1

2 11%! cos kirx

(~~1)ni+lcosh a(lv)(~,— 1) sen
2m + 1

2 iry cos kirx

O

O

(~1)ni+~±senha(k)(y — 1)
A

2m + 1
cos 2 iry cos kirx

2w + 1
(—1)

mi senh o(k)(y — 1) cos 2 iry cos kirr

cosh a(k) cos kirx>2

Seai, de iíiievo 4 y <4 las dos funcionesen las que hemosdescompuestola función <Px

Enluanios primero la norma de <4 en A’:

22 0(11 2m+1 2
= j , senho(k)(y — 1) cos 2 irycoskwx +

+ff{ !1,~senho(kYy~1)
2m + 1

irycos 2

cosh o(k)(y — 1)
2m+1 (2m+1)ir

cos 2 iTy cos krrx + 2> senb

2m ~4-1 21 fI fi 2m +1
2 iry cos kirx + 1 1 senh o(lv)(y — 1)X sen Jo cos 2

~22

>2

2
cos krx +

2 kirvSTTT~W 2} +
cosh a(k) sen kirxlvii + >2

(

<PA =

ti

+

(

+

t

o(k)
A

2
sen kirx +

a(k)(y — 1)x

+J1{ cosh o(k) cos
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cosh a(k) cos kirx cj’{ f~iSa(lv)(v —

2

1) +

2 + (k2 +
cosh a(k)(y — 1)

(2m + 1
2

) 2’~ mr2 ¡ senha(k)(y — 1)¡2 + ¡ senhcr(k)(y —

2
,/7T~2w2 cosh a(k)

+ >2
lvmr~2w2

+ >2 cosh o(k) 2 1A2+k2w2+ A

+ (k2 + (2m+ 1)2

)

¡a(k)¡2mr2 + 4¡~(k)¡2~

~2r2 2
+52 +5 kw vT~2 2

< 141o(k)12+ 60¡o(k)I2 < —

dondeliemos tenido en cuentaque, paralv suficientementegrande,

• >2 + ¡¿ir2

A

Se obtienepor lo tanto que:

(3.5.5)

=2¡c4m)¡, ¡ senha(m)¡ =2¡a(m)I y cosh a(m)¡ < 5.

e’

Pasamosahoraa evaluar la norma de (<4 — ~Pk,~)en

II <4 — L1’kp, fiL’
2

(2rn4.¡)2+ k2w
+ cosl~ a(lv)(y

2

— 1)
2m ±1

¡sen wy
2

1
+ — cosh a(k)(y—

A

2

1)
2m + 1

ir sen¡lv 2 iry

senha(k)(y— 1)) (sen 2mlwvcoskmrx) 2 +

1
+ — cosh o(k)(y —

(2m41)2+k2ir >

(2m+1 2m+1

1)) k2 ircos 2 WAt
cos lvirz) } +

50

a ( k)
A

a

a

a

¡a(k)¡2

<4

1)Z2}+

+5 ¡A¡2

a

2

cosh ct(k)

a

a

2

a

JJ{00

cos

(2rn4-1 ~ 2 + lv2w

á

senkwx¡2 +

a

J

j
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~1 ~ 2m+ 1
+ Jo Jo (1— cosh n(k)(y —1)) sen 2 irycosairx¡

t

(2rn+1)2 + lv2,r

o(rn) 2
+ senha(m)(y — 1)

( 2m+ í~~2

2)
nr

+ k2)

+ k2r

2

1

+
1coshe4k)(y—1) +

+ ¡1 — cosh a(k)(y — 1)¡2 ++ cosh a(k)(y

A

cosh a(k)(y — 1))

+ k
2ir

2

1
A

+J~1 }(1—

+ ((2m+ 1)2

+ ( (2771+1)2

senho(k)(y— 1) + f ¡1 — cosh cx(rn)(y — 1)12 =

2w 2ir
+ 4¡o(k)¡2 + 2-—— + SIo(m)¡2+ 4Ia(k)¡2 + 4¡o(k)¡2

Ci
<lojíde liemos tenidoen cuentaque,parani suficientementegrande,

II— cosha(k)¡<2¡a(k)¡.

Obtenemosde aquí que

(3.5(i) lsd — lPk,,,, I¡xS

Las estimaciones(3.55) y (3.56) implican que

¡¡ <P> — ‘kk,m i¡x= c

—1)} =

2

+

+ k2) ,r2

+ k2) ~2

2

1
A

+

J~i4í—
cosh a(k)(y —

2

1)) +

a
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3.2.4 Autovalores de módulo menor que x/2kir y mayor que kw (segunda — a
parte)

Pasamosahora a localizar las raicesde la ecuación(3.16)quehacenla transición desdela zona a
estudiada en el Teorema 3.2 a la zona estudiada en el Teorema 3.3. Estosson los autovalores

>‘k.±(q+1),Ak.t(q+2), ...~ M,+~ con q = [Ci]. Para empezar necesitamosel siguiente lema:

Lema 3.5 Para cada lv E ¿IIjS la ecuación:

(3.57) e2kZ = ir2 +kz3
—ir2 + h3

tiene una sucesiónde cerosimaginarios ±(km i, m E I7V*, donde(km E JR+ es la raíz posttiva

de la ecuacion:
ir2

(3.58) tg k( = ~

situada en eí intervalo ir, 3~?1 ir)

a

Demostración:
Buscamosraicesde la ecuación(3.57)de la forma z = (i y por lo tanto ( tiene queser una

raíz de la ecuación:
ir2 — kQi

(3.59) e2k<í =
—ir2 — kQi~

Igualandoa cerolas partesrealese imaginariasde la ecuaciónanterior se obtiene: S

—ir2 cos 2k( + kQ sen 2k< — ir2{ kQ cos~; +0k ir2 sen2k — kt3 a

lo quees equivalentea:

{ 2 cos k4(—ir2 cos k< + kQ senk<) = O

2 senk4(—ir2 cos lv( + lvQ sen lv() = O. a

Como cos k< y sen k( no se puedenanularal mismo tiempo, resulta que los cerosde la

ecuación(3.59) vienen dadospor los cerosde

—ir2 cos k( + lvQ sen k< = O

y. por consiguiente,son los cerosde la ecuación(3.58). Ademássabemosqueestaecuacióntiene a
un sólo cero en cadaintervalo (~ir, ~‘ ‘ir) quedenotamospor (km.

Recíprocamente,invirtiendo el razonamiento,se obtiene quelos cerosde la ecuación(3.58>
son cerosde la ecuación(3.57).

u a

Pasamosahoraal estudiode los autovaloresAk+([~l+I)~ > k,~([.YS~+2)~

a
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Teorema 3.4 Para todo lv E fiJS suficientementegrande las micesAkm de la ecuación (3.16)
con i~/T] < ¡m¡ =lv cumplenlas siguientesestimaciones:

Vk.m— 7r2k2~4~k2(t~~ ~ si ini Ak,m >0,

Ah.,,, + ir2k2+k2(~mi! = s:ImAk,m <O~ (—lv < vn < —[Ci] <O),

donde (p,,, son las raices de la ecuación(3.56) encontradasen el lema anterior.

Demostracion:
El cambiode variableA = \/~7~~~2 transformala ecuación(3.16)en:

(3.61)
2hze

=2
=2— + kz3—

(onsideramosla región del plano complejo definida por:

02 = {z
ir

EC:
1

¡lZez¡ = Imz> O}

y (lelliosIralflos que la ecuación(3.61) tiene un conjuntode ceros 2k,m en 02 quecumplen la
sí Mi <u lE’ 051 ini acion

1
— ~k,m ~l< —

<leude (p,,, son los ceros realesde la ecuación(3.58)encontradosen el lema anterior.
(Thserveímíosque, sí ni E {[C’k] + 1, ..., /4 entonces~k,m pertenecea 02.

Escrilíhímosla ecuación(3.61)en la siguienteforma:

2hz ,r2+kz3
e

2z(lvz4—

(—ir2 + lvz3)(z2— ir2 + lvz3 -v’~~~)’

y. aplicandoel Teorema de Ronché,demostramosque los ceros de la ecuacion (3.61) están
proxiiumos a los ceros de la ecuación(3.57).

Consideramosprimerola función:

g(z) = —

2z(kz4—

(—ir2 + lvz3)(z2— ir2 + kz3 —

e intentamosencontraruna cota superiorparag en la región 02 del plano complejo.
Evaluamosprimero el numeradorde g:

12z(kz4— ir2v¡.= ....~2>j =2k12[5 + 2ir2¡z¡2 + 4ir3[zj.

Se obtiene que:

2z(k=4— ir2VP~E2)¡ < {
ir

6lv¡z¡ 2C~~2 =<
ir

6ir3¡z¡, si y =j=~ < 2w

(3.60)

3.62)

ir



Evaluamosahorael denominadorde9:

> —ir
2 +kz3I(¡ —r2+kz3¡—¡z¡(¡z¡+ ¡z¡2 + ir2)) =

¡ — ir2 + kz3¡2 — Sw[zj 1— ir2 + kz3¡.

w
2W-

y ¡Rez¡ ={ tenemos que, para lv suficientementegrande:
-Ci

irl—w2+kz3¡ =lZe(—r2+kz3)> —

Si — < ¡ z¡ < 2ir tenemosque:

2

— ir2 + lvz3¡ (¡ — ir2 + kz3¡ — lzl(¡~¡ +

a
¡z¡2 + ir2)) =vik¡z¡4(VEIZI2 —

VE’
De las últimas dos desigualdadesse obtiene que,paratodoenterok suficientementegrande.

se cumple:

ir ir{ c
1, sí 2Ci_ < ¡z¡ <

¡(~2 + k:
3)(z2—ir2 +kz3 ~=v§rW7)¡ = ir

si — < ¡z¡ =2w

dondec
1 ~ c2 son dos constantespositivasque no dependende lv.

Volviendo ahoraa la función g se obtiene que,paratodo lv suficientementegrande:

¡~~Z~j < -~— para todo z en 02,

-Ci’
donde c es una constante positiva queno dependede lv.

Estudiamosahorala funcion:

f(z)=e
2kZ.~ ir2+kz3—ir2 + kz3

Consideramos,parani ~ INS, los círculos~ de centros (km i y radios rk,~ =

Con el objetivo de acotar por debajola función f sobrelas
1

los círculos ~ de centros(km y radiosRk,m —

circunferencias 7km consideramos

En el dominio 02 la función f es analítica y, aplicandola fórmula de Taylor alrededordel
punto 4km z, se obtiene:

(3.63) f(z) = f((km i) + (2— (km i)f’((k,m ~ + (z — ~ i

?

2ir i

Acotamos el término de error sobre las circunferencias y~~:

(z — (km i

?

2w

I <k,m ~ (km i)2(( —

Al

54

a

a
3 Aw4Lísís ESPECTRAL

ir

a

a

a

a

á

a

a

a

a

J

J
f(Qid( ______________

~2 2irRk~M

~km ~ (km i)2(( ~=) 2w R~m(Rk,m— rk,~)

a

J

j
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dondeAl es una cota superiorpara la función 1 sobrelas circunferencias~
Para encontrarel valor de M procedemosde la siguientemanera:

= e2kZ — Ir
2 +kz3 =le2k*l+ ir2 +kz3 <e2klRezI+í+ 2w2

—ir2+lvz3 —w2+kz3 — ¡mr2 ....k~3¡’

1.
Como ¡Rez¡ < en 02, obtenemosque ¡ir2 — lv A¡ > 1 y por lo tanto

f(z)l < Al = e2 + 1 + 2ir2.

Se obtieneque el término de error en la fórmula de Taylor se puedeacotar,sobrelas circun-
ferencias-~ ,,~. por:

(z — ~ i)2 ¡ f(() d( < Kl

2iri J2 (( (&tm i)2(( —2) — Ci(C/E— 1)

Evaluamosahorael termino:

— 4km i)f’((k~ i)¡ = r¡~,, ~ 6ir2k(~,~

TQmHCli(lO en cuenta que (km i son raices de la ecuación(3.57) se obtiene que:

= ~ ir2 — k4~~ z 6ir2kC~~
— 4km t)f ((km Q¡ 2k

2 — lvt i (—ir
2 — k(~~ i)2

ir4+k2(L +3ir2(~~
= 2krk.~ ir4 + k2(~,,, =2krk,~.

\k,lviemído a la fórmula de Taylor se deduce que, si z pertenecea las circunferencias9fl,~:

— (~,m i)2 ( f(Qd

(

> I(Z — (km i)f’((k.~ ~l — 2w i t,m (C — (km i)
2(( — 2) —

20 C
> 2kr~~ —

V~Ci-í< Ci

Se obtienefinalmenteque Jf(z)¡ > ¡g(z)¡ paratodo z pertenecientea

Aplicando el Teoremade Rouchéresultaque la ecuación(3.61) tiene, en cadacírculo ~
lilia sola raíz quedenotamos2k,m que cumple las estimaciones(3.62).

La conclusión del teoremase obtiene inmediatamentemedianteel cambiode variable: A =

x’k2w2 + 1<2:2

u
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a
Observación 3.12 Las ráices (km de la ecuación (3.58) se aproximan, cuando k permanece

constante y m tiende al infinito, a los valores ~1. Esto nos indica el comportamientode los
lv

au.toL’alores Ak,m estudiados en el Teorema 3.2.
Por otro lado, cuando m permanece constante y k tiende al infinito, las raices (k,e de la

(2m + i»~
ecuación (3.58,> se aproximan a los valores 2k Redescubrimos así el comportoirh ntn
de los Akm estudiados en el Teorema 3.3.

~ Los autovaloresAk,m del Teorema3.4 son los que corresponden a la transición de una zona
a otra.

A continuacióndemostramosquelas autofuncionescorrespondientesaestosúltimos autova-
lores tienen la misma propiedad de que las últimas dos componentesseanulan asintóticamente.

Proposición 3.4 Las autofunciones~ correspondientes a los autovalores encontrados en el
Teorema3.4 satisfacen:

a
(3.64) lim H’r0 — ~ ~ ¡¡<Pfl¡L2r0

H~ ¡¡<PÁHX hl—oc I¡<PAI¡X =
á

donde<4 es la componentej-ésima de la autofunciónp>.

Demostracion: 4
Los autovaloresAkmencontradosen el Teorema3.4estánpróximosalos valores ir

2 ¡¿ + 1<2 ¿.2~ i,
donde ,p~ son raices de la ecuación:

(3.65) tg lv( = ~

Si volvenos al primer párrafo de este capítulo vemos que el Teorema3.1 nos ase”ura la

existenciade unosautovalorest’km quevienen dadospor la expresión1”km = w2 k2 + 1<2 ~k.m ~.

dondeQk.m son las raices de la ecuación:

ir2 + e2
(3.66) tgke — lv

0
3

e2Se observa que la ecuación (3.65) se obtiene despreciandoel término en la ecuacitSn j
(3.66). lo que es perfectamentejustificado si e E 02.

Medianteun razonamientosimilar al del Teorema3.4 obtenemosquelos autovalores>,
encontradasalli cumplen las estimaciones:

A/em — ir2lv2+lv2Q~mi~ =—siZmAk,m>O, (lv=m>[Cij>O),Ci
(3.67) >t&.m + w2k2 + Qk,mtI < 1

— —siZmAk,m<O, (—k=m<
Ci

dondeQk.rn es la raíz de la ecuación:

(3.681 tglvp — ir2 + e2
lvp3

a

a
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situadaen el intervalo (ir. 2w: 1

)

Obtendremosasíunaestimaciónquerelacionalos autovaloresAk,m con los autovalorest’k,m

del problemaconservativoque sonigualesa ir2 k2 + k2 ~k,m (veaseel Teorema3.1).
Se deducepor lo tanto que, los autovaloresAk,m encontradosen Teorema3.4 cumplenlas

estu mí aciones:
1(3.69) ¡Ak,rn — Vk,mI ~ para [Cii < m¡ < k.

Como las autofuncionescorrespondientes<PAk,,, y ¿Vk,m tienen la misma forma se puede
deducir. a partir de la relación anterior, que:

— &¡qm¡¡X <
Ci’

Las propiedadesde las autofunciones<Px~,, se deduceninmediatamenteteniendoen cuenta

las propiedadesde las autofunciones¿vk,,, obtenidasen la Proposición3.1.

u
Los Teoremas3.2. 3.3 x’ 3.4 proporcionanestimacionespara los autovalores(Akm)mEZ*.

Scgiiíí podemoscomprobarfácilmente,todosestosautovalorestienen la propiedad¡Ak,m¡ > kir.
Qiiedaii por analizar los autovaloresA: y M que,como vamos a ver, son los únicos de módulo

Imiemiol <pie Pr.

3.2.5 Autovalores de módulo menor que kw

Pasaimiosahora al estudiode las raices restantesde la ecuación(3.16). Igual queen el apartado

alilerior. lacemosel cambio de variable (>)2 + ~2 = zcambiode variable (~)2 + ir2 =

cmi lo cual la ecuacion (3.16) se transformaen:

(2.7<)) e2kz = — ~ ~ir2~kz3+zvi~”WT~
=2— ir2 + kz3—

El Teorema3.2 nos aseguraque dentro del cuadradode centro O y lado mr + existen
4k

21< + 1 + N raices.donde N es el número de ceros del denominador que se encuentran dentro de
este cuadrado. Observemosqueen el Lema 3.1 hemos demostrado que N = 3. Como además
en los Teoremas 3.3 y 3.4 hemos localizado 2k raices zk en estazona (k con parteimaginaria
positiva y otras 1< con parteimaginaria negativa) quedanpor encontrarlas 4 restantes.

Proposición 3.5 La ecuación (3.70) tiene, para cada lv suficientemente grande, cuatro mices

-k ‘ ~-L. y —zU con las siguientespropiedades:

1 •* —s

(:t71) i~: — ~ = y 2k =

denL o~ es la raíz de (3.20) encontradaen el Lema 3.2.

Observación 3.13 A las cuatro mices 4. 4t —4 y —4t encontradas en este teorema. les
ro¡u.sponderón. mediante el cambio de variable hecho al principio de estasubsección,sólo dos
¡í¡r <‘¡alen A del problema.
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Demostración:
10

Em el círculo 6, de centro y radio ‘~c~ la función
a

h(z)=z2 —ir2 —kz~~i~zvCiW7i’

ir2
no se anula ( las tres raices de estaecuaciónestánsituadascercade ~‘ donde&~ son las

tres raices cúbicasde —1, como vimos en el Lema3.4).

Escribimos la ecuación(3.70) en la forma

—2kz — ~ + lv) —e
z2 — ir2 — kA + zx/WW~’

ir
Si z perteneceal círculo 61 tenemosque iZe z > y por lo tanto:

ir
—2k—

= e~..2kRez< e 2Ci —

1

Consideramosahora un círculo C’ centradoen a
1 y de radio~(ver Fig. ~

Coimio el círculo C’ estásituadodentro del círculo 6, seobtiene que:

(3.73) e2kz~ =< e
-2k

Vz E C’.

Fig.6

En el círculo C’ la función

(3.72)

es analítica Y tiene un solo cero, a~.

Para obtener informaciones sobre u evaluamos:

s

a

a

a

a

a

a

3flT
Vi

a

u(z)zrz
2 —ir2 ~¡~kz3~zvCTZ?i

a

a
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> j3kct2¡ — a? — mr2 — ¡aí¡ 2 + a
1

~2 ~1 1

> 3k—4== — (¡ai¡ + ir +faíj 2
~mr2)

si k es suficientementegrande.
Aplicando el Teoremade Taylor resultaque:

lu(z) — u’(ní)(z — ~‘)I=a¡z — aíl2

dondea es una constantequedependede lv.
Simm embargo.tenemosque:

al = sup {jv”(z)¡ : z E mt c’} < lv.

Sc obtieneque. para z sobre la circunferencia de C’,

1
¡u(z)¡ =u’(a,)¡jz — a~ — ah — o~¡2 >

Para sobrela circunferenciade C’ resulta que:

A ~2 +kzA zvW~W2 _____________________________
z
2—ir2—kz3+z A—mr2 — ¡kza+,r2¡~s~lzIlz~x/’9W’W¡

1
_____ 1
ir2 + k¡z¡3 + 2¡z¡2 + ir¡z¡

l?esnlia que.para k suficientementegrandey z sobrela circunferenciaC’, se tiene:

k~2kz~< :zir2+k=a=\/~w7~
mr2 — kA + zx/S~C’7~

Del Teoreiria de Rouchése deduceque la ecuación(3.72) tieneuna raíz 4 en C’.
Notemosquesi 4 es raíz de la ecuaciónentonces47 = 2 también lo es.

Observemosahoraque medianteel cambio de variable z = —s la ecuación(3.70) no cambia.
Por lo tanto. si 4 y 47 son raices de estaecuación,—4 y —zU tambiénlo son,

Observación 3.14 Comohemosvisto 4 = ~i + O (~) y, por lo tanto, teniendoen cuenta
U Le ¡no 3.4. 4 = ~2 1~ ir . + o (—1.—Y Observemosque4 son lasprimerasmices de la

1~ i - ~7
¡¡noción (2.70) que encontramoscon la propiedadde que Relv 4 — oc y Ini lv 4 — oc cuando
k—x.
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aHacemosahorael pasoa los autovaloresA de la ecuación(3.16) correspondientes.

Teorema 3.5 La ecuación (3.16) tiene, para k suficientementegrande, dos
> y Á con las siguientespropiedades(Áuponemosque Im A~ > O):

1
A%— k2(cxf)2 — ¡¿ir2 =—

lv’

raíces conjugadas

y

donde01 es la raíz de (3.20) encontradaen el Lema3.2.
Comoconsecuencia,los autovaloresA¡ tienenla siguientepropiedad:

1
ReA —.. — cuando lv —* oc.

3

Deshaciendoel cambio de variable (>)2 + ir2 = z y utilizando las raices encontradasen

la Proposiciónanterior se deduceque la ecuación(346) tiene dos raices conjugadasA~.y
con:

= k(z,~)2— lv2w2,

Evaluamosla diferencia:

M— k2(aj)2—k2ir2 —

1k2(zfl2 —

A; +

= 1k2(47)2 — k2ir2.

a
— (k2(a)2 —

A% + 1lv2(añ2 — k2w2~
a

= A~ + ,/k2(ctj)2 — k2ir2~

1
k~ (z¡)2-.ir2+jS?5Cmr2~

Un resultadosimilar se obtienepara los autovaloresA¡.
Antes de pasara demostrarla propiedad(3.75)observamosque:

(Re4)2 = ~(a+ VWTP)
En efecto,si 4 = a + ~ i resultaque:

{

si ~;=

Ic¡2 = 02+02 — ~/SWTi~
= ~2 ~02 + 2a~i = a+ bi

de dondese obtiene la fórmula deseada.

Volviendo a nuestroproblemay teniendoen cuentaque A¡ = k2(z732— lv2w2

(ReAj2 — ~ (~k2ir2 + k2((lZe4)2 — (Imzfl2)+
(3~76) j

60

(3.74)

(3.75)

a

Demostración:

a

a

a

a

a

a,b E iR

+02 —

j

obtenemos:

+ k2((lZez;)2— (Imzfl2))2 + (2k2Rezlmzfl2)
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Necesitamosahorala informaciónadicionalsobrela parteimaginariade4. Para esto usamos
la estimacióndel Lema 3.4:

~ 1 IT. fiN
~1= —+ —.~1—z+oI—I.lv 3Vk2kC/W]

Comola Proposición3.5 nos aseguraque la raíz 4 de la ecuación (3.70) tiene la propiedad:

l4—~’I

obtenemosque.para lv suficientementegrande:

—+(3.77) ~= 3 iT2lvUsandola fórmula (3.76)obtenemossucesivamente:

(ReAL)2 = 4 (-.k2r2 + k2((Re0)2 — (Im 4)2)+

+I(-.k2w2 + k2((Rezfl2— (ira 4)2))2 + (2k2RezLIm41) =

= 2ktfle 41w )2 [k2ir2 — lv2((Re =12— (Im 4)2)+

+ k2((Rezfl2 — (Imzfl2))2 + (2k2Re4Imzfl21~1

Ahora. teniendoen cuentalas estimacionesparalas partesreale imaginariade4 que vienen
dadaspor (3.77). se obtiene que:

1
lZeA¡.—*—, z=1,2.

3

u

Observación 3.15 En el teorema anterior hemosobtenido las estimaciones(3.74) para los

aí,toralores AL y A~. Teniendo en cuenta que (01)2 =
3ir~ + o (~), se obtiene que los

autoaloresAL y >r tienenel módulo menorquekw. Es el momentode recordar queel operador
conservativotenía tambiéndos y sólo dos autovaloresde módulo menorquekir, ¡4 y Vr (vease

cl primer apartado de este capítulo). Son estos dos autovalores, que para cada lv tienen el
modulo mós pequeño, los que se desplazanhacia la derecha en el problema disipativo. Sólo
las autofuncionescorrespondientesa estosdos autovaloresson disipadosuniformementea altas
f¡ccuet,c~as.

Las autofuncionesdel operadordisipativo correspondientesalos autovaloresAL encontrados
ci la Proposiciónanterior se escriben:
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( 1
Q)2+ ¡¿mr2 senh < (A;)2 + lv2ir2) cosh ( (AL)2 + lv2ir2(y — 1)) cos kirx

cosh ( (AL)2 + k2ir2(y — 1)) cos kirx

<PM = (A)2 + k2w2 senh ( (A*)2 + ¡¿mr2) S
1

—— cos lv~rx
A: a
cos kmrz

ti

y ninguna de las componentesde estafunción tiende a cero cuandok tiende al infinito en la a

norma correspondientedel espaciode energía.
3

Notamos por Y\~’ ~ = 1,2,3,4 las componentesde la autofunción
a

Proposición 3.6 Con las notacionesanteriores tenemos:
i) Las autofunciones{<PA’}¡, convergendébilmentea cern en Y cuandok tiendeal infinito.

i) Las Sucesiones no convergenfuerte a cern para ningtin j = 1,2.3.4 en el espacio
cortcspnfldif-tite.

Demostración:
1 La convergenciadébil a cero de la sucesión{<PM }~ se obtienefácilmente observandoque

todas vienen ¡iíultiplicadas por la función cos kmrx y que satisfacenla ecuaciónelíptica corres-

poi idicite.

u) Demostramosprimero que {<Ptlk no tiendea ceroen la norma de H’(O, 1). Tenemos:

= ¡>k¡2 (j1 ¡ cos kmrzí2 + f ~r sen kwxi2) = 1+k2,r2

(orno (>792 = k2w2 + ¡¿of + 0(k) = ¡¿ir2 + 0(k) seobtieneque <4. no tiendea cero cii

¡¡‘(o 1). También es evidenteque pl. no puedetenderacero en L2(O, 1).
k

Pasamosahora a demostrarque s4. no tiende a cero en fl¶(fl). Evaluamosprimnero la
k

expresíomi:

2
— 1

(A)2 + ¡¿mr2 senh ( (A;)2 + k2w2)
1

¡(AS)2 + k2w21 (¡ senh Re (A;)2 + k2w2¡2 + ¡ sen Im (As)2 + k2w212)

Pasamosahoraaevaluar la expresíon:

¡¡ cosh ( (A792+ k2t’r2(y — 1)) cos kmrxI¡~I(fl) =

~ (¡ cosh ( (>792 + k2w2(y— 11012+ ¡c%r2¡ cosh ( (>792 + k2ir2(y —

a
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+ ((>792 + k2w2)¡ senh ( (~)2 + k2ir2(y — 1))¡2) =

— 1 f ((¡(Aa)2 + k2ir21 + lv2mr2 + 1) cos (Zm (A)2 + k2ir2(y—

+(¡(A792 + k2mr2¡ + k2ir2 + 1) senh(2lZe (A*)2 + k2ir2(y — 1))) =

(¡(A;)2 + k2w2¡ + ¡¿ir2 + 1) sen 21m (A)2 + k2w2

+
SIm (A;)2 + k2ir2

(l(AL)2 + k2w2¡ + ¡¿ir2 + 1) senh 2Re (A*)2 + k2w2
+

SRe (AS)2 + k2,r2

remicído ahoraen cuentaque (>792 + k2w2 = kz” — ~~/~r2+ ~ + o(VKj se obtiene

¡I’¿\ZIIH’(fl) — 4

De una manerasimilar resultaque ¡¡s~.¡iL2(n) tampocotiende a cero.

u

Observación 3.16 La Proposiciónanterior nos indica que las autofuncionescorrespondientes
o lo.’ antocoloresA~ son las ónicasautofuncionescon la propiedadde que las últimasdos corupo-
tu ¡sUs no s anulan asintóticamente.Por otra parte, las solucionescorrespondientesdel .qistema
,n,ciol tic oc,, un decaimientouniforme.

3.2.6 Conclusiones

En el Teorema3.2 liemos localizado,para cada k E 1V, todoslos autovaloresde modulo mayor

(1110 ~/‘2kwy liemos demostradoquehayotros2k+2 autovaloresde modulomenorque4kw. En
los Teoreínas3.3y 3.4 selocalizan,paraksuficientementegrande,2k autovaloresde los restantes.

Por ultimo, en el párrafoanterior se obtienenestimacionesparaotros dos autovalores,si lv es
suficientementegrande.Observemosque, deestamanera,hemoslocalizadotodoslosautovalores
de imuSdulo suficientementegrande.

Los tipos de autovaloresA y su distribición estándescritosacontinuación:
) autovaloresA quese acercana los autovaloresdel problemaNeumann(3.43). Se obtienen

considerandovibracionescon frecuenciagrandeen la dirección y.
mi) autovaloresA que se acercana los autovaloresdel problemamixto Neumann-Dirichlet

(3.53). Se obtienenconsiderandovibracionescon frecuenciagrandeen la direcciónx.
iii) autovaloresA quehacenla transiciónde los autovaloresencontradosen i) alos autovalores

encontradosen ji).
mv) dos autovaloresAL 1’ A7 departerealqueno tiendeaceroy con la particularidadde que

la emergíaconcentradaen no tiende a ceroaaltasfrecuencias.
La gr’ifica de la páginasiguinte nos indica la localización de los autovalores,paraun k fijo.



64 3 ANÁLISIS tSPECTRAI.

a

s
AUTOVALORES TIPO
NEUMANN a

a
AUTOVALORES DE
TRANSICION

AUTOVALORES TIPO
NEUMANN-DIRICHLET

a

aAUTOVALOR CON
PARTE REAL

Fig. 7: La sucesiónde los autovalorespara lv fijo

3.3 Comparación de los resultados

Entre los autovaloresdel problemacon disipación y los autovaloresdel problemaconservativo
existe una estrecharelación,que ponemosde manifiestoa continuacion.

En primer lugar. los autovalores con parte real “significativa” del problema disipativo. A
y Ap** correspondena los autovalores¡4 y vk** que vienen dados por la ecuación (3.10). En
amboscasosse tratade los autovalorescon el menor módulo paracadalv fijo. El resultadodel
Teorema3.5 nos indica que solamenteestosautovaloresson disipadosuniformemente.

Los autovalores(Ak,m)mEz* correspondenalos autovalores(Vkm)mEz* del sistemaconser-
vativo quevienen dadospor la ecuación(3.8).

Los distintos comportamientosde Ak,m correspondena comportamientossimilares de los
autovaloresU/em. Tal y comosemencionabaen la Observación3.2, fijando lv y haciendoni tender

j

e

e
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al infinito los valores Vk,m se aproximana virw;~ir i igual que en el caso de los autovalores
Atan. Por otro lado, si fijamos m y hacemos lv tenderal infinito, los valores>“k,m se aproximana

1<2 + (2ní2+ 1)
2w i igual quelos autovaloresAk,m. Por último, comovimosen la demostración

del Teorema 3.4 existe una correspondencia biyectiva entre los autovalores Ak,m de transición y
un conjunto de autovalores Uk,m del problema canservativo. Las dos sucesiones se aproximan a.
los mismos valores puramente imaginarios que vienen dados mediante la ecuación (3.8).

En general. podemosafirmar que los autovalores del problema disipativo se acercan asintó-
ticamentea los autovaloresdel problemaconservativo,con la excepciónde los A y A%t

Las propiedades de las autofunciones correspondientes son similares. Tanto para los auto-
valores Ab,,, como paralos autovaloresVkm las últimas dos componentesde las autofunciones
correspondientesse anulanasintóticamente.Estefenómenono seencuentrani en el casode las
autofuiícionescorrespondientesa AL y A¡~ ni en el casode las autofuncionescorrespondientesa
los autovalores~ y ¡4w.

3.4 Sobre la propiedad de completitud de las autofunciones

Lii este apartadonos proponemosestudiar la propiedadde completitud de las autofunciones
del operadordiferencialunidimensionalcorespondienteal sistemainicial y la posibilidad de que

es!as formen una basede Riesz en el espacioY = 111(0,1)x L2(O,1) x iR x IR.
Taimibión estudiamossi las mismaspropiedadesson ciertas para el operadorbidimensional

A. asocia(loal sistemainicial.
Liii pezamoscon dos definiciones:

Definición 3.1 Sea 2~< un espaciode Hilbert. Una sucesiónde elementos(e,,)~>í se llama
cowpletoen U si. para cualquier elementox E 7~j existeuna sucesiónde escalares(a,,),,>o tal
qat: a,,e~ =

Definición 3.2 Sea 2~i un espaciode Hilbert. Una sucesiónde elementos(e,,),,=íse llama base
<fi Ph..’: en U si es completay existendos constantespositivase

1 y e2 talesque, para cualquier
sucesiór, de escalares(a,j,,=ose tenga: c1 2~ ¡a4

2 ~ ¡¡~~.1 a,, e4V ~c
2 rr1

La noción <le basede Riesz es una generalizaciónnatural de la noción de baseortogonal y

1 emie iiíia gran utilidad para expresarsolucionesde ecuacionesdiferencialesy dar estimaciones
<le las normas de éstas.

Consideramosprimeroel sistemaunidimensionalsiguiente,que se obtiene del sistemainicia]
(1.1) fijando la frecuencia de vibración en la dirección x:

u — V~~~+k
2mr2V~— O para yE (O,1),tE (O,oo)¡ para tE (O, oc)

(37$) j ~(O)=—wt paratE(O,oc)

i,t~ + k2ir2w -1- 4’dO) = O para1 E (O, oc).
Nos proponemosacontinuaciónestudiarlas propiedadesde las autofuncionesde (3.78).
Recordamos antes lo que es un operador Hi]bert-Schmidt (vease Reed y Simon [44]).

Definición 3.3 Para un operadorpositiuo TE £(it) el numero trT = Z~0’-.
1(e,,,Te~),donde

(t,~ ),>~ es una baseortonormal de it, se llama la traza de T.
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Definición 3.4 Un operadorT E «~) se llama de Hilbert-Schmidtsi trT*T < oc, dondefl
es el adjunto de T.

Teorema 3.6 Si lv > O el operador diferencialA5 asociadoal sistema(3.78) es un operador
antiadjanto en y cuyasautofuncionesforman una base ortonormal en Y.

.4demós,el operadoracotado(ASY’ es un operadorHilbert-Schmidten Y
a

Demostración:
Medianteun cálculo semejanteal del Teorema1.1 se puede ver que AS es antiadjuntoy con

resolventecompactaen y. La teoría clásica de los operadoresde estetipo nos aseguraque las

autofuxicionesforman una baseortonormal en 3’.
Para demostrar la última afirmación utilizamos el siguiente criterio (veaseReed y Simon

[44]. TeoremaVI.22, p. 210): “Un operadorcompactoT E (41-1) es Hilbert-Schmidtsi y sólo si

Z~ ¡kV < oc. dondeA,, son los autovaloresde T”
Lasestimacionessobrelos autovaloresdel operadorA5 (veaselaprimera sección)nos i,íd~

que (A5)’ es un operadorHilbert-Schmidt. En efecto, los autovaloresVkm de A5 cumiij’ a
paracada 1< > O y ni E .r, ¡m¡ > lv la siguienteestimación:

IVk,m—V’T~~iriI= 24
Mr’

y por lo tanto: a
1 1 _ IVk,mVWWT0iriI 3

a
Los amíto~’alores del operador (A5)—’ son exactamente de donde.usandola estimación

~k,m

ailteri<)r. obtenemosque:
2

1E— <~
m

1~km
a

Por lo tantoel operador(A5)1 es Hilbert-Schmidt.

u
Pasamosahora al estudiodel sistemaunidimensionaldisipativo:

1 ~ parayE(O,1),IE(O,oc)¡ 4’~(1) =0 paratE (O, oc) a

(3.79) ~~(0) = paratE (O,oc)

[ wu+k2mr2w+w<+~b<(O) = O paratE (O,oo).

Sea A’ el operadordiferencial asociadoaestesistema.
EvidentementeA’ = A5 + P

4, donde P4 es el operador de proyección sobre la cuarta
componente.definido en Y.

Tearema3.7 Las autofuncionescorrespondientesal operadordiferencial A’ forman una
de Ries: en Y.
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Demostración:
ComoA’ es unaperturbaciónacotadade un operadorantiadjuntoAS cuya resolvente,en

u = O, esun operadorHilbert-Schmidtsededucequelas autofuncionesdeA’ forman un conjunto
completoen Y (vease Goberg y Krein [16], Teorema 10.1, p. 276).

Para demostrar que el conjunto de las autofunciones forman una base de Riesz en Y es
suficientedemostrarque:

(3.80) Im (» Im Cm

donde (» son los autovaloresdel operador(—iA’)’ (veaseOobergy Krein [16], Teorema4.1,

Observemos que <. = —~-— donde Ak,n son l¿sautovaloresdel operadorA’ para lv fijo.
Ah,.

Se obtieneque la condición (3.80) se escribe:

É Re Ah,» ReAk,m <oc.
nmn!=m¡Ah,,. Ak,m12

Veamos que estaserie es finita. Primero observemosque las estimacionespara Ak,m del
Teorema3.2 nos danque, paracadalv> O y m > lv:

rr—¡. 24 8
¡Ah,,» — vk+mwt¡

Vlv2+m2ir ¡ml

De aquíse obtiene que,param y ti suficientesgrandes:

¡ReAk,mI < 8

3

Pp. 329-330).

(3.81)

Resultaque:

É ReAh,,. ReAkm

~ >~k,n — Ah

1

n,In,n>m nm(n —

oc 1
<e E

nm (ti —
n,n.,n!=nh

00 1

fl,mfl,fl<m ti m(n —

Ahora, para la primera suma, tenemos:

É 1 001 Él
n>m (ti —

Para la otra suma tenemos algo similar:

00100

E~iE
It nOn

Obtenemos que la condición (3.81) se cumple y por lo tanto el teorema está demostrado.

í
oc.

Él
n,,n,non mn(m — ti)2 <

1
(m—

<00.

u
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Observación 3.17 Para lv = O se obtiene el mismoresultadorazonandoprimero en el espacio
y0 y teniendoen cuentaqueY = y0 e y’. *

Pasamosahoraal análisisde las autofuncionesdel operadorA. a
Teorema 3.8 El operadorconservativoAc asociadoal sistema(3.1) es antiadjuntoen y
con resolventecompacta. Lasautofuncionesque le correspondenforman una base ortogonal en
x. a

Demostracion:
Medianteun cálculo sencillo, muy parecidoal del principio de la demostracióndel Teorema

1.1, se obtienequeAc es antiadjuntoen y que tiene resolventecompacta.
La segundaafirmaciónes unaconsecuenciadirectadela teoríadelos operadoresautoadjuntos

con resolventecompacta.

u
Teorema 3.9 El conjuntode las autofuncionesdel operadorA es completoen X.

Demostracion:
Sabemosque el conjuntode las autofuncionesdel operadorA’ es una basede Riesz para

cadalv E IV. Sean(wk,»)m estasautofunciones.
Construimosahorala doble sucesión($k,,»)k,,,,, ~k,m = Wk,m cos lvirx.
Estasucesiónes completaen A’ y estáformadapor autovaloresde A.

u

Observación 3.18 La posibilidad de que las autofuncionesdel operadorA formen una base
de Rieszes un problema mucho másdelicado. Por un lado, en las estimacionesque tenemos
para las autofuncionesde A no utilizamoselementosde una base ortogonal. Por lo tanto estas
estimacionesno nos ofreceninformacionestitiles para respondera estapregunta. Por otro lado; á
la utilización de criterios en los que sólamentese necesitanestimacionesde los autovalores
(como,por ejemplo, Teorema10.1 de Gobergy Krein [16]) no es posible,ya que lasestimactones
que tenemospara los autovaloresAh,,», cuandom c lv, no se muestransuficientes. El problema S
quedaabierto.

3.5 Un resultado de no compacidad a

Pasamosahoraadar unaaplicación directade los resultadosobtenidosen el párrafoanterior.
Es bien sabidoqueenlos sistemashíbridos unidimensionalesel términodisipativo frecuente-

mentees unaperturbacióncompactadel operadorconservativo.Estaargumentose utiliza ha-
bitualmenteparademostrarel no decaimientouniformede las solucionesde un sistemahíbrido
disipativo unidimensional(veaseRao [42]). Estono es posibleen nuestrocasodondeel término S
disipativo (0,0,0,W<) es,al menosaparentemente,solamenteunaperturbaciónacotadadel ope-
rador conservativo. Sin embargo, cabepreguntarse si la perturbación que produce es compacta.

Una manerarigurosade plantearestacuestiónes la siguiente: ¿la diferenciaentreel semi- S
grupogeneradopor el operadordisipativoy el semigrupogeneradopor el operadorconservativo
es compacta?La existenciade los autovalores(>79k encontradosen el Teorema3.5 nos indica 1
que la respuestaes negativa. S

4
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Proposición 3.7 Sea{Sn(t)}~>o el semigrupogeneradopor el operadordisipativoy {Sc(t)}n~o
el semnigrupogeneradopor el operador conservativo. Entonces,para todo t > O, la diferencia
lSD — Sc’ftt) no es un operadorcompactoen A’.

Demostracion:
Supoiigamosqueexisteun instanteto > O tal que(SD — Sc)(io)seacompacta.
La Proposición3.6 nos indica quela sucesiónde las autofunciones{§~2;}k, correspondientes

a los autovaloresA quetienen partereal “significativa”, convergedébilmentea ceroen A’ y por
lo tanto:

¡j(Sc(t0) — SD(to)»~:I¡x —.-- O cuandok —* oc.

Como es un autovalordel problemadisipativo tenemosque:

= JM tO<pA:

y. por lo tanto.
(3.82) IjSc(to½\~ eM<½r¡Ix— O cuando lv—. oc.

Ahora. coimio el operadorconservativogeneraun grupode isometríastenemosque:

IISc(io)pÁ%lIx = II%~A;IIx~

. i~~r consiguiente.

([<St ¡ IYÁ¡ lix = IISc(toSsMlI.r ¡[Sc(to)~,~ — ¿Ah
0<PMI¡X + i¡S’A1¡X.

Eii el Teorema 3.5 hemosdemostradoque la sucesión (>79/e tiene la propiedad de que
1 a

Rc >7. — ;. cuando1< — oc y por consiguiente,existe lv, E 1V tal que PSA/e > 4 > O

para todo 1< > k
1

Obtenemosque.para todo 1 > O. existeunaconstantee, que dependede 1 pero no de k. tal

que:
~M — e~~eM< < 1 — E.

(oil 1 = t~ en estaúltima relaciónvolvemosa (3.83)y obtenemos:

(3.54) EIkx:I¡x =¡ISc(to)s~M — e>Z o~>. ¡ X.

Observemosahora que (3.82) y (3.84> implican que IYA%Ilx tiendea cero cuandolv tiende
al imífinito. lo que contradiceel resultadode la proposición 3.6.

Resulta.por lo tanto,quela diferencia(SD—SC)(t)noesun operadorcompactoparaningún
1 > (3.

u
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Capítulo 4

Un problema de control frontera

Eno de los problemasde mayor interés práctico en este tipo de modeloses la posibilidad de
cciii rolar el nivel de ruido interior mediantela acción activa sobrela parte flexible 1’o de la
frontera. Por ejemplo, recientemente,se ha estudiadola posibilidad de controlar el sistema
iiiediaíite piezaspiezocerámicasfijadas sobreestaparte(veaseBankset. al [3]).

En el presentecaphulonos proponemosestudiarla controlabilidad mediantecontrolesque
aumían sola¡iíeíite sobreF0. La formuFación matemáticaexacta del problemaes la siguiente:
dl;ulo T smíficieíítementegrandey un dato inicial ($0, $~, I4’~, kV’) en un espacio£ queestá a
milíesíra disposmcíon.encontrarun control /3 = /3(t, z) E H2(O,T; L

2(O, 1)), tal que la solución
<1<1 sist címía

en Qx(O,T)
8$
—=0 sobre r,x(O,T)8v

= —1¾ sobre r
0 x (0,T)

Oy
(4.1) l4&~ — l4~~ + $~ = /3 sobre r0 x (0,1)

W~(O,I) = 1V~(1,t) = O para tE (0,1)

$(0) = $0, $40) — en fi

TV(O) = 14/0, W40) — kV’ sobre Fo

satisfagalas relaciones:
( $(T) = $4T) = O

(4.2) 1. W(T) = W4T)= O.

Se trata pues de controlar el sistemamedianteel término /3 que representaunafuerza dis-
tribuida que actua sobre la parte flexible 1’o de la frontera. Sin embargo,este problemano
siemprese puederesolver. En efecto,integrandola primeraecuaciónde (4.1) en fi y utilizando

la coiidicion de continuidadde las velocidadesen r0 deducimosquela cantidad:

f$tdzdu—jWdx

permanececonstantea lo largo de las trayectorias.Por consiguiente,(4.2) sólo es posiblesi:
J$’dzdy ~jWOdx=O.

71
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Teniendoen cuentaéstoy como del punto de vistamatemáticoes másfácil considerardos
controles, en primer lugar abord~mosel siguiente problema: dado T suficientementegrande
y un dato inicial ($0, $1, ¡s¡O, ¡VI) en un espacio£ queestá a nuestradisposición,encontrar
dos controleso = a(t,z) E L2(O,T; L2(O, 1)) y /3 = /3(t,z) E 112(O,T;L2(O,1)), tales que la
solución del sistema:

$~—L$= O en fi <0,1)
8$

sobre r,x(0,T)
8$ —

= —Wi+o sobre r
0 x (0,1)

(4.3)
141tt — W~r + $~ = /3 sobre F

0x (O, 1)

W~(O,t) = W~(I,t) = O para tE (0,1)

$(O) = $~, $40) = $~ en fi

kV(O) — W
0, W~(O) — kV’ sobre r

0

satisfagalas relaciones:

f $(T) = $41) = O
(4.4) W(T) = W4T) = O. a

El métodode resoluciónde esteproblemaconsisteen reducirlo aunainfinidad de problemas
de control uímidimensionales,encontrarlos controlesnecesariosen estoscasosy combinarlospara a
obteneruit control del problemabidimensional(4.3).

Sin címíbargo. paraasegurarla convergenciade las series de los controlesunidimensionales.
en los espaciosdeseados,tenemosque imponer condicionesmuy restrictivas sobre los datos
iniciales. Por lo tanto se va aobtenerla controlabilidadde un espaciorelativamentepequeño
de datos. Este resultado, no es sorprendenteya que estamosintentandocontrolar el sistema

actuail(lo sobre una parte relativamentepequeñade la frontera que no cumple las condiciones

geométricas establecidas en los trabajos de Bardos, Lebeau, Rauch [6] (vease también Bardos
x’ Rauch [8]) y que demuestrangrosso modoque,paraque se puedacontrolarel espaciode la
etíergíamediantecontrolesen un espaciode Sobolev,es indispensablequelos rayosde la óptica a
geométricaintersectenla región de control en un tiempo uniforme, cosaque no ocurre en este
caso.

En la primera secciónestudiamosla controlabilidaddel sistemaunidimensionalcorrespo’í- a
diente a (4.3). La reducción de la dimensióndel sistemade dos a uno nos permite obte;.-
buenasestimacionesy demostrarla propiedadde controlabilidad en estecaso.

-• En la segundasecciónse haceel pasoal problemabidimensionalinicial y tambiénse discute
el sentidodel resultadode control.

Como decíamosal principio, del punto de vista físico, el control /3 representauna fuerza
distribuida que actua sobre la parte flexible r0 de la frontera mientras que el significado del
control o no es igual de claro. Por esta razón intentaremos eliminar este último control de la
ecuación (4.3) y resolver el problema (4.1). Este estudio se lleva a cabo en la última seccion.

Lo más que se obtienees un resultadode controlabilidadparcial en el que la relación (4.2)
se sustituyepor:

a

-4
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(4.5)
= cte, $~(T)= O{ W(2’)=c2= cte, W41)=O.

Las constantesc1 y c2 se determinande maneraúnica en función de los datosiniciales del
sisteimía (4.1).

4.1 El problema de control unidimensional

Estudiamosprimeroel problemade control siguiente: dado1 suficientementegrandey un dato
inicial (W

0. ‘Ir. j0, y’) en un espacioY, encontrardos controlesa = a(t) y /3 = /3(t), en unos
espaciosqueestána nuestradisposición,de forma quela solucióndel sistema:

— ~ + ii2ir2’I! — O
tU’) = O

= —¾ + a

l’½+ n2~2V + t(O) = /3
tO) — qi0 ~~~(O)= 11,0

1’(O) — l~0 V
1(O) =

para yE(O,1),tE(O,í)
para t E (0,1)

para tE (0,1)

para tE (O,T)

para y E (0,1)

sal isiaga las relaciones: { ‘I’(T) = ‘I’~(T) = O

V(T) = 1’~(T) = O.

()l,viaínente.los controles(a, /3) dependendel coeficienten de la ecuación:a = a» y /3 = /3».

Siíi ellibargO. a lo largo de estasección.comou se mantienefijo, omitiremosel indice.

Observacion 4.1 El sistema(4.6) se obtienebuscandosolucionesde (4.3,)quetenganla forma:

= ‘Ií(l.y) cosnirx, W(t,z) = V(t) cosnirx, ti E 17V.

.Vuestroargumentopara resolver el problemade control bidimensionalse basa en estapost-
bil¡dacI dc sc parar los variables.

Antes de empezara estudiarel problemade control anterior tenemosque demostraruna
serie de propiedadesdel sistema“adjunto” de (4.6). Es lo quenosproponemosen el siguiente
párrafo.

4.1.1 Propiedadesfundamentalesdel problema unidimensional

—I .

(4.71

E mí este párrafo estudiaremos,para u E 1V, el siguientesistemaadjunto:



4 UN PROBLEMA DE CONTROL FRONTERA

‘Pu — ‘P~ + n2r2’P — f
‘P~(1) = O

‘Pu(O) = 14

1/~ + n2’r2V — ‘¡‘40) = g

‘¡‘(0) — tpO,

y(O) —

— ‘PI

para yE(O,1),tE(O,T)
para t E (0,1)

para LE (0,1)

para tE(O,T)

para YE(O,1)

14(0) —

a
Definimos la energíaasociadaal sistemapor:

(4.9) 4 + 4 (~v~9 + n21r2V2)

12(t) = 41’ eu2 + (111)2 + n2ir2~P2)
Observemosque. en el casof = 0,9 = O, multiplicando la primeraecuaciónde (4.8) por t.

la cuartaecuaciónpor 14 e integrandopor partes,se obtiene,al menosformalmente,quedE

= 0.

Es decir. la energíadel sistemase conserva.
Consideramosahorael espaciode energíafinita correspondiente:

(4.10) Y = ¡¡‘(0,1) x L2(O,1) x iR x IR

y en Y definimos el productoescalar:

((fí~f2. fa, .f4),(gí,g2,sa.94) = f ((fóy(~íh + n21r2 fi y,) dy +

f
2g2dy +n

2r2faga+f
4g4.

(Y. ( ) es un espaciode Hilbert.

Observación4.2 En el caso n = O la relación (4.11) no defineun productoescalar.
situación consideramosel productoescalardefinido por:

a
En esta

((fl,f2,fa,f4),(g1,92,ga,g4)) =

f2g2dy + faga + 1494.

Definimos los siguientesoperadores:

8’: ¡¡‘(0,1) x ¡¡‘(0,1) x IR x IR —* (¡¡‘(0,1))’,

= J0
1(4’i¡’~v + n2r2ik~)dy +w(O)

cV: H’(O, 1) x H’(O, 1) x iR x iR —. IR

C’(ik, 4, iv, y) = n2ir2w — ¿(O).

74

(4.8)

a

a

a

a

a

(4. 11)

a

a

(4.12)
((fÓ~(g’t, + fI =‘í)dy +

j

j
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Finalmenteconsideramosel operador

A’ :V(A’)c Y—~Y,

V(A1) = {(4)4w~v)E Y :¿ E H’(O,1), B’(tb,.f,w,v)E 4’ 4-’ 1L2(O, 1), y-(l) = 0, ~~«O)= VS

(4.13) A’(4’4w,v)= (—¿,s’(4),¿,w,v),—v,c’(4),¿,w,v)).

Observemosque la condición B’(4),E,w,v) E L2(O,1) implica que 4’ E ¡¡2(0,1) y, por lo
tanto. V(A1) c ¡¡2(0.1)x ¡¡‘(0.1) x IR x IR. En efecto,la condición B’(4)Á, w,v) E L2(O, 1)
implica la existenciade una función h E L2(O, 1) tal que:

rIn
híp paratoda~e¡¡’(0,1).

Si definimos ¿ = — — y) y se obtieneque:

L ~ =J¼+v»paratoda~~EH’(O,i),

lo (]lie líos indica que ~ E L2(0, 1) y por lo tanto 4’ E 112(0,1)
Las condiciones de contornotienen sentidoen y(A1) como trazas.

Si miotamnosU = (4’ E~ y. ~ y ¡¡ = (O, f. 0,9), el sistema(4.8) se escribe:

U~ + A’U = 11,
(-1.14) { U(O) = Uo

U(t) E y(A1), Vi E [O,T].

.4 continuacióndamosun teoremaque se basaen la teoría generalde los operadoresmaxi-
niales momiótonosy de las ecuacionesde evolución no homogéneas:

Teorema 4.1 Si A1 es el operadordefinido en (4.13) se tiene:
lEí op<rador A1 generaun semigrupode contraccionesen Y, notado{S’(i)}t>a.
J.Solucionesfuertes: Si U

0 E V(A’) y JI = (O, f, 0,g) E kV”’ (O,T; Y) entoncesexiste una
u¡ucu¡ ,%oli¡cion fuerte U de la ecuación(4.14) con las siguientespropiedades:

(4.15) U E C’([O,T],Y)nC([O,T],V(A’)).

3.Solucionesdébiles: Si U0 e Y y 11 = (O, f, O,g) E L’ (O, T; Y) entoncesexiste una unzca
solucióndébil fi de la ecuación(4.14) con las propiedades:

(.1.16) U E C([O.T],Y), U(t) = S’(t)Uo + ji S’(i — sYH(s)ds.

Para dos solucionesdébiles cualesquiera, U y U, se tiene la siguiente propiedad de con-
tínuidad con respectoa los datosiniciales y a los términosno homogéneos:

(4.17) U(t) — (1(1) jy=IiUo — L’o II)’ + II 11 — » IIL’(0,T;y)

S¡ JI — Ji = O la desigualdad(4.17) se convierte en una igualdady expresala conservación
d lo FIL rg¡a del sistema.
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Demostracion:
Consisteen demostrarque el operadorA’ es maximal monótono en Y y aplicar la teoría

generalde los problemasde evolución nó homogéneas(ver Cazenavey Haraux[12]). a

Parademostrarque el operadorA’ es monótonoevaluamosel productoescalar:

(A’ (4), ¿, iv, y), (4’, ¿, iv, y)) = ((—¿, B’(4’, ¿, iv, y), —v,C’(4),¿, iv, y)), (4), ¿, iv, y)) = O
a

- Para demostrar que el operador es maximal consideramos (f, g,h, i) E Y y buscamosun
elemento(4’,¿, w<v) E 23(A’) tal que

a
(A + 1:1(4), ¿, iv, y) = (f, g,h, i)

lo quese reduce a encontrar 4) E 111(0,1)y iv E iR solución de:
a

(4.18) 4)~,+n2r2tk4))dy +j 4)~dy +w4)(O)=

f4)dy + j g~dy + h«0), V4) E HI(Q, 1)

1 ir2 + 1)w — 4)(O) = i + h — f(O).

La existenciade 4) E H’(O, 1) y iv E iR, solución de (4.18) resultafácilmente aplicandoel
lenía de Lax-Milgram. A continuaciónseobtieneque (‘P,¿,w,v)E 1.9(A’) debido a la definición

del dominio del operador.

Se obtiene así que el operador A’ esmaximal y monótonoen Y. Los resultadosmencionados
soií consecuenciasde la teoríaclásicade los problemasde Cauchyno homogéneosen los espacios
de Hilbert (veaseCazenavey Haraux [12], Cap. 4). a

u

Observación 4.3 En el caso n = O el operadorA’ correspondienteno es rnaximal en Y. De
la misiva manera que en el Capítulo 1, descomponemosel espacioY en suma directa de dos
subespaciosY = Y0 eY’ donde:

a
Y’ = {(c,,O,c

2,O) : cí,c2 E iR}

Y {(l¡’o4¡IVtV’)EY:j 4” dy+V
0=O, V’—41(O)=O}.

En estecaso la expresión(4.11) defineun producto, escalaren Y0. Además,el operadorA’
es maxinial monótonoen y0 y todaslas propiedadesdel Teorema4.1 son válidas si sustituimos
Y por Y0.

4.1.2 Observahilidad (caso n ~ O)

A continuaciónvamosaver un resultadode regularidadadicional que no se deducedel teorema

j
anterior, sino que se debea la forma particular del sistema(4.8).
Teorema4.2 SeaT > O arbitrario. Si consideramosel sistema(4.8) con los datos iniciales
(g’02P1.V0.U’) E Y y los términos no homogéneosf E L’(0,T;L2(O,1)) y g E L’(O.T). J
entoncesla solución (‘¡‘.‘Pt, 1/, 1/a) correspondientetiene la siguientepropiedad de regularidad
adicional: l~ E W2~ (O. T). J

J
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..4demás la soluciónsatisfacela siguienteestimación:

(L T
+7 ((14)2 + n4ir4V2 + n2ir2 i¡12((), t)) =

< C(n2 + 1) (ti t*~ 9’,V0, y’) íd> + II f IILI(O,T;L2(O,I)) + ¡¡9 ¡¡LI (0W))

Sip E L2(O.T), entoncesV E ¡¡2(0,T) y la solución satisface:

T

J ((i/~~)2 + (V~)2+ ti4 ir4 V2 + n2r2 ‘¡¡2(0, o) =
< C(n2 + 1) (it (‘PO, ‘P% V0,y’) l} + ¡ f ¡¡LI (0,7;L2 (0,1)) + ti 9 11L2(0,T))

Di amboscasosC es una constanteque dependede T pero que no dependeni de n ni de los
da los del .sistcma.

Demostracion:
Consideramosuna sucesiónde datosregulares:

ial que

(gm)rn>o C W’’(O,T),

f
m —*fen L’(O,T;L

2(O,1))cuandorn-..*oc.

9rn —*g en L’(O,T) cuandom —* oc.

Ccii estosdatosel Teorema4.1 nos asegurala existenciadeunasolución fuertepa.racadani E
IY .(~‘T~.(4’~),. 1/rn,(Vm)t) E C1([0,T],Y)nC([O,T],V(..4’)), quecumple la siguienteecuación
cii casi todo punto:

(‘Pm)tt — (‘Pm)yy + n2ir2’Pm = O
(‘¡‘m)y(1) = O

(‘Pm)v(0) = (Vm)i

(Vm)tt + tl2ir2Vm — (4’m)dO) = O

‘Pu,(0) — ‘PO (‘Pm)É(O) =

para yE(O,1),tE(0,T)

para 1 E (O,T)

para IE(O,T)

para t E (O, T)
para y E (0,1)

1’m(O) — yo (Vm)t(O)= sobre r
0.

A continuaciónobtenemosestimacionespara estassoluciones,aplicandotécnicasde multi-
plicadores (ver Lions [29] y Komornik (26)). Multiplicamos la primera ecuaciónde (4.21) por

(1— •q)(’Pm?ly e integramos por partes en (O,T) x (0,1):

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(ji
1

— Y)(’Pm)y = 1711 ((‘Prnht — (‘Pm)yy + n2r2’P) (1 Y)(’Prn)y —
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— ji (‘Pm)t(l — Y)(’Pm)j, T !VII — y) (((‘Pm)t)2 22~ = --

= ¡ — — (1 + ((4’
m)~V —~n.ir--(tr-

— ~JTJI ( + ((4’mV9 — n27r2011 )2) —

1 ¡2’ (1— y) (((4’m)t)2 + ((‘Pm)y)2 — fl27r2(’P~)2)

Resultaque: J
IT ¿ 1

2] (((‘Pm)i)2 + ((4’m)v)2 — n2r2(4’m)2) (O) = — (‘Pm)É(1 — y)(’Pm)v +
(4.22) T ~,.1 ((eI’in)tV + ((‘Pm))2 — n21r2(’P )2) + ji ji f(1 — Y)(’Prn)y.

El seguiídomiembrode (4.22) tiene sentidotambiénparasolucionesdébilesque pertenecen
a C([O.T].Y) si f E L’(O,T; L

2(0,1)). Comoademás‘P E C([O.T],¡¡’(O. 1)), pasandoal límite

cmi (4.22).obtenemos: ¡ (‘P
tg(O) < oc.

Ahora. como de la ecuaciónsobre r0 se deduceque l4~ = g — n
2ir2V + ‘Pj( . .0), se obtiene

que 1< E íW’ (O, T) si g E L’(O. T) y 1/ E ¡¡2(0, T) 5’ 9 E L2(O,T).

Observación 4.4 La estructuraparticular del problemahaceque 1/ seamás regular de lo que
teníamosinicialmente. En efecto, el resultadoanterior nosaseguraque 1/ E ¡172í(Q~ T) mientras
que del Teorema4.1 sabíamossólo que 1/ E C’[0,T]. a

De la demostraciónse deducenotros resultadosde regularidadadicional como, por ejemplo.
‘¿‘4. 0) 6 It11 si j/~ E ¡172.1 y ‘P~(~,O)E 11’ siVE¡¡2.

Pasarnosahoraa. obtenerlas estimacionesde la norma.
Volveixios a considerar la relación (4.22) y pasamosal límite cuandom tiende a infinito. Se

jobtieííe que:

~ ¡2’ (~yz + (4’~)2 — fl2r2’P2) (0) = 1 ¡2’f ((t9 + (‘P~)2 — n2ff2’P2) —

— ji ‘P~(l — y)’P
9 + J2’J’ f(1 — y)4’~ c ~ J~2’¡~ ((‘41)2+ (4’~)

2 — n2r2’P2) +

~t “2 2” ~~---~2 f2’~

2 Jo “ o (I’Í’P\2~~u~.ñ + t> + ~J’~ + ~ (T) +] (fi kJÚ~’) ~

~ ¡T¡I ((‘Pñ2 + (4’)2 + n2xr2’P2) + í’Plííg«
0T1L2) + ~II’Pl~iIg([O,T1,L2)+ IIfIILl(O,T;L2) = J

~ (Il’PtIl~(lo,Tl,L2) + II’¡¡FI~([oT]H’) + n
27r2II4’II~([o,n,L2> + iIfIIb(OrL2)) . J

Teniendoen cuentala relación (4.17) del Teorema4.1, se deduceque: J

j
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3 i ji 2’ ( + (‘P)2 + n2ir2’P2) (O)

3 T ‘~ (¡¡tn¾[O,fl,L2 + (2n2r2+ 1)II4’tIg([O~HI> + nr lI’PlIc(to,TI,L2) + lIf[ILI(OT.L2))

(2n2r2 + 1)

(

2 T +4) (u¡ (‘PO g4, ~0, y’) II} + II f ‘IL’ (0,2’ 1?(0,1)) + g IL’ (02’>)

Por otro lado, como 14~ = g — r¿2ir2 V + t( . , O) y 14 = ‘1t~(0), se obtiene:

¡ (¡2’ 114t1) + ¡2’ (<v~g + n4ir4V2) + n2,r2 ji ‘P2(O) =

u =(¡7j — n2ir2V — t(O)~) + ¡2’ + ji (n4ir4V2) + n2ir2ji .112(0) =

¡ <2(T+ 1) ((¡n9~)2 + ji2’ (n2ir2V)2 + ¡2’ (<y~>~~ + (‘P)2 + n2r2’P2) (O))

1 Resultaque:¡ + ji (<i<>~ + n4ir4y2 + n2ir2’P2(0 1))

¡ =(2n2ir2 + 1)(T+ 1)(T+ 4) (u (‘PO ‘P’,V~, 1/’) j¡} + II f IILI(O,T;L2) + 119 IlE’ (0,2’))

De unamanerasimilar se obtienela desigualdaden el casoy E L2{O, T).

• u

Teorema 4.3 (La desigualdadinversa): Si T > 2 es arbitrario, para cualquier dato inicial
¡ (‘PO, ~pl 1/0,1/1) en Y, la solucióndébil (‘P,t, 1/, 14) del problemahomogéneosatisface:

¡ (4.23) [¡(‘Pa ‘P’ 1/0v1)[¡;, < 2e2~» {ji ((vt~)2 + (1/)2 + n4r4V2+

Demostracion:3 Definimos el funcional:

3 (4.24) 0(y) = ~ ¡ ((‘P)2 + (4’)2 + n2r2~P2) (t,y) dt.

¡ Observamosque:

(4.25) 0(0) = ji ((‘P~V + (iP,,)2 + n2ir24’2) (O).

E Calculamosla derivadade 0:

¡

u
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+ 1P¿Wty+ n2r2gflp,,)

— ‘Pít’P1, + n
2ir24”41

1,) + t4’~

1

2

á

a
+ (Wc? + n2ir2tI;2) =>3

2’-.1l

II

a
+ (4’02 + n2r2~p2)

<2n
2ir2 j2’~.” + 4’~4’~ ~

3/
2>3

a

+ (‘Tt~)2 + n2r2’P2)

4’2 <n>r j2’
—1/

(e~o2 + (~41,,)2 + n2w24’2)

Resultaque:
0’(v) =2nirC(v)

y por tanto:

(3(y) =e2~G(0)paratodo y E (0,1).

Integrandola desigualdadprecedenteen (0,1) se obtiene que:

+ (4’,,)2 + n2ir2xP2) <~e2n~rji

ji

1j2’—1 (~~g
+ (‘U2 + n3w2iP2) <

12’

0 1~

+ (4’)2 + ~2r24’2) (t, 0),

-v ((w)2 + (4’~)2 + n2r2W2)

resulta que:

I
x—,

I
I (q¡)2 + n2ir2Q) <e2nlr ¡2’ + (4’,,)2 + n2r2’P2) (t,O).

Sumandoen los dos términosde la última desigualdadla cantidad

¡T.4 ((14)2 + n2~r2V2)

y teniendo en cuenta la conservación de la energía se obtiene:

(T —2) (ji’ ((iP1)2 + ((‘P0),,)2 + n2r2(iPo)2) + (y’)2 +n2
1r2(VO)2) ~

=j2’-~~ (wo~ + n2ir2V2) + e
2~’ ¡2’ + (~P,,)2 + n%r2lP2) (t,O).

Usandoahoralas relacionesque se cumplensobrela fronteraobtenemos:

(T —2) (ji’ ((‘P1)2 + ((4’O)~)2 + n2r2(iP%2) + (y’)2 + fl2r2(VO)2) =

80

a

0’Qi) =

- I,,T~v

2
+1%

2>3 —v

(4.26)

y como

a

a

a
~~1

J
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=[-1

(T —2) (ji’ ((*1)2 + ((4’O))2 + n2r2(4’o)2) + (y’)2 + fl2~2(vO)2)

((14)2 + n%r2V2)+ ¿nr { ¡(14 + n2ir2V)2+ ¡(14)2 + n%r2 ji ‘P2(t, O)} =

< e2””~ {jiT (2(v~t)2 + (14)2+ 2(n2~r2V)2+ n2ir2 ‘P2(t,0))}

de donderesultala estimacióndeseada.

u

Observación 4.5 En la demostracióndel teoremaprecedentehemosutilizado un métodouni-
dimensionalpara obtenerestimacionesde energíaqueconsisteen invertir elpapelde lasvariables
espacio-tiempo.

A continuacionconsideramose > O tal que 4c < T.
Definimos una función p E C¶0,T], O =p =1 con la propiedadde que:

(4.27) p(t) = f 1 sitE (2c,T — 2c)
O si te (O,c)U(T—c,T).

Del Teorema4.2 deducimosque,paratodo1 > 2c, tenemos:

(4.28) jiT g ((½~g+ (149+ nSr4V2 + n2r2 52(0,o) =

=O (u (sO, 1111, y0, y’) ~¡,+ f IIL~(O,T;L2(0,1)) + 119 11L2(0 2’))

Con la misma demostraciónqueen el Teorema4.3 obtenemosque,paratodo1> 2 + 2e, se
cumplela siguientedesigualdad:

II(’Pt4’1,1/017I)¡I} =

~~L»~E {¡2’ 2 ((14)2 + (14)2 + n4ir4V2 + n¾r2*2(0,0) }.(4.29)

4.1.3 Observabilidad (caso n = O)

En el casou = O el sistema(4.8) se escribe

— ‘41,,,, = f
= O

= 14
(4.30) ytt — *40) =

5(0) — ~0,

V(O) — 1/O,

para
para

para

g para

‘4140) = ‘41’ para

14(0) = y’.

y E (0,1), tE (0,T)

tE (0,1)

LE (0,1)

t E (0,1)

31 E (0,1)

E
u
E
E
¡

E
E
¡

E
E
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Definimos la energíaasociadaal sistemapor:

(4.31> E(t) = ((5)2 + (~,,)2’~ dy + 1(14)2,
2 Jo ‘ 2

y observamosque tambiénse conserva.
Sin embargo,la energíadefinidapor (4.31) no es coercitivay laexpresión(4.11)no define un

productoescalaren Y. Paraobtenerla controlabilidaddel sistemaen estecasoalgunasde las
desigualdadesobtenidasnecesitanligeras modificaciones.El objetivo deestepárrafoes describir
los cambiosqueestecasoespecialsupone.

En primer lugardefinimosel productoescalaren Y por:

((fi, 12,fa, f.í), (91,92,93,94))
(4.32) = ji’ ~ + ~ 91) dy + 1292 dy + faca+ ~

Definimos tambiénel siguientesubespacioY0 de Y por: S

(4.33) Y0= {(4sE~w,v)E Y: J Edy+w =0, y — 4’(0) = ol,
o a

en el que la energía(4.9) es coercitiva incluso si u = O y la relación (4.11) define un producto
escalarequivalenteal definido por (4.12).

En elespacioY0el operadordiferencialA’, asociadoalsistema(4.30),es maximalmonótono a
y se cumplentodaslas propiedadesdel Teorema4.1.

Por lo tanto tenemosbien definidas todaslas solucionesque tienen como dato inicial un
elementode Y0 y ademásconocemossuspropiedades.

Ahora, si el dato inicial del sistemaU
0 = (50,51, V

0, y’) no pertenecea Y0, sino que

—lb.-’¡1 5’ dy+1/0=cí, V a
observamosque ¿Yo = (~Í%~~l,Vo,Í7í)= (4’O+c2,~’Pí,VO~cI,V1) perteneceaY0. Notamospor
(4’, y) la solución correspondienteaestedatoinicial. Se obtiene quela solución ($, 4’~, W, Wc),
correspondienteal datoinicial Uo, se puededescomponerde la siguientemanera:

~ W Wj) = (‘1’, ‘ÍJt, V, 14) + (—e
2,O, ei, O),

dondela primeracomponentepermaneceen Y
0 mientrasquela segundase mantieneconstante

en el tiempo.
~11Teorema 4.4 SeaT > 2 esarbitrario. Si consideramoselsistema(4.30) con los datosiniciales

E 3> y los términosno homogéneosf E L’(0,T;13(O,i)) y y E L2(O,T), la
solución (4’, ‘Pc, y, 14) correspondientesatisface:

(4.34) .cc (ti (tpO, ~2’ ((14)2 + (14)2+ y2 + 52(0,1)) .

_ ‘1”, 1/0, y’) Id> + II 1 IILI(O,T;L2(O,i)> + II ~11L2<O,T)) a
Si ademásf = O yy = O entonces:

(4.35) ¡¡(50, 4’í,VO,V~)¡¡} =c{¡2’ ((14)2 + (14)2 ±v2+ 1412(O,t))}.

En amboscasosC es una constanteque dependede T pero que no dependede los datosdel
sistema. a

~1

j
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Demostración:
Demostramosprimerola desigualdad(4.33).
Tal y como mencionabamosal principio de este párrafo, el operadorA’ no es maximal

monótonoen el espacioY y por lo tantono generaun semigrupode contracciones.En estecaso
ladesigualdad(4.16)no es válida. Sin embargo,el operadorA’ generaun semigrupofuertemente
continuoen Y y, por lo tanto,la siguientevariantede la desigualdad(4.16) es válida:

(4.35) ¡U(t)¡¡y =c,flU0¡¡ + c2jIffIInl(or;y), Vt E [O,T],

dondec1 y c2 son dos constantesquesólo dependende T.
Teniendoen cuentaesto,podemosseguirlos pasosdel Teorema4.2 y deducir que:

(4.36)ji ((14~)2 + (14)2) =e (ji (~O,~ y
0 y’) ¡¡>~ + 1 ¡Li (0,2’;L2(0,1)) + ji 9 11L2(O,T>)

paratododato inicial (tpO,4’1,yO,y1)E Y, fE L’(O,T;L2(0,1))yg E L’(O,T)
Sin embargo,comotenemosque:

¡2’ (1/2 + ‘P2(o,t)) =cf’ ¡¡(*51/14) ¡~,=

=c (jí (iI¡O, ff11, 1/0,1/1) ji;, + ¡¡ í IILI(O,T;L2(O,1)) + II g 11L2(O,T))
se obtienela relación (4.33).

Pasamosahoraademostrarla segundadesigualdad(4.34).
Paradatos(50, *1,1/0,1/1) en Y0, siguiendolos pasosdel Teorema4.3, seobtiene:

(4.37) j(4’0,4”,1/0,V’)jd>~ =c{ ¡2’ ((vt¿v±(v02)}

Comoademásel productoescalaren es equivalenteal productoescalaren Y resultaque:

(4.38) ¡¡(‘PO, s~ i¡0, 1/’)i¡;, =e {ji2’ ((14)2 + (14)2 + y2 + 52(0 t))}

En el casoque U
0 — (‘PO *1,1/0,1/1) «YO si

ji’
4” dy + yo = ~,, yI — SO(O) =

consideramosÚ0 = (‘
0,”,V’tV’) = (4’0 + c

2,4’
1,1/0 — cí,V’) E 3>0 y la solución de (4.30)

correspondiente,(ffi,1/). Paraestasolución,aplicandola relación (4.38), tenemos:

(4.39) ¡¡(tpO, qí’, y0, v’)j¡;, =e{¡2’ ((g~)2 + (14)2 + +

Se obtienefinalmenteque la solución (4’, V) satisface:

jj(4’0, ~11/O V’)¡l;, =2 (¡j(~O, rl y6 ~‘)Id>+ (c,)2 + (c2)2) =

<2Cji + (14)2+ (V — cí)2 + (‘41 + c
2)

2(O, t>) + 4(cí)2 + 4(c
2)

2=
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T
=2C¡ (j½tV+ (14)2 + y2 + ~P2(0,t)) + C’((ci? + (c2)2).

Comoademástenemosque:

= ji ‘I’dt) dy + V@) => (c,)2 =2 (¡j’P~¡lL
2(0,> + 1/2) ~ 2 (¡2’ ((14)2 + (14)2 +

= 14(t) + 5(0, t) !=-(c2)
2 =2 ((V~)2 + 52(0,t))

se deduce(4.35).

u
Las desigualdadesobtenidasen el teoremaanteriornos permiten resolverel problemade

control tambiénen el casou = 0.

4.1.4 Controlabilidad

Estamosahoraen las condicionesnecesariasparapoderestudiarel problemade
enunciadoal principio de estasección.

controlabilidad

Teorema 4.5 Supongamosque u E 1V y T> 2 arbitrario. Para cualquier dato inicial

E Y’ = É2(o,1)x (H’(O,1))’x IR x iR,

tal que ‘P~ seacontinuaen y = O, existen dos controlesde soporte compacto
/3 E 112(0,T) tales que la solucióndel sistema:

*tt — 111,,,, + n2w2* = O
‘P,,(1) = O

= —14 + a

para yE(O,1),tE(0,T)
para tE (O,T)

para tE(O,T)

½t+ n2r21/ + *~(O) = /3 para tE (0,T)

‘P(0) = i410, 4’(O)—S’ para yE (0,1)

1/(0) = 1/e”, 14(0) =

definidapor transposición,satisfagalas relaciones:

{ ‘41(T) = ‘414T) = o

1/(T) = 14(1) = O.

á

a
Observación 4.6 Al final de estasecciónveremosen que sentidose verifica tanto la ecuaczon
(4.41) comolas condiciones(4.42). ~~1

Demostración:
Aplicamoselmétodode H.U.M. (ver Lions [29])apoyandonosenlos dosresultadosdemostra-

dos en los Teoremas4.2 y 4.3.

j

84

y2))

~1

a

a

(4.41)

a E L2(0,T) y

a

(4.42)
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Etapa 1: Como T > 2 existe E > 0 tal que T > 2 t 2~ y consideramos una función p con las 
propiedades (4.27). Resolvemos el problema. homogéneo siguiente: 

1;z - Y 
Y,(l) =‘8 

+ n2a2Y = 0 pa,ra y E (0, l), t E (0, T) 
para t E (0,T) 

yy = % para t E (0,T) 
(4.12) U** t nwu - Y,(O) = 0 para t E (0,T) 

Y(0) = YO, Y*(O) = Y’ para y E (0,l) 

u(0) = 9, u*(O) = u’ 

COT, datos iniciales en D(d’). 
La desigualdad (4.29) nos asegura que 

Drfillirnos el espacio hilbertiano 3 como la completación de D(d’) con respecto a, la norma 
/l jl:r. Las desigualdades (4.28) y (4.29) nos indican que 

(4.-I-1) 3 = y = H’(O1 1) x P(O, 1) x l?¿ x m 

“ por lo tanto: 
(-l.-G) 3’ = Y’ = P(O, 1) x (H’(O,l))’ x 1R x lR, 

algebraica y ropológicamente. 
En el caso n = 0 se considerará: 

qw. según hemos vist.o en el párrafo a,nterior> define una norma. en 3 = Y. 

Etapa 2: Consideramos ahora el problema retrógrado: 

f-l.1 

’ **r-s! YY +n2n2*=o si (Y>O E (0,l) x (0,T) 

*JI) = 0 si t E (0,T) 

SfJO) = -v, + mpY(0) si 1 E (0, T) 

bit + n*a*v + gt(o) = 

= -$(purt)t $pu+n2n*pu si t E (0,T) 

lu(T)=O, iP&r)=O si y E (0,l) 

i V(T) = 0, V,(T) = 0 

dZ 
donde las derivadas z y $ son derivadas distribucionales. 
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Observamos que 13 = -~(~~t)f~(~‘~*)-n~ñZp, E K2(o,T)ya =napY(o).~-L~(o;T-)- -. 
- -- 

y que ambas tienen soporte compacto. 
En el caso R = 0 se considera: 

Q =Pl’(o)E L2(iT), ii= -$(P”It)+$(Pul)-puE H-,2(0,7-). 

Definimos la,s soluciones de @.$7).usandp el método de tra,nspo@ión .(v+er Lions [29]). 
Sean (I”,E’,Co,C1) E W@) Y Ct,&,f,Ct) 1 a solución del problema no hpmogéneo: 

Ett - Euv + n2r2t = f para y E (0, l), t E (0,T)’ 
L(l) = 0 para t E (0,T) ‘, 

&m = Ct para tE(O,T).;’ ’ 

(4.48) <tt.t n2s2c -{t(O) = g ,para t E (0,T) 
,, 

C(O) = t”> CdO) = c’ Para Y E lO,l) 

C(O) = co, ctp) = c’ 

donde f E L’(0. T; L2(0, 1)) y g E L’(0, T). 
Observamos que el problemas (4.48) se puede escribir como: 

(4.49) 
,- {, 

Zt td’Z = H E L’(O,T;Y) 
,. / 

, Z(O).= (c”,c’,co,c’) 5 Y 

donde d’ viene dado por (4.13), Z = (f,&,(,Ct) y H = (O,f,O,g). 

El problema, (4.48) tiene una única solución con todas las propiedades del Teorema 4.1-y las 
propiedades de regularidad adicional demostradas en el Teorema 4.2. Además, se cumplen las 
desigualdades (4.28) y (4.29):~ . 

-1 continuación nos proponemos definir las soluciones del sistema (4.47) con la ayuda de la 
soluciót~ (C. (;) de (4.~48). Si multiplicamos la primera ecuación de (4.47,) por [ e integramos por 
partes eu (0. T) x (0,l) se obtiene: /.,. 

Se deduce que: ,, -~. 

(4.50) J=Jhf -jo'(~,io)~o'z'~(o)t) 7 ~=(vtc(o)tb(o)ct) = R~~JI=,~Y<(o). " 0 
Xlultiplicanos la última ecuación de:(4.47) por C e integramos por partes en (0, T): 
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/ 

T T 

+ '..(iu + n*ñ*o + Pd- VG,) 0 
= JT %(O)C-i JT V(g t É*(O)) - v*(o)(o + V(O)(,. 

0 0 0 

Se obt,iene: 

(4.51) 

Restando las relaciones (4.50) y (4.51) resulta: 

Sr deduce que las soluciones regulares de (4.47) cumplen: 

f .. 
(Q 1 ) E L3-(O:T;LZ(O,l)) x P(O,T), 

JI'S,' f‘u - /,'YV t (-*do) t 6ov(0),~o)(HI)',Hl t (JIf‘(o),cl)L2+ 
(4.X) < 

+(1;(o) t ~(O:O))~o - V(OK1 = J,' ( p %t c 11 t ut(t t n**w t ~~ wK(o)) f 

I v’f E L’(O.RL*(O,l)):~g E L.*(o,T),v(Co,~l,~o,G) E Y 

<I«II~P E,, es la delta de Dirac en z = 0. 
Adoptan~os (4.53) como definición de lay solución de (4.47) en el sentido de transposición. 
Tapemos el siguiente resultado de existencia y unicidad de soluciones: 

Lema 4.1 El probltma (4.47) I iene una único solución (‘u, V) E C([O,T],L*(O, 1)) x Lz(O, T) 
que orifico lo ecuación en el siguiente sentido: existen unas únicas funciones po E L’(0, l), 
m E (H’(O. 1))‘: ~‘0 E Jl Y PI E IR kh ve, pora t& (~o,CI,SO,G) E Y, f E L’(O,T;L*(O, 1)) 
y g E LZ(0.T). tengamos 
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Demostracion:
La aplicación definida por:

(4.5.5) (f,g,Eo,&Ko,(í)
2’

ji
es una forma lineal de L’(O,T; 0(0,1)) x

Además,estaforma lineal es continua:

>0 (u¿1u + u1(~ + n
27r2u(+ nr Y(0R(O))

L2(O,7’) x Y en IR.

+ji(y 2’
jp ujj¡<tj + n2~r2¡2’ + nr ¡2’

1
2

P2I~~~~l2) 4 (¡2’ KuI2)

1
2

+ (¡2’ >~>2¡U¡2)

¡pY(O)¡[.f(O)¡ =

£

jc~i2) +

+ (¡2’ 2) ~ (¡2’

< C2jj(Yo, Y,, u
0. u~)Ijy (¡j(¿oÁixo, <i)lly + jifjjL1(a,2’;c2(o,~)) + ¡lgjjL2(O.T))

ya que.debidoa la relación(4.43), tenemosque

,mix { (¡2’ n
2>r2 (¡2’ p2ju12) ~ nr (ji2’p2¡Y<O)j2)

=II(Yo,Y,,uo,uí)IIr,

y adeíí,ás.por la relación (4.20),

+ (¡2’ ~
1i~)~ + (¡2’

<j2)~ (¡2’

=(lI(Eo~&~ (o, (í)¡jy + lIfllLl(o,u’;L2(o,í)) + 1I9I1L2(O,T))

La aplicación (4.55) perteneceal dual de L’(0,T;L
2(O, 1)) x 0(0,7’) x Y y por lo tanto

existen unasúnicasfunciones:

‘P E L~(0,T; 0(0,1)),

Po E 0(0,1),

VE 0(0,7’)

¡¡oES, píES

con la propiedadde que:

¡ji 2’
f’P — ji gV+ <PI,¿0>(HI)’,HI +(pO,¿,)L2 +¡¡í(o+¡¡o<1 =

-¡2’
>0 (uu<ií + UÉ<t + n%r2u(+ nr

86

88

j

p (uit(tt + ut<t + n4r4u< + n2,r2 Y(0)¿(O)) =

en2r2(
jiTp2juI2j (ji 2’ 1.

2

Kl 2) IE(O)j2) ~

(¡u’ c~~¡2)
1
2

4}

J

(4.56)

u

Vf E L’(O,T; 0(0.1)), Vgs 0(0,7’), V(¿o,¿,,(o,<~)E Y.
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Por un proceso de regularización podemos ver que ‘41 E C([O,T], 13(0,1)). Tambiénse puede
ver quesi los datosno homogéneosa y i~ son muy regulares obtenemos una solución clásica del

problema(4.47) que va averificar (4.54). Vamosaprobarestasdos afirmaciones.
Consideramosdos sucesiones:

(am)m=oc 73(0,7’), Bm am = a = nirp Y(O) en L2(O,T)

uir pu(fim),n=oc 73(0,7’), lim i~m = /3 = ——j(puu) + — 22 en 1fl2(O, 7’),rn-’oo di

ya que73(0,7’) es densoen 11—2(0,7’).

Mediante un cambio de incógnita, intentamos transformar la condición de contorno no ho-
mogénea en x = O en unahomogénea.Tenemosen cuentaquela dimensiónes uno, lo que nos
permiteun cálculo explicito.

Sea(‘Pm, Vm) la solución del sistema:

— (‘1’n.)~~ + n%r2(t,.) =

= (S — y) (am)u — a,,, + n2,r2 (~ —
y 6 (0,1), t c (0,7’)

= O

($,n)y(O) = (Vn.)
1

(Vn.)~~ + n
2ir2(V,~) — (‘~‘m)í(O) = /3m

‘I’m(7’) = O, (t~)
1c:T) = O

V,,1(T) = O, (Vm)t(T) = O.

E (0,7’)

para y E (0,1)

/3~ 673(0,7’) y (Yi y) (am)te — a~ + ~
2 2

y) a,,, E V((O,T), L
2(O, 1))

resulta,aplicandolos resultadosdel Teorema4.1,quela
uníca:

ecuacion(4.57) tieneunasoluciónfuerte

(‘41m,V,n) E C([0,7’],H2(0,1) >< iR) nc’([O,fl,H’(o,i) x IR) n&([O,T],L2(O, 1) x IR).

Paravolver al sistemainicial, definimos las funciones:

= sm — (ú — y) a,,, y Vn. = Vn..

Evidentemente,tenemosque

‘1’,, E C([O,7’],112(O,1))OC1([0,7’],ff’(O, 1))nC2([O,T],L2(0, 1)) y Vm E C2[0,T]

(4.57)

E (0,1)

6(0,7’)

Como

y (‘Pn., Vn.) verificael sistema:



4 UN PROBLEMADE CONTROLFRONTERA

- (Sn.),,,,+ n2w24’~ = O
(‘P,n),,(1) = O

(Wn.),,(O) = (Vn.)t + a,-,,

(Vn.)~~+ n2r2V,,, — (Sn.)~(O)= /3n.

‘Pn.(T) = O, (4’n. MT) = O

Vn.(T) = 0, (Vn.)~(T)= O

para yE(O,1),tE(O,T)
para tE (0,7’)

para 16(0,7’)

para 16(0,7’)

enfl

sobre r0.
Resultaque (4’~, Vn.) es unasolución clásicade (4.48)en el casode controlesregulares,

(4’~, Vn.) E C([O, 7’]; L
2(O,1) x iR).

La relación(4.57)nos indica que, si (‘41, 1/) es la solución, entonces:

jiTIO’
f4’ =C (IIaIjL2(o,T) + Ij.011H2(O,T)) IIfIILl(o,T;L2(o,ln,

2’
ji gV =c (IIa¡1L2(ox) + 1113¡LH—2(ox)) II9IIL2(O,T),

de dondese obtiene que:

tISIILoo(0,T;L2(O,I»=c (ijaijL.~ox> + IIIIIIH—2(o,n)

IIVjIv(ar) =C (iia¡[p<o,r~ + II/3jIH—2(o,r>)

Las últimasdos desigualdadesimplican que:

(Sn.,Vn.) —> (Y,1/) en L¶O, 7’; L2(O,1)) x L2(O, 7’)

donde(4’, 1/) es la solución de (4.55). De aquí resultaque5 E C([0,T], 13(0,1)).

u

Observación 4.7 Por definición, el par (4’, V) encontrado en el lema anterior es la soluciónde
la ecuación (4.48). Implicitamente se considera que si (4’, V) es la solución de (4.55) entonces

5(7’) = 541) = 0, V(T) = 14(7’) = O, aunque estas cantidadesno siempreestán bien
definidas. Vamosa ver a continuaciónqué cantidadestienenefectivamentesentidoen el caso
de solucionesdébiles.

Si en la ezpresión(4.55) hacemosf = 0, g = 0, p~ = O, Mo = O se obtiene que:

<>0I,¿o>(H1)’,H’ = </3~0 + (a,Y(0))

de donde se deduce que:

I<pí,Eo>I =C(II/311
11—2 + IIaILv)IIEoIIHl, V¿o E ¡¡‘(0,1).

Obtenemos que:

IIp’II<n’y =C (IIPIIH—2 + iIa¡Iv)

J

90.

a

a

(4.59)

a

a

a

a

a

a

a

a

1a
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Volviendoahora al procesode regularizaciónpresentadoen el lema anterior obtenemosque:

Hm (—(4’n.)~(O) + (Vn.)(O)6o) = p’, en (11’(O,1))’.

De una manerasimilar se puedededucir que:

Hm *n.(O) = Po, en L2(O, 1),

lim Vn.(O) = —¡¡o, en IR,
m—.oo

lim(—(Vn.)¿(O) — ‘Pn.(O,O)) = $i, en IR.

Las ultimas relacionesnos indican que las cantidades (Po,Pi, ¡¡o, sí) son las “trazas» de

(*, —‘Pa + 6
0V,-IJ,W(0) + 14) en 1 = O aunqueno siemprepodemosdar sentidoa cada una de

las componentespor separado.

Observación 4.8 Observemosque, si regularizamoslos datosiniciales (Yo,Y~ , u0, u,) del prob-
lema (4.42), los controlesa y /3 se regularizany la solucióndel sistema(4.47) puede llegar a
ser inclusouna soluciónclásica. Estaes la consecuenciade la utilización de la funciónp en la
construcciónde los controles.

Observación 4.9 Tenenos que 1/ E L
2(O,7’). Si ~u E L~(O,T), (cosa que en general, si

(Yo,Y,,uo,u,) E Y, no ocurre pero que es cierta para (Wo,4’
1,uo,u1) E 73(Aí)), se deduce que

la forma lineal (4.55) es continuaen L’(O,T;L
2(0,1)) x L’(O,T) x Y. Bajo esta hipótesisse

deduce1/ E L~(O,T) y a continuaciónque V e C[O,T] si ademásu~ E C[O,T].

En el casou = O cambiandoadecuadamentelos controlesa y fi, se obtieneun resultado
similar.

Procedemosahoraaconcluir la pruebadel Teorema4.5. Paraestodefinimos el operador{ A : LP —* LP’
(4.59) A(Yo,Y~,uo,u,) = (pO,pí,Í’o,Í’i)

donde Po, pi, ¿‘o, pi vienen dadaspor (4.54).
El operadorA defineun productoescalaren LP = Y de la siguientemanera:

(4.60) ((fl,f2,fa,f4), (gi,92,ga,g4)Yr= <A(f~,f
2,f3,f4), (9’,92,Ña,g4)>ysy.

Resultade aqui que
A : LP —* LP’

es un isomorfismo.
En primer lugar, el operadores inyectivoya que,debidoasu definición, tenemos:

(A(Yo, Y1, uo, u,), (Yo,Y1,uo, uj)>y¡1y = ¡¡(Yo, Y1, ito, u~)¡¡3r.

El operadorA tambiénes sobreyectivo.En efecto,puestoqueA define un producto escalar
en LP, podemosaplicarel Teoremade representaciónde Riesz, resultandoque,paratodo U* en
LP’, existeun único U en LP tal que AU =

ComoA es un isomorfismoresultaque:
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(4.62) paratodo (Po, pi, ¡¡o, ¡¡u) cF’ existeun único (Yo,Y,,uo,u,) E Y tal que
A(Yo,Y,,uo,u,) (Po, pi, ¡¡o,

Esteresultadoproporcionala propiedadde controlabilidad que estabamosestudiandoya
que, acadadatoinicial (4’% *‘ 1/0,1/1) E Y’, tal que ~pOseacontinuaen y = 0, le corresponde

un elemento(po, pi, ¡‘o, ,~‘) — (4’O,51±So1/0 v4’o(o)±1/1) C Y’ que,medianteeloperador
A nos da el control necesario.

u

Observación 4.10 Observamosque, de la misma maneraquehemosobtenido la interpretación

de los datosiniciales (pa,p~,po,p~) en la Observación4.7, se puedededucirla interpretaciónde
(5(1), —4’~(t) + 6oV(t), —V(t), 5(1,0)+ 14(1) para cada valor de t =0, aunqueno cada una de
las cantidadesque aparecentienensentidopor separado.Estassonlas cantidadesque realmente
controlamos en el momento7’, ya que, de la formulación del problema por transposición, se
deduce que:

=0

(4.63) 3 —4’d7’) + boV(T) = o

1 —1/(7’) =0
1. ‘I’(T,O)-i- 14(7’) =0.

Observación 4.11 Por la definición del operadorA tenemos que:

j(Yo, Y,, ~o,u,)jj} = <A(Yo, Y,, u0, u,), (Yo, Y,, u0, uí)> =
2

= <(Po, Pi, ¡‘o, ¡¡í), (Yo, Y1, no,ui)>y’,y =¡¡(Po, P’~ J~o, ¡¡,)j¡y:¡j(Yo, Y,, u0, u1)I¡y.

Aplicandoahora la desigualdadinversa (4.23) resulta que:

¡¡(Yo, Y,, ito, u,)j¡3. = ¡(Po, Pi, ¡¡o, ¡‘~ )j¡y’j¡(Yo, Y,,no, u,)j¡y <

2enr

7’—2—2cSe deduceque:

2e~’
(4.64) ¡¡(Yo, Y,, u0,ui)¡¡3- < ¡j(po, Pi, ¡¡o, ¡‘,)j¡y’.

— T—2—2e

Estadesigualdadserá titil en la siguientesección,cuandoestudiaremosla controlabilidad del
problemabidimensional.

4.2 El problema de control bidimensional

Nos proponemosahoraestudiarel problemade control siguiente:dado7’ suficientementegrande
y un dato inicial (~O ql w

0, W’) en un espacioE queestáanuestradisposición,encontrardos
controlesa = a(t,z) c L2(0,7’; 13(0,1))y 13 = /3(1,x) E H2(0, 7’; 13(0,1))talesquelasolución
del sistema:

J

J
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en 5?x(O,7’)
8$
—=0 sobre r1x(0,7’)
0,’

__ — W~+a sobre r0x(O,7’)

(4.64) ~ sobre r0x(O,7’)

W~(O,t) = l’V1(1,t) = O para tE (0,7’)
5(0) = so, $~(O) — 5’ en fi

= W
0, ¡14(0) = W’ sobre r0

satisfagalas relaciones:

(4.65) { 5(7’) = $~(7’) = O
W(7’) = 14S(7’) = O.

La idea parala resoluciónde esteproblemaconsisteen reducirloaunainfinidad de problemas
de control uíiidirnensionalesdel tipo estudiadoanteriormente,encontrarlos controlesnecesariosy
co,i,bi,iarlosparaobtenerel control del problema(4.64). Sin embargo,paratenerla convergencia
<‘mm Horma de la serie obtenidatenemosque imponercondicionesmuy fuertessobre los datos
,imiciales. lo cual es consistentecon los resultadosde Bardos,Lebeauy Rauch [6] que indican

miu la ec,,acidnde ondasno se puedecontrolaren el espaciode la energíamediantescoiitroles
regulareslocalizadosen r0.

Sea ahoraun datoinicial (st 5’ j410 W’) E X = ¡¡‘(fi) x L
2(fi) x 11’(1’o) x 13(l’o) conel

si”uieiíte desarrolloen serie(las convergenciastendránlugar en los espacioscorrespondientes):
e,

$0 = ~ $~ cosnirz $~ — EX

0 $~ cos nirx,
(4.66) 1v

0 = ~ cosnirx, w’ = ~~
0l’V,~ cosnirx.

Imíl roducimnosahoralas siguientesnotaciones:

(4.671 = 5~. 4.= —s~+¿0w,7, ¡‘2= —wt í4 =$2(O)+W,.

demude¿~ es la delta de Dirac en x = 0.
Como(57. ~ H’~• l4’~) E ¡¡‘(0,1) x 13(0,1) >c IR x IR, se obtieneque:

(p2,p,Up2q4)E Y4. = LP~ = L
2(O,1)x (¡¡‘(O, 1))’x IR x .1k.

Los espaciosY~
1 son todosigualespero se diferencianpor la normaque se defineen cadauno

x q~~e viene dadapor el productoescalar(4.11). También,los espaciosLP~ sólo se diferencian
por la norma queviene dadapor la fórmula (4.43).

Teorema 4.6 Para 7’> 2 y un dato ($0,41, W
0,W’) en el espacioE definidopor:

00

8= {($O $1 VV0 W’)E X: ~e2~’j¡(p~,p,,¡¡~,4jjj» <

n=1

ex,sten das controles o = a(t. x) E L2(O. 7’; 13(0,1)) y O = /3 E 112(O,T;13(0,1)) tales que la
sulucicir, <leí sistema (4.64) satisfacelas condiciones(4.65,).
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Demostracion:
Consideramos,paracada n E 1V, el problemade control siguiente: dado7’ suficientemente

grandey el datoinicial ($~ ,$~, W,~, Wfl enel espacioY— ¡¡‘(O 1)xL2(O,1)xiRxlRencontrar
dos controlesa, = an(t) y /3,, = /3,,(t), en unos espaciosqueestáná nuestra disposición. de
forma que la solución del sistema:

(4.68)

— S~ + n2ir2lP — O

‘¡‘di) = O

= —14+0,,

14~ + n2ir2V + 4’~(O) = /3,,

5(0) — ~0 Sa(O) =

V(O) — W~ V(O) —

satisfagalas relaciones:

(4.69)

para yE(O,1),tE(O,7’)
para tE (0,7’)

para tE (0,7’)

para tE (0,7’)

para yE(O,1)

*(7’) = *~(T) = O{ V(7’) = 14(7’) = O

En el Teorema4.5 vimos queesteproblemaadmite,paracadan E kV, dos controles

a,, E L2(O,7’) y /3,, E

con los cualesla solución (4’,,, 1/,,) de (4.68),definida por (4.54),satisface
Además,teníamosun valor explícito de estoscontroles:

= nirpY,«O) y /3,, =

donde (Y,~. a,~) vienen dadospor el sistema:

• E
1—Y~~+n

2r2Y—0 para
1;(1)=o para

Y~(O) = u
1 para

utt + n
2ir2u — Y

1(O) = O para

Y(O) = y,?, Y(O) — Y
1 para y E (0,1)

u(O) = u2, ut(0) —

la condición (4.69).

d
+ ~(p(u»)

1) — n
2ir2p ti,,.

j

j

j

con datosiniciales (Y,%Y,flu?,u~)únicamentedeterminadosmediante(4.61).
~ Observemosque, en el cason = O tenemosque hacerlas modificacionesnecesariasindicadas

en el problemaunidimensionalcorrespondiente.Los controlesserán

= pYo(O) y /3o = d2—~(p (uo)íg) + — pu
0,

donde(Yo. yo) vienen dadospor el sistema(4.70)con n = 0.
(‘onsideramosahora las expresiones:

y E (0,1), tE (0,7’)
E (0,7’)

E (0,7’)

E (0,7’)

j

j00 00

= 2 a,, cosns’rz = nr p Y,,(O) cosnirz,
n0 n=O

j

j

J

a

a

a

(4.70)
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00 00

13 = >3/3d cosnrz= >3 (~(P(un)tt)
n0 n=O \UL

d
~§t’ (u,,»)+ n2ir2puti) cosnrx.

Tenemosque:

n0

110 IIb(o,T;L2(o,1)) =

II/3IIH~..2(o,T;L2(0,1)) =

Para obtenero E 13(0,7’; P(o, 1)),

£12’
n0

2’

=~Zn2,r2
n0n0 ji

(p K(O))2,

d 22 2

r(P(un)íí) y(P(un)í)+n Ir 11—2(0,2’)

/3 E fl’~2(Q, 7’; 13(0,1)),es suficientepedir que:

P2 ~ + ((u,Og?+ n4r4(u,.9+ n2r2(Y,,(0))2) < ~.

Segmínla definición de la norma de LP,,, tenemos:

00

(u u))2 + ((u,,)í)2 + n4,r4(u,,)2 + n2ir2(Ydo))2) = >3 II
n0

(Y,%Y,~,u2,‘4 )IIt.

Por otro lado, la Observación4.11 y la desigualdad(4.63)nos aseguranque:

‘-.=0

De aquí resulta que mediantecontroles a E L2(O, 7’; L2(0, 1)),
l)o(leIimos controlar “datos iniciales’~ del problema(4.64)tales que:

(-l.Yi

/3 E 11—2(0.7’;13(0,1))

< oc’
n0

domíde (p%p~,.p%¿4)son las cantidadesdadasporlasfórmulas(4.67)y queaparecenal resolver
el problemade control unidimensionalparacadan E 1V.

El problemade control se interpretaen estecaso de unamanerasimilar a la del casouni-
diinemisional. La solución de (4.64) con los dos controlesencontradosverifica unaecuacióndel
tipo:

u’ 2’

¡I;~— ¡ Ir, gW+<p~,Eo>(H1~fl1+

+(PoÁI)L2 + <P¶~(o>(n’>’,n’ + (¡‘o(,)L2 = (a,¿(O))L2 + </3, (>,

>3 (IIP(uTOtd¡i2(OT) + IIP(un)tII~,
2(oT> + nrIIPuflIIL2(On) =

— ji + (p(un)t)
2 + n41r4(pun)2)

~t=0

f~

(1.72)

Vf E L’(O.7’;L2(Q)>, Vg E 13(0,7’; L2(r
0)), V(¿o,Ei,4o,(~) E •Y,
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donde (4. () es la solución de:

¿It — iX¿ = f
84
—=0
8v
84

(ti

«O) — ¿O

«0) — <O

= g

(t(o)=Q

en fi,

sobre

tE (0,7’)

tE (0,7’)

sobre r0, t E (0,7’)

sobre r0, t E (0,7’)

enfl

sobre r0.

u

Observación 4.12 La relación (4.71) nos indica que los “datos iniciales»del problema(4.64):

Po = ~O, ~‘ = ~‘ + 60W
0, ¡¡O = —VV0, ¡‘1 = VV’ + so(o)

¡¡uit,, que satisfacerunascondicionesmuy restrictivas para ser controlables,pero. insistimos
dc Tui e jo, estoes perfectamenteconsistentecon laspropiedadesclásicasde controlabilidad de la
ecuac,o¡¿de ondas(deducidasen [6/).

Obseriamos también quesi las series(4.66) tienen un númerofinito de términos, los datos
z,ííc¡alcscorrespondientesestán en £ y, por lo tanto, sepuedencontrolar.

4.3 Control a = O

Tal y coi~~o mencionamosal principio del capítulo, es conveniente,del punto de vista de la in-
terpretaciónfísica de los controles,actuarsobreel sistemasolamentemedianteel término ¡3.
Eim esta secciómí nos proponemosestudiarel problemade control siguiente: dado T suficiente-

mentegrandey uit dato inicial ($0,$~, arO, VV’) en un espacioE queestáa nuestradisposición,
encontrarumí control, /3 = /3(t, x) E 11—2(0,7’;L2(O,1)), tal que la solución del sistema:

— É\$ = O
8$
—=0
8v
8$
— = —VV

1
ay

VV11 — VV»» + $~ = /3

VV,,(O,t) = VV»(1,t)= O

5(0) — & @~(O) = 5’

VV(O) = VV
0, 1Vt(0) — VV’

en flc(O,7’)

sobre r, x (0,7’)

sobre r
0 x (0,7’)

sobre r0 > (0,7’)

para t E (0,7’)

en Si

sobre r0

satisfagalas relaciones:

(4.75)
{ 5(7’) = $t(

2’) = O

W(7’) = W
1(7’) = O.

§6

(4.73)
J

j

a

(4.74)

a

J

j
•1
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Se trata pues de controlarel sistemamedianteel término /3 que representauna fuerzadis-
tribuida que actua sobre la parteflexible r0 de la frontera. Lo que vamos a obteneres un
resultadode controlabilidadparcial en el quela relación (4.75)se sustituyepor:

(4.76) f ) = $t(7’) = O1 14’(7’) — c2 = cte , VV1(T) = 0.

Las constantesc, y c2 se determinande maneraúnica en función de los datosiniciales del
sIstema(4.74) (veasela Observación4.16).

Veremospor tanto que, medianteun sólo control, todoslos datosiniciales queverifican una
condición del tipo (4.71)puedenser conducidosa un estadode equilibrio.

El primer pasoconsisteen volver al casounidimensionale intentarencontrarunasdesigual-

dadesparecidasa (4.20) y (4.23) pero sin queel término Y(O,t) intervenga. Sin embargo,esto

no es siempre posible. Porejemplo,en el cason = O la presenciade estetérminoes esencialy
estohace que medianteel único control /3 no podamosalcanzar(4.75)sino (4.76). Es lo queen
Liomís [293se denominacontrolabilidad parcial.

Igual que en la sección4.1, empezamospor el análisis del problemaunidimensionalcorre-
Sp011(1 ente:

‘Pu —‘P~~+n
2r2’P — f para ye (0,1)4 E (0,7’)

para tE(O,7’)

= y para tE (0,7’)

14~ + n2r2V — ‘P40) = g para tE (0,7’)

‘¡‘(O) — ipO ‘]‘~(O) = ‘P1 para y E (0,1)

V(O) = 1/0 14(0) = 1/’.

El sígumente teoremanos ofreceestimacionesparala normaqueintervieneen el problemade
comil rol.

Teorema 4.7 SeaT >2 arbitrario. i) Sin # O, para todo fE L’(O,T; 13(0,1)), y E 13(0.7’)
y (‘P” ‘P1 ~‘0 1/’) E Y tenemosla desigualdadsiguiente:

(4.7S> ¡2 =C,(T)(n2 + u (iw~ ~ 1/0~1 )¡j + lIfHt~ + l¡~IIt
2)

Si además.f = O y g = O tenemosque:

La constanteC, dependede 7’ pero no dependeni de los datos del sistemani de n. La
ronstanteC2 dependede 7’ y u pero no dependede los datosdel sistema(en la demostraciónse
va a dar una estimaciónde estaconstante).

ji) Sin = 0. para todo fE L’(O,T; 13(0,1)), gE 13(0,7’) y (‘P
0, 4”. 1/<’, Vfl E Y0 tenemos

la desigualdadsiguiente:

=C
3(T) ((¡(q~o 51 1/0 V’)¡1,o + I¡fII~,; + IIgH~,2)

(4. SO)
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Si además.f = O y y = O tenemosque:

dondeconstantesC, y C2 dependende 7’ pero no dependen de los datos del sistema.

Demostración:

Las desigualdades(4.78)y (4.80) se obtieneninmediatamentede (4.20)y (4.33) respectiva-

mentedespreciandolos términos(V~)2, 1/2 y ‘P2(O).
Pasamosahoraa demostrarladesigualdad(4.79). Recordamosprimeroquela relación (4.23)

nos da:

Nos proponemosdemostrarque existeunaconstante(‘2(2’, n) > O tal que:

(4.82) jiT ((VP)2 + (14)2 + n
4ir41/2+ n22r211’2(O,t)) =C

2(7’,n)e2~~r¡(1/tñ2.

Antes de pasara demostrarla desigualdad(4.82) recordamosque el operadordiferencial
asociadoal sistema (4.77) tiene una sucesionde autovalores(v,,,m)mEzs u {v,.~~r}cinas
propiedadesestán descritasen el Teorema 3.1. También recordamosque las autofunc,ones j
correspoímdientes(&nm)mEz’ U ~ forman unabasede Riesz en el espacioY (veaseel
Teorema 3.7).

Por consiguiente.la solución U(t) = (‘P,’4%, 1/, V1)(t) de (4.77) se puedeescribir corno:
U(t) >3 anme~n.m1 ¿ * .z,

= mE7’ ~ + a~ e ~ ¿~‘ + a~* e~’~

De estarelaciónobtenemosque:

141= >3 ~ ~¿ + a~e”~ ~, + a~ ~ ~¿1~~,
(4.83) n.Er

V(t) = >3 a~,-,eUn~~ enm + a~ eU~ 1 ¿3, + a~
mE

7’ vn *e~Uni¿Sa*

donde¿~ es la componentei-ésimade la autofunción¿Vnm•

jA continuación,parademostrarla desigualdad(4.82) utilizamos las expresiones(4.83) y
los resultadosde Ingham[24] (veasetambién Haraux [21]). Mencionamosprimero el resultado
principal:

Teorema 4.8 (Harauz /21], Teorema8,): Sea1(t) = >3 aneAní dondeA,~ son números
nN’

2r
reales que satisfacen Art.

4.i — ¼.=y > O y sea J c IR un intervalo acotado con J¡ >

Entoncesexistendos constantespositivas c1 y e2 tales que:

(4.84) c1 >3 ja,,[
2 ~ J f(t)l2dt Cc

2 >3 ¡a~I
2.

n=N’ nN’

Ql
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Para las constantese1 y e2 se tienen las siguientesestimaciones:c1 = ~ (¡si — 375) ~,
10

e2 =
ir

Los resultados correspondientes a series infinitas que convergen uniformemente en J también
son válidos.

Pasamosahoraa la demostraciónde la desigualdad(4.83), mayorandocada uno de los
términosqueapareceenel miembroizquierdo. Empezamospor ‘I’(O, t) y tenemossucesivamente:

5(0,t) = >3 an,me~~.m ¿,1 (0) + a~e”~ C~ (O) + a~~ 1¿1.40)
mnEZZ

4’í(0, t) = >3 ~ an,me~n.m ¿i(Q) — v,~ a~ eV,~¿¿140) — uZ a~* eU~ 1 ¿1.40)
mEZt

El Teorema3.1 describetodoslos autovaloresparait fijo y por lo tanto podemosutilizar los
resultadosde Ingham. Estudiamosprimerola separaciónde los autovalores.Si v,~ y son dos
autovaloresarbitrariosde ~41tenemosque:

y,. = mf ¡4— 4¡ > mf {¡v,~ — ¡4.,í¡, ¡LS.,2 — v,.,
1¡, ~ ¡vn,m+í — L’nmI,...}.

Del Teorema3.1 y del análisisde las gráficasquelo acompañase deduceque:

ILStVn,it>.IVn,m+1 — L’n,,n¡ = _ 4
1+2n’ _

Porlo tanto,el “gap” o “huecoespectral”correspondienteala familia (v,,,m)me~*U{vZ,4*}
ir . ir

es,paracadan,y~= s¡n=2y-y,,=—sxnO,1.
1+2n 4

Observación 4.13 Lasestimaciones(4.85) nos dan:

II’P(O~s)II22(J) =c~ (z Ia~,mEnm(O)l2 + ja~ ~. (0)12 + Ia~¿.r(0)I2)

IIt(O,s)1122(J) =C~ lVnrnan,rnEl(O)12 + v~a~C,.(0)I
2 + Iv,7a~*&l.. (0)12).

Si quieremostomar intervalos J de la forma (0,7’), para que las desigualdadesanteriores
2w

seanciertas, es preciso que 7’ > — = 2 + 4n. Por consiguiente, el tiempo necesario para el

control tiende a infinito cuando it —* oc. Esteresultadono nospermitedemostrarla propiedad
de controlabilidaddel sistemabidimensional.

Teniendoen cuentalo expuestoen la observaciónanterior,en vez de usar el Teorema4.8,
utilizamos unageneralizacióndebidaa Dail y Slemrod [2] y ligeramentemejoradaen Haraux
[21]. Mencionamosprimeroesteresultado.

Teorema 4.9 (Haraux [21], Teorema4): Sea f(t) = >3 a,.eAní donde A,. son numeros

realesque satisfacen:



a

• alOO 4 UN PROBLEMA DE CONTROL FRONTERA

i).Xn+i—Án=yoo>Osiln¡>N,

u) ~.+i — >~ =y>O,Vn,
2ir

y sea J C Ji? un intervalo acotado con ¡J¡ > —. Entoncesexistendos constantespositivas a
c,(2N + 1) y c2(2N+ 1) tales que:

(4.86) ci(2N+1) >3 IanI2=jIf(t)I2dt<c2(2N+1) >3 ¡at.

Lasconstantesc,(2N + 1) y c2(2N+ 1) secalculan por recurrenciade la siguientemanera

ci(O)=ci yc2(O)=c2,

_____ fl 288¡J¡700 2’\ —‘ a((2cdk)c~(k +1) = + + r—H1 ci(k)flJ¡-y00 — 2ir)
2y4

1J1/

c2(k + 1) = 2(IJI(k + 1) + c2(k)),

dondec1 y c2 son las dos constantesque aparecenen (4.85) y k =O.
Losresultadoscorrespondientesa sedesinfinitas queconvergenuniformementeenJ también

sonválidos. a

Observación 4.14 La ventajadel último resultado consisteen que, en la cota de la longitud
del intervalo J, en lugar de aparecerel “gap» 7, apareceel «gap asintótico»700 correspondiente
a la familia (A5)5. Obviamentey~, > 7. a

Volvamos ahoraal problemainicial.
SeaT>2 arbitrario. Resultaqueexistee > O tal que7’ = 2 + e.
En nuestro caso, fijando it E ¡IV, a la familia queestabamosconsiderando,(vn,m)mezzsu

{ v~,v,7} le córresponde el “gap asintótico” ir.
Notamosque, si 6 es un númerocon la propiedad0 <6 < ir, tenemosque:

24
(4.87) IL/n,m+l — l/n,mI =Ir — >ir6 M it

ir i+r (~)
2—í<m.

Parademostrar la última afirmación necesitamosm~s información sobrela separaciónasintótica
de los autovalores. De la misma manera que en el Teorema 3.2 se obtiene que, para it ~ EV
arbitraridfin E r con m > it, tenemos:

Vn,,,. — m2 + n2irij = 24 J
Vm2 + n2ir

De estaestimacion se deduce que:

IVnm+1 Vn,mI = (m+ 1~+n%r— m2+n2ir]~

— 1~nm+i — (m+ 1)~ + n2iri — L’,.,» — itt2 +n~iri~ =

~1

J
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> (2¡m¡ + 1»m~
— (2¡m¡ +1) + 2n

48
ir—

m2+n2ir

de dondese obtiene(4.86).
IrE ir irElegimos6< — y aplicamosel Teorema4.9 cony = ~+ 2 ~ =2y y = — sin = 1,2,

4

~Í00~7¡~6 N=n (
Se obtieneque, si 7’ > 2:

12)2
—1 y 7’ = 2 + a

IanrnE(O)12 +

(m~z* IL’n,m an,m Cn,m(O)12 + ¡¡4 a~ E~.(0)¡~

lar (0) 2)

+ ivirarC.(O)12)

dondelas constantesci,,.y c2,~ vienen dadaspor las siguientesrelaciones:

(2~)

2

= ci(2N+ 1) YC
2,n= c2(2N+ 1) con N =n(4.87)

c,(2N + 1) y c2(2N+ 1) siendolas constantesdefinidas por recurrencia
Se obtieneque:

en el Teorema4.9.

(4.88)

dondec,~ = ~1

Comode la ecuaciónde 1/ deducimosque:

)2 + n4r4v2)
obtenemosla acotacióndeseadaparael término 5(0,1):

lI4’Qtt)11
2 < 2c,.L2~~2 I

T

o
((14)2 + n4ir4V2).

De unamanerasimilar se obtienela acotaciónde 14 y y por Víj:

IIV(t)112
2 =-~ ~ o

(14)2

Por consiguiente,se obtienela desigualdad(4.82)y, acontinuación,(4.79), con (‘2(7’, u) =

Pasamosahora a demostrar la desigualdad (4.81).
El Teorema4.4 nos asegura que:

24

( >3
mEZ

ca

~I4

(4.89) ((14)2 + (14)2+ y2 + ~2(Q o) }
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Sabemosque podemosdescomponerel espacioY = Y0 ~ 3» y que Y’ tiene dimensión
dos. Tambiénsabemosque unasolución del problemahomogéneo(4.78) con datoinicial en yO
permaneceen yo

Podemosaplicar el razonamientoanterior para deducir la estimación(4.82). Sólamente
tenemosqueeliminar, en las series queaparecen,los últimos dos términoscorrespondientesa
v, y ¡‘,7 que,en estecasoson iguales a 0.

u
Pasamosahoraa analizarel problemade control correspondienteal sistema(4.78):

4’u— ~ +it2Ir25 = O para yE (O,1),t E (0,7’)
5~(1)=O para tE(O,7’)

4’~(0)=14 para tE(O,7’)
(4.91) 14í + n2ir2V — W~(0) = fi para 1 E (0,7’)

w(o).4’0 5(Q).4’1 parayc(O,1)

V(O)=VO, j/(o<V’

Tenemosel siguienteresultadode controlabilidad:

Teorema4.10 Sea1>2. S
i) Si it ~ O es sistema (4.91) es exactamentecontrolable, es decir, para todo dato inicial

(50, 51,1/0, y’) 63>’, tal que50 seacontinuaeny= O, existeun control /3 E 112(O,T)tal que

la solucióncorrespondientede (4.91) satisfaga: a

(4.92) { 5(7’) = 4’~(7’) = o
V(7’) = 1/1(7’) = O.

u) Si it = O es sistema(4.91) es parcialmentecontrolable, es decir, para todo dato inicial
(50, ~1, 1/0,1/1) c Y’, tal que50 seacontinuaen = O, existeun control /3 e 112(0, 7’) tal que

la solucióncorrespondientede (4.91) satisfaga:

(4.93) { 4’(7’)=c,= cte , 5~(7’) = O J
V(7’)=c

2= cte, V1(7’)=0.

Demostracion:
Parael cason ~ O podemosrepetirla demostracióndel Teorema4.5 usandocomonormaen

el espacioLP la cantidad:

¡>(Y
0, Y’, u0 u’)¡¡2 = jiT~

2(~>2

Itas desigualdadesobtenidasen el Teorema4.7 nos permitendeducirqueéstaes unanorma Jy queLP = 3> algebraicay topológicamente.
En el caso it = o tambiénpodemosrepetirel argumentodel Teorema4.5 perosustituyendo

el espacioY por 3>0

Obtendremosque el operadorA : 3>0 ...... (3>0)’ es un isomorfismoy por lo tanto cualquier S

datoinicial en (3>0)’ es controlablemediantecontrolesquevienen dadospor laecuaciónadjunta
con datosiniciales en 4

A continuaciónnosproponemosextenderesteresultadoadatosiniciales en Y’.

4
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El espacio(3>0)’ es isomorfo a un espaciococientede Y’. En efecto, si definimos en 3>’ la
relación de equivalencia:

51, S2 E Y’, 5, S2 ~ <5’ ~S2, U> = 0, VU E y
0,

obtenemosque (yo)’ es isomorfo al espacio cociente3>’/ E.

Teniendoen cuentequeA : 3>0 . (3>0)’ es un isomorfismose obtienequeexisteun isomor-
fismo de espaciosvectoriales: A’ : yO (Y’/ E).

Por otro lado. consideramosel conjunto:

= {(c
260,c,.c,,—e2): e, E IR} c 3>’.

Observemosque,si 5 E U, tenemos:

<SU
0> = 0, VU0 EY0

Observación 4.15 Notemosque. en la formulaciónpor trasposiciónde la ecuación (4.47,),
<¡J)OIfC(fl como datosiniciales’ naturalescombinacionesde funcionesy deltasde Dirac. Par-
tu ,,do dd con~nntode los equilibrios del sistema(1.1) en el espacioX, medianteaquellas com-
b/uocwflc.4.sLobtieneel conjuntoU.

Pasaii~osahora a demostrarque cualquier “dato inicial” 50 E 3>’ puedeser conducido,
lmme(liammlc controlesen fl2(Q, 7’). a un estadopertenecienteal conjuntoU.

Sean (\‘C1(S0) = Izo E yo y A(U0) — 50 E (3>0)’
1(’mmielIdo em cuenta el significado del operadorA, y la formulación por trasposicióndel

1,n,hlim~a (4.47). (veaseel Lema 4.1), se obtieneque:

L
u’

(1.93) <§~~~> = pu11(u, VS
0 E y0,

domide (Y. mí) es la solución del problema (4.42), con dato inicial U0 y (¿.4) es la solución del

urolilema (4.48) con dato inicial ~O y sin términos no homogéneos.
(ltmmsideraimmosahorael problema:

t—t,Jg=O para yE(O,1~tE(O.T)

(1)=O para tE(0.7’)ti d~1.9l) (O)=—V~ para tE (0,7’)para t E (0,7’)

con ~dato inicial” S0 y demostramosque al instante7’ la solución de esteproblema,definida
90V transposicióny notadapor S(t). perteneceal conjuntoU.

En efecto,la definición por transposiciónde la solución nos indica que:

(-1.95) <50.50> — <S(7’),~(7’)> = ¡ pu
11(11, VS

0 E Y.

Almora. teniendoen cuenta(4.93)y el hecho de que So = 5’O, se obtieneque:

(1.96) <S(7’).E(7’)> = O, VS0 E y0

Por consiguiente.S(T) E n.y se concluyela demostración.

u
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Observación 4.16 Estudiemoscon más detalles los puntos a los que se puedeconducir una
solucióndel problema (4.94) medianteel control /3.

Estosepuedeanalizarcon la ayuda de la relación (4.95) que nosindica algo másque (4.96).

En efecto. tomandodatos E en 3>1 y considerandoque S~ es la proyeccióndel dato S~ sobre U
se deduceque:

<5? — 5(7’), 5(7’)> = 0.
Resulta que la proyecciónde S~ sobreU es igual a 5(T) y por lo tanto las solucionesse

conducenal estadoque viene dado por la proyeccióndel dato inicial sobre7<.
Observemosque, en el caso de solucionesregulares, se alcanza, al instante7’, el estado a

(c,.0.c2.O>. Integrando la primera ecuacion de (4.94) en (0,7’) x (0,1) obtenemosque c2 =

— ~I’1+ 14, e integrandola tíltima ecuaciónde (4.94) en (0,7’) obtenemosque c1 = ~ + ‘Pa(O)

(( i¡,0, ‘Pi. 1/tv’) siendo el dato inicial de (4.94)).

Observación 4.17 El teorema anterior nos indica que los datos iniciales se puedenconducir aal equilibrio, pero el conceptode equilibrio tiene que adaptarse a la definición de soíucionesen

Y’.

Podemosahora pasaral problemabidimensionaly tenemos:

Teorema 4.11 Para 7’> 2 y un dato ($oib’,W’tW’) en el espacioE’ definido por: a
¿1 = {($0 4~’ W

0 W’) E X >3 (‘
2(7’,n)e

2fltJ¡(p%p~,g~,g~¡¡» < x}

n1 a
cr,sU un control3 = 3(t, x) E 112(Q 7’: 13(0,1)) tal que la solucióndel sistema(4. 74) satisfaga
las condiciones(4.76).

Demostracion:
Es similar a la del Teorema4.6 y la omitiremos.

a
u

Observación 4.18 En la demostracióndel Teorema4.7 se puedeencontrar una estimaciónch
Iris constantes(‘2(7’, ni). S

J

a



Capítulo 5

Existencia de solucionesperi6dicas

Lii el estudio de la propagaciónde las ondas acdstmcasen una cavidad interior una cuestión
interesantees la siguiente: ¿cuandosobrela parteflexible de la frontera se ejercela acción de
una fuente de ruido exterior cuál es la respuestadel sistema? Por ejemplo,cuandola presión
exterior está acotada(con respectoal tiempo), es muy importantesabersi el nivel de ruido

permualmecedentro de ciertos limites o si puedeocurrir el fenómenode resonancma.
Eím ¡nucimoscasosla influencia exteriorse presentabajola forma deunafunción periódica,con

respectoal tiempo. En estasituaciónel problemade la acotacióndel nivel de ruido se relaciona
estrechaníeímtecon la existenciade solucionesperiódicas.

Teniendo en cuenta lo expuestoanteriormentenos proponemosestudiar la existencia de
solucionesperiódicasdel sistema

en flx(O,cc)

—=0 sobre r1x(0,~)
8v

(5.1> _ 1V1 sobre r0 x (o, ~)

— 14½+ Wi + ~ = f sobre r0 x (O, ~

l’V~(0.i) = 144(1.t)= O para tE (O,oc)

supoitictido que f es una función periódica en el tiempo, es decir:

(5.2) existe 7’ >0 tal que f@ +T,z) = f(t,x), Vi =0,Vx E (0,1).

La presenciade la función f, comomiembrono homogéneode la ecuación,representa,tal y
como mencionabamos,la existenciade una fuentede ruido exterior (o unafuerzaelástica)que
actua sobrela parteflexible, r0, de la frontera.

Del puntode vista matemático,en estetipo de problemas,unade las propiedadesfundamen-
tales es el decaimientouniforme de la energía del sistema. Bajo esta hipótesis, como la norma
del semigrupo asociado es estrictamente menor que uno, se pueden aplicar técnicas de punto
fijo x deducir. con relativa facilidad, la existenciade solucionesperiódicas(vease,por ejemplo
Haraux [20]). Sin embargo. tal y como hemos visto en la sección 2.3, el semigrupo asociado al
sistema(5.1)110tiene decaimientoexponencialy por o tantosu normaes unoparatodo instante
1. Esto haceque. en nuestrocaso,la Tespuestasea muchomásdifícil.

105
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a

En la primera parteestudiamosun problemaunidimensionalque resultade (5.1) mediante
separaciónde variables. La reducción de la dimensióndel sistemade dos a uno nos permite

demostrarla existencia d¿solucionesperiódicasmedianteun argumentode perturbación,ob-
tención de estimaciones apriori y paso al límite.

En la segunda parte. con la ayuda de los resultados y de las estimaciones del caso unidimen-
sional. damos un resultado de existencia de soluciones periódicas en el caso bidimensional, para
funciones f suficientementesregulares.

5.1 El problema unidimensional a

En estasecciondemostramosla existenciade una soluciónperiódica del siguientesistema:

a
—

4y +&~‘ = O para y E (0,1)4 E (0,oc)¡ ~~(1)=0 paratE(O,oc)
(5.3) 1 ~‘d~) = —u~ para E (O,oc) S

mv
11 + íúl + ato + *í(0) = f para tE (O, oc)

símponieuidoque o > O y que f es una función periódica que sólo depende de t:

(5.4) existe 7’> 0 tal que f(t + 7’) = f(t), Vt >0.

El l)arainetroo > 00 ha sido introducidocon el objeto de obtenerestimaciones(en función
de él) de las solucionesperiódicas,lo que va a ser útil en la última parte, al pasar al problema
bidimnensional(veaseel Teorema5.2).

Con la idea de aplicar los argumentosde punto fijo consideramosun problemacon un nuevo
parámetropequeño,e. que al final lo haremostender a O. La importancia de esteparáímmetro

se verá en la Proposición 5.2 pero podemosdecir que introduceuna disipación adicional cii

el sistermia que permite probarel decaimientouniforme del semigrupo asociadoy así obtener
fáciltuiente la existemícia de solucionesperiódicas.

a

5.1.1 El problema homogéneocon perturbación

Parados parámetrosfijos, a, E > 00, consideramosel siguientesistema:

1 g~íí—4>~~+e4í+a4’=0 parayE (0,1),tE (O,oo)

~~(í)=0 paratE(O,oo) a
(5.5) ‘Pi(O) = —za1 paratE (O,oc)

w~ + W1 +0w + 4’~(O) = O para tE (0, oc).

Emí este apartado estudiamos la existenciay la unicidad de lassolucionesde (5.5), así co’: .
comportamiento asintótico del semigrupo generado por el operador diferencial correspundíente.

El término e~ incorporado en la ecuación que verifica 4’ tiene un carácter disipativo. Nuestra. S
intención es reforzar de esta manera la disipación del sistema y conseguir que la energía decaiga
exponencialmente a cero.

n
Emu primer lugar escribimos el sistema (5.5) en una forma que permita aplicar resulta(los

clásicospara problemasde Cauchy abstractos. a

4

4
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E Consideramosel espacmo
(5.6)

¡ y en 3> definirnos el productoescalar

E (5.7) <(fí,f2, fa,f4),(gj,92,ga,94))= ((fí)v½’t+ ah gil) dy +
+ J’ fs~dy + f~g~ + ~

E (Y. (.. .)) es un espaciode Hilbert.

Definimos los siguientesoperadores:

= ¡ ((t)(~~,,)+ at’~) dy +cj i,b~~dy — v9(O)

C
1:H’(0.1)xll’(0,1)xJRxJR—.JR,E C’(4’.¿,w,v)= aw+v+¿(O).

E Finalimíenteconsideramosel operadorAVV(AflCY—.Y,

84’ BmtE DA:> = {(t.¿. ir. y) E 3>: ¿ E 11’(O,1),B(zb,.~,w,v) E L2(0,1),.~—(1)= O, 0)—

E (S.S) AI(V’Á,w,v) = (—¿,BSIP,¿,w,V),—V,C’(ik,¿,W,V)).
()bserveseque la condición B~(4’,¿,w,v) E L2(0, 1) implica la existenciade una función

h E L2(0. 1) tal que:
j(t’~l)—v~(O) jh’~ paratoda~E 11’(0,1).

Si defimuinmos& = u— — y) vseobtienequef~ = j(h4-v½paratodam~E 111(0.1),

lo que nos indica que 4~ E L2(O, 1) y por lo tanto 4’ E 112(0,1). Por tanto, las condicionesE de contornoque aparecenen la definición de V(AI) se veTifican en el sentidoclásico, ya que¡¡2(9 1) c C’[0. 1].

E Fijíalmente obtenemos que V(A~) C 112(0,1)x 111(0,1) x IR >< IR.
El sistema(5.5) seescribe:

UdO+ÁW(O—O Vt>0E (5.9) { U(0)=UoEV(AD
U(t) E v(Afl, Vi> O

E suemido ( = (u.¿.1V. y).

E
E
E



a

lOS 5 EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIODICAS

Proposición 5.1 Sin > O y si (V(Afl,Afl es el operadordefinido por (5.8) se teuie: a

i) El operadorA es maximal-monótono y. por lo tafít¿, genera un semigrupode contrac-

CIOTICS cii Y. notado {S~(t)}~>o. a
u) Solucionesfuertes: Si U0 E V(Ak) entoncesexiste una tinica soluciónfuerte U de la

¿CiiOúioit (5.9,) con las siguientespropiedades:

(5.10) U EC
1 ([O, oc), Y) nc ([o, oc), VGA:))

iii) Solucionesdébiles: Si U
0 E Y entoncesexisteuna tinica solucióndébil U de la ecuacion

(5.9) con la propiedad:
(5.11) U E CGO,oc),Y)

La energía asociada

12
\lFj+w+OYJY +—(w1 + oto

2)(5.12) 2
a

verifico la siguienteidentidad:

(.5.1<> ~~(t) — ej’ tlldy — 2tui.

Demostracion:
Parademostrarque el operadores monótonoevaluamosel productoescalar: a

(.4S ¿‘.¿. u’. u).(tL’.¿. mv. u)) = ((—¿. Bh~p.¿, u’. u), —v,C’U’,¿, u’. v)),(mPÁ, w. o)) =

a

= ~.j ¿2 + y2 > O.

Parademostrarqueel operadoresmaxímal consideramosun elementoarbitrario (f.g. Ii. z) E

Y y buscamnos(uP.¿.un. o) E V(A) tal que (4 + I)QP,¿,w,v)= (f,g. it. 1). lo que se reducea
emucontraru E 11’(O. 1) y mv E IR solución de:

a

1 4 + a~-ut)dy + (e+ i)j tkády — w«O) =E)f ha(O), 11’(0,
(5.14) ~ + ~dy + g0dy + V~ E 1) a

mv + 4’(O) = i + 2h + f(O).
a

La existenciade ~‘ E 111(0,1)y u’ E IR, solución de (5.14), resultafácilmente medianteun
argumímentoparecidoal del Teorema1.1.

Una vez encontradasm~’ y u’ seobtienen¿ = 4’— f y u = za— it. El hechode que (Ú’, ¿, za,u) E
V(A:) es una consecuenciade la definición de V(Afl.

Los Teoremasclásicosdeexistencia,unicidady estabilidadparael sistema(5.9) (ver Cazenave

Harai¡x [12], Cap. 3. Pp 37-39) nos proporcionan el resultado final.

u

a
Observación 5.1 (‘omo el operador4 es maximal-monótonoen elespaciode Hilberty re ~ulta
que sm/ donm¡¡¡iv V(Afl es densoen Y.

ti
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Observación 5.2 Observemosque, si a = 0, el sistema(5.5) se escribe:

para yE (0,1),ÍE (0,oc)
para t E (0, oc)4(1) = O

4(O)=—mg paratE(O,oo){ lOtí + zaí + V’t(O> = O para tE (O,oc>.

Igual que en el Capítulo 4 tenemosque descomponerel espacioY en
subespacios.3> = 3>2 e y~, donde:

suma directa de dos

3>2 = {(4’~E~mv~v)E3>: j (¿+e40+w=O,v—4’(O)=

= {(cí,0,c2,O) E 3>: c1,c2 E IR>.

El operadordiferencial asociadoes maximalmonótonoen 3>2 y la proyecciónde cualquier
solución del ‘isterna (5.15) en este espaciotiene las propiedadesdeducidasen la Proposición
.5.1. La proyecciónde una solución de (5.15) en 3>1 permanececonstante.

Cada te: que tíos refiramos al casoa = O se consideraráesteplanteamientodelproblema.

El coimíportamientoasintótico del semigrupode contraccionesgeneradopor el operador..4~
descrimocmi la siguienteproposición.

Proposición 5.2 Si ¿ > O existendos constantesAl > 1 y y > O, independientesde los datos
Ii,,(iale.s (pun dependientesdes y de o). tales que:

E0(t) 5 AlE~(0)J’
t, Vt > O5.16)

va ta<la .QOlmicion dc (5.5).

Demostracíon:
Elapa 1: Suponemosen primer lugar que U = (4’,¿,w,v)es una
Para 6 > O definimos la función:

F
0(t) = E~(t) + ej ip14’dy + w~w+

Tenemosque

1 Frs(t) — E0U) LS ¡ dy + tDgW

4’(O)w),

solución fuertede (5.5).

Vi > 0.

+ ¡ 4’(O)w 5 ÓC1E(t)

dommdeCjes

Para<5 <

<5 iS>

unaconstanteque no dependede e.

— resultaque:
2C~

1 3
2 2

(5.15)

(5.17)

VI > 0.

Calculamosahora
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a
F.(t) = E~(t) + 6 ¡Ok? + 4’s,bíí) dy + 60v?+ ‘IntuIt) +.6(-440)wí+ 4’í(0)w) =

— E j(4’)2 dt — (za1)
2+6 (J\4’)2 dt — j (4’)2~ft —

—cf 4,t zp di — a 4,2 dt + (za
1)

2 — ato2 — 4’
1(O)w + w¿4’(0) + u’4’í(O)) =

(4’19dt —6

£112 C’I114’\ f42dt

2 2) Jo”

(1
6 6 6 \

—6————— (za1)
2

2gj 2g~ 2g~1

Elegimnos ¡~a = ¡22 = 6 y ¿Íj = g~ = 46 con lo que al final resulta:

F<(t) = — (~~6) j(4’)2dt —6(1—4C~6)

— 6(— + 4Ci)) ~ 4,2dt

I
I
(mP~)2dt —

o

2(a ——1u’.
2/

Para6 .c mm
1

— 2a
4C<

o
4C

1 + ~obtenemos: a

c

con ¡3 = timin —6, 6(1— 4C~6), —64+4C~))

Teniendoen cuenta(5.18)se obtiene:

(5.19)

1 /
——6, 6 (a——>>.

‘4 \2/J

VI> O

2con Al = 3 y -> =
3

Etapa 2: Ahora suponemosque U = (4,,¿,za,v)esunasolucióndébil de (5.9) quecorresponde
al dato inicial 110 = (4,0,4,1, IV0, za’) E Y.

ComoV(A) es densoen 3>, existeunasucesión(U,~»ao= (4,~, 4’~, w%za~j,,>oC V(..4~) tal
que

Sea (7 —(0 .(4,,,)í,za,,,(w,,)1) la solución fuerte de(5.9) correspondienteal datoinicial U~.
Tenemmmos

E0Q) = {f(4’? + 4, + a4’
2)dy + +t¿4+ aza2)

=2jfl 4,í — (4,n)í ¡2 + 4’ —(4,,,) 2 ~ ¡4,— ikn 2)dy +

—6(a— C;rn

2 2) J’YA

—6

—6 (a

a

a

a

a

a

+2(1 za
1 — (tu,,» 2 ~ ¡ za — za,,
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+2] ((4’,,)~)2 + ((4’n)v)2 + am/4)dy + 2((w,,)í)2 + aza~) =

1
=2 j fl 4,’ — t4. ¡2 + ¡ 4’O.. (4,0)~ ¡2 +a ¡ 4,O.. 4,0 ¡2> dy +

+2<> tu
1 — tu~ ¡2 +a 1 u>0 — w~ ¡2~ + ME~,,,<O)c’t

dondeE
0.,, es la energíacorrespondientea la solución U~ = (4’,,, (4,,~)í,zas,(za,jg).

Pasandoal limite cuandomi —‘ oc obtenemos

Ec4t)=ME0(O)e~
t, Vi =0,

coii j > O como en la etapaantermor.

u
Observación 5.3 El término disipativo introducido, £4,t, haceque, en el casoc > 0, el semi-
gnípo asociadoal sistema(5.5) tenga un decaimientouniforme. Se observaque la constantey.
qu< ¡tas da la taso del decaimientoexponencial,dependeesencialmentede c. En efecto. sí E C5

smi/bit ide ¡¡u ute pequeuio.tenemosque y < y por lo tantoy tiendea cero cuando£ lo hace.
3

Emidu¡tcnunt. cuando£ = O el decaimientodel semigrupono es uniforme (ver la sección
.2..?>,

5.1.2 El problema no homogéneo con perturbación

(otisidematimosalmora el siguientesistemano homogéneocon o,c > 0, fijas:

1 d~~—ik~~+s4’
1+o4’=O parayE (0,1).t E (O,oo)

¡ Ú’~(i)=O paratE(O,oc)
(5.20) j 0~,(O) = —u1 para t E (O, oc)

[ tv~ +mv1+ow + 4,¿0)= f para tE <O, oc)

elotide f es una función continuaquesólo dependede t y es periódicade periodo7’.

LtilizaIm(]o las notacionesdel apartadoanteriorel problema(5.20) se escribeen la forma

(5.21) U(O): Uo Vt=O{ U(1) E V(Afl, vi =o
sme¡mdo F(t) = (O.O.O,f(t)) E Y paracada1.

Tenemosel siguienteresultadoclásicode existenciay unicidadparael problema(5.21) (ver
(‘azenave 1-1 araux [12], Cap. 4, Pp. 51-53):

Proposición 5.3 Si 4~ es el operadordefinido en (5.8) se tiene:
1 Solucionesdébiles: Si FE L’(O.T; y) entoncesla ecuación(5.20,) tieneuna iinica solución

cJ¿hil l~ E C(f O. x):3>) que uiene dada por la fórmula de variación de las constantes:

(5.22) U(I) = S~(t)U0+ ¡ S~(t — s)F(s)ds,VI E [0,oc).



112 5 EXISTENCIA DE SOLUCIONES PERIÓDICAS a
2.Solucionesfuertes: Si Uo E V(4) yF E W”’(O,7’;Y) entoncesU dada por/a fórmula fl

(5.22,) es tina soluciónclásica delproblema (5.20,) en la clase

(5.23) U E C’([0,oc),Y)OCUO,oc),V(4)). a

u
El resultadofundamentalde esteapartadoes:

Proposición 5.4 Si £ > O y f E L’(O,7’) es periódica, entoncesel problema (5.21) tiene una
uníca solución periódica débil, Ue,a EC([O, oc), 3>).

Si f E i4”~(O. 7’) entoncesla soluciónperiódica encontradaes una soluciónfuerte: L4.~ E
C’([O. oo).3>)fl C([O. oc),V(Á»).

Demostracion:
Definimujos el operador

(5.24) ¿7 3> — 3>, ¿7<4,0,mP’, tu0, za’) = (4,(T), 4,~(T), za(7’). tu¿T))

donde(u’. tí. ¡u. wfl es la solución de (5.21) con U0 = (ip0, 4,1 u>0, za’). Tenemos a

jj ¿[‘U0 — PU’ ¡y=¡j S«nT)(U0 — U’) I¡y=

=I¡S~(~7’) ¡Ic(y,y)¡¡ U0 — U’ l¡y k U0 — U’ ¡¡Y

con ¡ S~(nT) Il¿~yy>= k < 1 paran suficientementegrandepuestoque
a

¡1 &&) ¡< AleYt, Vt > O.

Resulta queel operador¿7” :3> 3> es contractivoy por lo tanto tieneun único pilmíto fijo
en 3>. Sea (‘0<, estepunto fijo.

Demmíosrraímíosahora queel punto fijo de ¿7” es el único punto fijo de ¿7. Se tiene

¿r’w2<,) = U2~ * J(¿7”(U%
19) = ¿7(U2<,) z~ ¿7”(¿7(U%)) = J(U%)

de donderesultaqueJ(U2<,) es un punto fijo para¿7” y como éstees único deducimosque:
a

J(U2~) =

es decir, (70<, es un punto fijo para¿7. a
La unicidad del punto fijo de ¿7” implica la unicidaddel punto fijo de ¿7.

En conclusión, hemosdemostradoqueel operador¿7 tiene un único punto fijo U~<, E Y.
La solución del problema(5.20) con el dato inicial 11%, va a ser la solución periódicade este a

problemima.notadalb,~.

Demostramosahoraqueestasolución periódicaes unasolución fuerteo, lo que es lo mismo,
queel dato inicial estáen V(A~).

El espacioV(.4~.) es invariantecon respectoa S4t) puestoque la solución de la ecuación
(5.5) con el datoinicial en D(Á~) pertenecea C([O, oc); V(.~4fl). Bastaprobarqueel semigrupo
tiene mmn decaimientoexponencialno sólo en la normade 3> sino tambiénen la norma de ‘D(.x4fl.
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Almora. para rE Á:

S~(tfr I¡v<.ij>=¡¡ S41)x ¡¡>, + ¡¡ ..4:s~(I)x ¡1y¡j S~(t)x Ib’ + ¡¡ S~(t)4x ¡¡y<

S¡I S~(t) lIc(y,3~ (fj z “y + .A~x ¡¡y) =11 S¿t) ¡IC(y,y)¡I ~ ¡¡V(Á~)

Resultaque
¡1 S¿t) IlC(V(Áfl,V(..4l>)SII S~(t) IIc<y,y>

y de aquíse obtieneque ¡¡ S,(t) IIc(v(Á’)v(Á’)) decaeexponencialmente.
Aplicaiido el mismo razonamientode antesresultaqueel punto fijo del operador¿7 estáen

Cuandola función periódicaE pertenece a L’(0,7’;Y) obtenemos una solución periódica
(]ébil. mientrasque si F pertenecea W’”(O,7’;3>) la solución periódicacorrespondientees una
solución fuerte.

En amboscasosdenotamospor U~,<, estasolución periódica.

u

Observación 5.4 Notemosque si o > O la existenciade una soluciónperiódica implica que
lada salarian del sistema es acotada. En efecto, si Ue,a es la soluciónperiódica y U es una
.s<,lu,¡¿,, arbitraria entoncesU — U~<, es una solución del problema homogéneo(5.5). Como

1ína~ que la (tíerga asociadaa esta soluciónE(t) = —¡¡U — U,,úI¡y tiende a cero cuando
2

ti, í~de a infinito resulta que. en particular. U permaneceacotadaen 3>.
Eí, .1 caso o = O podemoshacer un análisis directo. Se obtiene que existe una solución

(qeu <sta me.: puede que no sea ñnica) tal que la proyecciónde ella sobre 3>2 seaperiódica. Por
<1< II/RíO. si f = 1. la solución 4, = 1, za = O, no es periódica, pero su proyección en 3>2 que es
igual a (0.0.0.0). sí es periódica.

5.1.3 Estimacionesuniformes para las solucionesperiódicas

oimsiclera,imoso. e > O fijas.
Sea (2<, el datoinicial (que dependede ¿“y a) correspondientea la solución periódica Ue.ú

<leí prolileiíía (5.20) encontradaen el apartadoanterior. Nos proponemosobtenerestimaciones

Para las soluciomíes periódicasque nos permitanpasaral límite cuandoe — O.
Comoci, estepárrafolas constantese y a se consideranfijas omitiremos los índices corre-

s¡)Olmdielítes.

Proposición 5.5 Sif E 112(0,1), la soluciónperiódica de la ecuación(5.20), U,,~, = (4,,4,j,tu,zag),
m< tífica las siguientesestimaciones:

(5.25) J$w?+ ay
2) dt <cfT(l + a)ft dI,

(5.26) < c’ /~1 + iT

o)(fí)2 + (1 + ~2 + a3)(f~]dt exp(—§—-y)

do,, de e q e’ son dos constantesque no dependende £ y a.
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Demostración: -—--——--

Etapa 1: Estmmnacmones para za. - —.

Como la solución periódicadel problema(5.20) es unasolución fuerte resulta que las ecija-
ciomies diferencialesse verifican en casi todopuntoy tenemoslasiguienterelaciónparala energía
(5.12) del sistema:

(5.27) dE
= —Ej ik?dt — ~?+ fzat.

Integrandola relación (5.27) entreO y 7’ y teniendoen cuentala periodicidadde la solución
se obtiene:

0= —ej jiÑdxdt ¡T2 +¡TfzaÉdt

De esta relaciónse deduceque

(.5.28) =jTf2dt.

Notarnosahora d¾= ¿ y w~ = y. Obtenemosque¿ y y verifican la ecuación

1 ¿<~—¿~+s&+omh=O para yE (O.1),tE (0.oc)¡ ¿~(1)=O paratE(0,oc)
(5.29) ¿•L~~O) = —Z1 para t E (0,oo)

[ Zu + Zí + az + ¿~(O) = fí paratE (0,oc)

o su ‘ersiómm al)st nl cta

(5.30) { V(O)—V
0

siendo 1 = (¿.¿~.z. z~). G = (O.0.O,f) y —

Puestoque e E C2flO.T]; L2(O. 1)) y u’ E C2([O,7’]) resultaque

= (t’
1(O). 4’uí(O), wt(0). mvíj(O)) E Y

a
Y como & E ¡¡1(Q• T; Y) se obtieneque V es unasolución débil del problema(5.30).

Consideramnosunasucesión(¿a, ¿,‘,, z~,4),~=oc V(A~) tal que

(¿~Á{z%4,) (¿
0Qz0z’) en 3>.

La solución 14, de la ecuación

(.5.31) { (Vfl)í+4Y
4=?101

es ¡m¡ia solución fuerte puestoque y
0 e D(4) y GE H’(O.7’;3>).

liítegramídola función de energíase obtieneque:

(5.32) j«zn )<)2 dt < j(ft? dI + 2(E,,(O) — £,,(T))

j
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doiide E,,(t) es la energíade la solución V~(t).
Comofi (V—V,,)(t) I¡y=¡lV0—V,~¡¡y—.O obtenemosque z~(t) — z(t) para cada 1 y además

E,(O) — 14(7’) E(O) — E(T) = O ya quey es periódica.
Teniendoen cuentala condición de acotacióndadapor (5.32) se puedeaplicar el Teorema

de la convergenciadominaday resultaque

(5.33)
T

(za~9dt =j (A? di.

Integrandola ecuacióndiferencial entreO y 7’
periodicidadde las funcionesse obtiene

(5.34)
T

oj zadt=

en el extremoy = O y teniendoen cuentala

ji di.

Aplicando la desigualdadde Poincaréresulta

(It < jeT (~jT~)2 dt + ~ (L =CojT2 1

domide Cm, es la constantede Poincarécorrespondienteal intervalo (0,7’) y por lo tanto

za2dt ~ (co÷ ci27’) jT di.
(5.35)

Etapa2: Estimacionespara 4(0).
La ecuacióndiferencial quese verifica en el extremoy = O junto con las estimaciones(5.28),

(5.33) y (5.35) proporcionanla siguienteestimaciónpara 4,j(O):

(5.3(i) jT
2 S (1+ + ~2c) jT f

2dt +

Integrandolas ecuacionesde (5.20) en [0,7’] y teniendoen
f¡~ímciom~es resulta

(5.37)

cuentala periodicidad de las

aj~ 4,rlt=O([ dt

(jT

(jT) (O)=0.

La unicidadde las solucionesde estaecuacióndiferencial ordinariaimplica que

(5.38) I
T

o
4,dt <y) = O.

De esta relacióny de la desigualdadde Poincarése deduceque:

) (1)=0

L
T

f2dt.

(5.391 jT(mA2dt (O) s cojB~
1)2dt (0) =Co(1 + + 2j f

2dt ÷jTuívdí.
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Etapa3: Estimacionespara t.b.

Multiplicando la primeraecuaciónde (5.20) por 4,~, e integrandoen [0,7’] se obtiene:

jT((mPí)2 + (ihJ~ + a(4,)~)dt (y) = 30 jTt~4,dí + £jT4,É4’~dt <

pr
1’ ~/]Ok)

2dt 2kj
0\í + 4,~dt+_ (ik~9dí + &I’I (4,2di

aVS >eT

=(—~—+ ~)j($1+4’~+cum~b)dL

Aplicando el lema de Gronwall se obtiene:

IT fi’ 3vS ¾~

(5.40) ]( «Q + 4,~ +04,2) di (u) =]Ok? + 4,~ + a9)dt (O) ex~((—~-+2w>.
Coíi éstose concluye la demostraciónde la proposición. a

u
a

5.1.4 Paso al límite

Seao > 0. una.comistantefija. El objetivo de esteapartadoes demostrarque la ecuación(5.20)
tiene una solución periódicacuando E = O que se puedeobtenercomo limite cuandos — O
de las obtenidasanteriormente. Comoa se considerafijo en estepárrafo omitiremosel índice
correspommdiente.

Teorema5.1 Si f E 11’(0.7’) el problema(5.20,) con £ = O tieneuna uníca solución periódica
en el espaciode la energía.

Demostración:
i) Suponernosprimeroquef E 112(0,7’).

Sea U. = (g’~. (~kh.we,(wt)m) la solución periódicadel problema(5.20) paracada £ > O.
Las estimaciolmesde la Proposición5.5 nos indican que (4’~)~>o permaneceacotada emt

L
2(O.T: ffm(Q 1)) 0 11’(O.T; L2(O, 1)) y que (za~k>o permaneceacotadaen 11’(O.T) (e incluso M

en 112(O.T)).
Extrayendosubsucesiones(que denotamosmedianteel índicee) deducimosqueexistendos

funciones ~ E L2(O,T; 11’(0, 1)) o JI’(0,7’;L2(O, 1)) y za E 11’(O,T) talesque a
4’. — 4,, en L2(O,7’; H’(O, 1)) 0 11’(O,7’; L2(O, 1)) cuandoe .-.~ O

tv~ — za, en 11’(O,7’) cuando E — O.

Definimos la función (4,, 4,¿,w, 1v
1) para todo 1 > O extendiendolapor periodicidady de-

mostramosque es unasolución periódicade (5.20),cone = 0, de energíafinita.

La solución periódicaU1(t) satisface:

Lk(t) = Sdt)U2+j Sdt—s)FGs)ds.
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De aquí se obtieneque:

j(U,(í)¡jy =C ¡¡U~(r)¡¡y+ ¡¡ F ¡¡L’ (0,2)’ Vr < 1, Vi > O

Si consideramosi > T e integramosla relaciónen r, entre O y 7’, obtenemos:

7’ ¡U¿i)¡¡~ = ji’ IIUdt)¡I} dr =C j ¡¡Ue(r)¡jy dr + 7’ ¡¡ E ¡IL’ (0,T)~ VI > 7’.

Te,,iendoen cuentaque las solucionesU, estánacotadasuniformementeen L2(O, 7’; 3>), se
deducede la última relaciónque tambiénlo estánen C([0, 7’]; 3>).

De aquíresultaquepodemospasaral límite, (por ejemploen la fórmula de caracterización
de Bali. (1.25)).v obtenemosque (4’, 4,~, u>,wí) es unasolución periódicay de energíafinita del

problema.

u> Supongamosahoraque f E H’(O,T).
Existe unasucesión(fn)n=oc 112(0,7’) tal que A — f en H’I(O,7’).
Si ti, son las solucionesperiódicas correspondientesa los términos no homogéneosft se

obtieíme. paracada u. las estimaciones(5.25) y (5.26). Como (fi,) convergeen ll’(O, 7’) estas
cotasson uniformesen y.

La sucesióímt,, desolucionesperiódicasestáacotadauniformementeen el espacioL2(O. 7’; 3>).
A partir de un argumentode pasoal limite se deducela existenciade solucionesperiódicasen
el espaciode la energía.

u

5.2 El problema bidimensional

Consideramosahora el problema (5.1) con f E 11’((O 7’); L2(O, 1)), una función periódicacon
respectoal tiempo. de periodo 7’. Utilizando las notacionesde la Sección 5.1.2 el problemase
escribe en la forma

¡ U(t) E VGA), Vt =O

(5.11) Uí(t)+ÁU(í) = F(t), Vi> O

U(O) = U
0 E V(Á)

siendo17/) = (0.0. O.f(t)) E X paracada1.
El problemna (5.41) tiene una solución únicacuyas propiedadesdependende la regularidad

del térmni~,ono homogéneoE de la misma maneraque en la Proposición5.3.
Con el objeto de enunciarel resultadode existenciade solucionesperiódicasconvienedesa.

rrollar la función f en seriede Fourier:

(5.42) 1(1) = ~ f,,(i)cos(n,rz)
n=O

Teorema 5.2 Si la función ¡ E JI’((O, 7’); L
2(O. 1)) tiene las propiedades:

tu jTftf,,)
1)2 dt exp <oc

n0
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(5.44) E n5 j (f,,)2dt exp (~fn) < oc
tt=0

entoncesla ecuación (5.1) tiene una solucióncuyaproyecciónsobre el espacioX0 es periódica.

Demostración:
Caso1: fo = O.
Paracada y > O definimos 44,.(t.x,y) = 4’4t, y)cos(nirx)y W,,(t,x) = w,,(t)cos(nt’rx), donde

(mp,,. tu,,> es la solución periódicade la ecuación:{ ‘Pu — 4’J,j/ + n2r24’ = O

4,y(1) = O

tbj/(O) = —zaj
It’

1< + za1 + n
2ir2w + 4’í(O) = 1~

a
paray E (0,1), tE (O,oc)
para1 E (O, oc)

para1 E (0,oc)

para1 E (O, oc).

Commmo liemos visto en la secciónanteriorestaecuaciónadmite unaúnica solución periódica
en el espaciode la energíaquecumple las estimaciones(5.25)y (5.26).

.4 continuaciónnos proponemosdemostrarquebajo las condiciones(5.43) y (5.44) la serie
CC 00

>3 Ú,~(t. y)cos(nrx)convergeen L2(O,T; 11’(fl)) fl 111(0,7’; L2(Q)) y la serie >3 w,,(t)cos(nirx)
n1
convergeen H~ (0.7’; 111(Fo)).

00

Te,iemmmos que la serie >3 4’,,(t,y)cos(nirx) convergeen L2(O, 7’; ¡¡‘(1?)) (‘¡¡1(0 T: L2(fl)) si
n=1

y sólo si se cumplenlas siguientesdos condiciones:

>311 t,,(t.y)cos(
0=i

CC

00

n1

00

>3 ¡ t’,(t. y)cos(nirx) lI~qícoT.L2(o))= >3 ¡¡ ~,,(t, y) ¡¡Hl (o,i’;L2(0,1flIl cos(nrz) II~,2(oíí<

Teniendoen cuentala estimación(5.26), las últimasdos relacionesse cumplensi:

0—1

2/
((1 + n¾r2)(fj)2 + (1 + n2r2 + nBr6)(f)2) dt ~— y exp

Por lo tantola

(3~

k2)
— í) <~.

00

serie$ = >3 ~b,,(t,y)cos(nirx) esconvergenteen el espacioL2(0. 7’; fl’(Q)) 11
n=O

¡¡‘(0. T; L2(fl)) si se cumplenlas condiciones(5.43)y (5.44).

Por otro lado.
00

la serie>3 za,4t)cos(nirx)convergeen 111(0,7’;¡¡‘(Fo)) si y sólosi se cumple:
n=1

Él’
0=’

00

w,0I)cos(nirx) ¡IH’(o,T~H’(r
0))= >3 ¡¡ za,,(t) IlH’(o,T)I¡ cos(nirz) IIH’(OI)< oc.

n1

Resultaque. si se cumplen(5.43)y (5.44),la estimación(5.25)nos indica que la serie H(t. x) =
CC

>3 mí’4t)cos(nirx) es convergenteen el espacioH’(O,7’; ll’(1’a)).
01

a

(5.45)

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a



5.2. El problema bidimensional 119

ObIe,memosas~ unasolución ($, $~,1V, TV1) E L
2(0,7’; X) del problema(5.1) quees periódica

en A’0. De aquí resultainmediatamentequeexiste unasolución periódicade energíafinita.
Caso2: fo # O.
En estecasoes suficienteestudiarel problema:

— =0 paraye(O,1),tE(O,oc)

1 4,~(l)=O paratE(O,oo)
(.5.46) 1 v’~(O) = —w~ paratE (O,oc)

za
1j + tug + 4,dO) = fo para 1 E (O,oo).

Este sistema tiene unasolución del tipo $ = fol + e1, W = c2, donde c1 y c2 son dos
constantes.

Si tuviera una soluciónperiódica (‘‘, TV) el Teorema2.1 implicaría que ¡¡ (4’ — ~‘»¡j—~ O de
doimde resultaría que •~ = fo = cte ,lo que es imposible si fo # 0.

Por lo tanto,el problema(5.46)no tiene ningunasolución periódica.
Sin embargo.la proyecciónde la solución $ = fot + c1, TV = ½encontradaanteriormente

sobreel espacioA’
0 es (0,0.0.0)y por lo tanto es periódica.

Ie~mie,mdo en cuentaque todaslas soluciones(4’,,, TV,,), con n > 0, son periódicas,y además
esi imm en .W. se obtiene el resultadodeseado.

u

Observacion 5.5 La soluciónperiódica no es unaca. Sin embargo, si U y y son dos soluciones
pujódicas entoncesla diferencia U — V esuna solución del problemahomogéneoy por lo tanto

satisfau ¡ji — 1. ¡I~.o — O cuando 1 —~ oc. Como U — V esperiódica en el tiempoobtenemos
que 1 = Y uz A’0. Por consiguiente,si U es una soluciónperiódica, todas las demásson de la

forma 1 + (cj.0. c
2. 0).

Observacion 5.6 Es lógico obtenerla existenciade solucionesperiódicassolamentepara fun-
Úíoí,cs f sm,ficientementeregulares. Recordemosque, en el problema conservativo. se puede

producir el fenómenode resonancia,y por lo tanto, no siempreexistensolucionesperiódicas.
¡Li, nuestro caso. al ser muy débil la disipación, el comportamientodel sistemaen algunos

<OsOs sera parecido al caso conservativo.Esto se podrta traducir en la necesidadde una mayor

it galaridad para f. La existencia de solucionesperiódicas en el caso que f no cumple las
úoí,dicioucsdel florema 5.2 quedaabierta.

Las condiciones(5.43)y (5.44) se cumplensi f(t) es una función que tiene un númerofinito
de ,,¡odosde Fourier.

Las dos condiciones(5.43) y (5.44) se cumplentambién para una clasede funcionesmás
amplia que definimos seguidamenteen términos de los espaciosde Gevrey:

Definición 5.1 Una función p : IR .11? de claseC¶ffi) se dice quepertenecea la clase de

Ge muy de exponente6 (se escribep E ~S) si, para todo compacto1< c iR, y cualquier e > o,

existe una constantepositiva,C0 > 0, tal que

8~p(x)¡ =C86’ (i’), paraj = 1,2,3,...

cuandox E 1<.
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Definición 5.2 Una función q : [O,oc) x IR IR se dice queperteneceo la clase de Gev’ey

de exponente6 en la segundavariable (se escribeq(.,x) E y5) si q y sus derivadasparcialesen
x. 04 q(t. x). son continuasen [0. oc) x iR y para todo compactoK c [O,oc) x IR. y cualquier
6 > 0. existe una constantepositiva, C

8 > O, tal que

j04q(t,x)¡ =C66~ paraj =1,2,3,...

cuando(t, x) E 1<.

Paramásdetallessobreestasclasesde funcionesveaseHármander[23] p. 146 y Littman y
Marcus [33].

Proposición 5.6 Si f E ¡¡‘(0,7’; L
2(O, 1)), sop 1(1,x) c (0,1) para todo t y ademásf(., x) y a

ftG, x) ¿ 91 entoncesse cumplenlas condiciones(5.48,) y (5.44).

Demostración:
La fi,nci¿,í f se puededesarrollaren seriede Fourier:

00

f(t,x) = >3 fdt)cos(nirx). a
n0

zL.

De esta relación,integrandok vecespor partesy teniendoen cuentaque sop f(t. x) C (0. 1) a

implica que los términos sobrela fronteradesaparecen,obtenemos:

I~tNd 2 0¡ Oflf(t,x)cos(n,rx+r)dx <Ifr.(t)¡2 j
0ix~x;cosnrxz (nw)kJo 2 a

____ lii C6O~k’<, ve> o,
_ (kirV< ¡ 091100= (nir)k a

dondepor ¡f~ denotamosla normade una función en C[O, 1].
Paraun n fijo. eligiendo k = n, se obtiene: a

2 0”1 f,,(t) ¡= C06”n” = 2(ZYe— VG > O
(nr)” ir”’

y como ésto se cumple para todo O > O bastacon elegir O = exp(—~)paraver que en estecaso
se satisfacela condición (5.44).

Partiendode
00

f~(t, x) = >3(fn)t(t)cos(nirx),
n0

y,por un argumentosimilar se obtieneque, en estecaso,f tambiénsatisfacela condición (5.43)

u

j



Capítulo 6

Algunas variantes del modelo

original
Eím este capítulo nos proponemosanalizarunosmodelos ligeramentedistintos del original que
nos perníiteííentendermejor las principalescaracterísticasde estetipo de sistemas.Sobretodo
irnos interesa observarcomo se ven afectadaslas propiedadesdel sistemainicial (1.1) cuando
camnhiamnosel términodisipativo o la ecuaciónde la cuerdavibrante. Comose podrá constatar
mío lrnabr~ ningunamodificacmonimportanteen el comportamientodel sistema,lo que nos indica.
jimia vez mas.que la parteflexible r0 de la fronteratiene unacontribuciónmuy limitada en la
dilmÁímmica del sistema.

Emm la primera seccioncambiamosel término disipativo TV~ por uno no acotado—W~.Del
¡mimmío de vista físico esto suponeconsiderarmaterialesviscoelásticosdel tipo Kelvin-Voigt en

los quela disipación se debea las propiedadesdel materialutilizado parala construcciónde la
cuerdavibraímte (veaseBarneset al [9]).

En l)rimfler lugar se presentala formulación matemáticadel nuevoproblemay se observa
que la energía decae a cero. La nueva disipación es másfuerte en altas frecuenciaspero la
lasa del decaimientode la energíatampocoes uniforme. A continuaciónse indica queexisten
seil,icioimesperiódicasparafuncionessuficientementeregulares.Por consiguiente,las propiedades
lmimmdam,íeiitalesdel sistema inicial no han sido afectadaspor el cambio.

Emi la siguientesecciónestudiaremosun sistemasimilar al inicial pero considerandoen los
exíre~mmos de la cuerda condiciones Dirichlet en vez de Neumann. En primer lugar analizamos
los puntosde equilibrio del sistemay demostramosquetoda solucióntiende a un equilibrio. A
corumimiiacmon analizamos la tasadel decaimientode las soluciones. El cambio introducido hace

(]IiC la separaciónde variablesno seaposibley porlo tantono podemosdemostrarel decaimiento
imo exponencial de la energía mediante la construcciónde solucionesexplicitas. Sin embargo,

co~no veremos,en estecaso tampoco hay un decaimientouniforme. Parala demostraciónde
esta propiedadusaremosun argumentode reducciónal absurdoy la información que tenemos
sobre las autofunciones del operador diferencial asociado al sistema inicial.

Lii la última secciónestudiaremosel casoen el queel dominioes un círculo y no un cuadrado.
Este cambionos permiteconsiderarquela disipación se ejerceen todala fronteradel dominio.
Sin emnbargo.incluso en estecaso,obtenemosqueel decaimientode la energíaes no uniforme.
Esio nos indica que estapropiedadestárelacionadacon la estructurahíbrida del sistemay no
comm la localización del mecanismo disipativo.
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6 ALGUNAS VARIANTES DEL MODELO ORIGINAL

6.1 Término de disipación no acotado

En estep~irrafo nos proponemosestudiarel mismosistemapero con un término de disipación
no acotado:

— = O
0$

8$
=

ay

en flx(O,oc)

sobre F1 x (0,oc)

sobre r0 x (O,oc)

— Wxr — IV~~1 + $~ = O sobre

W~(O,t) = Wr(1,t) = O para

@(O) — $0, $dO) = 4” en

VV(O) — TV
0 TV<(O) = TV’ sobre 1’a

Observesequeen la ecuaciónde TV el término disipativo
La emíergíadel sistemase define de la misma manera:

r
0 (O,oc)

tE (O,oc)

H’~ ha sido sustituidopor —lVÁ,.

(6.2) E(t) = ~ V$ ¡2 ~($)2) + ~ Ir0 ((¡4/)2 + (W)
2).

Nlí¡ltiplicando en (6.1) la primera ecuación por $~, la cuartaecuaciónpor TV
1 e integrando

por partesobtenemos,al menosformalmente,que:

dE(t)/dt = — Ir. (WrtV < O

es decir, el sistematiene un carácter disipativo. pero el término disipativo es no acotado en el
espacio de energía finita:

(6.3) X = ¡¡1(1?) >< L
2(O) x 11’(F

0) >

Defimmimm,os ahora el siguiente espacio:

V(A¡r) = { (4’, 4’, 14’, V) E H
2(fl) x 11’(fl) x H’(r

0) x 11’(r0) : (W + V) E 11
2(fo),

8$ _ 8$
bu ~ sobre“,, = —Vsobre 1’o, (TV + VV(O) = (TV + VV(1) =

y .el operador..4~ definido en V(Aw) de la siguientemanera:

Áw($. ‘1’, TV, V) = (—4’ , —á$ , —v , —(VV+ V)
1,~, + 4’).

Observación 6.1 Lascondicionesde contornoque aparecen en la definición del dominio V(Aiv)
se L’erlfican en el sentido de las trazas. Observemosque, aunque no tenemosgarantizado la
regularidad suficientepara dar sentido a las trazas de TV~ y V~, podemoshacer ésto para la
combinación II + V. La misma observación es válida paro el término (1V + Vh~ que aparece
en la definición de Air.
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Comisideramnosel problemaCauchy:{ Ut(t)+ÁwU(t)0, Vt>0
6.4> 11(0) = 1k

U(t) = (4’, 4’,, TV, 1¾)(t)E D(.4w).

Temiemos en primer lugar un resultado de existencia, unicidad y estabilidad de soluciones:

Teorema 6.1 i) Soluciones fuertes: Si ($0, $1, j470, VV’) E V(Áw) entonces existe una única
solación (4’. $~. 11’. W~) E C([O, oc), V(Aw)) fl C’([O, oc),X) de (6.4).

.4demás, para cualquier solución fuerte, la energía asociada (6.2) satisface:

(6.5) dE — I(W~O2.

u) Soluciones débiles: Si ($0,$1, TV0, TV’) E X entoncesexisteuna única solucióndébil de
(6.4) co” la propiedad: (4’. $~, TV. 1¾)E C([O, oc), X).

Vos .solmiciormcs débiles cualesquiera (4’, TV) y ($, 17V) satisfacen la siguiente propiedad de
Motilidad:

6.6) J<i —4>) 2 + 1(4’— <‘» 2> + fu (1V— ¡1/) 2 + 1(~~’— TV» ¡2) <
~

Dernostracion:
(olmsisle en demostrarque el operador~4w+ 7 es maximal monótonoen X y aplicar el

Teoremade Hille-Yosida (vease Cazenave y Haraux [12], Teorema 3.1.1, p.3’T.)

Si U = (4>. 4’. 11’, Y) E V(..4w) entonces<GAw + 7)U, U> =4 (V~)2 =O, lo que significaque

Amr + 17 es monótono.
Por otro la(lo. para todo E = (fi, 12, fa, 14) E X podemosencontrarun único elemento

1 = (4>. 4’. 1V. 1’) 6 D(Á¡v) que seasoluciónde (.4w + 7)U = E.
Estoes equivalente a resolver el siguiente sistema:

( —4’+ $ =1’
1 —~~-~- 84’ 8$

(6.7) 4’ =12, ~— =Osobre1’, y y = y sobre I’o
¡ —l’+ TV f~
I~ iii + V)~~ + 4’ + V = f4 y (TV + V)~(0) = (TV + V)~(1) = O.

Para ésto consideramosla formulación variacionalcorrespondientesa (6.7), que consisteen
encontrar(4>. II’) en ¡¡‘(fi) x 11’(I’o) tal que,paratodo (~, u) E ¡¡‘(fi) x 11’(1’o)

j r$r~ + ¡ $mp —414½4-2i TV~u~+4 $u +4 Wu=

I=í1±f2>~iroí3Q+Irií3)XUX+Iro(íI+f3+í4)U
La parte izquierda de (6.8) define una forma bilineal continua y coercitiva en (¡¡‘(fi) x

JI’(Y
0fl

2 mientrasquela partederechadefine una forma lineal y continuaen ¡¡‘(fi) x 11’(F
0).
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Aplicando el Lema de Lax-Milgram’s resultaque (6.8) tieneuna solución única (4’, VV) en el
espacio¡¡‘(fi) x ll’(F0). Finalmente,teniendoen cuentalos resultadosde regularidadparael
Laplaciano.se obtieneque.

4w + 1 es maidmal. a
u

Definin,os ahora los espacios:x = .Ñm(fi) ~ .r~2~í?~ x Ñ’(r
0) x L

2(ro) dondeA’ es el espacio

cociente ¡¡m = 111/Po, .1% es el conjunto de las funcionesconstantesy V(Aw) es el subespacio
d#X definido como V(Aw):

a
V(A¡

1-) = {($o.$~,Wo,Wm) E ÍP(fi)~ ¡¡‘(fi) x A’(r0) x ¡¡‘(Fo): (14/0+ VV’) E

05<> 8$” a
=0 sobre r,. = —TV’ sobreF0, (VV

0 + TV’)~(0) = (14/0 + W’h(1) = 0;.

Observando que si (5, St, TV, I’V~) es la solución de (6.4) con dato inicial (4’o. 4’,. IVo. H~) a
entommces(4> + c

1. $~. VV + c2. ~I’~)es la solución del problemacon dato imiicial (4’~ + c~.4’,, T1’,ú +
c2. Hm) obtenemosun resultadode existencia,unicidad y estabilidadde solucionesen A’.

Aden,ás.teniendoen cuenta la coercividadde la energíaen esteespaciotenemosque. para a
toda solución fuerte:

11(4’, $~, VV. W~)(t) II <¡¡(4’O 5’ W<>,TV’) Ilx’ Vt =0, a
(6.9>

II A11(5,st, VV, W~)(t) ¡I~ <II Aiv($<>, 4”, VV
0, VV’) l¡,~. Vt > O

lo que significa que las trayectoriasestánacotadasen V(Aw).
Qimememnosver ademáscuandolas condicionesde contorno111(0) = VV~(1) = O tiemmen sen-

tido y para que datos iniciales la solución es relativamentecompactaen A’. Para obtenerumna

respuestaa estaspreguntastenemosque imponer condicionesadicionalesde regularidadsobre

It->.

Proposición 6.1 Si el dato inicial ($0, 5’, VV0, VV1) perteneceal espacio:

1> = <(5<> 51 TV0 1V’) E V(Aw) :H’~ E A2(I’
0) y 14(0) — l4’2(1) = 01

la solacioncorrespondiente($,$~, TV, l4’~) de (6.4)perteneceaCb([O, oc),V), dondeCb([O,oc),l~) =

C([O. oc). 13) n L
00(O, oc; 13). Además,13 es densoy compactoen X. a

Demostración:
Tenemosde (6.9) que IV~(t) + l1’(t) = V(t) E Cb([0, oc)),H2(1~o). Portanto TV(t) = e~tH¡o +

lcr ~8 tI(s)ds y si TV” E 112(Fo), se deduce que VV E Cb([O, oc), H2(r
0)). El mismo argumento

muestra que las condiciones de contorno TV~(O) = TV~(1) = O se cumplen para todo t > (1 si
= W2(1) = O. á

u
a

Observación 6.2 Si los datos iniciales de (6.4) pertenecena 13, esteproblema es equivalente
a (6.1).

a

j
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Igual que en el primer capítulo, si definimos el espacmo:

X”={(4’~4f,TV~V)EX:j~—jTV=O~ j(V+$)=0}

obtenemosque la energíaescoercitivaen estesubespaciodeA’ que, además, es invariante para el
operador.~4,t. Se puedeobtenerunaproposiciónsimilar ala Proposición6.1 usandoel espacio
A’<> en vez de A’.

Los siguientes dos resultados se obtienen de la misma manera que sus correspondientes del
capítulo 3.

Proposición 6.2 Para cada dato inicial en A’ la solucióndébil correspondientede (6.4) tiende
a cero en A’, cuandoel tiempot tiendea infinito, es decir, Hm E(i) = 0.

Proposición 6.3 La tasa de decaimientode la energíano es uniforme en A’, esdecir, no existe

mo coas/gideC > O y w > O tal que E(t) =CE(O)ewi para cualquier solución débiL

Observación 6.3 De la misma maneraque en el capítulo 3 se deduceque:

(4>1V) —~ (1$’ +1 TV1 +1 $<>(O),—1$’ +1 TV% cuando1 -. oc.

Jo ir
0 ir0 Jo ir0

Pordítimo. se puedeobteneren estecasoun resultadode existenciadesolucionesperiódicas
del sistemima:

(6. 1 0

su — ~4’ = O
8$
—=0
bu
84’
— = —1¾
ay

— — T1rxt + «‘t = 1
lV~(O.t) — IV (it) = O

en fix(O,oc)

sobre 1’, x (O, oc)

sobre F0 x (O,oc)

sobre
para

r0 x (O,oc)

tE (O,oc).

Proposición 6.4
7,040 T. Si fu) =

(6.11)

Supongamosque f E ¡¡‘(0,7’; L
2(O, 1)) esperiódica con respectoa t, de pe-

~ f,,(t)cos(nrx) y:

1 >311 (fa» IIL2(o,T) exp(2—n)2 <oc,__ 4

00 9

n0

<¡itonces existeuna solución débil de (6.10,)periódica en A’ de periodo7’.

Demostración: Como se obtiene de una manera muy similar a la del teoremacorrespondi-
emite del Capítulo 5 la omitiremos.

u
Observación 6.4 De estos resultadosse deduceque, a pesarde
d la ecuacióndc 11’. las propiedadesfundamentalesdel sistema

modificarel término disipativo
original permanecenintactas.
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6.2 Sobre el decaimiento de la energía con otras condiciones
de contorno para W

aEn este párrafo nos proponemos estudiar el sistema disipativo siguiente:

— LS = O
8$
—=0
Oit
8$
__ = —TV~
Oy
Ttt — 14½+ TV~ + $~ = o

VV(O,t) = TV(1,t) =

5(0) — 4”’,

TV(O) — TV”,

=

It(O) = TV’

en fix(O,oc)

sobre r
1 x(O,oo)

sobre F0 x (O,oc)

sobre r0x(O,oc)

para tE(O,oc)

en fi

sobre r<>

A commtinuaciónestudiamosel comportamientoasitótico de las solucionesdel sistema(6.12).

Recordamosque los puntos de equilibrio del sistemaanalizadoen los capítulos anteriores
eran del tipo (c1.O.c2. O) y formabanun espaciode dimensióndos. Cada solución tendíaa un
pumito de equilibrio determinadode maneraúnica por los datos iniciales.

EIsistenia(6.12) tieneun conjunto depuntosde equilibrio con unaestructuramuáscompleja.

Incluso la función $(t) puedeno estaracotadaen L
2(fi) cuandot — oc, tal y como veremos

más adelante.

Por esta razómm. escribimosestesistemaen una formadistinta, considerandocomo variables
= ~4> y p = —4>~ en vez de $ y 4’~.

Recordaimdola formulación del problemapresentadaen la Introducción obtenemosque el
sistema(6.12) se puedeescribir como:

t + Vp = O

p~ + div IT= O

vn =0

y . =

TV
11 — TV~1 + TV1 — p = O

IV(O,t) = TV(1,t) = O

11(0) — 1W, p(o) =

VV(O) — TV” VI¡í(O) = TV
1 sobre F

0.

¿‘ es la velocidady p la presión del fluido interior.
Iba energíaasociadaaestesistemase define por:

en fix(O,oc)

en fix(O,oc)

sobre r, >< (O,oc)

sobre F0 x (O,oc)

sobre F0 x (0,oc)

tE (O,oc)

= ~ »í<~ + pl
2) + ~¡ UTV~l2 + ITVtI2)

y observamnosque:

(6.15)

para

en fi

126
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Es decir, estesistematambiénes disipativo.
Definimos el espacio£ = <6 E L2(fi) x 0(12) : rot 6 = O>.

Observación 6.5 La condición 6E £ significaque existe4’ E ¡¡‘(fi) tal que V4’ = y.

Consideramos el espacio de energía finita asociado al sistema anterior:

A’
0 = £ >< L

2(fi) x H¿(r
0) x 0(Fo)

con el productoescalarnatural.

Definimos el operador(VMD)~ AD) por

V(.AD) = <U = (U,p,TV,V)EXo: ÁD(U) E A’o, 6n= O sobre I’~, 6.n = V sobreFo>,

(6.16) ...4D(6,p,W.V)= (Vp,div 6,~V,~TVxr+Y p)

Observación 6.6 Observemosqueel operadorA, estudiadoen los capítulosanteriores,sepuede
d. finir de la misma maneraque..4~, considerandocomovariablesV$ y 4’~ ypor lo tanto, desde
,.s te punto dc vista no hay diferenciasentrelos operadoresA yAD. Sin embargo, una diferencia
clara existe en la definición del dominio: la componenteTV perteneceahora a ¡¡¿(F0) y no, como
(¡b/ts, a 11

1(F
0).

(omm esuisdefinicionesy considerandoU = (6,p, TV, TV~), el sistema(6.13)se escribe:{ Udt) +AnU(i) = O, Vi E (O,oc)

(6.17) U(O) = (4’o, 4’,,1V0, 1V,) E V(AD)
U(t) E V(AD), Vi E (O, oc)

Las propiedadesdel operadorAD definido en (6.16)se describenen la siguienteproposición:

Proposición 6.5 El operador AD definido en (6.16) es maximal monótonoen Xo y. por lo
tau/o. genera un semigrupode contracciones {T(t)}t>o.

La.~ solucionesdel problema (6.13,) están bien definidas en el espaciode energía y tienen
lada.’ las propiedadesde regularidaddel Teorema1.1.

Observemosque la proposición anterior nos aseguraque13(A0) es densoen X<>. Además,

por su definición. 13(A0) está incluido con compacidaden A’o.
Los resultados anteriores y un razonamiento parecido al del Teorema 2.1 nos aseguran que:

Teorema 6.2 La solución del problema (6.13) tiende, cuando el tiempo 1 tiende a infinito, al
— 12c Io.f

estadode equibibrio (0.5,ba(x).0) E Xo, donde b = —, e = TV” ya(x) =
13 kPrj 2

Demostracion:
Los resultadosanterioresnos aseguran que las trayectorias correspondientes a datos iniciales

e¡m 13(A0) son relativamentecompactasen A’0.
Los puntosde equilibrio del sistemavienen dadospor la relación

T<tfliP, z<>, j470, TV’) — (60, p
0,TV”, TV’).
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a
La fórmula (6.15) nos indica que,paraunasolución estacionaria(1W,p”, ¡4/0, 14’tm), tenemos

que 111 = O. Adenmás.estasolución satisfaceel sistema:

( Vp”=O enfi
div1W—O enfi

(6.18> 60 n=O sobreF
0 a

[ —Wt—p” = O sobrer0
VV”(1) — ¡4/o(o) = O.

De aquíse obtieneque los puntosde equilibrio son del tipo (U, b, b a(x),O), donde b es una
coristamitearbitrariay a(x) es la solución de la ecuacióndiferencial:

{ —a~~ + 1 = O, x E (0,1)
a(O) = a(1) = O.

Tammmbién tenemnosqueE(t) es un funcionalde Lyapunovestricto(sólo los puntosde equilibrio a
somm solmmciommes de energíaconstante).La demostraciónde estaafirmación es muy sem~~ejautea la

utilizada en el Teorema2.1 y se apoyafundamentalmenteen el Teoremade Hblmgren.
Porconsiguiente,se puedeaplicar el Principio de Invarianzade LaSalle y se obtieneque las a

solucioímesdel problema(6.13) tienden al conjunto de los puntosde equilibrio cuandot —

Parademostrarqueunasolución convergea un puntodeequilibrio único essuficienteintegrar

la segundaecuaciónde (6.13)y observarque la cantidad4~+ 4 VV se conservaa lo largo de

una trayectoria.

Por consiguiente.la solución (igp. VV, T4S)(t) tiende, cuandoel tiempo tiende a infinito, al a
— f<> 1 1 4 13

estado(O.b.ba(xtO) que tiene la propiedad: e = ]p + j VV<> = j b + ba(x) = —b
12

(omm esto secommclux’e la demostracióndel teorema.
a

u
Observamosqueel espacioA’o se puededescomponeren sumadirecta A’o = X¿

1 eX¿. donde: a
= {(ÍW 9 li’<> ¡/0) EX

0: jt+j =

a

= {(J,b,ba(x),O) E Xo}.

La proyección de la solución U(t) del sistema(6.13)sobre4 permanececonstantemientras
que la proyecciónsobreX¿~ tiende a cero.

Observación 6.7 Observemosqueexistensolucionesde la ecuación(6.12) con la propiedadde U
que ¡~ $ IIL2(o) no permaneceacotadacuando t — oc. En efecto, (t, 1, a(x),O) es una solución
dél sistema (6.12) con esta propiedad.

a
A continuaciónnos interesasi el decaimientodel semigrupode contraccionesgeneradopor
en A{7 es ummiforme o no.
La posibilidad de separar las variables nos permitía en el Capítulo 2 demostrar la existenciade a

una sucesión de autovalores del operador A, quese aproximanal eje imaginarioy asídeducíamos
que la emiergíade las solucionesdel problema(1.1) no tiene un decaimientouniforme.

a
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En el caso del sistema(6.13) no es posible usar un argumentosimilar ya que las nuevas
condicionesde contornopara TV no permitenla separaciónde las variablesy, por lo tanto, no
se puedenconstruir solucionesexplicitas con decaimientoexponencialarbitrario. Sin embargo,
demmíosmraremmiosque estesistematampocotieneun decaimientouniforme. El resultadose apoya
cii el hecho de que existen autofuncionesy autovaloresdel operadordiferencial, .AD, que se
parecenmx~uclmo a las autofuncionesy los autovaloresdel operadorA, correspondienteal sistema
íimícial (1.1). Esto ocurre debido a la contribución relativamentepequeñaque TV tiene en la
norma de umia autofunción.

Teorema 6.3 Si bien la proyecciónsobre4 de toda solución de (6.13) tiende a cero, cuando
— oc. este decaimiento no es uniforme.

Deinostracion:
Sm,pomiganmosque. por el contrario, el semigrupo <7’(t)}~>0 generadopor el operadordife-

reimcial AD asociadoal sistema disipativo (6.13) tiene un decaimientouniforme: existen dos
comístamitespositivas Al y w tal que IIT(t)IIxo=Al eWi.

Demmotamnospor R(AD : A) la resolventede An en A:

1Z(An : A) = (An — AIf’.

l¾ilizamulo la expresiónde la resolventeen la forma integral (ver Pazy [40]. T 3.1. p. 8)

= je.US(t)dtobtenemos:

ILR(An : >)¡j ~.o < ¡ eRt AtíIs(t)II dt < ¡ Al e(1~cAw>t dt.

(ommsideramídoelementosA sobreel eje imaginario (con ReA = O) obtenemosque las resol-
vemmmes correspondientesestánumiiformementeacotadas:

Al
(6.19> IIR(AD : A)lIxo < — para todo A con ReA = 0.

0~ ~

.4 coimtimmuación construimosunasucesiónde valoresu con lZev = O y de funcionesde norma
1111<) en X¿’. ~,. E V(AD) de tal forma que:

IIR(An : v)&ILo — oc

lo que está en contradicción con (6.19)y nos indica quela suposicióninicial es falsa.
Imítroducimos ahora el operadorconservativoAc asociadoal sistema(1.1) del Capítulo 1

(considerandocondicionesde Neumannpara VV), pero usando las variables 11 y p, como lo
Imicimnos antes.

Si miotamospor P4 el operadorde proyecciónsobrela cuartacomponentetenemosque A =

~
1c+ 711.

El Teorema3.1 nos aseguraqueel operador 4c tiene, para cada valor entero positivo k

Oímw se obtiemme separando la variable x), una sucesión de autovalores {Vk,m}m=O puramente
nímagimíarios ~‘ de módulo mayor que k,r, que se acercana los valores 1k2 + m2 r i cuandovn
liemíde al infinito. Estosautovaloresvienen dadospor 11k,r’. = m ~ k2ir2 i dondeZk.m son las

raíces realesde la ecuaciónalgebraica:

z2 + k2ir2
tgz—
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A contínuaciondenotamospor u un autovalorde estetipo.
Tambiénconocemoslas autofuncionescorrespondientesa un autovaloru:

~‘
3-v(cosh Iu2+k2,r2(y~ 1)cos kirx) ‘~

cosh j7W~r2(y — 1) cos k,rz

(6.20) ~‘,!.= — v2+k2w2 sinh v’WT~2r2 cos k,rx

u2

u2 + k2r2 a
sinh v~’u2 + k2,r2 cos kirx

Se tiemie queAc ~ =
~2w2

A partir de ahorautilizamos la notaciónc,. = senh ~~,crTI2~2.
u

Del Capítulo3. en el queanalizamosel espectrode Ac, se tiene (veasela Proposición3.1):

Lema 6.1 Si>.’ describe los autom.’alores de Ac de módulomayorquekw, para un k fijo. entonces

bine¡nos 1(1.9 siguientesdospropiedades:

i) La sucesión{ d’,~} no tiende a cero fuertementeen A’ cuando luí tiende a infinito.
u) S¡ notamospor P

4 el operador de proyección sobre la cuarta componente,entoncesla

sac(.s¡óI, {P4 e,,) tiende a cero fuertementeen L
2(I’o). Además, ~. = o

Defi¡min¡os ahora,para cadaautovaloru con las propiedadesdel lema anterior, la fumíciómí
u,, : [0. 1] — 1—1. 1] por:

x+UeE~&T, sixE [o,¡t~)
mm,, = <1)k(v1x + si x E (1 — ¡ti’ 1] a

O en los demascasos.

Taíímbiémm commsmderamosla solución ~,,de la ecuacióneliptica:

{ ÑX4Q~+4Q~0 enE k. a

Construimosahoralas funciones4,3 — (Vp,,, O, ~CV u,,) y 4->,, = —u,,, 4’1 4,3.1/
~ Observemosque m/’> E 13(A

0). En efecto, teniendoen cuentalas definicionesde las funciones
u,, y y,, y notandopor 4>,j la componente i-ésima de 4->,,, se verifica inmediatamentaque:

• y~ E H
2(fi) con lo cual 4h>~m E (JJ’(fi)9

• u,,~ n =OsobreFm, 4’,
41n=4’,,4sobrero

a
• ‘¡,~ E C~’(O. 1). u,,(O) = 1, u,,(1) = (—1)” con lo cual las últimas dos componentesde u-’,,

pertemiecemia 112(0.1) fl ¡¡¿(0.1).
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Defimmimos.paracadavalor u con las propiedadesdel lema, la función:

(Ao —

IIGAo —

Se obtieneque
IP,,R(AD : v)& = ¡¡(A0 —

y imos proponemosdemostrarque i¡7Z(An : v)¿,,IIxa — oc cuandou — oc.
Paraéstoevaluamosla norma de las cantidades4,~, y (Ao — uI)t,,.
Como tenemosque

(AD—vI)4,,, (Ac+P4—uZ)4,-~-(Ao—vI)4,3=P4i4+(An

‘ la parte u> del Lema 6.1 nos aseguraque P4 V’ tiendeacerocuando vi tiendeal infinito, nos

(1lmeda evaluarla norma lIk4o — vI)t,b3I¡xo:

¡ItA0 — vZ)t’Qjj%o = ji — vvs:uIl<J3(fi))2
2+ II — As:vI¡~

0> + ¡¡ — ~(tLv)rx cUUVIIL2(OI>.u

Temmemnossucesivamente:

,,[ luí
= (—Vl~ + 1)eml’mz—1

• !I( ?Iu)rxII~2(om) = ¡(u,,)~¡
2 = 2¡v¡4

= 2kI~J

~1~

31v¡

1 21,,mx

(¡u¡x — 1)6 elkm±-.1 =

1 ds < 2c¡vI3,

(s—
~1 1 ..2j.

dondee = J ( — ~‘~‘ ds, valor queno dependede u

• II — Xy,,J¡¡~<~ = I¡s:ui¡L2<n) =IYt,IIH’(O).

2 ¡Os:,,• llL~II•~~.~ =. 1•srL’uun.~,, ir0 Dv

=~l2f Iu,,12 + ~IY¡’lIu’(n)

y por lo tanto

~Iy,,II%,<0>=¡c.j~ Ir. ¡u,4
2 =2jc,,¡2

3jz’¡

Las últimas estimacionesnos indican que¡¡(Ao — vfl4’3IIxo tiendeacero cuando v¡ tiende
a infinito, ya que

II(Ao — vZ)4,3¡j5~~o ~ 214423
21 c~ ¡2

+ —~j-—j— + 2c¡c42iv¡

• IIU~[Ii2(u
1) =

= —j c,,u,,s3~ = I@A2) <

+ 21 c,,12
31u¡

(‘omm ésto hemosdemostradoque lim II(Ao — vZÑ’4Ixo = O.
14—00
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- Por otro lado. la partei) del Lema 6.1 nos aseguraque la sucesión{4’} no tiende a cero
fuertementeen A’ cuandoluí tiendea infinito, perolas estimacionesanterioresnos indican que
{ w3} silo hace. Resultaquela sucesión{4,,} no tiende acero fuertementeen X¿~.

Los últimnos dos resultadosindican que IIIZ(Ao : u»¿,,j¡~o —. oc cuandou — oc. lo que
nos proporcionala contradiccióndeseada.

Obtenemosque el semigrupoasociadono tiene un decaimientouniforme.

u
Observación 6.8 Se podría intentaraplicar elmismotipo de razonamientousandocomosucesion

(ib,,),, la sucesión a la que hemosvisto que éstase acerca:

¡ __________ cos m~ry cos kirx
(—1 )Tfl+1 i É

= Vx/~I+rn:r miry cos krx

0 ¡ a
0 1

Sin embargo, tal y comose observapor un cálculo directo lo, no obtenemosel resultado
deseadoya que

II(Ao — VflÚ’kmIIxO = j¡ cos mirylIL2(oI)

y este termino no tiende a cero.

Observación 6.9 El resultado obtenido en el teorema anterior no es sorprendente ya que la
disipación estáconcentradaen una parte relativamentepequeñade la frontera y que no cumplelas
condicionesgeométricasdeducidasen f6J. Sin embargo, la demostracióndel teoremanos indica

algo másquesubrayamosa continuación. La sucesión(¿,,),, encontrada tiene la propiedadde que
le correspondeuna sucesiónde solucionesdel problema (6.12) con un decaimientono uniforme.
La energíade estassolucionesno estáconcentradaa lo largo de un rayo de la óptica geométrica

que no intersectala región disipativa (como en ¡6/,) sino que estáuniformementedistribuida en
fi. Esto nosindica, una vezmás,queen estetipo de sistemasla verdaderacausa del decairnknto a
no uniforme es la estructura híbrida del problema y no la localizaciónde la disipación.

Tambiénobservamosque podemosencontrar,para cada & E ~V una sucesión diferente (e,,>,,
Observación 6.10 El resultado anterior nos muestra que la propiedad de no tener vn U
caimiento uniforme no cambia cuando, en el sistema,las condicionesde contorno para VV se

modifican. Esto es lógico puestoque VV, a altas frecuencias,es despreciablefrente a 4’.

6.3 Sobre el soporte del término disipativo
a

Parademostrarqueen problemasde estetipo no hay un decaimientoexponencialde la energía
ni siquiera cuandola disipaciónse ejerceen toda la fronteraestudiamosun casodistinto en el
quela simetríapermitecálculosexplícitos.

Sea fi la bola unidad de IR2 fi — {(x,y) E IR2 ¡ z2+y2 < 1} y supongamosque la disipación
se ejerceen toda la frontera

1’ = {(x, y) E IR2 1 x2 + ~ =

a
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Planteamosel problemade las vibracionesacústicasen estenuevo dominio dondela frontera

entera se consideraflexible. La derivada TVzr se reemplazapor la derivadatangencial 1V66.
Escribiendoel sistemaen coordenadaspolaresobtenemos:

1 1
$t$rr~$r””~$ee=O para 0<r<1, 0<6<2w,O<tr r
$r0 para r=0, O<t

para r=1, 0<6<2ir, O<t
(6:21) iV~~—Weo+TV~+4’~=0 para r=1, O<e<2ir, O<t

$(O)=4”’, 4’dO)—$’ para O<r<1, 0<6.c2ir

VV(O) = ¡4/0, It(O) — TV’ para r = 1, 0 < O < 2,r

Un sistemasimilar se puedeencontraren Bankset al. [5] dondese estudiaun problemade
reducciónde ruido en un cilindro infinito.

El sistema(6.21)tieneunaúnicasolución con todaslas propiedadesenunciadasen el teorema
1.1. Además,si consideramosdatosiniciales radiales,la solución va a ser también radial $ =

@(/. r). II = 14(t) y va a verificar el sistema:

1
para O<r<1, 0<t

r para r=O, O<t

4’~=lV~ para r=1, O.ct

Ui:22) lV~+W~+4’~=O para m’=1, 0<i

4’(O)—&. $dO)=4” para O<r<1

¡‘¡‘(O) — VV
0, lV~(O) — TV’ para r = 1.

Hmmscamossolucionespara la ecuación(6.22)del tipo:

<6.23) (4’, TV) = e’~t(t Y), con ‘II = ‘11(r) y Y E IR.

Nuestro objetivo es demostrarla existencia de una sucesión (A,,),, de autovalorestal que
(iZe>,, )~ converja a cero cuandon oc, lo que implica un decaimientono uniforme de la
emmemgía en el tiempo.

Las solucionesde la forma (6.23) verifican:

1
(6.24) t Vv~:vA~<l) =

domíde por ‘ denotamos la derivada con respecto a r.

Eh miii mía mido Y se obtiene:

£ 1

(6.25) j ‘¡“(O) = O

~ (A — 1)~’(1) + .A’P(1) = O.
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Con el cambiode variablez = ,1tr i y ‘P(r) = ¿(Ar 1) = ¿(z) resultaquela función de variable
compleja ¿ verifica la ecuaciónde Besselde ordencero:

4”{ ¿‘(0) = O
(A— 1) «‘(A i) + ¿CX i) = O.

Notamos ji = > i.
Las primerasdosecuacionesde (6.26)nos indican que la soluciónes la función de Besselde

orden cero del primer tipo, notadaJ
0.

Como J¿ = —Jncon J1 la función de Besselde ordenuno del primer tipo, la última ecuacmohí
de (6.26) se escribe:
(6.27) (y — i)J,(g) — JaCtO= O

y nos da los autovaloresA = —iy del problema(6.22).
Con la idea de aplicar el Teoremade Rouchédemostramosalgunasdesigualdadesprevias.
SeaD = {z E C ¡ Imz 1< 1, Rez> 1}.

Lema 6.2 Si J0 y A son las funciones de Bessel de orden O y 1 del primer tipo existe m,na
constanteC > O tal que:

¡ Jo(z)+iJ,(z) I<~

c
I Jm(z) ¡> ~I

2 Zmz
+ —eirz

+ ~ sen(z
ir”

4)

a
Vz E D

Vz E D

aDemostracion:
Emí ~Vatson [47], p. 199,se demuestrael siguentedesarroHoasintótico para J,, u E A’:

00ir (v,2m

)

J,,(z) — 2 (coser+ tE. —

00
“‘ir ir z(~1)mtv~¿m+1>

con (u. tu) =

Resultaque:

[(u + rn + ~)
mT(v — m+ ~)

(4v
2 — 12)(4v2 — 32) .(4v2 — (2m — 1)2

)

22mm!

2 vir ir
i,}z) = —(cos(z+ — — —)

irz 2 4
1

+ O(—)) para z E D,
z

comi 1< suficientementegrandey por tanto:

Jo(z) + iJm(z) — 2 ir ir 11—(cos(z — —) — isen(z— —)) =—O(—)
irz 4 4

(6.32) 2 ir 1 1

Jm(z) + —sen(z — ~) =~O(—)

(6.26)

j

(6.28)

(6.29>

a

(6.30)

(6.31) ¡z¡ > 1<
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Obtenemosqueexisten C1 > O y C2 > O tales que:

zx/E(Jo(z) + iij(z) — 2 E.) — ,iI= G para z E D—(cos(z— — isen(z ~‘
(6:33) irz 4 4

¡ zvi(Ji(z) + i~/Ssen(z — ~O) ¡~ C2 paraz E D

(‘oií E’ > máx {C,, C2} se obtienela conclusióndel lema.

u

En Watsomm [47],p. 506, sedemuestraquela función .J,(z) tieneunasucesiónde ceros(a,,),,>o
reales,positivosy simples conel siguientedesarrofloasintótico:

ir 3 9
+Un flir+ ¡— 2ir(4n+ 1) 96,r

3(4n+ 1)~ —

Obíciemosque

a,, ~E. = nw~o,, con o,, = — +4 2ir(4n-l-1) 72

O E [O,2r)}

(omísidemamnos.paracadan > O, el círculo:

16= {z E E’ ¡ z = a,, + r,,e

(Omm
2c

(6.36) ~~on<r,,<an+xiZS
nr

y r mmm coimstanteque va ser precisadamástarde.

Lema 6.3 Para r,, dada por (6.36) existeN. > O tal que:

c
(<1.37> — =sen Iz——>

¡21 ~4j Vz E r,, con n > N~.

Demostracion:
1cm emos

2
¡ sen(z + —) ¡ =¡ sen(a,, — — + r,,cosú) 2 + senh(r,,sen6)¡2=

4 4

=¡sen(a,,— + r,,cosO) ¡2 + ¡ r,,senO¡2
4

La fimmmción

irf : [0.2ir) —~ IR, fO) =¡ sen(a,,—

alcanzasim mínimo en O = O si o,, + r,, <

Resultaque:

¡ sen(z — 1)1=1sen(o,, + r,,)
4

O (jIIC —o,, < r,, < ir — O,,.

+ r,,cosO) ¡2 + ¡ r,,senO¡2

sen(a,,+ r,,)

(6.34)

(6.35)

E
u
u
u
u
E
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
E
u
u
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Aplicando el Teoremade Taylor se deduceque existe~ E [0,2w) tal que

¡ sen(z— E.) ¡> sen(a,,.4- r,~) = (a,, + r,, (a,, 2 sen~)
4—

Paraz E IX y r,, cumpliendo(6.36)tenemosqueexiste N~ > O tal queparatodo u > N~ y
z E 1,,: a

c e c 2c (o,,+r,,)2

¡ z¡a,,—r,,n,r n,r 2

(a,, + r,,9
_ sena)=1sen(z— E.) ¡
_ 2 4

u
Teorema 3: La ecuación (6.22) tiene una sucesiónde soluciones de tipo (6.23):

(4’,,, VV,,) = e>’~~0P,,.Y,,) fl

con la propiedad hm 7Ze>~,, = O.
rt— SC

Demostración:
L;tilizaimdo el Lerna 6.2 se obtieneque

¡ .Jo(:)+i.Im(z) < E’ ~ -3~ ¡e7”’~ < 1 (C+ i/1e)= ,%¡(2C+V?ie)—

¡vii irz —¡fi¡ Vir ¡<EH

Ahora. elegiendoc = Cv& + e, aplicandoel Lema 6.3 y de nuevoel Lema 6.2 resulta

¡Jt,i~>+iJmWi< 1 1e).. ......§.... 3±¡¡ sen(z E)¡ ......§..m—mmj/—’mir viii 4 ¡M<m~mmmk~wm

para E IX y u > Nc.

Aplicando el Teoremade Rouchése obtienequela función (z — i)Ji — Jo tieneun cero en el
interior de la curva r,, para u suficientementegrandey de aquíquela ecuación(6.27) tiene una
sucesmonde ceroscon la parteimaginariaconvergentea cero.

Por lo tanto, existe una sucesiónde solucionesde tipo (6.23) con 7Ze.Xdecrecientea con’
que indica un decaimientono exponencialde la energía.

• a

Observación 6.11 El resultado anterior muestrala ausenciade decaimientouniforrnt de la
energ¡a incluso si la disipaciónse ejerceen toda la frontera. Esto nos indica que estefenómeno
se debe al carácterhíbrido de los sistemasconsideradosy no a la localización de la disipación

en una parU más o menospequeñade la frontera.

a

j
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