Propiedad de Artin-Lang
para
variedades analiticas
de dimensién dos

Tesis doctoral presentada por
Ana Castilla
vy realizada bajo la direccion de
D. Carlos Andradas Heranz

Madrid, mayo de 1994

Departamento de A]gebra
Universidad Complutense
28040 Madrid



Agradezco la paciente dedicacién y el apoyo recibidos por D. Carlos Andradas.
Quiero recordar el carifio con que Javier y Mac han compuesto y recompuesto
estas paginas. A ellos les dedico esta memoria.

Las personas cambian, y tambien sus necesidades.
De modo que lo que en otro tiempo fue
espiritualidad ya no lo es. Lo que muchas veces
pasa por espiritualidad no es mis que
fa constancia escrita de métodos pasados.

ANTHONY DE MELLO, 8.J. «El canto del pdjaro»



Indice analitico

Introduccion 1
1. Preliminares 8
1. Generalidades sobre subconjuntos semianaliticos reales . . . . . . . 8

2. Generalidades sobre conjuntos analiticos reales y Teoremas A y B
deCartan. . . . . .. . .. e e e 11
3. Generalidades sobre espacios de 6rdenes . . . . . ... ... ... 18
4. Eloperadortilde . . . . .. ... .. ... ... .. ....... 20
5. Gérmenes analiticos y semianaliticos . . . . .. .. ... ... .. 25
2. Descripcién geométrica de los ideales maximales de O(R"™) 27
1. Imtroduccién . . . . . . .. ... ... ... 27
2. Descripcién geométrica de los ideales maximales de O(R") . . . . 28

3. Sumas de potencias 2k-ésimas de funciones meromorfas con conjunto

de ceros compacto 35
1. Introduccién . . . . . . . . . . . .o 35
2. Ultrafiltro asociadoauwnorden 3 . . .. . .. . . .. ... ..., 36
3. Teorema de Artin-Lang: un caso particular . . . . ... ... ... 40
4. Sumas de potencias 2k-ésimas . . . . ... ... ... 41



Indice analitico Il

4. Propiedad de Artin-Lang para variedades analiticas de dimensién dos 46

I. Introduccidn . . . . . . . .. . . . ... 46
2. Funcidn cuasilibre de cuadrados asociada a una funcién dada . . . 46
3. La propiedad de Artin-Lang para dimensién 2 . . . . ... .., . 52

5. Sobre la adherencia y las componentes conexa de subconjuntos semia-

naliticos globales 56
1. Introduccidn . . . . . . . . . . e 56
2. Semianaliticidad global de la adherencia . . . . . ... ... ... 57
3. Semanaliticidad global de las componentes conexas . . . . . . . . 62

Bibliografia 75



Introduccion

El objetivo central de esta tesis ha sido el estudio de los conjuntos semianaliticos
globales en una variedad analitica no compacta de dimensién dos. ;Qué signifi-
cado tiene y por qué la necesidad del adjetivo “globales™?

El estudio de los espacios analiticos tuvo su principal desarrollo gracias a
los trabajos de H. Cartan de los afios cincuenta, quien desde el comienzo sefialé
el distinto comportamiento entre los casos real y complejo, en aspectos tan fun-
damentales como la coherencia del haz estructural, los fenémenos de caida de
dimensién o la carencia de sentido de la nocién de componentes irreducibles en
el primero de ellos.

El propio Cartan en su trabajo [C] abre una puerta para el estudio de los
subconjuntos analiticos reales del espacio ‘numérico’ R", introduciendo la nocién
de complexificacién. Ahora bien, mientras que la complexificacién de un germen
analitico real siempre existe, la existencia de complexificacién global implica que
el conjunto analitico de partida puede ser definido como el conjunto de ceros de un
ndmero finito de funciones analiticas definidas sobre todo R™. Y reciprocamente,
si un conjunto analitico A C R" tiene esta propiedad entonces existe un conjunto
analitico B en un entorno abierto de Stein de R™ en C™ tal que BNR™ = A, de
modo que muchas propiedades de B pueden trasladarse a A. Surge asf por primera
vez el interés y el estudio sistemdtico de los conjuntos analiticos definibles por
ecuaciones globales, y que son, evidentemente, el primer ejemplo de los conjuntos
semianaliticos globales.

El estudio de los conjuntos semianaliticos fue abordado posteriormente de
modo sistemdtico por Lojasiewicz en su memoria [L] de 1964. Recordemos que
un conjunto S C M es semianalitico si en todo punto de M, puede expresarse
localmente como una unién e interseccién finita de igualdades y desigualdades de
funciones analiticas definidas en un entorno adecuado del punto. Puesto que la
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definicién es de cardcter local y localmente las funciones analiticas tienen un com-
portamiento aigebraico, los conjuntos semianaliticos comparten un buen mimero
de propiedades con los conjuntos semialgebraicos.

En la dltima década, el dlgebra real se ha desarrollado de modo notable. Mas
concretamente, la nocidn de espectro real de un anillo se ha ido imponiendo como
el objeto algebraico-geométrico capaz de recoger las especifidades de los conjun-
tos reales y unificar el tratamiento de los mismos. Por ejemplo, los conjuntos
semialgebraicos y semianaliticos pueden verse como casos particulares de una
misma situacién general: el estudio de los conjuntos constructibles del espectro
real de un anillo A. Asi si A es el anillo de polinomios, estaremos tratando
con los conjuntos semialgebraicos; si A es el anillo de series convergentes esta-
remos hablando de los gérmenes semianaliticos; v si A es el anillo de funciones
analiticas sobre una variedad analitica M estaremos hablando de los conjuntos
semianaliticos definidos en M por funciones de A. Aparece asi el interés por el
estudio de los conjuntos semianaliticos definidos globalmente.

Para ir precisando un poco mds, sean M una variedad analitica real, conexa
y paracompacta, A el anillo de funciones analiticas sobre M y K su cuerpo de
fracciones. Denotamos por Spec, (A) el espectro real de A (cf. [Bo-Cs-Ry]}). Un
conjunto C' C Spec,(A) se dice que es constructible si es de la forma:

p
¢ = |J{e € Spec, (4) | fi(a) = 0,gi(@) > 0. gis,(2) > 0},
i=1
para ciertas funciones f;,g;; € A. Un conjunto S C M se dice que es semia-
nalitico global si es de la forma

P
S= U{I eM l f,‘(iﬂ) = 0:9:‘1(35) >0,.. -g;‘s‘-(ﬂf) > O}
i=1
para ciertas funciones f;, g;; € A.

Evidentemente, dado un conjunto semianalitico global S podemos asociarle
un conjunto constructible S de Spec_(A), a saber: el definido por las mismas
ecuaciones (o férmula). Y reciprocamente: dado un conjunto constructible pode-
mos considerar el conjunto semianalitico global definido por la misma férmula.
Es bien conocido que en el caso de que A sea el anillo de polinomios ([B-C-R]),
o de series convergentes ([Fe-Re-Rz]), o si M es una variedad compacta ([Rz2]),

la correspondencia S — S es biyectiva. Este resultado que estd en la base del de-
sarrollo del algebra y geometria reales se conoce hoy en dfa, debido a sus origenes
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histéricos, con el nombre de propiedad de Artin-Lang. En efecto, fue Artin quien
en primer lugar demostrd un resultado similar como paso decisivo en su solucién al
problema 17 de Hilbent: si fi,..., fr € Q[X),..., X,] son polinomios tales que
existe un orden del cuerpo de funciones racionales Q(X,..., X,) en el que son
positivas, entonces existe un punto {z1,...,zn) € Q" enel que fi(z),..., fr(z)
son simultiéneamente positivos. Mds tarde este resultado fue generalizado por su
discipulo Lang para extensiones finitamente generadas de un cuerpo real cerrado,
obteniendo el resultado conocido en ocasiones como €] teorema del homomorfismo
de Lang, acuiidndose posteriormente el nombre de propiedad de Artin-Lang.

Sin embargo, si M no es compacta, la biunivocidad de la correspondencia S —
S no es cierta incluso si M tiene dimensién 1, como se muestra en [An-Be]. Ello,
unido a las ‘malas’ propiedades del anillo A4 si M no es compacta {en contraste
con ¢l caso compacto en el que A resulta ser un anillo excelente), ha hecho que los
conjuntos semianaliticos globales en el caso no compacto estuvieran sin estudiar,
del mismo modo que también el problema 17 de Hilbert permanece abierto en
este contexto para dimensién mayor que dos, salvo algin resultado particular para
funciones cuyo conjunto de ceros es discreto ([Bb-Kz-Sh]) o compacto {[Jw3]).

Ahora bien, en [An-Be] se demuestra que la propiedad de Artin-Lang sigue
siendo cierta en dimensién uno, si se trabaja con el espectro real del cuerpo K
en lugar de con el del anillo A, esto es, si se plantea en los términos originarios
de Artin: supongamos que fi,...,fr € K verifican que son positivas en un
orden de K. Entonces existe un punto x € M en el que fi(x),..., fr{z) son
simultdneamente positivos. Extender este resultado a dimensién dos ha sido el
problema central de la tesis que ahora presentamos, y su demostracién constituye
el capitulo 4 de esta memoria.

Nuestra demostracién estd basada en asociar a cada orden 3 de K un filtro de
conjuntos semianaliticos globales cerrados de M, que permite reconocer cuando
determinadas funciones de K pertenecen a J. Este método ha sido utilizado
también en [An-Be] y [Jw3], y sus potencialidades se pusieron ya de manifiesto
al poder demostrar un criterio de caracterizacién, por medio de curvas analiticas,
de las funciones de A con conjunto de ceros compacto que son suma de potencias
2k-ésimas, y que engloba los resultados conocidos para el caso en que M es
compacto ([Rz4}). Este criterio, que en la memoria aparece en el capitulo 3, fue
presentado en el congreso de Geometria Real celebrado en La Turballe en 1991
y ha aparecido publicado en las actas del mismo en LNM 1524,

Los ingredientes fundamentales que usamos en nuestra demostracién de la
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propiedad de Artin-Lang son, por un lado la descomposicién de toda funcién
analitica f sobre M como producto f = fh de una funcion analitica libre de
cuadrados y una suma de cuadrados. Mds precisamente, aunque siempre de
modo intuitivo, si Y es la union de las componentes irreducibles de los ceros
de f en las que ésta cambia de signo, i.e. tiene multiplicidad impar, f es un
generador de Y, de modo que A = f/ f tiene multiplicidad par en todos los
puntos, resultando ser una suma de cuadrados, y por consiguiente positiva en
todos los érdenes de K. Por otro lado, la finitud del nimero de pitdgoras del
anillo de series convergentes en dos indeterminadas {que vale exactamente 2)
juega un papel decisivo. Recordemos que el mimero de Pitdgoras de un anillo A
se define como el menor entero p que permite expresar cada suma de cuadrados
de A como suma de p cuadrados. Finalmente, usamos el Positivstllensatz para
gérmenes de funciones analiticas y, como no podia ser de otro modo, ¢l teorema
B de Cartan para globalizar los resultados locales.

Con el teorema de Artin-Lang en nuestra manos, tenemos una exacta interpre-
tacién geométrica de los érdenes del cuei'po K de funciones meromorfas sobre M:
éstos se corresponden con ultrafiltros de conjuntos semianaliticos globales abiertos
de M. También tenemos a nuestra disposicién una correspondencia tilde similar a
la comentada anteriormente, que hemos llamado correspondencia tilde genérica, y
que estd definida entre los conjuntos semianaliticos globales de M y los conjuntos
constructibles del Spec.(K). De modo preciso, dado un conjunto semianalitico
global § le asociamos el conjunto iS¢ Spec,.(K') definido por la misma férmula.
Evidentemente los conjuntos del tipo {f = 0} carecen de sentido en Spec, {K),
por lo que esta correspondencia no es biyectiva. No obstante, dos conjuntos S y
5’ tienen la misma imagen por ella si y s6lo si son genéricamente iguales, esto es,
se diferencian en un conjunto contenido en los ceros de una funcién de 4. Esto
s suficiente para algunas aplicaciones, como las que aparecen en el capitulo 5.

Como hemos sefialado anteriormente, la propiedad de Artin-Lang ha sido la
llave para la resolucién del problema 17 de Hilbert en diferentas contextos. Sin
embargo, para variedades analiticas no compactas de dimensién dos, el problema
17 fue resuelto en los trabajos [Bo-Rs] y [Jwl] sin prestar ninguna atencién a la
propiedad de Artin. Queremos enfatizar que nuestra demostracién de la propiedad
de Artin-Lang no utiliza la solucién al problema 17 de Hilbert en dimensién
dos, hecho que nos parece especialmente significativo, pues devuelve el proceso
a su orden ‘natural’. Nuestra demostracién de la propiedad de Artin-Lang fue
obtenida hace aproximadamente dos afios, y aparecerd en las proximas semanas
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en el Mathematische Zeitschrift. Para su culminacién fueron de inestimable ayuda
las conversaciones que mantuvimos con el profesor Jaworski en el transcurso de
su visita a Madrid.

El tiltimo capitulo de la memoria se dedica a dos aplicaciones fundamentales de
la propiedad de Artin-Lang: la demostracion de que la adherencia y las componen-
tes conexas de los conjuntos semianaliticos globales son de nuevo conjuntos semia-
naliticos globales. Curiosamente, el problema de la adherencia lo hemos resuelto
también para dimensién 3, y la demostracién es relativamente sencilla. La razén es
la siguiente: si dim(M) > 2 podemos también obtener una descomposicidn de una
funcién analitica f = f h similar a la explicada anteriormente, aunque con algunas
limitaciones, fundamentalmente el hecho de que los ceros de f no coinciden con
el conjunto de puntos en los que f cambia de signo, sino que se diferencia de éste
en un conjunto de codimensién > 1. Sin embargo, esto es suficiente para observar
que la adherencia del conjunto semianalitico global ﬁl >0,..., fL_?_p_} se dife-
rencia del conjunto {fl >0,.. ,fr >0, f1f1 >0, f1f2 >0,. ..,f1,_1fr >0} en -
un subconjunto semianalitico de un conjunto analitico de dimesién menor o igual
que 1 y que por consiguiente resulta ser global. Como todo conjunto semianalitico
global es unién finita de conjuntos bésicos de la forma anterior o de conjuntos de
dimensién estrictamete inferior, podemos concluir el resultado.

Probablemente ha sido la demostracién de la semianaliticidad global de las
componentes conexas la parte de la memoria que mds nos ha costado, tanto en
tiempo como en esfuerzo. Para st obtencién hemos tenido que hacer uso del
espectro real del cuerpo K de funciones meromorfas sobre M. De modo intuitivo,
dado un conjunto semianalitico global § C M, podemos asociarle el conjunto g
segiin lo comentado anteriormente. Por otra parte, si T' es una componente co-
nexa de S y admitimos por un momento que es un semianalitico global, se tiene
también una idea clara de quien deberia ser su correspondiente conjunto °T. Asi
pues, hemos procedido de modo inverso: hemos considerado el candidato a Ty
hemos comprobado que es constructible en Spec,.(K'), con lo que viene descrito
por una férmula dada por funciones globales. A continuacién consideramos el
conjunto semianalitico global definido por esa misma férmula, y comprobamos
que se diferencia de T en un subconjunto semianalitico de un conjunto analitico
unidimensional, y que por tanto resulta ser global. A pesar de la sencillez de la
idea, la demostracién se convierte en bastante técnica en determinados momentos.

La memoria termina con un bonito resultado que utiliza la misma técnica de
demostracién que el anterior y que muestra que un conjunto semianalitico S C M
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es global si y sélo su frontera es un conjunto semianalitico global.

Hemos dividido la tesis en cinco capitulos. El capitulo 1 es una recopilacién
de resultados y definiciones que aparecen en el resto de la tesis. Entre ellos se
incluyen los Teoremas A y B de Cartan y algunas aplicaciones que usaremos en
varias ocasiones (cf. proposiciones 2.5 y 2.6).

El capitulo 2 estd dedicado a establecer una correspondencia biyectiva entre
los ultrafiltros de conjuntos analiticos globales y los ideales maximales de O(R").
Estudiar esta biyeccidn fue lo primero que hicimos cunado se decidié presentar un
trabajo de investigacidn para los cursos de doctorado. Gracias a ella demostramos
que los cuerpos residuales de ideales maximales en O(R™) son reales cerrados (cf.
proposicién 2.12 y teorema 2.13).

En el capitulo 3 desarrollamos uno de los resultados basicos para la demos-
tracién de la propiedad de Artin-Lang. Asociamos a cada orden 3 del cuerpo
de funciones meromorfas sobre un conjunto analitico irreducible X un filtro ma-
ximal Uy de subconjuntos semianaliticos cerrados de X. Como ya apuntamos,
esta asociacién nos permite dar algunos criterios geométricos para decidir si una
funcién analitica es positiva en dicho orden. Estas técnicas serdn las que aplique-
mos en el capitulo 4 para demostrar la propiedad de Artin-Lang y el problema 17
de Hilbert para variedades analiticas conexas y paracompactas de dimensién dos.
Una aplicacién mas sencilla consiste en demostrar estos resultados para funciones
meromorfas con soporte compacto (cf. proposicién 3.1). Esta situacién particular
incluye el caso en que M sea compacta y de dimensién arbitraria.

En la seccién 4 del capitulo 3 caracterizamos geométricamente mediante ar-
cos analiticos las funciones con soporte compacto que son sumas de potencias
2k-ésimas de funciones meromorfas. Esta caracterizacidén generaliza el resultado
de [Rz4] para gérmenes y funciones meromorfas sobre variedades analiticas com-
pactas de dimensién arbitraria.

El contenido de los capitulos 4 y 5 ha sido expuesto ampliamente en esta intro-
duccién. En el capitulo 4 demostramos la propiedad de Artin-Lang para variedades
analiticas M reales conexas y paracompactas de dimensién dos. El la seccién 2
obtenemos algunos resultados técnicos necesarios. En concreto, descomponemos
una funcién analitica en producto de una funcién cuasilibre de cuadrados y una
suma de cuadrados (cf. proposicién 2.5). Como consecuencia de este resultado
obtuvimos la proposicién 2.10, uno de los resultados fundamentales para la pro-
piedad de Artin-Lang. La seccién 3 incluye el llamado teorema del ultrafiltro, que
establece una biyeccién entre el conjunto de 6rdenes del cuerpo de fracciones k
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del anillo de funciones anliticas sobre M y el conjunto de filtros maximales de la
familia § de conjuntos semianaliticos globales abiertos de M.

El capitulo 5 estd dedicado a demostrar la semianaliticidad global de la adhe-
rencia de subconjuntos semianaliticos de variedades de dimensién tres analiticas
reales, conexas y paracompactas, y la semianaliticidad global de las componentes
conexas de subconjuntos semianaliticos para el caso en que la variedad tenga di-
mensién dos (cf. teoremas 1.1 y 1.5, ambos desarrollados en sendas secciones).
Ademds, se incluye como una consecuencia de dichos resultados un teorema de
finitud para diemnsién menor o igual que tres y una caracterizacién de la globali-
dad de los conjuntos semianaliticos de dimension dos a través de la frontera (cf.
teorema 2.10 y proposicién 3.11).

Quiero terminar esta introduccién citando varios problemas abiertos que que-
dan pendientes y que sin duda deben ser el préximo paso a dar en el estudio de los
conjuntos semianaliticos globales: en primer lugar la extensién de la propiedad
de Artin-Lang a superficies singulares; en segundo lugar, el estudio mds detallado
de las posibles descripciones de los conjuntos semianaliticos globales de M, es
decir los llamados invariantes s y ¢ de Bricker; en tercer lugar, la extension de la
propiedad de Artin-Lang a dimensiones superiores y en particular a dimensi6n 3.
Ciertamente este Gltimo parece el mds dificil de todos, pero tendria como contra-
partida la solucién del problema 17 de Hilbert para dimension tres, un resultado
ciertamente importante.
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Preliminares

En este capitulo recopilamos algunos resultados y definiciones que usaremos a
lo largo de las préximas pdginas. Empezaremos recordando en las tres primeras
secciones ciertas notaciones y terminologia concernientes a espacios de érdenes y
conjuntos semianaliticos reales. En la seccion 2 incluimos los Teoremas A y B
de Cartan tal y como aparecen en [C], asi como determinadas propiedades de los
conjuntos analiticos reales, también incluidas en [C].

1. Generalidades sobre subconjuntos semianaliticos reales

Sean M una variedad analitica real de dimensién m y O,s el haz de funciones
analiticas sobre M; Q{M) simboliza el anillo de funciones analiticas reales sobre
M,y Oprz, €l anillo local de gérmenes analiticos reales en .

Sea X un conjunto analitico real de M. Los ideales J,(X;) de gérmenes de
funciones analiticas que se anulan en el germen X, definen el haz de ideales Jx
de ceros asociado al conjunto analitico X. Denotaremos por Ox el haz cociente
Opr/8x y lo llamaremos haz de funciones analiticas sobre X; Ox z = Opmz /3xx
simboliza el anillo local de gérmenes analfticos reales en un punto arbitrario x €
X.
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Definicién 1.1. Un subconjunto Y C M se dice que es semianalitico si para
cada y € M hay un entorno abierto UY de y tal que

q
YNUY = U{z e UY| fi(z) =0,9x1(z) >0, ..., gkj, (z) > O}
k=1

para algunas funciones analiticas fr, gr; € O(UY).

Los conjuntos semianaliticos fueron estudiados por S. Lojasiewicz en su me-
moria «Ensembles semianalytiques», [L], publicada en el afio 1965, donde se
demuestran varias de sus propiedades, como, por ejemplo, que son subconjuntos
triangulables, localmente conexos, y que sus compenentes conexas y su adherencia
vuelven a ser semianaliticos (cf. [L], §§15 y 16, pp. 65-77). En nuestra memo-
ria estudiaremos un tipo especial de conjuntos semianaliticos, que ilamaremos
globales. En concreto: ‘

Definicion 1.2. Un subconjunto S C M es semianalitico global si admite una
representacion de la forma

P
S= U{:CE M I f;(:l:) =0,g,-1(:1:) >0,...,gij|.(:r:) >0}

i=l

donde fi, gi1,- .-, 9ij; € O(M) para cadai € {1,...,p}.

Usaremos el adjetivo global para diferenciarlo de las definiciones cldsicas de
subconjuntos analiticos y semianaliticos de M, cuya naturaleza es local.

Ejemplo 1.3. Seat € Ny G, = {(z,y) € R? | y—zt = 0,z > t}. El
conjunto C = U C es semianalftico, pero no es semianalitico global (figura 1.3).

teN P :
En efecto, si C = U{x € R? | fi(z) = 0,gu1(z) > 0,..., gi;;{(z) > 0} al menos

uno de los conjunt;sl{:r, € M| fi(z) =0,9u(z) > 0,...,g;(x) > 0} cortaria
infinitas semirrectas C, en un intervalo. Pero al ser f; analitica, ha de anularse en
todas las rectas correspondientes, C; = {(z, y} € R? | y — ¢t = 0}, lo que lleva
a que f; debe ser la funcién 0. Por consiguiente C' tendria puntos interiores, lo
que evidentemente es una contradiccion. a
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Ficura 1.1.
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Figura 1.2. {(z, ) € R? | cos{y —cosz) =0, senz/4 > 0}
U{(z, y) € R? | cos(y — cosz — §) =0, senz/4 < 0}

Ejemplos 1.4.

a} Los conjuntos semianaliticos globales presentan formas muy variadas y
familiares. Por ejemplo, las baldosas de nuestra casa pueden formar un semia-
nalitico global definido por

{(z, ) € R? | sen(y — z)sen(y +2) < 0}.

b) No siempre sugieren formas agradables y cotidianas, ;qué tal una invasion
de serpientes? (Véase la figura 1.2.)

¢) De la propia definicién se sigue que los conjuntos semianaliticos globa-
les son cerrados por uniones e intersecciones finitas, y complementacién. Sin
embargo, la uni6n infinita de semianaliticos globales no tiene por qué ser un se-
mianalitico global. Los conjuntos C; y C = [J;en Ct del ejemplo 1.3 ilustran esta
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FiauraA 1.3. Obsérvese que sin embargo C es semianalitico {no global).

situacién; cada uno de los C, es semianalitico global pero no lo es C, como ya
hemos probado. s

2. Generalidades sobre conjuntos analiticos reales y Teoremas A y B
de Cartan

En 1957 Henri Cartan, en su articulo «Variedades analfticas reales y Variedades
analiticas complejas» extendid sus resultados sobre cohomologia de haces analiti-
cos coherentes en variedades de Stein a las subvariedades analiticas de R™. Nos
referimos a sus famosos Teoremas A y B relativos a la generacion de las fibras
de haces por secciones globales y a la anulacién de los grupos de cohomologia
de exponente superior a 0, y cuyo enunciado recordaremos a continuacién. Su
demostracién puede consultarse en el articulo original de Cartan.

Teorema 2.1. Sea X un subconjunto analitico coherente de R™ (que es el caso
de las subvariedades analiticas de R™). Sea F un haz analitico coherente sobre
X. Entonces:
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A} Para todo punto x € X, F, estd generado (como mddulo sobre el anillo
0.(X) de los gérmenes de funciones analiticas en el punto z) por las secciones
globales de 7.

B) Para todo entero q > 1, se tiene que H1(X,¥F) = 0.

Sin entrar en detalles, recordemos que un haz analitico F sobre una variedad
analitica M se dice que es coherente si tanto él como sus haces de relaciones son
finitamente generados. Una de las peculiaridades fundamentales de los conjuntos
analiticos reales frente a los complejos es que mientras que el Teorema de Cartan-
Oka asegura que el haz de ideales asociado a un conjunto analitico complejo es
coherente, en el caso real esto no es necesariamente asi. Por ejemplo el haz
de ideales del paraguas de Whitney, X = {(z,y,z) € R | 2% — y*z = 0},
cf. figura 1.4, pdgina 22 no es coherente. Ello da lugar a la siguiente definici6n:

Definicién 2.2. Se dice que un subconjunto analitico X de M es coherente si el
haz de ideales Jx asociado a X es un haz coherente.

Como consecuencia del Teorema de Oka, que asegura que el haz Oy de
funciones analiticas sobre M es coherente, se sigue que X es coherente si y s6lo
si el haz Jx es finitamente generado. Una de las aplicaciones mds inmediatas del
Teorema B es el siguiente:

Corolario 2.3. Sean X un conjunto analitico coherente de R" e Jx el haz de
ideales asociado a X. Sea p el ideal de las funciones que se anulan en X.
Entonces O(M)/p coincide con las secciones globales de O x.

Demostracién. En primer lugar, obsérvese que p es el ideal de secciones globales
de J. Ahora basta considerar la sucesién exacta de haces

0-9dx—-0—-0/3x—0

y observar que aplicando el Teorema B en la sucesién exacta larga de cohomo-
logia asociada, obtenemos una sucesién exacta al nivel de las secciones globales,
de donde se sigue el corolario. m|

Observacién 2.4. Si X no es coherente el resultado anterior no es cierto. En
cualguier caso, en nuestro estudio necesitaremos asociar a X un anillo de funciones
definidas globalmente, por lo que denominaremos al anillo cociente O(M) /p como
el anillo de funciones analiticas reales sobre X y lo representaremos por 0(Xx).0
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La siguiente aplicacién del Teorema de Cartan aparecerd varias veces en las
pdginas sucesivas por lo que la incluimos para futuras referencias:

Proposicidn 2.5. Sean X C R™ un conjunto discreto y {dz}.cx una secuencia
de enteros positivos. Fijemos para cada = € X, un germen analitico g; € Ogn ;.
Entonces existe f € O(R") tal que f, = g,(modmd=).

Demostracion. Consideremos el haz de ideales H definido por

H = mé=  size X
P7 l Opnge sizcg X

Como 3 estéd finitamente generado es coherente, y por tanto también lo es el haz
cociente Ogrn/H. Ahora,

Gy = {gz+m§z size X
0 sizg X

define una seccién global G de Oxn/H. Aplicando el teorema B en la sucesion
exacta de cohomologia asociada a la sucesién de. haces

0—>g{-PORn-+ORn/3'C—>O

concluimos que existe una seccién global f € O(R™) cuya clase mod(I'(R™, H))
coincide con G. O

En 1958, Grauert demuestra que toda variedad analitica real M paracompacta
y conexa puede sumergirse como subvariedad analitica en el espacio afin R™
(cf. [G], teorema 3, p. 470). Con ello se prueba, por un lado, que los Teoremas A
y B de Cartan, as{ como las consecuencias relatadas anteriormente son aplicables
en la variedad M, y por otro, que el estudio de los subconjuntos analiticos de una
variedad analitica M en las condiciones anteriores se reduce al de los subconjuntos
analiticos de R™.

Veamos otra aplicacién de los teoremas de Cartan que nos serd de gran utilidad
en lo sucesivo:

Proposicién 2.6. Sea M una variedad analitica real paracompacta y conexa y
sea X un subconjunto discreto de M. Entonces X es un subconjunto analitico
global de M. Para ser mds precisos, si para cada x € X fijamos un germen
analitico py tal que Z(p,) = {x}, entonces existe una funcion analitica § € O(M)
que es suma de cuadrados de funciones meromorfas sobre M y tal que para cada
T € X &Opz =p20Ma
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Demostracion. Por el teorema de Grauvert, basta demostrar el teorema para M =
R™. Consideremos
s, = [0, siveD

My siy € D.
A define un divisor, esto es una seccién global del haz de divisores D = M*/0O*
donde O* (resp. M*) representa el haz de unidades de O (resp. el haz de funciones
meromorfas). La sucesién exacta

0-0*-M"—>D—0
nos ileva a esta otra sucesién exacta
.o = O(R™, M*) — T'(R", D) — HYR™, O*) — ---
Por otra parte, la sucesién exacta de haces
0—-02ZB 0" —-Zy—0,

donde exp es la aplicacién exponencial y Z es el haz constante definido por el
aniilo Z-,, conduce a una sucesidn exacta:

.- = HY(R™ 0) — HY{(R™,0*) — HYR",Zy) — HX(R",0) — - --

Por el Teorema B de Cartan, concluimos que H'(R",0) = H%(R"?, Q) = 0, con
lo que H!(R", 0*) =~ HY(R™ Z;) = 0. En particular, la aplicacién

T(M,M*) — I'(D, M)

es sobreyectiva y por consiguiente el divisor A estd definido por una seccién
global £ de M*. Como &, € O, para todo z € R" resulta § € O(R"). Obviamente
Z(&) = D, luego £ no cambia de signo en R™. Cambiando £ por —£ cuando sea
necesario, podemos suponer que £ 2> 0 en todo R™. En esta situacién, el resultado
de [Bo-Ku-Sh), teorema 1, asegura que £ es suma de cuadrados de funciones
meromorfas, lo que completa 1a demostracién del resultado. a

Continuamos esta brevisima introduccion a la geometria analitica real recor-
dando la nocién de complexificacién.

Complexificacién. Sea Z, el germen de un conjunto analitico (real} en un punto
a € R™. Por estar R™ sumergido en C" existe un germen de conjunto analitico
complejo Z en C", y sélo uno, que cumple:
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a) Z,C 2%

b) todo germen de funcidén analitica en el punto a que se anula sobre Z,
también se anula sobre Z.

Entonces Z; NR™ = Z, y todo germen de conjunto analitico complejo que
contiene a Z, contiene a Z;. Si J, es el ideal de O,(R") formado por los
gérmenes de funciones analiticas que se anulan sobre Z, e 7 es el ideal de
0,(C™) =~ O,(R™) ®& C formado por los gérmenes de funciones analiticas que
se anulan sobre Z7, se tiene que J} = J, @z C.

Se dice que el germen Z anterior es el complexificado del germen Z;.

Sea Z un conjunto analitico de R™. Diremos que Z admite una complexifi-
cacidn si existen un entorno abierto U de R™ en €™ y un subconjunto analitico
complejo Z* de U que verifican:

a) Z*NR"=2Z,

b) para cualquier otro subconjunto analftico A de U que contenga a Z, existe
un entorno U' C U de R tal que Z*NU' C ANU’.

Del conjunto analitico Z* decimos que es un complexificado de Z. a

Ejemplo 2.7. Los distintos gérmenes del complexificado de un conjunto analitico
real no siempre son los complexificados de los gérmenes del conjunto analitico
de partida. Por ejemplo, sea Z el “paraguas de Whitney”, esto es, el conjunto
de ceros de f = zy® — z® en R3. Un complexificado suyo es el conjunto Z* de
ceros de f en C3. Tomemos un punto p € Z de coordenadas p = (0,0, 2z} con
z < 0. El gérmen analitico Z; no es el complexificado del germen Z, porque
g = x? + y? se anula en Z, pero sin embargo no se anula sobre Zy.

Precisamente, una de las propiedades que caracteriza la coherencia de un
conjunto analitico real es que los gérmenes de una complexificacion sean los
complexificados de los gérmenes reales correspondientes ([C], proposicién 12).
Usando este criterio es muy facil comprobar que si X C R™ es un subconjunto
analitico de dimensién uno entonces es coherente. a

Existe una estrecha relacién entre la existencia de complexificacién, la cohe-
rencia y la propiedad de que el conjunto analitico sea global, esto es, definible
por un un ndmero finito de funciones analiticas en todo R™. Esta relacién viene
dada por la siguiente proposicién que aparece también en [C], proposicién 15.
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Proposicion 2.8. Sea X un subconjunto analitico de R™. Las condiciones sigui-
entes son equivalentes:

a) Existe un haz coherente de ideales J sobre R", tal que X es el lugar de
ceros de J (i.e. X es el conjunto de puntos x € R" tales que J, # Oz).

b) Existe un entorno abierto U de R™ en C" y un subconjunto analitico
complejo X* de U tales que X* NR"™ = X.

c} Existen un nimero finito de funciones analiticas reales f; en R™ tal que
X es el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones fi(xz) =0

El resultado anterior pone de manifiesto las especiales propiedades de los
conjuntos analiticos definibles globalmente por un nimero finito de funciones
analiticas de R" (resp. de M). Dichos conjuntos serdn llamados a partir de ahora
conjuntos analiticos globales de R™ (resp. de M). Estos conjuntos han sido
estudiados por Bruhat y Whitney, quienes han demostrado que su comportamiento
es mds similar al de los conjuntos analiticos complejos, precisamente por tener
una estrecha relacién con ellos.

Una consecuencia inmediata de la proposicién es que un conjunto analitico de
dimensién cero es global: su complexificado coincide consigo mismo. También
el ejemplo 2.7 muestra que todo conjunto analitico de dimensi6n uno es analitico
global. Sin embargo, ésto no es cierto para dimensién mayor o igual que dos;
Cartan muestra en [C] que el conjunto

S = {(z,y,2) € R® | 2(z® +*) = 2%a(2)}

donde a{z) es un funcién C* tal que

0 siz< -1
a{z) = {exp(l/(z2 ~-1) si-l<z<1
0 siz>1

es analitico pero no analitico global.
Una aplicacién inmediata de la proposicién anterior, y que nos serd de utilidad
en el futuro, es el siguiente

Corolario 2.9. Sea X C M un conjunto analitico global y sea X = U Xi su
i€l
descomposicion en componentes irreducibles. Entonces, para cualquier subcon-
junto J C I, Y = U X es un conjunto analitico global.
jeJ
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Demostracién. Sin pérdida degeneralidad podemos suponer que M = R". Sea
X" un conjunto analitico complejo de un entorno U de R™ en C™ tal que X*NR" =
X. Entonces X* tiene una descomposicién en componentes irreducibles de la
forma X* = UX;‘ con X} NR™ = X; (cf. [Nh]). Entonces Y* = U X; es

il jeJ
un conjunto analitico complejo y obviamente Y* N R™ = Y, de donde, por la
proposicién anterior, se sigue que Y es analitico global. )

Para terminar recordaremos las nociones de punto regular y dimension. Sea X
un subconjunto analftico de una variedad analitica M. Se dice que un puntoz € X
es regular de dimensién d si existe un entorno U de z tal que X NU es una variedad
analitica de dimensién d. Si e es un punto cualquiera de X, definimos la dimensién
de X en a, dim,(X), como el supremo de las dimensiones en puntos regulares de
X suficientemente proximos a a. La dimensién de X se define como el supremo
de las dimensiones en todos sus puntos: dim(X) = suE {dim,(X}}. La existencia

a€

de puntos de distinta dimensién dentro de un mismo conjunto analitico irreducible
es otro de los fenémenos caracteristicos de los conjuntos analiticos reales frente
a los complejos, véase, por ejemplo, de nuevo el paraguas de Whitney, fig. 1.4.

Los conjuntos de puntos regulares de una dimensién dada, asi como los con-
juntos de puntos de X de una dimensién dada son conjuntos semianaliticos. Sin
embargo, incluso si partimos de un conjunto analitico global, es un problema
abierto, para dimensiones mayores o iguales que 3, determinar si estos subconjun-
tos son semianalfticos globales. Denotaremos por Reg(.X') el conjunto de puntos
regulares de X y por S(X) = X \ Reg(X) su complementario, esto es, los puntos
singulares de X.

El conjunto de puntos regulares de dimensién mdxima, esto es, igual a dim(X),
tiene una especial importancia y serd denotado por Reg*(X). Obsérvese que
a € Reg*(X) si y s6lo si a es un punto regular de una complexificacién X* de
X . En particular se sigue que S(X) C (X \Reg*(X)) = S(X*)NX, donde S(X~)
denota el conjunto de puntos singulares del complexicado X™. En particular este
conjunto es analitico y por consiguiente se sigue que S(X) estd contenido en un
subconjunto analitico global de M de dimensién estrictamente menor que la de
X.

Sea a € X. Denotamos por Og(X) 1= Oa(M)/dxq ¢l anillo de gérmenes
de funciones analiticas de X en a. Es bien conocido que a es un punto regular
regular de dimensién d si y sélo si O,(X) es un anillo regular de dimensidn d.
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3. Generalidades sobre espacios de 6rdenes
Recordemos ahora algunas notaciones y propiedades referentes al espectro real.

Definicion 3.1. Sea A un anillo conmutativo y unitario. Se llama cono primo de
A a todo subconjunto o C A que cumple:
a) si fyg€ o entonces f+gy fg€
) TA'Ca,
¢) —1€q,

d) A=aVU-aq,

>

e) al—a es un ideal primo de A.

El espectro real de A, que se representa por Spec,.(A), se define como el
conjunto de todos los conos primos de A {cf. [Bo-Cs-Ry], capitulo 7). Si A es
un cuerpo K, la nocién de cono primo coincide con la de orden total de A, por
lo que un cono primo f puede considerarse también como una relacién binaria
y Spec,(K) no es otra cosa que el espacio de 6rdenes de K. En esta situacidn,
usaremos ambos conceptos indistintamente.

Dado un cono primo «, denotamos por supp(a) el ideal primo supp(a) =
a N —a, que recibe el nombre de soporte de o: una comprobacién inmediata a
partir de 1a definicién anterior muestra que

C—,={ﬁﬂl?2_(.‘ﬁ‘fgea}

es un cono primo del cuerpo de fracciones k(supp(a)) de A/ supp(a), y segin lo
comentado antes, un orden total en dicho cuerpo. Por consiguiente el cono primo
o puede verse también como el par (supp(a}, &).

Dada f € A, f(a) > O significa que —~f & a. Desde el punto de vista
anterior, f(a) > 0 si y sélo si (f + supp(a)) > O en el orden &. Si o y 3 son
dos conos primos de A, diremos que o es una especializacion de fsi 8 C a y lo
representaremos por 3 — o.

Ejemplos 3.2.
a) Si p es un punto de R™ con coordenadas p = (p1,- - ., Pn), €l conjunto de
funciones § = {f € O(R™) | f(p) = 0} es un cono primo de O(R™) con soporte
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supp(p) = mp = (1 =p1, ..., Tn — pa) O(R™). En este caso f(p) > 0 siy sélo si
f(p) > 0. Si B es un orden total de R™ con 8 — p diremos que 3 estd centrado
en p.

b) Sea k el cuerpo de fracciones del anillo local Og(R) ~ R{t} de series de

potencias convergentes en un entomo del origen de la recta real. El espectro real
de & estd formado por dos 6rdenes a; y a_ definidos por

f(a4) > 0 sii existe € > 0 tal que flog >0

fla—) > Osii existe ¢ > 0 tal que fi __ > 0.

oc
En efecto, sea f = tP (ag + Za,-tp‘”) con ag # 0 un elemento de R{t}. Si

i=1 © .

v es 1 cuando ag > 0 y —1 cuando ap < 0 la serie u(ao + Za,-tp‘“) es un
i=1

cuadrado u? en el subcuerpo de las unidades de R{t}. Entonces f = vtPu? y

el signo de f en cualquier orden de k depende solamente del signo de £. Por lo

tanto si o € Spec, (k) necesariamente & = a4 0 @ = o segin t{a) sea > 0 o

< 0, respectivamente.

¢) Sean X un subconjunto analitico global irreducible de una variedad analiti-
ca M y p € Reg*(X). Entonces siempre existen 6rdenes totales de X centrados
en p. En efecto, hay que ver que existe un orden total del cuerpo K de funciones
meromorfas sobre X que contiene al conjunto P = {f € O(X) | f(p) > 0}, para
lo cual, en virtud del criterio de Serre es suficiente comprobar que si fi,..., fr €
P, la ecuacion
AYZ2+ .+ £Y2=0

no tiene en K mds solucién que la trivial Y7 = .-+ = Y, = 0. En efecto,
supongamos que ¥,...,Yr es una solucién, que podemos suponer en O(X), y
sea U C Reg*(X) un entomo abierto de p en X tal que filyr > 0. Entonces,
yj(z) = 0 para todo punto x € U, por lo que y; se anula en un abierto de puntos
regulares de X de dimensién mdxima, y como X es irreducible y; = 0 sobre todo
X. a

En el conjunto Spec,(A) se consideran dos topologias diferentes: la topologia
de Harrison, cuya base son los conjuntos

{JB € Spec,_(A) | fl(ﬁ) > 0! v 1fr(ﬁ) > 0}1 fi € A,
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y la topologia constructible, cuya base son los conjuntos

{8 € Spec,.(A) | f(B) =0,01(8) > 0,...,g:(8) > 0}, f.gi € A

Si A es un cuerpo ambas topologias coinciden. En general, la topologia de
Harrison es mds débil. Por otra parte, estas dos topologias hacen de Spec.(A) un
espacio topolégico cuasicompacto, y con la topologia constructible es Hausdorff
y totalmente disconexo {cf. [Bo-Cs-Ry], definiciones 7.1.3 y 7.1.10, ejemplo 7.1.4
y observacién 7.1.11).

Definicién 3.3. Un subconjunto C C Spec,.(A) se dice que es constructible si es
abierto y cerrado en la topologia constructible, es decir, admite una representacion
de la forma

C= O{ﬁ € Spec, (A) | fi(8) = 0,9a(8) > 0,...,4i;(8) > 0}

i=1

donde fi,6i1,...,8ij; € Aparacadai=1,...,T.

4. El operador tilde

Sean M una variedad analitica real y A = O(M) su anillo de funciones analiticas.
Cada punto z € M define un cono primo de A que denotamos I del modo
siguiente:

={feAlf(z)20}

Una comprobacién inmediata muestra que supp(#) = mg, el ideal maximal de las
funciones que se anulan en z, por lo que k(supp(Z)) = R y T es el dnico orden
de R. De este modo, la aplicacién

M — Spec,(A): z— T

sumerge M como subespacio topoldgico de Spec,.(A) con la topologfa de Harrison,
por lo que Spec,(A) puede verse como una compactificacién de M.
De modo mds general, si

S = U{‘T eM | ft(‘r) = 0:9:’1(55) > 0!"'1giji($) > 0}1

i=1
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es un conjunto semianalitico global de M definimos

S = {J{8 € Spec,(A) | fi(B) = 0,91(8) > 0,...,9:5,(8) > 0}.

i=1

Obviamente S es un conjunto constructible de Spec (A} y SNM = §

Es bien conocido que si M es compacta el operador tilde define un isomor-
fismo entre los reticulos de los conjuntos semianaliticos globales y los conjuntos
constructibles de Spec,.(A), y que conserva adherencias e interiores (cf. [Rz2],
[An-Br-Rz2]). Sin embargo ya esto es falso en dimensién 1 si M no es com-
pacta, como pone de manifiesto el siguiente ejemplo que aparece en [An-Be]

o0 n
(ejemplo 6.2): se consideran las funciones analiticas de R, f = H (1 - —2) ,
co 2 n=1 n
y g= H (1 - %) . Evidentemente ambas funciones se anulan en el conjunto
n=1
{n? | n € N}, por lo que § = {z € R| f{z) =0,9(z) > 0} es vacfo. Sin
embargo, el conjunto § = {f# € Spec.(O(R)} | f(B) =0,9(B) > 0} no es vacio.

Ello hace que en el estudio de los conjuntos semianaliticos globales la apli-

cacién tilde sea reemplazada por la tilde genérica: dado

S = U{.’L‘ €M | fi(-’r) = 0,91'1(-'17) >0, "':gij"(z) > 0}1

je=1

como antes, definimos
75 = | {8 € Spec, (K) | £i(8) =0,0a(8) > 0,...,9i;(8) > 0},
i=1

donde K es el cuerpo de funciones meromorfas de M, esto es, ¢l cuerpo de
fracciones de A. S es un conjunto constructible de Spec,(K), esto es, el espacio
de 6rdenes de K. En lo sucesivo omitiremos el superindice g en la notacién
anterior, puesto que nos referiremos siempre a esta aplicacién tilde, salvo mencién
expresa de lo contrario. Obsérvese que la condicién f;(3) =0 para 3 € Spec,(K)
equivale a que la funcién f; sea idénticamente nula, por lo que S queda reducido
a la unién de los pedazos

{gil(ﬁ) > 01 e lgiji(ﬁ) > 0}

en los que f; es la funcién cero. Dicho de otro modo, no tiene en cuenta aquellos
pedazos no abiertos, o mis concretamente, contenidos en los ceros de una funcion
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/‘

Figura 1.4.

analitica. Esto da una idea del origen de la denominacién como aplicacién tilde
genérica, puesto que dos conjuntos semianaliticos con la misma tilde genérica
van a diferenciarse en algo contenido en los ceros de una funcién y por tanto de
dimensién menor, esto es, van a ser genéricamente iguales. De modo mds preciso,
si X es un subconjunto analitico global de una variedad analitica M definimos:

Definicién 4.1. Sean S y T dos conjuntos semianaliticos globales de X. Decimos
que S y T son genéricamente iguales si existe una funcion h € O(X)\ {0} tal
que (S\TYUY(T\S)c {h=0}

Ejemplo 4.2. El paraguas de Whitney de ecuacién zy? = z? tiene un “mango”
{el eje de las z) que interseca la “tela” en toda una semirrecta. Sirviéndonos de
¢l podemos construir un ‘auténtico’ paraguas definido por

S={(z,y,z)€]R3|zy2—2:2=0,—1§z§5}
U{(0,0,2) e R} | 5 < z < 10}
U{(0, 1, 2) eR (¥ - 1)} + (2 —10)° = 1, 2 > 10}

Pero hemos de tener cuidado con el viento, ya que puede voltearlo en otro
genéricamente igual en el cual el agua no escurre (véanse figuras 1.5 y 1.6)
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v

FIGURA 1.5. T = {(z, y, z) e R® | zy* = 2%, ~10 < 2 £ 5}
u{(0, v, z)eR3¢(y+1)2+(z+10)2=1,zg-w}

Y para convencerse de que son genéricamente iguales basta tornar
h=((y+ 1%+ (z+10)2 - ){(y = )2 + (2 ~ 10)2 = 1) (2? + ¢?).

Si ahora aplicamos la tilde genérica a estos paraguas obtenemos =T =
{a € Spec, (0(X)) | 0 < z(a) < 5}, siendo X = Z(zy? — z?%). ]

El resultado que apuntdbamos maés arriba es:

Proposicién 4.3. Si dos conjuntos semianaliticos globales S y T tienen la misma
tilde genérica, esto es, 9 = T, entonces son genéricamente iguales.

Demostracion. En efecto, sean

P

S = U{Z!T € MIQI(I) =Dvgil($) > 0:*--:gik|-($) > 0}
i=1
0 (2€ M | {z) = 0,152(2) > 0, .., my () > O}

y supongamos que g; es la funcién cero para ¢ = 1,...,s y distinta de cero para
i > s,y que {; es la funcidn cero para j = 1,...,¢ y distinta de cero para j > .
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|

FIGUELA 1.6.

En particular se tiene

{ﬁ € Spec.(K) | gir(B) > 0,..., i, (B) > 0}

||'(:=- 5 B (o

(5 € Specy(K) | 52(8) > 0. Limy 6) > 0}

Supongamos °S = *T'. Vamos a comprobar que (§\T)U(T'\S) est4 contenido

en el producto
(11 &) (ngk)(

i=s+1

q t
I1 lj) ( 1 fjkj)‘fa
j=t+1 j=1
donde § = 0 es una ecuacién del conjunto analitico X \ Reg*(X). En efecto, sea
z € S\ T con h(z) # 0. En particular z € Reg*(X). Ademids, como z € §,
existeuni =1,...,s tat que z € {gi1{z) > 0,...,gi,(z) >0}, ycomo z ¢ T
resulta que para todo 7 = 1,...,¢ existe un r; tal que . .(z) < 0. Como z es
regular, por el ejemplo 3.2 ¢, existe un orden 3 € Spec_(K') centrado en z, y por
consiguiente ¢;1(8) > 0,..., g (8) > 0y l;r,(8) < O paratodo j =1,...,¢
Pero esto significa que 8 € g \ T en contra de nuestra hipétesis. O
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Observacion 4.4. El reciproco de la proposicion anterior es inmediato una vez
demostrado que la aplicacion tilde genérica estd bien definida, esto es, no depende
de la escritura elegida para S, o equivalentemente, que si 5 #* @ entonces
S # @. Esta es precisamente la propiedad de Artin-Lang, que demostraremos
en el capitulo 4 para variedades de dimensién 2. Volveremos, pues, sobre ello al
final de dicho capitulo. a

5. Gérmenes analiticos y semianaliticos

En esta seccién recordamos de forma sumarisima algunos de los resultados sobre
gérmenes analiticos y semianalfticos que usaremos a lo largo de la memorta. Para
comenzar recordemos que si ¢ € M, un germen semianalitico en a es el germen
de un conjunto semianalitico definido en un entorno de a, o equivalentemente el
germen definido por una combinaci6én booleana de igualdades y desigualdades de
gérmenes de funciones en O,(M). Como ya sefialamos antes, este anillo es iso- .
morfo al anillo de series convergentes R{ X1, ..., X}, por lo que reduciéndonos
al caso {evidentemente suficiente al tratarse de cuestiones locales) en que M = R™
y a el origen, un germen semianalitico puede describirse del modo

P
Xo=U{fi=0,91>0,...,gix; > 0}
i=1
donde fi,gi;; € R{X}. Gracias al teorema de preparacién de Weierstrass, el
comportamiento de las series es en muchos aspectos similar al de los polinomios,
y ello hace que el comportamiento y propiedades de los gérmenes semianaliticos
sea similar al de los conjuntos semialgebraicos.

En concreto, si X, es un germen semianalitico, X, tiene un nimero finito de
componentes conexas, que son todas ellas gérmenes semianaliticos. Del mismo
modo la adherencia de un germen semianalitico es un germen semianalitico. El
teorema de Finitud también es valido para gérmenes semianaliticos: si X, es
abierto (resp. cerrado) entonces admite una representacién por medio dnicamente
de desigualdades estrictas (resp. laxas).

De mayor importancia para nosotros es el siguiente

Teorema 5.1. Positivstellensatz. Sean (f;);=1,...s: (k) k=1,...t> (Rihi=1, . u gér-
menes analiticos en R{X1,...,Xn}. Sea P el cono positivo generado por
(fi)j=1...s» sea N el sistema multiplicativo generado por (gi)k=1,.t ¥ sea I
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el ideal generado por (h;}i=1, . .. Entonces las siguientes condiciones son equi-
valentes:

a) El germen semianalitico
S = {f] >0g #0h=0i=1,...,5k=1..,i=1...,u}

es vacio.

b) Existen f € P, g€ N, h € I tales que f+g*+h=0.
Demostracion. [Fe-Re-Rz], §4; [An-Br-Rz2). 0

Terminamos recordando que el problema 17 de Hilbert tiene una solucidn afir-
mativa para gérmenes analiticos, esto es, si X, es un germen analitico irreducible
y f es un germen de funcién analitica que es no negativa sobre X, entonces f
es suma de cuadrados de gérmenes de funciones meromorfas en a. Un problema
de mucha mayor dificultad y que permanece aun sin resolver, es la estimacién de
los nimeros de Pitdgoras p{X,) incluso en el caso de gérmenes analiticos lisos.
En efecto, los nicos resultados conocidos son en el caso liso y para dimension
menor o igual que 3, en donde se tiene p(Ro) = 1, p(R3) = 2, p(R}) < 8
(ef. [Jw1]). Como veremos, la finitud de los nimeros de Pitdgoras juega un papel
importantisimo en nuestra demostracién de la propiedad de Artin-Lang en el caso
no compacto.
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Descripcion geomeétrica
de los ideales maximales

de O(R"™)

1. Introduccién

En este capitulo estableceremos una correspondencia biyectiva entre los ultrafil-
tros de conjuntos analiticos globales y los ideales maximales de O(R"). Esta
correspondencia nos permitird demostrar que los cuerpos residuales de ideales
maximales en O(R") son reales cerrados. Todos los resultados de este capitulo
se extienden de modo inmediato si sustituimos R™ por un subconjunto analitico
global X C R™, y por lo tanto para variedades analiticas reales paracompactas y
conexas.

En el préximo capitulo definiremos una correspondencia similar entre los idea-
les maximales del anillo de las funciones analiticas acotadas, O,(M). En este caso
la biyeccién se establecerd con los ultrafiltros de conjuntos semianaliticos globales
cerrados de M.

27
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2. Descripcién geométrica de los ideales maximales de O(R")

Se denotard por Z(R™) 1a clase de subconjuntos analiticos globales cerrados, esto
es, aquellos que son interseccién finita de ceros de funciones de Q(R"). En
particular, si X € Z(R™) entonces

X=2Z(f)n---nZ{f) = Zlg),
con g = fi+ -+ f2, y por tanto
Z(R™) = {Z(f} | f € O(RM)}.
Z(R™) verifica:
a) @,R" € Z(R"),
by A, BeZ(R") = AUB,ANB g Z(R").
Esto permite hablar de filtros en la familia de Z(R™)-filtros. En concreto,

Definicién 2.1. Un Z(R"™)-filtro F es una familia de elementos de Z(R™) que
verifica:

a) @¢F R e€F;

b) A, BeF = ANBeT:

cy A¢F BeZ(R"), ACcB = Bel.

Definicién 2.2. Un Z(R™)-filtro F maximal es llamado Z(R™)-ultrafiltro. Se
denotard por W(R™) la familia de Z(R™)-ultrafiltros.

Es bien conocido que la familia {U(S) | § € Z(R™)}, donde U(S) = {F €
U(R™) | S € F}, es base de una topologia T' para Z(R™) segiin la cual el espacio
topolégico (Z{R"}, T) es cuasicompacto.

Proposicion y Definicién 2.3. Sea I un ideal propio de O(R"). Entonces la fa-
milia Z(I) = {Z(f} | f € I} es un Z(R")-filtro que llamaremos filtro de ceros
de L

Demostracion. En efecto:
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a) @ € Z(I) siy sélo si existe f € I no nulo en ningiin punto de R™, esto
es, si y sélo si 1/f € O(R™), lo que equivale a I = O(R").
Z(0) =R € Z(I).

b) Sean Z(f), Z(g) € Z(I) con f, g € I. En particular f2 + g> € I, luego
Z(f*+g*) = Z(f)n Z(g) € 2(I),

c} Sean Z(f) € Z(I), f € I'y Z(g) € Z(R") de modo que Z(f) C Z(g).
Setiene fge Ty Z(g) =Z(f)UZ(g) = Z(fg) € Z(I). O

Reciprocamente, tenemos:

Proposicién y Definicion 2.4. Sea F un Z(R")-filtro. Entonces 3(F) = {f &
O(R™) | Z(f) € F} es un ideal propio de O(R™) que llamaremos ideal de F.

Demostracion.

a) J(F) = O(R™) si y solamente si existe f € J(F} N Unid O(R™), es decir,
e’

b) fyg€J(F)esequivalenteaque Z(f)y Z(g) € F. Como Z(fINZ(g) C
Z(f — g), se sigue que Z(f — g) € F, lo que significa que f — g € J(F).

c) Sean f € O(R"} y g € }{F). Entonces Z(f) € Z(R"), Z(g) € F y como
Z(fg) 2 Z(g) resulta que Z(fg) € F, y asi fg € H{R"). o

Observacion y Ejemplos 2.5. Si [ es un ideal finito generado, digamos, por
fir--., fr € O(R™) todos los elementos de Z(I) contienen a Z(fZ +---+ f2), y
por consiguiente

UziH=z(f+.. . +fH#e,

el

Sin embargo, no es cierto que todo ideal cuyo Z(R™)-filtro verifique esta propiedad
sea finito generado. Veamos algunos ejemplos.

a) Sea I el ideal de O(R) generado por las funciones analiticas
fr=sen((z+3)/2-3%) con AeNuU{0}

Puede comprobarse facilmente que Z(I) es un filtro de Z(R"™) no principal; en-
tonces estd claro que I no es de generacién finita. Tomemos g € O(R). El ideal
gl =(gfo,...,9fr - )O(R} no es de generacidn finita y todos los elementos de
Z(gl) contienen Z(g).
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b) Si tenemos J = (senz,sen{z/2},...,sen(z/2*),...)O(R) entonces el
Z(R)-filtro definido por J es principal. Cada funcién sen(z/2*) estd generada
por sen{z/2**1); por lo tanto, si J fuese finito generado bastaria tan s6lo una de
las funciones sen(z/2*) a para generar todo el ideal, lo cual no es posible.

c) Sean f : R — R las funciones analiticas reales f; = sen®z/(z — k),
con k recorriendo todos los enteros. Obsérvese que fi se anula en el punto k7
con multiplicidad 1 y en todos los puntos nw, n # k con multiplicidad 2. Si I
es el ideal I = (fo, fi,f-1,--++ fie,. - )JO(R) entonces Z(I) = nZ e I no estd
finitamente generado pues de lo contrario existirian infinitos enteros en los cuales
todas las funciones analiticas del ideal I tendrian multiplicidad mayor que 1.

d) Sin embargo, si X C R" es discreto y Fx es el filtro principal formado
por los ceros de las funciones que se anulan en X entonces J(Fx) estd generado
por un nimero finito de funciones de O(R"). En efecto, al ser X un conjunto
discreto, el haz analitico J definido por

3 _ {mIORn1$ size X
T ORn'z six ¢ X

es un haz de ideales coherente sobre R™ cuyos gérmenes estdn generados por un
niimero acotado de elementos, concretamente el niimero de generadores de cada J,
es n o 1. Entonces el ideal de las secciones globales del haz J estd finitamente ge-
nerado, pongamos ['(J,R™) = (fi,..., fi)O(R™) (cf. [Co], teorema 3.1). Ahora
basta observar que este ideal coincide con J(Fx). Obsérvese que si tomamos
g= ft+ -+ f2 tenemos que Z(g) = X.

e) Si d es el ideal de las funciones de O(R?) que se anulan en un conjunto
analitico X de R? entonces J también est4 finitamente generado.

En efecto, sea X* C U < C? un complexificado de X, donde U es un entorno
abierto de R? en C2. El haz analitico complejo J* de ceros de X* es coherente.
Sea Y™ ¢ X* una componente analitica irreducible de X*. Si dimY ™ = 0
entonces Y = {z} es un punto aislado de X* y el ideal J} = m;Ocz; es el
maximal del anillo local O¢z ;, que estd generado por dos elementos.

Sea ahora Y la uni6én de las componentes irreducibles de X™ de dimensién 1
y tomemos un punto a € Y. Como 94(C?) es un dominio de factorizacién
tinica el ideal J{Y,) de los gérmenes que se anulan en Y, es principal, digamos
I(Y.) = (92)9a(C?). En conclusién J* es un haz coherente cuyos gérmenes
estdn generados por uno o dos elementos. Por lo tanto, el ideal de las secciones
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globales de J* estd finitamente generado, digamos, por g1,...,9s. Se sigue que
d estd generado por las partes reales e imaginarias de gy, ..., g,. O

De las definiciones se deduce sin ninguna dificultad:

Proposicion 2.6.
a) F=2((F), I<ID)).
b) Si I es ideal maximal entonces I = JZ(I).

¢) La union de Z(R"™)-filtros que forman una cadena es un Z(R™)-filtro, lo
que nos permite aplicar el lema de Zorn y afirmar que todo Z(R™)-filtro estd
contenido en un Z(R")-filtro maximal.

d) La inclusién de ideales, I C J, nos lleva, claramente, a una inclusion de
Z(R™)-filtros, F(I) C F(J). Por otra parte, si F G G, entonces J(F) € I(G). O

Observacion 2.7. El contenido del apartado a de la proposicién puede ser es-

tricto: por ejemplo, si I = (z%,...,z2)O(R"), entonces Z(I) es el ultrafiltro de
elementos de Z(R™) que contienen 0 e JZ(I} = (z1,...,z,)O(R"?} 2 I. 0

Llegamos asi al siguiente resultado:

Proposicién 2.8. La restriccion
Z| : {Spec Max O(R"), Tzar) — (U(R™), T)

es un homeomorfismo con inversa 1, siendo Ty, la topologia de Zariski del
Spec Max O(R"™).

Demostracién. Veamos primero que la aplicacién Z| estd definida y es biyectiva:

a) Sea m € SpecMax O(R"} y supongamos que existe un Z(R")-filtro F tal
que Z{m) G F, entonces m = J(Z({m)} & I(F), en contradiccién con la hipétesis
de que m es maximal.

b) Sean U € U(R™) e I ideal de O(R™) tal que J(U) C I, entonces
Z(HU)) € Z(I) si y solamente si U = Z(J) == IU) = IJZ(I) 2 I. Por
tanto [ = J(U) es ideal maximal.

c) Sim € SpecMax Q(R"), H(Z(m)) =m, y

d) siU e UWER"), 2(I(U)) =U.
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Si se tienen en cuenta ahora las respectivas topologias de Spec Max O(R") y
Z(R"), la aplicacién Z| es un homeomorfismo. Comprobémoslo:

Sea D(f} = {m € SpecMax O(R") | f € m}. Como f & m equivale a decir
que Z(f) € Z(m), resulta

lo que prueba que Z| es homeomorfismo. 0

Una vez probada la biyeccién que la aplicacion Z establece entre los ultrafiltros
de conjuntos analiticos globales e ideales maximales de O{R"), demostraremos
que los cuerpos residuales son reales cerrados.

Definicién 2.9. Sea U € Z(R"™); se dice que U es libre si ﬂ X = @ y se dice
Xeu
que U es fijo si ﬂ X # @, en cuyo caso ﬂ X es un tinico punto de R™.
Xeu Xeu

Ejemplo 2.10. Si m es un ideal maximal de O(R") y existe p € R" tal que

m = {f € O(R") | f(p) = 0}, entonces Z(m) es fijo y ﬂ X = {p}.
X€Z(m)

Ademds k(m) = O(R")/m =~ R. Reciprocamente, todo uitrafiltro fijo es la

imagen por Z de un ideal maximal de este tipo. En consecuencia m es finito

generado si y s6lo si existe p € R™ tal que m = {f € O(R™) | f(p) = 0} =

(z1 = p1,..-Tn — pa) I (R?). O

Si U es libre ningin elemento de U es finito, pero si admite un elemento X
discreto, lo que nos permitird llegar al teorema 2.13.

Lema 2.11. Sea X = {z;}ien C R" discreto. Entonces

a) XeZ(R"),y

b) si {a;}ien es una sucesion de nimeros reales existe f € O(R") tal que
f (SC,) = ;.
Demostracion.

a) Fue ya demostrado en el apartado d de la observacién y ejemplos 2.5.

b) Es un caso particular de la Proposicién 2.5 del capitulo 1. a
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El resultado esencial para la demostracién de que los cuerpos residuales de
los ideales maximales son reales cerrados es la siguiente:

Proposicién 2.12. Todo Z(R"™)-ultrafiltro U contiene un elemento discreto.

Demostracidn. Sea Y un elemento no discreto de U. Demostraremos que existe
existe otro elemento U € U distinto de ¥ con dimU < dimY, lo que eviden-
temente prueba la proposicién. En efecto, sea ¥V = U Y; la descomposicién de
Y en la familia localmente finita que forman sus co;r&;;onentes irreducibles. Es-
cojemos un punto z; € Y; \ U Y; en cada componente y con ellos formamos
1
el conjunto discreto X = {:z:}fem C R"™. Sea ahora Z{f) € U cualquiera. Ne-
cesariamente & # Z(f)NY € U y dim{(Z(f)NY) < dimY. Si para algin
Z(f) € U la dimensién de Z(f) N'Y es menor que la dimensién de Y, basta
tomar U/ = Z(f)NY. En otro caso tomemos un Z(f) € U arbitrario. Tenemos
dimY =dim{Z(f)NY), por lo que existe al menos una componente irreducible
Y;, de Y tal que dim Y;, = dim{Z(f)NY;,). Como Yj, es irreducible se sigue que
Yi, € Z(f). En particular z;; € Z(f), y deducimos que Z(f) N X # @. Como
esto se verifica para todo Z(f) € U y U es ultrafiltro, concluimos que X € U. O

Teorema 2.13. Sean m un ideal maximal de O(R™) y k(m) su cuerpo residual.
Si m es finitamente generado entonces k(m) = R. En caso contrario k(m) = R*,
una ultrapotencia® de los reales. En cualquier caso k(m) es real cerrado.

Demostracion. Si m est4 finitamente generado entonces Z{m) es un ultrafiltro
fijo, m es el ideal de un punto x € R™ y k(m) = R. Supongamos ahora que m
no estd finitamente generado. Entonces U = Z{m) no es fijo. Sabemos por la
proposicién anterior que hay un conjunto discreto X € U no finito. Fijemos una
biyeccidén ¢ : X — N,

A partir de ¢, X y U se define el siguiente ultrafiltro en N:

U, = {ACN|IY € Ucon p(Y NX) C A}

Facilmente se observa que U, es un filtro en N. Para demostrar que es ultrafiltro
se considera B C N tal que BNg(Y NX) # @ para todos los Y € U; aplicando

1Para la definicion del concepto de ultraproducto y ultrapotencia, asi como para el resultado de
que una ultrapotencia de un cuerpo real cerrado es real cerrado, puede consultarse [Pr].
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¢ H{B)N(YNX)#@ paacualquier Y eU = ¢ YB)elU

y ¢~ 1(B) es analitico discreto contenido en X. Por otra parte U, es libre pues
si existiese n € N tal que n € A para todo A de Uy, necesariamente ¢~ '(n) = p
perteneceria a todo elemento de U.

Por consiguiente, tenemos que f, g € O(R™) son iguales modm si y sélo
si existe Y € U tal que fj, = g|,. Asf k(m) = lim O(R"),,, que coincide con

Yeu
ifm O(R™) pues X € U. Seginel lema 2.11 b, O(R"),,  ={f:¥YNX —
Yeu
R} = RY™X y por tanto

lynx

k(m) = lim RY™* = 1im R® = lm (RY), = R"/U, =R".
Yeu Bey, . Beyp,

Finalmente es bien sabido que una ultrapotencia R* de R es un cuerpo real cerrado
{cf. [Pr]). &)

Corolario 2.14. La correspondencia que envia el ideal maximal m al cono primo
(m, k(m)?) define una inclusion de Spec Max O(R™) en el conjunto Max, O(R™)
de conos maximales de Spec,(O(R™)).
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Sumas de potencias
2k-ésimas de funciones
meromorfas con conjunto
de ceros compacto

1. Introduccion

En este capitulo desarrollamos la herramienta fundamental que usaremos repeti-
damente en esta memona. En concreto, asociaremos un ultrafiltro de conjuntos
semianaliticos a cada orden total del cuerpo de funciones meromorfas sobre un
conjunto analitico irreducible. Esto nos permitira dar algunos criterios geométricos
para decidir cuando una funcién analitica es positiva en dicho orden. Como una
primera aplicacién de estas técnicas obtenemos demostraciones de los teoremas
de Artin-Lang y el problema 17 de Hilbert para determinada familias de funciones
meromorfas. Estos resultados han sido obtenidos independientemente también por
P. Jaworski usando técnicas similares (cf. [Jw3]}. Terminamos el capitulo con una
caracterizacién geométrica mediante arcos analiticos de las funciones con soporte
compacto que son sumas de potencias 2k-€simas de funciones meromorfas y que
generaliza el resultado de [Rz4].

Para concretar, y siguiendo con la notacién que dimos en el capitulo de prelimi-
nares, sean M una variedad analitica real, paracompacta y conexa, y X un conjunto
analitico global e irreducible de M. Sea Reg(X) el conjunto de puntos regulares
de X. Denotaremos por S(X) = X \ Reg(X) el lugar de puntos singulares de X,
y por Reg*( X} el conjunto de puntos de X de dimensién méxima.

33
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Denotaremos por Qy(M) el subanillo de O(M) de las funciones acotadas.
Obviamente, el anillo total de fracciones de O{M) y O(M) coincide, ya que

_ 0+

IRV DN

La misma igualdad prueba que para todo ideal primo p C O(M) si g = pNQy(M),
entonces Op(M), = O(M),.

Sean p C O(M) el ideal primo de funciones que se anulan en X, O(M)/p =
O(X) el aniilo de funciones analiticas sobre X y K el cuerpo de funciones
meromorfas sobre X, esto es, el cuerpo de fracciones de O(X'). Denotaremos por
Op(X) = 0u(M)/(p N Op(M)) el subanillo de las funciones analiticas acotadas
sobre X. Recordemos que la hipétesis de irreducibilidad de X implica que éste
es conexo {cf. [Rs]).

f

2. Ultrafiltro asociado a un orden 3

Denotaremos por C la familia formada por los subconjuntos semianaliticos glo-
bales cerrados de X. Se sigue de la definicién que € es cerrado por uniones e
intersecciones finitas, de forma que tiene sentido considerar filtros dé conjuntos
de esta familia en la misma forma que en la definicién 2.1 del capitulo 2.

Recordemos que dado un filtro ¥ de elementos de €, decimos que a € X es
un punto limite de F si a € Y para todo Y € F. Se sigue inmediatemente que
si F es un ultrafiltro entonces hay a lo mds un punto limite, y F es el ultrafiltro
principal definido por este punto. Por otra parte, si f : X — R es una aplicacién
analitica definimos el filtro imagen de F por f como

fE) ={RCR|f(Y)C Rparaalgin Y € F}.

Adviértase que si f € Op(X) entonces f(Y') es compacto paracada ¥ € F y
por tanto f(JF) tiene algin punto limite.

Proposicién 2.1. Sea m un ideal maximal de O,(X). La familia
Up = {Y €C|Y N fY([-6,6]) # @ para todo § > 0 y todo f € m}

es un filtro maximal entre los filtros de conjuntos pertenecientes a la familia C.
Reciprocamente, si U un filtro maximal en la familia C,

my = {f € 0(X)| fY[=6,8))NY # @ paratodo § > 0y todo Y € U}
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es un ideal maximal de Oy(X). Las correspondencias anteriores son mutuamente
inversas, v por consiguiente definen una biyeccion entre los filtros maximales de
elementos de C y los ideales maximales de Oy{ M).

Demostracion. Veamos primero que U, es un filtro maximal. Sea f € Op(X)
tal que existe un § > 0 con f~*([—46, 6]) = @. En particular f no se anula en X
y —=1/6 < 1/f < 1/6, con lo que 1/f € Oy(X). Por tanto f es una unidad en
Op(X) y f ¢ m. Se sigue pues que @ & U,,.

Sean ahora f y g € m, y &1, 62 > 0. Si tomamos § = min{é;, §,} entonces
FU(=61, 1)) N g~ ([=62, 62]) 2 (2 + g®)~1([-62, 6%]). Ademds, si ¥ € Uy,
e Y C Y’ € @, la propia definicién de U, nos dice que Y’ € U,. Lo anterior
muestra que {f~'([-6,8]) | f € m y 6 > O} genera un filtro F que esta contenido
en Upn.

Veamos ahora que F es maximal y por tanto coincide con U,. Sean ¥ e Y5
dos elementos disjuntos de € tales que Y1UY5 € U,,. Existe a una funcién analitica
acotada f € Op(X) tal que Y7 C {f > 1} e Y2 C {f < -1} (podemos obtener
esta funcién tomando una aproximacién analitica g de una funcién continua y
acotada que sea igual a 2 sobre Y7 y —2 sobre Y; (cf. {H], teorema 5.1, p. 109).
Pero el filtro imagen de f por ¥ tiene algin punto limite, por ejemplo r. Por
consiguiente, para todo € > Oy todo Y € ¥, (f —r}NY # @. En particular
(f = r)~Y([~1/2, 1/2]) € U, por lo que corta a Y U Y>. Ahora bien, por
construccién sélo puede cortar a uno de ellos, digamos Y7, de donde se sigue que
YielUne Yy ¢ U

Reciprocamente, sea U un filtro maximal en la familia C; veamos que mqy es
un ideal maximal. En primer lugar, por la definicién de my, 1 € my, luego my #
O(X). Ahora, si f, g € my entonces f~1([—6/2, 6/2]) y g7 ([~6/2, 6/2]) estdn
en U ya que éste es un ultrafiltro, y como f~1([—6/2, §/2]yNg~1([-6/2, 6/2]) C
(f—g)~1([~8, 8]) se tiene que f—g € my. Finalmente, para cualquier h € Q5(X),
si |R{(X)| < k se tiene que g~'([—-6/k, 6/k]) C (hg)~'([—6, 6]) con lo que
hg € my y por tanto my es un ideal.

Para demostrar que my es maximal basta suponer que my C p con p maximal
y considerar el ultrafiltro U, asociado a p definido anteriormente. Por la definicién
de U, se sigue que U C U, y como U es un ultrafiltro, necesariamente U, = U.
Por la definicién de m obtenemos ahora que p C m y por tanto la igualdad entre
ambos. O

Sea 8 un orden de K. Vamos a asociar a 3 un ultrafiltro de elementos de C
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de la manera siguiente. Sea W la envoltura convexa de R en K con respecto a
3, esto es,

W= {feK|—r<gf<pr paraalgin r € R}.

W es un anillo de valoracién con cuerpo residual R y Op(X) C Wjs. Sea mg
el centro de W3 en Oy(X), es decir, mg = ng N 0p(X) donde ng es el ideal
maximal de Wj3. Como el cuerpo residual de Wy es R, llegamos a que mg es un
ideal maximal. Definimos:

Definicién 2.2. Llamamos ultrafiltro asociado a 3 al filtro maximal Ux, asociado
al ideal maximal mg. Por simplicidad lo representaremos simplemente por Ug.

De la propia definicion se sigue que dos érdenes “centrados” en el mismo
ideal maximal tienen el mismo ultrafiltro asociado. El ultrafiltro Uz nos va a
permitir dar algunos criterios geométricos para que una funcién sea positiva en
8. Denotemos por Ag : W3 — R el lugar definido por Wp. Al ser Wy convexo
respecto a 3 se sigue que Ag es compatible con €L, esto es, para f € Wz con
f =5 0 tenemos que Ag(f) > 0. Usando esto, seremos capaces de interpretar
geométricamente algunos resultados sobre 3 en términos de Ag y Ug.

Proposicién 2.3. Para cada f € Op(X), Ag(f) es el punto limite del ultrafiltro
imagen de Ug por f.

Demostracion. Sea g € mg tal que f = Ag(f) + g. Entonces es suficiente
demostrar que el punto limite de g(Ug) es cero. Sea R un elemento de g(Ug)
y sea 6 un nimero real positivo. Como g € mg, g 1([-6,8]) € Ug y por otra
parte existe Y € Ug tal que g(Y) C R, entonces Y Ng~'([-4,6]) # @ y ademds
RN [-6,6] # @. Asi 0 € R como queriamos. 0

Corolario 2.4. Una funcién f € Oy(X) es una unidad en Wy si y sélo si existe
un elemento Y € Ug y algiin § > 0 tal que |f(z)| > & paratodoz €Y.

Demostracién. Si |f(z)| > & para todo z € Y entonces el punto limite de f{Ug)
es distinto de cero, esto es, Ag(f) # 0, lo que equivale a decir que f es una
unidad en Wp.

Reciprocamente, si el punto limite de f(Ug) es distinto de cero basta tomar

Y = (f = 2() 7 ((F1As()1/2, Pa(HI/2]) € Up y & = |As(£)I/3. o
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Otra consecuencia inmediata de este resultado es la siguiente caracterizacion
geométrica de las unidades positivas en 3

Corolario 2.5. Sea u € Oy(X), u ¢ mg. Entonces v >p 0 si y sélo si v, >0
para algin 'Y € Ug.

Demostracion. Como u es una unidad tenemos que Ag(u) # 0 y ademds © >3 0
si y s6lo si Ag(u) > 0. Por tanto tenemos que probar que Ag(w) > 0 si y sélo si
u;, > 0 para algin ¥ € Ug.

Supongamos que Ag(u) > 0. Entonces Y. = u™([Ag(u) — € Ag(u) + €])
pertenecen a Ug para todo € > 0; en particular para ¢ = Ag(u)/2 tenemos que
uj,, > 0. Reciprocamente, si existe Y € Ug tal que ), > 0, al ser Ag(u) # 0,
estd claro que Ag(u) > 0. o

En caso de que u no sea una unidad, el anterior corolario puede extenderse
parcialmente del modo siguiente, lo que nos serd de gran utilidad:

Lema 2.6. Sea f € 3(X) y supongamos que f|, > 0 para algin Y € Up.
Entonces f € B, y para cada n € N existen u, g € Op(X) tales que u estd
acotada en valor absoluto sobre Y, w, >0y uf =g"

Demostracion. Sea v* : M — R una funcién continua tal que v*(z) > 0 para
todoz € M,y vl“Y = fl’:,'l, la cual existe por el teorema de Tietze. Sea v :
M — R una aproximacién analitica de v* tal que [u(z) — v*(z)] < 1v*(z) para
todo z € M. Pongamos u; = f* vy u=u;/(l+ul) € Q(X). SizeY
tenemos que uy(z) > 4f""Hz)/5v"*(z) = 4/5 y llegamos a que u estd acotada
en valor absoluto sobre Y. Ahora, uf = f*/u(l + u?), y como v(1 + u}) es
estrictamente positiva, tenemos que v{1 + u?) = k™ para algiin h € Qp(X). Asi
uf = ¢g", donde g = f/h. Por dltimo, basta tomar un niimero par n para concluir
que f € 3. : |

Corolario 2.7. Sean f1,..., fr € 8. Entonces {zx € X | fi(2) 20,..., fr(z) 2
0} pertenece a Ug y en particular es no vacio.

Demostracién. Sea f una de las funciones fy,..., fr. Supongamos que Z(f) &
Ug, donde Z(f) es el conjunto de ceros de f. Entonces existe ¥ € Uz tal que
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Z(f}NY = @ y podemos separar Y en dos conjuntos semianaliticos globales
cerrados Y] e Y5 definidos por

Vi={zeY |f(z)>0} y Ya={zecY| f(z) <0}

Como Ug es un ultrafiltro tenemos que o bien Y; € Ug o bien Y3 € Ug. Por el
lema anterior necesariamente Y; € Ug. En particular, hemos demostrado que para
cada i = 1,...,r existe un elemento Y® e Ugs tal que f,»|Y(l,) > 0. Tomando la
interseccién de todos ellos se concluye el resultado inmediatamente. a

3. Teorema de Artin-Lang: un caso particular

El teorema de Artin-Lang afirma que los mayores o iguales del corolario ante-
rior pueden reemplazarse por mayores estrictos. Para variedades analiticas no
compactas de dimensién arbitraria es atin un problema abierto. En esta seccién
demostraremos un caso restringido, pero que incluye en particular, la situacién en
que M es compacta.

Proposicién 3.1. Sean M una variedad analitica y X un conjunto analitico glo-
bal irreducible. Sean O(X) el anillo de funciones analiticas sobre X y K su
cuerpo de fracciones. Sean fi,...,fr € O(X) tales que {z € X | fi(z) >
0,..., fr(z) > 0} es compacto. Entonces f,..., fr son simuitdneamente po-
sitivas en un orden 3 de K si y sélo si {z € X | fi(z) > 0,..., fr(z) >
0} NReg" (X} # 2.

Demostracién. Sea § € O(X) tal que X \Reg*(X) C {6 = 0}. Consideremos ¢l
ultrafiltro Uy asociado al orden §. Si f1,..., fr € 3 tenemos por el corolario 2.6
{ze X | filz) 20,...,f(z) 2 0,6%(z) > 0} € Up, y como este conjunto
es compacto, se sigue que Ug es un ultrafiltro fijo, digamos que con punto limite
a € X. En particular el orden 3 estd centrado en el punto a y se extiende a un
orden 3 en una de las ramas analfticas de X en a (cf. la observacién 3.3 mds
adelante). Obviamente fy,..., fr, 62 € B y por el teorema de Artin-Lang para
anillos de gérmenes {cf. [Rs] o [An-Br-Rz]), resulta que el gérmen de conjunto
{z € X | filz) > 0,..., fr(z) > 0,6%(z) > 0}, # &, de donde se sigue el
resultado.

Reciprocamente, si § = {z € X | fi(z) > 0,..., fr(x) > 0} NReg(X) # &
se sigue, por el criterio de Serre, que existe un orden 3 de K en el que fie---0 fr
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son positivas. En efecto, consideremos ia ecuacién

Z gal,...,a,Tazl,_,_,a,. = O:

donde go,, o, = fi' - f& con o = 0,1, y supongamos que tiene una solucién
{hay,..a-}- Resulta que hq,, . o.(z) = 0 para todo z € S, de donde, al ser X
irreducible, se sigue hq,, o, =0 |

Proposicién 3.2. Sea f € O(X) tal que f~{0) es compacto. Entonces f es
una suma de cuadrados de elementos de K si y sélo si f(x) > 0 para todo
z € Reg*(X).

Demostracidén. El ‘sélo si’ es evidente. Supongamos ahora que f{z) > 0 para
todo z € Reg*(X). Entonces, por la proposicién anterior, f es positiva en todos
los 6rdenes de K, y por consiguiente es una suma de cuadrados de elementos de
K. O

Observacién 3.3. La extensién de un orden 8 de K centrado en un punto a2 € X
a un orden de una rama analitica de X en a puede verse como sigue: el anillo
O(M), es local regular de dimensién n = dim(M), y por tanto su localizado
O(M), es también regular y tiene K como cuerpo residual. Por consiguiente
existe un anillo de valoracién V' que domina a O(M), y con cuerpo residual K.
Elevando 3 via V obtenemos un orden total i de O(M) compatible con V y
gue se especializa en 3. Obviamente, v estd centrado en a, y una inmediata
aplicacién del criterio de Serre prueba que 9 se extiende a un orden ' del cuerpo
de fracciones del dominio de gérmenes de funciones analiticas. a

4, Sumas de potencias 2k-ésimas

Las caracterizaciones geométricas por medio de arcos analiticos de sumas de
potencias 2k-ésimas han sido estudiadas a fondo en diferentes contextos: para
polinomios, [Pr]; para funciones meromorfas sobre una superficie analitica com-
pacta, [Kz]; y finalmente, para gérmenes y funciones meromorfas sobre variedades
analiticas compactas de dimensi6n arbitraria, [Rz4]. En todas las situaciones la
demostracién se basa en el llamado criterio de valoracién de Becker ([Bel):

Teorema 4.1. Sea K un cuerpo y sea f € K. Entonces f es suma de 2k-ésimas
potencias de elementos de K si 'y sélo si f es suma cuadrados en K y para
cualquier valoracion real v de K se tiene que 2k|u(f).
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Sea X como antes, esto es, un subconjunto analitico global, irreducible, de
una variedad analitica M, no necesariamente compacta. Utilizando también este
criterio, nosotros caracterizaremos aquellas funciones meromorfas sobre X, con
conjunto de ceros compacto, que son suma de potencias 2k-€simas. Noétese que
de nuevo este resultado engloba todos los hasta ahora conocidos.

Teorema 4.2. Sea f € O{X) tal que su conjunto de ceros es compacto. Entonces
f es suma de potencias 2k-ésimas en K si y solo si para cada curva analitica

oo
c: (—e ) = X no contenida en S(X) tal que f(c(t)) =at™ + Y _ ait™"", con
a # 0, se verifica que a > 0y 2k|m. i=1

Observacién 4.3. Tenemos que considerar el lugar singular de X pues de lo
contrario el teorema 1.2 serfa falso. Por ejemplo, tomemos como X el “paraguas”
de ecuacién

X ={(z,y, z) € R | z2(1 -2 =z + ¢} C R3.

La funcién analitica f = 4 — 22 tiene en X un conjunto de ceros compacto (el
conjunto de ceros de f acotados con X es {(0, 0, +2), (0, 0, —2)} y es negativa
en el punto singular (0, 0, —5); sin embargo, 4 ~ 22 = 2%+ (y/z)?y*+ 3 es suma
de cuadrados en el cuerpo de funciones meromorfas de X. O

Demostracion. Condicién necesaria.
Tomemos una representacién de f como suma de 2k-ésimas potencias:

f=Sg*/m*  cong,he0O(X),yh#0

Obviamente f es no negativa sobre Reg(X) \ {h = 0}, y como X es irreducible
este conjunto es denso en Reg(.X). Por tanto lo inico que tenemos que probar es
la condicién de divisibilidad del exponente m por 2k. Sea ¢ : (—¢, €) — X una
curva analitica no contenida en S(X). Ponemos z = ¢(0). Si (hec)(t) # 0, como

R (e(t)) flc(t)) = Zgi(c(t))zk entonces
2k ord((hec) (1)) + ord((f-c)(t)) = 2k0rd(2(giuc)(t))

y facilmente obtenemos el resultado buscado. En general, necesitamos usar deter-
minadas valoraciones del cuerpo K asociadas al punto z.
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FIGURa 3.1. S(X) = Z(z? + v?)

Sea m, el ideal maximal correspondiente a z en el anillo O(X). La curva ¢
define una sucesién

O(X)m, = 02(X) S R{t},

T

donde ¢(g) es la expansién en 0 de goc, y Oz(X) = Oz(M)/p es el anillo de
gérmenes de funciones analiticas sobre X en el punto z. En particular, o(fz) =

oC
at™ 4 Z ait™tH,

i=1
Sea q = (ker¢} N O(X)n, = ker(¢-i). El homomorfismo ¢ induce una
inclusidn

k() — R({t}),

donde k(q) es el cuerpo cociente de O(X)m,/q y R({t}) denota el cuerpo cociente
de R{t}. Restrinjamos la valoraci6n ordinaria de R({t}) a una valoracién v de
k(q). En particular, la clase de f, en k(q) verifica que 5(fz) = ord(f-c) = m.
Sea c, el germen en z de la curva definida por c. Como por hipétesis ¢ no
est4 contenida en S(X), podemos tomar un punto regular y € ¢;. Entonces los
anillos O(X)m, ¥y O(X)y = (O(X)m,), son anillos regulares. Por lo tanto hay
una valoracién w de K con cuerpo residual k{q). Finalmente, sea v la valoracién
compuesta de ¥ y w. Tenemos que [, = I/, I es un segmento convexo de
T,, y v(f) = (fz). Como f admite una representacién como suma de 2k-€simas
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potencias en K, por el criterio de Becker 2k divide a la vez v(f) y por tanto 2k
divide 9{fr} = m = ord({f-c)(t)).

Condicion suficiente.
Partimos de la hipdtesis de que para cada curva analitica ¢ : {—¢,e) — X no

oQ
contenida en S(X), tal que f(c(t)) = at™ + Za,-t"”‘i, con a # 0, se verifica
que ¢ > 0y 2k|m. i=1
Veamos primero que f es una suma de cuadrados. En efecto, si no, por la
proposicién 3.2, existiria un punto z € Reg(X), tal que f(z) = a < 0. Cada
oo

curva ¢ : (=€, €) — X con ¢(0) = x verifica que f(c(t)) =a+ )_ a;t' con
a < 0, en contra de nuestra hipétesis. i=1

Supongamos ahora que existiera una valoracién real w de K para la que w(f)
no fuera divisible entre 2k. Sea entonces 3 un orden de K compatible con w,
y sea V = W3(R, K) la envoltura convexa de R en K con respecto a 3. Asi
V estaria contenido en el anillo de valoracién de w. En particular I'y, = I",/A
donde v es la valoracién definida en V' y A es un subgrupo aislado de [,. Por
tanto, 2k no divide a v(f).

Sea mg el centro de W en Op( M) y sea Ug el ultrafiltro de conjuntos semia-
naliticos globales cerrados asociado a (3,

Ug={Y eC|YNnf([-656])# @ paratodo 6 >0y todo f € mg}.

Supongamos que f~'(0) ¢ Ug. Entonces existe Y € Ug tal que fi, > 0 o
fiy < 0y aplicando el lema 2.5 a function f o — f, segiin el caso, podemos afirmar
que existe una unidad w en V, y g € 0p(X) tal que uf = g?*. En particular 2k
divide v(f), contradiccién. Por consiguiente, f~1(0) € Ug. Como este conjunto
es compacto, se sigue que el ultrafiltro Ug tiene un punto limite p € X, esto es,

Us={Y eC|,peY}.

En particular 3 esta centrado en p, esto es, el ideal maximal m,, de p en O(X) es
convexo con respecto a 3.
Consideremos la inclusién de anillos locales

(0(X)) 5, = O(X ), = Op(X).

Como el anillo V domina O(X ), podemos argumentar como en [Rz4] y hallar un
germen de curva analitica ¢ : (—¢, €} — X no contenida en $(X), con ¢(0) = p
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o0

y tal que f(c(t)) = at™ + Z a;t™**, donde 2k no divida mn, lo que contradice

i=1
la hipétesis inicial. En conclusién f satisface el criterio de Becker, y por lo tanto
es suma de potencias 2k-ésimas de funciones meromorfas, lo que concluye la
demostracién. 0
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Propiedad de Artin-Lang
para variedades analiticas
de dimensién dos

1. Introduccion

En este capitulo alcanzaremos uno de nuestros objetivos principales: demostrar la
propiedad de Artin-Lang para variedades analiticas reales conexas y paracompactas
de dimensién dos.

Antes de entrar en la demostracién del resultado necesitamos algunos resulta-
dos técnicos que obtendremos en la seccién siguiente. En particular demostrare-
mos cémo eliminar los cuadrados de una funcién f analitica.

2. Funcién cuasilibre de cuadrados asociada a una funciéon dada

En esta seccién, salvo que se especifique otra cosa, supondremos que la dimension
de M es arbitraria. Sea f una funcién analitica sobre M y sea Z(f) su conjunto
de ceros en M. Recordemos que Z{f) se descompone en la unién de una familia
localmente finita de componentes analiticas globales irreducibles. Sea y € M.
Denotamos por f, el germen analitico f en y y por Z(f)y al germen de Z (f)en
y. Finalmente, denotamos por J,(Z(f)y) el ideal de ceros de Z(f), en el anillo
O p,y de gérmenes de funciones analiticas en y.

Definicién 2.1. Diremos que el germen &, € Oy, es eliptico si codim Z(€) > 1.

46
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Definicién 2.2.

a) Diremos que el germen f; es cuasilibre de cuadrados si factoriza en Opy
como:

fz zflx"’fszglz"'&tz:

donde &;; son gérmenes elipticos irreducibles en Opg 1 y fiz Son gérmenes irre-
ducibles distintos con conjunto de ceros de codimensién 1. Diremos que f, es
libre de cuadrados si ademds los gérmenes elipticos £;; son unidades.

b) Diremos que f € O(M) es cuasilibre de cuadrados si f; es cuasilibre de
cuadrados para cada x© € M. Andlogamente, decimos que f € O(M) es libre de
cuadrados si f; es libre de cuadrados para cada x € M.

Finalmente, consideramos la siguiente

Definicion 2.3. Decimos que f cambia de signo en z si los dos gérmenes semia-
naliticos en = {f > 0}z y {f < 0}z no son vacios, o equivalentemente si hay
una base de entornos {V;} de z tal que para todo i ninguno de los gérmenes
{y € Vi{ f(y) > 0} ni {y € V;| f(y) < O} sea vacio. Denotaremos por Z(f)' el
conjunto de puntos en los cuales f cambia de signo 'y por Z(f)" a su comple-
mentario en Z(f).

Se sigue inmediatamente de la definicién que el conjunto Z(f)' de puntos
donde f cambia de signo es semianalitico y cerrado. Sin embargo, en general
no es analitico. Por ejemplo si f = z2 — zy%, Z(f) es la parte del paraguas de
Whitney que queda en el semiespacio z > 0, esto es, la parte de dimension dos.

Problema. ;Es Z{f)' un conjunto semianalftico global?

Veremos que si dim(M) = 3 la respuesta es afirmativa. Md4s ain, un primer
resultado que muestra las peculiaridades del caso bidimensional es el siguiente:

Lema 2.4. Supongamos que dim(M) = 2. Entonces

a) Z(fY es un conjunto analitico global.

b) Z{(f)' es un conjunto analitico global.
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Demostracién. Evidentemente, es suficiente con ver que tanto Z{f)' como Z(f)"
son uniones de componentes irreducibles de Z(f). Por simplicidad escribiremos
Z'y Z" en lugar de Z(f)' vy Z(f)" respectivamente.

Sea Y C Z(f) una componente irreducible de Z({f). Si dimY = 0 es obvio
que Y C Z”. Supongamos ahora que dimY = 1. Puesto que Y es irreducible,
es de dimension pura y conexo. Sea Dy =Y N (|JY”’) donde la union recorre el
resto de las componentes irreducibles de X. D es un subconjunto analitico de
Y, y por consiguiente es discreto. Supongamos primero que (Y \ D) N Z' # @,
y tomemos a € (Y \ D1)NZ’. Puesto que O,(M) es un dominio de factorizacion
tinica, el ideal J((Y),) es principal, digamos J((Y)s) = (ha)0a(M). Ademds,
por el Teorema A de Cartan, existe una funcién analitica global g € O(M) que
se anula sobre Y, tal que J{(Y)a) = (9a)Qa(M). En particular, se sigue que
3((Y)s) = (gs)0p{M) para todo b € (Y \ D3), donde Dy C Y es un conjunto
discreto.

Por construccién f, € {g,), y como f cambia de signo en a, tenemos que
fa = g¥°ug, donde u, € Og(M) es una unidad y o, €s un mimero impar positivo.
Sea ¥ el haz analitico coherente definido por

F = (¢ Ou + fOur) [ fOu

El soporte de & un conjunto analitico cerrado y tenemos

Supp F = {z € Z(f)1f20:(M) P g7°0(M)}.

Por consiguiente, la interseccion D3 = Supp FNY es un subconjunto analitico
de Y que es propio, ya que ¢ ¢ Supp{F). Como Y es irreducible, se sigue que D3
es discreto. Ahora, si ponemos D = Dy U D3, resulta que f cambia de signo en
todos los puntos de Y\ D, esto es, en todo Y excepto en un subconjunto discreto.
Como Z' es cerrado concluimos que Y C Z°.

Supongamos ahora que (Y'\ D1)NZ" # @. Razonando como antes, obtenemos
que Y \ Z” estd contenido en un conjunto discreto, es decir, que Y N Z’ es un
subconjunto discreto de Y, y que ¥ C Z”. En conclusi6n, resulta que o bien Y
estd contenida en 2’ o bien lo estd en Z”, y la proposicién queda demostrada. O

Proposicién 2.5. Sea f una funcidn analitica sobre M y sea Z(f) el conjunto
de puntos donde f cambia de signo en M. Entonces hay una tnica funcion
analitica en M (salvo unidad) f cuasilibre de cuadrados que cumple:
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a) f= fi A?, con A; € O(M);
1=1

b) Z(fY € 2(f) € Z(f) y dim(Z(f)z) < n ~2 para cada = € Z(f) \
Z(fY:

c) Existe un conjunto analitico global Y C Z( f) de codimensién > 2 en M
tal que I:(Z(f)s) = (f2)Ou,z paratodo z €Y y Z(f)\ Z(f) C Y.

Demostracion.  Sea y un punto de M. Por ser Oy ,, un dominio de factorizacién
tnica, f, tiene una factorizacién local

fy= Qghypy
donde p, y hy son productos

hy =hy - hy

oy =61 &

de gérmenes irreducibles distintos con conjunto de ceros de codimensién 1y > 1,
respectivamente.
Sea J el prehaz de ideales definido por

Fy = 940y

para y € M. Es bien conocido que si un germen analitico Y, es irreducible,
entonces Y, es reducido y equidimensional para todo z en un entorno suficiente-
mente pequefio de y. De aqui se sigue que J es un haz. Ademds, como para cada
y € M, el ideal de gérmenes F, estd generado por un elemento, el (M )-médulo
[(F, M) de secciones globales de F estd generado por un nimero finito de ellas,
pongamos {;,...,Is (cf. [Col, teorema 3.1). En particular, para cada y € M, te-

nemos que (11 y,...,Ls )0,y = (9)Onr,y, asi que (liy)}Onr 4 = (9y)Om, y Para
3
algin : € {1,...,s}. Por consiguiente, tomando [ = Zl? € O(M) llegamos a
que : i=1
by = 93”#

donde vy es una unidad en Qg 4.

Recogiendo todo lo anterior, definimos f = f/I € O(M). Por construccién,
se sigue que fy = hypyw, en cada punto y € M, donde w, es una unidad. Esto
demuestraa y b.
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donde Ay g, ..., Ry s son gérmenes irreducibles distintos de dimensién uno, y g
es una unidad o un germen eliptico. En este caso p; tiene un unico cero aislado
en z. Sea D el conjunto de puntos y € M tales que py, es un germen eliptico.
Como dim M = 2,para cada y € M hay un entomo U tal que si h, es irreducible
entonces h, es irreducible para cada x € U. Por consiguiente es inmediato por
fa proposicién 2.6, capitulo 1, que existe una funcién analitica £ € O(M) que es
suma de cuadrados y tal que Z(§) = D y £,0pmy = pyOm,y paracada y € D.
Definimos ahora la funcién f = f//6 € O(M). Una inmediata comprobacién
muestra que f verifica las condiciones del enunciado. O

Observacién 2.9. Obsérvese que hemos demostrado que f € J(Z(f)') y que su
germen fz genera la fibra 3{Z{f),) en todos lo puntos. Puesto que estamos en
dimensién 2, el haz de ideales J)» es coherente y por tanto f genera el ideal
J(Z{fY) de secciones globales. En definitiva hemos visto que este ideal es princi-
pal. Esto sugiere que podriamos haber planteado la demostracion de la proposicién
anterior directamente definiendo f; como un generador del ideal J{Z(f),) inten-
tando después, por medio del Teorema B, encolar estos representantes locales para
producir la funcién global f. Es bien conocido que la familia {U; N Uy, fz/ fy}
define un 1-cociclo sobre M, y por tanto, este método funciona si M verifica que
HY(M,Zy) = 0. Sin embargo, en general no hemos visto una aproximacion mas
directa que la dada. 0

Acabamos esta seccién con la siguiente consecuencia de la proposicién 2.5:

Proposicién 2.10. Sean f1,...,fr € O(M), fi #0,i=1,...,r, ysea § =
{(xe M|fi(z) >0,..., fr(z) >0} Sean g;; = fif;, paral <i <j<rysea
T={zeM|fle)20,..., f(z)20,G12(z} 2 0,...,Gr~1,-(x) > O}, donde
fi (resp. §ij) son las func:ones cuasilibres de cuadrados asoczadas a f; (resp. gij).
Entonces T'\ S es un subconjunto semianalitico de M con dim(T \ S)<n-2

Demostracion. Sea F = (H f,) (H g"r,-j). Demostraremos que T\ S C Z(F)\
‘ i<j
Reg*(Z(F)). En efecto, seap & T \ S y supongamos que p € Reg*(Z(F)). E
particular p estd en una tinica componente irreducible Y de Z(F). Supongamos
que Y C Z( fi). Si Y no est4 contenida en ningtin otro Z{ i) entonces fi(p) =0
y fi(p) > O para todo i > 1. De nuevo, por ser p regular, f1 cambia de signo
en p, y se sigue que en cualquier entomo de p hay puntos del conjunto {f; >
., - > 0}, por lo que p € S, contradiccién.
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Por tanto, hay otra funcién, pongamos fa que se anula en p. De nuevo usando
la regulariﬂdad de p concluimos que toda la componente Y estd contenida en los
ceros de f7, es decir

Y € Z(f1) N Z(f2).

Se sigue que Y es una componente de Z(g12) y que g12 no cambia de signo a lo
largo de Y, porloque Y ¢ Z(g12}). Usando de nuevo la regularidad de p se sigue
que g12{p) # 0, por lo que es g12(p} > 0. Pero esto implica que f1'y fa tienen
la misma distribucién de signo sobre un entomo de p. En particular, en cualquier
entomo {J de ¢ se tiene que U N {fl >0, f2 > 0} # @. Si resulta que f,—(p) >0
para todo i > 2, obtenemos de nuevo que p € S. De este modo llegamos a que
ha de existir una tercera funcién, por ejemplo f3, tal que

3
Y € () Z(f).
i=1

Argumentando como antes, con las funciones gi3 y g3, obtenemos que para
cualquier entorno U de p, UN {(A>0,f2>0, fa > 0} # @. Asf en un nimero
finito de etapas obtenemos que p € S, en contradiccién con nuestra hipétesis.
Por consiguiente p debe estar en Z(F) \ Reg*(Z(F)) y la proposicién queda
demostrada. O

3. La propiedad de Artin-Lang para dimensién 2

A lo largo de esta seccién supondremos que M tiene dimensién 2. Como antes,
representamos por K el cuerpo de fracciones del anillo O(A) de funciones ana-
liticas sobre M. Estamos por fin en condiciones de probar el siguiente:

Teorema 3.1. Propiedad de Artin-Lang. Sean fi,..., fr € O(M). Existe un
orden 3 de K en el cual son simultdneamente positivas si 'y sélo si {fi{z) >

0,..., fr(z) >0} # 2.

Demostracién. Supongamos primero que {fy > 0,...,fr > 0} #¥ @. Una
aplicacién inmediata del criterio de Serre prueba que existe un orden J en K en
el que fi,..., fr son simultiéneamente positivas.

Reciprocamente, sea 3 un orden del cuerpo K tal que f; >30,..., fr>p0.
Podemos suponer que M C R". Igual que antes, pongamos gij = fifj parai < j.
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Obviamente g;; € 8y

{ze M| fi(z) >0,..., fr(z) >0}
={ze M| fi(z) >0,..., fr(z) > 0, g12(z) > 01--'19(1'—1)7'(3:) >0}

Ahora sean fl, Cay fr, @ij las funciones libres de cuadrados asociadas a ellas.
Por el Corolario 2.6 hemos reducido ¢l problema a demostrar que

{z € Mifi(z) > 0,d:;(x) > 0,i < jii, 5 =1,...,7} # 2.

Supongamos lo contrario. Por la proposicién 2.10 el conjunto semianalitico

v = [N7 o0 n | N d530.00)
i j<m
es discreto.

Seap € Y y sea U, un entorno de p tal que U, NY = {p} y definamos
rp(z)} = ||z — pll*. donde || - || representa la norma euclidea de R". Esta es una
funcién analitica global de R™, y por tanto definie una funcién analitica global
sobre M, con un gérmen eliptico en p. Tenemos que para cada x € U, con
fi{z) = 0y §ij(z) > 0, entonces rp(z) = 0. En otras palabras, el germen
semianalitico en p

{fip(2) = 0, Gjmp(z) > 0,mp(x) # 0}

es vacio. Por consiguiente podemos aplicar el Positivstellensatz en Ops , y con-
cluir que para cada p € Y existe hp € P, y un nimero natural s, tal que

hy = —rgs” (*)

donde P, es el cono generado por fl'p, ce fr,p, 12,91+ - 1 §(r—1)rp» €5 decir, hp
es una suma finita de productos de la forma

_‘s. '-6.
apijm [ | Fiip L[] Gimep
1 im

donde ay ;jm es suma de cuadrados en Opy, 5. Por otra parte, como cualquier suma
de cuadrados en Oy , es suma de dos cuadrados (cf. {Bo-Rs], lema 7, y [Jw3],
corolario 2.i) podemos escribir ap ijm = b2 1 +C2 iims €ON bpijm, Cpijm € Op, p-
Ademds, se sigue de la ecuacién (*) anterior que con la identificacién Oprp =
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R{X1, X2}, hp Z: un polinomio homogéneo de grado 4s,. Sea t, € Opr p tal que
tp = hy (mod my "}, Entonces t, = hy+ f, donde f € Oprp es una serie de grado
inicial mayor que 4s,. En particular h; es la forma inicial de {,. Como h; es
un germen eliptico en p, se sigue que i, es eliptico también y, consecuentemente,
menor o igual que cero en un entorno de p.
Asi para cada bp ijmo p ijm € Oum,p que verifica que

b;a,r-Jm ~ bpiym € m;p! c’p,ijm — Cp,ijm € m;"

con vy = 4s,, entonces
- 8
— =Uim
to=> [IF Hg:rmp pijm T Cp,ijm)
i=1

tiene un cero aislado en p y ¢p(z) < 0 para todo x # p en un entomno de p.

Ahora, por la proposicién 2.5, capitulo 1, existen funciones analiticas globales
Bijm y Cijm tales que para cada p € Y sus gérmenes coinciden con by ijm Y
Cp.ijm, hasta el grado v,. Consideremos la funcién analitica global

H= 5 TIF 1% (B + Ch

‘J‘m i 1 !J

Obviamente, H € 3, y por construccién, en cualquier punto de p € Y el
germen Hp es eliptico y menor o igual que cero en un entorno de p. Sea H €
O(M) la funcmn libre de cuadrados asociada a H. Tenemos que H € 3 mientras
que H|Y < 0; pero entonces

{ze M| fi(z) 20,5;(x) 20,Hz) 20} =YN{z e M| H{z) 20} =2
en contradiccién con el corolario 2.7, capitulo 3. O

Denotemos ahora por § la familia de conjuntos semianaliticos globales abiertos
de M. Evidentemente $ es cerrada por uniones e intersecciones finitas, de modo
que podemos considerar filtros de conjuntos de 8. Tenemos:

Teorema 3.2. Teorema del ultrafiltro. Existe una correspondencia biyectiva en-
tre el conjunto de érdenes de K y el conjunto de filtros maximales de 8.
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Demostracion. Sea (8 un orden de K. Definimos
Vg={Se€S§|{fi>0,...,fr >0} CS paraciertas fi,..., f; € B}.

Es evidente que Vg es un filtro de elementos de §. Comprobemos que es
maximal. Sea

p
Y = U{:c € M| hi(z) =0,gi1(z) > 0,...,gis,(z) >0}
i=1
un elemento de 8 tal que Y N.S # & para todo § € Vz. Supongamos que
hi,..., hy noson la funcién cero, mientras que i; = O para todo ¢ > r. Afirmamos
que al menos uno de los pedazos basicos {z € M | gi1(z) > 0,..., gis;(z) > 0}
con ¢ > 7 estd en Vg, con lo que Y € V. En efecto, en caso contrario, para cada
i > r existe g, ¢ 3, o equivalentemente —g;;; € G. Pero entonces

YO{R?>0,...,h2 > 0,=grs1jy, >0,...,—gpj, >0} =&

en contra de nuestra hipétesis sobre Y.

Recfprocamente, sea V un filtro maximal de conjuntos semianaliticos globales
abiertos. Se sigue que V contiene todos los conjuntos de la forma {h* > 0} para
h € O(M). Ahora, una comprobacién inmediata muestra que

Bo={flg|f.geO(M), {fg>0}eV}

es un orden de K. Obviamente las aplicaciones 3 — Vg y V — [y son inversas
una de otra lo que demuestra el teorema. a

Observacién 3.3. En el capitulo anterior asociamos a cada orden # un filtro
maximal Ug de conjuntos semianaliticos globales cerrados, que ha desempefiado
un papel fundamental en la demostracién de la propiedad de Artin-Lang, y por
consiguiente en la definicién del ultrafiltro Vg definido en el teorema anterior.
Cabe, pues, preguntarse cudl es la relacién entre Ug y Vg. Veremos en el capitulo
préximo que en una variedad analitica de dimensién dos la adherencia de un
subconjunto analitico global es un conjunto analitico global. En particular, ésto
significa que la adherncia de un elemento cualquiera de 8 pertenece a C. Ahora
una comprobacién inmediata muestra que si denotamos por Vg la familia de las
adherencias de todos los elementos de Vg, entonces Vg es un filtro de € contenido
en Ug, pero que en general no coincide con €l O



5)

Sobre la adherencia

y las componentes conexa
de subconjuntos
semianaliticos globales

1. Introduccion

Es bien sabido desde [L] que la adherencia y las componentes conexas de conjuntos
semianalfticos también son semianaliticos. Sin embargo, ambas cuestiones estin
abiertas en la clase de los conjuntos semianaliticos globales. El mejor resultado
proviene de [Rz3], donde se demuestra que si S es un conjunto semianalitico
global relativamente compacto, entonces sus clausura y componentes conexas son
también semianaliticos globales.

En este ltimo capitulo estudiamos la adherencia y las componentes conexas de
un conjunto semianalitico global S cualquiera cuando dimM <3y dimM =2,
respectivamente. Demostraremos:

Teorema 1.1. Supongamos que dim M < 3 y que S es un subconjunto semia-
nalitico global de M. Entonces la adherencia § es también semianalitico global.

Teorema 1.2. Supongamos que dimM = 2 y que S es un subconjunto semia-
nalitico global de M. Entonces las componentes conexas de S son también
subconjuntos semianaliticos globales de M.

Nuestra demostracién se basa en la propiedad de Artin-Lang para dimensién
dos que acabamos de probar en el teorema 3.1 del capitulo anterior.

56
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2. Semianaliticidad global de la adherencia

En esta secci6n probaremos la semianaliticidad de la adherencia de subconjun-
tos semianaliticos de variedades de dimensién tres analiticas reales, conexas y
paracompactas, a las que seguiremos denotando por M.

Comenzamos con el siguiente resultado elemental, que nos serd de gran utili-
dad:

Proposicién 2.1. Sea Y un subconjunto semianalitico de un conjunto analitico
C C M de dimensién 1. Entonces Y es un subconjunto semianalitico global de

M.

Demostracién. Podemos suponer desde un principio que M estd sumergida como
subvariedad en algtin espacio R®, por lo que podemos suponer M = R". (cf.
capitulo 1 de esta tesis). Puesto que los conjuntos discretos son semianaliticos
giobales, podemos suponer también que C es de dimensiéon pura 1 y que Y
es cerrado. Como C es coherente (cf. ejemplo 2.7, capitulo 1) se sigue que
estd definida por ecuaciones globales, y tomando la suma de cuadrados de éstas
podemos suponer que C = {z € R™| f(z) = 0}. Sea ahora D = Y\ Y, donde
Y representa el interior relativo de Y. D es un subconjunto discreto de R" y
para cada p € D los gérmenes Yp ¥ Zp = Cp \ ¥, son cerrados de dimensién 1y
YoNZp = {p}. Entonces, de acuerdo con [Rz1], teorema 1.1, existe un polinomio
hp € Rlzy, ..., 2Zn] tal que

hplzp\(p) <0y h”ivp\(p} >0,
esto es, hay una bola W, de p en R" que verifica
WoNY = {x &€ Wp|hy(z) 2 0}ncC.

Obviamente, podemos tomar W,\W, = @sip# q. Sea H € O(R™) una funcién
analitica tal que para todo p € D Hp = hp hasta el grado de h,. Posiblemente
reduciendo W, podemos suponer que

W,NY = {z € W,| H(z) 2 0}NC.

Sean ahora B, C B, C W, bolas con ceniro en p tales que B, C B, C

Bl ¢ Wp y consideremos K = U B' y L=R"\ U W,. Ky L son cerrados
peD peD
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disjuntos por lo que existe una funcién analitica g : R™ — R tal que g > 0 sobre
K y g < 0 sobre L. Por construccién tenemos que Y N{g > 0} = {H > 0,9 >
0, f = 0}. Andlogamente, sean N = U B,yT =R"\ U B'p,yseab: R"® —

peD peD
R una funcién analitica tal que b > 0 sobre NV y b < 0 sobre T". Por construccién,

YNER*\N)y (C\Y)N(R"\ N} son cerrados disjuntos, luego existe una
funcién analitica @ : R™ — R tal que a > 0 sobre el primero y a < 0 sobre el
segundo. Se sigue que Y N (R*\ N) =Y N {a > 0}. Poniendo todo lo anterior
conjuntamente resultaque Y = {f =0, 2 0,H > 0}U{f =0,6 < 0,a > 0}.0

Observaciones 2.2.

a) Obsérvese que en particular la demostracién anterior muestra que todo
subconjunto semianalitico cerrado de una curva analitica puede definirse usando
linicamente desigualdades laxas >.

b) La hipétesis de que Y sea un subconjunto de un conjunto analitico global
de dimensién 1 es fundamental. El ejemplo 1.3, capitulo 1, es una muestra de un
subconjunto semianalitico de dimensién 1 del plano que sin embargo no es global.

¢) La proposicién puede refinarse demostrando que de hecho Y es genérica-
mente basico (es decir, salvo un conjunto discreto). Esto puede verse del modo
siguiente: suponemos como antes que Y’ es cerrado. Sea C¥ la normalizacién de C
y 7 : C¥ — C el morfismo analitico propio correspondiente. Como dim(C") = 1,
C¥ es una variedad analitica. Sea Y = 7~ !(Y). Es conocido que Y¥ = {z €
C¥ | h{z) > 0} con h € O(C*). Ahora, h es una funcién meromorfa de C,
digamos h = f/g con f,g € O(C). Es inmediato comprobar que Y’ = {z € C |
g(z)f(z) > 0} difiere de Y en un conjunto discreto contenido en los ceros de
g. a

Lema 2.3. Sea dim M = 2 y sea S un subconjunto semianalitico global bdsico y
abierto de M. Entonces su adherencia § es un subconjunto semianalitico global.

Demostracion. Sea
S={zxeM|fi(z)>0,..., fr(z) >0}

para ciertos f,..., fr € O(M), y sean fir gij,cont, i € {1,...,r}, las funciones
libres de cuadrados definidas en la proposicién 2.5, capitulo 4. Por la proposicién
2.10, capitulo 4

S= {me lel(x) Zoa:fr(m) 20s§’12(ﬂ?) 20!"'!.‘}(1‘—1)?(27) 20}\Y
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donde Y es un subconjunto semianalitico de dimensién 0, esto es, un conjunto dis-

creto de puntos. Como Y es seminanalitico global se sigue que S es seminanlitico
global. m]

Observacion 2.4, Obsérvese que la demostracién anterior prueba que la adhe-
rencia de un semianalitico global abierto basico es un cerrado bdsico. En efecto,
con la notacién anterior, Y es un cerrado disjunto con S con lo que existe una
funcién analitica h : M — R tal que h > 0 sobre Sy h < 0 sobre Y. En
particular

S={reM|
AE) > 0,..., fr(z) 2 0,512(z) 2 0,..., §r1)-(z) 2 0, h(z) > 0}

y por tanto es cerrado bdsico. a

Proposicién 2.5. Sea dimM = 2 y sea S un subconjunto semianalitico global
de M. Entonces su adherencia S es un subconjunto semianalitico global.

Demostracion. Sea

S=|J{z € M| fi(z) =0,9u(z) >0,...,9i5(z) > 0}

i=1

para ciertos fi, gi1,- - -, 9ij; € O(M). Es suficiente ver que la adherencia de cada
pieza bdsica S; = {x € M| fi(z) = 0,ga(x) > 0,...,gi5; > 0} es un conjunto
semianalitico global. Si f; es la funci6n cero, entonces S; = {z € M |gii{z) >
0,....gi; > 0} v, por el lema anterior, S; es semianalitico global. Por otra parte,
si f; no es idénticamente cero, S; es un subconjunto semianalitico del conjunto
C = {fi = 0} que tiene dimensién < 1, y el resultado se sigue del la proposicion
2.1. ()

El caso abierto bisico en dimensién tres se resuelve andlogamente al de di-
mensién dos:

Lema 2.6. Sea dim M = 3 y sea S un subconjunto semianalitico global bdsico y
abierto de M. Entonces su adherencia S es un subconjunto semianalitico global.
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Demostracion. Sea
§S={xeM]|filz}>0,...,f(z) >0}

para ciertos f1,..., fr € O(M), y sean fir Gij.cond,j € {l1,...,7}, las funciones
cuasilibres de cuadrados definidas en la proposicién 2.5, capitulo 4. Por Ia 2.10,
capitulo 4,

S={zeM|fifz)20,..., fr(z) 20,512(z) 2 0,...,Gr—1)r{z) Z0}\ Y

donde Y es un subconjunto semianalitico de dimensién < 1. Por otra parte,
Y c {[1f; = 0}, y el Lema 5.1 muestra que Y es semianalitico global. Esto
prueba que también lo es S. ]

Observacion 2.7. Veamos que del razonamiento anterior podemos deducir tam-
bién que S puede describirse usando sélo desigualdades laxas. En efecto, sabemos
que

5= {:E S lel(x) Z 0:---:.;?(9:) 2 0:§l2{$) = 0?"':§{r-l)r($) Z 0}\Y

donde dim(Y) < 1. En particular, D = ¥ N S es un conjunto discreto. Ahora
razonamos como en el lema 2.1. Para cada p € D existe un polinomio h, €
R[z),...,%s] (suponemos que M estd sumergida en R™), tal que hp > 0 sobre
S,y hy < 0 sobre Y, \ {p} (cf. [Rzl], teorema 1.1). Por consiguiente, hay una
bola W, de p en R™ que verifica

WS = {z € Wp|hp(z) > 0},

y podemos tomar W, N W, = @ si p # q. Sea H € O(R™) una funci6n analitica
tal que para todo p € D H, = hp + ¢, con ¢, serie de orden mayor que el grado
de h,. Posiblemente reduciendo W}, podemos suponer que

W,N S = {z € W, | H(z) 2 0}.

Sea ahora B, C B, C W, bola con centro en p. Como en 2.1 podemos

encontrar una funcién analitica g tal que g > 0 sobre U B, y g < 0 sobre
peD

R™\ |J W,. Por construccién tenemos que {g > 0} N S={H>0,9g2>0}y

peD _ _
que {g <0} NSy {g <0}NY son cerrados disjuntos, por lo que existe una
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funcién analitica b tal que b > 0 sobre el primero y b < 0 sobre el segundo. Se
sigue que Y N(R™\ N} = Y N{a > 0}. Poniendo todo lo anterior conjuntamente
resulta que

S':{gso'lbzorfl 20:"':fr20:§1220)---)§(r-1)r20}
W{g20,H>0,1>0,...,f20,§220,...,§-1r 20} O

Vayamos finalmente al caso mds general:

Teorema 2.8. Sea dimM < 3 y sea S un subconjunto semianalitico global de
M. Entonces su adherencia S es un subconjunto semianalitico global.

Demostracion. Basta con demostrar el caso dim(M) = 3. Sea

-]
S= U{iB € le,(:l?) = 0,g,'1(.’13) >0,... lgiji(;c) > O}

i=1
para ciertos fi, gi1, - .., gij; € O(M). Obviamente, es suficiente ver que la adhe-
rencia de cada pieza bédsica §; = {z € M| fi(z) = 0,gi1(z) > 0,..., g5, > 0}
es un conjunto semianalitico global. Si S; = {z € M |gu(z) > 0,..., ;5 > 0}
entonces por el anterior lema S; es semianalitico global. Por otra parte, si f; no
es idénticamente cero, es claro que

S;c{zeM|gu(z)>0,...,05(x) >0} N Z(fi).

Denotamos por B; el conjunto {x € M |gii(z) > 0,...,0:i5(z)} > 0}. Sea
Z(f;) = UYa, la descomposicién de Z(f;) en componentes irreducibles, y sea L
el conjunto de aquelios o para los que Y, N B; # @. Por el Corolario 2.9, capitulo
X = U Y, es un conjunto semianalitico global y

leL

Si=Binv=JBnYicBnX
lel lel

Vamos a ver que T = B; N X \ S; es semianalitico global. En primer lugar
nétese que para cada ! € L, BiNY;\ B; NY; C Y; no contiene ningiin subconjunto
abierto de Y;. En efecto, si hubiese un abierto W C Yj tal que W C B;nY)\
B; N Y], entonces existirfa un jo € {1,...,7:} tal que gijo, =0, y como Y; es
irreducible tendriamos que gij°|‘/; =0y B;NY; = &, contradiccién.
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De esta forma

T=BnX\S5=J({(BinY)\(B.NY))
leL

y observamos que el miembro derecho de esta expresién es un conjunto semia-

nalitico de dimensién < 1 contenido en U(Y[ N Z(gi1 ... gij,)). Como Y] es
leL
irreducible dim(Y; N Z(gi1...gi;,)) < 1 y podemos aplicar la proposicién 2.1

para concluir que T" es un conjunto semianalitico global. En definitiva, se sigue
que S; = B; N X \ T es semianalitico global. ]

Observacion 2.9. La observacién anterior se aplica palabra por palabra para de-
mostrar que la adherenciade S; = {z € M | fi(z) = 0,ga(z) > 0,...,gi;, > 0}
puede representarse usando tnicamente desigualdades laxas. O

Poniendo todas las anteriores observaciones juntas, obtenemos:

Teorema 2.10. Teorema de finitud. Sea M de dimension < 3 y sea S un sub-
conjunto analitico global abierto (resp. cerrado). Entonces S tiene una escritura
del tipo

S = U{m € M'Qil(:ﬂ) > 0,...,gi3i(I) > 0}

i=1
t
(respectivamente S = U{x € M|gi(z) 20,...,9i,(z) 2 0}).

i=1

Demostracion. Obviamente, basta con demostrar el caso cerrado. Pero éste se
sigue inmediatamente de las observaciones 2.4, 2.7 y 2.9 anteriores. m|

3. Semianaliticidad global de las componentes conexas

Para terminar, demostraremos en esta dltima seccién la semianaliticidad de las
componentes conexas de un conjunto semianalitico global cualquiera C' de una
variedad M analitica real, conexa, paracompacta y de dimensién dos. Bien se sabe
que las componentes conexas de C son semianaliticas (cf. [L], §16, teorema 2, p.
69); por tanto, la tnica cuestién que dilucidar es si son “globales”. De acuerdo
con [L], §16, proposicién 2, p. 76, si C es adherente a un punto z existe un entorno
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abierto U/ de z tal que CNU es unién finita de subconjuntos semianaliticos conexos
de M. En particular, la familia de componentes conexas de X es localmente
finita. Ademds, C es localmente conexo, por lo que sus componentes conexas son
cerradas y abiertas en C.

Antes de nada, observamos que si C es cerrado el resultado es cierto en
cualquier dimensién:

Lema 3.1. Sea C un subconjunto semianalitico global cerrado de una variedad
M de dimension n. Entonces las componentes conexas de C también son cerradas
y semianaliticas globales de M.

Demostracién. Al ser C cerrado, sus componentes conexas también son cerradas

en M y cualquier unién UTi de componentes conexas T; de C es también
i€l

cerrada. En particular, si T es una componente conexa cualquiera, Ty C\ T son

cerrados. Sea h una funcién analitica que sea > 0 sobre sobre T' y < 0 sobre

C\ T. Evidentemente T = C N {h > 0}. O

Veamos como abordar el caso general. En lo sucesivo C representa un con-
junto semianalitico que supondremos descrito por

q
C= U{I € le;(.’L’) = 0,9{1(3:) o 0: <oy Gig; > 0}:
i=l
y T una componente conexa suya. La posibilidad de separar 'y C'\ T con una
o varias funciones es, en general, inviable, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2. Sea C = R?\ ({(z,0) |z <0} U {(0,y) | ¥y > 0}). C tiene dos
componentes conexas 7} y T3, y es inmediato comprobar que no existen funciones
,...,gs talesque T} = CN{g1 >0,...,g, > 0}. 0

Esto nos obliga a cambiar de estrategia, introduciendo Spec,.(K'). En primer
lugar asociaremos a T un subconjunto §(T) de Spec,(K) (que coincidird con
T en caso de que T sea semianalitico global) y demostraremos que §(T} es
constructible. He aqui la definicién de 4.

Definicién 3.3. Sea T un conjunto semianalitico y sea Vg el filtro maximal de-
finido por el orden (. Definimos §(T") como el conjunto

§(T) = {B € Spec(K)|3X € Vg con X CT}.
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Observaciones 3.4,

a) Obsérvese que §(T") es no vacio si y s6lo si dimT = 2. En efecto, supon-
gamos que dim 7" = 2; entonces existen ¥ € T y un entorno abierto semianalitico
UY en M tales que UY C T. Tomemos un orden 3 € Spec,.(K) centrado en y,
es decir, tal que 3 contiene todos los f € O(M) tales que f(z) > 0. Entonces
B € §(T). Reciprocamente, si §(1") es no vacio, como los conjuntos de Vg son
abiertos, se sigue que dim{T') = 2.

b) Si S es semianalitico global, entonces 6(S5) coincide con el conjunto de
Spec,.(K') definido por la aplicacién tilde genérica. En efecto, sea

S= U{'T € M'ft(x) =0, gir(z) > 01"'1g’iji($) > 0}

i=1

una representacién de S y supongamos que f; es idénticamente nulasii =1,...,7
y no lo es si ¢ > r. Por definicién

5= {8 € Spec, (K} ga(8) > 0, 955,(8) > 0}.

i=1
Sea 3 € 6(S) y sea X un elemento de V;; contenido en S. Obviamente, X' = X'\

i T
(U Z(fi)) € Vg y estd contenido en U{a: € M|gi(z) >0,...,gi(x) > 0}
i=r

i=1

Por consiguiente

r
x'=J x4,
i=1

donde X! = X'n{z e M| ga(z) >0,...,gi5 >0} paratodoi € {1,...,7},
y por ser Vs maximal, existe ip tal que X;, € Vg. Por lo tanto, § € {a €
Specr(K) lgiol(a) >_01 s :gioji(a) > 0} CS.

Sea ahora 8 € S, entonces hay un ¢ € {1,...,r} para el que gi(3) >
0,...,9i;(B) > 0. Obviamente, {z € M |gu(z) > 0,...,gi;(z) > 0} e Vg O

Antes de entrar en la demostracién del resultado fundamental necesitamos
dos lemas técnicos. El primero muestra que intersecando C' con un semianalitico
global adecuado, podemos lograr que T y €'\ T se corten en un conjunto discreto.
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Lema 3.5. Existe una funcion analitica g € O(M) tal que
TNn{g>0}Nn(C\T)n{g> 0}
y TN{g<0}n(C\T)n{g <0}

estdn contenidos en un conjunto discreto.

Demostracion. En primer lugar, observamos que F' = TN C \ T es un conjunto
semianalitico de dimensién < 1. Si dim(F) < 0 necesariamente es discreto y
el lema es obvio. Supongamos que dim(F)} = 1. Tenemos que ' C ¥ =

q
Z (H Gi1 " Gijir fi) . s decir, F' es un subconjunto semianalitico de un conjunto

analitico de dimensién 1. En particular, se 51gue de la proposwlon 21 que TN

C\T es global. Denotemos por A = F \ F donde F representa el interior
relativo de F. A es un conjunto discreto. Por otra parte, el haz de ideales Jy
es coherente, y como las fibras estdn generadas por un unico elemento se sigue
que el ideal de secciones globales J(Y} est4 finitamente generado, digamos por -
hi,..., hx € O(M) {[Col).

SeaY = U Y (™ la descomposicién de Y en componentes irreducibles. El

neN

siguiente argumento estd inspirado en [Bo-Rs). Paracadan € N con dlm YW =1

tomemos a, € Y\ U#n Y9, Como para cada n J(Y,,) = J(Yq )) es prin-
cipal, tenemos J(Yy, ) = (hia, )0, (M) para algiin i = 1,..., k. Por otra parte,
una comprobacién directa demuestra que el conjunto de k-uplas (Ay, ..., ) € R*
para las cuales (A1hy + - -+ M )a, 7 I{Ya,) €s un hiperplano de R¥. En efecto,
supongamos que J(Y5,) = (h1)a,9a.(M). Entonces, paracada i = 1,...,k te-
nemos una igualdad de series convergentes (hi)s, = (hi1)a,ui en Og, (M) y
(Arhy + -+ Mehr)an = (Aruy + - -+ + Ak }(hi)a,, ¥ por consiguiente la suma
inicial genera J(Y;,) si y s6lo si Ajuj + - -+ + Agux €s una unidad, esto es,

Auy(an) + - + Apuglan) # 0,

seguin afirmdbamos.
Por consiguiente, por el teorema de Baire, podemos encontrar (A1, ..., Ax) €

R¥ tales que I( Y(") (Z Aihy ) O(M),, paratodo n € N, Esto implica que
para cadan € N y cada b € Y(™), J(Y n) (Z Aihi ) Op(M) excepto para

un subconjunto propio analitico (por tanto discreto) D(").
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k
Sean D = (U, D) USing(Y) y g = >_ Ash;. Afirmamos que

i=1

Thig>0ln{C\TI N {g >0}
y Tn{g>0}N(C\T)n{g >0}

estdn contenidos en D' = AU (DN F). Veamos, por ejemplo, el primero. Sea
z € Y\ D. Entonces z es un punto interior de F' y es regular en Y. Ademads, g,
genera el ideal J(Y;}, asi que g cambia de signo en 2. En consecuencia, hay un
entorno U? talque U* = {g > 0}uY U{g < 0} = (TUY U(C\T))NU=* Asi
se sigue que si z €FFr{g>0BFrNU® entonces (C\T)N{g>0}nU* =@y
viceversa, con lo que el lema queda demostrado. O

Podria pensarse que una vez que Ty C'\ T se cortan en un conjunto discreto,
las dificultades puestas de manifiesto en el ejemplo anterior desaparecen. Sin
embargo esto no es asi:

Ejemplo 3.6. Sea S el conjunto sombreado en la figura, menos el origen. S es
un conjunto semianalitico global como puede comprobarse facilmente de modo
directo.

Sin embargo, no existe ninguna funcién analitica que separe (ni siquiera lo-
calmente en un entorno del origen) las dos componentes conexas 17 y T3 de S.
Mids adn, no existen funciones analiticas f,..., fr tales que Ty = SN {f, >
0,..., fr > 0}. Esto puede verse del siguiente modo: sea f una funcién analftica
en ¢l origen, y supongamos que su forma inicial es de grado p. Si p es par,
entonces, f tiene localmente signo constante en cualquier recta L que pase por el
origen y sobre la que no se anule su forma inicial. Por consiguiente f no separa
T, de su sector opuesto por el vértice. Pero si f es impar, entonces f cambia
de signo sobre L y por consiguiente f separa los sectores opuestos por el vértice
contenidos en 75. a

El siguiente lema muestra que, sin embargo, la separaci6n es posible local-
mente por medio de conjuntos semianaliticos:

Lema 3.7. Sea p un punto de M y sean Fp y FI', dos gérmenes semianaliticos
cerrados con F,NFy, = {p}. Entonces existen un entorno abierto UP y un germen
semianalitico abierto SP tales que
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FiGura 5.1.

a) F,cS,u{p}
b) F,nS, =23,y
) FpnS,=U0P\F,n§, = {p}.

Ademds Sp puede tomarse de la forma

4
Sp = U {(hp)k,l > 0: (h’p)k,2 > 0}
k=1

con (hp)ii € Op(M).

Demostracién. Al ser una cuestién local podemos suponer que M = R, p es el
origen de coordenadas y Op,(M) = R{x,y}. Sea

3 r
Fp:UAi y F1’7=U‘Bk
i=1 k=1

donde A; y By, son gérmenes basicos semianaliticos que podemos suponer cerrados
por el Positivstellensatz para gérmenes analfticos. Como el indice de estabilidad
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del anillo de series de convergentes R{xz, y} es dos, sabemos que para cada pareja
A;, B; existen gérmenes analiticos fi; tales que

(fiedla, <Oy (fit)p, >0

(cf. [Brol)}, teorema 2.2). Es inmediato comprobar que el germen semianalitico
abierto
r
S,’p: U{flk>01"'1f5k>0}
k=1
cumple las condiciones del enunciado. La condicién especifica sobre el nimero
de uniones y funciones necesarias es, una vez mis, consecuencia inmediata de los
valores de los invariantes s y 5 para el anillo de series R{z, y}, a saber, s =2y
§<4. .|

El ultimo lema técnico que presentamos a continuacién expresa que la sepa-
racién a que hace referencia el lema anterior es estable por aproximaciones de
orden suficiente:

Lema 3.8. Sea F, un germen semianalitico cerrado y sea S el germen semi-
analftico .
S={fa>0,..., fu, >0}
i=1
donde fi1,..., fqu, € Op(M). Supongamos que F C SU {p}. Entonces existe
un v € N tal que si fl; = fi; mod(my) entonces F C S'U {p}, donde

q
S'=J{fL>0,.... f, >0}
i=1

Demostracion. Demostrémoslo primero en el caso particular de que S sea bisico,
estoes, $ = {f1 >0,..., f; > 0}. Evidentemente, en esta situacién es suficiente
considerar el caso principal S = {f > 0}. As{ pues, supongamos F C {f > 0}.
Como en el lema anterior, al tratarse de una cuestién local podemos suponer que
M = R2, pes el origen de coordenadas y Op(M) = R{z,y}. Mediante un
cambio lineal de coordenadas podemos suponer que tanto f como los gérmenes
que definen F pertenecen a R{z}[y]. Consideremos el germen semianalitico de

dimensién 1 F\ 1?‘ donde F representa el interior de F'. En particular F' \ F
estd formado por un nimero finito de raices de un elemento g € R{z}[y], esto
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es, por un series de Puiseux my(z), ..., nm(z) € R{z!/9} para un cierto ¢ € N.
Sean £,(z),...,&(z) € R{z'/9} las raices de f(z,y). La hipétesis de que
F c {f > 0} implica que § # n; para todo ¢ y j. Usando la continuidad de
las raices en funcién de los coeficientes resulta que existe un vp € N tal que si
f' = f (modm¥0} las raices de f distan, en la topologia m-adica, de alguna de
las de f menos que el minimo de la distancias entre #; y z;; (cf. [Pu]). De este
modo queda garantizado que si f' = f (mod m*?), entonces {f' =0} N F = @.

Sean ahora Fy, ..., Fy, lacomponentes conexas de F', y paracadai =1,...,n,
sea 3;(t) = (zi(t), wi(£)), t > 0, z:i(t), %:(t) € R{¢t} un germen semianalitico
en F; de dimensién 1. Tenemos que f{x;(t),y:i(t)) > 0 para ¢ > 0 suficien-
temente pequefio, condicién que viene determinada por la forma inicial de la
serie f(zi(t), y:(t)) > 0. Por consiguiente, para cada 7 existe un v; € N tal
que si f' = f (modm") entonces f'(3(t)} > 0. En definitiva se sigue que
si v = mdx{vp,»,.-.,n} entonces para cada f' € R{z,y} tal que f' = f
(modm?) F C {f > 0}. En efecto, al no tener f’ raices en F, resulta que f’
tiene signo constante en cada componente conexa F; y como f'(5;(t)) > 0 se
sigue que F; C {f' > 0}, como afirmdbamos.

Para demostrar el caso general escribamos § = S, U S U ... U S5, donde
S; = {fi1 > 0,..., fin, > 0} es béasico. Ahora es suficiente ver que F' =
Fy U FpU ... U F, para gérmenes cerrados F; tales que F; C S;. En efecto, si
ésto es asi , para cada 7 existe un v; € N tal que si f; = f{; (modm"') entonces
F,c S ={f1>0,..., fi, >0}, y es suficiente tomar v = mix{vy,...,vy}.
Finalmente, para ver que F' se puede descomponer de la forma indicada basta
tomar, por ejemplo, F; = {a: eEFNS; ‘ d(:r:,F\ U Sj) < d(as,F\Sg)}. ]

J#

Estamos ya en condiciones de demostrar la proposicién fundamental para la
consecucién del teorema.

Proposicién 3.9. Sea C C M un conjunto semianalitico global y sea T una
componente conexa de C. Entonces 8(T) es un subconjunto constructible de

Spec, (K).

Demostracion. Demostraremos que §(7T) es abierto y cerrado en Spec.(K), de
donde se sigue que es constructible. Veamos en primer lugar que §(7") es abierto.
Sea S un orden en §(T) y sea X un elemento de Vg contenido en 7. Por la propia
definicién de V5 podemos suponer que X = {zx € M| fi(z} > 0,..., fs(z) > 0}
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para ciertas f1,..., fs € @(M), y 8 € X. Sea ahora « cualquier otro orden en
X. Entonces el ultrafiltro V., definido por v contiene a X y por constguiente
v € §(T'), lo que prueba que éste es abierto.

Veamos ahora que C \ §(T) es abierto. Sea 8 € C\ §(T). Como 3 ¢ (1),
ningln elemento X de V3 estd contenide en T. Ademads, por la observaci6n 3.3 b,
C = 6(C), por lo que podemos suponer que X C C. Asf X N (C\T) # @.
Encontraremos un abierto semianalitico global X’ € V5 con X'NT = &. Entonces
X' (C\ 6(T)) y razonando como en el pérrafo anterior, resulta que C \ §(T)
es abierto.

Para ilustrar la idea escojamos primero el caso mds sencillo. Supongamos que
XNTNXN(C\T)= . Entonces existiria una funcién analitica global f tal
que f <Osobre XNTy f>0sobre XN(C\T). Esto implica que f € 3, ya
que de otra manera X N{f < 0} € V3, y como X N{f < 0} C T conseguiriamos
que 3 € T, en contra de nuestra suposicién. Asi X N {f >0} € Vg y poniendo
X'= XN {f <0} tenemos que X' N T = @ como queriamos.

Volviendo al caso general, no podemos asegurarque X T N X N(C\T) =
&, pero sabemos, por el lema 3.3, que existe g € 5 v un conjunto discreto D € M
tal que XNTN{g>0}NXN{C\T)N{g>0} C D. Tomemos p € Dy
analicemos la situacién localmente en p. Los gérmenes (X NTN{g > 0}), vy
(X N(C\T)nN{g > 0}), son semianaliticos cerrados y se cortan solamente en
p. Por tanto, por el lema 3.7, podemos encontrar un entorno abierto UP y un
conjunto semianalitico en U/p,

4
Hy = | {(hp)r1 > 0, (hp)i2 > 0}
k=1

tales que en el entorno U, se verifica:
a) (XN({C\T)n{g>0})C HyU{p}
) (XATN{g>00)NH,={p}.

Por el lema 4.6 hay un entero v, € N tal que para cada (fp)x; € Op(M) con
(fodei = (hp)i; (modmg®), 7 =1,2, k=1,...,4, el conjunto

4
Gy = U {(fo)k1 > 0, (folk,2 > 0}

k=1

también satisface a y b (posiblemente reduciendo el entomo Up).
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Sea Hy; € O(M) una funcién analitica tal que para todo p € D tengamos que
(His)p — (hphij € my?, cf. Proposicién 2.5, capitulo 1, y sean

4
H = {x € M|Hi(z) >0, Hia(z) > 0}
k=1
4
y H' = (] ({Hi <0} U {He < 0}).
k=1

Obviamente, U H’' = Spec, (K) por consiguiente 8 € H o 8 € H’. Supon-
gamos que 8 € H'. Entonces X' = X N H' N {g > 0} € V5 y por construccién
X'N(C\T) = @, estoes, X' C T, lo cual implica que § € 6T en contra de nues-
tra suposicién. Por lo tanto, 3 € H y tenemos que X' = X NHN{g > 0} € V.
Como por construccién X' NT = @, la afirmacién queda demostrada, y con ella
la proposicién. O

Teorema 3.10. Sea M una variedad analitica de dimension 2 y C un subcon-
junto semianalitico global de M. Entonces las componentes conexas de C' son
subconjuntos semianaliticos globales de M.

Demostracion. Manteniendo la notacién de los lemas anteriores, supongamos que
q
C= LJ{m € le;(.'ﬂ) = Osgil(-'r) > 0,...,9,'3". > O}
i=1

Por la proposicién anterior sabemos que 6(7°) es constructible en Spec, (K}, di-

gamos
;

8(T) = | J{a € Spec, (K) | ln(a) > 0,..., lis(c) > 0}

i=1

para ciertas ;; € O(M). Consideremos el abierto semianalitico global

U={J{z e M|lu(z) >0,...,L(z) >0}.
i=1

Una comprobacién directa inmediata demuestra que los conjuntos semianaliticos

A=T\(UNC) B=UNCN\T
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son de dimensién uno y estdn contenidos en Z (H Gij f,-) Uz (H l;‘j). Por
i,J i
lo tanto, seglin vimos en la proposicién 2.1, ambos son semianaliticos globales.

Como obviamente
T=[(UNC)\BJUA

obtenemos que 7" es semianalitico global, con lo que se completa la demostracién
del teorema. a

El siguiente resultado, cuya demostracién utiliza las mismas técnicas que el
anterior, y con el que terminamos este capitulo, muestra que la condicién necesaria
y suficiente para la globalidad de los conjuntos semianaliticos en dimensién dos
reside en la frontera.

Proposicién 3.11. Sea M una variedad analitica de dimension 2y S C M un

- [=) -
subconjunto semianalitico. Sea F' = S\ S donde §'y S representan la adherencia
y el interior de S en M respectivamente. Entonces S es global si y sélo si F' es
global.

Demostracion. El enunciado es inmediato si dim.S < 1 pues en este caso Sy F
se diferencian a lo mas en un conjunto discreto, que es es un conjunto semianalitico
global.

As{ pues supongamos que dimS = 2. Si S es global, admite una descripcién

q
S = J{z € M| fi(z) =0,ga(z) > 0,..., 95 > 0},

i=1

y es inmediato comprobar que F' C Z (H gij f,-), con lo que F es un subconjunto
¥
semianalitico de un conjunto analitico global de dimensién uno y por tanto es

global por la proposicién 2.1.

Reciprocamente, supongamos ahora que F es global. Veremos en primer lugar
que 6(S) es abierto y cerrado en Spec, (K} y por consiguiente constructible. Que
8(S) es abierto es inmediato. Veamos ahora que su complementario es también
abierto. Sea /3 un orden de K con 3 ¢ 8(S). Esto significa que para cualesquiera
florenfr €8, {fi>0,....fr >0}N(M\S) # 3, y para probar que 5(5)
es cerrado es suficiente encontrar un semianalitico global T con 8 € T y tal que
TNS=@.
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Como F' es global, su clausura de Zariski Y es un subconjunto analitico de
dimensién < 1 y por consiguiente global. Sea f € O(M) tal que f genera
el ideal Jy, para casi todo punto p € Y, esto es, salvo un conjunto discreto
{cf. demostracién del lema 2.4, capitulo 4). Evidentemente podemos suponer
{cambiando f por —f si es necesario) que f € 8. Un razonamiento idéntico al
dado en la demostracidén del lema 3.5 muestra que

{f>0n(M\S)n{f>0}nSc D,

para un cierto conjunto discreto D C M. Aplicamos a continuacion el lema 4.6
para encontrar, para cada p € D, un entorno U, y un conjunto seminalitico

4
U ple1 > 0, (hp)e,2 > 0}
k=1

que separa {f > 0} N(M\ §) y {f > 0} NS localmente, esto es, en U}, se veri-
fica:

a) TF>01n(M\9) C Hyu {p);
b) TF>01nS N H, = {p}.

Usando los lemas 3.7 y 3.8 como en la demostracién de la proposicién, po-
demos encontrar un conjunto semianalitico global G tal que para todo p € D,
G, aproxima a H, y por tanto separa localmente {f > 0} N (M \ S) y {f >
0} N-S—en-elsentido-de las condiciones a y b anteriores. Si § & G entonces
Be{F>0}N(M\G)y, al ser B & 6(S), resulta ({f > 0}N(M\G))N (M
S) s @. Por otra parte, por construccién ({f > 0} N(M\ G)) NS # & local-
mente alrededor de p € D, lo que lleva a contradiccién. Por consiguiente, tenemos
B3 € G, y en consecuencia ({f > 0} NG)N (M \ S) # &, lo que implica que
({f > 0}NG)NS = @. En definitiva, T' = {f > 0}NG es el semianalitico global
que buscdbamos, y la afirmacién de que 6(S) es constructible queda demostrada.

Consideremos ahora una descripcion arbitraria de 6(S):

T

6(5) = U {a € Spec, (Kt (@) > 0, .-, Lis(@) > 0}

i=1

para ciertas l;; € @{M). Como antes, el abierto semianalitico global

U= LTJ{I € Mlld(ﬂf) >0,... ,f;‘s(:l:) > 0})

i=1



5.31  Sobre la adherencia y las componentes conexa de subconjuntos. .. 74

FIGURA 5.2,

difiere de S en un conjunto semianalitico de dimensién | contenido en Y U

Z (H l,-j) que por la proposicién 2.1 es global. De todo ello se sigue que S
i
es global y el resultado queda probade. 0O
Ejemplo 3.12. El conjunto sombreado S de la figura 5.2 es un counjunto semia-
nalitico de dimensién 2, pero no es semianalitico global. En efecto, su frontera
F=8\§= U(CtUDg), donde Cy = {(z,y) e R* |y—at =0, >t} y
teN
D, ={{z,y) eR? |z =12, t2—1<y<¢2}.
F es semianalitico pero no global, como puede comprobarse siguiendo el
razonamiento del ejemplo 1.3, capitulo 1. my
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