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Introducción
u
u
u
u
u El objetivo central de esta tesis ha sido el estudiode los conjuntossemianalíticos
U globalesen una variedadanalíticano compactade dimensióndos. ¿Quésignifi-
e cadotiene y por qué la necesidaddel adjetivo “globales”?
e El estudio de los espaciosanalíticos tuvo su principal desarrollogracias a
U los trabajosde H. Cartan de los añoscincuenta,quien desdeel comienzoseñaló
e el distinto comportamientoentre los casosreal y complejo,en aspectostan fun-
U damentalescomo la coherenciadel haz estructural,los fenómenosde caídade
U dimensióno la carenciade sentidode la nociónde componentesirreduciblesen
U el primero de ellos.
U El propio Cartan en su trabajo [C] abre una puerta parael estudio de los
U subconjuntosanalíticosrealesdel espacio‘numérico’ IR”, introduciendola noción
U de complexificación.Ahora bien, mientrasque la complexificaciónde un germen
U analíticoreal siempreexiste, la existenciade complexificaciónglobal implica que
U el conjuntoanalíticode partidapuedeserdefinido comoel conjuntodecerosde un
U númerofinito de funcionesanalíticasdefinidassobretodo IR”. Y recíprocamente,
u si un conjuntoanalíticoA c IR” tiene estapropiedadentoncesexisteun conjunto
U analíticoB en un entornoabiertode Steinde IR” en «Y tal que B 11 IR” = A, de
U modo quemuchaspropiedadesde E puedentrasladarsea A. Surgeasíporprimera
U vez el interésy el estudiosistemáticode los conjuntosanalíticosdefiniblespor
U ecuacionesglobales,y queson,evidentemente,el primerejemplode los conjuntos
U semianalíticosglobales.
U El estudio de los conjuntossemianalíticosfue abordadoposteriormentede
U modo sistemáticopor Lojasiewicz en su memoria[L] de 1964. Recordemosque
U un conjuntoS c M es semianalíticosi en todo punto de M, puedeexpresarse
U localmentecomouna unión e intersecciónfinita de igualdadesy desigualdadesde
U funcionesanalíticasdefinidasen un entorno adecuadodel punto. Puestoque la
u
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U Introducción 2
u
u
u definición es de carácterlocal y localmentelas funcionesanalíticastienenun com-
e portamientoalgebraico,los conjuntossemianalíticoscompartenun buen número
u de propiedadescon los conjuntossemialgebraicos.
u En la última década,el álgebrareal se ha desarrolladode modo notable. Más
u concretamente,la nocióndeespectroreal de un anillo se ha ido imponiendocomo
u el objetoalgebraico-geométricocapazde recogerlas especifidadesde los conjun-
e tos reales y unificar el tratamientode los mismos. Por ejemplo, los conjuntos
e semialgebraicosy semianalíticospuedenverse como casosparticularesde una
U misma situacióngeneral: el estudiode los conjuntosconstructiblesdel espectro
U real de un anillo A. Así si A es el anillo de polinomios, estaremostratando
u con los conjuntossemialgebraicos;si A es el anillo de seriesconvergentesesta-
U remoshablandode los gérmenessemianalíticos;y si A es el anillo de funciones
e analíticassobreuna variedadanalíticaM estaremoshablandode ¡os conjuntos
U semianalíticosdefinidosen M por funcionesde A. Apareceasíel interéspor el
U estudiode los conjuntossemianalíticosdefinidosglobalmente.
U Para ir precisandoun poco más, seanM una variedadanalíticareal, conexa
U y paracompacta,A el anillo de funcionesanalíticassobreA’! y K su cuerpode
U fracciones.Denotamospor Spec,(A)el espectroreal de A (cf. [Bo-Cs-Ry]). Un
U conjuntoC c Spec~(A) se dice quees constructiblesi es de la forma:
U
U C = [J{a c Spec~(A)¡ fi(a) = 0,g~j(a) > 0,.. .g~3~(a)> 0},
U
U para ciertasfunciones f~, g~~j C A. Un conjunto S c M se dice que es semía-
U nalítico global si es de ¡a forma
u
U

s=U{XEM¡Íi(x)=o,g1íGr)>o,...9i51(z)>o}
u paraciertasfuncionesf~, 9ji E A.
u Evidentemente,dado un conjuntosemianalíticoglobal S podemosasociarle
e un conjunto constructibleS de Specr(A),a saber: el definido por las mismas
u ecuaciones(o fórmula). Y recíprocamente:dado un conjuntoconstructiblepode-
e mos considerarel conjunto seniianalíticoglobal definido por la mismafórmula.
u Es bienconocidoque en el casode queA seael anillo de polinomios ([B-C-R]),
e o de seriesconvergentes([Fe-Re-Rz]), o si M es unavariedadcompacta([Rz2]),
u lacorrespondenciaS ‘—t 8 es biyectiva. Esteresultadoqueestáen la basedel de-
e sarrollodel algebray geometríarealesse conocehoy en día, debidoa susorígenes
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u Introducción 3
u
U históricos,conel nombrede propiedaddeArtin-Lnng. En efecto,fue Artin quien
U en primer lugardemostróun resultadosimilar comopasodecisivoen su soluciónal
U problema17 de Hilbert: si fi,..., fr E Q[X1, . . . , X,~] son polinomios tales que
U existeun orden del cuerpode funcionesracionalesQ(X1, . . . , X4 en el que son
u: positivas,entoncesexisteun punto (xi,..., x~) E Q” en el quefiQr),.. . , f,}x)

son simultáneamentepositivos. Más tardeeste resultadofue generalizadopor su
discípuloLang paraextensionesfinitamentegeneradasde un cuerporeal cerrado,

e obteniendoel resultadoconocidoen ocasionescomoel teoremadel homomorfismo
U de Lang, acuñándoseposteriormenteel nombrede propiedadde Artin-Lang.
e Sinembargo,si A’! no es compacta,la biunivocidadde lacorrespondencia8
u S no es ciertainclusosi M tienedimensión1, comose muestraen [An-Be]. Ello,
u unido a las ‘malas’ propiedadesdel anillo A si M no es compacta(en contraste
u conel casocompactoen elqueA resultaserun anillo excelente),ha hechoquelos
u conjuntossemianalíticosglobalesen el casono compactoestuvieransin estudiar,
u del mismo modo que también el problema17 de Hilbert permaneceabierto en
u estecontextoparadimensiónmayor quedos, salvoalgúnresultadoparticularpara
u funcionescuyo conjuntode ceros es discreto([Bo-Kz-Sh]) o compacto([Jw3]).
u Ahora bien, en [An-Be] se demuestraque la propiedadde Artin-Lang sigue
e siendocierta en dimensiónuno, si se trabajacon el espectroreal del cuerpoK
u en lugar de conel del anillo A, estoes, si se planteaen los términosoriginarios
U de Artin: supongamosque fi,.. . , f,. E 1< verifican que son positivas en un
U orden de K. Entoncesexiste un punto z E M en el que fi(x), . . . , f,}x) son
U simultáneamentepositivos. Extendereste resultadoa dimensióndos ha sido el
U problemacentralde la tesisque ahorapresentamos,y su demostraciónconstituye
U el capítulo4 de estamemona.
U Nuestrademostraciónestábasadaen asociaracadaorden fi de 1< un filtro de
U conjuntossemianalíticosglobalescerradosde M, que permite reconocercuando
U determinadasfuncionesde 1< pertenecena fi. Este método ha sido utilizado
U tambiénen [An-Be] y [Jw3], y sus potencialidadesse pusieronya de manifiesto
U al poderdemostrarun criterio de caracterización,por mediode curvasanalíticas,
U de las funcionesde A conconjuntode ceroscompactoque son sumade potencias
U 2k-ésimas,y que englobalos resultadosconocidospara el caso en que M es
U compacto([Rz4]). Estecriterio, queen la memoriaapareceen el capítulo 3, fue
e presentadoen el congresode GeometríaReal celebradoen La Turballeen 1991
U y ha aparecidopublicadoen las actasdel mismoen LNM 1524.
U Los ingredientesfundamentalesque usamosen nuestrademostraciónde la
u
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U Introducción 4
U
U propiedadde Artin-Lang son, por un lado la descomposiciónde toda función
U analítica f sobre M como producto 1 = .fh de una función analítica libre de
U cuadradosy una sumade cuadrados. Más precisamente,aunquesiemprede
U modo intuitivo, si Y es la unión de las componentesirreduciblesde los ceros
U de f en las que ésta cambia de signo, i.e. tiene multiplicidad impar, f es un
U generadorde Y, de modo que h = f/f tiene multiplicidad par en todos los
U puntos, resultandoser una sumade cuadrados,y por consiguientepositiva en
U todos los órdenesde Al Por otro lado, la finitud del númerode pitágorasdel
U anillo de series convergentesen dos indetenninadas(que vale exactamente2)
U juegaun papeldecisivo. Recordemosqueel númerode Pitágorasdeun anillo A
U se define como el menor enterop quepermiteexpresarcadasumade cuadrados
U de A como sumade p cuadrados. Finalmente,usamosel Positivstllensatzpara
U gérmenesde funcionesanalíticasy, comono podíaserde otro modo, el teorema
U B de Cartanparaglobalizarlos resultadoslocales.
u
u Con el teoremadeArtin-Lang en nuestramanos,tenemosunaexactainterpre-
u tacióngeométricade los órdenesdel cuerpoK de funcionesmeromorfassobreM:
u éstosse correspondenconultrafiltros deconjuntossemianalíticosglobalesabiertos
u de M. Tambiéntenemosa nuestradisposiciónunacorrespondenciatilde similar a
e la comentadaanteriormente,quehemosllamadocorrespondenciatilde genérica, y
e queestádefinida entrelos conjuntossemianalíticosglobalesde M y losconjuntos
u constructiblesdel Spec~(K). De modo preciso, dado un conjuntosemianalítico
u global8 le asociamosel conjunto9~ c Spec,}K) definidopor lamisma fórmula.
u Evidentementelos conjuntosdel tipo {f = 0} carecende sentidoen Specr(K),
u por lo que estacorrespondenciano es biyectiva. No obstante,dos conjuntos8 y
u 8’ tienenla mismaimagenporella si y sólo si son genéricamenteiguales,estoes,
u se diferencianen un conjuntocontenidoen los cerosde unafunción de A. Esto
U es suficienteparaalgunasaplicaciones,como las queaparecenen el capítulo 5.
U Como hemosseñaladoanteriormente,la propiedadde Artin-Lang ha sido la
U llave parala resolucióndel problema17 de Hilbert en diferentascontextos.Sin
U embargo,paravariedadesanalíticasno compactasde dimensióndos,el problema
U 17 fue resueltoen los trabajos[Bo-Rs] y [Jwl] sin prestarningunaatencióna la
U propiedadde Artin. Queremosenfatizarquenuestrademostraciónde la propiedad
U de Artin-Lang no utiliza la solución al problema17 de Hilbert en dimensión
U dos, hechoque nos pareceespecialmentesignificativo,puesdevuelveel proceso
U a su orden ‘natural’. Nuestrademostraciónde la propiedadde Artin-Lang fue
U obtenidahaceaproximadamentedos años,y apareceráen las próximassemanas
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u Introducción 5
u
U en el MathematischeZeitschrift. Parasu culminaciónfuerondeinestimableayuda
U las conversacionesque mantuvimoscon el profesorJaworski en el transcursode
U su visita a Madrid.
U El último capítulodelamemoriase dedicaadosaplicacionesfundamentalesde
U lapropiedadde Artin-Lang: lademostraciónde quelaadherenciay las componen-
e tes conexasde los conjuntossemianalíticosglobalessondenuevoconjuntossemia-
U naliticos globales.Curiosamente,el problemade la adherencialo hemosresuelto
U tambiénparadimensión3, y lademostraciónes relativamentesencilla. La razónes
U lasiguiente:si dim(M) > 2 podemostambiénobtenerunadescomposicióndeuna
U función analíticaf = Jh similar a laexplicadaanteriormente,aunqueconalgunas
U limitaciones,fundamentalmenteel hechode que los cerosde ¡ no coincidencon
e el conjuntode puntosen los que1 cambiade signo, sino quese diferenciadeéste
e

en un conjuntodecodimensión>1. Sinembargo,estoes suficienteparaobservarquela adherenciadel conjuntosemianalíticoglobal {fí > o,... , fr > 0} se dife-
U - — _

e renciadel conjunto {fí >0 Ir =O,fíft =0,1112>0 fr—lI,- >01 en
u un subconjuntosemianalíticode un conjuntoanalíticode dimesiónmenoro igual
u que 1 y queporconsiguienteresultaserglobal. Comotodo conjuntosemianalítico
u global es unión finita deconjuntosbásicosde la forma anterior o de conjuntosde
e dimensiónestrictameteinferior, podemosconcluir el resultado.
u Probablementeha sido la demostraciónde la semianaliticidadglobal de las
e componentesconexasla partede la memoriaque más nos ha costado,tanto en
U tiempo como en esfuerzo. Para su obtenciónhemostenido que haceruso del
u espectroreal delcuernoK de funcionesmeromorfassobreM. De modo intuitivo,
u dadoun conjuntosemianaliticoglobal 8 c M, podemosasociarleel conjunto g3
u segúnlo comentadoanteriormente.Por otra parte, si T es unacomponenteco-
U nexade 8 y admitimospor un momentoque es un semianalíticoglobal, se tiene
U tambiénuna ideaclarade quiendeberíasersu correspondienteconjunto 9J~~ Así
U pues,hemosprocedidode modo inverso: hemosconsideradoel candidatoa y
U hemoscomprobadoque es constructibleen Spec,4K),con lo que viene descrito
U por una fórmula dada por funcionesglobales. A continuaciónconsideramosel
U conjunto semianalíticoglobal definido por esamisma fórmula, y comprobamos
e que se diferenciade T en un subconjuntosemianalíticode un conjuntoanalítico
U unidimensional,y que por tanto resultaser global. A pesarde la sencillezde la
U idea, la demostraciónse convierteen bastantetécnicaen determinadosmomentos.
U La memoriaterminacon un bonito resultadoque utiliza la misma técnicade
U demostraciónque el anteriory que muestraqueun conjuntosemianalitico8 c M
u
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U Introducción 6
u
U es global si y sólo su fronteraes un conjunto semianalíticoglobal.
U Hemos dividido la tesis en cinco capítulos.El capítulo 1 es unarecopilación
U de resultadosy definicionesque aparecenen el resto de la tesis. Entre ellos se
e

incluyen los TeoremasA y B de Cartany algunasaplicacionesque usaremosen
varias ocasiones(cf. proposiciones2.5 y 2.6).

u El capítulo2 estádedicadoa estableceruna correspondenciabiyectiva entre
u los ultrafiltros de conjuntosanalíticosglobalesy los idealesmaximalesde (9(IR”).
u Estudiarestabiyecciónfue lo primeroquehicimoscunadose decidiópresentarun
u trabajode investigaciónparaloscursosde doctorado.Graciasa ella demostramos
u quelos cuernosresidualesde idealesmaximalesen (J(R”) son realescerrados(cf.
e proposición2.12 y teorema2.13).
u En el capitulo 3 desarrollamosuno de los resultadosbásicosparala demos-
u tración de la propiedadde Artin-Lang. Asociamosa cada orden fi del cuerno
u de funcionesmeromorfassobreun conjuntoanalíticoirreducibleX un filtro ma-
u ximal U,3 de subconjuntossemianalíticoscerradosde X. Como ya apuntamos,
u estaasociaciónnos permitedar algunoscriterios geométricosparadecidir si una
u función analíticaes positivaendicho orden. Estastécnicasseránlas que aplique-
u mos en el capítulo4 parademostrarla propiedadde Artin-Lang y el problema17
U de Hilbert paravariedadesanalíticasconexasy paracompactasdedimensióndos.
e Una aplicaciónmássencillaconsisteen demostrarestosresultadosparafunciones
U meromorfascon soportecompacto(cf. proposición3.1). Estasituaciónparticular
U incluye el casoen que M seacompactay de dimensiónarbitraria.
U En la sección4 del capítulo 3 caracterizamosgeométricamentemediantear-
U cos analíticos las funcionescon soportecompactoque son sumasde potencias
U 2k-ésimasde funcionesmeromorfas.Estacaracterizacióngeneralizael resultado
U de [Rz4] paragérmenesy funcionesmeromorfassobrevariedadesanalíticascom-
e pactasde dimensiónarbitraria.
U El contenidode los capítulos4 y 5 ha sido expuestoampliamenteen estaintro-
U ducción. En el capítulo4 demostramosla propiedaddeArtin-Langparavariedades
U analíticasM realesconexasy paracompactasde dimensióndos. El la sección2
U obtenemosalgunosresultadostécnicosnecesarios.En concreto,descomponemos
U unafunción analíticaen productode una función cuasilibrede cuadradosy una
U sumade cuadrados(cf. proposición2.5). Como consecuenciade este resultado
U obtuvimosla proposición2.10, uno de los resultadosfundamentalesparala pro-
U piedaddeArtin-Lang. La sección3 incluye el llamado teoremadel ultrajiltro, que
U estableceuna biyecciónentreel conjunto de órdenesdel cuernode fraccionesk
e
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e Introducción Y
e
U del anillo de funcionesanliticassobreM y el conjuntode filtros maximalesde la
U familia 8 de conjuntossemianaliticosglobalesabiertosde M.
U El capitulo5 estádedicadoa demostrarla semianaliticidadglobal de la adhe-
U renciade subconjuntossemianaliticosde variedadesde dimensióntres analíticas
U reales,conexasy paracompactas,y la semianaliticidadglobal de las componentes
U conexasde subconjuntossemianalíticosparael casoen que la variedadtengadi-
U mensióndos (cf. teoremas1.1 y 1.5, ambosdesarrolladosen sendassecciones).
U Además,se incluye comouna consecuenciade dichos resultadosun teoremade
U finitud paradiemnsiónmenoro igual quetres y unacaracterizaciónde la globalí-
U dadde los conjuntossemianalíticosde dimensióndos a travésde la frontera(cf
U teorema2.10 y proposición3.11).
U Quiero terminarestaintroduccióncitando varios problemasabiertosque que-
U danpendientesy quesin dudadebenserel próximo pasoadaren elestudiode los
U conjuntossemianalíticosglobales: en primer lugar la extensiónde la propiedad
U de Artin-Lang a superficiessingulares;en segundolugar, el estudiomásdetallado
U de las posiblesdescripcionesde los conjuntossemianalíticosglobalesde M, es
U decirlos llamadosinvariantess y t de Brócker; en tercerlugar, la extensiónde la
U propiedadde Artin-Lang a dimensionessuperioresy en particularadimensión3.
U

Ciertamenteesteúltimo pareceel más diflcil de todos,perotendríacomocontra-
u partida la solución del problema17 de Hilbert paradimensióntres,un resultado

ciertamenteimportante.
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Preliminares

En estecapítulo recopilamosalgunos resultadosy definicionesque usaremosa
lo largo de las próximaspáginas. Empezaremosrecordandoen las tres primeras
seccionesciertasnotacionesy terminologíaconcernientesa espaciosde órdenesy
conjuntossemianalíticosreales. En la sección2 incluimos los TeoremasA y B
de Cartantal y comoaparecenen [Cl, así comodeterminadaspropiedadesde los
conjuntosanalíticosreales,tambiénincluidas en [C].

1. Generalidadessobresubconjtmtossernianalíticosreales

SeanM unavariedadanalíticareal de dimensiónm y ~
2M el haz de funciones

analíticassobreM; (9(M) simbolizael anillo de funcionesanalíticasrealessobre
M, y 0pvf,x, el anillo local de gérmenesanalíticosrealesen r.

SeaX un conjuntoanalíticoreal de M. Los ideales3~(X~) de gérmenesde
funcionesanalíticasque se anulanen el germenX~ definenel haz de idealesBx
de ceros asociadoal conjunto analíticoX. Denotaremospor 0x el haz cociente

OM/3x y lo llamaremoshazdefuncionesanalíticassobreX; 0X,~, = OM,z/8X,x

simbolizael anillo local de gérmenesanalíticosrealesen un punto arbitrarioz E
x.
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U 1.1] Preliminares 9
e
• Definición 1.1. Un subconjuntoY c M se dice que es semianalíticosi para
U cada y E M hay un entornoabierto U~ de y tal que
u
u
u YflU~U{x6U~Ifk(x)=0,gkijx)>0,...,gkjkQr)>0}
e k=1

U para algunasfuncionesanalíticas1k, 9kj E (9(UV).
U
U Los conjuntossemianaliticosfueron estudiadospor 5. Lojasiewicz en su me-
U moria «Ensemblessemianalytiques»,[E], publicadaen el año 1965, dondese
U demuestranvarias de sus propiedades,como, por ejemplo, que son subconjuntos
U triangulables,localmenteconexos,y quesuscomponentesconexasy su adherencia
U vuelven a ser semianalíticos(cf. [E], §§15 y 16, Pp. 65—77). En nuestramemo-
u ria estudiaremosun tipo especialde conjuntossemianalíticos,que llamaremos
u

globales.En concreto:
U
e Definición 1.2. Un subconjunto8 c M es semianaliticoglobal si admire una
u representaciónde la forma
U
U SU{rnCM¡fi(x)0,gii(x)>0,...,gij1(x)>0}
U i=I

U
u dondef1,g1i,...,q1~160(M) para cadaje {1,...,p}.
U
u Usaremosel adjetivo global paradiferenciarlode las definicionesclásicasde
e subconjuntosanalíticosy semianalíticosde M, cuyanaturalezaes local.
U
e Ejemplol.3. SeateNyCt= {(x,y)cR

2 ¡y—xt=0«r=tl. El
U conjuntoci = ~ C~ es semianalítico,perono es semianalíticoglobal (figura 1.3).

1’U En efecto,si C= U{x E IR2 1 fi(z) = 0,y~í(x) >0,... ,gij
1Qr) > 0} al menos

e 2=1

U uno de los conjuntos{x E M ¡ f1(a) = 0,g~i(x) > 0,... ,g~(z) > 0} cortaría
U infinitas semirrectasC~ en un intervalo. Pero al serf~ analítica,ha deanularseen
U todas las rectascorrespondientes,ci; = {(x, y) E IR

2 1 y — xt = 0>, lo que lleva
U a que f~ debe ser la función 0. Por consiguienteci tendríapuntosinteriores, lo
U que evidentementees unacontradicción. O

U
u
U
U
u
u
U
U
U
u
e
U
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e
• FIGURA 1.2. {(z, y) E IR2 ¡ cos(y — cosz) = O, sen<~=0}

e U{Qr, y) E IR2 ¡ cos(y — cosx — ~) = 0, senx/4=0}
U
U Ejemplos1.4.
U a) Los conjuntossemianalíticosglobalespresentanformas muy variadasy
U familiares. Por ejemplo, las baldosasde nuestracasapuedenformar un semía-
U nalítico global definido por
U
U {(x, y) E IR2 ¡ sen(y—z)sen(y+x)<01.
e
U 1>) No siempresugierenformasagradablesy cotidianas,¿quétal unainvasión
U de serpientes?(Véasela figura 1.2.)
e
U c) De la propia definición se sigue que los conjuntossemianalíticosgloba-
U les son cerradospor uniones e interseccionesfinitas, y complementación.Sin
U embargo,la unión infinita de semianalíticosglobalesno tiene por qué serun se-
U mianalíticoglobal. Los conjuntosCt y C = ULEN Ct del ejemplo 1.3 ilustran esta
U
u
e
u
e
U
U
u
u
e
e
U

FIGURA 1.1.
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FIGURA 1.3. Obsérvesequesin embargoC es semianalítico(no global).

situación;cadauno de los C~ es
hemosprobado.

semianaliticoglobal pero no lo es ci, como ya
o

2. Generalidadessobreconjuntos analíticos reales y TeoremasA y B
de Cartan

En 1957 Henri Cartan,en suarticulo «Variedadesanalíticasrealesy Variedades
analíticascomplejas»extendiósus resultadossobrecohomologíade hacesanalíti-
cos coherentesen variedadesde Stein a las subvariedadesanalíticasde IR”. Nos
referimos a sus famososTeoremasA y B relativos a la generaciónde las fibras
de hacespor seccionesglobalesy a la anulaciónde los gruposde cohomología
de exponentesuperior a 0, y cuyo enunciadorecordaremosacontinuación. Su
demostraciónpuedeconsultarseen el articulo original de Cartan.

Teorema2.1. SeaX un subconjuntoanalítico coherentede IR” (que es el caso
de las subvariedadesanalíticasde IR”). SeaST un haz analítico coherentesobre
X. Entonces:

e
e
U
u
e
e
e
e
e
U
U
u
e
u
u
u
u
U
U
U
u
U
u
U
u
U
U
e
U
e
e
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U
U
u
u
U
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e
U
U
U
e
u
u
e
e
u
U
e
U
U
U
u
e
e
e
e
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u
U A) Para todopunto z e X, 3%, estágenerado(comomódulosobreel anillo
e

0~(X) de los gérmenesdefuncionesanalíticas en el punto z) por las secciones
globalesde Y.

• B) Para todo entero q =1, se tiene que H~(X, Y) = 0.

U Sin entraren detalles,recordemosqueun haz analíticoY sobreunavariedad

u analíticaM sedice quees coherentesi tanto él comosushacesde relacionesson
U finitamentegenerados.Una de las peculiaridadesfundamentalesde los conjuntos
U analíticosreales frentea los complejoses que mientrasqueel TeoremadeCartan-

u Oka aseguraque el haz de idealesasociadoa un conjunto analíticocomplejoes
e coherente,en el caso real esto no es necesariamenteasí. Por ejemplo el haz
U de ideales del paraguasde Whitney, X = {Qr, y, z) E R3 1 — y2z =

U cf. figura 1.4, página22 no es coherente.Ello da lugar a la siguientedefinición:
U
• Definición 2.2. Se dice que un subconjuntoanalítico X de M es coherentesi el
U hazde ideales8x asociadoa X es un haz coherente.
e
e Como consecuenciadel Teoremade Oka, que aseguraque el haz ~5M de
e funcionesanalíticassobreM es coherente,se sigue que X escoherentesi y sólo
U si el haz 3x es finitamentegenerado.Unade las aplicacionesmás inmediatasdel
U TeoremaB es el siguiente:
U
U Corolario 2.3. SeanX un conjunto analítico coherentede IR” e ¿Jx el haz de

ideales asociadoa X. Sea p el ideal de las funcionesque se anulan en X.
u Entonces0(M)/p coincide con las seccionesglobalesde 0x~

u Demostración. En primerlugar, obsérvesequep es el ideal deseccionesglobales
U de3. Ahora bastaconsiderarlasucesiónexactade haces
U
U O —* Rx —0 —* (J/Sx —*0
e
u y observarque aplicandoel TeoremaB en la sucesiónexactalarga de cohomo-
e logia asociada,obtenemosunasucesiónexactaal nivel de las seccionesglobales,
e de dondese sigueel corolario. O

U Observación 2.4. Si X no es coherente el resultado anterior no es cierto. En
U cualquiercaso,en nuestroestudionecesitaremosasociaraX un anillo defunciones
U definidasglobalmente,por loquedenominaremosalanillo cociente0(M)/p como
U el anillo defuncionesanalíticasrealessobreX y lo representaremospor 0(X).O
U
U
U
u
e
u
u
e
e
U
U
u
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u
U La siguienteaplicacióndel Teoremade Cartan aparecerávarias vecesen las
U páginassucesivaspor lo que la incluimos parafuturas referencias:
U
• Proposición 2.5. SeanX cE IR” un conjunto discretoy {dx}xex una secuencía
U de enterospositivos. Fijemospara cada x E X, un germenanalíticog~ E 0R~,x

u Entoncesexiste1 E 0(IR”) tal queft g~(modm~x).
U Demostración. Consideremosel haz de idealesM definido por
U
u ~< f i4’ sixcX
U 0R~,z si x~X
U Como 9< estáfinitamentegeneradoes coherente,y por tanto tambiénlo es el haz
U cociente0R~/J<. Ahora,
U

c~={~x+m~ sizex
define una secciónglobal & de 0R~ /5-E. Aplicando el teoremaB en la sucesión

U exactade cohomologíaasociadaala sucesiónde. haces

O —~J{--. (5~n —* (Jr/J& —>0
U
U concluimosqueexisteunasecciónglobal f E (9(1W’) cuyaclasemod(1’(R”, 5-E))
U coincidecon O. o
U
e En 1958, Grauertdemuestraquetoda variedadanalíticareal M paracompacta
e y conexa puedesumergirsecomo subvariedadanalítica en el espacioafín R”
e (cf. [G], teorema3, p. 470). Con ello se prueba,por un lado, quelosTeoremasA
u y E de Cartan,así como las consecuenciasrelatadasanteriormenteson aplicables
• en la variedadM, y por otro, queel estudiode los subconjuntosanalíticosde una
e variedadanalíticaM en las condicionesanterioresse reducealde los subconjuntos
e analíticosde R”.
U Veamosotra aplicaciónde los teoremasde Cartanquenos seráde granutilidad
u en lo sucesivo:
U Proposición2.6. SeaKl una variedadanalítica real paracompactay conexay
U sea X un subconjuntodiscreto de M. EntoncesX es un subconjuntoanalítico
U global de M. Para ser másprecisos, si para cada z E X fijamos un germen

analítico Px tal queZ(px) = {x}, entoncesexisteunafunciónanalítica¿ E (9(M)
U quees sumade cuadradosdefuncionesmeromorfassobre M ytal quepara cada
U X E X ¿zOM,x = Pz0M,x.

U
U
e
U
e
U
e
e
e
a
e
u
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U
U Demostración. Por el teoremade Grauert,bastademostrarel teoremaparaM =

U IR”. Consideremos
U AJ’(Pt¡)~~Y siyeD
U siygD.
U

A define un divisor, estoes unasecciónglobal del haz de divisoresV =

donde(Y (resp. M*) representaelhaz de unidadesde (5 (resp.el haz de funciones
• meromorfas).La sucesiónexacta

U
e
U nos lleva a estaotra sucesiónexacta
U ... .... F(R”,M’) -~ F(IR”,fl) —* H’(lR”,(V)

u
U Por otra parte,la sucesiónexactade haces

U Thofl~~ (D~ — Z2 —.0,e
U dondeexp es la aplicaciónexponencialy Z2 es el haz constantedefinido por el
U anillo Z2, conducea unasucesiónexacta:
U
• ... —* H’(R”. (5) — H

1(IR”, (9*) — H’(R”,Z
2) —* H

2(R”, (5) —.

e
e Por el TeoremaB de Cartan,concluimosque H’(IR”, (5) — H2(IR”, (5) = 0, con
e lo que H’(IR”, (5fl ~ H’(lR”, Z

2) = 0. En particular,la aplicación

U r(M,3C) —* F(V, M)
U
• es sobreyectivay por consiguienteel divisor A está definido por una sección

U global ¿ de Mt Como¿~ E (5~ paratodo z E IR” resulta¿ E (5(R”). Obviamente
U Z(E) = D, luego¿ no cambiade signo en IR”. CambiandoE por —¿ cuandosea
u necesario,podemossuponerque¿ > O en todo IR”. En estasituación,el resultado
• de [Bo-Ku-Sh], teorema 1, aseguraque ~ es suma de cuadradosde funciones
U meromorfas,lo quecompletala demostracióndel resultado. o
e

Continuamosestabrevísimaintroduccióna la geometríaanalíticareal recor-
e dandola noción de complexificación.
U Complexificación. SeaZ~ el germende un conjuntoanalítico(real)en un punto

a E IR”. Por estarIR” sumergidoen «Y existeun germende conjuntoanalítico
U complejoZ en C”, y sólo uno, quecumple:
u
U
U
u
U
e
U
u
u
e
e
e
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e
U a) ZacZ;
u
e b) todo germende función analíticaen el punto a que se anula sobreZ,

tambiénse anulasobreZ.
U EntoncesZ, fl IR” = Za y todo germende conjunto analíticocomplejo que
U contienea Z0 contiene a Z~. Si

2a es el ideal de (t(R”) formado por los
U gérmenesde funcionesanalíticasque se anulan sobre Z

0 e es el ideal de

u <Da(C”) (Da(R”) ®R C formado por los gérmenesde funcionesanalíticasque
U se anulan sobreZ* se tieneque U~ = a ®M C.

a’u Se dice que el germenZ anteriores el complexificada del germen
2a~

U SeaZ un conjuntoanalíticode IR”. Diremosque Z admiteuna complexifi-
U

caciónsi existen un entornoabierto U de IR” en «Y y un subconjuntoanalítico
e complejo Z de U que verifican:
U a) ZflR”=Z,
e

b) paracualquierotro subconjuntoanalíticoA deU quecontengaa Z, existe
un entornoU’ c Ude IR” talque Z*flU~C Afl U’.

U Del conjuntoanalíticoZ* decimosque es un complexificadode Z. O
u
• Ejemplo 2.7. Los distintosgérmenesdel complexificadode un conjuntoanalítico
U real no siempreson los complexificadosde los gérmenesdel conjunto analítico
• de partida. Por ejemplo, sea Z el “paraguasde Whitney”, estoes, el conjunto
u de cerosde 1 = zy2 — en IR3. Un complexificadosuyo es el conjuntoZ de
U ceros de f en C3. Tomemosun punto p E Z de coordenadasp = (0,0,z) con
U z < 0. El gérmenanalítico Z no es el complexificadodel germenZ

2, porque
U g= X

2 + y2 se anulaen Z,, pero sin embargono se anulasobreZ.

Precisamente,una de las propiedadesque caracterizala coherenciade un
U conjunto analítico real es que los gérmenesde una complexificaciónsean los
U complexificadosde los gérmenesrealescorrespondientes([C], proposición12).

U Usandoestecriterio es muy fácil comprobarque si X c IR” es un subconjunto
U analíticode dimensiónunoentonceses coherente. O
U
• Existe una estrecharelaciónentrela existenciade complexificación,la cohe-
U rencia y la propiedadde que el conjunto analíticosea global, estoes, definible

• por un un númerofinito de funcionesanalíticasen todo IR”. Estarelaciónviene
U dadapor la siguienteproposiciónqueaparecetambiénen [C], proposición15.
U
U
U
e
U
e
e
e
e
e
U
e
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e
U Proposición 2.8. SeaX un subconjunto analíticode R”. Lascondicionessigui-

entesson equivalentes:
Ue a) Existeun haz coherentede ideales8 sobre IR”, tal queX es el lugar de
• cerosde 3 (Le. X es el conjuntode puntosz E IR” talesque 3~ # Ox).

• b) Existe un entorno abierto U de IR” en C” y un subconjuntoanalítico
U complejoX* de U talesque X~ nR” = X.
e

c) Existen un númerofinito defuncionesanalíticas reales f~ en IR” tal que
X es el conjuntode solucionesdel sistemade ecuacionesf1(x) = O

U El resultado anterior pone de manifiesto las especialespropiedadesde los
U conjuntos analíticos definibles globalmentepor un número finito de funciones
U analíticasde IR” (resp.de M). Dichos conjuntosseránllamadosa partir de ahora
U conjuntosanalíticos globalesde IR” (resp. de M). Estos conjuntoshan sido
U estudiadospor Bruhaty Whitney,quieneshandemostradoquesucomportamiento
U es mássimilar al de los conjuntosanalíticoscomplejos,precisamentepor tener
• unaestrecharelacióncon ellos.
U Una consecuenciainmediatade la proposiciónes queun conjuntoanalíticode
U dimensióncero es global: su complexificadocoincide consigo mismo. También
U el ejemplo 2.7 muestraque todo conjunto analíticode dimensiónuno es analítico

global. Sin embargo,éstono es cierto paradimensiónmayor o igual que dos;
Cartanmuestraen [C] queel conjuntoe

• 8= {(x, y,z) E R
3 ¡ z(x2 + y2) = x3a(z)}

e
dondea(z) es un función C~ tal que

U fo si z <—1
• a(z) = exp(1/(z2— 1)) si —1 .c z .c 1
U ‘tú si z >1

U es analíticoperono analíticoglobal.

u Una aplicacióninmediatade la proposiciónanterior,y quenos serádeutilidad
U en el futuro, es el siguiente
U
U Corolario 2.9. SeaX c M un conjuntoanalítico global y seaX = U ><~ su
U iEI

e descomposiciónen componentesirreducibles. Entonces,para cualquiersubcon-
junto J c 1, Y = IJ X¡ es un conjuntoanalítico global.

JEJ
U
e
U
U
U
e
e
e
U
e
e
U
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U

Demostración. Sin pérdidadegeneralidadpodemossuponerque M = IR”. Sea
U X~ un conjuntoanalíticocomplejodeun entornoU deIR” en «Y tal queXnR” —
U X. EntoncesX~ tiene una descomposiciónen componentesirreduciblesde la
u forma 3(* = U 3(7 con 3(7 n IR” = X~ (cf. [Nh]). EntoncesY* = U X~ es
u *61 jEJ
U un conjunto analíticocomplejo y obviamenteY fl IR” = Y, de donde,por la
U proposiciónanterior,se sigue que Y es analíticoglobal. O

U
U Paraterminarrecordaremoslas nocionesde punto regulary dimensión.SeaX

e un subconjuntoanalíticode unavariedadanalíticaM. Sedice queun punto x E X
es regulardedimensióncl si existeun entornoU dex tal queXflU esunavariedad
analíticade dimensiónd. Si aes un puntocualquierade X, definimos ladimensión

U de X en a, dima(X), comoel supremode las dimensionesenpuntosregularesde
X suficientementepróximosa a. La dimensiónde X se definecomoel supremo
de las dimensionesen todossuspuntos: dim(X) = sup{dim0(X)}. La existencia

• gE X

e de puntosde distintadimensióndentrode un mismoconjuntoanalíticoirreducible
• es otro de los fenómenoscaracterísticosde los conjuntosanalíticosreales frente
• a los complejos,véase,por ejemplo,de nuevoel paraguasde Whitney, fig. 1.4.

U Los conjuntosde puntosregularesde una dimensióndada,así como los con-
U juntosde puntosde X de una dimensióndadason conjuntossemianaliticos.Sin
U embargo,incluso si partimos de un conjunto analítico global, es un problema
• abierto,paradimensionesmayoreso igualesque3, determinarsi estossubconjun-

• tos son semianaliticosglobales. Denotaremospor Reg(X) el conjuntode puntos
• regularesde X y por S(X) = X\Reg(X) su complementario,estoes, los puntos
U singularesde X.
U El conjuntodepuntosregularesdedimensiónmáxima,estoes,igual adim(X),
U tiene una especialimportanciay será denotadopor Reg*(X). Obsérveseque

• a E Reg*(X) si y sólo si a es un punto regular de una complexificación22 de
• X. En particularse siguequeS(X) c (X\Reg(X)) = 5(X*)flX, donde5(22)
U denotael conjuntode puntossingularesdel complexicado22. En particulareste
U conjuntoes analíticoy por consiguientese sigue que S(X) estácontenidoen un
• subconjuntoanalítico global de M de dimensiónestrictamentemenor que la de
u X.
u Seaa E X. Denotamospor (5~(X) := (5a(M)/Bx,a el anillo de gérmenes
• defuncionesanalíticasde X en a. Es bien conocidoquea es un punto regular

regularde dimensióncl si y sólo si (5g(X) es un anillo regularde dimensióncl.
u
u
e
U
U
u
u
u
U
e
U
e
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U
U 3. Generalidadessobre espaciosde órdenes
U
U Recordemosahoraalgunasnotacionesy propiedadesreferentesal espectroreal.
U
U Definición 3.1. SeaA un anillo conmutativoy unitario. Sellama conoprimode
U A a todo subconjuntoa c A que cumple:
U
U a) si fyg E a, entoncesf+gy fg E a’
U b) ZA2Ca,

U c) —1~a.
U
• d) A=aU—a,

U e) a fl —a es un ideal primo de A.
U
• El espectroreal de A, que se representapor Spec,-(A), se define como el
• conjunto de todoslos conosprimos de A (cf. [Bo-Cs-Ry],capítulo7). Si A es

u un cuerpo Ji?, la noción de cono primo coincidecon la de ordentotal de A, por
• lo que un cono primo fi puede considerarsetambiéncomo una relación binaria

U y Specr(K) no es otra cosaque el espaciode órdenesde K. En estasituación,
u usaremosambosconceptosindistintamente.
U Dado un cono primo a, denotamospor supp(a)el ideal primo supp(a)=

• a fl —a, que recibeel nombrede soporte de a: unacomprobacióninmediataa
U partir de la definición anterior muestraque

u
Cf + supp(a) 1

U ~ tg+supp(a) IgE aJ
U
U es un conoprimo del cuernodefraccionesk(supp(a))de Al supp(a),y según lo
U comentadoantes,un ordentotal en dicho cuerpo.Por consiguienteel cono primo
U a puedeversetambiéncomo el par (supp(a),a).

U Dada 1 E A, ¡(a) > O significa que —f « a. Desdeel punto de vista
U anterior,1(a) > O si y sólo si (f + supp(a))> O en el ordená. Si a y fi son
U dosconosprimos de A, diremosquea es unaespecializaciónde fi si fi c a y lo

U representaremospor fi — a.
U
U Ejemplos 3.2.
U a) Si p es un punto de IR” concoordenadasp = (pi,... ,p,~), el conjuntode
U funciones~= {f E (5(1k”) 1 IC”) =0} es un cono primo de (5(1k”) con soporte
U
U
e
u
U
U
u
U
u
U
U
u
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U
U supp(~) = = (xí —pi,••, x,, —p~)(5(IR”). En estecasof(~) > O si y sólo si
U f(p) > 0. Si ¡3 es un ordentotal de IR” con ¡3 —~ ~ diremosque¡3 estácentrado
U enp.
U

b) Seak el cuernode fraccionesdel anillo local (5o(IR) R{t} de senesde
potenciasconvergentesen un entornodel origen de la rectareal. El espectroreal
de k estáformado por dos órdenesa~ y a-.. definidospor

U f(a+) > O su existee > O tal que 1~> >0
U
• f(a) > O su existee > O tal que f¡<~> > 0.

U
U En efecto, sea f = tP(ao + ÉaitP~) con a0 ~ o un elemento de R{t}. Si
U ¡
• u’ es 1 cuandoa0> O y —1 cuandoa0 < O la serie vkao+ ZattP+) es un

t= Y

cuadradoiR en el subcuernode las unidadesde IR{t}. Entoncesf = vtPu
2 y

U el signo de 1 en cualquierordende k dependesolamentedel signode it Por lo

U tanto si a c Spec,-(k)necesariamentea = ~e o a = a según1(a) sea> O o
U < 0, respectivamente.
U
• c) SeanX un subconjuntoanalíticoglobal irreduciblede unavariedadanalíti-

• ca M y p E Reg(X). Entoncessiempreexistenórdenestotales de X centrados
u en p. En efecto,hay quever queexisteun ordentotal delcuerpoK de funciones
• meromorfassobreX quecontieneal conjuntoP = {f E (5(X) ¡ 1(P) > 0}, para
• lo cual, en virtud del criteriode Serrees suficientecomprobarque si fi, - . . ,f~ E

U P, la ecuación
U
U no tiene en 1< más solución que la trivial Y

1 = .. = Y,- = 0. En efecto,
U supongamosque yi,.••, y, es una solución,que podemossuponeren 0(X), y
U sea U c Reg(X) un entornoabierto de p en X tal que fiIu > 0. Entonces,
U yj(rr) = O paratodo puntox E U, por lo queYJ se anulaen un abiertodepuntos
U regularesde X de dimensiónmáxima,y comoX es irreducibleyj = O sobretodo
U x. ‘EJ

U
U En el conjuntoSpec,-(A)se considerandos topologíasdiferentes:la topología

u de Harrison, cuya baseson los conjuntos
U
U §3 E Spec,.(A)1123)> 0,...,f,-(fi) >01, f~ E A,
U
U
u
U
u
u
U
u
u
u
u
u
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U
U y la topología constructible,cuya baseson los conjuntos
U
U §3 E Spec,-(A) ¡ f(fi) = O,gj}9) > 0,...,g,.(fi) > 0}, f,g~ E A.
U
u Si A es un cuerpoambastopologíascoinciden. En general, la topologíade
• Harrisones más débil. Por otra parte,estasdos topologíashacende Spec,.(A)un
• espaciotopológicocuasicompacto,y con ¡a topologíaconstructiblees Hausdorff
U y totalmentedisconexo(cf [Bo-Cs-Ry],definiciones7.1.3 y 7.1.10,ejemplo7.1.4
U y observación7.1.11).
U
e Definición 3.3. Un subconjuntoci cE Spec,-(A) se dice quees constructiblesi es
• abiertoycerradoen la topologíaconstructible,esdecic admiteuna representación
• de la forma

ci = U{fi E Spec,-(A)1 f*(fi) = 0,g~i(fi) >0,... ,g~j¿fi) > 0}
u 1=

U donde~ ~ E A para cada i =
U
u
U 4. El operador tilde
U
U SeanA’! unavariedadanalíticareal y A = (5(M) su anillo de funcionesanalíticas.
U Cada punto z E M define un cono primo de A que denotamos~ del modo
U siguiente:

u 5={fEA¡fQr)=0}.e
Una comprobacióninmediatamuestraquesuppQ~)= m~, el ideal maximalde las
funcionesque se anulanen x, por lo que k(supp(~)) = IR y ~ es el único orden

u de 1k. De este modo, la aplicación

M —* Spec,-(A):z *—* zu
U sumergeM comosubespaciotopológicode Spec,}A)con¡atopologíadeHarrison,

por lo que Spec,-(A) puedeversecomounacompactificaciónde M.
U De modo másgeneral, si
u
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U
U es un conjunto semianaliticoglobal de M definimos
e
U 8 = U{fi E Spec,-(A)¡ f~(fi) = 0,g~~(fi) >0,... ,g*~¿fi) >01.
e i=1

U Obviamente8 es un conjuntoconstructiblede Specr(A) y SnM = 8
U

Es bien conocidoque si M es compactael operadortilde define un isomor-
u fismo entrelos retículos de los conjuntossemianaliticosglobalesy los conjuntos

constructiblesde Spec,4A),y que conservaadherenciase interiores (cf. [Rz2],
• [An-Br-Rz2]). Sin embargoya estoes falso en dimensión1 si M no es com-
• pacta,como pone de manifiesto el siguienteejemplo que apareceen [An-Be]

U (ejemplo 6.2): se consideranlas funcionesanalíticasde IR, f = H (i —
U ¡ x\ 2

u y g = Q — —<> .Evidentementeambasfuncionesse anulanen elconjunto
U {n%neN},porloque8={xeIR¡ fQr)=O,gQr)>0}esvacío. Sin
u embargo,el conjunto8 = §3 6 Spec,}(5(R)) ¡ f(13) = O,g(fi) > 01 no es vacío.
u Ello haceque en el estudiode los conjuntossemianaliticosglobales la apli-

cación tilde seareemplazadapor la tilde genérica: dado
U

rU 8 = U{x EM ¡ f1(rr) = 0,g11(x)>0,... ~ Qn) > O},

u 2=1

e
como antes definimosU

u 9-

= E Spec,-(K) 1 f~(f3) = O,g~i(¡3) >0,... ,gjj~(I
3) >01,¡=1

donde 1< es el cuerpode funcionesmeromorfas de M. estoes, el cuernode

u fraccionesde A. g
5 es un conjuntoconstructiblede Spec,}K),estoes,el espacio

e de órdenesde K. En lo sucesivoomitiremos el superíndiceg en la notación
u anterior,puestoquenos referiremossiempreaestaaplicacióntilde, salvomención
• expresade lo contrario. Obsérvesequela condiciónf¿¿3) = O parafi E Spec~(K)
u equivaleaquela función f~ seaidénticamentenula, por lo que g3 quedareducido
u a la unión de los pedazos
U {mi(fi)> O,...,g~,(fi) >01
e
U en los quef~ es la función cero. Dicho de otro modo, no tieneen cuentaaquellos
U pedazosno abiertos,o másconcretamente,contenidosen loscerosde unafunción
U
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FIGURA 1.4.

analítica. Esto da una ideadel origen de la denominacióncomo aplicación tilde
genérica, puestoque dos conjuntossemianalíticoscon la misma tilde genérica
van a diferenciarseen algocontenidoen los cerosde unafunción y por tanto de
dimensiónmenor,estoes,van asergenéricamenteiguales.De modo máspreciso,
si X es un subconjuntoanalíticoglobal de una variedadanalíticaM definimos:

Definición 4.1. Sean8 yT dos conjuntossemianalíticosglobalesdeX. Decimos
que8 y T son genéricamenteigualessi existeunafunción ti E (5(X) \ {0} tal
que (8 \ T) U(T \ 8) c {h = 01.

Ejemplo4.2. El paraguasde Whitney de ecuaciónzy2 — a2 tiene un “mango”
(el eje de las z) que intersecala “tela” en toda una semirrecta.Sirviéndonosde
él podemosconstruirun ‘auténtico’ paraguasdefinido por

8= {(x, y, z) E IR~ ¡ zy2 —x2 =0 —1 <z=5}

LJ{(0, 0, z) e R~ 1 5 z =10}
y, z) E IR~ (y — 1)2 + (z — 10)2 = 1, z =101

Pero hemosde tener cuidadocon el viento, ya que puede voltearlo en otro
genéricamenteigual en el cual el aguano escurre(véansefiguras 1.5 y 1.6)
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FIGURA 1.5. T = y, z) E IR3 zy2 = x2, —10 < z < 5}
u{(O, y, z) c R~ (y + 1)2 + (z + 10)2 = 1,

Y paraconvencersede que son genéricamenteigualesbastatomar

h= ((y+1)2+(z+10)2— 1)((y—1)2+(z-—10)2—1)(x2+y2).

Si ahoraaplicamosla tilde genéricaa estosparaguasobtenemos~8= 97~ =

{a E SpecrQ5(X))¡0< z(a) < 5}, siendoX = Z(zy2 — x2). E

El resultadoqueapuntábamosmásarribaes:

Proposición 4.3. Si dosconjuntossemianalíticosglobales8 y 2’ tienenla misma
tilde genérica,estoes, = 97~, entoncesson genéricamenteiguales.

Demostración. En efecto,sean

p
S=U{ZEMIg*(x)=0,g1I(x)>0,...,g*kIQr)>0}

i=1

j=1

y supongamosqueg, es la función ceroparai = 1,. . . , s y distintade cero para
z > s, y que l~ es lafunciónceroparaj= 1,...,t ydistintadeceroparaj > it
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z < —10}
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En particularse tiene

s

= U§3 E Spec,}K) ¡ g*dfi) >0,... ,9i/c~(I3) > O}

= E Spec,-(K) 1 &dfi) >0, ...,ljmj(fi) > O}
j=1

Supongamos95 =
9T. Vamosacomprobarque(8\T)U(T\S)estácontenido

en el producto

h=(H ~
_s-4-1 i

donde8 = O es unaecuacióndel conjuntoanalíticoX \ Reg*(X). En efecto,sea
x E 8 \ 2’ con hQr) # 0. En particular x E Reg*(X). Además,como x E 8,
existeun i = 1,...,s tal que‘E {g*~(’) > 0,...,g*k

1(x) >01, y como x ~ T
resultaque para todo j = 1,... ,t existeun r~ tal que lr,Qr) < O. Como x es
regular,por el ejemplo 3.2 c, existeun orden fi E Spec,.(K)centradoen z, y por
consiguienteg*i(I3) > 0,...,g*k~(fi) > O y lp/fi) < O paratodo j =

Peroesto significa que fi E ~S\ ~T en contrade nuestrahipótesis. Ir
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u
u Observación4.4. El reciproco de la proposiciónanteriores inmediatouna vez
u demostradoquela aplicacióntilde genéricaestábien definida,estoes,no depende

U de la escritura elegidapara 8, o equivalentemente,que si 9S $ e entonces
U 8 # 0. Esta es precisamentela propiedadde Artin-Lang, que demostraremos
U en el capítulo4 paravariedadesde dimensión2. Volveremos,pues,sobreello al

• final de dicho capítulo. O

u
U 5. Gérmenesanalíticos y semianalíticos
u
u En estasecciónrecordamosde formasumarísimaalgunosde los resultadossobre
U gérmenesanalíticosy semianalíticosqueusaremosa lo largo de la memona.Para

U comenzarrecordemosque si a E M, un germensemianalíticoen a es el germen
U de un conjunto semianaliticodefinido en un entornode a, o equivalentementeel

germendefinidopor una combinaciónbooleanade igualdadesy desigualdadesde
u gérmenesde funcionesen (5~(M). Como ya señalamosantes,este anillo es iso-
U morfo al anillo de seriesconvergentesIR{Xi, . . . , X,,}, por lo que reduciéndonos
u al caso(evidentementesuficienteal tratarsede cuestioneslocales)en queM = IR”
e: y ael origen,un germensernianalíticopuededescribirsedel modo

XaU{f.w0,9*1>0,...,9*kí>O}

u
U donde f~,g~j E R{X}. Graciasal teoremade preparaciónde Weierstrass,el
e comportamientode las serieses en muchosaspectossimilaral de los polinomios,
U y ello haceque el comportamientoy propiedadesde los gérmenessemianalíticos
U seasimilar al de los conjuntossemialgebraicos.
U En concreto,si 34, es un germensemianalitico,2% tiene un númerofinito de

componentesconexas,que son todasellas gérmenessemianalíticos.Del mismo
U modo la adherenciade un germensemianalíticoes un germensemianalítico.El
U teoremade Finitud tambiénes válido para gérmenessemianalíticos: si 3(a es
U abierto (resp.cerrado)entoncesadmiteunarepresentaciónpor medioúnicamente

• de desigualdadesestrictas(resp. laxas).
U De mayor importanciaparanosotroses el siguiente
u
e Teorema5.1. Positivstellensatz. Sean(fj)j1 ~..,s, (gk)k=t ~, (h¿i

1=i u gér-
u menesanalíticos en IR{Xi,. . . , 3(4. Sea P el cono positivo generadopor
e (fi)i=i ,.,~ sea N el sistemamultiplicativo generadopor (9~jk1~..,t. y sea 1
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U
U el ideal generadopor (h1),=i ,~. Entonceslas siguientescondicionesson equi-
U i.vlentes:
U
u a) El germensemianalítico
e
U
U es vacio.e
e b) ExistenfEP,gEN, hcltalesquef+g

2+h=0.
U

Demostración. [Fe-Re-Rz],§4; [An-Br-Rz2]. n

u Terminamosrecordandoqueel problema17 de Hilbert tieneunasoluciónafir-
u mativaparagérmenesanalíticos,estoes,si 2% es un germenanalíticoirreducible
U

y f es un germende función analíticaque es no negativasobre2%, entonces1
es sumade cuadradosde gérmenesde funcionesmeromorfasen a. Un problema
de muchamayor dificultad y quepermaneceaun sin resolver,es la estimacióndeu
los númerosde Pitágorasp(Xa) incluso en el casode gérmenesanalíticoslisos.

e En efecto,los únicosresultadosconocidosson en el casoliso y paradimension
e menor o igual que 3, en dondese tiene p(Ro) = 1, p(1R2) — 2, p(IRg) < 8

(cf. [Jwl]). Comoveremos,la finitud de los númerosde Pitágorasjuegaun papel
• importantísimoen nuestrademostraciónde la propiedadde Artin-Lang en el caso

no compacto.
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Descripción geométrica
de los ideales maximales
de O(IR~)

1. Introducción

En estecapitulo estableceremosuna correspondenciabiyectiva entrelos ultrafil-
tros de conjuntos analíticosglobalesy los idealesmaximalesde (5(R”). Esta
correspondencianos permitirá demostrarque los cuerposresidualesde ideales
maximalesen (5(R”) son realescerrados.Todos los resultadosde estecapítulo
se extiendende modo inmediatosi sustituimosIR” por un subconjuntoanalítico
global X C IR”, y por lo tanto paravariedadesanalíticasrealesparacompactasy
conexas.

En el próximo capítulodefiniremosunacorrespondenciasimilarentrelos idea-
les maximalesdel anillo de las funcionesanalíticasacotadas,(5b(M). En estecaso
la biyecciónse establecerácon los ultrafiltros de conjuntossemianalíticosglobales
cerradosde M.

27
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U
• 2. Descripcióngeométricade los idealesmaximalesde (5(1k”)
U
U Se denotarápor Z(IR”) la clasede subconjuntosanalíticosglobalescerrados,esto
U es, aquellosque son intersecciónfinita de ceros de funciones de (5(1k”). En
u particular,si X E Z(lk”) entoncese
U X = Z(f1) fl . .. n Z(f,-) =

U
• con g = f?+ +f,3, y por tanto
e
• Z(IR”) = {Z(f) ¡ fe (5(IR”)}.
e

Z(IR”) verifica:
U a) 0,IR”CZ(IR”);
e
• b) ASE Z(IR”) : AuB,AflBeZ(IR”).
U Esto permitehablarde filtros en la familia de Z(IR”)-filtros. En concreto,
U
U Definición 2.1. Un Z(IR”)-filtro Y es una familia de elementosde Z(IR”) que
e

vertjica:
U a) 0«3R”EY;

e
b) A,BeY=~AflBeY:

• c) AEY,BEZ(IR”),AcB=~BE3i
e
e Definición 2.2. Un Z(R”)-jiltro Y maximal es llamado Z(R”)-ultrafiltro. Se

denotarápor 11(1k”) la familia de Z(IR”)-ultrafiltros.
u Es bien conocidoque la familia {U(8) 1 8 E Z(R”)}, dondeU(S) = §3’ 6

u
e U(R”) ¡ 8 « Y}, es basede unatopología2’ paraZ(R”) segúnla cual el espacio

topológico (Z(R”), 2’) es cuasicompacto.

U Proposicióny Definición 2.3. Sea1 un ideal propio de (5(1k”). Entoncesla fa-
e mília Z(I) = fZ(f) ¡ 1 6 I} es un Z(R”)-filtro que llamaremosfiltro de ceros
U del.
e

Demostración. En efecto:
U
U
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U
• a) 0 E Z(I) si y sólo si existe1 E 1 no nulo en ningún punto de IR”, esto
U es,si y sólo si 1/f E (5(1k”), lo que equivalea 1 = (5(1k”).
U Z(O)=1kcZ(I).
U b) SeanZ(f), Z(9) E Z(I) con 1~ g 6 1. En particular f

2 + 92 E 1, luego
U

Z(f2 + g2) = Z(f) fl Z(
9) E Z(I).

• c) SeanZ(f) E Z(I), f E 1 y Z(g) E Z(1k”) de modo que Z(f) c Z(g).
• Se tiene 1~ E 1 y Z(g) = Z(f) U Z(g) = Z(fg) E Z(I). Ir

e
• Recíprocamente,tenemos:
U Proposicióny Definición 2.4. SeaY un Z(1k”)-filtro. Entonces1(Y) = {f E
U (5(1k”) ¡ Z(f) E Y} es un ideal propio de (5(1k”) que llamaremosideal de Y.u
U Demostración.

U a) ~J(Y)= (5(1k”) si y solamentesi existef E J(Y) fl Unid (5(1k”), es decir,
U OEY.
U b) f y 9 6 ~(Y) es equivalenteaqueZ(f) y Z(g) E Y. ComoZ(f)AZ(g) ~
U Z(f —g), se sigue queZ(f —g) E ST, lo que significaque f—g E ~J(Y).
e
• c) Seanf E (5(1k”) y g E J(Y). EntoncesZ(f) E Z(1k”), Z(g) E STy como
U Z(fg) Z(g) resultaqueZ(fg) E ST, y así 1~ E J(IR”). o
e

Observacióny Ejemplos 2.5. Si 1 es un ideal finito generado,digamos, por
e fi,. . . ,fr e (5(1k”) todos los elementosde Z(I) contienena Z(f? + . . . + 1,?), y
u por consiguiente
u
e fE¡

• Sinembargo,no es ciertoquetodoideal cuyo Z(lk”)-filtro verifiqueestapropiedad
• seafinito generado.Veamosalgunosejemplos.

U
e a) Sea1 el ideal de (5(1k) generadopor las funcionesanalíticas
U f,, =sen(Gr+3>lr)/2.3A) con >6 NU{O}.
u
U Puedecomprobarsefácilmenteque 24!) es un filtro de Z(R”) no principal; en-
U toncesestáclaroque 1 no es de generaciónfinita. Tomemosy E (5(1k). El ideal
U pI = (gfo, . . ., gf>,,.. .)(J(IR) no es de generaciónfinita y todoslos elementosde
• Z(gI) contienenZ(g).
u
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U
U b) Si tenemosJ = (senx,sen(x/2),.. . sen(z/2’~),.. .)(5(IR) entoncesel
U Z(IR)-filtro definido por J es principal. Cadafunción senQr/2Á) estágenerada
U por senQr/2A+I);por lo tanto, si J fuesefinito generadobastaríatan sólo unade
U las funcionessenQr/2A)a paragenerartodo el ideal, lo cual no es posible.
U
U c) Sean 1k : IR — IR las funcionesanalíticasreales fi, = sen2x/(z —

con k recorriendotodoslos enteros. Obsérveseque 1k se anulaen el punto kr
u con multiplicidad 1 y en todos los puntosnir, u # k con multiplicidad 2. Si 1

es el ideal 1 = (fo, 1’, f—í, . . . ,f,~,...)(5(IR) entonces241) = irZ e 1 no está
finitamentegeneradopuesde lo contrarioexistiríaninfinitos enterosen los cuales
todas las funcionesanalíticasdel ideal ¡ tendríanmultiplicidadmayorque 1.

U cl) Sin embargo,si X cE IR” es discreto y STx es el filtro principal formado
• por los cerosde las funcionesque se anulanen X entoncesJ(STx)estágenerado
U por un númerofinito de funcionesde (5(1k”). En efecto, al ser X un conjunto
U discreto,el haz analítico3 definido por
U
u 3~={:?xo:nx sixEX
• six~X

es un haz de idealescoherentesobre IR” cuyosgérmenesestángeneradospor un
U númeroacotadode elementos,concretamenteel númerode generadoresdecada3~
u es u o 1. Entoncesel ideal de las seccionesglobalesdel haz 3 estáfinitamentege-
u nerado,pongamosF(3, IR”) = (fi,..., fk)(5(lk”) (cf. [Co], teorema3.1). Ahora

bastaobservarque este ideal coincide con ll(Yx). Obsérveseque si tomamos
U
e g=f?+-+f~ tenemosque z(g) ~
e e) Si 3 es el ideal de las funcionesde (5(R2) quese anulanen un conjunto
U analíticoX de IR2 entonces3 tambiénestáfinitamente generado.
• En efecto,sea22 c U c un complexificadode X, dondeU es un entorno
U abiertode R2 en C2. El haz analíticocomplejo3* de cerosde 22 es coherente.
• Seay(”) c 22 una componenteanalítica irreduciblede 22. Si dimY<”> = O
U entoncesy(”> — {x} es un punto aisladode 22 y el ideal 3~ = mx(5c2x es el
U maximal del anillo local (5c2,x, queestágeneradopor dos elementos.
• SeaahoraY la unión de las componentesirreduciblesde 22 de dimensión1
• y tomemosun punto a E Y. Como (5a(C2) es un dominio de factorización
• únicael ideal J(Y~) de los gérmenesque se anulanen Ya es principal, digamos
U 5(Ya) = (g~)(5

0(C
2). En conclusión 3 es un haz coherentecuyos gérmenes

• estángeneradospor uno o dos elementos.Por lo tanto, el ideal de las secciones
e
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U
U globalesde Y estáfinitamentegenerado,digamos,por gi, ... ,g~. Se sigue que
U 3 estágeneradopor las partesrealese imaginariasde gr,..., g~. Ir

e
U De las definicionesse deducesin ningunadificultad:
U
U Proposición2.6.
e a) ST= Z(5(ST)), 1; 2(Z(I)).
• b) Si 1 es ideal ,naxinml entonces1 = ~Z(I).
u
U c) La unión de Z(R”)-filtros queforman una cadenaes un Z(1k”)-filtro, lo

que nos permite aplicar el lema de Zorn y afirmar que todo Z(1k”)-filtro está
U contenidoen un Z(IR”)-filtro maximat
• cl) La inclusión de ideales,1 cE J nos lleva, claramente,a una inclusión de
U Z(IR”)-filtros, ST(I) § Y(J). Por otra parte, si Y 9 9, entoncesJ(ST) 9 1(9). 0
u

Observación2.7. El contenidodel apartadoa de la proposiciónpuede ser es-
tricto: por ejemplo, si 1— Qn2 . ,4)(5(IR”), entoncesZ(I) es el ultrafiltro de
elementosde Z(1k”) quecontienenO e 2Z(I) = Qn’,...,x~)(5(1k”) ~ 1. 0

e Llegamosasí al siguienteresultado:

Proposición2.8. La restriccióne
U Z¡ : (SpecMax(5(IR”),Tzar) — (11(1k”), T)
U
• es un homeomorfismocon inversa 3. siendo TZa, la topología de Zariski del
• SpecMax (5(1k”).
u

Demostración. Veamosprimeroquela aplicaciónZj estádefinida y es biyectiva:

U a) SeamE SpecMax(5(R”)y supongamosqueexisteun Z(R”)-filtro Y tal
U que Z(m) 9 ST, entoncesm = 2(Z(m)) 9 2(Y), en contradiccióncon la hipótesis

de que m es maximal.
U

b) Sean 11 E 11(1k”) e 1 ideal de (5(1k”) tal que 3(U) cE 1 entonces
Z(2¡7U)) Z(1) si y solamentesi U = Z(I) : 11(11) = ÚIZ(I) 9 1. Por
tanto 1 = 2(11) es ideal maximal.

• e) Si mE SpecMax(5(IR”),3(Z(m)) = m, y

U d) si U E 11(1k”), Z(2(11)) = ti.
U
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e
• Si se tienenen cuentaahoralas respectivastopologíasde SpecMax (5(1k”) y
U Z(1k”), la aplicación Z¡ es un homeomorfismo.Comprobémoslo:

SeaD(f) = {m E SpecMax (5(1k”) ¡ f ~ m}. Como f « m equivalea deciru
queZ(f) ~ Z(m), resulta

U z¡(D(f)) = U(Z(f)) E 2’

U
U lo que pruebaque Z¡ es homeomorfismo. Ir

U
• Una vez probadalabiyecciónquelaaplicaciónZ estableceentrelos ultrafiltros
• de conjuntosanalíticosglobalese idealesmaximalesde (5(1k”), demostraremos
• que los cuernosresidualesson realescerrados.

U
U Definición 2.9. SeaU E Z(R”); se dice queU es libre si fl X = 0 y se dice
u x~u
• que11esfijosifl X #~, en cuyo caso fl X es un único punto de IR”.

XEU XEI*

• Ejemplo2.10. Si m es un ideal maximal de (5(1k”) y existep E IR” tal que
U m = {f 6 (5(1k”) ¡ 1(p) = 0}, entoncesZ(m) es fijo y fl X = {p}.
U XcZ(rn>

• Además k(m) = (5QR”)/m IR. Recíprocamente,todo ultrafiltro fijo es la
U imagen por 2. de un ideal maximal de este tipo. En consecuenciam es finito
• generadosi y sólo si existep E IR” tal que m = {f E (5(1k”) i f(p) = O} =

U Qn1—pi,...x~—p~)(5(R”). Ir

e
• Si 11 es libre ningún elementode U es finito, pero sí admiteun elementoX
U discreto,lo que nos permitirá llegar al teorema2.13.

U
• Lema 2.11. SeaX = {xí}*eN c IR” discreto. Entonces
U

a) XEZ(R”).y
• b) si {a*}*EN es una sucesiónde númerosrealesexistef 6 (5(1k”) tal que

U fQn~) = a~.
u

Demostración.
e a) Fueya demostradoen el apartadocl de la observacióny ejemplos2.5.
U b) Es un casoparticularde la Proposición2.5 del capítulo 1. 0
U
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U
U El resultadoesencialpara la demostraciónde que los cuerposresidualesde
U los idealesmaximalesson realescerradoses la siguiente:
U
U Proposición2.12. Todo Z(R”)-ultrafiltro U contieneun elementodiscreto.
u
U Demostración. SeaY un elementono discretode 11. Demostraremosqueexiste
U existe otro elementoU E U distinto de Y con dim U < dim Y, lo que eviden-
U tementepruebala proposición. En efecto,sea Y = U Y, la descomposiciónde
U
• Y en la familia localmentefinita que forman sus componentesirreducibles. Es-
• cojemosun punto x* E Y, \ ~ Yj en cadacomponentey con ellos formamos

j ti
U el conjuntodiscretoX = {x*}*EN c IR”. SeaahoraZ(f) E U cualquiera. Ne-

cesariamente0 ~ Z(f) fl Y E U y dim(Z(f) fl Y) < dim Y. Si para algúnu Z(f) e 11 la dimensiónde Z(f) fl Y es menor que la dimensiónde Y, basta
tomar U = 2(1) Ii Y. En otro caso tomemosun 2(1) E U arbitrario. Tenemos

dim Y = dim(Z(f) nY), por lo que existeal menosunacomponenteirreducibleu Y,0 deYtal qued¡mYj0 = d¡m(Z(f)flY0). Como Y,0 es irreduciblese sigueque
Y,0 c 2(1). En particularz*0 E 2(f), y deducimosque 2(1) fl X # 0. Como
estose verifica paratodo Z(f) E 11 y 11 es ultrafiltro, concluimosque X E U. Ir

U Teorema2.13. Seanm un ideal maximalde (5(1k”) y k(m) su cuerpo residuaL
e Simesfinitamentegeneradoentoncesk(m) = IR. En caso contrario k(m) = 1k*,
U una ultrapotencia1 de los reales. En cualquiercaso k(m) es real cerrado.U

U Demostración. Si ni estáfinitamentegeneradoentoncesZ(m) es un ultrafiltro
u fijo, ni es el ideal de un punto x E IR” y k(m) = IR. Supongamosahoraque m

no estáfinitamente generado.Entonces11 = 2(m) no es fijo. Sabemospor la
U
U proposiciónanteriorque hay un conjunto discretoX E U no finito. Fijemosuna

biyección~:X—N.
A partir de ~, X y U se defineel siguienteultrafiltro ene

U Uíx := {ACN ¡ BYEUconv(YflX) C A}
U
U Fácilmentese observaqueU1~ es un filtro en N. Parademostrarquees ultrafiltro
U se consideraSG N talqueSfl <Y fl X) ~ 0 paratodoslos Y E U; aplicando
U

1Para la definición del concepto de ultraproducto y ultrapotencia. así como para el resultado de

U que una ultrapotencia de un cuerpo real cerrado es real cerrado, puede consultarse [Pr].
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U
u -I

U
U <‘(S)fl(YflX) $0 paracualquier YE11 ~ p ‘(S)e11
U
• y <Y(S) es analíticodiscretocontenidoen X. Por otraparteU1,,< es libre pues
• si existiesenE N tal queu E A paratodo A de

111x. necesariamente<‘(u) = p
• perteneceríaa todo elementode U.
• Por consiguiente,tenemosque 1~ g E 0(1k”) son iguales modm si y sólo
• SI existe Y E U tal que fiy = Así k(m) = hm (5(IR”)~~ que coincidecon

YEn
hm puesX E U. Segúnel lema 2.11 b, = : YnX —..

• —* 0(1k”)Iynx (5(R”)í~n,< Uu
R} — IRYnx y por tanto

U k(m) — hm 1k’~’í1~< — hm lié — ffi~ (IRN) =

1kN/u = IRt
U Yen BEU¡ .

U
• Finalmentees biensabidoqueunaultrapotenciaR de1k es un cuernoreal cerrado
• (cf. [Pr]). Ir

U
Corolario 2.14. La correspondenciaqueenvíael ideal niaximalm al conoprimo

• (m,k(m)
2)defineuna inclusión de SpecMax(5(IR”)en el conjunto Max,.(5(IR”)

• de conos,naximalesde SpecrQD(IR”)).
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U 3U
U

U Sumas de potenciasU

u 2k-ésimas de funcionesU
U

meromorfas con conjunto
U de ceros compactou
U
u
U
u
U
U
U 1. Introducción
u
U En estecapitulo desarrollamosla herramientafundamentalque usaremosrepeti-
• damenteen estamemoria. En concreto,asociaremosun ultrafiltro de conjuntos
U semianaliticosa cadaorden total del cuerpode funcionesmeromo¡-fassobreun
U conjuntoanalíticoirreducible. Éstonos permitirádar algunoscriterios geométricos
U paradecidir cuandouna función analíticaes positivaen dicho orden. Como una
U primera aplicación de estastécnicasobtenemosdemostracionesde los teoremas
U deArtin-Lang y el problema17 de Hilbert paradeterminadafamilias defunciones
U meromorfas.Estosresultadoshansido obtenidosindependientementetambiénpor
U P. Jaworskiusandotécnicassimilares(cf. [Jw3]). Terminamoselcapituloconuna
U caracterizacióngeométricamediantearcosanalíticosde las funcionescon soporte
U compactoqueson sumasde potencias2k-ésimasde funcionesmeromorfasy que
U generalizael resultadode [Rz4].
U Paraconcretar,y siguiendoconlanotaciónquedimosen el capitulode prelimi-
• nares,seanM unavariedadanalíticareal, paracompactay conexa,y X un conjunto
U analíticoglobal e irreducible de M. SeaReg(X)el conjuntode puntosregulares
U de X. Denotaremospor5(X) = X \ Reg(X)el lugar de puntossingularesde X,
U y por Reg4(X)el conjunto de puntosde X de dimensiónmáxima.
U
• 35
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U
U Denotaremospor (5b(M) el subanillo de (5(M) de las funcionesacotadas.
U Obviamente,el anillo total de fraccionesde (5b(M) y (5(M) coincide,yaque
U
• f/(1+f2

)

• 1/(1+f~

U La mismaigualdadpruebaqueparatodo ideal primo p c (5(M) si q = »fl(5
6(M),

• entonces(5ó(M)q = (5(M)~.
Seanp c (5(M) el ideal primo de funcionesque se anulanen X, (5(M)/p =

• (5(X) el anillo de funciones analíticassobreX y K el cuernode funciones
U meromorfassobreX, estoes,el cuernode fraccionesde (5(X). Denotaremospor

(5b(X) = (5b(M)/(p A (5~(M)) el subanillo de las funcionesanalíticasacotadas
U sobreX. Recordemosque la hipótesisde irreducibilidad de X implica que éste
U es conexo (cf. [Rs]).
U
U

2. Ultrafiltro asociadoa un orden fi

Denotaremospor e la familia fonnadapor los subconjuntossemianalíticosglo-
U

balescerradosde X. Se sigue de la definición que C es cerradopor unionese
interseccionesfinitas, de forma que tiene sentidoconsiderarfiltros dé conjuntos

u de estafamilia en la mismaforma queen la definición 2.1 del capitulo 2.
U Recordemosque dado un filtro ST de elementosde C, decimosquea E X es

un punto límite de Y si a E Y paratodo Y E Y. Se sigue inmediatementeque
si Y es un ultrafiltro entonceshay a lo más un punto límite, y Y es el ultrafiltro

• principal definido poreste punto. Por otraparte,si f : X — 1k es unaaplicación
analíticadefinimosel filtro imagende Y por f como

• 1(Y) = {R GR ¡1(Y) GR paraalgún Y E Y}.
U
• Adviértaseque si f E (5b(X) entonces1(Y) es compactoparacadaY E Y y
U por tanto 1(Y) tienealgún punto límite.

U
U Proposición2.1. Seam un ideal maximalde (5b(X). Lafamilia
U = {Y E ~2¡ YA .U’([—6, 6]) $0 para todo 6>0 y todo fE m}
U

es un filtro maximalentre losfiltros de conjuntospertenecientesa la familia C.
Recíprocamente,si U un filtro maximalen la familia C,

• mu = {f E (5~(X) ¡ .k
1([—t5, ¿5])AY $ 0 para todo 6 >Oy todo Y EU}

U
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U
• es un ideal maximalde (56(X). Lascorrespondenciasanterioresson mutuamente
• inversas,ypor consiguientedefinenuna biyecciónentre losfiltros maximalesde
• elementosde C y los idealesmaximalesde (56(M).

U
Demostración. Veamosprimero que 21,,, es un filtro maximal. Seaf E (56(X)
tal que existeun 6 > O con f’((—6, 6]) = 0. En particular f no se anulaen X

• y —1/6 < 1/f < 1/6, con lo que 1/1 E (Db(X). Por tanto 1 es unaunidaden

• (56(X) y f « ni. Se sigue puesque0 « U,,.
Seanahoraf y 9 E ni, y 6í, ~2 > 0. Si tomamos6 = min{61, 62} entonces

• f~’U—6í, Sí]) fly’([—62, 62]) ~ (f
2 + g2)—1([....¿2, 62]). Además,si Y E ‘t.Lu,

• e Y cE Y’ E C. la propia definición de U,,, nos dice que Y’ e it. Lo anterior

u muestraque {f—í([~~~6, 6]) 1 f E m y 6 > 01 generaun filtro Y queestácontenido
• enU~

Veamosahoraque Y es maximal y por tanto coincidecon U,,. SeanY
1 e Y2

u dos elementosdisjuntosde C talesqueY1uY2E Um. Existea unafunción analítica
U acotadaf E (56(X) tal que Y1 c {f > 1} e Y2 c {f .< —1} (podemosobtener
• esta función tomandounaaproximaciónanalíticag de una función continuay

• acotadaque sea igual a 2 sobreY1 y —2 sobreY2 (cf. [H], teorema5.1, p. 109).
• Pero el filtro imagen de f por Y tiene algún punto limite, por ejemplo r. Por

• consiguiente,para todo e > O y todo Y E Y, (1 — 9-) AY $ 0. En particular
• (f — r)í([1/2, 1/2]) E U,,,, por lo que corta a Y1 U Y2. Ahora bien, por
• construcciónsólo puedecortar a unode ellos,digamosYí,de dondese sigueque
• YiEUmeY2«’Um.
• Recíprocamente,sea U un filtro maximal en la familia C; veamosque niu es
U un ideal maximal. En primer lugar, por la definiciónde mu, 1 ~ m11, luego niu $
• (5(X). Ahora, si f, g e mu entonces1’(I—6/2, 6/2]) y y’([—6/2, 6/2]) están
• en U ya queésteesun ultrafiltro, y como f’([—6/2, 6/2])A§’([—6/2, 6/2]) c
• (f—g)’([—6, 6]) se tienequef—g E mu. Finalmente,paracualquierhE (56(X),

• si ¡h(X)I < k se tiene que g—
1([—6/k, 61k]) c (hg)—1([—6, ~1)con lo que

U hg E mu y por tanto mu es un ideal.
U Parademostrarquemu es maximalbastasuponerquemu c p conp maxima]
U y considerarel ultrafiltro 14 asociadoap definidoanteriormente.Por la definición
U de 14 se sigue que U c 14 y como U es un ultrafiltro, necesariamente14 = U.
U Por ladefinición de m obtenemosahoraque p c ni y por tanto la igualdadentre
U ambos. Ir
U

Sea ¡3 un orden de K. Vamos a asociara ¡3 un ultrafiltro de elementosde (3
u
u
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U
• de la manerasiguiente.SeaW0 la envolturaconvexade 1k en K con respectoa
• fi, estoes,
U = {f E K¡ — r <0 f<0rpara algún rE IR}.

U

U ¡Vg3 es un anillo de valoracióncon cuerporesidual IR y (5b(X) G W0. Seam0
u el centrode W0 en (5b(X), es decir, m0 = A (5fi(X) dondeu0 es el ideal
U maximalde W0. Comoel cuerporesidualde W0 es IR, llegamosa que m0 es un
U ideal maximal. Definimos:
U
u Definición 2.2. Llamamosultrafiltro asociadoa ¡3 alfiltro maxinial1k, asociado

al ideal maximalm0. Por simplicidadlo representaremossimplementepor U~.
U
u De la propia definición se sigue que dos órdenes“centrados”en el mismo
U ideal maximal tienenel mismo ultrafiltro asociado. El ultrafiltro U~ nos va a

U permitir dar algunoscriterios geométricosparaque una función sea positiva en
• fi. Denotemospor >0 : tV0 —. IR el lugar definido por W0. Al ser convexo
U respectoa ¡3 se sigue que A~ es compatiblecon él, estoes, para 1 E W0 con

U 1 =oO tenemosque A~(f) > O. Usandoesto, seremoscapacesde interpretar
U geométricamentealgunosresultadossobre¡3 en términosde A,~ y 110.
U
U Proposición2.3. Para cada 1 E (5b(X), Ap(f) es el punto límite del ultrafiltro
U imagende it~ por 1~
U
• Demostración. Sea9 E m0 tal que f = >p(f) + g. Entonceses suficiente
U demostrarque el punto limite de g(U,,) es cero. SeaR un elementode g(U~)
U y sea6 un número real positivo. Como g E m0, g—1([~6,6]) E U~ y por otra
U parteexisteY E U~ tal queg(Y) cE R, entoncesYAg—’([—6,6]) $0 y además

• RA [—6,61$0. Así 06 R como queríamos. O
u
• Corolario 2.4. Unafunción f E (5dX) es una unidaden W0 si y sólo si existe
u un elementoY E 110 y algún 6 > O tal que II (x)¡ > 6 para todo x E Y.

u
Demostración. Si ¡1 Qn)¡ > 6 paratodo z E Y entoncesel punto limite de f(U~)
es distinto de cero, estoes, A¡~(f) $ O, lo que equivale a decir que f es una
unidaden

• Recíprocamente,si el punto límite de f(U~) es distinto de cerobastatomar

• Y = (1— >y(f)§’(j—I~~ftf)l/2, ¡Ap(f)I/21) E 110 y 6 = ¡Ao(f)I/3. O
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u
U Otra consecuenciainmediatade este resultadoes la siguientecaracterización
U geométricade las unidadespositivas en ¡3:
u
U Corolario2.5. Seau 6 (56(X), u ~ m0. Entoncesu >~ O si y sólo si u1~, > O
U para algún Y E U~.
U

Demostración. Comou es unaunidadtenemosqueA0(u) # O y ademásu >p O
si y sólo si A0(u) > 0. Por tanto tenemosque probarque >0(u) > O si y sólo si

u
u~ >OparaalgúnYefl0.

Supongamosque A0(u) > 0. EntoncesY, = u’([>0(u) — e,A0(u) + e])
U pertenecena 11g3 paratodo e > 0; en particular parae = A0(u)/2 tenemosque

U u1~, >0. Recíprocamente,si existe Y E 11~ tal queuy > O, al ser A0(u) $ 0,
• estáclaroque >0(u) > O. o
u
U En casode que u no sea una unidad, el anterior corolario puede extenderse
U

parcialmentedel modo siguiente,lo que nos seráde gran utilidad:

U Lema 2.6. Sea 1 E (5ó(X) y supongamosque ~ > O para algún Y E 11g3.
U Entoncesf E fi. y para cada u E N existenu, g E (56(X) tales que u está
U
U acotadoen valor absolutosobre Y, uy > O y uf = g”.
U
U Demostración. Seay

4 : M —* 1k unafunción continuatal que v’Qn) > O para
todo z E NI, y v(,, = 1(71, la cual existepor el teoremade Tietze. Seay

Nf — 1k una aproximaciónanalíticade i? tal que ¡vQn) — VQn)I < ~v(x) para

U todo x E lvi. Pongamosu
1 = f”’/v y u = ui/(1 + u?) E (56(X). Si z E Y

• tenemosque utQn) > 41n
1(x)/5v*Qn) = 4/5 y llegamos a que u estáacotada

• en valor absoluto sobreY. Ahora, uf = f”/v(1 + u?), y como <1 + u?) es
• estrictamentepositiva,tenemosque<1 + u?) = h” paraalgún h E 0

6(X). Así
• uf = y”. dondey = 1/li. Por último, bastatomarun númeropar u paraconcluir

U quefEfi.
U
U Corolario 2.7. Seanf’,..., f,. E ¡3. Entonces{z E X f’Qn) =0,...,1,-Qn) =
U O} pertenecea U~ y en particular es no vacio.
U
U Demostración. Seaf unade las funcionesfi, . . . ,f,-. Supongamosque 2(1) ~
U U~. donde2(f) es el conjunto de cerosde f. EntoncesexisteY E 11p tal que
U
U
U
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u
U 2(1) A Y = 0 y podemossepararY en dos conjuntossemianalíticosglobales

cerradosY1 e Y2 definidospor
U
U Y1 = {xeY ¡ fQn) >01 y Y2= {zeY ¡ 1(x) <01.
U
• Como 110 es un ultrafiltro tenemosque o bien Y1 E U~ o bien Y~¿ E 110. Por el
• lemaanteriornecesariamenteY1 E 110. En particular,hemosdemostradoquepara
u cadai = 1,. . . , r existeun elementoY() E 11~ tal que í~~<~> =0. Tomandola
• intersecciónde todosellos se concluyeel resultadoinmediatamente. Ir

u
3. Teorema de Artin-Lang: un casoparticular

U
U El teoremade Artin-Lang afirma que los mayoreso igualesdel corolario ante-
U rior puedenreemplazarsepor mayoresestrictos. Para variedadesanalíticasno
U compactasde dimensiónarbitrariaes aún un problemaabierto. En esta sección
u demostraremosun casorestringido,peroque incluye en panicular,la situaciónen
U que M es compacta.
u
U Proposición3.1. SeanM una variedadanalítica y X un conjunto analítico glo-
• bal irreducible. Sean (5(X) el anillo defuncionesanalíticas sobreX y 1< su
• cuerpode fracciones. Sean 1”~~ ~ E (5(X) tales que {x E X ¡ fi(z) =
U O,..., .fiQn) =O} es compacto. Entoncesfi,..., f,. son simultáneamentepo-
• sitivas en un orden ¡3 de 1< si y sólo si Qn E X ¡ fí(x) > O,...,frQn) >
u O}AReC(X)$0.
U
U Demostración. Sea6 E (5(X) tal queX\Reg(X) c {6 = 0>. Consideremosel
U ultrafiltro Ug asociadoal orden ¡3. Si fi,... , f~ E ¡3 tenemospor el corolario 2.6
U {x E X 1 fi(x) =0,...,fr(X) =0,6

2Qn) =0} E 110, y como este conjunto
U es compacto.se sigueque11g3 es un ultrafiltro fijo, digamosquecon punto limite
• a E X. En panicularel orden fi estácentradoen el punto a y se extiendea un
U orden ¡3’ en unade las ramasanalíticasde X en a (cf. la observación3.3 más
U adelante). Obviamentefi,..~, Ir, <52 E ¡3’ y por el teoremade Artin-Lang para
U anillos de gérmenes(cf. [Rs] o [An-Br-Rz]), resultaque el gérmende conjunto
U Qn E X 1 fí(x) > 0,...,f~(x) > 0,62(z) > O}a $ 0, de dondese sigue el
• resultado.
U Recíprocamente,si 8 = Qn E X ¡ fi(x) > O,...,f,.(x) > 0} A Reg(X) $ 0
U se sigue,por el criterio de Serre,queexisteun orden ¡3 de K enel quef1, . .
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U
• son positivas. En efecto, consideremosla ecuación
U
u
U c~rT2i a,~donde901 = fi” .f~0’~ con a~ = 0,1, y supongamosquetieneunasolución
U {h

01v..,Or}. Resultaque hai,.,.,arQr) = O paratodo z E 8, de donde,al ser X
u irreducible,se sigue h01 = 0. Iru
U Proposición3.2. Seaf E (5(X) tal que 1 ‘(0) es compacto. Entoncesf es
U una sumade cuadradosde elementosde K si y sólo si 1(z) =O para todo

• z E Reg}X).
U

Demostración. El ‘sólo si’ es evidente. Supongamosahoraque fQn) =O para
todo r E Reg

4(X). Entonces,por la proposiciónanterior,1 es positivaen todos
los órdenesde 1<, y por consiguienteesunasumadecuadradosde elementosde
K. Ir

• Observación3.3. La extensiónde un ordenfi de K centradoen un puntoaE X
a un orden de una ramaanalíticade X en a puede versecomo sigue: el anillo
(5(M)

0 es local regular de dimensiónu = dim(M), y por tanto su localizado
U (5(M)» es también regular y tiene 1< como cuernoresidual. Por consiguiente
u existeun anillo de valoraciónV que domina a (5(M)~ y con cuerporesidualK.
U Elevando¡3 via V obtenemosun orden total 4’ de (5(M) compatiblecon V y

U que se especializaen /3. Obviamente,4’ estácentradoen a, y una inmediata
u aplicacióndel criterio de Serrepruebaque4’ seextiendeaun orden4” del cuerpo
U de fraccionesdel dominio de gérmenesde funcionesanalíticas. Ir
u
U

4. Sumasde potencias2k-ésimas
u

Las caracterizacionesgeométricaspor medio de arcos analíticosde sumasde
potencias2k-ésimashan sido estudiadasa fondo en diferentescontextos: para
polinomios, [Pr]; parafuncionesmeromorfassobreuna superficieanalíticacom-

U pacta,[Kz]; y finalmente,paragérmenesy funcionesmeromorfassobrevariedades
analíticascompactasde dimensiónarbitraria, [Rz4]. En todas las situacionesla
demostraciónse basaen el llamadocriterio de valoracióndeBecker ([Be]):

U Teorema4.1. SeaK un cuerpoy sea1 E K. Entoncesf es sumade 2k-ésimas
U potenciasde elementosde 1< si y sólo si f es sumacuadradosen K y para
U cualquier valoración real y de K setieneque 2kIv(f).
U
u
u
U
U
u
U
U
U
U
U
u
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U
U SeaX como antes,estoes,un subconjuntoanalíticoglobal, irreducible, de

U unavariedadanalíticaM, no necesariamentecompacta.Utilizando tambiéneste
criterio, nosotroscaracterizaremosaquellasfuncionesmeromorfassobreX, con
conjuntode ceroscompacto,que son sumade potencias2k-ésimas. Nóteseque

u de nuevoesteresultadoenglobatodos los hastaahoraconocidos.u
U Teorema 4.2. Sea1 E (5(X) tal quesu conjuntode ceroses compacto.Entonces
U f es sumade potencias2k-ésimasen 1< si y sólo si para cada curva analítica
• 00

• e: (—e, e) — X no contenidaen S(X) tal que f(c(t)) = atm + Zaitm+í, con
• a$0, se verificaquea>Oy2k¡m.

U
Observación4.3. Tenemosque considerarel lugar singularde X pues de lo
contrarioel teorema1.2 seríafalso. Porejemplo, tomemoscomoX el “paraguas”
de ecuación

• X = {(z, y, z) E 1k~ ¡ x2(1 — A) = + y4> ce
• La función analíticaf = 4 — A tiene en X un conjunto de ceroscompacto(el

conjuntode cerosde f acotadoscon X es {(O, 0, +2), (0, 0, —2)> y es negativa
enel punto singular(0, 0, —5); sin embargo,4 A = z2+ (y/z)2y2+ 3 es suma

U de cuadradosen el cuerpode funcionesmeromorfasde X. Ir
U
U Demostración. Condiciónnecesaria.
• Tomemosunarepresentaciónde 1 como sumade 2k-ésimaspotencias:
U
u 1=

3g?k/¡~2k, con 91,h E (5(X), y h ~ O.
U
• Obviamentef es no negativasobreReg(X) \ {h = 0}, y como X es irreducible

u esteconjuntoes densoen Reg(X). Por tanto lo únicoquetenemosque probares
• la condición de divisibilidad del exponentesupor 2k. Seac : (—e, e) —* X una
• curvaanalíticano contenidaen S(X). Ponemosz = c(O). Si (hoc)Q) ~ O, como

2k
U h

2k(c(t))f(c(t)) = Zg~(c(t)) entonces
U

2k ord((h.c)(t)) + ord((f’c)(t)) = 2k ord(Z(9ioc)(t))
U
• y fácilmenteobtenemosel resultadobuscado.En general,necesitamosusardeter-
U minadasvaloracionesdel cuerpo1< asociadasal puntoz.
U
U
U
U
U
U
u
U
U
U
U
u
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e
e
U
U
U
e
U
u
U
u
e
u
U
U
e
U FIGURA 3.1. 5(X) = Z(z2+ y2)
u
u Seam~ el ideal maximal correspondientea z en el anillo (5(X). La curva e

define unasucesión
U

U donded4g) es la expansiónen O de goc, y (5~(X) = (5~(M)/p es el anillo de
U gérmenesde funcionesanalíticassobreX en el punto z. En particular, #f~) =

• 00

e atm + E a,tm+¿.
t=1

U Seaq = (ker~’) A (5(X),,,
1 = ker(~oi). El homomorfismo~ induce una

e inclusión

e k(q) ‘—*u
• dondek(q) es el cuerpococientede (5(X)m1/q y 1k({t}) denotael cuernocociente
• de IR{t}. Restrinjamosla valoración ordinariade IR({t}) a una valoración~ de
U k(q). En particular, la clasede f~ en k(q) verifica queu(ft) = ord(foc) = m.

U Seac~ el germenen z de la curva definida por e. Como por hipótesise no
U estácontenidaen S(X), podemostomar un punto regular y E e,,,. Entonceslos
• anillos (5(X)mv y (5(X)q = ((5(X)mv)q son anillos regulares. Por lo tanto hay
U unavaloraciónit de 1< con cuerporesidualk(q). Finalmente,seau la valoración
U compuestade ~ y it. Tenemosque F,,, = r~/I%, 1% es un segmentoconvexode
U r~, y v(f) = v(f~). Comof admiteunarepresentacióncomosumade 2k-ésimas
u
e
U
U
U
e
u
e
U
e
e
u
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u
U potenciasen K, por el criterio de Becker2k divide a la vez v(f) y por tanto 2k
• divide «L) = m = ord((f.c)(t)).
U
• Condiciónsuficiente.
• Partimosde la hipótesisde que para cadacurva analíticac : (—e, e) — X no

00

contenidaen S(X), tal que f(c(t)) = al”’ + Zaitm+t con a$ O, se verifica

quea>Oy2k¡m. 1=1Veamos primero que f es una sumade cuadrados. En efecto, si no, por la
proposición3.2, existiría un punto z E Reg(X), tal que 1(z) = a < 0. Cada

• 00

• curva c : (—e, e) — X con c(0) = z verifica que f(c(t)) = a + E a1é con
• a<0. en contrade nuestrahipótesis. t=1

• Supongamosahoraqueexistieraunavaloraciónrealw de 1< paralaquew(f)
u no fuera divisible entre2k. Seaentonces¡3 un orden de K compatiblecon w,
u y seay = ~o(

1k , K) la envolturaconvexade IR en K con respectoa ¡3. Así
• V estaríacontenidoen el anillo de valoraciónde w. En particular r~ = 1¾/A
• dondey es la valoración definida en V y A es un subgrupoaisladode fl,. Por
• tanto, 2k no divide av(f).
• Seam

0 el centrode W0en (56(M) y sea110 el ultrafiltro de conjuntossemia-
• nalíticos globalescerradosasociadoa ¡3,
u
• 110 = {YE (3 ¡ YAI—’([—6,6]) $Opara todo 6>OytodofEmp}.

u Supongamosque f’(0) « 11p~ Entoncesexiste Y E U~ tal que fi>- > o o
• f¡>- < O y aplicandoel lema2.5 afunction fo —1, segúnelcaso,podemosafirmar
U queexisteuna unidadu en V, y g E (5

6(X) tal que uf — 92k~ En particular 2k
u divide v(f), contradicción.Por consiguiente,1í(0) E 110. Comoesteconjunto

U es compacto,se sigueque el ultrafiltro 11~ tiene un punto limite p E X, estoes,
U
U 1I~ = {Y E(3 ¡,p E Y>.
U

En panicularfi estácentradoenp, estoes, el ideal maximal ~½dep en (5(X) es
U convexocon respectoa fi.
• Consideremosla inclusión de anillos locales

U
(<Db(X))mp = (5(X)t.np ‘-~ (5~(X).

• Comoel anillo V domina (5(X)mp podemosargumentarcomoen [Rz4] y hallarun
• germende curvaanalíticae : (—e, e) — X no contenidaen 5(X), con e(O) = p
U
e
u
U
U
U
U
e
e
e
e
u
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u
• oc
• y tal que f(c(t)) = atm + Za,C”+’, donde2k no divida m, lo que contradice

U t=1la hipótesisinicia]. En conclusión1 satisfaceel criterio de Becker,y por lo tanto
es sumade potencias2k-ésimasde funciones meromorfas,lo que concluye la
demostración. Ir
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• 4u
U

e Propiedad de Artin-Langu
U

para variedades analíticas
e de dimensión dos
U
e
U
e
u
e
U
U 1. Introducción
U

U En estecapítuloalcanzaremosuno de nuestrosobjetivosprincipales:demostrarla
e propiedaddeArtin-Lang paravariedadesanalíticasrealesconexasy paracompactas

de dimensióndos.
e Antes de entraren la demostracióndel resultadonecesitamosalgunosresulta-e

dos técnicosque obtendremosen la secciónsiguiente.En particulardemostrare-
mos cómoeliminar los cuadradosde unafunción f analítica.

U
• 2. Función cuasilibrede cuadradosasociadaa unafunción dada
U
• En estasección,salvoquese especifiqueotra cosa,supondremosquela dimensión
U de M es arbitraria. Seaf unafunción analíticasobreM y sea2(1) su conjunto
U de cerosen M. Recordemosque2(1) se descomponeen la unión de unafamilia
U localmentefinita de componentesanalíticasglobales irreducibles. Seay E M.
U Denotamospor f~, el germenanalíticof en y y por Z(f)~ al germende 2(f) en
U y. Finalmente,denotamospor 2~(2(f)~) el ideal de cerosde Z(f)~ en el anillo

U (5M, ~, de gérmenesde funcionesanalíticasen y.
U
U Definición 2.1. Diremosqueel germen~, E ~ es elíptico si codim2(.~) > 1.

u
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U
U Definición 2.2.
U a) Diremosqueelgennenf~ escuasilibre de cuadradossifactorizaen (5M,~

• como:

Ix = f12<~ fsx¿1x~••U
U donde 4»,, son gérmeneselípticos irreducibles en (5M,x y f~ son gérmenesirre-
• ducibles distintos con conjunto de cerosde codimensión1. Diremosque f,, es
U libre de cuadradossi ademaslos gérmeneselípticosej,, son unidades.
U

b) Diremosque 1 E (5(M) es cuasilibre de cuadradossi 1~~ es cuasilibre de
cuadradospara cadaz E M. Análogamente,decimosque f E (5(M) es libre de
cuadradossi 1~ es libre de cuadradospara cadaz E M.

u
u Finalmente,consideramosla siguiente
U
u Definición 2.3. Decimosquef cambiadesignoen z silosdosgérmenessemía-
• nalíticosen z {f > 0},, y {f < 0}~ no son vacíos,o equivalentementesi hay
• una basede entornos{Vj} de x tal que para todo i ninguno de los gérmenes
• {y e ¾1(v) > O> ni {~j E 1,11 ¡ fQy) <O> seavacío. Denotaremospor 2(f)’ el
U conjuntode puntosen los cuales 1 cambia de signo ypor 2(1)” a su comple-
U mentarioen 2(f).
e
U Se sigue inmediatamentede la definición que el conjunto 2(f)’ de puntos
• donde1 cambia de signo es semianalíticoy cerrado. Sin embargo,en general
U no es analítico. Por ejemplo si 1 = 12 — zy2, 2(1)’ es la partedel paraguasde
U Whitney que quedaen el semiespacioz =0, estoes, la partede dimensióndos.
U
U Problema. ¿Es 2(1)’ un conjunto semianaliticogloba]?
U
U Veremosque si dim(M) = 3 la respuestaes afirmativa. Másaún, un primer
U resultadoquemuestralas peculiaridadesdel caso bidimensionales el siguiente:u
u

Lema 2.4. Supongamosquedim(M) = 2. Entonces
U

a) 2(1)’ es un conjunto analítico global.
• b) 2(f)” es un conjuntoanalítico global.
U
U
u
U
U
e
U
u
e
e
u
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u

Demostración. Evidentemente,es suficienteconver quetanto2(1)’ como 2(f)”
U son uniones de componentesirreduciblesde 2(f). Por simplicidadescribiremos
U 2’ y 2” en lugar de 2(1)’ y 2(f)” respectivamente.
U SeaY c 2(1) unacomponenteirreduciblede 2(1). Si dim Y = O es obvio
U que Y c 2”. Supongamosahoraquedim Y = 1. Puestoque Y es irreducible,

es de dimensionpura y conexo. SeaD1 = Y A (U Y’) dondela union recorreel
U resto de las componentesirreduciblesde X. D1 es un subconjuntoanalíticode

Y, y por consiguientees discreto. Supongamosprimeroque (Y \ Di) A 2’ $ o,

U y tomemosa E (Y \ Di) A 2’. Puestoque(5a(M) es un dominiode factorizacion
única, el ideal J((Y)a) es principa], digamos~((Y)0) = (ha)(5a(M). Además,

• por el TeoremaA de Cartan, existeuna función analíticaglobal g E (5(M) que
se anulasobreY, tal que 3((Y)a) = (ga)(5a(M). En particular, se sigue que

• 8((Y)6) = (o6)(5dM) paratodo b E (Y \ D2), dondeD2 c Y es un conjunto
discreto.

Por construcción fa E (Ya), y como 1 cambiade signo en a, tenemosque

• fa = gCaua,dondeua E (5a(M) es unaunidady aa es un númeroimparpositivo.

SeaY el haz analíticocoherentedefinido por
U

Y = (ÑQa(5M + I(5M) /f(5M

El soportede Y un conjuntoanalíticocerradoy tenemos
U
• SuppY= Qn E Z(f)¡f~(5~(M) ~ g

0~(5(M)}
U
U Porconsiguiente,la interseccionD

3 = SuppYAYes un subeonjuntoanalítico
• deY quees propio, yaquea« Supp(Y). ComoY es irreducible,se siguequeD3
U es discreto. Ahora, si ponemosD = D1 UD3, resultaque 1 cambiade signo en
U todoslos puntosde Y \ D, estoes,en todo Y exceptoen un subconjuntodiscreto.
U Como 2’ es cerradoconcluimosque Y c 2’.

• Supongamosahoraque(Y\Di)A 2” $ 0. Razonandocomoantes,obtenemos
U queY \ 2” estácontenidoen un conjuntodiscreto,es decir, que Y A 2’ es un
U subconjuntodiscretode Y, y que Y c 2”. En conclusión,resultaque o bien Y
• estácontenidaen 2’ o bienlo está en 2”, y la proposiciónquedademostrada.O
U
U Proposición 2.5. Sea1 una función analítica sobre M ysea 2(f)’ el conjunto
U de puntos donde f cambia de signo en M. Entonceshay una única función
U analítica en M (salvo unidad) ¡ cuasilibre de cuadradosque cumple:
U
u
U
U
U
U
U
U
U
U
U
u
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u
e
— a) I=IZtconAiE(M);

ó i=1
— b) 2(1)’ G 2(1) c 2(1) y dim(2(f)~) =u — 2 para cada x E 2(f) \

— 2(1)’:

• c) Existeun conjuntoanalítico global Y c 2(f) de codimensión> 2 en M
— tal que t(2(j)~) = (fx)(5M,x. para todoz ~ Y y 2(f) \ 2(1)’ C Y.
u
• Demostración. Seay un punto de M. Por ser (5M,~ un dominiode factorización
— única, f~, tiene unafactorizaciónloca]

u
— fy = g~h~p~
U dondePv y h~ son productos
u
u
u
a
• de gérmenesirreduciblesdistintos conconjuntode cerosde codimensión1 y > 1,
• respectivamente.

SeaY el prehazde idealesdefinido por

u
u Y~ = gy(Jyj

paray E M. Es bien conocido que si un germenanalítico Yj, es irreducible,
• entoncesY~ es reducidoy equidimensionalparatodo z en un entornosuficiente-
• mentepequeñodey. De aquíse sigue queY es un haz. Además,comoparacada

u y e M, el ideal de gérmenesY~ estágeneradoporun elemento,el (5(M)-módulo
r(Y, M) de seccionesglobalesde Y estágeneradopor un númerofinito de ellas,

pongamoslí,... ,l~ (cf. [Co], teorema3.1). En particular,paracadayE M, te-
— nemosque(ll,v,... ,ls,y)(5M,v = (gp)(5M,y, asíque(ltv)(5M,v = (9y)(5M,y para
u
e algún E {b . . . ,s}. Por consiguiente,tomando ¿ = Z l~ E (5(M) llegamosa
• que i=1
— l~ = 9~Vy

U dondev~ es unaunidaden (5M,v.

a Recogiendotodo lo anterior,definimos ¡ = 1/1 E (5(M). Por construcción,
W se sigue que f~, = en cadapunto y E M, dondew~, es una unidad. Esto
u demuestraa y b.
a
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
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U
• dondehi,~,. . . son gérmenesirreduciblesdistintos de dimensiónuno, y Pr
• es una unidado un germenelíptico. En estecasop~ tieneun único cero aislado
U en x. SeaD el conjuntode puntos y E M tales que Pv es un germenelíptico.
• Como dim Al = 2,paracaday E M hay un entornoU tal quesi 11~, es irreducible
U entoncesh~ es irreducible paracada x E U. Por consiguientees inmediato por
U la proposición2.6, capitulo 1, que existeuna función analítica~ E (5(M) que es

U sumade cuadradosy tal que z(e) = D y ¿y(5M,v = PY(5M,V paracaday E D.
• Definimos ahora la función 1 = f’/~ E 0(M). Una inmediatacomprobación

muestraque ¡ verifica las condicionesdel enunciado. Ir

U
• Observación2.9. Obsérveseque hemosdemostradoque¡ E 1(2(1)’) y que su

u germenf~ generala fibra 1(Z(I)~) en todoslo puntos. Puestoque estamosen
u dimensión2, el haz de ideales es coherentey por tanto ¡ generael ideal
u 2(2(1)’) de seccionesglobales.En definitivahemosvisto queesteideal es princi-
U pal. Estosugierequepodríamoshaberplanteadolademostraciónde laproposición
u anteriordirectamentedefiniendo ~ comoun generadordel ideal 2(Z(f)~,) inten-
U tandodespués,por mediodel TeoremaB, encolarestosrepresentanteslocalespara
U producir la función global f. Es bien conocidoquela familia {U~ A Uy,, 1~/f~}
U defineun 1-cocidosobreM, y por tanto,estemétodofuncionasi Al verifica que
U H1(M, Z

2) = 0. Sin embargo,en generalno hemosvisto unaaproximaciónmás
U directaque la dada. Ir
U

Acabamosestaseccióncon la siguienteconsecuenciade la proposición2.5:

U Proposición2.10. Sean1’,... ,f,. E (5(M), f~ ~ 0, i = 1,..., r, y sea 8 =

u {zeMIIí(z) >0,...,IrQn)>01. Seang~j=Iífj. para 1 =i<i =rysea
U T = {x E M¡fíQn) =O,...,ír(z) =0,~12(x) =~ =0>,donde

f~ (resp.~~j) son lasfuncionescuasilibresde cuadradosasociadasa f~ (resp.gij).
EntoncesT \ 8 es un subconjunto semianaliticode M con dim(T \ S) =n — 2.u

U Demostración. SeaF = (Dli) (ri.~ DemostraremosqueT\ Sc 2(9) \
U 2

U Reg*(Z(F)). En efecto.seapE T \ 8 y supongamosquep E Reg’(Z(F)). En
• particularp estáen unaúnica componenteirreducibleY de 2(F). Supongamos
U que Y c 2(1i). Si Y no estácontenidaen ningúnotro 2(h) entoncesfí(P) = O
U y Ij(p) > O paratodo i > 1. De nuevo, por serp regular, fi cambiade signo
U en p, y se sigue que en cualquierentornode p hay puntos del conjunto {íí >

O,...,Ir > 0>, por lo quep E 5, contradicción.
U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
U
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U
U Por tanto,hayotra función, pongamos12, queseanulaenp. De nuevousando
• la regularidadde p concluimosque toda la componenteY estácontenidaen los
U ceros de 12, es decir

• Y G Z(¡í) A 2(12).
U

Se sigue que Y es unacomponentede 2(912) y que 912 no cambiade signo a lo
• largo de Y,por lo queY ~ 2(412). Usandodenuevola regularidaddepse sigue
• que 412(P) $ 0, por lo que es 412(p) > 0. Pero esto implica que ¡í y 12 tienen

la mismadistribuciónde signo sobreun entornode p. En particular,encualquier
• entornoU depsetienequeUA{fi >0,12>0> $0. Si resultaquef4p) >0
• paratodo i > 2, obtenemosde nuevoquep E 8. De este modo llegamosa que

ha deexistir unatercerafunción, por ejemplo 13, tal que

u 3

U y’ flz(fl.
u ¿=1

u Argumentandocomo antes,con las funciones 913 y 923. obtenemosque para
U cualquierentornoU de p, U A {Ií > 0,12 > 0,Ia > 0> # 0. Así en un número
u finito de etapasobtenemosque p E 8, en contradiccióncon nuestrahipótesis.
U Por consiguientep debe estaren 2(9) \ Reg*(2(F)) y la proposiciónqueda
U

demostrada. o

U
U 3. La propiedad de Artin-Lang para dimensión 2
u
U A lo largo de estasecciónsupondremosque Al tienedimensión2. Como antes,
U representamospor K el cuerpode fraccionesdel anillo (5(M) de funcionesana-
U líticas sobreAl. Estamospor fin en condicionesde probarel siguiente:
u
U Teorema 3.1. Propiedad de Artin-Lang. Sean fí,..•, Ir E (5(M). Existe un
U orden ¡3 de K en el cual son simultáneamentepositivassi y sólo si {fí Qn) >
U 0,...,frQn)>0>$0.
U
U Demostración. Supongamosprimero que {Ií > 0, . .. , Ir > 0> $ 2. Una
U aplicación inmediatadel criterio de Serrepruebaqueexisteun orden ¡3 en 1< en
U el que fr,.. . ,f~ son simultáneamentepositivas.
• Recíprocamente,sea¡3 un ordendel cuerpoK tal que Ii >~ 0, ... ,Ir >0 0.
U PodemossuponerqueAl C IR”. Igual queantes,pongamos91j = fJ~ para i <j.
e
U
e
u
U
U
U
U
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u
U Obviamente9ij E ¡3 y
U
• {ZEMIIíQn)>O,...,frQn)>0}

={XEM¡1lQn)>0,...,fr(Z)>0,912(X)>O,...,9fr...í>r(X)>0}.
U
U Ahora seanfi,..., fr, ~ las funcioneslibres de cuadradosasociadasa ellas.
U Por el Corolario 2.6 hemosreducidoel problemaa demostrarque
e
• Qn E M¡f~(z) > 04j(x) > O,i <j;i,j = 1,...,~} $0.

u
Supongamoslo contrario. Por la proposición2.10 el conjunto semianalítico

Y= [oL-’uO~~ñ]A[n~uooo»]
e
• es discreto.
• SeapEYyseaU~unentornodeptalqueU~AY {p}ydefinamos
• r~(z) = ¡¡z — ph

2, donde ¡¡ . representala norma cuclídeade IR”. Estaes una
U función analíticaglobal de IR”, y por tanto definie una función analíticagloba]
• sobreAl, con un gérmenelíptico en p. Tenemosque para cadaz E (4 con

• fiQn) =O y ~ij(x) =0, entoncesr~,Qn) = 0. En otras palabras,el germen
• semiana]íticoen
U
• {fi,p Qn) =Ú,~j,n,pQn) =0,rp(x) $0>

u
es vacio. Por consiguientepodemosaplicarel Positivstellensatzen (5Mp y con-
cluir queparacadap E Y existeli,

2 E 1% y un númeronatural s, tal queu
• = (*)
u
• donde1% es el cono generadopor hp, . . . ,Ir,p,~12,p, . . . ~ es decir, li~
• es unasumafinita de productosde la forma
u
• ap,ijmH L~; H ~
• i j,m

U dondeap,ijm es sumadecuadradosen (5M,p. Porotraparte,comocualquiersuma

• de cuadradosen (5M,p es sumade dos cuadrados(cf. [Bo-Rs]. lema7, y [Jw3],
2• corolario2.1) podemosescribir~ = b~iim +Cp,íjm~ conbp,ijm, Cp,ijm E (5M,p.

Además, se sigue de la ecuación(*) anteriorque con la identificación ~
0M,p —

u
e
U
e
u
e
u
u
U
U
U
u
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U
U IR{Xi, X2>, h~ es un polinomio homogéneodegrado4s,. Sea4, E (5M,p tal que

u li,, (mod~ Entonces4, = li~+f, donde1 E
0M,p es unaseriedegrado

inicial mayor que 4sf,. En particular li~ es la forma inicial de 4,. Como li~ es
u un germenelíptico enp, se sigueque 4, es elíptico tambiény, consecuentemente,

menoro igual quecero en un entornodep.
u Así paracada¿4,ijm,C~jm E (5M,p queverifica queu

— bp,ijm E m;;P, 4~jm — cp,ijm E
u
u con y

1, ~ 4s1,, entonces

U
4, = 3fl L%, [Jg~p(b,,íjm+ <

4,,iim)
i=t j,m

U
• tieneun cero aisladoen p y t~Qn) <0 paratodox $ p en un entornode p.
• Ahora, por la proposición2.5, capitulo 1, existenfuncionesanalíticasglobales
• Bijm y Cíjm tales que para cadap E Y sus gérmenescoincidencon bp,ijm y
U c

1,.jm, hastael grado ¿j,. Consideremosla función analíticaglobal
u
• H=3fl~

6Ífl47(B?j~ + Cgm)
ijin i=1 .,ju

• Obviamente,H E fi, y por construcción,en cualquierpunto de p E Y el
• germenH~ es elíptico y menor o igual que cero en un entornode p. SeaII e
U (5(M) la función libre decuadradosasociadaa H. Tenemosque II E ¡3 mientras

• que H¡>- < 0; peroentonces
u
• QnEMI1íQn)=0,gijQn)=0,HQn)=0>YA{XEM¡Ñ(X)=0}=0
u
• en contradiccióncon el corolario2.7, capitulo3. Ir
u
• Denotemosahorapor8 la familia deconjuntossemianalíticosglobalesabiertos
U de M. Evidentemente8 es cerradapor unionese interseccionesfinitas, de modo
• que podemosconsiderarfiltros de conjuntosde 8. Tenemos:
U
• Teorema 3.2. Teorema del ultrafiltro. Existeunacorrespondenciabiyectivaen-
U tre el conjuntode órdenesde 1< y el conjuntodefiltros maximalesde 8.
u
u
u
U
u
u
u

u

u
u
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U
U Demostración. Sea¡3 un ordende K. Definimos
U
• VO<868¡{Ii>0,...,fr>0}csparaciertasíí,...,IrEfi}.
u

Es evidenteque V0 es un filtro de elementosde 8. Comprobemosque es
maximal. Sea

U
Y = UQn EM ¡ h~Qn) = 0,g~íQn) >0,. ..,gj5j Qn) >0>

1=1
U
• un elementode 8 tal que Y A 8$ O para todo 8 E V0. Supongamosque
• ..... . , li, no son la funcióncero,mientrasque li~ = O paratodo i > r. Afirmamos
• que al menosuno de los pedazosbásicosQn EM ¡ g~iQn) >0,... ,g~(z) >0>
• con i > r estáen V0, con lo que Y E V0. En efecto,encasocontrario,paracada
• z > r existeg~~< ~ /3, o equivalentemente~9ij< E ¡3. Peroentonces

• YA{li? >O,...,h~ >O<9r+t,jr+i ~ >O>=0

U
U en contrade nuestrahipótesis sobreY.
• Recíprocamente,seaV un filtro maximalde conjuntossemianalíticosglobales
• abiertos.Se sigue queV contienetodos los conjuntosde la forma {h

2 > O> para

• h E (5(M). Ahora, una comprobacióninmediatamuestraque
U
• ¡3v{f/g¡I,gEC(Al),{Ig>0>EV}
u es un orden de K. Obviamentelas aplicaciones¡3 —* V

0 y V —~ ¡3v son inversasu unade otra lo quedemuestrael teorema. Iru
• Observación3.3. En el capitulo anterior asociamosa cadaorden /3 un filtro
• maximal 11~ de conjuntossemianalíticosglobalescerrados,que ha desempeñado
• un papelfundamentalen la demostraciónde la propiedadde Artin-Lang, y por
• consiguienteen la definición del ultrafiltro V0 definido en el teoremaantenor

• Cabe,pues,preguntarsecuáles la relaciónentre11~ y V0. Veremosen el capítulo
próximo que en una variedadana]itica de dimensióndos la adherenciade un

u subconjuntoanalíticoglobal es un conjunto ana]ítico global. En particular,ésto
• significaque la adhernciade un elementocualquierade 8 pertenecea (3. Ahora

una comprobacióninmediatamuestraque si denotamospor V0 la familia de las
adherenciasdetodoslos elementosde V0, entoncesV0 es un filtro de(3 contenido

• en 110, peroque en generalno coincidecon él. O
u
U
e
u
U
u
u
e
e
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u
e
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u
u Sobre la adherencia
e
u
• y las componentesconexa
U

u de subconjuntos
u

semianalíticos globales
U
e
U
u
u 1. Introducción
U

e Esbiensabidodesde[LI quelaadherenciay lascomponentesconexasde conjuntos
semianaliticostambiénson semiana]íticos.Sin embargo,ambascuestionesestán

u abiertasen la clasede los conjuntossemianalíticosglobales. El mejor resultadoe proviene de [Rz3], donde se demuestraque si 8 es un conjuntosemianalítico
global relativamentecompacto,entoncessusclausuray componentesconexasson
tambiénsemianalíticosglobales.

u En esteúltimo capituloestudiamoslaadherenciay lascomponentesconexasdeu un conjuntosemianalíticoglobal 8 cualquieracuandodim Al < 3 y dim Al = 2,
respectivamente.Demostraremos:

Teorema 1.1. Supongamosque dim Al < 3 y que8 es un subeonjuntosemia-
u nalítico global de Al. Entoncesla adherencia8 es tambiénsemianaliticoglobaLe
• Teorema 1.2. Supongamosque dim Al = 2 y que 8 es un subconjuntosemia-
• nalítico global de Al. Entonceslas componentesconexasde 8 son también
u subconjuntossemianaliticosglobalesde Al.
e
u Nuestrademostraciónse basaen la propiedadde Artin-Lang paradimensión

dos que acabamosde probaren el teorema3.1 del capítuloanterior.
u
• 56
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e

2. Semianaliticidadglobal de la adherencia
e
u En estasecciónprobaremosla semianaliticidadde la adherenciade subconjun-
U tos semianalíticosde variedadesde dimensióntres analíticasreales,conexasy
e

paracompactas,a las que seguiremosdenotandopor M.
Comenzamoscon el siguienteresultadoelemental,que nos seráde granutili-

dad:
U
• Proposición2.1. SeaY un subconjuntosemianalíticode un conjunto analítico
U C G Al de dimensión1. EntoncesY es un subconjuntosemianalíticoglobal de
• Al.
u
u Demostración. Podemossuponerdesdeun principioqueAl estásumergidacomo
U subvariedaden algún espacioIR”, por lo que podemossuponerAl = IR”. (cf.
• capitulo 1 de estatesis). Puestoque los conjuntosdiscretosson semianalíticos
U globales,podemossuponertambién que C es de dimensión pura 1 y que Y
• es cerrado. Como C es coherente(cf. ejemplo 2.7, capítulo 1) se sigue que
U estádefinida por ecuacionesglobales,y tomandola sumade cuadradosde éstas

U podemossuponerque C = Qn E IR” 11(x) = 0>. SeaahoraD = Y \ Y, donde

U representael interior relativo de Y. D es un subconjuntodiscretode IR” y
paracadap E D los gérmenes1$ y Z,, = C, \ Y,, son cerradosde dimensión1 yu 02,, = {p}. Entonces,
lj de acuerdocon [Rz1] teorema1.1, existeun polinomio
li,, E IR[xt, ... x4 tal que

> 0,
U lip12\~> < O y li,1 Yp\<p>

e
e estoes,hay unabola W,, de p en IR” que verifica

U
W~, A Y = Qn E 14’,, 1 li,,Qn) ~ 0} A C.

u Obviamente,podemostomarW,,AWq = O sip $ q. SeaH E (5(1k”) unafunción
analíticatal que paratodo p E D H,, It1, hastael grado de It,,. Posiblemente
reduciendo14% podemossuponerque

U
• VV,, o Y = Qn E VV,, ¡ HQn) =010C.
u

Sean ahoraE,, c c VV,, bolas con centroen p tales que E,, cB c
• P,c W,,yconsideremosK= IJ B,yL=IR”\ lJ VV,,. KyLsoncerrados

pEO peDu
e
e
U
u
U
e
e
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u
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u
• disjuntospor lo que existeunafunción analíticay : IR” —. IR tal quey> O sobre
• 1< y 9<0 sobreL. Por construccióntenemosque Y A {g =0>= {H =0,y =
• 0,f=O}. Análogamente,seanN=IJ fl,,yT=lR”\ U fl’p,yseab:IR” —~

U pED peD
• IR unafunción analíticatal que_b>O sobreN y b <0 sobreT. Por construcción,
• Y A (IR” \ N) y (C \ Y) A (IR” \ N) son cerradosdisjuntos, luego existeuna
U función analíticaa : IR” —* IR tal que a > O sobreel primeroy a < O sobreel
U segundo.Se sigue que Y A (IR” \ N) = Y A {a > O>. Poniendotodo lo anterior
U conjuntamenteresultaqueY= j = 0,9=O,H =O}tJ{I =0,b< O a >0>.Ir

u Observaciones2.2.
a) Obsérveseque en particular la demostraciónanterior muestraque todo

U subconjuntosemianalíticocerradode una curva analíticapuededefinirse usando
u únicamentedesigualdadeslaxas >.U
u b) La hipótesisde queY seaun subeonjuntode un conjuntoanalíticoglobal
• de dimensión1 es fundamental.El ejemplo 1.3, capítulo 1, es unamuestrade un
• subconjuntosemianaliticodedimensión1 del píanoquesin embargono es global.

• c) La proposiciónpuederefinarsedemostrandoque de hechoY es genérica-
U mentebásico (es decir, salvo un conjunto discreto). Esto puede versedel modo
U siguiente:suponemoscomoantesqueY es cerrado.SeaC~’ lanormalizaciónde C

y r : —* C el morfismoanalíticopropiocorrespondiente.Comodim(C~’) 1,
u C~ es una variedadanalítica. SeaY” = iC’(Y). Es conocidoque Y” = {x E
e C” ¡ h(x) =0> con It E (5(C”). Ahora, h es una función meromorfade C,

digamosli = f/g con 1,g E 0(C). Es inmediatocomprobarque Y’ = Qn E C ¡

e g(x)f(x) =O} difiere de Y en un conjunto discretocontenidoen los ceros de
e g. Iru
• Lema 2.3. Seadim Al = 2 y sea8 un subconjuntosemianalíticoglobal básicoy

abiertode Al. Entoncessuadherencia8 esun subconjuntosemianalíticoglobaL

U Demostración. Seau
• 8=QnEMIIiQn)>0,...,Ir(X)>0>
U

paraciertosfi,.., f~ E (5(M), y seanf~, ~,j, con i,j E {1, . .. , i-}, lasfunciones
libres de cuadradosdefinidasen la proposición2.5, capítulo4. Por la proposición
2.10, capítulo4

U 5 = Qn E MhfiQn) =O,...,fr(Z) =0,~nQn)=O,...2(r..q)rQn) =O}\Y
U
u
U
e
e
e
U
e
e
e
e
U
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U
U dondeY es un subconjuntosemianalíticodedimensión0, estoes,un conjuntodis-

creto depuntos. ComoY es seminanalíticoglobalse sigueque8 es seminanlítico
• global. O
u
u Observación2.4. Obsérveseque la demostraciónanterior prnebaque la adhe-

u renciade un semianalíticoglobal abiertobásico es un cerradobásico. En efecto,
U con la notaciónanterior, Y es un cerradodisjunto con S con lo que existeuna

funciónanalíticali:M—*IRtalqueli>OsobreSyli<OsobreY. En

particular
uu S={xeM¡

• ¡i(x) =O,...,fr(X)=O,~l2Qn)=O,...r~(r~l)r(X)=0,liQn)=0>

U
• y por tanto es cerradobásico. O

u
• Proposición2.5. Seadim Al = 2 y sea5 un subconjuntosemianalíticoglobal
• de Al. Entoncessu adherenciaS es un subeonjuntosemianalíticoglobaL

u
• Demostración. Sea

u
• 8=UQnEA’fIfí(x)=0,gí1Qn)>O,...,9ú1Qn)>O}u i=1
e
• paraciertos f~,gn,~ . . , gíj, 6 (5(M). Es suficientever que la adherenciade cada

e pieza básicaS~ = Qn E MlI~Qn) = O,g~i(x) >0,.. •,9(j1 > 0} es un conjunto
semianaliticoglobal. Si ~ es la función cero, entonces8~ = Qn E MI g11(z) >

• 0, . . . > 0> y, por el lemaanterior,S~ es semianalíticoglobal. Porotra parte,
• si f~ no es idénticamentecero, $ es un subconjuntosemianalíticodel conjunto
• C = {ft = 0> que tienedimensión=1, y el resultadose siguedella proposición
• 2.1. Ir

u
• El caso abiertobásico en dimensióntres se resuelveanálogamenteal de di-
• mensióndos:
e
• Lema 2.6. SeadimAl = 3 y sea8 un subconjuntosemianalíticoglobal básicoy
• abiertode Al. EntoncessuadherenciaS es un subconjuntosemianalíticoglobaL
u
e
U
u
e
U
U
e
u
e
U
u
u
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U
U Demostración. Sea
U
U 8= {zE M¡I1Qn) >0,...,Ir(z) >0>
U
• paraciertosfi,... ,fr E (5(M), y seanf~, ~ coni,j E {i,... ,r>, las funciones
• cuasilibresde cuadradosdefinidasen la proposición2.5, capitulo4. Por la 2.10,
• capitulo4,
u

u dondeY es un subconjuntosemianalíticode dimensión < 1. Por otra parte.u Y c {fl f~ = O}, y el Lema S.l muestraque Y es semianalíticoglobal. Esto
pruebaque tambiénlo es 8. Ir

U
• Observación2.7. Veamosque del razonamientoanterior podemosdeducirtam-
• biénque5 puededescribirseusandosólo desigualdadeslaxas.En efecto,sabemos
• que
e
• 5 = Qn E M¡ft(x) =O,...,IrQn)=0,~u(x) =0,...,~(r.1)rQn) =0>\Y

u
dondedím(Y) =1. En particular, D = Y A 5 es un conjunto discreto. Ahora
razonamoscomo en el lema 2.1. Para cadap E D existe un polinomio It,, E
IRfri, . . . z,~] (suponemosque Al está sumergidaen R”), tal que It,, =O sobreU

• 8,, y It,, < O sobre1% \ {p> (cf. [Rzl], teorema1.1). Por consiguiente,hay una

bola VV,, de p en IR” que verifica

• W,, AS = Qn E VV,, ¡ h,,Qn) =0>,

U
• y podemostomar VV,, A VV~ = O si p $ q. SeaH E (5(R”) una función analítica
• tal queparatodop E D Ii,, = It,, + 4, con 4, seriede ordenmayor queel grado
U de It,,. PosiblementereduciendoVV,, podemossuponerque
e
• VV,, AS = Qn E VV,, ¡ H(x) =011.
u
U Seaahora B,, c B,, c VV,, bola con centroen p. Como en 2.1 podemos

encontraruna función analíticag tal que y > O sobre ~JÉ,, y y < O sobre
pED

U IR” \ U VV,,. Por construccióntenemosque {g=0} AS = {H =0,9=0>y

que ¿1 0> A 5 y {g =O> A Y son cerradosdisjuntos,por lo que existeuna
u
e
u
e
u
U
u
e
u
e
U
u
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e
U función analíticab tal que b > O sobreel primeroy b < O sobreel segundo.Se
• sigueque Y A (IR” \ N) = YA {a =O>. Poniendotodo lo anteriorconjuntamente
• resultaque
u
• S={g=0,b=O,11=0,...,fr=0,~í2=O,...,~(r...í~=0}

U U{g =0,H =O,Ií=0,...,ír =~ =0,...,~(r~1)r >0>. Ir
e
• Vayamosfinalmenteal casomás general:
e

Teorema2.8. Seadim Al =3 y sea8 un subconjuntosemianalíticoglobal de
M. Entoncessu adherencia5 es un subconjuntosemianaliticoglobal.

u Demostración. Bastacondemostrarel casodim(M) = 3. Seau
u 5

• 8=UQnEMIII(z)=O,gíí(z)>0,...,gíj,Qn)>O>
i= 1

U
U paraciertos fi, mi,... ,9ij, E (5(M). Obviamente,es suficientever que la adhe-
U renciade cadapieza básicaS~ = Qn E Al ¡ f~Qn) = O, ~ Qn) > 0,... ~ > O>
• es un conjuntosemianalíticoglobal. Si 8~ = Qn E Nf ¡ gí¡ Qn) > 0,. . . , gij~ > O>
U entoncespor el anteriorlema S1 es semianaliticoglobal. Por otra parte, si f~ no
• es idénticamentecero, es claro que
U
• S1G Qn E Al ¡ 9~íQn)> O,...,gij~(x) > 0}AZ(f~).

Denotamospor B~ el conjunto Qn E M¡g11(z) > O,.. .,gij,Qn) > 0}. Sea
u Z(f~) = U Y0 la descomposiciónde Z(f~) en componentesirreducibles,y sea L
U elconjuntode aquellosaparalos queY0AB~$ 0. Porel Corolario2.9, capítulo
U 1, X = U Y1 es un conjuntosemianaliticogloba] y

¡CL
U ____

• Si=UBiAY=UBíAY¡C.~AX
U ¿EL ¡EL
u

Vamos a ver que T = B1 A X \ S~ es semianalíticoglobal. En primer lugar
nótesequeparacada1 E L, B1AY¡\B1 A Y1 c Y¿ no contieneningún subconjunto

abiertode Y,. En efecto, si hubieseun abiertoW C 11 tal que W c A A Y1 \
B~ A Y,, entoncesexistiríaun Jo E {1,. . . ,j~} tal que g~j~ 0, y como Y¡ es
irreducible tendríamosquegj0¡ O y B~ A 11 = 0, contradicción.

u
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u
• De estaforma
u ____

• T = B~ A X \ =~= U (QB~ A Y1) \ (B~ A YD)
• ICL

y observamosque el miembroderechode esta expresiónes un conjuntosemia-
u nalítico de dimensión < 1 contenidoen U(~~ A Z(s’ií . . .g~jJ). Como Y1 es
• ¡CL
• irreducible dim(Y¡ A Z(g~~ ... g~~J) =1 y podemosaplicar la proposición2.1
• paraconcluir queT es un conjunto semianalíticoglobal. En definitiva, se sigue
• que S~ = B~ A X \ T es semiana]iticogloba]. o
u
U Observación2.9. La observaciónanteriorse aplica palabrapor palabraparade-
U mostrarquela adherenciade = Qn e Al ¡ f~Qn) =0,g~i(x) > O,...,gjj~ >0>
• puederepresentarseusandoúnicamentedesigualdadeslaxas. Ir

e
Poniendotodas las anterioresobservacionesjuntas, obtenemos:

U
Teorema2.10. Teoremade finitud. SeaAl de dimensión< 3 ysea8 un sub-
conjuntoanalíticoglobal abierto (resp. cerrado). Entonces8 tiene una escritura
del tipo

u
U S=UQnEM¡guQn)>O,...,gis1Qn)>O>
u i=1

(respectivamente8 = U{x E M¡g11Qn) =0,...,9ia(X) >0>).u
u
• Demostración. Obviamente,bastacon demostrarel casocerrado. Pero éstese
• sigue inmediatamentede las observaciones2.4, 2.7 y 2.9 anteriores. O

u
• 3. Semianaliticidadglobal de las componentesconexasu
• Paraterminar, demostraremosen esta última secciónla semianaliticidadde las
• componentesconexasde un conjunto semianalíticoglobal cualquieraC de una
• variedadAl analíticareal, conexa,paracompactay de dimensióndos. Bien se sabe

que las componentesconexasde C son semianalíticas(cf. [L], §16, teorema2, p.
69); por tanto, la única cuestiónque dilucidar es si son “globales”. De acuerdo

• con [L], ~16,proposición2, p. 76, si Cesadherenteaun punto r existeun entorno
U
u
u
u
U
u
u
u
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u
• abiertoU dex tal queCAU es unión finita desubconjuntossemianalíticosconexos
• de Al. En particular, la familia de componentesconexasde X es localmente
U finita. Además,C es localmenteconexo,por lo quesuscomponentesconexasson
• cerradasy abiertasen C.
u Antes de nada, observamosque si C es cerradoel resultadoes cierto en
u cualquierdimensión:u
U Lema 3.1. SeaC un subconjuntosemianalíticoglobal cerradode una variedad
U Al dedimensiónu. Entonceslascomponentesconexasde C tambiénson cerradas
U y semianalíticasglobalesde Al.
u

Demostración. Al serC cerrado,suscomponentesconexastambiénson cerradas
en Al y cualquierunión U T1 de componentesconexas T~ de C es también

£61
u cerrada.En panicular,si T es unacomponenteconexacualquiera,T y C \ T son

cerrados. SeaIt una función analítica que sea > O sobresobreT y < O sobre
C \ T. EvidentementeT = CA {h> 0>. Iru

• Veamoscomo abordarel caso general. En lo sucesivoC representaun con-
• junto semianalíticoque supondremosdescritopor

u
U C=UQnEM¡fí(x)=O,g£í(x)>0,...,9ú1>0},
U i=I

y T unacomponenteconexasuya. La posibilidadde separarT y C \ T conuna
o varias funcioneses,en general,inviable, como muestrael siguienteejemplo:

u
U Ejemplo3.2. SeaO — IR

2 \ ({Qn,O) ¡ x =0} U {(O,y) ¡ y =0>).0 tiene dos
u componentesconexasT

1 y T2, y es inmediatocomprobarqueno existenfunciones

• 9i,..,Ys talesqueTi=CA{gí >0,...,g~>0}. O
u

Esto nos obliga a cambiarde estrategia,introduciendoSpecr(K). En primer
• lugar asociaremosa T un subconjunto<5(T) de Specr(K) (que coincidirá con

T en caso de que T sea semianalíticoglobal) y demostraremosque ¿5(T) es
constructible.He aquí la definición de ¿5.

• Definición 3.3. SeaT un conjunto semianalíticoy seaV~ el filtro maximalde-
• finido por el orden /3. Definimos.5(T) comoel conjuntou
• 6(T) = {/3 E Spec~(K) ¡ BX eV0 conX c T>.

u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
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u
U Observaciones3.4.
u a) Obsérveseque.5(T) es no vacíosi y sólo si dimT = 2. En efecto,supon-
u gamosquedim T = 2; entoncesexisteny E T y un entornoabiertosemianalítico
u en Al tales que U~ c T. Tomemosun orden ¡3 E Specr(K) centradoen

es decir, tal que /3 contienetodoslos 1 E (5(M) tales que1(z) > 0. Entonces
u ¡3 E 3(T). Recíprocamente,si .5(T) es no vacio, como los conjuntosde y0 son
U abiertos,se sigueque dim(T) = 2.
U
• b) Si 8 es semianaliticoglobal, entonces¿5(8) coincide con el conjuntode
u Specr(K)definidopor la aplicacióntilde genérica. En efecto,sea
u
u

8=UQnEAl¡I£Qn)=O,g£1(x)>O,.,gii~Qn)>O>
i=1u

• unarepresentaciónde 8 y supongamosquef~ es idénticamentenulasi i = 1, ... , r
U y no lo es si i > 2’. Por definición
U

r

• = e Specr(K) ¡9i1(¡3) >0,... ,g~(¡3) >0>.
U t=1
u
u Sea¡3 E .5(8) y seaX un elementode V0 contenidoen 8. Obviamente,X’ =

u
u (Vr 2(A)) EV0 y estácontenidoen UQn e Al ¡guQn) >0,... ~ >0>.
• Porconsiguiente

• X’=UXfl
i=1u

U dondeX~ = X’A{x E Al ¡ gj~Qn) > O,..,9£j, >0> paratodoi E {1,...,r},
u y por ser V0 maximal, existe i0 tal que X~ E V0. Por lo tanto, ¡3 E {a E
• Specr(K)¡gi~i(a) >0,... ,gi0~~(a)>0> C 8.
U Seaahora ¡3 E S, entonceshay un i e {1,. .. ,r> para el que g~~(¡3) >
• 0,..., gji1(¡3) > 0. Obviamente,Qn E M ¡ g~Qn) > 0,... ,gjj~ Qn) > 0} E V0. Ir

u
u
u Antes de entraren la demostracióndel resultadofundamentalnecesitamos
u dos lemastécnicos.El primeromuestraque intersecandoC conun semianalítico
U globaladecuado,podemoslograr queT y C \ T se cortenen un conjuntodiscreto.
u
u
u
U
u
u
u
u
u
u
u
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U

u Lema3.5. Existe unafunción analítica y E 0(M) tal queu _____ ________
• T A {g>O> A (C \ T) A {g > 0}

U y TA{g<O}A(C\T)A{g<0>
u

estáncontenidosen un conjuntodiscreto.
• Demostración. En primer lugar, observamosque E = T A C \ T es un conjunto
U semianalíticode dimensión< 1. Si dim(F) =O necesariamentees discretoy
U el lema es obvio. Supongamosque dim(F) = 1. Tenemosque E c Y =

e
• Z(Jj7J9.1 ... 9t3.rfQ. es decir, E es un subconjuntosemianaliticodeun conjunto

u analíticode dimensión 1. En particular,se sigue de la proposición2.1 queT A

C \ T es global. Denotemospor A = E \ E dondeE representael interior
u relativo de E. A es un conjuntodiscreto. Por otra parte,el haz de ideales

2yu es coherente,y como las fibras estángeneradaspor un único elementose sigue
queel ideal de seccionesglobales2(Y) estáfinitamentegenerado,digamospor
It

1,... ,hk E 0(M) ([Co]).
SeaY = U Y<”> la descomposiciónde Y en componentesirreducibles. El

TICN

siguienteargumentoestáinspiradoen [Bo-Rs]. Paracadau E N condim Y(”> = 1
U tomemosa~ E Y(”> \ Ud,,~ Como paracadau 2(Y4~) = 2(Yri,?~) es prin-
• tenemos2(Y4)cipal, = (It£,an)(5an(M)paraalgún i = 1,... ,k. Por otra parte,
u unacomprobacióndirectademuestraqueelconjuntode k-uplas (~\i, ... , >q<) E IRk

u paralascuales(Alhí+..+AkItk)an # 2(Y4¿es un hiperpíanode IR”. En efecto,
u supongamosque 2(Y4~) = (Iti)an(5an(M). Entonces,paracadai = 1,... ,k te-
U nemosuna igualdadde series convergentes(Iti)an = (lii)anUi en (5an(M) y
u (Áilii +... + Aklik)a~ = (Api1 + . . . + AkUk)(lil)an, y por consiguientela suma

inicial generaJ(Yan) si y sólo si A1u1 + + Akuk es unaunidad, estoes,u
• Ajuí(an) + ... + .X~u~(afl) $0,

u segúnafirmábamos.
u Por consiguiente,por el teoremade Baire, podemosencontrar(Ai,... , A,<) E
U
• IR” talesque2(Yt~>) — (~Z A~It~ )(5(M)an paratodo n E N. Estoimplica que
• i1 “<2n k

• paracadau E [*4y cadab E ~ 9(Yb<fl>) = (Y] A1h~)1> exceptopara
t=1

U un subconjuntopropio analítico(por tanto discreto)D(”>.u
u
u
u
u
u
u
U
u
U
u
u
u
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u
u
u Sean D — (U~ D(”>) U Sing(Y) y g = Y] >.1li1. Afirmamos que
u 2=1

u T A 1g>0> A (C \ T) A íg>0>u _____ ________

• y TA{g>0>A(C\T)A{g>0>

u estáncontenidosen D’ = A U (D A 9). Veamos,por ejemplo, el primero. Sea
z E Y \ D. Entoncesz es un punto interior de 9 y es regular en Y. Además,9ze

e generael ideal 1(Y2), asíque g cambiade signo en z. En consecuencia,hay un
entornoU

2 tal que W = {g >01UYU 1g<0} = (TuYu(C\T)) ALT2. Así
se siguequesi z E TA{g>0>AU2 entonces(C\T)A{g>0}AU2 = O y
viceversa,con lo que el lema quedademostrado. Ir

u Podríapensarsequeunavez queT y C \ T se cortanen un conjuntodiscreto,
u las dificultades puestasde manifiesto en el ejemplo anterior desaparecen.Sinu

embargoestono es así:

Ejemplo 3.6. Sea8 el conjunto sombreadoen la figura, menosel origen. 8 es
u un conjunto semianalitico global como puede comprobarse fácilmente de modo
u directo.
u Sin embargo,no existeningunafunción analíticaque separe(ni siquieralo-
u calmenteen un entornodel origen) las dos componentesconexasTi y ~Z’2de 8.
u Más aún, no existen funciones analíticas fi,... ,Ir tales que T

1 = .9 A Ifí >
U 0, ... , Ir > O>. Estopuedeversedel siguientemodo: seaf unafunción analítica

U en el origen, y supongamosque su forma inicial es de grado p. Si p es par,
u entonces,f tiene localmentesignoconstanteen cualquierrecta L quepasepor el

origen y sobrela que no se anulesu forma inicial. Porconsiguiente1 no separa
u T1 de su sectoropuestopor el vértice. Pero si f es impar, entonces1 cambia
u de signo sobreL y por consiguiente1 separalos sectoresopuestospor el vértice
u contenidosen T2. o
u
u El siguientelema muestraque, sin embargo,la separaciónes posible local-
u mentepor mediode conjuntossemianaliticos:u

Lema 3.7. Seap un punto de Al y sean E,, y F~ dosgérmenessemianalíticos
• cerradoscon F,,AF, = {p}. Entoncesexistenun entornoabiertoU~ y un germen
• semianalíticoabierto .9P talesque
u
u
u
u
U
u
u
u
u
u
u
u
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u
e
U
U
u
U
U
U
u
u
u
e
u
u
u

FIGURA 5.1.

a) FJÁIS,,U{p};u
e b) F,,A8,,=0,y
• c) FpASpUP\I%ASp<p}.
u

Ademas8,, puedetomarsede la forma
u 4

• 8,, = U {(It,,)~,1 > 0, (li,,)~,2 > O>
U k=1

u con (h,,)~1 E (D,,(M).u
u Demostración. Al serunacuestiónlocal podemossuponerque Al = IR

2, p es elu origen de coordenadasy (5,,(M) = IRQn, y>. Sea

• 5

• F,=UA. y F,=UB~

e t=1 k=1

• dondeA~ y B~ son gérmenesbásicossemianaliticosquepodemossuponercerrados
• por el Positivstellensatzparagérmenesanalíticos.Como el índice de estabilidad
u
u
u
U
u
u
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u
U del anillo de seriesde convergentesIR{x, y> es dos, sabemosqueparacadapareja
u A1, B~ existengérmenesanalíticos11k tales que
u
u (fí”)¡A. < O y (f~”)¡Bk > O
u
• (cf. [Bról], teorema2.2). Es inmediatocomprobarque el germensemianalítico
u abierto r

u 8,,= U{fi~>O,...,15~>o}
• k=1

• cumple las condicionesdel enunciado.La condiciónespecíficasobreel número
U de unionesy funcionesnecesariases,unavez más,consecuenciainmediatade los
• valoresde los invariantess y S parael anillo de seriesIRQn, y}, a saber,s = 2 y
U g<4. Ir
u
• El último lematécnicoque presentamosa continuaciónexpresaque la sepa-
u ración a que hace referenciael lema anterior es establepor aproximacionesde

e orden suficiente:
u

Lema 3.8. Sea 9,, un germensemianalíticocerrado y sea8 el germensem¡-
analítico ‘1

u 8=u{Ii1>O,...,fivsO}
U 1=1

• donde111,...,f~ E (5,,(Al). Supongamosque9 c Su {p>. Entoncesexiste
• un u E N tal que si 14 = m mod(m~) entonces9 c 8’ u {p>, donde
e

ou
e 1=1

u
u Demostración. Demostrémosloprimeroen elcasopanicularde que8 seabásico,
e estoes,8 = {Ii > 0, ... ,1~ > O>. Evidentemente,enestasituaciónes suficiente
u considerarel casoprincipal 8 = 11 > O>. Así pues,supongamos9 G {f > O>.
u Comoen el lema anterior,al tratarsede unacuestiónlocal podemossuponerque
• M — IR

2 p es el origen de coordenadasy (5,,(M) = IR{x,y>. Mediante un

U cambio lineal de coordenadaspodemossuponerque tanto 1 como los gérmenes
• que definenE pertenecena IRQn>Ly1. Consideremosel germensemianalíticode

o
• dimensión 1 9 \ F, donde9 representael interior de 9. En particular 9 \ F

• está formado por un númerofinito de raícesde un elementog E IRQn}[y], esto
u
u
u
u
u
u
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U
U es, por un seriesde Puiseux~1(z), . . . ,r¡,,,(x) E IRQn’/~> paraun cierto q E N.

U Sean ¿‘Qn),... ,~r Qn) E IR{zl/~} las raícesde fQn,y). La hipótesis de que
• 9 c (1 > 0> implica que ¿j $

tb paratodo i y ¿1. Usandola continuidadde
U las raícesen función de los coeficientesresultaque existeun u

0 E 1*4 tal que si
U f’ f (modmfl las raícesde 1’ distan, en la topologíam-ádica,de algunade
• las de 1 menosque el mínimo de la distanciasentrei~í y x~j (cf. [Pu]). De este
U modo quedagarantizadoque si 1’ 1 (modmvo), entonces{f’ = 0> A 9 = 0.
u SeanahoraFi, ... , 9,, lacomponentesconexasde E, y paracadai = 1, . . . u,
U sea ¡3~(t) = (x1(t),v~(t)), t > 0, x~(t),y~(t) E IR{t> un germensemianalítico

u en F~ de dimensión 1. Tenemosque IQr~(t),y~(t)) > O para1 > O suficien-
u tementepequeño,condición que viene determinadapor la forma inicial de la

u serie I(x~(t),y~(t)) > 0. Por consiguiente,paracada i existe un v~ E N tal
U . que si f’ 2 ,f (modm

t”) entoncesf’(/3(t)) > 0. En definitiva se sigue que

U si u = máx{uo,u
1,...,v,~> entoncespara cada 1’ E 1k{x, y> tal que 1’ f

(modmu) E C {I’ > 0>. En efecto, al no tener f’ raícesen 9, resultaque f’
u tiene signo constanteen cadacomponenteconexaFi y como I’(/3~(t)) > O se
u sigue que fl c 11’ > 0>, como afirmábamos.

Para demostrarel casogeneralescribamos8 = S~ u S2 U ... U 8<~ donde

e 8~ = {Iti > O,...,I~ > 0> es básico. Ahora es suficientever que 9 —
U 9, U F2 U ... U F~ paragérmenescerradosFi tales que Fi C 8~. En efecto,si
u éstoes así,paracadai existeun v~ EN tal que si .f~ f¿~ (modmvt) entonces
u F~ G S~ = {,f¿~ > 0,...,fj,,. > O}, y es suficientetomar u = máx{ul,...,vq}.
u Finalmente,para ver que9 se puededescomponerde la forma indicadabasta

tomar,por ejemplo, F~ = E FA S~ d(mr, 9 \ U sO =dQn,9 \ $4. ~
u

Estamosya en condicionesde demostrarla proposiciónfundamentalparala
u consecucióndel teorema.
e
e Proposición 3.9. Sea C c M un conjunto semianalíticoglobal y seaT una

u componenteconexa de C. Entonces6(T) es un subconjuntoconstructiblede
u SPeCr(K).
e
u Demostración. Demostraremosque 6(T) es abiertoy cerradoen Specr(K),de
• dondese sigueque es constructible.Veamosen primerlugar que6(T) es abierto.
• Sea/3 un ordenen 6(T) y seaX un elementode V0 contenidoen T. Por la propia
U definiciónde V0 podemossuponerqueX = Qn E M ¡ f,(z) > 0,..., f8(x) > 0>
u
U
U
u
u
u
u
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e
U paraciertas fi,..., Is E (5(M), y ¡3 E Ñ. Seaahora-y cualquierotro orden en

U Ñ. Entoncesel ultrafiltro V.~ definido por -y contiene a X y por consiguiente

u y E 6(T), lo quepruebaqueéste es abierto.
Veamos ahoraque C \ ¿5(T) es abierto. Sea/3 E 6 \ 6(T). Como ¡3 ~ 6(T),

ningúnelementoX de V0 estácontenidoen T. Además,por la observación3.3 b,

u 6 = 3(C), por lo que podemossuponerque X c C. Así X A (C \ T) $ 0.
U Encontraremosun abiertosemianalíticoglobal X’ E y0 conX’flT = 0. Entonces

c (6 \ 3(T)) y razonandocomo en el párrafoanterior,resultaque 6 \ 3(T)

u es abierto.
U Parailustrar la ideaescojamosprimeroel casomássencillo. Supongamosque

u X A T A X A (C \ T) = 0. Entoncesexistiríaunafunción analíticaglobal f talu
que1<0 sobreXAT y 1>0 sobreXA(C\T). Estoimplicaquef c¡3, ya
quedeotra maneraXA{f < 0> E V0, y comoXA{f .c 0> c T conseguiríamos
que ¡3 E T, en contrade nuestrasuposición.Así X A {.f > O> E V0 y poniendo

U X’ = X A {f < 0> tenemosque X’ A T = o como queríamos. __________

Volviendo alcasogeneral,no podemosasegurarqueX A T A X A (C \ T) =

0, pero sabemos,por el lema3.3, queexisteg E ¡3 y un conjuntodiscretoD E M
u tal que XATA{g>O>AXA(C\T)A{g>0> C D. Tomemosp E D y
U

analicemosla situaciónlocalmenteen p. Los gérmenes(X A T A {g > 0>),, y
(X A (C \ T) A {g > 0}),, son semianaliticoscerradosy se cortansolamenteen

• p. Por tanto, por el lema 3.7, podemosencontrarun entornoabierto U~ y un
conjuntosemianalíticoen U,,,

u 4

U H,, = U {h¿~k,í >0, (h,,)k,2 > O>
• k=i

• talesque en el entornoU,, se verifica:
u
• a) (XA(C\T)A{g>0>) CH,,Uíp>;
U b) (XATA{g>01)AH,,={p>.

u
Por el lema 4.6 hayun enterou1, E N tal que paracada (I,,)~i E (5,,(Al) con

• (f,,)~~ (h,,),q (modr4~), j = 1,2, k = 1,..., 4, el conjunto

U 4

U Gp= U {(I,,)~,i >0, (f,,)k,2 > 0>
u k=1

tambiénsatisfacea y b (posiblementereduciendoel entornoU,,).
u
u
u
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u
U Sea~ E (5(M) unafunciónanalítica tal queparatodo p E D tengamosque

u (H~~», — (li,,)~i E ~ cf? Proposición2.5, capitulo 1, y sean
e
u 4e H= U{XEM;HklQn)>o, H~2Qn)>0>
• k=1
u

y H’ fl({H~,<0}U{H~2<0}).
k= 1u

U Obviamente,H U H’ = Spec~(1<) por consiguiente¡3 E 4 o ¡3 E 4’. Supon-
U gamosque ¡3 E H’. EntoncesX’ = X A H’ A {g > 0> E V0 y por construcción
U X’A(C\T) = 0, estoes, X’ c T, lo cual implicaque¡3E áTencontradenues-
U tra suposición.Por lo tanto,¡3 E fi y tenemosque X’ = X A HA 1g> O> E ‘%.

U Comopor construcciónX’ A T = 0, la afirmaciónquedademostrada,y conella
• la proposición. Ir

e
U Teorema 3.10. SeaAl una variedadanalítica de dimensión2 y C un subcon-

• junto semianalítico global de Al. Entonceslas componentesconexasde C son
• subconjuntossemianalíticosglobalesde M.
u
U Demostración. Manteniendolanotaciónde los lemasanteriores,supongamosque
u
u
• C=UIZEM¡fíQn)0,gií(Z)>0,...,9íj1>O}.

i=1
U
U Por la proposiciónanterior sabemosque 3(T) es constructibleen Specr(K),di-
U gamos

¿5(T) = U {a E Spec,.(K)¡ l~1(a) > 0,..., 45(a) > O>

u
• paraciertasl~ e (5(M). Consideremosel abiertosemianalíticoglobal

u u=UQnEM¡í£dz)>0,...,48Qn)>O>.u 1=1

U Una comprobacióndirectainmediatademuestraquelos conjuntossemianalíticosu
U A=T\(UAC) B=(UAC)\T
U
u
u
e
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u
U
e son de dimensiónuno y estáncontenidosen U Zy114) Por
e lo tanto, segúnvimos en la proposición2.1, ambosson semianalíticosglobales.
U Como obviamente

u T=[(UAC)\BIUA
U
e obtenemosqueT es semianalíticoglobal, con lo quese completala demostración
u del teorema. O
U El siguienteresultado,cuya demostraciónutiliza las mismastécnicasque el
U

antenor,y conel queterminamosestecapítulo,muestraquela condiciónnecesaria
y suficienteparala globalidadde los conjuntossemianalíticosen dimensióndos

e resideen la frontera.
U Proposición3.11. SeaAl una variedadanalítica de dimensión2 y 8 c Al un
U subconjuntosemianalítico.Sea9 = S\ 3 donde5 y3 representanla adherencia
U
U y el interior de 8 en M respectivamente.Entonces8 es global si y sólo si 9 es

globaL

Demostración. El enunciadoes inmediato si dim 8 < 1 puesen estecaso8 y 9
U se diferencianalo másenun conjuntodiscreto,quees es un conjuntosemianalítico
u
e global.

Así pues supongamosquedim 8 = 2. Si .9 es global, admiteunadescripción
U
u 8=UQnEM¡IiQn)=O,gíi(x)>0,...,gij

1>0},
i=iu

U y es inmediatocomprobarque9 c z(H~~,í~)~con lo que9 es un subconjunto
u
U semianalíticode un conjuntoana]ítico global de dimensiónuno y por tanto es
U global por la proposición2.1.
• Recíprocamente,supongamosahoraque9 es global. Veremosen primerlugar
• que6(8) es abierto y cerradoen Specr(K) y por consiguienteconstructible.Que
U 6(8) es abiertoes inmediato. Veamos ahoraque su complementarioes también

U abierto. Sea¡3 un ordende K con ¡3 ~ 6(8). Estosignificaqueparacualesquiera
e I1,...,Ir e/Y, tu > O,...,fr > 0}A (M\8) $0, y paraprobarque 6(8)

• es cerradoes suficienteencontrarun semianaliticoglobal T con ¡3 E 1 y tal que
U TAS=0.

u
u
u
u
U
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u
Como 9 es global, su clausurade Zariski Y es un subconjuntoanalíticode

U dimensión < 1 y por consiguienteglobal. Sea1 E (5(M) tal que 1 genera

el ideal 3y,~ para casi todo punto p E Y, esto es, salvo un conjunto discreto
U (cf. demostracióndel lema 2.4, capítulo4). Evidentementepodemossuponer

u (cambiando1 por —1 si es necesario)que 1 E ¡3. Un razonamientoidéntico al
u dadoen la demostracióndel lema 3.5 muestraquee ________

U {f >0> A (Al \ 8) A {f >0> A SC D,
u
u paraun cierto conjuntodiscreto.0 c Al. Aplicamos a continuaciónel lema4.6
e para encontrar, para cadap E D, un entornoU,, y un conjuntoseminalítico
u 4

u H,, = U {(It,,h,i >0, (h,,)~,2 > O>
U k=1
• que separa11 > O> A (Al \ 8) y {f > 0} AS localmente,estoes,en U,, se veri-
U fica:
U a) {1>0}A(M\S)CH,,U{p>;
u
• b) {f>0}ASAH,,={p}.

U Usandolos lemas 3.7 y 3.8 comoen la demostraciónde la proposición,po-
U demosencontrarun conjunto semianaliticoglobal C tal que paratodo p E D,
U G,, aproximaa H,, y por tanto separalocalmente {f > 0> A (Al \ S) y 11 >

U 0> A 8 en el sentidode las condicionesa y b anteriores. Si /3 « O entonces
U fiE{f> 0>A(Al\C) y, al ser¡3~6(8),resulta({f > O}A(Al\C))A(M\

u 8) $ 0. Por otra parte,por construcción({f > 0> A (Al \ O)) AS $ 0 local-
U mentealrededordep E D, loque llevaacontradicción.Porconsiguiente,tenemos
e ¡3 E 6, y en consecuencia({f > 0> A O) A (Al \ 5) $ 0, lo que implica que
U ({f > O}AC)A8 = 0. En definitiva,T = 11 > 0}AG esel semianaliticoglobal
U que buscábamos,y la afirmaciónde que~5(8)es constructiblequedademostrada.
U Consideremosahoraunadescripciónarbitrariade 6(8):
e

ru

3(8) = IJ {a e Specr(K)Iln(a)> 0,..., 45(a) > 0>
u paraciertas l~j E (5(M). Comoantes,el abiertosemianalíticoglobal

e U = IJ{x E M141Qn) >0,... ,45(x) >0>).
e
e
U
U
u
U
u
e
u
u
u
u
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FIGURA 5.2.

difiere de 8 en un conjunto semianalíticode dimensión 1 contenidoen Y U

z (u i~~) que por la proposición2.1 es global. De todo ello se sigue que8

es global y el resultadoquedaprobado. O

Ejemplo 3.12. El conjuntosombreado8 de la figura 5.2 es un counjuntosemia-
nalítico de dimensión2, pero no es semianaliticoglobal. En efecto,su frontera

9= 8\S= U(C¡UDt),dondeCt= {Qn,y) 6IR2 ¡y—xt=0, x=t> y
tCN

D¡{Qn,y)EIR2¡xt2, t2—1=y=t2}.
9 es semianalíticopero no global, como puede comprobarsesiguiendoel

razonamientodel ejemplo1.3, capítulo 1. o
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