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Capítulo 1

Introducción

1.1 Modelado de Sistemas Concurrentes

Quedanya lejanos los tiempos en los que la programaciónde los computadores

se hacíamanualmentey con elevadostiempos de ejecuciónpara pequeñasruti-

nas de cálculo. Hoy nos encontramosincluso con máquinasdotadasde miles de

procesadorescapacesde realizaren unos segundoscálculosmuchomás complejos,

como inversión de grandesmatrices,procesamientode imágenes,etc; y sistemas

en tiemporeal,diseñadospararespondera ciertoseventosexternosen un plazode

tiempo muy limitado. En todosestosejemplosaparecende forma natural varios

procesosconcurrentesque cooperanentresí para la consecuciónde su objetivo

final, queesconseguirel funcionamientocorrectodel sistema,tanto desdeel punto

de vistafuncional comode eficiencia.

En principio, la concurrenciacomenzóa serestudiadaen elmarcodel diseñode

los sistemasoperativos,dondesurgendiversassituacionesen las que es necesario

protegerun recursocompartidocontraaccesosconcurrentesindiscriminados.Pos-

teriormente,la apariciónde los sistemasen tiemporealy de los sistemasdistribui-

dos hamotivadoque ésteseaun campode intensainvestigaciónen la actualidad.

Ahora bien, la enormecomplicaciónde estossistemasconcurrentesha hecho

imprescindibleel desarrollode modelosformalesque permitanestudiarcon rigor,

con la consiguienteseguridadque ello comporta, la correcciónde los sistemas

diseñados.Los modelosintroducidosse basantodos ellos en el conceptode abs-

tracción, en el sentidode que todo modelo tal debecapturarunícamenteaquellas

1



a

2 CAPíTULO 1. INTRODUCCIÓN

característicasdel sistemaconsideradoquese considerenimportantes. En el caso

del modeladode sistemasconcurrentesabstraemosgranpartede las accionesde-

sarrolladaspor los procesos,para centrarnos,especialmente,en la cooperación

entrelos procesos,que esel punto de máximadificultad en el diseñode sistemas

concurrentes.Unavezconstruidoel modelo,esnecesariodisponerde herramientas

que nos permitan analizar determinadaspropiedadesde “buena conducta” del

mismo. Laspropiedadesa estudiarsedividen endos clases:por unapartetenemos áié

laspropiedadesdeseguridad(safeness), quegarantizanqueel sistemano alcanzara

nuncaun estadono deseado;y por la otra propiedadesdeactividad(liveness),que

garantizanque el sistema,con independenciadel estadoen el que se encuentre,

alcanzaráeventualmenteun determinadoestadode un cierto conjuntodeestados.

Dentro de los modelos formales introducidos distinguiremoslos basadosen

“representacionesgráficas”, que expresana un nivel espacialel paralelismodel

sistema,de entre los cuales las Redesde Petri [Pet62] son sin duda el modelo

más divulgado y estudiado,y los modelosalgebraicoscomo CCS [MilSO, Mil89],

CSP [Hoa78, HoaS5], ACP [BeKl84a, BeKl84b], etc, quese basanen un lenguaje

estructuradoconunaseriedeoperadores,cadaunode los cualesexpresaunaforma a
distinta de construir un sistemaapartir de otro u otros más simples.

a
1.2 Importancia del tiempo en las especifica-

ciones

Tal y comohemosindicadoanteriormente,la apariciónde los sistemasen tiempo a
real ha originado que el factor tiempo, que antesera abstraidoen los modelos,

paseaserconsideradocomoun elementoespecialmenteimportantede los mismos.

Evidentemente,si debe diseñarseun sistema que sea capaz de respondera un

cierto estimuloexternoen un plazode tiempo limitado, estáclaro queel modelo a
que utilicemos debeser capaz de describir el tiempo a un nivel cuantitativo, y

no sólo cualitativo, para así poder determinarsi el diseñorealizado satisfacelos

requerimientosimpuestos. Otro ejemplo igualmenteinteresantelo encontramos

en el diseñode protocolosde comunicación,queconstituyenuno de los productos

softwaredemayorcomplejidadensudesarrollo.Los problemasqueencontramosen

el diseñode protocolosse relacionancon la necesidadde garantizarunafiabilidad J
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superior a la que habitualmenteproporcionauna vía de comunicación, lo que

conlíevala aparicióndentrodel diseñode time-outs,que permitenla reemisiónde

un mensajecuandose detecta,pasadoun cierto tiempo, que no seha recibido el

preceptivoacusede recibodel receptordel mismo.

En consecuencia,hanaparecidodiversasextensionesde los modelosclásicosque

incorporanel tiempo comoun factor más de diseño. Si nos centramosen primer

lugar en los modelosalgebraicos,podemoscomenzarcitando a Reed y Roscoe,

que han definido una extensióntemporizadade CSP [ReRo88]manteniendolos

principios básicosdel CSP clásico. En estemodelo la ejecuciónde accionesno

toma tiempo, pero se incluye un nuevooperador(delay) que permite modelarel

pasodel tiempo. Además,paraevitar quesedéel fenómenoirreal de la ejecución

enun períodofinito de tiempo de infinitas acciones,es necesarioasumirun retraso

mínimo entre la ejecuciónsecuencialde cadapar de acciones. Moller y Tofts

[MoToSO]han definido unaextensióntemporizadadel CCS,TCCS, dondedenuevo

las accionesno toman tiempo y secreannuevosoperadorespara diseñarel paso

del tiempo,así comoun nuevo operadorde elección,llamadoeleccióndébil. Una

aproximacióndiferentehasido adoptadaen [OrtSO],dondesedefineunaextensión

temporizadadeCSP,TCSP,basadaen la ideade asociarduracionesa las acciones.

En el marcode las redesde Petri, contamosde nuevocon referenciasmasan-

tiguas,entrelas quedestacaremoslas quedieronlugaral estudiodedosextensiones

temporizadasdiferentesdel modelooriginal. En la primerade ellas, las Redesde

Petri con Tiempos (ver[Mer74]) las transicionesno toman tiempo en su disparo,

pero seasociana cadatransiciónde la red dosnúmerosenteros,que representan,

respectivamente,el primer instanteen el que la transición puedeser disparada,

y el instantefinal en el que ésta debeser disparada,ambosperíodosde tiempo

contadosdesdeel momentoen el que la transición comienzaa estar permitida.

En la segundaextensión,las Redesde Petri Temporizadas(ver [Ram74]),son di-

rectamentelas accionesquienesllevan una duraciónasociada.Es ésteel modelo

que estudiaremosa lo largo de estatesis, centrándonosen el estudiode diversas

propiedadessobreel mismo,obtenidaspor lo generalextendiendode formanatural

las propiedadesclásicasde las Redesde Petri, concentrándonosen especialen el

estudiode su decidibilidad.

Citaremospor último el modelo de Redesde Petri con Arcos Temporizados
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a
introducidoen [Wal83],queestábasadoen la asociaciónde un intervalode tiempo

a cadaarco de la red de la forma (p,t). En dicho modelo los tokenssobrelos

lugarestienentambiénasociadauna edad,la cuales O cuandoestossongenerados,

y va incrementándosecon el pasodel tiempo, hastaque el token seaconsumido

por el disparode algunatransición. Una transiciónsólo puededispararsecuando

cadalugar precondicióntengaun conjunto suficientede tokens válidos, que son

aquelloscuyaedadestácomprendidaen el intervaloasociadoal arcoque conecta

el lugar con la transicionen cuestión. Aparecenasí tokensmuertos,cuya edad

ya no les permiteintervenir en el disparodeningunatransición,pudiendoser por

tantoignoradosen lo sucesivo.

Una línea de investigacióndiferente, que no seráabordadaen estatesis, la

constituyela evaluaciónde rendimientos,que consisteen la utilización de estos

modelostemporizadosparaextraerconclusionesacercade los tiempos esperados

de respuesta,deespera,etc. Sehadesarrolladoasíal efectounanuevaextensiónde

las Redesde Petri, las Redesde Petri Estocásticas[MBC84, F1Na853,quepermite

llevar a cabotalesestudioscuantitativos.En consecuencia,la realizaciónde estos

estudiosrequiereel uso exhaustivode técnicasprobabilísticas,como los procesos

de Markov. Talesresultadosse basanen ciertashipótesisprobabilísticassobreel

comportamientode la red. Es muchala investigaciónrecientecentradaen este

campo, citaremospor ejemplo [AMBC84, AMBC86, AMBB+89, RPS4, HV85,

Zub8S, Cam9O].

1.3 Resumen del Trabajo

En el capítulo 2 presentamoslas definiciones,notacionesy técnicas que seran

utilizadasen el restodel trabajo. Se describenasílasprincipalestécnicasde análisis

de propiedadessobreRedesde Petri: el análisis por enumeración,el análisis por

transformación,el análisisestructuraly el análisispor simulación.

En el capítulo3 sedefinenlas Redesde Petri Temporizadas,asociandodura-

cionesenteraspositivasa las transiciones.El marcajede unaRed de Petri Tempo-

rizadaincluyepor tantono sólo la distribución actualde tokenssobrela red, sino

tambiénla indicaciónde qué transicionesestánen ejecución,y cuántotiempole

quedaa cadaunade ellasparaterminar. En cuantoa la regladedisparo,tenemos

a
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que el disparode unatransiciónsustraede forma inmediatalos tokenscorrespon-

dientes(segúnla reglaclásicadedisparo)de susprecondiciones,debiendoesperar

paraañadir los tokenscorrespondientessobrelas postcondiciones(tambiénsegún

la regladedisparoclásica)aquela transiciónterminesuejecución.Mientrastanto

guardaremoscuentade dichatransiciónen la lista de transicionesenejecución. En

consecuencia,los pasosvacíossonválidos en estemodelo, reflejandoel pasodel

tiempo sin que seadisparadaningunanuevatransición,pero modificándosela se-

gundacomponentedel marcajeactualen tanto y cuantono seavacía,y también

la primeraen casodeproducirsela terminaciónde algunatransiciónenejecución.

Además,se definendos semánticasrestrictivaspara las Redesde Petri Tem-

porizadas,basadasen prohibir la ejecuciónsimultáneade variasinstanciasde una

misma transición (semánticade secuenciasde pasos temporizadasss-finitas), o

bien únicamenteel disparo simultáneode varias instanciasde una mismatran-

sición (semánticade secuenciasde pasossds-finitas).

En la sección3.2 sedefinen las extensionestemporizadasde las propiedades

clásicassobreRedesdePetri, queseránobjetodeestudioenlos siguientescapítulos.

En concreto se defineuna versión temporizadadel alcance,la alcanzabilidades-

tricta, que consisteen determinarsi un marcajees alcanzableen un instantede-

terminado. Se definen asimismodos extensionestemporizadasde la ilimitación,

la s,k-ilimitación lineal y la s-ilimitación uniforme; en la primerade ellassemira

sí un lugar s puedeteneren algún instantefi mayorque k un número de tokens

igual o mayor que fi, mientrasque en la segundase mira si un lugar s desde

cualquiermarcajealcanzablepuedellegar a ganartokensa mayorvelocidadque el

pasodel tiempo. Definimos tambiénuna versión temporizadade la vivacidad,la

fi-vivacidad,que mira si desdecualquiermarcajealcanzablecadatransiciónde la

red es disparableen tiempo fi. Finalmente,definimos la ausenciade fi-bloqueos,

en la que semira si una red puedebloquearseen tiempo fi.

En el capítulo 4 se presentauna codificación de las redes temporizadaspor

medio de redesno temporizadas,que nospermiteestudiarla decidibilidadde las

propiedadesintroducidasen el capítulo 3. La codificación sepresentagradual-

mente,comenzandocon unaprimeraversiónquepermitecapturarla semánticade

secuenciasde pasostemporizadasss-finitasde la red dada;es decir,sedemuestra

queparatodaRed de Petri Temporizadacon dichasemántica,toda secuenciade
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s
pasostemporizadass-finitapuedesersimuladapor una secuencíade ocurrencia

sobrela red obtenidapor la codificación. En un segundopaso,se presentauna

codificaciónque cubrela semánticade secuenciasdepasossds-finitas.

Ambascodificacionessebasanenla definicióndeun autómatadeestadosfinitos 4
que modelala conductade la red. En amboscasos,los estadosdel autómatanos

indican las transicionesen ejecución,las entradaslos conjuntosde transiciones

disparadas,y las salidaslos conjuntosde transicionesque terminansu ejecucion.

Cadatransición de estadoscorrespondeal pasode una unidad de tiempo. Los

autómatasobtenidosson posteriormentecodificados mediantesendasRedesde

Petri No Temporizadas,en las que se añadeademásun lugar reloj, cuyo marcaje

representael instanteactualde tiempo,produciéndoseen consecuenciala adición

de un nuevotokena dicholugar cadavez queseproduceunatransicióndeestados

en el autómatasimulado-

Con dichascodificacioneses posibledemostrarla decidibilidadde las propieda-

desintroducidasenel capítulo3, pueslas mismasquedanreducidasa propiedades

equivalentessobrela Red de Petri No Temporizadaobtenida,cuyadecidibilidad

es conocidao sencillade demostrar. a
La construccióngeneral,que considerala semánticasin restricciones,se pre-

sentaen la sección4.4. Estaconstrucciónno puedeseguirel mismomecanismoque

las anteriores,puesengeneralse obtendríacomoresultadounared con un número

infinito de lugares. ComenzamosentoncesconsiderandoRedesde Petri No Tem-

porizadascon la semánticade pasos,sobrelas cualespuedendefinirsepropiedades

análogasa las introducidasen el capitulo 3. Se presentauna codificación de las

mismasmediantela semánticade secuenciasde ocurrenciade dichasredes.Dicha

codificaciónsebasaen el disparosecuencialde las transicionesque constituyenun
paso,distinguiendoentre la primera transicióny las demás,para contabilizarde

esaforma el númerode pasossimulados. Parapoder simular correctamenteun

pasono serestaurande formainmediatalos tokensobtenidossobrelas postcondi-

ciones,sino quesecreanunascopiasde los lugaresde la reddepartidaquerecogen
a

dichos tokens,en esperade que finalice la simulaciónde un paso. Una vez con-

cluida la simulacióndeun pasose procedea instalar los tokensque seencuentran

sobredichoslugaressobrelos lugaresoriginales.

Estacodificaciónnospermiteprobarla decidibilidadde laspropiedadescitadas
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sobreRedesde Petri No Temporizadascon su semánticade pasos.

En un segundopaso, las Redesde Petri Temporizadasse codifican mediante

RedesNo Temporizadascon la semánticade pasos,diviendo cadatransición it, en

función desu duración,ennuevastransiciones,cadauna de las cualescorresponde

a un instanteen laejecuciónde it. Estacodificaciónpermitereducirladecidibilidad

de laspropiedadesintroducidasenel capítulo3 a la decidibilidaddelas propiedades

análogassobreRedesde Petri No Temporizadascon la semánticade pasos.

En el capítulo 5 sedefinenlas Redesde Petri Temporizadasbajola semántica

de Máximo Paralelismo.Estasredesevolucionanen cadainstantedisparandoun

multiconjuntomaximalde transicionespermitidas,lo queenprincipioobliga a con-

siderarredessin transicionesautónomas,puesla presenciade las mismasnoscon-

duciría a la imposibilidad deencontrarun multiconjunto maximal de transiciones

permitidas. De nuevo sedefinendos modelosrestrictivos,uno basadoen forzar

unícamenteeldisparodeunainstanciadecadatransiciónpermitida(máximopara-

lelismodébil), y otro quesólo permiteel disparodeconjuntosmaximales(máximo

paralelismodébil conjuntista).

Las propiedadesintroducidasen el capítulo 3, adaptadasa estasemánticade

una forma natural, son analizadasbajo la semánticade máximo paralelismosin

restricciones. La propiedadde alcanceestricto y la ausenciade fi-bloqueosson

trivialmentedecidibles,bastandola inspeccióndel árbol de accesibilidadhastala

profundidadfi (pues no hay transicionesautónomas).Sin embargo,el problema

ordinariodealcanceesindecidible,lo quesedemuestradefiniendounacodificación

de las RedesdePetricon Arcos InhibidoresmedianteRedesdePetri Temporizadas

con la semánticade máximo paralelismo.El restode las propiedadesseanalizan

medianteuna codificaciónde las máquinasde registrospor Redesde PetriTempo-

rizadascon lasemánticademáximoparalelismo.Utilizandola mismasedemuestra

la indecidibilidaddelas propiedadesdeausenciadebloqueos,s,k-ilimitación lineal,

ilimitación, s-ilimitación uniforme, fi-vivacidad y vivacidad.

Posteriormente,en la sección5.3 consideramosredescon transicionesautóno-

mas(redesno restrictivas),estudiandola decidibilidaddel problemade alcancees-

tricto bajola semánticademáximoparalelismosobretransicionesno autónomas;es

decir, el máximo paralelismosólo seaplicasobrelas transicionesno autónomas.No

tiene sentidoen estecasoplantearsela decidibilidad de la ausenciade fi-bloqueos,
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debidoa la presenciade transicionesautónomas.El restodepropiedadesseránob-

viamentetambiénindecidiblesparaestasemántica,pueslas redessin transiciones

autónomassonun casoparticularde éstas. La decidibilidad del alcanceestricto

se demuestracodificandolas Redesde Petri No Temporizadascon la semántica

demáximo paralelismosobretransicionesno autónomasmedianteRedesde Petri

No Temporizadas,con la semánticade secuenciasde ocurrencia,reduciendoel

problemade alcanceestricto a un conjuntofinito de problemasde alcancede sub-

marcajes. Después,esteresultadose trasladade forma inmediataa las Redes

Temporizadas.

La codificaciónsebasaen considerarparacadatransiciónt y cadalugarp de la

red de partidauna colecciónde fi nuevoslugares.Asimismo,paracadatransición

de la redseintroducenfi copiasde la mismaquesustituyenala transícionoriginal.

Despuésde simular la ejecuciónde cadapaso,unade las copiasindicaráel estado

resultanteen la reddepartidaunavezsustraidoslos tol=ensde las precondicionesde

las transicionesdisparadas,no siendomodificadoen lo sucesivo.Estainformacion a

se utilizará al final de la simulaciónparatestearsi se ha respetadola condición de

máximo paralelismosobrelas transicionesno autónomas.

En el capítulo 6 se definen varios modelosde Redes con time-oías. Estos

modelosse dividen en dosgrupos: modelossin transicionesespeciales,en los que

simplementeseasociaa ciertas transicionesde la red un númeroentero,que re-

fleja el margende tiempo que tiene dichatransición paradispararse;y modelos

con transicionesespeciales,que consideranla presenciade nuevastransicioneses-

peciales(en tanto y cuantola regla de disparo las trata de una forma especial),

asociadasa ciertas transicionesde la red. Estas nuevas transicionessólo están

permitidas,debiendoademásserdisparadasentonces,cuandocumpleel time-out

de la transicióna la que van asociadas.

En ambos casos,definimos cuatro tipos de modelos de time-onta. El primer

modelo que consideramoses el modelo dinámicobasadoen el estudiode las pre-

condiciones,en el cual un time-oídempiezaa contardesdeel momentoen que

unatransiciónestápermitida,y sólo sedesactivacuandola transiciónsedispara

o cuandono haysuficientestokensenun conflicto dinámicoparadispararla tran- a

síción simultáneamentejunto con el pasoejecutado. Se puedenconsiderardos

~.1
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variantesdel modelo, segúnel significado de los time-oías. Unaprimera posibi-

lidad consisteen considerarque los time-outsrepresentanun tiempo máximo de

disparo, obligando a las transicionesa ocurrir cuandoal time-oíd le quedeuna

unidadde tiempo paracumplir. La segundaposibilidadconsisteen imponerque

la redsebloqueesi un time-outllega a vencer.En amboscasos,es posiblecodificar

mediantedichasredescon time-oíaslas redescon máximo paralelismodébil, de lo

que seconcluyeque el problemade alcanceesindecidible.

El segundomodeloconsideradoesel modelo dinámicobasadoen el estudiode

las postcondiciones,en el que un time-outno se desactivaen tanto y cuando la

transiciónasociadasigaestandopermitidaen el marcajeobtenidotras la ejecución

deun paso.De nuevoes posibleconsiderardosvariantesdel modelo;ahorabien,la

primeradeellas,basadaenforzarel disparodeconjuntosmaximalesde transiciones

paralas que resteunaunidad de tiempo para que cumpla su time-outasociado,

generaun modelosemánticoun tantoextraño,por lo que decidimosabandonarsu

estudio. En lo queserefiere a la segundavariante,basadaenel bloqueosemántico

de la redcuandocumplaun time-out, la indecidibilidaddel problemade alcancese

pruebamostrandouna codificación en basea dicho modelo de las Redesde Petri

con Arcos Inhibidores.

El tercermodeloconsideradoesel modeloestáticobasadoen las precondiciones,

en el que un time-outsedesactivatanto con el disparo de una transición,como

con la resoluciónde un eventualconflicto estructuralen el que la transiciónesté

involucrada. Este modelo semánticocapturaun máximo paralelismo“débil” en

el que únicamentese obliga a dispararconjuntosde transicionesmaximales,en

el sentidode que sus elementosresuelvantodos los conflictos estructuralesentre

transicionesactivablesen el marcajeactual. Peroa pesarde las peculiaridadesdel

modelo, la codificaciónde las Redescon Arcos Inhibidoresmedianteredesdotadas

de la semánticademáximo paralelismo,tambiénesválidaparaestasemántica,y

por tanto, el problemade alcanceesde nuevoindecidible.

El último modelo consideradoes el modelo estáticobasadoen el estudiode

las postcondiciones,que funcionafijándoseen la estructurade la red, a travésdel

conceptode resoluciónde los conflictos estructurales.Así, un time-outsedesactiva

cuandoseresuelveun conflicto estructuralqueinvolucraa la transícionencuestión,

peroello sólo si trasla ejecucióndel pasosehanperdidotokenssobrealgunode los
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a
lugaresque motivó dicho conflicto estructural.Tal y comoocurríacon el modelo

dinámicobasadoen las postcondiciones,la semánticadedisparosmaximalesgenera

comportamientosextraños,por lo que hemosdesechadola profundizaciónen su

estudio. Por su parte, la semánticade bloqueossigue permitiendocodificar las

RedesconArcos Inhibidores,por lo quede nuevoseconcluyela indecidibilidaddel

problemade alcance.

En el capítulo7 seestudianlas RedesTemporizadascon duracionesracionalesy

duracionesreales.En estecaso,el tiempoya no esdiscreto,demodoqueno puede

ser controladopor medio de un reloj que avanzacomoantes,tic a tic a intervalos

regulares,por pequeñosque estossean. Ello haceque el efecto del disparo de un j
multiconjunto de transicionesno puedareflejarseen baseal marcajecorrespon-

dienteal “instantesiguiente”a aquelen el que se produjo. Por el contrario,dicho

efectotendráqueserreflejadoen el mismo instantedel disparoa fin de que quede

constanciainmediatade ello. Imponemosademásla restricciónde que en cada

instantesedisparea lo más un único multiconjuntono vado de transiciones,por

lo que en cadainstantetendremosa lo sumo dos marcajesdiferentes. Ello es así

a fin de evitar el disparo“en secuencia”en un mismo instantede tiempo de una

cantidadinfinita de transiciones,en contradel principio usualde finitud.

Los marcajessiguensiendoen estecaso parescuyaprimera componentenos

indica la distribución actualde tokenssobrela red, y cuyasegundacomponente

señalael conjuntode transicionesenejecución,juntocon el tiempopendientepara

la finalización decadauna deellas.

Las Redescon duracionesracionalespuedensercodificadasmedianteRedescon

duracionesenteras,lo quenos permitedemostrarla decidibilidaddel problemade

alcance,del de alcanceestricto, de la ausenciade fi-bloqueosyde la fi-vivacidad.

Sin embargo,dicha codificación no nos permite concluir la decidibilidad de las

dosextensionestemporizadasde la propiedadde ilimitación, debidoal cambiode

escalaque dichacodificación introduce,por lo que de momentodichascuestiones

hanquedadoabiertas. J
En el casode lasRedesdePetri Temporizadascon duracionesreales,siguiendo

estasmismas ideasno es posible codificar tales redes por medio de redes con

duracionesenteras.Hemosvisto de hechoqueno se puedesiquierapensaren una

leve modificación (tan pequeñacomo fueraprecisa)de los instantesde disparo,

a
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para ajustarlosa instantesracionalescercanos,puescon ello se podríanperder

algunosmarcajesalcanzables.

Ahora bien, utilizando una aproximaciónalternativaal problema,hemossido

capacesde definir una codificaciónque permitesimular el funcionamientode una

red temporizadacon duracionesrealeshastaun cierto instante,la cual presenta-

mos en la sección7.2. Dicha codificación sebasaen el conocimientodel instante

simbólico (midiendo el tiempo tomandocomo unidadessimbólicaslas duraciones

de las transiciones)en el queseproduciríacadatoken. Al no compararseen prin-

cipio los instantesde tiempo reales,tenemosque no se produceuna simulación

en “tiempo real” del funcionamientode la red original, sino que se permite un

disparodesordenadoen el tiempo de las transicionesde la red original. Entrando

mas en detalle,en lo que se refiere a su posiciónen las secuenciasde ocurrencia

de la red construidapor la codificación,cadatoken de dichared obtenidava ano-

tado con una ciertainformacion,que reflejaen la medidaprecisala “historia” de

ese token. Se obtieneasí una red coloreada(con un conjuntofinito de colores),

que comoes bien sabidopuedesercodificadautilizando Redesde Petri No Tem-

porizadas,con su semanticausual de secuenciasde ocurrencia. Utilizando dicha

codificación esposibledecidir (al menossiempreque el instantefi consideradono

seaunacombinaciónlineal con coeficientesenterosno negativosde las duraciones

de las transiciones)la propiedadde alcanceestricto,la fi-vivacidad y la ausencia

de fi-bloqueos.

Sin embargo,no hemospodido determinarsi las extensionestemporizadasde

la propiedadde ilimitación (la s,k-ilimitación lineal y la s-ilimitación uniforme)

sonen estecasodecidibleso no.

Los capítulos8 y 9 estándedicadosal estudiode la decidibilidad de la bisi-

mulación preservandohistorias (ver [RT88, Vog9lj). En concreto,en la sección

8.1 revisamosun conceptoclásicode la teoríade Redesde Petri Ordinarias,como

el que constituyenlos procesosde Redesde Petri. En la sección8.2 definimos

los cap-procesos,que capturancadapasoejecutadosobre la red de partida en

un solo evento,paraestudiarsi con tal modificación seobtieneuna información

sobreparalelismomás refinada,obteniendouna respuestanegativa,que fortalece

la elecciónde la definición clásicade dicho concepto.

En lasección8.3 seincluyela demostraciónde Vogler [Vog9l] deladecidibilidad
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de la bisimulaciónpreservandohistoriasparaRedesNo Temporizadas1-seguras

con su semánticade secuenciasdeocurrencia,extendiéndosedicho resultadopara

la semánticade pasos. Dicha demostraciónse basaen el conceptode maTcaje

ordenado,que introduceen el conceptode marcajeuna cierta información que

nos indica el ordende generaciónde sus tokens. En basea dichainformaciónse

define una nuevarelación (OM-bisimulación),que se pruebaes equivalentea la

bisimulación preservandohistorias. De dichaequivalencia,y teniendoen cuenta

que el número de posibles marcajesordenadosde una Red de Petri No Tempo-

rizada1-seguraesfinito, se concluyela decidibilidadde la bisimulaciónpreservando

historias.

Posteriormente,en la sección 8.4 extendemosdichos resultadosa redes n- a
segurascon su semánticade pasos. Se pruebaprimero el resultadopara una

semánticadesecuenciasdeocurrencia(sobreredesn-seguras),tal como sehizo en a
la secciónanterior,y despuésseextiendedichoresultadoa la semánticade pasos.

En el capítulo9 se demuestrala decidibilidad de la bisimulación preservando a
historias para Redesde Petri Temporizadas1-seguras. Paraello, en la seccion

9.1 se definen los procesostemporizados,que extiendende forma natural a las

Redesde Petri Temporizadasel conceptode proceso. Se define un conceptode

compatibilidadentreprocesostemporizadosy secuenciasde pasostemporizadas,

y sepruebanresultadossimilaresa los presentadosen la sección8.1.

La sección9.2 estádedicadaa la pruebade la decidibilidad de la bisimulación

preservandohistorias para Redesde Petri Temporizadas.La demostraciónestá

inspiradaen la pruebade la citadapropiedadpararedessin tiempos, presentada

en el capítulo 8. Así, se comienzadefiniendo el conceptode marcaje ordenado

temporizado,que en estecaso requiereincorporaruna terceracomponente,que

nos indica que tokensexistentesen la red serán menoreso iguales que los que

genere,cuandotermine,cadatransición en ejecución. Posteriormentese define

la TOM-bisimulación,versióntemporizadade la OM-bisimulación,demostrándose a
queesequivalentea la bisimulaciónpreservandohistorias,lo quepermitedenuevo

concluir la decidibilidad deestaúltima nocion. a

Parafinalizar, en el capítulo 10 presentamosun resumende algunos trabajos

relacionados,en los que se definendiferentesmodelostemporizadosde Redesde

Petri, y seestudiandiversaspropiedadessobrelos mismos. Hemosdejadoparael

-M
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final la presentaciónde los trabajosrelacionados,encontrade lo quesueleserusual,

porqueapartede ciertasdefiniciones,no hemosencontradoen la bibliografíaa la

quehemostenido accesotrabajoalgunoen la mismalíneaqueel nuestro,de modo

que no siendo necesariala lecturapreviade dichostrabajospara una completa

comprensiónde nuestrotrabajo,hemospreferidodejardicho estudioparael final,

una vez que estéya disponible todo el bagajetécnico desarrolladoa lo largo de

nuestrotrabajo,evitándoseasírepeticionesinnecesarias.
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Capítulo 2

Generalidades

En estecapítulopresentamosunarevisiónde los principalesconceptosrelacionados

con las Redesde Petri. Por tanto, el objetivodeestecapítuloseráproporcionarla

basede trabajode los siguientes,así como fijar la notaciónque va a serutilizada

a lo largo de la tesis. Puestoque los resultadospresentadosen estecapituloson

clásicosen la teoría sobreRedesde Petri, algunasdemostracionesson omitidas,

indicandoúnicamentelas citasbibliográficasen las que puedenencontrarse.

2.1 Notación

La notacionempleadaa lo largo de estetrabajo serála siguiente:

1. Números

Denotaremospor ]N los númerosnaturalesincluyendoel 0, por IN+ los natu-

ralesexcluyendoel 0, y denotaremospor Z al conjuntode númerosenteros.

Asimismo,denotaremospor Q los númerosracionales,y por Q+ los números

racionalespositivos.

2. Conjuntosy Multiconjuntos

Utilizaremosla notaciónusual paratrabajarcon conjuntos. El cardinalde

un conjuntoA sedenotaráde la forma IAL

Los multiconjuntosse consideraránformalmentecomo funciones con codo-

mimo en IN, aunqueen ocasionesseutilizará para ellos una notacióncon-

juntista. Así, diremosque x E R, paraun multiconjuntoE A —* ]N su

15
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a
R(x) > 0; asimismoutilizaremosel símbolo I~ paradenotarel multiconjunto

vacío (R(z)= 0, Vx E A); mientrasque,por ejemplo,un multiconjuntoque

constade dos instanciasdeun elementox y una instanciade un elementoy

serádenotadoen la forma {2x, ly}. Dado un conjuntoA, denotaremospor

8(A) el conjuntode multiconjuntossobreA.

3. Relaciones

Dado un conjuntoX, una relación sobreX seráun conjunto R C X >< X.

Llamaremosdominio deR al conjuntodom(R)definidode la formasiguiente:

dom(R)= {x EX ¡ ]y EX : (x,y) E R}

y codominio deR al conjunto cod(R)definido como sigue:

cod(R)={xeX¡~yEX:(y,x)ER} a

Dadauna relaciónR, se defineel cierre reflexivo y transitivo de R, R, como

sigue:

R={(x,y)¡x=y y ~ (z,xí)ER,...,(z~,y)ER}

Asimismo,sedefineel cierre transitivo de R, R+, como sigue:
a

{(x, y) ~x1,... , x,~, (x, x1) e R, . .., (x~, y) e R}

4. Vectores

La notaciónempleadapararepresentarlos vectoresserála usual, mediante

tupías. En el casodevectorescon componentesen IN, diremosquey w su

todas las componentesde y son mayoreso igualesque las correspondientes

de u,. Además,diremosqueu > w si u w y u w.

2.2 Redesde Petri

Definición 2.1 (Redesde Petri Ordinarias)

Una ternaN = (P,T, F), formadapor dos conjuntosP y T, y una relación F

definidasobreP U T, sedice quees una Redde Petri Ordinaria si satisface:

LPflT=0

~.6
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Pi P2

Figura 1: Ejemplo de Red dePetri

2. F C (P x T) U (T>< P)

3. dom(F) U cod(F) = P U T

Al conjuntoP sele llama conjunto de lugares, al conjuntoT conjunto de tran-

sicionesy a E relación de flujo. E relacionalugarescon transicionesen forma

de arcos entre lugaresy transicioneso entre transicionesy lugares. Salvo que

se indique lo contrario,supondremosque las redescon las que trabajaremosson

finitas (los conjuntosP y T son finitos). Las redesde Petri puedenrepresentarse

gráficamentepor medio de grafos bipartitos, que son grafos que constande dos

tipos de nodos (lugaresy transiciones).Los lugaresse representancon círculosy

las transicionescon rectángulos.

Seael conjuntoX = PU T. Entonces,paratodox E X sedefinenlos conjuntos

siguientes:% = {y E XI(y,x) E F} (preconjuntode x), a? = fi E X¡(x,y) E

fi (postconjuntode x).

Se diceque N esT-restringidasu t = = 0 Vt E T. O

Ejemplo 2.1 SeaN= (P,T,F), siendo:

P = {P1, ¡~2, PSI

T = {t1, t2}

E = {(pí,ti), (p2,tí), (tí,ps), (pa,t2)}

ti

PS

Estaredestárepresentadagráficamenteen la figura 1. O
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Pi P2 a‘o
a

a

Figura 2: Ejemplo de Red de Petri Marcada

Definición 2.2 (Marcajesde Redesde Petri Ordinarias)

SeaN = (P,T,F) una Red de Petri Ordinaria. Una función M : P —* IN se

llamaun marcaje de N. Entonces,(P, T, F, M) sellamaunaRedde Petri Ordinaria a
Marcada. O

Los marcajesde las redesde Petri serepresentangráficamenteincluyendoen

cadalugar tantospuntoscomo tokensle corresponden,o bien anotandocadalugar

con el númerode tokensasociadoal mismo.

Ejemplo 2.2 En la Red de Petri del ejemplo 1 podemosconsiderarel siguiente

marcaje:

M(pi) = 1, ?vI(p2) = 1, M(pa) = O a
La representacióngráficade la misma,correspondientea la primeravariante,puede

verseen la figura 2.

La semánticade una Red de Petri estádefinida mediantela siguientereglade

disparo,que defineel marcajealcanzadotras el disparode una transícion. a

Definición 2.3 (Reglade Disparo)

Sea N = (P,T, F, M) una Red de Petri OrdinariaMarcada.Unatransición t E T

sedice que estápermitida bajo el marcajeM, lo cual sedenotapor M[t>, si para

todo lugar p EF tal que (p, t) EF severifica M(p) >0. S

El disparodeunatransiciónpermitidat bajoel marcajeM resultaenun nuevo

marcajede la red, M’, definido de la forma siguiente:

M’(p) = M(p) — W1(p,t)+ Wj(t,p) Vp EF
a

ti

p3

it2
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siendoWj(z) = 1 si z E F y Wj(x) = 0, para x ~ F, para todo x E (T x P) u
(P x T). Ello sedenotaen la forma M[it>M’. O

Ejemplo 2.3 En el ejemplo 2, el disparode la transición t~ conducela red al

marcajeM’:

M’(pi) = 0, M’(p2) = 0, M’(pa) = 1

O

Definición 2.4 (Activación Concurrentede Transiciones)

SeaN= (P, T, F, M) unaReddePetriOrdinariaMarcada.SeaR C T unconjunto

de transicionesde la red. Se dice que las transicionesde R están permitidas

concurrentemente,lo que sedenotapor M[R> su M(p) =ZtERWÁP,t), Vp E P,

dondeWj(p,t) estádefinido de la mismaforma queen la definición anterior.

Podemosinclusoextenderestadefinición a multiconjuntos,permitiendoasí la

posibilidad de que varias instanciasde una mismatransícionseandisparadasen

un solo paso.Deestaforma, diremosque un multiconjuntode transicionesR está

permitido bajo el marcajeM su M(p) =Z~6~Wí(p,t) . R(t), Vp E P.

El disparode un multiconjuntode transicionesR bajo el marcajeM conduce

la red a un nuevo marcajeM’, dadopor:

M’(p) = M(p) — 2 (W~(p,t) — Wj(i,p)) . R(I)
tET

Estaevolución de la reden un solo pasola denotaremospor M[R>M’. O

Definición 2.5 (RedesdePetri Generalizadas)

Una Red de Petri Generalizada(aunqueen el futuro nos permitiremoseventual-

mente la licencia de llamarlassimplementeRedesde Petri) es una tupía 1V =

(P, T, F, 1=1, W), donde:

1. (P, T, E) es una Redde Petri Ordinaria.

2. K : P —* IN u {oo} esunafunciónqueindica elnúmeromáximode tokens

quepuedehaberen cadalugar (función de capacidad).

3. W : F ..* es una función que indica la multiplicidad de cadaarco

(pesos de los arcos).
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a
Se sueleomitir la función de capacidad,por innecesaria,si éstaesinfinita para

todos los lugares.Además,esusual extenderla definición de Wa todo el universo a
de posiblesarcos,haciéndolanula parapares(p,t) o (t,p) que no esténen F. O

Definición 2.6 (Reglade DisparoparaRedesde Petri Generalizadas) a
SeaN = (P, T, F, K, W) una Red de Petri Generalizada.

1. Una función M : P —* IN sedicequeesun marcajede N su M(p) =J=}p),

paratodo p E P.

2. Una transición it E T estápermitidabajo un marcajeM, lo que sedenota

por M[it> su W(p,t) =M(p) =K(p) — W(t,p), para todo p E P. El

disparode t resultaen un nuevomarcajede la red M’, dadopor: M’(p) =

M(p) — W(p,t) + W(t,p), para todo p E P. De nuevo, estaevolución la a

denotamospor M[t>M’.

3. Un multiconjunto de transicionesR estápermitido bajo el marcajeAl, lo

que sedenotapor M[R>, si y sólo si M(p) =E~ET W(p,t) - R(t). El disparo

de Ji resultaen un nuevomarcajeM’, dadopor:

M’(p) = M(p) — Z(W(p, it) — W(t,p)) - R(t), Vp E P
¿EV

Lo que sedenotapor M[R>M’.

E

Definición 2.7 SeaN = (F, T, E, K, W, Mo) una Red de PetriMarcada.

1. Se dice quea = M0t1M1 ... esunasecuenciadeocurrenciafinita de N

si y sólo si Vi E {1,. . . , n}, M¿...i[it~>M¿. En algunasocasionesdenotaremos

las secuenciasdeocurrenciaen la forma ti ... it,,, ya que a partir del marcaje

de partidaM0 y a partir de la secuenciade transicionesdisparadasa partir

de él, esposibleobtenerlos demásmarcajesM1.

Extendemosla notación habitual a secuenciasde ocurrencia,obteniendo
aMo[a>M~. Se denotamedianteL(N,M0) al conjunto de secuenciasde ocu-

rrenciade 1V que partende M0.

a

a
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2. Sedice que a = M0R1M1... R,,M,, esuna secuenciade pasosfinita de N si

y sólo si Vi E {1,. . .,n}, M~..i[R2>M~. De nuevo seextiendela notaciónha-

bitual asecuenciasdepasos:Mo[a>M,,. Sedenotapor P(N, Mo) al conjunto

de secuenciasdepasosde 1V que partende M0.

En lo sucesivotrabajaremosusualmentesobrela semánticade secuenciasde

ocurrencia,salvo que explícitamenteseindiquelo contrario.

Definición 2.8 (Matricesde Incidencia)

Sea1V = (P,T, F, W, M0) una Red de Petri Marcada.

1. Se dice que 1V espura su Vt E T, Vp c P, WQ,p) . W(p,t) = 0.

2. Si 1V esuna red pura,podemosdefinir su matriz de incidenciaprevia, W =

(c75), i = 1,...,jPj;j = 1,...JT¡, siendo c[5 = W(p~,t5), y su matriz

de incidenciaposterior C~ — (ci), i = 1,...JP¡;j = 1,...,LT~, siendo

— W(tj,p5).

3. Si 1V es una red pura se define su matriz de incidenciaC por medio de

C—C~-Cm

o

La matriz de incidenciapuedeser definida tambiénsobreredes que no sean

puras,pero en tal caso no caracterizaa las mismas,puesuna misma matriz de

incidenciacorrespondea variasredesdiferentes.

Ejemplo 2.4 Es sencillo obtenerdos RedesdePetri diferentescon la mismama-

triz de incidencia. Para ello bastatomar una Red de Petri Ordinaria y elegir

un lugar y una transiciónno conectadosinicialmente,y conectarlosformandoun

íoop. Porejemplo,las dosredesde la figura 3 tienenlamismamatrizdeincidencia.

Dehecho,si setrabajacon RedesGeneralizadasel añadidosepuedehacersobre

cualquierpar.
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a
o

Figura3: Dos Redesde Petri con la mismaMatriz de Incidencia

Proposición2.1 (Ecuaciónde Estado) a
Sea 1V = (P, T, F, W, M0) una Red de Petri Marcada Pura, a c L(N, M0), y

Mo[u>M. Entoncesse tiene: M M0 + O &, siendo & el vector de Parikh

asociadoa la secuenciao-, que estádefinido como 5-(i) =número de ocurrencias de

la transición t~ en la secuencia a.

Demostración: Seala secuenciade marcajesproducidaa lo largode la ejecución

de a: M0t~1M1 ... ~ Entonces,de la reglade disparose concluyeque Al1 =

M0 + O U11, siendo U11 el vector cuyascomponentesson todas nulas, salvo la

z1-ésima,que vale 1. En general,se obtieneque Mj. Mj..~ + O Uik.

Por tanto:

:1=1

a
Ahora bien, Z U1, = &, lo que termina la demostración.

2.3 Análisis de Redes
a

Cuandoseplanteael diseño de un sistema,apartedel interésque suscitael tener

un modelo gráfico del mismo, resulta importantedisponer de herramientasque

nospermitanobtenerpropiedadesa partir del modeloconsiderado.En el casode

los sistemasconcurrentes,la verificación del cumplimientode ciertaspropiedades
a

sehacemás difícil que en el caso de los sistemassecuenciales,por lo que dichas

herramientascobranunparticularinterés.El análisisde laconductade los sistemas
a

tiene por objeto determinarel cumplimientode ciertas propiedades,como por

ejemplo,que el númerode procesosen una ciertacoladel sistemano excedecierta
a

a
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cantidad,que se garantizala exclusión mutua en el accesoa cierto recurso del

sistema,etc.

En el caso de las RedesdePetri, junto consu notableinterésparael modelado

desistemas,porsunaturalezagráficaquepermitetenerun modelofácilmentecom-

prensible de un sistema, se tiene también una herramienta poderosa para analizar

formalmenteel cumplimientode determinadaspropiedadesde buenaconductade

los mismos, como la ausencia de bloqueos, la alcanzabilidad de un cierto estado,

la posibilidad de alcanzar la situación de partida del sistema con independencia de

su estado actual, etc.

Habitualmente se dividen las propiedades de los sistemas en dos clases:

2.3.1 Propiedadesde Seguridad

Garantizan que el sistema no alcanzará nunca un conjunto de estados no deseados,

o que nunca ejecutará una secuencia de pasos que pertenezca a un determinado

conjunto.

Son propiedades de Seguridad las siguientes:

1. Propiedad de Alcance. Un marcaje LVI de una Red de Petri Marcada

1V = (P, T, F, W, M0) se dice que es alcanzableen N su existe una secuencia de

ocurrenciao- E L(1V, M0) tal que Mo[a>M. Denotamos por [Mo>al conjunto

de marcajes alcanzables en N a partir del marcaje inicial M0, y por [M> al

conjunto de marcajes alcanzables en 1V a partir de un marcaje M.

2. Propiedad de Seguridad. Una Red de Petri Marcada 1V = (P, T, F, W,

M0) es n-segura,para un cierto n E IN dado, si todo marcajealcanzableM

a partir de Kl0 cumple la propiedad M(p) =n, para todo p E P. Las redes

1-seguras se llaman habitualmenteseguras,y en ellas los marcajes pueden

identificarse con subconjuntos de lugares.

Bajo los mismos requisitos, se dice que un lugar p E P es n-segurosi M(p) <

n, para todo marcaje alcanzable Kl a partir de M0.

3. Propiedad de Limitación. Sea 1V = (P, T, F, W, M0) una Red de Petri

Marcada. Se dice que un lugar p E P es limitado si existe un numero natural



a

24 CAPiTULO 2. GENERALIDADES a

a
n E IN tal que dicho lugar esn-seguro;y sedice que 1V es limitada si todos

suslugaresson limitados.

4. Ausenciade Bloqueos. DadaunaRedde PetriMarcada1V = (P, T, F, W,

y un marcajealcanzableKl a partir de M0. SedicequeKl es un marcaje a

muerto si no existeningunatransiciónpermitidabajodicho marcaje.La red

1V se dice que está libre de bloqueossi no existe ningún marcaje alcanzable

muerto.

5. ConservaciónRespectoa un Vector de Pesos.Seauna Red de Petri

Marcada1V = (P,T,F,W,M0), con P = {p~,... ,p,,}. Se dice que 1V es

conservativarespectoa un vector de pesosw, con w E IN”, si para todo

marcajealcanzableM a partir de Kl0 se cumple:

TI TI

t=1

a
6. Cubrimiento de Marcajes. Sea una Red de Petri Marcada 1V =

(P, T, F, W, Nf0). Dado un marcajeKl de 1V, se dice que N cumple la a
propiedaddel cubrimientodemarcajesparael marcajeKl si existeM’ E [Mo>

tal que Nf’ > Kl.

NOTA: Parasermásprecisos,la alcanzabilidadno es exactamenteunapropiedad

de seguridad, sino la negación de la propiedad, la no alcanzabilidad. Análogamente a
ocurre con el cubrimiento de marcajes.

2.3.2 Propiedadesde Actividad

Garantizanque el sistema,con independenciade su estadoactual, podrá even- a
tualmentealcanzarun determinadoestadode un cierto conjunto de estados,o

podráeventualmenteejecutaruna ciertasecuenciadeeventos.Son propiedadesde a

actividad las siguientes:

1. Vivacidad. Sea 1V = (P, T, F, W, M0) una Red de Petri Marcada. Una

transiciónit E T sedicequees vivasi paratodomarcajealcanzableKl E [Mo>

existeuna secuenciade ocurrenciaa que partede M tal que a = it1 ... it,,,, a

con it,,, = it. Se dice que N es viva si todassus transicionesson vivas.
a

a
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2. Home State. Sea1V = (1’, T, F, W,Nf0) una Redde Petri Marcada.Se dice

que un marcajeKl de 1V es un homesitate si para todo Nf’ E [no>se tiene

Nf E [~‘>~

3. Home Space.SeaN = (P,T,F, W,Kb) una ReddePetriMarcada. Sedice

queun conjuntodemarcajesM esun home-spacedeN si paratodomarcaje

Nf’ E [no>existeun marcajeNf” E M tal que Nf” E [Nf’>.

4. Ciclicidad. Sea 1V = (P, T, F, W,Nf0) una Red de Petri Marcada. Se dice

que1V tieneun comportamientocíclicosi paratodo marcajeM E [Mo>existe

una secuenciade ocurrenciaa que partedeNf tal que Kl[o)Klo.

2.3.3 Decidibilidad del Alcance y la Vivacidad

Al abordarseel estudiode la decidibilidad de algunasde estaspropiedadesante-

riormentecitadas,secomprobóqueen absolutosetratabade problemassencillos,

no encontrándoseen principio en la mayorpartede las ocasionesmasque un me-

canismode reducibilidadquenospermitiríaresolverunosproblemasreduciéndolos

a otros en aparienciamassencillos. Deestaforma,la decidibilidadde la propiedad

de alcanceapareciócomobásicapara resolverla decidibilidadde las demás.Sin

embargo,pronto seconstatóque la pruebade la decidibilidaddel alcanceno era

ni muchomenossencilla. Por ello, seplantearonlas siguientespropiedadesrela-

cionadascon la alcanzabilidad,a las que seconsiguióreducirestaúltima.

1. Propiedadde Alcance de Submarcajes.Sea1V = (P, T, F, W, Nf0) una

Red de Petri Marcada. Dado P’ C P, se dice que 1V cumple la propiedad

de Alcancede Submarcajespara P’ si existe un marcaje Nf’ E [A¡Io>tal que

M’(p) = Nf(p), Vp E P’.

2. Propiedadde Alcance Nulo. Sea1V = (P, T, F, W, Nf0) una Red de Petri

Marcada. 1V cumplela propiedadde AlcanceNulo su fi E [no>,dondeO es

el vectorcuyascomponentesson todasnulas.

3. Propiedad de Alcance Nulo de un Solo Lugar. Sea 1V = (P,T,

F, W, M0) una Red de Petri Marcada. Dadop~ E P, se dice que 1V cumple

la propiedadde AlcanceNulo deun Solo Lugar paraPo si existeun marcaje

M E [no> tal que Kl(po) = 0.
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a
Teorema2.1 En lo queasu decidibilidadserefiere,sonequivalenteslos siguientes

problemas.

1. El problemade alcance.

2. El problemade alcancede submarcajes.

3. El problemade alcancenulo.

4. El problemade alcancenulo de un solo lugar. a

Demostración: Ver [Pet8l]. O

Sin embargo,a pesardeesteresultado,posteriormentesevio que la dificultad

de resolvercualquierade los tres nuevosproblemasintroducidoses la mismaque a
la de resolverel problemade alcance.En todo caso,aunqueno se conocíasi esta

propiedaderadecidible,sí seobtuvieronresultadosqueyadejabanver queen caso a
de que fuera decidible, la complejidaddel algoritmo empleadoseríaprohibitiva

(por ejemplo, Lipton [Lip76l demostróen 1976 que un algoritmopararesolverel a
problemade alcancerequeriríaal menosuna cantidadexponencialde espaciode

almacenamientoy de tiempo con respectoal númerode arcosde la red). Final-

mente, la decidibilidad del problemade alcancefue resueltaen 1981 por Mayr

(ver [May8l]), y mástardepor Kosaraju(ver [KosS2])quecorrigióalgunoserrores

de la demostraciónoriginal. Puedenencontrarsedemostracionesmás legibles en

[Lam86, Reu9O,Lam92].

Una vez probadala decidibilidad del problemade alcance,se obtuvo inme-

diatamentela decidibilidaddel problemade vivacidad,puespreviamente[PetSl]

también se habíaprobadoque dicho problemaera equivalenteal problema de

alcance.Posteriormentepudo hacerselo propio con otraspropiedades.Así [Fru86]

probóla decidibilidaddela propiedaddeserhome-st ate, posteriormenteextendida a

a home-spaces en [JoFr9ll.

2.3.4 Técnicas de Análisis de Propiedades

Las técnicasde análisis de propiedadesde Redesde Petri suelenclasificarseen 4

grupos:

a
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• Análisis por enumeracion.

• Análisis por transformacion.

• Análisis estructural.

• Análisis por Simulacion.

Análisis por enumeración

En el análisis por enumeración se construye un árbol de marcajes, que expresa las

posiblesevolucionesde la red. El árbol asíobtenido sellama árbol de accesibilidad,

el cual es en general infinito. Por ello, aún a costa de perder cierta información

se defineel llamado árbol de cobertura, que essiemprefinito (para redesfinitas),

lo que permite estudiarsobre él aquellaspropiedadespara las que dicho árbol

proporcionela informaciónnecesariaparaestablecersu decidibilidad.

Definición 2.9 (Arbol de Cobertura)

Sea1V = (P, T, F, W, Kl0) una ReddePetriMarcada.Sedefineel árbol de cobertura

de N, T(N), de la forma siguiente:

1. La raíz seetiquetacon el marcajeinicial Nf0.

2. Unnodo x etiquetadocon un marcajeM es una hoja del árbol si ocurre una

de las siguientes posibilidades:

(a) O bien no existe ningunatransiciónpermitidabajo Kl.

(b) O bien hay un nodo y, y # x, en el camino que va desde la raíz a x,

etiquetado también con Nf.

3. Si x es un nodo con etiquetaNf, y no es una hoja, entoncesparacadatran-

sición t permitidapor Nf se introduceun nuevoarcoen el árbol, etiquetado

con esatransiciónt, con destinoenun nuevonodo y, cuya etiqueta se obtiene

en base a los pasos siguientes:

(a) Paratodo lugarp E P secalcula: Ñ(p) = M(p) + VV(p,t) — W(t,p).
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a
(b) Si en el camino de la raíz a x hayun nodo z, z y, con etiquetaNf”

tal que: AI(p) =M”(p), paratodo p E E, entoncesseetiquetael nodo

y con Nf’, definido de la forma siguiente:

M’(p) = f Ñ(p) si ÑI(p) M”(p)
w en casocontrario

(c) Si la condición anteriorresultafalsa, se haceNf’ = Nf, y el nodo y se

etiquetacon Kl’.

En estadefinición seconsideraque n <w, Vn c Dl, y que n + w = w + n =

w + w = w — n = ca, Vn E Dl. E a

Teorema22 El árbol de coberturade todaRed dePetri Marcada1V, T(N), es

finito.

Demostración: Ver [Pet8l]. E
a

No es posible decidir mediante el árbol de cobertura la propiedad de alcance,

pues no puede establecerse si un marcaje concreto pertenece o no al alcance de a
la red. Sin embargo,sí es posibledecidir el cubrimientode marcajes,así como la

seguridad,limitación y conservación(ver [Bes86,BF86, Pet8l]).

El siguienteteorema,extraido de [Fru86], estableceque para toda red 1V es

posibleencontrarun conjuntofinito de marcajesaccesiblescon lapropiedadde que a
cualquiermarcajeaccesiblede 1V cubrea algunode los marcajesdeesteconjunto.

Teorema2.3 Sea1V = (E, T, F, W, Nf0) una Red de Petri Marcada. Existe un

conjuntofinito de marcajes alcanzables en 1V, {AJk,.. . jV4}, talesqueVM e
existei E {1,.,b} tal que Nf~ ~ Nf.

Demostracion: Ver [Fru86l. E

Análisis por transformación

a
En el análisis por transformación se aplican diversos mecanismos de reducción de

redesque se aplican a una red para obtenerredes más sencillas,que preservan

algunaspropiedadesde la red de partida, lo que permite estudiarsobreestas

ultimas dichas propiedades. Las simplificaciones más usuales consisten en elirmuar

a

a
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los lugares implícitos (ver [5if78,Esp9O]), lo queconservala vivacidady limitación

de la red de partida, o bien el reemplazamientode una subredpor un único lugar

(ver [Bra86]), cuandoéstacumple ciertas condiciones. Denuevo,estareducción

preserva la limitación y vivacidad. Otras técnicas de reducción (ver [BersO,Bra86])

se basan en sustituir un lugar por un conjunto de transiciones,o en la eliminación

de algunas transiciones irrelevantes en el funcionamiento de la red, etc.

Análisis Estructural Basado en el Algebra Lineal

Los métodos de análisis estructuralestudianlas propiedadesde las redesde Petri

haciendouso exclusivamentede su topología. Estos métodosse dividen en dos

grupos,con relacióna las herramientasqueutilizan: Métodos basadosenel álgebra

lineal y métodos de cerrojos y trampas.

Los métodosde análisisestructuralbasadosen el álgebralineal se apoyanen

la ecuaciónde estadode la red (trabajanpor tanto sobreredespuras). Paraello

definen los P-invariantes como P-vectores anuladores izquierdos de la matriz de

incidencia.

Definición 2.10 (P-invariantes)

Sea 1V = (P, T, F, W, Nf0) una Red de Petri MarcadaPura. Entonces,a los vectores

V : P —* Z se les llama P-vectores.

1. Un P-vector1 se llama un P-invariantede 1V si Jl’•G = 0, siendoO el vector

cuyascomponentesson todasnulas.

2. El soportede un P-vectorH C Z~ se definecomo sigue:

PH = {p E P II(p) # 0}

3. Un P-invariante1 de N se dice quees no-negativosi todassuscomponentes

son mayores o iguales que 0.

4. Un P-invarianteno-negativose dice que es minimal si no hay otro P-inva-

riante 1’ no-negativotal que O < 1’ < 1.
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a
5. Un P-invariante positivo (todassuscomponentessonpositivaso nulas, pero

al menos una es estrictamente positiva) se llama un P-semiflujo.

o
a

La ecuación T~ O = O puedeser resueltamedianteel algoritmo de Farkas

(ver [MeVa86]), que proporciona un conjunto de generadores del conjunto de P-

semifiujos soluciones. La siguiente proposición demuestra que los P-semiflujos

minimalesgenerantodas las solucionesde y’ . O = 0, con Y un vectorcon coefi-

cientesen Q~ U {0}.

Proposición 2.2 Seauna Red de Petri MarcadaPura1V = (P,T,F,W,Mo) y O

su matriz de incidencia. Sea Y un vector con coeficientesen Q+ U {0} tal que
y’. O — 0. Entonces,Y = E AiY1, siendo los Y, P-semiflujos minimales de 1V.

Demostración: Ver [Esp9O]. O

a
La siguientepropiedadde los P-invariantespermite resolverel problemade la

conservacion.

Proposición 22 SeaunaReddePetriMarcadaPura1V = (P, T, E, W, Al0) y sea

1 un P-invariantesuyo. EntoncesVK’ e [Nf0>,: 1’ . Nf — Nf0.

Demostración: Basta aplicar la definición de P-invariantey la ecuaciónde

estado,multiplicandodichaecuaciónpor su izquierdapor J~. o

De estapropiedadse concluyeque si 1V es una Red de Petri MarcadaPura

dotadadeun P-semiflujo,entonces1V es conservativarespectodedichoP-semiflujo.

Además, aunque dicha propiedad no permite resolver el problema de alcance, sí

permitedemostrarque un determinadomarcajeno estáen el alcancede la red.

Es decir, un marcajedeterminadoNf no estaráen el alcancede 1V si Il’ . Kl #
I~• Nf0. Otrapropiedadquepuedeserresueltamedianteel usodeP-semiflujosesla

seguridad,puesunaconsecuenciadequeelnúmeroenteron = Jr.Nf seaconstante

para todos los marcajesalcanzableses que todos los lugaresde N asociadosa

componentesno nulasde 1 (lugaresdel soportede 1) son n-seguros.

Lamentablemente, la propiedad anterior de invarianza de la cantidad 1~ . Kl no

caracterizaplenamentea los P-invariantes,es decir, el recíproco no es en general
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cierto. Ello sedebea la posibilidadde que en el marcajeinicial no contemoscon

suficientestokenscomo para poner a pruebatodas las transicionesdel sistema.

Sin embargo,si fortalecemosun poco las condicionesdel marcajede partida,con-

seguimos un recíproco.

Teorema 2.4 SeaN = (P, T, F, W, Nf0) una Red de Petri MarcadaPura,con Nf0

un marcajeque cumplela siguientepropiedad:Vi E T BNf~ E [Mo>que permitela

activación de t. Sea además 1 un P-vector tal que Il’. Nf = jT~ Nf0, para todo

Kl E [~o>• Entonces1 es un P-invariantede 1V.

Demostración: Para cada transición it sea el marcajeNf~. El disparo de it bajo

dicho marcajeproporcionael marcajeNffl dado por:

= Nf~ + C(—,t)

Ahora bien, por la hipótesisefectuadasobre1, 1’ . Nf; = 1’ . Nf~, lo que implica:

IT. C(—,it) = 0. Esto es válido paratodo it, por tanto Il’ O = 0. E

De forma totalmentesimétricapodemosdefinir los T-ir¿variantes,como anu-

ladoresderechosde la matriz de incidencia. Ellos nospermitiránresolvertambién

algunosde los problemasplanteados.

Definición 2.11 (T-invariantes)

Sea 1V = (P, T, F, W, Al0) una Red de Petri MarcadaPura. Un vectorde la forma

J : T —> 2 se llama un T-vector.

1. Sedice que un T-vectorJ es un T-invariante de 1V su O . J = 0, siendoO la

matrizde incidenciade 1V.

2. un T-invariantede 1V se dice que es no-negativosu todas sus componentes

son mayores o iguales que 0.

3. Un T-invarianteno-negativoJ de N sedice quees minimalsi no existe otro

T-invarianteno-negativo Y tal que O < J’ < J.

o

El teoremasiguienterelacionalos marcajesreproducibles(home-states)con los

T-invariantes.
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Teorema 25 Sea 1V = (P, T, F, W, Nf0) una Red de Petri MarcadaPura,y sea

Al un home-st ate de 1V. Entonces,las transicionesde cadasecuenciade ocurrencia a-
u tal que Nf[a>M constituyen el soporte de un T-invariante no-negativo de 1V.

Demostración: Inmediata, a partir de la ecuación de estado.

Su recíproco es igualmente cierto, lo que transforma este teorema en una
a

propiedad caracterizadora de los T-in variantes.

Teorema 2.6 Sea 1V = (Y, T, E, U,!, Kb) una Red de Petri Marcada Pura y sea J

un T-invarianite no-negativo de 1V. Entoncesexisteun marcajeKlj, reproducible

con el disparode las transicionesdel soportede J, disparadastantasvecescomo a

índiquela correspondientecomponenteen J.

Demostración: Basta considerar el marcaje Nfj(p) = 2 J(it) . W(p,t), Vp c ~. atEp.
Su definición escorrecta,al ser T no-negativo.Bastaentoncesaplicar la ecuacion

deestadoparaobtenerNfj+C~J=Mj+0Nfj. O s

No obstante,la ciclicidad de la red no puedeser resueltamedianteel simple a
uso de T-invarianites. De hecho, tal cosa no puede garantízarse ni siquiera aunque

cada estado alcanzable sea un home-sitate.
a

Análisis Estructural Basado en Cerrojos y Trampas

El otro tipo de técnicasestructuralesse apoyanen los conceptosde cerrojosy

trampas, que son propiedades puramente estructurales, prescindiendo del marcaje

de la red en un momento dado. Los cerrojos son conjuntos de lugares, que una vez

que han perdido conjuntamente sus tokens permanecendesmarcadospor siempre.

Simétricamente,las trampasson conjuntosde lugaresque permanecenmarcados

una vez que tienen un token-

Definición 2.12 (Cerrojosy Trampas)

Sea 1V = (Y, T, E, Nf0) una Red de Petri OrdinariaMarcadaPuraFuertemente J
Conexa (es decir, desde cualquier nodo, ya sea transición lugar, se puede ir a

cualquier otro nodo).

1. SC Pse llama un cerrojo deN su SGS.

J
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2. SC Psellama una trampa deN su S GS.

3. Un cerrojo (resp. trampa)se dice que es minimal su no existe otro cerrojo

(resp.trampa)contenidoen él de forma estricta.

o

El siguiente teorema expresa la interpretación realizada de los cerrojos y tram-

pas.

Teorema2.7 SeaN una Red de Petri Ordinaria MarcadaPura Fuertemente

Conexa.

1. Sea 5 un cerrojo de 1V. Entonces:

(Vs c 5 : Nf(s) = 0) =~ VNf’ E [~> : Vs E 5 : M’(s) = O

Es decir, si en algúnmarcajeKl el cerrojosevacía,entoncesen todomarcaje

posterior permanece vacio.

2. Sea5 una trampade 1V. Entonces:

(Rs E 5 : Nf(s) > O) =~ VK’ E [~>Rs E 5 : M’(s) > O

Es decir, si en algún marcajeNf la trampaadquiereun token,entoncesen

todo marcajeposteriorla trampapermanecemarcada.

Demostración: Ver [LauS6]. O

El teoremasiguienteproporcionaunacondiciónsuficienteparadecidir laausen-

cia de bloqueos.

Teorema2.8 SeaNunaReddePetriOrdinariaen las condicionesde ladefinición

anterior. Si todo cerrojo ho vacío de 1V contieneuna trampamarcadaen Al0,

entonces1V no sebloquea.

Demostración: Ver [Lau86].

Sin embargo,el problemade la vivacidadtampocopuederesolverseen general

con el uso de cerrojosy trampas,salvo en casosconcretos,como son los grafos

marcados,que son redes fuertementeconexasen las que todo lugar tiene una

únicatransiciónprecondicióny una únicatransiciónpostcondícion.
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Capítulo 3

Redes de Petri Temporizadas

En este capítulo introducimos las Redesde Petrí Temporizadas,para las cuales

definimos una semántica de pasos, así como dos semánticas restrictivas, la primera

de ellas basada en no permitir ejecuciones solapadas de la misma transición, y

la segundabasadaen no permitir disparossimultáneosde varias instanciasde la

misma transición. Tambiénse introducenlas propiedadescuyadecidibilidad será

objeto deestudioen los siguientescapítulos.

Existenbásicamentedosextensionestemporizadasde Redesde Petri. Las Re-

des de Petri con Tiempo (ver [Mer74]) y las Redesde Petri Temporizadas(ver

[Ram74]). Las primerasasociandos númerosenterosa cadatransición,que repre-

sentan,respectivamente,el primer instanteen el quela transiciónasociadapuede

ser disparada, y el instante en el que debe ser disparada como muy tarde (ambos

con respectoal instanteen el que la transiciónestápermitida). En estetipo de

redesel disparono toma ningún tiempo. La segundaversión esla que considera-

mos a lo largo de la tesis, se basaen la asociaciónde una duración (en principio

entera,aunqueluego consideraremosmodeloscon duracionesracionalesy reales)

a cada transición.

3.1 Conceptos Generales

Definición 3.1 (Red de Petri Temporizada)

SedefineunaReddePetriTemporizada(RPT) como unaquintupla(P, T, F, W, 6),

35
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a
donde:

P : Conjunto finito de lugares

T : Conjuntofinito de transiciones(disjuntocon Y)

FC Y x TUT x Y (Conjunto dearcos) a

W : F —* Dl+ (Peso de los arcos)

3 : T ..—~ ]N+ (Duraciones)

a

Estadefinición estábasadaen la terminologíaintroducidaen [BF861y difiere a

de éstaen la introducciónde duracionesenterasno nulas paralas transiciones.

El modelo de tiempos consideradoestábasadoen la existenciade un único a

reloj global, que coordina la evolución del sistema. Por otra parte, el espacio de

tiempo considerado es discreto, lo que resulta más coherente con el funcionamiento a
de los ordenadores, que estáncontroladospor un reloj discreto,que emite tics a

intervalos regulares de tiempo. Así la duraciónde todaslas accionesen el sistema a

es un múltiplo de esteintervalode tiempo.

La introducciónde marcajesen las Redesde Petri nospermite especificarsu

evolución, anotandocadalugar con el númerode tokensque haysobreél en cada

instante. En el caso de las Redesde Petri Temporizadas,el conceptode mar-

cajerequiereconsiderarlas duracionesde las transiciones.El efectodel disparode

estastransicionestemporizadasseformalizaráde la formasiguiente:cuandosedis-

parauna transícionsesustraende susprecondicioneslos tokenscorrespondientes,

y sólo añadimoslos tokenscorrespondientessobrelas postcondicionescuandola

transicióntermine. Como consecuenciade ello, tenemosque añadiral conceptode

marcajeordinariounasegundacomponente,queindiquequétransicionesestánen

ejecución,así como los tiemposque les quedanparaterminar.

Definición 8.2 (Marcajesde Redesde Petri Temporizadas)

Sea 1V = (P,T,F,W,6) una RPT. Un marcajeNf para 1V es un par (Nf1,M2),

donde Al1 c It’ y Nf2 es un multiconjunto finito de pares en T x Dl+ tal que

VtETyV-y>S(t) : Kl2(t,y)=0.

Llamamos entonces a toda tupía (P, T, F, W, 3, Al) cuyas 5 primeras compo

nentesforman la descripciónde una RPT, y la sextaesun marcajede la misma

Redde Peitri TemporizadaMarcada(RPTM).

j
J
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Dadoun marcajeNf = (Nf1, Nf2) de unaRPT, llamaremosa Nf1 el marcaje ac-

tual (dondeaquímarcaje tiene el significado ordinario) de la red, y decimosqueNf2

es el multiconjunito de transicionespendientes.Hemos considerado multiconjuntos

de transicionespendientesparapermitir la ejecuciónsolapadade varias transi-

ciones,incluyendola de variasinstanciassimultáneasde la mismatransición. De

estaforma obtenemosla máximageneralidad,pudiéndoseestablecerrestricciones

sobrela reglade disparo,cuandoasí seconsidereoportuno.

Al contrario de lo que ocurre en redesno temporizadas(nos referiremosen lo

sucesivoconestenombrealas RedesdePetriordinariasintroducidasenel capítulo

2), esposibleque enun instanteconcretounaRedde Petri Temporizadatengaun

marcaje actual determinado, y en el instante siguiente este marcaje cambie, aún

cuandono sehayadisparadoningunanuevatransición,porefectode la termrnacion

de algunas transiciones que estuvieran en ejecución.

Sin embargo, si no se dispara ninguna nueva transicion a partir de un cierto

instante,entoncesel marcajede la redsólo sufrirá variacionesduranteun período

de tiempo finito, estabilizándose a partir de un instante determinado.

Podemosasídefinir una función Estableque para cada marcaje Nf = (Nf1,Nf2)

nos índiqueel tiempo necesarioparala estabilización,supuestoque no se dispare

mientrastanto ningunanuevatransícion.

Definición 3.3 (Funciónde estabilización)

Sea 1V = (Y, T,F, W,6) una RPT y sea M su conjunto de marcajes.Se define la

función Esitable : M —* Dl de la forma siguiente:

Estable(M)e Maz {fi E Dl~ Bit E T : M2(t, fi) > 0}

donde Maz es la función que retorna el máximo de un conjunto denaturales,con

el conveniohabitualdedevolverO cuandoel conjuntoesvacío.

Parecerazonableexigir que todo marcajeinicial estéestabilizado. Por ello,

decimosque un marcajeM0 puede ser inicial cuando Estable(Nfo) = 0.

Ejemplo 3.1 La figura 4 nosmuestraun ejemplodeRed de PetriTemporizada,

en la que los númerosque acompañana las transicionesindican sus duraciones

enteras. E



38 CAPiTULO 3. REDESDE PETRI TEMPORIZADAS

a
it2,4

a

a

Figura 4: Ejemplo de Red de Petri Temporizada

Como ocurreen las Redesde Petri No Temporizadas,la evolución del sistema

se especificaen términos de disparosde transiciones.En estecaso, la activacion

de multiconjuntos de transicionestiene lugar de acuerdoa la siguienteregla de

activacion.

Definición 3.4 (Reglade Disparo)

Sea 1V = (P,T,F,W,3) una RPT y Al = (Mi,Nf2) un marcajede ésta en un

instantefi E Dl. Un multiconjuntode transicionesR sedice que estápermitido

en el instante fi bajo el marcajeKl su

~dp) =E R(it) . W(p,it), Vp E Y
¿EV

Si un multiconjunto de transicionesJi estápermitido en un instantefi E Dl bajo

unmarcajeNf, y lo disparamosen eseinstante,el marcajealcanzadoenel instante

/3+ 1 es el marcajeNf’ = (M,Nf~) definido de la forma siguiente:

= AL — 2 R(t) W(—,it)+ 2 R(t) VV(it, —) + E Nfdt, 1) 141(1,—)
¿e00 (t,1)EC2

donde:
0o {t E T~R(t) >01
01 {t E Tj R(t) > O A 6(1) = 11
02 e {(t, 1) E T x Dli M

2(t, 1) > 01

a

Pi

a

a

P4

it~ 6

PS

a

a

j
‘a

j
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M~: T x 1=4+—* 1=4con

R(t)
Nf(t,fi’) si /3’ = —1{ Nf2(t,fi’ + 1) en caso contrario

Es inmediatocomprobarque Nf’ cumplelas condicionesparaserun marcaje.

El paso descrito se denotacon la notaciónusual: M’[Ji>M”. O

De estaforma, el marcajeactual alcanzadocorrespondienteal instante fi + 1

se obtiene sustrayendoal marcajeactual Kl1 los tokens correspondientes a los

lugaresdeentradade las transicionesenJi, y añadiendo los correspondientes tokens

sobrelos lugaresde salidade las transicionesen Ji con duración 1 y de aquellas

transicionespendientesen Nf2 que terminanen esemomento.En lo que concierne

a Nf~, ésterefleja el pasodel tiempo,de modo que incluye aquelloselementosen

Nf2 a los que les quedamásdeunaunidadde tiempo paraterminardecrementados

en unaunidad,y tambiénincluye las transicionesde Ji con duraciónmayor que

unaunidadde tiempo, anotadascon el tiempoqueles quedaparaconcluir ¿(it) —1.

Un casoparticular de la definición anterior ocurre cuandoJi es vacio. En tal

caso,los cambiosenel marcajereflejanel pasodeunaunidadde tiempoparacada

transición pendiente.

Deestadefinición sededuceque,de forma análogaa lo queocurreen redesno

temporizadas,si un multiconjuntode transicionesR estápermitido enun instante

fi, entoncestambiénestápermitido en todo instanteposterior,al menosmientras

no se disparen nuevas transiciones. Ello se debe a que el efecto del paso del tiempo

sólo puedeser positivo, en el sentidode que el marcajeactual sólo puedeganar

nuevostokens,cadavez que la ejecuciónde unatransiciónpendientetermina.

En el ejemplo 3.1 puededispararseel conjunto {t1, it2} de forma simultánea

en cualquier instantede tiempo. Supongamos,por ejemplo, que sedisparaen el

instante0. Entonces,enel instante1 el marcajede la redseríaNf1 =

con Nf1,1 = (0,0,0,0,0)y Nf~ = {í.(t1, 1), 1.(t2,~ Esto significaquelos tokens

correspondientes a las postcondiciones no se han añadido aún a sus lugarescorres-

pondientes,y quetenemosunacopiade la transiciónt~ a la quequedaunaunidad

de tiempoparaterminary unacopiadeit2 a laquequedantresunidadesde tiempo

paraterminar. En el instante2 tendremosel siguientemarcaje:Al2 = (Nf2,1,Nf2,2),

con Nf2,1 = (0,0,3,0,0)y Nf2,2 = {1.(it2, 2))> Es decir, la transición it1 ha terminado
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a
pl

a

52 t2~ 3 t1,4

Y a
U P2

Figura 5: Ejemplo de Red de PetriTemporizada ‘a

ya su ejecución, y por tanto, han sido añadidos los correspondientes tokens sobre ‘a

los lugares posteondición. En el instante 4 terminará la ejecución de t2, llegándose

a un marcaje estable, el cual permite además el disparo de la transición it3. a
En este ejemplo no hemos solapado la ejecución de varias copias de la misma

transición. Consideremos ahora el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2 Seala Red dePetri de la figura5. En estesegundoejemplopodemos

dispararen el instanteinicial dos copiasde t~, obteniendoasí en el instante1 el ‘a

siguiente marcaje: 1141 = (Nf1,1,1111,2), con AL,1 = (1,0,0) y Al1,2 = {2.(t1, 3)}.

En el instante2, por ejemplo, podemosdispararotra copiade it1, obteniendoen ‘a

el instante 3 el marcaje siguiente: Al3 = (Nf3,i, Nf32), con Al3,1 = (0,0,0), y

Nf3,2 = {2.(t1, 1), 1.(it1, 3))> En el siguiente instante terminarán las dos primeras S

copias de it1, lo quepermitirá el disparode it2. E

La definición de la regla de disparonos va a permitir asociara las Redesde

Petri Temporizadasuna semánticade pasos. No obstante,si limitamos la regla

dedisparopermitiendoúnicamenteel disparode una transícionen cadainstante,

obtendremosuna semánticade secuenciasde ocurrencia. Otras dos semánticas

restrictivasson tambiénde interésparanosotros,basadasen prohibir la ejecucion

solapadade variasinstanciasde la misma transición y en prohibir el disparosi-

multáneo de varias instancias de la misma transición, respectivamente.

Definición 3.5 (Secuenciasde PasosTemporizadas) ‘a

Sea 1V = (Y, T, F, W,6) unaRPT y seaNf0 un marcajeinicial de ésta;sedice que

J
4
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a = Mo[&> . . . M,,1[R,,1>M,, es una secuenciade pasostemporizadafinita de

(N, Nfo) su:

1. Vi E {0,. . - ,n—1} : Ji1 es un multiconjunto de transicionesenT (quepuede

ser vacío)

2. Vi E {1,. . . ,n} : Nf11[R1...1>M1, siendoNf1...1 y Nf1 marcajesdeN.

A partir del marcaje inicial Al0, la duraciónde la secuenciay los pasosJi1 no

vacíos con sus tiempos de disparo podemosreconstruirtoda la secuenciade pasos.

Por tanto, habitualmenteescribiremosNf[a(~l>Nf,,, dondea — Ji(gl> . Ji~), con

fi </32 < ... <fi,., y cadaJi5 esun multiconjuntono vacíode transicionesen T.

Denotamos por P(N,Nf0) al conjunto de secuencias de pasostemporizadas,que

define la semánticade pasosde 1V. Es decir:

P(N,Nf0) = {a j a es secuenciade pasostemporizadosfinita para1V desdeNf0}

o

Las dos semánticas restrictivas citadas se obtienen de la forma siguiente:

Definición 3.6 (Reglasde DisparoRestrictivas)

Sea 1V = (Y, T, F, W,3) una RPT y M = (Nf1, M2) un marcajede la misma.

• Se dice que un multiconjunto de transiciones Ji está permitido sin sola-

pamientode ejecucionesde la mismatransición (ss-permitido)bajo el mar-

caje Nf si y sólo si está permitido sin restricciones, y Vit E T se tiene:

1. Si B-y 6 1=4,Nf2(t,-y)> O entoncesR(t) = a

• Se dice que un multiconjuntode transicionesJi estápermitido sin el disparo

simultáneode varias instanciasde la mismatransición (sds-permitido)bajo

el marcaje Nf si y sólo si está permitido sin restricciones, y Vt E T se tiene

R(t) =1.

o
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a
Definición 3.7 (Secuenciasde PasosTemporizadasRestrictivas)

Sea 1V = (P,T,F,W,6) una RPT, Nf0 un marcaje inicial de 1V y a =
a

Nfo[J?o> ... Nf~i[R,,.i>Nf,, una secuenciade pasostemporizadade 1V.

• Se dice que a es una secuenciode ocurrenciatemporizadasi y sólo si todo a
paso no vacío consta únicamente de una transición, es decir

ViE{0,...,n—1} LRuI=1

• Sedicequea es una secuenciadepasostemporizadass-finitade (1V, Al0) si y ‘a

sólo si todoslos pasosen ella estánss-permitidossobrelos correspondientes

marcajes de partida.

• Se dice a es una secuenciode pasostemporizadasds-finitade (1V, Al0) si y

sólo si todos los pasos en ella están sós-permitidos sobre los correspondientes

marcajes de partida.

Definición 3.8 (Semánticas de Pasos Temporizadas Restrictivas) ‘a

Sea 1V = (Y, T, F, W, 6) una RPT y M0 un marcaje inicial de ésta.
a

• Se define el conjunto de las secuencias de ocurrencia temporizadasfinitas

de 1V a partir de Nf0, que define su semánticade secuenciasde ocurrencia
temporizadasde la forma siguiente:

L(N, Nf0) = {a E P(N,Nf0) a es secuencia de ocurrencia temporizada finita}

• Se defineel conjuntode las secuenciasde pasostemporizadasss-finitasde 1V

a partir de Nf0, quedefinesu semánticade secuenciasde pasostemporizadas

ss-finitasde la forma siguiente:

5(1V,Nfo) = {a e P(N, Nf0) ¡ o- essecuenciade pasostemporizadass-finita}

• Sedefineel conjuntode las secuenciasde pasostemporizadassds-finitasde N

a partir de Nf0, quedefine su semántica de secuenciasde pasostemporizadas ‘a

sds-finitasde la forma siguiente:

-j
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D(1V,Mo) = {a E P(N,Mo) 1 a es secuenciade pasostemporizadasds-finita}

o

Proposición3.1 Las Redesde Petri Temporizadastales que todas sus transi-

cionestienenunaduraciónigual aunaunidadde tiempo son equivalentes,bajo la

semanticadesecuenciasdeocurrenciaintroducida,a lamismaredsin tiempos,con

la semánticade secuenciasde ocurrencia(ordinaria). Tambiénsonequivalentes,

bajo la semántica de secuencias de pasos temporizadas a la misma red sin tiempos

con su semánticade pasosordinaria.

Demostración: Es inmediata, pues al tener todas las transiciones duración 1,

las estabilizacionesocurren de forma inmediata. O

3.2 Análisis de Problemaspara RPT

3.2.1 Problema de Alcance

El problemade alcanceparaunaReddePetriTemporizadaN consiste en decidir si

un marcajedadoNf es alcanzableen 1V. Tambiénvamosa considerarel Problema

de Alcance Estricto, queestádefinido tomandocomo entradano sólo el marcaje

M, sino también el instante en el que debemos alcanzarlo.

Definición 3.9 (Problemade Alcance paraRedesde Petri Temporizadas)

SeaN = (Y, T, F, W,6, Nf0) una RPTM y Nf un marcajede ésta. Se dice que Kl

es alcanzable en 1V, lo que se denotarápor Al E [yo>, su existeun fi c Dl y una

secuencia de pasostemporizadafinita a tal queM0[aW»Nf. O

Puesto que no imponemosningunarestricciónsobreel instanteen el quedebe-

mos alcanzarel marcajeNf, esrelativamentefácil concluir queesteproblemaesde-

cidible, ya quepodemosverquesi algúnmarcajeesalcanzable,éstetambiénpuede

ser alcanzado por unasecuenciadepasostemporizadasinejecucionessolapadasde

transiciones. Estas secuencias pueden ser simuladas por secuencias de ocurrencia

ordinariasde la Red dePetri No Temporizadaasociada;y recíprocamente.Así, el

problemasereduceal Problemade AlcanceparaRedesdePetri No-Temporizadas,

el cual es decidible (véase [Kos82,Lam86, May8l]).
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Teorema3.1 (Decidibilidad del Problemade AlcanceparaRedesde Petri Tem-

porizadas) Sea 1V = (P,T, E’, W,6, Nfo) una RPTM y Nf un marcajede ésta.

Podemosdecidir si Nf E

Demostración: Debemosdistinguir dos casos:

1. Si Nf es estable,entoncesNf es alcanzableen 1V con respecto a la semántica

de pasostemporizadasu es alcanzableen la red no temporizadaasociadaa

1V, lo que seobtieneignorandolas duracionesde las transiciones.

Ello sedebea que siemprepodemosdispararlas transicionesde forma más

lenta, obteniendoen particularuna secuenciaequivalentesin ejecucionesso-

lapadasde transiciones.

2. Si M no es estable,consideramosel marcajeestable¡VI’ obtenidoañadiendo
‘a

al marcajeNf los tokens sustraídos por los disparos de las transiciones que

están en ejecución en Nf. Entonces, si Nf es alcanzable, Nf’ también será

alcanzable, ya que si tomamos la secuencia de pasos que nos conduceaNf, y

omitimos la ejecuciónde las transicionesen ejecuciónen Al, obtenemosuna

secuenciade pasosquenos conducea Al’. Resultaobvio queen Al’ podemos ‘a

disparar(incluso juntas) todas esastransiciones,y en particularpodemos

dispararlasde la forma adecuadaparaalcanzarNf. Así, si Al’ esalcanzable, ‘a

Nf lo serátambién.

Definición 3.10 (Problemade Alcance Estricto para Redes de Petri Tempo- ‘a

rizadas) SeaN= (Y, T, E’, W,6, Nf0) unaRPTM, Nf un marcajedeésta,y fi E ]N.

Decimos que Nf es alcanzableen 1V en el instante fi, lo que se denotarápor

Nf E [Nf0>~,,su existeunasecuenciade pasosa tal queNf0[o-(g)>Nf• 5

‘a
La interpretacióndel problemade alcanceestricto esobvia, se trata de ver si

un sistemapuedealcanzarun cierto estadoen un plazode tiempolimitado.

Cuando la Red de Petri Temporizada considerada no contiene transiciones ‘a

autónomas,esdecir, cuandono hay ningunatransícionsin precondiciones,el Pro-

blema de Alcance Estricto es trivialmentedecidible, ya que podemosenumerar

de forma finita los marcajesalcanzablesen el instantefi. Ello se debea que en
‘a
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cualquierinstantesólo podemosdispararun número finito de multiconjuntosde

transiciones.

Teorema 32 (Decidibilidad del Problema de Alcance Estricto para Redesde

Petri Temporizadassin transicionesautónomas) Sea1V = (Y, T,E’, W,6, Nf0) una

RPTM tal queVt E T : t ~ 0. SeaNf un marcajeparaésta,y fi E IN. Podemos

decidir si Nf E [~o»’~

Posteriormentedemostraremos,usandounacodificación de las RPT mediante

RedesdePetri No Temporizadas,que el Problemade AlcanceEstrictoes también

decidiblepara Redesde Petri Temporizadascon transicionesautónomas.

3.2.2 Otros problemas relacionados

Los siguientesproblemaspuedenser planteadossobre Redes de Petri Tempo-

rizadas,y puedenserresueltos(probandola decidibilidadde las propiedadesaso-

ciadas)mediantela codificación quepresentaremosen la Sección4.

Definición 3.11 Sea1V = (P,T, E’, W,6, Nf0) una RPTM, s E Y y k E EM.

1. Decimos que 1V es s,1v-ilimitada linealmentesu existe algún fi =1v, y algún

marcaje Al tal que Nf E [Nfo>gy AL(s) > fi.

2. Decimosque 1V es s-ilimitada uniformemente su para todo fi E IN y para

todo Nf E [~o>a existealgún -y E 1=4y algún marcajeAl’ E [u», tal que

Mi(s) =y+ fi.

o

No es fácil dar una interpretación a estas propiedades, que hemosdefinidocomo

extensionestemporizadasde la nociónde ilimitación. En la s, 1v-ilimitación lineal

estudiamossi el lugar s puedellegar a teneren algún instantefi mayorque 1v, un

númerode tokensigual o mayor que /3. Con ello queremoscapturarla idea de

quees posiblehacercreceral menos una vez el número de tokens sobre el lugar en

cuestión de forma (al menos) lineal, durante un intervalode tiempo de duración

mayor o igual a fi. Por contra,en la s-ilimitación uniforme miramossi el lugar s

puedellegar desdecualquiermarcajealcanzableaganartokensamayor velocidad
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s
que el pasodel tiempo. Exigimos puesque secumplala propiedadanteriorpara

algún períodode tiempo -y, perono sólo apartir del marcaje inicial, sino también

a partir de cadamarcajealcanzable. A ello nos referimos cuandohablamosde

uniformidad.
‘a

Definición 3.12 (fi-vivacidad)

SeaN= (Y, T, E’, W,5, Nf0) una RPTM, fi E 1=4y it E T. Decimos que it es fi-viva

sil paracualquiermarcajealcanzableNf existeun marcajeAl’ E [Alto quepermite

el disparo de la transición it.

Decimosque N es fi-viva su todassus transicionessonfi-vivas, O

La noción de fi-vivacidad de una transición it extiendede maneranatural la ‘a

de vivacidad a RedesTemporizadas.Si en aquelcaso exigíamosque desdecada

marcajealcanzablefueseposiblevolver a dispararla transición it, ahoraexigimos

lo mismo, pero limitando a fi unidadesel tiempo que tenemosparalograrlo.

‘a
Definición 313 (Ausencia de fi-bloqueos)

SeaN = (Y, T, E’, W,6, Al0) una RPTM, y fi E EM. Decimos que un marcaje estable

Kl de 1V es muertosu no hay ninguna transición permitida bajo M. Decimos que

1V puede/3-bloquearsesu existe algún marcaje muerto lvi’ E [Nf0),,. O

La interpretación de esta propiedad es obvia, se estudia si la red puede blo-

quearseen un tiempo menor o igual a fi.
Tambiénpodríamosconsiderarlas nocionesusualesde vivacidady ausenciade

bloqueos sobre Redes de Petri Temporizadas, sin introducir en las mismas modifi- ‘a

cación alguna.Perocomoya sucedióen la nociónde accesibilidad,tendríamosque

la temporización de la red no afectaría en absoluto al hecho de que se cumpliesen o ‘a

no dichas propiedades. Resultaría en particular de forma trivial, que también sobre

Redes Temporizadas, ambas propiedades son decidibles (sin más que olvidarnos de
‘a

la temporización,y estudiarlastras ello).

‘a

‘a

J



Capítulo 4

Simulación de RPT’s con Redes

sin Tiempos

Veremosen estecapitulo que, con vistas a estudiarel problemade accesibilidad

estricto,junto con el restode las propiedadespresentadasen el capítuloanterior,

es posiblesimular las RedesTemporizadaspor medio de RedesOrdinariascon su

semanticausual.

La ideaclave para obtenerestasimulaciónse basaen dividir cadatransición

en otras transiciones de duración 1, y aplicar la proposición3.1. A fin de facili-

tar la comprensiónde la misma, la construccionserealizade una forma gradual.

Comenzamoscon una construcciónque permite simular la semánticade secuen-

ciasde pasostemporizadasss-finitasde la Red Temporizadadada. En un segundo

paso,modificamosla construcciónparacubrir la semánticadesecuenciasde pasos

temporizadassds-finitas. Finalmente,se presentauna construccióngeneral que

cubrela reglade disparogeneral,para Redesde Petri Temporizadas.Hemosde

hacernotar, sin embargo, que si bien hemos presentado las construcciones par-

ciales anterioresa fin de facilitar la comprensiónde esta construcciónfinal, la

mismaexigeuna aproximaciónun tanto diferentea la que nosconducea las ante-

riores, puesmientrasqueno permitimosel disparosimultáneodevariasinstancias

de unamismatransición,estálimitada la capacidadde memoriaque precisamos

para “recordar” las transicionesque en cadamomentotenemospendientesde ter-

minación,desapareciendodichalimitación al eliminarsela citadarestriccion.

Un hechoimportanteparacomprenderlas construccionesque presentamos,es

4,7
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a
que en las mismasno se representael pasodel tiempo medianteuna transícion

especial,sino que contamoscon un reloj implícito, representadopor el númerode a
tokens sobreun lugar distinguido. Cadatoken añadidoa este lugar representa

el paso de una unidad de tiempo (es decir, la ejecución de un paso) en la Red
a

Temporizadaoriginal.

En la bibliografíaque hemospodido consultar,sólo hemosencontradoun es-
a

quema de codificación de Redes de Petri Temporizadas mediante Redes No Tem-
porizadas[And86]. Dicha codificación (ver capítulo 10) sebasa,en línea con la

alternativapor nosotrosdescartada,en la presenciade una transiciónque genera

tics periódicamente,demodoqueel disparodecadatransiciónde la red construida

debesincronizarsecon el disparodedichatransición.Esteesquemade codificación

da lugar a unaextraordinariacomplejidada la hora de modelizarlas sincroniza-

ciones. Además,dichaconstrucciónsólo es válida parala semánticade secuencias

de pasostemporizadasss-finitas;es decir, no se permitela ejecuciónsolapadade

varias instancias de una mismatransición,con la consiguientesimplificación con- a
ceptualqueello conlíeva.

4.1 Codificación de- los Autómatas de Estados

Finitos a

Comenzamosrecordandouna definición extraidade [Pet8l] que nos permitemo-

delar todo autómatadeestadosfinitos medianteuna Red de Petri Ordinaria.

Definición 4.1 (Red de Petri que Modelaun Autómatade EstadosFinitos)

Sea«4 = (Q’, >Y, e’, 3’, E’, qo) un autómatade estadosfinitos, siendo

Q’: Conjuntofinito de estados a
E’ : Alfabeto de entrada

e’: Alfabeto desalida

5’: Función de transiciónde estados: 5’ : Q’ x E’ —*

E’: Funci6ndesalida: E’: Q’ x E’ —* e’ ‘a

Estadoinicial, qo c Q’
‘a

verificandoque Q’, E’ y e’ sondisjuntosentresi. Entoncesdefinimos la Red de
Petri OrdinariaN(A) = (Y, T,F, W,Nf0) quemodelala conductadeA de la forma

a

a
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q

F’(q, a) 6’(q, a)

o
Figura6: Construcciónde 1V(Á)

siguiente:

{(q,a)~qEQ’AaE2’}

E’ = {(q,it) 1 qE Q’ A it = (q,a) E T} U

{(a,t) ¡o-E 2’ A it = (q,a) E T} u
{(it,q’) ¡ q’ = 6’(q,a) E Q’ A it = (q,a) E T} U

{(t, 6) ¡ it = (q,a) E T A O = F’(q, a) E e’}
W(f)= 1,VJeE’

Nfo(p)= { 1 sip=qo

O enotro caso

o

La construcciónestáilustradaen la figura 6.

Comenzamosentoncescon la construcciónparael casoen el queno permitimos

que unamisma transicióntengavariasejecucionessolapadas.

4.2 Caso 1: Semántica de Secuencias ss-finitas

La construcciónse basaen controlarel funcionamientode la red a travésde un

autómatade estadosfinitos, cuyosestadosnos indican si tenemostransicionesa

medio ejecutar, y en caso afirmativo, el tiempo que les queda a cada una de ellas

paraterminar.
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Definición 4.2 (Redde Petri No Temporizadaasociadaa una RPT)

Sea 1V = (Y, T, E’, W,6, Alo) una RPTM. La Redde Petri No Temporizadaaso-

ciada a N es la red 1V” = (Y”, T”, E”’, W”, Nf¿’) obtenidaaplicandola siguiente

construcción:

En primer lugar se define el autómata .4 = (Q’, 2’, e’, 3’, F’, qo) quecontrola la

evoluciónde 1V de la forma siguiente:

= {(qi,...,qn) E IN”In = ¡TI A qj E {0,i,...,5(t5) —111

qo=(0,...,0) a
2’ = {(A, in) A E P(T)}

e’ = {(ouit,A) ¡A E P(T)}

6’: Q’ x 2’ —* Q’ y F’ : Q’ x 2’ —* e’, definidas como sigue:

(i) &‘(q, (A, in)) estádefinida su Viti E A, qj = 0.

En tal caso: S’(q, (A, in)) e q’, donde:

a
1cA

donde representala sustraccióncorregida,definida como sigue:

z~ y=Aláx{0,x—y} S

(u) F’(q, (A, in)) e (out,0), donde

0 = {(it~ E T~q’= 6(q,(A,in)) A ((qj >0 A q5 = 0) y

(qj =0 A itj E A A 3(it~) =1)»

Los estadosde esteautómatanos serviránpararepresentarlas transicionesen

ejecución en los marcajes de la Red Temporizadaoriginal. Cadacomponentede

un estadonosdice si hay algunainstanciapendientede cadatransición,y en tal

caso,cuál esel tiempo que le quedaparaconcluir su ejecución. En particular,el

estadoinicial correspondea cualquiermarcajeestable. Las entradasdel autómata

representanlos pasosque seránejecutadosen cadainstantede tiempo, mientras

quelassalidasindicanlos conjuntosde transicionesque terminanen cadainstante,

En particular,el conjuntovacíoen 2’ correspondeal pasodel tiempo, es decir, a

pasosvacíos. Finalmente,las funciones3’ y r’ codifican la reglade disparode la S

Red Temporizadaoriginal.

a

a
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Sea NQ4) = (Y’, T’, E”, W’, Nf¿) la Red de Petri Ordinaria que modela el

autómata que acabamosde definir. Definimos la Red 1V” = (Y”, T”, E”’,

W”,Nf¿’) querepresenta(bajola restricciónactual)a la ReddePetriTemporizada

original de la forma siguiente:

P

E”’

— Y u Q’ u {reloj}

—r
U Ff, donde:

{f’ EF’!’ = (q’,t’) y f’
{(p,it’) Ip E Y A it’ E T’ A

{(it’,p) I~ E Y A it’ E T’ A

{(t’, reloj) It’ E T’}

= (it’, q’), donde q’ c Q’, it’ E T’}

it’ = (q’, (A, in)) A it E A A it E p} U

(it’, (out, A)) E E” A p E P A it E A} U

1

E W(p,it5)
t3EAflp

E W(t,p)
¿ETA

sif=(t’,reloj) y IEE’’

si f = (p,t’) E E’2 A it’ = (q’, (A, in))

sí f = (t’,p) E F~’, dondeTA = {it E AIp E t9

con (it’, (out, A)) EF’

O sip= reloj

1 si p corresponde al estado inicial del autómata

Mo(p) sipEY

o en otro caso
o

En esta red hemos integrado la red de partida 1V con la red N(A), de la forma

siguiente:como lugareshemosconsideradolos lugaresde 1V, los lugares de 1V(A)

correspondientes a estados del autómatasimuladopor la mismay un lugar especial,

reloj, cuyonúmerode tokensrepresentaráel tiempo transcurrido. Las transiciones

de T se han suprimido,de forma que la evoluciónde N se simula por pasos, que

vienenmodeladosen formade transicionesde 1V(A). Los arcosde E’’ son los arcos

de N(A) que conservaremos,que sonaquellosqueconectanunatransicióncon un

lugar que representaun estado.En Ef añadimosarcospara conectarlos lugares

de la red de partida con las transicionesde N(A), así como arcoshacia el reloj

desdecadatransiciónde la red. Los primerossirvenparahacerjugar a los lugares

de P el papel de entradas y salidas de las transiciones de T’: paracadaarco (p,it)

en la red de partida incluimos en 1V” todos los arcos posibles (p, it’), para toda

W”(f) = {
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a

it’ E 1V(Á) que incluya en su conjunto de transicionesasociadoa la transición it;

análogamente,paracadaarco (it, p) de la reddepartidaincluimosen 1V” todos los
a

arcosposibles(t’,p), paratoda it’ E 1VQ4) tal que estabaconectadaen N(A) con

un lugar (ouit, A), con t E A. Estos últimos arcos son los que nos permiten añadir
a

a los lugarespostcondiciónde las transicioneslos correspondientestokens,unavez

terminadala ejecuciónde las mismas.
a

En lo que respectaa los pesos,dadoque hemosfundido enuna sola transición

todoun conjuntode transicionesde la red de partida, a cadaarco (p, 1’), con p E Y
ay t’ = (q’, (A, in)), le hemosde asociarla suma de todos los pesos W(p,t5), para

todas las transiciones it5 de la red de partida tales que p estaba conectado con it5

en dicha red de partida y it5 E A. Por el mismo motivo, a los arcos de la forma a

(it’, p), con p E Y y (it’, (out, A)) E E” les asociamosla suma de los pesos de los

arcos (t,p), para las transicionesit de la red de partidaconectadascon p con un

arco (it,p) talesque it E A.

a

Paracadafi c 1=4podemosestableceruna relaciónbiyectivaentrelos marcajes
a

de 1V y los marcajes de la red asociada 1V” que cumplen la restricción de que sólo

hay un lugar marcadoen el conjunto P’ y que tienen fi tokens en el lugar reloj
a

a
Definición 4.3 Sea 1V una RPTM y sea 1V” la Red de Petri No Temporizada

asociada. Denotamos por M al conjunto de marcajes de Ny por M” al conjunto de
a

marcajes de 1V”. Para todo marcaje Nf = (Nf1, Nf2) en M sea 8(K) = (qi,. . . ,q,,)

el estadoasociadoen Q’, que estádefinido de la forma siguiente:
‘a

si ,~-y-talqueNf2(t5,-y)>0

si B’y tal que M2(t5,y)>0-y

a
Esteestadocapturalas transicionesqueseencuentranen ejecuciónconel mar-

cajeNf. Estádefinido correctamente,ya que sólo puedehaberun ~¡verificando la

propiedadimpuesta,debidoa la restricciónactualde no permitir variasejecuciones

solapadasde cadatransícion.

a



4.2. CASO1: SEMÁNTICADE SECUENCIASSS-FINITAS 53

Se defineentoncesla función de correspondenciade marcajes94 : M —~

asociadaa 1V paraun instantefi de la forma siguiente:

/3 sip = reloj

sí p = S(Nf)
~Ji(z~)en cualquierotro caso

sipcP

E

Estafunciónrelacionalos marcajesde ambasredes,y a travésdeella podremos

ver que la red 1V” así construidasimulacorrectamentela evoluciónde la red 1V.

Teorema 4.1 Sea 1V = (P,T,E’,W,3,Al0) una RPTMy sea 1V” =

W”, Ms’) la Red No Temporizada asociada. Entonces, para dos marcajes cua-

lesquiera en 1V, Nf1, Nf2, y paracualquierconjunto de transicionesJi C T se tiene:

M1[R>M2 si y sólo si ~,4Nf1)[(S(M1), (Ji, in)) > ~%~‘(Nf2) Vfi E 1=4

Demostración: Sea Nf1 = (Nf1,1,Nf1,2). Si ~‘[~>~2, entoncespara todo p E Y

se tiene: Nfi~(p) =~ W(p,t). El marcaje ¿(Nf1) tiene la siguiente forma:

p = reloj

p = 8(M1)
Nfí,1(p) sipEP

n cualquierotro caso

Entonces,la transiciónit’ = (3(K1), (R, in)) estápermitidaen1V’ bajo (M1).

Tras su disparoobtenemosun marcajeM~’, que coincide con ¿+í(Nf2), según

demostramosa continuacion:

En principio, dadoque todatransiciónde 1V” esprecondiciónde reloj, es claro

que Nf~’(reloj) = so%(Nf1)(reloj)+ 1 = fi + 1 —

Parap E Y se obtiene: K~’(p) = Nfí 1(p) — Z¿CRW(p,it)+ EtETA W(t,p),

siendoA el conjunto de transicionesque terminanen el instantefi + 1 y siendo

TA = {it E A ¡ p E P}. Ahorabien, por la regladeactivaciónde la Def. 3.4 esclaro

queestaexpresiónesM2,í(p). Por tanto, K’(p) = so%~
1(Nf

2)(p),Vp E Y.
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a
Por otra parte, tras el disparo de (Ji, in) sedesmarcael lugarasociadoa 8(K1)

y se marca con un token el lugar asociado al estado q dadopor:

q,={ ~jL1 siitá«Rsi itj E Ji

siendo s = 8(K1). En basea la regla de activación,y en basea la construcción

realizada, es inmediato que 8(M2) = q, y por tanto:

Má’(8(Nf2)) = 1 =

Finalmente,el resto de lugarespermanecendesmarcadostanto en Nf~’ como en

54~
1(K

2). Por lo tanto: K~’ — so
2~1(Nf

2). —

Recíprocamente,si so%(Ali)[ (5(K1), (Ji, in)) > sot~’(M2), Vfi E 1=4, entonces Ji

debe estar permitido en 1V bajo Al1. Tras su disparo obtenemos un marcaje Al2, a
y por tanto, aplicando el sentido directo, ya demostrado, obtenemos

2+1 2+1 2+1De ahí concluimosso(M2) so (Nf2)N N’ y por tanto, como soN es ínyectiva a
obtenemos que Al2 = Nf2. E

La siguiente definición nos permite asociar a cada secuencia de pasos tempo-

rizada ss-finita en 1V una secuencia de ocurrencia en 1V”, que la simula.

a
Definición 44 Sea 1V = (P,T,E’,W,6,Nf0)unaRPTMy sea 1V” =

VV”, Nf¿’) la Red No Temporizada asociadapara la semánticade las secuencias
a

de pasos temporizadas ss-finitas. La función ~ : 5(1V, ¡VI0) —~ L”(N”, K¿1’), que

relaciona ambassemánticasestádefinida tomandoiP(a) para cadaa = Nf0[B0>

... ~ como sigue: a

«o-) = <e%(Nfo)it~gp»(Kh)...so7’(K~í)it~1so~(Nf~)
a

dondet = (8(K5), (B5, in)), paraj = 0,... ,n —1. 0

Corolario 4.1 Sea 1V = (Y,T,F,W,6,K0)una RPTM, 1V” la Red No Tempo- a
rizada asociada según la semántica de las secuenciasde pasostemporizadasss-

finitas ya — B<
2’)...B$”’O, con B

5 G T, B5~~,/3,eDi,Vjc{i r}y a

fi < ... < fi,.. Entonces

a
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Nfo[a(~½Mnsi y sólo si so%(Ko)[Yu)>s4tMn)

o

A continuaciónestudiamosla decidibilidad de las propiedadesque hemosin-

troducidoen la Sección3 paraestasemánticarestrictiva. En primer lugar, como

no puedehaberejecucionessolapadasde la mismatransición,el árbolde computa-

cionesesfinitario, por lo queel Problemade AlcanceEstricto, la fi-vivacidady la

ausenciade fi-bloqueosson trivialmentedecidibles.Paraello bastaexplorardicho

árbol hastala profundidad/3.

Paradecidir la propiedadde s, 1v-ilimitación lineal, y la s-ilimitación uniforme

podemosaplicar la simulaciónpresentada,puestenemosla siguientepropiedad.

Proposición 44 SeaN= (Y,T,F,W,3,Alo)unaRPTM, y seaN’= (Y’,T’,E”

W’, Nf¿) la Red No Temporizadaasociadasiguiendola Def. 4.2. Entonces:

1. 1V es s,1v-ilimitada linealmentesu en la red 1V’ existealgún Nf’ E [K¿> con

M’(s) =K’(reloj) > 1v.

2. 1V ess-ilimitadauniformementesu en la red 1V’ paratodo Nf’ E [~¿>existe

algún Nf” E [u’> con Al”(s) =Al”(reloj).

Demostración: Ambos resultadosson consecuenciasinmediatasdel corolario

4.1. 0

Corolario 4.2 La propiedadde ilimitación s,k-linealy la .s-ilimitación uniforme

de Redesde Petri Temporizadascon su semánticade secuenciasde pasostempo-

rizadasss-finitas,sonambasdecidibles.

Demostración: En lo que conciernea la primera propiedad,podemosdecidir

la propiedadequivalentesobreRedesde Petri No Temporizadasa la que hemos

reducidoésta,añadiendoa la red una nuevatransiciónit disparableuna vez que

hayatranscurridoel tiempo 1v (ver figura 7). El efectode estanuevatransíciones

extraerun token de los lugaress y reloj. Sólo podemosdispararla transición it

cuandotengamosun tokenen el lugar P2, quesólo puedeobtenersedisparandoti.

Esta transición (it1) sólo puedeser disparadauna vez (sólo hay un tokenen pi),

que es precisamentecuandodispongamosde k o más tokenssobreel lugar reloj
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a

s reloj Pi

o o a

it 1v

‘a
P2

a

Figura 7: Red utilizadaparadecidir la a,1v-ilimitación lineal

a
Entonces,1V’ tiene la propiedaddeseadasu existeun marcajealcanzabledistinto
del inicial que no tengatokenssobreel lugar reloj Es decir, hemos reducidoel

a
problemaa un problemadealcanceen uno o máspasosde un marcajeen el que

un lugar tengacero tokens (problemade alcancenulo), el cual es decidible (ver

[Pet8l]). a
Para la segundapropiedad,añadimosa 1V’ una transición it cuyo efecto sea

extraer un token de s y un token del lugar reloj. De esta forma, 1V’ tiene la a
propiedaddeseadasu el conjuntodemarcajesqueno tienentokensenel lugar reloj

es un homespacede la red, propiedadque es decidible(véase[FruS6,JoFr9lfl. O a

4.3 Caso 2: Semántica de Secuenciassds-finitas a

Nuestro objetivo ahora es generalizarla construcciónpresentadaen la seccion a
anterioral caso de la semánticade secuenciasde pasostemporizadassds-finitas.

Ello significaqueeliminamosla restricciónintroducidadequeno hayatransiciones a

con variasejecucionessolapadas.

Paraello, no son necesariasdemasiadasmodificacionescon respectoal caso

anterior, ya que,aunquepodemostenervarias instanciasde la misma transición

ejecutándosesimultáneamente,no podemostener dos ejecucionesde la misma

transiciónque hayancomenzadoen el mismo instante.Entonces,podemosrepre-

sentarlos estadosde las computacionesmedianteun marcajey una función que

nos indique si paracadatransición it y cadanúmeronatural fi < ¿(it), tenemos a

unaejecuciónpendientede it que terminedespuésde fi unidadesde tiempo. Así,

a

a

-J
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lasdiferenciasentrela construcciónpreviay la actualsebasaránen la sustitución

de las tupías que indicabansi habíaalgunaejecuciónpendientede cadatran-

sición, por conjuntosde pares(it, n), cuyoselementosindican que hay algunaeje-

cuciónpendientede it que terminarádespuésde ti unidadesde tiempo. Puestoque

hay un númerofinito de talesconjuntos,podemosobteneruna Red de Petri No-

Temporizadacuyasemánticadesecuenciasdeocurrenciacodifiquela semánticade

secuenciasde pasostemporizadassds-finitasde la Red dePetri Temporizadacon-

siderada.De nuevo,estosehacedefiniendoun autómatadeestadosfinitos cuyos

estadoscorrespondana aquellosconjuntosde pares,de una forma muy similar a

comosehizo en la secciónanterior.

Definición 4.5 (Red de Petri No-Temporizadaasociadaa una RPT)

Sea 1V = (Y, T, F, W,3, Ko) una RPTM. Se define el autómatade estadosfinitos

A que controlala evolución del sistemasegúnla semánticade secuenciasde pasos

temporizadassds-finitasde la forma siguiente:

A = (Q’, s’, e’, 3’, F’, qo)

donde:

= ~P({(it,n) ¡it E T A n E {1,... ,3(it) —1)»)

= e
E’ = {(A,in)¡AEP(T)}

e’ = {(ouit, A) ¡A E P(T)}

3’: Q’ x >3’ —* Q’ y 1”: Q’ >c >3’ —* O’, definidascomo sigue:

(i) 3’(q,(A,in))e -{(it,n)¡n=1 A (it,n+1) Eq}U

{(it, ¿5(t) —1) ¡it E A A 3(t) > 1}

(ji) F’(q,(A,in))e{tETI(t,1)Eq V (tEA A 6(t)=í)}

En estecaso, los estadosson conjuntosde pares(it,n), que indican qué tran-

sicionesestánen ejecución,y cuántotiempo les quedaparaconcluir su ejecución.

Por supuesto,puedehabervariascopiasde una mismatransiciónen ejecución,es

decir, una mismatransiciónpuedeapareceren varios paresen un mismo estado.

El estado inicial corresponde a un marcaje estable, en el que no hay ninguna tran-

sícion en ejecución;por lo tanto, éstesecorrespondecon el conjunto vacío. Las



58 CAPiTULO 4. SIMULACIÓNDE RPT’SCONREDESSIN TIEMPOS

a
entradas y salidas del autómata son de nuevo conjuntos de transiciones, que repre-

sentanrespectivamentelos pasosdisparadosen cadamomento,y las transiciones a
que terminansu ejecución.Las funciones6 y F codifican la reglade disparo.

De nuevo, la Red de Petri No Temporizadase obtieneaplicandoprimero la

construccióndela definición 4.1 al autómataqueacabamosdedefinir, y obteniendo

a partir de la red resultado,la red 1V” exactamentecomo en la definición 4.2. 0
‘a

Los algoritmospara decidir las propiedadesintroducidasen la Sección 3 son

análogosa los correspondientesal casode la semánticade secuenciasde pasostem- a

porizadasss-finitas.En particular,el árbol de computacionestodavíaesfinitario,

por lo que las propiedadesdecididasa partir de él en el primer caso son de nuevo

decidibles,por medio desu exploraciónhastala profundidaddada.

4.4 Construcción general

En estaseccióneliminaremostodas las restriccionesimpuestasa las secuenciasde a

pasostemporizadas,permitiendoahoraque cadatransiciónse disparevarias veces

en cada instante de tiempo. La construcción no puede seguir el mismo procedi- a
miento que en los casos anteriores, pues es claro que en generalobtendríamosuna

red con un númeroinfinito de lugares.Porello, seguiremosun caminodiferente. Su a
primerpasoconsistiráen considerarlas RedesNo-Temporizadas,con su semántica

de pasos,demostrandoque estasemánticapuedesersimuladapor la semánticade a

secuenciasde ocurrenciade una Red de Petri asociada.

a
4.4.1 Simulación de la Semántica de Pasosde las Redes

de Petri No Temporizadas a

Comenzaremosdefiniendolas versionesde los problemaspresentadosen la Sección

3, paraRedesdePetriNo-Temporizadascon su semánticadesecuenciasde pasos. a

Definición 4.6 (Problemade AlcanceEstricto parala SemánticadePasos)
a

Sea 1V = (Y, T, E’, W,Nf0) una Red de Petri No-TemporizadaMarcada, Al un

marcajede ésta,y fi E 1=4.Se dice que Nf es alcanzableen N en fi pasos,lo que
a

denotaremos por M E [Nf0>0,si y sólo si existeunasecuenciaa de pasosno vacíos
de longitud fi tal que ~o[o->~~ O

a

a
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Tambiénaceptaremosenocasionespasosvacíos,lo queesequivalentea permitir

secuencias(de pasosno vacíos)de longitud menoro igual que el númerode pasos

fi. La correspondienterelación dealcancesedenotarápor Al E [Ko>~ -

Definición 4.7 SeaN= (P,T,E’, W,Nf0) unaReddePetriNo-TemporizadaMar-

cada,s E Y, y 1v C 1=4.

1. Se dice que 1V es s, 1v-ilimitada linealmentesu existe algún fi =k, y algún

marcajeNf tal queM E [~o>a y Nf(s) > fi.

2. Se diceque1V es s-ilimitada uniformementesu paratodo fi E EM y paratodo

marcajeM E [go>,, existealgúny E 1=4y algúnmarcajeAl’ E [M>—<tal que

Nf’(s) =y-l-fi.

5

Definición 4.8 (fi-vivacidadparala Semánticade Pasos)

Sea1V = (Y, T,E’, W,Ko) una Red de Petri No-TemporizadaMarcada,y fi E 1=4.

Se dice que it c T es /3-viva su para cualquiermarcajealcanzableAl existeotro

marcaje Nf’ tal que Nf’ E [M>o que permite el disparo de it.

Sedice que 1V es fi-viva su todas sus transiciones son /3-vivas. O

Obsérvesequeal tratarsederedesno temporizadas,la definiciónde lapropiedad

de /3-vivacidadexigeque it sea disparable exactamente en fi pasos(puesno se per-

miten pasosvacíos). No obstante,si somoscapacesde decidir estapropiedad

tambiénseríamoscapacesdedecidir en todo momentosi it esdisparableen tiempo

/3, es decir, podremosdecidir si para todo marcajealcanzableNf existe otro

Nf’ E [~o>~ que permiteel disparode it. Paraello bastaríaañadiruna transición

“inocua” sin precondicionesni postcondiciones,quepor tanto siemprepodrá dis-

pararse,sin alterar por ello el estadodel resto de la red, lo que nos permitiría

“rellenar” sin consecuenciaslos pasosvacíos.

Definición 4.0 (Ausenciade /3-bloqueosparala Semánticade Pasos)

Sea 1V = (Y, T,F, W,Nf0) una Red de Petri No-Temporizada Marcada, y fi E 1=4.Se

dicequeun marcajeNf deN esmuertosu no hayningunatransiciónpermitidabajo

Nf. Se dice que 1V puede/3-bloquearsesu hay algún marcajemuertoNf’ E [Alo>,,.

O
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a
Parademostrarla decidibilidad de estos problemas,vamosa construir para

cada red otra, que simule la semántica depasosde la primera (teniendoen cuenta

la longitud de las secuencias)mediantela semánticade secuenciasde ocurrencia

ordinariade la red construida.

‘a

Definición 4.10 Sea 1V = (Y,T,F,W,K0) una Red de Petri No-Temporizada
Marcada con su semánticade pasos.Parasimular su comportamientopor medio

de la semánticadesecuenciasdeocurrenciadeunaredasociadavamosa considerar
‘a

dos nuevoslugares9 y 9, cuyo objeto serápermitirnossepararla ejecuciónde

una primeratransiciónde un pasode la de las demás.La utilidad de los mismos

consisteenquenospermitencontabilizarel númerodepasos,queidentificamoscon

la primeratransiciónescogidade cadauno deellos. Paraello anotaremosun token

sobreun lugar reloj al ejecutarcadauna de dichasprimerastransiciones. Para a
poder distinguir entre la primera y las demásnecesitamosasimismoreemplazar

cadatransición it de la red de partida por dos copias: it’ y it
5, que representan a

respectivamenteel disparo de it como primeratransiciónde un pasoy el disparo

de it en un paso,perono como la primeratransiciónejecutadaen la simulaciónde a
ese paso.

Por otra parte,parapodersimularcorrectamenteun pasono podemoscolocar a
de forma inmediatasobre las postcondicionesde las transicionesdisparadaslos

correspondientes tokens. Al efecto, introducimos unascopias de los lugaresde

partida, sobrelas que depositamoslos tokensque a ellos iban destinados. Por

supuesto, una vez concluida la simulación de un paso,procederemosa instalar los
‘a

tokensqueseencuentranen esoslugaressobrelos lugaresoriginales.

En definitiva, consideramos los siguientes conjuntos de lugares y transiciones: a

P = {PIpE ~‘l ‘a

= {t1 it E T}

= {it51t E T}
a

= {it~ p E Pl

Utilizando los mismosdefinimos la red asociadaa 1V, 1V’ = (Y’, T’, E”, W’, Al¿) ‘a

de la forma siguiente:

a

a
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relojo

it’ it5

Figura 8: Construcciónparala Semánticasin Restricciones

Y’= Y uPu {p’,p~reloj}

T’= T’ U §L’~ U T, U {npaso}

= {(p%it5), (it3,p5), (p’,it’), (it’,p%, (it’,reloj) it e T} u
{(t’,p), (t5,p) 1 (it,p) E E’]’ U {(p’,t~), (it~,p’), (p,it~) (t~,p) Ip E Y} U
{(p5,npaso),(npaso,p’)} u {(p,it’), (p,it5) 1 (p,t) E E’}

W’(f) J W(p,t) si f —(pi’) y f = (p,t5), it E T

si f — (t’,p) y f = (t5,p)

en otro caso

Mo(p) ~ =

sipeR

O en otro caso

E

Estaconstrucciónestá ilustrada esquemáticamente en la figura 8.

Con estaconstrucción,la simulaciónde un pasode la red original serealiza

como sigue: todas las transicionesdisparadasen un pasoson ahoradisparadas

secuencialmente,de modo que los tokensgeneradospor estosdisparossecolocan

en las copiasp de los lugaresdepartida.Paraello comenzamosdisparandola copia

t1 de la primera transición (una cualquierade ellas) dentro del pasoa simular.

El disparode estatransición it’ ya anotaun nuevotokensobreel lugar reloj para

indicar laejecucióndeun pasomás,y colocasobrelascopiasdesuspostcondiciones

PS
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a
los tokenscorrespondientes.Además,con sudisparoel lugarp’ quedadesmarcado,

lo queprohíbeel disparode otrastransicionesenT’. Por contra,el lugarPS queda a
marcado,lo quepermitedispararlas demástransicionesdel pasodisparandolas

copias t5 asociadas,que también envíana las copias de sus postcondicioneslos
a

correspondientestokens.

Una vez disparadastodas esastransiciones,se trasladanlos tokensdesdelas
acopiashastalos lugaresoriginales. Paraello debemosdar por concluido el paso

disparandola transición~ que recuperael tokensobrep’, y dejadesmarcado

9. En esemomento,las transicionesit, talesquesulugar asociadop estémarcado a

estaránpermitidas,y podránser disparadaspararecuperarlos tokenssobre los

lugaresde partida. ‘a

A cadamarcajede la red de partida 1V le podemosasociarun marcajeen la a
red construida1V’ segúnla definición anterior. Paraello introducimosla siguiente

funcion. a

Definición 4.11 (Función de Correspondenciade Marcajes) a
Sea N = (Y, T, E’, W,Nf

0) una Red de Petri No TemporizadaMarcaday sea

1V’ — (Y’, T’, E”, W’, Nf¿) la redasociadasegúnla construcciónanterior.Paracada a
fi c IN se define la función de correspondenciade marcajesde la forma siguiente:

94: M —* M’, con a

(Nf)~’) 1
e1 sip = reloj

I~ O en cualquierotro caso

siendo M y M’ los conjuntosdemarcajescorrespondientesa 1V y 1V’ respectiva-
a

mente. E

Definición 4.12 (Multiconjunto asociadoa una Secuenciade Ocurrencia) S

SeaN = (Y, T, E’, W,M0) una Redde Petri No TemporizadaMarcaday seaa una
a

secuencíadeocurrenciade la misma. Se defineel multiconjuntoB(a) : T —* EM,
asociadoa a, de la formasiguiente:

a

a
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B(a)(t) = { o
B(s)(it) + 1

B(s)(t)

si o• =

si o~ = <~>
si o- = <5>

oit

oit’, t’~it

El siguienteteoremareflejael hechode que cada

puedesersimuladoen la red 1V’:

pasode la red de partida1V

Teorema4.2 SeaN (Y, T, E’, W,Al0) una Red de Petri No TemporizadaMar-

caday sea1V’ la red asociadaa 1V segúnla construcciónde la Def. 4.10. Entonces,

dadosdos marcajescualesquierade 1V, Nf y AL, y dado un multiconjunto Ji de

transicionesen T, setiene Nf[R>Alí si y sólo si existeuna secuenciade ocurrencia

a en 1V’ que verifica las doscondicionessiguientes:

2. Vit E T : B(a)(it’) + B(o-)(it
5) — Ji(it)

Demostración:

Supongamosque K[Ji>Alí. Entonces,sea GR = {it E T¡Ji(it) > 0} =

{iti, - . . ,itm}. Dadoque Ji estápermitido en 1V bajoel marcajeM, la secuenciade

disparos: itfit~. . . it~4. . .4. . . it~, ... it~, (repitiendoJi(it
1) — 1 veces4 y Ji(it5) veces

cadait5, paracada2 =5 =m) estarápermitidaen 1V’ bajo el marcaje94(M).

Tras dichasecuenciade disparosseobtieneel siguientemarcajeen 1V’:

1

o

/3+1

K(p) — z:~ Ji(it1) . W(p,it1)
L ~ Ji(it5) - W(it5,p)

si p’ =

‘ 1
si p = p
si p’ = reloj

sip’ = p E P

sip’ = P E P

Entonces,comoel lugar p
5 estámarcado,esposible dispararla transición tipas

0,
que desmarcadicholugar y colocaun tokensobreel lugar 9. En estasituaciónes

posibledispararlas transicionesit, que tenganmarcadosu lugar p asociadohasta

que lleguemosa vaciar todos esoslugares. Cuandoestoocurra, todos los tokens

o

K;(p’) =
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a
que cadalugar ~ teníahabránsido depositadossobrep. Por tanto, el marcajeen

esemomentoserá: a

1 sip’=Pi

O siP’=P5 a
/3+1 sip’ = reloj

Nf(p) — Z~L

1 R(it1) . W(p, it1) + Z±~~.~Ji(¼). W(t5,p) sip’ = p E Y a
O síp’=pCP

Es decir, M~ = 4(K1), comoqueríamosdemostrar. Por otra parte,el muí- a
ticonjuntoasociadoa la secuenciade ocurrenciaobtenidarestringidoa las transi-

ciones de T’ U T
5 coincide con Ji. a

Recíprocamente,supongamosqueexisteunasecuenciadeocurrenciaa en 1V’

con las condicionescitadas. Entonces,teniendoen cuentala forma del marcaje S

de partida: s4ÁM),la forma del marcajefinal: p%r+i(Alí) (en el que los lugaresp

estántodosellos vacíos),y dadoque el lugar reloj ganasólo un token,a debeser a
una cadenade transicionesde la forma siguiente:

a
15 ~

Entonces, como las transiciones ~{t~... it~ pueden dispararse en cualquier otro or-

den, podemosagruparen particular los disparosde cada transición, obteniendo

una secuenciade ocurrenciaequivalentede la forma: a

rs ss s s s

a
Además,dadoque B(a)(it’) + B(a)(it5) = R(it), paratoda it E T, obtenemos:

0R {it E TIR(it)> 0]’ = {tl,...,itm} a
En consecuencia,el pasoJi estarápermitido en 1V, ya que los lugaresde P tienen

a
el mismomarcajeen 1V y 1V’. SeaentoncesAl

1 el marcajeobtenidoen 1V tras el

disparode Ji. Estemarcajecoincidecon el marcajeNf obtenidoen 1V’ trasel dis-
a

paro de la secuenciade transicionesitfit~... t~t~...4 ... it~. . . ita, si se identifican

los lugaresp y fl; es decir,ñI~(p) = M(p) + Al(fl, Vp E P. El disparo de n~«,0 no

modifica la validez de lo anterior,ni tampocolos disparosde las transicionest~, a
puesmantieneninvariable la sumaNf(p5) + NfQ55). Por tanto, comoal final de

a

a
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eseprocesolos lugares ~ estándesmarcadosy el valor deesasumano se havisto

alterado,obtenemosque el marcaje~¡(Kí) tiene la forma siguiente:

11

4(Ali)(p’)— /3+11 M’(p)
lo

lo cual coincidecon 4~’ (Ki)(p),Vp’ E Y’,

obtenemosNf1 = M1, y de ahí K[R>Mi.

•1 ¡

sip = p

si p’ = reloj

sip’ = p E Y

en otro caso

y por tanto, por la definición de so%’
O

Esteresultadoseextiendea secuenciasdepasosmedianteel siguienteteorema,

que requiere una definición previa:

Definición 4.13 (Secuencia de pasos de 1V correspondiente a una secuencia de

ocurrenciade 1V’) Sea 1V = (Y, T, E’, W,Al0) una Red de Petri Marcaday 1V’ su

red asociadasegúnla Def. 4.10. Si parados marcajescualesquierade 1V, Kl y ¡VI’

setiene so~.,(Al)[a>so~+n(Ali), con o- = o~í . . . o-,, definimos:

1. La subsecuenciatac de o-, tac(a) = o-~1...o-e,,, constituidapor los disparos

de la transiciónn~44,

2. La descomposición guiada porpasosde o- sedefinetomandoa = a
1 o... o a~

dondeparacadaj E {1,... ,n} tenemosa3 = ae
5,+i o-ji ,tomandoi0 = 0.

3. La secuenciade pasos de 1V simulada por a BS(a) — B(a’)...

tomando el multiconjunto asociadoa cadasecuenciaa’ sobre el conjunto

T.

O

Teorema42 Sea 1V = (Y,T,F,W,K0)

asociadasegúnla Def. 4.10, y ti E 1=4.

tenemos94(K) [o->sok+n(Al1), entoncesen

una Red de Petri Marcada,

Si para dos marcajesde N

1V tenemosM[BS(oj>Alí.

Demostración: No podemosaplicar directamenteel teorema4.2, ya que no

sabemoscómosonlos marcajesintermedios.Sin embargo,al final dea alcanzamos

un marcaje que se encuentra en el rango de ~ por lo que todos los lugaresen

1V’ su red

Al y Nf’
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1’ estánvacíos. Entonces,podemosadelantarlos disparosde las transicionesit,,

hastaque seejecutencon el pasoquegenerólos correspondientestokenssobreel a
lugarp, paraobtenermarcajesintermediossin tokenssobrelos lugaresj5. Deesta

forma, ya esposibleaplicarel teorema4.2 paraconcluir la demostración. O
a

Corolario 4.3 Las propiedades siguientes son decidiblespara Redesde Petri No

Temporizadascon la semánticade pasos: a

1. El Problemade Alcance Estricto.

a

2. La propiedad de s, 1v-ilimitación lineal y la propiedad de s-ilimitación uni-

forme.

Demostracion:

a
1. El problemaen cuestiónse reduce vía la codificación introducidaa un proble-

madealcanceordinariosobrela ReddePetriqueseobtiene: seha de obtener

el marcajedeseadosobrelos lugaresde la codificacióncorrespondientesa los

originales,fi tokens en el lugar reloj y el submarcajeinicial sobreel restode a
los lugares.

2. La demostraciónde la decidibilidadde la s,k-ilimitación lineal y la s-ilimi- a

tación uniformeesanálogaa la realizadaparael corolario 4.2.

E a

También podemosdecidir la /3-vivacidadusandoestasimulación. Esto es lo a
que estableceel siguienteteorema.

a
Teorema4A Siendo 1V = (P, T,E’, W,Alo) una Red de Petri Marcadacon su

semánticade pasos,y fi E 1=4,podemosdecidir si 1V es fi-viva.
a

Demostración: Consideremosla red 1V’ asociadaa 1V aplicando la DeL 4.10

y seait E T. Aplicamos a dichared el teorema23, paraobtenerun conjuntode

marcajes{K%,. . . , M~} con la propiedadde queparacualquiermarcajealcanzable

Al de 1V’ existeun i tal que~h=Nf.

Consideramosentoncesel marcajeNft asociadoa it en1V’, definidopor: Nft(p) = ‘a

W’(p,it), Vp E Y’.

a

a
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Tenemosque analizarsi paratodo i E .1.... , ¿4 existealgún M” E [gb>tal

que K”(reloj) = Nf~(reloj) + fi y Nf’ < Nf”.

Paraello definimosuna nuevared 1V” = (Y’, T’, F”, W”, K’~”) asociadaa 1V,
que seobtienea partir de 1V’ invirtiendo el tiempo, lo que significa invertir todos

los arcosen F’ que alcanzanel lugar reloj, e inicializar estelugar con fi tokens. El

restode los lugaressemarcacon su numerode tokensen ~ Entoncestenemos

que analizarsi hay algún Nf” E [M’~’> tal que Nf’ =Nf” y Nf”(reloj) = 0. Esto

puedehacerseestudiandoel árbol de coberturade 1V”.

Si algunode estostestsfallase,entoncesit no sería fi-viva en la red original 1V.

En casocontrario,ya que paracualquiermarcajealcanzableNf1 en 1V’ hay algún

i E .1.... , ¿4 tal que~É=K1,tenemosalgúnmarcajealcanzableNf” a partir del

marcajeNft tal queAl”(p) =Al’(p), paratodop E Y y Nf”(reloj) = Nf~(reloj)+ fi.

La secuenciade ocurrenciao- tal que Kflo->K” puedeser disparadaa partir de

Nf1, pueséstecubre a Alt, conduciéndonosa un marcajeque cubre a Al”, con

fi tokensmás sobreel lugar reloj que el marcajeoriginal. Así, el correspondiente

marcajepuedeseralcanzadoen 1V por una secuencíade pasosde longitud fi, y it
estarápermitido bajo estemarcaje,lo que pruebaque la transición it es fi-viva en

1V. III

Teorema 4.5 Sea 1V = (Y, T, F, W,Alo) una Red de Petri Marcada con su seman-

tica de pasos,y fi E 1=4.Podemosdecidir si la red 1V puedefi-bloquearse.

Demostración: Sea1V’ la Redde Petri con la semánticaordinariaasociadaa 1V

segúnla def. 4.10. Sobreestared añadimosuna nuevatransiciónit, la cual estará

siemprepermitidaunavezque el lugar relojalcancefi tokens. Paraello seconecta

dicha transición al lugar reloj como sigue:

W(reloj, it) = fi = W(it, reloj)

En consecuencia,tras fi pasosno podráhaberbloqueosen estared, y por tanto

éstasólo podrábloquearsesi en la red de partidahabíafi-bloqueos.De estaforma,

hemosreducidoel problemaa un problemadeausenciadebloqueosenunaRed de

Petri con su semánticaordinaria, propiedadque comosabemoses decidible (véase

[FruS6]).
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4.4.2 Simulación de las Redesde Petri Temporizadas con

su semánticasin restricciones ‘a

Regresamosa nuestroproblemadecodificar RedesdePetri Temporizadascon Re-

desde PetriNo Temporizadas.La construccióna realizarparacodificar las Redes Mt

dePetriTemporizadascon su semánticageneralsebasaendividir cadatransición

it en ¿(it) transiciones,cadauna de las cualescorrespondea un instanteen la eje- a
cuciónde it. Paraqueestacodificaciónsimuledirectamenteel funcionamientode la

red 1V se requeriría la aplicación de una hipótesis de máximo paralelismo para las a
transicionescorrespondientesa transiciones(originales)en ejecución.No obstante,

como posteriormente veremos, aunque ignoremos esta restricción (que además es a
en generalimposiblede representarsobreRedesde Petri No Temporizadas),las

ejecuciones de las transiciones que no obedezcan esta hipótesis pueden ser conside-
a

radascomosi hubieranempezadoun pocomástarde,obteniendoasí unasecuencía

depasosequivalenteque si satisfacela hipótesisde máximo paralelismorequerida.
a

Definición 41.4 (Red asociadaa unaRPT)

Sea1V = (Y, T, F, W, 3, Nf0) unaRPTM. Paracadat c T consideremosel conjunto

de transiciones(atómicas)0 = {tí,. . . ,it8~>}. Definimosentoncesla Redde Petri

asociadaa 1V, 1V’ = (Y’, T’, F’, W’,Nf¿), de la forma siguiente:

Y u U {p?~Ii=l,...,3(t)—l}
tEl

UC~ a
¿El

{(p,ts<~>)¡pEP A tET A (p,t)EE’}IJ

{(p?>,it~) ¡it E T A i E {1,. . . ,3(it) —1]’]’ U ‘a
{(iti,p)IitET A pEY A (t,p)EE’}U

{(it1+í,p7~) It E T A i E {i,...,3(it) —1]’]’

= (p,its<¿>)$22 = (ití,p) a

1 en cualquierotro caso

Nf¿(p)= f Mo(p) sipeY a

~ O en casocontrario
E

Esta construcción está representada en la figura 9.
a

a
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o—41-----o —41-- —o
1 t&(q...i ti p

Figura 9: Red asociadaa una RPT: simulaciónde una transición

Definición 4.15 Sea 1V = (Y, T, E’, W,¿5, Nf0) una RPTMy sea N’ = (P’,T’,F’,

W’,M¿) la Red de Petri asociada. Se define la función de correspondenciade

marcajessoN : M —o M’ de la forma siguiente:

sip’=pEP(t)

V’N(Nf ~ K2(it,i) sip’ = p~ ,con tE {1,. . . ,3(it) —1]’

o

Definición 41.6 SeaN = (P,T,E’,W,6,K0) una RPTMy seaN’ = (P’,T’,F’,

W’, M¿) la red asociada obtenida según la construcción anterior. Se define la

función de correspondenciade pasos i- : M x /3(T) —* fi(T’), de la forma siguien-

te:

-r(Al, B)(t’) 3’ B(t) si it’ = its(¿), it E T
1~ M2(twy) si it’ = t, ~¡< ts~, it E T

o

El teorema siguiente establece que las semánticas de pasos de 1V y 1V’ son

equivalentes.

Teorema 4.6 Sea 1V = (Y, T,E’, W,3, Al0) una RPTMy N’ = (P’, T’, E”, W’, Al¿)

la red asociada obtenida según la construcción de la definición 4.14. Sean además

Al, Nf’ dosmarcajescualesquierade 1V y B un multiconjuntode T. Entoncesse

tiene:

K[B>Nf’ si y sólo si ‘PN(Al) [-r(Nf, B) > soN(Nf)

Demostración: Supongamos que M[B>Al’ en un instantefi E 1=4. Entonces

<~, 3) estápermitidobajo el marcajesoN(Nf). Parademostrarlohemosde ver

que SON(K)(p’) =W’(p’, it’) . r(Nf, B)(it’), Vit’ E T’, y Vp’ E t’.

A partir de la construcción,sólo puedendarsedos casos:

1. p’ = p E Y A it’ = tS(t). En este caso, ‘PN(K)(p’) = Mí(p), W’(p’,t’) =

W(p,it) y -i-(M, B)(t’) = B(it). Entoncesla condicióndeseadaesinmediata,

teniendo en cuenta que 3 está permitido en 1V.
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2. p’ ~ P A it’ = L~, cony <¿(it). En tal caso,p’— pp), y de ahí: SON(M)(P)=

Nf2(t, ji), W’(p’, it’) = 1 y <~, B)(t’) = Al2(it, y). Y ahoraes ya inmediato a
que <PN(K)(p’) =W’(p’,t’) r(K,B)(it’).

Por tanto, ~-(Nf,B) está permitido bajo St’N(Nf). Sea entoncesM’ el marcaje

obtenidocomoconsecuenciade sudisparo,esdecir, SON(K) [<Nf, B)> 2’. Veamos

que M’ = YN(M’): a

1. Sea p E Y, entoncessetiene

.AI’(p) = PN(Al)(p) — 2 W’(p,1’) . r(M, .B)(t’) + 2 W’(it’, p) r(M, B)(I’) = a
¿‘el’

AIí(p) — W(p,i) . B(t) + 2 W(t,p) . M2(t, 1) + E W(t,p) . B(t) =
tEl, 6<¿)>1 ¿el, 6(fl=1

~«p) = SON(Al’)(P)

(O2. Sip’ « Y, entoncesp’ = paraun cierto i E {1, . . . ,6(t) —1]’. De ahíseobtiene:
a

ÑI’(p’) = <PN(M)(p’) — 2 W’(p’,t’) . -r(M,B)(t’) + 2 W’(t’,p’) . r(M,B)(t’) =
¿‘el’ ¿‘el’

M2(t, i) — 1.¡V12(t, i) + 1.AI2Q, i + 1) = M2(t, i + 1) = M~(t, i) = soN(A”f’)(p’)

En consecuencia,Al’ = soN(Nf’).

Recíprocamente,supongamosquesoN(Al) [r(Al, B) > WN(~’). Portanto, tene- a

mos

SON(Nf)(P)=W’(p,its(t>) . 1-(M,B)(itact)) Vp E Y, Vt E T, it E p

Además,Nfi(p) = soN(Nf)(p) y r(K,B)(itsc¿>) = B(it), Vp E Y, Vit E T, it C pt Por

tanto, Ki(p) =W(p,it) . B(it), lo que implica que E está permitido bajo Nf. a

El disparodeB da lugar a un marcajeKl en 1V. Aplicandoentoncesel sentido

directo obtenemosque ¿PN(M) = soN(K’), lo que implica que Kl = Al’, pues~N a
es inyectiva. O

a
Corolario 4.4 Sea 1V = (P, T, E’, W,3, Nf0) una RPTM, 1V’ la red asociada apli-
cando la construcción de la def. 4.14 y 1V” la red construidasobre1V’ aplicandola

a
construcciónde la Def. 4.10. Entonces,Nf = (Nf1, Al2) es un marcajealcanzable
en N en el instantefi si y sólo si existeun marcajealcanzableNf’ en 1V” tal que:

(1) Al’(p) = Nfi(p) Vp E Y ‘a

(2) Nf~(p$~t>) = AJ2(it,i) Vt E T A Vi E {1,. . . ,3(it) — 1}

(3) Nf’(reloj) = fi a
(4) M’(p’) = O en otro caso

‘a

a
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Demostración: El sentidodirecto es una aplicación inmediatade los teoremas

4.6 y 4.2. Veamosel recíproco.

Sea Nf’ un marcajealcanzableen N” que verifica las condiciones(1-4). Para

este marcaje existe un marcaje Nf en 1V’ tal que so%(M) = Al’. Entonces, a partir

del teorema4.3 obtenemosqueNf esalcanzableen fi pasos.Además,M = SON(Nf).

La secuencia de pasos en 1V’ que nos permite alcanzar Nf no satisface necesaria-

mentela hipótesisde máximo paralelismorestringidaa las transicionesatómicas

correspondientes a los instantes de las transiciones en ejecución. En consecuencia,

no podemosaplicar el teorema4.6 pasopor pasopara concluir que Nf es alcan-

zable en fi pasos en 1V. Sin embargo, podemos retrasar los tiemposde activación

de los componentesde cadaejecuciónde cualquier transición (original) que no

satisfaga la condición de máximo paralelismodefinida. Paraser exactos,obser-

vamosel instanteen el que la última componentede cadatransiciónoriginal ha

sido disparada,y tomamos como instantede disparode la mismadicho instante

menos la duración de la transición, más uno. Entonces, consideramos el disparo

secuencial de los componentes de la transición desde ese instante, y de esta forma

obtenemos una secuencía de pasos equivalente que sí satisface esta condición. En-

tonces, podemosaplicarel teorema4.6 pasopor paso,concluyendoque el marcaje

Nf es alcanzable en fi pasos en 1V. E

Finalmente, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario t5 Sea 1V = (Y, T,E’, W,3, Nf0) unaRPTM, Al un marcaje de ésta, y

fi e 1=4. Entonces, las siguientespropiedadessondecidibles:

1. El problemade alcanceestricto.

2. La propiedad de s, k-ilimitación lineal y la propiedad de s-ilimitacíon un~

forme.

3. La propiedaddeausenciade /3-bloqueos.

4. La propiedadde fi-vivacidad.

Demostración: La primera de ellas es una consecuencia inmediata del corolario

previo. Lasotrasseobtienenconsiderandoque estaspropiedadesse preservanpor
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la codificacióna RedesNo Temporizadascon susemánticadepasos,paralas cuales

ya hemos probado que son decidibles.

Ahorabien, el resultadono es inmediatoparalas propiedadesde fi-vivacidady

de .s-ilimitaciónuniforme,puesambasconsideranmarcajesno establescomopunto

de referenciaparaencontrarotro marcaje(en /3 unidadesde tiempo).

En ambos casos,al trasladarun marcajeno estableNf a la red 1V’ obtenida

aplicandola construcciónde la Def. 4.14 nosencontramoscon un problema,y es

queobtenemosmarcajesalcanzablesen 1V’ en fi pasosque no se correspondencon

marcajesalcanzablesen 1V en fi unidadesde tiempo a partir del marcajeNf. Ello

sedebea queno estamosobligadosa terminarla ejecuciónde las transicionesque

se encontraban en ejecución en Al.

En lo querespectaa la fi-vivacidad, si en la red 1V’ somoscapacesdeencontrar

en fi pasosun marcajequepermitael disparodeunatransiciónit, entoncestambién a

podremosconsiderarunamodificaciónde esasecuenciade pasosquesí considerela

correctafinalización de las transicionesqueestabanen ejecución(esono modifica la a

posibilidadde dispararlos pasosde la secuenciade pasosanterior). Estasecuencía

de pasosgeneraun marcajequesiguecumpliendola propiedaddeseaday quetiene a

correspondenciacon un marcajede la red temporizadade partida.

En lo querespectaa la s-ilimitaciónuniforme,el razonamientoessimilar, pues a

nótesequela nuevasecuenciade pasosgeneraun nuevomarcajequeen todocaso

tendrá más tokens sobre el lugar s, lo que mantiene la propiedad de que este lugar a
tenga más de fi + -y tokens

a

a

u

a

a



Capítulo 5

Máximo Paralelismo

Hastaahora,una vez que una transiciónde una Red de Petri Temporizadaestá

permitida,puededispararse.Sin embargo,sudisparopuederetrasarsetodo lo que

desee,lo que puedeprovocarquesepierdala posibilidadde dispararla,al adelan-

tarseel disparodeotra transiciónen conflicto con ella. Unaposiblevariaciónsobre

la regladeactivaciónconsisteen incluir en ella la hipótesisde máximo paralelismo

forzandoa las transicionesa ocurrir en cuantoesténdisponibles.Como consecuen-

cia de ello, aparecentransicionescuya ejecucionresultaráimposible, estandosin

embargopermitidassin lahipótesisde máximoparalelismo.Porejemplo,en la red

de la figura 10 la transición13 no puedeocurrir bajo máximo paralelismo.

Así, una Red de PetriTemporizadabajo la semánticade máximo paralelismo

evolucionarádisparandoen cada instanteun multiconjunto maximal de transi-

cionesdisparablesal univoco. Una consecuenciainmediatade ello esqueno pode-

mos permitir la presenciade transicionesautónomas,es decir, transicionessin

ti,

5

Figura 10: Red de Petri bajo máximo paralelismo

12,2

13

73
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precondiciones,puesnosobligaríana considerarmulticonjuntosconun númeroin-

finito de instanciasde una transición. Definiremostambiénun modelosemántico

de máximo paralelismoen el que para cadatransiciónpermitida sólo forzamos

el disparode una instanciade dichatransición. A dicho modelo semánticolo

llamaremosde máximoparalelismode’bil. Finalmenteconsideraremosun modelo

semánticode máximo paralelismoen redescon transicionesautónomas,donde la
‘a

hipótesisde máximo paralelismono afectaa dichastransicionesautónomas.

a
5.1 Conceptos Generales

‘a
Comenzamos definiendo la clase de Redes de Petri Temporizadas que vamos a

considerar:
a

Definición 5.1 (Redesde Petri TemporizadasRestrictivas)

Se define una Red de Petri TemporizadaRestrictiva(RPTR) como una Red de
a

Petri Temporizada 1V = (Y, T,E, W,3) tal que i # 0, Vi E T.

Los marcajes de las RPTR sedefinenigual que en la Def. 3.2. Como allí, a las
a

tupías (Y, T, E’, W,3, Alo) las llamaremos Redesdc Petri TemporizadasRestrictivas

Alarcadas(RPTRM). E
a

Ahora vamos a definir la condición de disparo. En estadefinición seinípone la

maximalidaddel multiconjuntode transicionescomo condición necesariaparaque

éste esté permitido. De esta forma, forzamos a las transiciones a ser disparadas

tan pronto como están permitidas, a menos que estén en conflicto con otras tran-
a

síciones.

Definición 52 (Condición de disparo para la Semántica de Máximo Paralelismo) a

Sea 1V = (Y, T, E’, W,3) una Red de Petri TemporizadaRestrictivay sea Al un

marcaje de la misma. Se dice que un multiconj unto de transiciones Ji estópermitido a

bajo estemarcaje,con la semánticademáximo paralelismo,si y sólo si se cumplen

las dos condicionessiguientes: a

1. AL(p)= ZJi(t).W(p,it), VpEP
¿El

a
2. ,Bit E T tal que el multiconjunto de transiciones RU{it} satisface la condición

(1) de esta definícion.
a
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Lo que denotamospor ~[~>
2, El conjuntode multiconjuntosmaximalesde tran-

sicionespermitidasbajo el marcajeNf se denotapor E(K). Este conjunto es

finito (y no vacio), debido a la restricción impuestade ausenciade transiciones

autónomas.

La primera condiciónde estadefinición no es otra que la usual definiendola

posibilidadde disparodeuna bolsade transiciones.La segundacondiciónimpone

la restricción de que este multiconjunto debeser maximal. En estadefinición

es esencialla restricciónimpuestasobrelas transiciones,pues sí una transición

no tuvieseprecondiciones,no habría multiconjuntos maxímalesde transiciones

permitidos,puestendríanque contenerun numeroinfinito de instanciasde dichas

transiciones.

Definición 5.3 (Condiciónde disparoparala Semánticade Máximo Paralelismo

Débil) SeaN = (Y, T, E’, W,6) una Red de Petri TemporizadaRestrictivay sea

Nf un marcajede la misma. Un multiconjuntode transicionesJi sedice que está

permitido bajo el marcajeAl con la semánticade máximo paralelismodébil si y

sólo si secumplenlas condicionessiguientes:

1. Nfí(p)=SJi(it).W(p,it), VpEP
¿El

2. ,~it E T, it « Ji tal que el multiconjuntode transicionesJi u {it} satisface la

condición (1) deestadefinición.

Lo que denotaremospor Al[Ji>,,d. O

En estecaso,la condición(2) sólo nosobliga a dispararuna instanciade cada

transiciónpermitida. Sin embargo,es posibledispararmulticonjuntosde transi-

ciones,y en particular,esposible dispararun multiconjunto de transicionesque

estéen conflicto con el disparode algunatransición. Es decir, la semánticade

Máximo ParalelismoDébil no impone la necesidadde prescindirdel disparode

una o varias instanciasdealgunatransiciónparadispararal menosuna instancia

de otratransición.

En estesentido,podemosdefinir finalmenteunasemánticademáximoparalelis-

mo débil basadaenel disparode conjuntosdetransiciones,y no demulticonjuntos.
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Definición 5.4 (Condición de disparo para la Semántica de Máximo Paralelismo

Débil Conjuntista) SeaN= (Y, T, E’, W, ¿5) una Red de Petri Temporizada Restric-

tiva y seaNf un marcajede la mismaen un instantedeterminado.Un conjunto

de transicionesJi se dice que está permitido bajo el marcaje Nf con la semántica a
de Máximo ParalelismoDébil Conjuntistasi y sólo si se cumplenlas condiciones

siguientes:
a

1. Mí(p)= EW(p,it), VPEP
tER

a
2. ,ait E T tal que it « Ji y el conjunto de transicionesJi U {t]’ satisface la

condición (1) de estadefinícion.

Esto lo denotaremos por: Nf[R>pdc. E

a

Definición 5.5 (Reglade Activación Bajo Máximo Paralelismo)

SeaN= (P, T, E’, W,6) unaRed dePetri TemporizadaRestrictiva,Al (Al1, Al2) a

un marcajede la mismaen un instante fi E 1=4y E(Al) = {Rí,. . . ,R4]’ el con-

junto de multiconjuntosmaximalesde transicionespermitidasbajo esemarcaje. a
Entonces,debemosdispararuno deestosmulticonjuntosen eseinstantefi, obte-

niendoun nuevomarcajeAl’ = (Alfl Nf) en el instantefi + 1, dadopor: a

1. sV« = Al1 — 2 Ji1(t).VV(—,t)+ E Ji1(t)14/(t,—)+ 2 A’12(t, 1). VV(t, —)
WCo ¿cG, (t,i)6C2

donde R~ es el multiconjunto disparado y G0, C~, C2 están definidos de la

forma siguiente: ‘a

~ {t E T¡Ji~(it) >0]’

(NS {t E T¡ R1(it) >0 A ¿(it) =1]’ ‘a

e {(t, 1) E T x 1=4¡ Mdit, 1) > 0]’
a

2. M~ : T x —* EM con

a

Al~(it,/3’) cf R~(it), sifi’=3(it)—l
[~K2(t,fi’ + 1), en otro caso

‘a

Estepasosedenotapor: Mo[Ji>,,Al’. O
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De nuevo es importante notar que es posible que en un cierto instante,el

multiconjunto de transiciones permitido (y en consecuencia el maximal)sea

el multiconjuntovacio. Estecaso refleja los cambiosque sufren los marcajespor

efectode la terminaciónde las transicionespendientes.Porsupuesto,si obtenemos

suficientestokensparadispararunao variastransicionesen un instanteposterior,

tendremosquedispararlasen eseinstante.Tambiénesposiblequeelmarcajede la

red llegue a estabilizarsey ningunatransiciónpuedaserdisparada.En estecaso,

la red ha quedadobloqueada.

Definición 5.6 (Secuenciasde PasosTemporizadasbajo la Semánticade Máxi-

mo Paralelismo)Sea N = (Y, T,F, W,3) unaRPTR con marcajeinicial Nf0. Se

dice quea = ~o[~o>,, . . . Al~iEJi~i>,,M~, esuna secuenciade pasostemporizada

mp-finitade (1V, Nf0) su:

1. Vi E {0,... , ti — 1]’ : esun multiconjuntode transiciones(que puedeser

vacío)permitido en el sentidode la definición 5.2 bajo el marcajeNf1.

2. ViE {1,...,n} :

Denuevo, a partir de los pasosque constituyenla secuenciade pasosa, así como

desus tiemposde disparo,puedereconstruirsetoda la secuenciade pasos.De esta

formaescribiremos:K[o
4~)),,Al~ El

Definición 5.7 (Semánticade PasosTemporizadade Máximo Paralelismo)

Sea1V = (Y, T,E’, W,3) una RPTR y Nf
0 un marcajeinicial de ésta- Se defineel

conjuntode secuenciasde pasostemporizadasmp-finitasde 1V a partir de Nf0, que

definesu semóniticade secuenciasde pasostemporizadasmp-finitasde la forma

siguiente:

M(N,Mo) = {o- a es secuencia de pasos temporizada mp-finita]’

o

Por último, las definiciones 5.5,5.6 y 5.7 se adaptan con muy pocos cambiosa

la semánticademáximoparalelismodébil y a la semánticade máximoparalelismo

débil conjuntista.



a

a
78 CAPÍTULO 5. MÁXIMO PARALELISMO

a
5.2 Análisis de Propiedades bajo Máximo Para-

lelismo

En estasecciónconsideramosRedesde Petri Temporizadascon la semánticade a

Máximo Paralelismo.Esta consideraciónseráválida salvo que explícitamentese

considereotro tipo de semántica. ‘a

Comenzamosdefiniendolas propiedadesque seránobjeto de estudio:
a

Definición 5.8 (Problemade Alcance)
a

SeaN = (P, T, E’, W,3) unaRPTRconmarcajeinicial Nf0 y sea Nf = (Ah, Nf2) un

marcajede ésta. Se diceque Nf es alcanzableen 1V bajo la semánticade máximo
a

paralelismo, lo que se denotará por Nf E [no>,,,su existe o- e Al(N, Al0) tal que
Nfo[a(~)>,,Nf para un cierto instante ti.

Denuevo,seextiendede formanaturaldichanotaciónparaconsiderarmarcajes ‘a
cualesquieraAl, esdecir, [~>~denotael conjuntode marcajesalcanzablesa partir

de Nf. o a

Definición 5.9 (Problemade AlcanceEstricto) a
Sea 1V = (Y, T,E’, W,6) una RPTR con marcajeinicial ~/fo, Al = (Al1, Al2) un

marcajede éstay ti ~ EM. Se dice que Al es alcanzableen 1V en el instanteti bajo

la semánticade máximo paralelismo,lo quesedenotarápor Nf E [Nfo>, su existe

o- E M(1V,Kb) tal que Al0[o-~~»,,M. a

Definición 5.10 SeaN= (P,T,F,W,~5)una RPTR con marcajeinicial Ko, .s E

Y, y 1v E EM.

a
1. Decimos que 1V es.s, 1v-ilimitada linealmenitesu existe algún fi =1v, y algún

marcajeNf tal queNf E [~o>~ y Mí(s) =fi.

2. Decimos que 1V es s-ilimitada uniformementesu para todo fi E EM y para

todo Nf e [Mo>~existe algún ji E EM y algún marcaje Nf’ E [~> tal que

~«~)>+fi.

a
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3. Decimos que 1V es ilimitada su existe un lugar .s’ E Y tal que no existe un

enterom E EM verificando Ah(s1) <m, paratodo marcajealcanzableNf.

El

Definición 5.11 (Vivacidad)

Sea1V = (P, T,E’, W,3) unaRPTR con marcajeinicial Al
0 y it E T. Decimosqueit

es viva su paracualquiermarcajealcanzableNf existeun marcajeAl’ E [~h~que

permiteel disparode la transiciónit.

Decimosque 1V es viva su todassustransicionesson vivas. O

Definición 5.12 (fi-vivacidad)

Sea 1V = (Y,T,E’,W,¿5)una RPTR con marcaje inicial Nf0, fi E 1=4y t E T.

Decimos que it es fi-viva su para cualquiermarcajealcanzableAl existeun marcaje

Al’ E [Nf4 que permiteel disparode la transiciónit.

Decimosque 1V esfi-viva su todassustransicionesson fi-vivas. El

Definición 5.13 (Ausenciadebloqueos)

Sea 1V = (Y, T,E’, W,3) una RPTR con marcaje inicial Nf0. Decimos que un

marcajeestableNf de 1V es muertosu no hay ninguna transición permitida bajo

Nf. Decimosque 1V puedebloquearsesu existealgúnmarcajemuertoNf’ e [Alo>,,.

O

Definición 5.14 (Ausenciade /3-bloqueos)

SeaN = (Y, T, E’, W,3) unaRPTRcon marcajeinicial Al0, y fi E EM. Decimosque

1V puedefi-bloquearsesu existe algúnmarcajemuertoNf’ E [M04. El

Todos estosproblemasson decidiblesen el caso de redesn-seguras. Ello es

unaconsecuenciainmediatade que el conjuntode marcajesalcanzablesesfinito.

Además,podemoscodificar las RPTR n-segurasbajo la semánticadel máximo

paralelismomedianteredesno temporizadas.

Definición 5.15 (Red de Petri Temporizadau-segura)

Sea 1V = (Y, T, E’, W,6) una RPTR con marcaje inicial Nf0. Se dice que 1V es

ti-segurasu paratodo marcajeNf E [go>,, setiene: M1(p) =ti, Vp E Y.
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a
Definimos ademáslos siguientesconjuntos:

= jAl ¡Nf esmarcajede N verificandoAL(p) =ti, Vp E Y, y a

K2(it,y) =ti, Vit E T, Vy =3(it) — 1]’
ll1(M~) = {Nf1 ¡ HM E M~, Nf = (AL,Nf2)} a

El

a
Una consecuenciainmediatade la definición anterior es que no puedendis-

pararsesimultáneamentemásde n instanciasdeuna misma transición.
a

Definición 5.16 (Codificaciónde las RPTRn-segurasbajoMáximo Paralelismo)

Sea 1V = (Y, T, E’, W, ¿5, Mo) una RPTRMn-segura. Se define la red asociadaa 1V, a
1V” = (Y”, T”, E”’, 1’V”, AJ¿’), como sigue:

En primer lugar, dado V E H1(M~), denotaremos por Rv el conjuntode los

multiconjuntosmaximalesde transicionespermitidosbajo el marcaje(ordinario)

V. Definimos entoncesel autómatade estadosfinitos que modelala conductade a
1V, «4 = (Q’, s’, e’, 3’, E’, qo), de la forma siguiente:

= a
= {Ji 1 Ji E Rv, paraV E Hí(M~)}

a
e’ = {A ¡ A esun multiconjuntode transicionesen T tal que A(it) =ti, Vi e T}
¿5’: Q’ x >2’ —~ Q’ a

6’(Nf, Ji) está definida su Ji E JiM1. En tal caso: ¿5’(Nf, Ji) = Al’, donde

Al’ es el marcajealcanzadoen N tras el disparode R (puestoque la a
red es n-segura la definición escorrecta).

a
E’: Q’ x E’ —~ e’

F’(Nf, Ji) 4 A, siendo a

M2(it,1) Vi E Ttal queM2(it,1) >0

A(it)={ VitcTtalque¿5(it)=1, yJi(it)>0 ‘aR(it)

en caso contrario

Los estados de esteautómatason los posiblesmarcajesde la red, de los cuales

hay una cantidad finita, pues ésta es n-segura. En consecuencia, el estado inicial
‘a

a
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correspondeal marcajeinicial. Las entradasdel autómatason los multiconjuntos

maxímalesde transicionespermitidos,y las salidasson los multiconjuntosde tran-

sicionesque terminansu ejecuciónenel instanteconsiderado.Las funciones¿5 y F

codifican la reglade activacion.

SeaentoncesN(..4) = (Y’, T’, F’, W’, Nf¿) la red quemodelala conductadeeste

autómata.A partir de estared construimosla red 1V” eliminando los lugaresde

entraday salida(y los arcosconectadosa ellos) que aparecenen la construcción

de N(Á). Ademásañadimosun lugar reloj paracontabilizarlos pasosdisparados.

Y” = Q’ U {reloj]’

=

E”’ = (E” — E,,) u {(it’, reloj) ¡it’ E T’}, conE,, s {(Ji, (Nf, Ji)) ¡Ji E E’, Al E Ql
u {((Nf, Ji), A) ¡ Al E Q’, Ji E E’, A = r’(Nf, Ji)]’

W”(f) = 1, paratodo f E E”’

sip=qo

~ encasocontrario
El

Definición 51.7 (Correspondencia de marcajes)

SeaN (P,T,E’,W,6,Nfo)una RPTRMn-segura. SeaN’ = (Y’,T’,F’,W’,M¿)

la Red asociada a ésta según la definición anterior. Definimosentoncesla función

siguiente:

94 : —*

fi si p’ = reloj

94(Al)(p’) 1 si p’ = Al
VM(M,,M2)EMn,Vp’EP’ O en cualquierotro caso

El

Teorema5.1 Sea1V = (Y, T, E’, W,3, Nf0) unaRPTRM n-seguray seaAl E M~.

Sea1V’ = (Y’, T’, E”, W’, Al¿) la Red asociadaa éstasegúnla Def. 5.16. Entonces

paracadafi E 1=4setiene:

Nf[B>PNf’ si y sólo si 94(Nf) [(Al, B) > 94(Al’)

Demostración: Supongamosque Al[B>PM’. En tal caso, 94(K) es un marcaje

de 1V’ quepermitiráel disparode la transición(Al, B), ya que por la definición de
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a
/3

S0N el lugar Al e Y’ de N’ estarámarcado,y estelugar es la únicaprecondiciónde
(Nf, B) (estaconexiónexistepor serB un multiconjunto maximal de transiciones a
permitido bajo el marcaje Al

1) y por tanto, como hemos indicado, se permitirá el

disparodedichatransición. Ahorabien, trasel disparode (Nf, B) en 1V’ obtenemos

un marcajeen N’ en el cual estarámarcadoel lugar Nf’ E Y’ (estadosiguienteen

el autómata),por lo que: 94(Al)[(M,B)»p%4Nf’).

Recíprocamente,supongamosque94(Nf)[(Nf , B)>cp~(Nf’). En tal caso, por la

construcción de 1V’, B debe ser un multiconjuntomaximal de transicionespermi-

tido bajo el marcaje AL- En consecuencia, es posible su disparo a partir de Al en

N. El marcajeobtenidocomoconsecuenciade esedisparoes Nf’, de nuevo por la a
construcción de 1V’. 0

El teorema anterior nos permite definir la siguiente función, que captura la

codificación de unaRPTR en términosde una Red de Petri No Temporizada.

Definición 5.18 SeaN = (Y, T,E’, W,3, Al0) una RPTRMn-segura. Definimos ‘a

la siguiente funcion:

~PN : Al(1V,Al0) —~ L’(N’,Nf¿)

‘PN(a) £ ~i%(Mo)t~ok(Ali)< . . t~(M~.)
‘a

siendo¼= (Nf5...1,Ji5), dondea = Nfe[Jií>,,Mí ... [R,.>,,Al~. El

Corolario 5.1 Sea 1V = (P,T, E’, W,6, Nf0) una RPTRNI n-segura. Sea 1V’ = a
(Y’, T’, F’, W’, M¿) la Red asociadaa ésta según la Def. 5.16. Entonces

Mo[o-(m»,,Nfm si y sólo si V%(NfO)VN(a)>~(Nfm)

o

Hemos visto que los problemas planteados son trivialmente decidibles para redes

n-segurascon la semánticade máximo paralelismo.Ahora vamosa analizarestos

problemasbajo estasemánticaen el casogeneral,sin imponerningunarestriccion

específicasobreel númerode tokensque puedehaberen cadalugar.

En principio, el problemade alcanceestrictoy la ausenciade fi-bloqueosseran

trivialmentedecidibles,puesal no habertransicionesautónomas,esposible ins-

peccionarel árbol de accesibilidadhastala profundidadfi. Sin embargo,como

vamosa demostrara continuación,el problemade alcancees indecidible.

a
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Figura 11: Conexióndel lugar seea todaslas transicionesde la red de partida

Paraello vamosa presentarun esquemade codificación de las Redesde Petri

con Arcos Inhibidorescon una semánticade Secuenciasde Ocurrenciaen Redes

de Petri Ordinariascon la semánticade Máximo Paralelismo.Como consecuencia

de ello, puestoque el problemade alcanceparalas Redescon Arcos Inhibidores

es indecidible (véase[Bra86j), el problemade alcanceen Redesde Petri con la

semanticadel Máximo Paralelismoserá indecidible, y en consecuencia,también

sera indecidible el mismo problemade alcanceen Redesde Petri Temporizadas

(las primeras son un casoespecialde éstas).

Definición 5.19 (Codificaciónde las Redescon Arcos Inhibidores en Redesde

Petri con la semánticade Máximo Paralelismo)Sea1V = (P,T, E’, A, Alo) una Red

de Petri con Arcos Inhibidores(conjuntoA § Yx T). Definimos la Red Ordinaria

asociada (con la semántica de pasos con máximo paralelismo), 1V’, de la forma

siguiente:

En primer lugar, para evitar problemas derivados de la semántica de máximo

paralelismo,que podría no capturar adecuadamentela semánticade secuencias

de ocurrenciade la red original, es convenientesecuencializarla red. Paraello

incluimos un lugar seeconectandotodatransiciónde la red original a dicho lugar

segúnseindica en la fig. 11.

Este lugar secestaráinicialmentemarcadocon un token,por lo que en cada

momentono permitiránadamás que el disparode una transición(no obstante,la

semánticaordinariano seve afectadaen absoluto).

En segundolugar vamosa añadira la redoriginal una serie de lugaresy transi-

ciones. Paracadalugar p E Y de la redoriginal seañadeun lugar Pi,, y una tran-

sícionit,,, yseestablecenlas conexionessiguientes:(p1,.,it,,), (p,it,,), (t,,,p). Además,

paratodo it E T tal que (p,t) E A (el lugar p inhibe la transición it) se elimina

dicho arco inhibidor (parte (A) de la figura 12). Finalmente,para todo t E T
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(A)

(B)

p

it

QP

1

aIP

a

a

a
itp

a

Figura 12: Codificaciónde una red con arcos inhibidores

tal que (p, it) Z A (el lugar p no es inhibidor suyo) se establecen las conexiones

(p~~,t), (it,p~~) (parte (B) de la figura 12).

En definitiva, N’ = (P’, T’, E”, Al¿), siendo:

Y’ = Pu Y1~ u {sec} , con P1~ = {pí,,¡p GP]’

Tul’,,, conT,,={it,,jpeY]’

E” = E’ u {(p~~,it~), (p,it,,), (t,,,p) p E Y]’ u

{(p~~,it), (it,p1~) 1 (p,t) « A]’ u {(sec, it), (it,sec) It E T}

Nfo(p) p’ = p EF

Nf¿(p’)= 1{ 1 = sec

El

La red construidaconservalos marcajesaccesiblesde la red con arcos in-

hibidores de partida. El resto de los marcajesaccesiblesen la red construida

son fácilmentedistinguibles,puescontienenalgunoslugarespñ. desmarcados;se

tiene asípuesuna simulaciónde la red original.

‘a

a

a

a

a

‘a

a

Teorema5.2 Sea1V = (Y, T, F, A,Mo) una Red de Petri con Arcos Inhibidores

(conjuntoA § Y xl’) y seaN’= (Y’, T’, E”, Nf¿) la red asociada según la definición

2

p

~it
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anterior. EntoncesAl es un marcajeaccesiblede N si y sólo si el marcajeAl’

definidoporM’¡p = Al, Al’(sec) = 1 y M’¡p~,, = 1 (comovectorcuyascomponentes

son todasellas igualesa 1) esaccesibleen 1V’.

Demostración: Basta tener en cuenta las siguientes consideraciones. En princi-

pio, la presenciadel lugar seeimpide el disparosimultáneode variastransiciones

de T en 1V’. No obstante,la hipótesisde máximo paralelismoobliga a disparar

(en 1V’) junto a una transiciónde it, aquellastransicionesit, que esténpermitidas.

Paracadatransiciónit E T seconsiderael conjuntode lugares1(t) que inhiben a

it: I(it) = {p E Y (p,t) E A]’. Entonces,puedenpresentarselos siguientescasos:

1. Si la transiciónno estápermitidaen 1V debido únicamente a la presencia

de tokensen algunoslugaresp~ E 1(t), entoncessin la presenciade los arcos

inhibidores (pi, t) estaría permitida en 1V. Esta transición estará permitida en

N’, si bien su disparoira necesariamenteacompañado(máximo paralelismo)

del disparo de las transiciones it,,~ (pues los lugares Pi estan marcados). Tras

ello seobtendríaun marcajede 1V’ en el que Pi.,, estádesmarcado.Nótese

ademásquecuandoun lugarPm sedesmarca,entoncesno puedeyarecuperar

su token,quedandodefinitivamentedesmarcado.Es decir, tras el disparode

la transición it sólo sonaccesiblesen 1V’ marcajesque no cumplenla condición

de que todos los lugares en P1,. están marcados con un token.

2. Si la transición it está permitida en 1V, entonces todos los lugares p E 1(t)

debenestardesmarcados.En consecuencia,las transicionesit,, (para p E 1(t))

no puedenserdisparadas.De estaforma, estatransicion it deberá dispararse

solaen N’ (estáconectadaa todos los se,, talesqueel lugar s no inhibe a it).

En consecuencia,unavezdisparadadichatransición,cadalugaral,, recupera

su token y seobtieneun marcajeque proyectadosobreY coincide con el

obtenidoen 1V tras el disparode it.

El

Hemos probado que toda red con arcos inhibidores puede ser simulada por

la red ordinaria asociada (sin arcos inhibidores), con su semánticade máximo

paralelismo.Como consecuenciade ello concluimosqueel problemade alcanceen

redes de Petri Ordinarias con la semántica de máximo paralelismo es indecidible.
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a
Corolario 5.2 El problemade alcancepara Redesde Petri Ordinariascon la

semánticade Máximo Paralelismoes indecidible. El problemade Alcance para

Redesde Petri Generalizadas(con un vectordepesosarbitrario)con la semántica

de máximo paralelismoesindecidible. a

Demostración: La primera consideraciónes una consecuenciainmediata de

la indecidibilidad del problemade alcanceen redes con arcos inhibidores (vealse

[BraS6]) y de la construcciónde la Def. 5.19. La segundaes trivial, dadoque las

redesordinariasson un subconjuntode las Redesde PetriGeneralizadas. El

a
Corolario 5.3 El problemade Alcance paraRedesde Petri Temporizadas con la

semánticade máximo paralelismoes indecidible. Mt

Demostración: Inmediata, dado que las Redes de Petri Generalizadas son un

subconjunto de las Redes de Petri Temporizadas (considerandoduración1 para

todaslas transiciones). El

a
La construcción anterior nos ha permitido codificar las redes con arcos in-

hibidoresmedianteredesordinariasbajomaxímoparalelismo.De maneranatural
a

surge la preguntade si podremosencontraruna construcciónque nos permita

codificar las redescon máximo paralelismomedianteredescon arcosinhibidores.
aEfectivamente, tal construcción existe, presentándose a continuación en dos pasos.

En primer lugar planteamosla construcciónparael caso de Redesde Petri Ordi-

nariascon la semánticade Máximo Paralelismo,y posteriormenteanalizamoslas a
modificacionesnecesariasparaadaptarestaconstrucciona RedesdePetri Tempo-

rizadas. S

Definición 5.20 (Codificaciónde Redesde Petricon Máximo Paralelismoen Re-
a

des con Arcos Inhibidores) Sea 1V = (Y, T, E’, W,Mo) una Red de Petri Marcada

con la semánticade Máximo Paralelismotal que toda transición it E T verifica

t ~ 0. Se definela Redde Petri con ArcosInhibidoresasociadaa N siguiendo la Mt

siguienteconstrucción:
a

En primer lugar, numeramoslas transicionesde T, T = {t1,. .. ,it4, y apli-

camosparacadaunadeellasun testquenospermitadeterminarsi dichatransicion
a

estápermitidabajoel marcajeactual. Es precisamentepararealizarestetestpara

lo que usamos los arcos inhibidores. Una vez realizados estos tests, conoceremos

a
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sí existe alguna transición que pueda ser disparada en el momentoactual. De

entreestasposiblestransicionessedispararáuna de ellas, sustrayendolos tokens

correspondientesde sus lugaresprecondición.Sin embargo,todavíano seactualiza

el númerode tokensde los lugarespostcondición,sino que serealizade nuevoel

test para determinarsi puedendispararseotras transiciones. De estaforma, se

repite esterazonamientohastaque el test determineque ya no puededispararse

ningunatransicionmas. En esemomentose actualizanlos lugarespostcondición

de las transicionesdisparadasy seda por terminadala simulaciónde un pasode

la red original. Este esquemade codificaciónconseguiráde estaforma reflejar la

semánticade máximo paralelismo,puesun ciclo de simulaciónno terminahasta

que no puedan dispararsetransiciones,lo cual correspondea un pasode la red

original.

Por ello, consideramosun lugar especialmedias,el cual indica si hay o no

un pasoen mitad de ejecución. Es decir, cuandoestelugar estédesmarcado nos

indicará que seestásimulandoun pasode la red original. A partir de estelugar

hay que lanzar las siguientesactividades:

1. En primer lugar se hace el test de las transiciones,para determinarsi hay

transicionesdisparables.

2. Si hay transicionesdisparablessedisparauna de ellas,retornándoseal paso

(1).

3. Si no hay transicionesdisparablesse restauranlos tokenspendientesy se

recuperael tokensobreel lugar medias.

Vamos a construir la Red de Petri con arcos inhibidores buscada de una forma

gradual,planteandola formaderealizarcadaunadeestasactividades,e integrando

las redesobtenidasprogresivamente.

En principio, pararealizar los tests seconsideranlos lugaresprecondiciónde

cadatransiciónt~, %={pj,i,...,pjr~]’,ypara cadak= 1,..., r5 se construye la

siguientered con arcosinhibidores (en función del valor nj,k = W(pJ,k,it)):

Nj,k = (YJ,k, TJ,k,lTj,k, A5,k,¡4/5k)
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Figura 13: Red 1Vj,k para tij,k = 3

‘a

siendo:

=

A
5,,, =

W5,,,(f) =

{p~~]’ u {P~k ji = 1,... ,nj~ —1>

{it’fli = 1,...,n$k} u {4’fli =

u {(p~~,±}’fl ji =

{(p~,,,t}’k~
1) ¡~¡ = 1,..., n

5,k—1}u

{(ptk,t~,1c+í) ji = í,...,n5,,, — í]’u

{(P5,k,t3j~) Ii = 1,...,fljk]’

~ f = ~ PJ,k){ ~5,k en casocontrario, con f E .F1,,

Por ejemplo,para tiJ,~ = 3 seobtendríala red de la figura 13.

Una vez construidas estas r5 redesse considerala red siguiente,N~, obtenida

componiendodichasredesy añadiendounoslugaress5, SI(p~,,).

88

= (P5,2%,fl, 245,W5)
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siendo:

= kYl Pí,k u {so, sr]’ u {SI(ptk) 1k = 1,... ,r1 —1]’

= kYl PJ,k u {s~} u {SI(ps,k)Ik=1,...,rs —1]’ paraj=2,...,n
rj

T5= U Wk

= u {(t~:ik,SI(pá,k))Ik=1,...,ri~~1}u

k=1

{(ss...í,4’iO, (s5.1,t’f)]’ u {(4’L, sj) 1v = 1,...,r5, = 1,...,nJ,k}u

{(SI(ps,k),it’~~), (SI(ps,k),it~’~+í)Ik = 1,...,r5 —1]’

A1= U A5~
k=I

W(f) 3’ W~(f) si f e E’j,k
1 en otro caso, conf EF

Obsérvese la importancia que adquiere el token de control (token que colocare-

mos en cada lugar s~ para comenzara testearcadatransición it5). Este token se

encontraráen .s0 en el momentode comenzarel test,y es el encargadode regular

el desarrollodel mismo. Cadavez que setermina de testearuna precondiciónde

una transición,estetoken indica cómodebecontinuarel test. En concreto, si la

precondición testeada no tiene suficientestokensparapermitir la activaciónde 15,

estetokenseencontraráen .s5 (parapermitir la activacióndel testcorrespondiente

a its+í). Si, por el contrario, dicho lugar tiene suficientes tokens para permitir la

activaciónde it5, entoncesel token se encontraráen el lugar SI(pJ,k) (para ini-

ciar el test correspondientea la siguienteprecondición). Finalmente,si llegamos

a testearla última precondiciónde 15, y éstaresultasuficientementemarcada,en-

toncesse detieneel test, ya que no llevamosel tokende control a ningún sitio.

En estasituaciónhay al menosuna transiciónpermitida, lo que posteriormente

reflejaremosen un nuevolugar SL

En definitiva, estared codifica una conectivalógica AND relacionando los

marcajesde todas las precondicionesde itj. La figura 14 contienela representación

gráfica de la misma.

El pasosiguienteconsisteencomponeradecuadamentelas ti redesasíobtenidas.

Esta composicióncodificaráuna conectivalógica OR relacionandolas n transi-

ciones. Como ya hemosindicado anteriormenteincluiremosun nuevo lugar SI,
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que nos indicará (una vez concluido el test) si hay alguna transición permitida. Es

precisamentea estelugar dondeenviamosel tokende control cuandouna tran-

sición estápermitida(de estaformaimplementamosla conectivaOR). Además,el

lugars, nos indicael momentoenel queyano puedendispararsemástransiciones.

Ello se debe a que la única forma de llegar a él es cuandoningunatransiciónestá

permitida.

La redresultantedeestanuevacomposiciónde redeses la siguiente(figura 15):

TEST= (PT,TT,FI,AT,WI),siendo:

YT = {medias,SI]’ u U 1%
5=1

n
= {inicio,,a,o]’ u •U T5

~=1

FT = {(rnedias,inicio,,~30), (inicio,,~~0,so)]’ u U {(it5$ri,SI)]’ u
3=1

n
A1= UAs

5=1

Wí(f) = { Vv, (1)
1

si f e F5

en casocontrario, con f E E1

El lugar medias,que inicialrnente está marcado, indica el comienzo de un ciclo

desimulación(correspondientea un pasode la red original). En concreto,a partir

de este lugar se dispararála transición inicio,,480, lanzando así el test. Una vez

a

j

Mt

a

a

a

a

a

Mt

Figura 14: Red N~ a

a

a

Mt

Mt

ún
5=1
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.5

.9medias

SI

Figura 15: Red TEST

concluido el test obtendremosun token en el lugar SI o en el lugar s,~. De esta

forma conoceremossi hay algunatransicióndisparable. En ese caso,el lugar SI

habráquedadomarcado,y debepermitirseel disparodealgunade las transiciones

de la red.

Deestaforma, entramosen la segundapartede la simulación,queconsisteen ir

disparandolas transicionespermitidas,pero guardándonoslos tokensgeneradosen

algúnsitio intermedio(parapoder simularcorrectamenteel máximo paralelismo).

De entrelas transicionespermitidas,una de ellasserádisparada,y los tokens

que se generaríansobre sus lugarespostcondicionesse guardanen unos lugares

duplicados. Cada vez que se dispara una transición es necesario volver a realizar

el test, ya que puedehabersituacionesde conflicto. Por tanto, tras la ejecución

de cada transición de la red de partida enviamos un token al lugar 5o•

Definimos entoncesla red Ñ = (1’, 1,A A, W), de la forma siguiente(figura

16):

YTUP, siendoP={kIpEY}

1= TíuTu{fin,,
480}

E’ = E’1 u F[pxí u {(SI,t5), (t5,so)¡it5 E T}u

{(ts,k) (it5,p) EF]’ u {(s~,fin~480)]’

A1

I Wí(f) si f e E’1

‘¿1(f) = W(f) sif EF

W(it5,p) si f = (t5,fl)

1 en casocontrario, con f E É

Cuandoel testdeterminequeningunatransiciónpuedeserdisparada,entonces

sólo podrádispararsela transición fin~~~0 (.s,, estaráentoncesmarcado). Con su
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‘a

a

fitipaso

27W a

‘a

Figura 16: Red 1V a

disparopasamosa la terceraetapade la simulación,que consisteen recuperarlos

tokensqueseencuentranen los lugaresduplicados.Con tal fin, seconsiderala red

1V’ = (Y’, T’, E”, W’, A’, M’¿), definida como sigue (figura 17):

Éu{c}
Tu {it,, PC Y]’ u {tcrm]’

E” = É u {Q3,4), (i,,p) I~ E Y]’ u {(c,4), (i,,,c) Ip E Y]’ u

{ (c, term), (term,medias),(fin,,430,c)]’

W’(f)= f (f) sifcÉ
1 en caso contrario, con f E E” ‘a

Áu{e~&iterm)¡pcP}

Nf~p)= {M(P) 22Qdias

en otro caso

Una vez disparadala transición fin,,430, se procedea recuperarlos tokensde

los lugares 3. Sólo cuandotodos ellos esténvacíos se permite el disparo de la

transición term,que marcael fin de la simulaciónde un paso. El

Corolario 5.4 TodaRed de Petri Temporizadacon la semánticade Máximo Pa-

ralelismopuedesercodificadaen términosdeunaRedde PetriOrdinariacon Arcos Mt

Inhibidores.

Demostración: Bastareemplazarcadatransiciónit de la red de partida por ¿(it)

transicionesde duración1 (veásefig. 18). En estecaso, la hipótesisde máximo
a

-J
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Figura 17: Red 1V’

t

paralelismotiene un efectobeneficioso,en el sentidode que una vez comenzada

la ejecución de una transición, las transiciones asociadas(como consecuenciade

la división de la transición)a dichatransiciónvan a ir ejecutándosesin retrasos.

En consecuencia,la Red Temporizadaobtenida tiene en todas sus transiciones

duración 1, y por tanto es equivalentea una Red de Petri No Temporizadacon

semanticade Máximo Paralelismo,a la cual sepuedeaplicar la construcciónan-

terior. El

Seguidamente vamos a analizar el resto de los problemas de análisis planteados.

Previamente,presentamosunacodificaciónde unamáquinade registrosmediante

redes con máximo paralelismo, que luego será utilizadaparademostrarla indecidi-

bilidad de algunosde los problemasplanteados.

Definición 5.21 (Codificaciónde una máquinade registroscon RPTR)

Unamáquinade registrosestádefinida de la forma siguiente:

Nf = (Ji,P,E)

siendo Ji un conjunto finito de registros, E un conjuntofinito deetiquetas(estados

posibles de la máquina), entre las que existendosetiquetasespecialese0, ej in E E,

y Y el programade la máquina,definido de la formasiguiente:Y C E x 1 (donde

1 es un conjunto de instrucciones),tal que no hay ningunainstrucción asociada

medias
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a
al estadoe1in• Las lineas del programa,que se denotaránde la forma estado:

instrucción, sólo puedenserde 2 tipos: ‘a

1. e~ : r5 := r5 + 1; ir a

2. e~ : si r5 = O ir a e¡, sino r5 := r5 —1; ir a e,,

Una ejecución del programacomienzaen una instrucciónetiquetadacon e0, y

si termina, lo haceen la instrucciónetiquetadacon eje,,. La máquinase dice que

esdeterministasi paracadaetiquetae~ ~ ejin hay una uníca instrucción 4 tal que ‘a
tk esuna líneadel programa.En casocontrario,se diceque esno-determinista.

Recordemosque la semánticade una máquinade registroses el conjunto de

computacionesque induce. Estas computacionesse definenusandovectoresde

estadode la forma (e,F), dondee E E y FE HY’~. La primeracomponentees el

estado de la máquina, y F son los valoresactualesde los registrosde la máquina.

Entonces,el vector de estadoinicial es el vectorde estadoparael cual e = e
0

a
y r5 = 0, Vj E {1,. ., Rl]’, siendo F = (ri,. . . ,?-IRI).

Un vectorde estado(e, f) puede transformarse en un vector de estado(e’, ñ’),
a

lo que se denota por (e, f) HM (e’, f’) si y sólo si ocurre una de las siguientes

condiciones:

- Existep = (e,i) E Y, siendo i e : r5 := r3 + 1; ir ae’, y se tiene rX =

parah=1,...,¡JiI,h#j,yr5=rs+1. Mt

- Existep=(e,i)eP,siendoi~e : sir5=Oirae’sinor5:=r5—1; irae”,

conrs=0,r~=rh,parah=1,...,IJiI.

- Existep==(e,i)EP,siendoi~e : sir5=Oirae”sinor5:=r5—l; irae’,

con rs#O,rX=rh, parah=1,...,¡RLh#jyr5=rs—1.

Una computacion es una secuencia de vectores de estadode la forma (eo, Fo) HM a

(ei,Fi) F-M . . . (e~,F,,),siendo (eo,Fo)el vectordeestadoinicial. El

Una máquina de registros Nf puede ser codificada mediante una Red de Petri

Temporizada con la semántica de Máximo Paralelismo (incluso con la semántica

débil y con la semánticadébil conjuntista,puesno necesitamosmulticonjuntosde

transicionespara ello) de la forma indicadaen la siguientedefinición.
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=~c
11

t6(t)

Figura 18: Reemplazamientode cadatransiciónit de la red de partida por 3(it)
transiciones

Definición 5.22 SeaAl = (Ji, Y, E) una máquinade registros.Podemosasociar

a Nf una Red de Petri Ordinaria Temporizada Marcada de la forma siguiente:

1. A cada registro r
5 le asociamos un lugar Pr,.

2. A cadaetiquetae1 le asociamosun lugar Pe¿.

3. Cadainstrucciónde la formae~ : r5 := r5 + 1; ir a ek secodificade la forma

indicadaen la figura 19.

4. Cadainstrucciónde la forma e1 : si r5 = O ir a e, sino r5 := r5 — 1; ir a e~

se codifica de la forma indicada en la figura 20.

Todas las transiciones llevan asociada una duración de una unidadde tiempo.

Entonces,a cadavectorde estado(e,F) le asociamosel marcaje~(e,F) en 1V,

definido de la forma siguiente:

3.
51PPe V p=s(eí,ek,en,rs)

= r
5 51I72,.~{ O en casocontrario

El

Teorema 5.3 Sea Nf = (Ji, Y, E) una máquina de registros, 1V la Red de Petri

Ordinaria TemporizadaMarcadaasociadaa Nf segúnla definición anterior y

(e,F), (e’J’) vectoresde estadodeNf. Entonces (e,F) HM (e’,F’) si y sólo si existe

una secuencia de pasosa en 1V (con la semánticade máximo paralelismodébil

conjuntista)tal quecontieneuna únicatransiciónen Yk, siendoYE = {Pe e E E]’

y ¿p(e,F) [a> 9(e’, F’).

Demostración:

4~: Si (e,F) HM (e’, F’), entoncespuedendarse3 casos:

- Existep = (e,i) EF, con i e : r5 := r5+1; ira e’, r~ = rh, para

h = 1,..., ¡Ji, it ~ j y r5 = r5 + 1- Entoncesbastatomar u = #i(e, e’, r5).
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a

‘a

Pe1

Figura 19: Codificación de la instrucción e1 : r5 := r5 + 1; ir a ek

Pr3

~¡‘2,2

4’2,s

.5—

= 4’2,l(e1,ek,e~,rs)
= ?P2,2(e1,ek,e~,rs)
= ?P2,3(e1,ek,e~,rJ)
= ~,b2,4e1,ek,ev,,r5)
= i,b2 4e1, ek,e~, r5)

ek, e~, r5)

Figura 20: Codificación de la instrucción e1: si r5 = O ir a ek sino r5 := r5 — 1;
írae,,
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- Existep= (e,i) e Y, con i e : si r5 = O ira e’ sino r5 := r5 — 1; ira e”,

r5 = 0, r~ = rh, para h = 1,..., JI. Entoncesbastatomar la secuencia

u = {4’2,i(e, e’, e”, r5)} {4’2,2(e, e’, e”, r5)}, {~2,4(e,e~, e”, r5)}.

- Existep=(e,i)EY,coni~e : sir,=Oirae” sinor5:=r5—1; irae’,

rJ~0,r~=rh,parah=1,...,¡JiLh#jyr=rs—1. Entoncesbasta
rs’ e”, e’, } {~b2,2(e, “ e”, e’, r)}tomarla secuencíau = tw2,íie, r,) e e ,r5), 4’2,a(e,

{~‘2,s(e, e”, e’, r5)}.

~~=: Una secuenciaa que cumplalas condicionesdel enunciadosólo puedeserde

una de las tres formas indicadasen la pruebadel sentidodirecto, las cualesse

correspondende formainmediatacon las instruccionesde la máquinade registros.

El

Una primera propiedadcuyaindecidibilidadpuedeserdemostradaa partir de

estaconstrucciónesel alcancenulo de un lugar, que seráutilizadaparademostrar

la indecidibilidadde algunasde las propiedadesplanteadas.

Proposición5.1 DadaunaRPTRM1V (con la semánticade Máximo Paralelismo)

y un lugar de la mismas, no es posibledecidir la existenciade un marcajealcan-

zableNf bajo dichasemánticatal que AL(s) = 0.

Demostración: Se considera la codificación anterior. Si la citada propiedad

fuera decidible, podríamosdecidir el problema de parada,incluyendo un lugar

en la simulación que quede desmarcado una vez que la máquina se pare. En

consecuencia,la propiedadde alcancenulo de un lugar es indecidible pararedes

con máximo paralelismo.

Dicha propiedades tambiénindecidibleparala semánticade Máximo Parale-

lismo Débil, y paralasemánticade Máximo ParalelismoDébil Conjuntista,ya que

la codificaciónanteriorfuncionatambiénbajo estassemánticas. El

Proposición 5.2 La ausenciade bloqueoses indecidibleparaRPTR con la se-

mánticade Máximo Paralelismo.

Demostración: Hemosvisto que podemoscodificar una máquinade registros

mediante RPTRcon la semánticadeMáximo Paralelismo.Una máquinade regis-

tros sólo sebloqueacuandollega al final del programa. Por tanto, si la ausencia
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Mt

de bloqueosfuesedecidibleparaRPTR, tambiénseríadecidiblela paradade una

máquinade registros,lo queesabsurdo.En consecuencia,la ausenciade bloqueos a
esindecidible paraRPTR con la semánticade Máximo Paralelismo. El

Proposición5.3 La ilimitación es indecidible para RPTR con la semánticade

Máximo Paralelismo.

Demostración: De nuevo se hace uso de la codificación presentada de las máqui-

nas de registros. Basta añadir un lugar a la codificación, que gana un token con la

simulaciónde la ejecuciónde cadainstrucciónde la máquina.De estaforma, si la Mt

ilimitación fuesedecidible, tambiénseríadecidible la parada de la máquina, pues

sólo podríamosejecutarun númerofinito de instrucciones. El a

Proposición 54 La s-ilimitación uniformees indecidiblepara RPTR con la se-

mánticade Máximo Paralelismo. Mt

Demostración: Consideramosredessin tiempocon la semánticade máximopa-
‘a

ralelismo débil conjuntista. Sea entonces N = (Y, T, E’, W,Nf0) una red arbitraria

con la semántica débil conjuntista,y p E Y un lugar de la misma. Construimosla

red 1V’ = (Y’, l”, E”, Vv’, Nf¿), de la forma siguiente: a

Y’ = Pu {s~ [it el’]’ u {sí, 82]’ a

= T u {t~, it2]’

E” = E’ u {(t, st), (st, it) (st, it2) ¡it E T]’ u {(t2, s2), (s2, ti),

a

W(f’) sif’ EF{ 1W’(f’) = si f’ = (it,, s,)en otro caso

sip’ E Y{ oM¿(p’) = si ¡/= s~, parait El’en otro casoEsta red estárepresentadagráficamenteen la figura 21. Con estaconstruccion

reducimosel problema a un problema de alcancenulo de un lugar, que hemos

visto que es indecidible.

Para ello, sea Al un marcajealcanzablede la red de partida 1V. A dicho

marcajele podemosasociarel marcaje~(Al) en la red 1V’, construidasegúnla J

‘a

a
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Figura 21: Red 1V’

1V

it2

figura anterior,definido como sigue:

si p’ E Y

s p = st, paraalgún it E T

O en caso contrario

Dadoun pasoAl[Ji>,,dCM’ sobrela reddepartida,el paso~(Nf)LR>,,d~p(Nf’) puede

serejecutadoen 1V’, ya quelos lugares5¿ contienentodosellos un token,y Ji esun

conjuntode transiciones(esuna restricciónimpuestapor la semánticade Máximo

ParalelismoDébil Conjuntista).Es importantenotarqueparaqueello seaciertoes

esencialqueel marcajedel lugar~2 seanulo, porqueen casocontrario,la semántica

de Máximo ParalelismoDébil Conjuntistanosobligaríaa dispararla transiciónti

si el lugar p estuvieramarcado,lo que podríaalterar la semánticade la red de

partida (estaríamospermitiendoa 1V’ “congelar” tokensdep). Por tanto, si en 1V

existeun marcajeAl alcanzableen el queel lugar p estádesmarcado,entoncesel

marcaje~,(Nf) seráalcanzableen 1V’. Disparandosobredichomarcajela transición

it2 bloquearemosla red 1V’, con lo cualno serás,-ilimitadauniformemente.

Recíprocamente,si el lugar s~ no es uniformementeilimitado en 1V’, entonces

no puede existir un marcaje alcanzableen N’ bajo el cual la transición it, pueda

ser disparada,pues si dichatransición puedeser disparadaen algún momento,

it’.
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Mt

it

o a
Li

Figura 22: Lugar asociadoa cadatransición Mt

entonceslos lugares~2 y p tendrían que estar marcados, y en consecuencia todos

los lugaress~ estaríandesmarcados.En esasituación la transícionit, podría ser

disparadainfinitas veces,lo que nos conduciríaa una contradiccióncon el hecho
a

de no ser el lugar si uniformementeilimitado, puesganatokensmás deprisaque

el transcurso del tiempo (en cadaunidadde tiempogana2 tokens).
a

Tenemospuesques~ esuniformementeilimitado si y sólo si p no puededesmar-

carseen 1V, de lo que sededuceque dichapropiedades indecidiblepara Redesde
a

Petri Temporizadas con la semántica de Máximo Paralelismo Débil Conjuntista.

Sin embargo, deestaindecidibilidadesfácil concluir la indecidibilidadtambiénpara

la semántica de Máximo Paralelismo, pues si cogemos una Red 1V con la semántica a
débil conjuntistay a cadatransiciónse le añadeun lugar asociadoconectadoa

ella tal como se indica en la figura 22, entoncesla semánticadébil conjuntista ‘a

coincidecon la de Máximo Paralelismo.Por tanto, si el problemafuesedecidible

con la semánticade Máximo Paralelismo,tambiénlo seríacon la semánticadébil Mt

conjuntista, lo que es absurdo, tal como hemos visto. O

a

Proposición 5.5 La s,1v-ilimitación lineal es indecidible para RPTR con la se-

manticade Máximo Paralelismo. Mt

Demostración: Consideramosdenuevoredescon la semánticadébil conjuntista.

De nuevo tomamos un lugar cualquierap en la red de partida1V, y aplicamosla ‘a

siguienteconstrucciónparaobteneruna red 1V’ J
P’=Y u {seIitET} u {s.ji=l,...,8}
T’=Tu {it1[i=1,...,7} J
E” = E’ u {(t,s~), (s~,t)(s~,it1)[it El’]’ u {~í,ss), (ss,t2),

(it2, se), (it2, £7), (86, it3), (it3, 53), (.53, it6), (t6, p), (t6, 34), 1

(ss,ite), (p,it3), (se,its), (s4,ita),(sy,it4), (it4,ss), (ss,its), ‘a

(it5,s2), (its,s4), (s4,its), (s2,itr), (ty,s2), (itr,s1)}

Mt

ej
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Figura 23: Red 1V’

f W(f’) si f’ E E’

W’(f’) = si f’ = (it7, s1)

enotro caso

E Y

sip’ =s~,paraitETVp’=s4

10 enotro caso

Esta red está representada gráficamente en la figura 23.

En estecaso,el disparode la transiciónit1 lanza la ejecuciónde un test que

detectasi el lugar seleccionadop está marcado o no, y en función de ello sepermite

el disparo indefinido de la transición it7 o no.
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a
Denuevo,un marcajeAl de 1V tiene asociado un marcaje so(Nf) en 1V’, definido

comosigue: a

sip’ E Y

5~ p’ = s~, paraalgún it E T
5i~’ =84

O en casocontrarío Mt

Con el mismo razonamientoempleadoen la proposición anterior es sencillo
Mtdemostrarque si Nf[R>g0Nf’ es un pasode 1V, entoncesp(Al)[Ji>,,dCSQ(Nf’) es un

pasode 1V’.

Si existeun marcajealcanzableNf en 1V con O tokensen el lugar p, entonces Mt

el marcaje~,(Al) es alcanzableen 1V’, y sobre él podemos disparar la transicion

it1, iniciando de estaforma el test, que terminarádisparandola transición its, la ‘a

cual marcael lugar •~2, y permiteel disparode it7 un númeroinfinito de veces.Por

tanto, 1V’ serías,, 1v-ilimitadalinealmenteparacualquierk quehubiésemoselegido. ‘a

Recíprocamente,si 1V’ es sí, 1v-ilimitada linealmente,debeexistir un marcaje

alcanzableen 1V’ en el que S~ tengaun numero positivo de tokens. Por tanto, Mt

para poder haber alcanzado ese marcaje ha debido dispararse en algún momento

la transición it1, y además,el lugar p debió estar desmarcado en ese momento. a
Por tanto, el marcaje de 1V’ anterior al disparo de ti era también alcanzable en

1V (proyectado sobre los lugares de Y), y de ahí concluimos la existencia de un a
marcajealcanzableen 1V con O tokensen el lugarj.

De nuevo,la indecidibilidad de estapropiedadparala semánticadébil conjun- a

tista seextiendede forma inmediata(con el mismo razonamientoempleadoen la

proposiciónanterior) a la semánticade Máximo Paralelismo. El a

Proposición5.6 La fi-vivacidad esindecidible paraRPTR con la semánticade

Máximo Paralelismo.

Demostración: Seade nuevo una red 1V con la semánticadébil conjuntista.

Consideramosun lugar cualquierap E Y y construimosla red 1V’ siguiente:

P’=Y u {s4t el’]’ u {s1[i=1,...,7} u {w1[i=1,...,/3} ‘a

T’=T u {tli=1,...,fi} u {c1[i=1,...,6]’

4
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F’= E’ u {Q,st), (st,it)(st,ci)Iit El’]’ u {(w1,tjji=1,...,fi}u

{ (it1, w1±í) ¡ i = 1,..., /3 — 1]’ u {(cí, ~O,(.s,,c2), (c2, 82), (c2, 83),

(s2,cs),(c3,.s4),(s4,ce),(c6,p), (co,ss),(.ss,c4,(p,ca), (so,ce),

(cs, 85) (aa, c4, (c4, so), (so, cs), (as, cs) (s2, cs), (.57, cs), (.57, it,),

(it,,s7), (t¡j,w,)}

W’(f’) = J W(f’) si fi E E’

1 en otro caso3’ Mo(p’) sip’ E Y

Al¿(p’) = sip’ = s~, para it El’ y p’ E {ss,87,wi}

O en otro caso

Estared estárepresentadagráficamenteen la figura 24. A un marcajeAl de 1V le

podemos asociar el siguiente marcaje en 1V’:

sip’ E Y
‘p(Nf)(p’) = Y~’9’~ si p’ = st, paraalgún t c l’

5i71’ = 21>1 Vp’ &
5V 71=87

lo en caso contrario

Con un razonamientosimilar al empleadoen los dos casosanterioreses sencillo

demostrarque si M[Ji>pdcAl’ es un pasode 1V, entoncesV(M)[Ji>pdc~(A’Í’) es un

paso de 1V’.

Si en la red 1V existe un marcaje alcanzable Nf tal que el lugar p estádesmar-

cado,entoncesel marcajep(Al) es alcanzableen 1V’, y sobreél podemosdisparar

la transición c1, lo que termina por conducir la red a un bloqueo, pues al estar p

desmarcadosedispararála transición c5, que sustraeel tokende 87. Por tanto, la

transición it13 no será fi-viva.

Recíprocamente, si la transición ~ no es fi-viva, entonces existirá un marcaje

alcanzableen 1V’ bajo el cual .57 no estémarcado (es la únicaformade que it13 no

sea fi-viva). Para ello, la transición c5 ha debido ser disparada en algún momento,

y estorequierea suvezque la transiciónc1 hayasido disparadacon anterioridady

además, que el lugar p no estuviese marcado. El marcaje de 1V’ anterior al disparo

de c, esun marcajealcanzableen 1V (proyectadosobrelos lugaresde Y) en el que

el lugarp estádesmarcado.En consecuencia,existeun marcajealcanzableen N

en el queel lugar p estádesmarcado.
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Figura 24: Red 1V’
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1V

it’.

p

itl QN
si

Figura 25: Red 1V’

La extensión de la indecidibilidad de estapropiedada la semánticade Máximo

Paralelismo sigue el mismo razonamiento que en los casos anteriores. El

Proposición 5.7 La vivacidad es indecidible para RPTR con la .semánticade

Máximo Paralelismo.

Demostración: Dada una red 1V con la semántica débil conjuntista y un lugar

de la mismap, seconstruye la red 1V’ como sigue:

Pu {sjt El’]’ u {si}

T u {t1, t2}

E’ u {(it, st), (si, it) (sí, it2) 1 it E T} u {(it2, si), (sí, t1),

W’(f’) = { ~jV(f’)

Nf~p’)= { ¿

sí f’ e E’

en otro caso

Al0(71) si 71 E Y

sí 71 = st, parait E T

enotro caso

Estared estárepresentadagráficamenteen la figura 25.

Como en los casosanteriores,dadoun marcajealcanzableen N, le podemos
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a
asociar un marcaje ~(Al) en 1V’, definido de la forma siguiente:

M(p’) si 71 EF a
so(Nf)(p’) = sí p’ = st, paraalgún it E l’{ O en casocontrario Mt

Una vez más, si Nf[Ji>,~,dcNf’ es un pasode 1V, entonces~(Al)[R>~d~y(Al’) es un

pasode 1V’. Mt

Si en la red N existeun marcajealcanzableNf con O tokensen el lugar p, el

marcaje p(M) seráalcanzableen 1V’, y sobre él podemos disparar la transición it2, a
que genera el bloqueo de la red 1V’. Por tanto, la transícion it1 no seraviva.

Recíprocamente, si la transición it1 no es viva, existirá un marcaje alcanzable Mt

Al en 1V’ tal que desde dicho marcaje no es posible disparar dicha transición. Si

en el marcajeÑt el lugar .5~ estámarcado,el lugar p debeestardesmarcadopues a

en casocontrario it1 podríaser disparada.Además,el último pasoposiblede 1V’

fue {t2}, que no afecta al marcaje de p. Por tanto, el marcaje anterior al disparo a
de t2 proyectadosobreY es un marcajealcanzableen 1V en el que el lugar p está

desmarcado. Si, por el contrario, el lugar si no estámarcadoen el marcajeNf,
a

podremosdispararsobredicho marcajela transiciónit2, lo que generara un nuevo

marcaje Kl1 en el que el lugar s~ ya estará marcado. Por hipótesis, el marcaje M1

no puede permitir el disparo de it1, por lo que el lugar p debeestardesmarcado. Mt

De nuevo, el disparo de it2 no afecta al marcaje del lugar p, y por tanto, concluimos

la existenciade un marcajealcanzableen 1V con O tokens en el lugar p. Mt

Comoen los casos anteriores, la indecidibilidad de esta propiedad se extiende

de forma inmediataa la semánticade Máximo Paralelismo. El a

5.3 Máximo Paralelismo en Redes No Restric-
tivas

a

En estasecciónvamosa estudiarla decidibilidad del problemade alcanceestricto

sobre Redes de Petri Temporizadas No-Restrictivas con la semántica de máximo a
paralelismosobretransicionesno autónomas.

Definición 5.23 (Condición de Disparo para la Semántica de Máximo Paralelismo) ‘a

Sea 1V = (Y, T, E’, VV, 6) una Red de Petri Temporizaday sea Al un marcajede

a
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N en un instantecualquiera.Se dice que un multiconjuntode transicionesJi está

permitidobajo esemarcajecon la semánticade máximoparalelismono resitricitiva

si y sólo si se cumplen las condiciones siguientes:

1. M1(p)=
2Ji(t).W(p,it), VPEY
tEl

2. ,flt E T, t # 0, tal que Ji u {t} satisface la condición (1) deestadefinición.

Lo denotaremospor ~ o

Definición 5.24 (Regla de Activación Bajo Máximo Paralelismoen RedesNo

Restrictivas) Sea 1V = (Y, T, E’, VV, ¿5) una Red de Petri Temporizada, Al =

(Al
1,Nf2) un marcaje de la misma en un instante fi E EM y E(M) el conjunto

siguiente:

E(Nf) = {Ji Nf[Ji>,,~}

Entonces, debemos disparar un multiconjunto Ji E E(Al) en el instante fi con-

siderado, obteniendo un nuevo marcaje Al’ = (Nf, Alá) en el instantefi + 1, dado

por

1. A1 = Al1 — 2 R(t). Vv(—,t)+ 2 R(t) .WQ,—)+ 2 Nf2(it, 1). VV(it, —)
tEC0 te01 (t,i)eC2

dondeJi es el multiconjunto disparadoy Co, Ci, ~ están definidos de la

formasiguiente:

e {t c l’jJi(t) >0]’
671 S {tETjJi(it) > 0A3(t) =1]’

C2 e {(t, 1) E T >< EM [Nf2(t, 1) > 0]’

2. M~: T >< ]N~ —+ EM con

Ji(it), si /3’ = 3(t) — 1
Nf~(t, ~‘> { M2(t, fi’ + 1), en otro caso

Estaevoluciónen un pasosedenotapor: ~ El

Tambiénpuedendefinirse(de forma análogaa comosehizo pararedesrestric-

tivas) bajo estasemánticalos problemasde alcance,alcanceestricto, vivacidad,

/3-vivacidad,etc. En la secciónanterior vimos que el problema de alcance,la



Mt

108 CAPíTULO5. MÁXIMO PARALELISMO ‘a

Mt

vivacidad,la /3-vivacidad,la ausenciade bloqueos,la ilimitación, la ilimitación s-

lineal uniformey la ilimitación s, 1v-lineal erantodos ellos indecidiblesparaRedes

de PetriTemporizadasRestrictivas.Portanto, tambiénseránindecidiblesparala

semánticade Máximo Paralelismono Restrictiva,pueslas anterioressonun caso
Mt

particular de éstas. No tiene sentido plantearse la decidibilidad de la ausencia de

/3-bloqueos,debidoa la presenciade las transicionesautónomas.Veamosentonces
‘a

quéocurrecon el alcanceestricto,que sí eradecidible.

Comenzaremosestudiandoel alcanceestricto en RedesNo Temporizadascon

la semánticacitada de máximo paralelismopara las transicionesno autónomas a

(la formalizaciónde estasemánticapararedesno temporizadasesya inmediata)

y más tarde extenderemos este estudio a redes temporizadas. La simulación que a
presentamosde caraa estudiarla decidibilidaddel alcanceestrictosebasaen las

ideassiguientes.Dadoun fi E iN, consideramosparacadalugarp y cadatransición Mt

no autónomait de la red de partida fi nuevos lugares {Pt,i, . . . ~ Además,

cada transición it de la red de partidaes reemplazadapor /3 nuevastransiciones a
{itl,. . .

Paracadai E {1,. . . , fi]’, el conjunto de lugares {rn,i IP E P, it E l’, t ~ ~i]’ ‘a
nos serviráparaguardarel estadoresultanteuna vez disparadas(en secuencia)

las transicionescorrespondientesal pasoi, es decir, una vez sustraidos los tokens

de las precondicionesde dichastransiciones.En consecuencia,una vez simulada

una secuencíade pasosdisponemosde la informaciónde estadotras la simulación

de cadapaso, la cual se utiliza posteriormentepara testearsi dichasimulación Mt

ha respetadoo no la condición de máximo paralelismosobrelas transicionesno

autónomas. Mt

Veamosla simulacióncon mayordetalle:
a

Definición 5.25 Sea 1V = (Y, T, E’, W,Al0) una Red de Petri Marcada con la

semánticade Máximo ParalelismoNo-Restrictivay /3 E ]N~. Se define la Red de

Petri que simula1V hastael pasofi de la forma siguiente: J
En primer lugar construimosuna red 1V~ (figura 26), que nospermitesimular

unasemánticadesecuenciasdepasossin máximoparalelismo.En un segundopaso

añadiremosel testquenospermitadeterminarsi la secuenciadepasosejecutadaha

respetadola condicióndemáximoparalelismosobrelas transicionesno autónomas.

a
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ti.,

Figura 26: Representación parcial de la red Ni

Y1=P uF11uY12 siendo:

Y151 = {P±,i¡pC Y, it E T, t # e, í =~=fi]’

= {r1 ¡ 1 =~=/3]’

= T1,1 LI T12 siendo:

= It E T, 1 =~=/3]’

Tí,2={fin1jl =1=/3}

E’1= {(p,it5)J(p,it)eE’,1=j=fi]’u {(fin1,r1~1)¡1=i=/3—1]’IJ

{(t1,p~15)[(t,p)EE’,t’cT,t’~@,j =i+1]’ Li {(r1,fiti1~l =i=fi}IJ

{(it5,p)I(it,p) CE’, 1=5 =fi]’u {(r1,it1), (it1,rWitET 1 <i’cfi]’u
{(pt’~,it~) (p,t) E E’, it’ E T, •it’ ~ ~, i =j]’

~dp)

si f = ~ y f = (p,it5)

sí f = (it¿,p~,s) V f = (t5,p)

en caso contrario

si 71= ~ y p’ = p

si p’ =

o
qv,íq qt’,2

Nf1(71) = { ~en casocontrario
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e,5
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Pta ~t,5

o a

it;~1 rt .s a

a
Figura 27: Representaciónparcial de la Red N2

Mt
La red N~ no captura todavía la semánticade máximo paralelismo,ya que se

permiten secuencias de pasos que no cumplen la condición de máximoparalelismo. ‘a

Por ello, a continuación se añade a esta red un test que nos permite determinar sí

la secuenciadepasosque ha sido ejecutadaha cumplido o no dichacondición.
Mt

Definimosentoncesla red 1V2 (ver figura 27) como sigue:

Y2 = Y1 u ‘Lst,s ¡it el’, it # ~, 1=j =fi} LI {X,,[p eY1,~}u ‘a

{e~[1 =1=/3}

T2=TíU{itest1ll=i=fi}u{t;jPCY11}u Mt

¡it E T, it # ~, 1 =5 =fi]’

E’2 = E’1 U {(fin¡,, e¿), (e1, itcsit1) ¡1 =~=/31 ~ ‘a

{(ite.st¿,st), ~ rtá) ¡it E T, it ~ @, 1 =i =/3]’ U J
{(rtá, x,,~1) ¡it E l’, •it # @, 1 =i =fi, P E Y, p g t]’ u

W2(f) J W1(f) si fE E’1

1 en casocontrario
a

Mt
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Nfj{Mi(P) :7Jslontrario

El

Definición 5.26 Sea 1V = (Y, T, E’, VV, Alo) una Red de Petri Marcada y Ji un

multiconjuntode transicionessobreT. Definimosel conjuntode posiblessecuen-

cializacionesde Ji comosigue:

sec(Ji)= & esuna secuencíade transicionestal que ó}it) = R(it), Vt E T]’

siendo&(it) el númerode instanciasde it en &. El

Teorema5.4 Sea1V = (P, T, E’, W,Al
0) una Red de Petri Marcada con su seman-

tica de pasos,/3 E ~É, a = M0[Ji1>M’ ... [Jii,>Ali,, una secuenciade pasos(en

la que permitimos pasos vacíos 1) y 1V’ la red obtenidaaplicandola construcción

anterior.

Paracadai E {1,... ,fi]’ consideremosun &~ E sec(R1). Entoncesdefinimos

la subsecuenciaa~ considerandolas copias i-ésimas de cadatransición en ú¿, e

incluyendoal final la transición fin1; es decir, si &~ — ti . . . it’~, con it~ E T, para

1 =~ =s~, seconsiderao~ = t . . . $fiti¿ (donde ahora t~ E l’1,1, para1 =~ =.s3.

Entoncessetiene: Nf1’[a+1>Nfflí, para i = 0,... ,fi —1, siendo Nf¿ un marcaje

de 1V’ definido de la forma siguiente:

Nfdp) si71=pCP V 71pt,k E P~4, con 1v=i+l
1 sip’=es,JE{l,...,fi}Ai=fi

1 sii#fiAp’=r1+í

VP’6P2 Nfk—í(p) — 2 Jik(t) W(p,it) si 71 = Pt,k E ~m A 1 < 1v < i
tEflk

O en caso contrario

En definitiva, Nf¿[a’>Nf,~,, siendoa’ = a ...

Demostración: La demostración del teorema es sencilla,aunquerelativamente

larga, por lo que sólo damoslas ideasprincipalesde la misma. Observamosen

primer lugar queel marcajeNf¿ coincideenefectocon el marcajeinicial de 1V’, tal

como fue definido en la definición 5.25.

‘De estaforma admitimossecuenciasde pasosno vacíosde longitud menoro igual que /3.
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Mt

Se realiza un razonamiento por inducción sobre i. En el caso base (i=0) tenemos

que en Nf0 hay suficientes tokens paradisparar(de forma conjunta)las transiciones

de Ji1 (en 1V). En el marcajeM¿ tenemos un token en el lugar r1, y tenemos des-

marcados los demás lugares r5, lo queúnicamentenospermitedisparartransiciones

consubíndice1 (esdecir transicionescorrespondientesal primer paso).Las transi-

cionesasociadasa las de Ji1 en 1V’ consubíndice1 tienencomoprecondicioneslas
a

mismasque las de dichastransicionesoriginalesen 1V (aunqueaparezcanrepeti-

das); por tanto, estastransicionespuedenser disparadassecuencialmenteen 1V’.

Nótese,sin embargo,queal no depositatokenssobrelos lugaresconsubíndice1, Mt

por lo queestoslugarespierdenlos tokensquehayansido sustraidosporefectodel

disparode las transicionesenal, queendefinitiva es lo mismo quesesustraeen 1V Mt

por efecto de Ji1. El restode lugares(los que tienensubíndicemayorque 1 y los

de partida) quedanmarcadosexactamenteigual que sus correspondientesen 1V. a
Finalmente,con el disparode fmi se desmarcael lugar r1, y el lugar r2 obtiene

un token. En definitiva, seha alcanzadoel marcajeAl. a

Paraelcasogeneralsesuponequehemosprobado~L1[a»Nf¿. El razonamiento

a seguires análogoal del casobase,teniendoen cuentaqueahoralas transiciones a

tienen como precondicionesúnicamentelas copias de los lugaresde partida con

subíndicemayor o igual quei+1, y queel marcajede estoslugareses exactamenteel

mismoqueel de Nf1. En consecuencia,afl.1 esunasecuencíadeocurrenciaválidaen

1V’, y con su ejecuciónseobtieneel marcaje~ La únicadiferenciacon respecto

del caso basees que ahora hay lugaresque no modifican su marcaje (aquellos

con subíndicemenor o igual que i), paralos cualesbastaaplicar la hipótesisde
Mt

induccion. El

Definición 5.27 Sea1V = (Y, l’, E’, Vv, Al0) unaRed dePetri Marcada,1V’ la red

obtenidaaplicandola definición 5.25, y a’ una secuenciade ocurrenciaen 1V’ tal

queM¿[a’>M’, con M’(e5) = 1, VJ E {1,. .. ,fi]’.

Definimos la descomposiciónen pasosde a’ como sigue: a’ = al . . .4 siendo

paracadai a~ de la forma siguiente:

a

= it
1 . . . t31fin

1
‘a
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con it5 # fin,~, para 1 =1 =s~, 1 =h < /3. Esta descomposiciónexiste 2

debidoa la estructuradeN’, y dadoque Nf’(e
5) = 1, VJ E {1,...,/3}. Además,

las transicionesitS debenir asociadasa transicionesde la red 1V, y exactamenteal

pasoi (esdecir, tienensubíndicei en lanotaciónintroducida).Portanto, podemos

de hechoescribira~ comosigue: a~—t...t~fin1. O

Teorema5.5 Sea 1V = (Y, T,E’, VV,Al0) una Red de Petri Marcada,1V’ la red

obtenida aplicando la definición 5.25, y a’ una secuencia de ocurrencia en 1V’ tal

que Al¿[a’>Nf’, con Al’(e5) = 1, VJ E {l,.. . ,fi}. Consideremosla descomposición

en pasosde a’, a’ = a~ . . . a$, con a~ — it~ . - . t’fin¿.

Para cada i sea M¿’ el marcajeobtenido tras la ejecuciónde la secuencía

al . . . a~. Entonces se tiene Nf’ = Nfff.
A cadaa~ le podemosasociarun pasoen 1V como sigue:

Ji1(t) = númerode instanciasdet en

EntoncesJi1 . . . Ji, es una secuenciade pasos(algunos de los cualespuedenser

vacíos) en 1V y los marcajesNf1 obtenidosa lo largo de la ejecuciónde dicha

secuenciason talesque Nf¿’ = Alfl estandolos Al¿ definidos como en el teorema

5.4.

Demostración: De nuevoseaplica un razonamientopor induccióndel que ex-

ponemoslas ideasprincipales.En el casobase,el disparoconjuntode Ji1 esposible

debidoa queen 1V’ el disparode al no generatokenssobrelas copiasde los lugares

de 1V con subíndice1, aunquesí sustraelos tokenscorrespondientes.Por tanto,

si podemosdispararsecuencialmentelas transicionest}.. t~’, tambiénpodremos

dispararR1 en 1V. SeaNf1 el marcajeobtenido con el disparode Ji1 en 1V. En-

toncesal E Sec(Ri), y aplicandoel teorema5.4 obtenemosM¿Lal>M. De ahí,

AIf = Alfl -

Supongamosentoncesque Ji1 puedeser disparadaen 1V, y que su disparo

produceun marcajeNf1, con las condicionesindicadas. Entonces,la secuencia

de transicionesa’ sabemosque puedeserdisparadaen N’, y quesustraetokens

de lascopiasde los lugaresde N quetengansubíndicemayoro igual que i + 1, pero

no añadetokenssobrelas copiascon subíndicei + 1. En consecuencia,J?j+í puede
2No obstante, obsérvese que algunos a~ pueden constar únicamentedel disparo de fin

1.



Mt
114 CAPíTULO .5. MÁXIMO PARALELISMO

a
serdisparadobajo Nf1 (puesM7’ = Alfl. Sea entonces ~1+1 el marcajeobtenido

con el disparo de ~1+1en N. De nuevo seaplicael teorema5.4 para obtener que Mt

Nf¿~1 = Al¿$.1. El

Con estos dos teoremashemos visto que la codificación realizadasimula las Mt

secuenciasde pasosde la red de partida,hastaalcanzarun marcajeen el que los

lugarese5 quedanmarcados.Veamosahoracomo el testnos permitedecidir si se ‘a

ha respetadola condiciónde máximo paralelismo.

Mt
Definición 518 Sea 1V = (P,T, E’, VV, Al0) una Red de Petri Marcada,fi E IN~

y 1V’ la red obtenida aplicando la definición 5.25. Entonces, de acuerdo con

los dos teoremas anteriores podemos definir el siguiente conjunto para todo a C

Ygj(1V,Alo):
Mt

Cor(a) = {a’ la’ es s.o. en 1V’ obtenida según el teorema 5.4 a partir de a]’

Mt
siendoYi,(N, Nf0) el conjunto de secuenciasde pasosno vacíosde longitud menor

o igual que /3 de 1V. El
Mt

Teorema 5.6 Sea 1V = (P,T, E’, VV, Al0) una Red de Petri Marcada, fi E IN~,

a = Nfo[Ji1>AL ... L~i,>~i, una secuenciade pasosde N (en la que permitimos

pasosvacíos)y 1V’ la red obtenidaaplicandola definición 5.25. Si a cumple la

condición de máximo paralelismo para las transicionesno autónomas,entonces Mt

paratoda a~ E Cor(a) existea tal que a’ = a~ a es secuenciade ocurrenciaen

1V’, cumpliendo:

- Vi E {1, . . . ,fi]’, Vt E T, t # G, Bp E Y, p E t, tal queAl’(pt,~) < W’(p±,¿, it1).

Mt
- ViE {1,...,fi]’,VtET,t#0,VpCP,p~t !=~Nf’(pt,~)=0.

- M’¡pz Mi,.

siendoNf’ el marcajealcanzadotras la ejecuciónde a’ en 1V’.

Demostración: Bastatener en cuentaque despuésde simular la ejecuciónde

cadapasoen 1V’, las copias de cada lugar de 1V correspondientesa dicho paso

almacenanel marcajededicholugar enN unavezsustraidoslos tokenscorrespon-

dientes.Estainformaciónestáademásrepetidaparacadatransición no autónoma
Mt

Mt

-á
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de la reddepartida. Además,estainformaciónno sufrecambioshastaqueseinicia

la ejecucióndel test. Por tanto,paracadai E {1,. . . ,/3}, las copiasde lugarescon

subíndicei tienencomomarcajeel que habíauna vez disparadoen 1V el pasoJi1,

pero antesde generarlos tokenscorrespondientessobrelas postcondiciones.Sin

embargo,los lugaresp E Y mantienen(en 1V’) al término de cadapasoel mismo

marcajequeen 1V.

Portanto,si a cumplela hipótesisdemáximoparalelismosobrelas transiciones

no autónomas,para cada a~ E Cor(a), para cadai E {1,..,/3]’ y para cada

it E T, t ~ 0, la información almacenadaen las copiasde los lugaresde 1V de la

formaPt,i debereflejarla imposibilidad de disparartransicionesno autonomas.

Entonces, cada transición test1 tiene por objeto lanzar un testparaanalizarsi

en el paso i dejó de dispararsealgunainstanciapermitida de alguna transícion no

autónoma.Estostestspuedenrealizarseademássimultáneamente,pueslas copias

de los lugaresoriginalesque utilizan son distintas. Obsérveseademásque cada

uno de estostests lanza a su vez un test por cadatransiciónno autónomaen la

red original. De nuevo,las copiasde los lugaresoriginalesutilizadasen cadauno

deestostestsson diferentes,lo que permitesu ejecuciónen paralelo.

Para cada i E {1,. . . ,fi]’, el disparo de itest¿ marca con un token los lugares del

conjunto {st,~ it E T, it # 0]’, lo que permitedispararlas transicionesdel conjunto

{ r~ It E T, t ~ 0]’. El disparo de cada transición ~ marcacon un token los

lugaresx~, parap « t, permitiendodeestaforma el disparode las transiciones

t~. hasta vaciar los lugares Pti (parap « t).

En consecuencia,la condiciónde máximo paralelismofue respetadaen lo que

al pasoi y a la transiciónno autónomait respectasi el marcaje que queda en los

lugaresPt,í (conp E t) no permitíael disparodenuevasinstanciasde la transición

it1, es decir, debeexistir un lugar ~ marcadoinsuficientemente. El

El recíprocode esteteoremaesigualmentecierto:

Teorema5.7 SeaN = (Y, T, E’, VV, Al0) unaRed dePetriMarcada,fi C JN~,y 1V’

la red obtenidaaplicandola definición 5.25. Si a es unasecuenciade ocurrencia

en 1V’ tal que M¿[a~>M, con Al~(e5) = 1, VJ E {1,...,/3]’, y existea~ tal que

a’ = uf a~ es secuenciadeocurrenciaen 1V’, cumpliendo:

- Vi E {1,. - . ,fi}, Vt E T,t # 0, Bp E Y,pEt, tal queNf’(pj,¿) < W’(pt,~,t~).
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Mt

-Vie{1,.,fi},VteT2it#0,VpCY,pritt’Nf’(ptá)=0.

- Nf’(e5) =0, Al’(r5) 0, VJ E {1,...,fi}.

Mt

siendoNf’ el marcajealcanzadotras la ejecuciónde a’.

Entoncesla secuenciade pasosa asociadaa al según el teorema 5.5 cumple la Mt

condiciónde máximoparalelismosobrelas transicionesno autónomas.

Demostración: Porreducciónal absurdo,si existeun pasoj queno cumpledicha

condición, entoncesesporqueunatransiciónno autónomait E T permitida no fue

disparadaen dichopaso.Entonces,en 1V’ las copiasde los lugaresde partidade la Mt

formapt,5 reflejaránun marcajeenel quela transición it5 estápermitida. Portanto,

no podráexistir un a que cumplacon las condicionesindicadasanteriormente.El
Mt

Corolario 5.5 El problemadealcanceestrictoes decidibleen Redesde Petri con

la Semánticade Máximo ParalelismoNo Restrictiva. Mt

Demostración: SeaN unaReddePetri conlasemánticademáximoparalelismo

no restrictiva, fi E IN, 1V’ la codificación obtenidapor aplicación de la definicion a

5.25 y Nf un marcajede 1V.

Por los teoremas5.6 y 5.7 tenemosque Al esalcanzableen 1V en tiempo fi su Mt

existeun marcajealcanzableen 1V’, Nf’, tal que:

a

- Nf’IpNf

- Nf’(pt,1)=0,Vie{1,...,fi},VtCTjit#0,VpCY,p~t Mt

- Vi E {1,. . . ,fi]’, Vt E T, it # 0, ~p E t tal queNf’(p~á) < VV’(p~,1,t1).
Mt

- Nf’(e5) = 0, Nf’(rj) = 0, ‘<1 e {1,. . . ,/3}.

-Al’(s~,s)=0,VteT,t#0,Vje{1,...,/3}. ‘a

Entoncesla decidibilidad del alcanceestricto la trasladamosa la decidibilidad
‘a

de estapropiedadde alcanzabilidaden 1V’. La existenciade un marcajeAl’ que

cumplalassusodichascondicionespuededeterminarseestudiandoun númerofinito

de problemasde alcancede submarcajes,considerandotodos los casosposibles Mt

(en cuanto a los valoresposibles de Nf’(pt,1)Q. En consecuenciahemosreducido
Mt

Mt
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el problemade alcanceestricto a un númerofinito de problemasde alcancede

submarcajes,por lo que podemosconcluir que el alcanceestrictoesdecidible. El

Corolario 5.6 El problema de alcanceestricto es decidible en Redes de Petri

Temporizadascon la semánticade Máximo ParalelismoNo Restrictiva.

Demostración: Bastadividir cadatransicióndela red temporizadaen6(t) tran-

síciones,cadaunacon duración1, correspondiendoa un instantede la ejecución

de la transición. La condiciónde Máximo Paralelismosobrelas transicionesno

autónomasnos favoreceen estecaso,pueslas transicionesasociadasa una tran-

sícion de la red departidavana ir ejecutándosesin retrasos.Como la redobtenida

tieneen todassustransicionesduración1, esequivalenteaunaRedno temporizada

con una semanticade Máximo ParalelismoNo Restrictivasobrela que podemos

aplicarel corolario anterior. El
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Capítulo 6

Time-outs

En sistemas en tiempo real y en protocolos de comunicación resulta necesario

disponerde mecanismosquenos permitan controlar la conductatemporal del sis-

tema. En los sistemasen tiempo real se esperaunarespuestapor partedel sistema

a determinadoseventosexternosen un plazode tiempolimitado, mientrasque en

los protocolos de comunícacion es habitual esperar durante un cierto tiempo tras

unaemisión,paraobtenerel acusede recibodel receptor.Si dicho tiempotranscu-

rre y el acusede recibo no seha recibido, se reemiteel mensaje.En amboscasos,

las restriccionestemporalesson un factor importanteen la especificacióndel sis-

tema,que no podemosespecificarcon el modelo de Redesde Petri Temporizadas.

Es pues importante incorporara nuestromodelo alguna clasede time-o uts, que

nos permitan especificar restricciones de tipo temporal.

De esta forma, algunastransicionesde la red llevarán asociadoun numero

entero positivo, que llamaremossu time-oid, que refleja la restricción temporal

parael disparode dichatransición,desdeel momentoen que éstaestápermitida.

La semánticaconcretade los itime-oídsdependerá del modelo que seutilice.

En esta seccionvamos a definir varios posibles modelosde time-oída. Estos

modeloslos vamosa dividir en dos grupos. Por una parte, aquellosmodelosen

los que los time-outssuponenasociarsimplementeun númeroenteroa algunas

transicionesdela red, querepresentael margende tiempoquetieneparadispararse

la transicióna la que va asociada.La segundaclasede modelosconsideraademás

una transición (en cierta forma especial),asociadaa las transicionescon time-

onta. Estastransicionessólo estaránpermitidascuandocumplael time-oíd. Esta

119
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Mt
p

Mt
it it’

Mt

Figura 28: Ejemplo de Time-Out Mt

última clasede modelossecorrespondecon los modelosimplementadosen algunos

lenguajesde programación,comoAda.

a

6.1 Modelos de time-outs sin transiciones espe-

ciales Mt

Vamosa definir cuatromodelossemánticosde itime-outsbasándonos en la forma

de decidir cuándodesactivarun time-oíd,así como en la forma de decidir cuándo

dispararlo.

Mt

6.1.1 Modelo dinámico, basado en las precondiciones ‘a

La idea básicaes que para cada transición que lleve asociadoun time-oíd, éste

empiezaa contardesdeel momentoen que la transiciónestápermitida. La de- Mt

sactivación de un time-outtiene lugar cuandose disparala transición o cuando

en un conflicto dinámicono hay suficientestokenspara que esatransiciónocurra Mt
simultáneamentecon el pasoque va a serejecutado,independientementede que

a la salidapuedanañadirsea sus lugaresprecondiciónlos tokensnecesariospara Mt

que ésta vuelva a estar permitida (en este caso se reinicializa el time-out).
Porejemplo,en la redde la figura 28 el disparode it’ reinicializael time-out de

Mt
it, puesit no puededispararsea la vezqueit’. No sedesactivaríael time-ouit si en el

lugar p hubiesedos tokens.

Podemosconsiderardos variantesdel modelo, en función del significado que

demosal time-oíd. En principio, podemosdecidir que los time-ouits representen

un tiempo máximo de disparo,obligando a las transicionesa ocurrir cuandoal

tiempo del time-oid le quedeuna unidad de tiempo para expirar. En estecaso,
‘a

Mt
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lo queforzamosrealmenteesel disparoen cadainstantede un conjunto maximal

de transicionesdeentrelas quetienenun tiempo restantede time-oidcon valor 1.

Ello sedebea laposiblepresenciadeconflictos, puespuededarseel casodequedos

transicionesesténenconflicto, y ambastenganun tiemporestantede time-outigual

a 1, con lo queenel instantesiguientesólo una deellaspuedeocurrir, desactivando

automáticamenteel time-mit de la otra. Esta primera varianterefleja un no-

determinismotemporalinterno,entendiendoque el sistematiene un margende

tiempo paradispararunatransición,desdeel momentoenqueéstaestápermitida.

Definición 61. (Modelo 1)

Se define una Red de Petri Temporizadacon Time-Outs de clase1 (RPTTO-1)

como sigue:

N= (P,T,T’,D,E’,VV,6)

siendo:

Y : conjuntode lugares

T : conjunto de transiciones

l” C T : subconjuntode transicionesque llevan asociadoitime-oíd
D : T’ —~ : tiempos de time-oíd

FC (Y x T)u(Tx Y) : arcos

VV : E’ —* ]N+ : pesos

6 : T .—* : duracionesde las transiciones

Un marcajeparauna RPTTO-1 1V esuna ternaAl = (AL,Nf
2,Nfa) tal que:

1. Al1 e lN~

2. Al2 : T x —* IN, tal queVt E T y V-y =¿(it) : Nf2(t,’y) = O

3. Al3 : T’ —* IN, verificando:

(a) VteT’talque(]peY : Nfí(p)<W(p,t))!=~Nfr4t)=0

(b) VitET’ : (VpEP,AL(p)=W(p,it))!=’0.cAla(it)=D(it)

La primeracomponentecorrespondeal conceptoclásico de marcaje,como un

numerode tokenssobrecadalugar de la red. La segundacomponenterefleja los

tiemposrestantespara las transicionesque se encuentranen ejecuciónde forma
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j
2. Vt E T’ : O < Nf3(t) =D(t)

.1

La diferenciafundamentalcon el modeloanterior, es que ahoraNf3 puedeser

O paratransicionespermitidas (enel sentidoordinariode tenersuficientestokens

para poder dispararlas).Este casocorrespondea un marcajeterminal, desdeel -~

queyano esposibleevolucionar,dadala definición quevamosa realizarde la regla

de disparo.

Denuevo,un marcajepuedeserinicial cuandocumplelasdoscondicionespara

serinicial de la definición 6.1. El

Los pasosen estemodelo semánticoserándenotadosen la forma siguiente:

Al[R>2 Al’.

e
Definición &4 (Reglade DisparoparaRPTTO-2)

DadaunaRPTTO-2 1V y un marcaje de la misma Nf, decimosque un multicon-

junto de transicionesJi de T estápermitido tajo el modelo2 sobreel marcajeAl,

lo quedenotamospor ~[~>2, si satisfacelas condicionessiguientes:

-u
1. Alí(p)= ZJi(t).W(p,t), VpEP

¿El

-u
2. Vt E l” : —‘(Nf3(t) = O A (Al1, Nf2)[{t}>)

La segundacondiciónrefleja lasituación de bloqueoqueseproducecuandocumple

un time-out y la transición sigueestandopermitida.

El disparode Ji da lugar al marcajeAl’ = (Al, Alá, ~ definido de la misma

forma queen la Def. 6.2 El

-u
Proposición6.2 El problemade alcanceparaRPTTO-2esindecidible.

Demostración: Los marcajesalcanzablesenestemodeloson los marcajesalcan-

zablesen el modelode los disparosmaximalesmás algunosmarcajesterminales,

quepodemosdistinguirperfectamente,ya queparaellosexistentransicionespermi- 1
tidasenel sentidoordinariotalesqueNf3 es 0. En consecuencia,comoel problema

dealcanceparael modelo 1 eraindecidible,concluimosqueel problemadealcance U

paraestesegundomodeloestambiénindecidible. El

-u

-m
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Figura29: Red con dos transicionesen conflicto, con un time-oídigual a 1 ambas
transiciones

6.1.2 Modelo dinámico, basado en las postcondiciones

En este caso, un time-oidsólo considerala posibilidadde dispararla transicióna

la que va asociadaen cadainstante,prescindiendode si hay tokenssuficienteso

no en un momento dado para dispararla conjuntamente con el paso disparado en

ese momento. En concreto, en la red de la figura 28 el disparo de it’ no desactiva

el time-oidde it, que sigue contandonormalmente.Por supuesto,sí se desactiva

un time-out si la transición deja de estarpermitida en el marcajeobtenido tras

ejecutarun paso.

En principio, podríamosconsiderarde nuevo dos variantesdel modelo, en

función del significado que demosal time-oid. Sin embargo,la primera de ellas

(basadaen forzar el disparode conjuntosmaximalesde transicionesparalas que

restaunaunidadde tiempo a su time-oidasociado)no permitedefinir enestecaso

un modelo semánticorazonable.La razónes que estamosobligadosa razonaren

cadamomentode la ejecuciónde la red pararealizar un pasoque no provoque

el cumplimientode un time-oíd. Ahora bien, no es difícil imaginaruna situación

de conflicto entredos transiciones,que tienenambasun time-oídasociadode una

unidad de tiempo, dondeambastransicionesrestauranel token sobre el lugar

de conflicto (ver figura 29). En dichasituación, la red estaríasemánticamente

bloqueada,puesel disparode cualquierade las dos transicionesharíacumplir el

time-oidde la otra.

Por lo tanto, nos centramosen estecasoen la segundavariante,basadaen la

ideadebloquearla redcuandoun time-oidalcanceel valor 0. Estogeneradenuevo

marcajesterminales,que puedenserdistinguidosdirectamentecon un mecanismo

similar al utilizado en el modelo anterior.

El modelo formalquedaahoracomo sigue:
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Mt
Definición 6.5 (Modelo 3)

Una Red de Petri Temporizada con Time-Outs de clase 3 (RPTTO-3) 1V — Mt
(Y, T,T’, D, E’, VV, .5) sedefine de forma idénticaa la vista parael modelo 1.

Los marcajespara RPTTO-3 se definenexactamentede la misma forma que
Mt

los marcajes de RPTTO-2. El

Como de costumbre,denotaremoslos pasosen este modelo semánticoen la

forma siguiente:Nf[R>3Nf’.

Definición 6.6 (Reglade DisparoparaRPTTO-3) Mt

Dada una RPTTO-3 1V y un marcajede la misma Al, un multiconjunto de tran-

siciones Ji de T decimosque estápermitido bajo el modelo.9 sobreel marcajeAl,

lo que denotamospor Nf[R>3, si satisfacelas condicionessiguientes:

1. Nfí(p)= BJi(t).W(p,t), VpCY Mt
¿El

2. Vt E l” : —‘(1V13(it) = O A (Alí,M2fl{t]’>)
Mt

Su disparoda lugar al marcajeNf’ = (Nf~, Nf, Nf~) definido de la forma siguiente:

1. (Al, M~) seobtienenen basea la reglade disparo vista paraRPT.

2. Al~ : T’ —+ DÉ estádefinidacomo sigue:
Mt

M3(t) — 1 si A4y~(t) =1, Ji(t) = O y (iVI, AJ?fl[{it]’>

Vit E T’, M’~(t) D(it) si .M3(t) = O y (M~,M’~)[{it}>1 D(t) si Al3(t) >0, R(t) > O y (A4~,A4~)[{it]’>
1 0 en otro caso 1

El

Veamosque este modelo nos permite modelar Redesde Petri con arcos in- J
hibidores. Paraello, tomamosla codificaciónvista parael casodel máximo para-

lelismo, asociamosun time-oid igual a 1 a todaslas transiciones t,, y modificamos J
la codificación en el casode quep no seaarco inhibidor de it comosigue:

En lugar deconectardirectamentela salidade it con Pm, introducimosun lugar

asociadoa it, s¿, y una transición r~, para no restaurarde forma inmediatalos

tokenssobre los lugaresp~. Se envíaun token al lugar .s¿ cuandose ejecutala 1
Mt-transición it, que indica que debemosrestaurar los tokenssobre los lugares pé~

correspondientes.

‘a
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Figura30: ModeladodeRede~con ArcosInhibidorescon el Modelo 3 de Time-Oíds

Definición 6.7 Sea1V = (Y, T,E’,

Definimos la RPTTO-3 asociada,

siguiente:

= P Li {sec} U Y~ u ST,donde:

A, Nf0) unaRed dePetri con Arcos Inhibidores.

1V’ = (Y’, T’, l”’, D’, E”, VV’, ¿5’, Al¿) de la forma

Fin = {Pin I~ E P]’, ST = {.5e ¡te T}

T’=TLITPuTR, donde:

= {4 l~ E Y}, TR = {r~ tel’]’

=

E” = E’¡pxí Li {(sec,t), (it, se), (se,r¿), (rt, see) it E T} Li
{(p1~,t~), (p,t~), (t~,p)Ip E Y} U {(r¿,q) ¡(t,q) c E’}u

{(pm~,t)I(p,t) ~A} Li {(rt,p~~)~t ET, (p,it) «A}

W’(f’) = 1, Vp E E”

si71=peY

M¿(71)={ 1 si p’ = seeV p’ E Pñ,

O en caso contrario
El

u
E
¡
u
u
¡
E
E
u
u
u
u
E
u
u
u
¡
u
E
u
.1
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Definición 6.8 (Correspondenciade Marcajes)

Sea1V = (Y, T, E’, A, Nf0) una red con arcos inhibidores, 1V’ = (Y’, T’, T”, D’, E”,

VV’, ¿5’, Alá) la red construidasegúnla def. 6.7 y Nf un marcajede N. Se define el

marcajecorrespondienteen 1V’, PN(Nf), de la forma siguiente:

sip’ = p E Y{M(P)

SON(Al)(p) = sí p = see V 71 E Y1,-.

en caso contrario

El

Teorema6.1 Sea 1V = (Y, T, E’, A, Nf0) una red con arcos inhibidores y 1V’ =

(Y’, T’, T”, D’, E”, Vv’, 3’, M~) la red construidasegún la def. 6.7. Entoncesen

1V se tiene Al[t>Nf’ si y sólo si en 1V’ existe una secuencía de pasos a’ tal que

92N(Al)(a’>3~~N(Al’), dondeexactamenteapareceuna instanciade it en a’ y no hay

otras transiciones de T en a’.

Demostración:

=r Seat una

hibidores de t,

hemos de tener

transición permitida en 1V, y sea 1(t) el conjunto de lugares in-

1(t) = {p e F~ (p, it) E A}. Puesto que t estápermitidaen 1V

Nf(p) = 0, Vp E 1(t). Por tanto:

‘PN(Nf)(p) = { ;jVI(P)

si 71 = p E F A p ~ 1(t)

si p’ = see V p’ E ~

en caso contrario

Entoncesit estápermitidaen1V’, puessus precondicionessonsee, las precondiciones

de t y los lugaresPm asociadosa los lugaresque no la inhiben, que estántodos

ellos marcados. Bajo el citado marcajeÉN(Nf), las transicionesit,, asociadasa

los lugaresp que inhiben a it no puedenserdisparadaspuesel marcajede dichos

lugareses nulo. Por tanto, sólo podemosdispararit en 1V’, lo que desactivade

forma automáticalos time-outsde las t,, que sí estabanpermitidas(las que están

asociadasa lugaresqueinhiben a it).

Tras el disparode it en 1V’ se obtiene el siguiente marcaje:

M(p’) = { Al(p)-1

Al(p)

1

0

si p’ = p E Y, p e t
si 71 = p E Y, p « t, p « 1(t)

si71=s,vp’=pm~EYm~,para (p,t)eA

en casocontrario

Mt

Mt

Mt

Mt

‘a

Mt

Mt

Mt

‘a

j

J
Mt
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Bajo el marcaje Nf podemos disparar la transición r~, y además,las transiciones

it,, asociadasa los lugaresp¿,, marcadossiguenestandono permitidas,por l¿ que su

itime-outsemantienedesactivado.Tampocopodemosdispararningunatransición

de T, pueseec estádesmarcado.

Tras el disparode la citadatransiciónrt el marcajeserá:

[Al{(p)+1 si71=pEY,per

M~(p’) = 1 sip’= eec y p’=p», e Y1,,, para(p,it) «A1 0 sip’=s¿

M (p’) en casocontrario

Además,no habrácumplido ningún time-oíd. Ahora bien, M~ = ~N(Nf’), y

por tanto, hemosobtenidouna secuenciade pasosa’tal queSON(Nf)[U’>3S~N(Al’).

-~=: Suponemosque existea’ en las condicionesindicadas.Veamoscuál puede

serel primerpasoena’, segúnla formadel marcajeSON(Nf). En principio, el primer

pasoen a’ puedesero bien la transición it o bien puedeconsistiren el disparode

una o varias transiciones it,,. Ahora bien, el disparo de una it~ bajo el marcaje

SQN(Al) conduce a 1V’ a un marcaje en el que el lugar Pmn asociadoa la transición it,,

disparadaha perdidosu token, y de hecho, dicho lugar permanecerádesmarcado

en lo sucesivo, es decir, cualquier posible continuación de la secuencia no generara

nuncaun token sobredicho lugar (ver la construcción). Por tanto, como a’ nos

termina conduciendopor hipótesisa un marcaje~N(M’) (en el que todos los

lugares pi,, estánmarcados),el primerpasode a’ no puedeserotro queel disparo

de it. Además,paraqueit puedaserdisparadaen 1V’ bajosoN(Al) es necesario que

los lugaresprecondiciónesténmarcados,lo queimplica quelos lugaresprecondición

de it en N estánmarcados.En lo que respectaa los lugaresinhibidores de it, su

marcaje debe ser nulo, porque en otro caso la semántica impuesta en 1V’ daría lugar

al disparosimultáneoconit de las transicionesit,, asociadasa los lugaresinhibidores

de it queestuviesenmarcados,o bien al cumplimiento de sus itime-outs, si no se

disparansimultáneamentecon it. En el primer caso,el disparode las it,, desmarca

el lugarpi,, asociado,quedandoéstedesmarcadoen lo sucesivo.En el segundocaso

se produciría el bloqueo semántico de la red. En definitiva, en cualquiera de los

doscasosno podríaalcanzarseel marcaje ‘PN(M’). Por lo tanto, it estápermitida

en 1V.
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a
Con el disparode it se llega en 1V’ a un marcajeAl~ idéntico al expuestoen la

pruebadel sentidodirecto. Bajodichomarcajesólo esposibledispararla transición
Mt

r~, lo cual conducela red a un marcajeen el queel lugar eecestámarcado,todos

los lugaress~ estándesmarcados y todos los lugares pi,, estanmarcados.Es decir,

se alcanza un marcaje Al~ para el que existe un Nf’ tal que PN(Al’) = Alá. De Mt

hecho,el marcajeAl’ no puedeserotro que el marcajede la hipótesis,pues no

podemosdispararnuevastransicionessobreAl~, ya queéstastendríanque serde

T, y por hipótesis, it era la única transición de T en a’. El
Mt

Corolario 6.1 Sea 1V = (Y,T,E’,A,Nf0) una red con arcos inhibidores y 1V’ =

(Y’,T’,T”,D’, E”, VV’, 6’, Nf¿) la red construida según la def. 6.7. Entonces en 1V á

existe una secuencia de ocurrencia a = it1 ... it,, tal que Alo[a>Nf si y sólo si en 1V’

existeuna secuenciade pasosa’ = Ji1 . . . It-4 tal que ~N(AlO)[U’>3yN(Al),verifi- a

cando:

- ‘«it E T : a(it) = a’(t), siendo a(t) (resp. a’(t)) el númerode ocurrenciasde Mt

it en la secuenciaa (resp. a’(it)).

a
- Vt~, it5 Ca, i <j => Bh,k tales que tE it, t5 E &, h <1v.

El

En consecuencia,estemodelonospermitecodificarredescon arcosinhibidores, ‘a

de lo que concluimos que el problema de alcance es indecidibletambiénparaeste

modelo.

Proposición6.3 El problemade alcanceparaRPTTO-3esindecidible. O Mt

6.1.3 Modelo estático, basado en las precondiciones Mt

En estecaso,un time-oidsedesactivacon el disparode la transicióny con la reso-
‘alución de un conflicto estructuralen el que la transiciónestáinvolucrada,aunque

hubiesesuficientestokensparadispararlasimultáneamenteal pasoejecutado.En

la figura 28, si ponemos3 tokenssobreel lugarp, entoncesel disparode it’ desactiva

el time-oidde it, aunquehayasuficientestokensparadispararambos.

ej
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Definición 6.9 (Modelo 4)

UnaRed de PetriTemporizadacon Time-Outsde clase4 (RPTTO-4) se definede

una forma idénticaa la vistaparael modelo 1: N = (P,T, T’, D, F, W,6).

Los marcajesparaRPTTO-4se definenexactamenteigual queen la definición

6.1. 0

Definición 6.10 (Conflicto estructural)

SeaN una RPTTO-4. Dos transicionest1, t2 E T sedice que estánen conflicto

estructuralsi y sólo si existeal menosun lugar pE P tal que (p,ti), (p,12) E F.

Paracadatransiciónt E T denotamospor C(t) al conjuntode transicionesen

conflicto estructuralcon ella. Es decir,

C(t) {t’ E T t’ estáen conflicto estructuralcon 4

o

La notación que vamosa utilizar para especificarun pasoen este modelo

semánticoserála siguiente:M[R>4M’.

Definición 6.11 (Reglade Disparopara RPTTO-4)

Dadauna RPTTO-4 N y un marcajede la mismaM, decimosque un multicon-

junto de transicionesR de T estápermitido bujo el modelo4 sobreel marcajeM,

lo quedenotamospor M[R>4, si satisfacelas condicionessiguientes:

1. M1(p)=ZR(t).W(p,t), VpEP
ter

2. Vi E T’ : M3(t) = 1 ~ (R(t) > O y ~t’ E C(t), R(t’) > O)

La segundacondiciónrefleja la obligatoriedadde dispararseparalas transiciones

que llevanasociadoun time-oidal quequedaunaunidadde tiempoparacumplir, a

menosqueesténen conflicto estructuralconalgunade las transicionesdisparadas.

El disparo de 1? da lugar al marcajeM’ = (M,M~,M~) definido de la forma

siguiente:

1. (Mi, Mfl seobtienenenbasea la reglade disparoparaRPT:
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a
2. M~ : ~ IN~ estádefinida como sigue:

M3(t) — 1 si M3(t) > 1, R(t) = O

y Vt’ E C(t) : = O

Vt E T’, M’~(t) D(t) si M3(t) = O y (AJLA4~)[{t}>

D(t) si M3(t) >0, y 11(t) > O

O en otro caso

o

Si asociamosun time-antigual a 1 a cadauna de las transicionesde una red,

entoncesestemodelosemánticocaptura(tomandola semánticaque fuerzalos dis-

paros)un máximo paralelismoen el queúnicamenteseobliga a dispararconjuntos

de transicionesque resuelvanlos conflictos estructurales. No obstante,la cons-

trucción vista para codificar redesconarcosinhibidoresmediantela semánticade

maximo paralelismoes válida tambiénparaestasemántica,puesen dichacodifi-

camónno aparecíanconflictos estructurales(exceptoaquellosqueya tuviera la red

departida). Por tanto, el problemade alcanceparaestemodelosemánticoesde
a

nuevoindecidible.

Proposición6.4 El problemade alcanceparaRPTTO-4es indecidible. O

Si por el contrario consideramosque los time-o’uts tienen un carácterblo-

queante,entoncesobtenemosde nuevomarcajesterminalesque puedenser iden-

tificados medianteel mismo mecanismoutilizado en los modelosanteriores. En

consecuencia,el problemade alcanceserádenuevoindecidible.

6.1.4 Modelo Estático basado en las postcondiciones

Setratadeun modeloextraño,queconsiderala desactivacióndeun time-oidsegún

dos factores:

• La estructurade la red, materializadaen los arcosy los pesosasociadosa los

mismos.

• La resoluciónde situacionesde conflicto estructural.

J
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ti t2

Figura 31: Ejemplo 1 del modelo Estáticobasadoen postcondiciones

ti t2

Figura 32: Ejemplo 2 del modeloEstáticobasadoen postcondiciones

Cuandoseplanteaun conflicto estructural,un time-antse desactivauna vez re-

suelto el conflicto, sólamentesi tras la ejecucióndel pasose han perdido tokens

sobreuno de los lugaresque motivé dicho conflicto estructural.

Por ejemplo,en la red de la figura 31, si la transiciónti lleva asociadoun time-

ant, ésteno se desactivacon el disparode t2. Sin embargo,en la red de la figura

32, el disparode t2 desactivael time-antde t1.

De la mismaforma queocurríacon el modelodinámico basadoen el estudiode

las postcondiciones,la semánticade disparosmaximalesgeneracomportamientos

extraños,de difícil estudio. En lo que respectaa la semánticade bloqueos,ésta

nos permite seguir codificando redes con arcos inhibidores, siguiendo la misma

construcciónquela realizadaparael modelodinámico,basadoenel estudiode las

postcondiciones.De ahí concluimosde nuevola indecidibilidad del problemade

alcanceparaestemodelosemántico.

6.2 Modelos de time-outs con transiciones es-

peciales

En estecaso,algunastransicionesde la red llevanasociadaunatransiciónespecial

(enun sentidoqueahoraprecisaremos).Estastransicionesespecialessonlos time-

anta, los cualestienen las mismasprecondicionesque las transicionesa las que

1
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a
van asociadas,y su objetivo es fijar unaconductaalternativasi cumple el tiempo

maximo fijado para el disparo de la transición a la que van asociadas.Tras el a
disparode una deestastransicionesel sistemacontinúanormalmente,reseteando

el time-ontde la transición. Esteesel modelo de time-ontadoptadoen lenguajes

de programacióncomo Ada,dondesefija una conductaalternativasi cumpleun

tiempo máximo paraque ocurraun evento.

Definición 6.12 (RPT con Time-Outscon TransicionesEspeciales)

Se defineuna RPT con Time-Outscon TransicionesEspeciales(RPTTOE)como

sigue:

N = (P,T,E,i,D,F,W,3)

siendo:

P : conjunto de lugares

T : conjuntode transicionesnormales

E : conjuntode transicionesespeciales

E —* T (función de asociaciónde time-antsa transiciones)

D : E R4~ (tiemposde time-out)

FC(Px(TUE))u((TUE)xP) (arcos)

W : E —* IN+ (pesosde los arcos)

¿5 : E u T —* IN+ (duracionesde las transiciones)

dondei una función inyectivay E cumple la siguientecondición:

Vi’ E E : (p,t’) EF su (p,i(t’)) EF

Además,W(p,t’) = W(p,i(t’)), Vi’ E E.

Paraestasredespodemosdefinir de nuevocuatromodelossemánticos,deforma

análogaa lo visto paralos modelossin transicionesespeciales.En todos ellos se

consideraque el time-ant(la transiciónespecial)se disparauna vez que alcanza

el valor O (si sigue permitida la transición). Por ello, los dos modelosbasados

en las postcondicionesgenerande nuevo modelosextraños,y puedenplantearse

situacionesconfusascomolas discutidasen los modelossin transicionesespeciales.

En los otros casospodemosusarel time-oidpara marcar un lugar especial,

que ya no puededesmarcarse.Entonces,estonos permite capturarlos modelos
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de time-ontasin transicionesespecialesbasadosen el bloqueosemánticode la red.

Portanto, el problemade alcanceesindecidibleen todosellos.

Como ejemplopresentamosel modelodinámico basadoen precondiciones.

Definición 6.13 (Marcajesenel modelode RPTTOEbasadoenprecondiciones)

SeaN= (P,T,E,í,D,F,W,3) unaRPTTOE. Un marcajeparaN esuna terna

M = (M1,M2,M3) tal que:

1. M1 e

2. M2 : T x IN~ —~ IN tal queVt E T y VV =3(t): M2(t«y)= O

3. M3 : E —* IN, verificando:

(a) M3(t’) = O, VV E E tal que Bp E P, Mi(p) < W(p,i(t’))

(b) Vt’ E E : (Vp E P, M1(p) =FV(p, i(t)) ) !=.O < M’3(t’) ~ D(i’)

Un marcajepuedeser inicial si cumple las dos condicionessiguientes:

E M2=0

2. VV E E : M3(t’) = { O si ~p E P : Mi(p) < W(p,i(t’))

D(t’) en caso contrario

O

Definición 6.14 (Condiciónde Disparo)

SeaN = (P,T,E, i, D, 1’, W 3) unaRPTTOE,M un marcajede N y 11 un multi-

conjunto de transicionessobreT U E, satisfaciendolas condicionessiguientes:

1. Mj(p)= 2 R(t).W(p,t)
teTuE

2. Vt’ E E, R(t’) =1 A (11Q’) = 1 ~ M3(t’) = 1)

3. 7V e E tal que M3(t’) = 1 A (M1, M2)[R U {i(V)}> A R(t’) = O

Entoncesse dice que 11 estápermitido bajo el marcajeM, y se denotapor

M[R>~. O
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La primeracondiciónesla usual,que refleja que R debeestarpermitidoen el

sentidoclásico. La segundacondiciónestablecequeparalas transicionesespeciales

(los time-onts), sólo puededispararseunainstanciay además,sólo cuandoel time-

oid vayaa cumplir. La terceracondiciónestablecequesi un time-antvaa cumplir,

estamosobligadosa dispararlo,salvo que la transición correspondienteesté en

conflicto con otrasdisparadasen 11.

Definición 6.15 (Reglade Disparo)

SeaN = (P, T, E, i, D, F, W,3) unaRPTTOE,M un marcajedeN y 11 un multi-

conjuntode transicionessobreT u E permitidobajo M. El disparode R dalugar

al marcajeM’ = (Mf, M, MÉ) definido de la forma siguiente:

1. (Mf, M~) seobtienenen basea la reglade disparovista paraRPT.

2. MÉ : E —* IN estádefinida como sigue:

si A43(t’) > 1, R(i(V)) = O,

(MI,1v12)[R u {i(V)}>

si M3(V) = 0, (AIf, A1)L{i(t’)}>
si A13(t’) > O, R(i(tQ) > O,

(AIf, .¡4fl[{i(t’)}>

si Al3(t’) > O, (A¡Ii,A42)[{i(t’)}>,

—nQlvI1,1V12)[R u {i(t’)}>, (A4f,A¡1~fl{i(V)}>

en casocontrario

a

a

a

a

a

= 4M (t’)

Vt’EE

M3(t’) — 1

D(V)

D(t’)

D(t’)

O

a

a

a

O a

a

a

a



Capítulo 7’

Modelos de tiempo continuo

Al definir nuestromodelode Redesde Petri Temporizadashemosconsideradoun

espaciode tiemposdiscreto,basándonosen la ideade queel funcionamientode los

ordenadoresestácontroladopor un reloj que emite tics a intervalos regularesde

tiempo. Sin embargo,podemosconsiderartambiénun modeloen el queel espacio

de tiempo seacontinuo. Paraello vamosa seguir dospasos. En un primer paso

consideramosun espaciode tiempos racionales,es decir, consideramos9+ u {O}

como instantesposiblesde tiempo. Veremosqueestemodelopuedeser codificado

con nuestro modelo discretode partida, lo que nos permite resolvercasi todos

los problemasde análisis planteados. Posteriormente,consideramosun espacio

de tiempos en R+, y veremosque en estecaso las cosasse complican,y así sólo

hemospodido demostrarla decidibilidadde algunosde los problemasde análisis

planteados. Sin embargo,tampoco hemos podido probar hastael momentola

posibleindecidibilidadde los mismos.

7.1 Sistema Racional de Tiempos

Consideraremosahora una Red de Petri Temporizadacomo una tupla N =

(P, T,F, W,3), dondeP, T, E y W tienen el significado habitual,pero 3 : T —*

El conceptode marcajetiene ahoraque ser un poco más fino, pues ahora

el tiempo no corre como antes,tic a tic. Por tanto, no podemosconsiderarel

efecto del disparode un multiconjuntode transicionessobreel instantesiguiente

137
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de tiempo,yaqueestocareceahoradesentido. Porotraparte,los marcajessiguen

siendodinámicos,ya que con el pasodel tiempo van terminandotransicionesque

se encontrabana mediasen su ejecución. Además, no podemoscapturaresas

variacionesdinámicasintroduciendopasosvacíos, puescarecede sentidohablar

del “instantesiguientede tiempo”. Por tanto, los marcajesseguiránteniendodos a
componentes,conel mismosignificadoqueen RedesTemporizadascon duraciones

enteras,peroahorael efectodel disparode un multiconjuntode transicioneshemos

de reflejarlo de algunaforma en el mismo instantedel disparo.

Definición 7.1 (Marcajesde RedesdePetri Temporizadas)

SeaN = (P, T,F, W,8) una Red de PetriTemporizadacon duracionesracionales. a
UnmarcajeM paraN esunparAl = (Al1, Al2), siendoM1 un marcajeenel sentido

ordinarioy Al2 un multiconjuntoque indica qué transicionesestánen ejecucióny
a

los tiempos queles quedanparaterminar. Además,imponemosla restricciónde

queVÉ E T, Vr E Q~, r >3(t) =~- Al2(t,r) = O.
a

Un marcajeAl puedeser inicial si y sólo si M2 = 0 lE

Si no disparamosninguna transición, la evolución dinámicade un marcaje

Al = (Al1,M2) vienedefinida de la forma siguiente:

a
Definición 7.2 (Funcióndeevolución demarcajes)

SeaN una RPT con duracionesracionalesy sea Al = (Al1,Al2) un marcajede
a

la mismaen un instante¡3. Entonces,si no disparamosningunatransiciónentre

medias,el marcajeen el instantefi + -y esel siguiente:

Ev(Al«y) = (Alf,Al~)

siendo: S

E E Al2(t,a).W(t,—)
e Mf =M1 + tEC, aeEnd(t,-v> a

donde:

Ci<tETI~aEQ~:M2(t,a)>OAa=j’} a

y para cadat E C~ sedefine End(t,-y) = {a E Q~ ¡Al2(t,a) > O A a < 94.

Esteconjuntorepresentalos tiemposparala finalización de las instanciasen

ejecuciónde la transiciónt a lasque quedanmenosde unidadesde tiempo
a

a
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para concluir. Así, el conjunto 0~ contienelas transicionescon instancias

pendientesen Al cuyaejecuciónterminaantesdel instante¡3 + -y.

• M~(t,I3’) = M2(t,8’+ y)

E’

La reglade disparoquedaahoracomosigue:

Definición 7.3 (Reglade disparo)

SeaN = (P,T, F, W,3) una Red de Petri Temporizadacon duracionesracionales.

SeaM = (Al1,M2) un marcajede N en un instante¡3. Un multiconjunto de

transiciones11 estápermitida en un instante~ + ~ybajo el marcajeEv(M«y) =

(AJf,A4~) si y sólo si:

Mflp) =ZRY) . W(p,t), Vp c P
tET

Si R se disparaen ese instante,entoncesobtenemosen ese misma instante el

marcajeKl = (ÑnAt) dadopor:

Al1=Alf- £uz(fl.w(-,t)
tET{ 11(t) si ¡3’ = 3(t)

M2(t, ~ = Al~(t, ¡3’) en caso contrario

Estepasose denotacomo sigue: 0Al[110
3+ii>M. Extendemosla notación de la

formasiguiente
2M[R(P+~)»~1M’, paraindicarqueM’ eselmarcajealcanzadoenel

instante~ unavez que11 fue disparadaen el instante¡3 + -y, siendoAl el marcaje

en el instante¡3; es decir, Al’ = Ev(ÑI, -y’ — (¡3 + -y)). Además,sólo permitimos

un disparoen cadainstante,lo que quedareflejadoen la segundacondición de la

siguientedefinicion. O

Definición 7.4 (SecuenciasdePasosTemporizadas)

SeaN = (P,T, F, W,3) unaRPT con duracionesracionalesy Al0 un marcajeinicial

paraN. UnasecuenciadepasostemporizadadeN apartir de Al0 esunasecuencia

a = Al0[R~~1)>~2M1 [R~~2)>03.... M~.1 ~ Ala, donde:

- Vi = 1,... ,n, 11, esun multiconjuntode transicionesno vacio sobreT y Al~

esun marcajede N.
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a

- Vi =1,... ,n : s..1Al.~[R$z)>p.+,Al1, tomandopor definición ¡3o = O.

O

aParademostrarque podemoscodificar las RPT con duracionesracionalescon

RPT con duracionesenterasvamos a demostrarel siguiente lema, el cual nos

permite“ajustar” los instantede los disparosde los pasosa instantesmúltiplos de

un númeroracionalconcreto.

Lema 7.1 SeaN = (P, T, F, W, 3) una Red dePetri Temporizadacon duraciones S

racionales.SeaT= {t1, - - - , t~} con 3(t) = a1/b1,cona1, b1 E ff4+, Vi E {1,. . . , m}
ay sea e = mcm{b1,.. .

Si Al0[J4~’~»,2Al1 .. . [RkPn)>an+iAln essecuenciade pasosde N, existeunase-

cuenciade marcajesAl.....’ Al enN, tal que Al¿[R~P1)>p~Alf ~ M,~ es

secuenciadepasosde N, siendo ¡3 = F¡3~.c1/c, dondeAl¿ = Al0 y M¿1 = M11, con

Al1 = (AlI,,MJ, Al,? = (M,?,,Al4). a

Demostración: Empecemosanalizandoel primer paso. Es claro que podemos

anticipartodo lo que queramosel disparode R1. En particular,podemosajustar a
su disparoal instante ¡3 indicado. Por otra parte, como las duracionesde las

transicionestienen en sus denominadoresdivisoresde e, sus duracionespueden a
serexpresadasde la forma siguiente:3(t) = z5/c, con t E IN+. Por tanto, las

transicionesdisparadasen 11~ han de terminaren instantesde la forma aje, con a
z E IN. En lo querespectaa la finalizaciónde las transiciones,paracadatransicion

tk disparadaen el instantefi y cada/%, con 2 =5 ii + 1 puedenpresentarsedos

casos:

1. Que
tk termineantesdel instantefj, es decir, ¡3~ + ~@O< flj. En tal caso a

tenemoslas tres desigualdadessiguientes

a
d

1 <

—d1 =0

siendod1 = ¡3~ — . Sumandolas desigualdadesy pasandod5 al segundo

miembroobtenemos: 4
Zk 1

a
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Y como ¡3,~ = ¡3~ — d1:

¡3 + 3(t4 <¡34 + 1e

En consecuencia,como¡3f y ¡3 sonde la forma x/e, ha de ocurrir:

¡91+3(h) =¡34

Portanto, tk terminaahoraantesdel instante¡34 o en dichoinstante,lo que

en todo caso no afectaal marcajeen el instante/%.

2. Que tk termine despuésdel instante¡3~ o en dicho instante,es decir, fi +

3(tk) =¡%.

En tal casotenemoslasdesigualdadessiguientes:

—¿<O3 ___

fi =fi +

Sumandolas desigualdadesy pasandof~ al segundomiembro obtenemos:

— d5 <f~ — d1 + Zk + 1
e

De ahí, como fI y ¡34 sonde la forma z/c obtenemos:

¡3 =fI +
e

Así pues,el disparo de la transición tk en el instante¡3f puedeterminar

ahoraen el instante ¡34. Ello puede traer como consecuenciaque en ese

instantetengamosmás tokenssobrealgunos lugaresque los que teníamos

con la secuenciade partida. En todo caso,esono afectaa la posibilidad de

disparodel multiconjuntoR~.

Extendemosel razonamientopor inducción como sigue: Suponemos(hipótesis

de inducción) queel disparode R~, paraj =i —1 ha sido desplazadoal correspon-

dienteinstante¡34. Ademásse suponeque las transicionesen elecuciónterminan

todas ellas en instantesde la forma ~, para x E 114, y que Al~1 =Mk1, para

k = 1,...
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Como Al1 =Al11, concluimosque R~ es disparableen el instante¡3. Denuevo,

como¡3 esde la forma las transicionesdisparadasen R~ terminaranen instantes a
de la forma ~. Además,para cada¡%, con i < 5 =n + 1, por la hipótesisc

de inducción, las transicionesqueestabanen ejecuciónque terminabanantesde a
dicho instanteahoraterminanantesdel instante¡94 o en dichoinstante,y las que

terminabandespuéso en ese instanteahoraterminan despuésdel instante¡34 o

en dicho instante. En lo que respectaa las transicionesque han sido disparadas a
en R~, sepuederepetir el razonamientorealizadoen el casobasede la inducción

parademostrarque tambiéncumplenlo anterior. En consecuencia,el marcajeAl a
alcanzadoen el instante¡3+í permiteel disparode ~ pues tiene más tokens

que AL,. E’

Definición 7.5 SeaN = (P, T, F, W, 3, Al0) una RPT con duracionesenteras, a
M un marcajede N, 11 un multiconjunto de transicionespermitido bajo Al y

¡3~, ¡32 c Di, ¡3~ <¡32. a
EscribiremosAl[R(

0’)>a
2M’, para significar que Al’ es el marcajeobtenidoen

el instante¡32, suponiendoque 11 haya sido disparadoen el instantef~ bajo el
a

marcajeAl.

Mantendremosel criterio de que si ¡32 no aparece,éstese sobreentiendeigual

al instante¡31+1. E

Definición 7.6 SeaN = (P, T, E, W, 3) unaRPT con duracionesracionales,con

T = {t1, -. . ,tnj, 3(t1) = a1/b1, con a1, b1 e ftV. Seae = mem{bi,.. . , b,,4 y sean

las cantidadesenterase1 = (a1/b¿)e. Definimos la RPT con duracionesenteras

asociadaa N, Ñ, de la formasiguienteN = (P,T,F,W,3),siendoAQ1) = ej. E’

a
Definición 7.7 SeaN = (P, T, F, W, 3) unaRPT con duracionesracionales,Ñ la

redconduracionesenterasasociadaa N, a = Mo[R~
0»p~Mi ... [R$,¡~M>~

4~,Al~una

secuenciade pasosde N, siendo /4 = ¡3~/e, con f~ E Dl, para i = 1,.. . , u + 1, y e

definidocomo en la definición anterior.

Definimos los siguientesmarcajesde N y Ñ

(i) Paracadai E {1,. . . ,n} sedefineel marcajeU1 = (A<1,É,2) deN, quees

el obtenidoen el instante/4 tras el disparode R~ bajo el marcajeAl,1.

-j
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(u) Paracadai E {1,. . . , n} sedefineel marcajeM1 de N comosigue:

Al1,1 = Al1,,, Al1,2Q<y) = A<2(tvy/e), Vt C T, Vy E Q~

(iii) Paracadai E {O,... , n} se defineel marcajeAl1 = (M,,1, M±,2)de N como

sigue:
M1 = Ev(M1,¡31+1 — ¡31)

siendopor definición fo = 0.

O

Lema 7.2 SeaN= (P, T, F, W 3) unaRPT con duracionesracionalesy Ñ la RPT

con duracionesenterasasociadaa N. EntoncesAl0[R~’~>0~M1 . . . [R$2’
341>yAl,. es

secuenciade pasosde N, siendo /4 = ¡3
1/c, con f~ E Di, para i = 1,... , u + 1,

si y sólo si Ña[R1~”>Aai ... [R?~)>a~+1Al,. es secuenciade pasosen N, estandolos

marcajesAl1, parai = O,... , u, definidossegúnla Def. 7.7.

Además,Al1,1 = Al1,1, para i = 1,..., n.

Demostración: El razonamientoes similar en ambasdirecciones,por lo que

sólo realizamosla demostraciónpara el casodirecto. Esta sebasaen un razona-

miento por inducción,parael cual consideramoslas duracionesde las transiciones

expresadasde la forma siguiente:S(tk) = Xk/C.

Además,parafacilitar el seguimientode la demostración,en la figura 33 están

representadoslos marcajesque utilizamosen N y N a lo largo de la demostración,

con susrelacionesindicadasmediantearcos.

Parael casobase(u = 0) el lemasecumpletrivialmente.Supongamosentonces

que A<fl = Ev(M1,¡31+1 — 133 (el arcoque conectaA{ con Al1 en la figura 33 refleja

el pasodel tiempo, mientrasque el que conectaAl1 con Al1 reflela el cambiode

escalapara pasarde N a Ñ). Entonces,en primer lugar debemosdemostrarque

R¿+~ estápermitidobajoAl1. Paraello analizamoslaprimeracomponentede dicho

marcaje:

Al1,1 =Al~,,+ 2 2 XL,2(t,a).W(t,—)
tEC4 aeEnd(t)

siendo04 = {t E TIBa E Q~, Ñfl,2(t,a) >0 A a <¡91+1 —¡3d y End(t) = {a E
Al1,2(t,a) >0 A a =fi+í —¡34.
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RED INSTANTES DE TIEMPO EN N
N ¡3<

& ______________

111+11 - ______ _________

1+1

RED fii+í + 1
Ñ INSTANTES DE TIEMPO EN Ñ

Figura 33: Marcajesde N y de N

Desarrollandoestaexpresiónobtenemos:

Al1,1 = A11..14 — S Rí(h) . VV(—, tk) + 2 2 MÍÁtk, cric) . W(h, —)
tkEC. aeEnd(t&)

Aplicando la definición de Al1,2 obtenemosque Ale,, Al1,1, por lo que con-

cluimos que Rj1., estápermitido bajo M1 en Ñ (Rj±~estápermitido bajo M1, y

su disparo en el instante¡3k produceen ese mismo instanteel marcajeAl1+,,

situación que hemosindicado en la figura 33 medianteun arco conectandoAl1 y

Al1+, etiquetadocon 111+1).

En lo que respectaa la segundacomponentede M1 tenemos:

A41,2(tk, y) = M¿,2(h,y + ~ —¡3¿) = Al1,2(h, Y+Pi4VOS ) —

R~(h)

o /3.)

y+Oi+1 —I
3~ —

si 3(h) A R~(h) > O

en caso contrario

Analicemosahorael marcajeM~
4, obtenidoen N tras el disparode ~ bajo

el marcajeÑí en el instantefi+í (estasituaciónestádenuevoreflejadaen la figura

33 medianteun arco que conectaambosmarcajes,estandoestearcoetiquetado

por 111+1).

= Al.,, — 2 R~±i(t) . W(-.-,t) + 2 Rí~,(t) . W(t,—) +
tEr tEC.

Al1,2Q,1) . W(t, —)

a

a

a

a

a

a

a

a

a

{

a
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• AW+,,
2(h, ‘y) =

Vk=l ,..~m { R,~, (t,~)

‘-y + 1)

51 ‘y = Xk —1 A Ri+í(tk) > O

en casocontrario

siendo 0~ = {ik E T13(tk) = 1 A RÍ+í(tk) > O}, y 06 = {(tk,1) E T ><

A{,2(tk, 1) > O}

Si desdeel marcajeAlí’+1 dejamospasar¡31+2 — f~+~ — 1 pasosvacíosobtenemos

el marcaje Ñi«~ (lo quehemosreflejadoen la figura 33 conectandoambosmarcajes

por un arcoqueseñalael pasodel tiempo),dadopor:

= — 2 R1~1(t) - W(—,t) + Rí+,(t) . W(t—) +

2 .Ñí~,2(t, a) . VV(t, —)
(t,cv)eC8

• Vk= 1,..., rn, Ñ1’$.,2(h, y) ={ ~ (h)
Al1,2(tk«y + ¡31+2 — ¡31+1)

Si 9’ = Zk — (131+2 —

en casocontrario

A R~+i(h) > O

siendo 07 = {tk E T¡ A(tk) = 1 A RI+1(tk) > O}, y Os =

Al¿,2(h,a)>O A a=¡31~2—¡3¿+i}.

{(tk,a) E T x

Analicemosahoralos marcajesde N. En primer lugar, el disparode 111+1 bajo

el marcajeAl1 (en N) en el instante/4+í generaen esemismo instanteel marcaje

Al1+, dadopor:

• Al1~1,, = Al1,1 — 2 R1+1(t) W(—,t)
tET

• A41+í,2(t*,y) =

Vk=1 { (tk)

Alí,2(h, n’)
5~ 9’ = Z¡~/C A R~+,(h) > O

en caso contrario

De ahíobtenemosque:

ile) = { ~::~:?-y/~)si y = x¡~ A R.i+í(h) > O
en casocontrario

Consideremosentoncesel marcajeAl4, obtenidosometiendoAl1+, a un cambio

de escala(en la figura 33 los cambiosde escalaestánrepresentadospor arcos

verticales).Estemarcajevendrádadopor

• M,+,,, =
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a
• A4’1~,,2(t,‘y) = Ñ4+1,2(t,‘y/e)

Si desdeestemarcaje(de Ñ) dejamospasar131+2 — 13~+í pasosvacíos,obtenemos

el marcajeM1±,= Ev(ÑIi+í, ¡91+2 — ¡31+1) definido por

• M1~,,1 = Al,~,,, + 2 2 M’,~,,2(t, a) . W(t, —)

eEC9 aeflnd(t)

• A11+,,2(h,-y) = AII+,,2(tk, ‘y + 131+2 — ¡31+1)

siendo 09 = {h E TIBcz E 9~ : M1+l,2(tk,a) > O A a = ¡31+2 — ¡31±11,y a
End(t&) = {a E Q~ IAlí+í2Qk,a) >0 A a =¡31+2 — ¡31+11

Desarrollando09, y aplicandoel resultadoobtenidopara Al1,2, obtenemosque

Al1+1,1 = Al~1,,.

Finalmenteobtenemos: a

A’f1+l,2(tk, ‘y) = AJI+í,2(tk, y + ¡31+2 — ¡31+1) = Al1+í,2(tk, Y+/3¿+2—0i+

,

af R~1.,(h) si -y + 131±2— ¡31+1 = Xk A R~+dtk) > O

t Al~,2(h, Y+~+~Pi+) en casocontrario
a

De ahí, Ñ” = -1+1,2 Al,+,,2, por lo que M,±1= Al$, lo que concluye la de-
mostración. o a

Corolario 7.1 SeaN = (P, T, F, W, 3, Al0) unaRPTM con duracionesracionales a
y Ñ la RPTM conduracionesenterasasociadaa N. Entoncesun marcajeestable

Al esalcanzableen N en tiempo ¡3 si y sólo si es alcanzableen N en tiempo F¡3.cl.

Demostración: Si Al es alcanzableen N en tiempo ¡3, entoncesexiste una

secuenciade pasosa = AO[RÍ/31»/32 ... [R?’O>p,.+1M,,,con ~ = 13, Al,. = Al,

a la que podemosaplicarel lema 7.1, obteniendode esaforma una secuencíade

pasosa’ = Al¿[Ri~»/3, . -‘ [R$¿’
4)>g,Al’. Además, Al~,

1 =Al,.,1, y de hecho,la
.2+1 “ S

diferenciade tokensen algunoslugaresera debidaúnicamentea la anticipación

en la terminaciónde algunastransicionescon relacióna algún fj posterior. Como j
esteno puedeserel casoparaa, puesAl~ esestable,necesariamenteha deocurrir

que Al,.1 = M4,1 y Al,.2 = Al2 = 0 (las transicionesno terminanen ningún caso

despuésde f4+~). En consecuencia,M,. es alcanzableen N en tiempo Ef~+í.c1¡e, S

a travésde unasecuenciade pasoscondisparosen tiemposde la forma aje. Por

a
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tanto, Al es alcanzableen N en el instante r13.el, lo que seobtieneaplicandoel

lema 7.2.

Recíprocamente,si Al esalcanzableen N en tiempo [13.cl,entoncesaplicando

el lema 7.2 obtenemosque también es alcanzableen N en tiempo F13.cl/c (en

la demostracióndel lema se obtuvo que M1,, = Al1,,), y por tanto, también es

alcanzableen tiempo ¡3. O

Corolario 7.2 SeaN = (1’, T, F, W,6, Al0) unaRPTM con duracionesracionales

y Ñ la RPTM con duracionesenterasasociadaa N. Entoncesun marcajeAl es

alcanzableen N en tiempo ¡3 si y sólo si Al’ esalcanzableen N en tiempo ffi’.c],

siendoAl’ el marcajeestableobtenido omitiendolos disparosde las transiciones

que seencuentranen ejecuciónen Al, y ¡3’ el instanteen que Al’ es obtenido.

Demostración: La obtenciónde Al’ a partir de Al es trivial, así como la ob-

tenciónde 13’. Como Al’ es estable,tenemosqueAl’ es alcanzableen N en tiempo

¡3’ si y sólo si es alcanzableen N en tiempo [13’.e],porel corolario 7.1. Ahora bien,

esclaro queAl esalcanzableen tiempo ¡3 si y sólo si Al’ es alcanzableen tiempo

¡3’, por tanto Al esalcanzableen N en tiempo 13 si y sólo si Al’ es alcanzableen

N’ en tiempo FP’.cl. O

Este corolario nos permite concluir de forma inmediata que el problemade

alcance,la vivacidad, el problema de alcanceestricto, la ausenciade bloqueos

y la ausenciade ¡3-bloqueosson decidiblesen Redesde Petri Temporizadascon

duracionesracionales,puesestosproblemasse trasladana los mismosproblemas

sobreredes con duracionesenteras,para las cualessabemosque son decidibles.

Veamosa continuaciónquetambiénla 13-vivacidadesdecidibleparalas Redescon

duracionesracionales.

Teorema7.1 SeaN = (P,T,F,W,3,M0) unaRPTM con duracionesracionales

y Ñ la RPTM con duracionesenterasasociadaa N. EntoncesN es 13-viva si y

sólo si Ñ es [13.el-viva.

Demostración:

!=-: Seat E T, Al un marcajealcanzableen Ñ y >~ E 1N~ tal que M E [Mo>~.

Consideremosla secuenciade pasosque nos conducea M en

2,.
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a
siendoAl,. = Al, ~ = ‘5’, y Al0 = Al0.

Entonces,por el lema7.2 tenemosen N:

A4o[R~P1/c»p2/0AJí...

a
siendoAl1 un marcajetal queAL = Ev(ZIL,13~+í—13~), con M1,1 = Al1,1, Al1,2Q, a) =

Al1,2(t, a/e),dondeAfl esel marcajede N obtenidoen el instante¡31/c al disparar

Rl. AdemásAlt,, = Al,,1, paraz = 1,... ,n. Por tanto, Al,.,1 = M,.,1 = Al1.

Como N es¡3-viva,existeunasecuenciade pasosquepartede Al,. y nosconduce a
en tiempo fi a un marcajeAl’ quepermiteel disparode it. Es decir:

... Al,.[R$flfl>r2 Al,.~, ... [R~’4>P+P,.+i 10M,.~, S

siendoAl~±,= Al’. Como ¡3,.±í = 5, tenemosque Al’ es alcanzableen el instante a
13 + 5/e. Por el lema 7.1 concluimosla existenciade marcajesM0,... , Al,.~ tales

que:

r~ M,,+~ ... [R$,¶.%?,>rtAln+,

donder = rri.c~/c y Al,.±1,1=Al,,±t,1,para i = 1,... ,s. Además,de la pruebade

dicho lema esfácil deducirque Al1 = M1, para i = O,’ . . , u.

En particulartenemosque Al,.±~,1= Al,.±3,1= Mf. Portanto, it estápermitida a
bajoel marcajeAl,.+~. Además

= f(¡3 + 5/c)cl ¡e = (Ñ8.el + 50/e= 5/e+ [¡3.el/c

Esto setrasladade forma inmediataa Ñ aplicandoel lema 7.2.

‘~=: Supongamosahoraque Ñ es F¡3.el-viva, y sea it E T, Al un marcaje

alcanzableen N y -y e 9±el instanteen que alcanzamosAl. Supongamospor el

momentoqueAl es establey sea la secuenciade pasosque nos permitealcanzar

Al: S

Al0[R~
2’~>,,

2Al1 . . . [RÑ~~)>p.2+,Al,.

siendo ¡3~ E 9~, parai = 1,..., u + 1, Al,. = Al y 13,.+, = ‘y. Aplicandoel lema7.1
~1concluimosla existenciade marcajesM¿, ... , Al~ talesque:

a
AIf...
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siendo /4 = Pí.el/e, para i = 1,... ,n + 1 y Al¡1 =Al1,1, para i = 1,.. .,n.

Además,comoAl,.esestabletenemosAl,’,, = Al,.,1. Aplicandoel lema7.2 podemos

trasladarestasecuenciaa Ñ, obteniéndose:

.¡Ú0 [R~> >Ñí ... 2,..,[R$5~>~~,Al,.

donde/4’ = /4.e,para i = 1,... ,n+l. AdemástenemosAl,., = M,’,, = Al,.,1 = Al1

(primeracomponentede Al).

Como N es rf.cl-viva existeunasecuenciaquepartede M,. y nosconduceen

tiempo f¡3.c] a un marcajeque permiteel disparode t:

dondeAl,,~It>.
Aplicando el lema 7.2 trasladamosesasecuenciaa N, con lo que tenemosun

marcajeAl,’~+S alcanzableen tiempo (U3~+,1 + [¡3.cl)/e= 13¾-y+ (Ff.el)/c =

(k3,.+,.cl + F13.el)/c = (F-y.el + [13.cl)/eque permite el disparode it.

Además, esasecuenciapasarápor M~, lo que significa que ese marcajese

alcanzadesde Al,’, en [13.c]/c unidadesde tiempo. Esos pasospuedenhacerse

tambiéndesdeesemarcajeAl,’,, pero en el instante-y, con lo queen F¡3.cl /e unidades

de tiempo tendremosun marcajeque permite it. Como F¡3.cl/e < ¡3, se tiene que

en particularen ¡3 unidadesde tiempopodemosalcanzarun marcajeque permite

ejecutarit.

Si el marcajeAl de partidano fuera estable,podemosconsiderarel marcaje

estableAl’ = (Al1, O). Paraél podemosaplicarel razonamientoanterior,con lo que

encontramosun marcajeAl” E [Al’>0 tal que Al”[t>. Entoncesla mismasecuencía

depasosla podemosejecutardesdeM, obteniéndoseinclusomarcajesintermedios

con más tokens. Se obtiene así que existe Al”’ E [M>0 tal que Al”’[t>, lo que

concluyela prueba. O

Sin embargo,estacodificaciónno esdeutilidad pararesolverlas dosextensiones

temporizadasde la propiedadde ilimitación, al no preservardichaspropiedades-

Ello se debe al cambio de escalaque la codificación introduce. Como ejemplo

podemosconsiderarla red N de la figura 34, la cual es s,k-ilimitada linealmente,

para cualquierk. Sin embargo,la red con duracionesenterasasociadaÑ (ver

figura 35) no es .s, le-ilimitada linealmenteparaningún le.
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Figura 34: Red N

a

a

3

Figura 35: Red N asociadaa N
a
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pl

it1, ir

t2,4 — ir

PS

Figura 36: Red de Petri con DuracionesReales

‘1.2 Sistema Real de Tiempos

Consideremosahora un sistemareal de tiempos. Así, una Red de Petri Tem-

porizada es ahorauna tupía N = (F, T, F, W, 3), dondeP,T, F y W tienen el

significadohabitualy 3 : T —* R~.

El conceptode marcajesedefinede la mismaforma que en el casodel sistema

racional de tiempos,por lo que ya no lo repetimos.Lo mismosucedecon la regla

de disparoy las secuenciasde pasos.

Es claro sin embargoqueno esposibleaplicarlas ideasqueallí hemosutilizado

para codificar estasredes en términos de RedesTemporizadascon un sistema

discretode tiempos. De hecho, no podemospensarni tan siquieraen una leve

modificación de los instantesde disparo, para ajustarlosa instantesracionales

cercanos,puescon ello podemosperderalgunosmarcajesalcanzables.

Porejemplo,en la red de la figura 36 es imposibleanticiparlos disparosde las

transiciones,puesel marcaje(0,0,1) esalcanzableenel instante4, perono antes.

No obstante,una nuevacodificación basadaen una aproximacióncompleta-

mente diferentenos ha permitido resolveralgunos de los problemasde análisis

planteados.En concreto,la codificación se basaen el conocimientodel instante

simbólico (medimosel tiempotomandocomo unidadeslas duracionesde las tran-

siciones)en el queseproducecadatoken,y asíno seproduceuna simulación“en

tiemporeal” del funcionamientode la redoriginal, sino quesepermiteun disparo

desordenadoen el tiempo de las transiciones. Una limitación importantede la
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codificación es que exige una limitación finita del periodo de tiempo a simular,

puesde lo contrarioobtendríamosunared infinita. a
Definición 7.8 SeaN = (P,T, F, W,3, Al0) una Red de Petri TemporizadaMar-

cadacon duracionesrealesy ¡3 un instantereal dado. Asociamosal par (N, ¡3)
una Red de Petri ColoreadaNh basadaen la propia red N, pero sin tiempos,

= (P, T, F, W,Al0). Ahora bien, los tokens de Nh vendránetiquetadospor

tupías (eí, . . . ,c,.) E IN~, dondeu = Tj y Zci . 3(t1) = ¡3, que codifican el ins-

tantede tiempo en el que han sido producidos. Cadaanotaciónesun vectorde

n componentes,uno por transición, que indicacuántascopiasde cadatransicion

han sido disparadas(en secuencia)hastala obtenciónde ese token. En realidad,

se anotala seriede transicionesque tienenunaduraciónmáslarga (disparadasen

secuencia).Por supuesto,los tokens¿el marcajeinicial tienen como anotaciónla

tupla(O,...,O). S

En lo sucesivodenotaremospor C al conjunto de posiblesanotacionesde un

token,y porn(p,e) al númerodetokenssobreel lugarp con anotacióne. Paracada

etiquetae E C definimosel “instantede disponibilidad” del tokencorrespondiente

comosigue:
n

3 = E . 3(c)h=1
querecogela sumade las duracionesde las transicionesincluidasensu anotacion.

A partir de dicho conceptopodemosdefinir un preordensobrelos tokensde la

forma siguiente: e
1 =e2 si y sólo si ¿~ < ¿2.

La reglade disparode la nuevared N~ sedefinecomo sigue:

SeaAl un marcajede N,~, y it c T, con t = {pi,’. . ,pj y r = {~U. . .

y sean W(p
5,it) = n~, para] = l,...,k y W(t,¡4) = m¡, para h = 1,...,l. De

caraadisparartseprecisaenprimerlugarquelamismaestépermitidasegúnel J
conceptoordinariode activación. Si it estápermitidaendicho sentidoesporqueen

cadalugar Pi hayal menosu5 tokens. Consideremosparacadauno de esoslugares
p~ los u5 tokensque pretendamosutilizar en el disparo,y supongamosque llevan

‘como anotacioneslos vectoresde 05 = {c~,...,c}. Definimos 0= U 05,y J
5=1Alax(0) = ‘ir ~

que representael primer instanteposible de disparode it, utilizando los tokens

escogidos. El disparoseráentoncesadmisiblesu Ala(O) + 3(t) < ¡3. En tal

a



7.3. ANÁLISIS DE PROBLEMAS 153

casosu efecto consistiráen sustraerde cadalugar p~ los u5 tokensconsiderados,

generándosenuevostokenssobrelos lugarespostcondición,todosellos anotados

por

= c?i + x(t)
dondex(it) esel vectorcaracterísticode it; así, si it = t~ setiene x(it8) = (O,.. . , O,

a

1 ,O,...,O),ye~ es la etiquetaen la que se alcanzael máximo de 0, esto es
—~1

= Alaz(O). Es decir, anotamoscomo “historia” de estostokensla historia de
su tokenprecondiciónmástardía,prolongadapor la transicióndisparadait.

Denotamosestaevoluciónpor MLit>,Al’. O

Esta red así construida,1%, nospermitecapturarlos marcajesestablesalcan-

zablesen la red original hastael instante13. Ello nospermiteresolveralgunosde

los problemasde análisisque hemosdefinido.

‘7.3 Análisis de Problemas

Exactamentecomohicimos paralas Redesde Petri Temporizadascon duraciones

enteras,esposibledemostrarla decidibilidaddel problemade alcancemediantela

secuencializaciónde todos los pasos.Tambiénpodemosdemostrarla decidibilidad

del problemade alcanceestricto si no hay transicionesautónomaslimitándonos

paraello a inspeccionarel árbol de accesibilidad.De nuevopues,las dificultades

selimitan al casogeneral,en el quepermitimosla existenciadedichastransiciones

autónomas.De caraa la resoluciónde esteproblemaesprecisamenteparalo que

hemosintroducidola construcciónanterior.

Dichaconstrucciónnosha producidounaRed dePetri Coloreada.Ahorabien,

es bien sabido que al habernoslimitado a un número finito de colores (razón

por la cual utilizamos ¡3 en la construcción)podemosrepresentarestared por

medio de otra con una semánticade ocurrenciaordinaria. Paraello duplicamos

los lugaresy transiciones,en función de todaslas posiblesetiquetasde los tokens.

En concreto,extraemosuna copia de cadalugar por cadaetiqueta,incluyendo

paracadatransición tantascopiascomo formas distintas tengamosde activar la

transiciónoriginal de la red coloreadaen virtud de la regla de disparodefinida

anteriormente,
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Veamosestacodificaciónmásformalmente.

a
Definición 7.9 (Codificación de la semánticade anotacionescon la semántica

ordinaria de secuenciasde ocurrencia)SeaN = (P,T, E,W,3) una Red de Petri

Temporizadacon duracionesreales,13 un instantereal dado y Al0 un marcaje

inicial de N. Seaentonces1% = (P,T, E,W, Al0) la red coloreadaasociadasegún

ladefinición7.8 yC el conjuntodeposiblesetiquetasde los tokensdeNk. Definimos

la reddePetri = (P”, T”, F”, W”, Al¿’) con lasemánticaordinariadesecuencias

deocurrenciade la forma siguiente:

F”=Pu Uf’0, siendoP0={(p,c) jpEF}
eEC

= U {(z, it) 1 x E A(t)} , siendo A(it) = {((p~~ el),... ,(pí,ej,),
CE’

~ 60,1< h <le 1< =~
y Max{e~} + 3(t) =13}~con t = {Pí,. . .,pkl, yn5 =

para1 =J =le

= {(p, (z,it)) ¡ (p,

e), (x, it))

{((x, it), (p, e))

tras el disparo

W”(f) =

Al¿~’(p’) = {
W(it,p)

W(p,it)

Al0 (p)

O

it) E F, (x,t) E T”} u {((x,t),p) ¡ (t,p) EF, (z,it) c T”}u
(p,e) cRe, (x,t) E T”, Bh tal que (p,c) = X¡I}U

1 (p, e) E P0, (z, it) E T”, p E it, e es la etiquetaobtenida
de it bajo la configuraciónde tokensx}

ek~ ((pa,ci), (x, it)) E F”}j si f = ((ps,ei0), (x, it)), con

h0 E {1,...,n5} yj E {1,...,k}

si f = ((z,t), (p, e)) y f = ((x,it),p)

si f = (p,(x,t))

sip’ =p E PV p’ = (p,(O,...,O))

en caso contrario

E’

Definición 7.10 SeaN= (P,T, F, W, 3, Mo) una ReddePetri TemporizadaMar-

cadacon duracionesreales,¡3 un instantereal dado,N~ = (P,T,F,W,Al0) la red

coloreadaasociadasegúnla definición 7.8 y N3 = (P”, T”, E”, W”, Al3) la Red de

Petri No Temporizadaasociadaa N~ segúnla definición 7.9.

Definimos la función p : M’ —* M”, dondeM’ esel conjunto de marcajes

a

a

a

j

4

154
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de Nf3 y M” esel conjuntode marcajesde Nf3’, de la forma siguiente:

VM E M’, Vp’ E P”, ¿p(Al)(p’) = { Al(p) sip’=pEP
n(p,e) sip’=(p,e)EP,,

E’

Teorema 7.2 SeaN = (P,T, 1’, W, 3, Alo) una Red de Petri TemporizadaMar-

cadacon duracionesreales,¡3 un instante real dado, 1% = (P, T, F, W, Alo) la red

coloreadaasociadasegúnla definición 7.8, NJ = (P”, T”, F”, W”, Al¿’) la Red de

Petri No Temporizadaasociadaa Nf3 segúnla definición 7.9, it E T y Al, Al’ dos

marcajesde Nf3.

EntoncesAl[it>0Al’ ocurre en Nf3 si y sólo si so(Al)[(z,it)>sc~(Al’) ocurreen

parauna cierta x E A(it).

Demostración: Supongamos que Al[it>0Al’ ocurre en Nk, y sean it = {Pi,... ,

it. = ~ u5 = W(p5,it), m5 = W(t,p). Sean di,...,eá las etiquetas de

los u5 tokensde p~ utilizados enel disparode it.

Consideremosx = ((pí,ci),. .,(p1,e~1),. .‘,(pk,n~),. . . ,(p~,e~)). Entonces,

(x,it) E T”, puesel disparode it es admisibleen Nf3. Estatransiciónestáademás

permitidapueslos lugaresP5 tienen el mismomarcajeque susoriginalesen 1% y

cadalugar (pi, c~) E P”, para] E {1, .. . , k}, /t E {1,. . . , n5} estámarcadocon el

numerode tokensde Al(py) cuyaanotaciónseacj, y el arco ((ppci)~ (x, it)) tiene

por pesoel númerode etiquetas4 igualesa 4.
El efecto del disparode (x, it) sobrelos lugaresde P C P” es idéntico al del

disparode it en Nf3 (abstrayendolos colores).Sobrelos lugares(ps,4) su efectoes

sustraerun númerode tokensigual al númerode etiquetas4 talesque 4 = 4, y

sobrelos lugares (p5, e’) (siendo e’ la etiquetaobtenidapor aplicaciónde la regla

de disparo)su efectoes añadirW(it,p) tokens.En definitiva, el marcajeobtenido

es exactamente~~(Al’).

Recíprocamente,supongamosque so(Al)[(x,it)»p(Al’) ocurre en 1%’, para un

cierto x = ((pí,ei),. . .,(pí,41),. . ~ . .,(pk,e~k)) E A(it). Los lugares

precondiciónde (x, it) son precisamente los p~, para j = 1,... ,k, y los (p5, 4),
para]=1,...,kyh=1,...,nj.

Entoncesit estápermitidaen Nf3 bajoel marcajeM, utilizando en particular

paracadalugar Pi los tokenscon anotaciones4, ... , e
5 Bastaentoncesaplicar,.j.
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el sentidodirectoparaconcluir que el marcajeobtenidocon el disparode it en 1%

es Al’, pues¿p es inyectiva. E’

Teorema7.3 SeaN = (P,T, E,W, 3) una Red de PetriTemporizadacon dura- a
cionesreales,13 un instantereal dadoy M0 un marcajeinicial de N. Seaentonces

= (P, T, E,W, Al0) la redde Petri coloreadaasociadasegúnla definición 7.8.

Entoncesun marcajeestableAl = (M’, 0) es alcanzableen N en el instante

13 si y sólo si Al’ es alcanzableen Nf3 haciendoabstracciónde las etiquetasque

portanlos tokensde dichared.

Demostración:

!=.: Supongamosqueexisteuna secuenciade pasosen N tal que:

Al0[R1~’~>~2Al, . . . Al,.~.1 [R$~~”)>p,.+,Al,.

siendoAl,. = Al y ¡3 = ¡3n+í. Empecemosanalizandoel disparo de R~. En N”

hay un marcajeinicial en el quetodos los lugarestienenel mismomarcajeque en

N, pero con una anotación(O, ... , O). Esto implica que todas las transicionesde a
11, puedenserdisparadasde forma independienteen N’. Estastransiciones,una

vez disparadasgeneranun nuevomarcajeAl’ en N’, en el que los nuevostokens

llevan anotadala transición it que los produjo. Eso significa que estándisponibles

en tiempo 3(t). En todo caso, en el instante ¡32 estarándisponibleslos tokens a
necesariospara el disparode las transicionesde 112, con el que podemosrazonar

de forma análoga a como lo hemos hecho para 11,. Extendemos el razonamiento
a

hastallegaral instante13,., enel quetenemosdisponibleslos tokensnecesariospara

el disparode las transicionesdeR,,. Con sudisparosegenerannuevostokens,cuyas

anotaciones incluyen las citadas transiciones. Estas transiciones terminan además

(así como las que estuvieran enejecución)antesdel instante¡3 (en N), pues M es

estable. Por tanto, en N’ los tokens están disponibles antes de dicho instante. Por

tanto, Al’ esalcanzableen N’ y no hay tokenscon un instantede disponibilidad

mayor que ¡9.

.~: Si & esunasecuenciadeocurrenciaen N’ que nos conducea un marcaje

estableAl1, entonceslas transicionesde & puedenser disparadasen N en sus

instantesde disponibilidad,lo que permitealcanzarAl = (Al
1, 0) en tiempo ¡3. 0

a

a
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Corolario 7.3 Sea N = (P, T, F, W, 3) una Red de Petri Temporizadacon du-

racionesreales,13 un instantereal dado y Al0 un marcajeinicial de N. Seaen-

tonces Nf, = (P,T, F, W,Al0) la red de Petri asociadasegúnla definición 7.8 y

Nf,’ = (P”, T”, F”, W”, Al«) la red obtenida aplicando la definición 7.9.

Entonces un marcaje estable Al = (Al1, @) es alcanzable en N en el instante ¡9
si y sólo si existe un marcaje Al” alcanzable en Nf,’ tal que Al”¡p = Al1.

Demostración: Por el teorema anterior Al es alcanzable en N en el instante

¡9 si y sólo si Al1 es alcanzable en Nf,. Ahora bien, M1 es alcanzable en Nf, si y

sólo si existe un marcaje Al” alcanzable en Nf,’ tal que Al”¡p = M1, lo que puede

obtenerse fácilmente a partir del teorema 7.2. E’

Parece por tanto que el problema de alcance estrictopararedestemporizadas

con tiempos realesha quedadoreducido al problema de alcancesobre redes no

temporizadascon su semánticaordinaria, que como sabemoses decidible. Sin

embargo,dichareducciónexigeque seamosefectivamentecapacesde construirla

red coloreadaNf,, lo que exigeen principio la capacidadde decidir la relación <

entre las etiquetasposibles, así como la de definir efectivamentedicho conjunto

de etiquetasposibles. En abstractopodríamosdecir que tenemosun resultado

de decidibilidadmódnlo la decidibilidadde dichascuestiones.Ahora bien, como

consideramosque esteno es el momentoni lugar paraprofundizaren cuestiones

relativas a la computabilidadcon númerosreales,hemos consideradooportuno

presentaraquíun casoparticularconcretodedichoresultado,que es el que corre-

spondea aquellosinstantesde tiempo ¡9 talesque no seancombinaciónlineal con

coeficientesenterosno negativosde las duracionesde las transiciones.

Corolario 7.4 SeaN = (P,T, E, W,3, Alo) una Red de Petri Temporizada Mar-

cada con duraciones reales, 13 E 11 que no sea combinación lineal con coeficientes

enteros no negativos de las duracionesde las transicionesde N. Entonceses de-

cidible si un marcaje Al cualquiera es alcanzable en N en tiempo ¡3.

Demostración: En principio, al no ser ¡3 combinación lineal con coeficientes

naturales de las duraciones de las transiciones,podemosdecidir si una transición

es disparable, dada una configuración cualquiera de tokens sobre sus precondi-

ciones. Ello se debe a que en este caso son decidibles las comparacionesde la
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a
forma En1 - 3(t1) =13, pues al ser distintoslos dos miembrosde la relación será

posible determinar en tiempo finito cuál de ellos es mayor.

Sin embargo, todavía existe otro punto que tenemosquesercapacesdedecidir,

que es la obtención de la etiqueta de los tokens producidos por el disparo de una
a

transición. Ello requiereque seamoscapacesde obtenerel tokenprecondiciónde it

(entre los utilizados para su disparo) cuyo instantede disponibilidadseamáximo.

Si todos estos instantes de disponibilidadsondistintos,entoncespodremosdeter- a

minar en tiempo finito el máximo; sin embargo ¿ Qué pasa cuando tenemosdos

tokens maximales con el mismo instante de disponibilidad? En estecaso no po-

dremosdecidir cuál de ellos esmayor,puesde hechoninguno lo es,pero tampoco

seríaposibleen generalconcluir en tiempofinito que cualquieranossirve, por ser a
ambos iguales. Ahora bien, afortunadamentees siempreposible encontrarun e

suficientemente pequeño, tal que si los instantes de disponibilidad de los tokens a

en litigio no difieren en más de e unidadesde tiempo, entoncescualquierade ellos

puede ser utilizado comosi fueseel maximal (no afectandolaeleccióna la validez a
de la construcción para decidir la alcanzabilidaden tiempo ¡3). La determinación

de dicho valor e es compleja, y se basaría en aprovechar las diferencias positivas a
entre toda combinación lineal con coeficientes naturalesde las duracionesde las

transiciones y ¡3. No obstante,confiamosque con estainformaciónel lector quede
a

convencido de la existencia de dicho e, que en el fondo es lo que importa.

Consideremos entonces un marcajeM de N. Si M es estable podemosaplicar
a

el teorema 7.3, y dado que el problema de alcancede submarcajesesdecidible en

redes no temporizadascon su semánticaordinaria, concluimosla decidibilidaddel

alcance estricto en redes temporizadascon duracionesreales. Si Al no es estable,

entonces es posible volver hacia atrás el marcajeAl hastaun marcajeestable

anterior. Dado que podemosdecidir la alcanzabilidadde estemarcajeestable,

podremosdecidir la alcanzabilidaddel marcajeno establede partida. O

a
Seguidamente definimos una codificación que nos permite demostrar también

la decidibilidad de la 13-vivacidad. Dichacodificaciónestáinspiradaen la utilizada

anteriormentepararesolverel alcanceestricto;sin embargo,puestoque los marca-

jes departida queahorahemosdeconsiderarson todos los marcajesalcanzables,
a

no podemos anotar información sobre los tokens desde el marcajeinicial, pues

esto nos conduciría a trabajar con un numero infinito de colores. Por tanto, la
a
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codificación en estecaso funcionaen tres fases,que describimosa continuación

informalmente.

En una primera fasepermitiremosa la red construidaevolucionarlibremente

bajo la reglaclásicadedisparo,manteniendola anotación(O,.. . ,O) sobre todos los

tokens. Entonces,todo marcajeestablealcanzableen la red de partidapodráser

alcanzadotambiénen la codificaciónen estaprimera fase. El pasode la primera

fasea la segundafase puedeocurrir en cualquiermomento,y ésteseseñalame-

diantela ocurrenciade una nuevatransiciónfin1, añadidaa la red construida.

En lasegundafaseyaempezamosa anotarinformaciónsobrelos tokens,aunque

sólo sepermiteel disparode transicionesqueutilicen tokenscon anotación(O,... , O).

Entonces,los tokensgeneradospor las transicionesdisparadasenestasegundafase

no puedenserutilizadosennuevosdisparosenestafase. Simulamosasílaejecución

de un pasoen la red original. La finalizaciónde la segundafaseocurrirácuando

se dispareunanuevatransiciónfin2.

Finalmente,enla tercerafaseyasepermiteeldisparode transicionesdeacuerdo

con la semánticaintroducidaen la definición 7.8, lo que incluye en particular la

utilización de todos los tokensproducidospor las transicionesdisparadasen las

fases anteriores.

Definición 7.11 SeaN = (P,T, F, W,3, Al0) unaRed dePetri TemporizadaMar-

cadacon duracionesrealesy ¡9 un instantereal dado. Asociamosal par (iv, ¡3)
una Red de Petri Coloreada Nf, basada en la propia red N, pero sin tiempos,

Nf, = (P’,T’,F’, W’,Al’ De nuevo, los tokens de Nf, estaránetiquetadospor

tupías (e1,... ,e,.) E IN’~, donde u = TI y 3e1 3(t1) <13.
La red Nf, se define como sigue:

= P U {pí, ¡12, ¡13}

= T U {finí, fin2}

= F U {(pí,finí), (finí,p2), (p2,fin2), (fin2,p3)}

Al~P)={ Mo(p) 21,
Por supuesto,los tokensdel marcajeinicial tienen comoanotación(O,... , O).
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La regla de disparo de la nueva red Nf, se define como sigue:

El disparode la transiciónfin1, para i 1,2 está permitido cuando el lugar p~ a
estémarcadopor un token. El disparode dichatransiciónproduceun tokensobre

el lugar ¡11±1,el cual va anotadocon (O,... , O).
a

Seaentoncesit E T con it = {pí,. - - ,pk} y r = {~4,. . . ,p;}~ y seanW(p5,t) =

u5, para j = 1,~, le y W(it,p5) = mli, para h = 1,..., 1. La transición it está
a

permitida bajo un marcaje Al de Nf, si y sólo si estápermitidaenel sentidoclásico
(hay suficientestokenspara dispararlaen sus lugaresprecondición)y ademásse

cumple una de las siguientes condiciones: a

- Al(p1) = 1.
a

- Al(p2) = 1, y VJ E {1,. . . , k} existen al menos u5 tokens en el lugar p~

anotadoscon (O,...,O). a

- Al(pa) = 1 y el disparode it es admisible (para un cierto conjunto de tokens

sobresuslugaresprecondición)en el sentidode la definición 7.8. a

El efecto del disparode it dependeráde la faseen que nosencontremos,y de las a
etiquetasde los tokensutilizadosparasu disparo(de nuevorepresentamospor O

las etiquetasde dichostokens): a

- Si Al(p1) = 1, entonces se sustraen de cada lugar PJ los n~ tokensconside-

rados,y segenerannuevostokenssobrelos lugarespostcondición(segúnla a
reglaclásicade disparo),todosellos anotadoscon (O,... , O).

- Si Al(p2) = 1 y 3(t) > ¡3, entonces únicamente se sustraen de cada lugar

p~ los u5 tokensconsiderados,no creándosenuevostokenssobrelos lugares
a

postcondición.

- Si Al(pí) = O y 3(it) =13, entoncesse sustraende cadalugar p~ los ng to- a
kensconsiderados,y seañadennuevostokenssobrelos lugarespostcondicíon

(segúnla reglaclásicade disparo), todos ellos anotadospor ¿ = e~ + X(t), a

siendoe’ la etiquetadel tokende 0 en la que se alcanzael máximo instante

de disponibilidad. a

La notación para representar la evolución de Nf, es la usual, M[it)dAl’. E’
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De nuevo,es posiblecodificar estasredescoloreadasmedianteRedesde Petri

No Temporizadascon su semánticaordinaria.

Definición 7.12 SeaN = (P, T, F, W,3) una Red de Petri Temporizada con du-

raciones reales, 13 un instante real dado, Al0 un marcaje inicial de N y Nf, =

(P,T, F, W,Alo) la red coloreada asociada según la definición 7.11. Definimos la

red de Petri Nf,’ = (P”, T”, F”, W”, AIg) con la semántica ordinaria de secuencias

de ocurrenciade la forma siguiente:

P”=PUP1u U 11, siendo P0={(p,e)¡pEP},Pí={fí,f2, fa}

eEC

T”= TiU{(x,it,i)IÉET,1<i<2,XEB(it)}U{Qr,it,3)jteT,XEA(t)},

siendo A(t) definido como en la def. 7.9, T1 = {rí, r2}, y B(t) =

{((Pí,e1),...,(pí,eX,),...,(pk,et),...,(pk,e~k )Ie~ —Ó 1< h <le,

1 < < nh}, siendo O = (O,..., O), .it = {pí, . . . ,Pk}, u5 = W(pg,it),

parajE{1,...,k}

= {(f~, r1), (r1, f~±~)i = 1, 2). u {(f~, (x, it, i)), ((x, t, i), .11) ¡i = 1,2,3,

(x,it,i) E T”} u {(p,(x,it,i))¡(p,it) EF, (x,it,i) E T”}u
{((x,it,i),p) (it,p) EF, (x,t,i) E T”} U {((p,Ó),(x,t,i)) Ii =i <2

it E T, (p, O) E P~, (a,, it, i) E T”, Eh tal que (p, O) = x~} U

{((x,it,1),(p,O)) [(p,O) E F~, (x,t,1) E T”, p E itju
{((x,it,2), (p, e)) 1 (p, e) E P~, (z,t, 2) E T”, 3(t) =¡9, p E it, y e es la

etiquetaobtenidatras el disparode it bajo la configuraciónde tokens x}

U {((p, e), (z, it, 3)) 1 ~ e) E P0, (x, it, 3) E T”, Eh tal que (p,e) = Xli). U

{((x,t, 3), (p, e)) [(p,e) E .P0, (x,it,3) E T”, p E it, y ceslaetiqueta

obtenidatras el disparode it bajo la configuraciónde tokensx}

{h eL eL0, ((ps,eL),(x,it,i))E F”}¡ sif = ((pg,cj0),(x,t,i)),f = con Ii0 E {l,. .-,flá} y] E {l,. . . ,k}

= (t,p) si f = ((a,, it, i), (p,e)) y f = ((a,, it, i),p)W(P,it) si f = (p,(x,t,i))

en caso contrario

E’
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a
Es relativamentesencillo,aunquesí un tantoaparatosoy aburrido,probarque

Nf,’ codificaefectivamentea la redNf, (la demostraciónsigueargumentossimilares

a los utilizadosen la pruebadel teorema7.2).

Definición 7.13 SeaN = (P,T, F, W, 3, Mo) una ReddePetri TemporizadaMar- a
cadacon duracionesreales,¡3 un instante real dado y Nf, = (P’, T’, F’, W’, Al4~) la

redcoloreadaasociadaa N segúnla definición 7.11. a

1. Definimosel siguienteconjuntode marcajesde Nf,
a

CM = {Al ¡ BM’ E [Al¿>d, Bu = fin1 . . . fin2, Al’[a>dAll

Nótesequepor la formade a el marcajeAl’ debecumplir en particularque

M’(p1) = 1. Los marcajesdeCM sonlos marcajesde Nf, quesonalcanzables

al finalizar la fase 2. a

2. Definimos la función p : CM —* M, siendoM el conjunto de marcajesde

N, de la forma siguiente: p(Al) = (A?t, M2) siendo

- Alí(p) = M(p) — {n(p,e) e E e —

- Vi E T, it # 0, At(t, 3(t)) = n(it, x(p))/W(t, p), siendo p E it.

Obsérveseque estadefinición no dependedel lugar p E it elegido,pues

ME CM.

- VIET, Va <¿(it) A¾(ta) = O

Estafunción asociaa cadamarcajedeCM un marcajede N, que corresponde a
al marcajeque seobtendríaen N disparandotodasjuntas las transiciones

(cuyo conjuntode lugarespostcondiciónseano vacío)queestánenejecución

en Al. Entonces~(M) es el marcajeobtenidotras esedisparo,pero en el

mismo instantedel disparo. En estadefinición la información de qué tran-
á

sicionesestánen ejecuciónseobtieneen basea las etiquetasasociadasa los

tokensde los lugarespostcondición.En concreto,unatransiciónit habrásido

disparadasi tenemosal menosW(t,p) tokenscon anotaciónx(t) sobrecada

lugar p c it. Evidentemente,estainformación sólo puedeobtenersepara

aquellas transicionescuyo conjunto de lugarespostcondiciónsea no vacio.

Sin embargo, tal definición es perfectamente lícita, pues las transiciones en

a

a-
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ejecuciónen Al que no tenganpostcondicionespuedenversecomo si hu-

bieranocurrido en el último momentode la fase1. Quedaasí correctamente

simuladosu efecto, puesdesapareceríanen efecto los tokenscorrespondien-

tes a susprecondiciones,con lo que no podríanserutilizadosparadisparar

las transicionesde la fase 2 que sí tienen postcondiciones;mientrasque el

tratamiento(vacío) que recibensus lugarespostcondicioneses el adecuado,

pueslos mismosno existen.

3. SeaAl E M. Consideramosel multiconjuntode transiciones11 en ejecución

en .A?i, y el marcajeAl de Nf, inducido por Al definido por

SR(t).W(p,t) VpEP sip’pEP{ :«~ Si 71 = 712en caso contrario

estandotodos sus tokensetiquetadospor (O,...,O).

Definimos entoncesla función ~ : M —> CM, de la forma siguiente:

«2) = Al’, siendo Alfa fin2>dM’, donde a E see(R)(ver definición 5.26).

Obsérveseque estadefinición no dependedel a elegidoen .see(R),pueslas

transicionesdisparadasen a no usantokensproducidospor transicionesde

la propiaa.

Estafunción asociaa cadamarcajede N un marcajede Nf,, obtenidodis-

parandosecuencialmentelas transicionesque seencuentranen ejecucionen

Al partiendo del marcajeestableobtenidoa partir de Al anulandola eje-

cuciónde las transicionesen 11.

E’

Teorema7.4 Sea N = (P,T, F, W,3, Al0) una Red de Petri TemporizadaMar-

cadacon duracionesreales,it E T, 13 un instante real dado y Nf, = (F’, T’, F’, W’,

M¿) la red coloreada asociada a N segúnla definición 7.11.

Entoncesit es¡3-vivaenN si y sólo si paratodo marcajeAl’ de Nf, perteneciente

al conjuntoCM definidosegúnla Def. 7.13 existeun marcajealcanzabledesdeAl’,

Al”, quepermiteel disparode it.
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a
Demostración:

4: Supongamosque it sea13-viva y seaAl’ E CM. Entonces,el marcaje~(M’)

es alcanzableen N en un cierto instante. Es más, estemarcajepuedeobtenerse

por el disparodel pasoconstituidopor las transiciones(de T) de la secuencíaa a
proporcionada por la definición de CM en esemismo instante.

Como it espor hipótesis¡3-viva,existiráun marcajealcanzableen ¡3 pasosdesde
a

so(M’) (en N) que permiteel disparode it. La secuenciadepasosque nosconduce
a dichomarcajeen N puedeserejecutadatambién(secuencializandolos pasos)en

Nf, desdeel marcajeM’, lo quenos conducea un marcajeAl” en Nf, que permite

el disparode it, tal como pretendíamos demostrar.

.~z: Sea ahora Al un marcaje de N. Consideremosentoncesel marcajeAl’ =

«M) E CM. Por hipótesis,existeu tal que Al’[u>dM”, con Al”[it>d. Ahora bien,

las transicionesdea puedentambiénejecutarseen N desdeelmarcajeKl (teniendo

encuentalos instantesdedisponibilidaddelos tokensqueutilizan), pueslos tokens

producidospor las transicionesen ejecuciónen Al estándisponiblesanteso a la

vez que en Al’ (en Nf,). Es decir,podremosencontrarun marcajealcanzableen ¡3
pasosdesdeAl que permiteel disparode it. E’

Teorema7.5 SeaN = (P, T, F, W, 8, Al0) una Red de Petri TemporizadaMar-

cada con duraciones reales, it E T, ¡3 un instante real dado que no sea combinación

lineal con coeficientesenterosno negativosde las duracionesde las transicionesde a
N y Nf, = (P’, T’, F’, W’, M¿) la red coloreadaasociadaa N segúnla definicion

7.11. a
Es decidible si VM’ E CM existeun marcajealcanzabledesdeAl’ (en Nf,) que

permiteel disparode it.

Demostración: Sea Nf,’ la Red de Petri No Temporizada asociada a Nf, (ver

definición 7.12). Entoncesconsideremosla red Nf,” obtenidaa partir de Nf,’, eli- a
minando la transición fin2 y el lugar ¡13. Los marcajesalcanzablesde la red así

obtenidasonentonceslos marcajesalcanzablesen Nf, en la fase2. a
Consideremosentoncesel conjuntode marcajes....... ,Mt} obtenidopara

dichared por aplicacióndel teorema2.3. Recordemosque esteconjunto de mar-
a

cajesverifica que para cualquiermarcajealcanzableAl’ en Nf,” existealgún i E

{1,. . . , b} tal que Al’ cubre a Mt.
a

a
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EntoncesVM’ E CM existe un marcaje alcanzable desde Al’ (en Nf,) que

permite el disparo de it si y sólo si para todo i E {1,... , b} existe un marcaje

alcanzable a partir de ML en Nf,’ que permite el disparo de 1.

La implicación directade tal afirmaciónes inmediata. Veamosla pruebadel

recíproco:

Suponemosque para todo i E {1,. . . , b} existe un marcajealcanzableque

permiteel disparode it. SeaentoncesAl’ E CM. Por definición de CM existirán

Al y a = fin1 . . . fin2 tales que M[a>dAl’. Seaentoncesa’ la secuenciaobtenida

a partir de a cancelandoel disparode fin2, y sea Al” dado por M[a’>dAl”. El

marcajeAl” básicamentecoincideconAl’ (sólo difiere enel marcajede los lugares

Pi y P2), pero con la diferenciade que esalcanzableen la fase 2. Por tanto puede
seralcanzadoen la red Nf,’. Existe entoncesun i E .1.... , b} tal que Al” > Mb.

Por hipótesis,desdeel marcajeML podemosalcanzar(en Nf,’) un marcajeque

permite el disparo de it. Por tanto, la secuenciade ocurrenciaque nos permite

alcanzar dicho marcaje puede también ser disparada desde Al”, pues Al” cubre a

Mt, y en consecuencia,desdeAl’ (pero ahoraen Nf,).

En definitiva,hemosreducidoel problemaa un númerofinito de problemasde

cubrimiento de marcajes, que como sabemos es un problema decidible. E’

Corolario 7.5 SeaN = (P,T, F, W,3, Al0) una Red de Petri Temporizada Mar-

cadacon duracionesrealesy ¡3 un instante real dado que no sea combinación lineal

con coeficientes enteros no negativos de las duraciones, de las transiciones de N.

Es decidiblesi N es¡3-viva. E’

Teorema7.6 SeaN = (P,T, F, W, 3, Alo) una Red de Petri Temporizada Mar-

cadaconduracionesrealesy ¡9 un instanterealdadoque no seacombinaciónlineal

con coeficientesenterosno negativosde las duracionesde las transicionesde N.

Es decidiblela propiedadde ausenciade ¡3-bloqueos.

Demostración: Vamosa consideraruna variación sobrela codificación intro-

ducidaen la definición7.8. En concreto,permitimostambiénel disparodecualquier

transiciónit cuandoMcix(C) + 3(t) > 13, sólo que en este caso el único token gene-

rado es un token sobre un nuevo lugar excede.De esta forma, si dicho lugar está

marcado es porque se ha disparado al menos una transición que termina más tarde

del instante ¡9.
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u

Figura37: Conexióndel lugar excedecon las nuevastransiciones U

Es de nuevo relativamente sencillo codificar esta semántica con la semántica u
ordinariade redesno temporizadas.

Pordefinición, un marcajemuertoes establey no permiteel disparode nuevas
u

transiciones.De estaforma, un marcajemuertoalcanzableen tiempo ¡3 en N es

estable,y al trasladarel problemaa la codificación citadano obtenemostokens

sobreel lugarexcede.Por tanto, la propiedad de 13-bloqueo de la red N se reduce al

problemade quela red construida(Nf,) puedabloquearsepor ausenciade tokens,

no por la restricción semántica introducida. Esto no se traslada evidentemente de a
forma directaa un problemade ausenciade bloqueosen la red no temporizada

construidapara simular estasemánticaordinaria especial,dado que estasredes

terminangeneralmenteenbloqueos(salvo quehayatransicionesautónomas).

Sin embargo,podemosañadiruna transición it conectadacon el lugar excede

tal como se indica en la figura 37. Con esta transición it conseguimos que la red

no temporizada (que nos permite simular la semántica introducida) no se bloquee

en cuanto aparezca un token con un instante de disponibilidad mayor que ¡3. En

consecuencia,si estared sebloqueaes porqueha aparecidoun bloqueoantesdel

instante¡3, como queríamos. De estaforma, nuestroproblemade ausenciade ¡3-

bloqueoslo reducimosa un problemade ausenciade bloqueossobreuna Red de
a

Petri No Temporizada,quecomasabemosesdecidible. E’

a

a

a

a

a



Capítulo 8

Bisimulación

En estecapítulointroduciremosla nociónde bisimulación,que ha sido propuesta

parareflejar la semánticadeunaReddePetridesdeel puntode vistaobservacional.

Estosehacedeunaformaindirecta,por mediode unanocióndeequivalenciaentre

Redesde Petri, que nos indica cuándodos redesson indistinguiblesrespectode

dicho criterio. Como quiera que se trata de una noción de equivalencia“muy

fuerte” es de gran utilidad de caraa demostraro que un sistemacumple las

propiedadesmásusuales,por seréstaspreservadaspor la bisimulación. Paraello

bastaríaobtenerun sistemabisimilar con el departida,sobreel queseamássencillo

comprobar dichas propiedades.

En concretoconsideraremosen estecapítulola nociónde bisimulaciónpreser-

vando historiasintroducidaen [RT8S]bajo el nombrede bisimulaciónde estruc-

turas de conducta. En [Vog9l] se estudiaestanoción de bisimulación bajo la

semanticade interleaving,demostrandola decidibilidaddel problemade determi-

nar sí dos redessonbisimilares. Nosotrosextenderemosesteconceptoparacubrir

la semánticade pasos,que capturade forma másexplícita la concurrenciareal.

En el capítulosiguientedefiniremosel conceptode procesotemporizadoy lo

relacionaremoscon las secuenciasdepasostemporizadas.Ello nospermitiráexten-

der el conceptode bisimulación preservandohistoriasa las RedesTemporizadas.

‘En el sentidode que es unanociónde equivalenciaverificada por “pocos” pares de redes, por
lo que preservamuchaspropiedades.

167
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a
8.1 Procesosde Redes de Petri

a
Presentamosprimeramenteel conceptodeprocesoy las relacionescon la semántica

de interleavingparaRedesde Petri No Temporizadas(ver [Bes86l).

La definición de procesos requiere considerar un tipo especial de Redes de Petri,

las llamadasRedesde Ocurrencia,quesecaracterizanpor la ausenciade conflictos

y de ciclos.

Definición 8.1 (Redesde Ocurrencia)
aUnaRed de Petri Ordinaria (B,E, F) se dice que es una Red de Ocurrenciasu

satisfacelas dos condicionessiguientes:
a

• Vb E B : ¡b¡ < 1, M¡ =1

• Vz,y E Bu E: (x,y) E F~ !=‘ (y,x) « F’ a

siendoF~= U{F~InElN,n#O} 1
It

E’

En las Redesde Ocurrencialos lugaresrepresentancondicionesy las transi-

cioneseventos.Las Redesde Ocurrenciaexpresanuna dependenciacausalentre

los eventosdel sistemaque seponede manifiestoen la posibilidad de definir un a
ordenparcial global sobrela red.

Definición 8.2 (OrdenParcialAsociadoa una Red de Ocurrencia)

SeaN= (B, E, F) unaReddeOcurrencia.Seael conjuntoX = B uE. Definimos

el arden parcial < sobreX asociadaa N de la forma siguiente:

a
Igualmente definimos <~ F~.

Es inmediatocomprobarque “<“ esefectivamenteun ordenparcial. E’

a
Definición 8.3 (Cadenasy Anticadenas)

Sea(B,E, E) una Red de Ocurrenciay sea < el ordenparcial definido anterior- a

mente.

1. Se definen las relacionesu = (= u =), eo = (X x X — ti) u idx, donde a
X=BuE.

a

a

a-



8.1. PROCESOSDE REDESDE PETRI 169

2. Se dice que 1 C X es una cadenasu Vx, y E 1, (x, y) E ti.

3. Se dice que 1 C X es una línea su es una cadena maximal, es decir, Vz E

X —1, Bx E 1, (x,z) «1.

4. Se dice que e C X es una anticadenasu Vx,y E e, (x,y) E co.

5. Se dice que e G X es un corte su es una anticadenamaximal, es decir,

Vz E X — e, Bx E e, (x,z) « co.

6. Un corte e se dice que es un B-eoritesu e C E’.

E’

Las relacionesti y co denotan,respectivamente,la causalidady la concurrencia.

Las líneasvienena serlos subprocesossecuencialesde (E’, E, F), mientrasque los

cortesreflejan los estadosposiblesde (B, E,F).

Definición 8.4 SeaN= (E’, E, E) unaReddeOcurrencia,X = B u E, y (X, =)
el conjuntoparcialmenteordenadoasociado.Se definen:

1. Min(N) = {z EX 1x =

2. Max(N) = {x EXIx=@}

3. Para dos anticadenas e1,e2 ~ X, se define el intervalo entrec1 ye2por medio

de

[e” e2] = {z eX ]x E e1, By E e2, x =2 ~ y}

4. SeaA C X. Se definen

J. A = {y E X ¡ Bx E A, y =x}

1 A = {z E X ¡ Bx E A, x =z}

E’
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a

8.1.1 Procesos de Redes de Petri con la Semántica de

Interleaving

Definición 8.5 (Procesos)

SeaN = (5, T, F, Al0) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida. Sea a
= (B,E,F’) una Red de Ocurrencia, y p : E’ u E —~ 5 u T una función de

etiquetado.

El par ir = (N’, p) es un procesode N su satisfacelos siguientesaxiomas:

1. Alin(N’) es un B-contede N’. a

2. p(B) C 5, p(E) G T.

3. Ve E E, Vs E 5, 14/(s,p(c))= p—i(s) 9 e¡, y W(p(e),s)= ¡p—i(s) fl e¡,

siendoW(f) =0, si f ~ F, y W(f) = 1, si f CF. a

4. Vs C 5, Mo(s) = ¡p’(s) fl Alin(N)I.
a

E’

El axioma 1 estableceque sólo los lugarespuedenser elementosiniciales, y

además,los lugaresiniciales no guardanrelacióncausal. El axioma 2 indica que

la función de etiquetadorelacionalugarescondición de N’ con lugaresde N, y

eventosde N’ con transicionesde N. Es importanteprecisarque la función p no

es necesariamenteinyectiva, lo que significa que varios lugarescondición de N’

puedencorrespondera un mismo lugar de N, y que varios eventosde N’ pueden

correspondera unamismatransiciónde N. La ideaenestesentidoconsisteenque

cadatokensobreun lugar s de la redde partidaN vaasociadoa un lugarcondición

distinto de la red de ocurrenciaN’, y que cadainstanciade una transiciónde la

red de partida (que puedaserdisparadade forma simultáneavarias veces) lleva

asociadoun eventodiferenteen la red de ocurrenciaN’. El axioma3 refleja esta
a

idea,estableciendoque dadosun lugar s y un eventoe cualesquiera,existeun arco

desdes a la transiciónasociadaa e (resp. de la transiciónasociadaa e a a) en N
a

si y sólo si hay un único lugar condición que estéen la precondiciónde e (resp.

postcondición)que estéasociadoal lugar s en la red N’. Finalmente,el axioma4

fila quelos lugarescondicióninicialesde N’ correspondenexactamentea los tokens a
del marcajeinicial; es decir, para cadalugar marcadode la red N y cadatoken
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a,

a

2

Figura 38: Red de Petri N

a1 X1b1 a

a¿~jL~bs

Figura 39: Un proceso de la red N

sobre dicho lugar, se dispone de un lugar condición asociado a dicho lugar en la

red N’.

Ejemplo 8.1 Consideremosla Red de Petri MarcadaN = (5, T, F, Mo) definida

de la forma siguiente (ver figura 38):

5 = {a, b}

T = {a,, y, 4
F = {(a, a,), (a,, b), (b,y), (y, a), (a, z), (z, 6)).

Alo(a) = 2, Al0(b) = O

y seaN’ = (B,E,W) la red de ocurrencia siguiente (ver figura 39).

B = {aj, a2, a3, b~, 62, b~}

E = {x1, Yi, z1, z2}

VV = {(aí,xí), (a,í,bí), (bí,yí), (y1,cz2), (a2,zí), (zi,b2), (as,z2),(z2,bs)}

Entonces (N’,p) es un proceso de N, tomando p(ag) = a, p(b~) = 6, p(a,g) =p(yg) = y y p(zg) = E’
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a
Dada una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida N, podemos definir

un proceso especialmente simple asociado a N, de la forma siguiente: iro(N) =

((Bo,0,0),po),siendo E’0 = {b~(s) Ls E 5,1 =] =Mo(s))., y po(bg(s))= 8, Vs E

S,V] E {1,...,Alo(s)}.
a

NOTACION: Dado un procesoir = (N’,p), se sueledenotarpor ½al conjunto

Min(N’), y por ir al conjunto Max(N’). a

Definición 8.6 (IsomorfismoentreProcesos)

SeaN unaRed de Petri OrdinariaMarcadaT-restringida,y seanir1, ir2, procesos S

de N. Se dice que ir1 y ir2 son isomorfos, lo que sedenotapor ir1 ~ ir2, sí y sólo

sí existeuna biyección ¡9 : X1 —+ X2, tal que

1. Va, EX1, pí(x) = p2(¡9(x))

2. Va,~, a,2 E ><1, z1 =1 a,2 <t ¡9(a,í) =~¡3(x2) 1

a
E’

a
Es de interés el poder relacionarlos procesosde una Red de Petri con sus

secuenciasde ocurrencia. La ideaes que los marcajesque van siendoobtenidos
a

a lo largo de la ejecuciónde la secuenciade ocurrenciacorrespondena B-cortes

de la red de ocurrenciade un procesocompatible(en un sentidoque más tarde

precisaremos)condichasecuencia.Además,el ordendedisparode las transiciones

en la secuencia de ocurrencia se corresponde con el orden parcial que guardan los

eventosasociadosa dichastransicionesen la red de ocurrenciacitada. Todo ello

se precisa en la siguiente definición y en los teoremas posteriores.

Definición 8.7 (CompatibilidadentreProcesosy Secuenciasde Ocurrencia)

Sea N = (5, T, F, Al0) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida, ir = a
(N’,p) un procesode N, y a = Al0t1Al1 . . . Al,.1it,.Al,. una secuenciadeocurrencia

de N. Sea 1 = {1,. . . , n} el conjuntode índicesen a. Entoncesdecimosque a y

ir son compatiblessu existeuna función biyectivapos : E —* 1 tal que

1. Ve E E, p(e) = itpos<~ (la función posda la posición de la transición asociada

al eventoe en la secuencia a).

a

a-
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2. Ve, e’ E E, e < e’ !=~pos(e)<po.s(e’) (la función pos respetael orden).

E’

Teorema8.1 Sea N = (S,T,F,M0) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-

restringida, ir = (N’,p) un procesode N y a una secuencíade ocurrenciade N

compatiblecon ir medianteuna biyección pos. Se definende forma recursíva

1. e0=ir

2. e1 = (ej...~ — (poc’(i))) u (por’(i))

Entonces

1. Vi E 1 u {0}, e1 es un B-eortcde N’.

2. Vi c 1 u {O}, Vs E S, Al1(s) — p’(s) n c~¡

3. Vi cf u {O}, [½,e~] fl E = {por’(]) ¡] =i,] cf).

4.B= u ~
leIu {o}

Demostración: Ver [Bes86].

Definición 8.8 SeaN = (5, T, E, Alo) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-

restringida.

1. Dadauna secuenciade ocurrenciaa de N definimos

II(a) = {ir ir esprocesode N compatiblecon a).

2. Dadoun procesoir de N, definimos

Lin(ir) = {a ja es secuencia de ocurrenciacompatiblecon ir).

E’

o
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Teorema8.2 SeaN = (S,T, F, Al0) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-

restringida, y sea a = M0t1M1 . . . Al,..1it~Al,. una secuencia de ocurrencia de N.

Entoncesexisteal menosun procesoir que es compatible con a. De hecho, todos los

procesoscompatiblescon a puedenconstruirseen la formaindicadaen la siguiente

demostración,que en estecaso,por su interés,incluimos parcialmente. a

Demostración: Cadauno de dichosprocesosseconstruyende forma inductiva a
sobre el número de transiciones en a, comenzando con el proceso iro(N).

Supongamosentoncesdefinido uno de ellos, ir1 = (N1,pi), y veamoscómo ex-
a

tenderlode caraa obtenerun procesoir1~1. Para ello, para cada s E t1~1 seelige

una condición b(s) no elegidaanteriormente,con b(s) E ir fl p7
1(s),y seañade

un nuevo evento e, con (6(s),e) E F
1+1, PI+i (e) = t1~í. Además, para cadas E t~

seañadeuna nuevacondición b’(s), conpj±~(6’(s))= s, y (e, b’(s)) E F1.n.

Paracualesquieraa,,y E E’1 u E1 se hace: p1vjx) = ¡11(X), y (a,,y) E F4í ~

(a,,y) E F1.

Esta extensióndel procesoir1 al ir~.1 sedenotacomo sigue:

ii+I
u ~ 7t~1 a

Este razonamientoinductivo finaliza cuandoi = u. Las demostracionesde

que los si1 estánbien definidos, de que son efectivamenteprocesosy de que to-

dos los procesoscompatiblescon a puedenser construidosde estaforma no son

excesivamentedifíciles, aunquesí muy aparatosas,por lo que seomiten. Pueden

encontrarsecondetalleen [Bes86]. O

Unaconsecuenciainmediatadel teoremaanteriores la ausenciadeunicidad en

la relacióndecompatibilidadestablecidaentresecuenciasdeocurrenciay procesos.

De la demostraciónse concluyeque cadaforma de extenderun procesosi1 al si-

guiente ir1.~.1, pasapor seleccionarun lugar 6(s) de entre los varios posibles que a
cumplanuna ciertacondición (la ideaintuitiva que haydetrásesque la definicion

que hemosintroducidode procesoses capazde distinguir tokens), lo que al final

generavariosposiblesprocesoscompatiblescon unamismasecuencíadeocurrencia. a
Si pretendemos que se dé necesariamente dichaunicidad, hemosde restringirnosa

una claseadecuadade redes,para las cualesno existatal posibilidadde elección.

Tal esel casode las redes 1-seguras,en las que al disponerde a lo más un token

a

a
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en cadalugar,no podemos“seleccionar”un tokenparticulara la horade disparar

una transícion.Portanto, tenemosel siguiente

Corolario 8.1 SeaN una Red de Petri Ordinaria Marcada 1-segura y sea a una

secuenciade ocurrenciade N. Entonces [ir(a)l= 1.

El siguienteteoremanosproporcionael recíprocodel anterior.

Teorema83 SeaN unaRed de Petri OrdinariaMarcadaT-restringida,y sea

si = (N’,p) un procesode N. Entonces:

1. Existenenumeraciones(unaal menos,peroen generalvarias)E = {e
1, ... , e,,).

talesque e5 < ej != ] < i.

2. A partir de cadanumeraciónE de las anteriores,puedeconstruirse(siguien-

do el procedimiento que exponemos en la demostración) una secuencia de

ocurrenciadiferentea~compatiblecon si.

3. Todas las secuencias de ocurrencia compatibles con si pueden construirse de

estaforma.

Demostración: La obtenciónde todas las susodichasenumeracioneses inme-

diata, teniendoen cuentaque =esun orden parcial,siguiendoel procedimiento

usual de obtención de las ordenacionestopológicasinducidas. SeaentoncesE

una ordenaciónen los términos indicados. Se define la secuenciaa, como sigue:

it1 = p(e1), y pos(e1) = i, para 1 < ~ < u. Como E es una enumeracionse

concluyeque pos esuna biyección, y que satisfacelas condicionesde la definición

8.7. Además,se definene0 = ½,e1 = (e1.1 — e1) u e. No es difícil, aunquesí

aparatoso, demostrar que:

1. Los Cj son B-cortes.

2. [7r,c1] O E={eí,...,e,.).,yquee1ce¿...1,parao<i<n.

3. a = M0it1M1 ... Al,. es una secuencia de ocurrencia de N, siendo M1(s) =

¡p’(s) O cí¡, para 1 <i < u.
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a
Los detallesde estasdemostracionespuedenencontrarseen [Bes86],así como

la prueba de que todas las secuencias de ocurrencia compatibles con ir pueden

construirseen dichaforma. E’

Definición 8.9 SeaN = (S,T, E, Alo) una Red de Petri OrdinariaMarcadaT- a
restringida,seair = (N’,p) un procesode N, y seae un B-eortede N. Definimos

a
1. t (e,ir) como la restricciónde ir a los nodos~ e.

2. t (e, si) como la restricción de ir a los nodos ~ c. a

E’ a

Teorema8.4 SeaN = (5, T, F, Alo) una Red de Petri Ordinaria MarcadaT-

restringida,si = (N’,p) un procesode N y e un B-cortede N. Entonces:

1. .¡ (e«si) es un procesodeN. a

2. Vs E 5, Al(s) = ¡p1(s) A cj es un marcaje alcanzable deN.
a

3. 1 (c,si) esun procesode la red marcadaN = (S,T,F,Al).

a
4. Si a1 = M0it1Al1 ... Al,. esunasecuenciade ocurrenciadeN compatiblecon

1 (e,lr) ya2 = Mit~M . . . Al,’,. esunasecuenciade ocurrenciade Ñ compati-
ble con ~ (e,ir), entoncesAl = Al,., y a1a2 = Al0t1M1 . . .Al4Al . . . Al4, es

una secuencia de ocurrencia de N compatiblecon si.

Demostración:

1. Es una comprobaciónrutinaria de los axiomasque definenun proceso.

2. Se realizaun razonamientoinductivo sobren= E fl [si,e]I.

Para u = 0: e = tr, y entoncesbastaaplicarel axioma4 de la definición de

proceso.

Paran> O: Seae un eventoextremode .1 (e,lr), es decir, un evento tal que

no existee’ E EA [½, e], con e < e’. Entonces, puede demostrarse que e tE e

e A c = 0, y quee’ = (e — e) u e es un B-cortetal que .1. (e’, ir) tiene u — 1

a

a-
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eventos. Puedeentoncesaplicarsela hipótesisde inducción, obteniéndose

que el marcaje dado por

es alcanzableen N. Bastaentoncesaplicar el axioma3 de la definición de

procesoparaconcluir queel marcajeAl esalcanzable.

3. Es de nuevouna comprobaciónrutinaria,en la que seaplica el apartado2

de este mismo teorema.

4. Basta considerar la igualdad Al,.(s) = p’(s) A ej, que puededemostrarse

por inducción. La compatibilidad de a1a2 puede probarse por medio de la

funcion

pos(e)= { pos1(e) si e E E A [Alin(N), e]

u+ pos2(e) en caso contrario
E’

Tambiénescierto el recíprocodeesteteorema.

Teorema8.5 SeaN = (S,T, F, Al0) una Red de Petri OrdinariaMarcadaT-

restringida,ir = (N’,p) un procesode N y a = Al0it1M1 .. . una secuencia de

ocurrenciade N compatiblecon ir. Entonces,para todo u E Di, u < r existe

un corte e,. tal que a1 = M0it1M1 ... Al,. es una secuencíade ocurrenciade N

compatiblecon ~ (e,., si), y a2 = Al,.it,.±1... Al~ es una secuenciade ocurrenciade

(S,T,F,AlT.)compatiblecon f (e,,,si).

Demostración: Bastaconsiderarlos ej del teorema8.1. E’

Las anticadenasqueestánformadasúnicamentepor lugarescondiciónsonsub-

conjuntosde B-eorit es, lo queda reflejado en el siguienteteorema.

Teorema8.6 Sea N = (5,T, F, Mo) una Red de Petri Ordinaria MarcadaT-

restringida,ir = (N’,p) un proceso de N y e0 una anticadenatal que e0 ~ E’.

Entoncesexisteun B-cortee tal que e0 ~ e.

Demostración: Ver [Bes86]. E’
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a
El teoremasiguienteexpresala relaciónexistenteentrelaactivaciónconcurrente

de transicionesy la relacion Co.

Teorema8.7 SeaN = (S,T, E, Al0) una Red de Petri OrdinariaMarcadaT-

restringida y ir = (N’,p) un proceso de N.

1. Si (eí,e2) E co, para e1, e2 E E, entonceshay un marcajealcanzableAl de

N tal que p(eí) y p(e2) son activables concurrentemente.

2. Si existe un marcaje alcanzable Al de N tal que dos transiciones t1,t2 (no a
necesariamente distintas) son activables concurrentemente, entonces hay dos

eventos distintos 61, e2 talesque (ci, e2) E co, p(eí) = ití y p(e2) = it2.

Demostración:

1. Seae0 = e1 u e2. Consideraremosel conjunto A = si u Vsi,co] u {b’ E

B 1 b’ ~ [si,e0])., y tomaremose = {b’ c Al b’ A A = 0).. Es relativa- a
mentesencillo demostrarque e es un B-corte. Sea Al entoncesel marcaje

correspondientea e. Estemarcajeesalcanzableen virtud del apartado2 del a
teorema8.4. Como e1 U e2 C e y e1 A e2 = 0, es claro que 71(61) y p(e2)

estánpermitidasde forma concurrente.

2. Como Al es un marcajealcanzable,hay una secuenciade ocurrenciaa =

MotMí ... it~M,., tal que Al,. = Al. Entonces,a escompatibleconun pro- a
cesoir = (N’,p), tal que si es un B-corite correspondientea Al. Ahora bien,

como it1 y it2 estánpermitidasconcurrentementebajo Al, debehaber dos

eventos6í y e2, etiquetadoscon it1 y it2 respectivamente,talesque la secuen-

cia de ocurrenciaa = AloitlAlI . . . Alit1Al’t2M” es compatiblecon un nuevo

procesoy (61,62) E eo.

E’ a

8.1.2 Procesos de Redes de Petri con la Semántica de

Pasos

Aunque la definición de proceséla hemoshechoen el marco de una semántica

secuencial,tambiénesposibleconsiderarlos procesosdesdela perspectivade una
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semanticade pasos. De estaforma, el conceptode procesono sufre variaciones

mientrasúnicamenteconsideremosredesfinitas, que es nuestro caso, si bien, sí

hemosde introducir un nuevoconceptode compatibilidadentreun procesoy una

secuenciadepasos.

Definición 8.10 (CompatibilidadentreProcesosy Secuenciasde Pasos)

Sea N = (5, T, F, Al0) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida, ir =

(N’,p) un procesode N y a = M0111M1. . . R,,Al,. una secuencia de pasos de N.

Se dice que a y ir son compatiblessi y sólo si existeuna función suprayectiva

pos : E —+ {1,. . .,n)., tal que:

1. Vit E T, Vi E {1, . . . ,n)., ¡pos’(i) A p’(it)¡ = R4it)

2. Ve, e’ E E, e < e’ #. pos(e)< pos(e’)

o

Teorema8.8 SeaN = (5,T, F, Alo) una Red de Petri Ordinaria MarcadaT-

restringida,ir = (N’,p) un procesode N, y a = Al0111Al, . . . R,,Al,. una secuencía

de pasos de N compatible con ir a través de una función pos. Se definen recursí-

vamente:

1. eo=•ir

2. e1 = (e1...í — pos’(i)) u (pos—’(i))

Entonces:

1. Vi E {O,1,...,u}, e1esun E-cortey Vs ES : AL(s) ¡§‘(s) A 4k

‘2. rir,4] A E= u por’(])
‘SI

3.B= U ~
iE{O 4

Demostración: Similar a la del teorema8.1. 0

Definición SAl SeaN = (5, T, F, Mo) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-

restringida. Se definen:

1. ~II(a) = {si ir escompatiblecon ¿4
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a
2. SitepQir) = {a ¡ a es compatible con ir).

E’ a

Teorema8.9 Sea N = (S,T, F, Al0) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-

restringiday a = M0R1Al1 .. . R,.Al,. una secuenciade pasosde N. Podemos a

asociar a a un proceso ir compatible con ella. De hecho, todos los procesos com-

patibles con a son los que puedenser construidosde la forma indicada en la a
siguientedemostración.

Demostración: Construiremoslos procesosen cuestión de forma inductiva,

comenzandocon ir0 = sio(N).

Unavezconstruidoun procesoir1, el mismopuedeextendersea un proceso~rI~1 á

en la forma siguiente:

En primer lugar, paracadapar x,y c B U E¿ setoma: pí+í(~) = p1(a,), con

(a,,y) E Fk su (a,,y) e ~F7.
A continuación, para cada transición it1.~.1 E

11í-n serepitenlos siguientespasos

veces:

1. Se añadeun nuevoeventoe y paracadas C it
1~1 seelige un lugar condición

¼E si,? Ap7
1(s),diferentede los elegidosanteriormente,haciéndosep

1+í(e) =

it1.~.1 y (b,,e) E n±1 a

2. ParacadasE tfl.1 seañadeun nuevolugar condición 6’, y sehace: pí+’(b’,) =
as, y (e,b’,) E fl’~1.

Esta extensióndel proceso si1 al si1~1 medianteel disparodel paso 111±1se

representarácomosigue:
+ 1

iri4piri+I

La construcción anterior termina cuando i = u. La demostraciónde quelos ir1

asíobtenidossonprocesos,y deque todos los procesoscompatiblescon a pueden

construirseenestaforma, essimilar a la del teorema8.2. 0

Teorema8.10 SeaN = (S,T, F, Al0) una Red de Petri OrdinariaMarcadaT-

restringiday si = (N’,p) un procesode N. Entonceshay una secuenciade pasos

a tal queir puedeconstruirsea partir de a por medio de la construcciónanterior.

Demostración: Ver [Bes86].

a
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8.2 eap-procesos

Una modificación posible al conceptode procesoconsisteen capturarde forma

directaen los eventoslos pasosque van ocurriendo.De estaforma, obtendremos

lo que llamaremosprocesoscon eventosasociadosa pasoso eap-procesos.

Definición 8.12 (eap-procesos)

SeaN = (S,T, E, Alo) una Red de Petri OrdinariaMarcadaT-restringida.El par

si = (N’,p), siendoN’ = (B,E,W) una Red de Ocurrenciay p = (pí,pt=)un par

de funcionesde etiquetadopi : E’ —* S, p~ : E —* 13(T), esun eap-proceso

de N si y sólo si se cumplenlas condicionessiguientes:

1. Alin(N’) esun B-cortede N’.

2. Ve E E, Vs E S

tEp
2(e) p2(e)(it) F(s,t) = pE’(~) A e¡

tEp2(e)p2(e)(it) F(it, s) = K’(s) A efl

siendoF(f) = 1 si f E F, y O en casocontrario.

3. Vs E S, : Mo(s) = ¡pE’(s) A Alin(N’) 1

o

Veamosqué relaciónguardanestosnuevoseap-procesoscon los procesosordi-

narios.

Teorema8.11 SeaN = (5,T, F, Al0) una Red de Petri OrdinariaMarcadaT-

restringida,y ir = (N’,p) un procesode N. Entonces,fr = (N’,fl), definido por

= P¡B, ~de) = {p(e)}, Ve E E, es un eap-procesode N.

Demostración: Inmediata,lo único que requierealgúncomentarioes la condi-

ción (2), que se obtienecomoresultadode la condición (3) deprocesonormal,al

ser~2(e)(p(e)) = 1, Ve E E. E’

Veamosque podemosencontrarun reciproco.
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a
Definición 8.13 SeaN = (5, T, 1’, Mo) una Red de Petri OrdinariaMarcadaT-

restringida, y sea si = (N’,p) un eap-procesode N. Definimos fr = (Ñ,fl) como

sigue:

B=B

E= U U
cEE tET,p2(e>(t)>0

Por la condición 2 de la definición de eap-procesotenemosparacadas E 5 y

cadae e E: Ipr’(~) A ej = 2 p2(e)(it) . F(s,t).
e6p2(e)

Deahí concluimosqueparacadait E p2(e), it E ? existeun conjuntode lugares

{b,... ,b;2(~)(C>} 9 pj’(s) A e. De hechosetiene:

pr’(~) A e =

U {6,. ..

tEp2(e), tEs

Por lo tanto, podemosdefinir una biyección~ —

Análogamente,paracadas E 5, cadae E E y cadait E s, it E p2(e) existeun

conjuntode lugares{b~,. . . , 9 p~
1(s) A ?, tal que:

¡1rí(s) A ? = U {b~,.. . , bp
2(e)(t)}

tEp2(e),tEs

;;.‘‘t’ tEntoncespodemosdefinir una biyección w3gu5> =

DefinimosentoncesF como sigue:

F = A u A, siendo:

F1=U U
cES sES,p~’(s>ne#~

F2=U U
cEE sES,p~

1(s)fle!=~

ñ(b)=pí(b), V6EB
= it, Ve5 E É.

a

U {(bf<I)s,e(b~)) ] = 1,... ,p
2(e)(t)}

CEp2(e), {(~s,e(t~),¿4) ] = 1,... ,p2(e)(t)}
a

La comprobaciónde que * es efectivamenteun procesoes sencilla. El único

puntoquerequierealgúncomentarioesla pruebadequeF(s,ñ(e%))= fr’ (s)Ae~,
FQ3(e~),s)= ~

1(s) A efl, Ve~ E É, Vs E 5.

Si (s,P(e5)) E E, entonces(s,it) E E. Seael eventoe E E desdeel que se

obtieneel e$ Entoncestenemosit E s A P2(e). De ahí, por la definición de É
tenemosun único ¿4 tal que (b$e%) E É.

Si, por el contrario, (s¿~(e))~ F, entonces~1(s) A •e = @, porqueen caso

contrario,existirá ¿4 E ~‘(s) A e, y por tanto, (s,t) e E, lo que contradicela

hipótesisde partida. Para(~(e~),s) serazonade forma análoga. E’

a

a

a

a

a

a

a

a

a
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En la siguientedefinición, dadoun cap-procesoir, la extensiónen un pasoa si’

sehacede la formausual, añadiendoen estecasoun unícoeventocorrespondiente

a dichopaso.

Definición 8.14 SeaN = (S,T,F,M0)una Red de Petri OrdinariaMarcadaT-

restringida,y seasi = (N’,p) un eap-proecsode N, con N’ = (E’, E, VV). Sea 11

un multiconjunto de transiciones.Decimosque si puedeserextendidopor 11 si y

sólo si Vi E 11 y Va E it existen/9,..., 6’ C si talesquepi(14~) =s, paratodoe,1 t,R(t)

] E {1,...,R(it)}.
Decimosentoncesque si’ es una extensiónde si por 11, lo que denotamospor

si severifican las condicionessiguientes:

si’ = (N”,p”), siendo N” = (B”, E”, VV”), donde

B”=Bu{b;1,..., b~R<t)Iit E 11, a E Pl

E” = E u {en).

= VV u {(b~g,eR)It E 11,sc t, 1=j= 11(t)). u
E .R,s E it, 1=] =R(it)}

p2(e) sie#en11 sie=eR

pi(b) sibEB

s sib=¿45

Veamosque si’ esefectivamenteun cap-proceso:

• Miu(N”) esun B”-corte de N”, puesAlin(N”) = Aliu(N’), y B 9 B”.

• Ve E E”, Vs E S

E p~(e)(it) . F(s,it) = p”j’(s) A •e¡
tEp’(e)

Si e ~ e~, al sersi un eap-proceso,estoseobtieneinmediatamente.Si, por

el contrario,e = eR,entoncesdados E S tenemos:

A en = {b~,. .., bR(¿>¡itCsttEft).

Es decir, en total hay E RQ) elementos,expresión que coincide con
CES

E p~(en)(it) . F(s,it), puesp%eR)= 11.
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La ecuacióndualcorrespondientea las postcondicionessepruebade idéntica

forma.

• Vs E S : Mo(s) = ¡p~’(s) A Miu(N”)¡.
a

Es inmediata, teniendo en cuenta que PI’¡Mñ«N’) = Pi lMin(N’) y que

Min(N’) = Aliu(N”).

o
a

El teoremasiguientenos permiterelacionarlos eap-procesoscon los procesos

normales. En él denotamospor ~IIla función que a cadaeap-procesole asociael a
procesodefinidoen la Def. 8.13.

a
Teorema8.12 Sea N = (5, T, F, Al0) una Red de Petri OrdinariaMarcadaT-

restringida,U un multiconjuntode transicionesy si un eap-procesodeN.

Entoncesel diagramade la figura 40 es conmutativo (salvo isomorfismo de

procesos).

Demostración: Aplicando11 con la semánticaeapprimeroy luego ‘1! obtenemos

= ((É’,É’,É’),ñ’), que vendrádadopor: a

fr=B”=B u {bh,...,b;R(~ tc T,s E ~).
a

= 44” ~ { 6~t(~)Q)} = 5U~~ TUn~ {fl’ eV~(e)(t)}

É’= U U U {(b
1e) 5 = 1,... ,p’(e)(t)). u

cES” seS,p’T’(s>ne#~ CEp’
2’(e),CE9

U U U {(e$bfl Li —1,... ,p~(e)(it)}
cES” sES, p’7’ (s)flc#0 tEp~(c)(t),tEs
= pq(b)

= it, Ve~ E É’

Sea ahora t el proceso obtenido aplicandoen primer lugar iJ’ y luego la

semánticade procesosclásica. Bajo dichasemánticapara cada instanciaitg de

unatransición it E Tse creaun nuevoeventoe(it), y paracadalugar s E it secrea

un nuevolugar bg(it,s). a

Entonces,1’ escomo sigue:

a

j
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1?
<

4eap ir

*~4p

Figura40: Diagramaconmutativo

= Bu {bg(it,s)~t E R, sE itt 1=5=R(t)}

É’=É u {e;W¡iteR, 1=1=11(t)).=

U U {Ci,. .. , 6p
2(e)(t)). u {e(t) ¡ it E 11,1

cEE CET4Ep2(e)
<1=11(t)).

=É u {(tg(it,s),efft))¡itER,sCit, 1 =isR(it)}u

{(e[4t),bg(t,s)) it E 11, sE it, 1 =5=11(t)).=

U U U
cES sES,pr’(s)(ve#~ tEp2(c),tEs

U U U
cES sES, pj (s)nc#0 tEp2(c), ÉE•s

{(6’~, ~) ¡5 = 1,... ,pde)(it)} u

{(é,b’
4) ¡5 = 1,... ,p

2(e)(it)}u

{(¿5(it, s),e9(it)) It E 11, s E .it, 1 =1=R(it)} u

{(e(it), 65(it, a)) it E 11, 3 E it, 1 =5 =11(t)).

= it

¡3’(é) —

Paraver que #‘ ~ *‘ construimosla función

¡9 : É’ u É’ ~ A’ u

definidacomo sigue:

6 sí 6 E B

sib = b5(it, s)

13(e~(it)) = e~, parae = eR

= e~, parae E E

Es pesado,perono difícil probarque ¡3 esbiyectiva,queVa, E A’ u É’ : P’(a,) =

y que Va,1, a,2 E A’ u É’ : x1 <r x2 sU ¡9@rí) =*‘ ¡3(x2).

185

— f k(6)
1.a

si 6 # bg(it,s)

si 6 = bg(it,s)

Porlo tanto, ~‘ ~ o
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a

a
a 6 a b

a

Figura 41: Dos Redesde Petri identificadaspor la bisimulaciónbasadaen ínter-
leaving.

a

8.3 Bisimulación P.H. para Redes 1-Seguras
a

En estasecciónpresentamosla bisimulaciónpreservandohistorias,introducidaen
[RT88] y estudiadapor W. Vogler (ver [Vog9l]) para redes 1-segurassin tran-

a
sícionesinternas,y una semánticade secuenciasde ocurrencia. Posteriormente

extenderemosla misma a la semánticade pasosy a redesn-seguras. El motivo

parano considerartransicionesinternases que cuandoseadmitenaccionesinter-

nas la bisimulaciónpreservandohistoriasdejadeseruna congruenciacon respecto

al refinamientode acciones(reemplazamientode una acciónpor un subsistemade

acciones),lo quehaceque dichanoción generalresultemenosinteresante.

Usualmentela bisimulaciónsedefineen términosde unasemánticade interlea- a
víng (ver definición siguiente). Sin embargo,bajo dichasemánticala bisimulacion

identificasistemasque sediferencianen el nivel de concurrenciareal queexhiben. a
Por ejemplo, la bisimulaciónbasadaen interleavingidentifica los dos sistemasde

la figura 41.

Definición 8.15 (BisimulaciónBasadaen Interleaving)
a

1. SiendoN = (S,T, F, Al0) unaReddePetri OrdinariaMarcadaT-restringida,

un alfabetofinito y A : T —* una función de etiquetado,diremosque

la tupía (S,T,E, Al0, A) esun sistema etiquetada

2. Sea~unalfabetofinitoyN1=(31,T1,F1,MJ,Á1),N2=(S2,T2,F2,Mg,A2)

dos sistemasetiquetadossobreE. Se dice que N1 y 1V2 son bisimilares si y

sólo si existeuna relaciónp 9 [Md> x [Ma> tal que:

(a) (M¿,Mg)Ep
a

a-
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(b) Si (Al1, Al2) E p, entonces:

i. Vit1 E T1 tal que Mí[iti>1Al existeun it2 E T2 tal que Al2 [it2>2Alá,

con (Al,Al~) E p, y A1(t1) = A2(it2).

u. Vit2 E T2 tal que M2[it2>2M~ existeun it1 E T1 tal que Al1[it1>1M~,

con (Al~,M~) E p, y A1(t1) = A2(it2).

o

La bisimulaciónpreservandohistoriasescapazde capturar,aún basadaen la

semánticade interleaving,el gradode concurrenciareal exhibido por un proceso,

lo que en particular permite distinguir las dos redesde la figura 41. De hecho,

nuestraprimera aportaciónal tema consistiráen la pruebade que dichanoción

de equivalenciano cambiaaunquepasemosa definirla basadaen la semánticade

pasos.

Comenzamosdefiniendolas estructurasde eventos(ver [Win86]).

Definición 8.16 (Estructurasdeeventos)

Sea~ un conjunto infinito (alfabeto de acciones).Una estructura de eventossobre

el alfabeto S es una tupía ev = (E, =,~, A), siendoE un conjunto (conjunto de

eventos),=una relaciónde ordenparcialsobreE (relación de causalidad),~ una

relaciónsimétricay no-reflexivasobreE (relación de conflicto) y A unafunción de

etiquetadoA : E —* E.

La relación de causalidadseinterpretaen la forma siguiente: si e < e’ con

e ~ e’, entoncesla ocurrenciade e es una precondiciónnecesariaparaque ocurra

e’. En consecuencia,usualmenteseimpone la siguienterestricción (principio de

causafinita):

Ve E E ¡{e’ E Ele’ =e}j <oc

El motivo de incluir estarestricción es que suponemosque en un intervalo de

tiempo limitado sólo puedenocurrir una cantidadfinita de eventos,por lo que

jamáspodránocurrir eventoscon una cantidadinfinita de causas.

La relación de conflicto indica que cuandose tiene e#e’, a lo largo de una

historia sólo puedeocurrir uno de ellos. Con respectoa estarelaciónseimpone

tambiénusualmenteel denominadoprincipio de conflicto hereditario:

Ve, e’,e” e4e’ A e’ =e” 4. ej//e”
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El motivo de incluir estarestricciónesque al ser e’ unaprecondiciónnecesariade

e”, si se resuelveel conflicto entree y e’ ejecutandoe, entoncese” ya no podrá a
ejecutarse.

Unaestructurade eventosev sedice que esuna estr-ucitura de eventoslibre de a
eonflicitos su Ve,e’ E E : —‘e#e’. En tal caso omitiremos (por innecesaria)la

relación de conflicto. E’ a

Definición 8.17 (IsomorfismoentreEstructurasde eventoslibres de conflictos)

Diremosquedosestructurasdeeventoslibresde conflictosev1 = (Eh, =1,A1),ev2 =

(E2, =2,A2) son isomorfas(ev1 ~ ev2) su existeuna biyección
a

13:E1—÷E2

tal que:

1. VeEEi : Aí(ei)=A2(13(e1))
a

2. Ve1, 62 E E1, : e~ =~ e2 su ¡3(eu) =213(62)

E’ S

Definición 8.18 (Estructurade EventosAsociadaa un Proceso)

Sea N = (3, T, F, Al0, A) un sistemaetiquetadoT-restringidoy sea si = (N’, p),

con 1V’ = (B, E, F’), un procesode 1V. Se definela estructura de eventosasociada a
a si de la forma siguiente:

ev(si)= (E, =r lEtE, Aa p¡~)

Evidentemente,como los procesosson redes de ocurrencia,estánexentosde

conflictos, y por tanto, estaestructurade eventoses una estructurade eventos a
libre de conflictos. E’

a
Definición 8.19 (Bisimulación PreservandoHistorias)

SeaSun alfabetofinito y seanN~ = (S1,T1,F~,M¿,A1),con i = 1,2 dossistemas

etiquetadossobre5 T-restringidos. Un conjunto 1?. de triples (si1, si2, f), con si1

un procesode N~, si2 un procesode N2 y f : ev(sií) —* ev(si2) un isomorfismo

entreestructurasde eventosexentasde conflictos, sedice que es una bisimulacton

preservandohisitoriasparaN~ y N2 si y sólo si secumplenlas condicionessiguientes:

a

a-
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1. (sio(N1),sio(N2),0) E 7?.

2. Si (sii,si2,f) E 7?, y ir1 t 24 (estanoción de extensiónde procesospor

transicionesfue introducidaen la pruebadel teorema8.2), entoncesexisten

it2 E ~‘2, 24, f’, talesque ir2 t ‘4, ~ i4, f9 e 7?, y f’Iev<r,> = f.

3. Simétricamente,si (sij, ir2, 1) E 7?, y si2 t ~, entoncesexistenti E T1, 24, f’,
talesque si1 t ~, (24,24,f’) E 7?, y f’Iev(rj) = f.

Si existeunabisimulaciónpreservandohistoriasparaNí y N2, sedicequeéstas

son bisimilarespreservandohistorias. E’

Con estadefinición, los procesosvienenaserestadosdel sistema.La restricción

impuestaa los triples que forman una bisimulaciónindica que si si1 y ir2 son dos

procesosrelacionados,entoncessusestructurasdeeventosasociadassonisomorfas

(vía f). La condición (1) estableceque los estadosiniciales de ambos sistemas

estánrelacionados,mientras que las condiciones(2) y (3) garantizanque si un

sistemapuedeevolucionarejecutandouna transiciónasociadaa una ciertaacción

a, entoncesel otro puedeejecutarotra transícion,asociadaa la mismaaccion a

de modo que los procesosresultantesestánrelacionados.

Al trabajarsobreprocesoscuyasestructurasde eventosson isomorfassecon-

siguecapturarel ordenparcialdeeventos,con lo que secapturael nivel de concu-

rrencia realexhibido por un proceso.

En [Vog9l], Vogler ha probadoque el problemade determinarsi dossistemas

etiquetados1-segurosson bisimilarespreservandohistorias es decidible. No es

éstauna cuestióninmediata,puesaún cuandoel númerodeposiblesmarcajessea

finito, no lo essin embargoel sistemade transiciónqueapareceimplícitamenteen la

definición de bisimulaciónpreservandohistorias. Pararesolverel problemaVogler

introduceel conceptode marcaje ordenado,que capturaen sus tokens el orden

de generaciónde los mismos; con estainformación es posible definir una nueva

relaciónque llamaremosOM-bisimulación,que seráequivalentea la bisimulación

preservandohistorias.

Definición 8.20 (MarcajesOrdenados)

SeaN = (5, T, F, Al0, A) un sistemaetiquetado1-seguro(lo quenospermiteiden-

tificar un marcajecon un subconjuntode lugares). Un marcaje ordenadode N
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a

es un par (Al, =), donde M tE 5, y =es un preorden(esdecir, es una relación

reflexivay transitiva)sobreAl. a
El marcaje ordenadoinicial se definecomo sigue:

init(N) = (Alo, Al0 >< Alo)

El conjuntode marcajesordenadossedenotapor OM(N). E’ a
Definición 8.21 (Evolución de Marcajes Ordenados)

SeaN = (3, T, F, Al0, A) un sistemaetiquetado1-seguro,Al, Al’ marcajesde 1V, a
y it E T tal que: M[it>M’. Entonces,si (Al, =)es un marcaje ordenado, decimos

que t estdpermitida bajo dicho marcaje ordenado,lo que denotamos de la forma

siguiente: (Al, =Mit>. El disparode it en tales circunstancias genera el marcaje

ordenado(Al’, <‘), donde<‘estádefinidacomosigue: Vs, s’ E Al’, a =‘ s’ si y sólo
a

sí ocurre una de las tres condicionessiguientes:

-5,5’ E Al —t A a<s’ ó a

- sEAl—it,s’Eit A Bs”Eittalques<s”,o
a

- 5, a’ E ita.

Es inmediato comprobarque la definición es correcta,es decir, que =‘ es un

preorden.

La extensióna secuenciasdeocurrenciaesinmediata,de forma quediremosque

un marcajeordenado(Al, =)es alcanzablesu existeuna secuenciadeocurrenciaa

tal que inut(N)[a>(M, <)• E’

a
A continuación vamos a relacionar los marcajes ordenados con los procesos.

Definición 8.22 Sea1V = (5, T, F, Al0, A) un sistemaetiquetado1-seguro,ir =

(N’,p) un procesode 1V y (Al, =)un marcajeordenado.Decimosque (Al, =)es

generadopor el procesoir, y lo escribimosinit(N)[si>(M, =),su p es una biyección

entresi y Al, tal que Vb, 6’ E i? tenemos p(b) =p(b’) «. 6 E si y (b,b’ # ~ Mb =,r

E’ a

Teniendoen cuentaque paratodoprocesola aplicaciónp esinyectivasobrer,
quep(si) esun marcajealcanzable,y que =,r esun orden parcial,essencillo ver

quepara todo procesoir, el marcajeordenado(Al, =)existey esúnico.

a
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El siguientelemanos dice que la definición de marcajeordenadoes coherente

con la definición introducidadeevolución demarcajesordenados.

Lema 8.1 Sea1V = (5, T, F, Al0, A) un sistemaetiquetado1-seguro,ir un proceso

de N, it E T y (Al, =), (Al’, =‘)marcajesordenadostalesque init(N)[si>(M, =).
Entonces,(Al, =)[it>(M’, =‘)si y sólo si existeun procesosi’ tal que ir -~ si’ y

Demostración: Ver [Vog9l]. O

Definición 8.23 (OM-bisimulación)

SeaE un alfabetofinito, y N~ = (S1,Ti,F1,Al¿,Ai),N2 = (S2,T2,F2,Mg,A2)dos

sistemasetiquetadossobre2 1-seguros.Unarelación8 tE OM(N1) x OM(N2) x

x 52) esuna OAl-bisimulacionsu:

1. (iniit(Ni), init(N2) , Al¿ >< Mg) E 8

2. Si ((Al1, =~),(Al2, =2),¡3) E 8, y (Al1. <1)[t1>(A4~, =1),entoncesexistenit2 E

fE2, y (M~,=~)talesque:

- A1(t1) = A2(t2), (Al2, =2)[t0(M~,=),de modo que para ¡3’ definido

de la forma siguiente: Vs1 E Al, Vs2 E Alá, (sí, 82) E ¡3’ su (su E

— •itl, s~ E Al2 — t2, (s1,s2) E 13) y (sI E t7, ~2 E t) se tiene

((2144, =~),(M, =),¡3’) E 8.

- Vs1 E ~ití Bs~ E it1, s E .~2, talesque s1 =~s~, y (4,4) E 13.

- Vs2 Eit2 Bs Eit2, 4 Eiti, talesque ~2 =2s;, y (~1,¾)E ¡3.

3. Simétricoa 2, intercambiandolos papelesde N~ y N2.

Si existe una OM-bisimulación para N~ y N2, se dice que éstos son OM-

O
La condición (1) estableceque los marcajesordenadosiniciales debenestar

relacionados,y que todoslos tokensdedichosmarcajesinicialesestánrelacionados

entresí. Las condiciones(2) y (3) establecenque si un sistemapuedeevolucionar

ejecutandouna transición asociadaa una cierta acción, el otro puedeejecutar

otra transición asociadaa la mismaacción, quedandolos tokensproducidospor
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a
ambosdisparosrelacionadosa travésde la correspondienterelación13’, y estando

los tokensconsumidosno necesariamenterelacionadosde una forma directa,pero a
si verificándoseque cadatokenconsumidopor ití preceda a algún token relacionado

con un tokenconsumidopor it2, y viceversa.

Seguidamentepresentamosel resultadocentraldeestasección,debidoa Vogler,

que establecela equivalenciaentrela bisimulaciónpreservandohistoriasy la OM-
a

bisimulación.

Teorema8.13 Sea5 un alfabetofinito y seanN~, 112 dos sistemasetiquetados S

sobre E 1-seguros. Entonces, Ni, N,~ son bisimilares preservando historias su son

OM-bisimilares. a

Demostración: Ver [Vog9l]. E’
a

Corolario 82 Es decidible si dos sistemasetiquetados1-segurosson bisimilares

preservandohistorias.

Demostración: Es una consecuenciainmediatade que la bisimulaciónpreser-

vandohistoriasseaequivalentea la OM-bisimulación,puesel númerode elementos

posiblesdeunaOM-bisimulaciónesfinito, asícomolasposiblesOM-bisimulaciones

entredos redescualesquiera. E’ a

8.3.1 Bisimulación P.H. bajo la Semántica de Pasos a

Veremosen estabrevesecciónque la extensióna pasosde la bisimulaciónpreser-

vandohistoriasno suponeningunavariacióncon relacióna la nociónbasadaen la

semánticaordinaria. Evidentemente,en el caso que nos ocupa,al estarrestringi-

dos a redes 1-seguras,los pasossólo puedenser conjuntosde transiciones,y no a
multiconjuntos.

Definición 8.24 (BisimulaciónPreservandoHistoriasbajola SemánticadePasos)

SeaE un alfabetofinito y N~, N2 dos sistemas etiquetados sobre E 1-seguros. Un a
conjunto7? de triples de la forma (sií,si2,f), con ir1 un procesode N~, si2 un pro-

ceso de 112, y f : ev(sií) —* evQir2) un isomorfismoentreestructurasde eventos
a

exentas de conflictos, se dice que es una bisimulaciónpreservandohistorias para

la semdnitieade pasossu sesatisfacenlas condicionessiguientes:

a
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1. (iro(Ní),sio(N2),tD) E 7?

2. Si (ir1, si2, f) E 7?, y ir1 ~4~’4 para un cierto paso 11~ en ~ (la extensiónde

procesospor pasosfue introducidaen la pruebadel teorema8.9), entonces

existeun paso112 en fE2, y existen 24, f’, talesque‘ir2 ~ 24, (24,24,f’) E 7?,

y f’Ieveri) = f.

3. Si (,ri,,r2,f) E 7?, y ir2 ~ 24 para algún paso 112 en fE2, entonces existe

un paso R~ en fE1, y existen 24, f’, tales que si1 ~, sil, (24,24,f’) E ~?-,y

f’Icverí> = f.

Si existeunabisimulaciónpreservandohistoriasbajola semánticadepasospara

N1 y N2, se dice que éstasson bisimilarespreservandohistorias con la semántica

de pasos. o

Teorema8.14 SeanN~, N2 dossistemasetiquetados1-seguros.EntoncesN~, 1V2

sonbisimilarespreservandohistoriascon la semánticadesecuenciasdeocurrencia

su sonbisimilarespreservandohistoriascon la semánticade pasos.

Demostración:

4.: Supongamosque N1, N~ son bisimilarespreservandohistoriascon la semán-

tica de secuenciasde ocurrencia. En ese caso, existeun conjuntode triples 7?

que cumple las condicionesde la definición 8.19. Veamosque el mismo conjunto

7? estambiénuna bisimulaciónpreservandohistoriascon la semánticade pasos.

Paraello, sea (ir1, si2,f) E 7?, y seaun conjuntode transicionesR~ 9 fE1, tal que

si1 &~ 24. Es claro que podemosdisparar las transicionesde 11~ en secuencia,

dandolugar a una seriede procesosintermedios:

ti,, ti,2

ir1 —* ir1,1 .—* . . . si1

Como N~ y 14 sonbisimilarespreservandohistoriaspara la semánticade se-

cuenciasde ocurrencia,paracadait1,~ existeuna it2,~, una función f~ y un proceso

si2,i, talesque:
t24 t2,2

ir2 —4 ir2,í —4 . . . ir2

Hemos de probar entoncesque el conjuntode transicionesit21 puedeser dis-

parado en un único paso en 14, o lo que es lo mismo, que sus preconduciones son

dos a dosdisjuntas,puesno olvidemosquetrabajamosen redes1-seguras.
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a
Paraello procedamospor reducciónal absurdo. Supongamosque existen it2,1

y it2,1, con u <5 (de hechopodemossuponerque j es el menoríndice parael que

ocurreesto)y un lugar a talquesE ~2i Ait2,5; sea 6~(s) el lugar condición asociado

a s en si2,~....1, utilizado paraextenderdichoproceso,y b1(s) el correspondienteen
a

si2,5—1.

Sea entonces e1,1 el evento asociado al disparo de la transición it1,1 en si1,1
a

(píá(eu) = it1,~), y seae1,1 el eventoasociadoal disparode la transición it1,1 en

2r14 (pi,Áeij) = iti,). Sea además e2,1 = f1(eí,~), el evento asociado a it2,¿ en si2,1, y

e2,1 = fs(eij, el evento asociado a it2,5 en si2,1. S

Entonces concluimos que 62,1 ~ bu(s), puesel disparode it2,j requiereque el

lugar s recupereel tokenque pierdeal disparar it2,1, lo quenecesariamenteimplica S

la existenciade un circuito en la red /V2 que involucraal lugar s.

De ahí, 62,~ <r2 625, y teniendoencuentaque f~ es un isomorfismo: ~ <~ eu~ a
lo que es absurdopueseso implica que it1,5 necesitaalgún token producidocomo

efectode ití,1. a

‘~=: Inmediata. E’

a

8.4 Bisimulación P.H. Para Redesn-Seguras

Nuestroobjetivo en estasecciónes extenderlos resultadosde las anterioresa

redesn-seguras.En efecto, es posible demostrarque la bisimulaciónpreservando

historiassiguesiendodecidiblepararedesn-seguras.Paraello vamosa seguiruna

argumentación similar a la utilizada en la sección anterior. Comenzaremos por a
tantoprobandola decidibilidadcon la semánticadesecuenciasdeocurrencia,para

despuésextenderel resultadoa la semánticade pasos.
a

En la siguientedefinición extendemosel conceptode marcajeordenadoa redes

n-seguras.
a

Definición 8.25 SeaN = (5, fE, F, Alo) una Red de Petri OrdinariaMarcadau-

seguraT-restringida. a

1. Paracadaa E 5 sedefine el conjunto de posiblestokensdel lugar s de la

formasiguiente:

TOKS= {(i,s) 11=i =u).
a
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2. Se defineel conjunto de tokensde toda la red de la forma siguiente:

fEOK= U TOKS
sSS

3. Un marcaje ordenadode 1V esun par (Al, =),donde2 tE fEOK verifica la

restricción

Va ES, ((i,s) cM A g< i) 4. (j,s) E Al

y =9 TOK x TOK es un preorden.

El conjuntode marcajesordenadosde 1V se denotapor OAl(N).

ParacadasE 5 definimos 2(s) = {(i,s)j(i,s) c 2).. Además,decimos

que (2~,=í) = (22,=2) 2 si y sólo si paratodo s E 5 se tiene iÚds)I =

1Al2(a)l = r5 y existeuna biyecciénx3 : {1, . . . ,r3} —* {1,. .. ,r5). tal que:

Vs,a’ eS, Vi E {1,. . .,rj,Vj E {1,. . .,r8~).

(i, s) =1 (5, s’) su (x5(i), s) =2 (x5’(5), a’)

4. Dado un marcajeordenado(Al, =)de 1V, se define el marcaje asociadoM

como sigue Al(s) = [14(s)¡, Vs c 5.

5. Se defineel marcajeordenadoinicial de la forma siguiente:

init(N) = (Alo, =o)

siendo 2~(s) = {(i,s)¡l =i =Alo(a))., y =o~Al0 x Ñ~. Es inmediato

comprobarque =oesefectivamenteun preorden,y que el marcajeasociado

esAl0.

o

Definición 8.26 (Evolución de MarcajesOrdenados)

SeaN = (5, fE, F, Mo) unaReddePetriOrdinariaMarcadan-seguraT-restringida,

(2, =)un marcajeordenadosuyo y it E fE una transiciónpermitidabajo el mar-

caje asociadoAl, con M[it>Al’. Definimosel marcajeordenadoasociado(2’, =‘)

siguiendo los pasos siguientes:
2Utilizamosel símbolo “=“ paradenotarestarelación de equivalencia,por el hechode que

el nombrede los tokens,fuerade que severifique la condición impuesta,no tiene ningún valor.
No obstante,y como quieraque en la prácticatendremosque escogeren cadacasouna cierta
enumeración,no pasaremosa trabajar formalmentecon el conjunto cocienteinducido, sino que
seguiremoshablandode los marcajesordenadosindividuales.
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1. Para cada a E .~ extraemos un token (elegido de forma arbitraria) del con-

junto Al(s). a

2. Para cada a E it~ se añadeun nuevotoken a,, = (i,s) al lugar s, tal que

(i, a) ~ A?(s),definiéndose la relación <‘ como sigue: a

(a) Si y, y’ E Al, x’ =y’, y no han sido eliminados en el primer paso,
a

entoncesy <‘y’.

(b) Si .5,S’ E itt entonces a,,, =‘ a,,,, para los tokens a,,, a,3~ añadidospor
a

efecto del paso2

(c) Si y E A?, esun token no eliminadopor efectodel paso1, pero existe
ay’ E Al tal que y =y’, con y’ un token eliminado por efecto del paso 1,

entoncesy =‘ a,5, paracada token a,~ añadidopor efectodel paso2.
a

3. En cada lugar en que sea necesario se renombran los tokens obtenidos para

respetarla restricción impuestasobrela numeraciónque los identifica en a
cadalugar.

Es inmediatala comprobaciónde que <‘ es efectivamenteun preorden.Como S

decostumbre,denotaremosel pasoen cuestióncon la notación(M, =)[t>(A?’, <‘).

E’ a

La definición anterior es no-determinista, pues existen varios posibles (Al’, =‘)
a

talesque (A, =)[it>(Ñ’, =‘), en función de los tokenselegidosen el paso1.

Pasamosahoraa estudiarla evolución de las redesn-segurasbasadaen sus
a

procesos.

Definición 8.27 SeaN = (5,fE, F, Alo) una Red de Petri OrdinariaMarcadaT- a
restringidan-segura,si = (N’,p) un procesode 1V y (A?,=)un marcajeordenado

de 1V. Se dice que iniit(N)[,i->(M, =)su secumplenlas siguientescondiciones: a

1. Va E 5, ¡r’(a) A ~ri = Al(s)

a
2. Existe unabiyección so : —* A tal queVb E si : cp(b) E KI(p(b)).

3. Vb, b’ E sic, cp(b) =p(b’) su ocurreunade las dos condicionessiguientes: a

- 6 E ‘ir, ó bien
a

~1
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- 6,6’ «si A b =26’

E’

Proposición8.1 Sea 1V = (S,fE,F,M0)una Red de Petri OrdinariaMarcada

T-restringidan-segura.Entoncesseverifica mit (1V)[sio(N)>mit(1V).

Demostración: Veamosque secumplenlas condicionesde la definición 8.27.

1. Se verifica por definición de proceso, y por ser sio(N) un proceso.

2. Basta tener en cuenta que para cada s E 5 hemosconsideradoun conjunto

de Mo(s) condiciones, por lo que a cada una se le puede asociar un token de

forma unívocaen Ño(s).

3. Inmediata.

o

Teorema8.15 Sea 1V = (5, fE, F, Alo) una Red de Petri OrdinariaMarcadaT-

restringida n-segura, (A?, =)y (A?’, =‘)marcajesordenados,y si = (1V’,p) un

procesotal que iniit(N)[~r>(A?, =).Entonces(A?, =)[it>(Ñ’, =‘)su existeun proceso

si’ tal que si -t ir’ e iniit(N)[ir’>(Ñ’, =‘).

Demostración: Veamosen primer lugar el sentidodirecto. Paracadas E .t

tomamosÑ(s) = {x~,..., X~5>}, donde a,~ es el tokenelegido paradispararit.

SabemosademásqueAl(s) — p’(s) A sifl, y queexisteunabiyección‘p : si —>

A? tal queVb e ‘ir, so(b) E Ñ(p(b)).

Seanentonces.6.....,
6h(

8)). los lugarescondiciónde ir asociadosa s, y sea

en particularstrí(x) — 65, paraun cierto y E ...... ,M(s)}.

Extendemosentoncessi a‘ir’ tomandoparacadas E ft como lugara extenderel

lugar b5~ asíobtenido.Hemosde demostrarentoncesque init(1V)[ir’>(Ñ’, =‘);para

ello iremoscomprobandocadauna de las condicionesde la definición8.27.

1. Al procesosi le podemosasociaruna secuenciade ocurrenciacompatible

con él, cuyo marcajefinal esprecisamenteAl, debidoa la condición (1) de

iniit(N)[ir>(Ñ, =). Como si’ esuna extensiónde ‘ir realizadamanteniendola

compatibilidadentrela secuenciade ocurrenciaresultantey ir’, concluimos

por el teorema8.1 que:

Vs E 5, p’’(s) A si’fl = M’(s)
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a
2. Definimos ~i’ : si’ —* A?’ en la forma siguiente:

sc(b) si be si a
3, 3a,~ sib«si, b=b’ con ¿A el lugar añadidoparacadas E t~

Esinmediatocomprobarque~’esbiyectivayqueVb E B’, so’(b) E A?’(p’(b)).

3. Supongamosen primer lugar que 6,6’ E ir’~, con so’(b) =‘ so’(b’). Entonces
a

puedendarselos siguientescasos:

• so (6) y so’(b’) sontokensrelacionadospor < no eliminadospor eldisparo

de it. En tal caso so’(b) = so(b) y so’(6’) = so(6’)~ y como además tenemos

znit(N)[si>(A?, =),obtenemosque so(b) =so(b’) implica que 6 E ½V
a

(6,6’ ~ ½A 6 Sr ab’), lo que setrasladainmediatamentea si’.

• sc’(b), so’(b’) sontokensgeneradospor eldisparode it. En tal caso~‘(b) = a
a,, y so’(b’) = a,,’, para ciertoslugaress, s’ E it.. Entonceses claro que
6 « sir’, pues 6= b para un cierto j y 6’ = b~’ para un cierto k.

a
Como estos tokens han sido producidosa la vez, ha de ocurrir que

= ¿~‘ = {e}, con p’(e) = t. De ahí, por ser =,r’ reflexiva, obtenemos

e ~ e. a

• ~ (6) es un tokenno eliminadopor el disparode it, y so’(b’) esun token

generadopor it, talesque so’(b) =y’, para un token y’ eliminado con a
el disparo de it. Entonces,so’(6) = so(b), e y’ = a,~, para un cierto

a E .~ y un cierto h. Sea 6” = <1(y’). Tenemosque so(b) =so(b”),
e inut(N)[si>(iÚ, =),de dondeobtenemosque 6 E ½,o bien 6,6” «
½ b < 6”. a

Si 6 E ~irentonces6 E ½‘, con lo queyaacabaríamos.Si por el contrario,

6, b” g½,entoncestenemosb, 6’ « ½‘, pues6’ no estáen½‘. Comoy’ es a
eliminado por el disparo de it, 6” =~96’, y por tanto, por transitividad,

b =,~6’, comoqueríamosdemostrar.

Recíprocamente,supongamosen primer lugar que 6 E ½‘. Entoncespara

probarque so’(b) =‘ so’(b’) hemosdeconsiderarlos siguientescasosposibles: a

• Si 6’ no es un lugar condición producidopor el disparode it, entonces

so’(6’) = so(b’), y de ahí, aplicandoque init(N)[ir>(A?, =), obtenemos
que so(b) =so(b’). En consecuencia,~‘(b) =‘ so’(6’).
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• Si 6’ = 65, paraun cierto j y un cierto a E ita. Entoncesseab” E b~,

queestaráen irt Del hechode queiniit(1V)[si> (A?,=),obtenemosso(b) <

sa(b”). De ahí, como so(b”) esel tokenconsumidopor el disparo de it,
por la definición de <‘ se concluyeque Y (b) =‘ so’(b’).

Finalmente,supongamosque 6,6’ g ½‘, b <~, 6’. En tal caso pueden

presentarselos casossiguientes:

• Si so’(b) y so’(b’) sonambostokensgeneradosporel disparode t, entonces

por la definición de <‘ concluimos:so’(b) =‘ p’(b’).

• Si so’(6) y v’(b’) no son ninguno tokensgeneradospor el disparo de t,

entoncesson tokensno consumidos,y b, b’ E irt De ahí, p’(b) =

y ¿,9(6’) = so(6’). Se concluyeentoncesque so(b) =so(6’), y de ahí, por

la definición de =‘ (al ser tokensno consumidos)so’(b) =‘ so’(b’)

• Si so’(b) es un token no consumidopor el disparo de it y so’(b’) es un

tokenconsumidopor el disparode it, entoncesso’(b) = so(b),con 6 E ir.

Entoncesdebenexistir b
1, 62 talesque b1 E (6), b2 E 6’, b~ =r 62.

Entonces,como6 y b~ fueron producidosala vez,setiene: so(b) =p(bi),

por definición de <. Ahora bien, b~ =~62, y 61,62 c si, por lo que

so(b1) =so(b2). Como < es transitiva concluimos que so(b) =so(b2),
y como 62 es consumidoparagenerar6’, tenemosso’(

6) =‘ so’(b’), por

definición de <‘.

Veamosel sentidoinversodel enunciadodel teorema. Supongamosque existe

si’ tal que si ~!> si’ y iniit(N)[si’>(A?’, =‘). Obtenemosen primer lugar Al[it>Al’ de

las propiedadesde los procesosy por la condición (1) de la def. 8.27.

Paracadaa E .~ podemoselegir un tokendel conjunto2(s), puesM(s) =1,

lo que seobtienede la condición(1) de la definición 8.27 teniendoen cuentaque

la extensiónde ir a ‘ir’ requiereparacadaa E it un lugar condición6(s) que estéen

‘ir A p’(a). Elegimosen particularel tokenso(6(a)), y lo extraemosdel conjunto

2(s).

En lo que a las postcondicioneshacereferenciano hay problemaalguno,pues

bastaañadirlos tokenscorrespondientes.Seaentonces(Al’, =)el marcajeorde-

nadoasí obtenido,y veamosque =~coincidecon _



200 CAPíTULO8. BISIMULACIÓN

a
Seay =1y’. Ello puededarsede algunade las formassiguientes:

- y =y’, con y, y’ tokensno consumidos.Entoncessetiene

so’(u) E ½y (~‘(y),~’(y’) «½A ~§1(y) =~i<’(y’))
a

Como todo ello siguesiendociertoen si’, concluimosquey =‘ y’, por tenerse

a
- y, y’ son ambosgeneradospor el disparode it. Entonceshemosde teneren

cuentaque el númerode tokens generadospor el disparo de it es igual al a
númerode lugaresañadidosal pasarde ir a si’, por lo que sepuedeestablecer

una biyecciónentreellos. En basea estabiyecciónpodemosescogerlos dos
a

lugarescondiciónasociadosa y, y’, los cualesseránpostcondicióndel mismo

evento,y por tanto, de la condición (3) en la def. 3.27, concluimosy =‘y’.
a

- y esun tokenno consumidopor el disparode it, pero existey” consumidopor

el disparode it tal quey =y”, e y’ es un tokenproducidopor it. Entonces a
tomamosparay’ el lugar condicióncorrespondienteen ir’ (obtenidosegún

el razonamientodel casoanterior), y como y =y”, aplicamosla condicion a
(3) correspondientea la definición de init(N)[ir>(A?, =),obteniéndose

so’(y) E ½y (sC1(y),9<’(y”) « ½A ~Y’(y) =~~C’(y”))

Como y” es consumidopor el disparode it, tendremos~‘(y”) =~~c1(yQ.

De ahí, por transitividad y por la condición (3) de la def. 8.27 seconcluye a
y <‘y’.

Como de costumbre,la demostraciónde quey =‘ y’ implica y =1y’ es dualde

la anterior.

aDel teoremaanteriorconcluimosque la evoluciónde marcajesordenadosme-

diante disparosde transicioneses coherentecon la evoluciónbasadaen procesos.

Definición 8.28 (OM-bisimulaciónpara SistemasEtiquetadosn-seguros)

Sea 5 un alfabeto finito y N~ = (S
1,fEí,F1,M¿,A1),N2 = (S2,fE2,F2,Mg,A2)

dos sistemasetiquetadossobreE n-seguros. Denotaremospor fE0K1 y fE0K2

los conjuntosde posiblestokensde N~ y N2 respectivamente.Una relación13 tE

OAl(N1) x OM(N2) x P(fE0K1 x TOK2) es una OM-bisimulación paraN~ y N2

si y sólo si secumplenlas siguientescondiciones:

a

a
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1. (iniit(Ní), inut(N2),2¿ x A?g) E 6

2. Si ((21, =í), (22,=2),13) E 6, y (21,=í)[t1>(ÑL=D, entoncesexisteit2 E

fE2 y existe (A?~, =~),talesque:

• A1(t1) = A2(t2), (A?2, =2)[t2>(A?~,=‘~),y ((2~,=~),(A?~,=~),¡3’)E 6,

para¡3’ definido por:

Va,i E A?, Vx2 E A?~ : (a,’,a,2) E ¡3’ su

(a) a,1 y a,2 son ambostokensno consumidospor el disparode ti y it2

respectivamentey (x1,x2) E ¡3,o bien

(b) a,1 y a,2 son ambostokensgeneradospor el disparode ti y it2 res-

pectivamente.

• Paratodo tokena,1 consumidopor el disparode ití existeotro token4,
tambiénconsumidopor it1, y existeun token4 consumidopor it2 tales

quea,1 =í4, y (4,4) E ¡3.

• Para todo token a,2 consumidopor it2 existeotro token 4, también

consumidopor it2, y existe un token 4 consumidopor t1 tales que:

~2 =24, y (4,4) E ¡3.

3. Análogamentea la condición(2), intercambiandolos papelesentreN1 y N2.

E’

Definición 8.29 SeaSunalfabetofinito, Ni = (Si,fE1,Fj,Al~, A1), N2 = (S2,fE2,

I’2, M~, A2) dossistemasetiquetadossobre5 n-segurosy 6 una OM-bisimulación

paraN~ y N2. Decimosque ((Al{, =1),(A?~, =),¡9’)E 6 es alcanzablemí ocurre

una de las doscondicionessiguientes:

• ((21,=‘~)~(A?§=),¡3’) = (init(Ní), iniit(N2), A?¿ x A?¿)

• Existe un ((A?~,=0,(A?2, =2t¡3)e 6 alcanzabley existenit1 E Ti, it2 E fE2

que satisfacenlas propiedadesde la condición 2 de la definición de OM-

bisimulación.

o
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a
Proposición8.2 Sea 5 un alfabetofinito y 1V~ = (S1,fE1,F1,Md,A1), 14 =

(S2,fE2,F2,Ala, A2) dossistemasetiquetadossobreE n-segurosy sea13 unaOM-

bisimulaciónparaellos. Si ((2~,=í), (22,=2),¡3) E Bes alcanzable,entoncespara

cualesquiera(xí,a,2), (a,,a,) E ¡3 setiene a,1 =¡XI si y sólo si a,2 =2¾ a

Demostración: La haremospor inducciónestructuralrespectode la definición

de ternasalcanzables.El casobasees trivial, ya que para (A?~, =~)= iniit(1V1),

(22,=2) = inuit(N2), se tiene ¡9 = A?¿ x A?~ (todos los tokensestánrelacionados

entresí).

En el casogeneral,supongamosque (a,1,a,2),(x,a,~) E ¡3’. Puedenpresentarse

los casossiguientes:

• Que (a,1,a,2) E ¡3, (~1,~) E 13, esdecir,que seantokens no consumidos.En

estecaso,por hipótesisde inducción,a,1 =~ a, su a,2 =2 r~, lo queseextiende a
a =‘~y =de formainmediata,por tratarsede tokensno consumidos.

a
• Que (Xí,X2) E ¡9, (~1,4) « ¡3. En estecaso,X1 y a,2 son tokensno consu-

midos,mientrasque a, y a, son tokensgeneradospor el disparode ti y it2,

respectivamente.Supongamosque a,1 =a4, entoncespor definición de =~ a
existea,’ consumidopor ití tal que a,1 =~a,’, y por definición de ¡3’, paraa4’

existena,q’ consumidopor it1, y 4’ consumidopor t2, talesque XI’ =1 4’,
con (a4’,4’) 6 ¡3. Como =í es transitiva tenemos: x1 <~ 4’. Además

sabemosque (a,1,a,2), (a,~”,a,~) 6 ¡3, por lo que podemosaplicar la hipótesis a
de inducción,concluyendoque x2 =24’. Y comoquieraque¾“ esun token

consumidopor t2, concluimosque a,2 ~ ¾.

El recíprocoesdual.

• Que(x1, a,2), ~ ~ 13. En estecaso todos los tokensen juegosongenera-

dospor los disparosde it1 y it2, por lo que a,1 ~ a4 y a,2 4 por definicion

de =1y <2’ a

E’

Teorema8.16 SeaSun alfabetofinito y N~ = (S1,fE1,F1,AlJ,Ai),N2 = (52, fE2,

f’2, Ala, A2) dos sistemasetiquetadossobre5 n-seguros.N~ y 14 son bisimilares

preservandohistoriassi y sólo si son OM-bisimilares.
a
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Demostración:

4.: Sea7? la bisimulación preservandohistoriasentre Ni y 1V2. Definimos la

OM-bisimulación13 comosigue:

((A?1, =i),(22,=2), ¡9) E 13 su B(si1,si2, f) E 7? tal que

1. init(N1)[si1>(M¿, =¿),parai = 1,2.

2. Va,1 E A?~(sí),V~2 E 22(52) setiene:

(~í,a,2) E ¡9sii (4’E’(~i) E~sii A so
1(~2)E½

2)V CsoT’(x’) # O A%’~’(a,2) #
O A f0soE’(xi)) = ~,~

1(a,
2)),siendo rp~ la biyección entre ir y M1, para

i = 1,2.

Veamosque 13 esefectivamenteuna OM-bisimulacíon.

En principio, (iniit(1V1),iniit(N2),A?¿ x 23) E 13, puesen lo que respecta

a la primera condición tenemosque init(N1)[sio(1V1)>iniit(N1), para i = 1,2, y

(iro(Ni),iro(N2),O) e 7?. En lo que respectaa la segundacondición, éstase ob-

tiene sin másque teneren cuentaque todos los tokensestánrelacionadosentresi,

y sus lugaresasociadosestánen ½iy ir2 respectivamente.

Supongamosentoncesque ((A?l,=1),(A?2,=2),13)E 13, y que

(Al;, =‘i). Entoncesexiste (sii,’ir2,f) E 7? que cumple las condicionesindicadas.

En particular:

iniit(N1)[ir1>(A?1, =~)para i = 1,2

El hechode que it1 seadisparablebajo Al1 nospermite concluir que podemos

extendersi1 medianteit1. Es decir,existeun 24 tal que si1 t ~. Podemoselegir

el 24 de forma que los lugaresen los que “enganchamos”el nuevo eventoestén

relacionadoscon los tokenselegidosen la evoluciónde los marcajesordenados.De

ahí, como7? esuna bisimulaciónpreservandohistoriasexistenit2 E fE2, 24, f’ tales

que ir2 .~ 24, con (24,24,f’) El?., y f’L~~T~> = f.
Con it2 podemosextendersi2, por lo quetambiénpodemosextender(22, =2).

La extensiónde (22,=2)debehacerseademáseligiendo los tokens relacionados

con los lugarescondiciónen los queseha “enganchado”el nuevoeventoen si2. Así

obtenemos:(22,=2)[t2>(A?t=0.
Además,se tiene: A1(t1) = A2(t2), puesf’ esun isomorfismoy f~v<r,) = f.
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a
Seaahoraa,

1 un token consumidopor it1 y sea b~ = soE
1(Xí). Puedenocurrir

dos casos: a

1. Si ,&i E ev(sií) tal que ~i =1e
1, siendo e1 el eventoasociadoa la transición

it1, entoncesb1 = 0; de ahí, como f’ es un isomorfismo, ,~e2 E ev(si2) tal que a

e2 =2 e2. Así pues,B62 E e2 tal que62= 0. De ahí,a,2 = 9’2(b2) es un token

consumidopor it2 y como b~ E ½í,b2 E ½2 tenemos que (a,1, ~2) E ¡3, pues a

((A?1,=í),(A?2,=2),13) E 13.

2- En casocontrariopodemosdistinguir dos subcasos:

(a) b~ = 0. Sabemosque tenemosun E1 E ev(irí) tal que ¿í E e1, y como

es un isomorfismoBe2 E ev(si2) tal que f(E1) = e2, e2 E ~e2. Sea. a
entonces~ E E~ u ~e1y sea b2 E E~ u e2. Sea t1 = s~’u(í), que existe

pues b1 E ‘ir~, y x2 = 92(b2), que tambiénexiste,puesb2 E si. a
Además,f(b1) = f(%§’(~’)) = f(¿~) = e2. En definitiva tenemosa,1,
a,2 quecumplen: a

sor’G~í) ~ O A %4
1G~2) ~ O A f(%§’%)) =

a
En consecuencia:(&142) E ¡3. Además,como b~ E½

1,b~ E sifl b1 E siT,

por definición de =í se tienesoí(bí) =í ~~(í), es decir, r1 .=í ~ a

(b) Si ~ # 0, podemosconsiderarun evento4 E b1. Como 4 =í e1,
BE2 E ev(si2) tal quee2 =2 e2 y f(Ei) = e2. a
Seab2 E e2 u é. Entoncestenemosx2 = so2(

62),queestádefinidopues

b
2 E ~;. Además,tenemos

= b~ ~ O

= b2 # ~ a
= f&~) = e2 =

En consecuencia:(a,1,~2) E ¡3, y además,aí =u~ri. a

Paralos tokensconsumidospor it2 se razonaigual.
a

Quedaúnicamentepor probar que ((A?, =1),(Ñ~,=),¡3’) E 13. En principio,

por el teorema8.15 tenemos iniit(Ní)[ir~>(A?f, <‘a) e iniit(N2)[24>(A?~, <‘2)• Sean

entoncesa,1 E A?(sí), r2 E A?~(s2), y supongamosque (a,1,a,2) E ¡9’. Pueden a
ocurrir 2 casos:

a

a

-i
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• Si (x1,x2) E 13, entoncesson tokens no consumidosy por definición de

E, como tenemosque ((A?í,=i),(A?2,=2),¡3)E 13, se verifica (x1,z2) E

13 ~ (soE’(xí) E si1 A soi’(X2) E ½2) y (N’E’(x1) ~ O A N’E
1%) #

0 A f(so;1(xi)) = ½E1(z2)),lo que seextiendea sol, soú, ir~, 24 de forma

inmediata.

• Si son tokensgeneradospor el disparode it
1 y it2 respectivamente,entonces

es claro que so’r’(~í) # 0 y so?
1(X2) # 0. Seanentoncesb~, b

2 y e1 tales

quesoí(bi) = a,í, 92(6~) = x2, e1 = \~‘~‘(a,í) y seae2 = f’(eí).

Entonces,f’(~cp’~
1 (a,

1)) =

El recíprocoseobtieneteniendoencuentaque b~ y 62 correspondena tokens

generadospor it1 y it2 respectivamente,por lo que estánrelacionadospor ¡9’.

~=: Supongamosahoraqueexisteuna OM-bisimulación13 para1V~ y 1V2. Vamosa

definir la bisimulaciónpreservandohistorias7? a la vezque unafunción o : 7? —*

P(13) que las relaciona.

• En primer lugar tomamos(sio(Ni),’iro(1V2),I3) E 7?, y o(sio(Ní),sio(1V2),
10)=

• Si (sií,ir
2,f) E 7? y ((A?~,=i), (22, =2),¡3) c o(sií,si2,f), con (Al1, =í),

(Al2, =2), (A?;, =1),(A?~, =~j,¡9, ¡3’, it1 y it2 satisfaciendolas condicionesde

OM-bisimulación. Entonces,por el teorema8.15 obtenemosprocesossil, 24
talesque iniit(Ní)[si>(A?, ~1)~init(N2)[’ir~>(A?1’~, =~),con ir1 —4 si~, si2 -~ lf.

Definimos entonces f’ mediante f’Ict(n,> = f y f’(eí) = 62, siendo 6í el

eventoasociadoa ití y e2 el eventoasociadoa it2, e imponemos(irl,24,f’) E

7?, ((~IL=l),(A?~,=O,¡9’)E o(irf,si~,f’).

Parapoderaplicarel teorema8.15 serequierendoshechosde fácil prueba:

- V(sií,si2,f) 67? setiene o(sim,w2,f) # 0

- Si (si1, si2, f) E 7?, entonces((A?1,=~),(22, =2),13) E o(sií, si2,f) implica

zuiit(Ní)[sií>(A?í,=í), init(1\12)[si2>(Ñ12,.C2).

Por otra parte, se cumple también de manerainmediatael siguiente hecho

relacionado,que seránecesariomásadelante:
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a
• Si (sii,ir2,f) E 7?., ((Al1, =í),(A?2,=2L¡3) E o(iru,si2,f), y b~ E ‘u, 62 E z;

sontalesque (sol(bí),so2(b2)) E 13, entonces: a

6~ ~ 0 !=~f(6í) =

b2 ~ O ~ f(62) =

Quedapor ver que la función f’ arribadefinidaesun isomorfismoentreev(irl)
a

y ev(24). Paraello, como sabemosque f esun isomorfismoentreev(sií) y

y f’ extiendea f, bastachequearlas doscondicionessiguientes:
a

• Si el es un predecesorinmediato de e1 (eventoasociadoa ití) en ev(ir),

entoncesf(el) esun predecesorde e2 (eventoasociadoa it2) en ev(si).

Parademostrarloconsideremosel el dado;paraél existeun 6~ E ~e1A e’.

Seanentoncess1 = pí(bí) E ~ y r1 = sodbó. Por definición de OM- a
bisimulación existena,~ y 4 consumidospor it1 y it2 respectivamente,tales

que X1 =1 XI, (~l~~O E ¡3.
a

Sean entonces6 = sof’(XD, 61 = Ñ
1(~). Se tiene % =~ ~ por ser

init(Ní)[’irí>(A?í, =i), y de ahí, aplicandoel tercerhechoindicadoobtenemos
a

f(b1) = 61. Además,6’ = e
2, y de ahí, f(el) = f(6i) =r2 f(b1) = b1 =it2

e2.
a

• Si el es un predecesorinmediato de e2 en ev(24), entoncesf’(el) es un

predecesorde e1 en ev(irl). a

Inmediata,puesesla dual de la anterior.

E’ a

Corolario 8.3 Sea5 un alfabetofinito. Dadosdos sistemasetiquetadossobre5

n-seguros,esdecidible si sonbisimilarespreservandohistorias- O

A continuaciónextendemosesteresultadoa la semánticade pasosen sistemas

etiquetadosn-seguros.

a
Teorema8.17 SeaSunalfabetofinito y N~ = (S1,fE1,F1,M¿,A1),1V2 = (S2,fE2,

E’2, M~, A2) dos sistemasetiquetadossobre E n-seguros.N~ y 1V2 son bisimilares
U.

preservandohistoriascon la semánticade pasossi y sólo si sonbisimilarespreser-

vandohistoriascon la semánticade secuenciasde ocurrencia.
a
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Demostración:

4.: Inmediata.

~: Sea7? la bisimulaciónpreservandohistoriasparala semánticade secuenciasde

ocurrencia.Veamosqueestambiénunabisimulaciónpreservandohistoriasparala

semánticadepasos.Paraello sólo hemosdever quesi si1 ~1 ir, con (si1, si2,1) C 7?

y secuencializamosel disparode R1 obteniendo

si1 —+ ir1,1 —* u,2 ... —4 ir1

y consideramosque paracadait1,5 existenun it2,5 E fE2, un isomorfismofj entrelas

estructurasde eventosev(sií,5) y ev(si2,5), y un procesode N2, ir2,5, talesque:

t24 t2,2 t2,n ‘si2 —+ ir2,1 4 ir2,2 ... —4 si2

entonceslas it2,5 puedendispararseenun solo paso.

Paraello seaeí,1 el eventoasociadoa la transiciónit1,1 en si1,~, y eu el evento

asociadoa it2,5 en ir2,5.

Podemosencontrar(A?1, =í), (A?2,=2) talesque:

inuit(Ní)(iri>(iÚi, =í), init(N2)[ir2>(A?2, =2)

y por tanto existendosbiyeccionessoí : si —* Al1, so2 : si —> Al2.

Aunque lo vemos sólo para 2 transiciones,el razonamientose generalizasin

mayoresproblemasa conjuntosarbitrariosde ellas. Por tanto, supongamosque

existei tal que existe5, i < 5, de modo que t2,1 y it25 son dos transiciones(quizás

idénticas)que no puedenserdisparadasa la vez, y además5 es el menor parael

que esto ocurre. Entoncesexistealgún lugar a E t2,1 A t2,5 que no disponede

suficientestokensparadispararsimultáneamenteambastransiciones.Seaentonces

b~(s) el lugar que corresponde(medianteso2) al token de a consumidopor it2,~ y

b~(s) el que correspondeal token consumidopor it2,5. La ocurrenciadel evento

e2,5 requiereque el lugar a recupereel token perdido por el disparo de it2,¿, lo

que implica: e2,1 <,~, e2,5. De ahí, como fj es un isomorfismoconcluimos que

e1,1 <,,.,, e1,5, lo que es absurdo. E’
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Capítulo 9

Bisimulación P.H. en Redes

Temporizadas

9.1 ProcesosTemporizados

En estasecciónvamosa definir sobreRedesde Petri Temporizadasel concepto

de procesotemporizado,como una extensiónnatural del concepto de proceso.

La diferenciafundamentalrespectoal conceptoclásico(ver sección 1 del capítulo

anterior)consisteenqueahoraasociamosalos lugarescondiciónun númeronatural

que representael tiempoque quedaparaque el tokenasociadoa dicholugar esté

disponible. Consideraremosúnicamenteredesordinarias,es decir, redescon peso

1, si bien todos los conceptosintroducidospuedenserextendidossin problemasa

redesgeneralizadas.

Definición 9.1 (ProcesosTemporizados)

SeaN = (S,T, F, 6, M0) una Red de Petri OrdinariaTemporizadaMarcadaT-

restrictiva.Un procesodeN esun par ir = (N’,p), con ¡‘1’ = (B,E,W,A),donde

(E, E, W) es una red de ocurrencia,A : E —* IN, p E u E —* S U T, de

modo que:

1. Min(N’) esun E-cortede N’.

2. p(B) q S, p(E) § T

3. Vs E S, Ve E E F(s,p(e))= y’(s) 11 •el, F(p(e),s)= p
1(s) fl &[

209
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a

4. Vs E S, M1(s) — ¡p’(s) fl Min(N’)¡, siendoM
0 = (M¿,0)

5. Vb, (b « Max(N’) y 6 E Min(N’) 11 Max(N’)) * á(b) = O

a
6. Vb E Max(N’), tx(b) E 10,..., 6(p(b))— 11

7. Ve E E, Vb1,b2 E e, =4bi)=

5

Lascuatroprimerascondicionessonlasusuales,y por tanto, no requierenmayor

comentario. Con la condición 5 obligamosa que el númeroenteroasociadoa los

lugaresno maximalesseanulo, puessi el tokenasociadose haconsumidoesporque a

antesya estabadisponible. Lo mismoimponemosa los lugarescorrespondientesa

los tokensdel marcajeinicial. a

Por su parte,la condición6 indica que cadalugar maximal no minimal tendrá

un numeroenteroasociadomenor que la duraciónde la transiciónque generéel

token asociadoal lugar.

Finalmente,la última condiciónindica que todos los tokensproducidospor el

disparode una transiciónhan de tenerasociadoel mismo tiempo.

a

Ejemplo 9.1 Consideremosla Red de Petri TemporizadaMarcadaN = (S,T,F,

6, Mo) siguiente(ver figura 42):

S= {Si, £2, S~, £4,

T = {t1, t2, t3} a

E’ = {(si,ti), (si,ta), (s2,t2), (s2,ti), (s4,ti), (ss,ta),

(ti,ss), (t2,s2),(i2,s3), (t2,s4), (ta,s2), (ta,s4)} a

V t2 a

M’(s) — { :t:: V £S2

O caso contrario

u’
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y la red de ocurrenciaN’ = (B,E, W) dadapor (ver figura 43)

{ e2,1, e1,2, 6111

{ (b~,í, 62,1), (b1,1,eí,2), (61,2,e1,1), (b212,61,1),

(64,1,61,1), (62,1,64,2), (62,1, b2,3), (b4,2,61,2),

(62,3,61,2) (61,2, 65,1), (61,1, 6s,2)}

Entonces,((B,E,W,A),p) es un procesotemporizadode N, siendo A y p

definidoscomosigue:

1 sib=b5,1 y 6=65,2{ O en casocontrario

p(bí,á) = s~, p(e~,5)=

En la figura 43 se ha representadográficamentela función A en forma de

anotacionesenterasbajo cadalugar. O

Veamoscómo podemosrelacionarlos procesostemporizadoscon lassecuencias

de pasostemporizadas.

Definición 9.2 (CompatibilidaddeProcesosTemporizadoscon SecuenciasdePa-

sos Temporizadas)Sea N = (S,T, E’, 6, Mo) una Red en las condicionesde la

definición9.1, ir = (N’,p) unprocesotemporizadodeNy a = Mo[Ri>Mí .. .

unasecuenciade pasostemporizadade N. Se dice que a y ir son compatiblessu

existeunafunción pos : E —* {1,. . . ,n}, tal que

1. Vt E T, Vi E {1,. . . ,n}, po=’(i) fl p
1(t)~ = R~(t)

2. Ve, e’ E E, e < e’ !=~pos(e)< pos(e’) A pos(e’) — pos(e)=6(p(e))

3. Vt E T, Va E N~, M,~(t,a) = E(t,a)l, siendoM~ = ~ y

E(t,a) = {e E El p(e) = t A (bE? =t> (6 E Maz(N’) A A(6) = a))}

o

La primeracondición y la primerapartede la segundano sufrencambioscon

respectodel conceptode compatibilidadpara redes no temporizadas.En la se-

gundaparte de la segundacondiciónse refleja el efecto de las duracionesde las
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u’

Figura 42: Red de Petri TemporizadaN

o

62,1 62,2 64,1
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61,2

1 1
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u’

jFigura 43: Un ProcesoTemporizadodeN
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transicionesmedianteuna relaciónentre las posicionesde los eventos. La ter-

ceracondición relacionala segundacomponentedel marcajefinal con la función

A (ambasexpresanun mismo significado, que no es otro que el tiempo que le

quedaa la transiciónen cuestiónpara terminar,si bien, la función A lo hacede

formaindirecta,sobrelos lugarescondición asociadosa los tokensproducidospor

la transición).

No exigimos que la función pos seasuprayectivadebidoa la posiblepresencia

de pasosvacíos. Paracompletarla notacióndefinimos ® = = fA.

Teorema9.1 SeaNunareden las condicionesde la definición 9.1, ir = (N’, p) un

procesode N y a una secuenciade pasostemporizadacompatiblecon ir mediante

una funciónpos. Se definende formarecurrente:

= Min(N’)

= (ci, — por1(i)) U por’ (i)

Entoncessetiene:

1. ~ esun B-cortedeN’

2. Vi E {O,... ,n}, [Min(N’),cíl fl E = u por’ (j)
JS~

3. poc’(i+l)Cci,Vie{O,...,n}

4.B= u c~
4

Demostración: No difiere excesivamentede la correspondienteal caso no tem-

porizado,si bien ahoraapareceunaligera complicaciónal poderhaberpasosvacíos.

Comenzamosdemostrandosimultáneamentepor inducciónlastresprimeraspropie-

dades.

CASO BASE:

La primeray la segundapropiedadesson inmediatas,pues cc = Min(N’) y

pos71(O) = fA. Veamosentoncesque por’(1) C co. Si por’(l) es vacio, es

inmediato. Encasocontrario,seab E por1(1) y supongamosque6 co. Entonces

existirá un cierto e E 6. Además, como 6 E por1(l), existe e’ E poc’(l) tal

que 6 E e’. Por tanto, e < e’, y de ahí, por la condición 2 de compatibilidad,
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u’

pos(e) c pos(e’). Como pos(e’) = 1 llegamosal absurdode que pos(e)= O. Por

CASO GENERAL:

Suponemosquelas tresprimeraspropiedadessonválidashastaelpasoi —1. Si u’

el pasoz esvacío c1 = Ci...í y todo semantienecomo hastael pasoi — 1, por lo que

bastaaplicar la hipótesisde inducción. Supongamosentoncesque por
1(i) # ¿3.

En principio esclaro que c
1 GB. Veamosque E fl [Min(N’),c1] = U por’ (.1).

Seae1 E por
1(i), entoncesexisteun cierto 6 c e~, y por la hipótesisde inducción

por’(i) C c~...
1. Por tanto, 6 E C1...,, y de ahí, e1 E E fl [Min(N’),c1~. Por la

hipótesisde induccióntenemosque paraj < i, por
1Qj) q [Min(N’),c

11) n E,
por lo que u por

1(j) c E q [Min(N’),c
1]. La otra inclusión es inmediata,

j~i
teniendoen cuentala definición de q y la hipótesisde induccion.

u’

Veamosahoraque c1 es una anticadenamaximal. Paraver que es anticadena

consideremos6,, b2 E e1. Puedendarselos casossiguientes:

- b~, 62 E c11. En estecasobastaaplicar lahipótesisde inducciónparaobtener

co b2.

- 6, ~ cj..í, 62 E c11. En estecasoexisteun cierto e1 c pos’(i) tal que6, E e,
u’con lo cual 62 ~ e, ya queen casocontrariopodríamosencontrarun 6~ E e,

que cumpla6~ E c11 (pues por’(i) c ce,), por lo que tendríamosb~ < 62,

lo queesabsurdo,puesc~1 esun B-cortepor la hipótesisde inducción, u’

Entoncesb~ E efl 62 « e. Además,como 62 E q, tenemosque 62 « e1.
u’

Supongamosentonces(por reducciónal absurdo)que 62 < b1 ó 6, < 62.

Si 62 < 6~, tomamosun 6~ E e, tal que 62 < 6~, queen efectoexistepor ser

62 g e1. Entonces6~ E c1—i, ya que por’(i) C cj 1, lo que contradiceel

hechodequecj..j seaun B-corte, pues62 tambiénperteneceac1, y 62 < b~.

Si 6~ < 62, consideramosun b~ E e1. Entonces6~ E c11, lo que nuevamente

es absurdo,puesb~ < 62.
u’

En consecuencia6, co 62.

• Si 61,62 « cj~. Enestecaso,queb~ ca 62 esinmediatopor la mismadefirncion

de c1, puesambosson producidosen el mismopasoi.
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Paraver que 4 es maximal procedemospor reducciónal absurdo,suponiendo

que existeun E-corte e tal que ej C e. Entoncesexiste b~ E e, b~ « e1 tal que

Vb2 E ej, 61 ca 62. Veamosen primer lugar que 6~ «
Si b~ E ~ entonces61 E por’(i), pues 6~ g e1. Seaentoncese1 E por

1(1)

tal que b~ E e~, y seab~ E e. Concluimos de ahí que 6~ E 4, lo que esabsurdo,

pues(b~,b~)« co, y cesunaanticadena.

Podemosentoncesconsiderarel conjuntoe
1...1 U {b,}, quecontieneestrictamente

a e~...1. Veamosqueesuna anticadena,lo que contradicela hipótesisde inducción,

queestablecíaque4—í es maximal.

Sea62 E 4—í• Tenemosdos casosposibles:

- Si 62 E 4. Entonces(62,b~) E co, pues4 C c.

- Si 62 « e1. Entonces62 E por
1(i), pues62 E 4—í. Tomemosun e~ E 14, y un

b~ E e, queestaráen 4. Por tanto, (6~, b~) E ca, pues 6~,b, E e. De ahí,es

claro que b~ yt 62, ya queen casocontrario, por transitividad obtendríamos

6, < 6~. Si por el contrario tuviéramos62 <b,, entonceshabríadossubcasos

posibles:

- Si b~ E efl entonces6, E 4, lo que esabsurdo.

- Si 6, ~ ~:,entoncesexisteun 64 E e7 tal que 64 < b~. Pero como 64 E ej,

estoimplica que (61,64)E Co, lo que de nuevoes absurdo.

Nos quedapor ver entoncesque por’(i + 1) ~ ej. Sea6 E •por’(i + 1).

Puedenocurrir doscasos:

- Si 6 = ¿3. Entonces6 E Co, y por definición de procesoningún j < i + 1 es

tal que 6 E por’(j). De ahí, 6 E ej.

- Si 6 ~ 0, entoncesexisteun cierto e E 6. Seaj = pos(e)y e
1+í E por’ (i+ 1)

tal que 6 E ½+í. Entoncese < e1.~..1, y deahí, por definición de compatibili-

dad,j <1 + 1. En consecuencia,6 E 4.

Concluimosprobandola cuartapropiedad. La inclusión u e1 = B es
IE{O n}

inmediata. Seaentonces6 E E. Puedenpresentarsedos casos.Si 6 = ¿3, entonces

6 E Min(N’) = Co U ~; si por el contrario 6 ~ ¿3, entonces 6 = {e} y
iE{O n)

6 E Cpos(e>. o
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Recíprocamente,e E por’(i) fl p’(t) !=‘ p(e) = t, pos(e)= i, y de

ahí, RiQ) > 0. Seaahora6 E ?, tendremos6 E por1(i)t por lo que

6 E e
1, y de ahí,A4b) = 6(t) — 1. Por tanto, e E E46(t) — 1) A p’(t).

- Por contra,si M?(t,a) — M?1(t,a + 1), por la hipótesisde inducción

tenemosqueesigual a ¡E1...í(a+ 1) fl r’(t)I.
Hemosde probarentoncesque E1.,(a+ 1) A p’(t) = E1(a) A p’(t).

Sea e E E1(a) n r’(~), tendremosque p(e) = t y Vb E ? : b E e~ A

= a. Como á1(6) = a, entonces6 E 4—i, puesen casocontrario

6 E por’(i), de dondeRj(t) > O y a = 6(t) — 1, lo que contradice

nuestrahipótesis.Además,por la definición de A~, A1..,(6) = á1(b)+ 1,

y así, e E E1...i(a+1).

Recíprocamente,si e E .E1...í(a+ 1) A p’(t), entoncesp(e) = t y Vb E

e• : 6 E e~...í, á1,(6) = a + 1. De ahí, 6 E e¿, por el apartado2

queya hemosprobado.EntoncesA~(6) estádefinido, tomandoel valor

ádb) = A1..1(b) — 1 = a. Por tanto, e E E1(a) A p’(t).

4. Utilizaremosla compatibilidadentreir ya quenosindicaM~(t, a) = [E(t, a)¡,

con E(t,a) = {e E E¡p(e) = t, 6 E C !=‘ (6 E max(N’) A á(b) = a)]>

Ahora bien, en virtud del apartado3, ya probado, sabemosque E~(a) A

— M,.~(t,a). Entonces:

{eEE[p(e)=t,6E? !=,(6EMax(N’)AL(b)=a)}= u

’

{eEEIp(e)=t, bE? ~ (bEe,, A LS~(b)=a)}

Veamosentoncesque en = Max(N’), lo cual,lunto con la igualdadanterior,

nos permiteconcluir queVb E e,1, á(b) =

Ahorabien, si 6 E e,, tendremos6 E Max(N’), puesen casocontrarioexiste

un cierto e E 6, de modo que 6 « ei,03~0>, lo que implica 6 « e,1, que es

absurdo.

Recíprocamente,si 6 E Maz(N’) entonces6 E e,~, puesen caso contrario

existiráun i tal que bE ej, y b ~ ej.g. De ahíseconcluyeque 6 «
lo cual esabsurdo.

o
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Teorema9.3 SeaN una reden las condicionesde la definición 9.1, ir = (N’,p)

un procesotemporizadode N y a unasecuenciadepasostemporizadacompatible

con ir medianteunaciertafunción pos. Entonces:

Vs ES, Vi E {0,.. . ,n} M1
1(s) = ¡g1(s) A Disp

1I

siendoDisp1 = {6 E ej ¡ ~~(b) = O> (tokensdisponiblesen el instantei).

Demostración: Porinducciónrespectodei. El casobaseseobtieneaplicandola

condición4 de la definición de procesotemporizado,puesDispo = Co = Min(N’).

Parael casogeneralsupondremosválida la propiedadpara i — 1 y veamosque

ocurrepara i.

Recordemosla definición de Me’:

>3 Rí(t)+ E R1(t)+ >3 M1t1(t,1)
tEs tEs

5(t>=1

Por hipótesisde induccion:

M1b,(s)= jp’(s) A Disp1...íl

Tenemosque relacionarDisp1..., con Disp1. Paraello desarrollamosDisp1.

Disp1 = {b E ej 1 á1(b) = 0> = {b E 4—1 — por’ ~) ¡ A~(b) = O> U

{b E pos—
1(i) ¡ ¡=q(b)= O> = A U B U O

siendo A = {b E e~
1 — por’(i) ¡ á1...1(b) = O>, B = {b E e~í — pos’(i) ¡

= 1>, 0 = {b E por’ (iy ¡ =q(b)= O>

Como estosconjuntossondisjuntosdos a dos, tenemos

g’(s) A Disp1¡ = ¡§
1(s) A Al + r’(~) A B~ + [p’(s) A 01

Analicemospuescadasumandopor separado,y veamosdeestaformaqueesta

expresióncoincidecon la definiciónde M1(s).

1. p~(s) ó A[ = {6 E ej
1 — por

1(i) jp(b) = s, =~..,(6)= 0>1

Como pos1(i) q ~ tenemos

jp1(s) A A¡ = ¡ {6 E 4, ¡p(b) = s, á
1..1(6) = OH — j{b E por’(i) ¡

p(b) = s, =q~1(b)= 0>1 = M’ (s) — ¡ {6 E por’(i) [p(b) = .s, =w.í(b)=

oh.
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u’

Paracada b E por’Q) tal que p(6) = a existeun cierto e E por1 (:) tal

que 6 E e. De hecho,por definición de proceso,paraese eventoe, setiene
a

que 6 esel único en su precondicióntal que p(b) = s. Por tanto, el segundo

conjunto tiene el mismo cardinalque:
u’

D = {e E poC’(i) ¡ BÓ E e, p(b) = .s, Aí.a(6) = O>

u’

Entonceslos eventosen D correspondena transicionesen la postcondición

de a disparadasen el pasoi. Veamosahoraque para cadatransiciónen la u’

postcondicióndes disparadaenel pasoi hayun eventoenD asociadoa dicha

transición. Paraello seatE R
1, t E ?. Entonces,por la compatibilidadentre u’

ir y a tenemos:

¡po0’(i) fl ~‘(t)¡ = R1(t)

Sea e E por’(i) n p’(t). Entoncesp(e) = t, pos(e) = i. Además, como
a

t E s, existe 6 tal que p(b) = 3,6 E e. Además,por ser e E por’(i), se

tiene que 6 « 4,6 E e,...,. EntoncesA11(b) = O, ya que segúnel apartado

2 del teorema9.2, si tuviésemosA1..,(b) > O tendríamos6 E e1, que es una

contradicción.De ahí, e E D.

u’
Por tanto:

Vt E ? R1(t) = ¡D fl p’(t)j
u’

En consecuencia:¡DI = >3 R1(t)

a
con lo que

¡§‘(a) fl A¡ = M%.1(s) — >3 R1Ilt)
tEs u’

2. ¡p’(s) n Ej = {6 E ej, —por’(i) jp(b) = s, á1...1(6)= i>¡.
u’

Porel teorema9.2 tenemosM%1(t,1) = ¡E1...1(1) fl p’(t)¡, siendoE1...,(l) =

{e E E ¡ bE e ~ (bE ej~ A =q...1(b)= 1)>.

Seat E s; tenemos:

Si e E E1..í(l) fl p’(t), entoncespor definición de procesoexistirá un u’

cierto 6 E B tal quep(b) = a y 6 E et Además,dicho lugar 6 esúnicoy

a

u’

-J
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cumpleá1...1(b)= 1, 6 E 4—í• Entonces,por el apartado2 del teorema

9.2 concluimosque b E e1. En consecuencia

be {b’ E c~í — poC’(i) p(b’) = s, á1....1(b’) = 1>

- Recíprocamente,si 6 E {b’ E e1~í — por’(i) [p(b’) = s, A1.1(6’) = 1>,

entoncesA1...1(6) = 1, lo que implica que existee E b (quede nuevoes

únicopor definición de proceso)tal quep(e) = t. Entonces?~ ej~, y

porel apartado1 del teorema9.2 concluimosqueVb’ E ?, á1...1(6’) = 1.

Portanto:

¡§
1(s) n B¡ = >3 iVJ2_

1(t,1)
tEs

3. Pordefinición de =q, si 6 E por’(i) y á4b) = O, entonces6(p(
6)) = 1, con

lo que p1(s) fl C¡ = l{6 E por’(i) p(b) = ~, 6(r-4b)) = lii.

Sea 6 E p’ fl C. Entoncesexiste un cierto e E por’(i) tal que 6 E ?.

Además, 6(t) = 1, para t = p(e). Por tanto, e E pos’(i) fl p’(t), y

de hecho, sólo hay un evento e en esascondiciones. Recíprocamente.si

e E por’(i) fl p—’(t), con 6(t) = 1, t E s, entoncespor ser 1 precondición

de s existirá 6 e ? tal que p(b) = s, de modo que 6 E por’ (ifl p(b) = s y

6(p(6)) = 1. Por tanto, 6 E O y esúnico enesascondiciones.

De ahí
¡§1(s) fl C¡ = >3 Rdt)

tEs

o

Seguidamenteintroducimosla nociónde isomorfismoentreprocesostemporiza-

dos,quedifiere del isomorfismoclásicoen la aparicióndeuna nuevacondiciónque

exige queparalos eventoscorrespondientesa transicionesenejecuciónlos tiempos

asociadosseanlos mismos.

Definición 9.3 (Isomorfismoentreprocesostemporizados)

SeaN = (S, T, E’, 6, Mo) una Red de Petri Temporizadaen las condicionesde la

definición 9.1. Seanir
1,ir2 dosprocesosde N. Se dice que ir, y ir2 son isomorfos

(ir1 ~ Ir2) si y sólo si existeuna biyección~ : B1 U E1 —* B2 U E2 tal que
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u’

1. Vx E B1 U E,, p1(x) =

a
2. Vx,,x2 E B1 U E1, xí =‘x2 su ¡3(x,) =2 /3(32)

3. Vb E B,, =,(6)= A2(fi(6))

u’
E

u’

Teorema9.4 SeaN = (5, T, F, 6, Mo) una Red de Petri Temporizada en las

condiciones de la definición 9.1 y a = . . . [R,L>MT, una secuencía de u’

pasos temporizada. Entonces existeun procesotemporizadode N, ir = (N’,p)

compatible con a. u’

Demostración: La demostracion se basa en la construcción de forma recu-

rrente de una familia de procesos temporizados {ir1(N)}. A cada ir~ se le lía- u’

mará un subprocesode ir. Inicialmente definimos iro(N) = (N¿,po), siendo N¿=

(Bo,¿3,¿3,á0),donde B0 = {b~(s)ls E S,1 =j =Mo(s)>, po(bj(s)) = s, VJ E u’

{1,... ,Mo(s)}, Vs ES y /=~o(b5(s))=0, V5 E {l,. .. ,Mo(s)}, Vs ES.

La comprobación de que iro(N) es efectivamente un proceso temporizado es u’

inmediata. Además es compatible trivialmente con la subsecuencia de pasos vacia.

Supongamos entonces definido ir1, y veamos cómo definir ir~1.1. Para ello, para cada u’

t1~, E R1+, repetimosel siguienteprocesoR1+í(t1+í) veces:

u’

1. Paracadas c t.+í elegimos un lugar condición 6(s,4+~) E Max(N1’) fl

¶
1(s) tal que A

1(b(s,t1+í)) = O no elegido anteriormente; y añadimos un u’

nuevo evento e(t1+í) , que conectamos en la forma (6(s, t1+í), e(t1 + 1)) E F1+,,

haciendop1+í(e(t1+í))= t1.~.1.

2. Para cada a E th1 se añade un nuevo lugar condición t(s, t1+,), y se intro-
u’

duce la conexión (eQ¿+í), t(s,t1+í)) E F1+,, tomando z.1+í(t(s,t~~~.í)) = £ y

= 6(t1+í) — 1.
u’

3. Para cada b~ E Maz(N¿)tal que á461) > O setoma á1+,(b1) = á1(b1) — 1.

a

u’
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Más formalmente, se define r1~1 = (N¿+1,p1+í), con N¿’±1—(B11 E1+í,F1+í,

á1+í), donde:

B1+í = E~ U

E1+í = E1 U

= F1 U

U
141 EH41

0

pj(
6)

p¿+í(b) — { £

pi~í(e) = {

u {A
5(s,t1~1)jsEt~~1,j E {1,...,Ri+í(t1+í)}>

11+1 eR~+1

U {e5(t&~.í) ¡1 =g=R1~1(t1~,)}
t~1 E&+,

U ~ sE t1+í,
ti.f 1

{(e5(t1~í),A5(s,t¿~í))¡s E tfl1, 1 =a

si 6 # b5(s,t1~,) A A1(b) = O

si 6 # b~(s,t1+1) A ~~(b) >0

si 6 = L5(s,t1+í)

pl(e)

tl+1

—1

si b# t~(s,t1+,)

si 6= 65(.s,t1+,)

si e ~

sí e =

1 =j=R,+,(t1+,)} U

dondeVt1~1 E ~ el conjunto {65(s,t1+,) 1 =1=R1+,(t~+,)> está formado por

lugares diferentes del conjunto Max(N¿) fl §
1(s) fl A—’(O).

Esta construcción termina cuando i = ii. Hemos de demostrar que ir
1~i es un

proceso compatible con la subsecuencia Mo[R,>M, . . . [R1+,>M¿+,,considerando

como hipótesis de inducción que ir1 es un proceso compatible con la subsecuencia

= Mo[Rí>M, ... [R1>M1.

En primer lugar hemos de probar que 1r1+, está bien definido. Para ello hemos

de ver que existen los 6~(s, t1+,) requeridos por la construcción. Es decir, hay que

probar

Max(Nfl fl p7’(s) Ii =s’(0)j >

Seas E t1.,.í, entoncescomo es un marcaje que permite el disparo de R1±í

se cumple: M~1 (s) =R1+1(t1+1). De la compatibilidadentreir~ y a1 concluimos

la existenciade E-cortes ....... , e~ tales que 4,1 = Max(JW), y de funciones

=. con = A~. Por el teorema 9.3 tenemosM~’(s) — ¡py’(s) fl

Disp1¡, siendo Disp1 = {b E Max(Nfl 1 á¿(b) = O>. Por tanto, Mt(s) = ¡¶‘(s) <~

Marr(N1’) n Ay’(O)j, y de ahí, ¡¶‘(s) fl Maz(Nfl fl áT’(O)I =R1+1(t1+,), corno

queríamosdemostrar.Portanto, ir~1 está bien definido.
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u’

Ahora hemos de probar que ir
1~í esun proceso. Paraello hemosde ver que se

cumplenlas condicionesde la definición 9.1.

1. Min(Nfl.~) es un B141-corte de Nh,.
u’

Trivial, puesMin(N1’~,) = Min(Nfl = Min(N¿).

u’

Trivial.

3. Vs E 5, Ve E E : F(s,p14í(e)) = ¡p~1,(s) fle[, F(p¿4í(e),s)= p~½(~)fl e¡.

Supongamosque (s, ~ (e)) c F. Entonces hay dos casos posibles:

(i) Si p14í(e) = p1(e), entonces basta aplicar la hipótesis de inducción y la

definición de Pj+1, que coincide con p~ sobre los lugares precondición de e.

(Ii) Si Pi+í (e) t+í’ para un cierto t~41 E R141, entonces e = c5(t1+x), para

algún j. Entonces, por la construcción realizada existe b5(s,t~4i) tal que

(65(s,t1±í),eftt1±í)) E F1~,. De ahí, p74,(s) fl e[ = 1.

Si, por el contrario, (s,p¿±í(e))~ F, hay que distinguir de nuevo dos casos:

(i) Si pj4i(e) = p¿(e), entonces basta aplicar de nuevo la hipótesis de in-

ducción.

(u) Si e = e~(t~4,), para algún j y para alguna t~.1 E ~ entonces p~+de) =

t1.~.1, y entonces,por la construcciónrealizadatenemosp7~j1(s) fl e = 0.

La igualdadF(p14í(e),s)= p74’1(s) A ?j se razona de forma análoga.

4. Vs E 5, M¿(s)= p7~’1(s) A Min(N¿~1)¡.

Es inmediato,puesPí+í iMín(N¡~1) = Pi+lIMin(N¡) = Pi Min(N9, y por tanto,

puedeaplicarsela hipótesisde inducción.

5. Vb (6 ~ Max(N¿~1)y 6 E Min(N~’41) A Max(N~,)) 4’ á~,(6) = O.

(i) Sea 6 « Maz(N~’41), entonces pueden ocurrir dos casos. O bien 6 E

Max(Nfl, 6 = b~(s, t141), y en ese caso, A~(6) = O (por la definición de

224

a

u’

u’

u’

a

u’

u’

a

u’

u’

u’
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con lo cual á¿~1(6)= 0; o bien b « Max(Nfl, y entoncesbasta

aplicarla hipótesisde inducción y la definición de Aí..í.

(u) Sea6 E Min(N~1) fl Maz(Nfl.1). En estecaso bastausarla hipótesis

de inducción y la definición de A~+í

6. Vb E Max(Nfl, A1+1(b) E {O,... &(Pi+1(b)) — 1>.

Trivial.

7. Ve E E1~1, Vb1, 62 E ?, á1~1(6,) =

Si e E E~ seaplica la hipótesisde inducción y la definición de~ En caso

contrario, e = es(t1+í), para algún j y algún ~ E R1+í. Entoncesbasta

teneren cuentaque á14, estádefinida de la mismaforma sobretodos los

65(s,t1+í) E ?.

Finalmente,hemosde probarque 7r1+, es compatiblecon a~1.1. Paraello defi-

nímosPOSi+í E1+í —* {1,... ,i + 1> como sigue:

pos1+í(e)= { pos1(e) si e E E1

i + 1 sí e = e5(t1+,), con tj+1 E F4+,

teniéndoseque probar quesecumplen las condicionesde la definición 9.2.

1. ViET, VJ E (1,... ,i + 1>, ¡pos~í(J) O p~1(t)¡ = R5(t).

Paraj = i,..., i dichaigualdadserácierta,puessi e E pos74i~j) A

entoncesse tiene pos1+í(e) = j < i + 1, por lo que e E pos7’(j). Además,

e ~ ek(tl+l), para todo
4.,.í E R

1~1 y todo k E {1,. . . , R1+1(t1+,)}, ya que en

casocontrariotendríamospos¿+í(e) = i + 1. Por lo tanto, e E ¶1(1), con lo

cual bastaaplicar la hipótesisde induccion.

Para j = 1 + 1, lpos~1(i + 1) A p7.~41(t)¡ = Rí±í(t),puesel conjunto

pos7~’~(i + 1) o p7i,i’1(t) estáformado exactamentepor los e5(t), y tenemos

R1+1(t) de ellos.

2. Ve, e’ E ~ e < e’ ~ pos1+í(e) < pos1+í(e’) y pos1+í(e’) — pos1+í(e) >

S(pl+í (e)).
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u’

La primera parte es trivial, por la definición de PO.5i+1 y la hipótesis de

inducción. Parala segundahemosdedistinguir los distintoscasosquepueden

plantearse:

- Si e = es(11+,), para algún t1.~.1 E R1.14 y algún j, entonces no puede u’

haberningún e’ tal quee < e’. Portanto, en realidadestecasono puede

darse. a

- Si e,e’ « {e5(t1+i) ¡ t~+í E R1+,, j = 1,..., R1+1(t1+,)>, entoncesbasta

aplicar la hipótesisde induccion. u’

- Si e « {e5(t~~í) ¡ t1.~.í E 111+1, 5 = 1,..., R1+1(t1+1)} y e’ = e5(t~~x) para

algún i~+í E R1.~., y algún 5, entonces P051+í(e’) = i + 1, y posí+1(e)= u’

posi(e). Seaentonces 6¡(s,t~+,) E e’ tal que e < b¡(s,ti+í).

Si existee” ~ e tal que e < e” < e’, con e” tal que e” E 6¿(s,t~+~), u’

entoncese” « {e5(ti+,) t1~, E Rí+1, 5 = 1,..., R1+,(t1+,)>, y por tanto,

e” E E1. Aplicando la hipótesis de inducción se obtieneposí(e”) — u’

posj(e)=6(p~(e)). Ahorabien, pos1+,(e)= i + 1 =posl(e”), por tanto,

en estecaso,pos1+í(e)— posí(e) =6(p1(e)), que se trasladaa i + 1 de

forma inmediata.

Si no existe un e” con esas condiciones, entonces b,(s,t~~,) E ?. Como

á1(6¡(s, t~+í)) = 0, y ir1 y a1 son compatibles, tenemosque b¡(s,14j) E

~ para h = pOsí(e), y á1~(b1(s,t1+1)) = 6(p1(e)) — 1. Además,
u’

6¡(s, t~+~) E CI,k, para le = h,.. . ,i, y A11(6¡(s, t~+~)) = Maz {0, 6(p1(e))—

(i—h+1)}. Como¿1,1(b¡(s,t1+,))= 0, entonces6(p1(e))—(i—h+1)=0,
u’lo que implica 6(p~(e))=i+1—h, esdecir, 6(p4e))=pos1~í(e’)—posl(e),

lo que setrasladaa i + 1 de formainmediata.
a

3. Vi E T, Va E IN~ M
2
~+í(t, a) = 1E

1+1(t, a)¡, con E1+1(t,a) = {e E E1+1 1
p¿+í(e)= t, bE? ~ (bE Max(N¿~1) A á1~1(b) = a)>.

Hay que considerarlos dos casossiguientes:

u’
- Si a # 6(t) — 1, entoncesVe E E1~í(t,a) se tiene e ~ {e5(t~~,) 1 ~ E

Ri±í,1 =5 =R1+,(t1+,)>, ya que estos eventos tienen en sus lugares ¶

apostcondicióná~+í igual a 6(1) — 1. Entonces, por la definición de

A1.~1 tenemosE1+í(t,a) = E1(t,a + 1). En consecuencia,aplicandola
a

a

-J
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hipótesis de inducción tenemos que M?(t,a+1) = ¡E1(t,a+l)I. Ahora

bien, paraa # 6(t) — 1 se tiene M~1(t, a) — M2(t, a + 1), y por tanto

M41(t, a) = ¡E1.,.1(t, a).

- Si a = 6(t) — 1, entoncesVe E E1~í(t,6(t) — 1) se tiene que A1~1(6) =

6(t)—1,VbE ?. Ellosólopuedeocurrirsie= e1(t),paraalgúntE R,~1

y algún 5. EntoncesE1~1(t,6(t) — 1)¡ = {e5(t) 1 =5 =R1~1(t)}j =

que coincidecon la definición de A{3.,.1(t,6(t)—1).

o

Comoya sucedía en el caso no temporizado, la construcción anterior no genera

un unico proceso,sino una colecciónde los mismos,que difieren segúnvayamos

escogiendo los lugares b~(s, t~±1).Comoallí, tambiénsetienequetodoprocesotem-

porizadocompatiblecon a puedeserconstruidopor aplicaciónde la construcción

presentada en el teorema anterior.

Teorema 9.5 Sea N una Red de Petri Temporizada en las condiciones de la

definición 9.1, a una secuencia de pasos temporizada de N y ir un proceso tempo-

rizado compatible con a. Entonces ir puede ser construido siguiendo la construcción

presentada en la prueba del teorema anterior.

Demostración: Por inducción sobre el número de pasos de a.

CASOBASE: Suponemos que a = M0. En este caso ir sólo puede ser ir =

((Bo, 13, ¿3, Ao),po), con =4) = O, por definición de compatibilidad; y éste es el

proceso temporizado 1ro constructible a partir de la secuencia de pasos a aplicando

la construcción.

CASO GENERAL:

Se suponeahoraque o- tiene longitud i + 1. Entoncesir tiene un subproceso ir¿,

que es compatible con la subsecuencia o~1 dea delongitud i, el cual puede obtenerse

aplicando la construcción (hipótesis de inducción). Veamos que podemos extender

r~ a ir1~1, siguiendo las indicaciones de dicha construccion.

Sea ir¿ = (NflpÓ, N,~ = (B1,E1, W~,A~), y sea el conjunto pos
1(i + 1) (que

puedeservacío). Ahorabien, si esvacío,por la condición 1 de compatibilidadse

tieneR
1.,4 = 0, y entoncesal aplicarla construcciónobtenemoslrí+í = (Nhí ,

con B1+1 = B~, E¿±í = E1, W1.,í = VV1, A1+í(b) = O, si =4(6)= 0, y =4+í (6)
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=4(b)— 1, si =4(6)> 0. Pero del hecho de que ir1 es subproceso de ir, y compatible

con a1, sesiguequela diferenciaentre ir¿ y ir es exactamente la que existe entre ir1

y ir~, por lo que ir =

Sipor’(i+1) ~ ¿3, entonces Ve1.,., E por’ (i+1) setienep(e1+,) = t141 E R1.,.1.

Además, de ¡por’(i + 1) n zr
1(t

1+í)I = R1+í(t1+í) se concluye que hay tantos

eventos en por
1(i + 1) como instancias de transiciones en R

1+í.

Para cada evento el+í E por
1(i + 1) seas E t

1+í, con t1~í = p(eí~~~,). Entonces

tenemos: Ip’(s) fl e~íj = 1, y por tanto existe b(s,t1±,)E p’(s) fl e¡~i.

Este razonamiento se puede repetir para cada evento e1~í y cada lugar s E •t1+i,

obteniéndoseuna seriede lugaresdiferentesque constituyenel conjunto

u’
{b5(s,t1~,) a E t141, t1.~.í E 1I~+,, 1 =5=R1~,(t1~1)}

Además, =4(b~(s,t1+,)) = O, puestenemoslos hechossiguientes:

(i) por’(i + 1) ej, con lo cual =4está definido sobre 65(s,t1±i). u’

(u) Si b~(s,t~~,)) = ¿3, entonces á1(b~(s,t1~,)) O

(iii) Si Be E 6~(s, t1+í)), entonces e < e1~, - pos(eí~i)— pos(e) =6(p(e)). Por

tanto, i + 1 — pos(e) =6(p(e)). Entonces A~0~(~>(bJ(s,t141)) = ¿(p(e)) — 1, y

tenemos que 65(s,t1+,) E C,, para h = pos(e),. . . ,i. En consecuencia, podemos

calcular ák(bJ(s,t1+í)), para le = pos(e),..., i. En particular, para ¿Sí obtenemos

= S(p(e))— (i — pos(e)+ 1). Como finalmente tenemos + 1 —

a
pos(e) =6(p(e)), concluimos que 6(p(e)) — (i + 1) — pos(e) =O, y por tanto,

= 0.
u’

De lo anteriorconcluimos que podemosextenderir~ al proceso ir de partida

segúnla construccióndel teoremasin más que tomar los b~(s,t1+í) en la forma
a

indicada arriba. O

a

Tal como ocurre en redes no temporizadas, para las redes 1-seguras hay unicidad

en la correspondencia, es decir, existe un únicoprocesoir asociado a unasecuencia

de pasos dada. a

A continuación introducimos la noción de duración de un proceso.que nos
u’

índicala duraciónminimadeunasecuenciadepasoscompatiblecon dichoproceso,

y posteriormenteutilizamos estanociónparaobtenerel recíprocodel teorema9.4.
a

S
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Definición 9.4 (Duraciónde un ProcesoTemporizado)

SeaN = (5, T, E’, 6, M0) una Red de Petri OrdinariaTemporizadaen las condi-

ciones de la definición 9.1 y ir = (N’,p) un procesotemporizadode N. Se define

la duraciónde r de la forma siguiente:

D(ir) = 3’ 0 siN’ = (B,0,0,0)
~ D(ir’) +1 en casocontrario

donde ir’ es el proceso(N”,p’), N” = (B’, E’, VV’, A’), definido por:

E’=B—Ar

E—A

VV’ = VVIB’xE’uz’xs:

=/(6)= ¿X(6) + 1 si bE Max(N’) A 6 « Min(N’) A A(6) <6(p(b)) — 1{ O en casocontrario

P PIB’uE’

dondeA = {e E E bE? ~ (bE Maz(N’) A zá(b) = 6(p(e)) —1)>. 0

En dicha definición, el conjunto A es el conjunto de eventos que han sido

ejecutados en el instante anterioral instanteenel quetenemoselprocesoir. La idea

que subyace en dicha definición es obtenerun subprocesoir’ de ir correspondiente a

dichoinstanteanterior. Paraello seeliminan los eventosdisparadosen eseinstante

(eventosen A), asícomo los lugarespostcondiciónde dichoseventos,mientrasque

el resto de lugaresmaxímalesno minimales ven incrementadoen una unidad el

tiempo que quedaparaque terminela ejecuciónde la transiciónque los generé.

Obsérveseque estadefinición esrecursiva,lo que significa que hemosde com-

probar que realmenteestamosdefiniendoalgo. Ahora bien, dado que estamos

trabajandoúnicamentecon procesostemporizadosfinitos, resultainmediatocom-

probar que la aplicación de dicha definición recursivanos termina conduciendo

necesariamenteal caso base,por lo que dichadefinición escorrecta.

Teorema 9.6 SeaN = (5, T, E’, 6,M0) una Red de Petri OrdinariaTemporizada

en las condicionesde la definición 9.1 y ir = (N’,p) un procesotemporizadode N,

con N’ = (B,E,VV4).

Existe una secuenciade pasostemporizadaa compatiblecon ir.
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u’

Demostración: Por inducción sobre la duración de ir

CASO BASE: u’

Si la duraciónde ir es 0, entoncesbastatomar la secuenciade pasosvacia:

o-o = M0, quees trivialmentecompatiblecon ir. u’

CASO GENERAL:
u’

Supongamosahoraque ir tiene duracióni + 1, y seair¿ = (AQ,p1), con =

(.81, E1, VV1, =4),el proceso ir’ obtenidoa partir de ir en el marcode la definición

9.4. Como DQir1) = i, podemosaplicar la hipótesisde inducción y obteneruna

secuenciade pasosde longitud i, a~ = Mo[Rí> . . . Mt..í[Rí>M1, compatiblecon ir1.

Sea¡n~1 la función que establecedicha compatibilidady sea Disp1 el conjunto u’

de lugaresmaximalesen ir1 correspondientesa tokensdisponibles (es decir, con

anotación0). u’

Definimosentoncesel pasoR1+, por medio de

R1~í(t) = ¡A fl ~‘(t)I

dondeA esel conjuntodel mismonombreintroducidoen la definición 9.4. Veamos

que Re.,., estápermitidobajo el marcajeM1, es decir:

M,’(s) =>3 R1+,(t) u’
tEs

Seas E Syt E?. Paracadae E Aflv’(t)setienebCe 4> be irAáí(6) =

u’0. De hecho, por definición de procesoexisteun único 6 E e tal que p~(6) = s.

Como =4(6)= 0,6 esun tokendisponible,es decir, 6 E Disp1, y por tanto:
u’

1 U (A A §‘(t))j < pr’(s) A Disp1J
¿69

Aplicandoel teorema9.3 sobreel segundomiembro obtenemos u’

§‘(s) A Disp1¡ = M’(s)
a

y de ahí

1 (A A p
1(t))j =MJ(s)

Ahora bien, como los conjuntosA A p’(t) sondisjuntosdosa dos,obtenemos

que u’

¡ U (A A p1(t))l = 2. ¡A fl o’(t)j = ~I•Rí+
1(t)

tE9 ¿Es

a
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Por tanto, R1+í está permitido bajo el marcaje M1. SeaentoncesM1+, el mar-

caje obtenidocon su disparo. Obtenemosasi una secuenciadepasostemporizada

de longitud i + 1, a~+’ = Mo[Rí> . . . M1...í[Ri>M1[R1+í>M1+i. Esta secuenciade

pasoses compatiblecon ir, puesel procesoir se obtiene extendiendo ir1 según la

construccióndel teorema9.4. 0

9.2 Bisimulachin sobre RedesTemporizadas

En estasecciónvamosa analizarla decidibilidadde la bisimulación y de la bisi-

mulaciónpreservandohistoriassobreRedesde Petri Temporizadas.

Definición 9.5 (Sistema Etiquetado Temporizado)

Sea 2 un alfabeto finito, y sea 6~ : E —+ N+ una función que asocia duraciones

enteraspositivasa las accionesdel alfabeto2. Un sistemaetiquetadotemporizado

(SET) sobre E es una tupía N = (S,T,F,6,M0,l), donde 1 es un etiquetado de

T, 1: T —* E y 6(1) = ás(l(i)), Vi E T, siendo(5, T, E, 6, M0) una Red de Petri

OrdinariaTemporizadaT-restrictivaMarcada.

Se dice que N es un sistemaetiquetadon-seguro su VM E [Mo>,IvA(s) <

n, Vs ES. O

Definición 9.6 Sea E un alfabetofinito, N un SET sobreE y ir = (N’,p) un

procesotemporizadode N. Se define la estructurade eventosexentade conflictos

asociadaa ir de la forma siguiente:

ev(ir) = (E, =ExE,lo PIE)

o

Definición 9.7 (Bisimulación en Sistemas Etiquetados Temporizados)

SeanN1 = (S1,T1,F1,31,A10,1,11), N2 = (S2,T2,F2,62,M0,2,12) SET n-seguros so-

bre un mismo alfabeto E. Una bisimulación para N1, N2 es una relación p C

[Mo,í>sc [Mo,2>tal que:

(i) (M0,1,Mo,2)E p

(u) Si (M1,M2) E p, entonces:
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Figura44: Dos SETbisimilares

- Para todo multiconjunto de transiciones sobre T,, R,, tal que Mi[R,>M{

existe un multiconjunto J?2 sobreT2 tal que M2[R2>M~, con (Mfl M~) c
p y l~(f4) = 12(R2).

- Para todo multiconjunto de transiciones sobre T2, R2, tal que

existeun multiconjuntoR, sobreT1 tal que Mi[R,>M{, con (Mi, iVIj E

p y l,(R1) = 12(R2).

La condición 1í(R,) = 12(R2) hay que entenderla como una igualdad entre

multiconjuntos. Esta igualdad implica que cadatransiciónen R1 tiene asociada

de forma unívocauna transiciónen R2 que tiene la misma acción comoetiqueta,

y por consiguiente, ambas transiciones tienen la misma duracion. O

Ejemplo 9.2 Los dossistemasetiquetadosde la figura 44 sonbisimilares. o

Proposición9.1 SeaE un alfabetofinito, y dosSET n-seguroscualesquierasobre

S, N1, Al2. Es decidible si N1 y Al2 sonbisimilares.

Demostración: Es inmediata,debidoa que el conjunto de posiblesmarcajeses

finito. O

Definición 9.8 (Bisimulación PreservandoHistorias)

SeanN1, Al2 SET sobreun mismo alfabeto ~2. Consideremosternasde la forma

j

u’

u’

a

u’

a

u’

u’

a

a

u’

u’

a

u-
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(irí,ir2,f), donde ir1 es un procesotemporizadode Al1, ir2 es un procesotem-

porizado de Al2, f : ev(iri) —* ev(ir2) es un isomorfismo entreestructurasde

eventosexentasdeconflictos, y Vb1 E Bí,
6í ~ ¿3 se tiene: A~(b~) = A2(62), siendo

62 E f(6í) (la eleccióndel 62 esindiferente,pues~2 ha de valer lo mismopara

todo 62 E f(6í)).

Entonces,un conjunto 7?. de ellas es una bisimulaciónpreservandohistorias

paraAl
1 y Al2 su:

1. (iro(N,),iro(N2),@) E 7?.

2. Si (irí,r2,f) E 7?., ii-1 —.-*~ ir~, para un multiconjuntode transicionessobre

T1, entoncesexistenR2, f’, ir, tales que ir2 ~ ir, (ir,ir, f’) E 7?. y

f’Ievcni> = f.

3. Si (rí,ir2,f) E 7?, ir2 ~ ir;, para un multiconjunto de transicionessobre

~‘2, entoncesexistenR1, f’, rr~, tales que ir1 ~ ir~, (ir~, ir, f’)C7Zy

f’Ieveri~ = f.

Como f’ esun isomorfismoy f’Iet«r,) = f, entonces f’ seaplicabiyectivamente

entre los eventos correspondientes a R1 y los correspondientes a R2, relacionando

además eventos correspondientes a transiciones que tienen la misma etiqueta, y

por tanto, la misma duracion. O

Seguidamentevamosa estudiarla decidibilidadde la bisimulaciónpreservando

historias para sistemas etiquetados 1-seguros. Para ello comenzamos definiendo

los mareajesordenadostemporizados.

Definición 9.9 (MarcajesOrdenadosTemporizados)

Sea Al = (5, T, E’, 6, M0, 1) un SET 1-seguro sobre un alfabeto 2. Un marcaje
ordenadotemporizadoesuna terna(M, =,-y),donde:

- M = (M1,M2), con M1 ~ 5 (marcajeactual) y M2 § T sc ]N~ (instancias

de transicionesenejecucióncon sus tiemposparaterminar).

- =C M1 sc M1 (relaciónde precedenciaentrelos tokens).

- -y : —+ P(M1) (-y(t,n) son los tokensque seránmenoreso igualesque

los que generela transición1 cuandoacabesu ejecución).
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u’

Se defineel marcaje ordenadotemporizadoinicial como sigue:

tnit(Al) = (Mo, =o,’yo)

siendoM0 = (Mg, 0) el marcajeinicial, =o=M¿xM~y-yo=0. O

Definición 9.10 (Evolución de MarcajesOrdenadosTemporizados)

Sea~ un alfabetofinito, Al un SET 1-segurosobreE, (M, =,y)un marcajeor-

denadotemporizadode Al y R un conjunto de transicionespermitido bajo M.

Definimosel marcajeordenadotemporizado(M’, =‘,y’)alcanzadotras el disparo

de R como sigue:

• M[R>M’.

• Vs,s’EM, 3=~ .s’ su ocurreuna de las siguientescondiciones:

-s,s’EMí,s,s’«Rs<s’
u’

- s,s’ E t, con t E R, tal que 6(t) = 1.

-sEMí,s’EV,contERtalque6(t)=lyexistes”Ettalque

5 < 5”.

- s’ EPtal que (t,1)EM2,ysc-y(t,l). u’

- 5,5’ E t, con (t,l) E M2.

u’

• -y’ estádefinida por

= ~ >y(t,n +1) fl M si (t,n+ 1) EM2

LA si tER, n =6(t)— 1>0

siendo A = {s EM; ja EM1 A Bs” E t, s=a”>. u’

La demostraciónde que =‘ es un preorden requiere distinguir todos los casos
u’

posibles, siendo cada uno de ellos prácticamente inmediato. Esta evolución en un

pasoserepresentaen la forma (M, =,y)[R>(M’, =‘,~,“). O

a
Nota 9.1 En sistemasetiquetadostemporizados1-segurosno puedehabervarias

instanciasde una misma transiciónen ejecución, aunquehayan comenzadoen

instantes diferentes. La razón es que si esto fuera posible, una secuencia de pasos

válida seria una en la que esperasemos a que las citadas instancias de la misma

u’

u-
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transición terminasensu ejecución(esdecir,no disparamosnadamientrastanto),

con lo cual, comoestamostrabajandocon redesT-restrictivas,nosencontraríamos

conal menosun lugar que no cumpliríala condiciónde 1-seguridad. O

Definición 9.11 SeaID un alfabetofinito, Al = (S, T, E’, 6, M0, 1) un SET 1-seguro

sobreS,ir = (Al’,p) un procesotemporizadodeNy(M, =«~)unmarcajeordenado

temporizadode Al. Se dice que init(Al)[r>(M, =~-r)su:

1. Vs E S : ¡p’(s) fl r fl =s’(O)¡= Mí(s), siendoM = (M1, M2).

2. Vt E T, Vn E II4~, ¡E(t,r¿)I = M2(t,n), siendoM2(t,n) = 1, si (t,n) E M2,

yO en casocontrario,y E(t,n) = {e E E¡p(e) = t A (6 E? ~ 6 E irM

á(b) = n)}.

3. Vb, 6’ e ir fl =s’(O)se tiene: p(b) =p(b’) si y sólo si 6 E 1r y (b,b’ «
ir A 6 <,r 6’)

4. V(t,n) EM2, Vs EM1 : a E ‘y(t,n) siysólosi 6 Eir V (b«r A Be E E(t,n)

tal que 6 =r e), siendo6 E p’(s) fl ,r fl =s’(O),que existey es únicopor

la primeracondiciónde estamismadefinición.

O

Teorema9.7 Sea ID un alfabetofinito, Al = (S,T,F,6,M0,l) un SET 1-seguro

sobreID, ir = (N’,p) un procesotemporizadodeAl, (M,=,-y),(M’,=’,j”) marcajes

ordenadostemporizadosde Al, y 1? C T talesque init(Al)[ir>(M, =~-r).Entonces:

(M, =,-y)[R> (M’, =‘,-y’) su Br’ = (Al”, p’) procesotemporizado de Al tal que ir

ir’, e init(AT)fr’>(M’ , =‘,jt~).

Demostración:

!=:Paraencontrarir’ sólo necesitamos ver que disponemos de los lugares condición

necesarios en ir para conectarlos con los nuevos eventos correspondientesa las

transiciones en R. Para ello consideremost E R y s E t. Entonces, como t es

disparable, ha de ocurrir que Mí(s) = 1. Ahora bien, por la condición 1 de la

definición 9.11 tenemos: ¡p
1(s) fl ir fl As’(0)j = 1. Entoncesexisteun único

6(s) E p1(.s) fl r fl =71(0),que podemosconectarcon el eventocorrespondiente

a t.
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Por tanto, existeun procesoir’ tal que ir ~ ir’. Además,por el teorema9.6

sabemosquepodemosasociara ir unasecuenciadepasostemporizadacompatible a
con él, y de hecho,su marcajefinal seráM, debido a las condiciones1 y 2 de la

definición 9.11. La extensióna ir’ se hacemanteniendola compatibilidad, por lo

que

.M?fls) = p’1(s) fl ir” fl á~—1(O)I

¡E’(t,n)I = M~(t,n), VIET, Vn E IN~

quesonexactamentelas dosprimerascondicionesparaque init(N)[rr’>(M’, =‘, ‘).

Veamosla terceracondición: sean6,6’ E ir” fl =/—1(0)Puedenplantearselos

siguientescasosposibles:
a

- 6,6’ E ir fl á’~’(O).

a
En estecaso p(b) =p(b’) si y sólo si 6 E ‘ir V (6,6’ « ‘ir A b <r ‘6’), lo que

setrasladaa ir’ de forma inmediata.
a

- 6,6’ E ir fl A’(1).

a
En este caso, 6, 6’ « ‘ir, por lo que habrá que ver que en este caso p(b) =p(b’)

si y sólo si ‘6 < ‘6’. Paraello consideramoss = p(b), s’ = p(b’), e E ‘6, t =
a

p(e), e’ E ‘6’ y 1’ = p(e’). Entonces, como init(Al)[ir>(M, =,-y)tenemos

(condición2, def. 9.11) IE(t, l)¡ = 1 = .M
2(t, 1), jE(t’, 1)j = 1 = AJ2(t’, 1).

a
Si s < a’, entonces como (1,1) E M2, (1’, 1) E M~, sólo puede ocurrir que
s <‘ s’ cuandos,s’ E 1’, paraalgún E E /? (por definición de <‘). De ahí,

u’
1 = 1 = 1’, y e = e’.

Recíprocamente,si ‘6 =,~ 6’, entonces e =~e’. En tal caso e = e’, pues en
u’

casocontrarioexistiría 6” E e’ tal que 6” < e’, con lo cualA(b”) = 0, lo que

implica que¿S(b) = 0, contradiciendola hipótesisde partida. a

- 6 E ir’ fl ¿S—’(0), 6’ E ir’ fl A—1(1).

a

Seana = p(6) y .s’ = p(b’). Como á(6’) = 1, entonces6’ ~ ‘ir, y por tanto
existee’ E ‘6’. Seap(e’) = 1’. Si ‘6 = ¿3 habríamosterminado. Supongamos a
entoncesqueexistee E ‘6 y seat= p(e). Tenemosque (1’, 1) E Al2, aplicando

el mismorazonamientorealizadoen el caso anterior.
a

a

u-
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Si s <‘s’ entonces,dadoque (t’, 1) E M2, por la definiciónde <‘ concluimos

que s E yQ’, 1). En estecaso, por la condición 4 de la definición 9.11,

b E ‘ir y (b « ‘ir A 3d E E(t’, 1), ‘6 =~d), con (6> = v
1(s) fl ir’ fl =s’(0).

Entonces,como6 E p’(s) fl r fl A—1(Q), tenemosque = 6, y como 6 ~‘úir,

ha de existir un en esascondiciones.Ahora bien, ¿ es tal que p(¿) = t’, y

Vb E ¿‘ : 6 E ir’ A A(6) = 1. En particular,e’ cumpledichacondicion.

Veamospor otra parteque jE(t’, 1)¡ < 1. En efecto, si existieran e
1, e2 E

E(t’, 1), tendríamosp(eí) = p(e2) = t’, y Vb1 E e~, Vb2 E e : á(6~) =

A(62) = 1. Esto implica que en cualquiersecuenciade pasostemporizada

compatiblecon ir tenemosque amboseventoscorrespondenal mismo paso,

lo que es absurdo,puesamboseventoscorrespondena la misma transición,

y estamos trabajando sobre redes 1-seguras.

En consecuencia,¿ = e’ y b = 6, de modo que 6 « ‘ir A ‘6 § e’.

Recíprocamente, supongamos en primer lugar que ‘6 = 0. Sabemosque

(t’, 1) E M2 y a E y(t’, 1) (por ser token inicial). Por tanto, por definición de

<‘ 5<5’.

Supongamosentoncesque 6,6’ « ‘ir A ‘6 § 6’. Por la condición 4 de la

definición 9.11 aplicadasobre ir tenemosque s E y(t’, 1), pues el evento e’

cumplelas condicionesrequeridas.Entonces,por definición de <‘ se tiene:

5 <‘ 5’.

- bE ir’ fl =s’(1),6’ E ir’ ~ á—1(O).

En este caso ha de ocurrir que ‘b ~ 0, pues á(b) = 1. Siguiendo un razona-

miento análogo al utilizado en el caso anterior, aunque aplicadoen estecaso

a 6 en lugar de 6’, podemosconcluir que (t, 1) E M2.

Si s <‘a’, de la definición de <‘concluimos que a’ E P (pues (t, 1) E M2), lo

que implica /á(b’) = 1 (pues ambos serían postcondicióndel mismo evento),

que contradice la hipótesis de partida. Tampocopuedeocurrir ‘6 = ¿3, ni

‘6 =ir ‘6’ pues á(6) = 1.

Por tanto, setrata de un casoimposible.
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- 6,b’~ir’.

u’
En estecaso,amboslugareshandebidosergeneradosporel disparode R, y

5 <‘s’ 5fl s,s’ E t’, paraalgún t E R tal que 6(t) = 1. Entonces es claro que

‘6 =~‘6’.

Parael recíprocobastateneren cuentaque ‘6 = ‘b’, pues ambos no están
u’

en ir’, y como á’(b) = á(6’) = O, entonceshan debido sergeneradospor

el disparo de una misma transición en R con duración 1. En consecuencia,

aplicandola definición de <‘ se tienea <‘a’.

- 6 E ir’ fl =s’(0),6’ « ir’.

u’

En este caso, a’ E t’, t E R, 6(t) = 1. Si s <‘ s’, entonces por definición de <‘

ha de existir a” E ‘t talques < s”. Sea entonces 6” E jr’(s”) fl ir’ fl á—1(O), u’

que existe por ser Mí(s”) = 1. Entonces s < a” !=.6 E ‘ir V (6, 6” ~ ‘ir A

‘6 =~‘6fl. u’

De ahí, si ‘6 = ¿3 habríamos terminado, y en caso contrario, como b” =,~>6’,

tenemos‘6 < ‘6’, comoqueríamosdemostrar.

Recíprocamente,si ‘6 = ¿3 y (‘6 =,r ‘b’), entoncesp’(b) =‘ p’(b’). Para

demostrarlo consideremos e’ E ‘6’ y b” E e’. Entonces á(b”) = O, y por la u’

condición3 de ladefinición9.11 aplicadasobreir concluimosque p(b) =p(b”).

De ahí, por definición de <‘ a <‘a’, pues p’(b”) = a” es un tokenconsumido u’

por p’(e’) tal que a < a”.

-6 ~ Ir’, 6’ E ir’ A á—1(O).

En estecaso,‘6 # 0, y Be E ‘6, con 6(t) = 1, parat = p’(e), por definición de

Si a <‘ a’, por definición de <‘ tendría que ocurrir que a’ E t’, lo que es

absurdo, pues 6’ E ir’. Así pues, este caso no puede darse. Tampocopuede

ocurrir que‘6 ~ ‘6’, pues6 hasido generadoen el último paso.

6 E ir’ fl =71(1), 6’ « ir’.

Repitiendo el razonamiento utilizado en el segundo caso concluimos que exis-

te e E ‘6, p(e) = t, (t, 1) E M2. Además, 6’ ha debido ser generado por j

~6
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una transición t’ = p’(e’). Entoncesno puedeocurrir que s =‘ s’, según

la definición de <‘. Tampoco es posible que ‘6 < ‘6’ pues eso implicaría

que =46)= O, lo que es absurdo. Además, ‘6 # 0, pues A(b) = 1. En

consecuencia, este caso tampocopuededarse.

- 6 ~‘ ir’, 6’ E ir’ fl =s’(l).

Tenemos e E ‘6, p’(e) = t, 6(t) = 1, y e’ E ‘6’, p(e’) = t’, (t’, 1) E M2. De

nuevo en este caso no puede ocurrir que a <‘s’. Tampoco puede ocurrir que

‘6 = 0, pues b « ir, ni tampocoque ‘6 =r’ ‘6’, pues b ha sido generado en el

último paso, y 6’ no.

Sólo queda por demostrar la última condición. Sean al respecto(t, n) E M~, y

s E M. Si s E y’(t,n), entoncessegúnla definición dey’ estosólo puedesuceder

por una de las dos causas siguientes:

- (t,n+1)EM2ysEMfly(t,n+1)

- s E A, para t E 1?, n = 6(t) — 1 > O

En el primer caso, por la definición 9.11 aplicadaa ir tenemosque 6 E ‘ir y (6 «
‘ir A Be E E(t,n + 1), ‘6 § e), con 6 E pA(s) fl ir’ fl ¿S—

1QJ). Si bE ‘ir ya lo

tendríamos,en caso contrario,e E E’(t, n), por definición de A’.

En el segundocaso, s E M, a E M
1 y Bs” E ‘t tal que s < a”. Entonces,

Mi(s”) = 1 4> Bb” E p’(s”) n ir’ fl A—1(O). Análogamente,s E M1 4> Bb E

p
1(s) fl ir’ fl A—’(0), y entonces p(b) =p(b”) implica (por la definición 9.11

aplicadaa ir) que ‘6 = 0 V ‘6 =~‘6”.

De nuevopodemoscentrarnosen el caso ‘b 4 ‘b”. Entonces tenemos ‘6 =r’ e’,

donde e’ es el eventoasociadoa t tal que e’ E b”’. Además, e’ E E’(t, 6(t) — 1),

por definición de A’.

Recíprocamente,si 6 E ‘ir’, entonces‘6 = 0. Seap(b) = s E M{ Queremosver

que s E y’(t,n) Vn < 6(t) — 1. Si n # 6(t) — 1 entoncesel resultadose obtiene

a partir de la definición 9.11 aplicadasobre ir, teniendo en cuenta que 6 E ‘ir y

aplicandola definición de y’. Si n = 6(t) — 1, consideremosel eventoe asociado

a t, y sea 6’ E ‘e. Tenemos que s E M
1, pues 6 E ‘ir’. Entonces p(b’) = s’ es un

token consumido por t, y como 6 E ‘ir tenemos p(b) =p(b’) (por la definición 9.11

aplicadasobre ir). Asís =s’,y s’ E’t. Por tanto, sEA, es decir, a E 7(t,6(t)—l).
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Si 6 « ‘re’, y ‘6 =,~e, con e E E’(t, n), hemosdedistinguir dos casos:

- Si n # 6(t) — 1, entonces e E E(t,n + 1), por la definición de E’Q,n). Por u’

otraparte, ‘b =r’ e 4’ ‘b § e, con lo que aplicando la definición 9.11 sobre

ir obtenemos s E y(t,n + 1), de modo que s E y’(t,n). u’

- Si n = 6(t) — 1, entoncese correspondea una transicióndisparadaen 1?:

p’(e) = tER. Tenemosp’(b) =s •b <,e. Si ‘b = e, comobE p”~’(s) fl u’

ir” A A’—’(O), entoncesA’(6) = 0, lo que implica que 6(t) — 1 = 0, lo que

nos lleva a n = O, que es absurdo. u’

Por tanto, 6 <,~ e, y de ahí s E M1, pues á(6) ha de ser O, y podemos
u’aplicar la condición 1 de la definición 9.11 sobreir.

Sea 6” E ‘e tal que ‘6 <r 6”; p(b”) es un token consumido por t, y entonces

= 0. Como’b =06” concluimos que p(b) =p(b”), por lo que aplicando

la definición de A, s E A, y por tanto, sE y’(t,6(t) — 1).
a

1?

4=: Tenemos ahora ir —*~ ir, init(N)[ir>(M, =,t~init(N)[ir’>(M’, =‘,y’).
Por las condiciones 1 y 2 de la definición 9.11 aplicada sobre ir y ir’ se obtiene a

que M y M’ son marcajes alcanzables. En particular, M corresponde al marcaje

final de una secuencia de pasos temporizada a compatible con ir. En base a la u’

extensión de ir a Ir’ por R, concluimos que la extensión de la secuencia a mediante

R es una secuencia a’ compatible con ir’, cuyo marcaje final será M’. Por tanto,

M[R>M’.

Seaentonces(M,=,-y)[R>(M’,<~,-y). Tenemosque demostrarque =~==‘ y
u’

que y = y’.

Seans,Y E M, s <f1 s’. Entoncespuedendarselos siguientescasos:
u’

- s,a’ E M1, s,s’ «‘R, a =s’. En este caso, sean 6 E p
1(s)A ir’ A A1(O), 6’ E

p’(a’) A ir’ A =71(0).Tenemosp(b) =p(b’), y de ahí, 6 E ‘ir y (6,6’ «
a

‘ir A ‘6 =~‘6’). Esto se traslada a ir’ repitiéndose el razonamiento hacia
atrás,concluyendop’(b) =‘p’(b’).

u’

- s,s’ E 1’, t E R, 6(t) = 1. Sean entonces 6 E p’’(s) A ‘ir’ fl áfr1(O), 6’ E

p’’(s’) A ir” A =/—1(0),que existen pues M(s) = 1, M(s’) = 1. Entonces

‘6 = ‘6’, por lo que podemos aplicar la condición 3 de la definición 9.11 para

obtener p’(6) =‘p’(b’).

a

u’
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-sEMí,s’Et’,tER,6(t)=1,Bs” E ‘ttalques<a”. SeanbE

p’(s) II re’ fl =71(0), b” E p’(s”) fl re’ A á’(O). Entonces,p(b) <

p(b”) !=~‘6 = 13 y (6, 6” « ‘re A ‘6 <,~ ‘6”). Si ‘6 = ¿3, entoncesseaplica en

sentidoinversolacondición3 de ladefinición9.11 paraobtenerp’(b) =‘p’(b’),

siendo 6’ E p’’(s’) n re” A ¿S~.í(O). Si no, como ‘6 <,. ‘6”, y ‘6” =,~‘ ‘6’,

tenemos‘6 =,~‘b’, por lo que aplicandodenuevola citadacondición3 de la

definición9.11, obtenemosp’(b) =‘p’(b’).

- s’ E t’, (t, 1) E M2, s E ‘y(t, 1). Sea 6’ E p’’(s’) A ir” A A¡1(O). Como

.5 E y(t,1) 4> bE ‘,~ y (6 « ‘ir A Be E E(t,l) : ‘6 =~e), siendo bE

p’(a) A ir’ ~ A—1(O).

Si 6 E ‘re se aplica en sentido inverso la condición 3 de la definición 9.11

para re’ y se obtiene p’(b) =‘p’(b’). En caso contrario, como 6’ E e’ se tiene

‘6 =~~4 ‘6’, y de ahí, aplicando de nuevo la condición 3 en sentido inverso

concluimos p’(b) =‘p’(b’).

- 5,3’ E i’, (t,1) E M2. En este caso, sean bE p’’(s) A re” ~ á~1(O), 6’ E

p’
1(a’) A re” A á/1(O). Si ‘6 = 13 concluimos aplicando la definición 9.11.

En caso contrario, se tiene ‘6 = ‘6’, para aplicarse una vez más la condición

3 citada.

Consideremos ahora s,a’ E M~, talesque a <‘ s’. Sean 6 E p”1(s) A ir” A

¿S’’(0), 6’ E p’’(s’) A ir” A á’’(O). Entonces p’(b) =‘ p’(6’) !=.‘b = ¿3 y (6,6’ g
‘Ir’ A ‘b =~¿‘6’). Hemosde distinguir entonceslos siguientescasos:

- 6,6’ Ere’ A =c’(0).

Basta usar 6 = ¿3 y (6, 6’ « ‘re A ‘6 =~‘6’) sobrere, obteniéndosea < a’.

Entonces, como se trata de tokens no consumidos, por definición de =‘~se

tiene: a <~ s’.

- 6,6’ E ir’ A á—’(1).

Sean e E ‘6, e’ E ‘6’. Tenemos p(e) = t, p(e’) = t’, (t, 1) E M
2, (t’, 1) E M2.

De ahí, como e =,~ e’, sólo puede ocurrir que e = e’, pues ¿S(b)= A(b’) = 1.

Por tanto t — t’ con lo cual aplicando la definición de <‘~ se obtiene: s =~a’.
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u’
- 6 E Ir’ n =‘(0), 6’ E Ir’ fl =c1(l).

Seae’ E ‘6’, p(e’) = t’. Tenemos(t’, 1) E M
2. Parademostrarque s =~s’ a

hemosde ver (def. de =1)que s E ‘y(t’, 1). Paraello usamosla condición 4

de la definición 9.11 sobrere, puessi ‘6 = ¿3 yatendríamoslo deseado,y si no,

de ‘6 <,~ ‘b’, obtenemos‘6 =r e’. Además, e’ E E(t’, 1), y de ahí, s E y(t’, 1).

- 6 E ir’ A =s’(1),6’ E re’ n =7’(O).

Sea e E ‘6, p(e) = t, (t, 1) E Al2. Tal caso no puede darse pues ‘b =r’ ‘6’ no

puedeocurrir cuandoá(b) = 1. u’

- b,b’~re. a

En este caso, 6 y 6’ correspondena tokensgeneradospor el disparo de R.

Además,como ‘6 =,~ ‘6’, tenemos‘6 = ‘6’, y por tanto ambos han sido u’

generadospor la misma transición. En tal caso,aplicandola definición de

=~concluimos .s =~5’.

- bE re’ A ZA(O), 6’ « ir’.

Como A’(b’) = O, y 6’ ~ re’, tenemos a’ = p’(b’) E t”, con t’ E R, 6(t’) = 1. u’

Si ‘6 ~ 0, consideremose E ‘b, e’ E ‘6’ y 6” E ‘e’ tales que e =‘6”. Entonces

‘6 SIr ‘6”, y por tanto a < a”, para s” = p(b”). Por lo que, por definición de u’

5—1’

u’
Si ‘b = 0, sea 6” E ‘e’, para e’ E ‘6’, que existe por ser 6’ g re’. Entonces, por

la condición 3 de la definición 9.11 se tiene s < s” con s” = p(b”), y de ahí,

por definición de =~,s = s’. u’

-6 «re’, 6’ Ere’ A ZA(O).

Este caso no puede ocurrir, pues no puede darse ‘6 = 0, ni ‘6 =,,~‘6’.

u’
- 6 E re’ fl =—‘(1),6’ « re’.

Porla mismarazónque en el caso anteriortampocopuededarseestecaso.
u’

- 6 « re’, 6’ E re’ A =7’(l).

Tampocoestecasopuedeocurrir, pues6 hasido generadoen el último paso,

mientras que b’ no. Por tanto, de nuevono puededarse‘6 = 0, ni ‘6 < ‘‘6’. j
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Veamos ahoraque y’ = y. Tomemosal efecto (t,n) E M~ y s E M y

empecemossuponiendoque n < 6(t) — 1. Entoncess E y’(t, n) !=~6 E ‘re’ y (6 «
‘re’ A Be E E’(t,n) tal que’6 =re), con {6} = p’’(s) A re” (1 A’’(O).

Si 6 E ‘ir’, entonces6 E ‘ir, por lo que A(6) = 0. Por tanto, s E M1, y de ahí,

s E yQ,n+ 1). En consecuencia,por la definición de -y~, a E yf(t,n).

Si Be E E’(t, n) tal que ‘6 =,,~e, entoncese E EQ,n + 1), por definición de E’,

y de ahí,a E y(t,n + 1), y por tantosE -y(t,n).

Supongamosahoraque n = 6(t) — 1. Entonces,si s E y’(t,6(t) — 1) esporque

de nuevo6 E ‘re’ y (b «‘re’ A Be E E’(t, 6(t) — 1) tal que ‘6 =~e).

Si 6 E ‘re’, entoncesb E ‘re, y de ahí, s E M1. Para s’ E ‘t, del hecho de

que ‘6 = ¿3 sesigues =Y (cond. 3 de la definición 9.11). En consecuencia,por

definición de y~, a E j’43t,6(t) — 1).

Si b « ‘re’, ‘6 =,~t e, entonces

= 6(t) — 1 = n > 0. Por tanto,

= O, aplicandola condición3

por tanto, s E yQ, 6(t) — 1).

‘6 ~ e, puesen caso contrario tendríamos

existe6” E ‘e tal que‘6 =~‘6”. Deahí, como

de la definición 9.11 tenemos p(b) =p(b”), y

Recíprocamente,seas E M~, con s E yf(t,n). Supongamos de nuevo en primer

lugar que ti < 6(t) —1. Entonces,por definición de y~, a E y(t,n + 1) fl M. De

ahí, 6 E ‘re y (6 « ‘re A Be E E(t, n + 1), ‘6 § e). La definición de E’ da lugar a

que e E E’(t, ti), y de ahí, s E j”(t, ti).

Si ti = 6(t) — 1, entoncesBs’ E t, tal que s < s’. Entonces, 6’ E p’(s’) A re’ A

=s’(O)es tal que p(b) =p(b’), y deahí, ‘6 = 0 y (6,6’ « ‘ir A ‘b =,~‘6’).

Por tanto, el evento e asociado a t es tal que e E E’(t,6(t) — 1), y ‘6 =r’ e, por

lo queSE 7(t,6(t) — 1). 0

Esteteoremagarantizaqueladefinición de init(Al)[ir>(M, =,tes coherente

con la evolución de marcajesordenados.

Definición 9.12 (TOM-bisimulación)

SeaID un alfabetofinito, Al1 = (S1,T1, E’1, 6~, }1J0¿1, li), Al2 = (.92,T2, E’2, 62, Aif0,2, 12)

SET 1-seguros. Una TOM-bisimulaciónpara Al1 y Al2 es una relación 8 G

OM(Al1) sc OM(Al2) sc P(Sí sc .92) tal que

1. (mit(A1), init(N2) , M¿1 sc M¿2) ES, con M0,1 = (Md1, 13), M0,2 = (M¿2, 0).
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u’

2. Si ((Mí,=í,yí), (Al2, =2,y2),/3) ES, entonces

u’
- Existe una biyección ji : Al? —* M, siendo M1 = (M1

1, MQ), Al
2 =

(M,Mfl, tal queV(tt,n) EM? : g(tí,ti) = (tr¿,n),paraun 12 E T2 tal

que 11(t1) = ¡2(12).

- V(tí,n) E Al?, Vs, E yí(tí,n), Va2 E M2
1, (sí,s2) E ¡3 ~ ~2 E y~ (t

2,n),

siendo (12, ti) = ¡4tí, ti).

- V(t2,n) E M2~, Vs2 E yí(t2,n),Vsí E Al?, (s,,s2) E 13 4> si E y~tj,n),

siendo (tí,n) = p’ (t2,n).

3. Si ((Al,, =i, y,), (Aif2, =2, ‘y2), 13) E 13, y (M1, =í, y,)[R1>(A4’, =1,yf), para

q T,, entoncesexisten R2 ~ T2, una biyección ~‘

u’

u’

R2, y

(M~,=<y) tales que

- (M2, =2, y2)[R2>(Aif~, =,‘y), ((M, =1~‘4), (Ms,=;,;), 13’) E 8, Vtí E

R,, lí(t,) = 12(4’(t1)) y ji’ cumple:

ji (tí,n) = {

u’

u’

u’(~¡4t,),n) si lí E R, A n = 6~(t~) —1

(t2,n) en caso contrario, siendo

ji(tí,n + 1) = (t2,n ±1) u’

- Vi, E R1, Vs1 E ‘1, Bs E .11 y Bs E ‘4’(t,), tales que s1 =1 sI, (s, sI) E
u’13.

- Vi2 E R2, Vs2 E ‘12 BsI E ‘12 y Bs E ‘4r’Q2), tales que ~2 =2 ~,
a

estando13’ definidocomosigue: Va1 E M’}, Va2 E M’~, con Al — (Al” M’I), a
= (M’~, M’~) : (sí, £2) E 13’ su ocurreuna de las condicionessiguientes:

- Sí E A#, ~2 E Al2
1, si «‘Rí, ~2 «‘112 y (sí,s

2) E 13. u’

u’
- si E t, (11,1) E M?, ~2 E t;, (~2, 1) E A4~, (12, 1) = ¡í(t,, 1).

4. Análogaa la 3, intercambiando los papeles entre Al, y Al2.

o
u’

u’

4

244

(~1,~) E 13.
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Definición 9.13 Sea E un alfabeto finito, Al1 = (S1,T,,F,,61,M0,1,11), Al2 =

(S2,T2,E’2,62,M0,2,12)SET 1-seguros sobre ID y 8 una TOM-bisimulación para

ellos. Se dice que ((MI, =t->=),(Ml, =Yf),13’)E 8 es aleanzablesu se verifica

una de las condiciones siguientes:

- (MI, =U-4)= mit(A1), (Mf, =,->á)= mit(A2) y 13’ = M¿, sc .AI¿2, siendo

= (Aif~1, 0), Al0,2 = (AJ~2, 0).

- Existen (M,,=í,-yí),(M2,=2,-y2)y 13 tales que

/3) es alcanzable, y existe R, tal que se cumplen las condiciones 2 y 3 de la

definición9.12, paraobtener((M, =,yfl, (Ml, =~2, y), 13’).

o

Proposición9.2 Sea ID un alfabeto finito, Al1 = (S1,T1,F1,61,M0,1,11), N2 =

(.92, T2, E2,62, Al0,2, 12) SET 1-seguros sobre ID y 8 una TOM-bisimulacién para

ellos. Si ((Al1, =í,y,), (M2, =2,’y2),lY)E 5 es alcanzable,entonces13 G Al,’ sc

siendoAl, = (Al1’, Al?), Al2 = (M, Al) y paracualesquiera(s,,32), (si, s) E fi,
se tiene a~ =i a~ 511 ~ =2~;.

Demostración: El que 13 C Ml sc Ml es claro por la definición de ¡3’. La otra

parte se razonapor inducción, pues ((Al1, =1<71), (Al2, =2,y2),13)es alcanzable.

En principio, el caso base es trivial. Para el caso general consideremos ((Al1, =í

~yí),(M2, =2, ~72), 13) E 8 que seaalcanzabley cumpla la propiedadindicada,y
sean R, C T1, R2 C T2 que cumplen las condiciones 2 y 3 de la definición de

TOM-bisimulación. Hemos de ver entoncesque si (a,, 32), (~1,a) E 13’, se tiene

Seanentonces(sí, 32), (si, s) E 13’ y probemos que sí =1sI implica ~2 =2 s

(el recíprocoesanálogo).

Puedendarselos casossiguientes:

- (£1,82) E 13, (~1,¾)E fi, 5,, 5’, « ‘Rí, ‘~2, ~‘,« ‘R2. En estecaso,basta

aplicar la hipótesis de inducción y la definición de =‘,y =~.

— (s1,s2) E 13, 5~ « R1, 82 « ‘J?2, s’, E t~, tí E R,, ¾E t;, con t2 =
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Supongamosque .s1 =‘,s’,. En tal caso,por definición de =‘,existe4 E ‘ti

tal que sí =13’,’. Entonces, por definición de TOM-bisimulaciónexisteun a
s’,” consumidopor t1 y un 4’ consumidopor t2, tales que 4 =í a’,”, con

(4’,aT) E 13. u’

Por tanto, ~í =1 4 =~sg’. Como tenemos(sí,s2) E 13, (s7’,4’) E 13 y

~í =í sf’, aplicamosla hipótesisde induccióny obtenemos~2 =24’. Y como u’

por t ello implica <‘2 ~‘

esconsumido 2, que ~2 2

- (51,52) E 13,sí « ‘R1, ~2 « R2, si E t~, s~ E t;, con (tí,1) E AtT?, (t2,l) E

Supongamos que a1 =‘,s’,. En tal caso, por definición de =‘,,s~ ~ yí(ti, 1).

Entonces,aplicando la definición de TOM-bisimulación~2 E y2(t2, 1). Por

tanto,por definición de =~~2 =2~

-~í Et,s~ Et,t2=1,b(tí),6í(t1)1. u’

Supongamosque sí =‘,sí, entoncespordefiniciónde =~1tenemos que s’, E t!.

Como (s,s~)E /3’ tenemos que a~ E t, y de ahí, ~2 =2 5~. a

- sí E t~ ~2 E t, (t1, 1) E Al?, (t2, 1) E .A4~, (t2, 1) = g(tí, 1).

Se razonade forma análogaal casoanterior.

u’

o

Teorema 9.8 SeaS un alfabetofinito, Al1 = (S1,T1,F1,61,M0,1,11), Al2 = (82,2’2, u’

Ir2, 62, Al0,2, 12) SET 1-seguros sobre ID. Entonces Al1 y N2 son bisimilares preser-

vandohistoriassi y sólo si sonTOM-bisimilares. u’

Demostracion:
a4=: Sea8 laTOM-bisimulación. Vamosa definir por pasos labisimulaciónpreser-

vando historias 7?., a la vez que una función o : 7? —* P(8), que relaciona 7? y

8. u’

1. En primer lugar hacemos (reo(Ní),iro(N2),0) E 7?., y tomamos o(iro(Alí),

ira(N2), 0) = {(inut(Ní),init(Al2) , AJ¿1 sc Al¿2)}, siendo Al0,1 = (Al¿1, 0),
Al0,2 = (AI¿2,0).

a

J
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2. Sean ahora (irí,ir2,f) E 7? y ((Mí,=í,yí),(M2,=20y2),13)E o(irí,re2,f),

con (M1, =í,yí), (Al2, =2,y2), 13, /3’, Rí y R2 satisfaciendo las condiciones

2 y 3 de la definición de TOM-bisimulación. Podemosaplicar entonces,

comoveremosa continuación,el teorema9.7, obteniéndoseir, re talesque

init(Al1)[re»(M1’,=~,y~), para i = 1,2, con ir1 -~~* re, Ir2 ~ irá. Defi-

nimos entoncesf’ mediantef’Ievcwi) = f y f’(eí) = e2, para cada e1 E

— E1, donde e2 es el único evento asociado a 4«pí(eí)) en E2; y hacemos

(~;,~;,f’) E 7?, ((AJfl=,y),(A4~, =«y),P’) E o(re,re,f’).

Para aplicar dicho teorema se requieren dos hechos de fácil prueba:

- V(rí,re2,f) E 7?. se tiene o(reí,re2,f) ~ 0. Con ello queda garantizada la

existencia de ((Al1, =í,yí), (M2, =2,’y2),13).

- Si (irí,ir2,f) E 7? entonces ((Mí,=í,-yi),(M2,=2,-y2),13) E o(re1,ir2,f)

4’ init(Al1)[r1>(M1, =~<-u),para i = 1,2.

Otra consideraciónadicional que vamos a necesitar posteriormente es la si-

guiente:

- Sea (re1, re2,f) E 7?, ((M1,=1,9’1), (M2, =2,y2),13) E o(irí,ir2,f) y seanb~ E

re~ ~ AP(O), 62 E re; fl ¿Sy
1(0)talesque (51,82) E 13, siendo ~i = pdbí), £2 =

p2(62). Entonces‘6~ ~ ¿3 4’ f(’6í) = ‘62 y ‘62 # 0 * f’(’b2) = ‘6~.

Nos centraremos en la primera implicación, por ser la segunda totalmente

análoga. La demostraciónde la misma se realizapor inducción sobre ((Al
1, =í

En el caso base tenemos que (Al1, =í<7í) = init(Alí), (Al2, =2,y2) = init(Al2),
13 = M¿1 sc M¿2. En tal caso (re1, Ir2,f) = (reo(Ní),reo(Al2), ¿3), de modo que la

propiedad en cuestión secumplede forma trivial.

En el caso general sea (irí,re2,f) E 7?., ((Mí,=í,yí),(M2,=2,y2),13) E

o(re1,re2,f), y (re’,, r, f’) E 7?. quecumplalas condicionesde la definición. Tenemos

entoncesque ((M,=,y),(M~,=,y~),13’)E o(irl,retf’).

Consideremos entonces 6~ E re’ fl ~E’ (0), 62 E ir’ ~ á~;1(0) (£1,82) E 13’.
Hemosde distinguir los siguientescasos:
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a
(a) (.51,82) E 13, si « tE?1, ~2 « tE?2. Entonces£í E M1

1, ~2 E MI, y por tanto

6~ E Ir~ A =y’(O),62 E re fl =j’(0). Bastaentoncesusar la hipótesis de

induccióny aplicar f’¡ev(Irí> = f.

(b) £~ E t7, £2 E t;, ti E R
1, t2 = ~b(tí), 6(tí) = 1. Seanentoncese1 E 6í, 82 E u’

‘62. Se tiene que f’(eí) = e2, lo que concluyeen estecasola prueba.

(c) s~ E t~, ~2 E t;, (t,1) E Al?, (t2,1) E M1~, (t2,l) = ji(t1,1). A partir de lo u’

cual serazonacomo enel caso anterior.
u’

El siguiente paso consiste en demostrar que f’ es un isomorfismo entre ev(re) y

ev(re). Sabemosque f esun isomorfismoentre ev(reí) y ev(re2) y que f’ extiende u’

a f. Por tanto, sólo hemos de ver que si e’, es un predecesor inmediato de 8í, con

81 E ev(re’,), eí « ev(reí), entoncesf(e’,) <,,~ f’(eí). La condición dual es una vez
u’

más análoga.

Consideremos para ello t1 = pí(eí), 6~ E ‘eí ~ e’ y sea sí = pí(bí). Entonces

sí E ‘tí. Paraél existens’, E ‘t1, s E ‘t2, siendo t2 = ~‘(t1), tales que
5í =í a’,, u’

(s’,,s) E 13.
Sean6’, E §‘(s’,) A ir A AT1(O) b E p;’(~) A 1r A A~’(0), que existeny u’

sonúnicos por las propiedadesque relacionanmarcajesy procesos. De ~í =1 si

se sigue ‘b~ =rj ‘6’,, pues init(Alí)[reí>(Mí, =í,yí), y de ahí ‘6’, # ¿3. Por tanto, u’

aplicando la tercera consideración obtenemos f(’b’,) =

Además,6’2 = e
2, y de ahí, f(e’,) = feb~)=,~f~b’,) = ‘6~ =r~ 82 u’

Para concluir la prueba de esta primera implicación del teorema sólo nos queda
u’

por ver que Vb1 E Ef, ‘b~ ~ ¿3: =4(6~)= =4(62),siendo62 E f’(’6íS

De nuevousamosun razonamientoinductivo sobrela construcciónde 7?. El

casobasesereducedenuevoa considerarla terna(iro(Alí), reo(N2),0), para la cual a

la propiedaden cuestiónes trivial (no existeningún b~ cuyaprecondiciónseano

vacía), u’

En el caso general consideremos 6~ E Ir’~, y seati = p1(e1), siendo61 E 6~.

Hemos de distinguir entonces dos casos: a

- t1 « R1, de modo que b~ E Irfl por lo que puedeaplicarsela hipótesisde
ainducción, obteniéndoseque A~(b~) = Ad62), para 62 E f(e~)’, lo que se

traslada a A’,, =4y fi de forma inmediata.
a

u-
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- t1 E Eí, por lo que t2 E R2, siendo t2 = p2(f(eí)), y á’,(b~) = 6(t1) — 1,
=(62) = 6(t2) — 1. Y como las duracionesde t1 y t2 coinciden, ambas

expresiones lo hacen también.

4’: Sea 7? la bisimulación preservando historias dada. Entonces definimos la

TOM-bisimulación 8 como sigue:

((Mí,=í,yí),(M2,=2,y2),13) ES su E0rí,re2,f) E 7?. talque:

(i) init(Alí)[reí>(.M’í,=í,yí), inut(N2)[ir2>(AJ2,=2,y2).

(u) Vsí E S~, Vs2 E .92, (sí,s2) E 13 ~ ~ E Aif1’, £2 E MI, siendo M, =

(MI,Alfl, Al2 = (MI,M~) y existen 6, E ir~ (1 ¿SE’(0), 62 E ~; ~ ¿SEl(O)

talesquepí(bí) = sí, p2(b2) = ~2, y (6, E ‘ir1 A 62 E ‘ir2) y (‘6~ # 0 A ‘62 #
¿3 A f(’6í) = ‘62).

Veamos que 8 es efectivamente una TOM-bisimulación. En principio, sabemos

queinit(Alí)hro(N,)>inut(Alí) e itiit(N2)(reo(Al2)>init(Al2). Entonces, como (reo(A1),

reo(Al2), 0) E 7?.,setieneque (inut(Ní), mit(A2), M¿1 scMg2) E 6, puesla condición

(u) se cumple trivialmente.

En lo queserefiere a la segundacondiciónconsideremos((Al,, =~a~),(Al2, =2

,y~),13) E 8. Entoncesexiste(reí,ir2,f) E 7? que cumple las doscondicionesde la

definición de 8.

Tomamosla función ji : M~ —> como sigue: p4t,,n) =

siendo e1 E E, el eventoasociadoen re1 a t1. Dichafunción ji estábien definida,

pues de la definición de bisimulación preservandohistorias se sigue que Vb1 E

n = A~(b~) = A2(62), siendo 62 E f(eí)’, y por tanto, (p2(f(e,)),n) E Al~.

Además,ji es una biyección,puesf es un isomorfismo y sólo hay un evento e1

asociadoa t1.

Seanahora(t,,n) E M~, sí E yí(tí,n), ~2 E MI, (sí,s2) E 13. Consideremos

(t2, 1) = p(tí, ti). Como(s,, .52) E 13, existen6~ E re~ fl áE
1(O)y 62 E s’r fl A~-1(O)

talesquepí(bí) = sí, p2(b2) = ~2, y (b~ E ‘re
1 A 62 E ‘ir2) y (‘6, # ¿3 A ‘62 #

0 A f(’bí) = ‘62).

Consideremospor separadoamboscasos:



u’

250 CAPiTULO 9. BISIMULACIÓNP.H. EN REDESTEMPORIZADAS

j
(a) Si b~ E ‘ir1 y 62 E ‘re2, entonces £2 E y2(t2,n) por la definición de inut(Al2)[re2>

(Al2, =2,72), ya que 62 E pi
1(s2) fl re; n Ay’(O) y 62 E ‘Ir2.

(b) Si ‘b~ ~ 0, ‘62 # 0 y f(’bí) = ‘62, entonces tenemos f(eí) = e
2, siendo

e1 E ‘b~, e2 E ‘62.

Como sí E yj(tí,n) tenemosque para6~ E pi
1 (sí) fl re~ Ii =11(0)severifica

b
1 E ‘re1 y bí « ‘ir1 A ~ E Eí(tí,n) tal que ‘6~ =~&í). En particular 6~

cumpledichacondición,y por tanto, comoestamostrabajandosobreredes

1-seguras,6~ = 6~. Concluimos entonces que ‘b1 # ¿3, y por tanto existe

en las condicionesindicadas. Seaentonces~2 = f(4). Como f es un

isomorfismo tenemos e2 §. e2. Por tanto, ‘62 =t2 ¿2. Además,por la forma

en que hemosdefinido ji se tiene p2(¿2) = t2. Sea ahorab2 E ¿. Como f
es un isomorfismo se tiene 14 = 0, pues en caso contrario llegaríamos a una

contradicción pues b~ no seríamaximal en re1. Por tanto, b2 E re. Además,

como 7? es una bisimulación preservando historias se tiene á1(b1) = ¿S2(b2),

para b1 E &~. Por tanto, á2(b2) = ti. En consecuencia, ¿2 E E2(t2,n), y

además‘b2 =r2 ¿2, lo que implica ~2 E y2(t2,n).
u’

La última implicación contenidaen estasegundacondición no precisaprueba

por serla análogade la anterior.

Veamos ahora la terceracondición. Supongamosal respectoque ((Al1, =i

,yí),(M2,=2,y2),13) E 8 y que (Alí,=i,yi)[Rí>(Al{,=’,,yf). Consideremos en- u’

tonces la terna (ir1, ir2, f) E 7?., que ha de existir en virtud de la definición dadade

8. Además se tiene: u’

init(N1)[re1>(.M1,=1,y1) para i = 1,2
a

Como R1 es disparable bajo Al1, podemosextender11 por R1, obteniendore1
ir’,. De ahí, como7? esuna bisimulaciónpreservandohistorias,existirá R2 tal que

re2 ~fr>~ir, con (re’,,r ,f’) E 7?, y f’I~~<~1> = f.
Como R2 nos permiteextender Ir2, tambiénpodemosextender(M2, =2<72),

obteniendo (Al~, =,-4)tal que (M2, =2,y2)[R2>(M~=,‘y). Es posibleentonces

definir una biyección4’ : —* R2, en la forma siguiente:
u’

Siendo t1 E R1 consideremosel eventoe1Eev(w’,) tal que e~ E ir’, p’,(eí) = ti,

y tomamos f’(eí) = e2 E ev(ir~j. Definimos entonces 4411) =

a

u’
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De estaforma, ¡«ti) = 12(4’Q1)), pues f’ conservalas acciones. Además,

(Mfl=’,,y’,),(M~,=’,,y~),/3’) E 8, donde 13’ está definido según se indica en la

definición 9.12. Para demostrarlo hemos de ver que se cumplen las doscondiciones

de la definición de 8. La primerade ellasseobtienepor aplicacióninmediatadel

teorema9.7.

Parademostrarla segundacondición consideremos£í E .9~, ~2 E S2, (sí,32) E

13’. Segúnla definición de 13’ puedendarse los casos siguientes:

- £~ E AifI, ~2 E MI, ~1 «‘R1, ~2 «‘~2 y (£1,52) E /3.

En tal caso,como ((Mí,=í,yí),(M2,=2,y2),/3) E 8, tenemosque (s1,s2)E

13 su B6~ E pr
1(~~) n Ir~ fl Ar’(0), 62 E pj(s

2) O re o A;’(O), talesque

(6~ E ‘reí A 62 E ‘re2) y (‘6~ # O A ‘62 # O A f(b~) = ‘62), lo que puede

trasladarse a ir, ir y f’ sin dificultad.

- sí Et~,±íER1,61(t1)=1, a2E4’(tí)’.

En tal caso,s1 E Al’1, £2 e M’~, y por la condición 1 de la definición 9.11

existen b1 E p’r’(sí) O re’: O á’j’(O), 62 E p’E’Us2) O ir’ O ¿2x7’(O). Además,

e1 E ‘bí es el evento asociado a ±i en re’,, y e2 E ‘62 es el evento asociado a t2

en 7r~.

Como e2 = f’(ei), entoncessecumple ‘b~ ~ 0, ‘62 # 0, f’(’bí) = ‘62, como

queríamos demostrar.

- £í E t~, (t1, 1) E Al?, ~2 E t;, (±2,1) E M’, (±2,1)= p(ti, 1).

De nuevo se tiene sí E Al’1, ~2 E M’~, por lo que existenbí E p’T
1(ai) O

~‘: á’j’(0), 62 E p7’(s
2) O ir’ fl A~~1(O).

Segúnla definiciónde ji tenemos que (±2,1)= ¡4t~, 1) = (p2(f(eí)),1), siendo

e1 el eventoasociadoa ±~en re1. Entonces±2 = p(f(ei)), y deahí, e2 = f(eí)

es el eventoasociadoa ±2 en re2. Entoncese1 E ‘6~ y e2 E ‘62, y por tanto

‘b~ ~ 0, ‘6~ ~ ¿3, f’(’6í) = ‘62, comoqueríamosdemostrar.

El siguientepasoconsisteen demostrarque la definición de ji’ cumple la res-

tricción indicadaen el primerapartadode la condición3 de la definición deTOM-

bisimulación.Paraello consideramos(±~,n) E Al? y distinguimoslos dos casosque

sediferencianen dichadefinición:
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- Si ±i E R1, entoncesti = 6~(±~)— 1, y ¡¡‘(ti, 6~(tí) — 1) está definido por

u’
ji’(t1,S~(±í)—1) = (p(f’(eí)),6í(tí) —1)

siendoe1 el eventoasociadoa tí. u’

Ahora bien,p(f’(eí)) = «tí), y por tanto

como queríamosdemostrar. a

- Si ±í « E1, aplicamosla definición de ji’ y obtenemos

u’

ji’(t1,ti) = (p~(f’(eí)),n)

u’
siendo e1 el evento asociado a ±~. Dicho eventoestaráen E1 (conjunto de

eventos de re1), pues ±1 « R1, y por tanto, f’(e1) = 1(eí) y p(f(eí)) =
u’

p2(f(eí)). En consecuencia

= (p2(f(ei)),n) a

Veamos ahora que g(tí,n + 1) está definido y vale (p2(f(e1)),n+ 1), lo que

terminará esta parte de la demostracion. u’

Para ello, basta tener en cuenta que (ti, u) E Al’~. Entonces, por la definición
a

de evolución de marcajes,(ti,n + 1) E M?. En consecuencia, p(11,n + 1)

está definido y según la definición de ji vale pt(tí,n+l) = (p2(f(e1)),n+1).
a

Centrémonos ahora en el segundo apartado de la condición 3. Sean entonces

t~ E R1, £í E ‘±i, y e1 el evento asociado a t~. Hemos de distinguir dos casos: u’

(a) Si ~4 E evQrí) tal que ¿~ =~~; e1, entonces’61 = 13, siendo b~ E pE
1(sí) fl ret n

ár’(O). De ahí, como f’ es un isomorfismo A¿2 E ev(re
2) tal que e2 =,~e2, u’

donde e2 es el eventoasociadoa ±2 = 4’(tí). Así pues, B62 E ‘e2 tal que

b2 = 0. Entonces~2 = p2(
62) E ‘±2, y como 6~ E ‘ir

1, 62 E ‘Ir2, concluimos u’

(£1,82) E 13.
u’

(b) En caso contrario, tenemosd~ E ev(reí), di <~a e1. Consideremos 6~ E
pf’(sí) fl re fl Ajj’(O). De nuevo hemos de distinguir dos subcasos:

a

u’
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(b.1) •6~ = ¿3. Del hechode que ~1 =~r< e1, como f’ es un isomorfismo en-

tre estructurasde eventosse sigue que B¿2 E ev(re2) tal que f(¿í) =

e2, 62 <,.~ e2. Seanentonces61 E ¿~ fl’e1, y 62 E ¿ fl’e2, que cumplirán

á1(b1) = 0, ¿S2(b2)= O, y sean .~í = pí(bí), g2 = pd
62). Tenemosen-

toncesf(’bí) = f(¿í) = ¿2, cumpliéndose‘b~ # 0, 6~ ~ 0, fet
1) = 62.

En consecuencia, (&1,S2) E 13. Además, como 6~ E ‘u A ir7, b~ E ir~,

concluimos s1 =~~1, en virtud de la condición 3 de la definición 9.11.

(b.2) ‘6~ ~ 0. Seaentoncesdi E ‘br. Como di =,~ e1, existe¿2 E ev(re2) tal

que ¿2 <Ir! e2 y f(¿í) = 62. Seaentonces62 E ‘e2 fl ¿, y ~2 = p2(b2).

Tenemos ‘b~ # ¿3, b~ # 0, f(’bí) = ‘62, por lo que (a1,S2)E 13.

Con ello concluyela pruebade la condición tercerade la definición de TOM-

bisimulación, por ser la implicación restante análoga a la anterior,y con ello finaliza

la prueba del teorema. O

Corolario 9.1 Sea ID un alfabetofinito, A1 = (.91, T1,Ir1, 6~, Al0,1, li), Al2 = (.92, T2,

E’2, 62, Al0,2, 12) SET 1-seguros sobre ID. Entonces es decidible si A1 y A2 son bisi-

milares preservando historias.

Demostración: Basta aplicar el teorema anterior y tener en cuenta que el

numero de posibles marcajes ordenados para un SET 1-seguro es finito. O
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Capítulo 10

Trabajos Relacionados

Aunque no es mucha la bibliografía existente sobre modelos temporizados de redes

de Petri (al nivel teórico, en el que nosotros hemos centrado nuestro interés), y

en particulardondese estudiela decidibilidad de propiedadessobredichos mo-

delos, presentamos en este capítulo un resumen de aquellostrabajosque hemos

consideradode mayorinterés.

10.1 Redes TER

Las RedesTER son una claseparticularde RedesER, las cualesson un modelo

introducido en [GMMP9l], que puede ser utilizado para especificar el control,

la funcionalidad y los aspectos de temporización de sistemas concurrentes. En

este sentido, los dos modelos clásicos de Redesde Petri con Tiempos quefueron

comentadosen el capítulo 3 puedenrepresentarsepor medio de redes ER. La

mejora, en este caso, consiste en que las redesER permitenademásrepresentar

aspectosfuncionales,que no puedenserrepresentadosen dichosmodelosclásicos.

Las redes ER son redes de alto nivel en las que los tokens son entonos,es

decir, funcionesque asocianvaloresa variables,y cadatransición lleva asociada

una acción, que especifica qué tokens de entrada pueden ser utilizados en su disparo

y qué tokensde salidaseproducencomo consecuenciadel mismo. Por tanto, los

marcajes son asignaciones de multiconjuntos de entornos a lugares.

La presencia de entornos dentro del modelo proporciona la vía para la especifi-

cación de aspectos funcionales y temporales. Por ejemplo, los aspectos temporales

255
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puedenserespecificadosincluyendounavariable reloj cuyo valor representa el ins-

tante en que un token hasidoproducido. A las redesERdotadasdedichavariable

se las llama redes TER, y si de hecho ésta es la única variable en todo entorno,

entoncesse les llama redes TB (que por tanto no permiten especificaraspectos

funcionales). Por supuesto, las acciones asociadas con las transiciones son las res-

ponsables de producir los valores de dicha variable para los tokens producidos con
u’

sus disparos (evidentemente, se imponen varios axiomas quegarantizanque el uso

de dicha variable es el razonable).

Juntoala semánticanaturaldelas redesTER, queconsideraqueunatransición u’

permitida no está obligada a dispararse, también se introduce un modelo semántico

fuerte, que consideraun cierto tipo de time-outs. En dicho modelo semántico á

fuerte las transicionestienen asociadoun máximo tiempo de espera,de modo

que quedagarantizadoque si en un cierto momentouna de ellas es activable,

y de momentono decidimosdispararla(lo que seríaobligatorio si todavíafuese

ejecutable al concluir su tiempo deespera),ningunaotra transiciónque comparta

con ella lugares precondición (en conflicto con ella) con un tiempo de espera mayor

podrá ser disparada (con lo que se evita que transiciones “menos urgentes” puedan

impedir con su ejecución la de otras “más urgentes”). No obstante, esta semántica

fuerte puede ser fácilmente codificada mediante la semántica ordinaria de este tipo

de redes. u’

En lo que al análisis de propiedades hace referencia, en dicho artículo se de-
á

muestra que las propiedades de alcance, vivacidad, limitación y seguridad son

indecidibles en redes ER, incluso con la semántica ordinaria (es relativamente sen-

culo probar que toda máquina de Turing puede ser codificada con este modelo), u’

La causadirectade la indecidibilidad de estaspropiedadeses la presenciade los

entornos, ya que si los ignoramos obtenemos Redes de Petri ordinarias, para las u’

cuales ya sabemos que estos problemas son decidibles.

a

10.2 LOTOS Temporizado y Redes con Tiem-
a

pos
a

En [BLT89] sedescribendos de los modelostemporizadosde Redesde Petri in-

troducidos en la sección 1.2, las Redes de Petri con Tiempo [MeFa76,Mer74], y

a

a
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las Redes de Petri con Arcos Temporizados [Wal83]. Las diferencias entre ambos

modelostemporizadosde redesde Petri las encontramosenaquellossistemasen los

que tenemos transiciones con dos o más lugares precondición. En el primer modelo

el disparo de una transición estáúnicamentesujeto a las restriccionestemporales

impuestaspor el intervalode tiempo asociadoa la transición. En el segundo,el

disparo de una transición sólo puedeproducirsedentro de la intersecciónde los

diferentesintervalosde tiempoinvolucrados(uno por cadaarcoquela unacon sus

lugares precondición). Además, en el primer modelo se fuerza el disparo de las

transiciones cuando se alcanza el tiempo máximo de disparo, mientras que en el

segundomodeloel disparode las transicionespermitidases sólo unaposibilidad.

En [BoCr89]se demuestra que las Redes con Arcos Temporizados son un modelo

débil, en el sentidode que no puedencodificar unamáquinade Turing, por lo que

dicho modelo no extiende significativamente la potencia descriptiva de las Redes de

PetriNo Temporizadas.Porel contrario,esbienconocido[JoLi77] quelas Redesde

Petri con Tiempos tienen la misma potencia descriptiva que las máquinas de Turing

(en la correspondientedemostraciónes esencialel hecho de que las transiciones

debendispararse,siemprequesigansiendoactivables,cuandosealcanzael tiempo

maxímo de disparo permisible).

Inspirándose en estos modelos, en [BLT89] se describen asimismo dos modelos

de LOTOS temporizado,el LOTOS con AccionesTemporizadasy el LOTOS con

InteracciónTemporizada.

EL LOTOS con Acciones Temporizadas es una extensión temporizada del

lenguaje LOTOS, donde la temporización es análoga a la de las Redescon Ar-

cos Temporizados. La idea consiste en incluir un operador prefijo temporizado

en el que se especificaun intervalo de tiempo dentro del cual puedeocurrir la

accion involucrada(pero no estáobligada a ocurrir), y un operadoroíd que per-

mite especificar el paso del tiempo.

El LOTOS con InteracciónTemporizadaestábasadoen el modelo de Redes

de Petri con Tiempo, incluyendooperadoresparael modeladode la urgenciay

de los intervalos de tiempo dentro de los cuales ciertas acciones deben ocurrir.

En concreto, se incluye un operador asap para especificar la ejecución urgente de

una acción, (ésta debe ocurrir tan pronto como sea posible), un operador oíd con

el mismo significado que en el modelo de AccionesTemporizadasy un operador
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timer que especifica el intervalo de tiempo en el que una acción debe ocurrir.

10.3 Codificación de RPT de Andre

Un esquema de codificación de Redes de Petri Temporizadas mediante Redes de

bajo nivel puede encontrarse en [And86], si bien dicha construcción presenta a

nuestrojuicio algunosproblemas.

El tratamiento formal de las redestemporizadasesdiferenteen la forma, pero

equivalenteen el fondo, al que hemosintroducidoen el capítulo3. En concreto,

cadatokenpuedeestardisponible (utilizable) o reservado(en periodo de consu-

míción, y por lo tanto no utilizable). Por tanto, un marcajeAl constade dos

componentes, una que recoge los tokens reservados(M.R), y otra que recoge los

tokens disponibles (Al.A). Entonces, una transición está permitida si y sólo si en

todassusprecondicionesdisponemosdeun númerosuficientede tokensdisponibles.

Una transición permitida puede dispararse, pero al producirse su disparo no se u’

sustraen, de momento, tokens de las precondiciones, sino que se anotan como

reservados los tokens (disponibles) utilizados para su disparo. Cuando finaliza la

ejecución de la transición (transcurrido el tiempo 6(t)) se eliminan definitivamente

dichos tokens (previamente reservados) y se añaden los correspondientes tokens a

los lugares postcondición.

La codificaciónque seesbozase basaen considerarpor cadatransición t dos a

nuevas transiciones, 6.t y el, que representan el comienzo y el final de su ejecución,

construyéndose una red de bajo nivel que respeta (si bien esto no se consigue

exactamente)la restriccióntemporalimpuestapor la duraciónde la transición,es

decir, que e.±se ejecuteexactamente6(t) unidades de tiempo después que 6.t.

En la codificación presentada es esencial la presencia de un reloj global que

modele el paso del tiempo, para lo cual se incluye una transición que se supone que
u’

se dispara con una cierta periodicidad (cada “instante de tiempo”). La codificación

incluye en principio arcos inhibidores, si bien los mismos pueden sereliminadossí

no se permiten ejecuciones solapadas de una misma transición.

Un problemaquesurgeal realizardichacodificaciónes comotratar laejecución

simultánea de varias transiciones. Dado que la construcción está planteada de a
forma que la ejecución de cada transición corresponde al paso de una unidad de

a

a
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tiempo, la únicaposibilidad de modelar la coincidenciade eventosen tiempo es

medianteuna únicatransiciónqueagrupela ocurrenciade dichoseventos.En caso

contrario, esprecisodisponeren el modelode lugarescon capacidadnula, lo que

claramente supone alterar la semántica ordinaria de las Redes de Petri.

Además,comoya señalamosantes,dichacodificaciónno garantizaque la ocu-

rrencia de e.t tengalugar exactamente6(t) unidadesde tiempo despuésque 6.t

(segarantizaúnicamenteque al menoshay un retrasode 6(t) unidades de tiempo,

pero posiblementee.t ocurra6(t) + 1 unidades de tiempo después que b.t).

10.4 Redes SiENS

Las redes SENS (SynchronizedElementaryNet Systems)son un modelo intro-

ducido en [And88],que generalizan el concepto de ENS(Elementary Net Systems),

introduciendo junto a los eventos y condiciones, una serie de restricciones tempo-

rales que limitan en el tiempo la posibilidad de ejecuciónde los primeros,y una

relación de prioridades entre los eventos, que se utiliza para resolver de una forma

determinista los conflictos.

En concreto,cadaeventotiene asociadosdosvaloresnaturales,a y 6, siendoa

el tiempo mínimoque debenpermanecermarcadostodos los lugaresprecondición

de dicho eventoantesde que éstepuedaserdisparable,y 6 es el tiempo máximo

que tiene dicho eventoparadispararsedesdeel momentoen que estápermitido.

Por tanto, un eventoe con valoresnaturalesasociadosa y 6 puedeocurrir en un

instantedeterminadosi las precondicionesdel mismohan permanecidomarcadas

duranteun tiempo a, y noexisteotro eventocon mayorprioridady enconflicto con

él, quepuedaocurrir en eseinstante.Unaveztranscurridoel tiempo 6 desdeque e

fue activado,éstedebesernecesariamentedisparado(si todavíasiguepermitido).

En sistemas en los que no hay conflictos, la relación de prioridades puede omi-

tirse por innecesaria.

En [And9l] puede encontrarse un algoritmo aplicable sobre redes SENSsin prio-

ridades, que permite calcular los períodos mínimos de tiempo que han de ocurrir

entre la ocurrencia de cada par posible de eventos, aplicándose dicho algoritmo al

problemade alcancesobredicho tipo de redes.
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