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Introducción

La existenciade la Institución Aseguradoraresponde a la necesidadde

protecciónfrentea los riesgos,fundamentalmenteeconómicos,a que estáexpuestoel

hombre.El negocioaseguradorconsisteen la ventade un serviciode protecciónfrente

a riesgos que puedan sufrir sus clientes o asegurados.La compañíaaseguradora

(empresade seguroso entidadaseguradora)secomprometepor tanto,en el casoen que

tengalugar el siniestro, a indemnizarel daño producidoal asegurado,tal y como se

estableceen el artículo 1 de la Ley de Contratode Seguro(Ley 50/80de 8 dc octubre).

El coste del servicio de protecciónque ofrece la empresaaseguradoraviene

determinadopor medio de lasiniestralidadqueademáspermiteestablecerel preciodel

servicio(prima) y las provisiones.Paraque la EntidadAseguradorapuedahacerfrente

a las obligacionescontraidascon sus aseguradoses necesarioque conozca,en todo

momento y de la mejor forma posible, cuál es el gasto total al que tiene que

enfrentarse. Dado el carácter aleatorio del riesgo es necesario buscar modelos

matemáticosy estadísticosque representenlas variablesy los factoresasociadosa la

incertidumbre:númerode siniestrosy costede los mismos.

En estaTesis Doctoralse estudiaconjuntamentela siniestralidad,en lugar de

considerarde forma independientelos fenómenosnúmerode siniestrosy cuantíade los

mismos, mediantela ayuda de la Teoría del Riesgo Colectivo con el objetivo de

mejorar los modelosexistentes.Dicha teoría consideracada carterade segurosde

forma global en lugar de tratar las pólizasindividualmentepuestoque es fundamental

determinarel coste total de los siniestros ocurridos. Dicho coste es de especial

importanciaen el análisisde la solvenciade la entidadaseguradoracomouna garantía
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Introduccion

másparaque la compañíade segurospuedahacersecargoen cualquiermomentode los

pagosasus asegurados,obviandolos gastostécnicosy/o de gestión.

En el Capítulo 1 se defineny explicanen primer lugarlos conceptosde riesgoy

segurocomo fundamentode la prácticaactuarial y se exponela Teoría del Riesgo

Individual y Colectivapara el tratamientode la siniestralidad(manifestaciónde los

riesgosasegurados),característicapropia y específicade la actividad aseguradora,

actividaddesarrolladapor las compañíasde seguroscon el fin de cubrir riesgos,objeto

de estudioen estaTesisDoctoral.

Corno se ha puestode manifiesto,la motivación de estaTesisDoctoral esel

estudio de la siniestralidaden la empresade seguros como medio que permita

estableceractuacionespara garantizarla solvencia de la entidad en un momento

determinadoy poder hacersecargo de las indemnizacionesa sus asegurados.El

conceptogeneralde solvenciay, en particular,el tratamientodinámicode la mismaen

el que su elementobásicoson las provisionestécnicas,se introducetambién en este

Primer Capítuloen el que sepresentaunavisión generaldel contenidoy desarrollode

la TesisDoctoral.

En el CapítuloII seexplican los elementosde la distribuciónde siniestralidad,

aquellosque se necesitanparapresentarel modelo de probabilidadcomo reflejo de la

carterade pólizasde unacompañíaaseguradora,desdeel punto de vista de la Teoría

del RiesgoColectivo,modelandoportanto el costeestadísticodelriesgo.



Introducción

Se estudiande estaforma las distribucionesde las variablesaleatoriasnúmero

de siniestros,de carácterdiscretoy cuantíade un siniestro,de caráctercontinuo,para

construirfinalmente el modelo de distribuciónde probabilidaddel importe o cuantía

total, queconstituyeel procesogeneralde riesgo.

En concreto,se considerala distribuciónde Poissonpararepresentarla variable

númerode siniestrosy la distribuciónGamma,o exponencialcomo casoparticularde

ésta,pararepresentarel costede los mismos,puestoque son éstas,como sepruebaen

la aplicación, las que mejor se ajustanen múltiplesocasionesa las variablescitadas,

ademásde respondera los requisitosteóricosasumidos.

El comportamientoprobabilísticode la siniestralidadtotal es máscomplejo.En

general no se conocede forma explícita la distribución de probabilidad de dicha

variable y se hacenecesariodesarrollarmétodosde aproximacióno métodosexactos

paraestimarla misma. Existen diferentesmétodosque seaplicanen la prácticay de

ellos, se exponenlos más utilizados: métodosde recurrencia,desarrollosen serie o

métodosde simulacion.

El objetivo de este

describa la siniestralidad

aplicación de mixturas

fenómeno.Lasventajasdel

explicativo de las variables

de probabilidadconocidasy

trabajo es encontrar la mejor aproximaciónposible que

en la Entidad Aseguradora, mediante la innovadora

de las distribuciones más relevantes que modelan el

uso de estasdistribucionesson,entreotras,un mayorpoder

que representan,el uso en su definición de distribuciones

la consideraciónde distribucionesmultimodales.
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Introducción

En el CapítuloIII se introduceel conceptode mixturas de distribucionesy los

métodosque puedenserutilizadosparala estimaciónde susparámetros.En particular,

la aplicación a un caso real prueba que una mixtura de un número finito de

distribuciones se puede utilizar para modelar las variables que representanla

siniestralidadde unaentidadaseguradora.

Se haceespecialénfasisen el métodode máximaverosimilitud, cuyaaplicación

se lleva a cabo medianteel algoritmo EM. Este algoritmo se desarrollade forma

general y, en particular, para mixturas de distribuciones Gamma, normales o

exponenciales.Dichas mixturas son las que más interés presentanen el análisis

empíricorealizado.

Es importanteademás,estudiarla siniestralidadde la Entidad Aseguradoraen

un ambientedinámico,lo que implica utilizar el conceptode solvenciadinámica.En el

primer Capítulo se explican las razonespor las que la solvencia tiene especial

significadoparael asegurador.Estasrazones sefundamentanen la naturalezade las

prestacionesque realizaéste,ya que vienenasociadasa situacionesde necesidaddel

asegurado,debiéndosegarantizarla solvencia como un aspectomás de la actividad

aseguradora.Por tanto, la solvencia recoge la capacidad de prever posibles

desviacionesque sepresentena partir de fluctuacionesaleatoriasmanifestadaspor la

siniestralidado como consecuenciade la gestiónde la Entidad. Es importanteestudiar

la capacidadde la compañíade segurosparahacerfrente a los pagospor siniestros

conformesevayanpresentando.
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Introducción

Las provisiones técnicas, reservasespecíficasde la actividad aseguradora,

jueganun papelfundamentalen la solvenciadinámica.Estasprovisiones,constituidas

en la fechade cierre del ejercicio económico,permitenestimary reflejarel gastoreal

por siniestralidaddel período.Unaestimaciónincorrectade las provisiones,por exceso

o por defecto,pone en peligro la solvenciay el negocioaseguradorsiendopor tanto

fundamentaldeterminar,de la forma más precisaposible,con qué recursoshabráde

contar la compañía en próximos ejercicios para hacer frente al gasto real en

indemnizacionesporsiniestrosocurridosen el ejercicioque secierre en esemomento.

El cálculo de las provisionesrequiere la utilización dc hipótesisadecuadasal

fenómenopropio de cadaramo,modalidady tipo de seguro,que permitanjustificar su

aplicación y defender el método ante la Dirección Generalde Seguros si fuera

necesario.En la Tesis Doctoral se hace especial referenciaa las provisionespara

siniestrospendientes,en cuya determinacióntiene especialimportanciala distribución

de siniestralidad.

El Nuevo Reglamentode Ordenacióny Supervisiónde los SegurosPrivados,

aprobadopor Real Decreto2486/1998de 20 de noviembre,permite a las entidades

aseguradorasla utilizaciónde métodosestadísticosen el cálculode estaprovisión. Para

estimar el importe final de la misma se debenconsiderar,al menos, dos métodos

basadosen las mismashipótesiso que obtengansus resultadosa partir de las mismas

magnitudeso variables,ademásde contrastardicho resultadocon el métodoindividual

de cálculo propuestopor el reglamento.
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Introducción

En el Capítulo IV seenumerany comentan,de formamuy general,algunosdc

los métodosestadísticosutilizados en paísesde reconocidatradiciónactuarial y que

puedenser aplicadospor las compañíasde nuestropaís,acompañadosde referencias

bibliográficas que completaríandichos métodos.La elecciónde alguno de éstospor

parte de la compañíade seguros es necesariapara contrastarel resultadoúltimo

Capítulo.

Se definenlos procesosde Poissonen el quinto capítulo,como casoparticular

de procesospuntuaiesy se haceuna revisión unificadade la metodologíabasadaen

procesospuntualesmarcadospara su aplicaciónal cálculo de la provisión desdeun

punto de vistadinámico. Se ilustra estarevisióncon algunosmétodosde cálculo de la

provisión y se exponenademásotros, basadosen cadenasde Markov, que puedenser

utilizadosparacontrastarsuresultadocon el métodopropuesto.

El métodoque seproponeen el CapítuloVI se basaen procesospuntualesy

mixturas de distribuciones.La utilización de procesosde Poissonmarcadospermite

incluir informaciónsobreel retardocon que los siniestrossonnotificadosa la entidad,

mediante el novedoso uso de mixturas de distribuciones, como marca o

característicaasociadaal procesoque representael número de siniestrosque tienen

lugar en la carterade pólizas. El estudio de estavariable sejustifica por contener

informaciónimportantesobreel porcentajede siniestrospendientesde notificación al

cierre del ejercicio económicoy se explica detalladamentela estimación de las

variablesque intervienenen el modelocon la aplicacióna un casoreal.
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Introducción

Se sintetizanen la última partedel trabajode investigación,las Conclusiones,

los principalesresultadosobtenidoscomo consecuenciade la aplicaciónde mixturasde

distribucionesal estudiode la siniestralidad,poniendopunto final a la TesisDoctoral.
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1 La actividadaseguradora

1.1. LA INSTITUCIÓN ASEGURADORA

La actividadaseguradoraformapartede la actividadeconómicade los paisesy

está constituidapor el conjunto de entidadesy organismosque intervienenen la

misma, tanto del lado de la ofertacomo del de la demanda,así como sus respectivos

medios,prácticasy técnicas.También forman parte de la actividad las nornias que

regulan su desarrolloy los organismosque se encargande la función de control y

vigilancia del cumplimientode talesnormas.En estesentido,aefectosde estaTesis,es

importantedestacarleyes tales como la Ley de Ordenacióny Supervisiónde los

SegurosPrivados(Ley 30/95,de 8 de noviembre)o el Reglamentode Ordenacióny

Supervisiónde los SegurosPrivados(RealDecreto2486/1998,de 20 de noviembre)

que establecepautasaseguiren el cálculo de provisionestécnicas,como sepondráde

manifiestoen el Capítulo IV de la Tesis, o la Dirección Generalde Segurosque

controlala aplicaciónde métodosestadísticosde cálculode dichasprovisiones.

La existencia de la actividad y la Institución Aseguradorarespondea la

necesidadde protecciónfrenteal riesgoeconómico,actualo futuro, al que se enfrentan

los hombresy la sociedaden su conjunto. El hecho de que puedanacontecersucesos

con repercusioneseconómicas negativas (los siniestros) hace que se intenten

compensaro cuanto menos minorar tales repercusionesacudiendo al seguro. La

existenciadel riesgo, junto con la reparaciónde las consecuenciasdañosasque su

ocurrencia (siniestro) pueda producir, es el elemento que da razón de ser a la

Institución.
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1. La actividadaseguradora

Desdelos tiempos más remotos, el hombre (en comunidad)ha desarrollado

actividadesaseguradorascuyo fin era paliar las consecuenciaseconómicasde sucesos

eventualesy desgraciadosa los que estabaexpuesto,mediantela distribución entre

muchosdel importetotal de aquellossucesosquesufríanunospocos.

La actividadaseguradorase incrementaa medidaque las sociedadesalcanzan

un mayordesarrolloeconómicoporqueestehechosuponeque los riesgoseconómicos

también aumentan (al crecer las actividades económicas que llevan asociada

aleatoriedaden su reaiizacióny en los resuitados),acentuándosede esta forma la

necesidadde protecciónfrente a ellos. Además,el mayor poderadquisitivo permite

dedicarunapartede los gastosala coberturade los mencionadosriesgos.

No obstante,en el campodel seguro,no bastala concepcióneconómicadel

riesgo. Para que la actividadaseguradorapuedaponerseen funcionamientodeben

darseademásunascondicionesde índoletécnica,legal e incluso moral.

12



1. La actividadaseguradora

1.1.1.CONCEPTO Y MANIFESTACIONES

La Institución Aseguradorapuededefinirse, siguiendo a Guardiola Lozano

(1990) como“manifestacióntécnicay organizadade las iniciativas socioeconómicas

de compensaciónde riesgos”.

Su origen básico es, como se ha señalado,la existenciadel riesgo y sus

consecuenciasnegativasque conllevanla necesidadde repararlos dañoseconómicos

producidospor la ocurrenciadel evento. La Institución del Seguroestádestinadaa

diluir entresus componentes(los asegurados)las consecuenciaseconómicasnegativas

derivadasde los riesgosque sufranalgunosde ellos.

La Institución Aseguradoratiene dos grandesmanifestaciones,la Seguridad

Social y los segurosprivados. La SeguridadSocial es un sistema obligatorio de

cobertura,arbitradopor el Estado,que estádirigido al bienestary protecciónde los

ciudadanos. Comprende un conjunto de medidas de previsión ejercidas por

determinadosOrganismose InstitucionesOficialesdirigidas a cubrir las contingencias

que pudieranafectara los trabajadoresy a sus familiares o asimilados.La prima o

cuotaque el Estadopercibeporestascoberturasesaportada(en diferentesporcentajes)

por los empresariosy los trabajadoresconjuntamente,en el caso de trabajadores

asalariadosy, únicamentepor los trabajadores,en caso de ser autónomos.Estas

prestacionescomprendenuna doble vertiente: asistenciasanitaria (enfermedady

accidente)y económica(incapacidad,desempleo,fallecimiento, viudedad,orfandady

vejez).

‘3



1. La actividadaseguradora

Los segurosprivadosson gestionadosporentidadesprivadas,con quieneslos

aseguradoscontratanlibrementelas coberturasque le interesan,dentro de la amplia

gama de posibilidadesque estos segurosofrecen,destinadastodas ellas a proteger

interesesindividuales.La prima o cuotaesaportadaíntegray exclusivamentepor el

demandantedel Seguro.La actividadaseguradoraPrivadase ejerceen economíasde

mercadoporempresasprivadasy el Estadosolo intervieneen su ejercicio por razones

excepcionalescomo puedeserla insuficienciade la iniciativa privada’.

La Institución AseguradoraPrivada, como establecela Ley 30/95 de E de

noviembre,de Ordenacióny Supervisiónde los SegurosPrivados,puedeoperarbajo

las formas jurídicas de SociedadesAnónimas, SociedadesMutuas, Cooperativasy

Mutualidadesde PrevisiónSocial. Estastres últimas puedentrabajara prima fija o a

primavariable.La Ley de Ordenacióny Supervisiónde los SegurosPrivadosestablece

ademásque cualquierentidadque adoptecualquier forma de DerechoPúblico cuyo

objeto sea la realización de operacionesde seguro podrá realizar la actividad

aseguradoraen condicionesequivalentesa las de EntidadesAseguradorasPrivadas2.

En España, en la actualidad, el único ejemplo de asegurador no empresa privada es el Consorcio de Compensación
de Seguros. Entidad de Derecho Público, creada para atender siniestros de origen extraordinario que las Entidades
Privadas no quieren (o no pueden) cubrir, así como para sustituir a la iniciativa privada cuando ésta no cubre
determinados seguros obligatorios creados en interés general.
2 Estas entidades se ajustarán integramente a la Ley 30/95, dc 8 de noviembre, de Ordenación y Supervisión dc los

Seguros privados y a la Ley 50/80, dc 8 de octubre, de Contrato de Seguro.
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1.1.2.LA EMPRESA DE SEGUROS

La Empresa,desdeel punto de vista genérico,puedeserdefinida siguiendoa

Guardiola Lozano (1990) como unidad económicaorganizadapara combinar un

conjunto de factoresde producción,con los que llevar a cabo la elaboraciónde bienes

o serviciosparasu ventao distribuciónen el mercado”.

Una Empresa de Seguros, también denominadaEntidad Aseguradorao

CompaHade Seguroses,antetodo,unaEmpresa.Sededicaa la prácticadel seguroy,

en sentidoamplio,puedeserconsideradacomo un conjuntode bienespatrimonialesy

de relacionesde hecho y organizativasnecesariaspararealizar la prácticaeconómica

con la que se identifica (el Seguro).Pararealizardichaactividadse vale de poderosos

instrumentosde gestióne informáticoscon el fin de suscribirriesgos,emitir pólizas,

contabilizarla gestiónpatrimonialy detectarclientespotenciales.

La Empresade Segurosestá inmersaen una sociedaden la cual influye y es

influida por varios aspectosque la condicionany delimitan en la mayoría de sus

gestiones.Dc esta forma, sus “outputs” se integran en todos los sectoresde la

economíay sus “inputs” (fundamentalmentelas primas) son aportadosdesde la

totalidadde los sectoreseconómicosque la rodean.

Las empresasque integranel sectoraseguradoren Españase puedenagruparen

cuatrobloques,segúnla Ley de Ordenacióndel SeguroPrivado (Ley 30/95, de 8 de

noviembre) y siguiendo la clasificacióndadapor Cuervo y otros (1998): Entidades
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1. La actividad aseguradora

Aseguradoras’Privadas3,Mutualidadesde Previsión Social4, Entidadesde Depósito

5

que realizanoperacionesde seguro y Consorciode Compensaciónde Seguros.

Las Entidades de Seguros poseenunas característicasespecíficasque las

diferenciandel resto de Empresas,como puede observarseen Castello Matrán y

GuardiolaLozano(1992).Estaspuedensersintetizadasen las siguientes:

a) Actuaciónexclusivaen la actividadaseguradora,reaseguradorae inversión

de supatrimonio.

b) Sometimientoa un organismode control oficial debido al caráctersocial o

público de su actividad.En general,toda la actividadde la empresaaseguradoraestá

sometidaa medidasde fiscalizacióny controltécnico,económicoy financiero.

c) Operacionesen masa,necesariasporpropiaexigenciatécnica,cuyo objetivo

es la consecucióndel mayornúmerode aseguradosposibleparadiversificar riesgosy

situarseen las mejoresposicionesdel mercado,minimizandode estemodo el impacto

de los siniestrosimprevisibles.

d) Exigencia de capital inicial que garantice el compromiso económico

adquiridocon los asegurados.

Estas pueden revestir la forma de Sociedades Anónimas, Mutuas, Cooperativas o Delegaciones en España de
Sociedades aseguradoras extranjeras. Se rigen por la Ley 30/95, de 8 de noviembre.

Hasta la Ley 33/84 las Mutualidades de Previsión Social habían funcinnado basándose en principios mutualistas.
A partir de la misma y para dotarlas de un mayor grado de seguridad y garantía se les exige unos criterios más
técnicos en la actuación. Están sujetas a la ley 30/95.

Este tipo de actividad es desarrollada fundamentalmente por bancos y cajas de ahorro para seguros de vida y algún
otro de la modalidad de no vida.
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e) GarantíasJinancierascomo depósitosinicialesde inscripciónen valoresque

ofrezcan una especial seguridad,inversión de reservas técnicas en productos no

demasiadoarriesgados,constitución de margende solvencia y regulación de sus

inversionescon el fin, como en el caso anterior, de cumplir los compromisos

adquiridoscon los asegurados.

1) El seguroes una actividad de servicios y no una actividad industrial en

sentidoestricto. Comotal, el elementocapitalno esde máximaimportancia(dadoque

no existenunosbienesque se debanconvertir en artículosde usoy consumo)sino que

predominael elementotrabajo como acciónpersonalde las empresasque prestanesta

actividad. El servicio que justifica la existencia de la actividad y la Institución

Aseguradoraesel de “seguridad”y responde,comoya seha comentado,a la necesidad

de protecciónfrenteal riesgo.

g) Es un servicio con un marcadocomponentefinanciero y económicocuyos

elementosprincipalesson el precio, la Ley de los GrandesNúmeros,los resultados

técnicosy el ser un instrumentode construcciónde ahorro, desarrollo tecnológico

industrial,bienestarsocialy seguridadjurídica.

h) El seguroes internacionalpordefinicióny esun sectorreguladoque tiende

ainternacionalizarsey liberalizarlas normativasnacionalescomovía de crecimiento.

i) Y, finalmente,surazónde serestáen la transformacióndel riesgo.

Entre eJíasdestacar,por su importanciaen estaTcsis, el sometimientoa un

organismode control oficial, la DirecciónGeneralde Seguros,como ya se ha señalado

17
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al comienzodel capítuloy sepondráde manifiestomásadelante,en el Capítulo IV.

Tambiénsonimportantesla necesidadde efectuaroperacionesen masa,ademásde por

exigenciatécnica,porsupapelen el cálculo de provisionesparaprestacionesmediante

métodos estadísticos y las garantías financieras que requieren del cálculo de

provisionespara su adecuadainversión. Se manifiestaya desde estemomento, al

enumerarlas característicasbásicasde las empresasde seguros,la importanciade las

provisionestécnicasy sucálculo.

La actividad empresarialse lleva a cabo a través de una combinación de

factores(trabajo, equiposy material) y dispositivos (dirección de la explotacióny

gestión) diferenciandoentre funciones empresariales(establecimientode la política

empresarial,toma de decisiones y ejercicio de poder) y tareas instrumentales

(planificación,organizacióny control), siguiendoel esquemaclásico dc Gutenberg

(1990).

Los procesosque se desarrollan en las Entidades de Segurosse pueden

clasificar,como estableceAlbarrán Lozano (1999), en procesosesenciales(procesos

técnico actuariales, suscripción de riesgos, gestión de siniestros, distribución y

comercializacióny gestión de inversiones) y procesos de apoyo (desarrollo de

Recursos1-lumanos,gestiónde sistemasoperativos,administracióny control financiero

e instrumentosde la dirección).

De todos ellos destacarla importanciaa efectosde estaTesis de los procesos

técnico actuariales que comprendenel desarrollo de productos,cálculo dc tarifas,
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análisisestadísticoy controlde provisionestécnicas.Es importanteel cálculo y control

de las provisionestécnicasparagarantizarla solvenciade la entidad. Su conceptose

estudiacon másdetalleen el epígrafe1.5, dedicandoal cálculo de las mismaslos tres

últimos capítulosde la Tesis.

Subrayartambiénla contabilidadcomo parte de la administracióny control

financiero. Precisamente,el cálculode provisionesparaprestacionesse lleva a caboal

finalizar el añocontablecon el fin de reflejar los gastosrealespor siniestrosocurridos

en el ejercicio,aunquelos pagosserealicenen futurosperiodos.
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1.2. EL RIESGO

1.2.1. DEFINICIÓN, ELEMENTOS Y CLASES

Desdecualquierpunto que pretendaestudiarseo definirse el seguro,aparece

siempre el concepto de riesgo como elemento esencial. Toda actividad humana

comportaalgún tipo de riesgo(consideradocomo cualquiereventualidadposiblemente

desfavorablepara el individuo) y, por esta razón, con el ser humanonaceny se

desarrollanlas necesidadesde prevencióny seguridad.

Desdeuna perspectivaeconómica,el riesgo es el “alea” que se soportaal

desarrollarcualquieractividadeconómicay que puedetenerconsecuenciasfavorables

o desfavorables.Se observala tendenciade los economistasa reservarel término

riesgoparalos eventosdesfavorables.

Jurídicamenteel riesgo esla causadel contratodel seguro,es decir, la razón

objetivaque impulsaal aseguradoacontratarconel asegurador.

En la terminología aseguradora, se emplea este concepto para expresar

indistintamentedos ideasdiferentes,como se defineen el Diccionario de Segurosde

CastellóMatrán y GuardiolaLozano(1992): “objeto aseguradoy posibleocurrenciapor

azarde un acontecimientoqueproduceunanecesidadeconómica

El riesgo,parapoderserasegurable,debereunir ciertas condiciones,ademásde

presentardeterminadascaracterísticasque se deducende la propia definición, como se

detallaen ICEA. (1997)y CastellóMatrány GuardiolaLozano(1992):
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1. Posibilidade incertidumbre.Ha de existir posibilidadque setraduzcaen un

estadoo situación de exposiciónal riesgo y, asimismo, ha de haber una relativa

incertidumbrematerializadatantoen laposibleocurrenciao no ocurrenciadel siniestro

comoen el momentoen queocurriráel mismo.

2. Azaro aleatoriedad.El conceptode azaren el segurosignifica que el evento

dañosono ha de dependerde la voluntadde las panes,biende maneraabsolutacuando

hacereferenciaa hechosexternosen los que no intervienela voluntad del hombre,o

biende manerarelativacuandosí interviene.

3. Necesidadpatrimonialque constituyeel contenidoeconómicodel riesgo.La

esencia del seguro no es evitar el siniestro sino reparar el daño económico

consecuenciade la realizacióndel mismo.

4. Debeamenazarpor igual a todos los elementosdelcolectivoasegurado.

5. Debeser lícito. Segúnseestableceen la legislaciónde todos los países,el

riesgoque se asegureno ha de ir contra las reglasmoraleso de ordenpúblico, ni en

perjuiciode terceros.

6. No puedeproducirlucro al asegurado.

7. Debesersusceptiblede tratamientoestadístico.

8. Debe cumplir unas condicionesde carácter técnico como independencia,

individualización,frecuenciae intensidad,acumulacióny homogeneidad.
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Todas estascaracteristicasson importantesen el estudiode la siniestralidad.

Las tresprimerasdeterminandichafunción. La posibilidade incertidumbrese refiere a

la posible ocurrencIao no ocurrenciadel siniestroy al instante en que ocurrirá el

mismo,lo quepermitedefinir la variablequemodelael númerode siniestrosocurridos

en un momentodeterminado.La necesidadpatrimonial se manifiestaen el costede los

siniestros.El aseguradoractuandoconformea una técnicamuy perfeccionadapuede

determinarcon gran aproximaciónel númeroy cuantíade los siniestrosque habráde

compensar,ayudándoseparaello de la Teoríadel Riesgo,mediantela construcciónde

ladistribuciónde siniestralidada la quenosreferiremosen el epígrafe1.4.

También son importantesen el análisis de la siniestralidadlas dos últiínas

condiciones.Paraque el riesgo seasusceptiblede tratamientoestadísticoes necesario

disponerde informaciónqueabarquedatosde un colectivosuficientementeamplio,así

comode unaexperienciaquecomprendaun númerode añosigualmentesuficiente.Las

condiciones de carácter técnico significan que el aseguradordebe cubrir riesgos

diseminadosen el espacio,perfectamentedeterminados,que presentenunaregularidad

en su comportamiento,agrupadosen unacarteralo másampliaposibley homogéneos,

tanto cualitativacomo cuantitativamente.Estascondiciones,como se estudiaráen el

Capítulo IV, se exigen a una entidad aseguradorapara que puedaaplicar métodos

globalesde cálculo de la provisión paraprestaciones(artículo 43 del Reglamentode

Ordenacióny Supervisiónde los SegurosPrivados).
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La clasificación de riesgos posibles es muy amplia, dado que se pueden

estudiardesdediferentespuntosde vistacomose haceen 1.C.E.A. (1997)y Guardiola

Lozano(1990):

1. Según su asegurabilidadse puedediferenciar entre riesgo asegurabley

riesgo no asegurable. Los primerosrepresentanaquellosacontecimientosinciertos

cuya realizaciónno dependecon exclusividadde la voluntadde las partesy tales que

las consecuenciasderivadasde su ocurrenciason estimableseconómicamente.Los

segundossonaquellosque carecende alguno de los elementoso caracteresdel riesgo

queimpidensuaseguramiento.

2. Según el objeto sobre el que recae puedenser patrimoniales, cuando

implican una disminución o pérdida de patrimonio o personales si afectan a

circunstanciasde la persona.

3. De acuerdo con su regularidad estadística pueden ser ordinarios o

catastróficos. Los riesgosordinarios son aquelloscuya ocurrenciaes susceptiblede

mediciónestadísticay respondena las pautasnormalesde contrataciónen el mercadode

seguros.Si en ellos concurrenalgunacircunstanciaque les conviertaen atípicospueden

serasumidospor el aseguradormediantela aplicación de cualquiermedidacorrectora.

Los riesgoscatastróficos,por el contrario,sonde irregularocurrenciaestadísticay por la

magnitudy naturalezade suscausasy efectos,excedende la posibilidad de coberturade
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un seguronormal6.

4. Diferenciandopor el grado de intensidadpuedenservariableso constantes,

si revistendiversagraduacióno cuantíaen surealizacióno no.

5. Segúnsuproximidadfisica respectode otros riesgospuedenserdistintos,

comuneá; contiguoso próximos. Los riesgosdistintos no tienenrelaciónni conexión

con ningún otro. Dos o varios bienesu objetosconstituyenriesgo comúncuandola

propianaturalezay proximidadde ellos obliga a considerarloscomo un riesgo único,

puestoque la ocurrenciade un siniestroen uno afectaríasin dudaa los restantes.El

riesgo contiguoes aquélque,aun siendoindependiente,estáen contactoconotro, por lo

que el siniestroque afectea uno de ellos puedetransmitirseal otro. Porúltimo, riesgo

próximoesaquélqueestáseparadode otro aunadistancialo suficientementepequeña

comoparaqueel siniestrode uno de ellospuedaafectaral otro.

6. De acuerdocon su comportamientocon el paso del tiempo, puedenser

progresivos si aumentancon el transcursodel tiempo, o regresivos cuando van

disminuyendo.

Se consideranenestaTesisriesgosasegurables,ordinariosparaque puedanser

tratadosestadísticamentey variablesdado que, en general,la cuantíade los siniestros

ocurridosen el ramono vida no esconstante.

6 Para este tipo de riesgos es preciso arbitrar fbrmulas especiales para su aseguramiento. En España estos riesgos se

hallan asegurados por el Consorcio de Compensación de Seguros en eí que existe un fondo econó,nico especial
destinado a tales efretos,
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1.2.2. TRATAMIENTO Y FORMAS DE AFRONTARLO

El asegurador,paraasumirla coberturade un riesgo,debeponeren prácticauna

serie de técnicasque le permitan establecerla naturaleza,valoración y límites de

aceptacióndel riesgo en cuestión.Talestécnicaspuedenresumírseen las siguientes,

siguiendoa GuardiolaLozano(1990):

1. Laselecciónde riesgosque constituyeel conjuntode medidasadoptadaspor

la entidad con el fin de aceptaraquellos riesgosque presumiblementeno vayan a

originarresultadosdesequilibrados,por no serpeoresque el promediode sucategoría.

2. El análisis del riesgo como instrumento técnico para lograr el adecuado

equilibrio en los resultadosde la actividadaseguradora.Esencialmenteel análisis del

riesgose concretaen los siguientesaspectos:ponderacióno clasificación de riesgos

(mediantela tarificación del riesgo aplicandola prima adecuaday creandogrupos

homogéneosen base a la probabilidadde siniestrose intensidadde los mismos),

prevenciónde riesgos(adopciónde las medidasde precauciónparaevitar la producción

de siniestros)y controlde resultadosparaconseguirel necesarioequilibrio técnico.

3. La evaluacióndel riesgo,procesoporel cual se estableceen un períodode

tiempo determinado,la probabilidadde que ocurran daños personales o pérdidas

materiales, asi como su cuantificación.

4. Compensaciónde riesgos.Constituyeel conjuntode medidasqueconducena

lograr el adecuadoequilibrio de resultadosentrelos riesgosque componenunacartera

dc pólizas.Mediante la compensaciónse pretendeque los resultadosantieconóniicos
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quc puedan derivarse de los riesgos consideradoscomo de peor calidad sean

contrarrestadospor otros que originen una menor siniestralidadpara la Entidad

Aseguradora.

5. Distribución de riesgos,que consisteen un conjunto de técnicaspara el

repartoo dispersiónde riesgosque la actividadaseguradoraprecisaparaobteneruna

compensaciónestadística,igualandolos riesgosque componensu carterade bienes

asegurados.Estadistribución pretendeconseguirla homogeneidadcuantitativade los

riesgosy puedellevarsea caboa travésdel Coaseguroo del Reaseguro.

Señalarel control de resultadoscomo aspectodel análisisdel riesgo. En dicho

control y para conseguirel equilibrio técnico es necesarioel conocimiento de la

siniestralidaden las distintas carterasde pólizas. En el Capítulo II, como ya se ha

señalado, se cuantificarán las pérdidas materiales en un periodo de tiempo

determinado,proponiendonuevasaproximacionesde lasiniestralidaden el capítuloIII.

Ante acontecimientosfuturosesperadosque puedanafectareconómicamenteal

patrimoniode unapersona,resultade interésanalizarlas distintasposturasque pueden

adoptarse.Ello ayudaráa delimitar el conceptodel seguroal diferenciarlo de otras

fórmulas. Destacarademásque en definitiva, el seguroresultade la insuficiencia de

estasotrasposturas.Principalmentepuedendistinguirselas siguientesposturasantecl

riesgo:

1. Autoasuncióndel riesgo o indiferencia.Suponeno tomar medidaalgunade

previsión para combatir el riesgo. El sujeto autoasumeel riesgo y soporta con su
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patrimoniolas consecuenciaseconómicasde accidentesque afectana sus bienes,sin

adoptarmedidaalgunaparapaliar las consecuenciasdañosasque el acaecimientodel

riesgopuedacausar.No se puedeconsiderarésteun sistemade cobertura,sino todo lo

contrario,sunegacion.

2. Prevencióndel riesgo. Es el conjunto de medidasmaterialesdestinadasa

evitar o dificultar la ocurrenciade un siniestroy a conseguirque, si el accidentese

produce,sus consecuenciasde dañoseanlas mínimasposibles.Dentro de ellaspueden

distinguirselassiguientes:

- los mediospreventivosen sentidoestricto,cuyo fin eseliminarlas causas,

- los mediosde protección,dirigidosa neutralizarlos efectos,

- los mediosde atenuación,queaminoranlos dañosy

- los mediosde salvamento,cuyo objeto espreservarel valor de la propiedad

afectadapor el daño.

La prevención,si bien resultainsuficientecomo sistemaaislado,es un eficaz

complementodel seguroqueincluso permiteabaratarel costede esteúltimo.

3. Previsióndel riesgo. En general,es la precauciónpresenteparaprevenirla

producciónde un eventofuturo y se caracterizafundamentalmenteporquelas medidas

adoptadaspor el sujeto tiendena la constituciónde un fondo económicoque pueda

hacerfrenteen el futuro a las consecuenciasdel siniestro.
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En estesentidosedistingueentre ahorroy autoseguro,cuandoel riesgono es

transferidoa un tercero,y segurodondesilo es.

Medianteel ahorro, partede la rentade las unidadeseconómicasno dedicadaa

su consumoo distribuciónse destinaa la formaciónde capitalesfuturos que pueden

aminorarlos efectosde un siniestro.Conceptualmente,dos son las diferenciasrespecto

del seguro.Por un lado el tiempo, que es fundamentalen el ahorro y por otro el

carácterindividual del mismo,como ya se ha comentado,frenteal caráctercolectivo

del seguro,que permitediluir el coste.

El autoseguro supone que el individuo soporta con so patrimonio las

consecuenciaseconómicasderivadasde sus propios riesgos,constituyendoparaello

una masade bienesatendiendoa ciertosprincipios técnico-financieros,destinadaa la

compensaciónde esos posibles siniestros. No debe confundirse la situación de

autosegurocon Jade autoasuncióndel riesgo.Aunquela notacomúnes la inexistencia

de Entidad Aseguradora,en el caso de la autoasunciónnormalmentesecarecede un

fondoeconómicoparahacerfrentea los riesgos.

Estesistema,aunqueno con frecuencia,espracticadoporgrandesempresasque

periódicamentevan constituyendoun fondo económicocon el que hacer frente a

posiblespropios siniestros.No obstante,este procedimiento,en cuanto elimina la

comunidady dispersiónde riesgos, no puede ser consideradocomo “seguro” en

sentidorigurosamentetécnico.
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Además,paraque seaviable, debencumplirseunascondicionestantopor parte

de la unidadeconómicacomo por el propio riesgo.Los riesgosdebenserhomogéneos,

presentarseen número y cantidadsuficiente, y en disposición tal que no puedan

producirsecúmulosqueprovoquenla desapariciónsimultáneade todoso la mayoríade

los objetosexpuestos.En cuantoa la unidadeconómicaque decideconstituir un fondo

de autosegurose requierecapacidadfinancierasuficiente,planificacióny organízacion

del fondoy, por último, conocimientoe informaciónestadísticasuficientedel riesgo en

cuestión.

El seguroesla instituciónespecíficaparala coberturade riesgos,y laúnicaque

permitela transformaciónde las eventualidadesa que estánsometidoslos patrimonios

particularesen probabilidadespromediasperfectamentesoportablesa través de una

organizaciónempresarial.
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1.3. EL SEGURO

1.3.1. DEFINICIÓN Y PRINCIPIOS BÁSICOS

El seguro,como ya se ha comentadoen el epígrafe 1, es una actividad de

servicios. El servicio quejustifica su existenciaesel de “seguridad” y respondea la

necesidadde protecciónfrenteal riesgoquepuederecaersobreel hombre,ya seasobre

su persona o sus bienes, originándole necesidadescconómicas. Como establece

GuardiolaLozano (1990)el seguroconstituyela fórmula másperfectay técnicamente

eficazparala coberturade riesgos,al transferiréstosa un tercero,el asegurador,cuya

organizacióny técnicaoperativagarantizala adecuadacompensaciónde aquellos.

El seguropuede ser analizadodesde diversos puntos de vista. Desde la

perspectivaindividual se puededefinir como “una operaciónpor la queel asegurador

seobliga, medianteel cobro de unaprimay parael caso de que se produzcael evento

cuyo riesgoesobjetode la cobertura,a indemnizarel dañoproducidoal asegurado”7.

En un sentido amplio, el objeto del seguroes la compensacióndel perjuicio

económicoexperimentadopor un patrimonioa consecuenciade un siniestro.Aparte de

estesentido,quepuedeidentificarsecon la finalidad del seguro,el objeto, en su aspecto

contractual, es el bien material afecto al riesgo sobre el cual gira la función

indemnizatoria.Es tan grande la importanciade este elementodel contrato que la

Así se establece en el artículo 1 de la Ley 50/80 de 8 de octubre, de Contrato de Seguro.

30



1. La actividadaseguradora

clasificacióndel seguromáscomúnmenteadmitidaagrupalas diversasmodalidadesde

coberturaenfunción de los objetosasegurados.

Desdeun puntode vistaeconómicoy socialpuededefinirseel segurosiguiendo

a Donati en 1.C.E.A. (1997)como “una operacióneconómicacon la cual, mediantela

contribución de muchos sujetos igualmente expuestosa eventos económicamente

desfavorables,se acumulala riquezaparaquedara disposiciónde aquellosa quienesse

presentela necesidad”.El aspectosocial del segurosepone de manifiestoal ser éste

una fórmulacolectivade protecciónfrenteal riesgo. Estadefinición, además,implica

que la Institución Aseguradoraseapoyaen la organizaciónempresarialbajo la cual

debe llevarse necesariamentela acumulación de aportaciones,desarrollando la

actividadcon las suficientesgarantíasde solvenciay estabilidad.

La consecuciónde tales garantíastendrálugar mediantela aplicación por la

organizaciónempresarialde una serie de normastécnicasque sepuedensintetizaren

las siguientes:

1. Aplicaciónde la “Ley de los GrandesNúmeros”, mediantela acumulaciónde

la mayor masaposiblede riesgos,con el objeto de acercarlas probabilidadesteóricas

de siniestroa las reales.La Ley de los GrandesNúmerosesla basefundamentalde la

técnicaactuarial,en cuantose refiereal cálculo y determinaciónconcretade las primas

que debenaplicarsea lacoberturade riesgos.
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2. Homogeneidadcualitativa de riesgos,con el objeto de compensarriesgosde

la misma naturaleza8y homogeneidadcuantitativa de sumas aseguradas,que se

consiguemediantela selecciónde riesgosy su fraccionamientoa travésdel coaseguro

(participandoen la coberturade un mismo riesgo, en proporcionestécnicamente

aconsejables,dos o más Entidades Aseguradoras)y del reaseguro(cediendo los

excesosde los riesgosde másvolumena otrasentidades),en susdistintasmodalidades,

3. Constituciónde reservaso proviiionestécnicas,específicasde la actividad,

que garanticenel cumplimientode los contratosy en definitiva la estabilidady de

reservaspatrimonialesque permitan hacer frente a grandesdesviacionescon las

suficientesgarantíasde solvencia.

8 El concepto de ramo constituye una aproximación para delimitar los riesgos homogéneos como los

correspondientes al mismo ramo
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1.3.2. ELEMENTOS FUNDAMENTALES DE LA OPERACIÓNDE

SEGURO

En las operaciones de seguro suelen distinguirse elementospersonales.

formalesy reales.

Dentro de los primeros, el asegurador,del que ya se ha hablado con

anterioridady el asegurado,aquel cuyosbieneso personaseencuentranexpuestosal

riesgo que esobjeto de coberturamedianteel contrato de segur,son los principales,

actuandouno como oferentede la operacióny otro como demandante.También son

elementospersonalesde la operaciónde seguroel tomadordel Seguroo contratante

(personaque firma la póliza y se comprometea pagar la prima) y el beneficiario

(personaa quienel contratode segurosatribuyeel derechoapercibir la prestacióndel

seguro)quepuedencoincidircon las personasaseguradas.

Entre los elementosrealesde la operacióndestacarel riesgo como causade la

operaciónde seguro,la sumaasegurada,conocidatambiéncomo valor aseguradoque

representael límite de responsabilidaddel asegurador,laprimay la indemnizaciónque

representala obligaciónfundamentaldel aseguradory consisteen indemnizardentrode

los límitespactadosel dañoproducidoal asegurado,o satisfacerun capital,unarentau

otrasprestacionesconvenidas.El riesgoesfundamental,por ser la causaque da origen

a la operacióndel seguro,puesto que el objeto de las empresasaseguradorases la

coberturade riesgosa quelos contratantesseencuentranexpuestos.
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Los elementosformalesse deducendel aspectojurídico del seguro.Señalar

entreestosla solicitud de seguro,la proposiciónde segurou oferta formaly la póliza.

Menciónespecialmerecelaprima o preciodel seguro.Suimportanciaesvital

parala EntidadAseguradorapuestoqueconstituyeel mayor porcentajede ingresosde

la misma.

Técnicamentela prima representala contribuciónde cadariesgoal conjuntode

ellospor la prevencióny seguridadqueentrañael seguro,esel costede la probabilidad

mediateóricade que ocurraun siniestrode una determinadaclasey suponeel valor

actuarial de la obligación del asegurador.En términos actuariales es la esperanza

matemáticade la siniestralidado costemedioteóricode un siniestrofuturo.

Los principios básicosparael establecimientode la prima que se distinguenen

9laprácticason

- Principio Mutual o de compensaciónde riesgosal repartirel montanteentre

la masade riesgos(asegurados)mediantela aportaciónexigida a cadauno de ellos

individualmente.Se basaen la Ley de los GrandesNúmeros,laexperienciay laciencia

actuarial.

Principio de Equidado de valoración del riesgo. Por esteprincipio cada

aseguradopagala primamásequitativay ajustadaposibleasuriesgoconcreto.

La empresa aseguradora debe cumplir estos principios en todo momento para conseguir el equilibrio financiero y
la solvencia dinámica necesaria para los riesgos que sume, ver Nieto de Alba y vegas Pérez (1994).
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- Principio de Suficienciadel Precio: la prima del segurono sólo ha de ser

suficienteparaque la empresapuedapagarel total de indemnizacionespor los dañosy

pérdidassufridos por los asegurados,sino tambiénparasufragarlos gastosde gestión

por la administracióndel negocioy por la comercializacióndel producto de seguro,

remunerara los accionistasy reforzar la estabilidadfinancieray la solvencia de la

empresa.

- Principio de distribuciónde riesgosmediantecl cual se trata de conseguirla

homogeneidadcuantitativade los riesgos.

La primasesatisface“a priori” como preciocierto, al inicio de la coberturadel

seguro,mientras que la prestacióndel aseguradorúnicamentese haráefectiva si se

produce el siniestro. El carácteranticipado de la misma viene justificado por el

principio básicode constituir, con carácterprevio, un fondo patrimonial comúnpara

hacerfrenteal pagode los posiblessiniestros.Estapercepciónanticipadade la prima

por partedel asegurador,obliga a éste a determinaríasegúnestimacionesde carácter

aleatoriosobrela siniestralidadfutura. El mejor conocimientoposiblede la función de

siniestralidadesfundamentalparaayudaraestablecerel precioadecuadode la misma.
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1.4. TEORÍA DEL RIESGO

La Teoría del Riesgo se puedeconsiderarcomo una parte de la Matemática

Actuarial que tiene por objeto el tratamiento del “riesgo “. Más en concreto,

proporcionar modelos matemáticospara analizar las fluctuaciones aleatorias de

variables expuestasa riesgosen general,que permitanel estudio y seguimientode

dichas fluctuaciones,pudiéndosedeterminarlas medidasa tomar entreaquellas,es

decir, fundamentardecisiones.Gerber (1979) define la Teoría del Riesgo como “un

conjunto de ideas relacionadaspara diseñar,administrar y regular una empresade

riesgo”.

La Teoría del Riesgo se ha venido aplicando en el estudio de la Entidad

Aseguradora,como hacenGoovaerts,de Vylder y Haezendonck(1986), porque la

operaciónde segurossecaracterizapor sualeatoriedad,como sepusode manifiestoen

el Epígrafe1.3, al estardeterminadapor un conjuntode variablesque llevan asociada

incertidumbre,pudiéndosevalorar las consecuenciasde su realizaciónen términos

financieros.Como establecenBeard,Pentikaineny Pesonen(1984)“los estudiosde las

clasesdiferentesde fluctuacionesque surgenen unacarterade segurosconstituyenla

ramade lamatemáticaactuarialdenominadaTeoríadel Riesgo”.

Dentrode la Teoríadel Riesgo,se considerandos ámbitosde estudio,la Teoría

del RiesgoIndividual y la Teoría del Riesgo Colectivo,que se puedenver con más

detalleen Nieto de Alba y VegasPérez(1994).
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1.4.1.TEORIA DEL RIESGO INDIVIDUAL

La Teoríadel RiesgoIndividual, adiferenciade la Teoríadel RiesgoColectivo,

considerael riesgototal de la compañíacomo el resultadode lo que sucedea todaslas

pólizasindividualesadmitidaspor ella. Comoconsecuencia,la siniestralidadtotal de la

empresaduranteun períodode tiempo considerado,por ejemplo un año, serála suma

de todas las variacionesaleatoriasasociadasa cadapóliza individual existentesen la

misma. Estoes,

siendo ~ la siniestralidadtotal de la carteray 4 la siniestralidadde la póliza i-ésima,

i=1 2,...,n. Si sesuponeque los sumandossonvariablesaleatoriasindependientes,con

la misma funciónde distribuciónF(x), la variablealeatoriasuma,Ge, tendrápor función

de distribucion:

F(x)=F1(x)*Fjx)*....*1&Yx)

esdecir,la convoluciónn-ésimade F(x).

De acuerdo con el Teorema Central del Límite, esta suma será

aproximadamentenormal si el número de pólizas (sumandos)es suficientemente

grande.

Se puede considerar la cartera formada por n pólizas distribuidas en h

categoríashomogéneas,cadauna de ellas con n1 pólizas, n = n, + n2+...+nÉ.Cada
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categoríaj estaformadapor pólizascuyosfactoresde riesgo tienen un mismo nivel.

Por ejemplo, en segurosmultirriesgo hogar viviendas de similares características,

misma zona,etc. La esperanzay varianzade las variablesaleatoriasasociadasa las

pólizas de la categoría j son E(~~) p, y V(~,) = a~ respectivamente.La

siniestralidadanualtotal de lacarteraserápor tantounavariablealeatoria:

ti ‘j

Ge=Ge±Ge±+Ge=11Ge0

cuyamediay varianza,asumiendolas hipótesisde independenciade los sumandos,son

ti II

E(Ge)=,u=Zn1p, y V(Ge)=a
2=Zn

1<, respectivamente.
j=I

Si el númerototal de pólizasque componelacarteraessuficientementegrande,

por el TeoremaCentraldel Límite se puedeaproximarla distribución de la variable

aleatoriaGe porunanormalde mediaji y desviacióntípica o’.

La Teoría del Riesgo Individual presentavarios inconvenientes.Entre ellos

señalarqueno siempreesaceptablelahipótesisde independenciade los sumandosque

componenla siniestralidadtotal,que no sepuedeaplicarel TeoremaCentraldel Límite

si los gruposhomogéneostienenun númeropequeñode pólizasy que la carterade

segurostiene una movilidad que dificulta su aplicación. Además esta teoría no

proporcionarespuestasa preguntastales como cuál es la probabilidad de que la

compañíasearruineen el futuro.
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1.4.2.TEORÍA DEL RIESGO COLECTIVO

En contraposicióna la Teoría del Riesgo Individual aparecela Teoría del

RiesgoColectivoqueconsideraa la EntidadAseguradoracomo un todo, estudiandoel

desarrollodel negociode segurodesdeel punto de vista probabilístico,introduciendo

modelosgeneralesde probabilidad.Uno de los objetivosde estateoríaesdar respuesta

a preguntascomo cuál es la probabilidadde ruina de la compañíaen un momento

determinado,o enel futuro, preguntaa la que no respondíala anteriorteoría.

La Teoríadel Riesgo Colectivoexaminael comportamientoestadísticode las

dos variablesaleatoriasque intervienenen la determinaciónde la siniestralidad: el

númerode siniestrosy la cuantíao costesde cadauno de ellos. Segúnestaposibilidad,

la carterade pólizasseconsideracomo un conjunto integradoporuna colectividadde

riesgosque da lugar a una corrienteo flujo de siniestros:el volumen de dicho flujo

dependedel númerode siniestrosy de su importe. Estaconsideraciónpermitemodelar

el costeestadísticodel riesgo, entendidocomo costeen términos de probabilidad, a

diferenciadel costereal que ha de satisfacerla entidadcuandoel riesgose transforma

en siniestro.

Las dos variablesaleatoriasque intervienenen el procesode riesgoson o(t) de

tipo discreto(tomavaloresen el conjuntode los númerosnaturales),que representael

númerode siniestrosacaecidosduranteel tiempo de observaciónt y Ge¡Ú) de carácter

continuo (toma valores en los números reales), que se refiere a la cuantía

correspondienteal i-ésimo siniestro.
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Asociadas a estas variables aleatorias, las funciones que determinan las

distribucionesde probabilidad son la función de cuantíadel númerode siniestros,

P, (t) que representala probabilidadde que en el períodode tiempo t se produzcan

exactamenten siniestros, es decir, P(v(t) = n) y la función de distribución de

probabilidadde la cuantíadel siniestro Ge¡~ K(x,t) que representala probabilidadde

que en el períodode tiempo tía cuantíadcl i-ésimo siniestrono excedade x unidades

monetarias,estoes, P(Ge, =x).

P~(t) y Vjx,t) seconocencomo distribucionesbásicasdelprocesode riesgo.

La siniestralidadtotal o cuantíatotal de los siniestros acaecidosen el período de

tiempo t esuna variablealeatoriaGe que sedefinecomo «t) = Gekt)-i-Ge/t)-4-..+ GeA)~

supuestoque en t sehayanproducidon siniestros.

La funciónde distribucióndel dañototal o siniestralidadtotal, vendrádadapor

F(x,t) = P(Ge(t)=x) = Z#Yt)V(x/n),
~7’0

donde V(x/n) es la función de

distribuciónde la cuantíadel dañototal si sehan producidon siniestros.

Bajo las hipótesisde que las cuantíasde los siniestrosGe~ son independientesdel

númerode siniestrosocurridos, la función de distribuciónde la siniestralidadtotal se

expresacomo F(x,t) = Z1’~5t). Vhjx,t), donde
n=O

ir (x,t) es la convolucion n-

ésimade V(x,t) quesecalculamediantela fórmula de recurrencia:
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3<

Vfl*(x,t) = JV<”’h’x — z,t) .dV(z,t)= V<’>’ (x,t) * V(x,t),
o

de igual formaque sehaceen la Teoríadel RiesgoIndividual.

En general,el procesode composiciónno se puedaaplicar explícitamenteno

siendo por tanto posible determinar una expresión analítica de la función de

distribución del daño total. Para su estudio se puedenbuscaraproximacionesde la

mismautilizandofundamentalmentelos momentosde F(x,t), que sepuedenobtenersin

dificultad a partir de las distribucionesde frecuenciay cuantía. Por ejemplo, e!

desarrolloen series de Edgeworth, la aproximaciónNormal Power, distribución de

Poisson compuesta,etc. Los métodos de aproximación son útiles para estimar

probabilidadesmáximasde pérdidasy probabilidadesde ruina.

El estudio de las distribuciones de estas variables aleatoriasasí como la

aproximaciónde la siniestralidadtotal de la entidadmediantemodelosde probabilidad

se lleva a cabo con más detalle en el Capítulo II, ademásde aplicar mixturas de

distribuciones en el CapítuloIII en la estimaciónde las mismas.
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1.5. SOLVENCIA EN LA EMPRESA DE SEGUROS.

1.5.1. SOLVENCIA Y ESTABILIDAD

El problemade la solvencia,como establecenPentikáinen,Taylor y Buchanan

(1988) es tan antiguo como el propio seguro. Esta afirmación se justifica si se

consideranlas razonespor las que la solvenciatienen especial significado para el

asegurador.Estas razonesse fundamentanen la naturalezade las prestacionesque

realizael asegurador,ya quevienenasociadaa situacionesde necesidaddel asegurado,

debiéndosegarantizarla solvenciacomo un aspectomásde la actividadaseguradora.

En sentidogeneral,la solvenciapuededefinirsesiguiendoa CastellóMatrán y

GuardiolaLozano(1992)como lacapacidadparaatenderel pagode los compromisos

económicosmedianteel conjuntode recursosqueconstituyenel patrimonioo activo.

En sentido estricto se dice que un aseguradores solvente si tiene activos

suficientesparaatendera los pasivos.Estadefinición se podríaaplicara cualquiertipo

de empresa.Laparticularidadde laEmpresade Segurosradicaen la variabilidadde los

riesgosobjeto de cobertura,quedeterminanel pasivode la misma.La consecuenciaes

queel pasivono esconocidosino queesunavariablealeatoria,porlo quela solvencia

seestudiaen términos probabilísticosjugandoun papel importantela distribuciónde

siniestralidad.

Desde cl punto de vista actuarial, se estudiala solvencia del asegurador

considerandola naturalezaestocásticadel procesode seguro,valorandoen términos
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probablesla situación solventeo insolventede la empresa(que viene dadapor la

probabilidadde ruina). Paraesteestudiose aplica la Teoríadel Riesgo,introducidaen

el epígrafeanterior.

Relacionadocon la solvenciaapareceel término de estabilidad.Se considera

que una empresaesestablesi, a lo largo de un períodode tiempo, sus resultados(en

conceptoamplio: económicos,fiscales,de gestión,...)no fluctúan de manerabrusca

bajocondicionesde actuaciónsimilares.Con la estabilidadsegarantizala continuidad

de la actividadde la empresa.

El análisisde la estabilidadde la Empresade Seguros(requisitofundamental

parala solvencia)desdeel enfoquefinanciero-actuarial,identifica a la empresacon la

carterade segurosque poseey seaplica la Teoríadel Riesgo Colectivoparalograr el

objetivo del sistemade estabilidad.Esto es, evitar que para unos precios dadosy

equitativos(primas) la probabilidadde ruina (probabilidadde que los siniestrossean

superioresa las primas)supereun valor prefijado.

El análisis de la solvencialleva a establecerel períodode tiempo en el que se

va aestudiar.Siguiendoa Latorre Llorens (1992),una diferenciaciónmuy utilizada es

aquellaque introduce tres enfoquestemporales.El primeroconsisteen considerarel

período anual, el segundoexaminaun número finito de ejercicios y el tercero, la

duraciónilimitada. El objetivo seráportantogarantizarla solvenciaduranteun año, en

un períodomínimo de n añoso durantetodala vidade la empresa,respectivamente.
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El horizontetemporaladoptadopermitediferenciarademásentredistintostipos

de solvencia.Es clásicaen la cienciaactuarialla diferenciaciónde la solvenciaen dos

apartados,solvenciaestática<break-up)y solvenciadinámica(going-concern).

La primeracorrespondea la capacidadtécnico-financieraparahacerfrente,en

un momentodeterminado,a las obligacionescontraidaspor la empresa,valoradasen

función de las reglasdeterminadaspor la normativacorrespondiente.Byrnes (1986)

estableceque la solvenciaestáticaequivalea garantizar,con un nivel aceptablede

probabilidad,que los activosdel aseguradorsonsuficientesparaatendersuspasivosen

un momento dado. Se estudiaasí la solvencia sin considerarque la empresasiga

funcionandoen el futuro y no admitiendo la posibilidad de que puedaampliar el

negocio.

Lasolvenciadinámicarecogelacapacidadde preverposiblesdesviacionesque

seproduzcanapartir de fluctuacionesaleatoriasexperimentadaspor la siniestralidado

como consecuenciade la gestiónde la EntidadAseguradora.Laargumentaciónafavor

de estesistema suponeque es más realistaconsiderarque la empresava a seguir

funcionando en el futuro que en un momento determinado,admitiendo además

ampliaciones de negocio. Supone considerar el negocio de seguros desde la

continuidad,como un flujo continuo de rentas, estudiandotanto la posición de

solvencia como la capacidadde hacer frente a las obligaciones según se vayan

originando.
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La solvenciaestáafectadapor toda la actividadde la empresay en particular

por los riesgosderivadosde esaactividad.Considerandoque el procesode seguro,de

manerasimplificada,consisteen recibir primasporpartede los aseguradose ingresos

de las inversionesque serealizan,y pagarlas reclamacionespresentadasa la empresa

ante el acaecimientode los siniestros y otros gastos asociadosa la actividad

empresarial,sc puedeefectuaruna clasificaciónde los factoresque inciden sobrela

solvenciadiferenciandoel pasivodel activo.

Por el lado del pasivo afectan de manerasignificativa a la solvencia las

reclamacionesefectuadasa la compañíapor la presentaciónde los siniestros.Aparece

de nuevoel análisisde la cuantíade los siniestrosy el número de los mismos,para

plantearasí la distribución de la siniestralidadtotal que ayudaráa determinarlas

reclamacionesalas que debehacerfrentela compañía.
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1.5.2.PROVISIONES TÉCNICAS EN LOS SEGUROSNO VIDA

Uno de tos problemasmás importantesque sc presentaen la economíade la

empresaesla determinacióndel beneficioeconómicamenteimputablea cadaejercicio.

Este beneficio se determinamediante la diferenciaentre los ingresosy los gastos

económicamenteimputablesal mismo. Es por ello por lo que resulta fundamental

determinar,de la formamásprecisaposible,quépartede los ingresosy gastosresultan

imputables al ejercicio económico considerado. Esta determinación dc gastos e

ingresossedenominaperiodjicacióny en la empresaaseguradorase realizaa travésde

las provisionestécnicas.

Las provisiones técnicas son las reservas de las Entidades Aseguradoras

específicasde su actividad dado que procedendirectamentede las operacionesde

seguros.Recogenlas dotacionesfundamentalesdestinadasa reservarrecursospara

próximos ejercicios con el fin de adecuargastos e ingresos. Las provisiones se

constituyenen la fechade cierredel ejercicio.

Unaestimaciónincorrectade las mismas,ya seaporexcesoo pordefecto,pone

en peligro la solvenciay el negocioaseguradorprovocando,entreotros problemas,

fluctuacionesde los resultadosfinancieros. Estimacionesy dotacionesinsuficientes

suponendeclararun beneficiosuperioral real, generandoproblemasfuturostanto a la

horade hacerfrentea obligacionespendientesdel aseguradorderivadasde siniestros

ocurridos antesdel cierre del ejercicio como al determinarprimas insuficientespor

habersobreestimadola solvencia. Dotacionespor excesoafectan de forma negativa
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desde el punto de vista fiscal dado que el exceso está sujeto a gravamen. La

importanciadel problemaesde absolutaactualidaden el ámbito aseguradory prueba

de ello sonlas numerosaspublicacionesexistentes.

Actualmente, en gran parte de las compañías,parece que las provisiones

técnicasson insuficientesy los métodosde cálculo puedenno ser, en ocasiones,los

adecuados.El cálculorequiereutilizar hipótesisadecuadasal fenómenopropio de cada

ramo y tipo de seguro,que permitanjustificar suaplicacióny defenderel método ante

los organismoscorrespondientessi fueranecesario.

En conjuntoexistencuatrograndesclasesde reservaso provisionestécnicasen

los segurosgeneraleso no-vida: provisionesde riesgosen curso, provisiones de

siniestrospendientesde pago o liquidación, provisionesde siniestrosdesconocidosy

provisionesde estabilizacióno de desviaciónde siniestralidad.La Ley y el Reglamento

de Segurosvigentesactualmenteen Españacontemplanun quintogrupode provisiones

técnicas, las provisiones para primas pendientes de cobro. Las tres primeras

provisionessurgende un criterio económicode periodificación,mientrasque el último

grupode provisionesse encuentradentrode unaperiodificacióncon criterio técnicoy

jueganun papelfundamentalen el problemade solvenciade la compania.

En esta tesis doctoral se hace especial referenciaa las provisiones para

siniestrospendientes,en cuyadeterminacióntiene especialimportanciala distribución

de siniestralidad.El nuevo reglamentode segurosse refiere a la provisión de

prestacionescomo el importe de las obligacionespendientesdel aseguradorderivadas
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de los siniestrosocurridos con anterioridadal cierre del ejercicio. El conceptode

siniestrospendientesagrupa siniestrospendientesde declaración,conocidos como

I.B.N.R. (Incurred But Not Reponed)y siniestrospendientesde pago o liquidación,

conocidoscomo I.B.N.E.R. (Incurred But Not Enough Reserved)tambiénllamados

R.B.N.S. (Reponedbut Not Settled) o I.B.N.F.R. (IncurredBut not Fully Reported).

Como estableceel Reglamentode Ordenacióny Supervisiónde los SegurosPrivados

en el artículo 39, apartadoquinto, “la provisiónde prestacionesestaráintegradapor la

provisión de prestacionespendientesde liquidación o pago, la provisión de siniestros

pendientesde declaración y la provisión de gastos internos de liquidación de

siniestros”.

En el primer grupolas provisionesseconstituyenpor el importe estimadode

los siniestrosocurridos en cadaejercicio y que no le hayan sido comunicadosa la

entidad antesdel cierre de las cuentasdel mismo. En el segundo,la provisión está

constituida por el importe definitivo de los siniestros de tramitación terminada,

incluidos los gastosoriginadospor la misma,pendientessolamentede pago y por el

importe de los siniestrosde tramitaciónen cursoo aún no iniciados en la fecha de

cierredel ejercicio, incluidoslos gastosaque suliquidaciónvayaa dar lugar10.

La aplicación de métodos para el estudio de las reservas para siniestros

pendientesse puedehacer desdedos puntos de vista. Unos modelosse basan en

O En relación con la Provisión Técnica para Prestaciones, el articulo 39 del nuevo Reglamento de ordenación y

Supervisión de los Seguros Privados (Real Decreto 2486/1998, de 20 de noviembre) establece ene1 apartado quinto
quc a provisión para prestaciones estará integrada por la provisión de prestaciones pendientes de liquidación o
pago, la provisión de siniestros pendientes de declaración y la provisión dc gastos internos de liquidación de
siniestros.
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métodossencillosqueincluso puedenno implicar ningúngradode aleatoriedadaunque

debido a las estadísticasdisponibles puede ser el único método posible. Otras

aproximacionespuedenimplicar métodosde un alto grado de sofisticación. Todos

ellos estánbasadosen el estudio de la siniestralidaden el momento de cierre del

ejercicio.

Siguiendoa Gil Fana (1995), una primera clasificación de los métodoses

aquellaque consideraporuna parte, los llamadosmétodoscasoa casoy por otra, los

métodoscolectivoso globales.

Los métodoscasoa

cadauno de los siniestros

ejercicio siendo por tanto

conocidos.Suaplicaciónes

de información históricade

estadísticos.Estemétodoes

subjetivodel actuario.

casose basanen la estimaciónindividual de la cuantíade

en tramitaciónen el momentodel cierre de cuentasdel

aplicable únicamentea la estimaciónde los siniestros

necesariacuandoexistenpocossiniestrosy no se dispone

la compañía,no siendoválidos en estecaso los métodos

criticadoporquese basacasi exclusivamenteen el juicio

En contraposiciónal método individual, los métodoscolectivoso globales

consideranla caderade siniestrosde un ramo o modalidadde segurocomo un todo y

sebasanen el empleode técnicasmatemáticasy estadísticas,máso menoscomplejas,

y en laexistenciade ciertasregularidadesen el procesode liquidaciónde los siniestros.

Son necesariospara estimar la Provisión para siniestrospendientesde declaración.

Para su aplicación es necesarioque los datoshistóricos seanadecuados,dividir en
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gruposhomogéneosy elegir el métodomásadecuadoa las tendenciasobservadasen el

proceso liquidatorio. Aunque se pueden aplicar simultáneamentevarios métodos

fundamentadosen distintossupuestos,obteniéndoseun intervalode posiblesvaloresde

la provisión, un principio de consistenciaaconsejael mantenimientode un único

método.

El nuevo Reglamentopermite a las EntidadesAseguradorasla utilización de

métodos estadísticosen el cálculo de esta provisión, para lo que deberán ir

acompañadosde una justificación detalladade los contrastesde su bondad y del

periodode obtenciónde informaciónque sepretendeaplicar, comunicándoseantessu

utilización a la Dirección Generalde Seguros,quién podráoponersea su utilización.

La determinaciónde la provisión de prestacionesutilizando métodos estadísticos

requiere que la entidad tenga un volumen de siniestrossuficiente para permitir la

inferenciaestadística(con informaciónde los últimos cinco ejercicios,como mínimo)

y quelos datosseanhomogéneosy procedentesde estadísticasfiables. Seexcluyende

la basede datosutilizadaparael cálculoestadísticolos siniestroso gruposde siniestros

que presentencaracterísticas,o en los que concurrancircunstancias,que justifiquen

estadísticamentesu exclusión. Estos siniestros serán valoradosy provisionadosde

forma individual.

Si se utilizan métodos estadísticos,la estimación del importe final de la

provisión seharátomandoen consideraciónlos resultadosde, al menos,dos métodos

pertenecientesa grupos de métodos estadísticosdiferentes. En este sentido, se

consideranpertenecientesal mismo grupo aquellosmétodos que se basen en las
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mísmashipótesiso que obtengansus resultadosa partir de las mismasmagnitudeso

variables. De estaforma, los resultadosde la utilización de métodosestadísticosse

contrastaráa partir de hipótesiso datosobtenidoscon diferentesmétodosde trabajo.

En cualquiercaso, duranteun periodo mínimo de cinco años,la entidad no deberá

abandonarel método individual de valoraciónde los siniestros dado que se debe

compararel importe de la provisión obtenidomediantelos dos métodosestadísticos

con el obtenido a partir del método individual, constituyéndosecomo importe de la

mismael mayorde los resultadosobtenidos.

La preguntaque surge es qué tipo de modelo se debeaplicar a situaciones

reales.Básicamente,cualquieraque seael modeloque se aplique, los pasoa seguirson

los siguientes:construir el modelo, estimar los parámetrosdel mismo, examinar las

posiblesdesviacionesentreel modelo y los datosempíricosdisponiblesy si el paso

anterior revelaque el modelo difiere bastantede la realidad,hacerlas correcciones

precisaso construirun nuevomodelosiguiendolos mismospasos.

Taylor (1986)proponeuna clasificaciónusandodiferentesniveles.El mayor

nivel de clasificación es la distinción entre modelosestocásticosy modelos no

estocásticos,según la naturalezaestocásticadel proccso de siniestralidad. Otra

clasificación diferencia entre macro modelos, que consideranla totalidad de la

siniestralidady micro modelos,que parten de siniestros individuales. Los macro

modelospuedenincluir o no el númerode siniestroscomo variable dependiente.En

estesentidoTaylor examinaotros nivelesde clasificacióndistinguiendoprimeroentre

modeloscon y sin número de siniestroscomo variable dependientey despuésentre
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siniestrospagadosfrente a cuantíatotal de los siniestrosocurridos.El menornivel de

clasificaciónse refiere a las variablesexplicativasque se incluyen en el modelo como

volumende expuestos,momentode pagodel siniestro,cuantíamediade los siniestros,

intensificaciónde la siniestralidad,etc.

En general,los modelosparaestimarlos siniestrospendientesson ejemplosde

modelos lineales en los que la elección de las variables dependienteses lo que

diferenciaa los distintosmétodos.Las variablesdependientesy las explicativasestán

conectadaspor medio de unamatriz de diseño.Existen variastécnicasparaajustarel

modelo a los datos, tales como el ajuste mecánico,el método de los mínimos

cuadrados,inferencia bayesiana,métodos de máxima verosimilitud y el filtro de

Kalman. Algunas de ellas, así como otros métodos alternativospara estimar las

provisiones,se utilizan en los métodosenumeradosen el Capítulos IV de la Tesis

Doctoral.

En este Capítulo se ha tratado de forma general la actividad aseguradora,

introduciendocaracterísticasespecíficasque diferenciana las empresasde segurosdel

restode empresas,y las operacionesque éstasrealizan.Estabreveintroducciónlleva a

establecerel conceptode riesgoy segurocomo razónde ser de la Institución. En los

dos últimos epígrafesse han tratado la Teoría del Riesgo aplicadaal estudio de la

siniestralidad,desarrolladacon más amplitud en los siguientes capítulos, y la

importancia que este estudio tiene para calcular las provisiones para siniestros
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pendientcscomo unagarantíamásde solvencia,con el fin de tener una visión global

del contenido de la Tesis. Se considerande forma especiallas provisiones para

prestacionesdado que el nuevo Reglamentode Ordenacióny Supervisión de los

SegurosPrivadoshacereferenciade formasignificativa a las mismas,permitiendoel

usode métodosestadísticosparasu cálculo.
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11.1. EL PROCESOGENERAL DE RIESGO

El análisisdesarrolladoen estetrabajode investigaciónsecentraen los seguros

generaleso no vida, con una estructuraestocásticadiferentea la de los segurosvida.

Debemosdestacar,como estableceBohman(1977),que la probabilidadde los sucesos

no dependede unasola característicao variableúnicay que las desviacionesaleatorias

debidasa siniestrosextraordinarios,en comparacióncon las primas, son de mayor

importanciaque en los segurosde vida.

El estudiodel comportamientoestadísticode la siniestralidadpuederealizarse

desdediversospuntosde vista,entrelos queseseñalanlos siguientes.

1. Una forma de abordarel problema,desde la perspectivade la Teoría del

Riesgo Individual, es considerarlas pólizas individuales, cadauna de ellas con una

cierta probabilidad de siniestro, que forman la cartera de seguros.En estecaso la

gananciao pérdidatotal serála sumade las contribucionesde laspólizasindividuales.

Tal y como se indicó con anterioridad,estasumaes aproximadamentenormal si el

númerode pólizaseslo suficientementegrande.

Entre los inconvenientesde esta teoría señalar que la cartera tiene una

movilidadque dificulta suaplicacióny que el usodel teoremacentraldel límite no es

posiblesilos gruposhomogéneossonde pequeñotamaño.
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2. Se puedeconsiderarla siniestralidadcorrespondientea un determinado

períodode tiempo, por ejemplo un año, como una variable aleatoriay estudiarsu

distribución.

3. Otro planteamiento,que fundamentóla formulacióndel margende solvencia

de la ComunidadEconómicaEuropea,es considerarcomo tal variable los cocientes

entresiniestralidady primasreferentesaun ejercicio.

4. Propio de la Teoría del Riesgo Colectivo es examinar el comportamiento

estadísticode las dos variablesaleatoriasque intervienenen la determinaciónde la

siniestralidad:el númerode siniestrosy la cuantíao costesde cadauno de ellos. Según

estaposibilidad,la caderade pólizasse consideracomo un conjunto integradopor una

colectividadde riesgosqueda lugara unacorrienteo flujo de siniestros;el volumende

dichoflujo dependedel númerode siniestrosy de suimporte.

En el presentetrabajoseadoptael cuartopunto de vista, estudiandopor tanto

las distribucionesde las variables aleatoriasnúmero de siniestrosy cuantía de un

siniestro, para construir finalmente el modelo de distribución de probabilidad del

importe o cuantíatotal, que es lo que constituye el procesogeneral de riesgo. Se

estableceráun modelo del coste estadísticodel riesgo, entendido como coste en

términos de probabilidad,a diferenciadel costereal que ha de satisfacerla entidad

ctíandoel riesgosetransformaen siniestro.

Para definir los elementoso variablesque constituyenel procesode riesgoes

necesarioestablecerlos conceptosde tiempo¡hico o absolutoy tiempoactuarial. En el
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procesode riesgo,el tiempo actuarialesel períodode tiempo en el que el procesoestá

sometidoa observación.Puedetenerla duraciónde un año,un mes,unasemana,etc. y

serepresentapor r. El tiempo actuarial seencuentrainmerso en el marcodel tiempo

físico, denotadopor!.

Situados en el tiempo fisico t y considerandoun tiempo actuarial de

observaciónr, la variablealeatoriav(z t) representael númerode siniestrosacaecidos

duranteel tiempoactuarial ry la variablealeatoria4(r,t) la cuantíacorrespondienteal

i-ésimo siniestro.Las distribucionesbásicasdelprocesode riesgo son la función de

cuantíadel númerode siniestros, P,jr,t) y la función de distribuciónde probabilidad

del siniestro4 J’§(x,nt).

Siguiendoel esquemadesarrolladoen el primer capítulo (suponiendoque las

cuantíasde los siniestrosson independientesdel númerode siniestrosocurridos), la

funciónde distribucióndel dañototal, o siniestralidadtotal, vienedadapor:

F(x,z’,t) = E~vr,Ñ . V’(x, nt)
>1=0

donde V>1á(x,r,t) es la convolución n-ésimade V(x,r,t) que se calculamediantela

fórmula de recurrencta:

3<
V” (x, r, t) = — z,y,t) . dV(z,y, t) = ~ (x, y, t) * V(x,r, t)

o
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El procesode riesgo puede ser estacionario,cuando sus dos distribuciones

básicassonindependientesdel tiempofísico o absolutot, o evolutivo, cuandoal menos

una de sus distribucionesbásicasdependedel tiempo físico o absolutot en el que se

desarrollael proceso.En adelantese supondráque el procesode riesgoesestacíonarío

y porsimplicidadterminológicaserepresentael tiempoactuarialpor la letra latina t.

La metodologíaa seguirparaestudiarel procesogeneral de riesgo puedeser

muy diversa.Una formasencillade abordarel problemade las distribucionesbásicas

esla adoptadapor Beard,Pentikáineny Pesonen(1984),diferenciandodoscasos.En el

primero,el mássimplificado, todos los siniestrosson de igual montanteen el sentido

de que todaslas sumasaseguradasson de igual cuantía,por lo que la únicavariable

aleatoriaes el númerode siniestrosocurridos. Si se toma dicho montantecomo la

unidad monetaria, el coste total para el ente aseguradores igual al número de

siniestros. El problema es entoncesencontrar la distribución de probabilidad del

númerode siniestros. En el segundo,el más general, las indemnizacionesson de

distinta cuantíay a partir de la distribucióndel númerode siniestrosse calcutala de la

cuantíatotal de unaformamáscompleja.

E] esquemaseguidoen el análisisque se desarrollaa continuaciónse puede

dividir en tres partesfundamentales.En la primera, que constituyelos epígrafes11.2 y

11.3, seestudiande formaindependientelas variablesnúmerode siniestrosy cuantíade

los mismos. En la segunda,el epígrafe 11.4, se construye la distribución de la

siniestralidad total y se revisan algunas aproximacionesexistentes de dicha
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distribución, las másimportantes.Por último, en el CapítuloIII, seaplican mixturas

de distribuciones a la estimaciónde dichas variables.
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11.2. LA DISTRIBUCIÓN DEL NÚMERO DE

SINIESTROS

Analicemosen primer lugar la distribución de la variablealeatoriau, número

de siniestros. Si se parte de los esquemasde las urnas de Bernouilli y de Polya-

Eggenberger,en el cual el númerode expuestosal riesgoes N, finito pero desconocido

y sediferenciaentrequeseproduzcao no contagiodespuésde cadaextracciónde bola,

setiene la distribuciónde Polya-Eggenbergeren el casode contagiopositivo, o en el

caso más general, una distribución de Polya-Eggenbergergeneralizada.Si no hay

contagio,la distribuciónde la variablealeatoriaes binomial.

Dadoque no esposibleconocercon caráctergeneralel númeroN de expuestos

al riesgo, surgeel procesode pasoal límite (N — ao) que define la distribución de

Poisson,en ausenciade contagio, a partir de la distribución binomial, o bien la

distribución binomial negativa,sí existe contagiopositivo débil, como limite de la

distribuciónde Polya-Eggenberger.Es con estasdosúltimasdistribucionescon las que

setrabajapor ser las que mejor se ajustan,en las aplicacionesprácticas,a la variable

númerode siniestros.Si bien esposibledefinir las distribucionesde variasformas,el

esquemabásicoy más utilizado esel que seacabade establecer,aunqueen el epígrafe

severántambiénotrasqueexpliquenmejorla interpretaciónactuarialdel fenómeno.
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11.2.1. PROCESOSDE POISSON

La distribución de Poissoncomo distribución del númerode siniestrosque

tienenlugaren una carterade pólizasduranteun tiempo de observacióndeterminado,

sepuededefinir desdedistintospuntosde vista.

Por ejemplo, siguiendoa LópezCacheroy López de la Manzanara(1996), se

puede calcular la probabilidad de que ocurran n siniestros en un periodo de

observaciónunitario como limite de ladistribuciónbinomial, siguiendoel esquemade

las urnasde Bernouilli, bajo los supuestosde que el númerode expuestosal riesgo

tiendaa infinito (N —> cc), la probabilidadde cadasiniestroseapequeña(p —> O) y el

númeromedio de siniestrosen el períodode observaciónunitario (m=Np) permanece

constanteparatodo valor de Ny dep.

Esta ley. denominadaley de los casosraros, en su interpretaciónactuarial,

significaque la probabilidaddel siniestrohabráde serpequeñay el sucesosiniestroun

casoraro en el contextode la carteradel enteasegurador.Calculandoel límite de la

distribuciónbinomial,como seha señalado,resultala siguientefunciónde cuantía:

>1m
yn) nl

Por serlímite de la distribuciónbinomial laanteriorfunciónde cuantíaexpresa

laprobabilidadde siniestroen el períodode observaciónunitario. Si el tiempoactuarial

de observaciónes t, en lugar del períodounitario, entoncesla distribuciónde Poisson

definidaen (11.1) tienela siguientefunciónde cuantía:
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2” (11.2)
P~(t)zzP(vzzn)=—e~

siendo 2 = mt el númeroesperadode siniestrosen el tiempo actuarialde observación

t.

Estadistribuciónsecaracterizapor la igualdadentresumediay su varianza.Es

porello un elementoindicadorde que el fenómenoque seestáconsiderandosigueuna

distribuciónde Poissonel que lamediay varianzaempiricasseaniguales.

Desdeel punto de vista actuarial, la distribución de Poissonse basa en las

siguienteshipótesis:

1. Homogeneidaden el tiempo: m es constantepara cualquier período de

observaciónunitario, con independenciadel tiempofísico. Si estono sucede,se puede

introducir el conceptode tiempooperativocomohaceBflhlmann (1996),quienmide el

tiempo tomando como unidad el número medio de siniestros,en lugar del tiempo

actuarial.

La hipótesisde homogeneidaden el tiempo implica que la carteraha de ser lo

suficientementegrande como para que la salida de pólizas individuales a causade

siniestros(u otrascausas)y laentradade nuevoscasosno afectenel flujo del colectivo

a cualquiernivel de significacion.

2. Efectode contagionulo. Significaque un sucesono puedesurgira partir de

cualquierotro suceso.La distribución de Poissonsimpleprocededel pasoal límite de

la binomial, asociadaal esquemade urnasde Bernouilli, donde las extraccionesse
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realizancon reemplazamiento.En estecaso,la probabilidadde cualquierextracciónno

dependede lo que haya ocurrido en anterioresextracciones,lo que en este caso

equivalea admitir que el acaecimientode un siniestrono tiene influencia sobrelos

demásexpuestosal riesgo,o no modifica laprobabilidaddel elementosiniestrado.Este

caso es bastanterestrictivo. Esta condición contradice en muchas ocasionesa la

realidad,ya que puedenexistir riesgosentre los que es posible un contagio. Para

eliminar estaobjeción se puededefinir el riesgo unitario como la combinaciónde

aquellosriesgoscercanosentre los que esposibleun contagio,como por ejemplo los

riesgosde incendio.

3. Exclusión de siniestros máltiples. Las probabilidadesde que ocurran al

mismo tiempo más de un siniestro y de que tenganlugar un número infinito de

siniestros en un intervalo finito de tiempo son cero. Al igual que en la primera

hipótesis,en la realidadpuedenocurrir siniestrosmúltiples, como es el caso de la

colisión de dos vehículos. Para evitar esteproblemase puededefinir tal siniestro

múltiple como un único siniestro.La exclusiónde un númeroinfinito de siniestrosno

suponerestricciónalgunadesdeel punto de vistade las aplicaciones.

Otra forma de generarla distribuciónde Poissones considerándolocomo un

procesodePoissonhomogéneoen el tiempo,comohacenPanjery Willmot (1992).Se

considerauna sucesiónen el tiempo de sucesosaleatoriosque tienen lugar en los

instantest1, t~, t3, . . (tiempo físico), como puedenserporejemplolos siniestrosen una

carterade seguros.Se toma un intervalo de amplitud t (tiempo actuarial) en el cual
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puedenacaeceru siniestros,siendo u una variable aleatoria. El procesode Poisson

homogéneosebasaen las siguienteshipótesis:

1. Homogeneidaden el espacioo independencia,lo cual significa que los

sucesosacaeceránde forma independienteen dosintervalosde tiempodisjuntos.

2. Homogeneidaden el tiempo, entendiendocomo tal que la probabilidadde

que ocurrann siniestrosen un intervalo de amplitud t es independientedel tiempo

físico,dependiendoúnicamentede laamplituddel intervalo (tiempoactuarial).

3. Sucesosraros. La probabilidad de que en un intervalo de amplitud

infinitesimal,it, ocurraun único sucesoesasintóticamentemit. Es decir:

k(it) =m it + 0(Ñ) , con hm 0(it

)

~“->o it
—O

de dondese deduce:

hm 1”~<’ít) _____ -m
zj,—>o

(11.3)

4. Imposibilidadde siniestrosmúltiplessimultáneos.La probabilidadde que en

un intervalo de amplitud infinitesimal, it, se produzcanmás de un sucesoes

prácticamentedespreciable.Es decir,

hm ]I~)(it)P/(it)0
it

(11.4)
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Puesto que se verifica que ]—Pú(it)—P1(zItÁzP4At)+P/it)+ se

deducea partir de la expresión(11.4)que:

hm PiYZlt)~O,parak=2
it

Considerandolas hipótesis 1 y 2, como los sucesosocurren de forma

independienteen intervalos de tiempo disjuntos, siendo ademásindependientesdel

tiempofísico se tieneque:

P0(t±it)=P0(t).PJzlt)

y porlo tanto:

P0(r-+ At)—P</)

it

P0(r).(P/¡It)-]

)

~It

Calculandoel límite cuandoit —> O, teniendoen cuentalos resultados(11.3) y

(11.5), seobtiene:

i{ (t)=—mPJt) (11.6)

ComoPo(O)= 1, la soluciónde la anteriorecuacióndiferenciales:

J%(t) = ¿>1” (11.7)

Por otrapartesepuededeterminarP~(t + it) a partir de la unión de sucesos

mutuamenteexcluyentese independientescomo:

(11.5)

zlt
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de donderesulta:

it =lt

Calculandoel límite cuando it —* O y teniendoen cuentalos resultados(11.3)y

(11.5),seobtiene:

P~’ (t) = —m P~(’t) + m P~1(t), n =1 (1L8)

Pararesolverestaecuacióndiferencialse consideranlos sucesivosvaloresde n,

el resultado(11.7) y se imponenlas condicionesnaturalesP0(O)=O paran=1.Mediante

inducciónresulta:

P0(t)=P(u=n)= (mt)’

>

Como puedeobservarse,es la funciónde cuantía(11.2). Por tanto,el procesode

Poissonhomogéneoen el tiempo(independientepor tantodel tiempofisico) da lugar a

la distribuciónde Poisson.

La hipótesis2 (homogeneidaden el tiempo) que permitedefinir la distribución

de Poissoncomo un procesode Poissonhomogéneoen el tiempo no severifica en

ciertas ocasiones,por ejemplo cuandola probabilidadde un siniestrovaría segúnlos

mesesdel año o incluso segúnla horadel día, siendonecesarioen estecasodefinir el

procesode Poissonno homogéneoen el tiempo.
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Suponemosentoncesque la intensidad de la siniestralidades función del

tiempo(físico) 1: mÚ) y cumpliéndoseel restode hipótesis,las ecuacionesdiferenciales

(11.6)y (11.8)setransformanen:

Pr’ (t)=—m(t).Pn(t)±m(t).P,~(t), n=1

con las condicionesiniciales 1% (O) =1 y P4 (O) = O paran=].

cuyasoluciónes,como puedeverseen Mateos-Aparicio(1995):

(¿1(t))

”

nl

siendo ¡1(t) = Jm(z) . dz
o

El procesode Poissonno homogéneosepuedereduciral casohomogéneosi se

introduceel conceptode tiempo operacionalal que ya nos hemosreferido. La ideaes,

como se ha comentado,medir el tiempo tomandocomo unidadde medidael número

mediode siniestrosde tal formaquelamediapermanezcaconstanteen cadaperiododc

tiempo operativounitario. No obstante,como comentaBorch (1974b),estaidea tiene

poco sentido práctico porque de lo que se trata es de estudiar la siniestralidaden

determinadosperiodosde tiempoparadeterminarla solvenciade la entidad.
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11.2.2.OTRAS DISTRIBUCIONES

Existen otrasdistribucionesde probabilidaddiscretasque puedenserutilizadas

paramodelar el númerode siniestros que tienen lugar en la carterade pólizas. De

ellas, la más utilizada cuando la distribución de Poissonno resultaadecuadapara

representarel númerode siniestrosde unacadera,es ladistribuciónbinomial negativa.

Estadistribuciónpuedeserdefinidade variasformas:siguiendoel esquemade

las urnasde Bernouilli (representael númerode pruebasprecisasparaque se presente

unacaracterísticadeterminada),como unadistribución de Poissoncompuesta(cuando

el número medio de siniestrossigue una distribuciónGamma)o como límite de la

distribuciónde Polya-Eggenbergerparael casode sucesosrarosy contagiodébil.

Desdeel punto de vista actuarial las dos últimas son las que más interés

presentany son las que se presentanseguidamente.Si se deseaestudiar dicha

distribuciónsiguiendoel esquemade las urnasde Bernouilli se puedeconsultar,por

ejemplo,laobrade Feller(1991).

Se puededefinir, por tanto, la distribución binomial negativa como una

distribución de Poissoncompuesta.Estepunto de vista surgeporque no siemprees

posible admitir que el número medio de siniestros (2) permanececonstantepara

cualquierperiodode observaciónt.

En el casogeneral,con planteamientobayesianoy siguiendoa Panjery Willmot

(1992), la distribución de probabilidad compuestade una variable aleatoria u con
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función de distribución F(x/2), con respectoa una segundavariable aleatoria t~ con

fiínción de distribución 0(2) es una variable aleatoriadefinida por la función de

distribución:

F(x) = fF(x~2) . dG(2)

Si las variablesaleatoriasson discretas,y en particular si u es la función de

cuantíade unavariablealeatoriacon distribuciónde Poissonde parámetro2 aleatorioy

con función de distribución0(2) (con valoresen el intervalo (O, ~)), se puedeobtener

la funciónde cuantía,en lugarde la funciónde distribución,mediantela expresíon:

2”
(11.9)

En el casoparticular en que 2 sigue una ley Gammade probabilidadcon

funciónde densidad:

—hxa.-] ~e ,parax>O, siendoay h=~~O.
T(a)

resulta,al sustituirestafunciónde densidaden la expresión(11.9)referentea la función

de cuantíade unadistribuciónde Poissoncompuesta:

P(v=n)=
~nl

h” •2”’ .e~ ~d2

T(a)

cuyasoluciónes:
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P(v=n)=~hjJ Ii.J±h) 12!

Un ¿9 1. lihO s+h¿9
Bastaponera = mh paraobtenerla conocidafórmula de la función de cuantía

de una variable aleatoria con distribución de probabilidadbinomial negativa, que

modelael númerode siniestrosquetienenlugaren un periodode observaciónunitario:

P(vr n)=k mhjj i~j L±h¿9

Si se trabajacon un períodoactuarialde observaciónt, la función de cuantía

pasaa ser:

P,(t)=P(v=n)=~rnh).L~¿9 .(hh¿9 (11.10)

La distribuciónbinomialnegativasurgetambiéncomo límite de la distribución

dePolya-Eggenbergercuyaconsideracióncomo distribución del númerode siniestros

sejustifica a continuación.Diversosfenómenosactuarialesse encuentrandefinidosen

un ambienteen el que no es posibleadmitir la hipótesisde independenciaentresus

acaecimientos,dadoquepuedenproducirsecontagiosquepuedeninfluir en un proceso

de riesgo,tanto en la propensiónde otros objetosa experimentarel siniestrocomo en

la propensión del objeto consideradoa sufrir el siniestro. Bajo este supuestose

introduce la ley de Polya-Eggenberger,explicadapor ejemplo por López Cacheroy

Lópezde la Manzanara(1996),cuyafunción de cuantíaes:
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P(o _ Li +n —JJ~~j+: —) (11.11)

C++: —Ji
P(v = n) representala probabilidad de que. en el período de observación

unitario, entre r expuestosa un riesgo tenganlugar n siniestros,produciéndoseun

“contagio positivo” de intensidad inicial igual a 6, tras el acaecimiento de cada

siniestro,dentrode unapoblaciónde N elementos,siendop la probabilidadinicial de

siniestro.

La distribución binomial negativa surge también, como se ha señalado

anteriormente,como límite de la distribuciónde Polya-Eggenbergercuandoel número

de expuestosal riesgotiendea infinito (r —>co), la probabilidadinicial de siniestroes

muy pequeña(p—>O), el contagioesdébil (8—>O), la mediaesm=rp y r8=

donde h es el parámetrode contagio. Bajo estos supuestos,pasandoal límite en la

expresión(11.11), se obtienela distribuciónbinomial negativaen un intervalounitario,

con la mismafunciónde cuantía(11.10)queresultaen los dossupuestosanteriores:

El efecto de contagiose traduceen una varianzamayor que la quc poseela

distribuciónde Poissonal serh>O. Sin embargo,tal contagioseinterpretacomo débil

al afectarúnicamentea la varianza.

El significadodel parámetroh es el de una medidadel gradode homogeneidad

relacionadacon la intensidaddel contagio. Si h es grande,el efecto de contagioes
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pequeño, así como la varianza. Cuando h -~ ~ desapareceel contagio y nos

encontramosante una distribución de Poisson.Por el contrario, si h es pequeño,el

efectode contagioesgrandey portanto la varianzatambiénlo es.

Existen otras distribucionesde probabilidad discretasque se puedenutilizar

paramodelarel númerode siniestrosquetienen lugar en una carterade pólizas,como

son la distribuciónlogarítmicao la distribución de Poissontruncada.En esteepígrafe

seha desarrolladocon másdetallela distribuciónde Poissonpor serla másutilizadaen

las aplicacionesprácticasy, como alternativaa la anteriorcuandono se puedeadmitir

lahipótesisde ausenciade contagio,la distribuciónbinomial negativa.
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11.3. LA DISTRIBUCIÓN DE LA CUANTÍA DE LOS

SINIESTROS

El modelomatemáticoquesesigueen la Tesisestábasadoen la consideración

de que la segundade las distribucionesbásicas,que modelala cuantíade un siniestro

(variablealeatoria4) esde tipo continuo.

En ciertasocasiones,al consideraraplicacionesprácticas,puedesersuficiente

conocer los dos o tres primeros momentos de la variable aleatoria 4 mediante

estimacionesrealizadassobre los datos empíricos. Sin embargo,cuando interesa

conocer la distribución en valores grandesde 4 o la disponibilidad de datos es

insuficienteparatodo el rangode la variable,sehacenecesarioutilizar leyesanalíticas

para explicar el comportamientode dicha variable. Se puedenpresentarpues, las

siguientessituacionesconrespectoa la variablecuantíade un siniestro:

1. Conocimientoempíricoprecisode lavariable,siendosuficienteen tal casoel

conocimientode doso tresmomentosde 4, sin necesidadde recurrira modeloalguno.

2. Conocimientosuficienteúnicamenteparavaloresmoderadosde la variable,

4 =L, siendonecesarioajustaruna funciónque modelela variableen el tramo 4> L.

3. conocimiento limitado de la variable, referido por ejemplo a sus primeros

momentos,interesandoconocerel comportamientode la mismacon mayordetalle.Se

intenta en este caso ajustar una o varias funciones a los datos empíricos para

representarel comportamientode 4
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En el desarrollode la Tesis se considerael tercer caso de los comentados,

estudiandocuálesson los modelosde probabilidadque puedenajustarsea los datos

empíricos.

Cabedestacartambiénla importanciade estavariable aleatoriaparacalcularla

prima como un porcentajede la sumaasegurada.Paraello se imponeen primer lugar

unaclasificaciónde los riesgosen claseshomogéneas.Convienedistinguir doscasos:

- Segurosparalos que no existensumasaseguradasque sepuedanrelacionar

con el valor del interésasegurado,porejemplo,el segurode ResponsabilidadCivil con

garantíamáximailimitada.

- Segurosparalos que existensumasaseguradassusceptiblesde relacionarse

con el valordel interésasegurado,dandolugara los casosde infraseguro,seguropleno

y sobreseguro.

En esteúltimo casose debeprocurarque las sumasaseguradasen cadaclase

seanlo máshomogéneasposible,y si son de distintacuantíaesconvenienteelaborarla

distribución porcentualque representala probabilidad de indemnizaciónpara cada

1
pesetaasegurada:O < X — < 1 siendo 1 esla indemnizacióncorrespondiente,5 la

5

sumaaseguraday X la cuantíadel siniestroporunidadmonetaria.

A continuaciónse analizany definenalgunasdistribucionesbásicas,las más

importantesen términoshistóricos.
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11.3.1. DISTRIBUCIÓNGAMMA

La distribuciónGammaesuna de las más importantes,desdeel punto de vista

actuarial,comodistribuciónde la cuantíade los siniestrosporserunade las que mejor

seajustan,en múltiplescasos,a la distribuciónempíricade la cuantíade los siniestros.

Además, es muy manejable matemáticamentey está relacionada con otras

distribuciones importantes como la de Erlang, que resulta cuando uno de los

parámetrosde la distribución Gammaes entero (en concreto el parámetroa que

apareceen la función de densidad)o la de Poisson. Si los siniestros siguen una

distribución de parámetro2=mt, la variable aleatoria que representael tiempo

transcurridohasta la aparición del r-ésimo siniestro sigue una ley de probabilidad

Gamma.

Siguiendo a Panjer y Willmot (1992), una variable aleatoria 4’ sigue una

distribuciónGammade parámetrosay h (a >0 y h >0) cuando,siendocontinua, su

funciónde densidadest1:

E(a)

siendoE(a) la integralde Eulerde segundaespecie,quesecalculacomo:

Se puede definir la distribución Gamma de forma más general, como hacen López Cachero y López de la

Manzanara (1996), sise toma un origen it no necesariamente cero, respecto al cual se consideran los valores de la
variable, En este caso, la distribución Gamma de parámetros a > a fi ó y y =O tiene por función dc densidad

(x—y y’’ .~

-

,para nyfi’. ¡Ya)
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E(a) = .&~ .¿ft
o

Estaintegral esconvergentepara a > O, y ha sido objeto de múltiplesestudios

sobreel cálculo aproximadode la misma y su acotacióncomo puede verse en los

trabajosde Chakravarty(1969)0Rao (1969).Porejemplo,parael cálculo aproximado

el corolariode la fórmulade Stirling estableceque:

n¡= E(n ±1) U) 2nn , n entero

o la fórmulade Legrende:

E(2t)= 2 2t-I

Los análisis de convolución son básicos en la Teoría de Riesgo ya que

constituyenel elementofundamentalen la determinaciónde la distribucióndel daño

total. En el caso de la distribuciónGamma,la suma de n variablesaleatorias4’ con

distribución Gammade parámetrosa, y h, estocásticamenteindependientes,es otra

variablealeatoriacon distribuciónde probabilidadGammade parámetros~ a y h.

La distribución Gammatruncadapor la derechaesuna distribucióncontinua

que encuentraaplicacióncuandolas investigacionesseproducena partir de muestras

procedentesde poblacionesincompletasó, en el caso de representarel costede los
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siniestrosde una cartera,cuandodicho costees inferior a una cantidaddeterminada.

Estadistribucióncontinuade parámetrosa>0 y h>O, tiene como funciónde densidad:

e h>x,parao<x<a

dondea esel punto de truncamientode la distribución y k la constantequehacequela

anterior función sea de densidad.Es decir, se debeverificar que la integral en el

intervalo (O a) sea 1.

La distribución exponenciales un casoespecialde la distribuciónGammaen

la que el parámetroatomavalor 1. Sin másque considerarel valor dadoparaa en la

expresión(11.12),y siendoel parámetroh positivo, la funciónde densidadresulta:

f(x) = h . e~ , x>0

La distribución exponenciales ademásla distribución de probabilidadde la

variable aleatoria q, tiempo transcurrido hasta el acaecimientodel primer suceso,

cuandola variablenúmerode siniestrostiene distribución de probabilidadde Poisson

de parámetro2=mt. En efecto, la probabilidadde que hasta el momento t hayan

ocurrido O siniestros,produciéndosepor tantoel primer sucesoa partir de eseinstante

es:

1— F(t) = P(1 > t) = J%(t)=

resultando F(t) = ]—e”” que no es más que la función de distribución de una

variablealeatoriaexponencial.
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El parámetroh sepuedeestimarde diferentesfonnas,llegandoal mismo valor

1
si sehaceporel métodode los momentoso por máximaverosimilitud: h = _ siendo

x

1 la media muestral que, si la distribución esexponencial,nunca seanula

Se verifica ademásque Ln(] — F(x)) = —hx, de donde se deduce que la

distribución puede ajustarsea los valores empíricos x, si el conjunto de pares

(x,, Ln(1— F(x, ))} estánrazonablementealineados.

Se puededefinir ademásuna distribuciónde probabilidadque seauna mixtura

de distintas componentesque son distribucionesexponenciales,cuandouna única

distribución exponencialno modele de forma adecuadael costede los siniestrosque

tienenlugaren la carterade pólizas.Su conceptoy la formade estimarlos parámetros

de estenuevadistribuciónsedetallaenel siguientecapítulo ilustrándoloademáscon la

aplicacióna un casoreal.
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11.3.2. OTRAS DISTRIBUCIONES

Existenotrasdistribucionesde probabilidadadecuadasparamodelarla cuantía

de los siniestros,comoson la distribuciónlogaritmo-normal,distribuciónde Pareto,de

Weibull o la distribuciónpor polinomiosexponenciales.

La distribución logarítmico-normal suele dar resultadossatisfactorios para

representarlas probabilidadesasociadasa la cuantía de un siniestro, como puede

observarseen el artículode Marín Cobo(1985),aunquepresentaladificultad de quela

convoluciónn-ésimano se puedeexpresarde un modo sencillo. Paravalorespequeños

de la varianzase asemejaa una distribuciónnormal, aunqueesteno sea siempreun

hechodeseable.Una variablealeatoriasigueuna distribución Logarítmico-normalsi,

tomandovaloresrealespositivos,su logaritmoneperianosigueunadistribuciónnormal

paravalorespositivosde la variable.Sufunciónde densidadvienedadapor:

(Lar—pP

f(x) = e , parax>O
xci

La distribuciónde Paretosurge,en principio y siguiendoaLange (1964),como

la distribución de la renta personalen una colectividad. Representaen tal caso la

distribución de los ingresossuperioresa un nivel determinadox0. En aplicaciones

actuarialesx0 es el siniestrode cuantíamínima y k un coeficientede igualdad. La

funciónde densidadde la variablealeatoriaes:

f(x) = —a~ LIÉL) . Kt ¿9 = a ~0a x~’,para x=r0
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Al igual que en el casoanterior, el cálculoanalítico de la convoluciónresulta

bastantecomplicadosi se deseahacerde formaexacta.

La distribuciónporpolinomiosexponencialesseformaporcombinaciónlineal

convexa de distribucionesexponenciales.Surge con la finalidad de resolver el

complejoproblemade pasara ladistribucióndel dañototal y sufunciónde densidadse

puedeobtenercomo una mixtura dedistribucionesexponenciales,cuyo conceptose

explicará en el Capítulo III, generalizandola distribución propuestapor Panjer y

Willmot (1992)que únicamenteconsiderandos componentes,como:

f(x)=a¡/3,e~x +a2fi2e¡¾x~ x>O

n

donde f(x) = fie~~X sondistribucionesexponencialesy Za, =1.
>=/

Por último, la distribución de Weibull suponeuna generalizaciónde la ley

exponencialcon dos parámetros,a> O (parámetrode forma) y 9 > O (parámetrode

escala), y se define como la ley de distribución que correspondea una variable

aleatoriacuyafunciónde densidades:

a a-]
e ,parax>O.

Otrasdistribucionesde caráctercontinuoque puedenmodelarla cuantíade un

siniestrosonla distribuciónbeta,la distribuciónde Esscher,distribución log-logística,
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la distribuciónde Burr, la distribución Gammageneralizada,la distribuciónde Pareto

generalizada,etc.

En cada cartera de segurosse deberáestudiar cuál es la distribución de

probabilidadquemejorseajusteal costede los siniestrosocurridos.Sehan enumerado

por ello diferentesdistribucionesde probabilidadde tipo continuo,haciendoespecial

énfasisen la distribución Gamma,de la cual la distribuciónexponenciales un caso

particular, puesto que estaúltima es la que se mejorarácon el uso de mixtura de

distribucionesen el Capitulosiguiente.
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11.4. LA SINIESTRALIDAD TOTAL

11.4.1. DISTRIBUCIÓN DEL DAÑO TOTAL SI EL NÚMERO DE

SINIESTROS SIGUE UNA DISTRIBUCIÓN DE POISSON

La Teoríadel RiesgoColectivopermiteconstruir,como ya seha comentadoen

el primer capítulo, la función de distribución de la siniestralidadtotal. Si se han

producido n siniestros de cuantías aleatorias 61626?.’ 6, (con funciones dc

distribución V¡<’x), V2(’x) V4x)), el daño total producido por esosn siniestrosse

representamediantela variable aleatoria 4 = 4’, + + 4’,> ±... + 4’~ cuya función de

distribuciónsedenotamedianteV(x/n).

En el análisis de tal función de distribución se pueden considerar

fundamentalmentedoscasos:

1. La cuantía de cada siniestro (4’) es independientedel número de ellos

producido,en cuyo casola distribuciónde 4 (suponiendoque las variablesaleatorias4’

sonestocásticamenteindependientese igualmentedistribuidas)es:

donde y’> (x) es la convoluciónn-ésimade V(x).

2. La cuantíade cadadañodependedel númerode siniestrosacaecidos.En este

casono esadmisiblela hipótesisde independenciaentrelas variablesaleatorias4’ y no

se puedehablarde convoluciónn-ésimade V(x).Esto sucede,porejemplo,en seguros
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de incendios,cuandola cuantíadel daño dependedel número de focos y se da un

efectode contagio.

En general, en las aplicacionesprácticasla situación más común es que el

númerode siniestrosseaindependientede la cuantíade los mismos,y espor ello que

seestudiael primerode los casos.

Si no seconoceel númerode siniestrosque han tenido lugar, esto es, tanto el

númerode siniestroscomo la cuantíade cadauno de ellos sonvariablesaleatorias,la

función de distribución de la variable aleatoriacuantíadel daño total en el período

actuarialt es:

F(x, t) = ~ P,, (t) V(x~n)
n~0

que,en el casode que lacuantíade los siniestrosseaindependientedel númerode los

mismos,sera:

F(x,t)=ZPJt,YV’(x)
n=0

dondeP~Ú) representala probabilidadde que seproduzcann siniestrosen un período

de observaciónt y 1Á”(x) la probabilidadde que, habiendosucedidon siniestros,su

cuantíatotal no excedade x unidadesmonetarias.Se suponeademásque las cuantías

de cadasiniestroson variablesaleatoriasindependientese idénticamentedistribuidas

con funciónde distribución V(4

84



II Análisis dela siniestralidadenla empresaaseguradora

La convoluciónn-ésimaverifica la siguienterelaciónde recurrencia:

x

V II (x) = JV~”’>7x—z).dV(z)
o

con:

~Io six< O
six=Oy V’~x)=V(x)

Se omite de la expresiónV(x) la letra latina t. referida al tiempo actuarial de

observación,parasimplificar la notación.

El estudio de la distribución del daño total se realiza segúnlas distintas

distribucionesque puedencorrespondera la variablenúmerode siniestros.En general

se diferencia entredistribucionesde Poissono binomial negativa.De ellos, el más

importanteesel primero,y es el queseconsideraen estetrabajo.

Si el número

la distribución del

Generalizadasiendo

de siniestrosesunavariablealeatoriaque sigueunaley de Poisson

daño total recibirá el nombre de distribución de Poisson

sufunción de distribución:

(mt)” .V~~>(X)Ze (2)>1 V~%’x)
~=o nl

donde 2=mt y bajo la hipótesisde que el númeromedio de siniestrospermanece

constanteparacualquierperíodode observaciónunitario.
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Cuandoel númerode siniestrossigueunadistribuciónde Poissoncompuesta,la

función de distribuciónde lasiniestralidadtotal es:

o, ‘a <.2 ¡a>”
F(x,t) = ~J1 ~ .

n=0 o

y si el númerode siniestrosesun procesode Poissonno homogéneoentonces:

.V”(x),con ¿1(t)= Jm(z).dz
nl

Sepuedeconsideraren esteúltimo casoel tiempooperativot (númeroesperado

de siniestros)y transformarel procesoen uno homogéneocomo se indicó al definir la

distribuciónde Poissonparamodelarel númerode siniestros.En adelante,t se refiere

al tiempooperativoy de estaforma:

F(x,t)= ~1— ___ .Vfl’x)
~

Esta fórmula cumple las hipótesisde homogeneidaden el tiempo, efecto de

contagionulo y exclusiónde siniestrosmúltiples, así como la independenciaentrelas

cuantíasde los siniestros.

La esperanzay varianzadel daño total se calculan en función de los dos

primeros momentoscon relación al origen de la distribución de la cuantía de un

siniestro.Es decir, a~ = Jxk . dV(x) (kW,2).
0
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Los momentosde orden 1 y 2 de la variable aleatoria 6~ ±6~±...+ 4’~, con

funciónde distribuciónVI*(x,), dadala independenciaentrelas variables4’ son:

y
¡ =

16,2 +
i—1

=ZE(62
i=1

) + ~ E(6,

16 6~1=
1~

~1 j

)E(6, ) =

“‘.1

En consecuencia,

E(~) = ~ e’ t na
1 = la1

,>=~

na2 ±Ée’ •1’>
n-0

n(n — 1)a1
2 = la

2 +

De donderesultaquela mediay varianzade la distribucióndel dañototal son:

E(~)=ta, y V(~)= la2

Como ya se ha especificado,t es el númeromedio de siniestrosy a¡ y a2 los

momentosrespectoal origen, de orden 1 y 2 respectivamente,de la cuantía de un

siniestro.

y

•1

”

~
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La funcióncaracterísticade la siniestralidadtotal,F(x, 1), teniendoen cuentaque

las variablesaleatorias4’ sonindependienteses:

<¡3(s) = feM< . dE(x, t) = Je~>r •~ e t . dV” (s) =

~ ~

________ .ug”(s)=e’ q’(

,~.,> nl

donde víesla función característicade la variable aleatoria4’, cuantíade un siniestro:

qí(s)= Jea . dV(x)

Se han desarrolladodiferentes métodospara estudiarF(x, t) en situaciones

dondeelprocesode composiciónno se puedeaplicarexplícitamente.Estosmétodosse

agrupanen doscategorías,métodosde aproximacióny métodosexactos.

(1) Métodosde aproximación.

Utilizan fundamentalmentelos momentosde F(x,t), que se puedenobtenersin

dificultad desde las distribuciones de frecuencia y cuantía. Los métodos de

aproximación son útiles para estimar probabilidades máximas de pérdidas y

probabilidadesde ruina.

Como aproximacionesa la distribución del dafio total, se han utilizado más

frecuentemente:

- Aproximaciónnormal.
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Seriesde Edgeworth

AproximaciónNP (Normal Power)

Aproximaciónde Esscher

Método de Montecarlo.

Método de recurrencia,debidoaAdelsony desarrolladopor Panjer.

(2) Métodosexactos.

Las aproximacionesresultanimprecisasen algunassituaciones,por lo que se

hantenido quebuscarformasmásprecisasde aproximarF(x, 1). Destacandos métodos

muy importantesparasolucionaresteproblema.

- La transformadainversade Fourierde la funcióncaracterística.

- La fórmulade recurrenciade Panjer.

A continuaciónse presentanalgunos de ellos, los más utilizados en las

compañías aseguradoras.A modo ilustrativo se presenta, además de distintos

desarrollosen serie,un métodode simulación(el métodode Montecarlo)y un método

de recurrencia(el algoritmo de Panjer). En el capítulo siguiente se presentaráuna

nuevaaproximaciónmediantemixturas de distribuciones,de aplicaciónmás sencilla

que los métodosexpuestosa continuación.
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11.4.2. APROXIMACIONES A LA DISTRIBUCIÓN DEL DAÑO

TOTAL.

La importanciade la distribucióndel dañototal dentrode la Teoríadel Riesgo

Colectivo y la dificultad de su cálculo directo hacen necesario disponer de

aproximacionesprácticasde la misma.

La función de PoissongeneralizadaF(x,t) es complicadaa efectosde cálculo.

Los métodos directos de tratamiento de F(x) a menudo conducena expresiones

voluminosas,nadafáciles de trataren algunosproblemas,comopor ejemplodiferentes

métodosde reaseguro,retencionesnetasy recargosde seguridad.Aunquela naturaleza

de los problemasexija cálculosdetalladosesnecesariotrabajarcon aproximaciones

más sencillas.Uno de los principalesproblemasde la Teoríadel Riesgo aplicadaes

encontraraproximacionesadecuadas.A continuaciónseexaminana continuaciónlas

más importantes.

11.4.2.1Seriede Edgeworth.

El desarrollode Edgeworth,que se puede estudiarpor ejemplo en Beard,

Pentikáineny Pesonen(1984),vienedadopor la expresión:

F(x,t)=q3 xta, _ a,> ,
4jjX taj± a4 x—ta1

)

Y ta2 6vta, 2 ta2 ta21. ¡ rYYyt)24 ) +

+ j
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donde<es la derivadak-ésimade ~(funciónde distribuciónde unavariablealeatoria

Normal(O,1)),arelmomentode ordenr respectoalorigende V(x) y tel númeromedio

de siniestrosen el periodoactuarialde observación.

En la expresiónexplícitade las derivadasde ~ sepuedeobservarque el error

relativo en la Seriede Edgeworthtiendea infinito cuandox tiendea infinito. La Serie

de Edgeworthes una serie divergente,por lo que no seobtiene, paraun fijo, una

mejor aproximaciónsimplementeincrementandoel númerode términos. Sin embargo,

si se consideranun número adecuadode términos se produceuna aproximación

aceptableen el entornodel valor medio. Se puedeesperarque el resultadoseabueno,

paravaloresde x hastaunadistanciaa la mediade dos desviacionestípicas, si bien

parapuntosexterioresla bondadde los resultadosdecrecemuy rápidamente.

Desde el punto de vista de la Teoría del Riesgo, este hecho es

desafortunadamenteimportante ya que en muchos problemasel principal interés

apareceen puntossituadosa la derechade la mediaa unadistanciade dos o tres veces

la desviacióntípica. Por estarazón esnecesariocontarcon un desarrollomejor que el

de Edgeworth.El método de Esscherda buenosresultadosen estesentido, aunque

necesitaunoscálculoscomplicados.Sin embargo,otro métodoque con unassencillas

operacionesda unos resultadosligeramentepeoreses el NP. Ambos métodosse

puedenestudiarcon detalleen la obracitadade Beard,Pentik~ineny Pesonen(1984).
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11.4.2.1.1.Aproximación normal.

La aproximaciónNormal a la distribución del daño total no es más que el

desarrollode Edgeworthde la funciónF(x) enel que únicamenteseconsiderael primer

término, ignorandotodos aquellosque verifican C{j¿9 . Estaes la aproximaciónmás

clásicay unade las que másfrecuentementehan sido aplicadas,pudiéndosedeterminar

también mediante la aplicación del TeoremaCentral del Límite. La función de

distribucióndel dañototal vienedadaen estecasopor:

F(x,t)
ta2

siendo ~ la función de distribución de una variable aleatoriacon distribución de

probabilidadNormal(0,1).

11.4.2.2.AproximaciónNP (NormalPower).

El método NP es un método basado en la inversión del desarrollo de

La aproximaciónNormal a la distribución de Poisson Generalizada

consiste en reemplazar la cuantía total del siniestro por la variable aleatoria

ux1 + rj. ía2 , dondeq esunavariablealeatorianormalcon mediaO y desviación

típica1. La ideaes reformularq pormediodel desarrollo:

Edgeworth.
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en el que los coeficientesa, se determinanpor medio del desarrollode Edgeworth,

como se vera.

Mientrasquela aproximaciónNormal seestablecesobrela basede la ecuación:

]—e=P(q<y)=q4y)

la variable modificada obedeceráa la ecuación, reordenandoel desarrollo

Edgeworth:

1—e=~(y±4y)—
1
—.7,
6

~~jy+zIy)±

1
72

siendo ~ la función de distribución de una variable aleatoria con distribución de

probabilidadNormal(0,I), y,> — a,

>

a>j<x/T
y y2

a4
a2

2 ~
y verificándoseademásque

y±Ay=a
0±a1•y-i-a2 y

2 ~

Paraencontrarlos coeficientesa,. sedeterminaen primer lugarAy(utilizandoel

métodode Newton):

Ay = —.,,,,. — rl
2 .(2y~ .-~5.y)±OÚ<)

y el resultadoobtenidoseaplicaen xí«, = y + Ay.

la
2

El métodoNP trabajaporlo tantoconlas dosecuacionessiguientes:

de

1
— 72

24
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1—e=‘A(y) y

— ta, = v+jv = y±i y, .(y2 ~í)±-!—.y, .~ 3y)—

la2 6 24 (11.13)

36

Si en la ecuación(11.13) se consideraúnicamenteel primer término resultade

nuevola aproximaciónnormala la distribuciónde PoissonGeneralizada.Estemétodo

sedenominaAproximaciónNPí.

Si se toman los dosprimerossumandosse obtiene el método NP2. Dada una

precisióne (J-F(x)=e ) se buscaen primer lugary en las tablas de la normal y se

sustituyeen la ecuación(11.13) para obtenerel correspondientevalor de x. Si por el

contrarioesx el valorfijado de antemano,se despejay de la ecuación(con únicamente

dossumandos),resultandoserla precisión:

ta2e=1~F(xt)=1~1 2’’’ 6(x—ta,) 3

Razonandode la mismaforma, considerandodistinto númerode sumandos,se

obtienendistintos métodosNP. Dado que el desarrollodel métodoNP sebasaen la

hipótesisde que 1-esepuederepresentarporun númerofinito de términosprincipales

de un desarrollode Edgeworth,no resultalógico que el resultadosea mejor que el

obtenido usandodirectamentedicho desarrollo.La experienciade la aplicación del

métodoNP2 demuestraque casi siempre,con másprecisióncuandoy,’ esmenorque 2,
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cl métododa muy buenosresultados,mientrasque el desarrollode Edgeworthno los

proporcionaparapuntosque se desvíande la mediaen algunamedida.Sin embargo,es

incorrectodecirqueel desarrollode Edgeworthno esmuy bueno,incluso aunquesolo

sepuedaaplicar bajo ciertas condiciones.Es por el contrario, un desarrolloexacto,

aunquela serieseadivergente.

11.4.2.3.Métodos de simulación. El métodode Montecarlo

Se puedenaplicar tambiénmétodosde simulaciónque permiten,al menosde

formateórica,el cálculo aproximadode la convolución.A modo ilustrativo se presenta

el método de Montecarlo que permite generarmuestrasaleatoriasde cualquier

poblacióncon función de distribuciónF(x). En el campoactuarial sepuedeestudiar

dicho método, por ejemplo, en la obra de Daykin, Pentikáineny Pesonen(1994),

quienesdedicanun capítulo amétodosde simulaciónaplicadosa procesosactuariales

en general.

Se comíenzagenerandouna muestraaleatoriasimple de una variablealeatoria

uniformementedistribuida en el intervalo [O,]]: (‘? , r2 , .., r,) y se proyectaa otra

muestra ‘simulada”, (x,’,x2 x~), de la poblacióncon función de distribución F(x)

sin másqueresolverlas ecuacionr, = F(x,),ir 1,.,.,n.

Asimismo sepuedeestablecer(desdeel punto de vista teórico) la función de

distribución de la suma de dos variables aleatorias, ~ = + ~2. Es decir, la

95



It. Análisis de la sin¿estral¿daden la empresaaseguradora

convoluciónde dosfuncionesde distribuciónFí(x) y Fftx): F=F,’(x) *F2(’x) Paraello se

generann pares de números aleatorios (r~ , r2j...; r1~, r21). Cada número r,’1 se

transformaen x~ que verifica r,, = F,<’x,,) y de la misma forma, cada r21 se

transformamediante F2 en x21. La suma x=x¡,+x2, nos da la muestra aleatoria

(x1 , x2 x,) distribuidasegúnla funciónF=F,’(x) *F,(x)

Paraobteneruna estimaciónde la función de distribución F(x) se ordenanlos

valoresde la muestrasegúnsu magnitud.Si se denotapor k~ al númerode todoslos x,

que sonmenoreso igualesquex seobtienela estimación:

k
F(x) =

n

El errordependede lacantidadde númerosaleatoriosgenerados,n. Suponiendo

k
que el valor real de F(x) esp, la función de distribución de ~.- es binomial con

n

desviacióntípica u — (1—p) 1 1______ —— . Se puedeafirmar en estecasoque,con un

nivel de confianza del 99% el valor observado se encuentra en el intervalo

(p—2’S76a,p±2’576a). Beard, Pentikáineny Pesonen(1984) calculan el error

máximorelativoparadistintosvaloresdep.

El método de Montecarlo se puedeutilizar paracalcularaproximacionesa la

distribuciónde PoissonGeneralizada.Paraello, segeneraen primer lugar un número

aleatorior,’0. Si P(N) esla función de distribución de la variabJealeatoriade Poisson
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que representael númerode siniestros,la soluciónde la ecuaciónr,’n=P(N), N,’, seráel

númeroaleatoriode siniestrosproducidoen la muestrasimulada.

A continuaciónse generanN,’ númerosaleatorios(r,’,’,ríz..., r,>~) que permiten

obteneruna muestrade las cuantíasde cada siniestro, (x¡,’,x,’2 x1~), mediantela

transformaciónx,,

0,

La suma, x,’ = x,’, se puedeconsiderarcomo el primer elemento de la

muestraaleatoriacorrespondientea F(x,l), distribucióndel dañototal.

De esta forma se generan sucesivas muestras aleatorias simuladas,

correspondientesa la distribucióndel daño total. El procedimientoha de serrepetido

un gran número de veces para que dichas muestrasconduzcana un conocimiento

suficientede dichapoblación.

11.4.2.4.Métodos recurrentes. El algoritmo de Panjer

Por último, se pueden aplicar métodos recurrentes para determinar la

siniestralidadtotal en un periodofijo de tiempo, sin necesidadde calcularde forma

analíticalas convolucionesque intervienenen la fórmulade la misma.Como ejemplo

se exponeel algoritmo de Panjer(1981) que representauna fórmula de recurrencia

aplicable cuando la variable que modela el número de siniestrospertenecea una

familia determinadade distribuciones.
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Separtepor tanto de unafamilia particularde distribucionesparael númerode

siniestrosque verifiquenla siguientefórmula de recurrencia:

P(v=n)=p~ =Pn/ka±á¿9=P(v=n—tjia±á¿9~n=r1,2,3,..k (11.14)

Sundty .lewell (1981)demuestranquelasúnicasdistribucionesque verificanla

relación anteriorson la distribuciónde Poisson,la binomial y la binomial negativa.

Como caso particular de la distribución binomial negativa también verificará la

fórmulade recurrenciala distribucióngeométrica.

Si el númerode siniestrosocurridos es independientede la cuantíade los

mismosy se diferenciaentresiniestrosnulosy siniestroscon costedistinto de cero, la

funciónde densidaddel costetotal vienedadapor:

f(x)={~Pnv(x) x>O (11.15)
x=O

donde v”’Yx) es la función de densidaddel costede un siniestro.Si las caderasde

pólizassongrandesPo esun valor muy pequeño.Cuandoel númerode siniestrossigue

una distribuciónde Poisson ~ = -2 si esbinomial ~ = (1—p)5 y si esbinomial

negativap<,> = (1—p)a

Panjerdemuestraque si p
0 y f(x) se definenmediantelas expresiones(11.14) y

(11.15) y v(x) es cualquierfunciónde densidadparax>O entonces:
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y
+ + tb—)v(y)f(x— y)dy x >0{PiV(X) j~af(x) = x

x=O

En el caso en que v(x) es discretay se define en los enterospositivos, la

correspondientefórmularecurrentees:

jZa±b$)v f i=1,2,3,....1 (11.16)
i=O

Se puedeobtener la misma fórmula de recurrenciasi la relación (11.14) se

verifica paran=2,3,... y además,extenderel resultadoal casode siniestroscon coste

negativo cuando v(x) se distribuye en el conjunto de todos los enteros

(v(x) = P(9 = x), x e Z). Severifica en esteúltimo caso:

a~O

a=O

x=1

La fórmula recurrenteplanteadaen (11.16) toma como valor inicial f(O)=pú.

Panjery Willmot (1986)adviertenque si p0 <e”’, donde e” esel menorvalor que

puedeserrepresentadoen el ordenador,los cálculosal desarrollarla fórmulaen algún

programainformáticopuedenconducir a error. Paraello se propone,de forma muy
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sencilla,hacerun cambiode escalareemplazandopu por cpo y utilizar dicho factor c

parahacerlas transformacionesadecuadasen la fórmulade recurrencia.

El mismoproblemasurgesi en algúnmomento cp,> > e»’, el máximovalor que

se puederepresentaren el ordenador.Si 2 esel parámetrode la distribuciónde Poisson

que modelael númerode siniestros,el problemase puedeevitar tomandoun valor c

parahacerel cambiode escalaqueverifique e2’>’ <c <e»’ (2nÁí<

Se hanpresentadoen estecapítulodistintasdistribucionesde probabilidadque

modelanel numerode siniestroso la cuantíade los mismoscon el objetivo de, en el

último epígrafe,construirla distribución del dañototal. En generaldichadistribución,

como se ha comentado,no seconocede forma explícita siendonecesariodesarrollar

métodosde aproximaciónde la misma.

Se han expuestodiferentesmétodosde aproximaciónque suelenserutilizados

de formageneralen las compañíasaseguradoras.Estosmétodosen generalexigenun

grannúmerode observaciones,hipótesisrigurosas,gran númerode implementaciones

o softwareespecíficocomoesel casodel métodode Montecarlo.

En el capítulo siguiente se presentannuevasdistribucionesdel número de

siniestros,el costede los mismosy la siniestralidadtotal. Se denominanmixturasde

distribucionesy se construyena partir de distintas distribucionesde probabilidad,

denominadasdistribucionescomponentes.La ventaja de su utilización es que no

requierenhipótesistan rigurosasy la estimaciónde sus parámetrossepuederealizar

aplicando el método de máxima verosimilitud, mediante la implementación del

100



U. Análisis de tu siniestralidaden la empresaaseguradora

algoritmo EM que se puedeprogramaren cualquierlenguajee incluso implementaren

unahojade cálculo.
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III. MIXTURAS DE DISTRIBUCIONES

111.1. INTRODUCCIÓN GENERAL

111.1.1.Definicióny conceptosbásicos

111.1.2.Estimaciónde los parúmetrosde

111.1.2.1.Máximaverosimilitud

111.1.2.2.Inversióny minimizacióndcl crror

111.1.2.3.Otrosmétodosdeestimación

Algoritmo EM

Bondaddeajuste

111.1.3.

111. 1.4.

una mixtura

111.2.APLICACIÓN AL ANÁLISIS DELA SINIESTRALIDAD

¡11.2.1.Estimacióndel númerode siniestros

111.2.2.Análisis del costede los siniestros

111.2.3.Distribuciónde la siniestralidadtotal

111.2.4.Estudioun caso
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111.1.INTRODUCCIÓN GENERAL

En el capítuloanteriorsehan expuestolas distribucionesclásicasque modelan

la siniestralidaden una entidadaseguradora,partiendodel númerode siniestrosy del

costede los mismospara, finalmente,representarel costede todos los siniestrosque

ocurren en una cartera de pólizas durante un período actuarial de observación

determinado.

En ocasiones,cuandola caderade pólizasesheterogénease puededividir ésta

en grupos homogéneosy estudiaren cada uno de ellos la siniestralidadajustando

distintas funcionesde probabilidad. Como alternativaal estudio individual de cada

grupo se pueden utilizar distribuciones estadísticas, denominadas mixturas de

distribuciones, que se expresancomo superposicionesde distintas distribuciones

componentes.La gran utilidad de las mismasse manifiestacuando “a priori” no es

posible establecera qué grupo pertenececada observación. Existen datos que

pertenecenal conjunto total de la carteradebiéndoseestimar los parámetrosde cada

unade las distribucionescomponentesy lasproporcionesde las mismas.

En el desarrolloquesiguea continuaciónse consideraránúnicamentemixturas

de un númerofinito de componentesya que sonéstaslas de mayor utilidad en las

aplicacionesprácticas, como muestra el gran número de publicacionessobre las

mismas, Para un estudio más general de las mixturas de distribucionesse puede

consultar,porejemplo,la obra deMcLachalany Basford(1988).
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111.1.1.DEFINICIÓN Y CONCEPTOS BÁSICOS

En términos formales,siguiendo a Everitt y Hand (1981), si g<’x; O) es una

función de densidadde probabilidad,o de cuantíaparavariablesaleatoriasdiscretas,

quedependede un vectorparamétricoO, se denominamixturafinita de distribuciones

a la distribuciónde probabilidaddefinida mediantela siguientefunción de densidado

cuantía:

f(x)=~P(O1)g(x;9~) t~(~,)=’ , O=P(9)=1 (111.1)
¡=1 ¿=1

En laexpresiónanterioraparecenparámetrostres tipos diferentesquehabráque

estimar:

c: númerode componentesde la mixtura

P(O1)=p1, 1 1,2 e: proporcionescon que aparececadauna de las

componentesy

Q., 1=1,2 e: vectores paramétricos de los que dependen las

distribucionescomponentes.

La estimaciónde dichosparámetrossecomplicasi la soluciónno es única,es

decir, si se puedepresentarmás de una mixtura para representaruna función de

densidad.Parasolventareste problemase introduceel conceptode identificabilidad,
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estudiadopor Yakowitz y Spragins(1968)o Teicher(1961,1963),y se considerarán

únicamenteclasesidentificablesde mixturas:

UnaclaseD de mixturasde distribucionessedicequees identflcablesi y solo

si para todo f<’x) eD la igualdad entre dos representacionesde la misma,

( c

• g(x;6) = ~ . g(x;9~) implica que c=c ‘y queparatodo i existeaígúnj tal
.1=1

que p1 = p1 y 6~ = 9»

El problemade la no identificabilidad es más frecuenteen distribuciones

discretaspuesto que si existen m categorías,únicamentese puedenestablecerni-1

ecuacionesindependientesy determinar por lo tanto m-1 parámetros. La no

identificabilidadraravezsepresentaen distribucionescontinuas.

Yakowitz y Spragins (1968) demuestranque una condición necesariay

suficienteparaque la clasede todaslas mixturas finitas de distribucionesdel conjunto

{G(x;6);x e 9{d,0 ~ sea identificable es que el conjunto sea linealmente

independienteen el conjunto de los númerosreales9?, siendo éste el conjunto de

mixturasde distribucionesqueseconsideraráen adelante.

Las mixturas de distribucionespermitenademásrepresentardistribucionesde

probabilidadmultimodales,hechobastantefrecuenteen distribucionesmuestrales.De

hecho,en algunasaplicacionesde las mixturas, el interéssecentraen la evidenciade

bimodalidad más que en la existenciade diferentessubpoblaeiones,como estudian

Braziery otros(1983).
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Por ejemplo, una mixtura de tres distribuciones normales con ffinción de

densidad:

f(x) = 0,3
J _fr~29

e 2

,~3 >2

2<0, >2

0,75’<2g

1

0,85~ <2,r

(~-6?

2<0,85)2

tienetresmodasy serepresentagráficamentecomo:

GRÁFICO 111.1.FUNCIÓN DE DENSIDAD DE UNA MIXTUItA DETRES

DISTRIBUCIONES NORMALES

0,25

1(x)

0,2

0,15

0,1 -

0,05

-lo 10

Ocurre lo mismo si se considera una mixtura de distribuciones discretas. Si se

define la siguiente flmción de cuantía compuestapor dos distribuciones de Poisson:

e5~
= x) = O,5 -—----±0,5

e’5 ~J5~

la representacióngráfica de la mismaes:

-5 0 5

x
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III. Mixturasdedistribuciones

GRAFICO 11L2. FUNCIÓN DECUANTÍA DE UNA MIXTURA DE DOS

DISTRIBUCIONES DE POISSON
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111.1.2.ESTIMACIÓN DE LOS PARÁMETROS DE UNA MIXTURA

Se presentanen esteepígrafe,de forma introductoria,métodosgeneralesde

estimación de los parámetrosde las mixturas de distribuciones,de aplicabilidad

general,que másadelantepuedenserutilizadosen las mixturasde las distribucionesde

interésen el análisisde la siniestralidad.

111.1.2.1.Máximaverosimilitud

El primer método de estimación que se puede aplicar a la mixtura de

distribucionesdefinida en (111.1) es el de máxima verosimilitud, método bastante

intuitivo y conpropiedadesestadísticasdeseables:bajo condicionesmuy generales,tos

estimadoresobtenidosporestemétodono solo son consistentes,esdecir, convergenal

verdaderovalor del parámetro,sino que ademásse distribuyenasintóticamentecomo

unanormal.

DadaunamuestraaleatoriaX~ (x,,...,x,,) de una mixtura de distribuciones,

paramaximizar la función de verosimilitud L(X”;a). dondea esel vectorde todos

los parámetrosa estimar,o de formaequivalentela log-verosimilitud, logL(X” a), es

más sencillo a efectos computacionalesdefinir una nueva función que utiliza

multiplicadoresde Lagrange2:

L(X”;p,O1,9,,..,O~)zziog(jijjj~x~ g (x, é¿)j$j—4jÉP~ —1) (111.2)
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con la restricciónZ
1~ =1.

i’~1

Como la función logaritmoesuna transformaciónmonótona,L tomaráel valor

máximo en el mismo valor paramétricoque la función de verosimilitud L. Derivando

la expresiónanteriorse obtienenlas siguientesecuacionesnormales:

3L =ft~/Yx/;Ok) 2=0

jW f(x,)

¿51
y

___ =ZPk1=~

cg~(x,;O~)

_______ =0

f(x>)

El multiplicadorde Lagrange2 se puedeobtenermultiplicando la primerade

las ecuacionesporp* y sumandosobrek paraobtenern-2=0

La probabilidadde que un valor dado xj procedade la componentek-ésima,

utilizandoel teoremade Rayes,es:

p~g~(x1;O

)

f(x,)

Por tanto, si se multiplica la primera de las ecuacionesnormalespor pk, se

puedeexpresarla estimaciónde máximaverosimilitud J~ de la siguienteforma:

1”
kk =—ZP(k/x»

n
(111.4)

(111.3)
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Porotraparte,si se utiliza el resultadoproporcionadopor el teoremade Bayes

(probabilidadde quex1 procedade la componentek-ésima),lasderivadasde L respecto

los parámetros
0k (segundade las ecuacionesnormales)sepuedenexpresarcomo:

¿YL ftp(~/jlo~~k(x/•Ok)

‘4 =~ (111.5)

Es decir, las ecuacionesdemáximaverosimilitud paraestimarlos parámetrosO

son mediasponderadasde las ecuacionesde máximaverosimilitud que surgena partir

de cadacomponenteporseparado.Los pesoso ponderacionesson las probabilidades

de quelos elementosxj pertenezcana cadaclase.

Las ecuaciones(111.3), (111.4) y (111.5) constituyen la base para calcular una

solución iterativa de los parámetrosa estimar, que más adelantese desarrollará

medianteel algoritmoEM.

111.1.2.2.Inversióny minimizacióndel error

Los métodosbasadosen la inversión y minimización del error comienzan

estableciendoun sistemade ecuaciones:

ni

en el que a es el vector paramétricode la mixtura, 1//a) el valor teórico de un

estadísticopoblacionalevaluadoen ay ~, (X”) el valorempíricode dicho estadístico
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evaluadoen los valoresmuestralesX~ = {x,,..., x,,}. Por ejemplo,en una mixtura de

dos componentes normales a = (p,p,,p2,u,,a2}. Si se considera la media

poblacional,a la que se denominaráT, seobtiene fl(a) = E(x) py, + (1— pju2 y

¡=1

El sistemaanteriorsepuedeexpresarde formamatricial como:

(111.6)

En algunoscasosesposibleencontrarunvalor m y un conjuntode funcionesfl.

de tal forma que la igualdad se puede invertir obteniéndose el valor

a = T’[0(X’ )J como estimaciónde a. En el caso más general,cuandoesto no es

posible,se defineunafunciónde error:

e(a) = (111.7)

que mide la diferenciaentrelos valoresobservados~ y los pronosticadosT, paraun

valorparticularde a, y seestimaráacomoel valor que minimiza el error.

Para definir la función e se pueden usar diferentes funciones de sumasde

cuadradostalescomo las definidaspor los intervalosde Kabir (1968), los intervalosde

Bartholomew(1959)o distintasfuncionescuadráticasde error propuestaspor Bartlett

y MacDonald(1968)0Binder(1978)
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Sedebedestacarel métodode los momentoscomouno de los métodosbasados

en la inversióny minimización del error. En generalestemétodo es más sencillo a

efectoscomputacionalesqueel de máximaverosimilitud.

La parte izquierda de la expresión (111.6) se puede poner de la forma

J(x — ji)’ f(x)dx, donde y = E(x). La integral se resuelveanalíticamenteparadar

unafunciónde los parámetrosdef(x).

La parte derecha de (111.6) es una función de los valores muestrales,

1
— ~ (x — , es decir,un estimadormuestralde laparteizquierda.

El métodotienela ventajade queno ocurrensingularidades,al contrarioque en

la aproximaciónde máximaverosimilitud donde la funciónde verosimilitud puedeno

estar acotada. Como desventaja del método, común al método de máxima

verosimilitud en el que se intentanencontrarvaloresestacionariosde la verosimilitud,

es la posibilidadde que existansolucionesmúltiples.En estecasosepuedencomparar

los momentosde mayor orden para todas las solucionesobtenidasy seleccionar,

basándoseen ello, la que mejor se ajuste. Hawkins (1972) propone compararcada

solución con los datos brutos agrupadosdadospor los tests x2 Observarque estos

métodosde elecciónentresolucionespotencialeshantrasladadola aproximaciónde un

métodode inversióna un método de minimización del error, utilizando la expresión

(111.7).
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En general, los estimadoresdel método de los momentosson ineficientes

aunquesepuedemejorarla eficienciadel métodousandootro tipo de momentos,no

necesariamenterespecto de la media, como se puede hacer en las mixturas

consideradasen el análisisde la siniestralidad,en el que seincluyen referenciaspara

estimarlos parámetrosmedianteel método de los momentos.Por ejemplo, Tallis y

Light (1968) utilizan momentosfraccionalesteóricosy empíricos: fx ‘~ dF(x,a) y

1”~=1x, “ ,dondelos, no sonnecesariamenteenteros.
¡=1

111.1.2.3.Otros métodosde estimación

Se puede estimar el conjunto de parámetrosque aparecenen la mixtura

utilizando métodosdiferentesa los expuestosanteriormente.Por ejemplo,mediante

aproximación bayesiana se estima la función de densidad de probabilidad “a

posteriori” del vector paramétrico a a través del teorema de Bayes, de forma

secuencial:

Jf(x~ a) . f(a / X~’) da

La mayor dificultad que presentaestemétodo es la forma de la expresión

anterior, que se complica en gran medida cuando el tamaño muestral crece. La

expresión se simplificaría si existieran estadísticossuficientes para estimar los
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parámetrosdesconocidos.En general, como comentanEveritt y Hand (1981), las

mixturasde distribucionesno admitenestadísticossuficientesno pudiéndosefactorizar

portanto las funcionesde verosimilitud.

Sepuedereemplazarel métodode Bayesporaproximacionesmássencillas.Por

ejemplo,Titterington (1976)suponeque se puededeterminaruna función de densidad

de probabilidad“a priori” a partir de las observacionesprocedentesde componentes

conocidas,obteniendolas estimacionesinicialesde los parámetrosde las componentes

a partir de la misma. Estasestimacionesson actualizadasutilizando observacionesde

la distribucióncompleta.

Otros métodos que se puedenutilizar para estimar los parámetrosde las

mixturasson,por ejemplo,el de Boes (1966)que suponeúnicamentelas proporciones

de mixtura desconocidas,Cox (1966)quien sugiereuna aproximaciónpor medio de

métodosgráficosy Bryant y Williamson (1978)que consideranuna aproximaciónpor

máximaverosimilitud diferentea las clásicas.

Es importantetambiénla estimacióndel parámetroc que representael número

de componentesque aparecenen la mixtura. La decisión sobre el número de

componenteses un problemadifícil, y no existenmuchostrabajosal respecto.Los

trabajosexistentessepuedenagruparen dos tipos: técnicasgráficasinformalesy test

de hipótesisformales.

Dentro de la primera clase, la aproximación más obvia es el estudio del

histogramamuestral. El histograma puede no dar resultadoscorrectos porque la
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unimodalidadde ladistribuciónno implica la inexistenciade unamixtura. Además,las

distribucionesprocedentesde cualquierdistribución puedensermultimodalessin que

por ello impliqueque seauna mixtura, aunquepuedeserun primer pasoparaconocer

la formay el númerode componentesde la distribuciónque se deseaestimar.Unavez

fijado el número de componentes,en una segundaetapa se realiza el análisis de

estimación.

En la clasede los test de hipótesisformales,se puedenintentarvarios valores

de o y comparar los ajustes de las estimacionesresultantesusando razonesde

verosimilitud o valoresx2~ porejemplo.
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111.1.3. ALGORITMO EM

El algoritmo EM, desarrolladopor Dempster,Laird y Rubin (1977), representa

una fórmula de recurrenciapararesolverlas ecuacionesde verosimilituddefinidasen

(111.4) y (111.5). Los autoresutilizan el algoritmo en la estimación por máxima

verosimilituden problemascon datos faltanteso incompletos,aunquese puedeaplicar

tambiénal casode mixturasde distribuciones,medianteuna adecuadaformulaciónde

los datosdisponibles.

Si x=(x,, x2,..,xQ es el vector de observacionesmuestralesque se considera

como datosincompletosy sedefinenlas variablesindicadorz1 =(z,,,...,%) como:

z11
si xj e G, (componente¡ — ésima)

51 E O,

la versióncompletade x se representarámedianteel vector y = ((xi ,z3); j = 1 ti).

Es decir, las observacionesmuestralesy las variablesque indican a qué componente

pertenecenlas mismas.

El conjunto ¶P(x) de todos los posibles valoresde y estaformado por kC

valoresque se correspondencon todaslas posibleseleccionesde z,~..z~, denotandoa

la funciónde verosimilitudasociadaay por g(y/O).
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El algoritmoEM genera,paraunaaproximacióninicial de los parámetrosQ(~),

una sucesiónde estimadores{
01’n)} obtenidosen sucesivasiteracionesque constande

dospasos:

PasoE: Calcularla esperanza:

Eqogg(y/Q/x,QÍ”’>) = Q(O, Q(rn))

PasoM: Obtener6”’~’> quemaximice Q(GL6Y””t).

De forma más sencilla, adaptandoel algoritmo al caso de mixturas de

distribuciones,la estimaciónserealizade la siguienteforma:

INICIALIZACIÓN: Considerar como valores iniciales de los parámetros

a(O) = (p”
02 JJt09 a(O)

ITERACIÓN: Dadaslas estimaciones&(‘n) = (pj pn’t9$”t..,O7~),cada

iteraciónconstade dospasos:

PASO E: Calcular la probabilidad “a posteriori” de que cada

observaciónpertenezcaa las distintascomponentes:

f(x
1;EYm))

j=1 ti, k=1 c
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PASO M: Utilizando las probabilidadesobtenidas en el PASO E,

obtener las estimaciones &(n+~> = (p7>+Í) phI+I) ~ 9(0+1)) de la

siguienteforma:

(m+1) ‘~

1k
ti r1

y los parámetros0k comosoluciónde las ecuaciones

____ — P(k7 x,) ¿2/ogg~(X
3;9{’”)) =0

1”!

Repetirla iteracióncon las nuevasestimacionesde los parámetros.

El primerpasode la iteraciónconsiste,por tanto,en estimarla probabilidadde

que las observacionespertenezcana cadacomponentey el segundoesequivalentea e

problemasde estimaciónde cadauna de las componentesy de las proporcionesde la

mixtura, utilizando las estimacionesdel primer paso.

Es importanteestudiar las propiedadesde convergenciadel algoritmo (Wu

(1983)).La convergenciasedasiempreaunqueesbastantelenta. La log-verosimilitud

para los valores muestrales,consideradoscomo datos incompletos, nunca decrece

despuésde cadaiteraciónverificándosepor tanto:
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lo cual implica que L(O~) convergea algunafunciónL* parauna sucesiónacotada

de estimadores.Si ademásQ<’02P) escontinuaen ambasvariables,lo que verifican

(como demuestraWu (1983)) densidadescomponentesque pertenecena la familia

exponencial,L* seráun máximo local de la log-verosimilitud. demostrandoque la

sucesiónno caeen un puntode silla.

Ademássi Ú
9(k±Í) 0(k) ~ (3 y el conjuntode máximos localesde Les

discreto, {é/k)}k converge a un máximo local que será el estimador que se

considerará.

Respectoa los valores inicialesque se han de considerarcomentarque éstos

puedenserelegidosde diferentesformas.Unade ellasesestimarprimeroutilizando el

método de los momentos y tomar como valores iniciales del algoritmo EM las

estimacionesproporcionadasporel anterior.Se puedetambiénhacerun estudiode los

datos disponibles mediante métodos gráficos que proporcionen algún tipo de

informaciónsobrelos parámetrosde la mixtura.

Existen ademásotros métodos numéricospara maximizar la función de

verosimilitud. Entre ellos, los más importantesson el método de Newton-Raphson

(NR) cuyo pasoiterativosedefinecomo:

— &~~>> —am[D
2L(&(»>)]1 D L(O~”’~), m=0,1,2,...

y el métodoScoringdefinidocomo:
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+ a0 [J(Qírn) )J’ D L(0~”’~) , m=O, 1,2,...

En amboscasosa0, normalmentea,, =1, es una constantepositiva que se

incluye en la iteraciónparaproporcionarun mayor crecimientoen la convergencia.

1(0) es la matrizde informaciónesperadade Fisher que proporcionauna medidade

la informaciónque contieneunamuestrade unamixtura de distribucionesy D y D
2 las

diferencialesrespectoa & de primer y segundoorden respectivamente.Si un

experimento que consta de ti observacionesindependientesde una mixtura de

distribuciones,la matriz de información de Fisher para cadauna de ellas se define

comonI(19)=EfDL(&)DL(0fJ.

El algoritmo EM esmás sencillo de implementary verifica la propiedadde

monotonicidada la que noshemosreferido anteriormente.El algoritmo de Newton-

Raphsony el métodode Scoringsonmáscomplicados,principalmentepor la inversión

de la matriz que en ellos aparece, ademásde no verificar la propiedad de

monotonicidadpor lo que no siempreconvergen,aunquesi lo hacenla convergencia

resultamás rápida. Es por ello por lo que nos inclinamoshacia la utilización del

algoritmoEM paraestimarlos parámetrosde la mixtura.
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111.1.4.BONDAD DE AJUSTE

Unavezestimadoslos parámetrosde lamixturasehacenecesarioverificar si la

muestraprocedeefectivamentede la mixturapropuesta.Paraello se efectúaalgunode

los contrastesclásicosno paramétricosde la bondadde ajuste,descritospor ejemplo

por Ruiz-MayaPérezy Martín Pliego (1999), que partende la hipótesisnula (Ho) de

que las observacionesconstituyenuna muestraaleatoriasimple de la distribución de

probabilidadconsiderada.

En primer lugar se puedeaplicar el Test ,~ 2 que consisteen comparar las

frecuenciasempíricasy las observadasutilizando el estadísticode la bondadde ajuste,

propuestoporPearson:

~2 =ft(n~ —np)2 — r (ti —E
1)

2
, ¡ip,

donder esel númerode clases(valoresdiferentesde la variableo intervalos),n, son

las frecuenciasempíricasde cadavalor y Er=np, las teóricasproporcionadaspor el

modelo (p, esla probabilidadasignadaporel modeloteóricoaun valor concreto).

Dicho estadísticosigue unadistribución de probabilidad ~2 con r-k-] grados

de libertad, siendo k el número de parámetrosque se han estimadoen el modelo.

Valoreselevadosde ~2 reflejandiferenciasrelevantesentrelas frecuenciasempíricas

y las observadas,por lo que deberárechazarsela hipótesisnula de que la muestra

procedede una poblacióncon la distribución de probabilidadconsiderada.La región
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críticadel testespor tantode la forma >7 =K obteniéndoseKa partir de lastablasde

2

la distribucion ~ con r-k-J gradosde libertad,paraun nivel de significacióndadoa,
comoel valor queverifica:

P(~2 =K/H
0)=a

Es importante tener en cuenta que la distribución del estadístico ~ 2

asintóticay se puedeutilizar como reglade aproximaciónaceptablesiempreque las

frecuenciasesperadascomo mínimo cinco (E, =5). Si esto no ocurre se deben

reagruparlas claseso categoríashastaque se cumpla la regla, lo que implica una

disminuciónde los gradosde libertadqueharácambiarla regióncrítica.

El test02 de la razónde verosimilitudparala bondadde ajustepartedel testde

razón de verosimilitud que, para la distribución multinomial, se asignaa la muestra

agrupadaen claseso categoríasexeluyentes:

L(p,,p2 Pr)

donde p,
0 representala probabilidadde la clasei-ésima de acuerdocon la hipótesis

ti
nulaH

0 y p, = la probabilidadempíricade dichaclase.
¡2

El estadístico 02 = —22(X~)= —2[nLn(n)±

distribuciónasintóticade probabilidadY con r-1 gradosde libertad, siendola región

es

sigue una
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crítica del testde la forma G2 =K dondeel valor K seobtienea partir de las tablasde

2

la distribución ,~- con r-1 gradosde libertad,paraun nivel de significacióndadoa, de

formaanálogaal casoanterior.

Porúltimo, el testdeKolmogorov-Smirnovconsisteencompararlas funciones

de distribuciónempírica,Eg’x), y teórica,E<’x) (suponiendoque la muestraprocedede

tina poblacióncon distribuciónde probabilidadcontinua),definiendo el estadísticode

Kolmogorov-Smirnov:

sup
—~7<XOfl

Paraverificar la hipótesisnula con un nivel de significación cx se utiliza la

regióncrítica dada P(D~ =K/H0) = a, dondelos valorescríticos K paradiferentes

nivelesde significaciónsepuedenrecogerde la tablareproducidapor Miller (1956).

Aunqueel Testde Kolmogorv-Smirnoves de sencillaaplicaciónúnicamentees

válido paramuestrasprocedentesde distribucionescontinuas.Es por ello por lo que

paraestudiarla bondadde los ajustesrealizadosen el presentetrabajose utilizarán los

testY y 02 puestoque ambossonaplicablestanto adistribucionescontinuascomo a

distribucionesdiscretas.
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111.2.APLICACIÓN AL ANÁLISIS DE LA

SINIESTRALIDAD

111.2.1.ESTIMACIÓN DEL NÚMERO DE SINIESTROS

En el capítuloanteriorse ha consideradola distribuciónde Poissoncomo una

de las distribucionesfundamentalespara modelarel númerode siniestrosque tienen

lugaren la carterade pólizasestudiada.Como generalizacióna la misma sepropone

un nuevo enfoquebasado en una mixtura finita de distribuciones de Poissoncuya

funciónde cuantíavienedadapor:

o

P,,(t)=P(v=n)=Zp < -¿ (111.8)
1=1

Se debenestimar2c parámetros,p1,...,p0,
2

1,...,<~ dondep, esla proporción

con que aparecela ¡-¿simadistribuciónde Poissonen la mixtura y 2~ la mediade la

misma. La estimaciónde dichosparámetrosmedianteel métodode los momentosse

obtiene resolviendoun sistemade 2c ecuacionesno lineales obtenido al igualar los

primeros2c momentosfactorialesmuestrales,comohacenporejemploJohnsony Kotz

(1969),quesedefinencomo:

V =1o

1
= —Zx (ir, —1).....(x—r±]),r=1,2,3 2c-1

ti ,‘=1
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111 Mixturas dedistribuciones

a los momentospoblacionalesrespectoal origen, de los cuales los anterioresson

estimadoresinsesgados:

c

v,.= E<’V~)=~p,.4,r=0,1 2c-1
‘=1

A modo de ejemplo veamos cómo se plantea y resuelve el sistema de

ecuacionesen el casode trescomponentesde Poisson:

+ p2 + p3 =1

+ pj, +p,23 =V,

p,2~±pJ>p32~=V3

p,,< ±p2,<+p3,<=k

p,2 ±p,2>p3Á~=Vj

La solucióndel sistemaanteriorse puederealizaren dosetapas,tal como se

muestraenBlischke (1964),quien estimalos parámetrosde mixturasde distribuciones

binomialesen las queresultael mismo sistemade ecuacionesdefinido en (111.9). En la

primera, la soluciónde un polinomio de igual grado que el número de componentes

proporcionaestimacionesde las mediasde las distintasdistribucionesde Poisson.Es

decir, ~/, {9 y 23 sonlas solucionesdel polinomio de gradotres:
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11]. Mixturas dedistribuciones

‘3x +132x”+B1x+130=0

cuyoscoeficientessonla solucióndel sistemade ecuacioneslineales:

LB0 —¡~

Li’ k k2b=~~

En la segundaetapa, las estimacionesde las proporcionesde la mixtura se

calculansin másque resolverlas c primerasecuacionesdel sistema(111.9), utilizando

paraello las estimacionesobtenidasen la primeraetapa.

El sistema de ecuacionesy su resoluciónutilizando un polinomio de igual

gradoal númerode componentesse complicasi aumentae! númerode componentes.

Es por ello preferible, como se ha comentado,estimar los parámetrosde la mixtura

medianteel métodode máximaverosimilitud. En estecasoconcretoel logaritmo de la

funciónde verosimilitudquehabráquemaximizaresde la forma:

n

L(Xtp,,...,p 2 2)=Zlog¿ZPí1—ej)

La forma más sencillaparaencontrarel máximo de la anterior función es la

aplicación del algoritmo EM que en este caso se aplica tal y como se explica a

continuación.
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1ff Mixturas dedistribuciones

Se parte de los valores iniciales de los parámetros,

— (plO) p[O>,¿7) En cada iteración, a partir de las estimaciones

Q(fl) —(pj’ p(m)
27fl) ;{jm)) se realizandos pasos:

En primerlugar, en el PASO E, se calculala probabilidad“a posteriori” de que

cadaobservaciónpertenezcaa las distintascomponentes:

(/nI))X} -

PS”’ — e
ir,.1 1=~ ti~ k=1,...,e

xl
j

Por último, en el PASO M, seestimanlos distintosparámetrosde la mixtura,

las proporcionescon que aparececadauna de las componentesy los parámetrosde

dichascomponentes:

(n~+/) — ] h

1k ~ EP(m><k/x~),k=l e

O

Zx,P(k/x»
27 _ _

ÉP(k/x)

Se repitela iteraciónutilizandolas últimasestimacionesde los parámetros.

Observarque las estimacionesde las mediasde las distintascomponentesson

mediasponderadasde las observacionesmuestralesen las cualesla ponderaciónes la

probabilidadde quedichaobservaciónpertenezcaa la k-ésimacomponente.
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111.2.2.ANÁLISIS DEL COSTEDE LOS SINIESTROS

Respectoal costede los siniestros,comentarque la distribución exponencial,

como casoparticularde la distribuciónGamma,es una de las que mejor seajustan,en

el caso que se analiza,a la distribuciónempíricade la cuantíade los siniestros.De

nuevo, como generalización de la misma, se propone una mixtura de e

distribuciones exponencialesdefinida mediante la siguientefunciónde densidad:

c e ]
1(x) = Z~ /~, e-’~ = Em ~e >‘~ , ir =0 (111.10)

¡=1

La estimaciónde los parámetrosde dicha mixtura, por el método de los

momentos,sehacede la mismaforma que en el casoanterior,dadoque el sistemade

ecuacionesresultanteeselmismo.En estecasoseigualanlas funciones:

1” x~
rl

ti ~, P(r + 1) — T(r + 1) ‘ r=0, 1 2c-1

dondea~ esel momentode orden r respectoal origen,a los momentospoblacionales,

e

[4 = E(V,<) = E~ . ¡4 ,delos cualeslos primerossonestimadoresinsesgados.
~=1

También el algoritmo EM se aplica de manera análoga, obteniendo las

diferentesestimacionesde pk y ~,< mediantelas mismasexpresionesqueen el casode

mixturasde distribucionesde Poisson.Unicamenteen el PASO E cambiala expresión

que permite estimar las probabilidades“a posteriori” de que las observaciones

pertenezcana las distintas componentes,puesto que las funciones de densidad
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fIL Mixturasde distribuciones

componentessondiferentes.En estecaso,dichasprobabilidadessecalculanutilizando

las funcionesde densidadcomo:

p~jflI) 1 ~j~~;’;
e

/4

(nl)
¡=1

Si dichamixtura no resultaadecuadapararepresentarel costede los siniestros

seprobaráque una mixtura de distribucionesexponencialesy normalescon función

de densidad:

f(x)=} =

±ÉP ~ eph eh ,~, a~2m

~ ‘32

ot2g e

(x—u y
2cr< x>O

(111.11)

x=O

esválidapararepresentarla variablecoste.

La estimaciónde los parámetrospor el método de los momentosno resulta

sencilla dadala complejidadde la funciónde densidad.Por máximaverosimilitud se

ha de maximizar la función definida en (111.2), considerandoen estecaso que las

distribucionescomponentes,g,, son distribucionesnormalesy exponenciales.Mediante

la aplicacióndel algoritmoEM la estimaciónserealizacomoseexplicaseguidamente.

L(X~ p,,...,p~,Ji,,...,h0 , ,~.. ~ ~ ot) =

e~ +~ph u
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HL Mixturas de distribuciones

que medianteel algoritmo EM resultacomo sigue.

Se parte,al igual queen el casoanterior,de valores inicialesde los parámetros

a(o) = (p(’Q) RU)) ¡<O) ht0~ ,~(O) a(O) a~0 uf<>>) y a partir

estimacionesQ(OI) obtenidasdespuésde cada iteración, se repite la misma en dos

pasos.

En el PASO E secalculanlas probabilidades“a posteriori”. Se debediferenciar

entre componentescon distribución de probabilidad normal y componentescon

distribuciónde probabilidadexponencialresultando:

=

h e
tt~ +1

(x—p,f ‘

1 2o<
____ e
a 2w

j=1 ti

k=],..~ y

¡ (x- ji)

>

p(ltI) (k 7 ir,) =

ftp,

pi.
a 2w

‘u’

ti

1 (x—g,7
2cru ehx±Xp«~~ e

,—i~ 4-1 a, 2w

c

En el PASOM se estimanlos diferentesparámetrosde la mixtura:

1
Pk = —x

j’=1

P(kXx,)

O

ZtP(k/x)
1=

de las

h ini-!)
k

e
1
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111. Mixturas de distribuciones

Zx,P(k/x>)
(n,+/) — , k =c, ±1,...,cy

14

.1 ¡

(mi-!)

ÉP(k/ir,)

((nl+I))2 k=c ±1 e

Repetirh iteraciónutilizandolas últimasestimacionesde los parámetros.

Observar que, al igual que en el caso anterior, las estimacionesde los

parámetrosresultanmediasponderadasen las que la ponderaciónes la probabilidadde

pertenecera lacomponenteque seestáestimando.

>jjP(k x>)
~j~I
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ffk Mixturas de distribuciones

111.2.3.DISTRIBUCIÓN DE LA SINIESTRALIDAD TOTAL

Como alternativa a la clásica aproximación normal definida mediante el

teoremacentral del limite, y de aplicación más sencilla que otras aproximaciones

clásicas,sc pueden utilizar mixturas de distribuciones normales univariantes para

aproximarla distribuciónde la siniestralidado dañototal que aconteceen la entidad

aseguradora.Dichasmixturassedefinenmediantela funciónde densidad:

(Y—fi 7
¿ 1 2V (111.12)j(ir)s~p,.— e

¡ a, 2w

El númerode parámetrosa estimar en estecaso es 3c: c proporcionesde la

mixtura (p,,p2 pjt & mediasde las distribucionescomponentes(y1,p2 y~) y c

desviacionestípicas(a1,a,,...,a).

La estimaciónde los parámetrosmedianteel métodode los momentosrequiere

plantear un sistema de 3c ecuaciones,obtenidasal igualar los correspondientes

]
momentos muestralesrespectoa la media (V~ = —Z(ir> ~y)r) a los momentos

ti ¡=1

teóricos( u. = J(’x — . f(x) . dr, dondey es la esperanzade la mixtura).

En el casoen que existenúnicamentedos componentes,medianteun álgebra

bastantecomplicada,Cohen(1967)demuestraqueel sistemade seis ecuaciones(cinco

siseconsiderap2 = 1—p,):

pS +(I—p»d =0
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p (a + ¿7/) + (1—p) . + 5,’) =

p (38 a’ + 5/) + (1—p) . (33,a/ + s ) =

p (~< + 6aM! + 5,”) ±(]-~ p) . (3a + 6a5,’ + St> =

p(lSa/3, +10< 3/

siendo 5k = (¡~~< —y), k=],2

9

sepuedereducira un polinomio de gradonueve,ray’ = 0, cuyoscoeficientesson:
1=0

a
9 = 24 a8 z=0

a, = 84k4,

a, =90/d+72V,k,,

a, = 288V]’ — 108V,k4k,+ 27k,

a6 =36V],

a, =444V]k,—18k/,

a, = —(63y] k + 721(7k,) y

a, = —96V]’k, y a0 = —24Vj~

y dondek4 y /c~ vienendadospor k, = V, — 3V] y k, —1OV,V,

Si existeuna solucióndel sistemaanterior de cinco ecuaciones,estasepuede

deducira partir de una raízreal negativa¡2 del polinomio de grado 9. Las estimaciones
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fIL Mixturasde distribuciones

de las medias de ambas componentes(5, y 5,) son las raíces de la ecuación

SVJñ’3+ 3kg? + 6Vjk4¡2+ 2k]

’

52~sS ±ñ=0,conb= 2ú’ +3k4ñ±4V/
u

A partir de dichasmediasse obtienenlas estimacionesde los cinco parámetros

de la mixtura de la siguienteforma:

tu! = X ±5,

¡12 = Y +5,

j/

a1

á2
p=S2 ~

Como se observaen el desarrollo anterior, las operacionesson bastante

complicadas.Además, si se consideranmixturas de más de dos componentesson

necesariosmomentosde ordensuperiora ochoy el sistemade ecuacionesresultantees

bastantedifícil de resolvercon una precisiónaceptable.Es porello preferibleutilizar el

método de máxima verosimilitud que maximiza el logaritmo de la función de

verosimilitud:
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1ff. Mixturas de distribuciones

a a)

1 (x,-pP ‘~

__ e
a> 2w

de forma sencillamediantee] algoritmo EM al igual que en los epígrafesanteriores.

Las fórmulasque se aplicanen la estimacióndel costetotal son partede las utilizadas

en el coste de los siniestros,dado que la distribución normal se puede incluir en la

mixturaque modelael coste:

Partiendo de los valores iniciales de los parámetros

~í0í — (p>
0’ p<’O> ~(0) ,u¿0ta7t...,a[0~) , cadaiteración,apartir de estimaciones

de los parámetros(Q(”h)), serealiza en dos etapas.En el PASO E de la iteraciónse

calculan las probabilidades“a posteriori” de que cadaobservaciónpertenezcaa las

distintascomponentes:

(m) 1
1k e

=

Él!tm>
t=1

1

E”’> 2zr

pl ti, k=1 c

2(cl”’>

y en el PASO M seestimanlos distintosparámetrosde la mixtura:

(mi-!) — 1
Pk _

(104-1) —

¡1k

Pt”Yk/ir)k=1 c

Z ir,P(k/xj)

ftP(k¡~,)
¡=1

,k=J cy
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1ff. Mixturas de distribuciones

+1) —+

Se repite la iteración utilizando siempre las últimas estimacionesde los

parámetros.

El planteamientoteórico desarrolladoen esteepígrafeparaalgunasmixturasde

distribucionesconcretasse aplica a continuacióna una carterareal. El conceptode

dichasdistribucionesesbastantesencillo e intuitivo y la grandificultad de las mismas

se encuentraen la estimaciónde los parámetrosque puedesimplificarsegraciasa la

aplicacióndel algoritmodesarrolladoporDempstery otros(1977).

A pesar de la complejidaddel planteamientoinicial del algoritmo EM para

estimarparámetrosen problemascon datosfaltantes,suaplicacióna efectosprácticos

en el casode mixturasde distribucionesresultaoperativay sencilla. Se demuestracon

estaaplicacióncómo las distribucionespropuestasen todos los casossonválidaspara

representaral número,costey cuantíatotal de los siniestrosque tienenlugar en una

carterade seguros.

(¡4)0+11)2 , k—1

t P(k7 ir,)

1=I
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111.2.4.ESTUDIO DE UN CASO

Parailustrar la validezde las distribucionesteóricasexplicadasen los epígrafes

precedentesse analizala siniestralidaden una carterade segurosmultirriesgohogar,

utilizando una base de datos cedida por una importante Entidad Financiera y

Aseguradora.Se aproximan las distintas variables que modelan la siniestralidad

(númerode siniestros,cuantíade los mismosy costetotal) pormedio de algunade las

distribucionesexplicadasen el capítulo anterior, la que mejor se ajuste, y como

alternativa a las mismas se buscan mixturas de distribucionesque mejoren esta

aproximacion.

Los datosoriginalesde la EntidadAseguradora,correspondientescomo seha

dicho a unacaderade segurosmultirriesgohogar,vienendesagregadosen tres ficheros

con informaciónreferentea los siniestros:cuantía,fechasen quehantenido lugar, así

como las fechasde firma del contrato y última renovaciónde la póliza,con un total de

18.652siniestrosen el periodocomprendidoentre1990y 1994.

Con esta información es posible conocercuanto tiempo de vida tienen las

pólizasy el tiempotranscurridodesdela firma delcontratohastaque hatenido lugarel

siniestro.Paratenerinformaciónreferidaal máximo horizontetemporalposible,en un

primer análisisde las pólizasseobservaque la mayoría(el 69% del total) tienen un

tiempo de vida superiora dos años. Algunas de ellas (3%) no han sido renovadas

despuésdel primerañoy el restotienenunavigenciainferior ados años.
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En el análisisrealizadonos centramosen el momentoen que ha ocurrido el

siniestro respectoa la fecha de origen de la póliza (tiempo actuarial) duranteun

periodode observaciónde dosañosque esel que máximainformaciónproporciona,

limitándonosaun total de 10.052siniestros.

Seobservadíaa díael númerode siniestrosocurridos,el costede los mismosy

la cuantíatotal. Se disponede estaformade 731 registrosreferidosal númeroy coste

total (el periodoreal de observaciónincluye un año bisiesto)y, como ya seha dicho,

10.052 referidos al costeindividual de los mismos.

Respectoa la variable que modelael númerode siniestrosque han tenido

lugarcadadíaduranteelperiodode observaciónactuarialde dosaños,suponemosque

sigueunadistribuciónde Poisson.Seestimael parámetro2 de la mismapor el método

de máximaverosimilitudresultandola siguientefunciónde cuantía:

= ]3,75fl e
ni nI

Al realizarlos contrastesz’ y U’ de la razónde verosimilitud, en adelante

con un nivel de significacióndel 5~o, descritosen el epígrafe 111.1.4, se llega a la

misma conclusiónde quedichadistribuciónno es válidaparaaproximarel númerode

siniestros. En el contraste ~ 2 se agrupanlos datos en 18 intervalos para que la

frecuenciaempíricaen los mismosno sea inferior a cinco, resultandoel valor crítico

del Test Kzt 26,30 que se comparacon el valor empírico ~2 =179,71. Este
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resultadonos llevaarechazarla hipótesisnulade queel númerode siniestrossigueuna

distribuciónde Poisson.

De igual forma, cuandoserealizael contrasteU’ de la razónde verosimilitud,

sedisponende 29 categorías(noesnecesarioquela frecuenciaempíricano seainferior

a cinco), resultandoU’ 1 74,86>K48=41,337, lo que nos lleva de igual forma a

rechazarlahipótesisnula.

Será por tanto necesariobuscaralguna distribución alternativa que modele

dichavariable, estudiandosi una mixtura de distribucionesde Poisson,definida en

(111.8)mejorael ajusteanterioradaptándosealas observaciones:

>,

Se realizael ajustea unamixtura de dos,tres y cuatrocomponentes(c=2,3,4),

estimando los parámetrosde las mismas por máxima verosimilitud mediante la

implementación del algoritmo EM de la forma descrita anteriormente. Las

estimacionesresultantes,asícomoel resultadode los contrastesde la bondadde ajuste,

semuestranen la siguienteTabla:

140



Hl. Mixturas de distribuciones

TABLA ¡¡¡.1. ESTIMACIÓN DEL NÚMERO DE SINIESTROS SI ES UNA MIXTURA

DE DISTR¡BUC¡ONES DE PO¡SSON

Estosresultadosindicanqueen todos los casossepuedeaceptarla mixturade

distribucionespara modelar el número de siniestrosdado que ~‘ <K y U’ <K. El

ajuste a una mixtura de tres distribucionesde Poissonmejoraconsiderablementeel

ajuste a dos componentes.Sin embargo,cuandose añadeuna componentemás, el

ajustees similar al casoen que únicamentese utilizan tres componentes.Es más,en eJ

contraste~r’3de la razónde verosimilitud, la diferenciaentreel valor del estadísticoy

el valor crítico del testes mayor en la última mixtura considerada.Por otra parte, el

grado de complejidadde la función de cuantíaaumentaal sermayor el númerode

sumandosque aparecenen la misma.
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Por todo ello seconsiderará una mixtura de tres componentesde Poissonpara

modelar el número de siniestros, con función de cuantía:

2’
P(v=n)= Z~Á~.¿A.

j4 >2!

pJ=o,0111

= 0,6567

= 0,3322

con parámetros

2, =4,1783

2,=11,6987y

23 = 18,1632

cuya representacióngráfica es:

GRÁFICO flL3. FUNCIÓN DE CUANTIA DEL NUMERO DE SINIESTROS

0,1 P<’v=n)

0,08 -i

0,06

0,04

0,02

Of ..IIIt 1
0 2 4 6 8 10 12 14

1 1 1 1IIIhu...~
¡ , ¡¡III

16 18 20 22 24 26 28 30 32

n

lo que significa que, en un periodo de observación unitario, el 65,67% dcl número de

siniestrosocurridos sigueuna distribución de Poissoncon media 11,7 y el 33,22% una

distribución de Poissoncon media 18,16. El 1,11%restante, que se puede considerar
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como datos anómalosdado su pequeñoporcentajey la diferenciaexistentecon las

otrasdosmedias,sigueunadistribuciónde Poissonde parámetro4,18.

Portanto no esposible modelarel númerode siniestrosocurridosen la cadera

de pólizasmedianteuna única distribuciónde Poissoncomo se hacia en el capitulo

anterior. El parámetrode la distribución de Poissonno es único en un periodo de

observaciónactuarial unitario. Sin embargo,se puedeconsiderarque el número de

siniestros se puededividir en tres grupos diferentes y en cada uno de ellos, la

distribución de Poisson que modela dicho número de siniestros tiene parámetro

diferente al del resto de grupos. Se puede aceptar por tanto una mixtura de

distribucionespara modelar el númerode siniestros sin que sea necesarioestudiar

procesosde Poissonno homogéneos,que presentanuna mayor dificultad que la

distribuciónpropuesta.

Paradeterminarde formateóricala función de siniestralidadtotal es necesario

ademáscuál esel costede los siniestrosquehantenido lugaren la caderade pólizas.

De la basede datosutilizadaseconsideraunamuestraaleatoriade 975 observaciones,

aproximadamenteel 10% del total, lo que permitirá estimar los parámetrosde la

distribuciónde probabilidadasociadaa la variablecoste.

En primer lugar, entre todas las variables aleatoriascontinuasválidas para

representarel coste de los siniestros, distribucionesGamma, logarítmico-normal,

Pareto,Weibull y exponencial,se analizanlos gráficos de proporcionesacumuladas

que sepresentanen el Anexo 1 (gráficosV.6 a y. 10). Dichosgráficos comparanlas
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proporciones acumuladasde la variable con las correspondientesproporciones

acumuladasproporcionadaspor una distribuciónde prueba.Si la variableseleccionada

coincidecon la distribuciónde prueba,los puntos seconcentranen torno a una línea

recta.

Se observa, comparandodichos gráficos, que las distribuciones logarítmico

normal y de Weibull podrían ajustarseal coste de los siniestros. Sin embargo,no

consideraremostales distribuciones: la primera solo es válida para representar

variablescon valoresno nulos, se omiten los siniestrosque han sido considerados

nulos o con coste cero por parte de la compañíalo que conducea un pérdida

importantede información; la distribución de Weibull es similar a la distribución

exponencialen cuantoal ajusterealizado. Consideramosentoncesuna distribución

exponencialdado que la estimaciónde sus parámetroses más sencilla que la de

Weibull cuando forma parte de una mixtura de distribuciones. A partir de esta

distribución se generalizarála función de densidadañadiendonuevasdistribuciones

hastadefinir la mixtura adecuada.

Puesbien, suponiendoque el coste de los siniestrossigue una distribución

exponencialde probabilidad, se estima el parámetrode la misma por máxima

verosimilitudy serealizanlos contrastesde la razónde verosimilitud obteniendolos

siguientesresultados:

-~11 _ 1

¼— ~ 27317,67=3,6611W5
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Contraste>7: r=71, >7=254,22, K=8g39

Contraste6’: r=113, 6’ =362,78,K=137, 70

Se llega a la misma conclusióncon amboscontrastesde que el costede los

siniestrosno sigueunadistribuciónexponencial.

Se pruebasi una mixtura de distribucionesexponenciaJes,definida en (111.10)

mejora el ajuste anterior, estimando los parámetrosde la misma mediante la

implementacióndel algoritmo EM El resultadode dichasestimaciones,así como los

contrastesde la bondadde ajuste,se muestranen laTablasiguiente:

TABLA 111.2. ESTIMACIÓN DEL COSTE DE LOS SINIESTROS SI ES UNA

MIXTURA DE DISTRIBUCIONES EXPONENCIALES

DISTRIBUCIÓN ESTIMACIONES CONTRASTE
2

% (a =0,05)

CONTRASTE

G2(arO,OS)

¡

¡(ir) ~ P/1e4x

‘4

p, 0,9345 ~í=4~971. O

p006$5 hj7,68710>~

~ft=79,08
x2=:16085

~ =137,70

(3½218,07

J

J(ir) = Zphe”’

¡=1

p, =0,5192 k =4,971~io~
~04153 h,=4,97110<

p, =0,0655 ~
3=7,6871(Y~

Aunquelas mixturasmejoranel ajusteauna únicadistribuciónexponencial,no

sepuedeaceptarque dichadistribución modeleel costede los siniestros.Se observa

ademásque es lo mismo considerardos componentesque tresporque las estimaciones

finales de los parámetroscoincidenal ser dos de las tres componentesla misma y
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1ff. Mixturas de distribuciones

coincidir la sumade sus proporcionescon la proporciónde dichacomponenteen una

mixtura de dosdistribucionesexponenciales

Si sesuponequeexistenun determinadonúmerode siniestroscuyo costesigue

una distribución normal, sepuededefinir una mixtura de distribucionesnormalesy

exponencialescon funciónde densidad:

(<—u, )~j2; i=c,+i a, . 2wf(x)={j u
( r—u

e x=0
P1 a,2w

De nuevo se estiman los parámetrosde dicha distribución para diferentes

valoresde tú~ y e, aplicandoel algoritmo EM de la formadescritaen el epígrafe111.2.2,

y serealizanlos contrastesde la bondadde ajuste. Los resultadosde esteanálisis se

muestranconjuntamenteen la siguienteTabla:

146



II! Mixturas dedistribuciones

TABLA 115.3. ESTIMACIÓN DEL COSTE DE LOS SINIESTROS SI ES UNA

MIXTURA DE DISTRIBUCIONES EXPONENCIALES Y NORMALES

DISTRIBUCIÓN ESTIMACIONES CONTRASTE
72 (a=O,05)

CONTRASTE
G’(a=0,O5)

f(x) = p,h¡e”< +
(<fi»

1 - 2cr~
e

a, 2w

p, =0,6136 Ji, =2, 724~ 1o-<

p, =0,3864 ji, =12.410,09

a, =6144,19

4 =79,08
~‘=140,03

>7~’ =137,70
U’ =246,34

1(x) = p,JiJ¿h~X +
(x—p, )‘

‘ ¿~7,=, a, 2w

p,O,44O/ Ji
1 =2,2591V

p,=O,
27O4 y,=&075,23a,=3.314,16

p, =0,2895 ji~ =1 9.540,26

a, = % 637

¿=69,83

~‘=87,05

7112137,70

0’ =180,64

J(x) = p,h,e6’< +
(<~jj 32

‘3’ - 2o<e
‘=2 a, 2w

p, =0,2575 Ji, =1,673 ¡o-’

p,0,3390 y,=7588,08

a,=3.738,11

p

3 =0,2804 ¡13=18.380,64

o-3 =6413,72

p4 =0,1231 ~ =34107,24

a4 =11.530,90

4=68,67

7’ =84,06

»%, =137,70

0’ =147,09

f

f(ir) = Zp,ke~< +

1 24
(3

a, 2w

~ =0,7186 h, =4, 438•1t

p,=O,O629 Ji, =7,60110

~V3O,2í8S ~ 13.067,62

a, 5.465,80

rL- =73,31
>7=94,49

7k =137,70

0’ =1 74,52
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uf. Mixturas de distribuciones

TABLA 111.3. (Continuación)

DISTRIBUCIÓN

2

f(x) = ~ p,Ji,ehX +
i=1

1
______ ,2a

,=, a, 2w

1(x) = Zp,h,e<~<+
‘=1

(<—it »
+Zp, 2a,~

,=, a, 2w

2

J(x) = Zphe”’< +
i=1

6 1 rS—ji, »
±Zp

,=, a, 2w

= 0,5892

p, =0,0636

p3 =0,1670

p4 =0,1802

P-

p2

PS

=0,5346

=0,0706

=0,1775

p4 =0,1677

= 0,0496

P-

p2

PS

=0,5412

=0,0695

=0,1779

p4 =~1817

p5 =0,00 77

p6 =Q0221

Ji, =4, ¡57~Jo<

h, =7,69010i~

¡1, =8.533,45

a3 =2.546,50

p~=19.143,83

a4 =6.294,42

Ji, =4,26010<

Ji, =8,09310<>

¡1~ =8298,90

a3 =2.561,64

¡1417.997,37

a4 =5.489,31

ji~=3 1.014,75

a5 =8.491,57

Ji, =4,237 io-~

Ji, =8,0321o-~

>113 =8.425, 79

a3 =2.569,98

¡1~ =18?490,10

a4 =5.627,08

~ =28?204,44

a5 =34,62

¡1637080,50

a6 =4.180,97

CONTRASTE
~‘ (a =0.05)

rL rt6634

>g’ =64,62

rL =59,30

>7=52,91

rL =60,48

>7=51,75

CONTRASTE
2O (a =0,05)

U’ = 136,41

rl], =137,70

U’ =132,73

2t’, =137,70

U’ = 126,004

ESTIMACIONES
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III. Mixturas de distribuciones

TABLA 111.3. (Continuación)

DISTRIBUCIÓN ESTIMACIONES CONTRASTE

~2 (a =0,05)

CONTRASTE

G (a =0,05)

J

J(x) = Z p,ke<>x +

1
e

a2w

p, =0,3474 Ji1 =4,438>10<
p,=O,3713 Ji, =4,43810<

p,=O,O628 Ji =760110<>

p4 =0,2185 ¡14=13.067,62

a4 =5.465,80

f

f(ir) = Z~ Ji~-h~x +

u
1 -______

+Zp a 2w ‘~

p1 =0,2947 Ji, =4,157. 10<
p,=0,2945 Ji, =4,15710<

p,=O,O637 Ji3 =7,690.10<>

p4 =0,1670 p~=8233,45

a4 =2.546,50

p5 =0,1801 ¡15=19.143,83

a5 —6294,42

1

1(x) = X pke<>x +

6 1 2o<

,., a, 2w

p, =0,3868 Ji, =4,26W10<
p,=O,l-478 Ji, =4,26010<

p,=QO706 ¼=8,09310<>

p4 =0,1775 ¡1~=8? 398,90

a4 2?561,64

p5=O,1672 p~=17997,37

a5 =5.489,31

p6 =Q0496 ¡16=31.014,75

a6 =8? 491,57

Se observaen primer lugar que una mixtura de doscomponentesnormalesy

dos componentesexponenciales,en la que existendiez parámetros,se puedeaceptar
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1ff. Mixturas de distribuciones

como válidaparamodelarel costede los siniestrosde la carterade seguros.Añadiendo

una componenteexponencialla estimaciónesidénticaa la anterior (dos componentes

exponencialesseconviertenen unaúnica)y con otra componentenormal,estimando

trece parámetros,la mejoríaesnotable: los estadísticos>7 y U’ decrecende forma

considerable.

Definiendounamixtura de dosdistribucionesexponencialesy cuatronormales

es necesarioestimardieciséisparámetros,frentea los trece anteriores,complicando

bastantela función de densidad,aunquedicho ajuste se puedaaceptarcomo válido.

Además,se observaque unade las componentesnormalesaparececon unaproporción

del 0,77%,casi despreciable.

Como consecuenciadel análisisrealizadose puedeafirmar que el costede los

siniestros sigue una distribución de probabilidad compuestapor dos distribuciones

exponencialesy tres normales,confunción de densidad:

f(ir)=Zp,Ji,e 1<

u=1

1 e
,=~ a, 2w

con parámetros

= 0,5346

p, =0,0706

Ji1 =4,260•10< (~~=24.055,39)

Ji, =8,09310<> (¡1, =130.032,33)

p, =0,1775

p4 =0,1677

ji, =8? 398,90

¡1,1 7.997,37

o-3 =2.561,64

a4 =5.489,31
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JI! Mixturas dedistribuciones

p5=O,O
496 ¡15=31.014,75 a, =8.491,57

y representacióngráfica:

GRÁFICO IDA. FUNCIÓN DE DENSIDAD DEL COSTE DE LOS SINIESTROS

0,00005

0,00005

0.00004

0,00064

0.00003

0,00003

0,00002

0,00002

0,00001

0,00001

f(x)

Sededuce de la expresiónanterior que el costede todos los siniestros ocurridos

no sepuede ajustar a ninguna de las distribuciones continuas clásicas.Sin embargo, si

se separan los siniestrosen cinco grupos diferentes, esposible definir en cada uno de

ellos una distribución de probabilidad diferente. En dos de los grupos el coste se

distribuye de acuerdo a una ley exponencial y en los restantessedistribuye según una

ley normal. Las mediasy varianzas de las distribuciones resultantes son dikrentes. Por

lo tanto, se puedeafirmar que en algunassituacionesprácticas, las distribuciones

clásicasde probabilidadno sonválidasparamodelarde formaadecuadael costede los

40000 -20000 O 20000 40000 60000 aoooo 100000 320000 140000 160000

y
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1ff. Mixturas de distribuciones

siniestros. Será necesarioen este caso definir mixturas de distintas distribuciones

componentesque sí representende formaadecuadael fenómenoestudiado.

Porúltimo veamoscuál esel costetotal que debe pagar la entidad aseguradora

respectoal conjuntode las pólizascuya responsabilidadasume.Aplicandoel Teorema

Centraldel Límite, dadoel elevadonúmerode observacionesdisponibles,estecostees

aproximadamentenormal y, estimando sus parámetrospor el método de máxima

verosimilitud,la ffinción de densidadresultantees:

(x—35
8.404,14)2

£ e 2214.994952
214.994,95 2w

Sin embargo,estaaproximaciónno puedeseraceptadacomoválida puestoque

en los contrastes>7 y U’ de la razónde verosimilitudresulta>7 215,86>K44,99y

U’ =279,11>K=67,50, respectivamente,tal y como se muestraen la tabla 3 del

Anexo.

Veamospor tanto si una mixtura de componentesnormalesmejora el ajuste

pudiéndoseaceptarcomo la distribuciónde la cuantíatotal con la siguientefunciónde

densidad:

(<ji)2

,1 o-,437

Se han estimadomediantemáximaverosimilitud aplicandoel algoritmo EM,

igual que en casos anteriores, los parámetros para dos, tres, cuatro y cinco
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HL Mixturas de distribuciones

componentes(c2,3,4,5)y, en vista a los contrastesde bondadde ajusterealizados,

cuyosresultadossemuestranconjuntamenteen la siguienteTabla:

TABLA 111.4. ESTIMACIÓN DEL COSTE TOTAL SI ES UNA MIXTURA DE

DISTRIBUCIONES NORMALES

DISTRIBUCIÓN

1
_____ ef(x)=Zp, _ 2w

1
2w e

1
/(ir)=Zp, e

,~

(<—ji’)-ET
1 w
329 572 m
240 572 l
S
BT


2a
2

rS—ji,

»

ESTIMACIONES

p
1 =0,8039 ~, 291.567,22

a, =128? 264,51

p, =0,1961 ~,, 632.31g38

a, =273.670,66

= 0,0686 ~, 341.036,00

a, =1 4.211,19

p, =0,9253 ~, 539.058,82

a, =203.665,11

p3 =0,0061 408?959,81

a, =886,90

p, =0,1033 >u, 119.558,50

a, =42.192,10

p, =0,3979 ji, 251.879,21

a, 76543,16

= 0,3953 ji~ 422.464,18

a, =129.807,96

¡i~ =0,1035 ¡1~ 761.444,54

a4 =281.351,81

CONTRASTE

>7(a=0,05)

¿—42,56

>7=55,21

2

Z,ó = 38,89

>7 = 1178,98

zL —33,92

>7=24,63

CONTRASTE
0

2(a=O,05)

~ft=67,50

U’ =34,80
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Iii Mixturas de distribuciones

TABLA 111.4. (Continuación)

DISTRIBUCIÓN

5 1
_____ e

,=, a 2w

(<—pi

»

2a
2

ESTIMACIONES

P,=O,1065 ¡1, =118.789,35

a, 42.250,12

p, =0,3923 ~,=249.138,24

a, 74.432,00

p, =0,3882 ¡13=416146,38

a, =12U 521,87

/24=0,1075 ~j732.278,36

a
4 =215.561,60

PS =Q0055 ¡15=1.409.458,39

o-5 =97.301,03

CONTRASTE
27 (a =0,05)

2

Xis zC8,87

~½239O

CONTRASTE
G

2(arO,05)

»j~ =67,50

U’ =31,37

se observaque una mixtura de dos distribucionesnormalesmejora la aproximación

normal, empeorandonotablementela misma si se considerantres componentes.En

ambos casosdicha distribución no se puede aceptarcomo la distribución de la

siniestralidadtotal.

Las mixturasde cuatroy cincocomponentesse puedenadmitirpararepresentar

el costede todos los siniestrosquetienenlugaren un periodo de observaciónunitario.

El último caso no presentagran diferenciarespectoal anteriory, además,una de las

componentesaparececon una proporciónapenasapreciable(O,5SOo). El número de

parámetrosen dichamixtura es de quince,lo quedificulta la expresiónde la funciónde

densidad.

¡54



III. Mixturasde distribuciones

Por tanto se

observaciónunitario

cuatro distribuciones

considerará que el coste total de los siniestros en el periodo de

esuna variable aleatoria cuya fúnción de densidad secomponede

normales:

1_____e
~

(x—g >

‘

cuyosparámetrosson

p, =0,1033

=0,3979

p, =0,3953

p4 =0,1035

~, =119.558,50

y, =251.879,21

/J~ =422.464,18

>114=761.444,54

a, =42.192,10

a, =76543,16

a3 =129.807,96

O’4 =281.351,81

cuyarepresentacióngráficaes:

GRÁFICO 111.5.FUNCIÓN DE DENSIDAD DE LA SINIESTRÁLIDAD TOTAL

2060606

0,006001

0,0006025

0.000002

0,0006015

0,060601

0,0006005

-500000 0 500000 i000000 1500600
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HL Mixturas de distribuciones

Como sededuced& análisisrealizado,el problemade buscaraproximacionesa

la distribuciónde la siniestralidadtotal sesimplifica cuandoseconsideranmixturasde

distribucionesnormales.La ventajade estemétodo sobrelos métodosclásicosdel

Capítulo 111 esla fácil implementacióndel algoritmo utilizado en la estimaciónde sus

parámetros,lo que conducea una mayor rapidez en la obtención de los resultados.

También es más intuitiva la expresiónde la función de densidad:por ser una

generalizaciónde la aproximaciónnormalse observacómo el costede los siniestrosse

puedesepararen cuatrogruposdiferentes,en cada uno de ellos la distribución de

probabilidadasociadaal costetotal esunadistribuciónnormal.

Sehademostradocon estecasorealque, las mixturasde distribuciones,ya sea

de componentesde la misma familia o de distinta familia, mejoran de forma

significativa el ajustede las distintasvariables que intervienenen la siniestralidada

distribucionesclásicascomo son la distribuciónnormal, de Poissono la exponencial.

La dificultad de la estimaciónde los parámetrosde las mismasse puedesimplificar si

seaplicael algoritmoEM, diseñadoparaproblemascon datosfaltantes,adaptándoloa

cadaproblemaen concreto.Estealgoritmo esde sencillaimplementación,incluso en

unahojade cálculo,definiendomacrosadecuadas.

Además,se simplifica el complejoproblemade estimaciónde la siniestralidad

total. Paraconstruirde formateóricadichadistribución,comoseexplicó en el Capítulo

II, es necesarioplantearhipótesissobrela distribución del númerode siniestros. La
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fIL Mixturas de distribuciones

aplicaciónde mixturasde distribucionesno requierehipótesissobredichadistribución,

pudiéndoseaplicar por tanto, con independenciade la distribución de probabilidad

asociadaal númerode siniestros.
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PRESTACIONES

IV.l. INTRODUCCIÓN

IV.2. METODOS NO ESTOCÁSTICOS

IV.2.1. Métodosclásicos

IV.2.2. Otros métodosno estocásticos

IV.2.2.1. Proyecciónde estimacionesfísicas

IV.2.2.2. Pagospor unidad de riesgo

IV.2.2.3. Pagospor siniestro finalizado

IV.2.2.4. Método de Reid

IV.3. METODOS ESTOCÁSTICOS

IV.3.1. Generalización de los métodosno estocáticos

IV.3.1.1. Chain-ladder

IV.3.1.2. Pagosporunidadde riesgo

IV.3.l.3. Método de separación

IV.3.1.4. Método de Reid

LV.3.2. Otros métodosestocásticos
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IV Métodosde cálculo de laprovisiónparaprestaciones

IVA. INTRODUCCIÓN

El problemade la solvenciay, en particular, la solvenciadinámica,como ya se

indicó con anterioridad,esde especialimportanciaparala empresade segurospor la

naturalezade las prestacionesquerealizael asegurador.El aseguradorsecompromete

a indemnizaral aseguradoy para ello, debe contar con reservassuficientes. La

solvenciadinámicarecogela capacidadde preverdesviacionesque se produzcancomo

consecuenciade fluctuacionesaleatoriassufridaspor la siniestralidad,o por la gestión

de la entidadaseguradora,y estudiala capacidadde hacerfrente a las obligaciones

conformesevayanpresentando.

Para ello es necesarioque la empresaconozcade la mejor forma posibleel

gasto al que tiene que enfrentarseen el futuro por siniestrosya ocurridos. Ello le

permitirá, además,determinarqué gastos resultan imputables a un determinado

ejercicio aunquese presentenen el siguiente.

Una garantía más que permite establecer la solvencia dinámica es el

conocimiento de la distribución de siniestralidad en un ambiente dinámico,

generalizandolas expresionesestudiadasen capítulos anteriores.Esta distribución

juega ademásun papel fundamentalen el cálculo de las provisionestécnicas.Las

provisionestécnicas,reservasespecificasde la actividadaseguradora,seconstituyenen

la fechade cierre de un ejercicioeconómicoy recogenla partede gastospendientespor

siniestrosocurridosen el ejercicio.

La motivación del presenteCapituloes el estudio,en particular,de la provisión
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IV Métodosde cálculo dela provisiónparaprestaciones

parasiniestrospendientes.Como se ha indicadoen el Capítulo 1 agrupala provisión

para siniestros pendientesde declaración(I.B.N.R.) y la provisión para siniestros

pendientesde pagoo liquidación (1.B.N.E.R., R.B.N.S.o LB.N.F.R.) ya que el nuevo

Reglamentode Ordenacióny Supervisiónde los Seguros Privados (Real Decreto

2.486/1998,de 20 de Noviembre)dejaabiertala posibilidadde la utilización,porparte

de las EntidadesAseguradoras,de métodosestadísticosparael cálculo de la provisión

contrastandoel resultado de los mismos con el método individual definido en el

Reglamento,al menosduranteun periodode cincoanos.

El método individual de cálculo consiste, como su nombre indica, en la

determinaciónde la ProvisiónTécnicaparaPrestacionescomosumade las cuantíasen

las que individualmente se valoran los siniestros o prestacionespendientesde

liquidacióno pago. El apartadoprimerodel articulo 40 del Reglamento,referentea la

provisión de prestacionespendientesde liquidación o pago,estableceque “incluirá el

importe de todos aquellos siniestros ocurridos antes del cierre del ejercicio y

declaradoshasta el 3 1 de enero del año siguiente, o hastatreinta días antes de la

formulaciónde las cuentasanuales,si estafechafuera anterior”. Se incluye en esta

provisión los gastosexternosoriginadospor la liquidaciónde los mismos,los intereses

de demoray las penalizacioneslegalmenteestablecidasen las que hayaincurrido la

entidad.

El artículo 41, en suapartadoprimeroestableceque la provisiónparasiniestros

pendientesde declaraciónrecogeráel importe estimadode los siniestrosocurridos

antesdel cierredel ejerciciono incluidosen la provisiónde prestacionespendientesde
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IV Métodosde cálculo de la provisiónparaprestaciones

liquidación o pago.Unicamenteen el caso de que la entidadno dispongade métodos

estadísticosparael cálculo de la provisión o los disponiblesno seanlos adecuados,

deberádeterminarseestaprovisión multiplicandoel númerode siniestrosno declarados

12

por el costemediode los mismos,estimandoambosde la manerasiguiente

El número N de siniestrospendientesde declaraciónse calcula mediantela

igualdad:

— N,1 +N>< +N,, . p
P+P+pu—] ,—2 ‘—3

siendo t el ejercicio que se cierra, t-1, 1-2 y ¡-3 los tres ejercicios inmediatamente

anterioresy P las primasdevengadas.

El costemedio C de los siniestrosno declaradosse determinarámediantela

igualdad:

- c+c
_ + u-, ~ Q+

donde¡, ¡-1, ¡-2 y ¡-3 tienenel mismo sentidoque antesy Q esel costemedio de los

siniestrosya declarados.

Los datosrelativosal númeroy costemedio de los siniestrosno declaradosde

ejercicios anterioresseránlos conocidospor Ja entidad a Ja fecha de cálculo de la

provisión con lo que la información utilizada para efectuar los cálculos deberá

~ Ta¡ y como se estab¡ece en el apartado segundo de¡ Articu¡o 41 de¡ nuevo Reglamento de Ordenación y

Supervisión de ¡us Seguros privados
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actualizarseanualmente.

El reglamentoindica ademásque cuandola entidad carezcade la necesaria

experienciadescritaanteriormente,dotaráestaprovisión aplicandoun porcentajedel

cinco por ciento a la provisión paraprestacionespendientesde liquidación o pagodel

segurodirectoy del diezpor cientoen el casodel reaseguroy coaseguroaceptados.

Los métodosglobalesde cálculo por el contrario, como se ha comentado

anteriormente,consideranla carterade siniestrosde cadaramo o modalidadcomo un

todo y trabajancon la experienciaestadísticade la misma para inferir conclusiones

respecto a la siniestralidad pendiente de liquidación por parte de la Entidad

aseguradora.

Existen diferentes clasificaciones de estos métodos. Siguiendo a Vegas

Montaner (1999) se puedenclasificar en métodosEstadísticosy Estocóslicos.Los

primerosutilizan métodosfrecuentistasy, al contrario que los segundosque utilizan

métodosprobabilísticos,no permitenestimar un intervalo de confianzaen torno al

cual, y con un determinadonivel de probabilidad, semueveel verdaderovalor de la

variablea estimar,en estecasola provisión

La mayoríade los métodossirven parael cálculo de las IBNR y de las IBNER

conjuntamente,tanto parael segurodirecto como parael reaseguro,como el método

chain ladder.Otros,como el modeloprobabilísticode Búlmann,sirvenparael cálculo

de ambas provisiones para el seguro directo, o para el cálculo de las IBNER

únicamenteen segurodirectocomo el métodode separaciónde Taylor.
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El Instituto de Actuarios Británico, en el manual Claims ReservingManual,

haceun recorridoexhaustivopor los distintosmétodosde cálculo,clasificándolosen

dos grupossegúnla complejidaddelalgoritmo,el primerodedicadoa métodossimples:

loss ratios, link ratios, etc. y el segundoa métodosavanzados:modelosestocásticos

chain ladder,modeloexponencialrun-off, métodode Reid,etc.

Taylor (1986) describe la metodología para aproximar el análisis de la

siniestralidaden tresfasesdiferenciadasrealizandounaclasificaciónde los modelosen

cadaunade estasfases.

En la primera se construyeel modelo, representandoel proceso de riesgo

mediante una estructuraparamétrica, de forma teórica, siendo en el vector de

parámetrosincluidos en el modelo.

La clasificaciónen estafaseserealizausandodiferentesniveles.El mayor nivel

de clasificaciónes la distinción entremodelosestocásticosy modelosno estocásticos,

segúnla naturalezaestocásticadel procesode siniestralidad.En los últimos el error

estocásticose omite y no esposiblerealizarun estudiosobrela calidad de los datos,

del modeloo inclusodel efectode los siniestrosextraordinarios.

El siguientenivel diferenciaentremacro modelos,que consideranla totalidad

de la siniestralidady micro modelos,que trabajanal nivel de siniestrosindividuales.

Reseñaren estepunto que no tiene sentidohablar de micro modelosno estocásticos

aunque se pueda tratar los siniestrosde forma individual ignorando la naturaleza

estocásticadel proceso.
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En los nivelesintermediosde clasificaciónsetrata de establecercualessonlas

variablesdependientesdel modelo. De estaforma se puedenconsiderarcomo talesel

nz~merode siniestros, los pagosrealizadosde los mismoso las cuantíasde todos los

siniestrosocurridos.No tiene sentido incluir el número de siniestroscomo variable

dependienteen los micro modelos puesto que estos trabajan a nivel individual de

siniestros.

Porúltimo, el menornivel de clasificaciónserefierea las variablesexplicativas

incluidas en el modelo. Se puedenincluir en el mismo variables como númerode

expuestosal riesgo,cuantíamediade los siniestros,númerode siniestrosfinalizados,

inflación, tiempo (real u operacional)transcurridodesdela ocurrenciadel siniestro,

velocidadde finalización de los siniestros,cuantíatotal de los siniestrosrespectodel

año de origen,año de origen, costede cadasiniestro,pagosparcialesrealizadoshasta

una fechadeterminada,númerode pagosrealizadosparacadasiniestro,efectode la

estacionalidad,etc.

Una vez construidoel modelo teórico, en la segundafase, se estiman los

parámetrosincluidos en el mismo y se estudiade algunaforma cuál es la bondadde

ajustedel modelo. Se denotapor ~ ala estimaciónde dichosparámetros.

La primera división entre los modelospara estimar siniestrospendienteses

aquellaque distingueentremodelosestocásticosy no estocásticos.La diferenciaentre

estasdosclasesestanampliaqueimplica diferentesmétodosde ajuste.

En cuanto a los modelosestocásticos,dado que existenhipótesisrespectoa
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distribucionesde probabilidad,se puedeajustarel modelo a los datos de acuerdocon

algunatécnicaconsiderada,en cierto modo, como óptima. Por ejemploel métodode

mínimoscuadradoso el de máximaverosimilitud.

En los modelosno estocásticosno se considerael término de error (estocástico)

y la estimaciónde los parámetrosdel mismosebasaen la resoluciónalgebraicade un

sistemade n ecuaciones,siendon el númerode parámetrosa estimar.

La esperanza,varianza,etc. de los siniestrospendientesson funcionesde los

parámetros incluidos en el modelo: 1(w). La predicción consiste en, una vez

estimadoslos parámetrosde modeloy ajustadoéstea los datosdisponibles,estimarlas

funcionesmásrelevantesde estosparámetros,lo queconstituyela terceray última fase

de la metodologíaparaaproximarla siniestralidad.

Así, porejemplo,si f(en) esel valoresperadode los siniestrospendientes,se

tratade encontrarla mejorfunción f<&~) queseajustea la definidaanteriormente.Tal

función no essimplementef<~2ú. Se debenestimartanto los parámetrosincluidosen

el modelo como las funcionesde dichosparámetros.

En general existen tres métodos diferentes de proyección’ como se puede

estudiaren la obrade Taylor(1986): el métodode la razón,el métodode pagosfuturos

directosy el métodode pagostotales.Los dosprimerosson los más utilizadosen la

práctica.Los tres métodosseaplican una vezque el modelo se haajustado,de alguna

forma, a los datosdisponibles.
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En el métodode pagosfuturosa partir del modelo y de las estimacionesde sus

parámetrosse estimandirectamentelos pagosfuturosde los siniestrosocurrtdos.Este

métodono tiene en cuentalas posiblesdesviacionesque puedanexistir entrelos datos

realesque representanlos pagosya realizadosy aquellosque se reflejanen el modelo,

ignorandopor tanto dichasdesviacionesen las estimacionesque serealizanrespectoa

los pagosfuturos.Se denotapor w,~ a la estimaciónde los siniestrospendientesen el

año b con origenel ano z.

El método de pagos totales supone que cualquier desviación que pueda

producirseen el pasadose verácompensadaen el futuro. La estimaciónde siniestros

pendientesesen estecaso:

b
PS1~rt~b — Z(c,, <~)

3=’

donde ¿~ denotael valor de c ajustadopor el modelo.

El método de la razón se basa en una hipótesisopuestaa la del método

anterior: si en el pasadose ha producido una desviaciónde los datos respectoal

modelo en un porcentajedeterminado,se mantendráen el mismo porcentajepara el

futuro. Deestaformalos siniestrospendientessecalculanen primerlugarde acuerdo

con el método de pagosfuturos ajustándosedespuésmediantela razón de los pagos

actuales del modelo. De acuerdo con este método la estimación de siniestros

pendienteses:
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E c~1
PSP-.i? 11’

¡ b b

j=J

La mayoríade los métodosde cálculo sebasanen la informaciónhistóricade la

CompañíaAseguradorarespectodel pagode los siniestros,representadaen el llamado

Triángulo de siniestroso triángulo run-off El triángulo de siniestros,como comenta

VegasMontaner(1993), debe su nombrea la representaciónde las cuantíasde los

siniestrossehacede formamatricial,esdecir,recogiendodoscaracterísticascomo son

el año de ocurrenciadel siniestro (i) y el año de pago (1). La información se va

reduciendoconformelos añossoncadavez másrecientesy de ahíque la matriz tenga

forma triangular, representandola última diagonal los datos de pago del último año

considerado.

El triángulo de siniestrosmáshabitual esel que recogeinformaciónsobrelos

pagosacumuladosde todos los siniestros, aunquela variable que apareceen las

diferentesposicionesde la matriz puedeser también la razón de pagos,númerode

siniestros, pagos por expuestoal riesgo, pagos por siniestro finalizado, etc. La

representaciónde los datosesde la siguienteforma:
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o

1

1

a01

a1¡

ttOk-1

Año de pagoAño de origen
o notificación

o k- 1 kJ

a
0’

al’

k-1

k

a00

a10

LO

ako

~
1k-1

~10k

Si a
0 representala cuantíatotal de los siniestrosocurridos(o notificados)en el

año i, pagadoshastael añojy sedenotapor tiÑ. la siniestralidadtotal de año i-ésimo, la

provisiónparasiniestrospendientesdel año4 al final del añok (PSPDes:PSP=a —a

¡o,

Siendoel total de la provisiónal final del año k:

k

PSP=ZPSk=ZÚL>~ a,k~,)

,=1 ¡=1

La finalidadde los métodosde cálculo de provisionesparasiniestrospendientes

esestimarla cantidada1~, basándoseen distintashipótesissegúnel modelo utilizado

como seexponea continuación.
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IV.2. METODOS NO ESTOCÁSTICOS

IV.2.1. METODOS CLÁSICOS

Los métodosdel costemedio delsiniestroy del tiempomediode liquidación

son, quizá, los más elementalesde todos los métodosutilizados para estimar las

provisionesparasiniestrospendientes.Ambos consisten,siguiendoa VegasMontaner

(1993)ó a Gil Fana(1995),en agruparlos siniestrosen h claseshomogéneas(esdecir,

de escasadispersióndentrode las mismas),paraestimaren cadauna de ellasel coste

de los siniestrospendientes.

El primeroconsiderael costemedio de un siniestropor año de ocurrenciai en

cadaclase](eq ), el númerode siniestrosocurridos(nl, por año de ocurrenciai y clase

j) en tramitaciónal cierredel ejercicio y el tantode interésutilizado (a4, normalmente

tasa unitaria de inflación, correspondienteal año de ocurrencia i y a la clase ¡),

calculando la provisión para siniestros pendientessupuestosk años de ocurrencia

como:

k Ji

PSPzzZZc0nJ1±a~)
¡=1 j=/

El segundosebasaen la hipótesisde que existeciertacorrelaciónpositivaentre

el tiempo que tardanen liquidarselos siniestrosy la cuantíade los mismos.Es decir,

que a mayor duración en la liquidación del siniestro, mayor coste comportaráel

mismo. Se calculala provisión parasiniestrospendientesde la siguienteforma:
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PSP=5a’ .¡‘

j4

donde& esel importe total de los siniestrospagadosen el ejercicio en la clase]y

el tiempomedio de liquidación en la clasej-ésima, quese calculaa partir del número

de díasdesdeque ocurrecadasiniestro i-ésimo de cuantíae1 hastasupago (i’,) como la

mediaponderada:

n

5 c,t,
ti = _

Otro de los métodosclásicosparael cálculo de provisiones,y quizáel primero

aplicado al análisis del triángulo de siniestroses el método chain-ladder.Existen

múltiples trabajossobreestemétodocomo los de Clarkey Harland(1974), Skurnick

(1973)o Kramreitery Straub(1973), siendoademásuno de los más sencillosy con

másvariantes,porejemplola de Berquisty Sherman(1977)ovanEeghen(1981).

El método sebasaen las hipótesisde ausenciade factoresexógenoscomo la

inflación, cambioen la razónde crecimientode los fondos,distribucióndel retardoen

la notificación, etc. y en la estabilidaden la distribución temporalde los pagosde los

siniestrosa lo largo del tiempo. Bajo estashipótesis,las columnasdel triángulo de

siniestros,que representanla cuantíaacumuladaal j-ésimo año de tramitaciónde los

mismos, son proporcionales, definiendo los parámetros de proporcionalidad y

estimandolos mismosde la siguienteforma:
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a¿J+I

a0

a
— ‘SC

a

k—( ¡-¡-1>

Z a, j+í

tfli

ti/o,
a

‘1

verif¡cándoseademás:

M1 ~jflm¡jjMk (IVí)

dondem1 representala razónde proporcionalidadentrela cuantíatotal de los siniestros

pagadosen un año y el inmediatamenteanterior y k4 la razón de proporcionalidad

entre el costetotal de los siniestrosocurridos en un año determinadoy la cuantía

pagadahastael último año. El factor M, permitiráobtenerla provisión parasiniestros

pendientesdel año i-ésimoal finalizarelj-ésimoañode tramitacióncomo:

PSI% =a,o, —a0 =aJM, —l)=a0<i’n, m,~, m,~, 1)

Si la diferenciaentre m1 y 1 esdespreciablea partir de un valor K determinado,

entonces:

K

PSP =aÚ(flmk—1)

Dadala relación(IV.l), paraestimarM, essuficienteestimarel costetotal de

172



IV Métodosde cálculo de laprovisiónparaprestaciones

los siniestrosparael primer añode origenincluido en el triángulo de siniestros,a0o,.

El primer año incluido en el triángulo es el que contienemayor información,

aunqueno completaporquesi así fuerano seríanecesar¡oconstituirprovisiónalguna,y

la cola a<>o, —a0, esmenor que en el resto de años.Tal cola puede estimarsede tres

formas posibles, como comenta Vegas Montaner (1999). obteniendo así una

estimación de a<>o,: medianteexperienciapropia de la Entidad referida a años

anteriorescompletamenteliquidados, con un mínimo de estabilidadtemporal en el

comportamientode las magnitudescomo paraque los datos puedanser utilizadosa

efectos de estimación; mediante experiencia de mercado y mediante métodos

estadísticos de estimación como estimaciónpotencial, exponencial, exponencial

suavizada,etc.

El métodoanteriores válido tambiénsi seaceptala influenciade la inflación,

manteniendoel resto de hipótesis. En este caso, el análisis se hace en unidades

monetariasde un año base determinado,u. Utilizando los resultadosanterioresse

determinarálaprovisiónen unidadesmonetariasdel añoconsiderado.

Una variantedel métodochain ladder,planteadapor Truckle (1978), consiste

en consideraren cadaaño de tramitaciónestimacionesdel costede todos los siniestros

del año i (coste incurrido), en lugar de la cuantíapagada:i, = a0 +o,,, donde o0 esla

estimaciónal finalizar el año ¡-ésimo de tramitación,de la cuantíapendientede los

siniestrosdel año i. Los parámetrosde proporcionalidadque permiten estimar la

provisión se determinande la misma forma que en el método chain-ladderclásico,
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calculandola razón entre la suma de dos columnasconsecutivasdel triángulo de

siniestros.

Otro de los métodosclásicos,basadoen la hipótesisde estacionaridaden la

distribuciónde pagos,es el métodogrossing-up(Gil Fana(1995)). Sepuedencalcular

los porcentajesdel total de los siniestrospagadosen cadaaño de tramitacióna partir de

una estimaciónde a0o, (costetotal de los siniestrosocurridosel primer año incluido en

el triángulo) obtenidautilizando datos contablesde la entidad respectoa periodos

anterioreso por alguno de los métodosdescritosanteriormente.Seapor tanto P, el

porcentajedel total de siniestrospagadoen el año i-ésimo de desarrollo,obtenido

como:

p =
ab,,

donde a0,, seestima,como se ha comentado,utilizando datoshistóricosde la entidad

aseguradorao mediantealgúnmétodode estimaciónestadística.La estimacióndel total

de siniestrosparael restode añosserá:

k—2 a,1<, tik 3
tij.k~I , ~,,,= . , a,,,= a~,,=
~k-I ~k-R (3

Siendola provisiónparael año i al finalizar el añok:
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El métodolink ratio calculaen primer lugar la razónqueexisteentrela cuantía

pagadaen dos añosconsecutivosdefiniendo los link raño, que permitenpasarde la

columnaja la columnaj+1 como:

a
2 —

a,1

obteniendo
20k (parapasar

partir de unaestimaciónde a
0,,,:

de la columnaprimeraauna estimaciónde la provisión) a

20k —
1<

Se trata ahora de definir factores de proyección que permitan estimar la

provisión respectocualquieraño de origen, factoresque permitirán pasar de una

columnaa cualquierotradel triángulo de siniestros.Dichosfactoresse puedendefinir

segúndistintoscritertos:

i) Criterio de prudencia. Para cadacolumna se considerael mayor ratio,

2, =max2,, y se calculanlos factoresde proyecciónparadeterminarla provisión a

k

partir de la n-ésimacolumna como /1,, = fl 2, , siendo la provisión para siniestros
1=”

pendientes:

PSP =a —a —au ,.k4 — ik—i (fik—~ — 1)
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u) Criterio de la mediasimplede los link ratio. Estecriterio esplanteadopor

Taylor (1986)con el nombrede paymentratio. En estecaso,paracalcularel factorde

proyección, se toma la media simple de los link ratio paracadaaño de tramitación,

2, = ‘~- . La provisión para siniestrospendientesse obtienede la misma forma
(k—j)

que en el casoanterior,calculandoen primerlugar los factoresdeproyección.

La característicaprincipal del séptimode los métodosclásicosque se presenta,

el métodode separación,esque permiteaislar la distribuciónbásicatemporalde los

pagosde los siniestros,que se suponeestacionaria,del restode factoresexógenos.El

métodofue desarrolladoen principio por Verbeek(1972)paraaplicarloal cálculode la

provisión para siniestros pendientesen reaseguroy, posteriormente,modificado y

adaptadopara su aplicación en el segurodirecto, por ejemplo por Taylor (1 977a,

1977b).

Se suponeque si las condicionesque afectana las cuantíasde los siniestros

permanecensiempreconstantes,entoncesla razónentrela cuantíapagadaen el¡-ésimo

añode tramitacióny la cuantíapagadaen los k primerosaños(por siniestrode origen 1)

esestacionaria,esdecir,independientede i, denotándosemediantet).

Se suponeademásque la siniestralidadde año de origen i (N1) esproporcional

al númerode siniestrosocurridoseseaño incluyendolos desconocidos:

IV an,
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donden, esunaestimacióndel númerode siniestrosocurridosel año i.

El modelo tieneencuentaademásel parámetro2¡44~ índiceque mide el efecto

de la inflación

Los datosque aparecenen el triángulode siniestrosson los pagosrealizadosen

cadaperiodo,que se representanmediantee0 = Nr3~ Si se divide cadauna de las

filasentreel númeroestimadode siniestrosse obtieneun nuevotriánguloque contiene

el pagomedio en el añoj-esimode tramitaciónporsiniestroocurridoel año i: ar, 2,~,

La estimaciónde los parámetros a2 y r, puedehacersede varias formas

como seexplicaa continuación.

k

(i) El métodode separaciónaritmético se basaen lahipótesisde que Z r, = 1.
1 ~

Representandopor dh ala sumade la diagonalIi y por y5 a la sumade la columnas y

de forma adecuadase obtienen las siguientes estimaciones

parámetros:

a 4 = dk

=2 k

1-Za
I=j4-/

y.
— ,j=k-1, k-2 2,1

ÉaAi
I=j

Se puedenobtenerestimacionesde los parámetrosde la misma forma si la

despejando de los

k4
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k

suma Zñ no es unitaria, sin más que normalizar los valoresque aparecenen el
j=0

triángulode siniestros.

Una vez realizadala estimaciónde los parámetrosaÁ, y r, son necesarias

estimacionesde a2,, paran= k+1 k+k, valoresno contempladosen el triángulo de

siniestros. Dichas estimacionesse puedenobtenerde varias formas diferentes,por

ejemplo,mediantetécnicasde regresióno teniendoalgún tipo de informaciónsobreel

futuro índicede inflación.

Paracalcularla cuantíade los siniestrospendientesapagara partir del k-ésimo

año de tramitaciónsedeterminaen primer lugar la provisión respectoa los siniestros

del primeraño de origen (0), de la forma especificadaen el método chain-ladder.La

provisión propuestapor Hossack,Pollard y Zehwirth (1983) para siniestrosde años

posterioreses:

PSP 1a2

(u) La hipótesisconsideradaen el métodode separacióngeométricoesque el

1<

producto jljr es unitario. Se estimanlos parámetrosde la misma forma que en el

métodode separaciónaritmético,multiplicandoenestecasolas diagonalesy columnas

del triángulo de siniestrosy despejandode formaadecuada.

Porúltimo, se presentaentrelos métodosclásicosel método Ioss ratio, descrito
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por ejemplopor Craighead(1979),que consideraestimacionesdel costeincurrido de

los siniestrosdel año i al finalizar cadaaño de tramitación, i.. = a0. + o,, verificándose‘1

si se sumala igualdad
1,k — 1¡k_ = a,/3~ parak=0, 1

/<=0
Éfik

(3

siendo a, es el coste total de los siniestros ocurridos el año 1 y suponiendoque

Z13=1
j=0

Dividiendo ahorala igualdadentrelas primasobtenidasen el periodode origen

¡ seobtienen los lossratio lq:

a’
l¡1= ~2—= —- E fi~

~ k~=o

J

=1,E it
k=O

(IV.2)

l~, representapor tanto el “loss rabo” al final del periodoj asociadoal periodo

de origen i (basadoen estimacionesdel costeincurrido) y 1, = li,, el “loss ratio” final

experimentadoen el periodode origen i.

Las ecuac¡onesdefinidasen (IV.2) para j~1,2,... se puedenconsiderarcomo

puntosde una curva(4(t) =1 h (t)) en la cual la variable en tiempo continuo t se

puedereemplazarpor una variable en tiempo discreto1 y h esuna función de t que

verifica:

179



IV Métodosde cálculode la provisiónparaprestaciones

k=4)

La curva hÚ) se elige en el conjunto de familia paramétricade curvas,

(h(¡; <2,)) en la que el conjunto de parámetros<2 proporcionaráuna representación

razonablede los posibles hQ. Elegir la curva 4(t) = 1, Ii (t; en) paraalgún en e <2 y

estimar 1, y los parámetrosen constituyeun problemade ajustede curvasy por tanto

se puederesolvermediantelos métodosclásicosde ajustede curvas.Por ejemplo,

Craighead(1979),elige unacurvaen la familia paramétrica:

í—ex~[(—=Ljfh(t,en)= 1
representándoseel parámetron medianteel vector (B,C). El problemade estimación

consisteen encontrar los valores adecuadospara 1 , B y U El autor propone un

algoritmo que resuelveel problemade estimaciónaunque,como él mismocomenta,el

algoritmono garantizala mejorestimaciónde 4 , B y C por lo que seríarecomendable

utilizar métodosespecíficosde ajustede curvas.

Unavezestimadoslos parámetros1, y en como 1, y ~ respectivamente,l,(t)

seestimarácomo 1(t) = 1, Ji (iv ¿U

La estimaciónde la cuantíade los siniestrosocurridos en el periodo i (¿ )se

obtiene multiplicando4 por las primasde dicho periodo.Los siniestrospendientesse
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estimaránpor tantocomo:

PSP =
Ii

—a<1

¡SI
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IV.2.2. OTROS MÉTODOS NO ESTOCÁSTICOS

IV.2.2.1. Proyecciónde estimacionesfísicas

En este método, desarrollado por ejemplo por Taylor (1986), se consideran

estimaciones,al final de cadaaño de tramitación,del costede los siniestrosincurridos

un determinadoaño de origen, de la misma forma que en el método loss-ratio.A

diferencia de los métodosanteriores,la diferencia entredichas estimacionesno se

representarácomo un porcentaje del costetotal de los siniestros(i,1 — 4;1 = a/Y1) sino

como un porcentajede la estimacióndel costependienteal finalizar el año anteriorde

tramitación:

z~— i,, = q1o,,. (IV.3)

de dondesepuedeinterpretarel parámetro1 +

~ = ~ O~ — siniestrospagados + siniestrospendientesa¡ finalizare!año j
o,,, siniestrospendientesal comenzarel añoj

1 + se denominafactor de desarrollo del periodo j. zj, representael

porcentajedel costeestimadode los siniestrospendientesal finalizar el año anterior

reconocidocomo partedel costetotal al cambiarde estimacionesen dosaños.

Porotro lado, sesuponeque cadaaño sepagaunaproporciónde los siniestros

pendientesdel añoanterior(denotadamedianteg1 ,fac¡or depagode la provisión):

= g1o,3 (IV.4)
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El problemaconsisteen estimar los parámetrosr~, y g de las expresiones

(IV.3) y (IV.4) para obtenera partir de ellos la provisión en futuros periodos de

tramitación. Sumando las ecuacionescitadas estimacionesde los parámetrospara

j=1,2 ¡<se obtienencomo:

Z(c~ +o~)

y

E ~

k

Le
— 1=0

=
Lo

Estimacionespara periodosde tramitaciónposterioresa k se obtienen de la

forma acostumbrada,utilizando datos contablesde la entidad,mediantetécnicasde

estimaciónestadística,etc.

Paradeterminarla provisión necesaria,se debenproyectarlos valoresde q3 y

o,1 para j± > k , de la siguienteforma:

o o fl(1+~,—g1)y
j—I

= g3o,1—Q~g1 fl(1-~-z¡, —g,)

siendo o~ el último valorestimado.

Finalmente,laprovisiónparasiniestrospendientessecalcularácomo~

o, o,

PSP;, = 1% = ~gko,,k4
k=j+1

Ejk fl(1±z¡,— gi)jj
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IV.2.2.2. Pagospor unidad de riesgo

El métodode pagospor unidadde riesgose basaen la sencillahipótesisde que

en el ¡-ésimo año de tramitaciónsiempresepagala mismacantidadpor exposiciónal

riesgo, independientementedel año de ocurrenciadel siniestro. Es decir, la cuantía

pagadaen el añopésimorespectoa los siniestrosocurridosel año i se puedeexpresar

como e,, = e,q,,donde e, representael volumende expuestosal riesgoel año i, como

puedeserel númerode primas.

Es necesarioestimar

que aparecenlos mismos:

los parámetrosqj que resultan,al sumarlas columnasen

>1%
= k—j

Le,
=0

Los valores de q1 paraftk±1,k±2,...se podrían

mediantealguno de los métodosclásicosde estimación.

estimadosparac¡~ el valor de la provisión paracualquieraño

obtener de forma sencilla

A partir de estos valores

resulta:

PS1% = Lc,k =e Lqk
k=g+I

Podría ocurrir tambiénque el factor j1 no fuera constante,detectándosede

forma significativaapartir de los datos.En estecaso,Taylor (1986)proponeestimarq,

como una mediaponderada:
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= L~
‘=1

Len0e,

Una forma de elegir en0 es hacerlo dependerdel periodo de pago (año fisico

it¡). Por ejemplo, ai se disponede observacioneshastael año b y se detectauna

discontinuidaden los datosentre los periodosde pagob ‘-1 y b’, los pesospodríanser

elegidoscomo:

i+¡ <b19<

IV.2.2.3. Pagospor siniestro finalizado

La hipótesisbásicade estemétodo,planteadooriginalmenteporFishery Lange

(1973), es que en cualquier periodo de tramitación los pagos realizados son

directamenteproporcionalesal número de siniestrosfinalizados. Se suponeque la

constantede proporcionalidades independientedel periodode origen,dependiendodel

periodode tramitacion.

Se presentanpor tanto los datosdel triángulo de siniestroscomo e,1

donden0 representael númerode siniestrosocurridos el año i cerradose] j-ésimo año

de tramitacióny la constante¿ sedenominadapagospor siniestrofinalizado, aunque

estaconstanteno representarealmentelos pagospor siniestrofinalizadodadoque los
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pagosrealizadosen cualquierperiodopuedenincluir pagosparcialesde siniestrosno

cerrados.

Para estimarel costeen futuros periodosde tramitaciónes necesarioestimar

ademásel númerode siniestrosque se cerrarán.Respectoa ellos, se suponeque cada

año]se cierraunaproporción«5j de todoslos siniestrosocurridos,n,:

=

de dondesededuceque Lnk = n,L~k . Portanto:
k=j

n
¿1 — ____

o, =1/Ii

Efl,k L#~

La estimaciónde los parámetrosseobtiene,sumandoporcolumnascomo:

L cg En~

L ng Ln

Los valoresde n, se suponenconocidosantesde comenzarla estimaciónde los

parámetros.Se debenestimarpor tanto “a priori” basándose,por ejemplo, en datos

disponiblessobreel númerode expuestosal riesgoy númerode siniestrosocurridosen

años anteriorescompletamenteliquidados.A partir de estosdatos se proyectaránlos

valores para años pendientesde liquidación. El problema de proyección consiste

ademásen la proyección de n
0 como n0 = n,~, hasta completar los datos no
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representadosen el triángulo de siniestros.A partir de las estimacionesde a, y n~, se

estimanlos valoresque faltan como:

La provisión parasiniestrospendienteses,al igual queen métodosanteriores:

PSP; = Lck
k=g+I

IV.2.2.4. Método de Reid

Por último, entre los métodosno estocásticos,se presentael método de Reid

(1978) que utiliza el conceptode tiempo operacionalpara el periodo de origen

correspondienteal tiempo real de tramitación], en lugar del tiempo fisico, definido,

siguiendoaBtihlmann(1996)como:

1/])—
n.

siendom,(j) el númerode siniestrosocurridosen el periodo de origen i que han sido

cerrados]periodosde tiempodespuésdel comienzodel periodoi. 11(J) representapor

tanto la proporciónde siniestrosocurridos en el periodo de origen finalizadospor

tiemporeal de desarrollo].Además,para]entero,m«]) = m,,, y por tanto:
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n

t (]) esunafunciónno decrecienteen], O = 1,(0) =4(]) =~(oD) = 1

Taylor (1980)planteaademásla hipótesisde “orden invariante” queconsisteen

suponerqueno se producencambiosrespectoa periodosde origendiferentesen cuanto

a la secuenciade pagosya hechosy por haceren el futuro. Es decir, la cuantíapor

siniestrofinalizado (a) no dependedel periodode origen siendopor tanto la cuantía

pagadaen la]-ésimazonade tiempooperacional((t>,t1~1}):

(IV.5)

donde ¡~0~ t tr] es una partición del intervalo completo de tiempo operacional

[O,]] y a(t3,t3~1) los pagospor siniestrofinalizado(respectode los ocurridos en el

periodo i) en la]-ésimazonade tiempo operacional.Además,por definiciónde tiempo

operacional, nj’t1~, —t1) = n,t1~1 — n,13 representael número de siniestros que han

finalizadoen dichazona.

Seconocenlos pagosrealizadosen el]-ésimoperiodode tramitaciónrespectoa

los siniestrosocurridosel periodo/:

En general,los valoresde t,(]) paracualquierperiodode origen i y periodode

tramitación] no coincidencon ninguno de los puntos de la partición It0, t t~ 1’
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siendo por tanto desconocidocyt<t1+1). Mediante interpolación lineal, suponiendo

que í (]— 1) y t,(]) estánlo suficientementecercade tal formaque c,(x,y) sepuede

suponerlineal enxeyparat(]—1)=x=y=tjJ)(paracada]),se puedeobteneruna

aproximacióna c,(t, , t,~,) si ¡<y 1 (1=1<)sontalesque:

t,(k—1)=t3=t/k)

de la forma:

k-I + 1—,

L c,,, +
h=k

— t, (1—1)

1—1)

Además,no existeuna partición “natural” del intervalo de tiempo operacional

[0,1] de la misma forma que la hay para tiempo real (años de tramitación,

cuatrimestres,...).La partición [t04 ¡‘‘r] se podría elegir de alguna forma que

correspondieraa ladivisión hechacon los periodosde tramitación.

En la expresión(IV.5) esnecesarioestimar a(t1,t3~,) que se puede obtener

como:

a(t, , t~+~) =

LcÚ t )
E

¡el1>1

donde I~., es el conjunto de periodos de origen para los cualesse dispone de

(IV.6)
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observacionesen el triángulo respectoal tiempooperacional(t1 , t~ J

Los siniestrospendientesal finalizar el ¡<-1 periodo de tramitación son los

siniestrospendientesen el tiempooperacionalt,(k,>:

P,kí =

donde p (1) representalos siniestrospendientes(en valoresactuales)respectoal año

de origen i en el periodode tiempooperacionalt.

Además,

r—1

j=1

donde t,1 =t =1v.

Combinandolas dosexpresionesanterioresseobtiene,parat~

r—l

En general,comoya sehacomentado,1(k) no coincidirácon ninguno de los

extremost, de las zonasde tiempooperacional.En tal caso,a(t(k),t,) no se puede

estimarmediantela expresión(IVÓ). Sin embargo,demostradoque el intervalo de

tiempo operacional ti] es suficientemente pequeño se puede adoptar,

considerandoa(t,u) comouna función de una variable(tiempo operacionalmedio:
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+ U
al ¡)~ la siguienteaproximación por interpolación lineal:

y 2)

jt, ±t3+,)—&Q ±t3) ~ =

tJ4~/ ~tj~I

Se han presentadoen este epígrafe diferentesmétodosde estimaciónde la

provisión parasiniestrospendientes,todos ellos no estocásticossegúnla clasificación

propuestapor Taylor (1986). Estosmétodosno consideranel procesode siniestralidad

como una variable aleatoriay no permitenmedir la calidad de las estimaciones.A

continuación, en el siguiente epígrafe, se generalizanalgunos de estos métodos

incluyendo variables aleatorias,loo que permitirá conocerel error cometido en las

estimaciones.Se incluye algún otro método dado que, como estableceel nuevo

Reglamentode Ordenacióny Supervisiónde los SegurosPrivados, es necesariala

utilización de al menosdos métodosestadísticosdiferentespara estimar el importe

final de la provisión.
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IV.3. MÉTODOS ESTOCÁSTICOS

IV.3.l. GENERALIZACIÓN DE LOS MÉTODOS NO ESTOCÁSTICOS

IV.3.1.l. Cbain-ladder

El método chain ladder estocástico, presentadopor Búhíman (1979) o

Búhíman,Schniepery Straub(1980),considerael importede cadauno de los siniestros

como unavariablealeatoria,calculandola cuantíafinal de la provisióna partir de esta

variable.La variable consideradase denotapor (X~kí),, y representael costedel m-

ésimo siniestroocurrido en el periodo i-ésimo, notificado en el k-ésimo,siendo] el

periodoactualde tramitación~.

El método estocástico se basa en la hipótesis de que existe

lim(X[k>j,, — X[k) ), , siendoestelímite el
/-4C

costetotal del siniestrom-esimo.

Para dotar de una estructuraprobabilísticaque permitaestimarlos parámetros

del modelo y considerarlas variablesque intervienenen el mismo como variables

aleatorias,se establecenlas siguienteshipótesis:

a) Distribución del númerode siniestros.Las variables númerode siniestros

ocurridos en el año ¡-ésimo, (/V, } son estocásticamenteindependientesy tienen

distribuciónde probabilidadPoisson(E,v),dondevesun parámetroescalar.Es decir,

Esta variab¡e puede representar también e¡ coste total estimado de¡ siniestro en e¡ periodo de tramitaciónj-ésimo.
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E<N) esproporcionalal volumende expuestosE, o númerode asegurados

b) Independenciaentre el retardo en la notWcacióny númerode siniestros.Si

(K)rn esel año de notificación del m-ésimosiniestro,los conjuntos(IV,] y ((K,),,}

son clasesde variablesestocásticamenteindependientes:cualquiervariabledel primer

conjuntoy cualquiervariabledel segundosonestocásticamenteindependientes.

e) Independenciaentre el costede los siniestrosy el númerode siniestros.Los

conjuntos(IV, } y ((X,ÚkJ ,~, } sonclasesde variablesestocásticamenteindependientes.

d) Independenciaentre distintosperiodosde origen. Dados dos periodos de

origen diferentes, i1 !=i,, los conjuntos (IV, ,(XÍj~)~,(K ),, } y

(IV, ,(Xf7,)o,,(K, )m } sonclasesde variablesestocásticamenteindependientes.

e) Variables estocásticasde un determinadoperiodo de origen. Los pagos

realizadosrespectoa distintossiniestrossonestocásticamenteindependientes.Es decir,

las clases y ((X~k)»} para cualquier mgn son estocásticamente

independientes.Ademáslas variablesdel conjunto ((X,Úk>,4) con i,] y ¡<constantesy

m variable tienen la misma distribucion. ((K,)o,} son también estocásticamente

independientese idénticamentedistribuidas.

fl Estabilidad de las tasas de desarrollo de los importes de siniestros

individuales.El siniestrom-ésimoverifica:

/(X¡kí) —,~ x) = y
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V((X¿1 )m/ÍX(kt)rn x) = (a(k))ív(x)

dondev(’) esunafunciónestrictamentepositiva.

¡fkI esla razónesperadaentrelos pagoshastael final del año]+]-ésimoy los

pagoshastael final del]-ésimo que dependedel periodode notificación, a diferencia

del casono estocástico.La estimaciónde esteparámetroesnecesariaparacalcularla

provisión parasiniestrospendientesen unaañodeterminado.

Btihlman y otros (1980) buscan estimadoresinsesgadosdel mismo, para

considerarfinalmente una mediaponderadade dichos estimadores.Demuestranque

es insesgadopara ,B%. Como los pagosrealizadosrespectoa distintos

(XjI, )»,

siniestrosson variablesaleatoriasindependientestambiénes insesgadoel estimador

construidoa partir de los pagostotales:

y(k)

(IV.7)
X(kíi,.j—I

siendosu varianza:

V(/3%) CTE~(aj»)IU(k

>

donde Uk} esel númerode siniestrosocurridosen el año i y notificadosen el añok.

El estimadorpropuestoesuna mediaponderadade los estimadores(IV.7) con
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(X<k} )1
ponderacionesc, = “<‘ . Es decir,

U(kí
el estimadorutilizado finalmentees:

x(k) .x(k)
L — ‘~ 1,1—1Uk)

E

La provisiónparasiniestrospendientesse calculaa partir de estasestimaciones

de igual formaqueenel casono estocástico.

IV.3.l.2. Pagospor unidad de riesgo

La versiónestocásticadel método de pagosporunidadde riesgo,planteadopor

Pollard (1983), introduce en la definición del modelo un término que representael

error aleatorio.Para cadasiniestrom, la variablealeatoria (X0 )» que representalos

pagosdelmismoenel]-ésimoañode tramitaciónsedefinecomo:

(X,,j,, =q, +(C,j)m

donde esel parámetroa estimary (c~ )~ el error estocásticorepresentadopor una

variablealeatoriade mediacero.La mediade los pagosrealizadosrespectoa todos los

siniestroses,teniendoencuentaqueel error tienemedianula:

E(X,1)= E(~(X,3jj=nq,
m
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donde n, esel númerode siniestrosocurridosel año de origen i-ésimo. Porel Teorema

Centraldel Límite la variableanterioresaproximadamente:

A’0 ng1 +e~

siendo ¿y una variablealeatoriacon distribuciónnormal de media cero y matriz de

covarianzasn,V. La matrizn,Vcontieneen la celda(j,k) lacovarianzaCov(cH,e,Ñ),es

decir, la covarianzaentre los pagosrealizadosen los años] y k que se suponen

independientesdel año de origeni.

Se suponeademásque los pagosrealizadosrespectoa distintos siniestrosson

estocásticamenteindependientesy se denotamediantee al vector que contiene las

perturbacionesaleatorias¿y y cuyavarianzaes:

Var(c,) = n, lj

Se debenestimarpor tanto los parámetrosq1 y la matrizde covarianzasy, a

partir de los datosempíricos.El elemento(j,k) de la matriz Vseestimarápor medio de

la covarianzaempíricade todos los paresde observaciones((X4j,,,(X,~),,) , para]y k

fijos y q1 como:

q = E
Ene

‘CI

En,
el

Paracalcularla provisión se haceuna partición de la matriz inversade y en
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basea la submatriz VJ quees la matrizde covarianzasde orden(k+1)x(k+1) respecto

a los añosde desarrollo0,],...,k, donde¡< esel periodohastael que se ha desarrollado

completamenteel periodode origeni:

~- (y1; ¡;;)
yvj, v[)

y el vectorq, de formasimilar, en:

(q(/) Á
4/=1 ¡

y

separandolas primeras¡<+1 componentesdel vectorq del resto.

Si c esel vector de dimensión ¡<+1 formado por XÉ¡, ]=0, 1 k, el vector de

siniestros pendientesestaráformado por A’,>, ]k+1,k+2 siendo su esperanza

condicionadapor c, suprimiendoel subíndiceden parasimplificarla notación:

— (~t )‘ V4(e— nq(/1)

La matrizde covarianzases:

n(V,)~‘

donde4/(~,>’ V, y V,’, seestimancomo se ha indicado,a partir de los datosempíricosy

realizandoproyeccionesadecuadasde los mismos.
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IV.3.l.3. Método de separación

El método de separaciónestocástico,presentadopor Linnemann (1982),

consideralos pagosde cadasiniestrode forma individual. Para el siniestrom-ésimo,

ocurridoen el periodo i, en elfésimoperiodode tramitaciónsedenotapor (H0),,, al

número de pagosrealizadosy por (A’,),,, a la cuantíadel l-ésimo pago parcial. La

cuantíapagadahastael]-ésimoañode tramitaciónespor tanto:

(X0,4,= L(Xt)rn
1=]

Se supone que para cada siniestro m las variables aleatorias (X,),, son

estocásticamenteindependientesde (H0 )m siendosuesperanza:

EVA’,),,) =

y E((H0t) = 110, funciónperiódicaen

El periodo de la última función representael efecto de estacionalidady se

puedeconsiderarcomoelnúmerode periodoscon origen en un año. Porejemplo,si se

considerantrimestresel periodoserácuatro.Además,el efectode estacionalidadhace

que la expresiónse simplifiqueparaperiodos]a partir del año siguientea la fechade

ocurrenciadel siniestro, pasandoa ser E((H,,),,,)= j~1~ independientede i. Los

parámetrose,, p, y 2,+~ tienen el mismo significado que en el casono estocástico.

La estimaciónde e,, p~,
2k y t propuestaporLinnemannse obtienepor el
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métodode mínimoscuadradosproponiendolas funcionesde pérdidacuadráticas:

Ql LLenÁ$j-
¡ j Vi

e,p,2, +~jJ’y Q,=LZw¿Hjj~

(C)siendolas ponderacionesen~ = Ji0 yen),
t> —1 y x

0 y Ji0 la suma(sobrem) de (x0),, y

(h, ),,,, respectivamente.

Se debencalcular las derivadasde ambasfuncionese igualarlasa cero para

obtener las estimacionesde los parámetros desconocidos.La solución de las

ecuacionesnormalesno essencillay el autordemuestraquelas estimacionesde e,, p~

y
2k se pueden obtener de forma iterativa mediante un procesoque converge

rápidamente.

La estimaciónde ir es más sencilla. Se demuestrafácilmente que ir

0 puede

estimarsecomo la mediaponderadade siendolas ponderacionesen».

n

Unavezcalculadaslas estimacionesnecesariasseobservaque:

E(H)=LEÚ’H0Á»)=n,¿r0 y
o,

E(Xg)= n,E((A’0Á~) = n,E((H1)» )E((A’, )m) = n¿r0e,p,2,~,.

Pudiéndoseestimarpor tanto A’,, paraposterioresperiodoscomo:

— ir0 ji,
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Xg =

lo que permitecalcularapartir de estosvaloreslaprovisiónparasiniestrospendientes.

IV.3.1.4. Método de Reid

La versión estocásticadel método de Reid (1978) reducidoutiliza el tiempo

operacionaly la cuantíade los siniestroscomo variablesexplicativas. Se basaen la

hipótesis de que todos los periodos de origen generanidénticasgeneranidénticas

experienciasde siniestralidad,apartede distorsionesimpuestaspor el efecto de la

inflación, cambiosen la velocidadde finalización de los siniestrosy proporciónde

siniestrosnulos.

La idea

bidimensional

operacionala

(J(x,t) paraun

del método esajustaruna función de distribución G(’x,t) a la variable

6V T) donde X representael coste de un siniestro y T el tiempo

la finalizacióndel mismo. Es decir, setrata de encontraruna función

periodode origendado,denominadoperiodo base:

G(x,t) = P(X <x T < t)

para determinara partir de ella las correspondientesfunciones de distribución

adecuadasacualquierperiodode origende los siniestros(Gjx,t)).

El trabajo de Reid (1978) busca funciones pertenecientesa familias

paramétricasde funcionesde distribución que se ajustena los datos disponibles,
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diferenciandoentresiniestroscon costeceroy siniestrosno nulos,pudiendoajustaruna

funcióndiferenteacadacaso. Esdecir,

G(x,t) = pO,<‘t)+(1— p)G,,jx,t)

dondep denotala proporciónde siniestrosque resultanen pagosnuloscon función de

distribución C.<’). y G,J,) que es la función de distribución conjuntadel tiempo

operacionaly de la cuantíarespectoa siniestrosno nulos. La distinción entreambas

componentesdota de mayoreficienciaa la estimaciónde ~ aunqueno en más

generalquela primera.

Se tienen en cuentatambién los siniestrosque constituyenel denominado

“grupo final” (“end group”) caracterizadospor un gran retardo en su finalización

(t > t~) y los siniestrosincluidos en el “grupo de exceso”(“excessgroup”) con coste

elevado(x > X»j. Es aconsejableestimaren primer lugar la función de distribución

conjuntaG(x,t) en la región x <xl, y t <t5, y extenderestafunción de distribución

truncadaalas regionesqueconstituyenel “grupo de exceso”y el “grupo final”.

La funciónde distribuciónparavaloresde 1 superioresaJ máximo considerado

se puede obtenermedianteextrapolacióna partir de valores de O para t menores.

Respectoal problemade evaluaciónde O para siniestroscon costeelevado, éstese

puedesolucionarcombinandoalguna de las siguientesalternativas:aumentandola

cantidadde datos disponibles,porejemplo agregandodatosrespectoa otra carterade

pólizasde similarescaracterísticas,usarmaterial publicado respectoa costes de los
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siniestroso insertaren los datosde menorvalor de x una cola seleccionadade alguna

familia particular de distribucionesestadísticasconocidasque tengan propiedades

adecuadaspararepresentarla colade la distribucióndel costede los siniestros.

De formaequivalentesepuedeusarla función de distribución“decumulativa”

H(x,t) que representala probabilidadde queun siniestroaleatorio,de un periodode

origen relevante,finalice con posterioridadal tiempo operacional t y por un coste

superior a x: H(x,t)=P(X>x,T>t)=1—G(x,cc)—G(cc,t)±Qx,1).A partir de

dichafunciónse puedeobtenerG(xj) como:

G(x,t) = 1— H(x,O)— H(O,t) + H(x,t)

Laversiónempíricade la función H(.,.) denotadamedianteH(,) (proporción

observadade siniestrosdel periodobaseque finalizaroncon posterioridadal tiempo

operacional/ y por una cuantíasuperior a x) se puede expresaren términos de la

siguientenotación:

(JV.8)
/(g)>t

donde i representael periodobase,n, el númerode siniestrosocurridosen el periodo i,

ng el númerode siniestrosocurridosen i finalizadosen la fechag y cuyo costeestaen

el intervalo (v~ , ~) y t(g) denotael tiempo operacionalcorrespondienteal tiempo

realg.

Comoseha comentado,la existenciadel “grupo de exceso”y del “grupo final”
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complica,en k práctica,la expresiónanterior. EJ primero necesitaúnicamenteuna

redefiniciónde nC, reemplazandoestevalorpor:

e Aln¡g ~ng

donde (vb, ,ce) esel rangodel costede los siniestrosincluidosen dicho grupo. La cola

de la cuantía de los siniestros se inserta aquí de acuerdo a alguna función de

distribuciónadecuada.

Respectoal grupofinal en el que 1 >tM~ la función I-J(x,t) se definemediante

la expresión(IV.8) únicamentepara t <tv,, representandoH(x,¿’51) el “grupo final”.

H(x, t) para t > t,,. seestimamediantealgunade las alternativasantesdescritas.

Unavez estimadala funciónH(x,t) parael periodobaseconsideradosecalcula

a partir de ella la proporciónestimadade siniestrosdel periodode origen i con coste

superiora x y retardoen la finalizaciónen el intervalo (t,(]),t’] + 1)] como:

— H(x,t,(] + 1»

que, si se tiene en cuentael parámetroque representael efecto de la inflación que

permitepasardel intervalo de tiempo operacional(tJ]),10(’]±1)] en el periodo de

2
origen O al intervalo (t(j),t,(]-i- 1)] de periodode origen i ( se convierte

<1

en:
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Paraestimar 210.] es necesarioconsiderarintervalos de tiempo operacional

idénticos con respectoa periodosde origen O e i. Es natural adoptarcomo tales

intervalosde tiempooperacionalaquellosquecoincidencon periodosde desarrollo(en

tiempo real)en el periodobase.De estaformaseconsideranintervalosde desarrolloen

tiemporeal:

(t’j(10U)),t7’Ú4] + 1))]

cuyo intervalo de tiempo operacional coincide con el del periodo base,

Aparte del efectodel parámetro2, los siniestrosrespectoambosintervalosde

desarrolloson igualesen cuantíaesperada.Por tanto, una comparaciónde las cuantías

mediasexperimentadasen ambosintervalosproporcionanla siguienteestimaciónde

dichoparámetro:

5 d<H,(x,t[’(tJJ))) — Ñ,(x,p’(í</] + 1))))

A..-
0 XJ •d<J-J4x,]) — H</x,]-i- 1))

o

donde II ,<‘x,t) denotala funciónde distribuciónmodeladaparael periodode origeni.

x
Dicha función de distribuciónaparececomo H( ti]» para t =¡,(]),] entero,y

210.)
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es evaluada en puntos intermedios de 1 por interpolación. Obviamente

H0(x,t)= H(x,t).

Lacuantíade siniestrospendientesrespectoa un año de origen i seestima,sin

tenerencuentael parámetro2, como:

nf
¡(Ji) 04-

fx.ñ(x,t).dr.dt

donde ~(‘,~) es la función de densidadasociadaa la función de distribución Ú(,.)

(obtenidaapartir de Ñ(,)) y t(b) el tiempo operacionalcorrespondienteal momento

de evaluaciónde la provisión

La estimaciónbásicade la función de distribución G(.,.) expresa los pagosde

los siniestrosocurridosen el año i en valoresmonetariosdel periodo de desarrollo]

demostradoque los pagosencuestióncaendentrodel intervalo de tiempo operacional

(t,(]),tj’.j+1)J. Parateneren cuentala inflaciónesnecesarioconsiderardos puntos:

proyecciónde futurasvelocidadesde finalizacióny proyecciónde futuros parámetros

querepresentenla inflación.

Como se ha puesto de manifiestoen el desarrolloanterior, la proyecciónde

siniestros pendientesse hace en diferentes etapas. En primer lugar es necesario

proyectar futuras velocidadesde finalización §, para determinarlos valores ¡,(])

correspondientesafuturos].
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A continuación se determinanlos tiempos reales de desarrollo ty’(t0(]))

correspondientes(en tiempo operacional)a periodosde desarrolloíntegrosdel periodo

base.

Seguidamentese eligen valores A0 parafuturos]que describanel efectode la

inflación entreperiodosde tramitacióndel año base de origen y el correspondiente

intervalode tiempode tramitacióncon periodode origen i.

Porúltimo se calculanlos pagosde los siniestroscorrespondientesal intervalo

de desarrollo,(t’(t0(])),ty’(t0(j± 1))] mediantela fórmula:

n JJA0•xj(x,t)dxdt
‘1 0+

donde (t1,t,] denotael intervalo (t0(]),t0(]-i-])].
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IV Métodosde cálculo de laprovisiónparaprestaciones

IV.3.2. OTROS MÉTODOS ESTOCÁSTICOS

Existen, ademásde los métodosexpuestosanteriormente,otros estocásticos.

Por ejemplo el método see-saw,planteadopor Taylor (1981) que, al igual que el

métodode Reid,utiliza el conceptode tiempooperacionalquesehadefinidocomo:

mjj

)

n

siendo m,<’]) el númerode siniestrosocurridosen el periodode origen i que hansido

cerrados]periodosdespuésdel comienzodel periodoi.

A partir del conceptode tiempo operacionalsedefine el tiempo operacional

medio ij duranteel]-ésimoperiodode tramitacióncomo:

- «])+t(j+1

)

2

Es necesariodefinir otro concepto relacionadocon el tiempo operacional

medio, para el cual se debe consideraruna partición (u0 Ur } del intervalo de

tiempo operacional[0,1]. Dada dicha partición, se define el tiempo operacional

reducidoasociadoal punto Uk como:

t(k)t AUk = minl,uk)

Se utiliza tambiénen el planteamientodel modelo la velocidadde finalización
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5t,(]

)

de los siniestros, f(]) = , que se puedeestimar como
n

donde n0 es el

númerode siniestrosquehanfinalizadoen el periodo(tj]),tjj+ 1))

Sedefine .<k) como:

f(k){L Sit,1 E(uk,,uk]

en otrocaso

Estoselementosson suficientesparaplantearel modelo see-saw,un modelo

lineal que representalos pagos por siniestro finalizado en función del tiempo

operacionaly de la velocidadde finalizac¡on:

=a +L
kcS

itt, ±~yj,» +
kcT

donde S,Tu (1 r} sonconjuntosparalos cualesse disponede observacionesdel

tiempo operacional reducido y de la velocidad de finalización,

constantesy 8~ representael error estocásticodel modelo,unavariablealeatoriacon

1
mediaceroy varianzaproporcionala

Se puedeconsiderartambiénel modelo see-sawinvariantedefinido mediantela

expresión:

= a +Z it j«k) + + ~.

keS ~ .11 ~

a,/3yy~ son
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Estemodelo sebasapor tanto en la hipótesisde que los pagosesperadospor

siniestrofinalizadoen un periodo de desarrollodadorespectoa un periodo de origen

dado es una función de dos variables: el tiempo medio operacionaltranscurridoen

dichoperiododedesarrolloy la velocidadde finalizaciónexperimentadaen el m¡smo.

Se suponeademásque para cualquier periodo de tramitación respectoa

cualquier periodo de origen dado, la cuantíaesperadade siniestrospendientesen

valoresmonetariosactualeses invariantebajo variacionesde futuras velocidadesde

finalización.

En cualquierade los dos modelosdefinidosel término de error es una variable

aleatoriacon mediacero y varianzadadapor:

y(S0)= nj;3

Con poca informaciónel error las estimacionesseránbastantesesgadaspero,

paraun númeroelevadode datos,el TeoremaCentraldel Límite aseguranormalidad

en c~. Se suponeademásque las variables aleatoriasc,~ forman un conjunto de

variablesestocásticamenteindependientes.

La estimaciónde los parámetrosque aparecenen ambosmodelos,debido a la

heterocedasticidadsehaceutilizando regresiónpor el métodode mínimos cuadrados

generalizadoconsiderandola siguientefunciónde riesgo:

II
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dondelasumase realizasobretodaslas celdas(i,]) disponiblesy ~ esel estimadorde

regresiónde a0 de acuerdoacualquierade los dosmodelosutilizados.

Se han enumeradoen este capítulo distintos métodosde estimación de la

provisiónparasiniestrospendientes,tantoestocásticoscomono estocásticos,utilizados

en diferentes países. En España, antes del nuevo Reglamentode Ordenacióny

Supervisión de los Seguros Privados, la provisión para siniestros pendientesse

estimabautilizando el métodoindividual de cálculo.El nuevoreglamentodejaabierta

la posibilidad,como ya sehaseñalado,de lautilizaciónde métodosestadísticosparael

cálculode las provisionesparaprestaciones.

Existenademásotros métodosde cálculo de la provisión basadosen procesos

estocásticos,diferentesa los expuestosanteriormenteque representanla siniestralidad

de la compañíaen un ambientedinámico y se exponenen los siguientescapítulos:

métodosbasadosen procesospuntualeso en procesosde Markov.

En el Capítulo siguientese presentanmétodosde cálculo de las provisiones

basadosen procesospuntuales,ademásde la metodologíanecesariapara aplicar los

mismos. Se planteaademás,en el último Capitulo, un nuevo método que considera

mixturas de distribucionescomo marcao característicadel proceso de Poissonque

representael númerode siniestrosque tienen lugar en la carterade pólizas.Al ser

necesariocontrastarel resultadode estemétodocon el obtenidoutilizando algún otro,

sehan presentadodistintosmétodosen este Capítuloparaque la entidadaseguradora
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seleccionealgunode ellos que permitacontrastarlas distintasestimacionesobtenidas.

Para completar los métodos enumeradosse ha acompañadoa los mismos de

referenciasbibliográficas.
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V.1. INTRODUCCIÓN

El estudiode la siniestralidadde una compañíade segurosy, en particular,su

aplicaciónal estudiode la solvenciadinámicade la misma es de vital importancia.

Paraello no es suficienteconocercuál es la distribuciónde la variablealeatoriaque

modelael costedel total de los siniestrosocurridosen un momentodeterminado,sino

queseráprecisosabercuálvaa sersuevolucióna lo largodel tiempo.El conocimiento

de estavariablealeatoriaa lo largo del tiempopermitirátambiénpoderdeterminarcon

qué reservasdebecontarla compañíapara hacerfrenteen cualquiermomento a los

pagosporsiniestrosocurridos.

En el presenteCapítulo se establecenlas basesteóricas necesariaspara

desarrollarnuevosmétodosde cálculo de la provisión paraprestaciones,basadosen

procesosestocásticos,quepermitanestudiarel fenómenode la siniestralidaddesdeun

punto de vista dinámico. Los procesosestocásticosnos servirán para estudiar los

fenómenosaleatoriosen un ambientedinámico, esdecir, en un ambientecambianteen

el que, por tanto, lavariabletiempojuegaunpapelfundamental.

Unprocesoestocástico, siguiendoaMalliaris y Brock (1991)esunafamilia de

variablesaleatorias(X, , t e 7’), tambiéndenotadacomo (A’, },~, definidassobreel

mismo espaciode probabilidad(/2,3,P). Tsedenominaespacioparamétricoy puede

sercualquierconjuntoaunque,en general,el parámetro1 representala variabletiempo.

Si Tes contable,en particularel conjuntode los númerosnaturalesincluido el cero,se
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denominanprocesosen tiempodiscretoy si 7’ esel conjuntode los númerosrealeso

cualquiersubconjuntodel mismosedenominanprocesosen tiempocontinuo.

La definición de procesoestocásticoesmuy generaly abarcamultitud de casos

diferenciando variables aleatorias discretas, continuas, espacios paramétricos

numerables,finitos, etc. o diferentespropiedadesque debenverificar las variables

aleatoriasqueconstituyenel procesoestocástico.En el presenteCapítulonosreferimos

en especiala procesosde Poissonpor seréstos los que mejor seadaptan,en el caso

estudiadoen el Capítulo siguiente, al número de siniestrosque tienen lugar en la

carterade pólizas.Se trataránademáslos procesosde Markov para seraplicadosde

igual formaal cálculode las provisionesparaprestaciones.

Seobservatambiénel crecienteuso de procesosestocásticosque se comportan

comomartingalasen suaplicaciónal estudiode la Teoríadel Riesgo,por ejemploen

los trabajos de Gerber (1973), Delbaen y Haezendonck(1985, 1986), Embrechts

(1995) o Grigelionis (1998). Su conceptotiene en cuenta la información de que

disponela compañíaa lo largo del tiempo, sintetizadaen a-álgebrascrecientes.En la

estimaciónde siniestrospendientesestambiénimportante,como sepuedeobservaren

el trabajode Arjas (1989),dadoque dichasestimacionessebasanen la información

disponiblehastael momentode valoraciónde la provisión.

Paradefinir las martingalasesnecesarioestablecercon anterioridadlas basesde

su concepto.Paraello se introducena continuaciónlos conceptosfundamentalesde
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esperanzascondicionadasa a-álgebrasy de procesosadaptadospara, finalmente,

definir el conceptode martingala.

Sean (/2,3,P) un espaciode probabilidad,g una a-álgebra(g ci 3) y A’ una

variablealeatoriaP-integrable.La esperanzacondicionalde A’ respectoa la a-álgebra

gesunavariablealeatoriag-medible,E(X~g),queverifica:

JE<”X’g) dP
o

=JE<úXYg).dP, \/Gcg
u

Laprobabilidadcondicionaldel sucesoB respectoa g sedefinecomo:

P(B/g)= E(13/g) c.s.

Si g ci 3 y X es g-medible,entoncesE(X/g)= A’, P9 — es., lo que significa

que difierenúnicamenteen un conjuntode medidanula.

Un conjunto (3~ )ÉcT de a-álgebrasde 3 esunafiltración si esuna colección

no decrecientede a-álgebras.Es decir, 3~G3V Vt=s. Ello significa que

informaciónquecontienenlas a-álgebrasescrecientecon el tiempo.

Dado (/2,3,P) un espaciode probabilidad,(2, ),cT una filtración y (A’, ),cT

unacolecciónde variablesaleatoriasdefinidassobre(/2,3,P), sediceque (X, )~. es

un procesoadaptadoa (
3jrcT si X, es 3,-medibleVt e 7’

la
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Finalmente, en el contexto de procesos adaptadosy habiendo definido

previamentela esperanzacondicional respectoa una a-álgebra,dado (12,3, P) un

espaciode probabilidady (A’, )¡eT un procesoadaptadoa (3, ),cT, sedice que (X, ),CT

esunamartingalasi E~X, <x, Vn y E(X, /3,.) = Vs =t

(A’, ),cT esunasupermartingala(o submartingala)si la segundacondiciónse

definemediantela desigualdadE(A’, /34 =X~ (E(A’, /3<) =A’, ), Vs =/.

3, representa,en el contextodel análisis de la siniestralidaden un momento

determinado,la información que la compañíatiene sobreel procesode riesgo hasta

dicho instante.
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V.2. PROCESOSDE MARKOV

V.2.1.DEFINICIONES Y CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Siguiendoa Srinivasany Mehata(1988), un procesoestocástico(X,,t ~ T}

definido en el espaciode probabilidad (/2,3,P) con espaciode estadosE discreto,

finito o numerable,es unprocesode Markov si para cualesquierat0 <t, <<1,, la

función de cuantíaverifica lapropiedadde Markov:

P(X, 4, / A’, ¡~, A’, = 4<...,A’, = i,,.,) = P(A’, = 1 / A’,, (V.l)

paratodo
1k cE, k=O,],2 n-J,n.

Si las variablesaleatoriasA’, soncontinuas lapropiedadde Markov se enuncia

en términosde la funciónde distribución:

— x~,)

paracualesquieravaloresde 4 e 7’ y xk, k0, 1,2 n-1,n.

Si el espaciode estadosE es discreto el procesode Markov se denomina

cadena de Markov y se diferencia entre espacioparamétrico7’ discreto y espacio

paramétricocontinuo.Sonlas cadenasdeMarkov las queseutilizaránmásadelanteen

diferentesmétodosde cálculo de la provisión paraprestaciones.Parasuaplicaciónse

enunciana continuaciónlas propiedadesmás importantesde las mismas.
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Si el espacioparamétricoesdiscreto la cadenade Markovsepuedeconsiderar

como una sucesión de variables aleatorias (X~ )neN~ suponiendoen el caso más

generalque el espacioparamétricoesnumerable,querepresentanel estadodel sistema

en el instante n. La propiedadde Markov definida en (Ví) nos dice que para

determinarel futuro del procesose necesitaúnicamenteel último valor conocido,

prescindiendode todos los anteriores.

Paradeterminarla ley de probabilidadde una cadenade Markov (A’, ]ncN es

suficienteespecificar,paratodo valor n =m =0y cualesquieraestadosi y]. i, j e E,

ladistribuciónde probabilidadde la variablealeatoriaX~:

(n

dondepfl) — P(A’~ = i), E p(fl) — 1 y 0=~$“)=1y las probabilidadesde transición:
nSJ

‘< — P(A’~=j/A’,~=i)

que representanla probabilidadde que la cadenapasedel estadoi en el instantem al

estado]en el instanten.

De estaforma es posiblecalcularprobabilidadesasociadasa cualquiervector

aleatorioaplicandolapropiedadde Markov,de la siguienteforma:

= 4, A’,, =~2’~’ A’,, —~k)—P0 (n,n,) (n, ,,,) - . <~> i~k)P,», p —,
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Es interesanteconsiderarel caso en el que dichasprobabilidadesno dependen

de los valoresde ni y n sino únicamentede la diferencian-m, denominándoseen este

casocadenasde M’arkov homogéneas.Lasprobabilidadesdetransiciónen una etapase

denotanpor:

pu =P(A’ 1</X. ~])

paracua]quiervalorde ni, y las probabi]idadesde transiciónen n etapas:

(u)
pl) =P(Xm+nttl/Xnittt)

paracualesquieravaloresde m y n.

Las probabilidadesde transición de una cadena de Markov homogénea

verificanla ecuaciónde Chapman-Kolmogorov:

(n*m) _ r2m) O>)
A’ /~P,kPkj

keE

paracualesquieravaloresde m y n, n, ni > O definiendopreviamente:

(O) c5{~ ‘=1

~ .1

Las probabilidadesde transición de una cadenade Markov no homogénea

verificantambiénla ecuaciónde Chapman-Kolmogorov,formuladaen estecasocomo:

(n’,~í) mu) (un)

Pu = Ep? Pk,
k eh
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paratodo ni <u <n y paratodo valorde i,] e E.

El tratamientode las cadenasde Markov con espacioparamétrico continuo,

normalmente7’ = A o 7’ = fO,cn), esdiferenteal casoen queel espacioparamétrico7’

es discreto. Son procesosestocásticos(A’, ,t e T} que verifican la propiedadde

Markov definida en la ecuación(y. 1) y quedanperfectamentedeterminadasmediante

las probabilidadesde transición:

pC’3) — P(X, = ]/ A’, = i) paracualquiervalor s=t, s,te A

queverifican ~p7” =1 y pj’> =0
j ch

Dadoque el espacioparamétricoT es continuo,el papelde las probabilidades

de transición en una etapa lo desempeñanlas funcionesde intensidad de paso

suponiendoquela cadenaseencuentraen el estado1:

2(t) =linz
h->O h

y lasfuncionesde intensidadde transiciónde i a»

((vb)

hmAJt) ~‘—>~ h

Ello significa que si la cadenade Markov se encuentraen el estado i en el

instante s, la probabilidadde transición al estado] en un intervalo infinitesimal
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(1,1 + h) es 2~(t)h+o(h) y la probabilidadde que la cadenapermanezcaen el mismo

estadoes 1—2<’t)h±o(h).

Si las ffinciones de intensidadno dependende t se dice que la cadenade

Markoveshomogénea,de la misma formaqueocurríaen el casoanterior.

Paraobtenerlas probabilidadesde transición de una cadenade Markov con

espacioparamétricocontinuo, en general se deberesolverun sistemade ecuaciones

diferenciales, denominadasecuaciones de Kohínogorov. Para poder obtener las

probabilidadesde transicióna partir de las citadasecuacionesesnecesarioplantearlas

siguienteshipótesis,comopuedeverseen la obrade Parzen(1972):

Hipótesis 1. Para todo valor i e 8, existeuna función continuano negativa,

2(t) =O definidaporel límite:

Ii—jO h

Hipótesis2. Paratodo i,] e 8, i !=],existeuna función continuano negativa,

2~ (t) =0definidaporel límite:

(tj+!¡)

¿,(t)—him
I~—>O

Hipótesis 3. Fijado el valor], el paso al límite en la ecuaciónanterior es

uniformerespectoa i.
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Si p$”> = P(X, = ] / X1. = i) son las probabilidadesde transición de una

cadenade Markov en tiempo continuo y severifican las hipótesisanterioresentonces

dichas probabilidadesde transición verifican la siguiente ecuación diferencial

denominadaecuación adelantadade Kolmogorov, calculandoel límite respectoal

valor del tiempomáscercano:

_____ = —Ájt)p¿<”> +Ep§~241(t)

con condicióninicial p$<’) = ¿5v, siendo Q la funcióndeltade Kronecker.

Si únicamenteseverifican las hipótesis1 y 2, las probabilidadesde transición

verifican la ecuación diferencial denominadaecuación atrasada de Kolmogorov,

calculandoenestecasoel límite respectoal valor del tiempomáslejano:

5 (xi)

_____ = 2,(s)p$’~— ~ pfj>2, (s)
Ss k!=i

con condición inicial ~~‘‘) —3~

Feller (1957)demuestraademásque si la sucesiónde funcionesde intensidad

¡2(t)] es acotadaparacadavalor de t entoncesexisteunaúnicasoluciónparaambos

sistemasde ecuacionesque es ademásla probabilidadde transiciónde una cadenade

Markov en tiempocontinuo.
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V.2.2.APLICACIÓN AL CÁLCULO DE LA PROVISIÓN

La estimaciónde la Provisiónpara siniestrospendientesmedianteel uso de

cadenasdeMarkoven tiempo discretoha sido estudiadaporHachemeister(1980). La

ideafundamentales suponerque, a lo largodel tiempo, cadasiniestroseencuentraen

uno de los estadosde una cadenade Markov (a e S). Los estadosde la cadenase

pueden definir teniendo en cuenta factores administrativos relacionadoscon los

siniestrostalescomo factoreslaborales,manejode pequeñossiniestrosque puedenser

liquidados por teléfono, manejo de siniestrosimportantespor su cuantíaque pueden

sermás lentos en su liquidación, etc. Todosestos factoreshacenque en cadainstante

del tiempo y + u los siniestrospuedansituarseen categoríasexeluyentesrelacionadas

con los mismos.Un siniestropuedecambiarde categoríaa lo largodel tiempo.

Tales categorías,en número finito, constituyen los estadosde la cadenade

Markov. Por ejemplo, una de las formas más sencilla de definir el conjunto 8 es

considerarque está formado por tres elementosque representana tres categorías

diferentes: siniestros no notificados, siniestros abiertos y siniestros cerrados.

Categoríasmáscomplicadassonaquellasqueconsideranrangosdiferentesdel costede

los siniestros,siniestroscenadospero pendientesde liquidación, siniestrosen pleito,

casosde dudosaresponsabilidad,etc. Las variables aleatoriasde mayor interés son

proyectadasaalgún puntodel futuroy+t conocidosuvalor en el instantey + u.

Sea pQ”½’y)la probabilidad de que un siniestro pase del estado b en el

instantey + s al estadoa enel instantey±t.Suponemosquedichasprobabilidadesson
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independientesdel periodo de origen (y) y se notaránde forma simplificada como

(s~1)

El númerode siniestrosporcategoríaen el instantey+t, respectoa los siniestros

que seencontrabanen la categoríab en el instantey±ssigue unaley multinomial de

probabilidadquese denotacomo:

= .j.’)~ = ~(s);fj (~t ‘)¡‘2’

>

= nQ” a = 1,2,3,.../ N<’9 ~ n~’ ‘~ ¡
a bu

Cualquiersiniestroque se encuentreen la categoríaa en el instantey+t que se

encontrabaen la categoríab en el instantey+s ha podidopasarpor cualquiercategoría

en instantesintermediosy+s’, s < s’ < t . Las probabilidadesde transición, segúnla

ecuaciónde Chapman-Kolmogorovson:

PS‘> = E p¿”) ¡‘St’>
0

Es por tanto suficientecalcularprobabilidadesde transiciónparaun periodo

menoral que nosinteresa,por ejemplo probabilidadesde transiciónen unaetapay, de

formarecursiva,calcularapartir de ellas las probabilidadesde transiciónen múltiples

etapas.Además,las probabilidadesde transiciónen una etapase puedenestimar de

formamássencillaapartir de los datosdisponibles.

Es necesarioademásteneren cuentala distribucióndel costede un siniestroen

cadamomentodeterminadorespectoa diferentesestados.Se denotapor (X5” ) a la

cuantíadel ¡-¿simosiniestroque pasadel estadoti enel instantey+s al estadoa en el
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instantey+t. Porotraparte,la variablealeatoria(A’4”), proyectael costedel siniestro

que seencontrabaen el estadob en el instantey±sal momentoy±t. En estaúltima

variable no es importanteel estadofinal enque seencuentrael siniestroaunquedebe

estaren algunacategoríaen el instantey+t. Severifica por tanto:

~Ú’Xí’”2 <s)=EpL’~PÚ’A’ú’V <s)
a

La función generatrizde momentospermiteobtenerla siguienterelaciónentre

las mediasy varianzasde ambasdistribuciones(aunqueno apareceel subíndicei para

simplificar la notación,se suponeque la relación siguientese mantienepara el coste

del i-ésimo siniestro):

= ZpÑ’>p(XQ”’) y
a

— (ff4’]) )2 +

siendo (ff$’)2 = Zp2’~a2(xÑ”>) la varianza media dentro de las categoríasen el

instantey±ísuponiendoque el siniestroseencontrabaen la categoríab en el instante

y±sy m~x~) = ZpQ”>p2(A’É1~)—y’(A’L’’~) esla varianzade la cuantíamediade los
a

siniestrosy representalavarianzaentrecategorías.

Si el número de categorías es pequeño, la mayor parte de la varianza

corresponderáa la varianzadentro de las categorías,(ff(x.E))2 y si el número de

categoríasesgrande,dentro de ellas los siniestrosseránmáshomogéneosy la mayor
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partede la varianzacorresponderáa lavarianzaqueexisteentrelas distintascategorías,

( ~.E)

mí -

Se suponeque existe al menosuna categoríade siniestrosno dedarados.Sin

pérdidade generalidad,suponemosque las categoríasmenoreso igualesque/1 son las

categoríasde siniestrospendientesde declaración.

Porúltimo, paravalorar la cuantíanecesariaparala provisión, veamoscual es

el costeincurrido en un momentodeterminado.SeaJ~’> el conjuntode los índicesde

los siniestrosque pasande la categoríati en el instantey-kv a la categoríaa en el

instantey-4-t. El costetotal de los siniestrosque estánen la categoríati en el instante

y+s, proyectadoal instantey±tes:

4,”) =

O ¡el
1’’

A partir de la funcióngeneratrizde momentosy, suponiendoque los siniestros

pertenecientesal conjunto jfl’) son independientese idénticamentedistribuidos se

obtienela siguienterelación entrelas mediasy varianzasdel costeincurrido, número

de siniestrosy cuantíade los mismos,como demuestraHachemeister(1980):

¡4L$’) = ,u<’NQ”)y(A’~’’~) y

a2(L7”) tu ~~(Nf” )a2(X’”) +a2(Nf’~ )p(A’$’~)2
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Una compañíade segurosactiva tiene carterasformadaspor siniestrosque

tienenlugara lo largo de diferentesperiodosde exposiciónal riesgo.Paralos periodos

de exposiciónmásantiguostodos los siniestroshan sido completamenteliquidados,es

decir, todos los siniestroshan sido notificados, todos los siniestrosválidos han sido

pagadosy no existensiniestrospendientes.Se denotapor O el periodode exposición

másantiguo parael que todavíaexistensiniestrospendientes,1 el periodosiguientey

asísucesivamente.

En una fecha de evaluacións proyectadaal periodo i, el costetotal de los

siniestrosque han tenido lugar se divide entrecoste conocido, KO>r> y coste para

siniestrospendientesde declaración,U (.1,>) queverifican:

Parasiniestrosconocidos:

= ~

y=O h=fi

con mediay varianza:

= ~
y=O ¿</3

— 1 ~
y=O ¿</3

Y parasiniestrospendientesde declaración:
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u1 = ~

y (>1> ¡

con mediay varianza

LE

=
=0 ¡>4

a2(
0U, ) = EE[,u(N$>’ )a

2(Xf»>V)) + p(X$~”~ )2a2(N$~<>),)]
y=O I>=1

El métododesarrolladoanteriormentesebasaen cadenasde Markov en tiempo

discreto,modelandoel desarrollode un siniestrohastasu liquidación final como la

realizaciónde unacadenade Markov. El espaciode estadosrepresentabalos posibles

tipos de informaciónsobreel mismo.

Se pueden utilizar también cadenasde Markov en tiempo continuo que

generalicenel métodoanteriorcomo haceHesselager(1 994a),que consideraprocesos

de Poissonmarcadosen los que las marcassonconjuntamentela realizaciónde una

cadenade Markov y los pagosde los siniestrosque tienenlugar en los momentosde

transiciónentrediferentesestados.Estemétodo se explicarámás adelante,una vez

desarrolladoel marcoteóricoen el que sedefinenlos procesosde Poissonmarcados.
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V.3. PROCESOSDE POISSONMARCADOS

V.3.1. REVISIÓN UNIFICADA DELA METODOLOGÍA PARA EL CÁLCULO

DE LA PROVISIÓN

En la última décadahan adquiridounamayor importanciamétodosde cálculo

de la provisión paraprestacionesbasadosen procesosestocásticosy, en particular,en

procesosde Poissonmarcados,comopruebannumerososartículosal respectoentre los

que se encuentranlos de Arjas (1989), Norberg (1993), Hesselager(1994a, 1995) o

Haastrup y Arjas (1996). Estos métodos permiten estimar la cuantía total de la

siniestralidaden cualquiermomentodel tiempo, porejemplo al finalizar cadaaño, lo

que posibilita determinarla cuantía de la provisión para siniestros pendientes.A

continuaciónse presentala base metodológícanecesariapara poder aplicar los

procesosde Poissonmarcadosal cálculo de laprovision.

Los procesosde Poisson tienen una estrecharelación con los procesos

puntuales,de los que sonun casopanicular,y con las medidasaleatorias.Parapoder

definir un procesode Poissoncomo una medidaaleatoriay poder haceruso de las

propiedadesde las mismas, o considerarel mismo como un procesopuntual, se

introducena continuaciónambosconceptos.

Seael conjuntode parámetros7’ = [O,ce) dotadode la topologíausual T’ una

clasede subconjuntosde 7’ cerradabajo unionesarbitrariase interseccionesfinitas que

contieneel conjunto vacío0 y el total 7’, a partir de la cual seconstruyela a-álgebra

de Borel >8(7’) de tal formaque(7’, >6(7’)) es un espaciomedible.
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Sea M = (,u; medidade Borel en(7’ >6(7’)), finitasen acotados),es decir, el

conjuntode medidasBorel que verifican ,u(A) <ce paratodo conjuntoBorel acotado

A y >6(M) la a-álgebrade Borel: mínima a-álgebradefinidaen M con respectoa Ja

cuallas aplicacionesy —* y(A) sonmediblesparatodoA ~>6(~)•

Una medida aleatoria, siguiendo a Daley y Vere-Jones

aplicaciónmedibledefinidaen el espaciode probabilidad (/2,3,P) y con valoresen

(Mfi(M)), esdecir:

N:(/2,3<P)

Co

-4 (M, >6(M))

-4 N<’co):,B(T) -4 R +

A -> N(A,w)

N(w) esunaaplicaciónmedibleverificandopor tanto:

N(UA<w)
¡=1

-ZNútúú
;=1

parasubconjuntosdisjuntos A, tomandoademásvaloresno negativos.

Si se fija el conjunto A, N(A,.) (denotadotambién como N(A)) es una

aplicacióndel espaciomuestral/2 en ¡U. SedemuestraqueN esuna medidaaleatoria

si y solo si N(A) esunavariablealeatoriaparacadaconjuntoacotadoA pertenecientea

>6(7’).

(1988). es una
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Los procesospuntuales son un caso particular de procesosestocásticos,

(N(Q; t c T} de tipo discontinuo,esdecir, procesoscuyastrayectoriasson funciones

escalonadaso constantesen casi todo punto de 7’, continuaspor la derechay cuyos

incrementosse llevana caboen un conjuntode valoresenteros.Se puededenotarde

igual formael procesopuntual como f N, },CT.

Los procesospuntualesmodelanla ocurrenciade algún fenómenoaleatorioen

los instantes(t, ¡2, ci 7’, con i pertenecientea un conjuntoadecuadode índices.Dado

un subeonjuntoA de los númerosreales,N(A) denotael númerode ocurrenciasdel

sucesoen dicho conjunto,esdecir,

N<’A) = card{i:l, e A)

Los procesospuntualesverificanlas siguientespropiedades:

l.Si A=UA,,con A,
i=1

nA3tu 0 parait], entoncesN(UAEvi =ZN(A,)
,=1

2. N<’A) esun valorenteroy no negativo

3. N(A) estádefinidaparatodo subconjuntoBorel A de los númerosreales.

4. N(A) esfinito paraconjuntosA acotados

Las hipótesisanterioreshacenque NO sea una medida de conteo en la a-

álgebraB de todos los subconjuntosBorel de la recta.
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N(A) esademásuna variablealeatoriaparacualquierA pertenecientea >6(T),

consecuenciade la definición de procesopuntual a partir de un procesoestocástico.

Por tanto,un procesopuntualestambiénunamedidaaleatoria.

Si se denotapor NÚ)N((O,ti) al número de sucesosque tienen lugar en el

intervalo (O, tJ, sedice que unprocesopuntuales de incrementosestacionariossi la

distribuciónde las variablesaleatoriasN<’Ú,t+hi)N<’t+h)-NÚ) sonindependientesde /,

dependiendoportantode la longitud del intervaloúnicamente.

El procesopuntual esde incrementosindependientessi las variablesaleatorias

ir, J), N((t,, ,t,j),..., N((t, j1,/) son independientesparacualquierconjuntode

intervalosdisjuntos ((t, ~ ],k tu 1,2 n}

Los procesosde Poissonque modelanel númerode siniestrosque tienenlugar

en el intervalo (0,t] son un caso particular de procesospuntualesdado que son

procesosno negativos con trayectorias escalonadas,continuas por la derechay

crecientesa lo largo del tiempo. Es habitual suponerademásque setrata de procesos

puntualescon incrementosindependientes.

Aunque los procesosde Poissonhan sido definidos con anterioridad, en el

Capítulo II, paramodelar el número de siniestrosque tiene lugar en un periodo de

tiempo considerado,acontinuaciónse definenlos mismosde formageneral,como un

caso particular de medidasaleatorias.Siguiendo con la notaciónde subepígrafes
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anteriores, si A=(a,b], el número de siniestros ocurridos en el intervalo A es

N((a,bJ N(b) —N(a).

SeaAÑ

medida media

distribuciónde

una medidasobrela recta real. Unamedidaaleatoria de Poissoncon

A() es una medida aleatoria en la cual la variable N(A) tiene

Poissonde parámetroA(A).

Estadefinición incluye tanto a los procesosde Poissonhomogéneoscomo a los

no homogéneos,como comentan Daley y Vere-Jones(1988). Para el proceso

homogéneocon intensidadconstante2 (en el intervalo unitario), el parámetrode la

distribuciónde PoissonesA(A)=A((a,ti])=2<’b-a) y parael procesono homogéneoen

el cual la intensidaddependedel parámetrot, la media de la variable aleatoriade

Ii

Poissones A(A) = A«a,14) = J2(x).dx.
11

Se puededefinir tambiénuna medidaaleatoriaen el espacio [O,ce)x B, en

lugar de considerarúnicamentemedidasaleatoriascon valores en el espaciode

medidas de Borel finitas en acotadosen ([O, 00), >6(10,ce))). [O,ce) representala

evolucióndel procesoen el tiempoy B esun conjuntoque recogelas características

adicionalesa considerar.Además, y(A) es la medida de un conjunto A en B. Las

variables determinadaspor conjuntosdisjuntos son independientesy N((t, s] x A)

sigueuna distribuciónde Poissoncon intensidadconstante2.v(A) siendopor tanto su

esperanza:
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E[N(t, s> A] = 2(1 — s)~y(A)

Si se generalizaa un proceso de Poisson no homogéneo en el tiempo

considerandola intensidadcomo 2(x) y(A) la esperanzaes:

EfN(t, s)>< A] = y(A). {2(x). dr.
.1~

El procesoasociadoN<’t,u) es un procesode Poissonsobre [0,ce> B. El

númerode sucesosocurridos en el intervalo (s,t] con característicaA se determina

mediantela integral:

I((s,t),A) = JJN(ds.du) (V.2)
.v A

Esta expresiónayudaráa determinarel númerode siniestrosocurridosen un

intervalode tiempo determinadocuandoel procesode Poissonasociadoa los mismos

no eshomogéneo.Si ademássetiene en cuentael costede dichossiniestros,la cuantía

total de los mismosvendrádeterminadamediantela integral:

J(Z,(s,t),A) = ffZ(su). N(ds,du) (V.3)
A

expresiónque se utilizará posteriormentepara el cálculo de la provisión objeto de

estudioen elnuevométodopropuestoen el siguienteCapítulo.

235



Vi Métodosdinámicosparael cálculode la provisiónparaprestaciones

El proceso N((t,sJxA) descrito anteriormentees un proceso de Pohson

marcado,una caso particular de los procesospuntualesmarcadoscuya definición

formal seda a continuación.Las característicasadicionalesconsideradasen el proceso

sedenominanmarcas.

Los procesospuntuales,como ya se ha comentado,representanla ocurrenciade

un fenómenoaleatorioen los instantes¡1 ci 7’. Si sedenotamedianteT~ a la n-

ésimaocurrenciadel sucesoy seasociaa dicha ocurrenciauna marcao característica

aleatoria,denotadamedianteZ,, estamosen condicionesde definir un procesopuntual

marcado.

En el caso general,siguiendoa Brémaud(1981), si sobreun espaciomedible

(/2,3) se defineun procesopuntual (N, }íeT’ tambiéndenotado(7 ~ y sobreel

espaciomedible (E,S) unasucesiónde variablesaleatoria{4},>~~ la doble sucesión

se denominaprocesopuntual marcado. Si (1&L= es un proceso de

Poisson,(7,,Z,,)~=1sedenominaprocesode Poissonmarcado.

Se ha expuestoen esteepígrafeuna metodologíageneralpara poderaplicar

procesosde Poissonmarcadosal cálculo de la provisión para prestaciones.Los

diferentes métodosse caracterizaránpor las variables que definen las marcasdel

procesopuntual. Así, se puedenconsiderarcomo marcasdel procesopuntual que

representael número de siniestros de una compañía,el tiempo que tardanen ser

notificados los mismos a la entidad o el tiempo transcurridoentre la ocurrenciadel

siniestroy su liquidación final.
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Como novedad,se puedeincluir en las marcasde un procesode Poissonuna

mixturafinita de distribucionesquepermitirádefinir en el siguienteCapítuloun nuevo

métodode cálculode laprovisiónparaprestaciones.
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V.3.2. APLICACIÓN AL CÁLCULO DE LA PROVISIÓN

En el contexto de los procesos puntuales existen diferentes métodos,

desarrolladosprincipalmenteen la últimadécadacomoya sehaseñalado,paracalcular

tanto la provisión para siniestrospendientesde declaracióncomo la provisión para

siniestros declaradospendientesde liquidación. Dada la importancia que dichos

métodosestánadquiriendose explicandos de ellos parailustrar la aplicaciónde los

procesosde Poissonmarcadosal cálculo de la provisión, pudiéndoseutilizar además

paracontrastarsu resultadocon el del métodoque seproponeen el siguientecapítulo.

V.3.2.1.MétododeArjas

El primerode los métodosque se exponeha sido desarrolladopor Arjas (1989)

y utiliza procesosde Poissonmarcadosy Teoría de Martingalas para evaluar la

provisión.

Un siniestroque ocurre en un momentodeterminado,~ es notificado a la

compañíacon un cierto retardo.Si sesuponeque el númerode siniestrosque tienen

lugarun año, denotadogeneralmentemedianteel intervalounitario (O,]], esfinito, N,

seordenanlos tiemposde notificaciónde forma crecientedel siguientemodo:

T¡<T2<...<TÑ <7’,~ =TÑ±2tu
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Hasta que el siniestro i-ésimo es liquidado se va actualizandola información

sobreel mismo en N distintos momentosdel tiempo que se denotanpor 7% y se

ordenan,de igual forma,de maneracreciente:

<7j¡ <Yjyj =Tw+2 =00

Se denotapor X,, a la cuantíapagadadel siniestro i-ésimoen el instante 7% y

por 7% a la nuevainformaciónsobreel i-ésimo siniestroque llega en eseinstante.La

información I~, estáformadaporpalabrasclave o númerosque reflejan, porejemplo,

la clasificacióndel siniestroporpartede lacompañíaen el instante 7% quepuedeestar

abierto, cerrado,pendientede liquidación, etc. o el retardohastasu notificación.

ObviamenteX,0 =0 e 7% =0 siempreque 7% = ce.

Las definicionesanteriorespermiten considerar,para cadasiniestro, distintos

procesospuntualesmarcadoscomo el proceso de pagos asociadoal siniestro, el

procesode informacióny el procesode liquidación:

Elprocesodepagossedenotapor (7% ,A’4 ¿=~,donde X,, sonmarcasrealesno

negativas.Respectoaesteprocesose puededefinir la función crecienteque representa

los pagosrealizadosrespectoal i-ésimo siniestrohastael instante /, A’<’t) =

El coste total del i-ésimo siniestro será por tanto A’,(ce) = ZA’,,

pendientes en el instante t se representan mediante

y los pagos

la función decreciente
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Uy’) = X,(00)—A’,Q) tu ZA’0 . ObviamenteU/t) = X(m) si <~? dado que Tj
O>

esel instanteen quesenotificael siniestro.

El procesode informacióndenotadopor (7%> 7% )J=~ esun procesoen el que las

marcas7% que tomanvaloresen un conjuntodefinidode formaadecuada,por ejemplo

un conjuntocontableque representecomo seha dicholas diferentessituacionesen que

sepuedeencontrarel siniestroen cadamomento.

Por último, el procesode liquidación que sedenotamediante(7% (A’,1, JO »~=~

y las marcas contienen información conjunta de los procesos de pagos y de

información.

De maneraanálogase puedendefinir los procesospuntualescon marca de

pago,de informacióny de liquidación, considerandolos siniestrosde forma global, sin

más que sumar las variables anteriores sobre el índice 1: X(t) tu ZXÚ) y

U.(t) = ZU,(t)

El problema del cálculo de las provisionesse puede considerarcomo un

problemade predicción en el que, en un momento determinadot que representael

presente,la valoración de los pagos futuros se hace en base a la información

disponible.
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La información disponible en la compañíaen el instante (, que se denota

mediante3,, estacompuestapor dos tipos diferentesde información, 3, tu 3v8,.

Por una lado la informaciónbasadaen todos los pagosrealizadoshastael momento,

representadamediante = a 7’ <tu;la a-álgebra ~ÑV /TJAJ~
‘~

informaciónexógenaa la liquidación hastael instante¡, g

El problema de la valoración de los pagos totales A’(ce) (omitiendo el

subindice ¡ ó . por ser válido el estudio en ambos casos) en el instante t es

proporcionadopor la siguiente distribución condicional, denominadaproceso de

predicción:

y,(.)rP(X(00)e./3,)

Son importantes los dos primeros momentos de dicha distribución,

M, =E(X(00)/Z,) y J~ =Var(X(cc)/Z3,)

Dado que A’«, =A’,+U,y A’, es3,-medible,verificándosepor tanto que

E(X, /3,) = A’,, la predicciónbasadaen 3, esequivalentea la predicciónde U, y

por tanto:

= A’, +ni,

siendo ni, = E(U, / 3,) la estimaciónde la cuantíapendienteen el instante 1. Se

verifica ademásque M1 es una martingalay ni, una supermartingalapor lo que, para

cualquiert<u severifica que E(MU /3,) = M, y E(m~/3,) =m,

por otro,
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Debemos señalar en este punto que el proceso U,

Unicamente son observables las diferencias, Q — U = A’, — A’~.

considerar también las diferencias, M(t, u)= —M, que

no es observable.

Es interesante

verifican por ser

U, =U~ +(A’~—A’,) yportanto E(U/3) = E(U~/3)±E(X(t,u)/3):

M(t, u)= [A’(t, u) — E(A’(t, u)/ 3,fl + [E(U,, /3,,) — E(U~ /3,)]

El primertérmino representael error en la estimaciónreferidoa los pagosen el

intervalo (1,u] y el segundotérmino es la correcciónhechaen la estimaciónde los

pagospendientescuandoel tiempode estimacióncambiade t a u.

Respectoa las varianzas condicionadas,como A’, y E(U,/3,) son 3,-

medibles y teniendo en cuenta que M(t,cc) tu M~ —Al, = A’~ —A’, — E(U,/3,) se

verifica:

V= Var(U, /3,) = Var(M(t,ce)/3,)

Estosresultadosrespectoa la esperanzay varianzaseutilizaránen el cálculode

la provisión paratodos los siniestrosque componenla carterade pólizas.Paraello, se

divide la estimación m~, = E(U., /3,) en dos partes según sean conocidos

siniestroso desconocidos.

En el cálculo de la provisión para siniestros declaradosse observaque el

númerode ellos en el instantet es un valor conocido, N, ~ , siendo el pago

los
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pendiente para dichos siniestros zU
½

Dado que los sucesos {i~; =t}

determinadospor 3,, la esperanzacondicionalvienedadapor:

El’ ZU,,/3, j = ~
SN

/3,) tu Em,,

Por tanto, la provisión para siniestrosdeclaradosy pendientesde liquidación

puedehacersede forma individual dado que éstaserála sumade la provisión hecha

paracadauno de ellos.

La varianzaes de igual forma, dado que U,, son incorreladasparadistintos

siniestrosdada3,:

Varl’ EU,, ZVar(U0/3v) = / 3,) tu ~

i=A,

El cálculo de la provisión para siniestrospendientesde declaraciónes más

complicadodadoque no sepuedehacerde forma individual. En estecaso el retardo

desdeque ocurre el siniestrohastaque es notificado a la compañíajuegaun papel

fundamentaly sedebeusarla informaciónrecogidasobreotrossiniestros(conocidos).

Es obvio que N —N, es desconocido,no estandodeterminadopor 3,. Se

observaque elprocesoE~’(Z U,, /~i, esuna supermartingala.

están
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Se considera(T,A’,) en el que X = X,(aú) representael costedel siniestro1-

ésimo. El correspondienteproceso de conteo es (N(A); t =0,A ci R’ } en el que

N,(A) tu cuentael númerode siniestrosregistradosantesdel instante ir

cuyo costeperteneceal conjuntoA. N, (A) no puede,en general,serdeterminadoa

partir de 3, dadoque los siniestrosnotificadosantesdel instantet puedentenerpagos

posterioresal mismo instante.Se verifica ademásque IV, = N, (R).

Si se denota mediante U(t,u;A) a la suma en el conjunto

(1:1 <7j <u A’ e A} de las cuantíasde los siniestros,el coste pendientepara los

siniestrosno notificadoses:

Z U,, = Zx,=
(‘1>’)

ySx .dN(dx)U(t,cc;R’)
x=i x=O

Los “elementoscomunes”se formulan en términos de variables latentesno

observablescuya distribuciónse actualizade acuerdoa la información 3,. Sesupone

que estasvariables latentes,cuya descripción y estudio se detalla en el trabajo de

Norberg (1986), forman un par (0,0) en el que 0 puedeconsiderarsecomo un

parámetrode la distribucióndel proceso N, y e parametrizala distribucióndel coste

de los siniestros,X,

Se suponeademásque los parámetros(0,0) sonsuficientesen el sentidode

que si sonconocidosjunto con algunainformacióninicial del proceso, 3~, entonces
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ninguna información de 3, podría cambiar la predicción hechapara los siniestros

IBNR despuésde t. Estosignificaque las estimacionesde O y O obtenidasapartir de

3 incluye la informaciónrelevanteparael problema.

Fijandoel presentet, seconsideraninstantesde tiempo u =t y se define:

= 3<~ va[0,&}va{(T,A’,);t <T =u)

De estaforma 3~, representala informacióncontenidacolectivamenteen 3~,

los parámetrosO y O y los pagosposterioresal instantet. Se suponeademásque se

cumple lapropiedadde independenciacondicionalestableciendoque 3 esirrelevante

parapredecirlos pagosposterioresa t demostradoque ~ y (0,0) sonconocidos.

Sea (,%(A)ft, con A ciA’ la (39-intensidad

(N~ (A)),>, en el intervalo ~V,<u =7>

2JA)du=P(dN~(A)=1/Z3»=P(T, edu,X eA/Za)

Dicha intensidadpuedeser interpretadacomo el producto {(A) = 2~<oJA),

donde (2,) es la (3, )-intensidad del proceso de conteo

2~du=P(dN,=1/3~.Q=P(Ti edu/3~j para 7j1 <u<T y 9A) puede ser

interpretadocomo la probabilidadcondicional9k (A) = P(X e A/ ~,) para7’] = u

del proceso de conteo

es decir,
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Se puedeelegir (2/.)),>, de tal formaquesea~ -medibley parametrizadapor

(45,6?). Segúnla división hechasobrelos papelesquejuegan45 y ¿? se suponeque

,% estáparametrizadapor 45 y puedeexpresarsede la forma:

2, =l4uKD)

donde,para 45 fijo la aplicación u —4 /4u;45) es ~ -medible. Es otra formade decir

que el proceso(IV,) esun Procesode Poissondoblementeestocástico(procesode

Cox) con parámetrosaleatorio45.

Se suponeademásque 9k o estáparametrizadapor & pudiéndoseescribirlas

distribucionesde las cuantíasde los siniestroscomo:

q/A) = 7%(A;45)

donde,parau y ¿? fijos, 7%(Á 45) esuna funciónde distribución, lo que vienea decir

que dado & y los momentosde notificación de los siniestrospendientes,las cuantías

de los mismossonvariablesaleatoriasindependientes.

Las expresionesfinalesparala esperanzay varianzade los siniestrospendientes

resultan,comodemuestraArjas en suartículo:

EIJZUII /3) tu JE(h(u;45)m~(47d/3, )du
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siendo m~(45) la mediam~(45)= {x.k,(dx;o) y

+00

VarLx ti,~ / ztjj = JE(h(u;45)mjYO)/3, )du +

+ vark_.Ih(u;4))mJO)du/zj

siendo ni~j~(45) — {x2.Fjdx;45)
~=0

A la vista de las expresionesobtenidassepuedeconcluir que la esperanzay

varianzacondicionalesde la provisiónparasiniestrospendientesde declaración>j U,
1> A,

sepuedeobtenersi seconocenlas intensidadesh(.;45), los dosprimerosmomentosde

las distribuciones F(•; 45) y la distribución condicional de las variables latentes

(45,&) dado 3,, cuyo conocimientorequiereel usode estadísticabayesiana.

Respectoa las intensidades,debemoscomentarque la expresiónmás común

paralas mismasse obtiene suponiendoque duranteel año consideradolos siniestros

ocurrende acuerdoaun procesode Poissonde intensidad45 y que los retardosD, en

la notificación sonvariablesaleatoriasidénticamentedistribuidase independientescon

función de distribución (s’(~) lo que permite demostrar que

h(u;45) = 45[G(u) — G(’(u — 1)~)]. Es decir, 45 puedeparametrizarconjuntamenteel

proceso de ocurrencia de los siniestros y la distribución de los retardos en la

notificaciónde los mismos.
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Los dosprimerosmomentosde las distribucionesF(; 45) seobtienende forma

sencillasi seconsideranúnicamente,como eshabitual,el númerode futurossiniestros

(IV — IV,) en lugar del costede los mismos.Bajo estahipótesisseconsideraA’ 1 y

por tanto niJ45) = m2>(45)= 1.

V.3.2.2.Método deNorbcrg

También en el contexto de los procesospuntualescJe Poissoncon marca ha

desarrolladoNorberg (1993)un métodoparael cálculo de la provisión parasiniestros

pendientes.Estemétodo, al igual que el anterior,tiene en cuentael retardodesdeque

ocurre el siniestro hastasu notificación incluyendo estavariable en las marcasdel

proceso de Poisson.Recordemosque Arjas comentabala posibilidad de incluir el

tiempo de demoraen la variable1 que representabala informaciónque llegabaa la

compañíarespectode los siniestros.

Se supone, como es habitual, que un siniestro ocurre en un momento

determinadoT~ y que el númerode siniestroscuya responsabilidaddebeser aceptada

por la compañíaocurridoshastael instantet, N(t) = Z¼=~1, esfinito, al igual que el

númerototal de siniestrosIV = ¡ini N(t).

Los datosque seobservanrespectoal i-ésimo siniestroconstituiránel proceso

de Poisson /(T,Z,)}¡=,=Ñ donde la marca Z, está constituidapor las variablesque
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representanel tiempode esperadesdela ocurrenciadel siniestrohastasu notificación

(U,). desdela notificación del mismo hastasu liquidación final (U,), por la cuantía

pagadau’ unidadesde tiempo despuésde su notificación (A’, (u’), pagadoen el

intervalo [7’ + U, 7’ + U +u’]) y porel costetotal delsiniestro(A’, tu A’ (y))

El siniestro z-esimo se representapor tanto mediante el vector aleatorio

(TZ, = ((J,V,X,{X(u’);O=v’< U])) en el que el espaciode todas las posibles

realizacioneses (O,ao)xZ siendo 2’ el espaciode todos los posiblesdesarrollosdel

mismo.

El punto de partidaparaconstruirel modelo esel procesode ocurrcnciade los

siniestros. Se suponeque es un procesode Poissonno homogéneocon intensidad

co(t) enel instante t =O. Es decir,

fi2 }/=,=Ñ Poisson(co(t):1 =0)

a41) representalos expuestosal riesgopor unidadde tiempo en el instanteit

Se suponeque co(t) tu O paraé’ suficientementegrandesiendopor tanto el númerototal

de expuestosal riesgofinito, W tu Ja4t).dt
(1

Esto significa queel proceso{N(t)},>0 tiene incrementosindependientesy que

IV(t) — N(s) se distribuyesegúnunaley de Poissonde parámetro~fro<’t’)dí’ paracada
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intervalo (sí]. En particular,como el númerototal de expuestosesfinito, el número

total de siniestrosesfinito con probabilidad1 y sedistribuye segúnunaPoisson(W)..

Por otra parte, [Z(t)},>0 es una familia de vectores aleatorios

mutuamenteindependientese independientesa su vezde {IV(t)}>,> cuya distribución

se denotapor 1% , . El desarrolloindividual de un siniestrose denotamediantelos

vectores aleatorios Z, = IV que se suponen independientes.

distribución condicional de Z = Z(7j) dado (NU)},=1,dependeúnicamentede 7’,•

tu Z(T,) es la marcaasociadaal instanteT,. El procesode Poissonmarcadoque se

considerasedenotamediante:

[UYZ,)}Í=<Ñ Poisson(cn(i),J%,H =0)

Unaforma alternativade construirel procesoesdadamediantela distribución

de probabilidadconjuntade las observaciones:

P{N=n,(T,Z)e(dt,,dzji=1,~., n}
wfl

nl
e-W¡ fl p1,7

¡ 1

es una medida del número total de expuestos al riesgo

w(t) di

— — Pz ,(dz).
1% ~ es por tanto la distribución de probabilidad

conjunta del par aleatorio (T,Z) en el que 7’ tiene distribución marginal

en 2’,

La

donde W

(dt,,dz)

Lf~(dt,dz)

y

de
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probabilidad p con densidad
coú)
w

1>0 y Z tiene distribución de probabilidad

condicional1%, paraT=t fijo.

Si A’ esel costetotal de todos los siniestrosasumidospor la compañíahastael

A

instantedeterminadoy, que es de la forma A’ tu EA’, , donde IV se distribuye de la
‘=1

forma especificadaanteriormentey la distribuciónmarginal de A’,, suponiendoque las

variables aleatorias A’, son independientesc idénticamente distribuidas, pucde

obtenerseapartir de la distribuciónconjuntade <~ (di’, dx) tu

Co(t,)dt

~ «dx) como:

ICoÚÍP»,(dX)dt
P~ (dy)=

w

El costetotal de los siniestrosesunavariablealeatoriade Poissongeneralizada,

fi

en la que W={Co(t).dt

Jút)
y

distribuciónde estavariablealeatoriavienedadapor:

Py =~

1100 fi
eVpl>’

donde P( es la convoluciónn-ésimade P~. . Los tres primerosmomentosde esta

variableson:

Poisson(W,1%,) La
w
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mQ= JCoÚ)
>>0

JxkP~ ,(dx)dt,k=],2,3
>‘ >0

En el instanter de valoraciónde la provisión Norbergconsideracuatro tipos

diferentes de siniestros: liquidados (seltledtus),

liquidación (reporíed-not-settled=rns),ocurridos

notificados

pero pendientes

pero pendientes

de notificación

de

(incurred-not-reported=¡nr) y siniestroscubiertos pero no ocurridos (covered-noí-

incurred=cnr). Para cada í >0 y g = srns,tnr,cn¡, sc denota mediante Z~ al

desarrollode todos los posiblessiniestrosde la categoríag ocurridosen el momentot.

Porejemplo,respectoa los siniestrosclasificadoscomo ¡nr, Zj~ = [z; t =r <t + u).

Por definición Z~ =0 para ir > r y gs.rns,inr,

2’,”’ tu 0 para ir < r. Además,para cadavalor de /, los conjuntos
2’g forman una

particióndel espacio2’.

Según esta división de los siniestros, el proceso se puede

descomponeren cuatro procesos componentes independientes,((7/, Zj )}¡=,=N~

g = s,ms,¡nr, cni,cuya distribuciónde probabilidades:

Poisson(co
M(t)pM

7 ~ >0)

donde<io~ (t)=Co(1)Pz,(Z>4 y P,c’dz)= k~ ,(dz)
J~3~ ,i(ZJZ}

z e

2’ ~ tu 2’ para t>r y
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Paracadacategoríag el procesoquecuentael númerode siniestrosde la misma

se define mediante IV~’<’t) = ~ <72~> , el instante de ocurrencia del ¡-ésimo

siniestrode la categoríaes = ¡nf(t;N~(t) =i} y su desarrolloes = Z(7/).

La siniestralidadtotal se puede descomponerde la misma forma en cuatro

partes:

>6 = A’’ + A’~’’ + A’”~ + >6<1

donde cada una de las componentesrepresentael coste total de los siniestros

pertenecientesacadaunade las categorías:

En el instantede observaciónr han sido totalmenteliquidados los siniestros

clasificadoscomo s (settled=s) y parcialmenteliquidados los siniestrosclasificados

como ms (reported-not-seuled=rns)con la cuantíaX”” — EY (y — —

Porotro lado, lacuantíapendientede todos los siniestrosconstade dospartes:

A’’> = A’ or;lx + A’ ir

siendo A””>5’ la partependientecorrespondientea los siniestrosclasificadoscomo ms,

A’ ~(X7” — xrnx(v~~~77”— U”)), y A’uí la partecorrespondientea siniestros

pendientesde notificación constituidapor la suma = A’’~ + >6”” y cuyo desarrollo

scpuededefinir mediante
2’,fl ~ u Z,”” tu {z; t + u > 4
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Sea 3 la informacióndisponibleen el instanteren el que se deseacalcularla

provisión. Consisteen la historiade los siniestrosindividualesque hansido notificados

hastaesemomento,esdecira aquellossiniestroscuyo desarrolloes:

0:

Respectoa los siniestros pendientesde notificación, se calcula el valor

estimadode su cuantía ~ que es independientede 3r~ Teniendo en cuentaque

wt (1) =w(t)(1—P
1,,(r—t)) y que P7 ,(dx) — ‘>~-~ se obtiene, para

m72 = JCo~’il) JxkP7,(dx)dt= Jott) J Jxk~Ú?,(du,dx)dt
rsO ¡>0 u>;—’ xs.O

siendoun valor adecuadoparala provisiónel primermomento

V.3.2.3.MétododeHesselagcr

Hesselager(1994a)utiliza, como se hacomentadocon anterioridad,cadenasde

Markov en tiempo continuo, generalizandoel método propuestopor 1-lachemeister

(1980). Consideraprocesosde Poisson marcadosen los que las marcasson la

realizaciónde una cadenade Markov y los pagosde los siniestrosque tienenlugaren

los momentosde transiciónentrediferentesestados.
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Si se considerauna carterade siniestrosobservadaen el intervalo de tiempo

[0v] donde y representael momentoactual en el que se valorarála provisión y se

denotapor N, al númerode siniestrosocurridosen el intervalo [0, t], suponiendoque

no puedenocurrir dos siniestrosen el mismo instante,los momentosde ocurrenciade

los mismosson:

Sea Z = Z~ la marcaasociadaal i-ésimo siniestroque describeel desarrollo

del siniestrohastasu liquidación final. Respectoalprocesoque generalos siniestros

sesupone:

(i) (IV, ¡20 es un proceso de Poissoncon intensidad (y, />0, y {Z, ¡20 son

independientese independientesde (IV J=~

Un siniestro es asignado,en cualquiermomento del tiempo posterior a su

ocurrencia,a uno de los múltiples estadosde un conjunto S. Diferentesestadosdel

conjunto 8 representandiferenteinformaciónque sobreel siniestrotienela compaf~ía

en distintos momentosdel tiempo. Durante el desarrollodel siniestro, éste puede

cambiarde estadoconformese dispongade nuevainformacióny se vayanrealizando

pagosparcialesdel mismo en momentosde transiciónentreestados.Deestaforma, la

marcaasociadaal procesode Poissonsera:

Z,= ftIV,(u)},>0, (A’JJ ¡¡=1.2,.. ni != n, ni, n eS)
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donde S(ít)eS denotael estadode un siniestro ocurrido en el instante / en el

momentot+u e A’[4, los pagosrealizadoshastalafrésimatransiciónde ni a n.

Respectoa un siniestro ocurrido en el instante t, las transicionesde ni a n

ocurrenen los instantes t+U4~, t±Uj4,,....Los pagos puedenconsiderarse

como las marcas asociadasal proceso puntual o<t+uj4, <t±u:L<... y se

construyencomo:

donde [A’,,,,,(u)}~>0 esuna familiade variablesaleatorias.

Parael procesode desarrollode los siniestrosse suponeque:

(u) (S,(u)},>0 es una cadenade Markov no homogéneaen el tiempo con

probabilidadesde transición:

p~,~(u,v)= P(S,(v)tu n/SJ’u)= m)

e intensidades:

2v,,,(u)= ñm p,,,>(u,u±h)
Ii —.0+ Ji

Las cuantíasde los siniestros [A’, m,(~)}u=o son mutuamenteindependientese

independientespara todo ni != n c S y u =O e independientesde

funciónde distribución:

IS, (u)),>0 con
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5> (y/u)=P(X,~Ju)=y)

Según esta hipótesis la distribución de la marca Z, correspondientea un

siniestroocurridoen el instante/ esindependientedel tiempo ir. Aunquesepodríadar

la dependenciadel tiempo añadiendo el subíndice t a la notación anterior. La

dependenciadel tiempo podríadarseen el casoen que ¿,,(u) tu 2,,,(¡+ u) dependa

del tiempo físico (año de calendariot+u) más que del tiempo transcurridodesde la

ocurrenciadel siniestrou.

Se puedenconsiderardiferentesespaciosde estados,El más sencillo constadc

solo dos elementos,8 = (0,A], dondeO representalos siniestrosdenominadosJBIVR y

A los siniestroscompletamenteliquidados. Se puedeañadirun estadoal conjunto

anterior que represente los siniestros notificados pendientes de liquidación.

Hachemeisterconsideranfundamentalmentecuatro estados, 8 = (0,1,2,A) donde O

representalos siniestrosdenominadosLBNR, 1 los siniestrosnotificadospendientesde

liquidación provisionados,2 los siniestrosnotificados pendientesde liquidación no

provisionadosy A los siniestroscompletamenteliquidados.

Respectoa un siniestro ocurrido en el instante / es necesariala siguiente

información:

J,Ju)= I(S,(u)= ni): indicador de que el siniestroocupael estadoni en el

instantet+u.

N,~,(u): númerode transicionesdirectasde ni an durante[t,ir + u]
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tu cUS,(v)}0<1,<~ (X
1’~ ¡ la historia generada

siniestroenel intervalo [t,t + u]

x~
0(u) tu EA’,111,2(u): cuantíamediapagadaen el instanteir±usi se produceuna

transiciónde ni a n en eseinstante.

a,t/u) = VarX,rnn(u): varianzade la cuantíapagadaen el instante I+u si se

produceunatransiciónde ni a n en eseinstante,

Además se verifica que dIV,,,(u) tu L~(u—)2,,(u)du+ dM,,,,(u) donde u-

representael límite por la izquierda y M,r,n(u) para ni !=nc 5 son martingalas

mutuamenteortogonalescon media cero respectoa la historia interna del proceso

(S,(u)}j>0. Como además {S,(u)j,>0 son estocásticamenteindependientesde las

cuantíasde los siniestros(hipótesis (u)), M,~~(u) es tambiénuna martingala con

mediacerorespectoala filtración {3,~ »=~

Se verifica tambiénque Var[dM,~,, (u)/ 3,,,] = J,~ (u—)2mn (u)du

Por convenciónsupongamosque el estado O representalos siniestros no

notificados (IBNR) y que el estado A correspondea los siniestroscompletamente

liquidados,el númerode siniestrosocurridosen t que en el instanter son clasificados

como IBNR o RBNS respectivamentees:

~ (ir) tu JJs.0 (r — s)dN(s) y

por el
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NÉBÑS(t)= j[1—J>.Jr—s)—J
o

siendola cuantíatotal pendienteen el momentor

A’,lÑ,?(t) = JA’1.(r—s ce)dIV12~1(s) y
(3

= JXj’t-— s,ce)dNÍ?Bvs.(s)

.lÁ(rs)]dN(s)

total pagadaen el intervalo

[t+u,t+vJ respectoa un siniestroocurrido en el instante 1. El objetivo es buscar

expresionesparala mediay varianzade los pagosrealizadosrespectoa un siniestro

ocurridoen el instantet (A’, (u,ce))dadala historia individual 3,, de dicho siniestro.

Se puedeomitir el índice t dado que dichascantidadesson funcionesde las marcas

correspondientesaun siniestroocurridoen ty dichasmarcasno dependende it

Consideramosla distribución condicional de X(u,00) dada 3. Dada la

independenciavista en el apartado(u), la información sobrelas cuantíaspasadasdel

siniestro X,,4v) para y=u puedenser omitidas de la historia del proceso, -A,.

Además,de la propiedadde Markov la única información contenidaen 3~ sobreel

futuro desarrollode (8(v)] es el estadoactualS<’u). por tanto:

E[A’(u, ce)/3~,] = E[X(u, ce)/8(u)] = V[u S(u)] y

Sea A’,(u,v) = ~ JA’,,,,,(~)dIV,~~(~) la cuantía
nl~,l
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Var[X(u, ce)/ 3,] = Var[A’(u, ce)/8(u)] = [‘[u /8(u)]

Las fórmulasfinalesa las que sellegan, tanto parala esperanzacomo paraJa

varianzason:

V[u /]] = E[A’(u, en) 8(u) tu]] = ~ {y,m (4)p1Ju,4)2,,(4)d4 y
fluí, II

[‘[u ]] = Var[X(u,ce)/8(u) tu]]

tu ~ Jp1,~ (u,4)Áo,, (4)[a 7,,, (4) + r~ (4)2 ]d4
mt,

siendo r,,~ (4) = y,,,,,(4) + V(4 n) — V(4/ ni)

Unavezdeterminadasla esperanzay varianzadel costetotal de los siniestrosde

forma individual, setrataráde encontrarla expresiónde la provisión parael total de

siniestrosquecomponenla cartera.

En cl instante r están registrados todas las ocurrencias de los siniestros

notificadoshastaentoncesy, paraun siniestronotificado en el instantet se conocela

historiadel mismodesdedicho instantehasta~

Si
3r esla colecciónde toda la informacióndisponiblehastael momento,la

provisiónparasiniestrospendientesde notificación(IBNR) es:

7

VBNR (y) = E[XJBKR (r) /33 = J/-’rnNp (t)V(z- — t / O)di y
1)
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y parasiniestrosnotificadosperopendientesde liquidación(RBNS):

= E[A’ímÑ½.(V)/3~] tu JV(v— 1/8, (y —t))dIV1~~~.(t) y
o

Este método permite además controlar los errores cometidos en las

estimacionespor mediode las varianzas,quetambiéncalculaHesselager(1994).

Se han enumeradoen estecapítulodistintos métodosdinámicosde estimación

de la provisión para siniestros pendientesbasadosen procesosde Markov y en

procesosde Poissonmarcados.En el Capítulosiguientesepresentaun nuevométodo

de cálculo de las mismasbasadotambiénen procesosde Poissonmarcadoscon la

novedadde incluir unamixtura de distribucionesen las marcasdel procesode Poisson.
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DISTRIBUCIONES

VI.1. DESCRIPCIÓN DEL MÉTODO

VI.2. ESTIMACIÓN DEL NÚMERO DE SINIESTROS PENDIENTES
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VI.2.2. Intensidad del procesode Poisson
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Vi Un nuevo ,nétodo para el cálculo de la provisión basado en

procesos puntuales y mixturas de distribuciones

VI.1. DESCRIPCIÓN DEL MÉTODO

Se planteaen esteepígrafeun nuevo método parael cálculo de la provisión

para siniestros pendientesde declaraciónen el contexto de procesosde Poisson

marcadosqueincorporael usonovedosode mixturas de distribuciones como marca

del procesopuntual para evaluar el retardo con que los siniestros son notificados a

la entidad aseguradora.

En el Capítulo anteriorse vio que si el númerode siniestrosocurridos, IVQ u,),

esun procesode Poissonsobre [O,cc)x B en el que B esel conjuntoque recogelas

marcaso característicasasociadasal proceso,el númerode siniestrosocurridos en el

intervalo (s,t~~concaracterísticaA sedeterminabamediantela integral(V.2):

J((s,í),A)= {JIV(ds~du)
A

Además,teniendoen cuentael costede dichossiniestros,lacuantíatotal de los

mismosveníadeterminadamediantela integral(V.3):

J(Z,(s,t),A)= JJZ(s,u).IV(ds,du)
‘A

Se debenevaluarlas expresionesanterioresparaun adecuadoconjunto B de

característicasA querepresentelos siniestrospendientes.

Para ello nos podemosayudarde una proposición,utilizada por Albarrán y

Leguey(1997)parael cálculode la provisión,que estableceque:
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1 ((í ~)A)

J(Z,(s,t),A)= ZZ(vu,)
= 1

donde s,, y u,, son los instantesde ocurrenciay las marcasdel n-ésimo siniestro.

Además:

E[J(Z, (st),A)] = JJE[Z(s, u)] .2(s)~ . dP(U) (VI. 1)

Este resultadoes válido bajo las hipótesis de que y(A) es una medida de

probabilidad (y(A) = P(U E A)), E[J((s, 1), A)] = P(U e A). J2(x)dx. el número

de siniestrosque se produzcanes independientede la cuantíade los mismos y las

realizacionesdel procesoZ(t,u) son continuasen u, continuaspor la izquierdaen t y

acotadas.

Si la variablealeatoriaU representael tiempo que los siniestrostardanen ser

liquidados completamente,se puedeestimarla provisiónpara siniestrospendientesde

liquidación y si dicha variable representael retardo con que los siniestros son

notificados a la entidad, estaremosen condiciones de estimar la provisión para

siniestrospendientesde notificación.

La proposiciónanteriores aplicadapor los autoresconsiderandola distribución

Gammacomo la distribución del retardoen la notificación. Sin embargo,en ciertas

ocasiones,como secomprobarácon la aplicacióna un casopráctico,dichadistribución

puedeno seradecuadaparamodelarla variableretardo.Además,pequeñasvariaciones
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en los parámetrosde la misma pueden hacer que la provisión sufra cambios

considerables.Es por ello por lo que se buscauna mixtura que se ajuste a dicha

variable,reduciendoel error en las estimaciones.

Los siniestrospendientesde declaraciónocurridos en el intervalo (s,s) se

caracterizanporsernotificadosa la entidadcon un determinadoretardou de tal forma

que si ir es el momentode su ocurrenciaseverifica que t±u>s’.Por tanto el costede

dichos siniestros, que será la cuantía de la provisión vendrá dado, adaptandola

expresión(VI.1) y representandolavariableUel retardoen la notificación,por:

E[J(Z, (s,t),A)] = { JE[Z(t. u)] .2(t).dt dP(U) (VI.2)
fi s —,

probadoque severifican las hipótesisnecesariasparapoderaplicarla proposición.

Paraaplicarel resultadose analizauna carterade segurosmultirriesgo hogar

(cedidapor una importanteEntidadFinancieray Aseguradora)duranteun periodode

seis añosdesdeel momentode su creación(1990-1996),informaciónconfonnea las

exigenciasdel Reglamentode Ordenacióny Supervisiónde los SegurosPrivadosque

en el Artículo 43 estableceque “la determinaciónde la provisión de prestaciones

utilizandométodosestadísticosrequeriráque la entidadtengaun volumende siniestros

suficienteparapermitir la inferenciaestadísticay quedispongade informaciónrelativa

a los mismos, como mínimo de los cinco últimos ejercicios, que comprendalas

magnitudesrelevantesparael cálculo”.
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Paraestimarlos diferentesfactoresque aparecenen el integrandode (VI.2) se

proponenlas siguientesconsideraciones:

En primer lugar se analizala distribución de la variable U que se refiere al

retardo con que los siniestros son notificados a la entidad aseguradoradesde el

momentode suocurrencia,variableque permitiráestimar la provisión parasiniestros

pendientesde notificación. Si en lugar de dichavariable se considerael tiempo que

tardanen liquidarsecompletamentelos siniestros,la expresión(VI.2) permitiría, como

ya sehacomentado,estimarla provisión parasiniestrospendientesde liquidación.

A continuaciónse estudia cuál es la evolución del número de siniestros

ocurridosa lo largo del tiempo, la relacióncon el númerode aseguradosy se estimala

intensidaddel procesode Poissonno homogéneoasociadoa los mismos.

Porúltimo seestimael costemedio de los siniestroscerradoshastael momento

en el que se quierecalcular la provisión y se estudiala independenciaentredicha

variabley el retardoen la notificación.
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\/I.2. ESTIMACIÓN DEL NÚMERO DE SINIESTROS

PENDIENTES

En el número de siniestrospendientesde notificación al finalizar cada año

intervienen,ademásde la variableque representael númerode siniestrosocurridosen

dichoperiodo,el tiempoque los mismostardanen sernotificadosa la compañía.

Será preciso por tanto estimarambasvariables parapoder determinar,en el

casoque se analiza,cuálesel númerode siniestrospendientesal finalizar el año lo que

permitirácomo ya se ha señalado,si se consideraademásel costede los mismos,

conocercuálesel importe final de laprovisión
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VI.2.1. RETARDO EN LA NOTIFICACIÓN

Estimamosen primer lugar la distribución de la variable aleatoria U que

representael retardocon quelos siniestrossonnotificadosa la entidad.

Se supone en primer lugar que dicha variable sigue una distribución de

probabilidadGammacon función de densidad:

ftu)= fiar(a)
a-!u etu>0

y se estimanlos parámetrosde la misma,dadaunamuestraU” = (uy,..., u, }, mediante

el método de máxima verosimilitud. Para ello se buscan los máximos (&) del

logaritmode la funciónde verosimilitud:

L(U’;a,/3) =
1

n.—.Lna—nLn(T(a))+
fi
(1

+1—
yfi

queresultanserla soluciónde la ecuación:

1 &(P(a))L()

f’(a) óa

ÉLn(u)
Ln(¿7j)— ‘‘ =0

n

querequieremétodositerativosparasuresolución,y fi:

/3 tu . u
a

]{ZLn(u
fil

4

269
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Se obtiene para la muestrade 6300 observaciones(el 10% del total) las

estimaciones 6 = 0,83479 y /3 = 50,5234.Al realizarel Test ~2 de la bondad de

ajuste, una vez agrupadas las observacionesen 184 intervalos paraque la frecuencia

empírica no seainferior a cinco, seobservaque:

~2 z(ncEí) ~Qfl7Ofl>~122O~2

por lo que no puede aceptarseque el retardo en la notificación sigue una distribución

Gamma con los parámetrosestimados, haciéndosenecesario buscar una ley de

probabilidad que representemejor a la distribución empírica.

La representacióngráfica de la distribución de frecuenciasde dicha variable esla

siguiente:

GRAFICO VI.!. DISTRIBUCIÓN DE FRECUENCIAS DE LA VARIABLE RETARDO
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El gráficoanteriorayudaa centrarel problemade estimaciónde dichavariable.

Se observaque una mixtura de distribucionescompuestapor una distribución de

probabilidadGamma,una distribuciónnormal y una distribución exponencialpuede

aproximarsea ladistribuciónempíricadel retardo.La funciónde densidadde la misma

es:

f(u;O) = p1 g,(u;a,/1)+p2 g2(i¡,y,a)+p3 g,(u:2) (VI.3)

donde:

{ ¡

g,(u;a,/3)= fiar(a) uOle ~ u >0 (VI.4)

O u=O

(u—p)’

g«u;ya) tu 1 e- 2(0 (‘4.5)
a2’r

y g3(u;2)=j”~ U>O (‘4.6)

Laestimaciónde los parámetrosde la funciónde densidaddefinidaen (VI.3) se

obtienepor el métodode máximaverosimilitud aplicandoel algoritmo EM descritoen

el Capítulo III, partiendo de los valores iniciales de los parámetros
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Cadaiteracióndel algoritmo, dadaslas estimacionesQ(P} dc los parámetros,

constade dos pasos. En el primero, el paso E, se calculan las probabilidades“a

posteriori” de la siguienteforma:

j4m)g~(U;Q(flI)) ¡<=1,2,3, j=1,2,...,mi

p(rn>(k/u,)

donde f(u,;O~’~2) y g~(fl
1;Q(fl)) (¡<=1,2,3) son las funcionesde densidaddefinidas

en (VI.3), (VI.4), (VIS) y (VI.6) respectivamente.

En el segundopaso,el pasoM, seestimanlas proporcionesde la mixtura:

1

mi ¡-1

y los parámetrosde las distintas componentes.Respectoa la primeracomponente,la

distribuciónGamma,resolviendolas correspondientesecuacionesnormales,seobtiene

en primer lugar a~n¡+¡) como soluciónde la ecuación,obtenidamediantela aplicación

del algoritmo deNewton-Raphson:

C 1

Á+LnALnB±Ln(a)T(a)

fi

A=ZP(1/u~), B=Zu.,
J=

4

5(T’(a)) =0

óa

P(1/u,) y C=ZLn(u,)P(]/u,)
i=1

siendo:
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y a partir de dicho valor, ¡J¿n+!) seobtienede forma sencillacomo:

u,P(l/u,)
¡
34tfl+I) _ 1

EP(1/u,)
.1 =

ti

u ,P(2/u,)

ÉP(2/u,)

Respectoa los parámetrosde la segunday terceracomponentesse obtienende

la formaexplicadaen el CapítuloIII como:

p(rn+/) — ____________________

(tu
tu-$

~u~P(’3/u»
j=J

El algoritmo es convergente,resultandolas siguientesestimacionesde los

parámetrosqueaparecenen la funciónde densidad(VI.3):

= 0,2997,a =0,58235, fitull3,62 751

ftP(’3/u,)
.1=!

= 0,1946, ~~=4O,O9Q22, a =12,2826 y (VI.7)

— ((rn+I) )2 y

EP(2/ u!)
1=1
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p
3 =0,5057, 2 =0,03477

cuya representacióngráfica es:

GR FICO VI.2. FUNCIÓN DE DENSIDAD DE LA VARIABLE RETARDO
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Una vez estimados los parámetros de la niixtura es necesario realizar un

contraste de la bondad de ajuste para comprobar que, efectivamente,la distribución de

probabilidad elegida representade forma adecuadael retardo con que los siniestrosson

notificados a la entidad desdeel momentode su ocurrencia. Tanto con el contraste ,~2

como con el contraste G
2 se llega a la misma conclusión pudiendo aceptarse la

hipótesis nula de que el retardo sedistribuye segúnla mixtura definida en (VI.3). En el

contraste ,,¿~ 2 seagrupan los datos en 168 intervalos resultando el valor critico del Test

K= ~ = 189,42 que secompara con el valor empírico ~2 =160,92. Si se realiza el

contraste G2 de la razón de verosimilitud resulta G2 =62,72<Ktuzk
7 198,15, lo que

nos lleva de igual forma a aceptar la hipótesisnula.
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Se ha estimadode estaforma la distribución de probabilidad de la variable

retardo,informaciónfundamentalparaevaluarla expresión(‘4.1) que proporcionael

valor de la provisiónparasiniestrospendientesde notificación.
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VI.2.2. INTENSIDAD DEL PROCESO DE POISSON

Sesuponeque el númerode siniestrosque tienenlugaren el intervalo (O, tj en

la carterade pólizas es un proceso de Poissoncuya intensidades una función del

tiempo,2(1).

Suponemosademásqueel retardocon quedichossiniestrossonnotificadosa la

entidadno es superiora dosaños,730días. Utilizando la distribuciónde la variable U

estimadaanteriormentese obtiene que la probabilidadde que un siniestrose notifique

con un retardosuperiora 730 díases0,000137 lo que corroborala hipótesisasumida.

Portantosepuedesuponerque no existensiniestrosocurridoslos cuatroprimerosaños

que aún no han sido notificados a la entidad, teniendo así información completa

respectoal númerode siniestrosocurridosendichoperiodo.

Se utiliza estainformaciónpara estimar la intensidaddel procesode Poisson

asociadoa dichossiniestros,pudiendoproyectarestainformaciónal momentoen que

se quiere calcular la provisión dado que la evolución de la siniestralidad es

proporcionalal númerode aseguradoscomo seha comprobadoen unajustelineal en el

que resulta un coeficientede correlacióndel 92,1%. La representacióngráfica del

númerode siniestrosocurridosen función del númerode aseguradoses:
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GRAFICO 113. NUMERO DE SINIESTROS EN FUNCIÓNDEL NUMERO DE

ASEGURADOS
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El número de aseguradosse puede ajustar mediante funciones polinómicas del

mismo tipo que las utilizadas en la estimaciónde la intensidad. Un polinomio de grado

tres representa, con un coeficientede correlación del 99,9%, el número de asegurados

en función del tiempo:

A(í) =~J61,67+26,91q±0,OS9.í2

con representacióngráfica:
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GRAFICO 114. NUMERO DE ASEGURADOSENFUNCIÓN DEL TIEMPO
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La intensidad del procesode Poissonresulta ser una función del tiempo, 2(t), que se

puedeajustar a un polinomio de grado dos con un coeficientede correlación dcl 92,4%

con representacióngráfica:
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GRAFICO 115.INTENSIDAD DEL PROCESODE POISSON
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En el periodo consideradola estimaciónde dicho polinomio es

2(t) = L631±0,0252•t+3,102•10642

o Observada

O Cuadrática

(V.b)

expresiónque seutilizará más adelantepara calcular el importe final de la provisión.

0 1000 2000 3000

279



VI. Un nuevométodopara el cálculode la provisiónbasadoen
procesospuntualesy mixturas de 4k~hihuciones

VI.3. ESTIMACIÓN DEL COSTE DE SINIESTROS

Se debeestimar tambiénla esperanzade la variable Z(t, u) que representael

costede los siniestrosocurridosen el instantet y notificadoscon retardou. Estudiamos

en primer lugarsi dichavariablees independientedel tiempo que los siniestrostardan

en serregistrados.

Si serealizael contrastede independenciaque utiliza el estadístico~ 2 como

medidade las desviacionesentrelos datosde la muestrarepresentadosen unatablade

contingenciay la hipótesisnula de que ambasvariables son independientes,resulta

paraun nivel de significacióndel Soo y una vez agrupadoslos datos en una tabla de

contingenciade dimensión 13x7 para que la frecuenciaempíricano sea inferior a

cinco:

2 r (¿za —E,»2 =86,431<92,8083=,4=K
E.

,=1 j=!

Sc calcularála provisión al finalizar

ha propuesto, la información referente a

notificado antes del momento de calcular

efecto de la inflación, estimándose el

independenciade u como:

el sexto año por lo que se utiliza, como se

todos los siniestros cerrados que se han

la provisión, para poder no considerar el

coste medio de los mismos, dada la

E[Z« u)]= E[ZÚ)]=30. 492,34 (VI.9)
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VI.4. CÁLCULO DE LA PROVISIÓN

Si se considerala variable t representando los días en que han ocurrido los

siniestros,el sextoaño de desarrolloesel intervalo [1827; 2192], que incluye un año

bisiesto.

La provisión para siniestros pendientes de notificación, aplicando la fórmula

(VI.2) es:

2192 ~D

psP= j.
!827 2192—’

donde las distintas componentes del integrando se han estimado mediante las

expresiones(VI.3) a (VI.9).

Es decir, la variableretardosigueuna distribuciónde probabilidadcuyafunción

de densidades la mixturade distribuciones:

f(u;O) = 0,2997.g1(u;on/3)+0,1946‘gj’u¿u,a) ±0,5057g2(u;2)

siendo:

g1(u;a,/3)=
1I (113,6275])OSS23S

1

12,2826
e

1(0,58235)

o

(u—40,09922j’
2(12,2826)’

o 38225—!u e 1136275! u>0

u=0
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yg(u2)={003477C u>0
O u =0

la intensidad del proceso de Poisson que representa el número de siniestros ocurridos

en el instante 1 es una función 2(t)=1,631±0,0252.t+3,]02.10
6 .t2 y la cuantía

mediade los siniestroses, teniendoen cuentala independenciade estavariable del

retardoen la notificación,E[ZÚ)]=3U 492,34ptas.

Resolviendola integralanteriorresultael valorestimadoparala provisión:

PSP= 55.274.866pts.

Se ha desarrolladopor tanto un nuevo método global para el cálculo de la

provisiónque puedeserutilizado como alternativaal métodoindividual, tal y como se

estableceen el nuevo Reglamentode Ordenacióny Supervisión de los Seguros

Privados(Real Decreto2.486/1998,de 20 de Noviembre). Este método deberáser

contrastadocon el métodoindividual de cálculo,para lo que esnecesarioconocerel

volumen de primas del periodo, información no disponible en la base de datos

utilizada.

La ventajade estemétodo es que, a pesarde la complejidaddel mismo, su

aplicacióna efectosprácticosresultasencilla,utilizando el algoritmoEM paraestimar

los parámetrosde la mixtura,y la informaciónnecesariasepuedepresentaren unahoja

de cálculo. Además, permite referir la provisión a cualquier año de partida y de

valoraciónde la misma.
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En definitiva, se obtiene un modelo de la siniestralidadde la compañíaque

contempla el tiempo que tardan en registrarselos siniestrosmediante el uso de

mixturas de distribucionescomo marca del procesode Poissonque representael

númerode siniestrosocurridos.
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Conclusiones

La importanciadel estudio de la siniestralidaden la EntidadAseguradorase

manifiestapor las característicaspropiasy específicasde la actividaddesarrolladapor

la misma,actividaddestinadaacubrir riesgos.

El estudiode las variablesque intervienenen la siniestralidad.costey número

de siniestros,mediantela Teoríadel RiesgoColectivo, en contraposicióna la Teoría

del Riesgo Individual, permitedeterminarel costetotal al que tiene que enfrentarsela

compañíade seguros.Si se estudiael comportamientoestadísticodesde el punto de

vistade la Teoríadel RiesgoIndividual, por el TeoremaCentraldel Límite, la ganancia

o pérdidatotal de la empresade segurosesaproximadamentenormal si el númerode

pólizasessuficientementegrande.Esto no siempreescierto como sedemuestraen la

aplicacióna un casoprácticodesarrolladaen la TesisDoctoral.No podemoslimitarnos

aunaúnicadistribuciónde probabilidad,como ladistribuciónnormal,pararepresentar

el costede todoslos siniestrosquetienenlugaren la carterade pólizas.

LaTeoríadel RiesgoColectivopor el contrario,introducemodelosgeneralesde

probabilidadpara modelarel costetotal de la siniestralidady permite, además,dar

respuestaa preguntastalescomo cuál es la probabilidadde ruinade la compañíaen un

momento determinado,o en el futuro, preguntaa la que no respondela Teoría del

RiesgoIndividual.

La distribuciónde siniestralidadayudaademása medir la solvenciafinanciera

de la entidadaseguradoraal identificar a la empresacon la cartera de segurosque

poseey haceposibleponerprecio(prima)a los distintosriesgoso pólizasde la cartera.
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Como alternativaa las aproximacionesclásicasexpuestasen el Capítulo II, se

utilizan mixturas de distribucionesparamodelarlas variablesaleatoriasasociadasa la

siniestralidad.La ventajade la utilización de dichasdistribucioneses la ausenciade

hipótesis rigurosas, necesariasen las aproximacionesclásicas para estimar los

parámetrosqueaparecende lasiniestralidadtotal.

Existendiferentesmétodosde estimaciónde los parámetrosque aparecenen las

mixturas de distribuciones. De ellos, se ha utilizado el método de máxima

verosimilitud que, mediantela aplicación del algoritmo EM adaptándoloal caso de

mixturas de distribuciones,proporcionauna estimaciónde los parámetrosde forma

sencilla.

La ventaja de este método de estimación sobre el resto radica en las

propiedadesde los estimadores de máxima verosimilitud que además de ser

consistentes,sedistribuyenasintóticamentecomo una normaly en la implementación

del algoritmo EM en una hoja de cálculo. La utilización de estemétodoen lugar del

métodode los momentosfacilita la estimaciónde los parámetrosde las mixturas. El

método de los momentos planteala dificultad de la solución de los sistemasde

ecuacionesnecesariosparaobtenerlas estimaciones.

La definición de mixturas de distribuciones de Poisson, exponencialeso

normales permite representar de forma adecuada las variables aleatorias que

intervienenen la siniestralidad.A partir del planteamientogeneralde la estimaciónde

los parámetrospor máxima verosimilitud es posible, mediante la aplicación del
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algoritmo EM, obtenerestimacionesde los parámetrosde las mixturas utilizadasde

forma sencilla

En concreto,con los datosutilizados parailustrar el planteamientoteórico, se

observaque una mixtura de dos distribucionesde Poissonmejoraen gran medidael

ajustequesi se consideraunaúnicadistribuciónde Poisson.Unaúnicadistribuciónde

Poissonno sepuedeaceptarcomo válida paramodelarel númerode siniestros,como

pruebanlos contrastesde bondadde ajusterealizados.Se puedenutilizar mixturasde

distinto númerode componentescon distribuciónde Poisson.Finalmente,seelige una

mixturade trescomponentesparamodelarel costede los siniestrosquetienenlugaren

la caderade pólizasen lugarde otrade cuatrocomponentesporqueen esteúltimo caso

se complicalaexpresiónde la funciónde cuantíasin mejorarel ajuste.

En el estudio de la cuantía de los siniestros, de nuevo, la mixtura de dos

distribucionesexponencialesmejorael ajusterealizadoa unasola distribuciónaunque

no se puedeaceptarcomo distribución del coste de los siniestros. Si se incluyen

ademáscomponentesnormales, la mixtura definida se aproxima al coste de los

siniestrosdadoque los contrastesde bondadde ajustepermitenaceptarlacomo válida.

Se elegirá una mixtura de dos distribucionesexponencialesy tres distribuciones

normalescomo distribucióndel costede los siniestros.El usode un númeromayor de

componentes,ademásde complicar la función de densidad,no mejora de forma

significativa ladistribuciónelegida.
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Si se estudia la siniestralidad total se observa que la aproximación normal no es

válida, haciéndose necesario el uso de una mixtura de componentesnormalesque

mejore dicha aproximación. Son necesariascuatro distribuciones normales para

representarel costetotal de los siniestrosque tienen lugar en la carterade pólizas.

Incrementarel númerode componentes,al igual que ocurreen los doscasosanteriores,

complicalaexpresiónde la funciónde densidadsin mejorarel ajuste.

Como consecuencia,se debe comentarque el uso novedosode estetipo de

distribucionesno sepuedeobviarenunacompañíade seguros.En generalsemejoran

las aproximacionesclásicas,lo que permiteel mejor conocimientode la siniestralidad

con todaslas consecuenciasque ello implica como establecermedidasque garanticen

la solvencia,un preciomásadecuadode las primasconformeal serviciode protección

queofrecela entidadaseguradora,mejorarla tomade decisiones,etc.

Además,el uso de este tipo de distribucionesno requierehipótesissobre la

distribución del númerode siniestrosparaconstruirla función de siniestralidadtotal.

Se puede utilizar, por tanto, con independenciade la distribución del número de

siniestros. En concreto, el número de siniestrosocurridos en la cartera de pólizas

analizadano sigueunadistribuciónde Poissonsimple,sino queseajustaa unamixtura

de distribucionesde Poisson.

Es importantetambiénestudiarla siniestralidaden un ambientedinámico. El

conocimiento de esta distribución, en cualquier instante de tiempo, permite a la

compañíaaseguradoraconocercon qué recursosha de contarparahacerfrente a los
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gastospor siniestros.La empresaaseguradoradebe mantenerpara ello un adecuado

gradode solvenciaque se ve afectada,por el lado del pasivo, por las reclamaciones

efectuadaspor siniestros.

Para conocerpor tanto qué parte de sus recursosdebe destinara pagospor

siniestros ocurridos en un determinadoejercicio que se cierra, se calculan las

provisiones técnicas.Entre ellas destacanlas provisiones para prestaciones,que

incluyen la provisión parasiniestrospendientesde liquidación o pago y la provisión

para siniestrosno declarados,ademásde los gastos internos de liquidación de los

mismos, porque el nuevo Reglamentode Ordenacióny Supervisiónde los Seguros

Privados hace especial referenciaa las mismas, en el artículo 43, al permitir la

utilizaciónde métodosestadísticosparasucálculo.

En relaciónal cálculo de la provisión paraprestaciones,comentarque existen

múltiples métodosestadísticosbasadosen distintashipótesise incluyendodiferentes

variablesquepuedenseraplicadosparadeterminarla cuantíade la misma. La Entidad

Aseguradoradebedecidir, en función a la información disponible, el método más

adecuadoy fiable quepermitaestimarla provisión.

Los métodos basadosen procesosestocáticospermiten el estudio de la

siniestralidaden un ambientedinámico y por tanto, referir la provisión a cualquier

periodo de origen, sin necesidadde modificar la función de siniestralidadni de

hipótesisadicionalessobrela misma. La metodologíaque seincluye en el CapítuloV

proporcionala baseteóricanecesaria,que incluye las herramientasnecesariaspara su

289



Conclusiones

aplicaciónal cálculode la provisión. El uso de procesosmarcadospermiteincluir en la

función de siniestralidadcualquiercaracterísticaespecificade los siniestros,pudiendo

considerarmixturasde distribucionesen las mismas.

En el métodopropuesto,basadoen procesosde Poissonmarcados,seincluye el

estudio del retardo en la notificación de los siniestros desde el momento de su

ocurrencia (U). Esta variable es fundamental en el estudio dinámico de la

siniestralidad, un conocimiento lo más preciso posible de la misma permitirá

determinarel porcentajede siniestrospendientesal finalizar el año.

Se demuestraque dichavariable,en el casoconcretoanalizado,se ajustaa una

mixtura de distribucionescon unacomponenteGamma,unanormaly unaexponencial,

mejorandoaproximacionesadistribucionesclásicas.Estamixtura mejora,porejemplo,

la aproximaciónde la variable U a una distribución Gammade probabilidady la

estimaciónde sus parámetros,de la misma forma que en casosanteriores,resulta

sencillasi se aplica el métodode máximaverosimilitud mediantela implementación

del algoritmoEM.

Ladeterminaciónexplícitade la funciónde densidadasociadaa dichavariable,

junto con la estimaciónde la intensidaddel proceso de Poissonque representael

número de siniestros que tienen lugar en la cartera de pólizas, proporciona una

estimacióndel númerode siniestrospendientesde notificaciónal finalizar un ejercicio

determinado.La inclusióndel costede los mismospermitecalcularel valor final de la

provisiónparasiniestrospendientesde declaración(IBNR).
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Debido a la actualidad del tema tratado, en parte por la modificación dcl

Reglamento de Ordenación y Supervisión de los Seguros Privados que permite a las

entidades aseguradoras la utilización de métodos estadísticos para el cálculo de la

provisión para prestaciones, quedan muchas líneas de investigación abiertas. A

continuación se presentan las de mayor interés.

Es necesario, al igual que se ha hecho con los procesos de Poisson marcados,

plantear una revisión metodológica de los métodos dinámicos basados en procesos de

Markov, para el estudio de la siniestralidad y su aplicación al cálculo de las

provisiones, como generalización de los métodos descritos en el Capítulo V.

Se necesita además, un estudio exhaustivo de procesos estocásticos que se

comporten como martingalas. De esta forma es posible incluir en los modelos de

siniestralidad toda la información que la compañía de seguros tiene sobre los siniestros

hastael momentoenel quesedeseacalcularla provisión.

Una metodologíaadecuadaque permita identificar, entre todos los métodos

existentesparael cálculo de laprovisión, los másadecuadosa las carterasde pólizase

información que una empresade segurosposee,permitirá a la entidadaseguradora

conocerqué métodosde estimaciónde las provisionesaplicar en cadamomento,

aunquecambienlas característicasde las carteras.

Dadala funciónsocialque estetipo de empresastiene, al ofrecerun serviciode

seguridadfrenteal riesgoa los clientes,esesencialcontinuarcon estetipo de estudios

quegaranticenel adecuadofuncionamientode la actividadaseguradora.
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Anexo

ESTIMACIÓN DEL COSTE DE LOS SINIESTROS

GRAFICO ¡11.6.PROPORCIONES ACUMULADAS PARA LA DISTRIBUCIÓN

LOGNORMAL
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GRÁFICO 111.7. PROPORCIONESACUMULADAS PARA LA DISTRIBUCIÓN DE

PARETO
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GRÁFICO III. 8. PROPORCIONES ACUMULADAS PARA LA DISTRIBUCIÓN DE

WEB ULL
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GRÁFICO 111.9,PROPORCIONES ACUMULADAS PARA LA DISTRIBUCIÓN

GAMMA

Gamma gráfico P-P de COSTE
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GRÁFICO 111.10.PROPORCIONESACUMULADAS PARA LA DISTRIBUCIÓN

EXPONENCIAL

Exponencial gráfico P-P de COSTE
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