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Presentacion

Una de las decisiones maés dificiles de las que han de tomarse a la hora
de escribir una memoria de Tesis Doctoral es cémo estructurarla. Al
- final he decidido hacerlo tal como a mi me gusta que esté edificado
cualquier texto o libro cientifico que deba leer, esto es, construyendo
los resultados, mas que citdndolos para luego demostrarlos. No sé si
una memoria de Tesis Doctoral ha de tener valores pedagdgicos, pero
si que ha de ser lo més clara posible. Esta ha sido mi intencién en todo
el proceso de escritura. Con este objetivo, que espero haber rozado al
menos, la disposicién de los contenidos es como sigue.

El primer capitulo es una breve introduccién histérica, centrada so-
bre todo en los inicios de la utilizacién de métodos topoldgicos en fisica.
Algunos de los problemas que se plantearon, hace mds de un siglo,
cientificos de la talla de Kelvin, Maxwell, Faraday o Tait ain siguen
abiertos, y el presente trabajo de investigacién puede encuadrarse en
este contexto.

En el segundo capitulo se presenta una cantidad fisica, definida para
todo campo vectorial solenoidal, y llamada helicidad, que da cuenta
de la topologia de las lineas de fuerza de tal campo. Se repasard su
significado y sus aplicaciones, dado que serd utilizada en el resto de la
memoria. '

El capitulo tercero desarrolla la investigacion respecto a la helicidad
en el contexto de la teoria de Maxwell en el vacio. El resultado funda-
mental de este capitulo es una relacién entre los aspectos topolégico y
corpuscular de la teorfa.

En el cuarto capftulo, como eje central de la memoria, se intro-
ducen los nudos electromagnéticos y el modelo topoldgico del electro-
magnetismo basado en ellos. La ventaja fundamental de este modelo
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sobre la teoria de Maxwell estandar es la aparicion de reglas de cuan-
tizacidén topoldgica para la helicidad v la carga.

El capitulo quinto estd dedicado a la obtencién y estudio de algunos
nudos electromagnéticos explicitos. Este trabajo exige trabajar con
técnicas de teoria de grupos y fibraciones no triviales, que seran, por
tanto, introducidas aqui.

En el capitulo seis se aplican las ideas de los capitulos anteriores para
proponer un modelo tedrico que explica el fenémeno natural conocido
como rayo bola. Esta aplicacidn se presenta como un ejemplo de la
posible utilizacién de los nudos electromagnéticos en problemas de la
fisica macroscopica.

En el dltimo capitulo, el séptimo, se resumen las conclusiones de
la memoria, y también se hace un listado de algunos de los problemas
abiertos, a los que espero poder dedicar tiempo a partir de ahora.

Madrid, 9 de Mayo de 1997.
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Capitulo 1

Introducciéon *

1.1 Sobre los origenes de la interrelacion
entre topologia y fisica

La conexién profunda que existe entre geometria y fisica estd bien es-
tablecida desde las teorias del campo electromagnético de James Clerk
Maxwell, en 1873, y del campo gravitatorio de Albert Einstein, en 1916.
El paso siguiente es una conexioén entre topologia y fisica, algo que no
debe resultar excesivamente sorprendente pues, en palabras de Michael
Atiyah, “tanto la topologia como la fisica cudntica van desde lo con-
tinuo hacia lo discreto” [1]. Realmente, la idea de aplicar los métodos
topoldgicos en fisica es tan vieja como la propia topologia {2, 3}.

Ya en 1833, en una nota breve, Karl Friedrich Gauss, ademas de
lamentar la falta de progresos en la “geometria de la posicién” (esto es,
la geometria situs, como entonces era llamada la topologia), propuso un
ejemplo de la relacién entre topologia y cantidades fisicas observables,
en este caso las corrientes eléctricas [4]. En su ejemplo, Gauss considera
dos circuitos de corriente inseparablemente enlazados, cada uno de ellos
formado por un alambre de cobre con los extremos unidos, y relaciona
la. accién magnética inducida por las corrientes con un numero entero

que depende sélamente del tipo de enlace. Este nimero entero es el
invariante topolégico que hoy conocemos como niumero de enlace. La
férmula de Gauss, asf como los primeros estudios en topologia, realiza-
dos por Johann Benedict Listing en 1847, motivaron a cientificos tan
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importantes como Lord Kelvin (por aquel entonces, ain conocido por
su verdadero nombre, William Thomson), James Clerk Maxwell y Pe-
ter Guthrie Tait. Ademds, el trabajo de Hermann Helmholtz, en 1858,
sobre el movimiento de las lineas de vorticidad, hizo posible aplicar
las nuevas ideas topoldgicas a la mecdnica de fluidos. Helmholtz es-
tablecié que, en un fluido ideal (sin viscosidad), dos anillos cerrados de
vorticidad que estén enlazados seguirdn siempre enlazados.

Lord Kelvin, como muchos otros, estaba buscando una teoria de la
materia elemental. La traduccién de Tait del trabajo de Helmholtz so-
bre la vorticidad le supuso una poderosa inspiracién. En 1868, propuso
un modelo [5] en el cual los 4tomos eran nudos o enlaces de las lineas de
vorticidad del “éter”, un medio fluido ideal eldstico en el cual se suponia
que estaba “sumergido” el Universo, a los que aplicé los teoremas de
Helmholtz. Kelvin comprendié, en una combinacién considerable de
perspicacia matemadtica e intuicidn fisica, que tales nudos y enlaces de-
bian ser extremadamente estables, como lo es la materia. Por otro
lado, las multiples formas en que las curvas se pueden enlazar unas con
otras, o bien autoenlazarse (anudarse), ofrecian una explicacién para
la gran variedad de elementos quimicos. Incluso el éter, que rodeaba
a estas lineas de vorticidad, podria tener una topologia compleja, con
agujeros vacios y canales cerrados inaccesibles. Kelvin escribia sobre
esto con un entusiasmo increfble, describiendo en gran detalle las im-
plicaciones fisicas que tendria un éter topoldgicamente complejo 6, 7].
Desde nuestra actual perspectiva, podemos afadir a la estabilidad y la
variedad otras dos importantes cualidades de la materia, no conocidas
en el tiempo de Kelvin. Una es la transmutabilidad, la habilidad de
los 4tomos para formar otros de tipo diferente por efecto de reacciones
nucleares, que podria relacionarse con la ruptura y reconexion de las
ifneas de vorticidad. La segunda es el espectro discreto de la energia
atémica, que es una caracteristica de las configuraciones no triviales de
los campos vectoriales.

La idea revolucionaria de Kelvin, es decir, la descripcién de la fisica
fundamental a través de propiedades topolégicas, no sélo motivé los
primeros estudios sobre la existencia y estabilidad de los enlaces de las
lineas de vorticidad, sino estimulé el interés de muchos de sus distin-
guidos colegas y amigos. Aunque Tait no tuvo éxito en la bisqueda
experimental de anillos de vorticidad enlazados, el modelo de Kelvin



le impulsé a escribir la primera tabla de nudos y enlaces, similar a la
moderna tabla periédica de los elementos. Su clasificacién, repleta de
belleza e intuicién, es una de las piedras angulares del nacimiento de la
topologfa moderna [8]. Incluso, influido por el interés de Maxwell en los
trabajos de Gauss y Listing, Tait tratd, en 1876, de medir por medios
electromagnéticos algunas propiedades topoldgicas, como el nimero de
enlace. Algunas de las conjeturas de Tait respecto a las propiedades de
los nudos y los enlaces fueron, mucho tiempo después, rigurosamente
refrendadas. Sin embargo, a pesar de su interés cientifico, el estudio de
los nudos v los enlaces cayé en el olvido por mucho tiempo. Ha-sido, de
nuevo, su interrelacién con la fisica lo que ha relanzado esta rama de las
mateméticas. Entre estas nuevas aplicaciones de la topologia, por su
importancia ha de destacarse la construccién de lo que se conoce como
teorias cudnticas de campos topolégicas [9]-[15], como, entre otros, ha
propuesto Edward Witten, que puede abrir el camino a una compren-
sién mas profunda de la fisica cudntica.

Aunque el suefio de Kelvin no tuvo continuidad, seguramente en
gran parte debido a la falta de desarrollo tanto de la topologia como de
la fenomenologia atémica (no obstante, existen importantes analogias
con la moderna teoria de cuerdas), su trabajo fue bésico en el desarrollo
de los métodos topolégicos en mecénica de fluidos {16]. En 1969, un
articulo de Henry Keith Moffatt {17] establecié nuevas conexiones entre
fiuidos ideales y topologia, basandose en la interpretacion, en funcion
de nudos y enlaces de las lineas de vorticidad del fluido, de un nuevo
invariante del movimiento del fluido ideal, conocido como helicidad,
v que se define como la integral del producto escalar de la velocidad
v la vorticidad. De este invariante, y especialmente de sus aspectos
electromagnéticos, se hablard en los capitulos 2 y 3 de esta memoria.

1.2 La topologia del electromagnetismo:
lineas de campo |
Las lineas de fuerza, tanto eléctricas como magnéticas, eran muy reales

para Michael Faraday, el cientifico que propuso por primera vez la idea
de campo. Desde su punto de vista, forjado en muchas horas de trabajo



en el laboratorio, estas lineas tenian que ser tangibles v concretas, pues
los experimentos indicaban claramente que algo muy especial ocurria a
lo largo de ellas, un tipo de perturbacién del espacio de una naturaleza
que ain habia de ser comprendida [18|. El punto de vista de Fara-
day se mantuvo durante una buena parte del Siglo XIX, como puede
comprobarse por los muchos intentos de explicar las lineas de fuerza
en términos de las lineas de velocidad y de vorticidad del éter. Du-
rante un largo tiempo, los fenémenos electromagnéticos se supusieron
manifestaciones del movimiento del éter, que podria ser eventualmente
comprendido gracias a los avances en mecanica de fluidos que hemos
comentado en la seccién anterior. De acuerdo con esta opinién, las
lineas de fuerza estaban asociadas a particulas del éter, y tenian, por
tanto, la realidad de la sustancia material, aunque ésta era de una clase
muy especial.

El propio James Clerk Maxwell estuvo de acuerdo con esta inter-
pretacién de las lineas eléctricas y magnéticas {19, 20, 21} (y, como
ya se ha comentado, con el modelo del dtomo de Kelvin), pero luego
cambié de opinién, al escribir su monumental Treatise on Electricity
and Magnetism {22}, tras el cual, debido al desarrollo del dlgebra y la
geometria diferencial, las lineas de fuerza fueron relegadas a segundo
plano, siempre por detrds de los conceptos de tensor electromagnético
y cuadripotencial vector. Sin embargo, méds que ningin otro, Maxwell
percibié las implicaciones fisicas de la topologia. El mismo prélogo de
su Tratado estd empapado de ideas topoldgicas, y de reconocimiento al
trabajo de Faraday:

“ _Faraday visualizaba lineas de fuerza que atravesaban todo el es-
pacio donde los matematicos sélo vefan centros de fuerza que actuaban
a distancia; Faraday veia un medio donde ellos sélamente veian dis-
tancia; Faraday buscd la fuente de los fendmenos a partir de acciones
reales que se llevaban a cabo en el medio, mientras aquéllos quedaron
satisfechos con haberla encontrado en el poder de accién a distancia
presente en los fluidos eléctricos.”

Maxwell desarrollé las ideas originales de Listing respecto a las re-
giones miltiplemente conexas, para estudiar la relacién de la electrici-
dad y el magnetismo con las fuerzas y los potenciales. Se dié cuenta de
que, si expresaba una fuerza localmente conservativa como el gradiente
de una funcién potencial, entonces esa funcidn estarfa bien definida
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(serfa univaluada) sélamente dentro de una region simplemente conexa.
Ademsds, por otro lado, ofrecié un excelente ejemplo sobre un caso par-
ticular de la férmula de enlace de Gauss para tubos magnéticos enlaza-
dos, en el capitulo dedicado al magnetismo.

Actualmente, es una opinién generalizada que el estudio del campo
electromagnético requiere consideraciones topoldgicas, espacialmente
para esclarecer ciertas propiedades que se observan en los experimentos.
Algunos ejemplos de este hecho son el efecto Aharonov-Bohm [23, 24]
y el efecto Hall cuantico 25, 26]. Adn asi, la riqueza de la topologia de
las lineas de campo, en funcién de sus posibles nudos y enlaces, esta,
en gran parte, por explorar.

1.3 Modelos topolégicos

También es considerable la creciente aparicién de modelos con leyes de
conservacion de origen topoldgico. El motivo que subyace en muchos
de estas tentativas maneras de estudio de los campos fisicos estd en la
posible eliminaciéon de algunos de los problemas existentes en la fisica -
cuantica a través de la no linealidad de las ecuaciones cldsicas, nece-
saria para tener cargas topoldgicas. El mds simple de estos modelos
es la ecuacién seno-Gordon, en donde la ley de conservacion topold-
gica se basa en el grado de una aplicacion de la circunferencia § Yen sf
misma, que es siempre un nimero entero. La extensién del mecanismo
de obtencién de cargas topoldgicas de la ecuacidn seno-Gordon a tres
dimensiones permitié la construccién del llamado modelo de Skyrme
[27, 28, 29, 30], en el cual existen solitones topoldgicos y corriente con-
servada, cuya carga toma valores enteros iguales al grado de una apli-
cacién entre esferas tridimensionales. Como el propio Skyrme explica
[31], tenia tres motivos para proponer tal modelo: unificacién, renor-
malizacién, y lo que llama “problema de los fermiones”. Su skyrmion,
es decir, el solitén bdsico del modelo, seria un bosdn fundamental a
partir del cual se formarfan todas las particulas, y, ya que toda teoria
topoloégica ha de ser no lineal, existirfa la posibilidad de eliminar los
infinitos de la teoria cuantica.

En este contexto se enmarca la aparicién, en 1989, de un modelo
topoldgico para el electromagnetismo, debide a Antonio Fernandez-
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Rafiada, basado en la dindmica de las lineas de campo eléctricas y
magnéticas, y cuyas cantidades bdsicas son dos campos escalares com-
plejos, a los que se les suministra contenido topolégico a traveés de las
compactificaciones de sus espacios de partida y de llegada, y también
de las ecuaciones no lineales que obedecen. El estudio del electromag-
netismo a través de este modelo pone de manifiesto ciertas propiedades
topolégicas de las ecuaciones de Maxwell en el vacio, que pueden resul-
tar interesantes para la mayor comprensién de algunos aspectos de la
cuantizacién del campo electromagnético.



Capitulo 2

La helicidad de un campo
vectorial

2.1 Introduccién. Objetivos del capitulo

En este capitulo quiero recopilar los resultados sobre la helicidad que
luego se necesitardn a lo largo de esta memoria. Responde esto a que,
tanto en el modelo topolégico que se presenta en los capitulos 4 y 5,
como en sus aplicaciones a la fisica macroscdpica, que veremos en el
capitulo 6, aparece la helicidad como protagonista inesperada, en el
primer caso como carga topoldgicamente conservada del modelo y en
el segundo como responsable de la efectividad de la botella magnética
que mantiene el plasma confinado.

Pero la helicidad de un campo vectorial solenoidal no es, ni mucho
menos, una cantidad nueva en ffsica. Fue usada por primera vez por
Woltjer, en 1958 [32], en relacién con plasmas astrofisicos. Moreau [33]
(ver también [34]) probé la conservacién de esta cantidad para ciertos
flujos en dindmica de fluidos, y percibid, en una nota a pie de pdgina,
su significado topoldgico, pero fue Moffatt [17] quien acufié el término
helicidad y reconocié por primera vez este significado. Desde aquel
momento, la helicidad ha estado presente en todo tipo de contribuciones
sobre plasmas, dindmica de fluidos y electromagnetismo, ademds de
articulos més matemadticos referidos a su significado topoldgico.

Esta cantidad de informacidén, en contextos a menudo tan diferentes,
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hace necesaria una unificacién de las notaciones y los resultados, de
manera que se clarifiquen para su uso posterior. Este es el objetivo de
las secciones 2.2, 2.3 y 2.4 de este capitulo. En la seccién 2.2 presento
la helicidad de un campo vectorial sin divergencia y estudio, de manera
especial, la invariancia “gauge” y temporal de la helicidad magnética.
Los resultados sobre las condiciones de invariancia “gauge” motivan la
seccion 2.3, dedicada a la relacién entre helicidad y topologia, el aspecto
que més pretendo resaltar en la parte recopilatoria del capitulo (y que
menos claro me parece en muchas de las referencias, debido sin duda a
que autores diferentes usan diferentes nombres para el mismo concepto,
y a veces el mismo nombre significa cosas distintas para cada cual). La
seccién 2.4, sobre las aplicaciones fisicas de la helicidad, responde al
doble objetivo de dar un breve vistazo a aspectos que no volveré a
tocar y de establecer cierto nexo con el capitulo 6.

2.2 Definicién de la helicidad

En esta seccién se introduce la helicidad en el sentido general, para
todo campo vectorial sin divergencia. Los ejemplos fisicos més usuales
son el campo de vorticidad de un fluido y el campo magnético en la
teoria de Maxwell. El primero nos da una visién intuitiva del con-
tenido dindmico de la helicidad a través del teorema de Chasles, pero
nuestro interés esté en el segundo. Tras introducir las unidades y nota-
ciones que usaremos para el campo electromagnético, nos centraremos
en dos cuestiones: la invariancia temporal y la invariancia “gauge” de
la helicidad magnética. El problema de las transformaciones “gauge”
en dominios miltiplemente conexos, que sera brevemente visitado a
través de un ejemplo, nos indicard la necesidad de estudiar con mds
profundidad la topologia de las lineas de campo y su relacién con la
helicidad, motivando lo que serd la seccién 2.3.

2.2.1 Definicién

Sea X(r), r € D, un campo vectorial real, definido en una variedad
tridimensional D, es decir, X es una aplicacion

X:D— R, (2.1)



Decimos que X es un campo solenoidal o sin divergencia cuando se
cumple que V - X = 0. En tal caso existe, al menos localmente, otro
campo vectorial en D, llamado potencial vector Y (r), de tal manera
que X =V x Y.

Para ver si el potencial vector estd definido globalmente en D, hemos
de visitar la cohomologia real de las variedades en las que estd definido el
campo vectorial solenoidal [35, 36, 37]. Los resultados sobre los grupos
de cohomologfa seran utilizados a lo largo de toda la memoria, asi que
es conveniente resumirlos aqui.

Asociamos a X una 2-forma diferencial real X, definida en D.
En este contexto, X es solenoidal cuando la derivada exterior de X
es cero, dX = 0, o lo que es igual, X es una forma cerrada. La
igualdad X = V x Y es equivalente a que X sea una forma exacta
X = dY, donde Y es una l-forma en D. Sea Z7(D) el espacio de las
r-formas cerradas en D, y B"(D) el espacio de las r-formas exactas.
Claramente, todas las formas exactas son cerradas (dd = 0), asi que
BT(D) C Z"(D), pero el reciproco no es cierto en general. El espacio
cociente H"(D) = Z7(D)/B"(D) se llama r-grupo de cohomologia de
la variedad D. Por tanto, para que toda r-forma cerrada sea exacta
se ha de cumplir que H"(D) = 0. Esto es cierto cuando se cumplen
las condiciones establecidas por el lema de Poincaré, basado en el mds
general teorema de De Rham. Aunque no entremos en ello, podemos
dar el resultado para las formas que nos interesan. Es el siguiente.

i) Sir = 1y D es una variedad simplemente conexa, entonces
HY(D) = 0. Una buena regla, aunque sélo intuitiva, para calcular
el primer grupo de cohomologia de una variedad D es pensar en la
dimensién de H!(D) como el namero de “agujeros” de la variedad, pero
hay que clarificar lo que se entiende aqui por “agujero”. Por ejemplo,
si D = R? — {0}, es decir, D es el plano real al que le quitamos el
origen, ocurre que H(R? — {0}} = R, que tiene dimensién 1. Sin
embargo, H'(R® — {0}) = 0. En el primer caso, al quitar el origen del
plano R?, toda curva cerrada que rodee al origen no se puede contraer
de manera continua a un sélo punto, porque hay un agujero. En el
segundo caso, dado que estamos en R3, podemos “saltar” el origen al
contraer la curva cerrada, asi que un sélo punto no es un agujero para
R3 en este contexto, sino que se requiere , al menos, eliminar toda una
linea cerrada para tener un agujero de R3.
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ii) Si r = 2 y toda superficie esférica interior a D se puede contraer
de manera continua a un punto, entonces H?(D) = 0. Para r > 1
es muy util la férmula de recurrencia H™(S™) = H™"'(R™ — {0}) =
H™ (5™ 1), Por ejemplo, H2(5?) = H*(S') = R.

iii) En los casos de uso més corriente en los que D es R™ o 57,
tenemos que H™(R") =0 parar # 0,y H'(S") =0 para 1l < r < n.

Se define la helicidad del campo sin divergencia X(r) en D como la
integral

h(X, D) =fDX-Y & (2.2)

En lo que sigue, a menudo escribiremos A({X), o simplemente k, siempre
que no exista posibilidad de confusién.

Tal como estd, la definicién (2.2) de la helicidad de X depende
explicitamente de la eleccién del potencial Y. Si Y es un potencial
vector del campo sin divergencia X, entonces el potencial Y + V f es
también posible, dado que V x Vf = 0. Las condiciones bajo las
cuales la helicidad es invariante “gauge”, es decir, no cambia frente a
estas posibilidades de eleccién del potencial vector, serdn investigadas
al final de esta seccién. Otra cuestidén a sefialar es la posibilidad de
que el campo vectorial real X dependa del tiempo. En este caso la
aplicacién (2.1) se puede tomar como

X:DxR— R, (2.3)

v, en general, la helicidad (2.2) dependerd del tiempo. Evidentemente,
en los casos mas utiles las ecuaciones de movimiento de X implican,
como veremos, que no se dé esta dependencia de la helicidad con el
tiempo. |

Existen dos contextos fisicos, a menudo relacionados entre si, en los
cuales la helicidad (2.2) ha resultado especialmente util:

i) En mecanica de fluidos, si identificamos Y con la velocidad del
fluido v(r,¢), y X con la vorticidad w = V x v, tenemos

h{iw,D) = va w &, (2.4)

llamada helicidad de vortices.
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ii) En fisica del plasma y, en general, en electromagnetismo, es muy
comin la helicidad magnética

h(B,D):/DA-B &Pr (2.5)

Si bien es necesario especificar que el significado de la helicidad
(2.2) estd intimamente ligado a la topologia de las lineas de campo de
X, cuestién que trataremos en la seccién 2.3 de este capitulo, no es
menos cierto que ya podemos establecer algunas pistas que motiven
su posterior estudio. Por ejemplo, es conocido que el rotacional de
un vector mide su rotacién alrededor de cada puhto, de modo que la
cantidad XY es una medida de la rotacién de Y alrededor de s{ mismo
.y, por tanto, la helicidad de X da cuenta del trenzamiento o rizamiento
relativo de las lineas de campo de X y de Y [38].

Para explicar esto mejor, es util mirar desde el punto de vista de
la helicidad de vértices {2.4). El movimiento de algin elemento de
volumen dV de un fluido es una superposicién de una deformacién
pura, una traslacién uniforme de velocidad v y una rotacién de tipo
sélido rigido cuya velocidad angular est4 relacionada con la vorticidad,
pues es w/2 [39]. En el movimiento tipo sélido rigido podemos aplicar
el teorema de Chasles [40, 41, 42]. Este nos dice que este movimiento
se puede ver como una traslacién seguida de una rotacién, de manera
que €l eje de rotacién sea paralelo a la traslacién. Como resultado,
el movimiento es de tipo helicoidal o de tornillo. La cantidad v - w
es constante en los puntos del elemento de volumen 4V, y mide este
atornillamiento del movimiento. En consecuencia, la cantidad (2.4)
es la suma del atornillamiento de todos los elementos de volumen del
fluido.

2.2.2 La helicidad magnética: condiciones de in-
variancia temporal '

La teoria de Maxwell del electromagnetismo se define en un espacio
cuadridimensional de tipo minkowskiano D x R, donde D serd una
variedad tridimensional, que tomaremos como R? o algiin subconjunto
de R3. Antes de entrar en cuestiones sobre la helicidad, repasemos las
unidades y notaciones que se utilizaran. '
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Emplearemos las convenciones [43]
vt = (UO:V) = g,uuvy y Yu = (UG, _V) = QFWUV , (26)

para todo cuadrivector v* en el espacio de Minkowski, donde el ten-
sor métrico g,, = ¢g** es la matriz diagonal con elementos no nulos
(1,—1,—~1,—-1}. Para las derivadas con respecto al cuadrivector de
posicion z#* = (¢t r), usaremos la notacién

apfma_f, a”f:,?—_f__' (2.7)

 Oae dx,,

Aqui, ¢ es la velocidad de la luz, de manera que todas las z* tienen di-
mensiones de longitud. Generalmente, se usaran letras griegas para los
indices espaciotemporales (0, 1,2, 3), y letras latinas para los indices pu-
ramente espaciales (1,2,3). Ademds, excepto donde se especifique ex-
plicitamente lo contrario, se empleard la convencién de suma de indices
repetidos. Como unidad de accién, tomaremos la constante de Planck
normalizada 7, tan buena como cualquier otra para una teoria clasica
de campos. Con estas especificaciones, podemos ya definir las unidades
naturales, que se empleardn en esta memoria, como aquellas en las
cuales i = ¢ = pg = ¢p = 1, donde py y €g son, respectivamente, la
permeabilidad magnética y la constante dieléctrica del vacio.

En términos del cuadripotencial vector A* = (A% A), la accién de
Maxwell-Lorentz para la electrodindmica en presencia de un cuadrivec-
tor corriente eléctrica j#(z) se escribe

Aeim ='] (—iFyu(w)FW(z) +Ay(g:)j#(m)) diz | (2.8)

donde el tensor antisimétrico de intensidad del campo electromagnético
F,. esta definido a partir del cuadripotencial A* como

Fo = 8,A, — 8,A, (2.9)

(la convencién de signos no es universal). Las ecuaciones de movimiento
de Lagrange para la accion (2.8) son

B P =¥ (2.10)
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y, ademds, se satisface idénticamente la igualdad
eHP0 Y, Foe =0, (2.11}

sin més que introducir A#*. La cantidad ¢**? es el tensor totalmente
antisimétrico, que definimos a partir de la condicidn egi23 = 1, y cuyos
indices suben o bajan con la métrica del espacio de Minkowski g, asi
que, por ejemplo, £91?® = —1. Las ecuaciones anteriores tienen una
contrapartida en funcién de cantidades tridimensionales, que denotare-
mos con letras en negrita. Asi, se definen los campos vectoriales tridi-
mensionales eléctrico, E; = F'°, v magnético, B; = -%Eiijjk, donde
45 = £7% es el tensor completamente antisimétrico en la variedad es-
pacial tridimensional D, con métrica euclidea (nétese la diferencia con
€wpo). En funcién de A* = (4% A), tenemos

dA  _ 4
= T VA

B = VxA, (2.12)

de forma que las ecuaciones (2.10) quedan

V-E=j", (2.13)
0E '
VxB-— a =j s
y las identidades (2.11) son
V-B=0, (2.14)
JB
VxE~+ —(-9? =0.

Los campos electromagnéticos definidos con esta normalizacién se dice
que estdn medidos en las unidades de Heaviside-Lorentz [44]. Las ex-
presiones de los campos eléctrico y magnético (2.12) son invariantes
frente a las transformaciones “gauge”

Aulr,t) — Au(r, t) + 9,A(r, ) , (2.15)

para cualquier funcién A definida en D x R.
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Dado que B = ¥V x A, se define la helicidad magnética como
h,m:/ A-B &r . (2.16)
D

Si usamos las derivadas temporales de los campos A y B que, a partir
de (2.12) y (2.14) son

oA ~-E-VAY,

ot )

B

— = —-UxE 2.17
o xE, (2.17)

encontramos la evolucién temporal de la helicidad magnética (2.16),
dada por la expresién

ifA-B d3r=—2fE-Bd3r—/ (A°B+ExA)-ndS, (2.18)
dt Jp D oD

donde n es un vector unitario normal exterior a la superficie 8D frontera
de D, vy dS es el elemento de drea de esa superficie. Analicemos las
condiciones de invariancia temporal de la helicidad. En primer lugar,
que la integral superficial del lado derecho de (2.18) se anule depende
de las condiciones de contorno de los campos. Por un lado, es norma
comun tomar B -n = 0 en D, lo que indica que el campo magnético
no escapa del dominio en que estamos calculando su helicidad. Esto es
légico, ya que, como se vera, la helicidad tiene que ver con la topologia
de las lineas magnéticas, asi que no queremos que se “escapen” de la
zona de calculo. Por otro lado, se pide que el sistema sea cerrado {esto
es, E = 0 en #D, ninguna accién atraviesa la frontera de D) como
ocurre, por ejemplo, cuando 8D es un conductor perfecto en equilibrio
con la radiacién, o cuando D es todo el espacio real tridimensional,
cuya frontera se toma idealmente como alguna superficie bidimensional
en el infinito (por ejemplo, un cubo de lado infinito, una esfera de
radio infinito, o un cilindro de altura y radio infinitos), y exigimos a los
campos que la energia total sea finita, es decir, se escogen campos tales
que se anulan en 0D. Esto significa que D es un dominio compacto,
pues todos los puntos del infinito de D, dominio de definicidn del campo
magnético, se aplican en un sélo valor de B, que es el cero. Cuando se
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necesite, se hablard mas de este aspecto. En estas condiciones, el dnico
requerimiento para la conservacion de la helicidad magnética es

[EB&Er=0> L (2.19)
D ot _

La condicién E - B = 0 es una ecuacién invariante Lorentz, es decir, el
valor de la cantidad E - B, en un campo electromagnético, no cambia
frente al conjunto de transformaciones que constituyen el llamado grupo
propio de Lorentz. Los campos electromagnéticos que la cumplen se
llaman campos singulares, pues en ellos la matriz F),, es singular, en el
sentido que

Det(Fp,) =0 . (2.20)

En muchas referencias matematicas, estos campos se conocen como
degenerados (esto se debe al teorema de Darboux, del que hablaremos
en el capitulo 4), y en fisica es muy comiin el nombre de campos de
radiacién para ellos. A lo largo de esta memoria, me referiré a campos
singulares como aquellos que cumplen (2.20).

La condicién (2.19) es mas débil que E - B = 0. De hecho, existe
un ejemplo muy importante de conservacién de la helicidad en campos
no necesariamente singulares, que es el caso de las superficies magnéti-
cas [45, 46, 47]. Las lineas de campo magnéticas se definen como las
trayectorias z; = z;(7) del sistema dindmico

dr{r
dr

= B(r(r),1) | (2.21)

para cada instante . Respecto al sistema dindmico (2.21), caben dos
posibilidades: que no tenga ninguna cantidad conservada, en cuyo caso
es no integrable, o bien que tenga dos cantidades conservadas, en cuyo
caso es integrable. Se puede demostrar que, si tiene una cantidad con-
servada, entonces tiene una segunda. Supongamos que el sistema. (2.21)
es integrable, asi que tiene dos cantidades conservadas, a{r,t) y 8(r,#),
y las lineas magnéticas son las intersecciones de las familias de super-
ficies a(r,t) = constante, 3(r,t) = constante, que estas cantidades de-
finen. Estas superficies se llaman superficies magnéticas del campo B,
y, como se ha dicho, se pueden definir siempre que el sistema dindmico
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(2.21) sea integrable. Por ser o una constante de movimiento, se tiene

gque .
da  OJa dz'
= = =(B.V . 2.22
dr Oz dt ( ) o ( )
y andlogamente para 3. De aqui se sigue que B es ortogonal a los
gradientes de las cantidades o y 3, asi que se puede escribir

B=F(rt)V3x Va . (2.23)
Aplicando la condicién solenoidal de B, se obtierle entonces
B=F{o,3)V3xVua. (2.24)

El campo magnético define las componentes [Fy; del tensor F,,. La
covariancia de este tensor obliga al campo eléctrico a tener la forma
Oo

E = F(o, 3) (at V3 - %—f\_/’a) —va®, (2.25)

para alguna funcién A” de las coordenadas del espacio que no depende
del tiempo. La integral de E - B resulta, entonces,

fELB d3r=—fV(A°B) d%«:-/ AB.ndS=0. (2.26)
D D apD

Nétese que A%(r) ha de ser una funcién univaluada para que se pueda
aplicar el teorema de Stokes en el dltimo paso de (2.26). Ademés, es
necesaria la condiciéon B - n = 0 en 8D, lo cual indica que la superficie
D es, de hecho, una superficie magnética. En el capitulo 4, se hablard
mas sobre las superficies magnéticas.

2.2.3 La helicidad magnética: condiciones de in-
variancia ‘“gauge”

El significado de las transformaciones “gauge” en la helicidad ha sido
estudiado recientemente por Marsh {48, 49, 50, 51], demostrando la
importancia de las consideraciones topoldgicas al tratar con campos
vectoriales. En este apartado se resumen las caracteristicas bésicas de
este estudio a través de un ejemplo.
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La helicidad magnética introducida por una transformacion de tipo
SA(r,t) = —VA(r,t) es _

Shm = —fDVA-B & = —/ V- (AB) dr . (2.27)
D

Supongamos primero que D es un dominio simplemente conexo. En
este caso, recordando lo que hemos visto sobre el lema de Poincaré al
principio de esta seccidn, el grupo de cohomologia H'(D) es trivial y,
consecuentemente, dado que V x VA = 0, ocurre que A esta definida
en D de forma global (es una funcién univaluada). Por tanto, se puede
aplicar el teorema de Stokes a la dltima integral de (2.27), y resulta

Shm = — AB-n dS =0, (2.28)
. Jap

Es decir, la helicidad magnética es un invariante “gauge”, con las condi-

ciones de contorno usuales, B-n = ( en 8D, para dominios simplemente

CONEexos.

Pero, ,y si el dominio espacial D no es simplemente conexo? Las
consecuencias de este hecho pueden extraerse a partir de un ejemplo.
Sea D el espacio interior de un toro, de tal manera que 8D, la superficie
del toro, es una superficie magnética. Como existen lineas cerradas que
recorren el interior de un toro tales que no se pueden contraer a un
punto (todas aquellas paralelas al eje del toro, por ejemplo), D no es
un dominio simplemente conexo en este caso, y esto se refleja en que, al
aplicar a (2.27) el teorema de Stokes, hemos de contar con un término
de “correccién”. Asi, (2.28) cambia a

Sl = ~[ AB-n dS — [ [A]B-n dS, (2.29)
aD 51

donde S, es la superficie de corte del toro que se necesita para que f
sea univaluada (figura 2.1), y [A] es el “salto” de A en 5, es decir, si
el valor de A en cada cara de la superficie de corte Sy es A(+) y A(—),
entonces [A] = A(+) — A(—). Si eliminamos la superficie 5;, entonces
nuestro volumen es topoldgicamente equivalente al volumen interior de
un cilindro. En este cilindro, la integral de VA a lo largo de cualquier
curva cerrada es cero, de manera que A es univaluada en el cilindro.
De esta manera, todas las “patologias” introducidas por la condicién
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Figura 2.1: El volumen del toro D, con la seccién de corte necesaria
para que A sea univaluada, y una trayectoria cualquiera para el cdlculo
de [A].

multivaluada de A quedan atrapadas en la superficie S; ¥ el valor de
[A]. Dado que 8D es una superficie magnética, la primera integral del
lado derecho de (2.29) es nula, o sea que nos queda

Sho = —/S [A]B -n dS . (2.30)

Veamos cédmo calcular esta integral [52]. Para calcular [A], necesitamos
una trayectoria de integracién que recorra el toro, tal como C en la
figura 2.1, v que corte a S;. En general, para dos puntos p; y pz en D,
la diferencia en el valor de la funcién A es

A(pg) - A(p1) = o VA dr . (231)

Si la trayectoria de integracion es cerrada y no corta a la superficie 5,
(2.31) es cero, con p; = pa, como hemos explicado algo mds arriba, pero
si la trayectoria corta a S, como es nuestro caso, tenemos

[A] = fCVA-dr = A(+) —A(=) £0 . (2.32)

Demostremos ahora-que [A] es constante en S7, es decir, que podemos
tomar cualquier trayectoria C' y sacar [A] fuera de la integral (2.30).
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Figura 2.2: El circuito usado para demostrar que {A] es constante en la
superficie de corte 5. )

Para ello, tomemos dos curvas C1, Cy que recorran el interior del toro
una vez, cortando la superficie S, y dos arcos que conecten estas dos
curvas por encima y por debajo de Sy, a una'distancia infinitesimal de
esta superficie (figura 2.2). Vamos a integrar VA a lo largo de la trayec-
toria cerrada resultante. Las contribuciones de las conexiones en cada
cara de S; se cancelan, de forma que, por el teorema de Stokes (apli-
cable fuera de S;), podemos reemplazar la integral en esta trayectoria
por la integral de V x (VA) sobre la superficie encerrada por 'y — Cy,
que es nula. De aqui, la integral de VA en C es igual a la de Cq, ¥

por tanto [A] es constante en Sy, esto es, A(+) — A(—) no depende del
punto en que se calcula.

~Asi, (2.30) nos queda

6hm = ~[A] [ Bon dS =—[AJor (2.33)

donde @7 es el flujo magnético a través del interior del toro, que es
independiente de la seccién S| usada para calcularlo porque 9D, la
superficie del toro, es una superficie magnética (B -n = 0 en 9D).
Dado que podemos escoger cualquier trayectoria de integracion para
calcular [A], tomemos para C la frontera de Sa, que es el agujero del
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“donut”. Fl resultado es

Ghm = —Pr VA -dr . {2.34)
Jas,
El resultado (2.34) indica que la no trivialidad del dominio espacial
de definicidén del campo magnético causa no trivialidad en la helicidad
introducida por una transformacién “gauge”. Para comprender el sig-
nificado fisico de este resultado hay que tener en cuenta lo que ocurre
fuera del toro.

Supongamos que existe un campo magnético B.r, que es no nulo
s6lamente fuera del toro D, es decir, en R® — D (un estudio de las
condiciones bajo las cuales esta eleccién es posible se da en {53}). Dentro
del toro D, ocurre que B, = 0, de modo que podemos escribir Bey, =
—V xVA, en D. El flujo magnético del campo B, a través del agujero

del donut es
®y =f By dS (2.35)
S2

que no es nulo porque, de hecho, existe el campo B, fuera del toro.
Pero, segiin el teorema de Stokes, el lujo (2.35) es igual a la circulacién
del potencial vector a lo largo de la curva cerrada que acota S, es decir,”

by = — VA-dr . : {(2.36)
a5,
Dado que el flujo &3 no es cero, la tnica salida es que A no sea una
funcién univaluada en D. La ecuacién (2.36) define una funcidn A a
partir del flujo ®s.

Consideremos ahora que existe también un campo interior a D, que
llamaremos B, tal que se anula fuera de D, y sea 0D una superficie
magnética. En todo el espacio R3, existe un campo Byt = Begt + B,
donde By se anula en D, y B se anula fuera de D. La helicidad
magnética del campo By, calculada sélo dentro del toro, es igual a
la helicidad del campo interior B mas un término que, desde el punto
de vista del interior del toro, se debe a una transformaciéon “gauge”
de funcién A multivaluada, definida por la condicidén (2.36). Segin
nuestro estudio de este término “gauge”, la helicidad introducida por
la transformacién “gauge’ era (2.34), que, usando la expresién (2.36)
se puede escribir como

§hpm = Op(B) Oo(Best) = O7(Biror) Po(Bior) - (2.37)
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El equivoco estd, entonces, en la suposicién de que el campo magnético
_ exterior a D no influye en la helicidad dentro del toro, y es precisamente
la ecuacién (2.37) la que nos abre los ojos: la helicidad puede ser, en
este sentido, no “localizable”. Por tanto, para obtener el resultado co-
rrecto sin considerar el comportamiento en la frontera, debemos tener
en cuenta el campo exterior al toro. Si as{ lo hacemos, el dominio deja
de ser multiplemente conexo, aunque estemos calculando sélo la con-
tribucién del interior del toro (es decir, hacemos la integral en la regién
interior). La nocién de “enlace de flujos” que asi aparece la volvere-
mos a ver en la seccién siguiente, al estudiar la topologia asoctada a la
helicidad.

2.3 Helicidad y topologia de las lineas de
campo

El objetivo de esta seccidn es demostrar que la helicidad de un campo
solenoidal estd directamente relacionada con la topologia de las lineas
de campo, de tal forma que sélo una topologia no trivial de estas lineas,
en funcién del concepto de enlace, puede provocar una helicidad no nula.
En primer lugar consideraré el caso de configuraciones de campo senci-
llas, como son los llamados tubos filamentales cerrados. Para su estudio
es indispensable un conocimiento a nivel bésico de la topologia de las
curvas espaciales en R3, es decir, de teoria de nudos, y en especial del
invariante topolégico de enlace. Después de introducir brevemente es-
tos temas, separaré el estudio de las configuraciones de campo en varios
casos, relaciondndolos con diferentes maneras de escribir el invariante
de enlace.

2.3.1 Curvas espaciales cerradas

Un nudoe orientado en R® es una curva diferenciable cerrada, que no se
interseca a si misma y que admite, en cada punto, un vector tangente
no nulo [54], cuyo sentido nos da la orientacién del nudo. Tales curvas
se pueden expresar a través de ecuaciones paramétricas r = r(t), to <
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t < t1, de donde la longitud ! del nudo es

. .
z=/
to

Por || || denotaré la norma euclidea en R?, ||X|| = v X - X. Definimos
el pardmetro natural s como aquel en el cual el vector tangente tiene
moédulo unidad, es decir, satisface la siguiente ecuacién diferencial, que
lo define en funcién de cualquier otro pardmetro ¢,

dr

— |l dt . 2.
" (2.38)

dr

dt

ds = dt (2.39)

Sea dado el nudo en funcién del pardmetro natural, r = r(s), 0 < s < L.
En cada punto de la curva se puede elegir un triedro ortonormal [55],
formado por el vector tangente t = dr/ds (que tiene médulo 1), el vec-
tor normal principal n, definido como el vector aceleracién normalizado
(que es ortogonal al vector tangente si el parametro de la curva es el
natural), v el vector binormal b = t x n. Estos tres vectores satisfacen
las ecuaciones de Frenet,

di:cn,@r—ct—fb,@z—Tn, (2.40)

ds ds ds
donde c(s) y 7(s) son, respectivamente, la curvatura y la torsion de
la curva. Especial cuidado se ha de tener con los puntos de inflexién
{(aquellos que tienen curvatura nula), ya que, si ¢(sp) = 0, pueden no
estar definidas las cantidades 7(sg), n{sq), b(so).

Una cadena (orientada) en R® es un conjunto de dos o mds nudos
sin puntos en comun, esto es, tales que su interseccion dos a dos es
nula, pero que pueden estar enlazados.

En teorfa de nudos [56, 57, 58], se representan las curvas espaciales
mediante diagramas planos, que son proyecciones en el plano del papel.
Es claro que un nudo o una cadena tienen infinitos diagramas planos
posibles, dependiendo de la direccidén de proyeccion. En general, en un
diagrama plano, existiran cruces de curvas, que se llaman vértices. Para
diferenciar el segmento que pasa por encima del que pasa por debajo
en un vertice de un diagrama plano se usa la tipica técnica de “cortar”
el de debajo.
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Figura 2.3: Regla de signos en los puntos de cruce de los diagramas
planos de los nudos y cadenas.

Las orientaciones de las curvas en los diagramas planos vienen dadas
por flechas. De la misma manera, cada vértice p en el diagrama tiene
una orientacién determinada por un signo o(p) que se calcula con la
regla de la mano derecha (figura 2.3). '

Dado un diagrama plano, se define su niumero de cruce W como la
suma de las orientaciones de sus vértices,

W=> op) . | (2.41)

Dada una cadena formada por dos nudos C; y Cs, se define su niumero de
enlace L{Cy,C3) como la semisuma de las orientaciones de los vértices
que son cruces de C; y Cz {no se cuentan los vértices de los autocruces),

1

L(Cy,Co) = 520’(1312) , (2.42)

Pz

En la figura 2.4 se ven los diagramas planos de algunos nudos y cadenas,
junto con sus ntimeros de cruce y enlace (si procede). Nétese que la
ausencia de enlace implica que el nimero de enlace se anula, pero el
recfproco no es cierto, como ilustra la cadena de Whitehead o los anillos
borromeanos que, aunque enlazados en conjunto, no lo estdn dos a dos
[50j. Conviene tener cuidado con esto.
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(a) (c)

Y A

(b) (d)

Figura 2.4: Algunos diagramas planos. (a) Nudo trébol, W = 3; (b)
Cadena de Hopf, W = 2, L{X,Y) = 1; (c¢) Cadena de Whitehead,
W =2, L(X,Y) = 0; (d) Anillos borromeanos, W = 0, L(X,, X;) = 0.
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Figura 2.5: Los tres movimientos de Reidemeister.

En uno de los logros mds notables de la teoria de nudos, Reidemeis-

ter [59] llevé la equivalencia topolégica de las curvas en R® (dos nudos o -

cadenas son topoldgicamente equivalentes cuando se pueden deformar
uno en otro de manera continua) a los diagramas planos. Demostro
que la equivalencia topolégica de nudos y cadenas es igual a la iso-
topia ambiental de diagramas planos, que es la relacion de equivalencia
definida asi: dos diagramas planos son ambientalmente isotopicos si y
sélo si se pueden transformar uno en otro a través de una secuencia de
movimientos de Reidemeister (figura 2.5). Gracias al teorema de Rei-
demeister, podemos ver que el nimero de cruce W, definido en (2.41)
no es invariante topoldgico (porque no se conserva en el movimiento I
de Reidemeister), pero si lo es el nimero de enlace L(Cy, Cy) tal como
hemos definido en (2.42).

2.3.2 La helicidad de dos tubos filamentales en-
lazados y la férmula de Gauss

Para nuestro estudio de la topologia asociada a la helicidad seran itiles
las nociones de tubo magnético y tubo filamental. Consideremos una
pequefia curva cerrada circular C. Se define su tubo magnético [38] como
el conjunto de todas las lineas magnéticas que intersecan C (figura 2.6).
Sea S; umna superficie cuya frontera es la curva C, es decir 85, =C, y
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Figura 2.6: Un tubo magnético.

sea ®g el flujo magnético a través de Sy,
Cbc=fB-ndS=j{A-dr. (2.43)
5i C .

Ahora, sea S5 otra seccion del tubo magnético asociado a C. El flujo a
través de la superficie cerrada formada por Sy, S2 y las paredes del tubo
es cero porque V - B = 0, y el flujo a través de las-paredes del tubo es
nulo por la definicién de tubo magnético. Por tanto, se demuestra que
el flujo interior a un tubo magnético no depende de la seccién usada
para calcularlo. Se define la intensidad de un tubo magnético como el
flujo a través de una cualquiera de sus secciones.

Un tubo filamental es un tubo magnético de seccién tan pequena
que se confunde con un filamento, esto es, que tiende a una séla linea
magnética, pero con intensidad finita. Es, pues, un objeto no real que
nos servird para estudiar-las configuraciones de helicidad de un modo
sencillo y grafico, utilizando las nociones de teoria de nudos que hemos
presentado. .

En el primer articulo sobre el significado topoldgico de la helici-
dad, Moffatt [17] consideré tubos filamentales cerrados no autoenlaza-
dos. Por simplicidad en las férmulas, no se escribird explicitamente
la dependencia temporal de A y B. Supongamos que D, la region
donde esté definido el campo B solenoidal (en lo que sigue, se supon-
dré que B es el campo magnético, pero podriamos aplicar los resultados
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a cualquier campo sin divergencia), es un dominio simplemente conexo.
Entonces, como hemos visto en el apartado 2.2.3, la helicidad es in-
variante “gauge”, y podemos escoger el potencial vector dado por la
condicién de Coulomb, V - A = 0. En este caso, por el teorema de
Helmholtz [60], se puede escribir '

A(r) = . fyz-—;ﬂ d*r' (2.44)

donde V' = (8/8z',...), R =r —r' y R = |R||. Tras manipulaciones
sencillas y aplicando como condiciones de contorno las usuales, B =0
en 6D, la ecuacién (2.44) resulta

1 /‘ B(r') xR

Alr) = —
) =& RS

La helicidad magnética es, por tanto,

- o0 2R
- M/] (1) x BE) - 7 R ;(2.46)

Consideremos ahora la especial situacién en la cual B es cero excepto
en dos tubos filamentales centrados en dos lineas magnéticas cerradas
orientadas no autoenlazadas C y C’, que si pueden estar enlazadas
entre s{ (figura 2.7). Las secciones de los tubos filamentales tienden
a cero, pero tienen intensidades no nulas §®, 6@, respectivamente.
Ademds, debemos suponer que, dentro de cada tubo filamental, las
lineas magnéticas son curvas que se cierran después de dar una vuelta
al tubo y corren paralelas a C y C’, respectivamente. En este. caso,
para cada uno de los campos magnéticos de (2.46) se tiene B(r) d*r =
(B -n dS)dr = d® dr, de forma que la helicidad resulta {recordando
que podemos tener Ias dos situacionesr € C, ' € C' o bien r € C’
r’ € C, lo cual genera un factor 2}

1 ~r |
h'm =246P (S(I), (ZT; };}gr(dr X dr’) . Tr—-—r—-) , (247)

donde la integral entre paréntesis en (2.47) se conoce como integral de
Gauss.

437 . (2.45)
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Figura 2.7: Tubos filamentales orientados, enlazados pero sin autoen-
laces, que no presentan contribucién interna a la helicidad.

Se puede ver que la integral (2.47) coincide con la definicién de
nimero de enlace (2.42), v es por tanto un entero [54, 35]. Para ello,
consideremos la superficie cerrada orientada en R® dada por

CxC:(s8) - (IT(S),I"(S’)) . (2.48)
Sea ahora la aplicacién
f.Cocx¢c — 52
: n_ _r(s) —r'(s’)
(08 = S =ga oy 2

que no se anula porque C y C' no tienen puntos comunes. Entonces,
el grado de f, que es igual al nimero de enlace L{C,C’) por la cons-
truccién {2.49), y que se define como el nimero de iméigenes inversas
de cada punto de la variedad imagen (en este caso, S2) es un nimero
entero dado por la integral de Gauss.

En consecuencia, la helicidad de dos tubos filamentales es, segin la
ecuacion (2.47),

h = 2L(C,C") §® 6®' . (2.50)

En este cdlculo es imprescindible que cada tubo filamental tenga helici-
dad nula por si mismo, y esto estd asegurado siempre que, como hemos
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Figura 2.8: Dos tubos magnéticos enlazados, cada uno de los cuales
" fabricado con tubos filamentales no enlazados. :

dicho, las lineas magnéticas en cada tubo no estén enlazadas. En el
caso de tener varios tubos filamentales cerrados, la helicidad total sera

B, = Z;‘_L(Ce-,oj) §9; 69; , (2.51)
T g7

L{C;, C;) es aqui el nimero de enlace de los filamentos C}, Cj.

El resultado (2.50) se puede ampliar a tubos magnéticos de sec-
cién finita con la condicién de que, en cada uno de ellos, las lineas
magnéticas no estén enlazadas, y que los mismos tubos no estén au-
toenlazados (ver la figura 2.8). Podemos considerar entonces que cada
tubo magnético esta formado por un gran nimero de tubos filamentales
de seccién infinitesimal. As{, cada par de tubos filamentales {(uno de
cada tubo magnético) contribuye a la helicidad total en una cantidad
dada por (2.50), y al sumar sobre todos los pares resulta

B = 2L(C1,Co)®192 (2.52)

donde ®;, ¥ son, respectivamente, las intensidades totales de los dos
tubos magnéticos, y L(Cj, Cq) es el nimero de enlace de dos tubos
filamentales representantes de cada tubo magnético.
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Figura 2.9: Un tubo filamental cuyo eje es el nudo trébol.

2.3.3 La helicidad de un tubo filamental autoen-
lazado y el teorema de Calugareanu

La relacidn entre el invariante de enlace y la helicidad en un tubo fila-
mental autoenlazado ha sido estudiada por Moffatt y Ricca [61, 62, 63,
64], y Berger y Field [65], usando para el tubo filamental un modelo de
cinta.

Buscamos una expresién para la helicidad en un tubo filamental
T construido alrededor de una linea magnética C cerrada. Si el tubo
T presenta autoenlaces (ver la figura 2.9), entonces su eje C presenta
necesariamente una torsién no nula, v tampoco podemos evitar tener
en cuenta el torcimiento de las lineas magnéticas dentro del tubo.
Descomponemos el campo magnético en sus contribuciones paralela
B, y perpendicular By a C en cada punto, B = B, + B;. Cuando la
seccion de T tiende a cero (de aqui la importancia de considerar tubos
filamentales) podemos adoptar un sistema de coordenadas cilindrico
(p, 8, 2) cuyo eje z coincida con el nudo C en cada punto, y suponer
que los campos son de la forma

B, = B.(p)Z,
By, = Byl(p)

Iy

(2.53)

Evidentemente, V - B, = V - By, = 0, asi que podemos introducir
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potenciales vectores separados, B, = V x A;, By = V x Ay, que
escogemos en el “gauge” de Coulomb, V- A, = V- Ay = 0. Las lineas
magnéticas de By, son circulos no enlazados, asi que, por nuestro estudio
previo (apartado 2.3.2)

/Ab-Bb Pr =0, (2.54)
T
y la helicidad total en el tubo filamental es
hm=/TAa-Bad3?“ +2/Aa-Bbd3r. - (2.55)
T

Veamos primero la contribucién axial h, (la primera integral del lado
derecho de (2.55), que s6lo depende del campo axial). Formalmente, es
igual al caso de dos tubos filamentales enlazados, que ya hemos visto,
pero con un sélo tubo. Teniendo esto en cuenta, obtenemos la expresion
limite

_ (6®)2 (dr x dr') - (r —1')
he = _mfc ) — (50)W | (2.56)

i =P

es decir, la contribucién axial a la helicidad es igual al cuadrado de

la intensidad del tubo filamental por el limite de la integral de Gauss

cuando las dos curvas tienden a una, limite que denotamos por W.
Consideremos ahora la otra contribucién de (2.55), que es

hy = 2[TAa-Bb &Pr = QLAg(p)Bg(p) & (2.57)

pues, de las ecuaciones (2.53), A, = Ag(p) g, donde

~ —(pAy) =B ) 2.58
> = (ps) = B(p) (2.58)
Estudiando el cambio en hj bajo un desplazamiento virtual §T(s) del
tubo filamental como consecuencia de variaciones §c(s), §7(s) en la
curvatura y torsién de C [66], se puede demostrar que (el célculo es
largo, y no considero necesario reproducirlo aqui, pero estd hecho con

todo detalle en [62])
hy = (62)2(T +To) (2.59)
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donde 7 es la torsion total de C', normalizada a 27, v definida por

= %fbr(s) ds | (2.60)
v Tp es el numero de vueltas que cualquier linea magnética que recorra
la superficie del tubo T realiza alrededor del eje C'. Este nimero se
conoce con el nombre de nimero de tuerca intrinseco del tubo T (he
traducido por “tuerca” la palabra inglesa “twist”). En conclusién, la
helicidad del tubo magnético es la suma de las contribuciones (2.56) y
(2.59), esto es,

hm = (60 (W +T +Tp) . (2.61)

Para conocer la interpretacién del resultado (2.61) hemos de ir a las
matema4ticas, a conocer el teorema de Calugareanu [67, 68, 69, 70, 71].

Sea C una curva diferenciable cerrada en R3, que no se interseca a
s{ misma, y supongamos que no tiene puntos de inflexion (puntos de
curvatura nula). Sea N un vector unitario normal a €', expresable en
funcién de los vectores normal n y binormal b de la curva C' (2.40)
como

N =ncosa+bsina . (2.62)

Definimos los puntos de una curva Cy paralela a ¢ comory =r +¢N,
donde r da los puntos de C y 0 < ¢ « 1. Asi, podemos tomar C
y Cn como los lados de una cinta cerrada muy estrecha. El feorema
de Calugareanu (o teorema de White, en muchos textos) dice que el
nimero de enlace de las curvas C' y Cy se puede escribir como suma
de tres términos-no invariantes topoldgicos, pero con un significado
geométrico claro,

L(C.Cy) = W(C) + T(C) + To(C,N) , (2.63)

donde:

i) W(C) es el nimero de cruce espacial, en general un ndmero real,
definido por la forma limite de la integral de Gauss

W(C) = ij&}{} (dr x d) - (r = 1) (2.64)

ir ="
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El integrando de (2.64) no diverge, debido a que el limite

lim - =% (2.65)
im ———— =t , .
r—r ||lr — |

est4 bien definido. Las caracteristicas principales de la integral (2.64)
son: depende sélo de la geometria de la curva C; es invariante conforme
(bajo movimientos rigidos o dilataciones del espacio que contiene a la
cinta), pero su signo cambia bajo reflexién; si se pasa desde un cruce
por debajo a un cruce por arriba en algin diagrama plano de €, su
valor cambia en +2. Fuller [70] demostré que W(C) se puede escribir
como el promedio del nimero de cruce W (C') “plano”, dado por (2.41),
sobre todos los posibles diagramas planos de C',

W= (W) . (2.66)

Es sencillo verificar, desde esta expresion, que, si C es una curva con-
tenida en un plano, excepto por pequenos saltos en sus eruces, entonces
W = W, calculando W en el plano de la curva, pero es importante no-
tar que ésta es una situacién muy especial, no generalizable.

i) T(C) es la torsidn total de la curva,

T(C) = 51; §r(s)as (26

De esta férmula, es claro que la torsién total no es un nimero entero.
iii) 75(C, N) es el nimero de tuerca intrinseco o nimero (entero) de

rotaciones que sufre el vector N en una vuelta a ¢
T N) = — § gy (2.68)

2r Jo ds

Remarquemos ahora dos cuestiones. Primero, el unico nimero en-
tero de estos tres es el nimero de tuerca intrinseco, y ninguno de ellos es
un invariante topoldgico, sélo lo es su suma, que también es un entero
(el nimero de enlace). Por tanto, los valores de estas contribuciones
se intercambian durante una deformacién continua de la cinta, de tal
manera que su suma sea constante. Tanto el nimero de cruce espacial
como la torsién total varfan de forma continua bajo deformaciones con-
tinuas de la cinta generada por C' y Cy, siempre que N0 pasemos por
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una configuracién “degenerada” en el sentido de la existencia en ella de
un punto de inflexién, que hemos definido al comienzo de esta seccién
como aquel que tiene curvatura nula. Si pasamos por una configuracion
degenerada, el entero 7 salta en £1, pero también lo hace el entero
W + T en F1, manteniéndose L constante. Este comportamiento estd
asociado al Movimiento I de Reidemeister [62], tal como aparece en la
figura 2.5. Segundo, el teorema de Calugareanu tiene sentido siempre
que la anchura de la cinta, que hemos llamado ¢, sea muy cercana a cero
pero constante, de manera se pueda tomar el limite a una sola curva
' con un vector normal N definido en ella (néfese que, de hecho, el
nimero de enlace no depende de ¢). Por tanto, no intentemos aplicar
estas expresiones a otras configuraciones mas generales.

La suma 7 + Tg se conoce como tuerce total, denotada por Tw, y
tiene la siguiente representacién integral,

1
- = d 2,
Ty ijt{c(Nxt) N (2.69)

donde podemos ver explicitamente cémo depende de la eleccién de N
[72]. La tuerca total tiene las siguientes propiedades: es una funcién
continua de C'; es invariante conforme, pero su signo cambia bajo re-
flexion; es aditivo, es decir, Ty (A + B) = Tw(A) + Tw(B), donde A y
B son dos trozos contiguos de la cinta A + B.

Gracias al teorema de Calugareanu, se llega a que la helicidad mag-
nética en un tubo filamental T, cuyo eje es una curva cerrada ¢’ con
autoenlaces, viene dada por

hm = (60)* L(C,T) , (2.70)

donde L(C,T) es el nimero de enlace del eje C' con cualquier linea
magnética que recorra la superficie del tubo T'.

Para acabar este apartado, damos en la figura 2.10 una imagen gra-
fica del significado de los tres sumandos del teorema de Calugareanu, v
coémo se pueden transformar uno en otro, por deformaciones continuas,
usando una cinta delgada. Estos intercambios corresponden a trans-
formaciones entre sus contribuciones a la helicidad, que ocurren en la
evolucion temporal del campo magnético.
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Figura 2.10: Contribuciones de cruce {a), torsién (b) y tuerca intrinseca
(¢) de una cinta al nimero de enlace.
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2.3.4 Distribuciones continuas de lineas cerradas

El siguiente paso en la caracterizacién topoldgica de la helicidad es
considerar una distribucién continua. Raifiada [38| tomé un dominio
simplemente conexo D, y un campo B sujeto a las condiciones:

i) B es regular y no se anula en el interior de D.

i) Las lineas magnéticas son curvas cerradas.

Bajo estas circunstancias es facil ver que el nimero de enlace de
dos cualesquiera lineas magnéticas no puede depender de las lineas que
escojamos para calcularlo, pues dos curvas cerradas no pueden atarse
ni desatarse bajo deformacién continua. Por tanto, es una propiedad
del propio campo, y lo denotaremos por L(B) (en las circunstancias
dadas por las condiciones (i) v (ii) anteriores). El nimero de enlace
es invariante bajo deformacién continua del propio campo y, en par-
ticular, es constante en el tiempo. De la misma manera, los campos
magnéticos en un dominio D que satisfacen las condiciones (i) y (i) se
pueden clasificar en clases de homotopia, caracterizadas por su nimero
de enlace.

Descomponemos el dominio D en una infinidad de tubos filamen-
tales con intensidades 69;, de tal forma que llenan por completo ia
region D. Por lo que hemos aprendido en los dltimos dos apartados, y
teniendo en cuenta que el nimero de enlace es invariante, la helicidad
magnética en D resulta

hy = L{B) (ZZQ §0; 5®; +Z(5¢)i)2)

i je i
2
= L(B) (Z 5<I>,-) = L(B)®? | (2.71)

donde ¢ es la intensidad total del campo magnético (la suma de las
intensidades de todos los tubos que llenan D).

La demostracién original empieza calculando el flujo magnético a
través de una superficie S acotada por una linea magnética. Dado
que todas las lineas magnéticas han de estar enlazadas .con ella, con el
mismo numero de enlace L(B), se obtiene que

fSB-n iS =L(B)® , (2.72)
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donde ® es la intensidad total del campo. Ahora, tomemos un tubo
filamental T cuyo eje es una linea magnética C, y escojamos una seccién
cualquiera St del tubo. La helicidad es, siguiendo el mismo método que
en el apartado 2.3.2,

hm(T)=]TA-Bd3r=j{CA-dr  B:ndS. (2.73)
T

Aplicando ahora el resultado (2.72), esto es igual a
hm(T) = L(B)® §®71 , - (2.74)

siendo §®1 la intensidad del tubo filamental 7. Si sumamos ahora la
contribucién de todos los tubos, obtenemos el resultado (2.71),

hm = L(B)®? . (2.75)

2.3.5 La helicidad de dos lineas magnéticas no
cerradas y el niimero de enlace asintético

En los tres apartados anteriores se ha visto que la contribucién a la
helicidad de configuraciones de campo sencillas, en las cuales las lineas
magnéticas estdn enlazadas, depende del invariante de enlace de es-
tas lineas. Sin embargo, son posibles configuraciones en las cuales las
lineas de campo no se cierran, sino que evolucionan indefinidamente,
llenando densamente una determinada superficie. El niimero de enlace
que hemos definido no tiene sentido en este caso, de manera que es
dificil evaluar el significado de la helicidad relativa a la topologia de
estas lineas. El método de estudio de estos casos de lineas no cerradas
se debe a Arnold [73], que usé el lenguaje de los sistemas dindmicos
para definir el invariante de enlace del problema. En este apartado se
resumne el resultado de Arnold simplificando al maximo sus argumentos,
por cuestiones de claridad. -

Sea D una variedad tridimensional compacta y simplemente conexa.
Dado un campo magnético en D, sus lineas de fuerza son las trayectorias
del sistema dindmico z(t) cuya velocidad es

w(z(t)) = %gg(t) , (2
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Figura 2.11: El enlace del segmento de trayectoria con una curva ce-
rrada, usando un arco.

es decir, B es el campo de velocidades (2.76), donde, durante este
apartado, t no es el tiempo (que no escribimos), sino el pardmetro de
evolucién de la linea magnética con inicio en z(0) = z € D. Las lineas
magnéticas se suponen no cerradas.

Sea z € D el punto inicial de una linea magnética z(¢). En primer
lugar, Arnold definié el numero de enlace asintético de un segmento
muy grande de esta trayectoria con una curva cerrada +. Para ello
se define una familia de “arcos” A(z,y) que se usan para unir pares
de puntos z,y € D. Se debe asumir que, si z,y no pertenecen a -,
entonces A no interseca v. Como vemos en la figura 2.11, se utiliza
un A(z,y) particular, con 2{0) = z, (T) = y, para formar una curva
cerrada I'p(z) a partir del segmento de trayectoria z(t) correspondiente
ald <t < 7T. Se debe suponer que T es muy grande para que el
segmento de trayectoria sea mucho mayor que A. Sea Lr(z) el ndmero
de enlace de las curvas cerradas I'r{z) y v. Se define el nuimero de
enlace asintdtico de la trayectoria z{¢) con la curva v como

Az) = lim Lr(e)

(2.77)
T—oo ——

El siguiente paso es generalizar (2.77) para el caso de dos trayecto-
rias. Sean z1, 9 € D los puntos iniciales de dos lineas de campo z;{#;),
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con i = 1, 2. Introduzcamos, por el método del parrafo anterior, arcos
A{x;(T), z;) para cerrar los segmentos de trayectoria zi(t),0< ¢t < T}
Si Ly,7,(%1,%2) es el nimero de enlace de las curvas cerradas resul-
tantes, se define el niimero de enlace asintético de las lineas magnéticas

z1(t1) y wa(te) como

L '
Mz, z2) = _ lim Lrny (1, 72)

Ty Thmoe —FrF—

donde se asume que los pardametros T; varian de manera que las curvas
cerradas no se intersecan. :

Para acercarnos a la expresién de la helicidad, introducimos en L
una expresién analoga a la integral de Gauss, es decir, definimos otro
nimero de enlace asintético de las trayectorias z1(t;) y z2(t2}, dado por

) 1 Ty T2 x1(t1) — za(ta)
N(ey, @) = lim / dt / oty ,
(xl CL‘Q) T, Tp—00 477T1T2 0 ! 0 I ||$1(t1) — :132(?52)”3

{2.79)
donde v; son las velocidades de las trayectorias z;(t;)}, es decir, los cam-
pos magnéticos que las definen. Arnold demuestra que, en el limite
Ty, Ty — oc, la diferencia A — A’ es cero, y que el nimero de enlace asin-
tético es independiente del sistema de arcos A utilizados para definirlo.

Ahora, se define el valor medio del mimero de enlace asintético
Az, z3) como la integral de (2.79) a todos los puntos x € D. Para
ello, se hace uso del teorema ergédico de Birkhoff [74}, que permite
dar una medida de integracién apropiada, y demostrar que el resultado
para el valor medio de (2.79) es (introduciendo ya notacién vectorial, y
cambiando la velocidad por el campo magnético)

(2.78)

ry —rs

=g [ [ one (Br) % BE) (2.80)

[r=r|®
donde x es la medida ergédica. La integral (2.80) es la expresién para
la helicidad magnética que vimos en (2.46). Por tanto, el resultado es
que la helicidad magnética es igual al valor medio del nimero de enlace
asintdtico de un par de lineas magnéticas. Si las lineas estan cerradas,
el nimero de enlace asintético coincide con el nimero de enlace clasico,
de manera que el resultado (2.80) es general. Otra cuestién a resaltar
es que no aparecen flujos en la helicidad de un par de lineas magnéticas
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(2.79). Esto ocurre porque las unidades de flujo magnético ya estén in-
troducidas en las lineas magnéticas cuando igualamos campo magnético
y velocidad de las trayectorias.

La conclusién de todo lo estudiado en esta seccidn es que la helicidad
de un campo vectorial solenoidal es una medida del enlace de las lineas
del campo. Incluso si estas lineas no son lineas cerradas, tiene sentido
la nocién de enlace, pues se puede definir un valor medio del nimero
de enlace asintético, que coincide con la helicidad. Por tanto, en el
estudio topoldgico de cualquier campo vectorial con divergencia nula,
la helicidad de este campo serda una cantidad disEinguida.

2.4 Algunas aplicaciones de la helicidad
a problemas fisicos

Después de haber escrito sobre algunas de las principales caracteristicas
dindmicas y topologicas de la helicidad, en esta seccién quiero comentar
brevemente las aplicaciones que han provocado el interés de los fisicos
por su estudio. Tras lo visto en las secciones anteriores, parece claro
que, al utilizar la helicidad en estas aplicaciones, se esta introduciendo
la informacidn topoldgica de los campos vectoriales que estdn presentes
en cada uno de estos problemas fisicos.

En primerrlugar, la helicidad es una cantidad importante para el
analisis de clertos aspectos topoldgicos de los campos electromagnéti-
cos en el vacio. Quizd sea éste el contexto en que mas ha tardado en
aparecer esta cantidad, y de todos modos a él estdn dedicados los si-
guientes tres capitulos de esta memoria. Dejaré, pues, las aplicaciones
a este campo para entonces.

El concepto de helicidad de un campo vectorial solenoidal, y sus
por el momento més cruciales aplicaciones, nacieron en otras areas de la
fisica, como son la mecanica de fluidos, la fisica del plasma y la llamada
teoria de la dinamo magnética. El objetivo de esta seccién es dar un
breve vistazo a estos resultados a la luz de nuestro actual conocimiento
del contenido dindmico y topoldgico de esta cantidad. Por otro lado,
requeriremos, cuando se llegue el capitulo 6, cierta familiaridad con
conceptos basicos de alguna de estas disciplinas, como la aproximacién
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magnetohidrodindmica en plasmas. Es éste un buen momento para
introducirlos.

2.4.1 Dinamica de fluidos

Como hemos apuntado en el apartado 2.2.1, en dindmica de fluidos ha
recibido mucha atencién la helicidad de vértices, que denotaremos por

hvzf v.w dr (2.81)
D

donde v(r,t) es el campo de velocidad del fluido, w = V X v es la
vorticidad, y D es un volumen de fluido que se mueve con el flujo, y
que supondremos compacto y simplemente conexo. Por lo comentado
en la seccién 2.3, ya sabemos que la helicidad de vértices (2.81) se
interpreta topolégicamente en funcién del concepto de enlace de las
lineas de vorticidad del flujo. Ahora, en primer lugar veamos cémo se
conserva en el tiempo para ciertas clases de fluidos.

La primera referencia sobre esta cuestién es de Moffatt [17], en 1969.
El consideré un flujo ideal, sin efectos viscosos, y tal que la presién
p(r,t) es funcién tinicamente de la densidad p(r,t), esto es, p = p(p), el
proceso termodindmico es isotérmico. En estas condiciones, la ecuacion
de movimiento del flujo es el siguiente caso particular de la llamada
ecuacion de Navier-Stokes,

ad =-V(h+U}, (2.82)
dt

donde U es un potencial para las fuerzas exteriores por unidad de masa

del fluido {por tanto, las supondremos fuerzas conservativas), h es la

integral h = [dp/p, y se define la derivada convectiva o derivada de

Stokes de una cantidad que depende sélo de la posicion y el tiempo, a

partir de la regla de la cadena, como

a_29
dt Ot

Ademds, tenemos la ecuacién de continuidad para la densidad de masa
del fluido, ecuacién que se puede escribir como

+(v-V). (2.83)

—_ V-v=0. 2.84
-tV v (2.84)
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A partir de la definicién de la vorticidad como el rotacional de la ve-
locidad, y usando relaciones basicas del calculo vectorial, tenemos que
la ecuacién (2.82) implica

aw
Si despejamos ahora la divergencia de la velocidad en la ecuacién de
continuidad (2.84), se llega a la importante ecuacién

d [w w )
i) =) )

Consideremos una linea de flujo, esto es, una linea de particulas del
fluido que se mueve con él, y sea ér un elemento de longitud de esa linea.
Si v es la velocidad del fluido en un extremo del elemento de longitud, la
velocidad en el otro extremo serd v+(ér-V)v, de manera que d(ér)/dt =
(6r - V}v, que es la misma razén de cambio que la presentada por el
vector w/p en (2.86). Por tanto, se sigue que, si estos dos vectores estan
inicialmente en la misma direccidn, entonces seguiran siempre paralelos
y sus mddulos mantendrin la misma proporcién. En otras palabras, si
dos particulas de fluido estan muy cerca entre si y pertenecen a la misma
linea del campo w/p en algin instante, entonces siempre perteneceran a
la misma linea de campo, v el valor de la cantidad w/p serd proporcional
a la distancia entre particulas. La conclusion es que las lineas del campo
w /p se mueven con las particulas de fluido que estén en ella y son lineas
materiales, lo que se conoce como que estan “congeladas” en el fluido.
El caso particular de un fluido incompresible es especialmente claro:
un fluido incompresible cumple que dp/dt = 0 {por tanto, V -v = 0
también, por la ecuacién de continuidad), de modo que las lineas de
vorticidad son lineas materiales, su topologia y sus enlaces se mantienen
constantes por esto, y asi ha de ser la helicidad de vértices, que sabemos
que da cuenta de estos enlaces. De aqui la importancia de la helicidad
en la clasificacién topolégica de flujos 75, 76, 77, 78].
De (2.82) y (2.86) se obtiene que

Y REL A S (2.87)
dt 7 T 2 ' ’ '
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donde v? = v - v. Ahora es facil probar que

dhoy d(v-w) 3
= /— pd?‘=
dt D dt p

'U2
— A ‘ndS = ,
/60(2 h U)wn S =0, (2.88)

con la necesaria condicién w - n = 0 en la superficie convectiva dD.

La invariancia de la helicidad de vdrtices con el tiempo, para este
tipo de flujos, también se puede establecer desde un punto de vista
cercano al usual en teoria cldsica de campos, usando el teorema de
Noether y técnicas de teoria de grupos (79, 80, 81, 82]. Es éste un
ejemplo del creciente acercamiento de las herramientas tipicas de la
teoria de campos a la dindmica de fluidos.

En el contexto de la dindmica de fluidos, la helicidad, asi como la
energfa, se conserva sélo para flujos ideales y, en general, no se conserva
en presencia de efectos viscosos. Este comportamiento de la helicidad
esta asociado a la ruptura y reconexién de las lineas de vorticidad, es
decir, al cambio de su topologia [83]. Pero, mientras que la viscosidad
conlleva siempre una disipacién de la energfa, puede ser responsable de
la produccién o la destruccién de helicidad. Un ejemplo visual prototipo
es la interaccién de dos anillos de vorticidad {pensemos en anillos de
humo de un cigarrillo), en el cual la evolucién de la helicidad total con
el tiempo es un indicador de la interaccién viscosa y de los efectos de
ruptura y reconexién de las lineas de vorticidad.

Otro problema en que la helicidad tiene algo que decir es el de
los fenémenos turbulentos en fluidos [84] que, como es conocido, traen
consigo una cascada de energia, que pasa desde las escalas grandes a
las escalas pequeiias (hasta llegar a las moléculas del fluido), donde por
escala entendemos aquf el orden de magnitud de las distancias sobre las
cuales la velocidad varia apreciablemente con respecto a la velocidad
media. ;Qué influencia tiene una helicidad media no nula’en estos
fenémenos de cascada? Si los afecta, hemos de comprender por qué,
pero si no los afecta, también hemos de saber como se comporta el
fluido para respetar un invariante del caso no viscoso (la energia) pero
ignorar otro (la helicidad).

En el caso de los fluidos incompresibles sin viscosidad, el concepto
de helicidad de vértices se ha generalizado a variedades de dimensién
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mayor que tres. Se ha demostrado que existe al menos una helicidad
generalizada si la variedad es de dimensién impar, como veremos ahora
mismo, y hay un nimero infinito de invariantes integrales de tipo he-
licidad si la variedad es de dimensién par. Tomando el rotacional en
ambos lados de (2.82), Olver [85] demostré que esta ecuacién tiene una
estructura hamiltoniana (ver, por ejemplo, el cldsico de Arnold [86]), ¥
que las degeneraciones del operador hamiltoniano conducen a la con-
servacién de la helicidad. Este resultado fue generalizado por Serre [87]
a espacios R", y mds tarde por Khesin y Chekanov [88] a variedades
arbitrarias de dimensidén impar. En este iiltimo caso, el invariante es

VAdv)™, (2.89)
M
donde M es una variedad de dimensién n = 2m + 1, la velocidad del
fluido viene escrita en funcién de la 1-forma V', y dV es la vorticidad.
Para m = 1 se recupera la helicidad de vértices.

2.4.2 Magnetohidrodinamica

En meteorologia y fisica del plasma, un problema tedrico bésico es el
de un fluido conductor en presencia de un campo magnético. Evidente-
mente, se inducen campos eléctricos y flujos de corriente. Las corrientes
modifican el campo magnético y a la inversa, resultando una interac-
cién compleja de los fenémenos magnéticos y de dinamica de fluidos.
Como veremos ahora, el concepto de helicidad tiene una interpretacién
muy interesante en el caso de la aproximacién magnetohidrodindmica,
que es la aproximacién de conductividad infinita del fluido, ¥y que se
usa en especial en plasmas astrofisicos y fisica solar (como ejemplos del
uso de la magnetohidrodindmica en estos contextos, ver las referencias
(89]-[102)).

Es conveniente repasar brevemente, en primer lugar, cémo se llega a
estas ecuaciones [103]. Supondremos que el fluido es un medio magnéti-
camente homogéneo, isétropo v lineal, de manera que la permeabilidad
magnética y es constante. Ademas, si el periodo de variacion del campo
magnético, dado por la inversa de la frecuencia de Larmor eB/m,,
donde e y m, son respectivamente la carga y la masa del electrén, es
mucho mayor que el tiempo libre medio de los electrones de conduccion,
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podemos déspreciar de las ecuaciones de Maxwell la derivada tempo-
ral del campo eléctrico, y suponer que la conductividad del fluido o
es constante. Este es el caso ideal de un plasma, un gas de particulas
con baja densidad. Las ecuaciones de Maxwell se escriben entonces, en
funcién del campo magnético solenoidal B,

j=VxB=0cu(E+vxB), {2.90)
oB '

Si despejamos el campo eléctrico de la primera de estas ecuaciones y lo
sustituimos en la segunda, se llega a

JB 1
— =Vx{vxB)+—AB . (2.92)
dt o

Por otro lado, hay que tener en cuenta el movimiento del fluido. Ademads
de la ecuacién de continuidad (2.84), éste estd dado por la ecuacién de
Navier-Stokes (2.82) en las condiciones conocidas de fluido sin viscosi-
dad y tal que la presién es funcién inicamente de la densidad {ver el
apartado anterior), pero hemos de afladir ahora el efecto del campo
magnético. Resulta entonces

dv - f
= -V{h+U)+ P (2.93)
donde f = (V x B) x B es la fuerza magnética.

En la aprorimacion magnetohidrodinamica se toma la conductivi-
dad del fluido como infinita, es decir, se supone que el plasma es un
conductor perfecto. Asf{ mismo, por la ecuacién (2.90) esto ha de ser
complementado por la condicién sobre el campo eléctrico

E=Bxv, (2.94)

que lo elimina asi de las ecuaciones de la magnetohidrodindmica ideal.
En resumen, estas ecuaciones son

0A

— = vxB-vA®
ot v '
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0B

1
—(?1 = —(v-V)v—V(h—l—U)-l——(VXB)XB,
at f
% = pV -v—v-Vp.

La ecuacién de variacién temporal del campo eléctrico se puede escribir
también, con ayuda de la ecuacién de continuidad, como

i (B\ (B
“ (;) _ (? . v) v (2.96)

Esta ecuacién es formalmente igual a la hallada en (2.86) para la vorti-
cidad del fluido, de modo que la discusién que se hizo entonces para las
lineas de vorticidad es igualmente vdlida para las lineas magnéticas en
este caso. Como consecuencia, las lineas magnéticas (o, mejor dicho,
las lineas del campo B/p) estdn “congeladas” en el fluido, y son, de
hecho, lineas de particulas materiales. Parece, por tanto, natural, que
ia helicidad magnética se conserve en el tiempo para la magnetohidro-
dindmica ideal, ya que tiene que ver con la topologia de las lineas de
particulas materiales. Teniendo en cuenta las variaciones temporales
de A y B dadas en (2.95), se obtiene

%:_]BD((AO_A_V)(B.n)+(A-B)(v-n)) ds =0, (2.97)

suponiendo que v - n y B - n son cero en la superficie convectiva 9D,
frontera del dominio simplemente conexo D.

~ Por otro lado, es también sencillo verificar, para la aproximacién
magnetohidrodindmica, que

d {B- B 2
(2N =2 v(L-n-u), (2.98)
dt 0 P 2

de manera que la cantidad

f B.v &% (2.99)
D
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es otra constante del movimiento [17], si B-n = 0 en 8D (la de-
. mostracién es completamente andloga a la que se hizo en el apartado
anterior para la helicidad de vdrtices). La helicidad magnética y la
cantidad (2.99) forman parte de un conjunto de invariantes magneto-
hidrodindmicos, que se suelen llamar invariantes de Woltjer [104, 105].
El concepto de helicidad nacié en este contexto y, como veremos, sus
aplicaciones dentro de él son muy numerosas, asi como su significado
topolégico es especialmente claro en funcién del enlace de lineas mate-
riales. . '

" La helicidad magnética juega un papel muy importante en el estudio
de los campos sin fuerza [106, 107, 32, 104, 50], asi llamados porque la
fuerza magnética producida por el campo es cero, debido a que

f=jxB=(VxB)xB=0, (2.100)

es decir, si nos situamos en el caso magnetohidrodinamico, vemos que
el término magnético no aparece en la ecuacién de Navier-Stokes para
el fluido (2.93). La introduccién, en 1954, de este concepto [L06] vino
motivada por sus aplicaciones en el estudio de plasmas astrofisicos,
especialmente en fisica solar [108]-[118]. Se define un campo sin fuerza
como uno tal que satisface la condicion

VxB=JAB, (2.101)

donde A es un escalar, en general funcién de la posicién y del tiempo.
Como veremos, en un sistema en que las fuerzas magnéticas son domi-
nantes y que posee algin mecanismo para la disipacién del movimiento
del fluido, los campos sin fuerza son las configuraciones finales natu-
rales. Esto se comprende bien desde un punto de vista intuitivo, dado
que, cuando la energia es minima no puede transferirse al plasma, hecho
reflejado en la ecuacién (2.100) de la magnetohidrodindmica.

El caso en que X es una constante es especialmente interesante [119,
120, 121], sobre todo en el estudio de la energia magnética contenida en
los campos sin fuerza [122]. En el contexto de la magnetohidrodindmica
ideal, que hemos tratado mds arriba y que supone una conductividad
infinita del plasma, Woltjer {32], al minimizar la energia magnética total
con la ligadura de la conservacién de la helicidad, introdujo un escalar
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A como multiplicador de Lagrange del problema variacional

5 /D 1V x A? - XA - (V x A)] & =0, (2.102)

y encontré como solucién la ecuacién (2.101) con A constante [123,
124, 125]. De esta manera, y de nuevo usando la helicidad magnética,
Woltjer consiguié establecer lo que acabamos de comentar, es decir,
que los campos sin fuerza, con A constante, corresponden al estado de
energfa minima de un sistema magnetohidrodindmico ideal. Posterior-
mente, Arnold [73], a través de una combinacion de las desigualdades de
Schwarz y Poincaré, y utilizando la invariancia de la helicidad, encontré
que la energia magnética esta acotada por debajo por una constante
positiva cuando la helicidad total es no nula, y Freedman [126] vio que
también lo estd si la helicidad es cero, pero sin dar la cota inferior.
De este modo, el trabajo de Woltjer indica que, en muchos sistemas
magnetohidrodindmicos ideales, el estado fundamental de energia mi-
nima con A constante es topoldgicamente inaccesible, debido a la in-
terpretacion topoldgica de la helicidad y a que no existe disipacién en
la magnetohidrodindmica ideal, asi que jcémo se pueden romper las
lineas magnéticas, que son lineas de particulas materiales?

El siguiente paso lo dio Taylor en 1974 (ver las referencias [127, 124,
128, 129]), quien también usé el concepto de helicidad y conjeturd que,
a través de un proceso de relajacidén del campo magnético, se consigue
llegar al estado de energia minima, que es un campo sin fuerza. Taylor
usé un plasma con geometria toroidal, inicialmente en la aproximacion
magnetohidrodinamica. En tal caso, la conductividad es infinita, y se
conserva no solo la helicidad total, sino también la helicidad en todo
tubo magnético (en realidad, en todo dominio interior al plasma y tal
que su frontera es paralela al campo). Ahora, permite al plasma que
se produzcan efectos finitos de difusividad, es decir, el plasma no se
mantiene en conductividad infinita [130], de manera que algunas lineas
magnéticas pueden romperse v reconectarse [131, 132, 133, 134], y la
helicidad en cada tubo magnético pierde su significado. La conjetura
de Taylor es que la helicidad total, en el proceso de relajacion, decae en
una escala de tiempo mucho mayor que la de la energia magnética v el
resto de invariantes de helicidad parciales. Por lo tanto, se puede tomar
la helicidad total como constante durante el proceso de relajacién, y



49

seguir un procedimiento andlogo al de Woltjer. El resultado es que
el estado final de energia minima es accesible, y estd univocamente
determinado, de tal manera que sélo depende de la cantidad A, /®,
donde h,, es la helicidad total v ® es el flujo magnético toroidal (a
través de una seccién cualquiera del toro}, que también se conserva en
el proceso [135, 136]. Este estado final es un campo sin fuerza (2.101),
pero ahora A depende de la posicién, aunque es constante en cada
superficie magnética. La hipétesis de Taylor parece estar apoyada por
los experimentos de confinamiento [50], pero ciertamente conlleva un
problema tedrico fundamental: si los invariantes de helicidad -en cada
tubo magnético interior al plasma pueden cambiar de manera que sea
posible la relajacién, jcémo puede conservarse la helicidad total?. Esta
cuestién, a pesar de haber recibido mucha atencién [137, 138, 139], no
est4 completamente resuelta.

Por ejemplo, para un plasma toroidal ideal se ha establecido [140,
141] la existencia de un conjunto infinite de invariantes dados en la
forma

1
he = —/ X°A B &r (2.103)
2Jp

constantes frente a cierta clase de variaciones ideales de los flujos mag-
néticos toroidal ® y poloidal ¥, donde el flujo-toroidal se calcula, como
hemos dicho antes, a través de una seccién del toro, y el flujo poloidal
es el flujo magnético a través de una cinta cerrada que recorre €l toro,
siendo uno de sus ejes el eje del toro, y €l otro cualquier curva paralela a
la anterior y que recorra la superficie del toro por el camino “largo”. El
escalar y es el flujo helicoidal, definido como x = q¥ — @, donde ¢ es un
nimero racional, que determina la pendiente de la hélice. Kl argumento
se basa en suponer que las variaciones respetan la simetria helicoidal,
de manera que sélo la helicidad magnética hy, que es independiente de
la pendiente g, se conservard cuando se presenten variaciones de esta
pendiente.

El problema de la posible destruccién de otros invariantes de tipo
topolégico, aparte de la helicidad, en el proceso de relajacion, ha sido
tratado por Freedman y Berger [142]. Sus resultados son, en general,
consistentes con la conjetura de Taylor de la relajacién, pero sugieren
que la estabilidad de ciertos tubos magnéticos podria impedir al campo
magnético llegar al estado de energia minima.
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2.4.3 Teoria de la dinamo

Por iltimo, me gustaria resaltar que le helicidad tiene un significado
relevante en el contexto de la teoria de la dinamo, que es la teoria
del crecimiento espontdneo de campos magnéticos en fluidos conduc-
tores [83]. Centrémonos en la dinamo magnetohidrodinamica {143]. El
movimiento turbulento del fluido conductor puede conducir a la gene-
raciéon de un campo magnético o, con mayor precisiéon, a su amplifi-
cacién, y también a su reorientacién. Como vimos en el apartado 2.4.2,
la variacién con el tiempo del campo magnético es

a—B=Vx (va)-&-iAB : (2.104)

at po
Segtin la teorfa del campo medio, introducimos la turbulencia a traves

del cambio
Vi v 46V, (2.105)

donde el valor medio de év es cero. El campo magnético medio res-
ponde con un incremento 6B, que también es nulo en promedio. Pero,
al introducir los valores transformados de la velocidad y el campo mag-
nético en (2.104), aparece un término nuevo en el lado derecho, que
esta dado por

V x (6v x 6B) (2.106)

y este término no tiene promedio nulo. La conclusién es que ha surgido
un campo eléctrico efectivo, que puede desarrollarse en funcién del
campo magnético medio y su rotacional, como

£E=uB -8V xB, (2.107)

cuyos coeficientes o y 3 estdn determinados exclusivamente por las
propiedades estadisticas de la turbulencia y por las propiedades fisicas
del fluido. La ecuacién (2.104) para el campo magnético medio toma

la forma 9B .
~— =aVxB+—VB, (2.108)
at nor

donde la conductividad efectiva o7 es
(v

or
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De esta manera, el coeficiente 3 sirve para reducir el valor de la conduc-
tividad. Pero el coeficiente principal o es de vital importancia, pues da
lugar a la inestabilidad de la dinamo [144, 145, 146]. Si ¢ es no nulo,
es posible el proceso de generacién de campo magnético.

La helicidad magnética no se conserva en la dinamo « porque or
no es infinita. Por tanto, podemos hacer su transformada de Fourier,

h(w) =

1 % ;
—— dt e hop(t) . 2.110

o m(t) (2.110)
En el limite de por pequeno, el coeficiente a es expresable a través de
la siguiente expresién, que lo relaciona, de este modo, con la integral
del espectro de la helicidad,

o= “UTf &ohw) . (2.111)
3 Jo w?

En estas condiciones, la ecuacién (2.108) tiene solucién del tipo campo
sin fuerza V x B = AB si se cumple que |aA| > 1/por.

Para terminar, digamos que, en el otro limite, cuando por tiende
a infinito, la teoria del campo medio tiene muchas dificultades, atn
no resueltas. Este limite es muy importante en contextos astrofisicos,
donde es usual suponer que, tanto o como 3, estdn dados, en orden de
magnitud, por las escalas de velocidad y de longitud de la turbulencia
(vo,lo), ¥ son independientes del valor de por,

a = k’U[) , ﬁ = k’vofo . (2112)

El crecimiento méximo del campo magnético medio ocurre en una escala
de longitud de orden 3/a, pero, si la estimacién (2.112) es correcta,
entonces la inestabilidad del campo medio progresara con mayor eficacia
en la escala I de la propia turbulencia, lo cual entra en contradiccion
con la filosofia de la teoria del campo medio, que separa las escalas de
las cantidades medias de las de las cantidades de fluctuacién.
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Capitulo 3

La helicidad '
electromagnética

3.1 Introducciéon. Objetivos del capitulo

En el capitulo anterior se han resumido los principales resultados sobre
la helicidad, especialmente su contenido topolégico, en funcién del con-
cepto de enlace de las lineas de campo, y se han mencionado algunos
de los contextos en los cuales esta cantidad tiene importantes aplica-
ciones. En particular, se ha analizado la helicidad magnética, que es la
helicidad natural que aparece en la teorfa cldsica de Maxwell. Ademaés,
como se mencioné en la seccién 2.4, la helicidad es también importante
cuando nos restringimos a los campos electromagnéticos en el vacio,
aunque su estudio en este contexto sea muy reciente. En este caso, las
ecuaciones de Maxwell son especialmente simétricas, y esto se refleja
en algunas propiedades especiales de la helicidad. El objetivo de este
capitulo es el estudio de estas propiedades. Lo que sigue estd basado
en nuestras aportaciones a este tema.

En la seccién 3.2 se vera que, debido a la dualidad de las ecuaciones
de Maxwell en el vacio, podemos definir una helicidad eléctrica, que
complementa a la helicidad magnética y tiene sus mismas propieda-
des. La seccidén 3.3 estd dedicada a la helicidad electromagnética, que
se define como la suma de las helicidades magnética y eléctrica de un
campo de Maxwell en el vacio. Veremos que esta cantidad tiene un con-

33
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tenido microscdpico muy importante, que complémenta a su contenido
topolégico. De hecho, se demostrara que la helicidad electromagnética
es la cantidad cldsica formalmente equivalente al operador cudntico de
helicidad, definido como el operador que, al actuar sobre un estado
foténico, cuenta el nimero de fotones con polarizacién dextrégira y lo
resta del niimero de fotones con polarizacién levégira.

3.2 Las helicidades de un campo electro-
magnético en el vacio

La teoria de Maxwell en el vacio es muy especial porque presenta una
simetria llamada dualidad, que se puede resumir diciendo que toda
solucién (E, B) de sus ecuaciones define otra solucién, dada por el par
(—B,E). Esto indica que los campos E y B juegan un papel similar
en la teoria, v podemos definirlos a través de dos cuadripotenciales si-
multdneamente, que han de cumplir las ecuaciones de dualidad. En
relacién con esto, es positivo recordar que son los campos eléctrico y
magnético, v no los potenciales, los observables de la teoria clasica,
debido a que los tltimos estdn definidos excepto una transformacién
“gauge”’. En particular, existe una helicidad eléctrica aniloga a la heli-
cidad magnética que ya hemos estudiado y que, como veremos, satisface
las mismas propiedades. Por otra parte, como un primer acercamiento
al resultado central de este capitulo, que se verd en la siguiente sec-
cién, nos preguntaremos en qué condiciones las helicidades eléctrica
v/o magnética son iguales a la proyeccién del momento angular total
en la direccién del movimiento del campo.
Los contenidos de esta seccidn estdn basados principalmente en los
trabajos [38, 147].

3.2.1 La teoria de Maxwell en el vacio. Dualidad
electromagnética
En un espacio vacio, donde no hay cargas ni corrientes eléctricas, es

decir j#{z) = 0, las ecuaciones de Maxwell para los campos eléctrico
y magnético, medidos en unidades de Heaviside-Lorentz naturales, se
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reducen a
JB
V'B=0,VXE+§=O, ) (31)
dE
V-E:O,Vmegzo, (3.2)

donde E y B se pueden escribir en funcién de un cuadripotencial vector
A¥ = (A% A) como

JA

E=—-—-V4A’ B=VxA. - (3.3)

ot J
Es sencillo verificar que, dadas las definiciones (3.3), las dos primeras
ecuaciones de Maxwell (3.1) son simplemente identidades. En efecto,
sustituyendo (3.3) en (3.1) obtenemos

VB = V. (VxA)=0 (3.4)
9B oA o O
VXE+‘a—t = —Vx—at—+Vx(VA)+b—t-V><A—0

de manera que sélo hay dos ecuaciones dindmicas, que son (3.2). Esto
se ve mejor en el lenguaje de las formas diferenciales en nuestro espacio
de Minkowski. El potencial vector se puede escribir como una 1-forma,

A=A, dz" (3.5)

y el tensor electromagnético F,, = 0,A, — 0,A,, que se corresponde
con las definiciones (3.3) a través de las identidades E; = F% B, =
—1/2 & Fik se puede dar como la llamada 2-forma de Faraday,

1
F = 5 F,, dz* A dz” . (3.6)

La derivada exterior de la forma potencial es la forma de Faraday, como
vemos, '

1
dAd = 8,A, dz* A dz” = 3 Fdz* Ade” =F . (3.7)
Ahora, y dada la propiedad d? = 0 de la derivada exterior,

dF =d?A=0 = "P9,Fp=0, (3.8)
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de la cual se obtienen (3.1). Por tanto, estas ecuaciones son identi-
dades geométricas (o cineméaticas) y no tienen contenido dindmico. La
ecuacion (3.8) se conoce, en términos geométricos, como identidad de
Bianchi [37].

La dindmica del campo electromagnético en el vacio viene dada por
las ecuaciones de Euler-Lagrange que surgen al minimizar la accién de
Maxwell-Lorentz, -

-1
A, = T]FWF“” Az (3.9)

donde la integral se efectia en el espacio de Minkowski, y son
SF* =0, (3.10)

lo que es andlogo a las ecuaciones (3.2) si utilizamos vectores tridi-
mensionales. Es muy interesante dar la expresién (3.10} en funcién de
formas diferenciales, siguiendo los pasos de la ecuacién (3.8). Para ello
es necesario introducir el operador de dualidad o estrella de Hodge *.

Dada una variedad diferenciable M de dimensién n, existe un iso-
morfismo entre el espacio de r-formas en M, llamado Q7{M ), y el es-
pacio de (m — r)-formas Q™77 (M ). Si la variedad M estd provista de
una métrica g,,, el isomorfismo natural entre estos dos espacios viene
dado por la aplicacién

* 1 QT(M) — QT (M) (3.11)

cuya accién sobre una base de Q7(M) es

g

w(dr" N Adztt) =
m —7)!

SRV gL b d-TUH.l Ao ./\d,':ur'ym , (312)

donde g = Det (g,,). Por ejemplo, para la r-forma

1
W= Wy, dzht A - Adatr (3.13)
7!

tenemos que su forma dual es

gl
= m Y ghitirtmon dmf/r-;—l Ao A dwum . (314)
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Si particularizamos para el espacio de Minkowski, tenemos que g = —1
y que m = 4. Si, ademds, estamos interesados en la forma de Faraday,
entonces » = 2. Asi, la ecuacién (3.14) define la dual de la forma de
Faraday, que llamaremos forma de Mazwell, como

1 _
G =+F =7 cuap F* dz® A d | (3.15)
donde se habia escogido el tensor de cuarto orden completamente anti-
simétrico £,,0 de manera que gg123 = 1. En funcién de las componentes

de la forma de Maxwell
1
G = +F = > Gag dz® A dz? | (3.16)

la ecuacidén (3.15) se escribe

1
Gog = 5 Enwad FHe (3.17)
Con estas expresiones, ya estamos preparados para ver inmediatamente .
que las ecuaciones dindmicas (3.10) se pueden escribir en funcién de la
forma de Maxwell como
dG =0, (3.18)

y que el lagrangiano de Maxwell-Lorentz del campo electromagnético
en el vacio es, simplemente,

-1
JCejm = T FAsF (319)

En resumen, el electromagnetismo en el vacio estd definido por una 2-
forma cerrada F en el espacio de Minkowski, llamada forma de Faraday
(que, dado que el segundo grupo de cohomologia es trivial, es también
exacta) sujeta a la ecuacién dindmica d«F = 0.

Podemos dar la vuelta a esta interpretacién utilizando la nocién de
dualidad de las ecuaciones de campo [148]. Esta propiedad surge de
manera natural en las ecuaciones de Maxwell en el vacio al notar que
éstas son invariantes bajo el cambio del par de campos (E, B) por el par
(-B,E). Tan sencillo nacimiento esconde una creciente importancia
de la nocién de dualidad, tanto en teoria de campos clasica y cudntica
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(como ejemplos, ver [149, 150, 151, 152, 153]) como en teoria de cuerdas
[154].

Volviendo al electromagnetismo, consideremos el comentario tras
(3.19). La ecuacién dindmica d+xF = 0 implica que xF' es una 2-forma
cerrada. Por tanto, como hemos comentado antes, es exacta, y se puede
escribir *F = dC, donde C es una l-forma potencial en el espacio de
Minkowski. De esta manera, la ecuacién dindmica d+«F = ( pasa a
ser d*C' = 0, que es una identidad de Bianchi. Para ver mejor cémo
funciona la dualidad, tengamos en cuenta que la dual de la forma de
Maxwell G = *F es

*G = *xF = —F | (3.20)

Por tanto, el lagrangiano (3.19) se puede escribir también como’
-1 1
Letm = T (—+xG)ANG = §G/\*G’ , (3.21)

y las ecuaciones de Euler-Lagrange que surgen al minimizar la accién
son ‘
d*G =0 = dF =0 . (3.22)

En resumen, en la manera “dual” de ver las cosas, la ecuacién dinamica
d«F = 0 pasa a ser una identidad de Bianchi, y la identidad dF = 0
pasa a ser una ecuacién dindmica. En el vacio no hay nada que distinga
ambas formulaciones, como ya apunté Stratton {155].

Desde el punto de vista de la forma dual &, existe globalmente una
1-forma potencial C' tal que &G = dC o, escrito en componentes,

La ecuacién G = +F obliga a expresar los campos E y B a través de las
ecuaciones B; = G%, E; = —1/2 Eijk G7*. Por tanto, tenemos definidas
las componentes del cuadripotencial de Stratton C#* = (C?, C) como
oc
B = —~ ver (3.24)
E = VxC. (3.25)

La identidad dG = 0, escrita en funcién de E y B da lugar ahora a las
ecuaciones (3.2), y la ecuacién de movimiento d+G = 0 da lugar a las
ecuaciones (3.1).
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La consecuencia de todo esto es que, en el vacio, coexisten dos
maneras de describir el campo electromagnético, en funcién de la forma
de Faraday y en funcién de la forma de Maxwell, o bien en funcién
de A* y de C*, respectivamente. Usando ambas representaciones, las
ecuaciones de Maxwell sdlo son identidades de Bianchi y, por tanto, no
poseen dindmica. Toda la informacién sobre esta iltima se inscribe en
la ecuacién de dualidad G = =F que, escrita en funcién de potenciales,
viene dada por las expresiones vectoriales

aC
VxA = ETJ“VCO’ . (3.26)
A
VxC = —%——VAO. (3.27)

En relacién a esto conviene destacar que existen ciertas configuraciones
no triviales de dipolos eléctricos para las cuales la descripcién en tér-
minos del potencial C# es més adecuada que la del potencial A* [156].
También es importante notar que las ecuaciones (3.26) y (3.27) son
invariantes “gauge”. Para verlo, consideremos una transformacién

A, — Ay +0.0 7

Cy = Cp+38. . (3.28)
Por ejemplo, para la ecuacién (3.26) tenemos que

Vx(A-VA) = VxA,
oC
E +

3 or
—(C - VI O —] =
8t( v)+V(C +8t)

y lo mismo para (3.27).

vel (3.29)

3.2.2 Helicidades magnética y eléctrica: condi-
ciones de contorno de los campos, cuadri-
corrientes e invariancia temporal

Como se acaba de ver, los campos eléctrico y magnético son duales

y tienen las mismas propiedades en la teorfa de Maxwell en el vacio.
Dado el campo solenoidal B, se define la helicidad magnética come

hm:/ A-B &, (3.30)
R3
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donde B = ¥V x A. Se ha visto en el capitulo anterior que la helicidad
magnética es proporcional al nimero de enlace de las lineas magnéticas.

De manera andloga, en el vacio, dado el campo solenoidal E, se
puede definir una helicidad eléctrica a través de

he:f C-E & | (3.31)
R3

donde E = V x C. Por analogia con el caso magnético, la helicidad
eléctrica es proporcional al niumero de enlace de las lineas eléctricas.

Antes de seguir es conveniente especificar las condiciones de con-
torno de los campos, que tomaremos de manera que las helicidades
(v la energia) sean cantidades finitas. El dominio de definicién de los
campos, que aparece como dominio de integracién, sera todo el espacio
real tridimensional, y su frontera se tomard como una superficie en el
infinito, en donde se anulan los campos. Por tanto, y en la notacién
usada en el capitulo anterior, el dominio D es R® compactificado, que,
ademas, es simplemente conexo. Por inspeccién de las ecuaciones {3.30)
y {3.31), la condicién de que las helicidades sean finitas se traduce en
que los campos magnético y eléctrico decrezcan més deprisa que =2 en
la superficie » — co. Esto implica que los potenciales A* y C'* han de
decrecer més répido que r~! cuando r — oc. Asumiremos estas condi-
ciones en el resto de la memoria, que ademas permiten que la energfa
del campo sea finita.

De aqui se obtiene un primer resultado: las helicidades magnética vy
eléctrica de un campo de Maxwell en el vacio, dadas por las ecuaciones
(3.30) y (3.31), son invariantes bajo las transformaciones “gauge” dadas
por (3.28). Recordando el estudio que, a este respecto, se hizo en el
capitulo anterior para dominios simplemente conexos, tenemos que la
helicidad eléctrica introducida por la transformacion es

6h8=—/FE-ndS, (3.32)
S

donde § es la superficie esférica de radio infinito y n es su vector normal
unitario exterior. Ahora, dado que C va més rdpido que r~! en S,
resulta que [' se anula en esa superficie, es decir, I' E va mds rapido
que r~? en S, lo cual asegura que la integral de superficie (3.32) es
cero, haciendo que la helicidad eléctrica sea invariante “gauge”. Por
supuesto, el caso de la helicidad magnética es completamente analogo.
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La cuestién de la invariancia temporal de las helicidades eléctrica
v magnética se puede estudiar, bien derivando con respecto al tiempo
las integrales (3.30) y (3.31) directamente y aplicando las ecuaciones de
Maxwell, bien construyendo una cuadricorriente de helicidad al modo
del teorema de Noether. Este tultimo es el método preferido por los
fisicos en teorias de campo, debido a la cuestién de la covariancia, y
es el que aqui usaré, Bésicamente, dada una cuadricorriente j#(z) =
(%(r, 1), i(r,t)) que cumple 8,j*(z) = ©(z), podemos integrar en el es-
pacio tridimensional de posiciones R? (cada vez que se pasa del espacio
de Minkowski al espacio cuclideo “de posiciones” se estd escogiendo un
sistema de referencia de Lorentz), obteniendo

9
ol d%:[@@ d3r—/sj-nd.5'. (3.33)

Escogiendo las condiciones de contorno adecuadas, la dltima integral
de (3.33) es cero en la superficie del infinito S, de manera que 7% es
una carga conservada si © = 0. En el caso de las helicidades, Ranada
introdujo en [38] una cuadricorriente de helicidad magnética,

HE = A,GY* (3.34)

donde G*” son las componentes de la forma de Maxwell. Basdndose
en (3.34), se puede dar una cuadricorriente de helicidad eléctrica, como
hicieron Afanasiev y Stepanovsky en [157],

HE = C,F* | (3.35)
La derivada de ambas corrientes, usando las ecuaciones de Maxwell,
nos proporciona su ley de movimiento,
-1
auHﬁ = _Q-F'MVG'LLU:_QE.B 3
1
oML = 3 GuF*" =2E-B . (3.36)

Es necesario destacar que la cantidad F,,G*” dada en (3.36) es ya
covariante, dando as{ sentido relativista a estas leyes de conservacién.
Por otro lado, la parte espacial de ambas corrientes es

Hpm=A"B+E x A,
H.=C’E-BxC, : (3.37)
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cantidades que, con las condiciones de contorno que hemos elegido,
tienen integral cero en la superficie del infinito 5. Como consecuencia
de esto y de las escuaciones (3.36) llegamos a que las helicidades mag-
nética (3.30) y eléctrica (3.31) de un campo de Maxwéll en el vacio son
invariantes bajo evolucién temporal para campos singulares E- B = 0
y, en general, si la integral en el espacio de E - B se anula.

Por tltimo, en este apartado voy a escribir otra particularidad de
las helicidades, que se puede interpretar como un primer indicio de la
relacién entre ellas. Dado el significado de la helicidad en funcién de la
topologia de las lineas de campo tenemos )

ﬁ@d%):s@@&B{med%,
s@m%)zs@m/E4vad%. (3.38)
R3

Esto implica la siguiente propiedad: sea un campo electromagnético en
el vacio tal que

E-B=/(r) (3.39)

donde f no depende del tiempo; entonces las helicidades magnética
y eléctrica tienen el mismo signo. Para verlo, derivamos (3.39) con
respecto al tiempo y usamos ecuaciones de Maxwell, obteniendo

B. (VxB)=E (VxE) . (3.40)
Ahora integramos en el espacio R® y aplicamos (3.38), con lo cual
signo(h.) = signo(hy,) . (3.41)

Esto no implica que h, = h,,, pero si que la orientacién relativa del
enlace de las lineas eléctricas estd dado por el de las lineas magnéticas,
y viceversa, para campos singulares, en particular. A pesar de su sen-
cillez, fue este resultado el que nos indicé el camino para el estudio de
los campos singulares que veremos en la seccién 3.3 de este capitulo. '

3.2.3 La helicidad en fisica de particulas

En principio podria parecer descabellado relacionar las helicidades mag-
nética y eléctrica de un campo en el vacio con la helicidad que se usa
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en fisica de particulas. En el primer caso, la palabra “helicidad” fue
introducida por Moffatt, en 1969, para definir la integral del producto
de la velocidad de un fluido por su rotacional, la vorticidad; en el se-
gundo caso, tenemos que la helicidad de un fotén, en electrodindmica
cudntica, es igual a la proyeccidn del espin del fotén en la direccién
de su momento lineal. Por tanto, pretender relacionar ambas parece
més una cuestién de casualidad sintdctica que de intuicién fisica. La
realidad es que no es asi, por sorprendente que parezca, y lo veremos
en la siguiente seccién de este capitulo.

En el caso de un campo electromagnético clasico, como en cualquier
teoria cldsica de campos, se usa la invariancia de la accioén bajo clertas
transformaciones de las coordenadas y/o de los campos para, segin
el teorema de Noether, especificar cantidades conservadas [158]. Por
ejemplo, la invariancia de la accién (3.9} bajo traslaciones conduce a la
conservacion del tensor de energia-momento del campo

9, T =0 , (3.42)

donde escogemos (sumando un término sin contribucién) para T# el
tensor simétrico

: 1
TH = gagF P FP 4 1 gH FogFP (3.43)

La Iey de conservacién (3.42) nos lleva, por lo que hemos comentado
en el apartado anterior, a la invariancia temporal del cuadrivector de
momento lineal del campo

aop'u = , p# = /}/23 T“O dB?" . ‘ (344)

De manera andloga, la invariancia de la accién bajo transformaciones de
Lorentz es la causa de la conservacién del tensor de momento angular
del campo electromagnético,

BuM ™ =0 | (3.45)

donde
MORY — gy _ gV TR (3.46)



64
La carga de Noether asociada a (3.45) es
BoJH =0, JH = /ng’W &dr (3.47)
R.

Como consecuencia de (3.44), la energia p” y el momento lineal p del
campo electromagnético se pueden tomar como las integrales en el es-
pacio euclideo R? de sus respectivas densidades,

2

p = Pd%m] ExB d% (3.49)
B3 R3

2 2
¥ = pY 43 :/ (g_fi\ 43z (3.48)
R? R3 ’

donde P? es la densidad de energia y P es conocido como vector de
Poynting, que es una densidad de flujo de energia, como es ficil ver a
partir de la ley de conservacién (3.42),

g‘é (EQ+BZ) =-V.(ExB) . (3.50)

Respecto al momento angular, se define el trivector J; = 1/2 &5 Jik
con J7* dado por (3.47) y se le asocia con el trivector de momento
angular total del campo, que resulta

J=f rx P dr (3.51)
e

Con estas definiciones, y dados los comentarios sobre la helicidad del
fotén que he hecho més arriba, pareceria natural definir la “helicidad
tipo fisica de particulas” k' del campo electromagnético como

BW=Jn, (3.52)
donde J estd dado por (3.51) y n es el vector unitario definido por
n=p/p. (3.53)

Dado que p no depende del tiempo por ser una carga de Noether, el
vector n es constante. La helicidad h’, tras operar en (3.52), se puede
escribir como

B = /RS [(E-n)(B-r) —.(B ‘n)(E-r)] d°r . (3.54)
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Como una primera aproximacién a la interpretacién de las helicidades
_nos preguntamos cudndo la cantidad (3.54) se puede identificar con
las helicidades magnética y eléctrica. La respuesta estd dada por la
siguiente propiedad [147, 2] :

" a) Si los campos eléctrico y magnético satisfacen

B =k(-iJ -n)E , (3.55)

donde & es un ndmero real vy J es €l operador de momento angular en
la representacién vectorial del dlgebra de Lorentz, entonces hp, = kh'.
b) Andlogamente, si ' )

E=k(—iJ -n)B , (3.56)

entonces h, = k'R’ ‘
Demostremos la propiedad (a). El operador J actia sobre una
componente del campo eléctrico como sigue,

jk(El) = i Efmn Tm an E —iecumBEnm (357)
por lo que se tiene
(—J nE={((rxn) - V)E4+nxE . (3.58)

Supongamos ahora que se cumple la ecuacién (3.55). Entonces, el
campo magnético satisface, segun (3.58),

B = k[{(rxn):-V)E+n xE]
= kV x[(E-n)r— (E -r)n] , (3.59)
de manera que se puede escoger
A=k[E -n)r—(E -r)n] . (3.60)
Si ahora se calcula la helicidad magnética con el potencial vector dado

por (3.60), la conclusién es

A = A-B d&°r
R3

= k/Rs[(E-n)(B'r)—(B-n)(E-r)] dr
= kh'. (3.61)
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La propiedad (b) se demuestra de un modo completamente anélogo.
Adtin asi, esto no nos aclara la relacién que tienen las helicidades eléctrica
y magnética con la helicidad de los fotones del campo. La respuesta
general a esto estd en la siguiente seccién.

3.3 La helicidad electromagnética y su
significado

La helicidad electromagnética, definida como la suma de las helicidades
magnética y eléctrica de un campo de Maxwell en el vacio, es constante
en la dindmica del campo. Se demuestra que esta helicidad es la can-
tidad cldsica que se corresponde con el operador cudntico de helicidad,
es decir, ¢l operador Ng — Ny, donde Ng es el nimero de fotones con
polarizacién dextrégira y Ny, es el nimero de fotones con polarizacién
levégira. Esta igualdad se puede entender como una relacién entre los
aspectos de onda y particula de la helicidad, debido a que la suma de
las helicidades magnética y eléctrica tiene que ver con el enlace de las
lineas de campo (capitulo anterior), de manera que es una cantidad
referida a la topologia de estas lineas, y la cantidad Np — Ny es el
lfmite cldsico del operador cudntico que resta los fotones dextrogiros y
levogiros.

Por ultimo, se hard una particularizacién del concepto de helicidad
aplicado a los campos singulares, es decir, aquellos campos electromag-
néticos que satisfacen E-B = 0. En este caso, las helicidades magnética
y eléctrica son iguales.

Los contenidos de esta seccidn corresponden a resultados incluidos
en nuestros trabajos [159, 160, 161, 147, 162].

3.3.1 Definicién y conservacion de la helicidad

Sea F* un campo de Maxwell en el vacio. Definimos el cuadrivector
densidad de helicidad electromagnética, H*, como la suma de los can-
tidades cuadrivectores de densidad de helicidad eléctrica y magnética,
dados en el apartado 3.2.2 por las ecuaciones (3.34) y (3.35), es decir,

H* = F¥C, — G* A, | (3.62)
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donde F,, = 8,4, — 0,4, es el tensor de componentes de la forma de
Faraday, y G = 8,C, — 8,C,, es el tensor de componentes de la forma
de Maxwell G = «F'.

Por su construccién, y teniendo en cuenta las leyes de conservacién
de sus componentes eléctrica y magnética (3.36), la densidad de helici-
‘dad electromagnética es una corriente conservada de las ecuaciones de
Maxwell en el vacio

dH* =0 . (3.63)
De aqui obtenemos que la cantidad
h:/H°d3r=/ (A-B+C-E) &, (3.64)
R3 R3
es una constante del movimiento,
ah
—=0. .6
5 (3.65)

Esta constante del movimiento se llama helicidad electromagneética. Por
el estudio realizado en la seccién anterior, resulta que la helicidad elec-
tromagnética es invariante “gauge”’ ademés de ser invariante temporal.
A partir de este momento, me referiré a (3.64) como helicidad a secas,
y a {3.62) como cuadridensidad de helicidad, dejando los adjetivos para
los casos magnético y eléctrico.

El cardcter constante de la helicidad ha sido estudiado también por
Anderson y Arthurs [163, 164, 165], Afanasiev y Stepanovsky [157] y
Evans [166]. Los dos primeros grupos han relacionado esta propiedad
con otros invariantes del campo electromagnético {167, 168, 169, 170],
llamados invariantes de Lipkin, mientras que el tercero investiga las
consecuencias de la helicidad en la construccién de una nueva teoria
“cauge” no abeliana, con grupo SO(3), para la electrodindmica cuén-
tica [171, 172, 173, 174]. :

Es interesante escribir claramente la ley de conservacién que hemos
encontrado, que es

0 :
a(A-B+C-E)=~v-(A"B+C’°E—A x E+C xB) . (3.66)
Podemos interpretar, pues, la cantidad #° como una densidad de heli-
cidad, y ‘H* como una densidad de flujo de helicidad, andlogamente a

lo que ocurre con la densidad de energfa y el vector de Poynting (3.50).
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3.3.2 El significado de la helicidad

Dado que la helicidad es invariante “gauge”, para informarnos sobre su
significado podemos usar un “gauge” determinado. El mas apropiado
es el “gauge” de Coulomb. En él, como se deduce facilmente de lo visto
en el apartado 3.2.1, los campos A y C satisfacen las ecuaciones de
Maxwell,

VA =0, vxa=2C,
ot
A

V-C =0,V><C:—-(Z—t. (3.67)

De estas ecuaciones resulta que, tanto A como C, satisfacen la ecuacion
de d’Alembert. Para A, esta ecuacién se escribe
| 92A
VA = — , 3.68
cuyas soluciones se pueden escribir en forma de transformadas de Fourier
tridimensionales {175, 176], del tipo

1 d*k
(2m)¥2 J V2w

donde k* = (w,k) es un cuadrivector nulo (k#k, = w? -~ k* = 0) y el
producto escalar de cuadrivectores en el espacio de Minkowski es k-2 =
ktfz, = wt -k -r. El factor 1/v/2w es una normalizacién que permite
que la medida de integracidén sea invariante Lorentz. En (3.69), y en el
resto de esta memoria, para el complejo conjugado de una cantidad z
utilizo la notacién z, bdsicamente para que no exista confusion con otras
operaciones, como “pull-backs” o estrellas de Hodge, que apareceran
con mucha asiduidad.

La condicion solenoidal del potencial vector A cuando estamos en
el “gauge” de Coulomb se traduce en el cardcter transversal del vector
complejo a(k), es decir k-a(k) = 0. Por tanto, para cada valor del vec-
tor k se puede escoger un triedro ortonormal, formado por los vectores
reales k/w, e;(k) y ea(k), y representar el campo a como

Alr,t) = (alk)e ** +a(k)e*™) | (3.69)

a(k) = ar(k)es (k) + ag(k)ea(k) | (3.70)
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donde Kk I '
e Xe=—, —Xe =ey, —Xe=—€e. (371)
w W W :

Por conveniencia, se completa la definicidn del triedro ortonormal con
las elecciones

er(—k) = —ei(k),
es(-k) = eqfk) . | (3.72)

De esta manera, el campo A se ha escrito como superposicién de ondas
planas. Para nuestros propdsitos, sin embargo, conviene representar los
potenciales en funcién de ondas con polarizacién circular, a la manera
que se hace en electrodindmica cudntica [177, 43], asi que definimos las
componentes dextrégira (R) y levégira (L), es decir, con polarizacién a
derechas y a izquierdas, segiin las relaciones

el(k) +_’ii32(k) . e}_(k) — ’ieg(k)

eR(k) = \/‘2' ) eL(k) = \/E )
. al(k) - iag(k) N al(k) + iag(k) .

ap(k) = " au(k) = = (3.73)
Con estas definiciones, se tiene
k-epg=k-e, =0, eg-eg=er-e, =10,
egp-ep =1, egxeg=ep xe, =0, (3.74)
k _ k , k
— Xep=-—tep , — Xef =1i€r , €eg X ey =—1— ,
w w w
y, ademas, para los vectores de argumento opuesto,
er(—k) = —er(k) ,
er(~k) = —er(k) . (3.75)

En consecuencia, el potencial vector A, en el “gauge” de Coulomb, se
escribe como una superposicion de ondas con polarizacién circular. Si,
para simplificar las férmulas, omitimos el argumento k en las cantidades

e(k) y a(k), se concluye que
1 d3k

A{r,t) =
(I', ) (2,”)3/2 /—zw

((eRaR + ELGL)S_M'I + (eLELR -+ E!Ra.[,)ei"c'm ) )

(3.76)
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Las componentes de Fourier ag v ay son, en la expresién (3.76), fun-
ciones del vector k. Cuando se hace la segunda cuantizacién del campo
electromagnético, ag(k) se interpreta como un operador que destruye
un estado foténico de energia w, momento lineal k y espin k/w, mien-

tras que la funcién agp pasa a ser el operador aj[l que crea tal estado.
Analogamente, ap(k) destruye un estado foténico de energia w, mo-
mento k y espin —k/w, ¥ ai lo crea [177].

Podemos jugar el mismo juego con el potencial vector C. En tal
caso, se llega a representar C en la forma (3.76], pero con otras fun-
ciones cp y cr sustituyendo a ag v ar. Ahora hay que cumplir las
relaciones (3.67). Al imponerlas, aparecen las igualdades

w_;;—w X (eRaR-+~eLaL) = epgcp+ €rcr ,
erpag +erar = — X (egcr+epcr) (3.77)
w

teniendo en cuenta las relaciones (3.74) para los rotacionales, que se
reducen a las identificaciones siguientes

crlk) = iaglk) ,
cr(k) = —iag(k) | (3.78)
con lo que el potencial vector C resulta dado por
: d*k ; o
C(I‘,t) = (27:)3/2 \7% ((eRaR - BLCLL)EWM'I — (eL&R - eRa.L)etk'I ) .

(3.79)
La helicidad se puede escribir, en el “gauge” de Coulomb, usando las
ecuaciones de Maxwell (3.67), como

9C DAY 4
h= = = & .
[ (A ~ -C m) r (3.80)

Si se introducen las expresiones (3.76) y (3.79) en la ecuacién (3.80),
teniendo en cuenta la conocida férmula de la funcién delta de Dirac
tridimensional

dST ik
— e TR = gk 3.
S ¢ (k) (351)
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se obtiene la expresion
h=2 / (ar(k)ar(k) — ar(k)ap(k)) d°k . (3.82)

Esto es lo que queriamos. En electrodindmica cuéntica, la parte derecha
de la ecuacién (3.82) se interpreta, tras cuantizar, como el doble del ope-
rador “helicidad”, es decir, el operador que resta el nimero de fotones
con polarizacién (o helicidad) a derechas del nimero de fotones con
polarizacién a izquierdas. Escribiendo éstos con la notacion tipica

Ng = /&R(k)aR(k) &k
Ni =/aL(k)aL(k) P (3.83)

la ecuacién (3.82) se escribe
h=2(Ng— Ni) . | (3.84)

Por tanto, excepto un factor 2, la helicidad gque hemos estado estu-
diando, y no la cantidad b’ del apartado 3.2.8, es el limite cldsico de
la diferencia de fotones polarizados a derechas y o izquierdas [159, 160,
161, 147, 162]. Es decir, la expresién clasica h/2 corresponde, al hacer
la segunda cuantizacién del campo electromagnético, con el operador
cudntico de helicidad, que suma las proyecciones del espin de cada
particula en la direccién de propagacién. Nétese que, si hubiéramos
usado unidades “fisicas” (esto es, con h # 1y c # 1), la ecuacién {3.84)
se escribiria
h =2hc (Ngp— N} . : (3.85)
Realmente, en este sentido Moffatt estuvo inspirado al bautizar con la
palabra helicidad la integral de un campo vectorial por su rotacional.
Pero la ecuacién {3.84) tiene mds lecturas, en particular la relacion
entre los aspectos topoldgico y corpuscular del campo electromagnético
en el vacio. En su parte izquierda, la helicidad de la onda: la suma
de las helicidades eléctrica y magnética, que caracteriza la topologia de
las lineas de campo, en funcién de sus enlaces. En la parte derecha,
el limite cldsico de la helicidad de los fotones. Por tanto, si tenemos
un campo electromagnético con una configuracién trivial de sus lineas
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de fuerza (es decir, sin enlaces), entonces sabremos que la expresién
clasica para el niimero de fotones dextrégiros es igual que la de los
levégiros, pero si observamos lineas enlazadas estos dos nimeros serdn
diferentes. Tenemos aqui la dualidad onda-particula de la helicidad
[147]. Hay que decir que el resultado (3.84) ha sido obtenido tam-
bién, con posterioridad, por Afanasiev y Stepanovsky {157}, aunque de
manera independiente.

;Qué hay de las otras componentes de la cuadridensidad de he-
licidad? En el “gauge” de Coulomb, éstas forman el vector H =
—A x E + C x B, pero en general la integral espacial de este vec-
tor no es una expresion invariante “gauge”, de manera que no se le
puede tratar como observable. Aun asi, quiza sea 1til dar su expresion
para la condicién de Coulomb. De manera completamente andloga al
caso de la helicidad escalar, la cantidad trivectorial h, correspondiente
a la integral espacial de las componentes H’ de la cuadridensidad de
helicidad, que en el “gauge” de Coulomb se puede escribir

OA aC
_ 3,. 3
h——fRSHdT—/RH(Ax—-*-a + C x Bt)dT’ (3.86)

satisface, usando las representaciones (3.76) y (3.79) para los poten-
ciales A y C, respectivamente,

h= ] = (ar(K)ar(k) — az(k)ar(k)) &k | (3.87)
es decir, h es igual a 2 veces el espin total del campo,
h=2s . (3.88)

Este resultado complementa la interpretacién de la helicidad y motiva
su estudio, mds si tenemos en cuenta que, segin acabamos de ver,
la helicidad escalar y el espin del campo forman una cuadricorriente
conservada. La densidad de helicidad y la densidad de espin estén en
la misma relacién que la densidad de energia y el vector de Poynting,
con una particularidad: la ley de conservacién que se ha encontrado
no nos dice nada sobre la invariancia temporal del espin, y ademas
éste no es claramente invariante “gauge”. Esto puede sugerir que quiza
falten componentes a la corriente conservada, puede ser que ésta sea
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parte de un tensor andlogo al tensor de energia-momento. Todas estas
cuestiones, asi como su relacién con la dualidad electromagnética, no
tienen respuesta por ahora.

3.3.3 La helicidad de los campos singulares

En el capitulo anterior se han definido los campos singulares como aque-
llos que cumplen E - B = 0. Consideremos ahora el caso de campos
singulares en el vacfo que satisfacen las condiciones de contorno que se
han especificado en el apartado 3.2.2, que se pueden resumir diciendo
que la helicidad es una cantidad finita. En este caso, las componentes
de Fourier ag y az, han de ser menos singulares que w32 cuando w — 0
y han de decrecer més ripido que w2 cuando w — oo. Este compor-
tamiento nos va a permitir probar de manera muy simple la siguiente
propiedad [162]:

Las helicidades eléctrica y magnética de un campo singular en el
vacio son iguales.

Para la demostracién, usamos las representaciones de A y C del
apartado anterior. Con ellas es fécil obtener la siguiente expresién para
la diferencia entre las helicidades magnética y eléctrica,

B — by = f &%k [(as(k)ar(~k) - ar(k)ar(-k)) e +ecc] , (3.89)

donde cc significa que hay que afiadir el complejo conjugado y 7 = 2¢.
Hagamos la integral en los dngulos de las coordenadas esféricas del
espacio de vectores k. El resultado lo llamamos F'(w), es decir, tomemos

Flw) = w? f 9 az(K)ar(—k) — ar(k)ar(=k)] , (3.90)

siendo © el dngulo sélido, y F(w) = F{~w). La diferencia de helicidades
se escribe ahora -

By — he = /Om dw [F(w)e—fw + F(—w)ei“‘-'] . (3.91)

Por el comportamiento comentado de ag y ar, y mirando la definicién
(3.90), se ve que F(w) es una funcién de cuadrado integrable, y que

han — he = f(T) + f(7) (3.92)
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donde f{r) es la transformada de Fourier de F(w). Por otro lado,
conocemos por el apartado 3.2.2 que

g’z(hm— he) = —4 /RSE-B &Br (3.93)
de manera que, como estamos en la suposicién de campo singular, E -
B = 0y hmym— he es una constante de movimiento. Por tanto, la ecuacién
(3.92) implica que la parte real de f{7) no depende de 7. Sirecordamos
ahora que es una funcién de cuadrado integrable, resulta que sélo puede
ser cero. En consecuencia, h,, — h. = 0 para campos singulares en el
vacio.
La conclusién (3.84} para campos singulares es

h = 2hy, = 2h, = 2(Ng — N} , (3.94)

que serd importante a partir del siguiente capitulo. Por otro lado, el
resultado de este apartado es curioso: la condicién de campo singular
obliga a las lineas de fuerza a comportarse de tal modo que las helici-
dades magnética y eléctrica son iguales, esto es, los enlaces de las lineas
magnéticas dan informacién sobre los de las eléctricas y viceversa. Esto
es mas acusado si recordamos que la condicién E - B = 0 es invariante
Lorentz.




Capitulo 4

Un modelo topolégico del
electromagnetismo

4.1 Introduccién. Objetivos del capitulo

En el presente capitulo de esta memoria se van a indicar algunas de
las principales caracteristicas de un modelo para el electromagnetismo
clésico con contenido topoldgico explicito, que ha sido concebido y de-
sarrollado por Raflada desde 1989, y en el cual he colaborado desde
1994 {178, 179, 180, 181, 2, 159, 160, 161, 162}. Este modelo es lo-
calmente equivalente a la teoria estandar de Maxwell para el vacio,
pero tiene la ventaja de poseer cargas topoldgicas, esto es, cantidades
conservadas con significado topolégico. En particular, las helicidades
eléctrica y magnética, de las cuales se ha hablado mucho hasta ahora,
son iguales entre si, y, excepto una constante, son nimeros enteros,
cuyo significado es el de invariantes de Hopf de las funciones comple-
jas de las coordenadas a partir de las cuales se obtienen los campos.
Ademds, el modelo admite cargas eléctricas y magnéticas puntuales,
cuyo valor estd también cuantizado por motivos topolégicos. En con-
secuencia, este modelo posee ventajas respecto a la teoria estindar que
podrian ser titiles para entender mejor el proceso de cuantizacién del
electromagnetismo.

En la seccién 4.2, se presentan los “ladrillos” del modelo, llamados
nudos electromagnéticos, y se introduce su significado topoldgico. En la

75
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seccién 4.3 se demuestra que los nudos generan localmente toda la teoria
de Maxwell para el vacio. La seccién 4.4 estd dedicada a establecer
cémo es el electromagnetismo en presencia de cargas puntuales para
este modelo; en este caso, las cantidades topolégicamente cuantizadas
seran los valores de esas cargas puntuales.

4.2 Los nudos electromagnéticos

Vamos a introducir los protagonistas del modelo fopolégico del electro-
magnetismo que se presenta en esta memoria, llamados nudos electro-
magnéticos. Estos son soluciones de las ecuaciones de Maxwell en el
vacio que tienen la propiedad de cuantizacién topoldgica de las helici-
dades magnética y eléctrica, es decir, el valor de estas cantidades, rela-
cionado con el niumero de enlace de las lineas magnéticas y de las elec-
tricas, es proporcional a un nimero entero con significado topoldgico,
llamado invariante de Hopf de las aplicaciones a partir de las cuales se
construyen los nudos electromagnéticos.

La construccién de estos nudos tiene mucho que ver con la idea
de linea de campo, méds que con la de cuadripotencial, llevdndonos
de vuelta a la filosofia de Faraday respecto al electromagnetismo. La
nocién de invariante de Hopf de las aplicaciones entre esferas, y su
aplicacién a la construccién de los nudos, introducen la cuantizacién
topolégica, y la clasificacién en clases de homotopia, de los campos
electromagnéticos. Los contenidos de esta seccién estdn basados prin-
cipalmente en los trabajos [2, 159, 162].

4.2.1 Sobre la concepcién de Faraday del electro-
magnetismo

Como he recordado en el primer capitulo de esta memoria, las lineas de
fuerza eléctricas y magnéticas eran muy reales para Faraday, debido a
que él las asociaba con lineas materiales formadas por las particulas del
éter, de la misma manera que las lineas magnéticas pueden asociarse
a lineas de particulas de un fluido en la aproximacién magnetohidro-
dindmica (ver los apartados 2.4.1 y 2.4.2 del segundo capitulo). Esta
idea fue relegada a un segundo plano a partir de la publicacién de la
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teoria de Maxwell para el electromagnetismo, basada en la nocién de
campo. Desde entonces, los conceptos bésicos son el tensor electro-
magnético F# y el cuadripotencial vector A¥, y las lineas de fuerza
(o lineas de campo) son elementos secundarios, que siempre pueden
obtenerse de F'*¥ como lineas integrales de los campos vectoriales E y
B. Pero, como se va a ver inmediatamente, ambos métodos de estudio
son equivalentes para la teoria cldsica.

Merece la pena recordar cémo se obtienen las lineas de campo.
Un sistema dindmico consta de un espacio D y una aplicacidn uni-
paramétrica g"z del espacio D en si mismo. Si se cumplen las condi-
ciones: (i) g% = z, (it) g™ g™z = g"2g"'x = g™ "2z, entonces g” define
un semiflujo en D. Si, ademas, la inversa g7 z estd definida univoca-
mente para todo r € D, entonces g define un flujo, en el cual tanto
el pasado como el futuro del sistema (con respecto al pardmetro 7)
estan determinados por el estado actual. Sea ¢” un flujo en D, y sea
D una variedad diferenciable tridimensional simplemente conexa. La
velocidad de fase en el punto z € D se define como

d T
= — ) 4.1
V@)= | o (4.1)
Nétese que esto implica que
v(g™z) = @ gz . (4.2)
dr| _.,

Ahora, tengamos en cuenta el siguiente teorema: todo campo vectorial
sobre una variedad compacta es el campo de velocidades de fase de un
grupo uniparamétrico de difeomorfismos. Con este resultado, y dado
que, en nuestro caso, D es R* compactificado, por tener un sélo punto
del infinito, donde se anulan los campos, obtenemos que todo campo
magnético B(r,t) satisface

d
B(g'r,t) = . g'r (4.3)

para cada instante ¢. La ecuacidn (4.3) se pude escribir en la forma que
ya vimos en el segundo capitulo,

B(r(r),t) = —— . (4.4)
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que da las lineas de fuerza del campo B en cada instante ¢.

Pero es claro que el procedimiento puede invertirse, segun el teorema
que se ha mencionado: dadas las lineas magnéticas en cada instante,
el campo vectorial queda definido por ellas. Este punto de vista esta
cerca de la idea de Faraday. Vamos a profundizar un poco en él. Como
se dijo en el apartado 2.2.2, si el sistema dindmico {4.4) es integrable,
entonces tiene dos cantidades conservadas, ¢1(r, t) y ¢2(r, ), y las lineas
magnéticas son las intersecciones de las familias de superficies ¢1 = £
v ¢o = ko, donde ki v ko son constantes. De manera alternativa, y
completamente equivalente, podemos suponer que las lineas magnéticas
son las curvas de nivel de una funcién compleja ¢(r,t) = ¢1 + igs, que
asumiremos suave. En este caso, el campo magnético queda definido,
a partir de la ecuacién (4.4) como

B(r,t) = f(r,t) Vg x V¢ , (4.5)

donde f es una funcién de las coordenadas. Pero, dado que B es un
campo solenoidal, la condicién V - B = 0 implica que f depende de
(r,t) sélamente a través de ¢ y ¢ (o, alternativamente, de ¢ y ¢2), es
decir, sera de la forma

B(r,1) = £(6,6) Vé x Vo , (4.6)

lo cual también se puede escribir

B; = — cu FI* (4.7)

sin mas que tomar para Fj; el valor

Fie = —f(6,6) (0;0 0ud — 06 0;0) . (4.8)

Dado que estamos en el espacio de Minkowski, v queremos formar un
tensor, hemos de completar la expresién (4.8) de la siguiente manera:

Fu = = f(¢,8) (8ud 006 — 8,6 0,0) (4.9)

lo que define el campo eléctrico como

B(r,t) = £(6,9) (Z—f vi- 2 w) | (4.10)
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En consecuencia, de la identificacién de las lineas magnéticas con las
curvas de nivel de una funcién compleja ¢(r, t) se ha obtenido un campo
electromagnético cuya 2-forma de Faraday viene dada por ‘

F=f(¢,6)dp Add . (4.11)

Evidentemente, a la forma (4.11) se le debe imponer la ecuacién de
movimiento d*F = 0 (estamos en el caso de la teoria de Maxwell en el
- vacio). Por otro lado, es claro por las expresiones (4.6) y (4.10) que la
solucién de estas ecuaciones serd un campo de tipo singular, es decir,
E-B=0.

Queda también la cuestion de las condiciones de contorno, de la
cual ya se puede adelantar algo. Si queremos que los campos eléctrico y.
magnético se anulen en el limite » — oo, una condicién suficiente es que

el valor de ¢ en ese limite sea un dnico valor, esto es, que no dependa
de la direccién. Esto implica que la parte espacial del dominio de
definicién de ¢ puede tomarse como $2 1a superficie de la esfera de tres
dimensiones, tras identificar, por proyeccién estereografica, R3U {00}
con S3 (veremos cédmo se hace esto en el siguiente apartado). De la
misma manera, asumimos que el espacio imagen de la aplicacidn ¢ es el
plano complejo compactificado C U {o0}, que se puede identificar con
582, La conclusién es que ¢ es una aplicacién

¢ S®xR—S%. (4.12)

En resumen, dada una aplicaciéon ¢ del tipo (4.12), la suposicidn de
que sus curvas de nivel (tras hacer las dos proyecciones estereograficas
correspondientes) son lineas de fuerza de algin campo magnético con-
duce a la obtencién de un campo electromagnético en el vacio, de tipo
singular, cuya forma de Faraday estd dada por (4.11), si se cumplen las
ecuaciones de Maxwell, d+F = 0.

4.2.2 El invariante de Hopf

Para avanzar en este estudio necesitamos pistas sobre la forma de la
funcién f(¢,¢). Es el momento de presentar a otro “protagonista”: el
invariante de Hopf [182]. Con esta informacién podremos resolver la
ecuacién de movimiento, lo que se hara en el apartado siguiente.
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Figura 4.1: Esquema de la proyeccién estereografica del plano complejo.

Existen casi tantas maneras de introducir el invariante de Hopf
(183, 184, 36, 2, 50] como aplicaciones en donde se ha usado [185, 186,
187, 188, 189, 190}, ademds de la que se presenta en esta memoria.
Por conveniencia, escogeré hablar primero de la aplicacién de Hopf, in-
cluyendo las transformaciones de las proyecciones estereograficas que se
han mencionado en el apartado anterior, y después se definird el inva-
riante de Hopf de esta aplicacién, lo cual nos ofrece una buena imagen
geométrica.

Queremos hablar de una aplicacién entre S® y S2. La variedad S?
se define como el conjunto de puntos (ny,no,n3) de R? tales que n? +
n2+n% = 1. Muchas veces es mds comodo usar coordenadas complejas,
lo que se puede hacer debido a que S? es la compactificacién del plano
complejo, §% = C U {oo}. La transformacién de unas coordenadas
a otras se llama proyeccion estereogrdfica. Con referencia a la figura
4.1, consideremos R® y un sistema de ejes cuyo origen es el centro de
una esfera de radio unidad. Las coordenadas de un punto p € R?
sobre el segmento determinado por dos puntos p; y pg vienen dadas
por la ecuacion p = (1 — A)p1 + Aps, donde A es el pardmetro real
de evolucién del segmento. Sean p; = (0,0,1) el Polo Norte de S?,
v p2 = (Re x,Im x,0) el punte que determina un nimero complejo
x = Re x + 7 Im x que nos dard la coordenada compleja asociada a un
punto de la esfera. Si p = (n1,n2,n3) es un punto de S?, tenemos que
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viene dado por
n1=/\Rex,n2=/\1mx,n3=1—/\. (413)

La condicién n? + n3 +n2 =1 define A como A = 2/(1 + xx), de forma
que la proyeccidén estereogréfica desde el Polo Norte resulta

2R 21 Yx — 1
f= =X = = XX (4.14)
¥x +1 xx + 1. ¥x +1

o bien la transformacién inversa, .

x = u__z_nz , (4_15)
1 — T3
es decir, cada punto de la esfera 5? se puede caracterizar por tres
niimeros reales (nq, na,n3), con n? +n% +nZ = 1, o bien por el nimero
complejo x, relacionado con los anteriores por la ecuacién (4.15).

La esfera $3 se puede dar por las coordenadas reales (uq, ug, u3, )
en R? tales que u? + u% + w3 + u? = 1, o bien, tomando los nimeros

complejos z; = uy + tug ¥y 22 = uz + iy,
$3={(a1,22) €C?/ iz + oz = 1} . (4.16)

La aplicacion de Hopf se define como

m: s - g2
(1,22) = Manz)= (4.17)
donde, de {4.14), con x = z,/29, se obtiene
ny +ing = 2212y , Ny = 2121 — Zaza , (4.18)

Asi, tenemos que la aplicacién de Hopf es
. H(zl,22) = (2 Re(zlfg) , 2 Im(zlf«z) , 2121 — 2222) e 5% . (4.19)

Sea zy = e un mimero complejo de médulo unidad, con 0 < ¢ < 27,
De (4.19) es claro que

[(zp21, zo22) = (21, z2) . (4.20)
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Por tanto, II71{a) = S! para todo punto a € S? es decir, la imagen
inversa de todo punto de §% por la aplicacién de Hopf es una curva
cerrada en $3. Dados dos puntos a,b € S?, las curvas cerradas en 5%
dadas por II"'(e) vy TI71(b) son disjuntas si a # b, y estdn enlazadas.
Por ejemplo, si ¢ = (1,0,0) y b = {—1,0,0), usando (4.19) obtenemos
las relaciones z1Zp = 1/2 para a, y z1Z2 = —1/2 para b, satisfechas
respectivamente por las dos curvas cerradas siguientes de S 3

ei( eic
ZIZZ2:ﬁ, 21:—22=E.

Para visualizar el enlace es de mucha ayuda la proyeccidn estereografica
8% = R U {oc}. El procedimiento es completamente analogo al caso
de 52, con puntos de R* esta vez. Tomemos p; = (0,0,0,1) como el
Polo Norte, y sea p; = (z,y, z,0) el punto que nos da la coordenada en
R3U {oc}. Sip = (uq,us, us, ug) pertenece a S3, ha de cumplirse que
u? +u3 + u 4+ u3 = 1, con lo que se obtiene

(4.21)

2z 2y 2z r2—1
g = —= Ug = g = 4.22

"= r2+1

o bien la transformacién inversa,
Uq U9 U3

= = — = — 4.23
N 1—u4jy 1_/“‘4,2 1—’1144’ ( )

es decir, un punto de 3 se puede dar por las cuatro coordenadas reales
(w1, ug, ug, u4), tales que u? + u? + u? +uj = 1 (o las dos coordenadas
complejas z;, con z,2+20% = 1), 0 bien por tres nimeros reales (z,y, z)
que pertenecen a R U {co}, dados por la ecuacidén (4.23).

Para las curvas de 5% dadas por (4.21), las expresiones (4.23) nos
dan las siguientes curvas en R?,

_1 _ o cos ¢ _ sin ¢
{a) m_z—\/i—sing“"y“\/ﬁ—sinc
et T T ... S SNG4 94

VT 7 s ¢

Estas curvas [191], pintadas en funcién del pardmetro ¢, son dos elipses
disjuntas y con nimero de enlace L (II"'(a), II7'(b)) = 1, como vemos
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Figura 4.2: El indice de Hopf de la aplicacién de Hopf, visto como
nimero de enlace.

en la figura 4.2. Este nimero de enlace no depende del par de puntos
particular (a, b) que hemos usado para calcularlo, pues, si nos movemos
de manera continua a otro par (a’,¥’), las im4genes inversas II"! no
pueden atarse ni desatarse (si lo hicieran, existiria un punto, comun a
ambas, con dos imégenes diferentes). Por tanto, el invariante de Hopf
de la aplicacién de Hopf IT : §3 — S?, definido como el nimero de
enlace de cualesquiera dos imdgenes inversas, vale 1.

La aplicacién de Hopf se puede considerar como la proyeccion del
fibrado de Hopf, es decir, del espacio fibrado localmente trivial cuyo
espacio total $3 tiene como base a $2 y como fibra a S' [183, 184]. En
el siguiente capitulo de esta memoria se retomard la discusién sobre la
aplicacién de Hopf. Entre otras cosas, se indicard una técnica para la
obtencién de todas las fibras de esta aplicacién, v también de algunas
aplicaciones “hermanas” de ella. Ahora, tras esta introduccidn, que
se espera sea iluminadora, ya se puede generalizar la definicion del
invariante. ‘

Sea una aplicacién suave f : S™! — S™ conn > 2. Siay
b son dos puntos disjuntos de $™, entonces f~(a) y f7'(b) son dos
(n — 1)-subvariedades disjuntas en S§%7-1 de modo andlogo al caso de
la aplicacién de Hopf. Se define el invariante de Hopf como el nimero
de enlace L (f~(a), f71(b)) de esas dos subvariedades. Es, por tanto,
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un nimero entero, y no depende de la eleccién de los puntos e, b € S,
como se acaba de ver para el caso de la aplicacién de Hopt. Por tanto,
la definicidn del invariante de Hopf como nimero de enlace es

H(f)=1L (f—l(a), f7HB)) Ya#besT. (4.25)

Ademads, si la aplicacién f evoluciona de manera continua con respecto
a cierto pardmetro temporal ¢, entonces el invariante de Hopf no de-
pende de # (es decir, se mantiene constante}, debido a la misma razén
por la que no dependia del par de puntos usado para calcularlo [2], es
decir, existiria al menos un instante critico #g en €l cual habria intersec-
ciones entre las distintas {n — 1)-subvariedades definidas como imdégenes
inversas de puntos de S™. Por tanto, es un invariante topolégico, y el
conjunto de aplicaciones f : 52"~ — S™ puede clasificarse en clases
de homotopia, caracterizadas por un entero, que es el invariante de
Hopf. Vamos a escribir otras dos definiciones de este invariante, todas
equivalentes. .

Si usamos conceptos bdsicos de topologia algebraica, podemos dar
una definicién més formal [192]. Vedmoslo brevemente. En el espa-
cio R" se define un r-simplice esténdar como o, = {(z!,..,2"), z* >
0, 3, z* < 1}. Ahora, un r-simplice singular en una variedad n-
dimensional M es una aplicacién suave s, : 6, — M (estos simplices
se llaman singulares porque, en general, no dardn una triangulaciéﬁ de
M). Si{s;;} es el conjunto de r-simplices de M, se define una r-cadena
en M como una suma formal de r-simplices con coeficientes enteros. Un
r-ciclo es una r-cadena sin frontera, y un r-ciclo fundamental es uno
tal que no es miltiplo de ningin otro.

Sean a,b € S™ dos puntos contenidos en n-simplices diferentes
(figura 4.3). Si C, es la n-cadena de S*"~! acotada por la (n — 1)-
cadena f~!(a), entonces f(C,) es un n-ciclo en S™. Si designamos por
S al n-ciclo fundamental de S™, entonces f(C,) = H{f)S, donde H(f)
es el invariante de Hopf, que nos dice el nimero algebraico de veces
que f{C,) cubre al punto b. Para entender mejor esta definicién es 1til
colocarse en el caso n = 2. Sea una aplicacién f: S° — §2. Sia € S,
entonces f~!(a) es una curva cerrada en S2. Consideremos la superfi-
cie bidimensional Cy en S% acotada por la curva f(a). Es claro que
F(C) es un nimero entero de veces S2, y cubre a un punto b # a € S?
ese numero entero de veces, que es el invariante de Hopf H(f).
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S In-1 S"

Figura 4.3: La aplicacion f entre esferas, y una visién algebraica del
invariante de Hopf.

Podemos dar una tercera definicidn equivalente, que sera muy usada
en el futuro. Tomemos las imdgenes inversas de dos puntos a,b de S".
Como éstas son (n — 1)-variedades cerradas disjuntas, el nimero de
enlace de ambas (el invariante de Hopf) es igual al nimero de veces
que una de ellas, por ejemplo f~1(b), corta a una n-variedad S, cuya
frontera es f~l(a}, y este niimero es igual al grado de la aplicacién f
restringida a S, pues cada punto de S™ tiene H(f) imégenes inversas en
esa variedad S, (esto es, basicamente, la definicién del parrafo anterior).
El grado de tal aplicacién es igual a la integral sobre S, de la forma de
volumen de S™. Esto permitié a Whitehead [193, 194] demostrar que
el invariante de Hopf se puede expresar como una integral de volumen. .
Sea o una n-forma en S™ tal que

/nazl , (4.26)

esto es, o es una forma de volumen. Consideremos el “pull-back” de
f : 82771 — 8™ denotado por f*, que es la aplicacién inducida de
manera natural que trae n-formas en S™ a n-formas en S, La forma
f*o es cerrada, _

d(f*o) = f*(de} =0, (4.27)
pues do = 0 ya que no hay (n+1)-formas en S™. Por otro lado, el grupo
de cohomologia H™(S?*71), con n > 2 es trivial, como vimos al inicio
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del apartado 2.2.1, de manera que f*o es también exacta: existe una
{(n — 1)-forma en S**71, que denotaremos por w, tal que, globalmente,

dw = f*o . (4.28)

El invariante de Hopf se escribe en estos términos como la integral en
la variedad de partida de la (2n — 1)-forma w A dw, esto es,

H(f):fszn_lwf\dw . (4.29)

A partir de esta expresién, se puede demostrar directamente [184] que:

1) H(f) es independiente de w.

ii) Si n es impar, entonces H(f) = 0.

iii) H{f) es invariante homotdpico para n = 2m.

Por lo tanto, el conjunto de todas las aplicaciones suaves f : gim-1
5?™ con m > 1, puede clasificarse en clases de homotopia, cada una
de ellas identificada por un entero llamado invariante de Hopf.

4.2.3 Definicién de nudo electromagnético

La definicién de Whitehead del invariante de Hopf (4.29) nos va a per-
mitir resolver la ecuacién d«F = ( para campos electromagnéticos cuya
forma de Faraday estd dada por una ecuacion tipo (4.11). Sea ¢(r,t)
una funcién compleja de las coordenadas del espacio de Minkowski.
Dadas las condiciones de contorno que se han escogido, esto es, que ¢
sea constante en la superficie de frontera r — oo y que el espacio de
llegada sea la compactificacién del plano complejo, se puede tomar esta
funcién como una aplicacién suave

$e: 53— 5%, (4.30)

para cada instante t.
Consideremos la 2-forma de volumen de S?, que, en las coordenadas
n1,m2,n3) de R®, tales que n? + n? +n3 = 1, se puede escribir [184
1 2 3

1 dnyAdng

= - = 4,
dr —Tg— (431)
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También podemos identificar todo punto de S? por medio de una co-
ordenada compleja y, relacionada con los n; a través de las ecuaciones
(4.14) y (4.15) de la proyeccion estereografica. En funcién de esta co-
ordenada compleja, la forma (4.31) es '

1 dyAdy

== SXo2x 4.32
7T o 1+ wx)? (4.32)

Consideremos ahora el “pull-back” de la 2-forma de volumen de 52 por
la-aplicacién ¢;(r), que es la siguiente 2-forma definida en la variedad
53 = R3U {oc},
1 doy(r) A ddy(r)
G0 = —— ==memsmueissed 4.33

t 2mi (1 + de(r)ge(r))? ( )
En la ecuacién (4.33) he mantenido la notacién ¢,(r) para diferenciarla
del caso de la ecuacién (4.32). En esta tltima expresién, x es la co-
ordenada compleja que recorre los puntos de 52, pero, en (4.33), ¢; es
una funcién compleja de las coordenadas reales z7, de manera que la
derivada exterior de ¢, es

dp, = 8;¢¢ dz” (4.34)
es decir, la forma (4.33) se puede escribir como

5o = 1 80 Oxds — 8idt Oy
t

= — dz? ko 4.
i (a0 d A da (4.35)

Segtin se ha dicho en el apartado anterior, (4.35) es una 2-forma cerrada
en S3, lo cual se puede verificar directamente derivando la expresién
anterior, o notando que d¢;o = ¢; do = 0. Adamds es exacta, por las
propiedades de la cohomologia de $*, de manera que existe una 1-forma

w(gy) = w; da’ (4.36)

tal que ¢fo = dw(¢:), v con la propiedad de que el invariante de Hopf
de la aplicacién ¢, : S% — S se escribe como la integral

H(g) = [ (@) Aeio . (4.37)
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Para reconocer mejor y sacar partido de estos hechos es conveniente

cambiar la notacién y hacerla mas familiar. Con este objetivo, escribi-
mos la forma (4.35) como

1 .
bro = 5 fir dad A dz® (4.38)

donde el tensor antisimétrico fj es

100 Oty — B;0¢ Ouhs

fir =

s = 4739
2ri (1 + gueps)? k )
Pero todo tensor antisimétrico f;; en el espacio tridimensional se puede
escribir como un vector de tres componentes, cada una de las cuales
dada por la expresién '

_ 1 B

bi(r) = T3 gk 17, (4.40)
v la afirmacién de que ¢;o es una forma cerrada corresponde a decir que
el vector b es solenoidal, V - b = 0. Andlogamente, que ¢jo = dw(¢;)
significa que b = V x a, donde a es un vector, relacionado con la
1-forma w a través de

w(¢s) = —a; dz’ | (4.41)

Es claro que el vector b es siempre tangente a las curvas de nivel de
la aplicacién ¢, que son sus lineas de campo. El campo vectorial b
se conoce con el nombre de vector de Whitehead de ¢;. En funcién de
estos vectores, el invariante de Hopf de la aplicacidn ¢; resulta, a partir
de la férmula (4.37),

H(py) = fRaa-b d&r (4.42)

que es la expresién de la helicidad del campo vectorial solenoidal b que
tanto se ha estudiado hasta ahora en esta memoria.

Recordemos que el indice de Hopf es un invariante homotdpico. Esto
quiere decir que, si ¢; evoluciona de manera suave con el parametro
temporal #, entonces H(¢;) no depende de este pardmetro. Evidente-
mente, esto nos permite generalizar el estudio realizado hasta ahora al
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espacio de Minkowski. Para ello, tomamos el “pull-back” de la forma
de volumen de 52 por la aplicacién a todo tiempo ¢t € R

¢:83x R— 8%, (4.43)

que se puede escribir como

o1 dénds
¢ = T (4.44)
es declr, _ B -
b*o = L 040006 = 040000\ u s v (4.45)

T (1 + pp)?
La forma (4.45) se puede identificar con la forma de Faraday de un
campo electromagnético sin més que adaptarla de manera que tenga las
dimensiones adecuadas. Dado que estamos trabajando en unidades de
Heaviside-Lorentz, y suponiendo que ¢ es una cantidad adimensional, se
requiere multiplicar la forma (4.45) por una constante con dimensiones
de la raiz cuadrada de accién por velocidad. Como ya se dijo en el
segundo capitulo, la unidad de accién serd i, y la unidad de velocidad
serd c¢. En conclusidn, definimos una forma de Maxwell como

1
F=—-\a¢'o= 5 F,,dz¥ A dz” | (4.46)

donde a es un multiplo real de la cantidad fic, y se ha escogido el signo
menos, que no varia el valor del invariante de Hopf, por conveniencia.
Si ahora tomamos unidades naturales, & = ¢ = 1, entonces a es un
mimero real positivo. El tensor F),, es, simplemente,

. —\/a a.u¢’ 61/95 — a,ud_’ au¢’
T 2mi (1+ ¢3)?

Fu £4-47)
Siguiendo los pasos que se han dado para el caso tridimensional, la
forma F es cerrada y exacta, de manera que existe una 1-forma poten-
cial A = A, dz* tal que F = dA. La helicidad magnética de este campo
electromagnético es, por la ecuacién (4.42) y el estudio que la precedio,

_ B & =
hm_[qu B d'r =aH(6) (4.48)
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es decir, es proporcional al invariante de Hopf de la aplicacién a partir
de la cual ha sido construido el campo, y este invariante de Hopf es
un nimero entero y es un invariante topoldgico. Esto quiere decir que
el conjunto de campos electromagnéticos cuya forma de Maxwell se
puede escribir como {4.46) se clasifican en clases de homotopia, cada
clase caracterizada por un niimero entero, que es el invariante de Hopt
de la aplicacién a partir de la cual se construye el campo, y que se
relaciona con la helicidad magnética por la expresién hm = aH (¢}

Volvamos al apartado 4.2.1, para recapitular. Habfamos encontrado
que la identificacién de las lineas magnéticas como curvas de nivel de
una funcién compleja ¢{r, ¢) conducia a una 2-forma de Faraday de tipo
F = f{¢,¢)do A dp. Ahora, acabamos de ver que, si escogemos para
la funcién f la expresion

N

(4.49)

entonces se obtiene el importante resultado (4.48), que significa que
la helicidad magnética estd topoldgicamente cuantizada por el valor del
invariante de Hopf de ¢.

Pero no se puede hablar de que las 2-formas que hemos obtenido
sean formas de Faraday de campos electromagnéticos si no cumplen
las ecuaciones de Maxwell d+F = 0. No parece que hayamos avanzado
mucho en esta cuestién, pero tenemos la solucién delante de los ojos.
Lo que hemos hecho con las lineas magnéticas se puede hacer con las
eléctricas. Para ello, sea #(r,t) una funcién compleja, tal que cumple
los mismos requerimientos ¢ue ¢ en el infinito, de manera que se puede

considerar
§:5%x R— §%, (4.50)

Sea la forma de Maxwell G = «F de un campo electromagnético dada a
través del “pull-back” de la forma de volumen de S2, por la aplicacién
8, al espacio de Minkowski,

G =+abo , (4.51)
que define el tensor G, como

Va 0,0 0,0 — 5,0 0,6
Gy =

2ri (L + 00)2 ' e
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De nuevo, la forma de Maxwell dada por (4.52) es cerrada (el argu-
mento de siempre de conmutatividad de las operaciones de derivada
exterior y “pull-back”) y exacta {por la cohomologia), asi que se puede
escribir G = dC, donde C = C, dz* es la 1-forma que corresponde al
cuadripotencial de Stratton, del que se hablé en el capitulo anterior.
Como consecuencia, la helicidad eléctrica

he = /Sc E d% =aH(6) (4.53)
i |

estd topoldgicamente cuantizada por el invariante de Hopf de la apli-
cacién 8. Recordemos que el potencial de Stratton se escoge tal que
E=V xC.

Ahora, para que las formas (4.46) y (4.52) den un campo electro-
magnético, se ha de cumplir la ecuacién de dualidad G = +F', es decir,

f*c = —x(¢"c) . - (4.54)

Para ver mejor el contenido de la ecuacién de dualidad (4.54), es con-
veniente expresar el campo en funcién de los vectores tridimensiona-

les B y E. A partir de la forma F = —+/a¢*s, el campo magnético
B; = —1/2 ¢ F* y ¢l campo eléctrico E; = Fy; son
B Ve 4x Vi,

2mi (1 + ¢o)?

Va d¢ 0 o -
E = —mm—— | —V¢——V 4.
el A (4.55)
Analogamente, a partir de la forma G = Vvag*o, el campo eléctrico
E;=-1/2¢e;% G7* y el campo magnético B; = Gip son
Ve _
E ———— V8 x V#
ami(Lr o9 T
Vva 89 a9 _ -
= ——— | V8- Vi . 4,
B 2mi (14 66)2 \ Ot v ot v (4.56)

La ecuacién de dualidad (4.54) indica simplemente que el campo mag-
nético dado por {4.55) es igual que el dado por (4.56), y lo mismo para
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el campo eléctrico, esto es, la ecuacién (4.54) se expresa como las dos
ecuaciones vectoriales siguientes

1 - 1 o0 a8 -
Traar 0™V = Wvoop (5;‘79—5‘79) !

L iews - L (g, %y
ERTe Vi x Ve = e (8t V- = v¢>) . (4.57)

Estas son las ecuaciones (no lineales) que deben cumplir las aplicaciones
¢ v f para que las 2-formas que definen sean un campo electromagnético
en el vacio. En la seccién siguiente veremos cémo resolver estas ecua-
ciones, lo cual es mucho més sencillo que resolver las ecuaciones de
Maxwell.

A partir de las expresiones (4.55) o (4.56), se ve facilmente que
E - B = 0, es decir, los campos que hemos definido son campos sin-
gulares. Para sacar partido de esta circunstancia conviene volver a las
condiciones de contorno de los campos eléctrico y magnético. Como
se recordard, en el capitulo anterior se exigié que los campos eléctrico
y magnético decrecieran mas rapido que =2 en la superficie de fron-
tera r — oc. Ademds, en la seccién 4.2.1 hemos escogido aplicaciones
¢ y @ tales que son constantes en esa frontera, es decir, sus respec-
tivos limites en el infinito no dependen de la direccién. Si tenemos en
cuenta las expresiones (4.55) y (4.56), resulta que las dos condiciones
son una y la misma para estos campos, es decir, si tanto ¢ como £ son
dos aplicaciones suaves, constantes en la superficie 7 — o0, entonces
los campos magnético y eléctrico decrecen mas rapido que 772 en esa
superficie. En estas circunstancias, podemos aplicar el resultado de la
seccién 3.3.3 respecto a las helicidades de los campos singulares, esto
es, la helicidad magnética y la helicidad eléctrica de un campo singular
en el vacio son iguales. Por tanto, se ha obtenido un resultado sobre el
invariante de Hopf de dos aplicaciones ¢,8 : S® — $2, a saber, si éstas
estdn relacionadas mediante la ecuacién de dualidad #*c = ~x(¢"c),
entonces pertenecen a la misma clase de homotopia (tienen el mismo in-
vartante de Hopf), con las condiciones de contorno especificadas. Este
resultado se refleja, al mismo tiempo, en la igualdad del nimero de
enlace de las lineas magnéticas y eléctricas de los campos obtenidos a
partir de las ecuaciones (4.55) y (4.56), lo cual indica que estos campos
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estan clasificados en clases de homotopia, caracterizadas por el valor
comun de las helicidadés magnética y eléctrica. Todas estas custiones
estan resumidas en la siguiente definicién de un nudo electromagnético.

Definicién de nudo electromagnético. Dadas dos funciones com-
plejas ¢(r,t) y #(r,t), definimos un campo electromagnético a través
de las expresiones F = —/a¢*c y G = y/ab*s. Este campo satis-
face las ecuaciones de Maxwell si se cumple la ecuacién de dualidad
G = xF. Requiriendo que ¢ y 8 se puedan considerar como aplica-
ciones S% x R — S?, los campos asi definidos tienen topolégicamente
cuantizados los valores de la helicidad magnética y de la helicidad eléc-
trica, a través de los invariantes de Hopf de las aplicaciones ¢ y 8,
respectivamente. Son campos singulares, en el sentido que E-B =0, y
por tanto las helicidades magnética y eléctrica coinciden, exigiendo que
¢ v 8 se comporten adecuadamente en el infinito. Las lineas magnéticas
son las curvas de nivel de ¢, y las eléctricas son las curvas de nivel de
8, de manera que, recordando lo que se ha visto sobre el significado
topolégico de la helicidad, en el capitulo 2 de esta memoria, y sobre
el invariante de Hopf, en el apartado anterior, se llega a la conclusién
de que cada pareja de lineas magnéticas esta enlazada, con un nimero
de enlace igual al invariante de Hopf de ¢, y que cada pareja de lineas
eléctricas estd enlazada, con un nimero de enlace igual al invariante
. de Hopf de 8, que es el mismo que el de ¢. Este nimero de enlace
es invariante topoldgico, asi que no depende del par de lineas usado
para calcularlo. Ademds, los campos electromagnéticos asi definidos
se pueden clasificar en clases de homotopia, caracterizadas por el valor
comiun de las helicidades magnética y eléctrica, y se conocen con el
nombre de nudos electromagnéticos.

4.3 El modelo topolégico de los nudos

Los nudos electromagnéticos, que se han introducido en la seccién an-
terior, son soluciones muy curiosas de las ecuaciones de Maxwell para
el vacio debido a que el niimero de enlace de las lineas de campo eléc-
trico es igual al magnético, y este nimero viene dado por el invariante
de Hopf de ciertas aplicaciones usadas para construir los nudos. ks-
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pecialmente interesante es que el conjunto de todos los nudos electro-
magnéticos se puede clasificar en clases de homotopia, cada una de
ellas etiquetada por el valor comun de las helicidades. En el capi-
tulo siguiente estudiaremos algunos nudos explicitos, y sus propiedades
dindmicas, y en el capitulo 6 veremos una aplicacién de la idea de nudo
electromagnético a la fisica macroscépica. Pero los nudos no sdlo son
interesantes por eso, sino que pueden usarse para construir localmente
todos los campos de Maxwell en el vacio, obteniéndose asi un modelo
para el electromagnetismo cldsico. Este es el contenido de esta seccion.
Veremos que todo campo estdndar (por estdndar se quiere decir toda
solucién de la teoria de Maxwell) es localmente equivalente a la suma
de un par de nudos. Luego estableceremos el formalismo lagrangiano
del modelo de nudos, demostrando que da las ecuaciones correctas, y
también se hablard sobre los grados de libertad del modelo y sobre la no
linealidad de las ecuaciones dindamicas que satisfacen los campos bési-
cos, que son las dos aplicaciones complejas con las cuales se construye
el nudo. Las soluciones de estas ecuaciones son mucho mas directas
que las de las ecuaciones de Maxwell, debido a que estdn dadas simple-
mente por una condicién de ortogonalidad de las condiciones de Cauchy
de los campos bdsicos. Aunque, en toda esta memoria, se trabaja siem-
pre a nivel cldsico, en esta seccidn se introducen también las llamadas
variables de Clebsch y su significado. Estas variables son coordenadas
canonicas de los campos, y podrian ser ttiles para una eventual cuan-
tizacién candénica del modelo. Los contenidos de esta seccién se basan
principalmente en los trabajos {2, 162].

4.3.1 Equivalencia local de los nudos y los campos
estandar

En principio, esta claro que no todas las soluciones de las ecuaciones
de Maxwell en el vacio son nudos electromagnéticos. Para empezar,
estos 1iltimos son, por definicién, campos singulares, en el sentido que
E-B = 0. Ademds, no todos los campos singulares se pueden obtener a
partir de dos aplicaciones ¢ vy 8, en cuyo caso serian nudos. Sin embargo,
se puede demostrar que el conjunto de los nudos electromagnéticos, con
un valor dado de la constante a, genera localmente todas las soluciones
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estandar de las ecuaciones de Maxwell. Para ver esto, la estrategia que
se seguird es la siguiente: primero, se demuestra que toda solucion de
las ecuaciones de Maxwell en el vacio es localmente igual a la suma
de dos campos singulares; segundo, se ve que cada campo singular
es localmente igual a un nudo electromagnético. De esta manera, el
conjunto de los nudos electromagnéticos genera un modelo topolégico
del electromagnetismo clasico en el vacio.

Haremos uso del teorema de Darboux [195, 196, 197, 198]. Sea F
una k-forma definida en una variedad diferenciable de dimensién m. Se
define el rango de F como el nimero minimo r de 1-formas linéalmente
independientes tales que F se puede escribir como productos exteriores
de ellas. Evidentemente, k& < r < m. Pongdmonos en el caso k = 2,
es decir, sea F' una 2-forma antisimétrica sobre un espacio vectorial M
de dimensién m. El teorema de Darboux asegura que F puede tener
rango m sélo si m es par; si m = 2n y F tiene rango 2n, entonces se
puede escribir, en una base conveniente de M,

(Fyy) = ( ? —01 ) : (4.58)

donde I es la matriz unidad n x n. Por tanto, si F es una forma
simpléctica (esto es, cerrada y de rango 2n) sobre una variedad suave
M , entonces, para todo punto z¢ € M existe un sistema de coordenadas
locales en torno a zg en el cual los Fy; son constantes. Cuando M tiene
dimensién finita, el teorema de Darboux nos dice que, localmente, en

cada punto existen coordenadas {(z!,-- 2" y1, -, yn) tales que
L .
F=YdyAda | (4.59)
i=1
Las coordenadas (z!,---,z™, 41, -+, yn) que dan la representacién (4.59)

para la forma F se llaman coordenadas canonicas, y estdn definidas ex-
cepto ciertas transformaciones que dejan invariante la forma (4.59) y
que se llaman transformaciones canénicas [41, 199].

. Qué significa el teorema de Darboux para el electromagnetismo
en el vacio? Estd claro que la forma de Faraday tiene rango 4 (se
necesitan al menos cuatro 1-formas para determinarla en el espacio de
Minkowski), siempre que el campo electromagnético sea no singular, y
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es cerrada por la identidad de Bianchi, de manera que es una 2-forma
simpléctica y se puede aplicar el teorema de Darboux, para asegurar
que, localmente, la forma de Faraday se puede escribir como

F = dq' A dpy + dg® A dps | (4.60)

donde las funciones de las coordenadas del espacio de Minkowski ¢*(r, t),
pi(r,t) son las coordenadas canénicas de la teorfa de Maxwell, y se
denominan variables de Clebsch {200, 187]. Las variables de Clebsch
son buenas coordenadas del campo electromagnético, y se pueden usar
para el formalismo hamiltoniano de la teoria [201], incluso generalizarlas
a teorias de Yang-Mills o al campo gravitatorio {202},

Una buena imagen fisica de la representacion (4.60) es la que sigue.
Sea un campo electromagnético en el vacio dado por los campos E y
B. Su forma de Faraday se escribe

F=E,dtANdz+E,dtNdy+E,dtANdz—
-B.dzAdy+BydozAdz—BodyAdz . (4.61)

A través de una transformacién de Lorentz pura [175], con pardmetro
de velocidad V dado, en unidades naturales, por
A% E-B

= 4.62
1+V2 E?24+B?’ (4.62)

nos situamos en un sistema de referencia en el cual los campos eléctrico
y magnético son paralelos en algin punto determinado P. Ahora, por
una rotacién espacial, podemos tomar su direccién comin paralela al
eje z, es decir, en el nuevo sistema de referencia,

E-FEz, B=Bz, (4.63)

(no he cambiado la notacién para indicar el cambio en el sistema de
referencia por no emborronar mucho las férmulas; espero que, de todas
maneras, el contexto explique lo que se quiere decir). La conclusion es
que, en el punto P, la forma de Faraday se escribe

F=dtAd(2E) +dy A d(zB) , (4.64)

que es del tipo {4.60).
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En el vacio, le forma de Maxwell G = *F juega un papel similar.
Por tanto, todo campo electromagnético en el vacio se puede dar en
funcién de dos cuartetos de variables de Clebsch

F = dqg A dpy + dg2 A dps |
G = dv! A duy + dv? Adus (4.65)

sujetas a la condicién de dualidad G = xF, esto es, cada uno de los
cuartetos (g1, %, p1,p2) ¥ (v1,v% w1, ug) son un conjunto completo de
coordenadas candnicas. Ya tenemos la notacion que vamos a necesitar.
En las expresiones (4.65) es claro que, cada pareja dg A dp es un campo
de tipo singular, es decir E - B = 0. De hecho, para un campo singular

se tiene que
FAF=GAG=0, (4.66)

esto es, tanto la forma de Faraday como la de Maxwell son degeneradas.
Ocurre entonces que son de rango 2, por lo cual se pueden dar local-
mente como producto exterior de dos 1-formas. Consecuentemente, un
campo singular tiene dos variables de Clebsch, p(r,t) y ¢{r,t), y se
escriben sus formas como

Fi=dgndp ,
G® =duv Adu (4.67)

donde u(r,t) y v(r,t) son otra pareja de variables de Clebsch, rela-
cionadas con la primera por la dualidad. Se concluye que toda solucién
estandar de la teorfa de Maxwell en el vacio es localmente equivalente
a la suma de dos campos singulares, que a su vez se dan en funcién
de dos variables de Clebsch a partir de (4.67), pero esta descomposi-
cién no serd tnica, en general. El superindice s en (4.67) indica campo
singular. '

Volviendo a la interpretacién de lineas de fuerza del apartado 4.2.1,
hay que decir que, si el campo es singular, la notacién (4.67) indica que
es integrable, en el sentido que las lineas magnéticas son las trayectorias
del sistema dindmico integrable que tiene a p y ¢ como dos integrales
primeras. El campo magnético es, entonces, tangente a las superficies
magnéticas definidas por las ecuaciones p = constante, g = constante,
y las lineas magnéticas son las intersecciones de estas superficies, que
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folian el espacio R®. Si las funciones p(r,t) y ¢(r,t) son univaluadas,
entonces las lineas magnéticas no estdn enlazadas [187]. Veamos esto.
Estamos suponiendo que la forma de Faraday de un campo singular
(4.67) esta definida globalmente en el espacio de Minkowski. De esta
manera, v dado que el segundo grupo de cohomologia de R* es trivial,
se tiene F = dA, donde A es una 1-forma definida globalmente. Con-
sideremos que las dos 1-formas de (4.67) estan definidas globalmente
en R* ademds de estarlo su composicién dg A dp. Entonces, por la
cohomologia, resulta que p y ¢ son funciones univaluadas, y podemos
escoger para la forma A una del tipo )

A=Xgdp—(1-Npdg, 0<A<1, (4.68)

donde X es una constante, pues dA = dg Adp = F. Pero, con este valor
de A, la helicidad magnética es cero, porque

AANF = XqgdpAdgAdp—~ (1 —Npdgndghdp=0, (4.69)

de manera que resulta que, si p(r,t} v ¢(r,t) son funciones univalua-
das, entonces las lineas magnéticas del campo B = Vp x Vg no estin
enlazadas. Supongamos ahora que una de las dos 1-formas de (4.67),
por ejemplo dq, diverge en todos los puntos de alguna curva cerrada
! de R3. Entonces, su dominio espacial de definicién es R* — {i}, que
es homeomérfico a S' x R2. Esta variedad no es simplemente conexa,
de manera que su primer grupo de cohomologia no es trivial, asi que ¢
ya no est4 definida globalmente (no serd univaluada). En estas condi-
ciones, la 1-forma potencial no se puede escribir como (4.68), pues ha
de estar definida en todo R*®. La generalizacién de la expresién (4.68)
para el caso en que dg diverge en una curva cerrada, pero no dp, es

A= —pdqg+dy, (4.70)

ya que el otro término de (4.68) es muy patolégico por ser ¢ una fun-
cién multivaluada. En la expresion (4.70), el término dy se aifade
para corregir la posible indefinicién de pdq, de manera que tampoco
estard definido globalmente (si lo estuviera, sélo seria una transforma-
cién “gauge”’ en R* que no influye en la helicidad), pero la composicion
(4.70) si estd bien definida. La helicidad magnética es

o = /3 V- (Vp x V) d* . (4.71)
R\
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Si todos los factores de la ecuacién (4.71) estuvieran definidos en todos
los puntos de R3, entonces se podria aplicar el teorema de Stokes a la
integral (4.71) y la helicidad magnética se anularia. En consecuencia,
para tener enlaces en las lineas magnéticas, una condicién necesaria
(aunque no suficiente) es que las variables de Clebsch, p y ¢, no sean
funciones univaluadas en R*. FEstos comentarios también nos previenen
de escoger un potencial vector “sencillo” como el de la forma (4.68).
Evidentemente, lo mismo se puede decir de las lineas eléctricas y las
funciones v y v. En el caso general (no singular), la forma de Faraday
es de rango 4, y no serd de la forma (4.67). La consecuencia es que el
campo ya no es integrable, y puede ser cadtico, como se estudia en los
trabajos [45, 46].

Ahora se tiene que demostrar que todo campo electromagnético
singular es localmente equivalente a un nudo. M4s concretamente, se va
a probar la siguiente proposicién. Todo campo singular que sea solucién
de las ecuaciones de Mazwell en el vacio, con forma de Faraday F?*,
reqular en un dominio acotado del espacio de D, coincide localmente con
un nudo electromagnético en torno a cada punto P € D en el siguiente
sentido: existe un nudo, con forma de Faraday F™, tal que F* = F" en
torno a P, excepto quizds en un conjunto de medida cero. Lo mismo
ocurre con la forma de Mazwell. Esto significa que la diferencia entre el
conjunto de campos singulares y el conjunto de nudos no es local, sino
global. En otras palabras, nudos y campos singulares son localmente
iguales. Una prueba es la siguiente. A

Sea la forma de Faraday de un campo singular dada por (4.67).
Podemos tomar p(r,t) y ¢(r,t) como cantidades adimensionales, en
cuyo caso aparecerd una constante con dimensiones de raiz cuadrada
de accién por velocidad. Redefiniendo p y ¢, tomamos esta constante
como +/a, para acercarnos a la notacién de los nudos {en unidades
naturales, en las que v/a es un niumero real, sencillamente dividimos
alguna de las variables de Clebsch por este niimero), esto es,

F*=+adgndp . (4.72)

Ahora, hacemos la transformacién candnica

1
n=m(p*+4°) , § = 5= arctan (g) . (4.73)
_ 27 P
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Est4 claro que n y 6 son tan buenas variables candnicas como p y g. En
funcion de ellas,

FP=\adsndy . (4.74)
Por otro lado, un nudo electromagnético definido a partir del escalar
¢ = R e (4.75)
tiene por forma de Faraday F™ = —\/a¢*s la expresién
1
F" = dvy A d ( ) . 4.76
Vady e (4.76)

Esto significa que F'® serd un nudo si existen funciones regulares R{r,t)

y v(r,t) tales que
1

1+ R?’ g
La segunda ecuacién de (4.77) no tiene problemas, pues tanto ¢ como
v han sido definidas como funciones tipo fase, en (4.73) y (4.75). El
estudio de la otra condicién se puede dividir en dos casos, segin sea n
acotada o no. :

1) Primero, es claro que n es una funcién positiva por definicién
(4.73). Sin < 1 en todos los puntos, la solucién para la funcién R es
trivial, y el campo singular dado por F¢ es un nudo electromagnético.
Lo mismo se puede decir si  es una funcién acotada. Para verlo, sea
n < K, donde K es un nimero real positivo. Tomemos un nimero
entero N tal que K < N, y hagamos la transformacién candnica
i

#zﬁ,ﬁ=N& (4.78)

N = = . (4.77)

Cambiando ahora las variables con primas por las que no las llevan en
las ecuaciones {4.77) obtenemos una solucién para las funciones R y v,

dada por
N

~ 1+R%’
En conclusidn, si n es una funcién acotada, entonces el campo singular
F? es un nudo.

ii) Sea ahora el caso en el cual 7 no estd acotada en el dominio D
(pero F;, son funciones continuas, y la ecuacién (4.74) es ain valida).

n Né§=«~ . (4.79)
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Sea ¥ el conjunto tridimensional en el que 7 diverge, que ha de ser un
conjunto de medida cero para que se pueda definir un campo electro-
magnético. En general, D — ¥ consta de un nimero n de componentes
abiertas conexas. Llamemos D} C D; a los n subconjuntos abiertos
en los que 7 estd acotada. En cada uno de ellos, se pueden definir las
variables R y v por el método dado en (i). Se sigue entonces que el
campo singular es igual a un nudo en cada D}. Ahora, el volumen de
D —UD7 se puede hacer tan pequeno como se desee porque el conjunto
de puntos en los que n diverge tiene medida cero. Por tanto, el campo
singular F* se puede obtener pegando los correspondientes nudos elec-
tromagnéticos F, cada uno definido en su regién D7, excepto para un
conjunto, tan pequefio comeo se requiera, que contiene a Y. Nétese que
no hay ningin problema si alguno de los D; no es simplemente conexo.
Lo mismo se puede hacer con la forma de Maxwell «F?, que coincidird
con su correspondiente forma *F" excepto quizd en otro conjunto de
medida cero ¥’. Esto significa que todo campo singular coincide local-
mente con un nudo electromagnético, excepto quizd sobre un conjunto
de medida nula. En otras palabras, los campos singulares se pueden
obtener pegando nudos, generados por funciones complejas ¢; y ;, cada
uno definido en un dominio diferente, excepto a lo sumo en el conjunto
de medida cero X U ¥'. Esto finaliza la demostracién.

Para acabar este apartado, conviene dar algunos ejemplos del fun-
cionamiento de la equivalencia local que se acaba de demostrar. Dare-
mos tres: el campo de Coulomb, la onda plana y la onda estacionaria.
Sean las funciones complejas

o(r,t) = R,

B(r,t) = Se¥m™ . ' (4.80)

Si definimos las variables ¢ y v segin

1 1

= = — 481
P=TTRrt  "T 1182 (4.81)

entonces el campo electromagnético dado por F = —y/ap*c, G =

Vab*e se escribe

F = Vadgndp,
G = VadvAdu, (4.82)
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donde (g,p) es un conjunto de variables de Clebsch, y (u,v) es otro

conjunto, relacionado con el primero a través de la ecuacién de dualidad
G = *F, que se puede expresar como

B = \/EVpXVq=\/E(a—uVU—-a—UVu),

ot ot
Jaq dp

Las variables (q,p) y (u,v) son adimensionales. Ademas, por cons-
truccién, ¢ v u son funciones fase, y 0 < p,v < 1. Veamos ahora los
ejemplos.

Ejemplo 1. El campo de Coulomb provocado por una carga pun-
tual de valor @, situada en el origen, es, medido en unidades naturales
de Heaviside-Lorentz,

& g_y (4.84)

4drrd

A partir de las ecuaciones {4.83) obtenemos que este campo se puede
dar por las variables de Clebsch

r2 Q  (r?+th)? r
P = ST 4T 3 log(—>,
Té+t 8nv/a  rit 70
v = cos® (g) , U= 2%35 , (4.85)

donde 7y es alguna longitud, y o y 8 son los dngulos polar y azimutal,
definidos por

(4.86)

z

_ Y _ VT +y?
a=arctan{ =] , B =arctan | ———
x

Las funciones complejas vienen dadas por

_ iQ (r?+¢2)? r
o = [ (4\/5 3t Iog(ﬁ)) ’

f = tan (g—) exp (zQ—-\/E) . (4.87)
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Como vemos, ambos escalares son regulares excepto en los puntos r =0
y r = oc. Parece sorprendente que el modelo nos de una solucion
como (4.87) para un campo de Coulomb, cuando se supone que nos
restringiamos a campos en el vacio. Volveremos a esta importante
cuestién en la siguiente seccién.

Ejemplo 2. Una onda plana que se propaga a lo largo del eje z
tiene por campos eléctrico y magnético

E = Epsin{wolz ~t)] ¥,
B = Epsinwe{z —1)] 2 . . (4.88)
Las variables de Clebsch, en este caso, se pueden dar como
1 : 2E
p= ~2-(1 —cosfwelz —t)]) , ¢= \/E?j(’) ,
1 2FE
v=7 (1~ coslwo(e — 1)) , v = ﬁfo : (4.89)

y las funciones complejas son

" 1+ cosfwg(z — )] (iﬁl?rEoy)
sint [wo(z — t)] vawp
p — Eeoslwola=ty o ("”EOZ) . (4.90)

sin [wop(z — t)] " Jawo

A partir de estas expresiones es ficil ver que ni ¢ ni # representan
aplicaciones suaves $° — §? para cada instante ¢, debido a que no estan
bien definidas en el infinito. Sin embargo, hay aplicaciones suaves que
coinciden con ellas en todo dominio acotado, y que si estdn definidas
en el infinito. El hecho de no poder expresar las ondas planas como
nudos globales no ha de ser muy preocupante, ya que una onda plana
extendida a todo el espacio R3 no es una solucidn fisica, pues requiere
una energia infinita.

Ejemplo 3. Una onda estacionaria, que expresa un modo en una
cavidad cibica, se escribe a través del potencial

A =0,
A = Agcos (kiz)sin (koy) sin (ksz) cos {wt) ,
Ay = Aggsin (kiz) cos (koy) sin (k3z) cos (wt) , (4.91)

I

A; = Aggsin (kiz) sin (koy) cos (k3z) cos (wt) ,
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donde k? + ki + k2 = w? Los escalares que dan este campo se pueden

tomar como
= . 1= ‘
_ P o2mia  f= v p2min , (4.92)
P v

siendo las variables de Clebsch

p = %(1 + sin (k1z) sin (kgy) sin (kaz) cos (wt)) |

3 .
q = Z( 0 - log |sin (4 J:Cj)') : (4.93)
v = —;—(1 + cos (k1z) cos (koy) cos (kgz) sin (wt)) ,

3
k X AO)J .
wo= log |sin (kjscj)|)
5 (s

Las funciones escalares ¢ y # no estdn bien definidas en los planos
kix = nymw, koy = now, k3z = nanm, donde los n; son numeros enteros,
pues p y u divergen alli. Pero existen escalares ¢n,nyns ¥ @n ngna, bien
definidos y suaves en los dominios finitos nim < kyz < (ng + 1)7
nom < koy < (ng+1)m, n3m < kzz < (n3g+ 1)m, que generan los campos
en cada uno de ellos. Sin embargo, éstos no pueden ser construidos a
partir de aplicaciones suaves S3 — S? en todo el espacio. Como se dijo
méas arriba, los campos se pueden obtener pegando nudos definidos en
dominios acotados. Desde un punto de vista local, esta onda electro-
magnética coincide con un nudo en torno a cada punto (excepto en un
conjunto de medida nula), pero no hay un nudo que coincida con ella
en todo R

Conviene hacer un tltimo comentario sobre la equivalencia local
de los nudos y los campos estdndar. En la demostracién hecha no
se ha dicho nada sobre un valor predeterminado de la constante a.
De hecho, para cada valor real positivo de e existe un conjunto de
nudos electromagnéticos, y cada uno de estos conjuntos genera todas
las soluciones estdndar localmente. Esto quiere decir que, en lo que
sigue, se tomard a como una constante del modelo de los nudos. Esta
constante es la misma en todos los nudos. Su valor quedara fijado por
requerimientos fisicos en la seccidn 4.4 de este capitulo.
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4.3.2 Formalismo lagrangiano del modelo

Segiin lo que se acaba de ver, parece posible estudiar el electromag-
netismo en el vacio a través de un modelo topolégico en funcién de dos
funciones complejas ¢ y 8 de las coordenadas del espacio de Minkowski.
Para formalizar este modelo, usamos la integral de accién

_4_1_-/(F/\*F~—GA*G), (4-94)

dado que es igual a la accién usual de Maxwell-Lorentz. En (4.94), la
forma F viene dada en funcién de ¢ y de ¢, y la forma G, en funcién de #
v 8. Evidentemente, se ha de cumplir la ecuacién de dualidad G = *F,
lo que imponemos a través del método variacional de Lagrange En
consecuencia, el lagrangiano del modelo se toma

-1 ry v ) AWallls q
£ = o (Fu(6.6)F* (¢ 8) — G (6,8) G*(9,9))

1
s 5w (66,0 - emﬁ F*(9,5)) | (4.95)
donde A, es un tensor antisimétrico cuyas componentes son las seis
constantes que juegan el papel de multiplicadores de Lagrange. Las
ecuaciones de movimiento de los campos bésicos ¢, ¢,  y g son las
ecuaciones de Euler-Lagrange

aLr oL
5 =% (s6) (499

.y andlogas para los otros tres campos. Dado que £ sélo depende de ¢
y sus derivadas a través de F,,, las ecuaciones (4.96) se pueden escribir

como
dF, OF,
9L OFap _ . (2L B (4.97)
OF.3 0¢ 8Fap 0(0,9)
Derivando funcionalmente la expresién (4.95) se obtiene
0L =31uﬂﬁ+ﬁw“hg. (4.98)

0Fqs 4
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Por otro lado, el tensor F,,, en funcién de ¢ y b, era

_ \/E a,uq_s 8U¢ — ap¢ 61/@3

Fu = - (00
" o (1 + §5)2 ’ R
de manera que las derivadas que necesitamos son
aF, —2¢
o 2 o (4.100)
0¢ L+ ¢¢
0F s —\a /ca _

P BN ) Y —
0(d,¢) B m 0o 089 — 03 0a®) -

Introduciendo las expresiones (4.98) y (4.100) en la ecuacién (4.97) se
llega a las ecuaciones de movimiento

vad ¢ Va Dot _
(Fa 27 ) (1 op Tt g 08 ((1 + ¢3¢)2)) B

) N
% m—iﬁ)“’ DgF°" . (4.101)

El lado izquierdo de la ecuacién {4.101), que es el que depende de
los multiplicadores de Lagrange, resulta nulo si se opera teniendo en
cuenta que F,g y A, son antisimétricos, ya que la cantidad que no es
directamente cero en la expresién que los multiplica es simétrica en o
vy 3. En consecuencia, las ecuaciones de movimiento para ¢ son

_9ab __gres o, (4.102)

(1T ¢9)?

Haciendo lo mismo para las otras tres variables, se llega a

BaFC 0y =0, 95F°P 8,0 =0,
9GP 8,0 =0, 9G¥ 3,86 =0, (4.103)

que, junto a la ecuacidn de dualidad G = *F, da las ecuaciones de
Maxwell correctas

F*P =0, 9;G** =0 . (4.104)
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De hecho, ya sabfamos que estas ecuaciones se cumplian, debido a las
identidades de Bianchi sobre las formas de Maxwell y de Faraday. En
este sentido, (4.104) no nos dicen nada nuevo. Incluso, si sustituimos
los valores de F*# v G®8 en funcién de ¢ y 6, en (4.104), y utilizamos
la dualidad, las ecuaciones (4.104) son identidades. Como consecuen-
cia, el lagrangiano (4.95) no tiene m4s ecuaciones de movimiento para
los nudos electromagnéticos que las identidades que se deducen di-
rectamente por la construccién de estos nudos. Pero es mds impor-
tante haber comprobado que la ligadura no afecta a las ecuaciones de
movimiento. Asf, se mantiene en la evolucién dinamica del sistema,
esto es, si imponemos que G = xF en el instante inicial, entonces esta
condicién se mantiene automaticamente en el movimiento. Por tanto,
en el modelo topoldgico del electromagnetismo clasico basado en las
funciones complejas ¢ y #, la mera existencia de estas funciones y la
condicién de dualidad en el instante inicial conducen automaticamente
a satisfacer las ecuaciones de Maxwell. Ademds, como se dijo en el
apartado anterior, toda solucién estandar de estas ecuaciones se puede
construir localmente a través de los nudos. Por tanto, es posible el
modelo topolégico basado en estas dos funciones complejas, pero adn
se ha de estudiar la existencia de soluciones.

4.3.3 Las condiciones de Cauchy

Para conocer si existen nudos electromagnéticos se han de caracterizar -
las condiciones de Cauchy. Estas son las cuatro funciones complejas

bo(x) = 6 Dlomo - Brlr) = 22D
’ t=0
Bole) = B(x.Dlmo + Bur) =22 (1105)
t=0

es decir, las condiciones de Cauchy son ocho funciones reales. Estas
funciones estan sujetas a la condicién de dualidad en el instante £ = 0,
como hemos visto en el apartado anterior. En la notacién (4.105),
la condicidén de dualidad se escribe en funcién de las siguientes seis
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ecuaciones en las condiciones de Cauchy y sus derivadas espaciales:

! . - 1 - _
(1 + dodo)? Vo x Vg = e ABE (91 Vg — & VGO)

! 5 1 . _
(15 8080)? Vil x Vi = RETIYSY (¢'1 Voo — ¢ Vrf)o) (4.108)

La respuesta a la pregunta de la existencia de soluciones aparece ya
como positiva, pues tenemos seis ecuaciones para ocho incégnitas, las
condiciones de Cauchy {4.105). Podemos utilizar las ecuaciones {4.106)
para eliminar incdgnitas, en particular ¢1 y #1. Para ello, notamos que
los campos eléctrico y magnético son ortogonales, asi que las funciones
¢o v 0 satisfacen la condicidén

(Vo x Véo) - (Vo x V) =0 , (4.107)

que es una ecuacién real en derivadas parciales para las dos funciones
complejas ¢g v 8o, y tiene infinitas soluciones. Cada una de ellas da una
pareja (do{r), 89(r)). Entonces, las ecuaciones (4.106} fijan las funciones
1 v 61. A partir de la condicién de ortogonalidad (4.107) se obtiene
que existen dos funciones complejas de las coordenadas, f(r) y g(r),
tales que

Véy x Viy = f(r) Vdo— F(r) Voo ,
Véox Vo = §lr) Voo —g(r) Voo , (4.108)

asi que, insertando (4.108) en (4.106), se obtienen

1 n 2
¢i(r) = (qi‘;ﬂifiﬂ\ f(r)
\ 1 F 9000/
(1488
n) = (155 o) (4.109)

Consecuentemente, las condiciones de Cauchy son las dos funciones
complejas ¢g(r), 99{r}, sujetas a las condiciones diferenciables de or-
togonalidad (4.107). Las soluciones existen, y serédn nudos electromag-
néticos.
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4.3.4 No linealidad escondida

El modelo de los nudos electromagnéticos que se ha construido puede
parecer lineal a primera vista, porque los campos E y B obedecen ecua-
ciones lineales, que son las ecuaciones de Maxwell en el vacio. Sin em-
bargo, no puede ser realmente lineal pues existen constantes topoldgicas
del movimiento, es decir, los nudes electromagnéticos cumplen

hm=he=an (4.110)
de manera que, si el campo (E,B) es un nudo electromagnético y,
por tanto, es solucién del modelo, entonces el campo (AE, AB) es otro
nudo, en general, sélo si A es un nimero entero. En este caso, si (E, B)
estaba construido a partir de las funciones ¢ = R exp(2wiq) y § =
S exp(2miu), entonces el nudo (mE, mB) estd construido a partir de
6™ = R exp(2rimq) y 8™ = S exp(2mimu). Asi, si (E,B) era un
nudo con helicidad A, = h. = a n, entonces ¢l nudo (mE,mB) tiene
hm = h, = anm? Cuando A no es un entero, entonces, en el caso
general, (AE, AB) no es un nudo desde el punto de vista global, pero lo
es desde un punto de vista local. La diferencia estd en la manera en la
que los campos se comportan en el infinito. En estos comentarios se ha
especificado que, si (E,B)} es un nudo, entonces (AE, AB) es también
un nudo si A es un nimero entero, y no lo es, globalmente, si A no es
un entero, en general. La precisién “en general” es importante porque,
si el campo (E, B) es un nudo, pero sus aplicaciones base nunca toman
los valores cero ni infinito, entonces pertenece a la clase de homotopia
de helicidad nula, v, en este caso, todos los miiltiplos (AE, AB), con
A real, son nudos con helicidad nula. Esto se puede considerar como
un residuo de linealidad. Las mismas consideraciones se pueden hacer
respecto a la suma de dos nudos: en general, no serd un nudo global.
Todo esto es consecuencia de las ecuaciones no lineales que siguen
las funciones basicas ¢ y #. El modelo de los nudos tiene una peculiar
forma de no linealidad, que puede denominarse no linealidad escondida
[2]. Lo que ocurre es que el conjunto de los nudos electromagnéticos
forma un subconjunto no lineal del espacio lineal de soluciones de las
ecuaciones de Maxwell, pero puede considerarse como subconjunto li-
neal desde un punto de vista local. Sin embargo, el sacrificio de la
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linealidad se ve recompensado por la incorporacidn de reglas de cuan-
tizacién topoldgica, que van a ser desarrolladas en la siguiente seccion.

4.4 Cuantizacion topoldgica

Esta seccion estd dedicada a la explicacion de las reglas de cuantizacién
topoldgica que aparecen en el modelo de los nudos electromagnéticos.
Como va se ha comentado en las secciones anteriores, este modelo tiene
por campos bdsicos dos campos escalares complejos, definidos en el es-
pacio de Minkowski cuya parte espacial esta compactificada y, ademas,
se considera que el espacio de llegada es el plano complejo compacti-
ficado, esto es, ¢, 0 : S3 x R — 52 Estos campos dan lugar local-
mente a la teorfa de Maxwell en el vacio, con tal que sus condiciones
de Cauchy ¢(r,0) y 6(r,0) satisfagan una relacién de ortogonalidad.
Al ser S% una variedad no trivial (se necesitan dos cartas coordenadas
para definirla), nos encontramos con que aparecen cargas topologicas,
que son cantidades integrales constantes del movimiento, y cuyo valor
estd discretizado por motivos topoldgicos. Las cargas topoldgicas del
modelo de nudos electromagnéticos tienen un significado fisico espe-
cialmente claro, que vamos a tratar en esta seccién, basandonos en los
trabajos [2, 159, 161, 162]. )

En primer lugar, los nudos definidos espacialmente en S* tienen
cuantizado el valor de las helicidades. Se relacionara esta cuestién con el
estudio de la helicidad electromagnética del capitulo 3, y se obtendrd un
valor fijo para la constante a del modelo. Por otro lado, se estudiaran los
campos de Coulomb del modelo, que no son todos los permitidos por la
teoria de Maxwell, sino que sélo pertenecen al modelo aquellos campos
de Coulomb acoplados a cargas eléctricas v magnéticas puntuales cuyo
valor es un multiplo entero de una carga fundamental.

4.4.1 Cuantizacién topoldgica de la helicidad y
normalizacion de los nudos
En el apartado 4.2.3 de este capitulo, al definir los nudos electromag-

néticos, se encontré que las helicidades magnética y eléctrica estaban
dadas por los invariantes de Hopf de las dos aplicaciones a partir de
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las cuales se construian los campos magnético v eléctrico, esto es, en
un principio parecian existir dos cargas topoldgicas. Sin embargo, la
condicién de ortogonalidad de los campos basicos obligaba a igualar
el valor de ambas cargas. Como consecuencia, solo hay un invariante
de helicidad en el modelo de nudos, y s6lo hay una carga topoldgica.
Esta es una buena noticia, como se verd. Consideremos la helicidad
electromagnética, definida como la suma de las helicidades magnética
y eléctrica. Para un nudo electromagnético, definido a partir de los
escalares (¢, ), se tiene

hm=aH(¢),he=GH(9), )
H(¢p)=H({#)=n, 7 (4.111)

de modo que la helicidad electromagnética del nudo es
h=hm+ he =2an (4.112)

que es la carga topoldgica natural asociada al nudo. Por otro lado, en
la seccién 3.3.2 del capitulo 3, vimos que la helicidad de todo campo
electromagnético en el vacio satisface

h = 2he (Ng — Ni) | (4.113)

(en este apartado usamos unidades fisicas, por claridad) donde
NR=fd3k Grap . Np= /dSk day (4.114)

siendo ap(k), er(k) transformadas de Fourier del potencial vector A,
-es decir, son campos clasicos cuyos andlogos cudnticos se interpretan,
en electrodindmica cudntica, como operadores de aniquilacién para fo-
tones con polarizacién dextrégira (helicidad +1) y levégira (helicidad
—1), respectivamente, de modo que, en la teorfa cudntica, Np y Np
se interpretan como los operadores nimero de fotones dextrégiros y
levégiros. Dado que la ecuacién (4.112) es vélida para todo nudo, y
la. ecuacién (4.113) es valida para todo campo electromagnético en el
vacio, igualdndolas se obtiene la siguiente relacién

h = 2an = 2hc (Ng — Ng) | (4.115)
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vélida para todo nudo electromagnético. En conclusion, los nudos elec-
tromagnéticos tienen cuantizada topoldgicamente el valor de la canti-
dad clasica

Ng~ NL = (i) n, (4.116)
he

y pueden clasificarse en clases de homotopia, etiquetadas por el valor
de esa cantidad. Ahora bien, se ha comentado en la seccién anterior
que el conjunto de nudos con un valor determinado de la constante de
accién por velocidad a genera localmente toda la teorfa de Maxwell en
el vacio, esto es, para cada valor de a tenemos localmente toda la teoria.
Con esto en cuenta, lo mas simple y mejor que se puede hacer es tomar

a=he, (4.117},
pues entonces se tiene la muy interesante relacién
Nrp—Np=mn, ’ (4.118)

es decir, la cantidad cldsica Ny — N estd topoldgicamente cuantizada
por el valor comin del invariante de Hopf de los campos escalares bdsi-
cos. Esto es expresable diciendo que, si @ = fic (0 @ = 1 en unidades
naturales), los nudos electromagnéticos son los campos cldsicos con la
normalizacidn correcta para ser el limite cldsico de la teoria cudntica, en
la que el espectro del operador Ny ~ Ny, es el conjunto de los niimeros
enteros. Por esta razon, a partir de este momento se tomard a = fc.
En relacién con la normalizacién de los nudos que se ha establecido,
es conveniente decir que, si multiplicamos las fases de los campos basicos
¢ v @ por un entero j, los campos B y E resultan multiplicados por
7, v la energia y la helicidad resultan multiplicadas por 2. De este
modo, se pueden definir nudos con cantidades dindmicas tan grandes
como se desee, incluso con el pequeno valor de e que se ha encontrado,
que juega el papel de unidad de helicidad. También es conveniente
comentar que, en ningin momento, se pretende hablar de nociones
como “fotones cldsicos”, sino sélo que existe una correspondencia formal
entre las cantidad cldsica Ng — N, y el operador cudntico de helicidad.
Segin vimos en la seccidon 4.3, los nudos son campos singulares
(E-B = 0), y cada campo singular el localmente equivalente a un nudo.
Por otro lado, el teorema de Darboux aseguraba que todo campo elec-
tromagnético se puede escribir localmente como suma de dos campos
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singulares. Consecuentemente, todo campo no singular es localmente
igual a la suma de dos nudos. Consideremos un campo no singular
formado por la suma de los nudos (¢1,81) ¥ (é2,02), es decir

E=FE,+E,, B=B,+Bs,
E-B=E;-By,+E;-B;#0, (4.119)

. que se puede denominar nudo compuesto, pues cada pareja (Eq, Ba),
con @ = 1,2, es un nudo. La helicidad de este nudo compuesto,
suponiendo que los invariantes de Hopf involucrades son H(¢1) =
H(Bl) =n1y H((ﬁg) = H(@Q) = ng,’es tal que )

1
NR~NL:TL1+712+E— -/RS(A-l-BQ-i-Cl-EQ) da?", (4.120)
. C

pues las ecuaciones de Maxwell implican que

[RS(AQ-Bl-FCQ-El) dSTZLS(A1-B2+Cl'E2) d3r . (4121)

Por tanto, en los nudos compuestos, localmente equivalentes a todo
campo electromagnético en el vacio, la cantidad cldsica Ng — N ya
no seré, en general, un nimero entero. Aparece un “término de inter-
ferencia”, cuyo significado topoldgico (tal vez relacionado con posibles
enlaces de las lineas de un nudo con otro, tal vez con la direccién relativa
de dichas lineas) no ha sido encontrado por ahora. La ecuacién (4.120)
para un nudo compuesto hace atin mds valioso el resuitado (4.118), pues
parece indicar que los nudos simples, convenientemente normalizados,
que generan la teoria de Maxwell en el vacio por si mismos (a través
de sumas de dos de ellos, en general), son los unicos que dan un valor
entero a la cantidad cldsica Ngp — Np.

4.4.2 El problema de la carga eléctrica

Uno de los problemas fisicos bdsicos ain sin resolver es el de la dis-
cretizacién de los valores posibles de una carga eléctrica. Experimen-
talmente se observa que los valores de todas las cargas eléctricas ais-
ladas que aparecen en la Naturaleza son multiplos enteros de un valor
fundamental, que es el de la carga del electrdn,

Q. =mne , e=vidra, = 03028 ... , (4.122)
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donde el valor de e en (4.122) estd medido en unidades naturales [203],
v o, representa la intensidad de la interaccidn eléctrica entre dos cargas
de valor e. Existen muchas posibles explicaciones tedricas de este hecho,
pero aln no hay una que satisfaga a todo el mundo.

Una posible explicacién, en el contexto de la teorfa “gauge” U(1) del
electromagnetismo, estd en usar una representacién unitaria del grupo
“sauge” en la cual los pardmetros de las transformaciones estén dis-
cretizados [197}, pero no estd muy claro el por qué de esta ligadura. Por
otro lado, la posibilidad de formular las ecuaciones de Maxwell sobre
cualquier variedad cuadridimensional con métrica de tipo lorentziano
(a través de las formas de Faraday y de Maxwell) ha permitido al-
gunos modelos en los que se responde la cuestién “,qué es la carga?”
con la frase “carga es topolog{a” [204]. En esta idea se basan algunas
explicaciones sobre la posibilidad de variedades en las que hay “carga
sin carga”, es decir, el valor del flujo del campo eléctrico a través de
ciertas superficies cerradas es no nulo aunque no existen cargas eléctri-
cas, pero el espacio es topolégicamente no trivial [205, 206]. Aunque
algunos de estos métodos de comprensién del problema de la carga
parezcan extrafios, sin duda ilustran una opinién que esta llegando a
ser cada vez més convincente: en fisica tedrica debe haber algo mas
que sélo ecuaciones diferenciales locales. Ademaés, existen muchos can-
didatos a “teorias de todo” (modelos matemadticos que unifican todas
las interacciones fundamentales y todos los posibles tipos de materia
de la Naturaleza) que tienen su propio mecanismo de cuantizacion de
la carga.

Pero quizd la més elegante de todas las explicaciones al problema de
la cuantizacidn de la carga es la introduccién del monopolo magnético,
es decir, cargas magnéticas puntuales, que ideé Dirac en 1931, y que ha
sido tratada en sus aspectos fisicos y matematicos en infinidad de oca-
siones [207, 208, 209, 210, 211, 212, 213, 214]. Un aspecto importante
de las teorfas “gauge” no abelianas es que poseen soluciones con las
propiedades de monopolos magnéticos [215, 216], llamados monopolos
de 't Hooft-Polyakov. En este contexto, se conjetura que los monopolos
asociados con la ruptura espontdnea de simetria de una teoria “gauge”
de gran unificacién deberian ser superpesados (del orden de 10 GeV),
v tales objetos podrian haber escapado a la deteccion. La bisqueda ex-
perimental de monopolos magnéticos ha sido infructuosa hasta ahora
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(una dnica seflal positiva fue encontrada por Cabrera en 1984 [217],
pero aiin no se ha podido repetir). En este apartado considero conve-
niente recordar brevemente alguno de los aspectos relacionados con el
monopolo de Dirac.

Recordemos que la teoria cldsica de Maxwell en el vacio es invariante
bajo una simetria llamada dualidad, que corresponde al intercambio de
las formas de Faraday y Maxwell

Fw—G, G— —F, (4.123)

donde G = *F. Cuando existen cargas y corrientes eléctricas, esta
simetria se rompe, porque las ecuaciones son

8,G* =0, 8,F* =j¥ (4.124)

donde la cuadricorriente j¥(r,#) para una carga eléctrica puntual de
valor Q. en la posicién zf§ se define como

i =Q. f dat 5@ (z - o) | (4.125)

y la integral en (4.125) se realiza a lo largo de la linea de universo de la
particula puntual. Si se quiere mantener la simetria de dualidad en las
ecuaciones (4.124), habria que introducir cuadricorrientes magnéticas
ik, dadas por

= Om [ dzt 6 (z — ) (4.126)
y ecuaciones de Maxwell modificadas

BLGHY = ¥ | 8, FH = j¥ (4.127)

y la operacién de transformacién de dualidad en el caso de existencia
de cargas seria

FeG , jleih,
Gw— —F , ghvw—ji. (4.128)

De este modo, la simetria de la dualidad en la teoria cldsica de Maxwell
con particulas cargadas introduce monopolos magnéticos. También se
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ha de decir que la méxima simetria en las ecuaciones {4.127) se en-
contraria si los valores minimos de las cargas eléctricas y magnéticas
fueran iguales.

A nivel cldsico, por tanto, los monopolos magnéticos estan al mismo
nivel que las cargas eléctricas, y es extrafio que los primeros no se hayan
detectado en el laboratorio. Dirac demostré que, a nivel cuantico, la
existencia de monopolos conduciria a la condicién

QeQm = 27n (4.129}

donde n es un entero. Esta expresion implica cuantizacién de la carga
eléctrica, problema resuelto si existe un monopolo en la Naturaleza.
Adem3s, la condicién de Dirac trae consigo una posible explicacién de la
dificultad de la observacién de monopolos. Supongamos que Q. = n.e,
donde e es la carga del electrén, y que @, = np,g, donde g es el
monopolo unidad, al que, segin la condicién de Dirac, asociaremos un
valor

27

g (4.130)

[

La intensidad de la interaccién magnética entre un par monopolo-
antimonopolo es
. 92 T 1
T dr e da,
lo cual quiere decir que es aproximadamente 5000 veces mas dificil se-
parar un par magnético que uno eléctrico. Sin embargo, ain asi parece
complicado que el hecho de no haberse podido detectar claramente
ningin monopolo magnético se deba tnicamente a esta explicacion.

Por 1ltimo, derivemos la condicién de Dirac. Un monopolo situado
en el origen crea un campo magnético que es

g @mr

" 4gp3

(4.131)

U

(4.132)

Dado que, en este caso, ya no se cumple dF = 0 en R*Y no podemos
tomar F' = dA (a nivel cldsico, esto no tiene mucha importancia, porque
lo bésico es el campo magnético, y éste es tan bueno como el campo
eléctrico de Coulomb). Pero, si restringimos nuestro dominio espacial a
R*— {0} x R, entonces dF = 0 en ese espacio, donde hemos eliminado el
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punto de divergencia no nula del campo magnético.para cada instante
(por eso “multiplicamos” el punto por el eje de tiempos real), es decir,
el punto donde estd situado el monopolo. Lo que ocurre ahora es que
R* — {0} x R no se puede contraer suavemente a un punto, de manera
que no existe globalmente una l-forma A en ese dominio tal que F =
dA. Pero R* — {0} x R es homeomdérfico a R? x $?, asl que, por
ser R? contraible, necesitaremos dos cartas coordenadas para definir el
potencial A (correspondientes a S?). El resultado es

_Qm ™
= [ [ 3
Aq in {tosp—=1do 2<,@<7r

Ay = _ﬁm feosp~+iyda , 0< < g , (4.133)

donde o y 3 son los angulos polar y azimutal. En la zona de intersec-
cién, se pide que la diferencia entre las dos 1-formas sea una transfor-
macién “gauge”, y lo es, porque

A — Ay = %”i do . (4.134)

Consideremos la ecuacién de Schroedinger para una particula de masa
M, carga Q. y funcién de ondas ¥(r,t), que se mueve en ¢l campo del
monopolo,

]. R 2 _ _3__ 0
57 (Y -Q. A Y= (zat QeA) v, (4.135)

que es invariante bajo una transformacién “gauge” dada por

A(r,t) — A(r,t) +dA(r,t)
U(r,t) — P(r,t)exp(iQec Alr,t)) . (4.136)

Ahora, para que la funcién de ondas ¥ esté bien definida en la region de
interseccion de las dos cartas coordenadas, la transformacion “gauge”
(4.134), a través de la expresién general (4.136) debe ser una fase uni-
valuada. Para ello, se ha de cumplir la condicién

exp (i Qeij a) =exp(ina) . (4.137)
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Esta es la condicidn de Dirac {4.129). Es importante notar que la condi-
cién de Dirac es una condicién cuantica, esto es, relativa a parametros
“vestidos” o renormalizados, y no sobre los pardmetros “desnudos” o
del vacio de la teorfa clasica.

4.4.3 Cargas puntuales en el modelo de nudos

Aunque se han presentado los nudos electromagnéticos como soluciones
de las ecuaciones de Maxwell en el vacio, el modelo del electromag-
netismo cldsico que definen admite cargas puntuales, cuyo valor estd
topoldgicamente cuantizado.

Recapitulemos. Sea #(r,t) un campo escalar perteneciente a la es-
fera $%. Si imponemos que f sea regular en su dominio espacial, y se
anule en la superficie del infinito, se le puede considerar como una apli-
cacién 8 : S x R — S?. Durante todo este capitulo, se ha visto que
parejas de estos campos escalares generan localmente todas las solu-
ciones de las ecuaciones de Maxwell en el vacio. Al ser regulares, estan
etiquetados por un entero, llamado invariante de Hopf, que los clasifica
en clases de homotopia.

Por otro lado, la condicién de la cuantizacidn de la carga eléctrica
en el electromagnetismo se puede definir a través del teorema de Gauss:
el flujo del campo eléctrico a través de cualquier superficie cerrada 5,
a la que se pide que no corte a ninguna carga, es siempre un nuimero
entero de veces la constante e. Esto se puede escribir como una integral
de la 2-forma de Maxwell G = *F,

/S*F — e . (4.138)

Vista en la forma (4.138), la cuantizacién de la carga recuerda mucho
la definicién del grado topoldégico de una aplicacién f : § — S?, que
es el nimero de veces que la imagen inversa de $? por la aplicacién
f cubre la superficie 5. En forma integral, y siendo ¢ la 2-forma de
volumen de S?, se tiene

grado (f) = fsf*o —n . (4.139)

Parece clara la similitud entre las ecuaciones (4.138) y (4.139). Pero,
en el modelo de los nudos, precisamente se define *F = /a #*c, donde
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0 : 8% x R — S§% Por tanto, el flujo eléctrico a través de una superficie
cerrada S interior al dominio espacial 3 es igual a \/a veces el grado
de la restriccién de la aplicacién 6 a la superficie S. Lo que ocurre es
que el grado de esa restriccién es cero porque hemos supuesto que 6 es
regular en 5% x R, y entonces lo es en S, por lo cual toda linea de nivel
de # que sale de S vuelve a entrar. Por otro lado, el campo definido
por # es un campo en el vacio, de manera que no hay cargas y el flujo
eléctrico es cero. De modo que la analogia grado-carga se cumple en el
caso trivial.

"Supongamos ahora que 8 es regular en R3 x R excepto por una
singularidad en un punto del espacio, que llamaremos P, en el cual
convergen o divergen las curvas de nivel de #. Como ya se dijo en el
apartado anterior, el dominio de definicién de 4 es, entonces, home-
omoérfico a S2 x R%. Si S es una superficie espacial cerrada que rodea
al punto P, el flujo del campo eléctrico definido por *F = \/af*o es

Qezfs*pm\/an , (4.140)

donde n es el grado de la aplicacién inducida 8 : § — 52, Como con-
secuencia, la carga eléctrica estd cuantizada en el modelo de nudos,
ya que sélo son posibles campos de Coulomb acoplados a cargas eléc-
tricas cuyo valor estd dado por (4.140). El modelo posee una carga
fundamental, de valor

0 =Va, (4.141)

lo cual quiere decir que sélo se admiten cargas de valor un miltiplo
entero de veces la carga fundamental (4.141). Ahora, hay que recordar
que, en el apartado 4.4.1, se fij6 el valor de la constante a del modelo,
de tal manera que a = fc, en unidades fisicas, 0 ¢ = 1 en unidades
naturales. Por tanto, la carga fundamental del modelo topolégico de

los nudos es
=1, (4.142)

en unidades naturales, y el nimero de cargas fundamentales dentro de
cualquier superficie cerrada S es igual al grado de la restriccién de la
aplicacién 8 a S.

Para clarificar estos puntos, recordemos el ejemplo 1 del apartado
4.3.1." Allf vimos que el campo de Coulomb estaba dado por la apli-
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cacion
9 = tan (g) exp (ch/‘fg) , (4.143)

donde a y A3 son, respectivamente, los dngulos polar y azimutal. Si
Q. = \/a, entonces 6 estd definida en S x R?, donde S? es la superficie
de la esfera z? + y? + 22 = 1, y R? es el producto cartesiano del eje r y
el eje t. En este caso, (4.143) resulta

p= T W } (4.144)
zFT

que no es regular en los puntos 0 ni oc. La irregularidad en el infinito
impide que # pueda ser tomada como una aplicacién de $3 x R — §%,
y la irregularidad en el punto 0 indica que hay una carga en ese punto.
El valor de la carga es igual al grado de la restriccién de # a la superficie
r =1, que es igual a 1 para la aplicacién (4.144).

Otra cuestidn muy importante es que lo hecho con 8 se puede hacer
con ¢. De este manera, el modelo de los nudos admite también monopo-
los magnéticos cuyo valor es

Qm=nVva=n, (4.145)

de manera que la carga eléctrica y el monopolo magnético fundamen-
tales tienen el mismo valor, 1 en unidades naturales. El modelo es
completamente simétrico en sus partes eléctrica y magnética.

Se asume que, al ser éste un modelo clasico, los valores de las cargas
han de ser renormalizados. Teniendo en cuenta el valor del monopolo
de Dirac, g = 27 /e, resulta

e=Xqgp=X,g9=Yqp=Y ,

X .
7= 20, , XY =21 . (4.146)

Una imagen de como actuaria la renormalizacidn de estos parametros es
la siguiente. 5i el vacio es dieléctrico y paramagnético, las correcciones
cudnticas debidas al mar de pares virtuales haria decrecer la carga eléc-
trica, pero incrementaria el valor del monopolo; en otras palabras, la
carga eléctrica observada debe ser mas pequena que la del vacio, pero
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con el monopolo magnético ocurre lo contrario. Sin embargo, este ar-
gumento es especulativo, y debe ser tomado con cuidado. El modelo
de los nudos electromagnéticos posee, de manera natural y clasica, un
mecanismo topolégico para la cuantizacién de las cargas, pero, respecto
a los valores de las cargas fundamentales en el vacio, es necesaria una
mayor comprension de los mecanismos de renormalizacién, y también,
posiblemente, de la simetria de la dualidad y su ruptura espontinea.
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Capitulo 5

Estudio de algunos nudos
electromagnéticos en el vacio

5.1 Introduccién. Objetivos del capitulo

De manera independiente de su importancia como base del modelo
topolégico del electromagnetismo que se ha presentado en el capitulo
anterior, los nudos electromagneéticos son soluciones estandar de la
teoria de Maxwell en el vacio con propiedades topoldgicas que los dis-
tinguen del resto. En particular, su helicidad estd topolégicamente
cuantizada, de manera que h,, = h. = n a, donde el nimero entero
n tiene el significado de invariante de Hopf de las dos aplicaciones a
partir de las que se construyen los campos magnético y eléctrico, lo que
indica que cada par de lineas magnéticas esté enlazada, con un nimero
de enlace igual a n, y cada par de lineas eléctricas estd enlazada, con
el mismo numero de enlace que las magnéticas. Esto permite clasificar
los nudos en clases de homotopia C,, etiquetadas por el valor »n del
nimero de enlace.

El objetivo de este capitulo es la obtencién y estudio de una familia
de nudos explicitos, soluciones de las ecuaciones de Maxwell en el vacio,
que seran representantes de las clases de homotopia Cin2. Estas solu-
ciones han venido siendo caracterizadas en los trabajos [218, 2, 160,
162]. En la seccién 5.2 se encuentran las condiciones de Cauchy de
algunos nudos de clase C, basados en la llamada fibracién de Hopf. Ei

123



124

método puede generalizarse de manera que se obtienen las condiciones
de Cauchy de nudos representantes de las clases C'y,z2, lo que se hace en
la seccién 5.3. Finalmente, en la seccién 5.4, se encuentran los campos
para todo instante, junto con un estudio de sus propiedades dindmicas
y, especialmente, de la evolucién de los campos escalares bésicos.

5.2 Condiciones de Cauchy de una fa-
milia de nudos de clase C)

El problema de la busqueda de nudos electromagnéticos triviales, es
decir, pertenecientes a la clase de homotopia cero, tiene una solucién
muy sencilla. Sélo hay que encontrar dos aplicaciones S® — S? tales
que los campos vectoriales tangentes en todo punto a sus curvas de nivel
sean ortogonales y que tengan indice de Hopf cero. La cuestién se com-
plica cuando se buscan nudos representantes de clases de homotopia
no triviales (ocurre lo mismo que en el caso de soluciones instanton de
las teorias de Yang-Mills con ndmero de instantén no nulo, cuya ob-
tencién implica la utilizacién de técnicas matematicas refinadas, como
cuaterniones o twistors [36, 219]). En el caso de los nudos, hay que
trabajar con aplicaciones S% — §? de indice de Hopf no nulo, pero de
éstas no se conocen tantas como de las triviales. Un método elegante
de enfrentamiento del problema es el basado en teorfa de grupos de Lie
[220], en nuestro caso el grupo SU(2). A través de este método se en-
cuentra una familia de aplicaciones S* — 52 no triviales, y también una
manera de obtener directamente sus curvas de nivel como soluciones de
un grupo uniparamétrico de difeomorfismos en el grupo SU(2). Nos
toparemos asi con la fibracién de Hopf, y las condiciones de Cauchy de
nudos representantes de la clase de homotopia C'.

5.2.1 Planteamiento del problema

En este apartado se resume el problema de la bisqueda de las condi-
ciones de Cauchy de un nudo electromagnético de clase Cy,. En primer
lugar, sea ¢g : S — S? una aplicacién de indice de Hopf n. Por proyec-
cidn estereogrifica, se puede considerar que ¢p es una aplicacién de las
coordenadas espaciales {(z,y, z) en el espacio complejo compactificado.
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Hecho esto, el campo magnético en ¢ = 0 se define como

\/E..
(271} (I=F dogo)?

Buscamos ahora otra aplicacién 6y : §% — §2 tal que la velocidad de
sus curvas de nivel sea ortogonal en cada punto a la velocidad de las
curvas de nivel de ¢p, esto es,

(Vo x Vo) - (Vg x V) =0, (5.2)

B(r,0) = Voo x Vo - {5.1)

con lo cual el campo eléctrico en t = 0 es
Va
(271) (L + fofl)?
que sera ortogonal a B(r,0) por (5.2). Para que esta condicién de or-
togonalidad se mantenga en todos los instantes posteriores, es necesario
que, ademds de (5.2), se cumpla que el indice de Hopf de 6, sea igual que
el de ¢g, pues se demostré en el tercer capitulo de esta memoria que los
campos singulares tienen el mismo valor de las helicidades magnética y

eléctrica. Encontradas ¢g y fg con estos requerimientos, lo siguiente es
identificar las funciones complejas f(r) y g(r) que satisfacen

Voo x V8y = fVdo— f Vo,
Voo x Vgog = gVby—g Vg, (5.4)

E(r,0) = Vo x Vi | (5.3)

a partir de las cuales definimos

{14 0do ?
¢51 it (1+0—090) fa

= 2
1+ 808
o, = [="20% , 5.5
! (1+ J (5:5)

Las condiciones de Cauchy de las funciones ¢(r,t) y 8(r,t) son entonces
las dadas en la ecuacién (4.105), que reproducimos,

boe) = 0(r, Dlucy . 2r(r) = 22D
. t=0
bolr) = 0,y .+ 0utr) = 20D (5.6)
. t=0
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y las condiciones de Cauchy de los campos magnético y eléctrico son

Vva -
B(I‘,O) = (271‘1)'@._-!: (50@0)2 v¢)0 X vqb()
Ja _ _
(2m1)(1 + Boby)? (01 V00~ 61 Vo)
E{r,0) = va Véy x Vg (5.7)

(273)(1 + Bofp)?
\/E_
(27T?i)(1 + ¢0¢0)2

Las ecuaciones (5.7) son, precisamente, las ecuaciones de dualidad G =
x*F, en t =0, de un nudo electromagnético definido como

F=—Vap*sc , G=+abd"s . (5.8)

Dado que la dualidad se mantiene en el tiempo (lo vimos en el cuarto
capitulo), se concluye que la ecuacién (5.7) se mantiene durante la
evolucién temporal de los campos magnético y eléctrico y, por tanto,
éstos definen un nudo electromagnético de clase Cy,.

(fgl Vg — ¢4 V&o)

5.2.2 El método de teoria de grupos para encon-
trar aplicaciones $% — S?

Un método elegante para encontrar aplicaciones S® — S$2 no triviales
se basa en la identificacién de las variedades S® y SU(2). Vamos a
desarrollarlo aqui, pero antes recordemos muy brevemente las nociones
bésicas de teoria de grupos que necesitaremos [37].

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable con estructura
de grupo, de tal manera que las operaciones de grupo {producto e
inversa) son suaves. Por sus aplicaciones fisicas, un grupo de Lie muy
importante es el grupo lineal complejo G L{n, C'), definido como el grupo
de las transformaciones lineales no singulares en el espacio complejo de
n dimensiones C™, que se pueden representar por matrices n x n con
componentes complejas. Los subgrupos de GL(n,C} mds importantes
son

SL{n,C) = {g€ GL(n,C) [/ Detg=1},
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U(n) = {g€GL(n,C) /[ gg"=g7g=1}, (5.9)
SU(n) = Ur)nSL{n,C) ,

donde ¢+ es la matriz traspuesta conjugdda de g. Los subgrupos (5.9)
son, a su vez, grupos de Lie, y representan algunas de las transforma-
ciones mas importantes de los sistemas fisicos. El digebra de Lie LG
del grupo de Lie G es el espacio vectorial tangente a la variedad G en
la identidad e € G, es decir, ~

LG =T.G . © (5.10)

Por ejemplo, para los grupos de Lie dados en (5.9}, sus élgebras de Lie,
denotadas como el grupo pero en letras minusculas, son

sl{n,C) {veGL(nC)/ Te(V)=0},
u(n) {(VeGL(n,C) | V+V*T =0}, (5.11)
su(n) = u(n)Nsi(n,C),

I

]

siendo Tr (V') la operacién que consiste en tomar la traza de la matriz.
Dado el grupo de Lie G, su &lgebra de Lie estd definida univocamente
como espacio tangente en la identidad, pero esto no se cumple a la
inversa, pues puede haber varios grupos con el mismo algebra de Lie,
que seran localmente isomorfos. Més concretamente, todo dlgebra de
Lie es el dlgebra de Lie de un tnico grupo de Lie simplemente conexo
(221, 222]. El resto de grupos con el mismo dlgebra, pero que no son
simplemente conexos, estdn cubiertos por el que es simplemente conexo
(una variedad conexa M cubre a otra variedad N si existe una apli-
cacién f : M — N tal que la imagen inversa de un entorno de un punto
p € N es igual a la unién disjunta de entornos abiertos de los puntos
f~Yp) € M). Para pasar del dlgebra al grupo se utiliza la funcién Exp,
que, en nuestro caso especialmente sencillo de representaciones matri-
ciales, coincide con la exponencial de la matriz, Exp = exp. Sea LG el
dlgebra de Lie de un grupo en representacién matricial, y supongamos
que todo elemento del dlgebra se puede escribir como combinacién lineal
de unas matrices T}, es decir,

V=dT; , VV € LG, - (5.12)
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donde los T; son un conjunto de generadores del dlgebra y el subindice j
va desde 1 hasta la dimensién del dlgebra. En este caso, todo elemento
g € G del grupo se puede escribir como

g =exp (7T}) . (5.13)

Centrémonos en el grupo SU(2), formado por las matrices unitarias
2 x 2 de determinante igual a 1. Aplicando estas restricciones, resulta
que todo elemento g € SU(2) es del tipo

a b _ -

es decir, el espacio paramétrico de SU(2) tiene dimensién 3 (se nece-
sitan 2 pardmetros complejos sujetos a una condicion real). En (5.14)
es facil ver que SU(2) y S3 son variedades isomorfas, de manera que
hemos encontrado que SU(2) es el grupo de Lie simplemente conexo
correspondiente al dlgebra de Lie su(2) (pues sabemos que S* es sim-
plemente conexa). Escogiendo convenientemente la parametrizacién en
la ecuacidn (5.14), se pueden expresar todos los elementos de SU(2) en
funcién de un conjunto de matrices dadas por

. ( cosa + 1 (az/a) sina  ((ag+1i01)/a) sino ) (5.15)

9=\ ((~az+ia1)/a) sina cosa —i{as/a)sina | ° '

siendo «; tres pardmetros reales con af + o + o = o?. Esto equivale
a tomar los elementos g como las exponenciales

g=exp(ialo;) , (5.16)

donde ¢, son las matrices de Pauli, que generan el algebra de Lie su{2),

m‘—‘(? é) ,02:([3 —Oi) ,03:((1} _01) . (5.17)

Segin la ecuacién (5.16), todo elemento del dlgebra de Lie, V € su(2),
se puede dar como
V=idlsg; . (5.18)
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Por otro lado, es posible escribir las coordenadas de todo punto de la
esfera S? en forma de matriz 2 x 2, colocando las coordenadas reales
{n1,n3,n3) en la forma de una matriz N definida como

N =inlo; (5.19)

y la condicién n? + nZ + n% = 1 es absolutamente equivalente a la
restriccién Det N = 1. Comparando las expresiones (5.18), para los
elementos de su(2), y (5.19), para los elementos de 52, se llega a la
conclusién )

52 ={V € su(2)/DetV =1} , (5.20)

esto es, la variedad S? se puede tomar como el subconjunto del dlgebra
de Lie su(2) formado por matrices 2 x 2 que tienen determinante 1.
Dado que S? es isomorfo al grupo SU(2), toda aplicacién S* — SZ
es una aplicacién entre el grupo SU(2) y el subconjunto de matrices
de determinante unidad del dlgebra su(2). En teoria de grupos de
Lie, algunas de las aplicaciones entre un grupo y su algebra estdn bien
estudiadas, lo que nos permitird encontrar ejemplos de las aplicaciones
que buscamos.

Entre las aplicaciones entre un grupo de Lie y su édlgebra, se dis-
tingue la llamada aplicacién adjunta. Sea G un grupo de Lie y sea M
una variedad diferenciable. Una accion de G sobre M es una aplicacién
diferenciable f : G x M — M tal que

fle,p)=p, flg, f(g2,p)) = f(g9192,p) , (6.21)

Vp € M, siendo e la identidad en G, y g1,92 € G. La representacién
adjunta del grupo de Lie G es una accién de G en si mismo, denotada
por ad. Si g € G, se define la representacién adjunta como

adg : G — G
g~ ady(g)=g9'a7" . _ {5.22)

Dado que ad,{e) = e, se puede restringir la aplicacién inducida en el
espacio tangente, adg. : TG — Tadg(g,)g, al punto g’ = e, y asf se llega
a una aplicacién Ad, : T.G — T.G, dada por

Ady = adgqp g - (5.23)
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Pero el espacio vectorial tangente al grupo de Lie en la identidad es,
por definicién, al dlgebra de Lie, T.G = LG, de manera que la ecuacion
(5.23) es la definicién de una aplicacién

Ad: LG x G — LG, (5.24)

que se denomina aplicacion adjunta. En el caso especial en que G
estd representado por matrices, la aplicacién adjunta toma la forma de
transformacién de semejanza,

Ady(V)=gVg™' . Vge G, YV ELG . (5.25)

Si fijamos V en la expresion (5.25), la aplicacién adjunta que resulta es
una-aplicacién entre el grupo de Lie matricial y su dlgebra, que es lo
que andamos buscando.

Apliquemos esto a SU(2). Dado que se tiene que restringir la imagen
de la aplicacién adjunta al subconjunto de su(2) formado por matrices
de determinante unidad, conviene escoger V' como

V=iklo;, (5.26)

con k2 + k24 k2 = 1, y variar los k; para obtener aplicaciones distintas.
En consecuencia, se llega a un conjunto de aplicaciones $° — $2 dadas

por la férmula _ _
n'o; = g(Kaj)e™" (5.27)

donde ¢ € SU(2) = $%, y n; son las coordenadas de S2. Las aplicaciones
§% — §? dadas por (5.27) son, basicamente, del tipo de la aplicacién de
Hopf que se vi6 en el apartado 4.2.2. Para cerciorarse de ello, escojamos
k] = ko = 0, k3 = —1. Entonces, tomando para g la parametrizacion
(5.15), resulta que la ecuacién (5.27) aplica las coordenadas de S,
dadas por (a1, a9, a3), en las coordenadas de §? dadas por (n1, na, n3),
de la siguiente manera,

2 2
o ooy
iy = —1+21—2281n20, (528)
o' : .
: Qg —1Qp . Qg
nyting = 2———sino {COS@ —1 — SN | |,
- a

expresiones que son del tipo de la aplicacién de Hopf (4.18). Es mas
facil verlo si se hacen las proyecciones estereograficas correspondientes
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a8?=CU{x}ySU(2) =5 = R3U {oc}, respectivamente. Para
la primera, escogemos la coordenada compleja x dada por (4.15) en el

apartado 4.2.2,

il Sk (5.29)

X= 1~ mng

Entonces, tomando los n; como en la ecuacién (5.28), se obtiene que la
imagen de un punto de $3 es el nimero complejo

oy + i g

= . 5.30
X —ag +iacota ( )
Para SU(2) = S3, tomamos las coordenadas reales de la proyeccidn

(4.23) que, respecto a los pardmetros «;, estdn dadas por

iz nay astanf{faf2} —  asgtanlaf2)
2 R i e AP Bk S ¥ 1)
8] 83 84
En las coordenadas reales {x,y, z), la ecuacién (5.30) es
2 +12y
= - , 5.32
X T ri(rr -1 (5:32)

que, salvo un signo menos global; que no afecta a los campos magnético
y eléctrico que construiremos con ella, es la aplicacién de Hopf. La
transformacién (5.31) equivale a tomar los elementos de SU(2) como

g = exp (71 % :EjO‘j) , (5.33)

siendo e = 2 arctanr. La parametrizacién de SU(2) por coordenadas
de R? dada por la ecuacién (5.33) se conoce como parametrizacion de
Skyrme. En consecuencia, se ha obtenido que la aplicacién de Hopf
1: 5% — $? se puede escribir como

, o o
n'o; = exp (z’ — :Hrrj) (—a3) exp (-—i — :c’crj) , (5.34)
r T
v que una familia de aplicaciones del tipo de la de Hopf se obtiene
cambiando el factor —o3 en (5.34) por el mds general k’c;, donde
k? + k3 + k2 = 1. Estas aplicaciones son no triviales respecto a su .
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indice de Hopf, como se verd en los siguientes apartados, por lo que
podemos plantearnos construir con ellas nudos electromagnéticos de
clase de homotopia distinta de cero. Para ello, el siguiente paso sera
encontrar dos aplicaciones del mismo tipo de homotopia cuyas curvas
de nivel tengan velocidades que sean ortogonales. El método que se
acaba de presentar, basado en teoria de grupos, también funciona en
este sentido.

5.2.3 La fibracién de Hopf y sus fibraciones or-
togonales

Sea una aplicacién suave f : §® — S2 Sus curvas de nivel se definen
como la imagen inversa de un punto p € S, y son curvas cerradas en
5% si el punto p es regular. En el caso de la aplicacién de Hopf, ya
se comentd en el apartado 4.2.2 que estas curvas de nivel son curvas
cerradas enlazadas entre si, y con nimero de enlace igual a 1. Sea z(7)
la curva correspondiente a un valor p € S? por la aplicacién de Hopf,
es decir, II(z(7)) = p. Es claro que II aplica cada curva de nivel en
un punto de $?, de manera que se puede considerar a la aplicacién de
Hopf como la proyeccién del espacio fibrado $2 en su base 52, En este
sentido, las curvas de nivel de la aplicacién de Hopf se llaman fibras, y el
conjunto de todas esas fibras se llama fibracion de Hopf. Consideremos
las aplicaciones §% — $2 dadas en la forma que se ha estudiado en el
apartado anterior,

n'o; = exp (75 = a:jcrj) (k'oy) exp (—7; 2 wjaj) : (5.35)
T T

En primer lugar, buscamos la expresién general para las curvas de nivel
de esta aplicacién. Esto puede hacerse notando que las curvas de nivel,
en SU(2), son subgrupos uniparamétricos, de manera andloga a lo co-
mentado para las lineas de campo en el apartado 4.2.1. Un subgrupo
uniparamétrico es una curva g(r) € SU(2) tal que

g(0) = g,
gln+m) = gln)+g(r), (5.36)
g(~7) = g7H7) . |
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Para encontrar el subgrupo uniparamétrico que corresponde a las curvas
de nivel de una aplicacién como (5.35), se ha de imponer que cada curva
de nivel se aplica en el mismo punto de 52, es decir, se busca g(7), con

g(0) = g, tal que

g(r) (ko)) g7Hr) =g (K'a) g™ . (5.37)

Multipliquemos la ecuacién (5.37) por la izquierda por ¢! y por la

derecha por g(7), con lo cual se llega a que la condicién (5.37) implica
la conmutatividad del elemento g~'g(r) € SU(2} con la matriz Kaoj,
esto es, se debe satisfacer

[g_lg(’r),kjaj] =0. (5.38)

Dado que ¢~ 'g(r) es un elemento del grupo, y que g(7) es un subgrupo
uniparamétrico, se puede tomar

9 g(7) = exp (it K'q}) , | (5.39)

donde K2+ K2+ K3 = 1. Escogido de esta manera, ocurre que g(27) =
g(0) = g. Ademds, por cada punto g pasa una curva y sélamente una.
Para ver esto, sean dos puntos g y ¢, valores iniciales de dos curvas
g(r) = gexp(r V) y ¢'(r) = ¢’ exp(r V). Supongamos que estas dos
curvas se cortan en un punto, correspondiente a v = 7 y T = 7o,
respectivamente. En ese caso, para el punto de corte, se satisface

gexp(ri V) =g exp(r2 V) , (5.40)

de manera que g’ = gexp({m, —m2)V), lo que demuestra que g y ¢’ estdn
en la misma curva. Para conocer la forma explicita que tiene V' € su{2)
para las aplicaciones (5.35), se ha de sustituir la expresién (5 39) en la
condicién (5.38). Al hacerlo, aparece

0 =isin (7) K7k [a;,01] = —2sin (1) ejum KK (5.41)

donde se han aplicado las bien conocidas propiedades de conmutacién
de las matrices de Pauli,

[O'j,O'[] =27:5jlmf7m . : (542)
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La ecuacién (5.41) se satisface para todo 7 si K; = k;, 7 = 1,2,3.
Hemos llegado, de esta manera, a identificar las curvas integrales de las
aplicaciones (5.35) en funcién de los subgrupos uniparamétricos

g(r) = gexp (it Koy} . (5.43)

En particular, para la aplicacion de Hopf, dada por &; = kz = 0,
k3 = —1, la fibracién de Hopf esta dada por

glt) =gexp(—ito3) . - (5.44)

Si se toma para g la parametrizacion de Skyrme (5.33), se obtienen las
curvas de nivel de la aplicacién de Hopf

2z + vy

=TT (5.45)

¢H($, ¥y Z)

en R3U {oo}. Efectivamente, resolviendo (5.44) para (z(7),y{7), 2(7))
se llega a las ecuaciones paramétricas de la fibracién de Hopf, dadas
en funcién de los puntos iniciales (z,y, z) y del parametro 7, que varia
entre 0 v 27, que son

2zxcosT + 2ysinT
(r?+1) = (r2=1) cos7 + 2zsin7
2ycosT — 2zsinT
_ , 5.46
y(7) (r2+1)—(r?2~1) cosT+ 2zsinT ( )
2zcosT + (?"2 — 1) sin7
(1)~ (2= 1) cos7 + 2osinT |

z(7) =

En la figura 5.1 se representan dos de las curvas de nivel de la aplicacién
de Hopf, correspondientes a los puntos iniciales (1,0,0) ¥ {0,0,1). Estas
dos curvas de nivel son el circulo z2+y? = 1 y el eje z, respectivamente,
y estén claramente enlazadas. Recuérdese que, al tener R3 compactifi-
cado a un sélo punto del infinito, el extremo superior del eje z coincide
con el extremo inferior.

Hasta este momento, las técnicas de teoria de grupos han resultado
muy 1itiles al problema de las condiciones de Cauchy de nudos electro-
magnéticos no triviales. Concretamente, nos han permitido encontrar
algunas aplicaciones §* — 5% de indice de Hopf aparentemente no
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Figura 5.1: Las dos fibras de la aplicacién de Hopf que pasan por los
puntos (1,0,0) y (0,0, 1), respectivamente.

nulo, entre ellas la aplicacién de Hopf (que tiene indice de Hopf igual
a 1), y también nos han ofrecido un método sencillo para escribir las
ecuaciones paramétricas de las curvas de nivel de esias aplicaciones.
Sin embargo, la solucién del problema de los nudos implica a dos apli-
caciones, del mismo indice de Hopf, tales que las velocidades de sus
respectivas curvas de nivel sean ortogonales. Por tanto, nos falta es-
tablecer la ortogonalidad de la velocidad de las curvas de nivel en el
lenguaje de teoria de grupos que se ha introducido, y comprobar que
existe al menos un par de aplicaciones, del tipo que se ha encontrado,
tal que satisfacen esa ortogonalidad. Se verificard que las técnicas in-
troducidas siguen funcionando en este sentido.

Consideremos dos curvas en SU(2), que se cortan en el punto g.
Si utilizamos la parametrizacién de Skyrme de SU(2) (equivalente a la
proyeccién estereografica de S3), podemos escribir estas dos curvas en
funcién de las curvas en R® U {oc}, dadas como zi(r1) y z3(7s), con la
condicién =} (0) = z4(0) = a7, es decir,

e ]
a(n) = e (1Zzlo;)  a0)=0.
1

o) = ep (i%al)  p@=g. (547

T2
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donde @, = 2arctan (r,), @ = 1,2. El producto escalar en SU(2} de los
vectores tangentes a las dos curvas (5.47) en el punto de corte g estd
dado por

. 1 L.
g1 g2=5Tr (97 92) (5.48)
con la notacidén natural

. d
e = 5 ga(Ta)

ATy

(5.49)

Ta=0

Es directo verificar que el producto escalar {5.48) en SU(2) es propor-
cional al producto escalar en R?. Para ello, la derivada de g1{m1) en
T = 0 es, tras operar,

i = s (~2 ) ~ 2 e o0+ ele) |
(5.50)
siendo
G4

T1=
y con una expresién completamente analoga para ¢o. Si se introducen

estas expresiones en el producto escalar (5.48) vy se usan las propiedades
de la traza de las matrices de Pauli,

Tr(o;) =0, Tr{ojor) = 26k , (5.52)
resulta que .
1 "y 4 -

que es proporcional al producto escalar en R*. Por tanto, si se encuen-
tran dos subgrupos uniparamétricos de difeomorfismos en SU(2) cuyos
vectores tangentes en un punto son ortogonales en el sentido del pro-
ducto escalar (5.48), entonces estos vectores son ortogonales respecto
al producto escalar euclideo de R*. Ademds, si se puede escribir, como
en nuestro caso,

gi{m1) = gexp(nVi),
g2(ma) = gexp (m2Va) , (5.54)
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con V, € su{2), entonces el producto escalar de los vectores tangentes
a las curvas (5.54) en el punto de corte g es un producto escalar en el
dlgebra de Lie, pues ' ‘

) -dn ) o

Para las aplicaciones $3 — §? que estamos estudiando, tenemos que
V, =i(kio;) | ' (5.56)

asi que, para tener dos fibraciones con vectores tangentes ortogonales,
se ha de imponer, segin (5.55) y (5.56)

0= -;-k{ké Tt (o;01) = Skikb . (5.57)
En consecuencia, el método de bisqueda de nudos electromagnéticos
basado en teoria de grupos también ofrece una salida sencilla para el
problema de la ortogonalidad de los campos magnético y eléctrico en
el instante inicial. Sea una de las aplicaciones S3 — S? la aplicacién
de Hopf, dada por ki = k% =0, k} = —1. Entonces, segin la condicién
(5.57), una aplicacién con vector tangente a sus fibras ortogonal al vec-
tor tangente al fibrado de Hopf estd dada por k3 = 0. Por tanto, resulta
claro que, a partir del producto escalar que se ha encontrado (5.57), el
conjunto de las aplicaciones S* — S? definidas por la expresién (5.35),
esto es,

n'o; = g (- sin (v) cos (¢)o1 — sin (y) sin (¢)eog = cos (v)o3) g1, (5.58)
se pueden escribir en funcién de tres aplicaciones con vectores tangentes
mutuamente ortogonales, que forman una base de estas aplicaciones,
I1;, I, y I3, dadas por las elecciones k! = —1, k2 = —1, y k% = —1,
respectivamente, como

nlo; = sin (v) cos (¢) Iy + sin (v)sin (¢) g + cos (v) I3 , (5.59)

donde las variables angulares v y ¢ tienen la funcién de “coordenadas”
de las aplicaciones. En la expresion (5.59), IT3 es la aplicacion de Hopf,
que se ha estado estudiando,

Iz : nloy=g(-03)g7", (5.60)
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cuyas curvas de nivel en R® estdn dadas por las ecuaciones paramétricas
(5.46); II; es una aplicacién dada por

I : nloy=g(-c) g™, (5.61}

tal que la velocidad de sus curvas de nivel es ortogonal a la de Il3; y
I, es la iltima de las aplicaciones base, con velocidad ortogonal a las
dos anteriores, \

Iy : nloy=g{~a)g ' . (5.62)
Las curvas de nivel de TI;, de modo absolutamente andlogo al caso de
II;, vienen dadas en funcién del subgrupo uniparamétrico

g(r) = gexp (—iroy) , (5.63)
cuyas ecuaciones paramétricas en R* son

2zcosT + (r2— 1) sint
(r2+1)— (r2 — 1) cosT + 2zsin7T
2ycosT 4 2zsinT
() = , 5.64
¥(7) (r2+1) —(r2—=1) cosT + 2zsinT (5.64)
2zcosT — 2ysinT

(T4 1) — (2 1) cos7 + 2zsinT |

Como es facil comprobar, estas ecuaciones son las mismas que las de la
fibracién de Hopf I3, dadas por (5.46) haciendo la permutacién en R*

(z,y,2) = (y, 2,2}, * (5.65)

asi que el indice de Hopf de esta aplicacién coincide con el indice de
Hopf de II3, que es la unidad. Respecto a la tercera aplicacion base,
I1;, dada por
g{t) = gexp {—iroy) , (5.66)

sus curvas de nivel, a partir de (5.63), con o9 en lugar de oy, son, en
paramétricas,

2zcosT — 2zs8inT
(r24+1) — (r2—1) cost + 2ysin7 ’

2ycosT + (r2 — 1) sint

ylr) = (r2+1) = (r2—1) cosT + 2ysinT (5.67)

2zcosT + 2xsinT
(r2+1) — {r2—1) cos7 + 2ysint
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y corresponden, desde I3 a la permutacién

(z,y,2) — (z,2,y) , {5.68)

de nuevo con indice de Hopf igual a 1. En resumen, la técnica basada
en la identificacién §* = SU(2) nos ha proporcionado, no dos, sino tres
aplicaciones cuyos vectores tangentes a las respectivas curvas de nivel
son mutuamente ortogonales. Ahora, hay que construir las condiciones
de Cauchy de los nudos electromagnéticos basados en estas aplicaciones.

5.2.4 Condiciones de Cauchy de los nudos basa-
dos en la fibracion de Hopf

En los apartados anteriores, mediante el método basado en teoria de
grupos, se han encontrado tres aplicaciones Ily, : 5% - 8% m=1,23,
de indice de Hopf igual a 1, tales que sus vectores tangentes son mutua-
mente ortogonales en cada punto. Es conveniente escoger estas aplica-
ciones de manera que sean adimensionales. Para ello, tras tomar tres
coordenadas reales para S° y una coordenada compleja para 5?2, uti-
lizando las proyecciones estereogréficas ya conocidas, se requiere que
las tres coordenadas reales sean adimensionales. Si se asume que las
coordenadas del espacio de Minkowski (z, y, z,¢), tienen dimensiones de
longitud (serdn coordenadas fisicas del espacio), definimos las coorde-
nadas adimensionales (X, Y, Z, T) (coordenadas mateméticas de S®x R)
como

(X,Y,2,T)=A(=z,y,2,1), (5.69)

v A2r2 = A2(z? + 4% + 22) = X? + Y2 + Z? = R?, siendo \ una cons-
tante con dimensiones de inversa de longitud. Las imdgenes de las tres
aplicaciones Il,,, con estas especificaciones, son

2(X +14Y)
2Z +i(R2-1) "
2Y +i2) (5.70)
2X +i#(R2 -1}’ '
2(Z +iX)
2Y +4(R2-1) "’

Hg(X,Y, Z)

Hl(X,Y,Z)

ML(X, Y, Z)

1
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donde II3 es la conocida aplicacién de Hopf. Evidentemente, observando
(5.70), las tres aplicaciones tienen el mismo indice de Hopf, pues

L,(X,Y,2) = IL4(Y,2,X),
M(X,Y,2) = IL(Z,X.Y). (5.71)

Esto se puede comprobar explicitamente construyendo los vectores de
Whitehead de las aplicaciones I1,,. Como se vié en el apartado 4.2.3,
estos vectores son, con notacidén b,, para la aplicacién II,,, los dados
por -

o1l O,

1 1 |
= — _ gtk =22 5.72
omi (1+ Ol - 0X! 89Xk’ (5:72)

bl.(X,Y,Z)

en donde las derivadas se hacen respecto a las coordenadas adimensio-
nales X;, que dan lugar, por (5.70) a

4

=(1+ R?)?

(2(-Y +X2), 2(X +Y2), 1+ 2% - Xx*-v?)
4

7(1 + R%)3

(1+X2-¥2- 2% 2(-Z+ XY), 2(Y + X Z)) (5.73)
4

(1 + B2}

(22 +XY), 14+Y? = X* - 2%, 2(-X +Y 2) )

by =

Por las expresiones (5.73), es ficil recuperar el resultado del apartado
anterior respecto a la ortogonalidad de los vectores tangentes (los vec-
tores de Whitehead) de las tres aplicaciones. También se verifica que
los campos (5.73) tienen divergencia nula,

db!
8_Xn;' =0, (5.74)

asi que existen los tres campos vectoriales a,,,(X,Y, Z}, tales que

!
b — g Oa,,

7 % (5.75)
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que se pueden escoger dados por

2

= — —— (-Y X.,1
as w(1+R?)2( v |
© 2
a, = T ROE (1,-2,Y) , (5-76)
2
= — (71, - .
ag 7T(1+R2)2 ( 3 Ly X)

Ahora, para calcular el invariante de Hopf de las aplicaciones Il,,, se
deben hacer los productos escalares a, - by, (no hay suma en m), que
dan el resultado

8 -
al-b1:a2-b2333‘b3=m, (5{7)
de donde los indices de Hopf son
8
H(T,) = H(IL) = H(II =dedeZ—--—-——zl. 5.7
( 1) ( 2) ( 3) R 71'2(1 +R2)4 ( 8)

Pasemos todo esto al lenguaje fisico de los nudos electromagnéticos.
Tenemos tres posibilidades para elegir las condiciones de Cauchy ¢g
y g, correspondientes a las tres posibles parejas (ILn, IT,,) que, clara-
mente, dan lugar a campos electromagnéticos girados unos de otros. Se
tomardn, por motivos histéricos (dando preferencia a la aplicacion de
Hopf), I13 y [I;. En las coordenadas (X,Y, Z}), que usaremos siempre
por comodidad, éstas son las funciones adimensionales

bor) = lrit=0)= T2

2(Y +42)
2X +i(R?2~1) "’

Og(r) = 8(r,t=0)= (5.79)
que cumplen las dos condiciones que se especificaron en el apartado
5.2.1, esto es, sus vectores tangentes en cada punto son ortogonales {ver
la. ecuacién (5.73)), v sus invariantes de Hopf son iguales (ver (5.78)),
asi que pertenecen a la misma clase de homotopia. El siguiente paso era
encontrar las funciones ¢1(r) y #(r), que proporcionan las derivadas
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temporales de ¢(r,#) v 8(r,t) en + = 0. A partir de ¢g y 8o, y segun el
método explicado en el apartado 5.2.1, éstas son

p1(x) d¢(r,t) —2MR*+1)
1 = - a. = . y
ot |,_o (2Z +i(R% - 1))?
907t f ? 2
iy = Zod] - AT S (580)
(947 7t=0 723 #—'?,(II: 7

con lo cual las condiciones de Cauchy de los campos bésicos ¢ y £ son
las dadas por las ecuaciones (5.79) y (5.80).

En consecuencia, se han encontrado las condiciones iniciales de un
nudo electromagnético de clase C'y, construido a partir del par de cam-
pos bésicos (¢, 8). Los campos magnético y eléctrico de este nudo elec-
tromagnético en ¢ = 0 son, segin las ecuaciones (5.7), los correspon-
dientes a los vectores de Whitehead by y by de (5.73), pero haciendo
las derivadas con respecto a las coordenadas fisicas {z,y, 2,t), e intro-
duciendo la constante dimensional a, y un signo menos en el campo

magnético. Usando que
o g
— =\ = , 581
dx 0X ( )
se llega a que la relacidén entre el vector de Whitehead b,,, que es

adimensional, y el campo magnético B, es
B =—Va)\b, , (5.82)
mientras que, para el campo eléctrico y su vector de Whitehead,
E = vaXb, . (5.83)

Estas sencillas reglas nos permitiran pasar de unos a otros sin hacer
més operaciones. En concreto, para nuestro nudo electromagnético de
clase €1, con vectores de Whitehead bg y by, se obtienen los campos

4s/a)?
T
(20Y —=X2), ~2(X +YZ), -1 - Z* + X + v?)
a 2
E(I‘,O) = ﬂ_—{% (584)

(1+X2-Y2- 2% 2(-Z + XY), 2Y +X2))
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donde, como se vié en el capitulo anterior, a = 1 en unidades naturales
(0 bien, a = fic en unidades fisicas), y las coordenadas adimensionales
(X,Y, Z) se relacionan con las coordenadas del espacio de Minkowski
(z,y,z) por (5.69). De manera anéloga, se pueden tomar los poten-
ciales vectores correspondientes a (5.76), con la relacién entre vectores
a adimensionales y potenciales vectores A {o C) dada por

A=—vara, , C=Vara, , (5.85)
esto es,
2\/a\
t = = e (Y, =X, -1
Alr,t =0) 7T(1+R2)2( —X,—1)
2/a\
t = = — X (1,- .
C(r,t=0) p 7y (1,-2,Y) , (5.86)

v las helicidades magnética y eléctrica son
hm=/ A-Bd3r:he:/ C.Edr=a, (5.87)
R3 3

en perfecto acuerdo con (5.78), va que el factor extra L3 que aparece
en el denominador se cancela con el jacobiano de la transformacion
x4 +— X7. Por tanto, para este nudo,

Ng-Np=1. (5.88)

Otro aspecto interesante de este nudo electromagnético particular,
construido a partir de la fibraciéon de Hopf (y de todos los representan-
tes que se considerardn en este capitulo), es la existencia del “tercer
campo”, dado por la aplicacién que corresponde a Iy,

2(Z2 +iX)
2Y +i(RZ2—-1)

Po(r) = (5.89)

Se puede asignar a p un campo vectorial S, construido de manera
andloga a los campos magnético (desde ¢g) y eléctrico (desde fg), esto

es
Ja
2mi{1 + Yoro)?

?

S(r,f; = O) = V’(f)—o X v‘t‘b[) , (590)
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que, con la aplicacién (5.89), tiene por resultado
4/ar?
5.91
(T R2%)3 ( )
(202 +XY), 1+Y2= X = 22 2(~X +Y2))

S(r,0) =

Este tercer campo da la direccion de movimiento del nudo electromag-
nético (5.84). Efectivamente, se relaciona con el vector de Poynting
P =E x B a través de

P(r,0) = V(r,0)S(r,0) , (5.92)

donde V es el médulo comiin de los campos eléctrico y magnético en el
instante inicial, .
V(r,0) = E(r,0) = B(r,0) . (5.93)

5.3 Condiciones de Cauchy de una fa-
milia de nudos de clases C_

El estudio de la seccién anterior nos ha permitido obtener los datos
iniciales de un nudo electromagnético de clase €. Estas condiciones
de Cauchy pueden ser generalizadas de manera sencilla para conseguir
representantes de las clases de homotopia C)2, utilizando algunas pro-
piedades sencillas del invariante de Hopf. También, mediante cambios
menores, se consiguen los valores iniciales de nudos electromagnéticos
de clases C'_,2. Algunas cantidades asociadas a los nudos (y, en general,
a todos los campos electromagnéticos), como la energia, el momento li-
neal y el momento angular, no dependen del tiempo, asi que se pueden
estudiar estos invariantes dinamicos de los representantes particulares
de las distintas clases de homotopia que se obtendran.

5.3.1 Obtencidn de las clases C,

En la seccién 5.2 ha quedado claro que el invariante de Hopf, esto es,
el ntmero de enlace de las imdgenes inversas de dos puntos distintos,
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de la aplicacién de Hopf

2X +iY)

. =4
2Z +i(R2— 1) (5.94)

¢u

es igual a 1. Considérese, teniendo esto en cuenta, la aplicacion 53 - g2
dada por la potencia n-ésima de la aplicacién (5.94), es decir,

(¢H)”:( AX 1Y) )n . — (5.95)

2Z +i(RZ — 1)

;Cual es el indice de Hopf de esta aplicacién? Sea p € 8% y sea una
aplicacién cualquiera f : §* — S2. Se llama fibra a la curva cerrada en
S? definida por la imagen inversa f~(p), y se llama multiplicidad de la
fibra f~(p) al ntimero de sus componentes conexas. Para la aplicacién
de Hopf (5.94), cada una de sus fibras tiene multiplicidad 1 (las curvas
que las forman se cierran tras dar una sola vuelta), y el nimero de
enlace de dos fibras cualesquiera también es 1. De ahi que el invariante
de Hopf de la aplicacién (5.94) sea la unidad. Pero, en el caso de la
aplicacién (5.95), la situacién es algo distinta. El ndmero de enlace de
las curvas cerradas que forman las fibras de (5.95) es igual que el de
la aplicacién de Hopf, porque son las mismas curvas. Sin embargo, la
multiplicidad de cada fibra cambia de 1 a n (las curvas dan » vueltas).
Por tanto, el nimero de enlace de dos de las fibras de la aplicacion
(5.95) es n2. El resultado se puede generalizar a toda aplicacién suave
f: 8% — 82 llegandose a la siguiente propiedad del invariante de Hopf,

H(f™) =n*H(f) . : (5.96)

Por la proyeccién estereogrifica S2 = C U {oo}, los puntos de 5% se
pueden dar por niumeros complejos. Por ejemplo, la imagen de la apli-
cacion f se puede escribir

f=Pe¥ | (5.97)

. donde P y ¢ son, respectivamente, el médulo y la fase de f. Esta
notacién permite definir ficilmente, desde f, la aplicacién

f = pent (5.98)
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que deja invariante el médulo de f, pero multiplica por el entero » su
fase. Nétese que n ha de ser un nimero entero para que (5.98) esté
bien .definida. Por la construccién de los vectores de Whitehead (ver
los apartados 4.2.3 y 5.2.4), es obvio que se cumple

b(f™) = nb(f) .

a(f™) = na(f), (5.99)
y, por la férmula integral del mismo Whitehead, obtenemos
H(f™Y=n2H(f) . (5.100)

Por tanto, las aplicaciones f" y ™ son homotépicas. Esta propiedad
permite obtener representantes de las clases de homotopia C,2 de los
nudos. Por simplicidad, se utilizardn los representantes (" pero el
resultado no varfa mucho.

Generalizamos las aplicaciones (5.79), mediante el método (5.98),
es decir, definimos las aplicaciones

$(r,t=0) = #7(r) .

o™t =0) = 8§}, (5.101)
que, por la propiedad (5.100), tienen indice de Hopf igual a n?. Repi-
tiendo ahora el método que se tratd en el apartado 5.2.4 para el caso

n = 1, se obtienen los campos magnético y eléctrico en £ = 0, que son
los mismos que los de n = 1, pero multiplicados por n,

dn/aA®

B™)(r.0) = VI
(x,0) rfI=FR2)?
(oY - x2), -2(x +YZ), -1 - 2"+ X" +Y?)
2
E(”z)(r,O) = M (5.102)

n(I=FR?)3
(1+X*-Y?-2% 2-Z+XY), 2(Y + X2) )

La notacién del superindice {n?) en los campos indica su clase de ho-
motopia, pues, evidentemente, las helicidades magnética y eléctrica son

b= [ AP BEY g3 =, = f C" B g% = an? | (5.103)
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es decir, el valor de la carga topoldgica de estos nudos es
NR—NL:?”L2 s (5104)

obteniéndose asi representantes de las clases Chp2.

5.3.2 Obtencién de las clases C_,»

Para obtener una aplicacién de indice de Hopf negativo, a partir de
las aplicaciones que se estdn usando, lo més sencillo es darse cuenta
de que, si se cambia el signo de una de las coordenadas de 53 en la
aplicacién de Hopf, entonces el indice de Hopf de la aplicacion resultante
es igual a —1. Vamos a comprobar esta afirmacién. Por cuestiones de
simetria entre las aplicaciones ¢ y #, de las cuatro posibilidades se
elegird cambiar el signo de la dltima coordenada, que aparece como
parte imaginaria del denommador de la aphcacmn de Hopf, esto es, se

consideran las aplicaciones ¢0 83 5 8% v 9( - 53 — 52 dadas por
qi)(_) 2 ¥
0 27 —i(R2—-1) "’
(=) 2(Y + iZ)
&y . 5.105
2X—=i{R+—=1) ( )

Estas dos aplicaciones cumplen la condicién de ortogonalidad de los
vectores tangentes a sus curvas de nivel en cada punto. Por otro lado,
también tienen el mismo indice de Hopf, por analogia con el caso de la
clase C';. En consecuencia, es posible obtener de ellas las condiciones
de Cauchy de un nudo. Las derivadas temporales de las aplicaciones
(=) y 807) en t = 0 se calculan a partir de los valores iniciales (5.105),
con el método del apartado 5.2.1, y resultan

(—)( ) &t}ﬁ) _ 2’\(&2.“+” 1)
ol ot |, (2Z-i(R?2-1))?"
_ Nr, ¢ —2iM(R? + 1)
gy = b)) 5.106
1 (I‘) At !t:O _(12;{ —T(-RQ _ 1))2 ( )

muy parecidas a las del caso C4, en {5.80). Las condiciones de Cauchy
de los campos bésicos ¢(7)(r,t) y 8(7)(r,t) son, pues, las expresiones
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(5.105) v (5.106). Ahora, los campos magnético y eléctrico, en t = 0,
construidos con estas condiciones, son

4/aN?
(-1) L _AveAt
B r.0) n(1+ R?)3
(-2 +X2), 20X —Y2Z), -1 - 22+ X7+ Y7 )
4/a)?
Uy 0) = —— 5.107
E'79(r,0) 1+ B ( )

(1+X2-Y?- 2% 2(Z+XY), 2(-Y + X 2) )
es decir, se verifica la relacién

B(_l)(rro) = B(l)(—r,{]) ’
ECV(r,0) = EW(=r,0), (5.108)

respecto a los campos de clase C de la ecuacidén (5.84}. Es facil compro-
bar en (5.107) que estos dos campos vectoriales son ortogonales, si no
estaba claro por la construccién. Por otro lado, dos posibles potenciales
vectores para ellos estan dados por

2/ al

A t=0) = —=—_ (V,-X,1
(I', O) 7T(1+R2)2 ( ¥ b ) )
2/aA -
ctlUr,t=0) = ——=—=—=_ (-1,-2,Y) , 5.109
(r, ) 01 1 R2)? ( ) ( )

de manera que los productos escalares necesarios para el calculo de las
helicidades magnética y eléctrica son

—8a
m2L3(1 + RN’

AED . g = o0 gED = (5.110)

de donde se demuestra que
Bm = he = —a | (5.111)
y la clase de homotopia de estos nudos es —1, pues

Ng—Np=—1. (5.112)
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Por tanto, un minimo cambio en las aplicaciones bésicas ¢ y 6 nos
da condiciones de Cauchy de nudos electromagnéticos de la clase de
homotopia C_;. Ahora, utilizando la misma técnica que para el caso
de las clases C,2, podemos obtener representantes de las clases negativas
C_,2. Para ello, considérense las aplicaciones que se construyen a partir
de las bésicas (5.105), dejando el médulo invariable pero multiplicando
la fase por el nimero entero n, es decir,

o=mr,0) = (667)7 _
o™ (r, 0) = (9{8‘))(”) : (5.113)

Los campos magnético y eléctrico construidos, respectivamente, con
#=™ y (=™ son los mismos que los correspondientes a n = 1, dados
en (5.107), pero multiplicados por el némero entero n. De esta manera,
se obtienen

BC(r,0) = »BY(r,0)
EC)r,0) = nECY(r0), (5.114)
que, al calcular sus helicidades magnética y eléctrica, cumplen, pér

(5.110) y (5.114),
Bom = he = —an? | (5.115)

y, evidentemente, son de clase C_,2, con
Np— Np=-n?. (5.116)

As{ se obtienen representantes de las clases C'_,2, por inversidn espacial,
r — —r, de los representantes de las clases Chpz.

5.3.3 Propiedades invariantes de estos nudos

Ademis de las helicidades magnética y eléctrica, los nudos electromag-
néticos poseen algunas propiedades que no dependen del tiempo, como
el resto de las soluciones estandar de las ecuaciones de Maxwell en el
vacio. Estas son la energia, el momento lineal y el momento angular
total, que se van a estudiar ahora para los representantes particulares
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que se han obtenido. Nétese, sin embargo, que existe una diferencia
fundamental entre la helicidad v el resto de invariantes: la primera no
depende de los representantes, porque es una caracteristica topolégica
de toda la clase de homotopia, mientras que el resto son cantidades
conservadas asignadas a cada campo, que no caracterizan de ninguna
manera a sus compaifieros de clase de homotopia.

Para los representantes, obtenidos en el apartado 5.3.1, de las clases
de homotopia C,z, la energia es

Bn®) 4 gn?) -
p(n?) = / (—;_‘ d*r = 2n’a) | (5.117)
R.

Por otro lado, para calcular el resto de invariantes se necesita el vector
de Poynting, que resulta, en t = 0,

4n,23{a/\2

pr?) =
(x,0) m(1+ R2)?

S(r,0) , (5.118)

donde S es el campo de la tercera fibracién de la clase Cq, dado por la
ecuacién {5.91). De este modo, el momento lineal de los representantes
de las clases (2 es

p(n®) = [ PU) &' =nfary (5.119)
R.

lo que significa que estos nudos se mueven a lo largo del eje y. El
momento angular es

J(n?) = /31‘ x POY &3 =n’ay | (5.120)
R

asi que el momento angular esta en la direccién del movimiento.

Pasemos a los representantes de las clases de homotopia negativas
(' _n2, obtenidos en el apartado 5.3.2. Su energia no varia respecto a la
de las clases positivas, esto es,

po(—nz) = pe(nz) = 2n%al , {5.121)
y, para el momento lineal y el momento angular total, se tiene

p(—n?) = p(?)=n
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es decir, el momento lineal se mantiene igual, pero el momento angular
cambia de signo. La razdn de estos cambios es muy clara: los represen-
tantes de clase negativa que estamos estudiando se consiguen por in-
versién espacial de los representantes de clase positiva. Las ecuaciones
(5.122) simplemente reflejan el comportamiento normal del momento
lineal y del momento angular frente a una inversion espacial.

5.4 Evolucién temporal de los nudos

A través del método de Fourier, se pueden hallar las expresiones de
los nudos electromagnéticos en todo instante. Esto permite estudiar
la evolucién dindmica de los representantes que se han encontrado, asi
como visualizar cantidades que describen cémo se mueven, especial-
mente el médulo de los campos vy su vector de Poynting. El siguiente
paso es, entonces, encontrar la evolucién temporal de los campos bési-
cos ¢ v 0. Lo més interesante de estas expresiones es la verificacién de
la, invariabilidad del nimero de enlace de sus curvas de nivel a través
del tiempo. De esta manera, aunque los campos magnético y eléctrico
vayan asintéticamente a cero, nunca serdn equivalentes a campos nulos,
pues los separa de estos tiltimos el nimero de enlace de sus lineas de
fuerza.

5.4.1 El método de Fourier en electromagnetismo

Con el fin de concretar la notacién, hagamos un breve repaso de la
técnica de Fourier para resolver las ecuaciones de Maxwell en el vacio.
Debido a éstas, tanto el campo magnético como el campo eléctrico
satisfacen la ecuacién de d’Alembert,

v? _& 2
B_ﬁ?B, (5.123)

y analogamente para E. Por tanto, se puede actuar como ya se hizo
en el apartado 3.3.2 para los potenciales vectores. La conclusion es que
se pueden escribir los campos magnético y eléctrico como integrales de
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Fourier, para las que elegimos la notacién
_ 1 s, (BixiRy 4, Ri—iRo g,
_ 1 3 Ry —1R, ik-r R, + iRy —ik-x
B(r.) = i fd k (—2— L [CRED)

donde k -z = wt — k -1, w?® = k%, y los vectores reales R(k) y Ra(k)
han de cumplir, para que se satisfagan las ecuaciones de Maxwell, las
relaciones vectoriales

k‘R]_:k'RQZRl'R‘Zzo'n
k k '
— xRs=R, , — xRy =—-Rs . (5.125)
w

W

Es una medida que ahorra tiempo el uso del campo complejo
F(r,t) = B(r,t) + iE(r,1) (5.126)

ya que su transformada de Fourler es, con (5.124),

F(r,t) = fd k (R +iRq) ¢ . (5.127)

(27 3/2
Lo més importante de el método de Fourier es que los vectores R, y Ro
se calculan a partir de los campos magnético y eléctrico en el instante
inicial, pues

Ry (k) + iRo(k) = /d% F(r,0) et | (5.128)

&

Estas serdn las formulas que vamos a utilizar para hallar los nudos elec-
tromagnéticos a todo tiempo, pues ya conocemos sus valores iniciales.

5.4.2 Nudos de clases C 2

Si se introducen en la expresién (5.128) los campos magnético y eléc-
trico, en t = 0, correspondientes a los nudos representantes de las clases
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C,2, dados en la ecuacién {5.102), se obtiene

nya e v/
1_“\/271'/\2 w

nJ/a e/ 2, 32
Ry= o5 — (who + k5 + k3, —wky = kika, —~kyks ) (5.129)
Estas expresiones se introducen en las ecuaciones (5.124), y asi se llega
a la forma del nudo electromagnético de clase Cr2 para todo tiempo.
Recordando que A(z,y, z,t) = (X,Y, Z,T), se obtiene

R (kks, whs + kaks, —wkz = K — 43 )

2
) ) = _11_\/_5)5___ H. + PH,) .
B (r: ) ‘.IT( 12 T2)3 (Q i 2) )
2
e gy = YN on,  PH 1
E (I', ) Tl'( !2 T2)3 (Q 2 1.) s (5 30)
donde se definen las cantidades A, P y € como
R*-T°?
A =_2_+1 :
P=T(T*-34% , Q= A(A* -37%) , (5.131)

y los vectores Hy y Hy son

~1-2Z2+ X2+ (Y +T)*

H, = ((Y+T)—XZ, -X - (Y +T)Z;

2
(5.132)
1+ X2 (Y +T)2 + 22
2_—_( + (2+ )+  —Z+X(Y +T), (Y+T)+_XZ)
(5.133)

Es claro, por las expresiones anteriores, que E-B =0 (necesario para
ser stempre un nudo electromagnético) y que, ademads, E? = B?. Para
estudiar cémo evoluciona el nudo, un aspecto interesante es mirar a la
densidad de energia, que tiene el valor

E?4+B? an?\' 14+ X2+ (Y +T)°+ Z%)?
2 4r? (A2 +T2)3 ‘

En las figuras 5.2 y 5.3, se observa cémo evoluciona la densidad de
energia del nudo C; desde varios puntos de vista, teniendo en cuenta la

P%r,t) = (5.134)
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Y

Figura 5.2: Densidad de energia del nudo de clase 1 frente a ¥ (el eje
de propagacién) y T, para X = Z = 0.

simetria cilindrica de P°. Puede verse cémo el nudo se extiende, y su
densidad de energia va a cero. Existe un médximo de ésta cercanoa Y =
T, y, para tiempos posteriores, aparece otro méximo (casi ilocalizable)
enY = —T.

5.4.3 Nudos de clases C_,»

En el caso de las clases de homotopia C_pz, con valores iniciales de los
campos dados por (5.114), se tiene

. —wi A
a
R = nva e (kxka, ~whs + koka, wky — k{ — k%)

VITA? w
nva e v/
2= =
TITA? w
y los campos a todo tiempo, introduciendo las expresiones {5.135) e
integrando, son

R (—whe + k3 + k3, why — kiky, ~kiks ) (5.135)

2 A2
B (r, 1) = %ﬁ (QH_, — PH_,) ,
2
EC™)(r, ¢) = n/a) (QH_, + PH_;) , (5.136)

(ATFT?)3



155
rho

Q
.o
H

Figura 5.3: Densidad de energia del nudo de clase 1 frente a ¥ y p =

(X2 + Z%)!/2, para los instantes T =0, T =025, T =05y T

L.
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es decir, los nudos electromagnéticos de clases C'_,2 tienen parecidas
expresiones que los de clases Cr2 {5.130), con las mismas cantidades A,
P y @ (5.131), pero difieren en los vectores H_; y H_o, que somn, en
este caso,

s} 2 P o N
—T=Z"F X" F(¥ F71)
2

H_, = (—(Y +T)-XZ, X - (Y +T)Z,
(5.137)

, Z+X(Y +T), ~(Y+T)'+XZ)

(5.138)
es decir, se comprueba facilmente que se sigue cumpliendo, para estos
representantes particulares,

(1+X2—(Y+T)?-22
H_;= 5

B(_"Q)(r, t) B(”z)(—r,—t) ,
EC™)(r,t) = EBO)(—r, —t) . (5.139)

También la densidad de energia de los campos (5.136) estd muy rela-
cionada con la de los campos (5.130), ya que se tiene

an®X (1+ X2+ (Y +T)% + Z%)?

472 (A2 + T2)3 ! (5.140)

Por. t) =

que no varia respecto a la expresién (5.134). Por tanto, los diagramas
5.2 ¥ 5.3 son también vilidos en este caso.

5.4.4 Evolucién temporal de los campos basicos

En el capitulo 4 se apuntd la hipétesis de la posibilidad de estudiar
el electromagnetismo cldsico a través de dos campos con valores en la
esfera S2, llamados ¢ y 8, en lugar de los conocidos cuadripotenciales.
Siguiendo esta idea, en este capitulo se han obtenido soluciones explici-
tas de las ecuaciones de Maxwell en el vacio construidas de esta manera.
La estrategia ha sido encontrar primero los campos ¢ y # en t = 0, que
satisfacian las condiciones necesarias para formar nudos electromagnéti-
cos; con estos campos, gue se han denominado ¢g v 8y, se han edificado
los campos magnético y eléctrico en es instante inicial, y se han dejado
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evolucionar a través del método de Fourier. Evidentemente, la consis-
tencia del modelo requiere encontrar también los campos basicos ¢ y
en todos los instantes ¢. La dificultad de este dltimo paso se encuentra
en que estos campos satisfacen ecuaciones de movimiento no hneales
las ecuaciones de dualidad,

Vva

B Ww_x Vo
= st (55 7)

E = %55— é_ (5.141)
B 2m(1+¢¢’)2 a_¢ __W)’

con las condiciones de Cauchy

B B)lo = aolr) , LD — gy
=0
0(r, 1)l ,g = fol) | @g;—*) = (1) . (5.142)
' t=0

Sin embargo, a pesar de la aparente complicacidn de estas ecuaciones,
los campos basicos tienen una propiedad muy importante que permite
resolverlas: sus curvas de nivel evolucionan con €l tiempo de tal manera
que su niimero de enlace permanece constante. Esta es una condicién
de estabilidad que da pistas sobre la forma de los campos bdsicos.

Volvamos a los nudos electromagnéticos de clase de homotopia Cy
que se han encontrado. Las condiciones (5.142), en este caso, las vimos
en el apartado 5.2.4,

_ 2(X +'.':Y) ¢) . —QA(RQ + 1)
QSU_ZZ-F’L'(R?_.]_) ) 1_(2Z+i(R2—1))2 3
9o = X iR -1 ° T X +iRE-D)E (5.143)

y los campos a todo tiempo B y E son los campos (5.130), escogiendo
n = 1. La solucién de las ecuaciones (5.141) con campos E y B dados
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por (5.130) y condiciones de Cauchy dadas por (5.143) es
(AX —TZ) +i(AY + T(A - 1))
(AZ+TX)+i{A(A-1)-TY) "’
(AY + T(A - 1)) +i(AZ + TX)

#(r,t) =

—_— L 3. 443

olrt) = (AX —TZ)+i(A(A-1)-TY) 7

Una manera sencilla de visualizar la evolucién temporal de estos es-

calares es por la evolucién de sus curvas de nivel. Es claro, por supuesto,

que el niimero de enlace de cualesquiera dos fibras de la aplicacion ¢ ha

de ser igual a uno, pues este nimero es igual al invariante de Hopf de

la aplicacién. Veamos c6mo se comportan dos fibras tipicas de ¢(r,t),

por ejemplo, las dadas por los valores ¢ 1(0) y ¢~(c0), para distintos
valores de T'.

La fibra ¢~1(0) corresponde a la solucién del sistema

AX-TZ = 0,
AY +T(A-1) = 0, (5.145)

que es la curva de R3 dada por las ecuaciones paramétricas, en funcién
de 0 < ¢ < 2m,

X() = Tcos(,

Y(¢() = Tsin¢ , (5.146)
_ cos{
Z(0) 1+sin¢ ’

donde se verifica facilmente que, para T = 0, la curva (5.146) es el eje
Z, como se apunté mas arriba.
Por su parte, la fibra ¢~!(0o) es la solucién del sistema

AZ+TX = 0,
A(A-1)-TY = 0, (5.147)

dada, en paramétricas, por las ecuaciones

X(¢) = (1+Tsin¢)cos¢ ,
Y{¢) = (1+Tsin¢)sin¢ , (5.148)
Z(C) = _TCOSC ;
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que, en T = 0, es la circunferencia X2 +Y? = 1. _

A partir de las expresiones (5.146) y (5.148), es facil comprobar que
ambas fibras evolucionan de manera suave con respecto al parametro
temporal 7. Como consecuencia de la benevolencia de esta evolucién
dindmica, ademads del hecho de ser el niimero de enlace un invariante
topoldgico de las curvas espaciales en S 3 ocurre que el nimero de enlace
de las fibras (5.146) y (5.148) no depende de T. Dado que este nimero
es igual a 1 para T = 0, es evidente entonces que es igual a 1 para todo
instante 7. Si se quiere, se puede hallar explicitamente este nimero
de enlace a través de la integral de Gauss, que vimos en el segundo
capitulo, para T = 1, que es una eleccién sencilla. El cdlculo numérico
de esta integral doble verifica que el enlace se mantiene en el tiempo.

Con respecto a la aplicacién 6(r,t} de (5.144), también se pueden
estudiar sus fibras 6~1(0) y 7 1(c0). Para 671(0), ¢l sistema a resolver
es

AY +T(A-1) = 0,

AZ+TX = 0, (5.149)
con solucidén
cos
X(¢) T+sinc |
Y(¢) = Tsin( , (5.150)
Z(C) = —TCOSC:

que,en T =0, es el eje X.
Para la fibra §71(c0), se tiene
AX -TZ = 0,
AA-1)=-TY = 0, (5.151)

y la solucidn es

Y(¢) = (1+Tsin¢)sin¢ , (5.152)
Z({¢) = {1+ Tsin¢)cos( ,
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es decir, la circunferencia Y2 + Z?=1en T = 0.

Ahora, para obtener los escalares correspondientes a los nudos Cp2
solo hay que utilizar el mismo método que en el instante inicial, es decir,
se hace la transformacion

plr,t) — ¢™M(r,1)
o(r,ty — 0"(r,t) (5.153)

equivalente a dejar igual el médulo de las aplicaciones {5.144), pero
multiplicar la fase por el entero n. Es claro, por la construccién (5.153)
que las curvas en R® que dan las fibras de las aplicaciones oty pln)
son las mismas que las del caso n = 1, ejemplificadas en las ecuaciones
(5.146), (5.148), (5.150) y (5.152), pero la multiplicidad de cada fibra
es n, asi que el nimero de enlace de dos cualesquiera fibras de ¢, y
el nimero de enlace de dos cualesquiera fibras de 8™ es igual a n2.

Pasemos a los nudos de la clase €_,. Los campos magnético y
eléctrico que aparecen en (5.141) son, ahora, los dados en (5.136), con
n = 1, y las condiciones de Cauchy de las aplicaciones ¢ y  las vimos
en el apartado 5.3.2,

bo = 2(X+’LY) by = 2)\(R2+1)
O_QZ—i-H%L— 1) 1_(22_1'(132_1))2
o= 5= R=1— 2= (ZX—=1{R>™—T))2 (5.154)
Los campos a todo tiempo resultan
b(r ¢ (AX +TZ) +i(AY + T(A - 1))
r, ] (AZ - TX) —Z(A( —1)-TY)’
8(r.1) (AY +T(A )) +?(AZ TX) (5.155)

(AX +T2) —i(A(A—1)—-TY) '

que son muy parecidas a las soluciones (5.144) de clase C;. También,
consecutentemente, las fibras son similares, aunque su ntumero de enlace
es —1, esta vez. Para obtener todas las clases C_,2, se transforman los
escalares (5.155) segtn el método (5.153}, esto es, se deja su modulo
invariante y se multiplica su fase por el nimero entero n, encontrandose

as{ curvas cuyo nimero de enlace es —n?.
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En conclusién, se han obtenido explicitamente los campos béasicos ¢
y 6 que dan una familia de nudos electromagnéticos representantes de
las clases de homotopia Cyn2, ¥ también se han encontrado ejemplos
prototipo para estudiar la evolucién temporal de las fibras de estas
aplicaciones. Se ha comprobado en estos ejemplos que dicha evolucién
temporal es suave, de manera que el nimero de enlace es una constante
del movimiento, tal como se dijo al presentar el modelo de los nudos
electromagnéticos.
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Capitulo 6

Un modelo de rayo bola
basado en los nudos

6.1 Introduccién. Objetivos del capitulo

A lo largo de este memoria se han estudiado, con todo detalle conocido,
las propiedades de los nudos electromagnéticos. Estas soluciones de la
teoria cldsica de Maxwell se distinguen del resto en que estin caracte-
rizados, desde el momento de su construccién, por el nimero de enlace
de sus lineas de campo, esto es, por su helicidad. Por otro lado, como
se introdujo al final del segundo capitulo, la helicidad, como indicador
del enlace de las lineas de campo, ofrece estabilidad a los sistemas de.
dindmica de fluidos y magnetohidrodindmica. En este capitulo, y a
modo de unificacién de esos dos hechos, se vera que la idea de nudo
electromagnético, con un valor determinado de helicidad, podria resul-
tar interesante en problemas de confinamiento magnético, y, para verlo,
se introducird un modelo tentativo para explicar un fenémeno natural:
los rayos bola.

En la seccién 6.2 se resumen las caracteristicas fenomenoldgicas basi-
cas respecto a los rayos bola. El modelo teérico propuesto para este
fenémeno, basado en los contenidos del trabajo realizado, y publicado
en la referencia [223], se desarrolla en la seccién 6.3. En ella, ademas, se
propone un dispositivo experimental para la verificacién de este modelo,
a partir de otros experimentos realizados.
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6.2 Fenomenologia de los rayos bola

Los rayos bola son extrafios y bellos fenémenos naturales, asociados casi
siempre a tormentas con gran aparato eléctrico (como las tormentas de
verano), especialmente en zonas montaiiosas. Normalmente, un rayo
bola parece un globo luminoso. Frecuentemente, son de color rojo,
naranja, amarillo o blanco, pero también pueden ser verdes o azules.
Se ha observado a veces que se acercan a los cables de alta tensidn,
y luego se mueven a lo largo de ellos. Su didmetro es, tipicamente
del orden de 10 centimetros, aunque han sido vistos algunos de muy
pocos centimetros, y otros de varios metros. Su apariencia estd en
contraste con los rayos normales de una tormenta, pues, a menudo,
se mueven en una trayectoria cercana a la superficie de la tierra a
baja velocidad (algunos observadores han llegado a decir de los rayos
bola que son “majestuosos’ en su movimiento), y pueden permanecer
estaticos momentaneamente, 0 cambiar repentinamente de direccién en
el transcurso de su movimiento. Contrariamente a lo que ocurre con los
rayos normales, los rayos bola existen durante un tiempo prolongado,
que va desde pocos segundos hasta incluso minutos. En algunos casos,
su trayectoria es descendente, pasando ocasionalmente muy cerca del
observador, incluso han llegado a entrar vy salir de alguna vivienda a
través de ventanas o chimeneas. Respecto al final de este fenémeno,
a veces se ha notado que, aunque intensamente brillante, el rayo bola
no irradia mucho calor, y desaparece repentina y silenciosamente, pero,
otras veces, ocurre una gran explosién, que desplaza y daia a seres
vivos y objetos.

Quiz4 lo mds complicado de este problema, desde un punto de vista
cientifico, son las grandes variaciones en estas caracteristicas generales.
Por ejemplo, no siempre el rayo bola tiene forma esférica, sino que puede
tener una forma irregular, o presentar protuberancias, y puede emitir
chispas. Su contorno no siempre estd bien definido, puede estarlo sélo
vagamente, envuelto en bruma. Algunos observadores han escuchado
un sonido parecido a una descarga eléctrica, otros lo describen silen-
cioso. Ocasionalmente, un rayo bola puede caer desde una nube hasta
el suelo como un cuerpo masivo, incluso rebotar en el suelo como si
fuese elastico. Pero puede ir en la direccién del viento o en la opuesta.
[224, 225, 226, 227, 228].
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Se han propuesto varios modelos tedricos para explicar los rayos
bola, basados en microondas, combustién fractal, procesos nucleares,
reacciones quimicas, meteoritos de antimateria, plasmas,... Incluso que
s6lo son ilusiones dpticas, como se discute en la referencia [226], llegan-
dose a la conclusién de que son reales. Sin embargo, ninguno de estos
modelos estd generalmente aceptado.

Otro aspecto interesante es la posible relacién de los rayos bola
con el problema fundamental del confinamiento magnético de plasmas.
La pregunta, en este sentido, seria si son los rayos bola un fendmeno
natural de confinamiento, cuyo estudio puede ensefiarnos muchas cosas
respecto a este importantisimo tema.

6.3 Un modelo para los rayos bola

La idea de usar los nudos electromagnéticos para explicar la estabilidad
de los rayos bola surgié en el verano de 1995. Durante el curso de verano
de la Universidad Complutense, en El Escorial, dedicado a problemas
fundamentales de la fisica cudntica, Michael V. Berry se interesd por
el modelo de los nudos, y sugirié que podrian resultar itiles para el
problema de los rayos bola [229] (un campo magnético, correspondiente
al dela clase € del capitulo anterior, en ¢ = 0, ya habia sido introducido
en las ecuaciones de la magnetohidrodindmica por Kamchatnov [230],
que concluia que el plasma al que estaba acoplado se expandia a causa
del efecto Joule). Nuestro trabajo fue comenzado en el otofio de 1995,
y la versi6n definitiva se terminé en Abril de 1996. En esta seccion se
muestran los resultados de aquel trabajo [223].

6.3.1 Formacién del rayo bola

Supongamos una tormenta con un fuerte aparato eléctrico. Un rayo
golpea un punto del espacio, de tal modo que ioniza el aire del interior
de un pequefio volumen, y crea un campo magnético que se acopla al
plasma. Ademds, se supone que la temperatura del sistema es suficien-
temente alta, del orden de 30.000 K, al menos.

El sistema plasma-campo magnético, a esta temperatura, sigue las
ecuaciones de la aproximacién magnetohidrodindmica, que ya vimos en
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el apartado 2.4.2 del segundo capitulo de esta memoria. Suponiendo
que el plasma es incompresible (esto es, su densidad p es constante),
estas ecuaciones, en funcidn de la velocidad de las particulas del plasma
v(r,t) y del campo magnético B(r,t), son

V.-B = 0,

0B

=~ = Ux(vxB)+—V’B,

ot au

Vv = 0, ) (6.1)
v 1 B* 1

= = —(v- - —|]+-(B-V)B

m (v -V)v p\7<p+2)+p( ) B,

en donde p(r,t) es la presién del plasma, p es la permeabilidad mag-
nética, que se supone constante, y se ha escrito explicitamente la depen-
dencia en la conductividad ¢, aunque ésta se suele considerar infinita
en la aproximacién magnetohidrodindmica.

Si la temperatura del sistema es lo suficientemente alta, de manera
que la conductividad se puede tomar como infinita, una solucién esta-
cionaria (que no depende del tiempo) de estas ecuaciones viene dada
por las condiciones

B B?
v=4+-— p+ 5 = constante . (6.2)

Ve

Este tipo de soluciones, conocidas como ondas de Alfven, son muy im-
portantes, entre otras cosas porque, dado que la densidad del plasma
p es constante, las lineas magnéticas son lineas de velocidad de las
particulas materiales, asi que la estabilidad de unas es un reflejo de la
de las otras. La solucién (6.2) da todos las cantidades de las ecuaciones
(6.1) en funcién de un campo magnético solenoidal B. Lo que ocurre
es que la solucién no puede ser realmente estacionaria. La temperatura
ird disminuyendo, la conductividad del plasma no podrd ser conside-
rada infinita, y el sistema se descompondrd. Es necesario un nuevo
elemento para mantener la estabilidad del sistema el tiempo suficiente
para que pueda ser considerado un rayo bola. Este elemente serd el
nudo magnético.
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6.3.2 EI nudo magnético de la fibracién de Seifert

Las ecuaciones (6.2} tienen por solucién un campo magnético B(r,#)

tal que satisface

oB :

ademds de la condicién sobre el campo eléctrico
E(r,t) =0 . (6.4)

Es claro, por las ecuaciones (6.3) v (6.4), que tal campo mantiene cons-
tante la helicidad magnética,

hm = /A .B d*r = constante , (6.5)

que siempre se mantiene constante en la aproximacién magnetohidro-
dindmica, como vimos en el capitulo 2 de esta memoria. Como ¢jemplo
del uso de la idea de nudo electromagnético en el problema del rayo
bola, se usé una configuracién determinada, dada por la fibracién de
Seifert, que es el conjunto de las curvas de nivel de la siguiente apli-
cacién ¢ : §° — S2, tras proyecciones estereogrificas en el espacio real
tridimensional compactificado y en el plano complejo, respectivamente,

(2(X +iY)"
(2Z +i(R? — 1)) (4(X?% + y2)) T

d)(X,Y,Z) = (66)

Nétese que, para n = 1, se recupera la aplicacién de Hopf. También
aqui se han usado coordenadas adimensionales (X,Y, Z). Estas coor-
denadas se relacionan con las coordenadas fisicas (z,y, z) a través de

la relacion
(X, Y,Z)={z,y,2) , (6.7)

donde L es una cantidad con dimensiones de longitud, que, como se
verd, proporciona la talla del sistema. A partir de la aplicacién (6.6) se
construye un nudo magnético (dado que el campo eléctrico es nulo), con
el mismo método que el usado para construir nudos electromagnéticos
en el vacio (ver el capitulo anterior), es decir,

Vb

= T3 Vo x Vo , . (6.8)

B(r)
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siendo b una constante con dimensiones de accién por velocidad, nece-
saria para que el campo (6.8} tenga dimensiones de campo magnético.
Notese que, al estar en una teoria diferente, esta constante no tiene
nada que ver con la constante a que se vié en el caso de la teoria de
Maxwell en el vacio (capitulos 4 y 5). Con (6.6}, este campo resulta

Vb
(2(Y —=nX2Z), -2(X +nYZ),n(X? +Y? - 2° - 1))

Para calcular la helicidad del campo (6.9), se necesita un potencial
vector A(r), que puede ser escogido como

2v'b
Ar)= ———— (nY,—nX,-1) , 6.10
() = gy (7YX (6.10)
asi que la helicidad magnética es
hm=/ A-B & =nb, (6.11)
R3

lo que quiere decir que cada par de lineas magnéticas esté enlazada,
con un numero de enlace igual a n. Es importante también notar que
la helicidad no depende de la talla L del sistema.

6.3.3 Estabilidad del rayo bola

Los estados dados por la ecuacién (6.2) no pueden ser realmente esta-
cionarios. Para ver este punto, lo mejor es calcular la energia E del
sistema, que es la suma de la energia cinética del plasma y la energia
magnética, esto es,

2 2 2
o[ (P B g, P (6.12)
JR"\A 4/ i

que, claramente, decrece al incrementarse la longitud L (contrariamente
a la helicidad magnética, que no depende de L). Esta longitud es el
radio cuadratico medio de la distribucién, pues

C2 o Jrilev? + BY) dir
- TTETE BT A

L. (6.13)
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Lo que ocurre es que estamos suponiendo conductividad infinita del
plasma, lo cual, como se ha comentado, implica temperatura muy alta,
En estas condiciones, el sistema irradia fuertemente; supongamos que
lo hace de acuerdo con la ley de Stefan-Boltzmann, que es la razon por
la cual el rayo bola brilla y tiene ese aspecto llameante. Aunque no hay
una forma definida, se puede suponer que el rayo bola irradia como una
esfera de radio L, asf que la pérdida de energia por unidad de tiempo

€s
dE _

dt
donde o* es la constante de Stefan, y T es la temperatura. Esto fuerza
al rayo bola a perder energia aumentando L, de acuerdo con la ecuacién
(6.12). Asumiendo, por simplicidad, que la expansién es adiabatica y
que el plasma se comporta como un gas monoatémico ideal, su tempe-
ratura debe decrecer como :

4nle* LT (6.14)

T====L (6.15)

esto es, segin la potencia 1—+y del volumen, con vy = 5/3. Introduciendo
(6.15) en (6.14), se obtiene

dE b’
— =15 (6.16)
con la constante b’ dada por
b = dnlo*TyLY . (6.17)
Por otro lado, de (6.12), se tiene
dE _9E dL _ (n®+1)bdL (6.18)

dt 8L dt Lz gt

Igualando (6.16) y (6.18), se llega a la ecuacién diferencial que satisface
L(t), esto es,

b _ b, (6.19)
dt — b(nZ+1)L* '
cuya solucién es
f 1/5 , .
L(t) = Lo (1 + —) , (6.20)
Tn .
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donde el tiempo caracteristico del sistema es

bLY

e (6.21)

= (n® + 1)1 = (0 + 1)
Consecuentemente, el radio del rayo bola crece, el campo magnético va
a cero, la temperatura decrece como, seglin {6.20) y (6.15),

£\ —2/5
T() =Ty (1 + —) , (6.22)
Tn -
el plasma se enfria y el brillo se reduce. La estabilidad de la estruc-
tura, medida por la lentitud de esta expansidn, se debe a la ligadura
impuesta por la conservacién de la helicidad, o, equivalentemente, por
el enlace de las lineas magnéticas. Intuitivamente, se puede pensar que,
en la expansion, las lineas de velocidad del plasma se “estorban” unas a
otras, ya que estdn forzadas a mantener el mismo enlace que las lineas
magnéticas. Esto se confirma por el hecho de que el tiempo caracteris-
tico del sistema es proporcional a n? + 1. En otras palabras, a mayor
niimero de enlace, més lenta es la expansién (ver la figura 6.1).

Se ha asumido que la temperatura inicial es suficientemente alta,
del orden de 30.000 K, lo que implica conductividad infinita. Si o se
mantuviera infinita, la expansion continuaria por siempre, segun las
relaciones (6.20) y (6.22). Pero la conductividad decrece junto con la
temperatura, dando paso asi a dos nuevos efectos: (i) una pérdida de
energia adicional por efecto Joule, que acelera el enfriamiento, y (ii)
pérdida de la conservacidn de la helicidad. Estos efectos destruyen el
rayo bola.

Por dltimo, hay que hacer algin comentario sobre la posibilidad
de disefiar un experimento para evaluar el modelo. En principio, esto
no parece sencillo por razones obvias, pero existen dos situaciones ex-
perimentales que parecen relacionadas con este problema: plasmas con
geometria toroidal, por un lado, v el dispositive construido por Oht-
suki y Ofuruton para producir interferencia de microondas 231}, por
otro. En el primer caso, a veces se utiliza la idea de helicidad mag-
nética. De hecho, se ha estudiado la inyeccién de helicidad como un
medio de sostenimiento del plasma, introduciendo en el toro una bola
de plasma que estd en una configuracién estable por tener una helicidad
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0 20 40 60 80 100

Figura 6.1: Radio L(#)/Lo (a), y temperatura T(t)/Ty (b}, frente al
tiempo (en unidades de 7p), para conductividad infinita y para los
nimeros de enlace n = 0, 2, 4, 10, en orden creciente de grosor.
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no nula [232, 233]. También ha sido posible estudiar las configuraciones
de helicidad en un plasma toroidal usando sondas que miden el campo
magnético v la densidad de corriente. Los diagramas asi obtenidos
(234] muestran los signos de los enlaces de las lineas magnéticas. Por
otro lado, Ohtsuki y Ofuruton han producido bolas de fuego en aire,
concentrando microondas en un volumen pequenio.

De esta manera, una sugerencia para probar este modelo de rayvo
bola es la siguiente. Con un dispositivo del tipo del de Ohtsuki y
~ Ofuruton, se pueden crear bolas de fuego. Si esto estd suplementado con
la introduccién de sondas, similares a las usadas por Stenzel, Urrutia
v Rousculp [234] en un plasma toroidal, se podrian medir las lineas
magnéticas, determinando la configuracién de helicidad (los enlaces de

las lineas de fuerza de la bola de fuego).



Capitulo 7

Conclusiones y vias de
ampliaciéon

| 7.1 Conclusiones

En esta seccién se resumen las conclusiones obtenidas en las investiga-
ciones realizadas, que han sido expuestas en los anteriores capitulos de
esta memoria.

Capitulo 3. La helicidad de un campo vectorial solenoidal es una
medida del enlace de las lineas de tal campo. Para la teoria de Maxwell
en el vacfo, debido a la dualidad entre los campos eléctrico y magnético,
se pueden definir una helicidad magnética y una helicidad eléctrica.
Estas cantidades son invariantes “gauge”, y también son invariantes
temporales si ¢l campo es de tipo singular, es decir, si cumple que el
campo eléctrico y el campo magnético son ortogonales. La suma de las
helicidades magnética y eléctrica de un campo de Maxwell en el vacio es
siempre una constante del movimiento, a la que hemos llamado helici-
dad electromagnética. Se ha demostrado que esta cantidad es, excepto
un factor 2, el limite clasico del operador cudntico de helicidad, es decir,
el operador que resta el nimero de fotones con polarizacién levdgira del
ntmero de fotones con polarizacién dextrdgira, en una relacién que une
los aspectos topoldgico y corpuscular de la palabra helicidad. Por otro
lado, se ha obtenido que las helicidades magnética y eléctrica de un
campo de tipo singular son iguales.
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Capitulo 4. Con base en la dinamica de las lineas de campo eléc-
tricas v magnéticas, se ha construido un conjunto de soluciones de las
ecuaciones de Maxwell en el vacio, los nudos electromagnéticos. Estos
campos estan caracterizados por el numero de enlace de cada pareja de
lineas magndticas, que es igual al nimero de enlace de cada pareja de
lineas eléctricas, y que tiene el significado de invariante de Hopf de los
campos escalares complejos basicos, a partir de los cuales se construyen
los campos magnético y eléctrico. Se ha demostrado que el conjunto de
los nudos electromagnéticos genera localmente todas las soluciones de
las ecuaciones de Maxwell en el vacio, esto es, el tonjunto de los nudos
electromagnéticos es localmente denso en el conjunto de las soluciones
de las ecuaciones de Maxwell en el vacio, asi que se puede introducir un
modelo topolégico basado en estos nudos. Este modelo presenta reglas
de cuantizacién topoldgica, en el sentido que la helicidad electromag-
nética y el valor de las cargas puntuales que se pueden acoplar a los
campos del modelo estan topolégicamente cuantizadas.

Capitulo 5. A través de un método basado en teoria de grupos
de Lie, se ha encontrado una familia de aplicaciones entre la esfera
tridimensional y la esfera bidimensional, sus respectivas fibraciones y
la manera de establecer cudndo estas fibraciones son ortogonales. A
partir de este estudio, se ha llegado a la obtencién explicita de una
familia de nudos electromagnéticos, representantes de las clases de ho-
motopia Cp,2, y se ha estudiade su evolucién dindmica. También se
han encontrado las expresiones de los campos escalares basicos, que
generan tales nudos, para todo instante, comprobdndose que el nimero
de enlace de las curvas de nivel de cada uno de estos campos escalares
se mantiene constante.

Capitulo 6. Se ha construido un modelo teérico para explicar el
fenémeno de los tayos bola mediante la idea de nudo electromagnético.
En este modelo, el rayo bola es un volumen de aire totalmente ionizado,
es decir, un plasma, acoplado a un nudo magnético, de tal manera que
las lineas de velocidad de las particulas del plasma estan dadas por las
lineas de campo del nudo magnético. La estabilidad de los enlaces de las
lineas magnéticas funciona como una botella magnética que mantiene
la estructura mientras la temperatura del plasma es muy alta, de tal
manera que, cuanto mayor es el nimero de enlace de las lineas magnéti- -
cas, mayor es el tiempo en el cual el sistema se mantiene estable. Se ha
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sugerido también un método experimental para comprobar la Validez
del modelo.

7.2 Vias de ampliacidon

En esta seccién se hace una enumeracién de algunos de los problemas
en los que merece la pena profundizar, respecto a los contenidos de la
presente memoria.

Capitulo 3. Serfa muy interesante encontrar la relacién -entre la
_helicidad electromagnética y el espin del campo. Ya se ha comprobado
que estas cantidades forman una cuadricorriente conservada, pero ain
no se conoce el mecanismo de conservacién del espin. Por otro lado,
la forma de la cuadricorriente de helicidad sugiere una relacién con la
simetria de la dualidad electromagnética, quizd a través del teorema de
Noether, que merece ser analizada.

Capitulo 4. Con respecto al modelo topolégico de los nudos elec-
tromagnéticos, una primera ampliacién serfa la extensién a teorias de
Yang-Mills. La forma de la carga topolégica del modelo sugiere que la
generalizacién de la helicidad magnética seria la integral de la forma de
Chern-Simmons, cuiestién que necesita ser investigada con profundidad.
Esta generalizacién subrayaria la necesidad de estudiar la dindamica de
las lineas de fuerza de los campos clasicos.

Por otro lado, otro camino de ampliacién es la teoria cuadntica del
modelo de nudos. Se debe comprobar si esta teoria predice resulta-
dos iguales o diferentes que los que predice la electrodindmica cudntica
estandar. Preguntas concretas son las referidas a la cuantizacion de
las cargas topolégicas, cuyas respuestas podrian ser dtiles para com-
prender mejor algunos aspectos de la fisica cudntica. También seria
interesante encontrar resultados nuevos en esta teoria cuéntica de los
nudos, fundamentalmente en el rango de altas energias.

Capitulo 5. La obtencién de més soluciones explicitas del modelo
de nudos, ademds de interesante por el aspecto de completitud, puede
resultar una motivacién para desarrollar nuevas técnicas de bisqueda
de fibraciones ortogonales no triviales, quiz4 andlogas a las que se han
presentado en esta memoria. Seguramente, también clarificaran aspec-
tos de los nudos y enlaces en el espacio real tridimensional.
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Otra cuestion es la muy interesante aparicion de la tercera fibracion,
en las soluciones que ya se han encontrado. El significado fisico de
este campo, y su generalizacién a tiempos finitos, podrian ser nuevos
aspectos importantes del modelo.

Capitulo 6. Respecto a los rayos bola, es claro que el estudio
presentado en esta memoria es casi introductorio. La dificultad de ob-
servacion del fendémeno, junto con datos aparentemente contradictorios
de los testigos, convierte el estudio de los rayos bola en una aventura
cientifica “de las de otros tiempos”. Ya se estd trabajando en la pro-
fundizacién de algunos aspectos del modelo aqui presentado.
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