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Introducción

En esta Memoria pretendemos estudiar un problema típico de la Topología Diferencial
como es la triviali(lad de sumersiones entre variedades diferenciables. Un método habitual

para atacar este tipo de problemas es la integración de campos de vectores. Sin embargo,
sí nuestro datos de partida son algebraicos, la integración(le camposde vectoresno nos

aseguraque los datos finales (los dífeomorfismosque encontrarnos)sigan teniendo esta

calidadalgebraica.

Este el casoen que las variedades(le partidason semialgebraicas(es decir, descritas

por iii dio igualdadesy (lesigualdadespolinonnales)y las aplicacionesdiferenciablescon—
s1(lera(lastienengrafo sernialgebraico.Este tipo (le variedadesy aplicacionesse llaman de

Nasb. En sutrabajo [63,Costey Shiota estu(lianla triviali(lad (le funcionesde Nashsobre
variedadesde Nash. En concreto,si X G IW~ es una variedadde Nashy f X —~ IR es una
suniersién (le Nash propia, se demuestra que esta función es trivial en la categoría Nasli,

es (buir, que existe ini difeonrorfismno(le Nash fi (fi0, f.) X —* ~~—í (0) x IR.

Parademostraresteresultadosenecesitauna herramientaquesustituyala integración

(l(~. campos(le vectores.Esteherramientaes el espectroreal. En general,dadoun conjunto
senmíalgebraicoX y mía aplícacionsemníalgebraica,f X ~—* RS , podemosver ¡ como una

Lunilla de .:onjuntos semíalgebran.k=s{X,, J , dondeX~ no es másque f (t) . Podernos

asociar al espaciode parámetros RS un nuevo espacioIR~ , una cornpact.ificacióncuyos

lmuntos se puedenver como ultrafiltros de subconjnntossemialgebraicosde RS. DacIo 1111

elementoa a 11k’ (un punto genérico),podemosdefinir la fibra genér~caX<. de X en a. La
fibra X0 es mmmi snbconjnntosenmialgebraicode k(cv)’~ , donde it (a) esun cuerporealcerrado
asociadoa a. En general,el cuerpo it(a) contieneestrictamentea IR. Por tanto, aunque

nuestrosciatosde parti(la esten(lefmnidos en IR, mios vemos llevados de una formanatural
a trabajarcon objetosdefinidosen cuerposrealescerrados1? arbitrarios.

De estalornía, (lebeinosestablecernuestrosresultadosno sólo para.variedadesy fluí—
<~:i(ntes <le N¿tsli definidas sobre IR, sino para variedadesy funciones definidas sobre un

(;uerp() real cerra<lo fi. Repetimosque esto no se hace únicamentepor la generalidad en
sí nusma,sino porquees necesarioparaencontrarresultadossobreIR.

La idea (letrasde la utilización del espectroreal es la siguiente. La fibra X<, verifica

una cierta propieda(l (expresadamediantefórmulas de primer orden del lenguaje cíe los
cuerposordenados)si y sólo si existe un subeonjuntodefinible S C R

t tal (pie to<las las

3



4 INTROi)UCGION u

t

fibras X1, cOn 1. c S, verifican la misma propiedad. *

El espectroreal tiene la virtud dc ser compacto(aunqueno Hansdorff). Esto nos u,

1ienmtepasar i)r&)pierla(ies (le las fibras genéricasa propiedadesde la famnilia sobre un
nhluiero finito de subconjuntos~grandes’ del espacío(le parametros.

w
El liso <leí O5pectl(l real se combina con otra técím.i<.:a níny importante, la construeemon

ede modelosde conjuntossernialgebriucos.Dada fi’ c fi unaextensiiri tic cuerposreales
9.

cerrados. y tlaña luía variedad de N aslí X definida solwe 1?., poileflios eim <.:ontrar otra
9.

variedadde Naslm. X’ riefinida sobre 1-?’ ríe modoquesu C2;/J.:flsZo7¿ It U. 05 (lifeonlorEa a IX.
e>

El usocombinadode estastíos técnicasnos permite smistítuírla imítegraciomíde <.:aJnpostic
e>

vectoresy encoiítrar trívialízacionesque respetenlas condicionesde a.Igebraicida1.
e>

En estamemorianme¡oraníosy aumpliarnosel resultadode Costey Shiota.estudíamulo
¡ornííías (le aphcacionussenííalgebroícas.Si X, Y y Z son conjuntossernialgebrani>s,y

*
¡ X —4 Y, y Y —y Z son aplicacionessemíalgebraicas,podernosver el par (f, y) corno

*
una familia tic aplicacionessemíalgebraicas{ f~ X —+ Y, },~z siendo X¿ (y o f)— ‘(t)

Y = (t) y 1~ la restricción de ¡ a Y,. Demostramosentoncesque si f X —4 Y y e>

¡3 Y —4 it son aplicacionesde Nash propias,entoncesel par (J, y) es trivial, es decir, e>
todaslas fibras fi de la familia son “Naslí difeonmorfims” a unafibra tipo fe. e>

-t

Corno ¿nitos,en la tiernostración resultanesencialesríos construcciones.La l)rilli(Yia es
e>

el estmmdlo de la fibra genéricaÑ en un pmínto a e fi’. En la memoriaveremosresi.iltados

rpie nos permítiran trasladar propiedadesde f~ a propiedadesríe las fibras f~. para 1.

jiertenecionteaun subconjunto“grande’ del espacío(le parainetros.
e>

La segundatécnicautihzadaes la contruccionde modelosparasumnei.Sionesi)~ol)ias~ Es e>

decir, si fi’ c 1? es inía extensióndecuerliosrealescerrados,y f A ~ Y esunasuriíersuoím. —.

propia (definida sobrefi), podemosencontíarunasumersiónpropia ft X’ —4 Y’. tlehuíida —
sobre1?.’, cilya extensióna fi es “Nash <lifeonmorfa” a f. Dc tii.ít-=vo el t~st1 i<li o <le lii fibra u,

genéricade farnilias de aplicacionesjunto con la <:onstrnttcioflde modelosserníalgebraicos
1105 jierniite <lcdmícir resmíltadosde trivialidad inra familias (o ~mai<~s)de siirimersi(miles <Iti

e>
Nashliropias.

Ya Iremosmencionadoanteriormentequeestablecemosnuestrosresuiltadt.>sparavaríe—
darles y apln.:acíoncsdefinirlas sobie cmmerpos reales cerrarlosarbitrarios. De hecho, esla u,

Inenrormasesitúaenun contextomásgeneral. Van denDúos observaqueííuineiososresul— e>

tadostic geometríasemíalgebraicasededucenapartir de muíaseriede axiomassimples. La *

colección { ~ ~ dondecadaS~ es el conjunto de flis subcox~ju.mttsde fi” que verifican e>

<liefitis axiomas.const¡tmryc muí estrueturo.o—mrnrmul, y ¡iii conjm.nilo 1>erteímecientea 8,,
e

se llama definible. Este es ini conceptoque viene de la ‘Teoría de Motíelos y <jite entrotí— 9.

ca comí la idea de estadiar objetos con topologíaiitot.leratia’ que ap¿.tie(eoíl el tral )aj
e

de Crrítlxexu.liek [i~~1y en el de Erumfiel [33.El rtisultíu.lo de Wilkie (193 dc que (IR, exp
e

(básicamente,la colección ríe smmbcomijminIosde IR’ , paracada ir, para cmiya deL ííición se m mli—
liz~itii igualdartesy desiguatdath.~sque involucran courbínar;íoríesríe 1iolirionmitms y fa fmnu.:ióií e>

exl)onencial) es unaestructurao—nníiírnal, irupulsade mnancr;m, decisivala investigaciónen e>

estacaixipo. Un niodelo delo gime es la geoníetima.o—mnínimaies la geometríaseunialgebraica. e>
e

u,

e>

u,>

e

*

e>

u,>



INTRODUCCIÓN 5

Para establecernuestrosresultados en estacategoría más amplia, hay algunas cons-
trucciones que debemosextender al casoo-mínima!. Coste, en (4], extiendeel espectro
real a lo que llamaremos espectro definible. Se definen las fibras genéricas de familias
<le conjuntos y aplicaciones definibles en pimtcs del espectrodefinible y se estudiansus
propiedadesmás importantes.

Estudiamos las variedadesy aplicaciones definibles de clase (Jr, que llamaremos iY.
Nos centramosen elcasor < oo, ya que la categoríar no tieneun buencomportamiento.

Para poder demostrar nuestrosteoremasde trivialidad en el casodefinible, probamos
un teoremade aproximación de aplicacionesdefinibles por aplicacionesdefinibles de clase
<le diferenciabilidad másalta. Esteteoremahaceel papel del teoremade aproximación en
el casoNashestablecidopor Shiotaen [17],y nospermiteestableceruna equivalenciaentre
la categoría pr y la categoría V+á. Este teoremaes necesarioporque para algunas de
nuestrasconstrucciones(por ejemplo, la construcción de entornestubulares) necesitamos
utilizar aplicaciones<le clasemás pequeña. El teoremade aproximación nospermite volver
a nuestra claseoriginal.

A continuación estudiamosla construcción de modelosdefinibles de variedadesy fmi-
<nones definibles sobre estructuras o-minimales más pequeñas. En concepto adecuado
cix este aso esel <le extensiónelemental de estructuras o-minimales. Como antes, si
(IV, S) -< (A,3) esuna extensión elemental, podemos construir modelos sobre R’ de
objetos definidos sobreA. ¶bdas estasconstruccionesnos permiten demostrar nuestros
teoremasde trivialidad en el caso17.

Observamosquenuestrosresultadostambién nospermiten demostrar los teoremasdc
trivilidad en nl casoNasb (esdecir, CW y semialgebraico;nl primero ya estabademostrado
í>or Costey SUeLa en (6], la demostración del segundo aparecepor primera vez en esta
memoria), por la equivalenciaentre las categoríasNash y <7 Nash ([17]).

La estructura de la memoriaesla siguiente. Los tres primeros capítulos son introduc-
torios y siguenel trabajo de M. Coste[5],que a su vez sebasaen el libro de van denDries
[8] y en el trabajo de Coste [4].

En el CapItulo 1 definimos con precisión la noción de estructura o-minimal y estu-
diarnos las propiedadestopológicasmás importantes. Establecemosresultadossobre des-
composiciónen celdas de conjuntos definibles y sobrecontinuidad a trozos dc fimeicues
<lefinibles. También estudiamosla dimensióny las componentesconexasde los conjuntos
<lefinibles, a través <leí importante Thorema de Elección Definible. Acabamosel capitulo
<munnuiando ‘m teorema sobretriangulación de conjuntos definibles.

El Capitulo 2 estudiamosel espectrodefinible. Construimos la estructura 0-minimal
asociadaa un punto del espectrodefinibley estudiamoslas fibras en estospuntasgenéricos
<le familias <le conj~rntou y aplicacionesdefinibles.

El CapItulo 3 estádedicado a las variedadesy aplicacionesde claseiM. Estudiamos
la descomposiciónde conjuntos definibles en celdas de claseit y damos un importante
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teoremasobre existencia(le entornotubularesde clase pk Acabamosel capíttilo comí

un teoremasrbreexistenciade í.articiomxesde la unidadde claseph que hastaahora no
estabacnimi ciado en la u teratiira.

Fi Capitulo 4 se centra en mímíestro teorcimia de aproximacion paia estrmicturaso—
nunimales. Definimos una topologíaen el espaciode aplicacionespt y ilesgranainosla

demostracíen(leí teoremaríe aproximaciona traves de distintos casosparticulares. Fmi
esteprocesodemostramosun teoremade existenciade entornostubí.mlan.~srnchííados de

clasepk~ Finalizamosel capitulo con un resmiltadosobreeliminacion &.~fimíible de esquinas.

En cl Capití.mlo 5 demostramosel teoremade trivialidad para siunersionesdefinibles

¡iropias. Estmmdiamoslas familias de varie.ladcsdefinibles y mnostr;:.uimosla equivalencia(le
nuestm.oteoremaconla existencia(le modelosdefinibles. La denmostraciondeesteresultado
niplíca la utjizaciomm de mmima cierta troí¿a de Morse definible. Acabiunís cl capit imlo (:011

ihis resultí.mdossobrevariedadesdefinibles cori> bomde.
*

Por fin, cii el Capítulo6 damosla demostración<leí Teoremade ‘flivialidad de Pares
de smmmnersíoncspropias. Estmmdiamoslas fhnÁlias defmnil>les de aplicacionesy comistruimnos

e>
un níoíielo definible para siminersionespropías. Comoen el capítuloanterior, la existeni.;ía
nc este modelo resultaequivalenteal teoremade trivialidad de pares e>

En el último Capítuh. 7, mostramosunaaplicación (le los resultadosprecedentesa la
teoría(le síngimíaridaries.Fmi [12Jse establcí.:equeel conjm.mnto tic pmmntos de bifurcaciónde

una{u.ni.;iiSu definible sobreun al.>icyto de 1?” es iiefinil>le. Sin munhargo,no se dice nada<le
sí las trivíalizaí:íomíesque obteiiemoshiera de estoscoii~mitos dm bifíimcai:ioím son <le clase

ph Utilizando nuestrosresimitanlosdeinostranmosque electívamnentetales trivializacioxies
50fl ríe Jaseph



Capítulo 1

Estructuras 0-minimales

En estecapítulo mntioducmmosel conceptode estiuctma o—minimal y estudiamossusprin-

cípalespropiedades.sobre todo de tipo geométrico. Esta introducción a la geometría
0—uuinimnalse basaesencialmenteen el trabajode M. CosteE~]

Despmíés(le (lar la definición de estructurao-minimal sobreun cuerporealcerrado,es-

tiudiamnossuspropiedadesbásicas.A comitinuacióxípasamosaestudiaralgunaspropiedades
topologicas (Le los comm~untosy las aplicacionesdefinibles. Paraello necesitamosdos im-

portantesresl.ilta(ios,el teoremade descomposiciónen celdasy el teoremade continuidad
a trozos. Usandolosse introduce la dimensiónríe los conjuimtos definiblesy su tíescoxupo—

sícion en conijionentescoxiexas. Finalmente estudiamosla triangulación tic conluntosy

aplicacionesdefinibles.

1.1 Definición de una estructura o-mrnimal

Sea 1? ini cuerporeal cerrado. Dxi mnte~vo1oab erta en E serásiempreun intervalo tic la
fbrma (a,b) (para a < b} o bien (a, ±oc)o bien (—oc,b). Remarcamosque mm intervalo
sienípie tiexie susextremosen E U —oc, . Por ejemplo, si 1? es el cmxerpo de los
numerosrealesalgebraicos(quees el r:uerporealcerradomáspequeño),el conjunto de los

:¡: en E talesque (1 < :r < ir (ir = 3.14 . . . ) no es un intervalo, ya quesu extrexíxoderecho
rio estáen fi. Utilizaremos la xmrtación [a. ¿4 para intervaloscerrados.

El cuerpoE tieneunatopologíaparala que los intervalosabiertosformanunabase. A
los espaciosafines .R0 les hacemoscorresponderla topologíaproducto. Las cajas abiertas,
es .iec:ir, los productos cartesianos(le intervalos abiertos (a±,i>í) >< -.. >< (a

7,b~) forman

tina basepara estatopología. Los polinomios soncontinuosparaestatopología.

Dadossí: (u: , sc,,) e y = (y , . - . , y.,’.) en E’~, denotamosI:r—y II Z2~ (‘~ — Vi)

2

Dado r > (1 cmi E, cletiíuxnoslas bolas abiertasy cerradas

{z G R~ :1hz — LII K r},

13(x, r) = {z G E” :1hz— ~M<i r}.

7



8 CAPÍTULO 1. ESTRUCTURAS<i-MTNIMALES

e>

La bolas al)iertas fi (ir. e) forman unat-)~e de entornosdei: para estatopología.

Definición 1.1.1 tIna estrmmcturaque expandeel cuerporeal (:errado1? es una coleecron
8 = (8,>) “eN donde cada 8,, es un conjunto desul~conjuíítos del espacio a/fn fi~ que
satisfacen los siguientes axiomas:

Todos los conjuntos algebraicos de E” estríaen 8.,,

2. Para cada rm.. 8,, es una subálqebra boalcana del conjunto desubconjuntos dc 1?”

3. Sí A c S,~ y fi E 8,, entonces A x fi e
4. Sí p : E’ + e 1?” es lo, proyección sobre las prmníeurs mí coordenadas ~A e S’1 i e>

entonces y(A) E 8,,.
e>

Llamaremos a los elementos 8,, los subconjnntos definibles de E”. Diremos que la estruc-
tura 8 es o—nrinímal sí arlemós satisface —

5. Los elementos de Sj son justamente las uniones finitas de puntos’ e íntrtrvaíos abie,— e
tos, cerrados y semiobiertos. e>

En todo lo qmíe sigme, trabajaremossobreuna estructmmrao—nnnínial (que expan.leumí

cmíerpo real cerradofi) -

Definición 1.1.2 SeaA un smíbconjunto de fi” j : A e El’ Una (iplícaciOn. Diremos
que ¡ es deflumible si su grajo es un subconjnnto definible de fi” x ni’.

(ibsérveseque si fi es ríefinible. aplicandoel axioma4 p veces,podernos(ledutir (1110 A
eS definible.

e>
Proposición 1.1.3 La ~magen (le ‘un conjunto definible por una riplícacion ríefinzbíe es

definible.

e>

Demostracion. Sea fi : A —± E” una aplir:acíón definible, (burle A c it’, seafi ini e>

sumbeonjuntodeflmmib]e de A. Denotenmospor

= {(x.ffjx)) xE A} G n”~~
e>

el grato de f . Sea~ el smmbconjuíntoalgebraico(dehecholineal) de1V’
4>’ ~ brumariopor los

puntos(z, ir:, y) e El’ x fifl >< J3P talesquez = y. EntoncesC = Afl(1&’ xQ)n(E~x¡lx Eh)
es immn siil~ conjmito definible nc l?P±Í¿-F-í). Sea~ ~, J3P+>’.<~ ~‘ e ¡IP la proyecciommsobre

las primerasy coordenadas.Teimeumios que jmy+” ~ (O) = ¡(fi) y aplicaimdo el axiomima 4
mí + y vecesteneumiosque f (fi) es deflíuible. Em

(Ibsérveser~iie las aiihcatiouiesi>olinoiitiales son defluiibles. ya que sugrabo <ts liii <:0w

mintr) algebraico. Obseivanmostaníbiémí que si [ = (fi. . - . f~, ) es níma aplíca:iomm entre
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A c E”’ y fiP, entoncesf es definible si y sólo si cadauna de susfuncionescoordenadas
/~. ...,/$ son definibles. Ademásse tiene que la composiciónde dos funcionesdefinibles

es (lefiuible y que las flmciones definibles A e fi forman una fi-álgebra.

En estamemoriadenotaremosmedianteA a la clansurade un conjunto A.

Proposición 1.1.4 La clausura y el interjor de un .subconjunto definible de E” son dejí-
ít,bíts.

Demostración. Basta demostrarque la clausurade i.¡mí subeonjuntodefinible es definible.
El caso(leí interior se sigile tomandoel complementario.SeaA un subconjuntodefinible
de E’’. La clansítra de A es

u

At{LGE”:VEE4>U,±jCR”,yEAy Z(x —y,)¼e2}

donde sc = (srm , st) e y = (iñ , . . . , y,’). La clausurade A se puededescribir tambien
r:onir>

A = E” \ (n~±m,.4.n~41\ irun*i’e+i(13)))

don(le

~1 ¿=1xsfixfl’¼>3(r ~;)2fi = (fi”’ xfi x A) n (sr,c,’q) ER” rl <2}

u,,
4 ,(sr, e) = u; y uu•,,~,r,>+í(ir, ¿s,y) = (ir, e). Basta entomicesobservar que fi esdefinible.

Em

El ejeniiilo anterior nos muestraque habitualmentees muy laboriosoescribir proyec-

cionesparademostrarqile mm smíbconjuntoes definible. Estamosmás habituadosa escribir
tórnuilas. Precisemosque es lo quequeremosdecircoii una fórmula (le pr’¿mer orden (del
lenguajede una estructurao—muíímal). Una fórmula de primer orden se construyecíe
;:wuerdrí a las siguientesreglas.

1. Si E’ c E[X1 , X,] entoncesP(srí,...,sr,,) = O y P(sr , x~) > O son fórmulas

de primer Llr(ldn.

2. Si A es un subeoniuntodefinible ríe E”’, entoncessí: E A (dondest = (srm ,...,sr,.,)) es

una fórmula de primer orden.

í. Si 1 (si; i ‘rs,,) y ‘1’ (Li , rs,,) son fórmulas de primer orden,entonces‘‘4~ y
o ‘1’”, ‘mir> 4V’, 4~ ~ ‘1’ son fórmulas de primer orden.

4. Si «‘(y. sí:) es unafi$rmulade primerorden(donde?I = (mp, . . . , y~,) y ir = (sí: ,

y A es un subconjumtodefinible cte fi”’, entonces5us E A ‘l~ (y, st) y Vas E A 4~ (y, sí;)

son fórmulas de primer orden.



10 CAPÍTULO 1. ESTRUCTURAS O-MíNIMA LES

Teorema 1.1.5 Sí ~b(Sr ,...sr.,.,) es una Jorniula de primer orden, el cony’unto ríe los
p’tíntos (u: i . - . st,) en E”” que s riusfacen «‘(si:’j. , rs,,) es definible.

De’rnost’ear:io’,i.. Procederemos por induccíensobre la construcciónde las fórmulas. La
Regla 1 producelos eonjmitos semnialgebraicos,quesrm definibles. La Regia2 obvmiuneute

íu<mdmxce<:oujuntosdefinibles. La RegIa3 también generaconjuntosdefinibles por<íue 8,,
es r:errado í3or operacionesbooleanas.La Regla 4 refleja el hecho de mme la proyecciom¿¿le

un conjmito definible es definible. De líe:hio, si B = { (y. sr:) E fVt~» s 4 (y. sí;) es ¿iehiniblrs
y ~ : fiP’~ >‘ e LV> denotala proveccionsobre lasp píiínerascoorderíalas, tenernosqí te

{y CE 1W’ uit c A «<y, sr)} = w~±.,,~((JP>>s A) n LI),

{y E fi0 : Vs,; C A «ti, sí;) } = RP \ w~s.,,
0((E’> x A) fl (fi’>

4”’ \ fi))

lo (file muestra que arriboscorrjuntos Sondefinibles. Em

Obsérveseque lasvariablesc:uantihcadasríebenvariar a lo largo de <:onrjimutosdefinibles. e>’

Por ej eínplo
{(sc,y) c : 2’x¡ cl 1~ y = rcr}

no es definible: si estec:onjnuto fuesedefinible, su imíters¿ bu con la recta sí: = 1 seria

(iefinil3le. Pero estanitersecciomíes el con’jm rito (1, y) e ll~ u E M~ , que no es definible
‘por el axioma de o—mmnnuahdad.FI problenia.claro esta es que U tu e.s rli=lmibleen E.

Observaciones1.1.6 (í) Si f s A e 1? es una f’unr ion definible, entonces cl conjunto
{ sc G A : fi (sí:) >- (4 es definible. Poí’ tanto, pode reos aceptar rlcsíquaídrtríes que

ín’orjí’ucrysn ¡‘unciones definibles en j4rmnías que de/¿nr:n conjuntos de/inibíes.

(u) Sea A ‘un. subeonjunto definible no saeto de 1?”>. Papa st E 11/’ defi’r¿.í’rri.os rííst(sc. >4)
como el ?nfiníc3 del conjunto de los 171 — ~í:h!= (y; — sr;)’2 c’iíandr> i¡ ‘recorte >4 -

Tenemoscutos. r:es que dist(sí: , A) es un número bien ríefui río y que Sr: ~—‘Yrííst( sí: - A es
‘ana función definible cont~nua sobre .1?”’.

Una buenareferenciasobre las propiedades(le las fórímutílas (~Ie príímíer orriemí y sobre e>

teoríade modelosen generales [15).
e’
e>

1.2 Descomposiciónen celdas e>

e>

Fu estasec:íóuidernostraniosla existenciaríe unadescomposicióncii :eh.lasparaconjmnítos

definibles, que gemíeralizala descornposicnuicilíndrica de conjm.intossentialgebraicos.Este
resultadoresultaser r:mucíal para el estudiode la geometríao—mininui.I..

En primer lugar‘vemosun teoreimiaqueestudíala monotoníadelas fun:ionesríefinibles.
e>

Teorema 1.2.1 (Teorema de Monotonía) Sea f (u, b) e fi ‘tina ¡‘unción definible.
Piscis te una subdru~s;óm’í. jimia a = a<~ < o. .. cl <tj~. = b dr: frrc’,rru qn.es o tic cada
¿otr’r’vaío (a,, a~ ) f es continua y, o bien constante, o bien es t’r-;ctamc’ntc ‘rnonotona.
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La clave en la demostracióndel rfeoreníade Monotoníaes el siguiente

Lema 1.2.2 Sea j’ : (a. b) —> E ‘una función definible. O bien existe un s’ubintervalo ríe
(a. b) sobre el que ¡ es constante, o bien existe unsv.bintervalo de (a, 13) sríbre el q’u.e ¡ es
est’r’~ctrxmerI.te ino’notr>na y contznna.

Demostracío’n. Supongamosque no existe ningún intervalo de (a, b) sobre el que f sea

c< mristaimte.

Primer paso: existe un subintervalo sobre el cual f es ínyeetiva. De la símposición

anterior se sigue que, para todo y en fi, el conjunto definible f4(y) es finito. En caso

contrario, ¡ L(~j) r:orrterídríaun intervalo sobreel cual f = y. De esta forma el conjunto
definible f((o~, b)) es infinito y contierreun intervalo A La función q: J e (a, b) definida

por e/y) = min(f””1 (y)) es definible y satisfacef cg = I~. Corno q es inyeetiva, =(.J)es
umfinito y contienemr subíntervalo1 de (a. b). Tenemosentomicesqmíe y o ¡ji = íd

1 y ¡ es

íríyeetivasobre1.

Segmrndrípaso: esx:mste nns’ub~ntcrvalo sobre el que f es estrietrímente ‘monótona. Sabe—
musqmre f es myectiva sol.>re un subintervalo1 (le (a~, b) - Tomemosst e 1. Los conjuntos

14(st) {y cl 1: f(y) > f(st)}

L$st) ~/ C 1 f(y) < f(x)}

forniarí unaparticion definiblede 1 \ {x}. Portanto,existe un e > O tal que (st e, st) (resp.

(sí:, sí: + e)) está contenidoen 1±(st) o en 11(x) - Tenernospor tanto cuatro posibilidades

1’>~ (st), @{ — (Sr). l~ ~ (sí:) y «L (Sr) que inducen una partición definible (le 1. Por
ejemplo,<Il>± . (sr) es la fórmula

]c VV E 1 ((st — e cl y <c st =~ f(y) > ¡(st)) y (st < y cl st + e ~ f(y) cl ¡‘(st)))

Sea ‘I±~ = <rs ~ 1 : ¿L4±(ir)};de fornía análogase definenlos conjuntos‘b4., ‘k~
y «= . Afiríríamos que 4=±±y <b~.> son finitos. Bastadenrostrarestaafirmación para
<b.F+. (para <ll½<~ reemplazarnos f por —f). Si ~ no es finito, contiene un subintervalo

de .1, que llamnaremostambién 1. Definamos

B = {x E 1 : Vy E Iy > st ~ f(~) > f(x)}.

Si 13 contiene mmmi intervalo entonces1 es estrictamentecreciente en este intervalo, lo
qmxe r:ontradice que esté c:oirteiii<io en «m~.>+. Por tanto fi es finito. Sustituyendo1 por
(ínax(fi), +oc) cl 1 si fi J ~ podemossl1l)onerqíre

(*) Vx E 1 By E f (y > sí: y [(y) < 1(L)).

Tomemos st E 1. El conjuntodefinible (X = ~y c 1 : y > st y f(y) < f(st)j es no vacío. Si
(it,. fmíese finito, su rríáximo seríaun elementode 1 que contradicela propiedad (sc) - Por

tanto. Gt~ comitiemie tírí intervalo. Seaz el ínfimo del iírterior de 0,’. Teucros que z > Sí;
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u,

ya que f > j’ (sí:) sobre cierto intervalo (Sr, sí: + e). Tenemímos tanmbiémi que f > f(sr) sol)>-e

cmerto intervalo (z e,.z) y 1’ cl >/ (st) sobrecierto irliervalo (z. + e). Por tanto se verifh:a
la sigm.rientefórirtula tf’ .~, . (=)

Be >0 Vt El Vn EJ (z —ecl t clx <‘it cl z + e mt f~) > f(’u)).

De estaférma hemosdemostrado

(*t) Vsr e 1 5=E 1 (st < z y ‘I3~.j=)). u,’
e>

El rinijunto definible <le elerriemítos(le 1’ qíme satisfacemí4)> es no vacío y mio es fui to: emí

:aso comitrario, sumáximo no verificaría (*-t) - Entoncespodemossuponer,reeniplazan<.lo
1 por ¡mmi síibmnkrvalo mmíás pequeño,que4) + se veriflr:a sobre1’ Consideremosla fmmíícmomi

definible ir : —1’ —> fi clefimncla como /¿(sí:) = f (“—‘u:). La propiedad‘
1’H’,H” jiara it Se verifi<:a

sobre 1. Por tanto, por el arginnento anterior, hay un subíntervalo de —1 sobre el

me se ver-ifirsa 4) > para ir. Esto significa que exístÁ? umí subím’mtcrvalo de 1 sobre el que

se verifica 4½.,~ para f (imítercámbieseizquierda y (lerecta)- Solure este símbímítervalose
verifican simnultáneaníemite4i~ y 4).~.. ~. , lo que es muma eomtradíc:eión. Esto demuestra

nuestraafirmación inicial -
e>

Así, como 4) .~ .~ y 4) .. sonfinitos, reemplazando.1 por un subírmiervalorimas pequerto,

po(ienios suponerqi.ie 4) = 1 o biemí 4)< = ~ Digamos que l½~,~ = 1. Entomices
j. es estríctamitemitecreciemítesobre 1. De her:ho. para trirlo srs E 1. el r:ommjmiuito definible

y c .1 : y > Sr: yf > f (st) sobre (st, y) 4 es no vacío y su suprenitoes necesarmamnemrteel
extrenio rIeredio dr i (emí caso comítrarir, este supremomío verificaría ‘l’. ,~) . De formí.um.

similar. si ‘ib ~ 1 mítomírses7 es estrictamentedecrecientesobre1.

Ultimo paso ha q un s’ul3ínter-vaío sobre el que f es’ eslí-ietaínr’nte ‘rrír3nritr3na y con—
tín’ua. R.ecord uros que ¡ es estrictamente.rmxommótona sobre 1. El conjunto definible

¡(1) es infinmto y eommtiene i.ímí intervalo .1. La iníagemi inversa ¡—‘1 (4) es el intervalo
(iuf(¡ 1QJ)),smíj4f 1 (.1))). Reemuplazando.1 pOr este intervalo, podemos suponer que

7’ es una biyer:r:iomm estrictamentemnonotoria entre el intervalo Y y el intervalo .1. Co-
rito la imageninversa<le mmmi snbmtervalode .1 es un sulmiutervalo de 1’, f es comítímuna.

e>

Demostraeíd’rr riel Teorema de Monotonía. Definimos AL (resp - Xy, Xx) r’:oIno el
<:oiij nulo dehmitide de los sí: E (a, b) tales que f es constante(resp. :ommtimm.¡í;í y estrir:ta—

mente cm-ccjente, :ontinmma y estrictanmentedecrer:iente)sobrenmm intervalo qmme comítíene a

st. Entonces

(a, b) \ (Xi U U ¾)

es finito. Fmi caso comítrarmo, contemidríaun intervalo, lo qmie seria íimía contradiccion COmí

el anterior Lenta 1.2.2. Por tanto, existe níma sm.mbdivisióna = río cl a, j cl ... -cl op = b
de formmia que cada (a;. a;~ ) estacontenidr en X~. o emí o en Xj. Claramnemítef es

continuasobre :ada (a;, U;~j~ ) . Toníemnossí: E (a;, aH.] ) . Si (a.;, a;~ m ) estácontenidoen X —
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(resp. X7, X\), seaD,’ el commjunto(le los y E (a.;, a;±i) tales que sr cl y y f = ¡(sc) (resp.
f > ¡(sí:).] cl ¡(st)) sobre (sí:, y). El conjunto D~ es ríefinible, no vacío y su supremo

es ¡mecesarmamemrterí;+ 1 - Se sigue entoncesrímie f es constanteo estrictamnenteimnoimótona
Sr>lire (a.;, o;+ 1). u

A r:onitinimiacióii vamos a establecertres teoremasque están niruy relacionarlos: el teo-
remna de flm’íitiíd míiiifornie. el teoremasobre rlescolnpr)sieiónen celdas y el teorenia de

comítinuidada trozos.

Emi primer Ligar, digamosqué es para míosrtrosuna descomposiciónen ceínas. La

mioción (le descompos’¿cí¿nen r:eír/as definible ciUndrica (dede) r¡e fi”’ esma generalización

ríe la ¿‘lesconiposiciónen c:elniascilirirírica algebraica.Definiros la dedePor imrrlmíeciónsol)re

Definición 1.2.3 Una dede de E” es una partición finita de E” en conjuntos definibles

(úi;E~’ q’ue’ve.’rifican las propiedadessiguientes.Los O; se llaman las celdasde la eded.

ir = 1 : Una dcdrs de fi está dada por una sm¡bdi’oisión finita a1 ... cl a¡ de fi. Las
ceínas nc fi srm, los conjuntos unitarios {o’; } 1 cl i cl 1, y iris ;ntervalrjs (ay, a;4 ¡

O<icll dondeao=—ocya,4i=+oc.

‘rí. > 1 : Una dcde de fi”’ estrí dada por una dede de ~nr y, para cada celda 13 de fi>2—m,
fo.ncirrnes r:ontinua’s definibles

úJdcl.cl(D,I(D<D-4E

Las celdas de 1?” son los gíafos

f(sí:, &D,í(5’)) : st E D}, O cl i cl 1(D),

y las l’)aiinias

((u,;, (D,í+I) = {(st, y) : st E 13 y QÁst) cl y cl %~-: (x)}

para O cl í cl 1(13), donde (~» —<~ Y (D,i(D)±m=

Nótese qime el. hecho ríe nne nimia celda de umía derie es deflirible se siguri de forma
imímírediata(le la definición y de los axiomasríe estructurao—rrminimnal. Nótesetatmíbiómí que

sin,,,,, :1?”’ —4 fi
0’, ra cl ‘r’¿, es la proyeecionen las primeras‘rn. coordenadas,las imnágenes

llor ~,, ,,, de las celrlas de inmia dede de fi”’ sr~n las celdasde un dedede fi~•

UrsIluimnos prr indireciómí la ríimensión de una celda. La (linierisi~m1 de uií conjunto
¡niitario es O y la <linmíenísiómí de un intervalo es 1. Si O es mira celda <‘le 1?”’, la (limensiolí

<le O es diín(n,,,, ¡ (O)) si O es ni ir graL y di¡n(w.,,,’, ~(C)) + 1 si O es miura banda.

Proposición 1.2.4 Para cada crida O de una dede de E” existe un homeornorfismo de-
finible Oc. O —* ~< ~»(e”) -
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13 rsmostr-acirin. Sea.13 = my,,~ (O) y supongamosqire O~ : 13 —+ fi4’’”( ¡3) estáya definiría.
Sea(si:, y) E O. donde sr E 13. Defimninros Oc:(st, y) como O~ (sí:) si C es nímí grafo. y como

(onxí 4n,.dx) — y + y + y)
(Sr) —

si O es la i)amlrla (4íí’;, 4~;~«~ ) (evirientemneirte(lebemnosr)iíiitir aquellasfracciones emí bis
r’íu<’s en el deimoininarhíral)arezcanlfímmíciones infinitas) Em

e>

e>’

La miocion de conexiónno se comuportabiensi E # IR.
por la míociómi cíe correxion<‘lefiírils>le.

Definición 1.2.5 Un con ¡‘unU) definible A se dice que
tr3do por ríe subeonjuntos definibles abieí-tns disj’untos LI
tiene A = U o A = 1”’. Un cr’’n¡’untr.’ definible A se níice
carmnimnos sr, par-a lor/r par de puntos a y b en A, existe
“y: [0,1] —>A tal que-y(O) =a y”y(l) =b.

Porestarazómrdebesersustitmiida
e>-

e>

es defiu¡ibiem.í¡emxteconexo sí. par’rm
y V de A taíe.s que A = UUV.se
que es defimiibleniemítersonexopor
‘aun aplicación definible r:r3’Ittírl.’tt rr

Es fácil ver qíre <sí segmento[0, 11 es definiblemnenteconexo, que la coimexión defimniblrs

por arcos nmrplir’:a la coimexiómí defiuiibi<.”., qmme carla caja (0, 1)” es definibieniente<:r)nexay

que <:ada celda,en rmíma dcdc es definiibiemnexmtecomwxa.

A contímumaciónestabl<.scemoslos tres t<.nreimrasimnrl)ortamltes ríe l<lm5 <j tic habíamos ante—

rm<3rmireIrte. En lo qm.¡e sigrme, rlem¡otareíímospor ~ 5 el número de elenicmrtos de umí <:omrJ m imit<i

finito 5.

Teorema 1.2.6 (Finitud Uniforme FU,,) Sea A un s’u.beon¡’unto drsfiníbírs de U’> tal
que, 73(1ra rsada..’r: E E” , el eonjuntr3

A., = {y E E: (st,y) e A}

es finito. E’ntor,.rsrss exístrs A: E N tal que #A,’ =A: para todr st E E’> -

Teorema 1.2.7 (Descomposición en Celdas 1301)0,.) Sea’,! >4~ . Ap subeonj’untos’

drsfi’rrí bIes de U”’ - Existe ‘una rírsde drs U”’ drs foimní que carla A
1 es ‘¡rna mí’nínín de ceínas.

Umna derie ríe fi.>’ <pie satisfar’:e la propiedaddel t<.~orenii:r anterior se dice adaptarla o.

A1.

Teorema 1.2.8 (Continuidad a Trozos C27~) SeaA un. s’ubcon’}’u’nto definible de 1?”’ y
¡ A —± fi ‘una ¡unción ríefinible. Pintonees esviste una den/e de fi”’ adaptada a A tal que,

pnzra can/ni ceína O er3’ntenínla en A. fj rs es r:ontí’r,.mza.

r

e>’

e”

e’

e’

e’

e,

e’

e>

e>

e,

e

e’

e’

e’

e,

e’

e>

e’
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Demostrarnosestostres teoremassnmultáneamnentepor inducr:ión sobre‘n.. Para u = 1,

FU1 es trivial (E
0 es un unicr) pinto), DCDC’[ se obtieneinmediatamentede los axionras

<le o—nniuin’raliriad y CTi es una consecu<snciadel Teoremade Monotonía 1.2.1 - Por 1<)

tanto porlemos sm.ni)omler que ‘a’ > 1 y qmíe FU,,>., DCDCm. y Ct,, se verifican para todo
¡sírtero itt tal r.jm.ie (1 cl ‘ra cl ‘r’r -

Demostración ríe PU,. - Fin l)rimem: lugar, podemos simponer que, para tr)do sr E E””—

el r:omijn¡nto A,. esta contenirlo en (—1,1). Sea ji fi —4 (—1, 1) el líomeomnorfmsmno5(5—

im>ialgelím’aic<í <‘lefinido por jsí(y) = y/ 1 + y2 - Podemosreemplazar>4 por su imagemí por

(si:, y) ~—> (Sr, y. (y)) <jire satisfacela suposiciónanterior.

Para. sí: E R.””1 e i = 1.2,... definirnos f4x) como el i-ésimo elemento de A.,’, si

este existe. Nóteseque la función f;. es definible. Llamaremosa a E R”1 bueno sí

j’m ---~f#c-u) estámrdefinidasy son continuassobreunacaja abiertaqire <‘:ontiene a a y
a mro pertemnecea la clamísmíradel dominio de f#(Á~)±m- Fmi otras palabras,a es bmmeno si y

s<>lo si estácmi unar:aja abierta,13 rl fi”’ ríe forma que (B x E) ÑA es la umnión de grafos
rlrs f¡.nicirmesdefiniblescomítinuas

4í cl . -. cl s fi —* (—1.1) (4; =

Liannaremnosa o. E E”””— malo si no es bueno.

Primer paso: el conjunto de los puntos buenos es ríe finible. Seaa un l)unto ríe ~ L -

Si b pertemíecea [—1,1], decimos que (a, b) ~ E” es normal si existe unía caja abierta
O = 13 x (r.s, d) G R~ ímme contieneel punto (a, b) y de forma que A nC es o l)ien va~:ío o

luemr el grato <le una fmnnción definible continua13 —‘4 (e,d) -

Claramnente,si o. esbueno, (a. b) esnormal paracadab E [—1,1]. Si a es níaln> y .f< es la

prumíerafm.mnción fl tal que o. estáen la clausuradel dominio <le / y 1 mro estádefinidad<.’s
fin-nra r:omntimn¡¡a<su unacaja abiertaquecontieneaa, seafi(a) lun mf .~ fl(x) c [—1,1].
Afirmamos que (ni. /3(a)) no es normal. Supomugamnos(lime lo es. Existe entoncesimiia caja

abierta 13 x (.:, rl) que contienea (a, /3(a)) y cuya interseccióncon A es el grafo de una
fmmmm<:ión definible continua rj LI -~ (e, rl) - Supongamosque fí (st) > e: paratodo st E E
tal que f¡ (sí:) estáríefinido. Si 1 > 1 y f3(a.) = fi—. (a), tendríamosque q = — ~j~ ya gime

13 es definiblenmíenteconexo. Pasaríaentoncesque fi (sí:) > d para to<lo sí: E E tal gime fí (sr)

estádefinirlo, lo quecrmtradiría fi(o) cl d. De est.a forma, podernos suponer qmie 1 = 1 o

qime 7)...m cl e sobre LI. Se deduceenton<:esquey = f¿
1 2, lo que r:ontradice la definición (le

/. Por tanto Imenmrís demostrarlola afirmaciónanterior.
Efemniosmostrarloríe <:sstaférmna<íuea. E fi> es bmnelir) si y sólo si, para.todo b e (— 1,1],

(a. b) esnormal. De estosededucefácilmenteque el conjuntodepuntosbuenoses definible.

Segundo paso: el conjunto drs puntos buenos es denso. En casoconítiario, existe una

:ajaabierta13 G ~“‘... contenidaen el conjunto de puntosmalos. Consideremosla función
rlefinible /3 : 13 —> 1— 1, 1] <lefinida (tomo (smi rsl primer paso. Por CT.,~<. podernos suponer

que fi es <soirtimnmna. Parast ~ E definirnosfÉ (Sr) (respectivanmente/34 (st)) <:omno el máxunmo
(respectívanrente<sí mnímmixno) de los y E >4 tales gime y cl /3(x) (respectivamníentey > ¡3(sí:))
sí Ial y exist<.s. Utilizando (le nuevo CT,’, y rerlucien<lola caja 13, podemossuponer
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que /L.. (resper:tivamrnnte¡3m) o bie¡r río estádeflinida para ningún prnmrto ele 13 o ltiemr <~

conítímunasobre LI. De estaforma el r:on’junto nc. puntos (st, y) E A 0 (13 x E) tales que

y # Íi(sr:) es abierto y cerradoen A cl (B x R) - Reduciendoaún más la caja LI, podemos
simpoimer q ¡me el grafo <le /3 es o bieim disj muil.o deAo bien estácoiiteiii< lo cmi A. El prinue¡’

casocontradicela defimíiciómm rlr=/3. Em el segmimido caso. (Sr, /3(x)) sería ¡iii jumímto ¡morimíal
para r:ada sí; E B~ lo que comítradice lo qmmr=fue probarlo cmi el primli<sr pas<). De estaformmma
Imenmos demostradoque el r~:on~nntr <le pumrtosinicuos es dr.snso.

Tercer paso. P<.n DCDC,, -.~, <.sxiste imima d<.:dc nl<.~ fi!’ — ‘~ adaptarlaal conuj mimíto ri~=1<ts

~>imirtos buenos- Sea Ci mmmía t:el<.la d dínmenisionir — 1 ríe 1?”>’— - Comíro los pimmitos bmmimos
somí <‘lemísos. carla st ~ (1 es l)nmemmo. Toníemmíoso. G Ci. El r:onjunto <1<’? los si: E Ci tales

(‘lime # (A.,) = # (A0) es defiumible, abierto y cerradomm Ci. Por la crunexióndefimiible <le
O’, tal <Sonjnimmto es igmial a Ci. Si 13 es mimia celda ríe fi”” ¡ de diímiemísiómi imiás pe<inmemia,

po<ien¡os mitilizar el homneomnorfisímnonlefimiible
0D : 13 ~ fidiIlI 1) y la silposiciomí rl<s riml(5

;~ se verifica para drsníostr’arque # (A,.) estáuniformneímmenteacotadopara sí: E .D -

Comnio Imay mmii ¡umnero finito <‘le :elrl;rs, 1 Lentos completarlo la c’lemniostra<:iomi <le FU.,,.
e;

e,

e’

e’

Demostración de DCDC.,. SeaA el conq¡imito de hís (sc.y) cl fi>’”.. ¡ x U tales que y

pertenrecea la frontera nle uno (le los A
1,,,... , A,~,’ (la fion& ma de 5 <sir 1? es S\int(S) ).

ClaramenteA es definible y satisfacelas hipótesisde Fil Por tanto #(A,,) tiene mm

nmaxnmmo 1 para t<)rl<) st E U””’’ , y A es la unión ¡le los gíabs de las buiciones J¡ , ... , fi
definirlas al I)rim’Icipir) <le la <lenmostraciomíde FU,.,. Dehmimniosrl tipo nc sí: E U””’ ¡ comnoel
comrj unto rie los smgrnentrssdatos: e>

e’
•

• los commjímmmtosríe l<)s j E {l, .., /4 tales que [(sí) eA,,, para í = i, ,

• los <:onjuntos ríe los 1 e 41,.... A:J tales qnme (fi (sí:) ,f;.j. m (sí:)) cl ~ para i =

0,.... -# (A,’) (dondejo = ‘—‘<~ y -‘#(-4.~ )A- ¡(sí;) = + ~>.

Corno hay mmmi númnero¡irrito de t.iI)os posiblesy el conjunto ríe pmnmitos cmi fi”’ — con ¡¡mí ti1)<)

rh¿rdo es defim~iib le., dedmicímimosde DCDC.,, — <~ue existe rmmia dcdr: <le 1?” tal (lime ríos pmimmtos

de la mmiisnnma celda de f?” ‘ tienemí el muisímio tipo. Es muás, nitilizamiclo CT,,.. i. , l)<)(ieiii<)5

snml)onmer qmme la níede <le fi” ‘ es tal que,pan-a cadacelda Ci y cadaí = 1, .1, 0 biemí f;

11.0 está definirla para ningúmm pnimuto de Ci, o bien /1, está¡‘lefimíida y es comítuimia sobm’e Ci.
La dede<le E” — ¡ que Inenmios ol)teiiido, íílmlt< comí las restrir’:<:iomies <‘le las fumíciones fi a las
celdasde estadr:dc. defimrenrina dedede E”’ adaptadaa A , -..~ Ap - Em

e,

e>’

Demostrníe’írmn dc CT,,. e>

Primer pní.so. Supongamnios<lime A es umíacaja abierta13 x (a. b) c 1?’’’— x .11. Alirmuimmnos

qíme existe imita caja abierta A’ c A tal (lime ¡‘~ .~, es conrtimmm ¡a.
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Para carla ~r cl LI, tommíeínos A(x) comno el supremodel conjunto de los y cl (a,b)
tales rírme .f (sr:, -) es r:oímtinm.ía y mmíoííótonasobre (a, y) - El Teoremade Moimotoimía 1.2.1

iimmplica qime A (st) > a para torlr ~r cl .23. La fmmn<:ióím A es <lefinible, Aplicando CT,>.. ¡ a
A y reemnplazan(lo13 por muma subeajaabierta más pe<íuefla, po<lemossnnI)onmer qmne A es
<:ont’.imim.ma. Reemplazandode mirmevo 13 por ¡rna subeajamáspeqmmeña,podenr<ssuporrer(lime

existe e > a tal rímie A > e. R.eeínrplazandofinalnrente b por e, pr)denmossííp<mnerqmíe, para
cada sc E 13, f (st, .) es r:oímtinmuay nírímiótomía sobre(a, b) -

Almora considerenmosel conjmmnto Ci de l)imntos (st, y) C 13 x (a, b) tales <lime ¡ (-, y) es
<:r.mmtimmnma crí Sr - El <:onj ummto Ci es rieflímible. Se sigue de CTE,.... que, para cada y E (a, b) , el

<.:<mjuntode st tales qmie f(, y) es continuacmi st esdensoen 13. Por tanto Ci esdensoeim >4.
ApI icaurlo DCDC,, rlednmciníos<ímme Ci commtieiíe ¡muir snmbcajaabierta de A. R.eenmplazaimdo

A íor rsstasmmb:ajamás pequemía,1)odeimmos supoirerque para <:arla y E (o., b) , f (- , y) es
<:oimtinimma.

Por tanto bastacommsiderar~dcasoen el rínme ¡ (st, -) es coímtinuay monótonasobre(nr, b)
ímra t<)rlr) si: E 13 wf (-,y) es <:omil.imiuia sobre13 I)aracada y E (a, b). En estasituación. ¡

<:oíitnmmma sobreLI x (a, b). De hecho,tomemnos<~0, 711m) c 13 x (a, b) y seaY imím iirtervalo
que c<ímmticíme a ¡ (ir:

0, í/~) - P<r la coímtinuidad de f (st0, -), encontramosy r cl y0 cl y2 tales

que ¡(st0, y’) E 1 para i = 1, 2. Por la coíítiimuidad (le f (-, y>), címeonítranmosmnma caja
abierta13’ c 13 que contiene a st0, tal qmíe f(13’ x {í/}) C 1 para i = 1,2. Se sigíre de la
¡mioiiot<mmiía (le ¡(sí:,-) qíme f(B’ x (y1.~~2))G 1. EstoI)rimebala continuida<lde 1 y completa

la (leinostraciónde nuestraafiruxaenon.

Srsgunnío paso. Ahora i)r.)(leniosprobarCT~ - Comrsiderenmosel conJummito13 de pmmiit~s (le
A riolíde j es r:ontinua. El conjmmímto 13 es <lefinible. Por DCDC,.. existe imíra (lcdc (le fi>”
a(lapta(iaa >4 y a 13. Si E es nimia celdaabiertaconteimidacmi A, el primer pasoprm.ieba(Imie

Pifl 13 es mro wreír, por lo qnme.5 ci 13 y ¡ es comitumna emr E. Si F es mína celdaríe dimníensmon
r/ cl ir :omiteíiiria eím A, hay mm honmeomnorfismnodefinible O~; E —4 .Rt’. Comímponienmdo.¡
<:omi O,~ ¡ y al)licanido CT,.¡, obtenemnosnimia partíciómmirrita de E en smmbconjmmntosdefinibles

E; tales que f)”, es (:ommtiímua. Por tanto, existe uima
1)articiómmfimíita cíe A cmi subconjuntos

níefinibles A~ . Ap tal (lime ¡jA; es coímtimrua para i = 1, . . - , le. Utilizando DCDC.,,,

<‘mbteíienmrosuna dede<le fi” adaptadaa A1, . . . , Ap. De esta forma podemos suponer que

los A; somr (:el(las (le mrmr <lcdc (le 10. u

1.3 Componentesconexasy dimensión

(‘~oiím<.mmizamosestasec<:momx<:oii mmmi resumlta(iotaim immxportanteconímo el Lenima (le selecciónríe
r:urvas. Aiites (le ver este lenma, vamosa (lar un resimítado(le gramm utilidad. Dice que si

se verifica immra flírmímula “Vx E X By cl Y (st, y) E Z~’ , ciomide X, Y y Z soir <sonjuntos
rlefiuiibles, entomicesy puede ser elegido <:omno immra función rl<.~fiimible de ir E X.

Teorema 1.3.1 (Elección Definible) SeaA un subeonjuntodefinible de fifll. x E». De-
íroten¡.os por ir a’>” >< ....> prn la proyección, sobre las p’r-imerasm coordenadas. Existe
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una n.pl;cacíon definible 1 : xt4) fi” tal que, para riada sc E ir(A), (ir. ¡(Sr)) perteneers a
A. e>’

Demost’r-ar:íón. Basta r:omm considerarel caso ‘ti = 1- El casogeneralse sigrme descommip<m—

mnmemm<.l< la 1)royer:<:iomI LI’”’4”’ —‘4 LI”” comímo fi”>”4’ —± E””4”” — - - - —-> fi”>”’1’ 1 ~ fi’!!!.

Conmsir’leremnos¡mima (lc(’lr: (le LI””4 ¡ adaptaríaa A. La proyeccióí’¡ ir(A) es la mimniómí de
las immíágemrespor ir de las ceirlas commtemmiriasen A. D<=<ssta fornmia, po<lemnos supomier qmme A

es i.imma ceína <le fi”’<t’ y eommsecmmeimtemrremmteir(A) es nimia celda (le fi’!>! - Si A es el grafo <‘le

¿0 A —> fi., i)o(iemmlos tommmar f = ¿0. Si A es mmnma bamm<la (¿0:. 4~¡+’¡ ) , nlonnl<=ammmímas fmmmi<’:iones
5<)mi fintas, t,ommrammios ¡ = ~(¿0 + ¿0~ ¡ ) - Si por ejemnplo ¿0 es fimiita y (:±L = +~, tonlammir)s

f = ¿0±1.
u,’

Teorema 1.3.2 (Lema de Selecciónde Curvas) Sea A urr subr:onja’nto deflíríble de
1?’” y b ‘un pmrntn ríe la cía’o.sn.m-a de A. Pintonees esristrs itrio. apíirso.cióír ríefinible eonlíir’ua
‘y [(1,1) —YE’’ tal qmíe ‘y(O) = b y ‘y((O, 1)) ci A.

Demostración.. SeaX = {(t.) E fi x fl!¿ st E A y ¡¡st — a[ cl t~. Sea ir fi >< E” —4 fi
la proy<.sccmomms<.trc la primmmera r:oorrlemmada. Comno o. E A. temienmios qm.me ir (X) = {t cl 1?

> Of Aplicando el Teoremmmade Ele<:ciómr Definible 1.3.1 y el Teoreimia. rIn Momiotonía

1.2.1. eni<.:ommtram<smmmi c > (1 y umna aplicacionmdefimmible commtimmua rS ((.1, e) —+ A tal <ímme
¿5(t) — o. cl t. Claramnemiteporlemiros exten(ler¿ (le formíma commtinmma a ni [0, e) —± fi”’ comí

¿(0) — a y (lehinimnos‘y (0,1) ~ fi!! <:0mb ‘y(t) = ¿(t/s) - Em

El Leimia de Seleecióí’m ei<.~ Cimrvas simstituye el uso de snícesmommes cmi imrmrchas sitmmaciomies.
Por ej eniplo, es fácil ver util izamido este leimna que unía. fummr:iómm <lefimm ji míe f A -4 LI es <:<)mi—

tínmíasi y sólo si, paracadaaplm¡:a:ion definible :ontíníza ‘y : [0,1) —> >4, huí
1>04 ¡(y(t)) =

¡(‘y(o)).
e>

e,

La nor’:iómr (le conmipaciniad es tanml)ién l)roblemmiática parmr cmmerl)os reales n:errael<s gemiera—

les. Porello si.mstitrminíosestaimociómí pon la sigimiemite. Diremmmos qmme mmmi smmbcomijimmitoA ci fi”’

es crsí-rado—acotaríosi es <:erra<Io y acotado (parammmmestra topología(leflmrible) - Esta riefimni—
emon.es conmmpatiblecomí la mmo<:iómm (le commml)ar:idaniriefimíjlmle (lIme a1)areceen 113]. Pi sig¡mi<.siit<s
resimítado¡mos mímimestraque po<lemnosretemier las buemíaspropieriadesríe la r:oímíl >a<:i<”ia< 1 si

trabalamnios <:on r.¡bjetosdetinmibles n:erra<’los—a<.:<.tarhs.
*

e,
Teorema 1.3.3 Sea A un s’ubconjuntn definible ríe E’’ - Lo.s siquientes propírsrladrss sn)’n

e’
eq’o.ivri.lrsm’rtr’s:

e’

e’
1. A. es cerrado-acotado.

e,

2. Ciaría aplicación defin;ble co’ntin’a.a (0,1) —‘4 A se extiennle dr’s ‘una manrsra conti’,rm,.o.
a ‘una rm.pl’ícació’r¡ [0. 1) —+ A.
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3. Para cada función definible continua f A —-* E, f(A) es cerrado-acotado.

Drs’rn.ostraeión. 1 mt 2. Unía aplicación defimmible continua (0,1) — A se extiemrdede forma
<:onmtínmma a mmmma aplica<.:ion [0,1) —‘4 E’2: cadacoordenadade la aplicación tiene un limníite

<.:¡mamm(io t —+ 0~< y estelínirite estáemm E ya queA estáacotado. Comn A es cerrado,el valor
<le la extemisiómía. O pertener:<sa A.

2 mt 3. Símpommgamnmosque f (A) mío estaar:n)tadr). C<nsideremnos

X = {(t,st) E Ex fi” st EA y t]f(st)¡ = 1)>

Emmtomm<:esla proye<:ciómm (le X sobrela prinmera coordenada<.:ontienealgúmm intervalo de la

formnma (O, e). Utilizando el Teoremade ele<seíóndeflumible 1.3.1 y el Teoremade mnonotommía
1.2.1, y ajustandoel immtervalo de defimíición, podemossrmpommerque existe urna aplicaciómí
n:ommtinnma rS (0.1) —‘4 A tal (Irme linmr.>o, ¡ .f(3(t)) = +~. Esto implica que ni mmo se l)imenie

exten<ler(le formima co¡mtinnma a mmmma aplicación [0,1) ~> A, lo <me contradice 2. Por tanto,
7(A) est.áacotado.Ahora commsi(leremnosb l)erteneciemmtea la clausuraf(A). Comísideremos

Y={(t,s¡:)Efixfl”:srEAy~b—f(x)Jclt}.

El mmíismno argnmmn<.smitod<.~ antesumospermiteen(:r)Imtrar irma al)licaeiómmcontiurma‘y (0,1) —* A

<me vr.srifica linmr.+r¡+ ¡ (y(t)) = b. Por 2, ‘y se pímerle extemm<ler ríe foruma commtimurmaa umma
apli<’:acirmmr [0,1) A y suvalor emm O es mmmm elemnentoa E A tal que f(a) = b. Esto níuíestra

<píe f(A) es cerrado.

:3 mt 1 - Commmo la imagen ríe A por cada fmmmmciómm coordenadaestá acotada, A está
an:nmta<io. Seab E >4. Comimo la inmagende A por st —* ¡¡sí: — bu es cerrada,emmtommcescommtiene
al O. Prr ta¡mtr b pertenec<sa A, lo qmre mimumestra queA es cerrado. E

Corolario 1.3.4 SeaA un conjunto definible cerrado-acotado. Sí 13 es un conjunto defi-
nible definibíemente líomeomorfo a A, entonces 13 es también, cerrado-acotado.

El r:orr)lario prerenlente mmos ¡nimestra que la propie<Ia<l <‘le ser <.errado—acota<lo, para

<:omíjmmmrtos niefimmibles, es immtrínse<’:a (emm el semmtido de que mio depemm<le de la immmersiónm emm el

<sspar’:in. afímí) - La propiedad ríe ser localnrenmte cerrado es tamnbiémr inmtrínseca, en el mmrisnio
semmti(ln). R<s<:ordanmr.srí¡.me un s1.mi)commjunto(le fi” es lo<:almentecerradosi es abiertoemr smi
latísmira.

Proposición 1.3.5 1) Un conjunto definible A G fi” es localmente cerrado si y sólo si
crida punto st c A tiene en A una base de entornos dr~flnibles cerrados-acotados.

2) Si A es un conjunto definible localmente cerrado, y 13 es un. conjunto definible
defi’rríbíemente Iromeomorfo a A, entonces 13 es locaí’rrrente cerrado.

Denrostración. 1.) Supomrganrosemm primn<.sr lugar que A es locaimmmentecerra(io. Tommmemnns
Sr E A - Existe ~ > O tal <ímme la intersección ríe la bola 13 (st, ro) ci fi”’ con A está commtemminla
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emr A. Drs estaformmia las iutersec(:i<imies(le A crímm la bolas cerrarías13 (st. ‘e), paraO cl m cl ‘to.

formiían una,liase de emmtornmosdefiniblescerrarlos—ar:otariosde ir: emr A.

Rer:ípror:amnemíte.supotmgamnos<ímírs cadalmnímíto sí: e A tiente umí ent<mrmmrmc<srra<’lo—a<’:ota(io
N ci A. Tomrremmioss > O tal que 13 (Sr, s) cl A ci N. Conmio N es <:errado—arsotarlo,temiemiirms

rímme B(sí:,.s) cl A ci 13 (sí:, s) cl N ci N ci A. Esto mimímestraqnie A es localnmmeimtecerrarirí.

2) Se siguede 1) y del Corolario 13.4. Em

u,
A líartir del resmmltadoaniteri<mr es fácil ver <¡ríe nimia cel<la de mmmia nlr:(Ic es lo(:almnenmte

<.:erraday qume por tanto ca<laconjunto defimmiblees nímma rmnión fimiita <‘le <:<.mlj tiidos (l(sfimiil)l<’~s

lo(:almneimte <:errados.
e>

Fijaimios aquí nimia defimmiciomi qire seráde grau imnnliortanirsia cmi los sigumíemites<.:aííitiilrs.
Seamm X ci fi”” e Y ci fi>! (Iris subcortjmmnt<:srlefimmibles, y sea ¡ : X —> Y rina aíili<:a<:iomi

defimnible contimrmma. Direnmios <lime 7’ es defi’rriblementrs propia si ííar;’r caría 5mn1)cr.)mljmmílto
riefimnilíle 1< ci Y :erra<io—acota<lose tiene <jime 7’ ¡ (K) ci X’ es cerrarlo—acotadrí.Emí [8, Cl ¡ -

6.4] ji<irlemmmos emir:rmnitrar los resrmlta<iosbási<:ossobreaphic=rr:irmmesdelimmibleiiiei’ite proplas.

u,
e,

Estm.¡diammios a <:omítsiiimracíomm las r:rmmmmprimmemmt.es<::onexas<le los cr)njmniitr’)s n’l<’~finmibles - e>

e>

Teorema1.3.6 Sea A ‘un subeonjunto níefiníbíe ríe fi’< - Eseiste ‘una part;cínrn rAs A rsír ‘art
numen-o finito rus subconjuntos definibles Ai , ... Ap drs forrr¡.a que curAr A~ esno’von’ío
rmbícito q cerrado en A y definiblenrentrs conca-o por r:ní’n’rir¡.os. Tal par-tícían rss ‘ánica. Los
A ¡ . - - - A~. se líniman las <:oiimpomiemmtesconexasdefimíibl<ss drs A.

e,

Demostración. Tomnemuris mmnma dc(lc (le E>1 adaptadaa A. Diremímos que ¡mmma <:t=l<laCi 05 u,

arlyac¡smmtea imira celéa .1) sí Ci O 13 ~ 0, y rien<>tar<smmi< s <sst(s Imeelmo por Ci -~ 13- e>

Afirmítamnos <lime, si Ci —~ D, cadasr: E Ci sepuedeimmnir a carlay E 13 mmierliamrte mímm <‘:amnmimro e’

deflmrilile ¡:omrtimí mo cmi Ci U 13. Tomnmemnossr E Ci o .D. Por el Leimia ríe Sel<s<.:<.:ióu <le Curvas, e’

existemmmma aplicacinír(leflímilile <:omrtinmm ‘y [0, 1) —> Ci U D tal que‘y(o) = n: y ‘y((O, 1)) ci 1). e>

(sim Ci U 13. C< mnii<’> cadaceldaes <lefiniblemnenrte lromneommi<rfaa íímí espacioaun, caríapiimito e’
ir: E Ci puedeunmirse a. e nmedíammteumm cammnmmodellímible contimíno cmi Ci y cadapummto y E 13 e’

pm.me(ie ninirse a rl mímediante¡mmm cammmímiodeflímible eommtimmuooír 13. Esto jírnelma la afir¡mmacíomt. e

Sea ‘-“> la relacióm¡ (le eqmiivalemrciamiiás lierímiefia omm el r:rimij ¡mirto ríe r:el<’las r:oiiteiii<’las e’

emm A (h1.ie conmtiemíe la rrsla<.:iómi (le a(lyacencia: temmemmios que Ci ‘—~ D si y sólri si <.sxiste mimia e’

carlemia Ci = C~ —< C~ >—“ Ci
2 “< ~ Ci-2p = 13 <Iriníde tonas las celdasCi1 estamí (‘:(iliteim.i<’las e’

en A (miótese ritme porienmios temier Ci.1 = Ci24 m ) - Sean¿ ,

tA las :lases ríe erímmívalemm<:ía *

<le “‘-‘, y seaA; la ¡mímiómí (1<5 to(ias ia.s (tl<h15 <.51¡ E,: - Los A .,‘ bruman ¡¡mía parti<:iómr fimiita <1< e>

A cmi r:om’íj tintos <lefinilíles - La afirmirar:iónr r.lemmmrstrar’la ¿mmmterinírmiremmtey la del’im’m ir.: ót ¡ tic ~‘> e’

inmrplicamr rímms r:aria >4~ es defimiiblemmiemrtecomiexo por caiumimfms- Sí muía <:elda Ci ci A ticime e’

miiterser:ci<in nmo vacía <::on A.~, es a(lyaconmtea rmmma celtia (le &, , lo que imiiplica <‘ím¡rs Ci ci A. e,

Pr.ím: tanto, carlaA~ es cerrado¡sim A. Comno los A~ formmmamm ¡ mita imartirión finiita ríe A. res¡mlla e’

u,

e’

e,

*

u,

e>
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ríus somm tanmbienm ai)iertos.

Sumpomigarmios q¡mrs A = 13¡ U . U 13, es otra partición con las mísumaspropiedades.
Tenmeimiosermtormces .ímmrs A, = u— ¡ (A, cl 13,) y cada (A; ri B~) esdefinible, abiertoy cerrado
emí A.;. Cr.’mnmo A~ es rlefinmiblemmmemmteconmexo,existeexactanl(sntemm tal qlm(sA; ci B~ - Por el
mirisimmr’) argummnmemmto,paracarla] existe exar:tanmemmteun tal qrme 13, ci A;. Esto deinmímestra

<imie las (los particiommrss <:oíncírlerm salvo el or(len. U

De la rlemmiostrarsiommsrs sigue <lime el mrúmnmero de comnpommemmtescomíexas(lefinmibles (le A
mío es nmras grandr.s <píe el imúnmíero de celdascontemiidasen A para cualquier dcdc de E”’
a(iapta(laa A..

Corolario 1.3.7 Un conjunto definible definibíemente conexo es definiblemente conexo
pot camnros.

Conmsideremmmosel <:aso fi = IR, es <lecir, la estrímctmmrao—mmrimminmmal exl)anmrle el <:mmerl)o (le

los mrmmnii(sros reales. Es claro que umm comiirmnto defimmible conexo es deflniblenmmemmte(:oImexr).

Es tammmbiémmclaro que rmmm <::onmjmnmrtr) ríefinmible lefirniblenmemmtecomiexo por cannmIir.)s rss conexo

por cammimmios. Por tammto, un conjrmnto definible (55 conexo si y sólo si es definiblemiremite
<:omlexo, y la.s coimmpommemmtrssconexasdefinmiblesde mmmi comtíuiito (lefinmible soim las c<)nmpr)nentes
<:r)niexas usrmaies.S<.s sigmme finmalmmmemrte <lime uimm commjummto definible tiene umnm mrúmmmero finito ele

<:ommmprmmmemmtes<:ommexas,qrme son delmímibles.

A <:onmtinm¡iar:iomm vamos a denmostrarque existe una cota ummiform<s para el nmúmnerode
.:ouimpommeímtesr.:rmmexas (le ¡rna fammnilia definiblis de smmbr:onjimntosde E” Enm priinmer lugar,

<iammirms la mror:íómr precisa(le fammmilia deflímible. SeaA rmmm subcom~jrrrrto rieflirible <1(5 E’> x E”’ -

Pama t E LI” consid<srammios A~ = {~r E fi’>’ (t, st) (E Al. Llammmaremnosa la fámmmilia (A1)tcp”

muima familia definible ríe. subeonjuntos de fi>” parametrizada por fi’>.

El signmirsmít<srrssmnltadonrs I)ermilite ver imna dcdcde fi’> x fi” comno rmmma “fannilia definible

ríe riede de fln’~’ - Supommgan~osdadaunadcdc <le fi’> >< fi». Seair’>4,,’> fi’> x E’>~ -4 fi’> la

proyecciómisobrelas l)riInm(sras p coorrlemmadas.Recordemosqtme para to<laslas celdasCi <le

LI’> >< U””, las 7i~>~,>,y, (Ci) so¡m las celdas(le mmmma <Icrír: <le fiP

Proposición 1.3.8 Sea13 una celda de fi’>, a E 13. Para todas las celdas Ci ci fl~> x E’>
to.ícss que w’>4,,1,(0) = 23, considerrm’rrros el conjunto Ci,, = {y e E” (a, y) e Cii. Entonces
r.:str,s cr>nj’u’r¡.tos Ci~ so’rr las :eídas de ‘una dede de fi” - La dimensión de la celda Ci,, es iqm;aí
a rlimmí(Ci) — riiní(B).

Drs’rr¡.ostrarsíón. Procedemmmospor inmducciónsrbre rr. El caso u = O es trivial. Srmpomiganmos

qrme ‘rr > O y qmre la proposir’:iomm rsstáprol)a(la para ‘rr 1. La dcdc (le fi’> >< fi”” imíduce

por la prr~er:r:iónm ~ r fi’> x U’> -4 fi’> x fi!!’ ¡ mmnia (lc(lc de fi’> x fifl— i , Para
<:a<la <:rsl(la 13 ríe fi’> x E”— ¡ , tenmenmosfunmcionesdefinibles comítinmuas(>3,; cl ... cl ~n,¡(D)

13 —+ fi y las celdasCi ríe fi’> x fi” tales qire ir’>±,,,’>±.!.—n(C)= 13 sonm o bien grafos
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de 4», r> bieim bandas (QD’;. Qí.m#+t ) - Por la hipotesis rirs immdmmcciómm, 13<,,, para toriaslas
las <:rsl(las 13 <le 1W> x fin — tales que 71’>Á”’’ ¡ ‘>(13) = 13. sonm las c<.slrIas de mmmma dcdr: <1<
LI”’— 1 y diimi(D<,) = dimmí(13) — dimmi(B) - Para tales celdas13, defimmimnmos (Q»,,;),> D~ 1?
mmms.sdianmtrs(Qín),,(y) = Qn; (ni., y). Ahora Ci ci 231’ >< 1?”” es <si grafo <le Qn; (resp<sctivamímemite

la i)amm(la (Qí.t;, &n,;i. í ) ) si y sólo si Ci, ci fi” es <sí grafo rir’s (<%;),, (respectivammremmt<sla

bamrrla ((Qn,;», (Qí’g,íj~ i)a)). Por tammto, las Ci,,, para trm<las las celrlas Ci tales tille Ji =

forniamm umna <lede (le E”’. Si O es umí grafo sobr<s D = ~ i (0). temiemimos

rímie dinr(Ci,,) = dinmm(D,,) = (limmí(13) — (limmm(13) = <linm(Ci) — (linnm(13) . Si O es imima bami<la,

rlinmr(Ci
0) = dimnr(D,,) + 1 = ditmí(.D) — riimmm(B) + 1 = <limíi(Ci) “— dimmr(B). Em

Teorema 1.3.9 Sca A ‘un s’abrso’r¿jun.to nhsfinibíe ríe LI’> x LI”’ - Esr:iste un /3 E N tal q’urs,
para caría. Sr E fi’>, el ‘r¡,’ámero níe eo’rrrpnnentes comssnas ríefiníbles de A.,. no es más rannie
que ¡3

e,
Dr:mostració’rr. Elegirnmos ¡Irma (lede río fi’> x E>’ adaptarlaa. A. Arloptamnos la ilota(:ioii

<‘le la Proposícioim 1.3.8 y srm <lenmr)straci<imi. Tomnammros sí: E U’> y sea 23 ¡irma r:elda de fi’>

que commti<.smme a Sr. La coleccioií de todas las Ci.,,., para mmmia reída Ci de fi’> x fi”’ tal ní¡mrs
IT’>±»!(E’) = 13, es unma riede ríe fi”” adapta<ia a A.,.. Por tanto, el Immimmier<) ríe <:r)nmil)<)mr<.tnmt<ss
r:r)nrsxasdefimnibles(le A, mm rss mmmás granmrle q¡mrs <sí númímemo(le Crildias <le fi’> >< fi”’ - e;

e,

e>

Immialmmíemite,est¡m(liammmosla dinnenrsiómm(le 1<35 comíjrmmrtosdefimiibles.

Henmros rlrsfinmirlo ;nimteri<>rmmmrsnite la di mmíemísíónm(le ¡níma cr’sl<la drs 1 imma r’lr:<l<:. Almora sea>4
unm simb<:<injumrto <i<sfim’mil:mle nie fi”. Tomeimnos¡mia dede (le fi”’ adaptadaa A - Umía formnma

“mmmgemmmma” de (lefmnmir la rlinmmr.smisiómm (le A podríaserel míráxinmio rlrs la dimmrensíómrel<s las ersl<’las
comitenmidasomm A. Pero estadefiniciómm mmrj es immtrínseca. Temíemnmosque riemmiostrar ínie la

<iirnm<.snmsiómm defimiida (le est:a formmra mmr) riepeim<1<s r’l<.s la elección de la (1<5<1<.: adapt:adaa A..
De Irecimo vaimios a imrtrodm.rcir níma defmniciómí inmtrímmse:a <le rlimnmrsmmsiómr y verrsmnmos <imir’ esta

d<.~fii¡iciónm (:oimm<:ide <son la rlefimíiciómm “inmgrsnua.’ -

u,’

e,
Definición 1.3.10 La nííme’r¡.síó’n ríe ‘a’n. con/arito definible A es el supremo ríe Ints’ ni tríles
qn. e esríst e ‘unu n¿pl;crrcir;n de/inible ín.qer:ti’unz fid —4 A - Pr», nsonveíreín$’n, la dina ensión riel e,

e,
eony’untr> rucio es —1.

u,’

Observamnios<pie mmo rss obvio por el mnmommmemmto que la riínmmemrsiómm sea si<smmil)re cl +c’ó.

Taumpocoes claro ríur.s esta deflíniciómí de dimnremmsiómí (:oimi<’:i<la r’:r)mi la <ia<la amiteriormmmemit<s

para cefrias. Estos<1<35 hmer:lmos s<.s siguendel siguiemmtelemima.
e,

Lerna 1.3.11 SeaA uns’abrso’nj’a’rrto niefinible de E”’ r:o’r¿ interior- rro’var:ío. Sen f A —-4 e>

fi” mrna aplícacion níefin.ibíe inyectiva.. Entonces ¡(A) tíenrs interior no ‘vacío, e,

u,

Dern.os.rarsió’n.. Denm’i<stramnosel lenmía por nm<’luccíómm sobre ‘ti. Si ‘ir = 1, A rss imífimíito,
lmmsgr 7’ (A) ci fi es inmfimíitso y prr tammto comil: mime ¡u> immtrsrvalo- 5 ¡ ¡poirgaimmos ahora <íímr’s

u,
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ir > ‘1. y qu< 1 1< mira está demost:radopara to(lr) rrr cl u. Utilizando la comitimnuidad a

tsroz<)s 1.2.8 podummr.mssuponerque .f es contimmua. Tomemmros mira dcdr: de E”” adaptada
a ¡(A). Si ¡ (A) t u mme nmtrsrior vacio, mo commtienme mmmgumíar:elda abierta. Por tanto 1(A)
<ss la mmmíiómí (1< 1<1 rs mro al>iertas Ci~ 0A: y, Para í = 1, . - - , le lray rmn lmomnermorfismno

<lelimiible Ci —> 1?”’ r:omm mu; cl n. Tomnmemmmosuna dale de E’> adaptarlaa los 1’’1 (Ci;) -

Comno A = 1.] mi 1 (Ci;) tienme interior no vacío, mmmc de los <.:onjummtrs ~ — r (c7
1) , digamos

7— ¡ (Ci’¡ ) , (lrsbe crmrtemmerurma <.:elda abierta13. La restricciónmde 7 a 13 nosdaunaaplicación
<irsfimnible rsrmmtímmaímmyectiva13 —* Ci1 - Crmro13 rss rlefimmiblemmmenteImomeonmorfaa E” y C1 rss

rlefim.miblenmemmteirommmeommmorfaa fi”” conm ni. cl mr. obtemmenmosumía aplicación definmiblecomítimnína
imiyectiva y fi.”’ —‘4 E”” - Tomnenrosa = (O, . . - , 0) (E E”’’’” y consideremnosla aplicaciámr

np.: .It!’<! —* .U~» niefinirla por 9,~ (st) = g (a, Sr)- Podernosaplicar la hipótesisde lmrríneciómí a
- Esto imimplícaqu<s~ (LI””’) tiemm<s interior mmo vacíoenm fi”>. Tomnemosmmn pímuto e = 90(b) en

<‘4 imíterior de q’> (11””). Comímo y es <:omítimrua poriemmmosemmcommtrarir: E 1t>”’, st a y rsercarmr
a a, tal (lime =ftsr,b) E y,,. (fi””’) - Existe por tanto y E fi”> tal qnrs y(sí:,½= y’>. (y) = q(a,y),

ir> ríime commtra<:iir:r’s <si Irecíro de qrme y seaimmyectiva. Así,f (A) tirsne imrteri<>r mío vacío.

E

Srs tiene<le estaforma que la dimnensiómmde flá es d, ya que nr> existeningunaaplicaciómí
ríeflímible immy<:s<:tmva ríe fi’ a fid si e > d. En casocomrtrario, la composiciónde tal apli<:aciómm

coim la ímmmn<srsiámm <lifeonmorfica (le fi” enm fit = fiá >< ,fl~~”<
1 comno fid >< {9J (:ommtradiríael

Leuma 1.3.11. Observamnos(Irme los comíjímírtosdefimmibles ríe dinmrsmrsionO somm los commjrmntos

fimíitos <le pm.mnmtos.

La rlimmremisióim ríe m.mmma ceirla, tal commmo la Imemnmos visto aqnmí, coimmcide comm la miociomm <‘le
rlínmiemísíómm r’lr.s mmmma cel<la vista cmx 1.2.3. Basta observarque la rlnnensiómmríe un r.:onjmrmrto

<lefimiible es immvariammte resper:toa biyeceirmmesdefinibles.

Proposición 1.3.12 1. Si A ci 13 son conjuntosdefinibles <linmA cl dinm13.

2. Si A y f A —+ E’> son definibíe.s, dimn(f (A)) S dimmr(A). Si además ¡ es in.yeetiva,
riim(f(A)) = ruin(A).

2. Si A y 13 son. sabeonjuntos definibles de fi’>,

(liImi(A U 13) max(dimrmA, dinm13).

4. Sea A un. s’t¡.bnson.junto definibírs de 1?’>’ y tomemos-una dcdc de E” adaptada a >4.
Entonces ¿u dimensión de A es el máximo de las dimensiones de la ce/das contenidas
en. A.

5. Sí A y 23 son conjuntos definibles,

rlinm(A x 13) = dimnA + dinr13.

Dnsrno.s’’t’r-aeión. El primer aínrrtarloes rmna r:ommsecuemmciainmediata(le la defimmición.
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u,

2. La segmmimrla part<s es rbvia ya que la dimníemísíonmes mmmvariammts<.s írr l.>iynsccioii<ss
defimmibles. Si 7’ es (iefimmil’,le, obtemmemimospor la <sleer’:iómm drsfimiible unma aphirsaciómídefimii—

ble y ¡(A) —4 A tal rímme 7’ 0 y = idf( 1)- Por tamntr> y rss imiysctiva y oiimíí(f (A)) =

rlimmm(q(j(A))) cl (linmi(A). —

3. La (lesigualolarídimni(A U 13) =mmmax(r’himmí A, dimir 13) sesigner’hs 1. Ahora sea1 LI” —>

A U 13 ímmia aplicaciómídr.sliíriblrs inmyectiva. Tomimanrio mimma rlr:dc <le 13<1 anlaptarlaa 1”” ¡ (A)
y j~”’ ¡(23), venmios <jite f””’(A) o f ““1(13) conmtienmei.mmma crsl<ia (‘le dinmiemisiómí ni. Coimio 7’ es
~mmyectíva.t<smieinmr.>s<íime dinmí A > d o qnmedimir 13 > d. ‘Estr riemmmmmrsstra(sí ríesigmíalriadimiversa
rlimmí (A U 13) < nmmax((iimím A, (limil 13). e

4. Es umma r;r,miseeiienmciaimmmn<.sdiata(le 3. 9

5. Por 3. es smmfieiemmte r:rnmsirlrsrarel casoenm el (Irme A y 13 somm <:<sl<.las, y este casorss
trivial ya qmme A x 13 es defitmiblenmmeírteliomnreommmorfr. a 13<1<> .‘l >< 13Úi~u’ fl - u

e>
e>

A eontimrmmacio>mrvammi<.)s a estnm<iiar la variaeiommrIo la dinmieiisiómm emí mmmia fammnilia uiefimmil,le.

R.e<.:orriemmios rímmrs ímmm siibconjumito defimmible A ele fi’> x fi” ptmed<.s commsiderarsrsr.:ommrom nimia

fanniliadestruible(A1»,~rp (le subconijuutosde E”, domnde >4 Ss = ~q (E LI>” s (sc,?]) E Aj -

e,

Teorema 1.3.13 SeaA un subcon)unto definible de fj’> ~< LI” - Para n/ E N U { —1» dcli-

nanros Xni = {x E LI’> (iimmr(A3.) = rí} - Entonces Xd es’’o.’n s’ubconyuntn nln~finíbíe nie fi” i/

rlimn(A fl (]<‘,¡ s< Ji.”’)) = dimn(X,m) + nl -

*

Demost.’í-o.eió’,’m. Tomimemmxos níma dcdc de Ji)’ x Ji.’’ a(laptarlaa A y utilicenios la Proposn:mo¡í
1.3.8. Srsa.13 imita r:r.sldarh.s fi’>~ Para carla sí: E 13, >4,. r.ss la mmnmió¡m (le las ceínasCi:¡s ci II’”, para
torlas las <:el<lasCi ci fi’> x fi”’ o’:oimtenirias cmi A talesrjmme ir.,, .~. .~ .,‘ (Ci) = 13. Es mirás, <su mmm(Ci>:) =

(lila Ci — rliní II. So> sigue (lime, para ca(la sc E 13, (iimtm A5, = dimmí(A cl (13 x LI”)) — níjimí 13.
Pr.w tanmio, <sada Xd (55 la ímmmiómm <ir> algíiima.s r:elrias Ji ríe fl’>~ Estrj imim1,lica ojime X4 rss

definmible. Comino> dimmm(>4 cl (13 x fi”)) = dliii 13 + d para las <:elclas .23 ci X,í, temíemímos r~mme

dinm(A cl (X,¡ x It”)) = dimmi X,, + rl. e;

e>

Corolario 1.3.14 Sa-nr A u ~ s’ubconj’arítos níefiy’ribles de fi” x 1?>’, n’:o’rm. A ‘rio vac¿o.
Supo’rrnjam.os que. par-a r:ada sí: E fi’>, dímnm(13> ) cl <1 liii (A,) o 13., e.s-’vníc’ío. Entn,írces
dliii .23 cl dumíA -

*

e>
Ar:abammrrsestrs apartados<brela rhimmiemrsiomm mmiostramid< rjmios la dinmiensiómíse <:oiimprmrta u,

bi<smi (somí respsctoa la clam.msura. El sigiiitsmmte lemima mmos será(le gramm tmtilirlAm.d. e>

u,

Lerna 1.3.15 Sea A uns’ubconj’unto definible ríe 1’?’> x fi>”. Sea Al el conjunto níe ín>s
u: E fi’> tales que la clausm¿’r-rí de A, en .13” e.s níife’¡ente de (>4) - Entonces .AI’ es níe7’¿yribíe
y (lun Al cl y En. particular, si y = 1, M es (irrito.
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De’rn.ostraeión. NótesosquesiempretenenmosA1 ci (A),,, ya que (A).,. escerradoy cormtienme

a A.,..

Es fácil ver qmmrs Al <ss definible. Supongamnmosentoncesqmme dimn(.M’) = p. Emitonces Al
cr.m’itirsmmos muma (:el(ia abierta Ci (le una rle<lc (le fi’>, Paracada ir: e Ci, podemosencomítrar
una caja 13 = flk,(a,, b,) tal que B cl (Á);r # 0 y 13 cl A1 = 0. Por el Teoremade

Eloc<::iómm Defimmible 1.3.1 y el Teoremmma de Commtimunidada ‘IYozos 1.2.8, podemossmmpomier
ojime las a; y b; sr)mi fiímír:ionmes olefinmibles comítimruas (le sí: E Ci. Sea U el commjimnto ríe bis
(sí:, Ip y,,) E Ci x fi” taloss (limos ni; (ir:) cl y; cl b; (sí:) para í = 1, . . . , ‘ni.. El (:ommjmmnto> U rss
abierto><sir fi’> x fi”’, riisjnmmmto cíe A y tíen<simmterse<.:cionmnmo vacía <:<mmm A. Esto (55 immmposible,

por lo quío (linmAl cl p. E

Teorema 1.3.16 SeaA uns’abeonjun.to definible no vacío de fi’>. Entonces

(iimmm(A \ A) cl (limn(A) -

Se. smn,’ue errtonces que dinm(A) = r:limn A.

Demrstracinmn. Procedemnospor indmmcciómm sobre n. El teoremaes rbvir para ‘ir = 1.

Smmpomigamnos<lite ‘nr > 1 (lime el teoremnaestaprobadopara n — 1. Deimotanmospor 5 ,.., 4>,
las fumuciormes<‘:oor(leima(las omm E””. Para i = 1, . . . , ni, srsa<si;(A) el r:rmmjímnto (le los Sr E fi’!t

talrss que Sr: pertemmec<.sa la r:lammsrmraole la immterseceiommole A r:rmn el iniperpíano4,71(4;(st)).

Prinrer paso. Alirmímanmos qíme A \ A ticíme dinmemmsiónno mayor qnme el mnmáximno ríes O y

<limní(cl.;(A) \ A) para i = 1, . . . , nr. ‘I’emmemmmrs <lime cl; (A) ci A. Aplicamrdoel Lema 1.3.15 comr
y = 1, clesí>ues(‘le mmnma permímtaciómide las<:oordosnadasquosllosvael ~—ésinmacoor(lemmadaa la

prinmrosraposio’:iómi, temiemímosque la diferenciaA \ cl; (A) estácontenidaen ummm mrúnnerrí finito
ríe Imíperpianos49’ (aú), para j = 1 .1(i). Por tammto, Á \ U2=1 ch(A) estác<mnmtenida

cmi <sí commj ímnmto flímito formnado prír los fl’L, 1(i) p~mmmtos (o’í ú~ , . . . , a» ~“ ) E E”. De aqíní se
sigime la afirmmiar:momm.

Senjando paso. Afirmnmamnmos que dimmm(cl; (A) \ A) cl (hm A para i = 1, . . . , mr. ‘1><>níeníos
o. e fi. C<mmmr< <sí lmiposrplamro49 ‘~ (a) tieime dinn<.snsión ni. — 1, la imipótesis de imrdimccio5n inmplica

orneA cl 4.71(a) \ (A ci 47 ‘(a)) es vacío o tienme rlimnmeimsiómm estrictamnentemímás Imerlimeña que
la dinmiemmsiommríe A cl 47

1(a). Nóteseoírme A cl 4’ (a) \ (A cl 491(a)) = (cl ¡ (A) \ A) q Un(a) -

D(s <sst.a formmua, aplirsamido el Corolario 1.3.14, obtemmemnmos <imie dim(ci ¡ (A) \ A) cl dínm>4.

Perminimtami<bolas r:r.,orolenmaolasriemimostramoisla afirnmacmon.

Coim esto imoiriemmros completar la <lemostracióndel teoreníma. Lois pasos1 y 2 imnmpiican

<Irme (limmm(A \ A) =O o (iimnm(A \ A) cl ohimmm A. Si dinm A = O, A es cerrado. Por tanmto, para
cadaA no> vacío>, dínm(A \ A) cl dimnA. e;

1.4 Triangulación definible

Emm <‘sta Seromómmvo’remnrs cine la topologíade bis <:omji.mntosdefimmiblrsspímedeser entosramrmente
orí ilicada emí ténmimimnois fimrmtos. Est< se imará mnmeoliamite umna triamrgmmlación. Debido a sim
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dificultad toicni<.:a, mro) drsinostrareniosaqímí tr)oir.)s los resultados. l¡aciemm<lrm refrsrosmwia al 3.’

trabajo de M. Coste [5]. e>

u,’

u,

Commmo vimnios rsmr la seco:iómm anmteríor, la dosde (55 umma herranmmiemitamímímy powierosa. Pero
u,

¡ío míos da sirficirsute commtrol sobrela posi<:ioíi relativa (1(5 las celdas<‘:mmammrlo éstasmmo estámr

comiteimirlas en rsl mmmisnmío r’:ilindro. Emr particítíar, mmnro mmo pl.le(los, emr genmeral, recormstrmmirl¿t
topologíade ímmm r:onji.ím¡to olisflímible a partir (lis Sil descomnposicir>mm<smi celdasríe mmmia <1<3.1,:

a<iaíftada. La priircipal rlificultari es <pie mm<. temieinmrjs eonmtm-o] sobrecóntir> sos comuportailmia
flmmmo:iónm (ietmmmible crmmtimmm.¡a Q Ci LI sobrenimia r:olda Ci rimanido miro sos aproxinmiaal borne
r.irs Ci. La fimmmciómr 7, immcluso si rsstá acotaola, pmm<.s(lrs rílie mro se rsxtíosmmrla a ¡mima fímmícíomí

commtiím¡ma sobreCi. P<r ejenmiplo, la fummciómm defimmible commtimmíma 7 rlefimiir’ia s<.>lmr<s <si comkjnmmit.<

nc los (sí:, y) ci ir tales qime st > O y riada. por 7 (Sr, y) 2í q/(zÁ + y2) mi< srs rsxti<smm(le <le

fornmia r:ontimiua a (O, ti) - Todos los pumítosríe la formmma (O O z) coim —1 cl z =1 pert<.simecem¡
a la claimsura1? del grafr d<s 7. El conrjummto d<’sfiimible E ci írt tmemmos dimmiemmsión2, Imero la
rosstrmcr:íóna E <los la prryeccióní fi3 -4 132 sobre las pmmnmíem rs rlrs coorrlemía<.lasmío tiemirs

fibras flíritas. e>

e>

e

Ammtrss <‘le establoscosrlos mesultadossobr<s triammgnmla ¡omio s vanmios a rer:r)r(iar algimímas 9

rlr’sfimmmcmomrcss. e>

Seana
0, ... , a~; pí.mmmtos de fl,mt oírme somm afínmnemmteimmdepenmdienmtes(es riecir, mmo está:mí e>

(:r)irtosmmi(los cmi ímmm smmbrsspacioafínm de (limiiomrsi~mm d — 1). El ní—s’ínrplíce comi vérticesdo, , nr,¡ e>

055 9.

[a.ím,..., a<1] = e>
e>

<1. u,..
fsm: (E LI” EAo,..., ¾ci [0,1] >1 A, = 1 y a- = Mo.o + - . - + >‘,¡o.,¡}. u,

9.

EJ eori-esp<nmdirsmmt oss’írnpliee a biertn> ss u,
u,

j/ u,’
{st E E” EX0, A4 ci (0,1] >1 A; = 1 y st = Ágag + - . - + >vmaai. u,.

o
e>

DemmrAaremnrsíor u osí símmríxlic<s abksrto r-rmrrrssí>ommdiemmte al símuplice 5’. Umía n:ay-o, (leí síiimplíc<s

o’ = [nro,. . . , aj] es umm sínmí>4ir:rs 1 = [b¡¡,..., b,.] tal r.íríe

{bo, . b<.jj ci {<Pm a,;). u,

e>

13 mm complejo símpí;eíaí f;n.í lo cii E’’ es ¡míma cole(:(:icmi ¡hm ita 1< = 45 t , 5”> } r l<s

sinmíplices 5’; ci fi’!! talrss qite, para ca(ia U;, 5’’ E 1< la imíterse(:(:ióml nr; cl <ss ¡mira <sara
conmrmmnm a a; y oj -
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Consideramosel conjunto 3K¡ = U~ExÚj; ésteesun conjunto semialgebraicode R8.
Un poliedro en esun subconjxmto Pde R» tal queexisteun compleja simplicial finita
K en R” con P = jK¡. Un tal K sellamará una descomposiciónsimplicial de P. Nótese
que un poliedroesun conjunto definible cerradoy acotado. Enlo siguiente,convendremos
que si un símplice i~ pertenecea un complejo simplicial finito K, entoncestodas las caras
<le O también pertenecena K. Con esteconvención, ¡K¡ esla unión diajunta dc todos los
símplicesabiertos a para. O E K.

También utilizaremos la. noción de cono. Sea 13 un poliedro en ir y a eR» \ .8 tal
que cada senñrrecta que parte de a intersecaa E en a lo másun punto (es decir, para
cadatER, fa,x]flB = {x}). El cano de baseBy vérticea esel poliedro

a * .13 {tx + (1— t)a :x E .13 y tE [O,l]}.

Dada ¡ma descomposiciónsimplicial de .8, obtenemosuna descomposiciónnimplicial de
a * .8 tomando todos los a * & para cadasimplice O de la. descomposiciónsimplicial de 13.

El primer teoremaquequeremosmostrar nos habla do la existenciade triangulaciones

para conjuntos definibles.

Teorema 1.4.1 Sea A un subeonjuntodefinible cernido-acotadode 1?”, y seanE
1, 1 =

1,..., k, subconjuntosdefiniblesde A. Entoncesexisteun complejosimplicial finito K con
tórtices en ~ y un homeomorfismodefinible 1’: ~KJ—* A tal que cadaD~ es una unión
deimágenespor4 dc simplicesabiertosde K.

El siguiente resultadonos muestraque no sólo podemosencontrar triangulaciones de
conjuntos definibles, sinotambién de funciones definibles.

Teorema1.4.2 SeaX un subeo»junto definible cerrado-acotadode R
1” y 1 : X —* R una

función definible continua. Entonces existe un complejosimplicial finito K en y
un horneomorJismodefinible p: IKIR -+ X tal que f op es una función «fin sobrecada
símplicede A’. Es mdá, dado un ndmewfinito de subeonjuntosdefiniblesB

1,... , B~ de
X, podernoselegir la triangulación p: !KIR -. X dc modo que cada E, es una unión de
imágenesde s(mplicesabiertos de K.

Podemosreemplazar X por el conjunto A = f(f~j,x) E R x ir : x E X} que
es <lefiniblemente homeomorfo a X. Este conjunto es un subconjunto definible de R~~+l
cerrado-acotado. Seair = irn+I,1 : R~’¿+’ -÷1? la proyecciónsobrela primera coordenada.
Para demostrar el teorema anterior, basta construir un complejo ahuplicial finito K en

y un liozneomorfismo definible 4>’: ¡K¡ —. A tal que ir o $ = irti«i. De hecho, la
composiciónde ir con el homeomorfismoX —~- A es1~ Por tanto el Teorema1.4.2 sesigue
de la siguienteproposición.

Proposición 1.4.3 Sca A un subconjunto definible cerrado-acotadode 1? x R~ y sean
13~, 1 = 1,... ,k, snbconjuntos definibles de A. Sea ir : R x ir .—* R la proyecciónsobre
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InI. primera coordenada. Entonces existe ‘un complejo -sim plícial finito 1< con vertices en
LI x Q” y ‘un bomeomorfismo definible ‘b 1< —~ A tal que gv o 4> = ~ y can/a 13; ns’ lo.
‘unión de ;nnniqe’nes por 4m de símplices abiertos de 1< -

Los vértices del <somímplejosimimplicial r’:onstr¡m;dr rsnm la proposici.ómrantrsri<r ttemusrr tortas e’

sus coordenadasracírumalessalvo la primmmo’sra. Podemmmossolrm<:irnmaresto,es decir, eimcrnmtram- e’

la prumi<sraseo<rdrsníanlas(le los vertícesemm Q mnediammtrs la Pmoposicióím4.8 <le (5]. *

El resultarloaimterior ríe triarigmilaciómí ríe fmíímciones <‘l<sfimmibhss r:ormt.in¡.ia.s con rlonmmimmio *

cerrario”acotar’lomro j.uí.mrsde grs.neralizarsepara to<’ias las aphcacíommes<leinublescommtimnimas. u,

Crnmsiderenmíospor <sj<snmplr la aplicación f [0,112 ~ y=2rhsfinmida por [(si:, y) = (si:, 23/). e’

No es iir}siblrs errcontrai- triangulaciones‘1> : A —~ [(1,132 y ‘fi L [([0, 132) tales que u,’

ji” ‘1 o ~ o 01> seaalímí s<bmecarlasímnmplic<.s dc 1<. *

u,’Poriemrmr.s<losrlmmcím (1<5 la triammgrmla<:ir$¡m dos fimmmo:irnmrss dr’stmmiíbloss umm resníltarlr><imie babitmmal—
e’meritesr.s deirmuestrade otrasfornías (como conse(:mn<sur:iadel teoremnrade Hardt. <sri (8]). Si

u E IV~ y y j> O, dosnrftammiospor 5(a., r) la esferadrs <:emítrr a y radio ‘e. e”

Teorema 1.4.4 (Estructura Cénica Local) SeaA ci 1?””’ ‘un eo’uj’u’ni.to dr:fi’níble r:cr’¡’a~

do, a. ‘un punto de A. Pon/cmos enn:onln-an- ‘un r > O de forma que eir:’¿ste un ho’meomoí-”
físnnn definible Ir del eo’nn> n:on ‘vértice a y base S(a. n-) cl A en [«a. n) cl .A. que sati.sfansn:

= Id y fh(sr) —~ a}h = fsr — aj~ para ion/o si: en el cn.m’nn>.

Dnvnnostración. Crnmsioieremmíos¡mmma triammgi.ílaciómíde la ftmnr:iómm ¡ A O [«a,_1> —>~ fi sí: »
u,

- Obtenemosentoncesmmmi Imomnernímoifisino<leflimilile 4’ Kl “A A cl 13(nr, 1) Ial opme
¡o oiP <ss afírí sobrccadasínmmplmce(le It. Commmo j alcanzas¡.í mímíííimmío <sim a. <sst< puntoa oss la

imímageu de un vértice ‘¡u de ./<‘. Seau > (1 <sí muininmo de los valores ríe 1 ~ oji sobretodos los u,’

oh-os vérticossd<s K ,y tomímsmmíosr tal que O cl n cl u. Tonmiemmmrs mmmi pimmmto q E 1< tal qii(s
f o 4>(y) = ‘e, es ríecir, P(y) c S(a,u-) o A. El puntoy pem-teíuscea un snnuiplrr 5 [ce , Y!)] e’

<lis K. lfemíemmíos queu = 3«~A;’v; <somí 3«o A; = 1. Coimio fi o olí(
71) = <~ A, ¡ o <t>(’v. ) e’

ímmmo <le los u;. digamimos ‘ro, dei;e ser’w. Defimmaimmos ji. sr.,breel cono osomí v< t m< < <1 Y l.’>ii.s<s. e”

S(a,r) o A imiediamite ¡¿(fa + (1 — t) P(y)) = oP (1w + (1 — t)í’). Es fár:il vrsv ojime ir tirsmí<s las e’

proí’mirsda’lrssrequerirlas. E *

e

e’

*

e’

u,

.4

e,

u,

e

e>

e’

e’

e,
e’

e’

•1

e’

e>



Capítulo 2

Fibras genéricas de familias
definibles

Em osstrs capítímlovammmrsaríescribir mmima constrmmccioirqueresultaf¡mnolainmerrtalparael estu—
r’lir <le fanmilias oleflímibles. Vanmios a incluir fi”’ cmi un espaciomuásgrandefi”7~ - Asociaremos

a cadapi.rnto a E ~ rmnm crmerpo real cerradok(a) con imna osstrneturao—mnmmmmrnal. En—

lomices, <lacIa rmnma famímilia defimnible X ci E”’ x E” y a ci E’”, (leimniremnos la fibra X
0

olíme sera mmm subcomm]mmnrto olefmniblos ríe k(a)”. Si a es la immmagen por la inmelusiómí de un

1 mummto t ci fi””. .sntomrces<a) seráE y X,., será la fibra mmsmmal Xp Las cosasinteresantes
para las “fibras genérir:as’X0 qnme se <‘:rwresponden(omm I)immmtos (E fi’” \ fiO! -

Rrsla<’:iomiarosmnmrsla ímopi<.sda<lesde la fibra gemnériosaX0 con propiedadesde la familia X
sobresubconjmnirtos‘‘grammdes” <leí espaciodrs parámmmetrosE””. Esto) mmos permmíitirádeducir
rrssmmltariossobretriviali(lad de famnmilias olefinibles a partir (le los t(sr)renmasole triamígulaciómí

<l<.sl capítmmlo aImterir)r.

Las lmerramrmiemmtasoímme vammmos a introolmrcir somm realmentemmmma reformunlaciónde mmociones
y rossmmltadosclásicrsde teoríade nnoolelos.Esta reformulaciónestásmmgeridapor la teoría

<leí espectroreal (ver [2]), y se puedeemmcommtrar(smm [5, Cm. 3].

2.1 El espaciode ultrafiltros de conjuntos definibles

Sea.S,,, el álgosbrabooleamia(le los smmbr:onjumrtosdefinibles ríos E”’. El r:ontosmmido de esta
secciommes la r:ruistrii<.:ciómi (leí 0551)aciO de Stonedel algebrabooleana

8rn (vosr [1]).

R,ecord<smmmosqíme u.ímí ¡iltrajiltro de 8,,, es umm subcommjrmnítoa de S~ tal (pM5

fi”’ ~

2. A cl fi E a si y sólo si A E a y fi E a

3. 0~a

29
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4. AUBíErvsiysólosiAcrxoB~ú.

e,
Dirosumos q¡.me unma flhmnilia Y (le smit>comiJmimrtr.)s rieflumibles ríe [1”’ enen-an el ‘nít’cní filtro ri 5 ¡

(Y <55 <si conjmimmto ríe los r:ommj¡.rmrtos (lefinmibles A ci fi”’ tales q¡re exist(s fi E Y con fi ci A.

Si .F <ss rmmia fanmiilia mio var.:fa ol<s smmbconj¡mmmtosnl<.sfiimibles nc fi”’, c<srradapor immterser:r:irnm<’ss
fiiii tas, rsm¡tonmr:<ssY genmeraliii imítrafiltro si y sól<’) si 0 ~ ~ Y, para r:a<’Ia A E 5,,., <.) biemí A

o bínsmí fi”” \ A r:<mmtíeimrsmm ním .8 ci E. u,

Denotarosmitospor fi’” al espacio<le imítrafiltros (le smib<:omijIilrtr)s riosfinmibles <‘los E”’ -

Si 1 es irmr pummto de fi””, los stmbconjummtosoksflmmibles nl<.s fi””’ oímme comitiemmsmi a / fbrnmiamm
mmmm ultrafiltro> <‘mr - Llamitareimios a esstrs ultrafiltro el ‘ultra filtro pr;neipal grsmmerarioíor t. La

aplir:ar:iómi 1 ni< mmo)s permnmitosver fi’”’ cornoiímm smibconj¡muto ríos fi”’ -

e,
u,Ejemplo 2.1.1 Pirulos de U. No es difícil ‘ver qn e las siquientes fnm’u¿íííus qen eran

¡Utros de ~S¡: u,’
e,

1. La familia de todos los intervalos (si:, +~) para .i: E E. e’

e,
2. La familia <le todos los intervalos (—“~,sv) para si: E fi - e,

*
.3. Pnxra ‘arr punto fijo u E fi, la familia níe todos los intervalos (a, o. + e) para e > 0.

e,

- Para ‘a’n punIr> fijo <‘m 6 E. la familia ríe ío<íos los’niíe’,’IYalo.s (a — e, a) para e > U. e,

Si fi = 3k, sos puede ‘ver que de hecho torios los puntos dc 3k \ 3k se co’,-responde’¡’i. r:o’u. ‘uno
de íns n:’uatro (:0.505 anteriores.

Ejemplo 2.1.2 Cionstr-uccín$’n de vm;ntos rs.c .8”” por í’nníucn:íon. Sea a ‘un, punto dr 1?””.
Entonces la familia nios su beonjuntos definibles ríe fi’fl+ nie írí fon-mo.

(sr. y) E E”” x fi sc E A y (1 cl y cl f(sx:)

nionde A E nr y f A —> fi es una función definible yositiva, qenera ‘un ‘u.lt’,af’iltnn. ort <le e,

.5?,, 1 ¡- e
e,

Ejemplo 2.1.3 Dimensión de un punto ríe 1?””. Pan-a nr E fi””, definimos diímm nr como el
mzn;mo de dimmm A para A ci nr. Tenemos que rlimmm ny = rl si y sólo sí nr está qe’ue’¡nmrí< pon-
‘una fnvmilia ríe r:onju’ntos definibles de dimensión d. Es fácil ‘¿ser- que csn:ístns ‘un ultrn4iítín.’
ríe nl’¿’mens’¿on ‘<‘ni. ea. It””, y que dimo. A es el máximo ríe <limmm nr para o 3 A - e,

e’

.A.lr<ra vamrmos a dar níma topología¿r fi”’ . Comisinieranirsfi”” comimo mmmi smrbcon]¡nito <‘.lí.s 1

polionm<ia 28’ra(:omiJmmmito , ‘ idcmmtificaiirlo al ultrafiltro> rr comí su fummo:iómm o:arar:t<.sríst.io:a1,, e,

8,,, —> 2 = fO. 11. Eqi.¡ipanmios2 corm la topología,discretay 2~”” <.:omí la topologíaprodmm<:to. e
Por <sí teoremmmade rryrlmrflofl ~ rss osomiipa<:toy Hai.msolorfl. ‘I’ommiammios rsuitoiir.:<=scomo e

topologíacmi fi’” la topolo>gíaim¡ducioiapor la. topología(le ~ - e,
e,

*

e,

u,.

e,’
u,

e,

*
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Proposición 21.4 La topoloqía en fi”’ tiene una base de conjuntos abiertos y cerrados
qn e n-on.siste en torios los crírj’untos A = {or ci fi”” 3 A} para A E S~> . El espacio E”’
es r:n.empacto Ra’usnío’nj’f.

Demostración. Emm írimer lírgar, obsérvrsseqime la operaciómrA k—+ A preserva¡mmmmrnmr.ss

fimutas, immterser:cionesfinitas y pasosal comnl)lementario).

La tr¡pol<>gía producto ríe 2~”’ induce sobre fi”’ la topología que tiene corno basede

abiertoslos comipmntoscíe la formna

U = {nm’ E E”’ 10(Ai) = ... = la(Ak) = 1 y 1<jfit) = . .. = ljB,) Oj,

nlondrs (Am , . . . , A,J y (fil, . . - , fip) son familias finitas de elementosde Sr,,- Nóteseqime
U = A, rionde=4= fl.~j A~ cl flj1 (it” \ .B~ ) - Esto demuestrala. primera afirmaciónde la

pmoposic.iOfl.

I’mmmalmimentrs,cada¡lIma de las cmmatroconmdiciommes(lis la cl(sfimmieionm de tui ultraflitro> define
¡mmi sm.mbconjmmmrtocerrado(lo? 2Ñ! , Po.mr tammto. E”> es o:erradoem - Esto pruebala segunda

almrmimar:mr)n. cl

Es fácil ver que la aplicación A s—* A es imna biyecrsión de S~ sobreel conjnímto de
slli’>o:onj¡intr)s abiertosy cerradosole fi”’.

2.2 La estructura o-minimal asociada a un ultrafiltro

Si A rss ¡mmi smmbcomíj¡mmmt o (lefimimble <le fi”’. <leirotamnospor Def( A,E) el c mullo ríe fimnemoimes

<l<’finibles A —* fi. Darío ci E fin? riefluminios k(cm) como el limite inductivo de los mmi—
llrs Def(A. U) para.A E a. Esto significa lo signiente. Formmmaimros a la unión disjurmta

~ Def(A. 1?). Decimmmos que doselemmmeutosf A —~ E y y .8 —> E de estaunión (lis—
jnmmta son equivaleirtessi existe Ci ci a, Ci ci A OB. tal <inc J;cv = ~ De estafornía k(a)

el <:onjummto d<s r:lases <le eqímivalenciapara r.sstar<.sla<:iómí. Demmotanmospor j (a) E li(a)

la t:las<s <le rsr’¡mmivalenr:ia de f : A —* fi. Por definicióim, f(a) y(a) si y sólo si f y y
<:oimrr:idosmi sobmrsinri <:onjunto drsfimmiblrs pertrsmmeciemmtea a. El límnite immdímctivo A: (a..) tiemme

una <sstructmmra¿.:ammomiicaole fi—álgebra conmmnutativa: la sunna f(a) + y(a) es (f + ti) (a),
<burle .1 + q <sstádefimmidasobrela intrsrs<scciómm<le los domimimiios dos f y de y, qíre pertenecea

ni - f~-smm<smu<}s mmmma definio:ión simm’rilar para el prodmmcto fja)g (n~). La inmágenesde elementos
<los fi sr,m¡ las clasesde la fm¡mmciomres commtantes.

Decimímos rímie .f Y.) E A: (a) (55 posztivosi .f es positiva sobre mm <:omVmmmmto ríefinible

perteneciemmtea ni. Esta defimmieión nro dependedos la elecciómm<leí representantef.

Proposición 2.2.1 La E—álgebra conmutativa li(a), con, elementos positivos definidos
r:nrn¡.o a.í-r~ba. e.s’u.’n cuerpo ordenado que es una extensión ordenada de fi.

Demostrae;on. Coínprobanmosquíos, riadr Un eleiiientr> .f (a) de le(a), tenemnrísrsxactarnente

¡una<1<s las tres posibilidadesf (a) > O, .f (a) = O y —fi (a) > O. Esto es porqueel dominio
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e,
<le ¡ puededívidirse sn¿ tres conijnntos &sfimmibles dommdns f es positiva, cer(m o imegatíva,
nsspe.r:t¡vanrenttsos.Exactamente¡mro de esos tres conjmmutos pert.e.mreosea a. Es lirás. si

O. enrt¡(<y) ~ . our:es1 ¡f estadefinirla sobremm conjunto definible que perttsneeea <y. Por
tanmto, (1 /f) (nr) es el ímmversr (le f(a) en le(a). La otias verifio:ar:iomies so)mm. semmr:;llas.

Vammmos a o:onstrí.íir ¡mIra estr¡mcturao—mmiimmiiímal sobrele(a) - Pararealizar ssta <:oimstrmu:—

<‘:íómi. ímrso:esíta,mímosbr mior:ióim (105 fibra (le nimma fámimilia oiefimíibl<s X ci fiP >< fi”’ <sim ¡mmm píimmto

a E fin. Si f = (fi. ..,j,~ ) : A —> Li.” oss tinta aplío:ar:ío5mrdefiniMos con A E a, denrotainros

Po~ fi (a) el punto (f¡ (a) ,..,f~ (a)) ci A: (a)”’ -

e,

Definición 2.2.2 SeaX un. subconj’unto definible de fiP >< fi”. La fibr¿r de Al en oir E fin
ns.s el conj’wu.to X,., de aquellos fi (ox) en le (ny) “‘ tales que existe A E nr .snb’íe <sí qmin: J esta
defi:’rm’ída y (1. f(t)) e X para todo t e A.

e,

Enm otras palabras, fi (a) pcrtemme<:rs.aX,, si y sólo sm existe mmmi <:omíjummt< A e a tal
o.I¡i(s .f(1) E X.~ para tomdo’m 1 ci A. Esta oirsfiuxir.:iómx tienre srsmrtirlri poroluos si tonramosotro’¡
reprrssentanteq ríe 1(a) (i.e. y(a) = 1(a)). q y f coiucdr=.imsobre algún fi E a y, poi’
tanitrí. q(t) e X, par;r torlo 1 E =4OB - comí A O E E a.

Memeosela jírsnía observar1<> que nos (laIl las r:ommstruo:cromresy (Iefimiio:ionres í}rosc.<s<’lrsmmt<ss<sir
<si caso<‘le un ultrafiltro principal oYj correspondienteaun punto C TV>. Comímo os! uultrahltro
a, estágemmerani<) por el confimuto nimitario ~l,}, el limite inriuctivo A: (a,) es (cammónio:amnemml.e

isonmorirí a) Drsf( { t }, fi) = fi. Es imias, 51 ¡ : A —> fi es muía fmimi<:iómm riefinmible y A e 1,

entonmces¡‘((Y,.) = f (1) ci fi. Fimmalnmmemmte,dado ¡mmi smib<:omijmmm¡to(iefimiihil(5 X ci fiP ~ fi’’, sí¡

fibra .X’,, es sunpIranente X’, - u,’
u,

S<.s= 8,, (a) la familia de todas las fibras =Y<,,siemmdr .X’ ¡mmm siilu:omíj ¡ imito <‘lefimniblrs <lrs
1?” x fil’. Temmosmmmos .snmtommces<sí signusmmt<s

.4’

Teorema 2.2.3 La n:olenscir$u (8,,.(a) ).,,¿ es ‘una estm-ur:t’u.’n-a o—mín;’muí que nssi:pande el
n’:’u.erpo ordenado A:(rs.) - En partir:mmla’r-. A4a) e.s’r-eo.í cerru.dnn u,

u,

Den¿r3stra r..’’¿an. Véasos[5, Th. 5.8]. Observamímosomnrs en la demmmostraciomirrssmilta fmimirla~
menmtal es í.ís< del T<soreníma(le Elecc¡ómm Defimmiblrs y el Trsor<.smnmacíe Exist<sím<:ia (le DCDC.

U

La riemmmostmac:iómm rIel t(sr)rr.smnma amiterior tammibmemi míos mmimmestra qmís tommman- libras <smi ni
r:oimmmmm¡ta comí las operao:iommesbooleammasy com¡. las proy<sc<:iomm(ss. Vaímmos a formiializar ossta

ntserva<’:io5npara <le est¿rformmma tenmr.sr muía lm(srrammmiemmta¡itil para trasladar propnu.ia.obssrl<s

la libia .X,, a prnipierlarinssde las fibras X<’ para.toios los’t pert:emier:íemmt<.ssa ‘¡mii r:onjmuito
o’Iefinibirs que prsrtemrer:e ‘1 a. Enr prímuosr lugar, nrec(ssítanriosíru’rs miotación. Conísirierainos
las fa’m’ííiu.s- definibles (le fó’í-’m’uínms 4~,(sr), domrde 1 recoí:ros 8<”, qmme srs coustrmmyeu de ¡u:ime.nrlo
a las s;guiemmtossreglas: —‘

u,

1 - Si X ci fi’> x fi”’ es (lefimmibl(s, st: E X, es i.ímma fainmilia ol<síimmible <los flírmímulas.
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2. Una ecmmao:iómrP(x) = (1 o drssigualdadP(ir:) > O polinmomial comm r:oeflcientesenr fi es

mrmma fannilia (conmstantcs)deflirible de fórurinlas.

3. Si oI><’(sr) y xI”n(sr:) son fanmilias definibles (le fórmimulas, entonmees~r(sm)* ‘f’efx) (domrde
* es “y”, “o” , ~ o ~) y la mmegaciómr“no ‘Pi (ir:)” somm famnmilias definibles de fórmrmmmlas.

4. Si ‘P,s(sí:, y) es mímía fianmilia definmible de fórnmmmlas (comm y recorriendofi”’) e Y ci E”’ x

.1?,>’ rss defímiibks, las cimanítificaciómí existenmcialEy e t ri=<(sr,y) y la cuantificaciómm
mmmímv<.srsal‘«y E Y~ ‘I’<’ (ir:, 7/) s<mr fammmiliasdefimmibles de fórmnmmmlas.

Dada una famírilia definible de fórnnmulas br(ir:) y a E fin, definimos la fórmula fibra
oP<, (st) ríe la siguiemrtosfbrmna:

1. Si rP¿(ir:) es st E X¿, ~I’~(sr)es st E X,.~.

2. Si oP<’(si:) es la Úimnmilia commstantePh) = O o Ph) > O, rP,,(x) es Ph) = O o P(ir:) > O.

3. Si oI><’(sr) rss Sn(ir:) * q¿4ir:) o “imo e1h)” , t,h) es 6Áir:) * tP,>(sr) o “río S<sr)”

resp<sct.ivamiremitrs.

‘1. Si o1n(sr) es By E Y ‘I’,s(sr, y) o ‘«y E Y th, y), %(sr) es By e Y~ \IJ<,(sr, y) o
‘«y E Y~ ‘1’ó. (si:, y), resposctivamrrent<.s.

Nóteserílme, si ‘P~ (x) es unma fórnmmula fibra con x = (st m í,,) , el conmj nmmto (le los

sí: E li(a)” tales que ‘P,4sr) se verifica es definible <su la estructurao—mnininíal sobre It (ny).

Veamnios ¡mmm ejemímplo. A la famnilia definible (le fórmmmías

‘«srs E X<’ Be > O ‘«y ci fi”([Lr — y[ cl e z# y ci X<’)

le (:orr(sspomi(lela fórmimula fibra

‘«st E X<y¿ ~e > O ‘«y E le(a)”(~~x — y]] cl e t- y E X,,).

Nóteseopí<.s ¡¡ir: — y~ cl e pimede expresarsosumediante nmnma desigmmaldadpolinomnial. Por
supuesto,los fórnuilas anterioresexpresanel hecho (le queun crmnjuutr> seaabierto.

Proposición 2.2.4 SeaX un subconjuntodefinible de flP x fi”, y ‘P< (st) la fórmula fibra
ríe ‘¿inri familia definible de fórmulas ‘Pt(st) , con. st = (str ‘ru) . La igualdad

= {ir: E le(a)” : oJ’jir:)}

se ‘¿ír’s’nifienr si y sólo sí existe A ~ ni tal que ini igualdad

.Al<’ = {ir: E fi”’ : th)}

sn.’’ur.’m-zfico. para todo 1 E A. En particular, si u = O (e.s decir, no hay variable.s libres), la
fórmula .fibrní oP,, se verifica si y sólo sí existe A ci ny tal que ‘b<’ se verifico. par-nt todo 1 E A.
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Demostración. Ver [5. Ptop. 5.9].
e’

w

Ahora míer:esitamnmr’sotra drsfimiio:iómm. Sea 5 mmmi smrb<:oi¡jmmimto deíimmiblrs ríos fi” - Emmtoircrss —

flP x 5 puosole v(srse<.:ommmo mrmma fanmilia definil~ile constammtos.Demootammrosl)r.>r S¿jó’) ci A: (a)” la e’

fibra (fiP x 5),, y la dosmmonnriniamirosla extensiónde 5 a A: (a) - Es fácil ver ql.i<:5 ‘
8A’(a) 01?”’ = 5. e’

e’
Emm terInmimmr)s<le teoríade mmmodelos.la estní<:tura<j—nuimiímnmal sobr<.s A: (nr) <‘ss ¡mima ext<smmsiomí

*
(le la estructuraoj—mmmiímimmíal sr)i)rrs fi. Torila fórmmmula <los prumíer .rdrsmm ríe la estrmmo:tmmrao—
mmminmimmmal sobre .1? se í)m.1<sde immtrsrpretaremm la <.sstrlr(:tlira o—mímmnmimmal sobre A: (a), tonmíamídola

*
<‘sxte.nmsiómr a A: (nr) ole los r:oimj intos <‘lefliribles que apar<so:emirsmm la fórmmnmrla. La Pro

1mosio’:ióíí
u,

2.2.4 imuplirsaoímmrs le (a) es mmmía extemísióní<síenmíemítal <l<.s fis r:a<i¿m. fó¡.immíilmr simm varialdeslibres
u,

se verifica sobreE si y sólo si sos verifica sobr<s A: (ni.).
.4

Ejemplo 2.2.5 Sea(fi, 8) la est’n-’¿.,.etmrra o”mínmmaí <‘lefinidnm por los .s’’ubcn>nj’am’¿.tos semial” e’

qeb’rv.insos definidos sobre fi. Entonces, dadn un su bco’nojunto semialqebraico =4- la definí r:ió’n
‘¿¿sual de esi:te’nsíón. de A u vn cuerpo ‘¡-cuí cerrado ‘más qra’nde (ver /21) y la defin.ícínín un— e’

‘tenor de eir:ten.s’ínmn AK(0) coinciden. E’u. este co.sn, 8 (nr) es j’o.stamu.e’u.te la nsolen:cíon de los e’

su beonjuntos semíalqebraicos definidos sobre It(a).
u,’

e,
2.3 Familias definibles de aplicaciones e,

*
Sean X e Y (1(15 snbo:omijumrtoselefimiiblnss de fiP x LI”’ y [mV’x 1?”’, respr.s<:tivammrem’mt¿.s.Veimmos
esstosdossiibcoimjummtrmsr:ommro fammmiliasdeflímilmíesparamimetrizadasl.>or fit~ Umia familia defi”
nible de apíin~:a.eion es rlos X a Y es immía aplicacióndefiíiibhs .f : X —Y Y tal qímos <sí sigmmksmmtrs

<líagramnacommmnmmta: e,

proj ~ proj

ni’
u,

rlr’)nrrle la apiir:a<.:i<.um(ss proj somm la proyeccirmmessobr<.s las primmmeras j> <.:oor<iemmarlas. Oiít<.s”
imeirmos vms esta Lima ¡ma f¿rniilia (le aplicaciones Ir : X< —> Y~ para 1 E fi”, .ichnir’la por

= (t, f¿(ir:)).
u,

Ejemplo 2.3.1 Sea A un. s’ubconj’u’noto definible de E”’ u consídcre’mnís el s’u.bn:onj’u.í¿.to X

fiP < A de fi<’> x E”. Entonces X es definíblns y X< = A paro. con/a 1 ci flP. Díre’u¿.os q’¿¿e X

es unoa fanmilia r:omrstammt<.s. De la ‘misma forn¿.a, Si 13 es’uns’ubconj’un.to niefi’noíbíe dc 1?”’ y
consideromos Y — fit x 13 y miau r.plícación definible f’ : A -4 13 , cntn)n.n:esdiremos q’¡¿.s
la fo.n¿.ilia

fsXY
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es ‘uno. fammmilia commstammtos<le aplicacionmes-

Ejemplo 2.3.2 SeanA y B conjuntos definibles. La forma habitual de una familia de
aplicaciones flP x A —Y fi, (1, st) ** J4st) de A a B se corresponde aquí a la familia
f X .fl» x A —‘Y Y — E’> x 13, (1, sc) ~—* (1, f

0(st)). Habituaín>.enteden.ota«.’-emos a esta
familia con’¿.o f<’ : A —4 .8.

Dado (Y ci E~, vamímos a definir f0 X0, —* Y0, que seráunaaplicación defimmible parala

estrmmcturao—muimnn’ial sobreA: (a). Conrsiderenmmos

E = {(t,sr,y) ci fi” >< fi” x fi”’ (tsr:) cix y f(t,st) = (t,y)}.

El r:onjmnmmtr 1’ es mmmma fanmmilia defmmiible parammmetrizadapor fiP, y para cada 1 E fiP, 17<’ rss

<sí grafo de ir : X, —* 1$ Utilizanmolo la Proposicióní2.2.4, mmo (55 difícil ver que la fibra
E,, ci A: (no)”’ x A:(a)”’ es el grafo> ríe mmna aplicaciómi fa’. X0 14 C<>nmo E,, r=s(iefimiible,

la aplícacíómmÑ es <.iefimmiblrs para la estrmm<:tmmrao>—nminirnal sr>bre le(a). Llamnaremmmosa f<’ la

fibra de la familia f <sim a. Obsérvrsse(limOS, dado ir: E X,,,, s<s ti<.snvs que IÁ (ir:) = (f o It) (a)

siem¡do i¿. : A — fi” ¡iima apli<:a<:iómm definmibletal qmmrsA(a) = st, con A E a y tal que1¿(t) E X,s
paratono 1 E A.

La sigimicírte proposícionimos muestraquetodas las aplicaciones<lefinmiblesse obtienen

ríe ossta f<rnnma. Jmrtrodncimnosalgumiammotación. Si X es umm smibcommjímnmto(lefimmible de fiP x

fi”’ y A es íímm subcoíijummtodefinible (le fiP, denotanmospor XrÁJ el subeonjmmntodeflímible
X O (A x fi”) ole 1V> ~< E’>. Emm otras palabras,X111 es la fainmilia olefiniblos X restrimígidaa
A. Si Y es umm stmbconjm.mnto <‘lefinible d<s flP x fi”’ y f : X “—Y Y es umía fanrilia definible de

aj >1ica.:irnm<.ss, rlosmm< tarrsnmmospor f[~’¡] la r(sstriceionf~ decir, f[4] : [A] —Y ~i4í~

Proposición 2.3.3 SeanX ci flP x fi” y Y ci fiP x fi” dosfamilias definibles de conjuntos
defi’roibíes parametrizadas por fiP. Sea p : X,, —Y Y0 una aplicación definible para la
estructura o”mm.nmmal sobre It(a). Entonces existe un conjunto definible A E a y una
familia definible de aplicaciones •f X[Áí —Y tal que f,, = ~o.

Demostrac;on..(V<sr [5, Pr<)l). 5.13].) Bastautilizar la Proposi<:ión2.2.4. 0

Proposición 2.3.4 (a) La fibra f,, : X,, —Y Y0 de una familia definible de apl¿cacíones
f:X’ —~ Y pararnetrzzada por fi<” es in.yectiva (resp. sobreyect;va, ‘nesp. biyectiva)
sí 1/ sóín) si esciste un subeonjunto definible 5 <los fi<’> tal queS E a y f[s] es ~nycr:tíva
(‘nesp. sobrem,/ect~vnm. re.sp. biyectiva).

(b) Dos familias dntfinibíes de aplicaciones •f X —Y Y y y : X —Y Y parametrizadas por
fiP satisfacer¿. .f~ = ~7,, si y sólo si existe un. subeonjunto definible 5 de flP tal que
5 E nm y f[S] =
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<‘e) Si j : X ‘—“Y Y >7=): Y Z son ríos fnno.~iinrs def’&¡.ibies ríe apuienmc’¿.nr¡.es paranoet’c’;zn¡.das t

por fi’>, entonces (qof),., = y,, of, - Si X’ es ‘un s’ubconj’nsnto definible de X , ento’r¿.nses

Deníostrac;o¿¿. Para (a.), el lreo:imo rl¿.s que J,,. srsa immyectiva se pmr<srl<s <.sxpresarmiiedíairtrs
¡mmia fórmrmm.il.a 01,, rímne seala fórmnmila fibra (los mmmia fámitilia (‘le fórmmímilas ‘Pr. Por tamito f,, <55

ímmyer:tiva si y sólo si existos ¡mmm subcomrjummtodefinibleS ci fi¿’, 5 E a, tal qu<s f~ : X, 15
es mmmyectivaparacada1 E 5. Pero osstosigímifica, por d<sfimnciómí (le fairmilia <los aplicacir.mmes,

Olimos ~ es im’myectiva. Lrs casossobreyrsctivoy biyectivo srs demmmmmestraiiríe la mmiisnira forimia.

La part<s (b) es clara. pasamidoal grafo. Para (<1:), smrpommgammmrsqmme X ci E’> x fi”’.
Commsirirsr<.snmmosir: E X0 . Eomtoim¿’:rss si: = 1>. (a) para cirsrt.ir aíYlio:a<.:íómm <‘1vsliiíil~>le l¿.. A —Y 1?”,
.A E <‘¿, ta.l qmmos í¿.( t) E X, para <:ada 1 E A - Por tammto f,, (si:) = (f o /o) (a) yq,, (f,, (si:)) =

(y o (~f o /¿.)) (no) = ((y o f) o /¿.) (a) = (y o f) ,,(si:). Finmaimno=mmt<s,j,,(X,,) = { y E Y :íj =

/<‘ (sr) si: E X,, } y dos estaexpr<’ssiómrsos claranmiemite la últinmma afirnmac¡o¡¡ - E

I.Jtilizanmolo <sstrs¡esoItarios. se dosmni.íesira ríos formmma hastaiít<s srsmmo:illa lo siguíosmm.t<-s:
*

Proposición 2.3.5 Dada una familia definible de aplicaciones j X Y, y rían/o nr E
fin, se tiene que f,, es continua. si y sólo sí existe 5 E (Y tal que fn es continua pata tan/o .4

teA. e’

e’

Todososstosresultarlosexpresancual rss la filosofía,en toriro al uso(leí espectroriefimiil,le.
La idea gosmierales olíme, para mmmm pumito a E EP, ‘¿¡nr> propiedad de Ini fibra, en. (Y. 5n.~’¿)er~fin~a

también sobre aíqmín subeon¡n.u/o definible 5 ci LI”, tal que 5 E <r-

u,

u,’

Los rrssinltao.ios y ejemniplrs amitosrioresimos mmmuestrammque umna propierlad se verífica pam;.o
la fibra osmr a si y sólo si existe =4E a tal qíme la mmnsímíapm’0p115(lad s<s verifica paralas fibras

(smm 1 paratodo 1 e A. Pr.srr para algumiaspropieolaolrss(topológicas,dos diferemmciabilirlari)

po(losmiios ir umr poo’:r. máslejos y estudiarpropiedaolesqmre se vosrificamm <le forimma qíabal para

toria la fanmilia. Umm ejemímploele estai(iea lo propor(:iommami los sigmiienmtes resmiltaelos.

Proposición 2.3.6 Sear¿.X ci Y sm¿bconjv.n.tos<‘le finíbíes de fi
0 x fi” - Sea <y e fiJ’~ La

bra X, es nerrada (respecti’uaíne’nte abierta) ero YÁ.s’í y sóín si es¡:ístns A E nr tal que Xí.¿u
(Ss cerrado (‘í-espectí’ua’rnente abierto) en

.4

Dem.r>st’n-ucínin. V<sr [5, Prop. 5.18] 0 e,

u,

Teorema 2.3.7 Sea f : X —* Y v.n.afamilia definible de aplicaciones para’u¿.et’nízada pnr¡’
fi.’> ya E fin. Entonces J~ es continuo. sí y sólo sí existe A E e. tal qn.e Í[A] : —Y YA]
es continua. u,

u,

D en¿.ostra.ció’nc Ver [5, Tli. 5.19] E



Capítulo 3

Derivabilidad definible

Emr esto r apitímio varmios aestmmdmanlos rlistmntaspropiedadesde díferenciabilidad<le aplica—
r:monossdefiniblessobre¡irma estructurao—nminirmmal queexpandeun cuerporeal cerrado>.

Es posiblecopiar para mm cuerporeal o’:errado arbitrario fi las nocioneshabitualesdos

diferemíciaciónsobre 3k. Emm [2] se estndiammlos resultarlosbásicossobre difereirciabilidad

para f¡uímcioímessemialgebraío:asdefinidassobrefi. En el trabajo ole L. de van <len Dries (8]
se osstuoliammesto.stipo ríe resultadosparafímnejonesdefimiibles sobreumnaestrmmr:tnrao—mnininmal
r¡mme exi>ammd<sel r:uosrpo realcerradoE. flospasaremnosaqímí los resmíltadosmuás inmíportamites
sr’br<s este tenía. De nuevo s<sgmmínm<.>sla <sstructmrra<le [5, Ch. 63.

3.1 Derivabilidad de funciones definibles en una variable

Si A es mmmi subcommjmrmmto(l(sfimliblos ríe fi”, diremnosqurs una fumiciómí y A —‘Y fi U { —x< +oc

es defir¿.ible si las imágenesinversasde —~ y vle +~ sonsubconjnntosdefirmiblesde A y
la r<sstrio:o:íónríos y a ng”” ‘~ (.1?) es una función definible con valoresysn E.

Lema 3.1.1 Sea~f: 1 —+ fi. una función. definible continua sobre ‘¿¿.n intervalo abierto 1
de Ji?. Entonces f tiene derivadas a la izquierda y a la derecha en fi U {—~, +~} en
n:ada punto ir: ci 1’. Estas derivadas sc de’umotaran respectivamente por [¡(ir:) y [¡(ir:). Las
fu’u.einnes j¡ y fi’. de 1 a E U { — c~, +~} son. definibles.

De’mostraeió’u.. Aplicanmiosel Teorenmade Monotoníaa la función y “—* (f(y) —“f(st))/(y——st)

para rleníostram-queestafunción tiene ¡mr límite en fi U {—~, ±~} cuandoy tiende a st

por la ízq¿ur.srclao por la dei-echa. Es fár:il vrsr emmtoncrssla dosflímibilidad (le las vlerivaolas

por la iz<.ímmirsrelay íírr la derecha. 0

Lema 3.1.2 Sea j : 1 —Y 1? m¿n.a unción definible continua sobre un. intervalo abierto 1
de fi.. Si f¡ > O (re.s-pectivamcn.te.[¡ > O) en 1, f es estricta’me’níte creciente en. 1.
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*

Demostración. Aplicamirosel Te<remnaole Monnotonríaa la funo:ión .f, más<si hecho(le que xrr¡
osxmsteimingun snbinmtervaiodos 1 sobre<sí olmie .f es<:ommstamt<so f oss estm-io:tammíeímtosde<:m-<sciemmte
(<smi r:asoo:ommtrar;o, se tosnclría f/ =O y .[¡ =U rin tal smmhimmt<srvalo). O

.4”

Teorema3.1.3 Sea f : 1 E ‘ntt¡.o. [¡<unión definible nson.tin’uu sobre ‘un intervalo ímbie’¿tu
1 <‘le fi. .Fmntonee.s para tn>dos los puntos dc .1, salvo tal vez ‘un¿. ‘numero finito. tenemos que
[¿‘(si:)= [¡(st:) E LI. Pon- tanto, ~fes níem’i’¿abíe fuera de ¡tu subn:ouj’¿n’n¡.to finito ríe 1 -

e’

J)emostrnícíón. Emm primner lmmga.r, demímostranmosqíme mmo existeiinmgúmm simbmntervalo(le 1 cmi el

quosÍJ(st) = +cxx o [¡(st) = —oc, oj [4(si;) = +oc, of (si:) = — oc. Smnpomngamnmspor ejemniplo

quosJ¡ (st:) = —í~oc sobre¡mmm subimmtervalo.1 nos 1. Tommnennosa cl 6 rsmi .f y r:ommsi<leremmios
*

f(b) — [(a) e’
= ¡(st) — ir: para.si: E .1.

.4

Temmenmiosqime q = +oc sobre 1. Prír el Losmima 3.1.2, y es rsstrir:tamniemmtrs<sro’scmosimtns so)l.)nos 1.

l><’mr tammto =¡(b)> y(a), lo que es claramimemmteinmiposible. De la mnismna fbrimia se ve <píos los
otros casosllevan a una comitradicciojí.

e’

Supongamosahoraqueexisteun subintervah’, 1 de 1 sobre<sí que1/ yfi. tienenvalores

emm fi y fi cl f]. - Reenmiplazanrio,J por mmn inmterv¿doimiás perí¡memío,p<’r’leimmr)s sumponmerq¡m<s fI
~ [.4.soncontinuas.Tonramidoun subintosrvalotodavíamáspeqomemno,po(losnmossioponer(4110S

osxisl,os E fi tal que ¡7 cl e cl /4. El Lemiia 3.1.2 imnj>Ii(:a qí¡rs st —Y f (st) — esi: rss al ¡imisnio>
tienniponsstrictamoiemmtecrecíemotosy estnictaomremítedeo:reci<smntesobrosestos s¡.rbinoterval.o,lo que

es mmnposi’blo:. Podemmmosolosumostrarcíe forimia símmnlar(11105 ¡mO osxist<smmiimg mm smibimítrsrv¿rlo¡sobre
<sí qmme [4y ~ tomnan valomYss enr LI y [4> [4.La nlefiiui.l>i li(iad. d¿s /4 y ¡4, j ¡muto osomí los

hechooluos a<’:al>am<.snc demmmostm-ar,ínmpli<’:ami la (:oIlcllisiomm olosí ter>reiiia. O

*
.4

Corolario 3.1.4 Sea ¡ : 1 —> fi una f¿íneíó’n definible. Para tninín> A: E U. exístn: ‘un
s’abconj’unto finito Al (It) de 1 tul que f es de clase Ci~ sobre 1 \ Al (le) -

e’
De’mostració’u,. Por imndorccmrtsobreIt, mitilizanodo el Tosoreníra11.3. la definmíbiliriarí ríe la

(lerivaola y la (:r)mmtimmuioiao’l a trozos. 0

.4

.4

Notn¡cinire Dao’la mimra fumícióím f 1 fi <le claseCik riefimmible dm unaestructurao—mmmiuim¡mal
8, (liroeIrmos opios f <ss dr.s r:lasos Dt mio) ac<sr<:a<los~ (o simirpl.elmi(smmte DK cmíamío’lo hay aiiil>igiieo’lad
8). Emí g<sneral.ríe aquí <sim aolelammt¿s,

9k sigímifiosará “oleflímibie (le claseCM’’

Fij enmoris almora.la noo:iómí dos ‘variedad defin.í 6/rs sobrc’u.’¡ <ss/rurs luma o—’¿imi’ní’n¿.uí o ‘van «dom <1
nie clase DK - Esta nmr)ciómi 1u(s imntrovl¡i(:i(la <smi [14]. SeaX ci 1?”’ ¡mmm o:omíj mímíto deflímiblos y
sosa le mmm emítero > O. Uí’ma carta definible sobeosX oms mmmm triplos ~ = (U, Ip, n/) (lolmolOS U es
.ín¡ sorbo:onjmnrtoolefinibie abierto dos X, nl =ti y <y es moma biye<:ciómn olefiniblos ríos U cmi iímm

subo:om’qi.mmíto alderto>(los fi<
t. Llamnmaremmmosa nl la climtmenmsiói’i dos y.
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Dos cartas definmibles7 = (U, <y, d) y <y’ = (U’, <y’, d’) son Ck~compatiblessi, o bien

U cl U’ = 0, o l>iosmm p(U cl U’) es abierto, rp’(U o U’) es abierto, y las dosapli<:aciones(le
tramisí<:ión<yo <y y mp o sp sonde claseCi” sobresus<lonminios; nótesequeenr estecaso d = ni’.

Umí Vk~atlas sr>bre X es mmn r:ommjunto finito C de cartas defimmibles sobre X de fo>rma

r:a(ia par ríos ellas es CA~cornpatiblosy susolominios recmmbremmX. Umma variedad D~ X es

¡mmm par (X. e), rlommde X oss mmmi snmbco>njmmmítodefinible y C es mmmi Dk~atlassobrosX. Emm esta
iimosmnmr)ria. (sim vez <los trabajar (:On ¡mmm atlas (:omicretoC, dr>taremmmosaX de mmmía ciasos(le atlas
n:o’u’¿.patibíes, ríe formna que diremnossinmplenmrenteque X es mímía variosdadDk. Deflmíinmos dos

la formna Imabitual <sí n:ommceptode aplicacióní(le claseDA emmtre variedadesD~ -

D<’sstaquemnosqmre umma variedadrss siemimpre ímn conjunto localmentecerrado.

Observamosque,si It > O. el conceptode varierladr~ (segúnla olefinición anterior) es

rs(iuivalosmit(sal ríe simbconjummtodefinible de E”’ que es variedad<los claseC~ (enm el senmtidr

mmsual) - Esto imo> es cierto para le = O.

Demmiostramnrsa conrtimmímaciónr ojíme todos las míociommes gime imrvolucrerr mmmi gra<lo fimmito
<le riosrivabilidarís<brosobjetosdosfimúblessos plmedemmosxpresarmrs(liantrs fórmrmulas de primner

rrolenm.

Proposición 3.1.5 Sea X ci fi”’ un subeonjunto definible, r > O. El hecho de que X
esa ‘¿¡n.a variedaní pr puede expresarse mediante fórmulas de primer orden.. Si Al ci fi”” 7/

N ci fi” son var;edudes 7V’ y f Al’ —+ Y es una aplicación definible, el hecho de que f
sea ‘¿¡n.a aplinsae;ou Dr puede expre..sarsc mediante fórmulas de primer orden.

.Demr¿.ostrarsíón,. Clarammmemmtebastacommsiderarel casoN — fi~. Smrpoumíganmuosque X ci fi”’
es mmmi abierto> d<sfimmible y sosa [ X —Y fi umía fmmnciónm definible. Cr>nsiderrsmosel commjmmnto

olosfimmil>le

f(y) — 1(x) — a - (y — sn

)

A = {(ir:,y,a,’rr¿.) E fi” x LI” < fi” x fi: st ~ ¡/, ini = ]] — st]]

De ossta. foruma t<smmenmiosríume .f es rierivablesi y sólo si

‘«st E X Ba E fi”’ (st, st, a, O) E A.

Por tamíto el Imoscímo ole quef sea7V1 (y análogamnentefl~) es expresablemnerliamíte fórmimumías

ríe primuero>r(leni.

Simpommgamímosairora rpme X oss mm smmbconjunmto(lefinible. Poir la vosrsiónmdefinrible de [2,
Cor. 9.3.10), tenemnr>sorneX es umíma variedadpr de olmmensiónmd si y sólo si X es la mnumiómí

(le ¡mmm nrm.mmmíero fimíito ríe smmb(somijmmntosdefinibles abiertos { U; } tales mme, para cada’i. la.

proyeo:o:iómipi;, ,<: fi” —Y fi’1 : (ir:m ,.,st,,) —* (st~, ‘rl,>) indmmce uní (lifeomnorfismimo 7V”’
<sm>tre ti, y umr abiertodefinible dos fl’~; es decir, podenrosescribir U; = graf(~> , ... ,

para.o:iertas fumío:iommes “a” ¾U1 —Y E donde V1~ es un subeonjumito(lefimmible abierto>desi , si

fl<¡ Es claro> em>tomm(:esque to>do esto> es expresablosmediantefórmulas (le prinrer ordemm:

la existosnmcia<le las fuirciomíes o¿ es umm hecímo commjurmtistay por tanto expresablemediante
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tórnm¡mlas dos pmimmmer mojen, y sm.m olosrivabibolaríes expresab]osínedi¿usitosfórmnuias<los primnosr
orolemm pnir <sí o:aso amrtosrior-

Utilizanolo las muisumasnotao:iorres,¡mira fmmmmr:iómm (lefihiibl<s f : X E oss tíos <:lasos 9” si y
s~lr) si, parato(lo í, la flmmir:ión J : U; —Y E t = (ti.... , t4) f’(t1 . tj. nfr~ (/),...,

oss dos <:lasos9”. Pr>r tanto>. tamnbiénmossto es exírossabl<smnediamrtefórímimilas de l)rimrmer orolemí.

De la nmismmia formiia se tiosmmrs <sí <:as< f : X —--> i’,siosmmr’lo Y ci fi”’ luma varieriarí flr

E

u,

3.2 Descomposiciónen celdas de clase pIt

e’

IJmia riescomnmposk:ióimen celdasdefimmiblos cilímidrica de cla.sn’ Dk (pk do:o’lo:) ríos fi”’ <ss ¡cima rlr:do:

olimos satisfacealgmmmias commdicioimo.ssosxtra ole oliferemiciabiliriarí (Inc iimií>lio’:ami, enm particular,

qime cadacelolaoss ¡ma si.ibvari<sdadpk de 8”’.
e’

• (lima pL dcoic ole E es r:Imalqmmi(sr ricdc (le E. e,

• Si ‘r¿, > i - umma pL olr:dc ríe fi’’ vielme darla por nima pL do:ric oirs E”’’ y, para cada e”

celola D do’ LI’> ¡ , fumr¿:i<}mmes defimmiblossríe clase7VÁ e’
e’

cl .. -

Las r.:oslolas <‘los .11”’ somí, por supmmrssto,los graf<s ríos los ~; y las 1 m¿m.mm<las riel.immiit arlas

poir <sstr)s grafo>s. u,

Es ciarrí olos la ofrssr:riísicióii por indímeciómo(Imie las celda.s <los mrmia pL oio:r.lr: sr>mm smml>varmos—
nadesole <:lase7V”’ dos 1?”’. Adenmmás, para cada.r.:rslda Ci, existos¡nr difisrmmmirrfismí’ír rUs o:l=is<s
7Vk

9c : c~ —Y E’tm”” o: - Estos oiifeomnmorfismmmo 0c.’ puosdosser defindo por i¡.idmmcci<íim sobre ‘r¿.,

utilizammdr. las mmrisnmasfórmuimías qmros osmí la Proí><>sio:ióit 1. .2.4.

e’
e’

A o:omitimmmmaciómm osstablos<:emmmoslos dr>s resultadoprimmcipalossríe estas<sccir’)mi.. .4

e’

Teorema 3.2.1 (Descomposiciónen CeldasDL: pL DCDG,,) Dado un nffnnero fu

nito des’ubco’u.juntos definibles Xm . X, de fi”’, esi:íste ‘una pL <Jede ríe E”’ adaptado. n¿
- - - , X

1 (es decir, cada X; es ‘una unión. de celdas).

e,

Teorema3.2.2 (Diferenciabilidad a Trozos: CiJt) Dada ‘una función definible f
=4 LI, dnrr¿.de A es’’u’u. sm.¿bconjun.to definible de fi”’, es¿:íste ‘una po.rtin:ió’n finita ríe A en
s’¿¡.bvo.rien/ades 7V’’ Ci1 , . Ci, dos forn¿.a q’¡;e can/u restrio:n:ió’u. f¡<’, es

Demostración. Demmm<.’mstraírmoslos drsis tosore¡mmassimmiultámiosamrmemmte,por iimdmm<:<:ióir srbros ‘¡¿..

El caso‘no = 1 estáya demostrado:VkDCDC ¡ es obvio, y CT§ se sigmios riel Tosorem¡¡a3.i .3.
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i>r)r tanto pr)(iemmmos suponmeroímme n. > 1 y que los teoremasanterioresestánolemostrados

para rlinnrenísmomnssmimas pe(lueñas.

1) DADCDC,.,. Commremmcemmíoscon unadcdc de E” adaptadaa X1 X<’. Utilizando

Crt ¡ l>r’)riemimr)s riivídir las cosidas ole la olcdr: indímeidaemí E”’ para obtúsmmosr (lime to>olas
las Co: sosamí (105 r:la.5(5 P~- Enmtoímces, mmtilizammdo P

0DCDC r , ísiooienmmr>s rosfinmar ninosstra

l’mrti(:iomi para obtosnmosrm’mmma pL oio:dc de E”’

2) CT~ - Utilizamnmos el sigmniosmmtelenma.

Lema 3.2.3 Sea y : U —* fi una función definible, siendo U un subconj’unto abierto
definible de II”. Entonces est¿ste un subconjunto abierto definible V de U tal que qy es

y (iinm(U \ V) cl u.

Den¿.ostración. Por imirlucción sobrele, bastamuostrarqíme el conmjuntoU; (le los pi.mmítos emm
ti rlr)mm(le la rleríva<’la imarcial dq ¡OSE, existees definible, que smi cornplemrmenmtarioemm U tiene

imrteríor vacío, y (lime dg/Os»;es dosfinibie sobre0;. Demostrar la (leflnibilidaol oss senícilír>.
Veamimo>s ojime U \ Ci; tiosmme immtemior vacío>. Emm casocommtrarir>, (sxistiria mmmma caja al>i(srta mmr>

vacía <.i<>mm(i(s Oq/Osr; mmo existiría. Conmsiderandola. restricciómm(le y a un intervalo de mmnma

llimea paralela al rsje sE; r:ommtemiidosi emm esta caja, <>btemrdríarnosimna cr>mmtradicci~n comí el

Teoreníra3.1.3. o

Vrsilvrsnmos a la denmiostraciómmdos CT~. Eleginmr>s mmna dcdc ole fi” adaptadamr A. Pr>r el
f=emmia3.2.3, para osadacelda abierta Ci; cíe fi” conmtenidaen A, existe unm smmbconjmnrto

abiertodeinubleY tal que -fw ~ y dmn¡(C; \ Vi) cl u. PorPLDCDC,,, podemosrefinar

la rlo:olo: pararbI;osim<sr mmímaV dedo ríos fi” aoi ptadaaA y a los 14. So>bre(:adacoslolaabierta
<los estamumosvao’l(:(i(: r.:omíteimida emm A, f oss V~. Sea1) ¡míma celdaríe dinmenmsiónmcl ‘o. r:r>nítemnria

osír A. Utilizanmolo> mnmia difeommmorfisimiode claseD~ des D afi4’”’ ~ y la hipótesisríos immduc:iónm,

po<ienmi<spartir D <smi mmmi mílninmosro fimmito ríe subvariedadespA: sobrelas (lime f es - Esto

comimplosta la. olosumostraciónídos los <‘los tersirernas. E

Ao:abam’mmr>s estasoso:cionr olammdo mmmma nioo:i<$n queseráinmpowtanteemm algunosdos nnestrr>s

argumnemrtos.

Definición 3.2.4 tina rsstratificaciónD~ ¿ de un conjunto definible cerrado X ci E”” es
‘una partición de X en. ‘un mimen-o finito de ce/das pr, llamadas los estratos de E, tales quos
par-a. cada estrn¿tnsi A E ¿ se tiene que Fr(A) es una ‘unión. dc estratos <‘le ¿ (n.ecesariame’r¿.te
de r/í’u¡.eusi&¡. ‘más po’sog’¡íe’sio=)

A partir <lis la o.sxistemmciaole olescomnposicionesemr cosídas pr, o.ss fácil demostrarel si—

guienite resultado.

Proposición 3.2.5 [8, Prop. 4.1.13] Sea X ci fi”” un conjunto definible cerrado y
,Xp subeonjuntos definibles de X. Entonces existe una estratificación. pr de A tal

que cada X; es unión. <‘le estratns.
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3.3 Entornos tubulares

SosaAl ci U’’ ¡nima varieolaolpk (supommo’lrosirmossiosmnprosqmíos i =A: cl oc). Vamiros a iirtroriírcir

los r’:ommc<sptrs ríos librado tamigemite y mmormmial de Al.

El fib’r-adnsi tanyente TAl’ oss <sí <:<.njmmmmto dos lrs (si:, y) E Al >< 1?”’ taioss<limos ‘¿7 es mimia ve(:to)r

tanmgosmmtosa Al’ emm st. Demroitamnmospr>r p : TAl —Y Al’ la prryoscciómi oiefimiida íor p(si:, ‘u) = si;,

Y 1)01 T~,Al el espao:iotammgosmrtosa Al’ osmí si:, (55 doscir. T,~Al = p”” ¡ (ir:) parast: E Al’. Podosí;¡05

argummmosnrtar<los la siguiemítemuíanmeraparaolemuostrarquosTAl (55 mmmm símb<:omijimimto <losflímible ríe

.11”” x fi’’. Comisidosramimois<si comíjunto 5 d(s triploss (st. 7J, y), drmídos y oss ¡mira vectoir paralelom
a la llímosa. qomos mime los puirtos oiistimitn>s si: e y ríe Al , esto ¡ss

u,’

5= -((st, y. A(y — st)) EM x Al x U”: ir ~ y, A E 14 e,

u,
El <:onmjmínIr> 5 oss claramirenitedefimiible. Smi clausura5 <smi Al x Al x fi” o’s tamirbiémí oiefii’¡ il.We.
Sos t iosmios rsirtommo:esqm me

.4’

TAl = { (st:, ‘¿.s) ci Al’ x It” : (ir:, sí:, ‘¿si) E S}
.4

y <sstr. nmíi<sstra (Inc TAl es <losfimilbios.

No o.ss olifícil ver (utilizando><sí argmmnwsmmtoestámrríarole la geommmystría<iiferenmcial) <píos TAl
es umma subvariedaoi(le clasosCik ~- Si ¡ Al fi rss mmmma fmmmmción¡ ole clasos D~’ , emítoimo’:<ss

df : TAl —Y TE = 1? s< E es una aplicaciómíole <:lasrs Vr””

El fibrodo ‘r¿.nn’n¿.aí NAl rss el r;ommjmmmito olos los (sí;. ‘u) cmi Al x it” tales olmios “¿7 rss ort(>goila.l

aT~Al. Es imima smmbvam-iosoladCv—‘i rL fi’<’ x 1?”’ y es <leí iniblos ya olimos TAJ es d<sfimi~ble.

Almora ini. rod icimimos la apli<:a<.siomi <‘los (:las(s pL—- 1

of’ NAl —Y fi”’
.4’

(sí:, ‘u) * sí: ‘+‘ ‘¿si.

Esta aplic.a<:iómm n~ immduce el difeommmorfismmro o:ammómmico ¡smmtrrs la sos<sr:moim otosr<j Al s< jO } <losí

librarlo n<rnmial y Al, y oss ini rlifeommíorfisnmmo loosal osír y:ada pumíto (si:, O) - Vos lroso:li<, la
olosrívaria rl (~e) nf> : ‘IP, Al x N~Al’ —> 1”?”’ oss <sí isomnmon-fisím¡o q¡ mos iimammda (¿$, ‘u) a [ + ‘u.

Emm esta se<scíómiriemnmostrammmos<sí sigmmienmteresulta(ir>, qmme es mino. vrsrsmómm vlcfiumil>los rírsí

tosonosmnaolosí emitoriro tub¡mlaí.-.
.4

Teorema 3.3.1 (Entorno Tubular Definible) SeaAl uno. subvaríe,íudV~ do’ E”. Exis-

te ‘arr entor-r¿.o abierto <lefiníble U de la secció’o. cern) Al x 0} en el fibrado n<sirn¿.al NAJ
tal que la restr;cos;ón - - no definible de cía.s e Cv”.1 cuyes una dífeomoi-fism a í’rnaqe’r¿. es’un
e’utnrr-n.nsi níbío.s’¿-to definible Q <le Al en fi” - Es mnís, poníe’¡rrns tomar U níos lo. forma

U = (sr, y) E NM : ]]v¡¡ cl e(sr)}, u,
u,

donde e e.s’u.nu función. posztíva pL sobre Al n¡’ue ííu’rr¿.ar-cnoos ra<.lmn do: 2. e’

.4

e’

e’

*

.4

.4

e,

.4
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I.Jmm osmmtormmr 9 <‘:oimio eím el teoreníaanterior se llammma un entorno tubular V’ (le Al.

Tosimosmnrssoibre 9 una. ‘r-rstracciómm pP 7T : 9 —Y Al’ y ¡rna fmmnciómí cuadradode la distancia
‘pL — 9 —Y fi, que quedaníolrsflmmidas mosdíante

rr(ó(sr,mi)) = st

p~b( ir:, msi)) =

()bservammmosque. íara sr ci 9, sos verifica p(st) cl ( (mr(st)) y p(x) = ¡¡st — ir(st) ] ] 2.

Parala olemimostraciómí(leí Teorema3.3.1 debemosconsideraremm primimer lugarel o.:aso (los
las subvariedadesoleflniblossc<srraolas. Em’nmpezamo>scon un lenma:

Lema 3.3.2 Sea Al una subm,a’r-iedad 7V~’ de E”, cerrada en E”‘. Sea <‘ M —Y fi una
f¿rnn:ioin definibíns pnsiti’ua, qite está íocal’rnente <usotada por debajo por constantes pos~t;vnms
(nss decir, para can/a ir: en Al, existe e > O y un entorno V de st en. Al tal que % > rs sobre
y). E’r¿.tonces existe una función 7V” poszt;va c.~ Al —Y .1? tal que e cl < sobre ¡VI.

Demostración. Parar E E, o:ommsiderennos

= QE E Al : ]]st¡¡
2 cl

l>oolemnios supomierqueAlt’> # 0 para algún r
0. Obsérveseque Al’r es cerrado-acotadopara

teolo) ‘e > ‘r0 - Parammmi tal r, definimnos g(r) conmo g(r) = inf{~<’si(st) : st: E .Al’~. }. La fmmnciórm
+oc) —> fi. oss oí<sfimmible y mmr o:rosr:iosntos. Es prsítiva. ya que Mr está recubiertapor

immm imnílmosro finito dos slmboson!íuntos<Sn ir)s qímos Vsi osstá acr4adaimmferiornmmenmtepor <:onstantes
positivas. Por <si Teor<smna3.1.3, osxisteimmm o. > r<¡ ta.l qmme y es (le clase7V~ 5(>bros mmmi immtervalo

al>íosrtoolíme y:omitieíoea [a, +oc) . Supomígamírosque tenmenírosumma fmmmmción 9” 0 : R —Y E tal

loS O = O sobns(—oc, a], O crecos cíe O a 1 sobre [a, a + 1] y O = 1 sobre [a + 1, +oc)

D<sfimiammmos la fm.mnm<:iórr ¡Í¡ : fi fi <.sonno

pi (r) = O(r)p(r) + (1 — O(r))p.(a + 1).

Observamos(limos p.~ oss dos <.:iasos D~ y satisfaceMm = ¡1 sobros [rr¡ , +oc) . Conísideranmos

rsmmt.oncese(sí:) = %í. ¡ (¡¡st]]2) para st E Al. Pr>r construcción,la fuirción es positiva, 7VL y
satisfarsos cl m/ s<brosAl’.

IDe <sstaformíra, paraa<:abarmmmmestra(iermmostraeiomm,bastarsmmcontrarnírafimmm<:iómm O : fi

<.:r>mi las propiosoiadrsseimunmciaolasarriba. Posro la. funciómm 7V”

sí: <OOe(st)= —t)”dt O <3 st cl 1
{ 130~0 _sr > 1

(í>ara <siosrta <:ommstammte K) verifica las condicionesanteriores (obsérvese<lime la. integral

d<s un poliniommiio es algo> nuosramosmíteformual) - Basta to>mar entonmeesO(st) =
0c (st — o.).

E

Nótossrs (limos osí J=osnma3.3.2 tamrrbiémm sos verifica si suponremnosúnmíeamnsntegime existe
mmmm <‘lifosommmorfismmmr D~ emmtre Al y urra smnbvariedadcerrada(le algúnm fi””. Más adoslante
1 ¡mostrarosmimos(limos dos lmosclmo esto es ciertr> para toda subvariedaoldefimmible.
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Lema 3.3.3 El teorern.a del en.torn.o tubular definible Y. 8.1 se’¿sin~.rificu si Al es cn.’’r-rada en
1?”’, o si Al es 7V~ difeonr¿orfa a una ‘¿siaríedad ceriada en aíq’¿tn fi”” (por eje’rn.pín). sí A/Ji <s.s .4.

una celda dns ‘<rna V~ n/osdos).

.4

Derr¿.n¡strao:íón. Qimerosmrrososvitar las (i<)s sigimiemítes sitmrar:ionioss “mímalas’

.4

1. o/si mio es mmmi o’iifrsomrmorfismmmo) lrosal er (se. ‘u).

.4

2. vsxístemm (sí:. ‘¿si) os (y, um) tales rímios n/(si:, y) = o~(y, u¡si). e,

SosaZ el sirbo:omjunitr <los los (sí:, ‘u) emí NM t.alrss qí.¡e

ouí(x.,,) oh T(1,,,) (NAl) —Y 1?”’
u,

nmo <55 ¡iii isonrmrrfisnmo. El comijímmmto Z oss oleflumible, cerrarlo <srm NA4 y o’iisj ¡nmmt<m o’lrs la sosa:mói¡
o:osro) Al x jO - Para si: ci Al. sosa ‘¿¡si (si:) vsi mmííniiío de 1, oiist ((si:, O), Z) y <sí ímmfimmio nios los .4

‘e E fi t.aloss quíos e’

.4

](y.’¿v) eNAl,y~sx:, Ev EN~.A4’ ]]‘w]] =]]‘¿‘I¡ =‘¡‘osy+’¿~’=sis—l—’¿si. u,

e,

La fummr:iómm ‘¿¡si : Al —Y E es definiblos. e,

Afirmnanmrosrímme estafuíícióír estálorsalnmmeníteao:otariapor <‘lebajo por o:o>mmstairtes~>osi—

tivas. Trmemnossí: E Al. El teoremmma(le la fmnmrciómí immversa imnmíilio’:a qmíos osxiste umm e,, > O
Ial qmmo’s la restrio:rsiómmríe rl a la inmtosrsoscr.-ióm’¡ olos NA4’ v:oti la bola abiosrt’.a ./3 ((se,O), e,) ci 1W”’

es ¡mmi oiiféonmmrrfismmmo sobros ¡nr emmtormío ríos s» <smi 1?””. Vosamnmrs o~p mos ‘¿¡si =e, /4 somos la mmm—

tosrssn:r:ir$ní dos Al O oím la 1> ol rbiosrta 13 (si:. e1/4) ci fi”’. Podosmnr)s, por smipmiossto, tommmar

<‘5, /4 <3 1. Coiuio 13 ( ( í O), u,.) es niisjmmímto comí Z, teneimios olmie e.,./4 =<iist. ((y, O), Z) para
o:a(ia y E Al’ cl 13(¡ n /4) Smrpommgammmosalmora olimos existemí(y, y) y (z, ‘¿¡si) cír NAl tales rímie
y E B(sr, (t~/’l) ]] ¡¡si]] <. ¡¡v¡¡ < n /4 05 y + ‘¿si = z + nr Emmto¿mcvss(y, ‘¿si) y (z, ni) posrtosmíoso:osmí
ammibosa .1? ((sí: O) <‘a ) y 1k gam¡uos a umma comitradicciómío.:omí osí Irecimo ole <¡míos n/ sosa. ímíyoso:tíva.
rosstrímmgidaa la minh iseo o momm <lo osta brúacomí NM. Pour tammto liemos riosimiostrario mmmmestra

af’irmrmao:momm. e’

Podemimosaplio:ar el. Lemna 3.3.2 a la funmciómr Vsi. Obtemmosmmíosdo. <sta fon mita mmmma. fm.mmmo:ío’mmr
cíe clase‘D~ positiva os : Al E tal qímos, la aplír:ao:iónmó restrimmgi(laal siibo:onjmmnitoabi<srto

definmible

U = {(sr,’e) E NAI’ : ]]‘¿j¡ <3 oz(si:)}

oss nír vlifisomírorfismmio lrosal imíyosrstivo. Se tiosnosentoimcesquos <‘¡si] u rss mmmi difosonmiorfismnmosobros
iiYii’Ómmttñ/miÓ abierto detuimible 9 ole Al’ <sim fi”‘ -

u,

Proposición 3.3.4 Sea Al una subvariedad V~ dc E”’ Dv </ifeo’rno’rfa a ‘¿¡n.a s’ub’¿sia’riosdan/
<sen-mar/a <le alqán. fi””’. Entonces Al tiene una ecuación de osíníss 7V<’— “‘r¿.o’r¿.c.qati’¿a en <sí
complementario <‘le Fm-(JVI) = Al’ \ Al - Esto síyn.ifica q’¿¿e esi:iste ‘una [¿¿‘r¿.cióndos cíasns D’
n.o neqatíuía j : U”’ \ Fr(AI) —Y fi tal que Al = f—i (O); además, pode’¡’roos eleqír ¡ <3 1.



45SAL ENTOENOSTUBULARES

Demostr-aosión. Por el Lemnia 3.33, podemoselegir un osntorimr> tubular definible Si de Al’
ríe ravlio digamose..- Al —Y (O, +oc). Obsérvosse(lue la función cuadradode la distancia

¡si : 9 “—Y [O.+oc) es imna ecuacloir‘pP””í mro negativade Al enr 9. Vannosa extenderossta

oso:m.macióna 1?”” \ Fr(M) irtilizanolo unma fuimelón igual a la utiliza(la en la demostraciónoid
Lemna {3.2. Es oleen. tomnenmosuna fmmnmeiómm y’>”” r O : 1? —Y [0, 1] queseaO soil>re (—oc,0], 1

sobre [1, +oc) y que r:rrszr’:a de O a 1 sobns[0,1]. Por el Lema 3.3.2, elegimosuna función

it <~ : 9 —Y fi opios verifio:a 0 <3 6 =numí{ o ir.dist(-, fi” \ =fl}.Parast ci ~“ \ Fr(Al), sea

f(x) = { ~p
2t>(st)/&(st)) ffierade {st ci 9 : p(st) <ó2(~j}

La función f s U” \ Fr(Al) —Y fi es mío negativa, definible, y J~ (O) = Al’. Paraver que

[ oss olos o:lasos 7V””” bastavrsr que el comjuntoA {st E 9 : p(si) <3 1<52 (sc) } es cosrrado
<sim E”’ \ Fr(Al). Sosast ci A. Tomnemnosmmna curva olefinible crímmtinua ‘y : [0, 1) —Y E” que

verifique ‘-4(0,1)) ci =4,y(O) = ir:. Si sí: ci 9, se tierme quep(st) =~n52(ir:)(por la coirtinmuidad

(le las apli<:ao:i<mmmes) y entomrcesst E A. Supongamosque st ci fi”’ \ 9. Entonces, para
tono> 1 E (0,1), <listQ-y(t) , ir (‘¡(1) >2 pQy(1)) <3 1 <~2 (sí:) = ~dist(y(1), fi!’ \ 9)~, comm lo

o~’mos olistk (1), u (—y(t) ) ) —Y O cmmammdo 1 —* O. Comno dxst(u (‘41)) ,st) =dist(‘y(t) , -mr (‘y(t) ) ) +
oiist (‘¡(1) sí:), esto> imuplica que dist (mr (‘41)), sí:) —+ O cmma.imdo 1 —* O, luego st ci Fr(M) - Pow
tanto =4es r:o’srra.r.lo en fi” \ Fr(M). ci

Teorema 3.3.5 SosaF un s-¡rhsonjunto definible cerrado de E’!í. Para cada entero positivo
le. nss~:ístc una función <‘le finible, continua, no rieqatíísia, j : fi” —Y fi tnml que ¡~i(O) E y
la ‘restricción n/e f a U” \ E es de rsíuse pL -

.Derností-ación. Procedemospor inohicción sobrela <limnensión ole E. Si E es vacio, basta
o:om¡. tomimar para f emmakímmier funo.:iómm commstammtepr>sitiva. Seaemmtomxcesn/ = rUin E =O y

s¡mpomigamnro>svIne eh tosr>remase verifica para tono subconjuntodosfinmiblos eosrrado><le fi” <lis
o’linmemmsión <3 r/. To¡nemnosuna

7Vv< (lo(lo: ole E” a(laptadaa E. Sea7V el co>njmmnto finmito>
<los las o:osldasríe olimemísiónd eo>mmtosnidasení E. Porla Proprsir:ión3.3.4, osadaceldaCi ci 7V
tiosímos ¡mía ecuar’:ir$rm 7Vv no negativago”; cmi fi”’ \ Ft(C). SeaZ la ¡mniómí de to(ias las celdas
o tos olimimeirsión <3 n/ o:rmíteuidas <smi E y bolas las Fr(C) , para Ci E 7V. El o:v¡mm’jumímto Z es

rlefimmible y :osrraolo en Ji”’. El producto dos todas las fímírejoires ¡c para Ci E 9 nlefine
nima función q : U = U”’ \ Z —Y fi. La funo:ión y es de rilase D~ y es una ecuao:iónno

mwgativa ole E A ti <su U. Es más, podemostomar tonTas las gc acotadasp<w 1 y por
t’.ammtr> tosnosmuosopmos q cl 1. Por la hipótesis(le imidímeción, tenenmosuna función oletinible

o:ommtiímua mmr> iregativa. Ji. fi” “—Y 1? tal que fi””’
1’ (O) = Z y la restricción de fi a U oss ole

<:lasepl: - El produnto f = qh está bien definido y ¿~ en U. Este productopuede
sosr o’sxtosmrdivloí dos formmra commtimíua a E’> tommmando.[ = O so>bre Z. El o:onj¡nmto de o:eros ojos

es osmmtouio:es Z U (E cl U) = .1’. La funrciómm f satisfacoslas propiedades<leí tosorrsmnma.

u

Corolario 3.3.6 SeaAl’ un.a subva’r-íedadP~ de fi0 - Entonce=sexiste unoa subvariedad pL

N <le fl’Ñ” ¡ - cercada crí. E’””’, tal que Ini proyección, ir : E””1” ¿ LI” sobre las primeras ‘u
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coordenadas ínn/’¿;ce ‘¿tít difeomo’r-fismo de N o. Al - Por tanto, toda. s’rrb’ua’r-iedarL D~ dos U.”
es P’~ n/ifeorr¿.orfa a ‘una subvariedad cerrada n/e ~‘>

1” ¾ y el Lema. 82.2 y la Proposznszon
1<2.4 se ver4ica.n par-u todom subuariedad definible V -

.4

Demostracíó’n. Sosa Al’ un símbvarieolaolpL ole flfl - Coumo Al’ es lor.:aínmiemito.soserraola,Fr(AI) =

Al’ \ Al’ vss o:en-a.vloosmí .1?”” - Por osí Tosoremmra3.3.0 existo )nma fmmnosiómm o’lebmul.)los crnmtimmua mío

míosgativa f : fi” -Y I.tal rímios .f “‘ (O) — Fi (Al) y ¡ o <lo o 1 se it st)bros fi”’ \ Fe(A.!) -

Coxisi(itsi<siii~.~s e,

2V = {¿sr,t) ci fi’~tt í E Al y ipx) i~

Emmtomm<:es .N es mmna smmbvariedari7fl><, cerrarla <mí fi” + y U mplio:ao.siómi si.: ‘—+ (sí:, 1 /f (si:)) oss
mm olifeomnorfisumoV~ dos Al a N, que es el muvorso ole ir ci

El corolario>ammterior, junto comm el Leuma3.3.3, y:onmplostammla olenmostraciómm(losí Teox-emma

dosí Emítormio ‘Dli Deñnmible3.3.1.
.4

Parafinmalizar, emiimno:iammmosunía propiedaríadiciomíal <linos mmecesitam-emuosy cuya. demmmr>s— .4.

trar:ióíí es la nmísmmma(1<4 casníestamíriar.
.4

Proposición 3.3.7 Sosa Al ci fi’” una ‘variedad P’i y sea (=2,vr, p) ‘un en. lot-ansi t’¿tb’o.ío.i
- Esr:iste ‘¿¿‘ría función nhs finible g: A~I U cont~n’ua y estrínsla’rne’rítns posítms-va tal n

1”uos
la res tr;ns,i:íon,

e”

ir1 : =27’= {sí: cE =2..p(s») =¿s(’hm”(sc)) —Y Al

n>s pí<i iW. —

.4

e’3.4 Particiones de la unidad
u,

En estasosersmónolosimmosistra.minosla rsxistosimcia<le partir:iomíoss <‘los la mmmimdao.i olos rslaseIVÁ Fmi el

Ai>oiuolio:e C rirsí trabajo> ojos vamí demm Driesy Miller [9] sos o:r>mmstrímyemmfimucin>iies DL fi : fi U.

míe srnm bmyeo:tivasy sr>mm 7Vv —planas emm O. Utilizando estasfímníosiommossrtt;iosmío=nmimima o:íert;r

drssiguaidaddos Lojasioswicz gemmeralizao’ía([9 TI’í CO]):

Teorema 3.4.1 Sean. j, q : fi” —Y E fu’r¿ciones definibles continuas, de clase pP <‘a fi” \

(O), con fi”” (O) ci y””” (O). En/onces esi:i.sten ‘un.a biye¿:osíón of : /3. —Y E de clase ‘D~ y
pi: —plan a en ~, y una [otnnsinín/¿: /1<’’ -4 LI n/<s ns/aso: pi: q”¿,.e’verifieu’n nf o y = ¡cf -

.4=

A partir olos osste m-ossmmltarlosí,y mítilizaimolr> <si ‘J’osoremmía3.3.5, podemmioso’losimio)strar la osx.¡s—
tencíade particionesde la unidad de claseV~ -

Teorema 3.4.2 (Particiones de la Unidad) Sea Al ci It” una ‘vor’¿-íe.dord V~. Sean e’

- - . t.i, s’ubcnn¿¡untos definibles de Al tales que Al = ~ ti;. E’níonnses esi:í~.en. f’ur¿.nsínsi”
nes . . . , fi, : Al —Y [0, 1] n/e cío.s e P~ taíe.s que snp (J’;) ci U; por-a con/u í = ls e’-

y 3’..— [¡(si:) = 1 para todo sr E Al - (Recordamos que el sopn>rt<s de .5, sop(.f.;) , es la e”
aníhn;’reneía del ¿ommjunto { ir: E Al’ : fi; (sí:) # 0.) .4

*

u,

*

*

u,

u,’

u,
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Demostrao:ión. Comnmo toola variosdad 7V” es V~ olifeomorfa a unma varicolad ‘pL cerrarla

(Corolario 3.3.6) pr’)dosnnros suponosr(time Al es cerradaemm U”. Por [8, Lemuníra3.6], o.sxístenm
sul>r:oimijmmmmto>sdefimmiblosabiertosVj , . . . , 14 cíe Al’ tales que 14 ci ti; paratodo) i = 1 , s y
Al = U 14. Tosmmeimios <‘lime, paratodo i, Al \ 14 oss mmn cerrado(le fi” por lo olíme, aí>licammdoosí

t~<>ro~>mma3.3.5, existe¡mafuno:iómm olefinibiosno negativay; : fi”’ ~ fi tal que¼“~jO) = Al’\ 14

y q; <55 ríos <:lase ‘D~ so’)i>re fi” \ (M \ ¾).Aplio:ammdo el Teoremmma3.4.1 a>mm f = 1, i>ovlemmmos

tomimar inima biyoso:cio5im n[¡ : E —Y Ji? dos clase7V” ~ Vk~l>lamma osmí O tal oíue r/’; o y, <.ss -
Por taímtrí. s¡mstituyemido~J;p<>r (¡si; 0 9;, portemossupomierqíme 9; es de claseit. Eimtommees

sop(q;) Ci ti; jni-a to’>do i. Tomamuir>osntonmces,paracada i,

1;— -~

Ek f’

insuemnos<si m’rssuitado. cl
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Capítulo 4

Un teorema de aproximación para

estructuras 0-minimales
En este capítimio riosnrostranmmosumm teoremnade aproximaciónde aplicacionesdefinibles enr

ímnma osstrmictmmrar»nmmmmimnmalpor aplicacionesdefiniblesde mmmia clasede diferenciabilidadumás

a~l t.a.

En (:omm(:reto, cIadasríos variedades7V” X ci fi” e Y ci E”‘, toda aplicacióir ríe r:lase
pL ““‘ : X —Y Y túsmie mira aproxinnaciómmV~ f X —* Y. Emm la seceiómmprimmmerainrtroolm.mci—

mnos las drsfinio:iorres míecesaríasí>ara hacerrigmmroso <sí osr>ncosptocíe aproximación,y ení las
sigmíiemmtesolesgramíaimnosen pasos intermnr’sdirsla dosmostrarsióndel muemícionadoteoremmíade

rprrximnao:iómm. Emm tillO (le eSOSpasosobtenemmmosla rsxistosnciados osntornostubmmlaresmmcli—
mraolos. Commo:lmmiimios el caí>ítmmlo comm mmn teorema(le elimninao:ión de ossquinasemm variedades
losfimíi 1> loss.

4.1 Espacios de aplicaciones definibles

Se;r 8 = (8,,) ,.,~, ¡míma estructmrrao—mmmmmmmínmal ojmme exparroleel o:mmerpo real cerraolofi. Seamm
X o’ Y smmbv¿rrierlariesole clasepr err fi”’ y E”‘ respectivarnemmte.Sea It <3 ‘í. Demmrtammmos

‘D~ (X, Y) el crmmj ¡tímír> <‘los las aplio:ao:iones(le claseV~ A —Y Y- Escribirosmuossimnplemmíemmtos

7Vv(X.Y) timando lío> imalla o:rmmfmmsiómm resí>ectoa 8, y pP(A) cmmammdo Y = ‘U.

Vamnrs a dosfimmir ¡ma tr>pr>lrgía sr>bros V~’ (X, Y). Commsideramnmosemm primno’r lmmgar el r:aso>
Y = U, <‘sto es, vamnr>s a definmir una to~>ologíasr>bre V~ (X) . Coirsiderarnosímmma famnmilia

finita Ví . lj} dos r:ampr>sde vosrstoresriefinibles p’>”m sobreA qímos genemarrel espacio
tamrgemrte a X emí o:aola pmmmrto ole X, esto) e.s,

(V¡ (sc),..., 1i(s»)> = T~X í>ara cadast E A.

Paraosa(ia fmímmcióií conmtimmmma definmible y positivae sobreX, sea

ti,. = yE D”(X) : ¡VB- 14y¡ <3 e para 1 =~m, - . ,4 =p,j =14.

49
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Eligiendo { y + t4 }~. como unabasede entornes(le 7Vv(A) <~ ~. <‘losfininios muía topolr>gia

sotrospL(A)

La topologíasobros ‘p” (A, E”‘’) se dosfimie ojos forímia simmmilar. Paraunía variosolad Y ci fi””’

genmosral,bastaver mmnma aplicao:iónm olehnmibledos o:lase Ci~ E pL (A, Y) o:ommmo mnmma a[.)lio~%rO:ioii

A fi”’. Des ossta fornmra, 7V~ (A, Y) oss immm subco>mmjmrmmtr> de P< (A. 1?””) . Así, bastaasigímar
a ‘p~ (A. Y) la topologíatoslativa.

.4
Para.asegmmrarnosríos oimme éstaes imm’ma l>ímeira rlosfimmio:iómm, lray <‘10)5 líosrsimosis olimos olosí)<sit¡os

.4

osommií>rol>ar.
st

(1) Siemp’r-os podemos <síeqir un. conjunto finito { V¡ , . . . , V’, } do: carrcpns de ‘¿siectnres sobrn: A e,

nj’ue’verifiosa’n la condínsió’o. anter’ío’r-.

Paravosr est> mmer:ossitamírosen primmíer lugar mmmi lenma<lime mmos sosrá (los ut.ílivlavi imiás arle— u,

lamítos.

st

Lerna 4.1.1 Sea 1V ‘una, s’ub’va’r-iedad P
T n/e JI”’, definir/a sobre ‘una est’r’uct’arnz n>-’ri’oin;n¿aí

(fi, 8). Entonces prmn/osmos encon.tz-u’r- ‘¿¿<‘o rec’¿íbri mmcicuto fhcitn dos 1V pnsir sm¿bcnrnc juntos o/cfi—
nibíe.s abíerlns que sn»r¿ pr o/ifen.’’rríorfnrs- al e.spansin¿ <of/ti.

.4

.Demostració’n¿.. Conmio> 1V es unía símbvarirsdad(lefimiil>le pr dos 1?<’~, peolosnímos osso:ribir 1V’

o.somrmo inmia mímímómí fmi tu N’, U . . . U Np <‘los s¡mbco>njumitos al)iosrto’)s talrss oím.mos para osa’la. la.

í.)royoso:osionm ir.; ,...,¿: fi’’ E” : (s» ¡. , ‘¡:~ ) -‘—* (sr:; ~,.., sí:;,) immolímosos ¡mmm o’iifosrmmmoríismíío’
7V” ¡Y; —Y 14’, o.iommdos 14 es mmmi subcommjimmmtoabiosrtr ole fi4 (bastarepetir osí argmnmmieirto. <píos
aí>areceemm (2, Cor.9.3.10] para el casosemmii—algebraio:o.).Pv>r t;ammto, osxistos mríma aí.>licacmoii
pr n¡si; 14 ci fi’ —‘> R””””’~ tal que N; = g¡’af(q%). De estafr>rnia basta<~iosmmmostrar mmmmosstro

rossm.mttadopara ¡mmm smIl) osonjíímmto dosfimmiblvs abiertv> 1V ci

Crumsio~lisreimiosmmnma viescomnposiciómm<smi ososírlasprl” ¡ <los E” adaí>taolaa N vie formima <limos
osada. r:elda (.7 sosa ‘p~ olifeommiorfa a E<t~ di (‘1’eoremrma 3.2.1)- Tomímosímios mmmra o’:oslola Ci y

suponígamnmosopios dimníCi <3 ni. SosaT mmmm osm’,to>rmmo tul>mmlar pr ríos Ci <sim fi” y u : T —Y Ci umm:t.

rrstracciómmPh Podemmío>ssul>o)nosrqmmos 1’ ci 1V. e’

Drs la olenmiostraciómí(le la Proposiosionm1.2.4 ol>temmemriosmío sólo.m ojuoscuotacoslola Ci <los unía
dedo:ole 1?” oss ‘p”± difeommrorfa a fi’tm’’’’ <~ sumo, aoi(siuás,que

1.>o>oiemmrossnmj>omíosr<lime <sí

difosommíorfismmíooso>nsideraoioes vle hmososlio> la rosstricciómm ole mmmi difeontiorfismimo pr+ i. ¡<~ -4

míe mímamiolaCi a i.imm siml>esí>ao’:ir>liirosal. Esto.) 00>5 í>ernmmitúsver fár:ilmrmemmtos rímnos osí fibruolo nmr>rnmmal
a Ci oss ‘pr trivial, e’

.4

SosaT<’ mmmi emmtormmo> timbímíar dos Ci. Por lo ammterior, T~ <=~ pr oiifeo>mmro,rfo al o’:onj ímmrto
e

U’ = { (sí:, ~j) E ~ (U X ~ : ]~ y ¡¡ <3 ¿(sc:)1 e’
e

r>ara o:irsrta fmiirciómi ‘pr I>r.)sitiva ¿ : LI’’ < —Y fi. Posro. ínra (sí: ..‘q) E VV. la aíúicao:ióní

(sr:. y) e—Y (si:, ~i(2+ (¿
2(ir:)

—

62(sc) —
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es ¡mmm difeomnorfisnmio pr de VV sobre fi<¡irn (si x fid—n]ins ~ — fi4 Por tanto, [J”~’:es 7V”
rl ifeomnio)rfo) a fi’1. E

De estatormna l’)oviemmmos es<:ribirX ULm tít, oloníde paracada5 es un subeonjinmíto

al.)ierto> níre. A qmme ~ pr riifeo>rnorfo a fi4, donde n/ = <‘hmA. Así, para cada t, es oslaro

<limos l>r)(lemmmr>s r’:omrstrmmir mmn conmjmmmmtr de canrmposde vectoresde clasospr—í {Vm<, - . .

olosflímiolos sobros U<, rím.mr.s verificamm la <.:ommdiciómm ammterior. Commsideremrmosahora { 04 om

ímmma lmrticiómm ole la minmidad de clasepr— í sr>bre A suborohinadaa { t~ }r— r ____ . Emmtono:rss

s

MI

es ¡mmm osommjumito <los osamposde voso:tores globales (le clase ‘p’ 1 <imios generanel espacio

tangentosorn <savia pmmmmto ole X

El segímnídoImososímo <me rlebosmnosconmmpro>bares el siguiente:

(2) La topnsíoqia no depende de la elección nie {% .lj}

Fijaimios mmnm r:ommmjmimmto { Vr . lj } ole o:amnpos de vectores ríe clase ‘pL 1 tales oííme

(V¡ (Sr), . . . ,l$, (sí:)> = tX í>ara caola st E X. Emm prinmer Imígar, co>nsiderenmr>summ o’:ammipo
<Los voso.:toresPL—¡ U’ sobreA. Q¡merenmmo>sosmmconmtrarfmmmmciommes am a~ E pL—r (A) taíoss

olimos
1’

VV =

Para mmmman/—mmpla (i ¡ . . . ~j) comr 1 =ir <3 <3 íd p, dosfininmos

= {sr ci X T~X = (14’4s»),.. . ,Vjst)>1.

Es claro oímmos los tií;i ;¿) somr abi<srtos olefinibles y X = U ~ u)’ Conmsioleremnro>sla
o:oloso:c¡óni U< 1 Orí...,’¡” ole los ti

0 <..~) mio vacíos. Así, para cavia 1 = 1, . . . ,

tít = s» EX :T~X = <Vn, (st),...,¾1(st»}.

Dr: ossta formíma. para osadacampo de vectoresolefimmible VV, y osaola 1 = 1 . T, existen
tfmmnmo:ionesdeflumibleso. , o.,1 E r” ¡ (Un) taloss que

a
w=2n4’v’-¼

so>bre U,. Consioleremr>sumrapartición dela unidad {0<} de claseP”’ sí.mbordimmadaa

De ossta forinma trsnenmios(limos 0¿.a ~ pL— m (A) paracada t y cavia ~ y, para sí: E A

¡ ,1 E

ZZ0n(st)a.~(s¡:)Vci(st)= ZOdr)W(í) = W(st).
r= m
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Amites de vrsr olimos mmuestra olefinmiciómí mío viepe¡iolos del <.:oiíjmmimto V = 14 ,..,V, } , <‘lOS—

t>erosinmos osscribir £11> <‘mi vosz ojos ti,... Sosmr W = ‘[ VV1 . . . , VV,, otro> vsolij mmimtr ríos o:ammml)os <le
vectoresole <síase‘pL— 1 tales <lime

.4

<VV¡ (sí), , VV,, (st)> = tX u,.

para cada st E A. Comm este rmuevo comijunto í>odosmr>s riosflírir <itra topologíaso.)i)ros pL (A) —‘

mnmeoliamíte el c<>rresí>onmdieniteU,tm
1 . Veammw>s <‘lime ammmbastopoilogíasson <los lmoso:lro) la mmiisníía. .4’

u,
Porlenmoisosso:riimir

1>

VV, = >3 a;
1V}

para ciertas fumícionesa.;j E p -“ (A). pmna o:arla í = 1, y. Así, para caola =jE P~(A)
y cada.i, It = .1,... , y. tcmmosmmio)s qímos

W,oj = >3rsi,,l~oj.

.1 — ¡

¡si p 1’
W.W;y = >1 a~1V)(VV,y)= >3 av1Vsi(>3 a;<’Vtq)

¿mt Pm ¡

1’ 0

= N >3 rcpj(V~(o.,,)Vn(r,¡) + auV;14.(q)), .4
1 (mi

y en el osasogeneralí>odemrmosesom íbmm
e,

l’V;,-.W,,q>34<’”’V), --Vj,y *

(~5j e,

e,

olr>mmolos la.s 44¡~~[ soim fumiciomi<ss o”losfimiit>loss biemsi olrstosrnmiimmada.s.

Dos rssta fo>rmrra, j>or las relacionossamiteriores,055 Oslaro’) r’lm.re ¡>ara o’:arla a l><.)oiosmmir>s osit<.:<.)mitrar e
<los fornima opros e’

~tíg’ -

Commrosi 1>odemm>r.>s reí>ostirosí inmismmmo razommanmmiemmto>esosribiosmmriosil.o~s 14 Y osmí fmuío.siómm ríos los TV¡ ‘s,

o)l>tosmm(smmmn)s<lime anmíl>astopv>lr>gías somm la mmrismmra.

Llammmarosnmrosa<ssta to)p<)lo)gia la to¡siolonfra pL -

.4

Proposición 4.1.2 Sea A ci E’’ unom s’ubmsiarienlad p~ e Y ci X mona s’ub’¿;ariedao/ pr e,

o:osrra(la. Ent<>’<’íco~.s la aysilicansinsi’no <‘es trzccmnsi’rc

res : ‘p~(X) —Y P’(Y)

7’ e--Y f~y

es cnsi’rctí’rc’¿si.nsi. paca la tnsi~sioíoq’¿a P~
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De’rrt.nsist’r-ación. Emr prim’mrer lugar, constrmmirnosuna determimíadafamilia { Vt . . . , 19 ole
r:amírj.>r>s <le vr.sctor-espr— ¡ sobreA que gemmeranrel espaciotanigenmtea X cmi cada puntode

St

Por el Lema4.1.1, podemosesr:ribir A = U~1 U1, dundos para osada 1, U1 esun subeon—
jmmmít.o ab;rsrtonos A (lime (55 ‘pr oiifev>mmmorf(> a E

4, doirde n/ = dimA. Tal vez rerluciendolr’>s

U,, p<¡oiosr’nos toníar eh ammterior recubrimicírtodos formmíaque cadaabiertososael donm’nimxio dos
¡inca o:artapr - Para<sada U<’. podenmos construir un conjunto ~ ... , V,J (le (Smnpr>5drs
veo:torossojos <síasos‘D’” , definidossobre U

0, quegeneranel espacíotarmgemíteen <savIa punto

ole (4. Arlenmás, al ser Y muma simbv~u-iedad,podemostomar estosca.nnpos(le veostoresde
formmra oírle, si Uo MI’ # 0, vsi conjunto {V7, . . . , V¿1,~>~‘} genera el espacio tamígeute a Y para

o:arla pumoto dm U, cl Y.

Coímsirlerosmnv>sahora {0~}~ ,.~, umma partición ole la imnidad ole clase pr± sobre X
sui>oroii.mmaolaa { Uj 1/mi ,. Emmtomícoss

.5

V = U{00Vt.. ,0<’i¡j} = {Vr,... ,14~}

es ¡mmm rsonjuntn> de camposde vesto>resglobales de clasepr —t que genosranel espacio

tangosuteerm caola í>mmnto de A y, reorolenánololos,podenrosissuponerque los jsi i>rimneros,

n =q, gosneran<si osspao:ir tangemmteaY en cadapunto tíos Y.

Tomrmosmmmos O ci ‘p’ (Y). Umí emítorno ríos O es

U. = {y E P’(Y) : ~14, 14.q~ cl e para 1 =i1 í5 =p,j =r}

ímra o:ierta fímución definible cr>utinua E : Y E.

Tosímenmosemmtomu:esquos

res”””m (Lii) = ~ E ‘p~(X) : q¡y E U,.}

= LE P’}X) :14,- ¾.1y~I~ ¿ para 1 Su,... ~ti Sitj <3 r}.

V<samrmosqome res í ((4) es ¿nr entoríro <le O ci pr (X). Consideremmmosimna fumíción v:ontimmua

olosiumiblospo>sitiva¿ : A —Y E ta.l queéjy = ¿. (Veremnosmmmás adelanteqmmeunatal É’ siemúpre

se puedeo’:omstruir.) Entonces

ti< = -(y E P~X) : ]14, - t/;yj <3 ¿para 1 5ií,..., ¾5 q,1 514

<55 un emmtorno (le (1 ci ‘pr (X) y U;” ci res”’” (U) -

Veammmo>s fimmalmnenmte cómno commstruir cl SeaT umí entorno tubular drsfinible abierto <le Y
en A, comí rrstran:ción ir Y —Y Y de <lasos pr— r Sea {0, 1 — O ¡ilma partir:iónm de la unidad
pr— de A símborolinadaal reculírinmiento{T, A \ Y}. Entonces

= 0(¿oir) + (1 —0): A ~* E

es ¡.mmra f¡mmmo:iómm olosfiíril>le commtimmuapositiva, y ¿(y) = c(y) para todo y E Y.
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Si Y no es cerrada obtenemosla continuidad dom
u

ros: 77(U) —477(Y)

en un entorno abierto definible U de Y en X (de botito podemostornar U = X \ fl(Y)). o,

e

Una propiedad importante de esta topología, y que merecela poma resaltar, es que los
difeomorjismosph forman un abierto de T$(X,Y) para la topoloyt~¡ pk~ Para ver esto,
bastarepetir el argumento do, [17,Lemrna 11.1.7]. Sc tiene adomk ([17, Lemnia 11.1.8])
que también las inmersiones olifeomórficasVt forman un abierto.

Sr

e’

En las siguientesseccionesenunciaremosdiferentes versiones<leí teoremade aproxi-
mación y veremoslas demostracionesdc los distintos casos.

e

e

4.2 Aproximación de funcionesde una variable
Sr

Empezamospor discutir el siguientecasoparticular.

Teorema4.2.1 Seaf : R —+ R una función P’ Supon9amosque f(R\(oJ espr+¡ Dudo
una función definible continua 6 .R —* .1?, 6 > O, ezt~teuna función 2Y1í 1: .R —* It ial
que la difewncia entre las deriiíradas ¡(f — f)(a)(z)¡ <6(x) para todo x E It j

1r para todo
a=O r Es decú; f aproxirna a f en la topologúpr

e

Demostración. Queremos aproximar f (Junto con sus derivadas) por una función pr+¡ *

Para ello vamosa utilizar la fórmula de Taylor: Sr

Sr
1 1

f(z) = f(O) + f’(O)x + ... + f(r—l)(o)tr~] + ~f(r)(~)x¿ o,
(r—l)! -

= fQ)) -s-~. + 1 1 (sr)rc — ;(r)(oj\ ~r~ , • o,r + , k’ 1

para cierta ¿ E [O,z]. 1)eestaforma, si definirnos e’
e’

6(x) = f(O> +-“ + ‘f<r)(o)xr
r. e’

y
Q(x,¿) = .1k. (f(r)(¿) — f(r)(O)) ¿,

tenemosque
IGc) =8(x) +Q(z,O
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para osierto>~ E [O.sí:] - Pero>cr>mno Q (sí’, E) f (st) — 0(si:) , de líecimo mio olependede ~. comr lo
r’pios poolosn’ros es<:m-ibir

f(sr) = 0(x) + Qe:)

paraciertafunciómí (2 <los clasepr queesde clase
7V’A” 1 fueradel (3 y queverifica (Yk) (O) = (3

para It = O,. ,‘r.

Comísivícrenmosuna fummciómi y : E —Y E de clase‘pr±Í tal oíue y 1 en umm entorno ríe

tI y ~‘ ti fuera del intervalo [—1,1]. Esta última condición

r~u<s í’/”isr) <3 ( para todo st E E y It O, - . - ,

D avio> e > O. definimos

k:fl-YR

Esta fiomiciómí vosrifica qmíxs ~ (sí:) <3 k íara todo st ci E y A: =

(‘~v>nsideremmios

mmplica queexiste O > ti tal

f(st) = 0(x) + (1 — A,(st))Q(st).

La. f¡mníciómm f coirrcide cv>mm f fuera de [—e,e], es de clase‘pr”<3 limera de

o:o)imicirirs o:r>mm (2 cmi umm entowno(le {O}. Por tanto, 7’ es de clasepr+’¡
{O} (al serIo Q) y

Evioiosmiteniosmmte~fes m.mmía aproximmmaciónde 1 fuerade [—e,e], por lo que únmicanmmemítehay
opios rlo’smm)ostrarqímos j aproximna7’ en [—e,e]. En prinmer lugar tenemnosquo.s Q(k) (O) ~>para
(<molo.> A: = O, ...,‘í- - CrmosideramosahoraAl’, = mmiax,.¿v,,<~ Q(”> (st) y afirmuamnosvílme

Q(”)(j)¡ 5

para st ci [—e,e] y A: = O, - En efecto, podernosdemostraresta alirmación por in—

rl¡mcr’:iómí immvosrsa. Para A: = r, (2(r) (st) <3 ~Ojij por definiciórm. Tommmennmosahora ¡mmm It tal

<v~<~ t~ <3 A: cl it Entoncrss, Q(”) (st)~ = (2(k) (st) — Q~”>(Ofl — Q(”~
t)(c)kst — O~ paracierto

e ci (O, st), y pr>r bii>ótesisde indmmcciómíresimíta <3 J~k~~íAl,.e= ¿.-“kAl<.

Así sos r>btieneqire

f(st) — J(sr)~ = Á, (st)}~Q(st)~ <3 ¿Mc para st & [—“e,e],

ix’ ímra 0 <3 A: 5 y

(1”-— .ñ~”~(sr)! = fi (:)~
Dos esta fornía tenmeinos qmme jA$’~ (sv)fl{k””I) (sí:) 5 =iJe~k+Í.M,= CAl<e ‘—y. Posro cr>míío>

Al, —* O cuamrdoe —Y O, temrosmmrosqíme la diferencia (f — ) (“) se i>uede hacertamm peoluosfia
o:o>mnir> vlnosrammir)s <Su o
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4.3 Aproximación de funciones de varias variables, 1

Antes de emmun¡cranel comentapn inc ipal de <‘st cm soy-emómr, h’jenmros mmmoa. rsio-sit;í. ¡rotao:iomí- Es—
o’:ribireimíos (si:,y) e fi””’ “~“““ para rsl í>mmmtn> (si: ...,sr.,~,, y ¡ , - . - , :u,~) ci fi”’4 “‘ - Davios a =

(a¡ ,..., a,,,) e Ñ’”” y b = (b¡ , ., b.,, ) ci N’’ , osscrtbireuros nsi. = u + - - +nz.~,, b = lsi .$ . . - + l~,

-y
[±1% _ __________________________

dsr”o9’¿j” &si:<” -- ¿)st”’n o3ybi ...

u,

Teorema4.3.1 Sca 7’ : R”” ““ E? si.na [¿micción7V’. ..Supnsinqancnsis que 7’ es de <Jase Ci’>! ¡ e’

[¿¿<srade { [1} >s 1?”’ y que 7’) < ~ Qr+ i - 5’¿¡pn>n=¡an¿osanleinnís que tas [¿¿‘nosínsi’ne.s- e’

*

E” ~ y -Y ah’4 ~ u,(Uy)osp”’ e,snsimc de clase Cir+ 1 para cao/ni a. E fi”’, 0 5 Ju¡ <3 í-. Senm oS s fi”’4”’ —‘Y fi una j½neióndefiniblepo.síti’¿sinsi. continua. Bíctonces existe ‘¿sina función ~[ : fi”’+” —> 1? dos e/usos pr± tn¿í que

a~’~” [b

1

r)c “Uy” ~ — ~ <3 ñ

e,
ysia.s’a tosidnsi (1 <3 <si) + ~bl <3 ‘e.

Den’cost’,’n¿.eíomm. Vitihizamírir ha foirmiumía río Taylor termemímosis<pie

0/ j ¿y
(O mj)si:; + ... + >37’ (st, y) = ¡(Uy) + >7 dr, ¡ a! Usí:”’ (U, ‘q)sí:”

.4
1 ó”

¡

+ >3 a~ 9 (c~jy)sis”

paracierto 4 <sim el segnnosmíto[U,sí:] Aliom ~. si dosfimminoos

0(st,y) = f(O,y) + É4¾o,~)m~ ‘1-”~~~ + ~ 1 d.f

<si). ¿tú’ %~ q)si:”Nf 1 ¡‘1ff ¿»‘ ¡Q(st,z,y) = 7 kar”’~’1 Vsi:’’ ¿¡1) sí-

temmemmmosolmios í’>ara carla sre’q existe 4 ci [U,st] tal opie e’
u,

f(st,y) = 0(st,y) + &2(st, 4, y).
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(‘)bservamnosquos 9 oss mmmi polimiomnio en st ciryo>s coeficientessoir funcio>mnsso:onrtinmuas

¿fi
= — .—s—(O y)

Dr” ‘) -

Coumsidosrrsmnros<si o:on’jumrto

A = {(st, y, 4) ci fiifl x E~ x fi”’ : f(st,y) = 0(st,y) + (¿(st,E, y), E E [O.x]}.

Estosco>rmjunito oss olosfinmible y no vacío. Por tanto, por el Teorenmade Elección Dosfinmible
1.3.1, osxistos unma fumrciónm definible ~ Em ~< E” —Y fl”” tal que para cada st E E” y E E”

(sr,y,C(st,y)) ci A. Es muás, osomno4 ci [O,st], se tiene qíme (‘(O, y) = O y (‘(st, y) —Y U címando
(st. y) —‘* (O, ya). (No$tossrsqueen genosralno podemossuponerque (‘ seacontinua.) De esta

tbrnmra. si definmimnos x~o (s’r, y) = ‘P,, ((‘(st, y), y), obtcmrennrosque

f (sí:, y) 0(sí:,y) + >3 hxu(st, y) sí:”

mr

olonolos Io’>s >‘,, son funo:iommesdefiniblestalossquex« (O, y) = (3 y y~ (.2:, y) ——* O o:mandosi (st, y) —Y

(O, mp>). Almora redefimmimmios

(¿(si. y) >3 “-jxÁsv, y)st”.

Sosarsnmtoncrss í s fi —~ fi unaf¡nnrÁón definibledos clase(Yr+ i , positivay sm4mczenternentc
peq’uos’o.a, <lime i>or.losmmrosemrcoxmtrarpor el Lemmma 3.3.2, y olefimraínr>s e : fi” —Y fi comun 05(y) =

e (~y{2) - Py>deímrososlegir 01m cr>nm la cosindición adicional de que las derivadas

a(“i
>3 «II — [oh)(kít2 )11oi~2a

oí=lo’./21

osstenacotadasPoir o:<>mmstammtes.Conmsidosremnos

U, = { (st,y) E E’0?1±71: IstI <3 c(’q)}.

Ponlrsmníosríefinir

>«sc,y) y (~~j~$)

rlv¡mmolos ¡si. : fi ~4 fi. oss unafunción dos clase‘p>~” ¡ tal que ji 1 emr mmmi entorímode O y y. E O

friosra viosí iimtervalo j”— 1, 1]. Comr esto olefinimnosla lhmnr:iómm

f(st, y) = 0(st,y) + (1 — >(st, y))Q(st,y).

La fuirción 1 rss P~”’”~ fuera ole {U} s< E”’, al serlo todas las fimn<:iom’res imnplir:adasemí su
dosfinrición>. Pero, <‘mm ¡¡mm ysrmtom-mmo ole {O} x fi”’, f = 0 y por tamíto es ole clase‘pr±1 . Así, ¡
<ss <los o:las<s ‘EJ~”>’ ¡
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Corno ammtoss,

1— f= A(¿.

Co> mmipi-r>l>osmmíosis qmme / oss mmmia bmmosn¡aaproxinsiao.siómm.Coimio ./ = .1 limera vios lí, , bastaosst¡md lar

lo opmos pasa.osn U,.

En prmmimer lugar teiremn(>s (lime f (sí:, y) — .f (sc,») = Á(sí:, ‘~) (2 (si:, ‘q) (¿(sí:,‘y) - Pero

sm tosimímamnmos (sí:, :0 E U,, y comno (¿(O,y) = O, podemmmosliarser (¿(st, y) tamm peqiemio <:(>iimo>
<.j¡merammio)s, tomnianolo> e smifi<:iosmmtenmemmtosj>eqmmefio. A cr>mmtinomacióm’í,osstí.íoiiamnrsislas drsriv¿m.olas.

Utilizaimolo> ha mmotaciómmpreviamnemmteestabheo:ida,teimosímiosque

¿j”É”i’>[ (f ¡ ) .~.., ¿j»P[+[Q[>, 4U””P[”I”[/si—q[Q

É~á Á~ q ¿)sí:Pdy’I dx”’ A’dy~’””G

dosímírlosp = (¡si1 ..,p.,,, ) q = (ql ,... op,) y las A0,, somm r:onstaiiíoss- Estimol irsmim<’ís <sim primí iosr
[migarlas riosrivaviasdos A.

Aserto 1:

Dx<’ ( ((y)) >3
9=1<,!?)

(»¿t

)

[a “.2> o;>

j’ 2<; (1)

o¡ommole las C,,9 somí cosimmsta.imtoss.

.Den’costrac’¿ón niel Aserto .1. Es suticiemmte o’:omm í>ro>lsiamlo’ pam-;r in = 1.. E) osaso> a. = 1 oss

trivial. Si a. > 1, tosmmrsmmmos<lime

ÚI<A _ <si
““771””’ — <si, <j=.l(o~.—¡ )/2) C?.¡ ,q¡L< i”’ q)

si(o<— ‘L)””29J

= E ~ [(o>—m )/21 Ca— m ,,, (7$)

Eq<s1<ot—L)/2[ Co1....mq (j>)

—</) (Ñ+) (a —

= Zq=[(o<—1)/si) ~o ,~ [2¡Á” —1)

50k’ ( c(q) ,)

¿¿ (<“.- r- .

2(a— 5—2<,]

— 2q)st<’”””
2” .2<11

Qú’+) Q&) 2a—2q[

— 1 — 2q)¿í5””” (q’+¡ )) (ijj ) (7j~) [sio,—2(q+l)[ .2(+¡)1 -

Dos ossta formmma, í>ara osst¡.mobarJ¡«>±!í’JA debemmmo>s¿m.mmahizarlas olerivad¿rso:omm rossí>oso:t(>a. y
Hw’ ¿%¿~~

ole las expresí<mnmes

Aserto 2: ~ (y.~ (,si(,j))) se
1>Lios(le osxprossarv:O)nmio ¡imia s¡.mmmma de termiiiiio>s <los la ibrímía
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.4

e,’

.4
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.4

.4<

e,

u,’
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u,
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oloimulos vn.1 + /% = A:~, 1 <3 s, <3 ox¿ y
4S,¡si,~ es m.mmma expresiómmpolinmomnialosmi e y smís dosrivadas.

Den’costracin$n del A serto 2. Comno anmtes, oss suficicirte probar el asertol>ara Ir = 1.

aserto>oss trivial para A: = 1. Si It > 1, solamnrsntetemmosrnr>squeobservarqimos

.4) 1 4’ 1 ir...’\ 2] ~4+[“1±101
2Y~si ~ o ~OÉ) ¡st ¡25>] k «¡si))

= ~~(w±[.4±1>(0t ) st 2[s>

[s[) ( 2() ) ¡sí: ¡2] ‘<[(—(2¡s + a¡ + /3k)) e’ (y) (i) 2[s[ +[o>[ ±101+

/]‘ [2 ‘\ 25,] ¡ffl \~ 2]s[±[a[A” [0[
2 t~! o»’.k o 51),, k o(¡j) ) a/ls

= 115’m’±[.s’[”4- 1) _____

(;‘±[s[) (+t$>)
jsnisí([sI $1)

k-1
25>’ ( ú51) ji 2js[±[o<[+] +[0[ (—(2Isk + o’< + k/~i

¡sek21’<~ (~~»)2[sl”4-!ov[+[0[ cl>:, ,~ ,.~ -

¡ )‘Óí) ~I~om,fl<)

U

Aserto 3:

~$(01(2/)”) = ____

olonirlos Ak 055 mmmma os’xpresiómm poñimmo>mmmialení e y smms derivadas.

I)eTnastración del Aserlo .5’: Por inducción. Para It = 1 <sí asertoes trivial. Por hipótesis

<los iníohmcciómm,si A: > 1, temíemnosque

y;; (¿)“)
¿3 (1

ú~
= 1 (—(a+k—

c(y)a”f-’A
1)os’(y)A~.~.’¡ + 01(y)A;>..

1) -

Es fácil vosr rílme, parafumíciommes A y E que depemmdemmde y, tenmenmosqmms

d[”[(AB) a[k[A ¿j)[bk[fl

Qqb >3
- a~1k j~Isi—k

oir)mi<le las B,,~. so>mm coímstammtes.Dos estaformnma, <‘mm nmmestrocaso,

í0~
= Zk<¿,Bb,k~. (,1.w (M;O) £s ((rj~)

y o:aoia térmmmimmo ole estasmmnmmase i>uevie expresarc<>mno unasirma de térrmminmosde la. forma

1/”t±[sl) (6t¿) ) ¡stI~
5>[ (1 ) 21s[±I<x[±[0[±2

1+[b—k[

El

) 25> [± [a]+ [0]

U

A:,a,0,
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oioimde nr¿ + /J¡ =A:.¿ , 1 =-~‘.¡ <3 o~.o.¡ y Bk
0hí< es mmmma expresióní>olimmo>mmmial <sim y smís <lerivavias.

A o:ommtimmmiación,estuoiiamoslas dvsriva<ias dos Q.
Aserto 4:

dsc:”’by
01

[<j[~..’-
>3 ní,,(sr:, y)sc:<í

rl r)mi(ie <5 es i mía fumiciómí defimmil,los tal oíimrs ó(O.>j) O y oS (Sr, y) —> O o:muriirio (st, y) —Y (0,1>/1)).

QDernostq-acióíc niel Aserto 4. Basta ver ~< o’:o>mímo osí “resto>” del <lossarrollo.>ríe <laylor ríe
“E

o:r>mm mespecto>a sí: osnm (U. y) ríe gravlo ‘r — (¡a] + b¡ ) -

Desj>¡.mésdos to>dvs estr>scálosimlos. trsmeimros vímme <:adatérmulomo

~[n±o¡[ A ¿g[o’—p[±[01—q[(

¿

Ds:í’ ¿3m/¿ Dsi:” — ~¿ ¿).jj01’ ‘§

srs í>~<~de osxí>resarv:ommmo umma simírma dos térmnmimm<s<los la formnma.

‘¡‘[si) (
y)

E

(1i¿ñ)
(yÁo (sc. y) sr

olornole u~ =[¡si¡/2], A:.¿ =q¡,nmj+ fl¡ <3k~, 1<3 ~ <3n.r~ y ]t[ =r—(¡r¿.—p] ±jb—q]).

Qmmosrosmmiosacoft.ar la expresiónmammterio>r. Pero i>ara ello>, bastacr)mm acotar

1’

Pero o.:rsimmmo sí: <3 «y), estaexpresiómmestáacotaolapor

1 1.s [05(¿/) [p[—2[v[thsiIs[±[om’[±[O[ <¿y¿2[p[—2[v[±[q[—[k[

y [ysi

~(ti) [a]±[0 [c(y) 2]j’>] ±[¡]““[ k [‘ —

rSsta osxpresiómisos ar-ota r:larammremmtos. U

4.4 Aproximación de funciones de varias variables, II

Emrunmo:ianmíosis alror¿’r <sí teo>rosnma ole aproximírar:io$mm ole la srso:o.uomi ammtrsrmrn smim restrmco:iommoss

.4’

.4

.4

u,

.4

‘a’

u,”

e’

*

u,’

u,’

e,’

.4

.4

e,

e’

e’

.4

.4

.4

.4

.4

esper:iales:



4.4. APROXIMACION DE FUNCIONESDE VARIASVARIABLES,II 61

Teorema 4.4.1 Sea f E~ —* E una función de clase P~. Sea o5 E” —Y fi una función
definible continua positiva. Existe entonces una aproxmmacmon f : fi” E de f de clase
pr±i tal que

__ <33

¡siarnm O ~ 0>5] =

De’runsistración. Emr i>rimmmer lmmgar, utilizando los teorennas3.2.1 y 3.2.2 í>ooleinmo>sosmmcontrar

mmmia estratmfio:aciónrfinta fi” — UAl dos fornma ríne, para carla i, Al~ es urma pv celda,
es pP olifeojmnmorfa a W4 (d~ = vlimn .114’,’), y >f[ lvi, Al.

1 —Y fi es ímmma fmmmmción PP, comr

¡si smmfio:iosmitemi’rosmmtos grammdos dos forma qmie los c(>mm<li(:iv>mmes qímos van mí. mr aparosciosndoemm <sí
a.rg¡.mmmmenmtose verif’ivíuemí.

P;rra.o:aola i, tosmiemmmos mmmm entorno tubímíarpP do.s Al,, es decir, mmm osmítorno abirsrtosi

olefinmibie T, ole Al.1 cmi fi”, imíra retracciómm 5¡mmnersiva~— r ‘T¿ : §fl —Y Al, y mmmma fumnciónm

o:mmariravlo ojos la <listamírsia dos clasospp—m p, : fl —Y fi. Pr>r la demnostraciómmdos 4.1.1, para
r:a<.Ia 1 temmemímosmmmm difeonmrorfisnníoP” rk< : T, —* •R” tal que o~.¿(Al,) = {O} x fiot -

Definm;ummos
Al<k~ J Al,.

<1o(¡irn(M<)=A:

Co.nnmo { Mi, oss ¡rna osstratifiv:aciómi, se tienme que,para A: = U, . . . , u, la uniómm <le estrato>sdos

olinmmosmrsiómm <3 u — A: oss ¡mmm cerradoole E”, luego> smm ososimplenmentarioAl= oss umí abierto <le
fi.’”. Pon inol¡icciómr solsire It, i>roi)annio)s qmme existe una funmciónm ‘pr+í .T<k : Al<k —> E tal

~Io[

axa(f”””f~tW =yk(x)

para o’:a<la :r E .1142, (‘lonmde “1k
5 fi” —Y fi oss mmmía fummciónm <lefinible commtmmmmmammo mmegatmvatal

<J~í~ ‘ny, <3 3 y “1k U sobre fi.¿%Al<k.

Emí efecto> si A — U, Al=0es mmmra ímmmión de smmbcommjummtosdosflmmiblesabiertosde fi”’, con
bm oí¡mos t>astatosimímar ¡=osi= y ‘t/ím = O. Smmpommganrmosque A: > O. Porhipótossisde irrdmmcciómm

temienmios¡míma fmmno:iómm ole clasepr±i ]kk : y,
4’<k —Y fi qímos verifica

__(f — f<k~ =~7k-m

l)ara o:io.srta lmmnciómr definiblos r:omntinuar¡p~.. ¡ : fi’” ——Y fi tal que ‘yk—1 <3 6 y “1k— m O sol>us
- Comísídoioimros mm estrato>N = .114’, tal que o:o>vhimnN = It. Sosa7 = Ti, un enítorno

tmmbiilar ole 1V 1 it¡ ~‘ ¡si = p,. Tr>mnammdo7’ smmfir:iemmtemnemmtepeqmmemmo, l>o’)d<smos smrpy>míer
<¡míos N es el mmmímoo> o strato <le codinníensión=It ojíme immtersecaa 7.

Las fmmnrr momo s ¡ 1: : T fl Al<k —Y fi y f : .7V’ —> E somm <los clasep”±l - Corno>
7/k es

o:o>mmtimmmma y ~1; m U sombm-e 1V, temíernos(lmme f<~ y .1 viefinemí ¡mmm fmmmmciómm pr ,
1o =k: 7 —Y fi.
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Si o:o.>nsideramnio>s<si smmbco>mij mmmmto’> <:osrrado E — E” \AlSk. vsI Tosr>rrsmmia 3.3.5 imois ola. ¡uma.

fumry:iómm dosfimmiblos o’:osintimmm.ia ¡mo mmegativau : fi’” —Y fi tal opios u”” (O) = E. De estaformmma.

í>o>olosmmk~sdefinmir ‘¾A•= mnax{ ‘q,~ i oS } , ojmnos oss imnia fummción deflímiblos o’:ommtimímma imo miosgatíva

olimos yo n mho a rí¡mr tM <3 ~ Y “1k E O so>i>ros fi”\M =A:

Sr <r n/> o/si, 1 —Y 1?” mmmi difeo¡miorfismimo ‘pr,— r tal <pie o¡si(N) = jO } x fi’, <lonrolos

ni = d (‘1’ rl <[mio r>rnoifnsnmro existospor la olemmmrsistraciómmde Lemmra”1.1.1.) Commsioieremnmo>sla
limmmcmomm q ¡ A’ O n/si : U’’ E. ‘I’ommmanmrlr> jsi smmfio:irsmmtonmmosmitos graimolos, trsímosmmioís qm><s ¡;

oss vio o laso ‘p <‘‘‘‘5> P 5> = ‘pr, 9[{e} ~ oss <‘los v:lasrs prití It ±1,p—ml — ‘p± y y vss (los o:las<s
pnl iii fr 1’ 1 ,jsi 1 } — ‘pt ~ ¡ Imíera <los {O } x E< - I’>r>o”lrsmmmos tanmblémí sm¡po¡¡osr qimos las 6¡mmcio¡¡oss

flá ~ y y-Y- ~ (U, y) srsimm ríos o:lasvs pr ! 1 - Emrtommces,por osí resultario ríos la sosco’:ióir ammterio’r.
i><>oleimmo>s aproximmrar q po>r mmnma fnmno:ióim Ps”! 1 ¿)‘ : U”’ —* fi dos formmma qmmos

.4,

7)]”’!
___ (q—0 <3o5¡

í>ara no] <3 ‘e y í>ara cierta fmímív:ióní ¼.oímme se oletermmmimmarámimás arielairtos.
u,,Emm lo> smmo:ossivrsidosimotaremírospv>r sc: las o’:oorolemraoias<sir §1’ ix’ ~>Or y lis o:r>r.>rol<simao.íasosmí

fi”’. a

.4’Coímsirlerosmíro>salirra la fmmnciómm pr”!’ h = 01 0 </1 5 7’ —Y E y estmm<liemmios 1 -&--w (f — lc) 1- e,

Temremnmosr.ímmrs

___ (f —Fc) = j<$u—4) on[)

y rssto sos í>mmevlos osxprossarcr>mmro umma s¿mmnafinmita <los térmmmiiios ríos la formima

—4) a[~’Lp
1k í u~.’’~n¡si~ ¡r -~<~ 1k,,

Líq
0 [ Vsi:?’ j dx’>’ j

a
rionole ¡/3] = no] y ~A:A ]-‘o ] ¡ cm]. Cosinímo oS ¡ se imnede tomn¡ai- tamm peojucímao:onmmr ojueraimios,

po>demnio>sharsosra su vez las (sxl’)resiomresamíterirsirestamí pequeñascomuto vlm.mrsrammmv>s. Dos esta
fornmravrsmnmosopios lc es umía bimeira aproxmnmmacirmmmdososlasos~ ¡ <los f <‘ir §1’. Es <loscir, í>Oo’l<smmi<>s

smmpommmosr vímmr.s

_____ (7’ — Fc) <3 “1k
oír”

sobre 7. .4

vímmeremmm<s “pegar” Ic comí la fmniro:iómi [<A riefimmivla soflmros lrms estratos <losFímmalmmíosnite.
o:ooiimm <3 A- para, oits osstaforníma, o>btemíermmnma aproxirnao:iómmgíríbal. l’>errs, por la rr>mistrimco:moii
<le /¿ peolo nios simi>omlosr qmmvs /o = <~ fuera <le ¡mmm l>osolmiosmro) osnítornio <los N. Así, poolosmrmos
siumplo mm¡o imí o o iefimmin la aproximmiaciómm‘pr ‘4” ¡ 7=01<‘los ¡ sr>l>ros Al 501 mímeoliamitos

e,
JVA(,) ic(x) si st e 7, y e,

J-”’k(~) [<k(~) si st E Al<01\T. U
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Es inmmposirtammtedosstacarque la olemo>straciónammtermores vahiola tammmbiénmparael casode
¡mmra bmmrcirSmi f : U —Y E, dondeU c fi” es un smmbconjuntoabierto.

4.5 Aproximación de funciones arbitrarias

Dossímímésríe lrs rrssímltaolosamrterioresy>btvsmmemmmos:

Teorema 4.5.1 SeaX G fi” una submsiariedad ‘pT Sea f : X —* .1? una función de clase
pr—1 E’rctonce.s es’siste una función de clase pr f X —Y fi que aproxi-m.a f en la topoloqia

pr-’.

De’nrcnsistraciómc. En primner lmmgar consideramosnmn emmtr>rmmo tubular definible U ole X eím fi’’
y muma rostracr:iómm ‘pr”’ ¡ ‘r : ti —Y X, . Con esto, y = f o -r : U —Y fi es umma extemusióumole
o:lasosP~ ‘~ ríe ¡ a U. Por los resultadosamíteriores,existeunaaproxinimav:iómipr ~ u fi
ríos =7.Prsir la. r:omntinruidad dos la restricción,al ser 1V cosrradaen ti, tenosurosvímme f = =I[x es

i.mmra aproximnaciómm‘pr ole f. U

4.6 Entornos tubulares inclinados

En ossta sen:cion extendosínosla clasedos diferenciabilidaolde los entornostubularessobre

¡níma. variosvíaví ‘p~ - Necesitamosesteresmíltado>(ya de por si interesaníte)para establecerel
Tosr>rosumma<le Aprn>xinsiar:iónríe forma general.

Teorema 4.6.1 Sosa.X una s’ub’osiariedanl V~ de fi”. 1?intnsinces 1V un/mije un e’ntorrco tubular
ole cínsi.se ‘pr -

Simiota, omm sim trabajo [17], llanma a estacomístrucciómmun emmtormío> tubmmlan-’¿nclinado.

Dcnmnsistración. Supongammmosisolmie 1V tiosne dimnenrsiómmIt. Cosinrsideremnrosla aplicaciómm

1V —>

st —* N,.X

<imnos asmgmmaa o:aola sc: <sim X el espar:ionr>rnníal a X cmi si:. Este aplicación es de clasospr—1~

La GrassmnmammniamraG,,.,’,A. es mmna simbvariedaolP~ ole E”’, por lo que, emm í>articular,

osxistos ¡mmi entoz-no>olefinible abiertoU ríe ~ en fi”’ y ¡rnaretracciónpr u —>

Si vosmnros m/si v:ommmr> mmna aíMicao:ión 1V —* E”’, podenírosaproximaríapor níma aplicaciómm
<te o.:lasos ‘pr ‘¿/si : 1V E?” . Tomnamidoossta aproxinmaciónmsm.mficiemítemnosmítepróxinía,podemos

smmí>ommerojuos 4si (1V) c U. De estafornía, estáoleflímiola la aplicación ‘r o -~ : 1V ‘* ~n,o —A

opios oss imíma. aj>roximmiaciómmde <-lasos‘pr ríe 4’.
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Si tomíranios ‘¿~ tau l>róxinmma qumo> so veritira

.4

‘r e ‘¡ft (sí:) + 15>1V = fi”’ para tono sí: E 1V,

í>osirlemmmos em>to>mmo:es repetir la <Iemnmostraciommdos 3.3.1 smistituyemidoNX por <sí cojur~umíto .4

.4

{(sr, ‘e) E 1V sm’i E’’ 5 ‘u ciTo ‘¿p(si:)}

*

í>ara. olos osste mmmoo’lr> construir ¡mm osnitormio> timbular “inr:limia<’lo” para<sí ritme las aplicar:iommosssíu
y p somm ole clase‘pT U

*

4.7 Aproximación de aplicacionesarbitrarias
.4

e
Fimiahmmemmte,osst.ablecosmnmosel Teorcmnmaole Aprosixinmaciómm eeuu trirla s¡m gemmrsm-aliriarl.

.4

e,Teorema 4.7.1 Sean1V e Y dos su/si’uariedades pr’’ de fi”’, y sea f : 1V —Y Y una apí~cacíón
ríe clase pr— ¡ - Fíctoiccespodemos aprosí:íncar 1 por ‘¿si.nnm aísiíicación de o:íase P’’. .4

e,

.Deínostrucini’n. Por osí res¡iltadrsianmterior,poriosumossmmí>omíer <lime tosimemmio¡s imina retraccioSmíP~
Cf —Y Y, oloíroirs U es ¡mmm címirsiríro de Y <‘mm E”. Sea/o : 1V —Y fi”’ mimia aproximimaciónídeo’:la.sos

‘pt <los 7’ vista cosimimo umma aj>licao:íómm 1V E”’. lbnimar¡doestaaproxmimmar:mosiums¡dio:íosmrtemmmosmmte
buenmanos mnmo><lo> quoslc(X) ci U. tosm¿íemmmosque 1 = ‘~- o /¿.. 1V —Y Y es ¡mita aproximimaciómí ‘pr

ole 1. U

.4

4.8 Eliminación de esquinasdefinibles

Termnimoanmoosestos o:apítulo con umr resulta<ioqmre mros pertititira “suavizar” las ossqunirasdos e,.

las variosovlaoio:s‘pr (‘e > O). e,

Seamm -c y s vios osmsiterostales oímme 0 <3 r <3 s <3 oc. Cosimisiolerosnmos¡¡¡ma subvariosvlaolpr
Al c It”. Smmpov>nmgamnosv.¡ue existosumí sul>o:ommjm.mmmto rsrsu’radr> 5 c Al tal <¡¡mrs Al\S o.ss ¡¿¡¡a
subvamieolaoiríos clase‘pS•

*

Teorema4.8.1 Dadnsi ‘un entorno alsiicí-to definible U dc 5 en fi’”, existe n’c¿.a sub’uaríedani
P’< Al ci 1?” y ‘¿mcc difensirnorfis;rcosi P’ /c Así —Y Al tul que /c es una aprnsisi:i’mnsi.cíó’n ‘p~ dos ío¿, u,

incíusíócc Al ‘—> fi”’ <7 /c[ M\U = Id- .4

e

DemosU-ac~ó;o. Conmo Al es umma smmbvariedadP” ole 1?”, l>oft’lemtio>s osscril>ir Al o.:r>mmio ¡¡ita

¡mmmíómm linmita Al’1 LO - . - U Mi,. ole s¡.mbo’:ommjurrtosal>iertos tales qmme í>arzi cao’la í la ~>rr.¡yoso:o:mómm *

1?”’ —Y R/”:(sz: ¡. , - . . .sc:,,) ¡—.± (st.;, ,....sc¿,) induce mmmi difeo¿norfismnosipr Al1 —+ y1,

o]ommolos ¼es m.m ¿u sm.mbv:o>mmjmmmíto abierto> ole fi”. Es oloso:ir, osxist:e mrmia a1ilio:a.cio$mi P’ n/q : ¼ci e”
Ud —Y fi” ““‘ tal que

Al4 = graf(n/si.¡.).

.4

.4

u,

.4

e,

*

.4
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Dos liecíro>, la olennostrao:iómmde estos resmíltavio (ver [2, Cor. 9.3.10]) nos í>ermmlitos ver qmme

para r:aola pimmmto sr «5 existe un osirtorno V’ ríe st osní Al tal qíre la pro>yeccuomm7r;~ ;~ [V~”

mmmolmmr:rs mmn difér¡mmmorfismnoP~ sobresmi mmmragosmm. Por tammto teiremno>sque ~ esde clase‘pS emm

flosmimostrammmosel tosorosmnapor inmdmmcciónsobre i. Para i = 1 (omitiendo los sui>ímmdices)

trsmíemmmo>s la apli<:aciómm P’ ~ : V c E<’ —* R”’””<’ tal oíue Al = graf(~) . Consioleremnosla

prr>yeo:ciómlmv : E”’ —Y K. Si deflnimmrosE = mv(S).trsníemr>sque r/si[v\F oss de claseP’<. Pn>r el
Teorenmiaojos aproximiraciómmy su demostración(comísideramídounma descomimposicmómiosmm celdas
olosfimuiblos adaptarlaa E) l)odemnosencommtrarumma aproxinmaciónP5 dos ~

r~: V —Y fiT’—d

tal opios 4’ = <si sobreV\w(U).

De ossta fosirimia, Al = graplm(4’) es mmmma snmbvariedadP5 ole E”

lc Al —Y Al: (st,~j) —÷ (st. <si(st))

oss mmmi olifosonmmo>rfismnr> ríetinible (Y’> queestápróximmmo a la imíclusiónAl ‘—Y fi”’ y h[~’\
0, = Id.

Pasemnosal <:asrsi i > 1. Por la hipótesis ole inuducciónm, pr>demossuponervine existeir

olosis subr:onjimmmtosabiertosis vlefimiibles AL y Al2 dos Al tales_vímmeAl = Mm U Ah y existen

smibvariosolaolesP~ ¿VI, c fi” y olifeomo>rfismnr>spr A.4 : Mi, —Y Mi, tales vIne Fc, oss iníma
a1>ro>ximrmacio5mmp” ríe la. imiclusióir Mi, ‘—“Y E”’ y /o, iki, \U = 1<1, ísiara i = 1, 2. A cosintinmuación

o1íierr.simio>s ‘pegar” Al> y Al2.

Cormsiolerosmnmos<sí smibcomijmmntv>abierto> 1 = Al1 O Al2. Tosnemmrosrsntomíces

AL D Ji = Icr””j1)tIt Ic§’(I) = 12 CAl2.

Commsirlosremnosla aplicación ‘pC oi = 1c2’ o />5 ¡ 15> —Y ¡‘2 <lime veritica

n.t[Í\U=Id.Im\U—>12\U.

Dos estefr>rmrma í>o>oiemmro>s aproxinmara por mmna aplicación P
5 nY : Ii —Y ‘¡‘2 tal <jumos =

1<1 : 1> \U —Y

Tommmrsmmios almo>ra olos subco>njmmmmtosabiertosdefinibles N~ c Al
1 y N2 c Ah qmme verifi—

oímme¡m rímie N~ U N~ = Al, N~ G Al1 y N2 c Al2. Defimmammrosy; = /c;”’ ¡ : Al1 —Y Al4. Ermtommces

í>o<losmiios co>nmsíolerarlos sumbcom~jummtosoleflmmil>les cerradosdos Al1 , olisjxmmmtos,

A = Mr\qs(NsiflMr) B = Mm\gm(Nm).

Tomnosmuos immía particiómí <‘los la umíidad P~ {A, 1 — ~} de Mm sirbordiníadaal recubrinmmiento>

;rbiosrtrsi luí (Ni), y¡ (N~ fl Alr)1. Temmenmrsque A es mmnma funo:iónm P’ so>bre Al1 tal qíme A = 1

sofisire A y A = O sr>bre fi. Definimos emmtonr:es

Al’m fi”
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st +—* A(sr)x + (1 — Á(st))&(st).

y una aí>Iicao:iómu P’< que oss una aproxnnacio>uP~ olos la inclusión. Por tauto, y es muía
mmmmmrosrsiómm difosr>irmórfio’:a. Co>nmsiderosumiosisemítr¡mmcoss A4~ = jsi(A¿11) - Dos esta formmia. Al =

Al]’ U (Ah \ysm “’‘ ‘~ (Nu) ) oss una varieviaol D~ olmios saLisfiro os las o:ommo’lmcioníoss ríos
1 eimmmm>ciado.

U

A l>artir ojos estos resí.mltaolou,r>btemmrsmmrososí siguiemmtetersiremmma.

u,
‘I’eorerna 4.8.2 Primo: m- > O, c’¡:rmiq’ú.iev snbvo¿’riedrnd ‘p’~ de E’’ o:s P~ d’ifeouonsirjíí ¿si. ‘¡¿¿¿¿si.

sub’vnmr-íedad ‘p’>± - Drsis .s’ub’¿;a’r-iedan.les p’>~ ¡ de fi” quos son P” difeo:r¿.or¡as- son ‘pv”! u,

n.lzJensin’cnsi’rfas. e

e

De’ínnsi.s-t’n-aosính’c. C<>mmiom imenmios visto amíterir>rniemite, pr>vlenmio>s estratificar mmmiosstra varsiosolarí

<‘mr nima m.mnmióm’u fimmi la deestratos,ojos formmia opmrs ca-ola mmmmo ole los estratossosa nímasmmbvarios<la<I
pr±u - SosaE la mmmmiómí olios bus estratos(le o:rsivl i mmno-smmslómí > O. oj¡.me ss mu mí smmbcoiíj ¡mutou rlrsfimíil>Jos
o:osrravlo>. Basta.rsnto:mr:rssaplicar el Teoremima4.8-1.

Parala segimímolaafirmmiación. utilizammmos el Teorosmmsia<los Aprr>ximrmaosióuo. Davlo mmmi <huso—
mmmorfismnr> P~ osnitros smmbvariosdadesP’>±l. podrsuiosaproximmiarlrsi r>o>r tutía aí>Jica<:ióui ‘pr’! ¡

Conmo> ¡>oolenmostomimar 0:55ta aproxinmacióntamm o:ercamiaco>mmío qmmrsrammrosisal riifosommíorfismmmo¿sim

r:mmosstióum, rossmmltaojuos la aproximmmar’:ióíu es de hioselmo imil oliféoiiuorfismuir>. U



Capítulo 5

Familias de variedades definibles

Fmi este oaputmm]o vamrmo>s a o stmudiam familmas de varmodadesdeflumbles y a olar mu teorema
sobreha existosnciade trivializacio>nesole estasfamilias.

Emr o:omm<’:rrsto, <sí resmmltaolo>fmmnvtanmmemmtales la trivialidad P’> ríos smmmmmersiommesP’> proj>ias

sm¡prayosctivas.IJmm l>mnmmto) clave emí la dosníostray:ión<55 olime, vlao”la muía varievíad dosfimmible osnm
¡mira <sstructmmrarsi—mmmimmimmmal S que osxparmdemmmi cmmerporeal o:erraol<’> E, porlosumoscv>nstruir

mmii ¡oío>vlelo <los ossta varjeolarí olefinrible so>bros unía estructurao—nminimnal “más peoluena’ , vss
oioso:ir, rimuos expamndos¡mmm cmmerporeal o:osrrado qmnos oss mini smrbr:mmrsrí>o de fi. Este procesoole
:ommstrmueciómm<los mmmodnslosdefiiriblos y el mmsr> del espeo:tro olefimrible nv>s permrmitiráolemnostrar

<sí mrssmmltadrsipri mmo:ií.sial.

5.1 Familias de variedadesdefinibles

Dau¡¿osemm <‘sta seco:ióim algmmmmosresmiltados1>ásicossobrefammmilias dos varicoladesP’>. Enm los
o:a1>ítm.¿losamiterir>rossluemmmos r:rnsideraololas famímilias ole conjímmmtos olosfinibles conmo smmbcomm—

Imuntos 1V c E” x E”’. Commsideremmíosalmorammna situaciómmalgo muásgemíeral. Seamm N ci fi”
y P ci fi’> rir>s varieriariossP’> yq : N —Y P unaaplicaciómmP’>. Emmtonío:rss,si cr>mmsiderammmos

1V» — {(‘r y) e fiR x fi” 5 st g(y)} c E” >< fi”

jk>olemmmos ver q cv>mno imnía familia ole conjunmtosdefimmible, donmolos X7 mro> oss mmrás qmme y”” “(t).

Dos almosira <sim avlelammtos, veremíroslas famirilias cíe conjuntosdefinibles de estas<bis forumas
osoím.iivalenmtrss.

Proposición 5.1.1 Seanfi ~ fi” y 1V ci B x fi” subeonjuntos definibles tale..s que, para
n:ada b ci B, 1V>, es una .s-ssi,bmsiaríedad P’> de fi”’. Entonces, parnm cualquier a E E, A?, es
‘urca, s’¿s.b’vam-i edod P’> de A: (a)”” -

.De’n,cnsistració’rc. Por la Propr>siciómm3.1.5, el hecimo(le qm.me 1V~ sosaunma smmbvarirsola.dP’> ole 1?”’

i>mwrlo~ sosr exl.)resadr>por una famnilia parannetrizadade fórmnmmlas deprirnmer oírolenm, oligamnv>s
<144. Euitouro:oss X<, vosrifirsa la fo5rrnímla ob~, es deosir, es unavariedavíP’>. w

67
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Proposición 5.1.2 Sea5 c 1?” un conjunto definible y tal que 5 E a. SeaU un subeon-
junto abierto definible dc 3 x Ittm, y f : U -4 3 x It una familia definible de funciones
pararnetrizadapor3. Sí, para cadat E 5, la fibra J’¿: U~ —* 1? esunafunción pr, entonces
la fibra f..,, : U« -4 kfrx) es también una función 27.

Sr

Demostración. Basta observar que, de nuevo por la Proposición 3.1.5, el hecho dc que
f~: U~ -4 It seauna función 27, para cada t E 3, sepuedeexpresar mediante una familia
olefinible de fórmulas.

Vemosa continuación algunosresultadossobre familias de aplicacionesdefinibles que
nos seránde gran utilidad.

*

Proposición 5.1.3 Sea U c W x It’» un abierto definible, y <y : U —* Rl’ x 1? una
familia defuncionesdefinibles. Seair 1*> x It”’ -4 Rl’ las proyecciónsobrelasp pnmcras
coordenadas,y supongamosque, para todo t E ir(U), pi : U< —* It es una función 17.
Entonces existe un abierto definible V C ir(U) tal que ~ : U[v] 4 y x R <~ pr y,
dim(ir(U) \ V) <p.

u-
*

Demostración. Procedemospor inducción sobrer. Para cada i = 1,... ,p consideremosel o,

Conjunto>

— {t E ir(U):8~ existepara todo (t,x) E U}

Claramente G~ esdefinible y es definible en U[oj. Veamosque dimtur(U) \ CIA) <p. Si
dim(ir(U) \ G~) = p, por el Teoremade Descomposiciónen Celdas,existeuna caja abierta
C contenida en ir(U) \ G~. Supongamosque Ci E C. Entonces existe un e > O tal que

= (O, ... , O, t,O,... , O) E 0 para todo t e (—e, e) (estandot situadaen la posición1).

Consideremosel conjunto definible u-

¿>9H = {(t,x) E C’(C): ~—(t,z) no existe }.

Como O c ir(U) \ G
1 tenemosque H # 0. Utilizando el Teoremade Elección Definible y

la descomposiciónen celdas27, podemossuponer que 7 SC elevaa un camino7)’

e

e
Tenernosentoncesque para cada s E (O, e), e

e

(go5~(s) = E ~?-(5(s)ÑÁs) + vg u-

E ?2«5(s))fl (a) = ~ + E y—(
5(~))f=(~)•_ 5=1 5=1

e
Deestaforma, h = y o 5: (0,e) —* It es una función definible que no admite derivada en *

ningún punto, lo que contradice el Teorema3.1.3. u-
u,

u,
Sr

Sr

e
Sr

e
*
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Po>r tamnto, dimnt(mr(U) \ 0~) <3 r paracavia i. Conisiderenniosentomices

5<707 = {t ci 0,.: —‘--(t, st) existe y es cormtinmma paratono (t, st) ci U}.
st’

Tosmuosmmmos olmie O, es mmmi smmbcosirtiunmto>olefimmible de 0i, y por eh >I’osorenma de Commtimmuidad
a f’m-o>zo>s osxiste ¡mmm cosrmadr> olefinible .fl ci 0, tal que O ‘y N ci 07 y olimmm(0; y F¡) <3 p.
Tr)m’uiammdo emmtormo:oss y = fl 0.7. teuremnosmmmuestroresmiltadopara r = 1. Por immo’limccmomm se

olemimnestrafáo:ilmmmosmmte os! resultavio>paraun m- arbitrario.

Proposición 5.1.4 Seaa ci fin, y sea9 un subeonjunto definible abierto de k(a)”’, y
y 52 —* /c(r:r) ‘una funcic$n ‘p’>. Existe una subvariedad P’> Al ci flP, con Al E a, un
subeonjunto abierto definible U de Al’ x E”’ y un-a familia definible de funciones f : U —Y

Al ~ E pa~-ametrizuda por Al, tal que U,, = 9, f~ = y y f es una aplicacidn P”’.

De,nostro.ció’n. Por oio=finiciórm,osxistos mm subo:onjuntoabierto dosfímmible U ci fl’P >< E”’ tal
que 5’? = ti,,. Por o>tro> lado, i>odernmrsescribirk(a) = (fin x Eh~~ Drs estos nimodo tffimosmlmr>s la

a.í>li<:a.o.:iómm olefimmii>los y : U,, —Y (fiP x fi),,. Por la Propr>siciómm2.3.3 existos mmnm subeonjunito>
olosflímible A ci fil’, A ci a, y mmnma aplicaciónmríefinible ¡ 5 —Y A x fi tal que y =

Coumsiderenmiosel subo:onjmmnto

E = {t E A : ir : (1< —Y E es de claseV’> 1.

Es v:larr> qíme. fi oss umir commjím¡mto definiblos y E # (A (si fi = Ql osmmtonces ji,, = y nro es ole
oslasospr). Utilizanmolo la oiesc<>mmmpo>sicmr>nemm celdas‘p’>, tenenmmr)sqmmeexiste ímmra variedaví‘pr

Al ci fi, Al E (‘o, <lime vss ~‘> olifeomorfáa iímm espacioafímm. De estaforma, 1 : CJ~í~j —Y Al >< II
vosrifio:a ojímos /~ oss P’> para toolo t ¿E Al. Pour tamíto>, pr>r ha puoposisiosiónammtosrior (rosdmmr:ierrdo

tal vrsz Al) í>orlosmm’mos smipomerqmme 7’ 5 ~4íl —Y Al x fi oss P’>.

Estapropo)sio’:ir>um se í>mmedegemmeralizarde unma férímia bastantedirectaal casoemm que ti

sosa.muía. varmerladD’>

Sigmijendoole tormna directa la demostraciónde la prr>posici~nanterior. podenwsde-

mimostrar ¡ma útil rsxtemmsiómmde esteresultado>.

Proposición 5.1.5 Seaox E Rl’, ¡j scan M y N dos variedadesP’> - Seay : Nfk((,) —Y

NA.(,,) ‘¿inri ajpízcacíon ‘D’> . Existe una s’ubvariedad pr 5 ci fi”, conS E it, y ‘una fo.’niíia
ríefinible (le ajsilieaciones f : 5 x Al —Y 5 >o N paran¡.etrizada por 5, tal que ji,, = y y ¡ es
‘¿170(1 a~siuieacion P’> -

Proposición 5.1.6 Sean.8 ci fi” y 1V ci fi x E”’ subconjuntosdefinibles. Consideremos
‘¡<‘¿o olenocntocm E E queverifico, que X,., es una sub’¡siariedud pr de k(cx)”. Entonces existe
una. smb-variedad P’ Al ci fil’, Al ci fi, tal q¡si.e Al E cm, 1V[MI es una subvaríedad ‘p’> de
Al x .8”’ y la ysiroyeeo-¿ón. mr . 1VrMí M es una s’umerszon.
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u,

Demosisi’co.cídn. Sea lv = olinmí 1V,,. Enmt.<simmcespo>olemmmr>s eso:rii>ir 1V,, conro umia mmmmiómm finta

1V,, = U A4, oloimolos carla A4 = graf(o~j¿±u ~ para ciosrtas fumuciomiossP’ <p~,1 5 1.! “““Y

A: (a), olo>mmvlos Sí4 es mmmm smiml’>comrjummtoal.¡ierto vlrsfimmiblos <“los A: (a)k - Por la Pro>1>osio:iomr5.1.4 osxmstos
¡ma subvariosola<.l‘p~ ríe fi», Mi, ci E, muí s¡rbcommjmmmrto defu¿il>los abierto (Ji, ci Al x

Inmírciomies .tí,r:+i sy>bre U tales oítme L, graplr(f4k~¡. , ~..,,.)vosrifica (U,, = A4 -

Por la Propo.sicióm¿2.2.4. tommmammolr>Al mnmáspeoiuefma,podosmmiossmmpomrosrqimos
1V[Mí es la iríriótí

olos lo>s sul>o:r>mmjummtr>s<‘leimnibles abierto>sL
4 - Dos estaformima,

1VIM] es mmnma variedarí‘pr y mr <ss

trmma. s¡nl)mmieu$si~mi. Li

Corolario 5.1.7 SeaU ci fil’ un subco’nj’unto definible. Sea 1V ci .8 x 1?.”’ ‘¡íns’ubcosinj’unto
definible tr,,í que. ¡siam-a cada b ci E, 1Vb es una sub’vuriedo.oí P”’ de E’”. Entonces existe ‘ufior
est’ra/.ificació’n Al

4 } j~z ¡ de 13 en ‘un. nmimerosi finito de valí edades ‘pV de ¡rsi’í’ona que pozía cada.

E 1, 1V~ ..vsi1 es una ‘va’í¡edarl ‘D’> y bm pro yosecioi’n ~ Mi, es u’¡oo. sub’nme’ísíoin. Sí. adosmnoís.
es un conjuntrsi ceri-o¿dosi — tsi.cosilado ¡siara ca oíosi. lsi, ysiode’rnos ¡siedir <¡‘¿me dicho. .s’’ulsi’¡nersíojo. sea

ysi’ooj’sira.

u,

Dein osistracio$n. Sea ri ci fi. Por la Prosiposi<.:iómm5.1.1 trsmiemmmr>s qmnos 1V,, es íímía s¡mt>vario:soia.oi

P’>. Emítommo:oss, por la Prr>posiciómm 5.1.6, existos umma simbvariedaolP’> Al tal rírmos X[M] 055

immm.a smmi>varíosolaoi y
1Vf A’]] —Y Al es mmmma sm.mmmíersiómm. De ossta fo.’urnmma, por la commi~>ao:iriaoi <losí

<ssí>ectrr rksl”imu iblos, res¡mit a vímne 13 srs pinsole l>omler osonmio limia mímímon fmi ita { Kl
4 } <‘los variosríarles

P’> qm¡o.s vo:sriíi.<:amm las commdiciomiossviet osnmummo:iado. Finralmímosirtos., í>or la vrsrsióm¿ o’Ivsfmril.>los olosí
t<sorosnrmaolos Haro.it [5, ‘lUir. 5.22], í>oriemmmo>sobtemier lromnoso>mmur>rfismmmosvlosfí¡ibles

¡¿.4 X[x’/i] -Y Al4 -Y + u,

coIIrl)atii>loss con las - a .A’í.¿, para<.:irsrtas variosoiaolossP~ fl, tal vrsz rosfimiamiolo laproyeo.:o:iommoss
osstratifr’:ación. Esto> mmo>s posrmímite oienrrostrarla segm.mmrdaafirmmmacióii. LI

u,

u,

El siguiemmtosresmiltavio irosis presosntaformirmnlao:ionmoss<sqímivalrsmitrssolosí resultadopriumoipa!

<‘los ossta. soso:eio5mm (válidas para cualqmnier osstrmio:turao—rnimmimnal (U, 5)). Parai>osido.sr dar el
osumníciariov:omm proseisíónm.m¿os<zssitanmios algunmasuocmosiomrssoirs teoría dos mi.¡<uo’lrsl<.us. Una 1>¡tena

mosferemuciasol>rosestos teína, tosmmiemmdocír <uremuta las apltr:acíommes<lime los oím¿rsrenmo>sriar. rss <‘sí
trabalo> ojos Pn’osstosl [1.53. u,

Seafi’ ¡.ini o:mmerl)o> real cerradoy 5’ mmmía. estructurav—u’iimmmummmal que osxpammoiososí o.lioSrpO)

rosal cosriadofi< - Defimrinmros <sí lenguajos
t.s’ coimio <sí leirguajos o~m.~rs ium<.:lmmyrs mi sim ¡mt>osilo <‘tos

relao.:íómm n~aría r¡si;~ para carla o.:o>m\]ummto <lefiumil)le A ci E””. De formnma trivial. 5’ es ¡mmm

£
8’—estructura.

Sosa E otro cuerpo> real cerrarlo qíme oss muía extosnmsiómi<los fi’, y 5 immia osstrmmr:tmmray>—

nmummimmral rímios osxpammde <sí cuosrí>o real cosrraolo> 8. Si fi es mmm¡a £~‘ —estructuray srs verifio’:a

rímuos toda.
t.s’ —fórmmmmmla (co.smr parámnetrososmm fi’) es cierta cmi fi’ si y sólo’> si oms ciosrta. <smi U.

olir-osnmo,sqímos fi’ ci .1? oss ¿mita ínuoer-síonelemental. Si (fi. 5) oms una C
8~—osstrw:tum’a y U’ ci fi
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oss iníma mmnnmersiómío’slenrmenrtal, diremnmos que (fi, 5) es mmna extensiónelementalde (fi’, 5’) y
lo> olemiotarenmmos~>or

(fl’,5’) (E.5).

De mmmia fornma semmcilla, esto se í>mmeo’le irmterpretar <le la siguiente forma. La estructuira (.8, 5)
es inima extemmsiómíelemmremmtalde (E’, 5’) si la extemmsiómr fi’ —Y 1? es una inmersiómrelemental

y to>olr> <:o>njummto A’ ¿E 5.~ se puede inmterpretar conmo un r:r>mmjimmmto A E Si,.. Llamnarosmosa
esta “iimterl>reta(:iómm’ la extenszonríe A’ a (fi, 5) y la mmo>tarernosA’11.

Ejemplo 5.1.8 S¿ E’ ci fi es una extensiónde cuerposreal cerrados y 5 (i-esp. 5’) es la
estl-’uct’ura o-’rninimaí formada por los conjuntos sernialgebraicos sobre E (resp. sobre fi’),

Ejemplo 5.1.9 S¿ (fi, 5) os una estructura o-mxn’¿’rnal que expande el cuerpo real cerrado

1? y cm E fil’, entonces (k(cv), 5(a)) es una extensión elemental de (fi, 5).

DadasN y 1’ variosdadesP~ (í>ara 5) yq N —+ P umma aplicaciónm‘pr, diremosquey <55
pr trivial si existe mmm í>mmnto p E P y inn difosomorfismo‘pr ‘y = (-yo, y) 5 N —Y 9—r (ísi) >< P.

Esto sigímifea quo.s la faunilia asr>ciada1V» es trivial, emm el semmtirlooíue todas las fil>ras son
pr riifoso>mno>rfa.s a la ft>ra 1V¡.

El siguiente resmmltadommos da í>roí>iedadrssequivalemmtesa qire mmn;n aplicaciómí (o mmna

fauvuilia) sea ‘pV trivial.

Teorema 5.1.10 Sca A: E N fijo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(í) Sea (.8.5) una estructura o-mmnzmal que expande el cuerpo real cerrado fi, sean
13 ~ ftP y 1V ci 13 x fifl subconjunto.s dojinibíes tales que para cada b ¿E 13

1Vb es
una ¿sino ¿edad ‘pr <le dimensión. lv. Entonces existe una estratificación finita 13 =

U,.
6, Al,. de JI en variedades ‘pV tal que cada es una variedad ‘pV Y tiene un.a

trísvzaíz.zaczón definible

Ir4 : —Y fl x Al4

para cierto. ‘vur~edad pr t

(vii) Para cualquier (fi’, 5’) ~ (fi, 5), toda variedad de clase P~ y ci fifl de dimensión lv

es difeom otía a la extensión a (E, 5) de una variedad P~, V’ ci E””.

Con A; tosioir,,’¿n’a fijado, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i’,) Como O), pci-o 1V,~ cerrado-acotadopara cada b.

(u’) Como (u), pero con. V cerrada-acotada y V’ cerrada-acotada.
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(iii’) Para c’uuíqu~os’í- estructura o—m.inirnaí quíos expande ‘u.’í¿. cuos’íysio real cerradrsi (fi, 5),
c’uaíquíe’l-’uariedad ‘p’ui, de diunensión lv + 1, 1V. y cualquier sub’¡í¿e’ísíón de o’:lasos pr
sob’íeyer:tí’¿a Y proysiza p : X fi, ex~ste una trz’¿siíaíízo.o:íón ‘pr It 1V —Y F x fi (para
cierta ‘variedad pr E). e’

e

Demost’í-acíón.. (i) ~ (u) (e (í’) ~ (ji’)) Po>r riefinmio:iómí ole. inmumcrsió¡melenirenmt.al,pooiemíros

osso.:ril>ir
V = {st e fi” : 4da,st)’}

oloirrios « oms umía fórmuila dos í>mimmrer ordemm emm Ls’ (o.ss dosomir, numa fórmnimmla ‘comí í>arámmietros

<su fi’”) y a ¿E fi1’. ParacavIa b e E’’ porlosumoscoimsiolerarel conImnírto> r’iosfimmit>le
u,

1V,, = {x E fi””’ : 014 (b, st) } -

*

El <:onmjmmmuto vios lr>s b E fi’P tales r4mros 1Vb oss ¡mmma s¡ml>varie<’la<l P~ (cosrraolay aer’>ta.ola) olos u,

o”limmiemisiomm lv- oss íímí smmi>conjmmmitr> olosfimmil>los 13 ci fi’lsi. Dos ossta fo>rmiia í>oolosmmirs c<>mmsidosrarla.
u,famímilia olosfinmiblo.s 1V —Y 13 ríos variosdavlossP~ (cr>mmmpactas)<le <.liíuiemosiómi A:, l>araniostrizaoi?rs
u,

pr>r 13. ()1>servosmírosqmíos a E Bu y 1~ = ~ Aj>lieammros (í) (o> (í’) ) a ossta fammiilia, y
o>btemmemmir.>sosmi.t<.>mmces tas trmvuarizav:iosiuio’ssIt; 5 A —Y 1’.) X 1W; - ~xustos‘¡. tau rímnos u e (lvi;)!?.~

Po>r Ir> tairto, 1/ (E;)A~

(u) ~ (i) (y (u’) ~ (i’)) Commsiderenmros13 y 1V como <sim (i) (o> osní (i’)) - Tomnemmio>s cm ci 13.
Ent<>mm<’:rss, í>or la I>roi>r>sir:iómm 5.1.1, 1V,, oss ¡míma smml>varieo’iaoi (r’:rsrra<la y aco>ta<Ia) P”’ <los

A:(r’t)”” <le olinmrosnisio5mm lv. Emitommces por (u) (o (ji’)) obteííosnmío>summa varicolad P~ E (sr.>bros

U) y ummr oiifosr>mmmo>rfismmuo ~ q: —Y 1V,,.. Por la Proisiosisiciómí 5.1.6 existos ¡míma variosolarí

‘pV AA’ ci 13. Kl E it, de fr>rmmma oíue x~ ,~ oss imuma subvarirsr’la.ol ‘pr Aí>lieammios la Prr’>í>osmo’:mr’>mi
5.1.4 (nlmás bienm sir grsneralizao:ióimal r’:aso ¿los variosviavies) a =Jy a q”” 1 y rsil>temiosmuo:>s uit

o.life<>mioc>m-fisinmo> ‘p~ I¿..- E x Al x~ Al (Ial vosz rosoim.ío:io’sírr’lo Al). Posir la er>miií>ar.:iriaoí ríos 13
o>bteíemnío>s(í) (o (í’ ) )
(iii’) ~ (ji’) Emrmí>oszamrro.scomiur> omm la olosmmmoístrao:iómm<los (i’ ) ~ (u) - tltnmemiros V y r:r.>mu s—

truimmros la famírilia olefímible X —Y 13 sobros fi’, dos fr.>rmmia quíos V = (Xp-),,. Si aplicaimios <si

Crírolarir> 5.1.7. obtemmenmmosisla coleo:o:iómmfinmita {Al’ 146/ y, para carla í E 1, summmosrsio>mrossDr

propi¿’rs 1V~ Al,’ —Y Mi,. Existe í E .1 tal qime a E (Al;) p. Tc>mmmosmmmv>s b e Al
4. Porleimios smmpo>uuer

(tal vosz smrbolivioliemm<l<si la <sstratiflcaeioiui)<timos Al4 flís . Emmtr>nr:rss. tosímosímiosnimia i itímuersion1

dileomniórímeaole oslasospr fi (Al ) _ -~ fis cuiya immmagosmm o:r>nmtiemre a y b. Cv>mmsidosrosmmíos<sí

Y—Y 1V

1
.13 —÷ .,VL.

La fummo:i<$mrp rss i.mmma smummmersiómipropia, por lo.> o~i.mos, í>or (iii’), V ~

(u’) #> (iii’) Apliqmmemmmr>s (u’) a. ¡si ; 1V —Y fi. Oi>temmemmios emrto>míces nimia partio:io)im a¿ <3

- - - <3 a. <los .8 tal rimmos ¡si oss trivial soi>re (a;, a;.1.¿ ) . Posir r>tro la<:lo>, es j>r>siblos cosimistruir imita
trivializaciómí ‘p~ sr>bros umnm osnitr>rmmr> al>ierto defimmible de cavia. rí.,’. Emm rsfosr’:tr>, sea1’ ci 1.”” mmuo
osmítorímotubularolosfmmibl<s olos 1V<, = p ““‘(u4) y mr 5 T 1V,.,. la er>rrespo>mmviientrsrostracciouuíP’.
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Al srsr ¡si l>rr>I>ia., osxiste ¡mmm imitervalo 1, dos fi qmme o:o>mitiene a a; y tal que Xí, — ~ (1i,)ciT.
Eiuto>nmces,rosviucienrír> tal vez el immtervalr> 1 , podosmos supo>nrer vínos la aplicaciómm

Xp —Y 1V,.,. x Ji,

st v+ (sir(st),p(st))

oss mumi r’lifosoínuorfismmiou P’i

Dos ossta.fi>rmmma tosirenmios¡mmm recubrimníiemmto>ole fi pr>r immtervalos abiertv>sde fdrnmaque¡si es

D~ trivial sr>i>re osaríaimmtosrvalo. Almora vamírosisa “posgar’ estastrivializacionrespara v>l>temrer
mmmía trivializao:iómr global. SmmpoímgamnosI>or ejosmnploquos a.; = 0, 1; 0 (0, o,;±i) = (0,1), y

seamí

h:X(0.,,,,1~1)—Y P~x (aí,a;±í)

(.VXj”””YXo xI,

las ríos trivializao:ioímeso:o>mrstruidas. Consirleremosel olifeornr>rfismno‘p~

(st, t) +Y (o/si(st, t), A)

y la apliv:ao:ióim

& : fl x (0,1) —Y

(st, t) y—Y q~ r ($i: u(A)), t)

oio>uuvlos r si 0<3 t <3<

rfeímeímm<.)sqmue (ossmmmm olifosonmorfismo>pr Observemosqire si 3/4 <3 A <3 1, emmtonoses~ —

y que si 0 <3 A =1/4 entonces& = y”’”’ o (‘¿fi x Id), rlomrde uf = oh-, ~): F4 —Y 1V» es un
olifeomnorfismnmo ‘p’ - Podemosisolefinir emmtommces

10*:
1Vi•?J(<i ~ —+ E, x [1, U (a . a;<

1{ (‘~Ó x lvi) > &—r(~) si p(x) <3 1

01’) ~:(:t?.<3 1

Dos estafo>rmna. pegamm<’lo las trivializacionmesimítervalo a intosrvalo, obtemmemnosurna triviali—

zaosinglo>l>al ole clase‘p~

Paraobtrsmmer una trivialización ‘pr, írecesitanmo>sel Teoreniados aproximmmaciómm. Sealv’

la trivializaciomm ‘p~ o>l.>tosmmida í>vsir el í>rv>o:ossr> amíterior. Pv>r coírstrucción tosnemnosque lv’

oss ríos la formna (l¿{ ¡si) - Sosa
1~,ou mumma aproximmraciómmP~ a 14~ . Emítoncosslv = (lv» ¡si) es mmmía

ap)icarurm ‘p~ próxima a Ii’ (junto con susderivadas),y por tanmto es un ulifosomorfismrsi.
E

Ao:al>amnios<sstmr seo~:cioncon olos resmrltavlr>stécíricos.
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Lema 5.1.11 Sea (fi’, 5’) ..~ (fi. 5) ‘¿¡n.u extensión eíe’men.lal dc estructuras rsi”n¿.’mn’í’n¿,aíes
sobre c’uer¡sios neaíes cerrados. Sean A Y 13 variedades P~ , y ri : A~ —Y Bp una ri.plicac’¿o’ii W

Vs q’u e satisface cierta cantidad finita de crsindio’-íon.es que ¡si’uedcn ser rsi’r-n¿.uíadus ersin¿.o
formulas ríe primer orde’í’i. del lenguaje L~’ cosin ¡siarametrrsis en fi1 - E’r’rtosinces exísle ‘¿¿‘r¿.a
de aplicación P~, Y : A 13 (solsire fi’) que satisface ío.s misnías ersindíciones. Es ‘rv.as,
pvsidemos elegir Y de fon-rna oporr: ea:istr¡. ‘ana a.m.í.l’rosi. de aplio:orc’i.onc.s P’~ á : [0, ‘1.] u x A u.
[0,1] ¡~ x ~¡? tal que A» = ó~, Am = 6 y, ¡sian-a cada t E [0. 11 u, A, satisface las ‘rr¿is’rnus
condiciones de primer- osirden. u,

u,

De’m.ysistracíon.. Comisiosierosmímos<sí grafi> olos rl. Ponemoseso:uil>ir

graf(rl) = { ~~ fiA’ <14 (a., st)) u,

í>ara r:iosrta fórmiula <‘los prinmero>rdcíí emm Ls’ y ejerto> o. E It’. Seau’ mmmi osho.smímemmtr> osmí fl41
Pr’>dosm¡mosisconmsiolerare.l o:r>njíímítr> olefmiil>Je

u,

1V(a’) = {st ci 1?””’ : (14(a’,st)}.

u,
Sosa13’ <sí conj i.uiitosi ole pmmmutos o.’¿’ E fi”’ tales qiue 1V (a.’) es osí grato <los luma aí>lio:aciónm P¿

9

os¿mtre<4 y 13 quíos satisfao:elas conmoliosiomiesolos ísirinrosr oroiosmm amrterir>res. La er>umolio’:iómm para
o.juio.s ¿mmm r:o>mijmmnto olo.sfimmil>los eom filA sea<sí grafo ole unma aplicaciomíolefimmiblos emitros u y 13 se

puosoheexpresarmediantemmnmafórmnmula ríos í>riníer osirdemrosmí osh losmígimajos~s~ Es imiás, teimeimios

<sí sigumiemíteresultarir>:

Dado ‘¿tu ersinjuntosi definible 5 y uuoom familia definible .1 o A Y 13) <~ .s 0<1 <.~si’ttj’¿í’ítto> u,

jA E 5 1~ o s P~ } es definible

Así <1 smmbcoímjuimmto 13’ oss definible y o. e .B~-,. Ahora, podemíioscomisiolerar ummma oss—

tmatitmcar mr>m> ‘p~ { 5; Br u,..~ ole 13’. domiole cao;la 5; es moima variedani ‘p~ coirosxa. Emmt<simro’:oss

,, o s mmmmaestratiticao:iómm ‘pV dos B~ y podemmmossur>o>miosr olume a. oss i.míu pmmimto ríos
la vaímr olarl P ‘ r:rsimio.sxa Sin - Obsosrvammros<~íue.Si Ql ~sir>rrímneSi u # 0 (í>or <iosfiii.io:iómr ole
mímumensuomí río mmienmta.l)- Powlemmiosis conmsidosraremmtoumrcrss la fammmiiia oirsfmmiblos

u,

O: Sí zA ~+ S~ x /3 u,

qmme vosrifica olmie í>ara cao’la t ¿E
5r, C¿ es la aphr’:a<.:uómm ‘p~ eorresj>onidiemitea 1V (t) - Roso:r>r—

ríeniosis ohume. dado> vi E S~ . (Sí x A),, imo es mírás que A - Emítojumioses.
1>r>r io:io5iik(v) la Propr>s

5.1.2, í>aratovir> ¿ir E S~ , 0,., : Ak(<,.) —“Y Bk(~) es iimma aphr:ao:mómi‘p~ . Posir las Prr>po>siciommoss

5.1.5 y 2.3.4(1>),existos uima variedad ‘pV Kl ci S~, Al E cm, tal qime la al)li<:acloir

íMí 5 (Sm x A)INU —Y (S~ x

*

~5 23’; ossta aplicarsiomíoss simrí¡>losnmemíte(O A’! >< .~ ; Al x A —Y Al >< 13. Así, por la <:omiuísiací<iaol

olosí esí>osctrosioírsEmmi L>lo.s, se tiosíros vinos Su es umia ¡ímíiómm finmita U~?.> Mi, ríe suibvarieoiarlossP~ tales

olumos (0 : Al; zA —Y Al; xli es <le clase‘p~ para<saviaí = 1, . . - , lv. Es mímás, sumbestratifio:amirlosisi

es míecesario>,i>o.>demnmo>ss¿mí>r>níosrqume Al, es P~ olifeonmmrsirfaa fi <miii,. M~ í>ara osaría í = 1, ... , A:.
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De mmumosvo í>odemmmos smmpr>mmer que a ¿E AlÁ R y Mil? # Ql. Podemoselegir a’ E Ah de forma
que 1V (a’) seael grafo unía aí>licaciónm P~,

oS’:A-*B

olefinmida sol>ros fi’ y que satisface las co>nolicio>nes ríe í>rinmer orolenm. Commro Ami? es mnrma
sumbvariosdad‘p~ olifosomímorfaa fidim 21i podemnostomnar immi camnino> ‘p~ osrmtre a. y a’ emí Ahí?.

Este sigímifica qmme existos inri “v:amino 23’” entre rl1 y rl, es decir, existe unrafamilia D’

A : [0, ljn z A» —Y [0,131?z 13»

tal <inc A» = ó~, A1 = rl y Ao es ummma aplicación ‘pV que satisface las anterio>res condiciomies
rlrs 1>u:immmosr ordosiu <son pararmíetrosemí fi’, para caría A E [0,1] R• Li

Proposición 5.1.12 Consideremosuna ¿nmers¿onelemental (fl’,S’) .~ (11,5) de estruc-
lay-as ísi—n¿mnimales que expanden cuerpos reales cerrados. Sean F y D variedades de clase

5 FI? z (0,1)/?. —Y DR z (0,1)»

un difeomorfismo ‘p compatible con las proyecciones solsire (0,1)». Entonces es posible
modificar E’ ¡sia¡-u vsilsitener

E: F,~ z (0,1)/?. —Y ~R x (0, 1)p

de forirna que existe rl ci (0. 1/2)» y un difeomorfismo ‘pf~, 1 : E —Y D que verifican

E = E’ sobre Pp x (0,1 — 26)»,

‘yp z Id(¿~io½sobre Pp z (1 —6,1).

Demostración. Porel Lerna5.1.11 existemm difeonmorflsnio’p, 9: E D. Es más,existe

ummma fanmrilia P’~
AsEp z [1,2]j~ —Y D» X [1,2]]?.

<píe verifica opie A1 = (Y’) í y A2 = }¡?~ Poolermmos suponmer opre

• A, = (Mm j>ara A ci [1,1 + o], y

• A< = yp para te [2— e,2~

1’siam¡m o:irsi-to e > 0, e E fi’ Así, podemosdefinir

r : Fí?.z]0,2[—Y Dpx]0,2[

• 1? = (E’) para t c]0, 1], y

• U = A, para A ci [1,2[.

Abr>ra<sí resurítadooss claro. conipo>nienolo<son imna función 30, ij—+]0, 2j apropiada. Li
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Un lema de extensión

5.2
u.

Dedicamosestaseccióna otro lema muy importante. Eso lema esel siguiente. u.
u.

Lema 5.2.1 1. ScaN una variedad27, g: N -~ una surnersión27 pmpia. So~a
P c una subuariedadpr tal <n-’<~ YIr’ (1’) espr trivial. Entoncespodemosextender
estapr trivialidad a un entorno definible de P, es decir, existeun entorno abierto
definible U de P tal que gj,,—’<u> esDr triviaL

2. SeanM, N dos variedadespr, f M —> N yg N —* i$ sumersiones pr propias.
SeaP c R~ una subvariedadpr tal que (fi<~of)’ (P)~ gjq—m(p)) esV’ trivial. Entonces
podernosextenderestapr trivialidad a un entonto definible de P, es decir, existe
un entonto abierto definible U dePtal que (f¡c~p—’(u),9¡g—’(u)) rs pr trivial.

Antes de proceder con la demostraciónde esteresultado, necesitamostres lemas prelinil-
¡tares. En primer lugar establecemosun resultado topológico muy simple pero útil.

Lema 5.2.2 SeanN y T dos conjuntos definibles y it N —> 2’ una aplicación definible
propia- SeaPc T un conjunto definible y V un subeonjuntodefinible abiertode N tal que
ICL(P) c V. Entonceseriste un subeonjuntoabiertodefinible UD P tal queV D 1Ct(U).

*
Demostración. Basta tomar U = T\h(N\V), que es abierto porque /t escerrada. o u-

El siguiente leznaes una versión definible <le ini conocidoresultado de topología.

Lema 5.2.3 Sea f M —* N una aplicación definible sobreyectiva y propia entre don
conjuntos definibles M y N sobre It. Sea P c M un subconjunto definible cerrado y
supongamosque ~ es un homeomorfssmolocal definible para cadax E 1> y que f~p ~‘ >

f(P) es inyectiva. Entonces raíste un entorno abierto definible W de P en M tal que

Ijw W -4 1(W) es un homeornorjismodefinible.

Demostración. Sea 1> cl conjunto de puntos x E M tales que 1 oms un homeomorfismo
local definible en z. Tenemosque U es un conjunto definible. Obviamente, U esabierto
~ P c U. Consideremosahora, utilizando 1 M -4 1V, el conjunto definible M XN M
{&~,#) EM >c M f(x) = 1fr4} y el siguientediagrama:

MXffM —* M

Iv
—*1<.

Consideremosel conjunto definible D = {(w, tu) tu E %k} c M x & M. El conjunto D es
abierto, porque f es un homoamorfismo local en U, y 1> XN P c D. La restricción f¡r:
1’ —+ 1V es propia ya que 1’ escerrado. La proyecciónsobreel primer factor U XN P —* U
es también propia, porque esel pnll-back de fjp mediante el anterior oliagramna. Por el
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Losiuma 5.2.2 existemmmi enmtormmr> definible Vm D P tal que P >< N~ ci $5 zN~ ci .f). Pr>vlenmíos
Huul>onmer rímie Vi oss o:osrrado y, aí>licarído el mnismnr> argmmnmíermto para la projeo:cioín propia

½z~r U —Y 1?, obtemremrrosisun ento>rnoabiertoolefiniblos T~’2 ole P emí U tal qmme ½X~V 172 ci 23.
Paraao%ri>ar. l>astao:r>um tomimar nmmm enmtorrroabierto oiefimmible VV de P tal qímos VV ci 15 0 1<2

Li

Fimialmuente,establecenmmosummm lennmasobreentornmostubularesdefirmibles que sonm “com-

l>atibl<ss’ -

Lema 5.2.4 Sean Y ci fifl, z ci fi~ variedadesP’ y F : Y —Y Z una aplicación P~”.
Consideremosuna sub’ea’r-iedadP’ X ci Y tal que E)x esuna sumersron..Entonces, existe
u’¿. os’r¿,torno tu.buío.r de clase ‘pV U <le 1V en Y, co’». ‘una retracczon sumers;va de clase 23”

(1 —> 1V Ial que Fo ‘u- = F sobre (1.

L)o.’u¿.csistración. (Ver [7, Lenmmnrma4].) Sosao. la olirmmenmsión dos 1V, b l>e la dimensiónm dos Y y e

la olimmmermsiómídos Z. Pr>demrmosconmsiolerarla aplicaciómr pr— mp : 1V —Y G,,h±,.~.ovíne asocíaa
:aolai>ímnmtr> st ci 1V <sí osspaciomrormrmala F (F(st)) ~X enm Y en el punmto>st. (Aquí, G,,t+0.~.0

oss la Grassnnranmmiiamiados (b + e — a)—planmo>semm fi”, quees ummravarievíad ole oslasos23%) Porel

~1Ysrsirosmmmaríos a.í>roximrmaciómm, i>oolemmro>s aproxinmar mp pr>r mmna aplicaciómmP” o/si. Conmsidosremrmos

alio>ra el librado veeto>rial

E = j(st,0 EX z fi”: ~ E oÑst)},

comí proyección‘o> : E —+ 1V. Como Y es una subvariedarí‘pr de R~, podosumosconsiderar
¡mmm osmrto>rnmo> tm.íbmmlar oiefimíible T’Vu ríos Y <smi fi” y mmnua rostracciómmP” summnersiva‘y : VVí —Y Y.

Pr>r la Proí>osiciómr3.3.7, poviosummossuporrertambiénqueexistemmn entorno>abiertoriosflurible
VV ci ~ de Y tal <lime VV ci VV ci W~ y 9’ 5 VV —Y Y es propia. Si ~ estásuficientemnente

í>noxiimmaa mp. tommmammolo umm errtr>rnr> dosfinible $5 ci E de la seco:io5mmcero, í>o>olemnosolefimíir la
aí>licao:imm 23”

Vr-’-*YXZ

(st, ~) (‘y(st + 0 F(st)).

Esta aplicación oss ¡mu olifeonmmorfismno>‘pr enmtre la sosecióncero> dos E y el grafo de .1)x - Es
mimas. emí cada pummmto ríe la sos<:ciómr cero, la aplicaciórres umnía sunnersionenrtros variedades

ríos olimmírsmrsiómí b + o:.ypr>r tanto mmnm oiifosomnorfisnno> local. Cosirno> y VV —Y Y es propia,

1>osiolosmnmosis smmj>onmer quíos ossta aj>lir:a<:iómm es tanmibién propia. Emmtomro:es, í>or el Losmmma 5.2.3,
moi¡osstra aj>hi<.:mu.o:ióru jímoluice ¡mnm chifeonmorfisumo> 9”, oligamnos cm, dossdeumrr osntornmo abierto>

defimiiblos V <los ía seo:o:ión<sosro emm E a mm osmmtornmo abierto definible U olosí grafo dvsflx osmm
Y z 7. Así, hay irrr osmítornodefinible U~ ole 1V emm Y sobrosel que fórmula

ti o cm—~}st. ½~))

olefinme ummma rostraco:iónmsmmmmrersiva ríe clase23” ‘u- : (1* X . Es nimás, si a: ¿E U
t emmto>nces

(0 (st, F (st)) = (y, ~)E E comm E (y) = F(st) (por olefimri<:ión). De ossta fo>rmrma, E o -r (a:) =

¡o yocm’’ (st, F(st)) = F(y) = F(st), y l>Or tanto Fo -u- = E. Li
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Pr>olosmnosya wtsar a la deummostraciónde] resultadocentral ole estaseco.:ión. u,

De’n¿.ostr-si.cíón. riel Lema 5.2.1: Comimo> el í>ar (f~ (»4)”’ <1’)~ ~iQ.í ~ ) es 23” trivial temiemijois
oiiftsoummorfismmio>s ‘pr

(9 = (0», ojo f) : (=;of)””’ (1’) —+ (go f)’ ¡ (p) z 1>

= (—y»,g) g””’(P) ~> 9.~r~10 ><

í>arí’r mmmi ciosrto ¡si E P. de formnma que el siguleirte diagramrma conmnmmuta.:
u,’

(go f7’
tm ~ —¼ y””’ (1’) A 1>

of)”””1(p) z P ‘—> =í””mY)X P —“Y .P.
u,

Sea ti ummr emmtorrmo tmmbmmlar oiefinil>le ole P y w 5 ti P ¡mira retracción 23”. Qmmrsremnmo>s
extosmio’iosr lr>s dife<siuumo>rtismníosP” O y y a diftsomnc>rfisnmr>s‘pr

u,-
O : (=í0./)—’ (U) —> (y o )““‘½si) x U

5’ 5 =r”VU)~>

9—~Q>) < U
u,

<‘le formnma <une osí o’:r>rrossí>o>nmoliosnmtrs oliagranmma commmmmumtos..

Consideranmosla subvarieolaoi23” y”” ‘~ (23) ci N. Ai>licanmcío el Lemmua 5.2.4 a Y = =1”” ¡ (U),
Z = 1”, 1V = y”” (P) y E = ‘u- o y : y”” (U) —Y P, y tal vosz redmrcienmolo>ti (poolemmmo>shacerlo>

por el Lesmnma 5.2.2). obtosnmenrrosumnma retraceioíuisumumersiva# y”” (ti) .> <y’ 1(15) tal oíu<s
*

y o -r = ‘u- O y u,

(r>l>srsrvosmmmr>s<limos Ej ~< = y~ ~ oss ¡níma smmnnmersmonmí>oroímlos ~ 23’~ trivial). Poo~leuoir>srírsiímir almo>ua

la aísihr:ao’:íónm‘p”
y g ‘(ti) —+ y””’ (y) x ti

st +> (‘y»-<st)..q(st)).

Por el Lemoma 5.2.3 plicado a 5’, osxiste ummm emmtommuo abiosrto-u rlefinmil>le VV ríos u””” (23) en

g—1 (ti) tal riume ‘-y 5 VV —Y 5’(W) es mmmi difosounmmo>rfisnnmo>. La aísilicacio>mi : “‘(U) —Y ti Oss

propia por lo> qmme, 1>0,1 cl Lema 5.2.2 osxiste nír emitorimo> abiosrto U
4 <‘los .P osnm ti tal rIn»

y — ¡ (U4) ci VV. Pr>r tamito> tosnmemiios el olifeommmo>riismrmo> 5’ : y”’’ (ti4) —+ 9jy”” 1 (ti~ )). Isiosro

5’ (ti”” (ti * ) ) nz y — (p) x ti . por lo opios aplio:airolo de mímiosvo <sí Losmima 52.2 a la aí>lio:ar:iom

í>roí>ia 7V 5 y””” (p) z tJ~ tP (9—1(p)<Ss r:r>nmpao:to), obteu¡osum’uo>s¡mmm osnrtr>rmu.o.¡ al’>iertr> U” <los
P osiu ti4 tal rínos y”’’’ (p) z t.T” ci 5’(y”” ‘(U»)) - Por lo tamitosi. 5’ : y”’ (U”) —> y”””’(p) x ti” <ss

unm rlifisonrorfisnrro. Ahora, remío>mmml>ramro’lo U” comimo U tosumosmmmosrílmos ‘y es 1 iím difosr>mmrosiu:íismo>

y quos i>ara tr>oiosi 2: ¿E u — (ti), o 5-Qn) = yQn), pom lo <lutos osí r:r>rrespo>uioliosmitos<‘liagramumaoss
conmnm.mtmu.tivr.>.

Dos la muisímíaforína, utilizairdo el Lenmma5.2.4 comí Y = (=ío f) ““‘(ti), 1V = (y o f) ‘(P)

Z = y””” (1”), 1’ = # 0./ y o>bservanmdorímios Ej = f~ ~»0~—1(1>) <s~ ‘pV trivial. pr>dosimmoso:ommstr¡mir
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una retracciónsumersiva& : (y o 1>— ¡ (U) —* (y o fi) —1(P) qume vosrifica fi o 5 = o fi, y. ríe

fo.urnma similar, j>o>olemmmos definir

O: (go f)””1 (U) ‘—Y (gof)””(p) x U

i: *4 (O»&(st), (y o f)(x)).

Tosnmrsmmiousole ossta fornmía que O es umu difer>nmiorfismo>y, si tr>nnramosst e (y o f) — (U) tosmíenros

<‘“‘rs

(f x lrl)O(st) = (f x Id)(OoÓ(st),(go f)(st)) = (fOú&(x), (go f)(st))

y
5’f(st) = 5’(f(x)) = (‘y»t(f(x)), g(f(x))) =

= (‘y»f&(x), g(f(x))) = (fOo&(st), (y o f)(x)).

Es doso’:ir, Tremimos extosrmdioloosmmto>nmcossla trivialización a U. Li

Para ao:al>ar esta secciónm, presenítannros un <sorolario nrmmmy útil del Lema 5.2.4.

Corolario 5.2.5 Sea f : A —* N una sumersión p” entre subrariedades de close 23” A
y 1V. Sea f A 1V una 23” aplicación suficientemente próxima a f (para la topología
P’). Entonces e:niste un dífeommJisíao 23” r 5 1.11 -—* A tal que f = fo r.

Dernostn-rmcirin,. Comrsirlerenmosgraf(f) ci A x 1V. La pro>yecciórmnatural mm’ 5 graf(f) —> 1V rss
umíra sm.mnnrersioíumporrínme [ es urnasumersion.Entonoses,por <si Lenra 5.2.4,osxistos un emrtorno>

U ole graf(f) emí A >r 1V y umma rostracción‘p” smmímmcrsivaa 5 U —Y graf(f)

tal <lime 7V 0 a = 7V sod>re U. Dado mm pmmnmto (x,f(x)) ¿E graf(f) temmenmmosoluos j (st) =

w(x, [(st)) = mr o c<x, [(st)) = mr(aí(.r, f(x)), a
2(x,f(st))> cAy, 1(x)). Psí-o, si definimos

s(st) (:<‘>mrmr> cm (t/ (st)). tem’renmmo>s O”2 (st, .1 (sí:)) = fi (<st)). Y, si fi estásuficienrten’renmtecerca

a. f osnmtommo:es-r estásm.rficientenmemrtecercaa la identidad,po>r lo qmme í>or’lemno>s smmpr>nrerqume
-r rss immr oiifeo>uuo>rfisnnmo‘p’. Li

5.3 Trivialidad de funciones

El teorenmiar1mmrs o1mmerosurospro>bar <mr estaseccíommrss el sigímicurte:

Teorema 5.3.1 SeaN una variedad23” y seag : N —Y fi una sumersión 23” sobreyectíva
propia. Entonecs r¡ es ‘p” trivial.

l’>r>r el To.sorrsmna 5.1.10, este rossumltado es osoíuivalemitrs a:

Teorema 5.3.2 Sea (fi’. 5’) .g (fi. 8) una extensión elemental. Sea 1V ci fifl una subva-
mio:daoi ‘D’~ . Entonces existe una s’ubvariosdad P~, Y tal que YR es P’~ difeomorfa a 1V -
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Para la olemumostrao:íómi<los osstos resu.iltaolo> sosgmiimmios el argmmnmmeiito> <jume Coste y Símiota

hao:enm dm [ti) ¡>ara eh o.:asr> semnmiahgebraio:osi.La iolea es ¡itihizar ha ‘1’<”o>rí¿u. nos Mr>rse deflímiblos
e mn.rdmir:<.:iónosrsil>re dinnX = A: - Sino enrl>argo, la fil>ras cíe urnafmmnción riosfinoildos ríe. Morse

osuí uní valor crítico> son o:onmjmmimtos dosfimíibles Isiosro mmo variosolacles-D’j j>or lo> olimos rírsl>eiuirsis
considerarbr clasos ohos simmguilaridaohesquír.s aparoscencmi osstos o:asosi. Estr> llosva a iumtrosiol¡mcir la

siguientemto>o:io.ni:

Definición 5.3.3 Una varicolad23” ole dinmmemmsióímlv r’:o>mm umuma sinmgm¡lario’lao..I <los Mourse es una

cuadrupía (1V. fi, Mf), donde 1V esun. cony”untcsi definible que cont~ene al ¡si’unto p y tal que

u,-

• 1V\ {fi} es “una variedad D~ de dímenston A:, o

o
• Al’ es ‘una variosdad ‘pr de dimensión lv ±1 que contiene “un entorno> definible de ji en ‘0

• j es “una func~ó”n 23” sosibre A tal que 1V 0 A = ¡ 1(0) y ji es “un punto crít~co ‘r>.osi
deqenerado de j’.

Definición 5.3.4 U’í’í, difcornrsirfisnmio ‘p” dos varierlaoles23” eomm simmgomlmrrioladoss<‘le Morse
cntre (Y, ji. Aif) e (Y, q. 1V, q) (o, o/e fosim-uíosi. n¡.rís breve,eí¡.tí-eY eY) oss ‘ío’í¡. ho’mneo’r¡ooíjisn¡.o>
dc¡zníbíe w Y U Si” Y U 1V’, dono/e A’ (resp. 1V’) es un entorno> defi”rííbíe abierto de ji
(“cesí>. e”) en. Al’ (resysi. 1V), tal que

0

• w(p) =

‘0

• w induce ‘un difcoínoujlsmo ‘pr entre 1V \ {fi} e Y \ {q}

• ca í”aoí’uo:e ‘un d2feo”rri.orfisnoo ‘p’ entre M’ y 1V’, ‘0
‘0

• gowj~¡~ =

Es <daro.> quososmí mmmma vaniedarícomí simigularidaníríos Momos (1V, ji, A, f) sóloimportan los
gérnienmesde .11/1 y / <su ji. Prsir tamito, crí lo> otume smgue.sícmnmprosponirosíLír>s m-ed¡mcírAl o:mmaiiol<
sosa imecossaruo.Sigimieumolo estaidea. >o’>demnmos slmí>onem ojmmos fi es <sí únmir:o í>í.mmmto crítirso> ríos /-

Tosmrosmmuosemmtr>tmcossosí sigmuienmietosorosumía.

Teorema 5.3.5 Sea (fi’, 5’) “-~ (fi, 8) “una inmersión elemental. Sea (Y, fi, ~~,1) ‘una
variedad 23”’ de dimos’us”¿oin A: cori. “una singularidad de Mors os. con Y o:e’r-”r-a ola.”acotada.
E”rotosimoees, er:”ostos. “¡si.n.om. ‘¡,o¡.ríosoiomol o/e clase 2372>~ con. ‘¡mm¡.nu. si’r¡.q”¡ríon’rioío.¡’l do: Morosos (Y, <y Nt ~)
tal q”ae

(1V, fi, Mf) (Y!?, <y,
1Vn.qn)

(í. e. existe ‘un difeosimorfismnosi o/os clase ~
72k ole variedades p~—2í con. sinq’uíaridaoies de

M’osirse).
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En prinmmerlugar observanmosqmme el Teorema5.3.5 imuplica el Teorema 5.3.2 emm el caso de

<jume Y seacerrarla-aco>tada.En efecto>, toda variedad ‘pr se pumedever como umma variedad
‘pr o:on umna simmgmnlaridaride Morse, añarliemmdo>leumm pumíto aislado. Por el Tosoremíma4.8.2,

í’>r>rieuno>ssnmpo>míeropios 1V es pr difeomorfaa mmnma
23¡-+2k variedad 1V’. Emmtommcoss el Teo>reimma

53.5 srs tiosnie <jume X es P~ <lifosonmiorfa a la extensiómma fi. dos mIra varleolad P~, cosrrada—
=m<:ótao.Irm.

De”m.osisiración o/el Teorema 5.2.5. Proo:eolosnnmosí>our inmdmmcciónso>l>m-e k. ParaA: = O oss resul-
Lado es r>bvirsi. 5 ¡¡pong’anmosemítomír:esque lv > 1 y que el r-oss¡mltar”lo> estádemostradopara
olinmiemmsíonesmimás í>eoínmeñasoíue lv. Como>ya imemnosnmiencionmadoanmteriornrrente,segrminnosla

o’iemím<>straciómi qume aparece<srm [6] j>ara sl casosemnialgebraicotDamosaqímíun esquemnade
rssta rlemu’ir>stra<.:iómr. rossaltarmdo<sí punto>s cmi <jume somír irecesarmoslos nuosvosresmmltadosso.>l>re

varieolarlesy aplicao’:iommossP’.

Emm primer lumgar, tornarmmosmmnma funmción ole Morse sol>re 1V, es olecir, una fmmrmciómr ~

fi”” —Y 1? ole clase‘pr—2 tal oíue mmo tiemme pumitouscríticos degemrera<loscmi 1V \ {ji} y los valores
r:rítir:r>s ole Ofr en Y \ {ji sr>mm tosiolous o’listirmto>s emmtros si y diferentossole o/si(p) (ole Imecímo podenmros

s¡.ipr>mier olmmos ji = O y of(ji) = 0). Paraconstruir o¡si bastareí~etir el argumnnmento>ole [6, Lennmrnma
3.5], teutiemídorsmr emnosnitala existemrcia(le particionesole la unmidadole clasospr—2•

Estumolicmnrosis <su prinmer Immgar la situacioimí entre dos valores regularesa. y b de ok. La

hmiro:ióxu o~ restrimmgida a 1V ci 0p—m (a, b) es m.mnma sumersiómmí>ropia. Tenemimosque olini”í(X ci
¡ (u, b)) = Ir: y por la bipótossisde imdrmceonexisten mimorlelos sobre fi’ para variedades

ríe riimriemmsión A: — 1. Emmtommces, po>r la Prosiposición5.1.10(iii’), existos umma trivializaciómm
1V ci <fi”’ u (or, b) —* E x fi, olormde poriemosistomnar E = ob”” (e:) paraci<srto e E (a, 1>) - Dos numevo

posir la Imipótesis<le immducciómr, existe unavariedadP~’7
2 E’ tal rímme Fk es pr—2 difeomnorfa.8

mm. F. EnitoncossF’ x (ox., (si) ~ es tiria varierlarí2372 oírme es p72 rlifeo>nmorfa a 1V ci o/si~” (a, b)

Estmmdiemniosa r:o>mítinuaciónlasituaciómíosmí mmnm valor crítico a crsirresí>omidiosmrtea ¡mmm í>unmto

crítir:o> “y - Parammmi tal valor o:rítir:o, la fibra. r/si m (a), jururto o:osin un osntorrmo D <le ‘e emm 1V.
varuosolael simrgmilaridaolde Morse por lmipótossisole inducción tierme ¡mmmoss umnia coir y, ,.... nirodelo

‘pr— 2k sol>rrs fi’. Pr>r otro laolo, umtilizanido el argurnosutoamítosrior, tosmígo umm mo>olelo sobros

fi’ ole mmmma “lisiammola’ o:osimr eje o/<m (a) \ {r} - Pegamiolo> estos dosis muodelos([6, Lr’snnmnmma 3.6])

oilsitosmiemmío>s mu irmo>olelo.> sobre fi’ olos 1V ci ~b—(a — y, a + y) ¡>ara ciosrto> n¿ > 0. Para esta
comustrumeciónmieeossitammmrsisde mmmrosvo> la osxistemrciados emmtormmo>stubmmlares

23~ y lasparticiones

ríos la ¡mmíiolao.l-

El o:aso ríos la fibra ole ~ que o:r>mmtiemme a ji es csemío:ialmenteel níisnro ([6, Losnírmima3.7]),
biosgo> dos nmuiosvo po>rlemmírsis commstrmnir umm mnmodelosobre fi’ ríe 1V ci o~ r ~ oS, ~, jara ciosrtr>
oS > 0. Piura ello utilizairmos rin lemaole Morse olefiníible ([6. Losnnmmrra 3.4]) <jume mmos permute
osui<:onmtrar mimía oiossr:ri1siciómrsemucillade Y <sri mmrm entr>rmmo olos ji.

La olosnmro>strao:io5mrsos ar:al>a “posgamído>” los olistinmtosnuorlelos cr>mmstruidos.El argurnemito>

ríos [6] se pmnosde rospetir crí <sí caso> defmntiblos, ya ojmmos temmemr>sla Pm’opo>sir:iómí 5.1.12. E
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De”mosistraeíosi”i¿, o/el Teorema5.3.2. Flosmimo>s visto ya el casosi o:erra<’lo>—ar:o>t.aoir>. Dos immrosvo 1~ ore

el Ter’>remnma<1.8.2. tenosmiros~ Y <‘s ‘pr olifeomurorfaa una vario.sriaol ‘pr+2k 1V~ - S¡.mjsir>mmgamiios

rímuos Y’4 mio> oss o:rsrraoia—acotada.Porel Crsirr>luu.rir> :3.3.6 jsioolosniosissupo>m¡ero’p.ue 1V~ es <:o’srraol;¡.

<sim fi”. Toimmamimrsis emmto>nm<:o.ssumn pmrmmto ¡si E fi”’ tal rítie st st — ¡si 112 es mmnma fummm<:ió¡m nos Morsos
[sirr’>piasrui>ros 1V~ - R.eí>itienrolo<sí pro>o:eso amrter¡orj~ar=restatmmmrciómr i>oolemno>s(::o>nrstrmrir ¡mr
mmodoslo> PQ paraY ~, y j>or tammto>, mmmi mumonlelo 231+ i>araY. EJ

u,

‘0

5.4 Trivialidad de aplicaciones -

‘0

El Íer>renmiar
1muos o>bI.enmosmnmosemm o-stasecomosinm es:

Teorema 5.4.1 Seay Al *4 fi! u’íoa s’umersiosinpr proqsiia. Entono:es ¡si es ‘pV trivial.
‘0

Demostración. Para 1 = 1, este resultado>es la trivialiolaol dos b.un<:ir>mmrss rjmme probamrmo>semm

la soso:<.:ioSrm anmiosrior . Smmponmgammmospmmes 1 > 1. Si sustitmminmmo>sA por <sí grafo> <los ¡si, íoolerííos

smmí>om’¡er rímie A ci fl” >< fit y qmiosp es la restricciómí<los la j>royeco:ión fi” Y U
1 —Y fit. Pr>olemimr>s

ver p : A —+ fi< — fit” x 1? o-o>umosi una famumilia ole srmmmersiosiiiespro¡>iasjsiarammuostrizrm.r.la1>0.

fi: ‘0
‘0
‘0

‘si
A fi”’”’ x fi

7¡~~Op 7Vj

1?
‘0

donolos sir~ fit — fl’’ >~ fi es la pro>yecciómmy = (y’.y,) *4 yj. ‘0

‘0
Trsimnemumo>scm E fi. Erítommo:ossí>osidosmmmosr:ommsídosrar

5 Ao~ “Y lv(cm)’”’

‘0
oímme oss uimia simnímersiómí P~ prr’>jsiia. Posir la lmií>o5tesis ole immoímnr:r:iórm, Pa os~ P’ trmvíal, ossto <ss,

osxístos umr difeovunmorfisumro
•4

A = (lío, ¡si,,) : Al,, —>14;’ ‘(0) x k(cm)’”’
‘0

Observaimiosquos ~ (0) es la fibra gemiririosa <los mimia cierta famiíilia. Hemmmr>s stmísiurssto
arriba o

1mmrs p 5 A ci fi”’ x —> fi~ es la restricciónmde la prosiyer:ci¿>m. (st, y) *4 y. Posir tantou

Al,, ci lv (cm)” x A: (cm) ~ y Po es la restricciómíole la pr>yecciómi lv (oo)’~’ x Ir: (cm) l.~”’ 1 ~> A: (<‘o)’~ -

1’rur dosfimrio’:io$im ‘0

(o) = { y ¿E lv (om)”” (~,. 0) ci A,, [- e

la famnil ja ‘0

y =p” i({p} sio U) ~ U.
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Paracaola t ¿E fi.

= {~] E fi” 5 (y, 0) ¿E M-} = ¡r~ (0, A)

(0 ci 1Y11). Es daroemmtoncesquep;’ (0) — Y__

Esto significa mme existosun s¡mbcommjmmnto>definible 5 ci fi, 5 E cm, y umm olifeo>rrrorfismo
‘pr

AflP—l(fiI—r ~S) —Y (AnP—m({0} xS)) x fli—m

Si 5 es nmmm imítervalo abierto, A fl ~—r({o}5< 5) —> p{0} x 5 5 es urna summrersión

l>ro>pia, por lo> ohmios o>l>teuenmo>s una. trivializacíómr

‘y = (‘yo~p) 5 Aflp””’({0} xS) ~YPr(t)

olr>mmolos t = (0, t’). De osstos forma tosnmemnos ummm difeo>mnosirfismo P~

<.sstr> rss. mmmma trivializaciómi sol>re fi1 ~ x 5.

Si 5 es mmmi único í>mmnito, 5 = {a}, por la hipótesis<le indnmcciórm obtenemosmmmma tri-
vialización ‘p~ olos p sol>re ~ x {a} y, por el Lema de Extensión 5.2.1, obtemrernrosumma

trivialización sobrela bamiola fi11 x (—6,6) = {(st, A) E fl~”””’ 5< fi 5 —¿(st) < A < 3(x) } para
cierta fumutciómm 6 : u’— r —Y fi.

Almrra olrslsirsmmmos posgarestastrivializacionmes. Por ejemuplo>, vamrmos a posgar umía triviali—

zaciórm soubros fi1 — >< (o i )

y umíma triviahzaciónmsol>re ~1— x (—3,3)

¡½5 í—r (fil—u s< (—3,3)) p””1 (A) 5< fi”’”’ x (—6,6)

para o:ierta fumnción 3 : fi~”< —> fi y ~~ fií—r x (0, 3).

Sr>l>re (0, 3) terremiros

01> = h
2 o 1< : §~ (A) s< s< (0,6) —~ 1<r(t) x fi

1”’”tm x (0,3)

(st, s.t) —Y (oP(~.4st),s,t).

Pr>r el immisnmo> argmmmmmosmmtr>que emí la demmmostra.cio$ndel Teorema6.3.1 poderrmosconsiderar

uimia aplio:aciómm ‘p~ u : fi1’- ‘~ x (0, 3) —“* fi’— L ~ (0, 6) qmmos veritíca

• ‘uQr, t) = (043(0)) si A < ~3(s), y

• u(st, A) = (s, A) si A=$S(s).

Po>r tammto podenmr>scommsiderar‘1’ : p”’(t) 5< fi’—’ >~ (0,3) ~
1>—m (A) x fil—m ~ (0,6) d<sflmmida

í>o>r of; (st, s A) = (o/si.,,cs..0) (st). s, ‘t) - Cr>usirleremnosaho>ra1¿~ = o
4u . Sobre fi < i oi( s)

lo.: = 0> >< 101) 0 /*1 <lomirolos 1) = <O ~ 5(0)) ~> u (A) —Y ¡si”” 1(t). So>bre it > ~ 3(s), = 122. Dos

ossta. fornía í>r>oiemiur>s j>osgar ¡vi y i¿ para así o>btem’uer ¡rna trivializaciómí global.
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5.5 Variedades definibles con borde

Dos formmr mmatirral se defimiosí, emm íumnestr ¿u. categoría o—mimimiumal las vartedades ‘p~ con bosirde

diferencíable. co>nmsidosra,molocartas rmío>doslas sol>re sosmi¡i—e51>aciosole fid• El Trsrrosmuia54.
pímosolos gemieratízarseparaeste tii>r> de varieoiadoss.

‘0

Teorema 5.5.1 Sea A ci fi”” una variedad de clase ‘p~ con. borde 1V. Sea p 5 M —> fi’
“una s’umosrs’í.on 23~ propia, tal que la restricr:íón de p al bosi’r-de N es tarnbírírí, ‘uno. s’u’rners’tosin.
L’r¿to’no:cs existe usina t’r-iviaíízrmr:ión P~ de p quí.e es un. d’¿feomosi’cfisrn.o 23V lo = (loo, p) : M —~

(0) x fi’ que induce ‘una trivialización, h~ s 1V —u- (¡si”” 1(0) 0 Al) 5< 1?’. Adcnmois,¡sitsit/e’inosis
tomnn’r-’un entosirnosi tubular T o/e N de clase pr con. ‘arta retracción ‘pr mr 5 7’ Al y ‘íín.o¡.
f’¡o’no:írho cuaoíroi,do de la dístoíneiom p 5 §1’ fi, y eleq”¿7 la t’í-ivíomi”izo.o:’íón Ir ole fosir-m,mn qn rs
¡si(ir0 (st)) = ¡si (st) y mr ( h0 (mr)) = ¡mo (mr(st)) par-a loo/o st per-ten ecíente ti. “uit crí tcsir”ií.osi dc 1V cii
A.

‘0

De”rroostracíoín.. Hasta a<;laí>tar la o”losmmmostraci<uim ríos [7, Tu. 3] al r:a.st’> oiosfimmibios. Umí paso
o:lave <sIm estarlemmmrsistrao.:iómi es el Lermía 5.2.4. oluos mmo>s j>erimmit;e tosirimar ¡¡mr osrrtosirm¡o tuilumiar

23””’ T <‘los N <sim fi”” comí umrua retraccióir ‘p~ “a : T —Y 1V ohmios verifica p 0 7V = p~.1’. Li

El sigumiosmítos teoremrmaes umn casosi mnmímy es¡>oso:ialdos mmiuosstrosiTososiremmma6.3.1-

eTeorema 5.5.2 SeaP ci I?””’una varíedao/23”’ y M ci 1?”’ “tina variedad P~ con boirde N - ‘0
Seox.

(7V,p) sM-> fi 5< fi
1 ‘0

‘0

una suuoers’í.o’r¡. P~ pr-apia, que es to.r”rnbiéru s’oi.n’tei-sía’n al rest’ri’nqíz-la al bar-de Al - E’rotosino:cs —
est”¿sío,’’un olífeomrsi”rjismo ‘p~

It. = (hú,p) mM —u- p—~ (0) x fi’ ‘0

tal que hru es la identíduol s obre ~ r (0) 1/ mr o /¡.~ = mr. Sn.ponqarr¿osademás que mr es ‘aria
f”urocioin ‘pr “roo negativa definida en uit entorno de 1V osn JVÍ, de forri’¡.a que O oss valor tm’o4JuíoU
o/e “u- y “u-”” ¡ (0) = N. Entaroces ¡siadernos tosirnar It de forma que mr o It

0 = -u- ero ‘un ento’inosi
de Al de 114.

‘0

Derrtostracioin. (Ver [7, Tlm. 8].) Pr>olosmm’íos emmo:o>ntrar iímí recmrl>rimmmiem’¡to <los 1’ í>or al>iosrtr>s

oiefímmibles tahes ojuos o:ada umio do.s ehhos rss ‘p~ ohifosoniorfo al espacio>afíi’i j”1k~ Prosibamímosis
mimiestro> resultado u>oír i ¡.idmio:r:io¡’¡ sr>brrs osl nuímmiosro olos ati<srt;osolosí roso:umbriimmiosntr>. Dos ossla

caso>emm ~ . ma <irme U y 17 srsirr abio.srtosisriefimiibloss‘tornmra, insta estucharel <limo P ( 17. ríe frrum
ríos .P, la <.:oimr’:huisiórm ohosí teorosmmrase cummmil>).c para (mr, tú 5 7V ¡ (U) u lvi —u- U 5< fi

1 y V oss 23’

difosonr<sirfo a fik -

Temm<snmrosemmtosimmcossmuím difosommíorflsmmmopr ~ = (~, u (U) —Y (mr’’ (U) O y”” ¡ (0)) x fi~
tal olumos o/o es la. ido’snmtidaoi sr>bremr (U) flysi””” 1(0), mr O go = mr y 10 = -u- emm mmm osmitosirimo ríos

1V u mr”” (0). Po>r otro larír>, mmtilizamro”io el Teosirosmima 5.5.1, t<s¡menimo>s¡mmm olifeoinmo>rfismmi<j 23’

e = (A,mr,p) mr”” ‘(17) —u- Q xVxi?’
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olomídosQ = (mr, p) ““ (“u, 0) l)ara cierto> u.’ ci 17, tal qmmosA es la identidadsol>rosQ y mro A = -u- emm
mii> <smitr>rrmc> <los 1V ci mr”” ¡(17) emí mr”” 1(17) (estaúltinmaafirmaciónmseobtienede la denmostraciómí
<leí Teo>rosnmra5.5.1.)- SeaC0 osí difeomnorfisnrro P~

e0 = (A, mr)t—í(v)np—í(Ú) 5 mr’(17) 0~—m(Q) Q y’.

A partir dos rsstosr.lato>s commstruminmosnmm difeomnorfisumoP~

Q x (Un 17) x fi! —~ 9 x (Un 17) x fi
1

(4,y,t) *4 (Q(4), y, 1)

tommmanolo (~44) = A(go(e—¡(4, ~q,1))). Nóteseolume (~,o es la irlentidad sosibre ~2,para
t.ooio> y. Tr>nnrsmrmo>salmora urma particiómm de la mmnioiLad P’ {~, 1 -‘-— q6} ríe E snmbo>rdinadaal

roscmibrinmiienito{ U, 17}. Definminmmos it
0 s<>bre mr”” 1 (U ci 17) mímediantos

log(st) = CJ’ (%,~»(0)r(A(x)),y) olonde y = mr(st) y t = ¡si(x).

Si o> = (1 temíemnios<jumos

ltru(x) = eJr(A(~). mr(st))

y si o/si = 1 tenmenmos
ho(st) = CJ’(A(go(st)),sir(x)) = 90(x).

Posir tanto> í>oriosmnosextenm<ler loo a A umeoliante

¡00, ~ C¿” ¡ (A(st) , mr(st)) <siramudomr(st) ci 17 \ U,{ go (st) cuanolow(st) E U \ 17.

Es fáo:il osmmtommo:rssvosr qmme it = (ho,¡4 es el difeonmorfismno>quebumscanmos. Li
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Capítulo 6

Familias de aplicaciones definibles

Cr>mmmr> o-mm <‘1 o a~,o <le famrmílias de commjmmntos oletinibles, poolemnosven mmn í>ar ole apímoarmr>no s
olelmímiblesentre com’ij¡mmmtr>s olefirriblescorno umnma farmmilia de aplicaciormesrlefirribloss. Es decir,

si Y ci fi””. Y ci fi”’ y Z ci fiP somí subeonjuntosdefinibles yf : Y —Y Y, p 5 Y —u- Z son
¿oí>hio:ao:iomiesdefinibles, í>o>olosmno>s ver el j>ar (f, p) conno> la fanmilia graf(p o f) —~ graf(p)
siosmuolo> Z <sí rsspa<’:ir) ríe i>aránmmetros.

Emr este r.:apítuloolemniostranmosla trivialioiaoi ole í>aressumnersmommespropias,dentro> de
la categoríaP~.

6.1 Equivalencia genérica de familias definibles

Para la <~lemnostración olosí tosorosmna dos triviali(lad dos pares mrtilizarenmos los resultadosis (los la

Seo:o:iómi 5.1. Neo:esitamrros aolenmmás la siguierrte pro~>o>sio:iórm, rím.mos expresa qmre, si las fibras
ole 010)5 famimilias ole alsilicacionesemm umm í>mmmrto gemméricosorm eoíuivalemmtes,osutonceslas ojos

fammmilias s<siui osrím.mivalosmrtosssrl>ros mmmi sm.mbconjmnmrtodel espaciode parámrmetrr>s.

Proposición 6.1.1 SeanA ci fi’” y 1V ci fi”” variedadespr y seanf : fil’ 5< A —Y fiP xN
y y 5 x M —u- fiP x N familias pr de aplicaciones pr Sea cm e fiP. Supongamos que
tcn.emnos difeomorfismnos 23~ ‘y 5 A’k(oo) —Y Akc,>) y a : 1Vk(o) —u- 1Vk(oo) tales que el siguiente
o/iaoj’ram’ría o:osi’rom’uta: ±÷

{fa

(recordemos Ak(,~) es (A x fiP)

0). Entonces existe una subvariedad ‘pr 5 ci fiP, 5 ci cm, y
das familias de difeomorfismas ‘p~ ~ : 5 5< A —Y 5 5< A y y 5 x Al —u- 5 ~ N tales que cl
siguiente diaqra’rroom cosinrunta:

A SxM
SxN ~2~u-SxN.

87
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.Der’r¡.tsist’r-ació”rr. Comrsioleramnos<si olifcowu.ovfismuo 23~

.11 : Apyq 5< .“‘
1k(oi) ‘—4 .M’k(

0) 5<

(st, y) +Y (‘yQr:), o¾)

Estos olifeo~unnioriisnmio iiuammola el grafo olos y<, al graté (le fi.,. 1.Jtilizaimrlo’u la Proi>r>siciórm 5.1.5

í>ara 11. po>olemumossírpo>mmeroírme osxistos lina pr sumbvariosolao’í5 ci fl1’ .5 ci cm. y mimia famimilia
dos aplicao:iosinrsspr

:5 x A 5< 1V —Y 5 5< Al 5< 1V
‘0

(t, x,y) *4 (t. ((st, t), í¡(x, t))

taloss ojmros E0 JI. IlJtilizamiolosi olos mrmrosvo> la Proposiciómr5.1 5.y tal vez resduciosmmo’losi 5.

i.>odo nmro>s s¡ipommrsr olmios existe ummi;n farmmilia de aplio:ar:iornoss23’ E
4 : 5 x A ~ N —u- 5 5< A 5<

Al tal oíumr = 11 ¡ . ‘Iosmmcmimr>s eimtonices que 1<1 .vr~
4,15Y Am1 = H o JI “‘ ¡ = E~ o —

(E o )~ í>om lo> nne, í>o>r la Proposiciómm2.3.4, rosdmmcienooio5 otra vez, po>rlosmnious simponmosr

ojrue ~ = 1i==~Ii YA - Almora, ole la mmmismm’oa forníma. j>oolemmmo>s sum1)o’>imosr taimd>iéi¡ oímos
‘—4

[A’] O [8] 101.8 y Aix N , Isior lo> olimos E
4 = E -“ sobre5, y, ríe liosclio>, 5¡y rss timia famrmilia <los

olifeosinursirfismmiospr~ Fimialmimemite, tal vosz rosolmmciosítoio ole miumevo 5,
1>rídosmmmrsissmmísir>mmosr oí¡tos la

aí>licar:iómm E rmmammda osí graté ríos y al grati’ dos f, por lo> opios inmdumo’:os osí oliagramímaamitosriore-

El

e

6.2 Un modelo para una sumersión propia Ib
e

Conísiolerosímios8’ y 8 olos osstri.mctnraso—mmrirmiimmales tales <lime (fi’, 8’) .—< (fi, 8). Emm ossta

seccuómm, rIada ¡lIma smmrmmrsrsióníríos clase 23t2 prol)ia ¡ 5 A —u- Al, eirr:o>mmtraiimo>s ¡mmm mmiooloslo

231+ para 1 ohsfimmibhe sobr-e 5’. Cormstnmirosmmmosestos muodelo sobre los oslemmmemmto>s de uní
reemmlsirimrriosnmto>mm.l>ierto, rlefimmiblos <los Al. El prinmosr lemmma mios ísiernmíitirápega.rm¡íodoslo>s lo.mcaloss

~>ar¿’rríos ossta formima r>1>tosmmo.sr límí mmrodelo gloisial.
‘0

Lema 6.2.1 Scan A, 17 y Al varict/ades 23”’ y 9 y U s’u.bconj”unhsis abiertas definibles-
dc Al tales’ qmsi.e’U’U””U’” = 1Vm”’mSearr”J ‘‘: “A” “ 9;’ ‘q”’s’’’17’-Y’ U’ .su~ríoe.,síosiíres.23r ¡rcop”rom.s;
y suporuqa”rnosis que existo.s uro d’¿feornorfis”rno 23’’ “¿~¼ s f”” (~ fl U) —Y “ (1 0 ~.J) tal que

J]j— 1 (~ 1h01) = h[=j”’’ (QL-ilI) o’¡f. Enionces existe “una van edo r/ 23’ A, inme’í-sío”roes d¡feomó”r:ficas
5 A Si’, ¡ : 17 Al’ y “una sumersion 23” propia E : A —u- Al toíí q”uo: j o “<y) = í y ci

síojuicnto; diagrarna t:osi’ro”r,’o”¡íta:
‘0

A —~---A~—
2—— 17

f «

Al

‘0

(es decir, posidenmosis “¡sieqar” A y 17 sobre 1V)-

‘0

*

‘0

‘0

‘0

e
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Demostración.Podemossuponer que A c ir y y c ir’. Sea{h, 1— h} una partición de
la unidad pr subordinadaa {U, U}, de forma que {h # (4 fl {h # 1} C QnU.
Consideremos

Al’-1 = {(l4f(x))x, (1 — h(ffr)))t(x), 1(x)) : x E A>,

Jtf2 = {(h(g(y))t’(y), (1 — h(g(y)))y,g(y)) : y eV},

M=M1UM2cTJPxR~’xN

y la proyección F = ra¡u : M -4 N.

Es claro queM es un conjunto definibley F esunaaplicacióndefinible. Tenemostambién
que K’(U) = M1 cslY difeomorfo a A. De hecho la aplicación

¿

x ‘—* (h(f(x))x, (1 — h(f(aj))t(x), 1(x))

esun dimfeomorflsmo pr con inverso definido por

u
(u,v,t) ~-+

14’’G—%(t)) si h(t) # O
si h(t) $1.

De forma análoga, F’(U) — Al
2, y )v12 espr difeomorfa a V. Entonces, Al esuna

iec~l 77 y F es una sumersiónpr propia. o

Despuésde estelemapreliminar, establecemosel resultado principal de estasección.

Proposición 6.2.2 (ModelosDefinibles) Sea(RtS’) -< (R,S) una extensiónelemen-
tal de estructuras0-minimales. Seaf Al —* N una sumersión P~ propia entre las sub-
variedadesV Al pN de ir. Entonces, existendos subvariedadesy; Al’ y N’ de R~’,
una sumersiónm propia 1’ : Al’ -4 N’ y difeomorfismosP~ a: -4 N, fi : >4 —1- Al,
tales que fo fi = a o

Demostración. Por el Teorema5.3.2, existeuna subvariedadV, it, definida sobre 1?’, y
ini <lifeomorfismo V~ a : N~ —> 1V. Por el Lema4.1.1,podemossuponerqueit = U~=1 Ufl
<londe 14 es ¡ni abierto definible y V, difeomorfo a R~ para todo i. Consideremosahora
los subconjm¡tosabiertos U1 = a((UflR). Entonces1V = LI~1 U1, y U6 esV~ difeomorfo a
R~ para todo i.

‘limemos que f¡f-’(rIt) : t’(U1) -4 U1 es una sumersiónV~ propia. Por el ‘Iborema
5.4, existeuna variedad m compactaF1 y un difeomorfismo v fi~ <(Ut) -+ E~ >< U¿
tal que f = lo fi’ donde rj esla proyeccióni~ >c U1 -4 U¿.

Para cada i, existe una variedad P~, compacta F~’ sobre 1?’ cuya extensión a R es
clifeomorfa a F6, esto es, tenemosun difeomorfismo V~ ej : .F~ —* F1. ‘Thnenws que
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‘0

‘pegar’ los r:omijmmnmto>s {Ff x ti.J Yizzr p parao:o>mmstrmuirníma varios<la<lP’~, Al’ y ummmas¡mmmiersuoui

‘ps, prr>pia f’ : Al’ —u- Al’, olefirmida sobrefi’. Pr<ceolemuiosisí>or imrcimmo:eióím sobros A:.

ParaA: = 1, mro imay mmaola olumos olosimmostrar. Cr>nusiolosramimosisel r:aso A: > 1. Cr>misiolosraiiío>s

bus siil>r:r>rij utítosis =2= U U A — ¡—1 (=2).Por la hií>o$trssisolos i imol mmeciómm, tosmiosímios ¡¡Loa1 ‘ -
varmeriaoi 23%, A’ sr>bre fi mmmi dífo ommrorfisrmmo 23% si> ¡ s A% —u- A y iumía suomiersiómí propia <‘los

o:lasos 23%, o> ¡ 5 A’ —u- 2’ = LJ~ (4. ole formmma olumos <sí siguiemrtosoliagraitiaes r.:r>nmniimrtativos

A’,1 -4 A

9% ~2+ ~

Pr>r r>tuo larir>, tosmmenmios¡3~ 1 ¡ (Utú —Y F~. x [Ip, Ef. op 5 Ef,1 —Y F~., y el sigumksmmtosoliagraimia.
o:osinmnmotativo>: (Ef 5< U1.)p ~<Yot jv’l;)

“—“““Y Pp 5< [Ip 14 4i””¡ITT\

{ r~ Ir ji

(Uf)ít —u- Up ‘-“——u- (IP,
‘0

oio>nmolos mr, mr’ so>rí las resl>eo:tivasproyeceiomres.

Dos ossta forímia, si olefimíinmíos Li = [Ip, 17 = f — ((Ip), y’ = Ef 5< Uf ti’ tif. o>
2 = 7V’ y

= /~“ ‘~ o (ep x cm). tosmuemnosel sigmmiermtos diagranmmacomimrrmitativo>:

u-y’

U;, A U.
‘0

No5teseo~mme“<ymj (A’ ci 17’),t = Ar”’i17 = <
2(A’ mV)¡1.

Estmmdiosníosolumé pasasol>re ti’ ci 9’. Tosimemímos osí difeommiorf’isniiosi ‘D%

6 = (.i/r»’< o 5 («<(ti’ ci 9’)n —Y (o/A)” í([r’ fl 9’)~~

so>bros (U’ O9’) n com¡siatíble corm ,b1 y o4~, lo> olmios sigimilica quíos í< 03 — r/u. so>l>ros (ti’ O=2’),~-
Posir osí Losma 5.1.11 rsxistos un difeommíorfismíro 23%,

6’: (o») ~~1(U’ ci 9’) —u- (>
2)~r(U~ nQ’)

‘0
oleflíririo soibros fi’ y eomrmí>atiblrs<:oni o>~ y q52, y umima famrmilia P’~ ole olifeommiosirtismmmo>s23%

A : [O,1],,. 5< (,>1y~i (ti’ fl Q’)í~ —Y [0, 1]p x (‘>‘) “’¡(ti’ O 9’)p

tal ol oc A,~ = 3%. A ¡ = 6 y A, es o:ommmpatilsile r:omm o~% y í~rra o:aola t E [0,i],í.

Dos ossta formmra. mmtilizammolo osí Lenmia 6.2.1 l>¿ra3’. tosmmosnro)sumíma variosolaríP$ A’ sobnos
fi y umrma summneusiómr23’ ~sirrsipiaJ’ 5 A’ —u- Al’. Afiriíiamm¡os o.I1.mrs 055 23,. o’iifisosimmmr>r fa a

A;,
A. Por la <losmmro>straciónolosí Lemmia 6.2.1, M% se r>btiosmios pcgosi.no¡osi A% y V+ imierliamitos osí

olifeosirmmr>rfismno>234, 3% - Esto> sigrmifio:a ritmos

= (A;)pu(M:)n ‘0

= { (ftp (o>% (st) )st, (1 — hR(o>% (st)))3% (st), (<;, (st)) 5 ti: ¿E ~U
{(hp (g’si~

1(y)) (6%) — b (y), (1 — ¡op(o/4 (tú))?.’ o/4~ (y) 5 y e 17/4
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l>ara cierta i>articiómm olos la ummidaol ríe clasos P~, {h, 1 — 14 subordinmarlaa {9í,[Ií}. Sea
A* la variedad obteniola mediammteel pegadode A~ y por ci difeornrrfismno P~ rl 5

(o/sil )—r(Ui ci =?‘)~r,’ —Y (o/siti)”’-í (U’ fl 9’)¡~ Vosarnosque A~ rss 23[~ olifeomnmorfr> a A*.

Po>olenmros suml>ormer, o:onmpommiemrdoconm urna aplicaciórrP~ apropiada[0,1] —Y [0,1], qmue
A0 = OS~~ para toolo t ci [O,tú) y A0 = rl para tr>dr> t e (tu, 1], I>ara ciertos A0,

tr tales qíme

Tr’smmo.smnrsis ento>mmces
‘y 5 A% ‘--u- A4

(u,y, A) (s6~rA&fl, (1 — s)A~(¾t),A) si s ~ O
1(56—uA.~.(3’_ )—r(..AJ (1 — 5)=~,(6%)~r(ja),t) si s ~ 1,

otomiole s = ¡~ (A) - La aplicaciómí ‘y estábio.smr rieflmmida y ole Imecímo es mmm difeommmo>rfisrno P~.

Así. A;? A4.

Vosamnosalmoragime AJ~ A. TenernosqueA = A U 17, y 114* = A4~ Li 1144, domide A4~

y Al estámr<lefimiidas de la muisuma forma qmme arriba. Defimmimnos la aplicacuomm

A tA~

st h—Y (hu(r,5}j(p))p, (1 — lOfl(r>R(P))&(P) ,4(p))

rbr>mmole ji = <‘~““ ¡ (st). Esto es claramrrenmtemu olifeonmmorfismo 23~. Por r>tro lado. tenenmos

.r *4 (h.j~~(q))3””’ (q), (1 — h.p(o~/4q)))q,~6~(q))

<bonoleq = ‘V2~ (st). Estoes tamrmbiérrmmn difeornorfismno237 Paraconstruirumm difeomnorfismo

23~ osmmtre A y M4 a partir de 7j” y 7~. basta cornmprobarque c<Ámmcidenm sobreA ci 17. Pero

para st ci A ci V , p y q corn{} antes,tenernos

(i) <>pjp) = o>%’¡/Ú’(st) = cmrf(x) = 4-¡~<’ (st) = <ysi]jq)

(u) Imp (o>~ (y) )p = ftp (<4% (¡si))’< ‘(st) — h~ (<y?. (q) )o5~’ ‘<y§ ¡ (st) = ¡rÑ(í~ (q) )3— u (q)

(iii) (1 — hií(o>}.i(itsi)))6(p) = (1 — hp(sbk(p)))6’V¾’-m(st) (1 — hn.(q~~(p)))~b2’m(st)

— (1 — Io¡?(r/4(q)))q.

Así, ydst) = 7j(st) - Pooiemrmosolefinir emmtormr:es umm difeomorfismno23~ 7 5 A —Y A4 -

Fimialmnosmmte,temiemniosel sigumiemítrsdiagrannaconnmutativo

jf” ji

Al;? ~ Al~

olomídos f” : M4 *4 Al% oss la proyeo:osión(st, y, z) *4 zrestringidaaM4 (véasehacoimstnmcr:ión

<le A”’ anterior). Dos esta foruma, olefimriosmrobo fi = 7”’- ~ o ‘y, tosnemnios riumestro resultaolo.
Li

P:.rraacabarossta Secciómm,la Proposirsióníammterior nios permimite denmostrarmrmr teorema
ru—mírimmimmmal “ole tipo> Harolt’.
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Teorema 6.2.3 Sean B c ir, X c B x ir y Y c B x ff’ conjuntos definibles, y sea
f : X —3 y una familia definible de aplicacionesdefinibles. Supongamosque fg.: X1 —* Y1

esuna sumersiónpr propia entre vanedadespr para cada t E II. Entonces podemos
estratificar II en una unión disjunta de variedadespr, digamos 1? = S1 Li ... U Sr, dr
forma que, para cada S~, podemosencontrar una trivialización pr de f sobre S~ de la
forma

S¿xX¿, -+

jidxfo1

S~ >< fl —3 Yj.<4], *

para cierto 4 E S~.

Demostración. Tomemosun punto a en el espectroreal B de B. La fibra f, X0 —* Y0
esuna sumersiónV’~ propia sobrek(a) (esdecir, una aplicación V~j. Por la Proposición
6.2.2, tenemosuna sumersiónpr f’ : X’ —* Y’ entre variedadespr x’ e Y’, definida sobre
1?, y difeomorfismos 77 -y y a tales que el siguientediagrama conmuta:

—4 X0

jA e

Pero, como fL«~> es la fibra (Id x f’)« de la familia constante1<1x f’: 13 xX’ —* Dx Y’,
por la Proposición 6.1.1, existe una variedad pr sc a, sE cx, y difeomorfisnios pr c y
i’~, compatiblescon las proyecciones,tales que cl siguientediagrama couniuta:

3 )<

,~,<Á4 xj;
SxY’ ~> “½

Por la propiedad de compacidad de .b, y tal vez subestratificando, íodemossuponer que
existe una estratificación pr finita {S~ } de B tal que u¡¡ diagrama como el anterior se
verilica para cada S~. o

e

6.3 Trivialidad de pares

Sean N y P variedadespr y y : N —3 P una aplicación pr Recordamosque ~ ~ pr

trivial si existeun puntopE P y un difeomorfismo pr -y = (70,9): N -4g—
1(p) x P. Sea

M una variedaol pr y f : Al —* N una aplicación pr~ Diremos que (f,g) es17 trivial si
existep y 7 canta antes y un difeomarfismo77 0= <Go, go f) Al — (y o f) ‘(p) x P tal
que f o G~ = -yU o f. En otras palabras, el siguiente diagrama esconmutativo:

1>-4 N 24 lid

(gof)’(p)XP ~ g’(p)xP 2~> P.
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El í>rinmcipal resultadoole estecapítimio es:

Teorema 6.3.1 SeanM y N vou-íedadrsspr y sean f s A —u- Al, y 5 Al —u- fi’ sumersiones
pr sobreyeclíras í~ propias. Entonces (f, y) es P~ trivial.

Demostración. La aí>lir:acio5rrp s N —u- fi’ es mmrma sunmersiónpr ~>ropia. Por el Teo~reímma
5-41,osxistosmnímavariedaolP~ r:ommrpar:taE y un dífeommmorfisnmopr <y’ = (y, utou) s Al —4 fi1 x E.
Dos la ¡nismíma formmua, o; o J : A —u- fi1 es una smmmersiómmpr propia, por lo> ojuíe existe níma

variosriadpr conmi>actaO y unir olifosonmorfisnnopr y = (y o f, y~) s A —u- fi’ x O. Podemr>s

o:osrmsir’bosraremmto>rmeossel sigumiemmtosdiagranma:

A -¾ Al ti?’
Y’

R’xC —u- R’xF t U’

riomidos f’ u/’f y’ (7V 5 fi! x E —u- fi’ es la proyección). Además,

7Vmf’(t, st) = 7V>.¿/~,fy”””¡ (t, st) = <y—u (t,st) = ~2yy (A st) = ir
2(t, st) = A,

olosimirlos mu”2 oss la proyeco:iómi fi! 5< U *4 fi
1

Por tarmto pr><lennoussupo>ner(lime A. Al somí c<simmmpactasy 1 s fi1 x A —u- fi’ x Al es
uimma sumrmrersiómrpr propia ole la formna .f (t, st-) = (t, ft (st)). En otraspalabras,tosrmernosmmna

f¡mmnil.ia ~ obos símmmmersiommes23’ {f~ 5 A —+ Al}
0~p¡ y podemrmosolviolarnosde . Proceoleremnos

por- inid ¡mcci¿r.í sosibre 1.

Co¡msi<leremo>semm primrmer límgar <si caso 1 = 1. Por el Teoremrma6.2.3 existeumna estratifi—
cao:siosimípr anita { S~ } de fi tal que f(s~) oss pr trivial paracadai. Poolemnossmponerque lo>s

S”~. 50>11 0> i>ieui inrtervalr>s al>iertos o bien conjummmtos forrrmado>s í>or mu <mímico elemnenmto,y por
osí Lema5.2.1 i>odemmmo>s taumbiémíreosrmmplazarestosfrítínmospor inmtervalos abiertos. De esta
fornía temmosnmo>strivializacio>nmesdos la familia ./ sobreirir recmmbrimnientoole fi por intervalos
ai>irsrtos. A o:ou’mtirmumación debenmr>spegarestastrivializaciormes.

Posir ejrsnmplo, vamimos a pegar una trivializaciómm s<4>reel intervalo (0.2) comí mmrma trivia—
lización so>l>re (—1,1), o:ommcretamnmemrte

(—1,1)xA ‘--4 (—1.1)xM (0,2)xAI —
2-u- (0,2)xM

{f jmdxft {i

(—1.i)x”N ~2i~u-(—1,1)xlV. (O,2)xAl A (0.2)xN,

rlomiobos ff, f.~ A —u- Al son smmnmersiónespr propias,~j es mmnm rlifeommmorfismnropr cíe la forma
( (,., si:) = (A, ~ (A. sí:)) y ~ es umnm olifeonmr>rfismrro 23’ ole la fr>rmna ?ñ(t, st) = (t, “rp¿ (A, SÉ)) para

“o = 1,2.

(~ihsirmsiolosrosnmos<sí pímnmto A
0 = 1/2. Ento>mrces

“r,¡ ,~.,> o fI o ((~,~0f” ¡ = fi.0 = r¡~,~0 o o
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i>or Ir quíos
14 = (“r~~10 ) “ “ o “q’¡ ,t<si o ff o ((i ~) —. ¡ o

Emrtoumo:essi reosmímí>lazammios42 i>r>r (o (ídx [V2,í.<,) — ¡ o(í ,,.,‘j) y ~“ í>or ~7jo(Job 5< [(y’~,j0) —‘ oip jJ)
podosnimosshm¡><>mmosr<lime ¡4 = fl. Escril>iremmmosJ’ osnm vrsz ole ¡4, i = 1, 2.

So>brosel intervalo> (0,1) temucumiosisel siguienteohiagranmiar:o)immrmimtativo:

(0,i)~ A ~
1i~u-(0,1)x Al <~— (0,i)x A

14>4’ .k — íd 5<

(0,1)x Al —u- (01) x=V 4= (O.i)~ Al,

1>0w lo> olimos (‘r¡ u “r;
2 ) of’ = 1’ ((1” (2) o. ‘0

‘0
(ilosmmsiolosrosmmmo>sla lm¡mmo:ión JI)~‘u~ 5 fi —u- fi. olefiniola l>or

sio~(t) = { j((t — + 0< ¡=3/8
3/8<1<5/8
5/4 < mt < 1.

e
Pow <si Teo>remnmaole apro>xiniao:iómi, posidemmmo>saproximíram” si? 1>osir umia iuno:iómm pr “~ t=ilopios
O < u < 1 sod>re (01), u(A) = 1/2 si O < 1 < 1/4 y u(A) = A si 3/4 < A < 1.

Defimuimnos emitomrcosslos difo ommmosirfisnimosis9’ = (1, oto(st)) comnmo> o>~(u) — Q,a(í) y

= (A, <, (st)) o:onmo sito ( r ) ~¡ ¿ ~ o “rb.~« o) - Observamosríluos “¿/‘, o ¡ ¡ o rt, para o:aoia

mt c (0,1). ‘0

P<>oiemm’uoso’sntosiimo:ossosonsmolou.ar losdifeosimímorllsumos23’ sobros (0,1) & 2 45 00/si y m(” 2 = ~I’¡ ‘46 -

Estosmm¡ievos difisoinmo>rflsmnmoshíao o uí que losco>rm-ossposindieirtoss(:iiagn~nmriasso amu r:o>nmmriuitativos.

Sobre (3/4,1) temmenmr>sque ~ (2 y r¡
4

2 = fl2- So>bre (0,1/4) 4 2 Q¡ o (Job 5< ¡¡) y

= ~ (Id s ~) olomrolo p ~V,i/2~(21/?:M-YMyv=Q/2o¡í=Á/2sAlAl
somm oliftsomrro>rfisnmuos23’ taloss qumos .f’ o ¡í = u..’ o - Dos osstaforimua í>o’uobosimio’>s olosimímir (‘~ (A. st) =

(1, (¡(st)) co>nio

f (u oh —i < A < 1/4

(7= Q 1/4=1=1
‘1(2/ 3/4=1<2,

y r¡~ (A. :r) = (‘1. ‘q¡ (st)) o:o>mroo

“¡¡7 = “0 1/4=1=1

Claramrmosmmtesoumu oiifosomnmo>rfismmmos23’ y el diagranmma.

(—1,2) so A -4 (—1,2) so A{¡axi’ —“ .11

(—1,2) so Al ~ (—1.2) so N
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oss o:ommmmiurtativo>. ()1>tosmmemno>semmtommo:ossmmmma trivializacio$n23’ glo>bal sobros (—1,2).

Si 1 > 1, j>ooiemmmosver 1 conmo umima familia ~>aranmetrizadasobrefis

(t,s, st) *4 (A, frQs,st)) = (A, 5,.f(i~) (st)).

Sosacm E 1? y o:o>misiderenniosla fibra

5 k(cm)’—~ so Ap«~ —u- k(cm)¡—r ~

Por la lmipótossisde imirlucción. existosurma trivializaciómi pr

k(cm)’— u < AP(0)

11(15< lcr

so

Li”
II-Y <cm)””’’ so

¿f~
t~u- k(cmy—u so

i>ara o:iosrta sumnosrsmomi23’ ft Ap(a) —u- Alp® . Aplicando la Pro>po>sición6.2.2 a la su—

níiersiómm pr propia J<~ obtemíenmosdos variedarles23’ A’ y Al’ defimmidas sobre fi, dos <Ii-

feoniíorfísrnros 23’ (‘ 5 A{~0~ —u- Ap~ y rj 5 Al«Ú) —u- Alp~0~ y una sumnersión23’ propia

1’ Al’ *4 Al’ I.aloss qume osí siguientosoliagrarnacormmrmutas

A’ —u-
P(o)

Y’

Al’ —u-P(o~)

I~
Np(0).

Las varicoladesA ~ y Ap(0) sonpr olifeomnorfas,luego, por el Lenmma 5.1.11,osxiste ummr

olifosoummmosirfismmmopr 4 . A’ 114 definido>so>1>refi; dosfo>rmmma similar, temmemmmosumm difeomno>rfis—

imio 23’ ‘rl Al’ —u- Al defimíido sobrefi. Así, recumplazando(O por (<‘o (Id so

mf’ í>or ‘rC o (Id so “y’) o (101 5< r§ ¡ )P(o’~), f’ por f’ “y o f’ o (““1 A —u-

(‘) o (Id >< (~m)P½)

Al y/Q, porff(<0).

l)<>ro’smmmo)s sul’)<>niosr olume temmosrnosunatrivialización olos la fo>rnmra

k(cm)’—’ so

I
Id >~

SC JV’p~,~

0”

lic-
—u- k(cm)”’”’

1 5< Alp«;

Esto> implica (por la Proposio:ión6.1A) qule existe unatrivializaciór 23’

Sso fi1—1 soA —u-

I [o¡xIdxf’

S 5< fi1-1 so 1V
Y’

-u-

5 >< fil-u xA

ji

5 so R1””~ 5< Al

ob<uimdos 5 es uní mibeonijuntodefinible de fi comí 5 e cm. Por la commípacidaddel espectro
olefiniblos temiemmmo>sumnma partición finita ./? = U S~ tal oíume sobrecaolaS. so fi1”’ tosnrsmr>sumna
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trivializacir$um 23’ conmio> arriba. Corno ammtes, podemmiossmil>o)miosr olumos los S~ son imitcrvabo>s

ai’>irsrto>s o o:osinjummmtos forniracbos po>í- uím úmmio’:r> pmmmmtosi. Emí el caso S~ = {a } , l.)ar=rcierto>

a E .11, por la lmií>ótossisole inoiuicciómm. f es fl~ trivial sodsiuos{o. so fi1 — y, por osí Losmima 5.2.1,

poolosmmmo>s<sumcosinmtrar ¡mmma trivializacio$mm
23r sosibreumn osmíto>rnmr>abiosrtodos foi.} so it~”’ - Emr otras

í>alal>rns, í>osir’Ieiimo)s osmío:osim¡.tvar u.¡nía fumnciónm 23r 1)ositiva 6 s U’ — ‘~ __u- fi ríos fbrmima Olu.i05 ¡ oss 23’

trivial sol>ro.s la baíro’h¿r

(o½— oc..; + 6) so fifli5< ~(t,st) cfi 5< fi
1’”” ¡ 5 1— om.j < ¿(st)}.

‘0

Coimro amrtes, tosmiosmímos que posgar osstas trivializacionmossy lo> imacemnios co>mm un> argiimmmosmmtoi
análogo>.Por ejernj>lo, vannnsaposgarla trivializacióro soi>re (0,1) so fi1’””’

(0,1) so Re”” so A —4 (0,1) so Ít”’í so xi

(0,1) so fi~”< so Al 1-u- (0,1) so .1V””’ so Al

y la trivializaciomí so>l>re (—6, 3) so U1~ , ‘0

(—3,6) so lcr so Al ““4 (—6,3) so fiI”u .< A

4’ ¡dxliI5<f’s ji

(—6,6) so fi1””’ so Al —~lu- (—6,3)so 1?””’ ¡ so Al

í>ara cierta fuimojómí 23’ 6 .111— —u- fi, O < rl < í. ‘0
‘0’

Pr>oiosmimos sí.iponmosrcomiro> cmi el caso1 = 1 opios fu = fti = /‘ A —u- Al. Crsimmmosmuzammios

r.:omisíoleranmo;Lrsilo>s smml>comijmmmmtosabiertosis<iosfimiibloss U
1 = (O, 4<5) so R~— y tf~ = (46, 6) so

<Los (0. 3) so it~”’’’ . Toimmamno>s emmtonmcossunra i>artich$mm obos la mmímiolaol 23’ ~i<s(0, 3) so
Qí, 1. — /t } sumborriimiaolaal roseumbrinmiosmoto~U~ , U2 } , y o.:oumsiolosrammiosisla aj>hicaciómi dosfiumíl>bs

u~(0 6) so fi~’ —u- (0, 6) so ~ <jada jor

• “¡si.
4 (mt, s) = (43( (1 — ¡¿(‘1,s)) s) , (1 — ¡¿(‘mt, s)) s) para 1’ < 46(s) e

‘0

• u4(t, s) = (mt, s) para A > 46(s).

Observarnosqimos paraO < mt < 216(s), ¡¿(mt, s) = 1 y por tammtr>u4 (ls) = (46(1)), 0) oss osomnstamí’-
te. Es más, í>an o 1 J 3(s) tenmosmnosolimos ¡¿(A, s) = O y por tammtr> u4 (A, s) = (46(s),s) = (1, s)

asm que r’lrs Imeo lío u o s coumitiímuma. Por el Teoreimía <‘le Apro>ximnaciómm (y sim ohemirostraeióuu)

poobúsnmr>saj>rrmxummiam ¿si ío’n mumía a
1>licaclómí D’ “u.:(0, 6) so f.

1 — u ~u-(0, 6) so fi1 — tal olumos

• ‘¿qA, s) = (loS(o),0) para 1 < 46(s)
*

• “¿¿(t,.~) = (A ‘) ¡si¿mnr mt> 43(s).

So>bros (0. 6) tenienmiosel sigumionteoliagrannias ‘0

(0,6) so it’ so A “4 (0,3) so fiflt so Att 4” (0,oS) so fifl1 so Al

{f ju<mxmxi’

(0.6) so fl~ ¡ so Al Ái.u- (0,3) so fifl1 so U 4= (O,6)x it—’ so Al,
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í>o>r lo, que (‘q¿ ¡ mp) o 1’ = .f’ (<(2)/

De unaformaparecidaal casoanterior, definirnoslos difersirnorfismos23’ = (( o

Y2 ).~(o.~) y “46(o,s) = (‘~¡í r o ‘r~~ )“u(o.s) . Observemirosque ~ o = f’ o 46. Comrsidosremnosahora los
o’iifososimumourfisnmos23’ ( = (u o 46 y it = 0?m o ‘46. Estosnuevosdifeomorfisumoshacemmqure los

o:osirrespondíosntesdiagramaso:onmmmuten.Sobre{t > ~3(s)} tenemnosguie Q = (2 y ½= ½-

<u 5(0)Sobre (mt < 21~(~) ?-~ (‘~ = 4: o u donrie ~¿. = _ o ~ s A —u- A y de forma
—usimilar it = “~¡ ¡ o u dommdos u }t(O)),O> o T/

2< ~Ó(o¡),0) s Al —u- Al. Por tanto í>odernosdeihmir

la siguiente trivializao:ión W global sobre (—1,3) ><

(—1,3) < fi
1’~tm so A -4 (—1,3) so fit”4 so A

¿ ~<~~1’ fi
(—1,3) so it~ so Al tu- (—1.6) so fi0””~ so Al.

Comm o.sst> tosrmnímmala olosmnostrar:iómm, Li
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Capítulo 7

Conjuntos de bifurcación de
funciones definibles en una
estructura o-minimal

Commmo aplicac¿óm’rcíe todoslos resultadosvisto>sen lo¡s capítumlo>sanmteriores,contestamo>saquí
a imnia pregmmmítaolos Losii y Zaharia emm [12]. En la prinmmeraseccióndescribimniosla situación
soÁsire ]os mmibmerosrosalespara fmummcir>ímes diferemmciablesno necesariaammosimteolefinibles, y en

la sosginmmdapro>bamnmrsisel resírltaolo> corresposimidienteemm el casodefinil>le sobrecuerposreales

rtnlsiitmamio>s.

7.1 Conjuntos de bifurcación

Estimoliemmmos en í>rimmmer lugar el caso generalpara ftmnciones diferenciables (no necesarma-
mmmrsnrte olefimmibloss) sosilsire IR.

SosaU c IR~ u¡m o:o>n’pmnto abierto y fijemnos imna funmciónm de claseCi y s U *4 IR qmme
vosrifica

paratodo u’- E IR, la “I>ola” Bf> = {u E U p(msi.) =‘el es co>mnrl>acta. (7.1)

Demiotenimospo>r = { ix: e U p(st) = íj la o:orresí>osimrdiente“esfera” - Para rina fnmmmción

U’ oj:(J —u- IR, rieflímimímos

A(q;p) = {stc U: BÁcIR, gradg(st)=A gradp(st)}.

Paraumíra smío:esiómm {yP } c A (y; y) comísiderarnoslas commoliciones

blm ,>(~P) = y linm q (yP) = e. (7.2)

Dosmmotamnmr>spor 2~ el commjmmnto de valorescríticos de y, y escribimnos

= { o: E IR existe mmna. smmcesiómm b.’~ } c A (oj; y) olumos enímple7.2} -

99
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‘Y

Tosmiemnoseimt<>ncesosí sigímiemítetosoremnma([12]):

‘Teorema 7.1.1 SeaU c fiU un s’abconju”rotosi abierto y sean y, y 5 U —u- fi funciones dos
cíosi.s e QP± par-a a/guiri ¡si E M U { ~.}. Suposinqaníos adcnroís gui: Z,, estoS acolar/o. Eniosino:cs
¡siara o:uaíquíe”r- intervalo abierto 1 c g(U) \ (Z<, u Sg;;,), la restrí ccirin

u
=.‘:=¡ (J)—u-.J ‘0

Ibuna J’ilsiraciomn Cr’ ti ivíal.
‘0

Omm í>umrto y E ~i=~U ~ oss olecir, momm l)uiIito> emr el opios g mío> oss muía tibracióim trivial (sim
un entornodos 3i’ ~ llama unu ‘voílor mnt’í’p”ieo C~’ de y, y <.1 osomíjuixtode los valoresatípiosossos
llamíma el co’uqu’rrto de bifurco.osio”ro olos y. ‘0

9’

Ib

7.2 El caso definible ‘01
Ib

Sea8 ¡umia osstructurao—mnminimnmu.b oírme osxpamudeun cunerísiorosal o:osrraoio fi. Cosimisioleraimioslas

miotao:iommossy olefinicio>nesde las seccióír anterior, peri> smmstituryeimolo IR í>or i? y touiimanmoío>

to>da.s las fmmmmcionioss ole clase23’ I>ara algúmm u E N. Danmío>s osimtomices mrmra versiómo defimiibbo.s

oid. resmmlta.olo> amrterior, ruiya valioiosz isilamíteaníLo>i y Zalmaria.

‘0

Teorema 7.2.1 Sea U c 10 ‘un s’ubeoírj’uroto definible ubíerírsi y seríro y, ¡si : U *4 fi ‘0

fanc&sines o/e rs/ase 23’ ¡siara aíy”á’rr i- > 0. Entonces ¡sia’í-a o:’v.osi.íqu.¿íe”r ínter’vaío abíeríosi Ib

-J C g(U)\(Z~ U Sg;>), la restricción es
Ib

959r (J)—”u-J

40
es 23’ trivial. u”

es
Deruosistruosirín. Emm [12, Tít - 1.5] se olosmuestrao.íuío.s los <.somijmmmmtos ~ y ~~11> so>mm flímitos. Sea

umm immtervalr> abierto> osoimio arriba. Para to>do A E . . ‘ (A) oss nimia varíosdao 23< -1. U, = o.’””
Posir tanto, par-a to>do <‘o E 1, U~ es tina. variosolaol D’ - Entomocoss,por el mn¿isnn¿oargmurnsm¿to
utilizado> anmtosriormnosmmtoscmi 51.10, tosmíenmos<limos O C5 pr trivial f¡mera. ole uímí mmimmmnosro> liruito>
ríos valo>ross { oru ap -

Tonremmnous ummí valosir o. = a¿ - Conímo a ~ ~ í>o>oleiirosis osncoímtrar e’ > O y .1< > 0
suifio:iemmtennr.smmt.egrammde tal <¡mme Ib

‘0

(gp): =¡““¡ (<si. —c,a. + e) ci y—i (~ ±cxD)—u- (a — e,o. + e) so (E, ±cxo)

oss mioma sírmnmosusióimolosilimible propia. Pom tanto>rss 23’ trivial, es olososir.osxiste mmmi difeomimosirlismno

obosfinmiblos
e (A,g,p) s y””’(a — ca + e) ciy””

1(K.+oc) —4

Crí(a) Li ¡si”’’(.K + 1)) so (o. — o., o¿ + e) so (E, +oo).
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Por o>tro lado> o:o)mmsiolrsrosnmo>sla variedaddefinible o:o>n borde

=í<~(a—e,a±o+)ciy””1(—ce,K+2]

y la finmmo:ión dosflímiblos

o; 5 y””’ (a — e. a + e) ci í§1 (—ce,K ±2]—u- (a — e,a+ e),

olimos oss lmrma s1.mmniersmo)mml)rolsiia <lime es tanrrbiénmunasunmersuonrestringidaal borolos (dosnuevo
pr>roílíos o, ~ S<~) . Enmtr>mmces, }>ow el Teorosmna5.5.1, es también23’ trivial, esto>oss, existeinir
riifosommmorfisnmmr>olosfiimible

fi = (¡uy y) 5 y””~a— e, a±e)~ (—ce,K+2] ‘4 (q”< (a)fly””m(~ce, 1=7+2])so (a—e, a±e).

1>o>otosmmiossmií>ommer O¡ííOS ~r .~ í (ox) = íd y y ~ bou = y sol>re umní enitormmo abierto olefinrible de

y””¡ (.K + 2).

Qmueu’emíuospegar estas olos trivializaciormes para obtener imna trivialización deflnil>le
so’)l)re (a — e, <si. + e). Conmsioleremos

e
0 = (A,P)~g-I(ot) 5 4~~Y~) ciPr(K,+ce) —u- Q so (K,±ce)

do>iuole <2 = y”” (o,) ci y”” ¡ (1< + 1). Con estosdatos porlemnmososonstrímir

<2 so (a — o,a+ e) so (K,K + 2) —u- (2 so (<si. — qa + e) so (K.K + 2)

olosfinmida por ‘y,o(~) = A(¡oo(EY””’ (~,y, A))). Observammiosque T<,.¿ = 1<1 solsire Q.
Sosa o>: fi —u- fi una fummción dosfimmible, 0 => =1. tal qmme <> O sobre (—ce,K] y o> 1

so)l’)ros [K + 2, +ce). Emítomicesdefinminnmos

‘>‘o (st) = e0— u (‘~ít)a±ír«r>)yo (A (st)),y)

parast E y “
1(a — e,a+ e) ci p”””’(K,K ±2],dondey = g(st) y A = p(st).

= 1, eímtommces‘y
0(st) = C0 ‘(A(st), y(st)), y si o> = 0

“Yo (st) E~ou”” (‘yo (A(st) ), ‘A)
= C0””~ (Ah0(e””’ (A(st), g(st),p(st))),y(s))

= Co”’ ¡ (AIíou(st),p(ho(st))) = b.¡si(st).

Poir tammto>, 1)o)<losmimo>s osxtemmder‘you ~ ~— i (~ — e o. + e) mrmediammte

1 Co~’ (A(st), p(st)) si p(st) E [K + 2, ±ce)

‘yo(x) <íú(r) si p(st) E (—ce,A].

Emmtomucoss“y = (‘yo, .g) es imna trivializaciómm ole y sol>re (a — e,u. + e).

Dos esta fbrnmra. í>osiolosmnos roscímbrir .1 po’)r un mmúmmmero finito de alsiiertos tales que y es
flr trivial sobre osaria imno dos ellr>s. Parafinalizar, olebenmo>spegar estastrivializacuonmes.

Posro í>ara <silo> basta rospetir el argimnmosmmtoolume aparoscosen la olosnmo>stracio5mmde 5.1.10.

Li
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