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Introduccion

En esta Memoria preteudemos estudiar un problema tipico de la Topologia Diferencial
comno es la trivialidad de sumersiones entre variedades diferenciables. Un método hahitual
para atacar este tipo de problemas ¢s la integracion de campos de vectores. Sin embargo,
s1 miestro datos de partida son elgebroicos, la integracidn de campos de vectores no nos
asegura que Jos datos finales (los difeomorfismos que encontramos) sigan teniendo esta
calidad algebraica.

Este ) caso en gue las variedades de partida son semialgebraicas (es decir, descritas
por edio igualdades v desigualdades polinomiales) y las aplicaciones diferenciables con-
sideradas tienen grafo semialgebraico. Este tipo de variedades y aplicaciones se Haman de
Nash. En su trabajo [6], Coste y Shiota estudian la trivialidad de funciones de Nash sobre
variedades de Nash. En concreto, s1 X C R™ es una variedad de Nash v f: X = R es una
sumersion de Nash propia, se demuestra que esta funcion es trivial en la categoria Nash,
es decir, que existe mn difeomorfisno de Nash b = (hg, f) : X = 710} x R,

Para demostrar este resultado se necesita una herramienta que sustituya la integracion
de campos de vectores. Este herramienta es el espectro real. En general, dado un conjunto
semialgebraico X v una aplicacion semialgebraica f : X = R, podemos ver f como una
familia de conjuntos semialgebraicos {X;},cgs, donde X, no s mds que f~*(2). Podemos
asociar al espacio de pardmetros B un nuevo espacio R, una compactificacion cuyos
puntos se pueden ver como ultrafiltros de subconjuntos semialgebraicos de K. Dado un
elemento a € B! (un punto genérico), podemos definir la fibra genérica X,, de X en o, La
fibra X, es un subconjunio semialgebraico de &(«)”, donde &(} es un cuerpo real cerrado
asociado a «. En general, ¢l cuerpo k(o) contiene estrictamente a R. Por tanto, aunque
nuestros datos de partida estén definidos en R, nos vemos llevados de una forma natural
a trabajar con objetos definidos en cuerpos reales cerrados R arbitrartos.

De esta forma, debemos establecer nuestros resultados no sdlo para variedades y fun-
ciomes de Nash definidas sobre B, sino para variedades y funciones definidas sobre un
cuerpo real cerrado 2. Repetimos que esto no se hace dnicamente por la generalidad en
sl misma, $ino porque es necesario para encontrar resultados sobre R

La idea detras de la uiilizacion del espectro real es la siguiente. La fibra X, verifica
ana cierta propiedad (expresada mediante formulas de primer orden del lenguaje de los
cuerpos ordenados) si y 86lo si existe un subconjunto definible S ¢ R! tal gque todas las
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ibras Xy, con £ € S, verifican la misma propiedad.

El espectro real tiene la virtud de ser compacto (aungue no Hausdorff). Esto nos
permite pasar propiedades de las fibras genéricas a propiedades de a famnilia sobre nn
nimero finito de subconjuntos “grandes” del espacio de pardmetros.

El uso del espectro real se combina con otra téenica muy importante, la construceion
de maodelos de conjuntos semialgebratcos, Dada R < R una extension de cucrpos reales
cerrados, y dada una variedad de Nash X definida sobre £2, podemos encontrar otra
variedad de Nash X' definida sobre R’ de modo que su exfension a R es difeomorta a X
Bl uso combinado de estas dos téenicas nos permife sustitnir la integracion de campos de
vectores y encontrar trivializaciones que respeten las condiciones de algebraicidad.

En esta memoria mejoramos y ampliamos el resuliado de Coste v Shiota, estudiando
Jamilias de oplicaciones semialgebroices. St X, Y y 7 son conjuntos semialgebraicos, y
F:X =Y, g:Y = Z son aplicaciones semialgebraicas, podemos ver el par (f, ¢} como
wna familia de aplicaciones semialgebraicas {f; © X, = Y, ey, siendo X; = (go f17'(#),
Y, = ¢~ 't} v £ la restriccién de f a X;. Demostramos entonces que si f @ X - Voy
g Y — R son aplicaciones de Nash propias, entonces el par (f,¢) es frivial, es decir,
todas las fibras i de la familia son “Nash difeomorfas” a una fibra tipo fj.

Como antes, cn la demostracion resultan esenciales dos construcciones. La primera s
el estudio de la fibra genérica f, cn un punto o € R En la memoria veremos resultados
(que nos permitivdn trasladar propiedades de f, a propiedades de las fibras fi parva £
pertenecienie a un subconjunto “grande™ del espacio de pardametros.

La sepunda téeniea wtilizada os la contriceion de modelos para suimersiones propias. Bs
decir, si ' < I es una extension de cuerpos reales cerrados, y f : X — Y es una sumersion
propia (definida sobre R), podemos encontrar una sumersion propia f/ 1 X' - Y’ definida
sobre R, cuya extension a B es “Nash difeomorfa” a f. De nuevo el cstudio de la fibra
gendrica de familias de aplicaciones junio con la construceion de modelos semialgebraicos
s permite deducir resultados de trivialidad para familias (0 pares) de sumersiones de
Nash propias.

Ya hemos mencionado anteriormente que establecemos mestros resultados para varie-
dades v aplicaciones definidas sobre cuerpos reales cerrados arbitrarios. De hecho, esta
mewmoria se sitia en un contexto mas general. Van den Dries observa que munerosos resul-
tados de geometria semialgebraica se deducen a partir de una serie de axiomas simples. La
coleccion {8, }.en, donde cada &, es el conjunto de los subconjuntos de R” que verifican
dichos axiomas, constituye una estructura o-ménirnal, y un conjunto perteneciente a 5,
se Hama definible. Este os un concepto gue viene de la Teoria de Modelos y que entron-
ca con la idea de estudiar objetos con “topologia moderada” que aparece en el trabajo
de Grothendiek [10] v en ol de Brumficl [3]. El resultado de Witkie {19] de que (& exp)
(basicanente, la coleccion de subconjuntos de R" | para cada n, para cuya definicién se uti-
lizan igualdades y designaldades que involucran combinaciones de polinomios y la funcion
exponencial) es una estructura o-minimal, impulsa de manera decisiva la investigacion en
esta campo. Un modelo de lo que es la geometria o-tainimal es 1 geometr{a semialgebraica.
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Para establecer nuestros resultados en esta categorfa mds amplia, hay algunas cons-
trucciones que debemos extender al caso o-minimal. Coste, en [4), extiende el espectro
real a lo que Damaremos espectro definible. Se definen las fibras genéricas de familias
de conjuntos y aplicaciones definibles en puntos del espectro definible y se estudian sus
propicdades mas importantes.

Estudiamos las variedades y aplicaciones definibles de clase C", que Namaremos DT.
Nos centraimnos cn el caso r < 00, ya <que la categoria D° no tiene un buen comportamiento.

Para poder demostrar nuestros teoremas de trivialidad en el caso definible, probamos
un teorema de aproximacion de aplicaciones definibles por aplicaciones definibles de clase
de diferenciabilidad mas alta. Este teorema hace el papel del teorema de aproximacién en
¢] caso Nash cstablocide por Shiota cn [17), y nos permite establecer una equivalencia entre
la categorfa D" y la categorfa D™*!. Este tcorema es necesario porque para algunas de
nuesiras construcciones (por cjemplo, la construccion de entornos tubulares) necesitamos
utilizar aplicaciones de clase mas pequeiia. El tcorema de aproximacién nos permite volver
a nuestra clase original.

A continuacién estudiamos la construccion de modelos definibles de variedades y fun-
ciones definibles sobre estructuras o-minimales mds pequefias. En concepto adecuado
en este caso ey el de extensidn elementel de estructuras o-minimales. Como antes, si
{R',8) < (R,S) es una extensién elemental, podemos construir modelos sobre R’ de
objetos definidos sobre R. Todas estas construcciones nos permiten demostrar nuestros
teoremas de trivialidad en el caso D'.

Obscrvamos que nucstros resultados también nos permiten demostrar los teorcmas de
trivilidad en ¢l caso Nash {es decir, C*° y semialgebraico; el primero ya estaba demostrado
por Coste y Shiota en [6], 1a demostracién del segundo aparece por primera vez cu esta
memoria), por la equivalencia entro las categorias Nash y C” Nash ([17]).

La estructura de la memoria s la siguiente. Los tres primeros capftulos son introduc-
torios y sigucn el trabajo de M. Coste [5], que a su vez se basa en el libro de van den Dries
[8] ¥ cn el trabajo de Coste [4].

En el Capitulo 1 definimos con precisién la nocidn de estructura o-minimal y estu-
diamos las propiedades topolégicas mas importantes. Establecemos resnltados sobre des-
composicion cn celdas de conjuntos definibles y sobre continuidad a trozos de funciones
definibles. También cstudiamos la dimension y las componentes conexas de los conjuntos
lefinibles, a través del importante Teorema de Eleccién Definible. Acabamos ¢l capitulo
counciando un teorema sobre triangulacién de conjuntos definibles.

El Capitulo 2 estudiamos cl espectro definible. Construimos la estructura o-minimal
asociada a wn punto del espectro definible y estudiamos las fibras en estos puntos genéricos
de familias de conjuntos y aplicaciones definibles.

El Capitulo 3 estad dedicado a las vartedades y aplicaciones de clase P*. Estudiamos
la descomposicién de conjuntos definibles en celdas de clase P* y damos un importante
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teoremna sobre existencia de entorno tubulares de clase D%~} Acabamos el capitulo cou
un teorema sobre existencia de particiones de la wnidad de clase D, que hasta ahora no
estaba enunciado en la literatura,

El Capitulo 4 se centra en nuestro tcorema de aproxiinacién para estructuras o-
minimales. Definimos una topologia cn ¢l espacio de aplicaciones D¥ v desgranamos la
demostracion del teorema de aproximacion a traveés de distintos casos particulares. En
oste proceso demosframos un teorema de existoncia de entornos tubulares inelinados de
clase DF. Finalizamos cl capitulo con un resultado sobre eliminacion definible de esquinas.

En ol Capitulo 5 demostramos el teorema de trivialidad para sumersiones definibles
propias. Hsiudiamos las familias de variedades definibles y mostramos la equivalencia de
nuestro teorema con la existencia de modelos definibles. La demostracion de este resultado
implica la utilizacion de una clerta feoria de Morse definible. Acabamos el capitulo con
dos resultados sobre variedades definibles con borde.

Por fin, en el Capitule 6 damos la demostracidn del Teorcma de Trivialidad de Pares
de sumersiones propias. Estudiamos las familias definibles de aplicaciones y construimos
un modelo definible para sumersiones propias. Como en ¢l capitulo anterior, fa existencia
de cste maodelo resulia equivalente al teorema de trivialidad de pares.

En el altimo Capitulo 7, mostramos una aplicacion de log resultados precedentes a la
teoria de singularidades. En [12] se establece que el conjunto de puntos de bifurcaciou de
una funcion definible sobre un abierto de B es definible. Sin embargo, no se dice nada de
si las trivializaciones que oblenemos fucra de estos conjuntos de bifurcacion son de clase
. Utilizando puestros resnltados demostramos que efectivamente tales trivializaciones
son de clase DF.



Capitulo 1

Estructuras o-minimales

En este capitulo introductinos el concepto de estructura o-minimal y estudiamos sus prin-
cipales propicdades, sobre todo de tipo geométrico. Esta introduccidn a la geometria
o-minimal se basa esencialmente cn el trabajo de M. Coste [5].

Después de dar la definicidn de estructura o-minimal sobre un cuerpo real cerrado, es-
tudiamos sus propiedades bisicas. A continuacién pasamos a estudiar algunas propiedades
topoldgicas de los conjuntos v las aplicaciones definibles. Para elio necesitamos dos im-
portantes resultados, el teorema de descomposicion en celdas y ¢l teorema de continnidad
a trozos. Usandolos se introduce la dimension de los conjuntos definibles v su descompo-
sicion en componentes conexas. Finalmente estudiamos la triangulacion de conjuntos v
aplicaciones definibles.

1.1 Definicion de una estructura o-minimal

Sea It un cuerpo real cerrado. Un intervalo abierto en R serd siempre un intervalo de la
forma {a,b) (para a < b) o bien (a, +-0c) o bien {—o00,b). Remarcamos que un intervalo
sierupre tiene sus extremos en R U {—o0,+00}. Por cjemplo, si R es el cuerpo de los
nimeros reales algebraicos (que es el cuerpo real cerrado més pequetio), el conjunto de los
xen R otales que 0 < o <« (7 = 3.14...) no ¢s un intervalo, ya que su extremo derccho
uo estd en K. Utilizaremos la notacidn {a, b] para intervalos cerrados.

El cuerpo £ tiene una topologia para la que los intervalos abiertos forman una hase. A
los espacios afines B™ les hacemos corresponder la topologia producto. Las cajas abiertas,
os decir, los productos cartesianos de intervalos abiertos (ay, ) x --+ % (ay,,by) forman
una base para esta topologia. Los polinomios son continnos para esta topologia.

Dados x = (&), ..., #p) ey = (yi,. .., yn) en R", denotamos [|o—y|| =
Dado r > 0 en R. definimos las bolas abiertas y cerradas

B{z.ry={ze R": ||z — x| < r},

Blary=42c R": ||z — x| < r}.

7



8 CAPITULO I. ESTRUCTURAS O-MINIMALES
La bolas abiertas B(x,r) forman una base de entornos de 2 para csta topologia.

Definicidén 1.1.1 Una estructura que expande el cuerpo real cerrado R es una coleceidn
S = (Syluen donde cada S, es un conjunto de subconjuntos del cspacio afin B™ que
satisfacen los siguientes axiomas:

1. Todos los conjuntos elgebraicos de B estidn en 8,,.

2. Para cada n, &, es una subdlgebra booleana del conjunto de subconjuntos de 127

1 SiAES,, yBeS, entonces A x B e S,y

4. Sip: B R es la proyeceidn sobre las primeras n coordenadas y A € Sy
entoneces p(A) € S,,.

Llamaoremos a los elementos S, los subconguntos definibles de R™. Diremos que la estrue-
tura § es o-minimal si ademds satisfuce

r

d. Los elementos de S| son justamente las uniones finitas de puntos ¢ intervalos abicr-

tos, cerrados y semaabiertos.

En todo lo que sigue, trabajaremos sobre una estructiura o-minimal (gue expande un
cuerpo real cerrado R).

Definicién 1.1.2 Sea A un subcongunto de R® y [+ A — RP una aplicacidn. Diremos
gque [ oes delinible siosu grafo es un subconjunto definible de R™ x RP.

Obsérvese gque si f es definible, aplicando ol axioma 4 p veces, podemos deducit que A
es definible.

Proposicidn 1.1.3 La @magen de un conjunto definible por wne aplicacidn definible es

definible.

Demostracion. Sea [ A — RP una aplicacion definible, doude A © B", y sea 7 un
subeonjunto definible de A, Denotemos por

Ty = {{x, f(z)):xe€ A} C RV

el grafo de f. Sea A el subconjunto algebraico (de hecho lineal} de P formado por los
puntos (z,x, 1) € RV x B x R tales que z = y. Entonces ¢ = AN x U pN(RP x B x RPY)
es un subconjunto definible de BPFYP Sea w1y piyy o RPTP 5 BY o proyeceion sobre
las primeras p coordenadas. Tenemos que @pppnp,(C) = f(B) y aplicando el axioma 4
1 4 p veces tenemos que f{3) es definible. O

Obsérvese que lag aplicaciones polinomiales son definibles, ya que su grato es un con-
junto algebraico. Observamos también que si f = (fi,..., fy) es una aplicacion entre
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AC Ry K entonces f es definible si y sélo si cada una de sus funciones coordenadas
Ji..... fp son definibles. Ademds se tiene gue la composicién de dos funciones definibles
os definible y que las funciones definibles A = R forman una f-dlgebra.

En esta memoria denotaremos mediante A a la clausura de un conjunto A.

Proposicién 1.1.4 La clausura y el interior de un subconjunto definible de R" son defi-
nibles.

Demostracion. Basta demostrar que la clausura de un subconjunto definible es definible.
El caso del juterior se sigue tomando el complementario. Sea A un subconjunto definible
de B, La clausura de A es

13

A=lre R :Vee€ Re>0,Iyc R, yC Ay Z:(urz — i) < €2

i=1
donde @ = (#1....,x0) ¢y = (y1,-..,1n)- La cdausura de A se puede describir también
OO
by - : P __‘_l -
A= R" \ (Wn+i,v1(Rﬂ \71'2n+1,ﬂ+1(B)))
donde

T
B=NR"xRxA)n<{eey)e R" x R x R": Z(:L’;‘ —yi)? < ety

1=]

Tyt €) = 2 ¥ Tantnei (0, 6,4) = (2, ¢). Basta entonces observar que B es definible.
]

El e¢jemplo anterior nos muestra que habitualmente es muy laborioso escribir proyec-
ciones para demostrar gue un subeonjunto es definible. Estamoes mas habituados a escribir
formulas. Precisemos qué es lo que queremos decir con una férmula de primer orden (del
lenguaje de una estructura o-minimal). Una térmaula de primer orden se construye de
acuerdo a las siguientes reglas.

L. Si P e R{X,,. ..,X,] entonces Pley,...,5,) =0y Plz(,...,2,) > 0 son férmulas
de primer orden.

2. 5i A es un subconjunto definible de B™, entonces © € A (donde z = (), ... . 2,)) s
una férmula de primer orden.

3081 @y, oy} y ¥, ..o xg) son formulas de primer orden, entonces 4@ y O,
“Po P, "no $7, & = U son férmmulas de primer orden.

4. Si ¢y, ) o5 nna férmula de primer orden (donde i = (yy, ...,y y 2 = (11, ..., 2)
y A es un subconjunto detinible de B, entonces Ju € 4 Oy, z} vy Vz € 4 O(y, )
son formulas de primer orden.
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Teorema 1.1.5 Si ®{uy,....x,) es una formula de primer orden, el conjunto de los
puntos {2, ..., m,) en B que satisfocen $(x), ..., x,) es definible.

Demostracion. Procederemos por induccidn sobre la constyuceidn de las formulas. La
Regla 1 produce los conjuntos semialgebraicos, que son definibles. La Regla 2 obviamente
produce conjuntos definibles. La Regla 3 taunbién genera conjuntos definibles porgue S,
es cerrado por operaciones booleanas. La Regla 4 refleja ¢l hecho de que la proyeceidn de
un conjunto definible es definible. De hecho, 81 B = {{y.x) € PP &y, x)} es definible
Y Tptnp - REF™ 5 RY denota la proyeccion sobre las p primeras coovdenadas, tenemos que

{ye R" :3x e A®(y, @)} = mpun((RY x A) N B),
{yc B Ve e AP(y,2)} = B\ mpanp((BP x A) N (RPN B))

lo que rouestra que ambos conjuntos son definibles. |

Obsdrvese que las vartables cuantificadas deben variar a lo Targo de conjuntos definibles.
Por gjemplo
Ha,y) € B - I € Ny = na}

10 es definible: 81 este conjunto fuese definible, su interseccién con la recta o = | serfa
.. . .. . _ o ..
definible. Pero esta interscecién es el conjunio {(1,%) € R* : ¢y € N}, que no es definible
por el axioma de o-mininalidad. El problema, claro estd, es que N no es definible en R.

Observaciones 1.1.6 (i) Si f : A = R es une funcidn definible, entonces el conjunto
{o € A f(x) > 0} es definible. Por tanto, podemos aceptar desigualdades que
involucren funciones definibles en formulas que definen conjuntos definibles.

(i) Sea A un subconjunio definible no vaeio de R*. Pare w € R definimos dist{x, A)
como el infimo del conjunte de los lly — x| = P (y — #i)? cuando y recorre Al
Tenemos entonces gue dist(xz, A) es un ndmere bien definido y gue o — dist{x, A) es

unae funcion definible continue sobre R,

Una buena referencia sobre las propiedades de las férmulas de primer orden y sobre
teoria de modelos en general es [155.

1.2 Descomposicion en celdas

En esta seccion demostramos la existencia de una descomposicién en celdas pava conjuntos
definibles, que generaliza la descomposicion cilindrica de conjuntos seinialgebraicos. Este
restdtado resulta ser crucial para el estudio de la geometria o-minimal.

n primer Ingar vemos un teorema que estudia la monotonia de las funciones definibles.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Monotonia) Sec [ : (¢,0) = R wna funcidn definiblc.
Buriste una subdivision finite o = ag < ay < ... < ap = b de forma que, sobre cada
intervalo (o, a01), [ es continua y, o bien constante, o bien estrictamente mondtona.
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La clave en la demostracion del Teorema de Monotonia es el siguiente

Lema 1.2.2 Sco [ : (a,b) =+ B una funcién definible. O bien existe un subintervalo de
(a,b) sobre ¢l que f s constanie, o bien existe un subintervelo de (a,b) sobre el que | es
estrictamente mondtona i continua.

Demostracion. Supongamos que no existe ningdn intervalo de {a,b) sobre el que [ sea
constante.

Primer paso: existe un subintervalo sobre el cual f es inyectiva. De la suposicién
anterior se sigue que, para todo y en R, el conjunto definible f ~i(y) es finito. En caso
contrario, f~'(y) contendria un intervalo sobre ol cual f = y. De esta forma el conjunto
definibic f{(a,b}) es infinito y contiene un intervalo J. La funcién ¢ : J — (a,b) definida
por g(y) = win{f ' (y)) cs definible y satisface f o g =Idy. Como g es inyectiva, g{.J) es
fnfinito y contiene un subintervalo f de {a,b). Tenemos entonces que g o f; = Idr y I es
inyectiva sobre 7.

Sequndo paso: existe un subintervalo sobre el que f es estriclamente mondtona. Sabe-
mos que [ es inyoctiva sobre un subintervalo I de (a,b). Tomemos z € . Los conjuntos

@) ={yel: fly) > f(r)}
I(z)={ycl: fly) < flz)}

forman una particién definible de I\ {x}. Por tanto, existe un e > 0 tal que (z—€, 7} (resp.
(1,2 + €)) esta contenido en () o en I_(z). Tenemos por tanto cuatro posibilidades
By (w), Oy (x), _(x) y & _(x) que inducen una particidn definible de I. Por
cjemplo, @4 _(x) es la férmula

Jevyel ((r—e<y<z= fly)>flE)y @ <y<zt+e= fly) < flx))

Sea @, = {wel:®, 1(x)}; de forma andloga se definen los conjuntos & _, ®_
y ©_ _. Afirmamos gue ®; , y ®_ _ son finitos. Basta demostrar esta afirmacion para
@, , (para ®_ _ reemplazamos f por ~f). 8i @, . 1o es finito, contiene un subintervalo
de 7, que llamaremos también I. Definamos

B={zel:Vyely>z= f(y)> flz)}

S B contiene un intervalo entonces f es estrictamente creciente en este intervalo, lo
que contradice que esté contenido en &4 .. Por tanto I es finito. Sustituyendo I por
(max{B), +o0) N T si B # 0, podemos suponer que

(#)  Veel3dyel(y>zy fly) < flx))

Tomemos = € I. El conjunto definible Cp = {y € I 1y >z y f(y} < f(z}} es no vacio. 5i
¢, fuese finito, su maximo seria un elemento de [ que contradice la propiedad (x). Por

T

tanbo, €, contiene un intervalo. Sea z el fnfimo del interior de ¢, Tenemos que z > x
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ya que f o> f(x) sobre cierto intervalo (z, ¢ + €). Tenemos también que f > f(x) sobre
cierto intervalo (z —e,z) y f < f(2) sobre cierto intervalo (z, z -+ ¢). Por tanto se verifica
la siguiente férmula W, _(z):

Je>0VtelVuel{z—e<t<z<n<z+e= f{1)> flu))
De esta forma hemos demostrado
() Yeeldzel{e<zy ¥y _(2)).

El conjunto definible de elementos de [ que satisfacen ¥, _ es no vaclo y no es finito: en
caso contrario, su wdaximo no verificarfa (#+). Entonces podemos suponer, reemplazando
I por un subintervalo mas pequeno, que ¥, _ se verifica sobre 7. Consideremos ta funcion
definible /o : 7 — [ definida como A{z) = f(—=). La propiedad &, 4 para h se verifica
sobre —1. Por tanto, por ol argumento anterior, hay wn subintervalo de —7 sobre el
gue se verifica W, para h. Esto significa que existe un subintervalo de I sobre el que
se verifica W_  para f (intercimbiese izquicrda y derecha). Sobre este subintervalo se
verifican simultdncamente W,y W_ | lo que es una contradiceion. Esto demuestra
nuestra afirmacion inicial.

Asi, como € ¥y @ son finitos, reemplazando [ por un subintervalo mis pequerio,
podemos suponer que ®_ = I o bien &, _ = . Digamos que ©_ , = [. Entonces
J es estrictamente creciente sobre . De hecho, para todo & € £, ¢l conjunto definible
{y € fy>xyf > f(z)sobre {xyl} es no vaclo y su supremao s necesariamente el
extremo derecho de I (en caso contrario, este supremo no verificaria ©_ ). De forma
similar, si ¢ _ = 1, entonces [ es estrictamente decreciente sobre 1.

Ultimo paso: hay un subintervalo sobre el que | es estvictamente mondtona y con-
tinua. Recordemos que [ es estrictamente wondtona sobre I, Bl conjunte definible
F(I) es infinito y contiene un intervalo J. La imagen inversa f'(J) es ol iutervalo
(inf(f=1(.7)),sup(f~'(J))). Reemplazando I por este intervalo, podemos suponer gue
[ s una biyeccidn estrictamente mondtona entre ol intervalo [ y el intervalo J. Co-
mo la imagen nversa de un subintervalo de J es un subintervalo de {, f s continua.

[

Demostracian del Teorema de Monotonda. Definimos X_ {resp. X », Xy) como el
conjunto definibie de los & € {a,b) tales que f es constante (resp. continua y estricta-
mente creciente, continua y estrictamente decreciente) sobre un intervalo que contiene a
B EDt()llCﬂS

(@) \ (X-UXAUX)

es finito. En caso contrario, contendria un intervalo, lo que serfia una contradiceion con
¢l anterior Lema 1.2.2. Por tanto, existe una subdivision ¢ = ag < oy < ... < g = b
de forma que cada (a;,0;11) estd contenido en X o en X » 0 en X+ . Claramente f es
continua sobre cada {0, a; ). Tomemos @ € (a;, 6i4). Si (g, ajy) estd confenido en X -
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(resp. X », X)), sca Dy el conjunto de los i € (a4, a;41) tales que z <y y f = f(z) (resp.
f = flx), f < f(zx}) sobre {z,y). El conjunto D, es definible, no vacio y su supremo
es necesariamente a4, Se sigue entonces que foes constante o estrictamente mondtona
sobre (a;,ai01). O

A continuacion vamos a establecer fres teoremas que estdn muy relacionados: el teo-
rema de finitud uniforme, el teorema sobre descomposicidn en celdas y ¢l teorema de
coutinuidad a trozos.

En primer lugar, digamos qué es para nosotros una descomposicion en celdas. La
nocién de descomposicion en celdas definible cilindrica (dedc) de R™ es una generalizacion
dle la descomposicion en celdas eilindrica algebraica. Definimos la dede por induccién sobre
1.

Definicion 1.2.3 Una dede de R™ es una particion finita de R" en conjuntos definibles
[Cihier que verifican las propiedades siguientes. Los C; se llaman las celdas de la eded.

no=1: Una dede de R estd dada por una subdivisidn finita a)y < ... < a7 de R. Las
celdas de IR son los conguntos unitarios {a;}, 1 < ¢ <1, y los intervalos (a;,a:4.1),
0 <e <, donde ay = —o0 y o)) = +00.

n > 1: Una dede de R" estd dada por una dede de R g, para cade celda D de R,
funciones continuas definibles

(o1 <...<{pyp: D - R
Las celdas de R son los prafos
{(x,(pi(x)):xe D}, 0<i<(D),
y las bandas

{(Cpalpurt) ={{zmy) iz e Dy (pilz) <y < Cpuri(2)}

para O <1 < I(D), donde {py = —00 ¥ (pypy = +o0.

Nétese que el hecho de que una celda de una dede es definible se sigue de forma
inmediata de la definicién y de los axiomas de estructura o-minimal. Nétese también que
81Ty, 0 L8 — R™. m <n, s la proyeccién cn las primeras m coordenadas, las imdgenes
por T, ., de las celdas de una dede de R son las celdas de un dedc de R™.

Definimos por induccién la dimensidn de una celde. La dimensién de un conjunto
unitario ¢s O y la dimension de un intervalo es 1. 51 € es una celda de R™, la dimensién
de Ces dim(my, () si € es un grafo y dim(m, ,—1(C)) + 1 si C es una banda.

Proposicién 1.2.4 Pare cada celda C de una dede de R™ exziste un homeomorfismo de-
finible B¢ 0 (7 — Relim(€)
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Demostracion. Sea D = m, ,,|(C) y supongamos que 85 : D — RAn{) gy ya definida.
Sea (x,y) € C, donde = & D. Definimos (. y) como #p(x) si C es un grafo, y como

(ﬂn(:ﬂ) - y+ %*)

(pilz) —y Cpipile) —y

si C es la banda (Cp,,Cpaq1) (evidentemente debemos omitir aquellas fracciones en las
que en ¢l denominador aparezcan funciones infinitas). =

La nocion de conexion no se comporta bien si R # R, Por esta razén debe ser sustituida
por la nocidu de conexion definible.

Definicion 1.2.5 Un conjunto definible A se dice que es definiblemente conexo si, puro
todo par de subconjunios definibles abiertos disjuntos U y Vo de A tales que A=U UV, s
tiene A=U o A=V. Un conjunto definible A se dice que es definiblemente conexo por
carines sz, para todo par de puntos a y b en A, existe una aplicacion definible conlinua
v 1 = A tal que y(0) =a y (1) =b.

Es ficil ver que el segmento [0, 1] es definiblemente conexo, que la conexidn definible
por arcos implica la conexién definible, que cada caja (0, 1)? es definiblemente conexa y
que cada celda en una dede es definiblemente conexa.

A continnacion establecemos los tres teoremas importantes de los que hablamos ante-

riormente. En lo que sigue, denotaremos por #5 ¢l nimero de elementos de un conjunto
finito 5.

Teorema 1.2.6 (Finitud Uniforme FU,) Sea A un subconjunto definible de R™ tal
que, pura cado 2 € R el congunto

A:z: = {y S ('7"1?/) S A}

es finito. Entonces existe k € N tal que #A, <k para todo x € R*1.

Teorema 1.2.7 (Descomposicion en Celdas DCDC,) Sean Aq..... A subconjuntos
definibles de B". Ewxiste una dede de R™ de forma que cada A; es una union de celdas.

Una dede de % que satisface la propiedad del teorcma anterior se dice adapioda o
A, Ay

Teorema 1.2.8 (Continuidad a Trozos CT,,} Sea A un subconjunto definible de R y
f i A — R una funcién definible. Entonces caziste una dede de R™ adapleda o A tal que,

para coda celde C contenida en A, fio es condinua.
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Demostramos estos tres teoremas simultdneamente por induccidn sobre n. Paran = 1,
FU, es trivial (RY es un tinico punto), DCDC; se obtiene inmediatamente de los axiomas
de o-winimalidad y CTy es una consecuencia del Teorema de Monotonia 1.2.1. Por lo
tanto podemos suponer que n > 1y que FU,,, DCDC,, y CTy, se verifican para todo
cutero e tal que (0 < m < n.

Demostracion de FU,. En primer lugar, podemos suponer que, para todo x € R*1,
el conjunto A, estd contenido en {—1,1). Sea p : B — (—1,1) el homeomorfiso se-
mialgebraico definido por p(y) = »/4/1 + y?. Podemos recmplazar A por su imagen por
(2,9} — (=, 1(y)) que satisface la suposicién anterior.

Para ¢ € R ' es = 1,2,... definimos f;(x) como el i-ésimo elemento de A, si
= 2 b

éste existe. Notese gne la funcién f; os definible. Llamaremos a ¢ € R*™! bueno si

Trooo Feea,) estdn definidas y son continuas sobre una caja ablerta que contiene a o y

a no pertencce a la clausura del dominio de fu4,)41. En otras palabras, a cs bueno si y
s610 si estd en una caja abierta B C R* ! de forma que (B x R) M A4 es la unién de grafos
de funciones definibles continnas

L <...< C#(Aa) D= ('1: 1) (Ci = fv;TB)'

Llamaremos a a € R* ! malo si no es bueno.

Primer puso: el conjunto de los puntos buenos es definible. Sea @ un punto de R~ L.
Si b perienece a [—1,1], decimos que (a,b) € R es normal si existe una caja abierta
C =B % (¢,d) C R" que conticne el punto (a,b) y de forma que AN C es o bien vacio o
Dien el grafo de una funcién definible continua B — (¢, d).

Claramente, si a es bueno, (a,h) es normal para cada b € [-1,1]. Siees maloy f; es la
primera funcidn f; tal gue a estd en la clausura del dominio de f; v f; no estd definida de
forma continua en una caja abierta que contiene a a, sea Ha) = o inf, 5, fi{z) € [-1,1].
Afirmamos que {a, 3(a)) no es normal. Supongamos que lo es. Existe entonces nna caja
abicrta B x (¢,d) que contiene a {a, 3(a)} y cuya interseccidén con A es el grafo de una
funcion definible continua g : B — (¢, d). Supongamos gue f;_y(x) > ¢ para todo x € B
ial que fro () estd definido. Sil > 1y f(a) = fi-1(a), tendriamos que ¢ = f, | |B Y& que
B es definiblemente conexo. Pasaria entonces que fi(z) > d para todo z € B tal que f;(x)
estd definido, lo que contradiria 3{a) < d. De esta forma, podemos suponer que I = 1 o
que fi_; < ¢ sobre B. Sc deduce entonces que g = fyp, 1o que contradice la definicién de
{. Por tanto hemos demostrado la afirmacion anterior.

Hemos mostrado de esta forma que o € 277! es bueno si y sélo si, para todo b € [—1, 1],
(e, b) es normal. De esto se deduce facilmente que el conjunto de puntos buenos es definible.

Segundo paso: ol conjunto de punfos buenes es denso. En caso contrario, existe una
caja abierta B © R"™' contenida en el conjunto de puntos malos. Consideremos la fancion
definible 3+ B — [—1,1] definida como en el primer paso. Por CT,,_; podemos suponer
que 4 es continua. Para z € B definimos §_ () (respectivamente 81 (z)) como el maximo
(respectivamente ol minimo) de los y € A, tales que y < 3(z) (respectivamente y > B(x)),
s1 tal y existe. Utilizando de nuevo CT,, | v reduciendo la caja B, podemos suponer
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que . (respectivamente (1) 0 bien no estd definida para ningin punto de £ o bien es
continua sobre [, De esta forma el conjunto de puntos (z,9) € AN (B x R) tales que
y # 3(x) es abierto y cerrado en AN {B x R). Reduciendo adn més la caja B, podemos
supouer que ol grafo de /4 es o bien digjunto de A o bien estd contenido en 4. El primer
caso contradice la definicion de F. En el segundo caso, (x, 8(x)) seria un punto normal
para cads w € B lo que contradice lo que fue probado cn el primer paso. De esta forma
hemos demostrado que el conjunto de puntos buenos es denso.

Tercer paso. Por DCDC,, .|, existe una dede de B adaptada al conjunto de los
puntos buenos. Sea € una celda de dimension 7 — 1 de 7' Como los puntos buenos
son densos, cada @ € O es bueno. Tomemos a € €. El conjunto de los & & ' tales
que #(A.) = #(A,) es definible, abierto y cerrado en . Por la conexion definible de
¢, tal conjunto es igual a . Si D es una celda de R~ de dimensién mas pequetia,
podemos utilizar el homeomorfismo definible 8, : D — R v Ia suposicion de que
FUgj p se verifica para demostrar que #{A,} estd uniformemente acotado para @« € D.
Como hay un nidmero finito de celdas, hemos completado la demostracion de FU,,.

)

Demostracidn de DCDC,,. Sca A el conjunto de los (x,y) € B x R tales que y
pertenece a la frontera de wno de los Ay, ..., Ak, (la frontera de 5 en Roes Shint(S)).
Claramente A os definible v satisface las hipotesis de FU,. Por tanto #{A,) tiene un
maximo [ para fodo » € R*), y A es la unidn de los grafos de las funciones fy,..., /i
defintdas al principio de la demostracion de FU,,. Definimos el tipo de @ € R* 1 como of
conjunto de log stgulentes datos:

b #(A:)

e los conjuntos de los 5 € {1,...,k} tales que (fi(z), fis1(x)) C Aj., para i =
0., #(Ay) (donde fo = —o0 y fyia,) (o) = +oo)

“~! con un tipo

Como hay un ndmero finito de tipos posibles y el conjunto de puntos en 2/
dado es definible, deducimos de DCDC,,_| que existe una dede de B~ tal que dos puntos
de la misma celda de R*™! tiencn el mismo tipo. Es mds, utilizando CT,,_ . podemos
suponer que la dede de RP! es tal que, para cada celda Oy cada i = 1,... .1, o bien f;
no estd definida para ningin punto de ¢, o bien f, estd definida y ¢s continua sobre €.
La dede de B*~' que hemos obtenido, junto con las restricciones de las funciones f; a las
celdas de esta dede, definen una dede de R adaptada o A,, ..., Ay o

Demaostracion de CT,,.

Primer paso. Supongainos que A es una caja abierta B x (a,b) C B" ' xR, Afirmamos
que existe una caja abierta A" C A tal que f)4 o8 condinna.
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Para cada 2 € 3, tomemos A(x) como el supremo del conjunto de los y € (a,b)
tales que f(x,-) es continua y mondtona sobre (a,y}. EI Teorema de Monotonia 1.2.1
implica que A(x) > o para todo & € B. La funcién A es definible, Aplicando CT,_; a
A y reemplazando B por una subcaja abicrta mas pequena, podemos suponer qite A cs
continua. Reemplazando de nuevo B por una subcaja mas pequena, podemos suponer que
existe ¢ > o tal que A > e, Reemplazando finalmente b por ¢, podemos suponer que, para
cada © € B, f(r,") cs continua y mondtona sobre {a, b).

Ahora consideremos el conjunto C' de puntos {x,y) € B x (a,b) tales que f(-,y) es
continua en x. El conjunto € es definible. Se sigue de CT,,_1 que, para cada y € (a,b), el
conjunto de x tales que f(-,y) es continua en x es denso en B. Por tanto ' cs denso en A.
Aplicando DCDC,, deducimos que €' contiene una subcaja abicrta de A. Reemplazando
A por esta subcaja mas pequeila, podemos suponer que para cada y € (a,b), f(,y) es
continua.

Por tanto basta considerar el caso en el que f(z,-} es continua y monédtona sobre (a, b)
para todo =z € By f(-,y) es continua sobre B para cada y € (a,b). En esta situacién, f
es continua sobre B x {(a,b). De hecho, tomemos (x, 4"} € B x {(a,4) y sea I un intervalo
que contiene a f(2Y,4"). Por la continuidad de f(x',-), encontramos y' < 4 < y? tales
que f(z0,4%) € I para i = 1,2. Por la continuidad de f(-,%"), cncontramos una caja
abierta B' C B que contiene a 2, tal que f(B’ x {tﬁ}) C I parat =1,2. Sc sigue de la
monotonia de f(ix, ) que f(B' x (y',4?)) C I. Esto prueba la continuidad de f y completa
la, demostracion de nuestra afirmacion.

Segundo paso. Ahora podemos probar CT,,. Consideremos el conjunto D de puntos de
A donde f es continua. El conjunto D) es definible. Por DCDC,,, existe una dede de 127
adaptada a A y a D. 51 E es una celda abierta contenida en A, ¢l primer paso prucha que
END) es no vacio, por lo que £ C Dy f es continua en £. Si F es una celda de dimensién
d < n contenida en A, hay un homcomorfismo definible 8z @ F — RY. Componiendo f
con 6}3' y aplicando CTy, obtenemos una particion finita de F' en subconjuntos definibles
F; tales que fi; es continua. Por tanto, existe una particion finita de A en subconjuntos
definibles Ay,..., A tal que fj4, es continua para + = 1,... k. Utilizando DCDC,,,
obtenemos una dede de R™ adaptada a Ay, ..., Ag. De esta forma podemos suponer que
los A; son celdas de un dede de B2, O

1.3 Componentes conexas y dimensién

Comenzamos esta seccion con un resultado tan importante como ol Lema de seleccidn de
curvas. Antes de ver este lema, vamos a dar un resultado de gran utilidad. Dice que si
se verifica una formula Vo € X Jy € Y (x,y) € Z7, donde X, Y y Z son conjuntos
definibles, cutonces y puede ser elegido como una funcion definible de ¢ € X.

Teorema 1.3.1 (Eleccién Definible} Sea A un subconjunto definible de R™ x R™. De-
notemaos por 0 R x B — R™ la proyeccidn sobre las primeras m coordenadas. Ewxiste
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ung oplicacion definible § . 7(A) = R™ tal que, para cada x € w{A), (=, f(x)) pertencee a
A.

Dermnostracion. Basta con considerar el caso n = 1. El caso general se sigue descompo-
niendo la proyeccion ™Y — R™ como R7T — Retn—l 5 vt jE

Consideremos una dede de B! adaptada a A, La proyeccion w(A) os la unién de
las imagenes por 7 de las celdas contentdas en A. De esta forma, podemos suponer que A
es una celda de ™!y consecuentemente 7{A) es una celda de ™. Si A os el grafo de
Ci: A — R, podemos tomar [ = ;. 51 A es una banda ({, G1), donde ambas funciones
son finitas, tomamos f = %(C, + (iy1). Sipor ¢jewnplo ¢; es finita v G| = +oc, tomamos

Teorema 1.3.2 (Lema de Seleccion de Curvas) Sea A wun subcongunto definible de
R y b un punfo de la clowsura de A, Entonces existe una oplicacion definible continua

v [0,1) = B™ tal que v{0) = by v((0,1)) C A.

Demostracion. Sea X = {(L,z) e Rx R w e Ay |z —al <t}. Secam: Rx R —» R
la proycecién sobre la primera coordenada. Como a € A, tenemos que 7(X) = {1 € I :
t > 0}, Aplicando el Teorema de Eleccién Definible 1.3.1 y ¢l Teorema de Monotouia
1.2.1, encontramos un ¢ > (0 y una aplicacién definible continua & : (0,¢) — A tal que
|6(f) — al| < t. Claramente podemos extender § de forma continua a 8 @ [0, ¢) — R con

5(0) = a, y definimos 7 : [0,1) = B como y(f) = 8(t/¢). a

El Lema de Seleceion de Curvas sustituye el uso de sucesiones en muchas situaciones.
Por ejemplo, s ficil ver utilizando este lema que una funcidn definible f: 4 — R es con-
tinua sy s0lo si, para cada aplicacion definible continua y 0 [0,1) — A, g, f(7{)) =

J(v(0)).

La nocién de compacidad es también problematica para cuerpos reales cerrados genera-
les. Por ello sustituimos esta nocién por la siguiente. Diremos que un subeonjunto A € R
es cerrado-acotado sies cerrado y acotado (para nuestra topologia definible). Bsta defini-
cidn es compatible con la nocién de compacidad definible gque aparece en [13]. El signicente
resultado nos muestra que podemos retener las buenas propiedades de la compacidad si
trabajamos con objetos definibles cerrados-acotados.

Teorema 1.3.3 Sca A un subconjunto definible de R™. Las siguienics propiedades son
eguivalentes:

1. A es cerrado-acotado.

2. Cada aplicacion definible continua (0,1) = A se catiende de una manera conbinua
o una aplicacidn [0,1) — A.
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9. Para cauda funcion definible continua f: A — R, f(A} es cerrado-acotado.

Demostracion. 1 = 2. Una aplicacion definible continua (0,1) — A se extiende de forma
coutinua a una aplicacién [0, 1) — B™: cada coordenada de la aplicacién tiene un limite
cuando ¢t — 04 y este limite estd en B ya que A estd acotado. Como A es cerrado, cl valor
de la extension a () pertencee a A.

2 = 3. Supongamos que f(A) no estd acotado. Consideremos
X={(t,z)c Rx R":z¢ Ayt|f(z} =1}

Entonces la proyeccion de X sobre la primera coordenada contiene algiin intervalo de la
forma (0, ¢). Utilizando ¢l Teorema de eleccién definible 1.3.1 y el Teorema de monotonia
1.2.1, ¥ ajustando el intervalo de definicion, podemos suponer que existe una aplicacion
continua 6 : {0,1) — A tal que limy_o, |f(§(t}))] = +o0. Esto implica que ¢ no se puede
extender de forma continua a una aplicacion [0,1) — A, lo que contradice 2. Por tanto,
f(A) esta acotado. Ahora consideremos b perteneciente a la clausura f(A). Consideremos

Y={tz)ceRxR":xcAy|b— f(x)] <t}

El mismo argumento de antes nos permite encontrar una aplicacién continua v : (0,1) — A
que verifica lime o, f(y(#)) = b Por 2, v se puede extender de forma continua a una
aplicacion [0,1) — A y su valor en 0 es un elemento a € A tal que f(a) = b. Esto muestra
que f(A) es cerrado.

3 = 1. Como la imagen de A por cada funcidén coordenada estd acotada, A esta
acotado. Sea b € A. Como la imagen de A por z — ||z — bll es cerrada, entonces contiene
al 0. Por tanto b pertencee a A, lo que muestra que A es cerrado. O

Corolario 1.3.4 Sea A un conjunito definible cerrado-acotado. Si B es un conjunto defi-
nible definiblemente homeomorfo a A, entonces B es también cerrado-acotado.

El corolario precedente nos mucstra que la propiedad de ser cerrado-acotado, para
conjuntos definibles, es intrinseca (en el sentido de que no depende de la inmersion en el
espacio afin). La propiedad de ser localmente cerrado es también intrinscca, en el mismo
sentido. Recordamos gque un subeonjunto de R™ es localmente cerrado si es abicrto en su
clausura.

Proposicién 1.3.5 1) Un conjunto definible A C R™ es localmente cerrado si y sélo si
cado punto x € A tiene en A una base de entornos definibles cerrados-acotados.

2) 5 A es un conjunto definible localmente cerrado, y B es un conjunto definible
defintblernente homeomorfo a A, entonces B es localmente cerrado.

Demostracion. 1) Supongamos en primer lugar que A es localmente cerrado. Tomemos
x e A Existe rg > 0 tal que la interseccion de la bola Bz, ry) © R™ con A esti contenida
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cit A. De esta forma las intersecciones de A con la bolas cerradas Bz, r), para O <1 < ry,
forman una base de entornos definibles cerrados-acotados de 2 en A.

Reciprocamente, supongamos que cada punto = € A tiene un entorno cerrado-acotado
N < A. Tomemos s > O tal que B(z,5) N A C N. Como N es cerrado-acotado, tenemos
que Bz, s}NAC B(x.s) NN C N C A Esto muestra que A es localmente cerrado.

2) Se sigue de 1) y del Corolario 1.3.4. O

A partir del resultado anterior es facil ver que una celda de una dede es localiente
cerrada y que por tanto cada conjunto definible es una union finita de conjuntos definibles
localmente cerrados.

Fijamos aqui una definicién que serd de gran importancia en los siguientes capitulos.
Sean X C R™ ¢ Y C R" dos subconjuntos definibles, v sca f : X — ¥ una aplicacion
definible continua.  Diremos que f es definiblemente propia si para cada subconjunto
definible K C Y cerrado-acotado se tiene que f~'(K) C X es cerrado-ncotado. En [§, Ch.
6.4] podemos encontrar los resultados bisicos sobre aplicaciones definiblemente propias.

Estudiatnos a continuacion las componentes conexas de los conjuntos definibles.

Teorema 1.3.6 Sca A un subconjunto definible de R™. Euiste una particién de A en un
nimero finito de subconjuntos definibles Ay, ..., Ay de formae que cada A; es no vacio,
abierto y cerrado en A y definiblemente conczo por caminos. Tal particidn es tnica. Los
Ao A se llaman las componentes conexas definibles de A,

Demostracion. Tomemos una dede de R™ adaptada a 4. Diremos que una celda € es
adyacente a una celda D si O v I £ (0, vy denotaremos este hecho por ¢ < D,

Afirmamos que, s1 ¢ < D, cada @ € C se puede unir a cada y € D mediante un camino
definible continuo en C'U D. Tomemos x € C'N D, Por ¢l Lema de Seleccion de Curvas.
existe una aplicacion definible continua «y : [U '1) — CUD Lal que v (()) = ey ({0, 1)} C D,

1 2y - s — G 3, Aabaahla
Consideremos o = ’“y( 1 Ly 2) Lo s jau sutitos o ¥ d estan unidos PO ik CAlliiiio Qerilinie continuo

en C U D, Como cada celda es definiblemnente homeomorfa a un espacio afin, cada punto
# € (' puede unirse a ¢ mediante un camino definible continuo en C' y cada punto y € D

puede unirse a d mediante un camino definible continuo en 2. Lsto prueba la afitmacion.

Sea ~ la relacion de equivalencia mds pequena en el conjunto de celdas contenidas
en A que conttene la relacion de adyacencia: tenemos que O ~ D siy s6lo si existe una
cadena C' = Cy =< O = Cy < ... = Oy, = D donde todas las celdas € estan conteniday
en A (ndtese que podemos tener € = (4). Scan £;,..., & las clases de equivalencia
de ~, vy sea 4; la unién de todas las celdas en &, Los A; forman una particion finita de
A en conjuntos definibles. La afirmacion demostrada anteriornente v la delinicion de ~
implican que cada A; es definiblemente conexo por caminos. Si una celda ¢ C A tiene
intersecciéon no vacia con A;, es adyacente a una celda de &, lo que implica que O C A.
Por tanto. cada A; es cerrado en A. Como los A; forman una particidn finita de A, resulia
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(ue son también abiertos.

Supongamos que A = By U ... U D es otra particidn con las mismas propicdades.
Tenemos entonees que A; = Ui,-:l (AiNDB;) y cada (A;NB;) es definible, abicrto y cerrado
en A;. Como A; es definiblemente conexo, existe exactamente un j tal que A; C ;. Por el
wmismo argumento, para cada j existe exactamente un ¢ tal que B3; C A;. Esto demuestra
que las dos particiones coinciden salvo el orden. L

De la demostracion se sigue que el ntunere de componentes conexas definibles de A
uo es mds grande que el nimero de celdas contenidas en A para cualquier dede de R
adaptada a A.

Corolario 1.3.7 Un conjunto definible definiblemente conero es definiblemente conexo
POT COTIITOS.

Consideremos ¢l caso R = R, es decir, la estructura o-minimal expande ¢l cuerpo de
los nimeros reales. Es claro que un conjunto definible conexo es definiblemente conexo.
Es también claro que un conjunto definible definiblemente conexo por caminos ¢s conexo
por camines. Por tanto, un copnjunto definible es conexo si y sélo si es definiblemente
conexo, y las componentes conexas definibles de un conjunto definible son las componentes
conexas usuales. Se sigue finalmente que un conjunto definible tiene un nitmero finito de
componentes conexas, que son definibles.

A continuacion vamos a demostrar que existe una cota uniforme para el niimero de
compounentes conexas de una familia definible de subconjuntos de R*. En primer lugar,
damos la nocidén precisa de familia definible. Sea A un subconjunto definible de RP x R™.
Para £ € RY. consideramos Ay = {x € R" : (,x) € A}. Llamarcmos a la familia (A;);epe
una familia definible de subconjuntos de B™ parametrizade por RF.

El siguiente resultado nos permite ver una dede de 7 x ™ como una “familia definible
de dede de R™”. Supongamos dada una dede de R x R™. Sea Tpqpp 0 87 x R — RP 1a
proyeceion sobre las primeras p coordenadas. Recordemos que para todas las celdas O de
RP x RB™, las WT,JF,J,J,(C} son las celdas de una dede de RP.

Proposicion 1.3.8 Sea B una celda de BP, a € B. Para todas los celdas ¢ C RP x R
tales que 7,14, ,(C) = B, consideramos el conjunto Co = {y € RB" : (a,y) € C}. Entonces
estos conguntos C, son las celdus de une dede de I, Lo dimension de la celdu C,; es igual

a dim(C) — dim(B).

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. El caso n = () es trivial. Supongamos
que n > 0y que la proposicion estid probada para n — 1. La dede de RP x R induce
por la proyeceion m, i, @ RP x R* — RP x B! una dede de B? x R"1. Para
cada celda D de RP x R*™ ', tenemos funciones definibles continuas ¢ D1 < ... <L{pyp
D — Ry las celdas ¢ de RP x R" tales que 7y pin—1(C) = D son o bien grafos
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de ¢py o bien bandas ((p,.Cpip1). Por la hipdtesis de induecion, las D, para todas
las celdas D de RP x R™ ! tales QUE g1 (D) = B, son las celdas de una dede de
Ry dim(D,) = dim(D) - dim(B). Para tales celdas D, defininos (Cpy)y : Dy — R
mediante ((p;)a{y) = {pala,y). Ahora O C RBP x B7 ¢s ol grafo de ¢ n,i {respectivamente
la banda (Cp i, {piq1)) siy s6lo s O, C B™ es el grafo de (Cpy)e (respectivamente la
banda ((Cr5i)a. (Cp,it1)a)). Por tanto, las C,, para todas las celdas € tales que I3 =
TpinplC), forman una dede de R®. Si € es un grafo sobre D = Ty pnpan—1 (O, tenemos
que dim(Cy,) = dim({D,) = dim(D) — dim(B) = dim(C) — dim{B). Si ¢ es una banda,
din(Cl) = dim(D,) + 1 = dim(D) — dim(B) + 1 = dim(C) - dim(3). o

Teorema 1.3.9 Sea A un subcongunto definible de BP < R, Euviste un 3 € N tal que,
para cada x € RP el nidmero de componentes conczas definibles de A, no s mds grande
qie [4.

Demostracion. Elegimos una dede de BP x R™ adaptada a A, Adoptamos la notacion
de Ia Proposicion 1.3.8 y su demostracién. Tomamos x € 1P y sea B una celda de R?
que conticne a . La coleccidon de todas las C,, para una celda C de R? x R" tal que
Tpanu(C) = B, es una dede de B* adaptada a A,. Por tanto, el mimero de componentoes
concexag definibles de A, no es mds grande que ol niimero de celdas de B x B, O

Finalmente, estudiamos la dimension de los conjuntos definibles.

Hemos definido anteriormente la ditensién de una celda de mina dede. Ahora sea A
un subconjunto definible de RB™*. Tomemos una dede de B adaptada a A, Una forma
“ingenua” de definir la dimension de 4 podria ser el miximo de la dimension de las celdas
contenidas en A. Pero esta definicidn no es intrinseca. Tenemos que demostrar que la
dimensién definida de esta forma no depende de la cleccion de la dede adapiada a A.
De hecho vamos a introducir una definicidn intrinseca de dimension y veremos que esta,
definicidn coincide con la definicidn “ingenua”.

Definicién 1.3.10 La dimensidn de un conjunto definible A es el supremo de los d tales
que eziste una aplicacion definible inyectiva RY — A. Por convencidn, la dimension del
conjunto vacio es —1.

Observammos que no cs obvio por el momento que la dimension sea siempre < oo,
Tampoco es claro que esta definicidn de dimensién coincida con la dada anteriormente
para celdas. Estos dos hechos se siguen del siguiente lema.

Lema 1.3.11 Sea A un subconjunto definible de B con interior no vacio. Sea [ A -4
R" una aplicacidn definible inyectiva. Entonces f(A) tienc interior no vacio.

Demostracicn.  Demostramos ol lema por induceidn sobre n. Sin = 1, A ¢y infinito,
luego f{A) C R es infinito y por tanto contiene un intervalo. Supongainos ahora gue
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7 > 1y que el lemna estd demostrado para todo m < . Utilizando la contimidad a
trozos 1.2.8, podemos suponer que f es continua. Tomemos una dede de B adaptada
a f{A). Si f(A) tiene interior vacio, no contiene ninguna celda abierta. Por tanto f(A)
es la unidn de celdas no abiertas Cp, ..., Cy y, para 4 = 1,..., &k hay un homeomorfismo
definible C; — R™ con m; < n. Tomemos una dede de B adaptada a los f ().
Como 4 = Uf, , FHC) tiene interior no vacio, uno de los conjuntos f~1(C}), digamos
F=1(C), debe contener una. celda abierta B. La restriceion de f a B nos da una aplicacién
definible continua inyectiva B — ). Como B es definiblemente homeomorfa a B y C) es
definiblemente homeomorfa a 8™ con o < 1, obtencmas una aplicacion definible continia
inyectiva g : B* — R™. Tomemos ¢ = (0,...,0) € R*™™ y consideremos la aplicacidon
ot R — R definida por g.(x) = gla, ). Podemos aplicar la hipdtesis de induccidén a
Jo- Lsto implica que g, (™) tiene interior no vacio en . Tomemos un punto ¢ = g,(h) en
el interior de g,(R™). Como g es continua podemos encontrar & € R* ™™, 2 £ o vy cercano
a a, tal que g{w,b) € g,(R™). Existe por tanto y € R™ tal que g(z,6) = g,{y) = gla, y),
lo que contradice el hecho de que ¢ sea inyectiva. Asi, f(A) tiene interior no vacio.
O

Se tiene de esta forma que la dimensién de R es d, va que no existe ninguna aplicacién
definible inyectiva de R a B9 sie > d. En caso contrario, la composicién de tal aplicacién
con la inmersion difeomérfica de ¢ en B¢ = R? x R como RY x {0} contradiria el
Lema 1.3.11. Obgservamos que los conjuntos definibles de dimensién 0 son los conjuntos
finitos de puntos.

La dimension de una celda, tal como la hemos visto aqui, coincide con la nocién de
dimension de una celda vista en 1.2.3. Basta observar que la dimensiéon de un conjunto
definible es invariante respecto a biyecciones definibles.

Proposicion 1.3.12 1. 851 A C B son conjuntos definibles, dim A < dim B.

2.8 Ay fir A= R" son definibles, dim(f(A)) < dim(A). St ademds f es inyectiva,
dim(f (A4)) = dim(A).

5. 81 A y B son subconjuntos definibles de R™,

dim{A U B) = max(dim A, dim B).

4. Sea A un subconjunto definible de R™ y tomemos una dede de R™ adaptada o A.
Entonces lo dimension de A es el mdzimo de las dimensiones de la celdas contenidas
en A.

5. 8 Ay B son conjuntos definibles,

dim{A x B) = dim A + dim B.

Demaostracion. El primer apartado es una consecuencia inmediata de la definicion,
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2. La scgunda parte es obvia ya que la dimension cs invariante por biyecciones
definibles. Si f es definible, obtenemos por la eleceion definible una aplicacién defini-
ble g + f(A) = A tal que [ og = Ldg,y. Por tanto g cs inyectiva y dim(f(4)) =
dini(g(f(A))) < dim(A).

3. La desigualdad diin{AU B) > max(dim A, dim B) se sigue de 1. Ahora sea f 1 R —
AU B una aplicacién definible inyectiva. Tomando una dede de B¢ adaptada a f~'{A)
v [/ HBY, vemos que f~HA) o £71{B) contiene una celda de dimension d. Como f es
inyectiva, tenemos que dim A > d o que din B > d. Esto demuestra ol designaldad inversa
dim(A U B} < max(dim A, dim B).

4. Es una consecucncla inmediata de 3.

5. TPor 3, es suficiente considerar el caso en el que A ¥ B son celdas, y este caso s
trivial ya que A x B ¢s definiblemente homeomorfo a B4 x gim B O

A continuacién vamos a estudiar la variacion de la dimension en una familia definible.
Recordemos que un subconjunto definible A de RP x R” puede constderarse como una
familia definible (A,);en de subconjuntos de R™, donde A, = {y € R . (x,y) € A}

Teorema 1.3.13 Sea A un subconjunto definible de RY x R*. Para d e NU{-1}, defi-
namos Xqg = {x € B : dim(A,} = d}. Entonces Xy es un subcongunto definible de RY y
dite(A N (X x R = dim{ Xy) + d.

Demostracion. Tomemos una dede de B x B adaptada a A y utilicemos la Proposicion
1.3.8, Sca B una celda de BP. Para cada x € B, A, es launion de lag celdas O € 17, para
todas las celdas C C RP x R contenidas en A tales que w4, »(C) = B. Bs mds, dim(C) =
dimC — dim 3. Se sigue que, para cada = € B, dim A, = dim{A N {B x k")) — dim B.
Por tanto, cada Xy es la unidén de algunas celdas B de RP. Esto implica que X, es
definible. Como dim(A N (B x R*)) = dim B + d para las celdas 5 C Xy, tenemos gue
dim{A N (X x B*)) = dim X4 + d. -

Corolario 1.3.14 Sean A y B subconjuntos definibles de RP x B7, con A no vacio.
Supongamos que, puroe cade x € RP, dim(B,) < dim(A,) o B, es vacio. FEntonees
dim B < dim A.

Acabamos este apartado sobre la dimension mostrando gue la dimension se comporta
bicn con respecto a la clausura. El siguiente lema nos serd de gran utihidacd.

Lema 1.3.15 Sca A un subconjunto definible de RP x R™. Sea M ¢l conyunto de los
x &€ R tales que la clouswru de A, en R" es diferente de (A)y. Entonces M es definible
ydim M < p. En perticuler, sip =1, M es finito.
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Demostracion. Nétese que siempre tenemos A, C (A),, ya que (A), es cerrado v contiene
a A,

Es facil ver que M es definible. Supongamos entonces que dim{M) = p. Entonces M
contienc una celda ablerta € de una dede de RP. Para cada z € C, podemos encontrar
una caja B = [, (a;,b;) tal que BN (A), # 0y BN A, = 0. Por el Teorema de
Eleccién Definible 1.3.1 y el Teorema de Continuidad a Trozos 1.2.8, podemos suponer
que las a, y b; son funciones definibles continuas de x € C. Sea U el conjunto de los
Gy 21y s i) € C x R™ tales que ai{z) < y; < bi(z) parat = 1,...,n. El conjunto U cs
abierto en P x R", disjunto de A y tiene interseccién no vacia con A. Esto es imposible,
por lo que dim M < p. O

Teorema 1.3.16 Sea A un subconjunto definible no vacio de B, Entonces
dim(A\ A) < dim(A).

Se sigue entonces que dim(A) = dim A.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n. Bl teorema es obvio para n = 1.
Supougamos que i > 1 que el teorema cstd probado para n — 1. Denotamos por £1,..., &,
las funciones coordenadas en R™. Para i = 1,...,n, sea ¢l;(A) el conjunto de los x € R"
tales que @ pertencee a la clausura de la interseccidn de A con el hiperplano & HE ().

Primer paso. Afirmamos que A\ A ticne dimensidn no mayor que el maximo de 0 y
dim{cl;(A)\ A) para i = 1,...,n. Tenemos que cl;(A) C A. Aplicando ¢l Lema 1.3.15 con
p = 1, después de una permutacion de las coordenadas que lleva el i-ésima coordenada a la
primera posicion, tenemos que la diferencia A \ cl;{A) esta contenida en un mimero finito
e hiperplanos &, '(u,.,;,_,-), para j = 1,...,1(i). Por tanto, A\ |JI_, cl;(A) estd contenida
en el conjunto finito formado por los i, {{3) puntos (a1 j,,...,an;,) € R™. De aqui sc
sigue la afirmacidn.

Sequndo paso. Afirmamos que dim(cl;(A) \ A) < dim A para i = 1,...,n. Tomemos

. 1 . . ‘. . . . c . .
a € R. Como el hiperplano £ (a) tiene dimensién n — 1, la hipdtesis de induccion implica
) —1 P . . ., . P .
que ANET (a)\ (A& (a)) es vacio o tiene dimension estrictamente mas pequena que
la dimension de A& (a). Nétese que AN a)\ (ANE () = (el (A)\ A) N Ha).
De esta forma, aplicando el Corolario 1.3.14, obtenemos que dim(cl;{A4) \ A) < dim A.
Permutande las coordenadas demostramos la afirmacidn.

Con esto podemos completar la demostracién del teorema. Los pasos 1y 2 implican
que dim(A\ A) <00 dim(4A\ A) < dimA. Si dimA =0, A es cerrado. Por tanto, para
cada A no vacio, dim{A\ A) < dim A. O

1.4 Triangulacién definible

En esta Seccidn veremos que la topologia de los conjuntos definibles puede ser enteratnente
codificada en términos finitos. Esto se hara mediante una triangulacidon. Debido a su
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dificultad técnica, no demostraremos aqui todos los resuitados, haciendo referencia al
trabajo de M. Coste [5].

Como vimos en la seccidén anterior, la dede es una herramicnta muy poderosa. Pero
no nos da suficiente control sobre la posicion relativa de las celdas enando éstas no estin
contenidas en el mismo cilindro. En particular, uno no puecde, en general, reconstruir la
topologia de un conjunto definible a partir de su descomposicion cu celdas de una dede
adaptada. La principal dificultad es que no tenemos controel sobre c¢dmo se comporta ina
funcion definible continua ¢ : C — R sobre nua celda O cuando uno se aproxima al borde
de ¢ La funcion ¢, incluso si estd acotada, puede que no se extienda a una funcion
continua sobre C. Por ejemplo, la funeién definible continua ¢ definida sobre el conjunto
de los {m,y) € ? tales que x > 0y dada por ¢(z, ) = 2ey/(2% + 4?) no se extiende de
forma continua a (0,0). Todos los puntos de la forma (0,0, 2) con —1 < z < 1 perteneceu
a la elausura I' del grafo de ¢. El conjunto definible T ¢ R?* tiene dimensién 2, pero la
restriceion a I de la proyeccién B — IR? sobre las primeras dos coordenadas no tiene
fibras finitas.

Antes de establecer los resultados sobre triangulaciones, vamos a recordar algunas

definiciones.

Sean ag,...,aq puntos de B* que son afinmente independientes {es declr, no estan
coutenidos en un subespacio afin de dimension d—1). El d-stmplice con vértices ap, ..., aq
as

[ag, ..., aq] =
of
{z e R": 3ha, ..., Ag €0,1] Z AM=1yx=Xdyao+ -+ Agag}.
()
El correspondieonte simplice abierto cs
o
{o € R": 3o, A€ (0,1] D Ai=1lyw=dgap+ -+ Agag}.
=0

Denotaremos por o el simplice abierto correspondiente al situplice 7. Uva cora del simplice
7 = {ag, . ... aq] es un simplice 7 = [by, ..., b,] tal que

{_fl)()_. e ,bf} C {rl(), ca .‘(L“‘.}.

Un complejo simplicial finito en R™ es una coleccion finita K = {o,,...,7,} de
simplices @, ¢ R™ tales que, para cada 7;,7; € K, la lnterseccidn 7; N 7; es una cara

comnin a o, y 0 .
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Considoramos ¢l conjunto |K| = Uy, cx i; éste es un conjunto semialgebraico de R™.
Un policdro en R" ¢s un subconjunto P de R™ tal que existe un complejo simplicial finito
K en R® con P = |K|. Un tal K se llamara una descomposicion simplicial de P. Nétese
que wu policdro es un conjunto definible cerrado y acotado. En lo siguiente, convendremos
que si un simplice & pertenece a un complejo simplicial finito K, entonces todas las caras
de & también pertenecen a K. Con este convencidn, {K| es Ia unién disjunta de todos los
simplices abicrtos o para & € K.

También utilizaremnos la nocién de cono. Sca B un poliedroen R® y « € R"* \ B tal
que cada semirrecta que parte de ¢ interseca a B en a lo mds un punto (es decir, para
cada z € B, {a,2] N B = {x}). El cono de base B y vértice a es el poliedro

axB={te+(1-ta:z€Bytecl01]}.

Dada una descomposicién simplicial de B, obtenemos una descomposicién simplicial de
a* B tomando todos los @ * & para cada simplice & de Ia descomposicién simplicial de B.

El primer teorema que queremos mostrar nos habla de la existencia de triangulaciones
para conjuntos definibles.

Teorema 1.4.1 Sea A un subconjunto definible cerrado-acotado de R®, y sean B;, ¢ =
1,...,k, subconjuntos definibles de A. Entonces existe un complejo simplictal finito K con
vértices en QF* y un homeomorfismo definible @ : |K| —» A tal que cada B; es una unién
de imdgenes por ® de simplices abiertos de K.

Bl signiente resultado nos muestra que no sélo podemos encontrar triangulaciones de
conjuntos definibles, sino también de funciones definibles.

Teorema 1.4.2 Sea X un subconjunto definible cerrado-acotado de R™ y f : X - R una
Juncion definible continua. Entonces esiste un complejo simplicial finito K en R* y
un homeomorfismo definible p : |K|g — X tal que f o p es una funcidén afin sobre cade
simplice de K. Es mds, dado un nimero finito de subconjuntos definibles By, ..., By de
X, podernos elegir la triangulacion p : {K|r — X de modo que cada B; es una union de
imdgenes de simplices abiertos de K.

Podemos recmplazar X por ol conjunto A = {(f(),2) € Rx R* : * € X} que
os definiblemente howeomorfo a X. Este conjunto es un subconjunto definible de R*+!
cerrado-acotado. Sca 7 = mpy1,1 : R — R la proyeccién sobre la primera coordenada.
Para demostrar el tcorema anterior, basta construir un complejo simplicial finito X cn
B™ y un homeomorfismo definible @ : |K| —+ A tal que 7 0o & = m|. De hecho, la
composicién de 7 con ¢l homeomorfismo X — A es f. Por tanto el Teorema 1.4.2 se sigue
de la siguiente proposicion.

Proposicién 1.4.3 Sca A un subconjunto definible cerrado-acotado de R x R™ y sean
B;, i = 1,....k, subconjuntos definibles de A. Sea w : R x R* — R la proyeccion sobre
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la primera coordenada. Fntonces existe un complejo simplicial finito K con uvértices en
R x " y un homeomorfismo definible & :1Ki — A tal que 7o ® = T ni y cada Bi es la
unidn de undgenes por ® de simplices abiertos de K.

Los vértices del complejo simplicial construido en la proposicion anterior tienen todas
sus coordenadas racionales salvo la primera. Podemos solucionar esio, es decir, encoutrar
la primeras coordenadas de los vértices en @ mediante la Proposicion 4.8 de [5].

El resultado anterior de triangulacion de funciones definibles continuas con dominio
corrado-acotado no puede generalizarse para todas las aplicaciones definibles continuas.
Counsideremos por cjemplo la aplicacion f - {0, 12 - K definida por f(x,y) = (2, zy).
No es posible encontrar triangulaciones @ @ | K| -5 {0, 12 v W o 1L — £([0,1]2) tales que
Tt o f o ® sea afin sobre cada simplice de K.

Podemos deducir de la trianguelacidn de funciones definibles un resultado gue habitual-
mente se demuestra de otras formas (como consccuencia del teorema de Hardt en [8]). Si
a € R" y r >0, denotamos por S(a,r) la esfera de ceniro o y radio r.

Teorema 1.4.4 (Estructura Cénica Local) Sca A C R un congunto definible cerra-
do, @ un punto de A. Podemos encontrar un v > 0 de forma que existe un homeomor-
fistno definible b del cono con vértice a y base S{a,r) 0 A en Bla,») N A, que satisface
Blsiapna = 1y |a{x) — all =tz — af) para todo @ en el cono.

Demostracion. Consideremos una triangulacién de la funcién f : AN Bla,1) = R:x
fla: — alf. Obtenenos entonces un homeomorfismo definible ® : [K| — A1 B(a, {) tal que
Fo® es afin sobre cada simplice de K. Como [ alcanza su minimo en a, este punto a es la
tmagen de un vértice w de K. Sea v > 0 el minimo de log valores de [ o © sobre todos los
otros vértices de K, y tomemnos r tal que 0 < r < . Tomemos un puuto y € | K| tal que
fo®(y) =7, s decir, ®(y) € S(a,7) N A. El punto y pertencee a un simplice {vg, ..., 04
de K. Tenemos que y = ZLU Ast; con }:f:ﬂ Moo= 1. Como fod(y) = S0 Aif o Bw,),
1no de los »;, digames vy, debe ser w. Definamos I sobre el cono con vértice a v basoe
Sla,r) N A wediante A(ta 4+ (1 — ) P(y)} = P(tw + (1 — £)y). Es fcil ver que & ticne las
propiedades regueridas. .



Capitulo

Fibras genéricas de familias
definibles

En este capitulo vamos a describir una construccion que resulta fundamental para el estu-
dio de familias definibles. Vamos a incluir B en un espacio més grande R™. Asociaremos
a cada punto « € R™ un cuerpo real cerrado k(er) con una estructura o-minimal. En-
tonces, dada una familia definible X ¢ R x B" v o € R’”, definiremos la fibra X,
que serd un subconjunto definible de k{a)”. Si a es la imagen por la inclusidn de un
punto t € R™, entonces k(o) serd Ry X, serd la fibra usual X;. Las cosas mterebdntc
ocurriran para las “fibras gendéricas” X, que se corresponden con puntos a & R \ R™.
Relaciovaremos la propiedades de la fibra genérica X, con propiedades de la familia X
sobre subconjuntos “grandes” del espacio de pardmetros 7. Esto nos permitird deducir
resultados sobre trivialidad de fainilias definibles a partir de los teoremas de triangulacién
del capitulo anterior.

Las herramientas que vamos a introducir son realmente una reformulacion de nociones
y resultados clasicos de teoria de modelos. Esta reformulacion estd sugerida por la teoria
del espectro real (ver [2]), y se puede encontrar en {5, Ch. 3].

2.1 El espacio de ultrafiltros de conjuntos definibles

Sea &, el dlgebra booleana de los subconjuntos definibles de B™. El contenido de esta
seceion es la construceidn del espacio de Stone del algebra booleana Sy, (ver [1]).

Recordemos que un witrafiltre de S, es un subconjunto « de 8y, tal que

R™ e o
2. ANBecasivedlosiAcwy B e w

N o

29
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4. AUBcasiystlosiAc oo B e

Diremos que una familia F de subconjuutos definibles de R™ gencran el wltrafiltro o si
a e el conjunto de los conjuntos definibles A C R™ tales que existe B € F con B ¢ A.
S1F es una familia no vacfa de subconjuntos definibles de R™, cerrada por intersecciones
finitas, entonces F genera un ultrafiltro si y sélo si ¢ ¢ F y. para cada A € S,,, 0 hien A
o bien R™\ A contiencn un B € F.

Denotarcinos por R gl espacio de ultrafiltros de subconjuntos definibles de R™,

51t es un punto de 27, los subconjuntos definibles de B que contienen a ¢ forman
un ultrafiltro ;. Llamaremos a este ultrafiltro el wltrafiltro principal generado por 1. La
aplicacion £ ¢y nos permite ver R como un subconjunto de R,

Fjemplo 2.1.1 Puntos de R. No es dificil ver que las siguientes faomilios generan wltyo-
Jiltros de S:

1. La familia de todos los intervalos (x, +o0) para @ € R.
2. La familia de fodos los intervalos (—o0, 1) para x € R.

3. Para un punto fijo o € R, la familia de todos los intervalos (a, 0 + €) para ¢ > 0.

4. Para un punto fijo a € R, la familia de todos los inlervalos (a — ¢, a) para ¢ > ().

St It =R, se pucde ver que de hecho todos los puntos de B\ R se corresponden con uno
de los cuatro casos anteriores.

Ejemplo 2.1.2 Construceidn de puntos de B™ por induccidn. Sea o un punto de B7
Entonees la familio de subconjuntos definibles de R de la forma

{{r,) e R x Rowe AyQ<y< flz)}

donde A€ vy f 2 A — R es una funcidn definible positiva, genera un ultvafiltyo cer de
S’r'n {1

Ejemplo 2.1.3 Dimension de un punto de B, Parg o € I?T” definimos dimo como ¢l
minimo de dim A para A € «o. Tenemos que dimao = d 51y sdlo si v estd generado por
una familia de conjuntos definibles de dimensidn d. Es facil ver que czste un ultrafiltro
de dimension m en R™, y que dim A es el mdzimo de dima para o 3 A.

Ahora vainos a dar una topologia a I, Consideramos R™ como un subconjunto dol
conjunto potencia 2% identificando al ultrafiltro « con su funcion caracteristica 1, :
S — 2= {0.1}. Equipamos 2 con la topologia discreta y 2% con la topologia producto.
Por el teorema de Tychonoff, 25 g compacto vy Hausdorff. Tomamos entonces como
topologia en R la topologia inducida por la topologia de 29
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Proposicion 2.1.4 La fopologio en R™ fiene una base de conjuntos abiertos y cerrados
que consiste en todoes los conjuntos A= {o € BRma > A} para A € 8,,. El espacio R
es compacto Hausdorff.

Demostracion. En primer lugar, obsérvese que la operacidon A — A preserva uniones
finitas, intersecciones finitas v pasos al complementario.

La topologia producto de 25" induce sobre R™ la topologia que tiene como base de
ablertos los conjuntos de la forma

U={ae B 1a(A)) = = 1a(Ax) = 1y 1(B1) = = 1,(B;) = 0},
donde. (A, . AL v (B, .. BA) son familias finitas de elementos de &,;. Nétese gue
U = A, donde A= ﬂ,,l Ain ﬂ = {R™\ B;). Esto demuestra la primera afirmacion de la

proposicion.

Finalmente, cada una de las cuatro goudlcmueq de la definicidon de un ultrafiltro define
un subconjunto cerrado de 257, Por tanto, R™ es cerrado en 257 Esto prueba la segunda
afirmacion. O

Es facil ver que la aplicacién A +» A cs una hiyeccion de S, sobre el conjunto de
smbeonjuntos abiertos y cerrados de B,

2.2 La estructura o-minimal asociada a un ultrafiltro

Si A es un subconjunto definible de R™, denotamos por Def( 4, R) el anillo de funciones
definibles A — R, Dado o € R™ definimos k{a) como el limite inductivo de los ani-
Nos Def(A, R) para A € «. Esto significa lo signiente. Formamos a la unidn disjunta
[4eq Def(A, R). Decimos que dos elementos f: A — Ry g: B — R de esta unién dis-
jnnta son equivalentes si existe C € o, ¢ C AN B, tal que fi = gj. De esta forma k(o)
es el conjunto de clases de equivalencia para esta relacion. Denotamos por f(o) € k(a)
la clase de equivalencia de f : A = R. Por definicién, f{a) = g{a) siy sélosi fyyg
colnciden sobre un conjunto definibie pertencciente a «. El limite inductivo k(o) tiene
una estructura canonica de R--dlgebra conmutativa: la suma f(o) + g(a} es (f + g)(a),
donde [+ g estd definida sobre la interseceidn de los dominios de f y de g, que pertenece a

. Tenemos una definicién similar para el producto f(ajg(w). La imagenes de elementos
d() It son las clases de la funciones contantes.

Decimos que f{a} € k{a) es positivo st f cs positiva sobre un conjunto definible
perteneciente a ¢r. Esta definicion uo depende de la eleceidn del representante f.

Proposicién 2.2.1 La R—dlgebra conmutativa k(a), con elementos positivos definidos
oo arriba, es un cuerpo ordenado que es unoe extension ordenade de R.

Demostracion. Comprobamos que, dado nn elemento fla) de k{«), tenemos exactamente
una de das tres posibilidades f(a) > 0, f{a) = 0y —f(@) = 0. Esto es porque el dominio
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de f puede dividirse en tres conjuntos definibles donde f es positiva, cero o negativa,
respectivamente.  Exactamente uno de esos tres conjuuntos pertenece o . Es tnds, si
fla) # 0, entonces 1/ f estd definida sobre un conjunto definible gue pertencee e, Por
tanto, {1/f}(c) es el inverso de f(w) en k{e). La otras verificaciones son sencillas.
]

Vamos a construir una estructura o-minimal sobre k(). Para realizar esta constrie-
cion, necesitamos la nocion de fibra de una familia definible X © R¥ x R" en un punto
o € B2 Sif = (fi...., fn) 0 A - B" cs una aplicactdon definible con A € «, deuotameos
por f{e) el panto (fi{a), ..., fula)) € k(o)

Definiciéon 2.2.2 Sca X un subconjunto definible de 1P x R™. La fibra de X en « € R
es el conjunto X, de aquellos f{a) en k()" tales que cxiste A € « sobre ol que f esld
definida y (1, f(1)) € X pare todo L € A.

En otras palabras, f(«) pertencce a X, si y sélo si existe un conjunto 4 € ev tal
que f{t) € X, para todo £ € A, Esta definicidn tiene sentido porque si tomamos otto
representante o de f{o) (oo gle) = f{e)), g v f coinciden sobre algin B € o y, por

tanto, (1) € Xy para todot € ANB, con ANB € .

Merece la pera observar lo que nos dan las construcciones y definiciones precedentes en
el caso de un ultratiltro privcipal ¢ corvespondiente a v punto £ € RBP. Como cl ultrafiltro
ay estd gencrado por el conjunto unitario {1}, el limite inductivo k(ey) es (canénicamente
isomorfo a) Def({t}, R) = R. Es mds, s1 f : 4 — R es una funcion definible y A 3 1,
entonces f(cvy) = f{¢t) € R. Finalmente, dado un subconjunto definible X' € R? x ", su
fibra X,,, es simplemente X,.

Sea S, {a) la familia de todas las fibras X, siendo X un subconjunto definible de
R x BP. Tenemos entonces el siguiente

Teorema 2.2.3 Lo coleccion (S, (a))en es una estructure o-minimal que capande el
cucrpo ordenado k(o). En particular, &{a) cs real cerrado.

Demostracion. Véase [D, Th. 5.8]. Observamnos gue en la demostracion resulta funda-
mental es uso del Teorema de Eleccidn Definible y el Teorema de Existencia de DCDC.
O

La demostracion del teorema anterior también nos muestra que tomar fibras en o
conmuta con las operaciones booleanas y con las proyecciones. Vamos a formalizar osta
ohservacidn para de esta forma tener una herramienta 1itil para trasladar propiedades de
la fibra X, a propiedades de las fibras X; para todos los ¢ pertenecientes a un conjunto
definible que pertencce a . En primer tugar, necesitunos mds notacién. Consideramos
las fornilias definibles de férmulos ©,{2), donde £ recorre RP, que se construyen de acverdo
a las siguientes reglas:

1. Si X € R x R" es definible, & € X, es una familia definible de formulas.
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2. Una ecuacién P{z) = 0 o desigualdad P(z) > 0 polinomial con cocficientes en R ¢s
una familia (constante) definible de férmulas.

3. Si ®¢(x) y ¥ (x) son familias definibles de férmulas, entonces ®;(x) * ¥;(z) (donde

¥ s “y7, ‘0", = 0 &)y la negacién “no @4{z)” son familias definibles de férmulas.

4. Si ®y(r,y) cs una familia definible de férmulas (con ¥ recorriendo R™}Y e ¥ < R™ X
R? ¢s definible, las cnantificacion existencial 3y € Y, ®,(x,y) y la cuantificacion
universal Yy € Yy @4(x, ) son familias definibles de férmulas.

Dada una familia definible de formulas ®¢(z) v « € ﬁf}., definimos la férmulo fibra
O, (x) de la siguiente forma:

1. Si @y () es € Xy, D, () 0s x € X,,.
2. Si Dy{x) es la familia constante P{z) = 0o P(z) > 0, ®u(z) es P(z) =00 P(z) > 0.

3. 81 @4(x) os O {w) » ¥y(x) o “no O(x)?, P,(z) cs Ouplx) + Tu(x) 0o “no Ou(z)”,
respectivamente.

A0 81 Dy(x) es Ty € YV, Welz,y) o Vy € Y, Yeln,y), Pulz) es Jy € YV, Vo (a,y) o
Vy € Y, W (x,y), respectivamente.

Notese que, st €,(x) es una férmula fibra con ¢ = (21,...,7,), el conjunto de los
2 € k(o)™ tales que ©,(x) se verifica es definible en la estructura o-minimal sobre J(e).

Veamos un ejemplo. A la familia definible de formulas
Ve Xy Je>0Vy e R*(|lx —yll < e=y < X))
le corresponde la formula fibra

Vo e X, de >0y € k()" (Jlz —y|| <e =y e Xu).

Nétese que ||z — y|| < e puede expresarse mediante una desigualdad polinomial. Por

supnesto, los formulas anteriores expresan ol hecho de que un conjunto sea abierto.

Proposicién 2.2.4 Sea X un subconjunto definible de RP x R", y ®,(z) la formula fibra
de una familia definible de formulas ®4(x), con z = (rq,...,x,). Lo iqualded

Xo={x € k(a)": ®,(2)}
se verifice sty sdo g1 existe A € v tal que la igualdad
Xy ={z € R": &(x)}

se verifica para todo t € A, En particular, sin =0 (es decir, no hay variables libres), la
formula fibra O, se verifica si y sélo si emiste A € « tol que Oy se verifica para todo t € A.
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Demnostracidan. Ver [5, Prop. 5.9]. =

Ahora necesitamos otra definicion. Sea S un subconjunto definible de B". Entouces
¥ % 5 puede verse como una familia definible constante. Denotamos por Sp) C k(o)™ 1a
fibra (R” x 57, y la denominamos la extensién de S a k(). Es facil ver que Sy )NR" = S.

Iin términos de teorfa de modelos, la estructura o-minimal sobre k() es una extension
de la estructura o-minimal sobre R. Toda {érmula de primer orden de Ia estructura o-
minimal sobre R se puede interpretar en la estructura o-minimal sobre k(). tomando la
extension a k() de log conjuntos definibles que aparccen en la formula. La Proposicion
2.2.4 implica que k() es una extension elemental de R cada férmula sin variables libres
se verifica sobre R si y solo si se verifica sobre k(o).

Ejemplo 2.2.5 Seca {R,8) la estructura o-minimal definida por los subcongunios semial-
gebraicos definidos sobre R, Entonces, dado wn subconjunto semialycbraico A, la definicion
usual de extension de A a un cuerpo real cerrado mds grande (ver [2]) y lo definicidn an-
terior de ertension Ay, coinciden. En este caso, S(a) es justamente la coleccion de los
subconjunios semialgebraicos definidos sobre k().

2.3 Familias definibles de aplicaciones

Sean X ¢ Y dos subconjunios definibles de B x B™ y RP x ', respectivamente. Vernos
estos dos subconjuntos como familias definibles parametrizadas por RP. Una familic defi-
nible de aplicaciones de X a 'V es una aplicacion definible f @ X — Y tal gque el siguiente
diagramna conmmnta:

f

X 4

pr}j\ proj
R

donde la aplicaciones proj son la proyecciones sobre las primeras p coordenadas. Obte-
netnos de esta forma upa familia de aplicaciones fy 1 Xy — Y, para ¢ € RP, definida por

Flt,x) = (1, frl2))-

Ejemplo 2.3.1 Sea A un subconjunto definible de R™ y consideremos el subconjunto X =
R x A de R? x R". Entonces X es definible y Xy = A para cada { € R, Diremos que X
es una familia constante. De la misma forma, Si B es un subconjunio definible de R™ y
consideramos Y = RP x B y una aplicacion definible f': A = B | entonces diremos que
lo. familia

X oY
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{z,8) = (&, (=)

es una Tamilia constante de aplicaciones.

Ejemplo 2.3.2 Scan A y B conjuntos definibles. La forma habitual de una fomilia de
aplicaciones RP x A — B, {t,2) = fi(z) de A a B se corresponde aqui a la familio
FrX=R'xA—-=Y =R xB, ({,2) = (& ft(x)). Habitualmente denotaremos a esla
familia como fr: A = B,

Dado « € RP, vamos a definir f, : Xo — Y, que sera una aplicacién definible para la
estructura o-minimal sobre k{«r}). Consideremos

I'={{f,r,y) e AP x R" x R : (t,z) € X y f{t,z) = ({,y)}.

El conjunto I’ es una familia definible parametrizada por RP) y para cada ¢t € RP, T'; es
el grafo de f; © Xy — ¥;. Utilizando la Proposicion 2.2.4, no es dificil ver que la fibra
T C k()™ x k()" es el grafo de una aplicacion f, : X, — Y,. Como T, s definible,
la aplicacién fo os definible para la estructura o-minimal sobre &(«). Llamaremos a f, la
fibra de la familia f en a. Obsérvese que, dado x € X, se tiene que fo(z) = (f o A) ()
siendo h @ 4 — R una aplicacién definible tal que h(a) = =, con A € «vy tal que h{t) € X,
para todo ¢ € A.

La siguiente proposicion nos muestra que todas las aplicaciones definibles se obtienen
de esta forma. Introducimoes alguna notacion. Si X es un subcoujunto definible de RP x
R" y A es un subconjunto definible de R, denotamos por Xju; el subconjunto definible
XN(AxR") de R" x R". En otras palabras, X4 es la familia definible X restringida a
A, S1Y es un subconjunto definible de 7 x B™ y f: X — YV es una familia definible de
aplicaciones, denotaremos por fiy) la restriceion 'f|X[A]; es decir, f[A} s X Vg

Proposiciéon 2.3.3 Sean X C RPx R" yY C RPx R dos fomilias definibles de conjunios
definibles parametrizadas por RF. Sea ¢ : X, — Y, una aplicacién definible pare lo
estructure o-rmnimal sobre k(a). Entonces eziste un congunto definible A € « y una
Jamilia definible de aplicaciones f: Xpq — Y4 tal que fo = ¢

Demostracion. (Ver [5, Prop. 5.13].) Basta utilizar la Proposicién 2.2.4. 0

Proposicion 2.3.4  (a) Lu fibra f, 1 Xo — Yo de una familia definible de aplicaciones
foX = Y parametrizade por RY es inyectiva (resp. sobreyectiva, resp. biyectiva)
sty solo st ewiste un subconjunto definible § de BP tal que 5 € « y f[s) es inyectiva
(resp. sobreyectiva, resp. biyectiva).

(b} Dos familias definibles de aplicaciones f: X Y y g: X — Y parametrizadas por
RP satisfocen fo = go sty sdlo si existe un subconjunto definible S de RP tal gue
Seay fia =g
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(¢} Sif:X Y yy:Y = Z son dos fomilius definibles de aplicaciones porametrizadas
por RP, entonces (go fla = 9o 0 fo. Si X' es un subconjunto definible de X, entonces

f(kyf)(v = f(t{X:l)

Demostracion. Para (a), el hecho de que f, sea inyectiva se puede expresar mediante
una formula @, que sea la férmula fibra de una familia de formulas ®,. Por tanto [, os
inyectiva s1 y sélo si existe un subconjunto definible S © R¥, 5 € o, tal que f;: X; = V)
es Inyectiva para cada § € 5. Pero esto significa, por definicidn de familia de aplicaciones,
que j'm es inyectiva. Los easos sobreyectivo y bivectivo se demuestran de la misma forma.

La parte (b) es clara, pasando al grafo. Para (¢), supongamos que X < RP x R",
Consideremos © € X,. Entonces @ = h(e) para cierta aplicacion definible 7+ A — R,
A € o, tal que h(f) € X, para cada t € A. Por tanto f.(z) = (f o h)(«) ¥ ga(fo(x)) =
{go(fohje) = ({ge f)oh)o) = (go flalz). Finahmente, f(Xo) ={y € Yo 1y =

folz),x € X} v de esta expresion se claramente la dltima afirmacion. m]

Utilizando estos resultados, se demuestra de forma bastante sencilla lo sipuaiente:

Proposicién 2.3.5 Dada una fomilia definible de aplicaciones [ X =Y, y dado o €
Ry, sc liene que f., es continua 51y sélo 51 criste S € « tal que f, cs continuwa pava todo
te A

Todos estos resultados expresan cual cs la Hlosofia en torno al uso del espectro definible.
La idea general es que, para un punto o & Ri”, una propiedad de la fibva en « sc vervifica
también sobre algun subconjunto definible S C RP, tal que 5 & .

Los resultados y ejemplos anteriores nos muestran que una propiedad se verifica para
la fibra en « si y s6lo s1 existe A € o tal gue la misma propiedad sc verifica para las fibras
en t para todo ¢ € A. Pero para algunas propiedades (topoldgicas, de diferenciabilidad),
podemos ir un poco més lejos y estudiar propiedades que se verifican de forma global para
toda la familia. Un ejemplo de esta idea lo proporcionan los siguientes resultados.

Proposicién 2.3.6 Scan X C Y subconjunios definibles de RP x R™. Sea o € RBP. La
fibra Xy es cerrada (respectivamente obierta) en Y, siy silo si existe A € « tal que Xy
es cerrado (respectivamente abierio} en Y 4).

Demostrocion. Ver [5, Prop. 5.18] o
Teorema 2.3.7 Sca f: X — Y una familia definible de aplicaciones parametrizada por

R? y e« € RP. Entonces fo es continua si y solo si existe A € o tal que fia): X = Y]y
€8 continu.

Demaostracion. Ver [5, Th. 5.19] O



Capitulo 3

Derivabilidad definible

En este capitulo vamos a estudiar los distintas propicdades de diferenciabilidad de aplica-
clones definibles sobre una estraciura o-minimal que expande un cuerpo real cerrado.

Es posible copiar para un cuerpo real cerrado arbitrario £ las nociones habituales de
diferenciacion sobre R, Fn [2] se estudian los resultados basicos sobre diferenciabilidad
para funciones semialgebraicas definidas sobre B. En el trabajo de L. de van den Dries |8]
se estudian este tipo de resuttados para funciones definibles sobre una estructura o-minimal
que expande el cuerpo real cerrado 1. Repasaremos aqui los resultados mas importantes
sobre este tema. De nuevo seguimos la estructura de [5, Ch. 6].

3.1 Derivabilidad de funciones definibles en una variable

Si A es un subconjunto definible de R™, diremos que una funcién g : A — RU{—o0, +oc}
es definible s las hindgenes inversas de —oo v de 40 son subconjuntos definibles de A y
la restriccion de g a ¢~ '(R) es una funcién definible con valores en R.

Lema 3.1.1 Sea [ : I — R una funcidn definible continua sobre un intervalo abierto T
de It. Entonces | liene derivadas a la izquierde y a lo derecha en R U {—00,4+00} en
cado punto « € I. Kstas derivades se denotaran respectivamente por fj{(x) y fl(z). Las
funciones f] y fl del o RU{—cc,+oc} son definibles.

Demaostracidon. Aplicamos el Teorema de Monotonia a la funcidn y — (f{y)~ f(2))/(y—1)
para demostrar que esta funcién tiene un limite en B U {—o0, +oc} cuando y tiende a x
por la izquicerda o por la derecha. s facil ver entonces la definibilidad de las derivadas
por la izquiceda y por la derecha. o

Lema 3.1.2 Sew [ [ —= R una funcidn definible continua sobre un intervelo abierto [
de RSt >0 (respectivamente f) > 0) en I, f es estrictamente creciente en 1.

37
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Demostracion. Aplicamos el Teorema de Monotonia a la funcidn £ mds ¢l hecho de gque no
existe ningnn subintervalo de I sobre el que f es constante o f s estrictamente decreciento
(en caso contrario, se tendria ff < 0y f/ < 0 en tal subintervalo). rJ

Teorema 3.1.3 Sea f: 1 — IR une funcidn definible conbinue sobre un anfervalo abicrio
1 de R. Entonces puro todos los puntos de T, salvo tal vez un mimero finito, fenemos que
filw) = fl{x) € R. Por tanto, f es devivable fucra de un subconjunto finito de 1.

Demostracion. En primer lngar, demostramos gue no existe ningiin subintervalo de J en el
que fi{x) = +oo, 0 fl{x) = o0, 0 fl{z) = +o0, 0 fl{z) = —oco. Supongamos por ejemplo
que f/{x) = 400 sobre un subintervalo J de I. Tomemos a < b en J y consideremos

, (b — fla
glz) = flz) - =————=—=g paraxr € .J
bh—u
Tencmos gue g = oo sobre J. Por el Lema 3.1.2, g es estrictamente creciente sobre J.
Por tanto g(b) > g(a), lo que es claramente lmposible. De la misma forma se ve que los
otros casos Hevan a una contradiceidn.

Supongamos ahora gue existe un subintervalo J de T sobre el que f] v f] tienen valores
en Iy f) < f. Reemplazando J por un intervalo mas pequeno, podemos suponer gue f}
¥ [l son continuas. Tomando un subintervalo todavia mas pequelio, podemos suponer que
existe ¢ € ¥ tal que f| < ¢ < fl. El Lema 3.1.2 implica que = — f(w) — co s al mismo
tlempo estrictamente creciente v estrictamente decreciente sobre este subintervalo, lo que
es inposible. Podemos demostrar de forma similar que no existe ningiia subintervalo sobre
el que f] v f! toman valotes en Ry f] > fI. La defiuabilidad de f/ y f], junto con los
hecho gue acabamos de demostrar, implican la conclusion del teorema. o

Corolario 3.1.4 Sex [ : I — I una funcidon definedle. Poara fodo & € N, emiste un
subconjunto finito M (k) de I tal que | es de cluse CF sobre 1\ M (k).

Dernostracién. Por induccion sobre &, utilizando el Teorema 3.1.3, la defintbilidad de Ia
derivada y la contimuidad a trozos. O

Notacién. Dada una funcion f: I - 1 de clase C¥ definible en na estructura o-niniimald
S, diremos que f es de clase D§ (o simplemente DPF cuando no hay ambigitedad acerca de
S). En general, de aquf en adelante, DF significard “definible de clase ok

Fijemos ahora la nocion de veriedad definible sobre un estruciure o-minimal o voriedad
de clase DF. lista nocién fue introducida en [14]. Sea X € B" un conjunto definible y
sea k un entero > 0. Una carta definible sobre X es un triple @ = (U, ¢,d) donde U es
un subconjunto definible abierto de X, d > 0 y ¢ cs una biyeccion definible de U en un
subconjunto abierto de B Llamaremos a d la dimension de .
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Dos cartas definibles @ = (U, ¢,d) v ¢ = (U, ¢, d') son C*-compatibles si, o bien
INU" =0, o bien (U NU') es abierto, ¢'(U N U') es abierto, y las dos aplicaciones de
transicién o' v ¢ o son de clase CF sobre sus dominios; nétese que en cste caso d = o'

Un DF*_atlas sobre X es un conjunto finito ¢ de cartas definibles sobre X de forma
cada par de ellas es C*-compatible v sus dominios recubren X. Una variedad D¥ X es
un par (X,C), donde X es un subconjunto definible y € es un D*-atlas sobre X. En esta
memoria, en vez de trabajar con un atlas conereto C, dotaremos a X de una clase de atlas
compatibles, de forma que diremos simplemente que X es una variedad D", Definimos de
la forma habitual el concepto de aplicacién de clase DF entre variedades D*.

Destaquemos que una variedad ¢s siempre un conjunto localmente cerrado.

Observamos que, si k > 0, el coneepto de variedad D* {segiin la definicién anterior) cs
equivalente al de subconjunto definible de R™ que es variedad de clase CF (en el sentido
usual). Esto no cs cierto para k = ().

Demostramos a continuacidén que todos las nociones que involucren un grado finito

de derivabilidad sobre objetos definibles se¢ pueden expresar mediante formulas de primer
orden.

Proposicién 3.1.5 Sea X C R" un subconjunto definible, r > 0. El hecho de que X
esa une varicded D puede expresarse mediunte formulas de primer orden. S M C R™ y
N ¢ R" son varedades D" y f : M — N es una aplicacion definible, el hecho de que f
sea una aplicecion DT puede expresarse mediante formulas de primer orden.

Demostracion. Claramente basta considerar el caso N = RY. Supongamos que X © R"®
es un abierto definible y sea f: X — It una funcién definible. Considercmos el conjunto
definible

fly = fle)—a-(y—x)
ly — x|

A= {{z,y,a,m) ER* X R"xR"xR: z#y, m=

}.
De esta forma tenemos que f es derivable si y sélo si
Ve € X Ja € R" (x,2,a,0) € A.
Por tanto el hecho de que f sea D! (y andlogamente D7) es expresable mediante férmulas

de primer orden.

Supongamos ahora que X es un subconjunto definible. Por la versién definible de [2,
Cor. 9.3.10], tenemos que X es una variedad D" de dimension d siy s6lo si X es la union
de un mimero finito de subconjuntos definibles abiertos {U;} tales que, para cada i, la
proyeccion pi;, ., R" — R (g, xp) (%4, .., xi,) induce un difeomorfismo D"

entre U/; y un abierto definible de R%: es decir, podemos cseribir U; = graf(¢h, ... ,¢)f1_[,)
para ciertas funciones D7 $% 2 VY — R, donde Vi es un subconjunto definible abierto de

R Es claro entonces que todo esto os expresable mediante formulas de primer orden:
la existencia de las funciones ¢} s un hecho conjuntista y por tanto expresable mediante
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formulas de primer orden, y su derivabilidad es expresable mediante formmlas de primer
orden por el caso anterior.

Utilizando las mismas notaciones, una funcién definible f : X ~» R es de clase D" siy
s0lo s, para todod, lafuncion f : U; — Rt = (L. tq) = flt, .. cta, $1{E), ..., (#)
es de clase D7, Por tanto, también esto es expresable mediante formulas de primer orden.
De la misma forma se tiene el caso f : X - Y, siendo ¥ € R™ una variedad D"

O

3.2 Descomposicién en celdas de clase D*

Una descomposicion en celdas definible cilindrica de clase DF (DF dede) de 1™ o una dede
que satisface algunas condiciones extra de diferenciabilidad gque implican, en particular,
que cada celda os una subvariedad DF de R™.

o Una D* dede de R es enalquicr dede de R.

e Sin > 1, una DF dede de R viene dada por una PF dede de R7 1y, para cada
celda D de B ', funciones definibles de clase D*

CD:] << .. < CJ'.)_,!(I)) 1D — I

LELH (:(Tl(l'rlh‘ (1(} 11),“' 8011, POr su Huesto IOH "‘f'ilf()H (1(? IUS )i lél.H l)E'l‘Ild}LS d(‘!]jnlit&(hlﬁ
I I bl o I S
por ostos g_l,‘rafos.

Es claro de la descripeidn por induccion que las celdas de una ¥ dede son subvaric-
dades de clase D¥ de R*. Ademads, para cada celda €, existe un difcomorfisimo de clase
D* G 0 O = RUIMC Egte difeornorfismo O pucde ser definido por induccidn sobre 1,
utilizando las mismas férmulas que en la Proposicion 1.2.4.

A continacion establecemos log dos resultado principales de esta seceidn.
1

Teorema 3.2.1 (Descomposicién en Celdas D*: D* DCDC,) Dado wun ndmero fi-
nito de subconjuntos definibles X1,..., X, de R*, eriste una D* dede de R adaptada o
Xy, ..., Xy (es decir, cada X; es una unidn de celdas).

Teorema 3.2.2 (Diferenciabilidad a Trozos: CTF) Dada una funcidn definible f
A — R, donde A es un subconjunto definible de R, ewiste una particién finita de A en
subvaricdades DF O, ..., de forma que cada restriceién f ¢, €8 Dk,

Demostracidn. Demostramos los dos teoremas simultancamente, por induccion sobre .
El caso n = 1 estd ya demostrado: PYDCDC, es obvio, v CT‘;" se signue del Teorema 3.1.3.
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Por tanto podemos suponer que n > 1 y que los teorcmas anteriores cstan demostrados
para dimensiones mas pequenas.

1) P*DCDC,,. Comencemos con una dede de R™ adaptada a X7,...,X;. Utilizando
CT |, podemos dividir las celdas de la dede inducida en R"™! para obtencr que todas
las (ery secan de clase D%, Entonces, utilizando P*DCDC,,_,, podemos refinar nuestra,
particién para obtener una DF dede de R,

2) CT*. Utilizamos el siguiente lema.

Lema 3.2.3 Seca g : U — R una funcidn definible, siendo U un subconjunto abierto
definible de R™. Entonces emiste un subconjunto abierto definible V' de U tal que gy es
DF oy dim(U\ V) < n.

Demostracidn. Por induceion sobre k&, basta mostrar que el conjunto ; de los puntos en
U7 donde la derivada parcial dg/0x; existe es definible, que su complementario en U ticne
interior vacio, y que dg/dx; es definible sobre ;. Demostrar la definibilidad es sencillo.
Veamos que U \ G ticne interior vacio. En caso contrario, cxistiria una caja abierta no
vacia donde dq/du; no existirfa. Considerando la restriccion de ¢ a un intervalo de una
linea paralela al eje x; contenido en esta caja, obtendriamos una contradiccidon con el
Teorema 3.1.3. O

Volvemos a la demostracién de CTE. Elegimos una dede de R” adaptada a A. Por el
Lerma 3.2.3, para cada celda abierta O de B™ contenida en A, existe un subconjunto
abierto definible V; tal que fjy, es DF vy dim(C; \ V;) < n. Por DFDCDC,,, podemos refinar
la dede para obtener una DF dede de R™ adaptada a A v a los V. Sobre cada celda abierta
de esta nueva dede contenida en A, f es D*. Sea D una celda de dimensién < » contenida
en A. Utilizando una difeomorfistno de clase P* de D a RU™ P y 1a hipdtesis de induccidn,
podemos partir D en un mimero finito de subvariedades D* sobre las que f es D Esto
completa la demostracion de los dos teoremas. O

Acabamos csta seccion dando una nocién que serd importante en algunos de nuestros
argumentos.

Definicién 3.2.4 Una estratificacion D" £ de un conjunto definible cerrado X C R™ es
una purficidn de X en un ndmero finito de celdas D7, llamados los estralos de £, tales que
para cada estrato A € &£ se tiene que Fr(A) es una unidn de cstratos de £ (necesariamente
de dimension mds peguena).

A partir de la existencia de descomposiciones en celdas D7, es facil demostrar el si-
guiente resultado.

Proposicién 3.2.5 [8, Prop. 4.1.13] Sea X C R™ un conjunto definible cerrado y
Xy, Xy subconjuntos definibles de X. Entonces existe una estratificacion D7 de A tal
que cada X, es unidn de estratos.
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3.3 Entornos tubulares

Sea M C R" una variedad D¥ {supondremos siempre que 1 < k < o). Vamos a introdicir
los coneeptos de fibrado tangente y normal de M.

El fibrado tangente TM es el conjunto de los (o, 0) € M x R" tales que # es una vector
tangente a M en x. Denotamos por p: TM — M la proyeccién definida por p{x.v) = .
y por Ty M el espacio tangente a M en @, es decir, To,M = p~ ' () para x € M. Podewmos
arguimentar de la siguiente maunera para demostrar que T'AM es un subeonjunto definible de
B x R". Consideramos ¢l conjunto § de triples (i, y,v), donde » es una vector paralelo
a la Hnea que une los puntos distintos = e y de M, esto es

S={{ryAMy—a))eEMxMxR" x#y e R}
El conjunto S es claramente definible. Su clausura S en M x M x R" es tabién definible.
Se tiene cntonces que

TM = {(z,v) € M x R"*: (x,z,v) € 5}

v esto muestra que TM es definible.

No es dificil ver (utilizando el argumento estandar de la geometria diferencial) que TAM
es una subvariedad de clase C* L. Si f : M — R es una funcién de clase DF| entonces
df + TM — TR = R x R es una aplicaciéon de clase y2LE

El fibrado normal NM cs cl conjunto de los (v} en M x R tales que v es ortogonal
a T, M. Es una subvariedad C*~! de R" x R" y es definible ya que TM es definible.

Ahora introducimos la aplicacién de clagse DF-!
¢ :NM — R"

(w,0) =z +w.

Esta aplicacién ¢ induce el difeomorfismo candnico entre la seccidn cero M x {0} del
fibrado normal v M, y es un difeomorfismo local en cada punto (x,0). De hecho, la
derivada dg, gy 0 ToM X Ne M — R* es el isomorfismo gue manda (&,0) a &4 w.

En esta seceidn demostramos el siguiente resultado, que es una version definible del
teorema del entorno tubular.

Teorema 3.3.1 (Entorno Tubular Definible) Sca M una subvaricdad D* de R, Fxis-
te un entorno abierto definible U de la seccidn cero M x {0} en el fibrado normal NM
tal que la restriceion ¢ s una difeomorfismo definible de clasc C*1 euya imogen es un
enitorno abierto definible 2 de M en R™. Es mds, podemos tomar U de la forma

U= {(z,v) € NM:|]v|| <elr)},

donde € es uno funcion positiva DF sobre M que Hamaremos radio de §2.
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Un entorno €2 como en el teorema anterior se llama un entorno fubulur DF 1 de M.
Tenemos sobre § una retraccidn D=1 71 0 — M y una funcién cuadrado de la distancia
DEL 0 — R, que quedan definidas mediante

m{¢(z,v)) =2
plop, v)) = |v]|%

Obgervamos que, para € §), se verifica p(z) < (7(x)) y p(z) = ||z — 7(z)

I

PPara la demostracion del Teorema 3.3.1 debemos considerar en primer lugar ¢l caso de
las subvariedades definibles cerradas. Empezamos con un lema:

Lema 3.3.2 Sea M una subvariedad DY de R, cerrada en B". Sea v : M — R una
funcion definible positiva, que estd localmente acotada por debajo por constantes positivas
(es decir, paro coda @ en M, existe ¢ > 0 y un entorno V de x en M tal que 4 > ¢ sobre
V). Entonces existe una funcion D¥ positiva € : M — R tal que € < 1 sobre M.

Demostracion. Para r € IR, consideremos

M, ={zeM:|z|*<r).

T

Podemos suponer que M,, # (0 para algtin r. Obsérvese que M, es cerrado-acotado para
todo r > 7. Para un tal r, definimos p{r) como u(r) = inf{¢(x) : © € M, }. La funcién
ft : [ro, +o0) = B es definible y no ereciente. Es positiva, ya que M, estd recubierta por
un mimern finito de subconjuntos en los que 9 estd acotada inferiormente por constantes
positivas. Por el Teorema, 3.1.3, existe un e > rq tal que i es de clase D¥ sobre un intervalo
abierto que contiene a [a, +00). Supongamos que tenemos una funcién D¥ 6 : B — R tal
gue = 0 sobre (—o0,al, # crece de 0 a 1 sobre [a,a 4+ 1] y ¢ = 1 sobre [a + 1, 4+00).
Definamos I funcion 1y 0 B — R como

pi(r) = 8(r)ulr) + (1 — 0(r))pu{e + 1).

Observamos que g es de clase DF y satisface g1 < 1 sobre (70, +00). Consideramos
entonces e(x) = S (||2|?) para z € M. Por construccién, la funcién € cs positiva, DF y
satistace € < o sobre M.

De esta forma, para acabar nuestra demostracion, basta encontrar una funcion  : B —
R con las propiedades enunciadas arriba. Pero la funcién D*

0 x < 0
Oo(z) = ¢ K [ t*(1 —t)Fdt _0 <z <1
1 r>1

(para cierta constante K) verifica las condiciones anteriores (obsérvese que la integral
cde un polinomio es algo meramente formal). Basta tomar entonces 0(z) = #y(x — a).

O

Notese que el Lema 3.3.2 también se verifica si suponemos tnicamente que existe

un difeomorfismo DF entre M y una subvariedad cerrada de algin R™. Mais adelante
mostraremos que de hecho esto es cierto para toda subvariedad definible.
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Lema 3.3.3 El teorema del entorno tubular definible 5.5.1 se verifica st M es cerrada en
R", 0 si M es D* difeomnorfa o una variedad cerrada en algin B™ (por ejemplo, si M o
una celda de uno DF dede),

Demostracion. Queremos evitar las dos siguientes situaciones “malas”:
L. ¢ no es un difeomorfisimo local en (&, v).
2. existen (x,v) ¢ (y,w) tales que ¢(z, v} = Oy, w).
Sea Z el subconjunto de los (i, v) en NM tales que
(1(3;‘,[,)(/) : T(lp)(NM) — R
no ¢s un isomorfismo. Il conjunto Z es definible, cerrado en NM y disjunto de la seeeién
cero M ox {0}, Para @ € M. sea ¢(x) ¢l minimo de L, dist((2,0), Z) y el infimo de los

r & R tales que

I(y,w) e NM,y # %, JveN,M

wl| < off =rcy+w=u+mw

La funcidn % : M — R es definible.

Afirmamos que esta funcion estd localmente acotada por debajo por constantes posi-
tivas. Tomemos x € M. El teorema de la funcién inversa implica que existe un ¢, > 0
tal que la restriccidn de ¢ a la interseccidn de NM con la bola abierta B((r,0),¢,) C R*"
cs un difeomorfismo sobre un entorno de z en R, Veamos que i > e, /4 sobre la in-
terseccion de M ocon la bola abierta B(rx, ¢, /4) C RB". Podemos, por supuesto, tomar
¢of4 < 1. Como B((x,0), ) cs disjunto con Z, tenemos que ¢, /4 < dist{(y,0), Z) para
cada y € M N B(x, ¢, /1), Supongamos ahora que existen (y, ) y {z,w) en NM tales que
y € B, e, /1), Jw|| < |[v]] < /4 ¢ y+v =z +w. Entonces (y,v) y (z,w) pertenccen
ambos a B((x,0), ¢,), v llegamos a una contradiceion con el hecho de que ¢ sea inyectiva
restringida a la interseccion de esta bola con NM. Por tanto hemos demostrado nuestra
afirmacion.

Podemos aplicar el Lema 3.3.2 a la funcién . Obtenemos de esta forma una funcion
de clase D¥ positiva e : M — R tal que, 1a aplicacion ¢ restringida al subconjunto ahicrto
defimble

U= {{z.v) &€ NM:||v|| <elx)}.

es un difeomorfisio local inyectivo. Se tiene entonces gue @l es un difeomorfismo sobre
un entorno abierto definible {2 de M en R, |

Proposicion 3.3.4 Sea M wna subvariedad DF de R DY difeomorfa o una subvariedad
cerrada de algian R™. Entonces M tiene una e
complementario de Fr(M) = M\ M. Esto significa que existe una funcion de clasc Db
no negaliva f - R\ Fe(M) — R tal que M = f71(0); ademads, podemos clegir f < 1.

cuacion de clase DL no negativa en ¢l
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Demostracicn. Por el Lema 3.3.3, podemos elegir un entorno tubular definible £ de M
de radio digamos ¢ : M — (0, +00). Obsérvese que la funcién cuadrado de la distancia
p 2 = {0, +oc) es una ecuacion DF! no negativa de M en €. Vamos a extender esta
ecnacion a R?\ Fr(M) uiilizando una funcién igual a la utilizada en la demostracion del
Lema 3.3.2. Es decir, tomemos una funcién D=1 §: R —+ 10, 1] que sea 0 sobre {—oc, )], 1
sobre [1, +o00) v que crezca de © a 1 sobre [0,1]. Por el Lema 3.3.2, elegimos una funcidn
PR E 5 = R que verifica 0 < § < min{e o m, dist{-, R* \ {1}}. Para z € R" \ Fr{M), sca

N H(2p(x) /6% (x)) six €
fle) = { 1 fucra de {z € Q1 p(z) < 36%(2)}.

La funcion f : B™\ Fr(M) — R es no negativa, definible, y f (0} = M. Para ver que
f es de clase DF! basta ver que el conjunto 4 = {x € oz} < %62'(:5)} es cerrado
en R\ Fr(M). Sea r € A. Tomemos una curva definible continua v : [0,1) ~ R" que
verifique y({0, 1)) C A, v(0) = . Si x € £, se tiene que p(x) < %52(:1:) (por la continuidad
de las aplicaciones} v entonces © € A. Supongamos que x € R™\ Q. Entonces, para
todo t & (0,1), dist(v(t), 7(v(£))? = p(y(£)) <_16%(x) < idist(y(t),R" \ )2, con lo
que dist{v(£), 7(v(¢))) — 0 cuando £ = 0. Como dist(w(y(¢)}, =) < dist(y{f),n(y(t))) +
dist(y(#}, 2), esto implica que dist(x(y(t)),z) = 0 cnando ¢ — 0, lnego » € Fr(M). Por
tanto A es cerrado en B\ Fr(M). 3

Teorema 3.3.5 Sea F un subcorgunto definible cerrado de R™. Para cada entero positivo
b, cxiste una funcidn definible, continua, no negats R £ e f =F;
k, ¢ . definible, continua, no negativa, B™ = R tal gue 74D Py
la restriceidn de [ o RP\ F es de clase D*.

Demaostracion. Procedemos por induceién sobre la dimension de F. 51 F es vacio, basta
con tomar para f cualquier funcion constante positiva. Sea centonces d = dimF > Gy
supongamos que el teorema se verifica para todo subconjunto definible corvado de R™ de
dimension < Jd. Tomemos una DA dede de R adaptada a F. Sea D el conjunto finito
de las celdas de dimension d contenidas en F. Por la Proposicion 3.3.4, cada celda C € D
tiene una ecuacion D¥ no negativa g en B\ Fr{C). Sea Z la unién de todas las celdas
de dimension < d contenidas en F y todas las Fr(C), para ¢ € D. El conjunto Z es
definible y cerrado en B™. I producto de todas las funciones go para C € D define
wna funcién g : U = B"\ Z — R. La funcién ¢ es de clase D* y es una ecnacién no
negativa de £ U7 en U, Es mas, podemos tomar todas las go acotadas por 1y por
tanto tenemos que g < 1. Por la hipotesis de induccidn, tenemos una funcion definible
continua no negativa b @ B™ — R tal que b0} = Z y la restriccién de h a U cs de
clase D¥. El producto f = gh estd bien definido y es D* en U. Este producto puede
ser extendido de forma continua a 2 tomando f = § sobre Z. El conjunto de ceros de
foes entonces ZU(FNU) = F. La tuncidn f satistace las propiedades del teorcmna.
a

Corolario 3.3.6 Sea M una subvariedad D* de B”. Entonces existe una subvariedad D*
N de R, cerrada en RPHY, tal que le proyeccion = @ R™T — R™ sobre las primeras n
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coordenadas indice un difeomorfismo de N o M. Por tanto, toda subvariedad DY de RY
es D difeomorfa a una subvaricdad cerrada de R,y et Lema 3.3.2 y lo Proposicion
3.3.4 se verifican para toda subvaricdad definible D

Demostracion. Sea M un sabvariedad D de R, Como M es localiente cerrada, Fr(AM) =
M\ M es cerrado cu B*. Por ol Teorema 3.3.5, existe nma funcion definible continua no
negativa f @ R — R tal que f7H0) = Fe(M), v f es de clase D¥ sobre R™ \ Fr(Af).
Considercimnos

N={{z,)e "™ cw e My tfle) =1}

Entonces N es una subvariedad D¥, cerrada en R"*', y la aplicacion 2 «— (o, 1/f(x)) os
un difeomorfismo DF de M a N, que es el inverso de 7w o

El corolario anterior, junto con el Lema 3.3.3, completan la demostracion del Teorema
del Entorno Tubular Definible 3.3.1.

Para finalizar, enunciamos una propiedad adicional que necesitaremos y cuya demos-
tracion es la misma del caso estandar.

Proposicién 3.3.7 Sce M < R* wuna variedad D7, y sea (82,7, p) un entorno tubular
D= Egiste una Ffuncidn definible ¢« M — R continua y cstrictamente posttova tol que
la restriccion

w0 Qe = {z € Q:pla) <s(wla))} - M

es propia.

3.4 Particiones de la unidad

Eu esta seccion demostramos la existencia de particiones de la unidad de clase DF, T o
Apéndice C del trabajo de van den Dries y Miller (9] se construyen funciones DF [ : R — R
que son biyectivas y son D¥-planas en 0. Utilizando estas funciones obtienen una clerba
desigualdad de Lojasiewicr generalizada {[9, Th. C.91):

Teorema 3.4.1 Seun f,q: R" — R funciones definibles continuas, de close D¥ en R\
g (0), con fTHOY C g {0}, Entonces existen una biyeccion ¢ @ B — R de clase DF y
D _plane en 0, y una funcidn h 2 B" — R de clase D que verifican o g = hf.

A partir de este resultado, y utilizandoe ol Teorema 3.3.5, podemos demostrar la exis-
tencia de particiones de la unidad de clase D*,

Teorema 3.4.2 {Particiones de la Unidad) Sea M C R* unae variedad D¥. Scan
Ui, ... U, subconjuntos definibles de M tales que M = |JU;. Enionces existen funcio-
nes fiooo fe 0 M o= [0,1] de clase DF tales que sop(f;) © Uy para cade i = 1,... s
y iy fila) = U para todo w € M. (Recordamos que el soporte de fi, sop{f.), es lu

adherencia det congunto {x € M : f;(x) #0}.)
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Demostracion. Como toda variedad DF es DF difeomorfa a una variedad D* cerrada
(Corolario 3.3.6) podemos suponer que M es cerrada en R™. Por [8, Lemma 3.6], existen
subconjuntos definible abiertos Vi, ...,V de M tales que V, C U; para todo i = 1,... L8 Y
M = J V. Tenemos que, para todo 4, M\ V; es un cerrado de B™ por lo gue, aplicando el
Teorema 3.3.5, existe ina funcion definible no negativa g; : B — Rital queyg,’ Yoy = M \V;
y gi ¢s de clase DF sobre R™\ (M \ V;). Aplicando el Teorema 3.4.1 con f = 1, podemos
tomar una biyeceion ¢; : B — B de clase DF y DF-plana en 0 tal que ¢ o g; s DF.
Por tanto, sustituyendo g; por ¢; o g;, podemos suponer que g; es de clase P*. Entonces
sop(g;) C U; para todo 4. Tomando entonces, para cada 4,

Ji= MZ::} 7

tenemos e resuliado. O






Capitulo 4

Un teorema de aproximacion para
estructuras o-minimales

En este capitulo demostramos un teorema de aproximacion de aplicaciones definibles en
una estructura o-minimal por aplicaciones definibles de una clase de diferenciabilidad mas
alta.

En coucreto, dadas dos variedades DF X C R"eY C R™ toda aplicacién de clase
DFL £ X — Y tiene una aproximacion D* f : X = Y. En la seccién primera introduci-
mos las definiciones necesarias para hacer riguroso ¢l concepto de aproximacion, v en las
sigulentes desgranamos en pasos intermedios la demostracion del mencionado teorema de
aproximaciéon. En uno de esos pasos obtenemos la existencia de entornos tubulares incli-
nados. Concluimos el capitulo con un teorema de eliminacidn de esguinas en variedades
definibles.

4.1 Espacios de aplicaciones definibles

Sea 8§ = (8)) new, 1ua estructura o-minimal que expande el cuerpo real cerrado R. Sean
X ¢ Y subvariedades de clagse P” en R” v R™ respectivamente. Sca & < r. Denotamos
‘Dg(X ,Y) el conjunto de las aplicaciones de clage ¥ X — Y. Escribiremos simplemente
D¥(X.Y) cuando 1o halla confusién respecto a S, y DP¥(X) cuando ¥V = R.

Vamos a definir una topologia sobre D’“(X ,Y'). Consideramos en primer lugar el caso
Y = R, esto es, vamos a definir una topologia sobre D*(X). Comnsideramos una familia
finita {V1,...,V,} de campos de vectores definibles D*~1 sobre X que generan el espacio
tangente a X en cada punto de X, esto es,

(Vi(z),...,Vp(2)) = T, X para cada x € X,

Para cada funcion continua definible y positiva £ sobre X, sea

Us={ge DNX) 1 |Vi, -+ Vigl <eparal <iy,....0 <p,j <k}

4Y
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Eligiendo {g + U.}. como una base de entornos de DF(X) en g, definimos nna topologia

sobre D¥(X).

La topologia sobre DF(X, R ") se define de forma similar. Para una variedad ¥ C ™
gencral, basta ver una aplicacién definible de clase CF ¢ € DF(X)Y) como una aplicacién
X =+ R™. De esta forma, D¥(X,Y) es un subconjunto de DF(X, R™). Asi, basta asignar
a DF(X,Y) 1a topologia relativa.

Para asegurarnos de que ésta es una buena definicién, hay dos hechos que debemos
comprobar.
(1) Siempre podemos elegir un conjunto finito {Vi,...,V,} de campos de vectores sobre X
gue verifican lo condicidn anierior.

Para ver esto necesitaimos en primer lugar un lema que nos sera de utilidad mas ade-
lante.

Lema 4.1.1 Sea N una subvariedad DT de R”, definida sobre una estructura o-mindmal
(R.S}. Entonces podernos encontrar un recubrimiento finito de N por subcongunios defi-
nibles abiertos que son D7 difeomorfos al espacio afin.

Demostracidn.  Como N es una subvariedad delinible D7 de R™, podemos eseribir N
conno ung union finita Ny U LU N de subconjuntos abiertos tales que para cada @ la
proyeccion w5, 0 B — RY (.0 w) v (my, ..o, #,) induce un difeomorlismo
D" N; — V;, donde V; es un subconjunto abierto de R (basta repetir el argumento que
aparece en [2, Cor.9.3.10] para el caso semi-algebraico). Por tanlo, existe una aplicacion
). De esta forma basta demostrar nucstro

resultado para un subeonjunto definible abierto N ¢ RY,

Consideremos una descomposicién en celdas D" de B adaptada a N de forma que
cada celda € sca D7 difeomorta o BY (Teorema 3.2.1).  Tomemos una celda ¢y
supongamos que dimC < d. Sea T un entorno tubular D7 de Cen RY y 7 : T — € una
retraceidén D7, Podemos suponer que T C N.

Do la demostracidn de la Proposicion 1.2.4 obtenemos noe sdlo gque cada celda € de una
D dede de RY es P71 difeomorfa a RME | sino, ademds, que podemos suponer que el
difeomorfismo considerado es de hecho la restrieciéon de un difeomorfismo D7 R R
que manda C' a un subespacio lineal. Esto nos permite ver facilmente quoe el fibrado normal
a Cos D" trivial.

Sea Ty un entorno tubular de ¢ Por lo anterior, Tyr es D7 difeomorto al conjunto
7 U 7 7 ., 7Rrrlim(/' Rrif(lim()‘ TP ‘ .
= {{z,y) € R""Y xR ol < e}
para cierta, funcidn D positiva ¢ : R 5 R Pero, para {x,y) € W, la aplicacién

() v (o, P2 — IF)

b =P
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es un difeomorfismo D7 de W sobre RIMC ¢ pd—dimC — pd  Por anto, Ty es DT
difeomorfo a RY. [

De esta forma podemos escribir X = [ J;_, U, donde para cada ¢, U; es un subconjunto
abierto de X que es D7 difeomorfo a RY, donde d = dim X. Asi, para cada t, es claro
que podemos construir un conjunto de campos de vectores de clase D™= [V, .., V(;'},
definidos sobre UJ;, que verifican la condicién anterior. Consideremos ahora {6;}=1,
una particién de la wnidad de clase D71 sobre X subordinada a {U;}¢=; .. Entonces

v = oV eV

t=1
es un conjunto de campos de vectores globales de clase D"! que generan el espacio
tangente en cada punto de X.
Il segundo hecho gue debemos comprobar es el siguiente:
(2) Lu topologia no depende de la eleccién de {Vy,...,V,}.

Fijamos un conjunto {Vi,....V,} de campos de vectores de clase DF1 tales que
(Vilz),...,Vy(x)) = T, X para cada = € X. En primer lugar, consideremos un campo
de voctores D! W sobre X. Queremos cncontrar funciones a;, . .. cap € DFHX) tales

que
}U
W = Z a; V;.

=

Para una d-upla (4;,...,44) con 1 <4, < -+ <iy < p, definimos
Utiy iy = 12 € X T X = (Vi (), Vi (2}

Es claro que los Uy, oy son abicrtos definibles y X = UU(v‘,],...,i,;)- Consideremos la
coleceion (U )= de los Uty i) nO vacios. Asi, paracadat=1,...,T,

Up={n€ X T.X = (Vi (z),..., W, (a))}.

De esta forma, para cada campo de vectores definible W, y cada t = 1,...,7, cxisten
funciones definibles af, ..., al € DF71(1) tales que

d
W = E atvi,
=1

sobre Uy, Consideremos una particién de la unidad {6;} de clase D¥~! subordinada a {T;}.
De esta forma tenemos que #at € D1 X) para cada t y cada i, y, para z € X:

Td T
Z Zﬁt(:ﬂ)ai(:ﬂ)wi () = ZHﬁ(III)W(.’IJ) = W(x).
=1

t=1 i=1
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Antes de ver que nuestra definicidén no depende del conjunto V- = {Vy,... V,}, de-
beremos escribir U_‘ en vez de Upo Sea W = {Wy,...,W,} otro conjunto de campos de
veetores de clase D1 tales que

(Wl (”")1 s :Wq(:l"» =T X

para cada @ € X. Con este nuevo conjunio podemos definir otra topologia sobre D*(X)
mediante el correspondiente UMY . Veamos que ambas topologias son de hecho la misma.

Podemos escribir
P
W,; = E by g Vj
]

para ciertas funciones a;; € DEHX), para cada i = 1,...,q. Asf, para cada g € DF(X)
y cada 4,k =1,..., ¢, tencmos que

F2

Wiy = Z aii Vi,

=l

v I 5

WkWJj = Z (i',ijj(W,‘,g) = Z ("’k.flftf(z (I?:t‘/f.(]}

]*i }:J =1

v v

= z Z (ij(vz,‘ (O«{f,)V},(Q) + (L,;LVEM({])),

J=1 t=1

y en el caso general podemos escribir

Wi Wig =y @7V, Vig
<

donde las (I)':'; ’;” son funciones definibles bien determinadas.

De esta forma, por las relaciones anteriores, es claro que para cada £ podemos enconrar
¢ de forma que
vy cuit.

Como podemos repetir el mismo razonamiento escribiendo los Vi's en funcion de los Wy's,
obtenemos que ambas topologias son la misma.,

Llamaremos a esta topologia la topologia DF.

Proposicién 4.1.2 Sea X C R* una subvariedad D" ¢ Y C X una subvariedad D"
cerrada. Entonces la aplicacidn restriceion
res : D' (X)) = DY)
f=hy

es continua pora la topologiu Dk
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Demostracion. En primer lugar, construimos una determinada familia {V),...,V,} de
campos de vectores D771 sobre X que generan el espacio tangente a X en cada punto de
.

Por el Lema 4.1.1, podemos escribir X = | Jj._, Uy, donde para cada ¢, U; es un subcon-
junto abierto de X que es D7 difeomorfo a B¢, donde d = dim X. Tal vez reduciendo los
7, podemos tomar el anterior recubrimiento de forma que cada abierto sea el dominio de
una carta D7 Para cada Uy, podemos construir un conjunto {V,...,V/!} de campos de
vectores de clase D!, definidos sobre Uy, que generan el espacio tangente en cada punto
de ;. Ademas, al ser Y una subvariedad, podemos tomar estos campos de vectores de
forma que, si U; MY # @, el conjunto {V,. .., V(fim v } genera el espacio tangente a Y para
cada punto en U; NY.

Consideremos ahora {6 };—; . una particién de la unidad de clase P sobre X
subordinada a {U,},~y. . Entonces

V= Hav, .oV =V, )
t==

es un conjunto de campos de vectores globales de clase D'l que generan el espacio
tangente en cada punto de Xy, reordendndolos, podemos suponer que los p primeros,
» <, generan ¢ espacio tangenie a Y en cada punto de V.

Tomemos 0 € DY), Un entorno de 0 es
Ue=A{ge D"V} AV - Vijgl <epara l <y, iy <p,j <7}
para clerta funcion definible continua £ : ¥ — BR.
Tenemos entonces que

ves™ (U) = {9 € DT(X) : gy € U}
={geD(X): |V, - Vigy| <eparal <iy,...i; <pj<r)

Vearos que res” () es un entorno de 8 € D7(X). Consideremos una funcién continua
detinible positiva £+ X — R tal que &y = . (Veremos mds adelante que una tal & sicmpre
se puede construir.) Entonces

Us={g e D{X) |V, - Vigl <&paral <iy,...,0 <g,t<r}

s un entorno de O € D7 (X) y U C res™H{U,).

Veanos finalmente cémo construir £. Sea T un entorno tubular definible abierto de Y
en X, con retraccién w2 T = Y de clase D'L. Sea {#,1 — 8} una particién de la unidad
D" ! de X subordinada al recubrimiento {7, X \ ¥'}. Entonces

E=feom)+(1-0): X =R

es una funcion definible continua positiva, v (y) = €(y) para todo y € Y.
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Si Y no es corrada obtenemos la continuidad de
res: D(UY - D'(Y)

cn un entorno abierto definible U de Y en X (de hecho podemos tomar 7 = X \ Fr(Y)).

Una propiedad importante de esta topologia, y que merece 1a pena resaltar, es que los
difeomorfismos DF forman un abierto de D¥(X,Y) para la topologia D*. Para ver esto,
basta repetir ¢l argumento de [17, Lemma 11.1.7). Se tienc ademas ({17, Leruna I1.1.8])
que tawbién los inmersiones difeomérficas DF forman un abicrto.

Eu las siguientes sccciones enunciareroos diferentes versiones del tcorema de aproxi-
macion y veremos las demostraciones de los distintos casos.

4.2 Aproximacién de funciones de una variable

Ewmpesamos por discutir el siguiente caso particular.

Teorema 4.2.1 Sea f: R — R una funcion D" Supongamos que fip\qo) ¢8 D™, Dado

una funcién definible continua § : R — R, § > 0, existe una funcion D' f:R- R ta
qm’ la dzf(’rem ia entre las derivadas |(f — f )(")(:r')l < &(x) para todo x € R y para todo
=0,...,r. Es decir, _f aprozima a | en la topologfa D".

Demostracion. Queremos aproximar f (junto con sus derivadas) por una funcién Dl
Para cllo vamos a utilizar la férmula de Taylor:

£@) = 1)+ £O)s +-- 4 IO 4 SO

= 1O + -+ 17O + 5 (7O - IO 2"

para cierto £ € [0, z]. De esta fornm, si deflnmms

0(z) = £(0) + -+ =1 OO)

Q&) = 5 (f06) - 17©) ',

tencinos que

He) = 0() + Q(=,8)
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T
ol

para cierto £ € [0,z]. Pero como Q(x,£) = f(x) — 6{z), de hecho no depende de ¢, con lo
que podemos eseribir
F(@) = 0(x) + Q(x)

para cierta funcién Q de clase DT que es de clase D™ fuera del 0 y que verifica Q¥){0) = 0
para k =10,... 7.

Consideremos una funcién i : R — R de clase D™+ tal gue g = 1 en un entorno de
0 vy = 0 fuera del intervalo [~1,1]. Esta ultima condicién implica que existe C' > ) tal
que ()| < C paratodo x € Ry k=0,...,r.

Dado e > (4, definimos

A R— R

Aela) = (::,)

Esta funcién verifica que ‘)\EA;)(:::)I g_%_}zg}:@ todore Ry k=0,...,r.

Counsideremnos

Fla) = 0@) + (1 = A ())Q().
La funcion f “coincide con f fuera de [—e, €], es de clase D7 fuera de {0} (al serlo (@) y
coincide con ) en un entorno de {0}. Por tanto, f es de clase D™V

Fvidentemente f es una aproximacion de f fuera de [—e, €], por lo que tinicamente hay
(ue demostrar que f aproxima f en [—e, €]. En primer lugar tenemos que Q%) (0} = 0 para
todo k& = 0,...,r. Consideramos ahora M, = max, [, g QU (x)| y afirmamos que

QW ()] < FM,

para 1 € [—e,e] y k= 0,...,r. En efecto, podemos demostrar esta afirmacion por in-
duccidn inversa. Para k = r, |QUN ()t < M, por definicién. Tomemos ahora un & tal
que 0 < k < r. Entonces, |QW) (2} = QW () -~ QUW(0) = |Q¥+1(e)
¢ € (0,2), y por hipétesis de induccidn resulta < ¢ ¥ "M e = %M.

z — 0 para cierto

Asi se obtiene que
[ (o) — )] = A (@) QUaL< € M, para & € [~¢, €],
y para 0 < k<7 os

k .
= HE @ =13 (E) AD @) Q0.

=0

. ! . o —k
De esta forma tenemos que !/\S)(L't:]R(k M)l < %e’ FHM, = CM.e %, Pero como

M, —+ 0 cuando € -+ (), tenemos que la diferencia |(f — £)}%)| se puede hacer tan pequena
COINGO qUeraos en [—‘Eﬁ, E]. 0
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4.3 Aproximaciéon de funciones de varias variables, 1

Antes do enuneiar el teorema principal de esta seccidn, Ajemos una cierta notacion. Es-
cribivemos {2, y) € R™* para el punto (e, ., @m0, 00 € R™T Dados a =
(yyen o ttyy) € W™ v b= (b, ..., 0,) ¢ N, escribiremos (a = a;-t- - +ay,, [0 = b+ -+,
y

a[(ﬂ[—t—[.’r[f U!!J,Hfblf

Dyt B e Oy - Oy

Teorema 4.3.1 Seq f: B 5 R una funcién DY, Supongamos gue § es de clase O
fucra de {0} x R™ y que flyepe es C7 . Supongamos ademds que las funciones

el

R' 3y W((}w )

son de clase C™ para cada a € N, 0 < |a] <v. Sea § : R™T* - R una funcion definible
pogitiva continua, FEnfonces existe una funcion [ R < R de clase DY tal que

O]a]q—}bf . .
dridyh

A
>,

para todo (0 <lal + (6] < r.

Demostracion. Utilizando la formuala de Taylor tenemos que

T

fo) = 10+ S Lo bt 3 EL L gy
S =Y — fhe; W ol Iﬂ.! G T
e al=r—

Z 1 ar f L
+ 1 ' CL'I i):[:f} (Ei [,i)').’l.
al=r

para clerto £ en el segmento [0, z]. Ahora, si definimos

Fi (f) " 1 a?j .
e, y) = f(0,y) + Z 5%(0, P+ e+ Z e (0, )"
< U b

1 fof df .
Qlx,z,y) = Z”—, (5;;(2,::/) = G () L
tenemos que para cada x e y existe & € [0, 2] tal que

Flayy) = 0{ay) + Qe £ y).
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Observamos que € ¢s un polinomio en z cuyos coeficientes son funciones continuas

Polzy) = L (d / {z,y) — d Z (Da?f)> ~

al \ dz® o

Copsideremos el conjunto
A= {(r,y,8) € R" x R* x ™ : f(x,y) = 0z, y) + Qx,{,y), £ € {0,2]}.

Este conjunto cs definible ¥ no vacio. Por tanto, por el Teorema de Eleccién Definible
1.3.1, existe una funcion definible ¢ : B™ x B — R™ tal que para cada x € ™ y € R
(w9, C{x,y)) € A. Es mds, como £ € [0, 2], se tiene que ((0,y) = 0y {(z,5) — 0 cuando
(#,9) = (0,50). (Nétese que en general no podemos suponer que { sea continua.) De esta
forma, si definimos x.(r, ) = $.(C{x,y), y), obteucmos que

. 1 .
fle, ) = Nz, u) + Z J{Xa(:ﬂ,y):;;’
|a|=m "
donde los x, son funciones definibles tales que xq(0, %) =0y xo(z, ¥} = 0 cuando (2, y) —
(0,14). Ahora redeliniimos
. 1
Qr,y) = SXalz,y)z".
la|=#

Sea entonces ¢ : It — R una funcién definible de clase C7 L, positiva y suficientemente
peguenia, gue podemnos encontrar por el Lema 3.3.2, v definamos e : 87 — [ como e{y) =
e1([41%). Podemos clegir €; con la condicién adicional de que las derivadas

alele ai—le -
Gy = > R (T
Pl

estén acotadas por constantes. Cousideremos

Ue = {(z,y) € R™™ 1 |z] < e(y)}.

Ale,y) = p (FLT(E)) :

donde g : R — R es una funcién de clase D™+ tal que pp = 1 en un entorno de 0y gz = 0
fuera del intervalo [-1,1]). Con esto definimos la funcién

Podemos definiy

Sl gy = 00 y) + (1 = Mo, 9)Q, ).

La funcién f es D' fuera de {0} x R™, al serlo todas las funciones implicadas en su
definicidn. Pero. en un entorno de {0} x R™, f = f y por tanto cs de clase D711 Asi, ]’
os de clase DL
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Como antes,
I—1=XQ.
Comprobemos que f es una buena aproximacion. Como f = f fuera de U, basta estudiar
lo gue pasa en U .
L primer lugar tenemos que | f(e,y) — flou = IMa, ) Qe vl < 1Q 0k, y)l. Pero
s1 tomamos (z,y) € U, ¥y como Q{0,y) = 0, podemos hacer |Q (2, 1)] tan pequeito como
queramos, tomando e suficienternente pequenio. A continnacion, estudiamos las dorivadas,

Utilizando la notacién previamente establecida, tencinos que

[ 4181 e el lempltboaigg
I S ;
e oy L L PE eyt Huo—pyb-a

pea goh

donde p = (pr,...,pm), ¢ = (g1, ..., qn) ¥ las A, , son constantes. Estudicmos en primer
lugar las derivadas de A

Aserto 1:
4l |al A2 ' lal--2]q)
dl ‘A _ _1_— Z C (1,] lagl) ( l } ) :{:ff"'sz <_l_u)
o e(y) e(y) €(y)

g<la

donde las C, , son constantes.

Demostraciaon del Aserto 1. Es suficiente con probarlo para m = 1. El caso ¢ = 1 os
trivial. Si e > 1, tenemos que

r)‘”‘/\ Y] {T‘ Ve fa=1-g) ( JLJ \ Lo— | —2g (__f+)¥2{f,-_!)_/21’i)

Fre T Ba \GCESICE) LSRR L RO Lelw)
[2{a—1)--2q] ) .
— b e Lmgg) 42PN a— 12y
= qui[(m— l)/?r Cu—l,d‘ (E(,‘,!,) ) ’ : | ()‘l (ﬂ( T ((2(:”) ) :xr I)
2a—1)-2q nE: . .
— | n—t x| 2y a—1—2y
= a<lla—1y/2) Ca-1a (Tiﬁ) [" e (ﬂ(y ) EIR :

+H((1,7|7q ( z(”)(a —J*‘2q q—2- Zr;:i

120—2q]
-1, | : L
= Eyfta 13/ Ca g | 20070 f (u ) (‘m) e

2 er Ha+l) .
+{a — 1 = 2g)ple=tat1) (rm{ﬂ) (,m) ”"ZWW}.

0O

. . alei+ivl . .
De csta forina, para estudiar Q—-———i 3 2 debemos analizar las derivadas con respecto a y

de las expresionos
2y
() (@)
ly) ) \ely)

ikt )2 . . . . ;o
. y,m ] s¢ puede expresar como una suma de términoes de la forma
dyt )

) N 2l lod )
ORI i S G b
8 (f2(:af)> i (f(‘u) Fof

Aserto 2:
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donde oy + 7 < ki, 1 <s; < a3 ¥ o g,s 08 Una expresion polinomial en ¢ y sus derivadas.

Demostracidn del Aserto 2. Como antes, es suficiente probar el aserto para n = 1. El
aserto es trivial para & = 1. Si k > 1, solamente tencmos que observar que

25|+ |el+14|
(,,(m D (i_) 22 () ‘T’{i)
| ™ . 2 s|+He| 48]
= plrHisen ( | T Wzl (_F)
gt |)( i )mzil (—(2]5] + |ex] + 1B]))e' () (ﬁ

" 25| Had +10]
oD (J(Jy ) L2l (ﬁ) @, 5
\ |+

2(|sp+ 1)+ o 14+ 3
= il ( ! (e(b) B l(—26’(y)‘1’n,ﬁ,s)
2 .
0l () (25| + fal 1B ()20

) )4 8] 4-Jee]+1 +|(1\
+“(H_| <) (%) I"”L%' (@)Zl 5|+ 41 ] @ .

3,8
)2{5\+|0{|+i[‘31+l

w,0,8

4-..
/—\
=

Py

Aserto 3:

(‘)lk‘| 1 1
TR - A
dy* (F—(?i)a') e(y)etk

donde Ay es una expresion polinomial en € y sus derivadas.
Demostracidn del Aserto 3: Por induccion. Para k = 1 el agerto es trivial. Por hipdtesis
de mduccion, s1 k > 1, tenemos que
o L1 N e/
oF \ely)r )~ oy \ely)==5T

AM) = E(?,r)%”‘_ (—(a+ k=1 (A1 +e(m)Ah_).

Es facil ver que, para funciones A y B que dependen de y, tenemos que

alb\(AB) Z 8"‘"A(‘)“’_’“‘B

oy Pt T

donde las By, ;. son constantes. De csta forma, en nuestro caso,

% () o))

- Seatitht (0 (85)) 52 ((3)7)

y cada término de esta suma se puede expresar como una suma de términos de la forma

|2 20| jex| H B2y + [b—k|
PAaak i‘f”’l \l.rﬂis\( 1 e ‘
2y )T Cely) Hhs
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donde o+ 3 < ki, 1 <8 <oy v Bg o6 05 una expresion polinomial en e y sus derivadas.

A continuacion, estudiamos las derivadas de Q.
Aserto 4:
oletblo ‘ ,,
m - Z 8o, 1)z
' Jgl==r— (Ja|+18])

donde 4§, es una funcién definible tal que 8(0,y) = 0y o(x,y) = 0 cuando (z,y} — (0, yo).

Lo et ¢ I )
Demostracian del Aserto 4. Basta ver 55;7)—1% cotno el “resto” del desarrollo de Taylor de
alet et 1o vades o :
ey Convespecto a x en (0,y) de grado v — {Ja| + 1b)). m|

Después de todos estos caleulos, tenemos que cada término

gletaly gle—pi+lb—gln
Syt Queroyb-d

s¢ puede expresar como una suma de términos de la forma

e 2o+l
ol 415t ( i )i_,l,l'zmﬂp,zu( ! ) _
e*(y) e(y)

L\ 2lei= 2+l ‘ f
: (F (u)) Ei,o,5 ()0 (r, e

donde vy < p /2], ki < i, oo + 8 < ki, L <5 <oy y

th=v—(la=p|+|b—gql).

Querctnos acotar Ja expresion anderior. Pero para ello, hasta con acotar

L 2l sl 1\ Zlel=2el+lal =]
|:1:|2|'“'l:1:?’_2” (—) ( ) .
e(y) ely)

Pero como || < e(y), esta expresion estd acotada por

I I
()l =

128 ()11 =21 ‘
e(y)"*ely) e (g HTHIATH A ¢ (g 22l =Tk ©

E(fy)|P‘E(y)""|a‘+|i’"k|b%"}'!’l’?
E{y)|”I+‘H|(('U)2‘P|‘|' L —1%]

= (g HIBD) g =G4

y dsta expresion se acota claramente. O

4.4 Aproximacion de funciones de varias variables, 11

Enunciamos ahora el teorema de aproximacion de la seccidn anterior sin restricciones
especiales:
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Teorema 4.4.1 Sea [ : R" — R wuna funcion de clase D, Sca 6 : R™ — R una funcién
definible continua positiva. Existe entonces una aprozimacion f: R* = R de f de clase
D'l que

alel ~
Sl R <

pare O < |af <.

Demostracion. En primer lugar, utilizando los teoremas 3.2.1 y 3.2.2 podemos encontrar
una estratificacion finita RB™ = [J M; de forma que, para cada i, M; es una DP celda,
M; es DP difeomorfa a R* (d; = dim M;), y fla, + My — R es una funcién DP, con
p suficientemente grande de forina que los condiciones que van a ir apareciendo en el
argumento se vertfiquen,

Para cada i, tenemos un entorno tubular PP~ de M;, es decir, un entorno abierto
definible T, de M; en R™, una retraccion sumersiva PP~ 7 : Ty — M; y una funcién
cuadrado de la distancia de clase DP~L p; . T — R. Por la demostracion de 4.1.1, para
cada i tepemos un difeomorfismo DP~Y ¢; 2 T, — R tal que ¢;{M;) = {0} x R%.

Definamos

M= ) m
codim{M;)<k

Como {M;} ¢s una cstratificacién, se tiene que, para k= 0,...,n, la union de estratos de
dimensién < n — k os un cerrado de R", luego su complementario M=% cs un abierto de
R™. Por induceién sobre %, probamos que existe una funcién D'+ =5 M=k 5 R tal
que

olel

dr™

(f = F=)(@)| < mela)

para cada x € M=¥, donde 1y, : R* — R ¢s una funcién definible continua no negativa, tal
que 7y, < 8y e = 0 sobre RM\M=F,
Fu efecto, si k = 0, M=Y es una unién de subconjuntos definibles abiertos de R", con

P o . - ..
lo que basta tomar f=° = f y 5y = 0. Supongamos que k > 0. Por hipétesis de induccién
tenemos una funcion de clase D' F<5 : M<F 5 R que verifica

el

e (F = FH)] < meca

para cierta funcidn definible continua m_ @ B® — R tal que ng_1 < 0 y m—; = 0 sobre
R™\M<*_ Consideremos un estrato N = M; tal que codim N = k. Sca T = T} un entorno
tubnlar de N, 7 = 7, y p = p;. Tomando T suficientemente pequeno, podemos suponer
que NV oes el dnico cstrato de codimension > k que interseca a T

Las funciones [ : TN M<* - Ry f: N — R son de clase D", Como my_; es
continna y 1 = 0 sobre N, tenemos que f<* y f definen una funcién D" f=k.T 5 R
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Si consideramos el subconjunto carrado F = R MSF ol Teorcma 3.3.5 nos da una,
funcién definible continua no negativa v : " — R tal que v~ 0) = F. De esta forma,
podentos definir n, = max {1, | d}, que es una funcién definible continua no negativa,
que verifica que g, < § y o = 0 sobre RM\MEF,

Sea ¢ = ¢, - T — R un difcomorfismo PP~ tal que (N} = {0} x R, donde
d = d,. (Tal difcomorfismo existe por la demostracion de Lema 4.1.1.) Counsideremos la
funcion g = f=* o ¢! © R* — R. Tomando p suficientemente grande, tenemos que g
es de clase Dintre—1t - pr, Goyxre 0 e clase DML = DLy g s de clase
prin{reti=1} — pr+l fyera de {0} % R Podemos también suponer gue las funciones
RY3 oy %%ﬂ%((],y) son de clase D" Entonces, por el resultado de la seccién anterior,
podemos aproximar g por una funcién D"

g: R" = R de forma que

gl
(’)ryu

(9— )| <

para |«| < r y para clerta funcion §; que se determinard mds adelante.

En lo sucesivo denotaremos por @ las coordenadas en Ty por y las coordenadas en
.

. . . . ol ~ - . alol o
Consideremos ahora la funcién D" b = Go ¢ T — R vy estudiemos }%7;—(/ — ).
Tenemos que

gl gl .
dro (f —h)= e (l9 —g)od)

v csto ge puede expresar como una suma finita de términos de la forma

. — . ky il kn
U"ﬁ‘(;; -q) g, 5l ""-‘@2-
iyl damn i

donde 18] < || ¥ D7 kilvi| £ et Come §) se puede tomar tan pegueiia como (Ueramos,
podemos hacer a su vez las expresiones anteriores tan pequefias como queramos. De esta
forma, vernos que £ es una biena aproximacion de clase C7 ! de f ent'. Es decir, podemos
suponer que
Hlel
e

(f =) <

sobre 1.

Finalmente, queremos “pegar” A con la funcion f<% definida sobre los estratos de
codim < k para, de esta forma, obtener una aproximacion global. Pero. por la construccion
de k. podemos suponer que b = f<% fuera de un pequeiio entorno de N. Asi, podemos
simplemente definir la aproximacion D71 F5% de f sobre M =¥ mediante
FER@)y=h(x) st 2T,y

TR () = FR) 1w e MER\T. -

[V

[P
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Es importante destacar que la demostracién anterior es valida también para el caso de
una funcion f: & — R, donde U/ C R” es un subconjunto abierto.

4.5 Aproximacion de funciones arbitrarias
Después de los resultados anteriores obtenemos:

Teorema 4.5.1 Seca X C R" una subvariedad D". Sea f: X — R una funcién de clase

D71 Entonces existe una funcién de clase D" f : X — R que aprozimo [ en la topologic
rDr'fl

Demostracion, En primer lugar consideramos un entorno tubular definible U7 de X en R™
y una retraccion D7 ' 1 U —» X, . Conesto, g = for1:U — R es una extension dec
clase D71 de f a U. Por los resultados anteriores, existe una aproximacion D7 g:U-— R
de g. Por la continidad de la restriccion, al ser X cerrada en U, tenemos gue f = gy cs
nua aproximacion D7 de f. [

4.6 FEntornos tubulares inclinados

En esta seccion extendemos la clase de diferenciabilidad de los entornos tubulares sobre
una variedad D", Necesitamos este resultado (ya de por si interesante) para establecer el
Teoremsa de Aproximacién de forma general.

Teorema 4.6.1 Sca X unag subvoriedad D" de RB™. Entonces X odmidte un entorno tubular
de clase DT,

Shiota, en su trabajo [17], llama a esta construccién un entorno tubular inclinado.

Demostracion. Supongamos que X ticne dimension &£. Consideremos [a aplicacion
i X = Gy g

@ N X
que asigna a cada © en X el espacio normal a X en z. Este aplicaciéon es de clase D71,
La Grassmanniana Gy, es una subvariedad D> de B™ , por lo que, en particular,
. L. . 2 .
existe un entorno detinible abierto U/ de G, g en B y una retraccion D7 7 : U — Gy, ;.
Si vemos 1 como una aplicacidn X — R , bodemos aproximarla por una aplicacién
e clase DT / X — R, Tomando csta aproximacion suficientemente proxima, podemos

suponer que T/J(X ) C U. De esta forma, estd definida la aplicacion r o4 : X — G, ,,_s,
qgue es una aproximacion de clase D7 de .
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=1 tomamos 'z/: tan proxima que se verifica,
rogp(x) + ToX = B* para todo x € X,
podemos entonces repetir la demostracion de 3.3.1 sustituyendo NX por el conjunto
{(x,0}) € X x R" : v € 7o p(x)}

para de este modo construir un entorno tubular “inclinado” para el gue las aplicaciones «
v pson de clase D7, |

4.7 Aproximacion de aplicaciones arbitrarias
Finalmente, establecemos el Teorema de Aproximacion con toda sn generalidad.

Teorema 4.7.1 Sean X e Y dos subvariedodes D7 de Y, y sea f: X = Y una aplicacion
de clase D™= Entonces podemos aprozimar | por una aplicecion de elase D7

Demostracion. Por ol resultado anterior, podemos suponer que tenemos una retraceion D7
7:U =Y, donde U eg un entorno de YV en B2, Sea fi 1 X — R"™ una aproximacion de clase
D" de f vista como una aplicacidn X — R*. Tomando esta aproximacién suficientemente
buena de modo que A(X) C U, tememos que f =70k X = Y es una aproximacion D"
de f. a

4.8 Eliminaciéon de esquinas definibles

Terminamos este capitulo con un resultado que wos permitird “suavizar” las esquinas de
las variedades D7 (v > 0).

sSean 7y ¢ dos enteros tales que 0 < r < 5 < 20, Consideremos una subvariedad D"
M C R™. Supongamos gue existe un subconjunto corrado & C M tal que M\S ¢s una
subvavicdad de clage DY,

Teorema 4.8.1 Dado un entorno abierto definible U de § en R®, existe una subvariedad
DM C R y un difeomorfismo D" b M = M ial que i es una aprozimacion D" de la

inclusion M — R" Y Jf‘rm\ir Id.

Demostracion. Como M es una subvariedad D" de R”, podemos escribir M como nna
union finita Ay U ... U M, de subconjuntos abicrtos tales que para cada 2 la proyeccion
Ty g o B = R oy, o) & (1,02, induce un difeomortismo D7 M; =V,
donde V; es un subconjunto abierto de R% Es decir, existe una aplicacién D7 ¢ - V; ©
R — R4 (al que

M, = graf(dy).
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D¢ hecho, la demostracion de este resultado (ver [2, Cor. 9.3.10]) nos permite ver que
para cada punto z &€ S existe un entorno V* de = en M tal que la proyeceion m;, i jve
induce un difeomorfismo ¢ sobre su imagen. Por tanto tenemos que ¢, es de clase T en
I/vﬂ \ LN ,...,il,g(S)‘

Demostramos el teorema por induccidn sobre 7. Para « = 1 (omitiendo los subindices)
tenemos la aplicacion D7 ¢ 1 V ¢ RY = R" % tal que M = graf(¢). Consideremos la
proyeccién 7 : B — R*. Si definimos F = 7(9), tenemos que P es de clase D?. Por el
Teorema de aproximacion y su demostracion (considerando una descomposicién en celdas
definible adaptada a F) podemos encontrar una aproximacion Df do ¢

$:V = R
tal gque g?) = ¢ sobre V\w(U).
De esta forma, M= graph(;[;) es una subvaricdad D¥ de R”,

b M — M: (z,9) — (z,(x))

eg un difcomorfismo definible C7 que estda proximo a la inclusién M < R" vy hoor,, = Id

AL

Pasemos al caso ¢ > 1. Por la hipdtesis de induccidn, podemos suponer que cxisten
dos subconjuntos abiertos definibles My y My de M tales que M = M) U M» y existen
subvariedades 2° 44, C R® y difeomorfismos D" h; : M; — M; tales que A; cs una
aproximacion D7 de la inclusion M; — R™ y h..,;l Tiaw ~ Id, para i = 1,2. A continuacidén

queremos “pegar” M, y My,
Considercmos ¢l subconjunto abicrto I = My N Ms. Tenemos entonces
s x = n't] o —1 =y -
My DL =h~ (I) I——h, (I)“——:IQCMQ.
Cousideremos la aplicacién D" « = hy ' o by : I} = I que verifica

iy =14 INU = B\U.

De este forma podemos aproximar e por una aplicacion D & : I; — I. 9 tal que &
1: I,\U - IQ\U.

[N

Tomemos ahora dos subconjuntos ablertos definibles Ny < M Iy y Ny C M; que verifi-
quen que Ny UNy = M, Ny C M, y Ny C M;. Definamos gi=h"1:M > M Entonces
podeinos considerar los subconjuntos definibles cerrados de M 1, disjuntos,

A=MA\g (N2t My) B = M\g (V).

Tomemos una particion de la unidad D {A1 — A} de M1 subordinada al recubrimiento

abierto {gi(N), ¢n (No N M)}, Tenemos que A es una funcién D* sobre M, tal que A =1
sobre A y A = 0 sobre B. Definimos entonces

p: M, R
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= Moz + (1 — Aa))a(x).

y una aplicacion DY gue es una aproximacion 7% de la inclusidn. Por tanto, p es una

inmetsion difeomdrfica.  Consideremos cutonces MY = p(M;). De esta forma, M =

MU (Mo\gs '(N))) es una variedad D* que satisface las condiciones del enmnciado.
O

A partir de este resultado, obtencmos el siguiente teorema.

Teorema 4.8.2 Paye r > 0, cualguier subvariedud D" de R™ s D difeomnorfo o nno
subvariedad D", Dos subvariedades D™ de R" que son D' difeownorfes son D'
difeomorfas.

Demostracion. Como hemos visto anteriormente, podemos estratificar nuestra variedad
en una union finita de estratos, de forma que cada uno de los estratos sea una subvariedad
D1 Sea Fla union de los estratos de codimension > 0. que es un subconjunto definible
cerrado. Basta entonces aplicar el Teorewa 4.8.1.

Para la segunda afirmacion, utilizamos el Teorema de Aproximacion. Dado un difeo-
morfismo D7 entre subvariedades D' podemos aproximarlo por una aplicacion D!
Como podemos tomar esta aproximacion tan cercana como queramos al difcomorfisno en
cuestion, resulta que la aproximacian es de hecho un difeomorfismo. O



Capitulo 5

Familias de variedades definibles

En este capitulo vamos a cstudiar familias de variedades definibles, v a dar un teorema
sobre la existencia de trivializaciones de estas familias.

Fu concreto, ¢l resultado fundamental es la trivialidad D" de sumersiones D7 propias
suprayectivas. Un punto clave en la demostracion es que, dada una variedad definible en
una estructura o-minimal & que expande un cuerpo real cerrado R, podemos construir
un modelo de esta variedad definible sobre una estructura o-minimal “mds pequeia”; os
decir, que expande un cuerpo real cerrado que cs un subcunerpo de R, Dste proceso de
construccion de modelos definibles y el uso del espectro definible nos permitird demostrar
el resultado principal.

5.1 Familias de variedades definibles

Damos en esta seccion algunos resultados basicos sobre familias de variedades D", En los
capitiulos antertores hemos considerado las familias de conjuntos definibles como subeon-
juntos X < RP x R". Consideremos ahora una situacion algo mas general. Secan N ¢ R"
y £ C R? dos variedades D7 v g : N — PP una aplicacién D", Entonces, si consideramos

XY ={(z,y) e " x R" : z = g(y)} € R’ x R"

podemos ver g como una familia de conjuntos definible, donde X7 no es mds que g~ (#).
De abiora en adelante, veremos las fainilias de conjuntos definibles de estas dos formas
cquivalentes.

Proposicién 5.1.1 Sean 3 C R? y X C B x R" subconjuntos definibles tales que, pora
cada b € B, Xy es una subvariedad D7 de R". Entonces, pare cualquier o € B, X, es
una sihvariedad D de k(o)".

Demaostracidn. Dor la Proposicion 3.1.5, el hecho de que X, sea una subvaricdad D7 de R
puede ser expresado por una familia parametrizada de férmulas de primer orden, digamos

$y. Entonces X, verifica la formula @4, es decir, es una variedad D7, O

67
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Proposicién 5.1.2 Sea § C RP un conjunio definible y tal que S € . Sea U un subcon-
junto abierto definible de S x R™, y f : U = § x R una familia definible de funciones
parametrizada por S. Si, para cadat € S, la fibra f, : Uy = R es una funcion D7, entonces
la fibra fo: Uy = k() es también une funcion D,

Demaostracion. Basta obscrvar que, de nuevo por la Proposicién 3.1.5, el hecho de que
Ji : Uy = R sea una funcién D7, para cada t € S, se puede expresar mediante una familia
definible de formulas. (m]

Vemos a continuacién algunos resultados sobre familias de aplicaciones definibles que
nos seran de gran utilidad.

Proposicién 5.1.3 Sea U C R? x R™ un abierto definible, y g : U = R? x R una
Jamilia de funciones definibles. Sea w : R” x R™ — RP las proyeccion sobre las p primeras
coordenadas, y supongaemos que, para todo t € n(U), g1 : Uy = R es une funcién D.
Entonces ceiste un abierto definible V. C w(U) tal que Jvj : Uy 2 VXR es D' g
dim(zx(U)\ V) < p.

Demostracion. Procedemos por induceién sobre r. Para cada i =1,.. ., p consideremos ¢l
conjunto

Gi={ten(U): g%(t,:s) existe para todo (¢,z) € U}
Claramente G; es definible y ;;-"- es definible en Ug;). Veamos que dim(x(U)\ G;) < p. Si
dim{(»(U)\ G;) = p, por el Teorema de Descomposicion en Celdas, existe una caja abieria

C contenida en m(U) \ G;. Supongamos que 0 € C. Entonces existe un ¢ > 0 tal que
7(#) = (0,...,0,4,0,...,0) € C para todo £ € (—¢, €) (estando ¢ situada cn la posicion 7).

Consideremnos el conjunto definible
H={(tz)enx " C): - 99 (t x) no existe }.

Como C C #(U) \ Gi tenemos que H # @. Utilizando el Teorema de Eleccién Definible y
la descomposicién en celdas D", podemos suponer que v se cleva a un camino D!

Y=nh8):(0,¢) = H.

Tenemos entonces que para cada s € (0,¢€),

e . ™m

o3 =3 S ) + 2 d—-(’y(*))ﬁ'(S) (e + Z d” GONAO)

k=1

De esta forma, h = go ¥ : (0,¢) = R es una funcién definible que no admite derivada cn
ningun punto, lo que contradice ¢l Teorema 3.1.3.
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Por tanto, dim{x(I/) \ G;) < p para cada i. Consideremos entonces

, Oy . :
G =1{teG;: i(t, x) existe y es continua para todo (¢, z) € U}.

&
Tenemos que (77 es un subconjunto definible de &, y por el Teorema de Continuidad
a Trozos existe un cerrado definible F; C G tal que G\ F; C Gf y dim(G; \ F}) < p.
Tomando entonces V- = ()G, tenemos nuestro resultado para » = 1. Por induccidn se
demnmestra facihinente el resnliado para un + arbitrario. ol

Proposicién 5.1.4 Seq o € ﬁi’", ¢ sea & un subconjunto definible abierto de k{c)™, y
w Q= k(o) uno funcidn D". Emiste una subvariedad D" M C P, con M € «, un
subconjunto abicrio definible U de M x R™ y una fomilia definible de funciones f U —
M x R paramectrizada por M, tal que Uy =, fo = @ y [ es una aplicacion D'

Demostrocidn, Por definicidn, existe un subconjunto abierto defimble 17 © RP % R™ tal
que 2 = U/,,. Por otro lado, podemos escribir k{a) = (RP x R),. De este modo tenemos la
aplicacion definible ¢ : U7, — (FE? x R),. Por la Proposicidn 2.3.3 existe un subconjunto
definible A C RF, A € «r, y una aplicacién definible f: Uy — A x R tal que ¢ = f.

Consideremos el subconjunto
B={teA:fi:U — Resdeclase D"},

Es claro que B es un conjunto definible y B # $ (si B = 0 entonces f, = v 1o es de
clase D7), Utilizandoe la descomposicion en celdas D7, tenemos que existe una variedad D"
M C B, M € «, que es D7 difeomorfa a un espacio afin. De esta forma, [ Uy = M xR
verifica gue f; es DY para todo # € M. Por tanto, por la proposicidn anterior {reduciendo
tal vez M) podenmos suponer que f: Uy — M x It es D7 O

Esta proposicion se puedc generalizar de una forma bastante dirceta al caso en que
sen una variedad DO

Siguiendo de forma directa la demostracion de la proposicidn anterior, podemos de-
mostrar una 1til extensién de este resultado.

Proposicidn 5.1.5 Seq ¢ € f?}', y scan M y N dos vartedades D . Sea ¢ @ My —
Ni(ay una aplicacion D", Existe una subvarieded D" S C R?, con 5 € o, y una familic
definible de aplicaciones f 1 8 x M — 5 x N parametrizada por S, tol que fo =0 y [ s
wiia aplicacion D7

Proposicién 5.1.6 Scan B C R? y X C B x R" subconjuntos definibles. Consideremaos
un clemento o € B gue verifice que X, es une subvariedod D™ de k(a)™. Entonces exisic
una subvariedad D" M C RF, M C B, tal gue M € o, Xpy) es una subvariedad D" de
M < B" y la proyeccion m: Xpg) — M es una sumersion.
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Demostracion. Sea b = dim X,. Entonces podemos escribir X, como una union finita
Xo = UA;, donde cada A; = graf(dy x40, .- h,) para clertas funciones D7 ¢ 1 € —
E(cv), donde ©; ¢s un subeonjunto abierto definible de k(o)* . Por la Proposicion 5.1.4 existe
una subvariedad D7 de RP, M; C B, un subconjunto definible abierto U/; © M x R¥ y
funciones f; pyy,..., fin sobre U tales que L; = graph(fi gy, .., fin) verifica (L), = Ay
Por la Proposicion 2.2.4, tomando M mis pequeia, podemos suponer gue X [ag] € la union
de los subconjuntos definibles abiertos L;. De esta forma, X es una variedad D" y 7 es
una subniersion. W

Corolario 5.1.7 Sea B < RP un subconjunto definible. Sea X < B x R™ un subconjunto
definible tal que, para cada b € B, X, es una subvartedod D" de R". Entonces existe una
estratificacion {M; }ieq de B en un mimero findto de variedades D de forma que pare cada
i €4, Xiay, es una variedad D7y lu proyeccion Xypy, — M; s una submersion, Si. ademds.
Xy es un congunto cerrado-acotado pora coda b, podemos pediv que dicha sulmersion sea
propia.

Demostracion. Sea o € 3. Dor la Proposicidn 5.1.1 tenemos que X, es una subvariedacd
D", Entonces, por la Proposicién 5.1.6, existe una subvariedad D" M tal que X[y es
ana subvariedad y X3 — M es una sumersion. De csta forma, por la compacidad del
espectro definible, resulta que B3 se puede poner como una union finita {M;} de variedades
D" gue verifican las condiciones del enunciado. Finalmente, por la version definible del
teorema de Hardt [5, Th, 5.22], podemos obtener homeowmortfismos definibles

h,.,; : X[M,,-] — M; = F;

compatibles con las proyecciones a M;, para clertas variedades D" F, tal vez refinando [a
cstratificaciéon. Esto nos permite demostrar la segunda afirmacion. ]

El siguiente resultado nos presenta formulaciones equivalentes del resultado principal
de esta seceidn (vilidas para cualguier estructura o-minimal (R, 8)). Para poder dar el
enunciado con precision, necesitamos algunas nociones de teorfa de modelos. Una buena
referencia sobre este tema, teniendo en cuenta las aplicaciones que le queremos dax, es el
trabajo de Prestel [15].

Sca R un cuerpo reak cerrado v 8’ una estructura o-ninimal que expande el enerpo
real corrado R, Definimos cl lenguaje Lg como el lenguaje que inclaye un simbolo de
relacion n-aria ¢4 para cada conjunto definible A < R™. De forma trivial, 8" ¢s una
L gr-estruciura.

Sea R otro cuerpo real cerrado que es una extension de R, y & una estructura o-
minimal que expande el cucrpo real cerrado R, Si R es una Lgr-estructura y se verifica
que toda Lg-formula (con pardmetros en R') es cierta en R 81y sdlo si es cierta en 7,
diremos que RN € R es una inmersion elemental. Si (R, 8) es una Lg-estructuray 1 C 1R
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os una inmersion elemental, direinos que (R, S) es una estension elemental de (R, S) v
lo denotaremos por

(R, 8") < (R, S8).

De una forma sencilla, esto se puede interpretar de la siguiente forma. La estructura (R, S)
es una extension elemental de (R, &') si la extension R' — R es una inmersion elemental
y todo conjunto A" € S se puede interpretar como un conjunto 4 € S,,. Llamaremos a
esta “Interpretacion” la extension de A' a (R, S) y la notaremos A%,

Ejemplo 5.1.8 Si R' C R es una extension de cuerpos real cerrados y S (resp. 8') es lo
estructure o-minimal formada por los conjuntos semialgebraicos sobre R (resp. sobre R'),

entonces (R, 8") < (R, S).

Ejemplo 5.1.9 5i (R, S) es una estructura o-minimal que expande el cucrpo real cerrado
By o 1P, entonces (k(a),S{a)} es una catension elemental de (R, S).

Dadas N y I? variedades D" (para §) v g : N — P una aplicacién D", diremos que g os
D" trivial si existe un punto p € P y un difeomorfismo D" v = (yg,9) : N — g7 (p) x P.
Esto significa que la familia asociada X¥ es trivial, en el sentido que todas las fibras son
D" difeomorfas a la fibra Xj.

El siguiente resultado nos da propiedades equivalentes a que una aplicacién {0 una
familia) sea D7 trivial.

Teorema 5.1.10 Scw k € N fijo. Las siguienies propiedades son equivalentes:

(i) Sea (R.S) una estructura o-minimal que ezpande el cuerpo real cerrado R, sean
B C R? y X C B x R" subconjuntos definibles tales que para cada b € B X, es
una variedad D7 de dimension k. Entonces cxiste una estratificacidn finita B =
Uie; M: de B en variedades D7 tal que cada Xim,) es una variedad D" y tiene una
trivializacidn definible

h.i : X[M,] — Fi x M;

para cierta variedad D7 Fj.

(1) Para cualquier (R',S8') < (R, S), toda variedad de clase DG V C R™ de dimension k
es difeomorfa a la extension a (R,S) de una varieded D, V' C R™.

Con k todavia fijado, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i’} Como (i), pere Xy cerrado-acotado para cada b.

(ii') Como (i), pero con 'V cerrada-acotada y V' cerrada-acotada.
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(1ir’) Para cuolquicr estructura o-minimal que expande un cuerpo real cerrado (R, S),
cualquicr variedad DY de dimension k+ 1, X, y cualquier submersion de clase DT
sobreyectiva y propia p @ X - R, existe una trivializacion D" h: X — F x R (para
cierta variedad D7 F ).

Demostracion. (¢) = (4) (e (') = (#')) Por definicién de inmersién clemental, podemos
eseribic

V={reR": ®a,uz)}

donde € es una férmula de primer orden en Lg {es decir, una férmnula “con pardmetros
en R™) y a ¢ R, Para cada b € R podemos considerar el conjunto definible

Xp={r¢€ R $(b,x)}.

El conjunto de los b € R tales que X, es una subvaricdad D" (corrada y acotada) de
dimension & es un subconjunto definible B C RP. De esta forma podemos considerar 1a
familia definible X' - B de variedacdes D7 (compactas) de ditnension k, parametrizadas
por B. Observemos que ¢ € B v V = (Xy),. Aplicamos (4} (o (¢') a esta familia, y
obtenemos entonces las trivializaciones by Xy, — F x M, Existe i tal que a € (M),
Por lo tanto, V >~ (F) .

(ii) = (i) (y (') = (i')) Consideremos B y X como en (i) (o en ('), Tomemos « € 3.
Entonces, por la Proposicidn 5.1.1, X, cs una subvaricdad (cerrada y acotada) D" de
k()™ de dimension &, Entonces por (¢1) (o (4i'}) obtenemos una variedad D" F (sobre
R) y un difeomorfismo D" ¢ : Fi(ay = Xo. Por la Proposicion 5.1.6 existe una variedad
DM C B, M € «, de forma que Xy s una subvariedad D7, Aplicamos la Proposicion
5.1.4 {(mds bien su generalizacién al caso de variedades) a g v a g7 v obtenemos un
difeomorfismo D" h : F x M — Xy (tal vez reduciendo M). Por Ia compacidad de 13
obtenemos (7) (o (41).

(iit') = (i) Empezamos como en la demostracion de (3') = (4'). Tenemos V' y cons-
truimos la famiha definible X — B sobre R, de forma que V = (Xp),. Siaplicamos el
Corolario 5.1.7, obtenemos la coleccion finita { M}y v, para cada ¢ &€ I, sumersiones D°
propias Xp, — M. Existe ¢ € [ tal que o € (M;)r. Tomemos b € M;. Podemos suponer
(tal vez subdividiendo la estratificacion) que AM; ~ R™. Entonces, tenemos una innersion
difeomoérfica de clase D7 R < (M;)p ~_R® cuya imagen contiene a y . Considercmos cl
pull-back

Y — X | M
P

La funcién p es una sumersiéon propia, por lo que, por (i1d'), V = (Xy)p.

(i) = (") Apliquemos (i) a p : X — R. Obtenemos entonces una particion o <
.. < ay de R tal que p es trivial sobre (g, ¢, ). Por otro lado, es posible construlr una
trivializacion D" sobre un entorno abierto definible de cada o;. En ofecto, sea T C K" un
entorno tubular definible de X,, = p ' (a;) y 7 : T — X, la correspondiente retraceién DY,
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Al ser p propia, existe un intervalo I; de R que contiene a a; y tal que Xj, = p= (L) C T
Entonces, reduciendo tal vez el intervalo f;, podemos suponer que la aplicacion

X,ri — /Yu,,‘ x I,
v (m{x}, p(x))

es un difcomortismo 7.

De esta forma tenemos un recubrimicnto de & por intervalos abiertos de forma que p es
D" trivial sobre cada intervalo. Ahora vamos a “pegar” estas trivializaciones para obtener
una trivializacion global. Supongamos por cjemplo que a; = 0, I; N {0,a;,41) = (0,1), y
sean

b X = Fy x (a1, apg1)

-isa1+l)

g X]?. —r Xﬂ%‘ X I@
las dos trivializaciones construidas. Consideremos el difeomorfismo D7
goh 1 Fy % {0,1) = X, x(0.1)
(2,8) = ($(,1),1)

y la aplicacion
C : E X ((],1) — X(O,})

(z,1) > g M (plz,ult)), 1)

donde |
: u0<f§@

w(t) = ¢ -1+ 3 %ngq

t siz<t<l,

Tenemos que ¢ es un difeomorfismo D' Observemes-gue-sid/4< t < 1, entonces ¢ = ™7,
v guesi 0 < £ < 1/4 entonces ( = g~ o (i x Id), donde v = (-, %) : F; — Xp es un
difeomorfismo D7, Podemos definir entonces

h* - XI,LJ((L,-,{J.,:JH) — Fy x [ U (04, @ity )]

(¥ x Id) o () sip(z) < %
= { (T x) si < plx) <1
h(.’E) ﬂi‘?’éﬂ;&)%_

De esta forma, pegando las trivializaciones intervalo a intervalo, obtenemos una triviali-
zacion global de clase D'
Para obtener una trivializacion D7, necesitamos el Teorema de aproximacion. Sea h'
la trivializacion D! obtenida por el proceso anterior. Por construceion tenemos que A/
es de la forma (h)),p). Sca Iy una aproximacion D" a hj. Entonces h = (Eo,p} es una
aplicacion D7 proxima a k' (junto con sus derivadas), y por tanto es un difcomorfismo.
)

Acabamos csta seccidn con dos resultados técnicos.
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Lema 5.1.11 Sea (', 8') < (R, S) una catension clemental de estructuras o-minimales
sobre cucrpos resles cerrados. Sean A y B variedades Dy, yd: Ay — Br una aplicacidn
D5 que satisface cierte cantidad finita de condiciones gue pueden ser formuladas como
formulas de primer orden del lenguaje L5 con pardmeiros en R Entonces cxiste una
de aplicacion Dg, o'+ A — I (sobre R') que satisface los mismas condiciones. Es mds,
podemas elegir & de forma que existe wna famiic de aplicaciones DG A [0, U x Ay —
0,1 x By tal gue Ay = 8. Ay =0 y, pura cada t € [0,1]p, Ay satisfoce las mismas
condiciones de primer orden.

Demostracion. Consideremos el grafo de §. Podemos escribir
graf(8) = {# € RV : ®(a, )}

para clerta formuta de primer orden en L y cierto o € RY. Sea o un elemento en R4,
Podemos considerar el conjunto definible

X(a") ={xc RN :d0(d z)}.

Sea 13’ ¢l conjunto de puntos o’ € R tales que X (a') es el grafo de una aplicacion DY,
entre A y B que satisface las condiciones de primer orden anteriores. La condicidn para
que un conjunto definible en B sea ¢l grafo de una aplicacion definible entre A y B se
puede expresar mediante una Ormula de primer orden en ¢l lenguaje Lo Es mas, tenemos
el siguiente resultado:

ado un conjunio definible y una fomilia definible {f, - 1eg. el conjunio
Dad Junto d ble S 1 ) la definible {f; + A — DB} { Jrard
{te S: fies D'} es definible.

Asi, el subconjunto B es definible y o € Bj. Alora, podemos considerar una es-
ratificaciom DT Ay de B, donde cada 5; es una variedad D" conexa. Entonces
tratifica D" {Si}ie,. . de B, dond la &, dad D" cone E
{5; i bi=1,..0 C8 una estratificacion D" de Bf,{ v podemos suponer que ¢ es un punto de
la varicdad D7 conexa 8. Observamos que S| # B porque S\ i # (0 (por definicion de
inmersion elemental). Podemos considerar eutonces la familia definible

G5 xA= S xD

que verifica que para cada £ € Sq, ©; es la aplicacion D7 correspondiente a X (t). Recor-
demos que, dado e € 5; (51 x A)o no es mds que Ay,). Enfonces, por la Proposicion
5.1.2, para todo « € 3'_1 On ¢ Ay = Bi(ay €8 una aplicaciéon D', Por las Proposiciones
5.1.5 y 2.3.4(h), existe una variedad D" M C 5, M € «, tal que la aplicacion

O s (51 x Ay — (St x Bl

es D7; esta aplicacién es simplemente O3y, 0 M X A — M x B. Asi, por la compacidad
del espectro definible, se tiene que §) es una unién finita US| M; de subvariedades D7 tales
que © : M x A — M, <3 es de clase D" para cada ¢ = 1,..., k. Es mas, subestratificando si

es necesario, podemos suponer que M; es D" difeomorta a B740 M para cada i = 1,... k.



5.1. FAMILIAS DE VARIEDADES DEFINIBLES 75

De nuevo podemos suponer que a¢ € Mg y My # 0. Podemos elegir ¢’ € My de forma
que X (a') sea el grafo una aplicacién DY,

A B

definida sobre R’ y que satisface las condiciones de primer orden. Como Mg es una
subvaricdad D" difeomorfa a RIM M podemos tomar un camino D entre a y of en M g.
Este significa que existe un “camino D" entre 6% vy 4, s decir, existe una familia D"

A [0, 1]1;_ X Aj’,{ - [0, 1]1;_ X BH_
tal que A = &%, Ay = d y A, es una aplicacién D7 que satisface las anteriores condiciones

de primer orden con pardametros en ') para cada ¢ € [0, 1]g. =]

Proposicion 5.1.12 Considercmos una inmersion elementel (R',8") < (R, &) de estruc-
turas o-manimales que expanden cuerpos reales cerrados. Sean F oy D variedades de clase
Dy

T FR X (0,1);{ — DR_ X (0, l)R

un difeomorfismo D% compatible con las proyecciones sobre (0,1)r. Entonces es posible
modificar T para oblener

I': FH. X (0, 1)}{ — Dp x (O, 1)R
de forma que existe 6 € {0,1/2) g y un difcomorfismo Dy, v : F'— D que verifican
I =1" sobre Fr x (0,1 — 28)g,

I'= g x ldy g1, sobre Fg x (1 —4,1).

Demaostracion. Por el Lema 5.1.11 existe un difeomorfismo DL, v : ' — D. Es mas, existe
una familia DY

A Fpx [1,2]13 = Drp x[1,2]g

que verifica que A = (I'"); ¥ Ay = vi. Podemos suponer que
o Ay =(1")y parat e [l,1+¢), y
o Ay = vyrparat e |2 ¢2
para cierto £ > 0, ¢ € R, Asi, podemos definir
I'* : Fpx0,2[— Dgrx]0,2[
por
o I'f = (1) para t €]0.1], ¥
o I} = Ay para t € [1,2].

Ahora el resultado es claro, componiendo con una funcién 10, 1j-»]0, 2] apropiada. =]
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5.2 Un lema de extension
Dedicamos esta seccion a otro lema muy importante. Ese lema es el siguicuto.

Lema 5.2.1 1. Sea N una variedad D', g : N — R' una sumersién D" propie. Sea
P ¢ R una subvariedad DT tal que Gig-t () €8 D" trivial. Entonces podemos extender
esta D" trivialidad a un enlorno definible de P, es decir, existe un entorno abierto
definible U de P tal que g,-1(y s D7 trivial.

2. Sean M, N dos varicdades D", f : M = N y g: N = R sumersiones D" propias.
Sea P C R una subvariedad D" tal que ( Sitgon)-1(P)s 91g-1(P)) &8 D" trivial. Entonces
podemos extender esta D" trivialidad ¢ un entorno definible de P, es decir, cxiste
un entorno abierto definible U de P tal que (figosy-1(17): 9lg=11r)) €3 D7 trivial,

Antes de proceder con la dernostracion de este resultado, necesitamos tres lemas prelimi-
nares. En primer lugar establecemos un resultado topoligico muy simple pero 1itil.

Lema 5.2.2 Sean N y T dos conjunlos definibles y h : N — T una aplicacidn definible
propia. Sea P C T un conjunto definible y V un subconjunto definible abierto de N tal que
h~'(P) C V. Entonces eriste un subconjunto abierto definible U D P tal que V D h~'(U).

Demostracion. Basta tomar U = T\h(N\V), que ¢s abicrto porque i ¢s cerrada. o

El siguiente lema es una versién definible de un conocido resultado de topologfa.

Lema 5.2.3 Sea f : M — N una aplicacién definible sobreyectiva y propia enire dos
conjuntos definibles M y N sobre R. Sea P C M un subconjunio definible cerrado y
supongamos que [ cs un homeomorfismo local definible para cada 2. € P y que fip: P —
f(P) es inyectiva. Entonces cxiste un entorno abierto definible W de P en M lal que
fiw : W = f(W) es un homeomorfismo definible.

Demostracion. Sea §) el conjunto de puntos z € M tales que f es un homeomorfismo
local definible en . Tenemos que £ ¢s un conjunto definible. Obviamente, §2 ¢s abierto
y P C . Consideremos ahora, utilizando f : M — N, cl conjunto definible M xy M :=
{z,y) e M x M : f(z) = f(y)} y ¢l siguicnte diagrama:

MxyM — M
|

M L N

Cousideremos ¢l conjunto definible D = {(w,w) : w € @} C M xx M. El conjunto D es
abierto, porque f es un homeomortismo local en 2, y P xn P C D. La restriccion fip :
P — N es propia ya que P es cerrado. La proyeccion sobre el primer factor @ xy P — Q2
es también propia, porque es el pull-back de fjp mediante el anterior diagrama. Por el
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Lema 5.2.2 existe un entorno definible Vi O P tal que P xy P C V) xn P C D. Podemos
suponer gue V) es cerrado v, aplicando el mismo argumento para la projeccién propia
V1 x n &1 = §1, obtenemos un entorno abierto definible Vi, de P en & tal que Vi xy Vo C D,
Para acabar, basta con tomar un entorno abierto definible W de P tal que W C Vi NV,
]

Finalmente, establecemos un lema sobre entornos tubulares definibles que son “com-
patibles™.

Lema 5.2.4 Sean ¥ C R", Z C R™ wvariedades D" y F :' Y — Z una aplicacién D".
Consideremos una subvariedad D" X CY tal gue Fix es una sumersidn. Entonces, criste
un entorno fubular de close DT U de X en Y, con una retraccion sumersiva de close D7
)l = X lal que For =F sobre U.

Demostracion. (Ver [7, Lemma 4].) Sca a la dimension de X, b be Ia dimensidn de YV y ¢
Ja dimension de Z. Podemos considerar la aplicacién D" ! ¢ : X — G5 pre—a que asocia a
cada punto z € X el espacio normal a 7' (F(z))NX en Y cn el punto z. (Aqui, Gy pye o
es la Grassmanniana de (b+ ¢ —o)-planos en B, que es una variedad de clase D*.) Por el
Teorema de aproximacion, podemos aproximar ¢ por una aplicacidén D" ¢. Consideremos
ahora el fibrado vectorial

E={(5,6) € X x R": £ € ¢(2)},

con proyeceion n - £ — X, Como Y es una subvariedad D" de R™, podemos considerar
nn entorno tubular definible Wy de ¥ en B y una retraccion D" sumersiva v W, — V.
Por la Proposicion 3.3.7, podemos suponer también que existe un entorno abierto definible
WeW deYialque W W CW, yvy: W = Y es propia. Si ¢ esta suficientemente
proxima a ¢, tomando un entorno definible Vi C £ de la seccidn cero, podemos definir la
aplicacion D7

Vi—Y x 2
(#,8) = (v(x + &), F(x)).

Esta aplicacion es un difcomorfismo D" entre la seccién cero de £y el grafo de Fix. Es
mas, en cada punto de la seceldn cero, la aplicacién es una sumersidn entre variedades
de dimension b + ¢, y por tanto un difcomorfismo local. Como v : W — Y es propia,
podemos suponer que csta aplicacidon es también propia. Entonces, por el Lema 5.2.3,
nuestra aplicacion induce un difeomorfismo D7, digamos ¢, desde un entorno abierto
definible V' de la seccion cero en E a un entorno abierto definible U del grafo de Fix en
Y x Z. Asi, hay un entorno definible I7* de X en Y sobre ¢l que férmula

7(z)=7no ﬂf*l(-’fi: F(x))

define una retraccidon sumersiva de clase D" 7 U* — X. Es maés, si ¢ € U entonces
o o, P}y = (y,€) € E con F(y) = F(z) (por definicién). De esta forma, F o 7(x) =
Fonoeo '(a, F(x)) = F{y) = F(z), y por tanto For = F. 0
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Podemos ya pasar a la demostracién del resultado central de esia seccion.

Demostracion del Lema 5.2.1; Como el par (fitgo =1 () Big-1(py) &8 DV trivial tenemos
difeomorfisimos D"

0= (0,90 f):{geo )™ (L) = (gof) '(p) = P

~1 -1
v=0g) o (P =g () x P
para un cierto p & P, de forma que el siguiente diagrama conmuta:

oy ' (7)) S gy Hop

)
_& "

(9o )1 (p)x P K glpmxpr 5 P

Sea U7 un entorno tubular definible de P y 7+ I/ — P una retraccion D", Queremos
extender los difeomorfisinos D # vy v a difeomorfismos D"

0:(go [y "(U) = (g0 )7 ) x U
Yig MUY = g M)y x U
de forma que el correspondiente diagrama conmute.
Consideramos la subvariedad D" g~ '(P) € N. Aplicando el Lema 5.2.4 2 Y = ¢~ ' (),

Z=" X=¢g ' (P)yF=1o0g:g "(U) - P,y tal vez reduciendo U (podemos hacerlo
por el Lema 5.2.2), obtenemos una retraceion sumersiva 7 : ¢~ H(U) = ¢~ '(P) tal que

goT=Toyg

(observemos gque Fiy = gp ¢s una sumersion porque es D trivial). Podemos definir ahora
Ia aplicacion D
R UE YRR

x = (yo7(x), glx)).

Por ¢l Lema 5.2.3 aplicado a 4, existe un entorno abierto definible W de ¢7'(P) en
g HU) tal que 7 : W — (W) es un difeomorfismo. La aplicacion g = g H(U) — U es
propia por lo que, por ¢l Lema 5.2.2 existe un entorno abierto U de P en U7 tal que
g~ " (U*Y © W. Por tanto tenemos el difcomorfismo 7 : g7 HU*) — (g~ (U*)). pero
Flg=HU)) C ¢ p) x U*, por lo que aplicando de nuevo ¢l Lema 5.2.2 a la aplicacion
propia 7 : g '(p) x U* — U* (97 H(p) es compacto), obtenemos un entorno abierto U** de
Pen U* tal que g7 Hp) x I C F{g~H(U). Por o tanto, 5 : g~ () = g~ p) x U™ es
n difeomorfismo. Abora, renombrando £7** como {f tencmos que v es nn difeomorfismo
v gque para todo z € g~ HU), 7o ¥(x) = g(x), por lo que ¢l correspondiente diagrama s
conmutativo.

De la misma forma, utilizando el Lema 5.2.4 con Y = (go )71 (U}, X = (go )~ {P),

Z =g ' (1", F = Fof y observando que Fix = figop—1 () e8 D" trivial, podemos construir
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una retraceion sumersiva & : (g o fY"HU) = (9o f)HUP) que verifica fod =Fo f, y, de
forma similar, podemos definir

0:(gof)7'(U) = (9o /)T (p) x U

x v (Bo5(a), (g 0 ().

Tenemos de esta forma que € es un difeomorfismo y, si tomamos x € (go £}~ (U) tenemos
e

(f x 1d)8(x) = (f x 1d)(Bo& (), (g o f){x)) = (fOu5(x), (g0 f)(2))

¥
Yf{x) = 4(f (@) = (nF(f (), 9(f(2))) =
— (v0f (), 9/ (2))) = (F005(2), (g © F){))-
Es decir, hemos extendido entonces la trivializacion a U. O

Para acabar esta seccion, presentamos un corolario muy itil del Lema 5.2.4.

Corolario 5.2.5 Sea f: M — N una sumersion D" entre subvariedades de clase D" M
y N. Sea f: M = N una D" aplicacion suficientemente prézima o [ (para la topologia
D). Entonces existe un difeomorfismo D" 7 M — M fal que f = for.

Dernostracion. Considercmos graf(f) & M x N. La proyeccién natural = : graf(f) — N cs
g sumersion porgue f es una sumersién, Entonces, por ¢l Lema 5.2.4, existe un entorno
abierto definible U de graf(f) en M x N y una retraccién D7 sumersiva o : U — Elmf(f)
tal que m o o = 7 sobre U. Dado nn punto (,LLf(.L)) € graf(f) t(‘nerllm que f(x) =
alu, ( )} = mwoalw, f(z)) = m{o(z f( 1), az{z, flz))) = az(vr . Pera, si defintmos
7{#) como oz, f(x)), tenemos ooz, f{x)) = f(v(x)). Y, sl f esta suh('lent(‘men’r(‘ cerca
a f, entonces 7 estd suficientemente cerca a la identidad, por lo que podemos suponer gue
7 es un difeomortisine D7, O

5.3 Trivialidad de funciones
El teorema que queremos probar en esta scecidn es el siguiente:

Teorema 5.3.1 Sce N una variedad D" y sea g : N — R una sumersion D" sobreyectiva
propia. fFntonces g es D7 trvial.

Por el Teoreina 5.1.10, este resultado es equivalente a:

Teorema 5.3.2 Scu {R'.S§") < (R,S) una extension elemental. Sea X C R™ una subva-
ricdad Dy, Entonces existe una subvariedad D%, Y tal que Y es DY difeomorfa o X.
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Para la demostracién de este resultado seguimos el argumento que Coste y Shiota
hacen en [6] para el caso semialgebraico. La idea es utilizar la Teoria de Morse definible
e induccidn sobre ditn X = k. Sin embargo, la fibras de una funcion definible de Morse
en un valor critico son conjuntos definibles pero no variedades D7, por lo que debemos
considerar la clase de singularidades que aparecen en este caso. Esto lleva aintroducir 1a
siguiente nocion:

Definiciéon 5.3.3 Una variedad D" de dimension & con una singularidad de Morse es una
cuadruple (X, p, M, ), donde X es un conjunto definible que contienc al punto p y tal que

o X\{p} s uno variedad DY de ditnensidn k,

o M cs unoe vartedad D7 de dimension k+ 1 gue contienc un entorno definible de §oen

X

B

o f cs una funcion D sobre M tal que X "M = f7H0) y D es un punto eritico no
degenerado de f.

Definicién 5.3.4 Un difcomorlismo D" de variedades D" con singularidades de Morse
entre (X, p, M, f) e (Y, 7. N,9) (o, de forma mds breve, enfre X ¢ Y ) es un homeomorfismo
definible w : X UM — Y UN', donde M’ (resp. N') es un entorno definible abicrto de p
(resp. ) en M (resp. N ), tal que

. w(p) =7
o w induce un difeomorfismo D" entre X \ {p} ¢ Y\ {q},

o w induce un difeornorfismo D entre My N',

gowpn = flar.

Es claro que en una variedad con singularidad de Morse (X, p, M, f), sélo importan los
gérmenes de M y [ en p. Por tanto, en lo que sigue, siempre podremos reduciy A4 cuando
sea necesario. Signiendo esta idea, podemos suponer que p es el dnico punto eritico de f.

Tenemos entonces el siguiente tcorema.

Teorema 5.3.5 Sea {R', 8"} < (R,8) wuna inmersidn elemental.  Sea (X, p, M, f) una
varicdad D% de dimensidn k con una singulorided de Morse, con X cerrada-acotada.
Entonees, existe uno veriedad de clase gfik com una singularided de Morse (Y, q, N, g)

tal que
(Xa ﬁ! lwv )[) = (Y}ﬂa t;[* NR_., ,(]R)

- . . T . S— B . : .
(i.e. existe un difeomorfismo de clase DYy 2k Je variedades DY con singuloridades de

Morse).
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Eu primer lugar observamos que el Teorema 5.3.5 implica el Teorema 5.3.2 en el caso de
que X sea cerrada-acotada. En efecto, toda variedad D" se puede ver como una variedad
D7 con una singularidad de Morse, alladiendole un punto aislado. Por el Teorema 4.8.2,
podemos suponer que X es D" difeomorfa a una D™+2% variedad X’. Entonces el Teorema
5.3.5 se tiene que X es D7 difcomorfa a la extension a R de una variedad D%, cerrada-
acotada.

Demostracion del Teorema 5.3.5. Procedemos por induceidn sobre k. Para k& = 0 cs resul-
tado es obvio, Supongamos entonces que & > 1 y que el resultado estd demostrado para
dimensiones més pequenas que k. Como ya hemos mencionado anteriormente, seguitnos la
demostracidn que aparece en [6] para el caso semialgebraico. Damos aqui un esquema de
esta demostracion, resaltando el puntos en que son necesarios los nuevos resultados sobre
variedades v aplicaciones D7,

En primer lugar, tomamos una funcién de Morse sobre X, es decir, una funcién ¢ :
R" = R de clase D2 tal que no ticne puntos criticos degenerados en X \ {#} y los valores
criticos de ¢ en X \{} son todos distintos entre si y diferentes de ¢(p) (de hecho podemos
suponer que p = 0y ¢(p) = 0). Para construir ¢ basta repetir el argumento de [6, Lemma
3.5], teniendo en cuenta la existencia de particiones de la unidad de clase D"2,

Estudiemos en primer lugar la situacidn entre dos valores regulares a v & de ¢. La
funcion ¢ restringida a X 1N ¢~ {a,b) es una sumersién propia. Tenemos que dim(X N
& a, b)) = k y por la hipétesis de induceidn existen modelos sobre R’ para variedades
de dimension k& — 1. Entonces, por la Proposicidén 5.1.10(:41'), existe una trivializacion
X0¢ " a,b) - F x R, donde podemos tomar F = ¢~!(c) para cierto ¢ € (a,b). De nuevo
por la hipdtesis de induceidn, existe una variedad Dg,_2 F' tal que Fp, es Dg_z diteomorfa
a F. Entonees F' % (a,b) g es una variedad DgTQ que es Dgﬁfz difcomorfa a X N ¢~ (a, b).

BEstudiemos a continnacion la situacion en un valor critico a correspondiente a un punto
critico . Para un tal valor critico, la fibra ¢ !{a), junto con un entorno D de r en X,
es una variedad con singularidad de Morse y, por hipdtesis de induccidn, tiene un modelo
D% sobre R'. Por otro lado, utilizando el argumento anterior, tengo un modelo sobre
R' de una “banda” con ejc ¢ a} \ {r}. Pegando estos dos modelos ([6, Lemma 3.6])
obtenemos 1n modelo sobre R’ de X M ¢~ '(a —n,a +7) para cierto 5 > 0. Para esta
construccion necesitamos de nuevo la existencia de entornos tubulares D7 y lay particiones
de la unidad.

El caso de la fibra de ¢ que contiene a p es esencialmente el mismo (6, Lemma 3.7]),
luego de nuevo podemos construir un modelo sobre R de X N ¢—(—4,4), para cierto
# > 0. Para ello utilizamos un lema de Morse definible ([6, Lemma 3.4]) gque nos permite
encontrar una descripeidn sencilla de X en un entorno de p.

La demostracion se acaba “pegando” los distintos modelos construidos. El argumento
de [6] se puede repetir en el caso definible, ya que tenemos la Proposicidén 5.1.12. 0
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Demostracion del Teorema 5.3.2. Hemos visto yva el caso cerrado-acotado. De nuevo por
el Teorema 4.8.2, tencmos que X es D7 difeomorfa a una variedad D"2% X* Supongaimos
que X7 no es cerrada-acotada. Por el Corolario 3.3.6 podeiues suponer que X* es cerrada
en . Tomamos entonces un punto p € B tal que x — lz —pf|* es una funcion de Morse
propia sobre X*. Repitiendo el proceso anterior para csta, tuncién podemnos construir un
modelo D%, para X*, y por tanto, un modelo DY, para X. ]

5.4 Trivialidad de aplicaciones

El teorema gue obtenemos en esta seccion es:

Teorema 5.4.1 Sea p: M — R' una swmersicn D propia. Entonces p es D" trivial,
Demostracidn. Para [ = 1, este resultado es la trivialidad de funciones que probamos en
la seccion anterior. Supongamos pues [ > 1. Si sustituimos M por el grafo de p, podemos
suponer que M ¢ R"x R'y que p es la restriccion de Ia proyeceion R x ' — RY. Podemos
ver p: M — R = R x R como una familia de sumersiones propias parametrizada por

IR:

i

R

L OR /

donde 7y : R = R x R es la proyeceion y = (o, 1) = y-

Tomemos o € R. Entonces podemos considerar
o Moy — k{e) !
P s Mo = k{a)

que es una sumersion D7 propia. Por la hipétesis de induccion, p, es D7 trivial, esto es,
existe un difeomorfismo

how= (ho,pa) - My — p, (0) x k(o)1

Observamos que p,1(0) es la fibra gendrica de una cierta familia. Hemos supnesto
arriba que p: M C B x R — R es a restriccion de la proyeccion (x,y) — y. Por tanto
My C k()™ x k(o) y po es la restriccién de la proyeccion k(a)™ x k{a) ! — E(o)t!
Por definicién

Pt (0) = {y € k(o) : (5,0) € M,,}.

Podemos considerar Ia familia

Y =p ({0} x R) X3 R
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Para cada t € R,
Vi={yeR": (y,0) € M;} =p '(0,4)

(0 € R, Es claro entonces que p,*(0) = Y.

Esto significa gque existe un subconjunto definible S C R, § € ¢, y un difeomorfismo
Dr
Mnap YR x §) » (M np ({0} x §)) x B

Si S es un intervalo abierto, M Np~1{{0} x §) = p{0} x § ~ S es una sumersién
propia, por lo que obtenemos una trivializacion

7= (y0,p) s MNp ({0} x §) = p~HH) x S
donde £ = (0,£). De cste forma tenemos un difeomorfismo D"
Mnp YR x8) = p )y x R x S,
esto es, una trivializacién sobre R'=! x §.

Si S es un unico punto, S = {a}, por la hipdtesis de induccién obtenemos una, tri-
vializacién D" de p sobre RI=! x {a} y, por el Lema de Extensién 5.2.1, obtenemos una,
trivializacién sobre la banda R x (—6,68) = {{z,t) € R x R: —§(x) < t < &(x)} para
cierta funcién § : B — R,

Ahora debemos pegar estas trivializaciones. Por ejemplo, vamos a pegar una triviali-
zacion sobre R s (0, 1)

hyp YR < (0,1) > pTH () x BT < (0,1)
y una trivializacion sobre R x (—4,4)
by p MR x (=6,8)) = p (1) x R x (=4, 4)
para cierta funcién 5 : R = Ry t € BVL x (0,6).
Sobre (0, d) tenemos
D =hyoh ' pTHE) x R x{0,8) = p7H(t) x R~ x (0,46)

(i, 5, 8) = (P (), 8, E).
Por el mismo argumento que en la demostracion del Teorema 6.3.1 podemos considerar
una aplicacion D7 w: R % (0,6) — R % {0,6) gue verifica
o uz,t) =(0,28(0)) sit < 16(s), y
o u{r,t) =(5,1) 81t > g(S(S).
Por tanto podemos considerar ¥ : p~1{#) x RI=1 x (0,8) — p~1(t) x B! x (0,4) definida
por ¥, 5.1) = (Pyen(x),5,¢). Consideremos ahora hy = ¥ o hy. Sobre {t < 14(s),

hy = (v x Id) o by donde v = d’(n,%&((])) cp~H(E) = p~ (). Sobre {t > %é(s), hi = hy. De
esta forma podemos pegar hy y L3 para asi obtencer una trivializacion global.
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5.5 Variedades definibles con borde

De forma natural se definen en nuestra categorfa o-minimal las varicdades D7 con borde
diferenciable, considerando cartas modelas sobre semi-espacios de RY. El Teorema 5.4.1
puede generalizarse para este tipo de variedades.

Teorema 5.5.1 Sea M C BR™ una variedad de clase D7 con borde N. Sea p: M — R
unn sumersion D7 propia, tal que la restriceion de p ol borde N es también uwno sumersion.
bmtonces caiste una trivielizacidn D™ de p que es un difeomorfismo D" b= (hg,p) : M —
P~ H0) x RY que induce una trivializacion byt N = (p HOINN) x R Ademds, podemos
tomar un entorno tubuler T de N de clase DT con una retraceion D7 70T — N oy una
funcion cuadrado de lo distoncio p @ T - R, y elegiv o friviolizacién b de forma que
plho(x)) = pla) y w(ho(e)) = hy(n(x)) pare todo x pertencciente a un entorno de N en
M.

Demostrocion. Basta adaptar la demostracion de [7, Th. 3] al caso definible. Un paso
clave en esta demostracion es el Lema 5.2.4, que nos permite tomar un entorno tubular
D" T de N en B" con una retraccion D"« : T — N que vertfica pow = Py m

El siguiente teorema es un caso muy especial de nuestro Teorema 6.3.1.

Teorema 5.5.2 Sea P C R™ una variedad D" y M C R™ una variedad D" con borde N.
Sen
LA

(ﬁ,g}):MﬁpxRi‘

wng sutnersidn DT propia, que es tambidn sumersicon ol restringirla ol borde N. Entonces
existe un difeomorfisme D7

ho=(ho,p): M — p {0} x R

tal que hy es la identidad sobre p~H0) y mo hg = 7. Supongamos ademds que T es una
funcion D" no negativa definida en un entorno de N en M, de forma gue 0 es valor regular
de Ty 7710} = N. Entonces podemos tomar h de forma que 70 by = 7 en un entorno
de N de M.

Demostracion. {(Ver [7, Th. 8]} Podemos encontrar un recubrimiento de P2 por abiertos
definibles tales que cada uno de ellos es D7 difeomorfo al espacio afin B¥. Probamos
nuestro resultado por induceidn sobre el niimero de abicrtos del recubrimicnto. Te esta
forma, basta cstudiar el caso en que P = UUV ., de forma que U7 y V' son abicertos definibles
de P, la conclusién del teorema, se cumple para (z,p) : 7 "(UYNM — U x Rty V es DY
difeomorfo a B,

Tenemos entonees un difcomorfismo D7 g = (go,p) - 77" (U) — (= () Np~'(0)) x R
tal que gy es la identidad sobre 7= {U)YNp~(0), mogy =7 ¥ Togp = 7 en un entorno de
NN a=0). Por otro lado, utilizando el Teorcma 5.5.1, tenemos un diteomorfismo D"

O=(Amp) 7 V) QxV xR
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donde Q = (7, p)~ ' (v, 0) para cierto v € V, tal que A es la identidad sobre Q y ToA = 7 en
un entorno de NNa~' (V) en 771 (V) (esta tiltima afirmacién se obtiene de la demostracién
del Teorema 5.5.1}. Sea ©p el difeomorfismo D7

B0 = (A, W) ip-1ymp-tioy t 7 (V)N H{0) » Q x V.
A partir de estos datos construimos un difeomorfismo D"
Qx(UNVyxR - Qx{UUnV) xR

(65 i, t) > (Cg],t(f)a Y, t)

tomando G, (€) = Alge(©'(&,1,1))). Nétese que (0 cs la identidad sobre (O, para
todo y. Tomemos ahora una particion de la unidad D" {¢,1 ~ ¢} de P subordinada al
recubrimiento {U, V'), Definimos kg sobre 7711/ N V) mediante

ho(x) = G[TI(C@';,rf)(y)L(A(m))ay) donde y = 7(x) y t = p(f},‘).

Si¢h =0 tenemos que

ho(x) = 05 Y (A(z), 7(x))

v si ¢p = | tenemos
ho(z) = O (Algo(z)), m(z)) = gole).

PPor tanto podemos extender hg a M mediante

o (i) = O, ' (A(z),n(z)) enando m(z) € V\ T,
role) = golr) cuando w(x) € U\ V.

Es ficil entonces ver que b = (hg, p) es el difcomorfismo que buscamos. O






Capitulo 6

Familias de aplicaciones definibles

Jomo en el caso de familias de conjuntos definibles, podemos ver un par de aplicaciones
definibles entre conjuntos definibies como una familia de aplicaciones definibles. Es decir,
si X C ", Y ¢ R™y Z < RP son subconjuntos definibles y f : X - Y, p: Y — Z son
aplicaciones definibles, podemos ver el par (f,p) como la familia graf(p o f) — graf(p)},
siecndo Z el espacio de pardmetros.

En este capitulo demostramos la trivialidad de parces sumersiones propias, dentro de
Ia categoria D7

6.1 Equivalencia genérica de familias definibles

Para la demostracién del teorema de trivialidad de pares utilizaremos los resultados de la
Seccidn 5.1, Necesitamos ademas la siguiente proposicion, que expresa que, si las fibras
de dos familias de aplicaciones en un punto genérico son equivalentes, entonces las dos
familias son equivalentes sobre un subconjunto del espacio de parametros.

Proposicién 6.1.1 Sean M C B™ y N C R" variedades D7, y sean f : RPx M — RPx N

tenemos difeomorfismos D7 v 1 Myo) = Myay ¥ 0 0 Npay = Nigay toles que el siguiente
dingrarna conmutu: .y
My — Mya

j ex l f(,,

Nk:(rr) L) Nk(a}
(recordemos My ¢s (M x BP), ). Entonces existe una subvariedad D" S C RP, S € v, y

dos familias de difeomorfismos D7 (S x M = Sx M yn:5x N — 5 x N tales que el

siguiente diagramo conmauta:

SxM 5 SxM
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Demaostracian. Consideramos el difeomorfisine D7
H ka((_z) x Nk!(r't) - Mk‘((.v) X Nk:(n)

{a,y) = (yle), a(y).

Este difeomorfismo manda el grafo de g, al grato de f,. Utilizando la Proposicion 5.1.5
para | podenios suponer que existe una D7 subvariedad S < RP, S € «, y una familia
de aplicaciones D7

Er S MxN-oSxMxN
(t,x, ) = (8, C{a, b)), n{x. 1))

tales que =, = H. Utilizando de nuevo la Proposicién 5.1.5. v tal ver reduciendo 9,
podenos supouer que existe una familia de aplicaciones D" Z* 0 § x M x N — 8 x M x

* y B = H : _ R =T
N tal que =), = H7'. Tencmos entonces que I(l:\,‘;ktﬂ)x;\-m‘_,j =HoH ' =Z,0Z3, =

(Z o =), por lo que, por la Proposicidn 2.3.4, reduciendo S otra vez, podemos suponer
que E[HJ o Efg] = Idg,.prxn. Ahora, de la misma forima, podemos suponer también que
EF‘S] o Eg] = Idsxprun, por lo que =7 = 27 “sobre S, y, de hecho, Sisy o8 una familia de
difeomortfisinos D7, Finalmente, tal vez reduciendo de mmevo S, podemos suponer que la
aplicacion = manda el grafo de g al grafo de f, por lo que induce el diagrama anterior,
]

6.2 Un modelo para una sumersion propia

Consideremos 8’ y & dos estructuras o-minimales tales que (R, 8") < (R,S). En esta
seccidn, dada una sumersion de clase Df propia f @ M — N, encontramos un modelo
DY, para f definible sobre &', Comnstruiremos este modelo sobre los clementos de un
recubrimiento abierto definible de N. El primer loma nos permitirad pegar inodelos locales
para de esta forma obtener un modelo global.

Lema 6.2.1 Scan A, V y N wvariedades D" y Q y U subconjunios abicrios definibles
de N tales gque QUU-= N Sean-f « A-=-§ V= U swraers Y

o Yopropi;
y supongamos que existe un difeornorfismo D7 o fTHQNU) = ¢ QN U) tal que
Fir-roniy = Qg1 oy Enlonces existe una varicdad D M, inmersiones difeomdrficas
A — M, 3V > M y unoa sumersidn D7 propie o M — N lal gue joy =4 y ol
stguiente diagramao conmuta:

dories T

(es decir, podemos “pegar” A 4 V sobre N ).
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Demostracion. Podemos suponer que A C B® y V C R™. Sea {h,1 — h} una particién de
la unidad D" subordinada a {2, U}, de forma que {h#0}N{h#1} CQNU.

Consideremos
My = {(h(f(z))z, (1 — h(f(2)))¥(z), f(2)) : x € A},
M, = {(h(g()~ ), (1 - hlaw))y. 9(¥) 1y €V},
M=MUMCR'XR"xN
y la proyeccién F = m3pr: M — N.

Es claro que M es un conjunto definible y F es una aplicacién definible. Tenemos también
que F~1(2) = M, ¢s D" difeomorfo a A. De hecho la aplicacién

A M,
z = (h(f(z))z, (1 = R(f())(z), f(2))

cs un difeomorfismo D" con inverso dcfinido por

M1—)A

ne si h(t) #0
(u,0,2) = {",—1(1”2};_@) si h(t) # 1.

De¢ forma andloga, F~1(U) = M, y My cs D' difeomorfa a V. Entonces, M es una
variedad D" y F ¢s una sumersién D" propia. (m]

Después de este lema preliminar, establecemos el resultado principal de esta seccién.

Proposicién 6.2.2 (Modelos Definibles) Sea (R',S') < (R, S) una extension elemen-
tal de estructuras o-minimales. Sea f : M ~» N una sumersién D% propia entre las sub-
variedades Dy M y N de R*. Entonces, ezisten dos subvariedades D5, M' y N' de R
una sumersién D propia ' : M' — N’ y difeomorfismos D a: N -+ N, B: M - M,
tales que f o f = o fj.

Demostracion. Por el Teorema 5.3.2, existe una subvaricdad D%, N’, definida sobre R', y
un difeomorfismo D « : Ny — N. Por ¢l Lema 4.1.1, podemos suponer que N' = |J~., U?,
donde U] es un abierto definible y D%, difcomorfo a R para todo i. Consideremos ahora
los subconjuntos abiertos U; = a{(U!) ). Entonces N = U:":, Ui, y U; es D difcomorfo a
R? para todo .

Tenemos que fig-ary ¢ f ~'(Ui) - U; es una sumersién D% propia. Por el Teorema
5.4, existe una variedad D§ compacta F; y un difeomorfismo D% 8 : f~Y(U;) -+ F; x U;
tal que f = m; o f3;, donde =; es Ia proyeccién F; x U; = U;.

Para cada 4, existe una variedad D5 compacta F] sobre R' cuya cxtensién a R es

difeomorfa a F;, csto cs, tenemos un difeomorfismo D ¢; : F), = F;. Tcenemos que
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“pegar” los conjuntos { FIx U}y 1,...k para construir una varicdad DY, M "y una sumersidiy
DY propia f': M' — N', definida sobre B'. Procedemos por induceién sobre k.

Para k = 1, no hay nada que demostrar. Consideramos el caso & > 1. Consideramos
los subconjuntos Q = Uf;li Ui, A = f~H{€). Por la hipétesis de induceidn, tenemos una
variedad D%, A" sobre R/, un difcomorfismo DG by Ay — Ay una sumersion propia de
clase DG o' 0 A — O = [JF T U/, de forma que el siguiente diagrama es conmntativo:

ANy A
l¢g lf
o, -
Por otro lado, tenemos 3.« f =1 (Uy) — F x Uy, Fi. ey F,, — Fi,y el signiente diagrama

conmutativo: i g1
(Fix Up 55 FexUp = f=U(U)

T

Ve — U — Uy,

donde 7, 7" son las respectivas proyecciones.
De esta forma, si definimos U = Uy, V = f7HU,), VI = F/ x U, U =U, ¢* =x'y
WPy = p’é" o (¢4 X ), tenemos el siguiente diagrama conmmtativo:
] 2
Ve — V
[
(e
v, — U
Nétese que 0 (A NV )p = ANV =4 (A' NV,
Estudiemos qué pasa sobre U’ N €Y. Tenemos cl difeomorfisio D%
§= () o (PN Y p = () W Ny
sobre (U'NQY) g compatible con ¢, v ¢%, 1o que significa que ¢5,08 = $1, sobre (T N2 5.
Por el Lema 5.1.11 existe un difeomorfisino DY,
8 (DN N YY) = (¢HTHTU n )
definido sobre R' y compatible con ¢' y ¢%, y una familia D% de difeomorfismos D
A 1e x (D MU O g - [0,k x (@) (U N g
tal que &g = 6y, Aj =d y A, es compatible con ¢k y ¢% para cada £ € [0, 1]p.

De esta forma, utilizando el Lema 6.2.1 para ', tencmos una variedad Dy, M’ sobre
R' y una sumersion D, propia f' @ M’ — N'. Afirmamos que M 1 os Dy difeomorfa a
M. Por la demostracién del Lema 6.2.1, M} se obtiene pegando A, y Vi, mediante cl
difeomortismo D, 67, Esto significa que

Mp = (M))pU (Mg
= {(f?,R((ﬁ'}i(.’I!)).'I:, (1-— h‘R(([)%{.(fﬂ)))dh (), r/)f,{,(i,)) cx e AU
{(hr (% () (%)~ ), (1 = ha(dh,(n0))y, b5 () v € Vi)
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para cierta particién de la unidad de clase D%, {h,1 — h} subordinada a {€,U'}. Sea
M* 1a variedad obtenida mediante el pegado de A’ y V), por el difeomorfismo D% § :
VU N g = (DY HT N QYY) Veamos que M}, es D% difeomorfo a M*.

R S

Podemos suponer, componiendo con una aplicacién DY apropiada [0,1] — [0, 1], que
Ay = &), para todo £ € [htg) y Ay = 4 para todo t € (4, 1], para ciertos #y, ¢, tales que
0 <ty <t <l

Tenemos entonces

v My — M
u. v (35’1/_\5(%),(1 — &) (%), 1) sis A0
(w0, {(S(S_IAV(‘S’n)l(ﬂH) (1 - s}A(d% )_1(1“,,,) t) sis#l,

donde s = hp(t). La aplicacién «y estd bien definida y de hecho es un difcomortismo D,
Asi, M}, = M™*.

Veamos ahora que M™ =~ M. Tenemos que M = AUV, y M* = M{ UM, donde M{
y My estan definidas de la misma forma que arriba. Definimos la aplicacion

AL M*
w = (@R ()p, (1 = he(dk(P))6(). ¢, (p))

donde p = 4, ' (x). Esto es claramente un difeomorfismo D%. Por otro lado, tenemos
V-2 Mg
=+ (hr(9R(0)d " (a), (1 — hr(dr(a))a, ¢rla)

donde g = b, "(). Esto es también un difeomorfismo D%. Para construir un difeomorfismo
Dy entre M y M* a partir de 71 y 73, basta comprobar que coinciden sobre AN V. Pero
para z € ANV, p vy g como antes, tenemos

(1) dhlp) = dpepi (2) = a7 fw) = hepy (z) =

(11)  hrldh(p)p = he(ékphw, (z) = hR(d)R(G )é

(##d) (1 — hn(dl(p))d(p) = (L — hr(dh(p))oy; " (z
= (1 = h(dh(@))g.

Ast, F7(x) = F(x). Podemos definir entonces un difeomorfismo D v : M — M*.

(¢ )
Py ' (2) = hr(dh(0))6 (q)
) = (1 — hr(oh(®)v3 ' (z)

2
R
-1

Finalmente, tenemos el siguiente diagrama conmutativo
- e
M, — M* — M
e
1d o
N, — N, — N
R = R ;
donde f - M* — Np, es la proyeceidn (@, y, 2) — z restringida a M* (véase la construceion
de M* anterior). De esta forma, definiendo 4 = 37! o v, tenemos nuestro resultado.
|

PPara acabar csta Seccidn, la Proposicién anterior nos permite demostrar un tcorema
o-nunimal “de tipo Hardt”.
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Teorema 6.2.3 Sean BC RP, X C Bx R* yY C B x R™ conjuntos definibles, y sca
f: X =Y una familie definible de aplicaciones definibles. Supongamos que f,: X, - Y,
¢s una sumersion DT propie enire variedades D" para cada t € B. Entonces podemos
estratificar B en une union disjunta de variedades D7, digamos B = S, U...US,, de
Jorma que, para cada S;, podemos encontrar una trivializacion D" de f sobre S; de la
forma

]l.'].)'(_fg'~

Sg' X .Xgi -:-P X‘q‘.|
lf[s,.l

S X Yti = 1,[5':’]’
pare cierto t; € S;.

Demuostracion. Tomemos un punto « en el espectro rcal B de B. La fibra Ja: X2 Y,
es una sumersién D" propia sobre k{«) (es decir, una aplicacién DY, ). Por la Proposicién
6.2.2, tenemos una sumersién D" f' : X' = Y’ entre variedades D" X' ¢ Y7, definida sobre
R, y difcomorfismos DT «y y ¢ tales que el siguiente diagrama conmuta:

Y
Koy —

Xa
lﬁ(n} lfn
Vi — Ya

Pero, como f; ., es la fibra (Id x f')« de la familia constante Il x f': Bx X' — BxY’,
por la Proposicién 6.1.1, existe una variedad D" S C R, S € «, y difcomorfismos D" { y
7, compatibles con lag proyecciones, tales que ¢l siguiente diagrama conmuta:

S x X —C—) X S
lm xJ! J
SxY' L Y.
Por la propicdad de compacidad de B , ¥ tal vez subestratificando, podemos suponer que

existe una cstratificacién D finita {S;} de B tal que un diagrama como cl anterior sc
verifica para cada S;. o

6.3 'Trivialidad de pares

Scan N y P variedades D™ y g : N — P una aplicacién D". Recordamos que g ¢s D"
trivial si existe un punto p € P y un difeomorfismo D" v = (1,9) : N = g~ }(p) x P. Sea
M una variedad D" y f : M — N una aplicacién D". Diremos que (f,g) cs D" trivial si
existe p y 7 cowo antes y un difcomorfismo D' @ = (6g, 90 f): M = (go [)"'(p) x P tal
que fofy =0 f. En otras palabras, el siguiente diagramna es conmutativo:

M SN N 2op

{ .

o)l xP Y g ipyxPr 5 P
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El principal resultado de este capitulo cs:

Teorema 6.3.1 Sean M y N variedades D™ y sean f : M — N, g: N — R' sumersiones
D" sobreyectivas y propias. Entonees (f,q) es D7 trivial.

Demostracién. La aplicacién p : N = R es una sumersién D7 propia. Por el Teorema
5.4.1, existe una variedad D7 compacta F y un difeomorfismo D™ ¢ = (g,4) : N — R' % F.
De la misma forma, go f : M — R' es una sumersién D7 propia, por lo que existe una
variedad D" compacta G y un difeomorfismo D™ ¢ = (go f,¢p) : M — R' x G. Podemos
considerar entonces el siguiente diagramas

donde f' = ¢pfp! (m : B x F — R! es la proyeccién). Ademds,

wf () = mpfeT () = gfeT! (1,2) = mapp” (1) = ma(te) = 1,

donde 7y es la proyeccion R x G — R

Por tanto podemos suponer que M, N son compactas y f @ B x M — R x N es
una sumersion D" propia de la forma f(¢,z) = (¢, fi(z)). En otras palabras, tenemos una
tamilia D" de smmersiones D" { f; : M — N}, y podemos olvidarnos de g. Procederemos
por induceidn sobre I

Jonsideremos en primer lugar el caso [ = 1. Por el Teorema 6.2.3 existe una estratifi-
cacion D7 finita {5;} de 1 tal que fig, es D7 trivial para cada i. Podemos suponer gue los
5, son o bien intervalos abiertos o bien conjuntos formados por un vinico elemento, y por
cl Lema 5.2.1 podemos también reemplazar estos ltimos por intervalos abiertos. De esta
forma tenemos trivializaciones de la familia f sobre un recubrimiento de R por intervalos
ablertos. A continuacion debemos pegar estas trivializaciones.

Por ejemplo, vamos a pegar una trivializacidn sobre el intervalo (0, 2) con una trivia-
lizacién sobre (—1,1), concretamente

(—L1)x M 2 (Li)xM 0,2) x M 2 (0,2) x M
J{I(lxﬂ . lf J,IdefZ B Lf
(-L,1)x N % (=1,1) x N, 0,2y x N ™ (0,2) x N,

donde fl, fi+ M — N son sumersiénes D7 propias, {; es un difeomorfisimo D7 de la forma,
Gltw) = (4,¢(ta) y 75 es un difeomorfismo D™ de la forma 7;{t, 2) = (¢, 7;(,z)) para
1 =1,2.

Consideremos el punto £y = 1/2. Entonces

Mo ©f1 0 (Cte) ™ = fro =20 © Fa 0 (Cay)
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por lo que
T L U
Jo= () "o o fl o (Cu) ™ ol

Entonces si reemplazamos ¢u por Cao{ldx [(¢a,) ™" oy 15} ¥ T2 por mpo (T % [(2,1,) ™ Lonr 1, 1),
podemos suponer que f] = fi. Escribiremos f' en vez de f1 i =1,2.

Sobre el intervalo (0, 1) tencmos el siguiente diagrama conmutativo:
0.1 xM 5% 1) xM & (©1)x M

L % f* Jf J/Idxf’

O, xN 2% 01 xN & 0.1 %N,

por lo que (147 )i f! = j"((f{'ng)t.

Consideremos la funcidn D' «* : R — R, definida por

5 0 <t<3/8
()= 2A(t—32)2+4) 3/8<t<5/8
t 5/4 <t <1

Por el Teorema de aproximacion, podemos aproximar «»* por una funcion D7 » tal que
0 <u < 1sobre (0,1}, u(t) =1/2 10 < ¢t < 1/4d yu{t) =1si 3/4 <t < 1.

B Definimos entonces los difeomorfismos D7 ¢ = (£, ¢y (2)) como ¢ () = CE;( 5 © Couy Y
= (8,4, (x)) como (x) = ’f,f'”rlj(',) 0 1)y ity Observamos que 4 o [ = "o ¢ para cada
te (0,1).

Podemos entonces considerar los difeomorfismos D¥ sobre (0,1) &, = ¢ od y 5™, = 7, 0p.
Estos nuevos difeotnorfisios hacen que los correspondientes diagramas scan commutativos.
Sobre (3/4,1) tencmos que (*, = (o y 7759 = Tiy. Sobre (0,1/4), ¢*, = (o (Id x p) ¥
e = 7, o (Id x ») donde p = Cr':/z oCuipp M > Myv= 7)?{/2 oyt s N = N
son difeomorfismos D7 tales que f' o = o f. De esta forma podemos definir (£, #) =
(t,(F{x)) como

Grop —1<t<1/4
G=4¢, 1M<i<t
y o (£, @) = (£, 5] (x}) como
o —=l<t<1/4
o= 8 Ty 1/4<t <1
T 3/4 <t <2

Claramente son difeomorfismmos D" y el diagrama
(~L,2)x M =5 (=1,2)x M

J{l(lxj" _ jf
2)

(—L,2) x N Ly (=12 x N
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es conmutativo. Obtenemos entonces una trivializacion D™ global sobre (—1,2).

Sil > 1, podemos ver f como una familia parametrizada sobre It
FiRx (R M)—= Rx (R x N)

(t,s,2) = (I, fils,x)) = (¢, 5, fam(2)).
Sea v € R y consideremos la fibra
ot B} T X Mgy — k(@) % Ny
Por la hipdtesis de induccion, existe una trivializaciéon D"
R) ™ x Myy (@)™ x Mya)

lhlxjc, lfu
'L“'(O’)lil = Nk[n/) 'E(i) k((y)zil x Nk(ﬁ)

para. cierta sutersion D7 fi, 0 My, — Ny Aplicando la Proposicidn 6.2.2 a la su-
mersién D" propia f, obtenemos dos variedades D" M’ y N’ definidas sobre R, dos di-
: B O8 AV . A o y o
feomorfismos D7 (' - Mk(ﬂ) — My ¥y m Nk(d) —+ Ni(a) ¥ una sumersién D" propia
f'o M — N’ tales que el siguiente diagrama contnutas

¢
M}:(Q) — M’k {ev)

‘1/1}:(0) J'fn

Pﬂ(cv} __)' Nk

Las varicdades M )Y My, (oy son D" difeomorfas, luego, por el Lema 5.1.11, existe un

difeomorfismoe DT ¢ M ’ - M dehnldo sobre R; de forma similar, tenemos un difeomorfis-
mo D" 5 N' = N definido sobre R. Asi, reemplazando (* por C“ (Idx{')o (Id x{~ )

7" por n® o (Id x ') o (Id x 7 'l)k(a): flpor fl=mnoflol™t M >Ny fa por fk
poremos suponer que tenemos una trivializacién de la forma
k)((lf,)t_l X Mk(ﬂ) iﬂ—} ]ﬁ{(]!)l_l X Mk((z)
l[dx Fhay J,f“
E(o) =" Nitay 20 k(o)1 x Ny

Esto implica (por la Proposicidn 6.1.1) que existe una trivializacion D7

5 _
SxR-IxM 5 SxROVxM

[l xId x £ l !
N

SxRT"xN s SxR-!'xN

donde 5 es un subconjunto definible de R con S € a. Por la compacidad del espectro
definible tenemos una particion finita R = | S; tal que sobre cada 8; x R tenemos una



96 CAPITULO 6. FAMILIAS DE APLICACIONES DEFINIBLES

trivializacidn D" como arriba. Como antes, podemos suponer que los §; son intervalos
abicrtos o conjuntos formados por un dnico punto. En el caso S; = {a}, para cierto
a € 11, por la hipdtesis de induceidn. [ es D7 trivial sobre {a} x R'=Vy, por el Lema 5.2.1,
podemos encontrar una trivializacion D7 sobre un entorno abierto de {a} x 2271 En otras
palabras, podemos cucontrar una funcién D" positiva & : B0 — R de forma que f es D7
trivial sobre 1a banda

Como antes, tencios que pegar estas trivializaciones vy lo hacemos con un argumento
andlogo. Por ejemplo; vanos a pegar la trivializacion sobre (0,1) x R
_ ¢ ; ~
0, x RPx M 2% (0, xR-Px M
l

Tdsldx fy K
(O0,1)x R« N 2 (0, 1) x BREPx N
y la trivializacion sobre {—4,8) x R,
(—0,8) x REIx M - (=68 x BV x M
b’d i X f M[
(—=8,8) x R~ x N 2 (=68 xR"xN

para cierta funeién D" d: R 5 R, 0 <46 < 1.

Podemos suponer como en el caso I = 1 que f; = fo = [/ M — N. Comenzamos
considerando los subconjuntos abiertos definibles 7, = (0, %()') xRty U, = {%J, 8y x R
de (0,8) x R Tomamos entonces una particion de la unidad D7 de (0,4) x Rt
{h,1 — h} subordinada al recubrimiento {U, Uz}, v consideramos la aplicacién definible
w* 2 (0,6) x B (0,8) x R7! dada por

o ut{t, 5} = (%r)‘((l_ — h{t, $))s), {1 — h{t,s))s) para t < %()'(.s')

o u*(t,s) = (f,8) para { > %5(3)

Observamos que para () < § < %(5(5), h{t,s) = 1y por tanto u™(#,s) = (%(S(F)), 0) es coustal-
te. Es mds, parat = %J(s) tencmos que h(t, s) = 0y por tanto uw* (2, s} = (34(s),s) = (f 5),
asi que de hecho «* es continua. Por el Teorema de Aproximacion (y su demostracion),

podemos aproximar w* por una aplicacién D"z (0,8) x R~ = (0,9) x R tal que
o u(t,s) = (36(0),0) para t < +4(s)
o wult,s) = {t &) parat > %é(s)
Sobre (0,4) tenemos el signiente diagrama:
(0,6) x RV x M 5 (0,6) x B x M €5 (0,0) x RI=' x M
J/I(lx[f.lxj" lj‘ l]dxlrix)‘"
0,85) x B N 2 (0,8 x RPN €2 (0,8) x 7! x N,
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. - : —1

por 1o que (1, “na)of' = 1G5 Coee

De una forma parecida al caso anterior, definimos los difeomorfismos D7 ¢y o = ({7 Yo
Coluge) ¥ Py = 1o 72 )uit,s)- Observemos que o f' = f'o¢. Consideremos ahora los
difcomorfismos D" (5 = ¢y o ¢ ¥y 15 =1 o). Estos nuevos difeomorfismos hacen que los
(:urresp()ndiclnr,es diagramas conmuten. Sobre { 1t > %6(:,)} tenemos gue {5 = (o ¥ 175 = N2
- . L i * LR — — . AP -
Sobre {t < ;8(s)}, {5 = (o p donde p = gl,(%ﬁ(o):o) © C‘z?(ga(n),o) M — M y de forma
] = A . 1 —_ ‘;j . J 2} 4 1
similar 75 =9, o donde v = Ny L5001,0) © Tly (Li(0),0) ° N — N. Por tanto podemos definir
la siguiente trivializacion D7 global sobre (—1,8) x R=h

(1O xRV« M 25 (-1, xR-txM

lkixj" lf

(—L&) x R“"x N 5 (—1,6) x B! x N,

Con esto termina la demostracion., O






Capitulo 7

Conjuntos de bifurcacion de
funciones definibles en una
estructura o-minimal

Como aplicacién de todos los resultados vistos en los capitulos anteriores, contestamos aqui
a una pregunta de Lol y Zaharia en [12]. En la primera scccién describimos la situacion
sobre Jos mimeros reales para funciones diferenciables no necesariamente definibles, y en
la segunda probamos el resultado correspondiente en el caso definible sobre cuerpos reales
arbitrarios.

7.1 Conjuntos de bifurcacién

Estudiemos en primer lugar ¢l caso general para funciones diferenciables (no necesaria-
mente definibles) sobre R.

Sea U/ ¢ " un conjunto abierto y fijemos una funcién de clase C'' p: U — R que
verifica

para todo r € B, la “bola” Bf = {u e U : p(u} < r} es compacta. (7.1)

4 . . N ..
Denotemos por S = {& € U : p(z) = r} la correspondiente “esfera”. Para una funcién
C' g U — R, definimos

M(gip} ={xcU:3dX e R, gradg(z) = X gradp(z)}.
Para una sucesion {y*} © M(g; p) consideramos las condiciones
lim p(*) =00 vy lim g(¥*) = (7.2)
k—00 k—o0

Denotamos por Xy el conjunto de valores criticos de g, y escribimos

Sy = {c € R: existe una sucesion {y*} C M(g; p) que cumple 7.2},

99
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Tenemos entonces el siguiente teorema {[12]):

Teorema 7.1.1 Sea U C R" un subconjunto abierto y seun g, p : U — R funciones de
clase CPTY para algiin p € NU {oc}. Supongamos ademds que Y, estd acotado. Enlonces
pare cuclquicr intervalo abierto J C g(U\(E, U S,.,). la restriceion

g:g ()= T

una fibracidn CP trivial.

Un punto y € X, U S,.,, ¢s decir, un punto en el que ¢ no es una fibracion trivial cn
an entorne de gy, se lawma un velor atfpico CF de g, v o conjunto de los valoves atipicos se
lNama el congunto de bifurcacion de ¢.

7.2 El caso definible

Sea § una estructura o-minimal que expande un cuerpo real cerrado £2. Consideramos las
notaciones y definiciones de las seccidén anterior, pero sustituyendo R por B y tomando
todas las funciones de clase 7 para algan » € M. Damos entonces una version definibile
del resultado anterior, cuya validez plantean Loi y Zaharia.

Teorema 7.2.1 Sea U C R" un subconjunto definible obierto y sean g,p : U - IR
Junciones de clase D7 para algin v > 0. Entonces pura cuelquicr intervalo abierio
JCg(UN(E, U Syp). Lo restriceidn

g9 )= J

es T trivial.

Demostracion. En [12, Th. 1.5] se demuestra que los conjuntos L, y Sy, son finitos. Sea
J un intervalo abierto como arriba. Para todo ¢ € J. Uy = ¢7'(#) es una variedad D"
Par tanto, para todo « € j, [/, s una variedad D7, FEutonces, por el mismo argutnento
utilizado anteriormente en 5.1.10, tenemos que ¢ ¢s D trivial fuera de un wmimero finito
de valores {ay, ..., ez}

Tomemos un valor a = a;. Como a ¢ Sy, pedemos encontrar ¢ > 0y K > 0
suficientemente grande tal que

(g,0) g (o —c,a+e)Np YK, +o0) = (6 — 0+ €) x (K, 4oc)

es una swmersion definible propia. Por tanto es D' trivial, es decir, existe un difeomorfismo
definible
O=(Agp g a—ca+e)np (K, +o0) —
(g Ha) N p YK + D) x (a6~ e, 0+ ¢e) x (K, +x).



7.2. EL CASO DEFINIBLE 101

Por otro lado consideremos la variedad definible con borde
g Ha—e,ate)Np {00, K + 2
v la funcién definible
g9 e —cate)np (—o0, K +2] =+ (a—ea+e),

(uUE s UNa sumersion propia que es también una sumersién restringida al borde (de nuevo
porque a & S, ). Entonces, por ¢l Teorema 5.5.1, ¢s también D" trivial, esto ¢s, existe un
difcomorfismo definible

h=(ho,g): g "a—c,ate)Np {—oo, K+2] = (g7 (a)Np~H—00, K+2]) x (a—¢, a+e).
Podemos suponer que hgj,-1¢) = Id y po hy = p sobre un entorno abierto definible de
I¢; I(K + 2).

Queremos pegar cstas dos trivializaciones para obtener una trivializacidn definible
sobre (@ — €, a + ). Consideremos

By = (A:p)h;—'((:) : .q_l(a’) ﬂp_l(K,+OO) —+ Q x (K, +o0)
donde @ = g Ha) N p ' (K +1). Con estos datos podemos construir
Qxlo—eca+e) x (K,K+2) 5 Qx{o—¢ate) x(KK+2)
(Ea Y, f) — (T?j,ﬁ(£)= i, f)

definida por 7, ,(€) = A(ho(O©7H(€,y,1))). Observamos que 7, = Id sobre Q.

Seca ¢ : i — R una, funcién definible, 0 < ¢ < 1, tal que ¢ = 0 sobre (o0, K|y ¢ =1
sobre [K + 2, +o0c). Entonces definimos

Yolz) = B! (Totrar(1—p(t)yt (A(2)); )

parax € g Ha—e,a+e)Np (K, K + 2], donde y = g(x) y t = p(z).

Si¢p =1, entonces yy(x) = Q¢ (A(x), p(x)), y si p =0

Yo(x) = Oy~ (Tyf( ), )

(
=0g~ (Aho(o YA (@), g(x), p(2))), p())
= 09" (Ahg(2), plho(2))) = ho(z).

Por tanto, podemos extender v a ¢~ (a — €, e + ¢) mediante

{ B0~ (A(x), plx))  siplx) € [K + 2, +00)

Yolz) = ho(x) sip(z) € (— oo, K.

Entonces v = (v, 9) es una trivializacion de g sobre (o — ¢,a + ¢€).

De esta forma, podemos recubrir J por un niimero finito de abiertos tales que g es
D" trivial sobre cada nno de ellos. Para finalizar, debemos pegar estas trivializaciones.
Pero para ello basta repetir el argumento que aparcce en la demostracion de 5.1.10.

|
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