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INTRODUCCIÓN

El contexto general en que se encuadraesta tesis es la geometrizaciónde variedadescerradas

de dimensión3 , que es unaparte de la topologíade dimensiónbaja. Su inicio se remonta a 1976

cuandoW.P. Thurstonobservólaconvenienciade imponersobreunavariedaddiferenciableunaestructura

geométricaadicional(por ejemplo,unamétricariemanniana),paraconseguirnuevainformaciónsobrelas

propiedadespuramentetopológicasde la variedad. En dimensión2 es un resultadoclásico de Riemann

(Koebey Caratheodory)quetodasuperficiecerradaadmiteunamétricade curvaturaconstante.La genial

aportaciónde Thurstonfue observarquetambiénen dimensión3 es posiblegeomet¡izarlas 3-variedades

de maneramuy general.Toda3-variedadcerradase puededescomponerde modo canónicoen un número

finito de piezas,segúnun resultadoobtenidoindependientementepor .laco-Shateny Johannsonen 1976.

La Conjeturade Geometrizaciónde Thurstonafirmaquetodaslaspiezasdeestadescomposicióncanónica

admitenunamétricacompletay localmentehomogénea(ver, por ejemplo, [Otl). En dimensión3 existen

exactamenteocho modelosposiblesparatales estructurasgeométricas,tres de los cuales (los únicos de

curvaturaseccionalconstante)son los espacioshiperbólico,cuclideo y esférico(cf [Sc], compáresepor

ejemplo con [fi]). El de mayor interésesel espacíohiperbólico,yaque las 3-variedadesque se pueden

modelaren cualquieradc las otras sietegeometríasestántotalmenteclasificadas(cf [Sc]).

Unaclasemásampliade estructurasgeométricasque, como veremosenseguida,interesaconsiderar

en una 3-variedad,es la formadapor las estructurasgeométricascónicas. Diremosque una 3-variedad

cenadaM tiene unaestructurageométricacónicasi admiteunamétricade curvaturaseccionalconstante,

que es singularalo largo de un nudo o enlaceE ci M (aunqueexistendefinicionesmásgenerales,que

admitenla posibilidadde queE seaun grafo). Con másprecisión,diremosaquíque M es una3-variedad

hiperbólicacónicaconsingularidadun nudo E y ángulocónico a < 2ir , si cadapunto del complemento

de E tiene un entornoisométricoa unabolaen el espaciohiperbólico FI~ , y cadapunto de E tiene un

entornoisométricoaun abiertodel espacioobtenidoidentificandopor rotación los ladosde un diedro de

ánguloa en U3 (ver figura 1). Denotaremosestavariedadcónicapor (M, E,a)

Figura 1
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e.

e.

Si la singularidades un enlace(con másde tina componenteconexa),entonceslos ánguloscónicos —.

puedenserdistintosen las diferentescomponentes,pero la definición esanáloga.Porcomodidad,en esta
-4,

introducciónsupondremossiempreque la singularidades un nudo. Las definicionesde variedadesférica
e.

cónicay variedadeuclídeacónicason tambiénanálogas. —

*4,

La ventajaque presentanlas estructurascónicascon respectoa tas estructurasgeométricasno sin- —

eguIares, es que son más flexibles: haciendovariar el ángulocónico, se las puededeformarde manera —

continua. Esta propiedadlas hace útiles paraconstmirestructurasgeométricas(no singulares)en 3- —

variedadescerradasy en orbiformas (“orbifolds” en inglés). Supongamosque una 3-variedadcerraday —,

a

orientableM contieneun nudo E tal que su complementoM \ E admiteunaestructurahiperbólicacom-
pletade volumenfinito. Se puedeintentardeformarestaestructura,parapasara estructurashiperbólicas —

cónicasen la variedadM , con singularidadel nudo E y ángulocónico cadavez mayor. Si se puede —

aumentarel ángulocónicohastallegara 2ir/d, entoncesse obtieneunaestructurahiperbólicaen laorbi-
e

forma Al con singularidadE e isotropíacíclicade ordend . Lascubiertasde M virtualmenteregulares —

ramificadassobreE ([LS]) con índice de ramificación d , si existen,son variedadeshiperbólicas(cf. a

[HLM6], por ejemplo). En particular, si d. = ¡ entoncesla propia variedadAl tiene unaestructura —
a

hiperbólica(no singular).

e.

Por otra parte,al realizarunadeformaciónde variedadeshiperbólicascónicas,puedeocurrir que

existaun valor critico del ángulo cónico, parael cual las estructurashiperbólicascónicasdegeneran. —
a

Tiene muchointeréscomprenderde qué manerasse puedeproducir la degeneración.Así por ejemplo, —.

el análisisde los tipos de degeneracionesposiblesparaángulomenor que ir es unaparteesencialde la

anunciadademostracióndel Teoremade los Orbifolds (cf. [BP], [Ho2], [50K], [Zhfl. El casode ángulo
e.

cónico > ir es másdificil, puespodránaparecerfenómenosnuevosqueno ocurrenparaánguloscónicos
a

< ir : por ejemplo, que el nudo singularse corte a si mismo, convirtiéndoseen un grafo, o que sólo se —.

produzcadegeneraciónen unapartede la variedadcónica. Las variedadescónicasde ángulo> ir están
e

aún completamenteinexploradasy son dc por sí un objeto interesantede estudio.
a

e.

Es, pues,muy importanteconocerejemplosconcretosde familias de variedadescónicasque de- —

generende diversosmodos. Algunos ejemplosse puedenencontraren las notasde Thurston([ThuiiD, *

e
en la tesisde Hodgson([Ho1]), y en los artículosde 1-lilden, Lozanoy Montesinos([HLM1] , [HLMj),

e,
dondese realizanconstruccionesespecialmentedetalladasy explicitas. Precisamenteel articulo de Hilden, —,

Lozanoy Montesinos,Qn a remarkablepolyhedror¿qeometrizir¿q11wfigure eiqhl kn.ot cone-martifolds —

(jjHLM1j), sirvió de punto de arranqueparaestatesis.
a

e,

e.

2 *

e.

e,

e.

e,

e.

e



El objetivo del presentetrabajoes ofrecer un método general para construir familias continuas

de variedadescónicascon ánguloscónicos< 2ir . En el primer capítulo se describeel método; en los

capítulosterceroy cuartosedemuestra;y enel capitulosegundose aplicaaalgunosejemplosparticulares.

El métodoconsisteenobtenerexplícitamentepoliedrosde Dirichlet paralas estructurascónicasbuscadas,

una vez conocidaslas correspondientesrepresentacionesde holonomía. A continuaciónexplicamosel

significadoy el alcancede estafrase.

Supongamosque M es una 3-variedadhiperbólica cónica con singularidadun nudo E ci M y

ángulo cónico a < ‘2ir , y sea‘o C M \ 2 un punto basecualquiera.El complementodel nudo singular,

M \2 , es,pues,una variedadhiperbólica,y se puede“desarrollar” en H3 como sigue. Consideremos

su cubiertauniversal IV! \ 2 , queheredaunaestmcturade variedadhiperbólica,mediantelevantamiento

de las cadasde un atlas hiperbólico de M \ 2 . Por ser M\2 simplementeconexa,su estructura

hiperbólicase puededescribir globalmente,medianteuna isometríalocal D : M\2 —~ , que sc

llama aplicación desarrolladora. En efecto, las restriccionesde D a abiertossuficientementepequeños

de M \ 2 son cartasde un atlas hiperbólico de M\YD . Entonceslas transformacionescubrientesde

la cubiertaM\2 se transformanmedianteD en isometriasde H3, y esto define un homomorfismo

o representaciónde holonomiap : wi(M \ 2,ro) —+ lso(H3) . El par formado por la aplicación

desarrolladoraD y el homomorfismode holonomíap es único a menosde la acción de Iso(H3) por

composicióny conjugación,respectivamente.La imagende p , p(iri(M \ Ero)) ci Iso(H3) , se llama

grupo de holonomz’ade M \ 2 . Como M es una variedadcónicade singularidad2 y ángulocónico

cx , se tieneque la imagenpor p de cualquiermeridianode 2 es unarotación de ánguloa

Si el ángulo cónico es de la forma 2ir/n con rt C N , entoncesel grupo de holonomia O =

p&ri (M \ 2, ‘o)) es un subgrupodiscretode lso(H3) , y la variedadcónicaM es isométricaal cociente

de H3 por la acción de O (M es una orbiforma hiperbólica, véasepor ejemplo [MM]). Si se elige

cualquierpunto O de H3 que no quedefijo por ningún elementode O, entoncesse puededefinir el

dominio de Dirichlct paraO centradoen O, como el conjunto de puntosde H3 que distan menosdel

punto baseO quede cualquierade sus imágenespor elementosde O

P= {x CH3 d(r,O) =d(r,gy(O)) , paratodo y ciri(IM\2,xo)}

Estedominiode Dirichlet 2 es un poliedrocompactoy convexode fl3, que esun dominio fundamental

parala accióndel grupode holonomía0. Suscarasse puedenidentificar dos a dos medianteisometrías

de O , dandocomoresultadola variedadcónicaM ~ H3/0

Si el ángulocónico ano es de la forma 2ir/n , entoncesinclusoaunqueel grupo O fueradiscreto

(algo imposible si a es unafracción irracionalde , y problemáticosi a es unafracción racional de ir
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pero no de la forma2~r/n), no tendríasentidohablarde dominiosfundamentalesparala variedadcónica

Mi yaque M no seriaisométricaal cocientede H3 por la acción de O . Sin embargo,en el capitulo III

de estatesis se pruebaque si M es cualquiervariedadhiperbólica cónicacompactacon ángulo cónico

< 2ir , entoncesexisteun poliedrohiperbólicocompacto7’ , estrelladoen un cierto punto baseO e
cuyascaras(en númerofinito) se identifican dos a dos medianteisometríashiperbólicasparadar lugar

a la variedadcónicaM. Existe un subconjuntofinito 1’ dc ir

1 (M \ 2, xo) tal que cadacara de 7’ está

contenidaen un plano bisectorde la forma

111== {‘ e H
3 ¡ d(x, O) = dQr, p’y(O)) }

donde‘y e E . Llamaremosa los elementosde Ii’ , facetaspropiasdel poliedro7’ . Además,si el ángulo

cónico es < ir entoncesel poliedro 7’ es convexoy se puedeescribirde la forma

7’ {x C H3 1 d(x, O) =d(x, ¡ry(O)) paratodo ‘y e E }

Así pues,estepoliedro7’ es unageneralizacióndel dominio de Dirichlet de unaorbiformahiperbólica,

y se llamarápoliedro de IJirichlet de la variedadhiperbólicacónica M, concentro en el punto O. Los

puntosde 7’ que(trasrealizarlos pegadosde lascaras)constituyenel nudo singular2, se llaman“puntos

singulares”del poliedro de Diriehlet 7’ son unaunión de segmentosdisjuntos(y posiblementealgunos

puntosaislados>en el borde dc 7’

Un teoremade existenciade poliedrosde Dirichlet paravariedadeshiperbólicascónicasha sido ya

enunciadoy utilizado (sin dar ningunademostracióncompleta)por Hodgson(¡Ho
2]), Kojima ([Ko]) y

Zhou ([714). El poliedro de Dirichlet se define, tanto en esostrabajoscomo en estatesis, desanollando

en H
3 cl complementoen M de la fraetura(“cut-locus” en inglés) conrespectoa un punto basedado,

es decir, el conjunto de puntosz de M quese puedenunir con el punto base‘o por unaúnicageodésica

que minimice la distanciaentre ~ y uo . El capítulo III de estatesis estádedicadoa demostrarcon

detalle que de ese modo se obtiene un poliedro compactocon un númerofinito de caras, que es un

poliedro de Dirichlet. Aunquela ideano es nueva,la demostraciónno ha sido nuncaescritacon detalle.

La demostraciónque damos aquí tiene la ventajaadicional de proporcionarademásuna descripción

completadel poliedro dc Dirichlet, que permite constmirlo explícitamenteen casosconcretos. En el

mismo capitulo III veremos que también existenpoliedros de Dirichlet paravariedadescuclideasy

esféricascónicascompactasconángulo cónico < 2ir . Todo estojustifica ladetalladademostraciónque

ofrecemosaqui.

Dada unavariedadcónica (M, 2, cx) , nos planteamosel problemade encontrarun poliedro de

Dirichlet para ella. Pararesolveresteproblemase procedeen dos pasos. En primer lugar, se ha de

determinarla representacióndeholonomíap de (M, 2, a) . La vertientegeneralde esteprimerproblema
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es el objeto de estudiode varios autores([CS], [GM] entreotros), y su aspectocomputacionalaparece

por ejemplo en [Bu], [He], [HLM2], [KI] o [Ri3]. Puedeconsiderarseque el problemaestá resueltoy

quesólo faltaun procedimientogeneralde cálculo. En estatesisconstruiremospoliedrosdc Dirichlet de

variedadescónicas(St2, cx) paralas queya se conozcala representaciónde holonotniacomoresultado

del estudio de estos autores. El segundopasopara obtenerel poliedro de Dirichiet de (M, 2, cx) , es

determinarel conjuntofinito F de facetaspropias. Estees precisamenteel problemaque se abordaen

estatesis,

El objetivo ideal seria el siguiente: a partir de la representaciónde holonomiade unavariedad

cónicadadaM , determinar(o al menosacotar) el conjunto F de facetaspropias de su poliedro de

Dirichlet 7’ centradoen un cierto punto base. Sin embargo,éste es un problemaextremadamentedificil,

abierto inclusoen el caso de que M sea unaorbiforma.

El problemaquese resuelveen el capitulo IV de estatesis es menosambicioso.Supongamosque

conocemosuna familia uniparamétricade representacionesPí : iri(M \ 2, ro) —> Iso(H
3) , t c [0,e)

queenvian los meridianosdc 2 arotacionesde ánguloa
1 . Supongamosademásque Po es laholonomía

de unaestructurahiperbólicacónicaen M consingularidad2 , de la cual conocemosya su poliedro de

Dirichlet
7’o centradoen un cierto punto baseO . Se trataentoncesde “deformar” estepoliedro 7’o para

obtenerpoliedrosde Dirichlet 7’~ de otras estructurascónicaspróximas,con holonomia p~ , (Estees el

procedimientoutilizado en el articulo [HLM
1] paraun ejemplo concreto.)

Unapreguntabásicaque se plantea,es si existiránrealmentetalesestructurascónicaspróximas. La

respuestaes afirmativa,y sededucedel Teoremade CirugíaHiperbólicade Thurston([Thuj]), demostrado

en [CEOI o [Goil, por ejemplo. Partiremos,pues,de la hipótesis de que estasestructurasexisten,y

estudiaremosde qué maneravarian suS poliedrosde Dirichlet 7’¿

Un problemaparalelo(que se puedeestudiarcomoun casoparticularde éste,peroque tiene interés

por sí mismo) es el de averiguarcómo varíael poliedro de Dirichlet de una variedadhiperbólicacónica

cuandose cambiala posicióndel punto base. Decimosque éste es un casoparticular del problemade

hallar poliedrosde Dirichlet paraholonomiaspróximasaunadada, por el siguientemotivo. Desplazar

el punto base(sin modificar la holonomía)esequivalentea conjugarla representaciónde holonomíapor

unacierta isometriahiperbólica(manteniendofijo el punto base). Por tanto, la variacióndel punto base

se puedeinterpretarcomounadeformacióntrivial de la estructuracónica.

La dificultad del problemaestáen que, en general, los poliedrosdeformados7’~ puedentener

distinto tipo combinatorioque el poliedro inicial
7’o (al contrariode lo que ocurre en el ejemplo, muy

peculiar, del artículo [HLM
1]). Es decir si bien toda facetapropiade

7’o seguirásiendofacetapropia

de 7’~ para1 suficientementepróximo a O , puede ocurrir que 7’~ tengamásfacetaspropias que 7’o

5



4,~

Veamos un ejemplo en dimensión2 . En la figura 2 se muestrandos teselacionesdel plano cuclídeo

por losdominiosde Dirichlet correspondientesados estructurascuclideas(no singulares)en el toro T2

En la primera,cl grupo de holonomíaestágeneradopordos traslacionesen direccionesperpendiculares:

íí(x, y) = (sc ±1,y) , í2(x, y) = (sc, y + 1) . En la segunda,el grupo de holonomíaestágeneradopor

las traslacionesr
1 (sc,y) = (sc + 1, y) y 12(:r, y) = (:r + t, y + 1) , donde 1 > O es pequeño.Se observa

que los poligonosde Dirichlet pasande ser cuadradosa ser hexágonos,es decir, aparecendos nuevas

facetaspropias.

Parasolucionaresteproblema,le asociaremosal poliedro de Diiichlet inicial 7’~ otro subeonjunto

finito Y0 de ir1 (M \ >2, sto) , algomás grandeque el conjunto Fo de facetaspropias. Incluiremosahora

aquellos‘ye ~r1(M\2«ro) talesque el planobisectorJ>I~(ú) = { sc C I{~ d(sc,O) = d(sc, po’y(O)) } no

determinenecesanamenteunacarade 7’<~ , sino que “bascule”sobreuna aristao un vértice no singular

de 7’0 (en esecasodiremosque ‘y es unafacetafantasmade
2o ). Llamaremosalos elementosde Fo

facetasgeneralesde 7’o

—1 —I —~1 —I —1Figura 3 : tas facetasgeneralesson: Ij , 1< , 1~ , 1~ , 1112 , 1I1~ fl 12 ~1 1~

Figura ~
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Puesbien, si fijamos un pequeñoentorno U de los puntos singularesde 7’o , entoncesfuera de

eseentornoel conjunto de facetaspropiasde P~ estácontenidoen el conjunto de facetasgeneralesde

Po , si t está suficientementepróximo acero (el grado de proximidadnecesariodependedel entorno

U elegido), cf. teorema111.2.3. Sin embargo,puede que P~ tengatodavíamás facetaspropias, que

correspondana pequeñascarascontenidasdentro del entornoU . Veamosotro ejemplo en dimensión

2 . Pensemosen la orbiformaeuclídeacuyo espaciosubyacentees la esfera52 contrespuntoscónicos

de ángulos2z/3 , 2ir/3 , 2ir/3 (ver figura 4a). El grupode holonomiaestágeneradopordos rotaciones

P2 de ángulo2ir/3 . En la figura 4b se muestraunateselacióndel píano cuclideo por el dominio

de Dirichlet 7’ centradoen el punto medio O entrelos puntosfijos de Pi y /)2 , y todossus trasladados.

Todoslos vérticesde la teselación son puntos singulares.En este casolas facetaspropiascoinciden
—1

con las facetasgenerales(y son Pi , P2 , p
1 Y Pi ), puesrecordemosquehemosdefinido como facetas

fantasmalas que basculansobrevérticesno singulares.(Ciertamentese puedentambiénconsideraren

estecasofacetas“fantasma” quebasculansobrevérticessingulares,véasela figura 6 másabajo;enseguida

comentaremosla dificultad que planteael considerarese tipo de facetas“fantasma” en general.)

2í/3

2<3 2í/3

E qura 4a Figura .4b

Vamos ahoraa desplazarligeramenteel punto baseO , de modo queya no esté en el segmentoque

une los puntosfijos de pi y P2 . Comoya hemosdicho, estose puedeinterpretarcomounadeformación

trivial de la estructuracónica(la holonomiaquedaconjugadapor unapequeñatraslación).En la figura

5 se muestrala nuevateselacióndel píano cuclideopor los correspondientesdominiosde Dirichlet. Se

observaquehanaparecidodos carasnuevascercade un vérticesingular, queno correspondenaninguna

facetageneraldel dominio inicial (aunquecorrespondena facetas “fantasma” que basculansobre ese

vértice singular).
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Lo natural sería,pues,ampliaraún másel conjunto de facetasgeneralesde 7’o , añadiéndoletodas

las facetas“fantasma”quebasculansobrearistaso vérticessingulares.Si el ángulocónicoes de la fonna

2ir/n (como en esteejemplo),entonceshay unacantidadfinita de planosbisectoresque basculansobre

un punto singular. Sin embargo,engeneralexisteninfinitos; por ejemplocuandoelángulocónicoes una

fracciónirracional dc ir (no estáclaro qué ocurrecuandoel ángulocónicoes una fracción racionalde ir>.

Por ello, no se deben considerartodas las facetas“fantasma”, sino seleccionarun subeonjuntofinito

bien definido de ellas,que llamaremosfacetassingulares. Esteconjuntofinito de facetassingularesse

puedecalcularde maneraefectivaa partir del poliedro 7’o

Puesbien, si t estásuficientementepróximo a O , entoncesel conjunto de facetaspropiasde P~

estácontenidoen la unión de los conjuntosde facetasgeneralesy singularesde 7’o , cf teoremaIV.3.2.

Como hemosdicho antes,estos conjuntosson calculablesde modo efectivo a partir del poliedro 7’o

Por tanto,este resultadopermite acotarel conjunto de planosbisectoresque se necesitaconsiderarpara

8

Figura 5

4,~

e.

e.

e.

e.

e.

e

e

e

e

*

e.

e

e’

e,

e,

e,

e,-

e,

e.

e.

e’

e,

e,

e.’,

—y

e.

e,

e.

e.-
e.

e.

e’.

e,

e.

e.

e’

e’

e’

a

e’

a

*

—1 —1 ~I —1 —1Figura 6 s Las facetassingularesson: Pi p~ P2 , P2 , PIP2 , P2PI , Pi P2 , P2 Pi



construirlos poliedrosde Dirichlet de estructurascónicaspróximasa unadada.

De hecho,todosestosresultadosproporcionan(en la sección4 del capitulo IV) un algoritmoefectivo

paraconstruir poliedrosde Dirichlet correspondientesa representacionesde holonomiasuficientemente

próximasauna dada(aunqueel algoritmo no determinade maneraexplicita el grado de proximidad).

Como consecuenciase obtiene ademásuna demostraciónconstructiva,para este caso particular, del

teoremamás generalque afirma(hablandovagamente)que toda representaciónpróxima a la repre-

sentaciónde holonomiade una estructurageométrica, es tambiénla holonomíade algunaestructura

geométrica. Esteteoremafue enunciadoen su mayor generalidadpor Thurston ([Thui], §5.3.1) y de-

mostradode diferentesmaneraspor Canary-Epstein-Oreen([CEO]) y Goldman([Go1]) entreotros (véase

[Gol] parauna listamás completade referencias).

En efecto, supongamosque M es una 3-variedadcerraday E es un nudo contenidoen M , y

supongamosque tenemosunafamilia continuade representacionesPi de íi(M \>2) cii lso(H
3) , tal que

Po es laholonomíade unaestructurahiperbólicacónica(M, 2, cxo) ,y tal que Pi envíalos meridianosde

2 a rotacionesde ángulocx
1 . Queremosver que existenestructurashiperbólicascónicas(M, 2, a1)con

holonomiap~ , y hallarpoliedrosde Dirichlet P~ paraellas. Esto se consigueconel siguientealgoritmo:

Fase1:

(1) Se parte de un poliedro de Dirichlet po parala estructurahiperbólicacónica inicial de holonomia

Po y se calculansus facetasgeneralesy singulares.

(2) Para1. suficientementepróximo a O , se determinanlos planosbisectorescorrespondientesa las

facetasgeneralesde
7’o . Con ellos, se construyede maneraexplícitaun poliedro P~ . (Si el ángulo

cónico es < ir , P~ no es más que la intersecciónde todos los semiespacioscorrespondientesa las

facetasgeneralesde 7’o .)

(3) Se truncanalgunos vérticeso aristasde P~ . Este truncamientoes canónicoal prescribir que las

carasdel poliedrotruncadoQ
1 se hande identificar dosados medianteisometriashiperbólicas,para

dar lugara unaestructurahiperbólicaen el complementode un entornotubularU de lasingularidad

(el borde de ti está formadopor las nuevascarasaparecidasen Qí al realizarel truncamiento).

Con estose ha probadoya, de maneraconstructiva,que Pi es la holonomiade unaestructurahiperbólica

enM\U . Estoes un casoparticulardel teoremageneralantesmencionado(“representacionespróximas

a una holonomíasontambiénholonomías”),y constituyeunapartedel Teoremade CirugíaHiperbólica

de Thurston.
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Un argumentoidénticoal empleadopor Thurstonen suTeoremade Cirugía Hiperbólica,demuestra

que existeunaestructurahiperbólicacónica(M,Z, at) que extiendea la estructurahiperbólicaen M\ U

definida por el poliedro truncado Q~ . Conocida,pues,la existenciade esta estructuracónica, veamos

cómo construirlamedianteel algoritmo. Denotemospor P~ el poliedro de Dirichlet de estaestructura

conica. LógicamenteP~ es unaextensiónde Q~ . Por tanto, 1% se obtienereemplazandolas pirámidesy

prismasantestruncadosde 7’~ , por otros poliedrosque, pegadosentresi unoscon otros por isometrías

producenel entornoU de la singularidadqueantesfaltaba. Lasnuevascarasde estospoliedrosañadidos,

necesariamentecorrespondena facetassingularesde Po Por tanto, P~ se ha de obtenerapartir de 7’~

truncándolopor ciertas facetassingulares. Como no sabernosexactamentepor cuáles, la segundafase

del algoritmoparaconstruirP1 consisteen probartodaslas posibilidades:

Fase2:

(4) Se trunca el poliedro ~L de todas las manerasposibles por píanosbisectorescorrespondientesa

facetassingularesde 7’o . Como en total hayun númerofinito de facetassingulares,sólo existeun

númerofinito de posibilidades.

(5) Se obtieneasí un númerofinito de poliedros.Paracadauno de ellos, se compruebasi suscarasse

identificandosados medianteisometríashiperbólicasparadar lugaralaestructuracónica(Al, 12, a~)

deseada.Ya sabemos(por el argumentode fl¡urston antesmencionado)que ha de existir uno que

verifique esta condición, y ése es el poliedro de Dirichlet buscadoPL . (Segúnun teoremade

Hodgson-Kerckhoff[HK] sobrerigidez de variedadeshiperbólicascónicas , seráademásúnico.)

En ejemplosconcretos,el algoritmo se simplifica si se disponede informaciónadicional sobre los

poliedrosde Dirichlet (por ejemplo,sobresus simetrías),y por inspeccióndirectade los poliedros.

El mismoalgoritmosirvetambiénparadeformarunaestructuraesféricacónicaaestructurasesféricas

cónicaspróximas,o paradefonnarunaestructuracuclideacónicaa estructurascuclideas,hiperbólicaso

esféricaspróximas(partiendosiemprede lahipótesisde quese puedadeformar,a nivel puramentealge-

braico, la representaciónde holonornia). Esteúltimo resultadoes una partedel teoremade regeneración

de estructurascuclideascónicasdemostradopor Porti ([Po]); aquí se hacede modo constructivo.

Esteprocedimientose aplicaen el capitulo II de la tesis,paraconstruiralgunosejemplosconcretos

en los que la variedadcónicaes la esferaS3 y la singularidades un nudo o enlacede dos puentes.Se

dice que un nudo o enlace>2 ci 53 es de dos puentes(o racional,) si admiteunaproyecciónque sólo

tiene dos máximoslocalesy dos mínimos locales(ver figura 7).

1 Aquí es necesariohacerunaciertamatización;véasela observaciónIV.4.3
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Figura 7 : un nudo de dos puentes.

En particular,los enlacesde dos puentestienenexactamentedos componentes.Estosnudos y enlaces

han sido estudiadosy clasificadoscompletamentepor Schubert ([SbJ). Se llaman también nudos o

enlacesracionales,porquese puedeasociaracadanúmeroracionalp/q un nudo o enlacede dos puentes,

representadocomo muestrala figura 8.

Denotaremospor [p/q] el nudo o enlace racional asociadoal númerop/q ; [p/q]

es impar, y un enlacesi p es par. La clasificaciónde Schubertdice que [p/q] y [p’/q’]

nudoso enlacesno orientados)si y sólo si p = p’ y q~’ q’ modp.

es un nudo si p

coinciden(como

El amplio conocimientoque se poseesobrelos nudosy enlacesde dos puentes,facilita en gran

medida el estudiode las estructurascónicas en 53 que tienencomo singularidaduno de estos nudos

o enlaces. Por unaparte, el espaciode representacionesdel grupo fundamentalde su complemento,

~ri(S3\ ~p/q~), en PSL(2,C) Iso$H3) , es bienconocido y computableen la práctica(cf. [Bu],

[I-ILM
2]). Por otra parte, sc sabeque siempreexiste unaestructurade orbiforma esféricaen 53 con

singularidadcualquiernudo o enlaceracional y ángulo cónico igual a rr (cf. [Sb]). Estaestructurase

conoce bien y poseeun dominio de Dirichlet muy sencillo. Por tanto, siemprese tiene aseguradoun

punto de partidaparacomenzarla construcciónde poliedrosde Dirichlet deformados.Además,ya para

un enlace tan simple como el enlacede Whitehead(o enlaceracional [8/3], ver figura 9), se producen

Figura 8 : el nudo racional [5/3].
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muchostipos distintos dc degeneracionesinteresantes.Sin embargo,si bienel métodoes potencialmente

aplicableacualquiernudo o enlaceracional,las dificultadescomputacionalesqueaparecenen la práctica

son insuperablessalvo en los casosmás sencillos.

De los ejemplosquese construyenconesteprocedimientoen el capítulo II de estatesis,destacamos

aquí los dos en que se producendegeneracionesen estructurasgeométricasno euclideas:

• Una fanúlia de estructurashiperbólicascónicasen la variedadobtenidapor cirugíade Dehn de tipo

o en el nudo de a ocho, con singularidadel ánimade la cirugíay ángulocónico quevariaentreO y

2ir. Cuandoel ángulocónico se haceigual a2í, se produceunadegeneraciónen unageometríade
*

tipo Sol.

• Una familia de estructurasesféricascónicasen Y , con singularidadel enlace de Whiteheady

ángulo cónico constantementeigual a ir en una dc las componentesdel enlace. El ángulocónico

a en la otra componentevariaentre w y <2 , y cuandoa se hace igual a <2 se pmduceuna

degeneraciónen una orbiformaNil.

El nudo de a ocho El enlacede. Wliite.head

Figura 9

Aparecenademásde maneranaturalnuevosmodelosparalas geometríasSol y Nil (tambiénencontrados

independientementeporE. Molnár rMolj y por B. ‘Riel [Thi]), quepermitenpasarcon continuidadde cada

unade estasfamiliasde estructurascónicasalaestructurageométricalímite (Sol o Nil, respectivamente),

medianteun adecuadocambio de escala,

Paraconstruirestosejemplosha sido imprescindibleutilizar el programaMathematiea,debidoa la

magnitudy complicaciónde los cálculos involucrados.

Finalmente,en las secciones1 y 2 del capítulo 11 de la tesisse estudianotras estructurassingulares

en el nudode aocho,queaparecende modonatural,perono se conocenbieny sonnuevasenla literatura.

Se tratadeestructurasproyectivasrealesen Y ,singularesen elnudo de aocho,cuyogrupo deholonomía

estácontenidoen PSO(2,2) , elgrupode transformacionesproyectivasde RE>3 quepreservanla forma
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cuadráticang + s4 s4 — sc~ . Ahorabien, el grupo ortogonalSO(2,2) es el grupode isometriasde la

pseudoesfcraS~ = { (ro, z1,sc2,sc3)GR
4 ¡¿±4—sc~ —4 = —1 } ,quees unavariedadde Lorentz

de curvaturaconstante(cf [O’N]). Por tanto, se puededar otra interpretacióndistinta a las estructuras

proyectivasrealesantesmencionadas,en términos de métricas de Lorentz. Concretamente,se puede

descomponer~3 en dos bolas,tales que en el interior de cadaunade ellas estádefinida unamétricade

Lorentz de curvaturaconstante,que tiene una “singularidad” (análogaala de una variedadnemanníana

cónica) en los arcosdel nudo de a ocho contenidosdentro de cadabola.

El hecho de que aparezcande modo natural, ademásde las ocho geometriasde Thurston,otras

geometríassemí-riemannianas,motivó la búsquedade unafórmuladc Schláfli paracalcularel volumen

de poliedroscontenidosen hipercuádricassemi-riemannianas(tales como la pseudoesferaS~). En la

sección3 del capitulo11 se obtieneestafórmulay en las secciones4, 5 y 6 semuestranotrasaplicaciones

de ella en contextosdiferentes.

Resumiendo,los principales resultadosobtenidosen esta tesisson los siguientes:

— Se da unademostracióncompletade la existenciadc poliedrosde Dirichlet paravariedadescónicas

(hiperbólicas,esféricaso euclideas)con ánguloscónicos<2ir

— Se describede modo general la variación de los poliedros de Dirichlet cuando se deformauna

estructuracónicadada.

— Comoconsecuencia,se obtieneun algoritmo generalparaconstruir familias continuasde estructuras

cónicas(con ángulos <2n} en una 3-variedad,unavez conocidaslas correspondientesrepresenta-

cionesde holonomía,y conocidoun poliedrode Dirichlet paraun valor concretodel ángulocónico.

— Se aplica este método a varios ejemplosparticulares, que permiten visualizardegeneracionesde

estructurashiperbólicaso esféricascónicasen otras estructurasgeométricasde distinto tipo (Sol o

Nil).

— Se observala aparición,de maneranatural,de nuevasestructurasgeométricasconholonomiasemi-

riemanniana,lo cual lleva ademostraruna fórmula de Schlátli parael volumende poliedrosen

hipercuádricassemi-riemannianas.

Otros ejemplosinteresantesque se esperapoderestudiaren un futuro próximo, con las técnicasdesarro-

lladasenla tesis, son:

— unafamilia de estructurashiperbólicascónicasen consingularidadel enlacede Whitehead,que

degeneranen unaestructuraPSL(2,R)

— una familia de estructurasesféricascónicasen 53 con singularidadel nudo de a ocho y ángulo

cónico mayor que ir. (Se esperaque ocurra algúntipo especialde degeneracióncuandoel ángulo
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cónico se hagaigual a 4~r/3 , y sedamuy interesantepodercomprenderla).

Quedanabiertoslos siguientesproblemas,más dificiles:

— Describirde modo generalel poliedro de Dirichlet de unavariedadcónicadirectamentea partir de

su holonomía,sin necesidadde realizardeformaciones.

— A la vistade los ejemplosde degeneracionesque se estudianen estatesis, abordarel problemain-

verso,de “regeneración”de estructurasSol,Nil o PSL(2,il) (cf. [Hoij). Esdecir,partiendode una

de estasestructurasgeométricas,estudiarla posibilidaddc aproximaríapor estructurashiperbólicas

cónicas.Paraello, se esperaque puedanserútiles los modelosde Sol y Nil queaparecenen la tesis,

y que la regeneraciónde las estructurasSol y Nil se puedahacerde ¡nodo análogoa la regeneración

de estructurascuclideasvistaaqui.

Parafinalizar, comentamosbrevementela estructuraciónde la tesis. En el capitulo ¡ se exponen

algunosresultadosconocidossobreestructurascónicasen la esfera~3 con singularidadun nudo o enlace

de dos puentes,y se describeel procedimientode construcciónde poliedrosde Diriclilet parafamilias

continuas dc estructurascónicas. En el capitulo II se muestran los ejemplos concretosconstruidos

medianteesteprocedimiento.En e! capitulo III se demuestrala existenciade poliedrosde Dirichlet para

variedadescónicascon ángulos< 2ir . En elcapitulo IV seestudiala variaciónde un poliedrode Diriehlet

dado, al realizardeformaciones,y se demuestrala generalidaddel procedimientodescrito en el capítulo

1. Por último, en el capítulo V se describenlas nuevasestructurasconholonomíasemi-riemanrnana,y se

pruebala fórmulade Schláfli parahipercuádricassernx-nemannlanas.
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Capítulo 1

UN NUEVO MÉTODO DE CONSTRUCCIÓN DE
ESTRUCTURAS CÓNICAS EN NUDOS O ENLACES DE
DOS PUENTES

INTRODUCCION

En esteprimer capitulo se exponenalgunosresultadosconocidossobreestructurascónicas(hiper-

bólicas,euclideaso esféricas>en laesferaS~ , con singularidadun nudo o enlacede dos puentesy ángulo

cónico cx <ir , y se describede modo generalel nuevométodoque se usaráen el capítulo siguientepara

construirexplícitamentealgunosejemplosconcretosde dichasestructurascónicas.

2w
Dadoun nudoo enlaceracional no toroidal jp/q3, seconjeturaqueexisteun ciertovalor ah ci ~—, ir)

3

(que dependedel nudo o enlace), tal que 53 tiene una estructurade variedadcónica con singularidad

jp/q] y ángulocónicoa (igual en ambascomponentes,si fp/q] es un enlace),quees:

• hiperbólicasi O < a < aj,

• euclídeasi a aj~ ; y

• esféricasi CYI~ < cx ir.

De hecho, del estudiode las representacionesde ir
1 (S

3 \ [p/qj)en SL(2, C) (cf. [Bu], [HLM
2]) se

deduceque, fijado un nudo o enlace jp/q) , no puedenexistir estructurashiperbólicascónicasen Y

con singularidad Ip/q] y ángulo cónico arbitrariamentepróximo a ir . Los argumentosutilizados en

la demostracióndel Teoremade los Orbifolds (cf [BP], [Ho2], [Zh]) llevan entoncesa la conclusión

de que existe cx;~ ci f—, ir) (dependientedel nudo o enlace [p/q]) tal que para cadaa ci (O, a;,) , Y

admiteunaestructurade variedadcónicacon singularidad(p/qI y ángulocónico a, que es hiperbólica

si O < cx < a~ y cuclideasi cx = a~. . Además,existeun e > O (tambiéndependientede {p/q3) tal

queparatodoa ci (ah, a~+ e) 53 tieneunaestructuraesféricacónicaconsingularidad[p/q3y ángulo

cónicoa (cf. [Po]). Tambiénse sabeque 53 siempretieneestructurade orbiformaesférica(“orbifoid” en

inglés), consingularidadde ánguloir en cualquiernudo o enlaceracional ([Sb]; comparar[Con),[Mo2]).

Por otra parte,hastaahora la única construcciónexplícita de una de estasfamilias uniparamétricasde

estructurascónicasen un nudo racional,es la contenidaen el articulo de Hilden, Lozanoy Montesinos,

“On a remar/cablepo¿yhedrongeometrizingIhefigure eight knot cone-manifolds”(JjHLM1]), del que
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arrancaestatesis. lEn esearticulo se describen,mediantepoliedrosconcretos,las estructurasgeométricas

cónicasen el nudo de a ocho, conángulocónico entre O y ir

El objetivo de estecapitulo es proponerun método distinto paraconstruirestasestructurascónicas

en nudos o enlacesracionales,que presentala ventajade ser aplicable con mayor generalidad. Con

este nuevométodo,en el capítulo II reaiizaremosde nuevo, desdeel principio, la construcciónantes

mencionadadel articulo [HLM1], y construiremosademásotros ejemplosde estructurascónicasen el

enlace de Whitehead(o enlace racional [8/3]) para diversasfamilias de ángulos cónicos. El método

es general,y potencialmenteaplicable a todos los nudos o enlacesde dos puentes Sin embargo,en

casosmás complicadosque los descritosen el próximo capitulo, las dificultadescomputacionalesson

prácticamenteinsuperables.

El método consisteen construir explicitamentepoliedrosde Dirichlet para las estructurascónicas

que se buscan,apartirde las correspondientesrepresentacionesde holonomia.

Para explicar esta frase, vamos a pensar primero sólo cii las estructumshiperbólicascónicas,

Recordemosprimero algunasdefinicionespreliminares,bienconocidas(cf. [MM] o [Thu2]). Suponga-

mos que M es una 3-variedadhiperbólica cónicacon singularidadun cierto enlace 12 ci M y ángulo

cónico a < 2ir . Entoncesel complementodel enlacesingular, Al \ 12 , es unavariedadhiperbólica. Se

puedeencontrar,pues,un atlas modeladoen , formado por cartas~ EL -e H
3 cuyos dominios

recubrenM\12 , talesque el cambiode coordenadasstyk’ entredos cartascualesquieraes la restricción

de unaisometriahiperbólica. Si pensamosen lacubiertauniversalde M\12 , AS ,comoel espaciode

clasesde homotopiadc caminosen Al \ 12 quecomienzanen un punto basedadosco , entoncespodemos

definir unaaplicación1) : M\12 -e como sigue. Fijamosprimero una carta inicial 9% : Uo —~

que contengaal punto basesc
0 . Dado un camino y Cfi M \ 12 queempiezaen sto , lo recubrimospor una

cantidadfinita de cartasU0,... tJ~, , comenzandosiemprepor la carta inicial fijada, y de maneraque

cadacartase solapecon la siguiente.Podemos“ajustar” la segundacarta~ : U1 -e fl
51 , componiéndola

conunaisornetríade U3 , de modo quecoincidacon laprimeracartaenla intersecciónde susdominios.

Repitiendoel procesosucesivamentepara las restantescartas,podemos“prolongar analiticamente”la

carta inicial 9% a lo largo del camino ‘y , hastallegar a una última carta ~‘,. . Definimos entoncesla

aplicación D : M\12 —÷ E3 de modo que la imagenpor D de la clasede homotopíadel camino -y.

coincidacon la imagendel extremode ‘y por lacartafinal a’,, . Se puedeprobarque fi) estábien definida

y es un homeomorfismolocal. Se llama aplicación desarrolladora de lavariedadhiperbólicaNf \ 12 , y

estádefinida a menosde composiciónconunaisometríade U3 (dependiendode la cartainicial elegida).

En particular,si el camino‘y es cerrado,entoncestanto la cartainicial 9% : U
0 —* comola carta

final 9% tJ~, —* U
3 contienenal punto basesc

0 . El cambiode coordenadas9%~¿í es restricciónde una
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¡sometriahiperbóliea~. Laaplicaciónp iri(M\12,sto) —> Iso(H5) quealaciasede homotopiade’y

le asociala isometria~ es un homomorfismobiendefinido y se llama homomorfismodc holonom’ía

de la variedadM \ 12 . Estádefinido a menosde conjugaciónpor una isometriadc RS . Su imagen

p(iri (114 \ 12, st

0)) c lso(H
5) se llama grupo de holonomíade Al \ 12 . El hechode que M seauna

vanedadcónicacon singularidad 12 , implica que p envialos meridianosde las componentesde 12 a

rotacionesde H3 , cuyosángulosson los correspondientesánguloscónicos.

Elemplo: aplicación desarrolladora para un loro cuclideo.

Si todos los ángulos cónicos son de la forma con n e N , entoncesel grupo de holonomía

n

o p(iri (M \ 12)) es un subgrupodiscreto de Iso±(fl3) y la variedadcónica M es de hecho una

orbiformahiperbólica,isométricaal cocientede H5 por la acciónde O (cf [MM]). Si se elige cualquier

punto O de H2 que no quedefijo por ningún elementode O, entoncesse puededefinir el dominio de

liiriehlet paraU centradoen O,

p { st c R5 ¡ d(st, O) =d(st, g(O)) paratodo g ci U}

Estedominio de Dirichlet F es un poliedrocompactoy convexode H3, quees un dominio fundamental

parala accióndel grupo de holonomíaO. Suscarasse puedenidentificar dosa dos medianteisometrías

de U dandocomoresultadola variedadcónicaM R3/U

Ahora bien, en el capítulo III probaremosque paracualquiervariedadhiperbólicacónicacompacta

M cuyosánguloscónicosseantodos< 2ir ,sepuedeencontrarun poliedrohiperbólicocompactoP (con

un númerofinito de caras),cuyas carasse identifican dos a dos medianteisometriashiperbólicaspara

dar lugara la variedadcónicaM. Estepoliedro se define desarrollandoen E3 el complementoen M

de la f’ractura (“cut-locus” en inglés) con respectoa un punto basedado. Además,si todos los ángulos

cónicosson < ir , entoncescl poliedro P es convexoy se puedeescribirde la forma

P = { st ci H3 ¡ d(st,O) =d(st,pg(O)) paratodo g E E }
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dondeO ci H5 es el punto basede P , E es un cierto subconjuulofinito de ir

1 (Al \ >2) y p es la

holonomíade Al \ 12 . Por tanto, estepoliedro F es una generalizacióndel dominio de Dirichlet de

unaorbifonnahiperbólica,y se llamarápoliedro de Dirichíel de la variedadhiperbólicacónicaAl, con

centroen el punto O.

Un teoremade existenciade poliedrosde Dirichlet paravariedadeshiperbólicascónicasha sido ya

enunciadoy utilizado (sin dar ningunademostracióncompleta)por Hodgson([Ho2]), Kojima (¡Ko]) y

Zhou ([Zh]). Comohemosdicho antes,el poliedrode Dirichlet se define,tanto en esostrabajoscomo en

el capituloIII de estatesis, desarrollandoen H
5 el complementoen Al de la fraeturao “cut-locus” con

respectoa un punto basedado. El capítulo III de estatesis estádedicadoa demostrarcondetalle que de

esemodo se obtieneun poliedro compactoconun númerofinito de caras,quees un poliedrode Dirichlet.

Aunquela ideano es nueva, la demostraciónno ha sido escritanuncacondetalle. La demostraciónque

damosaquítiene la ventajaadicionalde proporcionarademásuna descripcióncompletadel poliedro dc

Dirichlet, quepermiteconstruirloexplícitamenteen casosconcretos.En cl capitulo III veremostambién

queexisten poliedrosde Dirichlet paravariedadescuclídeasy esféricascónicascompactascontodoslos

ánguloscónicos< 2ir . Todo esto justifica la detalladademostraciónque ofrecemosaqui.

El poliedrode Dirichlet E> es, pues,el conjuntode puntosquedistandel punto baseO menosque de

cualquierade sus imágenesp’y(O) porun cierto subeonjuntofinito 1’ de irí(S3 \ [p/q]) . En la hipótesis

de queexistaunaestructurageométricacónicaen 53 con singularidad [p/q] , nos planteamosel problema

de encontrarun poliedro de Dirichlet E> paraella. El primer paso es determinarla representaciónde

holonomíade la hipotéticaestructurageométricacónica. El segundopasoes determinarel subconjunto

finito E de ir¡(S%[p/q]) quesevaautilizarparadefinirelpoliedroE>. Vamosacxaminaracontinuación

cadauno de estosdos pasos.

Determinaciónde la representaciónde holonornía.

Supongamosen generalque M es una 3-variedadorientablecon una estructuracónicahiperbólica,

cuclídeao esférica,de singularidadun enlace12 c M y denotemospor X el espaciomodelador
14i E

3

o Y, respectivamente.Denotemospor lso±(X)elgrupo de las isometríasque preservanla orientación,

es decir, lso~(H5) Y l-’SL(2, C) , Iso~(E5) R3 ~< SO(S) , y íso~(S~) Y 50(4) . Denotemos

por Iso~(X) su cubiertauniversal, es decir, Jso~(H5) SL(2,G) , Iso~(E5) a~1 ~< 511(2)

y Iso~(S~) Y SU(2) >< SIJ(2) . Entoncesel homomorfismode holonomíade M \ >2 , ,o: irí(M \ 12) -e

Iso±(X) , se levantaauna representación~3: iri(M \ 12) —Á iso±(X)([Cu], ver también [CM]). Por

tanto,en el casocuclídeo,cíhomomorfismoj: irí(M\12) IsWYE5) tieneasociadaunarepresentación

de irj (M\12) en SU(2) < SL(2,C) . En el casoesférico,el homomorfismo¡~: ir~ (M\E) — iI=(s~)
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da lugar a un par de representaciones(p’, P2) de ir
1 (M \ 12) en SU(2) < SL(2,C) . En resumen,las

holonomíasde las hipotéticasestructurashiperbólicas,cuclídeasy esféricasse puedendetectartodasellas

dentrodel espaciode representacionesde ir1 (M \ 12) en SL(2,C) . Estaes unaideade Hilden, Lozano

y Montesinos([HLM4j), empleadapor Porti en [Po].

En consecuencia,para encontrarel homomorfismode holonomiap , es útil poder determinarel

espaciode representacionesdel grupo fundamentaldel complementode la singularidad,z¡(M \ 12) , en

SL(2,O) (a menosde conjugación). Esteespacioestáa su vez íntimamenteligado al llamado “espacio

de caracteres”de representacionesde iri(M \ 12) en SL(2,O> . De hecho,“casi” existeunabiyección

entreambos: enmuchoscasosun punto del espaciode caracteresdeterminaunaúnicarepresentaciónde

iri(M\12) en SL(2,C) ,amenosde conjugación(cf jjí másabajo). Unavez elegidoun conjuntofinito

de generadoresde ir> (M \ 12) , el espaciode caracteresse puede identificar con un conjunto algebraico

cerradodentro de un cierto Ctm (cf [CS]; véasetambiénuna construcciónexplicitaen [GM]).

Parael caso en que M — Y y 12 es un nudo o enlace racional Lp/q], el espaciode caracteres

de representacionesde iri(8
5 \ jp/q]) en SL(2,C) es bien conocido(cf [Bu] y [LILM

2]), y se puede

determinarmedianteun procesorecursivodescritoen [Bu] y [HLM=[, e implementadoyaenun progrann

de ordenadorpor Hilden, Lozanoy Montesinos, En la sección 1 de estecapitulo se haceun resumende

algunosresultadosconocidossobreel espaciode caracteresde un nudo o enlaceracional.

Unavez calculadoel espaciode caracteres,todavíahayque decidir quépuntoscorresponderánalas

holonomíasde las estructurascónicasbuscadas.Porunaparte,se sabequelaholonomiade unaestructura

cónica envíalos meridianosdel nudo o enlace singulara rotaciones,de ángulos los correspondientes

ángulos cónicos. Por otra parte,la estructurade orbiforma esféricade ángulo ir en cualquiernudo o

enlaceracional es bienconocida,y se puededetenninarel par de representacionesde ir1 (53 \ jp/qj) en

SU(2) quelecorresponden.Con estainformaciónes posibledetectarfácilmentelos puntosdel espaciode

caracteresquecorrespondenarepresentacionesde holonomiade hipotéticasestructurascónicas,siguiendo

unaideade Hilden, Lozanoy Montesinos([HLM4]). (Un procedimientomásgeneral,peromenospráctico

en el casode dos puentes,es el desarrolladoen 1982 por Riley (IRi2]), y empleadoen [HLM2] con el

nombrede “test dc Sliiníizu”). En el caso de un nudo racional, el espaciode caractereses una curva

algebraicaafin en 02 , y los puntosque correspondena hipotéticasholonomíasfonnanuna “rama” de

esta curva, que denominamos“ramaexcelente” (cf [HLM2], [PI2]). Cadavalor del ángulocónico a
2w

entreO y ir tiene asociadoun par de puntos de esta rama. Existe un valor aj, ci [—, ir) tal que:3

• si O <a <ah , los puntosdcl parasociadoa a son conjugados,y’ correspondena dos representa-

cionesconjugadasen SL(2,O) (que son las holonomiasde dos hipotéticasestructurashiperbólicas

cónicasque sólo difieren en laorientación);
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• si a a.~, , los puntos del par asociadoa a coinciden, y correspondena una representaciónen

SU(2) (que es la partede rotacióndc la holonomíade una hipotéticaestructuracuclídeacónica);

• si aj~ < a ir , los puntosdel par asociadoa cx son realesy distintos,y correspondena dos repre-

sentacionesen SU(2) . Ordenándolasde las dos manerasposibles,se obtienendos representaciones

en SU(2) x SU(2) (queson las holonomiasde dos hipotéticasestructurasesféricascónicasquesólo

difieren en la orientación).

Finalmente,tenemosque pasarde puntos del espaciode caracteresa representacionesde ir
1 (S~ \

(p/q]) en 513(2,C) . Esto se haceen la sección2 de estecapítulo. Ahora bien,en cl casohiperbólico

(es decir, cuandoO < a < a1),nos interesaconstruir los poliedrosde Ditichlet hiperbólicosdentro del

modeloproyectivo (de Kleín) de }J3 , el máscómodoparaestefin porqueen él los planoshiperbólicosse

ven comoplanoscuclideos. Porello, en la sección3 expresamoslas holonomiashiperbólicascalculadas

en la sección2, como representacionesen la componentede la identidaddel grupo 80(3, 1)

Más en general, paracualquiervalor a del ángulo cónico entre 1) y ir , nos interesaexpresarla

hipotética holonomíacorrespondiente,como una representaciónde ir1 (55 \ [p/q])en un subgrupode

CL(4, R) : en la componentede la identidaddel grupo 50(3,1) si O < a < aj, ; en el grupo de

isometríascuclídeassi a a’, ; y en 50(4) si a;, < a ir . En la sección4 dc estecapítulose explica

cómo haceresto de maneraautomática.

Determinacióndel poliedro de Dirichlet.

El estudiode estepunto, en un contextogeneral,se realiza en los capítulosIII y IV de esta tesis.

En la sección6 dc estecapitulo se anticipany explican algunosde los resultadosque se probaránmás

tarde,ilustrándoloscon ejemplos.En general,a partir de la holonomiade unavariedadcónicaconipacta

concreta,no podremosdeterminarel subeonjuntofinito 1’ G ir1 (M \ 12, sto) que proporcionael poliedro

de Dirichlet E> concentro en un punto dadoO (éstees un problemaabiertomuy interesante,pero dificil).

Sin embargo,partiendode una holonomiacon un poliedro de Dirichlet conocido,podremos“deformar”

esepoliedroparaobtenerpoliedrosde Dirichlet paraotrasholonomiaspróximas. En el casode un nudo o

enlacede dospuentes,tenemosaseguradoun punto de partida: el dominio de Dirichlet parala estructura

de orbiformaesféricade ángulo ir que se describeen la sección5, y que segurameiÉeeraconocidoya

por los primerosgeómetrasque trataronestostemas:Tietze, Reidemeister,Seifert,Threlfall, cte. (véase

por ejemplo la seccióndedicadaa los espacioslente en el libro [ST]).

Finalmente,en la sección6 se enuncianalgunaspropiedadesútiles de los poliedrosde Oiriehlet,

relacionadascon sus simetríasy con las identificacionesde sus vértices y aristas, que facilitarán las

construccionesdel capítuloII.
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1. EL ESPACIO DE CARACTERES DE REPRESENTACIONES EN 513(2,C) DEL

GRUPO DE UN NUDO O ENLACE DE DOS PUENTES

Vamos a comenzarenunciandoalgunosresultadosgeneralessobreel espaciode representacionesde

un grupofinitamentegeneradoII en 813(2,C) , quese puedenencontrarenel articulo de Cullery Shalen

jCS]. Nadade lo expuestoen estasecciónes novedoso.

Denotemospor I«~) Hom(I1, SL(2,C)) el espaciode todas las representacionesde U en

SL(2,C) . Si 91, , g,. es un conjuntofinito de generadoresde 1] , entonces11(H) se puedever como

un conjuntoalgebraicoafin en

Se define e] carácter de una representaciónp ci R(Fl) como la función y8 : [1 C dadapor

xp(9) tr(p(g)) . Evidentemente,representacionesconjugadastienenel mismo carácter.

La propiedadimportantees queloscaracteresde representacionesdeU en 513(2,C) se puedeniden-

tificar con los puntosde un conjunto algebraico. En efecto,definamosparacaday E fi unaaplicación

11(11) — C por ~-0(p)= tr(p(g)). SeaT el anillo generadopor todas las funcionesTq , (7 ci U.

Entoncesel anillo §13 estáfinitamentegenerado([CS], Prop. 1.4.1). De hecho,si Qí y,. es cualquier

conjunto finito de generadoresde U , entoncestoda ‘7~~ se puedeescribir como un polinomio concoefi-

cientesracionalesen las variables
Tq 1< i < n;r

4,9, ,1 Si <1=n;y Tq,g,g~, ,1=i

([HLM2]). Seaahoral¿~ lt~, un conjuntofinito de elementosde FI tales que~ 11¾,.generanT

(porejemplo, h1,.. , h,,, puedensertodoslos productosde hastatres generadoresdistintosde U). Defi-

namosunaaplicación t R(fl) — C”’ por 1(p) = (tr(p(hi)),.. . ,tr(p(hrn))) , y seaX(fl) = t(R(H))

su imagen. EntoncesX(U) G C~’ es un conjunto a[gebraico cerrado([CS], Cor. 1.4.5). y existe una

biyecciónnaturalentreX(H) y el espaciode caracteresde representacionesde 11 en 813(2,C) . Aunque

X(H) dependede laeleccióndelos elementos í, ... , hm talesque ‘rh1 i-j,,~ generanT , la biyección

natural entre los X(fl) correspondientesa dos familias distintasde tales elementos,es un isomorfismo

de conjuntosalgebraicos. Por tanto, X(U) estábien definido a menosde isomorfismo canónico,y se

llamaráespaciode caracteresdel grupo III

Como representacionesconjugadastienenel mismo carácter,la aplicaciónt : R(U) — X(H) Ci C”’

induceunaaplicación 1 del espaciode clasesde conjugaciónde representacionesde 11 en 513(2,C) (que

denotaremosR(H) = R(FI)/SL(2, C)) en el espaciode caracteresX(U) . Aunqueestaaplicaciónno

es ínyectiva, su restricciónal subconjuntode las representacionesirreducibleslo es. (Unarepresentación

p E fi(H) es reducible si todoslos elementosde pQll) tienen un autovectorcomún. En panicular,toda

representaciónabelianaes reducible). Puesbien, si p y son dos representacionesde 11 en 513(2, C)

con el mismo carácterx8 = Xi” , y si p es irreducible, entoncesp y p’ son conjugadas(¡§5], Prop.
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u,

1.5.2).

Por otra parte, p Ci 1?4f1) es una representaciónreduciblesi y sólo si tr(p(q)) = 2 para todo

elementog del subgrupode conmutadores1fl~] ([CSJ. Con 1.2.2). En consecuencia,la imagen por

t R.(ll) — X(ll) Ci C”’ de las representacionesreducibles,es una subvariedadalgebraicade X(Il)

Supongamosque p ci 11(H) es una representaciónreducible. Entoncesp es conjugadaa una repre- —

sentaciónpormatricestriangularessuperiores.Pero ahorap’ tieneelmismocarácterquela representación —

p” definida por <(a) = Q; ?~) si ¡i(g) 1$) (cf ¡§5], Con 1.4.5). Por tanto, dada
e’,

cualquierrepresentaciónreduciblep , existeunarepresentaciónabelianaconel mismo carácterque p

u,En resumen,si denotamospor írred(I1) las clasesde conjugaciónde representacionesirreducibles
e’

dc [1 en SL(2,C) , por red(iil) las clasesde representacionesreducibles,y por abel(Fl) las clasesde

representacionesabelianas,entonces: e’

u,
• t 1T+~d(H) — X(FI) es unabiyeeciónsobresu imagen,y c’({(1F71(FI))) irred(H) . —

• t(red(Ffl) = [(abel(H)) es unasubvariedadalgebraicacerradade AJE)
u
e.

Caso particular: el espaciode caracteresdel grupo de un nudo o enlace racional —

e’,

Supongamosahoraque [p/q]es un nudo o enlaceracional en 53 , Recordemosla clasificaciónde
e’

Schubertde estosnudoso enlaces([SU]): fp/q] = [p’/q’]si y sólo si p = y! y ó bienq ±q’(rnodp) , ó
u’

bien qq’ Sl(mod p) . Siempresupondremos,sin pérdidade generalidad,queq es impary 1 =q <p .

Aun asi puedehabervarios representantesdel mismo nudo. Por ejemplo, 111/3] y [11/7] son iguales,

pues 3 7 —1(nod 11) . e’

e’,

SeaII ir
1 (Y \ [~q]) el grupofundamentaldel complementode [p/q] en 55 , EntoncesFI admite —,

e
unapresentacióncondos generadoresa, b (que correspondena dos meridianosdel nudo o enlace)y una

e
únicarelación (cf [HZ]).

e’

e’

e

e

e’

e’

e’

e

e’

e

e

e’

e’

e’

e’

e

e,

e

e

Figura /
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Si Lp/q] es un nudo (rcsp. un enlace),entoncesp es impar (resp. par), y

11 = ¡a,b : ain=u’b[ (resp.FI = ab arv

dondete —~ bClaC2 ... a%3b’½2a~~1(resp. te = b61a62 . . b½<~aaer~abcr~1),siendo~ e {±1}el signo

de iq reducido módulo 2p en el intervalo (—p, p) . Llamaremosa estapresentación,la presentación

estándardel grupo ir
1 (SS\ [p/q]) , parael representantep/q del nudo o enlace{p/q] . Así porejemplo,

parael nudo 11/3 se tiene:

múltiplos de 11: 11 22
múltiplosde3 3 (3 9 12 15 18 21 24 27 30
signosej . + -1- + — — — + + +

y por tanto te = babc’V’o7’lt’aba . En cambio,parael nudo 11/7 se tiene

múltiplos dc 11: 11 22 33 44 55 (36
múltiplos de 7 7 1-4 21 28 35 42 49 56 63 70
signose~ + --- -~ + — — + — — +

y por tanto te = ba’V’alE’c§’baz’ka - Por tanto,haydos presentacionesestándardistintaspara

el mismo nudo [11/3] = [11/7] (la presentaciónestándarno es un invariantedel nudo).

Denotemospor f?Lp/q] el espaciode representacionesde wi(S
5 \ jp/q]) en 513(2,0), y por X[p/q]

el espaciode caracteres Por lo visto anteriormente,X[p/qj es la imagende la aplicación

p —-—-——---—-— (tr(p(a)) tr(p(b)), tr(p(ab)))

Si [p/q] es un nudo,entonceslos meridianosay b son conjugadosen irdS5\ ~/q]) , y por tanto

tr(p(a)) = tr(p(b)) paratoda p . Si p es una representaciónreducible,entoncestiene el mismo carácter

que una representaciónp’ por matrices diagonales,parala cual necesariamentees p’(a) = p’(b) . En

consecuencia,tr(p(ab)) = tr(p’(ab)) = tr(p’(a2)) = tr(p’(a))2 — 2 tr(p(a))2 — 2 . Por tanto, si en

C2 consideranioscoordenadas(E = tr(p(a)), 2 tr(p(a14)) y definimos la aplicación

1 R[p/qJ ~

p —.-—---.——.— (£=tr(p(a)),2=tr(p(ab)))

entoncesla imagende las representacionesreducibleses la parábola2 = £2 — 2 . Se puedeprobarque

la imagen de las representaciones no abelianas es una curva algebraica afin 0[p/q] , que vienedada

poruna ecuaciónpolinómicaen £y £2 que es mónicade grado (p — 1)/2 en la variable2 y tienegrado
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(q — 1)/2 en la variable £2 . (El hecho de que ¡a variable£ aparezcasiempreal cuadradose debea

la siguienterazón: si f) Ci Rjp/q] , entonces—p tambiénes una representaciónde ir1 (S
3\ ~p/qfl en

SL(2,C) , porquela relación awb’v<> es de longitud par). Además,la curvaO[p/qJ cortaa la recta
2iru —.1

£ = Gen los (p— 1)/2 puntosrealesdistintos (0, —2 cos(—)) u = 1 (cf [Bu] y [HLN4j).
p 2

La intersecciónde C[p/qj con la parábola2 = £2 — 2 correspondea las representacionesreduciblesno

abelianas(que siempreson metabelianas),cf [(SiM]y [1-fLM
2].

Se tiene un resultadoanálogoen el casode un enlace racional {p/q3 , si nos restringimosa tas

representacionesp : ri(S
5 \ [p/q]) — SL42C) tales que tr(p(a)) tr(p(b)) . La imagen de las

representacionesno abelianasqueverifican estacondiciónadicional,es entoncesunacurvaafin C[p/q] Ci

C2 dadapor unaecuaciónpolinómica en las variables£2 = tr<p(a))2 y 2 = tr(p(ab)) , que es mónica

de grado (p 2)/2 en la variable 2 . Además,C(p/qj cortaa la recta £ = O en los (p — 2)/2 puntos
2wv p —2

realesdistintos (0, —‘2 cos(—)) u = 1,... ‘ ‘2 (cf [Bu] y ¡BLM
2]).

p

LlamaremosalacurvaC{p/q], curva de trazas del nudoo enlaceracional~p/q3asociadaal represen-

tantep/q . Así por ejempLo,C[1 1/3] tieneecuación1— 32+22 + 22222—‘27 32222+ 37±VV —22

0, mientrasque C¡11/7) tieneecuación1+1222±147+47~15i~40£22 25V2—472±277~±

4177 + 152422±7+ 2022 ~18222S~ 3£~22+ 77±3227—22 (Si bien la curvaalgebraicaes un

invariantedel nudo,suecuaciónno lo es). La curvade trazasse puedecalcularmedianteun procesode

recursiónque se describeen los articulos [BuJy [HLM2I, y que ha sido implementadoen un programa

de ordenadorpor 1-tilden, Lozanoy Montesinos.

Si [p/q] es un enlaceracionaly no imponemosningunacondiciónadicionalsobrelas representaciones

de wi(S
3 \ (p/q]) en 513(2,C) ,entoncesel espaciode caractereses una superficiealgebraicaafin, que

es la imagendc la aplicación

1 1?[p/q] —

p — (2= tr(p(a))$= tr(p(b)),2 = tr(p(ab)))

Si p es unarepresentaciónreducible,entoncestieneelmismocarácterqueunarepresentaciónabeliana¡/

paralacual es~2 —2 tr(p’<ab)2) = tr(p’(a) p’(a 62)) trQo’(a)) . (tr(p’(b)) tr(p’(ab)) — t.r(p’(a))) —

tr(p’(b2)) = 2$j$ — £2 ~92 + 2 . Por tanto, la imagendelas representacionesreducibleses la superficie

22— 2~2±22±g2 —4 = 0. Se puedeprobarque la imagende las representacionesno abelianases

unasuperficiealgebraicaafin S[p/q] , que viene dadapor unaecuaciónpolinómicaen st , y y 2 que es

mónicade grado (p — 2)/2 en la variable2. Existe tambiénun procedimientorecursivoparacalcularesta

superficie de trazas S[p/q} , descritoen [BLM
2] e implementadoen el ordenadorpor Hilden, Lozano

y Montesinos.
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Supongamosahoraque el nudo o enlaceracional [p/q] no es toroidal, o lo que es lo mismo, que

q > 1 . Entoncesse sabe<cf [flíu]) que [p/q] es hiperbólico,es decir, su complementoS~ \ [p/q] admite

una estructurahiperbólicacompletade volumen finito. La holonomia de esta estructurahiperbólica

completase levanta a una representaciónPo wi(S3 \ ~p/q]) — 813(2,C) , que es fiel, discretae

irreducible (y en particular,no abeliana). Los meridianosdel nudo o enlace correspondenmediantela

representación
1o0 aelementosparabólicos,luego tr(po(a)) = tr(po(b)) = +2 Cambiandopv por su

opuesta—pu si es preciso,podemossuponerque 2~ = tr(po(a)) = tr(po(b)) = 2 . Se tiene entonces

que el punto (2, ~j~)pertenecea la curvade trazasC(p/q] . Como Po es la holonomíade unaestmctura

hiperbólica de volumen finito, io = tr(po&b)> ci O \ R . Siguiendo a Rilcy ([Ri2]), llamaremos

componente cstcelente de la curva C~p/q) a la componentealgebraicaE[p/qJ que contiene al punto

(2,
2o) , correspondientea la holonomíade la estructurahiperbólicacompletade volumen finito de

Y \ [p/qj . (Obsérveseque la estructurahiperbólicacompletade volumenfinito de S~ \ [p/qj es única

a menosde isometría,por el Teoremade Rigidez de Mostow. Por ello, sólo hay (a menosde cambio

designo)dos representacionesPo ~ de -r;(S3 \ ~p/q}) en 513(2,C) que correspondana holonomiasde

estructurashiperbólicascompletasde volumenfinito en SS \ ~p/q] : ~ es conjugadade Pu medianteuna

¡sometriade H3 que invierte la orientación,y tr(~<jab>) = tr(pu(ab)) ).

Por otra parte,se sabe(cf [Sbl) que la cubiertadoble de ~S ramificadaenel nudo o enlace[p/qj

es el espaciolente L(p, q) , que tiene una estructuraesférica(cf [STj). En consecuencia,55 es una

orbiforma esféricacon singularidad {p/q) de ánguloir . La holonomiade estaorbifonna esférica se

levantaa una representaciónp,. : ir;(S5 \ !p/q)) — SU(2) x SLJ(2) 50(4> (cf [Cul). En la sección

5 de estecapitulo se describiráestaestructurade orbiformaesféricacon másdetalle, y se verá que Pr

1 2

correspondea un par de representacionesp,~ , 9r de ir
1 (55 \ (p/qj) en SU(2) , paralas cualeses

tr(p4ja)) = tr(p4(b)) = (1, tr(4(ab)) = —2 cos
1>

tr(¡4(a)) = tr(p’~}b)) = O , tr(4}ab)) = —2 cos
1>

Es decir, p,. correspondeal par de puntos(0, —2cos (q-i-I>r) , <o,—~cos (q1)r) dc la curvade trazas
1’

Cfp/q] (cf. [HLM4J).

Ahorabien, existela siguienteconjeturasobrelas estructurasgeométricascónicasen 53 consingu-

laxidad un nudo o enlacede dos puentes(p/q] no toroidal.

2ir
Conjetura. Para cualquiernudo o enlaceracional no toroidal fp/q), existe un valor cx~ C f—, ir) tal

3
queY es unavariedadcónicacon singularidad[p/q] y ángulocónico cx (igual en ambascomponentes,

si [p/q] es un enlace),que es:
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• hiperbólicasi O < a < a~

• cuclideasi cx = ah y

• esféricasi a;, < a < 71.

Estaconjeturahasido comprobadaen casosparticulares(cf. [HLM1 ,~ y estamismatesis),y en el articulo

[HLM4] se suponeimplicitamenteque es cierta. Por los trabajosde Boileau-Porti(¡HP]>, Burde([BuJ),

2ir
Hodgson([Ho2]>, Porti ([Po]> y Zhou ([Zh]) se sabeque existen ah Ci [—,~) y <y > O tales que

3
es unavariedadcónicacon singularidad[p/q] y ángulocónico cx, que es hiperbólicasi O < a < a;,

cuclídeasi cx = aj, , y esféricasi cxf, < a < ~ + $véasela introduccióna estecapitulo).

De estaconjeturase deducenlas siguientesconclusionessobrela curvade trazas. Consideremosla

proyeccióng(£, 2) = 7, restringidaa la componenteexcelenteE[p/q3 de la curvade trazas.Denotemos

por 7-i(p/q~ la componenteconexade E[p/q] n y ‘([(1,21) quecontiene al punto (2,2o) (correspondiente

a la estructurahiperbólicacompletade volumen finito). Llamaremosa ft[p/qj “rama estce¿cnte” de

la curvade trazas(cf. [HLM2], [Ri2j). Entoncestodoslos puntos(2,2) de U¡p/qJ correspondena la

holonomíadeunaestructuracónica(hiperbólica,enclideao esférica)de 53 con singularidad[p/q¡y ángulo

st
cónico a = 2arccos— . Denotaremospor (SS,jp/q], a) dichaestructuracónica. Entonces(por ¡CZ],

2
ver también[Sb) y [Ho]>.(53, fp¡q] ~ necesariamentees laorbiformaesféricaantesmencionada,cuya

cubiertadoble es el espaciolente L(p, q) con su estructuraesféricaestándar. En consecuencia,K(p/qj
tambiénes la componenteconexaque contienea los puntos(O, —2eos (~±>~)y (0. —2cos (~¡I)~> (cfp o

[HLM4). Topológicamente,fl{p/g} coincideconel resultadodepegardos copiasdel intervalo [0,2] por
el punto 2 cos~ (correspondientea la holonomiacuclidea). De hecho,paracada2 ci [0,2] , los puntos

9

de 2-i[p/qJ cuyaprimeracoordenadaes 2, son (2,2~(2)) y (2,22(2)) , donde:

• zí(
2) y 2~(2> son complejosconjugados,si 2 ces < 2 < 9

9 ___

a;,
•z;(2)=2s(2)cRsi2=2cos-~-;y

a¡
• z;(2) y $~ (E) son dos númerosrealesdistintos si (3 < E < 2cús—

(Ver figura 2).
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2. CALCULO EXPLÍCITO DE UNA REPRESENTACIÓN DEL GRUPO DE UN

NUDO O ENLACE DE DOS PUENTES EN SL(2, C) , A PARTIR DE LA CURVA

DE TRAZAS

Supongamosquep: ir1 (53 \ (p/q]) — 513(2, C) es unarepresentaciónirreducible,que corresponde

a la holonomiade unaestructurahiperbólica cónica en Y con singularidad [p/q] . Si a y 6 son los

dos generadoresde la presentaciónestándarde iri(5
3 \ [p/q]) (que correspondena dos meridianosdel

nudo o enlace),entoncesel grupo de holonomiaO = p(iri(55 \ [p/q])) estágeneradopor í4a) = A y

p(b) = .8 . Estasdos isometriasA y B son dos rotacionesde H5 , de ejes 1A , IB disjuntosy ángulos

a, /3 menoresque ir . (En principio supondremosque puedesercx # ¡9 en el casode un enlace).

Estamosinteresadosen construirun poliedro de Dirichlet paraestaestructurahiperbólicacónica,

dentrodelmodelode Klein de H3 (queenestecasoeselmáscómodo,porqueenél losplanoshiperbólicos

se vencomoplanoscuclideos).Paraello, siguiendoel ejemplodel articulo [HLMj, nos interesaencontrar

unarepresentaciónconjugadade p de maneraque, al pasaral modelode Klein de H5 , los ejes de las

rotacionesA y .8 equidistendel origen de coordenadas,seanparalelosal plano z O , y susproyecciones

sobre el plano z = O tenganal eje st como bisectriz (ver figura 3). Geométricamentees claro que esto

1’

O N 2cos(ah/2)

Figura 2

27



a

siemprese puedeconseguir.

Y

De estamanera,si A y 13 son rotacionesdel mismoángulo, entonceslas tres rotacionesde i 8O~ en

tomo a los ejes coordenadospertenecenal normalizadordel grupo de holonomia,generadopor A y 13

En consecuencia,seriansimetríasde un poliedro de Dirichlet de la variedadcónica dada,centradoen el

origen de coordenadas.(Obsérvesea esterespecto,que cualquiernudo o enlaceracionalse puedecolocar

en R3 dc tal maneraque las tres rotacionesdc 1800 en tomo a los ejes coordenadosseansimetriasdel

nudo o enlace(verfigura 4)). Incluso aunqueA y E seanrotacionesde ángulosdistintos, la rotaciónde

1.800 en tomo al eje z siempreperteneceal normalizadordel grupode holonomia.

Ix

Y
Q

NK

y

Figura 4

Antesde pasaral modelode Klein, vamosa conjugarp en SJij’2 , O) . Paraello, necesitamostraducir

al modelo del semiespaciosuperior de 1V , las condicionesde simetríaenunciadasantesen el modelo

de Klein. Al pasardel modelo del semiespacioal modelo de Klein. el plano fronterizo del semiespacio

se transformaen la esferafronterizadel modelo de Klein porproyecciónestereográficadesdeel poío sur

Figura 3
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de la esfera,y el punto k = (O, 0,1) del semiespaciosuperior,se transformaenel origen de coordenadas

en el modelode Klein (verfigura 5).

3/

Figura 5

Por tanto, lo quebuscamoses conjugarla representaciónp de modo quelos ejesde las rotacionesA

y fi se veanen el semiespaciosuperiorcopio dos semicírculoscolocadoscomo muestrala figura 6. Es

decir, las matricesA, B ci SL(2, C) debencorrespondera dos transformacionesde Móbius cuyospuntos

fijos seande la forma {4, —4} y {-q, —‘4 , respectivamente,y además-q = >4 paraalgún A ci R~

Queremosademásque el punto It = (0,0,1) del semiespacio,seael punto medio entrelos ejes de A y

fi . Comola distanciaentreIt y un punto (0,0, ir) es log 1< , hadeser q¡ = 1/f~¡ . Perocomo i¡ =~,

de aquí se deduceque de hecho rj =

y-

y

Figura 6•
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Comolos puntosfijos de la transfonnaciónde Móbius z — az + 6 son las solucionesdelaecuación
es + d

cuadráticae+ + (d — a)z —6= O, resulta que los puntos fijos serán de la forma ~, —~ si y sólo si a = d

y e ~ O . Por otra parte,como A y B son rotacionesdc ánguloa y /3 , respectivamente,se tiene que

tr(A) = 2 cos~ y tr(B) = 2cos~ . Por tanto, queremosconjugarlas matricesA y /3 simultáneamente2 2

por unamatriz de 513(2,C) de modo que seande la forma

a a /31

~ k senll ces 2)
~ (:os~) — ces — —se

2
donde ~ ci O \ {0}

Geométricamente es bastanteclaro que esto se puede conseguirsiempre que A y 13 no tengan

ningún punto fijo común, es decir, siempreque la representaciónp sea irreducible, como suponíamos

en las hipótesisiniciales. Sin embargo,vamos a ver también una demostraciónalgebraica(que puede

pasarsepor alto si se quiere). Podemospartir ya de quelas matricesA y /3 son de la forma

ces— — sen—
2 2( a ¡ (y

2 2 1)a alsen— ces—

/3

dondea + 4 = 2 ces .~. y ad — be 1 . Primero vamos aconjugar A y 13 simultáneamentede modo

que ambastengan las dos entradasde la diagonal iguales. Si ya es a = di entoncesno hay que

¡ ces — sen~
hacernada. Supongamosque a ~ di . Al conjugar A por matricesdel tipo T — Y ser,4t’ (:os~b)
no varia. Por otra parte. la matriz T8T

1 tiene las dos entradasde la diagonal iguales si y sólo si

aces2~ + dseri2~—(6 + e) seri=bcos~5= aseri2~+ dices2~ + (6±e)sen~cos<, es decir, si y sólo si

b+e 6±
cet(2~)= —~2 . La condiciónnecesariay suficiente paraque existaun tal ~ es que «

a—di a—d

es decir,que ni i ni —i seanpuntosfijos de la transformaciónde Mébius 13 . Dicho de otra forma, que

13 no compartaningún punto fijo con A . Si la representaciónp es irreducible,estacondición se cumple,

y por tanto podemossuponerque A y 13 son de la forma

cx ¡ /3 1 fIN
8— —¿e cos— ——sean

2~ 2 j~ 2
— pt ser;— ces— )

/3
2 2 2 2

dondeji ci O , jí < O. Conjugandoahoraambasmatricespor ( ~/i %~) , dondee
2 — ~, ~
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obtienenfinalmente
a

es —

2
¿eh—

i4se;i)

y

/3 i /3ces— — sen—2 4 21

z4~ sen2 ces2)
2

donde4 ci O \ {O} , como quedamos.

Resultaconvenienteescribir 4 en la forma 4 = e<~6 , dondesiemprepodemossuponerdi > O y

O < O <z <2 - Los parámetrosdi y O tienenun significadogeométricoclaro: 20 = 2arg(4) es el ángulo

que formanlos ejes de A y II , y 2di = 2 log ~ es la distanciaentrelos ejes de A y fi . Así pues,

¡ a

= icdc¡+tú)sen~2

a
sen—

ces

/3
y 2B=(ed+iosel

/3
ie<áÁ.íÚ) sen—

/3ces—
2 ¡

donde di es la mitad de la distanciaentre los dos ejes de rotación,y O es la mitad del ánguloentre los

dos ejes. Obsérveseque cuandoa = /3 , fi es la traspuestade A

Determinaciónde a , di y O a partir de la curva de trazas,cuandoa = /3

Si a = /3 entonces

concretamenteal punto (2

es la ecuaciónde la curva

de £ y 2. En realidad~en

la representaciónp correspondea un punto de la curva de trazasC[p/qj

= tr(A) = 2ces(a/2), 2= tr(A13)) . Comolo queconocemosen principio

de trazasen las variablesE y 2, nos interesaexpresara , di y O en términos

vez de 2 y 2 es más convenienteutilizar las variables

a
st = £2 — 4 = tv(A2) —2= —4 sen2—

2

z = 2—2 = tr(AB) —2

(Recuérdeseque la variable 2 siempreapareceal cuadradoen la ecuaciónde la curvade trazas>.

La relación dcl ángulocx con la variable st es obvia. Por otra parte,teniendoen cuentala fornía de

las matricesA y 13 , resultaque

z = tr(AB) —2

2 _ 2 ‘1 (cos2 —2(d+iO)= (cos2 cx _ 2(d+iÚ) sen2~ + — e sen2ft) —2

= 2 ces2— — 2 — 2 eosh(2(d+ iO))
5602a2 2

2cx
= —2sen —(1 +cosh(2(d+iO)))

2

= ~4 seií~Bcosh
2(d+ iO)

2
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Por tanto,

z = st cesh2(di+ iO)

A partir de aquíse puedenobtenerfórmulas explícitasparacosh(2di) y (:05(20) en ténninosde st y z

2=
como sigue. Tomandola parte real de ambosmiembrosde la igualdad 2 cesh2(di+ iO) = — resulta

st
que

cesli(2di) <:05(20) = 2B.e(=

)

______ —1
st

Tomandoel módulode los dos miembros(y recordandoque st < O), se obtieneque

cesh(2di)+ (:05(20) = 2¡z

¡

st

Por tanto, cosh(2di)y ces(20)son las solucionesde la siguienteecuacióncuadráticaen

~ í~ + 2¡=¡1 + 2Re(z) — st = O

Las solucionesa estaecuaciónson

—¡~1 ± j=j2 — 2stRe(z)+ y-,2 —¡~1 1 (z — st)(2 — ~) _ —4< ±Jz — st~

st :12

Teniendoen cuentaqueces(20)=1 =eosh(2d)y que st < O , se deduceque

cesh(2di)= — ¡7 — st

¡

st

—hí ±¡z—st[cos(20)= st

En realidad, lo que interesaríaes expresarcx , O y di en términosde un único parámetroreal, que

variase con el ángulocónico. La experienciadel ejemplode [HLM,] y de los ejemploshechosen esta

tesis, muestraque los cálculos se simplifican enormementesi se elige como parámetrou = mt(O)

Sin embargo,el escribir explícitamentea y di en función de u involucra en general la resoluciónde

ecuacionespolinómicasde grado muy alto, por lo cual sólo es posibleen casosespecialmentesimples.

Aun asi, veremosque aparecenexpresionesrelativamentecomplicadasincluso en los ejemplossencillos

que sevanamostraren el capitulosiguiente.En casosmásgeneralessolamentesepuedenhacercálculos

aproximados.
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3. PASO AL MODELO DE KLEIN DEL ESPACIO HIPERBÓLICO

Parapasardcl modelodel semiespaciosuperioralmodelode Klein de H3 , es convenienteconsiderar

el llamado medido intermedio, utilizado por Hilden, Lozanoy Montesinos([HLM
5], ver también[E]).

Estemodelo estádefinido como el conjunto

{F ci CF
3 0i04 —0203 > O ; O~ e

0
2~0sCiC}

La aplicación que pasadel modelo del semiespacioal modelo intermedio,es extensiónde la siguiente

aplicaciónentresus bordes:{ F 0i 021
¡ ci
[0~ 041

y

1 —z

CF
3 0104 0203 =0; 0~ ci C 04 —0~ ; 02,03

]
Seafi la isometríahiperbólicaque en el modelodel semiespacioes extensiónde la transformación

az + 6
de Móbius z — _____

ez + di
Entoncesen el modelo intermedio,~ es extensiónde la transformaciónque

envía[~ ][ay ±6

(Z ±di

1

az+b ~i+b 1
cz±di 52±d

&i + t J
¿~ + di

[(az

(ez

+6)(5i+d) —(az+b)(ú±+b)

±di)(52±d) —(ái + b)(cz ±4)

— [~~][A~

Por tanto,a la isometría
a ~ PSL(2, C)

del modelodel semiespacio,le correspondeenel modelo

intermediola isometría

E O~ 021
0~ 04j -t zJ 02] [I~

O bien , escribiéndolade otra forma,

ad[02 J [—ab
1 — [cdi

041 —cb

—aS 64 —65-¡~ 0~ 1
aú —66 bá ¡02

—eS 44 —dé jo~
cú —46 da AL 941

CF1

y

ciC}

]
zQ] [d —b~

[—é a]
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Del modelo del semiespaciose pasaahoraal modelo de Klein (de radio 1> de U3,

{ fx, y, z, 1] ci Rl’3 ¡ st2 ~ y2 + 2 — < o

medianteel cambio

tanto, a la isometria

de coordenadas = st + iy_____ O — , 0~ =2 2

[a M ~ F>SL(2, C) del modelo del semWspacio,le

:1-1 —st +iyS
~ ,04=
— LI

correspondeen el modelode

Klein la isonietria

[‘1

Li
Vi

[<idi

donde Al = Iii —ac

ad
—oc

ca

64

66
did

—46

—té]
ti

— dic ¡
da1

—T1A1T Kl
yT

[1
¡ O

= ¡
¡ O

~- 0 o 1

O 1 —1
O 1 1

O e.)

Realizandotodo esteprocesoparalas matrices
a

tOS 2

A =

sen~

d+iO -al

re sen
71

cos-~ .1
resultaqueen el modelo de Klein de H

3 las rotacionesA y 13 vienen dadaspor las siguientesmatrices

de 50(3,1):1 — 2 sen2fisen20

2

2sen2QsenOcosO

senasenOcosh4

senasenOsentid

2 sen24jsenOcesO

1 — 2 sen2~‘ <.e¿2O

— senacesO cosh di

sena cesOsenhdi

— senasenOcoshdi

seriaces0 cosli di

1 —2 sen2S(.051)242

2 sen2á! senlid ceslí di

senasenOsentid

—2 sen2~ senhdi<:osh di

1 + 2 serfI~ senb2di

seríacesO senhdi

1 — 2sen2~sen2O

~2 sen2~ senOcesO
13=

— sen/3seriO coslidi

— 80.11/3 senOsenhdi

—2 seri2# senOcosO

1 — 2 sen2~ces2O

— sen/3cosOceshdi

— sen/3cosOsenihdi

sen/3seriOcoslídi

sen/} cesO ceshdi

1 — 2 ~erA= ~ <¡

~ senhdiceshdi—2 ~ 2 -

— seríflseniOsenhdi

— sen/Y cesO scnbd

2 sen2~senlídiceshdi

1-1-2sen2Psenh242

Debidoalasimeúiaenladisposiciónde losejesde A y E, lasinversasA’ y 11’ sonconjugadas

de A y 13 , respectivamente,mediantela rotación dc 180’ en tomo al ejez , que tienematriz diagonal

~= (—1
—f

‘1)

u,

Por

‘2
y 13=

u,

8011É1

2j

(‘os ~ J
e.

e’

u-

e’

e-
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Es decir, M’ = ZAZyB’=ZBZ.

Si ademásA y 13 son rotacionesdel mismoánguloa = /3, entonces/3 es conjugadade A mediante

la rotación de 180~ en tomo al eje st . Denotemospor

las matricesde las rotacionesde 1800 en tomo a los ejes st e y , respectivamente.Entoncescuando

cx = /3 se tiene que 13 = XAX y = YAY

Supongamosque p es unarepresentación

a ied±i~cos 2 )2 sen~ y~ (“<a) seria ces

de ~j(3¿ \ ~Z)en SL(2,

2
ces2

(ieá±iúsení~p(b)

C) dadapor

ces2 )“2

dondea , /3 , 4 y 0 son númeroscomplejos,

de SL(4, C) formado por las matrices Al tales

no necesariamente

queM (1 1

reales.

1 --.1)

Denotaremoseste subgrupopor 50(3,1;C) . Entoncesexisteuna representación

Consideremosel subgrupo

)
¡Y de irt (S

3 \ E) en

50(3,1; 0) asociadaa p y definidapor ji(a) = A y ¡5(6) 13 , donde:

1 —2sen24~sen2O

St senOcosO
2 ~ 2

senasenO(:eshdi

— senasenOsentid

1 — 2sen2~sen20

~~2ser2&senOcesO

— sen/3senOcosh4

— serifi senOsenbdi

2 sen2~senOcosO

1— 2sen2~cosao

— senacesO cosh4

senacesOserffid

—2 sen2~ senO cosO

1 —2 sen2~cos2O

— sen/3cosOcosh4

— senflcesOsenhd

— senasenOcoshdi

senaces0 coshd

1 — 2 seri2e ceslí2di

2sen2~senhdiceshd
2

sen/3senOcoshdi

sen/3cesOceshdi

1 — 2sen~coslí2 di

—2sen2~senhdiceshdi

— senasenOsenhdi

senacesOsci4ídi

—2 serí2f>senhdcoslídi

1 + 2 ~ senh2d

— 800/3 senOserthdi

— sen/3cesO senhdi

250.02=senhdcoshdi

1 ±2sen2~ senh2di2

Estaobservaciónseráútil en la secciónsiguiente,parapasarde representacionesen 50(3. 1) a repre-

sentacionesen 50(4) a travésde unarepresentaciónen SO(3)
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4. LA TRANSICIÓN DE HOLONOMÍAS HIPERBÓLICAS A HOLONOMÍAS

ESFÉRICAS A TRAVÉS DE UNA ROLONOMÍA EUCLIDEA

Supongamosque Ip/q] esun nudo o enlaceracionalno toroidal. Recordemosqueentonces53 \~p/qj

admite una estructurahiperbólicacompletade volumen finito, que es únicaa menosde isometria. Sea

Po : ir~(S~ \ [p/q]) — SL(2,C) un levantamientoa SL(2,C) de su holonomia. EntoncesRe es una

representaciónirreducible, y si a, 6 son los generadoresde la presentaciónestándarde wi(S~ \ [p/qj)

entoncessto = tv(a) = tr(6) 2 . Sea 2o = tr(ab) e C \ R . Entonces(2,2o) es un punto de la

curvade trazasO[p/qJ , correspondientea la representaciónp~ . Siguiendo a Riley (IRi2fl, llamábamos

componeulcex.cclcntc£~p/q] de la curvade trazas,a la componentealgebraicaque contieneal punto

(2,
2o) . Llamábamosrama excelenteJ-Ljp/qJ , ala componenteconexade £[p/q] 1) { (2,2) 1 2 ci 10,2] C

R} quecontieneal punto (2,2ú)

En la sección2. paracadapunto (2,2) de la curvade trazascorrespondientea una representación

irreducible
1i , encontramosunaexpresióndc las matricesida), p(b) ci SL(2,C) en ténninosde st y z

En lasección3, a la representaciónp le asociamosunarepresentaciónji de ~1 (53\ 1n/~1) en 50(3,1)

en el caso en que 2 ci C \ R . En estasección,vamosa ver cómo, al variar 2 en el intervalo 10,2)

se puede pasarde una familia de representacionesji en 50(3,1> a tina familia de representacionesen

50(4) a travésde unarepresentaciónen 50(3)

Por lo dicho en la sección 1, sabemosqueparacada2 ci [0,23 , haydos puntos(no necesariamente

distintos) en Kjp/qj cuya primeracoordenadaes E. Existe a;,, ci 271/3,71) tal que estosdos puntosson

de la forma (2,2~(£)) y (E, 22(2)) , donde:

• 2~(2) y 2y-(2) son complejosconjugados,si 2cost <2 <22 __

• 2d2)=22(2)ciRsi2=2ces-y;y

• 2~(2) y 22(2) son dosnúmerosrealesdistintos si 0 <2 < 2ces

2

Cuando 2 estácercadc 2 pero es distinto de 2 , los puntos (£,2~(2)) y (2,22(E)) corresponden

a dos representacionesirreduciblespi , P2 de ir1 (SS \ [p/q3)en SL(2,C) que envian los generadores

a y 6 a dos rotacionesde ángulo a = 2arccos(2/2). Como en la sección2, hacemosel cambio de

variablesst = 22 —4 y z = 2—2 , y escribimos z1(st) = 2i(£) y z2(st) = 22(2) . Sabemosentonces

que z1(st) = st :esh
2(diQr.)±iO(st)) y z

2(st) = st cesh
2(di(st)— 10(x)) donde4(x) es la mitad de la

distanciaentrelos ejes de las rotacionespi(a) y pi (6) , y 0(x) es la mitaddel ánguloentredichosejes.

(Cuandost — O , 4(x) — +w .)
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Másen general,podemosencontrardos flincionescontinuas4(x) , 0(x) dcl intervalo [—4,0> en C

tales queparatodo st ci [—4,0)

y y
2(x) = st cosh

2(d(x)— iO(st))= st :esh2(d(st)+ iO(st))

Estasfuncionesverifican las siguientespropiedades:

(i) 0(x) ci R paratodo st ci [—4,0);

(u) Si denotamosIr 4ces2 ~- —2 ci (—4,0> ,entonces:4(r) ci R si It <st <

es imaginariopuro si —4 < st < It . Si ¡-(st) = <d(st)¡ es el módulode 4(x)

4(x) = ¡-(st) cuando /t =st <0 y 4(x) = —i ¡-(st) cuando—4 <st <ir

Entoncesparacadast ci [—4,0)existendos

definidaspor:

o 4(h) = O ; y di(st)

podemossuponerque

representacionesPi,02 de irl (S3 \ [p/q]) en SL(2,C)

a
1 (:os —

1 9
Pi (<i) = a

sen—
2

a( ces—

02(a) =

2

ad+iOre sen—2)

(~0

U—jO

re -

cesM)
2

a( ces—
2

Pr (6) = Y c4~~0sen—

cx
ces—

02(6) = (iCcu.ios~nil

2

ces )
2

ie (d>4~)senB)

st+2
dondecx = arcces

2 ,4=d(st)yO=0(x)
(En realidad sólo sabemosque existanrepresentacionesPi y 02 definidasde estamanera,cuando

los puntos ( st + 4, .z
1(st) + 2) y ( st ±4,z2(st) + 2) correspondena representacionesirreducibles,es

decir, cuandoy1(st) # st y z2(st) # st . Sin embargo,como el conjunto de puntosde la curvadc trazas

que correspondena representacionesreducibleses finito, por continuidadse tiene que las expresiones

anterioresdefinensiempredos representacionesp’ , p=de ir1 (S
3 \ [p/q]) en SL(2,(O) ).

Asociadasa Pi y 02 hay dos representaciones

formadoporlas matricesAl talesque Al (1

50(3,1;(O) . Estasdos representacionesen 50(3,1;

de rri(S~ \ [p/qj) en
¡1

41< =( 1

(O) , que denotaremosji,

el subgrupode SL(4,C)

~—~) ,quedenotamos

02 . vienendadaspor:

1 — 2 sen2Msen2ú 2 se&-~senOcesO
2 2

a2sen — senOcosO 1 — 2sen2 ces2O

jida) 2 2
sena senO cesh 4 — sena ces O cosh 4

— sena senO senhd sena cosO se.nhdi

— senaseriOceshdi

senacesOceshdi

1—2 sen2acosh2d
2

2 sen2 senhdcoshdi
2

senacosOsenhdi

— senasenOsenhdi

—2 sen?isenhdiceslídi
2

a 2
1±2sen2—senh di

2
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ps(a)se obtienecambiandoO por —O en la expresiónde ¡5~ (a) , y A(b) es laconjugadade ¡5~-(a) mediante

la matriz x = (1
— 1

—1 1)

A continuaciónvamos aanalizarqué interpretaciónse puede dar a los paresde representaciones

(PI , P2) y (¡5w , P2) cuandost variaentre (1 y —4 , y qué relación existeentreellos.

Cuando It < i< < O , di y O son reales, luego las representacionesji y ¡52 en 50(3,1; 0) son en

realidaddosrepresentacionesen lacomponentede la identidaddel grupodematricesreales50(3,1) , que

se identificaconlso+(H¿>(enelmodelodel hiperboloideo el modelode Klein de 11~). La representación

P2 es conjugadade ji mediantelamatriz ( ‘~) ci 0(3,1) (que invierte la orientaciónespacial

y preservala orientacióntemporal del espaciode Lorentz-Minkowski R~ y se identiflcapor tanto con

unaisometriahiperbólicaque invierte la orientación).

Cuandost = ~. = O , luego las representaciones¡5’ y ¡5~ coincidenambascon unarepresentaciónde

n (SS\ [p/q}) en SO(S)c 50(3,1):

ji(a) = ¡52(a) =

— 2 sen2a sen2O
2

a
2 sen2— senOcesO

2

senasenO

O

a
2 sen2— senOcesO

2
a ~ O

i — 2 sen2—

2

— senacesO

o

¡5~(b) =¡52(b) =Xj
1(a)X

Las representacionesp~ y p2 en SL(2, (O)
(que es la cubiertauniversalde 80(3))

a( ces?
pj(a) = pl(a) = aY ser)?

comeiden,y son en realidaduna representaciónen SU(2)

atére sen—’~

ce
p~b) = p2(b) = pi(a)<

Cuando —4 < st < h di es imaginariopuro, luego las representaciones~[ y P2 en SL(2, (O) son

dos representacionesdistintasde ir1 (S
3 \ [p/q~)en SU(2) . Comohemossupuestoque 4(x) = —i ¡-(st)

tenemosque
a

pi(a) =

sen—
2

21
a ¡

ces— 1
2

of
¡ ces—

pj(b)zzzr 1 2 a
~

6i(—r±&) sen?

— sencxsenO

senacesO

a
1 —2 sen

2—
2

o

o

O

o

1

c:7n~)
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a( ces—

2
p2(a) = w (r+1)) sen—

2

sen—
2

cx
ces? ) P2 (b) = ( cx

ces—

2

cxSen?

ie~(~R~~> sen
11\

a
ces— 1

2

Veamosde qué forma son las correspondientesrepresentacionesji y ¡52 . Como coshdi = cesh(—iy) =

cosi- y senhdi senh(—ir) = —isenr ,resultaque ¡5~ y P2 son dos representacionesde ~~(53 \ {p/q})

en el subgrupoJ de 50(3,1; (O) formadopor las matricesde la forma

( ~

M = k Ti

3 j

97112 m13 ira14

71122 71123 2 ~ft24 1
m32 2 mxi)

i m42 i tu43 tu44

conmu ci R

Este subgrupose identifica con el gmpo ortogonal (real) 50(4) mediantela conjugaciónpor la matriz

¡ rrtí í

En efecto,si lId ci ¿7, entoncesTMT’ =
rna1

—9>141

mi2 l-n13 rrt14

tu22 9<123 tu24

71132 9>133 7>134)

—tu42 —rn.~3 tu44

pertenecea SL(4,R) , y (TM7’’ )< (TAJT’) =r
1 MtT2MTI =

(1

=T’M’ ti -I
MT’ =T’

—1/

TMT~’ ci 50(4)

Cuando —4 < st <It se tienen,pues,dos representacionesJi; , ¡5~ dc iri (53 \ ~p/q]) en 50(4) ~

Ise~(S~) , dadaspor:

1 — 2 sen~M~
2

a
2 sen2— senOcesO

¡5S(a) = 2
senasenOcesy

— senasenOsenr

2sen2MseriOcosO
2

1 — 2 sen2~ ces2O
2

— senacesOcesr

senacosO sean

— seríasenOcesy

senacesO cast

1 — 2 sen2~~ces2r
2

2 sen2isenrcesr
2

— senacosOsenr

senasenOseat

a
1 — 2 sen2—sen2r

2

2 seí21senrcesr
2

¡5$(b) = X j5’j(a) X y 7i~ es conjugadade ¡5 mediantela matnz (—1 Nl
1) ci 0(4) (que es una

isometriaesféricaqueinvierte la orientación).

Ahora ¡51(a) y ¡5 (6) son dos rotacionesen 53 de ángulo cx en tomo a dos ejes separadosauna

distancia2r y que formanun ángulo20 . Lo mismosucedecon 7~(a) y ¡12(6)

1

(1
1) 11

Portanto,
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Queremosrelacionarestasrepresentaciones¡51 y ¡5~ en 80(4) con el par de representacionespj y

P2 en SU(2) , teniendoen cuentaque(como dijinros en la introduccióna estecapitulo) 511(2) x 511(2)

es la cubiertauniversal de 80(4) . Vamos a ver ahorade maneraexplícita qué relación existeentre

y (p, , PÁ). Si identificamosS3 = { (st,y,z,1) ci 13$’ st2 + y2 + ~ + I~ — 1 } con

SU(2) = {(~~4t1 4<)
correspondeala transformaciónque envía (st 1¿§

= 1 } , entoncesla isonietríaesféricaji(a)

41 st) a

ces—( a
2

st±iy
—pi(a)’ (—y + it

a
—712 5011? :r ±iy

a
ces— —z+it

2

41.St) P2((’)

4171)
a( ces—

2
5(1k—~<>‘(‘ +0)

— “½

Análogamente,¡51(6) correspondea la transfonnación

(x± iy

y + it

En cambio, la isometriaesféricaji~(a) correspondea la transformación

(st

k—z±it 414) —P.2(a) z+ it

y análogamentepara ¡5~/b)

Es decir, si consideramosla cubierta doble A : 811(2) ~ 8(1(2) — 50(4)

A(A,B) ( JÁ~ z+V’i =iL’ ( x-l-iy z±it ,entoncesji = A(p, , p~)
k —z+iíx---rq) —z±ií st—iy

= A(p2,p,)

Como en todos los casos¡52 sólo se diferenciade ¡5, en un cambio de orientación,

adelanteconsideraremosúnicamentela representaciónji y la denotaremossimplemente¡5

definida por

mientrasque

de ajiora en

Cambio de escala.

Resumiendo,paracadaxci 1—4,0) ,tenemosuna representaciónjien 80(3,1; (O) ,tal que:

• sí it < st < O , entonces¡5es unarepresentaciónen la componentedela identidadde 80(3,1) , que

sc identifleacon Ise±(HS)

• sí st = It , entonces¡5es unarepresentaciónen 80(3)

• si —4 < st < it , entonces¡5 se puedeidentificar conuna representaciónen 80(4)

-1- it s\

— - 1

:>2— -iy) p-~ (o-)
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La familia de representaciones¡5 resultapoco satisfactoriapor varios motivos. En primer lugar, no son

siemprerepresentacionesen el grupo de nratncesreales QL(4, R) . En segundolugar, cuandost = It

sólo se obtieneunarepresentaciónen 80(3) (que correspondea la partede rotación de unaholonomia

cuclidea), y cuando —4 =st < It hace falta conjugar adecuadamente¡5 parainterpretarlacomo una

representaciónen 50(4)

Por ello, en este apartadovamos aver cómo se puedemodificar la familia de representaciones¡5
paraobteneruna familia continuade representacionesen (JL(4, 11) , con la siguientepropiedad: para

cada st , existeun modelo (no estándar)del espaciohiperbólico (si It < st < 0) , cuclideo (si st = It)

o esférico(si —4 < st < /t), distinto paracada st , de modo que la correspondienterepresentaciónen

CL(4, R) es unarepresentacióndentro del grupo de isoinetríasde ese modelono estándar.El pasodel

modelo estándarde H3 , E3 o 53 a cadauno de estosmodelosno estándar,es medianteun “cambio de

escala”de factor variable (dependientede st). A continuaciónexplicamosdetalladaníentecómo malizar

esteadecuadocambio de escalaparaver de maneraautomáticala transiciónde holonomiashiperbólicas

a holonomíasesféricasatravésde unaholonomiacuclidea,siguiendola ideadel articulo [HLM
1J.

(i) Modelosde Klein de radio variable para

ParacadaE.> O , vamosa considerarel siguientemodelodel espaciohiperbólico H
3 (ver figura ‘7>

H1i~ = (~r,y,y,t) ci R4¡ 1(2 ±~2 + y2) —

con la métricainducidapor la forma cuadrática( ~
l/R2

= —1 1> 0j~

í/R? —1) dc fi4

Las isometriasson las

decir, los automorfismosde

última coordenadade Al (

restriccionesde los automorfismoslinealesde fi4- que

matrizMtalqueM~ (1 ) M= (í ~

o
o

preservan . Es

p2) tai que la

0 1) es > 0 . Las geodésicasy los planosson las interseccionescon

í1~ de planosc hiperpíanosde P.i

Si se proyecta~k desdeel origen sobre el hiperpianot = 1 , apareceel interior de unabolade

radio 1? en fi3 , que podemosconsiderarcomo un “modelo de Klein de radio 13.” de H3

Del modelo ~ se pasaal modelodel hiperboloideestándar,

IJQ={(st,y,z,t>ciR4 ¡st2±y2±z2 ~2 ~ ,t>ojJ.
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medianteel cambiode coordenadasst’ = !tx , »‘ = 1?» , y’ = R.y , 1’ = t . (Portanto, el pasodel niodelo

de Klein de radio /3 al modelo de Klein estándar,de radio 1, es por homotecia).

(ji) Degeneraciónen la geometríaeuclídea

Cuando1? — ±xú (ver figura 7), los conjuntosH~ se aproximanal hiperpíano

~oo = { (st, y, y, t) E Ef = —1 , 1 >04 { (st,», y, t) E U) ~= 3. }

que se puedeconsiderarcomoun modelodel espaciocuclideo Es . Se puedecomprobarque en el paso

al limite se preservanlos ángulos: si paracada 1? > O se tienendos planos fI1 (1?) , 112(1?) en

y cuando 1? — ±~los iI~(R) tienden a un pianofl~ , i = 1,2, entoncesel ángulo(hiperbólico) entre

Fl~(R) y 112(1?) en ‘~k tiendeal ángulocuclideo entre 11, y 112 , De hecho,el grupo de isometriasde

11k tiende,cuando/? — ±cxs, al grupo dic .scmcjanyasde E
3

En particular, se puedenobtenerisometriascuclideascomo limite de isometrias(hiperbólicas)de

‘IR cuando1? — ±cxwUn ejemplo (quees el quenos interesa)es el siguiente. Supongamosque, en el

modelo estándar(de radio 1) dc ~2 tenemosparacadaJi > O unaisometriaAlp = (rn{~(Ji)) , y que

cuando1? — ±oc, las matricesAlÑ tiendena unamatriz de la fornía Al = ((1 <> ) , donde

Ocio(s) . Supongamosademásque existe >14 hm R.m~4R)ci U. para5 = 1,2,3. Paracada
R-*+oo

1? > 0, vamosapasarahoraal modelode E3 de radio 1? . En esemodelo, la isoníetriaM~ tienematriz

Alt = ( “~‘ p ) Al
11 ( ~ j¡p ) . Cuando1? -~> ±c~, el límite de las matricesAlt

N
O £24

(queson isometriashiperbólicasen los niodelos11k) es Al’ = ~ A;g dondeO ci 0(3)

Es decir, Al’ es una isometriaenchidea.

(iii) Pasoa la geometríaesférica

Vamosahoraaadmitir laposibilidaddeque el parámetro1?. tome tambiénvaloresimaginariospuros:

1? = ±i¡R¡ . EntoncesH
1~ ~ es el semielipsoide

1 ‘2
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~1/¡R¡2

(ver figura 7), con la métricainducidapor la forma cuadrática( ~~.1/IR{2—1) dc

U.4 . Convendráampliar estesemielipsoideal elipsoidecompleto

1={(st,v,z,t)ciR4j-~i(w ±v2±z2)±t2=1}

con la métricainducidatambién por la forma cuadrática —1/ 1112
de

Si hacemosel cambiode coordenadasst’ = R¡st , y’ R{y , 1’ t . entoncespasamos

de ~?Rla la esferade radio 1,

s3 ={(st,y,z,t)cR4 —st2—y2—z2—12=—1}

con su métricaesféricaestándar.

esférica.

Las matricesAl tales que Alt

En consecuencia,53 es un modelo (no estándar)de la geometría

( 1

1 ¡1112) Al = (1

1
y tal que la última coor-

1 Rl)

(0 ~ ) es> O, son en particular isometríasen el modelo no estándar8% de la
denadade Al

geometriaesférica,

Si se proyecta JIj~~,« c 8% desdeel origen sobreel hiperpiano 1 = 1 , la imagenes todo el

hiperpíano , que consideraremoscomo un modelo proyectivo del semielipsoidesuperior H4
7- ~ (ver

figura 7).

re

Figura 7
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En resumen,introduciendoel parámetroU se puedever la transiciónde la geometríahiperbólicaa

la esféricaatravés de la cuclídea.

(iv) Aplicación del cambio de escalaa la transición de holonomías hiperbólicas a

esféricas.

Volvamos al objetivo quenos proponiamosen La primeraparte de esta sección. Recordemosque

paracadastci (—4,0) habíamosescrito unarepresentaciónjideirj(S3\{p/q~) en el grupo SO(3,1;C)c

SL(4, (O) , queerade la siguientefonna: ji(a) es lamatriz

1.— 2 sen2.il sen2O 2 sen2 senO(:050
2 2

2 sen2fl senOcesO 1 —2 sen2—(:0520

2 2
senaseriOceshdi — senacesOceshdi

— sencxseriOsenhd senacesO senbdi

— senasenOceslí 4

sena ~:es Ocesbdi

1—2 sen2flcesh2d
2

a
‘2 stn2 senhdicosbdi

‘9

Senaces O senhdi

— senasenOsen!rdi

a
—2 sen2—senhdicesh4

2

1 ±2sen2isenh2di
2

y B = ¡5(6) es conjugadade A ¡5(a) mediantelamatrizX = (1

st±2

arceos 2 y di = 4(x) y O = 0(x) son dos funcionescontinuasdel

verifican las siguientespropiedades:

• 0(x) ci E. paratodo st , y

• 4(x) ci 11±si Ir <st<O; 4(h) = 0; y 4(x) = —i¡-(st) si —4=~

general,denotamossiempre¡-(st) = di(st)¡

Entoncescuando /t < st < O , ¡5 es una representaciónen 50(3,1)

intervalo [—4,0) en (O , que

< h , donde ¡-(st) ci . En

cuando st = Ir , ¡5 es una

representaciónen 80(3) , y cuando—4 < st < h , ¡5 es conjugada(mediantela matriz (1 y a

unarepresentaciónen 50(4)

Ahora vamosa elegir unafunción continuak(st) tal que k(x) ci Eh si /r < st < 0 ; k(h) = O y

<st) es imaginariopuro si —4 <st < h . Paracadast ci (—4,0) , vamosa considerarel modelo Í-Ik de

radio 1? = 1/k(st) . Si st ~¿/r , entonceslasiguienterepresentaciónconjugadade ¡5,

14

Pk( 1/k

í) ()
esunarepresentaciónenelgrupode isometríasde Jl~. Cuandost = ít, <st) = 0, luegola representación

Ph no estádefinida en principio para st = ir . Sin embargo,si elegimosla función k(st) adecuadamente.

*

*

e

e

e’

e’

e

e’

e’

—1

—-1 ) Aquí. a =
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de modo queexistael limite de ph cuandost — í¿ , entonces(por lo visto en el apartado(u» dicho límite

es unarepresentaciónen el grupo de isometriascuclideas.

En resumen,eligiendoconvenientementela función k(st) , se verifica que:

• cuandoh < x <0, Pk esunarepresentaciónde-irj(S3\Jp/q])encígrupode isometriashiperbólicas

quepreservanla orientación,en el siguientemodelode H3

¡¡3l/k ={(x,»,y~) ciR4 1 k2(st2±y2±y2)-’—12 1 ,t>0}

(que proyectaremosconfrecuenciasobreel hiperpíano 1 = 1 comounabolade radio 1/Pc).

• cuandost = p~ es unarepresentaciónde ir
1 (S

3 \ ¡p/q}) en el grupo de isometríascuclideasque

preservanla orientación.Aquí estamosviendo el espaciocuclídeoE3 como el hiperpíanode E.4

HZ, = {(st,y,y,t> CE.4 ¡ 1 = 1 }

• cuando—4 < st < h, Ph es unarepresentaciónde ~i(S3 \ [p/q]) enel grupode isometriasesféricas

quepreservanla orientación,en el siguientemodelo de la esferaS3

={(x,y,y,t) ciR4 ¡k¡2(x2-{-y2±z2)--12z—í}

(que proyectaremosa vecessobreel biperpiano1 = 1).

La elección de la función k(x) = senh4(x) seriaadecuaday natural, paraobteneren el limite

isometriascuclideascuandost = 1< . Sin embargo,presentael inconvenientede queno permitever en el

limite, cuandost tiendea O (y a tiende a 0) , la estructurahiperbólicacompletade volumen finito, En

efecto,cuandost — 0 , di — , y por tanto Pc —+ ±oo. En consecuencia,losmodelos 111/k (que tras

proyectarsobre t 1 se ven como bolas de radio 1/Pc), degeneranen un punto cuandost -+ 0 . Para

evitar este problema, elegiremosnormalmente(siguiendoel ejemplo del articulo [HLM
1]) la función

Pc = (tan(a/2)senli4)¡ cesO (cuya interpretacióngeométricaveremos enseguida). Esta función no

tiende a cero cuandoa — O , por el siguientemotivo. Consideremosel modelo de Mciii estándarde

radio 1 de U
3 , y fijemos el origen O = (0,0,0) como punto base. SeanA = ji(a) y B = ¡5(6) las

dos rotacionesque generanel grupo de holonomía. Sea 11a el plano bisectordel segmentoque une

el punto baseO con su imagenA(O), y sea P es el punto de corte de 11a con el eje de la rotación

.8 (ver figura 8; compáresetambiéncon la figura 3). Entoncesla segundacoordenadadel punto 1>

es (tan(a/2)senlr4)/cesO . (La comprobaciónde este hecho es un ejercicio de trigonomefria, que

haremoscon detalle a continuación).Estafunción Pc = (tan(a/2)senbd)/ cesO tieneademáslaventaja

de queen la prácticasimplifica los cálculos. Sin embargo,presentatambiénun inconveniente,ahoraen
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el otro extremodel intervalo: cuandost -e —4 cx — ir y 4 — —iir/(2p) , y por tanto Pc — oc . El

modelo tiendeaun segmento,y en consecuenciaahorano podremosver la estructurade orbifomía

esféricade ángulocónico ir . Como cualquierotra elecciónde función Pc es muchomáscomplicada,lo

que haremosserádeshacerel cambio de escalacuandoqueramosver este casolimite.

eje dc 13

JI—’
of

Cálculo de las coordenadasdel punto E

Recordemosque estamosconsiderando

distanciaentrelos ejes de las rotacionesA y

coordenadasdel punto E son de la forma E

figura 8 (que es rectánguloen Q), se verifica

tanhdist(P,Q) . Como9 = (0,0, tanhdi) y

ahora el modelo de Klein de radio 1 de u~ . Como la

13 es 24 y O es el punto medio enteellos, resultaquelas

= (x,»,tanhd) . En eí triángulohiperbólico PQS de la

la fórmula trigonométricatan¡(9SF) senhdist(Q,8)

I’= (x,y,tanhdi) , resultaque

1 — tanh2di
ceslvidist(F,9) =

1 —tanlAdi 1 —tauh di—st2 y2

1

V I — (st2 ±»2) cosh2 4

En consecuencia,tanhdist(F,9) 322 + »2 cesh 4 . Corno dist(Q,8) = 24 , resulta que

tan ¿(9SF) senh24 = st2 ±y2coshdi , luego st2 + y2 — ‘2 tan ¡(952) senhdi . Por otra parte

(compararfigura 3), (:ot O st/y luego ~2 ~ y2 = y cot O ±1 = y/( senO) . En consecuencia,

y = 2senOsenhditan<QSP)

Determinemosahorael ángulo¡(98?) , teniendoen cuentaque los dos ejes de las rotacionesA y /3

formanángulo20 . Tenemosla siguientesituación:
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8

dc A

Existe,pues,un triángulorecto esférico,enel quelahipotenusamide ¡(98?) , un catetomide a/2,
y el ánguloentre lahipotenusay esecatetomide ~ —20 . Se verifica entoncesla fórmula trigonométrica

2

tan
tan¡(QSP)ces(J —20) = tan~ ,luegotan¡(CJ8P) = sen(20) . Por tanto,

senhdi tan2
2

senO

sentídi tan 22e
cesO

5. LA ESTRIJCTUE.A DE OE.BIFOE.MA ESFÉRICA EN S3 CON SIN

DAD DE ÁNGULO ir EN UN NUDO O ENLACE RACIONAL

GULARI-

Es un hechobien conocido (cf [Sb];comparar[Con], [Mo
1]) quela esfera~3 tiene unaestructura

de orbiforma esféricacon singularidadde isotropía2 en cualquiernudo o enlaceracional ~p/qj , Esta

estructura,que denotaremos(SS,~p/q],ir) , es única amenosde isometría([CZ], ver también [Boj y

[Sbj). Se obtiene como el cocientede ~3 bajo la acción del grupo diédrico de orden
2p generadopor

ir
dos rotacionesA , 13 de ángulo ir , en tomo a dos ejes que estánseparadosauna distanciade — y

p

formanun ángulode . Un dominio fundamentalparaestaacción es la “lente” comprendidaentredos

esferasmáximasen 53 que se cortan formandoángulo ir/p (ver la figura 9). De hecho,este dominio

fundamentales el dominio de Dirichlet centradoen el punto medio entrelos dos ejesde rotación.
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u,

Identificamos,comoen la secciónanterior,53 = { (st, y,z, 1) ci E.” ¡ ~2 + y2 + A + 12 —

~2 + ,~2 + ~2 + 2 = t} , y tambiéncon { (u,y) e

(O2 uñ ±zñ) = 1 } . Por lo visto en la secciónanterior,sabernosque las isometriasesféricas

(q—1)ir

—‘¿e (u ~ ( o
1 - ______

¡ 1 (q±1)wk .-—v II íe

:)—¿.. 1k-7T
(q.-1)~r

—ic

0)

( u y (
—ti u) 1 -

le

son dos rotacionesde ángulo ir en tomo a dos ejes,iw/2p -

= 1 (¡-1 e ¡-2(~2(PG)Ir/2P) ¡-1,

= { ~ «.~tir/2P ¡-2Ci&I r)r/2P) ri,í2CE.,¡-j±4=l}

Ir
que fonnanángulo y estána distancia—

1> y

Conocemos,pues,la representaciónde holonomía97. : iri(S
3 \ ~p/q])— 80(4) dc la orbifornia

esférica(S3, [p/q], ir) (amenosde conjugación).Si a y 6 son los generadoresde lapresentaciónestándar

de rr
1 (SS\ ~p/q]) , entonceslas imágenespor 9r de a y b son las rotacionesA y 13 . respee~vamente.

Lo que todavíano sabemoses a qué representaciones~ de wdS
3 \ jp/qJ) en SU(2) x 811(2) Y

80(4) se levantap
7. . Si consideramosla cubiertadoble X : 5(/(2) xS<J(2) — 80(4) definida por

y) = ~1 (u ij ~ , entoncesexistenen principio cuatro manerasposiblesde e

a-

e’levantarp~. aSU(2) x 8(1(2) , dadaspor:

(1 0

¡5flja)= Ial
Y ke (r¡—1)ir

- (q—1»r

ie~
2p

o’

a-

0 (q±1)w

o

e.’

Fiqura 9

8(1(2) = {
( It

k—~ ~)
( 32±iy

—y + it

e.,

11 con e

o
- (q—1)7r

—ie

e-

e>.

e-

<1 )
(q+1)r

ic

- (q-i-1>,r

ie 2P

0)
a-

4’

u,-

a,.

e’

u,-

u,>

Á(P,Q)

a,

a,

e

e

a,

a,

e
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(q— (q+1)re

O 2 o le’ 2 \~ \\
(g—I>,r +1>7. J

re 0 .11

dondea ci {±1} y ir ci {{1}

Si [p/q] es un enlace(es decir, si p es par), entonceslas cuatro son dc hechorepresentacionesde

ir
1 (53 \ Jp/q)) en 817(2) x 811(2) ,porqueen la relación awC’w’ = 1 de la presentaciónestándar,

las letras a y 6 aparecencadauna (con o sin exponente)un número par de veces. Por tanto, si existe

unarepresentaciónque envia a a A y 6 a 13 , entoncestambiénexistenotras tres representacionesque

envían a a ±Ay 6 a ±1?. Así pues, cuando (p/q3 es un enlace, p5., admite cuatm levantamientosa

SU(2) x 517(2)

En cambio, cuando [p/q) es un nudo, en la relación awk’ín’ 1 de la presentaciónestándar.

las letrasa y 6 aparecencadauna(con o sin exponente)un númeroimpar de veces. En consecuencia,

p,, sólo admitedos levantamientosa 817(2) x SU(2) , que son opuestosuno del otro (es decir, si uno

enviaa —- A y 6 — 13 , entoncescl otro envíaa —+ —A y 6 — —13 ). Oc las cuatro posibilidades

antesmencionadas,queremossabercuálesson las que correspondena estosdos únicos levantamientos

si las correspondientesal caso = 1 o los correspondientesa ar = —1 . En el primer caso, se
(q—1)Ir

tendríandos representacionesPi P2 de -ir1 (53 \ ~p/q]) en 8(1(2) con tr(pi (ab)) = —2ces y
p

½+ It ½—it (q + 1»r
tr(p2(ab)) = —2 ces . Por tanto, los puntos (0,—2 ces ) y (0. —2 ces

y y y
perteneceríana la curva de trazas C~p/qj . En el segundo caso serian, en cambio, los puntos

ces <~‘)~ y (0, 2cOs (q -1- 1)-ir(0,2 ) los que perteneceríanala curvade trazas.
Ji, y

Por otraparte,por el trabajode Burde ([Bu]) se sabequela curvade trazascortaa la recta£ = O en
2v-ir p—I

los puntos(0, —2 ces—) = 2 Por tanto, si [p/q) es un nudo (es decir, si y es impar),
y

(q—1»r (q±1»r
entonceslos puntos(0,2ces ) y (0,2ces ) no pertenecenala curvade trazasC~p/q]

y Ji
Asi pues,cuando[p/qj es un nudo,br admitedos levantamientosa817(2) x 817(2) , que son:

¡5,,ja) = ( ( ~ ~~q2>~) ¡ íe - )
0 ix ¿it 2p )

= ( ( ~ ,49



—2:os½— 1)v¡- —2 ces (q ±1»r
y su opuesto.Correspondena los puntos(0, ) y (0, ) de C~p/q}

p 1>

(q—1)-ir (rj ±1)ir
En el casode un enlace,los cuatropuntos (0, +2ces ) y (0, ±2ces ) pertenecena

7) 2>
lacurvade trazas(Jfr/q) . Sin embargo,consideremoscualquierestructuraesféricacónica(S3, ~p/q¡,cx)

de ángulocónico a (próximo a ir pero distinto de ir) en ambascomponentesdel enlace. Su bolonornía

p<, sólo admite dos levantamientos

42) y ¡5~ = (J3~, .132)

¡5* a 817(2) x 817(2) que verifiquen la siguiente condición: si

entoncestr(A~) = tr(B~) , Estosdos levantamientosson de la

siguienteforma:

Pr~(a)

p26) = (~.

dondea ci {±1}

a( ces—

0>sen—

(y

(iet-r±~>

Cuandoa — -ir

a
ces—

2

CX
iei(r—ú) sen—

2
a ¡

ces—

2

( ces—
2

i(r±O aY re sen—
2

a
5—

2

serI+a.

a
sen—

2jj
a

ces.—-
2

5C11—
2 fl

(y II(es—
2

e — w/(2p) y O — qir/(2p) , Por tanto, la representaciónji,. de

ir
1 (53 \ ~p/q]) en 8(1(2) x 517(2) queaparececomo limite de estoslevantamientoscuandoa — ir es,

como antes,

p<a) = ((<it». (q—1>7

.

ic-
2 2p o

(q±l)lr

O /\ e

- (q—i)ir

i(i~’ 2j’

Pw(6) = ( tú N~ (o

7 - (q+1»r

o / k e

(q+ 1>7r\

\

U 2P

0 /‘)
(De hecho, estemismoargumentosirve tambiénparael casode un nudo de dos puentes,

de recurriral resultadode Burde).

sin necesidad

En resumen,supongamosque lp/q} es un nudo o enlaceno toroidal,y supongamosciertalaconjetura

(enunciadaen la sección1) dequeexisteunafamilia de estructurascónicas(53, jp/q], a) conaentreUy

ir , que son primerohiperbólicas,luegodegeneranenunacuclideay a continuaciónson esféricas.Como

enlasección1, denotemosporfl~p/qj lacomponenteconexadelconjunto{(£,2) ci C¡p/q] 0< 5i <‘2>

que condeneal punto (2,2¿) (correspondientea la estructurahiperbólicaconipletade volumen finito).
(q-—1»r (q±1)ir

Entonces?t(p/q~ cortaa la recta £ = O en los puntos (0, —2 ces ) y (0, —2 ces ) (cf.
1~ Ji

[HLM
4]).

u,

e.

ie 2p
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6. UN ALGORITMO DE CONSTRU(OCIÓNDE LOS POLIEDROS DE

DIRI(OHLET

SupongamosahoraqueM es una3-variedadhiperbólicacónicacompacta,consingularidadun enlace

Y? y todoslos ánguloscónicos <2n . Seap : ffj (M \ Ni) —- lse(H3) la representaciónde holonomiade

M.

En el capitulo III veremosque existeun punto baseO ci ~ y un poliedrohiperbólico compacto7’

(con un númerofinito decaras>quecondenealpunto O en su interiory verifica las siguientespropiedades:

(1) 7’ es estrelladoen O

(2) existeun subeonjuntofinito E c ~
1 (¡VI \ Y?) tal que el borde de 7’ estácontenidoen la unión finita

de hiperpíanos

U { st ci u
3 ¡ 4(x, 0) = d(st,¡rí(O)) }

ye1’

(en particular, Ono quedafijo porningún elementode p(E));

(3) las carasde 7’ se puedenidentificar dos a dos mediante isometríashiperbólicasde la forma p’y

e E) , dandocomo resultadola variedadcónicaM

El conjunto de puntos singularesde 7’ (es decir, los puntos que correspondena puntos de Ni al

hacerlas identificacionesen el bordede?)es unaunión de segmentosdisjuntos,y posiblementealgunos

puntos aislados,en el borde de 7’ . En un entornode cualquierpunto no singularp del bordede 7’ , el

poliedro 7’ es intersecciónde los semiespacios{ st ci lvi” ¡ 4(st,O) =d(x,py(0)) } tales que hayuna

cara de 7’ incidente en p que estácontenidaen el hiperpíano { st ci E3 ¡ di(w,0) = 4(st, wy(O)) ji . Es

decir, el poliedro 7’ es localmenteconvexo ffiera de la singularidad. Si todoslos ánguloscónicos son

-ir entoncesel poliedro7’ de hechoes convexoy se puedeescribirde la forma

7’= fl{stciW d(st,O) si di(st,p’y(0)) ji
yCl’

Estepoliedro 7’ , que generalizael dominio de Dirichlet de unaorbiforma hiperbólica, se llama

poliedr-o de Dirich jet de ¡a variedad eduicaM centmdoenel punto O (cf (1-1021, fKol, [ZI%J).También

existe paravariedadeseuclideasy esféricascónicascompactascon todoslos ángulos cónicos < 2w

(Siempreque hablemosde unavariedadcónica,se sobrentenderáquees hiperbólica, euclideao esférica

y que todossusánguloscónicosson < 2ir.)

Si M es unavariedadcónicacontodoslosánguloscúficos <ir entoncesparaconstruirsu poliedro

de Dirichlet centradoenun punto basedado O , bastaconocer:

(i) la representaciónde holonomíap de n-
1(M \ Ni) en Iso(H~) (resp. Iso(E

3) o Iso(S3))
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(u) la familia finita]? G ir¡(M \ Y?) que proporcionalas carasdel poliedro de Diriclilet.

Conociendoesto,el poliedro de Diríehlet 7’ no es más que la intersecciónfinita de semiespaeJos

7’ = (3 {st CH3 di(st,0) si di(st,py(O)) ji
-Ye1’

Hastaahorahemostratadoúnicamenteel punto (i), en el caso particular en que M = 53 y Ni es

un nudo o enlacede dos puentes.El punto (u) se estudiarácon detalle, en un contextogeneral,en los

capítulosIII y IV. Aquí vamosa explicar la idea queguíatodo esedesarrolloposterior,y vamosaexponer

algunosresultadosque se demostraránmás adelante.Aunquea menudohablaremossólo de variedades

hiperbólicascónicas,todo lo quevamosa decires tambiénválido en el casocuclideo o esférico.

SeaM una 3-variedadhiperbólica cénicacompacta,y sea sto ci Al \ Y? un punto basearbitrario.

Consideremoslacubiertauniversaldel complementode lasingularidad,M \ Y? , quelíeredaunaestructura

de variedadhiperbólica(no completa).El grupofundamentalir
1 (Al \ Ni, sto) actúaen ellacomoun grupo

discreto de isometrias,de modo que M \ Ni es isométricaal cociente de Al \Ni bajo la acción de

n(M \ Y?, sto) . Si
55o es un levantamientocualquierade ~o a M \ Y? , entoncespodemosdefinir el

dominio de Dirichlet con centro en 55n paraestaacción discretade ir
1 (M \ Y?, sto)

7> = ji 55 ci M\Ni d(55,
55o) =4(55, .y3$~) paratodo ‘y ci ir

1 (M \ Ni, sto) ji E Al\Y?

Aunque7’ no es compacto(y por tanto podríateneren principio infinitas caras), veremosen el capitulo

III (lema 2.4) que de hechosi tiene un númerofinito de caras. Esto se deducede que la completación

dc Al \ Y? (que es la variedadM) seaunavariedadcónica, lo cual permitecontrolarel comportamiento

de los tenninalesde 7’

Existe,pues,un subeonjuntofinito E de ir, (M \ Y?, st0) tal que

7’ = { 55 E? M\Ni 1 4(55,
55o) si 4(55,‘y55o) paratodo ‘y ci E ji

El subeonjuntoF más pequefioque cumple estapropiedades el que está formado por todos los ‘y ci

ir~ (Al \ Y?, st
0) , ‘y ~ 1 , tales que 7’ n ‘-~-P tiene interior no vacio dentro del borde de 7’ (es decir, lo

quellamamosfacetaspropiasde 7’ ). Sin embargo,paraestudiardeformacionesseráútil considerarun

subconjuntofinito algomásgrandeque este 1’ . Lo denotaremospor E , y es el que está formado por

todoslos-ye ir1 (M\Ni, :ro) ‘y ~ 1 ,talesquePA’yP # O (esdecir, lo quellamamosfacetasgenerales

de 7’ ).

SeaD : M \ Y? -— E
3 una aplicacióndesarrolladora,p : -ir

1 (M \ Y?,sto) — lso(H
3) la correspon-

dienteholonomía,y seaO = D(55o) . Entoncesel poliedro de Dirichlet de M centradoen O no es más
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quela completaciónde la imagende 7’ por D

7’=D(IP)

Como M\Ni no es completa,laaplicacióndesarrolladoraD es unaisometríalocal perono unaisometria.

Portanto,enprincipio la imagenD(P) podríatenerautointersecciones.Sin embargo,si todos los ángulos

cónicosde M son < 2ir , entoncesprobaremosque la restricciónde D al dominio 7’ es inyectiva, y

es por tanto una isometriasobre su imagen. Si 55 ci 2 verifica que 4(55, 55o) 4(55,#n) entonces

4(D(55), D(-7o)) = di(D(55), D(’y550)) = di(D(55),p’y(D(550))) , luego D(55) perteneceal hiperpíano

{ st ci H
3 4(st,0) = di(st, ,ry(0)) ji . En consecuencia,7’ = D(7’) es un poliedrohiperbólico compacto

cuyo bordeestácontenidoen la unión finita de hiperpíanos U { st C H3 ¡ 4(st,O) = 4(st,p’y(O)) ji
yCF

Dada una 3-variedadhiperbólicaconicacompactaAl , en generalno sabemosdeterminarel sub-

conjunto finito E c iri(M \ Ni sto) que proporcionalas carasdel poliedro de Dirichlet 7’ . Esto ya es

un problemamuy dificil en el caso de una orbiformahiperbólica, pero lo es aún más cuandose trata

de unavariedadcónicageneral. Si M es una orbiformahiperbólica, entoncesse sabeque su poliedro

de Oirichlet 7’ centradoen un punto no singular O es la intersecciónde todos los (infinitos) semiespa-

cios { st ci H3 ¡ 4(st,O) si 4(st, p’-y(0)) ji con ‘y ci -ir
1 (M \ Ni, sto) . Por tanto, paraconstruir 7’ basta

ir intersecandofamilias finitas, cadavez más grandes,de estossemiespacios,con la seguridadde que

esteprocesoterminaráanteso despuéspor proporcionarel poliedro 7’ . Sin embargo,si M es unava-

riedad cónicapero no unaorbiforma,entonceses falso que7’ seaintersecciónde todoslos semiespacios

ji st E H~ [di(st, O) ~ád(st,p’y(O)) ji con ‘y ci ~ (M \ Ni, st0) . Por tanto, es necesanaunaselecciónmuy

cuidadosade los semiespaciosque se van a intersecarpam definir 7’ , y a priori no se tiene ninguna

informaciónquehagaposibleunatal selección,

En cambio, si partimos de una cierta variedadcónica M0 dada, parala cual conozcamosya un

poliedro de Dirichlet
7’o , entoncespodemos“deformar” el poliedro 7’o paraconseguirpoliedrosde

Dirichletde variedadescónicas“próstimas” a Al
0 (en un sentidoquese precisaráen el capitulo IV). Esto

se hacemedianteun algoritmo que se describióen la introducciónde la tesis y que se demuestraen el

capitulo IV.

La ideaquepermitedeformarel poliedrode Dirichlet inicial Po se esbozóen la introducciónde la

tesis, y es muy sencilla. Supongamosqueen la mismavariedadsubyacenteAl0 ponemosotra estructura

hiperbólicacónica distinta, próxima a la inicial (en el sentidocuasi-isométricoque se definirá en el

capitulo IV), y con la misma singularidadNi . A la nueva variedadcónica la denotaremospor Al

Entoncesla cubierta universal M \ Ni tiene una métricapróxima a la de M0 \ Y? Consideremoslos

dominiosde Dirichlet
2o y 2 , con centro en el punto basest

0 , parala accióndiscretapor isometrias
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de -irj (Al \ Ni, sto) en Al11 \ Ni y , respectivamente.Vamos aquedamoscon una partecompacta

de ambosdominios,por ejemplo la que se proyectasobreel complementoen Al de un pequeñoentorno

tubular de>? . Por abusodenotación,llamaremosPo\ N(Ni) y P\ N(Ni) a estos dominiostruncados.

Habíamosdefinido un subeonjuntofinito fo de -ir¡(M \ Ni, st0) , formado por los ‘y ci ¿rj(M \ Ni sto)

tales que Pon ‘y7% ~L 91. Entonces
7’o U (U tpo) es un entorno de 7’

0en Al0 \ Ni. Puesbien.
-Yc l-()

lo que ocurre es que, al defonnarligeramentela métrica, 7’ u ( U ‘yr) sigue siendo un entornodel
ycW

nuevodominio de Dirichlet truncado7’ \ N(E) en M\Ni . Es decir, si ‘yP es un trasladadoque tocaa

7’ \ N(Y?) en algúnpunto, entonces‘y ci 10 (cf. capitulo IV, teorema2.3). Por otra parte, si 1% fl ‘yPo

tiene interiorno vacio en cl borde de
7>o , entoncesPM ‘y? tiene tambiéninterior no vacio en cl borde

de 7’ . No obstante,las relacionesde incidenciaentreestacantidadfinita de trasladadosdc 7> si pueden

cambiar. Estoes lo que haceque puedacambiarel tipo combinatoriodel poliedro de Dirichlet, litera de

un entornode la singularidad.

El siguienteejemploen dimensión2, quese mostróyaen la introducciónde la tesis, puedeclarificar

un pocolo queocurre. En la figura 10 se muestrandos teselacionesdel píanocuclídeopor los dominios

de Dirichlet correspondientesa dos estructurascuclídeas(no singulares)en el toro . En la primera.

el grupo de holonomia estágeneradopor dos traslacionesen direccionespemendiculares:T¡ (st, y) =

(st + l,y) , r2(st,y) = (st,y + 1) . En la segund~el grupo de holonomia estágeneradopor las

traslacionesri (st, y) = (st + 1, ti) y ‘2(32v) = (st + 1, ~±1), donde /. > O es pequeño. Se observaque

los polígonosde Oiricblet pasande ser cuadradosa ser hexágonos,pero los ocho dominiosque rodean

auno cualquieradado son siemprelos mismos.

2<

rtr,(O)
5<

5<

~ t(Q> ri(O)

2< 2< 2<

Figura 10
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Obsérvesequees esencialconsiderarel dominiode Dirichlet truncado P\N(Ni) ,quees compacto.

En general es falso que 7> U ( u ‘y~) seaun entornode todo 7> . Otro ejemplo en dimensión2 (que
y&o

se vio tambiénen la introducciónde la tesis), muestralo que puedepasar. Pensemosen la orbiforma

cuclídeacuyo espaciosubyacentees la esferaY , con tres puntoscónicosde ángulos 2ir/3 , 2<3

2<3 . El grupo de holonomiaestágeneradopor dos rotacionespi, P2 de ángulo2<3 . En la figura 11

se muestraunateselacióndel plano euclideopor el dominio de Dirichlet 7> centradoen el punto medioO

entretos puntosfijos de pj y P2 , y todossustrasladados.Todoslos vérricesde la teselaciónson puntos

singulares.Los polígonossombreadosson los dominiosque tocana7> en algúnpunto no singular.

Vamos ahoraadesplazarligeramenteel punto base0, dc modo queya no estéen el segmentoque

unelos puntosfijos de p~ y P2 . Estose puedeinterpretarcomoun tipo particularde deformación.En la

figura 12 se muestrala nuevateselacióndel píano euclídeo. Se observaquehanaparecidovarias caras

nuevas,correspondientesa dominiosque antessólo tocabana 7’ en un punto singular. En la cubierta

universalde Y menostres puntos,esosdoniinios no tocabanen absolutoal correspondiente7>. Porotra

parte,en este caso concretoen que se tratade unaorbiforma, sólo hayun númerofinito de trasladados

del dominio de Dirichlet en tomo a cadapunto singular Sin embargo,paraunavariedadcónicageneral

puedehaberinfinitos trasladadosqueincidanen un punto singular (hablandointuitivamente).Estoes lo

quehacetan dificil controlarel comportamientode un entornodela singularidadalhacerdeformaciones.

Figura Ji

Figura 12
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En relacióncon esto,pensemoslo que ocurreal defonnarla estructuracompletade volumen finito

en el complementode un nudo hiperbólico Y? en 53 , El dominio de Diríchlet paraesta estructuraes

un poliedro hiperbólico 7> (no compacto)con un númerofinito de caras(cf. ¡Rat]). Quitemosde 7> un

entorno N(Y?) de los puntoscuspidales.Por lo que hemosvisto antes,el tipo combinatoriodel poliedro

truncado 7>\ N(Y?) sólo puedevariarde unacantidadfinita de manerasalhacerdeformacionespequeñas.

Pero por otra parte,se sabeque cualquiervariedadAl obtenidapor cimgiade Dehnen el nudo Ni tiene

estructurashiperbólicascónicascon singularidadel ánimade la cirugíay ángulocónico arbitrariamente

pequeño(cf 1Thu11}. Por tanto, [o quecambiade unainfinidad de fonnasdistintases el entornoN(Ni)

Segúncuál seala cirugíade Dehn aparecerándiferentescarasnuevasen el poliedrode Dirichlet de Al

que estaráncontenidasen un entorno de la singularidad.

Sin embargo,si tanto M0 como su deformaciónM son variedadescónicascon el mismo espacio

subyacentey lamismasingularidad,entoncesno se puedenproducir fenómenostanpatológicoscomo el

que acabamosdc describir De hecho,veremosen el capítuloIV (teoremaIV.3.2) queel conjuntode caras

que puedenapareceren el poliedro de Dirichlet deformado7> dentro de un entornode la singularidad,

estátambiénacotadopor un conjuntofinito, que llamaremosel conjunto de facetassingularesde Po

Esteconjuntoestábien determinadoy es calculablea partir del poliedro de Dirichlet inicial Po

Supongamosahoraqueconocemosun poliedrode Dirichlet 7% (con centro en un cierto punto base

O) paraunaestructurahiperbólicacónicaAl0 consingularidadNi . Supongamosquetenemosademásuna

familia continuade representacionesp¿ de -ir1 (M \ Ni) en Iso(H
3) , tal que Po es la holonomiade Mo

y tal que Pt envíalos meridianosde Ni a rotaciones.Entoncesel siguientealgoritmopermite construir

poliedrosde Dirichlet paraestructurashiperbólicascónicasen la mismavariedad,consingularidadNi y

holonomíapt , parat suficientementepróximo a O (ver la sección4 del capítulo IV):

Fase1:

(1) Se determinanlos conjuntosdc facetasgeneralesy singularesde Po

— Determinacióndel conjuntoE de facetasgenerales,a partir del poliedro:

Se verifica que ‘y ci E si y sólo si existendos puntosno singularesst , y en el borde de 7>o

tales que st se identifica conti , y el segmentoque une el punto baseO con st , seguidodel

segmentoqueune y con O , es un lazo homótopoa ‘y en M
0 \ Ni

Determinacióndel conjunto~ de facetassingulares,apartir del poliedro:

La descripciónde las facetassingulareses máscomplicada.Hay que considerartodoslos pares

dc puntos singularesst y en el bordede
7’o , talesque st se identificacony . Se consideran

los segmentosque unen el punto baseO con st e y, respectivamente,y se elige un pequeno

meridianopi de la singularidadNi, quecorte a estosdos segmentosen sendospuntos. La clase
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de homotopiade cualquiercurvacerradasimple,contenidaen el grafo que determinanlos dos

segmentosy el meridianopi , es unafacetasingular.

(2) Para1 suficientementepróximo a O , se calculanlos píanosbisectorescorrespondientesa las facetas

generalesde 7’o , H’y(t) = { st ci H2 ¡ d(st, O) = d(st,p¿’y(O)) ji , ‘y ci Ji’ Con ellos, se construyede

maneraexplicita un poliedroPt

— Si los ánguloscónicosde 7>o son <ir , 7>~ no es más que la intersecciónde todos los semies-

pacioscorrespondientesa las facetasgeneralesde 7>o

= {st CH3 4(st,O) =d(st,,oo(O)) paratodo ‘y ciB}

— Si 7’o tiene algún ángulocónico > ir , entoncesla definición de 7’~ es algo distinta. Ahora

hay que determinar,para cadapunto no singular st del borde de 7>o , el subeonjuntofinito

e ~
1(Mo \ Ni) formadopor los elementos‘y tales que

7’o fl ‘yPo = 55 en MO\Y? (donde

st = D(55)) . De hecho, ‘y ci F(st) si y sólo si existeotro punto no singular y en el borde de

Po tal que st se identificacon y , y el segmentoque une el punto baseO con st seguidodel

segmentoque uneti conO , es un lazo homótopoa ‘y en Alo \ Y? . Paracadapunto no singular

st del borde de 7>o , elegimosun pequeñoentornoabierto 1732 de st en , tal que

(132 ~7’o = ji ~ ci Ust ¡ 4(z,O) =dQz,po’y(Q)) paratodo ‘y e Wst) 1

Quitamosde 7’o un pequeñoentornoN(Ni) de lasingularidad,y recubrimos7>o \ N(Y?) por una

cantidadfinita de abiertosUst~, . , Ust,~ . EntoncesPt es un poliedro (en generalno convexo),

con todassuscarascontenidasen la unión de planosbisectoresH~(t) , ‘y ci E , y tal que

Ust~ O Pt = ji z ci Ust~ ¡ 4(z,O) ~ 4(z,pa(O)) paratodo ‘y ci F(st,) ji parai = 1 n

(3) Se truncan algunos vértices o aristas de ‘Pt de modo canónico, de tal forma que las carasdel

poliedro truncado Q~ se identifiquen dos a dos medianteisometríashiperbólicas,para dar lugar a

una estructurahiperbólicaen el complementode un entorno tubular N(Ni) de la singularidad(el

borde de N(Ni) estáformadopor las nuevascarasaparecidasen Q~ al realizarel truncamiento).

Fase2:

(3) Se construyentodos los posiblespoliedrosqueson extensiónde Q~ y tienentodassus carascon-

tenidasen launión finita dc píanosbisectoresH’y(t) , donde ‘y recorretodas las facetasgeneralesy

singularesdc 7’o . Existe un númerofinito de talespoliedros.

(4) Paracadauno de ellos, se compruebasi sus carasse identifican dos a dos medianteisometrias

hiperbólicasparadar lugar a la estructuracónica M~ . Por el Teoremade Cirugia Hiperbólica
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de Thurston, sabemosque ha de existir uno que verifique esta condición, y ése es el poliedro de

Dirichlet buscado7’~ . (Segúnun teoremade Hodgson-Kerckhoff[HK] sobrerigidez de variedades

hiperbólicascónicas,debeserademásúnico.)

El algoritmo es análogoen los casoscuclideo y esférico.

Ejemplo: la orbiformaesférica(S3, [p/q],ir)

Denotemospor Al,. la orbiforma esféricade espaciosubyacenteY , con singularidadun nudo o

enlacede dos puentes[p/q] y ángulocónico -ir , EntoncesM,. tiene un dominio de Dirichlet 7>,. que

es la “lente” comprendidaentre dos esferasmáximasen Y que se cortan formandoángulow/p . La

singularidad son dos arcos de círculos máximos situados en cadauna de estasdos esferasformando

ánguloq-ir/p , y f2p puntos sobreel ecuadorde la lente, situadosa igual distanciacadauno del siguiente

(ver la figura 13).

Veremosen la sección6 del capítulo III, que el conjunto F estáformado en este casopor todas

las palabrasg(a,b) en el alfabeto fa, b, a1, ¿7‘ji formado por los generadoresa ,b y sus inversos

b1 ,talesquealgunapermutaciónciclicade la palabraau’¿7’w’ , tambiénescritaen el alfabeto

ji a, b, a~, b< ji , comienzapor g(a, b) . Es decir, g(a, b) ha de ser un segmentoinicial de alguna

permutacióncíclica de la relación awb’1uJ1 (resp. awa’w1 si jp/q] es un enlace). En particular,

usandoqueawV’uC’ = 1 ,siempresepuedesuponerquelapalabrag(a,b) tienecomomucholongitud

p . De hecho, cadauno de los 2p segmentosen que el ecuadorde la lente7>,. quedadividido por los

2p puntossingulares,tiene asociadaunapermutacióncíclicac(awk’w’) de la relación, de modo que

paratodo punto no singularst contenidoen ese segmento,g(a, b) ci 17st) si y sólo si a(awV1w’)

empiezapor g(a,b) . (En particular,cada17st) tiene 2p — 1 elementos).Por ejemplo, parael nudo [5/33

o nudo de a ocho, se tiene:

Figura 13. El dominio7>,. para el nudo [5/3]
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17z) = { comienzosde

a¿7’(a’ba¿7’)a(6a’¿7’) }
fQx) = { comienzosde P(st) = { COILIOflZO5 de

(ba¿7’)a(bos‘¿7 ‘a)k 1a1 ji (¿1- ‘a)¿7’ (C’ba¿7 )a(ba~’) ji

f(r) = ji comienzosde 12(r) = teomienzosde

a(ba’¿7’a)¿7’(a~’ba¿7’) ‘)a(bC’M1a)M’(a’b) ji

— ji comienzosde
12(r) = ji comienzosde

(ba’V1a)¿7’ (C’ 6aM1)a ¿7’a(boft’¿7’a)¿7’(a’ba) }

f(st) = ji comienzos de í’(st) = ji comienzos de

(a ‘6aM1 )a(bC’¿7’a)¿7 — =< (comienzos(a’M’a)¿01(a’baM ‘)ab ji
12(r) dc

61(a’ba¿0’)a(ba’¿C’a) ji

Figura 14

Además,las facetassingularescoincidencon las facetasgenerales(cf. observaciónIV.3.2). Por

tanto, bastaaplicarla fase 1 del algorilmo anterior,paraconstruirpoliedrosde Oiriehlet de estructuras

esféricascónicasen (SS,[p/q]) conángulo cónico próximo a ir . Es convenienteelegir siemprecomo

punto baseel punto medio entre los ejes de las dos rotaciones¡o(a) , ,o(b) que generanel grupo de

holonomia.

Deestamanerapodemosdesplazamosalo largodeun caminocontinuode holononiias,construyendo

las correspondientesestructurascónicas,hastaque se produzcaun cambio de tipo combinatorioo una

degeneración.Si se produceun cambiode tipo combinatorio,entoncespodemosproseguirmásallá, pues

bastarepetirel procesoparadeformarel último poliedro obtenido,y asi sucesivamente.Sabemosque

mientrasexistaunafamilia uniparamétricacontinuade estructurasesféricascónicasen (Y, [p/q]) , con

ánguloscónicosquevarianenun intervalo compacto,el tipo combinatoriode lospoliedrosde Dirichlet no

puede cambiarinfinitas veces(ver observación1V4.4). Por tanto, de estemodo podemosaproximamos

hastala primendegeneraciónque se produzcaa lo largo de estecamino de holonomias. Si se tratade

unadegeneracióneuclidea,entoncespodemospasara través de ella paracontinuarcon una familia de

estructurashiperbólicascónicas,medianteel procedimientode cambio de escala(cf, [Po]).

Aunquedesdeel punto de vista teórico, laestructurade orbiformaesférica(SS,{p/qj, ir) es un punto

de partidaaseguradoparacomenzarlas deformaciones,enla prácticaesmáscómodoempezardesdeuna
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orbiforma (cuclideao hiperbólica) (SS,[p/q], 2ir/n) , donde u > 3 . El motivo es que, como liemos

visto, la fase 1 del algoritmo es más fácil si se comienzacon ánguloscónicos < ir . Esto es lo que se

hizo en realidaden los ejemplosdel capitulo II; la experienciaconseguidacon el articulo ~HLM1Jy con

otros ejemplosfacilitó en esoscasosla construcciónde dominiosde Dirichlet paraorbifornias del tipo

(S~
3, U>/qj 25r/n)

Parapoderconstruirlos poliedrosde Dirichlet sólo nos falta, pues,saberla expresiónexplícitapara

el plano bisectorde un segmentoen U3 , E3 o 53 , También seránmuy útiles algunasobservaciones

sobrelas identificacionesdc las carasy aristasde los poliedrosde Dirichlet, y sobresus propiedadesde

simetría.

Ecuacionesde los planosbisectores

Paraconstruir los poliedros de Dirichlet siemprevamos a elegir como punto base el origen de

coordenadas,ya sea en el modelo de Klein de it , o en el espacioeuclideo £~ , o en el modelo

proyectivo de la semiesferasuperior S.~ . Por tanto, nos interesacalcular los planos bisectoresde

segmentosqueunen el punto baseO = 0 : O : O 13 ci RE:3 con otro punto E = [a : b e: 4] ci RE3

(1) Casohiperbólico:

Si estamosen el modelo de Klein de U3 , entoncesE seráimagende O medianteun elemento

g ci 80(3,1), ypor tanto podemossuponerquea2±b2±e2—42= —1 , La ecuacióndel planobisector

del segmentoOP es, entonces,

ast ±by ±ez= 4 —

(En efecto,consideremosel modelo del hiperboloideE3 = ji (st, y, z, t) ci Rf 1 st2 + ~2 + ~ =

—it > 0} . Seanu , y los vectoresposiciónde dos puntosen U3 , y sea U el biperpíanovectorial

de 14 que corta a Izi~ en el plano bisectordel segmentoque une los puntos u y y . Seaw un vector

ortogonalafi (parae! productoescalarde Minkowski de 14). Entonces:

(1) w es combinaciónlineal de u y y

(4) si denotamospor 4(u,TI) la distanciadel punto u al plano fi en , y denotamospor <, > el

productoescalarde Minkowski en 14 , entonces<u, w> = ±[w¡ senh4(u,TI) dondeel signo es

positivo o negativosegúnque u y w esténo no al mismo ladode lii . Como u y y equidistande

fi y estána lados opuestosde él, resultaque <u, w> = —(y, w>

Como <u,u> = <v,v) = —I ,podemossuponerentoncesquew= y—u. Enparticular,si u = (00,0,1)

y y = (a,b,e,d) ,entoncesw = (a b,e,4 —1) , y II tieneecuaciónaz+bp + ez—(4— i)t = 0. Al
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proyectarsobreel hiperpíano1 = 1 desdeel origen de Rl-, parapasaral modelo de Klein, se obtienela

ecuaciónast+ by + ez = d — 1 parael plano bisector).

(2) Caso esférico:

Análogamente,si estamosen S~ , entoncesE seráimagende O medianteun elementoy ci 80(4)

y podemossuponerque a2 + 62 + e2 ±42 = 1 . Por los mismos argumentos,el píano bisector del

segmentoqueune O con E en 53 ,esla intersecciónconS~ del hiperpíanovectorial de R4-ortogonalal

vector(a, b, e, 4—1) ,esdecir,el hiperpíanoasr+b’y±ez±(d—1)t = O . En consecuencia,siseproyecta

desdeel origen de R4 sobre el hiperpíanot = 1, resultaque el plano bisectorde O = [0 : 0 0 :1] y

E = [a : 6 : e 4] es

ast + by + ez= 1 — 4

(Suponemosque 4 # ±1).

(3) Casoeuclídeo:

Si estamosen E3 , entoncesE es imagende O por unaafinidad de R3 , luegopodemossuponer

que 4 = 1 . Entoncesla ecuacióndel planobisectores

a2 ±62+e2
ast + Uy + ez=

2

(4) Transición automática de la geometríahiperbólica a la esféricapor cambio de

escala:

Supongamosque para cada1? ci R tenemosunamatriz gR ci SL(4,C) que dependede manera

continuade R y verifica que:

• sil? ~ 0 , entoncesgR preservala forma cuadráticade ii~ de matriz (E ~ —1)

• cuando1? = O , gr~ preservael hiperpíano1 = 1 de R4 -, y actúaen él comounaisometriacuclidea.

(Recordemosque éstaerala situaciónqueteníamosen la sección4 (iv)).

Denotemospor E = (a, 6, e,4) la imagendel punto O = (0,0,0,1) mediantegj~ , donde a, 6, e,4

son funcionescontinuasde E. Se verificaque Ea2 + Rl?+ Re2....42 = —1 , y además4 = 1 si E. = O

‘Vamos asuponerademásque4>0 si E> O y 4 ~ —1 paratodo E.

(i) Si E > O , entoncesg~ es unaisometriahiperbólicaen el siguientemodelo de H3 , que vimos en

la sección4:

= {(st,y,z,t) GR4 ¡ R(st2±y2+z2) ~t2 = —1,1>0}
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Si hacemosel cambio dc coordenadasst’ = x/iñix , y’ = ~ti , z’ = Hz , t’ = t , entonces

pasamosal modelo estándardel hiperboloide de H3 . En consecuencia,el plano bisectorde los

puntosO = (0,0,0,1) y P = (abed) en el modelo flj tiene ecuación

ast±by±ez=4—1 t
1? —

4—l a2+62-l-e’2
Como Ña2 + Rl? + Re2 ~42 = —i , resulta que 4 + , y en consecuencia

podemosescribirla ecuacióndel plano bisectorcomo

a2 +62+e2

am-bbti+ez= ~ *

O bien, si proyectamosdesdeel origen de R4 sobreel hiperpíanot = 1 parapasara un modelo

proyectivo,

a2 ±62+c2

ast + ½>+ ez = (1+1

(u) Si R = O , entoncesla restricciónde tin al hiperpíanot = 1 es unaisometríacuclidea,por hipótesis.

Por tanto,4 = 1 , y la ecuacióndel planobisectorde los puntosO = (0,0,0,1) y E = (a,6, e,4)

es

+ ~ = a2 +62 +e2 a2 +62 ~<~2 e’ast+ >9 2 4+1 —

a,
(iii) Si E. < O , entoncesBR es una isometríaesféricaen el siguientemodelo de 53 , que vimos en la —.

sección4:

=ji(st,ti,z,t)ciR4¡ —IR¡(st2 ~ +z2)—t2=—i} —
e’,

Ial
e’

Si hacemosel cambio de coordenadasst’ = ¡R¡st , ~‘ = H¡y , z’ = 1<: , 1’ = t

entoncespasamosala esferaunidadestándar~3 . En consecuencia,el planobisectorde los puntos —
a,

O = (0,0,0,1) y E = (a,b,e,4)en el modelo S~ es a,
¡ Rl

u,
1—d 4—1 a,

ast±bti±ez 1= t
¡Rl 1? —

O bien,proyectandosobreel hiperpíanot = 1 y teniendoen cuentaque 4 ~ —1 por hipótesis, *5<

e’

a2 +62±e2 —
ast + 6y + ez = 4+1 —

a,
En resumen,en los tres casoslos planosbisectoresquedandeterminadospor la mismafórmula: e’

a2 ±62± e2 —
ast + by + ez =

4+1 a,

e.’62



Algunaspropiedadesde los poliedrosde Dirichlet

Supongamosque M es una3-variedadcónicahiperbólica,euclídeao esféricacontodoslos ángulos

conícos<-ir . Entoncesexisteun subconjuntofinito 12 G -iri(M \ Ni) tal que el poliedro

7> = ji st E X ¡ 4(st,O) =d(st, p’y(O)) paratodo ‘y ci 12 ji

es un poliedro de Diriclilet paraM . (Aqui X denotael espaciomodeladorH3 , E3 ó 5%ypdenota

la holonomiade M).

Paracada‘y ci r
1 (M \ Ni) , denotaremospor H’y el hiperpíano

J-I’y=jistciX j 4(st,O)=4(st,p’y(O))}

Podemossuponerque H~ fl 7> tiene interior no vacio en el bordede 7> paratodo ‘y E 1? . Denotaremos

entoncesF’y = H’y fl 7> y diremosque F~ es una“cara” de 7>

Se verifican entonceslas siguientespropiedades:

(1) Si ‘y ci 12 , entoncestambién ‘y~ e 1? , y la cara F’y se identifica con la caraF i mediantela
‘y

isometríap’y~

(2) Si E = Y’y1 n ~‘y2 es unaaristade 7> , entoncesE se identificamediantela isometria¡o’y~ con la

arista fl IL<.u1~ . (Obsérveseque H 1 flP puedetenerinterior vacío en el borde de 7>
‘yj’y2

por esono escribimos

(3) Si ‘u = F~ nF~2 flF’y3 esun vérticedeP,entonces‘use identificamediantela isometríap’yj 1 con

el vérticefj...i fu...1 ~ . (De nuevo,puedeocurrir que nP o ~

tenganinterior vacíoen el borde de 7> ).

Estaspropiedadesson fáciles de comprobarcuandoM es unaorbiforma (esdecir, cuandoel grupo

de holonomíaO = p(iri(M\Y?)) es un grupodiscretode isometríasde X y Mesel cocienteX/0) , y se

demuestranengeneralparavariedadescónicasenel capituloIII. Facilitanen granmedidala comprobación

de los pegadosde las carasdel poliedro de Dirichlet.

Otra propiedadmuy útil es la siguiente. Supongamosque ~ : M —> M es unaisometríadc M que

dejafijo el punto baseelegido parael poliedrode Dirichlet. Entoncesexisteunaisometria~i’ del espacio

modeladorX que deja fijo el punto baseO y es unasimetríadel poliedro de Dirichlet 7> centradoen

O (cf sección‘7 del capítulo III). En particular, p perteneceal normalizadordel grupo de holonomía

pQrj (M \ Y?)) dentro de lso(X) . Denotemospor ~, el isomorfismo de ir1(M \ Ni) inducidopor < . Si

es unacarade 7> , entoncesFip~’y tambiénes unacarade 7> , y .F<~ = soCF’y)
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u,

Por otra parte, supongamosque M0 es una orbiforma, con holonomía¡oo y supongamosque y

perteneceal normalizadordel grupo de holonomiapo(ir,(M \ Ni)) en Iso(X) , y ademásfija el punto

baseO . Entonceses fácil comprobarquey es una simetríadel poliedro de Diriehlet
7>o centradoen

O . Supongamosahoraque M es unavariedadcónicaconel mismo espaciosubyacenteque M
0 y con

holonomía¡o próxima a ¡o<~ . Si y tambiénperteneceal normalizadorde p(ir1 (Al \ Ni)) en Iso(X) -

entoncesy es tambiénunasimetríadel poliedro de Dirichlet 7> de Al centradoen O

El casoparticularque nos interesaes el de las estructurascónicasen consingularidadun nudo o

enlacede dos puentes[p/q] . El grupofundamentalir, (53 \ [p/q]) estágeneradopor dos meridianosa

6, y por tanto el grupode holonomiaestásiempregeneradopor dos rotacionesA y B en tomo a dos ejes —

disjuntos. Tomemos como punto baseO el punto medio entrelos dos ejes. La rotación Z de ángulo ir

en tomo ala perpendicularcomúna los ejesde A y E, siemprees una simetriadel poliedro de Didchlet

7> centradoen O . Si ademásA y B son rotacionesdel mismo ángulo(como ocurresiempreen el caso *

e’ -

de un nudo), entonceslas rotacionesX , Y de ángulo ir en tomo a las dos “bisectrices” de los ejes de

A y B quepasanporO , son tambiénsimetriasdel poliedro 7> . El isomorfismo4z de wi(S
M \ [~>/<‘])

inducido por 21 envíaa —~ a1 y 6 —+ Ir’ . El isomorfismo~ de ir¡ (SS\ [p/q]) inducidopor X envía
e’

a —+6 y 6—> a, y el isomorfismo~4yinducidopor Y enviaa —> y 6 .—> a1 - u,

u,

e.

u,

e’,

u,

u,

e’

e’

e”

u,

a,

u,

e’

e’

e’

e.

e’

e’

u,

e’

e’

u,

e’

e’

e
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Capítulo II

ALGUNOS EJEMPLOS

INTRODUCCIÓN

En estecapitulovamosa mostrarejemplosconcretosde estructurascónicashiperbólicas,cuclideas

y esféricasen con singularidadalgunosnudoso enlacesde dos puentes,quese hanpodidoconstruir

explicitamentecon la ayudadel programaMathematica.

Concretamente,se vanaexponerlos siguientesejemplos:

(1) Una familia de estructurashiperbólicascónicasen Y consingularidadel nudo de a ocho (o nudo

racional [5/3)) y ángulocónicoa quevariaentreO y -y Cuandoel ángulocónicoes 0, se tienela

estructurahiperbólicacompletade volumen finito en el complementodel nudo de a ocho. Cuando
2qr

a se hace igual a -y , (a familia de estructurashiperbólicascónicasdegeneraen unaestructura

cuclideacónica,y a continuaciónse transformaen unafamilia de estructurasesféricascónicas,hasta

que el ángulocónicose haceigual a ir.

(2) Una familia deestructurashiperbólicascónicasenlavariedadobtenidapor cirugíade Dehnde tipo O

en elnudo deaocho, con singularidadel ánimade lacirugíay ángulocónicoquevariaentreO y 2w.

Cuandoel ángulocónico se haceigual a 2w, sc produceunadegeneraciónen unageometríade tipo

Sol. En la sección3 se describeun nuevomodelo de Sol (encontradotambiénindependientemente

por E. Molnár [Mol] y por B. Thiel [Thifl, que permitepasarcon continuidadde esta familia de

estructurashiperbólicascónicasa la estructuraSol límite medianteun adecuadocambio de escala,

(3) Una familia de estructurashiperbólicascónicasen 53 con singularidadel enlacedc Whitehead(o

enlaceracional [8/3]) y el mismo ángulocónico a en las dos componentes,que varíaentreO y un

cierto valor exo . Como en el primer ejemplo, cuandoa = a0 la familia degeneraen unaestructura

cuclídeacónicay se conviertea continuaciónen una familia de estructurasesféricascónicas,hasta

que el ángulocónico se hace igual a ir.

(4) Unafamilia deestructurasesféricascónicasen , con singularidadel enlacede Whiteheady ángulo

cónico constantementeigual a ir en una de las componentesdel enlace. El ángulocónico a en la

otracomponentevariaentreir y ir/2 , y cuando a se hace igual a <2 se produceunadegeneración
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e

9,

en unaorbiforma Nil. En la sección6 se describeun nuevomodelo de Ml (tambiéndescubierto
9,

independientementepor E. Moinár [Moll y por Riel [‘fhiJ), que permitepasarcon continuidadde —

estafamilia de estructurasesféricascónicasala estructuraNi! limite medianteun adecuadocambio —

de escala. —
e’

e’Estosejemplos se han construidosiguiendoel procedimientodescrito en el capitulo 1, es decir,
e’

determinandopoliedrosde Dirichlet paralas distintasestructurascónicas. La construcciónse realizaen

tres pasos: —.

(1) Partiendode la curvade trazasdel nudo o enlaceracional considerado,se calculan las representa- —
a,ciones de holonomiaparala familia dc estmeturascónicasbuscadas.El grupo de holonomiaestá

siempregeneradopor dos matricesde GL(4 R) cuyasentradasson funcionesde un parámetroreal —,

u , que se puedenescribirexplicitamente. —
a,

(2) Paraun valor concretodel parámetrou (elegidoarbitrariamente),se construye“a mano” un poliedro e..

de Dirichlet 7> para la representaciónde holonomia correspondiente. Para ello son muy útiles —.

las observacionesexpuestasen la sección6 deI capitulo 1. Estepaso,que sólo involucra cálculos —
•1

aproximados,se puederealizarparacualquiernudo o enlaceracional [p/q] , paraobtenerun poliedro —

dc Dirichlet (aproximado)de cualquierestructuracónica (SM, Ip/ql a) con (Y < ir . Las verdaderas

dificultadescomputacionalesaparecenen el siguientepaso. e’-

a,

(3) Se determinanexpresionessimbólicas,en témiínosdel parámetrou, paralos vérticesdel poliedrodc

Dirichlet 7> obtenidoen el pasoanterior A menosque ocurraalgún cambio de tipo combinatorio.
u,esto define ya una familia uniparamétricade poliedrosde Dirichlet para las estructurascónicas
e

buscadas.Si se producealgún cambiode tipo combinatorio,hayquevolver al paso2 con otro valor a,

concretodel parámetro,y repetirel proceso.Estetercerpasoinvolucrala multiplicaciónde matrices e’-

e’
4 x 4 cuyas entradasson funcionesdel parámetrou, y la resoluciónde sistemasde ecuaciones

e.lineales que dependende ese parámetro. Por ello sólo se puede realizaren casosespecialmente

simples.
u’

De hecho, la utilización del programaMathematicaes imprescindibledebido a la magnitudy com- —,

plicación de los cálculosque hay que realizar Por estemismomotivo, en este capítulo sólo damos las e’

expresionesexplícitasde los resultadosparalosdos primeros ejemplos,que aúnson relativamentesenci-
e.,

líos. (Esosdos ejemplosestánya hechoscondetalleen elarticulo [l-ILM1J por un procedimientodistinto). —.

Para los dos últimos ejemplosúnicamenteexplicamos cómo se han realizado los cálculos correspon- e’.

dientesalprimer pasodc laconstrucción,y mostramoslos dibujos de los poliedrosobtenidosfinalmente, e’

e’

describiéndolosde manerageneral.
a,
a,

e’

e’
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La finalidad de los ejemplosexpuestosaqules, pues,puramenteilustrativa, y no se pretendede-

mostrarnadacon ellos. No obstante,me pareceoportuno dedicarlesun capitulo entero, de carácter

computacional,por los siguientesmotivos:

• En primer lugar, estos ejemplossugirieroncuálesdebianser los enunciadosy las demostraciones

sobreexistenciay deformaciónde poliedrosde Dirichlet que constituyenlos capítulosIII y IV de

estatesis. Portanto, los ejemplossirvenparailuminar lo que se haceen esoscapítulosposteriores,

y al lector puede resultarleútil visualizaren casosconcretos los fenómenosque aparecen,para

comprenderqué dificultadesexistenen unademostracióngeneral.

• En segundolugar, los ejemplos2 y 4 dieron la clave paraencontrarlos nuevosmodelosde las

geometríasSol y Nil que se describentambiénen este capitulo. Estos modelostienen la ventaja

de que aparecende maneranatural como límite de modelos del espaciohiperbólico o esférico,

respectivamente,como ilustran precisamentelos ejemplos2 y 4. Por ello, se esperaque seande

utilidad paraestudiarla regeneracióndc estructurasSol y Ni], en la lineade los trabajosde Hodgson

([Ho]) y Portí ([Po]).

1. EJEMPLO 1: ESTRUCTURAS CONICAS EN EL NUDO DE A OCHO

Consideremosel nudo racional I~/~] o nudo de a ocho:

El grupofundamentalir4SM\ jñ/3)) admitela presentaciónab : att =wb¡ ,dondeu’

La ecuaciónde la curvade trazas,en las coordenadasst = tr(p(a)2) — 2 , st = tr(p(a6)) — 2 , es:

22 —(1 + st)z+ 1 = O

Es decir, si p iri(SM \ [5/33) —> 8L(2, C) es una representaciónno abeliana, entonceslos valores

st = tr(p(a)2) —2 y z = tr(p(ab)) —2 satisfacenla relación ~ (1 +st)z+ 1 = O . Si pesla holonomia
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de unaestructurahiperbólicacónica, entoncesz ci C y Rr(z) = , mr 1 , En la sección2
2

st + 2
vimos que A = p(a) y 8 = p(b) son dos rotacionesde ánguloa = aretes en tomo a dos ejesque

forman ángulo20 y estánseparadosa distancia24 , dondecosh(24)y cos(20)son las solucionesde la

siguienteecuacióncuadráticaen 1

e’

st1
2 +21z¡t -i-2I{ejz) — st = O

En nuestrocaso,esta ecuacióncuadráticaes st 12 + 21 + 1 = O , y sus solucionesson

e.

u,

—1± 1,—st
st

Por tanto,

—1— 1—st
cosh(24)=

st
y cos(20) = —1 + 1—st

st

e’

e’

e’

Siguiendoel ejemplo del arficulo [HLM
1], vamosa elegir como parámetrou = coL O en vez de st

e’.

Tenemosque

2 +cos(20

)

= 1 —(:05(20)
st—1+ 1—st st—1+2 1—st

+ :3

Se veriflea queu
2 es unafunción monótonacrecientede st , y cuando—4< st < 0,

Expresandost en términos de u , obtenemosque

(1 — Bu2ftu2+ 1

)

st mr
(u2 — 1)2

<u2 =5-—2f

Dc aquíse deduceque

3—Oir2— ~4 -
~ ~>mr — 1)2

2 sen?!! — (3~2 — 1)Qu2 + 1

)

2

1
senO =

it2 + 1

1 — 2u2
senlí4 mr

Sir2 —

Su2 — ~ ~2 + 1 u- — bu?+ 5
sena= 2(u2 — 1)2

Su2 — íJYW

tan ~ =2 u4 — 10u2 +5

cosO =

u’~ ~+1
u

eoshd=

— j

u

(Cuandou mr 5—2 5,OmrSw/lovdmrir /10 , comodebe ser; cf sección5 del capitulo 1)

Tenemosya todos los datosnecesariosparaescribir las maticesde las rotacionesA y 13 en el

modelo de Klein (de radio 1) de HM , Recordemosla expresiónque encontramosen la sección3 dcl

u,

u,

e’

e’-

e’.

e’

e’

1
:3

u,,

e’

e

a,,

e’,

e’,

u,

e’

u,,

e’

a,

e’

e-

e.-

e’

e..

e

a,

e.’

u’68



capítulo 1 paraestasmatrices:

2 sen2~ senOcasO

1 — 2 sen2’-’ sen20 2 sen2!!senOcosO2’

senosenOcosli4

— senasenOsentid

1 — 2sen2~cos20

— sena(:050 eosli4

senacosOsenhd

— senaseriOcosh4

senacosO eosh4

1 —2 sen2Ccosh24

2 sen?!!senhdcosh42

senacos0 senhd

senaseriOsenhd

—2 sen2esenhdcosh4

1 +2sen2!!senh?d2( il

y B es laconjugadade A mediantelamatriz X = Haciendoloscorrespondientes
—11)

cálculos se llega a que

3— 7a2±2u4

1 u(3t¿’1)

—yTT~’. u’—lOn’+5 -ti

u(3u2—l)

2 4?—¿-ti —u

2-u ~u2+5

-,M~Ou+5

,L~. u4—lOu’+5

2 4
?—5u -4-u

v/TY~72 u4—10í12±5 u~/T7~Y(1±u2)

1
Se observaque senh4 ci R si y 1 1

< u < — cuando u = y senhd = O , y cuando

5 — 2x/b , senh4 se haceimaginariopuro. Todaslas demásvariablesson siemprereales

1
cuando <u < 5 — 2v% . Por tanto,estamosen lasituacióndescritaen lasección4 del capítulo 1:

1,
cuandou = y se va aproducir unadegeneracióneuclidea,y entre ~ y 5 — 2V’g habráestructuras

esféricascónicas. Paraver automáticamenteesta transición, hacemosun cambio de escalade factor
1 1

cos0/(tan(a/2) senh4) (cf. sección1.4). Asi pues,cuando— < u < — estaremosen cadainstante
¼;

en un modelo de Klein de HM de radio

11 ?t4 — 1 0~~2 + 5
u

mr
(1 +u

2) 1 ~2t¿2

(Cuandou = 5 — 2x/S, R = O , luego no podremosver así la estructuraesféricacónicade ánguloir).

Podemosconstruirahorael poliedro de Dirichlet 7>,. centradoen O = (0, 0, 0) , correspondientea

1estarepresentaciónde holonomíaparacadau E ( 5 — 2V~, —g) siguiendoel procedimientodescrito

1 <~

—u

3—52
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en la sección6 del capitulo 1. Sabemosque las tres rotacionesde 1800 en tomo a los ejes coordenados,

xmr(1 —i~.í ) 1 Ymr(í —1 ) ~zmr(1< )
son simetríasdel poliedro 7>~, . Supongamosque F’y es una carade It correspondienteal elemento

‘y e ir
1(S

M \ [5/3]) , es decir,F’y estácontenidaen el píanobisectordel segmentoqueune O conp’y(O)

EntoncesX(F~) es tambiénunacarade It , correspondienteal elemento4.x(’y) , donde 4.y es el

isomorfismode ir
1 (SM \ f5/S]) que enviaa —> 6 y 6 —> a . Análogamente,Y(F~) esunacarade 7>,. que

correspondeal elemento%by(’y) ,donde<y envíaa — b~ y 6 a”’
1 ; y Z(Y5¿)es unacara de 7>~, que

correspondeal elementoifz-(’y) donde ~ envíaa —-> a1 y 6 /r1 . Por comodidad,utilizaremos

la siguiente notación. Dada una palabra g en los generadoresa y 6 , escribiremosgX —

mr <~C~) y g7 = <z(g) , Por ejemplo,el inversode iv — 6a”’’1E’a es mr a’bab mr ‘u)

Al hacer la constniccióncon ayuda del programaMathematica,resulta que todos los poliedros

1
It tienenel mismo tipo combinatoriocuando < u < 5 — 2 5 . (Esto es, como veremos,un

fenómenomuy excepcional,debidoa lasimplicidaddel nudo de aocho). Todoslos poliedrostienendoce

caras,correspondientesa los siguienteselementosdel grupo Ir
1 (SM \ [5/5]) : a , 6a

1 ~ mr ba”’lF’a

y los otros nueveque sc obtienenapartir de éstosmediantezfx , <y y <z

Las ecuacionesde los correspondientesplanosson:

11 u1 —lOu’2+5(—u—st+uti) —u(1+v3)zmrú
a

u4-— 10u2 i—s(— i¿2 (3 — u2

)

1+u2 —ust—ti)+(Su2—~)z=0

1-1 : u2 ~
13)

(Los demásson imagende éstosmediantelas rotacionesX , Y , 21).

Todos los poliedrosIt tienendocevértices,cuyas coordenadasson:

l—3u2 1—Su2 —

mr ( 2 u4—10u2+5

)

í41 + u’) u2(1 + u2) 1 + it2

u(1 — Su2) it2 (u2 — 3) —u2 u4 - — iOn2 + 5
1)2 mr ~ i±u2 i±u2 i+u2

U

3 = ( —u , , —u
2 u4- — iOn2 + 5(1 + u2)
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(y los demásson imagende éstosmediantelas rotacionesX , Y , 21).

El vértice vi es intersecciónde las carasTa ¶a~I y Y ; el vértice ‘u? es intersecciónde F....~

Y...1 y Y es interseccióndeY Y F1 y Y LascarasYy el vértice 133 , , a’ab a b Mi

Y~I=Z(Ya) , mr X(Y) y Y6.~ mr Y(Y) son pentagonales,y todas las demássontriángulos.

La singularidadestá formada por las aristasY fl Y...~ (queune los vérticesvj y Zv~) y Y6 nF6—i

(que une los vértices Xvj e Yv1). Por Unto, la longitud del nudo singulares la sumade las longitudes

de estasdos aristas.

A continuaciónmostramosun dibujo del poliedro. Cadacara está marcadacon el elementodel

grupo iri(S~ \ Ni) que le corresponde,y las flechasen las aristasindican cómo son las identificaciones,

La singularidadestámarcadaen grueso.

e—
Y

wY

Yv2

‘u?

-- a
1

Para averiguarcuáles son las identificacionesde las aristas y los vérticesdel poliedro, aplicamos

las observacionesde la secciónanterior; por ejemplo, el vértice 133 mr Y
61 fl Y6 fl Y se identifica

mediantela isometriaAB’ con~ nY...1 fl ¶~ mr Y fl Y nY...i = 21v2 . Para
a66 ab u’ ab””’ ab

poderrealizartodasestascomprobacioneses necesarioobservarademásqueel plano 11 es “tangente”
al poliedro 7>~. a lo largo de la aristaY fl Y (que une los vértices ‘u~ y va). (La razón de estoes,

a iv

en último término,que el nudo [5/3] es anfiqueiral, y — (ba’’V’a)(a6
1a—’b) es su longitud

Xv
2E

VI

Figura 1
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canónica).Así por ejemplo,el vértice ‘u? mr —I nY<1 nY se identificamediantela isometriaA
a ‘j/,,

conY nf nl! mri)~a 6 aw e.

Si queremoscercioramosde que la sumade los ángulosen tomo a cualquieraristano singulares

2w , bastaobservarque hay un ciclo de a lo sumo cuatro aristasque se identifican con ella, y que la

composiciónde las correspondientesisometriasde pegadoes la identidad. Asi por ejemplo, paralaarista

que une los vértices ‘u~ y 133 , se tene:

Li VV

a u’ a u’ ~ — f nf y — Y n»EnY —~Y.<nY iv 6 vi a iv

y WBW~”’
1A”’ mr debidoa la relación aw = mli -

Paracomprobarque al realizar las identificacionesde las carasdc 7>,. , la singularidadse convierte

en unageodésicalisa
1 bastaobservarqueel eje de la rotación A se transfonnaen el eje de la rotación 13

mediantela isometríaW—’ , porqueW’AW mr

Finalmente,paracomprobarque al realizarlos pegadosde las caras se obtieneefectivamente53 y

la singularidades el nudo [5/33 , se puedeutilizar el siguienteargumento(cf [RiJ). Por el teoremade

Poincaré,cuandou = 1/ji el poliedro 7>~, es un dominio fiindaníentalpara la acción discreta de un

grupode isometríashiperbólicasisomorfoa ir1 (53 \ [5/3]) , Aplicando ahorael teoremade Waldhausen

sobreclasificación de variedadesHaken, resultaque al pegar~ascatasde
7>l/,p se obtiene de hecho

53 \ [5/3] . Supongamosahoraque (1/ 3) < u < 5 — 21k y seaM~ la variedadcónicaqueaparece

al hacerlas identificacionesen It . Fuerade las aristassingulares,7>,. tieneel mismo tipo combinatorio

que7>í/v~i , y los pegadosde sus carasse realizande igual manera, Por tanto. M~ menosun entornode

la singularidades homeomorfaa Y \ N([5/3]) (el complementoen S3 de un entornotubular del nudo

[5/3]) . En consecuencia,M~ se obtienepegandoun toro sólido a S~ \ N([5/3}) de maneraque el

meridianodel toro sólidose identifica con un meridianodel nudo [5/3] , La singularidades el ánimadel

toro sólidoañadido. Por tanto, M~ es homeomorfaa 53 y la singularidades el nudo [5/3]

1
A continuaciónse muestranalgunos de los poliedrosde Dirichlet 7>,, , cuandou varia entrey

y 5 — 2VT . Cuando < u < los poliedrosestán en el interior de una bola de radio
ji

1
It It4 — 10u2 + ~> es un modelo de HM . Cuandou mr y , los vérticesv~ y 21ví coinciden
(1 + u2) 1 — 2u2 , que

y estánen el borde de la bola,y lo mismoocurrecon los vértices X’u
1 e Ev1 - Por tanto,la singularidad

quedareducidaa dos puntosideales(que se identificanmedianteIB), y lo que obtenemoses la estructura

hiperbólicacompletade volumenfinito en el complementodel nudo [5/3] , Cuando ‘u mr , tenemos-vi
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la estructurade orbiformaeuclideaen S~ con singularidadel nudo de a ocho y ángulo cónico 2<3

Cuando < u < 5 — 2 5 , tenemosestructurasesféricascónicasconánguloentre 2ir/3 y w . En
vi

los dibujos, todos los poliedrosestánvistos desdeel punto (—3,010) de RM

1Estructurahiperbólicacompletade volumen finito (u mr —)
ji

4

E—
3]
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e’

1 1Estructurashiperbólicascónicas(— <it < —)

vi 2

e u mr 0.6

4

e—
LI

• I¿ mr 0.65

E—
y

/3--

z

Xv1

e’

x

u,

*

u’

e’

wy,

Yíí2

a’b

iI?

-- (JI
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• fl mr 0.7

1)

1

Estructuracuclídeacónica ,=

z
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Estructurasesféricascónicas(— <u < 5 —

vi
9,

e.,

e.

u,

e’-
• u = 0.71

z
e’

u,

e.

e-—
3/

e’ -

• u mr 0.72 e,

z

3/

e’

e.,

e-

e’

Como ya se explico antes,el cambio de escalaque hemoshecho (de factor iL íA — iOn2 + 5

(1 +u2) 1—

nos impide ver la estructuradc orbiformaesféricade ángulo ir , cuandou mr 5 — 2 5 , Paraver qué

ocurre cuandoa — ir , deshacemosel cambiodc escala.Entonceslas nuevascoordenadasde los vértices

son:
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(1—Su2) 2u2—l (l—3ít2) 2u2—1 — 2u2—i

u2 í0 — bu? ~ 5 u3 í0-— 10u2 + 5 u

(1. — 3~¿2) 2it2 -— 1 u(u2 —5) 2u2 — 1
u’—10u2+5 u4—10u2+5 2&—1)

—(1 + It2) 2u2 — 1 —u(l + u2) 2í? —1

it4—10u2+5 1 í0-——-10u2+5 , —?t 2u2—1)

(y los demásson imagende éstos mediantelas rotacionesX Y , 21).

Cuandou —~ 5 — 2ji , u4 — 10u2 + 5 —+ O , luego las dos primeras coordenadasde todos los

vértices tienden a ±oc. El poliedro P~, tiende a la “capa” infinita comprendidaentre los dos pianos

2 ir

horizontalesst = ± i — y = + tan , La singularidadtiende a dos rectas contenidasen cada
uno de estosplanos, que forman ángulo 3ir/5 . Para interpretarlo que ocurre, debemosrecordarque

que estamosen el modelo proyectivo de 53 , obtenidopor proyeccióndesdeel origen de R4 sobreel

hiperpíano mr 1 - Por tanto,losdos planosst mr ±tan son dos esferasmáximasen 53 quese cortan
10

(formandoángulo <s) en un circulo máximo contenidoen el ecuadorde S~ . Lo que aparecees,pues,

la “lente”

queconespondea la estructurade orbiformaesféricade ángulo ir descritaen la sección1.5.
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2. EJEMPLO 2: CIRUGÍA CERO EN EL NUDO DE A OCHO

Consideremoslamisma familia uniparamétricaderepresentacionespv de ir, (53 \ [5/3]) en SO(:3.1)

que vimos en el ejemplo 1. Recordemosque si a, 6 : aw mr ml es la presentaciónestándarde

~rí(S3\ [5/3]) (dondeiv = 6a”’16’a) ,entonceslas matricesA mr pu(a) y 13= Pu(b) vienendadaspor:

37-a2+2u4 a(3u21) ~uA~’Z~iou2±5 ..fiZ752i,/WZT~,?2+s

2 u(3u2— 1) 2—3u2—u~ u2. u4 —io,A+s u 1—2-a2 u4—10,22+5

2 (u2 —1) . u4 — ¶ ou2±s ~2v~lYThu2+5 .a.JW32( 1±a’)

— y T—2u2 ‘A~rT7T,2±S ,zv’TE7WV~IEiOuí+5 u. 1—2v.2 (1 A-u.2)

y lies la conjugadade A mediantela matnzX (1 —l )

1 1
En elejemplo 1 vimosquecuando— <u < ,Pu es laholonomíade unaestructurahiperbólica

3 vi
cónicaen 53 con singularidadelnudo [5/33y ángulocónicoque varíaentre(1 y 2ir/3 . Cuandou mr ~~i—

\ 3

p,, es la holonomíade la estructurahiperbólicacompletade volumenfinito en S~ \, [5/33 -

1,
Ahora bien, cuandoO < it < p,. sigue siendo una representaciónde Ir

1 (53 \ [5/3]) en

SO(3,1) . Por tanto Pu será(al menosparau próximo a 0), la holonomiade unaestructurahiperbólica

en el complementode un entorno tubular dcl nudo [5/3] . Ahora A y 13 no son rotaciones,sino

transformacionesloxodrómicas,y por tanto Pu no puedeserla holonomiade una estmcturahiperbólica

cónicaen S~ con singularidadel nudo [5/3] . Sin embargo,vamos a ver que p~ es la holonomiade

unaestructurahiperbólica cónicaen la variedadM obtenidapor cimgia cero en el nudo [5/3] , con

singularidadel ánimade la cirugía.

En efecto, consideremosel poliedro hiperbólico convexo
7>u delimitado por los mismos planos

bisectoresque en el ejemplo 1: Ha , 1-1 , y sus imágenesmediantelas tres rotacionesX

Y , 21 de
180v en torno a los ejes coordenados.Como ahoralas matricesA y 6 siemprepertenecena

SO(3,1) cuandoO < u < 1/vi , no va a ocurrirningunatransicióna estructurasesféricascónicas,y

por tanto no vamosahacerningún cambiodc escala.Esdecir, siempreestaremosen el modelo de Klein
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de radio 1 de H3 - Las ecuacionesde los planosbisectoresson entonces:

JI —(i+u2) 1 —2ít2+ u4~i0ít2±5(~st+uy)~u(1+u?)zmr0
a

—u(3—it2) l—2u2+ ít4~10ít2+5(~.ust~y)+(3u?~i)stmr0

H : —u(1 ±íA) 1~~2u2+u? u4~10u2+5(~ust~y)+(2u4+u?~1)zmr0
nl

Al construir los poliedrosnos encontramoscon quela única diferenciarespectoal ejemplo anteriores

que ahoralas carasY y »a~’ no se cortan,mientrasque las carasY y $z sc cortan a lo largo de

una arista. (Y analogamente,por simetría,Y
6 y Y6...i no se cortan,y Yx y Y131y’ se cortan en una

arista). Porlo demás,el resto de las relacionesde incidenciaentrelas carasno varia,y todaslas carasde

se identificandos a dos correctamentemediantelas respectivasisometriashiperbólicas. Hay también

docevértices,cuyascoordenadasson:

Su
2 — 1 í4l — 3u2) —u

vTETi2 u4-— 10u2+5 1—2í? u4—10u2+5 1—2u2

(1~3í¿?) 1—2u2 u(u2 —3) 1—2u2
—It 1 ~2m¿2)

u4-— lOí¿2 + 5 it4-— iOn2 + 5

— —(1 + í2) 1 — 2ít2 —ít(l + it2) 1 — 2u2

133 it4— iOn2 + 5 ‘ u4-— IOn2 + —u 1 —2u2)

(y los demásson imagende éstosmediantelas rotacionesX , Y , 21).

Comoen el ejemplo 1,132 mr f ...¶flY ~ y13~ mrFabba¶ , En cambio,
a ba iv nYOY nf

aboraiY¡=Y nf nf
a ‘j» . He aquí un dibujo dcl poliedro 7>u
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9,

~‘.

Fiquzu 2

Como antes,se puedencomprobarlas identificacionesde las aristasy los vérticesusandolas obser-

vacionesde la sección1.5 y el hechode queY n II = Y nf . La sumade ángulosen tomo aa aa’ a iv

cadaaristaes 2’jr al hacerlas identificaciones,exceptoen las aristas Y fl Y z (que une los vértWes£J
‘ji, iii

ir .. O ir ., (nnp ‘ini’ inc ~íA,4;r~ NS?.
¡ ~‘ ,..,,. ~ ~ Estasdos nnctac iArntifinnn “nn con la~ LJI}J/J4

otramediantelaisometriaW , y el productoW WX mr (13A—’13”<A)(AB—1A—’13)esuna rotación de

eje Y n Y z . Al hacerlas identificaciones,las dos aristasse cierranparadar lugar a una geodésica
iv iv

cerradalisa, ya que como awivX c’ mr (aín)(w61)X mr (wb)(a~~~lw)X mr (wb)(61ivX) , el

eje de la rotaciónW WX quedainvariantepor la isometriaA . En consecuencia,al pegardos ados las

carasdc 7>, , se obtieneuna3-variedadhiperbólicacónica. La singularidades el nudo formadopor las

aristas? nY y Yx nf y , y el ángulocónico & es la sumade los ángulosdiédricosde Pu en
iv iv?; ~ iii

estasdos aristassingulares, Cuandou — 1/ 3 , & —. 0 , y cuando u — O , & — 2ur (porque el ángulo

diédrico en cadaaristasingular tiende a ir).
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Tenemos,pues,unafamilia uniparamétricade variedadeshiperbólicascónicasconel mismoespacio

subyacenteM y ángulocónico que variaentre O y 2’jr . Queremossabercuál es la 3-variedadtopológica

subyacenteM . Paraello, vamosaquitar dc 7>,, un pequeñoentornoN de las aristassingularesY nr ~

iv iii

y 5»x n Y y . Entoncesqueda un poliedro truncado7>,, \ N , que combinatorialmentees el mismo
1-o

que aparecesi en cl poliedro 7>~, del ejemplo 1 quitamosun pequeñoentorno de las aristas singulares

Y nf ~ n Y
6...~ . Además,las carasse identificande igual maneraen amboscasos,Por tanto,

al pegardos a dos las carasde
7>u \ N se obtieneS~ \ N([5/3]) , el complementoen 53 dc un entorno

tubulardel nudo [5/3] . El entornoN se convierte,alhacerlas identificaciones,en un toro sólidoT . Este

toro sólido T se pegaa 53 \ N([5/3]) a lo largo del borde,paradar lugaralavariedadNf . El meridiano

de T se identifica con unacurvahomótopaa ivw~ = (6a’Ir’a) (ah’ a—’6) E iri(S3 \ [5/3]) - Corno

ww~ es la longitud canónicadel nudo [5/3] , resulta que la variedad M se obtiene por cirugía de

Dehn 4e tipo O en e’ nudo [5/3] (cf [HLM
1]). Como el nudo de a ocho es un nudo fibrado de género

1, M es un fibrado sobre S’ confibra un toro. El círculo basede estafibración es el ánimade la cirugía

(es decir, dentro del poliedro
7>u , cadaunade las dos aristassingulares).En la figura 3 se muestrauna

de las fibras, vista dentro del poliedro Pu

st

y <—

A continuaciónse muestranalgunosde los poliedrosde Dirichlet 7>,, , cuandou variaentre 1/ji

y O . Todos los poliedrosestánen el interiorde la bolade radio 1 , que es el modelo de Klein estándar

de ii~

‘E

Figura 3
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e’

• Estructura hiperbólicacompleta: it = (poliedro vi.sl.o desdeel punto (—10,0,0)):

ji

ti’

Y

• u = 0.5 (poliedro visto desdeel punto (—100,0)):

/3 -— cl

1/ <—

9,

9,~

1 xi;y

9,

9,

e.

u’

e’

e’

Y-u?

~ 1/3

½
a --1

Z=1
‘ir
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• u mr 0.4 (poliedro ‘visto desdeel punto (—10,O,0))

1

y 4—
b ~a-

1

• u mr 0.3 (poliedro visto desdeel punto (—10,0,O))

st

y 4—

1

‘u.,

—t
~i. 6

—1
— a

V
2

a
tb

—1
— (2

Amy---‘tu
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flI

• u mr Q.3 (poliedro visto desdeei punto ( — ¡0, —10,5)):

y

xv.

a 6 7’

Zv
2

‘U)

1

• u mr 0.1 (poliedro visto desdeel 73lJitlo ( — lO, —10, 5)):

1

It>

y<l

Yv:~ x

—1
— o,

‘u?

t,3 ‘0.’

e’

u’

9,’i

9,’;

6 —l

e’

9,’

e’

—1
— — o,

e’-

u’.

e.

u’
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• u O (poliedro visto desdeel punto (—10,—lO, 5))

1 1 0)y’va—>(—-—-— O 0).Portanto,Cuandou—4),i¾—(——’-- 0í0)~v2—4(.7~0í
vi’

cuandoel ángulocónico & tiendea 2ir , los poliedros7>, degeneranen el segmentoque une los puntos
mr , 0 0) y 21iJÁ = (-1—. 0 , 0) . Es decir, cuando& —4

2Ir , las estructurashiperbólicas
VV vi

cónicasen la variedadM degeneranen un círculo, que es el circulo basede la fibración por toros de

Nf . Cuandou = O
/2 0 0 —ji/2

¿ ? 01A=B=(~0 0 0 3/2)

Por tanto, cuandou mr O el grupo de holonomíaes un subgrupodiscreto del grupo de traslaciones

hiperbólicasque dejaninvariantela rectay mr = O

Porotra parte,se sabequeestavariedadM , obtenidapor cirugíaceroen el nudo de aocho, admite

unaestructurageométrica(no singular) de tipo Sol (porquees un fibrado sobreS’ con fibra un toro

y monodromíaAnosov). En la secciónsiguientevamos aver un modelo proyectivo de Sol que nos

permitiráencontrarun dominio fumndamentalpoliédricoparaestaestructuraSo] en la variedadNf, y que

permitiráademáspasarcon continuidadde estaestructuraSol alas estructurashiperbólicascónicasque

acabamosde construir

Observación.En sus notas([Thu
1], cap. 4), Thurstonconstruyeunafamilia de estructurashiperbólicas

incompletasen el complementodel nudode a ocho,cuyascompletacionessonlasestructurascónicasen la

variedadobtenidapor cirugíaceroen el nudo de a ocho,quehemosvisto aquí. Thurstonconstruyeestas

estructurasincompletasidentificandoentresi las carasde dos tetraedroshiperbólicosidealesmediante

¡sometriashiperbólicas. Cuandoel ángulocónico tiende a 2w , esosdos tetraedrosdegeneranen dos

triángulos contenidosen un mismo plano, y el grupo de holonomíatiende a un subgrupono discreto

de isometriasde ese planohiperbólico. En cambio, como hemosvisto, ennuestroejemplolos poliedros

degeneranen un segmentoy el grupo de holonomíatiende a un subgrupo(discreto) de traslaciones

hiperbólicasa lo largo de la recta que contieneese segmento.El motivo de estadiscrepanciaes que

las aplicacionesdesarrolladoras(resp. las representacionesde holonomia)estÉnsólo definidasa menos

de composición(resp. conjugación)por isometriashiperbólicas. Parapasarde nuestro ejemplo al de
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Thurston habríaque conjugarcadaholonorniaPu por una isometriap~ (dependientedel parámetrou)

de modo que, en el modelo del semiespacio.PUPaPJ‘(a) tuvierasiemprea O como uno de sus puntos

fijos y Pup,~’p4j ‘(6) tuviera siemprea ~ comopunto fijo. De estemodo, en cl límite cuandou — O, se

obtendriaunarepresentaciónmetabeliana(como en [Thufl) en vez de unarepresentaciónabeliana(como

en nuestroejemplo).

3. UN MODELO PROYECTIVO DE LA GEOMETRÍA SOL, QUE MUESTRA LA

DEGENERACIÓN DEL EJEMPLO 2

Vamos a definir el grupo de Lic Sol como la componentede la identidaddel grupo de isometrias

del planode Lorentz-MinkowskiR~ (cf [MilL [Sel)

senhO rosEO st Oyst Ecoshú senbO y R}
0 0 1

En Sol vamos a considerarla métricainvariantepor mulliplicación a la derechadadapor la fónnula

dV = (d’y— zdOV + (dz ~ydO)? +dO?

(En la definición usual de la geometríaSol , se elige una métricainvariantepor multiplicación a la

izquierda. Sin embargo,nuestradefinición es equivalente,y es la que nos va a permitir encontrarun

modelo proyectivo de Sol).

Se puedeprobar(cf lSd)queelgrupode isometriasdeSoL conestamétricaheneochocomponentes,

y que la componentede la identidades el propio grupo Sol actuandosobresí mismo por multiplicación

a laderecha.El estabilizadorde la identidades isomorfo al grupo diédrico de orden 8 . y está formado

por las siguientesísometria.s:

(O, yst) — (Ocyúz)

(O,y, st) —+ (Ocst, e y)

(O, y, st) — (—O, e y, —e st)

(O,y,st) — (—O,cst,—ey)

dondee mr ±1

Vamosahoraaescribir el grupo Sol de la siguienteforma:

Solmr { (¿ Y ) x,y,st,tER y,2 ,t? = —1,1 >O}
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Entoncespodemosidentificar Sol con lasiguientehipercuadricade II~

Sol = { (ip, zÁ) GR4 j ~2 12 = —1 , t >0

en la que sc define el producto

(x,y,st,t)(a,b,c,d)mr(dxr±at,y+cr±bt,st+6x+ct,aí+dt)

Las isometriasde Sol que pertenecena la componentede la identidadson ahora la restricción a la

hipercuadrica{ (í, y, st, 1) e R’ ] :r2 ~12 mr —1 ,t > O } de los automorfismoslinealesde RA conmatriz

de la forma

y o o a
1 0 61
o e)
O O d

dondea, 6, e, d e fi , d2 — a2 mr 1 y d > O

Lasochoisometríasque pertenecenal estabilizador

Sol de los siguientesautomorfismoslinealesde fi4

e
c ,

(1

de la unidadson la restriccióna lahipercuádrica

Oc
—e O—c , (1 LIII

1) (—1

donde e mr ±1 (Obsérveseque, en particular, tas tres matrices X

)YZ=—1
son isometriasde Sol y

—1 ~
(—1

Si proyectamosla hipercuádijea{ (x, y, st, 1) e fl4 a? .— ¿2 = ~}~ > O } desdeel origen de fi4

sobreel hiperpíano1 = 1 , obtenemosla “capa” infinita comprendidaentrelos dos planos .r mr +1

{Qr,p,st) —1<’.r<1}

Estesubconjuntode fi3 es un modelo proyectivode la geometriaSol, porquelas isometríasde Sol son

las restriccionesal conjunto {. (x, y, st-) 1 —1 < ‘.r < 1 } de ciertasproyectividadesde Rl’3 . En particular,

todaestructurageométricade tipo Sol en una3-variedadtiene asociadaunaestructuraproyectivareal en

la misma variedad.

Y= (—1 1.

—l
—l 1)

(1
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Degeneraciónde estructurashiperbólicasen unaestructuraSol 9,.

Paracadak > O , vamosa considerarel siguientemodelo del espaciohiperbólico R~ : *

e’

mr { (x,y,st, t) GR4 ] :r2 + AA (y2 + st2)— 5 =~1,t> O } —

e’

con la métzica inducidapor la forma cuadrática( ~,2 ) de R4 - Las isometriasson las

restriccionesdc los automorfismoslinealesde TU que preservan“2 . —
e’-

Del modelo estándardel hiperboloidede ti~ se pasaa este modelo ~2medianteel cambio de e’

coordenadas:r’ = x , y’ mr y/It , st’ mr st/It , t’ mr . Si se proyecta“2 desdeel origen de R’ sobreel

hiperpíano mr 1 , entoncesapareceel elipsoide { (x, y, st) e TU & + A? (y2 + st2) < 1 } , que es otro

modeloproyectivo de H3 . e’

u’

Cuando It — (1 , los conjuntosHj~ se aproximana la hipercuádricaSol mr { (w, y, st, 1) e RA —

—5 mr —1,1 > 0} , y las isometríasde Sol sepuedenobtenercomolímite de isoníetrias(hiperbólicas) —-

de ‘-‘2 cuandoIt tiendea cero. Oc hecho, supongamosque paracadaIt > O tenemostina isometriade
e’,

l’FMk = (rn~
1(k)) , y que cuando It — O , las matrices Ah, tiendena unamatriz de la forma e,

e’

¡ cosli4 O O senli4

Al— 0 1 0 0
yo 01

senhx~ O O cosh~

rní~(k) m~í(k

)

donde4 e FI . SupongamosademásqueexistenA~1 = hm e FI y p~ mr 11w e FI para
k—’O It k---d) It

imr2, 3 , ParacadaIt > O , denotemospor M~ la matriz conjugada

ML= 1/It ¡ It

U k í)

e’

EntoncesAJk es una isometriahiperbólica en el modelo 112 y el limite de las maticesA4 cuando
e’

It —+0 es
cosh4 0 0 senh4( A21 1 0 ¡‘24

— A~i 0 1 ~
senh4 O O cosh41

Si A21 = ¡‘~~ y A31 mr [124 entoncesNf’ es unaisometríade Sol
u’,
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El ejemplode la cirugíacero en el nudo de a ocho

Volvamos al ejemplo 2, en el que habíamosconstruidoulla familia uniparamétrícade estructuras

hiperbólicascónicasen la variedadNf obtenidapor cirugia cero en el nudo de a ocho. La singularidad

es el ánimade la cirugía, y el ángulocónico & varía entre O y 2w . Estasestructurascónicasvarían

de maneracontinuasegúnun parán~etroít e (0,1/vi) , dc modo que cuandoít — 1/ji , a —+ O , y

cuandou —4 0 , & — 2w . Cuandou — O, las estructurashiperbólicascónicasdegeneranen un circulo.

Por otra parte,se sabeque M admiteunaestructurageométrica(no singular) de tipo Sol.

Teniendoen cuentalas observacionesdel apartadoanterior, vamos a hacerahorael cambio de

coordenadasaY mr £ , y’ mr y/ít , st’ = st/It , para cadau e (o,1/ji) . De este modo pasamosdel

modelo de Klein de radio 1 al modelodel elipsoide H~ — {(r,y,z) GR3

Ahora el grupode holonomíaestágeneradopor las siguientesmatricesA y 13

3— 7u’+2u4 u2 (3v2 —1) —u

Su2—1 2—3v2—u

— 1—2v2. v4—10v2±5 u2.

u? v’77r1Uu2±s

2 42—flu A-u

x2 + u2 (y2 + :2) < 1-1

:3— 5u2

+5

x/E½~(1+u2)

y 13 es la conjugada de A mediantela matrizXc (1 —1 —l 1) Lasnuevascoordenadasde

los vérticesdel poliedro de Dirichlet 7>-,, son:

y

1 =z( .3í¿
2—i

1 — 2u2 u4-— 10u2 + 5

1 — Su2 —i
)1 — 2ít2 ~ 10~~2 ±5 1 — 2ít2

1—2íi2 (íA—3) 1—2u2
ít4~ l0í~~ + 5 ~ — lOít2 + 5 , — 1 — 2ít2

— —(1±u2) 1 ~2ít2 —(1±ít2) 1 ~2w2

It4 — 10U~ + 5 n’~- — iOm¿2 ±5

(y los demás son imagen de éstos mediante las rotaciones X , Y , 21).

1 — 2mP )

Ahora cuandou —> O,losnuevospoliedrosTv yano degeneranen un segmento,sino queconvergen

a un verdaderopoliedro1% en , cuyosvérticesson:

—1 1mr(— —1) 1 —5 —1 —1

Amr
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y todaslas imágenesde éstosmediantelas rotacionesX , Y y 21 . El poliedrolimite P0 estácontenido

en { (x,y, st) e FI
3 — 1 < x < 1 } (quees un modelo de Sol). A continuaciónse muestrauno de los

poliedrosPu. con u > O , y el poliedro límite 7>~

Observación.Las carasdel poliedrolimite 7>~ no sonsuperficieslo taImen/eqeodé?s’ícasen lageometría

Sol,

• u mr 0.2 (poliedro visto desdcel punto (—2,—10,3/2)):

Y
ba

a b ~

y

wz

ir

—I
(1-

e.

9,I

e’

e’

e,

~1

9,¡

e.

e.,

e,>

e”

e’,

—1
o

‘u)

00



• u mr O (poliedro visto desdeel punto (—2, —10,1)):

1
6~a

737

6 —1

—~. £

—1

1)2

• u mr O (poliedro visto desdeel punto (—5,0,1)):

x

6 ‘

y <—

—1 — —6 a

‘1’

)flX

a 6 1
y

u)

a

—1

iv: w
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u’,

Las carasdel poliedro límite 7>o se identifican dos a dos de igual maneraque las de 7>u Ahora las

transformacionesque realizanlos pegadosde las caraspertenecenal grupogeneradopor las matrices

3/2 (1 0 —15/2 3/2 0 0 —15/2

—1/2 1 0 15/2 1/2 1 0 —15/2

y B=XAX”1mr

15/2 0 1 —1/2 —15/2 0 1 1/2

—15/2 0 0 3/2 —15/2 0 0 3/2

Tanto A como 13 son isometriasde Sol , en el modelo que definimos antes. En consecuenciael

poliedro 7>(í es un dominio ffindarnentalparalaestructurageométricade tipo Sol en la variedadM . Las

interseccionesde Po con los píanos~ mr constantese convierten,al hacer las identificaciones,en las

fibras de la fibración por toros de M

Así pues,acadaestructurahiperbólicacónicaen M le hemosasociadounaciertaestructuraproyec-

tiva real (singular),de tal maneraque cuandoel ángulocónico tiendea Sr , esa familia uniparamétrica

de estructurasproyectivasconvergea tina estructuraproyectivareal (no singular) en Al . Además,la

estructuraproyectivalimite estáasociadade modo natural a la estructurageométricade tipo Sol de la

variedadAl

Cabepreguntarsesi este fenómenoobservadoparala cinigia ceroen el nudo de a ocho. se produce

engeneral, siemprequehayaunadegeneraciónde estructurashiperbólicascónicasen unaestructuraSol.

Pregunta.Supongamosque Nf es un librado sobre S~ con fibra un toro y monodromiaAnosov (que

tiene por tanto geometríaSol). Supongamosademásque existeunafamilia de estructurashiperbólicas

cónicasen Nf , con singularidadun enlace >2 c Nf y ángulo cónico (Y que varia entre 0 y 2ff . ¿Se

puedeencontrarsiempreunafamilia de estructurasproyectivasreales(singulares)en A-1 , asociadasa las

estructurashiperbólicascónicas,de modo quecuandocx -4 2ff converjana unaestructuraproyectivareal

(no singular)en Al , asociadaa su estructuraSol?
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4. EJEMPLO 3t ESTRUCTURAS CÓNICAS EN EL ENLACE DE WHITEHEAD,

CON EL MISMO ÁNGULO CÓNICO EN AMBAS COMPONENTES

Consideremosel enlaceracional !~/~] o enlacede Whitehead:

El grupo fundamentalirl(S~ \ [8/33) admite la presentaciónla,b aw = iva] , donde mr =

6aV’ a1 Ir> ab. La ecuaciónde lacurvade trazas,en las coordenadas£ = tr(p(a)2) 2 — tr(p(b)2)—2.

st mr tr(p(ab)) — 2 es’

9> + (2 — :r)st2 + (2 —2£):— mr ()

Esdecir, si p : ir> (53\ ~8/3J)-4 SL(2,C) esunarepresentaciónno abelianatal que tr(p(a)) mr tr(p(b))

entonceslos valores£ = tr(p(a)2) —2 y st = tr(p(ab)) —2 satisfacenla relación :~ + (2 — £)st2 + (2 —

2r)z — £ mr O . Si p es la holonomiade unaestructurahiperbólicacónica, entonces‘.r c FI y st G C

Por tanto,paraesevalor de x , la ecuación(en st) ~ + (2— .x)st2+ (2— 2x)st — mr O tiene unaraiz real

y dos raícescomplejasconjugadas,y st mr tr(p(ab)) — 2 es unade las dos raícescomplejasconjugadas.

Vamos a denotarpor>’ la raíz real. Entoncesr~ + (2— ir)>’2 + (2— 2£)>’ — £ = O , luego

= r (>‘2 + 2>’ + 2

)

(r + 1)~

(Estaes una función monótonacrecientede r cuando —2 + ji =r < O - Cuando -r = —2 + 12
£ mr —4 , y cuandor mrO , ir mrO).

Podemosescribirahoralaecuaciónde lacurvade trazasen términosdel nuevoparámetro-r, y factorizarla:

2r2+3>’+2 r2±2r±2

+ (2— <st2 + (2— 2£): —£ = (z— r) (:2± (r-± 1V + (r+ 1)2
Si estepolinomio en st (con coeficientesreales)tiene dos raleescomplejasconjugadas,st , 2 , entonces

se verifica que:

Re(st) 2r2+Sr+2 y jzj = r2+2r+2
2(r+ 1)2 r+l
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Supongamosque p es la holonomíade unaestructurahiperbólicacónica,correspondienteal punto (ir, st)

de lacurvade trazas.Entoncesvimosen la sección1.2 que A = p(a) y 13 mr ¡46) son dos rotacionesde

ángulo (Y mr arecos en torno a dos ejes que forman ángulo20 y estánseparadosadistancia2d
2

dondeeoslj2d) y cos(20)son las solucionesde la siguienteecuacióncuadráticaen

£ t2 + 2<:! 1 + 2Re(st) — mr

En nuestrocaso,estaecuacióncuadráticaes

r(P-i-2r+2) 2

(r-± 1)2 ~ +
2 t2 + 2v + 2

1~—
y + 1

r3 + 4v2 + Sr + 2

17±i5~

y sus solucionesson
(r + 1)(—1 1 (r +

r >‘2+2r~4~2

1)) , Por tanto,

—(r+1)(r+2

)

cosh(2d)— _________________

r r2 + 2r+ 2

r +
vcos(2O~mr

-1> +2>’ +2

Como en el ejempío 1, vamosa elegir como parámetroit mr cot O . Tenemosque

1 +cos(20) _ ¡
u mr 1 —cos(20)

r2 + 2>’ + 2 + (r+ 1

)

>‘2 + 2r + 2 — (r + 1)
— r2+2r’-i-2±(r±1)

Se verifica que u es una función monótona decrecientede r en el intervalo [—2+ 2, 0] y cuando

—2 + 2 < <0 , 1 + ji <u =(—1 + 2 + 4—215)mr cot(3rr/16) . Expresando-r en términos

de ít ,obtenemosque

I1~ — 2u — 1‘u mr

2u

IDe aquí se deduceque

sena mr (1 ±u2)
4mt(mí2 — 1)2

(1 + u2)(1 + 2u —u2

)

2 SCfl2(Y mr
471(u2 — 1)2

(Y (1 ‘-1-it2) 1+2u—u2tar> — mr
2 u~+2u—1.’u~-±4u3—67t2—4u+1

1
senO=

u2 + 1
í~~-— it2 — 2u

senhd mr
u> + 1\ 1 + 2u — u2
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7t2+1

(ioshd
mt>+! 1+2mt—u>
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e’-

e’.

e,

e’

e,

e.

e.

e’

e’

e.;

e’

e.

u’-

=0

e’.

e’-

e,

e’

e,

u’

e’

a.

e,

e’

u’

u,

e,

e.

e’

e,

e’

u’,

u’

e,

e’

e’

e;

u’

u’

u’

e.’-

e’,

e’.

2u3 — u2 + 1
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Podemosahorasustituir estosdatosen la expresiónparala matriz A

2,t 21 — 2 sen sen O

2 sen2~~senOcosO
2

Amr
seria senOcoshd

— senasenOsentid

— 2 seri2~cos2O
2

senacosOcoshd senacosOsenhd

2 sen2§senOcosO — senasenOcoshd — senasenOsenhd

— senaú:osOc.oshd 1 — 2 sen2~cosh2d —2 sen2~senhdc.oshd2 2

senacosOscntíd 2sen2~senhdco2’ . shd i-r-~sen~senntt

Teniendoen cuentaque8 es la conjugadade A mediantela matriz X = (‘1

proporcionala representaciónde holonomíaparacadau e (cot(Sir/16) , 1 +

explícitamentedebidoa la complicaciónde las expresionesque aparecen.

12) . No la escribimos

Observamosquesi u
0 es la raíz real de u

3—u—2(quevaLe (3 3±~(9 + 78) 7i/ ~ 9(9 + 78)

1.52138) , entoncessentid e FI si un < u < í + 12 cuandou mr u
0 , senhdmr o , y cuando

(:ot(32r/16) =ít < ug , senhdse hace imaginariopuro. Todaslas demásvariablesson siemprereales

cuando(:ot(¿r/16) <¿1 ít < 1 + 12 . Por tanto,cuandou mr u0 se produciráunadegeneracióneuclídea.

y entre it0 y (:ot(37r/¡6) habráestructurasesféricascónicas. Paraver automáticamenteestatransición,

hacemosun cambio de escalade factor cosO/(tan(a/2)senhd), como en el ejemplo 1. Así pues,

cuandou0 < u < 1 + 2 . estaremosen cadainstanteenun modelo de Klein de fl3 de radio

it ít
2+2ít—liu”±4ít3—6ít2—4ít-i—1

1 + u2) It4-— u2 — 2ít

(Cuandoít mr cot(3ff/16) flj mr , luego no se podráver laestructurade orbiforma esféricade ángulo

iT).

Podemosahoraconstruir los poliedrosde Didchlet Pv centradosen o mr (0, 0, 11) , correspondientes

a estasrepresentacionesde holonomiacuandoeot(Sir/l,6) < u = 1 + 12 . Como en el ejemplo 1, las

tresrotacionesX , Y , 21 dc 1800 en tomo a los ejes coordenadosson simetríasde Pv

A continuaciónse muestranlos poliedrosobtenidoscon el programaMathematica. No escribimos

explícitamentelas ecuacionesde las carasni las coordenadasde los vérticesporqueson complicadas.

Utilizamos las siguientesnotaciones: iv mr baM’a’6”1ba y q = 6aIr’a”1b”~> . Como en el ejemplo

1, si y es unapalabraen a y 6 , entoncesg’~ — ‘~Px(9) denotala palabraque resultade sustituira por 6

y 6 por a en y y~’ mr i~y(g) se obtienesustituyendoa por Ir’ y 6 por a> , y = ~ se obtiene

sustituyendoa por a> y 6 por 6—1 -

—1
11)

estonos
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Se observaque ya no tienen todos los poliedrosel mismo tipo combinatorio,como ocurria en el

ejemplo 1, sino queal variar mt apareceny desaparecenalgunascaras.

• Cuandou mr l+x/~(esdecir,paralaestmcturahiperbólicacompletadevolunienúnítoen Sj[8/3~ ),

las carasdel poliedrocorrespondena los siguienteselementosdc r,(S~ \ (8/3~)

a , ha , bab , aq mr abab’a’6’ , aiv mr abalF1a’-’lv’ba

(y sus imágenesmediante‘~tx , 4y y <st). En total hay 20 caras.

• Cuando < ~t < 1 + 12 , las carascorrespondena los elementos:
2

a , ba , bah , q = haIr’ a’lf’ , mr haha’V’ , aq , iv mr 6a61a<616a , aiv

(y sus imágenesmediante<x , <y y 4z). En total hay 32 caras.

1+15
• Cuando~ = 2 , se produceun cambio

en la figura:

1+ 5
• Cuandocot — <mí < las caras

16 2

de tipo combinatorio,segúnelesquemaquese muestra

hab

—) ab ha

alío,

correspondena los elementos:
—l —1

a,ba,bab,ba¿í”’a ,q,q ,aq, w,aí»

(y susimágenesmediante<x , <y y <z). En total hay 36 caras.

En los dibujos, todoslos poliedrosestánvistos desdecl punto (—3, 0, 0) dc FI3 . Marcamoscada

caraconel elementode Ir
1 (SS \ [8/3]) quele corresponde.La singularidadestáformadapor las aristas

YflFiyF~ fl ~6—>,queestánmarcadasen grueso. La manerade identificar entre si las aristasy

los vérticesse averiguacomo en el ejemplo 1. Todaslas comprobacionesse hacentambiénde la misma

forma, Sin embargo,el hecho de que se produzcancambiosde tipo combinatorioobliga a modificar

el razonamientoparacomprobarque la variedadque apareceal pegarlas carasde Pu es siempre53 y

la singularidades cl enlace [8/3] . Igual que en el ejemplo 1, sabemosque cuandou = 1 + 2 , el

hab

—* ab ba

aha
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resultadode hacerlas identificacionesen P>.~íj es 53 \ ¡8/3] . Vamos aquitar de ~ un pequeño

entornoN de las aristassingulares, y vamosahacerlo mismo concualquierotro P,. . Bastaentonces

probarquelavariedad(con borde) M,~ obtenidaa[ pegarlas carasde 7k \ N , es homeomorfaa laquese

obtieneal pegarlas carasde ~ \ N . Paraver esto,vamosaencontrardos diagraniasde Heegaard

isomorfos paraestasdos variedadescon borde. En M1±~ , uno de los cuerposcon asases un entorno

regular dcl grafo Q fonnadopor las aristas de ~ \ N , y el otro es el complementario.Tomemos

ahoracualquierotro mt , y consideremosel 2-complejode M~ formado por las aristasde Pu \ N más

las nuevascarasde ‘Pu \ N que no estabanen . Entonceseste 2-complejoes del mismo tipo

de homotopíaque el graSoQ (la equivalenciade homotopíala proporcionala propiadeformación). Por

tanto, un entornoregularde este 2-complejoes un cuerpoconasas,y su complementarioes otro cuerpo

conasas,y ambosse pegande lamismaforma queen el diagramade Heegaardde ~IA-¿2 . Con esto

quedademostradoque las dos variedadesson homeomorifis(cf capítulo IV, sección4).

Estructurahiperbólicacompletade volumen finito (u = 1+12)

y 4—

t
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Estructurashiperbólicascónicas(mto <
it <1 + vi)

• u mr 2: e’

e’

e’

e’-

y <—

‘1’

• mt 1.7

‘1’

e;

e’

e’

SÉ

e’

y e—
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+ ‘V”
T (cambio de tipo combinatorio):

• ~ 2

. u = 1.55

aba’-’b’

y<—

y 4—

t
qX

t

bali ‘a~
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st.

Estructuraenclídeacónica (u = mr (3 3± (9 + 78) )/ 9(9 + 78) 1.52138)

aba -)

Y 4—

T

Estructurasesféricascónicas (cott < u <íto)

16

• u mr 1.50

uSos>U

Y ‘e—

t

e’

bali~> a
7

qX

e’

e’

SÉ

e’

SÉ

e

SÉ

bali ‘ci
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. u mr 1.497

qX

aba”-’ li—>

y 4—

Como en el ejemplo 1, si deshacemosel

ángulo Ir , entoncescuandoít — cot(3ir/16)

los dos planoshorizontalesz = + tan(ff/16)

cadauno de estospíanos,que forman ángulo

1.5 parala orbifomita esféricade ángulo Ir en

t

bab’-’a -1

cambio de escalaparaver laestructuraesféricacónicade

los poliedrostiendena la capainfinita comprendidaentre

Las aristassingularestiendena dos rectascontenidasen

3Ir/8 . Se obtiene,pues,la lentequevimos en la sección

el enlace(8/3)

5. EJEMPLO 4: ESTRUCTURAS ESFÉRICAS CONICAS EN EL ENLACE DE

WHITEHEAD, CON UNO DE LOS DOS ÁNGULOS CÓNICOS CONSTANTE-

MENTE IGUAL A 1800

Vamos a considerarahorala posibilidadde quelos ángulos cónicosa , ¡3 en las dos componentes

del enlace seandistintos. La ecuaciónde la superficiede trazasdel enlace [8/3] , en las coordenadas

mr tr(p(a)) , y mr tr(p(6)) y st = tr(p(ab)) , es

3 2,z2,2n~r.

st —£y:t~£ty~¿)z~irymru
Es decir, si p : wi(S3 \ (8/3)) -+ SL(2,C) es una representaciónno abeliana,entonceslos valores

mr tr(p(a)) , y mr tr(p(b)) y z-= tr(p(ah)) satisfacenlarelaciónA —xyA±(£2±y2—2) st—ng = 0.

(Obsérvesequelas variablesir y st ahorano sonlasmismasqueenlos ejemplosanteriores.Por comodidad

de notaciónllamamosahora£ , y , st a las variablesqueen la primeraseccióndel capítulo1 denotamos
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e.,

Supongamosqueelángulocónico fiesconstantementeigual aIr , dc modoquey mr 2 (:os(fl/2) mr

Entonceslas otras dos variablesir , st verifican la ecuación%~ + ~2 — 2): mr . de forma que

:6{0, ± 2~~x2}

ir
Vamos a suponeradeniásque — < a < ir con lo cual ir mr 2 cos(a/2) e [0, 2) y 2 — £2 > o

2
u’-

Sabemosque cuandoa mr /3 mr mr , existe unaestructurade orbiforma esférica(53, {8/33, (ir, ir))

cuyaholonomíaestádadapor el siguientepar (p,, p2) de representacionesde Ir
1 (S

3 \ [8/3j) en SU(2)

p~(b) mr ((1

p2(h) mr (

Parala representación~ , st> mr tr(p,(ah)) mr —2 cos(Ir/4) mr —12

)
(1 W2j/s )

Para (>2 , ½mr tr(p
2(ah)) mr

—2cos(mr/2)mr O

Por tanto, si (53, j8/33, (am’)) es una estructuraesféricacónica con ángulocónico a e (i~,mrh

entoncessuholononilanecesariamenteríeneasociadoun par (p, , p2) de representacionesde Ir1 (S~>j8/3¡)

en SU(2> queverifican las siguientescondiciones:

amr tr(pi(a)) mr tr(p2(a)) mr 2cos—
2

mr tr(pi (ab)) mr — 2 —£~

e,

y mr tr(pj (6)) mr tr(p2 (6)) mr 9

mr tr(p:(ah)) mr 9

Conjugandoadecuadamente,podemosescribir (>1 y 9=de la siguienteforma:

p,(a) mr (~
a
2

i(r-’-0) asen—
2

í«i(—r±O)sen<Y

2
a

(tOS 2

me i(~-+O) ~ a
2

<OS 2
a)

SÉ

92(6) mr ( ~~—‘~‘ +0)

a
dondeO , ~- cFI . Entoncesst> mr tr(pí(ab)) mr ‘—2 cos(2(O—‘r)) sen

2 mr —cos(2(O— r)) 4—aA , y
2

análogamente:2 mr tr(p
2(ah)) mr — cos(2(O+r)) 4 — ir

2 . Comohande ser:, mr — 2 — ir’~ y :2 mr 9

resultaque

cos(2(O— y)) <ios(2(O+ it-)) mr (jI

e.

e.

u’

*

u’

SÉ

e

e.;

p,(a) mr

p
2(a) =

?j /8)

ie—:¿i/8)

e-

e

a.

st,

SÉ

e,

e.,

e

SÉ

SÉ

p2(a) mr

p,(h) mr (
)

SÉ

a
cos—

2
a

sen—
2

e’,

‘¿ci’• (r—

~ O))

e,

e.-

e

e,

SÉ

SÉ

SÉ
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luego

2 — £2
cos(20)cos(2>’) sen(20)sen(2r)mrmr 2 4~~2

y por tanto

cos2(20)+ cos2(2>’) mr 1 cos2(20)cos2(2r)= 2—aA
4(4 — ir2)

De aqui se deducequecos2(20)y eos2(2r)son las solucionesde la siguienteecuacióncuadráticaen

2— £2
t2 — t + mr O . Las solucionesde estaecuaciónson

4(4—aA)

2(4 — ir2) ± 8(4 — ir2

)

4(4 ~ir2)

1
1

2
1

2(4 — r2)

Cuando£=0,20=3ir/Sy2d=Ir/8,luegocos2(20)—
1 1

cos2(2>’) 1 + Por
2 22

tanto, en generales

2loní 1 1CO5 I~zuJ = 2 2(4~£2)

<:052(2>’) = 1
2

1
+

2(4 —

sen2(20)—

seri2(2r)=

1 1
2 2(4—aA)
1
2 2(4 — ir2)

Como en todoslos ejemplosanteriores,vamosa elegir como parámetrou = (:ot(O) en vez de ir

Entonces

ít2 ~COS\} mr ~2 + 1

2íí
mr 2

u ±1

sen(20)= 2ít

u2
sen(2r)=

Paraexpresarir en términosde u , observamosque
lOiti2 (u2 — 1)2

(u2 + 1)~-
4cos2(20)cos2(2>’)

De aqui se deduceque

ir =
1i~’u8 — 28u0 + 70v»-— 28u2 + 1

it4-— 6íí2 + 1

Estaes unafunción monótonacrecientede it en el intervalo [1,cot(3ir/16)] . Cuandou = (:ot(3Ir/16)

ir = O y cuando it = i , ir = ji

2— £2
4y2
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SÉ

En términosdel parámetroít tenemosentoncesque

(1 + ít
2)2~ it8 — 28u6 + 70ít4 — 28ít2 + 1

< it — 6v» + 1)2

(1±it2)4

2 sen2a=
(u4 — 6v» + 1)2

sen/3 mr (jI 2 sen2/3 mr 2

1
senO mr

u2 + -l
it — il

sen7’ mr

2(u2 + 1)

It

cosO =

it2±l
u+i

(tos >‘- =

2(u2 +1)

y

e.

e.

e.

e.

La representación
1o de Ir¡ (S

3\ [8/3]) en SO(4)quecorrespondeal par de representaciones(pi, p~)

en SU(2) , estádadapor la siguienteexpresión(ver la sección4 del capitulo 1):

l — ~2se&>sen2O
2

2 sen2-.-— seriO(050

p(a) = 2

— senasenOsen>’

(

SenasenOcosr

1 —2 sen22 ser>20
2

—2 sen2=seriO(tOS O
2

— sen/3senO :osr

— seri/3senOsen>’

2 sen2MsenOtosO
9

1 — 2 sen2M :os2 O
2

— senacosO (:05>’

sena~:osO senr

(3
—2 sen2úsenO :osO

2

—2 ser?1:os2 O
2

— senil<tOs O tos -r

sen/3<tos O sen>’

— seria senO osr

senatos0 <:os>’

— 2 sen2fl cos2r
1)

2sen — senr(:05 -Y
2

sen/1senO(tOS r

— sen/IIcasO (tOS r

1 — 2 sen2l(:052 Y
9

—2 sen2l5C11r(t057
2

serIasenOsen>’

— sena:osO senr

2 (Y2 sen — seri’rtos >‘
2

— 2sen2a sen2r
2’

sen/3senOsen>’

sen/3(:osO seiii’

/3—2 ser>2—sen>’ (:05 r2

/3
— 2 ser>2— sen2>’

2

Podemosahorasustituir aquí las expresionesque hemosencontradoantesparalos senosy cosenosde

a , /3 , O y >‘ en términos de it . Parafacilitar los cálculos es convenienteen estemomentoconjugarp

por lasiguienterotación de 900

1 1

e

e,

e’,

e,

e.,

Tmr

00

O O

o 0 1 0

o 0 0 1

e.,

e’

e.

e’

e’

e,

e’

p(b) mr

e’

104



Tras conjugarse llega a que el grupo de holonomiaestágeneradopor las rotaciones

1 1—itA13 mr ~+ ~

(1

A = 2(1 — 6v? + í¿4)2

1—u2 O O

2ít O O

O —2ít í= — 1

O ít2—i 2u

(0, 02 Os 6%)

dondelas columnasO son:

(1+u)2(I~.29u2+04uJ 29u4+u<’)

01= _________

— (u— 1)2 (ift +1). u8 —28u6+70u4 —28u>+ 1

(1 ~.,,¿í) vSP<Z~8uG+70u4~28uZ+1

(1 u’ ) (1+

02=

(1—u4). u8~’.28u6±70u4-.28u2~I-.I

(u—. 1)2(1-.~29uZ+t4u3~29u4±ut

(0—.1)Vu8—28u§+70u4—2ISu’+l

(u+1)’(u’+i) ‘u8—.28u5+70u4—28u’+1

04=03=
(u— ~)í (1—29u’+04u3—29u’+ut)

(1—u’)(1±u’)3

(u—it)’ (u’+ 1) . u8 —28u6 ±70tA— 28u’ + 1

(0—1) ‘u~—28u~±7Ou~—28u2-4-1

(i±u)’(1—29u’±64¶A—29u4+u6)

Podemosconstruiryael poliedrode Dirichlet ‘Pu centradoenO mr (0,0,0,1)e 53 , correspondiente

a esta representaciónde holonomiaparacada it ~ (1,:ot(Sir/16)j . Cuandoit mr <:ot(3m’/16) , 7k es

el dominio fundamentalen forma de lente parala estructurade orbiforma esféricade ángulo m’ . Al

proyectarlodesdeel origen de R’1 sobreel hiperpíano~ mr 1 , P~ se ve como la capainfinita comprendida

entrelos dos planoshorizontalesst mr + tan(Ir/16) en . Cuando1 <-u < eot(3ir/16) ,los poliedros

P,~ estáncontenidosen el hemisferiosuperior de 53 (es decir, todossus puntosdistan menosque Ir/2

del punto baseO mr (0,0,0, 1)). Podemosproyectarlos,pues,biyectivarnentesobreel hiperpíano 1 = 1

desdecl origen dc R4 , y los veremosentoncescomo poliedroseuclideosen R . Al construirloscon

el programaMathematica,resultaque todosellos tienen el mismotipo combinatorio.A continuaciónse

muestraun dibujo de un poliedrogenérico7k , concadacaramarcadacon el correspondienteelemento

de Iri(S’ \ [8/3]) . Usamoslas mismasnotacionesque en el ejemploanterior; por ejemplo, -w mr

bah’ a’V’abyq mr 6aV’a’V’ . Larotaciónde1800 entornoaleje:,Z = í j)

y
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e’

es unasimetríadel poliedro. La singularidadestámarcadaengrueso: demaneracontinuadondeel ángulo
*

cónicoes Ir , y conpuntosdondecl ánguloes a . Se observaque la componentedel enlacesingularen la
e.

quecl ángulocónicoes w, apareceen el poliedrodividida en cincosegmentos,queestáncontenidosen los *

ejesde las siguientesrotacionesde 180’~ <conjugadasde 13): 13, Q mr (BA)J3”-’-1(A’--’f0’) , A>QA = a

(A-’-’13A)D—’(A—’L?—’A), = (f3’-’AflB(AB) y AQIV> mr (AB’--’A—’)J?(A8A1) - e’
SÉ

e’

SÉ

ir -

e,

(a’’qa)7 SÉ

(a’q~ta)2i (<

1—17>J)Z e’

--—.

e’

e’.

e’

SÉ
a -

e’

SÉ

SÉ

SÉ

e’.

SÉ

e’

SÉ

e’

e’

e”-

SÉ

SÉ

e.,

a-.

Figura 4

e’

e’

a.

e’

SÉ

SÉ

SÉ’

SÉ

e’.

SÉ’

SÉ

e.,
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e”-

u’

u’

e’

SÉ

(qa)Z qZ

haba
1

rt1haba1

‘-—1 —taqa

a‘-~> qa
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Todos los poliedros tienen 28 caras, correspondientesa los siguientes elementos del grupo

Iri(S3 \ [8/3]) : a , 6 bab , haha’1 , a’’-’hab , q mr hahíaMh’-í , q”4 C’baha’’ , qa , a’’> q’’

—‘--‘-1 ‘-—1 —l —1
a qa,a q a,iv,a tn,ylosotros14queseobtienenapartirdeéstoscambiandoapora~’-’yh
por . 1-lay 38 védicos,que son intersecciónde las siguientescaras:r..-,nr nr

1

a u a in

»6n¶~¡n~66

íi,7< fla

1)2=7< <9
a

v3=F A
a

7< <9mr a

1)5=7 <9
a

7< <9a u’

1)7=7 —I
a

Vg = a

7< —11)9 .‘ a

v>0mr7<.,,fl7< 1 ..iflF
a a” baba a ‘hab

hab <9
Tbaba’

‘ny-.’
7<haha q

y n~ LAY
q q qa

7< <97<
qa

<97’-., <9Y1
a iv a qa

a qa a q a a q

VJ4 = 7<a’4 <97<b<9tSlhab

i)lQFh <9hh<97<hh’<97<~<9»
a q q

vI:lmrYh flf’q fl~F
qa

V>4 7<6 <97<qa <9k

— ~&><97< M~
1

‘?g,cmrFfl7<, flJ½1 <9.F~4b a u’ a qa a. q a

nY,vIrmrFhnFa’4 qa a q

~IS Fb<9¿Fa’4q’4

1) <9&C’haba’< <9
7<a’4hah

y los otros IP que son imagende éstosmediantela rotación7 de 1800

Las identificacionesde las caras,aristasy vérticesse compruebansin dificultad de la manerahabitual

(hay que teneren cuentaque H
6 <9 Ha “a <9 Hp.

Paracomprobarqueel resultadode hacerlas identificacioneses S~ y quela singularidades el enlace

de Whitehead,se puedeprocederde la siguientemanera. Quitemosdel poliedro un entorno de todas

las arista.ssingulares,y denotemospor M la variedad(con borde) que se obtiene al pegarlas carasdel

poliedroasi truncado.Podemoscalcularunapresentacióndel grupofundamentalde Al comose indicaen

la sección5 del capitulo III: hayun generadorpor cadapar de carasdel poliedro,y las relacionesvienen

dadaspor los ciclos de identificacionesen tomo acadaarista, Se compruebaque de estapresentación

de ir1 (M) se puedepasarmediantemovimientosde Tie~e a la presentaciónestándarde ir1 (53\ L~/~D

a,b : a(bab’’a’”l7’ab> = (bab’4aS
1b’-’4ab)a}

Se compruebatambiénquelos gruposfundamentalesde los dos toros queforman el borde de M son los

subgmpos<a, 6ah”a’4b~’4ab> y <6, aba’-”&”1a’46a> ,respectivamente.Aplicandoahoraelteorema

de Waldhausensobreclasificaciónde variedadesHaken,resultaque M es homeomorfaa 53 \ [8/3]
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A continuaciónse muestranalgunos de los poliedrosde Dirichlet 7k cuando it varia entre

cot(3ir/l(i) y 1

e it mr 1 .4

‘7

‘1

ab’-’ 1

• it mr 1.3

‘II

> baba”-’- 1-

- a—~q~
1

—1q a

a:

‘7

7] e’,

—tq a

32.

y

e.

e’

e.

u’

e’

SÉ

e’.

e’,

ab’a”4 M’

u”

e’

e’

e’

e’-

SÉ
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• u mr 1.2

t

• 7t mr 1.1

st

1

—1 —1

a q a

1a qa

2]

ab’4 a’-’V’

y

—1 —1o. q

a’4 q1a
a 1qa
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• it mr 1.01

t

O it mr 1.001

ít mr 1 : El poliedro degeneraen un punto.

No vamos a escribir aquí explícitamentelas ecuacionesde

vérticesen función de it , debidoa su complicación. Simplemente

coordenadasde la forma

dondef, y, h son funcionesde u (distintasparacadavértice), que

(:ot(3Ir/16) (es decir, no se hacen infinIto ennlnahin ~5”

las carasni las coordenadasdc los

diremosque todos los vérticestienen

estánbien definidascuando 1 < it <

En consecuencia,cuandou = 1 ,los poliedrosdegeneranen elpunto O mr (0,0,0) . Cuando‘u =

el grupo de holonomíaestágeneradopor las siguientesmatrices:

A
(,) 1

—1 0

1)
13= íj-t 1, 0

0 —1

1)

Si nos restringimosa la subruatrizdeterminadapor las dos filas y las dos columnascentrales,podemos

identificar el grupogeneradopor A y 13 conun subgrupodiscreto de 0(2)

Supongamosque paracadait C (1,cot(3ir/iG)) hacemosel cambiode coordenadas

2) ,
= ~ ~ = u— í ,,~ ‘-‘¼~— í

De este modo, para cadau 6 (1, eot(3ir/16)) estaremosen el modelo S~ 1) de la semiesfera

í/(ít —

superior SS$ (véase la sección4 del capítulo 1). Cuando u —* 1 , estosmodelos tienden al hiperpíano

u

1]

ir
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= 1 , que se puedeinterpretarcomoun modelode E3 Puesbien,cuandou —+ 1 , los nuevospoliedros

de Dirichlet dilatadosP ya no degeneranen un punto, sino en un triángulo cuclideo contenidoen el

plano ~‘ mr ~ de E3 Los vértices de estetriángulo límite son:

mr 1 1(0,0,——), í4 mr (0,1—), Zv~ = (0—1 —)2 ‘2 ‘2

y

Es decir, en el limite apareceun triángulo isósceles

it --~ 1 los nuevosgruposde holonomíatiendenal

: ¿

euclideocon

subgrupode

ángulorecto en el vértice < Cuando

isometriaseuclideasgeneradopor:

~

Restringiéndonosa la submatrizdeterminadapor las tres últimas filas y columnas,podemosidentificar

el grupogeneradopor A’ y B’, con el subgrupodiscreto0 de Jso(E2)generadopor

li/O
(—1

o

1
0 1/2

o 1)

(loo

y k 001)

La primera matriz representauna rotación de ángulo Ir/2 en tomo al punto (0, —1/2> , y la segunda

es la matriz de unareflexión en la recta 0 mr 1/2 (estmnosconsiderandocoordenadas(y’, st’) en E2).

EstesubgrupoO < Iso(E2) es el grupo de holonomíade la orbiforma cuclideaD
4.~ cuyo espacio

subyacentees un disco,y cuyospuntossingularesson un punto cónico de grupo de isotropíaciclico de

orden 4 , y un punto esquinade grupo de isotropíadiédrico de orden 4

—l

Vr¿2

1
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Un dominio fundamentalpara esta 2-orbiforma euclídea es el triángulo isóscelesde vértices

(0,0, —4) , (0,1,4) , (0, —1,4) , que aparecíaconío límite de los poliedrosesféricosdilatadosPl

cuandoit — 1

Consideremos,por otra parte, la orbiforma(S3 , [8/31,(ir, Ir/2)) , cuyo espaciosubyacentees Y y

cuyasingularidadestáformadapor las dos componentesdel enlacede Whitehead,con grupode isotropía

cíclico de orden 2 en una de ellas y cíclico de orden4 en la otra. Se sabeque ésta es una orbifonna

fibradade Seifert (cf [ES], [Du]) , cuyabasees la2-orbifornitacuclídeaD
4~j , y cuyo númerode Euler

es distinto de cero, Por tanto, se sabeque estaorbifomita tiene unaestructurageonitétricade tipo Nil.

En la secciónsiguientevamosa ver un modeloafin de la geornetriaNi! que nos permitiráencontrar

un dominio fundamentalpoliédrico paraestaestructuraNil en la orbiforma (Y [8/3] , (ir, Ir/2)) , y

que permitirá ademáspasarcon continuidaddc estaestructuraNil a las estructurasesféricascónicas

construidasen estasección.

6. UN MODELO AFÍN DE LA GEOMETRÍA NIL,

NERACIÓN DEL EJEMPLO 4

QUE MUESTRA LA DEGE-

Vamosadefinir el grupode Lic Nil comoe’ siguientegrupode rnatnces4 xl triangularessuperiores:

Nlmr{Q~

—: y ir\

1 0 yI
01 st)

00 1)

ir, y, st eR }

con el productousual de matrices.Como

—st y

10
t)mrQ

01
00

o
o

y+b

O

o

ir — cy + 6: + a

y +6:1(2 )
( 1 —e

01

o ~00
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resultaquesi identificamosNi? con R3 de la maneranatural, entoncesel productose escribe así:

(a, 6, e) (ir, y, st) = (ir — cy + 6: + a, y + 6, st + e)

Observación.La manerausual de definir Ni? es como el grupode Heisenberg

/3 a\
1 ryj

o

con la multiplicación de matrices.

{( 1
o
(1

Parapasarde estemodeloestándarde NI?

de coordenadas(cf. [Sc]):

al que acabamosde definir, hacemosel siguientecambio

amr£±yz, /3mr½iJ, -~=12:

Puestoque

( 1 126 a+be 1 jiy
0 1 ~ (o 1
o 0 ) \o o

(1 ji(y+b) (ir—cy+hst

resultaque en

modelo:

‘\ /i
vi:) =10
1) \ o

12(y+b)
1
o

ir + y: ±26:+ a

12(st4-e>
1

+ a + be) + (y +
vi(st+e) 6)(st+c))

-l

las nuevascoordenadas(ir, y, st) , el producto se escribeprecisamentecomo en nuestro

(a, 6, e) (ir,y, st) = (ir— cy + 6: + a, y + 6,: + e)

-st y ir\~

Enel~ruPoN?mr{(j ~ st)

0 1
invariantepor multiplicación a la izquierda:

r,y,:GR } vamos a considerarla siguientemétrica

ds2 = (dir + stdy —ydst)2 +2dy2 +2dA

Entoncesse puede probar (cf [SeT)que el grupo de isometriasde Ni? con esta métricatiene dos

componentesconexas.La componentede la identidad,Isog(Ni?) , es el grupo de dimensión4 generado

por el propio Ni? (actuandosobresi mismo por multiplicacióna la izquierda) y por la acciónde ~1 en

Ni? descritapor la siguientefórmula:

(ir,y,st) ‘-—~ (ir qzosOy— senO:,senOy+eosost)
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Las restantesisometríasson composiciónde los elementosde lsoo(Nit) conla transformación

(ir, y, st) —> (—ir, —y, st)

Vamos ahoraa identificar Ni? con el hiperpíano mr [ de tú , de la maneranatural:

Ni? { (ir, y, st, lfl ir, y,zc R}

Entoncestodaslas isometriasde Nil son las restriccionesa este hiperpianode ciertastransformaciones

lineales de R4 que lo preservan(es decir, de ciertas afinidades). En efecto, la multiplicación por la

izquierdapor un elemento(a,he) e Ni? , (a, 6, e) (ir, y, st) mr (ir — cy+ 6: + a, y + 6, z+ e) corresponde

a la aplicación

/x\ /1

Ii~j1 ji)II—>1:1 lo
¼! Xo

—e 6 a \ /x\
1 0 6~ (y~
o lúJ ¡J
o o U

La isometría(ir, y, st) —+ (ir, (tOsOy — senOst , senOy + (tosO st) correspondea la aplicación

j’ir’\ /1

¡y) —> ¡o
(st> lo
\Ñ \o

Todas las matricesde la forma

grupo { (4 i<t ~{~ 1; ~)

1 0
O cosO

( OsenO
o o

a> 6, e It

o
— senO

<tos O
o

o
ol
o ¡ conO e R , pertenecenal normalizadordel
íI

Por tanto, la componentede la identidadde lso(Ni?) es

el grupo

isoo(Ni/) mr

1 —e
o <osO

{( 1) senO
o o

6
— senO

(tOS O
o

a
hcosO — esenO 3
6 senO + e(tosO)

a, 6, e, O G It

}
La otm componentede lso(Ni?) está formadapor las matricesde la forma

{ ¡—1 (2

O —cosO

k senO

—h
senO
iosO

o

—a
‘—heosO+ esenO ¡ u, 6,e,OGR
6 senO+ <teosO

1 ¡ .1

e.-

9—

u’

o
(:05 0
senO

o

o
— senO
(tosO

o

u
1)

o
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Hemos encontrado,pues,un modelo afin de la geometriaNi? , ya que en él las isometriasde Ni?

son ciertasafinidadesde tú . En particular, toda estructurageométricade tipo Nil en una 3-variedad

(resp. 3-orbiforma)tieneasociadaunaestructuraafin en la mismavariedad(resp. orbifonna); compárese

[Thu2].

Degeneraciónde estructurasesféricasen una estructuraNil.

Paracadak > o , vamosa considerarel siguientemodelo de la senitiesferasuperiorS~:

9+ — { (ir, y, st,t) E IV 1 kA:>’
2 + k2(y2 + ~2) + = 1, t > O }

con lamétricainducidapor la forma cuadrática(k4 AA AA ) de Rl Del modelo estándarde S~

sepasaaestemodelo St medianteel cambiode coordenadasir’ mr ir/AA , y’ = y/k , st’ = st/fc , mr -

Cuando k -+ O , los conjuntosS,t se aproximanal hiperpíanoNi? = { (ir, y, st,t) c It4- 1 — 1 }
y las isometriasde Ni? se puedenobtenercomo límite de isometrias(esféricas)de St cuandok tiende

a cero, De hecho,supongamosque paracadak > O tenemosuna¡sometríade Y , Mp = (ni

3(k)) , y

que cuandok —* O , las matrices Mt. tiendena unamatriz de la forma

<tos O — sen O

senO cosO

dondeO c It , SupongamosademásqueexistenA,1

mr 2,3 y j = 2,3,4 , Paracadak > O , denotemos

M~= (1/AA

EntoncesM~ es unaisometria

es

1/fc

mr hm ERyp,4= hm - GR para
k—+o AA k—40 It

por M~ la matriz conjugada

It )
1/It Mp (AA

esféricaen el modelo S~ , y el limite de las matricesM~ cuando It -~ Ok

M’mr(¿

A>2
(tos O
senO

o

“‘>3

— senO
cosO

o

A,4
/‘24

[¿34 ¡
11

Al = (1

1)
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e”

Si .X12 = [¿24senO — ~34 (tosOy A13 mr [¿24 iosO + p34 senO , entoncesM< es unaisometriade Ni? r

Observación.De maneraanálogase puedenconstruir familias de modelosdel espaciocuclídeoE
3 o

del espaciohiperbólico H3 , quetiendena Ni? , de modo que las isometriasde Ni? se puedenobtener

como limite de isometrias(euelídeaso hiperbólicas,respectivamente)de estos modelos. Es de esperar,

pues,que se puedanproducirdegeneracionesde familias de estructuraseuclídeaso hiperbólicascónicas

en unaestructuraNil (como de hechose producen).
e’

El ejemplo de la orbiforma (5fl8/3],(ir,’ir/2))

Volvamos al ejemplo 4, en el que habíamosconstruidouna familia uniparamétricade estnicturas

esféricascónicas(S~,L8/31,(ir, a)) La singularidades el enlace de Whitehead,el ángulo cónico en

unade las dos componenteses constantementeigual a ir , y el ángulo cónícoa en la otra componente

varia entre ir/2 y ir Estas estructurascónicas varian de maneracontinuasegúnun parámetroit E

(1,cot(3ir/113)) , de modo que cuandou —> ot(3ir/16)) , a —> ir , y cuando itt —~ 1 , a e ir/2

Cuandoa e <2 , las estructurasesféricascónicasdegeneranen un punto. Por otra parte,se sabeque

laorbiforma (53, [8/3], (ir, <2)) admiteunaestructurageométricade tipo Ni!.

En el ejemplo4 describimosestafamilia de estructurasesféricascónicasmediantesus poliedrosde

Diriehlet P,
1 con centro enO = (0,0,0,1)e Y Cuando it e (i,eot(3ir/i6)) ,todoslos poliedrosP~

estáncontenidosen la semiesferasuperiorS.4 , y los podemosproyectarbiyectivamentedesdeel origen

de R
4 sobreel hiperplano mr 1 , paraverlos como poliedroscuclideosen R3 - Susvértices tienen

entoncescoordenadasde la forma

donde f , y , 6 son funcionesde u (distintas para cadavértice) que están bien definidas cuando

1 <‘u ~ uút(3ir/16))

A lavista de estasobservaciones,vamosa hacerahorael cambio de coordenadas

ir ‘ _ y , st
____ ___ stmr

paracadati e (ijot(3ir/16)) De estaforma pasamosdel modelo estándarde S} al modelo Sji, =

{ (ir, y,st, 1) e E.4- E (‘u — 1)~9 + (u — i)2(y2 + :2) + 12 — 1, 1 > 0} Denotenitospor 7R, la imagen

del poliedro 1’,. medianteestecambiode coordenadas.

Entoncescuandou — 1 , los nuevospoliedrosPu yano degeneranenun punto, sino queconvergen
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a un verdaderopoliedro Pí en E.3 , cuyosvérticesson:

= (—4,0, —1)

= (—4,1,4)

mr (—3,1.4)

Vg = (—4, —1,4)

mr (—4,1,4)

‘11>7 = (—3, —1,4)

1)7 mr (—4, —1,4)

y las imágenesde éstosmediantela rotación Z de 1800

De hecho,los vérticesde P~, tiendena los siguientespuntos de P>

mr (—4,0,—4)

mr (—4,1,4)

1)3 mr (~34 1,4)

1)5 mr (—~, 1, •~)

-~ = (—3,1,4)

= (—4, —1, 4)

= (4 —1,4)

mr (..Á.1 —í,4)

vii = (—1—1,4)

mr (1~ 1,4>

mr (—44,1,4)

V>4= (—4,1,4)

mr (—4,1,4)

= (—4,0,4)

1)<tj. mr (—3, —í,4)

mr (—I~ —i,4)

mr (—4t —1,4)

(—~, —1,4)

El grupo dc holonomiatiende,cuandoí¿ —. 1 , al grupogeneradopor las matrices

1/4
—1/2 1
—1/2

Bmr(jy

10
10 01

0 —I 1)
00 1/

queson ambasisometriasde Ni? , en el modeloquedefinimosantes.Se verificaque AW mr WA , donde

mr BAB”>A’B’AB , y ademásA4- — — 1 . Tenemos,pues,una representacióndel grupo

fundamentalde la orbiforma (53, [8/3], (ir, ir/2)) , nIrb(S3 , [8/3], (ir, ir/2)) = a, 6 aiv mr , a4 mr

62 mr 1 , en Iso(N’i?)

Las carasdel poliedro limite 7% se identifican dos a dos mediante transformacionesdel grupo

engendradopor Ay 8 , de igual maneraquelas carasde lospoliedrosPu . (Es decir, si cuandou > 1

11,7

1/2
o
1
o

1/2
—1
o
o



el vértice v,~ se identificabacon el vértice v~ medianteuna transformaciónde pegadopit(”y) , entonces

en el limite, cuandoít mr 1 se sigueproduciendola mismaidentificación).

A continuaciónse muestrandos de los poliedrosP~ con it > 1 próximo a 1, y el poliedro límite

De este último damosdos dibujos, desdedos puntosde vista distintos. En el segundodibujo se

indica,con flechas,cómo son las idenrificacionesen las aristas.

Observación.Las carasdel poliedrolimite 2, no sonsuperficiestota?mevteqeodeszeasen lageometria

Nil.

• u mr 1.2 (poliedro visto desdee? punto (—15,4,2)):

st

1

a ‘> q
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• ‘u mr I.~ (poliedro Visto desdeel punto (—15,4,2)):

(a

• ‘u mr 1 (poliedro visto desdeel punto (— 15,4,2)):

(a’

A — 1’q

a

a 1qa

1-1
q

(a’ ‘u»2

u)

-- a

a —I

a ‘-1iv.

ir
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• it mr 1 (poliedro visto desdeel puulo ((1, 0,1))

01)16<

‘1~‘7

0v~ Z1)~

Z>’-’¡ ‘%7 ¿1)17

CL

Zv1¿

0v 1 1 - 1)2

a

—1

~I>
‘1”—. Y’>.

~17 hg

r

Y’ —1a qa

~~io

-a

1)5 i){;

‘ti.’

Paracomprobarque las identificacionesen el poliedro limite P1 dan como resultado~S , y que la

singularidades el enlacede Whitehead.se puedeutilizar el mismo argumentoque en el ejemplo 4, y

observarque haydos diagramasde Heegaardequivalentesparalas variedadesobtenidasa partir de 7% y
a partir de cualquierotro 2,. (it > Y), respectivamente.

El poliedro P~ es,pues,un dominio fundamentalparala estructurageométricade tipo Nil en la

orbiforma (S
3, [8/31,(ir, w/2)) Las interseccionesde 7% con las rectasparalelasal eje ir sc convierten,

al hacerlas identificaciones,en las fibras de la libración de Seifertde estaorbiforma. Se observaque todas

las fibras contenidasen el plano st mr ¡/2 son segmentosque unen dos puntosde lacomponentesingular

de ángulo ir , mientrasque las demásson círculos. El eje de la rotación A (es decir, la componente

singularde ángulo<2) es la fibra excepcionalde orden4.

e’

e’

- ~<‘-~7<

1 1

A
SI-’

6’--’ 6

VI,,

~2k
VI’

7/,,,» ~ il~>-. —‘ -½-Y’> y —
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Fiqura 5. Fibraeión de Seiferí de la orbiforma (S3, [8/3¡, (ir, <2))

Así pues,acadaestructuraesféricacónica(53,~8/33,(ir, u)) le hemosasociadounaciertaestructura

proyectivareal (singular),dc modo quecuandoa tiendeair/2 , esafamilia uniparamétricade estructuras

proyectivasreates convergea una estructuraafin en la orbiforma (S3, [8/3], (ir, <2)) Además, la

estructuraafin límite estáasociadade manennatural a la estructurageométricade tipo Nil en dicha

orbiforma. De nuevo, surge de forma natural la siguientepreguntaacercade la generalidadde este

fenómeno.

Pregunta. Supongamosque A’I es unavariedadgeométricacónicade tipo Mí, con singularidadun

enlaceE c Al y ánguloscónicos<2ir Denotemospor MN~¿ estaestructuracónicaNil. Supongamos

ademásque existe unafamilia de estructurascónicasesféricas(resp. hiperbólicaso cuclideas)en Al

consingularidadE y ánguloscónicosquetiendenalosde A4ÑtL ¿Sepuedenasociaraestasestructuras

cónicasesféricas(resp. hiperbólicaso cuclídeas),estructurasproyectivasreales(singulares)que converjan

a unaestructuraafin en A’JN,L , asociadaa su geometríaNil?
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Capítulo III

POLIEDROS DE DIRICHLET DE VARIEDADES
CÓNICAS

INTRODUCCIÓN

En estecapitulo se demuestrala existenciade poliedrosde Dirichlet paracualquiervariedadcónica

hiperbólica,cuclideao esféricacompactaM cuyosánguloscónicos seantodos < 2ir (cf § 1.6). Este

teoremahasido utilizado,sindemostracióncompleta,porHodgson([Ho2]) , Kojima ([Ko]) y Zhou ([Zh])

(el argumentomáscercanoa una demostraciónestáen [Ho2]; en [Zh] se da un razonamientobastante

incompleto). En estecapítulo daremosunademostracióndetalladade este resultado. Los detallesde la

demostraciónson importantesporquetienen consecuenciasde carácterconstructivo,que en el capitulo

siguientepermitiránestudiarlas deformacionesde estmcturascorneasutilizando poliedrosde Dirichlet.

Másabajo indicaremosa quédetallesde la demostraciónnos referirnosaquí concretamente.

Recordemosla explicaciónintuitiva de los poliedrosde Dirichlet, que dimos en la sección6 del

capítulo 1. Denotemospor >3 c M el enlace singular, y sea £~ c M \ >3 un punto basearbitrario.

La cubiertauniversal del complementode la singularidad,M \>3 , heredaunaestructurade variedad

hiperbólica,cuclideao esférica(no completa),de modo que el grupo fundamentalir1 (Así \ >3, xo) actúa

en ella comoun grupodiscretode isometrias,y M \>3 es isométricaal cocientede A bajo la acción

de ir1 (M \ E, x~) Si x0 es un levantamientocualquierade ‘x<1 aM \>3 , entoncespodemosconsiderar

el dominio de Dirichlet centradoen ~ , paraestaacción discretade ir1 (M \ E, LC)

Pr{55EM\Zld(~7,~o)=d(¿4’yiBo) ,paratodo~y’ciri(M\E,xo)}cM\>3

SeaahoraD M\E e X unaaplicacióndesarrolladora(dondeX denotaH
3 , E3 o S3 , respectiva-

mente) , seap ir

1 (M \ >3, x~) — lso(x) la correspondienteholonomia,y sea O D(14) . Entonces

el poliedro de Diriclilcí de M centradoen O es la clausurade la imagende 1’ por D

P=D(P)

En estecapítulovamosaprobarque estepoliedrode Dirichlet P es un poliedro(hiperbólico,cuclídeo

o esférico)compacto,conun númerofinito de caras. Paraello, siguiendoa [Ho2], [Ko] y [Zh], veremos
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queel interior de P es un levantamientoaM\Y] de la fracturao “cut-locus” de M con respectoal punto

basex~ (Esto es cierto porquetodoslos ánguloscónicosson < 2ir , y por tanto todo punto de Al \ Y]

se puedeunir al punto basex0 por unageodésicatotalmentecontenidaen M \ Y] , cf lema 1,1, Si algún

ángulocónico fuera >
2ir , entonceshabríapuntosde M \ E que no se podrianalcanzardesde‘re por

geodésicascontenidasen Al \ Y] .) En la literatura sc define directamenteel poliedrode Diriehlet de una

variedadcónica M como el desarrollo(en el espaciomodeladorX) del complementariodcl cut-locus

de M conrespectoal punto baseelegido. Estaes también la definición con la que trabajaremosen este

capitulo,puestoquees la másadecuadaparahacerdemostraciones.Sin embargo,convienetenerpresente

la definiciónequivalenteanterior(en términosdel dominio de Dirichlet /‘ en la cubiertauniversal),que

conceptualmentees másfácil.

En la sección1 de estecapitulo se define la fractura o cut-locusde unavariedadcónicacon ángulos

cónicos< Ir , con respectoa un punto no singulararbitrario, y se demuestraque es homeomoifoa una

bolaabierta. En la sección2 se pruebaque 1> tiene un númerofinito de caras,es decir, que el conjunto

es finito (cf. lema 2,4). (Obsérveseque a cadacara de 1’ le correspondeel elemento ‘y dc 1’ tal que

‘yP es adyacentea P a lo largo de esa cara.) Dc aquí se deduceque 7’ es un poliedro compacto

con un número finito de caras,cuyo borde estácontenidoen la unión finita de hiperpíanosbisectores

117 = { x c X ¡ d(x,O) = d(mr. p’y(O)) } , ‘y c 1’ . La variedadcónicaMT se obtieneidentificandodos

ados las carasde 7’ medianteisometriasde la forma p’y , donde ‘y cl’ (cf lema 2.9). En la sección3

se demuestraque, cuandotodoslos ánguloscónicosson < ir , el poliedro de Dirichlet 7’ es convexo,y

se puedeexpresarcomo

7’ = {x EX ¡ d(r,O) =d(’x,p’y(O)) ,paratodo ‘y Gl’}

En la sección4 se pmebaque, incluso si los ángulos cánicosson < 2ir , el poliedro 7’ es localmente

convexofuerade los puntossingulares,es decir, todo punto no singulardel bordede 7’ tieneun entorno

IJ en X tal queUn 7’ es convexo(cf lema 4.1),

Llamaremosa los elementosdel subeonjuntofinito E de ir¡ (M \ Y], ng) , facetas generalesdel

poliedro de Dirichlet 7’ , La justificación de este nombrees la siguiente: cadaelemento ‘y E 1’ tiene

asociado,comodijimos antes,un hiperpíanobisectorH
7 quetocaal bordedel poliedro7’ enalgúnpunto

no singular. A veceseste hiperpíanoH~ determinaunacarade 7’ (y en ese casodecimosque ‘y es una

faceta propia), pero otras veces no define ningunacara dc 7’ , sino que “bascula” sobreuna arista

o un vértice no singular (y en ese casodecimosque ‘y es unafaceta fantasma).
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Como unaconsecuenciaparticularde la demostraciónde existenciade poliedrosde Dirichlet, se

obtiene unacaracterizacióndc las facetasgeneralesen términos de las geodésicasque minimizan la

distanciaentrecl punto base1(9 y los puntosno singularesde Al Estacaracterizaciónes la que tendrá

importanciaen el capitulo siguiente,parademostrarel algoritmoque permiteconstruir los poliedrosde

Oirichlet dc estructurascónicassuficientementepróximasa unadada(en un sentidoque se precisaráen

la sección§ IV 1).

Finalmente,en las tres últimas seccionesde este capitulo III se incluyenalgunasobservacionesy

ejemplosmencionadosen los capítulos1 y II. En la sección5 se describeunapresentacióndel grupo

irdM~\ Y]) asociadaal poliedrode Dirichlet 7’ quepuedeserútil paracomprobar(utilizandoel teorema

de Waldhauscn,cf lRii 1) que el resultadode pegarlas carasdel poliedro es la variedadbuscada.En la

secciónti se estudiael ejemplo de la estructurade orbifonnaesféricaen consingularidadun nudo

o enlace de dos puentesy ángulo cónico ir , quetiene importanciaen las construccionesconcretasdel

capitulo II, comopunto de partidaparalas deformacionesde los poliedrosde Diricblet. Porúltimo, en la

sección7 se demuestraque todaslas simetríasde la variedadcónicaquefijan el punto basedel poliedro

de Dirichlet, quedanreflejadascomo simetríasdel poliedro. Estaobservación,interesanteen si misma,

es ademásútil paratas construccionesprácticas.

1. FRACTU1{A O “CUT-LOCUS” DE UNA VARIEDAD CÓNICA

SeaAl una3-variedadcónicahiperbólica.cuclídeao esféricacompacta,consingularidadun enlace

>3 G Al y ángulo cónico < Ir en cadacomponenteconexadc >3 - La estructurageométricainduce en

M una distanciacl , definida como el ínfimo de las longitudesde todas las curvasque unen dos puntos

de M . Diremosque una curva ‘y ja, b~ —+ Al es una geodéÁicaminimizante en Al si su longitud

es long(’y) d(’y(a), ‘y(b)) Una curva ‘y [a, 14 -~ M es una geodésicasi minimiza la longitud

localmente. Diremos que una geodesicaminimizante ‘y [a, 6] —+ Al es unageodésicaminimizante

maxzmal si no existe ninguna otra geodésicaminimizante ‘y [a, cj —~ Al (e > b) que extiendaa

‘y . (Como Al es compacta,cualquiergeodésicaminimizante maximal está definida en un intervalo

compacto).Normalmenteconsideraremosque las geodésicasminimizantesestandefinidasen el intervalo

jO, ij y que estánparametrizadasproporcionalmenteala longitud de arco.

PorserAl compaeta.s?empreexisteuna geodésicamininuzantequeunedospuntoscualesquzera

x,y c Al incluso si son singulares(cf [Gro, §1.12,pág. 6]). El punto clavees que, cuando todoslos

ángulos cjnicos son < 2w , una geodésicaminimizanteno puedeatravesarnunca la singularidad
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(éstees el lemasiguiente).Por unto, si unageodésicaminiinizanteno estátotalmentecontenidadentrode

lasingularidad,entoncespuedeempezaro terminaren puntossingulares,pero entre mediases un arco

geodésicosuavedentro de la variedadriemannianaAl \ Y] , En particular,dos puntosno singulares

cualesquiera úr , y £ Al \ Y] esténunidospor una geodésicaminimizan/esuavecontentdaen Al \ Y]

Lema 1.1. Scanx e Al \ Y] , y G Al <los puntos distintos, y sea ‘y (0,14 —; Al una geodésica
a

mrntmízantetal que ‘y(o) £ y ‘y(b) y . Entonces‘y(jO, 6)) G Al \ Y].
a

Den¡agtraciñn. Supongamosque hiera‘y(t) e Y] paraalgún t e (0,6) . Seaz ‘y(tú) e Y] el primer

punto en que ‘y corta a la singularidad. Entoncesz tiene un entorno U en Nf que es isométricoa un —

abiertodel espacioquese obtieneidentificandopor rotación las dos carasde un diedro de ánguloO <
a

en H3 (resp. S3 , Ea). Parac 1> 0 suficientementepequeño,‘y«to — ú, tú + j) c U , y ‘yQg — e) ~ Y] . —

Entoncesexisteun segmentoque une ‘y(t.o e) con ‘y(tú + e) dentro dc U sin pasarpor z y que es más

corto que ‘y~ + (ver ilgura 1). Esto contradiceque ‘ysea unageodésicanuinimizante. U
a

e’

a

a

a

a

e

a

a

a

a

Al a

e

a

a

Equra 1 a

a

Otro punto importante es la siguiente propiedadde con cesionesde geodésicas —

minimizantesen Al , que se deduce del teoremade Ascoli y dc la compacidadde M (ver [Gro. a
a

pág. 6]).
a
a

Lenta 1.2. Sca ‘y,, [0,1.) —+ M una suceszonde geodésicasminimizantesun Al , parametrizadas —

proporcionalmentea la longitud de arco. Entoncesla sucesión‘y,. tiene una subsucesiónque con- —

verge uniformementeen Al a una geodésicaminimizan/e‘y [O,lj —> Al
e,

a.

a
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Demostración. Como ‘y,, estáparametrizadaproporcionalmenteala longitud de arco, d(’y~(t) , ‘y4s))

long(’y,.) ¡t — si =diarn(M) . it — s] . Por tanto, la familia {‘y,~} es uniformementeLipschit.z, y en

consecuenciaequicontinua(cf [Ch] o [Ma]). El teoremade Ascoli aseguraentoncesla existenciade

unasubsucesiónque convergeuniformementeen Al a unacurva ‘y [0,1] -> Al . Supongamospor

comodidadque la propia sucesión‘y,, 22 ~ . Como la longitud es semi- continua inferiormente(cf.

[Gro]), se tiene que long(’y) =Hm mf long(’y~) Hin d(’y,}O),’y,.(1)) = d(’y(0),’y(i)) . Por tanto, ‘y

es tambiénunageodésicaminimizante. U

Como consecuenciade estosdos lemas, las variedadescónicascompactascon todoslos ángulos

cónicos < 2w comparten muchaspropiedades con las variedadesnemannianascompletas. Los

siguientes lemas estánenunciadosen [KN] para variedadesriemannianascompletas,pero se pueden

extenderfácilmentea nuestrocaso,y las demostracionesson análogas.

Lema 1.3.Sear e Al \ Y] , y sea ‘y [Ob] —~ M una geodésicaminimizantemaximal en Al que

parte de £ . Entoncesse verifico alguna de las siguientesafirmaciones:

(1) ‘y(b) e >3 ¡

(2,) ‘y(jO, 6]) c Al \ Y] , y ‘y(b) es el primer punto conjugadode £ a lo largo de la geodésica‘y en

M\Y];

(3) ‘y(lo, 14) c Al \ Y] , y existenal menosdos geodésicasminimizantesque unen£ con ‘y(b)

Demostración. Es consecuenciainmediatadel lema1.1 y de la demostracióndel teorema71, cap. VIII

de [KN. O

A continuaciónvamos a definir la fractura o cut-locus de la variedadcónica Al con respectoa

un punto base£0 C M \ Y] , elegido arbitrariamente.Denotaremospor ~ el conjunto de los vectores

tangentesunitarios de Al \ Y] en ro , es decir, la esferaunidaden el espaciotangenteTu:0(Al \ Y])

Definimos unafunción a ~ R~ de lasiguiente forma. Dado y ~ , sea‘y [0,14 —> Al la

geodésicaminimizante maximal (parametrizadapor la longitud de arco) que partede ‘ro y cuyo vector

tangenteen £~ es y (es decir, ‘y(t) = exp~0(tv) para0 ~ t < 6). Entoncesdefinimos ;L(v) 6 =

long(’y) . La imagende /L estácontenidaen el intervalo compacto [ini10(M \ Y]), diam(M)] c R~
donde1nj10(M \ Y]) denotael radio de inyectividad en el punto ‘ro y (liam(M) denotael diámetro de

M.
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e’

Lema 1.4. La función ¡.¿ ~ R’ es continua, e’

e’

Demostracibn. (cf [KM. cap. VIII, th73.) Supongamosque ¡c no es con~nuaen un cierto y ~ -
e’-Entoncesexiste una sucesión{vp} G S~ convergentea y , tal que ciertamenteexistehin ¡4vk) pero
e’.¡4v) ~ hin ¡‘(vk) - Denotaremosa~, ¡Í(vp) y a Hm <>-k - Además, vamos a parametrizarlas

geodésicasproporcionalmentea la longitud de arco, de modo que todasellas esténdefinidas en 10,1] - e’

e’.Así, denotaremospor ‘y 10,1] Al la geodésicaminimizantemaximal tal que ‘y(t) exp1~/tp(v)v) —

si O < / < 1 , y llamaremos‘y~ : [0,1] — Al a la geodésicammnímízantemaximal tal que ‘yk(t) —

exp£0(takvk) si O < t < 1 - Denotaremos£k ‘y<l) para todo k sin pérdidade generalidad

e’podemossuponerque existe Hm ‘r,. x e Al - Como d(’r0, £k) r ~ para todo k se tiene que
e’

= hm a~ a . Distinguiremoslos dos casosposibles: ¡4v) > a ó ¡4v) < a
e,

e’-

Caso 1: ¡4v) > u e’

En este caso, x = exp.>.0(av) E Al Y] - Por el lema 1.3, £ no es conjugadode ‘r~ a lo

—

largo de ‘y , y por tanto exp~0 transformadifeomórficanuenteun entornoU de ay en T~0(M \ Y]) , en
e’un entornode ‘r en Al \ Y] - Como apv¡. — ay , podemossuponerque a~v. c U paratodo k (y en
e’

particular £k = exp£0(akvk) e Al \ Y] para todo I~). Como
0XPXOyJ es un difeomorfismosobre su

e’

imagen,tampocopuedeser ‘rp conjugadode ‘r~j a lo largo dc 7k - Por el lema 1.3, existeentoncesotra
e’

geodésicaminrniizante <MC : jO, 13 —~ Nl que une £~ con ‘rk en M \>3 - Esta segundageodésicaes de

la forma ak(t) = exp£
0(tapwk) , O =t = 1 , paraun cierto vector Wk E ~ , wk ~ U - Por cl e’

lema 1.2, podemossuponerque la sucesión{ak} convergeuniformementea unageodésicaminimizante —
e’

a: [0,1] —+ Al queune x<~ con £ = lito ‘rk CM \ >3. Por el lema 1.1, a(fO, 1]) c Al\ Y]. y por tanto —

a es de la forma c4L) exp10(taw) O < t < 1 , paraun cierto vector w = Hm wk e Sr0 - Corno
a —

Wk ~ U paratodok , resultaque w ~ U , y por tanto a - En consecuencia,el punto x =
p.(v) e’

estáunido a no por dosgeodésicasmrntmizantesdistintas,luego ¡.(v) =u, lo cual contradicela hipótesis. —

e’-

e,-Caso 2: ¡í(v) <a.
e,

unif
Consideremosla sucesión‘y~- : 10,1] —+ M - Por el lema 1.2, podemossuponerque 7k —> a , donde —

a : 10,1] —* Al es una geodésicaminimizanteque une ‘ro con x = hm £k . Entonceslong(a) a >

= long(’y) . Además,oX(O) = hm 440) = Hm akvk = ay = ~ ‘y’ (0) , luego a es una
¡4v)

geodésicaminimizante que extiendea’y - Esto contradicela maximahidadde ‘y -

e
EJ -

e’

e’

e’
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Definición 1.1. Llamaremosfractura o cul-locus de la variedadcónica Al conrespectoal punto base

‘r0 e M \ Y] , al subeonjuntoformado por los extremosde todaslas geodésicasminimizantesmaiximales

de Al que partende £o

Cut10 = { ‘y(í) ¡ ‘y : [O,1] —+ M es unageodésicaruinimizantemaximal en Al con ‘y(o) =

En particular,Y] c Cut~0

ConsideremosLos siguientessubeonjuntosdcl espaciotangenteT:r0(M \ Y])

E = { tv ¡ 0 =t < ¡4v) , y es un vector tangenteunitario de Al \ Y] en ‘ro } su adherencia

E = { /v 0 = t = ¡¡(y) y es un vector tangente unitario de Al \ Y] en ‘ro } y su borde

DE = { p(v)v j ir es un vector tangenteunitario de Al \ Y] en :ro Y

Corolario 1.5. Las siguientesafirmacionesson ciertas:

(1) E es horneomorfoa una bola abierta en T~0(Al \ Y]) , E es homeomorfoa una bola cerraday

DE es homeomorfoa una esfera.

(2,) exp~0 transformaE difeomórficamenteen un abierto U = exp£d/E) , que es densoen Al -

(3,) Al es unión disjunta de Cut10 y U = exp~0(E)

Demostración. Ver VN], cap. VIII, th73. EJ

Corolario 1.6. La aplicación exponencialexp~0 se puede extendera una aplicación continua y

sobreyectiva~ : E —+ Al . El cut-locuses entoncesCutx0 ~Xi3~0(DE).

Demostración. Bastadefinir ~~0(tdv)v) Hm exp~0(tv)paratodo vector tangenteunitario y
-~ ji (y)

de Al \ Y] en ‘r<~. Estosson precisamentelos extremosde todas las geodésicasminimizantesmaximales

de Al quepartende ‘ro , es decir, los puntosdel cut-locus. EJ

2. POLIEDRO DE DIRICHLET DE UNA 3-VARIEDAD CÓNICA HIPERBÓLICA

CON ÁNGULOS CÓNICOSMENORES QUE 2w

Supongamosahora que Al es una 3-variedadhiperbólica cónica cuya singularidades un enlace

>3 c Al y cuyosángulos cónicosson todos<
2w . Entoncesno hay puntos conjugadosen Al \ Y] (cf

[KNj, cap. VIII, corolario 2.4), y por tanto el cut-locusrespectoa un punto basefijo x<~ E Al \>3, es

Cutx
0 = Y] u { £ C Al \ Y] existen al menosdosgeodésicasminimizantesqueunen ‘ro cori ‘r }
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y sucomplementanoes

(1 exp~.0(E) { £ £ Nf \ >3 existe una unicageodesicaminirnizante que une £<~ CON £

Seap : Al \ Y] —> M \ Y] la cubiertauniversalde Al \ Y] - Consideraremosen AlY] la métrica

hiperbólica inducida por la de Al \ Y] - Como U c M \ Y] es homeomorfoa una bola abierta, su

levantamientop’([I) es tina unión de copias disjuntas de [1 - SeaV una componenteconexade

y sea ¿4 p’(xo> nY - De hecho, 1/ es el dominio de Diriehlet con centro en ¿4 , parala

accióndiscretapor isometríasdel grupo fundamentalw1 (Al \ Y], x~) en M\Y] -

SeaD : Al \ Y] —~ una aplicacióndesarrolladora,quees unaisonietríalocal (pero en generalno

es una cubierta). Seap : ~i (Al \ Y], x~) —> lsorn(H
3) la representaciónde hiolonomia correspondiente.

Entoncesse verifica la siguientecondiciónde equivariancia:D(’yx) = (p’y)(D(x)) paratodo £ E Nf \ Y]

y todo’y c ~i (Al\Y]) (queactúaen Al \ Y] comounatransformacióncubriente). DenotemosO = 144) -

Definición 2.1. Llamaremospoliedro de I)irichlct 7’ de la variedadcónica Al , centradoen el punto

O , a la clausurade la imagende Y por laaplicacióndesarrolladoraD

7’ = 13(V)

En estasecciónvamosa probarque 7’ es un poliedro hiperbólicocompacto,estrelladoen el punto

O (ver la definición 2.3) , y que la variedadAl es isométricaal espacioque se obtiene identificando

las carasdc 7’ medianteisometriashiperbólicas. Además,las carasdc 7’ estáncontenidasen planos

bisectoresentre el punto baseO y sus imágenespor ciertos elementosdel grupo de bolonomía. Por

tanto, 7’ es unageneralizacióndel dominio de Dirielilet de tina orbiformahiperbólica,lo cual justificasu

nombre.

Primero tenemosque definir qué entendemospor poliedrohiperbólico compactoestrelladoen un punto.

Definición 2.2. Dadoun conjunto E c U3 y un punto O ~ E , diremosque 7’ c U3 es el cono desde

O sobre 13 si:

(i) 7’ es la unión de todaslas geodésicasminimizantesque unenO con puntosde B

(u) paracadapar de puntosdistintos£ , y e E , las geodésicasque unen O conx e y sólo se cortan en

el punto O
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Definición 2.3. Diremosque 7’ c U3 es un poliedro compactoestrellado en un punto O si existeun

subconjtinto 13 c 7’ tal que:

(i) 7’ es el cono desdeO sobre13

(u) 13 estácontenidoen unaunión finita de hiperpíanosde U3

(iii) 13 es homeomorfoa unaesfera S2 -

(En panicular,7’ es homeomorfoaunabolacerrada,el punto O estácontenidoen el interior de 7’ , y el

borde de 7’ es ¡37’ = 13 -)

Observación.Las definicionesson análogasen los casoscuclideoy esférico.

La demostraciónde que eh poliedro de Dirichlet 7’ es un poliedro hiperbólico compacto,estrellado

en el punto O , sigue el siguienteesquema.

(1) Demostra.mosque el bordede 7’ es homeomoifoa unaesfera, y que 7’ es el cono desdeel punto

baseO sobre su borde ¿37’ - Esto se haceen el lema 2.1.

(2) Probamosque el bordede 7’ estácontenidoen unaunión finita de hiperpíanosde E3 - Estoshiper-

planosson de hecho planosbisectoresentreel punto baseO y sus imágenespor ciertos elementos

del grupode holonomia. Estaparte de la demostraciónse divide a suvez en dos pasos:

(a) Definimos un cierto conjunto U c w~ (Nf \ Y], xc) (que llamaremoslas facetasgeneralesde 7’,

cf definición 2.4) , y demostramosque es finito, en los lemas2.2, 2.3 y 2.4.

(b) Demostramosque (37’ estácontenidoen la unión de todos los planosbisectoresde la forma

H’y = e U3 ¡ d(£,O) = d(£,p’y(O)) } donde‘y CF - Esto se haceen el lema2.5 y el

corolario 2.6.

Con esto ya estáprobado que 7’ es un poliedro compacto,estrelladoen el punto O (corolario 2.7).

Finalmente,en los lemas2.8 y 2.9 demostramosque la variedadcónicaM es isométricaa un cocientede

7’ , obtenidoidentificandodos ados sus carasmedianteisometriashiperbólicas. Además,estasisometrias

de pegadoson de la forma p’y , donde ‘y e E (y p es la representaciónde holonomiade Al).

Lema 2.1. El borde del poliedro de l)irichlet 7’ = D(Y) es homeomorfoa una esfera, y 7’ es el

cono desdeel punto baseO sobre su borde 87’ -
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Demostración. Consideremosel siguientediagrama,que es

definición de las diversasaplicacionesque aparecen:

T0U
3 exp

0

1) {isornetr<a l fe,mor fiSiiio

expj¿
TflAl\Y])

isometria

conmutativo dentro de los dominios de

U
3

DJ soijietifa local

M\Y]

isotnetrí-a local

T£
0(M\Y]) exp~0 NI\Y]

Identificaremoslos tres espaciostangentes~U
3 , Tg~ (M\Y]) y T~

0(M \ Y]) - Dentro de cadauno de

ellos, tenemoslos siguientesconjuntos(que denotaremossiempreigual, con independenciade cuál sea

el espaciotangenteen e] que Jos estemosconsiderandoen cadamomento):

E = { ti’ ¡ O =t < ¡z(xr) , y vector tangenteunitario }

É = { ti’ ¡ O =t =¡í(x’) , ir vector tangenteunitario }

DE = { p(ir)x’ ir vectortangenteunitario }

(homeomorfoa una bolaabierta)

(homeomorfoa una bola cerrada)

(homeomorfoa una esfera)

Recordemosque E es eh cono desdeel origen O sobrecl borde ¿iB , y que Y = exp£Ú(E) - Entonces

exp0(E) D(expj(E)) = D(Y) . Como exp0 es un difeomorfismo, resultaque 7’ = i)(V) =

exp0(É) - Por tanto, el borde de 7’ coincide cori exp0ffiE) , que es honícomorfoa una esfera, y

7’ = expo(É) es el cono desdeO = exp0(O) sobre 07’ = exp0(DE) - EJ

Definición 2.4. Llamaremosconjunto de facetas generalesdel poliedro dc Dirichlct 7’ al siguiente

subeonjuntode wi(M\Y],x19)

E {‘y e ir1 (Al \ Y], ~ 1 existe£ e Al \ Y] tal quehay dos geodésicasrninirnizanteso, /3 que

unen ‘ro con x , de modo que [alt’] ‘y en ir1 (Nf \ Y], £<j) 1

Observemosque ‘y ~ 1 paratodo ‘y C E , yaque si a,/3 fuerandos geodésicasminimizantesqueunieran

=r<>conx y 1afi’1 = 1 enw,(M\X4’ro) entoncesayÚse levantaríanadosgeodésicasdistintasconlos

mismosextremosen Al\Y] , y esto es imposiblepor ser Al\Y] unavariedadhiperbólicasimplemente

conexa(en efecto, Da y D/3 serían dos geodésicasdistintas en U
3 que se cortaríanen dos puntos).

Otra propiedadevidentede E es que si ‘y e 1 , entoncestambiénsu inverso y’ e 1’ . De hecho,E

e,
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estáen biyeccióncon el conjunto de trasladadosdel dominio de Diriehlet Y que son adyacentesa Y

E = {‘y c wdAl\Y],-.ro) ¡ Vn’y~) #0}

Paracada’y cF definimosel píanobisector

H7={xcU
3 1 d(x,O)=d(x}p’y)(O))}

Por abusode lenguaje,a vecesllamaremostambién“facetageneral” al píano bisector determinado

por unafacetageneral‘yc E -

En el corolario 2.6 veremosque el borde del poliedro de Diriehlet estácontenidoen la unión de

píanosbisectores11$ , con ‘y c Y . Antesnecesitamosprobarque el conjunto t es finito. Paraello, hay

que teneren cuentala estructuraque tiene la variedadcónica Al en un entornode la singularidad.

Definición 2.5. Dado un punto singular x c >3 , en el que el ángulocónico es O , diremosque una

bolade radio y centradaen x es una bola estándarsi es isométricaa un sectorde ánguloO de unabola

hiperbólicade radio y , con los lados identificadosmedianteunarotación de ánguloO . Diremosque

un camino cerradoji es un meridiano de la sin qularidad próximo a ‘r si estácontenido en una bola

estándarB(x,r) y generacl grupofundamentalde B(x, r) \ Y] (ver la figura 2). Obsérveseque haydos

clasesde homotopiadistintasparalos meridianosde la singularidadpróximosax unaes inversade la

otra.

Figura 2
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Lema 2.2 .Sea 13 una bola estándar centradaen un punto singular £ E Y] , y sean y , z e U \ >3

Entonces existen a lo sumo dos geodésicas minimizautes a /3 que unen y con z dentro de E , y

en ese caso el producto a/3 es un meridiano de la singularidad próximo a :r (ver la figura 3,1.

EJ

‘Ex:

Teniendoen cuentaeste lema, vamos a ver a continuaciónque, paradefinir el conjunto 1’ , pode-

mos restringimosaconsiderargeodésicasque esténfuera de un pequeñoentomo tubular abiertodc la

singularidad. De aí~uí se deduciráque F es finito,

Lema 2.3. Exste un entorno tubular abierto N(Y]) de Y] en Al , que satisface la siguiente condición:

Si existen dos geodésicas mín~mízantes aY, 13£ que unen £o con un punto x E N(Y]) \ Y] , entonces

existe otro punto y E Nf \ N(Y]) y dos geodésicasminimizan/esay, /3-~ que unen ‘r~ con y tales

que {axfl’] = [ay/3~ en ir1 (Al \ Y], :rc) . Además, las geodésicas ay, /
3y están completamente

contenidas en Nf \ N(Y])

Demostración. Supongamosque no existieraun tal entorno N(Y]) - Entoncesexistiria una sucesión

de puntos {£,,} G Al \ Y] con d(x,,, Y]) —+ O y existiríanparesde geodésicasminirnizantesa,,, /3,, que

unen ‘ro con ~ , tales que [aJ%71] # fa,,/3§] en w
1(M \ Y], -xo) si tu u - Por el teoremade

urif
Ascoli, podemossuponer(tomandosubsucesiones)quea~ ay /3,, —> /3, dondea, /3 songeodésicas

mímmizantesque unen n~ conr = lirn(x,,) e Y] -

SeaE unabola estándarcentradaen x e Y] - Elegimos t1 e (0,1) tal que a(ti) E 13 \ Y] y

/3(/~) e E \ Y] - Como en Nf \ Y] dos cunasuniformementepróximasson homótopas,resultaqueexiste

e >0 tal quesi ~ : [0,ti] — M\Y]sondos curvastalesqued(’y~(t),a(t)) < eparatodotE [0,t1] y

‘y~(0) = ‘ra, i = 1,2 ,entoncesexisteunaúnicageodésicaminimizantee: [0,1] B\Y] queune

con ‘y2(t1) , y unahomotopía11 : [0,1] x fO, t~] —+ Nf \ Y] tal que [1(0, t) = ‘y~(t), 11(1/) = 72(t)

I-I(s, 0) = £ú y 1I(s, t~) = c(s) - Tomamos e suficientementepequeñoparaque la mismacondición se

Figura 3
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verifiqueparados curvasque esténa distanciamenor que e de /3 -

Como (Y,. 124 a y /3,, ~ ¡3 , de [o anterior se deduce entoncesque existeun entero N tal que

sí m,n > N entonces(tfl~0t1] es homótopa a a~li0tj en Nf \ Y] ~‘ es homótopaa

/~I en Nf \ >3 , mediantehomotopiasque desplazana,,Q1) hastaa,,.(/i) (resp.

/Jm(tíl) siguiendola únicageodésicaminimizantequelos une.

Vamos ahoraa fijarnos en lo que ocurre dentro de 13 . Supongamosque ni, n> N - Entonces,por

el lema2.2, existena lo sumodos clasesde homotopíaposiblesparaan}[/1, ~ (con extremosfijos) y

/lTj/1) hasta

lo mismo ocurre con Otrúk/i ~ kt1, 1] Ui, U (ver figura 4).

>2

Por tanto, tomandouna subsucesiónsi es preciso, podemossuponerque existe una homotopia Ji

[0,1] x [t~,1) —-4 Nf \ Y] tal que H(0,t) = a,,(t) , [1(1/) = a,,1(t) , H(s,t1) es la única geodésica

minimizanteque uneo4t2) con a,,,(tj) , y fi(s, 1) es la únicageodésicaminimizanteque une x,, con

y podemossuponerqueexiste tambiénunahomotopiadelmismotipo entre/k~1 ~ y /t1~~~1 ~ -

Combinandoahoratodaslas homotopíasen M \ Y] entrelos distintossegmentosde a,. y a,,, (resp.

¡3,, y ¡3,,.), resuLtaque (a~fl§] = jcx,,j3~’] en ir1 (Nf \ >3,xo) lo cual contradicela hipótesis.

Por tanto, existe un entornotubular abierto W de Y] en Nf , tal que si £ e lE \ >3 verifica que

existendos geodésicasminimizantesa-x,/3~ que unen ‘r~ con’r , entoncesexiste otro y C Al \ VV y dos

geodésicasminimizantesayj?y que unenx0con y, de modo queLa’r/)~’) = {a-y/)~’] en-rrí(M\Y],xo) -

Pero ahorala unión de todas las geodésicasminimizantesque unenx~ con cadauno de los puntosde

Figura 4
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Al \ W es un conjuntocompactoque contiene a Al \ W , y su complementarioN(Y]) es un entorno
e,tubularabiertode Y] queverifica las propiedadesdel enunciado
*

EJ -
0*

Lema 2.4. D/ conjunto E es finito, e’

e

Denwstraci¿n.Por el lema anterior,podemosencontrarun entornotubularabierto N(Y]) de >3 en Nf tal
0*

que —

0*

17 = {‘y e iri(Nf \ N(Y]),x0) existe£ £ Adj N(Y]) tal quehay dos geodésicasminirnizantesa,/3

queunen ‘r<~ con -x dentrode Nf \ N(>3) , de modoque [a/3’} = ‘y en ir1 (M \ N(>3), Yo) } —.

e’

0*

Como Al \ N(Y]) es unavariedadcompacta(con borde), resultaque sólo hayun númerofinito de clases
0*

de bomotopiaen w1(M \ N(>3),’r0) que admitancorno representanteuna curvac : (0,1] —> Al \ N(2) —

de longitud long(c) =2diam(Al) (cf [Gro, §1.13, pág. 7j o aplicar los mismosrazonamientosque en

el lemaprecedente).Pero todo ‘ye E estárepresentadopor un producto de dos geodésicasminimizantes
0*

af3
1 , de longitud Long(a) + Iong(/3) ~ 2 diarn(M) . Por tanto,E es un conjuntofinito. EJ e,

e’.

Vamos aver ahoraque el borde del poliedro de Dirichlet 7’ estácontenidoen la unión (finita> de
a

todoslos planosbisectoresdeterminadospor las facetasgenerales‘y e E -
0*

e’

Lema 2.5. Searx : [0, 13 — Al \ Y] una geodésicaminimizan/emaximal tal que a(O) = ro y sea
0*

¿5 : [ú,13 —-4 M\Y] su levan/amientocon 5(0) = ¿4 . En/oncesva es un segmentogeodésicoen —.

cuyo extremoDS(I) e U [¡‘y . e’

yCT’ 0*

e’

Demostrach5n. Seax = a(1) e Al \ Y] - Como a es maximal, x e Cukr
0 - Por el lema 1.2, existe e,,

al menosotra geodésicaminimizante ¡3: jO,!] —* Aif \2 que une ‘ro con x - Sea‘y = [a/V’] e U’ G e’

e’

ir1 (Nf \ VV, Yo) - Seaa : (O, lj — M\Y] cl levantamientode a conorigen en ~ , y sea5$ = 5(1) su —

extremo. Si /3 : [0,1] —+ M\Y] es el levantamientode /3 con origen en ‘yxo , entoncessu extremo es

también/3(1) = 5(1.) = 51, por ser [a/t’j = ‘y - Además,long(S) = longQ3) = d(x,x<>) . Entonces
0*

y 13$ son geodésicasen IP que unen D(~ con D(~o) = O y 1)(’y5$o) = /97(0) , respectivamente,

y long(D¿5) = Long(S)= long($) = long(D/3) - Como en UY todas las geodésicasson utinimizantes,

resultaque d(O, DQB)) = d(p’y(O),DQifl) - Por tanto, L)QF) E 117 - EJ
e’

0*

Corolario 2.6. El borde del poliedro de Dirichlet 7’ está contenido en la unión finita de planos
0*

bisectores U fl’y
ye

1’
e’.

e’136
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0*

0*
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Demostración. Consideremosde nuevoel diagramaconmutativode la demostracióndel lema2.1, y los

tresconjuntosE , É y DE . Sabemosya queel poliedrode Dirichlet es 7’ = exp0(E) , y que suborde

es ¿37’ = exp0(DE) -

Los puntosde DE correspondena los extremosde geodésicasminimizantesmaximalesde Al , y sc

dividen en dos clases: los quepertenecena Y] , y los que pertenecena Cut£0 \ Y] . Denotaremospor5

el conjunto formado por los quecorrespondena puntosde Y] - Con másprecisión,recordemosque en el

corolario 1.6 de la sección1, definimosunaaplicacióncontinuay sobreyectiva?~~YO : TÉ — Nf que es

extensiónde CXPY0 : E — Al \ Y] - EntoncesDE = ~S~E¿(Cut£O), y 5 = exp¿(Y]) c DE -

En el lema 2.5 hemosvisto que exp0(DE\ 5) = D(exp5$0(DE \ 5)) c U IJ’y que es cenado

en H
3 (porqueF es finito). Por Unto, paraprobarque 37’ = exp

0(DE) tambiénestácontenidoen esta

unión finita de hiperpíanosbisectores,sólo hace falta ver que DE \ 5 es densoen DE -

Ahora bien,como Al\Y] esunavariedadhiperbólica,la exponencialCXPYO : E — Al\Y] incrementa

las distancias(cf [KN], cap. VIII, §8). y por tanto cadapunto de Al estáunido por un númerofinito

de geodésicasminimizantesa x~ - Es decir, para todo £ E Al la fibra ~P$~(£) es finita. Como

>3 C G Al tiene dimensión 1, resultaque 5 = ~JXPit(2)G DE tiene dimensión 1. Por tanto,

DE \ 5 es densoen DE . En consecuencia,07’ es un subeonjuntode la unión finita de píanosbisectores

U 11$ , homeomorfoa unaesfera. EJ

Corolario2.7. El poliedro de Dirichlet 7’ es un poliedro compactoestrellado en el punto O . EJ

Definición 2.6. Denotaremospor Sing= exp0(S)c 137’ cl desarrollode la singularidadY] . Es una

unión de segmentosgeodésicosdisjuntos(y posiblementealgunospuntosaislados)contenidosen el borde

del poliedro7’ - Diremosquelos puntosde Singson los puntossingularesdel poliedrode Dirichlet 7’ -

Finalmente,vamosa ver que la variedadcónicaAl es isométricaa un cocientede 7’ , obtenido

identificandodos a dos sus carasmedianteisometriashiperbólicasdel tipo p’y , donde ‘y E 1’ - Haremos

estoen dospasos:

— Nf \ Cut~0 es isométricaal interior del poliedro de Dirichlet 7’ (lema 2.8).

— Al es homeomorfaaun cocientede 7’ , obtenidoidentificandodosa dossus carasmedianteisometrias

hiperbólicasdel tipo p’y donde ‘y e E (lema 2.9).

Como Nf \ Cut£0 es un abiertodensoen Al , conestohabremosprobadoque Al es de hechoisométrica

aese cocientede 7’ -
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Lema 2.8. La restricción a Y de la aplicación desarrolladora, 13
Y Y 13(V) es una isometrYa

sobresu imagen. En. consecuencia,U = Nf\Cut£0 es isométricoal znterior del poliedrode Dirichlet

7’.

Demostración. Como D es unaisometrialocal, bastaver que es inyectiva. Esto se deducede que

Y es estrelladoen Yo , y dos geodésicasen el espaciohiperbólico U
3 se cortan a lo sumoen un punto.

Como U = Al \ Cut£
0 es isométricoa Y , de lo anteriorse deduceque Al \ Cut£0 es isométrica

a D(V) , que coincidecon el interior de 7’

EJ

Lema 2.9. La variedadcónica Al es isométrica a un eociente del poliedro de Dirichlet 7’ , obtenido

identificando dos a dos suscaras medianteisometrr’ashiperbólicas del tipo p’y , donde‘y G 1’

Demostración. Usamoslas mismasnotacionesqueen el lema 2. 1. Como 1~3iP£O : E —~ Nf es continua

y suprayectiva,y TÉ y Nf son compactos,resultaque Al es homeomoifaal cocientede E obtenidoal

identificar ir , w e DE si ~~1’£0(ir) = ~YPx0(w) . Ahorabien,exp0 : E ~ 13(V) esun homeomorfismo.

Por tanto, Nf es homeomorfaal cocientedc 7’ = 13(V) obtenidoal identificar dos puntosY,y del borde

de 7’ si ~p£O(exp¿’(x)) = Z~YP£O(exp¿5’(y)) . Como U = exl)YO(E) es un abiertodensoen Al que

es isométricoa 13(V) (por el lema2.8), se deduceque Al es de hecho isométricaaestecocientede 7’ -

Sólo falta ver que las identificacionesen el borde de 7’ se realizanmedianteisometríashiperbólicasdel

tipo p’y, donde‘ye f -

Supongamosque£ un punto del borde de 7’ no contenidoen la singularidadSing, y que y es otro

punto que se identifica con £ . Seanir = exp~’ (x) y w = exp¿’(y) - Consideremoslas geodésicas

a(t) = exp£0(tv) y /3(t) = Z~Xy3~0(tw) , paraO < t < 1 - Entoncesa y /3 son dos geodésicas

minimizantesmaximalesen M que unen £0 con un mismo punto de Nf \ Y] - Sea’y = [a/Y’] e F c

(A.’f \ Y’ ‘r.fl Cnnchlpwn,nc Inc In-u,,intc.mt~ntnc ~ x, 14 nr’ (y ~. 14 1,~ ri,biprh, nniuprcnl /14 \ Y cnn

origen en ¿4 . EntoncesD¿5(1) = exp0Qv) = Y y 13/3(1) = exp0(w) = y - Pero por otra parte

/3(1) = ‘y—~(¿i(i)) , porque [a/Y’] = ‘y - Por tanto, y = D(’y—’QI(1))) = ¡)‘y—1(Da(1)) = p’y’(£) -

(De la demostracióndel lema2.5 se deduceque en ese caso,£ C U’y 07’ e y e U —I 07’).
‘y

EJ

Observaciones2.1

(1) De ahoraen adelantedaremosel mismonombrea un punto de 7’ y al punto que le correspondeen

Nf (cuandose hacentodas las identificacionesen el borde de 7’). Cuandohablemosde las “caras”

de 7’ , nos referimossiemprea las carasde dimensión2.
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(2) Convieneobservarque, en la demostracióndel último lema, nadagarantizaque cualquierpunto x

contenidoen una carade 7’ de la forma H~ nP se identifique con el punto py1(z) . De hecho,

esto es falso en generalcuandoalgún ángulocónico es > ir - Lo que ocurre es que unacara de

7’ puede estardividida en vanasporcionespor “aristasescondidas”,contenidasen el interior de la

cara. (Porejemplo, en el dominio lenticularparala orbiformaesférica(S3, [p/q], w) , los dos arcos

que constituyenla singularidadson “aristas escondidas”,véasela figura 9 del capitulo 1.) Cadauna

de estasporcionesse identifleacon otracara(o porciónde unacara)de 7’ medianteunaisometriade

la fomia p’y - Pero estasisometriasde pegadop’y seránen generaldistintasparadistintasporciones

de unamisma cara.

Másadelanteveremosqueestefenómenono se producecuandotodoslos ánguloscónicosson Kw -

En esecaso,lavariedadNf se obtieneidentificandocadacara AP del poliedro de Dirichlet con

la cara H ~ nP , mediantela isometriapV1 -
‘y

(3) Todo lo que hemoshechohastaahoraes tambiénválido paravariedadescuclideasy esféricascónicas

compactascon todos los ánguloscónicos < 2w . En el caso euclideo,todos los argumentosson

aplicablessin ningunamodificación. En el casoesférico,la posibilidadde quehubierapuntoscon-

jugadospodría crearen principio problemas.Sin embargo,las siguientesobservacionesgarantizan

queel punto baseYo no tienepuntosconjugados,y por tanto tambiénenel casoesféricoson váJidos

los mismosrazonamientos:

(i) Una variedadesféricacónicaNf con todoslos ánguloscónicos< 2w tiene diámetro ti w (cf.

[KN], cap. VIII, corol. 4.3; véasetambién[GHL], tE 3.8.5).

(u) Supongamosademásque Nf # , y seaxo E Nf \ Y] un punto no singulararbitrario. Entonces

d(xo,£) <irparatodoxcAl -

Como en una variedadesféricala distanciaentredos puntos conjugadoses siempreigual a w (cf.

[KN], cap. VIII, corol. 4.3), de (ji) se deduceque el punto base£0 no tiene puntosconjugados.

Demostraciónde (u): Supongamosqueexistieraun punto x e Al tal qued(xo,x) w - Entonces

(usandolas mismasnotacionesde antes),el punto antipodalO’ dc O pertenecea 13(V) - Seaahora

y e Al \ Y] un punto no singularcualquiera.Entoncesexisteunageodésicaminimizantea queune

£ con y , y a((fJ,13) c Al \ Y] . Sea¿5 un levantamientode aaM\Y] tal que ~(0, e)) GV para

suficientementepequeño.EntoncesD¿5 es un arcode geodésicaen , quetienenecesariamenteuno

de sus extremosen el punto O’ - Por tanto, D& se puedeprolongara una geodésica(minimizante)

que une O’ con O en 13(V) G ~:3 - En consecuencia,cualquiergeodésicaminimizantequeunaun

punto arbitrario í’ e M \ E con x , se puedeprolongaraunageodésicamínimizante(de longitud

w) que una~o con .r en Nf - De aqui se deduceque todaslas geodésicasmmninjízantesmaximales
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que emanande ir0 tienenlongitud ir - Como Yo es no singular (y por tanto un entorno de £0 en Al

es isométricoa unabolaen S
3), resultaque M = ~:l - EJ

Vamos aenunciasahoraalgunaspropiedadesdel conjunto E en relación con el poliedro7’ , quenos

haránfalta másadelante.

Lema 2.10. Las siguientesafirmacionesson ciertas:

(1) Para todo ‘y e U , cl híperpíano 1I’y corta al poliedro 7’ en aMin punto no singular del borde.

(2) Seae una arista de 7’ , y sea£ £ e un punto no sin,qular cf9ntenidoen su interior: Entonces

existendos elementosdistintos (no triviales) -y
1 , 72 C 1 tales que:

— ~ 7’ ~ 11½0 7’ son las dos cara.s del poliedro 7’ que inciden en la arista e , 7/

- existenti-es geodes~casmrnimizantesdistintasa, /3, ‘y que unen~ conY en Nf y verifican

que [a/t’) =‘y~ 4a’y’J ‘y~ Cnwi(M7t,YO)

El puntoY SC identifica con p’yV’(£) t’ p’yI’fr) , y los tres puntos£ , p’y[’(£) y p’y%
1(£) son

—1 —todos distintos. Como consecuencia,‘y~ 72 C y ¡9’y§ (e) O 11z 011—1 . (Obsérvese

que esto no quiere decir que11í OP scauna caro. del poliedro 7’).

Demastracitin.

(1) Sea‘yeF - Por la propia definición de E, existendos geodésicasminimizantesa ,/3 que unen iro

conun punto £ ~ M\Y] ,de modo que [a/Y1] =‘y en wi(M\Y],£n) - Sca¿5: [0,1] — M\>3 el

levantamientode a a Al/Y] con origen en ¿4 - Entoncesla imagendel extremode a mediantela

aplicacióndesarrolladora,es un punto no singularcontenidoen H’yÑ 7’ , comoen la demostración

del lema2.5.

(2) Sean F~ , F2 las dos carasdel poliedro 7’ que inciden en la aristae - Elegimosdos puntosy~,

en cl interior de cadaunade estascaras y cercade Y, de tal maneraque los segmentosque unen

Y con ~ e VQ no contienenningún punto singular. Entoncesexiste un único elemento ‘y, c 1?

tal que cl segmento[£,p,] sc identifica con el segmentojp’y7’(x),p’y)(yí)] o 1J~, 07’ (en

particular, fl = 1171 2 7’). Análogamente,existeun único 72 ~ 11’ tal que el segmento[Y. y2] sc

identifica con el segmento1p711W,p71’0
2’2)i o H..< 07’ (y $2 = 1171 07’). Seana,/3,’y las

geodésicasque unen O con Y P’y~’ (Y) y p’y%’ (Y) , respectivamente.Cuando se las ve dentro

de Al a,/3,’y son geodésicasminimizantesque unen £0 con Y en Nf \ Y] , y [a/Y’] = =1 y

1<
1] = 72 - Como ‘y’ ~ ‘y~ (y ambosson no triviales), resultaquelas tresgeodésicasa, /3’y son

distintas. Por tanto los tres puntosx , P7« (‘) ~7I’<i) son tambiéndistintos. Por la definición

de E , es claro que ]/3v’] = [a/Yfl~1jay’J = 772 £ 1’ - Además,p’yV’(£) ~
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ya que d(p’y~1(£)p’y~1’y
2(O)) = d(£,p’y2(O)) = d(x,p’y,(O)) = d(p’yI’(Y),O) - Todo esto se

verifica tambiénparacualquierotro punto Y’ de la aristae suficientementepróximo aY - Por tanto

p’yI’(e)GII —íOH 72 -
71 7]

EJ

3. POLIEDRO DE DIRICULET DE UNA 3-VARIEDAD CÓNICA HIPERBÓLICA

CON ÁNGULOS CÓNICOS MENORES QUE

En estasecciónprobaremosque, cuandotodoslosánguloscónicosson < w , el poliedrode Dirichlet

7’ de hecho es convexo,y lo escribiremosexplícitamentecomo una intersecciónfinita de semiespacios

ceaadosen H
3 -

Lema3.1. SeaNf una variedadcónica con todoslos ángulos cónicos< 2w , y seae una arista no

sznguIar de su poliedro de Dirichlet 7’ . Entoncesel ángulo diédrico de 7’ en la arista e es < w

Demostración. Seae una aristade 7’ no contenidaen la singularidadSing - Entoncessabemosque la

sumade los ángulosdiédricosen torno a todas las aristasque se identifican con e debeserigual a 2w -

Denotamospor ¡(e) el ángulodiédrico en e . Elegimosun pequeñosegmentoe’ contenidoen el interior

de e y formadopor puntosno singulares.Existenentonces71,72 e E comoenel lema2.10(2).‘yi # ‘y~

tales queecl/’y
1 OH72 07’, y el segmentoe’ se identificacon p7V’(e’) C H«i OH í 07’ y

‘yj’y2

conp’yj
1(e’) c U í oh < 07’ . Estostres segmentosson todosdistintos,por el lema2.10(2).

72 ‘y2’y’

Consideremosel plano fi que pasapor O y es ortogonala la recta 1 1I~, O H
72 (ver la figura

5). Esteplano U es el plano determinadopor los puntos O , p’yi(O) y p’y2(O) - SeaE = ¿ OH . y

consideremosdos pequeñossegmentos[P, A] c 11, o U , [J~ 13] c ~17~O U (ver la figura 5). Sean

a = ¡(O, E, A) y /3 = ¿(O, E, 13) . Entoncesel ángulodiédrico de 7’ en e es ¡(e) = a+ f3

El plano que pasapor O y es ortogonala la aristaír§’(e’) c 11, OH..1 es el plano que

pasapor los tres puntos O , p’y[’ (O) y 77172(0) - Por tanto,es la imagenpor la isometriap’y{
1 del

planodeterminadopor los puntosO , p’yí(O) y p’y2(O) , es decir,coincidecon p’y7’ (U) - El segmento

[p’y71(P),p-y’(A)] está contenidoen 111 O p’y7’(H) - Como 7’es estrelladoen O , resultaque el

ángulodiédrico en p’y7~(e’) es estrictamentemayorque el ángulo ¡(O,p’y{’(P),p’y[1(A)) - Ahora

bien, estesegundoángulo es igual a a - En efecto,el triángulo A(O,p’y71(P),p’y{1(A)) es isométrico
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aA(O, /->, A) , ya que: { d(1’, O) = d(Jt p’y,(O)) = d(p’y~1(Y),O)
<4,0) = d(A,p’y~(O)) = d(p’y’(A),O)

d(P,A) = d({rJ’(P),p’y~’ (A))

Por tanto, 2(p’yV1(e’)) > Z(O,p’y~’(P),p’y~’(A)) = a - Análogamente, 2(p’y~’(e’)) >

2(O,p’y.»(P),p’y§’(B)) = /3, luego /(p’y{1(c’)) ±<p’y.j’(e’)) > a±/3

Peroahorala sumade los ángulosdiédricosen todas las aristasquese identificancone es mayor o

igual que¡(e) ±2(p<’ (e’))±2(p~’(e’)) - Portanto,2(a+/3) < ¡(e) +L(p’y~1 (e’)) +2 (p§’ (e’)) <

2w , luego ¡(e) = a+ /3 < ir , comoquedamosprobar EJ

ín’
1 (O)
II
01 (0)

<>2 = p-y2 (0) <3’

1172

—I

Vr, rn2(O)
II

~-~1 (Oi

(<3’)

.7’(Oí)

¡II ~
‘y2

p’y< (e’)

V/2 (0)

Figura 5
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Corolario 3.2. Si Al es una varredad cónica con todos los ángulos cónicos < -ir , entoncessu

poliedro de Dirichle! 7’ es convexo.

Demostraci¿n.Bastaver quelos ángulosdiédricosen todas las aristasdc 7’ son < ir - Si unaaristaestá

contenidaenla singularidadSing,entonceselángulodiédrico en ellaes ~ -ir por hipótesis. Si unaarista

no estácontenidaen la singularidad,entoncesel ángulodiédrico en ella es < ir por el lemaanterior. EJ

Observación3.1. Recalquemosque si Nf es una 3-variedadhiperbólicacónicacon ánguloscónicos

< 2w , entoncesel lema3.1 dice que cualquieraristadel poliedrode Dirichlet de Nf en la queel ángulo

diédrico sea > ir , necesanamentees unaarista singular. En particular, si hay una “arista escondida”

contenidaen el interior de una cara, entoncesdebeser unaaristasingular, y algún ángulocónico debe

ser > ir -

Corolario 3.3. SeaAl una variedadcónica con todos los ánquloscónicos< 2w . Denotemospor 7’

su poliedro de Dirichlet centradoen un punto base0 , y por Sing el conjunto de puntossingulares

del poliedro de Dirich le!. Entendemospor “caras” (resp. “aristas”) de 7’ \ Sinq , las componentes

cone£asdel complementode Sinq dentro de cadacara o arista de 7’ (si todos los ánguloscónicos

son <ir , entoncesno son más que las caras y las aristas no singuiares de 7’ ). Entonces:

(1) El interior de las caras de 7’ \ Sing correspondea los puntosde Nf \ Y] que estánunidos a Yo

por exactamentedos geodésicasminimizantes.

St interior de las aristas de 7’ \ Sing correspondea los puntos de Nf \ >3 que están unidos a

Yo por al menos tres geodésicasminimizantes.

Los vértices de 7’ \ Sing correspondena ¿ospuntosde Nf \ Y] que están unidos a x0 por mas

geodésicasminimizantesque ningrin otro punto de un pequeiio entorno suyo.

(2) Para cadaarista no singulare de’P\Sing, elijamosun punto cualquierap6 de su interior; y sea

17(e) = {todas las geodésicasminirnizantesqueunenYo con p~ en Nf)> Para cadavérticev de

P\Sing, seaF(v) = {todas las geodésicasrninirnizantesqueunenx0 <300 ven Al}. En/onces

~= (U{ [a/Y~) cwi(Nf\Y],£o) a,/3 e 17(e) ,a#/3})U(U{ja/t’] Eiri(Nf\Y],xo) ¡ a,/3C
e y

17(v) , a # ¡3}) , donde las unionesse extiendena todas las aristas no singularese y todos los

vértices no singularesy de 7’ , respectivamente. EJ

Con otras palabras,paradeterminarF a partir del poliedro 7’ , bastahacerlo siguiente. Paracada

aristano singulare de 7’ \ Siny , se elige un puntop~ de su interior, se considerantodoslospuntosp de

DR que se identificancon p6 ,y se calculanlas clasesde homotopía,en Nf \ Y] , de los caminosformados

porla geodésicaqueva de O a p6 , seguidade la geodésicaque vade un p~ a O . Análogamente,para

cadavértice no singulary dc 7’ \ Sing , se considerantodoslos vérticesy’ de DIP quese identificancon
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u , y se calculanlas clasesde homotopia,en Nf \ Y] , de los caminosformadospor la geodésicaque va

de O a u , seguidade la geodésicaque va de un u’ a O - El conjuntoformado por todas estasclasesde
e’

homotopiaes 1? - —

e,.

Definición 3.1. Llamaremosconjunto de facetas propias del poliedro de Dirichlet 7’ al siguiente —

subeonjuntode wi(Al \ Y], Y
0) —

e,.

17 = { ‘y e w1 (Nf \ Y], Y<~) existeY e Nf \ Y] tal quehay e:ractamentedos geodésicas —

rniriimizantes a, /3 queunen x0 cori £ , y [a/É ~J= ‘y en w~ (Nf \ >3, Y~) 1 c 1’ —

e,,

e,Por abusode lenguaje,a veces llamamostambién “faceta propia” al plano bisector1-17 = (Y C Ni
3

0*

d(x,O) = d(£, (p’y)(O)) } determinadopor unafacetapropia-y e 17 - Todafacetapropia es en particular

unafacetageneral;llamaremosfaectasfantasmaa las facetasgeneralesque no seanfacetaspropias. —

Paracada-ye1’, definimos el semiespacioabiertoE = (Ye U3 ¡ d(x,O) < dÁ, (vr)>0)) 1

y denotamospor TÉ suadherencia. —

Lema 3.4. Cuando todos los án,qulos cónicos de la variedad eón ca Nf son < ir el poliedro de

Dírichlet coincide con la intersecciónfinita de se-miespacioscerrados fl TÉ-y . Es decir
1c1< —.

e,

7’ = (Y e U3 4£. 0) < d(£, (p’y)(O)) , paratodo ‘y cF y e,
0*

e’

Demostracibn. Lo único que falta ver es que un hipe~lanode la forma 117 , donde ‘y e 1’ , no puede

cortaral interiordel poliedro 7’ - SupongamosqueJfl~, contuvieraun punto y del interior de 7’ - Entonces —

epor el lema2.10(1),sabemosque 1í’y tambiéncontiene un punto no singularx del borde de 7’ - Como
e

7’ es convexo, el segmentoIy, Y] está todo él contenidoen el interior de 7’ (salvo el extremo Y). Por
e.

tanto, 1J’y contienepuntos del interior de 7’ arbitrariamentepróximos a £ , y podemossuponerque y —-

está tan cercade Y como queramos.
e’

Seai~ e y C M\S tal que £ = D(5i) - Entoncesexistendos geodésicasminimizantesque unen
0*

Y con ~ y M~o) , respectivamente.Como la aplicaciónexponenciales abierta,existe un entorno W
0*’

de i~ en Nf \ Y] tal que todo punto z e W se puede unir mediantedos geodésicas¿5< , /3< con ¿i5o

y ‘-4xo) , respectivamente.EntoncesW = 0(W) es un entorno de Y - Por la primera observación, —

podemossuponerque y está en JI—y-MW - Sea~eY c Nf\Y] tal que y = D(jj) . Como y eH-y 0*

0*

long(13a~) = long(D/3
2) , Luego tong(¿52)= [oug(/3~) - Por tanto, o~ = pa,~ y ~ = P/3v son dos e,

geodésicasmímmizantesque unenYo con ~(ñ) - Peroestocontradiceel hechode quey estáen el interior —
e’

de 7’ (y en consecuenciapQij) « CutY0). EJ

1.44 —

0*

e

0*

0*

e,



Corolario 3.5. SeaNf una variedad con¿cacon todoslos ángulos cónicos< w . Entonces:

(1) Para todo ‘y e Ji , la interseccióndel hiperpiano It-y- con 7’ \ 8 es un conjunto convexo.

(2,) Si Y E O (7’ \ Sing) entoncesY se identifica con py1(x) e H —i o (7’ \ Sing) mediante
-y

la isometria p’y , y Y ~ p<t(Y)

(3) Si£e II’y~ ÑH’y
2fl(7’\Sing) entonces’y~”y2etypv’ (Y) cfi —1 Mil ~i n(7’\Sing)

‘li 7i2

Además,los tres puntosY , ¡ry[
1 (Y) y P’yj1 (Y) son todosdistintos.

EJ

Observaciones3.2.

— Si todoslosánguloscónicosson < w entoncesel poliedrode Dirichlet es?= { £ E U3 d(Y,O) <

d(£,p-’¡(O)) ,paratodafacetapropia-y E 17 } . Cadacara 07’ se identificaconla caraH ~ PR
7

mediantela isometriapv’ -

Como enla secciónanterior,todo lo quehemoshechoaquísigue siendotambiénválido en los casos

cuclideo y esférico.

4. UNA DESCRIPCIÓN LOCAL DEL POLIEDRO DE DIRICHLET CUANDO

TODOS LOS ANGULOS CÓNICOS SON MENORES QUE 2w

Cuando algunos de los ángulos cónicos son > w , el poliedro de Dirichlet 7’ en general no es

convexo(aunquepuedeserlo en algunoscasos),y no se puedeexpresarcomouna intersecciónfinita de

semíespacioscerrados. Sin embargo,de las demostracionesde los dos lemasprecedentesse deducela

siguientedescripciónlocal de 7’ fuerade la singularidadSing -

Lema 4.1. SeaNf una variedad cónica con todos los ángulos cónicos< 2w . SeaY un punto no

singulardel borde del poliedro de Dirichíel 7’ , y denotemospora la geodésicaqueune el punto base

O con £ en . Consideramostodos los puntosx’ , Y’,.. . de DR que se identifican con Y , y las

correspondientesgeodésicas~ ,a~1,...que unen el punto baseO con

en . Le asociamosal punto x el subconjuntoT(x) de E formadopor las clasesde homotopía,

en Nf \ Y] , de todoslos caminosaa’~1 , aa”1 Con otras palabras,

F(£) = { [a/Y’] e wí(Nf \ Y], Yo) 1 /3 es una geodésicaminimizanteque une£g con x en Nf

y /3 ~ a } C U

Entoncese£iste un entorno U de Y en H3 tal que PO U = ( fl TÉ-y) O U
ycfúr)
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Demostraciñn. Usandoel teoremade Ascoli y la finitud de E , es claro queexisteun entornoW de Y en

Al \ Y] tal quesi y e W está unido a Yo por dos geodésicasminimizantesa, , /3,, , entoncesx también

estáunido a Yg por dos geodéskasminimizantesa< , /3= de modo que [a=/3;’] = [a,,/3;’] - SeaU un

entornode Y en U3 tal que (107’ c W dentro de Nf , y tal que U no contieneningúnpunto de 7’ que

se identifique conY y sea distinto de Y - Entonces¿moU = u ‘-¼-
ye“(u-)

Por otra parte,del lema 3.1 se deduceque, fiera de la singularidadSinq, el poliedro de Dirichlet

7’ es localmenteconvexo. Si elegimosel entornoU de modo que U 0 7’ seaconvexo,entoncespor el

mismo razonamientoque en cl lema 3.4 se tiene que PO U = ( fl TÉ-y) o ti -
-yE 1(x)

EJ

Observación 4.1. Existe una biyección entre [‘(Y) y el conjunto de todos los puntosde 7’ que se

identifican con Y (y son distintos de x). Además, E U T(Y) -
xcP\S tYQ

5. UNA PRESENTACIÓN DEL GRUPO FUNDAMENTAL DEL COMPLEMEN-

TO DE LA SINGULARIDAD, A PARTIR DEL POLIEDRO DE DIRICHLET

Ciclos de facetasen torno a un punto no singular del poliedro de Dirichlet

SeaY un punto no singular en el borde del poliedro de Dirichlet 7’ - Diremos que una sucesión

finita de elementosx
1 Á< de 1’ , es un ciclo de facetasen tomo a Y Si

• Y C 07’

• Y SC identifica con p~\y
1Qr) e 11< 0 07’ mediantela isometriap>q1 (dondeA

2 ~ A;-’)

• p(x
1 . . - x’)(x) se identifica conp(A7’ . . . A’)(~) e >4x~’ 0 Hx~±,07’ mediantela isometria

pxy1 (dondeAH~ ~ Ay’) parai = 1,. ..,r— 1 ; y

• {4A—’ ... >J1ftY) =x -

Diremosque es un ciclo de facetaspropias en torno a Y , si A~ e E paratodo i . Diremosque es

un cwlo minimal de facetaspropias en tomo a x si p(N7’ . . . A<’>(x) ~ Y paratodo i < r -

Si A,,. . . , .X< es un ciclo de facetasen torno a un punto no singularx e 7’ , entoncesA, = 1

en-n-,(Nf\S,Yo) -
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Una presentación de r~(Al \ Y],£u)

Por el Teorema de Seifert-VanKampen,el grupofundamental-ir~(Nf\>3, Yo) admiteunapresentación

cuyosgeneradoresson todosloselementosde 17 (esdecir, todas las facetaspropias),quepodemosescribir
—‘ —lemparejadamentecomo ‘}í,’yj ~. ~ ‘y,,~ , y cuyas relacionesson las siguientes:

(i) ‘yg.-y7’ = 1 paratodo j;

(u) paracadaaristano singulare de 7’ \ Sing , se elige un punto p6 en su interior y un ciclo minimal

de caraspropiasA1 A,. en torno a p6 , y se escribela relación A, . . . A,. = 1 - (Obsérveseque
—1todoA~.el’={’yívr ,‘yTfl,-y;;’})

6. EJEMPLO LA ESTRUCTURA DE ORBIFORMA ESFÉRICA EN 53 CON

SINGULARIDAD UN NUDO O ENLACE RACIONAL Y ANGULO 1800

En las secciones5 y 6 del capitulo 1 vimos que la esfera S
3 siempretiene una estmcturadc

orbifonna esférica con singularidad cualquier nudo o enlace racional ~p/q}y ángulo cónico igual a -ir -

Estaorbiformase obtienecomoel cocientedc ~J bajo la acción del grupo diédrico de orden 2p generado
w

por dos rotacionesA , fi de ángulo w , en torno a dos ejesque estánseparadosauna distanciade — y
p

qw
forman un ángulode — - Si la, 6 : aw = wb¡ es la presentaciónestándardel grupo w

1 (SS\ [p/qj)

(resp. ¡a, 6 : aw = wa en el casode un enlace),entoncesA y B son las holonomíasde los generadores

a y 6 - SeaO el punto medioentrelos dos ejesde A y E - Entoncesel poliedrode Dirichlet centradoen

O es la “lente” comprendidaentredos esferasmáximasen quese cortan fonnandoángulow/p . La

singularidadson dos arcosgeodésicossituadosen cadaunade esasdos esferasformandoánguloqw/p

y 2p puntossobreel ecuadorde la lente, situadosa igual distanciacadauno del siguiente.

Figura 6
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Lasfacetaspropiasde? son los elementosa, a1 , 6 y b—~ de wi(S3\ [p/q]) -

El ecuadorde la lente queda dividido por los 2p puntos singularesen f2p arcos iguales, que se

identifican todos entre si al pegar las caras de 7’ , dando lugar a un arco J’Q que une dos puntos

singulares(ver flgura 6). Elijamos un punto Y en uno cualquierade estosarcos. Queremosver cómoes

un ciclo minimal de facetaspropiasen tomo a Y - Paraello, tomamosun punto Y9 en el interior de 7’

próximo a Y , y consideramosun meridianodel arco PQ concentro en Y y que pasepor Y~ , transverso

a las carasde 7’ (ver figura 7).

a 1

Escribimosordenadamentelas interseccionessucesivasdel meridianocon las caras(orientadas)de 7’ -

Esto da lugar a una palabraa en el alfabeto {a,a’,b,EF’} cuyas letras, permutadascíclicamente.

producen[a palabraawV’w’ , que es la relación de la presentaciónestándarde w
1(S

3 \ Lp/q]) (resp.
—1 —1

awa ir 51 se trata de un enlace);véasela figura 8. (En realidad, podrían producir la inversade la

relación, rvbw~a~ , pero esto se evita orientandoen sentidoinverso el meridianoelegido.) Asi pues.

un ciclo minimal de facetaspropiasen tornoa Y ,e5unapalabrao- en el alfabeto{a, C’, 6, lE1 , cuyas

letras, leídascíclicamente,producenla relación awb’w1 - (En realidad,u sólo dependedel arco al

que pertenezcax).

Figura 7
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4?

Suponganosque y es otro puntodel ecuadorde la lenteque se identifica conx - Seaa el segmento

geodésicoque une O con £ y /3 el que une O con y . Entonces!a/Y’i E w,(S3 \ ~p,/q]) se puede

escribircomounapalabrag(a, 6) en el alfabeto{a, a1, 6, lE’ } , tal que la palabrau asociadaal punto

Y comienzapor g(a,6) (verfigura 9). Es decir, g(a, 6) es un segmentoinicial de la palabraa

4?

Figura 8. Ejemplo : a — (6a’lE’a)lE’(a’babJ’)a

Figura 9. Ejemplo : (a/Y’] 6a’61
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Por tanto,el conjunto i?(Y) (formadopor todos los elementos~afV’I de este tipo), estácompuesto

por los 2p — 1 segmentosiniciales (distintos de la identidad) de la palabra o- - En consecuencia,el

conjunto 1’ de todas las facetasgeneralesdc 7’ , está formado por todas las palabrasg(a,6) tales que

algunapermutacióncíclica de la relación awlr’-w’ comienzapor q(a,b) -

0*

7. SIMETRÍAS DEL POLIEDRO DE DIRICHLET

Supongamosque Al es una 3-variedadhiperbólicacónicacon singularidadun enlaceY] c Nf , y

con todoslos ánguloscónicos < 2w . SeaO Nf\>3 —> Ni3 unaaplicacióndesarrolladoraparala parte

no singular Nf \ >3 , y sea p rj (Nf \ >3) —~ lso(H3) la correspondienterepresentaciónde holonornia.

SeaYo e U ID un punto basecualquiera,Yg un levantamientode Yo a Al \ Y] , y O = D(~~) c H:~ -

Vamos adenotarpor 7’ el poliedro de Dirichlet de Nf centradoen O -

Lema 7.1. Supongamosque< (Nf, Y]) —+ (Al, >3) es una isornetria que dejalijo elpunto basexo , y

sea<. el isomorfismode w
1 (Al \ >3, Y~) inducido por < . Entoncesexisteuna isomtitria hiperbólica

y e lso(11
3) que deja fijo el punto base O y es una szmetr<a del poliedro de Dirichlet 7’ . En

particular, y perteneceal normalizador del grupo de liolonomk p(w, (Nf \ >3, xo)) en lso(NiTM) Si

‘y es una faceta de 7’ , entonces«¡también es una faceta de 7’ y [1<70 7’ = y(I-J’y 0 7’)

Demostración. Como < es unaisometilade Al que fija Yo , preservael cut-locusde Nf conrespectoa

Yo , y enconsecuenciadejatambiéninvariantesucomplementoU = Nf \ Ctttr
0 - SeaY la componente

conexadel levantamientode ti a Nf\>3 que contienea ~o - Entonces< se levantaauna isornetría<~

de M\Y] que fija ~o y deja invarianteY - Sabemosque L)~Y es unaisometriasobresu imagen,y por

tanto podemosdefinir la aplicación P = (D~v) <(DK<’ de 0(Y) en I)(V) Entoncesy es una

isometríade D(Y) c Ni
3 que fija O = DQii

0) - Ahora se puedeextendery aunaisometriade todo I4~

que fija O y preservaD(V) . Estaisometría(que denotamostambiénpor y) deja invarianteel poliedro

de Dirichlet 7’ = 0(Y) - Además,el si~uientediagramaes conmutativo:

Nf \>3 —~---—~ M\S ~ Nf\>D4 {D 10
3 —~-—-± u

Dado-yew,(Nf\Y],Yo) , <,‘y= <‘y<—~ comotransformacióncubrientede M\Y] - En consecuencia,

p(<~’y) = y(p’y)y’ para todo -y E w1 (Nf \ Y], Y¿ , y por tanto y perteneceal normalizadorde

pQw~(Nf\Y],xo)) en Iso(Ni
3)
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Finalmente,como y(O) = O resultaque H<~ = #‘l’y) luego H<n7’ = y(Il’y 07’) -

Observación7.1 Supongamosque Ales una orbiforma hiperbólica(esdecir,O = p(w,(Nf\>S,úro))es

un subgrupodiscretode Iso(H3) y Nf es isométricaal cocienteII~/C ). Si y perteneceal normalizador

de O en lso(H3) y ~b(O)= O , entoncesy es una simetríadel poliedro de Dirichlet 7’ centradoen O -

En efecto, como 7’ = {x e H3 dQr, O) = d(Y, g(O)) paratodo y e O } , y(O) = O y

y’ Oy=C,resulta quey(7’)= 7’.

Observación7.2 Los mismosresultadosson ciertos en los casoscuclídeoy esférico.
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Capítulo IV

DEFORMACIONES DE ESTRUCTURAS

HIPERBÓLICAS CÓNICAS

INTRODUCCIÓN

En estecapítulo se estudiala variación del poliedro de Dirichlet al deformarunaestructuracónica

dadacon ánguloscónicosmenoresque2w. (Recordemosque, como se indicó en la introducciónde la

tesis, el estudiodel casoen que hay ánguloscónicosentre¶ y 2w es especialmenteinteresante.)Como

dijimos tambiénen la introducción,a partir de la representaciónde holonomíade una variedadcónica

concreta,no hemospodido determinaren general su poliedro de Dirichlet con centro en un punto base

dado, porque no sabemosdeterminarlos planos bisectoresquedefinen sus caras. (Éste es un problema

abierto interesantepero muy dificil). Un objetivo menosambicioso(que se resuelveen este capitulo),

consisteenpartir de unavariedadcónicainicial Alo, parala cual se conozcaya un poliedro de Dirichlet

y “deformar” el poliedro7’~ paraconseguirpoliedrosde Dirichletde variedadescónicas“pró£imas”

a Nf
0 -

Tenemosqueprecisarqué entendemosaquipor variedadescónicas“próYimas” a Nf0 - Esto se hace

en la sección1 donde se define el espaciode deformacionesde estructurashiperbólicas cónicasen

una3-variedaddiferenciablecompactaX , con singularidadun enlace>3 C X y con un punto basefijo

Yo e X \ Y] - En esteespaciose considerala topologíacuasi-isométrica;en ella, dos estructurasestán

próximassi existe un difeomorfismoqueno dilatani contraemucho las distancias(o con másexactitud,

unaaplicaciónbilipschitzianacuyaconstanteestápróximaa 1).

Recordemosla ideaintuitivaquepermiterelacionarelpoliedrode Dirichlet inicial 1% conel poliedro

de Dirichlet 7’ de una estructuracónica Al suficientementepróxima a Nf0 (cf §1.6.> Denotemospor

Nfo \>3 la cubiertauniversal del complementode la singularidad,con la métrica inducidapor Nf0 , y

denotemospor M\Y] la misma cubiertauniversal, pero ahoracon la métrica(próxima a la anterior)

inducidapor Al . Sean7% y 7’ los dominios de Dirichlet paralas respectivasaccionesdiscretaspor

isometríasde w1 (Nf \ Y], Yo) en Nf0 \>3 y Nf\Z - Vamos a restringirnosa unapartecompactade cada

uno de estosdominios; por ejemplo, la que se proyectasobrecl complementode un pequeñoentorno

tubularde Y] . Por abusode notación,llamaremosPo \ N(>3) y 2 \ N(>D) a los dominiosasí truncados.

Consideremosel conjuntofinitof0 C w,(Nf\Y],£o) formadoporloselementos‘ytaies que-y7’oflPo # 0
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(i.e. las facetasgeneralesde 7’o ). EntoncesPo U ( U -yi%) es un entornodc Pu dentro de Nfo \ > -
-~ee,,

Puesbien, al deformarligeramentela métrica, ocurre que 7’ U ( u ‘yi~) sigue siendoun entornodel
yero

nuevodominio de Dirichlet truncado P \ N(Y]) - Es decir, si ‘y? es un trasladadode 7’ que tocaa

P \ N(Y]) en algún punto, entonces‘y e E
0 (cf teorema2.3.) Con otras palabras,fuera del entorno

de la singularidad N(Y]) fijado de antemano,el conjunto de facetasgeneralesde 7’ está contenido

en el conjunto de facetas generalesde
7’o si Al está suficientementepróxima a Mt (el grado de

proximidad necesariodependedel entorno N(>3) elegido). Por otra parte,si ú7’o 0 7’o tiene interior

no vacio en el borde dc 7% (i.c. si ‘y es una faceta propia de 7’~), entonces-‘¡7’ 0 7’ también tiene

interior no vacío en el borde de P (cf teorema2.3.) Es decir, el conjunto de facetas propias de Po

está contenidoen el conjunto de facetaspropias de 7’ sí Al está suficientementepró£ima a

Estosresultadosse demuestranen la sección2 dc estecapitulo. La claveestáen utilizar la caracterí-

zación(obtenidaen el capítuloIII) de las facetaspropiasy lasfacetasgeneralesen términosde geodésicas

que minimizan la distanciaentrecl punto basey los puntosno singularesde la variedadcónica,y aplicar

el teore~nadc Ascoli paraestudiarla convergenciade sucesionesde geodésicasminimizantes.

En resumen,supongamosquetenemosunafamilia continuadc deformacionesM~ de unaestn~ctura

cónicaAlo , y denotemospor P~ sus respectivospoliedrosde Dirichlet con centro en un punto dado

O . Sean ~ las correspondientesholonomías,y paracada ‘y ~ w, (Nf \ >3, Y
0), consideremosel plano

bisectorH’y(t) = { Y E E
3 ¡ dQr,O) = d(:r, pr4O)) } - Fijemos un pequeñoentornotubular N(>3)

dc la singularidad. Entoncesexiste un e > ti) (dependientede N(ID)) tal que para todo t c (—e, e) se

verifican las siguientespropiedades:

• si el píanobisector JI—y(o) define unacarade 7’o , entoncesH’y(t) tambiéndefine una carade ¾

• sí el plano bisectorJ’I’y(t) define unacarade 7’~ que no estádentro del entorno N(Y3) , entonces

H.-«O) toca al borde de 7’ú en algún punto no singular (aunquepuedeno definir ningunacara de

, sino “bascular” sobre-unaaristao un-véruce-nosmguiar).

Estaspropiedadesno dicennadaacercadel comportamientode los poliedrosde Dirichlet deformados

¾dentro del entorno N(fl. De hecho, se verifican paracualquierfamilia de deformacionesde una

estructurahiperbólicaen el complementode un entorno tubular de la singularidad, conindependencia

de que se puedanextendero no a estructurascónicas. (No toda estructurahiperbólicaen Al \ N(>3)

se puede extenderaunaestructuracónicaen Al con singularidadY] : a vecesse puedeextendera tina

estructuracónica en una variedadobtenidaa partir de Al por cirugía en el enlace >3 , y otras vecesní

siquieraestoes posible,cf. [Thu,].)
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El estudiode la variacióndel poliedrode Dirichlet en lasproximidadesde lasingularidad,al realizar

unadeformación,se haceen lasección3 de estecapítulo. Éstees,en principio, un problemamás dificil,

debidoa que, al contrariode lo que ocurre paralos puntosno singulares,hay infinitos trasladadosdel

poliedro 7’o que inciden en cualquierpunto singular (hablandointuitivamente). Con más precisión:

consideremosla cubierta universaldel complementode un entomotubular abierto de la singularidad,

Al
0 \N(Y]) c Al0 \ E . Como el borde de Alo \ N(Z) estáformadopor toros disjuntos,el borde de su

cubiertauniversal Alo \N(>3) estáformado por unaunión (infinita) de planosdisjuntos. Consideremos

una componente1 del borde de Mo \N(E) que corte al dominio de Dirichlet Po . Entoncesexisten

infinitos trasladadosde P0quecortantambiénal - Pareceríaen principio quelas relacionesde incidencia

entreestos infinitos trasladadospodríancambiararbitrariamenteal hacerunadeformación,con lo cual

habríainfinitas posiblescarasnuevasquepodríanaparecer,en las cercaníasde la singularidad,en el nuevo

poliedro de Dirichlet 7’ . (Esto es lo que sucedede hechocuandose deformala estructurahiperbólica

completade volumen finito en Al \ Y] , parapasara estructurashiperbólicascónicasen las variedades

obtenidasapartir de Nf por todas las (infinitas) posiblescirugiasen el enlaceY] , cf § 1.6.)

Sin embargo,estamossuponiendoque tanto Nf0 como su deformaciónNf son variedadescónicas

conel mismo espaciosubyacentey la mismasingularidad. Por tanto,en la componente1 del bordede

Mo \ N(Y]) actúa,de manendiscretay cocompacta,un subgrupoperiférico Z e Z c w1 (Nfo \ Y], xo)

(generadopor un meridianoy unalongitud de la correspondientecomponentedel enlace singular2). Al

deformar,enla mismacomponente1 del borde de Nf \N(Y]) se tieneunaacciónequivalentedel mismo

subgrupoZeZ G w1 (Alo \ Y], Y,,) . Ahora bien,estegrupo Z (D Z permutacl conjuntode trasladadosde
7’o quecortanaY, y el cocientees un conjuntofinito (porquela acciónde Ze Z en les cocompacta).

De entrelos infinitos trasladados‘yJ’o que cortan a Y , existe, pues,unacantidadfinita de ellos (que

podemosdeterminarexplícitamente),queson “los máscercanos”a 7’o y que generana todoslos demás

por la acciónde Z e Z . Llamaremosa los correspondienteselementos‘y ~ w
1 (Alo \ >3, sto) (en número

finito) , facetas singularesde
7’o - Son las únicas posiblesfacetasnuevasque puedenapareceren un

entornode la singularidad,en el poliedrode Dirichlet deformado7’ -

Todos estosresultadospermitenacotarde maneraefectivael conjunto de planos bisectoresque se

necesitaconsiderarparaconstruirlos poliedrosde Dirichlet de estructurascónicaspróximasaunadada.

Todoslos argumentosson tambiénválidosparadeformacionesde unaestructuraesférica(resp. euclídea)

a estructurasesféricas(resp. euclideas)próximas.

Finalmente,en lasección4 seutilizan losresultadosde las seccionesanterioresparadarun algoritmo

efectivo que permite construirpoliedrosde Dirichlet correspondientesa representacionesde holonomía

próximasa unadada. Como consecuenciase obtieneademásunademostraciónconstructiva,paraeste
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caso particular, del teoremamás generalque afirma (hablandovagamente)que toda representación

próxima a la representaczón(le holonomía (le una estructura geométrica, es tambzenla holonomza

de alguna estructura geométrica. Este teoremafue enunciadoen su mayorgeneralidadpor Thurston

([Thu,], §5.3.1) y demostradode diferentesmaneraspor Canarv-Epstein-Green([CEO]) y Goldman

([Go,]) entreotros (véase[Go,J parauna lista más co~npletade referencias).

Partimos ahorade los siguientesdatos: una3-variedadcerradaAl conun enlace >3 c Al , y una

familia continua(de hecho,analiticaa trozos)de representacionesp, de w1 (Nf\ Y]) en lso(fl
3) , tal que

Po es la holonomiade unaestructurahiperbólicacónica en (Al, Y]) (que denotaremosAl
0), y tal que m

envíalos meridianosde Y] a rotacioneshiperbólicas.No suponemosa priori que pt sea laholonomiade

ningunaestructurahiperbólicacónica M1 en (Al, Y]) - Queremosdemostrarque en efecto lo es,y hallar

un poliedrode Dirichlet P~. paraesaestructuracónica M~ - Estose consiguecon el siguientealgoriúllo:

Fase1:

(1) Se partede un poliedro de Diriehlet
7’o con un cierto punto baseO parala estructurahiperbólica

cónica inicial Nf
0 , y se determinansus conjuntosde facetasgeneralesy singulares.1’o y i½,q

(2) Para t suficientementepróximo a Cl , se consideranlos planos bisectorescorrespondientesa las

facetasgeneralesde Po - Utilizándolos, se construyeexplícitamenteun poliedro Q~ tal que, al

identificar dos a dos algunasde suscaras,se obtieneunaestructurahiperbólica(con borde no liso)

en el complementode un entornotubularN(>3) de la singularidad,cuya holonomiaes Pi -

Con esto se ha probadoya, de maneraconstructiva,que pi es la holonomíade unaestructurahiperbólica

en Nf \ N(Y]) - Esto es un caso particular del teoremageneralantesmencionado(“representaciones

próximas a una holonomi’a son también holonomia.<’), y constituyeunapartedel Teoremade Cinigía

Hiperbólicade Thurston. Hastaaquí no se ha utilizado la hipótesisde que Pi envialos meridianosde

Y] a rotacioneshiperbólicas;el resultadoes cierto, pues,pararepresentacionescualesquierapróximasa

Po Hastaaquí el algoritmo es válido tambiénparadefonnarunaestructuraesféricacónicaa estructuras

esféricaspróximas(en el complementode la singularidad),o paradeformarunaestructuracuclideacónica

aestructurascuclídeas.hiperbólicaso esféricaspróximasen el complementode la singularidad(siempre

quese conozcanlas correspondientesrepresentacionesde holonomia).

Si Pi envía los meridianosde Y] a rotacioneshiperbólicas,entoncesla estructurahiperbólicaen

Nf \ N(Y]) definida por el poliedro Q~ se puede extendera una estructurahiperbólicacónica Ah en

(Nf, Y]) con holonomíapí , por el mismoargumentointroducidopor Thurstonen su Teoremadc Cirugía

Hiperbólica. Denotemospor ¾ cl poliedro de Dirichlet de Nf~ centradoen O , que seráunaextensión

del poliedroQ construidoen la fase1. Si admitimos que Nf~ ha de estarpróximaala estructuracónica

inicial Al0 en la topología cuasi-isométrica(cfi observación43), entoncesel resultadode la sección3
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nos dice quelas facetaspropiasde P~ estáncontenidasen el conjunto de facetasgeneralesy singulares

de 7’o . Con estainformaciónpodemosconstruirP en la segundafase del algoritmo:

Fase2:

(3) Se construyentodos los posiblespoliedrosque son extensiónde 42~ y tienentodas suscarascon-

tenidasen la unión finita de planosbisectoresíI’y(t) , donde-y recorretodas las facetasgeneralesy

singularesde Po - Existeun númerofinito de talespoliedros.

(4) Paracadauno de ellos, se compruebasi sus carasse identifican dos a dos medianteisometrias

hiperbólicaspara dar lugar a la estructuracónicaNf~ . Ya sabemosque ha de existir uno que

verifique estacondición, y ése es el poliedro de Ditichlet buscadoP~ - (Según un teoremade

Hodgson-Kerckhoff[1-1K]sobre rigidez de variedadeshiperbólicascónicas,debeserademásúnico.)

El mismo algoritmo sirve paradeformacionesde una estructuracónicaesférica(resp. cuclidea)a

estructurascónicas esféricas(resp. cuclideas)próximas(partiendo siemprede la hipótesis de que se

puedadeformar,a nivel puramentealgebraico,la representaciónde holonomía).

1. LA TOPOLOGÍA CUASI-ISOMÉTRICA EN EL ESPACIO DE DEFORMA-

CIONES DE UNA ESTRUCTURA HIPERBÓLICA CÓNICA

SeaX una3-variedaddiferenciablecompacta,Y] c X un enlacesumergidoen X, y st
0 e X \ Y]

un punto basefijo. Llamaremosuna estructura hiperbólica cónicaen (X, Y]) a un par (~, Al) , donde

X —+ Nf es un difeomorfismoy Nf es unavariedadhiperbólicacónicacon singularidad~b(Y])(cf.

[Goi]). Denotaremospor C(X,Y]) el espaciode todas las estructurashiperbólicascónicasen (X,Y]) -

Sin embargo,convieneconsiderariguales dos estructurashiperbólicascónicas (~, Nf) , (<‘Al’)

en (X, Y]) cuandoexistauna isometríaisotópieaa la identidad. Más formalmente,diremos que dos

estructurashiperbólicascónicas (~, M) y (~‘, Nf’) son isotópicas relativamente a st0 si existe una

isometria/t Nf —+ Al’ tal que < es isotópicoa lu~ relativamentea Y] y a sto - Con otras palabras,si

Diffg(X, Y], sto) denotala componentede la identidaddel grupode los difeomorfismosX —~ X que fijan

st0 y Y] , entonces(~, Nf) y (<,Nf’) son isotópicas relativamentea st0 st existen un difeomorfismo
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ye Diffo(X, Y], st0) y una isometríait: Nf —* Nf’ talesque el diagrama

x 95 + A’!

X Nf’

es conmutativo

Denotaremospor S(X,>3) el conjunto de las clasesde isotopía (relativa a st0) de estructuras

hiperbólicascónicasen (X, Y]) , y lo llamaremosespacio de deformacionesde estructurashiperbólicas

conreasen (X, Y]) . Es decir, ú(X, >3) = C(X,>3)/isotopía-

En esteespaciot<X, Y]) vamosa considerarla topología cuasi-isométricadefinidaa continuación

(cf [Thu2j, [CEG}, lOro]).

Definición. Dados dos espaciosmétricos X , Y y una constantek > 1 , se dice que una aplicación

f : X —--y Y es unaIt--cuasi-isometríasi

—dy(r y) =dy(f(st),f(y)) =kdx(st,y)

paratodo par de puntosst, y e X - (En particular,todacuasi-isometriaf es un homeomorfismo).

Si X , Y son dos variedadesriemannianasy k =1 , entoncesse dice que unaaplicaciónf : X .—~ Y es

unak—cuasí—2someirmlocal si

1 ¡¡vb =¡¡d~f(v)~¶ =It ¡¡v¡¡

It-
paratodo punto st e A y todo vectory tangentea X en el punto st -

Diremos que dos estructurashiperbólicascónicas (95, Al) y (95’, IV!’) en (X, Y]) son It-cuasi—

isométricas(relativamenteast0) si existenun difeomorfismoy e Diffo(X, Y], st0) y unak-cuasi-isometría

/t : Al —+ Al’ tales queel diagrama j —~ Al

95’ 1~
X —~ Al’

es conmutativo.(Enparticular, lt(95(Y])) = 95’(Y])). Evidentemente,estarelaciónextiendeconla relación

de isotopia definida en C(X, Y]) (y define por tanto una relación de equivalenciaentre elementosde

En el espaciode estructurashiperbólicascónicasC(X, Y]) definimos entoncesla topologíacuasi—

isométricade la siguiente forma. Dada una estructura (95, Nf) e C(X, Y]) , una basede entornosde
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(95, Nf) estáformadapor los conjuntos

U((95, Al), e) = { (95’, Al’) e C(X, Y]) ¡(95’, A-!’) es ec~euasi~isométrieaa (95, Nf) }

La topología cuasi-isométricaque consideraremosen el espacio de deformaciones£X(X,>3)

= C(X, Y])/isotopfa es entoncesla topologíacociente.

flolonomía de unaestructurahiperb6lic.a cornea

Supongamosque (95, Al) es unaestructurahiperbólicacónicaen (2Y, Y]> - EntoncesAl \ 95{Y]> es

unavariedadhiperbólica,y tiene asociadoun homomorfismode holonomia¡5: Ir1 (Nf \ 95(Y]), 95(xo))

Iso(fl~) , que está definido a menosde conjugaciónpor elementosde Iso(H
3) - Por otra parte, el

difeomorfismo 95 induce un isomorfismo 95. : wj(X \ Y],xo) — w
1(M \ <(Y]), 95(xo)) . Llamaremos

holonomía de la estructura (95, Nf) al homomorfismop = ¡595, : wi(X \ Y],sto) —> Iso(H
3) - Está

definido amenosde conjugación,y tiene la particularidadde queenvíameridianosde la singularidadY]

a rotacionesde H3 -

Supongamosque (95, Nf) y (95’, Nf’) son dos estructurasisotópicas.Entoncesexistenun difeomor-

fismo y E Diffo(X, Esto) y unaisomefria /t : Al —* Al’ talesque el diagrama

95

~ Nf

95’

es conmutativo.Comoy es isotópicoa la identidad,el automorfismoqueinduce en el grupofundamental

es la identidad. Portanto, al nivel de losgruposfundamentalessetienetambiénun diagramaconmutativo.

95~ ¡5

= i(1{ 95: uit
Como It : Al ——~ Al’ es unaisometria, resultaque las aplicacionesdesarrolladorasde Al \ 95(E) y de

Nf’ \ <‘(Y]) difierenen unaisometriahiperbólica,y por tanto ¡7i~, es conjugadade ¡5 - En consecuencia,

es conjugadade p = ¡595, . Pero como y, Id , se tieneque p’ = ¡5’95 = ?h,95, , luego p’ es

conjugadade p . Por tanto, laholonomiaestá bien definida (amenosde conjugación)paralas clasesde

isotopiade estructurashiperbólicascónicas.

Vamos aconsideraren el espaciode representacionesHom(wi(X \ ID, sto), Iso(H3)) , la topologia

compacto-abierta,quecoincide (porserw
1 (X \ E, st0) finitamentegenerado,cf. [Goil) con la topologia
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0*

de la convergenciapuntual de homomorfismos,definida de la siguienteforma: dado un conjunto finito

de generadores j, . .. , ~ de ir
1 (X \ Y], xo) , unabasede entornosde una representaciónPo : ir1 (X \

E, sto) —+ Isc4H
3)) estáformadapor los conjuntos —

0*

(¡(po, l4”i l-47~) = {¡ p(’y,) e ¡4¾;i = 1,..., n~ } —

0*

dondeIt es cualquierentornode po(’yi) paracada . —

0*

En el espaciococientede llorn(iri (X \ E, sto), lso(I1~)) bajo la acciónde Iso(H3) por conjugación, —,

consideraremosla topologíacociente. Entoncesse puedecomprobar(cf u) que la aplicación
0*

bol : ~=(X,Y]) ——* IIorn(ir-
1 (X \ Y], st0), lso(H:l))/Iso(H

3) 0*

que a cadaestmcturahiperbólicacónicale asociasu holonomía,es continua.

0*

0*

0*-

e

e
2. VARIACIÓN LOCAL DEL DOMINIO DE DIRICHLET FUERA DE UN EN—

0*

TORNO DE LA SINGULARIDAD, AL DEFORMAR UNA ESTRUCTURA —

HIPERBÓLICA CÓNICA -

4,

0*

Sea(<o, Nf
0) unaestructurahiperbólicacónicaen (X, E) - Dadoun It > 1 cualquiera,consideremos r

el entornoabierto (ide (95o, Al0) en (3(X)i) formadoportodaslas estructurasquesonIt-cuasi-isométricas —,

0*

aella. Podemosencontrarunafunción continua6 : U -—- (1, It] tal que paracada (95, Aif) e U , (95, Nf)
0*

es ¿((95,Al))-euasi-isométricaa (95o, Mo) y ¿((<o,Nfo)) = 1 -

e

Paracada (95, M) e U , elegimosun difeomorfismop((95, ¡VI)) e Diffo(X, E, sto) y una ¿((95,Al))-

cuasi-ísometriah<}95, Al)) Al0 — Al tales que el diagrama

95o 0*

X ——+ M<~

—sod95.kf))j e

X —————----* Al -

0*

es conmutativo. (Para (<o, Al0) , y((95o,Alo)) = id y 14(95o,Mo)) = Id ). En general, paramayor e,-

brevedadescribiremos6 = ¿((95,M)) , y = y((95,Al)) y it = h(Qp, Nf)) - Denotaremospor d0 la

distanciaen Al0 y por d la distanciaen cualquierotra estructuracónicaNf de U.

Fijemosun entornoregularde la singularidaden Al0 ,W = { st C Alo ¡ do(x, 95o(Y])) < r } , queno
e”

contengaalpuntobase95o(sto) El abiertoW es homeomorfoaunauniónfinita de toros sólidosdisjontos.

e
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Paracadaestructura(<Al) c U , consideramosel abierto /4W) c {st e Al d(x, <(Y])) < ¿r} que

sigue siendo un entorno regular de la singularidad en Al . Por tanto, Al \ h(W) es unavariedad

compactadel mismotipo de homotopíaque X \ Y] , con bordeunaunión finita de toros. Además,como

<o Cro) ~ W , se tiene que95(xo) = /¿95oCro) ~ ¡¿(VV) -

Paracada (95, Al) e U definimos los siguientesconjuntosfinitos:

V((95,Al), l¿(W)) = t-> e iri(X \ E,sto) ¡ existest e M\ ¡«VV) tal quehaydos geodésicas

minirnizantesa, fi queunen<(sto) con st en Nf \ ¡¿(VV)

de modoque 951(a¡<1! =7011 iri(X \ Y],sto) 1

F((95,Al), ¿¿(VV)) = {-yC ir¡ (X \ Y], st
0) existest ~ ~ \ ¡«VV) tal quehay exactamentedos

geodésicas¡ninimizantesa,¡5 queunen <(st.o) con st

en M \ ¿¡-(VV) , y 95—-~ [alr’} — y en ir~ (X \ Y], sto) }

Es decir,17(95, Al), h(W)) y F((95,Nf), /4W)) correspondena las facetasgeneralesy las facetaspropias,

respectivamente,que aparecenfuera de un cierto entorno de la singularidaden un poliedro de Dirich-

let de la variedad hiperbólica cónica Al . Queremosestudiarla variación local de los conjuntos

f((95, Nf), h(W)) y 14(95, Nf), 14W)) en un entornode la estructuracónicade partida (<o, Alo) -

Denotaremospor diam(Nf) = rnax{d(st,y) st,p e Al} el diámetro de cadavariedadcónicaAl -

Como diam(M) <It (liarn(Nfo) , resultaque sup diarn(Al) = R < —b~ú -
(é,M) E U

Lema 2.1. Sea { (95», Nf») } c U una sucesiónque converge a (<o, Nf0) , y para cada n , sea

‘y» e F((95»,Nf»). ¡¿7W)) . Entoncesexisteuna subsucesiónde {-y»} constantementeigual a un

cierto ‘y ~ ¡‘((<o, Mb), VV)

Denwstracibn. Paracadan existeun punto st» e Al,, \ ¡¿7W) y existendos geodésicasminimizantes

a» , ¡5,, queunen 957sto) con st» en Al» \ ¡¿7W) ,talesque (95;’)~[a»¡37’] = ‘y» en iri(X \ Esto) -

Consideremoslasucesióndeaplicaciones/y’a» : jO, 1] ——> Nfo\W . Comola sucesión{ (95», Al») }

convergea (<o, Nfo) , resultaquecada¡¿71 es una6»-cuasi-isometria,donde6» —* 1 . Comoademása»

tiene longitud acotadapor R = sup diam(Nf) < +ct , resultaquela familia {h7
1a,,} es uniforme-

(d¼M)ELJ

menteLipschitz, y por tanto equieontinua.Porel teoremade Ascoli, tieneunasubsueesiónqueconverge

a una función (y : [0,1] —* Nf
0 \ W . Por comodidad,supondremosque 1Y~a» a . En particular.

a(O) = 95o(sto) y a(l) = st = Hm h;’(x») e Nf0 \ VV . Al serla longitud semi-eontinuainferiormente
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(cf. (Oro]), es long(a) = Hm lid long(h7 a») < tiro mf 6,, long(a») = Clin mf 8» 4» (95»(st
0), st,.,) =

lito mf 6~ ~o(<o (sto),h7 (st»)) = ~o(95o(sto), st) - Por tanto, (Y es una geodésicaminimizanteque une

95o(xo) con st dentro dc Al0 \ W

Haciendo lo mismo con la sucesiónh~’fJ» : [0,1] — Alo \ VV obtenemosotra geodésicamini-

mizanteI~ : [0,13 — Al0 \ VV que une 95o(xo) con st en Al0 \ W Tomandosubsucesionesadecuadas,

podemossuponerademásque /¿7
1a,,=M y M’I3

2=21v~ - Como en Nf0 \ VV curvas uniformemente

próximasson homótopas,resultaque,paran.suficientementegrande,ja/É 3 = ¶(h7’a»)(h1’/t)’j =

<h;
1)~(a»f3,ij’j en u-> (Al

0 \ 95o(Y]), 95o(sto)) - En consecuencia,

(95’)[a3’]

(y7’)*(’y”)

— 7»

ya que (y7fl. id por sery» isotópicoa la identidad. Por tanto,paransuficientementegrande,‘y» es

constantementeigual al elemento‘y (95J’)~[afÉ’j e 17(950, Mo). VV) - EJ

Lema 2.2. Sea‘y e ur>(X \ Esto) tat que ‘y e l~((95o. Mo), VV) . Entoncesexistee >0 (dependiente

de W) tal que ‘y e 14(95,Al), /¿(W)) si (95, Nf) es e~-euasi-isom¿tricaa (<o, Nf0)

Demostación.Como ‘y e V((95o, Alo), VV) , existest e Nfo\VV ial quehay e:cactamentedos geodésicas

¡ninirnizantesa0 , ¡Yo que unen 95o(sto) con st en Nfo \ VV . y (95¿’bjaofl¿’i = ‘y en uri(X \ Esto) -

Denotaremospor Q el caminoao/30
1 : [0,1] —+ Al

0 \ W

Para cada (95, Aif) e U , la aplicación 11 : Al¿> —> Al es una 6-cuasi-isometria,donde 6 -—> 1

cuando(95, 114) (<o, Nf0) - Vamos aver que cuando(95, Nf) estásuficientementepróximaa (<o, M¿)

existeun punto en la trazadel camino4 = h40 que está unido a <(st0) por exactamentedos geodésicas

minimizantesa, ¡Yen Nf\h(W), talesque (t
t)4ct/É1] = ‘yen irj(X\ID, Y

0) - Con estoya tendremos

que ‘y e r((95, Nf), 1¿(W)) cuando (95, Nf) estácercade (<o, ¾>), que es lo que queremosdemostrar

Supongamosprimero que existiera (95, Al) E U tal que para todo 1 e jO, 13 , hubierauna única

geodésicaminirnizanreen Nf\14W) uniendo<(sto) con 4(1) - Entoncesla imagende 4 estaríacontenida

en el complementariodel cut-locusde Al\h(W) respectoa <(sto) , quees contractible.Por tanto. [4] = 1

enur1(Nf\95(Y]),95(sto)),y 95§j4] = 1 enuri(X\E,sto). Pero«[4] = 95
1jh43 (95U1t14o ‘y ~

en ir
1 (X \ E, st0) , lo cual es unacontradicción.

Así pues,paracada(95, 114) e ti existeun t e [0,1] (dependientede (95, Nf)) tal que hayal menos

dos geodésicasminimizantesa , ¡3 que unen <(st0) con4(1) en Al \ ¡¿(VV) - Veamosahoraque cuando
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(95, Al) estácercade (<o, Mo) , estasdesgeodésicasa , ¡3 son las únicasque unen <(sto) con 4(t) en

Al \ ¿«VV) , y verifican que 95;> [a/É’] = -y -

Supongamosque existiera una sucesión(95», M~) convergentea (<o, Nfo) tal que para cada

u hay un punto $dt») en la traza del camino 4» que está unido a 95»(sto) por al menos tres

geodésicasminimizantesa», ¡3», A» en Nf» \ h»(W) - Entonces,como en el lemaanterior, aplicando

el teoremade Ascoli y eligiendosubsucesionesadecuadamente,podemossuponerque /¿7~a» a
¿

7ipflIflf4 y ¿<
4A» IIS A , donde a,/3, A son tres geodésicasminimizantesque unen 95o(sto) con

4o(i) = hin /yj(~(t»)) = lUn 4o(t») en ¡Vio \ VV - Además, estastres geodésicasson distintas:

por ejemplo, a # /3 porque !a»/3,T’I ~ 1 (cf definición 111.2.4), y paran suficientementegrandees

= (h7’)*!a~¡3J’] ~ 1 en ir> (Alo \ VV,95o(sto)) (ya que curvas uniformementepróximasson

homótopas).Ahora bien, por hipótesisno existeningúnpunto en 4o([0, 1]) queesté unido a 95o(sto)por

tresgeodésicasminimizantes,luego hemosllegado a unacontradicción.

Así pues, existe e > O tal que si (95, Al) es e6-cuasi-isométrieaa (<o, Mo) , entonceshay un

punto 4(t) en la traza del camino 4 que está unido a <(sto) por exactamentedos geodésicasmini-

mizantesa,¡3 en M \ h(W) - Supongamosahoraque existierauna sucesión(95», Nf») convergentea

(<o, Alo) tal que (95;’).ja,
1/);’] # ‘y paratodo n - Como antes,podemossuponerque h7’a,, ~S &

“ni’:y ¿¿71/3»——-4/3 , donde~~,13son dos geodésicasminimizantesque unen 95o(sto) con 40(t) = hin 40(t,,)

en Nf0 \ VV - Como el único punto de 4o([0, 1J) que está unido a 95o(sto) por dos geodésicasmini-

mizantesen Nf0 \ W es st = 4o(h/2) , resultaque 4o(t) = st , y &,/3 coincidencon las dos únicas

geodésicasminimizantes a0,¡
3o que unen 95o(sto) con st en Nfo \ W . Como curvas uniformemente

próximasen Nf
0 \ VV son liomótopasy (95¿>)~Iao/%’3=‘y , resultaqueparansuficientementegrande,

(957’).La»(t’] = (95J’)~(h7>).Ia»Ñ7>) = (95J>)~[aufl§>] = -~‘ - Pero estocontradicela hipótesis.

Por tanto,existe e > 0 tal que si (95, Nf) es e<-cuasi-isométricaa (<o, Nf0) , entonceshayun punto

4(t) en la trazadel camino 4 que estáunido a <(sto) por exactamentedos geodésicasminimizantesa, ¡3

en Al\h(VV) , y 95;’[a¡t’] = ‘yen iri(X\Y],sto) - En particular,‘y e F((95,M),/4W))

E
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Teorema2.3. Existec > O (dependientede VV) tal quesi (<Nf) eseC~cuasí~isométricaa (<o, Nf0)

entonces
e.

liÁ(95o, AJo), VV) C I$95, Nf), ¡¿(VV)) C r((95, Nf), ¡¿(VV)) Ci F((950, Mb), VV)

Demostración. Supongamosque existierauna sucesión{(95», Al,~)} convergentea (<o, Nfo) tal que

1-’«95», Nf»), I¿»(W)) ~ FÁj950,Alo), 14v) para todo n - Entoncespara cada n existe un elemento

‘y» e R(95» Nf,), h»(W)) tal que ‘y» ~ F((95o,Alo), VV) - Pero entonces,por el lema2.1, existeuna

subsucesiónde {‘y»} que es constantementeigual a un cierto’y e 17(95~~Mo), VV) , lo cual contradicela

hipótesis.

Por otra parte,como f’((95o, Mo), VV) es finito, del lema 2.2 se deduceque existe e > 0 tal que si

(95, Nf) es eC~cuasi~isométricaa (<o, Al0) ,entonces14(95o~Mo), VV) G í’«<, Nf),h(W)) - O

Corolario2.4.Si iÁ(95o,Mo), VV)
TY(95o Mo). VV) , entoncesexistee > O (dependientede VV) tal

que si (95, Nf) es e~—cuasi—isométricaa (<o, Alo), entonces17(95, Nf). ¡¿(VV)) = t((95, Al), /¿(W)) =

f’((95o, Mo), W) . O

Observación2.1. Si se elige el entorno tubularabierto VV = { st e Mo do(st,<o(Y])) < rj} suficien-

tementepequeño,entonceslos conjuntos¡‘((<o. Al
0), W) y t((950,Mo), VV) no dependende VV - De

hecho,paraVV suficientementepequeño.

ij(95o, Alo), VV) = { ‘y e ir> (X \ Y], st0) ¡ existest e Nf0 \ 95o(E) tal quehay dosgeodésicasmini—

mizantesa.fi que unen 95o(sto)con st en Al0 \ 95o(Y])

de modoque (<J ). [a) ¡ ] = ‘y en mr1 (X \ Y], sto) }

¡“((<o, Nfo), VV) = { ‘y e mri(X \ E,st0) existe st e Nfo \ 95o(Y]) tal (lIIC hay exactamente(los

geodésicasminírnizantesa, ¡3 queunen95o(sto) cori st

en Mo \ <o(E) , y (95J>)~jaI3fl = ‘—y en ujX \ E, sto) }

Es decir,para 14/ suficientementepequeño,F(1(95o,Alo), VV) y f’((<0, Nf0), VV) correspondena todas las

facetaspropiaso generales,respectivamente,del poliedrode Dirichlet de M0 conpunto base95o(sto) -

En particular, de aquí se deduce que el conjunto de todas las facetas propias de (<o, Mo) está

contenidoen el conjunto de todas las facetaspropiasde (95, Al) si (95, Al) estásuficientementepróxima

a (<o, Nfo) - Es decir, existe e > O tal que si (95, Nf) es e
t-cuasi-isométhcaa (<o, Alo) , entonces

I?(95o, Nfo) ~i F(95, Nf)
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En cambio,P((95,Al), ¡¿(VV)) y ‘17(95, Al), ¡¿(VV)) ciertamentedependende laelecciónde VV , y en

generalno contienena todas las facetas<propiaso generales)del poliedro de Dirichlet de Nf conpunto

base<(sto) - El motivo es que, al deformarunaestructuracónica Al hastaalcanzarNf0 , algunacara

del poliedro de Dirichlet de Nf podria irse haciendocadavez más pequeñahastadegeneraren un punto

singularde Nfo -

3. VARIACIÓN LOCAL DEL DOMINIO DE DIRICHLET DENTRO DE UN EN-

TORNO DE LA SINGULARIDAD, AL DEFORMAR UNA ESTRUCTURA

HIPERBÓLICA CÓNICA

En la sección2 sólo hemosconsideradoestructurashiperbólicas(no singulares)en el complemento

de un entorno tubular’ de la singularidad,y no hemosutilizado en ningún momentoel hecho de que

esasestructurasse puedanextendera estructurascónicasen (X, Y]) . En consecuencia,tampocohemos

obtenidoningunainformaciónacercadel comportamientode! poliedrode Diriehlet en lasproximidadesde

lasingularidad,cuandose realizaunadeformaciónde la estructuracónica. Ahorabien,no todaestructura

hiperbólicaenX \ N(E) se puedeextenderaunaestructuracónicaen (ST, E) : avecesse.puedeextender

aunaestructuracónicaenunavariedadobtenidaapartirde X por cirugíaen elenlaceE, y otrasvecesni

siquieraesto es posible(cf [Ru1 1). Los resultadosde la sección2 son válidos (con mayorgeneralidad)

paracualquierfamilia de deformacionesde unaestructurahiperbólicaen ST \ N(Y]) , con independencia

de que se puedano no extendera estructurascónicasen (ST, E) . A cambio,no describencómo cambia

el poliedrode Dirichlet en un entornode lasingularidad,cuandolas deformacionesse extiendende hecho

a estructurascónicasen (X, E) - El objetivo de estasecciónes obtenerestadescripción. Utilizaremos

las mismasnotacionesqueen la secciónprecedente.Recordemosprimerola definición de bola estándar

centrada en un punto singular quedimos en el capitulo III, dell 2.5.

Definición. Dado un punto singular st c Y] , en el que el ángulocónico es O , diremosque unabola

de radio r centradaen st es una bola estándarsi es isométricaa un sectorde ángulo O de una bola

hiperbólicade radio r , con los lados identificadosmedianteunarotación de ángulo O - Diremosque

un camino cerradoji es un meridiano de la singularidadpróximo o st si está contenidoen una bola

estándarf3(x, r) ygeneraelgrupofundamentalde B(st,r)\Y] (verfigura 1). Hay dos clasesde homotopía

distintasparalos meridianosde la singularidadpróximosa st : una es inversade la otra.

165



Observación3.1. Suponganiosque /t (Al, Y]) e (Al’, Y]’) es una¿5-cuasi-isometría,y que /
3M(st, r)

es una bola estándaren Al , centradaen un punto singular st e E - EntoncesJLví’(/¿(st),r/6) es una

bolaestándaren Nf’ -

A cadapunto singular st e E le asociamosun subconjuntofinito Fsiiig(’) de mri(Nf \ E) , de la

siguientemanera.

A cada geodésicaminimizantea que une sto con st , le asociamosdos elementosde 1&i,-,g.(Y) Ci

irí (Al \ Y]) , definidoscomosigue. Elegimosun disco E centradoen st ,transversoaE , contenido

dentro de unabolaestándarBM(Y, r) , y que contengaun segmento[y,st] de a - Denotamospor ji

el borde del disco E (i.e. ji es un meridianode la singularidadpróximo a st , quecortaa <Y en un

punto y ). Recorremosa hasta[legaral punto y de interseccióncon ji acontinuaciónrecorremos

ji ó ¡c’ ; y finalmentevolvemospor a< al punto basesto - Las clasesde homotopiade estosdos

caminosson los dos elementosde IX
11~Jst) asociadosa a -

• A cadapar de geodésicasminimizantesdistintas a , /3 que unen £0 con st , le asociamostres

elementosde rsi»g(st) c ~j (Nf \ Y]) , definidoscomosigue. Elegimosun disco E centradoen st

transversoaY] , contenidodentrode unabolaestándar]3M(st, r) , y que contengaun segmento[y, st]

de a y un segmento[ir, st] de ¡3 . Denotamospor ji el bordedel disco E (Le. ji es un meridianode

la singularidadpróximo a st , quecortaaa en un punto y y a /3 en un punto ir Y Denotamospor a

(resp. ¡3) el segmentode a (resp. ¡3) que unest0 cony (resp. con ir). Elegimosun arco A dentrode

ji queuna y con ir (ver figura 2). Entonceslos treselementosde l’~~,~dst) c rr¿(AJ \ Y]) asociados

al par de geodésicas(a ,13) son:

[JA/0
1] , ¡~> ji/O1) , [JA ¡§1101]

Figura 1

1.66



/2

a 13

xEY]e

a

[aAp’ ¡Y>]

Figura t

Es fácil ver (cf figura 3) que la ternade elementosde u (Nf \ Y]) definidospora y ¡3 no dependede

la eleccióndel arco A . (En último término,esto se debea que enunabolaestándar13 , -n(B \ Y]) Z

y í , son los únicos generadores.)

El conjunto i’si,~g(st) es finito porque sólo hayuna cantidadfinita de geodésicasminimizantesque

unensto con st (cf. cap. 111). Definimosel conjuntol½ing- U ii”sing(st) , quetambiénes un subeonjunto
rES

finito de ir> (Al \ E) (porqueE es compacto,y si y e 2 estásuficientementepróximo a st e E , entonces

1”sing(Y) Ci f’sing(Y> -> Llamaremosalos elementosde IY,~ ,facetassingularesdel poliedrode Dirichlet

de Nf centradoen st
0 -

Yo

1.

/t

st0 st0 st0
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Seaahora (<o, Mt) una estructurahiperbólicaen (X, Y]) - Como en la sección2. considerarnos 0*~

el entorno ti de (95o, Nf0) en ((ST, E) formado por todas las estructurasque son 1v-cuasi-isométricasa

(95~, Mo) (donde1v > 1). Existe una fruición continua6 U -—-y [1,kj tal que paracada(<Nf) e U . —
0*(95, Al) es ¿((95,Al))-cuasi-isométricaa (<o, Alo) , y

5((<o, Alo)) = 1 - Paraabreviarescribiremos
0*

5 6((95, Nf)) . Paracada (<Nf) e ti , elegimosun difeomorfismo ~ e Diffo(X, Y], sto) y una e,,

6-cuasi-isometria1¿ M
0 —+ Nf talesque el diagrama

<o —
ST ———-----——---+ Nf0 —

0*

~~1 U’ ‘e

95 1- —
ST ———---—-—---+ Al
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e,
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ji

Yo Yo

ji
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es conmutativo. (Para (<o, Mo) , p = id y i¿ = Id). Denotaremospor d0 la distanciaen Nf0 y por d la

distanciaen cualquierotra estmcturncónicaNf de U.

Paracada (95, Nf) e U consideramosel conjunto de facetasgeneralesde su poliedro de Dirichlet

centradoen <(st0)

F(95, Al) = { ‘y e iri(X \ E, sto) ¡ existest e Al \ <(E) tal quehay dosgeodésicas

minimizadosa, fi que unen <(sto) con st en Al \ 95(E)

de modo que 95~1[afl>] = ‘y en iri(X \ Y], st0) }

Consideremostambiénel conjunto de facetassingularesdel poliedro de Dirichlet de Nf0 centradoen

950(sto) , Fsng(950, Alo) , antesdefinido.

Lema 3.1. Sea { (95», Nf») } Ci U una sucesiónque convergea (<o, Nfo) , y sea -y» c 1795»,Jl’1»)

para todo n . Entoncesexiste una subsucesiónde {‘y» } constantementeigual a un cierto ‘y e

1795o,Nf0) U Psi,ig(<o,Alo)

De,nostracibn.Paracadan existeun punto st» e Al» \ 95» (E) y existendos geodésicasminimizantesa»

¡3» que unen95»(sto) con st» en Nf» \ 95,7E) , tales que (95—
1)~Ia,q3~1] = ‘y,, en Ir> (ST \ E, sto) - Como

vimos en el lema 2.1, podemossuponerquelas sucesiones1¿7’a» y ¡¿71/3»convergenuniformemente

a sendasgeodésicasminimizantescx , ¡3 (no necesariamentedistintas)queunenst
0 conun mismopunto

st e Alo -

Si st e Al0 \ 95o(E) , entoncesdel lema 2.1 se deducequea ~ /3 y que existeuna subsucesión

de {‘y»} constantementeigual a ‘y = [a/O>] e f(950,Nf0) - Ahora queremosver que si st e 95o(Y])

entoncesexisteunasubsucesiónde {‘y»} constantementeigual a un cierto elemento’yC 14~(95o,Mo) -

Elegimos ~ > (1 tal que la bola
13M

0 (st, r) es estándar Como st es el limite de la sucesiónde

puntos 1¿7’(st») , resultaque paran suficientementegrande, do(li7>(x»),st) < r/k
2 (1v es unacota

superiorparatodaslas constantes5 de cuasi-isometria,en el entorno U de (<o, Mo)). Como it» es una

5-cuasi-isometríayt=1v,resultaquelabolaB»= DMJh»(st),r/1v) es estándar(cf observación3.1) -

Además,st» E /3» , porque como do(h7>(st»),st) < r/k2 , es dÁst», I¿»(st)) < Sr/k2 =r/k (pues

3 < 1v ). Elegimosun punto y» sobre la geodésicaa» , que esté dentro de la bola /3» pero “no muy

próximo” ast» (es decir, d17y»,st»)no debetendera cero). Esto es posibleporquecuandon —~ ±ec

st» se aproximaa h»(st) ,mientrasqueel radio de labola/3» es constante(paransuficientementegrande

podemoselegir, por ejemplo, y» tal que d»(y»,st») = r/(2k) ). Análogamente,elegimosun punto z»

sobrela geodésica/3,, , que esté dentro de la bola 13» pero no muy próximo a st,, (i.e. d7z»,st»)no

tiendea cero). Denotemospor ti» (resp. /3») la (única) geodésicaminimizante queune 95»(sto) con y»

(resp. con z») en Nf» ; ti» y ¡3» son restriccionesde las geodésicasa» y ¡3» , respectivamente.
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e,

Afirmación. Por ser /3» una bola estándar; existeun meridiano de la singularidad í¿» próximo a

/¿»(st) , que corta a a» en y» y a ¡3» en z» , tal que el camino a»/371

o bien es homotopo a J» A» /37! , dondeA» es un arco de ji-» que une y,, con z»

o bien es homótopoa J» A» ¡~
1

— o bien es homótopo a ¿1» A» ¡‘:71/37! (verj>qura 4).

Además,podernossuponerque la distancia de jt,~ a la singularidadno tiende a cero cuandon tiende

a infinito, porque y» y z» se mantienenalejadosde i¿,1(st)

Es decir, ‘y» e { (957’)~[&» A». /57’] , (957h~[& A» it» /~7>I , (957’)~[&~, A» j¿7> 07’] }

h»er) E 95»(Y])

rotación

Figura 4 en este ejemplo,a»137
1 es homótopoa a» A» p

7~ /371

En efecto,siemprese puederepresentarla bola estándar13» dentro de II~ como un sectorde una

bolahiperbólica(cuyos lados se identifican porrotación,cf figura 1), de tal maneraque el segmentode

la geodésicafi» que une z» con st» no toque a ninguno de los lados del sector. Ahora el segmento

de la geodésicaa» que une y» con st» puede cortar a lo sumo una veza cadauno de los lados del

sector, ya quede lo contrarioa» no seríaminimizante. Estamos,pues,en la situaciónde la figura 4, y
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la afirmaciónresultaclara.

Retrocedemosahorade nuevoa la variedadcónicainicial Nf0 aplicandola 6-cuasi-isometriaI¿7> -

Como 6 < 1v tenemosque /¿7>(B») está contenidoen la bola BM0(st,6r/1v) Ci
13M

0(st,r) , que es

estándar.Podemossuponer,aplicandoel teoremade Ascoli como en el lema2.1, que:

• la sucesiónh7’(y») tiende a un punto y que está sobrela geodésicaa , y esdistinto de st

• la sucesión¡¿7 ‘(z») tiendea un punto z que estásobrela geodésica/3 , y es distinto de st

• la sucesión¡¿715»convergeuniformementea la (única) geodésicaminimizante& que une 95o(sto)

con y (5 es unarestricciónde lageodésicaa)

• la sucesiónh7 1/3» convergeuniformementea la (única) geodésicaminimizante /3 que une 95o(sto)

con z (¡3 es unarestricciónde la geodésica/3);

• la sucesión/¿7~ ¿» convergeuniformementea un mendianode la singularidady próximo a st

• la sucesiónh7’A» convergeuniformementea un arco de 1a que une y con z

De nuevo como en el lema 2.1 (utilizando que curvas uniformementepróximasen Nf0 \ 95o(E) son

homótopas),tenemosque paran suficientementegrande,

‘y» E { (95¿’)~[&AÑ’] ‘ (95¿’)~[&Ap/r
1] ‘ (95¿’)*[JA ji’ ¡3—’] } Ci Fsing(95o,Nf

0)

o

De aquí sc deduceinmediatamenteel siguienteresultado:

Teorema3.2. Existe e > O tal que si (95, Nf) es eC—cuasi-isom¿trica a (<o, Nfo) , entonces

F(95, Al) c i7<~, Nfo) U Fsing(<o, Al0)

Demostración. Si no friera asi, entoncesexistida una sucesiónde estructuras«95»,Al») } c U que

convergea (<o, Alo) , y una sucesiónde elementos‘y» e F(95», Al») tales que ‘y» ~ 1795o,Alo) u

Fsing{95o, Alo) paratodo n - Peropor el lema 3.1, existeunasubsucesiónde ‘y» constantementeigual a

un elemento‘y e i795~,,Alo) U l’sing(<o, Nf0) , lo cual es unacontradíccion. E

Puestoque los conjuntos [‘(<o, Alo) y I’síng{<o, Alo) son calculablessi se conoce el poliedro de

Dirichlet paraMo centradoen 95o(sto), esteteoremanos permiteacotarde maneraefectivael conjuntode

hiperpíanosbisectoresquenecesitamosconsiderarparaconstruirlos poliedrosde Dirichlet de estructuras

cónicaspróximasa la de partida.

Observación3.1. De lademostracióndellema3.lsededucetambiénqueFsing(95,Nf) ~ Fsing{95o,Nfo)

si (95 Nf) es ¿-cuasi-isométricaa (<o, Al0) , parae suficientementepequeño.
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Observación3.2. Por ejemplo, para la estructurade orbiforma esféricaen 53 con singularidadun

nudo o enlacede dos puentes,se puedecomprobarquelas facetassingularesde su dominio de Dirichlet

lenticular (cf Ijlll.6) coincidencon las facetasgenerales. En la figura ~ se muestranlas tres facetas

singularesasociadasal par de geodésicasminimizantcs(a /3) que unen el punto baseO con el punto

singular(.3 - Las tres coincidencon las facetasgeneralesdeterminadaspor las geodésicasminimizantes

marcadascon rayasy puntos,que unenO con el punto no singularst -

(3

Q

Facetasingular: ba’b

Figura 5 ¿ Las facetassingularesasociadasal punto singularQ coincidencon las facetasgenerales

asociadasal punto no singularst

Facetasingular: bo. Facetasingular: ba.— ‘b 1

P Q

zQ
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Un casoparticular de deformación variacióndel punto base

Sea (95, Nf) una estructurahiperbólica cónica en (X, E) y st0 ~ X \ Y] un punto base dado.

Podemoselegir un entornoU de st en ST \ Y] de modo que paracadast ~ U , existe una aplicación

(Nf,<(E),95(sto)) — (Nf,95(E),95(x))que es isotópicaala identidady ademáses una6(x)-cuasi-

isometria~ donde .5(x) —* 1 cuandost —~ st0 - Paracada st e U , definimos entoncesla estructura

(h~95, Nf) , quees 5(st)-cuasi-isométricaa (95,114) -

Por los teoremas2.3 y 3.2 (y la observación 2.1), tenemosque existe e > O tal que si

d(95(st),95(sto))<c,entonces

I”(95, Nf) C P(½=b,Al) o F(h~95,Al) c 1795, Nf) u Fsing(95,Al)

En particular,todaslas facetaspropiasdel poliedrode Dirichlet de Nf conpunto base<(sto) , son también

facetaspropiasdel poliedrode Dirichlet de Nf centradoen cualquierpunto <(st) suficientementepróximo

a<(st0) - En consecuencia,si <(st0) esun punto en el que el númerode facetaspropiasdel poliedro de

Dirichlet alcanzaun máximo local, entonceslos poliedrosde Dirichíel centradosen puntospróximosa

<(sto) siguenteniendotodosellos las mismasfacetaspropias.

Por otra parte,argumentosanálogosa los del lema3.1 permitendemostrarel siguienteresultado:

Proposición3.3.

(i) Existe una cota superror eom’:in (independientedel punto base) para el námero de facetas

(propias o generales) de todos los posibles dominios de Dirichlet de una estructura cónica

(95, Nf) (con todos tos ánguloscónicos< 2<.

(ii,l En consecuencia,existesiempreun punto base<(sto) en el que el ruimero de facetaspropias

del poliedro de L)iriehlet alcanza el máximo absoluto.

(iii,) Siempre existe, pves, un “punto base genérico” <(sto> , en el sentido de que al desplazar/o

ligeramente,el poliedro de Dirichlet sigue teniendoel mismo tipo combinatorio.

o
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4. ALGORITMO DE CONSTRUCCIÓN DE DEFORMACIONES LOCALES A

PARTIR DE LA REPRESENTACIÓN DE HOLONOMiÍA

SeaNf una3-variedadcerraday orientabley Y] Ci Nf un enlace contenidoen Al . Supongamosque

Nf0 es una estructurahiperbólicacónica en (Nf, Y]) conánguloscónicos<2rr entodas las componentes

del enlace. Elegimospuntos basearbitrariosst0 ~ Alo \ Y] y O e ~3 - Sea 1) Nfo \ Y] -—- fi

3 una

aplicación desarrolladoratal que [3(x
0) = O , y seapo w>(M \ Y],sto) ——> PSL(2,C) la holonornia

correspondiente.Por un teoremade Culler ([Cu]), Po SC levantaauna representaciónde ri(M \ E, sto)

en SL(2,C) Además,por un resultadode Thurston (cf. WS], prop. 3.2.1>, existe unacurvareal

~ (analíticaa trozos> dentro del espaciode representacionesde ir,(M \ Y],sto) en Sf42, C) cuyo

valor en 1 = O es el levantamientode la holonomiaPo , y tal que ~t envíalos meridianosde E a

rotacioneshiperbólicas. Si cambiamosal modelo del hiperboloidede fi
3 , e identificamosPSL(2,C)

con la componentede la identidadde 80(3,1) , entoncestenemosuna familia de representaciones

A irí(M \ E,sto) —> 80(3,1) talesque paracada ‘y e w,(Al \ Esto) , p(’y) es una matriz cuyas

entradassonfuncionesde t , analíticasa trozos.

Del Teoremade Cirugía HiperbólicadeThurstonse deduceque,parat suficientementepróximo a O.

existeuna estructurahiperbólicacónicaen (Al, Y]) con holonomia¡~ - En estasecciónnos proponernos

encontrarun poliedro de Dirichlet P~ para ella (lo cual nos permitirá dar ademásuna demostración

construedvade su existencia).Haremosesto utilizando el siguientealgoriuno, quedividimos en vanas

fases-

FASE 1: construcción de un poliedro Qt tal que, al identificar dos a dos

algunas de sus caras mediante isometrías hiperbólicas, seobtiene una

estructura hiperbólica (con borde no liso) en el complemento de un
entorno tubular N(Y]) de la singularidad, cuya holonomía es A

Paramayorclaridad, distinguiremosdos casos:ánguloscónicos< Ir y ánguloscórneos< Qn -

Caso 1: todos los ánguloscónicosde Mt son <ir

Consideremoslos subeonjuntosfinitos dc ir~ (M \ E, st
0) formadospor las facetasgeneralesy las

facetaspropias,respectivamente,del poliedrode Dirichlet % de partida:

U0 = { ‘y C Ir1 (Nf \ Y], st0) existest ~ Alo \ Y] tal que hay dos geodesieasininirnizantes

al? queunenst0 con st en Nf0 \ E , de modoque(a/O’] — ‘y en nj(Al \ E, sto) 1
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Fo ={‘y E Iri(M\Y],Yo) ¡existe st e Mo\E tal que hay exactamentedos geodésicas

ininirnizantesa, fi queunen st0 con st en Nf0 \ E , y [a/O’] = ‘y en ir1 (Nf \ Y], sto) J

Paracada’y e ir> (Al \ Y], st0) y cada t , definamosel hiperpíanohiperbólico

IJ’y(t) = { st e H
3 ¡ d(st,O) = d(st, (pt’y)(O)) }

y el seníiespacioabierto

E’y(t) = { st e H3 ¡ d(st,O) <d(st, (pt’y)(O)) 1

y consideremosel poliedro hiperbólico P~ = fl É’y(t) (ver figura 6). Sabemosque Po = Po =

yEPo

fl É’y(o) = fl r
7(O) es el poliedro de Dirichlet para Nfo ; los puntos de él que constituyenla

yer0

singularidadY] son una unión de aristasy vérticesde Po , que denotaremos
8o - Los poliedrosP~ se

aproximana 1% = 7% cuandot tiendea O - Lo que queremosver es quecuandot estásuficientemente

próximo a O , se puedentmncaralgunosvérticesy aristasde P~ (precisamenteaquéllosque convergen

a puntos de <5o cuandot tiendea O), de modo que las caras del poliedro truncado restantese pueden

identificar dos a dos medianteisometriashiperbólicas,dandocomo resultadounaestructurahiperbólica

en el complementode un entumoregularde E en Nf
0 , conholonomia~ -

Vamos a ilustrar los pasosdel algoritmo utilizando el ejemplo, mostradoya an la introducciónde

la tesis y en el capítulo 1, de la orbiformacuclídeacuyo espaciosubyacentees la esfera52 , con tres

puntos cónicosde ángulos 2Ir/3 , , 2~/3 (ver figura). El grupo de holonomíaestágeneradopor

dos rotacionesp, , ¡~ de ángulo 2Ir/3 - Partimosdel dominio de Didchlet Po centradoen el punto

medio O entre los puntosfijos de Pi y P2 - Todos sus vértices son puntos singulares,y las facetas
—I —

propiascoincidencon las facetasgenerales(y son Pi , P2 , P~ y P2 1 ~ A continuaciónconsideramos
la deformacióntrivial que consisteen desplazarligeramenteel punto baseO , de modo que ya no esté

en el segmentoqueune los puntos fijos de p> y P2 . En la figura 6 se muestranlos poliedros
2o y P±-

2<3

2ir/3 2ir/3
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Figura 6
r

La analiticidadde las entradasde las matrices~(‘y) , para ‘y ~ te , se va a utilizar paracontrolar

la variacióndel tipo combinatoriode los poliedrosPt y garantizarque el conjunto dc puntost en que

cambiael tipo combinatorioes discreto. Paraello, básicamentese haceuso de la siguientepropiedadde

las funcionesrealesanalíticasa trozos. Si f R —> R es unafunción analíticaatrozos,entoncesexiste

8 > 0 tal que:

(al) si f(0) > 0 , entoncesf(t) > 0 paratodo t e (0,6);
(a2) si f(Ú) < O , entoncesf(t) < 0 paratodo t e (0, 6)

(a3> si f(0) = O , entoncesó bien f(t) 0 paratodo t E (0,8) , 6 bien f(t) > 0 paratodo t c (0,8)

ó bien f(t) < O paratodo t e (0,6) -

En lo que sigue,y a menosque se diga lo contrario, consideraremossiempreel modelo del hiper-

boloide 1 { (st
0, st1, st2, st3) e II) ¡ —4 + 4 + 4 + 4 = —1} - En estemodelo,un hiperpíano

-hiperbólice-Jf-esinte-rsección--cen-Itde-un--hiperplanovectonal (que denotareni~~tamhién Hl del

espaciode Lorentz-Minkowski Rt - También denotaremosigual los puntos de fl3 y sus vectores

posición en Rt - Paracada’y e E0 , los hiperpíanosvectorialesIf’y(t) tienen ecuacionesde la forma

(1(t). st0±6(t).st, + c(t) . st2 + d(t) . st3 = O , en las quelos coeficientesa(¿t),6(t). e(t), d(t) son funciones

de 1 , analíticasa trozos. Además,paracada’y e Fo , existe un vector v’y(t) , cuyascoordenadasson

funcionesde t analiticasa trozos,tal que E’y(t) = { y e H~ 1 <y, ¿“y(¿)> < 0 } (donde <, > denotael

productoescalaren Rl).

Como Po es un poliedro hiperbólico compacto,resultaque si 1 estásuficientementepróximo a 0

entoncesP,~ tambiénes un poliedrohiperbólico compacto.

Lema 4.1. Existe .5 > 0 tal que todoslos poliedrosP~ tienenel mismotipo combinatoriosíU <( t < 6

(aunqueestetipo combinatoriopuedeser distinto del de Fo = Fo ).

Demostración. Vamos aprobarque si paraalgún to E (0,8) hay r planosbisectoresHa1 (tú)

.Har(to) que se cortan en un vértice V~0 de P~0 , entoncesparatodo t e (0,6) los r planosbisectores

p0=p0
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11a1(t) , .. . , Ha,Kt) se cortan tambiénen un vérticey1 de F~ - Cuandot tiendea cero, los vértices y1

tiendena un punto y0 ~ Haí(O) CE . . A RajO) , que perteneceal borde de F0 (aunquepodria no ser

un vértice, sino estarcontenidoen cl interior de unaarista).

La demostraciónde descomponeen tres partes:

(1) estudiarla posiciónrelativade los hiperpíanosvectorialesH~(t) (‘y e Fo ) en 114;

<2) estudiarla posición relativade las interseccionesde los hiperpíanosvectorialesH~(t) (‘y E l’0 ),
con respectoa I~I~ (en el modelo del hiperboloide);

(3) estudiarla posición relativade las interseccionesde los planoshiperbólicosH’y(t) (‘y e Fo 11, con

respectoal poliedro F~ -

(1) Posiciónrelativa de los hiperpíanosvectorialesH~(t) (‘y cf0 ) en

Tres hiperpíanosvectorialesfIa(t) , H2(t) , H’y(t) se cortanen unarectavectorial si y sólo si [os

tres vectoresva(t) , vp(t) , v’y(t) son linealnienteindependientes,es decir, si el rango de la matriz de

sus coordenadases 3 . Como las coordenadasde va(t) , v~¡t> y u’y(t) son funcionesdc t analincasa

trozos,resultaque existe6> 0 tal que:

• Si va(O),v¡3(0), ¡‘~(0) sonlinealmenteindependientes,entoncesua(t),v¡3(t) u’y(t) son linealmente

independientesparatodo t E (—8,5) (por (al) y (a2)).

• Si va(0>,~~/3(0>¡~‘~(O> son linealmentedependientes,entoncesó bienva(t>, ¡‘¡3(1>, v’y(t) son lineal-

mentedependientesparatodo t e (—8.8) , ó bienva(t), y(’)> v’y(t) son linealmenteindependientes

paratodo t e (—6,6), 1 % O (por (a3)).

Esdecir,si paraalgún to conO < ~o¡ < 6, severificaqueHa(to)AH¡fto)AH’y(to) es unarectavectorial

Lt0 , entoncesHa(t) A H,¿~(t) A fl’y(t) es unarectavectorial L1 paratodo t tal queO < <t¡ < 6 - En ese

caso,es posibleque Ha(O) n H3(0) n H’y(O) tengadimensiónmayor que 1 , pero (por la analiticidad)

siempreexisteunarectavectorial Lo ~ fía(O) flH¡3(O) A H’y(0) quees el limite de las rectasLt cuando

tiendea O -

(2) Posiciónrelativade las interseccionesde los hiperpianosvectorialesíf~(t) (‘y e Y0

con respectoa iV (en e] modelo de] hiperboloide>

Paracada1 , elegimosun vector vt que generela recta Lj de modo que las coordenadasde y1

seanfuncionesde t analiticasa trozos. Tomando6 suficientementepequeño,podemosasegurarque si

<O paraalgún
tu conO~zk

01 <6 , entonces<vt,vt) <O paratodo 1 tal que O < <t¡ < 8 -

En ese caso,elegimossiempreel vector y1 de modo que su primeracoordenadaseapositiva.

Haciendo esto paracadatripla a,/3, ‘y de elementosdistintos de
2o (que es un conjunto finito)

podemosencontrarun 8 > O tal que si paraalgún to con O < to¡ < & hay r hiperpíanosvectoriales
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(to) 11a, (1(3) que se cortanen una recta L(i
0 generadapor un vector temporal V~0 , entonces

paratodo t tal que O < ¡t< < 6 , estos r hiperpíanosse cortan tambiénen tina recta vectorial ¼=

11a
1(1) A. . - A

1ta,.(t) generadapor un vector temporaly
1 , y el límite de estasrectasLt cuando1 —-+ O

es unarectaL0 § Ha1(O)A. A ila~(O) (en particular, Ha,(O) A... A Ifa~(O) # Ib). Denotaremos

entoncespor vt(a,,..., a,.) el punto ~ A H~ (aunquecon frecuenciaescribiremossimplementem y

omitiremosa, a,. cuandose sobreentiendan).

(3) Posición relativa de las interseccionesde los planoshiperbólicos Jf~(t) (‘y e Y0

con respectoal poliedro Ft

Queremosver ahoracuándoestospuntosn son vérticesdel poliedro P~ - Paraello, tenemosque

ver si y1 estáen todos los semiespaciosE’y(t) , es decir, si <y1, v’y(t)> < O para todo ‘y e I’~, . Para

cada‘y ct0 , La función <y1, u’y(t)> es analíticaa trozos,y por tanto existeun pequeñoentorno (—e,cí)

de O tal que la función tiene siempreel mismo signo cuando—c < 1 < 0 y cuandoO < 1 < e (aunque

puedetenersignos opuestosacada lado de 0). Por ello, vamosa resuingirnosa construir Los poliedros

P~ cuandot se muevedesde0 en unasola dirección,por ejemplo cuandot > O -

Por laanaliticidad,podemosencontrarun 6 suficientementepequeñode maneraque:

(1) Si para algún t0 con O < <t0J < 6 hay r hiperpíanoshiperbólicos LJ~y1 (10),.~. , JJcy,(to) que se

cortanen un punto m,, e ~3 , entoncesparatodo 1 tal que O < ¡t¡ < 6 , estos r hiperpíanosse

cortan tambiénen un punto v~ = JIc~.~ (1) A . . . A JIajt) e fl3 , y el límite de estos puntosu1

cuando¿ -+ (les un punto tú E “a ~(O)A. - . A ¡la,.(O) -

(2) Además,paracualquier‘y e fi, se verifica que:

• Si (yo, ¡“y(o)> < O , entonces<m, I/’y(t)> < O paratodo 1 e (0,6) -

• Si <‘Co, ¡“y(O)> > 0 , entonces<z&, v’y<t)> > O paratodo 1 e (0,6) -

• Si <yo, u-y(O)) = O ,entoucesó bien <m, y—ji)> = O paratodo 1 e (0,6) , ó bien <m~ u’y(t)> e O

paratodo 1 e (0,6) , ó bien <m, v’y(t)> > (1 paratodo t e (0,6) -

En consecuencia,si -V~Q = H~, (lo) A . - . A Ha,. (lo) es un vértice de F10 paraalgún to e (0,6)

entoncesu1 = H<~,(t)A. . .AH~,(t) esun vérticede F~ paratodote (0,6) y-u0 e H<~1(O)A. . .AhIa,(0)

es un punto del borde de ‘P~ (aunquepodria no serun vértice, sino estarcontenidoen el interior de una

arista).

En conclusión, el tipo combinatorio de todos los poliedros P~. es eí mismo para todo t e ((itt)

aunquepuedeser distinto del tipo combrnato u) de
To

o
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Observación. Además, si H’y(O) n 7>0 tiene interior no vacioen el borde de 2o = Po (donde -y C E
0)

entoncesH’y(t) A Pí también tiene interior no vacío en el bordede P1 paratodo 1 e (0, 6) (como se

puedecomprobarusandoargumentosanálogosa los anteriores).

Queremosver a continuaciónque se puedentruncaralgunosvérticesy aristasde P~ demodo quelas

carasdel poliedro truncadoresultantese puedenidentificar dos a dos medianteisometriashiperbólicas,

paradar lugar a unaestructurahiperbólicaen el complementode un entorno tubular N(E) de la singu-

laridad. Paraello, vamos a distinguir en 7>í dos clasesde vértices.

Definición. Diremos que un vértice í e P~ es un vértice préximo a la singularidad si converge,

cuandot tiendea cero, a un punto o e
8o . En casocontrario,diremosque ‘u

1 es un vértice alejado de

la singularidad- Diremosqueunaaristae1 Ci ‘P¿ estápróxima a la singularidad si converge,cuando

tiendeacero, a un subeonjuntode
8o -

Precisamentevamosa truncaren P~ todoslos vérticesy aristaspróximosala singularidad

Sea2 c 5F~ la unión de todas las aristasy vérticesde 7>, queestánpróximosa la singularidad(en

panicular, 27~ = ~ son los puntossingularesde 7>o ). Llamaremosun collar de 77 en aun entorno

de 27 que sólo corte a las aristasde g que tienenal menosuno de sus extremosen 27 (i.e. próximo a

la singularidad)

Elegimosun subcomplejotriangulado convexoQ
t de P~ tal que Pí \ Q1 es un collar de 77 en P~

(ver figura 7) , y Qí varia de maneracontinuacon el parámetrot , es decir: cadaQ1 tiene un número

constantede vértices‘w,(t),. . . , w$t) , y cadavérticew~(t) describeun camino continuocuandot varia

en [0,6] . (Cuandot = O , algunosde los simplicesde la triangulaciónde Qí puedendegenerar.)En

particular,la familia de vérticesw,(t), . . . ,w,.,~(t) contienea todos los vérticesde P~ que estánalejados

de la singularidad.Obsérveseque si iv~(0) e H’y(O) , entoncespoy’(wjO)) e
To \ T

0 -

‘Fo’

Figura 7

fi ,(t) Fipjt)
PI

collar
JI —1Q)

P2 77
collar de ‘Fo

‘Fo H~2(O)
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e.

Si 8 es suficientementepequeño,entoncesparatodo t e [0,61y todo vértice w~(t) se verifican las

siguientescondiciones:
e,

(i) si w1(t) e H~(t) A Q~ , entoncesiv~(O) e IJ~(o) n Qo :

(u) paratodo ‘y e {id} uf0 , si po’yQwj(O)) g 23 , entoncesp¿’y(w~(t)) ~ 77 ; 0*

(iii) si para aJgún ‘y e Fo y algún 4 e {id} u tú se verifica que d((pot(wí(o)), O) <
e,,

d((po4)(w~(O)),(Po-y)(O)) , entoncesd((pt4)(u:~(t)),O) < d((pít (w~(t)), (p~’y)(O)) - e,

Afirmación. Si wjt) e 11(t) A Q~ ,entoncespj’y’(w,(t)) e P~ \ 77 -

0*

En efecto,por (i) tenemosque nt(O) e lI’y(O) A Qo , luego po’y’ (nt(O)) e ‘P~ \ T~ - Por (u). 0*

e,,

pí’y

1 (-w~(t)) ~ 24 . Tenemosque comprobarque d(pt’y1 (w~(t)), O) =d(p
1’y

1 (w~(t)),pí4(O)) para
todo 4 e E

0 . Distinguimosdos casos: —‘

0*

• Si po’y
1(-m~(O)) ~ H

4(0) 0*-

entoncesnecesariamented(po’y’’ (tv/O)), O) < d(po’y
1 (urjO)), po4(O)) , y por (iii) resultaque

d(p
1’y—~(‘w~(t)), O) < d(p1’y—’ (‘w~(t)), pí4(O)) - e

• Si po’y (u~(O)) e 114(0)

entonces‘y~ <~o (por el corolario 3.5(3) del capitulo lii). Comow/t) pertenecea rn y a
11-—y , —

0*
resultaque d(u~(t),p~’y(O)) = d(w{(t), O) =d(w~(t),pí(’y4)(O)) - Aplicando a ambosmiembros *

la , 0*isometria~‘y resultaque d(p~’y’ Qw~(t)), O) =d(p
1’y

1 (w~(t)),p~t(O)) - E

Por tanto,podemosextenderel subeomplejoQí a otro subeomplejoconvexo Q~ con Las mismas 0*

propiedadesperoconun vérticemás: el punto p~’y’(iv~(t)) (verfigura 8). Repitiendoel mismoproceso —

unacantidadfinita de veces, llegamosa un subeomplejotriangulado (que denotamostambién Q
1) que

varíade maneracontinuacon el parámetrot y verifica que:

— IPí \ Q~ es un collar de 24 en

— si tejÉ) es un vértice de la triangulación de Q1 que perteneceal hiperpíano If’y , entonces 0*
0*

mv’ (te1 (t)) tambiénes un vértice de la triangulaciónde Q1 (queperteneceal hiperpíanoII Q.‘7
0*

0*

0*

e,

0*

0*

0*

0*’

e

0*

0*

0*

180 —,
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EstecomplejoQ~ es un poliedrocompacto,obtenidopor “truncamiento”de algunosvérticesy aristas

de P~ . Llamaremoscaras de Q1 a las interseccionesdel borde de Qí conplanosbisectoresde la forma

H’y<t> ( -y e fo ) que tienen interior no vacio en e] borde de Qí - Las denotaremospor .7(t) —

Qt A H~(t) - Llamaremosarista de Q1 a la intersecciónde dos caras: CL = Q1 A JI’y~ (t) A H~2 (1) . (Es

decir, sólo nos interesala partedel borde de Qt que tambiénperteneceal borde de ~ , no la partepor

donde hemostruncado.)

De todo lo anterior se deduce que cada cara F’y(t) de Q~ se identifica mediantela isometria

hiperbólicapí’y~ con la caraY .i(t) = p1’y’(F’y(t))

‘y

SeaX,~ el espaciotopológico obtenidocomo cocientede Q1 al identificar cadacara (t) de Q~

conF i (t) mediantela isometriapí’y~ - Queremosver queXí es unavariedadhiperbólica(con borde
‘y

no liso) homeomorfaal complementoen M de un entornotubular N(Y]) de la singularidad.

Dada una aristaej de Qí , diremos que una sucesiónImita de elementosA1 ,X,. de Fo es

un ciclo de caras propias para e1 , si cada F,y(t) es una cara de Q~ , y se verifica que: e1 G

FA1(t) ; pí(A7
1 . . . A;1)(e~) c F<(t) A jj~~ (t) (donde <> # A§) para i = 1,... ,r —1; y

pjAy1 . A«)(eí) = el -

Paraver que X
1 es una variedadhiperbólica(con borde no liso), es suficienteprobarque si e1 es

unaaristade Q~ y si Ai,. .. , A,. es un ciclo de caraspropiasparae1 , entoncesp/A1 .. . A,.) = 1 - (En

principio estosólo garantizaríaque la sumade ángulosdiédricosen tomo a la aristaes un múltiplo de

2jr ; sin embargo,como parat = O sabemosque vale exactamente2w , por continuidadse deduceque

vale 2w paratodo t.)

Cuando t tiendea cero, puedenocurrir tres cosas:

(i) la aristae1 convergea un segmentocontenido en unaarista(no singular) e0 de Po

(u) la aristaej convergea un punto del interior de unaarista(no singular) e0 de Po

(iii) la aristae1 convergea un vérticeno singular ‘uo de Po

En los casos(i) y (u), A1 - A,. es un ciclo de facetas(no necesariamentepropias)parala aristano

singulare0 de ‘Po ,luego A1 A,. = 1 en rri(Nf\Y],sto) , y por tanto PL(ÁI A,.) = 1 - En el caso

Figura 9
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e,,-

4’

(iii), >q A,. es un ciclo de facetas(no necesanamentepropias>parael vértice no singulartú de 7% , 4’

luego tambiénse tiene que A> A,. 1 en ir/Nf \ E,sto) , y por tanto pjA> .. . A,.) = 1 -

En consecuencia,XL esuna3—variedadhiperbólica(con bordeno liso). Comoparat = O ya sabemos

que Xo es homeomorfaa M \ !V(E) , sólo nos falta probarque Xí es homeomorfaa Xo para todo

próximo a 0 - Paraver esto, vamosa encontrardos diagramasde Heegaardequivalentesparalas dos

variedadesconborde X0 y X1 -

En X<> , consideremosel grifo Go formado por los bordesde todas las caras Y’y(O) de Qo - Un

entornotubularN(g0) de estegrifo ~0 en X0 es un cuerpocon asas,y su complementarioes otro cuerpo

conasas(posiblementede génerodistinto). Por tanto, estoproporcionaun diagramade HeegaardparaLa

variedadcon bordeX0 . Lascurvasdel diagramason las interseccionesde las carasde Q1> con N(Go) -

Ahora consideremosen Xí el complejo Q~ formado por los bordesde todas las caras.F~(t) , y

ademáspor todas las carasF’y(t) de Q1 tales que ‘y e fo pero ‘y ~ f0 (es decir, todas las nuevas

facetaspropiasque han aparecidoal hacer la deformación). Este complejo Gt ya no seráen general

un grifo, pues puede contener2-celdas,pero ciertamentees del mismo tipo de homotopiadel grifo

Go (la equivalenciade homotopíala proporcionala propia deformación). Por tanto, un entorno regular

N(Q1) de UL en X~ sigue siendo un cuerpocon asas,y su complementarioes otro cuerpocon asas,y

es claro, por la construcción,que estadescomposiciónde Xí es un diagramade Heegaardequivalente

al anterior diagramade HeegaardparaXo - En efecto, las curvas del diagramason las intersecciones

con N(91) de las carasde QL queya erancarasde Qo - El pasode N(go) aN(91) puede interpretarse

comola realizaciónde perforacionesen N(go) , que son rellenadasa continuaciónporcarasF~(t) con

‘y e Fo \ E0 - Esto no afectaa las curvasdel diagrama(ver figura 10, paraun ejemplo de deformación

de unaestructuracuclidea,no singular,en el toro tridimensionalT
3 ).

Por tanto, XL es una variedadhiperbólica homeomorfaa Nf \ N(E) , y su holonomia es, por

construcción,Pí -

Fi gura 10
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Caso2: los ánguloscónicosde Mo son <2ir

La únicadificultad que presentaestecasoconrespectoal anteriorconsisteen que ahorael poliedro

de DirichletFo yano esnecesariamenteconvexo(y por tanto susdeformacionestampocoseránen general

poliedrosconvexos).Sólo sabemosque ‘Po es localmenteconvexofiera de la singularidad,y conocemos

ademásunadescripciónlocal de Po en un entorno de cadapunto no singular Porello, definiremoslos

poliedrosdeformadosP~ “a trozos”,descomponiéndolosen unacantidadfinita desubeonjuntosconvexos.

Como en el caso anterior, denotamospor ‘Po el poliedro de Dirichlet de Nf0 con centro O , y

denotamospor S~ el conjunto de puntossingularesde ‘Po . Paracadapunto no singularst & 1% \ So

denotamospor a.1 la geodésicaque une O con st en , y definimos el conjunto de facetasgenerales

que inciden en st

1

0(st) = { ~a~fJ;’] e ir/Mo \ Ex0) ¡ fi,. es tina geodésicaininimizantequeunest0 con st en Nf0

y /t # a,. } G li’o

(Si st perteneceal interior de ‘Po entoncesV0(-x> = ib

Sabemosque existeun entornoU,. de st en fi
3 tal que:

(l)’P
0AU,.=( fl É’y(O))AU,.c’Po\So;

y~Fo (a;)

(2) Úo(y) C fo(st) paratodo y e ‘P~ A U,. -

En general,dado un subconjuntoA c 14~ , denotaremospor fo(A) la unión de todos los subeonjuntos

Yo(st) con st e A A (i’~ \ So) - (Es decir, Y0(A) es el conjunto de facetasgeneralesque inciden en

puntosde A .)

SeaN un entornoabierto de
8o en H~ , que sólo corte a las aristas de ‘Po que inciden en algún

punto singular Recubrimos7>o \ 1V por unacantidadfinita de abiertosconvexos(Ji, .. . , U,. de H~ tales

que

(LAPo = (LA ( fl E<~>) CL ‘Po\So

yCPo(U,)

Consideremosahorala familia continuade planosbisectoresH(t) <1 y E to ) , que varian de manera

analíticaa trozoscon respectoal parámetrot . Si t estásuficientementepróximo a O , severifica que:

(a) H(t) A U~ # 0 si y sólo si H~(O) A LA # 0;

(b) U~ A ( 9 É’y(t)) es homeomoifoa EL A ( 9 ~É’y(ú)) -

Definimosentonces

Pí=Ú(J
1A( 9

~E (U,
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Se verifica que ‘P~ es bomeomorfoal poliedro truncado‘Po = ‘Po A ( ¿IJ ti~) - Ademásexiste 6 > O

tal que los poliedrostruncados‘P~ tienentodosel mismo tipo combinatoriocuandoO < t =6 (aunque
0*

puedentenerdistinto tipo combinatorioque ‘P~ ).

Denotaremospor77 el conjuntodepuntosdcl bordede ~ queno pertenecenaningúnplanobisector

~½ (es decir, la parte del borde por donde se ha truncado). Llamaremosun collar de 24 en ‘P~ a un

entornodc 77 en ¾que sólo cortaa las aristasde 7>1 que tienenuno de susextremosen ‘77 -

Elegimosun subeonjuntoQ~ dc ‘P~ que es un complejotrianguladotal que:

• ‘P~ \ Qí es un collar de ‘77 en

• Q1 varia de maneracontinuacon el parámetro t , es decir: cada Qí tiene un número constante

de vértices w/t) -w,,/t) , y cadavértice w~(t) describeun camino continuo cuando t varia

en [0,6] - (Cuandot = O , algunosde los simplices de la triangulación de Qí puedendegenerar.)
>1

Exigimos ademásque si -y E Fo(w/O)) , entoncespo’y~ (-w/O)) e U Ud -
1

Si 6 es suficientementepequeño,entoncesparatodo t e [0,6] y todo vértice n¾(t)se verifican las

siguientescondiciones:

(i) si w/t) e H~(t) A 1J~ , donde ‘y e Fo(U1) , entonces‘y e Vo(uu(O))

(u) paratodo ‘y e {id} A E0 , si po$u/O)) e U1 , entoncespí’y(w/t)) e U~ -

(iii) si para algún ‘y e E0 y algún 4 e (id} o Y0 se verifica que d((po4)(tv/O)),O) <

d((po4)(rn/O)),(po’y)(O)) entoncesd(Qoí4)(tv/t)),(3) < d((~te(~~(t)),(p~q’)(O))

Afirmación. Si w1(t) C H~(t) A U1 , donde‘ye l’0(U1) , entoncespí’y—’(tv/t)) e¾-

‘1

En efecto, por (i) tenemosque ‘y e Fo(uu(O)) , luego p0’y—’(tv~(O)) e U U~ , y por tinto

e (-k para algún k . Por (u), pj’y—’(zn/t)) e U,, - Tenemos que comprobarque

d(1>1~’e~~(t)),O)~ d(pí’y’
1 (u>,(t)), p~4(O)) paratodo 4c V

0(U,,) - Distinguimosdos casos

• Si 4~I’o(po’y—’(u<O)))

entoncesnecesariamented(po’y’(tv,(O)), O) < d(p0’y’’(u~(O)), podO)) , y por (iii) resultaque

d(pt’<’ (‘w/t)), O) < d(píú’’ (u;/t)), pí4(O)) -

• Si 4 e 1’o(po< (tv/o)))
entonces‘y4 e to(u/O)) (por el lema 210(2) del capítulo III). Supongamosque tv/O) e U,1 -

Entonces‘y4 e l’o(EJ¡í) Como w/t) pertenecea?1A U~, (por lacondición (u)) y a It—y , resultaque

d(w/t), p~’y(O)) = dQv/t), O) =d(w/t), p~(’y4)(O)) - Aplicando aambosmiembrosla isometria

resultaque d(p1’y’ (w/t)), O) =d(p1’y’’ (‘w/t)), Itt(O)) - 131
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Por tanto, podemosextenderel subeomplejoQ1 a otro subeomplejoQ~ con las mismaspropiedades

pero con un vértice más: el punto p~’y ‘(tv/t)) - Repitiendoel mismo procesouna cantidadfinita de

veces,llegamosa un subeomplejotriangulado(quedenotamostambién Q~) quevariade maneracontinua

conel parámetrot y verifica que:

— A \ QL es un collar de 14 en PL

— si u~(t) es un vértice de la triangulaciónde Q1 que pertenecea (J~ A H2 (donde ‘y e E0(UJ))

entoncesp~’y’ (tv~ (t)) tambiénes un vértice de la triangulaciónde Qt (que perteneceal plano

bisector11
‘y

Se demuestracomo en el casoanterior, que las caras del poliedro truncado QL se identifican dos

a dos medianteisometriashiperbólicasparadar lugar a una estructurahiperbólicaen M \ N(Z) con

holonomíaPi -

Observación4.1. Tenemosasí unademostraciónconstructiva,para estecasoparticular, del teorema

másgeneralque afinna(hablandovagamente)que toda representaciónpróstiro-a a la representaciónde

holonomiade una estructura geométrica,es también la holonomíade alguna estructurageométrica.

Este teoremafue enunciadoen su mayor generalidadpor Thurston ([Thuj], ~53.1) y demostradode

diferentesmaneraspor Canary-Epstein—Green([CEO]) y Goldman([Go1]) entreotros (véase[Go>] para

una lista más completade referencias),y constituyeuna partedel Teoremade Cirugía Hiperbólicade

Thurston-

Observación4.2. Lo único que hemosutilizado en esta fase del algoritmo es la existenciade:

una familia de representacionesPi ir/Nfo \ 5i,st0) ——> SL(4,R) tales que para cada ‘y e
rri (Mo \ E, sto) , p/’y) es unamatriz cuyasentradasson flincionesde t , analiticasa trozos;

— un plano H~(t) de LV asociadoa cada matriz p~(’y) , de tal maneraque los coeficientesde la

ecuaciónde l-1(t) son funcionesde t analiticasa trozos,y ademásse verifican las condiciones:

(a) pí(’y>)(U’y(t)) = 11

-7
‘y

En consecuencia,los mismos argumentosson válidos paradefom~arunaestructuraesférica cónicaa

estructurasesféricaspróximas(en el complementode un entornode la singularidad),o para deformar

unaestructuracuclideacónicaa estructuraseuclideas,hiperbólicaso esféricaspróximas, tambiénen el

complementode un entornode la singularidad(y siempreque se conozcan,por supuesto,las correspon-

dientesrepresentacionesde holonomia). Además,hastaaquíno se ha usadola hipótesisde que Pi envie

los meridianosde E a rotaciones;la construcciónes, pues,válidaparacualquiercurva(analiticaatrozos)

de representacionesPL , conpunto de partidala representacióninicial Po -
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0*

4’

e,

Extensión de la estructura hiperbólica en M\N(YZ) definida por el poliedro -

Qí , a una estructura cónica M1 en (ME) con holonomía Pi
0*

e,-
Si paratodo meridiano ji de E en Nf se veriflea que ~¡í es unarotación (como habíamossupuesto

r
inicialmenteen las hipótesis),entoncesla estructurahiperbólicade X1 Nf \ N(YO) se puede extender e,

aunaestructurahiperbólicacónica en M con singularidadE y holonomiap~ , por el método de cirugia 0*

de Dehn hiperbólicaintroducidopor Thurstonen sus notas (cf [Thuí]).
0*

0*-

En efecto, supongamosque las componentesdel enlaceE son E1,.. . , 1$ , y consideremosuna
0*

cualquierade ellas,E~ - SeaT1 CL PXL el toro correspondienteal borde de un entornotubularde >i, en

Nf. Truncandolos poliedros¾adecuadamente,siemprepodemossuponerquecuando t —> O , los toros e-

0*
T~ tiendena un toro T0 que bordeaun entornotubularde E~ en M0 - SeaT~ x [O,ej un collar de T1 en

0*’
y seanAy dos generadoresde ii-1 (Ye) , dondeji es un meridianode E~ en M - Denotemospor e,.

¡ti ir> (‘T1 >< [O,eJ) —+ I>SL(2, (2) laholonomíade la estructurahiperbólicade T1 x jO, :j - Entoncesbat —

y i¿1A son dos isometriasconun eje invariantecomún4 - Como ¡¿tít y 1¡1A estánpróximasa l>.og y hoA
0*

cuandot estápróximo a O , el eje 4 estácercadel eje invariantecomún
to de hoy y itoA - Puestoque el

desarrouode La cubiertauniversalde T
0 x [O,c¡ en no cortaa

1o , resultaque cuandot estápróximo —

a O, el desarrollode la cubiertauniversalde T
1 x [O,e] en H

3 tampococortaal eje 4 - Por tanto, este *

u
desarrollode T~ < [O,e] en JJ3 \ lj5C puedelevantara la cubiertauniversalH3 \ 4 de U2 \ 4 - Sea ¡u

0*
el levantamientode la holonomia l~ a la cubiertauniversalflB \ 4 - Entoncesel cocientede H3’\1

1 u’

bajo la accióndel grupo generadopor I¿~j¿ y kA tiene unaestructurahiperbólica que extiendea la de —-

0*

L x [O,e] , y su completaciónes un toro sólido de meridiano ji , con unaestructurahiperbólicacónica —

singularen el ánimadel toro sólido, y de ángulocónico igual al ángulode la rotación Pi!’ - 0*

0*

e,’

0*

e,-

FASE 2: Construcción del poliedro de Dirichlet ‘P~ para la estructura e,,

hiperbólica cónica M1 con holonomía Pi
e

0*
Observación 4.3. En esta fase tenemosque haceruso de la siguientehipótesis: cuandot estácerca e

de O , la estmcturacónica Nf1 (cuya existenciase acabade demostrar)está próxima a la estructura e-

cónica inicial Mo en la topología cuasi-isométrica.Estees un punto delicado que no demostramos
0*

aqui, debido a la dificultad de las tÉcnicasque seriannecesarias.(No obstante,recurriendoal teorema a

de Hodgson-Kerckhoff[HM (que da tina parametrizaciónlocal del espaciode deformacionesde una

estructurahiperbólica cónica por los ángulos cónicos), se deduceque las diversas topologíasque se —

puedendefinir en dicho espaciode deformacionesson equivalentes:la topologíaC’~’ en las aplicaciones —
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desarrollatloras,la topologíaHausdorffy la topologíacuasi-isométrica(cf [CEO], §3 y [Gro], thm.

8.25). Por tanto, M1 ha de estaren efectopróximaaM0 en sentidocuasi-isométrico.)

Si admitimosquecuandot estápróximoa O, Nf1 estápróximaa Mo en la topologíacuasi-isométrica,

entoncespodemosaplicarel resultadode la sección3, que nos dice que las facetaspropias de P~ están

contenidasen el conjunto de facetasgeneralesy singularesde ‘Pc> - Como ¾es una extensióndel

poliedro Qí obtenido en la fase 1, el siguientealgoritmo finito permiteconstruir ‘PL

Se construyentodos los posibles poliedrosque son extensiónde Q1 y tienentodassus carascon-

tenidasen la unión finita de píanosbisectoresH’y(t) , donde‘y recorretodas las facetasgeneralesy

singularesde?0(ver figura II). Existe un númerofinito de talespoliedros.

— Para cadauno de ellos, se compruebasi sus caras se identifican dos a dos medianteisometrias

hiperbólicaspara dar lugar a la estructuracónica M1 - Ya sabemosque ha de existir uno que

verifique estacondición, y ése es el poliedro de Dirichlet buscado‘P~ - (Según el teoremade

Hodgson-Kerckhoff[1-1K]sobrerigidez dcvariedadeshiperbólicascónicas,debeserademásúnico.)

~.i (t)
11>2

H

fi 1(t)
Pi Pi

—1 (t> ~ (t)
1>1 ‘‘1>2p~

Fi gura 11
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pi

p

H
pi

7,
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Estasegundafasedel algoritmose simplifica si se disponede informaciónadicionalsobreelpoliedro

de Dirichlet: por ejemplo, sabemosque si un plano bisectorH’y(t) aparececomo cara del poliedro,

tambiénha de aparecerel correspondienteU
1(t) - Si ademástodos los ánguloscónicosson menores

‘y
4’

queir , sabemosqueel poliedroha de serconvexo. Todaestainformaciónreduceel númerode poliedros

que hay que construiren esta fase.

El mismo algoritmo sirve paradeformacionesde una estructuracónicaesférica(resp. cuclidea)a

estructurasconicasesféricas (resp. euelideas)próximas(partiendosiemprede la hipótesisde que se

puedadeformar,a nivel puramentealgebraico.la representaciónde holonomia).

Observación4.4. Supongamosque paratodo t dentro de un intervalo compactof—c, e] , existe una

estructuracónicaM1 con holonomía~í - Entonces,como consecuenciade todo lo anterior, se deduce

que el conjunto de valoresde t e [—e,e] paralos que se produceun cambio de tipo combinatorioen el

poliedro de Dirichlet ‘P~ es finito.
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Capítulo V

NUEVAS ESTRUCTURAS CON HOLONOMÍA SEMI-

RIEMANNIANA, Y UNA FÓRMULA DE SCHLAFLI EN

HIPERCUÁDRICAS SEMI-RIEMANNIANAS

INTRODUCCIÓN

En este capitulo se describenotras estructurassingularesen el nudo de a ocho, que aparecende

modo natural,perono se conocenbieny son nuevasen la literatura. Sc tratade estructurasproyectivas

realesen S3 , singularesen el nudo de a ocho (o nudo racional [5/3]), cuyo grupo de holononriaestá

contenidoen PSO(2,2) , el grupo de transformacionesproyectivasde RI’3 que preservanla forma

cuadrática4 + 4 —4 - Por otra parte,el grupo ortogonal SO(2,2) es el grupo de isometriasde

la pseudoesferaS~(—1) = { (st
0, st1, st2,st3) e RA ¡ 4 + 4 — st~ — st~ = —l} , que es unavariedad

de Lorentz de curvaturaconstante(cf [O’N]). Por tanto, se puededar otra interpretacióndistintaa las

estructurasproyectivasrealesantesmencionadas,en términos de métricas de Lorentz. Concretamente.

se puede descomponer~3 en dos bolas, tales que en el interior de cada unade ellas estádefinida una

métricade Lorentz de curvaturaconstante,que tiene una “singularidad” (análogaa la de unavariedad

riemannianacónica) en los arcosdel nudo de a ocho contenidosdentro de cadabola.

En la sección1 se describeunafamilia uniparamétricade representacionesde holonomiadel grupo

fúndamentaldel complementodel nudo de a ocho, j¡~~(53 \ [5/3]) , en SO(2,2) - Esta familia se

obtiene como continuaciónnatural de la familia uniparamétricade representacionesde holonomia de

ir/S
3 \ [5/3]) en 80(4) , correspondientesa las estructurasesféricascónicasen Y , singularesen el

nudo de a ocho, con ángulocónico entre2ir/3 y ir -

En la sección2 se construyeunafamilia de poliedrosen RP3 , cuyascarasse puedenidentificar

medianteciertasproyectividades,paradar lugara estructurasproyectivasen S~ (singularesen el nudo

de a ocho) quetienenpor holonomiaslas representacionesdescritasen la sección1.

El hecho de que aparezcande modo natural, ademásde las ocho geometríasde Thurston, otras

geometriassemi-riemannianas,motivó la búsquedade unafórmulade Schláfii paracalcularel volumen

de poliedroscontenidosen hipercuádricassemi-riemannianas(talescomo la pseudoesferaSj~( 1)). En

las restantesseccionesdel capítulo se obtieneesta fórmulay se muestranotras aplicacionesde ella en

contextosdiferentes.
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La fórmula diferencial de Schláfii desempeñaun papel fundamentalen el cálculo del volumen de

poliedroshiperbólicosy esféricosde cualquierdimensión.Dadaunafamilia de ít—simplicesA quevarian

diferenciablementeen un espaciono cuclídeo de dimensiónn y curvaturaconstantei== 1 o íc = —l

la fórmulade Schláfli expresala diferencial del volumen Vn(A) de A , en términosde los volúmenes

de sus carasde codimensión2 y los ángulosdiédricosen esascaras.Concretamente,

&
í1V~(A) = — ~ V,>2(F) ílap’

J7

dondela sumase extiendea todas las caras F de codimensión2 de A , V,.2(F) denotacl volumen

((n — 2)-dimensional)de la cara F y aj~- es el ángulodiédrico en la cara E.

Alrededorde 1852, L. Schlálli demostróestafórmulaparasimplicesesféricosde cualquierdimensión

([Sch]). En 1936, H. Kneserdio una demostracióndistinta, que podía generalizarfácilmente al caso

hiperbólico ([Kne]). Como referenciamás reciente,es recomendableel artículode J. Milnor (¡Mil2]), en

el quese puedenencontraralgunasnotashistóricassobrela fórmulade Sebláflíy unanuevademostración

que es particularmentetransparente. En los últimos años se ha hecho gran uso de esta fórmula para

calcularel volumen de 3—variedadeshiperbólicasy 3—variedadeshiperbólicascónicas(¡HLM1 1 , [HLM3]

¡HLM4]), siguiendounaideade C. Hodgson([Ho1]).

Por otra parte, como hemosdicho antes, también es interesantecalcularel volumen de simplices

contenidosen variedadessemi-riemannianascompletasde curvaturaconstante,tales como la pseudoes—

fera S~(—1) - Otro ejemplo importantees la esferade de Sitteru—dimensionalSj’ , quees unavariedad

de Lorentz completade curvaturaconstante 1 - Existe una relación de dualidadentre S~ y el espa—

cio hiperbólico rí—dimensionalH~ (consideradosamboscomo subvariedadesdel espaciode Lorentz-

Minkowski (u + 1)-dimensional).por la cual a cadapunto y de la esfera de de Sitter se le asociael

hiperpíano hiperbólico que tiene a y como vector nonnal unitario. Una fórmula de Schláfii para el

volumen dc simplicesen S~ es, pues,útil pararelacionarel volumen de un simplice hiperbólico con

la medidadel conjunto de hiperpíanosque lo intersecan.L. Santalóencontróuna fórmula de este tipo

en dimensiónn = 3 ([Sa2], §IV.17.5, nota 1), utilizando métodosde geometríaintegral. El directorde

estatesis, D. JoséMaña Montesinos,obtuvo una fórmula diferencial de Schláfii paratetraedrosen la

esferade de Sitter tridimensional4 ([Mo2]), derivandola mencionadafórmuladc Santalóy aplicandoa

continuaciónla fórmulade Schláfii paratetraedroshiperbólicos. El me sugirió la posibilidadde obtener

unafórmula de Sebláflí parasimplicesen S~ , siguiendola demostraciónde Kneser, y utilizarla para

generalizarla igualdaddc Santalóa dimensionessuperiores.

En lasección3, se adaptay generalizala demostraciónde Kneserparaobtenerunafónnuladiferencial

de Schláfli paraunaclasemuy ampliade símplicesen cualquierhipercuádricacentralunidaddel espacio
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semi-euclideo~U~’ (cf. 1O’NB. Para ello, es necesariauna definición adecuadade ángulodiédrico

en unageometríasemi-riemanniana. Este es un punto deLicado que se resuelve en el apartado34,

generalizandola definición (parcial) estándar(cf [O’N]).

A continuación,se dan tres aplicacionesde la fórmula de Schláfli en la esfera de de Sitter En

la sección4, se redemuestrala fórmula de Santalóen dimensión3 (que relacionael volumen de un

tetraedrohiperbólico con la medida del conjunto de hiperpíanosque lo cortan), utilizando ahoralas

fórmulas de Schláfii en ¡rl’ y - En estasecciónse introducentambiénlos conceptosde poíary dual

complementariode un simplicehiperbólico de dimensiónarbitraria, que seránnecesariosal generalizar

la fórmuLa de Santatóa dimensionessuperiores.

En la sección5, se obtienenunas fórmulas de Oauss-Bonnetparasímplicesde la esferade de Sitter

u-dimensionalS~ cuyascaras son todas riemannianas,en analogíacon las fórmulas de Gauss-Bonnet

generalizadasparasiinplicesesféricose hiperbólicos,querelacionanentresi los volÉmenesde todaslas

carasde dimensiónpar del simplice y los ángulosdiédricosen esascaras (cf [Sa1], [AXIS]).

Finalmente,la sección6 es consecuenciade las dos anteriores,y consisteen unageneralizacióna

dimensiónsuperior,de la fórmulaquerelacionael volumende un simplicehiperbólicoconel del conjunto

de hiperpíanosque lo cortan.

1. HOLONOMÍAS SEMI-RIEMANNIANAS PARA EL NUDO DE A OCHO

Recordemosla familia uniparamétricade representacionesdel grupo fundamentaldel nudo de a

ocho (o nudo racional 5/3]) en SL(2, (2) , que describimosen la sección 1 del capitulo II. El grupo

frmndamental~ <¿s’ \ I5/~]) admitela presentación¡ a, b atv = wb , dondetv = ba
1¿<1a - Pues

bien, paracadanúmero real u E (* considerábamosun parde representacionesPi , P2

de ir

1 (8’ \ [5/3j) en SL(2, (2) , definidaspor:

a a a a
sen—

p,(a) = cos a ied+íO sen~ p1~b) = d+iÚ ~ ~~—(d±iO) 2
(le<d+iÚ)2sen~ 2) )Co re sen—— cos

2 2

-cl-—iO(105—— 5e11—’\ ( COS 2 <senw
P2(O) = e.jd....iOjsen± a) , p2(b) = d—tO a 1

2 2’ re 2sen— cos ¡
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dondea , O y d son funcionescontinuas(con valorescomplejos)del parámetroit talesque:

a 3~~2 — ~2 + [
sen— =

2 2(1 — u2)
1

senti =
u2±1

senhd = 1 2u2
3u2 —

a u4— IOn2 + 5
ces— =

2 2(1 u2)

cesO =

?L2 ±1.

‘U
coshd=

Su2 —

A esteparde representacionesen SL(2, (2) le asociábamosuna representación

CL SL(4,(2) formado por las matricesXl tales que A’f (1 1 ) Nfí =

1> en( 1
cl grupo80(3.1; (2)

1 —l )
a

1 — 2 sen2— sen2O2
a

2sen2—senúcosú
p(a) 2

senasenOcoshd

—senasenOsenlíd

a
2 sen2—seriOcesO

2

1 —~ sen~2 20
2

— seríacesO coshd

senacosOsentid

— seriaseriOcosh<1

senacesO í:oslí il

1 ~2sen2Bcosh2 ti
2

2 sen2i senhdcoslí d
2

senaí:osti sentui

seríaseriOsentid

a
——2 sen2-— senlííícoslí d

9

¡ -~— 2se~~22seríh2d

y p(t) es laconjugadade p(a) mediantela matriz X ——10’ —l 3
Cuando-~< u < ~ , las tresfuncionesa, O y d son reales.Lasmaticespj(a) y p/b) (1 = 12)

corresponden(en el modelo del semiespaciode H3) a dos rotacioneshiperbólicasde ángulo (Y en tomo

a dosejes queestánseparadosa distancia2d y forman ángulo20 - las matricesp(a) y p(b) pertenecen

al grupoortogonal (real)SO(3,1) , y representanlas mismasrotacioneshiperbólicas,peroen el modelo

proyectivo (o de Klein) de R3 - Corno ya vimos, p es la holonomíade unaestructurahiperbólica cónica

en con singularidadel nudo [5/3] y ángulocónico a e (O. 2z/3) -

Cuandou = , la distanciad se hace igual a cero. Por tanto,p~ y 1>2 son dos representaciones

conjugadasde ir
1 (53 \ [5/3]) en SU(2) = { 1 1) 1 u. ‘u E (2 , uTi + v21 14 (que es la cubierta

universa]de SO(3) ). La representaciónp correspondea la partede rotación de la holonorniade una

estructuraeuclz’deacónicaen 53 con singularidadel nudo de a ocho y ángulocónico a = 2ir/3 -

Finalmente,cuandou e (—ji , 5 — 2v’~] , las funcionesa y (1 continúansiendoreales,mientras

que d se haceimaginariopuro, y podemosescribir d = —ir , donder > O - Portanto, pi y 1>2 son dos

representacionesde irj(S
3 \ jb/3]) en SU(2) , pero ya no son conjugadasuna de la otra. Dan lugar a

una representaciónde ir

1 (53 \ [5/3]) en SU(2) x SU(2) (que es la cubiertauniversalde 80(4)) - Por
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otra parte,p es una representaciónde iri(S3 \ LS/3D en el subgrupoIde 80(3, 1;C) formado por las

matricesde la forma

¡
Nf — 1 1<121

Y
títl2 m

13 irui4\
~<~-22 m23 r tít24

~ 7n55 i m34 )
tít42 i m43 m44 1

Estesubgrupose identifica con el grupo ortogonal (real) 80(4) mediantela conjugaciónpor la matriz

1 -

Si conjugamosp por la matriz T obtenemos,pues,una representaciónfi de ir1 (SS \ [5/33) en

80(4) Iso~(S
3) , dadapor:

1~~2sen2!sen20
2

a
2 sen2—senOcosO

p’(a) = 2
senasenOcosr

— senaseriOsenr

2sen2!senú(Sosú
2

a
1 —2 sen2—cos2O

2

— senacosO osr

senacosO senr

— senasenO os r

senacosO(Sos~1.

a
1 — 2 sen2—cos2r

2

2 sen2!senrcosi.
2

senasenOsenr

-~ senacosO senr

2 sen2! senr(Sosr
2

a
1 —2sen2—--sen

2

y p (b) = X p’(a) X

Ahora las matrices p’(a) y p’(b) son dos rotacionesesféricasde ángulo a en tomo a dos ejes

separadosadistancia2r y queformanángulo20 - La representación¡Y es la holonomiade unaestructura

esféricacónicaen 53 con singularidadel nudo de a ocho y ánguloa E (2ir/3, ir] - La relación entre

¡Y y el par de representacionesPi , 1>2 en SU(2) es la siguiente: si identificamosS3 = <(st, v~ z, t) E

10 ¡ st2 + y2 + z2 + t2 = 1 } con SU(2) = t ( st + ~v
—z+ it st2 ~ + z2±t2= t},entonces

la isometriaesférica¡Y(a) correspondea la transfonnación

I/st±iv

z + it

2+ ( st + iv

—z + it
z• + it
st — iy) 1>2(a)

Análogamente,p’(b) correspondea la transformación

(z±iY2± it

;1 it)

Es natural preguntarsea continuaciónqué ocurre cuando el parámetrou se hace mayor que

5 — 21t . En ese caso cos(a/2) se hace imaginario puro, mientras que sen(ct/2) sigue siendo

rn
0 e a

p2(b)

193



e-

real. Por tanto, cuando 5 —- 2vt <1 u < 1 , podemosescribir la función a de la fonna a = ir — <1

dondeO ~ fi < +x. - El ánguloO continúasiendoreal, y t/ = —ir tambiénes imaginariopuro.
0*

Por tanto, cuando 5 ---2 5 <u < 1 , las representacionesit y 1>2 son de la fonna y,

¡ /3
1 isenIi
1 2

pi (a) = Y~ ¿edr.o)<:osli

13( eríh—

2p
2(a) = e ~‘ coslii

~<~j(—~±0>cosh ¡3
9

2 ~
9 2

cosh2
2

/5
2 ~senl
2 2

¡ ¡3
1 i sen ti

1 2Pi (ti) = Y el(T±Ú))
)

¡ ¡‘3
j senh—

1>2(b) = ~< k-~) 2
cosh

cosli

/3isenh—-—
2 2

íei(r±o)cosií

¡3 - 1j— rsenh—
2 2

Es decir; Pi y 1>2 son representacionesde irí (53 \ [5/3}) en el subgrupoU de 814),(2) formado por

las matricesNf e 8142(2) tales que Nf (1 ) Este subgrupotiene dos

componentesconexas.La componentede la identidadcoincide con 8U( t, 1)

1)

La otra componentees

i~) u, ‘u e (2 , —nll + ‘u173 = 14

ObsérvesequePi y 1>2 no son rep-ntseutaciottesdc iri(S
3 \ jB/3~) en Ho = SU(I, 1) , yaquelas cuatro

matricesp/a) , p
1(b) , = 1,2 pertenecena la otra componente11! -

Observación.Al proyectivizar,el subgrupoPI-! = 4 Al e J’8L(2, (2) [ ~ k 1 —t

Nf = ±[‘1j 4 dc

f’SL(2, (2) es isomorfo al grupo proyectivo unitario PU(1,1) = {M e J->G142,(2)

Al j~ ~]-~~iL L —ii -

Por otra parte,la representaciónp de ir¡ (S
3 \ [5/31)en 80(3,1;(2) ahoraes de la siguienteforma:

1 — 2 cosh2qsen2O

2 cosh2.~sen0(SosO
p(a) =

— senhflsenOseur

i

2 :osb2~ senOcosO

1 — 2cosh2~ cos2(92

—2 senh/3cosO :os ‘u

senhflcosO seur

— -¿ senh/3 senO<:05v

z .senbí¡cosO :os ‘u

~ 2
-— 2 <:osli cos -r2

—2i ::osií2 ~ senrcosr

senb/3cosOsony

— senh/3senOsenr

2i cosh2~ sen-rcos‘u

2— 2cosh ~sen2’u

0*

13
2 )

0*

11
2 )

e--

0*’

e

e-

0*’

e

e-

e

0*

e’

e--

e’

e-.

e’

u’

e

e

e’
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y p(b) = X p(a) X -

Por tanto,p es unarepresentaciónde irí(S:í \ [5/3]) en el subgmpoide 80(3, í;C) formado por

las matricesde la forma

( m1

ni21

‘fn-Sini41

~i 2
Tít22

z
7<142

2 ni13

2 flt23

2 71143

mí4 \
ni24 1
u11s4)

E R

Estesubgmpose identificaconelgrupoortogonal(real)80(2, 2) (formadopor los automorfismoslineales

¡1 —i )de R
4 quepreservanla orientacióny la forma cuadrática ) , mediantela conjugaciónpor1

lamatrizT= (1 1 ) - Portanto,conjugandop porestamatriz T obtenemosunarepresentación

en 80(2,2) ,dadapor:

— 2 cosh22 sen2O
2

2 cosh22 seriOcosO
2

21~ 2/32 cosh — seriOcosO 1 — 2 (:0511 — (:0520
2 2

senh¡3senOcos’u

— senh/3senOsenr

senb/3(SosOcosr

senh/3(SosO ser

senh¡3senO os’u

— senh/3 sos O (Sos‘u

1 —2cosh2~ ~,.

2

2 (:081122sen’u (Sos ‘u
2

— senlí/3seriOsenr

senhfi(SosO sen’u

2/32 osh — sen’ucos’u
2

2/3 21— 2cosh — sen ‘u
2

y p’(b) = X ¡Y(a) X -

El grupo 80(2, 2) se puedeidentificar conel grupo de isometriasde la pseudoesfera

8~(1) = <(st, y, z, t) e fl~4 1 st2 + y2 — ~2 — ¡Y = 14

que preservanla orientación. La forma cuadrática(1 1 —1 —i ) de R4 induce

S~(1) unamétncasemí-nemannianade signatura+ — — . Con estamétrica, la pseudoesfera8~(1)

es unavariedadde Lorentz completade curvaturaconstanteigual a 1 (en el sentido de la geometría

semí-riemanniana,cf [O’N]). Paravariedadesde Lorentzexisten,ademásde la nociónde orientabilidad.

las nocionesde “orientabilidad temporal” y “orientabilidad espacial” (segúncómo se oriente en cada

plano tangenteel cono distinguido formado por los vectoresde normanegativa,cf [O’N]). Por ello, el

grupo de isometriasquepreservanla orientaciónde la variedadde LorentzS~(i) , 80(2,2) , tiene dos

componentesconexas:

en la hipercuádrica

p’(a) =
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la componentedc la identidadestá formadapor las isometriasque preservantanto la orientación

temporal como la orientaciónespacial(es decir, las matrices M = (r<¿~~) de 80(2,2) talesque los

dos menoresprincipalesde orden 2 ~ 71112 ~~:í
3 1/131 son positivos).

~<12í 1/122 y 7114 1 71144

la otra componenteestáformadapor las isometriasqueinvierten tanto laorientacióntemporalcomo

la orientación espacial (es decir, las matrices A’! = (m~~) de 80(2,2) tales que los dos menores

11111 ~ 12 7<líí 7<134
principales y son negativos).

7/121

La representaciónp’ no es una ‘uepreseutacióndc irt(S
3\[5/3]) en ¿a

de 80(2,2) , yaque
— 2 cosí)3 sen2O

2’

2 cosí) ~ senOcosO

2 cosíA ~ seriOcosO ¡ — 2 <oslí2 3 (~~52 ‘u

2

1 — 2 cosI)~ cos~0 2 (:os[12 ~ seri’r cos‘u

cornJlortellte de la identidad 4’

4’

4’

serircos‘u2 úosh2 2

3 21 — 2 cos¡)2
2sen ‘u

4’

0*

= — coslí /3 < O 0*

e,

luego ¡Y(a) y p’(b) invierten tanto la orientaciónespacialcono la orientacióntemporalde 8j~(í) - 0*

0*

Veamos la relación que existe entre p’ y el par de representacionespi y 1>2 - La pseu-

doesfera 8¡Y1) se puede identificar de modo natural con el grupo unitario especial 8(1(1,1) =

~ st
2 + y2 — z2 — t2 = 14 - De manera análogaa lo que ocurre con el

<(st+iv —t

grupo 80(4) , se tiene que la cubierta doble de 80(2,2) es 8(1(1,1) x 511(1,1) =

las mismasnotacionesanteriores). La cubiertadoble de la otra componentese puede

U
1 x - Resultaentoncesque la isometria¡Y(a) e 80(2,2) correspondeala siguiente

de 8U(1,1):

II~ x Ho (con

identificar con

transformación

‘—-‘7 —t+’12)7()

y p’(b) correspondea la transformación

—1
p2(b)

Observaciones.

(1) El grupo 8(9(2,2) coincide tambiéncon el grupo

hipercuádrica

de isometríasque preservanla orientaciónde la

St>
3(—1)={(st,y,z,l.) eR4¡ st2 +Y ~ .¿2 j }

(st±iy —t + iz
— ~,, ¡,1

(st +iy

k—t—iz t — 22
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que poseeunamétricade Lorentz de curvaturaconstante—1 , inducidapor la forma cuadrática

1
( 1

—I ) de Df - (Si se cambiade signo la métricade 8~(—1) , se obtiene unavariedad

isométricaa SIKI) -)

(2) La pseudoesferaS~(1) se puedeidentificar tambiéncon el grupo de Lic SL(2,R) = { (a

a, b, e,d e 11 , ad — be = 14 mediantela aplicaciónque transformala matriz (ti

6
d)

e SL(2,R)

en el punto (a1 d
6 — c

2
a—d

2
6 + eN

- La métricade Lorentz de S~(1) coincide,mediante

estaidentificación,conunamétricade Lorentzen elgrupode Lic 8L(2, EL) quehasido ampliamente

estudiadaen la literatura(véase[Kuí], [Ku2], [KR]. [Go2]).

La transición de las holonorníasesféricasa las holoriomfassemi-r¡enxannhanas

Cuando el ángulocónicoa es igual a ir (es decir,cuandoel parámetrovale u = 5 — 2vt), los dos

homomorfismosPi , 1>2 son representacionesde irí (53 \ [5/3]) en el subgrupo8U(2) fl JI de 8L(2, Cl):

o

(ze(r9> cosb

pr(a) =

o

,e%(r±o)(10Sf)

1>2(a) = (
i¿ — r+O) cosh

¡3

iet(t±O)cosli 2
2

/3
2

(1
pi(b) = ( ~ iei(rO) cosh

±0)cosi
2

1>2(6) = ( o
cosh

2

iei(r+o) (S()3h2
2

o

Correspondientemente,el homomorfismo ¡Y es una representaciónde u (SS \ [5/3]) en el subgrupo

80(4) fl 80(2,2) de 0144,R)

cos(20) serí(20)

p’(a) = serí(20) cos(20)
o

— os(2r> sen(2r)
sen(2’u) :os(2r) 1

y P‘(6) = X p’(a) X -

Por tanto,parau = 5 — 2vt existeunarepresentaciónde holonomia¡Y queessimu¿táneamente

esféricay semi-riemanniana.

Observacion.Segúnvimos en el capitulo II, esta representación¡Y es la holonomíade unaestructura

esféricacónicaen 53 con singularidadel nudo de a ocho y ángulo cónico a = ir - Pero tambiénse

/3 N

21
o)
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puede interpretarcomo la holonomíade una estructuraproyectivareal en S3 \ [5/3] - Si aplicamosel

teoremaque afirmaque “las representacionespróximasa una representaciónde holonomiason también

holonomías”(cf [Thuí] , [CEG~, [Go
1]), resultaque cuandoel parámetrou es mayor que 5—2 5

pero estásuficientementepróximo a 5 — 2~/’S siguen existiendoestructurasproyectivas realesen

Y \ [5/3] cuyaholonomiaes ¡Y - En la sección2 encontraremosefectivamentetalesestructuras.
4’.

Un modelo proyectivo parala pseudoesfera8~(1) —

y,

Si proyectamosla pseudoesfera8~(1) desdeel origende R
4 sobreel hiperplano t = 1 ,obtenemos

comoimagenel conjunto U~ = <(st, y, z) e p¿ st2±y2— 1 4 , quees el exteriordel hiperboloide

regladost2 + y2 — A = 1 - La proyecciónestá bien definida y es biyectivasi se restringeal “hemisferio

superior” de 8~(i) , <(st, y, z, t) e Df ¡ st2 + y2 —1’ —¡3 = 1 , t > 04 - Las subvariedadestotalmente

geodésicasde 8~(1) son las interseccionesde la pseudoesferaSi~(1) consubespaciosvectorialesde RA
y se proyectanpor tanto sobreinterseccionesde 71+ con planosy rectasde RA - Las isometriasdc t(l)

se proyectansobretransformacionesproyectivasde RP5 que dejan71±invariante

En consecuencia,7-t~ se puedeinterpretarcomo un modelo proyectivoparael hemisferiosuperior

de la pseudoesfera8.~(l) -

Análogamente.el interior del hiperboloidereglado,7t = <(st, y, z) e RA ¡ ~2 + ~2 — 9 < }

es un modeloproyectivo parael hemisferiosuperiorde la pseudoesferacomplementaria=)(—1) -

2

II Ps¿~(i)

y

1;

Figura 1
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2. ESTRUCTURAS PROYECTIVAS CON HOLONOMIA SEMI—RIEMANNIANA,

SINGULARES EN EL NUDO DE A OCHO

Como vimos en la secciónanterior,paracadanúmeroreal u C 5 — 2vt , 1) , existeunarepre-

sentación¡Y~ de ir
1 (53 \ [5/3]) en 80(2,2) , dadapor

— 2 cosh
22 sen2O

2

2 :osh2áseriO :osO
2

senh/3seriOzos‘u

— senlíl3senOserír
y

2/32iosh —senO~iosO2

2/31 — 2 osh — cos2 <
2

— senh/3(SosO ~:os‘u

seííh/3(SosO senr

senh/3senOcos ‘u

— senh¡3(SosO (Sos r

2/3 21 —2cosli —(Sos r
2

2/32 cosE — sen’u(Sos‘u
2

— senh/3senOsen’u

senh/3(SosOsen’u

2 cosh22 senrcos‘u
2

1 — 2 cosli2Ñ sen2‘u
2

senh/3=

1.
senO=

112+1

— 1—2u2

—1 it2 + 1 —u4+ IOn2 —5

2(u2 — 1)2

sení. =

— 1

y p’,~(b) es conjugadade p§(a) por la matriz X =

( 1

2/32cosh —=

-It

(3u2 — 1) (u2 + 1

)

2 2(u2 — 1)2
(SosO —

u2+I

‘it

1

(SOS ‘u =
3u2—l

—11)

Es decir, las matricesA = pG(a) y 13 = pt(b) vienendadaspor:

3—Yu’±2u’1

2<u2 — 1)2

2(u—i)

2< u2 — 1)2

~O,t2~5
2(u —1)

u(3u2—1

)

2(u2~1)2

2—32—u4

2(u2~~i)2

—2V’Z’~TOu2~fl

~u~Ou2~5

2(u2~1)2

u~Ou2~s

~IOu2~5
2(u —1)

2(u —1)

~~uvñWY1(i+u2

)

2(u2—1)2

~~u4iou2~5

~1~u41Ou25

2<u —1)

—u 2u2—1 1±2)

2(u —1)

—Su2
1)2

y 13 es la conjugadade A mediantela matriz X = (1 1

—-1 í)

Cuando u = 5 — 2x/~ ti es la holonomiade una estructuraproyectivareal en el complemento

del nudo de a ocho. Estaestructurase puede extendera unaestructuraproyectiva en 53 , con una

singularidadde tipo cóníco en el nudo de a ocho. Aunqueparaestevalor concretodel parámetro,¡Y,

pG(a) =

donde

1>
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es una representaciónde u (53 \ [5/3]) en 80(2,2) = lso~(8~(l)) = lso±(8¿í(~t)), la estructura

proyectivacon holonomia¡Y< no ¡~‘uovieue de una estructura de Lo’ueutz en S~ \ [5/3] modeladaen ¿a

pscudoesfera 8~(1) 6 8~(—1) - Recordemosque estaestructuraproyectivacon holonomíap,~ proviene

de unaestructuraesf3ricacónicaen 53 , con singularidadelnudo [5/3] y ángulocónico ir - Un dominio

fiindanwntal 7’ paraesta estructuraesféricaes la “lente” comprendidaentre dos esferasmaximalesde

53 , quese cortanformandoángulo ir/5 - Ahora bien, dentrode R4 , el dominio 7’ estáen partedentro

—1
del cono de luz de la métrica (1

proyectarlosobrela pseudocsfera

pero otra partese proyectasobre

dimensión2.

) y en parte fuerade él. En consecuencia,si intentamos

8(1) resultaque unapartedel dominio 1’ se proyectasobre 8~(1)

- En la figura 2 sc muestraun esquemade lo que ocurre,en

y

Otra forma de verlo es la siguiente. Si proyectamosel dominio 7’ desdeel origen de Df sobre el

hiperplano /. = 1 , obtenemosla “capa” infinita comprendidaentre dos planos horizontalesparalelos.

Estacapacortaal hiperboloideregladost2 + ~2 — ~2 = 1 , y tiene por tanto unapartedentro de ~± y

otra partedentro de 71 (verfigura 3).

0*’

st

Fzqura 2
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2

/‘~

E P8ftí)

Figura Y

Comoyadijimos en unaobservaciónenla secciónanterior,de un teoremade Thurstonse deduceque,

cuandou estápróximo a 5 — 2vt, existenestructurasproyectivasen 53 \ [5/3] cuyaholonomiaes p’ -

Veremosacontinuaciónquetalesestructurasproyectivasexistendehechoparatodo u e 5 — 2VT, 1) -

Sea < , > el productoescalarde R4 correspondientea la forma cuadrática(t —l 1) y sea

u = (0,0,0,1) - A cadamatriz Nf e 80(2,2) le asociamosel siguientehiperpíanovectorialde R4

HM {x e Pi ¡ <x,Mu> = <xii> 4

Es decir, si Mu = (a,6, e,d) (dondea2 + b~ — e2 — d2 = —1), entoncesla ecuaciónde HNf es:

HM : ast+by—cz—(cl— 1)t=0

Ahorano se puededecirpropiamentequeHNffl8~(—1) seael planobisectorentrelos puntosde 82(—1)

cuyosvectoresposición sonu y Mu , porque8~(—1) es unavariedadde Lorentz,en la queno hay una

noción de distanciabien definida. Sin embargo,la definición de HM generalizala definición de plano

bisectoren H5 y Y , y comparteconella las siguientespropiedades:
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e-

(En general,consideraremoslos modelos

respectivamente,y denotaremostambién

hiperpíano t = 1 - Es decir, si Mu = (a,

(i) IUS1(JJNf) =

(u) MJ’ (1¼~~ ~“M = “Nf~’ ~ ~MÁ4 -

proyectivos7-1±y 7-U de las pscudoesferas82(1) y 82(—1)

por [¡Nf la interseccióndel hiperpíanoantesdefinido, con el

be,cl) , entoncesHNf : <¿st + by — ez = (cl — 1)).

Por tanto, utilizando estadefinición de “plano bisector”, se puede aplicar el procedimientode la

sección§ IV.4, y defonnarel dominio 7’ (correspondienteal valor u = 5 — 2 5) a otros poliedros

que proporcionanestructurasproyectivasen S~ \ [5/3] con holonomiap§ , para valorespróximos del

parámetro‘it -

De hecho,consideraremosLos mismoselementosde u (SS \ [5/3]) que determinabanlas carasde

los poliedrosde Dirichlet paralas estructurascónicasen S~ consingularidadel nudo de a ocho [5/3]

o. , 6 at , ¿0~ ; ba1 , ab’ , a16 , ¿F1a

‘e 1’u, = ba~b’~ a u, = a¿§1a16, u~ = o7ibabi , u« = ¿p1abai

(ver fi 1.1). Ahora para cadavalor del parámetrou e [ 5—2vt , 1) , estos doce elementosde

ir
1 (S~ \ [5/3]) tienenasociadoslos siguientes“planos bisectores”:

JI : <1 +í¿2) 2íP1 + —‘it’ +10u
2 —“-5(—st+uy) —-¡41 ±ít2)z=0a

II —iba

II’
-Ip

— ~,Á) Za2 — 1 + —íí’+ i0-~P —5 (—ust— y) + (Su2 — 1)z = O

—u(1 + u2) 2’i~2 — 1 + 112 —u’+ iOít2 —5 (—ust—y) + (2í<~ + u2 — 1)2 = O

y las imágenesde éstos mediantelas tres rotacionesX , Y y Z de 180~ entomo a los ejes coordenados.

Cuando 5 — 2 5 < ít < 1 , estosdoceplanosdeterminanun poliedrocompactoy convexo en

RPM , quetieneel mismotipo combinatorioquelos poliedrosde Diriehlet paralas estructurascónicasen

con singularidadel nudo de a ocho [5/3] , descritosen fi 11.1. Hay docevértices,cuyascoordenadas

son:
1)• —( (1—3-it2) 2u2—i (1—Sn2) 2n2—i

u2 —íj~+ iOn2 5 ‘ .~:‘i —u’+ lOí¿2 — 5

~> ((13-It) 2ít2—1 íd-iP —3) 2u2—1

—u4 + IOn2 — 5 —u4•+ lOít2 — 5

— —(1 ±u2) 2u2 ——1 —íí(1 + it2) 2u2 —1

&‘+ IOn2 —5 —u4-+ 10u2 —5

— 2u’Á—1

)

II.

—‘it 2u2 — 1)

—It 2u2 — 1)

0*
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y las imágenesde éstosmediantelas tres rotacionesX , Y y Z de 180” en tomo a los ejes coorde-

nados. Las carasde 7’,, se identifican dos a dos mediantetransformacionesproyectivasdel subgrupo

de PSO(2,2) engendradopor las matrices A y B , y los pegadosse realizande la misma maneraque

paralos poliedrosde Dirichlet de las estructurascónicasen S5 con singularidadel nudo de a ocho. En

consecuencia,al icalizar lospegadosse obtieneunaestructuraproyectivareal en 55 (con holonomiap%)

que tieneuna “singularidad” en el nudo de a ocho. (Los puntosdel nudo tienen un entornomodeladoen

un diedro de RP3con los lados identificadosmedianteuna proyectividadquedejafija punto apunto la

aristadel diedro).

Al igual que ocurríaparael valor inicial del parámetro,u = 5 — 21N , estaestructuraproyectiva

definida por el poliedro 7’,. no proviene de una estractu’uade Lorentz en 53 (‘singula’u en el nudo de

a ocho) modeladaen la pseudoesfera 8~(l) 6 8~(—1) - El motivo es que 7’.,. tiene una parte dentro

del hiperboloidereglado st2 + y2 — = 1 «e. en 1-U , que es un modelo del hemisferiosuperior de

y otra partefuerade él (i.e. en 71~ , que es un modelo del hemisferiosuperiorde 8~(1)). De

hecho, todos los vértices de 7’,. estánfuera del hiperboloidereglado(en ~±), mientrasque el punto

base0 = (0,0,0) estádentrodel hiperboloide(en 7-Ij.

A continuaciónse muestranalgunosde los poliedros7’,, , cuandou variaentre 5 — 2x/S 0.7265

y 1 . Cadacaraestámarcadaconelelementodel grupo irí (53\ E) quele corresponde,y lasflechasen las

aristasindicancómo son las identificaciones.La singularidadestámarcadaen grueso. Se indicatambién

demodoaproximadola posiciónrelativadel poliedrorespectodel hiperboloideregladost2±y2~z2 1 -

Cuandou —> 1 , los poliedros7’,. convergena un tetraedrocompletamenteinscrito en elhiperboloide

reglado.Susvérticesson: y

1 = (.—-1,—i,—-1) , = (—1,1,1), Yv1 = (1, —1,1) y Zv1 = (1,1—1) -

Todas las aristas,salvo las que unen y1 con Zv1 y Xv1 con Yv1 , estántotalmentecontenidasen el

hiperboloidereglado.
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u’

e ‘¿t = 0.727(visto desdeel punto (—2,0,0)):

Xu
2

a ib

Y

ci

e-

• u = 0.73 (visto desdeel punto (—2,0,0)):

u’-

0*~

u’

e’ik—~

X t2

Y

ti



it = OS (visto desdeel punto (—2,0,0)):

e—
Y

• u. — 0.8 (visto desdeel punto (10, —13,2)):

st

2

Xv

X

Xv-

y

be>1

a>

VI
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u’

• u = 0.9 (visto desdeel punto (—2.0,0)>

• u = 0.9 (visto desdeel punto (10, —12,2)>:

Y
e-

e.

e-

e-

0*~

—= :1:

Zv
1

Xv,

‘1
0*
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• Cuandoit 1 , el poliedro degencraen un tetraedroinscrito en el hiperboloidereglado.

En realidad,la intersecciónde 7’,. con el hiperboloideregladost
2 +y2 — z2 = 1 se conviertesiempre,

al realizarlos pegadosde las carasde P~, , en unaesferade Conwayparael nudo de a ocho (es decir,

una esferaen S~ que corta al nudo en cuatro puntos),que ademásseparalos dos máximos localesde

los dos mínimos locales de una proyeccióndel nudo de a ocho con dos puentes. Estaafim’iación se

puedecomprobardirectamente,realizandoa mano los pegadosde las carasde 7’,. (cuandou está cerca

de 5 -— 2vT , es evidente).

Cadaunade las dos bolas en que estaesferade Conwaydescomponea 53 , tieneuna estructurade

Lorentz (singularen los arcosdel nudo contenidosen cadabola>, modeladaen unade las pseudoesferas

8~(1) ó 8l~(—1) , respectivamente.

Existen varias preguntasnaturalesque se planteanacercade estasestructuras.Panlas estructuras

hiperbólicasy esféricascónicasen Y consingularidadel nudo de a ocho,existenfórmulasquedescriben

el ángulocónico, la longitud del nudo singulary el volumen de la variedadcónica(cf. [1-ILM
1J, y más

en general¡HLM3]). Concretamente,si definimos las funciones
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a(It) = ar(:(:os

2(Sít2— Ph

—

¿(u) = 2 arccosh(í + .,~, 2u2)(íí2 + 1

)

Y

II

V(u)= J 8í0 1(ít) dí

¿

(1 —It2). (It’ — IOn2 + 5)(3u2 — 1)(í¡3 + 1)

entonces:

• cuando——~— <0 u <z , a(u) es el ángulocónicode la correspondientecstníeturahiperbólicacónica

dc 53 con singularidadel nudo de a ocho, ¿(u) es la longitud del nudo singular,y —VGr) es el

volumende dichaestructurahiperbólicacónica’

2(3n2 — i)(1 — 2u2)Qi=+ 1)

>

• cuando < u < 5—2 5 ¿(u) = 2i arceos + (1 — -i,2)4 ) es imagi—
u

¡ 8ít3 1 rn(¿(u)) dii
nario puro,y V(u) = también. La parte imagí—J (1 — u2)~ - ($4 — 1(Yu2 + ñfts&2 — 1)(u2 + 1)

1/12

nanade ¿(‘it) es la longitud del nudo singularen la correspondienteestructuraesféricacónicade 5’

con singularidadel nudo dc a ocho, la parte imaginariade 17(u) es el volumen de dichaestructura

esféricacónica,y 0(u) siguesiendoel ángulocónico.

<0 —1 yCuando 5 — 2xt <0 u <0 1 , se verifica que u4 — mu2 4-5 2(u2 — 1)2

+ 2(3-2 — 1)(i — 2u2)(u’2 + 1) _ _ 1 - Por tanto, podernossuponerque(1 — íi2)4. -

(¿(It) = ir —— 1..aiTcOsh(
2<1,20;)

<u
2 — 1)( 1 —2u2)(-et2 -1— 1)

>

¿(u) = 2 arccosb(—1 — ) ±1W - Y

1L

lin(V(ít)) = f Su. i{e(¿(ít)) <híJ (1 — -iR), - (—-ií~ + 10u2 — tt,)(3í¿2 i)(u12 + 1)

¿Sepuededar algunainterpretacióngeométricaa los tres númeroslm(o’(u)) , lite(I(u)) y lm(V(u))

(en términosde las estructurasde Lorentz antesmencionadas)?Obsérveseque las dos bolas que tienen

estructurasde Lorentz singularestienen volumen (semí—riemanniano)infinito, y cadauno de los arcos

singularescontenidosdentrode cadabolatiene tambiénlongitud (semi—riemanniana)infinita.
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Estapreguntamotivó el estudiodel volumen de poliedrosen hipercuádricassemi—riemannianasde

curvaturaconstante,que ocupa el resto del capitulo. En la sección 3.4 de este capitulo se da una

interpretacióna los números

lrn(a@O) = —arc(:osh( 3 + 6tA +_u’>
\ 2% — 1)2 7

Re(l(it)) = 2 ara:osli (—1 — 2ff{u2 .— 1$ ~i~4>(í? + 1)

)

Todavíaestáabiertoel problemade dar unainterpretaciónal número lrn(V(u)) -

Otra preguntaabiertaes averiguarsi estefenómenode transiciónde esvructtírasesféricascónicasa

estructurasconunaholonomiasemi-riemannianase produce(como es de esperar)paracualquiernudo o

enlace de dospuentes.

3. UNA FORMULA DIFERENCIAL DE S(2HLAFLI PARA SÍMPLICES EN

HIPERCUA.DRICAS SEMI-RIEMANNIANAS

3.1. Preliminares y definiciones

Recordamosprimeroalgunasdefinicionesestándaren geometríasemi—riemanniana(ver [O’NJ), afin

defijar las notaciones.

El espaciosemi—eucl-ídeoR~±Ies R”~’ con la métricasemi-riemannianadefinida por la forma

bilineal de indiceq =O
q—1 u

= —— ~sty + Zst-i½
1=0

dondex = (sto,...,st,.) e y = (yo - ya). La norma de un vector XC R~~1 es ¡x[ =

Se dice que un vector x es temporalsi <xx> < O, espacialsi <x, x> > O y luz si <x, x> = 0.

Dado e E <±14, la hipe’ucudd’uica central unidad de R~~±’ de signo e es la subvariedad

<1

Q~(e) = {x e R~~’ ¡ <xx> = e4

Es unasubvariedadsemi-riemannianan-dimensional(no necesariamenteconexa),completa,de curvatura

constanteigual a e, Las subvariedadestotalmentegeodésicasde Prt(c) son las componentesconexasde
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u’.

la intersecciónde QU(e) con subespaciosvectorialesde Rn±l - Las isometriasde Q}c) son la restricción

a Q~(c) de los automorfismoslinealesde RU±íque dejan Q~ (~í) invariante. Como casosparticulares

importantes,señalaremosque Qg(l) = S’~ es la esferau—dimensional;QW—l) tiene dos componentes

conexas,unade las cualeses el espaciohiperbólicou—dimensionalU”. y Q7(1) es la esferade de Sitter

n—dimensional. De ahoraen adelanteescribiremos87<:) paradenotarunacomponenteconexacualquiera

de QU(e), y llamaremostambiéna 87) hipercuádricau-dimensional.

A continuaciónvamos a definir n—símplíceen la hipercuádrica87e), lo cual veremosque exige

cierto cuidado.

Definición 3.1.1. Llamaremossemiespacwvectorial en R7±la un semiespaciocerradocuyo borde

seaun hiperpíanovectorial de R?1±í.Llamaremoscono simplicial en RV±ía la intersecciónde (n+ 1)a q

semiespaciosvectorialesen posicióngeneral(esdecir, talesquela intersecciónde los (u + 1) liiperplanos

vectorialesdel borde seasólo el origen). Una ea’ua de codimensiónh (It = O u) del conosimplicial

(2 es la intersecciónde (2 con It hiperpíanosvectorialesdel borde de O.

Observación3.1.1. La intersecciónde un conosimplicial arbitrario

servacía(ver figura 4, parael casoen que 8,’j(e) es la esferade de

que esaintersecciónseano compacta(ver figura 5. tambiénparala

(7

st
2

<]con la hipercuadrica87e) puede

Sitter 8?(1)). Tambiénpuedeocurrir

esferade de Sitter8~(i))

Definición 3.1.2. Llamaremosu—simpliceen la hipercuádricau-dimensional87c), a la intersección

de un cono simplicial con 87<, cuandoesta intersección sea no vacía y compacta. Una cara de

codimensiónIt (It = 0,. . . u) del n-símpliceA c S~j(e),es la interseccióncon 8g(e) de una carade

w

st

F’¿g’ara 4 Fiqu’¡~z 5
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codimensiónIt del correspondientecono simplicial.

Lema 3.1.1 Todo cono simplícial 6’ CUqSC puedeescribir de ¿a forma

(J<xovo+’+x,,vjsto>0 %>0}

para una cierta base <yo v,,} dc

Demustracibn. Supongamos que C es intersección de los seniiespacios vectoriales

= {x e RU±í <x.wI> =04 parai 0,... A , donde {w0,. . . ,w,.4 es una basede R~±í-

Consideremosla basedual <yo,. .. , v,~4, que verifica que (vi, iv) = bjj para i, j = 0,. .. , u - Entonces

x=stovo+±st,,v,, eCsiysólo si <x,w1>=st, =Oparatodoic<0,...,u}. Portanto,

Cz{stovo±...+st,,v,.Lro=O ,..,st,,=0}.

El

Natación. Usaremosla siguiente notación para las caras de codimensión It del cono simplicial

C={stovo±...+st,,vn[sto>O ,..,.‘r~=O4:

Úií...ik{XO yo + +í,,v1~Ko0..,x71=Ú,t1 =0 4

Lema 3.1.2. (fu subeonjuntoá c 87e) es un u—símplicesi y sólo si sepuedeescribir de la forma

A{stovo+.±st~v,jsto=0 ,...,%=04n87e)

para una cierta base<yo,. . . ,v,,4 de RUY’ talque:

e.(stovo+...+st,.v,,, wovo+...±:r,,v,<>Osisto=0,...,st,.>Oynosoutodosuulo&

Demostradftrn. Por el lema3.1.1 y la definición de u—símplice, lo único que hace falta probares que,

dado un cono simplicial O en R~±’,la intersección6’ n S~7(c) es no vacía y compactasi y sólo si

e <xx> >0 paratodo xC Cii , x JO.

Consideremosla esferaunidaden el espaciocuelídeoRn±l, 5h ={(st0,...,r,,) eRn±í
+ st~ = 14 , y sea o- : R~+l \ {04 ——+ S’~ la proyecciónradial desdeel origen. Entonceso- es una

aplicacióncontinua,y la restricciónde u a la hipercuádricaS7e) esun homeomorfismosobreun abierto

U = { XC Sn 1 e <x, x> >04 de S” (donde <, > denota,como siempre,el producto escalaren R’~ ~>
q

Dado un cono símplicíal C en R7’, denotamos
0o = 6’ \ <04. La intersecciónC fl S7e)

ConS7e) es compactay no vacía si y sólo si u(ConS7e))es compactoy no vacio, es decir,si y sólo

si a(Oo) fl U es cerradoy no vacio. Como a(Oo) n (S’~ \ U) siemprees cerradoy a(O
0) es conexo,
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resultaque a(Co) 1) U es cerradoy no vacio si y sólo si a(Go) n (Su \ U) = Y) , es decir, si y sólo si

ojeo n { x e RU±í e <xx> = 04) = 0 - Por tanto, ~o ~ 87c) es compactoy no vacio si y sólo si

Cofl{xCR~±’K.<xx>=o4~

El

Natación. Usaremosla siguientenotaciónparalas carasde codimensiónIt del simplice

A <st
0 yo + . + uy y,, j st0 > O ir,, > 0 4 n SQ(c)

Ñl...ik<’u0VO+±stflVfl.Isto=0~...,str=O;J$ = = ~‘0. ~ n 87<

Observación3.1.2. SeaO un cono simplicial en R~jÁ~ tal que A = & O Sg(c) es un u—simplice.
Cadacara (1- . ~ de codimensiónIt de O, generaun subespaciovectorial (u + 1 —— k)—dimensional

li

• ~> de ~ que tiene una métricainducidapor la de R7
1. Si estamétricainducidaes no

degeneradade un cierto indice u, entoncesS7c) ‘~ ((¾,. . . ~ es unahipercuádrica(u — k)—dimensional
y la correspondientecarade A , E”- - - 8” (ú) fl . . . ij~ es un (u — k)-simplice en

Ij lp <7 Cl~
estahipercuádrica.Si la métricainducidaen <C~

1 - . . ~> es degenerada,entoncesla cara Y1
1~ de A

tiene también,como subvariedadde 871), una métricainducidadegenerada.

En todo lo que sigue,restringiremosnuestraatencióna la clasede los u-sírnplicesA de 87c) que

satisfacenla condiciónadicional (*), enunciadaa continuación,afin de evitar ladivisión por ceroen‘los

cálculosposteriores:

(*) Todaslas caras de codimensién1. y 2 de A tienen una métrica inducida no degeue’uada.

3.2. La función volumen

SeaA un u-símpliceen 87< , y sea(3 cl conosimplicial de ~ tal que A = CflS’,~(e) - Para

calcularel volumende A , es muy útil teneren cuentala siguiente ideade Kneser(fKnel). Vamos a

definir, parax e R~~1 ,la función r(x) = <xx>] - Se verificaqueen cadapunto de lahipercuádrica

S7c) , el gradientede ‘u es un vectorortogonala 87e) - Además,si <{ = j es una

st,, = O,,)

parametrizaciónde un abiertoU ci S7c) por n parámetros01,. . . , O,, , entoncesel cono determinado

por todas las semirrectasque unen el origen de con los puntosde U, se puedeparametrizarpor

‘u ft(O~ O,,)

- En consecuencia,dentrodel conosimplicial 6’ severifica lasiguienterelación
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entrela formade volumen de R7—’, quedenotamosdRU±í, y la forma de volumende la hipercuádrica

8[j(e) , que denotamosd8(e)

= r” dr A dSU(e)
<7

(9
(Aquí R~+I tiene la orientacióncanónica,y S7e) estáorientadade modo que el vectornormal =

e grad(’u) , seguidode una basepositivamenteorientadade vectorestangentesa S7e) , sea unabase

positivamenteorientadade

Por tanto,el volumen de á se puedeobtenerapartir de la siguienterelación:

ji et dflt’ = ¡ r e~ dr A dS.7e)

e~ dr= ji dS<’(e).j ~ 2

u±1
= 2r F( ) Vn(A) (1)

2

Sea{vo,. . . ,v,,} unabasepositivamenteorientadadeR~±ltalqueO = <st
0 v0+ ~st,, y,, st0 ~

O ,...,.“u,, =0 4 . Denotamospor (st0,... ,st,,) las coordenadasen esabase,y por ‘PCro st,,) =

<lo y0 + . . + st,, y,,, sto ‘¿o + . + st,, y,,> la forma cuadráticade R~±l. Entoncesparalos puntos

del cono simplicial & se verifica que ~P= . - Consideremospor otra parte el paralelepípedo

determinadoen R~+¡ por los vectoresvg,. . . y,, , que en las coordenadas(sto st,,) correspondea!

cubo [0, 1]~~±¡ - Si V(vo, . . . , y,,) es el volumende esteparalelepípedoen RUT’ (que coincidecon su

volumencuclídeo>,entoncesla forma de volumende R~~±les:
<7

<7

Por tanto,en las coordenadas(sto,...,-st,,) la relación (1) se escribeasí:

2—r f(u+l> Va(A) = V(vo,. .., y,,) . ji e< ~/2 dst0... dúr,, (2)

3.3. Diferencial de la función volumen

El espacio 8 de todos los n-simplices de S7e) tiene una estructuranatural de variedad
n+1 veces

diferenciable de dimensiónu (u + 1) , con cartasmodeladaspor ejemplo en 87< x x S7e)
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consistentesen el producto de entornosabiertossuficientementepequeñosde los ‘ti + 1 vértices. La

función volumen~, : S —á R, que a cadau—sírnplice A le asociasu volumen V,,(A) , es una función

diferenciable,y estamosinteresadosen determinaruna fórmulaparasu diferencial,dv,,

Para ello, vamos a consideraren un punto arbitrado A e 8 , una baseformadapor u (u ±1)

vectoreslinealmenteindependientestangentesa8 en A, y vamosacalcularei valorde la 1—forma dV,,

aplicadaacadauno de estosvectorestangentes.El modo de elegir dichabasees el siguiente: paracada

uno de los u + 1 vérticesde A , tomamosu vectoreslinealmenteindependientestangentesa 8 en A

que representanti manerasde mover el vérticeelegidoen distintasdirecciones,dejandotodos los demás

vérticesfijos. Concretamente,el vértice escogidose va a desplazarsobre la recta que lo une con cada

uno de los u vérticesrestantes,segúnse describea continuación.

Sea6’ — { sto ‘¿o + + st,, y,, sto =O st,, =0 4 cl conosimplicial tal que A = (1 n 87c) -

Como el orden de los vérticeses arbitrario,bastaestudiarcl casoen que el vértice ‘¿ se mueveen la

direccióndel vértice ‘¿o y todos los demásvérticesquedan£jos Paracadat e R , consideramosla base

f vo(t) = yo
formadapor los vectores vi(t): y

1 — t ‘¿o Cuando t estásuficientementepróximo a 0, cl

cono simplicial 6’< = { Áo voY) + + Á,, v,,(t) ,< =O , Á_ > 0 4 verifica que A< = 0<0 8(e)

es un n—símplice. Vamos a tomarentonces,como uno de los vectorestangentesa 8 en el punto A , el

vector tangenteal camino de n—simplices A< en el instantet = (1

El valor de la 1—forma dV,, aplicadaa este vector tangente,es v~~(A<) - Según la
dt

fórmula (2),

2~ f( 11±1) y (A<) = V(v0,..., y,,) - <ctk/2 dr0... dr,,

Como

(ji1 ={>~ovo(t) —l-...±.>.,,vnQ.) >~o >0 )x~ =04

= <st0 ‘¿o ~ + st,, ‘¿,, J st0 + ~i t >1) ,r,1 =70 st,, > 0 4

resulta que

2r f(ti +1
2 ~ y,. (¿S<)

=V(vo,..., vn).JJ f~=~ ~j=~e ~ ~ dr0 -r~ (3)
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Derivando estaigualdad,se tiene que

u ±1 dV,,(A~

)

2 dI ~

—V(vo
jistjoIjoÁjjo

Vamosahoraaconsiderarla basedual {wo,... ,w,,} de {vo, ... ,v,,} ,queverifica que <v~,w~> =

Tomandomúltiplos de los vectores v~ si es preciso, podemossiempresuponerque ¡wc» = 1 para

j = O u - Denotamospor (sto ‘r,~) las coordenadasen labase<‘¿o v,,} , y por (yo,.’., y,,)

las coordenadasen la basedual {wo w,,4 - Entonces:

st~ = <stovo++st,,v,,,wt> = <YOWO±+Y,,Wn,Wi> =

y se tiene, pues,la siguienterelaciónentreunas coordenadasy otras:

t1

stt = >I<”’¿ ~ y3
3=0

>5<iv,, iv,> y,
y0

t.

= z<vi,vi> sti
j=0

En las coordenadas(sto,...,st,,) ,la forma cuadráticade R~±íse escribecomo

sI’ = 3 <y ,v~> st~st~ - Por tanto,
i,j = O

y—=
2 ~<‘¿~~‘¿~>st

3 =

Así pues,a partir de (5) se deduceque en el hiperpíanosto = O , es

st1 = l<wflWj> yj{ = Yo + 3<wo, ~i> Yi = O
i= 1

luego

st1 = Z(<wí,w~> — <wo,w1> <wo,wj>) vi

=1

ti 5(4<2

)

= Z(<wnw’> — <w0,w1> <wo,w~>) ~,

~, ~ e4<2dstdst
st0 = o

(4)

(5)

(6)
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Paracadat e R , sea {wo(t),. . . , w,,(t)4 la basedual de {vo(t) v,jt)} - Es fácil comprobarque{ wo(t)=wo±twí

wi~ (t) = w~ para
- Paracada í E 41 u> , vamosa definir la función

1 <‘t <71

fo1(t) = ¡wo(t)] .

Teniendoen cuentaque ¡wgJ = 1 paratodo j , se obtieneal derivarque

dfo7(t

)

di
= <wI,wi> — <wo,wI> <wo,Wi>

4’~

Por tanto,

stí = dfoí(t

)

2=i t = 0

D(4=/2

)

Sustituyendoen (4), resultaque

2—r~ (71 + 1) dV,}A~

)

2 dt

V(vo,... y,,)

ti

df
Zdt
1=1 t=0

a( P/2

)

—e V(vo,

—c.VQvo
2=’

df0

ji +00 Asti

= o .ij~cc
Ahora bien, el volumen dc la cara de codin’iensión 2 dc A

dstí
st0 = O

CLI,,

len =.1±00 =0
(8)

e.

e-’E0 = <“i V~ + + ~ ‘¿21 1

st1 =O ‘e,, =0; = 0 <A 87) , se puede calculartambién aplicando la relación (2) en el

subespacio(‘¡1 — 1)—dimensionalde RU±ígeneradopor ‘¿1 v,,...,v,, - Esdecfr

u — 1
2W~ li’( ) V,>2(F01) =

2

= :‘u~ = 0
=V(ví .vj y,)

Sustituyendoen (8), se tiene entonces

2~ ~íu+I dV,,(z$

)

2 dt

V(v0-y,,)
=( y

~V(ví

dfo~(i

)

di

u—1
2

(7)

4’

Ir o

dx,,e
=0

e-

y,’

e,

e.’

e-

e-’

e-

y,’

e.

e’

e-

w
e”

e.

e’
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Como la función gammatienela propiedadde que ]i’( = 2 l’( ) , resultaque

2 2

dV,,(A1) e V(vo,... y,,) dfo~(t) - V,>-2(F0~) (9)

Vamos ahoraautilizar algunasobservacioneselementalessobreel volumen de un paralelepípedoen
V(vo y,,)

RU±’, a fin de simplificar el factor v(’¿, ,.., y,,) -

(i) En primer lugar, V(y0 y,,) coincide con el volumen cuclideo del paralelepípedodeterminado

en RW±ípor los vectores ‘¿o,• y,, (ya que la forma cuadráticade RU±ítiene unamatriz, que

denotaremosJq, de determinanteigual a±1).Por tanto, V(vo y,,) es el valor absolutodel

determinantede lamatriz cuyascolumnasson las coordenadasde los vectores‘¿o,. ,v,, en la base

canónicade R~~’ - Tambiénes igual a ¡det(<v~, ‘¿j>)ig¡ -

(u) Sea{W0 w,,4 la basedualde {‘¿0 v,,4 , y seaM (resp. N) la matriz cuyascolumnasson

las coordenadasde ~ y,, (resp. w0,.. . , w,,). Entonces jyjt - N es la matriz identidad,

luego ¡det(N)¡ = ¡det(M)¡
1 , y por tanto

1
V(wo xv,,) =

V(vo y,,)

(iii) Dadokentreúyn—1 ,seanv~,..,vp las proyeccionesortogonalesde los vectores‘¿o Vp

sobre el subespaciogeneradopor w
0, . .. , wp (que es ortogonal a todos los vectores restantes

,v,,). Entoncesparacada i e {0 k4 , ‘¿~ — ‘¿~ es combinaciónlineal de los vec-
tores ‘¿psi y,, , luego

V(vo, . . . , y,,) = V(v¿ ‘¿p, ‘¿k—l—1 . . . ,‘¿,,) = V(’¿¿ ‘¿9 - V(’¿~±í y,,)

(siendo la última igualdadconsecuenciade la ortogonalidad).Por otra parte,es inmediato ver que

{ w0,. .. , Wj~} es la basedual de <4,,..., 4,4 dentro del subespaciogeneradopor w0~ -

Por tanto, de (u) se deduceque

V(vo,... ,v,,) = V(’vp+i y,,) (10)V(w0 Wk)

Utilizando estaúltima propiedaden el casoparticular de la expresión(9), resultaque
7;dV,,(A1) e 1 dfo~(t) .

di í=o~’ut1 >3v(~0,~~) di

1 dfo~(t) (11)

u
1í >3~ i<wo,wo>.<wt,w.><wo,w>2¡ di
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Antes de poder proseguirhastallegar a una fórmula de Schlátli, necesitamosuna definición de

ángulodiédrico en unageometríasemi-riemanniana.No existeningunadefinición generalde ánguloen

la literatura, por la razón que se explica en la secciónsiguiente,pero nos interesaríapoder definir el

ángulodiédrico -ro1(t) en la caraF0~(t) de A~ de tal maneraque

dcto1(t) 1 dfo~(t

)

dt = g I<wo,wo> . <xv,w-~> — <vv’o,wi>
2] dt =

donde fo~(t) = ¡wo(t)¡ .

4’

4’3.4. Una definición de ángulo diédrico en geometría semi-riemanniana
e,

Consideremosel plano vectorial de RU±ígeneradopor los vectoresw
0 y w~ , que es ortogonal

al subespaciovectorial de codimensióndos <Col> , generadopor ‘¿y,..., ‘¿~, . . . , y,, - La restriccióna

este plano de la formacuadráticade R~+i es unaforma cuadráticano degenerada,por la condición (*)

impuestaal símplice A (recuérdesela observación2). Si es una forma cuadráticadefinida (positiva o

negativa), entoncesno hay ningún problemaen definir el ángulodiédrico en la cara F0, de la manera

usual,como

cito, = ir — ai’CCO5( < > ) it — arcc:os(J0~)

IWo¡ iv~¡

Sin embargo, si existe un problemacuando este plano ortogonal tiene una métrica de Lorentz.

Necesitamos,pues, definir el ángulo entre dos vectoresno luz cualesquieraen el plano de Lorentz-

lVfinkowski R~ - La dificultad radicaen que el conjunto de vectoresunitarios en no es acotado.En

el plano cuclideo R
2 , el ánguloentredos vectoresunitarios w

1,w2 se puededefinir como la longitud

del arcoque éstos determinanen la circunferenciaunidadS’ - Si intentanwsdefinir de maneraanáloga

el ánguloentre dos vectoresunitarios w1, w2 de R? , entoncesnos encontramoscon que el arco que

éstosdeterminanen el conjunto de vectoresunitariosde R? puedetenerramas infinitas.

Una maneranaturalde resolverel problemaes lasiguiente.Como Ja hipérbola?1 correspondiente

a los vectorestemporalesunitariosde ~ tieneunamétricadefinidapositiva, mientrasquela hipérbola

fl± correspondientea los vectoresespacialesunitariostiene unamétricadefinida negativa,asignaremos

longitud positivaa todoslos arcoscontenidosen 7-U y longitud negativaa todoslos arcoscontenidos

en %t±- Dados dos vectoresno luz unitarios w1, w2 en R% , consideremosel arco (posiblementecon

ramas infinitas) que detcmiinanen K’ U fl~ , y sea U la sumade las longitudes(con el conveniode

signos anterior)de las porcionesde este arco contenidasdentro del disco cuclideo de radio ‘u en R
2 -

Definiremosentoncesel ángulo entre w
1 y w2 como el limite de 1,, cuando ‘u tiende a infinito. Es
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fácil comprobar(como se ilustra a continuaciónen algunoscasosparticulares),que esta definición es

equivalentea la siguiente:

Definición 3.4.1. Dados dos vectoresno luz w1,w2 en Rif se define el ángulo entre w¡ y w2 como

ang(w1,w2) = arccoslí( <ivE W2>

)

¡wíj .

) si <w1,w1> . <w2,w2> >0 y
ang(xvi xv~) = —arccosh(]ivi . ~2 1

<W1,W2> ) si <w1,wí> . <w2,w2> <0 -
ang(wí, w2) = —.arcsenh( xvi ¡

si <w,w1> . <w2,w2> >0 y <wi,w2> <0;

<wí,w2> >0

Esta definición es coherentecon la definición estándarde ángulohiperbólico entre dos vectores

temporalescontenidosen el mismo semiconotemporal de un espaciovectorial de Lorentz (ver [O’N]),

y veremosquetambiénes la adecuadaparanuestropropósito.

Algunos ejemplos

•Caso1: w1 = (senlí 1, cosh t) , = (senhs, cosh s)

y
A

ang(wí,w2) = ¡t —

= arccoslí(coslí(t— s))

= arccosh(—<wí,w2>)

•Caso2: w1 (senlí 1, coslí t) , = (coshs, senhs)

aríg(wí,w2) = hm fang(wí,(senhst, coshst))+
Y ~4+00

+ ang(w2,(cosh:r, senhx))j

= huí ((st—t)-—(st-—s))
7 +00

= s—t

= —arcsenh(senh(t— s))

= —arcsenh(<wi,w2>)

- w

w

Yo

VV

“y

‘-y.

-‘y
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•Caso3: ~ í = (senh¿(:03k 1.) , xv2 = (senií s, —cosh s) , t > 8

ang(iví , wv) = lun [aííg(wí , (seuih st, (:0511 st)) +

+ ang((cosE st, seriE st), (cosh(—st), senlí( ——st)))

+ ang(w2, (senlíst, —cosíA st))J

= hm ((:r—t)—2st+(x—s))

= —(t + s)

= —arccosh(cosh(t+ s))

= ——arccoslí(<xv1, xv2>)

y
A

xv

Puestoque connuestroconveniode signoshemosasignadolongitud total ceroal conjuntode todos

los vectoresunitarios de R~ , la siguientedefinición de ángulodiédrico tambiénes natural.

Definición 3.4.2. Dados dos vectoresno luz w1,xv2 en RU±íque generanun plano de Lorentz, se

define el ángulo di6dricn en la aristadel diedro { y e R7
1 1 <‘¿xvi> =o , <y, xv

2> =O 4 como

a = —ang(wí,w2) -

(—3 + 6ít
2 + u4

Observación. Con estas definiciones, el número iní(c4u)) = — ara:oshk 2(2 — )Q ) n’ien-

cionado en la sección2, es el “ángulo cónico” (semi—riemanniano)en la singularidad,y Re(l(ít)) =

( 2(3u2 — l)(i — 2ít2)(u2 + 1

)

2 arecoslí~i — (1 — 2)4 ) es la “longitud” (semi—riemanniana)de la singulari-

dad. En efecto, Re(l(u))/2 es el “ángulo” entre los vectores posición de los vértices VI y Zí~ (que

generanun plano de Lorent4 y Irn(a’(ít)) es eí “ángulo diédrico” en la aristasingularcuyosextremos

son y

1 y Zv1 -
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3.5. Una fórmula diferencial de Schláfli

Teorema 3.5.1. Sca S7c> una componenteconexa de la itipercuádrica central unidad de .siqno e

de R~+I , y sea A una familia de u-simplicesen S7e) que dependendiferenciablernentede uno o

mas par’ metros, y tales que todassus caras de codimensión1 y 2 lienen una m¿trica inducida no

degenerada.Entoncesse verijica la siguientefórmulapara la diferencial de su volumen,V,,(A)

dV,,(A) = ———a— ~ V,,
2(F) dcxy

u —1
fi,

donde la suma se esttiendea todas las caras F de codimensión2 de A , V,,2(F) es el volumen

((‘u ——2)-dimensional)de la cavaRy Úp es el ángulo diédrico en la cara E. (En el caso u—2 = O

convenzmosen que V0(E> = 1).

Demostración.Retomamoslademostraciónen elpuntoal quehabíamosllegadoen lasección4. Recorde-

mos quepartíamosde un n-símplice

st >0}flS7e)

(donde habíamoselegido la base <‘¿o, . . . , ‘¿4 de modo que todos los vectoresw, de la basedual

fueran unitarios), y deformábamos A desplazandouno cualquierade los vértices,ir1 , en la direcciónde

otro cualquiera, ‘¿o , y dejando todos los demás vértices fijos. Concretamente, definíamos para todo 1

suficientementepróximo a 0, el u—simplice

At = {Ao ‘¿o + ‘X~ (vi ~.~tiro)+ A2 ‘¿2 + + A,, ir,, A0 =0, .. . A,, =0 4 fl S7e)

Los únicosángulosdiédricos que varian son los ángulosen las aristas de la cara opuestaal vértice

‘¿o , es decir, los ángulosdiédricosc~o,(t) en las caras de codirnensión2 de A~ que son de la forma

Eo/i) (i = 1,... ,n’). Por tanto,queremosdemostrarque

dV,,(A~) — e dcxo~(t

)

di ~ u——-1 >3v~2(r0~). dI
.=1

En el apartado4 habíamosvisto que

II’

~ L = u ~í Zv,,~2(F0o <> 1 dfo~(t

)

(wi,xv1> — <w0,xv~>
2¡ ~ í o

dondefo~(i) = Sólo falta ver, pues,que

dcto~(t) 1 dfo4t

)

dt = o ~‘¡<wo,Wo>. <w~,w~> —-<WC, w~>2¡ di o
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Hay quedistinguir varios casos

aCaso1. Si <xv0, WC) . <w~, w1> — <xvo, xvi>
2 > 0, entonces,para t próximo a 0, el plano generado

por wo(t) y w,(i) tiene una métrica definida, y el ángulo diédrico en la cara Fo4t) es (Yo,(t) =

Ir — arccos(fo
1(t)) - Por tanto,

1 dfo1(t

)

dt ¿=0
1

<kwo, ivo> . (W~,W1> — <Wo,W1>
21

(teniendoen cuentaque los vectoresw~ tienentodosnorma 1).

oCaso2. Si <wo, w
0> - <xx’> xvi> — <xvo, xv~>

2 < 0, entonces,parat próximo a 0, el plano generadopor

wo(t) y w
1(t) tiene unamétricade Lorentz. Hay tres posibilidades:

(i) <w0, ivo> . <w~, xvi> > O y <wo, w1> < 1)

En este caso,ao,(t) = —arccosh(—--f01(t)) luego

daodt

)

1 df111(t

)

dif%(0) — vio

(u) <w0, wo> . <xvi, w~> > O y <WCí, W~> > O -

Ahora a~(t) arceosh(fojt)) , y portanto

dcvo1(t

)

di
1 dfo1(t

)

dif~J0) — 1 —1)

- <ivo, xv,) . <iv,. W~> — <WC, w~>

2~

1

v3¡<W0~xvo> . <xvi,xvi> — <ivo,

(iii) <iv

0~ wo> . <w~, w~> < O -

En este caso,a01 (t) = arcsenlí(fo1(t)) , luego

drx(í¿(t

)

di 1 + L00)

dfo1(t

)

(=0

1

V”l <WC, xv,) <xv1, w) — <w0, xv1>
2)

Por tanto,
dV,,(A

1

)

di

It

u — 1 >3k’ 2(F01)
:=1

da01(1

)

di

Comolaelecciónde losvértices‘¿o y y1 es arbitraria,resultaquela fónnulade Schláffi quequeremos

probar, se verifleaparauna baseformadapor u(n + 1) vectorestangentesal espaciode u-simplicesen

el punto A , y por tanto es cierta en general.

El

dey01
dt

1 — f~(0)

u

0*

a

e-

e,’

It,

df01

di

e’

a

u’

e-

e-

e

e-

e.’

df01

di

a’

ti

e->

a-

df01 (1

t~=0

e-

a

a

a’

e’

e-

dfo4t

)

di t=o
e-

It.

e’

e.

e’

a-

e.

e.

e.
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4. APLICACIÓN 1: VOLUMEN DUAL DE UN TETRAEDRO HIPERBÓLICO

EN DIMENSIÓN 3

Llamaremosvolumendual de un r¿-simplicehiperbólico A en fi7; , ala “medida’ del conjuntode

hiperpíanosde fi7; que intersecanal símplice dado. Hay dos manerasnaturalesde definir una medida

en el conjunto1’,, de hiperpíanosde H7; . Por una parte, P7; se puede identificar con el grupo de

Lic 0(1,n)/J , donde5 es el subgrupode 0(1, ri.) formado por todas las transformacionesque dejan

invarianteun hiperpianodado de Hti - Estegrupo de Lie tiene unaforma de volumen invariantepor

traslacionesa izquierda,que define una medidaen Pti (cf. [Sa
2]). Por otra parte, la esferade de Sitter

871) (que denotaremossimplementeSf’ a partir de ahora),es una cubiertadoble de P
ti , mediante

la aplicaciónque a cadapunto ir e S~’ le asociael hiperpiano de E” ortogonal a ir (con respecto

al producto escalarde Minkowski de ft~+I). Como la forma de volumen de S~ es invariante por

la aplicaciónantipodal, resultaque induce tambiénuna medida en Veamosque ambasmedidas

coinciden.

Seax
0,x1,. . . ,x,, una referenciaortonormalmóvil en fl~+I con <xo,xo> = —1, <x~,x~> = 1 si

= 1,. . . , u, y <xi, x3> = O si i ~ ji. Segúnel método de la referenciamóvil, las formas de Maurer-
ti

Cartan w0 parael grupo0(1,n) estándefinidaspor las relacionesdx~ = E w~ x1 , 1 = 0,... ,u . y
j’=C

verifican que w01 =~ , = —w1, (i, ji = 1,... u). La densidadde hiperpíanosconsideradapor

Santalóes la forma C17’~ = wo,, A w,,1 A .. . A w,,,,,.1 (cf. [Sa2],117.17.3).

Vamos aexpresarahorala forma de volumen de 8~ en términosde estasformasde Maurer-Cartan.

Fijemos 1 e {1, . . . ,u — 14 , y supongamosque x e 8f~ estáen el plano vectorial (riemanniano)

generadopor x, y x,,. Entoncesx cos(s~)x,, + sen(s~) x~ , donde s~ es la distancia de x a x,, -

Si suponemosx,-, y x2 fijos, y que x se mueve sobre la geodésicaque une x,~ con x~ , entonces

dx = (—-sen(s~)x,, + cos(s~) x~) ds~ - Si, por el contrario, suponemosque x e S~ estáen el plano

vectorial (de Lorentz) generadopor x0 y x~ , y queexisteunageodésicaL que une x con x,,, entonces

x = cosh(so)x,, + senh(so)x0 , donde~o es la distanciade x a x,,. Suponiendox,, y x0 fijos, y

quex se muevesobrela geodésicaL, tenemosentoncesque dx = (senh(so)x,, + (:osh(so) xo) ds0 -

En particular,cuandos~ = O (i = 1,... u —1), se tiene quex = x,, , y de lo anterior se deduceque
n—1 7;

dx7; = 3 x9 dsg - Como,por otraparte,dx,, 3 w~,, x9 ,resultaqueds~ = w~,, (1 = 0,... u— 1).
j=O j’=O

Entoncesla forma de volumen de Sj’ es, a menosde cambio de signo (es decir, de cambio de la
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orientaciónen Sp),

dSp’ = d.s1 A . . . A ds,,..1 A ds0

= ¾,,A... A w,,1,, A W0,,

= (í)ti—i wo,, A w1,, A... A w,1.1,,

= w0,, A w,,’i A.. A
0,,,,,í

=dPti

En consecuencia,el volumen dual de un n-simplicehiperbólico se puedecalcularcomo el volumen de

un cierto subeonjuntode la esferade de Sittcr.

4.1. Polar y dual complementario de un símplice hiperbólico

SeaA un u-simplice del espaciohiperbólico H” - Sea tiro, . . . , ‘¿,,} una basede 117+1 ~J que

A={sto’vo+...-j-st,,y,, ¡sto=0 ‘r,,>04 flH”jysea{xvo,...,w,,}labasedual,queestñ

formadapor vectoresespaciales.

Asociaremosal símplice A los dos subeonjuntossiguientesde la esferade de Sittcr S~

(i) el po/av

A*={stowo±...±x,,.w,jstobú T,,=04flS~

que es intersecciónde S{~ con un cono simplicial de 11V1 , pero no es acotado y

(fi) el dual complementario

e

A” = {st~ ivo + . + st,, xv,, st
0 =0y x~ =0paraalgún i e 41 ufl 1) Sj~

que es un subeonjuntocompactode Sj’ pero no es un simplice.

Lema 4.1.1. Cl dual complementarioA’” es un poliedro compactoen Sj’ , cuyas caras de mdi—

menston mayor o igual que 1 son todas riemannianas (es decir; son simplíces esféricos). El polar

no es acotado, pero todas sus caras de cndimensión mayor o igual que 1 son, también símplices

esféricos, y además toda cara de A* de codimensión mayo7 o igual que 2 es también cara de A’”

El ángulo diédrico de A~ en una cara de codimensión 2 es el opues¿o del ángulo diédrico de A”

en la misma cara.

De,nostracwn. La compacidadde A’” sera una consecuenciaclara de su interpretacióngeométrica

(ver lema 4.12. másabajo), pero también podemosdemostrarlaahora, comprobandoque para todo

we{stowo±...±st,,w,jsto=Oyx1=Oparaalgúnic{1 u}},es<xv,w>>0(cf. lema

3.12). En efecto,como <w, ‘¿0> = st0 =O , resultaquexv no puedeserun vectortemporalo luz contenido
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en el mismo semiconotemporal que ‘¿o Pero como (w,v~> = st~ =U paraalgún i e ~l n}

resultaquew tampocopuedeserun vector temporal o luz contenidoen el otro semiconotemporal,luego

necesariamenteiv es un vectorespacial.

El dual complementarioA’” no es intersecciónde S~ con un cono simplicial de Rr± , pero si se

puedetriangularen n—simplicescuyascaras son todasriemannianas,de la siguienteforma. Paracada

u-uplade signosa = (e1 e,,) e {±l}~ ,definimosel conjunto

= {xo ivo + stí eíw1 + ... + st,, . c,,w,, sto =0,...,st,, =04q

Entonces& iV’ ‘‘~ y A
1’ — U A~ - Si a # (1,..., 1) , entoncesA0 es un n—simplice de

tul,... II

cuyascarasson todasriemannianasporqueson ortogonalesa los vectorestemporales‘¿o - x’,, -

ElpolarA*noesacotado,porqueA*LJAP— {x w
0+ +x,,w,, st0 >0}nSp,que

claramentees no acotado.Sin embargo.todaslas carasdel conosimplicial O ‘¿sto ivo —1- + st,, xv,,

sto > 0,. .. , st,, =04 son riemannianas(pues son ortogonalesa los vectorestemporales‘¿o, . .

y por tanto cortana S~ en símplicesesféricos. En consecuencia,todas las carasde A
4 son símplices

esféricos.

Sea F.t = {stowo+~.+st,,xv,,jxo>0 st,, =0;st,=st
5 =oJnSyunacaradeti

codimensión2 de A* - Entonces flt también es una cara de codimensión2 de los tres simplices
ti

At’~ ~ de la triangulación de A’” para los cuales CL = 1 si k ~ {i,j} , y ademásFt no es

cara de ningún otro simplice de la triangulación de A’” - El ángulo diédrico de A
4’ en la cara F¿ es

——ang(v,, ira) ~arccosh(<irt’¿J>) , mientrasqueel ángulodiédrico de A2 en la misma caraes la
lvii . luí

sumade los ángulosdiédricosde los tressimplicesdc la triangulaciónque incidenen RS , que es igual

a

<‘¿U’¿1>

)

( — ang(—’¿~,‘¿~) — ang(’¿j,—‘¿j) — aríg(—’¿j, —vi)) = ang(’¿j,ir) = arccoslí( ~
El

En las siguientesfiguras se muestranalgunosejemplos en dimensión2, para aclarar la relación

entreA, A4’ y A’” -
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Figura 6

Rigara 7 (vista en el modelo proyectivo de Beltrami—Klein)
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Veamosa continuaciónla interpretacióngeométricadel dual complementarioA’” de un simplice

hiperbólico A -

Lema 4.1.2. Existe una biyección entre el dual complementarioA’” menos un subconjunto

de medida nula, y el conjunto de hiperpíanos hiperbólicos que cortan al símplice A . Esta

biyección está dada por la aplicación que a cada punto xv de A’” le asocia el hiperpíano de fi7;

ortogonal a iv

Demostración. El vectorxv = sto xvo + + st,, xv,, ~ O es ortogonalaun hiperpíanoque cortaa A

siysólosi existenyo=Uy,,> Onotodosnulos,talesque<xv, yo ‘¿o+~+’ij,, ir,,> =0,

es decir, tales que st
0 Yo + + x,, y,, = O (pues <‘¿~,w) = t~g ). Esto ocurre si y sólo si existen

i,j e 40,... ,u4 , i # j , tales que x~ =O y st~ =ú . Cambiandoxv de signo si es necesano.

podemossiempresuponerst0 > O y algún st~ =ú , i = 1,...,u , con lo cual —~— e A’” . Por tanto,la
¡xvi

aplicación quea cadapunto xv de A’” le asociael hiperpíanode IzI’~ ortogonala xv , tiene por imagen

el conjunto de hiperpíanosH
7; que cortana A . Estaaplicaciónno es biyectivaporquehay puntosde

A2 queson antipodales,y tienen,pues,lamisma imagen. Ahorabien, los únicospuntosde A’” paralos

cuales su antipodalpertenecetambiéna A’” , son los que tienenla coordenadast
0 = O y algún st~ =O

= 1 u - Son, por tanto,puntosdel bordede A’” y constituyenun subeonjuntode medidanula.

El

Del lemaanteriorse deducequeelvolumendualde un n-simpliceA en fiti coincideconel volumen

de su dual complementarioA’” en S~’ - Paracalculardicho volumen,utilizaremosla fórmuladiferencial

de Schláfli en la esferade de Sitter, obtenidaen lasección3.

Lema4.1.3. SeaA una familia de n—símplices hiperbólicos que depende diferenciablemente de uno

o más parámetros. Entonces los duales complementarios A’” varian también diferenciablemente

segz¿n los mismos parámetros, y se tiene la siguiente expresión para la diferencial de su volumen

V,,(A’”)

dV,,(A’”) — 1 dcv~.
n—1

Jz~

donde la suma se extiende a todas las caras E de codimeusión 2 del polar A
4’ (que son también

caras de codimensión 2 de A’”) , V,,
2(F

t) es el volumen ((u — 2)—dimensional,) de la cara

y ay. es el ángulo cheidrico de A’” en la cara E4’. (En el caso u — 2 = O , convenimosen que

Vo(F4’) = 1).
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u’

Denwstracibn. SeaA={xoiro+...+st,,’¿,, sto=0,...,x,, >04 flfi” ,ysea{xvo,...,w,,4

la basedual de {‘¿o ‘¿,,} - Consideremosla triangulacióndel dual complementarioA’” vistaen la

demostracióndel lema4.1.1:

ti A’
1)

dondeAa = {st
0 iv0 + stí . eíxv1 + + st,, . e,,xv,, ¡ st0 > 0 _st,¡ =04 fl Sj’ para cada n—upla

de signos a = (ci e,,) e {+14’~ - Si A varia diferenciablemente,entoncestodos los siniplices

Aa quetriangulan A” varian tambiéndiferenciablemente,y podemosaplicarla fónnulade Schláfii para

determinarla diferencialde su volumen. Veamosquela sumade losángulosdiédricosen tornoa cualquier

carade codimensión2 dc estatriangulaciónque no seaunacaradel polar A’ , es constantementeigual

a cero, y por tanto esacarano contribuyea la fórmulade Schláfii.

SeaF~4 ={stowo+stíeixvi++st,we,,xv,, x0=0 st >O;st,=x1 = 04flS~ unacara

de codimensión2 de AU , dondea = (e1,... e,,) # (1.... 1) Supongamosque esta cara F<, no es

unacaradc & , lo cual equivalea que Ck = —J paraalgún l~ ~ {i,j} - Si í # 0 y ji # 0, entoncesTj

estácontenidaen el interior de A’” , y hay cuatrosimplicesde la triangulaciónde A” que incidenen la

cara F~ , correspondientesa las n-uplas (e1 ±-,.., t,..., e,,) - La sumade ángulosdiédricos

en tomo a E,1 es entonces

2e~ ej ang(’¿i ‘¿g) — 2e~ e~ ang(v,., y1) = O

Si i = O , entoncesE,~ estácontenidaen el interior de unacara de codimensión 1 de ~ y hay

dos símplicesde la triangulación de A’” que inciden en la cara E01 , correspondientesa las ti-uplas

(e1,.. . ,+e1,..., e,,) - La sumade ángulosdiédricosen torno a F01 es también

c~ ang(vo,v~) —- eg ang(’¿o,ir) = O

En consecuencia,

dVrÁA”) = u >3 v,,~~2(F’) dc~j.”
lv.

dondela sumase extiendea todas las carasE’ de codimensión2 del polar A’
o
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4.2. Volumen dual de un tetraedro hiperbólico en dimensión 3

Proposición 4.2.1. (Santaló, [Sa2],§11717.5,nota 1) SeaA un tetraedro hiperbólico en E
3 , y sea

A’” su dual complementario. Entonce,s se ‘verifica ¿a siguiente relación entre el votomen de A y su

volumen dual:

V
3(A) + V3(A’”) ~ >7(rr — cxy) V1(F)

E

donde la suma se extiende a todas las aristas F del tetraedro A, V1(F) es la longitud de la arista

F y ay es el ángulo diédrico en la arista T’

Demostracibn. SeaA={xoiro+...±sta’¿a¡sto=0,...,sts=0} ÑH%ysea{xv0 xv3)’la

basedual de {‘¿o,.. - ,‘¿~} - La fórmulade Schláfii hiperbólicadice que

dV3(A) = —~ >7 V,(F) da~5
O=i<j=3

dondeF1, {sto’¿o+~..+st3’¿3 sto=0 sts=0;st~=stg=0}flH
3y a~

1esel ángulodiédrico

de A en la aristaF~5 -

Por otra parte, el lema4.1.3 anteriorafinnaque

dV11(A”) — ~ >7 Vi(F,~) dcvj¿
0<k<I<3

dondeF5={stowo±...±st3wssto>0,...,st3>O;stp=st¿=oJnfl
3yc<~eseíángulo

diédrico de A’” en la arista fl5 , que por el lema4.1.1 es igual a ang(vk,u) -

Se verifican entonceslas siguientes relaciones. Dados O < i < ji =3 , si denotamospor

O < k < 1 < 3 los otros dos elementosde «>, 1,2,34 distintosde 1, ji , entonces

Vi(FZ
1) = ang(wk,wo) = w — aíj y a~1 = ang(’¿k,’¿l) = V1(F~5)

En consecuencia,

1
dV3(A’”) = 2 > (ir’— a0) dVí(E0)

0=i<j=3

1>7 () &x~(F)
1 >7 V

1(F0) da~g—l—
1 >7 V

1(F~f> da0

0=i<j=3 0=i<1=3 O=i<jC3

d(>7 (ir—a ) .V1(F-)) —dV3(A)

0=i<j=3
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Por tanto,

d(V3(A) + V3(A’”)) = dA >7(ir — ay) . V1(F))

E’

dondela sumase extiendea todas las aristas F del tetraedroA Integrando,resultaentoncesque

V:s(A) + V:s(A’”) = 1 — ay) . Ví(F) + constante
¡7

Paradeterminarlaconstante,observamosquesepuedehacerqueA degenerecii un punto,de manera

que las longitudesde sus aristastienden a cero, y la expresión4~ 3,~-jir — ay) y1 (E) tiendea cero.

En ese caso,su dual complementarioA’” degeneraen un plano (de volumen cero), y en consecuencia

VB(A) + V3(A’”) tiendea cero. Por tanto, la constantees nula, y se obtienela fórmula buscada.

El

En dimensiónsuperior,la relación entreel volumen de un n-simplicehiperbólico A y su volumen

dual no es tan inmediata,debido a que en ese casoel volumen de unacara de codimensión2 de A

coincideconel ángulodiédricode A’” en unacarade codimensión(u —1) # 2 , que yano apareceen la

fórmulade Sehláfii parael volumende A’” - Parageneralizarla fórmuladel volumen dual adimensiones

superiores,necesitaremosunas identidadesque se probaránen la secciónsiguiente,y que tambiénnos

permitiránobtenerunas fórmulas de Gauss-Eonnetpara n-simplicesen la esferade de Sitter S~ con

todaslas carasriemannianas.

5. APLICACIÓN 2: FÓRMULAS DE GAUSS—BONNETEN LA ESFERA DE DE

SITTER, PARA SÍMPLICES CON TODAS LAS CARAS RIEMANNIANAS.

En estasección,se obtienenunasfórmulasparasimplicesde S~ cuyascarasson todasriemanníanas.

que relacionanel volumendel simplice con ¡os volúmenesde susaristasde diversasdimensionesy con

los ángulos diédricosen esasaristas,en analogíacon las fórmulas generalizadasde Gauss—Bonnetpara

símplicesesféricose hiperbólicos (cf [Sai]).

SeaA un u-simplice en la esfera de de Sitter S{ , tal que todas sus caras tienen una métrica

inducida riemanniana. Sea {‘¿o,. . . , ‘¿,,4 una base dc R~±’i tal que A = { sto ‘¿o + + ~,, ir,, 1

st0> O st,, =04 n SQ , y sea {xv0 xv,,4 la base dual, que está formadapor vectores

230



temporales.Podemosencontrarentoncessignose0,... e,, CE {±i4talesque ECWO e,,xv,, son todos

vectoresdel semiconotemporal superior. Llamaremossímplicehiperbólico polar de A a

A
4’={sto.eoxvo+.’.+x,,’e,,xv,, ¡sto=0,...,st,,=O4flH”’

Definición 5.1. DadoO < y <u — 1, y dadaunacara de codimensiónr + 1 del simphceA

i
0.,.~,. lOO ¡O ,....x,~.>0; st~0=...=zzsti=04 nS~’

llamaremosángulo polar de A en la cara E¡0 . al símplicehiperbólico de dimensiónr siguiente:

= {st~0 ~i<”i~ + ~ .eitWir 1 ~ =0,...,sti =04<?h1~

(quees unacaradel simplicehiperbólicopolarA
t>. Definiremosla medida algebraica del ángulo polar

e10. . . Z~. como:
o. -

dondeV~((S~
0 . . ~) es el volumen(r-d¡mensional)del símplicehiperbólicoC~0 . . , - Convenimosen

quecuandor=O,O~=e~=zhl para i=O,...,u.

Proposición5.1. Sea A una familia de u—.si’mplices en con todas las

dependen diferenciablernente de uno o más parámetros. Para cualquier 1

la siguiente igualdad:

r+2 )f( un

)

2 2

FC
1). [(u — r + 1)

.

2 2

>7
ditn(F9=r—f-I

>7

caras ríemannianas, que

r <u — 2 , se verifica

O
2.dV~±í(F)=

(1)

donde las sumas se esttiendeu a todas las caras E del srinplice A de la dimensión indicada, Op es

la medida algebraica del ángulo polar en la cara F , y Vk(E) denota el volumen (‘k—dímensional,)

de una cara E de dimensión k de A

Demostraci¿n. SeaE una carade codimensiónu — r — 1 de A - Como A tiene todas las carasrie-

mannianas,E es un símplice esféricode dimensiónr + 1 , y la diferencial de su volumen viene dada

porla fórmulade Schláfli esférica:

1
dV~±í(F)— r >7

Lcr
dirn(L)=r-’—1

V,,1(L) .da(L,E) (2)
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dondela sumase extiendea todaslas carasL de dimensiónr~— 1 de E , y a(L, F) es el ángulodiédrico

del simplice esféricoE en la caraL -

Por otra parte,seaL unacarade codimensiónti.-— r + 1 de A , y sea (-~~ el ángulopolar de A en

lacasa1~ . EntoncesCL es un símplicehiperbólico de dimensiónu — r , y la diferencial de su volumen

viene dadapor la fórmula de Schláfii hiperbólica. Como las carasde 0L coincidencon los ángulos

polaresde A en las carasE de codimensiónu — ‘e — 1 que contienena L , podernosescribir:

—1
dVr(OL) u—— r —1 >7

LG
dirn( ~$1~ 1

d/l(Sp, ep)

dondelasumase extiendeatodas las carasE de dimensiónr+ 1 de A quecontienena E , y /J(Oy,eL)

es el ángulodiédrico del simplice hiperbólico 0L en la caraOp’ -

Corno las medidasalgebraicasdc e,
0 y (-~ú son en realidad Op = +Vwr2(Op’) y =

±V,,r(OL) , resultaque la expresióndc la fórmula de Sebláflí hiperbólicaen términosdc las me-

didas algebraicasde los ángulospolares,es de la siguienteforma:

—1
dO~ = u r — >3

LCD
dindlqrr+1

Op. <LE) dIJ(&) VOL>

donder(L, E) = es un signo que dependede las caras L y E -
<9k.

Supongamospor comodidadque E = { sto ‘¿o+.~+ str+l ‘¿al st0 =O - , staí =04 fl

y L={stovo-4—..+stai ‘¿T+1 ¡xo=0,...,staí =0;sto=stí =04 flS~ ,queesunacarade

dimensiónr 1 de E - Entoncesel ángulode E en la cara E es

a(L, F) = ir— ang(w¿,w~)

donde w¿ , xv~ son dos vectores pertenecientesal subespaciovectorial de

{yo,...,v,,~i4 ,tales que <iv: ir) = t~ parai = 0,1;] = 0,...,r+1 -

generadopor {‘¿o - ‘¿a1 4 es ortogonalal subespaciogeneradopor {w,-~2,....

vectoresxv¿ , < estánunívocamentedeternúnadospor las condiciones{ 1 ~‘¿~>=

<W%ivk>=0

generadopor

Como el subespacio

xv,) , resultaquelos

(4)

Por otra parte, los ángulos polares de A en las

Ob = { str4~ c,.±2W,,±2+ + le,, C,~W,, 1 ~

caras F y fi

> o ,...,x,,

son, respectivamente,

= 04 nH” y

(3)

parai=0,1 ji=0,...,r+i k=r+2,...,u.
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= {XO6OWO+stí c1w1 +str±2<r+2WV+2+ ... +st,,~CnWn 1 st0 =0 st1 =0 ,Xr+2 =

O st7; =04 nH”.

Sus medidasalgebraicasson Op = . .. . . Vn..r..2Q
9p) y O~ co e

1 ~4+2 e,,

respectivamente,luegoel signo r(L, E) que apareceen la fórmulade Schláfii es ‘r(L, E) = e0 . e -

El ángulodiédrico del símplice hiperbólico (ú)L en la carae~ C5

f)(Cr,OL) = ir — ang(’¿5,v~)

donde ‘¿‘a , < son dosvectorespertenecientesal subespaciovectorialde R?+1generadopor{eowo, cuy1,

<r+2Wr+2, ... c,jW,~4 , tales que «,3w3> = ~ para i = 0,1 1 = 0, t,r + 2 u - Como el

subespaciogeneradopor {eowo, íxv,, t±2Wr±2, ... , c,,w,,} es ortogonal al subespaciogeneradopor

‘¿2, . ir,,4j 4 , resultaque los vectores‘¿¿ , ‘¿~ estánunívocamentedeterminadospor las condiciones

f <e,y: ,~,,> =

1,, <6 ir~ , ‘¿k> = O

Consideremosel subespacio vectorial U de flj%+í generadopor los vectores {‘¿2 -

Wr+2, .. . ,xv,,4 - Estesubespaciotiene codimensión2 en R~+í , porquees sumadirectade los dos

subespacios,mutuamenteortogonales,quetienenporbases{‘¿2 ir~±~4 y {W,-+2 iv) , respecti-

vamente.De las condiciones(4) y (5) se deduceentoncesque {w¿ , w~} y {6o’¿¿ , eíir) son dos bases

delplanol’1’ ortogonalail enRQ+í - Además,como<w,v1> =% parai=0,1; ji =0,...,r+1

resultaquexv es sumade iv, másunacombinaciónlineal de iv,-~2,.. . xv,, Y como <c,ir ,xvj> = ¿ti

parai 0,1 ; ji = 0, br ±2, .n , se tiene finalmente que <c1’¿,w) = % parai,ji = 0,1 Por

tanto, {w~ , w~} y 460< , cí<4 son basesduales del planofl’ . En consecuencia,

ang(iv~ ,xvl) = ir — ang(co’¿(, 61<)

y por tanto

da(L,F) = —d(ang(w¿,wl))

= d(ang(eo<,cí<))

=6061 .d(ang(v¿,v~))

— r(L, F). d13(OF,
0L)
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Teniendoen cuentaahoralas fórmulas de Schláfii (2) y (3), resultaque y,
e,

dV,,+~(F) =

Vrt(L) . dcr(L, E)

Op -r(L, E) . díJ(Sp’, Or)

V,,i(L). (u~jí——- 1 >7
LE 1”

clin¡ (í.fl’,’+ 1

~—<f,E) dflQ9,<,eL))

Vri(L) .dOL

Usandolas propiedadesde la función gamma,llegamosfinalmentea la fórmulabuscada:

r+2 n-—’c—í
17 )F(

2 2

.P(
1) .rjt —— r+ 1

2

>7
dtu~(¡flzrr-i- 1

>7
d¡n«F9’ —I

Oi-. dVr<(F) =

V,’
1(F) dOp

El

Vamosa definir las constantessiguientes(cf [Safl) paraO S i =u —

f(Z±I).f(32s2

)

2 F(tj’)
Vol(S’)

Entoncespara 1 =~ =u ——2 , la igualdad(1) se puedeescribir tambiéncomo:

>7
dOn (E) =‘r+ 1

1k. dV,±,(E) — >7
dun(R)~r-— 1

= O (6)

Observación5.1. En la demostraciónde la proposición5.1 no se ha usadoen ningún momentoque el

símplice A seacompacto. Por tanto, las igualdades(6) se verifican tambiénparacualquiersubeonjunto

(no yacio) de laesferade de Sittcr S~ queseaintersecciónde S~ con un cono simplícial de }{7+í , y tal

que todassuscarasde codimensión> 1 seanriemannianas.(Porejemplo, el polar A* de un n—símplice

hiperbólico A , cf. lema411.)

>7
dtm( E.’) =‘ —j— 1

1
7.

—1
7.

>7
¡ ‘u (E) =, + l

>7
dnn( L) =, —1

>7
LCD

d ir’ (L)r7’— 1

>7
LEE’

u —— r’ — 1
1~

u — r — 1
‘y.

>7
d¡ni(L)=r—-1

>7
d¡n«L)z’:~ —u
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Una fórmula de Gauss-Bonnet.

Proposición 5.2. Sea A un u—símplice en la esfera de de Sitter S~ tal que todas sus caras sean

rzemannzauas. Entonces

[i9]
>7 (flk

k=O

>7 V2~(F).Op = O
dirn( E)z~2k

(7)

donde se suma sobre todas las cara.s F de A de dimensión par, V2k(F) es el volumen de una cara

E de dimensión 2k’ , Op es la medida algebraica del ángulo polar de A en la cara E , y c~ es la

constante definida por

Vol (S~)
ci

2
si O < i <u — 1 y c,,=i

u
(Estamosusandoaqui los siguientesconvenios: si lv = — entoncesel ángulopolar O~ en todo el

2’
u — 1

símplice se toma igual a —1 ; si lv = 2 entonceslos ángulospolaresen las carasdc codimensión

1 son ±1(ver definición5.1) , y si lv = O entonceslos volúmenesde las carasde dimensiónO son 1)

Observación5.2. Paradimensiónu par, la fórmulade Gauss-Bonnet(7) permiteexpresarel volumen

del n-símplice A en ténninosde los volúmenesde símplicesde dimensiónmenor:

V,1¡A) = >7 (—1<’

k~zO
>7

din, (lv) =2k

V2k(F) . Op

Cuandou es impar, la fórmulade Gauss-Bonnetno incluye el volumen del propio símplice, y por tanto

no da unaexpresiónde V4A) en términosde los volúmenesde simplicescte dimensiónmáspequeña:

Z(l)k c~I~
k =0

>7 V2dflOr=0
di,n(fl2k

si u es impar

Demostraciónde la proposición 5.2. Vamos a hacerla demostraciónsólo en el casoen queu es par;

el otro casoes análogo.

Sea,pues,u un númeropar y A un u-simpliceen ~? tal quetodassus carasson riemannianas.La

fórmulade Schláfii en laesferade de Sitter (teorema3.5.1) dice que

1
dV,7A) = u —1 >7 V,,2(F) dap

fi,

si u es par
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u’

donde se sumasobre todas las caras F de codimensión2 de A y a¡.’ es el ángulodiédrico de A en la

cara E. Ahora bien, de las definicionesde ángulodiédrico y ángulo polarse deducefácilmenteque el

ángulopolar de A en la cara F es Op = —ay - (En efecto,con las mismasnotacionesdc la definición

5.1 se tiene que, si xv, , xv2 son los vectoresortogonalesa la cara E , entoncesay = —ang(xv3 , xv)

mientrasqueOp = <~., ‘angQ w, , 5w.,) = (crei)’<arig(w1 xv.,) = ang(w~ xv)) Por tanto,también

podemosescribir

dV,,(A) — >7v(12)

u—— 1 dO~

Teniendoen cuentaademásque la constante~ = 2 F(!frÁ) resultaque

(\fl n—’2dV,,(A) = (—1) c,,2 - >7
ci, ccc( £ )=,, —2

Considerando,por otra parte, las relaciones(6), se tiene:

(,,—2

)

>3
dim(P)zz,,—2

>3
dinc(P)=,,—2

V,,2(E) dOp’ = (—ij% - dV,,(A)

O,- dV,,2(F) + (~i) >3
rl’,,, (1’) ti. —4

V,,4(F) dO~ = o

e4 >3 OpdV4(F)—c2’
dini( £9 =4

~2 >3 OpdV2(F)+co’
dicn(F)=2

>3 V2(E) dO~ = 1)
clic ci ( E)

>3 dO,,’=0

Si sumamostodasestasigualdades,obtenemosque

(—1)? . dV,(A) = d(Z(—1 )k c2L >7 \&,JF) . 017)
clitii(I’flzx2k

e integrandoresultaque

V,,(A) = >7 (—l)~ ‘<2k -

k=0

>7 V2y}E) . 0¡— + constante

Paradeterminarla constantede integración,consideremosel casolimite en el queel simplicehiperbólico

polar A degeneraen un punto, de modo que todos los ángulospolaresde A tiendena cero. Entonces

6
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el simplice A degeneraen un subeonjuntocontenidoen un hiperpíanode S~’ , y por tanto y,, (A) -~ 0 -

En consecuencia,la constantede integraciónes nulay se obtienela fórmulabuscada:

(...i)i. V,I(A) = >7(í)k c~ >7 V2k(P) . Op~
kzzO dirn(fl:z2k

El

Observación 5.3. 1—le llamado a la fórmula (7) fórmula de (Jauss-Bonnetdebidoasuanalogiacon las

fórmulas generalizadasde (lauss-Bonnetparapoliedrosconvexosen el espaciono cuclideode curvatura

constantetc ±1(cf [Saí], ¡AVS]). Sin embargo,existela diferenciaesencialdequeen la fórmula (7),

parasimplicesde la esferade de SitterS~’ con todassus carasriemannianas,el segundomiembrode la

igualdades cero. Por tanto, si tratáramosde generalizarla fórmula (7) a poliedrosde Sj~ triangulables

mediantesímplicesde este tipo, no apareceríala característicade Eulerdel poliedro.

Observación5.4. El mismo procedimientoutilizado en la demostraciónde las proposiciones5.1 y 5.2

se puedeaplicar tambiénen los casosesféricoe hiperbólicoparaprobarlas citadasfórmulas de Gauss-

Bonnetparasimplicesen S’ y E” - Dichasfórmulasse puedendeducir,pues,de las fórmulasde Sehláfli

esféricae hiperbólica.

6. APLICACIÓN 3: VOLUMEN DUAL DE UN n-SIMPLICE HIPERBÓLICO.

(GENERALIZACIÓN DE UNA FÓRMULA DE SANTALÓ.)

SeaA = {x0 ‘¿o +~ +~,, ir,, sto >0 ,.. st,, =0} 12 E” un n-símplice hiperbólico,y sea

{w0 w,,4 labasedualde {v0,. . . ,v,,} . ConsideremoselpolardeA, At {sto wo+. . .+st,, w,,

st0 > 0,...,st,, = 0}nsp , y el dual complementario, A’” = {ro ii’0 + ±st,, xv,,

st0 = O y st~ =O para algún i e {1 u» n . Vimos ya en §4.1 que el volumen dual de

A (es decir, la medidadel conjunto de hiperpíanosde W~ que cortan a A) coincide con el volumen

V44E) de su dual complementarioen S~ . Ahora vamosa relacionarestevolumen dual V,,(A’”) con

los volúmenesde las carasde dimensiónimpar del simplicehiperbólico A y con los ángulospolaresen

esascaras.

Definición 6.1. A cadacarade codimensiónlv + 1 del simplice A (0 < lv <u — 1),

F={stoiro+...+st,v,jsto=0, st O~st%~ stik =04 PH”
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le asociaremosla siguientecarade dimensiónlv del polar A*:

{ i fl + + stik ‘¿it. 1 ti
1 =0. ‘1$, =O 4 12

Diremosque J~ y E
t son caras polares. Llamaremosángulo polar Op del simplice hiperbólico A en la

caraE al volumen de la carapolar J7* (quees un simplice esféricode dimensiónlv’ ; cf. Lema 4.1.1).

Observación 6.1. Si E es una cara dc codimensión2 de A y ay es el ángulodiédrico de A en E

entoncesel ángulopolar es O, = ir — ap -

Proposición6.1.Sea A un n—s’ímplice hiperbólico. Entonces su volumen dual es

tfl2
V7A’”) =

>7 ( jjk

k=O
>7

iiiin(1) r~2k+ 1
(1.)

donde 56 suma sobre todas las caras Y de A de dimensión impar, V
2t.+i(F) es el volumen de una

cara E de dimensión 2k + 1 , Op es el ángulo polar dc A crí la cara E , y c, es la constante definida

por

si 0 < i < ‘rí — y c,,=1

‘ti — 1
(Estamosusandoaquí los siguientesconvenios: si lv = 2 entoncesel ángulopolar O~ en todo el

u — 2
símplice se toma igual a 1 si lv = 2 entonceslos ángulospolaresen las carasde codimensióíi 1

son 1 , y si lv 0 , entonceslos volúmenesde las carasde dimensión0 son 1

Observación6.2. Paradimensiónu impar, la fórmula (1) permiterelacionarel volumendel u—siínplice

A consu volumen dual:

,,— :1
-r

V,7A’”) + (—1y
14’1 - V,já) = >7<q~ .

k’=O
>7

ilim(fls:2k±1

0~.

u’

e.

e”

e.

e-’

sí u es impar

En particular,paradimensión3 se obtienede nuevola fórmula de Santalóparatetraedroshiperbólicos:

2>7
riín4l’9’rI

1
V

3(á) + V.,(J) = - V1(E) . Oi~

u’-

u’

a

u’

e”

e-
Cuandou es par, la fórmula (1) relaciona. en cambio, el volumen dual del simplice A con su “área

superficial” S,~..1(A) ,esdecir, con la sumade los volúmenesde todassus carasde codimensión1: e-

e.

+ ti

k~O
>7

dirn(E)s~2k+1

sí u es par
e’

e.

u’

y,

y,

y,

e,
y,
u’

y,
e-

e-’

y,-

e.’

e-’

Vol(s
ti)

2

y,.

u’-

e-”

e.

e,—

e.

u”

u’

u’

u’

u”

e-’

e’
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En particular,paradimensión2, la fórmula dice que la medidadel conjunto de rectasque cortana un

triángulo hiperbólicopíano, es igual al perímetrodel triángulo. En dimensión4, dice que

3 V4(A’”) +2 83(A) = >7 V1(E) 9~
dirn(E)1

Demostraciónde la proposición5.1. Vamos tambiénahacerlasólo en el casoen quen es impar, pues

el otro casoes análogo.

Consideremosel polarA’ de A . AunqueA’ no es compacto,si es intersecciónde la esferade de

Sitter Sj~ con un cono símplicial de RV~
1 , y por tanto las igualdades(6) de la sección5 son también

válidaspara & (ver Observación5.1). Como las constantesc~ satisfacenla relación c~ =

tenemosque para2 <r <u — 1

>7 O~. . dV,,,±
1(fl) — c~ >7 V,,—>.1(F”) . dOy~ = 0 (2)

dirn( F~ ) ‘-ti —t’-f— 1 dliii (E•) ,, —r— 1

donde las sumasse extiendena todas las caras E’ del polar A’ de la dimensiónindicada, Op. es la

medidaalgebraicadel ángulopolaren la cara E’ , y Vt.(E) denotael volumen (k-dimensional)de una

cara E’ de dimensiónlv de A’ -

Como la basedual (‘¿o v,,} de {xvo w,,} estáformadapor vectorestemporalesque están

todosen el semiconosuperior, resultaque la medidaalgebraicadel ángulo polar de A’ en cadacara
>7* de dimensión lv , coincidecon el volumen de la carapolar E de A (cf Definición 5.1). Se tiene,

pues, la siguienterelación: si E c A y E’ c A’ son caraspolaresde dimensionesr y u — r — 1

respectivamente,entonces

V~(E) = Op. y Vnri(F’) =

Por tanto,para 1 <2 r <2 u — 2 , la igualdad (2) se puedeescribir también en términos de magnitudes

relacionadasconel propio símplice hiperbólico A en vez de con su polarA’ , de la siguienteforma:

>7 Vr...2(F) . dO~ — ½ >7 1k~ JV(E) = 0 (3)
dxm(E)r—2 diín(E)’~r

donde las sumasse extiendena todas las carasE del simplice A de la dimensiónindicada,Op es el

ángulopolarde A en lacara>7 , y Vt.(E) denotael volumen(lv-dimensional)de unacaraE de dimensión

lv de A -
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Por otraparte,si tenemosen cuentala observación6.1 y el hechode que la constantec1 = c,,2 =

(4)

r

u entoncesla fórmula de Schláfii hiperbólicadice que

dV~(A) = >7
ílíín(F9=n-”2

1

V~~2(E) d0~

y,

y,

e,

e,-’

e’
Análogamente,comola constantee1 = c,,2 = — , de la fónnulade Schláfii en la esferade dc Sitter

se deduce(ver Lema4. 1 .3) que:

dV,,(A’”) = >7 V,12(P’) da»’.
dirn(F)=ti—2

dondese sumasobretodas las carasE’ de codimensión2 del polarA’ , y a¡.~. es el ángulodiédrico de

A’” en la cara Y’ - En la demostracióndel Lema 4.1.3 se vio que ay. = Ví(E) , donde Y es la cara

polar de E’ . ComoademásV,12(F*) = Op resultaque

dV,-~(A’”) = e¡ >7
di ir’ (£9 1

O»’ dV1(E) (5)

Juntandolas ecuaciones(3), (4) y (5), tenemosque

>3 0»’ dVí(F) = dV~(A’”)
di in( 1’)—

>3 V1(P) dO~ — e3 >3
liín(F9=1 íiiríí(P9=3

Op. dV3(E) = O

V,,..4(F) dO~ +

V,,.....,(F) dO»’ =

>3
<lini( £9 ~u—2

O»’ dV,>2(F) = 0

Sumandotodasestasigualdades,obtenemosque

¡ n—3

d~Vn(A’”) + «-1) .V(A)) =d(

it —3

>7 (f)k .

6=0
>7

dim(I’9=2k+1

V2p~í(E) op.)

e”

e integrandoresultaque

n—3

(,,—:fl

V~(A’”) + (—l)~W~ . V,~(A) = >7(—’)~ . c~..fl
k=O

>7
di m( £9= 26+1

Op. + constante

1

*

y,

y,

•2

e,,

y,

e-

u’

cl

e1

u’-

0’

y,-

(-Isa

>3
dim(E’)=,o—4.

>3
dim(P)~n—

2

u’

e’

u”

u’

e.

u’

e-

e-

u’

e,,

e’-

e’

u’

e.’

2~10



Paradeterminarla constantede integración,consideremosde nuevoel casolímite en el queel símplice

hiperbólico A degeneraen un punto, de modo que AY degeneraen un hiperpíanode Sj1 , y por tanto

Vn(A) —-4 0 ,VdA’”) —+ O , y los volúmenesde todas las carasde A tiendena cero. En consecuencia,

la constantede integraciónes nulay se obtienela fórmula buscada:

n+I
V,.}A’”) + (—1) . V,(A) = >7 (—1)~ c

26~1
6=0

>7
iun(fl=’2k’-4- 1

V-.,t.±í(F).0»’

El
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