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INTRODUCCION

El contexto general en que se encuadra esta tesis ¢s la geometrizacion de variedades cerradas
de dimensidon 3 , que es una parte de la topologia de dimensién baja. Su inicio se remonta a 1976 |
cuando W.P. Thurston observo la conveniencia de imponer sobre una variedad diferenciable una estructura
geométrica adicional (por ejemplo, una métnca rnemanniana), para conseguir nueva informacion sobre las
propiedades puramente topolégicas de la variedad. En dimensién 2 es un resultado clasico de Riemann
(Koebe y Caratheodory) que toda superficie cerrada admite una métrica de curvatura constante. La genial
aportacidon de Thurston fue observar que también en dimension 3 es posible geometrizar las 3-variedades
de manera muy general. Toda 3-variedad cerrada se¢ puede descomponer de modo canénico en un numero
finito de piezas, segun un resultado obtenido independientemente por Jaco-Shalen y Johannson en 1976.
La Conjetura de Geometrizacion de Thurston afirma que todas las piezas de esta descomposicién canonica
admiten una métrica completa y localmente homogénea (ver, por ¢jemplo, [Ot]}). En dimension 3 existen
exactamente ocho modelos posibles para tales estructuras geométricas, tres de los cuales (los tinicos de
curvatura seccional constante) son los espacios hiperbélico, euclideo v esfénico (cf. [Sc], comparese por
ejemplo con [Bi]). El de mayor interés es el espacio hiperbélico, ya que las 3-variedades que se pueden

modelar en cualquiera de las ofras siete geometrias estin totalmente clasificadas (cf. [Sc]).

Una clase mas amplia de estructuras geométricas que, como veremos enseguida, interesa considerar
en una 3-variedad, es la formada por las estructuras geométricas conicas. Diremos que una 3-variedad
cerrada M tiene una estructura geométnca conica si admite una métrica de curvatura seccional constante,
que es singular a lo largo de un nudo o enlace ¥ < M (aunque existen definiciones mas generales, que
admiten la posibilidad de que 37 sea un grafo). Con més precisién, diremos aqui que A es una 3-vanedad
hiperbélica conica con singularidad un nudo X y angulo conico « << 2 , si cada punto del complemento
de ¥ tiene un entorno isométrico a una bola en el espacio hiperbélico H? | v cada punto de ¥ tiene un
entorno isométrico a un abierto del espacio obtenido identificando por rotacion los lados de un diedro de

angulo « en H? (ver figura 1). Denotaremos esta variedad conica por (M, Z, a) .

z

rotacion

Figura 1



Si la singularidad es un cnlace (con mas de una componente conexa), entonces los angulos conicos
pueden ser distintos en las diferentes componentes, pero la definicién es analoga. Por comodidad, en esta
introduccion supondremos siempre que a singularidad es un nudo. Las definiciones de variedad esférica

conica y variedad euclidea conica son también analogas.

La ventaja que presentan las estructuras conicas con respecto a las estructuras geométricas no sin-
gulares, cs que son mas flexibles: haciendo vanar el angulo conico, se las puede deformar de manera
continua. Esta propiedad las hace utiles para construir estructuras geométricas (no singulares) en 3-
varicdades cerradas y en orbiformas (“orbifolds” en inglés). Supongamos que una 3-variedad cerrada y
orientable A4 contienc un nudo ¥ tal que su complemento A/ \ ¥ admite una estructura hiperbélica com-
pleta de volumen finito. Se puede intentar deformar esta estructura, para pasar a estructuras hiperbolicas
conicas en la variedad M | con singularidad el nudo ¥ y angulo conico cada vez mayor. Si se puede
aumentar el dngulo cénico hasta llegar a 27/d | entonces se obticne una estructura hiperbélica en la orbi-
forma M con singularnidad ¥ ¢ isotropia ciclica de orden d . Las cubiertas de M virtualmente regulares
ramificadas sobre X (JLS]) con indice de ramificacidén o | si existen, son variedades hiperbolicas (cf.
[HLMg], por ejemplo). En particular, si d = | , entonces la propia varicdad Af tienc una cstructura

hiperbélica (no singular).

Por otra parte, al realizar una deformacion de variedades hiperbdlicas conicas, puede ocurrir que
exista un valor critico del angulo conico, para el cual las estructuras hiperbdlicas conicas degencran.
Tiene mucho interés comprender de qué maneras se puede producir la degeneracion. Asi por cjemplo,
el andlisis de [os tipos de degeneraciones posibles para dngulo menor que 7 es una parte esencial de la
anunciada demostracion del Teorcma de los Orbifolds (cf. [BP), [Hoo], ISOK], [Zh]). El caso de angulo
conico > w es mas dificil, pues podran aparecer fendmenos nuevos que no ocurren para angulos conicos
<« : por ejemplo, que ¢l nudo singular se corte a si mismo, convirtiéndose ¢n un grafo, o que sélo se
produzca degeneracion en una parte de la vaniedad conica. Las variedades conicas de angulo > 7 estan

atn completamente inexploradas y son de por si un objeto interesante de estudio.

Es, pues, muy importante conocer ejemplos concrctos de familias de variedades cénicas que de-
generen de diversos modos. Algunos ejemplos sc pueden encontrar en las notas de Thurston ([Thu,]),
en la tesis de Hodgson ([Ho1]), v en los articulos de Hilden, Lozano y Montesmos ([HLM; ] , [HLMz}),
dondc se realizan construcciones especialmente detalladas y explicitas. Precisamente el articulo de Hilden,
Lozano y Montesinos, On a remarkable polyhedron geometrizing the figure eight knot cone-manifolds

([HLM,]), sirvié de punto de arranque para csta tesis.

% ok k ok k ok Kk k K % ok X ok K K



El objetivo del presente trabajo es ofrecer un método general para construir familias continvas
de variedades conicas con angulos conicos < 27 . En el primer capitulo se describe el método; en los
capitulos tercero y cuarto se demuestra; y en el capitulo segundo se aplica a algunos ejemplos particulares.
El método consiste en obtener explicitamente poliedros de Dirichlet para las estructuras cénicas buscadas,
una vez conocidas las correspondientes representaciones de holonomia. A continuacion explicamos el

significado y ¢l alcance de esta frase.

Supongamos que M es una 3-variedad hiperbolica cénica con singularidad un nudo ¥ C M y
angulo conico v < 27 | y sea zg € M \ X2 un punto base cualquiera. El complemento del nudo singular,
M\ X, es, pues, una variedad hiperbélica, y se puede “desarrollar” en H® como sigue. Consideremos
su cubierta universal Mr\—_ ¥, que hereda una estructura de variedad hiperbolica, mediante levantamiento
de las cartas de un atlas hiperbolico de M \ 2 . Por ser MTE simplemente conexa, su estructura
hiperbotica se puedc describir globalmente, mediante una isometria local D : MTE — H* | que se
llama aplicacion desarrolladora. En efecto, las restricciones de /) a abiertos suficientemente pequefios
de Mﬁ\JE son cartas de un atlas hiperbolico de MTE . Entonces las transformactones cubrientes de
la cubierta MTE se transforman mediante D en isometrias de H?, y esto define un homomorfismo
o representacion de holonomia p + (M \ ¥,2¢) — Iso(H?) . El par formado por la aplicacion
desarrolladora 12 y ¢l homomorfismo de holonomia p es tinico a menos de la accion de Iso(H?) por
composicion y conjugacién, respectivamente. La imagen de p , p(m1(M \ Z,20)) C Iso(H") , se llama
grupo de holonomia de M \ ¥ . Como M es una variedad cénica de singularidad ¥ y dngulo conico

« , se ticne que la imagen por p de cualquier meridiano de ¥ es una rotacién de angulo o .

Si el angulo conico e¢s de la forma 27/n con n € N | entonces ¢l grupo de holonomia G =
p(mi (M \ E,20)) cs un subgrupo discreto de Iso{H*) , y la variedad cénica M es isométrica al cociente
de H? por la accion de G (M es una orbiforma hiperbélica, véase por ejemplo [MM]). Si se elige
cualquier punto O de H*® que no quede fijo por ningun elemento de (7, entonces se puede definir el
dominio de Didchlet para G centrado en O, como el conjunto de puntos de H® que distan menos del

punto base () que de cualquiera de sus imagenes por elementos de G :
P ={z el |d(z,0) < d(r,py(0)) , pata todoy € (M \ ,z0) }

Este dominio de Dirichlet 7 es un poliedro compacte v convexo de H? | que es un dominio fundamental
para la accion del grupo de holonomia G. Sus caras se pueden identificar dos a dos mediante isometrias

de G , dando como resultado la variedad conica M = H3 /G .

S1 el angulo cénico o no es de la forma 27 /n |, entonces incluso aunque el grupo G fuera discreto

(algo imposible si o es una fraccion irracional de 7 , y problemético si @ es una fraccién racional de =
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pero no de la forma 27 /7 ), no tendria sentido hablar de dominios fundamentales para la variedad cénica
M , yaque M no seria isométrica al cociente de H? por la accion de (7 . Sin embargo, ¢n el capitulo I
de esta tesis se prueba que si M es cualquier variedad hiperbolica cénica compacta con angulo conico
< 2m , entonces existe un poliedro hiperbélico compacto P , estrellado en un cierto punto basc O € H? |
cuyas caras (en nimero finito) se identifican dos a dos mediante isometrias hiperbolicas para dar lugar
a fa vanedad conica M. Existe un subconjunto finito 1" de = (M \ ¥, zy) tal que cada cara de P esta

contenida en un plano bisector de la forma
Hy={zeH" | d(z,0) = d(z, py(0)) }

donde v € ' . Llamaremos a los clementos de I' | facetas propias del poliedro P . Ademas, si ¢l angulo

conico es < 7 , entonces el poliedro P es convexo y se puede escribir de la forma
P={xcH|dz0) <d(= py(0)) para todoy &'}

Asi pues, este poliedro P es una generalizacion del dominio de Dirichlet de una orbiforma hiperbélica,
y se llamara poliedro de Dirichlet de la vaniedad hiperbolica conica M, con centro en el punto O. Los
puntos de P que (tras realizar los pegados de las caras) constituyen el nudo singular ¥ |, s¢ llaman “puntos
singulares™ del poliedro de Dirichlet P ; son una untén de segmentos disjuntos (y posiblemente algunos

puntos aislados) en el borde dc P .

Un teorema de existencia de poliedros de Dirichlet para variedades hiperbolicas conicas ha sido ya
enunciado y utilizado (sin dar ninguna demostraciéon completa) por Hodgson (|Hozl), Kojima ([Ko]) ¥
Zhou ([Zh]). El poliedro de Dinchlet se define, tanto en esos trabajos como en csta tesis, desarrollando
en H? ¢l complemento en M de Ja fractura (“cut-locus™ en inglés) con respecto a un punto base dado,
es decir, el conjunto de puntos x de M que se pueden unir con ¢l punto base ¢ por una inica geodésica
que minimice la distancia entre = y xg . El capitulo 111 de esta tesis esta dedicado a demostrar con
detalle que de ese modo se obtiene un poliedro compacto con un numero finito de caras, que es un
poliedro de Dirichlet. Aunque la idea no cs nueva, la demostracion no ha sido nunca escrita con detalle.
La demostracién que damos aqui tiene la ventaja adicional de proporcionar ademas una descripcion
completa del poliedro de Dirichlet, que permite construirlo explicitamente en casos concretos. En €]
mismo capitulo III veremos que también existen poliedros de Dirichlet para variedades euclideas y
esféricas conicas compactas con angulo cénico < 27 . Todo esto justifica la detallada demostracion que

ofrecemos aqui.

Dada una variedad conica (M, %, ) , nos planteamos el problema de encontrar un poliedro de
Dirichlet para ella. Para resolver este problema se procede en dos pasos. En primer lugar, se ha de

determinar la representacién de holonomia p de (M, 2, o) . La vertiente general de este primer problema
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es el objeto de estudio de varios autores ([CS], [GM] entre otros), y su aspecto computacional aparece
por ejemplo en [Bu], [He], [HLM:], {Kl] o [Riz]. Puede considerarse que el problema estd resuelto y
que sélo falta un procedimiento general de calculo. En esta tesis construiremos poliedros de Dirichlet de
variedades conicas {S%, ¥, &) para las que ya se conozca la representacion de holonomia como resultado

del estudio de estos autores. El segundo paso para obtener el poliedro de Dirichlet de (M, X, ) | es

3

determinar el conjunto finito I' de facetas propias. Este es precisamente el problema que se aborda en

esta tesis.

El objetivo ideal seria ¢l siguiente: a partir de la representacion de holonomia de una variedad
cénica dada M , determinar (o al menos acotar) el conjunto ' de facetas propias de su poliedro de
Dirichlet P centrado en un cierto punto base. Sin embargo, éste es un problema extremadamente dificil,

abterto incluso en el caso de que M sea una orbiforma.

El problema que se resuelve en el capitulo IV de esta tesis es menos ambicioso. Supongamos que
conocemos una familia uniparamétrica de representaciones p; : T (M \ &, z0) — Iso(H?) | { € [0,€) ,
que envian los mendianos de ¥ a rotaciones de angulo o, . Supongamos ademas que pg s la holonomia
de una estructura hiperbdlica conica en M con singulandad > | de la cual conocemos ya su poliedro de
Dirichlet Py centrado ¢n un cierto punto base O . Se trata entonces de “deformar’ cste poliedro Py para
obtener poliedros de Dirichlet 7; de otras estructuras conicas proximas, con holonomia p; . (Este s el

procedimicnto utilizado en el articulo [HLM, ] para un ¢jemplo concreto.)

Una pregunta basica que se plantea, es si existiran realmente tales estructuras cénicas proximas. La
respuesta es afirmativa, v se deduce del Teorema de Cirugia Hiperbélica de Thurston ([Thu,]), demostrado
en |CEG] o [Go:], por ejemplo. Partiremos, pues, de la hipotesis de que estas estructuras cxisten, y

estudiaremos de qué manera varian sus policdros de Dirichlet P, .

Un problema paralelo (que sc puede estudiar como un caso particular de éste, pero que tiene interés
por st mismo) es el de averiguar cémo varia el poliedro de Dirichlet de una vanedad hiperbolica cénica
cuando se cambia Ia posicion del punto base. Decimos que éste es un caso particular del problema de
hallar poliedros de Dirichlet para holonomias préximas a una dada, por el siguiente motivo. Desplazar
el punto base (sin modificar la holonomia) es equivalente a conjugar la representacion de holonomia por
una cierta 1somefria hiperbdlica (manteniendo fijo ¢l punto base). Por tanto, la variacién del punto base

se puede interpretar como una deformacion trivial de la estructura cénica.

La dificultad del problema estd en que, en general, los poliedros deformados 7; pueden tener
distinto tipo combinatorio que el poliedro inicial 7y (al contrario de lo que ocurre en el ¢jemplo, muy
peculiar, del articulo [HLM;]). Es decir, si bien toda faceta propia de P, seguira siendo faceta propia

de P, para ¢ suficientemente préximo a 0 , puede ocurrir que P; tenga mas facetas propias que Py .
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Veamos un ejemplo en dimensién 2 . En la figura 2 se muestran dos tesclaciones del plano cuclideo
por los dominios de Dirichlet correspondientes a dos estructuras euclideas (no singulares) en el toro T2 .
En la primera, ¢l grupo de holonomia esta generado por dos traslaciones en dirccciones perpendiculares:
Ti(z,y) = (z+ 1,y), mola,y) = (z,y + 1) . En la segunda, el grupo de holonomia esta generado por
las traslaciones 71(z,y) = (z + 1,y) vy mo{z,y) = (x + 1,y + 1) , donde ¢ > 0 es pequefio. Se observa
que los poligonos de Dirichlet pasan de ser cuadrados a ser hexagonos, es decir, aparecen dos nuevas

facetas propias.

T (O) (O) | i (0O)
" ,\ w

i HO)| T HO) | iy HO)

Fiqura 2
Para solucionar este problema, le asociarcmos al poliedro de Dinchlet inicial Py otro subconjunto
finito Ty de my (M \ ¥, 2q) , algo mas grande que ¢l conjunto Ty de facetas propias. Incluiremos ahora
aquellos v € 71(M \ X2, z¢) tales que el plano bisector Hy{0) = {z € H? | d{z, 0) = d(z, pp7{0)) } no
determine necesariamente una cara de Py , sino que “bascule” sobre una arista o un vértice no singular
de Py (en esc caso diremos que -y es una faceta fantasma de Py ). Llamaremos a los elementos de Ty,

facelas generales de Py .

T172(0)

g

7(0)
H _ H.
Ty L/ T2 ¥111r2
oy Hyy

7 {0) o (0)

0
RN I

®

Tl o) 5 HO) iy ' (0)

, : - -1 —1 -1,
Figura 3 : Las facetas genernles son: 71, 7, Vo, Ty ,T1T2 , TiTg , Ty T2 ,Ty Ty -
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Pues bien, si fijamos un pequeiio entorno U7 de los puntos singulares de 7y , entonces fuera de
ese entorno ¢l conjunto de facetas propias de Py esta contenido en el conjunto de facetas generales de
Py, si ¢ csta suficientemente proximo a cero (el grado de proximidad necesario depende del entorno
{/ clegido), cf. teorema [V.2.3. Sin cmbargo, puede que 7, tenga todavia mas facetas propias, que
correspondan a pequenas caras contenidas dentro del entorno U . Veamos otro ejemplo en dimension
2 . Pensemos en la orbiforma euclidea cuyo espacio subyacente es la esfera 82 | con tres puntos cénicos
de angulos 27 /3 |, 2x/3 , 2m/3 (ver figura 4a). El grupo de holonomia estd gencrado por dos rotaciones
p1 ., pe de angulo 27/3 . En la figura 4b se muestra una teselacidén del plano cuclideo por el dominio
de Dirichlet P centrado en el punto medio O entre los puntos fijos de p; v p2 , v todos sus trasladados.
Todos los vértices de la teselacién son puntos singulares. En este caso las facetas propias coinciden
con las facctas generales (v son p; , p2, pfl Y Py 1), pues recordemos que hemos definido como facetas
fantasma las que basculan sobre vértices no singulares. (Ciertamente se pueden también considerar en
este caso facetas “fantasma’ que basculan sobre vértices singulares, véase la figura 6 mas abajo; enscguida

comentaremos la dificultad que plantea el considerar ese tipo de facetas “fantasma” en general))

27 /3

27/3 2m/3

Figura 4a Figura 4b

Vamos ahora a desplazar ligeramente el punto base ) , de modo que ya no esté en el segmento que
une los puntos fijos de p; v p2 . Como va hemos dicho, esto se puede interpretar como una deformacién
trivial de la estructura conica (la holonomia queda conjugada por una pequeiia traslacién). En la figura
5 se muestra la nueva teselacion del plano euclideo por los correspondientes dominios de Dinchlet. Se
observa que han aparecido dos caras nuevas cerca de un vértice singular, que no corresponden a ninguna
faceta general del dominio inicial (aunque corresponden a facetas “fantasma”™ que basculan sobre ese

vértice singular).
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Figura §

Lo natural seria, pues, ampliar aun mas el conjunto dc facetas generales de P , afiadiéndole todas
Tas facetas “fantasma” que basculan sobre aristas o vértices singulares. Si el angulo cénico es de la forma
27 /n (como ¢n este ejemplo), entonces hay una cantidad finita de planos bisectores que basculan sobre
un punto singular. Sin embargo, en general existen infinitos; por ejemplo cuando el angulo conico es una
fraccion irracional de « (no esta claro qué ocurre cuando el dngulo conico cs una fraccidn racional de 7).
Por ello, no se¢ deben considerar todas las facetas “fantasma”, sino seleccionar un subconjunto finito
bien definido de ellas, que llamaremos facetas singulares. Este conjunto finito de facetas singulares se

pucde calcular de manera cfectiva a partir del poliedro Py .

Figura 6 : Los facetas singulares son: py ,o]—1 P2 Py, Py, pg[)l—l ) p;lpz . e o -

Pues bien, si ¢ esta suficientemente proximo a ) , entonces el conjunto de facetas propias de P
esta contenido en la union de los conjuntos de facetas generales y singulares de Py , cf. teorema IV.3.2.
Como hemos dicho antes, estos conjuntos son calculables de modo efectivo a partir del poliedro Py .

Por tanto, este resultado permite acotar ¢l conjunto de planos biscctores que se necesita considerar para
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construir los poliedros de Dirichlet de estructuras conicas proximas a una dada.

ok % ok Kk ok ® % k k k Kk ok k ¥

De hecho, todos estos resultados proporcionan (en la seccion 4 del capitulo 1V) un algoritmo efectivo
para construir poliedros de Dinichlet correspondientes a representaciones de holonomia suficientemente
proximas a una dada (aunque el algoritmo no determina de manera explicita ¢l grado de proximidad).
Como consecuencia se obtiene ademdas una demostracion constractiva, para ¢ste caso particular, del
tcorema mas general que afirma (hablando vagamente) que foda representacion prérime o la repre-
sentacidn de holonomia de una estructura geométrica, es también la holonomia de alguna estructura
geométrica. Este teorema fue enunciado en su mayor generalidad por Thurston ([Thuy], §5.3.1) y de-
mostrado de diferentes maneras por Canary-Epstein-Green (JCEG]) vy Goldman (|Go, ) entre otros (véase

{Goq] para una lista mas completa de referencias).

En efecto, supongamos que M es una 3-vaniedad cerrada y X ¢s un nudo contenido en M |, y
supongamos que tenemos una familia continua de representaciones p; de 73 (M \ T) en Iso(H?) | tal que
2o es la holonomia de una estructura hiperbélica conica (M, 22, ag) , v tal que p; envia los meridianos de
¥ a rotaciones de angulo oy . Queremos ver que existen estructuras hiperbélicas conicas (M, ¥, oy Jcon

holonomia p, , v hallar poliedros de Dinchlet 7, para ellas. Esto se consigue con el siguiente algoritimo:

Fase 1:

(1) Se parte de un poliedro de Dirichlet Py para la estructura hiperboélica coénica inicial de holonomia
po . v se calculan sus facetas generales y singulares.

(2) Para t suficientemente proximo a © . se determinan los planos bisectores correspondientes a las
facetas generales de Py . Con ellos, se construye de manera explicita un poliedro ’;Bt . (81 el angulo
conico es < 7 , P, no es mas que la interseccion de todos los semicspacios correspondientes a las
facetas generales de Py )

(3) Se truncan algunos vértices o aristas de P; . Este truncamiento es canénico al prescribir que las
caras del poliedro truncado Q; se han de identificar dos a dos mediante isometrias hiperbélicas, para
dar lugar a una estructura hiperbolica en ¢l complemento de un entorno tubular I/ de la singulardad

(cl borde de U esta formado por las nuevas caras aparecidas en Q; al realizar el truncamiento).

Con esto se ha probado ya, de manera constructiva, que p; es la holonomia de una estructura hiperbolica
en M\U . Esto es un caso particular del teorema general antes mencionado (“representaciones prozimas
a una holonomia son también holonomias™), y constituye una parte del Teorema de Cirugia Hiperbolica

de Thurston.



Un argumento idéntico al empleado por Thurston en su Teorema de Cirugia Hiperbolica, demuestra
que existe una estructura hiperbolica conica (M, ¥, o) que extiende a la estructura hiperbolica en M\ U/
definida por ¢l poliedro truncado Q; . Conocida, pues, la existencia de esta estructura conica, veamos
como construirla mediante el algoritmo. Denotemos por P, ¢! poliedro de Dirichlet de esta estructura
conica. Logicamente P, cs una extension de Q, . Por tanto, P; se obtiene reemplazando las pirdmides y
prismas antes truncados de P, . por otros poliedros que, pegados entre si unos con otros por isometrias,
producen el entomo U de la singularidad que antes faltaba. Las nuevas caras de estos poliedros ahadidos,
necesariamente corresponden a facetas singulares de 7, !. Por tanto, 7, sc ha dec obtener a partir de ’F—A’t
truncandolo por cicrtas facctas singulares. Como no sabemos exactamente por cuiles, Ia segunda fase

del algoritmo para construir P; consiste en probar todas las posibilidades:

Fase 2:

(4) Sc trunca ¢l poliedro P, de todas las maneras posibles por planos bisectores correspondientes a
facetas singulares de P, . Como en total hay un niimero finito de facetas singulares, sélo existe un

numero finito de posibilidades,

(5) Se obtiene asi un nimero finito de poliedros. Para cada uno de ellos, se comprueba si sus caras se
identifican dos a dos mediante isometrias hiperbolicas para dar lugar a la estructura conica (M, 2, o)
deseada. Ya sabemos (por el argumento de Thurston antes mencionado) que ha de existir uno que
verifique esta condicion, y ésc es el poliedro de Dirichlet buscado P, . {Segin un teorema de

Hodgson-Kerckhoft [HK] sobre rigidez de varnedades hiperbélicas conicas |, serd ademas unico.)

En ejemplos concretos, ef algoritmo se simplifica si se dispone de informacion adicional sobre los

poliedros de Dirichiet (por cjemplo, sobre sus simetrias), y por inspeccion directa de los poliedros.

El mismo algoritmo sirve también para deformar una estructura esférica conica a cstructuras esféricas
conicas proximas, o para deformar una estructura cuclidea conica a estructuras euclideas, hiperbolicas o
estéricas proximas (partiendo siempre de la hipotesis de que se pucda deformar, a nivel puramente alge-
braico, la representacion de holonomia). Este tltimo resuitado es una partc de] teorema de regeneracion

de estructuras cuclideas conicas demostrado por Porti ([Po]); aqui se hace de modo constructivo.

Este procedimiento se aplica en el capitulo Il de la tesis, para construir algunos cjemplos concretos
en los que la variedad conica es la esfera 8® y la singularidad ¢s un nudo o enlace de dos puentes. Se
dice que up nudo o enlace X2 C 8% es de dos puentes (o racional) si admite una proyeccion que solo

tiene dos maximos locales y dos minimos locales (ver figura 7).

1 Aqui es necesario hacer una cierta matizacion, véase la observacion V.43
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Figura 7 : un nudo de dos puentes.

En particular, los enlaces de dos pucntes tienen exactamente dos componentes. Estos nudos y enlaces
han sido estudiados y clasificados completamente por Schubert ([Sb]). Se¢ llaman también nudos o
enlaces racionales, porque se puede asociar a cada numero racional p/q un nudo o enlace de dos puentes,

representado como muestra la figura 8.

Figura 8§ : el nudo racional [5/3].

Denotaremos por {p/q] ¢l nudo o enlace racional asociado al numero p/q ; Ip/q] es un nudo si p
es impar, y un enlace si p es pat. La clasificacion de Schubert dice que [p/q] v [p’/¢’] coinciden (como
£1

nudos o enlaces no orentados) siysélosip=p' v gq q' mod p .

El amplio conocimiento que se posee sobre los nudos v enlaces de dos puentes, facilita en gran
medida ¢l estudio de las estructuras conicas en S® que tienen como singularidad uno de estos nudos
o enlaces. Por una parte, ¢l espacio de representaciones del grupo fundamental de su complemento,
71 (83 \ [p/q]) , en PSL(2,C) = Isa"(H?) , es bien conocido y computable en la practica (cf. [Bul,
[HLM;]). Por otra parte, se sabe que siempre existe una estructura de orbiforma esférica en S° con
singularidad cualquier nudo o enlace racional y angulo conico igual a = (cf. [Sb]). Esta estructura se
conoce bien y posee un dominio de Dirichlet muy sencillo. Por tanto, siempre s¢ tiene asegurado un
punto de partida para comenzar la construccion de poliedros de Dirichlet deformados. Ademas, ya para

un enlace tan simple como el enlace de Whitehead (o enlace racional [8/3], ver figura 9), se producen
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muchos tipos distintos de degeneraciones interesantes, Sin embargo, si bien el método es potencialmente
aplicable a cualquicr nudo o enlace racional, las dificultades computacionales que aparecen en la practica

son insuperables salvo en los casos mas sencillos.

De los ejemplos que se construyen con este procedimiento en el capitulo I de esta tesis, destacamos

aqui los dos en que s¢ producen degeneraciones en estructuras geométricas no euclideas:

* Una familia de estructuras hiperbolicas conicas en la variedad obtenida por cirugia de Dehn de tipo
0 en el nudo de a ocho, con singularidad el anima de la cirugia y angulo conico que varia entre 0 y
2r. Cuando el angulo conico se hace igual a 2w, se produce una degencracién cn una geometria de

tipo Sol.

e Una famihia de estructuras esféricas conicas en S® | con singularidad ¢l enlace de Whitchead y
angulo conico constantemente igual a 7 en una de las componentes del enlace. El angulo cénico
o en la otta componente varia entre 7 y 7/2 , y cuando a s¢ hace igual a #/2 se produce una

degeneracion en una orbiforma Nil.

El nudo de a ocho El enlace de Whitehead
Figura 9

Aparecen ademas de manera natural nuevos modelos para las geometrias Sol y Nil (también encontrados
independientemente por E. Molnar [Mol] y por B. Thiel (Thi]), que permiten pasar con continuidad de cada
una de estas familias de estructuras conicas a la estructura geométrica limite (Sol o Nil, respectivamente),

mediante un adecuado cambio de escala.

Para construir estos ejemplos ha sido imprescindible utilizar el programa Mathematica, debido a la

magnitud v complicacién de los cilculos involucrados.

Finalmente, cn las secctones 1 v 2 del capitulo V de la tesis se estudian otras estructuras singulares
en el nudo de a ocho, que aparecen de modo natural, pere no se conocen bien y son nuevas en Ja literatura.
Se trata de estructuras proyectivas reales en S, singulares cn el nudo de a ocho, cuyo grapo de holonomia

esta contenido en PSO(2,2) | el grupo de transformaciones proyectivas de RP® que preservan la forma
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cuadratica 2 + x? — x4 — 22 | Ahora bien, el grupo ortogonal SO(2,2) es el grupo de isometrias de la
pscudoesfera S§ = { (zg, 21, 72, 23) € R* | 23 + 2% — 23 — 23 = —1 } . que es una vanedad de Lorentz
de curvatura constante (cf. [O’N]). Por tanto, se puede dar otra interpretacién distinta a las estructuras
proyectivas reales antes mencionadas, en términos de métricas de Lorentz. Concretarmente, se pucde
descomponer S* en dos bolas, tales que en el interior de cada una de ellas esta definida una métrica de
Lorentz de curvatura constante, que tienc una “singulandad” (analoga a la de una variedad rnemanniana

conica) en los arcos del nudo de a ocho contenidos dentro de cada bola.

El hecho de que aparezcan de modo natural, ademas de las ocho geometrias de Thurston, otras
geometrias semi-riemannianas, mottvé 1a blisqueda de una férmula de Schlaflt para caleular ¢l volumen
de poliedros contenidos en hipercuadricas semi-riemannianas (tales como la pseudoesfera Sj). En la
seccion 3 del capitulo V se obtiene esta formula v ¢n las secciones 4, 5 y 6 se muestran otras aplicaciones

de ella en contextos diferentes.

Resumiendo, los principales resultados obtenidos en esta tesis son los siguientes:

- Se da una demostracién completa de la existencia de poliedros de Dinchlet para variedades cénicas
(hiperbolicas, esféricas o euclideas) con angulos conicos < 27 .

— Se describe de modo general la variacion de los poliedros de Dirichlet cuando se deforma una
estructura cénica dada.

— Como consecuencia, se obtiene un algoritmo general para construir familias continuas de estructuras

conicas {con dnguios < 27) en una 3-variedad, una vez conocidas las correspondientes representa-

ciones de holonomia, y conocido un poliedro de Dinchlet para un valor concreto del dngulo conico.

— Se aplica este método a vanos ejemplos particulares, que permiten visualizar degencraciones de
estructuras hiperbolicas o esféricas conicas en otras estructuras geométncas de distinto tipo (Sol o
Nil).

— Se observa la aparicion, de manera natural, de nuevas estructuras geométricas con holonomia semi-
riemanniana, lo cual [leva a demostrar una formula de Schlafli para el volumen de poliedros en

hipercuadricas semi-riemanmnianas.
Otros ejemplos interesantes que se espera poder estudiar en un futuro préximo, con las téenicas desarro-
lladas en la tesis, son:

- una familia de estructuras hiperbélicas conicas en S° con singularidad el enlace de Whitehead, que

degeneran en una estructura PS E(E, R) .

- una familia de estructuras esféricas conicas en S8® con singularidad el nudo de a ocho y dngulo

cémico mayor que m. (Se espera que ocurra algun tipo especial de degeneracién cuando el angulo
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conico sc haga igual a 47 /3 | y seria muy interesante poder comprenderla).

Quedan abiertos los siguientes problemas, mas dificiles:

— Descnibir de modo general el poliedro de Dirichlet de una variedad conica directamente a partir de

su holonomia, sin necesidad de realizar deformaciones.

— A la vista de los ejemplos de degeneraciones que se estudian en esta tesis, abordar el problema in-
verso, de “regeneracion” de estructuras Sol, Nil o PSE(E, R) (c¢f. [Ho1}). Es decir, partiendo dc una
de estas estructuras geométricas, estudiar la posibilidad de aproximarla por estructuras hiperbolicas
conicas. Para ello, se espera que puedan ser atiles los modelos de Sol y Nil que aparecen en [a tesis,
v que Ia regeneracion de las estructuras Sol v Nil s¢ pueda hacer de modo andlogo a la regeneracion

de cstructuras cuclideas vista aqui.

Para finalizar, comentamos brevemente la estructuracion de la tesis. En el capitulo I se exponen
algunos resultados conocidos sobre estructuras conicas en la esfera 8% con singularidad un nudo o enlace
de dos puentes, v sc describe el procedimiento de construccion de poliedros de Dirichlet para familias
continuas de estructuras conicas. En el capitulo IT sc muestran fos ¢jemplos concretos construidos
mediante este procedimiento. En ¢f capituio I se demuestra ia cxistencia de poliedros de Dirichlet para
variedades conicas con angulos < 27 . En el capitulo IV se estudia la variacion de un poliedro de Dirichict
dado, al realizar deformaciones, v se demuestra {a generalidad del procedimiento descrito en el capitulo
I. Por ultimo, en el capitulo V se describen las nuevas estructuras con holonomia semi-ricmanniana, v se

prueba la férmula de Schiafli para hipercuidricas semi-riemannianas.
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Capitulo I

UN NUEVO METODO DE CONSTRUCCION DE

ESTRUCTURAS CONICAS EN NUDOS O ENLACES DE
DOS PUENTES

INTRODUCCION

En este primer capitulo se exponen algunos resultados conocidos sobre estructuras conicas (hiper-
boticas, euclideas o esféricas) en la esfera §° | con singularidad un nudo o enlace de dos puentes y angulo
conico e < 7, v se describe de modo general el nueve método que se usara en ¢l capitulo siguiente para

construir explicitamente algunos ejemplos concretos de dichas estructuras conicas.

. . . . 27
Dado un nudo o enlace racional no toroidal {p/g), sc conjetura que existe un cierto valor oy, € [—,{ , )

(que depende del nudo o enlace), tal que S® tiene una estructura de variedad conica con singularidad
[p/q] y angulo cénico « (igual en ambas componentes, si [p/q] es un enlace), que es:

e hiperbélica s1 0 < a < oy, ;

o cuclideasi x =y ; vy

e csférica st oy, < a < 7.

De hecho, del estudio de las representaciones de m;(S* \ [p/q]) en SL(2,C) (cf. [Bu), [HLM;]) . se
deduce que, fijado un nudo o cnlace [p/q] , no pueden existir estructuras hiperbolicas cénicas en S*
con singularidad {p/q] y angulo conico arbitrariamente préximo a 7 . Los argumentos utilizados en

la demostracion del Teorema de los Orbifolds (cf. [BP], [Hoz], [Zh]) lievan entonces a la conclusion

3

de que existe ay, € [2—?, ) (dependiente del nudo o enlace [p/g]) tal que para cada o € (0, ) , S°
admite una estructura de vaniedad conica con singularidad {p/q] v angulo conico o, que c¢s hiperbdlica
s1 0 < o < ap y euclidea st v = oy, . Ademds, existe un ¢ > 0 (también dependiente de [p/qgl) tal
que para todo e € (w, o +¢) , S* tiene una estructura esférica conica con singularidad [p/ g] y éngulo
cohnico a (cf. {Po}). También se sabe que S* siempre tiene estructura de orbiforma esférica (“orbifold” en
inglés), con singularidad de angulo 7 en cualquier nudo o enlace racional ([Sb]; comparar [Con], [Moz]).
Por otra parte, hasta ahora la tinica construccion explicita de una de estas familias unipararnétricas de
estructuras ¢onicas en un nudo racional, es la contenida en el articulo de Hilden, Lozano y Montesmas,

“On o remarkable polyhedron geometrizing the figure eight knot cone-manifolds” ({HLMj]), del que
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arranca esta tesis. En ese articulo se describen, mediante poliedros concretos, las estructuras geométricas

conicas en ¢l nudo de a ocho, con angufo cénico entre 0y 7 .

El objetivo de este capitulo es proponer un método distinto para construir estas estructuras conicas
en nudos o enlaces racionales, que presenta la ventaja de ser aplicable con mayor generalidad. Con
este nuevo métedo, en el capitulo IT realizaremos de nuevo, desde el principio, la construccién antes
mencionada del articulo [HLM;], v construiremos ademas otros ejemplos de estructuras conicas cn el
enlace de Whitehcad (o enlace racional [8/3]) para diversas familias de angulos conicos. El método
es general, y potencialmente aplicable a todos los nudos o enlaces de dos puentes. Sin embargo, en
casos mas complicados que Jos descritos en el proximo capitulo, las dificultades computacionales son

practicamente insuperables.

El método consiste en construir explicitamente poliedros de Dirichlet para las estructuras cénicas

que se buscan, a partir de las comespondientes representaciones de holonomia.

Para explicar esta frase, vamos a pensar primero soélo en las estructuras hiperbélicas conicas.
Recordemos primero algunas definiciones preliminares, bien conocidas (cf. [MM] o [Thu;1). Suponga-
mos que M ¢s una 3-variedad hiperbolica counica con singularidad un cierto enlace 3 C M y angulo
conico « < 2w . Entonces el complemento del enlace singular, M \ ¥, es una varicdad hiperbolica. Se
puede encontrar, pucs, un atlas modelado en H*® | formado por cartas ¢; : {/; — H? cuyos dominios
recubren M\ ¥ | tales que el cambio de coordenadas ¢;¢; ' entre dos cartas cualesquicera es la restriccion
de una tsometria hiperbalica. Si pensamos en la cubierta universal de M\ X, MTE , como ¢l espacio de
clases de homotopia dc caminos cn M \ £ que comienzan en un punto base dado x¢ , entonces podemos
definir una aplicaciéon D : MTE — H® como sigue. Fijamos primero una carta inicial ¢y : Up — H?
que contenga al punto base zy . Dado un camino v en M \ X quc empieza en zy , lo recubrimos por una
cantidad finita de cartas Uy, ..., U/, , comenzando siempre por la carta inicial fijada, y de manera que
cada carta se solape con la siguiente. Podemos “ajustar” la segunda carta ¢, : {/; — H? | componiéndola
con una isometria de H? | de modo que coincida con la primera carta en la interseccion de sus dominios.
Repitiendo el proceso sucesivamente para las restantes cartas, podemos “prolongar analiticamente™ la
carta inicial ¢y a lo largo del camino + , hasta llegar a una altima carta ¢,, . Definimos entonces la
aplicacion D : MT-E — H* dec modo que la imagen por D de la clase de homotopia del camino 7,
coincida con la imagen del extremo de «y por la carta final ¢,, . Se pucde probar que 17 esta bien definida
y es un homeomorfismo local. Se llama aplicacion desarrolladora de la variedad hiperbdlica M\ L |y

esta definida a menos de composicion con una isometria de H? (dependiendo de la carta inicial elegida).

En particular, si ¢l camino ~y ¢s cerrado, entonces tanto la carta micial ¢ : Uy — H? como la caria

final ¢, : U, — H? contienen al punto base x . El cambio de coordenadas ¢, ¢, ! ¢s restriccion de una
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isometria hiperbélica ., . La aplicacion p : m{M\ X, zy) — Iso(H?) que a la clase de homotopia de v
le asocia la isometria ., , es un homomorfismo bien definido y se llama homomorfismo de holonomia
de la varicdad M \ % . Esta definido a menos de conjugacion por una isometria de H® . Su imagen
plm (M \ 22, 3¢)) C Iso(H?) se Hama grupo de holonomia de M \ ¥ . El hecho de que M sea una
variedad conica con singularidad 3. , implica que p envia los meridianos de las componentes de X a

rotaciones de H* | cuyos angulos son los correspondientes angulos conicos.

R K X L\%w)

\L // = ]
¢'() (U[)) - e N e
A (U )
¢y (U1} 2
1 N EQ
R -

Ejemplo: aplicacion desarrolladora para un loro euclideo.

: . 2m )
Si todos los angulos conicos son de la forma — con n € N | entonces ¢l grupo de holonomia
T

G = p(m (M \ ¥)) ¢s un subgrupo discreto de Iso*(H?) | y la variedad conica M ¢s de hecho una
orbiforma hiperbélica, isométrica al cociente de H? por la accion de G (cf. [MM]). Si se elige cualquier
punto O de H” que no quede fijo por ningun elemento de G, entonces s¢ puede definir el dominio de

Dirichlet para (¢ centrado en O,
P={z el |d(x 0 <d(z, g(O)) para todo gy € G}

Este dominio de Dirichlet P es un poliedro compacto y convexo de H?, que es un dominio fundamental
para la accidn del grupo de holonomia (7. Sus caras se pueden identificar dos a dos mediante 1sometrias

de (7, dando como resultado la variedad cénica M = H? /G

Ahora bien, en ¢l capitulo I probaremos que para cualquier variedad hiperbélica conica compacta
M cuyos angulos conicos sean todos < 2w |, se puede encontrar un poliedro hiperbdlico compacto P (con
un nimero finito de caras), cuyas caras se identifican dos a dos mediante isometrias hiperbolicas para
dar lugar a la varicdad conica M. Estc poliedro s¢ define desarrollando en H* ¢} complemento en M
de la froctura (“cut-locus™ en inglés) con respecto a un punto base dado. Ademas, si todos los dngulos

conicos son < « , entonces ¢l poliedro P es convexo v se puede escribir de la forma

P={zecH|dx0)<d(x,pg(0)) para todo g €'}
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donde O € H? es ¢l punto base de P, [ es un cierto subconjunto finito de = (M \ X))y p s la
holonomia de M \ ¥ . Por tanto, este poliedro P es una generalizacién del dominio de Dirichlet de
una orbiforma hiperbolica, v se llamara poliedro de Dirichlet de la variedad hiperbélica cénica M, con

centro en el punto O,

Un teorema de existencia de poliedros de Dirichlet para variedades hiperbolicas conicas ha sido ya
enunciado y utilizado (sin dar ninguna demostracion completa) por Hodgson ([Hoz]), Kojima ([Ko]} ¥
Zhou ([Zh]). Como hemeos dicho antes, el poliedro de Dirichlet se define, tanto en esos trabajos como en
el capitulo III dc esta tesis, desarrollando en H* el complemento en A de la fractura o “cut-locus” con
respecto a un punto base dado. El capitulo 11 de esta tests estd dedicado a demostrar con detalle que de
ese modo se obtiene un poliedro compacto con un numero finito de caras, que ¢s un poliedro de Dirichlet.
Aungue la idea no cs nueva, la demostracion no ha sido escrita nunca con detalle. La demostracion que
damos aqui tiene la ventaja adicional de proporcionar ademas una descripeion completa del poliedro de
Dinichlet, que permite construirlo explicitamente en casos concretos. En cl capitulo T veremos también
que existen poliedros de Dirichlet para variedades euclideas y esféricas conicas compactas con todos los

angulos conicos < 2w . Todo esto justifica la detallada demostracion que ofrecemos aqui.

El poliedro de Dinichiet 7 es, pues, el conjunto de puntos que distan del punto base () menos que de
cualquiera de sus imagenes py(()) por un cicrto subconjunto finilo I de 71(S*\ [p/q]) . En la hipétesis
de que exista una estructura geométrica conica en 8% con singularidad [p/q] , nos plantcamos el problema
de encontrar un poliedro de Dirichlet 7P para clla. El primer paso es determinar la represcntacion de
holonomia de [a hipotética estructura geométrica cénica. El segundo paso es determinar el subconjunto
finito T" de 7 (S®\ [p/q|) que sc va a utilizar para definir el poliedro P . Vamos a cxaminar a continuacion

cada uno dc cstos dos pasos.

Determinacion de la representacion de holonomia.

Supongamos en general que M cs una 3-varicdad orientable con una estructura cénica hiperbélica,
euclidea o esférica, de singularidad un enlace & C M | y denotemos por X el espacio modelador H* | E
0 83, respectivamente. Denotemos por Iso™{X) el grupo de las isometrias que preservan la orientacion,
es decir, Iso™(H®*) = PSL(2,C) , Iso™(B*) = R* 0 SO(3) . v Isot(S%) =2 SO(4) . Denotemos
por I’S_(;l(X) su cubierta universal, es decir, I;)jr(HB) = SL(2,C) 17;(-)1(E3) ~ R < SU(2) ,
y TsoT (S%) = SU(2) x SU(2) . Entonces el homomorfismo de holonomia de M\ X, p: my (M \ E) -
Isot(X) , se levanta a una representacion p : m{M \ ) — I"sﬁojr(X) ({Cu], ver también [GM]). Por
tanto, en ¢l caso cuclideo, el homomorfismo p: 7 (M\X) — I;F(E‘) ticne asociada una representacion

de w1 (M\ ) en SU(2) < SL(2,C) . En el caso esférico, el homomorfismo 7 : 7y (M \ X} — Isot(8%)
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da lugar a un par de representaciones {p1, p2) de m (M \ X) en SU(2) < SL(2,C) . En resumen, las
holonomias de Jas hipotéticas estructuras hiperbolicas, euclideas y esféricas se pueden detectar todas ellas
dentro de} espacio dc representaciones de 7 (M \ X) en SL(2, C) . Esta es una idea de Hilden, Lozano
y Montesinos ([HLM,]), empleada por Portt en {Po].

En consecuencia, para encontrar el homomorfismo de holonomia p , es 1til poder determinar el
espacio de representaciones del grupo fundamental del complemento de la singulanidad, 7 (M \ X) , en
SL(2,C) (a menos de conjugacion). Este espacio estd a su vez intimamente ligado al llamado “espacio
de caructeres” de representaciones de 71(M \ £) en SL(2,C) . De hecho, “casi” existe una biyeccion
entre ambos : en muchos casos un punto del espacio de caracteres determina una Umica representacion de
n1(M\ L) en SL(2, C) , a menos de conjugacion (cf. §) mas abajo). Una vez elegido un conjunto finito
de generadores de 7y (M \ ¥) , el espacio de caracteres se puede identificar con un conjunto algebraico

cerrado dentro de un cierto C™ (cf. [CS]; véase también una construccion explicita en [GM]).

Para el caso en que M = S% v ¥ es un nudo o enlace racional [p/g|, ¢l cspacio de caractercs
de representaciones de (S \ [p/q]) en SL(2, C) es bien conocido (cf. [Bu] y [HLM;]), y se puede
determinar mediante un proceso recursivo descrito en [Bu] y [HLMz[, ¢ implementado ya en un programa
de ordenador por Hilden, Lozano y Montesinos. En la seccion 1 de este capitulo se hace un resumen de

algunos resultados conocidos sobre el espacio de caracteres de un nudo o enlace racional.

Una vez calculado ¢l espacio de caracteres, todavia hay que decidir qué puntos corresponderan a las
holonomias de las estructuras conicas buscadas. Por una parte, s¢ sabe que la holonomia de una estructura
conica envia los meridianos del nudo o enlace singular a totaciones, de angulos los correspondientes
angulos conicos. Por otra parte, la estructura de orbiforma csférica de angulo = en cualquier nudo o
enlace racional es bien conocida, v se puede determinar el par de representaciones de m1(S° \ [p/g]} en
SU(2) que le corresponden. Con esta informacién es posible detectar facilmente los puntos del espacio de
caracteres que corresponden a representaciones de holonomia de hipotéticas estructuras conicas, siguiendo
una idea de Hilden, Lozano v Montesinos ([HLM4]). (Un procedimiento mas general, pero menos practico
en el caso de dos puentes, es el desarrollado en 1982 por Riley (JRiz]), y empleado en [HLMz] con cl
nombre de “test de Shimizu™). En el caso de un nudo racional, el espacio de caracteres es una curva
algebraica afin en C? | y los puntos que corresponden a hipotéticas holonomias forman una “rama’” de

esta curva, que denominamos “rama excelente” {c¢f. (HLM,], [Riz]). Cada valor del angulo conico o
. . . 2
entre 0 y 7 tiene asociado un par de puntos de esta rama. Existe un valor oy, € [%,w) tal que:

» si 0 < a < oy , los puntos del par asociado a « son conjugados, y corresponden a dos representa-
ciones conjugadas en SL(2, C) (que son las holonomias de dos hipotéticas estructuras hiperbolicas

conicas que solo difieren en la orientacion);
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* si o = oy, , los puntos del par asociado a « coinciden, y corresponden a una representacion en
SU(2) (que es la parte de rotacién de la holonomia de una hipotética estructura euclidea cénica);

e si ap < a < 7, los puntos del par asociado a o son reales y distintos, y corresponden a dos repre-
sentaciones en SU(2) . Ordenandolas de las dos maneras posibles, se obtienen dos representaciones
en SU(2) x SU(2) (que son las holonomias de dos hipotéticas estructuras esféricas conicas que sélo

difieren en la ortentacion).

Finalmente, tenemos que pasar de puntos del espacto de caracteres a representaciones de 7y (833
(p/q]} en SL(2,C) . Esto se hace en la seccidn 2 de este capitulo, Ahora bien, en el caso hiperbolico
{cs decir, cuando 0 < v < ), nos interesa construir los poliedros de Dirichlet hiperbolicos dentro del
modelo proyectivo (de Klein) de H? | ¢l mas cdmodo para este fin porque en ¢l los planos hiperbolicos sc
ven como planos cuclideos. Por ello, en la seccion 3 expresamos las holonomias hiperbolicas caleuladas

en la seccion 2, como representaciones en la componente de la identidad del grupo SO(3,1) .

Mas en general, para cualquier valor o del angulo conico entre © y 7 | nos interesa expresar la
hipotética holonomia correspondiente, como una representacion de 7;(S% \ [p/q]) en un subgrupo de
GL{4,R) : en la componente de la identidad del grupo SO(3,1) si 0 < v < g, ; en el grupo de
isometrias euclideas si o = oy, [ y en SO(4) si oy, < v < 7 . En la seccion 4 de este capitulo se cxplica

como hacer esto de manera automatica.

Determinacion del poliedro de Dirichlet.

El estudio de este punto, en un contexto general, se realiza en los capitulos 111 y TV de esta tesis.
En la seccion 6 de este capitulo se anticipan y explican algunos de los resultados que se probaran mas
tarde, ilustrandolos con ejemplos. En general, a partir de la holonomia de una variedad cénica compacta
concreta, no podremos determinar ¢l subconjunto finito I' C = (M \ X, 24) que proporciona ¢l poliedro
de Dirichlet P con centro en un punto dado O (éste es un probicma abierto muy interesante, pero dificil).
Sin embargo, partiendo de una holonomia con un policdro de Dirichlet conocido, podremos “deformar”
ese poliedro para obtener policdros de Dirichlet para otras holonomias proximas. En el case de un nudo o
enlace de dos pucentes, tenemos asegurado un punto de partida: el dominio de Dirichlet para la estructura
de orbiforma esférica de angulo 7 que se describe en la seccion 5, v que seguramente era conocido va
por los primeros geémetras que trataron estos temas: Tietze, Reidemeister, Seifert, Threlfall, etc. (véase

por ejemplo la seccién dedicada a los espacios lente cn ¢l libro [ST]).

Finalmente, en la seccion 6 se enuncian algunas propicdades atiles de los poliedros de Dirichlet,
relacionadas con sus simetrias v con las identificaciones dc sus vértices y anstas, que facilitaran las

construcciones del capitulo II.
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1. EL ESPACIO DE CARACTERES DE REPRESENTACIONES EN 5L(2,C) DEL
GRUPO DE UN NUDO O ENLACE DE DOS PUENTES

Vamos a comenzar enunciando algunos resultados generales sobre el espacio de representaciones de
un grupo finitamente generado 1T en ST(2, C) , que se pueden encontrar en ¢l articulo de Culler y Shalen

ICS]. Nada de lo expuesto en esta seccion es novedoso.

Denotemos por f2(I1) = Hom(Il, SL(2,C)) el espacio de todas las representaciones de [T en
SL(2,C) . Sigy,..., g esun conjunto finito de gencradores de 11, entonces [2(I1) se puede ver como

un conjunto algebraico afin cn C*"

Se define el cardeter de una representacion p € R(I1) como la funcién y, : [1 — C dada por

xp(g) = tr{p(g)) . Evidentemente, representaciones conjugadas tienen el mismo caracter.

La propiedad importante es que los caracteres de representaciones de 1 en SL(2, C) se pueden iden-
tificar con los puntos de un conjunto algebraico. En efecto, definamos para cada g € Il una aplicacion
mq ¢ B(II) — C por 7,(p) = tr(p{g)). Sea T el anillo generado por todas las funciones 7, , g € IL.
Entonces el anillo T ¢sta finitamente generado ([CS], Prop. 1.4.1). De hecho, si ¢1,..., gn es cualquier
conjunto finito de gencradores de 11 | entonces toda 7, sc puede escribir como un polinomio con coefi-
cientes racionales en las varables 7, , 1 <1 <wj7, .0 1 <i < Emy g4 1 SE<j<hkSn
([HLM3]). Sea ahora fuy, ..., i, un conjunto finito de elementos de 11 tales que 74, ..., T, generan T
{(por ejemplo, 41, ..., k,, pueden ser todos los productos de hasta tres generadores distintos de II). Defi-
namos una aplicacion ¢ : R{IT) — C™ por t{p) = (tr(p(h1)), ..., tr(p(hm})) , v sea X (I1) = t{R(I))
su imagen. Entonces X (IT) < C™ es un conjunto algebraico cerrado ((CS], Cor. 1.4.5), v existe una
biyeccién natural entre X (I1) y el espacio de caracteres de representaciones de 11 en §L(2,C) . Aunque
X (IT) depende de la eleccion de los elementos hy, . .. hy, tales que 7., ..., 7, generan T, la biyeccion
natural entre los X (II1) corrcspondientes a dos familias distintas dc tales clementos, es un isomorfismo
de conjuntos algebraicos. Por tanto, X (II) esta bien definido a menos de isomorfismo canénico, v se

llamard espacio de caracteres del grupo IT .

Como representaciones conjugadas tienen el mismo caracter, 1a aplicacion ¢ - R{IT1} — X (1) ¢ C™
induce una aplicacion ¢ del espacio de clases de conjugacion de representaciones de IT en SL(2, C) (que
denotaremos R(TT) = R(11)/SL(2, C)) en el espacio de caracteres X (II) . Aunque esta aplicacién no
¢s inyectiva, su restriccion al subconjunto de las representaciones irreducibles lo cs. (Una representacion
p € R(II) es reducible si todos los elementos de p(I1) tienen un autovector comin. En particular, toda
representacion abeliana es reducible). Pues bien, si p y p’ son dos representaciones de 1 cn SL(2,C)

con ¢l mismo cardcter x, = X, ., ¥ si g es irreducible, entonces p y p’ son conjugadas ([CS], Prop.
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152).

Por otra parte, p € R(I1) es una representacion reducible si y solo si tr(p(g)) = 2 para todo
clemento g del subgrupo de conmutadores [11,TI} (JCS], Cor. 1.2.2). En consccucncia, la imagen por

t: R(II) — X(IT) < C™ de las representaciones reducibles, cs una subvariedad algebraica de X (II) .

Supongamos que p € [2(IT) es una representacion reducible. Entonces p es conjugada a una repre-

sentacién por matrices triangulares superiores. Pero ahora o’ ticne ¢l mismo caracter que la representacion

. 0\ . ;
p'" definida por p/'(g) = (‘5 al) si p'(g) = ({8 aj,) (cf. [CS), Cor. 1.4.5). Por tanto, dada

cualquier representacion reducible p , existe una representacion abeliana con el mismo caracter que p .
En resumen, s1 denotamos por irred(11) las clases de conjugacion de representaciones irreducibles
de [T en SL(2,C) , por red(I) las clases de representaciones reducibles, y por abel(11) las clases de
representaciones abelianas, entonces:
o ¢ :irred(IT) — X(II) es una biyeccion sobre su imagen, v ¢~ ! (£(irred(IT))) = irred(11) .

o i(red(T1)) = t(abel(TT)) es una subvariedad algebraica cerrada de X (IT) .

Caso particular: el espacio de caracteres del grupo de un nudo o enlace racional

Supongamos ahora que [p/q] es un nudo o enlace racional ¢cn S§* . Recordemos la clasificacion de
Schubert de estos nudos o enlaces ([Sb]): [p/q] = [p'/q¢'] siy solosip =p’y 6 bien g = £¢'(mod p) . 6
bien g¢' = +I(mod p) . Siempre supondremos, sin pérdida de generalidad, que g es impary 1 < g < p .
Aun asi puede haber varios representantes del mismo nudo. Por ¢jemplo, {11/3] v [11/7] son iguales,
pues 3-7 = —1(mod 11) .

Sea IT = 7; (8*\ [p/q]) el grupo fundamental del complemento de [p/g] en S* . Entonces IT admite
una presentacion con dos generadores ¢, b (que corresponden a dos meridianos del nudo o cnlace) y una

unica relacion (cf. [BZ]).

Figura {
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Si [p/q] es un nudo (resp. un enlace), entonces p es impar (resp. par), y
0 = la,b : aw=wb| (resp.ll = |a,b : aw = wal)

donde w == b°1a®t - - - g®r-3b% 2% (resp. w = b%'a®? --- b 3a®P-2b% -1} siendo e; € {+1} el signo

de ig reducido modulo 2p en el intervalo (—p,p) . Llamaremos a esta presentacion, la presentacidn
estdndar del grupo = {8\ [p/q]) , para ¢l representante p/q del nudo o enlace [p/q] . Asi por ejemplo,

para el nudo 11/3 se ticne:

multiplos de 1] : 11 22
multiplos de 3 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30
SIgNOoS €; S+ o+ + - - - - F + +

y por tanto w = baba~'6~'a" 6" 'aba . En cambio, para el nudo 11/7 se tiene:

multiplos dc 11 : 11 22 33 44 55 66
multiplosde 7 - 7 14 21 28 3§ 42 49 56 63 70
S1gNOS €; A e - + - - +

y por tanto w = ba~'b"lab"'a"'ha "'t 1a . Por tanto, hay dos presentaciones estandar distintas para

el mismo pudo {11/3] = [11/7] (la presentacion estandar no es un invaniante del nudo).

Denotemos por E[p/q] el espacio de representaciones de m1(S%\ [p/q]) en SL(2,C) , y por X[p/q]

el espacio de caracteres . Por lo visto anteriormente, X{p/g] es la imagen de la aplicacion

t : Rlp/q] — c?

p ——— (tr(pla)), tr{p(b)), tr(p(ab)))

Si [p/q] es un nudo, entonces los meridianos @ y b son conjugados en m1{S* \ [p/q]) , vy por tanto
tr{p(a)) = tr(p(b)) para toda p . Si p es una representacion reducible, entonces tiene el mismo caracter
gue una representacion p’ por matrices diagonales, para la cual necesariamente es p'(a) = p'(b) . En
consecuencia, tr{p(ab)) = tr(p'(ab)) = tr(p'(a?)) = tr(p'{a))? — 2 = tr{p(a))? — 2 . Por tanto, si cn

C* consideramos coordenadas (T = tr(p(a)), z = tr(p(ab))) v definimos la aplicacion

t o Rp/gl — c?

p o~ (T =1t(p(a)),Z = tr(p(ab)))

entonces la imagen de las representaciones reducibles es la parabola 7 = 72 — 2 . Se puede probar que
la imagen de las representaciones no abelianas es una curva algebraice afin Clp/q| , que viene dada

por una ecuacion polindmica en 7 y T2 que s ménica de grado (p — 1)/2 en la variable 7 v tiene grado
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{¢ — 1}/2 en la vanable 2 . (El hecho de que la variable © aparczca siempre al cvadrado se debe a
fa siguiente razén: st p € Rlp/q] , cotonces —p también os una representacion de m (S* \ [»/q]) en

SL(2,C) , porque la relacion awdb 1w~ ! es de longitud par). Ademas, Ia curva ("[p/q] corta a la recta

27rr/ ?J
? =1 ... (Lf (Bu] v [HLM]).

La interseccion de C'p/q] con la parabola Z' = 72 — 2 corresponde a las representaciones reducibles no

T =0en los (p—1)/2 puntos reales distintos (0, —2 cos(

abehianas (que siempre son metabelianas), ef. [GM] y [HLM,].

Sc tiene un resultado anélogo en ¢l caso de un enlace racional [p/q] , si nos restringimos a las
representaciones p : w1(S%\ [p/q]) — SL(2,C) tales que tr(p{a)) = tr(p(h)) . La imagen de las
representaciones no abelianas que vertfican csta condicion adicional, es entonces una curva afin Cp/q] <
C? dada por wna ccuacion polinomica en las variables 72 = tr(p(a))? y 5 = tr(p(ab)) . que cs monica

de grado (p — 2)/2 en la variable Z . Ademas, C[p/q] corta a la recta T = 0 en los {p — 2)/2 puntos

L 2 _9
reales distintos (0, —2 cos(—;f)) =1, p—z— {cf. [Bu] y [HLM.)).

Llamaremos a la curva Clp/q], curva de trozes del nudo o enlace racional [p/g) asociada al represen-
tante p/q . Asi por ejemplo, C[11/3] ticne ecuacion 137427 + 25222 -2 - 33228 4320 4 3274 55 =
0, mientras que C111/7) tiene ccuacion | + 1272 4 143% + 43% — 157 — 40723 — 25312 - 42095 1 277% +
412222 1 152%2% + 707% — 202° — 187%%8% - 3742% + 72% 4 3722 - 25 (Si bien la curva algebraica es un
invanante del nudo, su ecuacién no lo es). La curva de trazas se puede calcular mediante un proceso de
recursion que se describe en los articulos [Bu] y [HLM;], v que ha sido implementado en un programa

de ordenador por Hilden, Lozano v Montesinos.

Si [p/g] s un enlace racional y no imponemos ninguna condicion adicional sobre las representaciones
de m(S* \ [p/q]) en SL(2, C) , entonces el espacio de caracteres es una superficie algebratca afin, quc

¢s [a imagen de fa aplicacién
¢t Rplg ———— C
P (@ = tr(p(a)),§ = tr(p(8)), F = tr(plab)))

Si p es una representacion reducible, entonces ticne el mismo caracter que una representacion abeliana p' |
para la cual es 22 -2 = tr(p/(ab)2) = tr(p'(@)p/ (ad?)) = tr(p'(a)) - (Lr(p'(8)) tr(p/(ab)) — tr(p/(a))) -
tr{p'(b*)) = &Yz — T2 ~ 5 -2 . Por tanto, la imagen de las representaciones reducibles cs la superficic
Z2 —Tyz+ % +3* — 4 =0 . Sc puede probar que la imagen de las representaciones no abelianas es
una superficie algebraica afin S[p/q] , que viene dada por una ecnacién polinémica en Z , ¥ y Z que es
monica de grado (p—2)/2 en la variable Z . Existe también un procedimiento recursivo para calcular esta
superficie de trazas S[p/q] , descrito en [HLM>] ¢ implementado en el ordenador por Hilden, Lozano

v Montesinos,
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Supongamos ahora que ¢l nudo o enlace racional [p/g] no es toroidal, o lo que es lo mismo, que
q > 1 . Entonces se sabe (cf [Thu]) que [p/q] es hiperbolico, es decir, su complemento 8%\ {p/q] admite
una estructura hiperbolica completa de volumen finito. La holonomia de esta estructura hiperbolica
completa se levanta a una representacion pp : m(S* \ [p/g]) — SL(2,C) , que es fiel, discreta ¢
irreducible (y en particular, no abehana). Los meridianos del nudo o enlace corresponden mediante la
representacion pp a clementos parabélicos, luego tr(pp(a)) = tr(pp(b)) = £2 . Cambiando py por su
opuesta —pp st es preciso, podemos suponer que Ty = tr{pgla)) = tr(pe(h)) = 2 . Se¢ tiene entonces
que ¢f punto (2, Zp) pertencce a ia curva de trazas C(p/q] . Como pp es la holonomia de una estructura
hiperbolica de volumen finito, Zy = tr(pp{ad)) ¢ C\ R . Siguiendo a Riley ([Riz]), llamaremos
componente excelente de la curva Clp/q] a la componente algebraica £[p/g] que contiene al punto
(2,%o) , corrcspondiente a la holonomia de la estructura hiperbolica completa de volumen finito de
8%\ p/ql . (Obsérvese que la estructura hiperbélica completa de volumen finito de S* \ [p/q] es unica
a menos de 1sometria, por ¢l Teorema de Rigidez de Mostow. Por ello, sélo hay (a menos de cambio
de signo) dos representaciones pg , By de 71{S*\ [p/¢]) en SL(2, C) que comrespondan a holonomias de
estructuras hiperbélicas completas de volumen finito en S3\ [p/q] : 7, es conjugada de py mediante una

isometria de HY que invierte la orientacion, y tr(p,(ab)) = tr{py(ab}) ).

Por otra parte, se sabe (cf. [Sb]) que la cubierta doble de §% ramificada en el nudo o enlace [p/q| ,
es el espacio lente £{p,q) , que tiene una estructura esférica (cf. [ST]). En consecucncia, S° es una
orbiforma esférica con singulandad [p/q] de angulo = . La holonomia de esta orbiforma esférica se
levanta a una representacion p, : 71 (S \ [p/g)) — SU(2) x SU(2) = 35@) (cf. [Cu]). En la seccién
5 de este capitulo se describira esta estructura de orbiforma esférica con mas detalle, v se vera que p,

corresponde a un par de representaciones p). , pa de m1(S* \ [p/q]) en SU(2) , para las cuales es
tr(px(a)) = tr(ph (b)) =0, tr(p}(ab)) = —2cos L2ELT

tf(Pvzr(a)) = tr(p;i(b)) =0, tr(Pazr(ﬂb)) = —2cos %9—“-

Es decir, pn comesponde al par de puntos (0, =2cos —{i‘%}ﬁ\ (0, —2cos L‘?—}f—lﬁ de la curva de trazas
Clp/q) (cf. [HLMy]).

Ahora bien, existe la siguiente conjetura sobre las estructuras geométricas conicas en S° con singu-

laridad un nudo o enlace de dos puentes [p/q] no toroidal.

. . . . . 2
Conjetura. Para cualquier nudo o enlace racional no toroidal [p/q|, existe un valor ay, € [—3—,71') tal

que S7 ¢s una variedad conica con singularidad [p/g] v Angulo cénico « (igual en ambas componentes,

si [p/q] es un enlace), que es:
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» hiperbolica si 0 < o <<y,
o euclidea st v =y, 3 v

e esférica st oy, << ¥ <,

Esta conjctura ha sido comprobada en casos particulares (cf. [HLM;] y esta misma tesis), v en el articulo

[HLM,] se supone implicitamente que es cierta. Por los trabajos de Boileau-Porti ([BP]), Burde({Bu]),

. ‘ 2
Hodgson ([Hoz]), Porti {[Po]) y Zhou ([Zh]) sc sabe que existen oy, € | _:
es una variedad conica con singularidad [p/¢] v angulo conico o, que cs hiperbolica si 0 < o < ay, |

, M)y ¢ > 0 tales que S§*

cuclidea s1 o = oy, , y esfénca st oy < o < oy, 4 ¢ (véase la introduccion a este capitulo).

De esta conjetura se deducen las siguientes conclusiones sobre la curva de trazas. Coensidercmos la
proyeceion g{F, Z) = I | restringida a la componente excelente £{p/q} de la curva de trazas. Denotemos
por H[p/q| la componente conexa de E[p/q] N g~ ' ([0, 2]) que contienc al punto (2, Zy) (correspondiente
a la estructura hiperbolica completa de volumen finito). Llamaremos a H[p/q] “rama excelenie” de
la curva de trazas (cf. [HLM:], [Riz]). Entonces todos los puntos (7, z) de Hip/q] corresponden a la

holonomia de una estructura conica (hiperbolica, euclidea o esférica) de 87 con singularidad {p/ql y angulo

-~

cénico o = 23,:“(:0035 . Denotaremos por {S%,[p/q], ) dicha estructura conica. Entonces (por |CZ],

ver también [Sb} v [Bol), (8%, [p/g], 7) necesariamente es la orbiforma esférica antes mencionada, cuya
cubierta doble cs el espacio lente L{p, g} con su estructura csférica cstandar. En consccuencia, H{p/qi

también es la componente conexa que contiene a los puntos (0, -2 cos LE’j—lﬁ) v {0, —2cos M) (cf.

[HLM,]). Topolégicamente, H[p/q) coincide con el resultado de pegar dos copias del intervato [0, 2} por
el punto 2 cos (—t;i (correspondicnte a la holonomia cuclidea). De hecho, para cada ¥ € [0, 2} , los puntos
de H[p/4q) cuyauprimera coordenada es 7, son {T,%(T)) v (T, Z»(%)) , donde:

e Z1{Z) y Z2{Z) son complejos conjugados, st 2 cos %Ii <Tr <2,

&

e g . Qi
o Z1(Z) = Z{T) € R si 3;:2(:05—5— (Y

(¥4,

e Z(Z) y Z2(T) son dos numeros reales distintos, si 0 < 7 < 2cos —2~ :

(Ver figura 2).
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Figura 2

2. CALCULO EXPLICITO DE UNA REPRESENTACION DEL GRUPO DE UN
NUDO O ENLACE DE DOS PUENTES EN SL(2,C) , A PARTIR DE LA CURVA
DE TRAZAS

Supongamos que p: 71 (S*\ [p/q]) — SL(2, C) es una representacion irreducible, que corresponde
a la holonomia de una estructura hiperbolica conica en 8* con singularidad [p/q] . Si a v b son los
dos generadores de la presentacion estandar de 71(S? \ {p/g|) (que corresponden a dos meridianos del
nudo o enlace), entonces el grupo de holonomia G = p(m (83 \ [p/q])) esta generado por pa) = A v
p(b) = B . Estas dos isometrias A y B son dos rotaciones de H? , de ejes {4 , {5 disjuntos v angulos

o, 3 menores que 7 . (En principio supondremos que puede ser « # 3 en el caso de un enlace).

Estamos interesados en construir un poliedro de Dirichlet para esta estructura hiperbolica conica,
dentro del modelo de Klein de H? (que en este caso es el mas comodo, porque en ¢1 los planos hiperbélicos
se ven como planos euclideos). Para ello, siguiendo el ejemplo del articulo [HLM; ], nos interesa encontrar
una representacion conjugada de p de manera que, al pasar al modelo de Klein de H® | los ejes de las
rotaciones A y B equidisten del ongen de coordenadas, sean paralelos al plano z = 0, y sus proyecciones

sobre el plano z = 0 tengan al eje « como bisectriz (ver figura 3). Geométricamente es claro que esto
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siempre s¢ pucde conscguir,

De esta mancra, s1 A y B son rotaciones del mismo angulo, entonces las tres rotaciones de 180° en
torno a los cjes coordenados pertenecen al normalizador del grupo de holonomia, generado por Ay B .
En consecuencia, serian simctrias de un poliedro de Dinchlet de la variedad conica dada, centrado en el
origen de coordenadas. (Obsérvese a este respecto, que cualquier nudo o cnlace racional se pucde colocar
en R? de tal manera que las tres rotaciones de 180° en tomo a los ejes coordenados secan simetrias del

nudo o enlace (ver figura 4)). Incluso aunque A v B sean rotaciones de angulos distintos, la rotacion de

>

Figura &

180° en torno al cje z siempre pertenece al normalizador del grupo de holonomia.

(2]

Antes de pasar al modelo de Klein, vamos a conjugar p en SL(2, C) . Para ello, necesitamos traducis
al modelo del semiespacio superior de H® | las condiciones de simetria enunciadas antes ¢n el modelo
de Klein. Al pasar del modelo del semiespacio al modelo de Klein, ¢l plano fronterizo del semiespacio

se transforma en la esfera fronteriza del modelo de Klein por proyeccién estereografica desde el polo sur

4
/

N/
NN
AN

Figura 4
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de la esfera, y el punto & = (0,0, 1) del semiespacio supenor, se transforma en el origen de coordenadas

en el modelo de Klein (ver figura 5).

Figura 5

Por tanto, lo que buscamos ¢s conjugar ta representacion p de modo que los ejes de las rotaciones A
y £ sc vecan en el semiespacto superior como dos semicirculos colocados como muestra la figura 6. Es
decir, las matrices A, B € 5L(2, C) deben corresponder a dos transformaciones de Mdbius cuyos puntos
fijos sean de la forma {&, £} v {1, —11} , respectivamente, y ademas i = A para algim A € R .
Queremos ademas que el punto k = (0,0, 1) del semiespacio, sea ¢l punto medio entre los cjes de Ay
B . Como la distancia entre & v un punto {0,0, z) ¢s log |z] , ha de ser |5l = 1/1€] . Pero como 17 = A€ |

de aqui se deduce que de hecho p =1/¢ .

/i

Figura 6
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: L - az : .
Como los puntos fijos de la transformacion de Mébius z — son las soluciones de la ecuacion

z+
cz+d
coadratica ¢z 4+ (d —a)z —b = 0, resulta que los puntos fijos seran de la forma &, —£ si y sélo si a = d
y ¢ # 0 . Por otra parte, como A v 7 son rotaciones dc angulo oy /3, respectivamente, s¢ tiene que
tr(A) =2cos § y tr(B) = 2(:05%%g . Por tanto, queremos conjugar las matrices A y B simultineamente

por una matriz. de S L{2, C) de modo que sean de la forma

cos(—; 3 sen—g €os s - sen-’q
A=1, y B= 2 £ 2

- senc  coso ol eos?

£ 2 2 i§ se l-2~ cos 5

donde £ € C\ {0} .

Geométricamente es bastante claro que esto se puede conseguir siempre que A v B no tengan
ningun punto fijo comnn, es decir, siempre que la representacién p sca irreducible, como suponiamos
en las hipotesis iniciales. Sin embargo, vamos a ver también una demostracion algebraica (que puede

pasarse por alto si sc quiere). Podemos partir ya de que las matrices A v B son de la forma

e 0¥
(:osé— ﬂsena a b
A= o o v B = )
sen— €08 — g
I 5 38 5 c

donde o -+ d = 2c05§- vy ad —bc = 1 . Primero vamos a cenjugar A y B simultancamente de modo

que ambas tengan las dos entradas de la diagonal iguales. Si ya es o = d , cntonces no hay que

. . . _ [cos¢ —seng
hacer nada. Supongamos que a # o . Al conjugar A por matrices del tipo 7' = ( send  cos o ) R
no varia. Por otra parte, la matriz TBT~! ticne las dos entradas de la diagonal iguales si v solo si

acos® ¢+ dsen’¢ — (b+ c)sendcos ¢ = asen?e + dcos? ¢ + (b4 ¢) seng cos ¢ |, es decir, si y s6lo si

b+c . : . . btc
cot(2¢) = _,i% La condiciéon necesana y suficiente para quec exista un tal ¢ es que i; & {+:} |

a—d a—
es decir, que n1 ¢ n1 —i sean puntos fijos de la transformaciéon de Mébius /3 . Dicho de otra forma, que

£ no comparta ningtn punto fijo con A . Si la representacién p cs imreducible, esta condicion se cumple,

y por tanto podemos suponer que A v B son de la forma

x 84 )6 L ﬂ

cOS — — sen— CO8 — _— Sefl'r—

Ao 2 v B= 2 1 2
- L o & I} Je;
be[l§ cos —2- J S€Il(—2' cos —2-

donde pp € C, p # 0 . Conjugando ahora ambas matrices por (
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obtienen finalmente

¥
cos = i€ sen—(— cos g z senﬁ
2 2 & 2
A= . y B =
i o« . 4 B
- b(mf Cos E i€ sen— €os 5

donde £ € C\ {0} , como queriamos.

Resulta conveniente escribir & en la forma & = e+

, donde siempre podemos suponer d > 0y
0 <0< x/2 Los parametros d y @ ticnen un significado geométrico claro: 20 = 2arg(&) es ¢l angulo

que forman los ejes de Ay B |y 2d = 2log €| es la distancia entre los cjes de A v B . Asi pues,

o i o ,
Cos 5 jedt® sen— COS g se—{dd-i) senﬁ
A= - y B =
. . €x @ o 8
ie (40 son — cos — jedti sen—ﬁi €08 —
2 2 2 2

donde d es la mitad de la distancia entre los dos ¢jes de rotacion, v 8 es la mitad del angulo entre los

dos ejes. Obsérvese que cuando o = 3, B ¢s la traspuesta de A .

Determinaciéon de « , d y # a partir de la curva de trazas, cuando o =

St o = (3 , entonces la representacion p corresponde a un punto de la curva de trazas Clp/g| .
concretamente al punto (7 = tr(A) = 2cos(a/2) , 7 = tr(AB)) . Como lo que conocemos cn principio
es la ecuacion de la curva de trazas en las vanables T v Z , nos interesa expresar & , d v # en términos

de 7 v . En realidad, en vez de T y z es mas conveniente ufilizar las variables
r=72 —4d=1tr(A%) -2=—4 senzg
z=2-2=1tr{AB) 2
(Recuérdese que la variable T siempre aparece al cuadrado en la ecuacion de la curva de trazas).

La relacion del angulo « con la variable = es obvia. Por otra parte, teniendo en cuenta la forma de

las matrices A v 13, resulta que
z=tr(AB) — 2
= (cos2 & _ ) senzg) + (cos2 e seHZg) -2
2 2 2
=2 coszg — 2 — 2cosh{2(d + 8}) senz—;j
2™ :
= —2sen 5(] + cosh(2(d + )

=—4 senz%E cosh®(id + 16)
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Por tanto,

z = cosh?(d + if)
A partir de aqui se pueden obtener formulas explicitas para cosh(2d) y cos(20) ¢n términos de x v 2,
como siguc. Tomando ia parte real dc ambos miembros de la igualdad 2 cosh®(d + i6) = 2z . resulta

que

2Re(2)

cosh(2d) cos(28) =
T

-1

Tomando el modulo de los dos miembros (y recordando que = < 0), s¢ obtiene que

%)

|z

cosh(2d) + cos(26) = —

=

Por tanto, cosh(2d) y cos(26) son las soluciones de la siguiente ecuacion cuadratica en ¢ ;
i+ 2|z|t + 2Re(z) ~ 2w =0

Las soluciones a esta ecuacion son

—|z| £ /|22 —~ 2z Re(z) + 72___—|z|+ Sz -2}z — x) _ —lzit|z—=

xr r r

Teniendo en cuenta que cos{26) < | < cosh(2d) v que = < ¢, se deduce que

(’;()sh(Qd) = M
i

cos(2g) — —A 122l
T

En realidad, lo que intercsaria es expresar o , € v d en términos de un tnico parametro real, que
variase con ¢l angule conico. La experiencia del ejemplo de [HLM,] v de los ejemplos hechos en esta
tesis, muestra que los calculos se simplifican enormemente si se elige como pardmetro w = col(f} .
Sin embargo, ¢l escribir cxplicitamente « y d en funcién de u involucra en general la resolucion de
ecuaciones polindmicas de grado muy alto, por lo cual sélo es posible en casos especialmente simples.
Aun asi, veremos que aparecen expresiones relativamente complicadas incluso cn los ejemplos sencillos
que se van a mostrar en el capitulo siguiente. En casos mds generales solamente se pueden hacer calculos

aproximados.
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3. PASO AL MODELO DE KLEIN DEL ESPACIO HIPERBOLICO

Para pasar dcl modelo del semiespacio superior al modelo de Klein de H? | es conveniente considerar
el llamado modelo intermedio, utilizado por Hilden, Lozano y Montesinos ([HLM;], ver también [F]).
Este modelo esta definido como el conjunto

{[gl gz] ECP310194—-0293>0; 0160104:—91 ; 02,936(:}
3 4.

La aplicacion que pasa del modelo del semiespacio al modelo intermedio, es extension de la siguiente

aplicacién entre sus bordes:

6 0, ]
cplo— €OPY | 010y —0:0,=0; 6, €C ,0,=—6;; 6,0;€C
‘93 94.
z —zz
z ———}
I -z

Sea ¢ la isometria hiperbolica que en el modelo del semiespacio es extension de la transformacion

L az +b . . . y
de Mobius 2 — =——— . Entonces en ¢l modelo intermedio, ¢ es extension de la transformacion que

ez +d
envia | = "% 4
via ||
az+b aztb aztb L o
cz+d  cz+d tzi+d (az +b){(cz+d) —(az+b}{az+b)
1 —&Z_Hé (cz+ d){(cz +d} —(az+ b)(cz +d)
¢z +d

S T

Por tanto, a la 1sometria [(:, d] & PSL(2,C) del modelo del semiespacio, le corresponde en el modelo

6; 0] _[a b] [0 & d —b
93 94 ¢ d 93 94 —C a

O bien , escribiéndola de otra forma,

intermedio la isometria

6, ad —ac bd —be 0,
s . —ab  aa —bb ba o,
03 ed —ez dd —de &y
04 —ch ca —db da fa
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Del modelo del semiespacio s¢ pasa ahora al modelo de Klein (de radio 1) de H3,

{[z,y, 2, e RP? | 22 492 + 22 — 12 < 0)

mediante el cambio de coordenadas (9; = i —f— z 1 —fr— z it &y = M) Por
ﬂ — 2 . 2 1 2 .

- . b . . :
tanto, a la isometria [? dJ € P5L{2, C) del modelo del semiespacio, le corresponde en el modelo de

Klein la isometria

I &I
Yl Tt Y
z 2
t {
ad —aé  bd e £ 0 0
| —ab aa —bb bi 0 0o 1 -1
donde A1 = ed —ce  dd —de| ¥ =1y o1
—ch cd  —db  da -1 ¢ 0 ¢
Realizando todo este proceso para las matrices
cos § jedtd sen’s COs ,;_f je (d+it) seng
A= _ y B= .
je—(d+i6) sen’ cos & jedtt sunfg (:osg

resulta que en el modelo de Klein de H? | las rotaciones A y B vienen dadas por las siguientcs matrices
de SO(3,1) :

I —2sen®*S sen®d  2sen*Ssenficosf  — senasent cosh d — senea send serihd
2 senz% senfcosd | — 2sen? % cos? g senex cos P cosh d sena cos { senhd
A=
* 2 .
senavsenf coshd  —senacosfcoshd 1 — 2sen? Feosh®d =2 sen® $ senhd cosh d
; . 2
— sena senf senhd  senovcosBsenhd 2 se.‘n‘)'-‘z‘,£ senhd cosh d 1+2 senzg senh~d
1-2 Senzg sen?d -2 senz*g— senf cos senf] senf cosh d - senf send senhd
-2 sean—j senfcosf 1 -2 senzg cos? ) sendcos fcosh d - senff cos O senhd
B =
P’ 2 iy
—senfsenfcoshd  —senfdcoscoshd 1—-2 senzg cosh“d 2 sen‘f*‘%r senhd cosh d
; 08 9gen? sonhd cosh d 2 sen? £ genh2d
—senfsenfsenhd  —senfcosfisenhd  —2sen®s senhdcoshd | 4 2sen®s senh®d

Debido a la simetria en la disposicion de los ejes de Ay 8 . las inversas A~ 'y B!

son conjugadas
de Ay B, respectivamente, mediante la rotacion de 180° ¢n torno al ¢je z , que tiene matriz diagonal

—1
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Es decir, A™' = ZAZy B~ =ZBZ .

Si ademas A y 3 son rotaciones del mismo angulo o = f , entonces B es conjugada de A mediante

la rotacion de 18(° en tomo al eje . Denotcmos por

1 -1

las matriccs de las rotaciones de 180° en tomo a los ¢jes x ¢ y , respectivamente. Entonces cuando
a=Fdsetiencque B=XAXy B '=YAY .

Observacion. Supongamos que p es una representacion de 7 (S \ X} en S£(2, C) dada por

cos & iedti sen s cos «g— i (d+if) seng
pla) = _ y o plb) = . ;
i~ (d+i6) sen% cos % jedtt sen’s Cos 3

donde o , 3, d v 0 son nimeros complejos, no necesariamente reales. Consideremos el subgrupo
1 L
Mt =
—1 -1
Denotaremos este subgrupo por SO(3,1; C) . Entonces existe una representacion g de 71(S*\ 33) en
SO(3,1; C) asociada a p y definida por p(a) = Ay p(b) = B |, donde:

de S§L(4, C) formado por las matrices M tales que M

I —2sen*$sen®d 2sen®Ssenfcos  —senasend coshd — sena senf senhd
2 sen? Ssenfcosf -2 senzf;— cos? ¢ sena cos & cosh d sena cos {f senhd
A=

senwsenfcoshd  —senacosfcoshd 1 -2 sen?% cosh®’d -2 senzgf senhd cosh d

— sena send senhd senwcos @senhd 2 sen2r—2I senhd cosh d [ +2 serlz%‘ senh?®d
1 - 2sen?Zsen®0  —2sen®£ senfcosd senfd send cosh d - send send senhd
~2sen?s senfcos 1 —2 senzg cos? 0 senf cos 0 cosh d — senfd cos f senhd

B =
—senfdsenfcoshd  —senfcosfcoshd -2 senzfg cosh®d 2 senz—éz senhd cosh d

—senfsenfisenhd  —senfcosf@senhd 2 sen"‘% senhdcoshd 142 sen?‘g senh®d

Esta observacion sera util en la seccidn siguiente, para pasar de representaciones en SO(3,1) a repre-

senfaciones en SO(4) a través de una representacion en SO(3) .
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4. LA TRANSICION DE HOLONOMIAS HIPERBOLICAS A HOLONOMIAS
ESFERICAS A TRAVES DE UNA HOLONOMIA EUCLIDEA

Supongamos que [p/g] es un nudo o enlace racional no toroidal. Recordemos que entonces S*\ [p/g]
admite una estructura hiperbodlica completa de volumen finito, que es unica a menos de 1sometria. Sea
pe 11 (S*\ [p/q)) — SL(2,C) un levantamicnto a SL(2,C) de su holonomia. Entonces pg es una
representacion irreducible, y si a,b son los generadores de la presentacion estandar de 71(S® \ [p/q]) ,
entonces Ty = tra) = tr(b) = 2 . Sea Z; = tr{ab) € C\ R . Entonces (2,%) es un punto dc la
curva de trazas C'[p/q] , correspondiente a la representacion pg . Siguiendo a Riley (fRiz]), lamabamos
componente excelente Elp/q) de la curva de trazas, a la componente algebraica que contiene al punto
(2,%,) . Llamabamos rama excelente Hip/q] . a la componente conexa de E[p/q|N{(7,2) | € [0,2] C

R} que contienc al punto (2, 2q) .

En la scccidn 2, para cada punto (%, %) de la curva de trazas correspondiente a una representacion
irreducible p , encontramos una expresion de las matrices pla), p(b) € SL(2,C) en ttrminos de x y = .
En la seccion 3, a la representacion p le asociamos una representacion g de my (S*\ [p/q]) en SO(3,1) ,
en ¢l caso ¢n que 7 € C\ R . En esta seccion, vamos a ver como, al variar T en ¢l intervalo [0,2),
sc puede pasar de una familia de representaciones p en SO{3, 1) a una familia de representaciones en

SO(4) a través de una representacion en SU(3)

Por lo dicho en la scceion 1, sabemos que para cada T € [0, 2] , hay dos puntos (no necesanamente
distintos) en H{p/q| cuya primera coordenada es Z. Existc au, € {27/3, 7} tal que estos dos purttos son
de la forma (7, %, (7)) y (¥, Z2(Z)) , donde:

o~ g PR . . . X}, o~
e Z1(T) y Z{Z) son complejos conjugados, si .‘Zcos—z—b <F <2

o~ . v - X
e 21(Z) = Z2(T) € Rosi :n:?cos—f— 1Y

e Z1(Z)} y %2(F) son dos nimeros reales distintos, si 0 < T < 2cos %ﬁ .
Cuando # estd cerca de 2 pero cs distinto de 2 , los puntos (7, 21(2)) vy (¥, 22(7)) corresponden
a dos representaciones irreducibles p1 , pz de 71(8%\ [p/q]) en SL(2, C) que envian los generadores
a v b a dos rotaciones de angulo o = 2arccos(Z/2) . Como cn la secaidn 2, hacemos el cambio de
variables z = 7% —~ 4y z = 5— 2, y escribimos z(z) = 71(T) y 22{x} = Z(T) . Sabemos entonces
que z1(z) = = cosh?(d(x) +i0(z)) y z2(x) == cosh®(d{z} — i0(z)) . donde d(x) es la mitad do ia
distancia entre los ejes de las rotaciones pj(a) y pi(b) , v 8(x) es la mitad del angulo entre dichos cjes.

(Cuando = — 0, d(z} — +o0 )
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Mas en general, podemos encontrar dos funciones continuas d(z) , 6(z) del intervalo [—4,0} en C

tales que para todo x € [—4,0) ,

z21(x) = x cosh®(d(z) 4 10(x)) ¥ z(x) =z cosh?(d(x) — i0(z))
Estas funciones vertfican las sigmentes propiedades:
(i} 0(x) € R para todo = € {—4,0) ;

(i) Si denotamos f = 4 cos? % ~-2¢€(—4,0),entonces: d(z)e Rsi h <z <0, dh) =0,y dx)
es imaginario puro si —4 <z < fi . Si r{z) = [d(z)| s ¢l médulo de d(x) , podemos suponer que
d(z) = r{z) cuando h <z <0y d(z) = —ir(z) cuando —4 <z < h .

Entonces para cada = € (4, 0) existen dos representaciones py, p2 de m1(8 \ [p/q]) en SL(2,C) .
definidas por:

oy . . « fa" . . lo's
COS — et gen— COS — je— (1) gap
p(a) ’ : p1(0) . 2
1 = ) 1 = :
: . o o . ) @ x
fe ) gon = CO8 — tet+i0 gan — C0s —
2 2 2 2
Y . . Y (84 . . 8
Cos — fed— sena oS -2- e~ (d=®) SEHE
pa(a) = , o o . p2(b) = g ' o
de {419 gan— €OS — e sen— Co8 —
2 2 2 2
T 42

donde o = arccos 5 d=d{z}yd=00x).

(En realidad sélo sabemos que existan representaciones py v p2 definidas de esta manera, cuando
los puntos {v/= + 4, z1(x) +2) y (V' + 4, z2{z) + 2) corresponden a representaciones irreducibles, es
decir, cuando z;(x) # = v z2(x) # = . Sin cmbarge, como el conjunto de puntos de la curva de trazas
que corresponden a representaciones reducibles es finito, por continuidad se tiene que las expresiones

anteriores definen siecmpre dos representaciones p; , p» de 71 (8*\ [p/q]) en SL(2,C)).

Asociadas a p; v pp hay dos representaciones de 7 (S® \ [p/q]} en el subgrupo de SL(4,C)

1 i
. . 1
formado por las matrices M tales que M ) Mt = L 1 , que denotamos
~1 -1
S0(3, 1; C) . Estas dos representaciones en SO(3, 1; C) |, que denotaremos py , po . vienen dadas por:
( 12 sen‘?—;—t sen?g 2 senzg- sent cos d — serex send cosh d - sena send senhd
2 seﬂz—gf senflcosd 1 -2 senzg cos? ¢ senc cos # cosh d senc cos & senhd
pi{a) = “ o
seniaxsenfcoshd  —senwcos@coshd 1 — 2sen? 3 cosh®’d —2sen? 3 senhd cosh d

—sencrsenf@senhd  senocos@senhd 2 senz—;E senthd cosh d 142 sen2£;— senh®d
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p2(a) se obtiene cambiando @ por —# en la expresion de 5,(a) , y 7;(h) es la conjugada de pi{a) mediante
1
—1

la matriz X = 1

1

A continuacion vamos a analizar qué interpretacion se puede dar a los pares de representaciones

(p1,p2) ¥ (Pr , p2) cuando = varia entre 0y —4 , y qué relacion existe entre elios,

Cuando ~ << xr < 0, dy 0 son reales, lucgo las representaciones 5, y pu en 50(3,1,C) son en
realidad dos representaciones en la componente de la identidad del grupo de matrices reales S 03,1}, que

se identifica con Iso™ (H?) (en cl modelo del hiperboloide o el modelo de Klein de H?). La representacion

—1

p2 ¢s conjugada de py mediante la matriz 1 1 € O3, 1) (que nvierte la ortentacion espacial

y preserva la orientacion temporal del espacio de Lorentz-Minkowski R} | v se identifica por tanto con
una isometria hiperbdlica que invierte la orientacion).

Cuando = = A, d = 0, luego las representaciones gy y g2 coinciden ambas con una representactén de

m{(S*\ [p/q]) en SO(3) € SO(3,1) :

o o
1 —2 senza sen?d 2 senz—(j senfcos@  — seniexsend 0
2 & o2l g
2sen“—senfeosfd 1 — 2sen £ cos“ @ sennrcosf 0
71(a) = ala) = )
sena senf — senacos é 12 sen2§ 0
) 0 0 i

p1(b) = pa(b) = X pr{a) X
Las representaciones p; y p2 en SL(2,C) coinciden, y son cn realidad una representacion en SU/(2)

(que cs la cubicrta universal de SO(3)) :

o7 . i K&
08 — ie* senm—
pi{a) = p2(a) = . o o pi(b) = () = pi(a)’
ie? sen-é- cO8s E

Cuando —4 < = < h , d es imaginario puro, luego las representaciones p; y pz en SL(2, C) son

dos representaciones distintas de w1 (S%\ Ip/q]) en SU(2) . Como hemos supuesto que d(x) = —ir(z) ,

tenemos que
. ¥ . it @
cos —g jet(=rt) seng— Cos —2— ietr=9 sen‘a
pl (a') - . Y [a% ] p] (b} = L 9 Y [
iei(r—0) SB[’IE cos 5 iet{=r+8) Sen'~«2— cos =
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x o o o o @

cos o e~ Hr+9) gon — cOs 3 et (r+e) sen—

p'Z(a’) = ) Pz(b) - -
‘ o o o o o
1+ gen = COs — ie~ 1) gon— €Os —
2 2 2 Z

Veamos de qué forma son las correspondientes representaciones gy v g2 . Como coshd = cosh(—ir} =
cosT y senhd = senh{—ir) = —isenr , resulta que gy y i son dos representaciones de 73 (S*\ [p/g])

en el subgrupo 7 de S0(3, 1; C) formado por las matrices de la forma

Tyt Mo Mgy i TI14
M My a3 11N

M = 21 22 23 1IN2g con m;; € R
i M3z M3z gy

P41 ETTE4D i 4y 744

Este subgrupo se identifica con el grupo ortogonal (real) SO(4) mediante 1a conjugacion por la matriz

1 Mgy M2 Ty Ty
T = 1  Enefecto, si M € 7, entonces TM T-1 =] '21 ez ey T
1 my1  Ma2 M3z g
T —Tr41] M4z —TTla3 Mg,
pertencce a SLI4,RY ,y (TMT OV (TMT Y =17""MTMT ! =
| 1 1
1 Agt | — —1 1 -1 1
=7 M ] MTr— =T L T = 1 . Por tanto,
—1 -1 1

TMT € SO(4) .

Cuando —4 < x < h sc tienen, pues, dos representaciones 7} , gp de m1(S* \ [p/q]) en SO(4) =
Iso*(8%) | dadas por:

o o
{ -2 sen""-{z— sen?f 2 sen2—2~ senif cos @~ sepasend cosr sena send senr
P 22 .2
2sen®—senffcosd 1 — 2sen 0 cos® ) senacaosfcosr —senc cos Jsenr
~ _
£ (“) = g ) e
sena senfd cos r —sennxcosfcosr 1 — 2sen 7 cos“ T 2sen ) SeNT COST
2 ¥ 2 & 2
— sena send senr sena cos & senr 2sen 3 senrcaosr 1 — 2sen 7 sen*r
-1

21(b) = X pi(a) X v ph es conjugada de p} mediante la matriz € O(4) (que es una

1
1sametria esfénica que nvierte la onentacion).

Ahora pi{a) v 71(b) son dos rotactones en S® de angulo o en torno a dos ejes separados a una

distancia 2r y que forman un angulo 26 . Lo mismo sucede con ph{a} y ph(b) .
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Queremos relaciopar estas representaciones pf y gy en S(O(4) con el par de representaciones My
pz en 5U/(2) | teniendo en cuenta que (como dijimos cn la introduccion a este capitulo) SU(2) x SU(2)
es la cubterta universal de SO(4) . Vamos a ver ahora dc manera explicita qué relacion existe entre

(P) 1 p2) ¥ (p1 s p2). Siidentificamos S* = { (z,y,2,0) e R* { 2% + 3 + 22 + 42 =1} con

T4ty ozl : 3 : : : oa

SU(2y = {(ﬁz it x ‘z.y) | 2% 4 y* + 24 +1* = 1}, entonces Ja isometria esférica 7, {a)

corresponde a la transformacién que envia ( rr Wzt It )
—z4it -y

(.r s ey o : o

COS — — :1(——r+0) SeI— . . v je—tr ) L S

- i eI 5 ( rAiy  z4il ) cos 5 i sen—

o 1" y PP . o x a7

—geilr—0) SEHE cos 3 ~ztit x -1y et +) sen- cos
o f zHiy ozl

== o . N o | (1
p1(a) (_Z_Ht e iy ) P2l

Analogamente, pf{b) corresponde a la transformacion

m‘i‘ly Z+ﬁt -1 l+1?! Z+{i
(’Z+M x“i'f!>le(b) (_Z-{-if. T — 1y p2(0)

En cambio, la isometria csferica p{a) corresponde a la transformacion

(ﬂ:+ay z+m£)h_}p2(a)_1<x+?y ,z+ri)m(”‘)

—z 4t T =1y —z4i 1y

y andlogamente para g (b) .
Es decir, si considecramos la cublerta doble A : 5U{(2) x SU{2) — S0(4) definida por

zriy x4ty o f x4y 24w N _— .
/\(A’B)(—z+i£ :rm—iy)ﬁA il m—iy B, entonces gy = A{p1, pz) , mientras que

o
o = Mpa, p1) -
Como en todos los casos po s6lo se diferencia de py en un cambio de orientacion, de ahora en

adelante consideraremos Unicamente la representacion p; y la denotaremos simplemente g .

Cambio de escala.

Resumiendo, para cada = € [--4,0) , tenemos una representacion p cn SO(3,1; C} |, tal que:

e sih < z < 0, entonces p es una representacion en la componente de 1a identidad de SO(3,1) , que
s¢ identifica con Iso™t (H?) ;

e si = h , entonces p es una representacion en SO(3) ;

e si —4 <z < h , entonces p se puede identificar con una representacion cn SO(4) .
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La familia de representaciones g resulta poco satisfactoria por varios motivos. En pomer lugar, no son
siempre representaciones en el grupo de matrices reales (7L{4,R) . En segundo lugar, cuando = = &
sélo se obtiene una representacion en SO(3) (que corresponde a la parte de rofacién de una holonomia
euclidea), v cuando —4 < x < h hace falta conjugar adecuadamente 5 para interpretarla como una

representacion en SO(4) .

Por ello, en cste apartado vamos a ver cémo se puede modificar la familia de representactones p
para obtener una familia continua de representaciones en (ZL(4,R) , con la siguiente propiedad: para
cada r , existe un modelo (no estandar) del espacio hiperbdhico (s1 b < x << Q) | euclideo (s1 z = h)
o esférco (si —4 < x < A}, distinto para cada = , de modo que la correspondiente representacion en
GI{4,R) ¢s una representacion dentro del grupo de isometrias de ese modelo no estandar. El paso del
medelo estandar de H? , E® o 8% a cada uno de estos modelos no estandar, es mediante un “cambio de
escala” de factor variabie (dependiente de z). A continuacion explicamos detalladamente cémo realizar
este adecuado cambio de escala para ver de manera automatica la transicion de holonomias hiperboélicas

a holonomias esféricas a través de una holonomia euclidea, siguiendo la idea del articulo [HLM, .

(i) Modelos de Klein de radio variable para H*

Para cada R > 0, vamos a considerar el siguiente modelo del cspacio hiperbolico H* (ver figura 7) :
: 1 R
M= (29,20 R o(a” 497 4 2%) ~ F =—1,1>0}

1/R?

2
con la méinica inducida por la forma cuadratica / 1/R? de R* .
—1

Las isometrias son las restricciones de los automorfismos lineales de R* que preservan H}, . Es
1 1

decir, los automorfismos de matriz M tal que M° ! | M= 1 y tal que [a

- R? ~R?
1}
ultima coordenada de M ( 0 0 ) es > (. Las geodésicas v los planos son las intersecciones con
1

H3, de planos ¢ hiperplanos de R* .

Si se proyecta HY, desde el origen sobre el hiperplano ¢ = 1 , aparece el interior de una bola de

radio 12 en R* | que podemos considerar como un “modelo de Klein de radio R” de H?® .
Del modelo H3, se pasa al modelo del hiperboloide estandar,
I ={{z,y,2,t) eR*| 22 + 42+ -2 = -1 ,t >0}
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mediante ¢l cambio de cootdenadas +' = Ro o = Ry ,2/ = Rz 1/ =1 . {Por tanto, ¢l paso del modelo

de Klein de radio R al modelo de Klein estandar, de radio 1, ¢s por homotecia).

(i1) Degeneracion en la geometria euclidea

Cuando R — 400 (ver figura 7), los conjuntos H} se aproximan al hiperplano
Hi, ={(r,y,z,} eR"| = *=~1 t>0}) = {{z,p,2,8) e R |t =1},

que se pucde considerar como un modelo del espacio euclideo E® . Se puede comprobar que cn el paso
al limite se preservan los angulos: si para cada R > 0 se tienen dos planos IT,(R) , IT;(R) en HY |
y cuando K — 400 los I1;(R) tienden a un plano Il; | ¢ = 1,2, entonces ¢l angulo (hiperbdlico) entre
I {R) y iI2{R) en H, tiende al angulo euclideo entre Tl y 1y . De hecho, ¢f grupo de isometrias de

H}, tiende, cuando R — 400, al grupo de semejanzas de B .

En particular, se pueden obtener 1sometrias cuclideas como limite dc isometrias (hiperbolicas) de
H} cuando B — +oo . Un ejemplo (que cs ¢l que nos intercsa) es el siguiente. Supongamos que, en ¢l

modelo estandar (de radio 1) de H" | tenemos para cada R > 0 una isometria My = (m;(R)) | v que
(

Q
cuande R — +oo |, las mairices My tienden a una matrz de la forma M = o |- donde

0 0 0 1
O € O(3) . Supongamos ademas que existe ;4 = Rlim R mu(R) ¢ Rparai=1,23 Paracada
— 400

R > 0, vamos a pasar ahora al modelo de H” de radio R . En ese modelo, la isometria My, tienc matriz

R 1/R
My, = K R Mp /R I/R . Cuando I -— oo, el limite de las matrices M,
1 1
A4
. . : . & Azq.
(que son isometrias hiperbélicas en los modelos H3) es M’ = Mgy | - donde O & O3) .
Q0 0 0 |

Es decir, M’ s una isometria euclidea.

(1i1) Paso a la geometria esférica

Vamos ahora a admitir 1a posibilidad de que el parametro R tome también valores tmaginarios puros:

R = +i|R| . Entonces HfbilRl es ¢l semielipsoide

1 . . .
3 1 - 2 2 2
]{iilRi;::{(:c,y,Z,t)ER ] ﬁW(x + Yy +z)~i —k1f>U}
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/IR ;
(ver figura 7), con la métrica inducida por la forma cuadratica ~1/IR| -1/ Rlz , de

R* . Convendra ampliar este semielipsoide al elipsoide completo
1 .
Sipy = {{z,y,2, 1) e RY W(iﬂz +y?+ )+t =1]
~1/iRf?

~1/|R?

con la métrica inducida también por ia forma cuadritica de

-1/\RP
—1
R*.

Si hacemos ¢l cambio de coordenadas =’ = |R|r , 3’ = |Rly , 2’ = |R|z , ¢ =t , cntonces pasamos

de S;’m a la esfera de radio 1,
S?': {(:r,y,z,t) €R4 i _$2_?/2_z2_t2 - _1}

con su métrica estérica estindar. En consecuencia, .5'}“*}-1,»J es un modelo (no estindar) de la geometria

esfénca.

Las matrices Af tales que M* M = 1 y tal que la ultma coor-

(RI? |~
D
denada de M 0 es > 0 , soun en particular isometrias en el modelo no estandar 5@, de la
0 , P IR
geometria esférica.

Si se proyecta i, C Sip desde el origen sobre el hiperplano 1 = 1, la imagen es todo ¢l
hiperplano , que consideraremos como un modelo proyectivo del semielipsoide superior HL, ny (ver
figura 7).

f
Hy
! H>
//‘_ .

Figurn 7
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En resumen, introduciendo el parametro R se puede ver la transicion de la geometria hiperbolica a

la esférica a través de la euclidea.

(iv) Aplicacién del cambio de escala a la transicién de holonomias hiperbélicas a

esféricas.

Volvamos al objetivo que nos proponiamos en [a primera parte de esta seccion. Recordemos que
para cada = € (—4, 0) habiamos escrito una representacion g de m1(S*\ [p/q]) en el grupo SO(3,1;C) <
SL(4,C) , que era de la siguiente forma: g{a) es la matriz

[ -
1-2 sen‘z—z— sen2d 2 sean senflcosf)  — sena sent cosh d — sene send senhd
o (¥ W
2 sen 3 senfcosf | —2sen -5 cosc f sen cos 0 cosh d senw cos & senhd
A=
. 9 (8 2 9 X
seneysenflcoshd  —senacosfeoshd 1 — 2sen o cosh“d  —2aen ) senhd cosh d

(84 o ¥
—sencesenf senhd  senacosfsenhd 2 sen? 5 senthdcoshd 14+ 2 senzi senh®d

1
—1

y B = p(b) es conjugada de A = p(a) mediante la matnz X = _ CAqui, o =
_ I
z+2 . . .

BICCOS ~—— Y d = d{x) y 6 = 0{x) son dos funciones continuas del intervalo [-4,0) en C | que

verifican las siguientes propiedades:
e O(z) € Rparatodo x ,vy
edz)eRYsih <z <0;,dh)=0;ydz)=—ir(z)si ~4 <z <h,donde r(x) € R* . En
gencral, denotamos siempre r{z) = Jd{z)| .

Entonces cuando h < z < 0, 7 es una representacion en SO(3,1) ; cuando = = h , p es una
1
representacion ecn SO(3) , y cuando —4 < 2 < b, j cs conjugada (mediante la matriz ( 1 1 .)) a
?
una representacion en SO(4) .

Ahora vamos a elegir una funcién continua k(z) tal que k(z) e R7" st h <z <0 ; k(h) =0,y
k(z) es imaginario puro si ~4 < x < h . Para cada x € (-4, 0} , vamos a considerar ¢l modelo H 2 de

radio R = 1/k(x) . Si z # h , entonces la siguiente representacion conjugada de o,

17k k
_ / 1/k » k
Pk = 1k 1 °F bk
1 ]

es una representacion en el grupo de isometrias de /3 . Cuando x = &, k(z) = 0, luego la representacion

pi no esta definida en principio para z = h . Sin embargo, si elegimos la funcion k{z) adecuadamente,
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de modo que exista el limite de py cuando = — h , entonces (por lo visto en ¢l apartado (1)) dicho limite

es una representacion en el grupo de isometrias euclideas.

En resumen, eligicndo convenientemente la funcion k(x) , se verifica que:

e cuando b < x < 0, py es una representacion de 7, (8% [p/q]) en el grupo de isometrias hiperbolicas

que preservan la orientacion, en el siguiente modelo de HY :
= {ay 20 €R B (2 4y + 2% — 2 = =1 1> 0)

{que proyectaremos con frecuencia sobre el hiperplano ¢ = 1 como una bola de radio 1/k).

e cuando = = A , pi cs una representacion de 7, (S” \ [p/g]) en el grupo de isometrias euclideas que

preservan la orientacion. Aqui estamos viendo el espacio euclideo E? como el hiperplano de R*
H, ={(z.y.z,8) eR* | 1 =1}

e cuando —4 < x < h , pi es una representacion de 71 (S*\ [p/q]) en el grupo de isomectrias esféricas

gue preservan la orientacién, en el siguiente modelo de la esfera 8% -
S'flj/lk} = {(x,y,2t) e R | - ikiz (352 +y2 + zg) — it =1 I

(que proyectaremos a veces sobre el hiperplano £ = 1).

La cleccién de la funcion k{x) = senhd(z) seria adecuada y natural, para obtener en el limite
isometrias cuclideas cuando = = A& . Sin embargo, presenta el inconveniente de que no permite ver en ¢l
limite, cuando x ticnde a 0 (v « tiende a 0) , la estructura hiperbélica completa de volumen finito. En

efecto, cuando = — 0, d — 400, y por tanto & — 00 . En consecuencia, los modelos /7 f Ik {que tras

proyectar sobre ¢ = 1 s¢ ven como bolas dec radio 1/k), degeneran en un punto cuando © — (G . Para
evitar este problema, elegiremos nomalmente (siguiendo el ejemplo del articulo [HLM;)) la funcién
k = (tan{a/2) senhd)/ cosf (cuya interpretacion geométrica veremos enseguida). Esta funcidon no
tiende a cero cuando « — § , por el siguiente motivo. Consideremos el modelo de Klein estandar de
radio 1 de H? | v fijemos el onigen O = (0,0,0) como punto base. Sean A = p{a) v B = p(b) las
dos rotaciones que generan el grupo de holonomia. Sea Ay el plano bisector del segmento que une
el punto base O con su imagen A{O), y sea P ¢s el punto de corte de Hy con el eje de la rotacién
B (ver figura 8; comparese también con la figura 3). Entonces la segunda coordenada del punto P
es (tan{a/2) senhd)/cosf . (La comprobacion de este hecho es un ejercicio de trigonometria, que
haremos con detalle a continuacion). Esta funcién k = (tan{a/2) senh d)/ cos # tiene ademas la ventaja

de que en la practica simplifica los calculos. Sin embargo, presenta también un inconveniente, ahora en
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el otro extremo del intervalo: cuando = -+ ~1, a — 7y d — —in/{2p) , y por tanto & — oo . El
modelo Ik tiende a un segmento, y cn consecuencia ahora no podremos ver la estructura de orbiforma
esférica de angulo cénico 7 . Como cualquier otra eleccion de funcién & es mucho mas complicada, lo

que haremos serd deshacer el cambio de escala cuando queramos ver este caso limite,

P = (z,y, tanh d)
¢} = (0,0, tanh d)

ele de 4 -~

Iigura 8

Calculo de las coordenadas del punto £ :

Recordemos que estamos considerando ahora el modelo de Klein de radio 1 de H® . Como la
distancia entre los ejes de las rotaciones A v B es 2d v O cs el punto medio entre ellos, resulta que las
coordenadas del punto I son de la forma P = {x,y,tanhd} . En el tridqngulo hiperbolico PQS de la
figura 8 (que es rectangulo en @), se verifica la formula trigonométrica tan Z(QSF) senh dist{Q, S) ==
tanh dist{ P, Q) . Corao ¢ = (0,0,tanhd) v I? = (z,y, tanh d) , resulta que

1 — tanh® d 1
coshdist(P, @) = =
V1 = tanh® dv/1 - tanh®d — 2% — y? \/1 — (22 +y%) cosh® d

En consecuencia, tanhdist(P, @) = +/x%4 y2coshd . Como dist(Q,S) = 2d , resulta que
tan Z(QSP)senh2d = /7% + y?coshd , luego +/x% +y? = 2lan L(QSF)senhd . Por otra parte
(comparar figura 3), cot 6 = z/y , luego /22 + 42 = yv/cot?@ + 1 = y/(send) . En consecuencia,

y = 2sen@senhdtan L{QSP)

Determinemos ahora el angulo £(@QSP) , teniendo en cuenta que los dos ejes de las rotaciones Ay B

forman angulo 28 . Tenemos la siguiente situacion:
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Existe, pues, un triangulo recto esférico, en el que la hipotenusa mide £(QSP) , un cateto mide o/2 ,

y el angulo entre la hipotenusa y esc cateto mide % — 26 . Se verifica entonces la formula trigonométrica

tan &
tan Z(QSP)cos{§ —20) = tan § | luego tan L(QSP) = m . Por tanto,
serth d tan % senh d tan 5
ro=—= e Y= —=
sen cos f

5. LA ESTRUCTURA DE ORBIFORMA ESFERICA EN S$* CON SINGULARI-
DAD DE ANGULO n EN UN NUDO O ENLACE RACIONAL

Es un hecho bien conocido (cf. [Sb]; comparar [Con], [Mo,]) que la esfera S tiene una estructura
de orbiforma esférica con singularidad de isotropia 2 en cualquier nudo o enlace racional [p/q] . Esta
estructura, que denotaremos (S, [p/g], ) , es Unica a menos de isometria ((CZ], ver también [Bo] y
[Sb]). Se obtienc como el cociente de 8§ bajo Ia accion del grupo diédrico de orden 2p generado por

: : . . . T
dos rotaciones A , B de angulo  , en tomo a dos ejes que estan separados a una distancia de > y

iy . ) , .
forman un angulo de 97 Un dominio fundamental para esta acci6n es Ia “lente” comprendida entre dos
P

esferas maximas en S* que se cortan formando 4ngulo 7/p (ver la figura 9). De hecho, este dominio

fundamental es el dominio de Dirichlet centrado ¢n el punto medio entre los dos ejes de rotacion.
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Figura 9

Identificamos, como en la seccidn anterior, 8* = {(z,y,2,0) e R* | 2? +3° + 22 +42 = 1} con

iU 1
. _ Tty 4+l p . , , N
S50(2) = { s = (—z+i£ N —iy) [a2 + 9%+ 2%+ =1}, y también con { (u,v) €

C? fun+vi = 1} . Por lo visto en la seccién anterior, sabemos que las isometrias esféricas

_(jr 1)m o . (g4 1w
woow 0 e ] 0 Te T
A —
5 a ' ez i ) Pk
—ie 2P 1e —p— 0]
(-f.' 1\7r ‘ (1w
St LT
wow 0 v 0 ie 2P
B . —
-5 @ , W PICAR)L
—ie 21” ie 2p 0

son dos rotaciones de angulo 7 en tomo a dos ejes,
o in/2p . ilp—q)m/2 . . 2 2 _
4*{(7—]6 /7)77261(] q)/I))'FI”IQER,71+T'2—1.},

Ig = { (e ™/ rptla=m/20y | )y e R 12472 =11,

que forman angulo ar y estan a distancia z.
P P

Conocemos, pucs, la representacion de holonomia p, : m(S* \ [p/q]) — SO{4) de la orbiforma

esférica (S, [p/q], 7) (a menos de conjugacién). Si a v & son los generadores de la presentacién estiandar

de 7m1(8?\ [p/q]) , entonces las imagencs por g, de o v b son las rotaciones A y B | respectivamente.

Lo que todavia no sabemos es a qué representaciones g, de 71 {8*\ [p/q]) en SU(2) x SU(2) =
85(4) se levanta p, . Si consideramos la cubierta doble A : SU(2) x SU(2) — SO(4) definida por

u oW u v . o .
AP, Q) (__,U . ) = p! (_-{) u) () , entonces existen en prncipio cuatro maneras posibles de

levantar p. a SU(2) x SU(2) , dadas por:

(g—1)m {q+1}
€] je 2p \ / 0 e p
E‘.’l‘(a’) =19 ) y O k
Ag—=1)m g+1)m
ie 0 i 2 0

18



g FCADYLS
0 16 2p )] i€ 2P
ulb) = | 7 T
i!q—!!fr 71,/-1\'1‘.\
je 2 0 } \ie 2p 0

donde o € {1} v 7€ {£1} .

Si [p/gl es un enlace (es decir, si p es par), entonces las cuatro son de hecho representaciones de
71(S%\ [p/g)) en SU{2) x SU(2) . porque en la relacion awa™'w™! = 1 de la presentacién estandar,
las letras a y b aparecen cada una (con o sin exponente) un nimero par de veces. Por tanto, si existe
una representaciéon que envia e a A y b a B | entonces también existen otras tres representaciones que
envian ¢ a +tA4 y b a =8 . Asi pues, cuando [p/ql es un enlace, pr admite cuatro levantamientos a
SU(2) x SU(2) .

En cambio, cuando [p/q] es un nudo, en la relacion awb 'w™! == 1 de la presentacion estandar,
las letras a y b aparecen cada una (con o sin exponente) un mimero impar de veces. En consecuencia,
P s6lo admite dos levantamientos a SU(2) x SU(2) , que son opuestos uno del otro (es decir, s1 uno
envia ¢ — Ay b — B, entonces el otro envia a — —A y b — —B ). Dec las cuatro posibilidades
antes mencionadas, queremos saber cudles son las que corresponden a estos dos unicos levantamientos :

si [as correspondientes al caso or = 1 o los correspondientes a or = —1 . En ¢l pnmer caso, se

(g=Lr
P

Lg==Lix
P

tendrian dos representaciones py , pz de = (8% \ [p/q]) en SU(2) coi T p(ad]] = —2¢08

Lg=1x
p

f(‘r—l- ])frr

tr(pa{ab)) = —2cos Por tanto, los puntos (0, ~2cos ) v (0, —2cos }

pertenecerian a la curva de trazas Clp/q] . En cl segundo caso serian, e¢n cambio, los puntos

(g-1) (g +
p iz

{0,2cos 7Y v (0, 2cos

Por otra parte, por el trabajo de Burde ([Bu]) se sabe que la curva de trazas cortaa larecta T = O en

2uw — 1 . . .
los puntos (0, ~2 cos —;—) ,v=1,... ,‘-f—Lé-—- . Por tanto, si [p/q] es un nudo (es decir, si p es impar),

- L} (g+ 1)
entonces los puntos (0, 2 cos (ip—)) ¥ (0, 2 cos L—ﬂ—) no pertenecen a la curva de trazas C'lp/q| .
P
Asi pues, cuando [p/q| es un nudo, p. admite dos levantamientos a SU/{2) x SU7(2) , que son:
. 1_!q—l!'rr _— g+ 1)
0 e 2P 0 ie 2p
pria) = — |
— q*l!:rr igq-i—l}rr
i€ 2p 0 ie 2P 0
_i!q~—127r i!q-l—lg?r
_ 0 e 2p 0 1e  2p
prlb) = )
i q—1)w — giljw
ie 0 i€ 2p 0
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v su opuesto. Corresponden a los puntos (0, ~2cos ") y (0, ~2cos M) de Clp/ql .
r p

) pertenecen a

la curva de trazas C'p/q] . Sin embargo, consideremos cualquier estructura esférica conjca (8% Ip/q], &) .
de angulo conico « (proximo a 7 pero distinto de #) en ambas componcntes del enlace. Su holonomia
Po sOlo admite dos levantamientos 5, a SU(2} x SU(2) que verifiquen la siguiente condicion: si
pela) = (Ay, Az} ¥y fu = (B1, B2} , entonces tr(A;) = tr(B;) . Estos dos levantamientos son de la

siguicnte forma;

o i 1o o e 13%

608 7 jetl=rth) sen cos 7 fe 0 son

5&’\: (a) = a - T - ‘2
- i(r—6) o les ! - A(r8) la3 0%
ret sena Cos —2— et SCDE Cos —2~

1" i ¥ ¥ o x

cos 3 jetir=0) Sen;j Cos 3 jet(rtd) sen—

’bv”(b): 7 ‘ o fay » 9 ; o ¥ ’
i) sen— Cos — Ge T8 gepn — oS —
2 2 2 2

donde o € {+1} . Cuando o — 7w, r — 7/{2p) v # — qr/(2p) . Por tanto, la representacion p, de

m1(S*\ [p/q]) en SU(2) x SU{2) que aparece como limite de estos levantamientos cuando o —+ 7 es,

como antes,
la—1)m Vi (Q+1)?T
0 T 0 e 2P
prr(a) = ?
L Camt) Lt platlm
ie Zp 0 e 0
_?.(fi"'l)’ff N s RS VLIRS
0 1€ 2p 0 iz 2P
pﬂ.(b) = )
el i
te 0 16 2p 0

(De hecho, este mismo argumento sirve también para ¢l caso de un nudo de dos pucntes, sin necesidad

de recurmr al resultado de Burde).

En resumen, supongamos que [p/q| es un nudo o enlace no toroidal, v supongamos cierta la conjetura
(enunciada en la seccion 1) de que existe una familia de estracturas conicas (89, [p/q], o) con centre Oy
, que son primero mperbélicas, luego degeneran en una euclidea y a continuacion son esféricas. Como

en la seccion 1, denotemos por H|p/¢) la componente conexa del conjunto { {Z,7) € Clp/q] |0 < Z £ 2}

que contienc al punto {2, %) (correspondicnte a la estructura hiperbdlica completa de volumen finito).
Entonces H[p/q| corta a la recta T = 0 en los puntos (0, —2 cos ——— (9= ) F¥T10, —2cos (g_+_)_) (cf.
[HLM,]).
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6. UN ALGORITMO DE CONSTRUCCION DE LOS POLIEDROS DE
DIRICHLET

Supongamos ahora que M es una 3-variedad hiperbolica conica compacta, con singularidad un enlace
¥ v todos los angulos eénicos < 27 . Sea p: m (M \ E) — Iso(H?) la representacion de holonomia de
M

En el capitulo HI veremos que existe un punto base O € H? y un poliedro hiperbélico compacto P
{con un niimero finito de caras) que contienc al punto O en su interior y verifica las signientes propiedades:

(1} P es estrellado en O
(2) cxiste un subconjunto finito I’ C 71 (M \ T) tal que el borde de P esta contenido en la unién finita

de hiperplanos
U{z e H [ d(z,0) = d(z,p7(0) }

vyel

(en particular, O no queda fijo por ningim elemento de p(I));
(3) las caras de 7 se pueden identificar dos a dos mediante 1sometrias hiperbolicas de la forma py

(v € T'), dando como resultado la variedad conica M .

El conjunto de puntos singulares de P (es decir, los puntos que corresponden a puntos de X al
hacer las identificaciones en el borde de P) es una unién de segmentos disjuntos, y posiblemente algunos
puntos aislados, en el borde de 7 . En un entomo de cualquicr punto no singular p del borde de 7 , el
poliedro P es interseccion de los semiespacios {z € H? | d(z, 0) < d(z, py(0)) } tales que hay una
cara de P incidente en p que esta contenida en el hiperplano {x € H? | d(x, O} = d(z, py(0)) } . Es
decir, ¢l poliedro P cs localmente convexo fuera de la singularidad. Si todos los angulos conicos son

< = , entonces el poliedro P de hecho es convexo y se puede escribir de la forma

P = m {z e B | d(z,0) < d(z, pv(O0)) }
Y&l

Este poliedro P , que generaliza el dominio de Dinchlet de una orbiforma hiperbolica, se llama
poliedro de Dirichlet de la variedad ednica M centrado en ¢l punto O (cf. [Hoyl, [Kol, [Zh]). También
existe para variedades euclideas y esféricas conicas compactas con todos los angulos cénicos < 27 .
(Siempre que hablemos de una variedad conica, se sobrentendera que ¢s hiperbolica, euclidea o esférica

y que todos sus angulos conicos son < 27.)

S1 M es una variedad conica con todos los angulos conicos < « | entonces para construir su poliedro
de Dinchlet centrado en un punto base dado O | basta conocer:

(1) la representacion de holonomia p de m (M \ T) en Iso(H?) (resp. Iso(E?) o Iso(8%)) ;
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(1) la familia finita T' C 7 (M \ ) que proporciona las caras del poliedro de Dirichlet.

Conociendo esto, el poliedro de Dirichlet P no es més que la interseccién finita de semicspacios

P={\{zeH |d0)<dlx,pv(0))}

yel'

Hasta ahora hemos tratado tnicamente ¢l punto (i), en el caso particular en que M = 8% vy ¥ es
un nudo o enface de dos puentes. El punto (i) se estudiara con detalle, en un contexto general, en los
capitulos Il y I'V. Aqui vamos a explicar la idca que guia todo ese desarrollo posterior, y vamos a exponer
algunos resultados que se demostraran més adelante. Aunque a menudo hablaremos sélo de variedades

hiperbolicas cénicas, todo lo que vamos a decir es también valido en el caso euclideo o esféerico.

Sca M una 3-variedad hiperbolica conica compacta, v sea 75 € M \ ¥ un punto base arbitrario.
Consideremos la cubierta universal del complemento de la singularidad, MTE , que hereda una estructura
de variedad hiperbolica (no completa). El grupo fundamental 71 {M \ Z, z4) actiia en ella como un grupo
discreto de isometrias, de modo que M \ ¥ es isométrica al cociente de J‘vfr—‘\J}Z‘ bajo la accion de

mi{M \ ¥, x0) . Si Fp es un levantamiento cualquiera de Tp a M \ L | entonces podemos definir el

dominio de Dirichlet con centro en g , para esta accion discreta de 7 (M \ £, xzq) -
P={FcM\X|dE i) < dF vF) para todo v € m (M\ Z,x9)} © M\ &

Aunque P no es compacto (y por tanto podria tcner en principio infinitas caras), veremos en el capitulo
I {lema 2.4) que de hecho si tienc un nimero fimto de caras. Esto se deduce de que la completacion
de M\ X (que es la variedad Af) sca una vartedad conica, lo cual permite controlar el comportamiento

de los terminales de P .

Existe, pues, un subconjunto finito T de m (M \ 3, ) tal que

P={Fe M\ 2| dF ) < d(x, @) para todo y € '}
El subconjunto I' mas pequefio que cumple esta propiedad es ¢l que esta formado por fodos los v &
m(M\X,zg) , v # 1, tales que P N ~P tiene interior no vacio dentro del borde de P (es decir, lo
que llamamos facetas propias de P ). Sin embargo, para estudiar deformaciones sera tttil considerar un
subconjunto finito algo mas grande que este I' . Lo denotaremos por I , y es el que estd formado por
todos los v e my (M \ X, zq) , v # 1, tales que PP # () (cs decir, lo que Hamamos facetas generales
de P ).

Sea D : M’-\——E — H® una aplicacion desarrolladora, p : 71 (M \ I, z) — Iso(H*) la correspon-

diente holonomia, v sea O = D(Z,) . Entonces el poliedro de Dirichlet de M centrado en O no es mas
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que la completacion de la imagen de P por D

Como MA\JE no es completa, la aplicacidén desarrolladora 12 es una isometria local pero no una isometria.
Por tanto, en principio la imagen D(ﬁ) podria tener autointersecciones. Sin embargo, si todos los Angulos
conicos de M son < 2n | entonces probaremos gue la restriccion de D al dominio P cs inyectiva, y
es por tanto una isometria sobre su imagen. Si z € P verifica que d(Z, %o} = d(Z,vFo) , cntonces

d(D(F), D(zo)) = d(D(Z), D(vFq)) = d(D(ZE), py(D(Zo))) . luego D(Z) pertenece al hiperplano

{z € H® | d(z,0) = d(x, py(O)) } . En consecuencia, P = D(P) es un poliedro hiperbolico compacto

cuyo borde esta contenido en la unidn finita de hiperplanos { ) {z € H? | d(z, O} = d(z, pv(O)) } .
~ET

Dada una 3-variedad hiperbolica cénica compacta M | en general no sabemos determinar el sub-
conjunto finito I' C m (M \ ¥, 2¢) que proporciona las caras del poliedro de Dirichlet 7 . Esto ya es
un problema muy dificil en el caso de una orbiforma hiperbolica, pero lo es ain mas cuando se trata
de una variedad conica general. St M cs una orbiforma hiperbolica, cntonces se sabe que su poliedro
de Dirichlet P centrado en un punto no singular O es la interseccién de todos los (infinitos) semiespa-
cios {x € H* | d(z,0) < d{z,py(0)) } con v € m(M \ ¥,20) . Por tanto, para construir 7 basta
ir mtersecando familias finitas, cada vez mas grandes, de estos semiespacios, con la segundad de que
este proceso terminara antes o después por proporcionar ¢l poliedro P . Sin embargo, si M es una va-
riedad conica pero no una orbiforma, entonces es falso que P sea interseccion de todos los semiespacios
{z € H® | d(zx, O} < d(z, py(0)) } con v € m; (M \ X, zp) . Por tanto, es necesaria una seleccion muy
cuidadosa dc los semiespacios quc se van a intersecar para definir 7 | y a prion no se¢ tiene ninguna

informacion que haga posible una tal seleccion.

En cambio, si partimos de una cierta variedad coénica My dada, para la cual conozcamos ya un
poliedro de Dirnichlet Py | entonces podemos “deformar” el poliedro Py para conseguir poliedros de
Dirichlet de variedades conicas “prozimas”™ a My (en un sentido que se precisard en el capitulo 1V). Esto
se hace mediante un algoritmo que se descnbié en la introduccion de la tesis y que se demuestra en el

capitulo IV,

lLa idea que permite deformar el poliedro de Dirichlet inicial Py se esbozo en la introduccion de la
tesis, y es muy sencilla. Supongamos que en la misma variedad subyacente M, ponemos otra estructura
hiperbolica conica distinta, proxima a la micial (en el sentido cuasi-isométrico que se definira en el
capitulo IV), v con la misma singularidad ) . A la nueva variedad conica la denotaremos por M .

Entonces la cubierta universal M \ £ tienc una métrica proxima a la de My \ ¥ . Consideremos los

dominios de Dirichlet Py y P, con centro en el punto base I , para la accion discreta por isometrias
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de m (M \ 2, zg) en M;JTE y MA\JE , fespectivamente. Vamos a quedarnos con una parte compacta
de ambos dominios, por ejemplo la que se proyecta sobre el complemento en M de un pequefio entorno
tubular de 2 . Por abuso de notacion, llamaremos 750\ NIy ’ﬁ\ N{Z} a estos domintos truncados.
Habiamos definido un subconjunto finito I'y de (M \ £, z,) , formado por los v € (M \ X, )

tales que Py N ~vPy # § . Entonces P U (U fyﬁo) ¢s un cntorno de Py en M;TZ . Pues bicn,
~€Ty

lo que ocurre es que, al deformar ligeramente la métrica, P U ( U 7?5) sipue siendo un entomo del
v€To

nuevo dominio de Dirichlet truncado ﬁ\ N(¥}en MTE . Es decir, si 4P es un trasladado que toca a
P \ N(¥) en algin punto, entonces v € L'y (cf. capitulo 1V, teorema 2.3). Por otra parte, si Py 1 +P
ticne interior no vacio en cl borde de '.50 , éntonces PN 775 ticne también interior no vacio en ¢l borde
de 7 . No obstante, las relaciones de incidencia entre esta cantidad finita de trasladados de P si pueden
cambiar. Esto es lo que hace que pueda cambiar el tipo combinatonio del policdro de Dinchlet, fuera de

un entomo de la singularidad.

El siguiente ¢jemplo en dimension 2, que se mostré ya en la introduccidn de la tesis, puede clanficar
un poco lo que ocurre. En la figura 10 se muestran dos teselaciones del plano cuclideo por los dominios
de Dirichlet correspondientes a dos estructuras cuclideas (no singulares) en el toro 7% . En la primera,
el grupo de holonomia esta generado por dos traslaciones cn direcciones perpendiculares: () =
(x + 1,y) , m(z,y) = (z,y + 1) . En la segunda, el grupo de holonomia cstd generado por las
traslaciones 71 (z,y) = (z + 1,%) y m(z,y) = (x + ¢,y + 1} , donde £ > O es pequetio. Se observa que
los poligonos de Dirichlet pasan de ser cuadrados a ser hexagonos, pero los ocho dominios que rodean

a uno cualquicra dado son siempre los mismos.

‘rflrg () T9(O) m172(00)

7 %0) n(0)
71t NO) 5 HO) 7y HO)

Figura 10
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Obsérvese que es esencial considerar el dominio de Dinchlet fruncado ’}5\ N(Z), que es compacto.

En general es falso que P U ( U 75) sea un entomo de todo P . Otro ¢jemplo en dimension 2 (que

v€lq
se vio también cn la introduccion de la tesis), muestra lo que puede pasar. Pensemos en la orbiforma

euclidea cuyo cspacio subyacente es la esfera S? | con tres puntos conicos de angulos 2n/3 | 2%/3 |
27/3 . El grupo de holonomia esta generado por dos rotaciones g1 , p2 de angulo 27/3 . En la figura 11
se muestra una teselacion del plano euclideo por el dominio de Dinichlet 7 centrado en el punto medio O
entre los puntos fijos de p1 y p2 , y todos sus trasladados. Todos los vértices de la teselacion son puntos

singulares. Los poligonos sombreados son los dominios que tocan a 7 en algin punto no singular.

Figura 11

Vamos ahora a desplazar ligeramente el punto base O , de modo que ya no esté en el segmento que
une los puntos fijos de p; v p2 . Esto se puede interpretar como un tipo particular de deformacion. En la
figura 12 se muestra la nueva tesclacion del plano euclideo. Se observa que han aparecido vanas caras
nucvas, correspondientes a dominios que antes solo tocaban a P en un punto singular En la cubierta
universal de S menos tres puntos, esos dominios no tocaban en absoluto al correspondiente 7 . Por otra
parte, en este caso concreto en que se trata de una orbiforma, soélo hay un namero finito de trasladados
del dominio de Dirichlet en torno a cada punto singular. Sin embargo, para una variedad conica general
puede haber infinitos trasladados que incidan en un punto singular (hablando intuitivamente). Esto es lo

que hace tan dificil controlar ¢l comportamiento de un entorno de la singularidad al hacer deformaciones.

Figura 12
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En relacion con esto, pensemos lo que ocurre al deformar la estructura completa de volumen finito
¢n ¢l complemento de un nudo hiperbolico Y en 8% . El dominio dc Dirichlet para esta estructura ¢s
un poliedro hiperbélico P (no compacto) con un nimero finite de caras (cf. [Rat]). Quitemos de P un
entormo N(L) de los puntos cuspidales. Por lo que hemos visto antes, el tipo combinatorio del poliedro
truncado 7\ V() solo puede variar de una cantidad finita de maneras al hacer deformaciones pequefias.
Pero por otra parte, se sabe que cualquier variedad A obtenida por cirugia de Dehn en el nudo ¥ tienc
estructuras hiperbdlicas cénicas con singularidad ¢l anima de la cirugia y angulo conico arbitranamente
pequeiio (cf. [Thug]). Por tanto, lo que cambia de una infinidad de formas distintas es el entomo N (L) .
Segun cudl sea la cirugia de Dehn apareceran diferentes caras nuevas en ¢l poliedro de Dirichlet de M |

que cstardn contenidas en un entomo de la singularidad.

Sin embargo, s tanto My como su deformacién M son variedades conicas con ¢l mismo espacio
subyacente y la misma singularidad, entonces no se pucden producir fendmenos tan patologicos como el
que acabamos de describir. De hecho, veremos e¢n el capitulo IV (teorema I'V.3.2) que ¢l conjunto de caras
que pueden aparecer en ¢l poliedro de Dirichlet deformado P dentro de un entorno dc la singulandad,
estd también acotado por un conjunto finito, que llamaremos €l conjunto de fecetas singulares de Py .

Este conjunto estd bien determinado v es calculable a pariir dcl poliedro de Dirnichlet inicial P .

Supongamos ahora que conocemos un poliedro de Dirichlet Py (con centro en un cierto punto base
() para una cstructura hiperbolica conica M con singularidad 2 . Supongamos que tenemos ademas una
familia continua de representaciones py de w1 (M \ %) en Iso(H?) | tal que py es la holonomia de My |
y tal que p¢ cnvia los meridianos de 3 a rotaciones. Entonces el siguiente algoritmo permite construir
poliedros de Dirchlet para estructuras hiperbdlicas conicas cn la misma variedad, con singulandad ¥ y

holonomia p; , para ¢ suficientemente proximo a 0 (ver la seccién 4 del capitulo TV):

Fase 1:
(1) Se determinan los conjuntos de facetas generales v singulares de Pp .
- Determinacion del conjunto T de facetas generales, a partir del policdro:
Se verifica que v € T si y solo si existen dos puntos no singulares z , y en el borde de Py
tales que = se identifica con % , v el segmento quc unc el punto basc O con x , seguido del
segmento que unc y con (O, ¢s un lazo homotopo a v en Mg \ 32 .
- Determinacion del conjunto 'y, de facetas singulares, a partir del poliedro:
La descripcion de las facetas singulares ¢s mas complicada. Hay que considerar todos los pares
de puntos singulares z , y en el borde de Py , tales que x se identifica con y . Se consideran
los segmentos que unen ¢] punto base O con x e y, respectivamente, y se elige un pequeno

meridiano p de la singularidad ¥, que corte a estos dos segmentos en sendos puntos. La clase
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de homotopia de cualquier curva cerrada simple, contenida en el grafo que determinan los dos

segmentos y el mendiano g, ¢s una faceta singular,

(2) Para ¢ suficientemente proximo a 0 , se calculan los planos bisectores correspondientes a las facetas
generales de Py , Hy(¢) = {z € H' | d(z,0) = d(z, p;+(O0)) } , v € T Con ellos, se construye de
manera explicita un poliedro Py .

- 81 los dngulos cénicos de Py son < P, no es mas que la interseccion de todos los semies-

pacios correspondientes a las facetas generales de Py -
Py = {z € H* | d(z,0) < d(z, p;¥(0)) para todo v €T }

- 81 Py tiene algun angulo conico > w , entonces la definicion de 7‘3,5 es algo distinta. Ahora
hay que determinar, para cada punto no singular = del borde de Py , el subconjunto finito
T(z) C m{My \ %) formado por los clementos 7 talcs que PoN~Py = en MKZ (donde
x = D(Z)) . De hecho, v € T(z) si y solo si existe otro punto no singular  c¢n ¢l borde de
Py tal gue z se identifica con y , y €l segmento gque une el punto base O con x , seguido del
segmento que une 4 con O |, es un lazo hométopo a + en My \ ¥ . Para cada punto no singular

x del borde de Py , elegimos un pequeio entomo abierto Uz de = en H? | tal que
Ur NPy ={z€Ug|d(z,0) < d(z,pov(0)) para todo v € T(x) }

Quitamos de Py un pequetio entorno N (%) de la singulandad, y recubrimos Py \ N(Z) por una
cantidad finita de abiertos Uz, ..., Ur, . Entonces 763 es un poliedro (en general no convexo),

con todas sus caras contenidas en la uni6n de planos bisectores H () , v € T,y tal que
Ug, N Pi={ze Uz, | d(z,0) < d(z, pyy(0)) para todo v € T'(x,) } parai=1,...,n

(3) Se truncan algunos vértices o aristas de ﬁt de modo canodnico, de tal forma que las caras del
poliedro truncado Q) se identifiquen dos a dos mediante isometrias hiperbolicas, para dar lugar a
una estructura hiperbélica en el complemento de un entorno tubular V(X)) de la singularidad (el

borde de N(Z) esta formado por las nuevas caras aparecidas en Q, al realizar ¢l truncamiento).

Fase 2:

(3) Se construyen todos los posibles poliedros que son extension de Q; v tienen todas sus caras con-
tenidas en la union finita de planos bisectores H~ () , donde +y recorre todas las facetas generales y
singulares de P, . Existe un numero finito de tales poliedros.

(4) Para cada uno de ellos, se comprueba si sus caras se identifican dos a dos mediante isometrias

hiperbolicas para dar lugar a la estructura conica M; . Por el Teorema de Cirugia Hiperbolica
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de Thurston, sabemos que ha de existir uno que verifique esta condicion, y ése es el poliedro de
Dirichlet buscado P; . (Segin un tcorema de Hodgson-Kerckhoft [HK] sobre rigidez de vanedades
hiperbolicas conicas, debe ser ademds tnico.)

El algoritmo es analogo en los casos euclidco y csférico.

Ejemplo: la orbiforma esférica (S* [p/q], )

Denotemos por M, la orbiforma esférica de espacio subyacente S* | con singularidad un nudo o
enlace de dos puentes [p/q] y angulo conico = . Entonces M tiene un dominio de Dirichlet P, que
es la “lente” comprendida entre dos esferas maximas en S® que se cortan formando angulo 7/p . La
singularidad son dos arcos dc circulos maximos situados cn cada una de estas dos csferas formando
angulo gm/p , y 2p puntos sobre ¢l ecuador de la lente, situados a igual distancia cada uno del siguiente

(ver la figura 13).

Figura 13. El dominio P para el nudo [5/3]

Veremos en la seccién 6 del capitulo HI, que el conjunto T esta formado en este caso por todas
las palabras g(a,b) en el alfabeto {a,b,a!,b7"} formado por los generadores a by sus inversos
a~! b!  tales que alguna permutacion ciclica de la palabra awb™ w™! | también escrita en el alfabeto
{a,b,a= 1,6~} |, comienza por g{a,b) . Es decir, g(a,b) ha de ser un segmento inicial de alguna
permutacién ciclica de la relacion awb™ 1w ™! (resp. awa™'w ™! si [p/g] es un enlace). En particular,
usando que awb 'w™! = 1, siempre s¢ puede suponer que la palabra g(a, b) tienc como mucho longitud
p . De hecho, cada uno de los 2p segmentos en que ¢l ecuador de la lente P, queda dividido por los
2p puntos singulares, tiene asociada una permutaciéon ciclica a{awb lw™') de la relacion, de modo que
para todo punto no singular x contenido en ese segmento, g(a,b) € T(z) si y sélo si o(awb™1w™1)
empieza por g{a, b) . (En particular, cada T(x) tiene 2p — 1 clementos). Por ejemplo, para ¢l nudo [5/3]

o mudo de a ocho, se tiene:
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T(z) = { comienzos de
ab N a Tbab™alba "o 1) }

T(z} = { comienzos de [ﬁ\ T(z) = {(,omlenzos de

(bab”l)a(ba—lb'la)b_la—]}f/-) C\x (@ tbab Nalba 1)}

T(x) = { comienzos de
afba™ o a)b ™ o hab ™)

T(z) = { comienzos de
(@b~ Nalba™ b )b~ a " b) }

T'(x) = { comienzos de

T(z) = { comienzos de
() =1 b~la(ba= b a)b~(a"ha) }

(ba= "o )b (@ Thab ™ a

T(z) = { comienzos de [(x) = { comienzos de

(a™tbab~Na(ba™ 167 Ta)b™ 1} B {a= W 'a)o™ (abab Nab }
'(x) = { comienzos de

b=Ya"thab Valba 6" ta) }

Figura 14

Ademas, las facetas singulares coinciden con las facetas generales (cf. observacion 1V.3.2}. Por
tanto, basta aplicar la fase ! del algonitmo antenior, para constnur poliedros de Dirichlet de estructuras
esféricas conicas en (S°,[p/g]) con angulo conico proximo a m . Es conveniente elegir siempre como
punto base el punto medio entre los ejes de las dos rotaciones p(a) , p(b) que generan el grupo de

holonomia.

De esta manera podemos desplazarnos a lo largo de un camino continuo de holonomias, construyendo
las correspondientes estructuras conicas, hasta que se produzca un cambio de tipo combinatorio o una
degeneracion. Si se produce un cambio de tipo combinatorio, entonces podemos proseguir mas alld, pues
basta repetir ¢l proceso para deformar el Gltimo poliedro obtentdo, y asi sucesivamente. Sabemos que
mientras exista una familia uniparamétrica continua de estructuras esféricas conicas en (8°, Ip/ql) , con
angulos conicos que varian en un intervalo compacto, el tipo combinatorio de los poliedros de Dirichlet no
puede cambiar infinitas veces (ver observacion 1V.4.4). Por tanto, de este modo podemos aproximarnos
hasta la primera degeneracion que se produzea a lo largo de este camino de holonomias. Si se trata de
una degeneracion euclidea, entonces podemos pasar a través de ella para continuar con una familia de

estructuras hiperbolicas conicas, mediante el procedimiento de cambio de escala (cf. [Po)).

Aunque desde el punto de vista tedrico, la estructura de orbiforma esférica (S%, [p/q}, 7} es un punto

de partida asegurado para comenzar las deformaciones, en Ja practica es mas comodo empezar desde una
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orbiforma (euclidca o hiperbolica) (8%, [p/q], 2= /n) , donde » > 3 . El motivo es que, como hemos
visto, la fase 1 dcl algoritmo es mas facil si sc comienza con angulos conicos < m . Esto es lo que se
hizo en realidad en los ejemplos del capitulo 1I; Ja expenencia conscguida con el articulo [HLM;] v con

otros ejemplos facilits en esos casos la construccion de dominios de Dirichlet para orbiformas del tipo

(8% Ip/ql, 27 /1) .

Para poder construir los poliedros de Dinchlet solo nos falta, pues, saber la expresion explicita para
el plano bisector de un segmento en H* | E* o §* | También scran muy dtiles algunas observaciones
sobre las identificaciones de las caras v anistas de los poliedros de Dirichlet, y sobre sus propiedades de

simetria.

Ecuaciones de los planos bisectores

Para construir los policdros de Dirichlet siempre vamos a elegir como punto base el origen de
coordenadas, va sea cn el modelo de Klein de H® , o en el espacio euclideo E* | o cn el modelo
proyectivo dc la semiesfera superior S% . Por tanto, nos interesa calcular los planos bisectores de

segmentos que unen ¢l punto basc O = [0:0:0:1] € RP? conotro punto P =[a:b:c:d] ¢ RP®.

(1) Caso hiperbdlico:

Si estamos en el modelo de Klein de H? | entonces P serd imagen de (O medianic un elemento
g € SO(3,1) , y por tanto podemos suponer que a® +b* +¢* —d? = -1 . La ecuacién del plano bisector

del segmento OF es, entonces,

ar +by +cz=d -

{(En efecto, consideremos el modelo del hiperboloide H? = {(m,,2,0) e RE 1P 4?2 4+ 22 - 12 =
~1,t >0} . Sean u , v los vectores posicién de dos puntos en H? | y sea II el hiperplano vectorial
de R? que corta 2 H® en el plano bisector del segmento que une los puntos u 'y v . Sea w un vector
ortogonal a IT (para ¢l producto cscalar de Minkowski de RY). Entonces:

(1} w es combinacién limeal de uy v ;

(i) si denotamos por d(u, 1) la distancia del punto u al plano I! en H? |y denotamos por (, ) el
producto escalar de Minkowski en R | entonces (u, w) = =|w|- senhd(u,II) , donde el signo es
positivo o negativo segin que u y w estén o no al mismo lado de 1. Comouy v cquidistan de
TT y estan a lados opucstos de ¢, resuita que {u, w) = —{v,w)

Como (u, 1) = {v,v) = -1, podemos suponer entonces que w = v—u . Enparticular, st u = (0,0,0,1)

y v = (a,b,c,d) , entonces w = (a,b,c,d ~ 1), y II tiene ecuacion ax + by + cz — {(d—1)t=0.Al
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proyectar sobre el hiperplano ¢ = 1 desde el origen de R}, para pasar al modelo de Klein, se obtiene la

ecuaciéon ax + by + ¢z = d - 1 para ¢l plano bisector).

{2) Caso esférico:

Analogamente, si estamos en 8% | entonces P serd imagen de O mediante un elemento g € SO(4) |
y podemos suponer que a? 4 6% 4 c® + d*> = 1 . Por los mismos argumentos, ¢l plano bisector del
segmento que une O con P en S? | s la interseccion con S? del hiperplano vectorial de R* ortogonal al
veetor (a, b, ¢, d—1) , es decir, ¢l hiperplano ez -+ by -+ cz+ (d— 1)t = 0 . En consecuencia, si se proyecta
desde el origen de R* sobre el hiperplano ¢ = 1 , resulta que ¢l plano bisector de O = [0:0:0:1] vy
P=la:b:e:d|es
ar+by+cr=1-d

(Suponemos que d # 1)

(3) Caso euclideo:

Si estamos en E* | entonces P es imagen de O por una afinidad de R* |, luego podemos suponer
que d = 1 . Entonces la ecuacion del plano bisector es
a? + 6% + ¢?

ax + by 4+ ez = 5

(4) Transicién automética de la geometria hiperbdlica a la esférica por cambio de

escala:

Supongamos quc para cada f € R tenemos una matriz gg € SL(4,C) que depende de manera

continua de R y verifica que:

R

e si R # 0, entonces gg preserva la forma cuadratica de R* de matriz R R

-1
» cuando R =0, gg preserva el hiperplano ¢ = 1 de R* | y actiia en ¢l como una isometria cuclidea.

(Recordemos que ésta era la situacion que teniamos en la seccion 4 (iv)).

Denotemos por PP = (a,b,c,d) la imagen del punto O = (0,0,0,1) mediante gy , donde a, b, ¢, d
son funciones continuas de R . Se verifica que Ra® + RV + Rc® —d? = —1 ,yademasd = 1 si R =10 .

Vamos a suponer ademas que d > 0si R > 0y d # —1 para todo R .

(1) Si R > 0, entonces gg ¢s una isometria hiperbélica en el siguiente modelo de H? | que vimos en

la seccion 4:

HY = {(z,y,20) eR*| R(z> +3 + %) — ' = —1,t > 0}
VE
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(i)

(ii1)

Si hacemos el cambio de coordenadas 2’ = VRz | y = \/ﬁy .2 =VERz,t' =, entonces

>

pasamos al modelo estandar del hiperboloide de H® . En consecucncia, ¢l plano bisector de los

puntos O = (0,0,0,1) vy P = {a,b,¢,d) en cl modelo H*, ticne ecuacion

Vi

by + i1,
[0 CZ — —
Y —

=

d—1 240 +e*

Como Ra? + RV + Rc®> —d? = —1 , resulta que , Y en consecuencia

R d+ 1
podemos escribir Ia ecuacion del plano bisector como
a? + 02 + o2
x4 = ———t
ax + by + oz dT 1

O bien, si proyectamos desde ¢l origen de R* sobre ¢l hiperplano ¢ = | para pasar a un modelo
proyectivo,
a? + 0% +¢?

3+ 2z =
ax + by +ez o1

Si B = 0, cntonces la restriccién de gy al hiperplano { = 1 es una isometria euclidea, por hipotesis.
Por tanto, d = 1 , y la ecuacion del plano bisector de los puntos O = (0,0,0,1) y P = (a, b, c,d)

es
a® b g et B a® +b% + ¢
P) T d4 1

ar+by+ez=

Si R < 0, cntonces gp es una isometria esférica en el siguiente modelo de S% |, que vimos en la
seccion 4:
S*, ={(@mynt) eRY| —|RI* +y* +27) 7= -1}
N
Si hacemos el cambio de coordenadas =/ = /[R|z , v = /IRly., 2 = IRz, =1,
entonces pasamos a la esfera unidad estandar S* . En consecuencia, el plano bisector de los puntos

O =(0,0,0,1) y P = (a,b,¢,d) en el modelo 8% | es
Vil

d—1

—d, t
\R R

1
ar + by +cz =

O bien, proyectando sobre ¢l hiperplano t = 1 y teniendo en cuenta que d # —1 por hipotesis,

a? +b% 4 c*

ar + by +cz = 11

En resumen, en los tres casos los planos bisectores quedan determinados por la misma férmula:

a? 4+ b? 4 2

ax + by +cz = i1
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Algunas propiedades de los poliedros de Dirichlet

Supongamos que M es una 3-variedad conica hiperboélica, euclidea o esférica con todos los angulos

conicos < 7 . Entonces existe un subconjunto finito I' C (M \ ) tal que el poliedro
P={zec X |dz O)<d(z py0O)) para todo y €T}

es un poliedro de Dirichlet para M . (Aqui X denota el espacio modetador H? , E® 6 S® | y p denota

la holonomia de M),

Para cada v € m (M \ ¥) , denotaremos por H~ el hiperplano
Hy={z¢c X |d(z,0)=d(z,py(0)}}

Podemos suponer que f~ NP tiene interior no vacio en el borde de 7 para todo «y € [' . Denotaremos

entonces Fy = Hy NP y diremos que F es una “cara” de P .

Se vertfican entonces las siguientes propiedades:

(1) Si v € T, cntonces también v~ ! € I , y la cara F se identifica con la cara }"7_1 mediante la
isometria py~! .

1

(2) Si & = Fyy N Fry, cs una ansta de P, enfonces & se identifica mediante la isometria py;* con la

arista # .1 NI __y . (Obsérvese que fI__1_ NP puede tener interior vacio en el borde de 7
T T2 Tz

por eso no escribimos F__; ).
TR

(3) Siv = Fuy NFry, NFyg esun vértice dc P, entonces v se identifica mediante la 1sometria py; ' con
el vertice # 1 NH _ NH __y . (Denuevo,puede ocurnrque 1 NPoH 1 NP
T T2 T3 T2 B!
tengan interior vacio en el borde de P ).
Estas propicdades son faciles de comprobar cuando M es una orbiforma (es decir, cuando el grupo
de holonomia G = p(m(M\ X)) es un grupo discreto de isometrias de X y M es el cociente X/(G) ,y se
demuestran en general para variedades cénicas en el capitulo II1. Facilitan en gran medida la comprobacién

de los pegados de las caras del poliedro de Dirichlet.

Otra propiedad muy util es la siguiente. Supongamos que ¥ : M — M es una isometria de M que
deja fijo el punto base elegido para el poliedro de Dirichlet. Entonces existe una isometria  del espacio
modelador X que deja fijo el punto base O y es una simetria del poliedro de Dirichlet P centrado en
O (cf. seccién 7 del capitulo 11I). En particular, ¢ pertenece al normalizador del grupo de holonomia
p(m (M \ X)) dentro de Tso(X) . Denotemos por v, el isomorfismo de 71 {M \ E) inducido por . Si
Fy es una cara de P, entonces Fy, . también es una carade 7, y Fapyy = w(Fry) .
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Por otra parte, supongamos que My es una orbiforma, con holonomia p; , v supongamos que ¢
pertenece al normahizador del grupo de holonomia py(m (M \ X)) en Iso(X) , v ademas fija el punto
basc O . Entonces es facil comprobar que ¢ es una simetria del poliedro de Dirichlet Py centrado en
O . Supongamos ahora que M c¢s una variedad conica con el mismo espacio subyacente que My y con
holonomia p préxima a py . Si ¢ tambi¢n pertenece al normalizador de p(my (M \ ) en Iso(X) ,

entonees ¢ es también una simetria del poliedro de Dinchlet 7 de M centrado en O .

El caso particular que nos interesa es el de las estructuras conicas en S* con singularidad un nudo o
enlace de dos puentes [p/q] . El grupo fundamental = (S \ [p/q]) esta generado por dos meridianos a ,
b, v por tanto el grupo de holonomia esta siempre generado por dos rotaciones A v I3 en tomo a dos ¢jes
disjuntos. Tomemos como punto base O el punto medio entre los dos ¢jes. La rotacion Z de angulo =
¢n torno a la perpendicular comun a los ejes de A v B, stempre es una simetria del poliedro de Dirichlet
P centrado en (7 . Si ademas A v B son rotaciones del mismo angulo {como ocurre siempre en ¢l caso
de un nudo), entonces las rotaciones X | Y de angulo 7 en torno a las dos “bisectrices” de los ejes de
Ay B que pasan por O , son también simetrias del poliedro P . El isomorfismo vz de m1(S* \ [p/q])
inducido por Z envia a — a~' y b — b~ . El isomorfismo ¥'x de 7;(S*\ [p/q]) inducido por X envia

a—byb—a,yeclisomorfismo vy inducido por Y enviaa —» b~ y b a !,
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Capitulo 11

ALGUNOS EJEMPLOS

INTRODUCCION

En este capitulo vamos a mostrar ejemplos concretos de estructuras conicas hiperbélicas, euclideas

y esféricas en S? con singularidad algunos pudos o enlaces de dos puentes, quc se han podido construir

explicitamente con la ayuda del programa Mathematica.

Concretamente, se van a exponer los siguientes ejemplos:

(M

(2)

3)

(4)

Una familia de estructuras hiperbolicas conicas en S* | con singulandad el nudo de a ocho (o nudo

: . , - , 27 , - :
racional [5/3]) y angulo conico « que varia entre 0 y 5 Cuando el angulo conico es 0, se tiene la

estructura hiperbélica completa de volumen finito en ¢} complemento del nudo de a ocho. Cuando

5

. 2 . . (1 "
a se bace igual a = la familia de estructuras hiperbolicas conicas degenera en una estructura

euclidea conica, y a continuacidn se transforma en una familia de estructuras esféricas conicas, hasta

que el dngulo conico se hace igual a =

Una familia de estructuras hiperbolicas conicas en la varicdad obtenida por cirugia de Dehn de tipo ¢
en ¢l nudo de a ocho, con singulandad el amma de la cirugia v angulo conico que varia entre 0 v 2.
Cuando ¢! angulo conico s¢ hace igual a 2=, se produce una degeneracion en una geometria de tipo
Sol. En la seccidon 3 se describe un nuevo modelo de Sol (encontrado también independientemente
por E. Molnar [Mol] y por B. Thiel [Thi]), que permite pasar con continuidad de esta familia de

estructuras hiperbélicas conicas a la estructura Sol limite mediante un adecuado cambio de escala,

Una familia de estructuras hiperbélicas conicas en S* | con singularidad el enlace de Whitehead (o
enlace racional {8/3]) y el mismo angulo conico « en las dos componentes, que varia entre 0 y un
cierto valor g . Como en el primer ¢jemplo, cuando & = a la familia degencra en una cstructura
euclidea conica y se convierte a continuacion en una familia de estructuras esféricas conicas, hasta

que ¢l angulo cénico se hace igual a .

Una familia de estructuras esféricas conicas en S* | con singularidad el enlace de Whitehead y anguio
conico constantemente igual a 7 ¢n una de las componentes del enlace. El angulo conico & en la

otra componente varia entre 7 y /2 , v cuando « se hace igual a 7/2 se produce una degeneracion
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cn una orbiforma Nil. En la seccidn 6 se describe un nuevo modeio de Nil (también descubierto
independientemente por E. Molnar [Mol] y por Thiel [Thi]), que pemite pasar con continuidad de
esta familia de estructuras esféricas conicas a la estructura Nil [imite mediante un adecuado cambio

de escala.

Estos clemplos se han construido siguiendo el procedimiento descrito en el capitulo I, es decir,

determmando poliedros de Dirichlet para las distintas estructuras conicas. La construccidn se realiza en

tres pasos:

(1)

@)

(3)

Partiendo de la curva de trazas del nudo o enlace racional considerado, se calculan las representa-
ciones de holonomia para la familia de cstracturas conicas buscadas. El grupo de holonomia esta
stempre generado por dos matrices de (7 L{4, R) cuyas entradas son funciones de un parametro real
1, que se pueden escribir explicitamente.

Para un valor concreto del parametro u (clegido arbitrariamente), s¢ construye “a mano” un poliedro
de Dinichlet P para la representacion de holonomia correspondiente.  Para ello son muy utiles
las observaciones expuestas en la scceidn 6 del capitulo 1. Este paso, que sélto involucra calculos
aproximados, se puede realizar para cualquier nudo o enlace racional [p/q] . para obtener un poliedro
de Dirichlet (aproximado) de cualquier estructura conica (S*, [p/q), ) con o < 7 . Las verdaderas

dificultades computacionaies aparecen en ¢l siguiente paso.

Se determinan expresiones simbdlicas, en términos del parametro w, para los vértices del poliedro de
Dirichiet P obtenido en ¢l paso anterior. A menos que ocurra algan cambio de tipo combinatorio,
csto define ya una familia uniparamétrica de poliedros de Dinchlet para las cstructuras conicas
buscadas. Si se produce algiun cambio de tipo combinatorio, hay que volver al paso 2 con otro valor
concreto del parametro, y repetir el proceso. Este tercer paso involucra Ja multiplicacién de matrices
4 x 4 cuyas cntradas son funciones del parametro u, y la reselucion de sistemas de ecuaciones
lincales que dependen de ese parametro. Por ello sdlo se puede realizar en casos especlalmente

simples.

D¢ hecho, la utilizacion del programa Mathematica es imprescindible debido a la magnitud y com-

plicacion de los calculos que hay que realizar. Por este mismo motivo, en este capitulo sélo damos las

expresiones ¢xplicitas de los resultados para los dos primeros ejemplos, que aim son relativamente senci-

los.

(Esos dos ejemplos estan ya hechos con detalle en e} articulo [HLM1] por un procedimiento distinto).

Para los dos nitimos e¢jemplos tnicamente explicamos como sc han realizado los calculos correspon-

dientes al primer paso dc la construceion, y mostramos los dibujos de los poliedros obtenidos finalmente,

describiéndolos de manera general.
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La finalidad de los ejemplos expuestos aqui es, pues, puramente ilustrativa, y no se pretende de-

mostrar nada con ellos. No obstante, me parece oportuno dedicarles un capitulo entero, de caracter

computacional, por los siguientes motivos:

« En primer lugar, estos cjemplos sugirieron cuales debian ser los enunciados y las demostraciones

sobre existencia y deformacion de poliedros de Dirichlet que constituyen los capitulos [II v IV de
esta tesis. Por tanto, los ejemplos sirven para iluminar lo que se hace cn esos capitulos posteriores,
y al lector puede resultarle util visualizar en casos concretos los fendémenos que aparecen, para

comprender qué dificultades existen en una demostracion general.

En segundo lugar, los ¢jemplos 2 y 4 dieron la clave para cncontrar los nuevos modelos de las
geometrias Sol y Nil que se describen también en este capitulo. Estos modelos tienen la ventaja
de que aparecen de manera natral como limite de modelos del espacio hiperbolico o esfénco,
respectivamente, como ilustran precisamente los ejemplos 2 v 4. Por cllo, se espera que sean de
utilidad para estudiar la regencracion de estructuras Sol y Nil, en la linea de los trabajos de Hodgson
(fHo)) v Porti ([Po)).

EJEMPLO 1: ESTRUCTURAS CONICAS EN EL NUDO DE A OCHO

Consideremos ¢l nudo racional [5/3] o mudo de a ocho:

El grupo fundamental m (83 \ [5/3]) admite la presentacién |a,b : aw = wh| , donde w = ba~ 16 a .

La ecuacién de la curva de trazas, en las coordenadas » = tr{p(a)?) — 2, 2 = tr(p(ab)) — 2 | cs:

2 (l+2)z+1=0

Es decir, si p : m (8% \ [5/3]) — SL(2,C) es una representacién no abeliana, entonces los valores

z = tr(p(a)?) — 2y z = tr(p(ah)) — 2 satisfacen la relacion 22 — (1+x)z+1 = 0. Si p es 1a holonomia
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de una estructura hiperbolica conica, entonces z € C y Re(z) =

vimos que A = pla) y B = p(b) son dos rotaciones de angulo o = arccos

14+ .
En la seccidén 2

el =1,
4

&

12

en tomo a dos ejes que

forman angulo 20 y estan separados a distancia 24 , donde cosh(2d) y cos(28)} son las soluciones de la

siguiente ecuacion cuadratica cn £ :

rt? +2\z)t +2Refz) ~x =10

En nuestro caso, csta ccuacion cuadratica es £#2 ++ 24+ 1 = 0 | y sus soluciones son

Por tanto,

cosh(2d) = —1-

—i+vl—-=

r

-1+ 1 —
r —

¥ cos(20) =

Siguiendo ¢l ejemplo del articulo {HLM; ], vamos a elegir como parametro u = cot  en vez de

Tenemos que

2 | 4 cos(26} ﬁx-l+351—m_$_1+2\/lr:n

w

: . _ . I )
Se venifica que u? es una funcidn monodtona creciente de = | y cuando —4 < z < 0, 3 <ut < H-2/5 .

Expresando = en términos de w , obtenemos que

Tl —cos(20)  x—1-

] —x T+ 3

(1 —3u?)u?+ 1)

De aqui se deduce que

3 — 6u? —ut

COS v = m s
Ju? — 1(u? + 1
2550112—‘,:;:(1,, )(L .Jr ) )
2w’ —1)2 —
p 1
sen @ = ——— ,
vt 1
V1= 2u2
senhd = ——— ,

v duZ -1

{(u? —1)?

V3uZ — 1V + 1Vut = 10u? 45

sena = 5(u — 1)
oy & o YAUZ = Lyt 41
an = =

2 Vur — 10u2 + 5

n
12
n

Vaud — 1

cosf =

coshd =

(Cuando v = /5 — 2v/5 , 0 = 3r/10 vy d = n/10 , como debe scr; cf. seeeion 5 del capitulo D.

Tenemos va todos los datos necesarios para escribir las matrices de las rotaciones Ay Benel

modelo de Klein (de radio 1) de H? .

Recordemos la expresion que encontramos en la seccidn 3 del
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capitulo I para estas matrices:

1 2sen?e " send 2 scnz & gonfl cos 0 — sena sené cosh d — seno send senhd
2 sen? g 5 senf cos g 1 -2 sen“—z‘ cos? 9 senacos # cosh d sency cos @ senhd
A=
: 2
senasenfcoshd —senocosfeoshd 1-—-2 sen‘ag— cosh®*d =2 senz% senhd cosh d

—senarsenfl senhd  senacosfsenhd  2sen* senhdcoshd 142 sen'zg- senh®d

y B ¢s la conjugada de 4 mediante la matriz X = . Haciendo los correspondientes

-1
1
calculos se llega a que
3—Tu? 422 u(3u?—1) —uyvut ~ 100?55 —/1—2uZVud 10?45
1 -u(i&ug—l) 2—3u? —ut wVaT—10u2+5 w1 2w Jul - 10u2+5
= iz
2w"=1) uVuT - 10uZ 5 —u* VI 10w+ 5 2— 552 fut —u/T—2u? (1+u?)
1= 2u uT —10u? 45 'uv/I~2111\/-1:4—-1(]11,?+5 u\/1—2u2(1+u2) 3517
o1 1 1
Se observa que senhd € R si — < u < —= ; cuando ©# = — , senhd = 0 , y cuando
V3 V2 V2

1 . L . .
ﬁ <u < \h - 2+/5 , senhd se hace imaginario puro. Todas las demas vanables son siempre reales

L / . . . . .
cuando —\/—§ <u<A/5—-2V5. Por tanto, estamos en la situacion descrita en la seccion 4 del capitulo [

1
cuando 4 = —= se va a producir una degeneracion euclidea, vy c,mre — v /5 — 2v/5 habra estructuras

V2

esféricas conicas. Para ver automaticamente csta transicion, haccmos un cambio de escala de factor

: 1 1 .
cos 8/(tan{a/2) senhd) (cf. seccion 1.4). Asi pues, cuando —ﬁ <u < Nk estaremos en cada instante

en un modelo de Klein de H?® de radio

wyvut — 10u? + 5
(1 +u?)v/1 —2u?

R=

(Cvando v = /5 — 2v/5, R =0, luego no podremos ver asi la estructura esférica conica de angulo «).
Podemos construir ahora el poliedro de Dirichlet P, centrado en O = (0,0,0) , correspondiente a

esta representacion de holonomia para cada u € (/5 — 24/5, —=) , siguiendo el procedimiento descrito

L
V3
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en la seccion 6 del capitulo 1. Sabemos que las tres rotaciones de 180° en torno a los ejes coordenados,

1 -1 —1

| 1 ]

son simetrias del poliedro P, . Supongamos que Fr es una cara de P, correspondiente al elemento
v € m(8*\[5/3]) , es decir, Fry esta contenida en ¢! plano biscetor del segmento que une O con pv(0) |
Entonces X (7~} es también una cara de P, , corrcspondicnie al elemento vix{7y) , donde 1y es el
isomorfismo de (8% \ [5/3]) que envia @ — by b - a . Analogamente, ¥ (F~) es una cara de P, que
corresponde al elemento ¥y (7y) , donde 9y enviaa — b=y b s a~! ;y Z{F~) es una cara de P, que
corresponde al elemento vz (v) , donde 17 enviaa — a~ ' y b — b7! . Por comodidad, utilizarcmos

la siguiente notacion. Dada una palabra g en los generadores a v b, escribiremos g° = ¢x(g) |

g =y (g) vy g7 =z(g) . Por ejemplo, cl inverso de w = ba~ 6 lacs w ! =a Thab ™! = w?

Al hacer la construccion con ayuda de! programa Mathematica, resulta que todos los poliedros

1 /
7 <u< \5—2v5 . (Esto es, como veremos, un

fenomeno muy excepeional, debido a la simplicidad del nudo de a ocho). Todos los poliedros tiencn doce

P, tienen ¢l mismo tipo combinatorio cuando

caras, correspondientes a los siguientes elementos del grupo 7 (S*\ [5/3]) : a ,ba™! Jw =ba" 07 'a

y los otros nueve que s¢ obtiencn a partir de éstos mediante vy , ¥y ¥ ¥y .

Las ecuaciones de los correspondicentes planos son:

H : Vut =102 +5(~u —z +uy) —u{l +u?yz =10

a
27« 2

. T > o (3 —u?)

ba-1 ud — 10u? 4 5 —_F

wa oVl 102 5 (-l —ur -y + (2 ' - 1)z =0

11 —ur—y)+ Bt —1z=0

(Los demas son imagen de éstos mediante las rotaciones X |, Y |, Z).

Todos los poliedros P, tienen doce vértices, cuyas coordenadas son:

1 — 3u? 1 —3u? —vut —10uZ +5
w(l+u?) " w2l +u?)’ _fﬁg_)

o= (

wl=3u) wlro8) V- 1045,

vz = L+w2 7 14+u® 1+

9 —u?y/ut — 10u2 + 5

(1 +u?)

)

Uy = ( -, —u
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(y los demas son imagen de ¢éstos mediante las rotaciones X | Y |, Z).

El vértice v ¢s interseccidn de las caras J—'a , ]-"a_, v J?w : ¢l vértice vo ¢s interseccion de fa_l .

f’

ba—! Fa_lb y fw ;v el vértice vy es interseccion de ]:a , }—b s }—ba"'l ¥ j:w . Las caras fa ,
Foa= Z(}‘a) L Fy = X(}'a) y F-1 = Y(fa) son pentagonales, y todas las demds son triangulos.

La singulandad estd formada por las anstas fa N ]-"a_l (que une los veértices vy v Zuy) ¥ ]:b N }‘bq

(que une los vértices Xv; ¢ Yuq). Por tanto, la longitud del nudo singular s la suma de las longitudes

de estas dos anstas.

A continuaciéon mostramos un dibujo del poliedro. Cada cara estd marcada con el elemento del
grupo 71{S* \ ¥) que le corresponde, y las flechas en las aristas indican como son las identificaciones.

La singularidad estad marcada en grueso.

X'Ug

Y

Figura 1

Para averiguar cuales son las identificaciones de las aristas y los vértices del poliedro, aplicamos
las observaciones de la seccién anterior; por ejempleo, el vértice vy = fba"l N 'Fb N .’Fw se identifica
- : ( -1 _ —
mediante la 1sometria AB™! con ‘Fab‘l M fab_lb N j:abflw = fab_l M }"a 0 fa_lb = Zvu, . Para
poder realizar todas estas comprobaciones ¢s necesario observar ademas que el plano Haw es “tangente”

al poliedro P, a lo largo de la arista Fa N }—w (que une los vértices v; y wa). (La razon de esto es,

en ultimo rmino, que el nudo [5/3| es anfiqueiral, y ww® = (ba 1b71a)(ab™'a 1b) es su longitud
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canonica). Asi por ejemplo, el vértice vy = ]-'a_l N Fa“b N fw se identifica mediante la isometria A

con F NF, Nl =,
a b aw

St queremos cercioramos de que la suma de los angulos en torno a cualquier arista no singular cs
2m , basta observar que hay un ciclo de a lo sumo cuatro aristas que sc identifican con ella, y que la
composicion de las correspondientes isometrias de pegado es la identidad. Asi por ejemplo, pata la arista
que une los vértices 1 v vy , s¢ tienc:

-? : B

W
fa n }—fw }—u"' n ]:m ]:b_l n ‘Fwy fb A fw" ]:a n ffw

y WBW™'A~! = | debido a la relacion aw = wb .

Para comprobar que al realizar las wdentificaciones de las caras de P, | la singularidad sc¢ convierte
en una geodésica lisa, basta observar que ¢l eje de la rotacién A se transforma en el eje de la rotacién B

mediante la isometria W} | porque W='AW = B

Finalmente, para comprobar que al realizar los pegados de las caras s¢ obticne efectivamente S* y
la singularidad es el nudo [5/3] , se puede utilizar ¢l siguicnte argumento (cf. [Ri]). Por ¢l tcorema de
Poincaré, cuando 1 = 1/+/3 el poliedro P, ¢s un dominio fundamental para la acciéon discreta de un
grupo de isometrias hiperbolicas isomorfo a m (S*\ [5/3]) . Aplicando ahora ¢l tecorema de Waldhausen
sobre clasificacién de variedades Haken, resulta que al pegar las caras de Py /3 st obtiene de hecho
S\ [5/3] . Supongamos ahora que (1/v/3) < u < V5 - 25, v sca M, la vanedad cénica que aparece
al hacer las 1dentificaciones en P, . Fuera de las anstas singulares, 7, tiene el mismo tipo combinatorio
que Py, s , ¥ los pegados de sus caras se realizan de igual mancra. Por tanto, A/, menos un entomo de
la singularidad es homeomorfa a 8\ N([5/3]) (el complemento en 8 de un entorno tubular del nudo
[5/3]) . En consecuencia, M, se obticne pegando un toro solido a §* \ N([5/3]) . de manera que el
meridiano del toro sélido se identifica con un meridiano del nudo [5/3] . La singularidad cs el 4nima del
toro sélido afiadido. Por tanto, M, es homeomorfa a 8% y la singularidad es ¢l nudo [5/3] .

) . - . 1
A continuacidén se muestran algunos de los poliedros de Dirichlet P, , cuando w varia entre ﬁ

1 . : .
vy V5 —2v5 . Cuando — < u < , los poliedros estan en el interior de una bola de radio

1
V3 V2
uvut — 10u2 + 5

) L . y
R= , que es un modelo de H* . Cuando u = — | los vértices vy y Zv; coinciden
(14 u2)yv1 — 2u?

V3

y estan en ¢l borde de la bola, y lo mismo ocurre con los vértices Xvy ¢ Yu; . Por tanto, la singularidad

queda reducida a dos puntos ideales (que se identifican mediante W), y lo que obtencmos es la estructura

|
hiperbolica completa de volumen finito en el complemento del nudo [5/3] . Cuando v = —\/—5 , tenemos
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la estructura de orbiforma euclidea en S* con singularidad el nudo de a ocho y angulo cénico 27/3 .

1 : . .
Cuando — < © < /5 —2V/5 , tenemos estructuras esféricas conicas con angulo entre 2r/3 v m . En

V2

los dibujos, todos los policdros estan vistos desde el punto (—3,0,0) de R* .

Estructura hiperbdélica completa de volumen finito (v —

I
el
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1 1
Estructuras hiperbdlicas cénicas (— < u < —
p ( 7 \/5)
e 1w =106
e 1= (.65 ;
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e u=0.7"

I8}

Ll » - 1.
Estructura euclidea conica (v = 72)

5



- s (
Estructuras esféricas cénicas (_F) <u< /5 - 2v5)
vz

e 1 =(0.71:

o =072

uvu? — [0u? 4+ 5 )
(14 02)Vv1 - 202"’

nos impide ver la cstructura de orbiforma esférica de angulo 7 , cuando 1 = /5 — 2/5 . Para ver qué

Como ya se explicd antes, ¢l cambio de escala que hemos hecho (de factor

ocurre cuando « — 7, deshacemos el cambio dc escala. Entonces las nuevas coordenadas de los vértices

son:
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Al =3uH)v2u? 1 (1 -3u2)v2u2 -1 —/2u2 — |

v = , == ,
P =A wvut —10u? -5 0 wdvut — Lou? 45 U )

e ( (1 — 311,2)\/ Qu? - l—u{-ug-.-é-)-v-g-’ug-—L mu\/m)
TN Vi —1owr+s5 | Vi —low2+5

(1 +13)V20% — — i R—t
vy = ( (Lt w)v2n , , —uy 2u? —1)
vut — 10u? + 5 ul— 10u2 + 5

(v los demas son imagen de éstos mediante las rotaciones X , Y , Z).

Cuando v — V5 —2v5 , Vu? =102 +5 — 0, luego las dos primeras coordenadas de todos los

vértices tienden a -too . El poiiedro P, tiende a la “capa” infinita comprendida entre los dos planos

. 2 . . . .
horizontales z = 4,1 — —\/—-F = itani% . La singularidad tiende a dos rectas contenidas en cada
J
uno de estos planos, que forman angulo 37/5 . Para interpretar lo que ocurre, debemos recordar que
que estamos en el modelo proyectivo de S* | obtenido por proyeccion desde el origen de R* sobre el

. a’ . .
hiperplano ¢t = 1 . Por tanto,los dos planos z = + tan % son dos esferas maximas en S* que se cortan

(formando angulo 7 /5) en un circulo maximo contenido en ¢l ecuador de S . Lo que aparece ¢s, pues,

la “lente”
-
-
4
‘f
’ m ENY

R -

’ 5

L

T e I TAT -
“ /5 : )
x
e e g RS R
37/5 !
L
I
1
4
’
. &

que corresponde a la estructura de orbiforma esferica de angulo = descrita en la seccién 1.5,
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2. EJEMPLO 2: CIRUGIA CERO EN EL NUDO DE A OCHO

Consideremos la misma familia uniparamétrica de representaciones p,, de 7, (8% [5/3]) en SO(3,1)
que vimos en ¢l ¢jemplo 1. Recordemos que si {a,b @ aw — wh| es la presentacion cstandar de

m1{S*Y [5/3]) (donde w = ba~'b 'a) , entonces las matrices A = py,(a) y B = P (b) vienen dadas por:

3—Tul 4201 u{3u? 1) —uvut—10u? 5 T 202 ul —10uZih
1 w(Bu? ~1) 2 Gu?—y? u Vul—10u2 45 w1 =202 i —10ul +5
ERETEET )
uy/ut —10u? 45 —u Vut—10u?+5 2—5u”4u? —uv T—2uZ(1+u?)
—V1-2u5/p 11007185 w1203 VWd T8 w1227 (14u?) 4547
1
. . . —1
y B es la conjugada de A mediante la matnz X = 1
1
. . 1 1 ) . "
En ¢l ejemplo 1 vimos que cuando —= < 1 < — | p,, es la holonomia de una estructura hiperbolica
V3 V2
conica en 8% con singularidad el nudo [5/3] v angulo conico que varia entre Oy 27/3 . Cuando w = — |

V3

pu ¢s la holonomia de la estructura hiperbélica completa de volumen finito en S* \ [5/3]

Ahora bicn, cuando 0 < u < . pu sigue siendo una representacion de (S \ [5/3]) en

1
V3
S0O(3,1) . Por tanto p,, sera (al menos para u proximo a 0), la holonomia de una estructura hiperbélica
en el complemento de un entomo tubular del nudo [5/3] . Ahora 4 y B no son rotaciones, sino
transformaciones loxodrémicas, y por tanto p,, no puede ser la holonomia de una estructura hiperbélica
cénica cn 8% con singularidad ¢l nudo [5/3] . Sin embargo, vamos a ver que p, es la holonomia de

una estructura hiperbolica conica cn la variedad M obtenida por cirugia cero cn el nudo {5/3] , con

singularidad el dnima de la cirugia.

En efecto, consideremos ¢l poliedro hiperbélico convexo P, delimitado por los mismos planos

biscctores que en ¢l ejemplo 1: Ha L H ba=L > Hw , v sus imagenes mediante las tres rotaciones X

Y , Z de 180° en torno a los ejes coordenados. Como ahora las matrices A y B slempre pertenecen a
S0(3,1) cuando 0 < u < 1/ v/3 , no va a ocurrir ninguna transicién a estructuras esféricas conicas, y

por tanto no vamos a hacer ningin cambio de escala. Es decir, siempre estaremos en el modelo de Klein
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dc radio | de HI® = Las ccuaciones de los planos bisectores son entonces:

I
a

Hba_l

H

w

{1+ w1 =202 4 Vut — 100 +5(—z +uy) —u(l +u?)z =0

—u(3 — w1 — 202 + Vut — 1002 +5(~uz —y)+ (Bu? - DNz =0

—u(l + w1 - 2u? + wVut — 10w + 5 (~uvr - y) + C2ut +u¥ - 1)z =0

Al construir los poliedros nos encontramos con que la Winica diferencia respecto al ejemplo anterior es

que ahora las caras fa y fa_l no s¢ cortan, mientras que las caras }"w y 3'31 ,Z S¢ cortan a lo largo de

una arista. (Y anilogamente, por simetria, ‘Fb y JF,_1 no se cortan, y fw XYy ]-_wy s¢ cortan en una

arista). Por lo demas, el resto de las relaciones de incidencia entre las caras no varia, y todas las caras de

P, se identifican dos a dos correctamente mediante las respectivas isometrias hiperbolicas. Hay también

doce vértices, cuyas coordenadas son:

5= (

'Uz:(

3u? —1 u(l — 3u?) —1 )
VI -2Vt — 1002 + 5 V1 = 22Vt —T0u2 + 5 V1 — 212

(1 — 3u?)v/1 — 20 ’ u{u? - 3)v/1 — 2u? , _um)
vut— 10u? +5 Vut —10u2 +5

2 P 2
— —(1+u*)v1—2u? _ —u(l +u%)V1 —2u? ’ _um)

Vit — 12 +5 Vel —10u2 + 5

(v los demds son imagen de éstos mediante las rotaciones X , YV |, Z).

Como en el cjemplo 1, v; = fa_l ﬂfba_1 ﬁfa

_1bﬂfw v Uy = ]:amfbmfbafl ﬁfw . En cambio,

ahora v = }"a M fw N ’fwz . He aqui un dibujo del poliedro 731‘ :
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e

X'UQ

b3

ye—— A
b g o

Z'Uz g 'I'>> - ‘Z;)':';.. Ff

Fogura 2

Como antes, se pucden comprobar las identificaciones de las aristas y los vértices usando las obser-

vactones de la seccion 1.3 y el hecho de que Ta nH _ —=Fn fw . La suma dc angulos en tomo a

au!

cada arista es 2= al hacer las identificaciones, excepto en las anstas }"T ,0 ]‘-"w z (que unc los vértices 7

17

oy

- .
F xN > los vértices X4
w

1

A,

D,
5

Y1), Estas dos aristas se identifican una con la

otra mediante la isometria W |y el producto W W* = (BA71B~'AY(AB~ 1A' B) es una rotacién de

eje fw N fw z . Al hacer las identificaciones, las dos aristas se cicrran para dar lugar a una geodésica

cerrada lisa, ya que como aww™a”! = (aw)(wb™ ") = (wb)(a™ "W)X = (wb)(h wX) = wwX | el
eje de la rotacion W WX queda invariante por la isometria 4 . En consecuencia, al pegar dos a dos las

caras dc P, , se obtiene una 3-variedad hiperbolica conica. La singularidad es el nudo formado por las

>

aristas J":w N fwz y fwx N fwy , y el angulo conico & es la suma de los angulos diédricos de P, en

estas dos aristas singulares. Cuando # — 1/v/3, & — 0, y cuando « — 0 , &@ — 27 (porque el angulo

diédrico en cada arista singular tiende a ).
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Tenemos, pues, una familia uniparamétrica de variedades hiperbolicas cénicas con el mismo espacio
subyacente M v angulo conico que varia entre 0 v 27 . Queremos saber cual es la 3-vartedad topologica

subyacente M . Para cllo, vamos a quitar dc P, un pequefio entorno N de las aristas singulares fwﬂfw z

v .7-',r X N fw y . Entonces queda un poliedro truncado ﬁu \ N, que combinatorialmente es ¢l mismo

que aparece si en cl poliedro P, del ejemplo 1 quitamos un pequeiio entorno de las aristas singulares

]:a ﬂfa_1 v F B F pl Ademas, las caras se identifican de igual manera en ambos casos. Por tanto,

al pegar dos a dos las caras de P, \ N sc obtiene 83\ N([5/3)) , el complemento en S* de un entorno
tubular del nudo [5/3] . El entorno N se convierte, al hacer las identificaciones, en un toro solido 7' . Este
toro solido T se pegaa S\ N([5/3]) a lo largo del borde, para dar lugar a la variedad M . El menidiano
de T se identifica con una curva hométopa a ww® = (ba"1b~a)(ab"la"1b) € m{S*\ [5/3]) . Como
wwX ¢s la longitud canénica del nudo [5/3] , resulta que la variedad M se obtiene por cirugia de
Dehn de tipo 0 en el nudo [5/3] (cf. {HLM]). Como el nudo de a ocho es un nudo fibrado de género
1, M es un fibrado sobre S' con fibra un toro. El circulo base de esta fibracion ¢s ¢l anima de la cirugia

(es decir, dentro del poliedro ﬁu cada una de las dos aristas singulares). En la figura 3 se muestra una

El

de las fibras, vista dentro del poliedro ﬁu .

22

Y&

Figura 8

A continuacién se muestran algunos de los poliedros de Dirichlet ﬁu , cuando w varia entrc 1/ V3
y 0 . Todos los poliedros estan en el intertor de la bola de radio 1 | que es el modelo de Klein estandar
de H° .
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I

s Estructura hiperbdélica completa : 1« = (poliedro visto desde ¢l punto {(—10,0,0)) :

5

3

Z

e 1= 0.5 (poliedro visto desde el punto (—10,0,0)) :

T

Zug




o u = (1.4 (poliedro visto desde el punto (—10,0,0)) :

z

X'Ug

it

Y e———
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o u = (.3 (poliedrv visto desde el punto (—10, —10,5)) :

z

o u = 0.1 (poliedro visto desde el punto (—10, —10,5))

z
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o 1 = 0 (poliedro visto desde el punto (—10,-10,5))

1 1 1 ,
Cuoandou —» 0,5 - (——=, 0, 0, v = (—, 0, 0)yuvy — (—-—=, 0, 0). Por tanto,
1 ( \/5 ) 2 (\/g \/g
cuando el angulo conico & tiende a 2 | los policdros ’ﬁu degeneran en el segmento que une los puntos
1 1 . ~ . .
v =(——=, 0,0y Zv; = (—, 0, 0) . Es decir, cuando & — 27 , las estructuras hiperbolicas

conicas en la variedad M degeneran en un circulo, que es el circulo base de la fibracion por toros de

M . Cuando u =0,
3/2 0 0 —/53/2

0 1 0 0
A=8= 0 0 1 0
Vv5/2 0 0 3/2

Por tanto, cuando 1 = 0 el grupo de holonomia ¢s un subgrupo discreto del grupo de traslaciones

hiperbolicas que dejan invariante larecta y = 2 = 0 .

Por otra parte, sc sabe que esta variedad M |, obtenida por cirugia cero en el nudo de a ocho, admite
una estructura geométrica (no singular) de tipo Sol (porque es un fibrado sobre S! con fibra un toro
y monodromia Anosov}). En la seccién siguiente vamos a ver un modelo proyectivo de Sol que nos
permitird encontrar un dominio fundamental poliédnico para esta estructura Sol en la vanedad M |, v que
permitird ademas pasar con continuidad de esta estructura Sol a las estructuras hiperbélicas conicas que

acabamos de construir.

Observacion. En sus notas {([Thu,], cap. 4), Thurston construye una familia de estructuras hiperbolicas
incompletas cn el complemento del nudo de a ocho, cuyas completaciones son las estructuras conicas en la
variedad obtenida por cirugia cero en el nudo de a ocho, que hemos visto aqui. Thurston construye estas
estructuras mncompletas identificando entre si las caras de dos tetraedros hiperboélicos ideales mediante
isometrias hiperbolicas. Cuando el angulo cénico tiende a 27 , esos dos tetraedros degeneran en dos
tnangulos contenidos en un mismo plano, v el grupo de holonomia tiende a un subgrupo no discreto
de isometrias de ese plano hiperbdlico. En cambio, como hemos visto, en nuestro ejemplo los poliedros
degeneran en un segmento v el grupo de holonomia tiende a un subgrupo (discreto) de traslaciones
hiperbolicas a lo largo de la recta que contiene ese segmento. El motivo de esta discrepancia es que
las aplicaciones desarrolladoras (resp. las representaciones de holonomia) estin sélo defimdas a menos

de composicidn {resp. conjugacion) por isometrias hiperbolicas. Para pasar de nuestro ejemplo al de
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Thurston habria que conjugar cada holonomia p,, por una isometria ¢, {(dependiente del parametro )
de modo que, en ¢l modelo del semiespacio, @0, ' (a) tuviera siempre a O como uno de sus puntos
fijos ¥ @upuipy, ' (b) tuviera siempre a oo como punto fijo. De este modo, en ¢l limite cuando w — 0, se
obtendria una representacion metabeliana (como en |Thu;]) en vez de una representacton abeliana (como

en nuesiro cjemplo).

3. UN MODELO PROYECTIVO DE LA GEOMETRIA SOL, QUE MUESTRA LA
DEGENERACION DEL EJEMPLO 2

Vamos a definir ¢l grupo de Lie Sol como la componente de la tdentidad del grupo de isometrias
del plano d¢ Lorentz-Minkowski R? (cf. [Mil], [Sc]) :

coshf  senhd g
Sol = senh@ cosh® z | |[0,y,z€R
0 0 I

En Sol vamos a considerar la métrica invanante por multiplicacion a la derecha dada por la formula
= (dy — 2df)* + (dz — yd0)? + dO*
(En la definicidén usual de la geometria Sol , se clige una métrica invariante por multiplicacién a la

1zquicrda. Sin embargo, nuestra definicion es cquivalente, y ¢s la que nos va a permitir encontrar un

modelo proyectivo de Sol).

Se puede probar (cf. {Sc]) que el grupo de 1sometrias de Sof con esta métrica tenc ocho componentes,
¥ que la componente de la identidad es el propio grupo Sol actuando sobre si mismo por multiplicacion
a la derecha. El estabilizador de la identidad es isomorfo al grupo diédrico de orden 8 | v esta formado

por las siguientes isometrias:

(0,5,2) = (0,cy,c2)

(0,2} = {0,cz,ey)

(0.9,2) > (=0, ey, —¢2)
0.y,z) = (=0.c2,—€y)

donde ¢ = £1 .

Vamos ahora a escribir ¢l grupo Sol de la siguiente forma;

t o oy
Sol = z t z| |zynteRx’ 2= 1,1>0
0 0 1
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Entonces podemos identificar Sol con la signiente hipercuadrica de R*
Sol = {(z,y,z,0) e R*{z? =2 =~1,t >0}
en la que sc define el producto
(r,y,2z,t) (a,b,c,d) ={dz +al , y+ecr+bt, z+br+ct, ar+di)

Las isometrias de Sol que pertenecen a la componente de la identidad son ahora la restriccion a la

hipercuadrica { (x,%,2,4) € R? | 22 —t2 = —1i ,# > 0 } de los automorfismos lineales de R* con matriz
dec la forma

d ¢ 0 a

¢ 1 0 b

b 0 1 ¢

a 0 0 d

donde a,b,c,d € R . d? —a? =Y yd>0.

Las ocho isometrias que pertenecen al estabilizador de 1a unidad son la restriceion a la hipercuadrica

Sol de los siguicntes automorfismos lincales de R :

1 -1 1 -1
4 ¢ 0 ¢ 0 ¢
€ k —€ k c 0 ! —€
] 1 1 1
I
donde ¢ = 1 . (Obsérvesc que, cn particular, las tres matrices X = -1 1 ,
1
—1 -1
L —1 . .
Y = 1 vy Z = | son isometrias de Sol ).
1 1

Si proyectamos la hipercuadrica { (z,y, z,¢t) € R*| 2% — 4% = —1 ,¢ > 0} desde ¢l origen dc R*

sobre ¢l hiperplano ¢ = | |, obtenemos la “capa” infinita comprendida entre los dos planos » = +1
{{z,9,2) | —1<aw<l}

Este subconjunto de R? es un modelo proyectivo de la geometria Sol, porque las isometrias de Sol son
las restricciones al conjunto { (x,%,2) | —1 < x < 1} de ciertas proyectividades de RP”® . En particular,
toda estructura geométrica de tipo Sol en una 3-variedad tiene asociada una cstructura proyectiva real en

la misma vanedad.
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Degeneracion de estructuras hiperbdlicas en una estructura Sol

Para cada k > 0 , vamos a considerar ¢l siguicnte modelo del espacio hiperbolico H

HY = {(zy,2,) e RV [ 22+ A2 (2 + 28 =2 = —1 [t > 0)

con la métrica inducida por la forma cuadratica L2 de R* = Las isometras son las
—1

restricciones de los automorfismos hineales de R* que preservan H}

Del modelo estandar del hiperboloide de H? se pasa a este modelo ﬁk‘ mediante ¢l cambio de
coordenadas z' =z , y =y/k, ¥ =z/k, t/ =t . Si se proyecta ﬁ’; desde el origen de R sobre ¢l
hiperpiano ¢ = | , cntonces aparecc el clipsoide { (z,y,2) € R® | 22 + k% (3% + 22) < 1}, quc s otro

modelo proyectivo dc H® .

Cuando & — 0, los conpntos ﬁ,f se aproximan a la hipercuddrica Sol = {(r,y,z,1) € R* |
x?—t% = —1,0 > 0}y las isometrias de Sol se pueden obtener como limite de isometrias (hiperbolicas)
de H 2 cuando & tiende a cero. Dc hecho, supongamos que para cada & > 0 tenemos una isometria de

H* | My = (my;(k)} , y que cuando k — O, las matrices My tienden a una matriz de la forma

cosh€ 0 0 senh{
0 [ 0
M= 0 0 1 0
senhé O 0 cosh§
my; (k) Mgk}

donde £ € R . Supongamos ademas que existen Ay = J[l:imo eRy = Lim(J € R para

¢ = 2,3 . Paracada k > 0, denotemos por M, la matriz conjugada

| t
M = ' . My
1 |

Entonces A} es una isometria hiperbolica en ¢l modelo H 2, v el limite de las matrices M, cuando

k-—-0es
coshg 0 0 senhg
A2 1 0 24
M=
Azt U1 gy
senthé 0 0 cosh§

Si Agp = pag ¥ Asp = pog , entonces M7 es una isometria de Sol .
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El ejemplo de la cirugia cero en el nudo de a ocho

Volvamos al ¢jemplo 2, en el que habiamos construido una familia uniparamétrica de estructuras
hiperbolicas conicas en la variedad A obtenida por cirugia cero en ¢l nudo de a ocho. La singularidad
¢s el anima de la cirugia, y ¢l angulo conico & varia entre 0 y 27 . Estas estructuras conicas varian
de manera continua segin un parametro 1 € (0, 1/v/3) | de modo que cuando v — 1/v/3 , 8 — 0,y
cuando uw — 0, @ — 27 . Cuando u© — 0 | las estructuras hiperbélicas conicas degeneran en un circulo.

Por otra parte, se sabe que M admite una estructura geométrica (no singular) de tipo Sol.

Teniendo en cuenta las observaciones del apartado anterior, vamos a hacer ahora ¢l cambio de
coordenadas @’ =« , ¥y = y/u, 2z’ = z/u , para cada u € (0,1/v/3) . De cste modo pasamos del
modelo de Klein de radio 1 al modelo del elipsoide ﬁi ={(r,y2Y e R} | 22 + 5 (2 + 22 < 1}

Ahora el grupo de holonomia esti generado por las siguientes matrices Ay B

3—7u?2u? W (3u?-1) — 2 VA ST0uT+E — VT - 202/ uT - 10u745
1 3u—1 2—du? —u? u? Vuf 100245 VIZ20ZVud —10u2 +5
A= .
2(u®—1)% 2 2, 4 2
Vvul—10u?45 —u? T 1 0uT 45 2—5u’+u — 1=2u?(14+u%)
VT2 VaT—10u?+5 w22 vui—10u2+5  u?v1—2u2(14u?) 3—5u?
1
. _ . ~1
y B es la conjugada de A mediante 1a matriz X = | . Las nuevas coordenadas de
, 1
los vértices del poliedro de Dirichlet P, son:
Jut —1 1 — 3u? —1

vy = ; ,
1= V1208wt~ 1002 +5 7 1 — 202/t — 102 + 5 V1 — 202 )

e e T Ot e T e

Vg = ,
2= Vut— 10u? +5 ud — 10u? 4+ 5

v ( 4(1+1L2)V1 —2’{L7 (1+tb2)v] —211.0 \/1 5 2)
= ) , — —2u
’ Jih — 10w + 5 Vb — 1002 + 5

(v los demas son imagen de éstos mediante Ias rotaciones X |, Y, Z).

Ahora cuando « — 0, los nuevos poliedros P, ya no degeneran en un segmento, sino que convergen
a un verdadero policdro P en R? |, cuyos vértices son:

1

-1 ~1) U_(i —1
\/g,\/g’ £ ) 2 \/5)

-1
3_1) ) ?)3:(_\/?? 5!_1)

B = (

Sl
<



y todas las imagenes de éstos mediante las rotaciones X |, Y y Z . El poliedro limite 750 esta contenido

en {(z,y,2) e R’ | —1 <z < 1} (que es un modelo de Sol). A continuacién se mucstra uno de los
poliedros P con u > 0) , ¥ ¢l poliedro limite Po
Observacion. Las caras del poliedro limite ﬁu no son superficics lotalmente geoddsicas en la geometria

Sol.

o 1 == (.2 (poliedro visto desde el punto (=2, —10,3/2)) :

2z
-1
wX b it
“ \
\
-1 L wY
a’ b -~ ‘.r + X l
.. 4
y Vo) b
”
L
by t. : > !
4 ' '
1 N !
|'J " + 1
. —
,31 \. : '——_,, ¢!
+ L L
+ T
a ' ] 1 '
[ ba‘ .I :
? 1]
¢ [
[ [ ]
’ 1l
U L1}
== e - >
: D
n T -~ A
wz \“ -



o 1 = 0 (poliedro visto desde el punto (—2,—10, 1) :

z

o w = 0 (poliedro visto desde el punto (—5,0,1))

Xvs
b -1
Y ——
b la T
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Las caras del poliedro limitc 730 se 1dentifican dos a dos de igual mancra que las de ﬁu . Ahora las

transformaciones que realizan los pegados de las caras pertenceen al grupo generado por las matrices

3/2 0 0 —V5/2 3/2 0 0 —V5/2

~1/2 1 0 VB/2 /2 1 0 =52
A= y B=XAX"'=

5/2 0 1 —1/2 -V5/2 0 1 12

—5/2 0 0 3/2 —V5/2

=

0 3/2

Tanto A como [ son isometrias de Sol | en ¢l modelo que definimos antes. En consecuencia, el
poliedro 7 es un dominio fundamental para la cstructura geométrica de tipo Sol en la variedad M . Las
intersceciones de Py con los planos « = constanie se convierten, al hacer las identificaciones, cn las

fibras de la fibracion por toros de M .

Ast pues, a cada cstructura hiperbolica conica en M le hemos asociado una cierta estructura proyec-
tiva real (singular), de tal manera que cuando ¢l angulo conico tiende a 27 | csa familia untparamétrica
de estructuras proyectivas converge a una estructura proyectiva real (no singular) en M . Ademas, la
estructura proyecctiva limite csti asociada de modo natural a la estructura geométrica de tipo Sol de la

variedad M |

Cabe preguntarse si este fenomeno observado para la cirugia cero en el nudo de a ocho, s¢ produce

en general, siempre que haya una degeneracion dc estructuras hiperbolicas conicas c¢n una estructura Sol.

Pregunta. Supongamos quc M es un fibrado sobre 8! con fibra un toro y monodromia Anosov (que
tiene por tanto geometria Sol). Supongamos ademas que existe una familia de estructuras hiperbdlicas
conicas en M | con singularidad un cnlace ¥ < M y angulo cénico o que varfa entre 0 y 27 . ;Se
pucde encontrar siempre una familia de estructuras proyectivas reales (singulares) en A | asociadas a las
estructuras hiperbolicas conicas, de mode que cuande «« — 27 converjan a una estructura proyectiva real

(no singular) en A |, asociada a su estructura Sol?
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4. EJEMPLO 3: ESTRUCTURAS CONICAS EN EL ENLACE DE WHITEHEAD,
CON EL MISMO ANGULO CONICO EN AMBAS COMPONENTES

Consideremas ¢l enlace racional {8/3] o enlace de Whitehcad:

s
V) &

Fl grupo fundamental 71(S% \ [8/3]) admite la presentacién |a,b @ aw = wal| , donde w =
bab='a—1b-Tab . Laecuacion de la curva de trazas, en las coordenadas @ = tr{p(a)?)—2 = tr(p(b)*} -2,
z = tr(p(ab)) — 2 , es:
D@ -0+ 2-20)zr 1 =0

Es decir, si p 1 71 (S*\ [8/3]) — SL(2, C) es una representacion no abeliana tal que tr(p(a)} = tr{p(b)) .
entonces los valores = = tr(p{a)?) — 2y z = tr{p(ab)) — 2 satisfacen la relacion z* + (2 - x)2* + (2~
2x)z -2 =0 . Si p es la holonomia de una estructura hiperbélica conica, entonces x € RyzeC.
Por tanto, para ose valor de 2 , la ecuacion (en z) 2* + (2 —)z* + (2 2x)z — 7 = 0 ficne una raiz real
y dos raices complejas conjugadas, y z = tr(p{ab)) — 2 cs una de las dos raices complejas conjugadas.
Vamos a denotar por 7 Ja raiz real. Entonces r* + (2 — z)7% + (2 - 2x)r — 2 = 0, Juego

'."!'r2 +2r +2)
(r+1)?

{Esta es una funcién mondtona creciente de v cuando —2 + V2 <7 < 0. Cuando = —2 42,

r=—-4 ycuando r =0,x=10).
Podemos escribir ahora [a ecuacion de la curva de trazas en términos del nuevo parametro , y factorizarla:

292 4+ 35 42 " 40+ 2
{r+ 1)2 i (r+1)2

A2+ 22z —z= (-7 ("4

)

Si este polinomio en » (con coeficientes reales) tiene dos raices complejas conjugadas, z , Z , entonces

se verifica que:

22 + 3 2 Vr2 42942
Re(z) = T y 2] = ———=
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Supongamos que p es la holonomia de una estructura hiperbolica conica, correspondiente al punto (x, z)

de la curva de trazas. Entonces vimos en la seccion 1.2 que A = p(a) y B = p(b) son dos rotaciones de

7

angulo o = arcoos en torno a dos ejes que forman angulo 20 vy cstin separados a distancia 2d

£l

donde cosh(2d) y cos{268) son las soluciones de la siguiente couacion cuadratica en ¢
x4 22l t 4 2Re(z) —z =0

En nuestro caso, esta ecuacidn cuadratica ¢s

r{r? 4 2r 4+ 2) 2 2vrd 4 2042 , 9t Ar? 4 B2

f f — =0
(,,.._;_ 1)2 7 +l (T‘—l— 1)2

¥ sus scluciones so (r+ D(=1+{r+1))
N 1Y
‘ rTe 4 2r 4+ 2

—{r+ 1){r+2) 4+l

cos(20)) = ——————
755 r B Y e

Como en el ejemplo 1, vamos a clegir como parametro 1 = cot & . Tenemos que

. Por tanto,

cosh2d) =

2 9 . J.
R N Fw - S
1 —cos 29) Vet 2r+2-(r+1)

Se verifica que % e5 una funcién monotona decreciente de v en el intervalo [~2 + v2,0] , v cuando
22 < <0, L2 V2 << (14244~ 2/2) = cot(3n/16) . Expresando r ¢n términos
de & , obtenemos que

w? = 2u—1

N ‘
2u

De aqui se deduce que

(1 +1¢2)\/1 T 2 — w2 - 2u — /et 4w — 6u? —du ]
dufu? — 1)?

sen o =

2 (14121 + 20— u?)

2sen“o = T = 1)2

o (1 + 1)1 +2u — u?

tan — =
2 \/u 42 — 1/ 0 4 Aud — 6u? — 4+ 1

1 U

senf = ———— . 080 = ———
u? -1 vu? 41
uh - u? —2u Vaud —u2 41

senhd = , coshd =
senh Va2 4 1y 4+ 20— ul? V2 + 11+ 20 — u?
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Podemos ahora sustituir estos datos en la expresion para la matnz A |

1 — 2 sen? g sen0 2 seng% senf cos — senc send cosh d — sena send senhd
2 senz% senffcosd ] —2 senzf—; cos? @ sena cos # cosh d senc ¢os & senhd
A=
. ; 2
setvsenficoshd  —senacosfcoshd 1 —2sen®Z cosh®d -2 sen2% senhd cosh d

— sensentfsenhd  senacos@senhd 2 senz% senhd cosh d 142 sen2% senth?d

—1

Teniendo en cuenta que £ es la conjugada de A mediante la matniz X = , esto nos

-
1
proporciona lfa representacion de holonomia para cada v € (cot(3m/16) , 1+ /2) . No la escribimos

explicitamente debido a la complicacion de las expresiones que aparecen.

Observamos que si ug es la raiz real de v® —u—2 (que vale ({/?:+ Y9+ VT8 /904 VT8) =
1.52138) , cntonces senhd € Rosi ug < w < 1 + /2 ; cuando w = ny , senhd = 0 , y cuando
cot(3n/16) < 1 < ug , senhd se hacc imaginario puro. Todas las demas variables son siempre reales

cuando cot(37/16) < u < 14 /2 . Por tanto, cuando u = 1 s¢ producird una degeneracion euclidea,

y entre uy v cot{37/16) habra estructuras esféricas conicas. Para ver automaticamente esta transicion,
hacemos un cambio de escala de factor cosd/(tan(w/2)senhd) , como en el ejemplo 1. Asi pues,

cuando g < 1w < 1 + /2 , estarcmos ¢n cada instante en un modelo de Klein de H? de radio

uvu? + 2u — 1vut + 408 — 6u? —du 4+ 1
(1 +u)vut —u? —2u

R=

(Cuando w = cot{(3x/16) , R = 0, luego no sc podra ver la estructura de orbiforma csférica de angulo
7).
Podemos ahora construir los poliedros de Dinichlet P, centrados en O = (0, 0,0) , correspondicntes

a estas representaciones de holonomia cuando cot(3x/16) < u < 1 4+ +/2 . Como en ¢l ¢jemplo 1, fas

tres rotaciones X | Y | Z de 1807 en tomo a los ejes coordenados son simetrias de P, .

A continuacion sc muestran los poliedros obtenidos con el programa Mathematica. No escribimos
explicitamente las ecuaciones de las caras ni las coordenadas de los vértices porque son complicadas.
Utilizamos las siguientes notaciones: w = bab la 07 'ba y ¢ = bab~'a~16~1 . Como en ¢l ejemplo
1, si g es una palabra en a y & , entonces g% = vx(g) denota la palabra que resulta dc sustituir @ por b
ybporaeng; g’ =1y(g) se obticne sustituyendo a por b™' y bpor a~! |y g% = 1z(g) se obtiene
sustituyendo a por a™! y b por b1
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Se observa que ya no tienen todos los poliedros el mismo tipo combinatorio, como ocurria en el

ejemplo 1, sino que al variar u© aparecen y desaparccen algunas caras.
e Cuando u = | ++/2 (es decir, para la estructura hiperbolica completa de volumen finito en S*\[8/3]),

las caras del poliedro corresponden a los siguicntes elementos de m{S* \ [8/3])

1

a, ba, bab, ag = abab™la7'07 | aw = abab'a= W e

{y sus imagencs mediante ¥’x , by v ¥z). En total hay 20 caras.

e Cuando <u<l+vV?2 , las caras corresponden a los elementos:

2

a, ba, bab, g=bab ™ 'a 67 g7 =babaT'b7' | ag, w=bab" a6 ba , aw

(y sus imadgenes mediante v x , ¥y y z). En total hay 32 caras.

1++/5
2

e Cuando u =

, s¢ produce un cambio de tipo combinatorio, segin el esquema que se muestra

en la figura:

bab

L++/5

3
e Cuando cot T < < , las caras corresponden a los ¢lementos:

a, ba, bab, bab '™V g, g7, ag, w, aw

(v sus imagenes mediante ¥y , ¥y v ¥z). En total hay 36 caras.

En los dibujos, tedos los poliedros estan vistos desde el punto {—3,0,0) de R® . Marcamos cada
cara con ¢l elemento de 7 (S” \ [8/3]) que le corresponde. La singularidad esta formada por las aristas
fa n fa_l v fb M JF, 1 , que cstan marcadas en grueso. La manera de identificar entre si las aristas y
los vértices se averigua como en el ejemplo i. Todas las comprobaciones se hacen también de la misma
forma. Sin embargo, el hecho de que se produzcan cambios de tipo combinatorio obliga a modificar
¢l razonamiento para comprobar que la variedad que aparece al pegar las caras dc P, es siempre S° vy

la singularidad es cl enlace [8/3] . Igual que en el ejemplo 1, sabemos que cuando = = 1 + V2, el
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resultado de hacer las identificaciones en P, s es S° \ [8/3] . Vamos a quitar de P, s un pequeiio
entomo N de las aristas singulares , y vamos a hacer lo mismo con cualquier otro P, . Basta entonces
probar que la variedad (con borde) M,, obtenida al pegar las caras de 7., \ V , es homeomorfa a la que se
obtiene al pegar las caras de P, 55\ N . Para ver esto, vamos a cncontrar dos diagramas de Heegaard
isomorfos para estas dos variedades con borde. En M, 5 , uno de los cueipos con asas es un entomo
regular del grafo G formado por las aristas de Py, 5\ N , y el otro es ¢l complementano. Tomemos
ahora cualquier otro u | y consideremos el 2-complejo de M,, formado por las anistas de P, \ N mas
las nuevas caras de P, \ NV que no estaban en P, 5 . Entonces este 2-complejo es del mismo tipo
de homoatopia que el grafo G (la equivalencia de homotopia la proporciona la propia deformacion). Por
tanto, un entorno regular de este 2-complejo es un cuerpo con asas, y su complementario es otro cucrpo
con asas, y ambos se pegan de la misma forma que en el diagrama de Heegaard de M, 5 . Con esto

queda demostrado que las dos variedades son homeomorfas (cf. capitulo IV, scccion 4).

Estructura hiperbdlica completa de volumen finito (u=1+2)

y€—
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Estructuras hiperbélicas conicas (uy < u < [ + v2)

LT

e u=17":

98
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14+4/5

® 1 —

(cambio de tipo combinatorio):
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Estructura euclidea cénica (u =uy = ({/3+ {9+ V78)2)/ /909 + V78) = 1.52138)

o » . 377
Estructuras esféricas conicas (C'otﬁ <u < )
b]

e 1= 1.50:
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e 7 = 1497 :

Como en el ejemplo 1, s1 deshacemos el cambio de escala para ver la estructura esférica cénica de
angulo = , cotonces cuando 1 — cot(3r/16) los poliedros tienden a la capa infinita comprendida entre
los dos planos horizontales z = + tan{w/16) . Las aristas singulares tienden a dos rectas contenidas en
cada uno de estos planos, que forman angulo 37/8 . Se obtiene, pues, la lente que vimos cn la seccidn

L5 para la orbiforma esférica de angulo = en el enlace [8/3] .

5. EJEMPLO 4: ESTRUCTURAS ESFERICAS CONICAS EN EL ENLACE DE
WHITEHEAD, CON UNO DE LOS DOS ANGULOS CONICOS CONSTANTE-
MENTE IGUAL A 180°

Vamos a considerar ahora la posibilidad de que los angulos cénicos « , J en las dos componentes
del enlace sean distintos. La ecuacion de la superficie de trazas del enlace [8/3] , en las coordenadas
x = tr{p(a)) , y = tr(p(b)) vy z = tr{p(ab)) , es

2 rxy @ty Dz ~xzy=0
Es decir, si p : m{S3\ [8/3]}) — SL(2,C) es una representaciéon no abeliana, entonces los valores
z = tr{p(a)) , y = tr(p(b)) y z = tr(p(ab)) satisfacen la relacién 2* —zy 224+ (2* 4 4y*-2) z—zy = 0.
{Obsérvese que las variables @ v 2 ahora no son las mismas que en los ejemplos anteriores. Por comodidad
de notacion llamamos ahora z , y , z a las variables que en la primera seccion del capitulo T denotamos

porz .y, ).
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Supongamos que el dngulo conico [ es constantemente igual a 7 , de modo que y=2cos(/2) =0.

Entonces las otras dos variables = , z verifican la ecvacion z* + (2% — 2)z = 0 . de forma que
2 €40, £v/2 122}

T
Vamos a suponer ademas que 7 <o <7, conlocual x =2cos(a/2) € [,v2) y 222> 0.

Sabemos que cuando o = [J =« , existe una estructura de osbiforma esférica (S, {8/3), (=, 7)) |

cuya holonomia esta dada por el siguiente par (|, py) de representaciones de 7, (8% \ [8/ 3]) en SU(2) :

0 qem/® 0 g/
pi(a) = , , o opilb) = _
ieTTE ie™E
0 dem2m/8 0 ie?mi/8
pa(u) = A , p2(b) = _
ie?m/8 0 ieTImE g
Para la representacion p¢ , 2 = tr(pi(ab)} = ~2cos(n/1) = /2 . Para ps , 22 = tr(palab)) =

~2cos(w/2) =0 .

Por tanto, si (8,{8/3],(x, 7)) es una estructura csférica conica con dngulo conico o € (g,w} ,
entonces su holonomia necesariamente tiene asociado un par (g, p2) de representaciones de m{S*\[8/3])
en SU/(2) que venfican las siguientes condiciones:

. o
z = tr(pi(a)) = tr(ps(a)) = 2cos 5 5 u= tr{p1(b)) = tr(pz2(b)) =0 ;

z = tr{pr(ab)) = —v2 — 2° ;22 = tr{pa(ab)) = 0.

Conjugando adecuadamente, podemos escribir o1 v po de la siguiente forma:

o . : _ »
cos — jei{-r o) sen? 0 iei(r—0)
piay=1| o o o=
e gen— Cos E 1et(=r+8) Q
sz i gens 0 i)
p2(a) = . , pa(b) = '
it ) sen‘% cos % je i +0) )

o ,
donde ¢ , r € R . Entonces z = tr{pi{ab)) = ~2cos(2(0 — r)) sefr = —cos(2(0 —r)) V4 —2a* v
analogamente zz = tr(p2(ab)) = —cos(2(0+r)) v4 — x2 . Como han de ser z; = —v2 — 12y 22 =0,
resulta que

cos(2(6 — r)) = cos(2(0 + 7)) =0,



luego

cos(28) cos(2r) = sen(20) sen(2r) =

vy por tanto
cos?(20) + cos®(2r) = 1 cos?(20) cos?(2r) = __Q__r_z
- ’ ! 4(4 — x?)

De aqui se deduce que cos?(28) v cos®(2r) son las soluciones de la siguiente ecuacién cuadratica en ¢

2 —z? _ )
22—+ WET) = {} . Las soluciones de esta ecuacion son
-

24— £/8(4d -2 1 N 1
4(4 — z?) 27 2(4—2%)

1 1 . l L
r = = 2d = l 08%(20) = = — —= ycos?(2r) = -+ —= . P
Cuando x = 0,20 = 37/8 y m/8 , luego cos“(26) W y cos?(2r) > + i or
tanto, en general es
1 1 1 1
cos2(20) = = —~ ——=ee | sen?(20) = = f ———0r
20) 2 2(4 — z2) (20) 2 2(4 — 12)
(:052(21") = i + --—lu-— Senz(gr) = i - __]._
2" A=) 2" o)

Como en todos los ejemplos anteriores, vamos a elegir como parametro w = cot(#) en vez de z .

Entonces
u? —1 2at

20) = ——— 20 = ————
cos(260) meanr il sen(26) ET1
2u u?—1

cos(Z2ry = ,  sen(2r) =
(2r) u? 41 en(2r) u? 41

16u2{u? — 1)2 2 g2

= 4cos?(26) cos*(2r} =

Para expresar x en términos de u , observamos que

(u? +1)* 4 — 2

De aqui se deduce que

o V2B — 28u0 + T0uT — 28u” + 1
- ut — 6u? + 1

Esta es una funcién monétona creciente de u en el intervalo |1, cot(3x/16}] . Cuando u = cot(3x/16) ,

:1:=U,ycuand0u=1,:1:=\/§.
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En t¢rminos del parametro = tenemos entonces que

(1 4+ u*)2v/u® - 28ub + 70u? - 28u2 + |

sen o =
(1 - Gu? 4 1)? '
214

2sen’o = (L J_ru ) _ |

(u? — 6u? + 1)2
sen =10 , 2sen?f3 = 2

L

senfl = ——— , cosf = ot

u? + 1 u? +1
seny vl cos utl
SCNT = ——e—— , e

2(u? + ) 2(u? +1)

La representacion p de 7 (8% \ [8/3]) en SO(4) que

en SU(2) , esta dada por la siguiente expresion (ver la s

o €F 0¥
1 -2 senz-z— sen2d  2sen? 5 senfl cos 0

e _ x
2 senza senffcosfd | — 2 501125 cos? 0

pla)

senasenf cos r —senacosfcosr 1

— sena send senr serc ¢os f senr

. 16}
/ -2 sen2§ sen?d  —2 Sen2§ send cos @

~92sen” ﬁ senffcosf 1 — 2sen? g cos® @
9 2
p(b)

—sendsend cosr —senfd cosJcosr

— genfd send senr —senf cos  senr

Podemos ahora sustituir aqui las exprestoncs que hemos
a,d,8yrentérminos de .

por la siguiente rotacion de 90° :

1 1
VzoooVz
_71, i
2 NG
T —
O O
0 0
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2sen ‘5 SCIrCos T

-2 SGITZ— SCNrCos T

corresponde al par de representaciones (p1, pz)

eccion 4 del capitulo B):

—sena send cosr senco send senr

seno cosf cosr — senc cos # senr

2()’.’

o (X
-2 S(?I’lz; ('3052 r o 2sen ~2- SCLHT COs T

&

x
i —2 senQE sen®r

senf sené cos r senfd senfl senr

—senfoeosfcosr sen/ cos & seur

2/

24 —2sen- —fg— SCIT COS T

53
1-2 Senz“—) COs

F4

‘

b .
1 -2 senz% sen?y

encontrado antes para los senos y cosenos de

Para facilitar los calculos es conveniente en este momento conjugar g

0 0
0 0
10
0 1



Tras conjugar se [lega a que el grupo de holonomia esta generado por las rotaciones

—2u 1 —? 0 0
] 1 — 12 2u 0 0
B= . y
2
U P
L+ 0 0 —2u  uf-1
0 0 u? -7  2u
1 _ 1 . (('v v, (1 (‘ )
o 2(1 — 6u? + ut)? S
donde las columnas (; son:
(14} (1—292u? +64u® —29u* +u°) (1—u®)(14n%)®
(1= (14u®)? (u—12(1—29u* 4-642% 292’ 4-2%)
Ch = Cy =
= , =
(1—2%) ¥ —28uf £ T0us —28uZ+1 — (1) (U 1) VP = ZBuE TG = 28u? 4]
— (= DY (1 1)V uPF -28uP +70ut —28u? H1 {(1—u®) VuF = 28uf +70u —28u? 41
{u® —1)/uB _28ub 3-70u% -28u? +1 (u—1)% (22 413/ uP - 2RuF + TOut - 28uZ +1
{ut1)? {17 +1) VuF 2808 5 70uE —28ul +1 {u?— 1)/ uB—28ub+T0u? —28u?+1
03 = y Cl’l =
{u~1)% (1-29u7 +542* —29u* +u%) (1—u?) (14u™)?
(1—u®)(14u%)? (1+u)y? (1-29u7 4640 =290 4u®)

Podemos construir ya el poliedro de Dirichlet P, centrado en O = (0,0,0, 1) € 8%, correspondiente
a esta representacion de holonomia para cada w € (1,cot(3x/16)] . Cuando u = cot(37/16) , P, es
el dominio fundamental en forma de lente para la estructura de orbiforma esférica de angulo = . Al
proyectario desde ¢l origen de R sobre el hiperplano ¢ = 1, P, se ve como la capa infinita comprendida
entre los dos planos horizontales z = *+tan(n/16) en R® . Cuando 1 <« < cot(37/16) , los policdros
P, estan contenidos en ¢l hemisferio superior de S? (es decir, todos sus puntos distan menos que /2
del punto base O = (0, 0,0, 1}). Podemos proyectarlos, pues, biyectivamente sobre el hiperplano 4 = 1
desde el origen de R*, y los veremos entonces como poliedros cuclideos en R* . Al construirlos con
¢l programa Mathematica, resulta que todos ellos tienen ¢l mismo tipo combinatorio. A continuacion se
muestra un dibujo de un poliedro genérico P, , con cada cara marcada con el correspondiente elemento

de 71(S% \ (8/3]) . Usamos las mismas notaciones que en ¢l ejemplo anterior; por gjemplo, w =

—1

bab~ta~1b taby ¢ = bab~'a~'b~" . Larotacién de 180° entomo aleje z, Z = -
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¢s una simetria del poliedro. l.a singulandad estd marcada cn grueso: de manera continua donde ¢l angulo
conico es 7 , y con puntos donde ¢l angulo ¢s @ . Se observa que la componente del cnlace singular en la
que el angulo conico es 7, aparece en el poliedro dividida en cinco segmentos, que estan contenidos en los
cjes de las siguientes rotaciones de 180° (conjugadas de B): B, @ = (BA)B~ AT B~ A71QA =
(ATVBAYBYATIBTIA) , Q% = (B A™YB(AB) y AQ7A Y = (AB YA Y B(ABA™Y)

T

(a'q7t)7 (e~ 'qa)”
L (e g a) (a'_]w)z p (qa)? 4
ab~la~16 7 la 3 : wee q ~1y7

bqba"l
b tepd

a—1
@
—Y
~a " Yhab
N _
- ~a " VYhaba !
baba 4
\a—lq—l

.
(J,ﬁl

g 'a

'lqa

Figura /

106



Todos los poliedros tienen 28 caras, correspondientes a los sigwentes elementos del grupo

T (SEN[8/3)) - a, b bab, baba™! , a"'bab , g = bab~ta" 6~ g='  a"Tbaba"t  qa,a"Tq7",

1 1

a~lga a7 lqg7la ,w,a 'w,y los otros 14 quc se obtienen a partir de ¢stos cambiando a por o™}

yb
por b=' . Hay 38 vértices, que son interseccion de las siguientes caras:

™" = fa N Fa_q in Fw N faul‘w U = fa_1 N fbﬁ fa_lbab

g = fa M f}) NF, -y m]:bab Uiy = :Fb mfbab nfbaba_l ﬂfq‘1 ﬂfq

nF

Y3 = }-a f Fbab baba ™! iy = fb n fq 4 an

My = ‘?:a n Fbaba“l N fq“ Vg = ’7:{) N j:qa N fw

U :faﬂfqﬂfq_l ﬂ’fqa U15 =Fbﬂfwﬂfaf;w

Vg = ‘Fa M fqa ﬂfw g = }—b ﬂfa-1w mf(f‘qa ﬂfa-lq-la
v = fa_[ m}_a“lw mfa—lqa vy = fb ﬂfafiqa ﬁfuwqu

Vs = fa”l n fu‘lqa n fa.“q_la n JL1’1,'1(;‘l Vis = fb n }_a,”lrfl f }—a"lbaba'!

g = fa_; ﬁfa-lq_l mfa'lbaba" Ujg = j:b mfa“bu.ba'] M fa—lbab

V0 = F ot OF 1yt O F a1t

y los otros 19 que son imagen de éstos mediante la rotaciéon Z de 180° .

Las identificactones de las caras, aristas y vértices se comprueban sin dificultad de la manera habitual

(hay que tener en cuenta que Ha,b M Ha = Ha M Hb).

Para comprobar que el resultado de hacer las identificaciones es 8% y que la singulanidad es el enlace
de Whitchead, se puede proceder de la siguiente manera. Quitemos del poliedro un entorno de todas
las aristas singulares, y denotemos por M la variedad (con borde) que se obtiene al pegar las caras del
poliedro asi truncado. Podemos calcular una presentacion del grupo fundamental de M comeo sc indica en
la seccion 5 del capitulo I11: hay un generador por cada par de caras del poliedro, y las relaciones vienen
dadas por los ciclos de identificaciones en torno a cada arista. S¢ comprueba que de csta presentacion

de 1 (A1) se puede pasar mediante movimientos de Tietze a la presentacion estandar de 7y (8% {8/3]) ,
ta,b @ a(bab™'a W lab) = (bab o~ b  ab)a |

Se comprucba también que los grupos fandamentales de los dos toros gue forman el borde de M son los
subgrupos {a , bab™ a0 ab) v (b, aba~'6"la"Tha ), respectivamente. Aplicando ahora el teorema

de Waldhausen sobre clasificacion de variedades Haken, resulta que M es homeomorfa a S% 1\ [8/3] .
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A continuacidn se muestran algunos de los poliedros de Dinchlet P, |, cuando w varia entre

col{3=/16} y 1 ¢

e uu=14:
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.1.',:1_21
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e = ].01:

e = 1.001:

e u =1 : El poliedro degenera en un punto.

No vamos a escribir aqui explicitamente las ecuaciones de las caras ni las coordenadas de los
vértices en funcion de « , debido a su complicacion. Simplemente diremos que todos los vértices ticnen

coordenadas de la forma
((— D2 f(u), (u—Dg(u), (u-— 1)h(w))

donde f, g, son funciones de u (distintas para cada vértice), que estan bien definidas cuando 1 < u <

cot(3n /16) (es decir, no se hacen infinito en ningdn punto).

En consecuencia, cuando u = 1, los poliedros degeneran en el punto O = (0,0,0) . Coando nw =1,

¢l grupo de holonomia csta generado por las siguientes matrices:

1 —1

1 1

Si nos restnngimos a la submatnz determinada por las dos filas v las dos columnas centrales, podemos

identificar el grupo generado por A vy B con un subgrupo discreto de O(2) .

Supongamos que para cada w € (1, cot{3n/16)) hacemos el cambio de coordenadas

' Z ; Y ; z /
u—l’y w—1" uw— |

]

De este modo, para cada v € (1,cot(37/16)) estaremos en el modelo S'i‘ = 1) de la semiesfera

superior 87 (véase la seccion 4 del capitulo I). Cuando © — 1, ¢stos modelos tienden al hiperplano
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t = | , que se pucde interpretar como un modelo de E® . Pues bien, cuando © — 1, los nuevos poliedros
de Dirichlet dilatados 7, va no degeneran en un punto, sino en un triangulo cuclidco contenido en el
plano =’ = 0 de E* . Los vértices de este triangulo limite son:

1 1 i
U{ = (0’01—5) 3 /Ué Z(O: 135) 3 Z?Jé :(01*17 5)

Es decir, cn el limite aparece un triangulo isosceles euclideo con angulo recto en el vértice ! . Cuando
] p f‘_\, g 1

w — 1, los nuevos grupos de holonomia tienden al subgrupo de 1sometrias euclideas generado por:

1 -1

0 1 1/2 , 1 0 0

Al = 10 1/2 . Bl= “1 1
0 0 1 0 0 |

Restrnngiéndonos a la submatriz determinada por las tres ultimas filas v columnas, podemos identificar

el grupo generado por A’y B’ | con el subgrupo discreto G de Iso{E?) gencrado por

0 1 1/2 1 0 0
1012 v o -1 1
0 0 1 0 0 1

La primera matriz representa una rotacion de angulo #/2 en torno al punto (0, —1/2) , v la segunda
es la matriz de una reflexion en la recta 2z’ = 1/2 (estamos considerando coordenadas (3, 2') en E?).
Este subgrupo G < Iso{E?)} es el grupo de holonomia de la orbiforma euclidea D 4:3 > Cuyo espacio
subyacente es un disco, y cuyos puntos singulares son un punto conico de grupo de isotropia ciclico de

orden 4 , y un punto esquina de grupo de isotropia diédrico de orden 4 .
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Un dominio fundamental para esta 2-orbiforma euclidea 1 4.7 €S cl tridngulo isésceles de vértices

(0,0, —%) , (0,1, %) , {0,—1, %) , que aparecia como limite de los poliedros esféricos dilatados P/,

u

cuando ©w — 1 .

Consideremos, por otra parte, la orbiforma (S* | [8/3] , (r,7/2)) , cuyo espacio subyacente es S* y
cuya singularidad esta formada por las dos componentes del enlace de Whitehead, con grupo de isotropia
ciclico de orden 2 en una de cllas y ciclico de orden 4 en la otra. Se sabe que ésta es una orbiforma

fibrada de Seifert (cf. [BS], {Du]), cuya base es la 2-orbiforma euclidea in , v cuyo numero de Euler

es distinto de cero. Por tanto, se sabe que ¢sta orbiforma ticne una estructura geométrica de tipo Nil.

En la seccién siguente vamos a ver un modelo afin de la geometria Nil que nos permitira encontrar
un dominio fundamental poliédrico para esta estructura Nil en la orbiforma (S* [ {8/3] , (m,7/2)) , ¥
gue permitird ademas pasar con continutdad de esta estructura Nil a las estructuras esféricas conicas

construidas en esta seccion,

6. UN MODELO AFIiN DE LA GEOMETRIA NIL, QUE MUESTRA LA DEGE-
NERACION DEL EJEMPLO 4

Vamos a definir el grupo de Lie Ni! como el siguiente grupo de matrices 4 x 4 tnangulares superiores:

V-2 oy oz
_ 0 1 0 y
Nil = 0 0 1 2 |z, 4,z R
0o o0 01
con el producto usual de matrices. Como

I —¢ b a 1 —z y = 1 —(z2+4+¢ y+b z—cyt+bzta
ot 0 bs)fo 1 0y} _|o I 0 Y+ b
0 0 1 ¢ 0o 0 1 =z} o 0 1 z4¢
0 0 01 0 0 0 1 0 ] 0 L



resulta que si identificamos Nil con R? de la manera natural, entonces el producto se eseribe asi:

(a,b,¢)(z,y,2) =(x—cy+bz+a,y+bztc)
Observacion. La manera usual de definir Vil es como el grupo de Heisenberg

1 4 o
01 7| leBreR
0 0 1
con la multiplicacién de matrices.
Para pasar de este modelo estandar de Nil al que acabamos de definir, hacemos el siguiente cambio

de coordenadas (cf. [Sc]):
a=ztyz, =2y, y=V2z

Puesto que
1 V2b a+be 1 2y z4yz 1 V2(y+b) x4 yz+ 224 a+be
0 1 +Ze D1 W2z =10 1 V2(z +¢)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 V2 +b) (z—cy+bzdatbe)+(y+b{z+c)
=10 1 V2(z+ )
0 0 1

resulta que en las nuevas coordenadas (x,y, z) , el producto se escribe precisamente como en nuestro
modela:

(a,b,e){z,y,2) =(z~cy+bz+a,y+bz+c)

1l —z y =z
. 0 1 0 y . o »
En el grupo Nil = 0 0 1 =z | x,y,2 € R » vamos a considerar la siguientc métrica
0 0 0 1

invanante por multiplicacion a la izquierda:
ds? = (dz + zdy —ydz)? + 2dy* + 2d2°

Entonces se puede probar (¢f [Sc]) que el grupo de isometrias de Nil con esta métrica tiene dos
componentes conexas. La componente de la identidad, Isog(Nil) , es el grupo de dimension 4 generado
por ¢l propio Nil (actuando sobre si mismo por multiplicacién a la izquierda) y por la accién de S! en

Nil descrita por la siguiente formula:

{z,y,2z) = (z ,co80y ~ senfz , senfy + cos 0 z)
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Las restantes isometrias son composicion de los elementos de Tsog(Nil) con la transformacion

($> B Z) - (_IJ -4 Z)

Vamos zhora a identificar Vil con el hiperplano £ = | de R* | de la manera natural:
Nil = {(x,y,2,1) | z,y,z € R}

Entonces todas las isometrias de Nil son las restricciones a este hiperplano de ciertas transformaciones
lincales de R* que lo preservan (es decir, de ciertas afinidades). En efecto, la multiplicacion por la
izquierda por un elemento (a,b,¢) € Nil, (a,b,¢)(z,y,2) = (x—cy+bzda, y+b z+e) , corresponde
a la aplicacién

T l —¢c b a T
vyl _, 0 1 0 b 7
z g 0 1 e« z
1 ¢ 0 0 1 i

La isometria (z,y, z) — {r,cos8y — senfz | senfy + cosd z) corresponde a la aplicacién

T 1 0 0 0 x
y 0 cos@ —sen@ 0O Yy
—_
z 0 senf  cosd 0 z
1 0 0 0 1 1
1 0 0 0

0 cos@ —senf 0

T .
odas las matnces de la forma 0 senl cos® 0

,con f € R | pertenecen al normalizador del

0, 0 0 I
I —¢ b a
o L 0 b . . .
grupo 000 1 e | a,b,c € R » . Por tanto, la componente de la identidad de Iso(Nil) cs
O 0 0 1
¢l grupo
1 —c b a
. 0 cos —senf bcosf —csend
; = L hoe,
Isoo{Nil) 0 senf cos@  bsenf 4 ccos@ joboefeR
0 0 0 I

La otra componente de Iso{ Nil) esta fonmada por las matrices de la forma

—1 c —b —a
0 —cos@ senfl —bcosl - csend
b, e €
0 senf! cos@® bsen# +ccosf la,bc,0€R
G 0 Q 1

114



Hemos encontrado, pues, un modelo afin de la geometria N4l , va que en &l las isometrias de Nil
son ciertas afinidades de R* . En particular, toda estructura geométrica de tipo Nil c¢n una 3-variedad
(resp. 3-orbiforma) tiene asociada una estructura afin en la misma variedad (resp. orbiforma); comparese
[Thuy}.

Degeneracion de estructuras esféricas en una estructura Nil.

Para cada k > (, vamos a considerar cl siguiente modelo de la semiesfera superior 89
SE={(z,y,2,0) e RY| K22 + K22+ 22) + 2 =1, 1> 0},

kti

con la métrica inducida por la forma cuadratica de R*. Del modelo estandar de S%

k.z
|

se pasa a este modelo @f mediante el cambio de coordenadas z' = z/k* , o' =y/k, 2 =z/k, t' = t.

Cuando £ — 0, los conjuntos g,'f se aproximan al hiperplano Nil = { (z,y,z,t) e R* [t =1},
y las isometrias de Nil se pueden obtener como limite de isometrias (esféncas) de §:' cuando k& tiende
a cero. De hecho, supongamos que para cada k& > 0 tenemos una isometria de S* , My = (m;(k)) , v

que cuando k — ¢, las matrices M} tienden a una matriz de la forma

1
cosf —send
M = senf  cosd )
1
donde ¢ € R . Supongamos ademas que existen Ay, = !lcirr:é m']jz( ) ERy = &imﬂ % & R para

i=23yj=2,3,4. Paracada k > 0, denotemos por M} la matriz conjugada

1/k? k2
1/k k
/ 1/k M
1 ]

=
I

Entonces M|, es una isometria esférica en ¢l modelo §,‘c" , v el limite de las matrices M|, cuando k — 0

€s
1 Ao A1a A4
M= 0 costi  -senf o
L0 senf®  cos® g
0 0, 0 1
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SiAyg = pogsend — s cos 0y Ay = poq €080 + pigg sen d | entonces M? es una isometria de Nl .

Observacion. De manera analoga se pueden construir familias de modelos del espacio euclideo E* o
del espacio hiperbolico H* | que tienden a Nil | de modo que las isometrias de Vil sc pueden obtener
como limite de isometrias (cuclideas o hiperbolicas, respectivamente) de estos modelos. Es de esperar,
pues, que se puedan producir degeneraciones de familias de estructuras euclideas o hiperbélicas conicas

en una estructura Nil (como de hecho se producen).

El ejemplo de la orbiforma (S3,[8/3], (x,=/2))

Volvamos al ejemplo 4, en ¢l que habiamos construido una familia uniparamétrica de estructuras
esféricas conicas (8%, (8/3], (7,)) . La singularidad es el enface de Whitehead, ¢l angulo cénico en
una de las dos componentes es constantemente igual a 7 , v ¢l angulo cénico o en la otra componente
varia entre /2 v 7 . Estas estructuras conicas varian de manera continua segin un parametro u €
(1,cot(37/16)) , de modo que cuando v — cot(37/16)) , &« — 7, y cuando v — | , o — 7/2
Cuando o — 7/2 , las estructuras esféricas conicas degencran en un punto. Por otra parte, se sabe que

la orbiforma (S?, [8/3], (w, 7/2)) admite una cstructura geométrica de tipo Nil.

En el ejemplo 4 describimos esta familia de estructuras esféricas conicas mediante sus poliedros de
Dirichlet P,, con centro en O = {0,0,0,1) € S* . Cuando u € (1, cot(37/16)) , todos los poliedros P,
estan contenidos ¢n la semiesfera superior Si , v los podemos proyectar biyectivamente desde el ongen
de R* sobre el hiperplano ¢ = 1, para verlos como poliedros euclideos en R® . Sus vértices tienen

entonces coordenadas de la forma

(=12 ), (u—1) () , (1) h{u))
donde f , g, h son funciones de u (distintas para cada vértice) que estan bien defimidas cuando
I <u < cot(3n/16)) .
A la vista de estas observaciones, vamos a hacer ahora el cambio de coordenadas

Im_‘:}i."—— ' _ Y o 2
(u—l)z"y u—1"~ u—1

T

para cada u € (1,cot(37/16)} . De esta forma pasamos del modelo estandar de S% al modelo St =
{(z,y,2,8) e RY| (u— D%? + (u — D)*(y* +22) +t2 =1, t >0} . Denotemos por P, la imagen

del poliedro P, mediante ¢ste cambio de coordenadas.
Entonces cuando u — 1, los nuevos poliedros Pu ya no degencran en un punto, sino que CONvergen
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a un verdadero policdro P; en RY | cuyos vértices son

U1 :(ﬁ4:0-»%) ) UB:(_"%?_]'S%)
UZZ(*%alaé) ) ”15:(g411=%)
Vg = (ﬁgs 11 %) ) My = (_31 —l: %)

1”7:(;4r_l:%) )
y las imagenes de éstos mediante la rotacion Z de 180° .

De hecho, los vértices de 73u tienden a fos siguientes puntos de 7 ¢

7 :(—4,0,4% ) 11 :(-";:—L%)
222:(#%,1,% ? ?)12:(—%,1,%)
V3 :(—%,1,%) ; V13 Z(*%:L%)
174 :(~g—g,l,%) , ’U14_:(~——;',1,%)
vy = (=£,1,3) , vis = {(—4,1, )
v = (-3,1,1) ;v = (=40,
vy = (=4, -1, 1) , vir={-3,-1,3%
vg =(—3,~1,3) ,  us=(—5,-1,3
Vg :(“%’—15%) ] UIQZ(W%’“’L%

3 1
'U]D:(*'%:'—la§ ;

El grupo de holonomia tiende, cuando « — ! | al grupo gencrado por las matrices

1 1/2 12 1/4 1l

I I R G oo
A=lo 1 o -1 v B=14 o
o 0o 0 1 0 0

0
0
-1
0

— s

que son ambas 1sometrias de Vil , en el modelo que definimos antes. Se venfica que AW = WA | donde

W = BAB7'A"1B7'AB | y ademas A* = B? = I . Tenemos, pues, una representacion del gropo
fundamental de Ia orbiforma (8°,[8/3], (=, 7/2)) , =§™*(8",{8/3], (m,7/2)) = |a,b : aw =wb , a* =

b2 = 1|, en Iso(Nil) .

Las caras del poliedro limite P; se identifican dos a dos mediante transformaciones del grpo

engendrado por Ay B, de igual manera que las caras de los poliedros ﬁu . (Es decir, si cuando « > 1,

117



el vértice v; se identificaba con el vértice v; mediante una transformacion de pegado py () , entonces

en el limite, cuando u» = 1, se sigue produciendo la misma identificacion).

A contipuacion se mucstran dos de los poliedros P, con 1 > 1 proximo a 1, v ¢l poliedro limite
P, . De este Gltimo damos dos dibujos, desde dos puntos de vista distintos. En el segundo dibujo se

indica, con flechas, como son las identificaciones en las anstas.

Obhservacion. Las caras del poliedro limite Py no son superficies tolalmente geodésicas en la geometria

Nil.

o u = 1.2 (poliedro visto desde el punto (—15,4,2)) :
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o u == L1 (poliedro visto desde el punto (—15,4,2)) -
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e u =1 (poliedro visio desde el punio (0,0,1)) :

Z

w

AT S
T// Z”S Z‘Ul’? Z'U]l

a

(a—lq“la)z

Para comprobar que las identificaciones en ¢l poliedro limite 7, dan como resultado S% y que la
singularidad es ¢l enlace de Whitehead, sc puede utilizar ¢l mismo argumento gue cn el cjemplo 4, y
observar que hay dos diagramas de Hecgaard equivalentes para las varedades obtenidas a partir de P y

a partir de cualquier otro P {u: > 1), respectivamente.

El pohiedro ﬁl es, pues, un dominto fundamental para la estructura geoméirca de tipo Nil en la
orbiforma (S*,[8/3}, {=, 7/2)) . Las intersecciones de P, con las rectas paralelas al ejc T se convierten,
al hacer las identificaciones, en las fibras de la fibracion de Seifert de csta orbiforma. Se observa que todas
las fibras contenidas en el plano » = 1/2 son segmentos que uncn dos puntos de la componente singular
de angulo « , mientras que las demas son circulos. El eje de la rotacion A (es decir, la componente

singular de angulo #/2} ¢s la fibra excepcional de orden 4.
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Figura 5. Fibracidn de Seifert de la orbiforma (S%,[8/3], (7, 7/2)) .

Asi pues, a cada estructura esférica conica (8%, [8/3], (7, &) le hemos asociado una cierta estructura
proyectiva real (singular), de modo que cuando « tiende a 7 /2 | esa familia uniparamétrica de estructuras
proyectivas realcs converge a una estructura afin en la orbiforma (82, [8/3), (=, «/2}) . Ademas, la
estructura afin limite estd asociada de manera natural a [a estructura geométrica de tipo Nil en dicha
orbiforma. De nucvo, surge de forma natural la siguiente pregunta accrea de la generalidad de este
fendémeno.

Pregunta. Supongamos que A es una variedad geométrica conica de tipo Nil, con singulandad un
enlace ¥ C M y angulos conicos < 2 . Denotemos por My esta estructura conica Nil. Supongamos
ademas que existe una familia de estructuras conicas esfénicas (resp. hiperbdlicas o euclideas) en M |
con singularidad ¥ v dngulos conicos que tienden a los de My . ¢ Se pueden asociar & estas estructuras
conicas esféricas (resp. hiperbdlicas o euclideas), estructuras proyectivas reales (singulares) que converjan

a una estructura afin en My, , asociada a su geometria Nil?
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Capitulo I11

POLIEDROS DE DIRICHLET DE VARIEDADES
CONICAS

INTRODUCCION

En este capitulo se demucstra la exastencta de policdros de Dirichlet para cualquier variedad conica
hiperbélica, euclidea o esférica compacta M cuyos angulos conicos sean todos < 27 (cf. § 1.6). Este
teorema ha sido utilizado, sin demostracion completa, por Hodgson ([Hoz]) , Kojima ([Ko]) y Zhou ([Zh])
{el argumento mas cercano a una demostracién estd en [Hoz]; ¢n [Zh] sc da un razonamiento bastante
incompleto). En este capitulo daremos una demostracion detallada de este resultado. Los detalles de la
demostracion son importantes porque tienen consecuencias de caricter constructivo, que en ¢l capitulo
siguiente permitiran estudiar las deformaciones de estructuras cénicas utilizando poliedros de Dinichlet.

Mas abajo indicaremos a qué detalles de la demostracion nos referimos aqui concretamente.

Recordemos la explicacion intuitiva de los poliedros de Dirichlet, que dimos en la seccion 6 del
capitulo [. Denotemos por ¥ C M el enlace singular, y sea o € M \ ¥ un punto base arbitrario.
La cubicrta universal del complemento de la singularidad, MTE , hereda una estructura de variedad
hiperbolica, euclidea o esférica (no completa), de modo que el grupo fundamental = (M \ ¥, zg) actia
en ella como un grupo discreto de isometrias, y M \ ¥ es isométrica al cociente de Mr_\l ¥ bajo la accidn
de m (M \ X, zq) . St ¥y es un levantamiento cualquicra de g a Mﬂi-)Z , entonces podemos considerar

el dominio de Dirichlet centrado en z , para esta accion discreta de = (M \ 2, zq) .
P={F e M\Z|dF 7o) < dF ~E) ,paratodo € m(M\ S, 20) } C M\ %

Sea ahora D) : M \ ¥ — X una aplicacién desarrolladora (donde X denota H3 | EP o0 8% | respcctiva-
mente) , sea p : m (M \ ¥, zy) — Iso(X) la correspondiente holonomia, y seca 0 = D{Z) . Entonces

el poliedro de Dirichlet de M centrado en O es la clausura de la imagen de P por [) :

P = D(P)

En este capitulo vamos a probar que este poliedro de Dirichlet P es un poliedro (hiperbdlico, euclideo

o esférico) compacto, con un namero finito de caras. Para ello, siguiendo a [Hos], [Ko] v [Zh], veremos
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que el interior de P es un levantamiento a MTL de la fractura o “cut-locus™ de M con respecto al punto
basc zg . (Esto es cierto porque todos los angulos conicos son < 27 , y por tanto todo punto de A\ ¥
se pucde unir al punto base x4 por una geodésica totalmente contemda en M\ X | ¢f lema L.1. Si algun
angulo conico fuera > 27 , entonces habria puntos de M \ 3 que no se podrian alcanzar desde @ por
geodesicas contenidas en M\ ¥ ) En la literatura se define directamente ¢l policdro de Dirichlet de una
vanicdad conica M como el desarrollo (en ¢l espacio modelador X) del complementario del cut-locus
de M con respecto al punto base elegido. Esta es también la definicion con la que trabajaremos en este
capitulo, puesto que es la mas adecuada para hacer demostraciones. Sin embargo, conviene tener presente
la definicién equivalente anterior (en términos del dominio de Dirichlet £ en la cubierta universal), que

conceptualmente es mas facil.

En la seccion | de este capitulo se define la fractura o cut-locus de una variedad cénica con angulos
conicos < 27 , con respecto a un punto no singular arbitrario, y se demuestra que ¢s homeomorfo a una

bola abierta. En la seccion 2 se prueba que P tiene un nimero finito de caras, cs decir, que el conjunto
C={yem(M\Z,x) | PNyP#D, v#1}

s finito (cf fema 2.4). (Obsérvese que a cada cara de Ple corrgsponde ¢l clemento v de T tal que
fyﬁ es adyacente a P alo largo de esa cara) Dec aqui se deduce que P es un poliedro compacto
con un numero finito de caras, cuyo borde esta contenide en la unidn finita de hiperplanos bisectores
Hy={z€X|d0)=d(z py(0)},vel . La variedad conica M se obtiene identificando dos
a dos las caras de P mediante isometrias de la forma py , donde v € 1" (cf. lema 2.9). En la seccion 3
se demuestra que, cuando todos los angulos conicos son < # , el policdro de Dinchlet P es convexo, y

s¢ puede expresar como
P={reX|dxz0) <dzpy(O)) ,paratodoy 1}

En la seccion 4 sc prueba que, incluso si los angulos conicos son < 27 , ¢l poliedro P es localmente
convexo fuera de los puntos singulares, es decir, todo punto no singular del borde de P tiene un entorno

U/ en X tal que I/ NP ¢s convexo (cf. lema 4.1).

Llamaremos a los elementos del subconjunto finito T' de 7 (M \ I, xg) , facetas generales del
poliedro de Dirichlet P . La justificacion de este nombre es la siguiente: cada elemento v € i_ tiene
asociado, como dijimos antes, un hiperplano bisector H~ quc toca al borde dcl poliedro P cn algin punto
no singular. A veces este hiperplano /1~ determina una cara de P (v cn ese caso decimos que 7y ¢s una
faceta propia), pero otras veces H~ no define ninguna cara de P , sino que “bascula” sobre una arista

o un vértice no singular (y en ese caso decimos que v es una faceta fanlasma).

124



Como una consecuencia particular de la demostracion de existencia de poliedros de Dirichlet, se
obticne una caracterizacion de las facetas generales en términos de las geodésicas que minimizan la
distancia entre el punto base xo v los puntos no singulares de M . Esta caractenizacion es la que tendra
importancia en ¢l capitulo siguiente, para demostrar el algoritmo que permite construir los poliedros de
Dirichlet de cstructuras conicas suficientemente proximas a una dada (en un sentido que se precisara en

la seccion § IV.1).

Finalmente, en las tres ultimas secciones de este capitulo 11l se incluyen algunas observaciones y
ejemplos mencionados en los capitulos I y 1. En la secciéon 5 se describe wna presentacion del grupo
71 (M \ %) asociada al poliedro de Dirichiet 7 , que puede ser utii para comprobar (utilizando el teorema
de Waldhauscn, cf. [Ri;]) que el resultado de pegar las caras del poliedro es la variedad buscada. En la
seccion 6 se estudia ¢l ejemplo de la cstructura de orbiforma esfénica en S* con singularidad un nudo
o enlace de dos puentes y angulo conico 7 , que tiene importancia en las construcciones concretas dei
capitulo 11, como punto de partida para las deformaciones de los poliedros de Dirichlet. Por Gltimo, en la
secctdn 7 se demuestra que todas las simetrias de la variedad cénica que fijan el punto base del poliedro
de Dirichlet, guedan reflgjadas como simetrias del poliedro. Esta observacion, interesante en si misma,

es ademads dul para las construcciones practicas.

1. FRACTURA O “CUT-LOCUS” DE UNA VARIEDAD CONICA

Sca M una 3-variedad conica hiperbdlica, euclidea o esférica compacta, con singulandad un enlace
3 C M v angulo cénico < 27 en cada componente conexa de 2 . La estructura geométrica induce en
M una distancia o , definida como el infimo de las longitudes de todas las curvas que unen dos puntos
de M . Diremos que una curva v : [a,b] — M e¢s una geodésica minimizanic en M st su longitud
es long(y) = d{v(a), (b)) . Una curva v : [a,b] — M es una geodésica si mimimiza la longitud
{ocalmente. Diremos que una geodesica minimizante v : {a,6] — M es una geodésica minimizante
mazimal sl no existe ninguna otra geodésica minimizante ~ : ja,¢f — M (¢ > b) que extienda a
v . {Como M es compacta, cualquier geodésica minimizante maximal esta definida en un intervalo
compacto). Normalmente consideraremos que las geodésicas minimizantes estin definidas en el intervalo
10, 1] v que estdn parametrizadas proporcionalmente a la longitud de arco.

Por scr M compacta, siempre existe una geodésica minimizante que une dos puntos cualesquiern
T,y € M, incluso si son singulares {(cf, [Gro, §1.12, pag. 6]). El punto clave es que, cuando todos los

dngulos cdnicos son < 21 | una geodésica minimizante no puede alravesar nunce la singularidad

125



(éste es el lema siguiente). Por tanto, st una geodésica minumizante no esta totalmente contenida dentro de
la singularidad, entonces puede empezar o termiinar en puntos singulares, pero endre medias es un arco
geodésico suave dentro de lo variedad riemanuiana M\ X . En particular, dos punios no singulares

cualesquiera © ,y € M\ Y estdn unidos por une geodésica minimizante suave contenida e M\X |

Lema 1.1. Seanz ¢ M\ % , y € M dos puntos distintos, y sea v : [0,0] — M una geodésica
mamamizarde tal gue (0) =2 y v{(by =1y . Fntonces 4([0,6)) < M\ 2.

Demostraciéon. Supongamos que fucra y(¢) € ¥ para algiin ¢ € (0,0) . Sea z = ~(4¢) € 2] el primer
punto e¢n que -y corta a la singularidad. Entonces z tienc un entorno {/ en M que cs isométrico a un
abierto del espacio que se obtiene identificando por rotacion las dos caras de un diedro de dngulo 0 < 27
en H? (resp. 8% , E). Para ¢ > 0 suficientemente pequedio, ¥([to — ¢, to +¢]) T U,y v{to —¢) € £ .
Entonces existe un segmento que une Y{tg — ¢} con y(tq + €) dentro de I/ sin pasar por z y que es mas

corto que y (ver figura ). Esto contradice quc -y sea una geodésica minimizantc. J
T it

— &g+ ¢

robacion

r_-\

Figura 1

Otro punto importante es la siguiente propiedad de convergencia dc succstones de geodésicas

minimizantes en M , que se deduce del teorema de Ascoli y de la compacidad de M (ver [ Gro,

pag. 6]).

Lema 1.2. Sca v, : |0,1] ~ M una sucesion de geodésicas minimizanies en M |, paramelrizadas
proporcionalmente o lo longitud de arco. Bntonces la sucesion ¥, liene una subsucesion que con-

verge uniformemente en M a una geodésica mintmizante 7 : [0, 1 — M.
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Demostracion. Como -y, esti parametrizada proporcionalmente a la longitud de arco, d{v,(¢), v (s)) =
long(vy) - |t — s| < diam(M) - |t —s| . Por tanto, la familia {,} es uniformemente Lipschitz, y en
consecuencia equicontinua (cf. [Ch] o {Ma}). El teorema de Ascoli asegura entonces la existencia de

una subsucesion que converge uniformemente en M a una curva v : [0,1] — M . Supongamos por

. . ., mif . . . . .
comodidad que la propia sucesion 7y, 2%y . Como la longitud ¢s semi- continua inferiormente (cf.

[Gro)), se tiene que long(y) < lim inf long(~y,) = lin d(7,(0), v»(1)) = d(+(0),~(1)) . Por tanto, ~

es también una geodésica minimizante. 0O

Como consecuencia de estos dos lemas, las variedades conicas compactas con todos los angulos
conicos < 27 comparten muchas propiedades con las variedades nemanmanas completas.  Los
siguientes lemas estan enunciados en [KN] para vanedades riemannianas completas, pero se pueden

extender facilmente a nuestro caso, y las demostraciones son andlogas.

Lema 1.3. Sea x € M\ ¥, y sea v [0,b] = M una geodésica minimizante mazimael en M que

parte de x . Entonces se vertfica alguna de {as siguientes afirmaciones:

(1) v(b) e L ;

(2) ~(j0,8)) € M\Z , y y(b) es el primer punto conjugado de x© a lo largo de la geodésica v en
M\Y;

(8) v(10,b]) € M\ 2, y existen al menos dos geodésicas minimizantes que unen < con v(b) .

Demostracion. Es consecuencia inmediata del lema 1.1 y de la demostracién del teorema 7.1, cap. VIII

de [KN]. a

A continuacion vamos a definir la fractura o cut-locus de la vaniedad comica M con respecto a
un punto base zp € M \ ¥, elegido arbitrariamente. Denotaremos por Sy, el conjunte de los vectores
tangentes unitarios de M \ ¥ en z¢ , cs decir, la esfera unidad en el espacio tangente T (M \ X)
Definimos una funcion 4 : Sz, — R de la siguiente forma. Dado v € Sz, , sea vy : [0,8) — M la
geodésica minimizante maximal (parametrizada por la longitud de arco) que parte de zo y cuyo vector
tangente en xq es v (es decir, ¥{t) = expy (tv) para 0 < ¢ < b). Entonces definimos p(v) = b =
long(~y} . La imagen de u esta contenida en el intervalo compacto [injz, (M \ ¥),diam(M)] € R* |
donde injgz, (M \ ) denota el radio de inyectividad en el punto ¢ y diam(M) denota el diametro de
M.
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Lema 1.4. La funcién p : Spy — RY es conbinua.

Demostracion. (cf. |[KN], cap. VIII, th.7.3.) Supongamos que x no ¢s continua en un cierto v € Srg
Entonces cxiste una sucesion {vx} C S, convergente a v , tal que ciertamente existe lim g{v) pero
p(v) # lim p(vy) . Denotaremos ay = p(vy) v a = lim op . Ademas, vamos a parametrizar las
geodésicas proporcionalmente a la longitud de arco, de modo que todas ellas estén definidas en [0,1] .
Asi, denotaremos por «y : [0, 1] — A la geodésica minimizante maximal tal que v(2) = expy, (¢ pe(v)v)
si0<t<1,yllamaremos v @ [0,1] — M a la geodésica minimizante maximal tal que ~g(¢) =
expry{tarvi) si 0 < ¢ <1 . Denotaremos zx = (1) para todo k ; sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que existe lim zy = @ € M . Como d(wxy, z) = ay para todo & , s¢ tiene que

d(zy,x) = lim ay = a . Distinguiremos los dos casos posibles: p(v) > a 6 ju(v) < a

Caso 1: p(v) > a.

1

[
w(v)
largo de vy , y por fanto exp., transforma difeomorficamente un entomo U de av en Ty (M \ X) , en

En este caso, x = ( ) = exppylav) € M\ X . Porel lema 1.3, z no es conjugado de =y a lo

un entomno de z en M Y\ X . Como apvi — av , podemos suponer que axvy € {J para todo & (y en

particular z; = expy (axvi) € M\ X para todo k). Como exp:ruh ; esun difeomorfismo sobre su

imagen, tampoco pucde ser x, conjugado de xg a lo largo de vy, . Por ¢l lema 1.3, existe entonces otra
geodésica minimizante oy : [0,1] — M que une g con 2 en M\ £ . Esta segunda geodésica es de
la forma oy () = expmu(takwk) , 0 <t <1, para un cierto vector wy € Sy , wi ¢ U . Porel
lema 1.2, podemos suponer que la sucesién {cv } converge uniformemente a una geodésica minimizante
o [0,1] = M que une zg con x = lim x; € M\ ¥ . Porel lema 1.1, ([0, 1]) C M\ 2, y por tanto

o es de la forma oft) = expy (taw) , 0 <t <1, para un cierto vector w = lim wx € Sy, . Como

)

wy ¢ U para todo & , resulta que w ¢ UV, y por tanto « 3 v . En consecuencia, ¢l punto r = q/(W(v)

esta unido a g por dos geodésicas minimizantes distintas, luego p(v) < a, lo cual contradice la hipotesis.

Caso 2: p(v) < a.
Consideremos la sucesion 7y : [0, 1] — M . Por ¢l lema 1.2, podemos suponer que il , donde
a: [0,1] - M es una geodésica minimizante que une o con = = lim x; . Entonces long(a) = a >
i
w(v) = long(y) . Ademas, o/(0) = lim v (0) = lim ayv, = av = wév—)ﬂy’((]) , luego « es una
et

geodésica minimizante que extiende a v . Esto contradice fa maximalidad de v .

128



Definicion 1.1. Llamaremos fraciura o cui-locus de la vanedad cénica A con respecto al punto basc
Iy € M\ ¥, al subconjunto formado por los extremos de todas las geodésicas minimizantes maximales

de M que parten de xg :
Cutzy = {v(1) | v:[0,1] = M es una geodésica minimizante maximal en M con (0) = zq }

En particular, ¥ C Cuty,

Consideremos los siguientes subconjuntos del espacio tangente Ty (M \ X} :
E = {tv |0 <t < p(v), v es un vector tangente unitario de M\ ¥ en zp} ; su adherencia

E = {tv |0 < < pu(v), v esun vector tangente unjtario de M\ X enzg} ; y su borde

OF = { p(v}v | v es un vector tangente unitario de M \ ¥ en xq } .

Corolario 1.5. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

(1) E es homeomorfo a una bola abierta en Ty (M \ ), T es homeomorfo a una bola cerrada y
3F es homeomorfo a una esfera.

(2) expg, transforma E difeomdrficamente en un abierto U = exp (L) , que es denso en M .

(3) M es unidn disjunte de Cutry y U = expg (E)

Demostracion. Ver [KN], cap. VIII, th.7.3. O

Corolario 1.6. Lu aplicacidn ezponencial expy, se puede extender o una aplicacion continua y

sobreyectiva eXpy,, « I/ — M . El cut-locus es entonces Cutg, = 8Xpy, (0F).

Demestracion. Basta definir 8Xpy (p(v)v) = hn(] ) expy,(tv) para todo vector tangente unitario v
t—u(v

de M\ ¥ en z(. Estos son precisamente los extremos de todas las geodésicas minimizantes maximales

de M que parten de xg , es decir, los puntos del cut-locus. 0

2. POLIEDRO DE DIRICHLET DE UNA 3-VARIEDAD CONICA HIPERBOLICA
CON ANGULOS CONICOS MENORES QUE 2#

Supongamos ahora que M es una 3-variedad hiperbdlica conica cuya singularidad es un enlace
Y C M y cuyos angulos conicos son todos < 27 . Entonces no hay puntos conjugados en M \ 2 (cf.
[KN], cap. VIII, corolario 2.4), y por tanto ¢l cut-locus respecto a un punto base fijo zp € M\ %, es

Cutpy = 2 U{x &€ M\ 3| existen al menos dos geodésicas minimizantes que unen zgy con z }
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y su complementario es

U = expz,(F) = {x € M\ ¥ | existe una tinica geodésica minimizante que une zy con = }

Sea p : MTZ] — M\ I la cubierta universal de M \ ¥ . Consideraremos cn M—\WE la métrica
hiperbélica inducida por la de M\ L . Como t/ € M\ X es homeomorfo a una bola abicrta, su
levantamiento p~'({/) es una union de copias disjuntas de ¢/ . Sca " una componente conexa de
p NU), y seaZy = p~Hzg) MV . De hecho, V ¢s cl dominio de Dirichlet con centro en 7y | para la

accion discreta por isometrias del grapo fundamental (M \ X, xq) en M\ 5 .

Sea D : MTE] — H? una aplicacion desarrolladora, que s una isometria local {pero en general no
es una cubierta). Sea p : w1 (M \ ¥, 24) — Isom(H?) la representacion de holonomia correspondiente.
Entonces se venfica la siguiente condicion de equivanancia: D(yx) = (pvy)(D(x)) para todo x € M‘\GZ

ytodo v € m; (M\?)) (que actia en MTE como una transformacién cubriente). Denotemos O = D{F) .

Definicion 2.1. Liamaremos poliedro de Diriehlet P de la variedad conica M | centrado en ¢l punto

O, a la clausura de la imagen de V' por la aplicacién desarrolladora D :

P = D(V)

En esta seccion vamos a probar que P ¢s un poliedro hiperbolico compacto, cstrellado en el punto
() (ver la definicion 2.3) , y que la variedad M es isométrica al espacio que se obtienc identificando
Ias caras de P mediante isometrias hiperbolicas. Ademas, las caras de P estan contenidas en planos
bisectores entre el punto base O y sus imagenes por ciertos elementos del grupo de holonomia. Por
tanto, 7 es una generalizacion del dominio de Dirichiet de una orbiforma hiperbdlica, lo cual justifica su

nombre.
Primero tenemos que definir qué entendemos por poliedro hiperbolico compacto estrellado en un punto.

Definicion 2.2. Dado un conjunto B < H? y un punto O ¢ B, diremos que P < H? ¢s ¢l cono desde
() sobre B si

(1) P e¢s la union de todas las geodésicas minimizantes que unen () con puntos de B ;

(11) para cada par de puntos distintos =,y £ B , las geodésicas que unen O con x e ¥ s6lo se cortan en

el punto O .
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Definicion 2.3. Diremos que P C H? es un poliedro compacto estrellado en un punto O si existe un
subconjunto B C P tal que;
(1) P es el cono desde () sobre B |
(i) B esta contenido en una unién finita de hiperplanos de H® |
(iii) B es homeomorfo a una esfera 82 .
(En particular, 7 ¢s homcomorfo a una bola cerrada, el punto O esta contenido en el interior de P | y el

borde de P es 9P = B )

Observacion. Las definiciones son analogas en los casos euclideo y esférico.

La demostracién de que ¢l policdro de Dirichlet 7 es un poliedro hiperbélico compacto, estrellado
en el punto O, sigue el siguiente esquema.

(1) Demostramos que el borde de P es homeomorfo a una esfera, ¥y que P es el cono desde ¢l punto

base (O sobre su borde 37 . Esto se hace en el lema 2.1.

(2) Probamos que el borde de P esta contenido en una union finita de hiperplanos de H® . Estos hiper-
planos son de hecho planos bisectores entre ¢l punto base O y sus imagenes por clertos elementos
del grupo de holonomia. Esta parte de la demostracion se divide a su vez en dos pasos:

(a) Definimos un cierto conjunto I' € (M \ %, 7¢) (que llamaremos las facetas generales de P,
cf. dcfinicion 2.4) | y demostramos que es finito, en los lemas 2.2, 23 y 24
(b) Demostramos que 9P esta contenido en la unidn de todos los planos bisectores de la forma
Hy ={x € H* | d{x,0) = d(x,p¥(0)) } , donde v € T . Esto se hace en el lema 2.5 y cl
corolano 2.6.
Con esto ya esta probado que P es un poliedro compacto, estrellado en el punto O (corolario 2.7).
Finalmente, en los lemas 2.8 y 2.9 demostramos que la variedad conica M es isométrica a un cociente de
P, obtenido identificando dos a dos sus caras mediantc isometrias hiperbolicas. Ademas, estas isometrias

de pegado son dc la forma pv , donde v € T (v p s la representacion de holonomia de A).

Lema 2.1. El borde del poliedro de Dirichlet P = D{V) es homeomorfo a una esfera, y P es el

cono desde el punto base O sobre su borde OF .
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Demostracion.  Consideremos el siguiente diagrama, que ¢s conmutativo dentro de los dominios de

definicion de las diversas aplicaciones que aparecen:

) expy '
oHt — 2, e
difeomorfismo
d;UI) isometria 2| isometzia local
(,Xp:—c'o L

To (MAT) s M\

isometria P | isometria local

expy

diop

Trg(M\ %) MAE

Identificaremos los tres cspacios tangentes 7o HS | TEEO(MTE) y Tro{ M\ Y) . Dentro de cada uno de
cllos, tenemos los siguientes conjuntos (que denotaremos siempre igual, con independencia de cual sca

el espacio tangente en el que los estemos considerando en cada momento):

E={tv|0<t < p(v),v veclor tangente unitario } (homeomorfo a una bola abicrta)
T = {tv | 0<1{<p(v),v vector tangente unitario} ~ (homeomorfo a una bola cerrada)
OF = { p(v)v | v vector tangente unitario } (homeomorfo a una esfera)

Recordemos que E es el cono desde el origen 0 sobre ¢l borde 0F | y que V = expg,(f7) . Entonces
exppo(F) = D(eXpEO(E)) = D{V) . Como expp es un difcomorfismo, resulta que P = D(V) =
expO(E) . Por tanto, el borde de 7 coincide con expo (@&} , que es homcomorfo a una esfera, y

P = expp(F) es el cono desde O = expy(0) sobre 9P = exps(0F) . D

Definicion 2.4. Llamaremos conjunio de facetas generales del poliedro de Dinchlet P al siguiente

subconjunto de =) (M \ 3, ) :

T ={yem(M\ %,z | existe € M \ ¥ tal que hay dos geodésicas minimizantes o, 3 que

unen g con z , de modo que [3 1] = v en 7 (M \ T, 10) }

Observemos que ~ # 1 para todo v € I' | ya que si o, 3 fueran dos geodésicas minimizantes que unicran
zoconzy (o] = tenm (M\X, zo} , entonces o y § se levantarian a dos geodésicas distintas con los
mismos extremos en MTE . v esto es imposible por ser MT)E una variedad hiperbélica simplemente
conexa (en efecto, Do v D serian dos geodésicas distintas en H® que s¢ cortarian en dos puntos).

Otra propicdad cvidente de T es que si v € ', entonces también su inverso v~% € T' . De hecho, T
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esta en biveccion con el conjunto de trasladados del dominio de Dinichlet V' que son adyacentes a V'
T={rvem{M\X,z) | VNy(V) £0}.

Para cada v € " , definimos el plano biscctor
Hy={z€B*|d(z,0) =d(z,(py)}{0)) }

Por abuso de lenguaje, a veces llamaremos también “faceta general” al plano bisector H~ determinado

por una faceta general v € T

En el corolario 2.6 veremos que el borde del poliedro de Dirichlet esta contenido en la union de
planos bisectores Hy , con v € T . Antes necesitamos probar que ¢l conjunto I es finito. Para ello, hay

que tener en cuenta la estructura que tiene la variedad cénica M en un entorno de la singularidad.

Definicion 2.5. Dado un punto singular € ¥ | en el que el angulo cénico es 8 , diremos que una
bola de radio r centrada en z es una bola estdndar si es isométrica a un sector de angulo f de una bola
hiperbolica de radio r , con los lados identificados mediante una rotacion de angulo 6 . Diremos que
un camino cerrado 4 es un meridiano de la singularidad prézimo o @ si estd contenido en una bola
estandar B(x,r) y genera el grupo fundamental de B(z, 7} \ 2 (ver la figura 2). Obsérvese que hay dos
clases de homotopia distintas para los meridianos de la singularidad proximos a = : una es inversa de la

otra.

Figure 2
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(3 oy s . Lra) o al 1 3 4] \
Lema 2.2. Sea B una bola estindar centrada en un punto singular r € ¥ | y sean y ,2 € B VE .
Entonices existen a lo sumo dos geoddsicas minimizantes o, que unen y con z dentro de B | y

en ese caso el producto off™! es un meridiano de la singularidad prdizimo a (ver la figura 3).

(]
T ey

Figura 8

Teniendo en cuenta este lema, vamos a ver a continuacion que, para definir ¢l conjunto T |, pode-
mos restringimos a constderar geodésicas que csién fucra de un pequefio entomo tubular abierto de la

singularidad. De aqui se deducira que T es finito.

Lema 2.3. Ezxiste un entorro tubular abierto N(3) de ¥ en M |, que satisface la siguiente condicidn:
St existen dos geodésicas minimizantes oo, Br que unen ry con un purlo x € N(X)\ X | entonces
existe otro punlo y € M\ N(3) y dos geodésicas minimizantes ay, Ay que unen xy cony , tales
que [a;rﬂfl] = [(xlqlﬁgl] en m (M \ X, 10) . Ademds, las geodésicas oy, By estdn completamente

contenidas en M \ N(%) .

Demostracion.  Supongamos que no existiera un tal entorno N(X) . Entonces existiria una sucesion

de puntos {x,} C M\ X con d{x,,%) — 0y cxistirian pares de geodésicas minimizantes cx,, #, que

unen x4 con x, , tales que [a, 0, # (.0, en m (M \ 2,2¢) si m # n . Por el teorema de
unif

. : if .
Ascoli, podemos suponer (tomando subsucesiones) que a, —— o y fn —— [ , donde o, 4 son geodésicas

minimizantes que unen x, con r = lim(z,) € ¥ .

Sea B una bola estandar centrada ecn x € 3 . Elegimos {; € (0,1) tal que «(¢1) € B\ Z ¥y
A{t1) € B\ %X . Como en M \ X dos curvas uniformemente proximas son homotopas, resulta que existe
€ > 0 tal que siy,7y2 : [0,11] — M\ X son dos curvas tales que d{~y;(t), a(l)) < eparatodo t € [0, ]y
¥:(0) = zg , 4 = 1,2 , entonces existc una tinica gcodésica minimizante ¢ : [0, 1] — B\ X que une v1{i1)
con (1) , y una homotopia H : [0,1] x [0,t;] — M\ ¥ tal que H(0,t} = v (1) , H(1,%) = 7(t),

H{(s,0) = xo vy H(s, ;) == c(s) . Tomamos ¢ suficientemente pequefio para que la misma condicion se
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verifigue para dos curvas que estén a distancia menor que ¢ de 3 .

" - . :
Como o, =S a y B, == , de lo anterior s¢ deduce entonces que existe un entero N tal que

st o, > N | entonces afnl ] es homodtopa a aml en M\ Xy f, ¢s homdtopa a

[0, 4 [0, 1) 10, £4]

ﬁm“D i) en M \ ¥ | mediante homotopias que desplazan o, (t;) hasta o, (t;) (resp. 5,(¢1) hasta
y ¥

Fm(£1)) siguiendo la anica geodésica minimizante que los unc.

Vamos ahora a fijamos en lo que ocurre dentro de B . Supongamos que m,n > N . Entonces, por

el lema 2.2, existen a lo sumo dos clases de homotopia posibles para cxn“ i, 1] (con extremos fijos) | y
i

lo mismo ocurre con ., [t 1] (ver figura 4).
1s

10> it Y

¥

Figura 4

Por tanto, tomando una subsucesién si es preciso, podemos suponer que existe una homotopia /H
[0,}] x {t1,1] = M\ Z tal que H{0,t) = a,(t) , H(1,#) = an(t) , H{s,11) es la mica geodésica
minimizante que une o {t1) con ay,(t;) , vy H(s, 1) es la inica geodésica minimizante que une , con

Tm , ¥ podemos suponer que existe también una homotopia del mismo tipo entre 3, “ bl Y G

[th” .

Combinando ahora todas las homotopias en M \ 22 entre los distintos segmentos de a, v oy, (resp.

On Y G}, resulta que {0,681 = (@B en m (M \ £,x0) , lo cual contradice Ia hipétesis.

Por tanto, existe un entorno tubular abierto W de 2 en M |, tal que si » € W \ X venfica que
existen dos geodésicas minimizantes ¢, Jr que unen iy con x , entonces existe otro y € M\ W vy dos
geodésicas minimizantes cvy, Sy que unen zg con i , de modo que jard7 '] = lay By Nenm(M\Z, zq) .

Pero ahora la unidn de todas las geodésicas minimizantes que unen &g con cada uno de los puntos de
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M\ W ¢s un conjunto compacto que contienc a M \ W | y su complementario N(X) es un enforno

tubular abierto de 3} que verifica las proptedades del enunciado.

0

Lema 2.4. El conjunto T es finito.

Demostracion. Por ¢l lema anterior, podemos encontrar un cntomo tubular abierto N(X) de T en M tal

que

T = {~yem(M\ NX),xg) | existe z € M\ N(T) tal que hay dos geodésicas minimizantes a, 3
que unen xzq con z deutro de M\ N{E) , de modo que {af7 !} = v en 7 (M \ N{), zy) }

Como M\ N(X) cs una variedad compacta {con borde), resulta que solo hay un nimero finito de clases
de homotopia en 7 {M \ N{Z),z¢) que admitan como representante una curva ¢ : (0, 1] — M\ N(X)
de longitud long(e) < 2diam{M) (cf. [Gro, §1.13, pag. 7] o aplicar los mismos razonamicntos que en
¢l lema precedente). Pero todo -y € T esta representado por un producto de dos geodésicas minimizantes

a1, de longitud long(a) + long(#) < 2diam(M) . Por tanto, I" es un conjunto finito. O

Vamos a ver ahora que ¢l borde del poliedso de Dinichlet 7 esta contenido en la umion {finita) de

todos los planos biscctores determinados por las facctas generales v € T

Lema 2.5. Sea v : [0, 1] — M\ X una geodésica minimizante mazimal lal que o(0) = o , y sea
@ ]0,1) — MTL su levantamiento con &(0) = Ty . Fnlonces Da es un segmento geodésico en
H? cuyo extremo Da(l) € U 1y
vET

Demostracion. Sea © = o(l) € M\ X . Como o es maximal, x € Cuty, . Porel lema 1.2, existe
al menos otra geodésica minimizante 3 : [0,1) — M\ Z que une 2 con = . Sea v = [af7] € [N
m{(M\ W,zg) . Sea [0, 1] — NKE el levantamiento de o con onigen en Tp , y sea © = afl) su
extremo. St ﬁ o, — M—\MZ es ¢l levantamiento de S con origen en yZg , crfonces Su eXtremo es
también (1) = &(1) = % , por ser [0~ = v . Ademas, long(&) = long(3) = d(z,zy) . Entonces
D&y Df son geodésicas en H que unen D(E) con D(F) = Oy D{vZg) = py(0O) , respectivamente,
y long( D) = long(@) = long(8) = long(DB) . Como en H? todas las geodésicas son minimizantes,

resulta que d{Q, D(F)) = d(py{(0), D(z)) . Por tanto, D(x) € 1~ . 0

Corolario 2.6. Fl borde del poliedro de Dirichlet P estd contenido en la unidn finita de planos

bisectores | ) H~ .
~el
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Demostracion. Consideremos de nuevo el diagrama conmutativo de la demostracion del lema 2.1, y los
tres conjuntos F , E y 8F . Sabemos ya que el poliedro de Dirichlet es P = exp,(F) , v que su borde
es OP = expp(0F) .

Los puntos de OF corresponden a los extremos de geodésicas minimizantes maximales de M | v se
dividen en dos clases: los que pertenecen a ¥, y los que pertenecen a Cutg, \ ¥ . Denotaremos por S
el conjunto formado por los que corresponden a puntos de ¥ . Con mas precision, recordemos que en el
corolario 1.6 de la seccidn 1, definimos una aplicacion continua y sobreyectiva eXpy,, E — M que es
extension de expg, : B — M\ ¥ . Entonces O — 8xpg, (Cutgy) , v S = Tpgy (¥) C 9 .

En ¢l lema 2.5 hemos visto que expp(9E \ S) = D(expz (9E\ S)) C | Hy , que es cerrado

v€T
en H® (porque T es finito). Por tanto, para probar que dP = exp,{JE) también csta contenido en esta

union finita de hiperplanos bisectores, solo hace falta ver que 9 \ S es denso en OF .

Ahora bien, como M\ es una variedad hiperbolica, la exponencial exp;, : £ — M\Y incrementa
las distancias (cf. [KN], cap. VIII, §8), y por tanto cada punto de M cstd unido por un numero finito
de geodésicas minimizantes a xy . Es decir, para todo z € M la fibra m;;é(z) es finita. Como
Y C Cg, C M tiene dimension 1, resulta que S = ngé (2) ¢ OF tiene dimension 1. Por tanto,
JF\ S es denso en 317 . En consecuencia, P es un subconjunto de la umén finita de planos bisectores
U H~ , homeomorfo a una esfera. ]
vel'

Corolario 2.7. FEl poliedro de Dirichlet P es un poliedro compacto estrellado en el punto O . DO

Definicion 2.6. Denotaremos por Sing = expp(S) C 0P el desarrollo de Ia singularidad ¥ . Es una
unidn de segmentos geodésicos disjuntos (y posiblemente algunos puntos aislados} contenidos en el borde

del poliedro P . Diremos que los puntos de Sing son los puntos singulares del poliedro de Dirichlet P .

Finalmente, vamos a ver que la variedad conica M es isométrica a un cociente de P . obtenido
identificando dos a dos sus caras mediante isometrias hiperbélicas del tipo gy , donde v € I . Haremos
esto en dos pasos:

- M\ Cutg, es isométrica al interior del poliedro de Dirichlet P (lema 2.8).
— M es homeomorfa a un cociente de P , obtenido identificando dos a dos sus caras mediante isometrias

hiperbélicas del tipo pvy , donde v € T (lema 2.9).

Como M \ Cutz, es un abierto denso en M , con esto habremos probado que M es de hecho isométrica

a ese cociente de P .
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Lema 2.8. La restriceidn a V de la aplicacién desarrolladora, D|V V= D(V) |, es una isometria

sobre su tmagen. Fn consecuencia, U = M \Cutg, es isométrico al intertor del poliedro de Dirichlet

P

Demostracion. Como D es una isometria local, basta ver que D|V ¢s inyectiva. Esto se deduce de que

V' es estrellado en zg , y dos geodésicas en ¢l espacio hiperbolico H? sc cortan a lo sumo en un punto.

Como U = M \ Cuty, es isométrico a V', de lo anterior s¢ deduce que M \ Cutg,, es isométrica
a D(V) , que coincide con el interior de P .

a

Lema 2.9. La variedad conica M es isoméirica a un cociente del poliedro de Dirichlel P, obtenido

identificando dos a dos sus caras mediante isometrias hiperbélicas del tipo py , dondey €1 .

Demostracion. Usamos las mismas notaciones que en el lema 2.1. Como &Py, : E — M cs continua
y suprayectiva, y £ y M son compactos, resulta que M cs homeomorfa al cociente de E obtenido al
identificar v , w € O si®Xpy (v) = €XPg, (W) . Ahorabien, expy, : F — D(V) es un homeomorfismo.
Por tanto, M e¢s homeomorfa al cociente de 7 = D(V) obtenido al identificar dos puntos , y del borde
de P st pro(expgl(:r)) = XDy, (expg'(y)) . Como U = expy, (E) es un abierto denso en M que
es isomeétrico a D(V) (por el lema 2.8}, se deduce que M es de hecho isoméirica a este cociente de 7 .

Soélo falta ver que las 1dentificaciones en ¢l borde de P sc realizan mediante isometrias hiperbolicas del

tipo py , donde v € I .

Supongamos que x un punto del borde de P no contenido en la singularidad Sing , y que y es otro
punto que se identifica con x . Sean v = expal(:c) yw = expE,](y) . Constderemos las geodésicas
aft) = ©Xpg,(tv) vy B(t) = tXpy,(iw) , para 0 < ¢ < 1 . Entonces o y # son dos geodésicas
minimizantes maximales en M que unen zy con un mismo punto de M\ E . Sea v = [af7!] € TcC

adAMA Y 7. Concideremos log levantamientas & v 9 de v
mild N Ly xg) o Lonsiaeremos 10s ievantamien fos vy 3 dC o

o
P
o
o
o
=3
&

3
X
=
=
-
o
A
$
2,

y
origen en T, . Entonces D&(1) = expy(v) = z y DA(1) = expy(w) = y . Pero por otra parte
A1) =y (&(1)) , porque [~ '} = v . Por tanto, y = D(y~'(&(1))) = py~(D&1)) = py '(z) |
(De la demostracion del lema 2.5 se deduce que en ese caso, 7 € HyNPey € H’\{—l nP).

a

Observaciones 2.1
(1) De ahora en adelante daremos el mismo nombre a un punto de P y al punto que le corresponde en
M (cuando s¢ hacen todas las identificaciones en ¢l borde de P). Cuando hablemos de las “caras”

de P, nos refenmos siempre a las caras de dimension 2.
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(2) Convicne observar que, en la demostracion del ultimo lema, nada garantiza que cualquier punto «
contenido en una cara de P de la forma Hy NP se identifique con el punto py~ () . De hecho,
csto es falso en general cuando algun angulo conico es = 7 . Lo que ocurre es que una cara de
P puede estar dividida en varias porciones por “aristas escondidas”, contenidas en el interior de la
cara. {Por ejemplo, en ¢l dominio lenticular para la orbiforma esférica (S, [p/gl, ) , los dos arcos
que constituyen la singularidad son “aristas escondidas”, vease la figura 9 del capitulo 1) Cada una
de estas porciones se identifica con ofra cara (o0 porcion de una cara) de P mediante una isometria de
la forma py . Pero estas isometrias de pegado py seran en general distintas para distintas parciones

de una misma cara.

Mas adclante veremos que este fenémeno no se produce cuando tedos los angulos conicos son < 7 .
En ese caso, la variedad A se obtiene identificando cada cara H~ M7 del poliedro de Dirichlet con
la cara nyfl NP, mediante la isometria py~ 1 .

(3) Todo lo que hemos hecho hasta ahora es también vilido para variedades euclideas y esfénicas conicas
compactas con todos los angulos conicos << 27 . En el caso euclideo, todos los argumentos son
aplicables sin ninguna modificacion. En el caso esférico, la posibilidad de que hubiera puntos con-
jugados podria crear en principio problemas. Sin embargo, las siguientes observaciones garantizan
que ¢l punto base zq no ticne puntos conjugados, y por tanto también en ¢l caso esfénco son validos
los mismos razonamientos:

(1) Una variedad esférica conica M con todos los angulos conicos < 27 tiene diametro <  (cf.

[KN], cap. VIII, corol. 4.3; véase también [GHL], th. 3.8.5).

(1) Supongamos ademés que M # S% | y sea zg € M\ % un punto no singular arbitrario. Entonces

d{zg,z) < 7w paratodo z € M .

Como en una variedad esfénca la distancia entre dos puntos conjugados es siempre igual a « (cf.

[KN], cap. VIII, corol. 4.3), de (i1) se deduce que el punto base x; no tiene puntos conjugados.

Demostracion de (1): Supongamos que existiera un punto = € M tal que d(zg, ) = = . Entonces
(usando las mismas notaciones de antes), el punto antipodal O de O pertenece a W . Sea ahora
y € M\ % un punto no singular cualquiera. Entonces existe una geodésica minimizante o que une
zeony .y «((0,1]) C M\ Y. Sea & un levantamiento de « a MTZ tal que & (0,¢)) C V parac
suficientemente pequeiio. Entonces )@ es un arco de geodésica en S% | que ticne necesaramente uno
de sus extremos en el punto O . Por tanto, D& se puede prolongar a una geodésica (minimizante)
que une (' con O en D(V) ¢ S* . En consecuencia, cualquier geodésica minimizante que una un
punto arbitrario y € M \ ¥ con z , se puede prolongar a una geodésica mimmizante (de longitud

) que una xg con = en M . De aqui se deduce que todas Jas geodésicas minimizantes maximales
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que emanan de o tienen longitud = . Como zp es no singular (v por tanto un entorno de g en M

es isométrico a una bola en 8%), resulta que M = 8% O

Vamos a enunciar ahora algunas propiedades del conjunto T ¢n relacion con ef poliedro P | que nos

haran falta mas adelante.

Lema 2.10. Las siguienies afirmaciones son ciertas:

(1) Para todo v €T | el hiperplono I~ corta al poliedro P en algin punte no singular del borde.

(2) Sea ¢ uno arista de P, y sce x € ¢ un punto no singular contenido en su inlerior. Entonces

existen: dos elemenios distinfos (no friviales) vi, v € T tales que:
- Hy NPy Hyy 0P son las dos carus del poliedro P gue inciden en o arista e, y
- existen fres geodésicas minumizantes dislintas o, 8, v que unen xy conx en M y verifican
que fof Y =7 yloy =y en m (M\ Z, 20) .
El punte x se identifica con p’yfl(x) y oy, (X)), y los tres puntos x pyy wy y prg ) son
todos distintos. Como consecuencia, 77 'v2 €T , y py; (&) C H%_; M H’Yi—l’m . {Obsérvese

gue este no quiere dectr que [ 7_17 NP sea una carn del poliedro P ).
1 2

Demostracion.

(1)

Sea v € I" . Por la propia definicion de T , existen dos geodésicas minimizantes «x , 4 que uncn g
con un punto € M \ = , de modo que @3~ | = yen 7 (M\ L, 2q) . Sead:[0,1] — Mﬁ\"E el
levantamicnto de o a Mh\uE con origen en Ty . Entonces la imagen del extremo de o mediante la
aplicacién desarrolladora, €s un punto no singular contenido en /MNP |, como ¢n la demostracion

del lema 2.5,

Sean F; , 7, las dos caras del poliedro P que inciden en la ansta e . Elegimos dos puntos v, y2
en ¢l interior de cada una de estas caras v cerca de z, de tal manera que los segmentos que unen
x con y; € y, no contienen ningan punto singular. Entonces cxistc un unico elemento v, € [

tal que el segmento [z,71] se identifica con el segmento [pyy {z), pvi "n)| © Hﬁfq NP {en
1

particular, 77 = I~ N P). Analogamente, existe un 0nico vz € T tal que ¢l segmento fx, 3] se
identifica con el segmento [pv5 ' (), pvs Hy2)] C H7_1 NPy Fz = Hy N'P). Scan o, 3,7 las
2

geodésicas que unen O con x , py, t(:15) y py; Hz) , respectivamente. Cuando sc las ve dentro
de M | o, (3, son geodésicas minimizantes que unen xp con z en M\ X,y [af7!] =y v
[@y™!] = 72 . Como 1 # ¥ (y ambos son no triviales), resulta que las tres geodésicas «, /7, y son
distintas. Por tanto los tres puntos x , py; Y(x) , py; '(2) son también distintos. Por la definicion
de T, es claro que [877'] = [@f~ Y Yoy ] = 77 72 € T . Ademas, pyy ' (z) € H’Yfl’m
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va que d(py; (2), py{ ' 72(0)) = d{z, pa(0)) = d(z, p1i(0)) = d(py; (), 0) . Todo esto se
verifica también para cualquier otro punto =’ de la arista e suficientemente proximo a z . Por tanto

-1
CH A NH 1.
S

3. POLIEDRO DE DIRICHLET DE UNA 3-VARIEDAD CONICA HIPERBOLICA
CON ANGULOS CONICOS MENORES QUE =

En esta seccion probaremos que, cuando todos los angulos cénicos son < 7, el poliedro de Dirichlet
P de hecho es convexo, y lo escribiremos explicitamente como una interseccién fimta de semiespacios

cerrados en H® .

Lema 3.1. Sea M wuna variedad cdnice con todes los dngulos conicos < 2m |, y sea e una arista no

singular de su poliedro de Dirichlel P . Entonees el dugulo diddrico de P en la arista ¢ es < # .

Demostracion. Sea e una anista de P no contenida en la singularidad Sing . Entonces sabemos que la
suma de los angulos diédnicos en torno a todas las aristas que se identifican con ¢ debe ser igual a 2x |
Denotamos por Z(e) el angulo diédrico ¢n e . Elegimos un pequefio segmento e’ contenido en el interior
de e y formado por puntos no singulares. Existen entonces vy, ¥2 € T comoenellema2.10.(2), v # 2,

tales que ¢ C J~, M Ha, N7,y ¢l segmento e se identifica con py7 (e CH .y NH 1 NPy
N 2 ! M T2 ’

con p’yz_l (e/) C H%;] N H’Yz_l’h NP . Estos tres segmentos son todos distintos, por el lema 2.10.(2).

Consideremos el plano I1 que pasa por O y es ortogonal a la recta { = Hy N H.y, (ver la figura
5). Este plano IT es el plano determinado por los puntos O , pv1{0) y pv2(0O) . Sea P =1{nNTl . ¥y
consideremos dos pequefios segmentos [P, A] € Hy, N1, [P, B] € H~, N1TI (ver la figura 5). Sean
a=L(0,P,A)y §=L(0,P,B) . Entonces el angulo diédrico de Penees L(e) = a+ 3.

El plano quc pasa por O y cs ortogonal a la arista py; ' (e) C H’Y_I NnH es el plano que

1 ’Yl_l"{z
pasa por los tres puntos O , gy, (O) y v; Y42(0) . Por tanto, es la imagen por la isometria py; ' del

plano determinado por los puntos O, p13(0) ¥ p12(0) , es decir, coincide con py; ' (IT) . Fl segmento
(o771 (P), py7 T (A)] estd contenido en H‘Y_l N py;y '(IT) . Como P es estrellado en O | resulta que el
1

angulo diédrico en pv; '(¢/) es estrictamente mayor que el angulo Z(O, p77 '(P), py }(A)) . Ahora
bicn, este segundo angulo es igual a @ . En efecto, el triangulo A(O, pri (P), pyi H(A)) es isométrico
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a A(O, P A) |, ya que:

d(P, 0) = d(P, pni(0)) = d(mfll(f’): 0}
d(A4,0) = d(A, pi(0)) = d(pyy (A4). 0)
d{P, A) = d{pyy {(P), o7y 1 (A))
Por tanto, Z(py7'(e)) > £(0,p77'(P),py7'(A) = o« . Anilogamente, Lipyg ') >
L(0, py, 1 (P), pva 1 (B)) = 3, luego L(pyi (&) + L(py; () > o+ .
Pero ahora la suma de [os angulos di¢dricos en todas las aristas que sc identifican con e ¢s mayor o

igual que Z(e)+2 (o7 () +£(pyy ' (e)) . Portanto, 2(a-+73) < L{e)+ L(py (€N +L(pvs (&) €

27, luego Z{e) = o+ [J < n , como queriamos probar. O
P HOY e m(0)
!
=1
pyr (H) /’ pry H(09)
Hv_l o \1(171_1( 7

Figura 5
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Corolario 3.2. Si M es una vartedad cénica con todos los dngulos cémicos < 7w , entonces su

poliedro de Diviehlet P es convezo.

Demostracion. Basta ver que los dngulos diédricos en todas las anstas de P son < 7 . Si una arista estd
contenida en la singularidad Sing , entonces el angulo diédrico en ella es < 7 por hip6tesis. Si una arista

no esta contenida en la singularidad, entonces el angulo diédrico en ella es < por el lema anterior. O

Observacion 3.1. Recalquemos que si M es una 3-variedad hiperbolica conica con angulos conicos
< 27 , entonces el lema 3.1 dice que cualquier arista del poliedro de Dirichlet de M en la que el angulo
diédrico sea > w , necesariamente es una arista singular, En particular, si hay una “ansta escondida”
contenida en el interior dc una cara, entonces debe ser una arista singular, v algin angulo cénico debe

ser > .

Corolario 3.3. Sea M une varieded cénica con todos los dngulos conicos < 2w . Denotemos por P
su poliedro de Dirichlet centrado em un punto base O |, y por Sing el conjunto de puntos singulares
del poliedro de Dirichlet. Entendemos por “caras” (resp. “aristas”) de P\ Sing , las componentes
conezas del complemento de Sing dentro de cada cara o arista de P (st fodos los dngulos cdnicos
son < , entonces no son mds que las caras y las aristas no singulares de P ). Entorices:
(1) El interior de las caras de P\ Sing corresponde o los puntos de M \ T que estdn unidos a xg
por eractamente dos geodésicas minimizanies.
El interior de las aristas de P\ Sing corresponde a los puntos de M \ ¥ que estdn unidos o
g por al menos tres geodésicas minimizantes.
Las vértices de P\ Sing corresponden a los puntos de M \ 3 que estdn unidos @ g por mds
geodésicas mintmizanies que ningun otro punto de un pegueno entorno suyo.
(2) Paru cada arista no singulare de P\Sing , elijamos un punto cualquiero p. de su interior, y sea
I'{e} = {todas las geodésicas minimizantes que unen zg con p. en M}. Paro cada vértice v de
P\ Sing , sea I'(v) = {todas las geodésicas minimizantes que unen xp con v en M}, Entonces

I'= (Q{Iaﬁ—w € m(M\Z, 20} | o, B €T(e) ,a# BHU{U{[af7] € m(M\E,z0) |, 8 €

I'(v) ,a #B}), donde las uniones se extienden a todas las aristas no singulares e y todos los

vértices no stngulares v de P, respectivamente. a

Con otras palabras, para determinar T' a partir del poliedro P , basta hacer lo siguientc. Para cada
arista no singular e de P\ Sing , se elige un punto p. de su interior , se consideran todos los puntos p, de
3P que se identifican con p, , y se calculan las clases de homotopia, en M\ % | de los caminos formados
por la geodésica que va dc O a p, , seguida de la geodésica que va de un p), a O . Andlogamente, para

cada vértice no singular v de P\ Sing , se consideran todos los vértices v* de P que se identifican con
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v, y se calculan las clases de homotopia, en M \ £, de los caminos formados por la geodésica que va
de O a v, seguida de la geodésica que va de un v' a © . El conjunto formado por todas estas clases de

homotopia es T .

Definiciéon 3.1. Llamaremos conjunto de facetas propias de! poliedro de Dirichlet P al siguiente

subconjunto de m (M \ X, zg)

V={ven(M\X 5

existe z € M\ ¥ tal que hay exactamente dos geodésicas

minimizantes «, J que unen g con z , y [af = yenm(M\B,x0)} T

Por abuso de lenguaje, a veees llamamos también “faceta propia™ al plano bisector Hy = {z e H® |
d(z,0) = d(z, (pv){(O)) } determinado por una faceta propia -y € I' . Toeda faccta propia es en particular

una faceta general; llamaremos facetas fantasrna a las facetas generales que no sean facetas propias.

Para cada v € I, definimos ¢l semicspacio abierto E-, = {z € H® | d(z,0) < d(r, (p7}(0)) } ,
y denotamos por Ezy su adherencia.

Lema 3.4. Cuando todos los dngulos conicos de la variedad conica M son < w | el poliedro de
Dirichlet coincide con la interseccidn finita de semicspacios cerrados (| I~ . Es decir
ver

P={zeH|dz0)<d= (py)(0)), paratodo vy T}

Demastracion. Lo Gnico que falta ver es que un hiperplano de ia forma H- |, donde v € T, no puede
cortar al interior del poliedro 7 . Supongamos que /1~ contuviera un punto y del interior de P . Entonces
por ¢l lema 2.10.(1), sabemos que /{~ también contiene un punto no singular = del borde de 7 . Como
P es convexo, cl scgmento [y, z] esti todo €l contenido en el interior de P (salvo ¢l extremo x). Por
tanto, /{~ contiene puntos del interior de P arbitrariamente proximos a = , y podemos suponer que y

esta tan cerca de o como gueramos.

Scaz €V C M-\JE tal que = = D{Z) . Entonces existen dos geodésicas minimizantes que unen
Z con Tg y ¥(ZTo) , respectivamente. Como la aplicacton exponencial cs abierta, existe un entorno W
de T en M\ ¥ tal que todo punto z € W se puede unir mediante dos geodésicas &, | 3. con g
y ¥(Tp) , respectivamente. Entonces W = D(W) es un entomo de = . Por la primera observacion,
podemos suponer que y cstaen Hy MW - Seay € V C MTL tal que y = D{y} . Como y € Hy ,
long{D&,) = long(DF,) , luego long(@,) = lotlg(ﬁy) . Por tanto, o, = pix, v By = p, son dos
geodésicas minimizantes que unen xq con p(y) . Pero csto contradice el hecho de que y estd en el intenor

de P (y en consecuencia p(y) ¢ Culz,). O
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Corolario 3.5, Sea M una variedad conica con todos los dngulos conicos < n . Entonces:

(1) Para todo v €T , la interseccion del hiperplano Hy con P\ S es un conjunto convezo.
(2) Sixz € HyN(P\ Sing) , entonces T se identifica con py~'(z) € H’Y_I N (P \ Sing) mediante

Poya ey i)

(8) Siz & Hy, NHay NP\ Sing) , entonees Tilv eT ypy(z) € H’Tﬁ] N 1177_172 N(P\ Sing) .
1 1

la isometria py~

Ademds, los tres puntos x| p-yl"l(a:} y pvs ' () son todos distintos.

B

Observaciones 3.2.

— Si todos los angulos conicos son < 7 , entonces el poliedro de Dirichletes P = {x € H* | d(z,0) <
d{x, py(O}} , para toda faceta propiay € I' } . Cada cara HNP se identifica con la cara ny_l NP
mediante la isometria py !

- Como en la seccidn anterior, todo lo que hemos hecho aqui sigue siendo también valido en los casos

euclideo y esfénco.

4. UNA DESCRIPCION LOCAL DEL POLIEDRO DE DIRICHLET CUANDO
TODOS LOS ANGULOS CONICOS SON MENORES QUE 2r

Cuando algunos de los 4ngulos conicos son > w , el poliedro de Dinchlet P en general no es
convexo (aunque puede scrlo en algunos casos), y no se puede expresar como una interseccion finita de
semiespacios cerrados. Sin embargo, de las demostraciones de los dos lemas precedentes se deduce la

siguiente descripcion local de P fuera de la singularidad Sing .

Lema 4.1. Sea M una variedad cdnica con todos los dngulos cinicos < 2n . Sea x un punto no
stngular del borde del poliedro de Dirichlet P, y denotemos por a la geodésica que une el punto base
O con x en H? . Consideramos todos los puntos ' ,x”,... de 8P que se identifican con x| y las
correspondientes geodésicas o' o/ ... que unen el punto base O con ' |z, .., respectivamente,
en H® . Le asociamos al punto z el subconjunto T(x) de T formado por las clases de homotopia,

en M\ ¥, de todos los caminos ao’™! Jaa”"t, ... . Con otras palabras,

T(z) = {[af™" € (M \ E,2) | § es una geodésica minimizante que une zq con z en M |

yB#a}cCT

Entonces existe un entorno U de ¢ en H® tal gue PNU = ( N “E,Y) nu .
vel'(=)
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Demostracion. Usando el teorema de Ascoli y la finitud de T, es claro que existe un entorno W de « en
M\ ¥ tal que st y € W esta unido a xq por dos geodésicas minimizantes oy , {3y , entonces x también
esta unido a x¢ por dos geodésicas minimizantes . , 8. . de modo que [0, 3] = [ayﬁ,f] . Sea U/ un
entorno de = en H? tal que U NP C W dentro de M | y tal que U no contiene ningiin punto de P que
sc identifique con » y sca distinto de = . Enfonces P N{J = [ fHy
yer(z)

Por otra parte, dcl lema 3.1 se deduce que, fuera de la singularidad Sing, el policdro de Dirichlet

P es localmente convexo. Si elegimos ¢l entorno U/ de modo que I/ N P sea convexo, entonces por el

mismo razonamiento que en cl lema 3.4 se tiene que PNU = ( [} E4)NU .
el (w)

O

Observacion 4.1. Existe una biyeccién entre 1(x) v el conjunto de todos los puntos de P que se

identifican con = (y son distintos de x). Ademas, = |} T(x).
TEP\Sing

5. UNA PRESENTACION DEL GRUPO FUNDAMENTAL DEL COMPLEMEN-
TO DE LA SINGULARIDAD, A PARTIR DEL POLIEDRO DE DIRICHLET

Ciclos de facetas en torno a un punto no singular del poliedre de Dirichlet

Sea = un punto no singular en cl borde del poliedro de Dirichlet 77 . Diremos que una sucesion

finita de elementos A;,..., A, de I" | es un ciclo de facetas en torno a x , si
excHy NP
» 7z s¢ identifica con p,\rl(rc) = f‘.{)\?t N H}Q N P mediante la isometria pAT' (donde Ay # A7) ;
o p(AZ!, - ATV (=) se identifica con p(A; -+ AT () € 11'/\1__1 N H/\\i+1 NP mediante la 1sometria
p){l (donde A, 4y # )\i_]) pwai=1,...,7— 1.y
o« oA AT )@) =

Diremos que es un ciclo de facelas propias en tomo a ¢, si A; € 7 para tedo ¢ . Diremos que es

un ciclo minimal de facetas propias en tomo a z , si p(A7" - A7) (z) # = para todo i < 7.

Si At,. .., A es un ciclo de facetas en torno a un punto no singular = € 7, entonees Ag -+ A, = 1

en mp(M\ X, xq) .
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Una presentacién de = (M \ 2, zq}

Por el Teorema de Seifert-Van Kampen, el grupo fundamental 7 { M\ ¥, o) admite una presentacion
cuyos generadores son todos los elementos de I (es decir, todas las facetas propias), que podemos escribir
emparejadamente como vy, v, L Y ¥n' L v cuyas relaciones son las siguientes:

(i) v;v; ' =1 para todo j;
(ii) para cada arsta no singular e de P\ Sing , se elige un punto p. en su interior y un ciclo minimal
de caras propias A(,..., A en torno a p. , y se escribe Ia relacion Ay --- A, =1 . (Obsérvese que

todo Aq, e’ = {7117?19 e :Afm.:f]/-;]l })

6. EJEMPLO : LA ESTRUCTURA DE ORBIFORMA ESFERICA EN $° CON
SINGULARIDAD UN NUDO O ENLACE RACIONAL Y ANGULO 180°

En las secciones 5 y 6 del capitulo I vimos que la esfera S° siemprc tiene una estructura de
orbiforma esférica con singulanidad cualquier nudo o enlace racional [p/q] y angulo coénico igual a = .
Esta orbiforma se obtiene como el cociente de 8% bajo la accién del grupo diédrico de orden 2p generado

. . , . . w
por dos rotaciones A , [3 de angulo 7 , en torno a dos ¢jes que estan separados a una distancia de — vy
p

forman un angulo de q_;r - Sila,b : aw = wb| es la presentacion estandar del grupo 71(8* \ [p/q])

(resp. |a,b : aw = wa| en el caso de un enlace), entonces A v B son las holonomias de los generadores
ay b. Sea O el punto medio entre los dos ejes de A y B . Entonces ¢l poliedro de Dirichiet centrado en
O es la “lente” comprendida entre dos esferas maximas en 8% que se cortan formando angulo 7/p . La
singularidad son dos arcos geodésicos situados en cada una de esas dos esferas formando angulo g7 /p ,

y 2p puntos sobre ¢l ecuador de la lente, situados a igual distancia cada uno del siguiente.

Figura 6
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Las facetas propias de 7 son los elementos a , a=' |, by b~ ! de T (S*\ [p/q]) -

El ecuador de la lente queda dividido por los 2p puntos singulares cn 2p arcos iguales, que se
wdentifican todos entre si al pegar las caras de P , dando lugar a un arco PQ) que une dos puntos
singulares (ver figura 6). Elijamos un punto z en uno cualquiera de estos arcos. Queremos ver como es
un ciclo minimal dec facetas propias en torno a « . Para ello, tomamos un punto =’ en ¢l interior de P ,
proximo a x , y consideramos un meridiano del arco £() con centro en = y que pase por z’ , transverso

a las caras de P (ver figura 7).

........
- -
. )

b, fra

Frgura 7

Escribimos ordenadamente las intersecciones sucesivas del meridiano con las caras (onentadas) de P .
Esto da lugar a una palabra o en el alfabeto {a,a"1,6,67!} | cuyas letras, permutadas ciclicamente,

1

producen la palabra awb™'w™! | que es la relacién de la presentacién cstandar de 71(S* \ [p/q]) (resp.

awa” lw“]

si s¢ trata de un enlace); véase la figura 8. (En realidad, podrian producir la inversa dc la
relacion, whw—'a™! | pero esto se evita orientando en sentido inverso el meridiano elegido.) Asi pucs,
un ciclo minimal de facetas propias cn tomo a z , ¢s una palabra o en ¢l alfabeto {a,a™!, 5,071} | cuyas
letras, leidas ciclicamente, producen la relacion awb w1 . (En realidad, o sélo depende del arco al

que pertenezca ).
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P Q

Figura 8. Ejemplo : ¢ = (ba” "0 'a)b~(a Tbab~a

Supongamos que y es otro punto del ecuador de la lente que se identifica con = . Sea o ef segmento
geodésico que une O con z y A el que une O con y . Entonces [afd~!] € m (S \ [p/g]) se puede
escribir como una palabra g(a, b) en el alfabeto {a,a=',5,b71} , tal que la palabra o asociada al punto

x comicnza por g{a, b) (ver figura 9). Es decir, g(a, b) es un segmento iniciel de la palabra o .

P Q

Figura 9. Bjemplo : [af™ 1] = ba~ 10~
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Por tanto, ¢l conjunto I'(x) (formado por todos los clementos [~ '] de este tipo), esta compuesto
por los 2p — I segmentos iniciales (distintos de la identidad) de la palabra o . En consecuencia, el
conjunto 1° de todas las facetas generales de P, esta formado por todas las palabras g(a, b) tales que

alguna permutacion ciclica de la relacion awd=!w=! comienza por gla,b) .

7. SIMETRIAS DEL POLIEDRO DE DIRICHLET

Supongamos que M es una 3-variedad hiperbolica conica con singularidad un enlace ¥ ¢ M |y
con todos los angulos conicos < 27 . Sea [ : M\ £ - H* una aplicacion desarrolladora para ta parte
no singular M\ ¥ |y sea p: m (M \ X) — Iso(H?) la correspondiente representacion de holonomia.
Sea zp € M \ ¥ un punto base cualquiera, T un levantamiento de xq a M—-\JZ Ly O =D(7y) e H® .
Vamos a denotar por 7 ¢l poliedro de Dirichlet de M centrado en O .

Lema 7.1. Supongarnos quetp : (M, 8) — (M, X} es una isometria que deja fijo el punto base zy | y
seq ¥, el isomorfisino de m(M\ E, xg) tnducido por o . Enlonces existe una isometria hiperbolica
¢ € lso(H*) que deja fijo el punto base O y es una simefria del poliedro de Dirichlet P . En
particular, ¢ pertenece ol normalizador del grupo de holonomin p(m{M \ £,x,)) en Iso(H*) . S

v es una focela de P, enlonces .y también es una foceta de P,y H%f’t’Y NP =p(HyNP} .

Demostracion. Como 9 ¢s una isometra de M que fija xy , preserva el cut-locus de M con respecto a
Tp , ¥ en consecuencia deja también invariante su complemento {7 = M\ Cuty, . Sea V la componente

conexa del levantamiento de U a M \ X que contiene a I . Entonces v s¢ levanta a una isometrig 1)

de Aﬁﬂ que fija Ty vy deja invariante V' . Sabemos que D‘V ¢s una isometria sobre su imagen, y por

|V)7’Z(D’V)

isometria de D(V) ¢ H* que fija O = D(%) . Ahora se puede extender ¢ a una isometria de todo H?

tanto podemos definir la aplicacion ¢ = (D ~lde D(V)en (V) Entonces ¢ es una

que fija O y preserva D(V) . Esta isometria (que denotamos también por ) deja invariante el poliedro

de Dirichlet P = X(V) . Ademés, el siguiente diagrama es conmutativo:

MY v MY MY
D jl) j])
E{{B ¥ HS Y HZ‘;

Dado v ¢ mi (M \ X,x) , by = ’EZ ¥ 17}1 como transformacion cubniente de MTE . En consecuencia,
oY) = w(py)e~! para todo v € m (M \ E,zp) , y por tanto ¢ pertenece al normalizador de
p(m (M \ 3, z0)) en lso(H?)



Finalmente, como ¢(0) = O resulta que HTP*’Y = p(H~y) , luego HT’D*,Y NP =wp(HynP). O

Observacion 7.1 Supongamos que M es una orbiforma hiperbolica (es decir, G = p(m (M \ %, xq)}) cs
un subgrupo discreto de Iso(H®) v M es isométrica al cociente H®/G' ). Si ¢ pertenece al normalizador

de G en [so(H?) y ¢(0)) = O, entonces ¢ es una simetria del poliedro de Dirichlet P centrado en O .

En cfecto, como P = {z ¢ H® | d(z,0) < d{z,g(0)) paratodo g € G}, 9(0) = Oy
w 1Gp =, resulta que (P) =P .

Observacion 7.2 Los mismos resultados son ciertos en los casos euclideo y esférico.
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Capitulo IV

DEFORMACIONES DE ESTRUCTURAS
HIPERBOLICAS CONICAS

INTRODUCCION

En este capitulo se estudia {a variacion del poliedro de Dirnichlet al deformar una estructura conica
dada con dngulos cénicos menores que 2m. (Recordemos que, como se indicod en [a introduceion de la
tesis, el estudio del caso en que hay angulos conicos entre m y 27 es especialmente nteresante.) Como
dijimos también en la introduccidn, a partir de la representacion de holonomia de una variedad cénica
concreta, no hemos podido determinar cn general su poliedro de Dirichlet con centro en un punto base
dado, porque no sabemos determinar los planos bisectores que definen sus caras. (Este es un problema
abierto interesante pero muy dificil). Un objetivo menos ambicioso (que se resuelve en este capitulo),
consiste en partir de una variedad conica inicial My, para la cual se conozca ya un poliedro de Dirichlet
Py, y “deformar” el poliedro Py, para conseguir poliedros de Dinichlet de variedades conicas “prozimas”

aMU.

Tenemos que precisar qué entendemos aqui por variedades conicas “proximas” a M, . Esto se hace
en la seccion 1 , donde se define el espacio de deformaciones de estructuras hiperbdlicas conicas en
una 3-variedad diferenciable compacta X , con singularidad un enlace ¥ C X y con un punto basc fijo
zp € X \ X . En este espacio se considera la topologia cuasi-isométrica; en ella, dos estructuras estan
proximas si existe un difeomorfismo que no dilata ni contrae mucho las distancias (o con mas exactitud,

una aplicacion bilipschitziana cuya constante esta proxima a 1 ).

Recordemos la idea intuitiva que permite relacionar el poliedro de Dirichlet inicial Py con el poliedro
de Dinchlet 7 de una estructura conica M suficientemente préxima a My (cf. §1.6.) Denotemos por
MKE la cubierta universal del complemento de la singularidad, con la métnica inducida por My , ¥
denotemos por MTE la misma cubierta universal, pero ahora con la métrica (proxima a la anterior)
inducida por 3 . Sean Py y P los dominios de Dirichlet para las respectivas acciones discretas por
isometrias de w1 {M \ X, z¢) en M?\/ZJ y MTE . Vamos a restringirmos a una parte compacta de cada
uno de estos dominios; por ejemplo, la que se proyecta sobre €l complemento de un pequefio entorno
tubular de ¥ . Por abuso de notacion, llamaremos Py \ N(Z) y P\ N(%) a los dominios asi truncados.

Consideremos el conjunto finito I'y C (M \ X, ) formado por los elementos - tales que ’)‘ﬁoﬂ’ﬁo #0
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(i.e. las facetas gemerales de Py ). Entonces ﬁ(} U ( U 7730) es un entormo de 75[; dentro de M;)L\L )

Y€y

Pues bien, al deformar ligeramente la mcétrica, ocurre que PU ( U fﬂ;) sigue siendo un entome del
€Ty

nuevo dominio de Dirichlet truncado P\ N (£) . Es decir, si vP es un trasladado de 7 que toca a
P \ N(X) en algim punto, entonces v € 'y (cf. teorema 2.3.) Con otras palabras, fuera del entorno
de la singularidad N{X) fijado de andlemano, el conjunto de faocetas generales de P estd contenido
en el conjunto de facelas generales de Py si M cstd suficientemente prozima a Mg (el grado de
prozimidad necesario depende del entorno N(Y) elegido). Por otra parte, si ’Yﬁ{] N P, ticne interior
no vacio cn ¢l borde de ’,50 (i.c. st v cs una faeceta propia de Py), entonces 77—; NP también ticne
interior no vacio en el borde de P (cf tcorema 2.3) Es decir, el congunto de facetas propias de Ty

estd contenido en el conjunto de facetas propias de P si M estd suficientemente prizima o My,

Estos resuitados se demuestran en la seccion 2 de este capitulo. La clave esta en utilizar la caracter-
zacion {obtenida en el capitulo III) de las facetas propias y las facetas generales en términos de geodésicas
que minimizan la distancia entre ¢l punto base y los puntos no singularcs de la vaniedad conica, y aplicar

el teorema de Ascoli para estudiar la convergencia de sucesiones de geodésicas minimizantes.

En resumen, supongamos que tenentos una familia continua de deformaciones M, de una estructura
conica My , v denotemos por P; sus respectivos poliedros de Dinchlet con centro ¢n un punto dado
O . Sean p, las correspondientes holonomias, v para cada v € m; (M \ E,x), consideremos el plano
bisector Hy(t) = {z € H? | d(z,0) = d(x, pv(0)) } . Fijemos un pequefio entomo tubular N(Z)
de la singularidad. Entonces existe un ¢ > 0 (dependiente de V(X)) tal que para todo ¢ € (—¢,¢) se
verifican las siguientes propiedades:

« si el plano bisector I7y(0) define una cara de Py , entonces Hy (1) también define una cara de 7
e si ¢l plano bisector H~(¢) definc una cara de P; que no esti dentro del entorno N(X) , entonces
H~(0) toca al borde de P en algin punto no singular (aunque puede no definir ninguna cara de

- Po, sino “bascular” sobre una arista o un-vértice no singular). -

Estas propiedades no dicen nada acerca del comportamiento de los poliedros de Dirichlet deformados
P, dentro del entorne N{Z). De hecho, se verifican para cualquicr familia de deformaciones de una
estructura hiperbolica en el complemento de un entorno tubular de la singularidad, con independencia
de que se puedan extender o no a estructuras conicas. (No toda estructura hiperbélica en M \ N(X)
sc puede extender a una estructura conica en M con singularidad ¥ : a veces se puede extender a una
estructura conica en una variedad obtenida a partir de M por cirugia en el enlace ¥ | y otras veces ni

siquiera esto ¢s posible, cf. [Thu;].)
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El estudio de la variacion del poliedro de Dirichlet en fas proximidades de la singularidad, al realizar
una deformacion, se hace en la seccion 3 de este capitulo. Este es, en principio, un problema mas dificil,
debido a que, al contrario de lo que ocurre para los puntos no singulares, hay infinitos trasladados del
poliedro Py que inciden en cualquier punto singular (hablando intuitivamente). Con mas precision:
consideremos la cubierta universal del complemento de un entormno tubular abierto de la singularidad,
My \ATV(E) C M;T % . Como el borde de My \ N(X) esta formado por toros disjuntos, ¢l borde de su
cubierta universal My W(E) esta formado por una unién (infinita) de planos disjuntos. Consideremos
una componente 7 del borde de Mo WV(E) que corte al dominio de Dirichlet Py . Entonces existen
infinitos trasladados de 7, que cortan tambi¢n a T . Pareceria en principio que las relaciones de incidencia
entre estos infinitos trasladados podrian cambiar arbitraniamente al hacer una deformacién, con lo cual
habria infinitas posibles caras nuevas que podrian aparecer, en las cercanias de la singulandad, en el nuevo
poliedro de Dirichlet 7 . (Esto es lo que sucede de hecho cuando se deforma la estructura hiperboélica
completa de volumen finito en M \ ¥ | para pasar a estructuras hiperbélicas conicas en las vanedades

obtenidas a partir de M por todas las (infinitas) posibles cirugias en el enlace X |, cf. §1.6))

Sin embargo, estamos suponiendo que tanto My como su deformaciéon M son variedades conicas
con el mismo espacio subyacente v la misma singularidad. Por tanto, en la componente T del borde de
Mo W(E) actiia, de manera discreta y cocompacta, un subgrupo periférico Z @ Z C (Mg \ X, zg)
(generado por un meridiano y una longitud de la correspondiente componente del enlace singular 33). Al
deformar, en la misma componente 7 del borde de A W(E) se tienc una accion cquivalente del mismo
subgrupo Z& Z C m(My\ %, x¢) . Ahora bien, este grupe Z @ Z permuta ¢l conjunto de trasladados de
730 gue cortan a T , ¥ el cociente es un conjunto finito (porque la accién de Z @ Z en T ¢s cocampacta).
D¢ entre los infinitos trasladados 7’,50 que cortan a T , existe, pues, una cantidad finita de ellos (que
podemos determinar explicitamente), que son “los mas cercanos” a ﬁo v que generan a todos los demas
por la accion de Z® Z . Llamaremos a los correspondientes elementos v € m1{ Mg \ £, xg) (en mimero
finito) , facetas singulares de Py . Son las unicas posibles facetas nucvas que pueden aparecer en un

entorno de la singulandad, en el poliedro de Dirichlet deformado P

Todos estos resultados permiten acotar de manera efectiva el conjunto de planos bisectores que se
necesita considerar para construir los poliedros de Dirichlet de estructuras conicas proximas a una dada.
Todos los argumentos son también validos para deformaciones de una estructura esférica (resp. euclidea)

a estructuras esféricas (resp. euclideas) proximas.

Finalmente, en la seccion 4 se utilizan los resultados de las secciones anteriores para dar un algoritmo
efectivo que permite construir poliedros de Dirichlet correspondientes a representaciones de holonomia

proximas a una dada. Como consecuencia s¢ obtiene ademas una demostraciéon constructiva, para este
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caso particular, del tcorema mas gencral que afirma (hablando vagamente) que fode representacion
proxima a la representacion de holonomin de una estructura geomdirica, es iambién la holoromia
de alguna estructure geométrica. Este teorcma fue cnunciado en su mayor generalidad por Thurston
({Thu;], $5.3.1) y demostrado de diferentes maneras por Canary-Epstein-Green ((CEG]) v Goldman

([Go,]) entre otros (véase [Goy] para una lista mas completa de referencias).

Partimos ahora de los siguicntes datos: una 3-variedad cerrada M con un enlace ¥ € M | y una
familia continua (de hecho, analitica a trozos) de representaciones p; de 1 (M \ X)) en Tso{H?) | tal que
po es la holonomia dc una estructura hiperbolica conica en (M, £) (que denotaremos M), v tal que p;
envia los mendianos de X a rotacioncs hiperbolicas. No suponemos a priori que p; sca la holonomia de
ninguna estructura hiperbdlica conica M, en (M, Y)) . Queremos demostrar que en efecto lo cs, v hallar

un poliedro de Dirichlet P, para esa estructura conica M, . Esto sc consigue con el siguicnte algoritmo:
Fase 1:

(1) Se parte de un poliedro de Dinchlet Py con un cierto punto base () para la estructura hiperbélica
cénica inicial My , y se determinan sus conjuntos de facetas generales y singulares, 1o y [iing

(2) Para ¢ suficientemente proximo a 0, sc consideran los planos bisectores correspondientes a las
facetas generales de Py . Utilizandolos, se construye explicitamente un poliedro Q; tal que, al
identificar dos a dos algunas de sus caras, se obticne una estructura hiperbolica (con borde no liso)

en el complemento de un entorno tubular N (2) de la singularidad, cuya holonomia es p; .

Con esto s¢ ha probado va, de manera constructiva, que g4 es la holonomia de una estructura hiperbolica
en M\ N(3) . Esto es un caso particular del tcorema general antes mencionado (“representaciones
prozimas a una holonomia son también holonomias”), y constituye una parte del Teorema de Cirugia
Hiperbolica de Thurston. Hasta aqui no sc ha utilizado la hipotesis de que s envia los meridianos de
¥ a rotaciones hiperbolicas; el resultado es cierto, pucs, para representaciones cualesquiera proximas a
po . Hasta aqui el algoritmo es valido también para deformar una estructura esférica conica a estructuras
esféricas proximas (en el complemento de la singularidad), o para deformar una estructura cuclidea conica
a estructuras cuclideas, hiperbolicas o esféncas proximas en cl complemento de la singularidad (siempre

que se conozcan las correspondientes representaciones de holonomia).

Si p; envia los meridtanos de ¥ a rotaciones hiperbdlicas, entonces la cstructura hiperbolica en
M\ N(X) defimda por el poliedro ¢J; se pucde extender a una estructura hiperbolica conica M, en
(M, X) con holonomia p; , por ¢l mismo argumento introducido por Thurston en su Teorema de Cirugia
Hiperbolica. Denotemos por P, ¢l poliedro de Dirichlet de Af, centrado en O |, que serd una extension
del poliedro Q; construido en la fase 1. Si admitimos quc M; ha dc estar proxima a la estructura cénica

inicial My en la topologia cuasi-isoméirica (cf. observacion 4 3), entonces el resultado de la seccion 3



nos dice que las facetas propias de P, estan contenidas en el conjunto de facetas generales y singulares

de P, . Con esta informacion podemos construir P; en la segunda fase del algontmo:

Fase 2:

(3} Se construyen todos los posibles poliedros que son extension de & y tiencn todas sus caras con-
tenidas en la unién finita de planos bisectores H(t) , donde « recorre todas las facetas generales y

singulares de Py . Existe un numero finito de tales poliedros.

{(4) Para cada uno de ellos, se comprueba s1 sus caras se identifican dos a dos mediante isometrias
hiperbolicas para dar lugar a la estructura comea M, . Ya sabemos quc ha de existir uno que
verifique esta condicion, y ése ¢s ¢l poliedro de Dirichlet buscado 7 . (Segiin un tecorema de

Hodgson-Kerckhoff [HK] sobre ngidez de variedades hiperbdlicas conicas, debe ser ademas unico.)

El mismo algoritmo sirve para deformaciones de una estructura conica esférica (resp. euclidea) a
estructuras conicas esfénicas (resp. euclideas) proximas (partiendo siempre de la hipétesis de que se

pueda deformar, a mvel puramente algebraico, la representacion de holonomia).

1. LA TOPOLOGIA CUASI-ISOMETRICA EN EL ESPACIO DE DEFORMA-
CIONES DE UNA ESTRUCTURA HIPERBOLICA CONICA

Sea X una 3-variedad diferenciable compacta, 3> C X un enlace sumergido en X, y 79 € X\ L
un punto base fijo. Llamaremos una estructura hiperbolica cdnica en (X, L) a un par (¢, M) , donde
¢ : X — M es un difeomorfismo vy M es una variedad hiperbolica conica con singularidad ¢(%) (cf.

[Go1]). Denotaremos por C(X, E) el espacio de todas las estructuras hiperbolicas conicas en (X, %)

Sin embargo, conviene considerar iguales dos estructuras hiperbélicas conicas (¢, M) |, (¢, M")
en (X,X) cuando exista una isometria isotépica a la identidad. Més formalmente, diremos que dos
estructuras hiperbolicas conicas (¢, M) y (¢, M’) son isotdpicas relalivamente o xq si existe una
isometria kbt : M — M’ tal que ¢ es isotdpico a h¢ relativamente a X y a iy . Con otras palabras, si
Diffy( X, ¥, 2¢) denota la componente de la identidad del grupo de los difeomorfismos X — X que fijan

zg y X, entonces {¢, M) v (¢', M') son isotdpicas relativamente a x si existen un difeomorfismo
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¢ € Diffy(X, E, xg) y una isometria b : M — M’ tales que cl diagrama

X —«—q_s—q M

‘| ) n

X ——— M
es conmutativo.

Denotaremos por (X, X) el conjunto de las clases de isotopia (relativa a z) de estructuras
hiperbolicas conicas en (X, X) , y lo Hamaremos espacio de deformaciones de estructurns hiperbélicas

coricas en (X, X) . Bs decir, 3(X, Z) = C(X, X)/isotopia .

En este espacio 3(X, X} vamos a considerar la topologia cuasi-isornétriea definida a continuacion

(cf. {Thus], [CEG], [Gro]).
Definicion. Dados dos espacios métricos X ,Y y una constante & > 1 , se dice que una aplicacion
f X — Y es una k-cuasi-isometria si

= dx(n,y) < dy(f(2), f()) < kil (z,0)

para todo par de puntos =,y € X . (En particular, toda cuasi-isometria f es un homeomorfismo).

St X , Y son dos variedadcs riemannianas y & > |, entonces sc dice que una aplicacion [ : X — Y c¢s

una k-cuasi-isometrio local si

1

7 vl < fldef (W) < B v
para todo punto = € X v todo vector v tangente a X en el punto z

Diremos que dos estructuras hiperbolicas conicas (¢, M) y (¢', M') cn (X)) son k-cuasi-
isométricas (relattvamente a xq) s1 existen un difeomorfismo ¢ € Diffo (X, E, zg) vy una k-cuasi-isometria

h: M — M’ tales que el diagrama

X ——— s M

l

X M!

es conmutativo. (En particular, A(A(22)) = ¢/(2)). Evidentemente, esta relacion extiende con la relacion
de 1sotopia definida en C{X,2I) (y define por tanto una rclacién de cquivalencia entre elementos de

XX, %) ).

En el espacio de estructuras hiperbolicas cénicas C(X, X} definimos entonces la topologia cuasi-

1sométrica de la siguiente forma. Dada una estructura (¢, M) € C{X,X) , una base de entornos dc
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(¢, M) esta formada por los conjuntos
U{é, M), e) = { (¢, M) € C(X,2) | (¢, M) es ¢“-cuasi-isométrica a (¢, M) }

La topologia cuasi-isométrica que consideraremos en ¢l espacio de deformaciones (X, %) =

= C{X,Z)/isotopfa es entonces la topologia cociente.

Holonomia de una estructura hiperbdlica cénica

Supongamos que (¢, M) es una estructura hiperbolica conica en (X, 25) . Entonces M\ $(Z) es
una variedad hiperbolica, y ticne asociado un homomorfismo de holonomia g : mi (M \ ¢(33), ¢(xg)) —
Iso(H3) , que esta definido a menos de conjugacién por elementos de Iso(H®) . Por otra parte, ¢l
difeomorfismo ¢ induce un isomorfismo ¢, : m (X \ E,xp) — 71 (M \ $(2), ¢(zq)) . Llamaremos
holonomia de la estructura (¢, M) al homomorfismo p = p¢, : m1(X \ I, x0) — Iso(H?*} . Esta
definido a menos de conjugacion, y ticne la particularidad de que envia mendianos de la singularidad 2.

a rotaciones de H® .

Supongamos que (¢, M) y (¢, M’) son dos estructuras isotdpicas. Entonces existen un difcomor-

fismo ¢ € Diffo(X, 2, x0) y una isometria h: M — M’ tales que el diagrama

M

X
‘PJ jh
¥ @

M

es conmutative. Como  es 1sotopico a la identidad, el automorfismo que induce en el grupo fundamental

es la identidad. Por tanto, al nivel de los grupos fundamentales se tiene también un diagrama conmutativo:

P 13 )
T X\ Y, x9) ———— T (M \ $(%), d(xq)) . Iso(H®)
P = idl jh*
&, s

(X \%,2p) ———— m(M'\ $(),d (%))

Iso(H®)

Como h : M — M’ es una isometria, resulta que las aplicaciones desarrolladoras de M \ ¢(¥) y de
M'\ ¢/(¥) difieren en una isometria hiperbolica, y por tanto 5'h. es conjugada de 7 . En consecuencia,
p'hod, es conjugada de = pegh. . Pero como ¢, = id | se tiene que p’ = p'¢’ = ' h.d. , luego o es
conjugada de p . Por tanto, la holonomia esta bien definida (a menos de conjugacion) para las clases de

1sotopia de estructuras hiperbdlicas cénicas.

Vamos a considerar en el espacio de representaciones Hom{my (X \ ¥, zg), [so(H?)) , la topologia

compacto-abierta, que coincide (por ser 71 (X \ ¥, x¢) finitamente generado, cf. [Goy]) con la topologia
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de la convergencia puntual de homomorfismos, definida de la siguiente forma: dado un conjunto finito
de generadores 71, ...,7,, de 7{X \ X, zy) , una base de cntomnos de una representacion po s (XN

¥, zg) — Iso(H?)) esta formada por los conjuntos
U(pU,W1,...,Wm) = {p' p(’h) e W, ;7= l,...,m} .

donde W; es cualquier entormno de po(+y;) para cada 7 .

En el espacio cociente de Tlom(m (X \ 2, x¢), Iso(H?)) bajo la accion de Iso{H®) por conjugacion,

consideraremos la topologia cociente. Entonces se puede comprobar {c¢f. |Go,]) que la aplicacién
hol : S(X,¥) — Hom(m (X \ £, zq), [so(H*)) /Iso(H?)

que a cada estructura hiperbolica cénica e asocia su holonomia, ¢s continua.

2. VARIACION LOCAL DEL DOMINIO DE DIRICHLET FUERA DE UN EN-
TORNO DE LA SINGULARIDAD, AL DEFORMAR UNA ESTRUCTURA
HIPERBOLICA CONICA

Sea (g, Mp) una estructura hiperbolica conicaen (X, Y2} . Dadoun £ > | cualquiera, consideremos
el entorno abierto {7 de {(¢g, My) en C(X, ¥I) formado por todas las estructuras que son k-cuasi-isométricas
a ella. Podemos encontrar una funcién continua & : I/ — [1, k] tal que para cada (¢, M) € U, (¢, M)
es 8((¢, M))-cuasi-isométrica a (¢g, M) , v 8({¢o, Mp)) = 1 .

Para cada (¢, M) € U, elegimos un difcomorfismo w((¢, M)} € Diffo(X, X, z0) y una 6((¢, M))-
cuasi-isometria h{(¢, M)) : My — M tales que ¢l diagrama

x 2, M,
o{(¢, M)) J J h{{g, M))
(i) .

X —— M

es conmutativo. (Para (¢, Mo) , ¢((¢0, Mo)) = id y k({¢g, Mo)) = id ). En general, para mayor
brevedad escribiremos & = &((¢, M) , ¢ = @{(¢, M)) y b = ({6, M)) . Denotaremos por dg la

distancia cn My v por d la distancia ¢n cualquier otra estructura conica M de /.

Fijemos un entomo regular de la singularidad en My ,W = {z € My | do(z, ¢o(X)) <7}, que no

contenga al punto base ¢o(xo) . Ei abierto W es homeomorfo a una unién finita de toros solidos disjuntos.
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Para cada estructura (¢, M) € U , consideramos el abterto h(W) C {x € M | d(z,¢(¥)) < 6r} que
siguc siendo un entorno regular de la singularidad en M . Por tanto, M \ A{W) es una vanedad

compacta del mismo tipo de homotopia que X \ ¥, con borde una uniédn finita de toros. Ademads, como
do(ze) ¢ W, se tiene que ¢(xo) = hodo(ro) & (W)

Para cada (¢, M) € U definimos los siguientes confuntos finitos:

T((p, M), (W) = { v € mi (X \ X, m0) | existe & € M \ (W} tal que hay dos geodésicas
minimnizantes o, F que unen ¢(zxg) con z en M\ (W) |

de modo que ¢ {af™1] =y en m (X \ X, z¢) }

T{{d, M), (W) = {v & n (X \ E,70) | existe z € M\ k(W) tal que hay ezactamenie dos
geodésicas minimizantes v, 5 que unen ¢(zg) con x

en M\ WW) ,y o7 a3 =vyen m{X\ X, ) }

Es decir, T((¢, M), h(W)) y T((o, M), h{(W)) corresponden a las facetas generales y las facetas propias,
respectivamente, que aparecen fiera de un cierto entomo de la singularidad en un poliedro de Dinch-
let de la varicdad hiperbolica conica M . Queremos estudiar la vanacion local de los conmjuntos
T{((¢, M), h(W)) vy T((é, M), h{(W)) en un entomo de la estructura conica de partida (¢q, M) -

Denotaremos por diam(M) = max{d{(z,y) | =,y € M} el diametro de cada variedad conica M .

Como diam(M) < & diam{M) , resulta que  sup  diam(M) = R < +o0 .
(¢ M)el

Lema 2.1. Sea {{¢n, M,)} C U una sucesion que converge a (¢po, My) , y pare cada n , seq
Yo € T((n, My), hn(W)) . Entonces existe una subsucesion de {v,} constantemente igual o un

clerto v € T:((q—’)(]a My}, W) .

Demostracion. Para cada n existe un punto z, € M, \ h,(W) vy existen dos geodésicas minimizantes

QO , Br que unen ¢, (xg) con T, en My \ fn (W) | tales que (67 V) o{anF; ] = v en m (X \ Z,zq) .

Consideremos la sucesion de aplicaciones b lay, 1 {0, 1] — Mg\W . Como la sucesion { (¢, My} }
converge a (¢, My) , resulta que cada 4777 es una &,-cuasi-isometria, donde 6, — 1 . Como ademas o,

tiene longitud acotada por R = sup diam(M) < 400 , resulta que la familia {h; e, } es uniforme-
(¢, MYED

mente Lipschitz, y por tanto equicontinua. Por el teorema de Ascoli, tiene una subsucesion que converge

a una funcion « : [0,1] — My \ W . Por comodidad, supondremos que k.’ o, i o . En particular,

a(0) = ¢o(zg) y (1) =z = lim A (z,) € My \ W . Al ser la longitud semi-continua inferiormente
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(cf. {Gro), es long{a) < lim inf long(h; o) < lim inf 6, long({an) = T inf &, d, (¢ (0), 2,,) <
Jim inf 62 do( (o), by (22)) = dg (¢o{xo), 2} . Por tanto, o es una geodésica minimizante que une
bo(z0) con z dentro de Mo\ W .

Haciendo o mismo con a sucesion 413, 1 [0,1] — My \ W | obtcnemos otra geodésica mini-
mizante 8 ¢ [0, 1] — Mo\ W que une ¢o{2o} con = en My \ W . Tomando subsucesiones adecuadas,
podemos suponcr ademas que A, o, LAl y bl nolf 4. Como en My \ W curvas uniformemente
prozimas son homdtopas, resulta que, para n suficientemente grande, {o 87"} = {(h; o, ) (b 1) 7Y =

(1 lenB7 "] en my (Mg \ do(X), olzq)) . En consecuencia,
(65 )aled™ ] = (8 )u (b Nelon 87
= (¢ o {gn )l 07
= () {700)
=

va que (1), = id por ser ¢, isotopico a la identidad. Por tanto, para . suficicntemente grande, v, es

constantemente 1gual al elemento v = (gbgl)*[aﬁ‘]] € T{{pg, Mo), W) . N

Lema 2.2, Seay € m{X \ &, ®g) tol que v € V{{¢p, Mo}, W) . Fnlonces existe e > 0 {(dependiente
de W) tal que v & I'((p, M), h(W)) st (¢, M) es ¢“-cuasi-isométrica a (¢g, M) .

Demostracion. Como v € U{{¢o, Mp), W) , existe = € M\ W tal que hay ezactamente dos geodésicas
minimizantes «g , Jg que unen ¢o{xg) con z en Mg\ W |y (qba])*[agﬂu_ll =~ven m (X \ X x) .

Denotaremos por & ¢l camino rx(;[iﬂ”l ] e Mo AW

Para cada (¢, M) € U/ | la aplicacion h : My — M es una S-cuasi-isometria, donde & — 1
cuando (¢, M) — (¢, My) . Vamos a ver que cuando (¢, M) esta suficicntemente proxima a (¢g, My) .
existe un punto en la traza del camino & = L&y que esta unido a ¢(xy) por cxactamente dos geodésicas
minimizantes o , 4 en M\ (W), tales que (¢~ )ula7Y) = yen m (X \ 2, zy) . Con esto ya tendremos
que v € U{{¢, M), h{W)) cuando (¢, M) esta cerca de (¢, My) . que es lo que queremos demostrar.

Supongamos primero que existiera (¢, M) € IJ tal que para todo ¢ € [0, 1] , hubiera una unica
geodésica minimizante cn M\ (W) uniendo ¢{zq) con £(1) . Entonces la imagen dc £ estaria contenida
en el complementario del cut-locus de M\ h(W) respecto a ¢p{xg) , que ¢s contractible. Por tanto, {£] = 1
en w1 (M\G(D), ¢(z0)), v ¢ (€] = Ten my (X\ 5, wo) . Peso ¢ ME] = ¢7 ! o] = (65 ). [€o] = v # 1

en w1 (X \ X, zqg) , lo cual es una contradiccion.

Asi pues, para cada (¢, M) € U existe un ¢ € [0, 1] (dependiente de (¢, M)) tal que hay al menos

dos geodésicas minimizantes o , 2 que unen ¢(zg) con £(¢) en M\ h(W) . Veamos ahora que cuando
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($, M) esta cerca de (¢o, My) , estas dos geodésicas o , J son las untcas que unen ¢{xg) con £(F) en
M\ W) |y verifican que ¢, a1 =« .

Supongamos que existiera una sucesion (¢,, My) convergente a (o, My) tal que para cada
n hay un punto &,(f,) en la traza del camino &, que estd unido a ¢n(xg) por al menos tres

geodésicas minimizantes &, On, Ap en M, \ A, (W) . Entonces, como en el lema anterior, aplicando

. .o . _ unif
el teorema de Ascoli y eligiendo subsucesiones adecuadamente, podemos suponer que h, la, — o

koG wtd g y holA, unif y , donde a, B, A son tres geodésicas minimizantes que unen ¢o{zg) con
L) = lim k71 (&.(8,)) = Hm &(En) en Mg \ W . Ademas, estas tres geodésicas son distintas:
por ejemplo, o # 3 porque |a, 371 # 1 (cf definicion 111.2.4), y para n suficientemente grande es
[0871) = (hy W87 # toen m(Mp \ W, dp(2p)) (va que curvas uniformemente proximas son
hométopas). Ahora bien, por hipotesis no existe ningun punto en &,(j0, 1]) que esté unido a ¢g(xp) por

tres geodésicas minimizantes, luego hemos llegado a una contradiceion.

Asi pues, existe ¢ > 0 tal que si (¢, M) es e“-cuasi-isométrica a {¢q, My) , entonces hay un
punto £(f) en la traza del camino £ que estd unido a ¢(xg) por exactamente dos geodésicas mini-

mizantes o, F en M \ A(W) . Supongamos ahora que cxistiera una sucesion (¢, M,,) convergentc a

(o, Mp) tal que (¢, ), [n3, '] # v para todo n . Como antes, podemos suponer que h,; o, sl S

P

y b '3, nif 3 , donde &, 3 son dos geodésicas minimizantes que unen ¢o(zg) con &y(t) = lim &Ly,
en My \ W . Como el tnico punto de £,({0, 1]) que esta unido a ¢p(xg) por dos geodésicas mini-
mizantes en Mo \ W es © = §(1/2) , resulta que &({) = = , ¥y &, 3 coinciden con las dos wnicas
geodésicas minimizantes oy, Jo que unen ¢o(zg} con « en My \ W . Como curvas uniformemente
proximas en My \ W son homotopas y (@5 ' )4 [cefy '] = v , resulta que para n suficientemente grande,
(D anB7 Y = (¢ ) (b Nalonbs "] = (65 )ejeof7 '] = v . Pero esto contradice la hipdtesis.

Por tanto, existe € > 0 tal que si (¢, M) es e“-cuasi-isométrica a (¢q, Mo} , entonces hay un punto

£(t) en la traza de! camino £ que esta unido a ¢{zg) por exactamente dos geodésicas minimizantes c,
en M\ (W), y ¢, el ! = ven m{X \ ¥,2¢) . En particular, v € T((¢, M), R{(W)) .

O
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Teorema 2.3. Eziste ¢ > 0 (dependiente de W) tal que si (¢, M) es ¢ -cuasi-isoméirica a (do, My) ,

entonces

Demostracion.  Supongamos que existicra una sucesion {(¢n, M,,)} convergente a (¢g, My) tal que
T((qbn,Mn),hn(W)) ¢ T((pa, M), W) para todo n . Entonces para cada n existe un clemento
Yo € T{(pn, M), hn(W)) tal que v, ¢ T((¢ho, Mo), W) . Pero entonces, por el lema 2.1, existe una
subsucesion de {v,} que es constantemente tgual a un cierto v € T'({¢g, My), W) , lo cual contradice la
hipétesis.

Por otra parte, como I'((¢o, Mo), W) es fimito, del lema 2.2 se deduce que existe ¢ > ) tal que si
(¢, M) es e“-cuasi-isométrica a (¢o, My) , entonces 1'((dg, Mo), W) C IU({g, M}, h(W)) . a

Corolario 2.4. Si 1{{¢g, M), W) = V{((hg, Mq), WY, entonces existe € > 0 (dependiente de W ) {al
que si (¢, M} es e -cuasi-tsomdtrica o (o, My) , entonces 1'((¢, M), h(W)) = T((¢, M), h(W)) =
T{($o, Mq), W) . O

Observacion 2.1. Si se elige el entorno tubular abierto W = {x € My | do(z, ¢o(E)) < r} suficien-
temente pequefio, entonces los conjuntos I'({¢o, My), W) v T((#y, Mg), W) no dependen de W . De
hecho, para W suficientemente pequeno,
T((o, M), W) = { v € m (X \ 5, ) | existe z € My \ ¢o(%) tal que hay dos geodésicas mini-
mizantes <, 3 que unen ¢o{xzg) con x en My \ dg(22) |

de modo que (qﬁgi)*[oﬂ‘l] =~yenm (X \ X, xo) };

U((¢g, Mo), W) = { v € mi (X \ ¥, 2¢) | existe x € My \ ¢o(X) tal que hay exactamente dos
geodésicas minimizantes «, 4 que unen ¢g{xg) con «

en Mo\ ¢o(E) , v (7)o =y en m(X \,z0) }

Es decir, para W suficientemente pequeiio, I'({(¢g, My), W) v T{(¢g, M), W) corresponden a todas las

facetas propias o generales, respectivamente, del poliedro de Dirichlet de Ay con punto base ¢o{xg)

En particular, de aqui se deduce que cl conjunto de todas tas facetas propias de (¢o, Mo) esta
contenido en ¢l conjunto de todas las facetas propias de (¢, M) si (¢, M) esta suficientemente proxima

a (¢, Mo) . Es decir, existe ¢ > 0 tal que si (¢, M) cs e“-cuasi-isométrica a (¢g, M) , entonces

(g, Mo) < I'(¢, M)
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En cambio, T'({¢, M), (W) y T((¢, M), h(W)) ciertamente dependen de la eleccion de W, y en
general no contienen a todas las facetas (propias o generaltes) del poliedro de Dirichlet de A con punto
base ¢(xy) . El motivo es que, al deformar una estructura conica M hasta alcanzar M , alguna cara
del poliedro de Dirichlet de M podria irse haciendo cada vez mas pequeiia hasta degenerar en un punto

singular de Mg .

3. VARIACION LOCAL DEL DOMINIO DE DIRICHLET DENTRO DE UN EN-
TORNO DE LA SINGULARIDAD, AL DEFORMAR UNA ESTRUCTURA
HIPERBOLICA CONICA

En la seccion 2 sodlo hemos considerado estructuras hiperbolicas (no singulares) en el complemento
de un entorno tubular de la singularidad, v no hemos utilizado cn mingun momento ¢l hecho de que
esas estructuras se puedan extender a estructuras cdnicas en (X, %) . En consecuencia, tampoco hemos
obtenido ninguna informacion acerca del comportamiento del poliedro de Dirichlet en Ias proximidades de
la singularidad, cuando se realiza una deformacién de la estructura conica. Ahora bien, no toda estructura
hiperbolica en X \ NV (%) se puede extender a una estructura conica en (X, X)) - a veces se puede extender
auna estructura conica en una variedad obtenida a partir de X por cirugia en el enlace 32, y otras veces m
siquiera esto es posible (cf. [Thu,{). Los resultados de Ia seccién 2 son validos (con mayor gencralidad)
para cualquier familia de deformaciones de una estructura hiperbélica en X \ N(X) , con independencia
de que se puedan o no extender a estructuras conicas en (X, X} . A cambio, no describen como cambia
¢l poliedro de Dinchlet en un entorno de la singularidad, cuando las deformaciones se extienden de hecho
a cstructuras conicas en (X, %) . El objetivo de esta seccion es obtener esta descripeion. Utilizaremos
las mismas notaciones que en la seccion precedente. Recordemos primero la definiciéon de bola estdndar

centrada en un punio singular que dimos en ¢l capitulo 111, def. 2.5,

Definicion. Dado un punto singular x € ¥, en el que el angulo conico es 6 , diremos que una bola
de radio r centrada en z es una bola esfdndar si es isométrica a un sector de angulo # de una bola
hiperbolica de radio r , con los lados identificados mediante una rotacidén de angulo # . Diremos que
un camino cerrado g es un meridiano de lo stnguloridad prozimo o x si esth contenido en una bola
estandar B(x, r) y genera el grupo fundamental de B(x, )\ X (ver figura 1). Hay dos clases de homotopia

distintas para los meridianos de la singularidad préximos a = : una es inversa de la otra.
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Observacion 3.1. Supongamos que h : (M, %) — (M’, %) ¢s una S-cuasi-isometria, v que Bps(x,r)
es una bola estandar en A | centrada en un punto singular = ¢ ¥ . Entonces Bpg(h(x), r/8) es una

bola estandar en M’ .

TOLALION
P

Figura 1

A cada punto singular 2 € ¥ l¢ asociamos un subconjunto finito Uy {x) de = (M \ %) | de la

siguiente manera.

o A cada geodésica minimizante « que une x; con x | le asociamos dos elementos de I sing () C
m (M \ X) , definidos como sigue. Elegimos un disco ¥ centrado en x | transverso a X! , contenido
dentro de una bola estandar Bas{z,7) , v que contenga un segmento |y, x] de o . Denotamos por 4
el borde del disco F (i.c. g ¢s un meridiano de la singularidad préximo a z , quc corta a « en un
punto y ). Recorremos o hasta llegar al punto v de interseccién con ¢ ; a continuacién recorremos

1

o by finalmente volvemos por a7} al punto base 7 . Las clases de homotopia de estos dos

caminos son los dos elementos de Ty, () asoctados a o .

o A cada par de geodésicas minimizantes distintas « | 3 que unen xg con x , le asociamos tres
elementos de Dy, (x) C (M \ 2}, definidos como sigue. Elegimos un disco ¥ centrado en z ,
transverso a £, contenido dentro de una bola estandar By (x, 7) , y que contenga un segmento |y, z
de « y un segmento [z, 2] de F . Denotamos por ¢ ¢l borde del disco I (i.e. g cs un meridiano dec
la singularidad préximo a z , que corta a ex en un punto y ¥ a 3 en un punto 2z ). Denotamos por &
(resp. f?) el segmento de « (resp. J} que une xy, con i (resp. con z). Elegimos un arco A dentro de
¢ que una y con z (ver figura 2). Entonces los tres elementos de ginp(x) C mi (M \ X) asociados

al par de geodésicas {a , 3) son:

GAFTY L [@apsTY L @A A
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[ar5Y [axut5] [Gapp ]

Figura 2

Es facil ver (cf. figura 3) que la tema de elementos de 1 (M \ X) definidos por a y [ no depende de
la eleccion del arco A . (En ultimo término, esto se debe a que ¢n una bola estandar B | m(B\ %) = 7Z

1

y 1, 4t son los dnicos generadores.)

El conjunto I'sine{x) es finito porque s6lo hay una cantidad finita de geodésicas minimizantes que

unien o con z (cf. cap. IIf). Definimos el conjunto Vs, = {J Tsing{) , que también es un subconjunto
€D

finito de =) (A \ 2} (porque % ¢s compacto, y si y € ¥ estd suficientemente proximo a « € ¥, entonces
Psing{y) C Ising{x) ) Llamaremos alos elementos de Ty , facelas singulares del poliedro de Dirichlet

de M centrado en xg .

167



)

Lo
a’g—l — afpgl—]
Guft=oapu G-l

a-# -1 [}—1 — & "}f—-]

Figurn 3

Sea ahora (¢, My) una estructura hiperbolica en (X,2) . Como en la scccidon 2, consideramos
el entorno {7 de (o, My) en C(X, ¥) formado por todas las estructuras que son k-cuasi-isométricas a
(¢, My) (donde & > 1). Existe una funcion continva & @ &/ — [1, &] tal que para cada (¢, M) € U/ ,
(¢, M) es 8((¢, M))-cuasi-isométrica a (o, My) , v 8((cho, Mp)) = 1 . Para abreviar escribiremos
5§ = 8((¢,M)) . Para cada (¢, M) € U , elegimos un difeomoifismo ¢ € Diffy(X, 5, z¢) v una

d-cuasi-lsometria i My — M tales que el diagrama

¢o

X My

¥ f

—— —
¢
X — M
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es conmutativo. (Para (¢g, Mp) , ¢ =id y h = id ). Denotaremos por dy la distancia en My v por d la

distancia en cualquier otra estructura conica M de U,

Para cada {¢, M) € U consideramos el conjunto de facetas generales de su poliedro de Dirichlet

centrado en ¢(zq) :

T(¢, M) = {~vem(X\X, x) | existe z € M\ ¢(E) tal que hay dos geodésicas
minimizantes o,  que unen ¢(rg) con z en M \ $(X} ,
de modo que ¢; '[! =y en m (X \ Z,z0) }

Consideremos también el conjunto de facetas singularcs del poliedro de Dirichlet de M centrado en
bo(ro} , Tsing(do, Mo) , antes definido.

Lema 3.1. Sea {{¢,, M,)} C U una sucesidn que converge a (¢o, My) , ¥ sea vn, € T{pn, M)

para todo n . Entonces existe una subsucesion de {v.} constantemente iqual a un cierto v €

f(';250:17"/1{0) L Fsilig(¢0>MU) .

Demostracion. Para cada e existe un punto z,, € M, \ ¢, () v existen dos geodésicas minimizantes o, ,
fn que unen ¢, (xg) con x,, en M, \ ¢, (X}, tales que {¢, )u[e, B3, ') = v, en 7 (X \ £, xp) . Como
vimos en cl lema 2.1, podemos suponer que las sucesiones i, lay, v h '8, convergen uniformemente
a sendas geodésicas minimizantes « , J (no neccsariamente distintas) que unen g con un mismo punto

T & My .

Stz € Mg\ ¢¢(X) , entonces del lema 2.1 se deduce que o # J y que existe una subsucesion
de {v,} constantemente igual a v = [o37!] € T(¢g, My) . Ahora queremos ver que si z € ¢o(Z) ,

entonces existe una subsucesion de {-y,} constantemente igual a un cierto elemento v € Iyip. {0, Mo) .

Elegimos 7 > 0 tal que la bola Bur,(z,7) es estandar. Como x es el limite de la sucesion de
puntos /7 '(z,.) , resulta que para n suficientemente grande, do(h; ' (z,),z) < 7/k* (k es una cota
superior para todas [as constantes & de cuasi-isometria , en el entorno {/ de (¢g, Mp)). Como £, es una
d-cuasi-isometria y & < k , resulta que labola B,, = By, (h.(x), r/k) es estandar (cf. observacion 3.1) .
Ademas, ©,, € B, , porque como do(h; ' (x,),z) < r/k? | es dp{Zp, ha(z)) < 87/k* < v/k (pues
& < k). Elegimos un punto y, sobre la geodésica o, , que esté dentro de la bola 3,, pero “no muy
préoximo™ a x, (es decir, d,(yn, T,) no debe tender a cero). Esto es posible porque cuando n — +oc |
Zp s¢ aproxima a h,{z) , mientras que el radio de la bola B,, es constante (para = suficientemente grande
podemos elegir, por ejemplo, y, tal que d,,(y,, z,) = r/(2k) ). Andlogamente, elegimos un punto z,
sobre la geodésica 4, , que esté dentro de la bola B,, pero no muy proximo a z,, (ie. d,{zn,Tn) N0
tiende a cero). Denotemos por &, (resp. En) la (iinica) geodésica minimizante que une ¢,{zrg) con 1y,

(resp. con z,) en M, ; &, y B son restricciones de las geodésicas oy, y [, , respectivamente.
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Afirmacion. Por ser B, una bola estdndar, existe un meridiano de la singularidad o, prézimoe a
ho(x) , que corta a o, en y, y a By en z, , tal que el camino a3 !
~ 0 bien es homdtopo a o, A, B;L"I , donde A, es un arco de g, que une y, con z, |
d bien es homdtlopo a &, Ay pn ﬁ;l ,
~ & bien es homdtopo a @, A,y ! a;'] (ver figura /).
Ademds, podemos suponer que la distancia de ju,, a la singularidad no tiende a cero cuando n tiende

a infinito, porque y, y zn s¢ manticnen alejados de by, () .

Bs decir; i € { (67 Da[8n An 871 (6570 Aupin B3], (67 D)allin An g A1 Y

an(mﬂ)

Figura 4 : en este ejemplo, 0,371 es homdtopo a é, Ay pt 821

En efecto, siempre se puede representar la bola estandar I3, dentro de H* como un sector de una
bola hiperbélica (cuyos lados se identifican por rotacién, cf, figura 1), de tal manera que el segmento de
la geodésica 4, que une z, con z, no teque o ninguno de los lados del sector. Ahora el segmento
de la geodésica «r, que une ¥, con z, puede cortar a lo swmo una vez a cada uno de los lados del

sector, va que de lo contrario «, no scria minimizante. Estamos, pues, en la situacion de la figura 4, y
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la afirmacién resulta clara.

Retrocedemos ahora de nuevo a la variedad conica inicial My aplicando la §-cuasi-isometria A7 .
Como & < k , tenemos que h,'(B,) esta contenido en la bola By, (z,87/k) C Ba,(x,7) , que es
estandar. Podemos suponer, aplicando ¢l teorema de Ascoli como en el lema 2.1, que:

o la sucesion k) 1(y,) tiende a un punto y que esta sobre la geodésica « , y es distinto de r ;
» la sucesion h}'(z,) tiende a un punto  que esta sobre la geodésica 3 , y es distinto de = ;
e la sucesion h, '@, converge uniformemente a la (Unica) geodésica minimizante & que une ¢g(xg)

con y (& cs una restriceion de la geodésica a)

e la sucesion i En converge uniformemente a la (dnica) geodésica minimizante E que une $o(xg)
con z (ﬁ es una restriccion de la geodésica [3) ;
e la sucesion A, 'u, converge uniformemente a un meridiano de la singularidad y préximo a . ;

e la sucesion 7' A, converge uniformemente a un arco de 1 que une y con z .
Ti g

De nuevo como en el lema 2.1 (utilizando que curvas uniformemente préximas en My \ ¢o(Z) son

homotopas}), tenemos que para n suficientemente grande,

T € {lea DGABTY, (B D@8 (b WG BT} C Tainglbo, Mo)

Dc aqui se deduce inmediatamente el siguicnte resultado:

Teorema 3.2. Existe ¢ > 0 tal que si (¢, M) es e®-cuasi-isométrica a (¢, My) , entonces

T(¢=M) < F(f?so, MO) U Fsing(‘ybUaMU)

Demostracion. Si no fuera asi, entonces existiria una sucesion de estructuras {(¢,, M,)} < U que
converge a (¢, Mp) , y una sucesién de elementos v, € I'(¢n, M,) , tales que v, & T(¢g, M) U
Lsing(¢o, Mo) para todo r . Pero por ¢l lema 3.1, cxiste una subsucesién de v, constantemente igual a

un elemento v € T'{¢o, My) U Ising{¢0, M) . lo cual ¢s una contradiccion. O

Puesto que los conjuntos [(¢o, Mo) v Tsing{(¢0, Mo} son calculables si se conoce el poliedro de
Dirichlet para Mj centrado en ¢o(x() , este teorema nos permite acotar de manera efectiva ¢l conjunto de
hiperplanos bisectores que necesitamos considerar para construir los policdros de Dirichlet de estructuras

conicas proximas a la de partida.

Observacion 3.1. De la demostracion del lema 3.1 se deduce también que Ling(d, M) € Tyna{do, Mo)

si (¢, M) es e“-cuasi-isométrica a (dg, M) , para e suficientemente pequefio.
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Observacion 3.2. Por cjemplo, para la estructura de orbiforma esférica en S* con singularidad un
nudo o enlace de dos puentes, sc puede comprobar que las facetas singulares de su dominio de Dirichlet
lenticular (cf. {II[.6) coinciden con las facetas generales. En la figura 5 se muestran las tres facetas
singulares asociadas al par de geodésicas minimizantes (« , ) gue unen el punto base O con el punto
singular () . Las tres coinciden con las facetas generales determinadas por las geodésicas minimizantes

marcadas con rayas y puntos, que unen (7 con ¢l punto no singular z .

Faceta singular: ba™1h

Figura 5 : Las facetas singulares asociadas ol punto singular ) coinciden con las focetas generales

asociadas ol punto no singularx .
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Un caso particular de deformacion : variacion del punto base

Sea (¢, M) una estructura hiperbolica conica en (X,X) v zp € X \ ¥ un punto base dado.
Podemos elegir un entomo ¢/ de x en X \ £ de modo que para cada x ¢ U | existe una aplicacion
by o (M, o(8), ¢(xo)) — (M, ¢(2), ¢p(x)) que es isotdpica a la identidad y ademas es una &(x)-cuasi-
isometria, donde &(x) — 1 cuando © — z¢ . Para cada z € U , definimos entonces la estructura

(heg, M) , que es 8(x)-cuasi-isométrica a (¢, M} .

Por los teoremas 2.3 vy 3.2 (v la observacion 2.1}, tenemos que existe ¢ > 0 tal que si
d{d(x), p(xp)) < €, entonces

P(¢, M) € D(he¢, M) C Tlligp, M) C T{($, MYULsn,{0, M)

En particular, todas las facetas propias del poliedro de Dirichlet de M con punto base ¢(zg) , son también
facetas propias del poliedro de Dirichlet de M centrado en cualquier punto ¢{x) suficientemente proxinio
a ¢{xy) . En consecuencia, si ¢(zg) es un punto en el que el nimero de facetas propias del poliedro de
Mirichlet alcanza un maximo local, entonces los poliedros de Dirichiet centrados en puntos proximos a

&(xp) siguen teniendo todos ellos las mismas facetas propias.
Por otra parte, argumentos analogos a los del lema 3.1 permiten demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 3.3.

(i) Fziste una cota superior comun (independiente del punto base} para el nidmero de facefas
(propias o generales) de todes los posibles dominios de Dirtchlet de una estructura cdnica
(¢, M) (con todos los dngulos ednicos < 27 ).

(ii) En consecuencia, existe siempre un punto base ¢(xp) en el que el nimere de facetas propias
del poliedro de Dirichlet aleanza el mdzimo absoluto.

(iii) Siempre existe, pues, un “punto base genérico” ¢(xg) , en el sentido de que al desplazario
ligeramente, el poliedro de Dirichlet sigue teniendo el mismo tipo combinatorio.

g
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4. ALGORITMO DE CONSTRUCCION DE DEFORMACIONES LOCALES A
PARTIR DE LA REPRESENTACION DE HOLONOMIA

Sca M una 3-variedad cerrada y orientable y 3 < A un enlace contenido en M . Supongamos que
My es una estructura hiperbolica conica en (M, 31) con dngulos canicos < 27 en todas las componentes
del enlace. Elegimos puntos basc arbitrarios 79 € Mo\ X vy O € H® . Sea DD : MKZ — H* una
aplicacion desarrolladora tal que D(zxy) = O |, v sca pg = m (M \ £,z4) — PSL(2,C) la holonomia
correspondiente. Por un teorema de Culler ([Cul), po se levanta a una representacion de my (M \ 8, xp)
en SL.(2,C) . Ademds, por un resultado de Thurston (ef. [CS], prop. 3.2.1), existe una curva real
p: (analitica a trozos) dentro del espacio de representaciones de 7 (M \ E,7y) en SL(2,C) . cuyo
valor cn ¢ = 0 es ¢l levantamiento de la holonomia py , v tal que p; envia los merdianos de ¥ a
rotaciones hiperbolicas. Si cambiamos al modelo del hiperboloide de H? | e identificamos PSL(2, C)
con la componente de la identidad de SO{3,1) , cotonces tenemos una familia de representaciones
prr o m(M A\ X xg) — S0(3,1) tales que para cada v € m (M \ X,zg) , pe{v) es una matriz cuyas

entradas son funciones de ¢ , analiticas a trozos.

Del Teorema de Cirugia Hiperbolica de Thurston se deduce que, para ¢ suficientemente proximo a 00,
cxiste una estructura hiperbolica conica en (M, X2} con holonomia p, . En esta seccion nos proponemos
encontrar un poliedro de Dirichlet P, para ella (lo cual nos permitira dar ademas una demostracion
constructiva de su existencia). Harcmos esto utilizando ¢l siguiente algoritmo, que dividitmos en varias

fases.

FASE 1: construccion de un poliedro ¢; tal que, al identificar dos a dos
algunas de sus caras mediante isometrias hiperbélicas, se obtiene una
estructura hiperbélica (con borde no liso) en el complemento de un
entorno tubular N(%) de la singularidad, cuya holonomia es p,

Para mayor clanidad, distinguitemos dos casos: angulos conicos < 7 y angulos conicos < 27 .

Caso 1: todos los angulos conicos de My son <7 .

Consideremos los subconjuntos finitos de m{M \ ¥, z,) formados por las facetas generales y las

facetas propias, respectivamente, del poliedro de Dinchlet Py de partida:

To={~ve&m(M\X, xgy) | existe z € Mg\ X tal que hay dos geodésicas minimizantes

a, B que unen o con = en Mg\ ¥, de modo que [37] =y en my (M \ X, 20} }
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Iy ={~yem(M\X zo) | existe z € Mg\ X tal que hay exactamenie dos geodésicas

minimizantes «a, J que unen zg con T en Mg\ X,y [af~ '] =vyen 7 (M \ 5, x0) }

Para cada v € m (M \ ¥,z¢) y cada { , definamos el hiperplano hiperbélico
Hy(t) = { € H' | d(x,0) = d(z, (7)(0)) }
y ¢l semiespacio abierto
Fy(t) = {= € B | d(z,0) < d(z, (pim)(O)) }

y consideremos ¢l poliedro hiperbélico Py = N Ey(t) (ver figura 6). Sabemos que Py = Py =
v€Tg

N E~(0) = (1 E~(0) es ¢l poliedro de Dirichlet para My ; los puntos de ¢l que constituyen la
vET Y€l

singulanidad ¥ son una unién de anstas y vértices de Py , que denotaremos Sg . Los pohedros ﬁt s
aproximan a ﬁg = Py cuando ¢ tiende a 0 . Lo que queremos ver es que cuando { esta suficientemente
proximo a ¢, se pueden truncar algunos vértices y aristas de P, (precisamente aquéllos que convergen
a puntos de Sy cuando ¢ tiende a 0), de modo que las caras del poliedro truncado restante se pueden
identificar dos a dos mediante isometrias hiperbdlicas, dando como resultado una estructura hiperbolica

en el complemento de un entorno regular de ¥ en M; , con holonomia p; .

Vamos a ilustrar los pasos del algontmo utilizando el ejemplo, mostrado ya an la introduccion de
la tesis y en el capitulo 1, de la orbiforma euclidea cuyo espacio subyacente es la esfera 82 | con tres
puntos conicos de angulos 27/3 , 2x/3 , 2» /3 (ver figura). El grupo de holonomia esti generado por
dos rtotaciones p; , p2 de angulo 27/3 . Partimos del dominio de Dirichlet Py centrado en el punto
medio O entre los puntos fijos de p; v p2 . Todos sus vértices son puntos singulares, y las facetas
propias coinciden con las facetas generales (y son py , p2 , p7 v p3 " ). A continuacidén consideramos
la deformacién trivial que consiste en desplazar ligeramente el punto base O , de modo que va no esté

cn el segmento que une los puntos fijos de p; y p2 . En la figura 6 s¢ muestran los poliedros Py y P, .

2m/3

on/3 2m/3
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Figura 6

La analiticidad de las entradas de las matrices p(y) , para v € T , se va a utilizar para controlar
la variacién del tipo combinatorio de los poliedros P, y garanfizar que el conjunto dc puntos ¢ en que
cambta el tipo combinatorio es discreto. Para ello, basicamente sc hace uso de la siguiente propiedad de
las funciones reales analiticas a trozos. S1 f : R — R es una funcion analitica a trozos, cntonces existe
6 > 0 tal que:

(al) si f(0) > 0, entonces f(¢t) > 0 para todo t € (0,8) ;
(a2) si f(0) < O, cntonces f(1) < 0 para todo ¢ € (0,8) ;
(a3) si f(0) = 0, entonces & bien f(¢) — 0 para todo ¢ € (0,8) , 6 bien f(t) > 0 para todo ¢ C (0,6) .

¢ bien f(t} < 0 paratodo t € (0,6) .

En lo que siguc, y a menos que se diga lo contrario, consideraremos siempre ¢l modelo del hiper-
boloide H* = { (x4, 7, x2,73) € RY| — 22 + 2% + 23 + 22 = —1} . En cste modelo, un hiperplano
hiperbélico- / -es interseccién con-HY de-un-hiperplano vectorial {que denotaremos. también ff) del
espacio de¢ Lorentz-Minkowski R} . También denotaremos igual los puntos de HY y sus vectores
posicion en R? . Para cada v € 'y , los hiperplanos vectoriales H~(t) tienen ceuaciones de la forma
a(t) - xo+0(t) -z +e{t) o+ d{l) -3 = 0, en las que los cocficientes a(t), 6(1). c(t), 4(t) son funciones
de ¢ , analiticas a trozos. Adcmas, para cada v € T , cxiste un vector ufy(f,) , Cuvas coordenadas son
funciones de ¢ analiticas a trozos, tal que Fy(1) = {v € H* | {v,u4(t)) < 0} (donde {, } denota cl

producto escalar en R}).
Como ﬁo es un poliedro hiperbolico compacto, resulta que si ¢ esta suficientemente préoximo a 0,
entonces P tambicén s un poliedro hiperbolico compacto.

Lema 4.1, Eaziste & > 0 tal que todos los poliedros P, tienen el mismo tipo combinatorio siQ < L < &

(aunque este tipo combinatorio puede ser distinto del de Py = Py ).

Demostracion. Vamos a probar que si para algin to € (0,8) hay 7 planos bisectores My, (fa) ,---,

Huy, (o) que se cortan en un vértice v, de ﬁf,o , entonces para todo ¢ € (0,8) los r planos biscctores
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Hey (t) ..., Hey, (t) se cortan también en un vértice v, de P, . Cuando  tiende a cero, los vértices IR

tienden a un punto vy € Hey, (0) N... 01 Ho, {0) , que pertenece al borde de Py (aunque podria no ser

un veértice, sino estar contenido en ¢l interior de una arista).

La demostracion de descompone en tres partes:

(1) estudiar la posicion relativa de los hiperplanos vectoriales H~(t) (v € To)en R},

(2) estudiar la posicion relativa de las itersecciones de los hiperplanos vectoriales H~(t) (y € Ty ),
con respecto a HY (en el modelo del hiperboloide);

(3) estudiar la posicion relativa de las intersecciones de los planos hiperbolicos Hr(t) (v € T ), con

respecto al poliedro P .

(1) Posicién relativa de los hiperplanos vectoriales Hy(t) (y&Tq ) en R}

Tres hiperplanos vectoriales H(t) , H ﬁ(t) , H~(t) se cortan en una recta vectorial si y solo si los
tres vectores v (L) , Vﬂ(t) , v~y(t} son linealmente independientes, es decir, si ¢l rango de la matriz de
sus coordenadas es 3 . Como las coordenadas de v (t) , uﬁ(i) y v~(t) son funciones de ¢ analiticas a
trozos, resulta que existe 6 > 0 tal que:

o Si vy (0), uﬁ(O), v~(0) son linealmente independientes, entonces v (¢), I/'B(i), v(t) son lincalmente
independientes para todo ¢ € (—&,8) (por (al} v (a2)).

o Sivg (0}, I/ﬁ(()), (0} son linealmente dependientes, entonces ¢ bien vy (1), yﬁ(i), v~(t} son lineal-
mente dependientes para todo ¢ € (—4,8) , 6 bien v(t), Uﬁ(t), v~ () son linealmente independientes
para todo ¢ € (—8,8),¢ # 0 (por (a3)).

Es decir, si para algin £ con 0 < |ty) < &, se venifica que Hy(1p)NH ﬁ(to)ﬂHy(tg) es una recta vectorial
Ly, , entonces Hy(t) ﬂHﬂ(t) M 1~ (t) ¢s una recta vectorial L; para todo ¢ tal que 0 < [t| < & . En ese
caso, es posible que (0} M H3(0) N f{~(0) tenga dimension mayor que 1, pero (por la analiticidad)
sicmpre existe una recta vecton'ai Lo C Ha(O)NH ﬂ(O) M H~(0) que es el limite de las rectas Ly cuando
ttiende a 0 .

(2) Posicidn relativa de las intersecciones de los hiperplanos vectoriales 1{~y(t}) (v & Ty ),

con respecto a H® (en el modelo del hiperboloide) :

Para cada ¢ , elegimos un vector vy que genere la recta Ly , de modo que las coordenadas de vy
sean funciones de ¢ analiticas a trozos. Tomando 6 suficientemente pequefio, podemos asegurar que si
(V4 Vi,) < 0 para algin iy con 0 < jto| < § , entonces {vy, vy} < 0 para todo ¢ tal que 0 < [t} < § .

En ese caso, elegimos siempre el vector v4 de modo que su primera coordenada sea positiva.

Haciendo esto para cada tripla o, 8,y de elementos distintos de T’y (que es un conjunto finito)

podemos encontrar un § > 0 tal que si para algun tg con 0 < |tg] < § hay = hiperplanos vectoriales
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He (L), ..., Ha, (1y) que se cortan en una recta Ly, generada por un vector temporal Vi, > entonces
para fodo ¢ tal que O < ji] < &, cstos r hiperplanos se cortan también en una recta vectorial Ly =
Hoy (1) M. Hey, (t) generada por un vector temporal vy | v el limite de estas rectas Ly cuando ¢ — 0
cs una recta Lo © Hey{0) Moo 0 Hlg, (0 (en particular, He (0) N ... N He, (0) # §). Denotaremos
entonces por v (..., &) ¢l punto L, N H® (aunque con frecuencia escribiremos stmplemente v, v

omitiremos «;, . . ., «, cuando se sobreentiendan).

(3) Posicién relativa de las intersecciones de los planos hiperbélicos Hy(t) {(v€To),
con respecto al poliedro 7 :

Queremos ver ahora cuando cstos puntos 1, son vértices del poliedro f’t . Para eilo, tenemos que
ver si vy esta en todos los semiespacios Fy(t) | es decir, si {vy, vy(t)) < 0 para todo v ¢ Ty . Pana
cada v € I'g , la funcién (v, vy ()} es analitica a trozos, y por tanto existe un pequefio entomo {—¢, ¢)
de 0 tal que la funcion tiene siempre el mismo signo cuando —¢ < ¢ < 0y cuando 0 < ¢ < ¢ (aunque
puede tenet signos opuestos a cada lado de 0). Por ello, vamos a restringimos a construir los poliedros

ﬁt cuando ¢ se mueve desde ) en una sola direccion, por ejemplo cuando ¢ > 0 .

Por la analiticidad, podemos encontrar un & suficientemente pequeno de manera que:

(1) Si para algin t5 con 0 < |iy| < & hay r hiperplanos hiperbolicos Hegy (to) .-  Ho {tg) que se
cortan en un punto v, € H* | cntonces para todo ¢ tal que O < |t] < & , estos = hiperplanos se
cortan también en un punto v, = My (i) ...N He (t) € H® | y el limite dc estos puntos v,
cuando ¢ — 0 es un punto vy € Hey (O) V...V He, (0)

(2) Ademas, para cualquicr v & Ty se verifica que:
e Si (g, vy(0)) < 0, entonces {1, v (t)) < 0 para todo ¢ € (0,5) .
® Si (vy,ry(0)) > 0, entonces {v,, v~ (£)) > 0 para todo £ € (0,6) .
o Si {vg,~(0)) = U, entonces 6 bien {v;, v~ ()} = 0 paratodo ¢ € (0, 8) , 6 bien (v, v ()} <0
para todo ¢ € (0,48) , 0 bicn {u,, vy (¢)} > 0 para todo ¢ € {0,8) .

En consccuencia, st vy, = My, (to) M ... N Hey, (£} es un vértice de ﬁto para algtm iy € (0,6} ,
entonces v, = Heg, (L)N. . .NHeq, (1) es un vértice de P, para todo ¢ € (0,8) yvg € Hay (0)N.. .NH e, {0)
es un punto del borde de Po {aunque podria no ser un vértice, sino estar contenido en ¢l interior de una

arista).

En conclusion, el fipo combinatorio de {odos los poliedros P, es el mismo para todo t € {0,68) ,

aungue puede ser distinto del tipo combinatorio de Py .

a
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Observacién. Ademais, si [1(0) NPy tiene interior no vacio en el borde de Py = Py (donde v € Ty) ,
entonces H~(¢) N 7, también tiene interior no vacio en ¢l borde de P para todo ¢ € (0,8} (como se¢

puede comprobar usando argumentos andlogos a los anteriores).

Queremos ver a continuacion que se pueden truncar algunos vértices y aristas de ’ﬁt de modo que las
caras del poliedro truncado resultante se pueden identificar dos a dos mediante 1sometrias hiperbélicas,
para dar lugar a una estructura hiperboélica en el complemento de un entorno tubular V(%) de la singu-

laridad. Para ello, vamos a distinguir en P, dos clases de vértices.

Definicién. Diremos que un vértice vy € P; es un vértice prowimo a la singularided si converge,
cuando ¢ tiende a cero, a un punto vg € Sy . En caso contranio, diremos que vy es un vértice alejado de
la singularidad. Diremos que una arista ¢; C Py estd prozime a la singularidad si converge, cuando ¢

tiende a cero, a un subconjunto de S .

Precisamente vamos a truncar en Py todos los vértices y aristas proximos a la singulandad.

Sca 7, C 9P, la unién de todas las aristas y vértices de P, que estan proximos a la singulandad (en
particular, 7y = Sy son los puntos singulares de Py ). Llamaremos un collar de 7, en ')Bf, a un ¢ntormno
de 7; que solo corte a las aristas de ﬁi que tienen al menos uno de sus extremos en 7; (i.e. proximo a

la singularidad).

Elegimos un subcomplejo triangulado convezo Q; de P, tal que Py \ Q; es un collar de T; en P,
(ver figura 7) , vy @, varia de manera continua con el parametro t , es decir: cada Q; tiene un nimero
constante de vértices w (¢}, ..., w,(t) . y cada vértice w;(¢) describe un camino continuo cuando ¢ varia
en [0,6) . (Cuando { = 0, algunos de los simplices de la triangulaciéon de Q; pueden degenerar) En
particular, la familia de vértices wy (), . . ., w,,(£) conticne a todos los vértices de P; que estin alejados

dc la singutaridad. Obs¢rvese que si w;(0) € Hy{(0} , entonces poy ™' (wi(0)) € P\ Tg -

H,1(0) . Hp, (0) H o) Hp, (1)

g

\wl y - ¢/

\ collar de Ty \ collar de 7
Hp, (0) P2 T Hpy(t)

To

H (0
921() To



Si 4 es suficientemente pequeno, entonces para todo ¢ € [0,4] y todo vértice w; () sc verifican las
siguicntes condiciones:
(1) si wi(t) € Hy(t) N Q¢ , entonces w;(0) € Hy(0) N Qg ;
(i) para todo v € {id} U Ty, si pyy(w;(0)) ¢ Ty , entonces p,y(ws(L)) & 7;
(iii) si para algin v € Tg y algin & € {id} UTy se verifica que d((pof)(w;(0)),0) <
d((po&)(wi(0)}, (poy)(O)) , entonces d{(p)(wi(t)), O) < d((p&){wi(t)), (p:7)(O)) .

Afirmacion. Si w(t) € Hy(t) N Q, , entonces py™ (w, (1)) € PAT

En efecto, por (i) tenemos que w(0) € HA(0) N Qq , luego poy "(wi(0)) € Pp \ Ty . Por (i),
pey Hwi(t)) ¢ Ty . Tenemos que comprobar que d{py™ " (wi(t)), 0) < d{p;y (L)), pr£(0)) para
todo £ € 'y . Distinguimos dos casos:

« Sipoy! (wi(0)) € He(0)
entonces necesariamente d(poy™! (w,(0)), O) < d{poy~H{wi(0)), po€(O)) . v por (iii) resulta que
d{pey ™ (ui(1)), 0) < d{pyy™ " (wi(1))}, p£(0)) .

o Si poy~Hwi(0)) € He(0)

entonces v€ € 1o (por el corolario 3.5.(3) del capitulo 111). Como w;(t) pertencce a P, ya

resulta que d{w, (t), pv(O)) = d(wi(t), 0) < d{w;(t), po(¥£)(O)) . Aplicando a ambos miembros

la isometria p; vy~ | resulta que d{py ™ (2 (8)), O) < d(pey ™ (wy (1)), p&(O)) D

Por tanto, podemos extender el subcomplejo Q; a otro subcomplejo convexo Q) con las mismas
propiedades pero con un vértice mas: el punto p,y ™' (w; (¢)) (ver figura 8). Repiticndo el mismo proceso
una cantidad finita de veces, llegamos a un subcomplejo triangulado (que denotamos también Q) que
varia de manera continua con el parametro ¢ y verifica que:

— Pi\ Q¢ cs un collar de 7; en Py ;
- si w,(t) es un vértice de la triangulacion de Q@ que pertenece al hiperplano //~ , entonces

ey~ (w;(¢)) también es un vértice de la triangulacién de Q, {que pertenece al hiperplano ny_l)'

: Hp, (&
Hp;](t) 1 (t)

v
\w] 1

7

Figura 8
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Este complejo Q; es un poliedro compacto, obtenido por “truncamiento” de algunos vértices y aristas
de ?5}_ . Llamaremos caras de Q, a las intersecciones del borde de @; con planos bisectores de la forma
H~{t) { v € Ty ) que ticnen interior no vacio en ¢l borde dc Q: . Las denotaremos por Fry(t) =
Q, N H~(t) . Llamaremos arista de Q; a la interseccion de dos caras: e, = Q¢ 1 Hyy (t) N Ho, (2) . (Es
decir, solo nos intercsa la parte del borde de Q; que también pertenece al borde de P, . no la parte por

donde hemos truncado))

De todo lo anterior se deduce que cada cara Fry(f) de Q; se identifica mediante la isometria

hiperbolica py~" con la cara }—’YWI () = ey HFH(D)) .

Figura 9

Sea X, el espacio topologico obtemido como cociente de @, al identificar cada cara Fy{t) de @,

con j:'Y_ 1 () mediante la isometria p,7! . Queremos ver que X, es una variedad hiperboiica (con borde

no liso) homeomorfa al complemento en M de un entorno tubular N () de la singulandad.

Dada una ansta ¢, de Q; , diremos que una sucesion finita de elementos Ar,..., A, de Ty es
un ciclo de caras propias para ¢; , si cada Fy (t) es una cara de Q; , y sc verfica que: ¢ C
3

’F)\l(t) ; ,at()\l-“1 AT D(e) f):l(t) N }—}\H-](t) (donde Ay, # )\1-_1) parai=1,...,7/—1 ;¥
pe(A7T A M e) = e

Para ver que X, es una variedad hiperbdlica (con borde no liso), es suficiente probar que si e, cs
una arsta de Q; y si A1,..., A, es un ciclo de caras propias para ¢; , entonces p(A;---A.) =1 . (En
principio esto solo garantizaria que la suma de angulos diédricos en tomo a la arista cs un miltiplo de
27, sin embargo, como para ¢ = 0 sabemos que vale exactamente 27 | por continmdad se deduce que

vale 27 para todo {.)

Cuando ¢ tiende a cero, pueden ocurrir tres cosas:
(i) la ansta e, converge a un segmento contenido en una ansta (no singular) eq de Py
(i1} la ansta e; converge a un punto del interior de una arista (no singular) eq de Py
(ii1) la arista e, converge a un vértice no singular vy de 7y .
En los casos (i) v (i1), A1,.... A, es un ciclo de facetas (no necesariamente propias) para la arista no

singular e de Py , luego Ay - Ar = L en m (M \ X, zq) , v por tanto pe{A; -+ A.) = 1. En el caso

181



(iti), Ar,..., A es un ciclo de facetas (no necesariamente propias) para el vértice no singular vy de Py |

luego también se tiene que A --- A, = Len m (M \ X, zg) , y por tanto g (A - A ) =1 .

En consecuencia, X; es una 3-variedad hiperbélica (con borde no liso). Como para ¢ = 0 ya sabemos
que Xo es homeomorfa a M \ N(X) , solo nos falta probar que X, es homeomorfa a X para todo ¢
préximo a 0 . Para ver esto, vamos a encontrar dos diagramas de Heegaard equivalentes para las dos

variedades con borde X,y X .

En Xy , considcremos ¢l grafo Gy formado por los bordes de todas las caras F~(0) de Qp . Un
entomo tubular N (G,) de este grafo Gy en X es un cuerpo con asas, y su complementario es otro cucrpo
con asas (posiblemente de géncro distinto). Por tanto, esto proporciona un diagrama de Heegaard para la

vanedad con borde X . Las curvas del diagrama son las intersecciones de las caras de Q@ con N(Gy) .

Ahora consideremos en X, el complejo G; formado por los bordes de todas las caras J’-'"fy{t) .Y
ademés por todas las caras Fr(t} de Q, tales que v € I’y pero v ¢ Ty (es decir, todas las nuevas
facctas propias que han aparecido al hacer la deformacion). Este complejo G; va no serd cn general
un grafo, pues puede contener 2-celdas, pero ciertamente es del mismo tipo de homotopia del grafo
Gy (1a equivalencia de homotopia la proporciona la propia deformacién). Por tanto, un entorno regular
N{(G:) de G, en X; siguc siendo un cuerpo con asas, y su complementario es otro cuerpo con asas, y
es claro, por la construccion, que esta descomposicion de X, es un diagrama de Heegaard equivalente
al anterior diagrama de Heegaard para X, . En efecto, las curvas del diagrama son las intersecciones
con N(G,) de las caras de @, quc ya eran caras de Qg . El paso de N(Gy) a N(G,;) puede interpretarse
como la realizacion de perforaciones en N(Gg) , que son rellenadas a continuacién por caras F~(t) con
v e Ty \ I'o . Esto no afecta a las curvas del diagrama (ver figura 10, para un ¢jemplo de deformacién

de una estructura euclidea, no singular, en ¢l toro tridimensional 7+ ).

AN

Figura 10

Por tanto, X; es una variedad hiperbélica homcomorfa a M \ N(X) , y su holonomia es, por

construceidn, p; .
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Caso 2: los dngulos coénicos de My son < 2r .

La unica dificultad que presenta este caso con respecto al anterior consiste en que ahora ¢l poliedro
de Dirnichlet Py va no es necesariamente convexo (y por tanto sus deformaciones tampoco serdn en general
poliedros convexos). Solo sabemos que P es localmente convexo fuera de la singularidad, y conocemos
ademas una descripcion local de Py en un entomo de cada punto ne singular. Por ¢llo, definiremos los

poliedros deformados P; ““a trozos”, descomponiéndolos en una cantidad fimita de subconjuntos convexos.

Como en el caso anterior, denotamos por Py el poliedro de Dirichlet de My con centro O , y
denotamos por Sy el conjunto de puntos singulares de P . Para cada punto no singular £ € Py \ Sg ,
denotamos por «, la geodésica que une O con = en H? | y definimos ¢l conjunto de facetas generales

que inciden en
To(x) = {[euf, '] € mi(My\ Z,20) | B es una geodésica minimizante que une ry con ¢ en My |
y ﬁz % a.’L"} C F0

(Si = pertencce al interior de Py , entonces [g(z) =@ )
Sabemos que existe un entomo U, de = en ¥ tal que:

(]) Ponl, = ( n EW(U))QU;;CPU\SU ;
')’EFO(I)

(2) To(y) € To(x) paratodo y € Py N U, .

En general, dado un subconjunto A C H® | denotaremos por ['g(A) Ia union de todos los subconjuntos
To(z) con z € An (P So) . (Bs decir, To(A) es ¢l conjunto de facetas generales que inciden en
puntos de A )

Sea N un entomno abierto de Sy en Hy , que sdlo corte a las aristas de 7y que inciden en algun
punto singular. Recubrimos Py \ NV por una cantidad finita de abicrios convexos Uy, ..., Uy, de H? tales
que

UinPo=Uin| [ Ey(o)) C Po\So
~eT(Us)

Consideremos ahora la familia continua de planos bisectores Hy(t) (v € Ty ), que varian de manera
analitica a trozos con respecto al parametro £ . Si t esta suficientemente proximo a 0, se verifica que:
(@) Hy(tyNU, # B siy sélosi Hy(0)n Ui # 8

(b) Uiﬂ( ﬂ E»y(i)) es homeomorfo a U,-ﬂ( ﬂ EV(O)) :

’YeFo(Ui) ’YE?U(Uw)
Definimos enfonces

ﬁt:gmm( N Ejiy(t))

€T (L)
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Se verifica que 'ﬁt es homeomorfo al poliedro truncado ﬁo =Pyn ( UJ U@) . Ademas existe 8§ > 0
1=1

tal que los poliedros truncados P, tienen todos el mismo tipo combinatorio cuando 0 < ¢ < § (aunque

pueden tener distinto tipo combinatorio que Po ).

Denotaremos por 7; el conjunto de puntos de! borde de ”;Bt que no pertenccen a mngun plano bisector
H~ {(cs decir, la parte del borde por donde se ha truncado). Llamaremos un collar de 7; en P a un

entorno de 7; en P, que sélo corta a las aristas de P, que tienen uno de sus extremos en 7; .

Elegimos un subconjunto Q; de P, que es un complejo triangulado tal que:

o P, \ Q; ¢s un collar de T; en P, ;

e Q, varia dc mancra continua con el parametro ¢ , es decir; cada @, ticne un nimero constante
de vertices wi(t),...,wm(l) , v cada vértice w;{¢) describe un camino continuo cuando ¢ varia

en [0,6] . (Cuando ¢t = 0, algunos de los simplices de la triangulacién de @, pueden degenerar.)

Exigimos ademés que si v € In(w;{(0)) , entonces pyy~' (w3(0)) € | U;
a=1

St 4 es suficientemente pequefio, entonces para todo ¢ € [0,4] y todo vértice w;(f) se verfican las
sigulentes condiciones:
(i) st w(t) € Hy(t)NU; , donde v € Ty(l/;} , entonces v € To(w;(0)) ;
(i) para todo v € {id} NTy , st poy(wi(0)) € U; , entonces pyy(wi(t)) € U ;
(iii) si para algin v € Ty y algin & e {id} N Ty se verifica que d{(pof)(wi(0), 0} <
d((po&)(wi(0)), (poy)(O)) . entonces d{(pe&)(w: (1)), O) < d{(p:&) (wi(t)), (pe1)(O)) .

Afirmacién. Siw;(t) € Hy(t)NU; , donde v € Ty(U;) , entonces pey ™' (wy(t)) € Py .
En efecto, por (i) tenemos que v € D'o(wi(0)) , luego poy Y(wi(0)) € tJ U, , y por tanto
j=1

poy w0}y € U, para algin k& . Por (i), py~wi(t)) € U . Tenemos que comprobar que
d{poy ™ w(£)), O) < d{pey™ " (wi{1)), p£{O)) para todo £ € Up{l/y) . Distinguimos dos casos:
o Si & ¢ TolpoytHwi(0))) -
entonces necesariamente d{poy ! (w,{0)), O) < d{poy™{w:{0)), pok(O)) ., y por (iii) resulta que
dpey ™ wi(£)), 0) < d(pey™" (wi(t)), p£(0)) .
o Si £ € To(poy™ (w:(0))) :
entonces Y& € To{w:(0)) (por el lema 2.10.(2) del capitulo 111). Supongamos que w;{0) € Uy, .
Entonces v& € Vg(Uy,) Como w;(f) pertencce a Py MUy, (por la condicion (1)) y a Hy , resulta que
d(w; (1), pey(0)) = dlw;(t), 0) < d{w;(t), pe(v€)(O)} . Aplicando a ambos miembros la isometria
pey~ 1, resulta que d(py ™ Hwi(8), O) < d(py™ wg (1), pE(O)) O
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Por tanto, podemos extender el subcomplejo Q; a otro subcomplejo Q) con las mismas propiedades
pero con un vértice mas: el punto oy~ "(w;(¢)) . Repitiendo ¢l mismo proceso una cantidad finita de
veces, llegamos a un subcomplejo tnangulado (que denotamos también Q;) que varia de manera continua
con el parametro ¢ y verifica que:

- P, \ @ es un collar de 7; en P,
- si w;(1) es un vértice de la triangulacion de Q; que pertenece a U; N H~ (donde v € To(U)) ,
entonces pyy~!(w;(t)) también es un vértice de la tnangulacion de Q, (que pertenece al plano

bisector H’Y_l)'

Se demuestra como en el caso anterior, que las caras del poliedro truncado @, sc identifican dos
a dos mediante isometrias hiperbolicas para dar Ingar a una estructura hiperbolica en M\ N(X) con

holonomia p; .

Observacion 4.1. Tenemos asi una demostracion constructiva, para cste caso particular, del teorema
mas general que afirma (hablando vagamente) que toda representacion prozima a la representacion de
holonomia de una estructure geomélrica, es también la holonomia de alguna estructura geométrica.
Este teorema fue enunciado en su mayor generalidad por Thurston ([Thu;), §5.3.1) ¥ demostrado de
diferentes maneras por Canary-Epstein-Green (J[CEG]) v Goldman ([Go,]) entre otros (véasc [Go] para
una lista mas completa de referencias), y constituye una parte del Teorema de Cirugia Hiperbélica de

Thurston.

Observacion 4.2. Lo tnico que hemos utilizado en esta fase del algoritmo es la existencia de:
- una familia de representaciones p; @ w (Mo \ X,zp) — SL(4,R) tales que para cada v €
w1 {Mo \ X, z¢) , p(y) €s una matriz cuyas entradas son funciones dc ¢ , analiticas a trozos;
— un plano H~(t) de H® asociado a cada matriz p,(~v) , de tal manera que los coeficientes de la

ecuacién de H~(t} son funciones de ¢ analiticas a trozos, y ademas se verifican las condiciones:
@) (7 (HA() = H —1(8)

b pv WHAE O H (L) =H_1(8) 0 H__1.(t) .

(0) ply ™ HY () N H () = H 1 () O H 1 (8]

En consecuencia, los mismos argumentos son validos para deformar una estructura esférica conica a
estructuras esféricas proximas (en el complemento de un entorno de la singularidad), o para deformar
una estructura cuclidea conica a estructuras euclideas, hiperbélicas o esféricas proximas, también en el
complemento de un entomno de la singularidad (y siempre que se conozcan, por supuesto, las correspon-
dientes representaciones de holonomia). Ademas, hasta aqui no se ha usado la hipédtesis de que p; envie
los meridianos de I a rotaciones; la construccion es, pues, valida para cualquicr curva (analitica a trozos)

de representaciones p; , con punto de partida la representacion inicial pg .
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Extension de la estructura hiperbdlica en M\~ (Z) definida por el poliedro
Q; , a una estructura cénica M, en (M,%} con holonomia p, .

Si para todo meridiano ¢ de ¥ en M se verifica que pype ¢s una rotacion (como habiamos supuesto
inicialmente cn las hipotesis), entonces la estructura hiperbolica de X, ~ M \ N(X) se puede extender
a una estructura hiperbolica conica en M con singulandad ¥ y holonomia py , por el método de cirugia

de Dehn hiperbélica introducido por Thurston en sus notas (cf. [Thut]).

En cfecto, supongamos que las componentes del enlace ¥ son 24,..., X, , ¥ considersmos una
cualquicra de cllas, ¥3; . Sea Ty C 98X, el toro correspondiente al borde de un cntorno tubular de XZ; en
M . Truncando los poliedros P; adccuadamente, siempre podemos suponer que cuando ¢ — 0, los toros
7} tienden a un toro Ty que bordea un entorno tubular de ¥, en My . Sea T} x [0, ¢] un collar de T3 en
X, ,y scan A, p dos generadores de 7(7%) , donde ¢ es un meridiano de ¥; en M . Denotemos por
he 7 (Ty % [0,¢]) = PSL{2, C) la holonomia de la estructura hiperbolica de Ty x [0, ¢] . Entonces Ay pt
y ;X son dos isometrias con un ¢je invariante comun [, . Como Aoy fy A estan proximas a hope y hgh
cuando ¢ csta proximo a 0 , ¢l eje {, esta cerca del eje Invariante comuin [y de figpe y hipA . Puesto que el
desarrollo de la cubierta universal de Ty x [0, ¢| en H? no corta a {g , resulta que cuando ¢ estd proximo
a 0, ¢l desarrollo de la cubierta universal de T; x [0,¢] en H® tampoco corta al ¢je {; . Por tanto, cste
desarrollo de T %N[J(), ¢] en H? \ {;se puede levantar a la cubierta untversal Ha%\)l,, de H*\ [y . Sea Ty
el levantamiento de la holonomia /2, a la cubierta universal Hﬁ-"-‘\i.lt . Entonges ¢l cocrente de H?Ylt
bajo la accion del grupo generado por R Hy Ji\ tiene una estructura hiperbélica que extiende a la de
Ty x [0,€) , y su completacion es un toro solido de mendiano w . con una estructura hiperbélica conica

singular en el anima del toro sélido, v de angulo conico igual al dngulo de la rotacion pep .

FASE 2: Construccién del poliedro de Dirichlet P, para la estructura
hiperbélica cénica M, con holonomia g .

Observacion 4.3. En esta fase tenemos que hacer uso de la siguiente hipotesis: cuando ¢ esta cerca
de 0 , la estructura conica M; (cuya existencia se acaba de demostrar) estd proxima a la estructura
conica inicial My en la topologia cuasi-isométrica. Este es un punto delicado que no demostramos
aqui, debido a la dificultad de las técnicas que serian necesarias. (No obstante, recurriendo al teorema
de Hodgson-Kerckhoff [HK] (que da una parametrizacion local del espacio de deformaciones de una
estructura hiperbélica cénica por los angulos cénicos), se deduce que las diversas topologias que se

pueden definir en dicho espacio de deformaciones son equivalentes: la topologia €™ en las aplicaciones
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desarrolladoras, la topologia Hausdorff v la topologia cuasi-isométrica (¢f. [CEG], §3 vy [Gro], thm.

8.25). Por tanto, M, ha dc cstar en efecto proxima a My en sentido cuasi-isométrico.)

Si admitimos que cuando £ csta proximo a 0, M, esti proxima a M en la topologia cuasi-isométrica,
entonces podemos aplicar el resuitado de la seccion 3, que nos dice que las facetas propias de P, estan
contenidas ¢n ¢l conjunto de facctas generales vy singulares de Py . Como 7; es una extension del
poliedro Q, obtenido en la fase 1, el siguiente algoritmo finito permite construir Py

— Se construyen todos los posibles policdros que son extension de Q; v tienen todas sus caras con-

tenidas en la union finita de planos biscctores H~ () , donde -y recorre todas las facetas generales y

singulares de Py (ver figura 11). Existe un numero finito de tales poliedros.

- Para cada uno de¢ ellos, se comprueba si sus caras s¢ identifican dos a dos mediante 1sometrias
hiperbolicas para dar lugar a la estructura conica M, . Ya sabemos que ha de existir uno que
verifique esta condicién, v ése es el poliedro de Dinchlet buscado 7; . (Segin el teorema de

Hodgson-Kerckhoff [HK] sobre rigidez dc variedades hiperbolicas conicas, debe ser ademas unico.)

Figura {1
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Esta segunda fasc del algoritmo se simplifica st se dispone de informacion adicional sobre el poliedro
de Dirichlet: por ejemplo, sabemos que st un plano bisector H~(t} aparece como cara del poliedro,
también ha de aparecer el correspondiente H’Y~1 (t) . Si ademas todos los angulos conicos son menores
que 7 , sabemos que cl policdro ha de ser convexo. Toda esta informacién reduce el nimero de poliedros

que hay que construir en esta fase.

El mismo algontmo sirve para decformaciones de una estructura conica csférica (resp. cuclidea) a
estructuras conicas esféricas (resp. euclideas) proximas (partiendo siempre de la hipotesis de que se

pueda deformar, a nivel puramente algebraico, la representacion de holonomia).

Observacion 4.4. Supongamos que para todo { dentro dc un intervalo compacto [—¢ €] , existe una
estructura conica M, con holonomia p; . Entonces, como consecuencia de todo lo anterior, s¢ deduce
quc ¢l conjunto de valores de ¢ € [—¢, €] para los que se produce un cambio de tipo combinatorio cn el

poliedro de Drrichlet P, es finito.
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Capitulo V

NUEVAS ESTRUCTURAS CON HOLONOMIA SEMI-
RIEMANNIANA, Y UNA FORMULA DE SCHLAFLI EN

HIPERCUADRICAS SEMI-RIEMANNIANAS

INTRODUCCION

En este capitulo s¢ describen otras estructuras singulares en el nudo de a ocho, que aparecen de
modo natural, pero no se conocen bien y son nuevas en la literatura. Sc trata de estructuras proyectivas
reales en S* | singulares en el nudo de a ocho (o nudo racional [5/3]), cuyo grupo de holonomia csta
contenido en PSO(2,2) , el grupo de transformacioncs proyectivas de R/ que preservan la forma

cuadratica 3 + 27 — x5 — z% . Por otra parte, el grupo ortogonal SO(2,2) es el grupo de isometrias de

la pseudoesfera SH{—1) = { (wq, z1,72,23) € RY | 22 + 2% — x4 — 23 = —1} , que cs una variedad
de Lorentz de curvatura constante (cf. [O’N]). Por tanto, se puede dar otra interpretacion distinta a las
estructuras proyectivas reales antes mencionadas, en términos de metricas de Lorentz. Concretamente,
se puede descomponer S* en dos bolas, tales que en el interior de cada una de ellas esta definida una
métrica de Lorentz de curvatura constante, que tiene una “singularidad” (analoga a la de una varnedad

riemanniana conica) en los arcos del nudo de a ocho contenidos dentro de cada bola.

En la seccion 1 se descnibe una familia uniparamétrica de representaciones de holonomia del grupo
fundamental del complemento del nudo de a ocho, m(S* \ [5/3]) , en SO(2,2) = Esta familia se
obtiene como continuacion natural de la familia uniparamétrica de representaciones de holonomia de
T1(8*\ [5/3]) en SO(4) , correspondicntes a las estructuras esféricas conicas en S? | singulares en el

nudo de a ocho, con angulo conico entre 27/3 v 7 .

En la seccion 2 se construye una familia de poliedros en RP? | cuyas caras se pueden identificar
mediante ciertas proyectividades, para dar lugar a estructuras proyectivas en S® (singulares en el nudo

de a ocho) que tienen por holonomias las representaciones descritas en la seccién 1.

El hecho de que aparezcan de modo natural, ademas de las ocho geometrias de Thurston, otras
geometrias semi-riemannianas, motivo la busqueda de una férmula de Schlafli para calcular el volumen
de poliedros contenidos en hipercuadricas semi-riemannianas (tales como la pseudoesfera S3(—1)). En
las restantes secciones del capitulo se obtiene esta formula y se muestran otras aplicaciones de ella en

contextos diferentes.
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La tormula diferencial de Schlafli desempena un papel fundamental en ¢l calculo del volumen de
poliedros hiperbélicos y esféricos de cualquier dimension. Dada una familia de n-simplices A que varian
diferenciablemente en un espacio no euclideo de dimension » v curvatura constantc x = 1 0 & = —1 ,
la formula de Schiafli expresa la diferencial del volumen V,{A) de A | en términos de los volumenes
de sus caras de codimension 2 y los angulos diédricos en esas caras. Concretamente,

[

AVa(A) = : > Vaoa(F) dog
P

T -

donde la suma se extiende a todas las caras /* de codimension 2 de A | V,,_,(F) denota ¢l volumen

((r — 2)-dimensional) de la cara F' v o es el angulo diédrico en la cara F.

Alrededor de 1852, L. Schlafli demostro esta formula para simplices csféricos de cualquier dimension
([Sch]). En 1936, H. Kneser dio una demostracion distinta, que podia generalizar facilmente al caso
hiperbélico ([Kne]). Como referencta mas reciente, es recomendable el articulo de J. Milnor ([Milz]), en
¢l que se pueden encontrar algunas notas historicas sobre la formula de Schlafli y una nueva demostracion
que es particularmente transparente. En los dltimos afios sc ha hecho gran uso de esta formula para
calcular el volumen de 3-variedades hiperbélicas v 3-varicdades hiperbolicas cénicas ([HLM; ], [HLM;] .,
|[HLM,]), siguiendo una idea de €. Hodgson ([Ho, ]).

Por otra partc, como hemos dicho antes, también es intercsante calcular el volumen de simplices
contenidos en varicdades semi-riemannianas completas de curvatura constante, talcs como la pseudoes-
fera S§(—1) . Otro ejemplo importante es la esfera de de Sitter r-dimensional ST | que ¢s una variedad
de Lorentz completa de curvatura constante 1. Existe una relacién de dualidad entre S7 y cl cspa-
cio hiperbdlico re-dimensional H" (considerados ambos como subvariedades del espacio de Lorentz-
Minkowski (n + 1)-dimensional), por la cual a cada punto v de Ia esfera de de Sifter se le asocia ¢l
hiperplano hiperbdlico que tienc a v como vector normal unitario. Una formula de Schlafli para el
volumen de simplices en ST es, pues, util para relacionar el volumen de un simplice hiperbolico con
la medida del conjunto de hiperplanos que lo intersecan. L. Santalé encontré una formula de este tipo
en dimensién = 3 ([Saz], §IV.17.5, nota 1), utilizando métodos de geometria integral. El dircctor de
csta tesis, D. José Maria Montesinos, obtuvo una formula diferencial de Schlifli para tetraedros en la
esfera de de Sitter tridimensional S5 ([Moz]), derivando la mencionada férmula de Santalé y aplicando a
continuacién la formula de Schlafli para tetracdros hiperbolicos. El me sugirié la posibilidad de obtener
una formula de Schlafli para simplices en S} | siguiendo la demostracion de Kneser, y utilizarla para

generalizar la ignaldad de Santalé a dimensiones superiorces.

En la seccion 3, se adapta y pencraliza la demostracién de Kneser para obtener una formula diferencial

de Schlafli para una clase muy amplia de simplices en cualquier hipercuadrica central unidad del espacio
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semi-euclideo R:;"H (cf. JO’N]). Para ello, es necesana una definicion adecuada de angulo diédnico
en una geometria semi-remanmana. Este es un punto delicado que se resuclve en el apartado 3.4,

generahzando la definicion (parcial) estandar (cf. [O°N]).

A continuacion, se dan tres aplicaciones de la formula de Schlifli en fa csfera de de Sitter. En
la seccidn 4, sc redemuestra la formula de Santald en dimension 3 (que relaciona el volumen de un
tetraedro hiperboélico con la medida del conjunto de hiperplanos que lo cortan), utilizando ahora las
formulas de Schlifli en H® y S{ . En esta seccion se introducen también los conceptos de polar v dual
complementario de un simplice hiperbolico de dimension arbitrana, que serin neccsarios al generalizar

la térmula de Santald a dimensiones supenores.

En la seccion 5, se obticnien unas formulas de Gauss-Bonnet para simplices de la esfera de de Siter
n-dimensional ST cuyas caras son todas riecmannianas, en analogia con las formulas de Gauss-Bonnet
generalizadas para simplices esféricos e hiperbélicos, que relacionan entre si los volimenes de todas las

caras de dimension par del simplice v los angulos diédricos en esas caras {(cf. [Sa;], [AVS]).

Finalmente, la seccién 6 es consecucncia de las dos anteriores, v consiste en una generalizacion a
dimension superior, de la formula que relaciona el volumen de un simplice hiperbolico con el del conjunto

de hiperplanos que lo cortan.

1. HOLONOMIAS SEMI-RIEMANNIANAS PARA EI, NUDO DE A OQCHO

Recordemos la familia uniparamétrica de representaciones del grupo fundamental del nudo dec a
ocho (o nudo racional [5/3]) en SL(2,C) , que describimos en la seccion 1 del capitulo . El grupo
fundamental 7;(S* \ [5/3]) admite la presentacién |{a,b : aw = wb| , donde w = ba~'b"'a . Pues
bien, para cada nimero real « € (% , \/5————2\/3] , considerabamos un par de representactones gy , pa

de 71 (8% [6/3]) en SL(2,C) , definidas por:

o oL o o _ . o

cos iedti gon — Cos 5 je— (d+if) sen—
[)1((1) = ) or o 3 Pl{b) = 7 x o
te—(d+if) gop — COs — ied 8 gopn— cOs —
2 2 2 2

@ o @ x . o

COs 3 jed—i0 sen§ cos 3 je—(d=i9) senE
pz(ﬂ.) - dei x v ) 2 (b) - ) r a
je =) gop = CoS — ed—" sen— COS —
2 2 2 2
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donde o, 0 y d son funciones continuas (con valores complejos) del parametro 2 tales que:

o VauZ — [vVu? + [ o Vut—10uZ 45
S5CI— = . s - =
2 21— u2) * ®9 2(1 ~ 2
1

senfl = ——— , cos @ = I

uw? 41 ud 41

VT = 22 .
senhd = v Vi

, coshd = ———=
Vau2 — 1 V32 —

A este par de representaciones en 57.(2, C) le asociabamos una representacion p en el grupe SO(3, 1; C)

1 1
C SL{4, C) formado por las matrices M tales que M ( I | ) Mt = ( l I ) ;
~1 1

% o (X
1 —2sen? 5 sen?d 2 ser12§ senfl cos tf — sene senf cosh d — sency senf) senhid
e S,
2 sen ) senfleos@ | - 2sen 0 cos® fi sena cos 0 cosh d sena cos ) senhd
pla) = ¥ ) e
senasenf coshd —senevcos@coshd 1 -2 56{125 cosh“d =2 sonz—,; senhd cosh d

a X . A o 2

—sena senf senhd sena cos fsenhd  Z2sen 5 semhd cosh d | 4+ 2s80en = senh“d
: |

y n(b) es la conjugada de p{a) mediante la matriz X = 1

—1

Cuando — < < 5 » las tres funciones v, 0y d son reales. Las matrices pj{a) v pi(0) (G = 1, 2)
corresponden (en ¢l modelo del semiespacio de HY} a dos rotaciones hiperbolicas de angulo o en tomo
a dos cjes que estan separados a distancia 2d y forman angulo 20 . las matrices p(a) v p{b) pertenecen
al grupo ortogonal (real) SO(3, 1) , y representan las mismas rotaciones hiperbolicas, pero en ¢l modelo
proyectivo (o de Klein) de H* . Como ya vimos, p es la holonomia de una estructura hiperbélice conica
en 82 con singularidad el nudo [5/3] v angulo cdnico « € (0, 27/3) .

Cuando « = % , la distancia d sc¢ hace igual a cero. Por tanto, py v po son dos representaciones

conjugadas de my(S*\ [5/3]) en SU(2) = { (_“77 ;) | u,v € C ,uli +vo = 1 } (que ¢s la cubierta

universal de SO(3) ). La representacion p corresponde a la parte de rotacion de la holonomia de una

estructura euclidea conica en S? con singularidad el nudo de a ocho y angulo conico o = 27/3

Fmalmente, cuando u € ('\71'5 V5 — 2v/5] , las fanciones o y ¢ continvan siendo reales, mientras
que d se hace imaginario puro, y podemos escribir d = —ir | donde + > (¢ . Por tanto, gy y pa son dos
representaciones de w1 (8% \ [5/3]) en SU(2) , pero ya no son conjugadas una de la otra. Dan lugar a
una representacion de =, (S \ [5/3]) en SU(2) x SU(2) (que es la cubierta universal de SO{4)) . Por
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otra parte, p es una representacion de (S \ [5/3]) en el subgrupo J de SO(3, 1; C) formado por las
matrices de la forma

myr iz My 14

1Moy oy oy 11Ny
== 2 ) con m;; € R
msip my2 Mus 134

Tngy M4z 1743 My

Este subgrupo se identifica con ¢l grupo ortogonal (real) SO(4) mediante la conjugacién por la matriz

(')

Si conjugamos p por la matriz T' obtenemos, pues, una tepresentacion p' de x;{S® \ [5/3]) en
SO(4) = Isot(8?) , dada por:

e a
( 1 — 2sen? 3 sen3@ 2 Sean senffcosf! —senasendcosr sena send senr
2% 2 & 2
2 sen 0 senfcosf 1 — 2sen 3 cos< @ senacos@cosr — selw cos & senr
7
p'{a) = 0 . o
sena senf cosr —genorcosfcosr 1 -2 sen25 cos? 7 2sen®= senrcosr
‘ 2 o 2
— sen send senr senc cos Oserr 2sen 5 senrcosr | — 2sen 5 senr

yp'(b)=Xp'(a) X .

Ahora las matrices p'(a} v p'(b) son dos rotaciones csféricas de angulo o en torno a dos ejes
separados a distancia 2r y que forman angulo 26 . La representacion p’ es la holonomia de una estructura
esférica conica en S* con singularidad ¢l nudo de a ocho y angulo & € (27/3, 7] . La relacion entre
p’ v el par de representaciones p; , pp en SU(2) es la siguiente: si identificamos 8* = { (z,y, 2,t) €

41y z+it

4 ,.2 2 2442 =
R* | 22 492 + 22 + ¢ ‘1}c0nSU(2)—{(_z+it T — iy

) [z2 49?1 2 412 = L}, entonces

la isometria esférica p'(a) corresponde a la transformacion

T4ty ozt x4y ozt
(-—z—l—ii z—z’y)“"’”(a) Cetit w—iy) P

Analogamente, p'(b) corresponde a la transformacion
iy ozt 1 f z+iy w4+t
(~z-+it I—iy)‘_)’ol(b) (——z-}—it J;—iy) p2(t)

Es natural preguntarse a continuacién qué ocurre cuando el parimetro w se hace mayor que

5—2v/5 . En ese caso cos{/2) s hace imaginario puro, mientras que sen(a/2) sigue siendo
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real. Por tanto, cuando v/ 5 — 2v/5 < u < 1, podemos escribir la funcién a de la forma o = 7 — i3,

donde 0 < 3 < 400 . El angulo 0 continna sicndo real, y d = —7 v también es imaginario puro.

Por tanto, cuando /5 - 2v/5 < u < | | las representaciones p; y po son de la forma

3 o b ‘
i senh% 1) pogh _[; i senhg it =9 cosh *g
21 ((,L) = ﬂ [_} - 1 pl(b) = f
iet 79 cosh = isenh- ie'l=+) cosh A i senh-g
2 ) 2 2
) o ¢l ‘
1 senhg- e cosh ) 1 senh{—; i+ cosh -‘g
pﬂ(a) - [i ) )‘Oz(b) = ﬂ i
ie'm ) cosh — isenh= je Hr ) pogh = i senh[—
2 2 2 2

Es decir, p; v p2 son representaciones de 7 (S* \ [5/3]) en ¢l subgrupo H de S1.{2,C) formado por
las matrices M € SL{2,C) tales que M (1 _ ) M=+ (] ﬁ]) . Estc subgrupo ticne dos

componentes conexas. La componente de la identidad comcide con SU(L, 1) -

W _
HU*{(ﬁ ﬁ) juveC un—wo =1}
La otra componente es

][1{(_7% U_) |u,vc C,—uti+vv =1}

— U

Obsérvese que pp y p2 no son representaciones de m{S*\[5/3]) en Hy = SU(L, 1}, ya que las cuatro

matrices pj(a) , p;(b), 7 = 1,2, pertenecen a la otra componente /1 .

Observacion. Al proyectivizar, el subgrupo ’H = { M € PSL(2,C) | M [I _]} M=+ [1 _1} +de
PSL(2,C) es isomorfo al grupo proyectivo unitario PU{l, 1} = {M € PGLZ2C) |

wl g ={tah

Por otra parte, la representacion p de w3 (S*\ [5/3]) en SO(3, 1; C) ahora es de la siguiente forma:

1 — 2cosh? %i sen0  2cosh® fg senfcos @ —i senh@senf cosr — senthJ send senr
9 eah? B . 5 onah? B ani? - o5 0 cos T onl . 0 sonr
2cosh” Zsenflecos 1 — 2cosh™ £ cos 0 1 senhf cos d cost senh/ cos @ senr
pla) = , ) s
i senhdsenflcosr  —i senhfcosfeosr 1 —-2cosh % cos®r  2icosh J‘:;- SeNreosT
- - 2 A 2 2.
— senthf send senr senhd cos 0 senr —92i cosh? “% senrcosr 1 — 2cosh % sen-r
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y (b = X pla) X
Por tanto, p es una representacion de (8% \ [5/3]) en el subgrupe 7 de SO(3, 1; C) formado por

las matrices de la forma

T Ty 1MMy3 M4

Moy oo 1 oy Mo

M= con m;; € R

i mal % masz Triag 1 T34
ma T4y  EMag  May

Este subgrupo se tdentifica con el grupo ortogonal (real) SO(2, 2} (formado por los automorfismos lincales

1
de R* que preservan la orientacion y la forma cuadratica ( . — )) , mediante la conjugacion por
—1

1
lamatnzT = ( : i, ) . Por tanto, conjugando p por esta matriz 7" obtenemos una representacion
-1

p'de 71 (S*\ [5/3]) en SO(2,2) , dada por:

5 3
1 — 2 cosh® 4 sen®f  2cosh? g senfd cos 6 senhd send cosr —senhf send senr
2 cosh® g senfcosf 1 — 2cosh? g cos?f  —senhfcosfcosr senh/d cos @ senr
p'(a) = 3 5
senh3 sent/ cosr —senhfFcosfeosr 1 —2 cosh? 0 cos?  2cosh? 5 Senr cos v
\ — senh/d senf senr senhf cos fsenr 2 cosh® g senrcosT 1 — 2cosh? —g sen’r

y p'(b) = X p'(a) X .

El grupo S0O(2, 2) se puede identificar con ¢l grupo de isometrias de la pseudoesfera

S;(l) = {(I)y:z)t)ER-4 l $2+y2*22*f2 =l}

1
que preservan la orientacion. La forma cuadratica ( ] -1 ) de R* induce en la hipercuadrica
-1

S3(1} una métrica semi-riemanniana de signatura + — — . Con esta métrica, la pseudoesfera S5(1)
es una variedad de Lorentz completa de curvatura constante igual a 1 (en el sentido de la geometria
semi-riemanniana, cf. [(}’N]). Para variedades de Lorentz existen, ademas de la nocion de onentabilidad,
las nociones de “orientabilidad temporal” y “orientabilidad espacial” (segun como se onente ¢n cada
plano tangente el cono distinguido formado por los vectores de norma negativa, cf. [O’N]). Por ello, el
grupo de isometrias que prescrvan la orientacion de la variedad de Lorentz S5(1) , SO(2,2) , tiene dos

componentes conexas:
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— la componente de la identidad esta formada por las isometrias que preservan tanto la orientacion
temporal como la orientacion espacial (es decir, las matrices M = (rn;;) de SO(2,2) tales que los

T T
Moy Triag

. . Trtg« (A L.
dos menorcs principales de orden 2 m‘” 7”34 SON POsLIvVos).
43 44

— la otra componente esti formada por las isometrias que invierten tanto la orientacién temporal como
la orientacién cspacial (es decir, las matrices M = () de SO(2,2) tales que los dos menores

- my Mg gy TNsq .
pnncnpalcs son HCg&thOS).

Ty oo TMay  Taa

La representacion p’ no es una representacion de 7w (S*\[5/3]) en la cornponente de la identidad

de SO(2,2) , ya que

| — 2cosh? 1} sen?d  2cosh? fg send cos 8 | — 2cosh? % cosr 2 cosh? % SeHT COs 7
2 cosh® g senfcos 1 — 2cosh? g cos? 0 2 cosh? g senrcosr | — 2cosh? % sen?r
= —coshf <0

luego p'(a) v p/(b) invierten tanto la oricntacién espacial como la orientacion temporal de S5 (1) .

Veamos la relacion que existe entre o y el par de representaciones pr v g2 . La pseu-

doesfera S3(1) se puede identificar de modo natural con el grupo unitario especial SU(1,1) =

: ] b+ . i ) , _ ’
{ ( E{+ 1?_) , +.1Z) bt byt — 22 17 = 1} . De manera aniloga a lo que ocurre con el
—L — 1z xr — Ly

grupo SO(4) , se ticne que la cubierta doble de SO(2,2) es SU(L, 1) x SU({1,1) = Hy x Hy (con
las mismas notaciones anteriores). La cubierta doble de la otra componente se pucde identificar con

Hy, x Hy . Resulta entonces que la isometria p/(a) € S((2,2) corresponde a la siguiente transformacion

de SU(1,1) :

T+ 11 -l 41z _ x4 i —{ + 1z
(7 ) e (T -)nz(a)
) TN ey )T

——gz T / o —t— iz T o 11
L —1z 1 \ L2 Ly

y p'(b) corresponde a la transformacion

( eri?.’r t+iz) — py(b)” ( Thw +~iz.) p2(b)

—t—1z -1y —1—iz T -1y

Observaciones.

(1) EI grupo S0(2,2) coincide también con ¢l grupo de isometrias que preservan la orientacion de la

hipercuadrica
SH-D ={{z,p,2,0) eR* | 2? +¢* = > 1 = -1}
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que posee una métrica de Lorentz de curvatura constante —1 , inducida por la forma cuadratica
1
( 1 1 ) de R* . (Si se cambia de signo la métrica de S3{—1) , se obtiene una varicdad
—1

isométrica a S5(1) )

(2) La pscudoesfera 53(1) se puede identificar también con el grupo de Lic SL{2, R} = { (2 3) |

b

a,b,c,d € R ,ad — be = 1} mediante la aplicacion que transforma la matriz (i 4

) € SL(2,R)

l a+d b—c a—d b+4e
en el punto 2 5 " Tg T3

) _ La métrica de Lorentz de S3(1) coincide, mediante

esta identificacion, con una métrica de Lorentz en ¢l grupo de Lie SL{2, R) que ha sido amphamente

estudiada en la literatura (véase [Ku;], [Kuz], {KR], {Goz]).

La transicidn de las holonomias esféricas a las holonomias semi-riemannianas

Cuando el angulo conico « ¢s igual a w (es decir, cuando ¢l parametro vale v = /5 — 2v/5), los dos
homomorfismos ¢, , p2 son representaciones de 7, (S°\ [5/3]) en el subgrupo SU(2}N H de SL(2,C) :

0 i+ 0 cosh A 0 it =6 cosF{j
pila) = L pilb) = ’
i) cosh g 0 ie!="+) cosh g 0
0 ie "9 cosh —g 0 jet(r+o) coshg
p2(a) = 3 Q) i
ie* "9 cosh 5 4 Vi \ Fe=trt0) errely £

Correspondientemente, ¢l homomorfismo p' ¢s una representacion de =1 (S® \ [5/3]} en el subgrupo
SO(4) " SO(2,2) de GL(4.R) -

cos(26)  sen(20)
seti(20)  — cos{26) 0

!
a) =
Fle) —cos{2r)  sen(2r})
0 sen(2r)  cos(2r)
y #(b) = X p'(a) X
Por tanto, para « = /5 ~ 21/5 existe una representacion de holonomia g/ que es simultdrneamente

esférica y semi-riemanniana.

Observacion. Segin vimos en el capitulo I, esta representacion p’ es la holonomia de una estructura

esférica conica en S* con singularidad el nudo de a ocho v angulo cénico & = 7 . Pero también se
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puede interpretar como la holonomia de una estructura proyectiva real en S* \ [5/3] . Si aplicamos cl
tcorema que afirma que “las representacionces proximas a una represcntacion de holonomia son también
holonomias” (ct. [Thu;] , [CEG] , [Go1]), resulta que cuando el parametro u es mayor que v'5 — 2v/5
pero esta suficientemente proximo a /5 — 2+/5 | siguen existiendo estructuras proyectivas reales en

89\ [5/3] cuya holonomia s p’ . En la scecion 2 encontraremos efectivamente tales estructuras.

Un modelo proyectivo para la pseudoesfera S3(1)

Si proyectamos la pseudoesfera S5(1) desde el origen de R* sobrc el hiperplano ¢ = 1 , obtencmos
como imagen el conjunto Hy = { (z,y,2) € R? [2*+y?— 22 > 1}, que es el exterior del hiperboloide
reglado 2 + 42 — 22 = 1 . La proycecion esta bien definida y ¢s biyectiva si se restringe al “hemisferio
superior” de S5(1) , { (x,y,2,6) ¢ R* | 22 +4% —2° —i> =1, ¢ > 0} . Las subvariedades totalmente
geodésicas de S5 (1) son las intersecciones de la pseudoesfera SH(1) con subespacios vectoriales de R* |
¥ s¢ proyectan por tanto sobre intersecciones de Hy con planos y rectas de R® . Las tsometrias de S3{1)

se provectan sobre transformaciones proyectivas de RP? que dejan H . invariante.

En consecuencia, H, se puede interpretar como un modelo proyectivo para el hemisferio superior

de la pseudoesfera S5(1) .

Analogamente, el interior del hiperboloide reglado, H = { (x,y,2) € R* | 2% + 9% — 22 < | },

es un modelo proyectivo para el hemisferio superior de la pscudoesfera complementaria S5{ 1) .

Figury 1
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2. ESTRUCTURAS PROYECTIVAS CON HOLONOMIiA SEMI-RIEMANNIANA ,
SINGULARES EN EL NUDO DE A OCHO

Como vimos en la seccion anterior, para cada namero real u € [V/5 — 25 , 1) |, existe una repre-
sentacion p!, de w((S*\ [5/3]) en SO(2,2) , dada por

N
1 — 2 cosh? L sen?f 2 cosh? g senf cos senhf senf) cos v — senhfd senf senr
2 cosh® «g senfcost 1 — 2cosh? g cos?f)  —senhfcosfcosr senh( cos # senr
pula) = 3 4
senhd senf cosr —senhgcosflcosr 1 — 2cosh? 5 cos?r 2cosh? 3 senrcosy
o 3 2 3 v N o ) eva 2 ﬁ 2, e | ¥ ey 2 'B - 2.
— senth3 send senr senhf cos 0 seny 2 cosh 3 senr cosr I — 2cosh 3 sen’s
donde
senh f = V3uZ — 1vu? 4 1V —ut+ 10u? — 5 7 5 cosh? B _ (3u? — 1} (u® + 1)
2(u? — 1)2 2 2(u? - 1)
]
send = === . cosf = e
u? + 1 u? + 1

—/1 —2u? U
SCT T = ————— , COST = —rm——
VauZ —1 v3u? — 1

y 0’ (b) es conjugada de p,(a) por la matriz X = -1 »
-1

Es decir, las matnices A = p (a) v B = pl,(b) vienen dadas por:

3 7u? oot u(3u®—1) uv—ud F10u?—5 v2uZ —1v/—u¥110uZ-5
2ar—1)° 2(u?-1)? 2(u’ —1) 2(u?—1)?
ug:suzqg 2 3uf_ut — V@ F 0w =5  —uy2ul— 1y —uiq ui—h

y 2{u’—1) Ul 1) 2w —1)7 2(u’—1)7

- uy=ul F10u7-5 —u®y—ui1i0u? 5 2517 4ot —uv/ZuT (1 1u?)
2(u’—1) 2(u—1)° 2(u?—1) 2(u’—=1)°
VEuT— 1 —ut 4 10uE =5  —uy2ui— 1/ —uit10ui—5 —uy/Zu?—1(14u?) 3—5y?
2(u®-1)% 2(u?—1)" 2{u?—1)" 2{(u?—1)%
L 1
y B es la conjugada de A mediante la matriz X = I
-1

Cuando u = v/5 — 2/5 , ., es la holonomia de una estructura proyectiva real en el complemento
del nudo de a ocho. Esta estructura se puede extender a una estructura proyectiva en S* | con una

singularidad de tipo conico en el nudo de a ocho. Aunque para este valor concreto del parametro, g,
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es una representacion de 7 (S%\ [5/3]) en SO(2,2) = Tsot(SH(1)) = IsoT(SF(—1)) , la estructura
proyectiva con holonomia p!, no proviene de una csiructura de Lorentz en 8*\ [5/3] modelada en la
pseudoesfera S3(1) 6 S5(—1) . Recordemos que csta estructura proyectiva con holonomia o/, proviene
de una estructura esférica conica en S? | con singularidad ¢l nudo [5/3] v angulo conico 7 . Un dominio
fundamental 7 para csta cstructura esférica es la “lentc” comprendida entre dos esferas maximales de

S* | que se cortan formando angulo m/5 . Ahora bien, dentro de R* | el dominio 7 esta en parte dentro

1
del cono de luz de la métrica ( L 1 ) y en parte fuera de él. En consecuencia, si intentamos
—1

proyectarlo sobre la pseudoesfera S3(1) | resulta que una parte del dominio 7 se proyecta sobre S3(1) ,
pero otra parte se proyccta sobre S5(—1) . En la figura 2 sc mucstra un esquema de lo que ocurre, en

dimension 2.

cono de luz

_________

Figura 2

Otra forma de verlo es la siguiente. Si proyectamos el dominio 7 desde ¢l origen de R* sobre el
hiperplano ¢ = 1 , obtencmos la “capa” infinita comprendida entre dos planos horizontales paralelos.
Esta capa corta al hiperboloide reglado = + y? — 2% = |, y tiene por tanto una parte dentro de Hy y

otra parte dentro de H_ (ver figura 3).
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+ = PSY)

Figura &

Coimno ya dijimos en una observacion en la seccion anterior, de un teorema de Thurston se deduce que,
cuando . esta proximo a /5 — 2+/5 , existen estructuras proyectivas en 8%\ [5/3] cuya holonomia es o' .
Veremos a continuacion que tales estructuras proyectivas existen de hecho paratodou € [v/5 —~2/5, 1) .

L
Sea (, } el producto cscalar de R* correspondiente a la forma cuadratica ( ! _ ) , v sea
-1
u = (0,0,0,1} . A cada matriz M € SO(2,2) le asociamos el siguiente hipcrplano vectorial de R* :
Hys ={xeR*| (x,Mu) = {(x,u) }
Es decir, st Mu = (a,b,c,d) (donde a? + b2 — ¢ — d? = —1), entonces la ecuacion de H,, es:
Hy rac+by—cz—(d-1)}t =0

Ahora no se puede decir propiamente que H MOS%(—]) sea el plano bisector cntre los puntos de S3{—1)
cuyos vectores posicion son u y Mu , porque S3(—1) es una variedad de Lorentz, en la que no hay una
nocién de distancia bien definida. Sin embargo, la definicién de H ps generaliza la definicién de plano

bisector en H? vy S* | v comparte con ella las siguientes propiedades:
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(1) ﬂ/fkl(h’MJ = ”'jw_l :

(i) M7 (Hyy Oty =H, (N H

M M My
(En general, consideraremos los modelos proyectivos Hy y H_ de las pseudoesferas S5(1) y S5(—1) ,
respectivamente, y denotaremos también por H 5 la interseccion del hiperplano antes definido, con el

hiperplano ¢ = | . Es decir, st Mu = (a,b,¢,d) ,entonces Hpr @ ax4+by—cz=(d—-1))

Por tanto, utilizando csta definicion de “plano biscctor”, se puede aplicar el procedimiento de la
seccion § 1V.4, y deformar el dominio P (correspondiente al valor = = v/5 — 21/5) a otros poliedros
que proporcionan cstructuras proyectivas en S* \ [5/3] con holonomia ¢/, , para valores préximos del

pardmetro w

De hecho, consideraremos los mismos clementos de 71{S* \ [5/3]) que determinaban las caras de

los poliedros de Dirichlet para las cstructuras conicas en S¥ con singularidad el nudo de a ocho [5/3]

a, b, a P, b o bat abl a e, b la

w=ba "W, w¥ =ab e, w¥ =a"l0ab™!, w? =07 aba™!

b

(ver § 1.1). Ahora para cada valor del parametro uw € [V — 2v/5 , 1), estos doce elementos de

71{S*\ {5/3]) tienen asociados los siguientes “planos bisectores™

H (L + w2 — T4 Ve 100 =5 (—r 4 uy) —u{l +u?) 2 =0
”ba_] Co—u(3 V2 — T4 Vet F 1002 =5 (—ur—y) + (e~ 1)z =0
Hw co—u(l FuV2u? — L+ el 100 -5 (ur -y (2ut et - D=0

v las imagenes de éstos mediante las tres rotacienes X , Y v Z de 180° cn tomo a los ¢jes coordenados.

Cuando /5 — 2¢/5 < u < 1, estos doce planos determinan un policdro compacto v convexo P, en
R/?* | que tiene el mismo tipo combinatorio que los poliedros de Dirichlct para las estructuras conicas en

S* con singularidad el nudo de a ocho [5/3] , descritos en § 11.1. Hay doce vértices, cuyas coordenadas

somn:
— (1 - 32/ 202 | — 3u? L 3uf)V2ud 1 —v/2u? — 1
v = - —
] w2 —ut 102 = 5wV —ut + 10u? -5 2 /

(1 —3u?)v2u? — 1 w(u® — 3)\/2'{1, — \/Z—HT

Vet F10uZ —5 " —ut o 10u?

?.)2:(

(L a2l — 1 —u{] 4wy 2u? — \/ﬂ_)

i —
2= Vot 10u? -5 V=1t 4 10u2 -5
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y las imagenes de éstos mediante las tres rotaciones X , Y y Z de 180° en tomo a los ejes coorde-
nados. Las caras de P, se identifican dos a dos mediante transformaciones proycctivas del subgrupo
de PSO(2,2) engendrado por las matrices A y B , y los pegados sc¢ realizan de la misma manera que
para los poliedros de Dirichlet de las estructuras conicas en S® con singularidad et nudo de a ocho. En
consecuencia, al realizar los pegados se obtienc una estructura proyectiva real en S¥ (con holonomia p’,)
que tiene una “singularidad” en el nudo de a ocho. (Los puntos del nudo tienen un entorno modelado en
un diedro de RP* con los lados identificados mediante una proyectividad que deja fija punto a punto la
arista del diedro).

Al 1gual que ocurria para el valor inicial del parametro, u = \/5——2\/5 , esta estructura proyectiva
definida por el poliedro P, no provienc de una estructura de Lorentz en 8* (singular en el nudo de
a ocho) modelada en la pseudoesfern S3(1) ¢ S3(—1) . El motivo es que P, tienc una parte dentro
del hiperboloide reglado % + 32 — 22 = [ (i.e. en H_ , que es un modeio del hemisferio superior de
S83(-1)) vy otra parte fuera de él (i.e. en M, , que es un modelo del hemisferio superior de S3(1)). De
hecho, todos los vértices de P, estan fuera del hiperboloide reglado (en M), mientras que el punto
base O = (0, 0,0) esta dentro del hiperboloide (en M_).

A continuacion se muestran algunos de los poliedros P, , cuando u varia entre 4/ 5 — 25 =2 0.7265
y 1 . Cada cara esta marcada con el elemento del grupo 71(8*\ ¥} que le corresponde, v las flechas en las
aristas indican cémo son las identificaciones. La singularidad cstd marcada en grueso. Se indica también

de modo aproximado la posicién relativa del poliedro respecto del hiperboloide reglado 72 +y? — 22 = | .

Cuando » — | , los poliedros P, convergen a un tetraedro completamente inscrito en el hiperboloide
reglado. Sus vértices son: v; = (—1,-1,-1), Xv; =(-1,1,1), Yo = (L, -1, 1} y Zvy = (§,1,-1) .
Todas las aristas, salvo las que unen vy con Zvy vy Xv; con Yuy , estan totalmente contenidas en el

hiperboloide reglado.
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o u == {1727 (visto desde el punto (—2,0,0)) :

e u = 0.73 (visto desde el punto (—2,0,0)) :

[a

Nug

¥




* u = 0.8 (visto desde ¢l punto (—2,0,0))
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* @ = 0.9 {visto desde ¢l punto (~2,0,0))

Xy

3]

,X'Ul

-
<z
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e Cuandou = | , ¢l poliedro degencra en un tetracdro inscrito en el hiperboloide reglado.

En realidad, la interscceion de P, con el hiperboloide reglado z2 432 — 2% = 1 se convierte siempre,
al realizar los pegados de las caras de P, , en una esfera de Conway para el nude de a ocho (es dectr,
una esfera en S* que corta al nudo en cuatro puntos), que ademas separa los dos maximos locales de
los dos minimos locales de una proyeccion del nudo de a ocho con dos puentes. Esta afinnacién se

puede comprobar directamentc, realizando a mano los pegados de las caras dc P, {cuando 1 esti cerca

de /5 — 2v5 , es evidente).

Cada una de las dos bolas en que esta esfera de Conway descompone a 8% | tiene una estructura de

Lorentz (singular en los arcos del nudo contenidos en cada bola), modelada en una de las pseudoesferas

53(1) 6 S3(—1) , respectivamente.

Existen vanas preguntas naturales gue se plantean acerca de estas estructuras. Para las estructuras
hiperbolicas y esféricas cénicas en S* con singularidad el nudo de a ocho, existen formulas que describen
el angulo cdnico, la longitud det nudo singular y el volumen de la variedad cénica (cf {HLM,], y mas

en general [HLM;3]). Concretaments, s1 definimos las funciones
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3~ 6u? —ut
a(u) = arceos | —————— ,

2(-?1,3 —1)2
DY as Z o i 9 2

{{u) = 2arccosh | 1 + 2030 - (1 = 2u®){u® + 1)

= uz)z;

L 3
Viu) = / Hu) du
(1 —u? \/(u 0T 5) (302 = D)2 + 1)
12

entonces:
s cuando ﬁ << % . or{u) ¢s el angulo conico de la correspondiente estructura hiperbélica conica
de S® con singulandad el nudo de a ocho, I(u) cs la longitud del nudo singular, y —V (2] es ¢l

volumen de dicha estructura hiperbélica conica;
D= 20 (0 4+ 1)

. 2(3u* —
e cuando = < w < /5 — 25 | ) = 24arceos | 1 + = - = ¢S unagi-
V2 (1 —n?)t &

u

8u? Tm(d(w)) du

f (L—u?)/(ut ~ 10u? £ 5) (302 — D{u? + 1)
1/v2

naria de {(«) es la longitud del nudo singular en la correspondicnte estructura esférica conica de 82

nario puro, y V(u) = también. La parte imagi-

con smgularidad el nudo de a ocho, la parte imaginana de V() es el volumen de dicha estructura

esférica conica, y «(u) sigue sicndo cl angulo conico.

. . 1 . ) 3 — fu? —ut
Cuando /5 —2v5 < u < 1, se verifica que uw' — 10u® + 5 < 0, Y————_ « y
2(u? —1)?
2(3u? — 1)(1 2152)(71, + E)

=

—1 . Por tanto, podemos suponer que

1+

: -3+ 6 ot
afu) = 7 — i arccosh ,

2(u? —1)2
2(3u2 — {1 — 2% (w2 4+ 1) i
> i
{1 — u?)

()= 2arceosh kﬁi = T,y
& Re(l{u)) du

(¥ (w)) = ,\{(_ (1 —n? \/(4“"—4—}'8-172—5-)-(67;2 —~ D2 41
L/

iS¢ puede dar alguna interpretacion geoméirica a los tres nimeros Tm(a(n)) |, Re(f(u)) v Im(V{u))
(en términos de las estructuras de Lorentz antes mencionadas)? Obsérvese que las dos bolas que ticnen
estructuras de Lorentz singulares tiencn volumen (semi-nemannianc) infinito, v cada uno de los arcos

singulares contenidos dentro de cada bola tiene también longitud (semi-ricmanmana) nfinita.
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Esta pregunta motivo el estudio del volumen de poliedros en hipercuadricas semi-riemannianas de
curvatura constante, que ocupa cl resto del capitulo. En la seccion 3.4 de este capitulo se da una

interpretacion a los numeros

~34+6 2 4
m(a(u)) = — arccosh (u) ,

2(u? - 1)2
2030 - (L - 2u®)(w® + 1)\
(t="** 7

Re(l(u)) = 2 arccosh (~1

Todavia esta abierto el problema de dar una interpretacion al numero Im(V (%)) .

Otra pregunta abierta es averiguar si este fenémeno de transicion de estructuras esféricas conicas a
estructuras con una holonomia semi-riemanniana se produce {como cs de esperar) para cualquicr nudo o

enlace de dos puentes.

3. UNA FORMULA DIFERENCIAL DE SCHLAFLI PARA SIMPLICES EN
HIPERCUADRICAS SEMI-RIEMANNIANAS

3.1. Preliminares y definiciones

Recordamos primero algunas definiciones estandar en geometria semi-riemanniana (ver [O°N]), a fin

de fijar las notacioncs,

El espacio semi-euclideo R’;H es R™! con la métrica semi-riemanniana definida por la forma

bilineal de indice g > 0,

g—1 7
(xy) = - Ziﬂiy«; + Z-ijj
i=0 Fi

3=q

donde x = (zg,...,wn) € y = (yo,...,yn). La norma de un vector x € R4 es |x| = [{x, x)['/* .

Se dice que un vector x es temporal si {x,x) < 0, espacial $i (x,x) > 0y luz si {x,x) = 0.
Dado ¢ € {£1}, la hipercuddrica central unidad de Rj;‘“ de signo ¢ es la subvariedad

Q) ={xeRYM | (x,x) = ¢}

Es una subvariedad semi-riemanniana n-dimensional (no necesariamente congxa), completa, de curvatura

constante igual a e. Las subvariedades totalmente geodésicas de Q) (e) son las componentes conexas de
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la iterseccion de Q7 (¢) con subespacios vectoriales de R™11. Las isometrias de Q7 (€) son la restriccion
a 7 (c) de los automorfismos lineales de R(’;‘“ que dejan ¢y (<) invariante. Como casos particularcs
importantes, sefialaremos que Qf (1) = S™ ¢s la esfera n-dimensional; Q7 (—1) ticne dos componentcs
concxas, una de las cuales ¢s el espacio hiperbolico n-dimensional H™ vy Q7 (1) es la csfera de de Sitter
n-dimensional. De ahora en adelante escribiremos S} (¢} para denotar una componente conexa cualquicra

de Q7 (c}, y llamaremos también a S} (¢) hipercuadrica n-dimensional.

A continuacion vamos a definir n-simplice en la hipercuadrica S7(c), lo cual veremos que exige

cierto cuidado.

Definicion 3.1.1. Llamaremos semiespacio vectorial en R(’l"le a un semiespacio cerrado cuye borde
sca un hiperplano vectorial de R+ Llamarcmos cono simplicial en R24! a la interseccién de {r+1)
semiespacios vectoriales en posicion general (es decir, tales que la interseccion de fos (7 + 1) hiperplanos
vectoriales del borde sea solo ¢l origen). Una cara de codimension k& (k = 0,...,n) del cono simplicial

(" es la mterseccion de ' con k hiperplanos vectoriales del borde de €'

Observacion 3.1.1. La nterseccion de un cono simplicial arbitrario (7 con la hipercuddrica S7(¢) puede
ser vacia (ver figura 4, para el caso en que S} (¢) s la esfera de de Sitter S%(1)). También puede ocurrir

que esa interseccion sea no compacta (ver figura 5, también para la esfera de de Sitter S2(1)).

~

Figura 4 Figura 5

Definicion 3.1.2. Llamarcmos n-simplice ¢n la hipercuddrica n-dimensional S7'{c), a la interseccion
de un cono simplicial con S7(¢), cuande esta intersecclon sea no vacia y compacta. Una cars de

codimension k& (k= 0,...,n) del n-simplice A C S}(¢), es la interseccion con S7(e) de una cara de
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codimension & del correspondiente cono simplicial.

Lema 3.1.1 Todo cono simplicial C' en R7V! se puede escribir de la forma

C={zpvo+- Fxn vy |z >0, ., 2, >0}
para una cierla base {vq, ..., v,} de B2
Demostracion. Supongamos que (' ¢s interseccion de los semiespacios  vectoriales
Hi={x ¢ RJ*" | (x,wi} > 0} parai=0,...,n, donde {wq,...,w,} es una base dc R}
Consideremos la base dual {vq,...,v,}, que verfica que (vi, w;) = &;; para i, j =0,...,n . Entonces
X=TgVg+ 4Ty v, €Csiysolosi (x,w;) =xz; > 0paatodoi € {0,...,n} . Por tanto,
C:{'TO v+ -+ Ty vy | :EOZOa-'-}In =0 } -

0

Notacion. Usaremos la siguiente notacién para las caras de codimension k del cono simplicial

C={agvo+ - +apvolzgz0,.. 2, >0}

(j%]zk:{f() vg+ -+ 1y V?Lj‘TOZO:Ian: ‘In = =Ty :0}

Lema 3.1.2. Un subconjunto A C S7(c) es un n-simplice si y sélo si se puede escribir de la forma

A={zovo+-+Tnva|T020,...,2, 20} NSY(e)
para una cierta base {vq,...,v.} de R;‘“ tal que:
e {Tgvot -+ T, Vv, Tp Vot AT, V) >0siTg > 0,02, >0y no son todos nulos.

Demostracion. Por ¢l lema 3.1.1 y la definicion de n-simplice, lo unico que hace falta probar es que,
dado un cono simplicial O en Rg“, la interseccion ' N S;(f) es no vacia y compacta st v sélo si
€-(x,x) >0paratodo x € ', x+# 0.

Consideremos la esfera unidad en el espacio euclideo R™! | 8" = {(zq,...,7,) € R"* | 22 +
cootzi=1},yseao: R\ {0} — S™ la proyeccion radial desde el origen. Entonces o es una
aplicacién continua, v la restriccion de o a la hipercuadrica S7'(¢) es un homeomorfismo sobre un abierto
U={xe8S" e {x,x) >0} de S" (donde {, ) denota, como siempre, el producto escalar en Rg“).

Dado un cono simplicial ' en R}*!, denotamos Cy = €\ {0}. La interseccion C N S7(e) =
Cp NS {e) es compacta y no vacia si y sélo si o{Cy NSy {e)) es compacto y no vacio, es decir, s y sblo

si o(Cp) N U es cerrado v no vacio. Como o(Cy) N (S™\ U) siempre es cerrado v o(Cy) ¢s conexo,
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resulta que o(Co) M I/ es cermrado v no vacio si v solo si a(Co) N (8™ \U7) = @, es decir. si v solo si
o(Con{x e R [ ¢ (x,x) <0}) =4 . Por tanto, M5y (c) es compacto y no vacio si v solo si
Con{xeRMM |- (x,x)<0} =0

(]

Notacion. Usaremos la siguiente notacion para las caras de codimension & del simplice

AZ{ZIIU vo+---+r, vy, ié‘?UEU,---,-’EnEU} ﬂk‘(?(():
Filu.ik:{‘ro V[)+...+.'L'n Vi I;’EUEO!,.,’_’,CT! 20’ _’131:1 :'”:'T"i:k :U} OSL"((',)

Observacién 3.1.2. Sea C un cono simplicial en R2* 1al que A = C'n Sg{e) es un n-simplice.

¥

Cada cara C;  ; de codimension k de (7, genera un subespacio vectorial (n + 1 — k)-dimensional
{Cy, . .4,) de RIT que tiene una métrica inducida por la de R7T!. Si esta métrica mducida es no

degenerada de un cierto indice v, entonces S (<) N (€ S ) cs una hipercuadrica (r — k)-dimensional

N
. esun (n — k)-simplice cn

. de A

-

Sn-F(¢) , v la correspondicnte cara de A | Fyy 4y = Sie)n iy

e

esta hipercuadrica. Si la métrica inducida en {(; ¢s degenerada, entonces la cama F;
A ? [ .

1--- '.':k>
ticne también, como subvaricdad de 57 (c), una métrica inducida degenerada.

En todo lo que sigue, restringiremos nuestra atencion a la clase de los ni-simplices A de S o () que
satisfacen la condicion adicional («), enunciada a continuactén, a fin de evitar la divisién por cero en los

calculos posteriores:

(x) Todas lus caras de codimensidn 1 y 2 de A tienen una métrica inducida no degenerada.

3.2. La funcion volumen

Sea A un n-simplice en S7{e) ., y sea €' ¢l cono simplicial de R;’;‘H tal que A = 'NSP(c) . Para
calcular el volumen de A | es muy Util tener en cuenta la siguiente idea de Kneser ([Kne]). Vameos a
definir, para x € Ry+' | la funcion r{x) = \/|{x,x)] . Se verifica que en cada punto de la hipercuadrica

Iy = f(J(GIu' .. ,9”)

Sy(e) . el gradiente de r es un vector ortogonal a Sp(ey . Ademds, si : cs una
Tp = fully, ..., 0.)
parametrizacion de un abierto U C S7{¢) por n parametros #1,...,0, , entonces el cono determinado

por todas las semirrectas que unen el origen de Rj;“ con los puntos de U, s¢ puede parametrizar por

Tg =T fU(Gla--':gn}
; . En consccuencta, dentro del cono simplicial ' se verifica la siguiente relacidn

Tp =T f’n(ah'-'agn)
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entre la forma de volumen de R7*', que denotamos dR7+! |y la forma de volumen de la hipercuadrica
57(¢) , que denotamos .57 (¢}
+1 _ 7 1L
dRY™ =" dr A dS ()

(Aqui R*! tiene la orientacién canonica, y 57 (€) esta orientada de modo que el vector normal =
T

¢ - grad(r) , seguido de una base positivamente orientada de vectores tangentes a S7(¢) , sea una base

positivamente orientada de R} ™).

Por tanto, el volumen dc A se puede obtener a partir de la sigwente relacion:

2 2
-/(;(f"ﬁ_ ng+1 :]C?“" e” T dr A dSE(e)

+oo 2
:/ a’S{:’(()/ ™ e T dr
A 0

n_ 4 0 .
=277 T(1) Va(A) (1)
Sea {Vg, ..., v} una base positivamente orientada de Ri*! tal que C = {zg vot - ~+@n v [ 3o 2
0,...,7, > 0} . Denotamos por (zg,...,T,) las coordenadas en esa base, y por ®(xo,..., 1) =

= (2o Vp+ - +Tp Vo, To Vo + -+ Ty o) la forma cuadratica de R, . Entonces para los puntos

del cono simplicial ' sc verifica que ® = ¢ -2 . Consideremos por otra parte ¢) paralelepipedo
determinado en R(’;H por los vectores vy, ..., vy, , que en las coordenadas (zg, ..., T,) corresponde al
cubo [0, 1]*FF . 8i V(vg,...,vxs) cs el volumen de este paralclepipedo en RZ}“ (que coincide con su

volumen euclideo), entonces la forma de volumen de RJ7 cs:

ngH =V(vg,...,vn) drg AL A dEg,

Por tanto, en las coordenadas (xg, ..., T, ) la relacion (1) se escribe asi:
T ) ]_ ¢
925t r(”;” ) Va(A) = V(Vg,...,vn)-f P/ g (2)
C

3.3. Diferencial de la funcion volumen

El espacio S de todos los n-simplices de .S;'(c) tiene una estructura natural de variedad

n+1 veces
.

diferenciable de dimensiéon 7 (n 4 1) , con cartas modeladas por ¢jemplo en g’g(c) X - Si(e)
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consistentes cn el producto de entornos abiertos suficientemente pequefios de los n + | vértices. La
funcion volumen V,, : § — R, que a cada ni-simplice A le asocia su volumen V,(A) | os una funcion

diferenciable, y estamos interesados cn determinar una formula para su diferencial, dV,, .

Para ¢llo, vamos a considerar cn un punto arbitraric A € S , una base formada por n{r + 1)
vectores linealmente independientes tangentes a S en A |, y vamos a calcular el valor de la 1-forma dV,, |
aplicada a cada uno de estos vectores tangentes. El modo de elegir dicha base cs el siguiente: para cada
uno de¢ los 7 + 1 vértices de A | tomamos n vectores lincalmente independientes tangentes a S en A |
que representan 7. mancras de mover el vériice elegido en distintas direcciones, dejando todos los demas
vértices fijos. Concretamente, el vértice escogido se va a desplazar sobre la recta que lo une con cada

uno de los n vértices restantes, segan se describe a continuacion.
SeaC ={rgvo+-+an vy |zg=0,...,0, >0} ¢l cono simplicial tal que A = CNSE(e)
Como ¢l orden de los vértices es arbitrario, basta cstudiar el caso en que el vértice v, se mueve en la

direccion del vértice vy y todos los demas vértices quedan fijos Para cadat € R, consideramos la base

vo(l) = vo

formada por los vectores ¢ vi(f) = vy — { vy - Cuando (¢ estd suficicntemente proximo a 0, el
vi{t) =v, si 2<i<n

cone simplicial Oy = { Ag vo(t) + - -+ A, v, (1) [ Ao 2 0, ... A, = 0} verifica que Ay = nS;(e)

cs un n-simplice. Vamos a tomar entonces, como uno de los vectores tangentes a S en el punto A | el

vector tangente al camino de r-simplices A; en el instante ¢ = 0 .

El valor de la 1-fi AY licad st "Lu”tesd—vfiz}ﬁ Segun la
valor de la l-forma 4V, . aplicada a cste vector tangente, - . g
formula (2),
noy o mi | N R Y
277 [(—— Vn&,):V(v,..,,vn)-/ et dxg ... dry,
() V(A = Vi 3
Como
Ct:{ADVO(t)JF"'"}“}‘nVn{?{)i/“(l-iuu---uknzi-)}
={xygvot- T, vy |lapdxt =0, 20,0, 20}
resulia que
el ‘n+l
272 L(’—_Q;) Vn(At)::
+x0 +oo o T+ .
= V{vg,...,vn)- / / (:kfd?/zdx(,...d:zn (3)
vy =U0Jxg = —111 Jug =10 Ty = 1)
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Derivando esta igualdad, se tiene que

n—1 J. an A
27ET ]_‘('n + ) _( t') -
& at —
xg =0
= V{vg,...,Vn)- / / T C_E(D/Q dry...dr, {4)
ry=0J/19 = 0 Ty =0

Vamos ahora a considerar la base dual {wy,...,wn} de {vg,..., vy}, que verifica que (v;, w;) = &;;.
Tomando multiplos de los vectores v; s1 es preciso, podemos siempre suponer que |w;| = 1 para
4 =0,...,n . Denotamos por (xq,...,x,) las coordenadas en la base {vqy,...,v,},y por (yo,...,¥.)
las coordenadas en la base dual {wyg,...,w,} . Entonces:

n

€ = (xgvo+ -+ Tn Vi, Wi) = (yUWU+“‘+anani> = Z(Wiuwj> Yi

i=0
y se tiene, pues, la siguiente relacion entre unas coordenadas y otras:
T k1)
Ti= Y (Wi W5y, v =D (Ve vj) 75 (5)
3=0 =0
En las coordenadas (o, ..., =,) , la forma cuadratica de R}*! se escribe como

¢ = > (vi,v;) x;z; . Por tanto,
i g=0

z Vi, Vi) =2y, (6)

BJJ1

Asi pues, a partir de (5) se deduce que en el hiperplano g = 0, ¢s

Ty = 3o (W, W) Y
70
n
To =yo+ >, (Wo, Wi) ¥ =0

i=1

Iuego




Para cada i € R, sea {wo(t),..., wn(t)} la base dual de {vo(f),...,v.{#}} . Es facil comprobar que
W()(t) = Wy 41 W

. Paracadaic {I....,n}, vamos a definir la funcién
wi(t) =w; para 1 <{i<n

{wo(t), wi(t))
[wo(t)] - [w:(#)]

Teniendo en cuenta que |w;| = | para todo j , sc obtiene al derivar que

Joi(t) =

df, (1)
= (w1, W;) — {Wo, w1} (Wo, Wi)
at gy =g
Por tanto,
~ dfoi(t) (P2
S ) 7
& %‘T —ar i — ) or; (™)
Sustituyendo cn (4), resulta que
L, dV, (4,
Z_ E(” + ) )1
T =0
) 4o N 'y — 0
it /2y
AV(VU,...,Vﬂ)-/ / -’f”(} —(-Z-), € P/2 gpy L dr
(3 0 t — ()E?
+00 +00 Be™¢ @/z) g =10
— —e-V(vg, ..., Vn dry ... dz,
e-V({vg, ..., v} ; i ‘.’, / /ﬂ e ry...dr
V( ) i dfm‘(t)‘ /MQ /'er —ed/2 i ir o= =0 (8)
=c-Vivg,...,v,)- : £ dry...dx, .
= A ly=g Jo Ju
Ahora bien, ¢l volumen de la cara de codimensién 2 de A |, Iy, = {x; vy + - + 2, v, |
20, 0w 20w =00 S;’(f) , sc puede calcular también aplicando la relacion (2) en ¢l
subespacio (v — 1)-dimensional de Rg‘“ generado por vy,...,V,,..., v, . Esdecir,
3 o TL— 1
277 I 5 ) Vaa(Fu) =
o +ou g =1, =
:V(V],....‘G“...,Vn)'/ / C_E(I)/lel,']...d&':z’...dirn
0 4o

Sustituyendo en (8), se tiene entonees

T+ l dV . (A)
2 ﬁﬂ—

255 T(

f=0
I (RS S

i1 vl:"‘-,A'a:'--svn) dt L:O

me-3 n—1

27 T~

) Voo (Foi)



n+1 n—1 n—1

Como la funcién gamma ticne la propiedad de que I'( 5 ) = 3 I'( 5 ), resulta que
dV. (A ¢ = V{vg,...,Vn df i (t
de_t) __t Z ( g = ) . fl) ( ) ) anz(FOi) (9)
L 1 =10 1n—1 o1 V(v[,...,vi,...,vn) dit t=10

Vamos ahora a utilizar algunas obscrvaciones ¢lementales sobre el volumen de un paralelepipedo en
V(Vo, ey Vn)
(Vl:" '1G?7?‘ ":V'n.)

Rt | a fin de simplificar el factor

(1) En primer lugar, V(vyg,...,vy) coincide con el volumen cuclideo del paralelepipedo determinado
en R™*! por los vectores vo, ..., vy (ya que la forma cuadratica de R¥' tiene una matriz, que
denotaremos J,, , de determinante igual a £1). Por tanto, V(vg, ..., v,) es el valor absoluto del

determinante de la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores vg,..., v, en la basc

canénica de RZ+1 . También es igual a \/ Idet((vi, v;))i 4 -

(i) Sea {wq,...,w,} labase dual de {vg,...,v,} .,y sea M (resp. N) la matnz cuyas columnas son
las coordenadas de vy, ..., v, (resp. wo,...,w,). Entonces M* - J, - N es la matriz identidad,
luego |det(N)| = |[det(M)|~! , y por tanto

1

V(WU,...,WH) = W{r—u—v)

(iii) Dado k entre 0y n — 1, sean v{, ..., v} las proyecciones ortogonales dec los vectores vo, ..., Vi
sobre el subespacio generado por wyg, ..., w; {(que es ortogonal a todos los vectores restantes
Vikil,---,Vy). Entonces para cada i € {0,...,k} , vi — v; cs combinacion lincal de los vee-

tores Ve+i,...,Va , luego
V(vo, .., vn) = V{V{, ... VL, Vigl, -, Va) = V(v Vi) - V{Vegr, . Vi)

{siendo la ultima igualdad consecuencia de la ortogonalidad). Por otra parte, ¢s inmediato ver que
{wo,...,wx} cs la basc dual de {v{,...,v.} dentro del subespacio generado por wy, ..., Wy .

Por tanto, de (i1) se deduce que

V(Viil, .-y V)
V(VU:"')VN) = (10)
oy, .., Wi
Utilizando esta dltima propiedad en el caso particular de la expresién (9), resulta que
dVo (A £« 1 dfni(t
deld)) L)y L (p,
dt t=10 n-—1 — V(Wo,wi) dt t =10
€ . 1 dfni(t)
T a1 TR ‘ Vo2 Fos) (11)
Ll VI{Wo, wo) - (wi, wi) — (wo, w,)?| L lt=o0



Antes de poder proscguir hasta Hegar a una formula de Schlafli, necesitamos una definicion de
angulo di¢drico en una geometria semi-riemanniana. No existe ninguna definicién general de angulo en
la literatura, por la razon que se explica en la seccién siguiente, pero nos intercsaria poder definir el

angulo diédrico vy (¢} en la cara #,,(¢) de A, de tal manera que

dorg () 1 dfn.(t)

dt =0 /{wo,wo) (W, wq) — (wo,w,0?]  dE [

ERCAOR ALY
donde fu(t) = Two(®)] - [we(8)] -

3.4. Una definiciéon de dngulo diédrico en geometria semi-riemanniana

Consideremos ¢l plano vectorial de R;,“H generado por los vectores wg y w; |, que cs ortogonal
al subespacio vectorial de codimension dos (C'y;) , generado por vy,...,V;,..., v, . La restriccién a
este plano de la forma cuadratica de Rg“ es una forma cuadratica no degenerada, por la condicion (*)
impuesta al simplicc A (recuérdese la observacion 2). Si es una forma cuadratica definida (positiva o
negativa), entonces no hay ningin problema en definir el angulo diédrico en la cara Fiy; de la manera

usual, como

M_,_) = v —arccos| fui)

g, = w—;lr(:‘(:()s([w i
a1 i

Sin embargo, si existe un problema cuvando este plano ortogonal tiene una métrica de Lorentz.
Necesitamos, pues, definir ¢l angulo entrc dos vectores no luz cualesquiera en el plano de Lorentz-
Minkowski R{ . La dificultad radica en que el conjunto de vectores unitarios en R? no es acotado. En
¢l plano euclideo R? | el angulo entre dos vectores unitarios w1, wy s¢ puede definir como la longitud
del arco que éstos determinan en la circunferencia unidad S' . Si intentamos definir de manera analoga
el angulo entre dos vectores unitarios wi, wo de R? | cntonces nos cncontramos con que el arco que

éstos determinan en ¢l conjunto dc vectores unitarios de R? pucde tener ramas infinitas.

Una manera natural de resolver el problema es la siguiente. Como la hipérbola H ™ correspondiente
a los vectores temporales unitarios de R? tiene una métrica definida positiva, micntras que la hipérbola
H* correspondiente a los vectores cspaciales unitarios tiene una métrica definida negativa, asignaremos
longitud positiva a todos los arcos contenidos en H~ y longitud negativa a todos los arcos contenidos
en M . Dados dos vectores no luz unitarios wy, wy en R , consideremos ¢l arco (posiblemente con
ramas infinitas) que determinan cn H~ UH* |, v sea I, la suma de las longitudes {con ¢l convenio de
signos anterior) de las porciones de cste arco contenidas dentro det disco euclideo de radio r en R? .

Definiremos entonces el angulo cntre w; y wy como ¢l mite de /- cuando r tiende a infinito. Es
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facil comprobar (como se ilustra a continuacién en algunos casos parficulares), que esta definicion es

equivalente a la siguiente:

Definicion 3.4.1. Dados dos vectores no luz wy, w2 en R? | se define cl dngulo entre w Yy Wp COMO

ang(wy, wy) = arccosh(M) si_ {(wpwi) - {wo,wo) >0 y (wy,wy) <0
Jwil - jwa
(Wz,Wz) .
ang(wy, wy) = —arccosh{——=) si {w;, wy)-{waz,w2) >0 y {wy,wa) >0
iwil - jwl
ang(wy, ws) = —arcsellh(—w——-——(w]" w2) TS (WL W (W, W) < 0.
\ [l - twa

Esta definicion es coherente con la definicion estindar de angulo hiperbdlico entre dos vectores
temporales contenidos en el mismo semicono temporal de un espacio vectonal de Lorentz (ver [O'N]),

y veremos que también es la adecuada para nuestro propdsito.

Algunos ejemplos
oCaso 1: wy = (senh {,cosh t) , wy = (senh s, cosh s)

Y

ang(wy, wa) = [t — sl

= arccosh(cosh(t - s))

= arccosh(—{wy, wz))

*Caso 2: wy = (senl t,cosh t) , wy = (cosh s,senh s)
ang(wy,wo) = lim [ang(wy, (senh r,cosh x))}+

R e S

+ ang(wy, (cosh 1, senh :r))]
SR CEDEICED)

= s5—1

= —arcsenh(senh(f — s))

= —arcsenh({wy, wa})
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oCaso 3: w; = (senh {, cosh t) | wy = (senh s, —cosh ), ¢ > s

ang(wy,wa) = lim [ang(w[, (senh z, cosh o))+

T=—+00
+ ang({cosh x, senh x), (cosh(—x), senh(—~1)))
+ ang(wg, (senh z, —~cosh )]

= lim ((r—1t) =23+ (z—-5))

r—4oo .

= #(i + S)
= —arccosh{cosh{t + s))

= —arccosh{{wy, wa))

Puesto que con nuestro convenio de signos hemos asignado fongitud total cero al conjunto de todos

los vectores unitarios de R? | la siguiente definicién de angulo diédrico también ¢s natural.

Definicién 3.4.2. Dados dos vectores no luz wy, wy en R4 que generan un plano de Lorentz, se

define el dngulo diddrico en la arsta del diedro {v € R;’;H {(viwi) = 0, {v,wy) = 0}, como

o = —ang(wi, wy) .

3+ 6wt

Observacion. Con estas definiciones, el numero Im{a(w)) = ar(:(ﬁ?h‘%W) men-
u? —

cionado en la seccion 2, cs el “angulo conico” (semi-riemanniano) en la singularidad, v Re(i{n)) =

2(3u% — {1 — 2u2)(u?® + 1)
(1 — u2y*

dad. En efecto, Re{l(u))/2 es ¢l “angulo” entre los vectores posicion de los vértices vy v Zv; (que

2 arccosh (__] — ) es la “longitud”™ (semi-riemanniana) de¢ la singulari-

generan un plano de Lorentz), y Tmi(a({u)) cs el “angulo diédrico” en la arista singular cuyos extremos

son vy Zvy .
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3.5. Una formula diferencial de Schlafli

Teorema 3.5.1. Sca S (¢) una componente conezn de la hipercuddrica central unidod de signo €
de Ry | y sea A una familia de n-simplices en S} (€) que dependen difercnciablemente de uno o
mds pardmetros, y lales que todas sus caras de codimension 1 y 2 lienen una métrica inducida no
degencrada. Entonces se verifica la siguiente formula pare la diferencial de su volumen, V,.(A) :

€

dV,(A) =

Z Vn_g(F) d()ﬁ}.'
F

n—1

donde lo suma se extiende a todas las carus F de codimension 2 de A, Va_2(F) es el volumen
((n~ 2)-dimensional) de la cara F y ap es el dugulo diddrico en la cara F'. (En el cason—2 =0,

convenimos en que Vo(F) = 1).
Demostracion. Retomamos la demostracion en el punto al que habiamos llegado en la seccion 4. Recorde-
mos que partiamos de un n-simplice

A= {:I:D Vot -+ Tn Vy I IUZO y-r2Tn 20 }0‘92(6)

(donde habiamos elegido la base {vy,...,v,} de modo que todos los vectores w; de la base dual
fueran unitarios), y deformabamos A desplazando uno cualquiera de los vértices, vy , en la direccion de
otto cualquiera, vq , y dejando todos fos demads vértices fijos. Concretamente, definiamos para todo ¢

suficientemente proximo a 0, el n-simplice
At = {)\0 Vg+)\l (V1 mtV0)+)\2 V2+"'+)\n Va i /\020 :-*-,/\n >0 }HS::(C)

Los unicos angulos diédricos que varian son los angulos en las aristas de la cara opuesta al vértice

vo , es decir, los angulos diédricos wg.(t) en las caras de codimension 2 de A; que son de la forma

Fos(t) (1 =1,...,n). Por tanto, queremos demostrar que
VaA)| e dogs (1)
dt t =10 S n--1 ;Vn—z(rm)' db | — g
En ¢l apartado 4 habiamos visto que
an(At)| _ € iv Z(FD-) . I ) dfoz(t}'
dt t=10 n— 1 i=1 \/[(wﬂaw(J} i (Wiawi> - (WOJ Wt)ﬂ dt t=0

_ {wolt), wilt)
o] - Twil0)]

do (1} _ 1 dfo(d)
dt fe=0 l{wo,wo) - {wy,wiy — (wo,wi)2|  dt =g

donde foi(t)

. Sélo falta ver, pues, que
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Hay que distinguir varios casos:

eCaso 1. Si {wy, wy) - {w;, wi) — {wg, w;)? > 0, entonces, para ¢ proximo a 0, ¢l plano generado
por wo(t) vy w.(t) ticne una métrica definida, y cf angulo diédrico cn la cara Fui(t) es apl) =

7 — arccos{ fo:(£)) . Por tanto,

da)] 1 dpan] ! it
dt p=0 V1I-f500 Ao li=0  l{we wo) - (wh,wa) — (wo,wip?| AL |y

(teniendo en cuenta que los vectores w; tienen todos norma 1).

*Caso 2. Si {wo, wo) - {w;, wy) — (wo, w;)? < (), entonces, para ¢ proximo a 0, ¢l plano generado por

wo(f) y w;{t) tiene una métrica de Lorentz. Hay tres posibilidades:

@ {wo, wo) - (wy,w,) >0y {wg,wy) <0,

En este caso, g, (!} = —arceosh(~ fo;(2)) . Tucgo
dam(t)' B i (2] B 1 dfo; (£)
dt =0 v/ f(i(o) — | dl 1=0 \/l<W0=W0> : (w%,wi) — {wq, wy)? a 1=0
(i) (wg, wo) - (wi,wi) >0y (wq,wi) >0
Ahora aq; (1) = arccosh(fo:(t)) , v por tanto
dag ()] ! ()] 1 dfpi (1)
d e VO -1 A g iwoowo) {wy, wa) = (wo wil?] dE

(iit) {wy, wo) - (Wi, wy) <0

En este caso, ay;(t) = arcsenh( fo,(¢)) , luego

dryvg; (¢ ] dln: ()

l _ _ L Cil)
dt oy V16 Jg0) Al

=0 B \/ﬁ(“ﬁ}: wo) - (W, wi) — {wg, w;)?| dt !L:U

Por tanto,

dV,(A;) 3 > , devy (1)
_— = Z\fnﬁZ{FUi) T

dt li =10 n—1 = di =10
Como la eleccion de los veértices v v vy es arbitraria, resulta que la formula de Schlafli que queremos
probar, sc verifica para una base formada por n(n + 1} vectores tangentes al espacio de n-simplices en

cl punto A | y por tanto ¢s cierta en general.
O
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4. APLICACION 1: VOLUMEN DUAL DE UN TETRAEDRQO HIPERBOLICO
EN DIMENSION 3

Llamaremos volumen dual de un ri-simplice hiperbélico A en H™ | a la “medida” del conjunto de
hiperplanos de H™ que intersecan al simplice dado. Hay dos maneras naturales de definir una medida
en el conjunto P de hiperplanos de H™ . Por una parte, P™ s¢ pucde identificar con el grupo de
Lie O(1,n)/J , donde J es el subgrupo de O(1,n) formado por todas las transformaciones que dejan
invariante un hiperplano dado de H™ . Este grupo de Lie tiene una forma de volumen invariante por
traslaciones a izquierda, que define una medida en P™ (cf. [Saz]). Por otra parte, la esfera de de Sitter
8§7(1) (que denotaremos simplemente ST a partir de ahora), es una cubierta doble de P" | mediante
la aplicaciéon que a cada punto v € ST le asocia ¢l hiperplano de H" ortogonai a v (con respecto
al producto escalar de Minkowski de R’f“). Como la forma de¢ volumen de ST es invanante por
la aplicacion antipodal, resulta que induce también una medida cn P™ . Veamos que ambas medidas

coinciden.

Sea xp,x3,..., %, una referencia ortonormal movil en R’{”H, con {xp,xp) = —1, {xi,%x;) = 1 si

i=1,...,m v {x:,X;) = 0 si i # j. Segun el método de la referencia mévil, las formas de Maurer-

Cartan w;; para el grupo O(1,n) estan definidas por las relaciones dx; = Y wj; X5 ,1=0,...,n,¥
=0

verifican que wo; = wyo » wij = —wqi (6,7 = 1,...,n). La densidad de hiperplanos considerada por

Santalé es la forma dP” = won A wpi AL A wnno (ef. [Saz], 1V.17.3).

Vamos a expresar ahora la forma de volumen de ST en términos de estas formas de Maurer-Cartan.
Fijemos ¢ € {I,...,m—1} , v supongamos que x € S} estd en el plano vectorial (riemanniano)
generado por X; ¥ X». Entonces x = cos(s;) X, + sen(s;) x; , donde s; es la distancia de x a x,, .
S1 suponemos x, v x; fijos, y que x s¢ mueve sobre la geodésica que une x, con x; , c¢ntonces
dx = (—sen(s;) X, + cos(s;) x;) ds; . Si, por el contrario, suponemos que x € S} esta en el plano
vectonial (de Lorentz) generado por Xy v x5, , ¥ que exisie una geodésica L que une x con x,,, entonces
x = cosh{sg) x, + senh{sg) xg , donde sy es la distancia de x a x,,. Suponiendo x,, v xg fijos, y

que x se mueve sobre la geodésica L, tenemos entonces que dx = (senh(sg) xn + cosh(sg) xo) dso .

En particular, cuando s; =0 (i = 1,...,7» — 1), se tiene que x = x,, , v de lo anterior se¢ deduce que
ri—1 n
dxn = 3, x; ds; . Como, por otra parte, dx,, = 3 wjn X; , resulta que ds; = wyn (i = 0,...,n—1).

Entonces la forma de volumen de ST es, a menos de cambio de signo (es decir, de cambio de la
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orientacion en S,
(I:S;}' =dsy ALLLA dSn_.I A dsp
=Wip Ao N wnore A Wy
={-D)""V g, A win A A Wpetm
=Won A wpr AL A Wy n—1
=dP"
En consccuencia, el volumen dual de un n-simplice hiperbélico se pucde calcular como el volumen de

un cierto subconjunto de la esfera de de Sitter.

4.1. Polar y dual complementario de un simplice hiperbélico

Sca A un n-simplice del espacio hiperbolico H” . Sea {vq,...,v,} una base de R7"" tal que
A={zgvo+ - +onvn|zo>0,...,2, 20} NH" , ysea {wq,...,w,} la basc dual, que esta

formada por vectores espaciales.
Asocraremos al simplice A los dos subconjuntos siguientes de la esfera de de Sitter ST
(1) ¢l polar
A ={zgwo+ - +x, Wo |29 > 0,1, 20}NST
que es interscceion de S§* con un cono simplicial de R7T! | pero no es acotado ; v

(1) ¢l dual complernentario
Al = {rowo+ -+ Lo Wo|lzg 2 0yuo, <0paraalginee {I,...,n}} N ST
que es un subconjunto compacto de ST pero no es un simplice.

Lema 4.1.1. Bl dual complementorio AT es un poliedro compacto en ST, cuyas carus de codi-
mension mayor o igual que 1 son todas remannianas (es decir, son stmplices esféricos). Bl polar
A¥ no es acotado, pero todas sus caras de codimensidn mayor o igual que | son también simplices
esféricos, y ademds toda cara de A* de codimension mayor o igual que 2 es también cara de AY .
El dngulo diddrico de A* en una cara de codimensicn 2 es el opuesto del dngulo diédrico de A

en la misma cara.

Demostracion. La compacidad de AT serd una consccuencia clara de su interpretacion geométrica
(ver lema 4.1.2. mas abajo), pero también podemos demostrarla ahora, comprobando que para todo
w € {xgwWo+ -+ Ty W |To >0y 1z <0 paraalginie {1,...,n}}, cs {w,w) > 0 (cf. lema

3.1.2). En efecto, como {w, vg) = zy > 0, resulta que w no puede ser un vector temporal o iuz contenido

224



en el mismo semicono temporal que vo = Pero como (w,v;) = z; < 0 para algin ¢ € {1,...,n},
resuita que w tampoco puede ser un vector temporal o luz contenido en el otro scmicono temporal, luego

necesariamente w ¢s un vector gspacial.

El dual complementario A no es interseccion de ST con un cono simplicial de R7+! | pero si se
puede triangular en n-simplices cuyas caras son todas nemannianas, de la siguientc forma, Para cada

n-upla de signos o = (e1,...,¢,) € {£1}" , definimos el conjunto

A7 ={rg wo+ I -eqwy + -+ @, Wy, [ g 20, 7, > 0 NST

Entonces A* = Al gy AP = |)J A Sio #(1,...,1), entonces A” ¢s un n-simplice de
& E{Ly . 1)
ST, cuyas caras son todas riemannianas porque son ortogonales a los vectores temporales v, ..., vy .

El polar A* no es acotado, porque A* U AP = {mp wo+ -+, w,, | 2o > 0} N ST | que
claramente es no acotado. Sin embargo, todas las caras del cono simplicial ' = {zg wo -+ -+ x5 Wy |
o > 0,...,2z, > 0} son nemannianas {pues son ortogonales a los vectores termporales vg, ..., va),
y por tanto cortan a S7 en simplices esféricos. En consecuencia, todas las caras de A* son simplices
esféricos.

Sea Iy = {zg wo+ - +Tp Wn |2 2 0,...,2, > 052, = z; = 0} NS} una cara de
codimension 2 de A* . Entonces F; también cs una cara de codimension 2 de los tres simplices
Alfren) de 1a trnangulacion de AP para los cuales ¢, = 1 si k ¢ {i,7} , y ademas F}, no es
cara de ningin otro simplice de la triangulacion de AT . El angulo diédrico de A* en la cara Fyes
—{vi,vj)
vil - vyl

suma de los angulos diédricos de los tres simplices de la triangulacion que inciden en I, que cs igual

—ang(v;, v;) = —arccosh( ) . mientras que el angulo diédrico de AT en la misma cara es la

a
—{(vi, v;)

Vil - v

( — ang(—v;,v;) — ang(v,, —v;) — ang(—vi, —v;)) = ang(v;, v;) = arccosh(

En las siguientes figuras se muestran algunos ejemplos en dimension 2, para aclarar la relacion
entre A, A* y AT
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I A

Figura 6

Figura 7 (vista en el modelo proyectivo de Beltrami-Klein
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Veamos a continuacion la interpretacion geométrica del dual complementario A” de un simplice

hiperbolico A .

Lema 4.1.2. Euxiste una biyeccidn entre el dual complementario AP menos un subconjunto
de medida nula, y el conjunto de hiperplanos hiperbdlicos que cortan al simplice A . FEsta
biyeccion estd dada por la aplicacion que a cade punto w de AY le asocia el hiperplano de H®

ortogonal o w .

Demostracion. El vector w = zg wg + - + x, w, # 0 es ortogonal a un hiperplano que cortaa A |
si y solo si existen yo = 0,...,y, = 0 no todos nulos, tales que (W , yo vo+ -+ ¥Yn vn) =0,

es decir, tales que xp yo + - + Ty yn = 0 (pues {v;, w;) = &; ). Esto ocurre si y sélo si existen

i,j € {0,...,n}, i # j, talesque z; > 0y z; < (0. Cambiando w de signo si es necesario,
: , w )
podemos siempre suponer g > Oy algim =; <0 ,1=1,...,n, con lo cual m ¢ AP Por tanto, la

aplicacién que a cada punto w de AP le asocia el hiperplano de H™ ortogonal a w , tiene por imagen
el conjunto de hiperplanos H™ que cortan a A . Esta aplicacion no es biyectiva porque hay puntos de
AT que son antipodales, y tienen, pues, la misma imagen. Ahora bien, los unicos puntos de A¥ para los
cuales su antipodal pertencce también a AY | son los que tienen la coordenada 29 = 0 y algtin z; > 0 |
i=1,...,n . Son, por tanto, puntos del borde de AF y constituyen un subconjunto de medida nula.

O

Del lema anterior se deduce que el volumen dual de un n-simplice A en H™ coincide con el volumen
de su dual complementario A¥ en S . Para calcular dicho volumen, utilizaremos la formula diferencial

de Schlafli en la csfera de de Sitter, obtenida en la seccion 3.

Lema 4.1.3. Sea A una familia de n-simplices hiperbdlicos que depende diferenciablemente de uno
0 mds pardmetros. Entonces los ducles complementarios AL varian también diferenciablemente
segin los mismos pardmetros, y se tiene la siguiente expresidn para la diferencial de su volumen,

V(AP

1
AV (AF) = ——= 3 Vo o(F) dog
Fﬂ

donde la suma se extiende a todas las caras F* de codimension 2 del polar A* (que son también
carus de codimension 2 de AY) | Vi_o(F*) es el valumen ((n — 2)-dimensional) de lo cara F*
y ap~ es el dngulo diédrico de AT en la cara F*. (En el caso m — 2 = 0, convenimos en que

Vo(F*) = 1).
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Demostracion. Sea A = {xgvo+ -+, va {2020 ,...,2, 20} NH" | ysea {wq,.. ., w,}
la base dual de {vg,...,v,} . Consideremos la triangulacién del dual complementario A vista en la

demostracion del lema 4.1.1:

AP — U AT
o#(l,...,1)
donde A% = {xg wo + o1 Wi+ -+ 2z, - exwy | g = 0,...,z, = 0} N ST para cada m-upla
de signos o = (ey,...,¢,) € {£1}" . Si A varia diferenciablemente, entonces todos los simplices

A% que triangulan A’ varian tambié¢n diferenciablemente, y podemos aplicar la formula de Schlifli para
determinar la diferencial de su volumen. Veamos que la suma de los angulos di¢dricos en toro a cualquier
cara de codimension 2 de esta triangulacion que no sea una cara del polar A* | es constantemente igual

a cero, y por tanto esa cara no contribuye a la formula de Schlafli.

Sea Fjj = {mg wo+T1-eqWy 4 -+ Zp-enWy | 79 2 0, 2 > 05 2 = 2; = 0} N.ST una cara
de codimension 2 de AY , donde o = {e1,...,en} # (1,...,1) . Supongamos que esta cara F;; no es

una cara de A* | lo cual equivalc a que e, = —| paraalgin £ € {,7} . Si¢# 0 v j # 0. cntonces T
esta contenida en el interior de A, v hay cuatro simplices de la triangulacion de A" que inciden en la

cara F;; , correspondientes a las n-uplas (ey, ..., £, ..., ¢y, ..., ¢) . La suma de dngulos diedncos

ij >
en tomo a Iy, cs cntonces

2eie; ang{vy, v;) — 2e5e5 ang(vi, vy) =0

Si i = (, entonces F,; osta contenida en ¢l interior de una cara de codimension | de APy hay
dos simplices de la triangulacién de AP que inciden en la cara Fy; , correspondientes a las ri-uplas

(€1,-..,%€4, ..., ¢n) . La suma de angulos diédricos en tomo a F7; cs también
ej ang(vg, vj} - ¢; ang{vo, v;) =0

En consecuencia,

dV (A =

T —

i 5 '
1 V?L—-Z(F ) d'aF*
FA

donde la suma se extiende a todas las caras F* de codimension 2 del polar A* .
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4.2, Volumen dual de un tetraedro hiperbdlico en dimension 3

Proposicion 4.2.1. (Santald, {Say], §IV.17.5, nota 1) Sea A un tetraedro hiperbilico en H? | y sen
AT su dual complementario. Entonces se verifica la siguiente relacin entre el volwmen de A y su

volumen dual:

Va(8) + Va(AP) = 5 3 (n — ) Va(P)
F

donde la suma sc extiende a todas las aristas F del tetraedro &, V1(F) es la longitud de la arista

F y ap es el angulo diddrico en la arista I .
Demostracion. Sea A = {xy vo+ -+ a3 va | 20>0,..., 23 >0} NH3 | ysea {wy,..., w3} la

base dual de {vp,...,vs} . La formula de Schlifli hiperbdlica dice que

1
dV;(A) = ““2 Z V|(F”) d()ﬂ«;j
D<Cic <3
donde Fy; = {xp vo+-- +mw3 vy | 79 = 0,...,23 2 0; 2; = x; = 0} NH? y ay; es ¢l angulo diédrico
de A en la arista I .
Por otra parte, ¢l lema 4.1.3 antenior afirma que

» 1 * *
dV3(A") = 2 > VilFy) dog

0<k<i<3

donde Iy = {zg wo + -+ @3 wy | xg > 0,...,23 2 0; 2 = 2, = 0} N H? y o}, es el angulo

diédrico de AY en la arista FyYy , que por ef lema 4.1.1 es igual a ang(vy, vy} .

Sc¢ verifican entonces las siguientes relaciones. Dados 0 < ¢ < j < 3 | si denotamos por

0 <k <! <3 los otros dos elementos de {0, 1, 2, 3} distintos de ¢, j , entonces:
Vi(Fg) = ang(wg, wy) = m — oy ¥ ay = ang(vy,vi) = Vi(Fy)

En consecuencia,

dV3(AP) =5 Z (TI‘ - aij) dVI(Fij)
0<i<i<h
1 1 1
=3 D (m—ay) dVi(Fy) - 5 Z Villy) doss + 5 > Vi(Fy) doy
085 <3 Ci<j< 0<i< <3
1
=2 d( D (r—awy) - VilFy) — dVs(d)

D<Lic <3
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Por tanto,

d(V5(D) + V(A7) = Z(w —ag) - Vi(F))
donde la suma s¢ extiende a todas las aristas F del tetraedro A Integrando, resulta entonces que

Va(A) + Va(AT) = Z(w —ayp) - Vi{F) + constante

Para determinar la constante, observamos que se puede hacer que A degenere en un punto, de manera
que las longitudes de sus aristas tienden a cero, y la expresion § > (7 —~ ap) V{F) tiende a cero.
En ese caso, su dual complementario A" degenera en un plano (de volumen cero), ¥ en consecucncia
Vi(A) + V(AP tiende a cero. Por tanto, la constante cs nula, y se obtienc la férmula buscada.

O

En dimension superior, la relacién entre el volumen de un n-simplice hiperbolico A v su volumen
dual no es tan inmediata, dcbido a que cn esc caso el volumen de una cara dc codimensién 2 de A
coincide con €l angulo diédrico de AY en una cara de codimension {n —1) # 2 | que ya no aparcce en la
formula de Schlafli para ¢l volumen de AP | Para generalizar la formula del volumen dual a dimensiones
superiores, necesitaremos unas identidades que se probaran en la seccién siguiente, v que también nos
permitiran obtencr unas formulas de Gauss-Bonnet para re-simplices en la esfera de de Sitter ST con

todas las caras nemannianas.

5. APLICACION 2 : FORMULAS DE GAUSS-BONNET EN LA ESFERA DE DE
SITTER, PARA SIMPLICES CON TODAS LAS CARAS RIEMANNIANAS.

En esta seccién, se obtiencn unas férmulas para simplices de ST cuyas caras son todas nemannianas,
que relacionan el volumen del simplice con los volumenes de sus anstas de diversas dimenstones y con
los angulos diédricos en esas aristas, en analogia con las formulas generalizadas de Gauss-Bonnct para

simplices esféricos ¢ hiperbdlicos (cf. [Sa;]).

Sea A un n-simplice en la esfera de de Sitter ST, tal que todas sus caras tienen una métrica
. L : 1 .
inducida riemanniana. Sea {vg,...,Vv,} una base de R}t tal que A = {ay v+ - + &n v, |

o =0, .7, = 0} NST, ysea {wp,...,w,} la base dual, que esta formada por vectores
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temporales. Podemos encontrar entonces signos ro, . .., ¢, & {£1} tales que eywo, ..., c, Wy son todos

vectores del semicono temporal superior. Llamaremos simplice hiperbolico polar-de A a

A* ={zp - cgWop + -+ Zp- Wy |29 20,2, >0} N H"”

Definicion 5.1. Dado 0 < r <1 — 1 , y dada una cara de codimension r + 1 del simplice A |

F

Lﬂ"'i’":{IOVO-{-"--{-ann lCEgZU,...,‘InZO; €L =--'::Ei1_:0} N 5T

0

llamaremos dngulo polar de A en la cara F; N al simplice hiperbolico de dimension r siguiente:

- oo . - . . T
eio-.-ir ={mio'tiowiu+"'+.IIT'T-€1TW?‘T l .731020,..-,.511‘ ZU}OH

{(que es una cara de! simplice hiperbolico polar A*). Definiremos la medida algebraica del dngulo polar

O, ..., como:

Oy, i =g € Vel(Oiy . 4,)
donde V,.( O .. _i,.) es el volumen (r-dimensional) del simplice hiperbolico ©; ;. Convenimos en
queccuando r=0 ,0; =¢; =%1 para 1=0,...,n.

Proposicion 5.1. Sea A una familia de n-simplices en ST con lodas las coras rietnannianas, que
dependen diferenciablernente de uno o mds pardmetros. Para cualquier 1 <r <n -2, se verifica

la siguiente igualdad:

r+2, o n—r—1 _
I( 5 ) T 7 ) Z Op - dV, 1 ({F) =
dimm{Fi=r-+1

7 n—-r+1
=) Tk > Vi) - dog (1)
dim{Fy=r—1
donde las sumas se extienden a todas las caras I del simplice A de la dimension indicada, 5 es
la medida algebraica del dngulo polar en la cara F' | y Vi (I"} denota el volumen (k-dimensional)

de una carae F' de dimension k de A .

Demostracion. Sea F una cara de codimension n — 7 — 1 de A . Como A tiene todas las caras rie-
mannianas, /' ¢s un simplice esférico de dimensién v + 1 | y la diferencial de su volumen viene dada

por la formula de Schlafli esférica:

dVTH(F):% > Vea(L) -de(L, F) (2)

LCF
dim{ L}=r-1
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donde la suma se extiende a todas las caras L de dimension m— 1 de F' | v (L, ) cs el angulo diédrico

del simplice esférico F' en la cara [ .

Por otra parte, sea L una cara de codimensidn n — v+ 1 de A |y sca Oy, ¢l angulo polar de A en
la cara L . Entonces © es un simplice hiperbolico de dimensién » — 7 | y la diferencial de su volumen
viene dada por la formula de Schlafli hiperbolica. Como las caras de ©; coinciden con los anguios
polares de A en las caras I de codimensién 1t — v — | que contienen a L , podemos cscribir:

-1
AV (0L) = ——— >V, 2(0y)-dB(OF,0,)

7 —7r—1 Lot
dim(Fy=r41
donde la suma se extiende a todas las caras I de dimension »+1 de A que conticnen a L |y (0., 8)

es el angulo di¢drico del simplice hiperbdlico ©f en la cara Of .

Como las medidas algebraicas de ©p y ©p son en realidad 0p = £V, _, 2(Op) vy 0L =
1V, (BL) , resulta que la expresion de la fomula de Schldfli hiperbolica en témminos de las me-
didas algebraicas de los angulos polares, cs de la siguiente forma:

-1
do, = ——— 3 0p (L. F) dB(Oy, Or) 3)
n—r-—1 T

LCF
(H‘m(F):rﬁ—l

QL : VTL—-T—Q(BF)
Vngr((u)L) : GF

donde (L, I") = /in{E1} es un signo que depende de las caras Ly F .

Supongamos por comodidad que F' = {xg vg+ -+ Teit Veyt |9 20,0 T 20} NST
¥ [, = {220 vo 4 oot Ty Ve lfL’U >0, By = U rg =1 :0} N8y , que ¢s una cara de

dimension # — 1 de I . Entonces el angulo de I cn la cara L es

oL, F)y =7 — ang(wj, wi)
donde wj, , w) son dos vectores pertenccientes al subespacio vectorial de R}*! gencrado por
{vo,...,Vey1} , tales que (W} ,v;) = &, parai = 0,1; 7 =0,...,7+1 . Como ¢l subespacio
gencrado por {vo, ..., V..1} es ortogonal al subespacio gencrado por {W 4y, ..., Wy} , resulta que los

vectores w), , w1 estan univocamente determinados por las condicioncs

(Wi, vy = by
parai==01; 7=0,...,7+1 ; k=r+2,...,n (4)
(Wi, wg) =0

Por otra parte, los angulos polares de A en las caras F y [, son, respectivamente,

@FY — {3:7'4»2 R (;_7-+2W1~+2 + e 4+ T, ' EnWy i [‘[’;?,_f_z 2 0 yoeaadin 2 O} M Hn , ¥
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Op = {xy eqwog + 21 Wt + Trgg g2 Wego + o Tn s eqWy 2 2 0 x 20 30 2

0, ..,z 20}y NH".

Sus medidas algebraicas son 0 = €r42 ... €n Vuor 2(OF) v 0, = €p €1 uun -6 Vo (O},

respectivamente, luego el signo 7(L, F') que aparece en la formula de Schlafli es 7(L, F) = €p €1 .
El angulo diédrico del simplice hiperbélico €, en la cara G es
B(OF,OL) =7 — ang(vg, vi)
donde v}, , v/ son dos vectores pertenecientes al subespacio vectorial de R+ generado por {egwy, ¢ w1,
Erp2Wrp2, -, EnWy} , tales que (v, e;w,) = & parat = 0,1 ;7 = 0,1,r+2,...,n. Como ¢l
subespacio generado por {egWg, £1W1, €.42Wrpo, ..., £, Wy} C8 ortogonal al subespacio generado por

{va2,...,Vegi} . resulta que los vectores vi, , v{ estan univocamente determinados por las condiciones

(eivi, wi) = by

parat =01 ; j=01,r+2,...,n ; k=2,...,v+ 1. {5}

{esvi,vi) =0
Consideremos el subespacio vectorial T1 de R generado por los vectores {va,....v,4q,
Wry2,...,W,} . Este subespacio tiene codimension 2 en R}V | porque es suma directa de los dos
subespacios, mutuamente ortogonales, que tienen por bases {va,...,Vy31} ¥ {Wigz,..., Wy}, respecti-

vamente, De las condiciones (4) y (3) se deduce entonces que {w{, , wi}y {eov} , e1v}} son dos bases

del plano 11+ ortogonal a [T en RTY! . Ademas, como (W), v;) =& parai =0,1; §=0,...,r+1,
resulta que w; es suma de w, mas una combinacion lineal de Wy, ..., W, . Y como {e;v], w;) = &;
parai=0,1; j =0,1,7+2,...,n, se tiene finalmente que (e;v;, W) = &; parai,j = 0,1 . Por

tanto, {w(, , wi}y {e€ov), €1vi} son bases duales del plano I1* . En consecuencia,
/ f ! /
ang(wp , wi) = = — ang(egvyy, e1v})

¥ por tanto
do( L, F) = —d(ang(wg , wi))
= d(ang(ﬁovfpfl";))
= co €1 - dfang(vy,v}))
= ~7(L,F)-df(OF,Oy)
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Teniendo en cuenta ahora las formulas de Schlafli (2) v (3), resulta que

Z GF'dvr+](F}:

dim{ Fy=r41

1
== ST 6pVeo(L) - do(L, F)
dim(M)=r4+1 ) LCF
dim{L)=r—1

=— M > Veli(8) - 0p r(L,F) - dp(OF, )

dim{ Ly=r —1 LCF
dim(Fy=r+1

_n-r-— L Z V, (L) (_H___i_ Z O -7(L, F) d3(O, @1))

T T — 7T — 1

dim(L)=r—1 LC¥
di.m(f*"]:v*-&— 1
n—r—1
:_—‘if'—— E Vr,1(L)-d9L
dim(L)=r—1

Usando las propiedades de la funciéon gamma, legamos finalmente a la formula buscada:

r 42 rn—71—1
=) T——) D r-dVen(F)=

dim{F=r-+1

¢

roooon—r+1i
=L (=) - S Vel(F) - dor

dim(F)=r—1
O
Vamos a definir las constantes siguientes (cf. [Say) para 0 <i<n | :
. =2 SN Ve Vol(8")
T an(EH)y T Vol(S9) - Vol(8n 1)
Entonces para 1 < r <7 — 2 | la igualdad (1) se puede escribir también como:
Gt 9 O AV (F) = cors Y Vel (F) dOp = 0 (6)

dim{F)y=r+1 dim(F)=r—1

Observacion 5.1. En la demostracion de la proposicién 5.1 no se ha usado en ningin momento que &l
simplice A sea compacto. Por tanto, las igualdades (6) se verifican también para cualquier subconjunto
(no vacio) de la esfera de de Sitter ST que sea interseccién de ST con un cono simplicial de R?{‘“ , v tal
que todas sus caras de codimension > | sean riemanntanas. (Por ejemplo, ¢l polar A* de un n-simplice

hiperbélico A | cf. Iema 4.1.1))
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Una féormula de Gauss-Bonnet.

Proposicion 5.2. Sea A un n-simplice en la esfern de de Sitter ST tal que todas sus caras sean

riemanmianas. Entonces

~—

3]

1

YoDF e D, Va(F)-0F = 0 (7)
k=0 dim{ F}=2k&

donde se suma sobre todas las caras F de A de dimensidn par, Vor(F) es el volumen de una cara

I' de dimensién 2k , 85 es la medida algebroica del dngulo polar de A en lo cara F | y ¢; es la

constante definida por

Vol(8) FEE T L, |
i = - — = 0<i<n—]| S
%7 VoIS ves T ToarEgy) 0 URtEnoboovooe

. . . 1Y )
(Estamos usando aqui los siguientes convenios; sl k = 5 entonces el angulo polar 84 en todo el

mn—1

simplice sc toma igual a —1 ; si k = , entonces los angulos polares en las caras de codimension

| son £1 (ver definicién 5.1) , y si kK = (0, entonces los volimenes de las caras de dimension 0 son 1)

Observacion 5.2. Para dimension n par, la férmula de Gauss-Bonnet (7) permite expresar el volumen

del r-simplice A en términos de los volimenes de simplices de dimension menor:

31
(71)1721 “Va(A) = Z(—l)k - Cok - Z Vai(F) - 0 sin es par
k=0 dim(Fy=2k

Cuando n cs impar, la formula de Gauss-Bonnet no incluye el volumen del propio simplice, y por tanto

no da una expresion de V,(A) en trminos de los volumenes de simplices de dimension mas pequefia:

n—1
Z (=1)* - cop - z Vop(F) - 0r =0 si . es impar
k=0 dim{F) =2k

Demostracion de la proposicion 5.2. Vamos a hacer la demostracidn s6lo en el caso en que n es par;

¢l otro caso es analogo.

Sea, pues, 7 un numero par y A un n-simplice en S} tal que todas sus caras son riemannianas. La

formula de Schlafli en la esfera de de Sitter (tcorema 3.5.1) dice que

1
n—1

dvn(A) = Zvn—2(p) dagp
F
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donde se suma sobre todas las caras 7 de codimension 2 de A ¥ ¢y cs ¢l angulo diédrico de A en la
cara I'. Ahora bien, de las definiciones de angulo diedrico y angulo polar se¢ deduce facilmente que ¢l
angulo polar de A en la cara F es 0 = —ay . (En efecto, con las mismas notaciones de la definicion
5.1 se tienc que, st w; , w; son los vectores ortogonales a la cara F | entonces ap = —ang(w, , w;) ,
mientras que O == ¢;-¢;-ang(e;wy, o w,) = (¢;-¢;)%-ang(w; | w;) = ang{w,,w;) ) Por tanto, tambi¢n

podemos escribir
—1

T~

AVa(B) = —— > 'V, (F) dip
F

ezt
20(E) -1

Teniendo cn cuenta ademas que la constante ¢, = , resulta que

(D v, (d) = ()T e Y Valo(F) o

ditm(Fy)=n—2

Considerando, por otra parte, las relaciones (6), sc tienc:

( (n—2) n
(-7 Tep_z- >, Vo2(F) dip = (—1)2 -dV,(A)
dim{(Fy=n—2
in—2) n—4)
(“*]-) Cp—2 - Z GF dvﬂ*2(F) + (—l) “ g Z vnftl.(F) dgp =0
dim(F)=n—2 dim{Fy=n-—1

cqr D, OpdVy(Fy—co 3 Vo(F) dip =0

dim{F) =4 dim(F)=2
—Cy Z O de(F) + ey - Z diip =0
\ dim{F)=2 dim(1)=0

Si sumamos todas estas igualdades, obtenemos que

L

2
('—1)% '(NT).(A) zd(Z(-—])k'(!gk' Z VQA(F)-{)I,‘)
k=0 dim{ =2k

e integrando resulta que

‘5_1
(_1)% Va(A) = Z("—l)k T Z Vou(F) - 0p + constante
k=0 dim{I7) =2k

Para determinar la constante de integracion, consideremos ¢l caso limite en ¢l que el simplice hiperbélico

polar A* degenera en un punto, de modo que todos los angulos polarcs de A tienden a cero. Entonces
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¢l simplice A degenera en un subconjunto contenido en un hiperplano de ST, v por tanto V,,(A)} — 0.

En consecuencia, la constante de integracion es nula y se obtiene la tormula buscada:

?‘—1
(-DF Vi(A) =Y (=D em Y. Val(F)-0p
k=0

dim{f)=2k

0

Observacion 5.3. He llamado a la formula (7) férmule de Gauss-Bonnet debido a su analogia con las
formulas generalizadas de Gauss-Bonnet para poliedros convexos en el espacio no euclideo de curvatura
constante x = +1 (cf. [Sa;], [AVS]}). Sin embargo, existe la difercncia esencial de que en la formula (7),
para simplices de la esfera de de Sitier S} con todas sus caras riemannianas, el segundo micmbro de la
igualdad es cero. Por tanto, si tratiramos de generalizar la formula (7) a poliedros de S} triangulables

mediante simplices de este tipo, no apareceria fa caracteristica de Euler del poliedro.

Observacion 5.4. El mismo procedimiento utilizade en la demostracion de las proposiciones 5.1 y 52
se puede aplicar también en los casos esténco ¢ hiperbolico para probar las citadas formulas de Gauss-
Bonnet para simplices en 87 y H™ . Dichas formulas se pueden deducir, pues, de las formulas de Schiafii

esférica e hiperbolica.

6. APLICACION 3 : VOLUMEN DUAL DE UN n-SIMPLICE HIPERBOLICO.
(GENERALIZACION DE UNA FORMULA DE SANTALG.)

Sea A={zgvp+ - +&nVa|zp>=0,...,2, > 0} 0 H" un n-simplice hiperbolico, y sea

{wo, ..., wn} labase dual de {vy,...,v,} . Consideremos ¢l polarde A, A* = {xg wo+- - +a, Wy, |
ro >z 0,...,x, > 0} NS}, y el dual complementario, A = {zg wy + -+ + 2, W, |
To = 0y x; <0 paraalgin ¢ € {1,...,n}} N ST . Vimos ya en §4.1 que ¢l volumen dual de
A (es decir, la medida del conjunto de hiperplanos de H™ que cortan a A) coincide con el volumen
Vo {AF) de su dual complementario en ST . Ahora vamos a relacionar este volumen dual V, (A} con
los volimenes de las caras de dimension impar del simplice hiperbolico A y con los angulos polares en

€8as caras.

Definicion 6.1. A cada cara de codimension & + 1 del simphice A (0 <k <n —1),

F=dxgvo+ - +z. vy |29 20,...,2, >0 Ty, ﬁ"'t%’kzo} NnH"
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le asociaremos la siguiente cara de dimension & del polar A*:

i Vi, 7‘1?30,...,:;:'

[ 20} NSy

Diremos que F'y F* son caras polares. Llamaremos dngulo polar 05 del simplice hiperbolico A en la

cara F’ al volumen de la cara polar I”* (que cs un simplice esférico de dimension k ; of. Lema 4.1.1).

Observacion 6.1. Si F es una cara de codimension 2 de A y oy es el angulo diédrico de A cn F ,

entonces €l anguio polar e¢s 8p =7 — g |

Proposicion 6.1. Sea A un n-simplice hiperbdlico. Entonces su volumen dual es

(25!]

2

Va(AF) = 3 0 e Y Ve (F) - 0p (1)
k=0 dim(F)=2k+1

donde se suma sobre lodas las caras F de A de dimensicn impar, Vog (((F) es el volumen de una

cara F' de dimension 2k+1 , 6 es el dngulo polar de A en la cara F | y c; es la constante definida

por
Vol(S™) P - T(%52) S .
% - - = 31 () S S - 1 =
“ T VoIS Vel(sT oY) 2 D24 R oot
71~ 1

, entonces ¢l angulo polar @4 en todo el

(Estamos usando aqui los siguicntes convenios: si k =

nw—2 . ..
, entonces los angulos polares en las caras de codimension 1

simplice se toma igual a | ;81 & =

son 1,y si k=20, entonces los volumenes de las caras de dimension 0 son 1)

Observacion 6.2. Para dimension 7 impar, [a formula (1) permite relacionar el volumen del n-simplice

A con su volumen dual:

n—yg

nd
N il . .
V(AP + («1)_;_ Vo{A) = Z (=% - cppyy - Z Vorse1(F} - Op si 72 es impar
k=0 dim{ Fy=2k4-1

En particular, para dimension 3 se obtiene de nuevo la formula de Santalé para tetraedros mperboélicos:

3 1
v3(A)+v3(Af)z§ Yo v(F)-op
dim(F)=1

Cuando n es par, la formula (1) relaciona, en cambio, el volumen dual del simplice A con su “arca

superficial” S,-1{A) , es decir, con la suma de los volumencs de todas sus caras de codimension 1:

Ti—4.
2

V(AT + (—1)% ey - Saog(A) = Z(“l)k 3kl Z Vorga (F) - 0 si T es par
k=0 dim( F==2k-41
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En particular, para dimension 2, la formula dice que la medida del conjunto de rectas que cortan a un

triangulo hiperbélico plano, es igual al perimetro del triangulo. En dimensién 4, dice que

3VaAT) +2S3(A) = D Vi(F) b
dim{f)=1

Demostracion de la proposicion 5.1. Vamos también a hacerla solo en ¢l caso en que n es impar, pues

el otro caso es andlogo.

Consideremos ¢l polar A* de A . Aunque A* no es compacto, si es mnterseccion de la esfera de de
Sitter S7 con un cono simplicial de R;‘“ , v por tanto las igualdades (6) de la seccion 5 son también
validas para A* (ver Observacion 5.1). Como las constantes ¢; satisfacen la relacion ¢; = ¢,

tenemos que para2 <r<n-1,

Cr—2 - Z BF‘ ) dvnﬁ:ﬂkl(p*) - Cr Z Vn—?‘*—l(F*) . dgll.‘m =0 (2)
dim{f*)=n—r+1 ditn(F*)=n-r—1

donde las sumas se extiecnden a todas las caras I™* del polar A* de la dimensién indicada, 0g. es la
medida algebraica del angulo polar en la cara F* |y V¢ (F™) denota el volumen (k-dimensional) de una

cara I de dimensidon & de A* .

Como la base dual {vg,...,v,} de {wq,...,w,} estd formada por vectores temporales que estin
todos en el semicono superior, resulta que la medida algebraica del angulo polar de A* en cada cara
F* de dimension k , coincide con el volumen de la cara polar F de A (cf. Definicién 5.1). Se tiene,
pues, la siguiente relacidn: s1 ¥ ¢ Ay F* < A" son caras polares de dimensiones my nn —r — 1 |

respectivamente, entonces
V1(F) = QF‘ Yy Vn—r—-](F*) = GF

Por tanto, para 1 <_r < n —2 , la igualdad (2) se puede escribir también en términos de magnitudes

relacionadas con ¢l propio simplice hiperbélico A en vez de con su polar A* | de la siguiente forma:

tre2s 3 Vela(F)odfp — ¢ Y Op-dV(F) = 0 (3)

dim{Fy=r—-2 dim(F)=r

donde las sumas se extienden a todas las caras F del simplice A de la dimension indicada, 0 es el
angulo polarde A enlacara F , y Vi(F) denota el volumen (k-dimensional) de una cara F' de dimension
kde A
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Por otra parte, si tenemos en cuenta la obscrvacion 6.1 v el hecho de que la constante ¢; = ¢,,_» =
1

, entonces la formula de Schlafli hiperbolica dice que

n—1
dVa(A) =cnz- Y Vaoo(F) doy (4)
dim{F)=n—2
1
Analogamente, como la constante ¢; = ¢,,_p = 1 de la formula de Schlifli en la esfera de de Sitter

s¢ deduce (ver Lema 4.1.3) que:

(ivﬂ(AP} =<y 2 Vn—Z(F*) dCl{F»
dim{£*}=n—-2

donde se suma sobre todas las caras 7™ de codimension 2 del polar A* |y oy« es ¢l angulo diédrico de
AT en la cara F* . En la demostracion del Lema 4.1.3 se vio que oz = V {F) , donde I ¢s la cara

polar de F* . Como ademéas V,—2(F*) = 0 , resulta que

AVa(A)=cr- Y Op dVi(F) (5)
dim{f)=1

Juntando las ecuaciones (3}, (4) v (3), tenemos que

,

cr- Y O dV(F) = dV,.(AT)
dim(#) =1
cy Z Vl(F) da;, — £y z 01;‘ (J.':V'lg(F) =1
dim({F)=1 dim{Fy=3
n—>o (n—3
(—1) cCp—4 Z Vn_4(F) dGF + (_1) CCp—92 Z gF dvn—?(‘p) =0
dim(F)=n—1 dim(F)=n—-2
n—>3 n—3
(——1)1_2_l “Cp_p > VaolF) dfiF = {—1)L2_l -dV,(A)
dim{F)=n—2

Sumando todas estas igualdades, obtenemos que

d(vmf’) I V0 - d( %(—N e 30 Vara(P)-0r)

k=0 dim(Fy==2k+1

¢ integrando resulta que

o

T —_

n—3
Va(AT) + (—1)1_2_l Vi (A) = (=% - copyr - Z Vory1(F) - OF + constante
k=0 dim{F)=2k+1

w|
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Para determinar la constante de integracion, consideremos de nuevo el caso limite en el que el simplice
hiperbolico A degenera en un punto, de modo que AT degenera en un hiperplano de S7 | v por tanto
Va(A) - 0 ,V,(AT) = 0,y los volumenes de todas las caras de A tienden a cero. En consecuencia,

la constante de integracion es nula y se obtiene la formula buscada:

=
|
s

[

Va8 4 (0T VL) = S e Y Van(F) 6

dim(F)=2k+1

=
I
=
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