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Propagacion de ondas en multi-estructuras flexibles

Resumen

Este trabajo esta dedicado al estudio de propiedades de redes de cuerdas elasticas que experimen-
tan vibraciones transversales a un plano. EI movimiento de las redes se describe por la ecuacién de
ondas 1 — d sobre un grafo.

Los resultados principales se refieren al control y la observacion de las vibraciones de una red
desde uno de sus nodos exteriores. Utilizando técnicas de Anélisis de Fourier no arménico se dan
condiciones espectrales que garantizan la controlabilidad espectral de la red en cualquier tiempo
mayor que el doble de su longitud. Cuando el grafo que soporta la red es un arbol, probamos con
ayuda de la formula de representacion de D’Alembert, una desigualdad de observabilidad con pesos
que dependen de los autovalores del problema eliptico correspondiente. Esta desigualdad permite
identificar subespacios de estados iniciales de la red controlables y en particular, cuando la red es
estrellada, indicar espacios de tipo Sébolev de estados iniciales controlables.

Las técnicas desarrolladas para tratar el problema mencionado y los resultados obtenidos, nos
permiten a su vez resolver otros problemas similares. En particular, se estudian el problema de la con-
trolabilidad simultanea de cuerdas o membranas elésticas desde una region interior y las ecuaciones
de tipo Schrodinger, del calor o de vigas sobre redes controladas desde un nodo exterior.






Wave propagation in flexible multi-structures

Abstract

This work is devoted to the study of properties of networks of elastic strings that undergo trans-
versal vibrations with respect to a plane. The motion of the networks is described by the 1 — d wave
equation on a graph.

The main results are related to the control and observation of the vibrations of a network from one
of its exterior nodes. Using techniques of Nonharmonic Fourier Analysis, we give spectral conditions
that guarantee the spectral controllability of the network in any time larger than twice its total length.
When the network graph is a tree, we prove with the aid of the D’ Alembert representation formula,
an observability inequality with weights depending on the eigenvalues of the corresponding elliptic
problem. This inequality allows to identify subspaces of controllable initial states and, in particular,
when the network is star-shaped, to indicate Sobolev-type spaces of controllable initial states.

The techniques developed to handle this problem and the results we have obtained, allow us to
solve also other similar problems. In particular, the simultaneous controllability problem for strings or
membranes from an interior region and the equations of Schrddinger, heat or beam type on networks
controlled from one exterior node are studied.
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Introduccidén

En los Gltimos afios se ha dedicado un importante nimero de trabajos al estudio de sistemas
mecénicos formados por multiples elementos acoplados, que pueden ser vigas, cuerdas, placas o
membranas vibrantes. Estos se conocen como multi-estructuras; su relevancia practica es enorme.
Sin embargo, la complejidad de los modelos matematicos que describen el comportamiento de estas
estructuras, constituidos generalmente por ecuaciones en derivadas parciales, es muy elevada. En los
trabajos [Leu] y [LLS2] y en la bibliografia en ellos indicada puede encontrarse amplia informacion
sobre este tema.

Esta dificultad impone la necesidad de estudiar las variantes mas sencillas de dichos modelos
para conocer qué resultados pueden esperarse en condiciones de mayor grado de complejidad o de
adaptacion del modelo a las exigencias practicas.

Este es precisamente el objetivo de este trabajo. Consideramos ecuaciones en derivadas parciales
lineales y con coeficientes constantes, definidas sobre un grafo plano finito. EI mayor énfasis se hace
en la ecuacion de ondas definida sobre un grafo. Esta ecuacion sirve de modelo a una red de cuerdas
elasticas homogéneas que experimentan vibraciones transversales a un plano y consiste en un nimero
finito de ecuaciones de onda 1—d acopladas a través de las condiciones de contorno. Estas condiciones
estan determinadas por el grafo plano que corresponde al estado de reposo de la red. Consideramos
ademas, las ecuaciones de Schrddinger, del calor y de vigas definidas sobre un grafo. Centramos
nuestra atencion en el problema de control de las ecuaciones mencionadas desde un vértice exterior
del grafo: encontrar qué estados iniciales de los correspondientes sistemas pueden ser llevados al
reposo actllando sobre la solucion durante un tiempo finito en uno de los extremos del grafo.

En el Capitulo I se introducen los elementos fundamentales relativos al problema considerado:
ecuaciones del movimiento de la red, notaciones, formulacion, problemas de control. A continuacion,
se enuncia un teorema debido a J. Schmidt [Sch] que garantiza la controlabilidad exacta de redes de
cuerdas en forma de arbol desde sus nodos exteriores. Este teorema exige controlar todos los nodos,
excepto uno. A pesar del aparentemente excesivo nimero de controles necesarios, este resulta ser el
nico caso en que la red de cuerdas es exactamente controlable y ademas, independientemente de los
valores de las longitudes de las cuerdas.

Si el nimero de controles es menor, existiran valores de las longitudes de las cuerdas para los
cuales existen vibraciones propias localizadas de la red, que no afectan los nodos controlados. En
tal caso, el sistema no es siquiera aproximadamente controlable. La respuesta al problema de control
pierde su caracter topolégico. En general, el espacio de estados iniciales controlables depende de las
longitudes de las cuerdas de la red.

Pero ademaés, alin cuando la controlabilidad aproximada tiene lugar, no es posible estimar la
energia natural de las soluciones del sistema homogéneo por medio de la norma L? de sus trazas en
los nodos controlados. Es por ello, que adquiere importancia la nocién de controlabilidad espectral:
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2 Introduccion

que sean controlables todos los estados iniciales de la red que son combinaciones lineales finitas de
las autofunciones del problema eliptico asociado al sistema hiperbélico del movimiento de la red. Este
tipo de controlabilidad es mas fuerte que la controlabilidad aproximada, sin embargo, en la mayoria
de los problemas considerados, ambas propiedades tienen lugar simultaneamente.

En el Capitulo I1 se describen las herramientas basicas utilizadas en la obtencion de resultados de
controlabilidad: el método HUM de J.-L. Lions, el método de los momentos y la técnica de las bases
de Riesz. EI HUM permite reducir el problema de control al estudio de propiedades de observabilidad
de un sistema homogéneo. Esto es, a investigar qué informacion sobre la energia de las soluciones
puede ser obtenida a partir de mediciones de éstas realizadas en los puntos de control. Esta técnica
es la que utilizamos fundamentalmente para la demostracion de los resultados principales de este
trabajo.

El Capitulo 111 esté dedicado a la red de tres cuerdas controlada desde sus nodos exteriores, la mas
simple de las redes controladas que contienen méas de una cuerda. Cuando la red se controla desde
dos de los nodos exteriores, el teorema de Schmidt asegura que la red es exactamente controlable. Por
ello, ponemos especial atencion en el control de la red desde uno de sus nodos exteriores.

Los resultados que se obtienen en este capitulo pueden ser facilmente generalizados al caso de
redes estrelladas de n cuerdas. Sin embargo, se han presentado para n = 3 con el objetivo de hacer,
si es posible, mas transparente la exposicion.

La red de tres cuerdas es espectralmente controlable en algln tiempo T si, y s6lo si, el cociente de
las longitudes de las cuerdas no controladas es un niamero irracional. En tal caso, sera espectralmente
controlable en tiempo igual a dos veces la suma de las longitudes de todas las cuerdas. Este tiempo
de control resulta ser 6ptimo: en cualquier tiempo menor la red no es siquiera aproximadamente
controlable.

La técnica fundamental utilizada en este capitulo para la demostracion de desigualdades de obser-
vabilidad se basa en la formula de D’ Alembert para la representacion de las soluciones de la ecuacion
de ondas 1 — d. Con su ayuda, es posible construir a partir de una solucioén del sistema homogéneo,
una nueva solucion cuya energia si puede estimarse en funcion de la norma L? de las trazas en el nodo
controlado de la soluci6n original. Esto conduce a desigualdades de observabilidad de los coeficien-
tes de Fourier del estado inicial con pesos. Estos pesos se calculan de forma explicita en funcion de
los autovalores. Esto permite encontrar condiciones, que al ser impuestas a las longitudes, permiten
asegurar la controlabilidad de subespacios de datos iniciales que se describen de manera explicita.

En este capitulo se estudia también el problema de control de la red de tres cuerdas por el método
de los momentos. Esto tiene como objetivo mostrar que este método puede ser (til para el estudio de
redes.

En el Capitulo IV se estudia la controlabilidad desde un nodo exterior de redes de cuerdas sopor-
tadas sobre arboles arbitrarios con un nimero finito de aristas. Una vez mas, utilizando la formula
de D’Alembert, es posible demostrar desigualdades de observabilidad en tiempo igual a dos veces la
suma de las longitudes de todas las cuerdas, con pesos que dependen de los autovalores. Estos pesos
resultan ser todos distintos de cero si, y solo si, la red es espectralmente controlable. Por otra parte,
que todos ellos sean no nulos equivale a que dos subarboles cualesquiera con raiz com(n tengan es-
pectros disjuntos. Esta condicién coincide, obviamente, con la condicion de irracionalidad obtenida
en el Capitulo 111 para la red de tres cuerdas.
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Se considera ademas el problema de control simultaneo desde un nodo exterior de un nimero
finito de redes soportadas sobre arboles. Esto significa, que se utiliza la misma funcién de control
para controlar todas las redes.

En el Capitulo V se reinen algunos resultados que no exigen que la red de cuerdas tenga una
estructura topolégica especifica.

En primer lugar, se demuestra que la red es espectralmente controlable desde un nodo exterior en
algtn tiempo T' > 0 si, y s6lo si, se verifica la propiedad de continuacion espectral Gnica: ninguna
autofuncién no nula se anula idénticamente sobre la cuerda que contiene al nodo controlado.

Se estudia ademas, el problema de control de una red de cuerdas desde todos sus nodos. Re-
sulta, en base al célebre Teorema de los Cuatro Colores, que cuatro funciones distintas, aplicadas
simultaneamente en varios nodos, seran suficientes para garantizar la controlabilidad espectral de la
red.

Por Gltimo, se muestra que el teorema de J. Schmidt formulado en el Capitulo I, no se verifica si
el nimero de nodos no controlados es mayor que uno.

En el Capitulo VI se estudia el problema de control simultaneo de dos cuerdas de densidades en
general distintas desde una region interior. Cuando las densidades son diferentes, este tipo de control
es mas factible que el control simultaneo desde un extremo: las cuerdas son simultaneamente exacta-
mente controlables en cualquier tiempo mayor que los tiempos caracteristicos de ambas cuerdas. Sin
embargo, si las densidades de las cuerdas coinciden, el problema es similar al del control desde un ex-
tremo y la identificacion de subespacios de estados iniciales controlables depende de las propiedades
de aproximacion racional del cociente de las longitudes de las cuerdas.

El Capitulo VII esta dedicado al estudio de otras ecuaciones definidas sobre grafos: las ecua-
ciones de Schrodinger, del calor y de vigas. Para estas ecuaciones se dan condiciones necesarias y
suficientes de controlabilidad espectral en cualquier tiempo T' > 0 desde un vértice exterior del gra-
fo. Estas condiciones coinciden con la propiedad de continuacion espectral Gnica. Ademas, se prueba
que es posible identificar subespacios de datos iniciales controlables para estas ecuaciones a partir de
subespacios de estados iniciales controlables de la red de cuerdas.

Finalmente, en el Apéndice A se retinen algunos resultados que se prueban con ayuda de teoremas
sobre aproximacion diofantica. Estos resultados se utilizan en el trabajo para garantizar la controla-
bilidad de subespacios que se describen de manera explicita como dominio de alguna potencia del
operador eliptico asociado a la red.

Debemos sefialar dos cuestiones relacionadas con las notaciones utilizadas. La primera es relativa
a la numeracién de objetos: ésta se realiza de manera local en cada capitulo. Los teoremas, lemas,
proposiciones, etc., incorporan un primer nimero que indica el capitulo del texto en que aparecen.
Asi, por ejemplo, la Proposicion 111.4 seria la proposicion nimero 4 del Capitulo Ill. En el caso de
las secciones, subsecciones y formulas, la referencia explicita al capitulo se omite. Por esto, cuando
nos referimos a uno de ellos en un capitulo distinto de aquel en que aparecen, utilizaremos un nimero
adicional, que indica el capitulo donde fueron definidos. Por ejemplo, la formula (5) del Capitulo 1V
es citada en este capitulo por (5), pero en los otros por (I1V.5).

Indiguemos ademas, que las constantes positivas que aparecen en el texto se han denotado de
manera genérica por C, de modo C puede representar a nimeros que son distintos de linea en linea del
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texto. S6lo cuando queremos indicar la dependencia explicita de las constantes de algin pardmetro, o
para evitar confusiones, se han afiadido subindices a la letra C.



Capitulo |
Preliminares

1. Redes de cuerdas

1.1. Elementos sobre grafos

Un grafo G es un par (V, £), donde V es un conjunto, cuyos elementos son llamados vértices de
Gy & es una familia de pares no ordenados v, w de vértices, que denotaremos por vw. Los elementos
de € se llaman aristas de G con vértices v, w. Cuando el grafo G no tiene aristas de la forma vv se
dice que el grafo es simple™.

Un camino entre los vértices v y w de un grafo G es un conjunto de aristas

— —_——

VVi1,V1iV2, ..., Vi1V, Vip W.

Si todas estas aristas son distintas entre si, se dice que el camino es simple; si todos los vértices
V1, ..., Vi SON distintos, el camino se llama elemental.

Un camino cerrado es un camino entre un vértice y él mismo. Cuando un camino cerrado es
elemental se llama ciclo. Cuando el grafo G no contiene ciclos se dice que G es un arbol.

Los grafos con un nimero finito de vértices son llamados finitos. Supongamos que G es un grafo
finito con IV vértices y M aristas:

V={vi,...,vn}, E={e,..,en}.
Llamaremos multiplicidad m(v) del vértice v, al nUmero de aristas que confluyen en v:
m(v) :=card{e€ & v Ee}.
Definimos ademas
Vs:={veV: m(v)=1}, Vy:=V\Vs.

Observemos que Vg es el conjunto de los vértices que pertenecen a una sola arista. Estos vértices
seran llamados exteriores. El conjunto 'V, contiene los restantes vértices, aquellos que pertenecen a
mas de una arista; éstos seran llamados interiores.

1En ocasiones se utiliza el término grafo solamente para los grafos simples, es decir, para aquellos que no tienen aristas
cuyos vértices coinciden. Los grafos no simples son llamados entonces pseudografos.

5



6 I. Preliminares

Para un vértice v, denotamos
I, :={i:v € e},

que es el conjunto de los indices de todas las aristas de G que son incidentes a v. Si el vértice
v; es exterior, I, contiene un solo indice; éste sera denotado por i(j) y, si esto no conduce a
ambigledades, simplemente por i.

En este trabajo consideraremos solamente grafos simples finitos cuyos vértices son puntos de un
plano. Las aristas del grafo seran interpretadas como los segmentos rectilineos que unen a algunos de
€s0s puntos. La longitud del segmento que corresponde a la arista e; serd llamada longitud de e; y se
denotara por 4;.

Asumiremos ademas, que las aristas del grafo no se intersectan en puntos que no sean vértices de
G. Tales grafos reciben el nombre de grafos planos.

En cada arista de G escogemos una orientacion (esto es, uno de sus vértices se ha escogido como
vértice inicial). Entonces, e; puede ser parametrizada en funcion de su longitud de arco por medio de
las funciones z; : [0, 4;] — e;.

Definimos la matriz de incidencia de G

1 i LEZ(O) = vy,

i = -1 si LEZ(&) =Vj.

Denotaremos por L la suma de las longitudes de todas las aristas del grafo. Llamaremos a L
longitud del grafo. Para indicar a qué grafo corresponde, escribiremos, si fuese necesario, L.

Dadas las funciones v’ : [0,4;] — R, i = 1,..., M, denotaremos por % : G — R la funcion
que al punto x € e; le hace corresponder «’(z; ' (x)). Diremos que @ es una funcion definida sobre
el grafo G' con componentes u‘. Frecuentemente indicaremos este hecho escribiendo simplemente
@ = (u', ...,u™M). En particular, designaremos por 0 el vector cuyas componentes son todas iguales a
cero.

1.2. Ecuaciones del movimiento de la red

Consideramos ahora una red de cuerdas elasticas que experimentan pequefias vibraciones trans-
versales a un plano. En reposo, la red coincide con un grafo G contenido en ese plano.

Supongamos que la funcion u? = u'(t,z) : Rx [0,4;] — R, describe el desplazamiento transver-
sal en el instante ¢ de la cuerda que coincide en reposo con la arista e;. Entonces, para cada ¢ € R, las
funciones v, i = 1, ..., M, determinan una funcion u(¢) sobre G' con componentes v’ : R x [0, 4;] —
R definidas por u’(t,z) = u'(t, z;(z)). Esta funcion permite identificar la red con su grafo de reposo;
en este sentido los vértices de G seran llamados nodos v las aristas, cuerdas.

Como modelo del movimiento de la red asumimos que los desplazamientos «* satisfacen el si-
guiente sistema no homogéneo
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ul, — by =0 enR x [0,4], i=1,..,M, (1)
w9 (t,v;) = hj(t) teR, j=1,..r )
w9 (t,v;) =0 teR, j=r+1,..,N, ?)
u'(t,v) = v (t,v) teER, Vv EV, i,j € Iy, 4)
Zielvanui(t,v) =0 teR, v EVy, (5)
u'(0,z) = ud (), ui(0,z)=ul(z) z€[0,4], i=1,...,M, (6)

donde € es un subconjunto no vacio de Vg (el conjunto de los nodos controlados) y d,u’(t,v) :=
eijul(t,z; *(v)) es la derivada normal exterior de u; en el nodo v. Hemos supuesto que la numera-
cion de los nodos se ha escogido de modo que

C={vy, ..., v;- }.

Asi, (1)-(6) corresponde a una red con r nodos exteriores controlados.

La ecuacion (1) es la ecuacion de ondas 1-d clasica, que verifican las deformaciones de las cuerdas
de la red. Las igualdades (2), (3) reflejan la condicion de que sobre algunos de los nodos exteriores,
precisamente sobre aquellos que corresponden a los vértices contenidos en C, actan controles 5 ;
que regulan sus desplazamientos, mientras que los restantes nodos estan fijos. Las relaciones (4) y
(5) expresan respectivamente la continuidad de la red y el balance de fuerzas en sus nodos interiores.
Por altimo, (6) indica que la deformacion de las cuerdas y su velocidad se suponen conocidas en el
instante ¢ = 0; el par (uo, u1) sera llamado estado inicial de la red.

En general, supondremos que el grafo G no contiene vértices de multiplicidad dos, pues estos
serian irrelevantes en nuestro modelo, pues pueden ser considerados como puntos interiores de una
arista cuya longitud coincide con la suma de las longitudes de las aristas que se unen en ese vértice.

Para el estudio del sistema (1)-(6) necesitaremos un marco funcional apropiado. Definimos los
espacios de Hilbert

M
V={ae[[H (0,4): u'(v)=u(v)siveVyyu (v)=0siveVs}
i=1
M

H=]]L*0, &),

i=1
provistos de las estructuras hilbertianas

M M 4
<A >y:=Y <ulw > = Lwld
s V.= u,w H[0,6,]— Uz WAL,
: ‘ 0
=1 =1

M M 4
< u,w > = Z <u',w' >pop.0)= Z/ u'w'dz,
i=1 i=170
respectivamente. Denotaremos ademas

U= (L*(0,7))".
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El estudio de la solubilidad del sistema (1)-(6) se realiza de la manera estandar para sistema no
homogéneos por el método clasico de transposicion (véase [LM]): primero se estudia el problema
homogeneo (h; = 0 paratodo j = 1,...,7)

Gl — by =0 enR x [0,4], i=1,.., M, @)
"D (t,v;) =0 teR, j=1,..,N, 8)
P (t,v) = ¢ (t,v) tER, v EVN, i,j € Iy, 9)
D ier,Ond'(t,v) =0 teER, v EVy, (10)
¢'(0,2) = ¢ (x), $1(0,2) = ¢{(x) z€[0,4], i=1,..,M; (12)

luego, por transposicion se define la solucion de (1)-(6) para el caso general no homogéneo. Des-
cribimos los pasos fundamentales, pues algunos de sus elementos seran usados posteriormente. Los
detalles pueden encontrarse en [LM] o [K]. La aplicacién de esta técnica al problema concreto de
redes de cuerdas puede consultarse en [LLS2].

Como la inyeccion V' C H es densa y compacta, al identificar H con su dual H' a través del
isomorfismo de Riesz-Fréchet, podemos definir el operador —A¢ : V — V’ por

(—Agu,v)yixy = (4, 0)H.

El operador —A; es una isometria de V en V'. La notacion —A se justifica por el hecho de que,
para funciones @ € V regulares, el operador — A coincide con el operador de Laplace.

Puede demostrarse, que el espectro del operador —A; esta formado por una sucesion creciente
y positiva (i, )nen. Las autofunciones correspondientes (6,,),en pueden escogerse de modo que
formen una base ortonormal de H.

Para los espacios V' y H tienen lugar las caracterizaciones

V = {ﬂ:Zun@n: |||ﬂ|||%/:zz,unu%<oo},

neN neN
— oo n . 1112 ._ 2
H = {U_Zunon. @)% .—Zun<oo},
neN neN

y las normas de V'y H son equivalentes a |||.|||, ¥ |||-||| 7, respectivamente. Los espacios V'y H son
espacios de Hilbert con el producto escalar que genera las normas correspondientes.
La solucién del sistema homogéneo (7)-(11) con datos iniciales

<_ﬁ0 = Z ¢0,nén’ él = Z ¢1,nén’ (12)
neN neN

se define entonces por la formula

bt z) := Z(¢0,n cos A\pt + ¢;’n

neN

sen \,t)0, (). (13)

n

Una vez mas esta definicion se justifica por el hecho de que, para datos iniciales ¢,, ¢, suficientemente
regulares, la funcion determinada por (13) es la Gnica solucion de (7)-(11).
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Para una solucion u de (1)-(6) en el sentido clasico, la energia se define como la suma de las
energias de sus componentes, esto es,

M 0.
1 v i 2 i 2
By (t) = X;E (t) con Eu(t) = 5/0 (it ) + [ui 1. 2)|*) da.
A partir de las ecuaciones (1)-(5), se demuestra facilmente que
d ~ i
%Eﬂ (t) = Z ut(ta vj)anu (ta Vj)' (14)
i=1

En particular, en el caso homogéneo la energia se conserva: E ;(t) = E;(0), paratodo ¢ € R. De
hecho, si los datos iniciales se expresan por (12) entonces,

1

By =3 Z(uwﬁin )= %(lll(ﬁolllgf + 1l [1177)- (15)
neN ’ ’

Como la suma en (15) es convergente para todo (¢, ¢,) € V x H, puede tomarse esta formula como
definicién de la energia de la solucién con estado inicial en V' x H.

De la definicion (13) resulta que, para todos los T € Ry (¢, #;) € V x H, la solucién ¢
satisface

¢ € C([0,T]: V) CH[0,T] : H). (16)
Ademas, ¢ es la tnica solucion de (7)-(11) en el sentido de las distribuciones, que posee la propiedad
(16).
Para cada r € R consideramos los espacios de Hilbert

V= {u = by ulf = ppul < oo} : (17)

neN neN

h" = {(un) )l =) il < OO} :

neN
provistos de las normas ||-||,., donde por (u,) se denota una sucesion con componentes reales w,,. El
isomorfismo canonico Y, . unfn — (u,) €S una isometria entre V" y A",
Observemos que V" es el dominio de (—A¢)2 considerado como un operador de H en H.
Ademés, V =V!yH =V0,
Introducimos ademas los espacios de Hilbert
W=V x V1
dotados de la estructura producto natural. Tendremos que
W' =V x H, WY =H x V'

Entonces, es posible definir para el estado inicial (¢, ¢;) € W’ la solucion del problema homogéneo
(7)-(11) por (16). En este caso,

¢ € C(0,T]: V) CH([0,T]: V™).
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El siguiente paso en el estudio de la solubilidad del sistema (1)-(6) consiste en demostrar que
para cada T' > 0 existe una constante C' > 0 tal que, en todo nodo exterior v € Vg, las soluciones
regulares del sistema (7)-(11) satisfacen la desigualdad

T
| longiewPar < B, (18)

Esta propiedad se conoce como regularidad oculta (hidden regularity en la literatura), pues no resulta
de (16); es una propiedad especifica de las soluciones de (7)-(11) y en general, de soluciones de
problemas de Dirichlet para ecuaciones de ondas. La desigualdad (18) puede demostrarse utilizando
la formula de D’ Alembert para la representacion de las soluciones de (7). En [LLS2], se prueba por
medio de la técnica de multiplicadores de Rellich, una técnica que es también til en el contexto mas
amplio de ecuacidnes en varias dimensiones y con coeficientes variables.

A partir de ahora, con el objetivo de simplificar las notaciones, supondremos en lo que resta de
subseccion que r = 1, es decir, que sblo hay un nodo controlado. Asumimos ademas, que a la cuerda
que contiene el nodo controlado le corresponde el indice i = 1.

Fijamos 7 > 0y definimos para cada ¢ € (0,77 el operador A; : H x V — L2(0,T) que asocia
a cada par (¢, —¢,) € H x V la derivada normal 8,,¢' (., v1) en el nodo controlado de la solucion
(13) del sistema (7)-(11).

En vista de (18) y (15), A, es continuo. Entonces, el operador A} : L?(0,T) — V' x H, adjunto
de A, sera también continuo (se han identificado L?(0,7") y H con sus duales).

Luego, para cada h € L?[0,7T] se define la solucion del sistema (1)-(6) con estado inicial
(wo,u1) € H x V' como

ﬂ:A:h—FSt(ﬂg,ﬂl), (19)

donde Sy (1o, 1) es la solucion de (7)-(11) dada por (13) en el instante ¢.
Para aclarar qué significa esta formula calculemos el operador A ;. Consideramos el operador B
definido para h € C([0,]) por
Bh = (u(t), u(t)) u,

donde « es la solucion en sentido clasico del problema (1)-(6) con datos iniciales ug = u; = 0.
Si multiplicamos la ecuacion (1) por u; e integramos en [0, ¢] x [0, ¢;] resulta, luego de integrar
por partes,

topli ) . Lo o t o
/0 /0 (uly — i) dtdr = /0 (i — i) | de + /0 (ui gt — i) [ d

Sumando estas igualdades obtenemos, teniendo en cuenta las condiciones de contorno (2)-(5),

/ hon ' (1,v1)dr = Z/ Ut z)Pi(t, ) — i(t,x)qﬁi(t,x)) dz,
y esta igualdad significa

(Ond" (t,v1), ) 200y = ((t), by () rrxr — (tin(t), P(E)) v
Se tiene entonces
(Ad,h)12(04) = (Bh, &) (xvryx (mxV)-
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es decir, para h € C*([0,1]) se cumple Bh = Ajh. Teniendo en cuenta que el operador A} es
continuo, y que C([0,]) es denso en L?(0,¢), podemos asegurar que A} coincide con la extension
a L?(0,t) de B.

Este hecho le confiere sentido a la igualdad (19). En el caso clasico h € C'([0,¢]), (g, 1) €
(H x V"), ub,ui € C1([0,4;]), la formula (19) expresa simplemente el hecho de que la solucion del
problema no homogéneo con estado inicial (ug,u;) puede expresarse como la suma de la solucion
del problema homogéneo con estado inicial (ug,u1) y la solucion del problema no homogéneo con
estado inicial (0,0), lo cual es consecuencia inmediata de la linealidad del sistema (1)-(6).

Finalmente, para cada h € L2[0, T la solucion 4 de (1)-(6) definida por (19) tiene la propiedad

u e C(0,T]: H)(C'([0,T] : V).

2. El problema de control

El problema de control en tiempo T consiste en averiguar para qué estados iniciales de la red,
es posible seleccionar los controles h; € L?(0,T), j = 1,...,r, de modo que el sistema alcance la
posicion de equilibrio al cabo de un tiempo 7'. De manera mas precisa,

Definicion 1.1. — Sea T > 0. Diremos que el estado inicial (ug,u;) € H x V', es controlable en
tiempo 7', si existen funciones h; € L?(0,T),j = 1,...,r, tales que la solucion de (1)-(6) con estado
inicial (g, @) satisface

TUly=7 = Us|=r = 0.

Observacion 1.1. — En ocasiones, en las condiciones de la Definicion 1.1 se dice también que
(uo,u1) es exactamente controlable. Cuando para cada ¢ > 0 existen controles h$ tales que las
correspondientes soluciones @° verifican || (a®|7, @$|7)| g« < €, Se dice que (Gg, @) es aproxima-
damente controlable en tiempo 7.

El problema de control en tiempo T' consiste entonces en caracterizar el conjunto de estados
iniciales controlables en tiempo 7. La siguiente definicion clasifica el sistema (1)-(6) en funcion de
la respuesta al problema de control.

Definicidon 1.2. — Sea T' > 0. Diremos que el conjunto K C H x V' es controlable en tiempo T,
si todos los estados iniciales (ug,u1) € K son controlables en tiempo 7. Entonces, diremos que el
sistema (1)-(6) es

1) aproximadamente controlable en tiempo T si existe un conjunto K controlable en tiempo
T, que sea denso* en H x V'

1En otras palabras, el sistema (1)-(6) es aproximadamente controlable si todos los estados iniciales (o, 1) € H x V'
también lo son.



12 1. Preliminares

2) espectralmente controlable en tiempo T si el subespacio Z x Z es controlable en tiempo
T, donde Z es el conjunto de las combinaciones lineales finitas de las autofunciones del
operador —Ag;

3) exactamente controlable en tiempo T si todo el espacio H x V'’ es controlable en tiempo
T.

Notemos que, debido a la linealidad del sistema (1)-(6), si el conjunto K es controlable, también
lo seré el subespacio span K de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de K. Es por
ello que resulta natural hablar de subespacios controlables en lugar de conjuntos controlables.

2.1. Formulacion equivalente del problema de control

Observemos ante todo, que el problema de control admite una formulacién equivalente en térmi-
nos de operadores. Sea P : U — H x V' el operador definido por

Prh = (a(T), u(T)),
donde @ es la solucion del sistema (1)-(6) con estado inicial (0, 0).

Denotemos por Wr la imagen de Pr; es decir, W es el conjunto de los estados que pueden
alcanzarse al cabo de un tiempo T partiendo del estado de reposo.

Notemos que el estado inicial (@g,71) € H x V' es controlable en tiempo 7' si, y solo si,
(ug,u1) € Wr. Este hecho se debe a la invarianza del sistema (1)-(6) por el cambio de variable
t — T — t: si u es una solucion de (1)-(6) entonces, w(t) = u(T — t) también lo es. Asi, dado
(ug,u1) € Wr, si u es una solucién que satisface

(@(0),@(0)) = (0,0),  (@T),w(T)) = (o, 1)
con control & entonces, w(t) = (T — ¢) satisface
(w(0),w;(0)) = (g, 1),  (w(T),w(T)) = (0,0);

de modo que para llevar (@, @;) a (0,0) basta elegir el control A(T — t).

Como consecuencia, si los estados iniciales (ug,u1) Yy (vo,v1) son controlables en tiempo T
entonces, es posible encontrar un control 4 € U que lleva (o, @) @ (o, o1). En efecto, bastaria
tomar i = hy + hy, donde Ay, ha son, respectivamente, los controles que llevan (@o, @) a (0,0) y
(0,0) a (B9, 71).

Por tanto, el problema de control en tiempo 71" se reduce a estudiar la imagen W del operador Pr.
Por otra parte, gracias a resultados generales del Analisis Funcional (ver Teorema I1.1), el espacio W
puede describirse en términos del operador adjunto de P. En esto consiste esencialmente el HUM.

Observemos ahora que, de acuerdo a la definicion (19) de la solucion de (1)-(6), el adjunto del
operador P coincide con A, es decir, el adjunto de P es aquel operador que asocia a (¢, —¢,) €
H x V el vector 8,u|e € U, cuyas componentes son las derivadas normales 0,,u’(.,v;), j = 1, ..., ,
de la solucion del sistema homogéneo (7)-(11) con estado inicial (¢, ¢, ). Es por ello, que el problema
de control se reduce a estudiar propiedades de las soluciones del sistema homogéneo (7)-(11).
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Por otra parte, (%o, @) € Wr, es decir, (&g, @) = Prh para algiin h € U, si, y solo si, para
cada (¢1, —¢,) € Z x Z se satisface la igualdad
(o, @1), (1, —P0))(mxv)x(xv) = (PTh, (1, —=P0)) (Hxvr)x (HxV)-

Entonces, (ug, u1) € Wr si, y solo si

(o, @1), (1, —P0))(mxvryx(xv) = (b Po(d1, —o))u = (h, Ondle)u-

Escribamos este resultado en términos convencionales:

Proposicion 1.1. — El estado inicial (ug,u;) € H x V' es controlable en tiempo 7' con control
h = (hi,...,h,) € U si, y solo si, para todo (¢y, ¢;) € Z x Z se verifica la igualdad

(o, 1) — (1, do)vixy = Z/ )0n @' (t,v;)dt, (20)

donde ¢ es la solucion del sistema (7)-(11) con estado inicial (g, ¢;).

Observacion 1.2. — La relacion (20) sugiere un algoritmo para la construccion del control A. Si
buscamos el control de la forma & = —d,1)|e, donde ¢ es una solucion del sistema homogéneo (7)-
(11), entonces la igualdad (20) es la ecuacion de Euler I’ (¢4, 1),) = 0 correspondiente al funcional
cuadrético I : V x H — R definido por

1($g; 1) = / Z|a ¢ (t,vj)?dt + (g, 1) — (1, o).

Por tanto, si (1), %, ) es un minimizador de I se verificara (20). El funcional I es continuo y convexo.
Para garantizar la controlabilidad de un estado inicial (7o, %;) € H x V' es suficiente entonces
asegurar que I sea coercitivo. Esta es la idea central del método HUM debido a Lions [Lil]. En el
Capitulo 11 describiremos detalladamente esta técnica.

3. Un teorema de controlabilidad y sus limitaciones

Un punto de partida natural para el estudio del problema de control para la red de cuerdas lo
constituye el siguiente teorema debido a J. Schmidt.

Teorema 1.1 (Schmidt, [Sch]). — Si G es un arbol (no contiene caminos cerrados) y el conjunto
C contiene a todos los nodos exteriores, excepto, a lo sumo uno, entonces el sistema (1)-(6) es exac-
tamente controlable en cualquier tiempo T' > T, donde 1™ es igual al doble de la longitud del més
largo de los caminos simples que unen el nodo no controlado con los controlados.

La demostracion de este teorema es relativamente sencilla. El ingrediente fundamental es la posi-
bilidad de representar las soluciones de la ecuacion de ondas 1-d en cada cuerda mediante la formula
de D’Alembert. En la Seccion 111.1 del Capitulo 111 hemos descrito la demostracion para el caso de
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una red de tres cuerdas controlada desde dos de sus nodos exteriores. Alli se explica ademéas, como
puede procederse en el caso de arboles arbitrarios. Ambos hechos, la estructura de arbol y que todos
los nodos salvo uno estén controlados, juegan un papel esencial en la prueba.

Las condiciones del Teorema I.1 parecen, sin embargo, ser muy exigentes: un elevado nimero de
controles y una configuracién topolégica simple del grafo G. Surge de modo natural la interrogante
de si estas condiciones pueden ser debilitadas. ;Podra ser el sistema (1)-(6) exactamente controlable
cuando hay dos nodos sin controlar o cuando G contiene caminos cerrados, al menos para algunos
valores de las longitudes de las cuerdas? Resulta que en ambos casos la respuesta es negativa. En el
Capitulo V (Seccion V.3) probaremos

Teorema 1.2. — Si G es un arbol y en (1)-(6) hay al menos dos nodos sin controlar entonces,
existen estados iniciales (zg, 1) € H x V' que no son controlables en ningn tiempo finito 7.

Esto afiade un interés particular al Teorema 1.1, que lo convierte en un criterio de cuando el
sistema (1)-(6) es exactamente controlable.

En este trabajo estudiaremos fundamentalmente redes de cuerdas controladas desde sus nodos
exteriores para las que no se verifican las condiciones del Teorema I.1. Es por ello, que podremos
esperar solo la controlabilidad de subespacios de H x V' estrictamente menores.



Capitulo 11

Herramientas para el estudio del pro-
blema de control

1. El Método Unicidad-Hilbert (HUM): reduccion a un

problema de observabilidad.

1.1. Descripcion del método

En esta seccion describiremos la herramienta fundamental utilizada en este trabajo para el estudio
del problema de control: el HUMY, que permite reducir el problema al estudio de propiedades de
observabilidad de las soluciones un sistema homogéneo.

lustraremos la aplicacion del HUM en el sistema (1)-(6), pero utlizaremos un planteamiento
abstracto que evita dificultades afiadidas a causa de las notaciones y que ademas, permite su uso en
otras circunstancias en las que también estudiaremos el problema de control con la ayuda de este
método: cuando la ecuacion (1) es sustituida por la ecuacién de Schrodinger o del calor, o cuando las
condiciones de contorno o la eleccion de los controles son diferentes.

El punto de partida de la técnica HUM consiste en reducir el problema de control a la identifi-
cacion de la imagen de un operador continuo como se ha descrito en la Seccién 1.2. La descripcion
posterior de los estados iniciales controlables esta basada en el siguiente hecho general del Analisis
Funcional: si E y F' son espacios de Hilberty A : F — E un operador continuo cuyo adjunto es
A* : E' — F (hemos identificado F'y F’ por medio de la isometria de Riesz-Fréchet) entonces

Teorema I1.1. — Si A* es inyectivo la imagen de A coincide con el conjunto

M={ueE: 3C,>0talquel|(¢,u)pxp| <Cy|A*|r Vo€ E'}.

1Este método se conoce por las siglas HUM de su nombre en inglés Hilbert Uniqueness Method. EI nombre es debido
a su autor J.-L. Lions (véase [Li1],[Li2]).

15
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Demostracién. Demostraremos inicialmente que Im A C M. Siu € Im A, es decir, u = Ap para
p € F entonces, para todo ¢ € E’

(¢, u) x| = (b, Ap)er x| = (A b, p)r| < [|A*¢l|rllpllF,

por lo que w € M con C,, = ||p||r.

La inclusion M C Im A es mas delicada. Como A* es inyectivo, A*¢ = 0 si y sblo si ¢ = 0.
Por esto, la funcion ||¢||a = ||[A*¢||r esunanormaen E’. Sea H A el completado de E’ con respecto
a esta norma. Esto significa que existe una isometria x : (E’, ||.||a) — Ha tal que x(E"') es denso en
Hy. Siidentificamos E' y (E") por medio de «, resulta E/ C Ha con inyeccion densa y ademas,
continua, ya que como A* es acotado,

6lla = A" llF < Cllg]lz-

Parau € My ¢ € E' denotaremos por (¢, u) la imagen por ¢ del funcional lineal y continuo que
resulta de extender ¢ a M por continuidad: si la sucesion (¢,,) C E’ converge a ¢ en Ha entonces

|<¢nﬂu>E'><E - <¢m7u>E’><E| = |<¢n - ¢m7u>E’><E| < Cu||A*(¢n - ¢m)”F = Cu”(pn - ¢m”Aa

por lo que (¢,,u) es una sucesion de Cauchy en R ((¢,,) lo es por ser convergente) y por tanto
es convergente. Definimos entonces (¢, u) = limy, 00 (¢,,u). La aplicacion (.,u) : Hx — R
asi definida es lineal y ademas es continua ya que, al pasar al limite en las relaciones |(¢,,, u)| <
Cullé,|la resulta

(¢, u)] < Culldlla- @
Consideremos ahora el funcional 7 : Hx — R definido por
1
I(¢) = §H</>Hi — (¢, u),

que es evidentemente continuo y convexo. AlUn més, en vista de (1),

1 1
1(®) > Sl6la = (g, u) > Sllglla — Cullglla — o

cuando ||4]|a — oo. Entonces, existe un minimizador ¢ € Ha que, teniendo en cuenta que I es
diferenciable, satisface la ecuacion de Euler I’¢ = 0y esto es

(. P)a = (A*$, A*p)p = ($,u)  paratodo ¢ € Ha.
En particular, para ¢ € E’,
<¢’ AA*éS)E’XE = <A*¢7 A*(}S>F = <¢7 u)E’XE-

Esto significa que
u=AA*¢ € ImA. )
O

Observacién I11.1. — De manera similar a como se ha hecho en la prueba, puede demostrarse
que es posible identificar “por continuidad™ H'y con un subespacio de E. En este caso,

Hy={ueE: 3C,>0talque|< ¢,u>pyp|<Cy|A*}|r paratodo$ € E'}.

Del teorema resulta entonces Im A = H), .
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Observacion 11.2. — En general tiene lugar la igualdad Im A = (ker A*)~. De ella resulta que
Im A es denso en E siy s6lo si A* es inyectivo, por lo que el Teorema Il.1 da la descripcion de Im
A siempre que ésta sea densa en E. Por otro lado, la inyectividad de A* equivale a que la ecuacion
A*¢ = v tiene a lo sumo una solucion. A esta propiedad de unicidad en que se basa el Teorema 1.1
debe su nombre el HUM.

Supongamos ahora que W es un espacio de Hilbert tal que W C FE con inyeccibn continua
y densa. Esto permite extender por continuidad los funcionales lineales y continuos en W a E, de
manera que puede considerarse E' C W’.

El siguiente resultado es de gran utilidad para caracterizar subespacios de Im A.

Corolario 11.1. — EIl subespacio W esta contenido en la imagen del operador A si, y solo si,
existe una constante C > 0 tal que

1Bl < CllA*||F, ©)
para todo ¢ € E’. En tal caso, para todo u € W existe p € F tal que

Iplle < 2Cullw. (4)

Demostracidn. Consideremos el conjunto
I={¢ecE:|A*|r=1} CE"
Observemos que el hecho de que exista una constante C' > 0 tal que

[¢llw: < CllAS|F, Q)

para todo ¢ € E’, coincide con que I" sea acotado en W'.
Por otra parte, que W C Im A equivale a que I' sea débilmente acotado en W'. En efecto, de
acuerdo al Teorema Il.1, W C Im A si y s6lo si, para todo v € W existe una constante C, tal que

| < p,u>wixw | =] < b,u>pvp | < Cul|A"|F, (6)

para cada ¢ € E'. Por consiguiente, si W C Im A entonces, para todos ¢ € ', u € W',

| < ¢, u>wiw | < Cu, (7
es decir, T" es débilmente acotado. Inversamente, si se verifica la desigualdad (7) y 1) € E’ entonces,
tomando ¢ = ﬁ € T (J|A*y|| # 0 por ser A* inyectivo) resulta

F
| <t u>wiw | = [[AP||p] < ¢ u >wisw | < Cul| A™|p, (8)

por lo que u € Im A*.
Finalmente, basta recordar que las propiedades de ser débilmente acotado y acotado coinciden en
los espacios de Hilbert L.

1Esto es consecuencia inmediata del Teorema de acotacion uniforme de Banach-Steinhaus y de la reflexividad de los
espacios de Hilbert



18 1. Herramientas para el estudio del problema de control

Para demostrar (4) basta escoger, para u € W, el elemento p € F obtenido en la demostracion
del Teorema 11.1, es decir p = A*¢, donde ¢ es un minimizador del funcional

18) = 5 l19l4 — ().
Tendremos entonces,
0=1(0) > 1(3) = ZI9l4 — ().
Por ello,
I$l1A < 2(,u) < 2\l lullw < 2C allullw-
Entonces, como ||p||r = ||¢] o, resulta

IpllF < 2C]ullw.
O

Observacion 11.3. — En particular, Im A = E, esto es, el operador A es sobreyectivo si, y solo
si, existe una constante C > 0 tal que

16l < CllA™ || F, ©)

para todo ¢ € E'. Esta condicion equivale a que (A*)’1 sea continuo.

Observacion 11.4. — Debido a la continuidad de A*, es suficiente probar la desigualdad (3) para
un subespacio denso de E’.

Observacién 11.5. — La desigualdad (9) se conoce con el nombre de desigualdad de obser-
vabilidad. En todo este trabajo Ilamaremos de manera genérica desigualdad de observabilidad a
cualquier desigualdad de la forma (3).

\Veamos otra posible construccion de subespacios de Im A, que sera utilizada de manera frecuente
en este trabajo. Supongamos que B : E/ — E’ es un operador continuo, con imagen densa en E’ que
verifica las propiedades

1) Existe una constante C' > 0 tal que para todo ¢ € E’,
IBoll g < ClIA™

para todo ¢ € E'.
2) Si B no es inyectivo entonces, tampoco lo es A*; esto es, si existe ¢ € E'\ {0} tal que
B¢ = 0 entonces, existe ) € E’ \ {0} tal que A*y) = 0.

Notemos que un operador B con estas propiedades es inyectivo si y s6lo si lo es A*. Resulta por
tanto, que el subespacio Im A es denso en FE si y solo si, B es inyectivo.

En caso de serlo, la propiedad 1 corresponderia entonces al hecho de que Bo (A*)*1 sea conti-
nuo. Mas aln, si B fuese ademas sobreyectivo, entonces, de acuerdo al Teorema de Banach sobre la
aplicacion abierta, su inverso B~ seria continuo y por ello lo seria A*; se verificaria entonces Im
A=F.
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Esto no puede afirmarse si B no es sobreyectivo. Sin embargo, si puede asegurarse para un espacio
menor.

Proposicion 11.1. — Si B es un operador continuo con imagen densa y posee la propiedad 1
entonces Im B* C Im A, donde B* es el adjunto de A.

Demostracion. Siwu € Im B*, esto es, u = B*v entonces

(U, ) pxpr = (B 0, $)pxp = (v.Bo)pxp < |[vl g 1Bl < C vl [A ¢ g,

por lo que la afirmacion resulta del Teorema I1.1. O

La propiedad 2 garantiza que el resultado anterior sea exacto en el sentido de que proporciona un
subespacio denso en Im A siempre que exista algiin subespacio con esta caracteristica. Lamentable-
mente, este subespacio no coincide necesariamente con la imagen de A, puede ser menor.

En todo este trabajo utilizaremos los resultados descritos anteriormente en la siguiente situacion
concreta. Sea H un espacio de Hilbert separable y {6,, }en una base ortonormal de H. Denotemos
por & el conjunto de todas las combinaciones lineales formales X = Y neN Tnbhn, o € R,y por Z
el de las combinaciones lineales finitas.

Sean (), (8,,) sucesiones de nimeros reales distintos de cero y definamos el espacio de Hilbert

E::{(X,Y)Eéxéz IE DN = S (0202 + B242) < }

neN

provisto de la norma ||.|| z. Entonces, el dual de E puede identificarse con el espacio

E = {(X,Y) €D x®: (X, V)5 =) (%2} + 57 %n) < OO}

neN

dotado de la norma ||.|| g .

Consideramos como antes el operador lineal y continuo A : F' — E, cuyo adjunto A* es inyec-
tivo. Sea ahora (c,,) otra sucesion que verifica ¢,, > cay,, ¢, > df3,, para ciertos ¢, d > 0y definimos
el espacio

W = {(X,Y)Gq)x@: ||(X,Y)||%V::Zc2(a$ + B2y2) < }CE.

neN

Entonces, los resultados del Corolario 11.1 nos permiten asegurar que

Proposicion 11.2. — W C Im A siy sblo si existe una constante C' > 0 tal que

IV =D e (e e + B, °yn) < CIAY(X,Y)|, (10)

neN

paratodos X,Y € Z, es decir, para todas las sucesiones finitas (), (y5).
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Evidentemente, si la desigualdad (10) tiene lugar, entonces Im A contiene al subespacio Z x Z de
todas las combinaciones lineales finitas, pero esta condicion no es necesaria en general. Para aclarar
cuando esto ocurre notemos que, debido a la linealidad de A, Z x Z C Im A si y solo si (6,,,0) y
(0,6,,) pertenecen a Im A para todo n € N. De acuerdo al Teorema I1.1, esto ltimo equivale a que
para cada n € N existen constantes C}, C2 > 0 tales que

=

| < (Xv )7(éna()) >E'xE | < C%”A*(Xay)”Fv

=~

| < (Xa )7((_)7971) >E'xE | < C’rQL”A*(Xay)”F

Basta ahora notar que
< (Xa )7)’ (éna ()) >E'xE= Tn, < (Xa Y)a (()a én) >E'xE= Yn

para concluir:

Proposicion 11.3. — Z x Z C Im A si, y solo si, para cada n € N existe una constante C,, > 0
tal que

|Zn] +|yal < Co| A*(X,Y)| P,
paratodos X, Y € Z.

1.2.  Aplicacion al control de la red

Apliquemos ahora los resultados anteriores al problema de control de la red. Del Teorema 1.1 se
obtiene inmediatamente

Corolario 11.2. — El estado inicial (ig, %) € V' x H es controlable en tiempo 7T si, y solo si,
existe una constante C > 0 tal que

T T ) _ _
C [ N 10,6t vi)Pdt > (a0, éy) i — (ar, dodvisy|”
0

=1

para toda solucion ¢ del sistema (1.7)-(1.11) con estado inicial (¢, ¢;) € Z x Z.

Es interesante sefialar como la formula (2), obtenida en la demostracion del Teorema I1.1, propor-
ciona un algoritmo para la construccion del control & que lleva el estado controlable (@, 41) € Hx V'
a (0,0) en tiempo T': debemos resolver el problema extremal

I(*) = min I(V) (11)

para el funcional

1) =3 [ S 1ot )Pt + o, ) = (i )
j=1
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sobre el espacio W, que es el completado de Z x Z con la norma

o

_ T_T )
(B0 1) llw = / S (0,6 v,) Pt
j=1

y ¢ es la solucion de (1.7)-(1.11) con estado inicial ¥ = (¢, ¢1).

Sea U* = (&}, ®7) la solucion del problema (11). A continuacion resolvemos el sistema ho-
mogeéneo (1.7)-(1.11) con datos iniciales (%, —@;). Sea ¢ la solucion correspondiente. EI control
buscado sera la traza d,,¢|e de esta solucion.

Ademas de las Observaciones 11.2 y 11.3 resulta

Corolario 11.3. — El sistema (1.1)-(1.6) es aproximadamente controlable en tiempo T si, y solo si,
se verifica la propiedad de unicidad

0,4 (t,v;) =0, j =1,..,r, paracasitodot e [0,7] implica (¢g,b;) = (0,0).

Mas alin, todos los estados iniciales (g, @) € V' x H son exactamente controlables en tiempo T’
si, y sblo si, existe una constante C' > 0 tal que

T T . B B
c /0 S0 (6, v5)2dE > (| (s )12 (12)
j=1

para todo (¢, ;) € V x H.

La desigualdad (12) puede expresarse en términos de los coeficientes de Fourier (¢ ,,), (¢, ,) de
los datos iniciales ¢, ¢, como

T T
7 2 2
C/O ; |8n¢ (t,V])| dt > % ('un¢0,n + ¢%,n) . (13)

Desafortunadamente, esta desigualdad no es valida para el sistema (1.1)-(1.6) salvo en las condiciones
restrictivas sobre el grafo G y la localizacion de los nodos controlados indicadas en el Teorema I.1. En
todo este trabajo trataremos con situaciones donde la desigualdad (12) no es cierta, es decir, cuando
existen estados iniciales (ug, 1) € V' x H que no son controlables en tiempo 7T'. Podremos probar,
sin embargo, desigualdades mas débiles del tipo

T T .
]:

neN
con coeficientes ¢, no nulos. Esto permitiria asegurar, de acuerdo a la Proposicion 11.2, que el espacio
de estados iniciales (ug, @) € V' x H definido por

1 2
— —1 42
u Ui, < 00 (15)
% 6721 0,n < 00, Z C%lu’n " ’
neN
es controlable en tiempo T'.
De este hecho se resultaria en particular, que el sistema es espectralmente controlable (y por ello

aproximadamente controlable) en tiempo 7.
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Sefialemos, que si fuésemos capaces de probar ademas, que los coeficientes ¢,, en (14) verifican
una desigualdad uniforme del tipo

cnpiy, > C >0,

para algin e € R, entonces, las sucesiones (uq ,, ), (u; ,,) tales que

> Ha?

e—1,,2
n < 00, g My UL, < OO,
neN

neN
satisfarian las desigualdades (15). Esto implicaria, que el espacio W¢ es controlable en tiempo T.

Observacion 11.6. — Asumamos que » = 1y que se verifica la desigualdad (14). Si sustituimos ¢
por su expresion explicita (1.13), obtendremos

T ¢
1.k

, cos A\t + —

/0 1> sk (o k cos A "

Akt)|?dt > 2 (upd” 16
keN sen Mef)[ i > ch(ﬂmo,k + 61 k) (16)

;
keN

donde s, = 9,0}(v1)-
Si definimos para k < 0, A, := —X; y denotamos a;, = 3 (uo"k‘ — ZUIA;LM
desigualdad (16) se escribe

T
/0 | Z %‘k‘ake”‘kﬂ?dt > Zcz,uk lag|® .

kEZ« keN

) para k € Z.,, la

Por consiguiente, podemos afirmar que esta (ltima desigualdad se verificara para toda sucesion finita
(ax), en general compleja, que satisfaga a_;, = a.
Notemos, sin embargo, que

1 4 . 4
iApt|2 iAgt|2 iApt|2
51 D samare™ P <13 spane™ P 413 square™
k€Zx k>0 k<0
y COMO
Z %‘k‘ake”\kt = Z %kﬁefz/\kt = Z %kakei/\kt,
k<0 k>0 k>0

obtenemos que tienen lugar las desigualdades

T
/0 | Z spape ™ 2dt > CZcz,uk lag)?

ke ke

T
[ 1 sae M= 0 duglan,

0 keN keN

para toda sucesion finita compleja (ay).
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2. Laformula de D’Alemberty observabilidad desde la

frontera de la ecuacion de ondas 1-d.

En esta seccion escribimos la formula de D’ Alembert para las soluciones de la ecuacion de ondas
1 —d en un modo que permite ultilizar cierto formalismo de calculo para el estudio de la propagacion
de las soluciones. Esto permite ademas demostrar propiedades de observabilidad desde los extremos
de una cuerda.

2.1. Laformula de D’Alembert

Supongamos que la funcion u(t, z) satisface la ecuacion de ondas 1 —d en R x R. Entonces, para
todo ¢, € R la funcion u puede expresarse por medio de la formula de D’ Alembert

1 T+t—1tx
u(t,z) = —(u(t*,x+t—t*)+u(t*,x—t+t*))+—/ wlt, )de. (A7)
2 2 Jo—tyt.

Debido a la simetria de la ecuacién de ondas respecto a las variables z, ¢, la formula (17) es
también valida si se intercambia el papel estas variables. Asi, si u(t, ) satisface la ecuacion de ondas
1 —denRR x [0,4] entonces, para cualquier a € [0, 4], u(t,z) puede representarse a través de la
formula

u(t,z) = % (u(t+z—a,a)+u(t—z+a,a))+ % /tHja Uy(7,a)dr. (18)
A partir de (18), luego de derivar, obtenemos las igualdades o
ulty2) = o (i 47— a,0) —uglt — o+ a,a)) + (19)
+%(ux(t+a:—a,a)+ux(t—a:+a,a)), (20)
w(tz) = %wxnapﬂwn+mu—x+aﬂ»+
—i—% (ug(t +z —a,a) — uy(t —x + a,a)) .

Si denotamos

G(t) = w(t,0), F(t):=us(t,0),  Gt)=w(t0), F:=us(t,0),
entonces las formulas (19)-(20) para z = ¢, a = 0 pueden escribirse como
F=t"F+0 G, G=0F+(G, (21)
yparaz =0,a =/
F=0"F—0 G, G=—-0F+G, (22)
donde /", ¢~ son los operadores lineales que actlian sobre una funcion f dependiente del tiempo ¢

de acuerdo a
f+6) £ f(t—2)

Ef(t) = 5

(23)
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~~

FIGURA 1. Regibn de aplicacion de la formula de D’ Alembert

Obsérvese que las formulas (21) y (22) expresan la relacion que existe entre las trazas de us Y ug
en los extremos del intervalo [0, ¢]. Obviamente (22) es la relacion inversa de (21).

2.2. Observabilidad desde la frontera de la ecuacion de ondas 1 — d

La siguiente proposicion es un resultado muy (til sobre observabilidad de ondas 1-d desde la
frontera. Seré& usado frecuentemente en este trabajo.

Proposicion 11.4. — Si u(t, z) satisface la ecuacion de ondas u;; = u,, en R x [0, £] entonces

1 t+4 ) )
E.(f) < Z/H (Jua (7, 0)[2 + ug (7, 0)[2) dr-

Demostracion. En vista de (19)-(20), resulta que

1t
B, (1) = g/ Lug(t +2,0) — ug(t — 2,0) + ug(t +2,0) + ug(t — 2, 0)% +
0
+ |ut(t+x,0)+ut(t—x,0)+ux(t+x,0)—ux(t—x,0)|2}da:

1 l
< 3 [ Al s 0P+ e = 5. 0P + s+ 2.0 + gt~ 2,0)7) do
0

1 t 1 t+£
= Z/ {|ut(7—;0)|2+|Um(7,0)|2}d$+1 {|ut(7-’0)|2+|um(7-,0)|2}dI
t—2L M

1

t+4
. / (ta(r, O) + Jug(r, 0) %) .
4 fi 4
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Proposicion 11.5. — Para todos £ > 0, a, b € R los operadores £+, £~ son continuos de L%[a —
,b+ ¢ a L%[a,b].

Demostracion. Veremos que ademas la norma de los operadores ¢+, considerados como elementos
de L(L?[a — ¢,b+ £, L*[a, b]), no es mayor que uno. En efecto

L2 L 2
[Eswpa = 5 [0 re-ora

b b
< 5 [leroras [re-ora
1 b+/4 ) 1 b4 ) b+l )
< g | wopass [ wpa< [t

3. EIl método de los momentos

En esta seccibn consideramos un método alternativo para el estudio del problema de control: el
método de los momentos. Este método resulta (til no s6lo en el caso de redes de cuerdas, sino también
en el estudio de los sistemas que se obtienen al sustituir en (1.1)-(1.6) la ecuacion de ondas por la del
calor y, en general, por ecuaciones cuyas soluciones pueden calcularse por método de separacién de
variables.

3.1. Descripcion del método

Sea H un espacio de Hilberty (a,,) una sucesion de elementos de H. Dada una sucesion (m,,) €
12, se conoce por problema de momentos al siguiente: encontrar un elemento v € H tal que

(v,an) g = My, n € 7. (24)

Un problema de momentos aparece de manera natural en el estudio de problemas de control
cuando se intenta buscar el control v que lleva un estado inicial al reposo en tiempo 7' directamente a
partir de la Proposicion 1.1. En este caso, el espacio H es L2(0,T) y la sucesion (a,,) esta constituida
por exponenciales complejos a,, = e**»*, Esto conduce al problema de momentos

T .
/ v(t)etdt = my,, n € Z, (25)
0

donde la sucesion (m,,) depende de los coeficientes de Fourier del estado inicial a controlar.
Historicamente, este enfoque fue el primero en producir resultados importantes sobre la contro-
labilidad de sistemas descritos por ecuaciones en derivadas parciales. Véanse los trabajos [F], [Rul],
[FR], [Ru2], [F1].
Un modo natural de buscar una solucién de (24) es resolver inicialmente el problema para las
sucesiones de la base canonica e = (5%) de 12. Aqui, el simbolo &% es la § de Kronecker (5% es uno
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sin = ky es cero en caso contrario). Si denotamos por vy las soluciones correspondientes (en caso
de existir), se tendra
(vg, a,) = oF n,k € 7.
Una sucesion con esta propiedad recibe el nombre de sucesion biortogonal a la sucesion (a,,) en H.
La utilidad de una sucesion biortogonal es inmediata: si escogemos
v = Z MV, (26)
keN
tendremos, al menos de manera formal, que para todo n, se verifica
(v,a,) = ka(vk,an) = kaéﬁ = My,
keN keN

Bajo condiciones adicionales de sumabilidad sobre la sucesion (m,,), la formula (26) proporciona

realmente una solucion de (24):

Proposicion 11.6. — Si (v,) C H es una sucesion biortogonal a (a,) en H entonces, para toda
sucesion (m,,) tal que
>l vnll 7 < o0, (27)
neN
existe una solucion v € H de (24). Esta solucion esta dada por (26).

Demostracion. Basta notar que v definida por (26) pertenece a H:

ol <Y mnl lJoall g < o0
neN

O

Asi, resolver el problema de momentos con esta técnica involucra dos elementos fundamentales:
determinar una sucesion biortogonal y estimar la norma de sus elementos. De acuerdo a la Proposicion
11.6, si existe una sucesion biortogonal, podremos indicar un subespacio de sucesiones denso en 12,
definido por (27), para las cuales el problema de momentos tiene solucion. En particular, la existencia
de una sucesion biortogonal garantiza la solubilidad del problema de momentos para toda sucesion
finita (m,,) .

Como se ha indicado antes, en el estudio de problemas de control tienen relevancia los problemas
de momentos (25), donde (),,) es una sucesion de nimeros complejos tales que (R),,) es creciente?.
En este caso, una sucesion biortogonal puede construirse de manera relativamente simple gracias a
los desarrollos de Paley y Wiener [PW].

Al realizar el cambio de variablest — ¢+ A con A =
forma simétrica

%, el problema (25) puede escribirse en la

A
/ b(t)ePntdt = 1, (28)
—A

que es un problema de momentos en L2(—A, A).
Supongamos que F' es una funcibn entera que satisface:

1R~ denota la parte real del nimero complejo z.
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1) F € L™(R);

2) F es de tipo exponencial no mayor que A: existen constantes M, A > 0 tales que |F(z)| <
MeA%! para todo z € C.

3) todos los nimeros \,, son ceros simples de F":

F()‘n) =0, FI()‘n) # 0.
Entonces, es facil ver que las funciones
F(z)
(2 = Ak)F'(Ak)
satisfacen la propiedad 2. Ademaés, puede demostrarse, usando el teorema de Phragmén-Lindel&f

(véase, por ejemplo, el Teorema 11, pag. 82 en [Y]), que existe una constante C' > 0 tal que para todo
k €N,

Fy(z) := (29)

[kl 2wy < m 11| poo (i) 3 (30)
en particular, las funciones F}, pertenecen a L%(R).
Por @ltimo, observemos que Fi(\,) = dj.
Ahora podemos aplicar la herramienta fundamental de esta técnica:

Teorema 11.2 (Paley y Wiener, [PW]). — La funcion F es la transformada de Fourier de una
funcion ¢ € L?(IR) con soporte contenido en el intervalo [— A, A], es decir,

A
Fe) = [ ettt

si y solo si, F es una funcion entera de tipo exponencial a lo sumo Ay F € L?(R).

Al aplicar el Teorema 1.2 a las funciones F}, definidas por (29) resultara que existen funciones
v, € L?(—A, A) tales que

A
Fi(z) = / ity (H)dt,  keN
—A

De estas igualdades se obtiene
A .
/ ePnlyy(t)dt = F,(\,) = 0},
—A
por lo que la sucesion (vy,) sera biortogonal a (e»!) en L?(—A, A). Por esta razon la funcion F es

llamada funcion generatriz para la sucesion (e'*»?).
Por otra parte, de acuerdo a la identidad de Plancherel,

1okl L2~ a,4) = 1 Fkll 2wy -
Como consecuencia, en virtud de (30) existe una constante C' > 0 tal que para todo k¥ € N
C

||Uk||L2(*A’A) < m (31)
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Entonces, si conseguimos construir una funcion generatriz F' de la sucesion (\,), el problema
de identificar subespacios de sucesiones (m,,) para las cuales el problema de momentos (28) tiene
solucion, se reduce entonces a estimar la sucesion |F’ ().

Observacion 11.7. — Si fuese posible establecer estimaciones uniformes del tipo
|F'(A\R)| = C A7,

entonces, se obtendria
onll 24y < C Ik
y de acuerdo a la Proposicion 11.6 el problema de momentos (28) tendria solucion para cualquier
sucesion (m,,) que satisface
> ][] < oo

neN
Resulta Gtil poder caracterizar subespacios de sucesiones del tipo A" para las que el problema de

momentos tiene solucion. Observemos, que si existe v € R tal que
D Ikl < o0,
neN
entonces, de la desigualdad de Cauchy-Schwarz resulta
_
D Imal el < D7 fma* M2

neN neN neN
5

Por tanto, el problema (28) tendria solucion para toda (m,,) € h®~2.

Observacién 11.8. — Construir una funcion entera F' que se anule en los elementos de la sucesion
(A\n) es relativamente facil si disponemos de informacion adicional sobre los nimeros A,,. Si existe
p € Ntal que

podria tomarse, por ejemplo,

ro =11 (24

que es ademas una funcion acotada para z € R. Algo mas complicado resulta conseguir que los ceros
de F sean simples. Sin embargo, el problema verdaderamente dificil consiste en estimar F'(\,).
En [Re] y [Lev] puede encontrarse amplia informacion sobre este tema. Un buen ejemplo de las
dificultades que involucra lo constituyen los trabajos [F1], [F], [FR].

El siguiente resultado debido a Russell es de gran utilidad, pues permite obtener una sucesion
biortogonal a la familia de exponenciales que aparece relacionada con la ecuacion del calor a partir de
una biortogonal de la familia de exponenciales de la ecuacion de ondas. Esencialmente esta contenido
en [Rul], aunque lo enunciamos en un modo mas cercano al de [Al, Teorema 11.5.20].

Sean (Ap),,cz. Una sucesion de nimeros reales tales que A, = — A, Y (560),,c7. Una sucesion
compleja simétrica: sc_,, = s,
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Teorema 11.3 (Russell, [Rul]). — Si existe una sucesion (v,,) biortogonal a (sz,e*"*) en

NEZ «

T .y - 2
L?(—A, A) entonces, para cada e > 0 existira una sucesion (w,,) biortogonal a (%ne—*nt) N en
ne

L?(—e, ). Ademas, existen constantes positivas C. y -y tales que

A
wnll 2(—ee) < Celonll 2 aay €™,

paratodon € N.

3.2. Aplicacion del método de los momentos al control de la red

Veremos ahora como un problema de momentos aparece de manera natural asociado al problema
de control para el sistema (1.1)-(1.6). Esto proporcionara una via alternativa para el estudio de la
controlabilidad. En lo que sigue consideraremos que » = 1, es decir, la red se controla desde un nodo
exterior.

Segin la Proposicion 1.1, el estado inicial (7o, @) € H x V' es controlable en tiempo 7" si y solo
si, existe h € L?(0,T) tal que para todo (¢q, ¢;) € Z x Z se cumple la igualdad

T
/0 h(t)On ¢ (t, v1)dt = (U1, Po)vixv — (To, P ) Hxh s (32)

donde ¢ es la solucion del sistema homogéneo (1.7)-(1.11) con estado inicial (¢, ¢;).
Observemos que, si
Q_ﬁ(] = Z ¢0,nén7 Q_ﬁl = Z ¢1,nén
neN neN
entonces, a partir de la formula (1.13) se tiene que

¢
6n¢1(t,v1) = Z 2, <¢0,k cos A\pt + ;];k sen A\t | ,

k€74

donde s, = 9,0(v1) es el valor en el nodo controlado de la derivada normal de la autofuncion
0;. Con esto, la condicion (32) se convierte en que, el estado inicial @y = Y keN UU,kék’ U =
> ren Uk0 €s controlable en tiempo 7' con control A si, y solo si, para todas las sucesiones finitas
(dox): (H1x) se satisface la relacion

r ¢
/ oy <¢0,k cos At + AL: sen Akt) h(t)dt = (u1 ko s — uokPr) - (33)
0

keN keN

Escogiendo en (33) ¢ = 1, ¢p, = 0 parak # k'y ¢, , = 0 para todo k, lo que corresponde a
los datos iniciales ¢, = 6y, #; = 0, obtenemos

T
/ 2, cos At h(t)dt = uy . (34)
0

Analogamente, con ¢y , = Ak, ¢y, = 0parak # kY ¢, = 0 paratodo k,

T
/ M Sen )\kt h(t)dt = —)\ku(]’k. (35)
0
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Naturalmente, la relaciones (34), (35) son necesarias para que se satisfaga (33). Ademas, son
suficientes. En efecto, bastaria multiplicar (34) por ¢ 4, (35) por ¢, ; y sumar sobre un conjunto
finito I C N para obtener

r ¢
/ 1, Z <¢0,k cos At + )\L: sen Akt) h(t)dt = Z (w160 — tokdr k) 5
0

kel kel

que es la igualdad (33).
Combinando ahora las igualdades (34), (35) se obtienen

T .
/ s ™ RO dE = g — o s, (36)
0

T .
/ %kefz/\kt h(t)dt = Uk + i)\ku(],k keN (37)
0

Si definimos para k < 0, A\, = —\_, entonces, los resultados anteriores y (36)-(37) pueden unificarse
en

Proposicion 11.7. — El estado inicial (g, 1) es controlable en tiempo 7' con control 4 si, y s6lo
si, se verifican las igualdades

T .
/ %‘k‘eh\kt h(t)dt = Uy k| — i)\ku07|k| para todo k € Y/ (38)
0

Las igualdades (38) constituyen un problema de momentos para la sucesion (%|k|6i)\kt)kez*'

Observemos que si A es una funcion real, lo cual es natural para el sistema (1.1)-(1.6), cualquiera
de las relaciones (36)-(37) implica (34) y (35). La razbn de escribir las dos igualdades consiste en que
el método que usaremos para resolver el problema de momentos no garantiza a priori que la funcion
h sea real. Sin embargo, si somos capaces de construir una funcién compleja v que satisfaga (38)
entonces, la parte real de v satisfaria (34), (35). En efecto, basta notar que la igualdad (37) puede
escribirse como

T . —_—
/ %kGZ/\kt h(t)dt =Ulk — i)\ku&k para k > 0,
0

por lo que obtenemos, luego de sumarla a la primera de las igualdades,

/T %kei)‘kth(t) + h(t)
0

5 dt = uy — iA\ugy parak > 0.

Obtenemos asi, que la funcion real

satisface (34) y (35).

Como consecuencia de la Proposicion 11.7 se obtiene la siguiente caracterizacion de la controla-
bilidad espectral del sistema (1.1)-(1.6):

Proposicién 11.8. — El sistema (1.1)-(1.6) es espectralmente controlable en tiempo 7 si, y solo si,

existe una sucesion (vy)xez, biortogonal a (s e*), _, en L*(0,T).
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Demostracion. Que la existencia de una sucesion biortogonal a (s¢4e"**), _, en L*(0,T) im-
plica la controlabilidad espectral es inmediato: el problema de momentos (38) tendra solucién para
cualesquiera sucesiones finitas (uo ), (u1.,) Y por ello, de acuerdo a la Proposicion 11.7, todos los
estados iniciales de Z x Z seran controlables en tiempo 7.

Para ver que esta sucesion es necesaria, asumimos que el sistema (1.1)-(1.6) es espectralmente
controlable y construimos una sucesion biortogonal a (%|k\6i)\kt)kez* en L?(0, 7).

Para cada m € N, sean g,,, h,, € L?(0,T) controles que corresponden a los estados iniciales
(0,,0) y (0,6,,), respectivamente. En tal caso, de acuerdo a la Proposicion 11.7, se cumpliran las
igualdades

T T
/ %keZ/\kt h ( )dt = (5|k\ / %keZ/\kt dm (t)dt = —Z')\kd%,
0 0

param € N, k € Z,.
Definimos las funciones

! .
Tendremos entonces
T ‘/\ 1 T \ ; T )\
/0 sty (H)dt = 5/0 spe Mt By (B)dt + %/0 et Gjm) ()t
= dsiml Ak sl s
= fm oy = Ok
Esto significa que la sucesion (v, )mez. €S biortogonal a (%\k|€i’\kt)kez . O

Si conocemos subespacios de datos iniciales controlables del sistema (1.1)-(1.6), entonces pode-
mos dar informacion mas precisa sobre la sucesion biortogonal construida en la Proposicion 11.8:

Proposicion 11.9. — Si el subespacio W" de estados iniciales del sistema (1.1)-(1.6) es controlable
en tiempo T entonces, existe una sucesion (vy)xcz. biortogonal a (sqy ™ +") en L2(0,T) que
verifica

kEZ «

lvellz20m) < CX Y, k€ Z,,
donde C' es una constante positiva independiente de k.

Demostracion. Si el subespacio W es controlable en tiempo 7', existe una constante C' > 0 tal
que

T
| ond et > Clln )l ey
Entonces, de acuerdo a la Corolario 11.1, para cada (o, @) existe h € L?(0,T) tal que
Al 220,y < ClI (o, @) [[wr-
Asi, las funciones g,,, h,,, construidas en la Proposicion 11.8 satisfacen
llgml 20,y < CAms |hmllr2(0.) < CA -

Entonces, de (39) resulta
lvm|[ 20,1y < Can
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Basta ahora recordar que la sucesion (v, )mez. es biortogonal a (s e"+'), . O

Observacion 11.9. — Al realizar el cambio de variable ¢ — t— Z se obtiene, que las afirmaciones
de las Proposiciones 11.8 y 11.9 continGan siendo validas si se sustituye el espacio L2(0,T) por

LQ(_%a %)

Observacion 11.10. — Los nimeros »; = 9,0,.(v,) tienen incidencia directa en la controlabi-
lidad espectral del sistema (1.1)-(1.6). Si s, = 0 para algin & entonces, de (34), (35) resulta, que
el estado inicial (@, 1) podria ser controlable solo si ug = u;, = 0, esto es, si Gy y @ son
ortogonales a 6. En este caso, el espacio de datos iniciales controlables no seria denso H x V. Por
tanto, la condicion s, # 0 para todo k& € N es necesaria para la controlabilidad aproximada (y por
tanto, espectral) del sistema (1.1)-(1.6).

Para sucesion (| |) se obtiene facilmente una estimacion superior. Si consideramos las solucio-
nes

b(t,z) = cos M\t Oy (z), k€N,

del sistema homogéneo (1.7)-(1.11) y aplicamos la desigualdad (I.18) resultara

T T
|%k|2/ |cos)\kt|2dt:/ [6h (6w [Pdt < CB; = CX2.
0 0

De manera analoga, tomando ¢(t, z) = sen A\xt () tendremos ademas

T T
|%k|2/ [sen Mt |? dt = / (b (v dt < OBy = OA2.
0 0
De estas dos desigualdades obtenemos que la sucesion s satisface

s,| < CAp, k€N (40)

4. Bases de Riesz y desigualdades de tipo Ingham

En esta seccion describimos la técnica para la demostracion de desigualdades de observabili-
dad basada en un teorema demostrado recientemente por Baiocchi, Komornik y Loreti en [BKL1]y
Avdonin y Moran en [AM1], que proporciona una base de Riesz en L2(0,T") formada por combina-
ciones lineales finitas de exponenciales complejos (e**#t). A partir de este resultado, obtenemos en el
Teorema 1.7 una @til consecuencia: si conseguimos una desigualdad de tipo Ingham para la sucesion
(An), entonces se obtiene una desigualdad similar para las sucesiones (A;), s > 1.
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4.1. Bases de Riesz

En general, si H es un espacio de Hilbert separable, la sucesion (a,,) C H se llama base de
Riesz de la adherencia de se envoltura lineal si existen constantes c1,co > 0 tales que se verifica la
desigualdad

alWle <11 vnanlla < el Al
ne’l

para toda sucesion finita de nimeros complejos ¥ = (v,,). En particular, si la sucesion (a,) es
completa en H se llama base de Riesz* de H.

Asi, para demostrar desigualdades de observabilidad (13) resulta muy Gtil disponer de la infor-
macion que la sucesion (e»*) forma una base de Riesz en L2(0,T).

Observemos que, esencialmente, la técnica derivada del uso de bases de Riesz coincide con la del
método de los momentos, pues un teorema debido a Bari [Ba] asegura que la desigualdad

al e <11 vnanlln
nez

es equivalente a que el problema de momentos (24) tenga solucion para cualquier sucesion (m.,) € 2.

4.2. Teoremas generalizados de Ingham

Un importante teorema debido a Ingham [In] asegura que la sucesion (e**?) forma una base de
Riesz en adherencia de su envoltura lineal en L2(0,T) si la sucesion (\,,) satisface la condicion de
separacion

)\n—l—l - >\n > v > 07 (41)
cony > 2r.

Una variante mas fuerte de este resultado fue dada por Beurling en [B]: si la sucesion (\,)
satisface la condicion (41), entonces (e**#*) forma una base de Riesz en la clausura de su envoltura
lineal en L2(0,T') para todo T que satisface

T > 27D"(\,),

donde D*(),) es la densidad superior de la sucesion (\y,):

T, (A
D*(An) o= lim "))
n—o0 r
siendo n™ (r, (\,)) el nlmero maximo de elementos de (\,,) contenidos en un intervalo de longitud
r.

La desigualdad correspondiente a esta afirmacion

T
C el g/ D epeitnt
0

ne’l
se conoce con el nombre de desigualdad de Ingham. Esta ha sido una herramienta extremadamente
atil para el estudio de problemas de control.

2
dt < Cylle|% 0)

1Una definicion equivalente es que (a,,) sea la imagen de una base ortonormal de H por una biyeccion continua. En
[Y] puede encontrarse mas informacion.
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En muchos problemas concretos, sin embargo, la condicion de separacion (41) no se verifica. Este
es, por ejemplo, el caso de las redes de cuerdas (véase la Proposicion 111.7). Es por ello que se han
dedicado numerosos trabajos a intentar obtener desigualdades similares a (I) concretamente del tipo

T .
/ Z e ent
0

nez
donde B : /> — [? es un operador continuo, usualmente con una estructura sencilla, cuando los
elementos de la sucesion (\,) pueden acercarse. Véanse los trabajos [Ca], [CZ], [JTZ2], [ITZ1],
[AM1], [BKL2], [BKL3], [BKL1].

Observemos que una desigualdad del tipo (Ig) garantizaria que el problema de momentos tiene
solucion para toda ¢ que pertenece a la imagen del adjunto de B. Este subespacio es necesariamente
menor que 12 si la sucesion (\,,) no satisface la condicion de separacion (41), pues en caso contrario B
tendria inverso acotado, lo que conduciria a la desigualdad de Ingham, que en no es cierta en ausencia
de separacion.

El resultado mas completo en este sentido fue obtenido de manera simultanea por Baiocchi, Ko-
mornik y Loreti en [BKL2], [BKL3], [BKL1] y Avdonin y Moran en [AM1]. En sus trabajos se
prueba una desigualdad (Ig) para sucesiones crecientes de nimeros reales () que tienen la siguien-
te propiedad de separacion generalizada:

Existen 6 > 0y un nimero natural M tales que

2
dt > C|Bé|} (Is)

>\n+M - )\n > Mé (42)

paratodon € Z.
Esto significa que puede haber a lo sumo M elementos consecutivos de la sucesion (A,,) que
estén cerca; una cantidad mayor estan separados.

Observacion 11.11. — La propiedad de separacion (42) puede ser descrita de manera equivalente
en términos de la densidad superior de la sucesion (\,). Resulta que, si 7' > 27D (\,,) entonces
existen § > QT” y M € N tales que ()\,) satisface la condicion de separacion (42). Los detalles
pueden encontrarse en [BKL1].

Para enunciar el resultado principal de los trabajos mencionados y describir como se construye el
operador B que corresponde a este resultado, necesitaremos ciertos elementos previos.

Fijemos una sucesion (A,) que satisface la condicion de separacion (42). Diremos que dos nime-
ros enteros n, m son equivalentes si |\, — A,| < |n — m| 4. Esta es una relacion de equivalencia en
7. Denotemos por Ay, k € Z, las clases de equivalencia de Z con respecto a esta relacion. Obviamen-
te, cada Ay, estd formada por nimeros consecutivos y contiene d(k) < M elementos. Denotamos por
n(k) al més pequefio de los elementos de A. Ademas, asumimos que la numeracion se de las clases
se escogido de modo que n(k + 1) — 1 € Ay, es decir, n(k + 1) = n(k) + d(k).

Para cada m € N escogemos k& de modo que m € Aj, y definimos la funcién

fm(t): Z ‘

J=n(k)

i\t

R
J.m

)



4. Bases de Riesz y desigualdades de tipo Ingham 35

donde 7;,, es el producto de todas las diferencias A, — A; con n(k) < j < msin(k) < my
Tn(k)m(k) = 1. Estas funciones reciben el nombre de diferencias divididas de la familia (ent), ver
[IK], pag. 246 o [U].

Teorema 11.4 (Baiocchi et al. [BKL1], Avdonin-Moran [AM1]). — Para todos los valores de
0>0,MeNyT > QT” si (\,) satisface la condicion de separacion (42), la sucesion (f,,) forma
una base de Riesz en la adherencia de su envoltura lineal en L2(0,T).

El siguiente resultado se prueba también en [AM1]. Permite saber qué ocurre cuando el valor de
T no es suficientemente grande.

Teorema I1.5. — Si la sucesion (\,,) satisface la condicion de separacion (42) y T' < 2xD™
entonces existe una subsucesion propia (i) C Z tal que (f;) forma una base de Riesz en L2(0,T).

Como consecuencia, al aplicar el Teorema 111.3.10(e) de [Al], resulta

Corolario I1.4. — Si la sucesion (\,) satisface la condicion DT (),) < oc entonces, para todo
T < 2xD*()\,), existen nmeros complejos c,,, no todos nulos , tales que

Z |Cn|2 < 00, Z cnei/\"t =0 en LQ(O,T).
nez neEL

En lo que sigue escribimos el resultado del Teorema 11.4 en forma de una desigualdad equivalente
del tipo (Ig).
Seae”, n € Z, la base canonica de [? y consideramos los subespacios
Ly = span,,¢cp, (e").
Cada subespacio Ly, tiene dimension finita d(k) < M. Entonces, /2 se descompone como
> = PLy.
keZ

Seam € N. Paracada h = (hy,..., h,,) € R™, definimos los operadores A, (h) : R — R™
por A,,(h)Z = A,,(h)z, donde A,,(h) es la matriz con componentes

[ (=) sii<y
Amij(h) =4 1 sii=j=1, (43)
0 sii > j.
donde el simbolo ’ en el producto indica que se ha excluido el factor correspondiente a k& = .
Estas matrices seran invertibles si todos los nimeros £ ; son distintos entre si. Tomamos ahora

-1
By = (Ad(k)()‘n(k)a ---a)‘n(k)—l—d(k)—l)) :

Finalmente, el operador B se define, para v = ), ., ¥4 cOmo

Bv = Z B, vy,
keZ
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donde v, es la proyeccion de v sobre L. Este es el operador que aparece en la desigualdad (Ig)
asociada a la afirmacion del Teorema I1.4.

Teorema 11.6. — Paratodoslosé >0, M € NyT > 27” existen constantes C, Cy > 0 tales
que, si la sucesion (\,,) satisface la condicion de separacion (42) entonces,

T
¢y |Bell? 2/ T et
0

neZ
para toda sucesion finita c.

2
dt > Gy |Bé| (Is)

Debemos sefialar que el operador B tiene una estructura que facilita obtener informacion a partir
de la desigualdad (Ig). De acuerdo a su definicion tendremos que

2 - 112
IBelz = Y IBrarlp =

kEZ keZ

- 12
Z’Y% ”ck”l:’ 3

keZ

2

-1
(Ad(k)(An(k)a s An(k)er(k)fl)) Ck

12

Y

donde

—1
Vi = H (Ad(k)()‘n(k)a---a>‘n(k)+d(k)—1)) H -
Teniendo en cuenta que

de la desigualdad (42) resultara

T .
/ § : Cn ez/\nt
0

nezl
Esto dice simplemente que es suficiente tomar pesos 2 en los coeficientes que corresponden a n €
Aj.. Hemos obtenido

n(k)+d(k)—1

2
dtzCQZ’Y% Z leal? .

kEZ n=n(k)

Corolario I1.5. — Si la sucesion estrictamente creciente ()\,,) satisface la condicion de separacion
(42) o, lo que es lo mismo, DT ()\,) < oc entonces, para todo 7" > 2w D™ (),) existen nimeros

positivos v,,, tales que
T 2
/

dt >y leal”
neZ

§ : cnez/\nt

neZ

para toda sucesion finita (cy,).

2
Pueden hacerse estimaciones mas precisas de HA;(}C)E,CHP que conduzcan a desigualdades més
exactas con pesos que varian dentro de cada grupo Ay. Esto depende de la estructura particular del
operador A,,,.
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4.3. Una nueva desigualdad

El siguiente resultado es de gran utilidad para la identificacion de subespacios de datos iniciales
controlables para las ecuaciones de Schrodinger y de vigas a partir de subespacios de estados iniciales
controlables para el sistema (1.1)-(1.6). Sera utilizado en el Capitulo VII.

Teorema I1.7. — Sea (\,;) una sucesion creciente de nimeros positivos con densidad superior
D*(\,) < oc. Supongamos que existen una constante C > 0y a < 0 tales que se verifica la
Zc oitnt
n

desigualdad
/T
0 neL

para toda sucesion finita ¢. Entonces, para todos = > 0y s > 1, existe una constante C; > 0 tal que

T s\ S
/ S et
0

neEL

2
dt>CY Xfe, (44)
nez

2
dt > C1 Yy X,
neZ

para toda sucesion finita c.

La demostracion de esta afirmacion esta basada en el Teorema 11.6. Necesitaremos los siguientes
resultados técnicos.

Proposicion 11.10. — Sea K : R™ — R™ un operador lineal definido por la matriz A=(a;;) . Si
|| A|| es la norma de A considerado como un operador lineal de /2 (R™) en [2 (R™) entonces,

- méx Jay| < Al < v/m max aj].
2,j=1,...,m 2,7=1,...,m

Este hecho se prueba facilmente con la ayuda del lema de Schur o directamente a partir las
desigualdad de Cauchy-Schwarz (véase, por ejemplo, [HP], Teorema 3.4.7).

Proposicion 11.11. — Sea A,,(h) : R™ — R™ definido por (43) y supongamos que 1 < hy <
hg < -+ < hy. Sih® = (b3, ..., hs,) (h* esta formado por las potencias s de las componentes de h).
Entonces, paratodo s > 1,

[Am (R)]| < vVm || An(R)]|. (45)

Demostracion. Observemos que
|1 — R3] > s|h; — by A~
por lo que, de la definicion de A, ;;(h*) se obtiene

| A i (%)] < [ A g (B)] BEDUD 561,
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Entonces, usando la Proposicion 11.10,

HAm(iLs)” < vm mix ‘Am’”( )‘<\/— max ‘Am,ij(iz)‘hgsil)(jfl)s(j_l)

1,j=1,.
< Vm ,méx ‘Am ij(iz)‘ max hg a )(17])3(17]‘).
1,j=1,....m ’ j=1,....m

Teniendo en cuenta que hq > 1 resulta

max hgsil)(lfj)s(lfj) =1
1=1,...,m
y entonces
| A (h%)]| < Vi max | A (h)].
i,g=1,....m
Aplicando una vez mas la Proposicion 11.10, resulta la desigualdad (45). O

Demostracion del Teorema I1.7. Escojamos § < 5+ y T > 2. De acuerdo al Teorema I1.6,
existe una constante C7 > 0 tal que

¢y [Bel2 > /

Teniendo en cuenta la hip6tesis (44) del lemay que

Bz =)

kEZ

S|

neL

2

bl
12

—1
(Ad(k) (Ank)s - >\n(k)+d(k)—1)> Ck

se obtiene )

>0 N
& neAg
para todo ¢, € R%*) . Como la sucesion (\,) es creciente, esta desigualdad implica que
2

i >C)\2°‘ Zc

12 neAk

-1
H (Ad(k)o‘n(k)a s )\n(k)+d(k)71)> Ck

—1 _
H ey >\n(k)+d(k)—1)> Ck
Podemos asi concluir que
HAd(k)(A”(k)’ An(k)+d<k)71)H < ONy+d()—1-
La Proposicion 11.11 nos permite entonces asegurar que
HAd(k)(AiL(kﬁ . AZ(k)—i—d(lc)—l)H < OXky+d(e)-1-
Sea ahora 7 > 0 y escojamos ng tal que &' := 53)\331 > 27” Entonces, para todo n > ng se
cumplird

(46)

Ao — A > s (A — M) AT > MésAS™ = MY
En particular, todo conjunto de la particion (A§) de Z, definida para la sucesion (A7) para el valor &,

que contenga un elemento n > ny, estara contenido en uno de los conjuntos A .
Nuevamente a partir del Teorema 11.6, obtenemos que, para toda sucesion finita ¢,

T P
/ § :Cnez)\nt
0

dt > Co | B[}, . (47)
neEL
Aqui, el operador B* corresponde a la sucesion (A5) y a &', es decir, a la particion (Af).
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Es posible probar (ver Lema 3.1 en [BKL1]), que si B; y B son los operadores definidos por
(43) para las particiones generadas por 6 y &', respectivamente, entonces existen constantes d, ds > 0,
que dependen solo de 6 y &', tales que

_ 112 _
dy | Bseliz < |[Byel];, < da | Bselliz

para toda sucesion finita ¢.
Podemos entonces asumir que el operador B* se ha construido para la particion (A,).
Basta ahora notar que
N2
2 )

IBellz > <HAd(k)(>‘n(k)a oy An(k)+d(k)—1)
keZ

y usar la desigualdad (46) para concluir que

T L
/ § :CnGZ/\"t
0

dt > Oy Z A?z?k)er(k)*l HékHIQZ :
nez

keZ
Por (ltimo, observemos que existe una constante C' > 0 tal que para todo n que satisface n(k) <
n < n(k)+ d(k) — 1, se verifica

Esto concluye la demostracion. O






Capitulo 1
La red de tres cuerdas

Este capitulo estd dedicado al estudio del problema de control para la mas simple de las redes
no triviales®: la red de tres cuerdas. Esto tiene ante todo una intencion didéctica. La mayoria de los
resultados que aqui se presentan seran generalizados posteriormente en el Capitulo IV al caso general
de redes soportadas sobre arboles. Sin embargo, la generalidad del problema involucra engorrosas
notaciones, inevitables si se tiene en cuenta la necesidad de referirse de modo preciso a cada uno de
los muchos elementos que componen una red. Esto provoca que los métodos usados, esencialmente
sencillos, aparezcan enmascarados. Por ello, hemos tratado de describir las ideas fundamentales en
un contexto simple, haciendo énfasis en aquellos aspectos que permitiran extender la técnica al marco
general.

1. Lared de tres cuerdas con dos nodos controlados

1.1. Ecuaciones del movimiento de la red

Sean T, g, 1, £5 nmeros positivos. Consideramos el siguiente sistema no homogéneo

((ul, — i, =0 enRx[0,4;] i=0,1,2,
u®(t,0) = ul(t,0) = u?(t,0) teR

< ul(t,0) +ul(t,0) +uZ(t,0) = 0 teR (1)
wi(t, by) = vi(t), u2(t,€;) =0 teR i=0,1,

[ v%(0,7) = ul(z), ui(0,7) =ui(zx) z€]0,4] 1=0,1,2.

que modeliza las vibraciones de una red de tres cuerdas elasticas eq, e1, e de longitudes £g, 41, £2
unidas en uno de sus extremos. La funciones u’ = u'(t,z) : [0,4;] — R, i = 0, 1,2, representan
el desplazamiento transversal de las cuerdas. Sobre los nodos libres de las cuerdas eq y e; actian
controles externos v° y ! que regulan el movimiento de esos puntos. Observemos que en (1), la
parametrizacion de las cuerdas se ha escogido de modo que los puntos = 0 corresponden al nodo
com(n, mientras que x = £;, al nodo exterior de la cuerda e;.

lQueremos indicar con esto que es la mas simple de las redes que no se reduce a una sola cuerda.

41
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(nodo no controlado)

FIGURA 1. Lared de tres cuerdas con dos nodos controlados

SeaT > 0. De acuerdo a los resultados generales descritos en el Capitulo I, el sistema homogéneo
(1) @° = vt =0)

(¢l — i =0 enRx[0,4] i=0,1,2,
¢°(t,0) = ¢'(£,0) = ¢°(t,0) teR

q o(t,0) + ¢y (t,0) + ¢3(1,0) =0  teR )
qS’(t,EO):O teR 1=20,1,2,

[ ¢'(0,7) = g(x), ¢}(0,2) = ¢i(z) ze[0,6:] i=0,1,2

tiene una (nica solucion ¢ con estado inicial (¢, ¢;) € V x H que satisface
¢ € C([0,T]: V)(CH([0,7] : H). ©)

Esta solucion se expresa en funcion de los coeficientes de Fourier (¢ ,,), (¢; ,,) de los datos iniciales
en la base ortonormal (6,,) formada por las autofunciones del operador eliptico —A ¢ asociado a (1)
mediante la formula

Bt,2) = 3B cos Mt + 52 son 1)), @)

neN

La energia de ¢ es constante en el tiempo; se calcula por la relacion

Bo =2 (1t 4, ©)

neN

En el caso no homogéneo, para cada v%, v! € L?(0,T), existe una solucion de (31), definida por
transposicion, que satisface

e C(0,7]: H)(C'([0,7]: V"),

que sera ademas, la Gnica solucién de (1) que posee esta Gltima propiedad.

1.2. El problema de control de la red de tres cuerdas

El problema de control en tiempo T para la red de tres cuerdas definida por el sistema (1) consiste
en caracterizar los estados iniciales (g, 1) € H x V' de la red, para los cuales existen controles
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0%, 0! € L2(0,T) tales que la correspondiente solucion de (1) satisface
u(T) = u(T) = 0.

El control de la red de tres cuerdas desde dos nodos exteriores satisface las hipotesis del Teorema
I.1. En este caso tiene lugar

Teorema I11.1. — Elsistema (1) es exactamente controlable en tiempo 7% = 2(¢5 +méx{¢y, ¢1}).

Demostracion. Asumimos que £y > /1, de modo que T* = 2(¢y + £3). En vista de la Proposicion
.1, el estado inicial (i, ;) € H x V' es controlable en tiempo 7" con controles v°, v € L?(0,T)
si, y solo si,

T T

; O (t, £0)v° (t)dt + i b (t, 61)v" (t)dt = (To, 1)1 — (@1, Do) vV

para cada solucion ¢ del sistema (2) con estado inicial (¢q,¢,) € Z x Z. El Corolario 11.3 del
Teorema 11.1 nos permite asegurar que el sistema (1) es exactamente controlable en tiempo T si, y
solo si, existe una constante C' > 0 tal que

T* T*
/0 162t 00) [2dt + / (L (t. 02) 2dt > CE, 6)

para toda solucion ¢ de (2) homogéneo con estado inicial en Z x Z.
Para demostrar la desigualdad (6), basta encontrar ¢ € R tal que

(Lo+£2) 0 9 . 9 R .
/0 (16960 + |64t 2)") dt > CBi(D).  i=0.1.2 ™)

Gracias a la Proposicion 11.4 esto es inmediato para i = 0,1 (es decir, para las componentes de la
solucion sobre las cuerdas controladas) si € [£g, 205 + £,]. Parai = 2 la idea es simple: la formula
de D’Alembert permite expresar

Po(t,0) = £§ ¢ (t, Lo), $7(t,0) = €5 ¢2(t, Lo), (8)
Pr(t,0) = £ ¢ (t, L), b1 (t,0) = €7 ¢y (t, 41). 9)

Teniendo en cuenta las condiciones en el nodo comU(n resulta

P7(t,0) = $i(t,0) = €7 Py (t, £1),
$2(£,0) = —(¢2(t,0) + ¢y (£,0)) = (€5 B3¢, Lo) + £ (8, £1)) -

Entonces, de acuerdo a la Proposicion 11.4,

Ep() < /tj (I3t 0) + |¢2(t,0)|*) dt

i+eo 9
= /” (lergb e, 0" + |6 650, 00) + £f gLt 00)]) .

De esta desigualdad, aplicando la Proposicion 11.5 obtenemos

R i+la+10y | 9 i+Lo+L2 0 9
CE (1) g/ |pa(t, 01)| dt+/ P2t 4o)|” dt,
t—lo—1lq t—Llo—Va
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por lo que, escogiendo ¢ = £y + /s, se verificaran las desigualdades (7). O

Observacién 111.1. - Resulta claro que el mismo procedimiento funcionara en el caso de un arbol
arbitrario controlado desde todos sus nodos exteriores, excepto uno: bastara aplicar un argumento
de induccibn. La aplicacion de la formula de D’Alembert y la Proposicion 11.4 permite estimar las

normas
a+l ) a-+l 5
/ 6, (1, )2 dt, / 6,1, 0] dt

—a—/{ —a—/

de las trazas ¢, y ¢, en el extremo = = ¢ a partir de las normas

/ | (¢, 0)] dt, / |y (£,0)|* dt

de las trazas ¢, y ¢, en el extremo = = 0. Asi, si comenzamos desde los nodos controlados, al llegar
a un nodo interior dispondremos de estimaciones de las trazas ¢, y ¢, de todas las componentes de
la solucion sobre las cuerdas que se unen en ese nodo, excepto de una de ellas. Las condiciones de
acoplamiento permiten entonces obtener estimaciones también para las trazas de esas componentes,
lo que hace posible continuar hasta llegar a la cuerda no controlada.

(nodo no controlado)

1 2

FIGURA 2. Arbol con un nodo no controlado

2. Un problema mas simple: control simultaneo de dos

cuerdas

Un problema similar al de las tres cuerdas es el de dos cuerdas e y e de longitudes #; y £5 que
se controlan simultaneamente desde uno de sus extremos. Este problema fue estudiado de manera im-
plicita en [JTZ2]. Posteriormente, en [TW] y [AT] se consigue una solucion esencialmente completa.
Los resultados de [TW] se basan en una generalizacion de la desigualdad de Ingham demostrada en
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[JTZ2]. Esta técnica, sin embargo, permite s6lo garantizar la controlabilidad en un tiempo mayor del
que realmente es necesario. En [AT] se utiliza el método de los momentos que si proporciona el tiem-
po minimo de control. La solucién que describimos aqui esta basada en argumentos completamente
elementales y ademas proporciona mas informacion que las otras técnicas mencionadas.

El sistema correspondiente al control simultaneo de dos cuerdas es

1 1
Uy — Uyy

=0 (t,z) € Rx[0,4;],
ul(t,0;) =0, u'(t,0)=v(t) teR, (10)
u'(0,z) = ub(z), wui(0,2) = ui(x) z € [0,4],
para s = 1, 2. En este caso simultdneamente hace referencia al hecho de que el control v aplicado en
las dos cuerdas es el mismo. A este tipo de problemas, considerado por primera vez por Russell en
[Ru3], esta dedicado el Capitulo 5 de [Li2].

Para todo 7' > 0 el sistema (10) esta bien puesto para estados iniciales de (uf,u%) € L?(0,4;) x
H=10,4;),7i=1,2ywv € L?(0,T): existe una Gnica solucion que satisface

ut € C([0,T]: L2(0,£,)) nCH([0,T] : H(0,4;)), i=1,2.
Cuando v = 0 el sistema (10) se convierte en

Gl — Py =0 (t,z) € Rx[0,£],

rx

' (t,4;) = ¢'(t,0) =0 teR, (11)
¢'(0,2) = ¢h(z), ¢}(0,2) = ¢i(z) = €[0,4],

con s = 1,2. Observemos, que el sistema (11) esta formado por dos ecuaciones de ondas con con-
diciones de Dirichlet homogéneas desacopladas. Ambas ecuaciones estan también bien puestas para
(¢, ¢%) € HE(0,£;) x L*(0,¢;) y las soluciones correspondientes se expresan por la formula

P'(t,x) = Z(ﬁbo,n coso,t + i sen opt)senoy,z, i=12, (12)

neN n
donde (%)) es la sucesion formada por las raices cuadradas de los autovalores de la cuerda e;:
; nm
Z = E_i’ n e N,
Y (¢6.n), (41 ,,) son las sucesiones de coeficientes de Fourier de ¢, ¢}, respectivamente, en la base
ortogonal (sen o’ z) de L2(0, 4;):
¢6(x) = Z¢6,n Senff%xa ¢Z1(x) = Z¢Zl,n Senff%xa 1 =1,2.

neN neN

g

El problema de control en tiempo 7' consiste en caracterizar los estados iniciales (uj,u?}),
i = 1,2, del sistema (10) tales que existe v € L?(0,7) de modo que las soluciones !, u? de (10)
satisfagan
u' (T, z) = ul(T,z) = 0, 1=1,2,
para z € [0, 4;].
Observemos que, aunque el sistema (11) esta formado por dos ecuaciones desacopladas, el hecho
de utilizar el mismo control genera condiciones de acoplamiento similares a las del problema de las
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tres cuerdas. En efecto, al aplicar el HUM resulta que la desigualdad de observabilidad asociada a
(10) es
/ 914,0) + G210t 2 3 S (ohth ) + (61,07, (19
i=1,2neN

Si existen sucesiones de nimeros positivos (c%), i = 1,2 tales que (13) se verifica para todas las solu-
ciones ¢!, ¢? de (11) con estados iniciales (¢4, ¢1) € Z' x Z', (3, ¢2) € Z? x Z?, respectivamente,
entonces, todos los estados iniciales (u,u}), i = 1,2, que satisfacen

D

neN

2
(CZ) +Z 0101 7n <o

son controlables en tiempo 7.
Nuestro resultado fundamental de observabilidad de las soluciones de (11) es

Teorema I11.2. — Sea T* = 2(¢; + ¢5). Tienen lugar las desigualdades

.
/ L(E0) + B2, 0) 2t > 01 (senoltn)? (oheh )2 + (L,)2),
0

neN

.
/0 92(50) + G20 > &Y (senofh)” (0762 124 (42 1),

neN

para cualquier solucion de (11) con estados iniciales (¢}, ¢!) € Z° x Z*.

Demostracidn. Probaremos la segunda de las desigualdades; la primera se obtiene de manera simi-
lar.

Observemos que debido a la 24, -periodicidad en tiempo de las soluciones de (11) resulta £ PL(t,0) =
0, donde ¢; es el operador definido por (11.23) correspondiente al nimero ¢;. Entonces, al aplicar la
Proposicion 11.5 se obtiene

T* T* 41
/ BL(8.0) + B2t 0)2dt > / 10 6L (£, 0) + 65 2(2,0) Pt
0

12
Tt
_ / 10 62 (£, 0)|2dt. (14)
12
Por otra parte, 1) = El‘qbQ es una solucioén de la ecuacion

1/)tt - '(/):c:c =0

en R x [0, ¢1] y por ello, de la Proposicion 1.4 resulta

T*—41
/é 1 (1, 0) 2t > 4B, 15)
1

Teniendo en cuenta que 1, (,0) = £, ¢ (t,0), a partir de (14) y (15) se obtiene

.
/0 9L(8,0) + ¢2(t,0)[%dt > 4B, . (16)
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Falta s6lo calcular la energia EZMQ. De la formula (12) se obtiene que

_ 2
0 P (t,x) = Z((ﬁi,ne; cos ot + ¢—]O_%ﬂ‘£1 seno’t)sen o2 (17)

neN
Teniendo en cuenta las relaciones

1

] cos ot = 3 (cos o2 (t +£1) — cos oz (t — £1)) = —sen o2y sen o2t
1

(] senolt = 3 (senor(t+£1) —senoZ(t — £1)) = sen o2ty cos oat,

la igualdad (17) se convierte en

I ¢2t:v Zsenoﬁ 1 coso t—¢2

neN
Al aplicar la formula (1.15) para el calculo de la energia resulta

B = 2 Genodtn)” (9208, + (42,07).

neN
Asi, basta sustituir esta expresion en (16) para obtener la desigualdad del teorema. O

207 seno2t) sen o2z

2.1. ldentificacion de subespacios controlables

El objetivo de esta subseccion es identificar subespacios de datos iniciales controlables del siste-
ma (10) en tiempo T' > 2(¢; + £5) a partir del Teorema I11.2.

Un subespacio facilmente identificable es el de las combinaciones lineales finitas de las autofun-
ciones. Tiene lugar

Proposicion 111.1. — El sistema (10) es espectralmente controlable en algn tiempo 7' > 2(¢; +

S . 2 . N
£5) si, y sblo si, el cociente 7 es un nimero irracional.
2

Demostracion. Si E_l es irracional, los coeficientes sen ol fo, sen 0241, n € N, que aparecen en las

2
desigualdades de la Proposicion 111.2 son distintos de cero. En efecto, si sen ol /5 = 0 para algin n,
entonces existird k£ € N tal que

El 2 = KT,
i E « = . . . )
es decir, E_l = % € Q. Entonces, los estados iniciales (ug, u}), i = 1,2, que satisfacen
2
Z 1 o
(senap2)? 18
apere (sen o) fo)? 2+ Z Sen01£2) S(uj,)? < oo, (18)
1 2

Z (sen o2 /-2 1 (2 )2 < L

= (seno2ly)? (Uo,n)z i Z (0Zsen o202 (ui,,) 0, (19)
neN

son controlables en tiempo 7" > 2(41 + £5).
En particular, seran controlables los estados iniciales (¢4, 1) € Z' x Z1, (¢3, ¢%) € Z2 x Z2.
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Veamos que la condicion E_l ¢ Q es también necesaria para la controlabilidad aproximada. Si
2

14 .
E_l = % con n, k € N entonces, para todo p € N las funciones
2

pnt pnTT 9 pknt pkrx
sen ., ¢°(t,z) = —sen sen ,
ﬁl 61 62 62

son soluciones de (11) y satisfacen

P (t,z) = sen

$L(t,0) + ¢2(t,0) = 0.

Por tanto, el sistema (10) no es aproximadamente controlable y, en particular, no sera tampoco espec-
tralmente controlable. O

Para la identificacion posterior de estados iniciales controlables del sistema (10) a partir del Teo-
rema 111.2 necesitaremos algunas definiciones de la Teoria de NUmeros. Para n € R denotamos por
[||m]]| la distancia desde n al conjunto Z:

lInll] = Imin{z € R: 7 —z € Z}].

Proposicion 111.2. — Si E_l es irracional, todos los estados iniciales (ug,u1), (u3,u?) que satis-
2

facen
S (W)Y e —(ul,)? < oo (20)
0,n 1,n )
neNIIIWIIIQ neNHZIIIH III?
1
(u? —1—(u},)’ < oo, (21)
%Illn L[[2" o) +Zn2llln‘1|||2 b

son controlables en cualquier tiempo T' > 2(61 +45).

Demostracion. Observemos que para todo z € R
T T
2[|=|[] < |senz| < f[| |l (22)
T T

(la demostracion de este hecho puede encontrarse en la Proposicion A.1 en el Apéndice A).
Entonces,

4 4o 4y 4
2|ln 7|l < [senopto| < allln =l 2]l < [senop ] < mffln =]l
2 4 y £y
Por tanto, las relaciones (20)-(21) son equivalentes a (18)-(19). O

Para caracterizar subespacios de datos iniciales controlables del sistema (10) bastara estimar las
sucesiones |||n I |||nel||| n €N

Una manera natural de intentar conseguir informacion adicional es la siguiente: seap : R — R
una funcioén creciente y definimos

v, = {z e R, :Timinf |[[nzllp(n) > 0} .
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Entonces, si ﬁ—l, ﬁ—Q € ¥, las desigualdades
2 1

> o) uba)? + 3 B gj) (Wl ,)? < oo, 23
%p(n)(uz,n)Q_i_zp(n)(uin)Q < oo, (24)
neN

garantizarian la controlabilidad de los estados iniciales (u,ul), (ug,u?).

Sin embargo, en tal planteamiento general, el problema resulta extremadamente dificil. Es por
ello que nos restringimos al caso p(z) = 2 con « > 0. Esta eleccion esta motivada por dos razones.
La primera de ellas es que esta eleccion de p conduce a la identificacion de espacios de estados
iniciales controlables de la forma

(u%)auzl) € ﬁa(oagi) X ﬁa_l(oagi)a
donde
HE(0, ;) = {u(m) = Zun seno’ r : Zn%(un)Q < oo} .
neN neN

Notemos que H¢(0,¢;) es el espacio de Sobolev H<(0, ;) con ciertas condiciones de contorno adi-
cionales. En particular, H'(0,£;) = H}(0,4;) y H°(0,4;) = L*(0,4;).
La segunda razén para esta eleccion de p es que el problema de describir los conjuntos

U, = U,0 = {x € R, :liminf|||nz|||n® > 0},
n—oo

es un problema clasico (y dificil) en la Teoria de los Nimeros. En [La] y [C] puede encontrarse
amplia informacion sobre este tema. Vease también el Apéndice A donde se han descrito los hechos
mas relevantes que utilizaremos a continuacion.

Resultados positivos

Los siguientes resultados son conocidos

. . . . 1
1) Paratodo o > 0 los conjuntos W, tienen la propiedad: si ¢ € ¥, entonces Z e v,

2) U, coincide con el conjunto de los nimeros irracionales € R tales que en su desarrollo
en fraccion continua [ag, a1, ..., an, ...| (veése, por ejemplo, [La], pag. 6) la sucesion (ay,)
es acotada. El conjunto ¥, es no numerable y tiene medida de Lebesgue igual a cero.

3) Para todo € > 0 el complemento del conjunto W . es de medida cero (véase Proposicion
A.2 en el Apéndice A). Este conjunto se denota en la literatura por B, C R. Como conse-
cuencia del Teorema de Roth (Teorema A.2), el conjunto B, contiene a todos los nimeros
algebraicos irracionales, es decir, aquellos que son raices de polinomios con coeficientes
enteros de grado mayor que uno.

Como consecuencia obtenemos
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Corolario I11.1. - a)Si % € B, entonces, el subespacio de datos iniciales
(uf],u’l) € f{l—l—g(oaﬁi) X HE(ani)a

es controlable en cualquier tiempo 7" > 2(¢; + #5). En particular, si ﬁ—; es un nimero algebraico
irracional, este subespacio es controlable para cualquier € > 0.
b) Si ﬁ—; admite un desarrollo acotado en fraccibn continua entonces, el subespacio de datos
iniciales
(ub,ul) € Hy(0,4;) x L*(0,4;),

es controlable en cualquier tiempo T' > 2(¢1 + £9).

Resultados negativos

Describimos ahora resultados que pueden obtenerse como contrapartida a los proporcionados por
la Proposicion 111.2.
Proposicion 111.3. — Si existe una sucesion (n) C N tal que
2 , 4y
limsgz llems) = 0 6 lllng g llotms) 0. k= oo.
Entonces, existen datos iniciales (uj,ui), (u2,u?) que satisfacen (23)-(24) que no son controlables

en ningQn tiempo finito 7.

Demostracion. Recordemos que el hecho de que todos los estados iniciales que satisfacen (23)-(24)
sean controlables en tiempo T" equivale a que se verifiquen las desigualdades

T T
[ e+ geope > aX o (G eh?). @)
0 neNP(”) 1
T 1 nmw
1 2 2 2
[ w0+ geota > 63 <(E"%,n)2+<¢%,n)2), @)

para cualquier solucion de (11) con estados iniciales (¢}, ¢%) € Z x Z%,i=1,2.
Supondremos que

V4
|||nk§|||p<nk) =0 27)

y demostraremos que en este caso desigualdad (26) es imposible.
En efecto, de (27) resulta que, para cada k € N, existe mj, € N tal que

2
Ng— — My

2

Entonces,
2 4y

Por otra parte, al sustituir en (26) las soluciones

‘U%k - 07171k ‘ p(ng) =

bi(t, ) = cos a}nktsena}nk:ﬁ, Pr(t,z) = — cos o%kt seno%kx,
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resulta .
/0 |a}nk oS a}nkt - 072% Cos a%kt|2dt > C’Q,O*Q(n;.c)(o,%k)2
y entonces
|02, — ok, | = Cp2(ny) (29)

(hemos utilizado la desigualdad
T
/ |z cos zt — y cos yt|2dt < 4|z — y|*2*T,
0

paray > x > 1, que se obtiene facilmente aplicando, por ejemplo, el teorema del valor medio).
Asi, a partir de (29) resulta

Mg

lo que contradice la propiedad (28) de las sucesiones (ny) y (my). O

La primera consecuencia importante de la Proposicion I11.3 est& basada en el teorema de Dirichlet:
para todos los @ < 1, £ € Ry e > 0 existen infinitos valores de n tales que |||né|||n® < e (véase
[C], Secciobn 1.5).

Corolario I11.2. — Para todos los valores 4, /5 de las longitudes de las cuerdas y todo v < 1
existen estados iniciales

(u67uzl) eﬁa(oagi) Xﬁa_l(oag’i)a 1= ]-;27

gue no son controlables en ningln tiempo finito 7. En particular, existen estados iniciales no contro-
lables en L2(0,4;) x H1(0,4;), es decir, el sistema (10) no es exactamente controlable en ningin
tiempo finito.

El siguiente resultado de caracter negativo esta basado en una construccion debida a Liouville.
Consideremos la serie
E=) 10", (30)
keN
donde (ay) es una sucesion creciente de nimeros naturales. Entonces, para todo p € N,

£10% — | = 10% ) " 107% < 10% %+,
k>p

Supongamos que p : R — R, es una funcion creciente. Fijemos ¢ > 0 y escojamos una sucesion
(ar) que verifique

3
10%~4%+1 < ,
p(10%)
lo que es equivalente a
107
apy1 > ag +1g %

Entonces, para los nimeros naturales n, = 107, p € N, se cumplira

[lInpélllp(np) <e.
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En resumen, serad posible construir nimeros reales que se aproximan por racionales mas rapido
que cualquier orden prefijado p.
A partir de la Proposicion 111.3 resulta entonces

Corolario 111.3. = Para cualquier funcion creciente p : R — R, , pueden encontrarse valores de
las longitudes /1, £5 de las cuerdas tales que existen datos iniciales del subespacio definido por (23)-
(24) que no son controlables en ningln tiempo T'. En otras palabras, el espacio de datos iniciales
controlables del sistema puede ser arbitrariamente pequefio.

Observacion 111.2. — Los nimeros de la forma (30) reciben el nombre de nimeros de Liouville.
El descubrimiento de este tipo de nimeros tuvo una importancia transcendental: Liouville habia
conseguido demostrar que si & es un nimero algebraico irracional de orden p (es decir, £ es raiz de
un polinomio de grado p con coeficientes racionales y no existen polinomios de grado menor con esta
propiedad) entonces, la inecuacion

1
|&n —m| < =]
no tiene soluciones m,n € N. Por tanto, los nimeros definidos por (30) no son algebraicos. Esto

permitid probar por primera vez la existencia de nimeros no algebraicos.

3. La red de tres cuerdas con un nodo controlado

En lo que resta de este capitulo nos dedicaremos a estudiar el problema de control para la red de
tres cuerdas con un Gnico nodo exterior controlado. El esquema que seguimos nos permitira tratar en
el Capitulo IV el caso de arboles generales. Esta es fundamentalmente la razén del estudio detallado
gue presentamos, a pesar de que es posible reducir el problema de identificar subespacios de estados
iniciales controlables, al problema analogo para el sistema de dos cuerdas controladas simultanea-
mente, ya resuelto en la Seccibn 2 (véase la Seccion 8).

El movimiento de la red se describe por el sistema

((ul, —ul =0 enRx[0,4;] i=0,1,2,
ul(t, ) ul(t,0) = u?(t,0) teR
ud(t,0) + ul(t,0) + u2(t,0) = teR (31)
ul(t, lo) = v(t), u'(t,4;) =0 teR i=1,2,
10,z) = uh(x), ui(0,7) =ul(z) z€]0,4] 1=0,1,2,

que coincide con (1), solo que ahora v! = 0.

Observemos que el sistema (31) homogéneo, es decir cuando v = 0, coincide con (2).

A partir de los resultados generales del Capitulo | sabemos que, existe una sucesion (c,) de
ndmeros positivos tales que

ISR ST )

neN
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(nodo controlado)

Lo

FIGURA 3. Lared de tres cuerdas

para toda solucion ¢ de (2) con estado inicial en (¢, ¢1) € Z x Z, si, y solo si, el espacio de los
estados iniciales (ug,u1) de que verifican

u? u?
n
neN “n neN Cnbn

es controlable en tiempo 7.
Observemos que la controlabilidad exacta del sistema (31) es entonces equivalente a que exista
una sucesion (¢,,) con la propiedad (32) que tenga una cota inferior positiva:

cp > ¢ >0, n €N (34)

Desafortunadamente, esto es imposible para el sistema (2), independientemente de las longitudes £,
£y, £5 de las cuerdas. En la Proposicion I11.7 demostraremos que, para cualesquiera £, £1, £2, existe
una subsucesion (ng) C N tal que

klggo()‘"’““ - >\”k) =0.
Entonces, si se verifica la desigualdad (32), al sustituir en ella las soluciones de (2)

Q_bk(ta I) =

_ 1 _
€08 Ay 41t Oy 41(2) — ——cos Ay, t Oy, (2),
J{nk+1 J{nk

donde
Mp = g(r]L,:c (60)7

se obtendria

%nk—i—l %nk

22 22 T T3
C <g¢+l + %) < /0 | cos A\, 41t — cos Ankt|2dt < ?|>\”k+1 — )\nk|2.
Pero |s,| < C\, (véase la formula (70) en la Observacion 111.4). Por tanto, si
cn >c> 0, n €N,
existiria una constante C' > 0 tal que
C <|App+1— >\nk|27

para todo £, lo que contradice la eleccion de la subsucesion (A, ).
Como consecuencia, si una sucesion (c;,) tiene la propiedad (32) entonces, necesariamente,

liminfe¢, = 0.
n—oo
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Asi, el sistema (31) no es exactamente controlable para ninguna eleccion de £, 41, £2 y T. ES por
ello, que nos concentramos en probar desigualdades del tipo (32) con coeficientes ¢,, (que llamaremos
pesos) que no satisfacen la condicion (34).

4. Una desigualdad de observabilidad
En esta seccion demostraremos la siguiente propiedad de observabilidad de las soluciones de (2)

Teorema I11.3. — Existe una constante positiva C' tal que toda solucion ¢ de (2) con datos
iniciales (¢, ¢,) € V x H satisface las desigualdades

T*
/0 [92(t, o) dt > OBy g, =12,

donde T* = 2(60 + 41+ 62)

En el Teorema 111.3, £ ¢ es la funcién que resulta de aplicar el operador £~ definido por (11.23)
para ¢ = £; a la solucion ¢ de (2). Debido a la linealidad de £ la funcion E;{b también es solucion
de (2). En particular, su energia Ez;&(t) es conserva en el tiempo.

Si pretendemos probar una desigualdad del tipo

T
| 18 to)Par > B, (@)
0
para las soluciones de (2), lo que equivaldria a probar que paraalgin t e Ry i = 0, 1, 2,

T
/0 162t 40) [2dt > OB, (D).

es natural intentar proceder como en la Seccién 1, es decir, aplicar la Proposicion 11.4 para estimar la
energia de cada cuerda. Gracias a la Proposicion 11.4, tendremos paratodo t € Ry i =1, 2,

E,()<C ( / |65 (t,0)[*dt + / |64t 0)|2dt) :

E() < C ( [ pa+ [ |¢?<t,zo)|2dt) LR

(no hemos escrito los limites en las integrales, pues de ellos nos ocuparemos luego en detalle).
Asi, si lograsemos probar que existe C' > 0 tal que, parai = 1, 2,

) T
/ Gt 0)Pdt < C / 162t 00) 2, (36)
0

) T
/ 02 < © / 162t £0) P, (37)

habriamos obtenido la desigualdad (35).
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La desigualdad (37) se prueba sin dificultad para : = 1, 2: gracias a las condiciones de acopla-
miento y a las formulas (8) resulta

1 (t,0) = ¢7(t,0) = $(t,0) = £y $%(t, L) (38)

por lo que
[isiaora= [Gaenta < [0 aPa  i-12

Sin embargo, las desigualdades (36) son mas delicadas; de hecho, no son ciertas®. A diferencia
de lo que ocurre con ¢, (.,0), ¢7(.,0), las trazas ¢.(.,0), ¢2(.,0) no pueden expresarse de manera
inmediata en funcion de ¢2(., £o); para ellas la condicion en este nodo solo asegura que

Gr(t.0) + ¢2(t,0) = —L£5 (¢, Lo).

No obstante, las condiciones de contorno ¢L(z,41) = ¢2(t,¢2) = 0 proporcionan informacion adi-
cional:

0= (t. &) = £ i(£,0) + £ ¢5(£,0), =12,

de donde resulta

0 ¢u(t,0) = =67 61, 0) = £ 45 dy(t, o), i=1,2 (39)
De esta manera llegamos al sistema de ecuaciones

{ B0+ (L0 = £, (@0)
0 da(t,0) = g1(t), £y ¢3(t,0) = ga(1),
que satisfacen las trazas ¢1(.,0), ¢2(.,0), donde
f@) = =52t b)), gi(t) = 665 @0t 6),  i=1,2.

Observemos que f, g1, g2 son funciones tales que su norma en L? puede ser estimada en funcion de
la norma L2 de ¢°(., 4) a partir de la Proposicion 11.5.

Surge entonces la cuestion: ¢sera suficiente la informacion (40) para probar la desigualdad (35),
al menos con una energia mas débil? Resulta que si; la idea es la siguiente: al aplicar, por ejemplo, el
operador /; a la primera de las ecuaciones (40) resultaran condiciones desacopladas

0 dn(n0)=g1, £ ¢5(.0) =L f — g1 (41)

A causa de la linealidad del sistema (2) y de los operadores ¢ y £5, si ¢ es una solucion de
(2) entonces, las funciones ¢; ¢ y £5 ¢ (los operadores actian en este caso sobre la variable ¢ de @)
también son soluciones de (2). Ademas, tienen lugar las igualdades

(G =10 ¢y (G d)=06¢), paa i=0,1,2, yj=12
Si tomamos entonces la solucion w = ¢ u de (2) tendremos que
(w')y =0, ¢%, (w)y=¢;¢t, para i=0,1,2,

1si estas desigualdades fuesen ciertas, resultaria que todo el espacio de energia H x V' es controlable. Esto, como
veremos posteriormente, no ocurre nunca, independientemente de las longitudes £, ¢1, £2 de las cuerdas.
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y las relaciones (41) se convierten en

wi(,0) =g,  w2(,0) =4 f—a,

lo que implica que wl(.,0), w2(.,0), podran estimarse por medio de la norma L? de ¢2(.,4o). Lo

mismo, por supuesto, ocurre con las trazas w; (.,0), w?(.,0) y w2(.,4y) debido a la continuidad de
¢ (Proposicion 11.5). Con esto puede demostrarse que

/|¢2(t,€o)l2dt > CEy.

Siguiendo este sencillo argumento demostraremos que

Proposicion 111.4. — Existe una constante positiva C' tal que toda solucion ¢ de (2) con datos
iniciales (¢y, ¢,) € V x H satisface las desigualdades

T}

donde! T; = 2(¢g + £; + méx{¢y,4}).

Demostracidn. Practicamente hemos demostrado ya el resultado; s6lo debemos seguir cuidadosa-
mente los intervalos de integracion para obtener el tiempo de observacion indicado. Demostraremos
la afirmacion para < = 1; para ¢ = 2 la prueba es, obviamente, similar.

Observemos inicialmente que, como wy (¢, £) = 0, wl(t,£y) = £, ¢2(t, L), entonces, en virtud
de la Proposicion 11.4, para cualquier # € R, la energia E, 0 de la solucion @ en la cuerda e satisface

N f+£0 f+£0
Eyo(t) <C i (t,bo)Pdt = C | |67 ¢a(t, bo)|*dt,

f*lo t—4lg

y de la Proposicion 11.5 resulta que, para # € [¢g + 41, Ty — £o — #1],

. f+fo+ll T
Byo(f) < C B2t t)Pde < C [ 1o to) e (@2)
f—fo—ﬁl 0
Si conseguimos probar que existen C > 0y ¢ € R tales que
-6 Ty
[ wiwopa<c [ ek, @3)
t—2; 0
tA—Zi . Ty
[ witopd <o [ ik (44)
t—¢; 0

1

1 = 1,2, para toda solucion de (31) con v = 0, entonces, en base a la Proposicion 11.4 se obtendria
A, T1
B, () <C [ bt )Pdt i=0.1,2
0
y por ello, teniendo en cuenta (42),

Th
By () = Byo(h) + By, () + B, (f) < C / 162(¢, £o)|dt.
0

1Esto es casi el enunciado del teorema 111.3 pero en un tiempo de observacion mayor. De hecho, si £1 < /5 la
desigualdad del teorema se obtiene para j = 1, pues T, = T™".
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Asi que nos concentraremos en probar las desigualdades (43). Como se ha indicado antes (formu-
las (38)-(39)) tenemos las igualdades

wi(t,0) = £ ¢i(t,0) = g g (t.bo),  i=1,2, (45)
wy(t,0) = £ ¢y (£,0) = —4 ¢ (£,0),  wi(t,0) = w;(t,0) = £; & Py(t, bo).  (46)
Entonces, combinando (45) con la Proposicion 11.5, podemos asegurar que, para cualquier # € R,

f+£1 f+51 f+lo+2é1
[ wleopa= [ g el <c 90t o)l
i—6 i i—to—261
De manera similar se prueban las desigualdades

f+é1 f+é0+2é1
/ wl(t0)2dt < € 162(¢, 40)2dt,
ffél fflofﬂl

t+0o t-+Lo+£1+L2
/ W3(t,0)2dt < C 160t 00) 2, @7)
ity P—lo—1—bo

/erlz i4-Lo+L1+L2
t

IN

w2(t,0)’dt < C |62 (¢, o) *dt.
—{y i—éo—él—b

Ahora es facil ver que, si escogemos & = £y 4 £, + max{¢y, £} en (47) se obtienen? las desigual-
dades (42), (43). Con esto se ha demostrado la proposicion. O

Asumamos que ¢1 < ¢9. Entonces Ty = 2(£y+ 41+ 42) Yy To = 2(bg+ 41 +¥2) > T4. En realidad,
el valor del tiempo de observacion T4 puede reducirse.

La posibilidad de reducir el tiempo de observacion To (T3 ya coincide con T*), que permite
obtener la afirmacion del teorema a partir de la Proposicion 111.4, esta basada en una propiedad de
periodicidad generalizada en tiempo de las soluciones del sistema homogéneo (2) (véase la Proposi-
cion 111.5), que provoca que toda la informacion esencial sobre la traza ¢ (z, £y) de estas soluciones
pueda obtenerse en un intervalo de tiempo de longitud T*. Esto hace superflua la observacién en un
tiempo mayor.

Definimos el operador
Q=40 by + by b by + Ly 07 Lo
Entonces,

Proposicion 111.5. — Para toda solucion ¢ de (2) con datos iniciales (¢, ¢;) € V x H se cumple
Qg (t, 4y) = 0.

Demostracion. A partir de las relaciones ¢?(t,0) = —£5 ¢2(t, Lo), ¢2(t,0) = £ ¢2(t, o), se
tiene que
Ot lo) = €14y (£ dat o)) + (& + €1 £5)Lg 5t Lo)
= b d5(1,0) — (67 by +£743) g0 (,0).

1se tiene que t € [€o + £1, T — £o — 4], lo cual es necesario para la desigualdad (42). Este valor de # se ha escogido
de manera que los nimeros £ — £o — 261, t + Lo + 2¢1, — lo — £ — €a, t + £o + £1 + £ estén todos en el intervalo [0, T1].
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Recordando ahora que ¢9(¢,0) = ¢; (t,0) = ¢Z(t,0)
Qcpa (. lo) = €7 5 $(£,0) + £ (—£1 ¢, (£,0)) + £ (—€3 ¢; (£, 0)), (48)

y de las igualdades £ ¢} (£,0) + £7 L (£,0) = 0, £5 ¢2(t,0) + £5 ¢2(t,0) = 0 (obtenidas como en la
demostracion de la Proposicion 111.4 a partir de las condiciones de contorno) de (48) resulta

Qo (t lo) = L7 €5 ¢ (t,0) + L5 L7 ¢ (t,0) + €145 ¢7(t,0)
= 0745 ($2(t,0) + ¢ (£,0) + ¢7(£,0)) = 0.

La utilidad de la Proposicion I11.5 radica en la siguiente propiedad:
Para cada 7' > 0 existe una constante C'r > 0 tal que toda funcion continua ), que es solucion
de Qv = 0, satisface la desigualdad

T T*
/ ()2t < Cr / (o) 2, (49)
0 0

donde, como antes T* = 2(¢g + 1 + ¢3).

Este hecho, al ser aplicado a u2(t, 4,), daria finalmente la afirmacion del Teorema I11.3 a partir
de la Proposicion 111.4.

La demostracion de esta propiedad se hara en el Capitulo Il en condiciones mas generales. Ahora
nos restringiremos a la version particular correspondiente al operador Q, que permite ilustrar con
claridad la idea de su demostracion.

Supongamos que £, = min{4g, 1, ¥ }. Si conseguimos probar que, cualesquiera sean T > 0y v
que satisface Q1 = 0,

T T—20,
/ Wp(0)2dt < C / () 2, (50)
0 0

entonces, iterando esta desigualdad tantas veces como sea necesario para lograr que T' — 2nf, < T,
habremos probado (49).

Observemos ahora que, de acuerdo a la definicion de Q, la igualdad Qi = 0 puede escribirse
como

(gl by + Ly b5y + L b3 =0
y desarrollando esto segln la definicién de los operadores Eii resulta®
3(t+ Lo+ b1 + o) —p(t + Lo + b1 — by) — p(t + Lo — €1 + £o)—
—’(/)(t — by — ¥ — ﬁg) — —’(/)(t — by + 4 + 62)—
—tp(t — Lo + £y — L) —tp(t — Lo — L1+ La) + 3p(t + Lo + 41 + £2) = 0.

Sustituyendo la variable ¢ por ¢ — (£y + ¢1 + ¢2) la igualdad precedente puede escribirse como

(t) = et —7),

Tel
donde
I .= {2£0,2€1,2£2,2(£0 +£1),2(£0 +£2),2(£1 +£2),2(€0 + 61 + 62)}

1Es un calculo largo, pero completamente elemental.
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y los coeficientes ¢ son igualesa1 6 —1. A partir de esto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

/ |dt<02/ bt — )Pt = 02/ (1)t (51)

Tel Tel

para cierta constante C independiente de 1 (de hecho, puede tomarse C' = %).
Pero todo 7 € T' cumple 2¢* < 7 < T*, por lo que se obtiene T* — 7 >0y T — 7 < T — 24,;

por ello resulta la desigualdad
T—1 T—20x
[ Twras [ e
T*—1 0
que al ser sustituida en (51) da

T— 25* T—24x
/ (t)] dt<02/ (t)] dt—7C’/ b (t)|?dt.

Tel

T T* T T—20,
2 _ 2 2 2
Ahwnw—A|MMﬁ+AJMMﬁSOA p(0) 2,

que es la desigualdad (50).
Asi, hemos demostrado la propiedad (49) y con ello, el Teorema 111.3.

Luego

5. Propiedades de la sucesion de autovalores

La aparicion del operador Q en relacion con el sistema (2) no es un elemento puramente técnico.
En realidad este operador esta intrinsecamente ligado a las condiciones de contorno en (2), como indi-
ca la Proposicion 111.5. Ademas, el operador Q esta relacionado de manera directa con los autovalores
de —A¢. En efecto, si aplicamos Q a la funcion e’ donde ) es un nimero real arbitrario, como
1M = cos M ey e = jsen A €M, obtendremos

Qe = (0l by + Lo bl + Ly 0y 0F) e
= —(C0os Afysen ALy sen ALy + sen ALy CoS ALy sen Abo+
M A AL M MM A
+ sen Mg sen Ay cos Als) PR

Asi, si definimos la funcion
q(A) := —(cos Ay sen My sen Ay + sen My cos A\l sen Ay + sen Mg sen Ay cos Aly),  (52)

se cumplira la relacion
Qei)\t — q()\)ei/\t.

Tiene lugar

Proposicion I11.6. — Sea X # 0. Entonces, X? es un autovalor de —A si, y s6lo si, ¢(\) = 0.
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Demostracion. La necesidad de la condicion es inmediata: si A? es un autovalor cuya autofun-
cion asociada es 6 entonces, la funcion ¢(t, z) = *0(z) es una solucion de (2). De acuerdo a la
Proposicion 111.5 tendremos

0= Q¢ (t,4y) = Qe (Ly) = q(N)e™6° (4y).

De esta igualdad resulta ¢(\) = 0 si 62(¢y) # 0. Por otra parte, si 8%(¢,) = 0 entonces, la funcion
6°, que es solucion de una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden cumpliria 8°(4y) = 6°
(o) = 0, lo que implica #° = 0; en particular, #°(0) = 0. De las condiciones de contorno tendremos
que 61 (0) = 62(0) = 0. Esto significa que \? es también un autovalor de las cuerdas e; y ey y por
ello,

sen M1 = sen \ly; = 0.

Al sustituir estas igualdades en (52), se obtiene ¢(\) = 0.
Veremos ahora que la condicion ¢(\) = 0 es suficiente para que A\? sea un autovalor. Para ello
basta construir una autofuncion 6 no nula asociada a A?. Buscamos las componentes de 6 de la forma:

0'(z) = a;jsen Xz — 4;), i=0,1,2, (53)

lo que garantiza que se satisfagan las condiciones de contorno #%(¢;) = 0. Las restantes condiciones
de contorno conducen al sistema lineal

ap Sen >\£0 = ai sen )\61 = ag sen )\62,
agA cos Mg + a1 A cos My + agAcos Ay = 0,

cuyo determinante coincide con Ag(\). Por tanto, si ¢(\) = 0 podremos encontrar nUmeros ag, a1, as,
no todos nulos, tales que @ definida por (53) sea una autofuncion. O

Observacion 111.3. — La demostracion de la necesidad en la Proposicion 111.6 puede hacerse de
un modo mas simple sin involucrar al operador Q, pues las condiciones de contorno implican que
una autofuncion necesariamente debe estar dada por (53). Si esta autofuncién no es idénticamente
nula, necesariamente el determinante del sistema lineal es cero. Por tanto, ¢(\) = 0. Sin embargo,
hemos utilizado las propiedades de Q por que esa sera la técnica natural que usaremos en el Capitulo
IV para demostrar propiedades similares relativas a redes mas generales.

Una consecuencia importante de la Proposicion 111.6 es que, si denotamos por (o) la sucesion
creciente formada por los elementos del conjunto
T T T
que son las raices cuadradas positivas de los autovalores de las cuerdas con condiciones de Dirich-
let homogéneas y por (\,) la sucesion creciente formada por las raices cuadradas positivas de los
autovalores de la red, entonces, paratodo n € N,

5= N,

An < 0p < Apg1 < Opy1. (54)
En efecto, en cada intervalo (o, 0,11) la funcion ¢(\) puede expresarse como

q(A) = hi(N)ha(X),
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donde
h1(X) = sen Ay sen Ay sen A\, ha(X) = cot Mgy + cot Aly + cot Mls.

Observemos que, bajo la hipo6tesis de que los cocientes ﬁ—] (7 # j) son irracionales, los nimeros A,, son
los ceros positivos de ko (), mientras que los nimeros o, son los puntos en los que hg(A) — foc.
Bastara ahora notar que en cada intervalo (o, 0,41) la funcién hao()\) es estrictamente decreciente
para concluir que necesariamente los nimeros o, y A, estan intercalados, es decir, que se verifica
(54).

Las desigualdades (54) permiten obtener informacion sobre los nimeros \,, a partir de las pro-
piedades de la sucesion (o) .

Observemos que a partir de (54) se obtiene, paratodon € N,

)\n+4 - >\TL > Op+3 — Onp.

Pero, para todo n € N, entre los cuatro nUmeros o.,,, 0,11, 012, ot hay al menos dos que corres-
ponden a la misma cuerda. Esto implica que, para cada n, existe 7 = 0, 1, 2 tal que
7T
Opt3 — Op > E
Por tanto, resulta la condicién generalizada de separacion
Antd4 — Ap > mmin (%, %, é) ,

para todo n € N. Esta separacion generalizada permitiria aplicar la técnica derivada del Teorema 11.4
para la demostracion de desigualdades de observabilidad del tipo (32).

Por otra parte, si ny Yy n, denotan, respectivamente, las funciones de conteo® de las sucesiones
(An) Yy (o) entonces,

ng(r) < nx(r) < ng(r)+ 1.

La funcion n,(r) puede calcularse explicitamente como la suma de las funciones de conteo de
H nm nmw nmw
las sucesiones (%> , (E) y (E) . Resulta

ne(r) = | B
donde [n] denota la parte entera del nimero 7. Por consiguiente, tendremos

/ / V4 / / /
7’704_ Lt 2—lgn,\(o")§1+7“70+ Lt 24
s s

) (D [

1. (55)

Entonces, la sucesion (),,) tiene densidad

o+ 01+ ¢
D) = lim ) _fothtl
r—00 r m
que es la misma que la de la sucesion (o). Esta es esencialmente la razon por la cual aparece la
longitud T* = 2(¢y + ¢1 + £2) = 27D (\,,) del intervalo de observacion en el Teorema 111.3, y sobre
todo, de que esa longitud sea Optima.

1se Ilama funcion de conteo n(r) de la sucesion positiva (\,,) al nlmero de elementos de esta sucesion contenidos en
el intervalo (0, r].
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La desigualdad (55) implica ademas, que

lim 2 il

L — 56
n—o0 7, Eo—i-ﬁl—i-gg’ ( )

esto indica que los autovalores se comportan asintéticamente como los autovalores de una cuerda de
longitud £¢ + 41 + 4.
Otra importante consecuencia de las desigualdades (54) es la siguiente.

Proposicion 111.7. — Cualesquiera sean los valores /4y, £1, £5 de las longitudes de las cuerdas,
existe una subsucesion (ny) C N tal que

1fm (An, 41 — An,) = 0.
k—oo

Demostracion. De acuerdo al teorema de Dirichlet sobre aproximacion simultanea de nimeros
reales por racionales (ver [C], Seccion 1.5), para cada ¢ > 0 existen infinitos valores de & € N para
los cuales existen nimeros naturales py, g, tales que

4o

4
kL — k=2 — .
‘Eo pr| <&, ‘Eo qr| <€
Entonces,
7wk TPk ’ mk Tqk /
UL = 57
donde

Sea ny € N tal que

. |7k mpp mqy
Op, =MIng —, ——, — /.
"tk by’ by 4y
Entonces, de (57) resulta que se verificaran las desigualdades
Onpt2 — Op,, < 2¢’.
Pero, en vista de (54), la (ltima desigualdad implica

>\nk+1 - >\nk < 25,a

para infinitos valores de k£ € N.
Teniendo en cuenta que &’ puede escogerse arbitrariamente pequefio, se obtiene la afirmacion de
la proposicion. O
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6. Observabilidad de los coeficientes de Fourier de los

datos iniciales

Pretendemos ahora escribir las desigualdades del Teorema I11.3 en términos de los coeficientes
de Fourier de los datos iniciales de la solucion ¢ of (2). Para ello debemos expresar Eéj‘d'ﬂ j=12,
en funcion de estos coeficientes.

Si ¢y, ¢ € Z, es decir, si las sucesiones (o.n) Y (¢1,,) son finitas, entonces, de la formula (4)
resulta

_= _ P, -
L (x) = Z((ﬁo,ngj cos A\pt + ;—;ﬁj sen A\, t)0, (). (58)
neN

Pero tenemos las relaciones

1
£; cos Apt = 3 (cos Ap(t +£;) —cos A, (t — £;)) = —sen A,ljsen A, t,

1
5 sen Ayt = 3 (sen A (t 4+ £;) —sen Ay (t — £;)) = sen A\pL; cos A\pt,

que al ser sustituidas en (58) dan

0 g(x) = Z sen Ap/; (qbl—" cos At — ¢, Sen A, t)0, (). (59)
! neN An ’

Usando la férmula (5) para el calculo de la energia de E;éﬁ obtenemos
_ 2 , 2
Eﬁjiﬁ = %sen An; (M"¢0,n " ¢%n) (60)

y en consecuencia, el Teorema I11.3 nos permite asegurar que existe una constante C' > 0 tal que se
verifican las desigualdades

T*
0 2 2 2
/0 g2t Lo)Pdt = C Y sen® Ml (nnd? $2), i=12,

neN 0,n 3

para todos ¢, ¢; € Z. Como Z x Z es denso en V x H, esta desigualdad es vélida para todos los
b €V,d € H.
Si denotamos

¢p := max{|sen A\, 4], | sen A, Lo} (61)

tendremos

Teorema I11.4. - Existe una constante positiva C tal que toda solucion ¢ de (2) con estado inicial
(¢o, 1) € V x H satisface

T*
0 2 2 2
[} 1l ¢ Sl )

neN
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7. Estudio de los pesos ¢,

El Teorema I11.4 proporciona un resultado satisfactorio, pues permite asegurar la controlabilidad
de cierto espacio de estados iniciales. Sin embargo, esto depende de los coeficientes ¢,,, en particular,
de si son no nulos.

Observemos inicialmente que no podremos obtener una desigualdad como la del Teorema I11.4,
con coeficientes ¢,, no nulos, no necesariamente definidos por (61), cuando el cociente ¢ /45 €s un

. . 0 I
namero racional. En efecto, si E_l — 2 con p,q € Z entonces, para cada £ € Z la funcion ¢ =
2 q
(¢#°, ¢, $?) definida por
kprt k kqnt k
¢0 =0, ¢1 = sen Ll sen pmc’ ¢2 = —sen wamt sen q7m:7
Kl £1 62 62

es una solucion de (2) y satisface
#0(t, £y) = 0.

Esto implica que el sistema no es aproximadamente controlable?, lo que si ocurriria, sin embargo, si
¢, # 0, paratodon € N,

(nodo controlado)

FIGURA 4. Una vibracion localizada no observable cuando ﬁ—: e Q.

En realidad esta condicion es también suficiente.

Proposicion 111.8. — Si el cociente # /¢, es un nimero irracional entonces, todos los nimeros
cn,y v € N, definidos por (61), son diferentes de cero.

Demostracion. Basta notar que ¢, = 0 implicaria | sen A\, 41| = | sen A\, 45| = 0, por lo que
Aty = pm, Anle = qm

./
y de esto resultaria E_l =Pe Q. O
2 q

Asi hemos obtenido la siguiente caracterizacion de las longitudes de las cuerdas para las cuales
el sistema es aproximada o espectralmente controlable.

Imas aan, 1a propiedad de continuacibn (nica falla sobre un subespacio de dimension infinita
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Corolario 111.4. — Las siguientes propiedades relativas al problema de las tres cuerdas son
equivalentes:

1) El sistema es espectralmente controlable en tiempo 7" > T'*;
2) El sistema es aproximadamente controlable en tiempo T > T'*;
3) El cociente ¢ /¢ es un nUmero irracional.

En lo que sigue trataremos de encontrar condiciones sobre los valores de £, ¢1, £5 que nos per-
mitan asegurar que para algin « € R todos los estados iniciales (g, %1) € W son controlables en
tiempo T = 2(¢y + ¢1 + ¢2). De manera mas precisa, si definimos

Bo = { (Lo, 11, 42) € R} : W* C Wy},

nuestro objetivo es indicar condiciones explicitas que garanticen que (£, £1,¢2) € @,.
Si conseguimos demostrar que los valores £g, ¢1, ¢ de las longitudes de las cuerdas existe una
constante C' > 0 tal que para todo n € N,

a2 ON%, (62)

entonces, como se ha indicado en la Seccion 2.1, tendremos (£, 41, 42) € ®,.
Consideramos la funcion

a“(ly, 0, \) := (| sen Mq| + | sen Ma|)\“.
Esté claro, que si para ciertos valores /1, ¢ la funcion a®(¢;, ¢2, \) tiene una cota inferior positiva:
a“(4y,09,A) > a > 0paratodo A € R,

entonces, para todo 4o € Ry, se obtendria la desigualdad (62). De modo que nos dedicaremos a
estudiar la funcién a.
Tiene lugar

Proposicion 111.9. — Si existe una constante C > 0 tal que |||n%||| > Cn~® paratodon € N,
entonces

a%(4y,02,\) > a > 0paratodo A > 1. (63)

Demostracion. Supongamos que la desigualdad (63) es falsa. Entonces existira una sucesion ()
tal que

a%(l1,02, ) = |sen A\ L1|\p+]sen A Lo A7 — 0 (K — o). (64)

Observemos que en estas condiciones A, — oo. En efecto, si (Ax) tiene un punto de acumulacion
finito A\, > 1 entonces, de la continuidad de a® resulta

aa(El,Eg, )\*) = 0.

En consecuencia

sen A\ /1 = sen A\, lo =0,



66 111. La red de tres cuerdas

lo que s6lo podria ocurrir si E_l fuese un nimero racional. Pero en tal caso existirian valores de n € N
2
tales que

4
=0
211 =0,

lo que contradice la hipotesis de la proposicion.
De (64) resulta

| sen A\,l1| Ay — 0, | sen Ao Ay — 0. (65)
Denotemos para cada k € N,
2P 2P
Ek :|||1—k|||a mi ::1—k—€k€N,
T T
129 129
=12 me= EE =G e N,
T T
Como 0 < e, 6y < 1,
lim Mk _ l lim Mk _ l
koo A\p T koo N\ T

En particular, como A\, — oo, lo mismo ocurrira con las sucesiones my, y ny. Ademas,
mer < 2|senepm| = | sen(my, + ex) 7| = sen A 4y,

por lo que de (65) se obtiene e, A — 0. Analogamente, dxA; — 0.
Tendremos entonces que

/ 1
lim <nk—1 — mk) ng = T lim <5kn—k — 5k%> ng = — lim (exny — dgng) = 0.

k—o0 4 ly k—oo Ak A ly k—oo
De donde , )
e g < (gt = ) i =
que contradice el hecho |||n§—;||| > Cn~ paratodon € N. O

La condicién proporcionada por la Proposicién 111.9, que implica la desigualdad (62), es suficiente
para que W C Wr. Veremos ahora que esta condicion es también necesaria en el siguiente sentido
Proposiciéon 111.10. — Si existe una sucesion de nameros naturales ny, ny — oo, para la cual

2T
|||nk£—|||nk — 0, cuando k — oo,
2
entonces, existen valores de ¢, € R tales que para todo T' > 0, el espacio W no esta contenido en
Wr. Es decir, existen estados iniciales en W que no son controlables.
Demostracion. Basta escoger £ de modo que
% a
|||nk£—|||nk — 0, cuando k£ — oc.
2

En efecto, sean m y m los nlmeros enteros mas cercanos a nkﬁ—; y nkﬁ—g respectivamente. Sea
(0p) la sucesion definida en la pag. (54) y denotemos por p,, el indice para el cual

) T m o_m
op, =min [ ng—,m—,m— | .
Pr b’ b
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Tendremos entonces
o2 — op, | oy = 0,
lo que implica, a partir de las desigualdades (54),
[ Aprt1 — Apl Ap, — 0. (66)

Por otra parte, que todos los estados iniciales (@g, 1) € W™ sean controlables en tiempo T'
equivale a que se cumpla la desigualdad

T
o(t,Lo)Pdt > C Y N (pp”
JRCCRIRTEYe) SEAS

neN ’

para toda solucion de (2) con (¢q, ¢1) € Z x Z. Sin embargo, procediendo como en la pag. 34, se
demuestra facilmente que debido a (66) esta Gltima desigualdad es imposible. O

Como en el caso de dos cuerdas controladas simultdneamente, la Proposicion 111.9 reduce el
problema de identificar subespacios de estados iniciales controlables al problema de aproximacion
diofantica: dado « < 0, determinar para qué valores de £ existe una constante C' > 0 tal que se
verifica la desigualdad

[[[n&]|] = Cn®, (67)

para todo n € N.
En base a los resultados descritos en la Subseccion 2.1 obtenemos:

Corolario I111.5. — a) Si ﬁ—i € B. entonces, el subespacio W'*¢ es controlable en cualquier
tiempo T' > T™*. En particular, si ﬁ—i es un nimero algebraico irracional, W'*¢ es controlable para
cualquier € > 0.

b) Si ﬁ—; admite un desarrollo infinito en fraccion continua entonces, el subespacio W' es contro-
lable en cualquier tiempo 7' > T*.

c) Existen valores de las longitudes £, £1, ¢ tales que ningln subespacio W< es controlable en
algan tiempo finito 7.

Observacion 111.4. — Como veremos posteriormente, los nimeros s, = Gg’m(eo), donde 6, son
las autofunciones del problema eliptico asociado a (2), tienen relevancia en el estudio del problema
de control cuando se intenta probar las desigualdades de observabilidad de manera directa.

Las autofunciones 6,, pueden construirse explicitamente en funcion de los autovalores

sen A\, (4o — x)

6° sen A\, 4
= A (61 - I)
= | o | = sen \, 7
" n n sen A /1
0, sen \, (4o — 1)
sen A\, 4o

donde

[V

EU El 62 -
=2
T = V2 { sen? A\, 4 + sen? )\, /1 + sen? \,, 4o }
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Entonces,

D=

sen? A\, 4 sen? A\l )
n = A2 {EO +h sen? \p 0y 6 sen? \plo }

Una estimacion relativamente poco precisa seria

/ 2
|%n| 2 )\n m |sen )\nel Sen )\n£2| . (68)

Si las longitudes ¢, ¢1, ¢ satisfacen la condicion (S)! entonces, de acuerdo a la Proposicion A.4
del Apéndice A, para cada ¢ > 0 existe una constante C. > 0 tal que

C C
|sen A\, 01| > )\1—-16-6’ |sen A, lo| > Al—jg’ n €N,
n n
y con esto, de (68) se obtiene
Ce
[nl 2 13 (69)

Sin embargo, pueden establecerse estimaciones mas precisas, en condiciones méas débiles sobre
las longitudes, a partir del Teorema I11.4. En efecto, basta aplicar la desigualdad del teorema a las
soluciones sen \,t 8,, y cos A\, t 6,, para obtener

T T
|%n|2/ |cos Apt|* dt > C2\2 |%n|2/ |sen A t[2 dt > Cc2)2.
0 0

n’'n?

De esto resulta
|72 > C A méx{|sen A\, 41|, | sen A, fa|}.
Esta desigualdad es obviamente méas exacta que (68). De ella puede obtenerse: Si el cociente
pertenece a B, entonces,

o
lo

> —.
A diferencia de la estimacién (68), esta no impone ninguna condicion a £g.
Procediendo de manera similar, a partir de la desigualdad (1.18) se obtiene

CX, > |5, (70)

independientemente de los valores de las longitudes.

8. Relacion entre el problema de control simultaneo de dos
cuerdas y el control desde un nodo exterior de la red de

tres cuerdas

Como habré notado el lector, las condiciones sobre las longitudes de las cuerdas que permiten
identificar subespacios de estados iniciales controlables son las mismas para el control simultaneo de

1Los nameros Lo, £1, ¢ satisfacen la condicion (S) si son linealmente independientes sobre @ y los cocientes f— son
J

nGmeros algebraicos. Para mas detalles véase el Apéndice A.
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dos cuerdas y el control desde un nodo exterior de la red de tres cuerdas. Ademas, cuando estas con-
diciones se satisfacen, los subespacios de estados iniciales controlables correspondientes coinciden
sobre las cuerdas no controladas, salvo por las condiciones de contorno en el nodo comdn. Este hecho
no es casual. La razon la da el siguiente

Teorema I11.5. — Si 'V es un subespacio de estados iniciales controlables en tiempo 7T para el
sistema de las dos cuerdas controladas simultaneamente (10) entonces, el subespacio (L2(0,4y) x
H=1(0,49)) x V de estados iniciales del sistema de las tres cuerdas (31) es controlable en tiempo
T + 2¢y.

Para la demostracion de este teorema necesitamos algunos elementos previos. Consideremos los
espacios

Wo = {(¢o:d1) €V xH: ¢5(0) = ¢5(0) = ¢55(0) = 0},
Vo = (H§(0,61) x L*(0,£1)) x (H{(0,€) x L*(0,45)) .

Para (¢g, ¢;) € Wy denotamos por ¢ la solucion del sistema de las tres cuerdas homogéneo
(2) con estado inicial (¢, ¢;), y por ¥ = (0,4, 4?), donde ', 2 son las soluciones del sistema
homogeéneo (11) con estados iniciales (¢4, 1) Y (¢a. ¢7), respectivamente.

Escogemos T' > 2(£y + ¢1 + £3) y definimos

T
W%@M%:AIﬁW%Wﬁ

o Tt
1Go-Blf = [ 1 (e0) + v (e 0) e
0
De acuerdo a los resultados de la Proposicion I11.1 y el Corolario 111.4, las funciones ||.||z Y ||-||s

. . . A , L
definen normas en Wy y V, respectivamente, si, y s6lo si, 7. es un nimero irracional.
2

Proposicion 111.11. — Existe una constante C' > 0 tal que, para todo (¢, ¢#;) € Wa,

Cli(bo: el = 1(80, $Dl g1 e 12 + 11(Bo: )l s-

Demostracion. Observemos que, al aplicar las formulas de D’ Alembert (11.21) a la componente ¢°
tendremaos, teniendo en cuenta que qb?(t, 4y) =0,

P, 0) = Ly P2t bo)s  BU(t,0) = —£§ (¢, o).

Entonces, a partir de la Proposicion 11.5 se obtienen las desigualdades

T T—4o T T—4g
/|ﬁm%wﬁz/' 162(¢,0)Pdt, /|ﬁw%mwz/ (6. 0)Pde.  (71)
0 Lo 0 Lo

Por otra parte, si E o es la energia de la componente ¢° tendremos, de acuerdo a la Proposicion
1.4,

Lo
Ewms/|&w%wﬁ
Lo
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Entonces, a partir de la propiedad (49) (véase la Proposicion I11.5)

T
160, #1173 1 12=2Eg0(0) < C /0 |9t £0) > dt. (72)

Observemos ahora que la solucién ¢ puede descomponerse como

¢ =1+, (73)
donde w = (w°, w', w?) es la Gnica solucion del problema
(Wi —wi =0 enR x[0,4], i=0,1,2,
wi(t,4;) =0, w'(t,0) = ¢'(t,0) en R, i=0,1,2,
W0(0,2) = dg(x),  wf(0,2) = ¢i(z) enl0, Lo, o
{ w'(0,2) = wi(0,z) =0, en [0, 4], i=1,2.
En efecto, para cadai = 0, 1, 2, la funcion
N=¢—9—o
satisface
ny —nt, =0 en R x [0, 4],
ni(t,0) = n'(t,4;) =0 enR,
7'(0,2) =n4(0,2) =0 en [0,4].
Por ello ) = 0, es decir, se verifica (73). En particular,
oL (t,0) = L (t,0) + wi(t,0),  i=0,1,2. (75)
En vista de la condicion de acoplamiento
$a(t,0) + ¢5(£,0) + ¢3(,0) = 0,
de (75) resulta
—¢a(t,0) = 15 (t,0) + ¥5(t, 0) + wy (,0) + w(t,0). (76)

Entonces tendremos

T—4g T—4g
/' (8, 0) + 28, 0) 2dt s‘/ L1, 0) + 2(1,0) + wl (£, 0) + w2 (t,0) e
Eo Z0

T—4y
+/ |wi (t,0) + w2(t,0)|*dt
Lo

IN

T—4g T—4g
[ o [ oke,0) + w0
Zo ZO
Por otra parte, al aplicar el Lema 4.2 de [Ho] al sistema (74), resulta que existe una constante

C > 0 tal que

T—4g T—4g T—4g
/ |%mm+wmmstc/ w%mwﬁzc/ 1602, 0) .
Lo Lo Lo
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Asi, obtenemos la desigualdad

T4 T—4y T—4g
/ L2, 0) + (8, 0)[2dt < / 162(t,0)Pdt + C / 160(t, 0)[2dt,
Lo Lo Lo
y, en virtud de (71),

T—4g T
/ WpL(5,0) + g2 (1,0)dt < C / 162t 00) . (77)
0

Lo
Finalmente, combinando las desigualdades (72) y (77) resulta la afirmacion de la proposicion. [

Proposicion 111.12. — Sea g € H una funcion continua tal que ¢°(0) # 0. Entonces, existe una
constante C' > 0 tal que, para todo (¢, ¢;) € Wo y todo A € R,

Cll(bo + Ag: 1)l 2 (80, )l gy 2 + [1(Bo, b1)ll -

Demostracion. Denotemos por @, la solucion del sistema (31) con estado inicial (¢, + Ag, ¢).
Observemos que

A2 =165(0) + Ag°(0)]* < Cllh + Ag’|I3 < CEq(0). (78)
De forma analoga a como se hizo en la demostracion de la Proposicion 111.11 se prueba que
E 4 (0) < C[|(d + A7, 1)l - (79)
Entonces, de las relaciones (78), (79) resulta
(0, 2l < 11(¢o + X, @1l + I3, 0)ll 5 < Cli(do + A7, 1)l
y la afirmacion se obtiene a partir de la Proposicion 111.11 O

Demostracion del Teorema 111.5. Denotemos por Fs y F los completados de H y V con las
normas ||.||z Y ||-]| s, respectivamente. Teniendo en cuenta que

H = Rg + WOa
la Proposicion 111.11 nos permite asegurar que
(H&(O,Ko) X LQ(O,K())) X Fg D Fpg.

Entonces, los espacios de datos iniciales controlables Cr = F%, €5 = F de los sistemas (31) y (10)
dados por el HUM satisfacen la relacion

Cp C (L2(0,40) x H 1(0,4y)) x Cs.
En particular, si V C Cg entonces,
V C (L*(0,40) x H1(0,4)) x V,

que es la afirmacioén del teorema. O

Observacion 111.5. — Este enfoque tiene la ventaja de proporcionar subespacios de estados
iniciales controlables del sistema (31) en los cuales no se imponen restricciones de regularidad a las
componentes ¢g, #°, a diferencia de los resultados del Corolario I11.5.
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9. Ausencia de controlabilidad para tiempos pequeios

A causa de la velocidad finita de propagacion de las ondas a lo largo de las cuerdas, igual a
uno en nuestro caso, es de esperar que cuando el tiempo de control T' sea pequefio el sistema no
sea controlable y por esta razon, que una desigualdad de observabilidad del tipo (32) sea imposible.
Esto implicaria que el sistema (31) no sea espectralmente controlable. Resulta que esta ausencia de
controlabilidad, incluso aproximada, ocurrira siempre que 7' < T* = 2(¢g + £1 + £2).

Para redes arbitrarias, la ausencia de controlabilidad espectral de la red en tiempos menores que
el doble de su longitud, puede demostrarse a partir de resultados de la Teoria de Series de Fourier
no Armonicas (concretamente el teorema de Beurling-Malliavin) y las propiedades asintoticas de la
sucesion de los autovalores del problema (ver Capitulo 1V). Sin embargo, para el caso de las tres
cuerdas es posible dar una prueba completamente elemental de este hecho, basada en la construccion
de una solucion ¢ de (2), cuya traza ¢2(., £y) en el punto de observacion se anula durante un tiempo
T < T*. Esto permite asegurar que el sistema (31) no seré siquiera aproximadamente controlable.
Tiene lugar,

Teorema l11.6. — Sea T < T*. Entonces, existen estados iniciales no nulos

(o, ¢1) € m we,

a€ER

para los cuales la solucion ¢ de (2) satisface

#O(t, £g) =0 en [0,T). (80)

Para la demostracion de este teorema usaremos algunos resultados técnicos. Sean 7' > 0y 0 <
o < T. Definimos el operador I, : L?(0,T) — L?(0,T — o) mediante la formula

t+o
(L 1)(t) = / f(r)r.

Para valores arbitrarios de o1, o2 € (0,T) el sistema de ecuaciones funcionales

{ I.fi =0 en L2(0,T —o;) i=1,2, 1)

f1+f2:0 en L2(0,T),

admite la solucion trivial f1 = fo = 0. Nuestro objetivo es estudiar para qué valores de T" ésta es la
Unica solucioén de (81). La respuesta la da el siguiente

Lema Il11.1. — SeaT) = oy + o9. Entonces, si T' < Ty, el sistema (81) admite soluciones no
triviales f; € C*°([0,T1]),i =1, 2.

Antes de demostrar este lema, veamos como el Teorema I11.6 puede obtenerse a partir de él.
Esta claro que es suficiente probar el Teorema I11.6 para valores grandes de 7' de modo que asumimos
que T > 2(y + £), donde 7 es el mayor de los nimeros ¢4, £s.
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Sean f1, f» soluciones no nulas de (81) para o = 2¢;, oo = 205 y T = T — 2{,. Definimos las

funciones
) 1 t+x
P (t,z) = = filr —Ly)dr, i=1,2,
2 t—x

para z € [0,4;],t € [z + £y, T — £y — z]. Estas funciones satisfacen

(S;) gc:c(tv z) = ¢35t (t,z) .
' ¢Z(ta 0) = ¢Z(t7£i) =0, ¢:Z1:(t7 0) =0,

siempre que z € [0,4;]yt € [l + =, T — by — z].

Cada una de las funciones ¢’ puede ser extendida a una solucioén de (S;), que denotaremos nue-
vamente por ¢, definida en la region [£o, T — £] x [0, £o]. Notese estas funciones han sido escogidas
de modo que ¢ (¢,0) = fi(t) parat € [£y, T — £o]. Ademas,

qﬁi(t,ﬂ) + ¢§:(t70) = fl(t) + f2(t) y ¢1(t70) = ¢2(ta 0) =0,

de modo que ¢ = (¢° = 0, ¢*, ¢?) es una solucion de (2) definida en el intervalo de tiempo [£o, T —
£y). Entonces, la Gnica solucion de (2) definida en [0, 7] que coincide con u en [¢o, T — ¢,] satisface
la igualdad (80).
Queda entonces solo probar que los datos iniciales de ¢ pertenecen a W @ para todo « real.
Como ¢° = 0y f1, f € C°°([0,T)) esto equivale a probar que para algin T* € [y, T — £o] y
todo k£ € N tienen lugar las igualdades

82k ) a?k ) 321@—1—1 . 82k+1 )
BT ¢'(T%,0) = BT ¢(T*, 4;) = W‘ﬁ (T*,0) + W(ﬁ (T*,0) =0, (82)
y
9%k . 9%k . o2k+1 Ui o2k+1 9 e
mﬁﬁi(T ,0) = m@si(T ) = FroTEsis (T7,0) + 2t (T%,0) = 0. (83)

Observamos ahora que si f es una funcion regular entonces

(LN @) = (L f0)@).

Esto implica, que si f1y fo son soluciones regulares de (81) entonces, las funciones fl(k), fQ(k) también
lo son. Por ello, las funciones fl(m) y fQ(m) también son soluciones del problema (81) que define a f4
y f2. Entonces, escogiendo, por ejemplo, T* = ¢, + £ obtenemos las igualdades (82) y (83).

La demostracion del Lema I11.1 est& basada en los siguientes hechos:

Proposicion 111.13. — Si o> € Q entonces, para todo 7' > 0 existen funciones no nulas ¢ €
C*°([0,T1]) tales que
I,,o=0 en [0,T—o4],
I,,o=0 en [0, — o2

Demostracion. Si o € Qexisten nameros p, g € N, v € R tales que
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Sea p € C*°(R) no nula, y-peribdica y tal que

/OW o(r)dr = 0.

t+o1 t+yp t+y
Iy, = / p(r)dr = / p(r)dr = p/ p(T)dr = 0.
t t t

De manera similar se prueba que 1,20 = 0. O

Entonces,

Proposicion 111.14. — Seane > 0,T =01+ 02— €y g—i ¢ Q. Entonces, existe una funcion no
nula ¢ € C*°([0,T7), tal que
I = n T — ,
ap=0 e [0, 01] (84)
I,,p=0 en [0,T — o2l

Demostracion. El nimero o5 puede expresarse como oo = noy +w, n € N, w € (0,01). Al ser
o+ irracional, también lo es . Consideremos la sucesion {wy, } definida por

wi € (0,01), k—wy € 01Z

(los restos de kw modulo o). Como consecuencia de la irracionalidad de w, tendremos que wy, # wy
Si k # 1y que {wy} es densa en el intervalo [0, o1]. Entonces existiran k; < 0, ko > 0 tales que wy,,
Wi, € [01 —€,01) Ywy € [0,01 — €) para cada k que satisface ki < k < ko,

Definimos ahora los subconjuntos de [0,0) :

U = (wp,wi, +7)
para k1 < k < ko, donde v > 0 es lo suficientemente pequefio de modo que se verifique
QN Y=0sik#1y Q C(0,01) parak; < k,l < ko.

No resulta dificil demostrar que los conjuntos €2, poseen las propiedades siguientes:
(i) site Qrconk; <k<kyyt=wg+ 7paracierto 7 € (0,~) entonces,

tT+w=wiy1 +7 Si Wi < W41,
t+w=wk1+7—01 SI w1 < wg.

(i) sit € [0,01 —€) \ Uy, entonces

t+w ¢ UQ si t<o] —w,
t+w—o0q §é U, si t>o1 —w.
Escojamos ahora una funcion ¢ € C*°([0, 01]) con soporte contenido en el intervalo (0, ) que
satisfaga [, 1/(7)dr = 0y definamos la funcion ¢ en [0, o] mediante

() = ot —wg) If teQy,
LA I it £ e[0,01]\ Uy

1Esto no es mas que decir que k1 < 0y k2 > 0 son los valores de k& con menor valor absoluto no nulo tales que wy,
esta en el intervalo [£1 — ¢, £1).
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Resultard ¢ € C*°([0,01]) y suppyp C U C (0,01). En particular, la extension o -periddica de ¢
a todo IR, que denotaremos nuevamente por ¢, verifica ¢ € C'°°(R). Comprobaremos ahora que ¢ es
ademas una de las funciones cuya existencia se afirma en el lema.

Sean t1,t9 € [0,01] \ U, entonces

Wm+7Y

/: pydr = 3 / o(r)dr = %:/w (7 — wn)dr

m:Qm C(t1,t2) Qm m
v
= Z/ o(1)dr = 0.
m Y0

En particular, si seleccionamos ¢; = 0, to = o obtenemos [ ¢(7)dr = 0, y por consiguiente,
como ¢ es oy-periodica, I,, o = 0en R.

Restaria calcular I, para los valores de ¢ en el intervalo [0, o1 — €). Son posibles dos casos:

Caso 1.t € Qy paraalgin k. Entonces, t = wi+7 con 7 € (0,+). Supondremos que wy < wWgi1,
ya que cuando w11 < wy el resultado de obtiene de modo semejante.

Tomando en consideracion la propiedad (i) de los conjuntos €2, mencionada antes, se obtiene

lott) = [ ets= [ (o

wWg+T
wr+y Wr+1+T Wk+1
= / go(s)ds—i—/ go(s)ds—l-/ p(s)ds.
Wp+T W1 wr+y

Pero wy + 7y Y wk1 NO estan contenidos en USY, f:fkkj; (s)ds = 0, por esta razon

Wg+Y Wr+1+T
Lyolt) = / ww—ww@+/' (s — w1 )ds
w

kT Wk+1

= [ s+ [wtsis=o.

Caso 2. t ¢ UQy. Partiendo de la propiedad (ii), si ¢ < o1 —w, entonces ¢ + w tampoco pertenece
a Uy y setiene

t+w
L= [ ¢(s)ds =0,
t
Sifuese t > 01 — w, entonces t — o1 + w ¢ USY Y resultaria
tH+w—o1
L= [ e(s)ds =0,
t

Esto demuestra la proposicion. O

Demostracion del Lema I11.1. Resulta de manera inmediata de las proposiciones anteriores. Bas-
tard tomar f1 = ¢y fo = — de acuerdo a las Proposiciones 111.13 6 111.14, segln sea o+ racional o
irracional. O
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10. Aplicacion del método de los momentos al control de la

red
En esta seccion estudiamos el problema de momentos (11.38)

T
/0 %|k|6zxkt h(t)dt = uy g — iAgug,p Paratodo k € Z,,

(85)
para la red de tres cuerdas. Recordemos que, de acuerdo a los resultados de la Seccién 11.3, que el

problema de momentos (85) tenga solucion 4 € L2(0, T') equivale a que el estado inicial (g, ;) con
Uy = Zuo,nén, up = Zul,néna

neN neN

sea controlable en tiempo T'. Con esto pretendemos mostrar una via alternativa para el estudio del
problema de control para el sistema (31).

Si efectuamos en (85) el cambio de variable ¢ — ¢ — % obtendremos

/

. i\ T i .
P (w1, — iApUo ) ez A= % el problema (85) resultara escrito en la

forma (11.28). Esto implica de acuerdo a la Proposicion 11.6, que si podemos construir una sucesion
(vn) biortogonal a (e**+*) en L2 (=L, T

272

NEZ «

s

. T 1 .
et h(t — E)dt = — (u1,n — 1Apugp) e,

M

s

Al denotar m,, :=

) entonces, los estados iniciales que satisfacen
1

— (u1,n — 1 Anuo ) Mg |
Hn

[Un][ 2 < 00

(86)
son controlables en tiempo 1" con control
1 . ix, T
v = — (u1,n — iApUo,n) Py,
Hn
NELx

La desigualdad (86) es equivalente a

1
Z W (‘UL"‘ + An ‘UO,TLD ”Un”L2 < 0.

NELx

En particular, si la biortogonal (v,,) se ha construido a partir de una funcion generatriz F' entonces,
seran controlables los estados iniciales que cumplan

1

T ([U1n | + A (U < 0. 87)
2 Ty (1ol o)

Notemos ahora que para el problema de las tres cuerdas es muy facil construir una funcién gene-

ratriz, pues ya disponemos de una funcion que se anula en los nimeros A, : recordemos que, segin
se ha demostrado en la Proposicion 111.6, g(A,,) = 0, donde

q(z)

cos zfg sen z£q1 sen z€y + sen zf cos z41 sen zlo

(88)
+ sen 2/ cos z£1 sen zf1 cos z¥s,

que es una funcion entera, que ademés esta acotada en el eje real: |¢(z)| < 3.
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Por otra parte, si se sustituyen en (88) cos z£; y sen z£;, por sus correspondientes expresiones en
términos de e?2tx y e~i%tk:

1, . » i i
cos 2l = 2 (e”ék +e ”zk) , sen 24, = ) (e”l’“ —e ZZZk) ,

veremos que ¢ puede escribirse como la suma de ocho términos de la forma cpe??”, donde ¢, son
constantes y

|h| < by + 1 + £s.
Entonces, existe una constante C' > 0 tal que paratodo z € C

lq(2)] < Cellltottitt),
es decir, la funcion q es de tipo exponencial a lo sumo £y + 41 + £5.

Entonces, teniendo en cuenta los resultados de la Subseccion 11.3.1, existira una sucesion (vy,)
biortogonal a (e**=?) en cualquier intervalo (—Z, Z) con T > 2 (¢y + £; + ¢5) que satisface

||Un||L2(7%’g) < n €N,

|ql(>‘n)| ’
donde C' > 0 es independiente de n.

Esto garantiza inmediatamente que el espacio de las sucesiones, para las cuales el problema de
momentos (85) tiene solucion, es denso en 2. Por tanto, el espacio de los estados iniciales controlables
entiempo T > 2 (4y + ¢1 + ¢3), es denso en H x V'. Més aun, todos los estados iniciales de Z x Z
son controlables.

Estimaremos ahora los valores de |¢'(),,)| para intentar identificar subespacios mayores de esta-
dos controlables. Tenemos que la funcién ¢ puede escribirse en la forma
q(z) = sen zfy sen z¢1 sen z{s (cot 24y + cot z41 + cot z¥s) . (89)

Entonces, resulta
‘q'()\n)‘ = |sen A, 4p sen A, 01 sen \plo| Ay, (90)

donde hemos denotado

4y 4 2
- + + :
sen? \,fo  senZ\,¢;  sen? \, /o
Teniendo en cuenta ahora (87), podemos asegurar que seran controlables aquellos estados inicia-
les que cumplan

NEZLx«
Para hacer mas clara esta informacion debemos estimar el producto |s¢,| |¢'(A\,,)|. Recordemos
que (ver Observacion 111.4)

Tl Ol ||q ‘u()n‘ < o0. (91)

V2), -1
n| = A 2a
74l |sen A, 4o|

por lo que tendremos
1
50 |4 (An)| = V2, [sen Apfy sen A, lo| A2,
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Entonces,

21 2 2 2 £y 4y %)
n An = 2) Ak Ak
[24n] ‘q ( )‘ n [sen Anty sen Anls| (sem2 Ao + sen? \, /1 + sen? )\n£2>

> 2)\,21 (61 sen? A\, 0o + 05 sen? El) > C)\%c%.

Aqui ¢, = méx (|sen A, 41|, [sen A\, £2|) son los coeficientes definidos por (61) en la Seccion 6.
Con esto, podemos concluir que una condicion suficiente para que el estado inicial (g, 71) sea

controlable es
Z Ci (‘ul,n
neZ, "

Notemos que este resultado es mas débil que el obtenido en la Seccidn 6, pues si el estado inicial
(g, 1y ) satisface (92) entonces, también satisface

1
E 2 2
—2 (Ul n + >\n’LL
C ’ 0,n
neZ n 3

+ A ‘UO,nD < o0. (92)

)<oo.

Escojamos § > 0. La serie
1
> 1w
NEZx« >\"

A

n — s i
2 = w1177, Entonces, con ayuda de la desigualdad de

converge para todo ¢ > 0, ya que lim,,
Cauchy-Schwarz obtenemos

0—1

M2 42,2 1
ng* cn>\n (‘ul,n + >\n ‘UO,TLD < ng* C% (ul,n + Anuo’n) >\111+6
51 NEZLx
>‘n 2 2,2
= Cn% c% ( 17n+)\nu0,n)

De modo que para que se verifique (92), y como consecuencia que el estado inicial (@g, 1) Sea
controlable en tiempo T, es suficiente que
5—1

A
n 2 2,2
Z 62 (ul,” + )\"uo ) < 0.
neEZ n 5T

En particular, si % € B, la condicion de controlabilidad (92) obtenida a partir del método de los
momentos, garantiza que seran controlables los estados iniciales de

Stets 3 1
(ﬂoaﬂl) c Wz — V§+E+(5 X V§+E+(5’

con ¢ > 0 arbitrariamente pequefio.
Esta diferencia entre los resultados es debida a la técnica utilizada, fundamentalmente a la posible
falta de precision en la estimacion de la sucesion |s¢,| |¢'(A\y)].

Observacion 111.6. — De acuerdo a la Proposicion 11.9, una vez identificados espacios contro-
lables en tiempo T' de la forma W™ puede construirse a posteriori una sucesion (v,) biortogonal
(e*n?) en L? (0,T) que satisface

~ -1
”Un||L2(0,T) <SCONT
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Asi, teniendo en cuenta el Corolario I11.5, si ﬁ—i € B, entonces, para el sistema de las tres cuerdas
puede construirse una sucesion (,,) biortogonal (e***) en L? (0, 7)) que verifica

1onll 20,7y < CA- (93)

Sefialemos, que la sucesion biortogonal (v,,) utilizada en esta seccion no necesariamente coin-
cide con (v,,). Recordemos ademas, que no recurrimos a esta sucesion biortogonal, pues intentamos
obtener informacion sobre subespacios controlables sin hacer uso de la informacion proporciona-
da por el Corolario 111.5. Las normas de los elementos de la sucesion (v,,) podrian estimarse del

siguiente modo. Como
C

[onll L2 a,4) < ld'(An)|’
bastara estimar |¢'(\,,)|. De la igualdad (89) se obtiene
‘q'()\n)‘ > fo|sen \,ly sen A\, lo| + 41 [sen A, Ly sen N\, Lo | + o |sen A, 4 sen A, £y |
> Cs(\ Lo, b, L),
donde hemos denotado
$(A, Lo, £y, £2) == |sen Aplo| [sen Aply| + |sen Al | [sen Apla| + |sen A\p 4y [sen Ay o] .

Para obtener estimaciones inferiores de la funcion s necesitamos imponer condiciones adicionales a
las longitudes 4y, £1, £5. Supondremos que éstas satisfacen las condiciones, que llamaremos simple-
mente condiciones (S) (véase Apéndice A, Definicion A.1):
» /gy, 41,45 son linealmente independientes sobre el cuerpo Q de los nimeros racionales;
= todos los cocientes f—] son nimeros algebraicos, es decir, raices de polinomios con coefi-
cientes racionales.

Con estas hipotesis se demuestra en la Proposicion A.4 que para todo £ > 0 existe una constante
C. > 0 tal que paratodo n = 1,2, ..., tiene lugar la desigualdad

S(AnaﬁﬂaﬁlaKQ) > CE ()‘n)ilie .

Esto garantizara que
[vall L2 a4y < CATE.

Lamentablemente, hemos impuesto condiciones restrictivas a £y, para s6lo conseguir una esti-
macion mas débil que (93). Esto podria estar motivado por dos razones: que realmente las normas
de los elementos de la sucesion (v, ) sean mas grandes que las de los elementos de (v,,) 0 bien, que
la técnica para la estimacion de |¢’(),,)| no sea suficientemente precisa.






Capitulo IV
Arboles generales

En este capitulo estudiamos el problema de control desde un nodo exterior para redes de cuerdas
que estan soportadas sobre un grafo en forma de arbol. Seguiremos la técnica descrita en el Capitulo
I11 para la red de tres cuerdas, que es el ejemplo mas simple de red soportada sobre un arbol formada
por mas de una cuerda.

Recordemos brevemente en qué consiste esta técnica. El elemento fundamental es la construccion
de un operador B : V x H — V' x H, que garantiza la existencia de una constante C' > 0 tal que todas
las soluciones del sistema homogéneo (1.1)-(1.6) con estados iniciales (¢, ¢;) € Z x Z satisfacen la
desigualdad de observabilidad

T o
C’/O 10,¢" (t,v1)[*dt > ||B(¢g, d1)|I3 11+

donde T es dos veces la longitud total de la red (usamos las notaciones introducidas en el Capitulo |
para redes generales).
El operador B tiene la propiedad de ser esencialmente un operador diagonal: existen nimeros
reales b,, tales que
1B (@0 p)lRcrr = D 0o (un? g2y
neN
Esto conduce a la desigualdad

T
Lt 2dt > b2 2
o[ it S

neN

bl

que permite indicar subespacios de H x V'’ de estados iniciales controlables en tiempo 7.

1. Notacionesy enunciado del problema

1.1. Notaciones para los elementos del arbol

En esta seccibn introducimos notaciones precisas para los elementos del grafo que corresponde
a la configuracion en reposo de la red. Esto se hace necesario para poder escribir las ecuaciones del
movimiento de la red de modo que se tenga en cuenta la estructura topolégica de su grafo.

81
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Lo primero que necesitamos es definir un procedimiento para asociar indices a las aristas y veérti-
ces de A. En la Figura 1 se muestra un ejemplo de un arbol cuyos elementos se han numerado seg(n
el criterio que definiremos. Inicialmente escogemos un vértice exterior que llamaremos raiz del arbol;
lo denotamos por R. Observemos que la eleccion de la raiz de un arbol puede hacerse de manera
arbitraria.

Las restantes aristas y vértices de A se denotaran por e5 y Og, respectivamente, donde o =
(a1, ..., ) es un multi-indice de longitud variable & (que puede ser incluso cero, lo que correspon-
deria al multi-indice vacio) definido por recurrencia a partir de la raiz de la siguiente manera.

A laarista que contiene la raiz R le asignamos el indice vacio (esto significa que no tendra indice).
Asi, esa arista se denota por e y su vértice diferente de R por O.

Supongamos ahora que el vértice interior O, contenido en la arista e, es de multiplicidad m5 +
1. Esto significa que hay mg aristas, distintas de e, que emanan de O . Denotaremos esas aristas por
€sop, B =1,...,mq Y el otro vértice de la arista esop Por Oaop. Aqui, & o 3 representa el indice
(aq,...,ag, ), obtenido al afiadir una nueva componente £ al indice & = («g, ..., ax). En general,
sia = (ag,...,ap)yB=(B1,...,0,,) entonces & o 3 denotara el multi-indice de longitud & + m
definido através de @ o B := (a1, ...,k By« -+ Bpm)-

Llamaremos M al conjunto de los vértices interiores de A y 8 el de los exteriores, excepto la raiz
R,y definamos

jM:{@, O@EM}, jg:{@; OQES},

que son los conjuntos de los indices de los vértices interiores y exteriores, excepto la raiz R, res-
pectivamente. Notemos que en estas notaciones admitimos el multi-indice vacio, que corresponde al
vértice O y pertenecera a uno de los conjuntos I 6 Jg. Finalmente, J = Jg|J Iy es el conjunto de
los indices de todos los vértices, exceptuando el de la raiz R.

A continuacion, para & € Jy, los conjuntos

Ag = {eaoB§ QOBEJ}

seran llamados subarboles de A. Notese que A4 esta formado por aquellas aristas que tienen indices
con una parte inicial comdn igual a @. Esto significa que A es también un arbol que se extiende a
partir del vértice de e diferente de O5. Entonces, si se escoge ese vértice como la raiz R5 de Az y
se denota por e%‘ la arista con indice 3 en A, de acuerdo a la regla de numeracion definida antes para
los arboles, resultara que

e&oB = e%‘ O@C’B = O%.

Para probar propiedades relativas a los arboles, procederemos frecuentemente por induccién con
respecto a la longitud maxima de los multi-indices & usados para numerar las aristas de acuerdo a la
regla que hemos definido. Para hacer esto deberemos probar que

1) La propiedad es valida para el caso mas simple de un arbol con s6lo una arista.
2) Si la propiedad es cierta para todos los subarboles A+, ... ,.A,, que emanan de O, entonces
también lo sera para todo el arbol A.

En lo sucesivo a este proceso le llamaremos simplemente induccion.
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Ademas, denotaremos por £, la longitud de la arista e4. Entonces, e5 puede ser parametrizada a
través de su longitud de arco por medio de las funciones 5, definidas en [0, /5] y tales que 75 (¢5) =
Oa Yy m5(0) es el otro de los extremos de esta arista.

Finalmente, denotaremos por L4 Y Ls, @ € J, la suma de las longitudes de todas las aristas del
arbol A (la longitud total de A) y de sus subarboles A4, respectivamente.

FIGURA 1. Un arbol con indices para sus vértices y nodos

1.2. Ecuaciones del movimiento de la red

Escribimos ahora las ecuaciones (1.1)-(1.6) del movimiento de la red con un nodo controlado
con las notaciones especificas para arboles introducidas en esta seccion. El vértice del grafo A que
corresponde al nodo controlado de la red se ha escogido como raiz.

ul(t,z) = ul,(t, x) enR x [0,45], a€], @)
u(t,0) = v(t), en R, 2
u®(t,ly) = enR, ac€Jg, (3)
u™P(t,0) = ul(t, ly) enR, [B=1, ....,mg, @€y, (4
> e P (t,0) = ul (L, ba) enR, @€ Iy, (5)
u®(0,7) = uf(z), ul(0,2) =ul(x), en[0,45], @ €. (6)

Para cada @ € J, la funcion u®(t,z) : R x [0,£5] — R denota el desplazamiento transversal de
la cuerda con indice .. Denotaremos por « el conjunto cuyos elementos son u®, & € J. En particular,
los conjuntos de los datos iniciales (u§)acs, (u$)acq de las cuerdas se denotaran por ° y u'. Con
esta notacion los restantes elementos relativos all sistema (1)-(6) se definen exactamente como en la
Subseccion 1.2 del Capitulo I.
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Consideramos ademas la version homogénea del sistema (1)-(6)

P (t, ) = ¢ (¢, x) enR x [0,4s], @€, )
#(t,0) =0, en R, (8)
d*(t,45) =0 enR, &€ Js, 9)
$P(t,0) = ¢2(t,4) enR, B=1, ...,mgz, ac Ty, (10)

e 950 (8,0) = 95 (1, 4a) enR, @€y, (12)
¢%(0,2) = ¢§ (), ¢7(0,z) = ¢T (), en[0,4s], @ €. (12)

La solucion del problema (7)-(12) esta dada por

b(t) = Z <¢0 i COS Apt + D1k sen )\kt> 0y, (13)
ken N Ak
donde (¢ ;) kens (¢1,4)ken sON las sucesiones de coeficientes de Fourier del estado inicial ({ﬁo, <}51)
en la base ortonormal (6;,) e formada por las funciones del operador eliptico —A 4 correspondiente
a (1)-(5). Recordemos que () ke €s la sucesion creciente de autovalores y Ay = /jiy.

Por razones de caracter técnico, consideraremos también soluciones ¢ de (7) tales que ¢® €
C?(Rx[0,44]), que satisfacen (9), (10) y (11), pero no necesariamente (8). Es decir, ¢ es una solucion
regular que satisface las condiciones de contorno de (7)-(11) en todos los nodos, excepto, en la raiz
R. Nos referiremos brevemente a tales soluciones como soluciones de (N). De la misma manera se
define una solucién de (N) sobre el subarbol Aj.

Para una solucion ¢ de (N) definimos las funciones

Ga(t) = ¢?(t7 0)7 Fa (t) = ¢g (ta O)a (14)

Ga(t) = ¢(t,la),  Fa(t) = 62t la), (15)
para cada a € J. Estas funciones representan la velocidad y la tension en los extremos de la cuerda
€5

De acuerdo a las condiciones de acoplamiento (10)-(11), tendremos las formulas

ma

Gaop(t) = Galt), Y Faop(t) = Fal(t), (16)
=1

paratodoslost € R, a € Iy, B =1,...,m5.
Por otro lado, de las formulas de D’ Alembert (21) se obtienen las igualdades

Fs = U F + €5 Gg, Ga = U5 Fs + 01 G,

para todo & € J. A partir de ellas, las relaciones de acoplamiento (16) en los nodos interiores pueden
expresarse como

Gaoﬂ (t) - EgF@ + E'@"G@, (17)

Mma
> Faop(t) = (iFa+;Ga. (18)
B=1
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Para una funcion w(t) definida en el arbol A se define la energia de w en la cuerda e, por

La
20 =3 [ (i) + o .0 ds.

Para un subarbol A4, denotaremos por E2 energia total de «w en el subarbol:
EX():= > EX().
B:aoBed

En particular, la energia total de w en la red se denotara

Eu(t) == E3(1).

acd

2. Losoperadores Py Q

En esta seccion definiremos dos operadores lineales P y Q que permiten expresar la relacion
PG+ AF =0 (19)

entre la velocidad y la tension (es decir, entre las trazas Dirichlet y Neumann) de las soluciones de (N)
en la raiz del arbol. Estos operadores jugaran un papel esencial en la demostracion de los resultados
fundamentales de este capitulo; por ese motivo los estudiamos en detalle. En particular, necesita-
remos informacion sobre como estos operadores act(lan sobre las trazas Fy Y G4 de las restantes
componentes de una solucion en los nodos interiores.

Inicialmente P y Q se construyen para una cuerda. A continuacion, usando un argumento recur-
sivo, se definen para arboles generales.

2.1. El caso de un arbol formado por una sola cuerda

Supongamos que ¢ € C?(R x [0, ]) satisface la ecuacion de ondas ¢;; — ¢,, = 0en R x [0, 7]
y que ¢(t,¢) = 0. Esta seria una solucion de (N) para la red formada por una sola cuerda de longitud
£. Notemos que en este caso, con las notaciones (14)-(15), se tiene @(t) = ¢y (t,£) = 0.

De la formula de D’ Alembert (11.21) se obtiene

0=(t*G+(F, (20)

para todo ¢ € IR. Esta es una relacion del tipo (19) con P = ¢+, Q=1/".

2.2. Operadores de tipo S

Como se ha indicado antes, estamos interesados no sélo en la existencia de operadores P y Q que
satisfacen (19), es importante ademas conocer su estructura. Es por esa razon que consideramos una
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clase de operadores lineales que son combinaciones lineales de ciertos operadores de traslacion defi-
nidos a partir de las longitudes de las cuerdas de la red. Esto permitira describir algunas propiedades
de Py Q que usaremos en la demostracion de los resultados fundamentales.

Para un niamero real h denotamos por 7, el operador de traslacion definido por

Thf(t) = f(t+ h).

En general, estaremos interesados s6lamente en propiedades de caracter algebraico de estos operado-
res; por ello podemos asumir que 7, act(ia sobre el espacio vectorial de aplicaciones f = f(¢) : R —
‘W, donde W es un espacio vectorial.

Sea A = {/1,...,4,} un conjunto de nimeros positivos, no necesariamente distintos. En lo
sucesivo, siempre que un conjunto se denote por A, asumiremos tacitamente el hecho de que éste
puede contener elementos repetidos. Si A = {571, e ,Zn/} €s otro conjunto con esta propiedad,

utilizaremos la notacion A LI A para el conjunto {1, ... by, ,Zn/}, gue una vez mas puede
contener elementos repetidos. Obsérvese que esta operacion difiere de la unién usual de conjuntos en
que la multiplicidad de los elementos es tenida en cuenta.
Definimos
S(A) :=span{7r,: he€ Hp},
(el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de los operadores 7j, con h € JH ) donde

g‘CA: {h:iei&, Eq :il}.

i=1

Notemos que JH, contiene a lo sumo 2™ elementos, por lo que S(A) es de dimension finita.

Para un operador B € S(A) escribiremos s(B) := s(A) := Y ", ¢;. Diremos que B es de tipo
S'si B € S(A) para algin conjunto A.

Los operadores ¢1 y /=, definidos en el Capitulo 111 por (111.23) para una cuerda, son operadores
de tipo S. Ellos pertenecen a S({¢}), pues pueden expresarse en la forma

TepET_y
=
2
Estas formulas las escribiremos de manera unificada como
ET _
/5 — %’ (21)

donde ¢ = +1.

La siguiente proposicion recoge dos propiedades inmediatas de los operadores de tipo S. Los
operadores P y Q que construiremos para la red con la propiedad (19), seran precisamente sumas de
productos de los operadores Eii construidos para las longitudes de las cuerdas. La proposicion muestra
por qué es natural considerar la clase de operadores S(A) para describira Py Q.

Proposicion IV.1. — (i) B € S(A) si, y solo si, puede escribirse como combinacion lineal de
operadores de la forma ¢! 452 - - - £5», donde cada ¢; es —1 0 1.
(i) Si By € S(A1) y By € S(A) entonces,

BBy = BBy € S(Al L AQ), S(Bl'BQ) = S(Bl) + S(BQ).
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Demostracidn. Estas propiedades estan basadas en el hecho de que, si a, 8 € R entonces,
TaTg = Ta+f = TBTa-

. . - £ 4
Esto implica en particular que los operadores £ y ¢;) conmutan.
Teniendo en cuenta (21), un producto de la forma £7' 52 - - - 5 puede expresarse como

JELPER L. pEn — f[ Ty, + EiT—p; \ |
1 %2 n 9 3

i=1
se obtiene entonces
G5 = Y epTh € S(A),
heHa
Asi, cualquier combinacion lineal de operadores £5'£5% - - - ¢ ser& un operador de tipo S(A).
Inversamente, si h € H , entonces

n
hzzfi&, € = %1,
=1

y teniendo en cuenta que, segln resulta de (21), para cualquier £, 7., = el + £ ¢,

n

n
ry = [l re = T et + 7.

i=1 i=1
De aqui, 75, puede expresarse como una suma de productos de la forma E‘?E;? e Effl y 1o mismo
ocurrira para cualquier B = >, cq¢ cpTh.

La afirmacion (ii) resulta de manera inmediata. Si Ay = {¢1,...,4,} Y Ay = {£py1,.... N}

entonces,

A UA, :{El,...,KN}.

Si By :Eil E%” € S(Al), By = E;’rll E%V € S(A2),

B1Bo = BBy =47 - L4t - LY € S(A U Ay).

Teniendo en cuenta ahora que cualesquiera B; € S(A1) y Bs € S(Ag) pueden expresarse, respec-
tivamente, por medio de combinaciones lineales de operadores £7* - - - £5n y Ef[jjf -+ 43Y, se obtiene

(ii) en el caso general. O

En lo que resta de este capitulo, cuando un operador B de tipo .S se aplica a una funciébn w que
depende de la variable real ¢ (y posiblemente, de otras variables), asumiremos que B act(ia sobre esa
variable. En particular, si w(¢, z) es una funcion definida en R x [a, b] entonces

Fu(t,z) = %(w(t +/l,z)w(t—2,1)).

Los siguientes hechos seran usados ampliamente en la demostracion de los resultados fundamentales.

Proposicion IV.2. — Sea w(t, z) una funcion definida en R x [0, £]. Entonces,

Epty(t) < C7Eqy(t).
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Demostracion. Paracadat € R

1 ¥4
Ej+,(t) = 5/0 {|wm(t+€,x):|:wx(t—€,x)|2+|wt(t+€,x):I:wt(t—é,x)|2}da:

IN

1 £
1 e+ ) + walt = L) + wilt + L)+ funlt — £,0)} da
0

=SB+ + Byt — ) = CBy (1),

Proposicion 1V.3. — Si B es un operador de tipo S con s(B) = s entonces, existen constantes
positivas Cy, Cs, que dependen sblo de los coeficientes de B, tales que

b b+s
(i) / B ()Pt < O / (1) 2t

—S

para todas las funciones f para las cuales ambas integrales estan definidas?.
(i) Si la funcion w(t, z) estéa definida en Rx [0, £] y existe una constante M/ > 0 tal que E,,(¢) <
M paratodo t € [a, b] entonces, Eg,,(t) < CoM parat € [a+ s,b— s].

Demostracion. (i) Cuando el conjunto A esta formado por un sblo elemento: A = {¢}, tendremos
B = c1lt + col ™y s(B) = £. Entonces,

2

b b 9
/|Bf(t)|2dt = /‘clfrf(t)—i-csz(t)‘ dt
ate dt

b
:/a :
2 b 2 rb
< (232) [weropas (252) [lre-opa
b—¢

c1+e\? [t 9 a—c\ (" 2
(—2 ) /W ) dt+(—2 ) [

) ) b+4 )
(el +3) | ()] d.
a—/

C1—C

ft+120)+ 9

fE=10

IN

IN

Cuando n > 2, basta iterar esta desigualdad tomando en consideracion la Proposicion IV.1(i).
Notemos que C7 puede escogerse como el méaximo de los cuadrados de los coeficientes de B en la
representacion de este operador dada por la Proposicion IV.1(i) y por ello, C; depende s6lo de B.

(ii) Es una consecuencia inmediata de la Proposicion 1V.2. O

LEn otras palabras, B es continuo de L[a — s, b+ s] en L*[a, b].
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A continuacion veremos un resultado que desempefia un papel crucial en la obtencion del tiempo
optimo en las desigualdades de observabilidad que probaremos para las soluciones del sistema (1)-
(6) homogéneo. Notemos que este hecho fue demostrado en la seccion 111.4 del Capitulo 11 para el
operador Q correspondiente a la red de tres cuerdas.

Proposicion IV.4. - Sea A = {/1,....¢y} con ¥y < ... < £, y denotemos Ty = 2s(A) =
2> 7i%, ;. Supongamos que B = >, q¢, cn7h € S(A) Y que el coeficiente ¢y, ;... 14, es distinto de
cero. Entonces, para cualquier T > 0 existe una constante C'; > 0 tal que

T Th
/ u(t)2dt < CT/ u(t) 2,
0 0

para cualquier funcion continua « que satisfaga Bu = 0.

Demostracion. Probaremos que para cualquier nimero natural » y cualquier funcion « que satis-

face Bu = 0 se cumple que
TA+2nly Ta
[ <o [P, (22)
0 0

donde ~y es una constante positiva que depende s6lo de B. Claramente, la afirmacion de la proposicion
resulta de manera inmediata de la desigualdad (22).
Si Bu = 0, es decir, 0 = >, cq¢, chThu(t) = X peq, chu(t + h), entonces, reemplazando la
variable ¢ por ¢t — (¢1 + --- £,,) Yy teniendo en cuenta que ¢y, +...,,, # 0 obtenemos
ut) = Y dpult— 1), (23)
h 3y

donde

Hiy=Ha— (o4 b)) ={W =h— b+ L) :h€Hp, h# (L +--Lm)}

Oy = _ WAt tm)
CZ1+"'Zm
De (23) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz resulta

u@®)> <6 > Jult— 1), (24)

h' eI,

dOI’]de (5 == Zh’eﬂ-(j‘\ (5%/
Observemos que para cada h' € J{} se tiene

200 < h <200+ -+ L),
Yy por consiguiente,
Ta +2(n+ 1)ty — b < Th + 2nty, T +2nly —h >2(n+1)4 > 0.

Esto implica que

TA+2(n+1)Z1—h’ TA+2nt,
/ uOPdr< [ o (25)
TA+2nly—h 0
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Por otra parte, de (24) resulta

TA+2(n+1)f1 TA+2(n+1)f1
/ u()?dt < 6 / lu(t — b')|?dt
TA+2nty K eF* TA+2nt,
A

TA+2(n+1)¢1—h'
-5y | () .
h’eJ{j\ TA+2nfy—h

Ahora, teniendo en cuenta (25), la Gltima desigualdad se convierte en

Ta+2(n+1)t1 TA+2nt,
/ fu(t)[2dt < (27 — 1)5/ () 2dt.
TA+2nt, 0

A partir de este hecho obtenemos

TA—I—Z(n—l—l)El TA—I—QnZl TA—I—Q(TL—l—l)Zl
/ (b2t = / u(t)dt + / fu(t) 2t
0 0

Tr+2nt;

TA+2nt TA+2nly
/ lu(t)dt + (2™ — 1)5/ ()2t
0 0

TA+2nt,
< (1@ -1)3) / ()Pt
0

IN

lo que demuestra la desigualdad (22) cony = 1 + (2™ — 1)4. O

Observacion 1V.1. — Si B es un operador de tipo S existe una Gnica funcion b()) tal que
BeM = b(M\)e'M. En efecto, basta expresar B en la forma

B = > dpli -l (26)

me{0,1}"

dada por la Proposicion IV.1(i), para ver que
’L)\t Zd £E1 L. E;nei)\t.
Teniendo en cuenta que
e = cos ) e, e = jgen ) M,

resulta
z/\t § :d LEl . LEn ()\)ei)\t
n b

donde L;"(X\) = cos ;A sie; = 1y L;'(X\) = isen¥;\sie; = —1. Esto significa que la funcion b(\)
puede construirse sustituyendo los operadores £;" y ¢; en la descomposicion (26) de B por cos At y
isen \t, respectivamente.

El hecho de que b()\) es Gnica es inmediato: si BeM = b(A)er = ¢()\)e™, entonces b(A) =
c(N).
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2.3. Construccion de Py Q en el caso general

La construccion de los operadores Py Q se hara por induccion. Recordemos que estos operadores
han sido ya construidos para la red formada por una sola cuerda.

Denotaremos por A; el conjunto de todas las longitudes de las cuerdas del subarbol A; y por A4
el de todas las longitudes del arbol .A. Supongamos que para los subarboles A;, 7 = 1,...,m, hemos
construido los operadores P;, Q; que pertenecen a S(A;) y verifican

P.G; + QF;, = 0, (27)

donde G; y F; son la velocidad y la tension, respectivamente, en la raiz del subarbol .A;, es decir, en
el vértice O de A, de una solucién de (N) en el subarbol A;.
Definimos los operadores

iP—ﬁ*ZfP 19 +¢ HQJ, (28)

1=1 J#
Q=1 ifp 19 +¢ HQ (29)
i=1 J#t

(aqui, como antes, el producto denota la composicion de operadores).
Estos son precisamente los operadores que deseamos construir:

Proposicion IV.5. — Los operadores P y Q definidos por (28)-(29) pertenecen a S(A ). Si u es
una solucién de (N) en el arbol .A entonces,

PG+ QF = 0.

Demostracion. Para probar que P,Q €S(A ), es suficiente observar que, de acuerdo a la Proposi-
cion IV.1, todos los terminos de las sumas en (28) y (29) pertenecen a S({/}UA 1 U...UAy) = S(Ax).

Notemos que en virtud de (17)-(18), las condiciones de acoplamiento (16) entre las cuerdas pue-
den expresarse como

m
N Fi=0G+('F, Gi=!'G+(F, i=1,...,m. (30)
=1

Tomando en consideracion (28)-(29) tendremos

PG+ QF = Z 19 £+G+HQE G+Z T2 F+HQE+F

1=1 JFi i=1 J#i
= Y @[ c+e )+ ][ G+t F).
i=1 i j=1

Entonces, usando las formulas (30),

m

PG + QF = i(?i [T2)G:+ Z(ﬁ Qj)F; = i(H ) (PiGi + QiF;) =0

i=1  j#i i=1 j=1 i=1 j#i
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donde la Gltima igualdad es consecuencia de las hip6tesis (27). Asi, P y Q, definidos por (28)-(29),
satisfacen la relacion (19). O

Observacion 1V.2. — Segin la definicion, un S(A)-operador B puede escribirse en la forma

B= > e (31)
heHa
En general, esta representacion no es (nica, pues algunos de los elementos de J{ 5 podrian coincidir.
Sin embargo, el coeficiente c 3y = ¢4, 1. ye,,, COrrespondiente al mayor valor de A, se determina de
manera (nica, ya que ¢; + - - - + £,,, no puede ser igual a ningln otro elemento de H 4. Ademas, es
facil ver que c,(z) es una funcion multiplicativa, es decir, si B; y B, son S-operadores con s(B;) =
s1Y s(Bg) = s9 entonces,

Csi+s9 (‘8182) = Csy (Bl)csz (BQ)

En la siguiente proposicion estudiaremos el valor que toma este coeficiente para los operadores Py
Q.

Proposicion 1V.6. — Denotemos por cy, , (B) el coeficiente que corresponde a h = s(A,) =
Ly € Hy , enel desarrollo (31) de un S(A 4)-operador B. Entonces,

CLA(fP) :CLA(Q) > 0.

Demostracion. Procedemos por induccion. Para una cuerda,

Th + T—h ngszh—T_h

P=t"=
2 2

Esto implica que c,(P) = ¢,(Q) = 3.

Supongamos ahora que la afirmacion ha sido demostrada para los subarboles A1, ..., A,,. Esto
significa que

cr;(P)=¢r,(9) >0, i=1,...,m, (32)

donde, como antes, L; es la suma de las longitudes de todas las cuerdas del subarbol A;.
Entonces, de la férmula (28) y la hipo6tesis (32) tenemos

CLA(TP) = CLA(£+Z:PiHQj +£_HQJ‘)
j=1

i=1 g
m m
= e, (Y P J[Y) +er @ JTY)
i=1  j#i j=1
= () er(Pi) [ [ er; (Q) +ee@) [ ] er,; ()
i=1 Ji j=1

1 m
= S(m+1) [Tz () >o.
j=1
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De la misma manera puede probarse que
1 m
cra(9) = 5(m+1) [Ter, ().
j=1

lo que completa la demostracion. O

2.4. Accion de Py Q sobre las tensiones y velocidades en los nodos inte-

riores

Para el indice & = (a1, ..., ay) € J denotaremos

A& = {ea goq 3 Eahaw ceey eal,ag,...,ak_l }

Observemos que A es el conjunto de las longitudes de las cuerdas que forman el (nico camino simple
(esto es, que recorre las cuerdas a lo sumo una vez) que conecta la raiz R con la raiz del subarbol A 5.
Para el indice vacio tomaremos A = {).

La siguiente proposicion proporciona informacion sobre como act(ian los operadores Py Q sobre
las trazas de las componentes de una solucién en los nodos interiores de la red.

Proposicion 1V.7. — Paratodo & € J existen operadores L5 € S(A4 LI Ay) tales que, para
cualquier solucion de (N)

QF@ = L@G, TPF@ = —LQF

Demostracion. Procedemos por induccion. Notemos que de la relacion PG + QF = 0, resulta que
cuando & es el multi-indice vacio, la propiedad es ciertacon L = — P € S(A4) = S(A4 U A). En
particular, para una sola cuerda la afirmacién de la proposicion es cierta.

Supongamos ahora que se han construido los operadores L 5 para los subarboles A;,i =1, ..., m,
de A. Esto significa que tenemos, para cada i = 1,...,/m, los operadores L4 € S(A; LI ]\g) que
satisfacen

PiFioa = —LEF;,  QiFioq = LLG,,

donde [&fj es el conjunto definido como Ag pero para el subarbol A;, y P;, Q; son los operadores P,
Q correspondientes a ese subarbol.
Entonces, usando la relacion (29),

m m
QFjen = £~ P [] ) Fioa + (] Q) Ficn
J=1  k#j k=1

= O[] %)QFiea + £ (P[] %) Fioa + £ (] %) Fica
k=1

j=1 k#j k#i
e 7
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= Lé Zf}) HQk i— 4 HQkF—I-E HQk
o g
= L5 Y (o) @iGi+ 9 F) — e (]2 F + et (] w6

i k% ki ki

= Li(J[ o tG - F)
ki
= LT 2 (EH (e F+07G) — ¢ (¢ F +£°G))
ki
= Li(J] 2w (") =) @G
ki
De manera similar, puede obtenerse que
PFioa = — L& [[ % ((€7) = (7)) F.
ki
Asi, llegamos a la formula recursiva
Lioa = L& T Qk (61 = (7)?),
ki
a partir de la cual resulta en particular, de acuerdo a la Proposicion V.1, que los operadores L ;o4
pertenecen a

S(A; UAL {0, 0}) = S(A; U {} UAL L {£}) = S(Ag U Aiog).
Esto demuestra la proposicion. O

La accion de Py Q sobre las velocidades G 5 puede describirse de modo similar:

Proposicion 1V.8. — Para cada @ € J existen operadores X, JACa € S(Aq U Ag) tales que,
para toda solucion de (N),
QG@ = :K@G, TPG@ = :K@F

Demostracion. De la relacion PG + QF = 0 resulta 3 que para el multi-indice vacio X = Qvy
% = —Q. Para los restantes indices los operadores X5 y J< Se construyen por recurrencia.
Supongamos que para el indice @ se han construido los operadores X y iKa, que verifican las
condiciones de la proposicion.
Entonces, para los indices @ oi coni = 1,...,mg, tendremos

QGaoi = QGq = ££ QG + 63 QF 5 = (£ Ka + €7 L4) G,

donde L5 es el operador construido en la Proposicion IV.7.
De manera analoga puede obtenerse que

PGaoi = (lE Ko — 0= L4)F.
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Entonces, los operadores buscados se construyen por las reglas

J(:@oi = E;X@ + Kaﬁ/@ (33)
Kaoi = 11 Ka — 02 La. (34)
Como en la demostracion de la Proposicion 1V.7, de las relaciones (33)-(34) resulta, en particular, que
los operadores Kz0; Y Kaoi pertenecen a S(A 4 U [Xaoi). O

2.5. Accion de Py Q sobre la solucion

Si ¢ es una solucion de (N) y B es un operador de tipo S entonces, debido a la linealidad de B
y de (N), B¢ es también una solucion de (N). Ademas, si Gaﬁ"S y Fd%, a € 7, denotan las trazas de
velocidad y tension de las cuerdas en los nodos de la red para la solucién Bu entonces,

G2 = Ba,, B0 _ B,

Esto es cierto, en particular, cuando B es uno de los operadores P 6 Q. El siguiente lema constituye
un paso técnico fundamental en nuestra construccion.

Lema IV.1. — Existe una constante positiva C tal que para toda solucion @ de (N) se verifican
las desigualdades

T*4+2L 4 T*4+2L 4
Egy(t) < C |F(t)[*dt,  Bgyt) <C |G (t)|dt, (35)
T*—2L 4 T*—2L 4

paratodo T* € Ryt € [T* — L4, T* + Ly].

Demostracion. (i) Fijemos T* € R. Probaremos inicialmente que se verifican las desigualdades
(35) parat = T*, esto es

T*+2L 4 T*+2L 4
Eg3(T%) < C |F(t)]?dt,  Egy(T*) <C |G(t)|dt. (36)
T*—2L 4 T*—2L 4

Como consecuencia de las Proposiciones 1V.7 y 1V.8 tenemos
QF@ = L@G, QG@ = J(:@G,
TF@ - —L@F, ‘:PGa - g/ZaF

para todo & € J.
Entonces, a partir de las Proposiciones 11.4 y IV.3(i) resulta
T*+1L5 T*4+2L 5

ESQJ(T*) < C (|£/@G(t)|2 + |K@G(t)|2) dt < C |G(t)|2dt,
-t T*—2L,4

) T* +0g R T*+2L 4
B, (T") < C (ILaF@®)F + RaF @) dt < C |F(8)|7dt,
T*—l4 T*—2L,4

donde, como antes, E® es la energia de la solucion en la cuerda e4.

Basta ahora notar que E = Z E® para obtener las desigualdades (36).
a€cd
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(ii) Probaremos ahora que estas desigualdades permanecen vélidas paratodo ¢ € [T* — L4, L* +
T4). Realmente, sit € [T*— Ly, T*+L 4], de laformula (1.14) para el calculo de la energia tendremos

Bys(t) = Bys(T") - / FP ()G (1)dt < By (T°) +

*

t _ _
+ [ <|F“’¢(T>|2+|G“’¢(T)|2)dt\
T*

T*+L,
< Egaas(T*)Jr/*L (IPF ()P + [PG(7)]?)dt

T*+L, T*+2L 4
< Egy(T7) +/ (|PF () + |QF(7)[*)dt < C |F(7)|?dt
*—La T*—2L,4

(en el Gltimo paso hemos usado la Proposicion IV.3(i) y el resultado de (i)).
Para el operador Q la demostracion es similar. O

Observacion 1V.3. — Cuando ¢ es una solucion de (7)-(11) (es decir, G = 0), el Lema IV.1 nos
permite asegurar que Eqz(¢) = 0. Esto implica que Q4(t) = 0. Esta relacion puede verse como
una generalizacion de la propiedad de periodicidad en tiempo de las soluciones de la ecuacion de
ondas 1-d con condiciones de contorno de Dirichlet homogéneas, que, con nuestras notaciones, puede
escribirse como £~ ¢(t) = 0. Como hemos mostrado en la Proposicion 1V.4, esta periodicidad gene-
ralizada implica que toda la informacion esencial de tipo L? sobre ¢ esta contenida en un intervalo
temporal de longitud 2L 4.

3. El teorema fundamental de observabilidad

En esta seccion probamos el resultado fundamental de observabilidad de las soluciones del siste-
ma (1)-(6) homogéneo.
Para cada multi-indice no vacio & = (a1, ..., a) € J definimos el operador D, por

m May Maq,..., ap_q
@a = H QZ H Qal,i Tt H Qal,...,ak,h’i (37)
i=1, i#a1 i=1, i#Zas i=1, i#Fap_1

y para el indice vacio D es el operador identidad. Recordemos que Qj es el operador construido
en la seccion anterior para el subarbol Ap y que los productos en (37) denotan la composicion de
operadores.

Notemos que para cada & € J el operador D, es de tipo S con s( Dy) < Ly.

El resultado de observabilidad que demostraremos es

Teorema IV.1. — Existe una constante C' > 0 tal que

2L,
By, 5(0) = By, 5(t) < C / \F(r)?dr,
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para toda solucion ¢ de(1)-(5) y todo & € Js.
La demostracion del esta basada en

Lema IV.2. — Existe una constante positiva C, tal que para cada & € Jg y cada solucion ¢ de
(N), se verifica la desigualdad

t+2L 4 , ,
Ep3t) <C (IF(D)? +|G(1)[?) dr,
t—2L 4

paratodo ¢ € R.

Demostracion. Procedemos por induccion. Para el caso con una red de una sola cuerda la afirma-
cibn es una consecuencia inmediata de la Proposicion 11.4.

Fijemos & = (aq,...,ax) € Jg y supongamos que la afirmacion del teorema es cierta para el
subérbol A,, . Esto implica que

t4+2La,
ESe5(t) <C (1Fay (1) +|Gay (7)]?) dr, (38)
a t—2La,
para toda solucion @ de (N), donde
Maq May,..., ap 4
Dat = JI Qavi|l | TI Qoivarosi (39)
i=1, i#as i=1, i#a,_1

es el operador Dy para el subarbol A,, con @ = (ao, ..., ag).
Primeramente estimamos la energia E%{ _ de D4 ¢ en el subarbol A, . Para hacerlo, tomamos

w=( ] 9 w@:=(]] 2)¢ i=1....,m. (40)
j=1, j#a1 i=t jFe
JF

Observemos que estas funciones son también soluciones de (N). Ellas verifican
w = Qw; Dadp = D' w. (41)

Ademas, de (38) resulta

t+2Lq, _ )
Ec%gl@(t) S C L (|FCL:)1 (7-)|2 + |Gt&11 (7_)|2) dr. (42)
—2La,

Pero de las formulas de acoplamiento (16) obtenemos que

SNFP=F°, 6P =G, (43)
=1
de modo que resulta
m m
Fe =F°— Y QF"=F"+ Y ®G%  G% =G (44)

i=1, i#£a; i=1, i#£a
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Usando entonces las igualdades (44), (42) dara

t4+2La, m
E e () <C |F2(r Z (TP +1G%(7)|? | dr,
a t—2La,
y esto implica que
t+2Lq, . m . o
E‘“a1 (t)y<cC |F (1) > + Z |P;G% (1) ]2 + |G (1) | dr. (45)
t=2La, i=1, ita1

Ahora, de la definicion de @ y de las formulas (17), (18) obtenemos

[T o9fF=c JI o)r+C [ 29 c
J=1,j#m J=1,j#o J=1,j#m
y por consiguiente

t+2Lay t4+2Lq, m m
/ PP 27 < 2/ I e Fr+1C II 9)e G| ar.
t=2Ley 72Lea \ | j=1, j#m §=1, j#m
Observemos que los operadores (T]7%; ., Q)ty (IT5%1, j2a, 25)¢ son de tipo S con s <
L — Ly, y por ello, la Gltima desigualdad, combinada con la Proposicion 1V.3 garantiza que

t+2La, t+2L 4
!/ Fo(r)Pdr < © (F ()P + G (r))dr.
t—2La, t—2L,

De manera similar pueden probarse las desigualdades

t42La, t+2L 4
/' |%wmesc/ (F()P + |G(r))dr,
t —2Lp

~2La,

t+2La; t+2L 4
/ G2 (r)Pdr < C (IF(D)* +|G(r))dr.
t—2La, t=2L4

Entonces, estas tres desigualdades combinadas con (41) y (45) dan
t4+2L 4

<C (|F(T)* +|G(7)?)dr. (46)
t—2Ly

Epa(t)
Pasamos ahora a estimar la energia Eg} 3 de D4 ¢ en los restantes subarboles A; (es decir, para
i # a1). De acuerdo al Lema IV.1, aplicado a @; en el subarbol A;, resulta que para cada ¢’ en

[t — L, t+ Li],
t4+2L;

E}(t) = Bhz,(f) < O |G () 2, (47)
t—2L;
parai = 1,...,m. Teniendo en cuenta que
= I 296=C I ¢ F+C [ w¢a (48)
i=1, j#ay J=1, j#ay J=1, j#ay
J#i J#i J#i
obtenemos de (47) y la Proposicion 1V.3(i)
t+La+1L; La1 t+2L .4
) < C/ |E(T)]? +|G(r)*)dr < C (|F(D)P +|G(r)*)dr,  (49)
La—L; +La1 t—2L 4



4. El teorema fundamental de observabilidad 99

(aqui hemos usado el hecho de que los operadores aplicados a F'y G en el miembro derecho de (48)
sondetipo S cons = Ly — Lo, — Lj).

Ahora, si aplicamos la Proposicion 1V.3(ii) con B = D& a (49) (recordemos que s(Dal) < Lq,)
se obtiene, luego de escoger ¢’ = ¢,

o ) t+2L 4
Da $(t) = By () < C o (|F ()P +|G(r)[*)dr. (50)

Finalmente, a partir de la Proposicion 11.4 obtenemos que la componente ¢ de ¢ verifica, para
todot' € [t — La,t+ L,
t+4+L 4
Ey(t') < C (|E()? +|G(r)*)dr.
t—t—L,
Asi, usando la Proposicion 1V.3(ii), resulta
t+4+Ly
Ep,4t) < C (|E()? +|G(r)P)dr,
t—f—Ly

paratodot’ € [t—La+s(Da),t+La—s(Da)]y,comos(Dy) < Ly, esto sera cierto en particular
para t' = t. Por consiguiente,

t+2L 4
Epat)< C - (IF (1) +|G(r)*)dr. (51)

Basta ahora combinar (46), (50), (51) y el hecho de que

para concluir la demostracion. O
Con ayuda del Lema IV.2 la demostracion del Teorema V.1 es simple.

Demostracion del Teorema IV.1. Si ¢ es una solucion de (7)-(12), también lo serda Ds¢. En
particular, la energia de D4 ¢ se conserva. Entonces, teniendo en cuenta que G = 0 para las soluciones
de (7)-(11), a partir del Lema IV.2 obtenemos

AL,
B, 5(0) = Ep,5(2T4) < c/o \F(7)|2dr. (52)

Por otra parte, en este caso QF = 0y por ello, usando la Proposicion 1V.4 (que puede aplicarse a
Q en base a la Proposicion 1V.6) tendremos

ALy 2L 4
/ |F(T)|2d7' < C/ |F(T)|2d7'.
0 0

Con esto, la afirmacion del teorema se obtiene a partir de (52). O
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4. Relacion entre Q y los autovalores

Nuestro siguiente objetivo es expresar la desigualdad (52) en términos de los coeficientes de
Fourier del estado inicial de la solucién @ de (1)-(6). Esto conducira a desigualdades de observabi-
lidad con pesos que dependen de los autovalores 1,, del operador —A 4. Para estudiar estos pesos
necesitaremos algunas propiedades adicionales de los autovalores.

4.1. El problema de autovalores

Consideramos el problema de autovalores para el operador eliptico —A 4 asociado al problema
hipérbolico (1)-(5):

0%, (z) = pu 0°(x) z €[0,4s], a€l, (53)
072 (0) = 6% (¢a) a€dy, B=1, ...,ma, (54)
% 05°7(0) = 05 (£a) & € I, (55)

p=1
0%(¢5) =0 aeJs, (56)
0(0) =0 en laraiz R. (57)

Como se ha indicado en el Capitulo I, el espectro de —A 4 esta formado por una sucesion positiva
y creciente de autovalores (i, )ken- Este sera llamado espectro de A y sera denotado por o 4.

Esta claro, que podemos considerar el problema (53)-(57) para cada uno de los subarboles A5 de
A. El espectro correspondiente a A4 sera llamado espectro del subarbol A, y sera denotado por o .

Por razones técnicas, al igual que en el caso del problema (1)-(5), consideraremos también solu-
ciones regulares de (53), que verifican las condiciones de contorno (54)-(56), pero no necesariamente
(57). Nos referiremos a estas soluciones como soluciones de (N ) correspondientes a .

Proposicion 1V.9. — Si u es un autovalor comin de los subarboles Agoi, Aacj (i # 7) con la
misma raiz O4 entonces, u es también un autovalor de A. Ademas, existe una autofuncion no nula 0
asociada a p tal que

Qo [&oj
, 0%

Demostracion. Sean @ autofunciones no nulas correspondientes a p de los subarboles
Aaoi Y Aaoj, respectivamente. Estas funciones estan definidas en los respectivos subarboles, pero
sera suficiente “pegarlas” de manera adecuada para construir una autofuncion de A.
Observemos que podemos asumir que los nimeros #3°¢(0), #2°7 (0) son ambos diferentes de cero.
En efecto, si uno de ellos, por ejemplo 0%“(0), se anula entonces, las igualdades

eaoi(o) — egoi(o) — 0’

nos permitirian asegurar que la funcion 6, que se obtiene prolongando por cero la funcion 6™ atodo
el arbol A, satisface (53)-(57) para ese valor de . y por ello seria una autofuncion de A.
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Definimos ahora la funcion 6 por
62°7(0) 9%‘;’; sia/ =aoiof3,

0y =4 —0%°(0) 6’%;{ sia =a@ojop,

0 en los otros casos,

es decir, 6 coincide en el subarbol A.; con 83°7(0)05°", en Aaej con —02°1(0)63* y es cero fuera

x

de esos subarboles. Es facil ver que 6 satisface las condiciones de contorno (54)-(55) en O4:
ma
365k (0) = 63°7(0)65°(0) — 657 (0)65°7(0) = 0 = 6% (Ls).
k=1

Como en los otros nodos estas condiciones, evidentemente, se satisfacen, 6 es una autofuncion de A.
Finalmente, observemos que en ambos casos la autofuncion 6 construida aqui es tal que

6(0) = 6,(0) =0,

y por ello, § = 0, es decir, 4 se anula idénticamente en toda la cuerda que contiene a laraizde A. O

Observacion 1V.4. — Notemos que la autofuncion construida en la demostracion de la Propo-
sicion IV.9 se anula no s6lo en la cuerda que contiene a R, sino también en cualquier cuerda que
no pertenezca a uno de los subarboles Agaoi, Aaoj- Si denotamos por Age; V Aaoj €l arbol formado
solamente por Aao; Y Aac; €n el cual el nodo O es considerado como un punto interior de una
cuerda de longitud /50; + £a., Obtenemos que los subarboles Az.;, Aao; COMparten un autovalor si,
y solo si, existe una autofuncion de Ago; V Aaoj que se anula en el punto Og.

FIGURA 2. El subarbol Age;i V Aaoj

Como hemos mostrado antes, los operadores P y Q son de tipo .S con s(P) = s(Q) = L4. De
acuerdo a la Observacion 1V.1, existen funciones p y q tales que, para todos los ¢,\ € R,

fPei/\t — p()\)ei)\t, Qei)\t — q()\)ei)\t‘ (58)
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Proposicion IV.10. - Sean A e R\ {0}y f, g € C tales que
g\ f +ixp(\)g = 0. (59)
Si el arbol A posee la propiedad
o (N)] + [daoj (V)] # 0 paratodo & € Jg, 4§ = 1,...ma, i # J. (60)
entonces, existe una (nica solucion 6 de (Ng) correspondiente al valor 1 = \? tal que

0(0) = g, 0:(0) = f. (61)

Demostracion. Inicialmente construimos la componente € de @ (aquella que corresponde a la cuer-
da e que contiene a la raiz). Tomamos

0(x) = gcos Az + § sen Az, (62)

que obviamente, satisface (61).
Si la red esta formada solamente por una sola cuerda de longitud # entonces,

p(A) = cos AL, q(\) =isen M\,
y la condicion (59) se convierte en
if sen Al 4 igA cos Al = 0.
Esto implica que
0(f) = gcos M + %sen M =0,

lo cual significa que 6 es una solucion de (N ). Asi, la afirmacion es cierta en este caso.

En el caso un arbol general, las restantes componentes de 6 se construyen por induccién. Supon-
gamos que la proposicion es cierta para los subarboles A+, ..., A,.

Si fuésemos capaces de escoger nimeros f1, ..., f,» que verifiquen

> fi=0.(0) Y ak(N) fi +idpp(N)O(0) =0 parak = 1,...,m, (63)
k=1
entonces, de acuerdo a la hipotesis de induccién, podriamos encontrar soluciones 91, ...,0™ definidas
en los subarboles A4, ..., A, respectivamente, tales que
65 (0) = 6(0), 6%(0) = f, parak = 1,...,m.
Esto implicaria

ioﬁg(o) =0(0) y 6%0)=00), parak=1,...,m.
k=1

Por ello, la funcion @ definida sobre el arbol por 6.5 = 6% seria la solucion de (Nz), cuya
existencia se afirma en la proposicion. En conclusion, resta solo probar la posibilidad de la descom-
posicion (63).
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Observemos que de la definicion de las funciones p y q y de las formulas (28), (29) resulta

_COSMZpqu]—i-zsen)\EH%a

k=1 j#k

q—zsenMZpqu]+cos)\£qu

k=1 j#k

La condicibn (60) implica que entre los nimeros gx(A), kK = 1,...,m, a lo sumo uno de ellos
puede ser igual a cero. Consideraremos entonces dos casos: a) todos los nimeros g (\), k = 1,...,m

son distintos de cero y b) exactamente uno de estos nimeros, digamos g1 (), es igual a cero.
Caso a). Si tomamos

YN
ar(A)
entonces,
kaZ—i)\H Z = —i\ gcos>\€+§ nAE)Zk:l]::H#kqj.
k=1 k=1 H]’:1 qj
Esta igualdad, en virtud de (64), (65), dara
zm:fk = —i)g( mp —isen M) — f( mq — cos \f)
el Hj:l 4qj Hj—l qj
= —Agsen)\ﬁ—l—fcos)\é—)lf[)g@i—i_qqf —Agsen M + fcos M = 0,(¢).
j=147

De modo que los nimeros f1, ..., f., satisfacen las relaciones (63).

Caso b). Las igualdades (64), (65) conjuntamente con ¢;(A) = 0 dan
p(A) = cos Mpi(N) [T 4,0,  a(A) = isen Mpi(3) [T (N
#1 #1
y de (59) obtenemos

0=q(N)f+ixp(A)g = iA(gcos >\€+ sen A)pi (A H g;(X) = iX0(¢ H g; (A
J#1 j#1

Pero la hipotesis (60) implica que [[,; ¢;(A) # 0y entonces, necesariamente, 6()p1(A) = 0.

Esto significa que si escogemos f1 = 0,(¢) y fo, ..., fm que satisfagan

como en el caso anterior entonces, la condicion (63) se satisface.

Con esto hemos conseguido probar la existencia de una solucién con la propiedad (61). Resulta
que para las soluciones que satisfacen (61) podemos dar una férmula explicita. Realmente, si aplica-

mos las Proposiciones IV.7 y V.8 a la solucion

0(t,z) = e0(x)
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de (N) obtendremos

iAp(N)0%(0) = k(X)0,(0) = k(M) f, p(N)O2(0) = —1(N)0,(0) = —L(N)f,  (66)
a(N)0%(0) = k(N)0(0) = k(N\)g, a(X)05(0) = iA(N)B(0) = iX(N)g, (67)

donde k, &y I son las funciones asociadas a los operadores &, K y L respectivamente, segin la
Observacion IV.1.

Por otro lado, la condicion (60) implica que al menos uno de los nimeros p(A) 6 g(A) es diferente
de cero (véase la Proposicion 1V.12 més abajo). Por ello, alguna de las igualdades (66), (67) nos
proporciona una formula explicita para los valores de % (0) y 65(0) para todo & € Jy , es decir, para
la solucion 6. En particular, si f = g = 0 la solucion correspondiente se anula idénticamente sobre
A, lo cual claramente implica la unicidad de la solucion para valores arbitrarios de f y g. O

Observaciéon IV.5. — La afirmacion inversa es también cierta, an si la condicion (60) no se
satisface. En efecto, si 6 es una solucion de (Ng) entonces,

0(t,z) = e0(x)
es una solucién de (N), y
0,(t,0) = ixe™O(0),  0,(t,0) = e*6,(0).
De las relaciones (19) y (58) resulta
0 = PO,(t,0) + Q0,(t,0) = (ipA0(0) + ¢0,(0))e,

para todo ¢ € R. Concluimos asi que (59) se verifica.
Ahora estamos listos para demostrar la siguiente propiedad bésica.
Proposicion IV.11. — Sea 0 # X\ € R. Entonces, A? es un autovalor de A si, y s6lo si, g(A) = 0.

Demostracion. Probaremos primero que de ¢(A\) = 0 resulta que A2 es un autovalor, es decir, que

existe una solucién no nula de (53)-(57) para ese valor de X. Si el arbol cumple (60) entonces este
hecho resulta de manera inmediata de la Proposicion 1V.10 seleccionando g = 0, f # 0. Notemos
que la condicion 0 # f = 6,(0) garantiza que 6 no es idénticamente igual a cero. En particular, la
afirmacion de la proposicion es valida para las red formada por una sola cuerda, ya que en este caso
la condicion (60) se satisface siempre.

En el caso general, cuando la condicion (60) puede no ser cierta, seguimos un argumento de
induccibn: suponemos que la afirmacién se ha demostrado para todos los subarboles A4 con & no
vacio.

Si gaoi(A) = gacj(A) = 0 para algin & € Jy, @ # j, entonces, de acuerdo a la hipGtesis de
induccion, A2 es un autovalor de ambos subarboles Agzo; Y Aaoj. Por tanto, de la Proposicion 1V.9 se
obtiene que A\? es también un autovalor de A.

Veamos ahora la afirmacion inversa. Sea 6 una autofuncion no nula correspondiente al autovalor
A2, Entonces, la funcion a(t, z) = e**0(z) es una solucion de (N). Escojamos @ € J tal que alguno
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de los nimeros 6%(0) 6 6% (0) sea diferente de cero (esto es posible, pues en caso contrario resultaria
6 = 0). Para esta solucion de (N) tenemos para cada & € J

Fa(t) = ¢M03(0),  Galt) = ixe™6%(0),
y en particular, G = 0. Entonces, de las Proposiciones I1V.7 y IV.8 resulta
0=L4sG = QF, = Q™02 (0) = q(1)02(0),

0 = KszG = QG5 = Qe™M0%(0) = irg(1)6%(0),

y por ello, necesariamente, g(\) = 0. O

4.2. Propiedades adicionales de las funciones py ¢

Proposicién IV.12. — Para todo arbol .A se cumplen las siguientes propiedades:
(i) una de las funciones p, ¢ es par y la otra es impar;
(i) existe Ao € R tal que p(Ag) = ¢(Ao) = 0si, y solo si, existen dos subarboles Ago;, Aaoj,
1 # j, con raiz comdn O tales que

Qaoi(M0) = qacj(Ao) = 0.

Demostracion. Procedemos por induccion. Para la red de una cuerda
p(A) = cos AL, q(X) =isen M.
En este caso (i) es trivial. La afirmacion (ii) resulta del hecho que
PN + gV = 1.

Supongamos ahora que las propiedades (i), (ii) son validas en los subarboles A+, ..., Ap,.
Para una funcion h, que puede ser par o impar, denotaremos

1 si h es par,
p(h) = ey
-1 si h es impar.

Observemos que la funcion p es multiplicativa:
p(h1h2) = p(h1)p(h2).

Entonces, de acuerdo a las definiciones de p y ¢ y las formulas (28), (29) tenemos que

g(N) =isen MY " pi(A) [T 5(A) + cos M [ ai(V), (68)
i=1 j#i i=1
p(N) =cos ALY pi(N) [T ¢ (A) + isen e[ aa(N). (69)
i=1 j#i i=1
Como las hipo6tesis respecto a los subarboles A, ..., Ay, implican que p(p;) = —p(q), i =

1,...,m, entonces,

plisen M pi(N) [[ @) =[] pla@s);  plcos A ][ @) = ] ola:)-
=1 =1

i i=1
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De estas relaciones y (69) obtenemos

p(a) =[] pla)-
i=1
De forma analoga puede probarse que
p(p) = — ] plas)-
=1

De estas dos Gltimas igualdades resulta p(p) = —p(q). Esto demuestra la propiedad (i).
Probaremos ahora (ii). Si p(Ag) = g(Ao) = 0 entonces, de (68), (69) se obtiene que

0= g(Xo) = isen ol Y pi(Xo) [ 45 (ho) + cos ol [ @i (o),

i=1 i i=1
0 = p(Ag) = cos Ao/ Zpi()\o) H q;j(Ao) + isen Ao/ H gi( o).
i=1 i i=1
Obviamente, esto implica
m
> pido) [T as(h0) =0, (70)
i=1 i
m
[Ta(x) =o0. (71)
i=1

Por otro lado, notemos que estas igualdades se cumpliran si, y s6lo si, existe i tal que

Gic(M) =0, pi(ho) ] ai(X0) =0,
J#io
lo que equivale a que alguna de las siguientes afirmaciones es cierta:
(a) existe i1 # g tal que g;, (Ao) = 0;
(b) pis (Ao) = 0.
En el primer caso, (ii) resulta directamente. En (b), de acuerdo a las hipotesis de induccion, existiran
dos subarboles de A;,, y por consiguiente, también de A, que verifican la condicion (ii). O

Con ayuda de la Proposicion 1V.12, es posible calcular como act(a el operador Q sobre las fun-
ciones sen A\t y cos At.

Corolario IV.1. — Se verifican las siguientes igualdades

O sen At — q(.)\) sen A\t s! qes Par, (72)
—iq(X) cos \t si g es impar;
O cos At — q(A) cos At s! qes Par,
iq(\) sen \t si ¢ es impar.

Observacion IV.6. — Como consecuencia de las formulas (72), cuando ¢ es una funcion par
toma valores reales, mientras que, cuando ¢ es impar, entonces toma valores imaginarios puros, es
decir, iq es real.
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5. Resultados de observabilidad

En esta seccion expresaremos las desigualdades del Teorema IV.1 en términos de los datos inicia-
les de la solucion ¢. Esto nos permitira obtener desigualdades de observabilidad con pesos sobre los
coeficientes de Fourier de los datos iniciales, que pueden calcularse de manera explicita en funcion
de los autovalores.

5.1. Desigualdades de observabilidad con pesos

Como se ha indicado antes, una solucion ¢ de (7)-(11) se expresa en términos de los datos iniciales
b0, ¢, mediante la formula

o(t) = Z <¢0,n cos Apt + ¢;’n sen Ant) On, (73)

neN n

donde (¢.,), (#1,,) son las sucesiones de coeficientes de Fourier de ¢, ¢, respecto a la base orto-
normal de autofunciones (6, )nen Y An = /fin,-
Ademas, la energia de la solucion ¢ esta dada por

B =3 2 044, 1 at,). e

neN
Los operadores D definidos en la Seccién 3 son de tipo S. Por ello, de acuerdo a la Observacion
IV.1, existen funciones d tales que
@aei/\t — d@(}\)ei/\t‘

En particular, cuando & es el indice vacio tenemos d(\) = 1.
Teniendo en cuenta la definicion (37) de D, estas funciones pueden expresarse como

m May Maq,..., ap_1
da = H q; H qal’i o H qm,...,an_l,z’ . (75)
=1, iZay i=1, i#Za2 =1, i#an—1

Entonces, la Proposicion IV.12 nos permite asegurar que para todo & € J, dg €s una funcion par o
impar. Aln mas, del Corolario V.1 obtenemos las igualdades

Do sen At = da.(A) sen At para dg !Jar,
—idg(X) cos X\t para dg impar;
(76)
Docos At = qa(k) cos A\t parads !Jar,
idz(A\)sen A\t para dg impar.
Sea ¢ una solucion de (7)-(12) con estado inicial (¢, ) € Z x Z. Fijemos & € J,; y denotemos
@ = Dy¢. Observemos que la funcion @ es también solucion de (7)-(11) con estado inicial en Z x Z.

A partir de la formula (73) se obtiene

w(t) = Dad(t) = Z <¢0,n Dg cos Ayt +

neN

¢1,n
An

Da sen )\nt> 0,,.
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Entonces, de (76) resulta

= da(X (m

neN

B(t) =Y ida(An) <¢0,n n ¢;’" n > 0n,  sidgesimpar.
neN n
Como consecuencia, en ambos casos la energia de @, que se calcula por la formula (74), estara dada

por

n ) 0, Si dg es par,

n

1
=32 a2 4 g2 . (77)

neN
Con esto, la desigualdad del Teorema IV.1 puede escribirse en términos de los coeficientes de

Fourier de los datos iniciales de la solucion @ como:

Ly Ly
D_ldaQn)l* (N g2 <0/2 (1)t = 0/2 6, (t,0)2d. (78

neN
Por consiguiente, si definimos
¢p := max |dg(An)|, (79)

a€clg
hemos obtenido:

Teorema IV.2. — Existe una constante positiva C, tal que

2L 4
daNd g y<c / (b (2,0) Pt (80)
0

neN

para toda solucion @ de (1)-(5) con estado inicial (¢, ¢;) € V x H.

Observaciéon IV.7. - Es posible probar, usando, por ejemplo la formula (73) para las soluciones,
que si la desigualdad (80) es cierta entonces, para todos los o, T' € R,

a+2L 4
2 A0 gt myo [T o @y

neN

donde ¢,,,(T) y ¢,,,(T) son los coeficientes de Fourier de ¢|,—7 y ¢,|,—7, respectivamente, en la
base (6,,)nen.

5.2. Arboles no degenerados

En general, algunos de los coeficientes ¢, en la desigualdad (80) podrian anularse. Es por ello
que consideramos una clase especial de arboles para los cuales todos esos nimeros son diferentes de
cero.

Definicion 1V.1. — Diremos que el arbol A es no degenerado si los nimeros ¢,,, definidos para
ese arbol por (79), son distintos de cero para todo n € N. En caso contrario, diremos que el arbol es
degenerado.
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La siguiente proposicion proporciona una caracterizacion mas transparente de los arboles no de-
generados.

Proposicion I1V.13. — El arbol A es no degenerado si, y solo si, los espectros o 40, 0a0; de dos
subarboles cualesquiera Aao;, Aaoj de A con raiz comin Og son disjuntos.

Demostracion. Observemos que en realidad tiene lugar un resultado mas general: una desigualdad
del tipo (80) con coeficientes ¢,, diferentes de cero, no necesariamente definidos por (79), es imposible
para un arbol que tenga dos subarboles con raiz comin que comparten un autovalor . Realmente,
en tal caso, con la ayuda de la Proposicion 1V.9 puede construirse una solucion ¢ de (7)-(11) que
satisfaga ¢, (¢,0) = 0. Con esto, una desigualdad del tipo (80) daria

2 2 42
PILACT AR

neN ’

lo cual es falso, pues ¢ no es idénticamente igual a cero.

Para la afirmacion inversa procedemos por reduccion al absurdo. Probaremos que si ¢,, = 0 para
algn n € Ny dos subarboles cualesquiera de .A con raiz comin tienen espectros disjuntos entonces,
ds (M) = 0 paratodo & € J. En particular, d(A,,) = 0, lo que contradiria el hecho de que d(\,) = 1.

Notemos inicialmente, que esta propiedad es inmediata para los nodos exteriores ya que, de acuer-
do a la definicion (79),

Cp > |d6¢()\n)|a
para todo & € Jg.
Para los nodos interiores seguiremos un argumento recursivo: probaremos que si & € Iy Y
daop(An) = 0 paratodo 8 =1, ..., mg entonces, dg(A,) = 0.
En efecto, tenemos que, paracada g =1, ..., mg,

daos(An) = da(Mn) [ ] gaci(An)- (82)
i#B

Supongamos que dg(A,) # 0. Entonces, (82) implica
[ gasi(An) = 0;

i#1
por lo que existe algln 7* # 1 tal que
qaoi* (>\n) =0. (83)
Pero entonces, de las igualdades dz.;+ () = 0y (82) resulta que existe j* # * que también satisface
qaoj*(>\n) =0. (84)

Sin embargo, las igualdades (83) y (84) permiten asegurar, en virtud de la Proposicion 1V.11, que en tal
caso, i, = A2 seria un autovalor comdn de los subérboles A .- Y Aaoj=, que evidentemente tienen
la misma raiz O4. Pero el arbol A se ha escogido de modo que esto sea imposible. Asi, ds(A,) = 0.
Esto completa la demostracion de la proposicion. O
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Observacion 1V.8. — De acuerdo a la proposicion anterior, si los espectros de dos de los subar-
boles de A con raiz comdn tienen intereseccion no vacia, la desigualdad (80) degenera; no podemos
recuperar informacion sobre los coeficientes de Fourier ¢y, ,, ¢; ,, de los datos iniciales de ¢ a partir
de la observacion de ¢, (¢,0), para aquellos valores de n tales que ¢, = 0. Sin embargo, como se ha
indicado en la demostracion de la proposicion, este hecho no es consecuencia de la técnica empleada
para la obtencion de la desigualdad (80), pues para los arboles degenerados no es cierta ninguna
desigualdad del tipo (80) con coeficientes ¢,, distintos de cero. Por esto, el Teorema IV.2 es exacto en
el siguiente sentido: proporciona la desigualdad (80) siempre que una desigualdad de este tipo existe.

Corolario 1V.2 (Propiedad de continuacién tnica). — Si el arbol A es no degenerado y ¢ es
una solucion de (7)-(11) tal que ¢, (t,0) = 0 para casi todo € [0,2L 4] entonces, ¢ = 0.

Observacion IV.9. — Combinando las Proposiciones 1V.12(ii) y IV.13, obtenemos una caracteri-
zacibn alternativa de los arboles no degenerados: A es no degenerado si, y sélo si,

PN+ la(V)]? # 0,
paratodo A € R.

Proposicion 1V.14.— Siel arbol A es no degenerado entonces, todos sus autovalores son simples.

Demostracion. Si A2 es un autovalor de un arbol no degenerado entonces, de acuerdo a la Propo-
sicion IV.11y la Observacion V.9,

q(A) =0, p(An) # 0.

Por consiguiente, si 6,, es una aufuncion de A correspondiente a A2, la formula (66) da

a n()‘n) a _Z(An)
0%(0) = ——>-6,(0), 0(0) = 0.(0).
Asi, 6, se determina, salvo el factor constante 6,,(0), de manera Gnica. O

Observacion 1V.10. — Sea (i, )nen la sucesion estrictamente creciente formada por los auto-
valores f,, de un arbol sin tener en cuenta sus multiplicidades. En el Capitulo V probaremos que
fi,, satisface pl < i, < pP, paratodo n € N, donde (12)nen ¥ (1Y )nen son las sucesiones or-
denadas de manera creciente formadas por los autovalores distintos de las cuerdas con condiciones
de contorno homogéneas de Dirichlet o Neumann, respectivamente. Este hecho permitira probar que
una desigualdad del tipo (80) es imposible para T' < 2L 4 (ver el Teorema V.1). M&s aln, en este
caso el sistema (1)-(5) no es aproximadamente controlable y por ello, tampoco espectralmente..

5.3. Sobre el tamafio del conjunto de los arboles no degenerados

Ahora proporcionaremos informacion sobre el tamafio del conjunto de los arboles no degene-
rados. Resulta que casi todos los arboles con la misma estructura son no degenerados en el sentido de
una medida, definida de manera natural sobre el conjunto de &rboles con esa estructura.
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Seamos mas precisos. Diremos que dos arboles son topoldgicamente equivalentes si sus aristas
pueden ser numeradas con el mismo conjunto de multi-indices. Esto significa que los arboles equi-
valentes pueden diferir solo en las longitudes de sus cuerdas. En particular, dos arboles equivalentes
tienen el mismo nimero de aristas y vértices. Las clases de arboles topoldgicamente equivalentes
seran Ilamadas configuraciones topolégicas.

Fijemos una configuracion topologica X con d aristas. Supondremos que en el conjunto de los
indices J para los elementos de los arboles que pertenecen a 33, se ha definido un criterio de ordena-
miento y usaremos la notacion < A > para el correspondiente conjunto ordenado de las longitudes
de las aristas de A € X.

Entonces, X puede identificarse con (R, )¢ por medio de la aplicacion canonica 7 : ¥ — R?
definida por

m(A) =< A > R?,

Sea iy, la medida inducida en 3 por la medida de Lebesgue de R? a través de =. Esto es, si
B C X entonces,

ps(B) = mqa(m(B)),
donde m es la medida usual de Lebesgue en R¢,
Tiene lugar

Proposicion 1V.15. — Dada una configuracion topologica ¥, casi todos los arboles (en el sentido
de la medida u,) con esa configuracion topologica son no degenerados.

Demostracién. Denotemos por Di{j C 3 el conjunto de aquellos arboles A, tales que sus subarbo-
les Aaoi Y Aaoj SON ambos no degenerados y tienen un autovalor en coman. Entonces, el conjunto
Ydeg C X formado por los arboles degenerados puede descomponerse como

Sieg = | U D4 (85)

a€ly ig=1i#j

Nuestro objetivo es probar que uy(D%’) = 0, para todos los & € Iy, i,j = 1,...,ma, i # j.
Este hecho, en vista de (85), implicara 15 (X4e4) = 0. En lo sucesivo consideraremos que &, i Yy j
estan fijos.

La idea de la demostracion es simple. Fijamos un arbol B cuya estructura® coincide con la de
Aaci V Aaoj (vease la Observacion 1V.4) y lo extendemos (es decir, afiadimos aristas) a un arbol
A € Df-;j. De acuerdo a la Observacion 1V.4, esto equivale a escoger el nodo O4 de A € X en un
punto de una cuerda de B donde alguna autofuncion de B se anula (precisamente, en aquella cuerda
de B, donde éste debe estar situado para que la estructura del arbol obtenido sea la de X3). Una vez
que se ha escogido Og, las longitudes de las restantes aristas de A pueden tomarse arbitrariamente.

Observemos que podemos asumir que no hay dos autofunciones (no idénticamente nulas) de
B que se anulan idénticamente en la arista que contiene a O4, pues en caso contrario, uno de los
subarboles Aaq; 0 Aao; del arbol A, obtenido segin este procedimiento, seria degenerado y por ello,

1Es decir, B es topolégicamente equivalente a Aso; V Aaoj-
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A ¢ Di{j. Esta suposicion implica que todas las autofunciones de B son simples y por ello, el vértice
O4 debe ser escogido en un conjunto de puntos, que es, a lo sumo numerable.

Asi, hemos obtenido, luego de algin reordenamiento si fuese necesario, que el conjunto w(Dg;j)
esta contenido en un conjunto de la forma

{(hl,hQ,...,hd) € (®)%: hi+hy=h, hyeN(h,hs, ...,hd)}, (86)

donde N(h, hs, ..., hq) €S un conjunto numerable que depende sélo de h y hg, ..., hqy.

Es facil ver, usando, por ejemplo, el teorema de Fubbini, que un conjunto definido por (86) tiene
medida d-dimensional de Lebesgue igual a cero. Asi, lo mismo sera cierto para w(ng) y por ello
px:(D27) = 0. Esto completa la demostracion. O

Corolario IV.3. - El conjunto X\ X, de los arboles no degenerados es denso en X provisto de
la métrica inducida en X por la métrica usual de R? a través de .

Observacion 1V.11. — El conjunto X, aunque es pequefio en el sentido de la medida sy, es
denso en . Basta ver que, si dos aristas de un arbol con un vértice comln y el otro exterior, tienen
longitudes racionalmente dependientes entonces, el arbol es degenerado.

6. Consecuencias relativas a la controlabilidad

Reuniendo los resultados de las secciones precedentes obtenemos la siguiente caracterizacion de
las propiedades de controlabilidad de los arboles.

Teorema IV.3. — Sean A un arbol y T' > 0. Entonces,
a)SiT > 2L, las propiedades
1) el sistema (1)-(6) es espectralmente controlable en tiempo T';
2) el sistema (1)-(6) es aproximadamente controlable en tiempo T';
3) A es no degenerado;
4) dos subarboles cualesquiera de A con raiz comdn tienen espectros disjuntos;

son equivalentes y, cuando son ciertas, todos los estados iniciales del espacio W, definido por

1 1
W = {(UO,Ul) eV x HI : Z C_2 <|U%|2 + M—|U711|2> < OO},

neN n
donde los pesos c,, estan definidos por (79), son controlables en tiempo T'. Ademas, estas propiedades
son vélidas para casi todo arbol topolégicamente equivalente a A.

b) Si T < 2L 4 la propiedad de controlabilidad espectral es falsa, independientemente de si el arbol
es degenerado o no.

Demostracion. La afirmacion a) resulta de las implicaciones:
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1) = 2). Es un hecho general, pues Z x Z es denso en H x V' y por ello, la controlabilidad
espectral es un caso particular de controlabilidad aproximada.

2) = 3). Resulta del hecho, indicado en la Proposicion 1V.13 y la Observacion 1V.8, que para los
arboles degenerados existen autofunciones no nulas que se anulan idénticamente sobre la cuerda que
contiene la raiz. Estas autofunciones no poseen la propiedad de continuacién (nica desde la raiz.

3) = 4). Ha sido demostrado en la Proposicion 1V.13.

4) = 1). Es también consecuencia de la Proposicion 1V.13. Si dos subarboles cualesquiera de A
con raiz comdn tienen espectros disjuntos, existe una constante positiva C, tal que

2 (2 ;2 2L 4
el vy <o [ oot
para toda solucion ¢ de (7)-(12) con estado inicial (¢, ¢,) € V x H, donde todos los coeficientes
¢, son distintos de cero. Esto implica que el espacio de datos iniciales

1 1
_ !, 02 1,2
W = {(uo,ul) EVXH: > = <|un| + N—|un| ) < oo}
neN n
es controlable en cualquier tiempo T' > 2L 4. En particular, también sera controlable Z x Z.
La afirmacion b) es cierta en el caso general de redes arbitrarias, cuya estructura no es necesaria-

mente la de un arbol. Se demostrara en el Teorema V.1. O

7. Observabilidad y controlabilidad simultanea de redes

Los resultados obtenidos en las secciones previas nos permiten considerar el problema de la
controlabilidad desde un nodo exterior para varias redes en forma de arbol (un nimero finito) que
deben ser controladas simultaneamente, es decir, se utiliza la misma funcion de control para controlar
todas las redes.

Sean A',..., A los arboles asociados a las redes controladas. Para los elementos de la red cuyo
grafo es A" usaremos las mismas notaciones que en las secciones precedentes, pero les afiadiremos el
superindice r. Asi, la solucién de (1)-(6) para el arbol A" (en lo sucesivo nos referiremos brevemente
a este problema como (1),-(6),) se denota por @" y los espacios V' 'y H construidos para ese arbol,
por V"y H".

Definimos el espacio de Hilbert

R
w=][v xH,
r=1
provisto de la estructura hilbertiana producto de las de V'™ x H". Los elementos de W seran llamados
estados simultaneos.

Diremos que el estado simultaneo @ € W, es controlable en tiempo T si es posible encontrar una
funcion de control v € L2(0,T) tal que las soluciones %" de (1),-(6), con estados iniciales (a5, ii})
(las componentes de w) y v" = v verifican

@ (T,z) = @' (T, z) = 0,
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paratodor =1,..., R.

Usando una vez mas el HUM, el problema de caracterizar los estados simultaneos controlables se
reduce al estudio de desigualdades de observabilidad para los sistemas homogéneos correspondientes.
En efecto, supongamos que existen nameros ¢k, n € N, k = 1,..., R, distintos de cero tales, que para
todo & la desigualdad

T R
R AR S (T M} )
r=1

neZy

es cierta para todos los estados iniciales simultaneos w € W, donde (ug ,,) y (uf ,,) son las sucesiones
de los coeficientes de Fourier de las componentes @} y @} del estado inicial en las bases (6),) de H",
respectivamente, y " es la solucion de (1),-(6), con " = 0. Si definimos el conjunto

W = {(aa,ao eV x (Y (@ T = 3 o (1 + ) < oo} (@)
= () i,
entonces, todos los estados iniciales simultaneos w € W = ]_[;":1 ‘W" son controlables en tiempo T'.
En particular, si se verifican las desigualdades (87) entonces, los estados iniciales simultaneos
w € [[]_; Z" x Z" son controlables (recordemos que Z" es el conjunto de todas las combinaciones
lineales finitas de las autofunciones 6, de A"). En este caso, diremos que las redes son simultanea-
mente espectralmente controlables.
Ademas, el conjunto de los estados simultaneos controlables en tiempo 7' es denso en W (cuando
esto ocurre decimos que las redes son simultaneamente aproximadamente controlables en tiempo T)
si, y sblo si, se verifica la siguiente propiedad de continuacion Gnica:

R
> ul(0,t) =0 en L2[0,7) implica (a,a}) = (0,0), paratodor =1,..,R.  (89)
r=1

Resulta claro que, si un estado simultaneo es controlable, entonces seran también controlables
cada una de las componentes de este estado en sus respectivas redes. Esto implica que, si esperamos
que al menos tenga lugar la controlabilidad simultanea aproximada, necesitamos suponer que todos
los arboles sobre los que estan soportadas las redes son no degenerados.

Por otro lado, si dos de los arboles, digamos A' y A2, tienen un autovalor comiin entonces,
usando el procedimiento de “pegado” descrito en la demostracion de la Proposicion V.9, podremos
construir soluciones no nulas «” de (1)..-(6),, r = 1, 2, tales que

ul(t,0) + u2(t,0) = 0, teR

Por consiguiente, si escogemos datos iniciales iguales a cero en los arboles A", r = 3, ..., R, obten-
dremos un estado simultaneo de W para el cual las desigualdades (87) son imposibles y ademas, la
propiedad de continuacién Unica (89) no es cierta.

Por tanto, las condiciones de que los arboles A”, r = 1, ..., R, sean no degenerados y sus espectros
disjuntos dos a dos, son necesarias para la controlabilidad simultanea aproximada y entonces, también
para la espectral. Veremos que estas condiciones son también suficientes.
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Tomemos 7* = >"7_, L*. Para cada k = 1, ..., R definimos el operador
R R
U= J] <,
r=1, r#k

donde Q" es el operador Q correspondiente al arbol .A”. Notemos que ﬁk es un S-operador con
5(Qp) = T* — L.
Sea ¢y, la funcion asociada a Q, segln la Observacion IV.1. Entonces,

R
a= J[ 4. (90)
r=1, r#k

donde ¢" es la funcién correspondiente a Q.

Proposicién IVV.16. — Si para un cierto k existen nimeros c,,, n € N, tales que toda solucion de
(1)-(6); con v* = 0 y estado inicial

(a,af) = (3 ub,0n, 3" b, 0) € VF x HE

neN neN
satisface
2L k 2 2 ki, k |2 k |2
| k0P > 3 (klal? + 1k ) 1)
0 neN
entonces,
& 2 2 ky\|2 ki, k |2 k |2
| IS0 npa = S @O (shiubal? + ko). (02)
r=1 neN

para todo (ug,u}) € V' x H",r=1,..,R.

Demostracion. Como Oy es un S-operador con s(@k) = T* — L¥, usando la Proposicion 1V.3(i)
obtenemos

[ onpa [ 1@ do.nPe ©3)
0 r=1 T —LF r=1
Pero, como Q™! (0, ) = 0, entonces @kﬂk = 0 si r # k. Por tanto, (93) se convierte en
o R T*+LF
[ donpaz [ Bk (94)
0 p— T*—Lk

Consideramos ahora la funcion @ = @kﬂ. Como, obviamente, @ es también una solucién de
(1)%-(5)k, entonces, de acuerdo a (91) y la Observacion IV.7 resulta

Tt 2 2 k, 2
>
/ L e 0P > 30 (uhe? vat,). (95)
neN
De otra parte, es facil probar que los coeficientes de Fourier de los datos iniciales de @ y w estan
relacionados por

pnw’ (96)

2 _ 2k k, 2
0,n + wl,n - qk()‘n) (:unuom + u%,n) .
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Finalmente, combinando (94)-(96) y el hecho de que w,(0,t) = ﬁkuﬁ(o,t), se obtiene la desi-
gualdad (92). O

Observemos que si los arboles A',....A% son no degenerados tendremos para todo » = 1,..., R
las desigualdades (91) con coeficientes ¢,, (dependientes de ) no nulos, que se calculan explicita-
mente por las formulas (79). Entonces, de acuerdo a la Proposicion 1V.16, tendremos también las
desigualdades (87) con coeficientes que se calculan explicitamente:

cn = 1@r(Az)len,

los cuales son todos distintos de cero siempre que los espectros de dos cualesquiera de los arboles
A" sean disjuntos, pues g,()\;,) # 0 paratodo r = 1,..., Ry n € N. En efecto, si g,(A},) = 0 para
algunos r y n entonces, la igualdad (90) implicaria que ¢*(\") = 0 para algn i # r y con ello, de la
Proposicion (1V.11), u7 seria un autovalor comdn de los arboles A" y A’

En conclusi6n, seremos capaces de construir bajo estas hipotesis, un espacio

R
w=[]w.
r=1

donde W" estan definidos por (88), de estados simultaneos controlables en tiempo 27 *. En particular,

Corolario 1V.4. — Los arboles A',....A% son simultaneamente espectralmente controlables en
tiempo T' (y entonces en tiempo 27*), si, y s6lo si, son espectralmente controlables y sus espectros
son disjuntos dos a dos.

8. Ejemplos

8.1. Red estrellada de n cuerdas

En el marco del estudio de la controlabilidad de redes de cuerdas desde un nodo exterior, la red
estrellada de n cuerdas constituye el ejemplo mas simple de red con un nimero arbitrario de cuerdas.

La red estrellada de n cuerdas esta formada por n cuerdas conectadas en un punto. Cuando n = 3,
ésta es la red de tres cuerdas estudiada en el Capitulo I11.

Llamemos A al grafo estrellado que soporta la red. Siguiendo el criterio de numeracion introduci-
do en la Seccibn 1 para arboles, denotaremos por R el nodo controlado y por O el nodo interior, aquel
donde su unen las cuerdas. La cuerda controlada sera e y su longitud ¢. Cada uno de los restantes
n — 1 nodos exteriores se denota por O;,7 = 1,...,n—1, la cuerda que lo contiene por e; y la longitud
de esta cuerda por 4;.

Los Unicos subarboles de A son cuerdas e;,i = 1,...,n — 1:

.Ai = {e,}
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(nodo controlado)

FIGURA 3. Red estrellada de n cuerdas

Por ello, los espectros o; de los subarboles, coinciden con los autovalores del problema de Dirichlet
homogéneo para una cuerda y estan dados por

k)2
(3

La condicion de no degeneracion de A es o; N o; = () para cada par 7, j con i # j. Esto significa
km  mw
i 75 -
l; ¢
para todos los k, m € Z, que es equivalente a que el cociente jL sea irracional.
J

Podemos asi concluir, aplicando el Teorema IV.3, que si L 4 es la suma de las longitudes de todas
las cuerdas de la red entonces, tiene lugar

Corolario 1V.5. — La red estrellada de n cuerdas es aproximadamente controlable en algiin
tiempo T > 2L 4 (y entonces espectralmente controlable en tiempo 7" = 2L 4) si, y s6lo si, el cociente
de dos cualesquiera de las longitudes de las cuerdas no controladas es un nimero irracional.

Ademés, cuando se cumple la condicion de no degeneracion, todos los estados iniciales (ug, u1) €
V' x H que satisfacen
1 2
—1—u < o0, 97
1,k
AL T
son controlables en tiempo T' = 2L 4. Recordemos que en (97) f, = A2 son los autovalores de la red
y los coeficientes ¢, estan definidos por (79):

k= max H|qj k)]

=1,....,n—1

J#i
donde g; es la funcion asociada al operador Q; del subarbol A;.
Pero al ser A; la cuerda e;, el operador Q; coincide con /; (véase la Subseccion 2.1, donde se
calculan los operadores P y Q para una cuerda) y entonces, de la Observacion IV.1,

q; (>\k) =1sen Akfj.

En conclusion,
Ck =  max H|sen)\k€ |.

i=1,...,n—1

JFi
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En el Apéndice A se dedica especial atencion a la funcion

n—1
a(\, 0, ln1) = Y [ [ Isenre ).
i=1 j#i
Alli se dan condiciones suficientes sobre las longitudes 41, ..., £, 1 de modo que se satisfaga, para
todo A € R, una desigualdad del tipo

a(>\,£1, ...,ﬁn_l) > C)\e.

Estas condiciones involucran a ciertos conjuntos B., ¢ > 0 que estan definidos en el Apéndice A,
pag. 170, donde ademas, se introducen condiciones sobre las longitudes, Ilamadas condiciones (S).
Como obviamente ncy > a(M, 41, ..., £n—1) entonces, aplicando el Corolario A.2 obtenemos

Corolario IV.6.— Silos niimeros ¢1, ..., £,,_ son tales que para todos los valores i, j = 1,...,n—
1,14 # j, los cocientes ﬁ— pertenecen a B, entonces, existe una constante C. > 0 tal que
J

Ckzﬁ, k eN.

Por lo tanto, todos los estados iniciales (i, ;) € V" 2+¢ x V" 3+¢ son controlables en tiempo
T =2Lgy.

Bajo condiciones mas restrictivas sobre las longitudes de las cuerdas no controladas puede garan-
tizarse la existencia de un subespacio mayor de estados iniciales controlables.

Corolario IV.7. — Si los nimeros /1, ..., £, verifican las condiciones (S) entonces, para cada
€ > 0 existe una constante C. > 0 tal que

C:

e keEN

Ck 2>

Por lo tanto, todos los estados iniciales (#g, ;) € V'** x V¢ son controlables en tiempo 7' = 2L 4.

Observacion 1V.12. — Cuando n = 3 los resultados de los Corolarios IV.6 y IV.7 coinciden con
el Corolario I11.5 11 referido a la red de tres cuerdas.

8.2. Control simultaneo de n cuerdas

Este problema es muy similar al anterior, aunque en realidad mas simple. Consiste en contro-
lar n cuerdas eq, ..., e, de longitudes ¢4, ..., 4,, que no estan acopladas; s6lo que usamos el mismo
control para todas. Este es el ejemplo mas sencillo de control simultaneo de un nimero arbitrario de
arboles en el sentido de la Seccion 7. Notemos que el caso n = 2 ha sido estudiado en la Seccion
2 del Capitulo Ill. Como indicamos alli, este es el problema estudiado en [AM2], [AM3], [BKL1],
[BKL2], [BKL3], con ayuda del Teorema 11.6. En [DZ3] se resolvio este problema usando la técnica
que describimos aqui.
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El sistema controlado se describe por
t.=0 (t,z) € Rx[0,4],
ul(t,4;) =0, u'(t,0) = ov(t) teR, (98)

i
Uy — U

u'(0,z) = ub(z), ui(0,2) = ui(x) z € [0,4],
parai =1, ...,n.

Observemos que este sistema puede ser interpretado también como una red estrellada de n cuerdas
que se controla desde el nodo interior.

De acuerdo al Corolario V.4 de la Seccion 7, las n. cuerdas seran simultaneamente espectralmente
controlables en algin tiempo 7" (y entonces en tiempo Ty = 2>, £;) si, y solo si, los espectros de
dos cuerdas cualesquiera son disjuntos. Esta (ltima condicion equivale a que todos los cocientes f—J
con ¢ # 7 sean nameros irracionales.

Puede obtenerse mas informacion recurriendo directamente a la Proposicion 1V.16. En este caso,
los arboles controlados son cuerdas: A; = {e;}. Se tiene entonces que Q; = ¢; y por ello

%=t, Q=[[9=114. 1@I=]]lsen(x;)].
J#i J# J#i
Ademas, los autovalores (¢ ) y autofunciones (6,) de cada A; pueden calcularse explicitamente

, k2 , 2 km
=1 . 05 (z) = {/—sen(—=x).
o= () o) = /2 sen( )

Por otra parte, si (uf ,), (u} ,) denotan las sucesiones de coeficientes de Fourier del estado inicial
(@}, at) de la cuerda e; en la base (6%), entonces

26; o .
/0 i (1, 0)[* > 45 (i (b )% + (1)?) - (99)

keN
para toda solucion de

“ftt — u;m =0, ui(t,()) = ui(t,&-) =0,
con estado inicial (a}, @) € Z; x Z; (esta es la desigualdad de observabilidad de una cuerda desde
uno de sus extremos, véase la Proposicion 11.4).

Aplicando la Proposicion 1V.16 a las desigualdades (99) resultara que, paracada: = 1,...,n, se
verifican las desigualdades

T* n .
/ S (1,0)
0 i=1

paratodoi = 1,...,n 'y para cada solucion de (98) homogéneo con estado inicial simultaneo (u}, u}) €
Zi X Zii=1,...n.

Estas son las desigualdades de observabilidad asociadas al problema (98): si para todo i =
1,...,m, el estado inicial simultaneo (u},ut),i = 1,...,n, satisface

2

dt > 43 |G| (i () + (ud 1))
keN

2

Z (u%),k) 2

- < o0 — <
Elaon 2

~/\inNI2 s
keN ‘qZ(A}C)‘ 1y,
entonces, este estado es controlable en tiempo 7.
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Los nimeros \q}()\i)\ pueden estimarse facilmente:

@09 = [T lsen0ien| = IT .
J#4 J#
(Recordemos que |||n||| denota la distancia de n a Z.)
Se obtienen entonces, teniendo en cuenta los resultados de aproximacion diofantica del Apéndi-
ce A, condiciones que permiten identificar subespacios del espacio de estados iniciales simultaneos
controlables en tiempo 7% = 23" | ¢;:

E.
k J
sen( WE-)

1

> 0]

J#i

E.
k=L
‘ ¢;

Corolario IVV.8. — Si los nimeros /1, ..., £, son tales que para todos los valores i,j = 1,...,n,

1 # 7, los cocientes 54 pertenecen a B, entonces, existe una constante C. > 0 tal que
J
, C
GO\ €
‘Qz()\k)‘ 2 (}\};)n—l-l-a’ keN

Por lo tanto, el espacio de los estados iniciales simultaneos controlables en tiempo 7% = 23", ¢;
contiene a todos los estados simultaneos que verifican

(up, uy) € Ve x Vi,
paratodo ; = 1,...,n, donde V;* es el espacio V" definido en el Capitulo I por (1.17) para la cuerda
e;, es decir,

Ve = {gp:Z(pksen(Tx): Zk:2 o] <oo}.

keN keN

Corolario 1V.9. — Si los nimeros /1, ..., 4, verifican las condiciones (S) entonces, para cada
€ > (0 existe una constante C. > 0 tal que

\@(A)| > ( C keN.

e
)\2)1—1—6
Por lo tanto, el espacio de los estados iniciales simultaneos controlables en tiempo 7% = 237 | 4,

contiene a todos los estados simultaneos que verifican

(ug, ui) € V' x VE,

paratodo: =1,...,n.

Observacion 1V.13. — El problema del control simultaneo de n cuerdas puede ser estudiado con
éxito con ayuda del método de los momentos. Basta notar que la funcion

n
F(z) = Hsen 24;
i=1

es una funcion generatriz de la sucesion creciente (o,,) formada por los nimeros )\fc, 1=1,...,n,
k € N (las raices cuadradas positivas de los autovalores de las cuerdas).
La funcion F' es acotada, de tipo exponencial A = 3", ¢; y ademas,

FODl=1]
j#

sen(kzﬂ%)
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Esto permite obtener resultados similares a los de los Corolarios 1V.8 y IV.9.

8.3. Un arbol no estrellado

Consideraremos ahora un arbol A que no es estrellado, con una estructura muy simple como la
que se indica en la Figura 4. Supondremos ademas que £ o = /o.

(nodo controlado)

FIGURA 4. Arbol no estrellado

Este arbol tiene cuatro subarboles. Dos de ellos,
A ={ei,er1,e12}, A = {e2},
tienen la raiz comin O otros dos
A ={ei1}, Ao ={ei2},

tienen la raiz comdn O;.
Los operadores Q correspondientes a estos subarboles son

Q =45, Q=4 Qo =47,
Q1 = (67651675 + 67 6 £y + 6760
Los tres primeros se obtienen inmediatamente, pues los subarboles respectivos son cuerdas. El de A1,

el operador Q de una red de tres cuerdas, ha sido construido en el Capitulo IlI.
Tendremos que las funciones asociadas a estos operadores son

qg()\) = jsen )\62, (I1,1(>\) = jsen >\£1’1, ql’g()\) = jsen >\£1’2,

qi1(A) = —(cos Mysen My qsen Ny o+ sen Ay cos My g sen Ay o +
+sen Ay sen Ay 1 cos Ay 2).

Las funciones d correspondientes a los nodos simples no controlados son
dii(A) = @N)q2(A),  dip(A) =@N)aad),  da(A) =a(A).

Por (ltimo,
cr, = max (|d1,1(Ae)| s |di,2(Ae)] 5 [d2(A)]) -



122 IV. Arboles generales

Es muy facil ahora ver cuando A es degenerado. Si ¢, = 0 entonces,
|d1,1(Ak)] = |d12(Ak)| = [da2(Ak)| = 0.
Teniendo en cuenta que ¢, » = ¢, de esta la Gltima igualdad resulta sen A¢; o = 0'y por ello,
sen My sen My 1 = 0.

Si fuese sen M ; = 0 (resp., sen A¢; = 0) entonces, necesariamente, 2—3 (resp. ;;_12) seria un nime-
ro racional. Podemos entonces asegurar que A sera no degenerado si los cocientes 2 y /i—lz son

. . £1,2
irracionales.

Ademas, se pueden dar condiciones sobre las longitudes que garanticen que los coeficientes cy,
no sean demasiado pequefios. Si o € R es tal que Af ¢, — 0 entonces,

kldia )] =0, AR ldia(Me)[ = 0, AR |da(Xe)] = 0.

Es facil ver que esto implica
A,f |sen Apfq sen A\gly 1| — 0. (100)
Podemos aplicar entonces los resultados del Apéndice A para concluir que (100) es imposible si
{11 4y e

. a6 | 4 , .
= |0s cocientes T 7rs Y T pertenecen aalgin B,y a > 4+¢0

= los nimeros 4y, 41 1, ¢1 2 satisfacen las condiciones (S)y a > 2 + «.
Entonces, en los casos anteriores se tendra, que existe una constante positiva C' tal que para todo
ke,

k2 o
Ak

y por ello, que todos los estados iniciales (#g, 1) € V® x V1 son controlables en tiempo igual al
doble de la suma de las longitudes de las cuerdas.



Capitulo V

Algunos resultados de controlabilidad de
redes generales

En este capitulo reunimos algunos resultados de caracter general, que no imponen a las redes
ninguna configuracion topolégica especifica.

El primero de estos resultados, descrito en la Seccion 1, se refiere a la controlabilidad espectral
desde un nodo exterior de redes soportadas sobre grafos arbitrarios, que pueden contener ciclos. Se
obtiene una condicion sobre las autofunciones de la red que garantiza que ésta sea espectralmente
controlable en cualquier tiempo mayor que el doble de su longitud total. Para el caso de arboles, esta
condicion coincide con el criterio de controlabilidad espectral obtenido en el Capitulo IV (Teorema
IV.3), salvo por el hecho de alli se obtuvo informacion también para el tiempo minimo.

Sin embargo, para redes con estructuras mas complejas es dificil obtener una caracterizacion
algebraica general de la condicion que garantiza la controlabilidad espectral. Esto requeriria tener en
cuenta la estructura especifica del grafo.

En la Seccion 2 presentamos un resultado de carécter general relativo al control de redes arbitra-
rias actuando sobre todos sus nodos. Contrariamente a lo que puede parecer a primera vista, tal riqueza
de controles continfia sin garantizar en general que la red sea exactamente controlable. Por ello, una
vez mas hacemos énfasis en la controlabilidad espectral del sistema. Para conseguirla, seré suficiente
escoger solo cuatro controles diferentes, aunque éstos se apliquen simultaneamente en muchos nodos.

Por Gltimo, la Secci6n 3 esta dedicada a mostrar que el teorema de Schmidt formulado en el
Capitulo | (Teorema 1.1) es exacto en el sentido de que, si un arbol tiene dos nodos no controlados
entonces, la red correspondiente no es exactamente controlable en ningGin tiempo 7' > 0.

1. Controlabilidad espectral de redes generales

1.1. Comportamiento asintético de los autovalores

Los autovalores de una red no pueden calcularse de forma explicita. Recordemos que esto ya era
imposible para el caso de la red de tres cuerdas: los autovalores se determinan en ese caso por la

123
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ecuacion transcendente ¢(Ax) = 0, donde g esté definido por la formula (111.52). Sin embargo, resulta
simple obtener informacion sobre su comportamiento asintotico.

La idea es muy sencilla: los autovalores de la red pueden compararse con los autovalores de las
cuerdas para los problemas de Dirichlet y Neumann.

Precisemos este hecho. Denotemos por (,uf{D), (,uf{N) respectivamente, las sucesiones de auto-
valores del operador —A sobre la cuerda e; de longitud #; con condiciones de contorno de Dirichlet
y Neumann homogéneas. Sean (u2), (1) las sucesiones estrictamente crecientes formadas por los

elementos de los conjuntos
M M

D N
Uwi?),  Jwi™,
i=i i=i
respectivamente.
Entonces, si (/1,,) es la sucesion estrictamente creciente formada por los autovalores de la red,

resulta

Proposicion V.1. — Paratodo n € N tienen lugar las desigualdades

N ~ D
P <y < gy -

Esta proposicion se demuestra en [Me], [vB3] para el caso general de ecuaciones con coeficientes
variables. Para el caso de cuerdas, parece haber sido enunciada por primera vez por Camerer en 1980
(ver referencia [3] en [vB3]), aunque un estudio detallado se realiza también en [N]. Una instructiva
aplicacion de estas ideas para el caso de redes de vigas se da en [DN].

Observemos que los autovalores ;57 , ™ pueden calcularse de forma explicita:

i,D ™\’ i,N m(n—1) 2

Por tanto, ;" = 1Y} y lo mismo seré cierto para las sucesiones (1), (1i):
D N
Hn = Hpt1-
Con esto, la desigualdad de la Proposicion V.1 se transforma en
pn S iy < by 2

Si denotamos ), := /i, entonces, una consecuencia inmediata de estas desigualdades es la
propiedad de separacion generalizada

N A 1
/N ;
Mg M1 = An 2\ BN — > Wi_llmnM(K)-
——Lyeeey 1

En efecto, de las igualdades (1) tenemos que, paracada: = 1,...,M,ycadak € N

N N _ T
M1 Py =7
1

Por otra parte, para cada n € N, entre los M + 1 nimeros

\/ M{mva \/MiLV—I—lﬂ teey \/M711V+N
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hay necesariamente dos que corresponden al mismo valor de i* de 4. Por ello
;% 5% ]_
\/N _\/N>\/1’N— “N_ T > r min (—
N o = 'uk—i—l H Ei* - i:l,...,M(Ei)

De manera similar a como se hizo en el Capitulo 111 para la red de tres cuerdas, puede obtenerse
informacion asintotica sobre la sucesion (/i,,) a partir de las desigualdades (2). En efecto, si n(r, (ay))
denota la funcion de conteo de la sucesion (a.,), es decir, n(r, (a,,)) €s el namero de elementos a,,
contenidos en el intervalo (0, r) entonces, de la desigualdad (2) resulta

) < n(r. (/). 3

nlr, (/1) = 3 nlr (). @
Pero / ui = @ por lo que

S
\_‘3
ﬁ
Sz
|
[
A\
S
\_‘3
~,
s

Por otra parte,

n(r, (i) = [

(aqui, [n] denota la parte entera del nimero real ). De esta igualdad resulta

rt Sy <
— < n < —+1
— <l (Vi) <

ZL <n(r, (y/ul) < L+ M.
T T

Finalmente, sustituyendo esta estimacion en (3) obtenemos

]+1

y por ello, a partir de (4),

ZL—1<n(r(3,) S ZL+ M. 5)

Observemos que de las desigualdades (5) resulta que la sucesion (S\n) tiene densidad:

D()\,) := lim nr,(n) _ L (6)

r—00 r T
Es posible demostrar (véase, por ejemplo, el Problema 1, Pag. 142 en [Y]) que, para cualquier suce-
sion (a,,)

lim n(r (an)) _ lim -
77— 00 T n—0o0 Ay
Por esta razon, de (6) se obtiene
, S\n s , By T2
Jim w= 7o i Th=(T)

esto es, los autovalores, se comportan asintéticamente como los de una cuerda de longitud L. Esto

sugiere, al tener en cuenta que para el control puntual de una cuerda de longitud ¢ el tiempo minimo

de control es 2/, que para el control desde uno de los nodos exteriores de la red el tiempo minimo

posible debe ser igual a 2L. En el Teorema V.1 probaremos que este hecho es realmente cierto.
Resumiendo los resultados obtenidos hasta ahora tendremos
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Proposicion V.2. — Si (),) es la sucesion estrictamente creciente formada por las raices cua-
dradas positivas de los autovalores de la red entonces,

1) La funcion de conteo de () satisface

ZL—1<n(r,(\) < =L+ M.
s ™
2) Lasucesion (),,) tiene densidad superior
. L
Dt(\,) ==.
() =~

3) Los nlmeros 5\n estan separados en sentido generalizado:

~ 3 7 1
AntM41 = An 2 Ty (E) .

4) Paratodo T' > 27 L existen nimeros positivos v,,, tales que
2

T
[ e ez Skl
0

neZ neZ
para toda sucesion finita (cy,).
s

L

5) limy, 00

3|

Notemos que la propiedad 4 resulta de aplicar el Corolario 11.5 del Teorema I1.6.

Recordemos una nocion de la teoria de series de Fourier no armonicas. Sea (A,,) una sucesion de
nameros reales distintos y denotemos por © el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas

flt) = chei/\”t.
Se llama radio de completitud de (A,) al nimero
R(A\p) :=sup{r: ©esdensoenC([—r,7])}.

La informacion de la Proposicion V.2 permite calcular el radio de completitud de la sucesion
(£A,)-

Proposicion V.3. — El radio de completitud de la sucesion (+2,,) es igual a L.

La afirmacion es una aplicacion inmediata a la sucesion (iin) del Teorema 2.3.1 de [HJ]. El
mencionado Teorema 2.3.1 es una consecuencia del conocido teorema de Beurling y Malliavin para
el calculo del radio de completitud de una sucesion en funcion de su densidad (los detalles pueden
encontrarse en el trabajo original de A. Beurling and P. Malliavin [BM]).

En [HJ] se demuestra también la siguiente proposicion.

Proposicion V.4 (Haraux y Jaffard, [HJ]). — Sea ()\,) una sucesion de nimeros reales. Enton-
ces se verifican las propiedades
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1) Paratodo T > 2R(\,) y para todo n € Z existe una constante C,, > 0 tal que

T ) 2
/ 2 : an, ez)\nt
0

dt > G |an|?, ©
neEL
para cualquier sucesion finita (a,,).
2) Si T < 2R(Ay,) para ningn conjunto finito I C Z existe una constante C; > 0 tal que
para alguna sucesion finita (., ),er Se satisfaga la desigualdad

T .
/ E an et E anGn
0

nez nel
para toda sucesion finita (a, ).

2
dt > Cg

2

; (8)

Si aplicamos este resultado a la sucesion (&1,,), teniendo en cuenta la Proposicion V.3, obte-
nemos

Para cada T' > 2« L existen nimeros positivos C,,, n € Z, tales que

T e
/ Z 4, et
0

dt > C, |an|2 s
neL

Este resultado tiene la desventaja con respecto a la propiedad 4) de la Proposicion V.2, de que se
obtiene de forma no constructiva; mientras que los coeficientes -y,, en la Proposicion V.2 4) pueden,
en principio, expresarse de manera explicita en funcién de los autovalores. El interés de este enfoque
podria considerarse en este momento, ante todo, de caracter historico, pues se basa en resultados
conocidos desde hace méas de una década, mientras que las demostraciones del Teorema I1.6 alin no
han sido publicadas. Sin embargo, los enunciados listos para ser usados y las demostraciones sencillas
contenidas en [HJ], seguiran siendo de referencia en problemas de este tipo.

para toda sucesion finita (a,).

1.2. Aplicacién al control de redes

Los resultados obtenidos sobre la sucesion de autovalores permiten obtener la siguiente informa-
cion referida al control desde un nodo exterior de redes arbitrarias de cuerdas.

Teorema V.1. — a) Para todo T' > 2L las siguientes propiedades del sistema (1.1)-(1.6) son
equivalentes
1) el sistema es aproximadamente controlable en tiempo T';
2) el sistema es espectralmente controlable en tiempo T';
3) se verifica la propiedad de continuacion espectral dnica: wl (vy) # 0 para toda autofuncion
no nula @.

b) Cuando T" < 2L el sistema (1.1)-(1.6) no es espectralmente controlable; méas adn, ningln
elemento de Z x Z es controlable en tiempo 7.
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Demostracion. a) Demostraremos que 1) = 3) = 2). Esto, junto con la implicacion 2) = 1) que
es inmediata (la controlabilidad espectral es un caso particular de controlabilidad aproximada) daria
la afirmacion del teorema.

1) = 3). Observemos que si s, = 0 para algin n = ng entonces, para la solucion de (1.7)-(1.11)

d(t, ) = cos Ayt Oy ()

se cumpliria ¢ (,v1) = 0 para todo ¢ € R. Para esta solucion ¢ la propiedad de continuacion Gnica
desde el nodo controlado no es cierta para ningdn valor de T' > 0y por tanto, el sistema (1.1)-(1.6) no
sera aproximadamente controlable en ningn tiempo 7' > 0. Asi, 1) = 3).

3) = 2). Del Capitulo 11 sabemos que, si se verifica la desigualdad de observabilidad

T
/0 gatv) dt >3 & (1 g0

neN

" [dral’) ©)

para toda solucion @ del sistema homogéneo (1.1)-(1.6) con datos iniciales (g, ¢;) € Z x Z entonces,
todos los estados iniciales (g, 41) € H x V' que verifican

1 1
S bwal <o X gl

neN neN N

< 0 (10)

son controlables en tiempo 7.
Utilizando la férmula (1.13) para las soluciones de (1.7)-(1.11), la desigualdad (9) se escribe como

T 2
/0 dt 2 Z CEL (Mn ‘¢U,n

neN
donde (¢g,,) Y (¢1,,) son sucesiones finitas y s, son los valores de derivadas normales de las auto-
funciones en el nodo controlado:

E 25, (do., €OS At + P10 sen Apt)
s )\n
neN

“loalt). @

|0] = O, 2 (V1)

1 P1jn|
an =3 <¢0,|n + i, )

paran € Z,, donde A, = —A_,, sin < 0, tendremos que

Si denotamos

¢0,n =ap + a_p, ¢1,n = (an —a_p)idn, mn€EN

Con estas notaciones la desigualdad (11) se transforma en

T .
/ E A K| eint
0

NEZ«
para toda sucesion finita (a,,) de nimeros complejos, que satisface la propiedad a_,, = @,.
Observemos ahora que, como la red es tal que ninguna de las autofunciones se anula idéntica-
mente® en la cuerda controlada, los autovalores 1., son todos simples. En efecto, si 4 y ¢ son dos

2
dt >4 iy lanl®, (12)
neN

1Esta condicion es evidentemente equivalente a que la derivada normal de la autofuncion se anule en el nodo contro-
lado, pues, por definicion, las autofunciones son iguales a cero en el nodo controlado y satisfacen una ecuacion diferencial
ordinaria de segundo orden.
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autofunciones linealmente independientes correspondientes al autovalor . entonces, la funcién
@ =@, (Vi) — 9 (v1)p
es también una autofuncion, que es no nula por ser ) y @ linealmente independientes y ademas
Wy (v1) = @r (V1) (v1) — ¢y (vi)ey (vi) = 0,
lo que contradice la hipbtesis sobre la red.

En estas condiciones tendremos que las sucesiones (A,,) Yy (A,) coinciden. Entonces, de la Pro-
posicion V.2 4) se obtiene que existen nimeros positivos v,, tales que

T ) 2
/ § : an%nez/\nt
0

dt > 2 Z 7252 a,|?.
NEZ «
Asi, podemos concluir que la desigualdad (12) se verifica con coeficientes

neN

¢ = TIn |%n|
\/§An
Notemos que estos coeficientes son todos distintos de cero, pues la hipotesis de 3) asegura que
», # 0 para todo n. Entonces, seran controlables en tiempo 7' los estados iniciales definidos por
(10) y en particular, aquellos que pertenecen a Z x Z. Esto es, el sistema (1.1)-(1.6) es espectralmente
controlable en tiempo T'.

b) Sea I C N un conjunto finito. Al aplicar el Corolario 11.2, resulta que el estado inicial
(@0, W) = (O anbn, > Bubn) € Z x Z (13)
nel nel
es controlable en tiempo T si, y s6lo si, existe una constante C' > 0 tal que

T 2
/0 ‘qé;:(tavl)f dt > C (Z an¢1,n - 5n¢0,n) )

nel
para toda solucion ¢ de (1.7)-(1.11) con estado inicial (¢g, ¢;) € Z x Z.
Como consecuencia, si el estado inicial (@, %) definido por (13) es controlable en tiempo T
existe una constante C' > 0 tal que

T .
/ E ap s et
0

nEZx«

9 2
dt > C (Z ap(an — a—p)ix, — By, (an + a_n))

2
= C (Z(ani)\n — B,)an + (—anid, — ﬂn)an> (14)

= C( > pnan>2,

nelu—1
para toda sucesion finita (a,,), donde

Pn = Up|idn = Bp)-
Por otra parte, si 7' < 2L entonces, como R(),,) = L tendremos

T < 2R(A,)-
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Entonces, de la Proposicion V.4 2) resulta que es imposible que se verifique una desigualdad del
tipo (14). Por ello, el estado inicial (ug, 1) definido por (13) no es controlable en tiempo 7' si T' <
2L. [l

Observacion V.1. — Cuando 7' > 2L vy la propiedad de controlabilidad espectral (nica se
verifica, si definimos el espacio W como el completado de Z x Z con la norma

(o, @)l == {/OT \éi(tﬂvl)fdt}%,

entonces, todos los estados iniciales (ug,u1) € H x V' tales que (a1,u19) € W' (el dual de W) son
controlables en tiempo T.
De acuerdo a la Proposicion V.2, el espacio W contiene a todos los (i1, ig) que satisfacen

1 1
vl <|u0,n|2 - |u1,n|2) < o0,

2
neN Yn*n n

donde los coeficientes +,, se calculan segtn el Corolario 11.5 del Teorema I1.6.

Observacion V.2. — Cuando T < 2L no sabemos qué ocurre en general con la controlabilidad
aproximada del sistema (1.1)-(1.6); posiblemente, no sea suficiente la informacion disponible sobre
las sucesiones (\,,) y (5¢,) para decidirlo.

Para el problema de las tres cuerdas si hemos conseguido probar en la Seccion 9 del Capitulo 111,
que siempre que T' < 2L la controlabilidad aproximada no tiene lugar. Recordemos que en ese caso
fue posible construir explicitamente una solucion para la cual la propiedad de continuacion Gnica no
es valida. Esto puede hacerse también para la red estrellada de n cuerdas.

En [AM2], la falta de controlabilidad aproximada para el sistema de n cuerdas controladas
simultaneamente se obtuvo a partir del Corolario 11.4. Este enfoque, sin embargo, no es suficiente
para el caso de redes no estrelladas controladas desde un nodo exterior, pues no disponemos de
informacion suficiente sobre la sucesion (s, ).

Por Gltimo, a diferencia del caso cuando la red es un arbol, no sabemos si la controlabilidad
espectral tendré lugar en el tiempo minimo T' = 2L.

2. Redes coloreadas

Consideramos ahora una red de N cuerdas sobre la que podemos actuar a través de todos sus
nodos.
El movimiento de la red se describe por el sistema

uly —ul =0 enR x [0,4], i=1,...,N,

ui(t,0) = vFV (1) teR, i=1,..,N—1, )
ul(t, 4;) = vFVi(1) teR,

ut(0,7) = ul(z), ui(0,7) = ui(z) =z €]0,4], i=1,..,N.
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Aqui, por v;, v, se denotan los nodos inicial (el que corresponde a z = 0) y final (z = ¢;),
respectivamente. Por k(v) se representa el indice del nodo v.

El problema (15) esta bien planteado para estados iniciales (u},ut) € L?(0,4;) x H=1(0,4;),
i =1,..., N,y controles v* € L?(0,T).

Este sistema es considerablemente més propicio de ser controlado que los estudiados anterior-
mente, pues el nimero de controles es muy elevado. Como es habitual, diremos que el estado inicial
del sistema (u,u}) € L%(0,4;) x H=1(0,4;),i = 1,..., N, es controlable en tiempo T > 0, si es
posible seleccionar los controles v* € L2(0,7T) de modo que la solucion v/, i = 1,..., N, de (15)
alcance el reposo en el tiempo 7"

u'(T,.) =ui(T,.) =0, i=1,..,N.
Paracadas = 1,..., M, introducimos los conjuntos

XZ-'":{j: v;"Eej}, X {] vi_Eej},

i
que son, respectivamente, los conjuntos de los indices de las cuerdas que inciden, en los nodos inicial
y final de la cuerda e;.
La aplicacion del HUM garantiza que si, para cada i = 1, ..., M existe una sucesion de nimeros
reales no nulos tales que

T

/ (1D O (LvD)P+1 D Ond? (6vi))dt > > (ch)? (ki ($5,2)° + (61,0)%) »

O jexy jeX; neN

para toda solucion ¢ = (¢!, ..., ¢") del problema (15) homogéneo entonces, los estados iniciales
(ub,ul),i=1,...,N, que verifican

w2 w2
) ((Cozq;l < 00, > /Ez ZCZ))Q < 00,
neN 7 neN TR
son controlables en tiempo T

Notemos que el problema homogéneo corresponde a N ecuaciones de ondas con condiciones de
Dirichlet homogéneas desacopladas. El hecho de que en el sistema controlado (15) las ecuaciones
estaban acopladas en los nodos, se refleja ahora en que la magnitud “observada” en cada nodo es
la suma de las derivadas normales de las soluciones que corresponden a las cuerdas que se unen
en ese nodo. Observemos que este es un problema local, en el sentido de que en la desigualdad de
observabilidad para la cuerda e; s6lo intervienen las soluciones correspondientes a las cuerdas que
tienen nodos en comdn con e;.

Recordemos ahora, que para el problema de control simultaneo de n cuerdas hemos probado que,
Si Tj’ y T, son las sumas de las longitudes de todas las cuerdas que son incidentes a los nodos v;’ y

v, , respectivamente, entonces se verifican las desigualdades
2Ti+ . . . . .
[ D g v = ) () (Hn(G0.0)” + (1.0)7) (16)

0 jer neN

Y

> (eh)? (i (6h.0)% + (65.0)7) (17)

JEXT neN

215 .
/ 1S Bu (1 vi )

0
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con coeficientes® que pueden calcularse de forma explicita, siempre que los cocientes i—f’ sean n(meros
irracionales para todos los p, ¢ € X, en el caso de (16) y p, ¢ € X, para (17).

Como consecuencia, podemos indicar condiciones sobre las longitudes de las cuerdas, precisa-
mente aquellas dadas para el control simultaneo de n cuerdas, que garanticen la controlabilidad del
sistema (15) en espacios explicitos. En particular, bajo las hipotesis de irracionalidad mencionadas,
el sistema sera espectralmente controlable en cualquier tiempo T* que satisfaga

T > 2max {T;", 1] } i=1,...,M.

Pretendemos ahora reducir el nimero de funciones utilizadas para controlar el sistema (15) apli-
cando el mismo control en varios nodos. Supongamos que en el conjunto {1,2, ..., N'} de los indices
para los nodos se ha establecido una particion

{1,2,.,N} =K U---UK,,

de modo que no exista ninguna cuerda tal que sus dos nodos pertenezcan al mismo conjunto K.
Diremos que dos nodos son equivalentes si sus indices pertenecen a la misma clase. Una manera
simple de representar esta particion es suponer que los nodos de la red se han coloreado usando
r colores distintos de manera que ninguna cuerda tenga sus dos extremos del mismo color. Seran
equivalentes los nodos del mismo color.

FIGURA 1. Red con nodos coloreados

En la Figura 1 se representa una red con nodos coloreados con cuatro colores que se han indicado
con los simbolos ¢, A, ¥, e. En ese caso, cuatro es el menor nimero de colores necesarios para que
no haya dos nodos del mismo color.

Consideramos que en el sistema (15) se afiade la restriccion adicional que v, = v, si los nodos
v, Y v son del mismo color.

No es dificil ver que esto conduce al estudio de la misma desigualdad de observabilidad que antes,
solo que los conjuntos X ;" y X~ deben ser reemplazados por

Xf= {i: veel, Xi=J {i: veel,
VNV?— Vv

11 os coeficientes ¢, de las igualdades (16) y (17) son distintos. Los hemos designado con los mismos simbolos para
evitar complicar aln mas las notaciones.
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(la notacion v ~ v’ indica que los nodos v y v’ son equivalentes) que son los conjuntos de los indices
de las cuerdas que tienen algin nodo del mismo color que el nodo inicial de e; y del nodo final de e;,
respectivamente.

Podemos concluir que, si las longitudes de las cuerdas satisfacen % ¢ Q para todos los indices
p # q tales que alguno de los nodos de la cuerda e, es del mismo color que uno de e, entonces, el
sistema (15) es espectralmente controlable en cualquier tiempo

T>2 max (Ty),
k=1,.7

donde Ty, es la suma de las longitudes de todas las cuerdas que tienen algn nodo de color k.

Para evitar el detalle de las notaciones, sustituiremos las condiciones anteriores por las siguientes,
claramente mas restrictivas,

1) los cocientes ﬁ—f’ para todos los indices p # ¢ son nimeros irracionales;
q
2) T es mayor o igual a dos veces la suma de las longitudes de todas las cuerdas de la red.

Bajo estas hipotesis, el nimero minimo de controles necesarios para lograr la controlabilidad
espectral de la red, seria igual al nimero minimo de colores que son necesarios para colorear su grafo
de modo que ninguna arista tenga sus Vvértices del mismo color. Este es el problema clasico sobre
coloracion de grafos (que es equivalente al de colorear un mapa). Su solucion, el célebre Teorema
de los Cuatro Colores asegura que si el grafo es plano, cuatro colores son suficientes. Este hecho,
aparentemente evidente, se resistié durante mucho tiempo a una demostracion rigurosa. Actualmente,
s6lo ha podido ser demostrado con la ayuda de ordenadores. Los detalles pueden consultarse en [AH].

Observemos ahora que en realidad, hemos obtenido dos desigualdades para cada una de las cuer-
das: (16) y (17), cuando so6lo una de ellas bastaria para demostrar la desigualdad de observabilidad
correspondiente. Es por ello, que podemos entonces asumir que el control asociado a uno de los
colores es igual a cero; en realidad no es necesario para controlar el sistema y los nodos donde
esta aplicado pueden dejarse fijos.

En resumen, hemos obtenido

Proposicion V.5. — Si la red esta soportada por un grafo plano y las longitudes de sus cuerdas
y T satisfacen las condiciones (1) y (2) entonces, son suficientes cuatro funciones diferentes para
conseguir que el sistema (15) sea espectralmente controlable en tiempo T'. Ademas, una de estas
funciones puede tomarse idénticamente igual a cero.

Observacién V.3.— Lacondicion de que los extremos de cada cuerda sean de colores distintos es
natural si se espera al menos la controlabilidad aproximada, pues es imposible controlar una cuerda
usando el mismo control en ambos extremos. En efecto, la desigualdad de observabilidad asociada a
este problema seria

3

T
2 2 2
[ 16.00.0) = ute. 0P > Sl gt

donde ¢ es la solucion de la ecuacion de ondas ¢,, — ¢,,, = 0 con condiciones de contorno ¢(t,0) =

¢(t,¢) = 0. Basta tomar

2 2
¢(t,z) = cos %t sen %x,
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para ver que esta desigualdad no puede ser cierta. Mas aln, en este ejemplo ¢, (¢,0) — ¢,.(t,£) = 0,
por lo que la controlabilidad aproximada tampoco tiene lugar.

3. Exactitud del Teorema de Schmidt

En esta seccion demostraremos que el Teorema 1.1 del Capitulo | es exacto en el sentido de que si
en un arbol hay, al menos, dos nodos exteriores que no se controlan entonces, existen estados iniciales
de lared (@p,u1) € H x V' que no son controlables en ningdn tiempo 7.

La demostracion est& basada en el hecho de que si hay dos nodos sin controlar entonces puede
encontrarse un camino simple formado por cuerdas consecutivas que conecta estos nodos. Si existiese
T > 0 tal que todo estado inicial (ug,u;) € H x V' es controlable en tiempo 7' entonces, se obtendria
la controlabilidad exacta del sistema de cuerdas conectadas en serie con controles en los puntos de
conexion, considerado en la Subseccion 3.1. Es por ello, que nos dedicamos a estudiar este Gltimo
sistema. Demostraremos que en realidad no es exactamente controlable nunca, independientemente
del valor de T o de las longitudes de las cuerdas. De ello resulta que tampoco sera exactamente
controlable la red con dos 0 més nodos no controlados.

3.1. Control simultaneo de cuerdas conectadas en serie

Supongamos que tenemos N cuerdas de longitudes ¢4, ..., £5 que estan conectadas en serie y que
en cada uno de los puntos de conexibn actla un control que determina su desplazamiento.
El movimiento de las cuerdas se describe por el sistema de ecuaciones

uk, —uk =0 enR x [0,4], k=1,..,N,
uk(t,0y,) = uFT1(t,0) = vk (1) t eR, k=1,.,N —1, 18)
ul (t,0) = uN(t,fy) =0 teR,

uk(0,2) = uf(z), uf(0,z) = u¥(z) z €0,4), k=1,..,N.

)
o
S

S
o~

EN

—
=l I
—

FIGURA 2. Cuatro cuerdas conectadas en serie con controles v', v2, v en los puntos
de conexién

Para T' > 0, este problema esta bien planteado para estados iniciales (uf,u) € L%(0,4;) x
H=10,4;), k = 1,..., N, y controles v* € L?(0,T). El problema homogéneo correspondiente lo
estara para (uk, u¥) € H(0,4;) x L?(0, 4y).
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Observemos que este problema es un caso particular del problema de redes coloreadas estudiado
en la Seccion 2. Podemos entonces indicar condiciones sobre las longitudes que garanticen que el
sistema sea espectralmente controlable. Sin embargo, ahora nuestro objetivo es probar la existencia
de datos iniciales (uf,u¥) € L%(0,4;) x H1(0,4), k = 1,..., N, que no son controlables en ningin
tiempo 7" > 0, independientemente de cuales sean las longitudes de las cuerdas.

Aplicando nuevamente el HUM resulta que el sistema (18) es exactamente controlable en tiempo
T si, y solo si, existe una constante C' > 0 tal que las soluciones ¢ = (¢',...,¢") del sistema
homogéneo, que en este caso corresponde a N ecuaciones de ondas con condiciones de contorno de
Dirichlet homogéneas, verifican

NIJ/T
k=170
parak = 1,..., N, donde Ey, es la energia de la solucion ¢*, que se conserva.

Notemos que el hecho de que la desigualdad (19) pueda cumplirse depende de las longitudes de
las cuerdas. En efecto, si por ejemplo, todas las longitudes son iguales a £ entonces, las funciones

N
Wt~ 4 (00)| de > OY By, (19)
k=1

t
P, z) = (—l)ksen%senx%, k=1,..,N,
son soluciones del sistema homogéneo (18) y ademas

t t
B (t, ) — (L, 0) = (—l)k% <sen%cos %H:g + sen%cos %h;g) =0, k=1,..,N.

Pero la energia de estas soluciones no es nula, pues ellas no lo son. Asi, la desigualdad (19) no es
cierta. Aln mas, al no ser cierta la propiedad de continuacion Gnica, el sistema (18) no seria siquiera
aproximadamente controlable.

Ejemplos similares pueden construirse facilmente siempre que las longitudes de las cuerdas sa-
tisfagan é‘é—f € Q para todo k. En realidad, cuando esto no ocurre, es decir, si el cociente l’;—:l es
irracional para algin k, entonces la propiedad de unicidad tiene lugar y con ella, la controlabilidad
aproximada de (18).

Sin embargo, como se ha indicado antes, la desigualdad (19) no es valida nunca, independien-
temente de cuéles sean los valores de las longitudes de las cuerdas. Nuestro objetivo es probar esta
afirmacion.

Paracada k = 1, ..., N, la solucion ¢* puede expresarse como

k
HF(t,x) = Z (qbg’n cos \et + ¢£1—1;n sen Aﬁt) sen \e g,
neN

ko Aci k k ;
donde A; = %* son los autovalores de la k-ésima cuerda y (¢g,,), (¢1,,) son las sucesiones de
coeficientes de Fourier de los datos iniciales %, ¢% en la base (sen \*z),,cn de L2(0, £;).

Entonces

o (t,z) = Z alflei“ﬁtsen)\ﬁx,

nez*
donde
k
k k kL 1,n|
o,y = sgn(n)A;, a, = 5((;50,'”‘ + iy )

n
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La desigualdad (19) puede ahora escribirse
N-1 /T
k=1"0

Nuestro objetivo es construir sucesiones (a®), & = 1,..., N para las cuales no se verifica la

desigualdad (20).

Para simplificar las notaciones consideramos N = 2. Sea (o,,) la sucesion creciente formada por
los elementos de las sucesiones (o) y (o2). Definimos (c,,) por

2
(20)

2 N
a>cy Y ‘A’;La’;

k=1nezZ*

.k - k41
Z <(_1)n Ak giont _ \kt1gk+ gion t)
nezL*

myl 1 : 1
ap, = (=1)"\,a,, Siop =0,,,

2

an = —M\aZ sioy, =o0,,.

Con esto, la desigualdad (20) se convierte en

T .
/ § : anewnt
0

nez*

que seria una consecuencia de la desigualdad clasica de Ingham si entre los nimeros o,, existiese
alguna separacion uniforme.

1 1 2 2 z 1 1 (.

Como 0,11 — 0y, = 7=y Opp1 — Oy = 7 POAEMOS asegurar que oy — 0y > T min {E’ E}

sin embargo, podria ocurrir que lim inf,, ,~ (0,41 — 05,) = 0. De hecho, esto siempre ocurre. Basta

- [ - - . .
notar que el nimero 7= puede aproximarse por racionales, esto es, existen sucesiones (py), (gx) de

nlmeros enteros tales que
/
lim (—1 _ @) — 0.
k—o0 EQ qr

. 1 9 .
Esto equivale a que o, — o, — 0, de manera que realmente hay elementos de la sucesion (o) que
estan muy cercanos.

Esta falta de separacion entre los nimeros o provoca no s6lo que no sea posible aplicar la
desigualdad de Ingham, sino ademas que (21) no sea cierta. Tiene lugar

2
dt>C Y Jom|?, (21)

nez*

Proposicion V.6. — No existe ninguna constante positiva C' tal que se verifique la desigualdad
(19) para todas las soluciones del sistema homogéneo (18) con datos iniciales (¢, ¢%) € H (0, £;) x
L?(0,4;),k=1,...,N.

Demostracion. Elelemento clave de la demostracion es el teorema de Dirichlet sobre aproximacion
simultanea de nimeros reales por medio de racionales (ver detalles en [C], Seccion 1.5):
Si £, ..., &M son nimeros reales entonces, para cada e > 0y una cantidad infinita de valores de
p € Z existen nUmeros enteros g;(p), i = 1,..., M tales que

Ipé; —aqi(p)| <e  i=1,..,M.

Fijemos e > 0y escojamos & = 821, 1 =1,..,N — 1. Al aplicar el teorema de Dirichlet a

los nimeros ¢, i = 1,.., N — 1 resulta, que hay infinitos valores de p para los que se verifica la

desigualdad
1
<eg =€ max < ) ,
i=1,.,N—1 \ £ 41

pr qi(p)w
4 lit1
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y esto es
1 i+1
‘)\p — (p)‘ <er. 22)

Denotemos ahora por (o) la sucesion creciente formada por las raices cuadradas positivas de los
autovalores \* de todas las cuerdas.

Para cada uno de los valores de p cuya existencia asegura el teorema de Dirichlet, definimos m(p)
por

— i 1 42 j
Um(p) = min {)\p7 )\ql(p)7 aeey AZN—l(p)} .
Entonces, para infinitos valores de p € Z tiene lugar la desigualdad:

|O ()N -1 =~ Tmp)| < €1
Como los elementos a,(p); Trm(p)+15 -+s Tm(p)+N—1 EStAN Cercanos puede asegurarse que entre
ellos hay exactamente uno de los autovalores de cada cuerda. Sea ny(p) tal que
k
Mni(w) € {Tme) Omip)1s -+ Tm(p)+ N1}

(este valor es nico).
Entonces se verificara

k kK’
Ane(p) ™ Mg (p)| S €1 (23)

para todos k, k' = 1,..., N.
Consideremos ahora, para cada k = 1, ..., N — 1, las soluciones de (18) homogéneo

1
k k k
¢p(t,z) = — o cos 2X,, (b sen2A; oz,
ng(p
cuya energia es
‘L

Por otra parte,
k k k k
Fp.a(ts ) — by (£,0) = cos2X7 ()t — cos2A7EL 8.

Entonces, a partir de esta igualdad resulta

T 2
/ (0ot 00) = G5 (1,0)| dt <
0

(hemos usado la desigualdad

k k+1
)\nk(P) - A”k+1(1)) 3

T T3
/0 (cos 2t — cos yt)? < — |z — yl?,

que se prueba facilmente con ayuda del teorema del valor medio).
Teniendo en cuenta ahora (23), podemos concluir que

T
/0 ‘élg,x(ta Ek) - ];,—.1’,—61 (ta 0)

Finalmente, si la desigualdad (19) fuese cierta obtendriamos

N N 2
C T 5 ) 1 T3

_ )\k+1

2 2 T3
k
‘ dt < C Ank(P) nk+1(;0)‘ =3

€1

i+1

lo que es imposible si tenemos en cuenta que e puede escogerse arbitrariamente pequefio. O
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Observacion V.4. — Exactamente de la misma manera puede estudiarse el problema el problema
de la controlabilidad de IV cuerdas conectadas en un ciclo, cuando se aplican controles en todos
los nodos. A este problema corresponde el mismo sistema (18) donde las condiciones u!(¢,0) =
uN (t,£x) = 0 se sustituyen por u'(¢,0) = uN(t,4x) = vn(t). En el Capitulo VII de [Al] puede
encontrarse una demostracion de la ausencia de controlabilidad exacta en este caso, basada en la
utilizacién del método de los momentos.



Capitulo VI
Control simultaneo desde el interior

Este capitulo est& dedicado al control simultaneo desde una region interior de cuerdas con densi-
dades distintas.

Esto estd motivado por el siguiente hecho. Al realizar los cambios de variables  — £z, z — fox
en las ecuaciones del sistema (111.10) para el control simultaneo de cuerdas de densidad uno desde
uno de los nodos exteriores, obtenemos

Cul —uk =0 enR x [0,1], k=1,2,

ub(,0) =v, «*(,1)=0 enR, (1)

uk(0,.) = uk, uf(0,.) =u} en]o,1].
Asi, el de control simultaneo de dos cuerdas de longitudes ¢ y £5 desde uno de los nodos exteriores
puede interpretarse también como el control simultaneo desde un extremo de dos cuerdas de longitud
uno con densidades 41 y £s.

Esto sugiere estudiar el problema similar cuando el control actia desde el interior de las cuerdas.
A este problema esta dedicada la Seccion 1. Cuando las cuerdas son de igual longitud y el control
actia sobre toda la cuerda es posible controlarlas en tiempo arbitrariamente pequefio. Esto es cierto
incluso en el caso de membranas. Estudiamos este problema en la Seccién 2.

1. Control interior simultaneo de dos cuerdas

1.1. Formulacion del problema

Sean /1, £5 nUmeros positivos y w un intervalo contenido en (0, ¢1) N (0, 43).
Consideramos el sistema

pauf, —ub, + fx, =0 en R x [0, 4],
uF(.,0) = uk (., 4;) =0 enR, )
uk(0,.) =k, uF(0,.) =uf en]0,4],

donde f € LE.(R?) y x,, es la funcion caracteristica del intervalo w.
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140 V1. Control simultaneo desde el interior

Este sistema describe el movimiento de dos cuerdas e y e, de longitudes ¢1, £5 y densidades
p1,P9, respectivamente, controladas por medio de una accion localizada en el intervalo w que es la
misma para las dos cuerdas.

El sistema (2) esta bien puesto para estados iniciales

(ug,ur) € Wy := Hy(0,8¢) x L*(0,4),  k=1,2.

Estudiamos el problema de control para (2): dado T" > 0, determinar para qué estados iniciales
(uk,u¥),k = 1,2, puede escogerse la funcion de control f de modo que

uF(T, ) =Wk (T, ) =0, k=1,2

Diremos que el sistema (2) es exactamente controlable en tiempo T si todos los estados iniciales
(uk, u¥) € Wy, k = 1,2, son controlables en tiempo 7.

€1

~
~+

€2

A~
N>

FIGURA 1. Dos cuerdas e; y es de densidades distintas controladas simultaneamen-
te desde el intervalo w.

La aplicacion del HUM garantiza que el sistema (2) es exactamente controlable en tiempo T si,
y s6lo si, existe una constante C' > 0 tal que

c// Ut 5) + $2(t, ) 2dtds > [[(8, S| Bo s + 1183 6D s ()

para todas las soluciones ¢!, ¢? de los ecuaciones homogéneas

pidy, — k. =0 enR x [0,4], k=1,2,
¢*(,0) = ¢ (., £x) =0 en R, (4)
¢"(0,.) = ¢, ¢1(0,.) = ¢1 en[0,4].
La soluciones de (4) estan dadas por la formula
t / t
Pt m) = 3 (B cos —— + DL sen =5 )sen (5)
neN ’ P ’ P b

donde (¢§,,,), (#%,,) son las sucesiones de coeficientes de Fourier de ¢, ¢}, respectivamente, en la
base (sen "7%)nen de L?(0, £1,).
Si denotamos

1 ipLly
a’£=§<¢0|n+ Pl ) k=12, neZ,
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la formula (5) puede reescribirse como

inwt nmwT
Z a, keorli sen —— .
U
NELx
Con estas notaciones, la desigualdad (3) es equivalente a

g

para cualesquiera sucesiones complejas finitas (a.)nez., (a2)nez. que satisfacen al, = al, a2 =
aZ.

Obviamente, la desigualdad (6) es imposible si ¢1 = /5y p; = p,; bastaria tomar, por ejemplo
al = —a? #0yal = —a? = 0 cuandon # +1, para ver que en este caso (6) no se satisface. Nuestro
objetivo es probar que la desigualdad (6) se verifica siempre que p, # p, Si T es suficientemente

grande. Este es el objeto de la siguiente subseccion.

2

inmt nmTIL inmi nnx
Z alenti sen —= 4 a2er2tz sen —— | dtdz > Z (lap|* + laz|?) (6)
ﬁl 62

NELx neN

a

1.2. Control de cuerdas con densidades distintas

Asumimos que p; # po. Tiene lugar

Teorema VI.1.— SIiT > T, := 2max(p1£1,p2£2) entonces se verifica la desigualdad (6) para
todas las sucesiones complejas finitas (a!)ncz., (a2)nez. que satisfacen a',, = al, a®, = a2.

Corolario VI.1. — Las cuerdas e; y e5 son simultaneamente exactamente controlables en tiempo

Observacion VI.1. — Este resultado muestra una importante diferencia entre el control desde un
extremo de las cuerdas y el control desde una region interior arbitrariamente pequefia. Recordemos
que, segtin el Corolario 111.1, todos los estados iniciales de (H}(0,1) x L?(0, 1))2 para el sistema
(1) son controlables en tiempo 7" > 2(¢1 + ¥¢5) si, y solo si, el cociente ﬁ—; pertenece al conjunto® F
que es de medida cero. Ademas, la controlabilidad exacta de (1) no se coﬁsigue nunca, independien-
temente de los valores de ¢; y /5. Esto muestra que la controlabilidad desde una region interior es
una propiedad mucho més robusta que la controlabilidad desde un extremo de las cuerdas.

Para demostrar el Teorema V1.1 seguiremos el esquema utilizado en el Teorema 111.2 relativo
al control simultaneo de dos cuerdas desde un extremo. La idea es muy simple: construiremos un
operador continuo B : L?(w x (0,T)) — L%(w' x (0,7")) tal que, si ¢*, ¢ son soluciones de (4)
entonces, B¢! = 0y ademés existe una constante C' > 0 tal que

TI
c / /0 (B2 dtdz > ||(¢3, 8] 2ar st
w/

IRecordemos que JF estd formado por los nimeros irracionales en cuyos desarrollos en fracciobn continua
[ao,a1, ..., an,...] lasucesion (ay) es acotada.
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Entonces tendremos que

T Tl
C// |¢1+¢2I2dtdm20// IBo?|2dtdz > ||(48, d3)||32 . 1
wJ0 w' J0
La desigualdad
T
o [ [ 16+ e > 168 6D

se obtiene de forma analoga.
Fijamos w1 € Ry definimos, para a € R, el operador lineal B, que actla sobre una funcion
¢(t,x) segin la formula
B.g(t,z) = ¢t + 2a(z —wi),z + a(z — wi)) — ¢(t + a(z — w1), 7 + 2a(z — w1))
_¢(t + a(x - wl)a £) + ¢(t7 z+ a(x - CU1))-
Observemos que, como wy < we Y T > 0, es posible escoger w, > w; tal que

~

w9 + 2aw

T =T — 2a(®y — . 7
T 2 y a(wg —wi) >0 @)

Proposicion VI.1. — Si &, y T satisfacen (7) entonces el operador B, es continuo de L2((0,T) x
(w1,ws)) @ L2((0,T) x (w1,@2)), es decir, existe una constante C' > 0 tal que

w2 T w9 T
c / (6t ) Pdtdz > / / Bug(t, 2)2dtda,
wi 0 w1 0

para toda funcion ¢ para la cual ambas integrales estan definidas.

Demostracion. Observemos que

Bug(t.a) = > (t+palz —wi)z + qa(z —w1)).

(p,9)€S
donde
S =1{(2,1),(1,2),(0,1),(1,0)} .
Entonces,
/ / IBag(t, z)|>dtdz < 4 Z / / (t + pa(z — w1), z + qa(z — w1))|*dtdz. (8)
) S w1 0
Para estimar las integrales
&s T
[ [ 190+ pate - w0+ gl — )P ©)
w1 0
realizamos el cambio de variables
{=t+pa(z—wi), n=2z+qa(r—w). (10)

En estas variables, (9) se escribe como

1+ ga) //Q o€, m) [2dedn,
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donde €, , es la imagen de (0, T) X (w1, ws) por la aplicacion definida por (10). Ademas, en vista de
(7), para todo (p, q) € S,
Qp,q - (O,T) X (wl,wg).

/0:2 /0T|¢(£,n)|2d§dn2//quﬁ(f,n)IQdfdn.

Este hecho, teniendo en cuenta la desigualdad (8), demuestra la proposicion. O

Por ello,

La siguiente proposicion muestra como actian los operadores B, sobre las funciones de la forma
inwt

e »f sen % Se prueba mediante un simple calculo.

Proposicion VI.2. — Paratodos los p, ¢ € Ry n € N tiene lugar la igualdad

inmt INTL inm g nmwe nm(x — wi nm(x — wq
B, <e st sen ) =4e ot (t+z—w1) sen —— sen <¥a> sen <¥ﬁ .

14 14 20 20
donde v = (p~' +a)yB= (p~' —a).

Observacion VI1.2. — Si ¢(t, z) es una solucion de la ecuacion de ondas

:02¢tt - (]Smm =0, (]S(ta 0) = ¢(t7£) =0,

cuyos datos iniciales ¢ |~y ¢, |10 son combinaciones lineales finitas de las autofunciones (sen %)
entonces
Bp—1¢(t,$) = 0.

Proposicién VI1.3. — Sean 4, # {3 nmeros positivos e I un intervalo de R. Entonces, existe
una constante C' > 0 tal que, paratodo n € R,

2
/ sen% sen <Ma) sen <Mﬁ) ‘ dx > C.
I

20 20
Este hecho puede demostrarse facilmente calculando la integral.

Demostracion del Teorema VI.1. Sean (al)nez., (a2)nez. sucesiones complejas finitas que sa-
tisfacen al, = al,a%, = a2y

inmt nmTIT

o (t,z) = Z aFerls sen o k=12
NEZ «
Tomamos a = pl_l. Como T > Ty, es posible escoger wy > wy suficientemente cercano a wq de
modo que &- y 1" que satisfagan (7) y ademéas 7' > Tj.
Entonces, segln la Proposicion VI.1,

w9 T w2 T
C / |p + 2| dtdz > / / B¢ + B, ?|*dtdz. (11)
w1 0 w1 0

Pero de acuerdo a la Observacion V1.2,
B,¢' = 0.
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Por ello, de la desigualdad (11) resulta

we T &y T
c/ / |¢1+¢2|thdx2/ / |Bo¢?|?dtdz. (12)
wi 0 w1 0

Por otra parte, como

inmw n’]r"L‘
Z an, 2 0oty gen —
by’
NEZLx«
la Proposicion V1.2 garantiza que

B, (tz) = 3 aZerns'O,(x),

NEZLx
donde
On(z) == 4epatz @) gon % sen <%;wl)a) sen <%;wl)ﬁ)
con
1 1 1 1
a=—+—, =———.
P2 P P2 P

Ademaés, de acuerdo a la Proposicion V1.3, existe una constante C' > 0 tal que para todo n € N
se verifica la desigualdad

/ - |0, (z)?dz > C. (13)

1

Entonces, como 7' > Ty > 2p,/s,

2p502
/ / B, ¢2|2dtdx>/ /
w1 w1

(hemos utilizado el hecho de que las funciones erts’ son ortogonales en (0, 2p4¢2)) y por ello, en
vista de (12) y (13),

a eﬂﬂz@ n(z)
NEL«

dtdm—22|an|2/ "0 (2)2d,

neN w1

c/ / ¢! + ¢*[Pdtdz > |an .
w1

neN
La desigualdad
w:
c[” / 61+ ¢ dtds > 3 Jal
w1 neN
se prueba de manera similar aplicando a ¢! + ¢ el operador B, con a = pgl. Con esto concluye la
demostracion del teorema. O

1.3. Control de cuerdas de igual densidad

El Teorema V1.1 no proporciona informacion sobre qué ocurre cuando p; = p, pero ¢; # £s.
Esto es debido al caracter local de los operadores B, lo que les impide distinguir entre soluciones
de ecuaciones de ondas que se propagan con la misma velocidad. Este hecho, sin embargo no es
puramente técnico: si p; = p, = p Nno es suficiente que ¢; # ¢5 para que se verifique la desigualdad

(6).



1. Control interior simultaneo de dos cuerdas 145

En efecto, supongamos que

o p
z; = b,q € N.
Entonces, las soluciones
ipw T iqm T
P (t, x) :eﬂfltsenpg—, P(t,x) = —e ‘2tsenq£—
1 2

satisfacen
1 2 —
¢ (taI) +¢ (t,.’B) = 07
de modo que una desigualdad del tipo (6) es imposible para cualquier intervalo w y cualquier tiempo
T siempre que el cociente ﬁ—; sea un nimero racional. En este sentido el problema resulta similar al del
control simultaneo de dos cuerdas desde un extremo. Utilizando la misma técnica que en el Teorema

I11.2 es posible probar una desigualdad mas débil que (6).
Denotamos por Z*, k = 1,2, el espacio de las combinaciones lineales finitas de las funciones

(sen ”eﬂ) .
k /neN

Teorema VI1.2. — Sean p; = py, = py T > 2p(¢1 + ¢53). Existe una constante C > 0 tal que

T lonm

o [ [ 10t + @ eoPdide = Fsen B (@92 407 0l7). ()
T linm

¢ [ [ 16 ta) + 0Pt > Ysen? LT (@32 400D . @9)

para todas las soluciones ¢!, $? de (4) con estados iniciales en Z' x Z'y Z? x Z?, respectivamente.

Demostracion. La desigualdad (15) es equivalente a

T
ﬁlnﬂ
C// ®|? dtdz > a?|? sen? ,
s | > |ap| 7

neN
donde
inmt nmwxT inmt nmwL
P .= Z a}le rt1 sen v + a%e P2 sen ——,
neZ. 1 2
para todas las sucesiones finitas complejas que verifican a' , = al, a®, = a2.
Para demostrar esta afirmacion, observemos que, para cada z € w,
inmt
— 1
(ptr) (D ape ) =0, (16)

NEZLx

donde (p¢,)~ es el operador definido por (11.23) para el nimero p¢,(la igualdad (16) corresponde a
la 2p¢,-periodicidad de la solucion ¢'). Entonces,

- - inmt nmwL
(pty) @ = (pty) E ape e sen ——
NEZLx 2
o inmt linm nme
= E ane *2 sen sen —.
ly ly

NEZLx«
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Ademas, de la Proposicion 11.5 se obtiene que, para cada z € w,

T T—ply T— pﬁl
/ |<I>|2dt2/ |(p£1)_‘1>|2dt:/ a; ePf? sen finm se n7m:| dt. (17)
0 by 41 nEZ* b2

2

Por otra parte, como T' > 2p(¢1 + ¢) entonces,
o inmt linm nmL
ane 2 sen sen — | dt

Tfpfl 2 p€1 +2p£2
ply ol el o %)

nwT linm
= 22 a2 |? enQ—s 2 .
%)

9 inwt El nmwL
ane 2 sen —nmsen —

4y 4y

NELx

neN

inwt

(hemos utilizado el hecho de que las funciones (e pla ) , son ortogonales en cualquier intervalo
NELx

de longitud 2p/5).
Luego, en vista de (17),

C// |®|? dtdz > Z|an|28en /sen2 nﬁﬂdx. (18)

neN 2

Finalmente, observemos que para todo intervalo w C R existe una constante C' = C(w) tal que

/ sen? @dx > (.
w 62

¢
c/w/ @2 dtde > 3 |a2|” sen? 12”

neN
La desigualdad (14) se obtiene de manera analoga. O

Asi, de (18) resulta

CorolarioV1.2.- Si % esirracional y T' > 2p(¢1 +¥5) entonces el sistema (2) es espectralmente
controlable en tiempo 7', es decir, todos los estados iniciales (uj,ul) € Z! x Z1, (u3,u?) € Z% x Z*
son controlables en tiempo 7.

Con informacio6n adicional sobre el couente pueden describirse subespacios de estados inicia-
les controlables de manera completamente analoga a como se hizo en la Subseccion 111.2.1.

Corolario VI.3. - a)Si ﬁ—; € B. entonces, el subespacio de datos iniciales
(ugvui) € j?2+£(07£0 X j?1+€(07£i%

es controlable en cualquier tiempo T' > 2p(¢1 + ¢5). En particular, SI L esun namero algebraico
irracional, este subespacio es controlable para cualquier € > 0.
b) Si ﬁ—; admite un desarrollo acotado en fraccibn continua entonces, el subespacio de datos
iniciales
(up, ui) € [H?(0,£:) 0 Ho(0,4;)] x Hg(0,4),

es controlable en cualquier tiempo T' > 2p(¢1 + ¥2).
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2. Control simultaneo sobre todo el dominio

Sea © es un conjunto abierto acotado de R” con fronteraregulary f € L (R**!). Consideramos
el sistema
piuft—Auk—i—f:O en Q x R,
uk g =0 en R, (19)
uk(0,.) =k, uF0,.)=uf enQ.

El sistema (19) corresponde al movimiento de N membranas elasticas con densidades p1, ..., px que
tienen la misma forma 2 en reposo y cuyos bordes estan fijos, controladas a través de la funcién f que
actla sobre todo 2. Cuando n = 1 el sistema (19) es un caso particular del sistema (2) con ¢1 = 45 y
w=(0,41).

El problema (19) esta bien puesto para estados iniciales (uf, u¥) € H} (Q)x L2(Q),k = 1,...,N.
Cuando f = 0, (19) se convierte en el sistema homogéneo

PRk — AgF + f=0 enQ x R,
#* log =0 en R, (20)
¢*(0,.) = ¢, ¢;(0,.) =47 en,

que esta también bien puesto para estados iniciales (¢%, ¢%) € L?>(Q) x H~'(Q), k=1,..., N.

Si (i, )nen €s la sucesion creciente de los autovalores de —A con condiciones de Dirichlet ho-
mogéneas en Q y (0, )nen €s la sucesion ortonormal en L?(€2) de autofunciones, entonces las solu-
ciones de (20) se determinan por las formulas

Ptz = 3 ake 0, (x)

NELx

donde
An = \/Bpn| SIN N, N € Ly,

ak = % (#h o+ Mgt ) k=10 N, neEZ.

El problema de control asociado al sistema (19) es: dado 7' > 0, determinar para qué estados
iniciales (uf,u¥) € H(Q) x L2(Q), k = 1,..., N, existe f € L%(Q) tal que la solucion de (19)
satisface

uF i = uf |i=r = 0.
Cuando esto es posible para todos los estados iniciales de H((2) x L?(€2) decimos que (19) es
exactamente controlable en tiempo 7.

La aplicacion del HUM garantiza que el sistema (19) es exactamente controlable en tiempo T si,

y solo si, existe una constante C' > 0 tal se verifica la desigualdad

C’/Q/OT kZngbk(t,x)

para todas las soluciones de (20) con estados iniciales (¢f, #5) € L2(Q) x H - 1(Q), k=1,...,N.

2 N
dtde > 3" (188, #5) By (0 @)
k=1
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Este hecho es equivalente a que exista una constante C' > 0 tal que

T| N " 2 N
C/ / Z Z alflef’_IJHW(a:) dtdx > 22 Z |alfL|2, (22)
aJo

k=1n€Z« k=1neN
para todas las sucesiones finitas complejas (a¥),cz., k = 1, ..., N, que verifican a* , = @.

Teorema VI1.3. — El sistema (19) es exactamente controlable en tiempo 7" > 0 si, y soélo si los
nameros py, ..., py Son todos distintos.

Demostracion. Si dos de los nimeros p, ..., p coinciden, por ejemplo p; = p, entonces si esco-
gemos
al = —a?, d*=0, k>N,

n n?
entonces la desigualdad (22) se transforma en
0>4% ay|”
neN
lo que no es cierto en general. Asi, si dos de los nimeros p, ..., p5 coinciden existen sucesiones

finitas para las cuales (22) es falsa.
Observemos ahora que, debido a la ortogonalidad en L2(92) de las funciones (6,,),en, la desi-
gualdad (22) puede escribirse como

o[> [

neN

2 N
dt > Z Z |lak|2.

N p Ant
E a,e "k
k=1 k=1neN

Entonces, para todo 7' > 0 y nameros distintos p,, ..., p,y basta aplicar la Proposicion V1.4 que se
prueba a continuacion para obtener la desigualdad (22) y con ello la demostracion del Teorema. [

Proposicion V1.4, — Sean py, ..., px NUmeros positivos distintos y (A )nen UNa sucesion de
nimeros reales positivos que tiende a infinito. Entonces, para todo 7" > 0 existe una constante
C=C(T,N,py,..,py5) > 0tal que

para cualesquieran € Ny (al,...,a’V) € RV,

Demostracion. Procedemos por induccion respecto al nimero N. Para N = 1 la desigualdad es
inmediata. Suponemos que la desigualdad es cierta para N — 1.
Denotemos

Entonces, de acuerdo a la hipotesis de induccion, existe una constante C' > 0 tal que, paratodon € N,

T N
/ LPdt> 0 o P
0 k=2
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Por otra parte,

T| N iyt 2 T gt T
/ S dken | di = |a1|2T+28%(/ ale P Tdr) + / 11, 2dt. (23)
o | 0 0

Observemos que

T 7,)\ t
‘%/ ater I dt‘ < |a1| (24)
0

N
1| Zak’)/n,kdt ’
k=2

T iApt
/ ef’IIdt‘
0

donde
T
Yk :/ e(%_L) n dt
0

Ademas,
N
(25)

N N
k
SEOLIVESDY (1022 + 1a*2) 1y -
k=2

l\.')l»—t

Za‘ Vn,k

En resumen, de (24) y (25) resulta la desigualdad

T 1)\ t N
R [ Tt < 55 (10 + ) bl
0 E=2

[\DI»—A

que, en virtud de (23), implica
T e
|3t
0 Jk=1

Observemos ahora que?, para cada k = 2, ..

2 _
< |Pk /)1| 0.
P1PRAn  n—roo

2
(26)

k|2
dt > |a**( Z Yn,]) +Z |a*17(C = |y kl)-

. N,

Por tanto, existe ny € N tal que, para todo n > ny,

N
> sl < 7
n, — 2
k=2
Como consecuencia, de (26) resulta que para n > ny,

T 2 T oX N
/ dt > |a'P= + =) |a" P > CD |k
0 2 25 k=1
iyt
N, son linealmente independientes

Finalmente, basta notar que las funciones e »+ , k = 1,...,
sobre cualquier intervalo, por lo que

k=2,..N.

l\-'>|Q

N
(27)

iApt
ake
1

k=

IEseneste punto que resulta esencial en la demostracion que los nimeros p,,, k = 1, ..., N, sean todos distintos.
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salvo cuando a! = --- = @’V = 0. Esto permite aplicar un argumento estandar de compacidad para
probar que, para cada n € N, existe una constante C,, > 0 tal que
T| N P N
JR ST RS Sk
0 Jk=1 k=1

Por tanto, existe una constante C' > 0 tal que

T|N iApt
| ake
0 Jk=1

para todo n < ng. Este hecho, en vista de (27), da la afirmacion de la proposicion. O

2 N
dt > C Y |a*)?,
k=1




Capitulo VII

Otras ecuaciones sobre redes

En este capitulo consideramos el problema de control para las ecuaciones del calor, de Schrodin-
ger y de vigas sobre redes. Hemos hecho énfasis en dos aspectos fundamentales: la controlabilidad
espectral de los sistemas correspondientes y la posibilidad de identificar subespacios de datos iniciales
controlables para estas ecuaciones a partir de subespacios de estados iniciales controlables para el
sistema de las cuerdas (1.1)-(1.6).

El resultado fundamental de controlabilidad espectral que presentamos asegura, que siempre que
el sistema (1.1)-(1.6) sea espectralmente controlable en algin tiempo T > 0, las ecuaciones del ca-
lor, de Schrodinger y de vigas consideradas seran también espectralmente controlables en cualquier
tiempo 7 > 0. Entonces, en virtud del Teorema V.1, la controlabilidad espectral de estos sistemas
admite una caracterizacion espectral: seran espectralmente controlables en cualquier tiempo 7 > 0
si, y solo si, ninguna autofuncion del operador eliptico —A; asociado al sistema (1.1)-(1.6) se anula
idénticamente en la cuerda controlada.

Por otra parte, la posibilidad de describir subespacios de datos iniciales controlables a partir
de subespacios de estados controlables para el sistema (1.1)-(1.6) permite, en particular, identificar
subespacios del tipo V" (dominios de potencias del operador —A) de datos iniciales controlables
para las ecuaciones consideradas en este capitulo para las redes estrelladas a partir de los Corolarios
IV.5y IV.6 relativos a las redes de cuerdas.
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1. Ecuacion del calor

Llamaremos ecuacion del calor sobre la red al siguiente sistema parabdlico

ub —ul, =0 enR x [0,4], i=1,.., M, (1)
ul(t,vi) = h(t) tER, 2)
w9 (t,vi) =0 teR, j=2..,N, ©)
ul(t,v) = vl (t,v) tER, v EVy, i,j € Iy, (4)
Zielvanui(t,v) =0 teR, v eV, (5)
u'(0,z) = u(z) z€[0,4], i=1,.. M. (6)

El problema (1)-(6) puede ser considerado como un modelo de la propagacion del calor sobre la
red bajo la accién de un control en uno de sus nodos exteriores.

Paracada 7 > 0, h € L2(0,T) y @ig = (u},...,ud’) € H el sistema (1)-(6) tiene una Gnica
solucibn @ que satisface

€ C([0,T): H)NL*([0,T]: V).

Cuando h = 0, esta solucion se expresa mediante la formula

ﬁ(ta I) = Z uO,ne_untén (LE),

neN

Si Uy = ) ,en uo,nén. Recordemos, que p,, = A?L son los autovalores y 6,, las autofunciones del
problema eliptico asociado a (1)-(5), que es el mismo que corresponde a (1.1)-(1.5).

Para el sistema (1)-(6) consideramos el problema de control: encontrar para qué datos iniciales
g € V', existe una funcion h € L2(0,T) tal que la solucion @ de (1)-(6) satisface

(T, z) = 0.

Cuando ug tiene esta propiedad se dice que uq es controlable a cero en tiempo 7. Si todos los
datos iniciales g € Z son controlables a cero en tiempo T (como antes, Z es el conjunto de las
combinaciones lineales finitas de las autofunciones), diremos que el sistema (1)-(6) es espectralmente
controlable en tiempo T'.

Observemos, que a diferencia de lo que ocurre para la ecuacion de ondas, que u, y 4 Sean
controlables a cero no implica que exista h € L?(0,T') tal que la solucion de (1)-(6) con dato inicial g
sea igual a w1 en el instante 7. Esto esta causado por la no reversibilidad en tiempo de la ecuacion del
calor: debido al caracter disipativo del operador del calor, las soluciones con datos iniciales ug € H
satisfacen «*(T) € C*((0,¢;)) parai = 2,..., M. Por ello, pueden alcanzarse s6lo estados del
sistema muy regulares.

Al igual que en el caso de la ecuacion de ondas, se obtiene un criterio de cuando un dato inicial
es controlable a cero:
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Proposicion VII1.1. — El dato inicial 4y € H es controlable a cero en tiempo 7' con control
h € L?(0,T) si, y solo si, para todo ¢, € Z se verifica la igualdad

T
(0, $(T)) 1 = /0 h(t)0n ¢\ (T — t, v1)dt,

donde ¢ es la solucion del sistema homogéneo (1)-(6) con dato inicial ¢,.

Esta claro, que es suficiente comprobar que la igualdad de la proposicion anterior se verifica
cuando éso es una de las autofunciones. Esto es,

T
/ %ke_“k(T_t)h(t)dt = u07ke_“kT, k€N, @)
0

donde s¢, = 6n0,1c(v1) es la derivada normal de la autofuncion 6}, en el nodo controlado v;.
Al efectuar el cambio de variable ¢ — % — t, obtenemos el problema de momentos:

Proposicién VI1.2. — Eldato inicial @iy = Y, uo,n0» € H es controlable a cero en tiempo 7
con control k € L2(0,T) si, y solo si, se verifican las igualdades

/z

Esta proposicion permite dar la siguiente caracterizacion de las redes para las cuales el sistema
(1)-(6) es espectralmente controlable.

sepe PRt = ugpe Pnz, k€N 8)

S|

Teorema VII.1. — El sistema (1)-(6) es espectralmente controlable a cero en cualquier tiempo
T > 0si, ysolo si, s, # 0 paratodo k € N.

Demostracidn. La necesidad de la condicion s, # 0 es inmediata: si ¢, = 0 para algin valor de
k entonces, la igualdad (8) se convierte en

uo,k = 0.

Por consiguiente, no sera posible controlar el dato inicial @q = 6, € Z para el cual uok = 1.

Para probar que la condicion s, # 0 para todo & € N es suficiente para la controlabilidad
espectral a cero de (1)-(6), basta probar que en este caso, para todo 7' > 0 existe una sucesion (w,,)
biortogonal a (se #+') en L2(—Z, T).

De acuerdo al Teorema V.1, el sistema (1.1)-(1.6) es espectralmente controlable en tiempo T' = 2L
(recordemos que L es la longitud total de la red). Entonces, segin la Proposicion 11.8, existe una
sucesion (vp),,c . biortogonal a (s¢,e™*+t) en L2(—L, L).

Del Teorema 11.3 concluimos que existe, para cada 7' > 0, una sucesion (w,,) biortogonal a
(sexe #it) en L2(—L, 1. O

Observacion VII1.1. - Cuando la red es un arbol, la condicion s, # 0 para todo & € N coincide
con el hecho de que dos subarboles cualesquiera con raiz com(n tienen espectros disjuntos y esta a

su vez es la condicion de nodegeneracion considerada en el Capitulo IV.
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Siguiendo el esquema propuesto por Russell en [Rul], es posible obtener més informacion sobre
la controlabilidad del sistema (1)-(6) cuando se dispone de informacién sobre la controlabilidad de
subespacios de la forma W" para la red de cuerdas:

Proposicion VI1.3. — Si el subespacio W es controlable para el sistema (1.1)-(1.6) en tiempo
T > 0 entonces, todos los datos iniciales @, € H son controlables a cero en cualquier tiempo 7 > 0
para el sistema (1)-(6).

Demostracion. De acuerdo a la Proposicion 11.9, si W™ es controlable para el sistema (1.1)-(1.6)
en tiempo 7 > 0 entonces, existe una sucesion (v,), .. biortogonal a (sge™+!) en L2(—Z, T).
Ademas, existe una constante C' > 0 tal que para todo n € Z., la sucesion (v,,) satisface

”'Un”lp(,%’g) < C)\Z_l. (9)

Del Teorema I1.3 obtenemos que para cada 7 > 0 existe una sucesion (w,,) biortogonal a
(uke*“kt) en L2(—%, %), para la cual existen constantes positivas C; y vy tales que

lnllia-z.2) < Ionll 77y €™, (10)

para todo n € N.
En vista de (9), (10) se obtiene

ol 25 ) < O T, (11)

Por (ltimo, de la Proposicion 11.6 aplicada al problema de momentos (8) resulta, que seran con-
trolables todos los estados iniciales ug € H que satisfagan

_, T
E ‘uﬂ,ne Hpn g
neN

En virtud de (11), luego de aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos que la conver-
gencia (12) tendra lugar si

[wnll2—z 2y < oo (12)

z
’2

(Z |u0,n|2> (Z )\%TZBQA’/\"“”T) < oo.

neN neN
Como p,, = A2 y A\, — oo, lasuma
2r—2 29\ —p,, T
Z AZr=2 270 —p
neN
es convergente para cualquier » € Ry por ello, seran controlables todos los datos iniciales que

cumplan
> luoal’
neN

es decir, ug € H. O

< 00;

El Teorema VII.1y la Proposicion VI11.3 permiten obtener informacion de manera inmediata para
la ecuacion del calor sobre redes las estrelladas estudiadas en la Seccion 8 del Capitulo 1V, a partir de
los Corolarios IV.5y IV.6.
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Corolario VII.1. - Silas longitudes 41, ..., ,_1 de las aristas no controladas de la red estrellada
son tales que

1) todos los cocientes f—J con 4 # j son nimeros irracionales entonces, el sistema (1)-(6) es
espectralmente controlable a cero en cualquier tiempo 7' > 0.

2) todos los cocientes ﬁ—] con 7 # j pertenecen a algn conjunto B, entonces, todos los datos
iniciales uy € H son controlables a cero en cualquier tiempo 7' > 0.

2. Ecuacion de Schrodinger

Llamaremos ecuacion de Schrodinger al siguiente sistema

ik —uk =0 enR x [0,4], k=1,.. M, (13)
ul(t,vl) = h(t) teR, (14)
ukO)(t,v;) =0 teR, j=2,..N, (15)
uk (t,v) = I (t,v) teR, v eV, k,jEky, (16)

> ker Onuf (V) =0 teR, veVy, (17)
uk (0, 2) = uk(z) x€[0,4], k=1,..,M. (18)

Paracada T > 0Y ¢g = (H4,...,p3%) € V el sistema homogéneo (13)-(18) tiene una Gnica
solucion ¢ que se expresa por la formula

Pt z) = po e’ On(x), (19)
neN
Sig = e Po,n0n. Unavez mas, 11, = A2 son los autovalores y 6,, las autofunciones del problema
eliptico asociado a (1.1)-(1.5). El sistema homogéneo (13)-(18) esta bien puesto en cualquiera de los
espacios V"; la solucion se expresa también por (19).
El sistema no homogéneo (13)-(18) esta bien puesto para cada 7' > 0, h € L?(0,T) y dato inicial
1o € V': existe una Gnica solucion u de (13)-(18) que satisface

aeCc(o,1]: V).

Para el sistema (13)-(18) consideramos el problema de control: encontrar para qué datos iniciales
g € V' existe una funcion h € L?(0,T) tal que la solucion « de (13)-(18) satisface

u(T,z) = 0.

Cuando esto sea posible, diremos que el dato inicial zg € V' es controlable en tiempo 7.
La siguiente proposicién proporciona una caracterizacion de los datos iniciales controlables en
tiempo T'.
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Proposicion VI1.4. — El dato inicial 4y € V' es controlable en tiempo 7' con control h €
L?(0,T) si, y solo si, para todo ¢, € Z se verifica la igualdad

_ T
i(T0, Po) it = /0 h(8)Dn g (¢, v1)dt,

donde ¢ es la solucion del sistema homogéneo (13)-(18) con dato inicial ¢.
Este caracterizacion puede escribirse en forma de un problema de momentos:

Proposicion VII.5. — El dato inicial 9 = 3, oy upn0n € V' es controlable en tiempo 7' con
control h € L?(0,T) si, y solo si, se verifican las igualdades
T
2 bl

/2 sepe” Pt h(t)dt = ug e Hn n €N (20)

Por otro lado, la técnica del HUM nos permite dar la siguiente caracterizacion alternativa:

Proposicion VII1.6. — Existen T > 0y una sucesion (c,)nen de nimeros positivos tales que se
verifica la desigualdad

T
2 2
/ 0t ()P dt > 3 ol (21)
0 keN
para toda solucion ¢ del sistema homogéneo (13)-(18) con dato inicial ¢, € Z 6, lo que es equiva-

lente, tiene lugar la desigualdad
2
dt > Z A lan|?, (22)

/T
0 neN

para toda sucesion finita (a,,) de nimeros complejos si, y sélo si, el espacio

. . 1 )
W= {uo = ugnbn €V': Y — [uoal” < oo}
neN neN M

es controlable en tiempo T'.

E s apeHnt

neN

Teorema VII1.2. — El sistema (13)-(18) es espectralmente controlable en cualquier tiempo 7' > 0
si, y s6lo si, s, # 0 paratodon € N.

Demostracion. La necesidad de la condicion sz, # 0 es inmediata: si s, = 0 para algin valor de
n entonces, la igualdad de la Proposicion VIL.5 se convierte en

Ugn = 0.

Por consiguiente, no sera posible controlar el dato inicial @y = 6,, € Z para el cual uo,n = 1.
La demostracion de la suficiencia puede obtenerse de la Proposicion VII.5. El elemento funda-
mental lo proporciona la Proposicion V.2 que asegura que

; T
lim ,u_g = .
noo n L
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Esto implica que la sucesion (u,,) satisface

> Lo, (23)

neN Hn

Como se ha indicado en la Seccién 3 de Capitulo I, el problema de momentos (20) tendra solu-
cibn para toda sucesion finita

—ip T
My = —uUgpe Fn2, n €N
Hn
si es posible construir una sucesion biortogonal de la sucesion (e't).
Pero la propiedad (23) garantiza, que para todo = > 0 existe una funcion entera no nula de tipo
exponencial a lo sumo 7, que se anula en cada p,, (vease Teorema 15, pag. 139 en [Y]). Entonces,

para cada 7 > 0 existira una sucesion biortogonal a (e’#~') en L?(—1, ). ad

Observacion VI1.2. — Es posible también obtener la demostracion de la suficiencia de la con-
dicién ¢, # 0 paratodo n € N para la controlabilidad espectral del sistema (13)-(18) a partir de la
Proposicion VII.6. En efecto, como la sucesion () tiene densidad superior DT (),,) finita entonces,
D" (u,,) = 0. Al aplicar el Corolario 11.5 del Teorema 11.6 resulta, que para todo 7' > 0 existen
ndmeros positivos v,,, n € N, tales que

T .
/ E s apent
0

neN
para toda sucesion finita (a,) de nimeros complejos. Esta es la desigualdad (21) con ¢,, = s5,y,,;
todos estos nimeros serén positivos si s, # 0 paratodon € N.

2
dt > Z %EL'YEL |(ln|2 )
neN

Corolario VI1.2. - Paratodo T > 0 las propiedades del sistema (13)-(18):
— continuacion Unica desde el nodo controlado de las soluciones del sistema homogéneo:

Ond' (., v1) =0 en L*(0;T) implica ¢, = 0;
— continuacion espectral Gnica desde el nodo controlado:
», #0 paratodon € N;
son equivalentes.

Al igual que para la ecuacion del calor, es posible describir subespacios de datos iniciales contro-
lables a partir de la informacion referida a la ecuacion de ondas.

Proposicion VII1.7. — Si el subespacio W™ es controlable para el sistema (1.1)-(1.6) en algln
tiempo 7' > 0 entonces, todos los datos iniciales %o € V2"~! son controlables a cero en cualquier
tiempo 7 > 0 para el sistema (13)-(18).



158 V/II. Otras ecuaciones sobre redes

Demostracion. Segln la Observacion 11.6, si el subespacio W™ es controlable para el sistema (1.1)-
(1.6) en tiempo T' > 0 entonces, se verifica la desigualdad

T .
/ § : M 6z/\nt
0

neN
para toda sucesion finita compleja (ay,).

Observemos que si W™ es controlable en tiempo T para el sistema (1.1)-(1.6) entonces (1.1)-(1.6) es
espectralmente controlable y por ello s, # 0, n € N. Ademas, procediendo como en la Observacion
I11.4, de (24) resulta que existen constantes C'1, Co > 0 tales que, para todon € N,

CIATT < sgy] < Codp. (25)

2
dt > C Y X gy (24)
neN

Entonces, la desigualdad (24) puede escribirse en la forma equivalente

T P
/ § : anez/\nt
0

dt > C Y X Jag P 6] 2.
neN neN

y de (25) resulta
2

T
/ Z ane?t| dt > C Z AT |an]? . (26)
0 Jnen neN
Si aplicamos el Teorema 1.7 a la desigualdad (26) obtenemos
2

T
/ D anetnt dt > C YN |anl?. (27)
0 |neN neN
En vista de (25), a partir de (27) resulta
T 2
/ D stpane’nt| dt > CY N an]? 6] > C Y AT a2 (28)
0 neN neN neN

Basta ahora notar que, segdn la Proposicion VI1.6, que la desigualdad (28) sea valida para toda
sucesion finita compleja (a,,) equivale a que todos los datos iniciales g € V2"~ sean controlables
en tiempo 7 > 0 para el sistema (13)-(18). O

El Teorema VI1.2 y la Proposicion VI1I1.7 permiten obtener informacion de manera inmediata para
la ecuacion de Schrodinger sobre las redes estrelladas estudiadas en la Seccion 8 del Capitulo 1V, a
partir de los Corolarios IV.5, IV.6 y IV.7.

Corolario VI1.3. - Si las longitudes /1, ..., £, 1 de las aristas no controladas de la red estrellada
son tales que

1) todos los cocientes f—} con ¢ # j son nimeros irracionales entonces, el sistema (13)-(18) es
espectralmente controlable en cualquier tiempo T > 0.

2) todos los cocientes ﬁ—] con ¢ # j pertenecen a algln conjunto B, entonces, el subespacio
V2n—4+e de datos iniciales para el sistema (13)-(18) es controlable en cualquier tiempo
T>0.

3) verifican las condiciones (S) entonces, para cada ¢ > 0 entonces, el subespacio V '*¢ de
datos iniciales para el sistema (13)-(18) es controlable en cualquier tiempo T > 0.
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Observacion VI1.3. — Todos los resultados de esta seccion son validos para el sistema que
resulta al sustituir la ecuacion (13) por suf +u%, = 0. En este caso, la desigualdad de observabilidad
correspondiente es

T
/

que, evidentemente, coincide con (22).

2
dt > Zci lan|?,
neN

E spape Hnt

neN

3.  Un modelo de red de vigas

Consideraremos ademas el siguiente modelo de red de vigas flexibles controlada desde uno de
los nodos exteriores.

uly + Ul =0 enRx[0,4], i=1,..,M, (29)

ul(t,v1) =0, O2ul(t,v1) = h(t) teR, (30)

w9 (t,vi) =0 teR, j=2,.. N, (31)

ut(t,v) = ul(t,v), Pul(t,v) = 02 (t,v) tER, v EVN, i,j€ Iy, (32)

Zielvanui(t,v) = Z But(t,v) =0 teR, veVy, (33)
icly

u'(0,z) = ud(x), ut(0,z) = ul (z) z€0,4], i=1,..,M. (34)

Observemos que en este caso el control actiia a través de la derivada 92u!(.,v1) en el nodo v;.

El sistema (29)-(34) esta bien puesto para h € L?(0,T)y ug € V, u; € V'. El sistema ho-
mogéneo (29)-(34) lo esta también para ug € V2,4, € H.

Para el sistema (29)-(34) estudiamos el problema de control en tiempo T': determinar para qué da-
tos iniciales (g, u1) € V x V', existe h € L?(0,T) tal que la correspondiente solucion @ de (29)-(34)
satisface

u(T,.) = u(T,.) =0.

Los estados iniciales (ug, 1) para los que existe tal funcion h seran llamados controlables en tiempo
T. Diremos que un subespacio de V' x V' es controlable en tiempo 7 si todos sus elementos lo son. En
particular, si Z x Z es controlable en tiempo 7', diremos que el sistema (29)-(34) es espectralmente
controlable en tiempo T'.

Sefialemos que Z denota como en los casos anteriores el espacio de las combinaciones lineales
finitas de las autofunciones del operador D asociado a (29)-(34). Este es el operador D : H — H
definido por

D (ul, ..., u) = (ul enu )

rTTrrxr? ") 'rrxrx

con las condiciones de contorno

u'™M(v) = 924’V (v) = 0,
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en los nodos exteriores, y

u'(v)=d(v),  u'(v) =0l (v) i) €L,
Z O ut(v) = Z PBul(v) =0
i€ly i€ly

en los interiores.

El operador D; coincide con el cuadrado del operador eliptico —A; asociado al problema (1.1)-
(1.6). Por ello, las autofunciones de D coinciden con las autofunciones (6,,) de —Ag y los autova-
lores son (,u%) En particular, el espacio Z para la ecuacion (29)-(34) coincide con el de la ecuacion

(1.2)-(1.6). Ademas, la solucién del sistema homogéneo (29)-(34) con datos iniciales
&0 = Z ¢0,néna (}51 = Z ¢1,néna
neN neN
se expresa mediante la formula

(ta) =Y (¢o,n cos it + i senunt) ().

neN n

Proposicion VI1.8. — Elestado inicial (g, 1) € V x V' es controlable en tiempo T con control
h € L?(0,T) si, y slo si, para todo (¢, #;) € Z x Z se verifica la igualdad

T
(B1.80)vr v — (@, Fo)viy = /0 h()8, " (£, vi )dt. (35)

donde ¢ es la solucion del sistema homogéneo (29)-(34) con estado inicial (¢, ¢1).

Esta claro, que es suficiente comprobar la igualdad (35) para los estados iniciales de la forma
(0,6,) y (0,,0), n € N. Entonces, si definimos y,, = —p_,, para n < 0, la Proposicion VI1.8 da
lugar a un problema de momentos:

Proposicion VI1.9. - El estado inicial (ug,u1) € V x V' es controlable en tiempo 7" con control
h € L%(0,T) si, y solo si, se verifican las igualdades

T .
/0 st h() et dt = uy ) — iyt ) (36)

para todo n € Z,.

Observemaos que el problema de momentos (36) es el mismo que para la ecuacion de Schrddinger,
salvo que ahora la sucesion (u,,)nen debe ser sustituida por (i, )nez. = (£, )nen. Por ello, de
manera similar a como se demuestra el Teorema V11.2 es posible probar

Teorema VI1.3. — Elsistema (29)-(34) es espectralmente controlable en cualquier tiempo 7' > 0
si, y solo si, s, # 0 paratodon € N.

Por otra parte, la técnica del HUM nos permite obtener, a partir de la Proposicion VI1.8



3. Un modelo de red de vigas 161

Proposicion VI1.10. — Existen T > 0y una sucesion (c,)ncn de nimeros positivos tales que se
verifica la desigualdad

T
. 2 s 2/ 9,9 7
[ o =S d 0, g e

para toda solucion ¢ del sistema homogéneo (29)-(34) con estado inicial (¢q, ¢;) € Z x Z 06, lo que
es equivalente, tiene lugar la desigualdad

T .
/ > spjane’nt
0

nEZL x
para toda sucesion finita (a,,) de nimeros complejos que verifica a_,, = @, si, y solo si, el espacio

1
W = {(uo,ul) eEVxV Y <C—2u§n+c—21M—QU?n) < 00}
n ) nrr'n

neN

2
dt > e lan|?, (38)
neN

es controlable en tiempo T'.

Al igual que para el sistema (13)-(18), es posible identificar subespacios controlables de estados
iniciales del sistema (29)-(34) a partir de subespacios controlables para el sistema (1.1)-(1.6).

Proposicion VII1.11. — Si el subespacio W" es controlable para el sistema (1.1)-(1.6) en tiempo
T > 0 entonces, todos los datos iniciales (i, ;) € V! x V21 son controlables a cero en
cualquier tiempo 7 > 0 para el sistema (29)-(34).

Como consecuencia, para las redes estrelladas tendremos

Corolario VI1.4. - Si las longitudes 41, ..., £,_1 de las aristas no controladas de la red estrellada
son tales que

1) todos los cocientes f—] con ¢ # 7 son n(meros irracionales entonces, el sistema (29)-(34) es
espectralmente controlable en cualquier tiempo T" > 0.

2) todos los cocientes 57 con 1 # j pertenecen a algn conjunto B, entonces, el subespa-
cio V2n—2+e x V2n—4+¢ de estados iniciales para el sistema (29)-(34) es controlable en
cualquier tiempo T' > 0.

3) verifican las condiciones (S) entonces, para cada ¢ > 0 entonces, el subespacio V31¢ x
V1+¢ de estados iniciales para el sistema (29)-(34) es controlable en cualquier tiempo 7' >
0.






Conclusiones

1. Resumen de los resultados principales
1.1. Redes de cuerdas

El resultado fundamental sobre controlabilidad espectral de redes arbitrarias de cuerdas desde un
nodo exterior esta contenido en el Teorema V.1: la red es espectralmente controlable en algn tiempo
finito si, y s6lo si, se verifica la propiedad de continuacion espectral Gnica desde el nodo controlado.
Ademaés, cuando la continuacién espectral (nica tiene lugar, la red es espectralmente controlable en
cualquier tiempo mayor que dos veces la longitud total de la red; este es el tiempo minimo en que es
posible conseguir el control espectral. Desde este punto de vista, las redes de cuerdas se comportan
esencialmente como una sola cuerda cuya longitud coincide con la longitud total de la red. La razon
fundamental esti en que la sucesion de autovalores de la red es asint6ticamente equivalente a la
sucesion de autovalores de una cuerda de la longitud indicada (Proposicion V.2).

La diferencia entre ambos casos consiste en que, para una cuerda la propiedad de continuacion
espectral Unica se verifica siempre, mientras que para cualquier configuracion topologica no trivial de
la red, existen valores de las longitudes para las cuales la continuacién espectral Gnica no tiene lugar.
Esto provoca que, a diferencia de las cuerdas que son exactamente controlables, la controlabilidad
exacta de las redes no se consiga nunca (Teorema 1.2). En este aspecto el control exterior de una red
es analogo al control de una cuerda desde un punto interior.

La propiedad de controlabilidad espectral permite asegurar la controlabilidad de un subespacio
de datos iniciales que se puede describir explicitamente en funcioén de los autovalores de la red y los
valores de las autofunciones en el nodo controlado (Observacion V.1).

Si la red tiene una configuracion topol6gica especifica entonces puede darse informacion mas
precisa.

Redes en forma de arbol. Cuando el grafo que soporta la red es un arbol puede obtenerse una
caracterizacion completa de los arboles que verifican la propiedad de continuacion espectral (nica
(Proposicion 1V.13) y con ello, de los arboles para los cuales tiene lugar la controlabilidad espectral
en tiempo igual a dos veces la longitud de la red. EI conjunto de los arboles con una configuracion
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topoldgica dada para los que la continuacion espectral (nica falla es de medida cero (Proposicion
IV.15). Aunque estos resultados pueden obtenerse a partir del Teorema V.1, la técnica utilizada en
el Capitulo 1V, basada esencialmente en la representacion de las soluciones por medio de la férmula
de D’Alembert, permite probar la controlabilidad espectral en el tiempo minimo y ademas, propor-
ciona una desigualdad de observabilidad con pesos (Teorema 1V.2) que se calculan explicitamente en
funcion de los autovalores.

Ademas, algunos resultados tienen interés independiente. Tal es el caso de las condiciones de
compatibilidad Puy(.,v) 4+ Qu,(.,v) = 0 en el nodo controlado (Proposicion IV.5). A partir de ellas
se obtienen, por ejemplo, una ecuacion para el calculo de los autovalores (Proposicion 1V.11) y la
propiedad de pseudo-periodicidad de las soluciones del sistema homogéneo (Observacion 1V.3) que
implica que aumentar el tiempo de control no conduce a mejorar los resultados de controlabilidad
(Proposicion 1V.4).

Redes estrelladas. Las redes estrelladas son un caso particular de arboles y por ello pueden aplicarse
los resultados del Teorema IV.3. En este caso, la condicion de continuidad espectral Gnica equivale a
que los cocientes de las longitudes de las cuerdas no controladas sean nimeros irracionales (Seccion
IV.8.1). Ademas, es posible identificar espacios de datos iniciales controlables de la forma W (que
son esencialmente espacios de Sobolev sobre las cuerdas con condiciones de contorno y compatibili-
dad en los nodos maltiples apropiadas). La existencia de tales subespacios depende de las propiedades
de aproximacion diofantica de los cocientes de las longitudes.

Para estas redes es posible demostrar que cuando el tiempo de control es menor que el doble de la
longitud de la red no s6lo no es cierta la propiedad de controlabilidad espectral desde un nodo exterior,
sino que tampoco tiene lugar la controlabilidad aproximada. En la Seccién 111.9 se ha construido un
ejemplo de solucion del correspondiente sistema homogéneo para la cual la propiedad de continuacion
Unica desde el nodo controlado es falsa en tiempos menores que el doble de la longitud de la red.

1.2. Control simultaneo de redes de cuerdas

Control simultaneo de arboles desde un nodo exterior. Los resultados obtenidos para el problema
de control simultaneo de un nimero finito de redes en forma de arbol desde un nodo exterior (Co-
rolario 1V.4) son similares a los que corresponden a un solo arbol: las redes son simultaneamente
espectralmente controlables en algn tiempo finito si, y sélo si, cada una de ellas es espectralmente
controlable y sus espectros son disjuntos. El tiempo minimo de control es la suma de los tiempos
minimos de control de las redes.

Cuando las redes son simultaneamente espectralmente controlables es posible indicar subespa-
cios de estados iniciales controlables, definidos explicitamente en funcion de los autovalores de las
redes (Proposicion 1V.16). En particular, si las redes que se controlan simultaneamente son cuer-
das, para ciertos valores de sus longitudes pueden indicarse espacios de Sobolev de estados iniciales
controlables (Corolarios 1V.8 y 1V.9). A su vez, se prueba (Corolario 111.3) que, en dependencia de
las longitudes de las cuerdas, el espacio de datos iniciales controlables puede ser arbitrariamente pe-
quefio, es decir, existen estados iniciales con coeficientes de Fourier que crecen arbitrariamente rapido
que no son controlables en ningdn tiempo finito.
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Control en todos los nodos con cuatro funciones. La combinacion de los resultados sobre con-
trolabilidad simultanea de cuerdas permiten resolver el problema sobre cuantos controles distintos
son necesarios para, al aplicarlos en todos los nodos de una red general, conseguir la controlabilidad
espectral. La aplicacion del Teorema de los Cuatro Colores permite asegurar que, bajo ciertas con-
diciones de irracionalidad de las longitudes de las cuerdas, cuatro controles (uno de ellos ademas,
idénticamente igual a cero) son suficientes para controlar la red en un tiempo T (y entonces en cual-
quier tiempo mayor que T*) que es menor que dos veces la longitud total de la red (Proposicion
V.5).

Control interior simultaneo de cuerdas. El control simultaneo de dos cuerdas de densidades distin-
tas desde un subconjunto abierto resulta ser una propiedad mas robusta: las cuerdas son simultanea-
mente exactamente controlables en cualquier tiempo mayor que los tiempos caracteristicos de ambas
cuerdas (Corolario VI.1). Sin embargo, cuando las cuerdas tienen la misma densidad los resultados
son completamente analogos a los que se obtienen para el control simultaneo desde un extremo (Co-
rolarios V1.2 y VI.3).

1.3. Otras ecuaciones sobre redes

Para las ecuaciones sobre redes de tipo Shrodinger (Teorema VI11.2), del calor (Teorema VIIL.1) y
de vigas (Teorema VI1.3) consideradas, la condicion de continuacion espectral Unica desde el nodo
controlado es necesaria y suficiente para la controlabilidad espectral en cualquier tiempo arbitraria-
mente pequerio.

Cuando se conocen espacios de estados iniciales controlables del tipo 'W” para la ecuacion de
ondas sobre una red (que es el caso, por ejemplo, de las redes estrelladas), entonces es posible iden-
tificar subespacios de datos iniciales controlables para las ecuaciones del calor, de Schrédinger y de
vigas sobre esa red (Proposiciones VII.3, VII.7, VII.11, respectivamente). En particular, la ecuacion
del calor sera exactamente controlable.

2. Lineas futuras

El contexto de las multi-estructuras es extremadamente rico y plantea innumerables problemas
cuya naturaleza matematica es muy compleja. En muchos casos, cuestiones basicas como la existencia
y unicidad de soluciones permanecen abiertas. El tratamiento de estos problemas conducira inevita-
blemente al surgimiento de nuevas herramientas matematicas.

Consideramos que seria natural continuar el estudio iniciado en este trabajo en tres linea funda-
mentales:

1.— Estudio de modelos mas complejos de redes de cuerdas o vigas homogéneas que proporcionen
una descripcibn mas realista del movimiento de estos objetos y que tengan en cuenta su caracter
tridimensional.
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2.— Estudio de ecuaciones con coeficientes variables sobre grafos. En base a los resultados de [Me] y
[vB3], es de esperar que la técnica utilizada en los Capitulos V' y VII pueda ser adaptada a este caso.

3.— Estudio de sistemas de objetos multidimensionales acoplados, ya sea en forma de una red o a
través de las condiciones de contorno. Ejemplos sencillos podrian ser haces de membranas o placas
conectadas a lo largo de una hipersuperficie.

Ademas, en relacion con los problemas resueltos en esta memoria,

— seria (til encontrar una descripcion similar a la hecha en el Capitulo IV para arboles en el caso
de redes generales que contienen ciclos basada en la formula de representacion de D’ Alembert. Esto
permitiria, en particular, indicar subespacios de estados iniciales de la red controlables desde un nodo
exterior, decidir qué ocurre en el tiempo minimo de control y encontrar condiciones que garanticen la
controlabilidad simultanea de redes generales.

— seria interesante esclarecer qué ocurre con la controlabilidad aproximada de redes generales
cuando el tiempo de control es menor que el doble de la longitud de la red.



Apéndice A

Algunas consecuencias de teoremas de

aproximacion diofantica

En este apartado reunimos algunos resultados que han sido utilizados en las demostraciones de di-
ferentes teoremas en el texto principal. Todos ellos tienen en comin el ser consecuencias de teoremas

relativos a la aproximacion de nimeros reales por nimeros racionales.
Paran € R denotamos por |||n||| la distancia desde 7 al conjunto Z:

linll = min, |al
y por E(n) al entero® mas cercano a :

[ —=Em)| = [lInl]l-

Observemos que 0 < |||n]|] < % y ademas que 7 puede expresarse Como

n=2E(n) +F(n),

donde

F@l =lkll,  —5 <F() <

N | =

Dados los nimeros reales positivos £1, ..., £y, definimos la funcion

N
a()‘) = a(>‘a£17 agN) = ZH |Sen>\ﬁj| .

i=1 j#i

(1)

Esta funcion aparece con frecuencia en los problemas considerados. Nuestro objetivo es encontrar

condiciones sobre los nimeros /1, ..., £, que garanticen que para algin o € R la funcion

a(A)A°

permanezca acotada inferiormente cuando A — oc.

Is IlInl]| = % existiran dos n(imeros con esta propiedad: n+ 1 y n— 1. En este caso E(n) denotara a alguno de estos

dos valores.
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Param € N, 5 = 1,..., N, denotamos

) 4 0.
z(m) :=z'(m, by, ... 0n) =[] |||£—7m|||,
j#i
. . 2
m'(\) :=m’(\, £y,....0y) := E <—>\) )

™

La siguiente proposicion permite reducir el problema planteado a uno de aproximacion por racio-
nales.

Proposicion A.1. — Existe una constante positiva C' tal que para todo A € R se verifica la
desigualdad

> n_z'(m'(})).
a(A) > Ci:IE.l.l.q’Nz (m*(X))

Demostracion. Observemos inicialmente que todo z € R puede expresarse en la forma
z=7E <£> + 7F <E> .
7T 7T

senz = sen 7F (%) . 2

Entonces resulta

Teniendo en cuenta que si |z| < + se cumplen las desigualdades
2|z| < |senmz| < 7|z,
de (2) se obtiene, para todo z € R
21111 < [senal < l|=]]I ®)

A partir de esta desigualdad, para cada A € R tendremos que

2l () 2] < sen (mw)ﬁw) . @

¢
()
T
m'(\) = E <é>\) _by (%) _ by —~t
T T T T
Sustituyendo esta expresion de m*(\) en el miembro derecho de (4) resulta

£]||| < |sen <£j)\ —fyi%w)‘ =

/
|sen £;\ i14
nt; |+"7‘£z_7r.

Si denotamos

entonces

. /. /.
2|[|m"(X) senfj)\cos'yZE—J_W—cosﬁj)\senfy’E—J_ﬂ

7 7

IN

Por otra parte, teniendo en cuenta la desigualdad (3) se obtiene

- 4; 1
] =A< 5 lsenady]
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Podemos asi concluir que paratodos =1,..., N y todo j ;é i
Ny
|||m’()\)£—j||| <= |Sen£ Al + |sen>\£ |.
i
Multiplicando estas desigualdades, obtenemos que existe una constante C' > 0 tal que para todo
i=1,.., N, se cumple

H||| M < C lsen M| + 53— 1H|sen€ Al (5)
J#i b J#i
Con esto resulta muy sencillo demostrar la afirmacion de la proposicion. Probaremos que si (\;,)
es una sucesion tal que a(\,,) — 0 entonces, existe un valor 7, de 4 tal que z’ (m(\,)) — 0.
En efecto, observemos que si la sucesion (A,,) es tal que a(),,) — 0 entonces, para todo ¢
H |senZ;A,| — 0.
J#
Existira entonces algin i, tal que |sen A,4;,| — 0. Con esto, de la desigualdad (5) para i = ig
resultaria
z(m™(\,)) — 0.

Esto demuestra la proposicion. O

Corolario A.1. - Sea«a € R. Siparacadai = 1,..., N, los cocientes Z—J j =1,...,N, tienen la
propiedad de que existe una constante C; > 0 tal que, paratodo m € N,

E.
m® [T llIZmll > G, 6)
j#i
entonces
a(AM)\* > C,

para todo A > 0.

En lo que sigue veremos algunos teoremas sobre aproximacion racional que proporcionan condi-
ciones suficientes para que se cumpla una desigualdad del tipo (6).

Recordemos que un namero real ¢ es llamado algebraico si ¢ es raiz de algin polinomio con
coeficientes racionales. EI conjunto A de los nimeros algebraicos es un subcuerpo de R. La medida
de Lebesgue de A es igual a cero, pero A es denso en R; ademas A \ Q también lo es. Se dice que el
nimero algebraico £ es de orden p si el polinomio con coeficientes racionales de grado minimo que
se anula en ¢ es de grado p.

Un problema clésico en Teoria de Numeros es: dados &, o € R, determinar si la inecuacion

1
ligmll] < —

tiene soluciones m € Z. Esto equivale a que existan m,n € Z tales que

1
‘g_E — moetl’

La relevancia de este problema esta relacionada con el siguiente teorema debido a Liouville:
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Teorema A.1 (Liouville). — Si & es un nmero algebraico de orden p > 2, entonces la inecuacion
) 1
< =
‘é m‘ - mp

no tiene soluciones n, m € Z.

Este hecho permiti6 a Liouville demostrar que no todos los nimeros son algebraicos, al construir
ejemplos explicitos de nimeros £ € R, conocidos como nimeros de Liouville, uno de los cuales es

o0 2
E=y 10",
n=1

tales que (6) tiene solucion para todo p. Actualmente este hecho puede parecer sencillo, pues clara-
mente el conjunto de los nimeros algebraicos tiene medida de Lebesgue igual a cero, de modo que la
mayoria de los nimeros reales no lo son. Sin embargo, en su momento este resultado tuvo una gran
relevancia.

Posteriormente, Roth demostr6 un resultado mucho mas fuerte:

Teorema A.2 (Roth, [R]).— Si & esunntmero algebraico de orden p > 2, entonces la inecuacion

il 0

tiene a lo sumo un ndmero finito de soluciones n,m € Z.

Los siguientes resultados proporcionan informacion adicional

Proposicion A.2 ([C], p4ag. 120). — Para cada ¢ > 0 existe un conjunto B. C R, tal que la
medida de Lebesgue de R \ B, es igual a cero, y una constante C. > 0 para los cuales, si ¢ € B,
entonces,

C
ligmlll > —=.

Por otra parte, cuando £ = 0 puede darse una respuesta completa. Sea & el conjunto de todos los
nimeros irracionales € R tales que si [ag, a1, ..., an, ...] €S el desarrollo de 7 en fraccion continua
(veése, por ejemplo, [C]) entonces, la sucesion (a,,) es acotada. El conjunto JF es no numerable y
tiene medida de Lebesgue igual a cero.

Proposicion A.3 ([La], Teorema 6, pag. 24). — Existe una constante positiva C' tal que

C
ligmlll > =

paratodom € N, si,ysolosi & € F.
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En particular, F esta contenido en los conjuntos B para todo £ > 0.
El siguiente teorema debido a W. Schmidt proporciona informacion sobre la aproximacion si-
multanea de varios nimeros reales por racionales con el mismo denominador 7.

Teorema A.3 (W. Schmidt, [S]). — Silos nlmeros &, ..., & 5 son algebraicos y 1, &, ..., & 5 son
linealmente independientes sobre el cuerpo Q, para todo € > 0, la ecuacion

[[1n&, 1] - [lInéall] - Iné pllln'*= <1

tiene, a lo sumo, una cantidad finita de soluciones n € N.

Una consecuencia inmediata de este teorema es que, si los nameros &, ..., & 5 son algebraicos y
1,&,, ..., & 5 son Q-linealmente independientes, entonces para cada e > 0 existe una constante C; > 0
tal que

lngall] - llngalll -+~ [lIng wllIn'*= > Cx,

para todo n € N.
Como contrapartida, Schmidt demostré la siguiente version mas exacta del teorema de Dirichlet.

Teorema A.4 (W. Schmidt, [S]). — Si&*,....&% son nGmeros reales y ¢ < 4 entonces, para
una cantidad infinita de valores de p € Z, existen nimeros enteros ¢;(n), i = 1, ..., M tales que

P& — ailp)| < i=1,..,M. ®)

Iz

Definicion A.1. — Diremos que los nimeros reales /1, ..., £, verifican las condiciones (S) si

» /1,..., 2y son linealmente independientes sobre el cuerpo Q de los nimeros racionales;
= |os cocientes 54 son ntimeros algebraicos parai,j =1, ..., N.
J

Observemos que si 44, ..., £ verifican las condiciones (S) entonces, para cada 4 los cocientes ﬁ—i,
1
J = 1,..., N, satisfacen las condiciones del teorema de Schmidt. En efecto, si £; y £; son nameros
algebraicos, el cociente de ellos también lo es. Ademas, si

¢ 0 ¢
Gttt b i e ay @ €Q,

- . /
1 141 N
¢; ¢; ?; 7 0

entonces

arly +---+anly =0, a; € Q,
y por ello, si 44, ..., £, son linealmente independientes sobre Q, resultard «; = 0,7 = 1,..., N, por lo
que i—J‘] =1,..., N, también lo son.

Combinando estos resultados con el Corolario A.1 obtenemos
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Corolario A.2. — Sean /4,..., £y nimeros positivos. Entonces,

1) Si para todos los valores i, = 1,..., N, i # j, los cocientes f—} pertenecen a B, entonces,
existe una constante C. > 0 tal que
a(A) > %a
para todo A > 0. En particular, si todos los cocientes pertenecen a F entonces, esta desi-
gualdad tiene lugar con ¢ = 0.
2) Si los nimeros 41, ..., £ verifican las condiciones (S) entonces, para cada ¢ > 0 existe una

constante C; > 0 tal que
Ce

a()\) 2 )\1+€’

para todo A > 0.

Proposicion A.4. — Sea (w,) una sucesion no acotada de soluciones positivas de la ecuacion

N
Z cos lw H senfjw | =0 9)
i=0 j#i

y supongamos que los nimeros £, ..., £ verifican las condiciones (S). Entonces, para cada e > 0
existe una constante C. tal que, paratodon € Nytodo: =0, ..., N, tiene lugar la desigualdad

Ce
|sen€iwn| Z F

Demostracion. Es similar a la de la Proposition A.1. Demostraremos que existe una constante
C > 0tal que, paratodo i = 0, ..., N, se cumple la desigualdad

H||| Hwn)]l] < C'lsenwply| . (10)
J#i b
Esto, teniendo en cuenta el teorema de Schmidt, daria la afirmacion de la proposicion.
Para probar (10) es suficiente ver que si |sen wnt;i| — 0 entonces

Hlll Hwn)]] = 0. (12)
j#i b

En efecto, si [sen w, 49| — 0 (hemos tomado 7 = 0 para simplificar las notaciones) entonces, de

la igualdad (9) resulta
N

I Isen £wn| — 0. (12)
j=1
Por otra parte, la desigualdad (5) obtenida en la demostracion de la Proposicion A.1, nos permite
asegurar que

H ||| O(wy)||] < C |senwnly] + on H |sen £jwy| .

De aqui, en base (12) y que |senw,fy| — O resulta (11). Esto demuestra la afirmacion. O
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