UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID

FACULTAD DE CIENCIAS MATEMATICAS

Departamento de Algebra

ALISAMIENTO DE CINTAS SOBRE CURVAS

MEMORIA PRESENTADA PARA OPTAR AL GRADO DE

DOCTOR POR

Miguel Gonzélez Andrés

Bajo la direccion del Doctor:

Francisco Javier Gallego

Madrid, 2004

ISBN: 84-669-2592-9



Universidad Complutense de Madrid
Facultad de Ciencias Matematicas
Departamento de Algebra

ALISAMIENTO DE CINTAS SOBRE
CURVAS

Memoria presentada por
MIGUEL GONZALEZ ANDRES
para optar al grado de
Doctor en Ciencias Matematicas
por la Universidad Complutense de Madrid
Madrid, abril de 2004



Resumen

En esta tesis se demuestra que las cintas, i.e. estructuras dobles asociadas a un fibrado
de linea & sobre su soporte reducido, una curva proyectiva lisa e irreducible de género
arbitrario, son alisables si tienen género aritmético mayor o igual que 3 y la curva soporte
admite un recubrimiento doble liso e irreducible con médulo de traza cero asociado &. El
método usado se basa en las técnicas infinitesimales que se desarrollan para probar que si
la curva soporte admite un tal recubrimiento doble entonces cada cinta sumergida sobre
la curva es “infinitesimalmente alisable”, i.e. se puede obtener como fibra central de la
imagen de alguna deformacion infinitesimal de primer orden del morfismo composicion del
recubrimiento doble y la inmersion del soporte reducido en el espacio proyectivo ambiente
que contiene a la cinta. Se obtienen también inmersiones en el mismo espacio proyectivo
para todas las cintas asociadas a &. Entonces, suponiendo la existencia del recubrimiento
doble, se demuestra en qué condiciones se puede extender el “alisamiento infinitesimal” a un
alisamiento global sumergido. Como consecuencia se obtienen los resultados de alisamiento.
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Resumen

En esta tesis se demuestra que las cintas, i.e. estructuras dobles asociadas a un
fibrado de linea & sobre su soporte reducido, una curva proyectiva lisa e irreducible
de género arbitrario, son alisables si tienen género aritmético mayor o igual que 3
y la curva soporte admite un recubrimiento doble liso e irreducible con moédulo de
traza cero asociado &. El método usado se basa en las técnicas infinitesimales que
se desarrollan para probar que si la curva soporte admite un tal recubrimiento doble
entonces cada cinta sumergida sobre la curva es “infinitesimalmente alisable”, i.e. se
puede obtener como fibra central de la imagen de alguna deformacién infinitesimal
de primer orden del morfismo composicién del recubrimiento doble y la inmersién del
soporte reducido en el espacio proyectivo ambiente que contiene a la cinta. Se obtienen
también inmersiones en el mismo espacio proyectivo para todas las cintas asociadas
a &. Entonces, suponiendo la existencia del recubrimiento doble, se demuestra en
qué condiciones se puede extender el “alisamiento infinitesimal” a un alisamiento
global sumergido. Como consecuencia se obtienen los resultados de alisamiento.
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SMOOTHING OF RIBBONS OVER CURVES

MIGUEL GONZALEZ ANDRES

Abstract

In this thesis we prove that ribbons, i.e. double structures associated to a line
bundle & over its reduced support, a smooth irreducible projective curve of arbitrary
genus, are smoothable if they have arithmetic genus greater or equal than 3 and the
support curve possesses a smooth irreducible double cover with trace zero module &.
The method we use is based on the infinitesimal techniques that we develop to show
that if the support curve admits such a double cover then every embedded ribbon over
the curve is “infinitesimally smoothable”, i.e. the ribbon can be obtained as central
fiber of the image of some first—order infinitesimal deformation of the map obtained
by composition of the double cover with the embedding of the reduced support in the
ambient projective space that contains the ribbon. We also obtain embeddings in the
same projective space for all ribbons associated to &. Then, assuming the existence
of the double cover, we prove that the “infinitesimal smoothing” can be extended to
a global embedded smoothing for embedded ribbons of arithmetic genus greater or
equal than 3. As a consequence we obtain the smoothing results.

Keywords:
non-reduced schemes, deformations.



Agradecimientos

Quiero expresar mi mas sincero agradecimiento a mi director de tesis Profesor Dr.
Francisco Javier Gallego por muchas indicaciones y conversaciones provechosas, por su
continuo y paciente estimulo y su generosa asistencia a lo largo de este trabajo.

Mi agradecimiento también para el Profesor Dr. Ignacio Sols que con la mejor disposicién
me ofrecié todo el animo y ayuda en la dificil empresa de regresar a la actividad matematica.

Finalmente quiero agradecer al Profesor Dr. Bangere P. Purnaprajna por sus comentarios
acerca de algunas partes de este trabajo.



Indice

0. Introduccion 7
1. Preliminares 13
1.1. Definiciones y clasificacion . . . . . . . . .. .. oo 13
1.2. Caracterizacion de cuerdas sumergidas . . . . . . . . ... ... 21
1.3. Morfismos de una cuerda a un esquema . . . . . . . . ... ... 22
2. Espacios que parametrizan extensiones infinitesimales de morfismos 27
2.1. Extensiones de una inmersion cerrada a cuerdas . . . . . . .. ... ... 28
2.2. Deformaciones infinitesimales de un morfismo . . . . . .. .. ... .. .. 32

3. Imagenes de deformaciones infinitesimales de cierto tipo de morfismos 41

3.1. Lasituacion . . . . . . . . . . . . e 41
3.2. Secciones globales del haz normal . . . . . . ... ... ... ... ... .. 42
3.3. Iméagenes de deformaciones infinitesimales y cuerdas . . . . . . . . .. . .. 50

4. Inmersién en el espacio proyectivo para cintas sobre curvas 69
4.1. Un criterio de inmersién en P" para cuerdas de conormal & . . . . . . . .. 69
4.2. Inmersion en P" de la cinta escindida de conormal & sobre una curva Y . . 73
4.3. Inmersién en P de las cintas de conormal & sobre una curva Y . . . . .. 7
4.4. Inmersion de cintas elipticas y racionales . . . . . . . .. .. ... 7
4.4.1. Inmersion de cintas sobre una curva eliptica . . . . . .. ... ... 78

4.4.2. Inmersién de cintas sobre P . . ..o 82

5. Alisamiento 83
5.1. Alisamiento sumergido . . . . . . . . . ... 84
5.2 Lemas . . . ... e 90

A. El punto de Hilbert de una cinta sumergida 97
Al Lemas . . . . . . . e 97
A.2. Puntos de Hilbert lisos y no lisos . . . . . . . ... ... .. ... ..... 98



INDICE

B. Alisamiento infinitesimal efectivo en P* de cintas elipticas de género 5 103
B.1. Recubrimientos ciclicos de una curva . . . . . . . ... ... ... 103
B.2. Alisamiento infinitesimal efectivo de la cinta eliptica general de género 5. . 107



Capitulo 0

Introduccion

Una cinta Y es una estructura de multiplicidad dos asociada a un fibrado de linea &
sobre su soporte reducido Y. Con precision, & es el ideal .# de Y como subesquema de
Y, (de #2 = 0 se deduce que .# es un Oy-médulo). El esquema Y se denomina una
cinta sobre Y con fibrado conormal &, [BE95, §1]. El concepto de cinta se puede extender
a mayor multiplicidad permitiendo que & tenga cualquier rango. Si &, en lugar de tener
rango 1, tiene rango n — 1 entonces Y se llama una cuerda de multiplicidad n.

Un alisamiento de una cinta significa la existencia de una familia, plana sobre una curva
afin lisa puntuada, cuya fibra general es una variedad lisa y cuya fibra especial es la cinta.
Si la cinta estd sumergida en una variedad ambiente y la familia es una subvariedad del
producto de la variedad ambiente por la curva base de la familia, entonces decimos que
existe un alisamiento sumergido.

La cintas fueron estudiadas por primera vez en profundidad por D. Bayer y D. Eisenbud
en su trabajo fundamental [BE95]. Son importantes en tanto en cuanto aparecen como
degeneraciones de variedades lisas cuyas propiedades se tiene interés en estudiar. Con
frecuencia esas propiedades son més sencillas de estudiar en una variedad degenerada que,
no obstante, tiene una estructura m&s simple en muchos sentidos (e.g., la estructura del
grupo de Picard de una cinta “racional”, i.e. una cinta sobre P!, o el cdlculo de las ecuaciones
de una alfombra K3, i.e. una cinta con soporte reducido en un scroll racional liso normal
y fibrado conormal el fibrado de linea candnico del scroll, véase [BE95]) mientras que su
contrapartida nodegenerada, que aun teniendo inmejorables propiedades desde un punto de
vista geométrico (lisura, irreducibilidad, ...), tiene una estructura mas compleja. En efecto,
una de las causas del interés por las cintas y otras estructuras dobles en la década de los
90 fue el estudio de la conjetura de Green acerca de las sicigias de la curva candnica. Para
que este enfoque pueda ser efectivo es necesario saber, en primer lugar, que las cintas son
alisables. Aqui radica la importancia de construir alisamientos de cintas.

El objetivo de esta tesis es ver bajo qué condiciones una cinta puede alisarse. El resultado
que obtenemos es, (salvo unas pocas excepciones cuando el génerode Y esg=06g=1)
que toda cinta sobre una curva proyectiva lisa e irreducible Y es alisable cuando tiene una
“razén geométrica” para serlo. Esta razén geométrica es, como explicamos mas adelante,
que la cinta con fibrado conormal & esté asociada a un recubrimiento doble de Y | (con
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Capitulo 0 Introduccion

precision: que exista un recubrimiento doble de Y con mdédulo de traza cero asociado &).
La apariciéon de cintas como limite plano de curvas lisas es esperable siempre que una
familia de inmersiones degenere a un morfismo 2 : 1 sobre una curva lisa Y. En efecto,
en esta situacion el grado y el género que las imagenes de las inmersiones imponen a su
limite plano indican que este limite plano debe de ser una estructura doble Y, cuyo género
es el de una cinta sobre Y asociada al modulo de traza cero del recubrimiento doble. Esta
situacion nos lleva a pensar que la existencia de un recubrimiento doble de Y con modulo
de traza cero asociado & es la condiciéon geométrica natural que habremos de imponer si
esperamos que cintas de fibrado conormal & sean alisables.

En el nivel infinitesimal el hecho de que una cinta sumergida esté contenida en el primer
entorno infinitesimal de su soporte reducido dentro de la variedad ambiente sugiere que
puede ser capturada por “alisamientos infinitesimales de primer orden”, i.e. se quiere
establecer la siguiente correspondencia: por un lado se tiene una cinta sumergida Y, por
otro lado se tiene una deformacién infinitesimal de primer orden del morfismo obtenido
por composiciéon de un recubrimiento doble de Y y la inmersion de Y en la variedad
ambiente, de tal forma que la fibra central de la imagen de esta deformacion es la
cinta. Esta correspondencia no surge de forma totalmente inesperada (véase [Fon93],
donde cintas racionales no hiperelipticas canénicamente sumergidas de género aritmético
mayor o igual que 3 aparecen asociadas a deformaciones infinitesimales de recubrimientos
hiperelipticos de curvas racionales normales, y [GP97|, donde alfombras K3 aparecen
asociadas a deformaciones de recubrimientos hiperelipticos de scrolls racionales normales).
Estos ejemplos son, con todo, casos particulares y la aproximacion es en un caso llevada
a cabo por un céalculo explicito (una estrategia que sélo cabe esperar que sea funcional
si la curva reducida Y es tan sencilla como P! y el fibrado de linea asociado al morfismo
desde el recubrimiento doble al espacio proyectivo ambiente se comporta tan bien como el
fibrado de linea canénico). En el caso de las alfombras K3, la estrategia no es un calculo
explicito de las ecuaciones de una deformacion infinitesimal de un recubrimiento doble,
pero el éxito de la prueba se apoya fuertemente en circunstancias muy particulares, como
la existencia de una unica estructura doble con invariantes K3 sobre un scroll racional
normal dado. En ambos casos la estrategias usadas en la demostracion dependen de
circunstancias muy particulares de cada caso. En consecuencia, para estudiar el problema
en su generalidad se hace imprescindible un acercamiento y comprensién diferentes, de
caracter altamente conceptual y general. Esto es lo que se hace en esta tesis, estableciendo
los fundamentos para el proceso por el que una deformacion infinitesimal de primer orden
del morfismo obtenido por composicion de un recubrimiento doble de una curva Y de género
arbitrario (y no simplemente P! donde como se ha dicho un acercamiento computacional
explicito es posible) y la inclusién de Y en el espacio proyectivo ambiente, produce una
cinta Y sobre Y, y como cada cinta Y sobre Y aparece de hecho via tal proceso. Esto
se hace en la Proposicién 3.3.2 y el Teorema 3.3.3 que dicen que cada deformacién
infinitesimal, localmente trivial, de primer orden de un morfismo X > Z, que es finito
sobre su imagen Y, produce una cuerda sobre Y que se aplica en la variedad destino Z
y una deformacién de primer orden de Y en Z de tal forma que la fibra central de la



imagen del morfismo deformacién es igual a la imagen de la cuerda y la imagen total del
morfismo deformacion es la uniéon esquematica de su fibra central y de la deformacién
plana sumergida. Estos resultados dotan de contenido geométrico a la aplicacién, obtenida
por métodos cohomoldgicos, de H°(.A7), el espacio de deformaciones infinitesimales,
localmente triviales, de primer orden de ¢, a Hom(Sy z/ .9 ;, Oy) @ Hom( Sy 2/ I 5, &).
Esta comprensién conceptual del proceso se consigue también en el Teorema 3.3.4 (que
puede ser entendido como un resultado de “alisamiento infinitesimal”para cuerdas) que
dice que si esta aplicacion es sobreyectiva entonces cada cuerda, con fibrado conormal
& = m.Ox /0Oy (donde 7 es el morfismo de X a Y'), sumergida en Z es la fibra central de
la imagen de alguna deformacion infinitesimal, localmente trivial, de primer orden de ¢, y
en el Teorema 3.3.5 que dice que en el caso en que X es una curva todas las cuerdas sobre
la curva Y con fibrado conormal & son obtenidas via este proceso.

La forma en que, en esta tesis, se demuestra el alisamiento de cintas es probando que,
con gran generalidad, en la esencia geométrica de una familia de curvas lisas en el espacio
proyectivo que degenera a una cinta sobre Y subyace la existencia de una deformacién del
morfismo obtenido por composicién de un recubrimiento doble de Y y la inclusién de Y en
el espacio proyectivo, a una familia de inmersiones. Esto es asi puesto que obtenemos la
cinta como fibra central de la imagen de una deformacion de un morfismo 2 : 1 a una familia
de inmersiones. El resultado principal de alisamiento de esta tesis es el Teorema 5.1.3 que
dice:

Teorema 0.0.1. Sean Y una curva proyectiva lisa e irreducible y & un fibrado de linea en
Y. Supongamos que existe un recubrimiento doble liso e irreducible X =Y conm,0x /Oy =
&. Entonces cada cinta 'Y sobre Y con fibrado conormal & y género aritmético p,(Y') > 3
es alisable.

Como ya hemos indicado la condicién de existencia del recubrimiento doble es la
condicién natural que cabe imponer para que la cintas de conormal & sean alisables.
De hecho esta condicion resulta ser poco restrictiva respecto de la condiciéon necesaria
obvia para que una cinta sea alisable: que su género aritmético sea mayor o igual
que_cero. Ademds, puesto que el género aritmético de una cinta ¥ de conormal & es
pa(Y) =d+2g—1,donde d = —deg & y g es el género de Y, la existencia del recubrimiento
doble implica la condiciéon pa(?) > 3, salvo en unos pocos casos cuando g =06 g = 1.
Para tener un primer atisbo del alcance de los resultados de esta tesis indicaremos que
cuanto mayor sea el género g de la curva Y o mayor sea el género aritmético p, de Y mas
cintas de género aritmético p, sobre una curva Y de género g existen. La razon es que las
cintas sobre una curva Y, con fibrado conormal &, estan clasificadas, salvo isomorfismo
sobre Y, por los elementos del espacio Exty (wy, &), salvo la accién de k* (véase [BE95, 1.2]
0 1.1.6). Obsérvese que si p, > 2 entonces el espacio Exty (wy, &) tiene dimensién g —2-+p,.

El alisamiento de las cintas se obtiene en forma de alisamiento sumergido puesto
que el alisamiento aparece como imagen de una deformacién de un morfismo que es la
composicion de un recubrimiento doble de Y con una inmersion de Y en un espacio
proyectivo. Esto se hace en el Teorema 5.1.1 que dice:
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Teorema 0.0.2. SeanY una curva proyectiva lisa e irreducible y Oy (1) un fibrado de linea
muy amplio en Y. Sea & un fibrado de linea en Y. Supongamos que Oy (1) y & @ Oy(1)
son noespeciales. Denotemos por P C P", respectivamente, los espacios proyectivos de
(uno cocientes) de H°(Oy (1)) y H°(Oy(1))® H°(& ® Oy (1)). Supongamos que r > 3. Sea
Y C P la inmersion definida como la composicion de la inmersion Y C P* determinada
por la serie lineal completa H°(Oy (1)) y P¥ C P".

Supongamos que Y C P es una cinta sumergida nodegenerada sobre Y C IP" con fibrado
conormal &. Supongamos que p,(Y) > 3. Supongamos que existe un recubrimiento doble
liso e irreducible X = Y con T.0x /Oy = &. Sea X L Proel morfismo obtenido
componiendo ™ con la inclusion de 'Y en P". Entonces

1. existen una familia lisa e irreducible Z  propia y plana sobre una curva afin lisa
P o L
puntuada Ty un T-morfismo Z — PI. con las siguientes caracteristicas:

a) la fibra general de " es una curva proyectiva lisa e irreducible,

b) la fibra central de 2~ es X,
c) la fibra general del T-morfismo X 2, P%. es una inmersion cerrada,

d) la fibra central del T—morfismo X 2 Pl es o, y

. @ ,
2. la imagen del T-morfismo Z~ — P es un subesquema cerrado integro % C PL. plano
sobre T con las siguientes caracteristicas:

a) la fibra general de % es una curva proyectiva lisa e irreducible nodegenerada con
seccion hiperplana noespecial en P,

b) la fibra central de % es Y C P".

Indiquemos que la condicién pa(f/) > 3 se impone en el Teorema 0.0.2 por motivos
técnicos debidos al uso de la parte fina del moduli de curvas lisas de género pa(f/) en la
demostracion.

La aplicacion del Teorema 0.0.2 para deducir el Teorema 0.0.1, requiere un criterio
para decidir cudndo todas las cintas sobre una curva Y con fibrado conormal &, se
pueden sumergir de forma nodegenerada en un mismo espacio proyectivo P” de forma
que las inmersiones sean extensién de una inmersion Y <— P” fijada. Este criterio es la
Proposicién 4.1.2. Como consecuencia de la Proposicion 4.1.2 vemos, en el Teorema 4.3.1,
cémo sumergir de forma nodegenerada, en un mismo espacio proyectivo P", todas las cintas
con fibrado conormal & de forma que las inmersiones sean extension de una inmersion
Y — P" fijada.

La demostracion del Teorema 0.0.2 consiste en extender una deformacion infinitesimal
del morfismo X % P" a una deformacién sobre una base afin. Para que la imagen
de la deformacion sobre la base afin contenga a Y como fibra central, elegimos la
deformacién infinitesimal de forma que esto ya ocurra en el nivel infinitesimal, es decir
previamente demostramos que la cinta puede ser “infinitesimalmente alisada”. Este punto
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clave infinitesimal es el Teorema 3.3.6, que hemos obtenido en el Capitulo 3, como una de
las consecuencia de la teoria infinitesimal general que alli desarrollamos. El Teorema 3.3.6
dice:

Teorema 0.0.3. Sean Y una curva proyectiva lisa e irreducible en P y & un fibrado de
linea en Y . Supongamos que existe un recubrimiento doble liso e irreducible X =Y con
T.Ox /Oy = &. Sea X £ P el morfismo obtenido componiendo @ con la inclusion de Y
en P". Entonces cada cinta sobre Y, con fibrado conormal &, sumergida en P es la fibra
central de la imagen de alguna deformacion infinitesimal de primer orden de .

Para valorar el alcance de los resultados de esta tesis se especializan a casos particulares
de Y, véase Corolario 5.1.6, Corolario 5.1.8 y Corolario 5.1.9.

I. En el caso g = 0 algunos hechos que se obtienen son

a) todas las cintas racionales de género aritmético h > 3 son infinitesimalmente

producidas por una curva hipereliptica asociada al fibrado conormal de las cintas
Op1(—h — 1),

b) todas las cintas racionales de género aritmético h > 3 se pueden sumergir en P"
con grado 2h sobre una curva racional normal,

c) todas las cintas racionales de género aritmético h > 3 y grado 2h sobre una
curva racional normal en P” son alisables,

d) en consecuencia todas las cintas racionales de género aritmético mayor o igual
que 3 son alisables.

En comparacion, el citado calculo de L. Y. Fong (véase [Fon93|) demuestra que toda
cinta racional no hipereliptica de género aritmético h > 3 es infinitesimalmente
producida por una curva hipereliptica de género h en la inmersién candnica de la
cinta no hipereliptica en P"~1.

1. En el caso g = 1, i.e. para una curva eliptica Y, algunos hechos analogos que se
obtienen son

a) todas las cintas de género aritmético h > 3 son infinitesimalmente producidas
por curvas bielipticas asociadas a los fibrados conormales de las cintas,

b) todas las cintas de género aritmético h > 6 se pueden sumergir en P"~2 con
grado 2h — 2 sobre una curva eliptica normal Y C P"~2 con seccién hiperplana
no isomorfa al dual del fibrado conormal de las cintas, todas las cintas de género
aritmético h = 4 6 5 se pueden sumergir en P" con grado 2h sobre una curva
eliptica normal Y C P" ! y todas las cintas de género aritmético h = 3 se
pueden sumergir en P5 con grado 8 sobre una curva eliptica normal Y C P3,

¢) todas las cintas sumergidas como en el item anterior son alisables,
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d) en consecuencia todas las cintas de género aritmético mayor o igual que 3 sobre
una curva eliptica son alisables.

También si nos preguntamos por una cota, que dependa sélo del género de Y, tal que
toda cinta de género aritmético mayor o igual que esta cota sea alisable, entonces el
Corolario 5.1.6, nos permite obtener esta cota, cuando el género g de Y es mayor o igual
que 2.

1. Si g > 2 entonces todas las cintas sobre Y de género aritmético mayor o igual que
3g — 1 son alisables.

Conviene observar que este tltimo enunciado es simplemente una forma concisa de escribir
un Corolario que muestra de forma parcial la generalidad de nuestro Teorema 5.1.3. El
Teorema 5.1.3 también afirma el alisamiento de cintas en el rango 3 < p,(Y) < 39 — 2,
véase, por ejemplo, el Corolario 5.1.7.

Mencionemos también que la generalidad y la naturaleza conceptual de los resultados
infinitesimales del Capitulo 3 permiten su aplicacién en otras situaciones, por ejemplo,
para el alisamiento de estructuras triples. En particular, Gallego, Purnaprajna y el
autor aplican las técnicas desarrolladas aqui para demostrar el alisamiento de cuerdas de
multiplicidad 3 sobre P'. Estos resultados apareceréan en otro lugar (cf. [GGP]).

Finalmente hemos incluido dos apéndices. En el primero estudiamos si, en las condiciones
del Teorema 0.0.2, el punto que la cinta sumergida determina en su esquema de Hilbert
es liso 0 no. Obtenemos una respuesta casi completa. Afirmativa, suponiendo d > 2¢g — 1.
Negativa si el fibrado conormal verifica &2 = Oy y H°(&) = 0.

En el segundo hacemos cédlculos efectivos para obtener alisamiento infinitesimal en P? para
la cinta general de género 5 sobre una curva eliptica normal en P3.

Hay tres motivos para incluir estos cédlculos:

1. estas inmersiones y alisamientos infinitesimales no se obtienen con las técnicas
conceptuales de la tesis. Bien es cierto que, en el Corolario 5.1.8 (véase 11 més arriba),
hemos probado el alisamiento sumergido de todas las cintas de género 5 sobre una
curva eliptica; pero sumergidas en P° sobre Y C P*.

2. Hacer calculos efectivos construyendo las cintas mediante pegado de cintas escindidas
sobre un recubrimiento afin de Y, aporta familiaridad con los objetos de estudio y es
un buen ejemplo para ilustrar parte de la teoria general desarrollada.

3. La complejidad de los célculos, que solo la muy particular circunstancia de que la
curva eliptica normal en P? es una interseccién completa permite llevar con éxito hasta
el final, muestra definitivamente que éste es el caso limite en el que un acercamiento
no conceptual al problema puede producir algin tipo de respuesta.

Convenios. Trabajamos sobre un cuerpo algebraicamente cerrado fijado k£ de caracteristica
cero. Todos los esquemas considerados son separados y de tipo finito sobre k.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo presentamos la definicién de nuestros objetos de estudio. Cierto tipo de

estructuras multiples que llamaremos cuerdas y algunos resultados bésicos acerca de ella. La
existencia de una tnica cuerda escindida. La sucesion cotangente restringida asociada a una
cuerda. El teorema de clasificacién de cuerdas con fibrado conormal fijado (a consecuencia
del cual se obtiene el hecho de que toda cuerda sobre una variedad afin lisa es escindida).
La caracterizaciéon de las cuerdas sumergidas con soporte en una subvariedad lisa de una
variedad lisa y la descripcion de los morfismos desde una cuerda a un esquema en términos
del morfismo inducido sobre el esquema soporte.
Las definiciones y hechos que reunimos en este capitulo son conocidos, en la referencia
fundamental [BE95, §1] y en [GP97, §1], para cintas: estructuras de multiplicidad dos.
Aqui aparecen demostraciones (que son practicamente traslaciones de las pruebas que
alli aparecen) establecidas para cuerdas, de los resultados conocidos para cintas, con dnimo
de completitud e intencién de facilitar la tarea del lector.

1.1. Definiciones y clasificacion

La siguiente definicién generaliza a esquemas de dimensién arbitraria las definiciones
de [BE95, §1], y [Cha95, §1]. Hemos optado por mantener el término cuerda, en inglés rope,
adoptado, en el caso de dimensién 1, en [Cha95, §1].

Definicién 1.1.1. Sean Y un esquema reducido y conexo y & un haz localmente libre de
rango n — 1 sobre Y.

1. Una n-cuerda sobre Y con fibrado conormal & es un esquema Y con ied =Y tal
que fé? =0y Hyy = & como Oy-mddulos. Cuando & es un fibrado de linea, Y es

denominada una cinta sobre Y .

2. Se dice que una cuerda Y es escindida si el morfismo de inclusion Y — Y admite
una retraccion Y — Y.

13
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Proposicién 1.1.2. Sean Y un esquema reducido y conexo y & un haz localmente libre de
rango finito sobre Y. Ezxiste una unica cuerda escindida sobre Y con fibrado conormal & .

Dem. Sean S(&) el édlgebra simétrica de & y T' = Spec(S(&)) el fibrado afin asociado a &
con proyeccién 7' — Y. Sumergimos Y como la seccion nula en 7T'. El ideal de Y en T es el
Or—-moddulo asociado con el ideal de aumentacién S, (&) del dlgebra S(&). Es claro que el
primer entorno infinitesimal de Y en 7' es una cuerda Y sobre Y con fibrado conormal &
La restriccion a Y de la proyeccion T — Y es una retraccion de Y — Yy, en consecuencia,
Y es una cuerda escindida. N

Para probar la unicidad, consideremos una cuerda Y sobre Y con fibrado conormal &
escindida por la retracciéon ¥ — Y.

De la definicién de cuerda con fibrado conormal & obtenemos una sucesién exacta natural

de haces de grupos abelianos sobre Y

(1.1.2.1) 0—&— 0Oy — Oy —0.

El homomorfismo de dlgebras 0y — 0% asociado a la retraccion Y — Y define (1.1.2.1)
como sucesién escindida de &y—médulos. El hecho de que &2 = 0 implica que la estructura
de algebra de Oy estd determinada por & como sigue: si ¢, € Oy y m,m’ € & son
secciones sobre un abierto U C Y, el producto esta definido en la forma

(e,m)(d,m'") = (e, em’ + 'm).

O

Lema—Definicion 1.1.3. Sean Y un esquema reducido y conexo e Y una cuerda sobre'Y
con fibrado conormal &. La sucesion exacta natural

& Qf/‘y Qy 0

es también exacta en el término de la izquierda.
Denominaremos sucesion cotangente restringida de Y a la sucesion exacta natural

(1.1.3.1) ey 1 0—&—Qply, —Qy —0

y clase extension de 'Y a la clase le5] € Exty (Qy,&).

Dem. El nicleo de la aplicacién natural & — g, es un subhaz coherente del haz
localmente libre & que denotaremos .#. Queremos demostrar que .2 = 0. Podemos
reducir la demostracién al caso en que Y es un esquema integro. En efecto, en el caso
general, consideramos la descomposicién en componentes irreducibles Y =Y, U---UY,. Si
denotamos Y/ =Y —{J,,Y; vy U=Y{/U---UY] entonces U es un abierto denso en Y. Por

~/ _ / 5 . i .
otra parte, el par Y/ = (Y/, ﬁY|Yi,) es un subesquema abierto de Y y, en consecuencia, es

una cuerda sobre Y; con fibrado conormal &|,,. Ademas el nticleo de la aplicacién natural
7
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£|Yi’ - Qf/i/|Y.’

tendremos qué K|y, = 0y, en consecuencia, J |, = 0. Esto es, el submédulo coherente
2 del médulo localmente libre & en el esquema reducido Y se anula en un abierto denso
U C Y. Esto implica que J# = 0.

Para demostrar esta tultima afirmacién podemos suponer que Y es afin, que & es trivial en
Y vy, considerando la interseccién del submdédulo % con cada sumando directo Oy de &,
podemos suponer que £ es un ideal coherente #~ C Oy que se anula en un abierto denso U
del esquema afin reducido Y = Spec C'. Sea ¢ € C una seccién de # sobre Y. El elemento
¢ € C se anula en el abierto denso U, esto implica que el abierto {y € Y |c(y) # 0} es
vacio. Por tanto, el elemento c es nilpotente, y, puesto que C' es reducido se tiene la igualdad
¢ = 0, como se queria probar.

Supongamos ahora que Y es un esquema integro. Como consecuencia inmediata de “The
Infinitesimal Lifting Property” (véase [Har77, II Ex. 8.6]) se deduce que la cuerda Y es
escindida sobre cada abierto afin contenido en el abierto de puntos lisos de Y. Si Y es
una cuerda escindida, es trivial comprobar que la aplicacién Oy = Oy © & — Qy © & es
la derivacién k-lineal universal de €y en un Oy-—moédulo y, en consecuencia, la sucesion
natural

es A |y,. Si hemos probado el enunciado en el caso en que Y es integro,
K3

& Qf/ly Qy 0

es la extensién trivial, y por lo tanto exacta a la izquierda. Por tanto, £ se anula en el
abierto denso formado por los puntos lisos de Y. Razonando como antes esto implica que

H = 0. U

Observacién 1.1.4. El concepto de extensiéon infinitesimal de un esquema X por un haz
coherente ., como un esquema X’ que tiene un haz de ideales . tal que 2 = 0 y
(X", O0x/|F) ~ (X,0x), y tal que & ~ F como Ox—mbdulos, es bien conocido antes
de [BE95]. Aparece, al menos, citado en [Har77, IT Ex. 8.7], donde se propone al lector,
como aplicacién inmediata de “The Infinitesimal Lifting Property”, la demostracion del
hecho de que si X es afin y nosingular, entonces toda extension de X por un haz coherente
F es isomorfa a la extension trivial (o con nuestra denominacién, escindida).

Por otra parte, la demostracién del hecho de que la sucesion (1.1.3.1) es exacta a la izquierda
no aparece en [BE95]. Nosotros hemos optado por incluir aqui un argumento completo.

Definicién 1.1.5. Un morfismo Y — Y’ de cuerdas sobre Y es un morfismo de esquemas
cuya restriccion a Y es la identidad.

Teorema 1.1.6 (Teorema de clasificacién). Sean Y un esquema reducido y conexo
y & un haz localmente libre de rango finito sobre Y. Una cuerda Y sobre Y con fibrado
conormal & estd determinada por la clase extension [eg] € Exty (Qy, &) de su sucesion
cotangente restringida, que es la fila exacta inferior ey en el diagrama couniversal

(1.1.6.1) 0—& Oy Oy 0

} l

0—&—Qpl, —Qy —0.
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Si Y es otra cuerda sobre Y con fibrado conormal & entonces Y e Y’ son isomorfas sobre
Y si, y solo si, sus clases extension |ey] y [es] estdn en la misma orbita por la accion de
los automorfismos de & en Ext'(Qy,&).

Dem. Una cuerda Y con fibrado conormal & define la clase [ey] € Exty(Qy, &) de su
sucesion cotangente restringida, la fila exacta inferior en el diagrama conmutativo (1.1.6.1).

. d S , . . .,
Reciprocamente, sea 0y — {2y la derivacién candnica, y consideremos una extension

e: 0—E&-1-9 -0y —0.

Definimos el dlgebra Oy de la cuerda Y asociada a la clase extensién [e], como el haz de
grupos abelianos que cierra un cuadrado couniversal para los homomorfismos de haces de

grupos abelianos Oy 4, Qyy¥9 2 Qy. Asi, las secciones de Oy sobre una abierto U C Y
son los pares (¢, s) € Oy @& ¥4 tales que dc = ps, con la estructura de k—élgebra definida
por

(1.1.6.2) (¢, 8)(c,s') = (¢ es" +s),

y se tiene un diagrama conmutativo y exacto de haces de grupos abelianos

(1.1.6.3) 0—=& 1> Oy —> Oy —=0

Podemos ahora definir ¥ = (Y, 0y) y comprobar que es un esquema separado y de tipo
finito sobre k. B

Para comprobar que Y es un esquema vemos, en primer lugar, que los anillos ﬁg’y son
locales.

Observemos que todo functor exacto a izquierda transforma un diagrama couniversal en un
diagrama couniversal. En consecuencia, podemos identificar el anillo ﬁf,,y, en el diagrama
couniversal

Oﬁgy—)ﬁfayLﬁy,yHO

.

H
0— &, G, L~ Qy, —0.

y, por tanto, Oy = {(c,s) € Oy, ® 9, |dc = ps}. Se tiene entonces & = 0y, en
consecuencia, puesto que Oy, es reducido, &, es el ideal nilradical de ﬁ?’y. Esto implica
que Oy, es un anillo local cuyo ideal maximal aparece como esquina superior izquierda en
el diagrama couniversal

m——Myy

Lo

p
gy - QYuy
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En efecto, si a es un ideal de ﬁf’,y y suponemos que aly, estd contenido en el ideal
maximal, es obvio entonces que a C m. En caso contrario, a0y, = Oy,,. De esta igualdad
y de la sobreyectividad de p se deduce que existe un elemento @ € a tal que 1 — « estd en
el nicleo de p. Como hemos indicado, el nicleo de p coincide con el nilradical de ﬁf’,y’ por
tanto a es una unidad y a = ﬁf/,y.

En segundo lugar, si U = Spec C' es un abierto afin en Y y S es el C-moddulo asociado a
“|,;, entonces el anillo definido por &5 sobre U aparece como esquina superior izquierda
en el diagrama couniversal

c—-c

|,

S Q.

Comprobamos ahora que el par U= (U, O%|,;) es el esquema affin Spec C.
En efecto, basta tener en cuenta que si ¢ = (¢,s) € C entonces ¢(y) = c(y) para cada

y € U y que la exactitud (a izquierda) del functor de fracciones implica que el anillo C; es
la esquina superior izquierda del diagrama couniversal

a’ggcc ’

|

Sc L QCC

y, por tanto, el anillo que define Oy sobre el abierto 175 = U, coincide con 55.

De (1.1.6.3) se deduce que &% = 0 vy, por tanto, EN/red =Y. Asi, la condicién de separacién
para Y resulta de la condicién de separacién para Y (véase e.g. [Gro60, 5.5.1]).

Ahora comprobamos la condicién de finitud para C'. Esta condicién de finitud se obtiene

de (1.1.6.3).
En efecto, si C' estd generado como k—algebra por cy, . . ., ¢,, el médulo asociado a & sobre U
estd generado como C—mddulo por my, ..., m; y elegimos elementos ¢i, . . ., ¢, en C tales que

pc; = ¢;, entonces C' estd generado como k—algebra por los elementos {Ei,}/ml}i,l. En efecto,
sea ¢ = (c,s) € C. Escribimos ¢ = c(cy, ..., ¢.) € k[c1, ..., ¢], entonces ¢ — c(c1,...,¢) =
J(O- bymy) para ciertos b, € C. Ahora, si escribimos

by ="bci,...,c.) € k[er, ..., ¢l ¢ =(ci,8)€eC®S,
Y ob
- j
s = ; an (Ch ac’/‘)sk
se verifica
bl<cl7 ,E})}(ml) = (bl(cla v 7CT>7 S)(07 ]ml)

= (0, by(c1,...,¢.) 7
(1.1.6.4) (0 bfes, .. er) jm)

- (OJ j(bl(ch JCT) ml))
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y, en consecuencia, se tiene la igualdad

c=c(c,..., ¢ +Zbl Clyen s jmlek[{cl,jml}”]

Ahora, a partir de (1.1.6.3), es inmediato comprobar que Y es una cuerda sobre Y con
fibrado conormal &

Ademids Oy 9, @ es una derivacién k-lineal de Oy a un Oy-modulo. En consecuencia
factoriza de modo tnico, por un homomorfismo de &y—moddulos, a través de la restriccion
de la derivacién k-lineal universal en la forma & — Qg|,, — ¢. Es inmediato comprobar
que se tiene entonces un diagrama conmutativo

0‘>£‘>Q ’Y%Qyﬂo

|

0 (g} g QY 07

y, en consecuencia (g |, — ¢ es un isomorfismo. Esto muestra que Y es una cuerda con
clase extension [e], probando la primera parte del teorema.

Para probar la segunda parte, recordemos cémo un homomorfismo & — &’ induce un
homomorfismo de grupos abelianos Ext!(Qy, &) — Ext'(Qy,&”) que transforma la clase

de una extensiéon 0 — & 5 ¢4 2 Qy — 0 en la clase de la fila exacta inferior del diagrama
universal:

@ L Qy 0

ST

O g/ ! lm(?/f?-é]) & QY 0

&'y
. im(—7®y) ) _
Esta transformacion define una accién de los automorfismos de & en el espacio de clases
de extensiones Ext!'(Qy, &).

., j/ p/
Denotaremos ¥4, = y llamaremos e, a la extensién 0 — &' — ¥4, — Qy — 0.

S 6o ot
Un morfismo Y’ % Y de cuerdas sobre Y es un homomorfismo Oy Z 0%, de haces de
k—algebras que induce la identidad en 0y. Tal homomorfismo induce un diagrama universal

%pQY 0
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la fila exacta inferior es equivalente a la extensién obtenida en un diagrama universal a
. . T . . .
partir de la fila superior por el homomorfismo & — &, e induce un diagrama conmutativo

A
0 &' Oy, Oy 0,

y, en consecuencia, un morfismo Y’ — Y sobre Y. Finalmente, Y’ — Y es un isomorfismo
. , . v . . , . T .
si, y sélo si, 4 — 4’ es un isomorfismo si, y sélo si, & — &’ es un isomorfismo. O

Observacién 1.1.7. Queremos precisar el significado del Teorema 1.1.6 de clasificacién.
Cuando decimos que una cuerda queda determinada de modo tnico por su clase
extension estamos, con precision, considerando el algebra de una cuerda determinada salvo
equivalencia de extensiones de k—dalgebras conmutativas, en el sentido que explicamos a
continuacion.

Consideremos un haz de k—éalgebras conmutativas ¢ en una sucesion exacta de haces de
k—médulos

(1.1.7.1) 0—=&

Supongamos que p sea un homomorfismo de haces de k—algebras conmutativas y que se
verifica _ ~

aj(m) = j(pla)m),
donde m € & y a € 0 son secciones locales cualesquiera. Entonces es claro que 3(6" )2 =0.
Diremos que € es una extensién de Oy por &, (véase [Gro64, Chap.0, 18.2.1, 18.4.1]).
Diremos que dos extensiones son equivalentes si existe un isomorfismo de haces de k-
algebras conmutativas &' — € que hace conmutativo el diagrama

= =~

0— & 1> ¢ 2> 0y 0
| b
0 & 17 Oy 0.

En general un morfismo de extensiones viene definido por un diagrama conmutativo

0—=& 1= L= 0y 0
TR
0 &0 0y —0,

donde & 5 & es un homomorfismo de Oy-mbdulos y 0" — € es un homomorfismo de
haces de k—algebras conmutativas.
El conjunto Exalcomy(Oy, &) de clases de equivalencia de extensiones es, de forma natural,
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un grupo abeliano, [Gro64, Chap.0, 18.3.4, 18.4.1].

En este sentido, consideramos que el haz de k—algebras conmutativas de estructura de
una cuerda Y sobre Y con fibrado conormal & estd determinado, salvo equivalencia de
extensiones de k—algebras conmutativas.

Es claro que la demostracion del Teorema 1.1.6 establece un isomorfismo entre el subgrupo
de Exalcomy(Oy, &) formado por las clases con representantes & tales que (Y, &) es un
esquema (y por tanto una cuerda sobre Y con fibrado conormal &) y Exty (Qy, &). Veamos
esto. En primer lugar, este subconjunto de Exalcomy(0y, &) es un subgrupo puesto que
(véase el Lema 3.3.1): la suma de extensiones correspondientes a los esquemas Viy Ys
es el haz de estructura del esquema }71 LyJ }72 El opuesto de una clase que corresponde a

una cuerda es una cuerda isomorfa, pero no equivalente, obtenida de la extension opuesta

—J -, .. . g
0— & = Qpl|, — Qy — 0. La extension trivial define la cuerda escindida.
En segundo lugar, equivalencia de extensiones de k—algebras corresponde a equivalencia de
extensiones de Oy—mddulos. En efecto, en un diagrama conmutativo

J

0 2= Oy 0

Ja

(1.1.7.2) 0—=&
0—= &2 i 2o Qy —>0.

el cuadrado derecho es couniversal y se tiene un tnico diagrama conmutativo y exacto de
haces de k—modulos

(1.1.7.3) 0—=¢&— T’ P Oy —>0
|
0 & Oy Oy 0,

donde 0y = {(c,s) € Oy & ¥ |dc = ps}, como en (1.1.6.3). La aplicacién & — Oy es un
homomorfismo de haces de anillos, de forma que el diagrama (1.1.7.3) muestra que ambas
extensiones son equivalentes.

De forma més general si una extensiéon del tipo (1.1.7.1) aparece en un diagrama
conmutativo y exacto de haces de k—moddulos

-/ =

(1.1.7.4) 0—& =0 —= Oy —0
|,
0 @@ g/ QY 07

donde la fila exacta inferior representa la misma clase en Exts (Qy, &) que la fila exacta
inferior de (1.1.7.2), es decir existe un diagrama conmutativo

(1.1.7.5) 0—&L>g Ty —0
[
0 & ¢ Qy 0,
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entonces (1.1.7.2) y (1.1.7.4) son couniversales y, por tanto, existe un tnico diagrama
conmutativo de k-mddulos

-/ =~

(1.1.7.6) 0—=& =0 > Oy —=0
T
0 & 0 Oy 0.

Ahora bien, el homomorfismo de haces de k-mdédulos ¢’ 5 & es un isomorfismo y es un
homomorfismo de dlgebras. Reciprocamente a partir de una equivalencia como (1.1.7.6), del
hecho que 0" — ¥’ es la derivacion k-lineal universal de &’ en un Oy—mddulo, obtenemos
un diagrama como (1.1.7.5). O

Corolario 1.1.8. Si Y es una variedad afin lisa sobre k, entonces cada cuerda sobre Y es
escindida.

Dem. En este caso €2y es un Oy—modulo proyectivo, en consecuencia Eth(Qy, &)=0.0

1.2. Caracterizacion de cuerdas sumergidas

El siguiente resultado caracteriza cuerdas sumergidas en una variedad lisa en términos
de subfibrados del fibrado normal de la subvariedad reducida soporte.

Proposicién 1.2.1. Definir una cuerda sumergida }7, con fibrado conormal &, sobre una
subvariedad cerrada, lisa e irreducible Y de una variedad lisa e irreducible Z equivale a dar
un subfibrado de Ny 7z con fibrado dual isomorfo a &. El ideal de'Y en Z es el nicleo del
homomorfismo compuesto sobreyectivo Sy, z —» fxz/ﬂ%z — &.

Dem. Si & C Ay z es un subfibrado con J£™* ~ & entonces se tiene un epimorfismo
Hyz/ ﬂ)?,z — &. Sea _Z el nucleo del homomorfismo compuesto sobreyectivo %y z; —»

Hvz]/Iv, — &. Elideal ¢ define un subesquema cerrado Y C Z. De las sucesiones
exactas

0 S 54 & 0

0—I/J —=0z/ F —0z/5 —0

| |
0 & Oy Oy 0

se deduce que el ideal que define a Y como subesquema cerrado de Y es &. Puesto que
&* = (F) #)* = 0, por construccién de #, vemos que Y es una cuerda sobre Y con
fibrado conormal & sumergida en Z.

Reciprocamente, sea Y una cuerda sobre Y con fibrado conormal & sumergida en Z. Por
definicién de cuerda f;? = (Fvz/ Iy ,)? = 0. Ast A2, C S5, y, en consecuencia,
Pyvz/ f,%  se aplica de forma sobreyectiva en %y /% , = F, 5 que, por definicion, es el
haz localmente libre &. 7 7 0]



22 Capitulo 1 Preliminares

1.3. Morfismos de una cuerda a un esquema

Los morfismos de una Cuerda Y a un esquema Z pueden ser descritos en termlnos

del morfismo inducido Y - Z. Fijado un morfismo Y - Z denotaremos i*Qy D Qy el
homomorfismo inducido en los haces de diferenciales y también denotaremos

Extl(Qy, &) 25 Extl(i*Qy, &)
el homomorfismo inducido en los grupos de clases de extensiones.

Proposicién 1.3.1. Sean Y un esquema reducido y conexo y & un haz localmente libre

de rango finito en Y. Sea Y una cuerda sobre Y con ﬁbmda conormal &. Sea Y - Z

un morfismo de Y a un esquema Z. Los morfismos Y 5 Z extension del morfismo dado

Y — Z estdn en correspondencia biyectiva con las escisiones de la extension cuya clase es
. o Di . . .

la imagen de [eg] por la aplicacion Exty (Qy, &) — Exty (i*Qz, &), i.e., de las escisiones

de la sucesion exacta superior en el diagrama couniversal

0 P i*Qy —=0
H Lo e

0—>&-2-0

4>Qy4>0

vly

. ’ . -z . w
0, de forma equivalente, estdn en biyeccion los homomorfismos 1*Qz — Qgl, que hacen
conmutativo el diagrama

(1.3.1.1) i*Qy

P

0—>£—>QY|Y*>Q}/*>O

En particular un morfismo extension existe si, y solo si, Di([ey]) = 0.

~ - ]j
.« 1 T . s’
Dem. Un morfismo extensién Y — Z es un homomorfismo &7 — 1,05 de k-élgebras que
hace conmutativo el diagrama

ot .
ﬁz Hl*ﬁy

N

1Oy .
Puesto que i, es exacto a izquierda y &5 estd definido por el diagrama couniversal
ﬁf, - ﬁy

d

Q}N/|Y 4p) QY7
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también
N —
ind
Z*Q?|Y — Z*Qy

es un diagrama couniversal. En consecuencia, los homomorfismos de k—édlgebras buscados
~ﬁ d/
1 . . . . . .

O, — 1,0%, corresponden biyectivamente con las derivaciones de haces 07 — 'L*Q?|Y

. . ., KA . T . . .
que extienden a la derivacién 0; — 1,0y — i, )y. Estas derivaciones corresponden

b
. . , w .
de modo biyectivo con homomorfismos de haces de médulos 2, — 4,0|,, que hacen
conmutativo el diagrama

Por el isomorfismo de adjuncién, estos homomorfismos w’

. w
homomorfismos *Q2; — Q¢

estdn en biyeccién con los

|y que hacen conmutativo el diagrama

1"y
2 o

O

En la siguiente observacién escribimos la férmula local (1.3.2.4) (que no aparece de forma

]
explicita en la referencia [BE95]) de un homomorfismo extensién &; —— .05, que

serd usada en la demostracion de algunos resultados de los siguientes capitulos.

Observacién 1.3.2. Sean Y un esquema reducido y conexo y Z un esquema. Sea & un
haz localmente libre de rangon — 1 en Y. B
Las secciones, sobre un abierto U C Y, del dlgebra de la n—cuerda Y con clase extension

[e], donde e es la sucesién exacta 0 — & 5 4 5 Qy — 0, son
(1.3.2.1) Oy ={(c,s) € Oy &9 |dc = ps},

con estructura de k—élgebra definida por (¢, s)(c,s’) = (¢, cs +'s).
Sea Y -5 Z un morfismo. El morfismo extensién ¥ -5 Z asociado a un diagrama

conmutativo

(1.3.2.2) i*Qy

e

0 g g QY 07
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it
esta definido por el inico homomorfismo de dlgebras &, — i Oy que hace conmutativo el
diagrama

(1.3.2.3) 2 p
N
s

i.Oy —i,0y

Jia

w . i*P .
Qzﬁl*g‘ > Z*QY7

donde w” corresponde a w por el isomorfismo de adjuncién.
Si W C Zy U CY son abiertos afines con U C iYW y a es una seccién de &7 sobre W
entonces, segin (1.3.2.3), la aplicacién i se escribe en la forma

(1.3.2.4) o = (i*a, w(da®1)).

Observacién 1.3.3. El objetivo de esta observacién es comparar el punto de vista
adoptado en [BE95] respecto del problema de extensién de morfismos Y — Z a cintas
Y sobre Y, que resuelve el problema para un esquema arbitrario Z, con el tratamiento que
A. Grothendieck, en [G171, III, 5], adopta en el problema de prolongamiento infinitesimal
global de morfismos, en el caso en que Z es liso. Estos comentarios se incluyen a modo de
ilustraciéon, y no seran usados mas adelante.

Conservando nuestras notaciones, el resultado obtenido en [GT71, III, 5] es como sigue.
Fijemos esquemas Z e Y (en general sobre un esquema base S, que en nuestro caso es el
espectro del cuerpo base k). Sean Y un subesquema cerrado de Y definido por un ideal

# de cuadrado nulo e 7 un S-morfismo Y’ % Z. Sea 2 el haz de conjuntos sobre Y
cuyas secciones sobre un abierto U son los S—morfismos U — Z extensién de i|;;, donde
U =UNY. Entonces & es un haz formalmente principal homogéneo bajo el haz en grupos
conmutativos

6= %Omﬁy(i*Qz/S, f)

Es decir, para todo y € Y el conjunto &, es vacio o un espacio principal homogéneo bajo
el grupo ordinario &,. De forma equivalente, para cada abierto U el conjunto Z(U) es
vacio o un espacio principal homogéneo bajo el grupo ordinario &(U). Esto es, & actia
sobre & (digamos a la derecha) de forma que si Z(U) es no vacio, para cada elemento
7€ P(U) la aplicacién &(U) — 2(U) inducida por i sea biyectiva. Si todos los 2, son
no vacios, se dice que & es un haz principal homogéneo bajo &, o torsor bajo &.

El conjunto de clases, salvo isomorfismo, de haces principales homogéneos bajo & se
identifica con el conjunto (grupo de cohomologia, puesto que & es un haz de grupos
conmutativos) de cohomologia H!(Y,®). En consecuencia, todo & principal homogéneo
determina una clase de cohomologia ¢(Z?) € H'(Y,®), cuya trivialidad es necesaria y
suficiente para que & sea trivial (i.e. isomorfo a &, sobre el que & opera por traslaciones
a derecha) o, de forma equivalente, para que & tenga una seccién global, es decir, para

i . ., > i
que Y — Z admita una extensién a un S—morfismo ¥ — Z.
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Si Z es liso sobre S (al menos en los puntos de i(Y')) entonces & es un torsor bajo ®.
En este caso, la clase de cohomologia ¢(2?) € H' (Y, ®) se anula, si, y sélo si, el conjunto
P (Y) de extensiones del morfismo i a S—morfismos Y — Z es no vacfo y, si este conjunto
es no vacio, es un espacio homogéneo bajo el grupo H°(Y, ®).

Comparemos con el punto de vista adoptado en [BE95]. Recordemos que en la inclusién
HY (A omg, (i*Qyz, &) C Ext!(i*Qz, &), obtenida de la sucesién espectral de Ext’s locales y
globales, el subespacio H' (s omg, (i*Qz, &)) clasifica clases de extensiones de i*Q; por &
localmente escindidas (triviales). En el resultado de [GT71, III, 5] la existencia de la clase
de cohomologia en H'(s#ome, (i*Qz,&)) cuya anulacién equivale a la existencia de un
morfismo extension global, estd asegurada bajo la hipdtesis de ser Z liso. En este caso, 1*€)»
es localmente libre y, en consecuencia, la inclusion H'(2Zomg, (i*Qz, &)) C Ext' (i*Qyz, &)
es un isomorfismo, lo que muestra la equivalencia de ambos acercamientos al problema.
Podemos considerar el punto de vista adoptado en [BE95] mdas adecuado en el sentido
de que determina una clase de cohomologia, cuya trivialidad equivale a la existencia de
una extension, sin la hipdtesis de la lisitud del espacio de llegada. Si bien el resultado se
muestra eficaz si esta clase es calculable. Circunstancia que suele requerir la trivialidad
local, es decir, suponer que la clase es un elemento de H'(Y, ®).



Capitulo 2

Espacios que parametrizan
extensiones infinitesimales de
morfismos

Como hemos mencionado en la introduccién, nuestro objetivo es construir alisamientos

para cintas sobre una curva sumergidas en cierto espacio proyectivo. Previamente habremos
obtenido un resultado de inmersién en el mismo espacio proyectivo de todas las cintas
con un fibrado conormal fijado. Este resultado requiere considerar las extensiones de la
inclusién de la curva base Y en el espacio proyectivo ambiente P a cualquier cinta con
fibrado conormal fijado &, i.e., clasificar los pares formados por una cinta y un morfismo
extensién. En la identificacién del espacio Hom (A5, &) como el espacio que parametriza
estos pares residen la novedad y la importancia del resultado de la primera seccién este
capitulo.
La segunda seccién estd dedicada a describir un espacio clasificador D(X, ) para las
deformaciones infinitesimales, localmente triviales, de un morfismo X > Z. Este espacio
es bien conocido en el contexto de la variedades diferenciables complejas (véase [Hor74,
4.2]). La novedad reside en que, siguiendo nuestra estrategia, el acercamiento al problema
no es local (pegando deformaciones triviales para obtener la deformacién global si la clase
cohomoldgica de obstruccion se anula). El acercamiento al problema es global, considerando
una deformacion infinitesimal como una cinta con fibrado conormal trivial y argumentando
como en la primera seccién del capitulo. Estrategia que resulta especialmente importante
puesto que, en primer lugar, permite enunciar el resultado en el contexto algebraico general
de un morfismo X % Z donde X es un esquema reducido vy conexo y Z es un esquema,
y, en segundo lugar y més importante para nuestro trabajo, conecta con el resultado de la
primera seccion para ser aplicados en la teoria infinitesimal del capitulo tercero.

27
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2.1. Extensiones de una inmersion cerrada a cuerdas

Sea Y una subvariedad cerrada lisa e irreducible de una variedad lisa e irreducible
1 . s . s .,
Z. Denotemos Y — Z la inmersién cerrada. En esta situacion, la sucesién cotangente
restringida de Y en Z es exacta a la izquierda

(2.1.0.1) 0— My —i*Qy 25 Qy —0.
Aplicando el functor Homy (—, &) a la sucesién (2.1.0.1) obtenemos una sucesién exacta
(2.1.0.2) Hom(i*Qz, &) — Hom( My, &) 2 Ext!(Qy, &) 2 Ext!(i*Qz, &).

Consideremos una cuerda Y sobre Y con fibrado conormal & y su clase extension

[637] S EXt;(Qy, 5)

Segtn la Proposicion 1.3.1 un morfismo Y 5 7 extension de Y -5 Z existe si, y sélo si,

Di([es]) = 0.
En consecuencia, de la exactitud de la sucesion (2.1.0.2) se deduce que un morfismo Y427z

extension de Y -5 7 existe si, y sélo si, [eyr] admite un levantamiento por § a un elemento
7 € Hom( Ay 4, &).

El siguiente resultado nos dice que las extensiones de ¢ a Y estan en correspondencia
biyectiva con los levantamientos de [ey].

Proposicién 2.1.1. Sea Y una subvariedad cerrada lisa e irreducible de una variedad lisa

e irreducible Z. Sea Y <> Z la inmersién cerrada. Sea & un haz localmente libre de rango
n—1 sobre Y.

1. Eziste una biyeccion entre pares (}7,;), donde Y es una n—cuerda sobre Y con fibrado

conormal & ¢ Y - Z es un morfismo extensién de Y < Z y elementos T €
Hom(Ay,, &). Ademds, si T e (Y,4) estdn en correspondencia entonces 01 = [eg].
Dos pares son isomorfos sobre Y si, y solo si, los elementos correspondientes estan
en la misma orbita por la accion de los automorfismos de & en Hom( Ay 5, &).

2. El subesquema imagen del morfismo i inducido por T tiene ideal en Z igual al
. ., T ~
nicleo del homomorfismo composicion Sy, — NS, — &. Por otra parte, i es
una inmersion cerrada si, y solo si, T es sobreyectivo.
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., J P . w
Dem. Sean e una extension 0 — & -9 — Qy — 0 e i*QQz — ¢ un homomorfismo en un
diagrama conmutativo

(2.1.1.1) "y

e

0 & & Qy

Definimos una relacién de equivalencia como sigue: (e1,w;) ~ (e2,ws) si, y sélo si, existe
un diagrama conmutativo

iy
Sry b
0—&— %/pl Oy ——0
I

! H

@4, 25 Oy 0.

0

A partir de la Proposiciéon 1.3.1 obtenemos una biyeccion entre pares extensiéon (17,;) y
clases de equivalencia [(e,w)]. Ademds, dos pares son isomorfos si, y sélo si, las clases
correspondientes estdan en la misma érbita por la accién de los automorfismos de & en
Eth (Qy7 Cg))

En efecto, si &’ es un haz localmente libre sobre Y y (¢/,w’) es un par formado por una
extensién y un homomorfismo en un diagrama conmutativo

1*Qy

Di
J' P’

0 (g)/ g/ QY 07
definimos un morfismo (e,w) — (¢’,w’) por los datos en el siguiente diagrama conmutativo
(2.1.1.2) w//i*Q;
P \LD’L

0 (g’.gpQY 0
g /T

0— & L>q L=Qy 0.

Denotemos (Y”,7') una extensién de i a una cuerda con fibrado conormal &”. Entonces a un
morfismo (e,w) — (€’,w’) le corresponde un morfismo de pares extension (Y, i) — (YV,i) y

reciprocamente, a un morfismo (Y’,7) — (Y1) le corresponde un diagrama como (2.1.1.2)

con ¥ = Qp

Y — Y equivale, segtin la Proposicién 1.3.1, a un homomorfismo )
hace conmutativo el diagrama

(0% ., . ./
ly v 9" = Qg En efecto, un morfismo Y' — Y extensién de la inclusion

Daly

ly — Qply que

Dafy Q?|Y
o
4>QY4>0

0—=& —Qply
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R PR . =, i . , .
Ahora el morfismo composicién Y/ — Y — Z es igual a Y — Z si, y s6lo si, la
g vl ]
« ey ’ K3 . Tx QX . . K3 .
composicién de homomorfismos de algebras 0, — 1,05 —— 1,05, es igual a 07 — 1,0y, .

La ultima igualdad de homomorfismos de dlgebras equivale a la igualdad del homomorfismo

. e, . D;ly DO(Iy . DZ/|Y
composicién i*Qz — Qg|,, — Q[ y el homomorfismo i*Q; —

conmutatividad del diagrama

7|y es decir a la

"y
Dily )
# D?’|{ J/Dz
0— & —Q5ly Qy —0

qowl/ |

0—=& —=Qy

—— )y ——0,

v

13 . . , Daly
donde & = &” es el homomorfismo inducido en los nicleos por €2y |,, —
Daly
—

|Y 17’|Y‘

, >, a0 . .. . .. 13
Ademsds, Y’ — Y es un isomorfismo sii Q¢ es un isomorfismo sii & — & es
un isomorfismo.

Para probar la primera parte de 2.1.1 establecemos una biyeccién, compatible con la accién

de los automorfismos de &, entre homomorfismos A7*, — & y clases [(e,w)], como sigue:

‘Y ?”Y

T 14
Sea .44*, = & un homomorfismo, recordemos que la clase extensién d7 € Ext'(Qy, &)
estd representada por la fila exacta inferior en el diagrama universal:

-/

(2.1.1.3) 0— My —L=i*Q, 20y —>0
(R SRS S—)
Denotemos
& @i
(2.1.1.4) (i), = 29102
im(—7 ® j’)

y e, la extension 0 — & EX (i*Qz), 2 Qy — 0. De esta forma a cada homomorfismo
« T . . . .
vz — & le asignamos el par (e,,w;) definido por el diagrama conmutativo:

(2.1.1.5) i*Qy

i

O*><5"L> (i*Qz)- Ly ——0.

En sentido opuesto, fijemos un par (e, w) definido por un diagrama como (2.1.1.1), entonces
existe un 1inico homomorfismo 7% que hace conmutativo el diagrama

(2.1.1.6) 0— My Lo i, 20y —>0

e

0 & o N—)
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De este modo a cada par (e,w) le asignamos un homomorfismo .45*, .

Es sencillo comprobar que si (e1,w;) ~ (€2, ws) entonces 7% = 7¢2. También es inmediato,
segin (2.1.1.3), que 7 = 7). Finalmente comprobamos que (e,w) es equivalente a
(e, wsw) observando que la propiedad universal del objeto (i*Qz),. implica que el
diagrama (2.1.1.6), factoriza de modo tnico en un diagrama conmutativo y exacto

(2.1.1.7) 0—> Mz —>i*Qz —> Qy —>0

Esto establece la biyeccion entre homomorfismos A5, — & y clases [(e,w)]. Es inmediato
comprobar que esta biyeccion es compatible con la accion de los automorfismos & en ambos
conjuntos. En consecuencia la primera parte de 2.1.1 esta demostrada. B

Demostremos ahora la segunda parte. Fijemos 7 € Hom(Ay;, &) v sea (Y,7) el par
extension definido por (e;,w.) como en la primera parte. Denotemos por ¢ el nicleo

del homomorfismo de algebras @ - iUy asociado al morfismo Y 4 Z. Segtin (1.3.2.1)
y (1.3.2.4), con las notaciones de (2.1.1.3) y (2.1.1.4), localmente podemos escribir

(2.1.1.8) Oy ={(c,[(r,t)]) € Oy @ (i"Qz), | dc = Di(t)},
y
(2.1.1.9) P*a = (ifa, w,(da ® 1)) = (ifa, [(0,da ® 1)),

donde a € 0 es una seccién sobre un abierto W C Z. De la férmula (2.1.1.9) se deduce
que S, C 7 C Iy,

Por otra parte, si denotamos la composicién Hy ; —» JI@* Z L & también por Hy z L&
entonces el diagrama

(2.1.1.10) vz —= 0y

o e

&—— 0y

es conmutativo. En efecto, sea a € .#yz una secciéon local. La imagen de a por la
composicién Fy ; — & — Oy es el par (0,[(7(a),0)]) € Oy, donde a € I/92% y O
estd descrito por (2.1.1.8). Segun la definicién (2.1.1.4) de (i*Qz), y con las notaciones
de (2.1.1.3), se verifica la igualdad [(7(a),0)] = [(0,7'(a))]. Ahora bien a € #y z, por tanto
i*fa =0y j'(a) = da®1. Ahora (2.1.1.9) muestra que el diagrama (2.1.1.10) es conmutativo.
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En consecuencia obtenemos un diagrama conmutativo

Finalmente, el Lema de la Serpiente muestra que it es sobreyectivo sii 7 es sobreyectivo. [

2.2. Deformaciones infinitesimales de un morfismo

[ .
Sea X — Z un morfismo, donde X es un esquema reducido y conexo y Z es un esquema.
Denotemos A = Speck[e]/€?. Estamos interesados en las deformaciones infinitesimales,

localmente triviales, de primer orden del par (X, ), i.e. A—morfismos X2 ZxA cuya
fibra central

X x» Speckld]/ekld P53 Z x A x4 Spec k[e]/ek]e]

es igual a X % Z, donde X es una deformacién infinitesimal, localmente trivial, de primer
orden de X.

Un espacio clasificador aparece descrito en [Hor74]. Sea ¥ = (V') una cubierta abierta afin
de X. Como de costumbre, denotamos €°(¥,—) y 21 (¥, —), respectivamente, el grupo
de O—cocadenas y 1—cociclos respecto de la cubierta ¥ y ¢ la aplicacion coborde.

Sea ¢*()y %0 x el homomorfismo inducido por X % Z. Pongamos

(2.2.0.11)

DX, ) - 10:0) € E°F Homo, (9705, 0x)) x 2 (Y, Homoy (x, 0x)) | 5g = pDe}

{(hDy,0h) | h € €YV, ome,(Qx,0x))}

Lema 2.2.1. [Hor74, 4.2] Sea X 2 Z un morfismo, donde X es un esquema reducido y
conexo y Z es un esquema. Sea D(X, ¢) definido por (2.2.0.11). Entonces

1. D(X,p) no depende de la cubierta afin.

2. Se tienen dos sucesiones exactas
Hom(Qy, Ox) <& Hom(p*Qy, Ox) — D(X, @) — H (AHom(Qx, Ox)) & HY(AHom(¢*Qyz, O)),
0 — H' (A om(Qx/z, Ox)) — D(X, p) — H(AN,) — H*(Hom(Qx)z, Ox)),
donde A, denota el conicleo de 5€om(Sdx, Ox) 9, Hom(p*Qy, Ox).

En particular, si la aplicacion 7om(Qx, Ox) e, Hom(p*Qy, Ox) es inyectiva entonces
existe un isomorfismo natural D(X, p) ~ HO(A},).
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Observacion 2.2.2. El contenido del Lema 2.2.1 es un hecho de caracter estrictamente
cohomolégico acerca de haces sobre X. La demostracién dada en [Hor74, 4.2], en el contexto
de variedades diferenciables complejas, es atn valida en el caso de un homomorfismo de

haces casicoherentes &/ — 2 con ntcleo y contcleo, respectivamente, £ y .4, sobre un
esquema noetheriano separado X. Sea 7" una cubierta abierta de X. Ponemos

o g, p) €GNV, B)x XNV, )| dg=Fp}
DX, B ) = ((Fh.oh) | h € 207, )}
y
(2.2.2.1) D(X,F) =lim D(X, F; /),

v

donde el limite directo se toma bajo refinamiento de cubiertas. Entonces para cada cubierta
abierta afin ¥ la aplicacién natural D(X, F;¥) — D(X, F) es un isomorfismo. El punto
clave es que toda cubierta abierta afin ¥ es aciclica para haces casicoherentes. Dos
sucesiones exactas, como en el Lema 2.2.1, se obtienen entonces

H%(o/) — H*(B) — D(X,F) — H' (&) — H (%),
0—=H(H)— DX, F)— H'(AN) — H*(X).

O

En la préxima Proposiciéon 2.2.5 probamos que el espacio D(X, ) clasifica las
deformaciones infinitesimales, localmente triviales, de primer orden de ¢, considerando
una deformacién infinitesimal de X como una cinta con fibrado conormal trivial. Este
punto de vista en la prueba proporciona la férmula (2.2.5.4) que usaremos mds adelante.
Necesitamos las siguientes observaciones

Observacién 2.2.3. Sean X un esquema noetheriano separado y
0—-F —>F"—>F -0

una extensién de haces coherentes sobre X. Si la extension es localmente escindida, i.e.
existe una cubierta abierta ¥ de X tal que la restriccién a cada abierto de ¥ es una
extensién escindida, entonces la restriccién de la extension a todo abierto afin es escindida.
En efecto, recordemos que la sucesion espectral de Ext’s local y global proporciona una
sucesion exacta

0— H{(Aom(F', F)) — Ext'(F', F) — H)(Ext\(F', F)) —

- H2(Hom( T, F)) —= Ext}(F!, F)

Una extensién es localmente escindida sii su clase estd en el subespacio

HY(Home, (F',.F)) C Exty(F', F).
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Supongamos que la extensiéon 0 — % — %" — %' — 0 es localmente escindida en la
cubierta ¥". Sea U C X un abierto afin. La extensién 0 — #|, — F#"|, — Z'|, — 0
es localmente escindida en la cubierta abierta ¥ N U de U. Ahora bien, la condicién
afin de U implica que H'(om(F'|,;, #|,;)) = 0. En consecuencia, la extension
0— Z|, — F"|; — F'|; — 0 es escindida. O

Observacién 2.2.4. Sean M un kle] -médulo y M = M /eM. Esta bien definida la
aplicaciéon M S M y se verifica que M es plano sobre k[e] sii la aplicacién M - M
es inyectiva. 0

Proposicién 2.2.5. Sea X 5 Z un morfismo, donde X es un esquema reducido
y conexo y Z es un esquema. Consideremos D(X,p) definido por (2.2.0.11). Euxiste
una correspondencia biyectiva entre pares (X, p) salvo A—isomorfismo, donde X es una

deformacion infinitesimal, localmente trivial, de primer orden de X y X2 ZxA esun
A-morfismo con fibra central X 5 Z, y clases en D(X, ).

Dem. Sea ji una deformacién infinitesimal de primer orden sobre X. En particular, por
definicién, X es un esquema plano sobre A. Por tanto, tensorizando con O’y la sucesion
exacta de A-maddulos

0 —>k ——> k] —k—0,

se obtiene una sucesién exacta de &'g—modulos:

0 ﬁx < ﬁf( ﬁx O.

Esta sucesién muestra que X es una cinta sobre X con fibrado conormal 0.
Reciprocamente, sea X una cinta sobre X con fibrado conormal &x. El isomorfismo
Ox = 9 5 induce una sucesiéon exacta

0 ﬁX ﬁ)} ﬁx O

La imagen de la seccién global 1 € Ox por la aplicacion Oy — O, define una estructura

de A-esquema en X. Por tanto, teniendo en cuenta la Observacwn 2.2.4, una cinta X
sobre X con fibrado conormal Oy es un A—esquema plano con fibra central X, i.e. una
deformacién infinitesimal de primer orden de X.

Los A morfismos X 5 Z x A estan en biyeccién con los k—morfismos X 5 7 la
biyeccién (obtenida de la propiedad universal del producto fibrado Z x A) es como sigue:

a ¢ corresponde ¢ = 6p, donde Z x A L Zoesla proyeccion sobre el primer factor.
Conviene expresar localmente la correspondencia ¢ < @. El homomorfismo de dlgebras

0% . ., 6 . ., .
O; — Oz ® Oze¢, asociado a la proyeccién Z x A — Z, es la obvia inclusién como primer
factor. Asi,

(a+de)

(2.2.5.1) P (@) + ()
¢

(a) + & (a')e, donde a+d'ee€ Oy @ Oye.
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Sean X X X y Z 2, 7 x A las inclusiones de X y Z, respectivamente, como fibras
centrales de X y Z x A. Sea () el morfismo obtenido como fibra central de @, i.e., el
unico morfismo que hace conmutativo el diagrama

(2.2.5.2) T2 ZxA

iX)T( @0 ZTZ

De la identidad iy = idz y de (2.2.5.2) obtenemos la igualdad @iy = (p)o. Por tanto
vemos que el A—morfismo ¢ es una extension de ¢, i.e. se tiene un diagrama conmutativo

)N(iZ x A
iXT Tiz

X$Zy

sii el k~morfismo @ es una extension de ¢, i.e. se tiene un diagrama conmutativo

X

ix| w\é

X—2Z

Ahora, argumentando como en el inicio de la demostracion de la Proposicion 2.1.1,
establecemos una biyeccién entre pares (X, @) salvo A-isomorfismo y clases de pares [(e,w)]
definidas por equivalencia de diagramas

(2.2.5.3) @ Qg

A g

0—> 0Oy 1>u Qx 0.

En efecto, a (X, ) le asignamos el par (e,w) asociado a (X, ). Dos pares extension
(X1,31) v (Xa, Bs) son A-isomorfos sii los pares (X1, 31) y (Xa, $») son k—isomorfos y el
isomorfismo inducido ¥ — % restringe a la identidad en Oy, i.e., sii los pares (e;,wq) y
(e2,ws) son equivalentes. Esto establece la biyeccién.

Observemos, para futura referencia, que segin (2.2.5.1) y (1.3.2.4) el A-morfismo ¢
asociado a (e,w) se expresa localmente por

5
Oz ® Oze = ¢.0%

(2.2.5.4)
a+de— (e, w(da® 1) + jptd),

donde
Oz ={(b,s) € Ox ®¥9 |ps = db}.

Ahora, para demostrar la Proposicién 2.2.5, establecemos una biyeccién entre el conjunto
de clases [(e,w)], donde la extension e es localmente escindida, y D (X, ¢).
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Las clases de extensiones localmente escindidas estan clasificadas por el subespacio
HY(omg, (Qx,0x)) C Ext'(Qx,Ox). Recordemos que la aplicacién de inclusién,
obtenida de la sucesién espectral de Ext’s local y global, es como sigue: a una clase [p],
con p € LNV, H#ome,(Qx,Ox)), le corresponde la clase de la extensién e definida por
los diagramas de pegado

(2.2.5.5) 0—= Oy —> Oyrr ® Qi —> Quyr —> 0

H yvv H

0 > ﬁvmv’ > ﬁvmv’ % vav’ > Qvnv’ > 07

donde

. idg Pvv’
(2.2.5.6) Oyy! = { 0 idg} .

Establecemos la biyeccién. Comencemos con una clase [(e,w)], donde e es localmente
escindida. Segun la Observacién 2.2.3, la extensién e es escindida sobre cada abierto
afin. Fijemos una cubierta afin ¥ = (V) de X de forma que e sea escindida en cada
conjunto abierto de ¥, y fijemos una familia de retracciones locales r = (1 )ycy para j,
i.e. ryj =idg, para cada V € ¥. Entonces (r,, —ry,)j = 0 para V, V' € ¥y, por tanto,
existe un tnico p € XYYV, Home, (Qx, Ox)) tal que or = pp. Ademds, la cocadena r w
verifica que 6(rw) = pDg. Cambiando el par (e,w) por un par equivalente (¢/,w’) y la
familia de retracciones r por 1’ se obtiene un par (r'w’, p’) equivalente a (rw, p). En efecto,
se tiene un diagrama conmutativo

(2.2.5.7) 9y

0 ﬁx.g/pQX 0

Obtenemos las igualdades (r,v — 7,)j = 0. Por tanto, existe un unico h €
GOV, Homg, (Qx, Ox)) tal que r'y —r = hp. Asi se tiene la igualdad 7w’ — rw = h De.
También se obtiene (6h)p = (p’ — p)p, lo que implica p’ — p = Jh. Por tanto, (r'w’, p’) es
equivalente a (rw, p). De este modo la clase [(e,w)] define una clase [(rw, p)] en D(X, ).
A la inversa, a una clase [(g, p)] le asignamos la clase del par (e,w) construido como sigue:
la extensién e esta definida a partir de p por medio de los diagramas de pegado (2.2.5.5).
La igualdad dg = p Dy, en la definicién de D(X, ¢), implica que los homomorfismos

(p;)

v

¢*QZ‘ ﬁv @ QV7

son compatibles con los isomorfismos de pegado (2.2.5.6) y definen un homomorfismo global
w y un diagrama conmutativo como (2.2.5.3). Cambiando (g,p) por el par equivalente
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(¢, p) existe h € €°(V, #Home, (Qx,Ox)) tal que ¢ — g = hDy y p' — p = 5h. Entonces
los homomorfismos locales

o, dQ, — O, dQy,

~fidg  hy
Yv = 0 ldQ )

son compatibles con los isomorfismos de pegado (2.2.5.6) y definen un homomorfismo

donde

g g

y un diagrama como (2.2.5.7). Esto es, la clase [(e,w)] estd bien definida. Es sencillo
comprobar que estas aplicaciones son inversas una de otra. O

Observacién 2.2.6. La biyeccién {[(e,w)]} «— {[(g,p)]} es un isomorfismo aditivo
si definimos la suma de las clases [(e1,w;)] + [(e2,w2)] en la forma que explicamos a
continuacién. (No usaremos este hecho més adelante).

La suma de las clases [(e1, w;)] + [(€2,wq)] es la clase [(e,w)] obtenida de la forma siguiente:
para definir la extensién e consideramos el diagrama couniversal

(2.2.6.1) G —=4

| |

g -2 0y

. L. J . :
Entonces existe un unico homomorfismo &y — ¢’ que hace conmutativo el diagrama

\%’ — 9%
N J/m

G —— Qx.

Denotamos ¢ el contcleo del homomorfismo O N @' El homomorﬁsmo @’ LA Qx
obtenido de (2.2. 6 1) factoriza a través de ¢, en un epimorfismo ¥ 2 Q.

Ahora si Oy A, 4. i = 1,2, son los homomorfismos que hacen conmutativos los
diagramas
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.. Ji .
entonces las composiciones Ox —— ¥4’ — 4 son iguales y definen un monomorfismo

j . .,
Ox = 9. Se tiene entonces una sucesion exacta
J P
e: 0> 0x —9 — Qx — 0.

Para obtener el homomorfismo 4 - Qx basta ahora observar que de las igualdades pyw; =

Dy = pows de deduce un homomorfismo ¢*2y N7z que hace conmutativo el diagrama

©* Qg w1

\%’H%

| |

gg i>QX

La composicion ¢p*y LN 4" — 4 es el homomorfismo ¥ - Qx buscado.
Es inmediato comprobar la aditividad observando que se obtiene una familia ¢ = Oy de

retracciones locales de Oy 5 ¢, factorizando a través de ¢ la familia de homomorfismos
locales obtenida sumando las familias ¥’ — ¥, — 0. O

Observacién 2.2.7. Sean W = Spec A C Z y V = Spec B C X abiertos afines tales que
V C ¢ 'W. Segtin (2.2.5.4), la expresién local del morfismo X % Z x A asociado a una
clase [(g, p)] es
Gt
A® Ae 25 B @ Be

a+dem Gat (gr(da® 1)+ ga)e,
donde Q4 ® B 2V, B es el homomorfismo que la cocadena g define sobre el abierto V. [

Observacion 2.2.8. Sea Y una subvariedad cerrada lisa e irreducible de una variedad lisa
e irreducible Z y denotemos Y <% Z la inmersién cerrada.

Es bien conocido que las deformaciones de primer orden de Y en Z estan parametrizadas
por el espacio H°(Ay 7). Podemos recuperar este hecho mediante la Proposicién 2.1.1 y la
correspondencia descrita por (2.2.5.1).

En efecto, segiin la Proposicién 2.1.1 existe una biyeccién entre secciones 7 € H( A5 z)

y pares (57,?), donde Y es una cinta sobre Y con fibrado conormal 0y e Y % 7 es una
extension de ¢. Ahora, pensando como en la prueba de la Proposicién 2.2.5, vemos que el par

~

(Y,i) corresponde biyectivamente con el par (Y,4), donde i es el A-morfismo Y % Z x A
extension de ¢ definido por

(2.2.8.1) i(a+de) =7 (a) + i (d)e, donde a+d'e € Oy & Oye.
Si escribimos el dlgebra de Y en la forma

Oy = {(Fa, (i'd, 1)) € Oy ® (°Q), | d(i*a) = Di(1)},
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donde, con las notaciones de (2.1.1.3),

% 7+

(i*QZ)T — LZ?
im(—7 @ j)

entonces la férmula (2.2.5.4) dice que la expresién local de i es,

Oy ® Oge 2 Oy
a+de— (ifa, (%, da ® 1)]).

De esta expresiéon se deduce que i* es sobreyectiva, puesto que la igualdad d(ifa) = Di(t)

implica que j'7}(t — da ® 1) est4 definido, y se tiene entonces la identidad
(ia, [(i*d',1)]) = (i*a, [(i*Fd + 757 (t —da® 1), da @ 1)]).

> i . .,
Esto es, Y — Z x A es una inmersion cerrada.



Capitulo 3

Imagenes de deformaciones
infinitesimales de cierto tipo de
morfismos

En esta seccién establecemos la nueva teoria infinitesimal que describe con toda
generalidad el proceso que relaciona cuerdas, sobre una subvariedad cerrada lisa e
irreducible Y de una variedad lisa e irreducible Z, que se aplican en la variedad ambiente
7 y deformaciones infinitesimales, localmente triviales, de primer orden de morfismos que
son la composicién de un recubrimiento finito de Y y la inclusién Y — Z.

Como consecuencia de esta teoria, en el caso particular de cintas sobre curvas, obtenemos
el Teorema 3.3.6 de alisamiento infinitesimal que serd la clave infinitesimal de la prueba de
nuestro principal Teorema 5.1.1 de alisamiento global sumergido.

Conviene también resaltar que la generalidad y la naturaleza conceptual de los resultados de
esta seccion abre la posibilidad de futuras aplicaciones en otros contextos, e.g. alisamiento
de estructuras de multiplicidad superior, marcando el camino de ulteriores lineas de
investigacion que continten el trabajo de esta tesis.

3.1. La situacion

Sea X % Z un morfismo de una variedad integra, Cohen—-Macaulay, X a una variedad

lisa e irreducible Z. Sea Y la imagen (esquemaética) de ¢. Denotemos Y <> Z la inmersién
cerrada. Supongamos que Y es lisa y que ¢ induce un morfismo finito X = Y.

En estas condiciones m es sobreyectivo y plano. El algebra 7,0x es un Oy-modulo
localmente libre de cierto rango n y la aplicacién traza proporciona una escisiéon para
la aplicacién inyectiva Oy — m,0x. Por tanto 7,0x es la suma directa de Oy y un Oy—
moédulo localmente libre & de rango n — 1.

41
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3.2. Secciones globales del haz normal

Sea A, el haz normal de la aplicacién ¢ definido por la sucesién exacta

Home, (Qx, Ox) e, Home, (¢*Qz,0x) — N, — 0.

Obtendremos los resultados fundamentales de este capitulo dotando de contenido
geométrico a la sucesion de cohomologia de la 1til extension en la que este haz encaja:

Lema 3.2.1. En las condiciones de 3.1 existe una sucesion exacta

(3.2.1.1) 0— My — N, — 7" Nyy — 0.

. . .y, ;. Dn . .
Dem. En primer lugar, probamos que la aplicacion canénica 7*(2y — )y es inyectiva.

Sobre el abierto formado por los puntos lisos de X la aplicaciéon 7*y D, Qx es un
homomorfismo de haces localmente libres del mismo rango cuyo determinante define un
divisor R, de ramificacién del morfismo 7, en dicho abierto. Asi la aplicacion D7 es un
isomorfismo sobre el abierto no vacio X — Sing X — R. Por tanto el nticleo de D7 es un
subhaz de torsion del haz localmente libre 7*Q2y. Puesto que X es reducido, este subhaz
de torsion ha de ser nulo. Asi obtenemos la sucesiéon exacta

(3.2.1.2) 0— 10y 2% Qx — Qxjyy —0.

Por otra parte, puesto que {x,y tiene soporte contenido en R U Sing X, se verifica
Hom(Slx)y, Ox) = 0. En consecuencia, dualizando (3.2.1.2), obtenemos la sucesién exacta
0 —= Home, (QUx, Ox) = Homy, (7O, Ox) —= N, —= 0.

Levantando a X la sucesién exacta 0 — Hy z/ f;,z — i*Qy RN Qy — 0 y dualizando

obtenemos la sucesién exacta

0— jfomffx (W*Qy, ﬁx) m %Omﬁx (QO*Qz, ﬁx) — %OWﬁX(W*LﬁY’Z/,ﬂ}%Z, ﬁx) — 0.

Ahora, la composicion S#Zom(Qx, Ox) A, Hom(m*Qy, Ox) % Hom(p*Qy, Ox) es
: : . L d . .

inyectiva. Esto es, también la aplicacién A om(Qyx, Ox) —> #om(*Qy, Ox) es inyectiva.
En consecuencia, existe una aplicacién inyectiva .4; — 4, cuyo contcleo coincide con el

conticleo de Zom(n*Qy, Ox) T Hom(p*Qz, Ox).
Obtenemos asi un diagrama conmutativo y exacto

(3.2.1.3) 0 0
0 — Homgy (Qx, Ox) — = Homgy (1*Qy, O) Ny —=0
| . fees |
0—Home, (Qx, Ox) ——— Home, (¢*Qz, Ox) N 0
%OmﬁXOT*jyz/J}%Z, ﬁx) :W*JK/Z

J

0

O <—
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y la columna derecha es la sucesion exacta buscada. ([l

Con las notaciones de (2.2.0.11), (2.2.2.1) y Lema 3.2.1 se tiene

Lema 3.2.2. En las condiciones de 3.1 existe un diagrama conmutativo

(3.2.2.1) D(X, ) = HO(A)
" e
D(X,m*di) —=Hom(r*.% /| #2, Ox)

O/J/z Zi/a

D(Y,(Di)') —=>Hom(.¥ /¥ 7.0x),

donde H°(A) 2, Hom(7w*.% /72, 0x) es la aplicacion en secciones globales obtenida
de (3.2.1.1), la composicion D(X,p) — Hom(n*.% /.92 Ox) es [(g,p)] — Iges g Y
si u([(g,p)]) = [(f,0)] entonces la composicion D(X,p) — Hom(5/I? m.0x) es
[(g,p)] = f\j/vaz'

Dem. Los espacios D(X, ) y D(X,n*di) estdn asociados, segiin la Observacién 2.2.2,
respectivamente, con los homomorfismos de y 7*di en (3.2.1.3). El espacio D(Y, (Di)’)
estd asociado, segun la Observacién 2.2.2, con el homomorfismo (D7)’ en la sucesién exacta
(3.2.2.2)

0 — Homp, (Qy, m.0x) °% Home, ("Qy, 1.0x) — Hompy (Fy.z) Iy, m0x) — 0

obtenida de la sucesién exacta 0 — fy,z/fi%z — i*Qy RN Qy — 0. Asi que si Z = (U)
es una cubierta abierta afin de Yy ¥ = (V = 77'U) es la cubierta afin inducida de X
entonces D(X, ¢) estd dado por (2.2.0.11),

{(g,p) € €°(V,om(p*QVy, Ox)) x LNV, #om(n*Qy, Ox)) | dg = 7*di(p)}

D(X,7*di) = {(m*di(W), 6 W) | B € €V, #om(1*Qy, Ox))}

y

f,0) € €U, H#om(i*Vg, m.Ox)) x ZNU, #om(Qy,7.0x)) | 6f = oDi}

A A
D(Y, (Di)) = {(hDi, 6 h) [ h € €%, Hom(Qy, 7.6x))}

Los homomorfismos dy, 7*di en (3.2.1.3) y (Di)’ en (3.2.2.2) son inyectivos. En

~

consecuencia, segun la Observacién 2.2.2; se tienen isomorfismos naturales D(X, ¢) —
HO(A,), D(X,7m*di) = Hom(m*.% /.92 Ox) y D(Y,(Di)) = Hom(.¥ /72, 7.0x).

De (3.2.1.3) y del caracter functorial de D(X,—) en las sucesiones exactas de la
Observacién 2.2.2 se obtiene una aplicacién D (X, 7*di) — D(X, A4z — A) y un diagrama
conmutativo

(3.2.2.3) D(X, 7w di) D(X, Ny — N)

; 1

Hom(n*.# | .92, Ox) === H"(1* Ny z),
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En particular, la aplicacién D(X,7*di) — D(X, A4 — A,) es un isomorfismo y, en
consecuencia, la composicion
D(X, ) 5 HY(A) — D(X, Nz — Az) — D(X, 7di)
o

es el tnico homomorfismo D(X,¢) — D(X,n*di) que hace conmutativo el cuadrado

superior en el diagrama (3.2.2.1). Asf pues esta aplicacién es [(g, p)] = [(g, p D7)].
De los isomorfismos de adjuncién

(3.2.2.4) GV, Hom(p*Qy, Ox)) = €U , Hom(i*Qz,m.0x)) ¥

g1<af/,%0m(ﬂ*9y,ﬁ)(>> Qpl(%,%om(Qy,w*ﬁx)),
determinados explicitamente como sigue: a

(g,p) € €NV, #om(¢*Qy, Ox)) x LNV, Hom(m*Qy, Ox)) corresponde
(f,0) € €U, Hom(i*Vy, m.0x)) x ZHU, #om(Qy,7.0x))

tales que existen diagramas conmutativos

(3.2.2.5)
Qu 0 i*QZ‘U
(mly ) ()" Qo (e Oy (7l )« (7l )* (] ) —"— (7.Ox)|y,

para todos los abiertos U € % y V = 771U € ¥, se obtiene un isomorfismo
(3.2.2.6) D(X,7*di) <= D(Y, (Di)') dadopor [(g,0)] = [(f, o).

Por otra parte, el isomorfismo D(X,7*di) — Hom(7w*.#¢/.#2% Ox) determinado por la
Observacién 2.2.2 estd definido por [(g,p)] — Ylgn g ) 52> i.e., para la restricciéon de la

cocadena g a ©*.%/F? se tiene

5(g|ﬂ*]/j2) = (5g)|ﬂ.*j/j2 - W*dl(p,) I 2 = (p, 7T*D2> T I2 =0

y por tanto hay una seccién global Ipe s )2 € Hom(7*.# /%2, Ox). Del mismo modo, el
isomorfismo D(Y, (Di)") = Hom(.# /.#2 7,0%) estd determinado por [(f, 0)] — fig) oo
Ahora, del hecho de que g corresponde a f por el isomorfismo de adjuncién en (3.2.2.4),
Vemos que g| .,/ corresponde a f| , /.2 POT el isomorfismo de adjuncién « en (3.2.2.1).
De esta manera obtenemos la conmutatividad en el cuadrado inferior de (3.2.2.1).

En consecuencia la aplicacién D(X, ¢) — Hom(7*.# / #2, O) es la composicién [(g, p)] —
[(9,pD7)] = g1..,,,» ¥ la aplicacion D(X,p) — Hom(J /.92 m.0x) es [(g,p)] —
[(g, pDm)] = [(f, )] = fi s, 0o O
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Proposicién 3.2.3. En las condiciones de 3.1 existe un diagrama conmutativo

(3.2.3.1) HO(A) — = Bxt!(Qx, Ox)

a | am

Hom(r*.% | 92, Ox) 2, Ext! (7" Qy, Ox)

al/l ziﬁ

Hom(.% /.72, 7, 0x) ~2= Ext! (Qy, m. O ).

La aplicacion 6, envia la seccion v € H°(A}) que, por el isomorfismo D(X, ) = HO(A},)
y la Proposicion 2.2.5, corresponde a una deformacion infinitesimal, localmente trivial,
de primer orden (X,9) de ¢, a la clase de la extension que define X. Las aplicaciones
03 y 0o son, respectivamente, los homomorfismos de conexion obtenidos de la sucesion
0— I/ I% - i*Qy — Qy — 0 y su levantamiento a X.

Dem. Definimos §; como la composicién del homomorfismo de conexiéon HO(A,) —
HY(#om(Qx,0x)), obtenido de la fila intermedia en (3.2.1.3), y la inclusién
HY(#om(Qyx, Ox)) — Ext'(Qx, Ox), obtenida de la sucesién espectral de Ext’s locales
y globales. Si v € H°(A;,) corresponde a [(g, p)] € D(X, ¢) por el isomorfismo D(X, ¢) =
HO(A7) entonces HY(A) — HY (A om(Qx, Ox)) envia v a [p]. As{ 6; envia v a la clase
de la extension definida por los diagramas de pegado (2.2.5.5). En consecuencia, segun la
Proposicion 2.2.5, vemos que 0; envia v a la clase de la extension que define la deformacion
infinitesimal, localmente trivial, de primer orden X en el par (X, @) asociado a [(g, p)].
Probamos ahora la conmutatividad del cuadrado superior en (3.2.3.1).

El homomorfismo de conexiéon d, es la composicion del homomorfismo de conexién
HY (A om(m*F | F2 Ox)) — H' (A om(r*Qy, Ox)) obtenido tomando cohomologia en
la columna central de (3.2.1.3), y de la inclusién natural H'(SZom(m*Qy,Ox)) —
Ext'(7*Qy, Ox). Ademais, esta inclusién es un isomorfismo puesto que Y es lisa. En
consecuencia, segun el cuadrado conmutativo superior en (3.2.2.1), la conmutatividad del
cuadrado superior en (3.2.3.1) es equivalente a la conmutatividad del diagrama

(3.2.3.2) D(X, ) ——— H' (S om(Qx, Ox))

‘| Jar

D(X, 7*di) —= H' (A om(7*Qy, Ox)),

donde las aplicaciones horizontales estan determinadas por la Observacién 2.2.2 y u es
la aplicacién de (3.2.2.1). La conmutatividad de (3.2.3.2) se sigue directamente de las
definiciones.

Probamos ahora la conmutatividad en el cuadrado inferior de (3.2.3.1). La flecha vertical «
es el isomorfismo de adjuncién. El isomorfismo vertical 3 se deduce de las condiciones
affn del morfismo 7 y lisa de la variedad Y. En efecto, se tiene Ext'(7*Qy, Ox) ~
HY (A om(m*Qy, Ox)), puesto que 7*Qy es localmente libre. De la condicién afin de
7 se deduce que HY(om(m*Qy,Ox)) ~ HY(m.om(r*Qy,Ox)). Por otra parte,
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el isomorfismo de adjuncién dice que m.om(n*Qy,Ox) ~ Hom(Qy,m.0x). En
consecuencia existe un isomorfismo

HY (A om(n*Qy, Ox)) = HY (A om(Qy, 7. 0x)).

Finalmente H'(Zom(Qy, 7. 0x)) ~ Ext'(Qy, 7.0 ), puesto que Qy es localmente libre.
Ademsds, la conmutatividad del cuadrado inferior de (3.2.3.1) es equivalente a la
conmutatividad del diagrama

6/
(3.2.3.3) Hom(r*.% | 92, Ox) —> H' (S om(m*Qy, Ox))
aiz ?iﬁ’
6/
Hom (% /.92 7,0x) —= H (A om(Qy, 7.0x)),
donde &) y 9} se obtienen, respectivamente, tomando cohomologia en la columna central
de (3.2.1.3) y en la sucesién exacta (3.2.2.2). Asi la cuestién se reduce a probar la

conmutatividad en (3.2.3.3). En efecto, de (3.2.2.6) y (3.2.2.5) obtenemos un diagrama
conmutativo

(3.2.3.4) D(X,7*di) —= HY (s om(7*Qy, Ox))
a’il liﬁ’
D(Y,(Di)') —= H (S om(Qy, m.0x)),

donde las flechas horizontales estan determinadas por la Observacién 2.2.2. Ahora, segin
el cuadrado conmutativo inferior en (3.2.2.1), la conmutatividad de (3.2.3.4) implica la
conmutatividad en (3.2.3.3). O

La siguiente observacién tiene como objetivo entender mejor el significado de (3.2.3.1).
Observacién 3.2.4. A partir de (3.2.1.3), podemos escribir el diagrama
0
HO(Np) —> HY (H#om(Qx,0x))CExt! (Qx,0x) dr HY (A#om(r*Qy,6x)=Ext! (n*Qy,6x)

’ | i
s d

1 P
HO(Ap) — H (#om(Qx,0x))CExtl (2x,0x) —>= H (#om(p*Qz,0x))=Ext! (p*Q5,6x)

’

HO(n* Ny z)

Hom(7r*]/f2,ﬁX) E

|22

HY (Som(x*Qy,6 %))

Extl(ﬂ'*ﬂy,ﬁx).

El cuadrado conmutativo superior de (3.2.3.1) es la igualdad de las composiciones
HO(A,) —2> Hom(n* 57 | 72, Ox ) —2> Ext! (r*Qy, O)

HO(A) 2 HY (A om(Qy, Ox)) - Ext! (7*Qy, Ox).



3.2 Secciones globales del haz normal 47

Describamos mas explicitamente ambos homomorfismos compuestos.
Fijemos v € H°(.4,). El homomorfismo de conexién

Hom(r*.% | 72, Ox) 2, Ext! (7*Qy, Ox)

aplica 7*.% | .#* e O'x en la clase de la fila exacta inferior en el diagrama universal
(3.2.4.1) 077 )92 "I p*Q, TP ey e
o) | |
0 Ox (0" Q2)p) — T Qy — 0.

Si v corresponde a [(g,p)] € D(X,¢) con §g = pDyp, por el isomorfismo de Lema 2.2.1,
entonces

HO(A,) 25 Ext! (Qx, Ox)
aplica v en la clase de la extensiéon
0 Ox Lot Qx 0
determinada por los diagramas de pegado (2.2.5.5) definidos por los isomorfismos locales

_lidg p
(’_{0 idg,

} . Por tanto

Eth(Qx, ﬁx) ﬂ Eth(ﬂ'*Qy, ﬁx)
aplica 01(v) es la clase determinada por la extensién

(3.2.4.2) 0—> Ox —> H —> 70y —=0

definida por los diagramas de pegado

0—= 0Oy —= Oy @ 7T*QY’\mv’ - Qy|

o,
Vv

0 —_— ﬁVﬁV, —_— ﬁVﬁV/ @ W*QY’VHV/ _— ’/T*QY‘VOV/ e O,

vnv/ 0

idy pDm

0 idrq
La conmutatividad del cuadrado superior de (3.2.3.1) es equivalente al hecho de que la fila
exacta inferior de (3.2.4.1) y (3.2.4.2) son extensiones equivalentes.
Este hecho puede ser también comprobado de forma directa. En efecto, basta observar que
la composicion de diagramas conmutativos

donde o’ =

* 2 ﬂ—*j/ * 7 Di *
0—>m j/‘j |vnv’ ' QZlvmv’ m QY|vnv’*>0
¢(V)‘va’l/ inIVﬂV’ H
0 ﬁvmv/ ﬁvmv’ D W*QY’va’ W*QY‘VOV’ 0
| o H
0 ﬁvmv’ ﬁVﬁV’ D 7T-*QY’\/mv’ 7T*QY‘VHV’ O’
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donde w = [ g } , es el diagrama conmutativo

D1
. 9 w5’ " * Di *
0—m j/'ﬂ |va’ ¥ QZ|vmv’ n QY|vmv’*>0
¢(V)‘va’i/ l,wV’IVmV’ H
0 ﬁvmv’ ﬁVﬂV’ D 71'*levm/’ W*QY‘VMV/ 0.

Por tanto, la extension (3.2.4.2) aparece, como fila inferior, en un diagrama conmutativo

Oﬁﬁ*f/jzi(p*fzz@ﬂ'*gy%o

wl

0 ﬁx % W*QYHO.

En consecuencia, la extension (3.2.4.2) es equivalente a la fila inferior de (3.2.4.1).
En el cuadrado inferior de (3.2.3.1) vemos, a partir de la demostracién de la
Proposicién 3.2.3, que el isomorfismo

Ext!(7*Qy, Ox) - Ext!(Qy, 1.0x)

esta explicitamente determinado como sigue: a la clase de una extension

[ asigna la clase de la extensiéon

construida como extensién couniversal, por el homomorfismo canénico 0y — w7y, de
la extensién obtenida aplicando 7, a (3.2.4.3), segun el diagrama:

(3.2.4.5) 0 0
| |

0 m.Ox F Qy 0
H l !

0 T.Ox T —— m am*y —= 0

i l

Qy@(g):QY@g

| l

0 0.

En efecto, si (3.2.4.3) es equivalente a la extensién construida por los datos de pegado
determinados por p’ entonces es sencillo comprobar que (3.2.4.4) es equivalente a la
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extensiéon construida por los datos de pegado determinados por p, donde [o] = F'([¢/])
segin (3.2.2.5).

Reciprocamente, el isomorfismo 37! asigna a la clase de una extensién (3.2.4.4) la clase
de la extension construida como extension universal, por el homomorfismo candénico
m*m.Ox — Oy, de la extensién obtenida aplicando 7* a (3.2.4.4), segin el diagrama:

(3.2.4.6) 0 0
! |
& &

0—7"1.0x — 7*F — 1"y —= 0

l |

0 ﬁX ,}f W*QYHO
0 0.

Es posible también comprobar la conmutatividad del cuadrado inferior de (3.2.3.1)
directamente a partir de esta descripcién de (5. En efecto, consideremos un homomorfismo

g I ., 0. El isomorfismo
(3.2.4.7) Hom(r*.¥ /| %2, Ox) —>Hom(S | 9% 7.0x),
se traduce en un diagrama conmutativo

7.7
\L a(v)

TS| I — T Ox.
El elemento 0,(v') € Ext'(7*Qy, Ox) es la clase de la fila inferior en un diagrama universal
Oﬂﬁ*f/fQLj;gO*QZLDiW*QyHO

/| l |

O ﬁX % W*QYHO.

Aplicando 7, y componiendo con los homomorfismos candnicos

/

J

00— /.92 "y —2 s Qy 0

by l

¥’ ¥ Di
0——man* S| I —> 1.0y —— 7710y —0

| l H

0 T.Ox T I T,y —0
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obtenemos un diagrama

(3.2.4.8) 0——g/92 9, D q, 0

ol L

0 ——m.0x —— 1, —— 1,7y —0.
En un diagrama como (3.2.4.5), la extension (3.2.4.4) representa el elemento
ﬁdg(yl) S Eth(Qy, W*ﬁx).

Ademads .# es el nicleo del homomorfismo composicion 7,7 — w7 Qy — Qy @ & y, en
consecuencia, el diagrama (3.2.4.8) factoriza en un diagrama

0—= /92 Luirn, D q, 0
o)) l |
0 —m.0Ox F Qy 0

H l l

0—>7m.Ox — 7, — 17 Qy —=0
que muestra que la extensién (3.2.4.4) representa el elemento
530&(1/) € Eth(Qy, ’/T*ﬁx).

Esto prueba la conmutatividad del cuadrado inferior de (3.2.3.1). O

3.3. Imagenes de deformaciones infinitesimales vy
cuerdas

La siguiente Proposicién 3.3.2 dota de significado geométrico a la Proposicion 3.2.3. Es
el punto de partida para el Teorema 3.3.3 y el Teorema 3.3.4, resultados principales de este
capitulo. Para establecer la Proposicion 3.3.2 necesitamos el siguiente:

Lema 3.3.1. Sea Y un esquema reducido y conezxo.

1. Una cuerda Y sobre Y con fibrado conormal & admite una estructura no trivial de
A—esquema que extiende la estructura de Y como k—esquema sii & tiene una seccion
global no nula.

2. Sean Y1 una ny—cuerda Yy Yg una np—cuerda sobre Y con fibrados conormales,
respectivamente, los haces localmente libres & 1y & sobre Y. Denotemos Y1 U YQ

el esquema obtenido por pegado de Y1 e Yg a lo largo de Y .



3.3 Imagenes de deformaciones infinitesimales y cuerdas 51

a) El esquema 571 U EN/Q es una (ny + ng — 1)—cuerda sobre Y con fibrado conormal
Y

& D &

b) El isomorfismo natural
(3311) Eth (Qy, ngl D gg) :> Eth(Qy, éal) D Eth(Qy, (5)2)

envia la clase extension de Y1 UYs a las clases extension de Yy y Y.
Y

c) Consideremos un esquema Z y un morfismo Y — Z. Dar morfismos Y, — Z
y Yo — Z que_extienden el morfismo dado Y — Z es equivalente a dar un
morfismo Y1 UYs — Z que extiende Y — Z.

Y

Dem. 1. Definir una tal estructura equivale a fijar un elemento no nulo ¢t € I'(05) tal que
t* = 0. Puesto que 7 = 0 toda seccién global no nula de & define un tal elemento ¢ y,

reciprocamente, puesto que Y es reducido y se tiene la sucesion exacta

0 [(&) [(0y) —T(0y)

si t € ['(0y) verifica t* = 0 entonces ¢ € I'(&).
2.a) Sean 0%, 2 Oy y 05, 2, Oy los epimorfismos de k-dlgebras que definen los

morfismos de inclusién Y — 171 yY — Ys. Sea @ el subhaz de Oy, & 0y, definido, como
haz de grupos abelianos, por el diagrama couniversal

(3.3.1.2) 6 —— 0y,

I

D2
ﬁyz — Oy.
Denotemos

(3.3.1.3) 6" 0y

el epimorfismo obtenido de(3.3.1.2).
Afirmamos que & es un subhaz de k-dlgebras de 0y @ Oy, v que el par (Y, 0) define un
esquema separado y de tipo finito sobre k. En efecto, & es el nicleo del homomorfismo de

haces de grupos abelianos 05, @ Oy, [P, —p2] Oy . Por tanto, €' es un haz de k—subdlgebras
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de Oy, @ 0%, y se tiene un diagrama conmutativo y exacto

(3.3.1.4) 0 0
EDE=—=E DE
0 ﬁ ﬁ?l D ﬁyz[ph —PQ}ﬁY 0
’ 75
0 Oy ﬁy@ﬁy[id’_id]ﬁy 0
0 0

Probemos ahora que el par Y = (Y, 0) es un esquema separado y de tipo finito sobre k.
Para comprobar que es un esquema, en primer lugar, vemos que los anillos &, son locales.
Observemos que todo functor exacto a izquierda transforma un diagrama couniversal en
un diagrama couniversal. En consecuencia, podemos identificar el anillo &, en el diagrama
couniversal

(3.3.1.5) 0y —= 0y,

Esto implica que &), es un anillo local cuyo ideal maximal aparece como esquina superior
izquierda en el diagrama couniversal

(3.3.1.6) My —— My,

e

~ p2
mYz,y - vay'

En efecto, si a es un ideal de &, y suponemos que aﬁ; Cmg, Vv aﬁ%y C my, .,
entonces de (3.3.1.6) se deduce que a C m,. En caso contrario se verifica aly, , = Oy,
6 a0y, v = = 0%, - En ambos casos a0y, = Oy, De esta igualdad y de la sobreyectwldad

de 0, REN ﬁxy, obtenido de (3.3.1.3), se deduce que existe un elemento o € a tal que
1 — a estd en el nicleo de p. Ahora bien, segun (3.3.1.5), se tiene ker p = ker p; @ ker ps.
Por otra parte, ker p; = nil 0y, , ¥ ker P = nil 0%, ,- Se sigue que el nicleo de p es igual al
nilradical de &, y, por tanto, o es una unidad y a = &,.

En segundo lugar, si U = Spec C es un abierto afin en Yy U, = Spec 51, Uy = Spec Cy son
los correspondientes abiertos afines en Y] y Y, (recordemos que un esquema noetheriano es
afin sii el esquema reducido asociado lo es, [Gro60, 4.5.9]), entonces el anillo definido por
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O sobre U aparece como esquina superior izquierda en el diagrama couniversal

(3.3.1.7) c— G

I e

C, = C.

Comprobamos ahora que el par U= (U, O|,) es el esquema afin Spec C.En efecto, basta
tener en cuenta que si ¢ = (¢1,¢2) € C y denotamos por ¢ € C el elemento pic; = paca,
entonces ¢(y) = ¢1(y) = ¢2(y) = c¢(y) para cada y € U y que la exactitud (a izquierda) del
functor de fracciones implica que el anillo 55 es la esquina superior izquierda del diagrama
couniversal

(3.3.1.8) C.— (Ch)a,
l e
(02) — Ce,

y, por tanto, el anillo que define & sobre el abierto Uz = (U, )s, = (Us)z, = U, coincide con
(5. Ahora, segin (3.3.1.4), existe una sucesion exacta

(3.3.1.9) 0—& & &0 0y —0.
Esto es S5 = & @ &. De (3.3.14) y de &7 = 0, & = 0 se deduce que JQ =0y,

por tanto, Yred =Y. Asi, la condicién de separacién para Y resulta de la cond1c1on de
separacion para Y (véase e.g. [Gro60, 5.5.1]).
La condicién de finitud para C se obtiene de (3.3.1.9) con el argumento usado en la

demostracion del Teorema 1.1.6. Si C' estd generado como k—dalgebra por cy,...,c,, el
moédulo asociado a &1 @ & sobre U estd generado como C-mdédulo por my,...,m; y
elegimos elementos ci, ..., ¢, en C tales que p¢; = ¢;, entonces C estd generado como k-
algebra por los elementos {cl, 7 ml},l En efecto, sea ¢ € C y denotemos ¢ = p¢ su imagen
en C. Escribimos ¢ = ¢(¢y,...,¢) € klcy, . .. ,cr], entonces

c—c(@r,..., ) =35> bm)
para ciertos by € C. Ahora, si escribimos b, = by(cy, ..., ¢,.) € klcy, . .., ¢.] se verifica, con las

notaciones de (3.3.1.10) y teniendo en cuenta las 1gua1dades analogas (1.1.6.4) para Y1, Y,
simy = (muyn,mp) € & © &, &= (Gn,Cn) €CL & Cay ¢ =P = P1 & = P2l

bi(cy, ... 757“)3ml ( Ci1y -+ 5 Cr1), bi(Cras - - 76"2))(}1 mi, }2 miz2)
(bl(C ), bi(@ia, - Crg) g2 )
(Jl(b (01, ey mi), Ja(biler, -y e) mug))
j bi(cty .. ) my, ber, ... e) myg)

(
bi(ci, ...y en)(myr, my))
(

Cly vy Cp)IY)
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y, en consecuencia, se tiene la igualdad

c=c(c1,...,Cr —|—Zbl Cly .- ermIEk[{Cl,]ml}”]

Observemos ahora que, de la definicién de &', obtenemos también un diagrama conmutativo
y exacto

(3.3.1.10)

Los diagramas (3.3.1.4) y (3.3.1.10) muestran que Y} y Y, pueden ser considerados como
subesquemas cerrados de Y de forma que

ViU, =Y e YiNnY,=Y.
Esto es, el k:fesquemz}v Y = (Y, O) es el esquema obtenido por pegado de }7,{ e 172 a lo largo
de Y que denotamos Y; UY5. Finalmente, la sucesién (3.3.1.9) muestra que Y es una cuerda
Y

sobre Y con fibrado conormal & & &5.
2.b) Sean

€1 - 0 (9@1 an 521 e Qy 07 €9 © 0 (5@2 72 532 P Qy 0
las sucesiones cotangentes restringidas de Y1 e Y. La clase que por el isomorfismo (3.3.1.1)
se aplica en el par ([e1], [e2]) es la clase de la fila exacta superior en el diagrama couniversal

H {jl ) ] l [p1 } \L[ig]
0——=&E®E 57 0.F—=Qy ®& Oy —0.

Del diagrama conmutativo

& D E o - Oy
\
[id] Qy
5 2
(ggl@éag ﬁ~ ﬁY@ﬁY [ﬁ]
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se obtiene un diagrama conmutativo

l

Oﬁgl@gg ﬁ Qy O,

Ahora bien, en todo diagrama como (3.3.1.12) el cuadrado derecho es couniversal. En
consecuencia la fila inferior de (3.3.1.12) define la clase extensién de la cuerda Y como
queriamos probar.

2.c) Consideremos un morfismo Y — Z. La condicién couniversal para un cuadrado se
conserva por functores exactos a izquierda. Por tanto es couniversal el siguiente diagrama,
obtenido aplicando i, al diagrama (3.3.1.2),

(3.3.1.13) 0.0 ——= 1.0,

\Li*@
i*§2

i.05, " i Oy,

Asi el enunciado de la parte 2.c del Lema es la reescritura de la propiedad couniversal
de (3.3.1.13) para el haz de k-élgebras 0. O

Proposicién 3.3.2. Supongamos las condiciones de 3.1.
1. Sea ()?,@) una deformacion infinitesimal, localmente trivial, de primer orden de
X 5 Z. Asociados a (X, ) existen un par (Y,1), donde Y es una n—cuerda sobre
Y con fibrado conormal & e }:7 X 7 es un morfismo extension de Y < Z, y una
deformacion de primer orden’ Y C Z x A de Y en Z.

2. Existe un diagrama conmutativo

(3.3.2.1) HO(A) o Ext!(Qy, O)

¢1@¢2J{ J{‘h@\lfz
Hom(.# /.72, 0y) & Hom(.7 | 72, &) > Ext' (Qy, Oy) & Ext!(Qy, &).

Si ()?,95) corresponde a v € H(A,) entonces Y e (17,;) estdn definidas,
respectivamente, por ®1v y ®ov. Ademds, las clases extension de X, Y e Y estdn
dadas, respectivamente, por d1v, V1o v y Uadqv.

3. Sea YUY la (n 4+ 1)—cuerda sobre Y con fibrado conormal Oy & & obtenida por
Y
pegado de Y e Y alo largo de Y. Existe un A-morfismo X S YUY eatension de
Y
X5y, Si{/;es la composicio/n)z LYuUYy & Z x A, donde YUY 5 Z x A
Y Y
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es el unico A—morfismo extension de Y & 7 yY — Z x A, entonces @Z es una
deformacion infinitesimal, localmente trivial, de primer orden de ¢ tal que ¢ y @
coinciden sobre el subesquema abierto de X con soporte en el complementario del
divisor de ramificacion de X =Y vy tal que la diferencia de 1) y $ es una deformacion
infinitesimal, localmente trivial, de primer orden con origen trivial de X =Y.

4. El subesquema imagen de Y U Y 5% Z x A es la unidn esquemdtica de Y y del
Y

subesquema imagen de Y 5 7.

Dem. Segun la Proposicién 2.2.5 y el Lema 3.2.2 a ()N(,@ le corresponde una seccién
global v € H°(A4;). Del diagrama (3.2.3.1) y de la escisién m,0x — Oy @& & obtenemos el
diagrama conmutativo (3.3.2.1).

Sean 11 = v y vy = Pyr, se tienen entonces homomorfismos

(3.3.2.2) Iyvz| Iy 2 Oy Iyg) I,

Denotemos §(vq,12) = ({1, C2)-

Existe una deformacién de primer orden V<5 Zx AdeY en Z asociada a vi. Segun la
Observacién 2.2.8 el algebra de Y se escribe en la forma

Oy = {(i*a, [(i*a',1)]) € Oy ® (i*Qz),, | d(i*a) = Di(t)},
donde, con las notaciones de (2.1.1.3),

Oy &1y

0, _ Or @iz
("02)n = T e 79

y la expresién local de i es,

Oy ® Oge — Oy

(3.3.2.3)
a+d'e (ifa,[(*d,da @ 1))).

Por tanto el ideal .# C Oy @ Oze del subesquema ¥ C Z x A que es el nicleo del
homomorfismo de dlgebras (3.3.2.3) estd dado localmente, sobre cada abierto afin W =
Spec A C Z, por

(3.3.2.4) I ={a+delac Fyyyvila)=—itd},

C .y, v it . .,
donde v] es la composicion Hy ; — Hy z/ ﬂ%z L Oy v Oy — 1,0y es la aplicacién de

k—algebras asociada a Y < 7.

Sea YV 5 Z la composicion Y <& Zx A % Z Como en la demostracién de la
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Proposicién 2.2.5 vemos que (Y,?) es una extensién de Y -5 Z. Ademés se tiene un
diagrama conmutativo como (2.1.1.3)

(3.3.2.5) 0— .7/ I2 —i*0; 25 Qp —=0
al e H
0 Oy —L—~ 7, 20y —0,

donde la clase de la fila exacta inferior e; es la clase extension de Y. Por tanto ¢; = [ey].
También podemos escribir el dlgebra de Y como esquina superior izquierda en un diagrama

couniversal con los homomorfismos Oy 4, Oy v 71 2 Qy. Asf sobre el abierto afin
U=WnNY, se tiene
ﬁf/ = {(C7 fl) € ﬂY @ﬁl |p1f1 = dC},

y una férmula como (2.2.5.4)
(3.3.2.6) i*(a +d'e) = (i*a, wi(da @ 1) + jii*a)).

Segun la Proposicién 2.1.1, a vy le corresponde un tnico par (17,;), donde Y es una n—

S ., i
cuerda con fibrado conormal & e Y — Z es un morfismo extension de Y — Z. La clase
extension de Y esta representada por la fila exacta inferior ey definida por el diagrama
universal

(3.3.2.7) 0— 7/ I2 —i*0; 25 Qp —=0

o,

|
0 &—L 7, 20y —0.

Asi se tiene (y = [es].
Sea [(e,w)] la clase definida por un diagrama conmutativo como (2.2.5.3)

(3.3.2.8) 0y

e

0 Ox % Qx 0
que corresponde a ()N( ,©). La clase extensién de X esté representada por la fila exacta
e en (3.3.2.8) vy, segun la Proposicién 3.2.3, se tiene 6;v = [e]. En consecuencia, de la
conmutatividad de (3.3.2.1), se tiene Wile] = [e1] v Wale] = [eo]. Esto demuestra los

apartados 1.y 2. L L
Demostremos el apartado 3. Sea Y UY el k—esquema obtenido por pegado de Y e Y a lo
Y
largo de Y. Segtin el Lema 3.3.1, sabemos que Y UY es una (n + 1)-cuerda con fibrado
Y

conormal Oy @ &, cuya clase extension estd representada por la fila exacta superior en un
diagrama como (3.3.1.11)

(3.3.2.9) 0— Oy & & F Qy 0

0—0y ®E —F1 D Py —Qy &y —0,
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donde Qy — Qy @ y es el homomorfismo diagonal y la fila exacta inferior se obtiene de
las extensiones e; en (3.3.2.5) y ez en (3.3.2.7).

Segtn la propiedad universal de YLJ}N/, existe un tinico morfismo YUY - Z que extiende a
Y Y

Y5 ZeY S 2. Segun Lema 3.3.1 1., sabemos también que el esquema YUY admite una
Y

. . . = ST
estructura no trivial de A—esquema. En consecuencia existe un A—morfismo YUY — Z xA.
Y

El dlgebra & del esquema Y U Y esté definida por un diagrama como (3.3.1.2)
Y

0——> 0Oy

Lok

Por tanto podemos escribir

0 ={(b,b) € Oy ® 05 |pb = pb},

de forma que la estructura como A-esquema en Y UY estd definida por
Y

(b,b)e = (be,0).

Argumentando como en la demostracién de la Proposicién 2.2.5 con férmulas como (2.2.8.1)

Oy Li*ﬁ Ta=(i"a,ia)
(3.3.2.10) ”
Oy ® Oye ——i,0 Plat+de)="Ta+7de,

es inmediato verificar que son conmutativos los diagramas

YL};)N/LZXA YL}/J)N/LZ
j/ i 7
Y Y

La unicidad de Y UY A 7 x A se deduce de la unicidad de Y UY A Z.
Y Y

A

iz

N—> X

Ademis, Y U Y L Z es el morfismo extensién de Y - Z que, segun la Proposicién 2.1.1,
Y

corresponde a .y z/I7 , 122 gy @ &. En efecto, la clase de la fila exacta superior
en (3.3.2.9) es la clase extensién de Y UY y de (3.3.2.5) y (3.3.2.7) se obtiene un diagrama
Y

conmutativo

(3.3.2.11) 0—> I/ 9% —=i*Qy 25 Qy —>0

0—=0Oy ®& F Qy 0.
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. , e : o T .
En consecuencia, segin la Proposicién 2.1.1, existe un morfismo Y UY — Z extension
Y

de Y % Z definido por vy @ v,. Componiendo el diagrama (3.3.2.11) con los diagramas
universales obtenidos de la fila inferior con las proyecciones de Oy @ 5 a cada factor se

recuperan los diagramas (3.3.2.5) y (3.3.2.7). Asi que 7’ restringea Y - Z y Yy L2 y por

tanto se tiene v’ = 7. o

Demostramos ahora el apartado 4. Podemos escribir el dlgebra de Y UY sobre un abierto
Y

afin U =W NY como
O ={lc,f1,f2) € Oy ©F,©.F | dc=pifi = pafal.
Entonces, por definicién, (¢, fi1, f2) € = (0, j1¢,0) y de (3.3.2.10) obtenemos
Ta = (i*a, wi(da ® 1), wa(da @ 1)).

En consecuencia ¢ estd localmente dado por

Oy ® Oge s i O

(3.3.2.12) “ L
a+de) = (i*a, w (da ® 1) + jii*d’, wa(da @ 1)).

Sia € .7 entonces wi(da ® 1) = jivy(a) y wa(da ® 1) = jars(a). Por tanto se tiene
(3.3.2.13) ker?? = {a+de|lac 7, va)=—ifd y @) =0}

Denotemos _#Z el ideal en Z de la imagen del morfismo y L Z. Sabemos, segin la
Proposicién 2.1.1, que _Z es el nicleo de Ay, — jy}z/j}%z 2 &. Asi, a partir
de (3.3.2.4) y (3.3.2.13), vemos que

keri* = SN (7 + Oye).

Esto demuestra el apartado 4.
Definimos ahora el morfismo X = YUY extension de X = Y. Denotemos 7’ la composicién

X5L5Y <Y U Y. La sucesién cotangente restringida de Y U Y es equivalente a la

fila superior en (3 3.2.9). Asi se tiene 7*(Q

YUY) ~ T*F. En consecuencia, segun la

Proposicién 1.3.1, los morfismos X 5 YUY extension de X "~ YUY estdn en biyeccién
Y Y

con los diagramas conmutativos

(3.3.2.14) ™ F

0 Ox

Construyamos un diagrama como (3.3.2.14). Consideremos el isomorfismo de excisién
m.Ox ~ Oy @ &. Denotemos también por v @ 15 el homomorfismo inducido

v1Pr
Hyz| Iy —=m.Ox.
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Con las notaciones de (3.2.3.1) se tiene, por construccién, o~ (v; & 1,) = ¢(v). Por tanto
¢(v) es la composicién

R N i e N

Por otra parte, d3(v1 @ 1) es la clase de la fila inferior en el diagrama

(3.3.2.15) 0—.7/.92 —i*Q; 2L Qy —0

Vl@VQl/ ] WSi/ H
J g Py

Oﬁﬁ*ﬁxéﬁﬂgyﬁo

obtenido de (3.3.2.11).
Ahora, de la conmutatividad del diagrama (3.2.3.1), obtenemos 37 1d3(v1 ® v2) = d20(v).
En consecuencia la composiciéon

(3.3.2.16) 0—> "7 ) I% — *Q, TRy — ()
(@) w*mi [

0— 1T, 0x ™ F Ty —=0
| } |

0 Ox H Ty —0,

del levantado por 7 del diagrama (3.3.2.15) y de un diagrama como (3.2.4.6) es un diagrama
conmutativo

(3.3.2.17) 0—> "I ) I% —> "0y TRy —
o)) =) [
0 Ox W 4 Ty —0,

w . ez
donde ¢*Q2; — J es la composicién

T*w3

p*(lz ™ F H

y la fila exacta inferior representa la clase 37 103(v; @ vs).

De nuevo de la conmutatividad de (3.2.3.1) se obtiene 37105(v; @ 1») = dn(d;v). Sabemos
también que 0,7 = [e], donde e es, como antes, la fila exacta en (3.3.2.8). Asi dm([e]) es
también la clase de la fila exacta inferior en (3.3.2.17). En consecuencia existe un diagrama
conmutativo

(3.3.2.18) 0> Oy —= A —=1"Qy —0
H ! o
0 Ox ¢ Qx 0.




3.3 Imagenes de deformaciones infinitesimales y cuerdas 61

Por composicién de la parte inferior del diagrama (3.3.2.16) y del diagrama (3.3.2.18)
obtenemos un diagrama conmutativo

(3.3.2.19) oﬂw*w*ﬁxﬁw*g‘% ™y —=0
wl
0 Ox 9 Qx 0.

e, . . e, D
T nicién 7, iene qu mposiciéon m — 1y — Qx
Ahora, de la definicién de 7', se obtiene que la composicién 7*.F *Q Qx es

™F — Dr Qx. En efecto, sabemos que .% = Q y este isomorfismo identifica % — (y

YUY’

con el homomorfismo canénico {2 — Qy. Esto prueba la existencia de un morfismo

YUY|
X 5 YUY extension de X LYUY.

Y Y
Por otra parte, por composicién de los diagramas (3.3.2.17) y (3.3.2.18) se obtiene un
diagrama conmutativo

(3.3.2.20) 0—71"I ) I — "0y "2 10y —> 0
o) o) |

donde w” es p*Qy; T F . @ El diagrama (33 2.20) define una deformacién

infinitesimal, localmente trivial, de prlmer orden de X % 7 x A de @ con el mismo
origen X que @. Verifiquemos que ¢ es igual a la composicién X5y U Y 5 Z x A,

Escribimos el algebra de X como
Oz ={(b,s) € Ox @9 |ps=db}.

Entonces con la férmula local (3.3.2.12), férmulas como (2.2.5.4)

i
Oz & Ogze L <,0*ﬁ)~(
VHa+de) = (¢ha, W"(da ® 1) + jptd’),

y como (1.3.2.4)

=t
T
O — m.0%

™m = (r*m, W' (dm ®1))
= (we,o/ (7" f)),

donde m = (c, f (f1,f2)) €0 ={(cfi.f) € Oy & F1 & F | de = pifi = pa2fo},
y con la identidad w” = W'(7*ws3), la verificacién de la identidad (i,7%)i% = ¢* se reduce
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a comprobar la igualdad w'7*(j1i%a’,0) = jefa’ con @’ € Oy una seccién local. Con las
notaciones de (3.3.2.15) y (3.3.2.19), se tiene j, (i*a’,0) = (j1i*a’,0) y entonces
W' (fritd,0) = ' (75, (%', 0)))

= w'((m") )" (Fa’, 0))

= jcan(7*(i*d’, 0))

= j((i.")i*a)

= jyid.
Sabemos también, segiin la construccion en el Lema 3.2.2, que (3.3.2.8) da lugar al siguiente
diagrama

(3.3.2.21) 0— 15| 9% — "0y "2 12y —> ()
o w| |pr
0 Ox 9 Qx 0.

De (3.3.2.20), (3.3.2.21) y del hecho de que Dm es un isomorfismo fuera del divisor

de ramificacion R de X LNY, vemos que las deformaciones ¢ y 12; coinciden sobre
el subesquema abierto de X con soporte en el conjunto abierto X — R. También,
de (3.3.2.20), vemos que si v/ € H°(A}) es el elemento que corresponde a 1) entonces
(V') € Hom(n*.7 /| F2 Ox) es igual a ¢(r). De la sucesion exacta en secciones globales
obtenida de (3.2.1.1)

0 — HO(Az) = HO(AG) 5 HO(" A z),
y el isomorfismo D(X, ) = HY(4;), donde

{(W,p) € €°(V, #om(n*Qy, Ox)) x ZNYV, #om(Qx,Ox)) | W = pDn)}

D(X,7) = {(hDm,6h) | h € €V, #om(Qx, Ox))} ’

vemos que la diferencia de (X, @) y (X, ) es una deformacién infinitesimal, localmente
trivial, de primer orden con origen trivial, X x A = Y x A, de X 5 Y. O

El siguiente resultado, con las notaciones de la Proposicién 3.3.2 y de (3.3.2.2), describe la
imagen del morfismo ¢ en relacién con la deformacién sumergida Y y el par (Y, 1) asociados

a (X,).

Teorema 3.3.3. Sea X > Z un morfismo de una variedad integra, Cohen-Macaulay, X
a una variedad lisa e irreducible Z. Sea Y su imagen_esquemdtica. Supongamos que Y es
lisa y que @ induce un morfismo finito X =Y. Sea (X, p) una deformacidn infinitesimal,
localmente trivial, de primer orden de X % Z definida por una seccion global v de A,.
Entonces:
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1. La fibra central de la imagen del morfismo ¢ contiene a Y y estd contenida en el
primer entorno infinitesimal de 'Y en Z y es igual a la imagen del morfismo Y — Z
obtenido de vo. Con mds precision, el ideal de ambas la fibra central de la imagen de
© y de la imagen de Y — Z es el nicleo de la composicion de homomorfismos

2
Iy — jY,Z/jY,Z -

2. La imagen de ¢ es la union esquemdtica de su fibra central y de la deformacion plana
de Y definida por vy y es igual a la imagen del A-morfismo Y UY = Z x A.
Y

Dem. Denotemos j el ideal en Z x A de la imagen de ¢ y denotemos _# el ideal en Z de
la fibra central (im @)o. Denotemos . el ideal de Y en Z x A.

Recordemos, véase la Observacién 2.2.3, que una sucesién exacta corta localmente
escindida de haces coherentes en un esquema noetheriano separado es escindida sobre
cada subconjunto abierto afin. Asi se puede cubrir Y con subconjuntos abiertos afines
U=WnY = Spec A/, donde W = Spec A es un subconjunto abierto afin en Z, de forma
que la deformacion, localmente trivial, de primer orden X sea trivial sobre los subconjuntos
abiertos afines V = 771U = Spec B que cubren X.

Se tiene entonces B = A/I@® M con M =T'(U,&). Sea A ¥, B el homomorfismo de anillos
inducido por el morfismo ¢. N

Segun la Proposiciéon 2.2.5 y el Lema 3.2.2, a (X, @) le corresponde una seccién global
v € HO(A}) y, segin el isomorfismo en (3.2.2.1), consideramos v como una clase [(g, p)] €
D(X, ), para un par (g, p) € €%V, Home, (¢*Qz, Ox)) x LNV, #ome, (Qx, Ox)) tal
que 6g = pDy, donde ¥ es la cubierta abierta afin considerada en X.

Los anillos de Z x A sobre W y de X sobre V son, respectivamente, A @& Ae y B @ Be.
Entonces, segin la Observacion 2.2.7, el homomorfismo de anillos inducido por el morfismo
© se escribe en la forma

S
AD Ae 25 B @ Be

(3.3.3.1)

a+de— ¢a+ (g,(da® 1)+ ¢*ad)e,
donde Q24 ® B 2V, B es el homomorfismo determinado por la cocadena g sobre el conjunto
abierto V € 7.
Demostremos la parte 1. _
El hecho de que el ideal de la imagen del morfismo Y — Z obtenido de v; es el ntcleo de
vz — Fvz]I% g 2 & se sigue de la Proposicién 2.1.1.
Ahora debemos demostrar que #7, C Z C Hyz y que Z es el nicleo de
Iz — Fvz]I% 2 &. Esto puede ser probado localmente. Denotemos I,.J C A,

respectivamente, los ideales de Y y (im @) y detonemos I, JCA® Ae, respectivamente,

los ideales de Y e im@. Por definicién J es el niicleo del homomorfismo (3.3.3.1). En
consecuencia

J={a+de|aecly g, (da®1)+ta =0}
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Por otra parte, tomar la fibra central equivale a tensorizar los anillos con k[e] /ek[e] de modo
que J es la imagen de J ® kle|/ek[e] — A. Por tanto

J={acl|g,(da®1) € imy*=A/I C B}.

En particular, se tiene J C I.
Del Lema 3.2.2, obtenemos diagramas conmutativos de homomorfismos de,
respectivamente, B—médulos y A/I-médulos

(3.3.3.2) I[/I’®9B—>Q,®B )12 —= Q0 A/l

¢(V)|Vi / a(b(V)U\L ‘/U
B B.

Y

Segtin el diagrama de la parte izquierda vemos que I C J.

Segun la escision B = A/I @ M, consideramos f, como un par ((f,),,(f,),) €
Hom /1 (Q4®A/I, A/T)®Homy,;(Q4®A/I, M). Por tanto, con las notaciones de (3.3.2.1)
y (3.3.2.2), el diagrama de la derecha en (3.3.3.2) equivale a diagramas conmutativos

(3.3.3.3) I/IQHQA(X)A/] ]/IZHQA@)A/I
ol o | o
A/l M.

De (3.3.3.2) y (3.3.3.3) podemos reescribir J como

(3.3.3.4) J={a+delacl,n@)=—d y n@a) =0}

De (3.3.3.4) y del hecho de que J es la imagen de J @ k[e] /ek|e] — A vemos que
(3.3.3.5) J={ael]|wa) =0}

Demostremos ahora la parte 2.
El hecho de que la imagen de ¢ es la unién esquematica de su fibra central y de la
deformacién plana de Y definida por v; es, por definicion, equivalente a la identidad

F=90(F +0ze),

o localmente a la identidad

(3.3.3.6) J=1n(J+ Ae).

Demostremos (3.3.3.6). El subesquema plano Y C Z x A es la imagen de la deformacién
del morfismo de inclusion Y — Z definida, segtin la Proposicion 2.2.5, por la seccién global
v; € H( Ay 7). Por tanto, véase la Observacion 2.2.8 y (3.3.2.4),

(3337 I={a+delacly (f,),(da®@l)=—-a}={a+de|lacl y va)=-a}.
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De (3.3.3.5) y (3.3.3.7), se tiene

IN(J+Ae)={a+delacl,in(a)=—d y @ =0}=J.

El hecho de que la imagen del A-morfismo Y U Y 5 Z x A es la unién esquematica de la
Y

imagen de Y - 7 v Y estd demostrado en la Proposicién 3.3.2. 0

Establecemos ahora el resultado principal de esta seccién que podemos interpretar como
un Teorema de “alisamiento infinitesimal” para cuerdas sumergidas.

Teorema 3.3.4. Sea X 5 Z un morfismo de una variedad integra, Cohen—Macaulay, X
a una variedad lisa e irreducible Z. Sea Y su imagen esquemdtica. Supongamos que Y
es lisa y que @ induce un morfismo finito X = Y. Sea & el Oy-mddulo localmente libre
T.0x /Oy . Si la aplicacion H'(Ny) — HY(A,,) es inyectiva entonces toda cuerda sobre Y,
con fibrado conormal contenido en &, sumergida en Z es la fibra central de la imagen de
alguna deformacion infinitesimal, localmente trivial, de primer orden de .

Dem. Segun la Proposicién 1.2.1, una cuerda Y sobre Y, con fibrado conormal &”, sumergida
en Z corresponde a un homomorfismo sobreyectivo &y 7/ fﬁ 7 5 & y su ideal #Z es el
nicleo de Sy z - Sy z/ 97, 5 &

Supongamos que & C & y denotemos vy la aplicacién inducida Hy z/.9 , 2 & la
hipétesis de que la aplicaciéon H'(A;) — H'(A4) sea inyectiva es equivalente, segiin la
sucesion de cohomologia de (3.2.1.1), al hecho de que la aplicacién

HO(A,) -2 HO(w* A4z)

en (3.2.3.1) sea sobreyectiva. En consecuencia el elemento (0,1,) € H®(7* A5 ) admite
un levantamiento a una seccién global v € H°(4). Sea ¢ la deformacién infinitesimal,
localmente trivial, de primer orden asociada. Segin el Teorema 3.3.3, vemos que la fibra
central (im @), tiene ideal #. O

En el caso de que Y sea una curva obtenemos

Teorema 3.3.5. Sea X 2 Z un morfismo de una curva lisa e irreducible X a una variedad
lisa e irreducible Z. Sea'Y su imagen esquemdtica. Supongamos que Y es lisa y que ¢ induce
un morfismo finito X =Y. Sea & el Oy —mddulo localmente libre T, Ox | Oy . Entonces cada
cuerda sobre la curva lisa e irreducible Y, con fibrado conormal contenido en &, sumergida
en Z es la fibra central de la imagen de alguna deformacion infinitesimal de primer orden
de p.

Dem. Puesto que X es una curva vemos que el soporte de .4, es un conjunto finito. En
consecuencia H'(A;) = 0. O

Como consecuencia obtenemos el resultado infinitesimal clave que usaremos en la
demostracion del Teorema 5.1.1 de alisamiento global de cintas sumergidas sobre curvas.
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Teorema 3.3.6. Sean Y una curva proyectiva lisa e irreducible en P" y & un fibrado de
linea en Y. Supongamos que existe un recubrimiento doble liso e irreducible X = Y con
T.Ox /Oy = &. Sea X 2 P el morfismo obtenido componiendo m con la inclusion de Y
en P". Entonces cada cinta sobre Y, con fibrado conormal &, sumergida en P" es la fibra
central de la imagen de alguna deformacion infinitesimal de primer orden de .

Finalmente, manteniendo las notaciones previas, identificamos cuando se obtiene la
propia subvariedad Y como fibra centrar de la imagen de ¢ y cuando ¢ factoriza a través
de Y x A. Usaremos el siguiente

3.3.7 (Criterio local de platitud). [Mat80, 20.C] Sean A un anillo, I un ideal de A y M
un A-mddulo. Sean Ay = A/I y My = M/IM. Supongamos que I es nilpotente. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. M es A-plano.

2. My es Ag—plano, y I @4 M ~ IM por la aplicacion natural.
3. My es Ay-—plano y Tor{(Ay, M) = 0.

Proposicién 3.3.8. En la situacion del Teorema 3.5.3, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. Y = (im®)o.

2. 19 =0.

2’ (?,7) es el par formado por la cuerda escindida y su proyeccion a 'Y .
3. impCY.

4. im@=Y.

5. im @ es plano sobre A.

Dem. 2. < 2°. Si v, = 0 entonces, segin la Proposicién 2.1.1, [e5;] = 6 v, = 0. Por tanto

Y es la cuerda escindida y con la formula (2.1.1.9) comprobamos que Y —— Z induce
una retraccién de Y — Y. Reciprocamente supongamos que Y es la cuerda escindida e
im7 C Y. Entonces Iv,z C Iz Ahora bien, segun la Proposicién 2.1.1, el subesquema
im7 tiene por ideal en Z el nicleo de Hy, ; — Jyz/fgz 22, &. Por tanto vy = 0.

1. = 2. Se deduce de Teorema 3.3.3 1.

2. = 3. Las expresiones (3.3.3.4) and (3.3.3.7) dicen que

(3.3.8.1) I ={a+de|la€ Iz v(a)=—d y r(a) =0}

(3.3.8.2) I ={a+de|lac Fyy va)=-a}l
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Por tanto, si v, = 0 entonces im C Y.

3. = 4. Se deduce del Teorema 3.3.3 2.

4. = 5. Es bien conocido que el subesquema Y definido por (3.3.8.2) es plano sobre A.

5. = 1. Segun el “Criterio local de platitud”[Mat80, 20.C], vemos que im @ es plano
sobre A sii Zor(kle]/ek|e], Oumz) = 0. Tensorizando por kle]/ekle] la sucesién exacta

J — Oy ® kle] - O vemos que esta ultima condicién es equivalente al hecho de que
el homomorfismo sobreyectivo j ® kle]/ekle] — _# sea un isomorfismo. Por otra parte,
teniendo en cuenta la identidad ;Vve = J¢, es sencillo comprobar que son equivalentes:
(1) j@ kle]/ek[e] — # es inyectivo.

(2) F NOzeC e

(3) aeejéaej.

Ahora, de (3.3.8.1), obtenemos %y ze = jﬂ Oze. Asi se tiene Sy ze C Ze y en
consecuencia Sy, z C _#. La inclusién _# C #y, 7 se deduce del Teorema 3.3.3 1. O

Proposicién 3.3.9. En la situacion del Teorema 3.5.3, las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. ()?,Cé) factoriza a través de una deformacion infinitesimal, localmente trivial, de
primer orden X — Y x A de .

2. ve HY(AM).

3.Y=YxAe (57,;) es el par formado por la cuerda escindida y su proyeccion a 'Y .

Dem. Se tiene la sucesién exacta 0 — HO( A7) — HO(A) 2, H(m*AMyz). Ast 2. v €
H(_A4;) es equivalente a 2”. (v,15) = (0,0) y, en consecuencia 2. es equivalente a 3.
Demostremos que 1. es equivalente a 2”. En efecto, el ideal de Y x Aen Z x A es S @ Fey
hemos denotado por / el ideal de im @. Asi 1. es equivalente a & @ Fe C / De (3.3.8.1)

vemos que & @ Fe C / es equivalente a (v, v5) = (0,0). O



Capitulo 4

Inmersién en el espacio proyectivo
para cintas sobre curvas

En este capitulo estudiamos el problema de la inmersién de cuerdas en el espacio
proyectivo. En la primera seccion obtenemos un resultado general para cuerdas sobre
una variedad lisa de cualquier dimensiéon. En concreto, la Proposicion 4.1.2 es un criterio
para decidir si todas las cuerdas con un mismo fibrado conormal & sobre una variedad
soporte reducida, lisa e irreducible Y se pueden sumergir en un mismo espacio proyectivo P"
extendiendo una inmersion Y < P". El resto del capitulo se refiere a cintas sobre curvas. En
el Teorema 4.3.1 obtenemos inmersién en el mismo espacio proyectivo para todas las cintas
con un mismo fibrado conormal fijado sobre una curva. Para algunas de estas inmersiones
probaremos, en el siguiente capitulo, la existencia de un alisamiento sumergido, y como
consecuencia obtendremos el alisamiento de cintas abstractas. El capitulo concluye con un
estudio méas detallado de inmersiones proyectivas de cintas sobre curvas de género g =1y
de cintas sobre P!,

4.1. Un criterio de inmersion en P" para cuerdas de
conormal &

Sea Y una subvariedad proyectiva lisa e irreducible en P". Sea & un haz localmente libre
de rango finito sobre Y. Recordemos, segin la Proposicién 2.1.1, que los morfismos desde

cuerdas con fibrado conormal &, que extienden una inmersién cerrada fijada Y’ < P", estan
en biyeccién con los homomorfismos Ay, — &, de forma que las inmersiones cerradas
corresponden a los homomorfismos sobreyectivos.

En los dos siguientes resultados obtenemos un criterio para decidir si todas las cuerdas
con fibrado conormal fijado & pueden ser sumergidas en el mismo espacio proyectivo con
soporte en una inmersion fijada de la parte reducida Y.

Lema 4.1.1. Sea Y un esquema propio y conexo sobre k y sean &,.% haces localmente
libres de rango finito sobre Y.

69
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1. Los homomorfismos sobreyectivos de F a & forman un abierto de Hom(%,&) que
es el complementario de un cono algebraico.

2. Consideremos una extension de un haz coherente F' por % . Sea Hom(F, &) 2
Ext'(F', &) el homomorfismo de conexion inducido por la extension. Si la clase de
la extension escindida levanta a un epimorfismo, entonces cada clase en la imagen
de 9, puede ser levantada a un epimorfismo.

Dem. 1. Un homomorfismo F —%5 & es sobreyectivo sii para cada punto y € Y el

homomorfismo inducido .Z (y) v (y) es sobreyectivo.

Sea e el rango de &. El espacio vectorial & (y) es e-dimensional. Por tanto, el homomorfismo
ANPY) .
—" A°&(y) es nulo.

Es decir, un homomorfismo .%# Y. & es no sobreyectivo en un punto y € Y sii el

homomorfismo inducido A% (y) NYW peg (y) se anula.

Consideremos el conjunto

F(y) ) (y) es no sobreyectivo sii el homomorfismo A°.Z (y)

I'={(y,v) | ¥ es no sobreyectivo en y} C Y x Hom(.%,&).

Afirmamos que I' es el soporte de un subesquema cerrado de Y x Hom(.%,&). En
efecto, denotemos ¥4 = Hom(A°F,N\°8). Cuando consideramos el espacio vectorial
Hom (A%, \°6) como variedad afin nos referimos a la variedad Vi (H°(9)*) =
Spec,(S(H’(%)*)). El homomorfismo canénico H°(¥) @, Oy — % dualiza en un
homomorfismo de Oy-médulos ¥* — H°(4)* ®; Oy que define un morfismo (de
evaluacién)

Y 5 Vi(H(9)") = Vy(H(9)" @ Oy) — Vy(97),

es decir un morfismo de Y x H°(%) en el esquema espacio total del haz coherente
¢, cuya fibra Vi,(H°(9)*) — Vi (@ (y)*) en un punto Speck(y) — Y corresponde
al homomorfismo dual del homomorfismo de evaluaciéon H’(¥) — %(y). Denotemos

Y 5 Vy(97) la seccién nula. El soporte del subesquema cerrado ev—#(Y) es entonces el
conjunto “de incidencia”

I = {(5.6) | 6(y) = 0} C Y x Hom(A"F, A°8).

Ademaés la aplicaciéon Hom(.#, &) AN Hom(A®#,A°&) es un morfismo si consideramos

estos espacios vectoriales como variedades afines en el sentido anterior. Es el
morfismo Vi (Hom(Z,&)*) AR Vi (Hom(A“Z#,A°&)*) inducido por la aplicacién lineal
Hom (A%, N°&)* 3N Hom(.%, &)* definida para a € Hom(A“%#,\°&)* y ¢ € Hom(%, &)
por §(a)(v) = a(A“Y).

Obtenemos I' como el subesquema cerrado imagen inversa

[ = (idy x A9)7'I" C Y x Hom(Z,&).
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La proyecciéon B de I' a Hom(.#, &) sera entonces un cerrado algebraico y es claramente
un cono.

2. Supongamos que para una clase ¢ € Ext!'(#’,&) — {0} en la imagen de 6, cada
elevamiento de { por J esta en el cono algebraico cerrado B formado por los homomorfismos
no sobreyectivos.

Fijemos s € B con d(s) = (. Entonces para cada A € k* y cada v € ker¢ la identidad
§(s + A'w) = ( y nuestra hip6tesis implican que s + A~'v € B. Puesto que B es un cono,
deducimos que para cada A € k*, B contiene el conjunto As + kerd. Puesto que B es un
cerrado algebraico, deducimos que B contiene también el niicleo de d. Asi obtenemos una
contradiccion. ([l

Proposicién 4.1.2. Sea Y una subvariedad proyectiva lisa e irreducible en P, con r > 3,
y sea & un haz localmente libre de rango finito sobre Y.

1. Sila cuerda escindida con fibrado conormal & puede ser sumergida como subesquema
cerrado nodegenerado en P" extendiendo la inmersion Y — P entonces cada cuerda
con fibrado conormal & que se aplica a P" extendiendo Y — P" puede ser sumergida
como subesquema cerrado nodegenerado en P" extendiendo Y — P".

2. Si el homomorfismo de conerion Hom( Ay, &) RN Ext!'(Qy, &) es sobreyectivo y
la cuerda escindida con fibrado conormal & puede ser sumergida como subesquema
cerrado nodegenerado en P extendiendo Y — P entones cada cuerda con fibrado
conormal & puede ser sumergida como subesquema cerrado nodegenerado en P"
extendiendo Y — P".

Dem. Si Hom( Ay, &) 2, Ext'(Qy,&) es sobreyectivo entonces, segin la

Proposicién 2.1.1, cada cuerda con fibrado conormal & se aplica a P" extendiendo Y — P",
asi la segunda parte es consecuencia de la primera.

Sea L un hiperplano en P". Supongamos que Y estd contenida en L. Se tiene entonces una
sucesion exacta natural Oy (—1) — A3, — A — 0. En consecuencia Hom(Ay7p, &) es,
de forma natural, un subespacio de Hom(4yp:, &). Ademas la condicién lisa de Y implica
que esta sucesién es también exacta a la izquierda y escindida. Asi

HOHI( Y?P”“? é&) = Hom( YTL? g) ¥ Hom(ﬁY(_l)a g)a

y, por tanto, la aplicacién L + Hom(.45";, &) es un morfismo del espacio proyectivo de
hiperplanos que contienen a Y (puede ser vacio) a la grassmaniana de subespacios de
codimensién h’(& ® Oy (1)) en Hom(Ay,, &). En consecuencia la unién de los subespacios
Hom (A3, &), donde L es cualquier hiperplano en P" que contiene a Y, es un cono
algebraico cerrado.

Fijemos s € Hom(Ay7,&). Denotemos s; € Hom( Ay, &) la composicion de
homomorfismos Ay — A 2 &. De (1.3.2.4) y (2.1.1.3), vemos que el morfismo

Y - P definido por s; es la composicion del morfismo Y — L definido por sy L L pr,
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En efecto, se tiene un diagrama conmutativo

(4.1.2.1) 0> Ny Qorl, Qy —=0
AN H

| -

\
\,,
0 v — Qrly i Qy 0
| / o/ |
& (

Qrly)s = (Qerly)s; == Qy —>0.

Asi
ta = (ifa, wy(da® 1))
= (it lFa, wy(dlfa ® 1))
:;ﬂlﬁa,

donde a € Op e Y 5 L es 1a inclusién de Y en L.

Reciprocamente, si el morfismo Y - P definido por un elemento s; € Hom(JlQPr, &)

. l ...
factoriza por L — P", es decir si im4; C L, entonces Y C L, puesto que Y es el soporte
reducido de imiy, y A5 2L, & factoriza a través de AL, puesto que el morfismo

. . e ) s .
inducido Y — L corresponde a un homomorfismo A3, — & vy, segin acabamos de

ver, el homomorﬁsmo composicion Alp — JVY* ; — & define el morfismo composicién

vy b que es el morfismo 1n1(31al Y -4 P, Por tanto, segin la correspondencia
biyectiva de la Proposicion 2.1.1, A% 2L & esigual a Nypr = ML > 8.

Hemos probado que la imagen del morfismo Y — P definido por un elemento s €
Hom(A5'pr, &) estd contenida en un hiperplano L sii Y estd contenida en L y s €
Hom(.457;, & ). Por tanto, una inmersién nodegenerada en P" de la cuerda asociada a
un elemento ¢ € Ext'(Qy, &) corresponde a un levantamiento de ¢ a un homomorfismo
sobreyectivo s € Hom(A4%,,&) que no pertenece a ningin subespacio Hom(A57;, &)
cuando Y C L y L es un hiperplano. Nuestra hipétesis dice que este levantamiento existe
para ¢ = 0.

Segun el Lema 4.1.1, el conjunto de homomorfismos no sobreyectivos es un cono algebraico
cerrado. Asf, la unién de este cono y el cono de subespacios Hom(.45*;, &) es un cono
algebraico cerrado B’ en Hom (A5, &).

Ahora, razonando como en la demostracion de Lema 4.1.1 2., vemos que cada clase
¢ € BExt'(Qy, &) en la imagen de 6 puede ser levantada a un elemento de Hom( Ay, &)
que no pertenece a B’. Este elemento define una inmersién nodegenerada en P" extendiendo
Y — P" de la cuerda con clase extension (. 0

Observacién 4.1.3. La aplicacién § es sobreyectiva si ambos H (& @ Oy (1)) y H*(&) se
anulan. En efecto, basta tener en cuenta que de la sucesién de Euler restringida a Y

0——=Qpr|y —=HO (G (1)) @ Oy (—1)—= Oy —0
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obtenemos la sucesién exacta
Ext'(Oy(—1),&) @ H(Opr (1)) —=Ext' (Qpr |y, &) —=Ext?*(Oy, &),

por tanto Ext'(Qp|y., &) = 0.
En particular para una curva Y la anulacién de H'(& ® Oy (1)) implica la sobreyectividad
de 9. O

4.2. Inmersion en P" de la cinta escindida de conormal
& sobre una curva Y

De ahora en adelante, Y sera una curva proyectiva lisa e irreducible de género cualquiera
g, v & un fibrado de linea sobre Y. Consideramos cintas sobre Y con fibrado conormal &.
Nuestro proximo objetivo serd obtener inmersiones proyectivas nodegeneradas, en el mismo
espacio proyectivo, para todas las cintas con fibrado conormal & con soporte en una
(posiblemente degenerada) inmersién proyectiva de la curva base Y. De acuerdo con la
Proposicién 4.1.2, en primer lugar buscamos una inmersién proyectiva nodegenerada para
la cinta escindida con fibrado conormal &. El método que usaremos es sugerido por la
siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.2.1. Sea Y una curva proyectiva lisa e irreducible y sea Y — P" una
imersion cerrada, con v > 3. Sea Y la cinta escindida sobre Y con fibrado conormal & .

. . ., ~ 1 . 7
Supongamos que existe una inmersion cerrada Y — P extendiendo Y — P". Entonces

1. existe una extension

0—ER0Oy(l) — 4 — Oy(1l) —0,

tal que la cinta escindida Y es el primer entorno infinitesimal de la seccion definida
por el epimorfismo M — Oy(1) dentro de la superficie geométricamente reglada

S =Py (A).

2. Denotemos Os(1) el fibrado de linea fundamental sobre S = Py (.#). Eziste un
morfismo S 4, P, con *Op (1) = Os(1), cuya imagen es un, posiblemente
singular, scroll y cuya restriccion a Y es la inmersion ¥ < Pr. Ademds, se tiene

H%(05(1)) = H(Os(1)]5)-

Dem. Sea Y’ C IP" la imagen de i. La cinta sobre Y sumergida en P" por un epimorfismo

- * T g 1 . . d.d .o . ﬁ . d h ﬁ

M pe — & es la cinta escindida sii este epimorfismo extiende a un homomorfismo
. . T

(sobreyectivo) i*Qpr — &

Supongamos ahora que existe el epimorfismo *Qpr — &. Sea .Z el nicleo de

Qe (1) 2256 © Oy (1).
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Consideramos la restriccion a Y de la sucesion de Euler
OHZ’*QPT(I)HHO(@’W(U) ® Oy—0y(1)—0.

Denotemos . el conticleo de la composicion F — i*Qpr(1) — H(Opr(1)) @ Oy.
Asi obtenemos la sucesién exacta en 1. conforme a un diagrama

(4.2.1.1) 0 0

/ /

0—F Qe (1) —2 > & @ Oy (1) —0

| | i

0—=.F — H (0w (1)) ® Oy

! i

Oy(1) ———=0v(1)
! /
0 0

Sea S = Py () la superficie geométricamente reglada asociada a .# con proyeccién
S LY. SeaY < S la seccién asociada al cociente .# — Oy (1). Entonces se tiene (véase
[Har77, V 2.6]) p*(& ® Oy (1)) = Os(1) @ Os(—Y) y por tanto Os(—Y )|, = &.
Denotemos Y el primer entorno infinitesimal de Y dentro de S. Tensorizando con @g(—Y)
la sucesion exacta

0—=O4(—Y)—=Os—= Oy —0,

obtenemos la sucesién

0—> Iy g—= Iy 5—=O5(~Y )|y, —0.

Por tanto la igualdad Ogs(—Y)|,, = & significa que Y es una cinta sobre Y con fibrado
conormal &. Es la cinta escindida puesto que la restriccién de p a Y proporciona una
retraccién de Y a Y. Esto demuestra 1.

Levantando a S el homomorfismo sobreyectivo H°(0p-(1)) ® Oy — ., y componiendo
con el cociente canénico p*.# — Os(1), obtenemos un homomorfismo sobreyectivo
H(0p-(1)) ® Os — O5(1) que define un morfismo S 2 pr,

Por construccién, la restriccién por Y <> S del epimorfismo HO(Gp: (1)) ® Os — Og(1)
es el homomorfismo sobreyectivo H*(Opr(1)) ® Oy — Oy (1) del diagrama (4.2.1.1). En
consecuencia la composicién Y <> S % P es la inmersién dada Y < P

Por otra parte, la inmersion Y < S extendiendo Y < S corresponde, en la biyecciéon de
Proposicién 2.1.1, al epimorfismo (isomorfismo en este caso) A57g = & segtin el diagrama

O%—«/K;:S a S*QS Ds QY 0

oo

0——& —Qp|y, —Qy —0.

v
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‘ <y s s Dy .
Ademas la restriccion por Y — S del homomorfismo canénico ¢*Qpr — (g, induce un
diagrama conmutativo

(4.2.1.2) 0—> Mor o i*Qpr 2y 0
T/i/ \LS*D”L/]J) H
0 y:kg 2 S*QS > Qy 0.

Componiendo ambos diagramas obtenemos un diagrama

Oﬁc/i/y*:]}w Z.*Q]}Dr Ds QY O

A

|
0 & Q?’Y Qy 0,

Y ¥
que muestra que el morfismo composiciéon Y — S — P", corresponde al homomorfismo
e ~ . : :
compuesto Ay pr — A3 — &. Ahora bien, este homomorfismo compuesto coincide, por

. . T . . o2
construccién, con el epimorfismo A4y — &. En consecuencia, el morfismo composicién

Y < S % P es la inmersion original Yy 5P

Por tanto la imagen de S debe de ser una superficie puesto que es reducida y contiene a
Y. Ademsds la imagen es un scroll en P" puesto que, por construccion, ¢*Op-(1) = O(1).
Por otra parte, los haces R'p,(0s(—2Y) ® Os(1)) se anulan para i = 0,1. Asi se
tiene p.Os(1) ~ p.(Os(1l)|y) y por tanto H°(Os(1)) = H°(Os(1)]y). Esto finaliza la
demostracion de 2. d

Proposicién 4.2.2. Sea Y una curva proyectiva lisa e irreducible y sea S = Py (A) 2y
la superficie geométricamente reglada asociada a un haz localmente libre de rango dos N
sobre Y. Denotemos Os(1) el fibrado de linea fundamental sobre S = Py (AN").

1. Una seccion Y — S cuyo primer entorno infinitesimal dentro de S es la cinta
escindida Y sobre'Y con fibrado conormal & es equivalente a un subfibrado de linea
L — N tal que existe una sucesion ezacta 0 — L — N — E 1L — 0. En este
caso Os(Y) = Os(1) @ p* £~

2. Sea Oy (1) un fibrado de linea muy amplio sobre Y. Denotemos P* C P,
respectivamente, los espacios proyectivos de (uno cocientes) de H°(Oy (1)) y
HY(Oy (1)) & HY(& @ Oy(1)). Sea Y < P la inmersion cerrada definida como la
composicion de la inmersion Y — P dada por la serie lineal completa H°(Oy (1)) y
P C P.

Supongamos que H' (& ® Oy (1)) = 0. Supongamos que existe una sucesion exacta

(4.2.2.1) 0% —N—-E1T0Y -0,

con £ un fibrado de linea, y sea Y — S la seccion asociada.
Si el fibrado de linea Os(1) @ p* (& @ Oy (1) @ L~1) es globalmente generado entonces
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su serie lineal completa define un morfismo S %P otal que la composicion con la

seccion es la inmersion dada 'Y <> PT. B

Ademds, el morfismo inducido de la cinta escindida Y a P" estd definido por la
serie lineal completa de (Os(1) @ p*(& ® Oy (1) @ £L71))|y y por tanto su imagen es
nodegenerada.

Dem. Sea Y — S la secciéon definida por un epimorfismo .4 — £ con J# un haz
invertible. Sea .Z el nicleo de .4 — £ . Entonces se tiene (véase [Har77, V 2.6]) p*.& =

Os(1) @ Og(=Y) y £ = (0s(1) ® Og(=Y))|y . Por otra parte, si Y es el primer entorno

infinitesimal de Y dentro de S entonces Y es la cinta escindida sobre Y con fibrado conormal
Os(=Y)|y. Asi se tiene & = &' @ &L sii Os(—Y)|y = &. Esto demuestra 1.
Demostremos 2. Denotemos ¢ = & ®@ Oy (1) @ £~'. Observemos en primer lugar que

(4.2.2.2) H(Os(1) @ p*#") = HY (N @ &").
De la definicién de la seccién se tiene Os(1)],, = &1 @ £. Asf se tiene la igualdad
(0s(1) @ p" L")y = Oy(1)
y la sucesién exacta
(4.2.2.3) 0— Os(-Y)® Os(1) @p* L — Os(1) @ p* &' — Oy(1) — 0.
Ahora empujando a Y la sucesién (4.2.2.3) obtenemos
0-8R0y(l) > N L — Oy(l) =0,

que es (4.2.2.1) tensorizada por #’. De la hipStesis H'(& @ Oy(1)) = 0 y el
isomorfismo (4.2.2.2), obtenemos, tomando secciones globales, una sucesién exacta

0— H°(& ® 0y (1)) — H(Os(1) @ p* L") — H°(Oy (1)) — 0.
Por tanto se tiene un diagrama conmutativo

H(Os(1) @ p* L") ® Os — Os(1) @ p* &

| |

H°(Oy (1)) ® Oy Oy (1)

donde las flechas horizontales son los homomorfismos de evaluacién. Esto demuestra que

existe un morfismo S % P cuya restriccién a Y es la inmersion dada Y — P".

Finalmente, se tiene R'p,(0s(—-2Y) @ Os(1) @ p*¥’) = 0 para i = 0,1.
Ast p(Os(1) @ p* ") ~ p.((Os(1) @ p*£")|y) v en consecuencia H°(Os(1) @ p*.&") =
H((0s(1) ® p*L")|5)- O
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4.3. Inmersion en P de las cintas de conormal & sobre
una curva Y

Para una curva base Y de género cualquiera g, como aplicacion inmediata de la
Proposicién (4.2.2), la manera de situar la cinta escindida Y con fibrado conormal &
dentro de una superficie geométricamente reglada es tomar el primer entorno infinitesimal
de la seccién definida por Oy & & — Oy dentro de P(Oy @ & ). Esto es la cinta escindida
con fibrado conormal & vista como (véase [BE95, 1.1]) el primer entorno infinitesimal de
la seccién nula en V(&).

El siguiente teorema proporciona inmersién en un mismo espacio proyectivo para todas las
cintas con un conormal fijado sobre una inmersion degenerada de la curva base.

Teorema 4.3.1. Sea Y una curva proyectiva lisa e irreducible, sea Oy (1) un fibrado de
linea muy amplio sobre Y y sea & un fibrado de linea sobre Y. Denotemos P* C P’
respectivamente, los espacios proyectivos de (uno cocientes) de H°(Oy (1)) y H°(Oy (1)) ®

HY(& @ Oy(1)). Sea Y <> P la inmersion cerrada definida como la composicién de la
inmersion Y — P* dada por la serie lineal completa H°(Oy (1)) y P* C PT.

Sea d = — deg & y supongamos que deg Oy (1) > max{d+2g+1,2g+1}. Entonces se tiene
r > 3 y cada cinta sobre Y con fibrado conormal & admite una inmersion nodegenerada

en P con soporte degenerado Y < P

Dem. Podemos aplicar la Proposicion 4.2.2 para la seccion definida por Oy & & — Oy
dentro de P(0y & &). La hipétesis deg Oy (1) > max{d + 2g + 1,2g + 1} implica que el
fibrado de linea Og(1)®@p* Oy (1) es muy amplio (véase [Har77, V Ex. 2.11]). Asi obtenemos
una inmersion nodegenerada en P” para la cinta escindida con fibrado conormal &. Ahora
obtenemos el Teorema 4.3.1 de la Observacién 4.1.3 y la Proposicién 4.1.2.

Observemos que h?(Oy (1)) > g+ 2y h°(& ® Oy (1)) > g+ 2, asi 7 > 3 y la inmersién

Y <& Proes degenerada. 0

4.4. Inmersion de cintas elipticas y racionales

Aunque con las inmersiones del Teorema 4.3.1 obtendremos nuestro resultado principal

respecto de alisamiento de cintas sobre curva de género cualquiera, el estudio de otras
posibles inmersiones de cintas con soporte en inmersiones nodegeneradas de la curva
reducida base, es una cuestion de interés en si misma.
En este sentido, para géneros bajos ¢ = 0,1, podemos hacer un estudio detallado de
inmersiones de la cinta escindida con fibrado conormal &, de cuya existencia, con un
argumento similar al de la demostracién del Teorema 4.3.1, obtendremos, en muchos casos,
inmersiones nodegeneradas, en el mismo espacio proyectivo P", para todas las cintas sobre
Y con fibrado conormal & extendiendo una inmersién nodegenerada de Y en P".
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4.4.1. Inmersion de cintas sobre una curva eliptica

Sea Y C P° una curva eliptica normal de grado s + 1 > 3. Las cintas sobre Y con
fibrado conormal & estan clasificadas, salvo isomorfismo que induce la identidad en Y, por
el espacio H'(&) médulo k*.

Denotemos d = —deg&’. Indiquemos que el género aritmético de una cinta con fibrado
conormal & es p,(Y) =d + 1.

El Teorema 4.3.1 asegura que si s + 1 > max {d + 3,3} entonces toda cinta con fibrado
conormal & se sumerge nodegenerada en P", con r = 2s + 1 — d, con soporte degenerado
Y C P* (e.g. sid>0en P4 con soporte Y C P2 si d < 0 (la tinica cinta) en P4+ con
soporte Y C P?).

Una aplicacién mas cuidadosa de nuestro estudio permite refinar este resultado.

Podemos escribir Oy (1) = Oy ((s + 1)P) y & = Oy (—d(Q) para ciertos puntos P,Q € Y.
Si S = Py (A4") es una superficie geométricamente reglada con invariante e asociada a un
haz localmente libre normalizado (i.e. H°(.4") # 0, pero H*(A ® ) = 0 siempre que &
sea un haz invertible de grado negativo) entonces (véase [Har77, V, 2.12, 2.15]) las opciones
son:

1. .4 es indescomponible, e = —1 y la Unica extension no escindida
0— Oy - N — Oy(0) — 0,
donde O € Y es un punto arbitrario, determina 4.

2. A es indescomponible, e = 0 y la tnica extension no escindida
0— Oy - N — Oy — 0,
determina 4.

3. N = Oy &%, donde £’ es un haz invertible cualquiera con deg.#’ < 0, en este
caso e = —deg &’ > 0.

Por otra parte, (véase [Har77, V, Ex. 2.12]), el fibrado de linea 0(1) ® p*Oy (b), donde
ﬁy(b) =& R ﬁy(l) ®$_1, es

= globalmente generado sii degb > e + 2.

= muy amplio sii degb > e + 3.
Estudiemos en cada caso la existencia de una extensién como (4.2.2.1)
(4.4.0.1) 0= — N =T —0.

1. Debe de ser .£? = Oy (O —dQ). En consecuencia d es impar y podemos escribir . =
Oy (5%R) para cierto R € Y tal que (d — 1)R ~ dQ — O. La existencia de (4.4.0.1)
equivale a una seccién global sin ceros de A (5LR), donde (d — 1)R ~ dQ — O.
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= Sid < —1 impar, entonces H(A (LR)) = 0.

= Sid > 3impar, entonces H(A (LR)) = H(Oy (%2 R)) HO(Oy (5L R+0)).
En este caso una seccién global sin ceros equivale a divisores efectivos Dy ~ %R
y Dy ~ %R + O tales que Dy N Dy = (), cuya existencia es inmediata puesto
que la serie lineal definida por %R + O es sin puntos base y de dimensién > 1.
Aqui degb = s+1—%. Asidegbh > e+ 2 =1,e+3 =2sii s > %,%.
Ahora HY (& ® Oy (1)) = H (Oy((s+1)P —dQ)) se anula siempre que s+ 1 > d
6s+1=dydP ~dQ. Asi

e para d > 3 impar, tomando s > d, es s > %. Asi obtenemos inmersion
nodegenerada en P", con r = 2s + 1 — d, con soporte degenerado Y C P?,
para todas las cintas con fibrado conormal & con —deg & = d (e.g. en P4+1
con soporte Y C P9).

e para d > 5 impar, tomando s+ 1 =dy dP = dQ (i.e. deg &' = deg Oy (1)
y &1 # Oy (1)), obtenemos inmersién nodegenerada en P! con soporte
nodegenerado Y C P?~!, para todas las cintas con fibrado conormal & con

—deg & = d.

= Sid =1, entonces deg.Z = 0. Si .Z es no trivial entonces la tnica seccién
global de A ® Z~1 se anula en un punto R ~ O tal que £~ = Oy (R — O).
Si £ = Oy entonces @ = O y la sucesion 0 — Oy — A — Oy(0) —
0 es del tipo (4.4.0.1). De forma que la cinta escindida con fibrado conormal
& = Oy(—O0) se obtiene como el primer entorno infinitesimal dentro de S de la
seccién que corresponde al cociente A — Oy (0). Aqui degh = s >e+3 =2
y HY(& ® Oy(1)) = H(Oy((s + 1)P — O)) = 0, por tanto las dos cintas con
fibrado conormal & = Oy (—0) se sumergen nodegeneradas en P?* sobre Y C P*
(e.g. en P* con soporte Y C P?).

2. En este caso, % = & = Oy(—dQ). Por tanto d es par y podemos escribir . =
Oy(ZLR) para cierto R € Y tal que dR ~ d@. La existencia de (4.4.0.1) equivale a
una seccién global sin ceros de .4 (4R), donde dR ~ dQ.

= Sid < —2 par, entonces H'(A (4R)) = 0.
» Sid=2en H(A(R)) = H°(Oy(R)) ® H°(Oy(R)) no hay secciones sin ceros.
= Sid > 4 par, entonces H' (A (4R)) = H°(Oy(4R))® H°(Oy (4R)). En este caso

una seccién global sin ceros quuivale a divisores efectivos Dy ~ gR y Dy ~ gR
tales que D; N Dy = (), cuya existencia es inmediata puesto que la serie lineal
definida por gR es sin puntos base y de dimension > 1. Aqui degb =s+1 — g.
Asidegb >e+2=2¢e+3=3siis>2+1,%+2 Ahora H'(& ® Oy(1)) =
HY(Oy((s+1)P —dQ)) se anula siempre que s +1 >d 6 s+1=dy dP ~ dQ.
Asi

e para d > 4 par, tomando s > d es s > g + 2. Asi obtenemos inmersién
nodegenerada en P", con r = 2s + 1 — d, con soporte degenerado Y C P?,
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para todas las cintas con fibrado conormal & con —deg & = d (e.g. en P4+1
con soporte Y C P9).

e para d > 6 par, tomando s + 1 = d y dP = dQ (i.e. deg&™ = deg Oy (1)
y &1 # Oy (1)), obtenemos inmersién nodegenerada en P?~! con soporte
nodegenerado Y C P4~!, para todas las cintas con fibrado conormal & con

—deg & = d.
= Sid=0, entonces deg& =0y deg.Z = 0.

e Si & es no trivial entonces .Z~! es de grado 0 no trivial, por tanto H°(.A4 ®
ZLH =0.

e Si & = Oy y £ es no trivial entonces H(A @ £ 1) = 0. Si & = Oy
entonces la sucesion 0 — Oy — A — Oy — 0 es del tipo (4.4.0.1). De
forma que la cinta escindida con fibrado conormal &y se obtiene como el
primer entorno infinitesimal dentro de S de la secciéon que corresponde al
cociente A — Oy. Aqui degh = s+1>e+3 =3y H(E® Oy(1)) =
H'(Oy((s + 1)P)) = 0, por tanto las dos cintas con fibrado conormal Oy
se sumergen nodegeneradas en P**1 sobre Y C P* (e.g. en P° con soporte
Y C P?).

3. N =0y &L Setiene ¥* =86 <.

a) Supongamos e = 0. Entonces d es par.

» Sid < 0 entonces H'(A @ Z71) = 0.

= Supongamos d = 0.

Si .Z es no trivial entonces A ® £~ tiene seccién global sin ceros (una
tnica) exactamente si .2’ = Z. En este caso ha de ser & = .Z. Es decir
& es de grado cero no trivial. Por tanto la tnica cinta es la escindida.
Aqui degb = s+ 1 > e+ 3 = 3. Por tanto la tnica cinta con conormal
& de grado 0 no trivial se sumerge nodegenerada en P?**! con soporte
degenerado Y C P¢ (e.g. en P® con soporte Y C P?).

Si .Z es trivial entonces .’ = &~ L. Por tanto A @ L' = Oy & &' tiene
secciones globales sin ceros, bien sea & trivial o no. De nuevo obtenemos
inmersién nodegenerada para las cintas (dos o tnica) con fibrado conormal
& de grado 0, en P", con r = 2s + 1, con soporte degenerado Y C P* (e.g.
en P5 con soporte en Y C P?). Estas inmersiones son parte del resultado
del Teorema 4.3.1.

» Supongamos d > 2 (d par). Entonces & = ﬁy(—gR), para cierto R € Y.
Ast /' @ZL7 = Oy ($R)DL(LR) tiene secciones globales sin ceros sii d > 4
6d =2y .%" esno trivial. Aqui la condicién degb = —d+s+14+% > e+3 =3
es s > g + 2.

e para d = 2, tomando s = 3, obtenemos inmersién nodegenerada en
IP5, con soporte degenerado Y C P23, para todas las cintas con fibrado
conormal & con —deg & = 2.
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e para d > 4 par, tomando s > d es s > %l + 2. Asi obtenemos, de
nuevo, inmersiéon nodegenerada en P”, con r = 2s + 1 — d, con soporte
degenerado Y C IP?, para todas las cintas con fibrado conormal & con
—deg & = d (e.g. en P! con soporte Y C P?).

e parad > 6 par, tomando s+1 = dy dP ~ dQ (i.e. deg &~ = deg Oy (1)
y &1 # Oy (1)), obtenemos, de nuevo, inmersién nodegenerada en P41
con soporte nodegenerado Y C P?!, para todas las cintas con fibrado
conormal & con —deg & = d.

b) Supongamos e > 0. Escribimos £’ = Oy (—e@)’) para cierto (' € Y. Entonces
L? = Oy(—dQ — eQ’). Por tanto d + e es par.

= Supongamos d + e = 0.

e Sid = —e < 0 entonces la tnica cinta con fibrado conormal & =
Oy (—dQ) es la cinta escindida. Si £ es no trivial entonces H°(A ®
Z7Y = 0. Tomamos .£ = Oy vy, por tanto, £’ = & 1. Aqui degh =
—d+s+1>e+3 = —d+ 3 de manera que obtenemos inmersion
nodegenerada para la cinta escindida en P", con r = —d + 2s + 1, con
soporte degenerado Y C P* (e.g. en P~4*® con soporte en Y C P?).
Estas inmersiones son parte del resultado del Teorema 4.3.1.

= Supongamos que d + e # 0 (recordemos que d + e es par).
e Sid+e <0 entonces H(A @ Z71) = 0.

e Sid+e > 0entonces .Z = Oy (—%<R) para cierto R € Y con (d+e)R ~
dQ@ + eQ)'. La existencia de (4.4.0.1) equivale a una seccién global sin
ceros de Oy (4<R) @ Oy (HER — eQ)).

o Si —e < d < e no hay secciones sin ceros.

o Si0 < e =dentonces S @ L' = Oy(dR) ® Oy (dQ — dR) tiene

secciones (una tnica) sin ceros sii dQ ~ dR, i.e. £ = &. En este caso
L' = & y la sucesiéon (4.4.0.1) es0 — & — Oy & & — Oy — 0.
Aqui degb = s + 1.
Si suponemos que s + 1 > d + 3 entonces H'(& ® Oy(1)) = 0
y obtenemos inmersion nodegenerada para las cintas con fibrado
conormal & = Oy(—dQ) en P, con r = 2s + 1 — d, con soporte
degenerado Y C P* (e.g. en P con soporte en Y C P42). Estas
inmersiones son parte del resultado del Teorema 4.3.1.

o Si0 < e < d, entonces Oy (%ER) & Oy (4R — eQ)') tiene secciones
globales sin ceros. Aqui la condicion degb = —d+s+ 1+ % >e+3
es s > % + 2.

Parad > 7, tomando s+1 =dy &' # Oy(1),y 7 < e+6 < d con d+e
par (e.g. e + 6 = d), obtenemos, de nuevo, inmersién nodegenerada
para las cintas con fibrado conormal & = Oy (—dQ) en P! con
soporte nodegenerado Y C P41,

Para d > 3, tomando e +2 = d y s > d 4+ 1 obtenemos inmersion
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nodegenerada para las cintas con fibrado conormal & = Oy (—dQ) en
P~4+2s+1 con soporte degenerado Y C P* (e.g. en P?*3 con soporte
enY C P4t

4.4.2. Inmersién de cintas sobre P!

Sea Y C PP* una curva racional normal. Las cintas sobre P! con fibrado conormal
Op1(—d) estan clasificadas, salvo isomorfismo que induce la identidad en P!, por el espacio
HY(Opi1(—d + 2)) médulo k*.

Indiquemos que el género aritmético de una cinta sobre P! con fibrado conormal @p:(—d)
es po(Y) =d— 1.

El Teorema 4.3.1 asegura que si s > méx {d+1, 1} entonces toda cinta con fibrado conormal
Op1(—d) se sumerge nodegenerada en P", con r = 2s+1—d, con soporte degenerado Y C P*
(e.g. si d > 0 en P43 con soporte Y C P4 (para d = 0,1,2,3 hay una tnica cinta); si
d < 0 (la tnica cinta) en P~%*3 con soporte en un subespacio lineal P* C P~4+3).

Una aplicacién més cuidadosa de nuestro estudio permite refinar este resultado.

= Un haz localmente libre normalizado .4 de rango 2 se escribe en la forma .4 =
ﬁpl D ﬁpl(—€> con e > 0.

= El fibrado de linea Os(1) @p* Oy (b), donde Oy (b) = &R Oy (1)L, es muy amplio
sii degb > e.

Podemos escribir £ = Opi(—a). Entonces A4 @ £ 7! tiene secciones globales sin ceros sii
a > e. Aqui la condicién degb = —-d+s+a>eess>d+1+e—a.

Por otra parte, H'(Oy (1)@ &) = H'(Op1 (s —d)) se anula sii s > d — 1. Por tanto podemos
refinar el Teorema 4.3.1 para d > 3.

» Para d > 3 tomando a = e +2 y s = d — 1 todas las cintas sobre P! con fibrado
conormal Opi(—d) se sumergen nodegeneradas en P4~ con soporte nodegenerado en
una curva racional normal Y C P41,



Capitulo 5

Alisamiento

Este capitulo contiene los resultados fundamentales de este trabajo. Demostramos
(véase Teorema 5.1.3) que, imponiendo débiles condiciones sobre el fibrado conormal &,
todas la cintas con fibrado conormal & (con unas pocas excepciones si ¢ = 0 6 g = 1,
véase Observacién 5.1.5), sobre una curva proyectiva lisa e irreducible Y de género g son
alisables. N
Por alisamiento de una cinta Y sobre una curva proyectiva lisa e irreducible Y, entendemos
la existencia de una familia % propia y plana sobre una curva (afin), lisa, puntuada (7', 0)
con las siguientes caracteristicas:

1. la fibra general %;,t # 0, es una curva proyectiva lisa e irreducible,

2. la fibra central % es isomorfa a la cinta Y.

Si la cinta Y esta sumergida como subesquema cerrado en un espacio proyectivo P" diremos
que admite un alisamiento sumergido si existe un subesquema cerrado integro % C P7.,
plano sobre la curva (afin) puntuada (7,0), con las siguientes caracteristicas:

1. la fibra general %; C P",t # 0, es una curva proyectiva lisa e irreducible,

2. la fibra central %) C P" es la cinta Y.

El resultado fundamental es el Teorema 5.1.1 que proporciona condiciones suficientes para
la existencia de alisamiento sumergido para cintas.

Sobre una curva proyectiva lisa e irreducible Y de género arbitrario consideramos
cintas con fibrado conormal fijado &. Denotemos d = —deg &y g el género de Y. El género
aritmético de una cinta Y con fibrado conormal & es

pa(Y)=d+2g— 1.

En el Teorema 5.1.1 suponemos la existencia de un recubrimiento doble liso e irreducible
X 5Y con m,0x /0y = &. Esta es la condicién geométrica natural para esperar que una
cinta con fibrado conormal & sea alisable.

83
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Observacién 5.0.1. (/BPVdV84, 1.17]) Un recubrimiento doble liso e irreducible X Y
con m,0x /Oy = & esta determinado por & y su lugar de bifurcacién, un divisor efectivo,
liso para que X sea una curva lisa, con fibrado de linea asociado & ~2. Por tanto, la existencia
de un recubrimiento doble liso e irreducible X = Y con 7,0y /Oy = & es equivalente a

1. la existencia en Y de un divisor no nulo, reducido y efectivo con fibrado de linea
asociado &72, 6,

2. £2 =0y y H'(&) = 0. 0

Suponemos también, por motivos técnicos, que el género de X verifica la condicion
g > 3. Observemos que g, = d + 2g — 1. Es decir, el género de X y el género aritmético
de la cinta Y son iguales. Por tanto estamos imponiendo la condicion

3. pa(Y) > 3.

Observemos que una obvia condiciéon necesaria para que Y sea alisable es pa(?) > 0. Por
tanto, la condicién p,(Y) > 3 excluye pocas cintas.

Por otra parte, la existencia del recubrimiento doble, es una condiciéon poco exigente para
el fibrado &. Por ejemplo, las condiciones (1) y (3) se verifican si d > max{g, —2¢g + 4} (la
condicién d > g se impone para asegurar que & 2 es sin puntos base). Ademds si g > 2,

la existencia del recubrimiento doble implica la condicién p,(Y) > 3, puesto que ha de ser
d > 0.

5.1. Alisamiento sumergido

En primer lugar demostramos el alisamiento de cintas sumergidas.

Teorema 5.1.1. Sean 'Y una curva proyectiva lisa e irreducible y Oy (1) un fibrado de linea
muy amplio sobreY . Sea & un fibrado de linea sobre Y. Supongamos que Oy (1) y &R0y (1)
son noespeciales. Denotemos por P* C P", respectivamente, el espacio proyectivo de (uno
cocientes) de H°(Oy (1)) y H°(Oy(1)) ® H°(& & Oy(1)). Supongamos que r > 3. Sea
Y C P" la inmersion definida como la composicion de la inmersion Y C P° determinada
por la serie lineal completa H°(Oy (1)) y P* C P".

Supongamos que Y C P’ es una cinta sumergida nodegenerada sobre Y C P" con fibrado
conormal &. Supongamos que p,(Y) > 3. Supongamos que existe un recubrimiento doble

liso e irreducible X = Y con T.0x /Oy = &. Sea X L Proel morfismo obtenido
componiendo ™ con la inclusion de Y en P". Entonces

1. existen una familia lisa e irreducible Z  propia y plana sobre una curva afin lisa

P o "y
puntuada T y un T-morfismo & — Pl con las siguientes caracteristicas:

a) la fibra general de 2" es una curva proyectiva lisa e irreducible,
b) la fibra central de & es X,
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¢ . ./
c¢) la fibra general del T-morfismo & — Pl es una inmersion cerrada,

d) la fibra central del T—morfismo Z° 2 P oes o, y

. ® ,
2. la imagen del T-morfismo & — P es un subesquema cerrado integro % C P plano
sobre T' con las siguientes caracteristicas:

a) la fibra general de % es una curva proyectiva lisa e irreducible nodegenerada con
seccion hiperplana noespecial en P,

b) la fibra central de % es Y C P".
Observacién 5.1.2. Si H%(& ® 0y (1)) = 0 entonces Y C P” es nodegenerada. O

Dem. (del Teorema 5.1.1) Denotemos d = —deg & y g el género de Y.

Por hipétesis existe un recubrimiento doble liso e irreducible X = Y con m,0x = Oy JE
La curva X es proyectiva lisa e irreducible de género g, = d+2g — 1. Asi g, = p.(Y) v,
por hipétesis, g, > 3.

Sobre X consideramos el fibrado de linea L = 7*0y(1). La hipdtesis de que Oy (1) y
& ® Oy (1) son noespeciales implica que L es noespecial.

La aplicacién natural H(&y (1)) = H(r,L) = H°(L) admite una retraccién
HO(m,L) = H°(Oy (1))

obtenida a partir de la aplicacion traza m,0x — Oy tensorizando por Oy (1) y tomando
secciones globales. Asi se tiene

H(L) = H*(0y(1)) & H'(& @ Oy(1)).

Vemos también que el levantamiento del homomorfismo sobreyectivo de evaluacion
H(Oy(1)) ® 6y — Oy(1) es la composicién de HO(Oy (1)) ® Ox —2 HY(L) ® Ox y
del homomorfismo de evaluacién H°(L) ® Ox — L.

Ahora la composicién del epimorfismo HO(L)@60y "2 HO(6y(1))®0y y del levantamiento
del epimorfismo de evaluaciéon H(Oy (1)) ® Oy — Oy (1) define un epimorfismo H°(L) ®
Ox — L que proporciona un morfismo X > P’. Este morfismo @ es la composicion
X5Y PP

El Teorema 3.3.6 implica que existe una deformacién infinitesimal de primer orden de
X5 P’y de ¢ tal que la fibra central de la imagen de ¢ es igual a la cinta Y. Denotemos
L=g Opr (1). Entonces L restringe a L en X

La hipétesis de que Y es nodegenerada en P" implica que si la imagen de @ estd contenida
en un subesquema cerrado definido en P’y por una forma lineal con coeficientes en kle],
entonces la fibra central de este subesquema es P". En consecuencia vemos que, dado un
conjunto de coordenadas de P", el morfismo X 5 [P\ corresponde a la eleccién de un
conjunto de r + 1 secciones {707 . ,2;} en F(Z) tales que generan L, cualquiera de cuyas
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posibles relaciones sobre k[e] tienen coeficientes no unidades y cuya restriccién a H(L) es
un conjunto {lo, ...,[,} de r 4+ 1 secciones que generan L y tales que exactamente s+ 1 de
ellas son independientes. A este tltimo conjunto corresponde X R

Consideramos w = wy Y L' = L@ w®", donde n es suficientemente grande para que L' =

L ® w§" sea muy amplio, noespecial y la serie lineal completa de L' defina una inmersién
X — P que determine un punto liso [X’] en el correspondiente esquema de Hilbert. Sea H
el subconjunto abierto, liso (e irreducible) de este esquema de Hilbert formado por curvas
lisas, irreducibles y nodegeneradas C' C P™ de grado d’ = 2deg Oy (1) +n(2g, —2) y género
gy = d+2g — 1. Entonces [X'] € H. Puesto que n >> 0, entonces para cada tal curva
Oc(1) es noespecial, la inmersién de C' en P est4 definida por una serie completa y define
un punto liso en su esquema de Hilbert. Por otra parte, puesto que L’ es muy amplio y
H'(L') = 0, también L' es muy amplio relativo a A y la inmersién X < P" extiende a
una inmersién X < Py (véase Lema 5.2.1). Asf la imagen X' de X — P’y es una familia
plana sobre A que corresponde a un vector tangente a H en el punto de Hilbert [X'] de
X'. Ahora, puesto que [X'] es un punto liso en H, podemos tomar una curva afin lisa e
irreducible T' en H que pasa por [X'] con direccién tangente el vector tangente dado.

Podemos tomar esta curva de forma que todos sus puntos, excepto [X'], estén situados en
el abierto U de H construido en la forma siguiente: H admite un morfismo sobreyectivo
sobre Py 4, el espacio coarse moduli de pares formados por una curva de género g, y un
fibrado de linea de grado d' sobre la curva. Denotemos d; = 2deg Oy (1) y consideremos
también &y, ,  fibrado sobre la parte fina del espacio de moduli .Z; 0 Sea €™ el esquema
que representa el functor de divisores efectivos relativos de Cartler de grado relativo d;
sobre la curva universal ‘50 — M, O (si la familia en cuestién es plana y proyectiva
sobre la base, este functor es representable por un subesquema abierto del esquema de
Hilbert de la familia. En el caso de una familia lisa sobre la base la inmersion de este
abierto en el esquema de Hilbert de la familia es universalmente cerrada, véase [Gro62,
4.1]). Por hipétesis d; — g, = r > 3, en particular d; > g,. En consecuencia el morfismo
€M) — Py, 4 essobreyectivo. Denotemos ¢ = G X yo ¢ 4). Sobre € existe un divisor

g

efectivo relativo de Cartier universal . Consideremos gl fibrado de linea 0y (2) y sea
€ % €9 ¢l morfismo (plano y propio, de hecho proyectivo) de proyeccién. Entonces, por
el teorema de cambio de base y cohomologia, en un punto (C, D) de (%), formado por una
curva C' de género g, y un divisor noespecial D de grado d; en C, la fibra del haz coherente
R'q.04(2) es isomorfa a H'(C,D) y lo mismo es cierto cerca de (C, D). Asi existe un
abierto no vacio Wi en €' formado por pares que se componen de una curva y un divisor
cuyo fibrado de linea asociado es noespecial. Ademas, si nos restringimos a Wi, fuera del
soporte del contcleo de la aplicacién natural ¢*¢.(0x(Z)) — Oy () obtenemos un abierto
W, en €@ formado por pares que se componen de una curva de género g, y un divisor
efectivo de grado d; cuyo fibrado de linea asociado es noespecial y globalmente generado.
En [EH83, 5.1] se prueba que si > 3 entonces en una curva lisa general la serie lineal
general de dimension r no tiene puntos base y su morfismo asociado a P es una inmersion
cerrada. Ademés, €(4) es irreducible de modo que W; domina //QOX. En consecuencia, el

conjunto W es no vacio, y restringiendo Wy de modo que ¢.(04(2)) sea libre de rango
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r -+ 1 sobre W5, se tiene un Ws—morfismo ‘KQOX X Wy — Py, Ahora (véase e.g. [Gro61,
X

G
4.6.7]) el conjunto W formado por los puntos de W tales que el morfismo inducido en las
fibras sobre el punto es una inmersion cerrada es abierto en Ws. Asi obtenemos un abierto
W en €'%) formado por pares que se componen de una curva de genero g, y un divisor
efectivo de grado d; cuyo fibrado de linea asociado es noespecial y muy amplio. También
por [EH83, 5.1], si suponemos que d; — g, = r > 3 entonces el conjunto abierto W es no
vacifo. Ahora, puesto que €% es irreducible y €@ — 2 di,g, €S sobreyectivo, obtenemos
también un abierto no vacio en ﬂdl,gx formado por pares que se componen de una curva
y un fibrado de linea noespecial y muy amplio con tantas secciones globales como L. Por
otra parte, tensorizando por w®" se tiene un isomorfismo entre %y, , v P4 . De modo
que tomamos el conjunto abierto U C H imagen inversa del abierto considerado en &y .
Ahora, tomamos nuestra curva T con punto general en este abierto U.

Denotemos 0 € T el punto que corresponde a X’. Sobre la curva afin puntuada (7,0) se
tiene una familia polarizada, plana y propia (£, .%") que contiene a (X, L') y ()N(, E’) como
fibras sobre el punto 0 y el vector tangente a 7" en 0.

Ahora, tensorizando por la potencia —n del haz dualizante relativo de la familia obtenemos
una familia (27, %) plana y propia sobre T' cuya fibra central es (X, L), cuya restriccién
al vector tangente a T en 0 es (X, L) y cuyo miembro general (2;,.%) se compone de una
curva lisa e irreducible de género g, y un fibrado de linea noespecial y muy amplio .%; con
tantas secciones globales como L y grado d; = deg L. Entonces se tiene h°(.%4) = r+1 para
cada t y probaremos que, después de restringir 7" si es necesario, .Z define un 7T—morfismo

2" — P cuya fibra sobre el vector tangente a 7" en 0 es el morfismo inicial X5 P’y y cuya
fibra general 2; £ P" para t # 0 es una inmersién cerrada dada por la serie lineal completa

de .%,. En efecto, recordemos que el morfismo X5 [P’y esta asociado a un homomorfismo
sobreyectivo ﬁ;{“ — L dado por r + 1 secciones globales {70, e ,E} cualquiera de cuyas
posibles relaciones sobre k[e] tienen coeficientes no unidades y cuya restricciéon a X es un
conjunto {ly, ..., [} de r+1 secciones globales de L tales que exactamente s+ 1 de ellas son
independientes. El epimorfismo obtenido por restriccién %™ — L dado por {ly,...,l,}
define el morfismo inicial X % P". Ahora, obtendremos un T-morfismo 2~ — P%. extensién

de X 5 IP%, si podemos levantar {ly, ..., I, } a secciones globales {mq, ..., m,} de & tales
que el homomorfismo asociado ﬁ’;}l — & sea sobreyectivo. Sea 2" 5 T el (plano y propio,
de hecho proyectivo) morfismo estructural. Los hechos que p es propio, £ es plano sobre T'
y HY(2:, %) = 0 para cada t € T implican que p,.Z es un haz localmente libre de rango
r + 1 sobre T' = Spec R y “la formacién de p, conmuta con extensién de la base”asf se
tiene I'(.Z) @g kle| /ekle] = T(L) y I'(ZL) ®@gr k[e] = T'(L). Después de restringir 7', podemos
suponer que M = I'(.Z) es un R—mddulo libre de rango r + 1.

Demostremos que la aplicaciéon M — F(Z) es sobreyectiva. La fibra central Zy = X es un
divisor de Cartier en 2" puesto que 2 — T es plano y 0 € T es un divisor de Cartier.

Por tanto X es, como subesquema cerrado de 2", el primer entorno infinitesimal de X en
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Z . Tensorizando por .Z la sucesion exacta asociada a la inclusion X C 2~

0— Oy (—2X) Oy O 0,

y empujando a 7', obtenemos una sucesion exacta

0—pZL(—2X) —p.L —p.L — R'p.Z(—-2X),

donde X 2 A es el morfismo estructural. Ahora, restringiendo T', podemos suponer que
el punto 0 € T es, como divisor en T, linealmente equivalente a cero. En consecuencia,
el fibrado de linea &y (—X) es isomorfo a &4 . De este modo vemos que R'p,.Z(—2X)
se anula a partir del hecho que % induce fibrados lineales noespeciales en cada fibra.
Asi podemos levantar {ly,...,[,} a secciones {mg,...,m,.}. Las secciones {mg,..., m,}
definen un morfismo &t" — &£ cuyo contcleo se anula en 0. En consecuencia (véase
Lema 5.2.2), restringiendo 7', podemos suponer que ﬁ;}“ — £ es sobreyectivo. De este

modo hemos obtenido un epimorfismo 6‘”;1 — % que define un T—morfismo 2 2 Pr

cuya A-fibra es X 5 P,

La seccion mg A - - - Am, de A"M corresponde, después de una eleccién de base en M, a un
elemento d € R. Afirmamos que d # 0. En efecto, vemos esto probando que d no se anula
en el orden n =r —s. Si n = 0 entonces {ly, ..., [} son independientes de forma que d no

se anula en 0 € 7. Supongamos que n > 1. El k[e]-médulo I'(L) = M ®g, k] es libre, de

forma que se tiene I'(L) = I'(L) @ ['(L) e. En consecuencia podemos escribir ; = [; + m;e
donde m; € I'(L). La anulacién de d en el orden n es equivalente (véase Lema 5.2.3) a

(5121) Z lg/\"-/\lil,l/\mil/\ll-1+1/\~~~/\lin,1/\min/\linﬂ/\"-/\lr =0.

0<i1 <--<in<r

De (5.1.2.1) se obtiene (véase Lema 5.2.4) una relacién kle]-lineal entre las secciones {ly +
Mo, . . ., L. +m.€} tal que alguno de sus coeficientes es una unidad en k[e]. La existencia de
esta relacion lineal implica (véase Lema 5.2.5) que la fibra central (im @), es degenerada.
Esto es contrario a nuestra hipdtesis de que la cinta Y es nodegenerada. De forma que la
igualdad (5.1.2.1) no ocurre y en consecuencia d no se anula en el orden n = r — s como
queriamos probar.

Por tanto, restringiendo 7', podemos suponer que los r + 1 elementos {mg,...,m,} de M
inducen una base en HY(.%},) para cada 0 #t € T.

Asi obtenemos para cada 0 # ¢t € T" un homomorfismo sobreyectivo ﬁ;gl — %, dado por
una base de H°(.%,) y para t = 0 el homomorfismo sobreyectivo %" — L cuyo morfismo

asociado es X & P". Esto es una familia plana de morfismos 2 2 pr cuya fibra central es
X % P, cuya fibra general es una inmersién cerrada asociada a una serie lineal completa
y cuya A—fibra es X4 P.

Sea % la imagen del T-morfismo 2 2, P%.. La familia total 2 es lisa e irreducible asi que
% es integro. Ademas, ® es una inmersion cerrada sobre T — 0 puesto que ®; es una
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inmersién cerrada para cada t € T'— 0 (véase e.g. [Gro61, 4.6.7]). En consecuencia para
cada t € T — 0 se tiene la igualdad %, = im (®;). Finalmente, los hechos que T es una
curva integra y lisa y que ¢ es integro y domina 7" implican que % es plano sobre T'. Asi la
fibra %) de % en 0 € T es el limite plano de las imégenes de 2 2 pr para t # 0. Por
otra parte, esta fibra % contiene la fibra central (im@)q de la imagen de ¢ y puesto que
ambas la fibra % y la fibra (im @), tienen el mismo grado y el mismo género aritmético se
deduce que son iguales. 0

Como consecuencia del Teorema 4.3.1 y del Teorema 5.1.1 obtenemos el alisamiento de
cintas.

Teorema 5.1.3. Sean Y una curva proyectiva lisa e irreducible y & un fibrado de linea en
Y. Supongamos que existe un recubrimiento doble liso e irreducible X =Y con m,0x /Oy =
&. Entonces cada cinta Y sobre'Y con fibrado conormal & y género aritmético pa(?) >3
es alisable. 0

Observaciéon 5.1.4. Recordemos que la existencia de un recubrimiento doble liso e
. . s . . .,

irreducible X — Y con m.0x /0y = & es equivalente a la verificacion de una de las
condiciones siguientes.

1. Existe en Y un divisor no nulo, reducido y efectivo con fibrado de linea asociado & 2.
2. Se verifican las condiciones &2 = Oy y H*(&) = 0. O

Observacion 5.1.5. En el Teorema 5.1.3 la condicion de existencia del recubrimiento
doble impone d > 0, y, por tanto, si ¢ > 2 implica la condicion pa(?) > 3, puesto que
pa(f/) = d+2g — 1. Por otra parte, en los casos ¢ = 0 6 g = 1, la condicién pa(?) > 3 sélo
excluye unos pocos valores entre los d > 0. En concreto d =0,1,2,3sig =0,y d=0,1 si
g=1

Esto significa que imponer, en el enunciado del Teorema 5.1.3, la condicion pa(f/) > 3 es,
en la practica superfluo, puesto que la condicién pa(?) > 3 es, casi siempre, implicada por
la condicion de existencia del recubrimiento doble. 0

Sea d = —deg &. Recordemos que p,(Y) = d + 2g — 1. Las hipétesis p,(Y) > 3 y (1)
de la Observacién 5.1.4 se verifican, para todo &, si d > max{g, —2g + 4} de forma que
obtenemos:

Corolario 5.1.6. Sea Y una curva proyectiva lisa e irreducible de género g.

1. Sea & un fibrado de linea sobre Y y d = —deg&. Si d > méax{g, —2g + 4} entonces
cada cinta sobre'Y con fibrado conormal & es alisable.

2. Supongamos que g > 2. Sea & un fibrado de linea sobre Y tal que &2 = Oy y
HY(&) = 0. Entonces cada cinta sobre Y con fibrado conormal & es alisable. O
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Para géneros g > 3 hay un rango no cubierto por el Corolario 5.1.6 donde el
Teorema 5.1.3 también se aplica, suponiendo que & es general. Supongamos que g > 3
y g+ 1 < 2d < 2g — 1. Entonces el fibrado lineal general &2 es noespecial, su serie
lineal completa tiene dimensiéon mayor o igual que 2 y, su divisor asociado general es
reducido. Asf estd garantizada la existencia de un recubrimiento doble asociado a & 2y
pa(Y) =d+ 29 — 1 > 3. Obtenemos por tanto

Corolario 5.1.7. Sea Y una curva proyectiva lisa e irreducible de género g > 3. Sea & un
fibrado de linea general con g+ 1 < 2d <2g — 1, donde d = —deg&. Entonces cada cinta
sobre Y con fibrado conormal & es alisable. 0

En los casos de cintas sobre una curva eliptica o cintas sobre P!, podemos aplicar
también el Teorema 5.1.1 para cintas sumergidas como se indica en la Seccion 4.4. En estos
casos obtenemos los siguientes resultados de alisamiento sumergido para cintas con soporte
en una inmersion nodegenerada de su parte reducida.

Corolario 5.1.8. Sea Y C P! una curva eliptica normal de grado d > 5. Sea & un
fibrado de linea de grado —d tal que &' es no isomorfo a Oy (1). Entonces para cada cinta
Y sobre Y con fibrado conormal & sumergida en P con soporte en' Y C P41 existe un
subesquema cerrado integro % C P*' x T plano sobre una curva afin lisa, puntuada T
cuya fibra general es una curva nodegenerada, proyectiva, lisa e irreducible de género d+1
con seccion hiperplana noespecial en P14 cuya fibra central es Y C P, Ademds, en
estas condiciones, cada cinta 'Y sobre Y con fibrado conormal & admite una inmersion en
P4=1 con soporte en' Y C P41, 0

Corolario 5.1.9. Sea Y C P%! una_curva eliptica normal de grado d — 1. Supongamos
que d > 4. Entonces para cada cinta Y sobre P* con fibrado conormal Opi(—d) sumergida
en P41 con soporte en' Y C P! existe un subesquema cerrado integro % C P41 x T
plano sobre una curva afin lisa, puntuada T cuya fibra general es una curva nodegenemda
proyectiva, lisa e irreducible de género d — 1 con seccion hiperplana noespecial en Pd-1

cuya fibra central es Y c pi-! . Ademds, en estas condiciones, cada cinta Y sobre P! con
fibrado conormal Opi(—d) admite una inmersion en P41 con soporte en Y C P41, U

5.2. Lemas

Algunos hechos elementales, cuya prueba incluimos aqui, han sido usados en la
demostracion del Teorema 5.1.1.

Lema 5.2.1. Sea ()?, M) una deformacidn infinitesimal de primer orden del par (X, M),
donde X es una variedad proyectiva, lisa e irreducible y M haz invertible muy amplio con
HY(M) = 0. Entonces M es muy amplio relativo a A = Spec k[e]. El k[e]-médulo T(M) es
libre. Si {my,...,m,} es una base de H(M) y {my, ..., m,} es un levantamiento a F(M),
entonces {ig, ..., M.} es kle|-base de T(M). En consecuencia, la inmersin X — P
definida por la serie completa H°(M) extiende a una A—inmersion X — P\ definida por

una A-base de T'(M).
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Dem. Tensorizando con M la sucesién exacta

(5.2.1.1) 0—>Ox— Oy —>Ox—>0,

obtenemos la sucesién exacta

En consecuencia,

0—=H(M)——T(M)—=H°(M)—=0 = H'(M).
Se obtiene de aqui un isomorfismo de k[e]-médulos T'(M) = HO(M) & HO(M)e.
Por hipétesis, M esta generado por secciones globales, esto es, para cada x € X existe
s € H'(M) tal que s(x) # 0. Tomamos 5 € I'(M) levantamiento de s. Entonces $(z) =

I~

s(x) # 0, de forma que M estéd globalmente generado.
Es trivial comprobar que si {myq,...,m,} es una base de H°(M) y {mq,...,m,} es un

levantamiento a T'(M) = H°(M) & H°(M)e, entonces {my, ..., m,} es k[e|-base de T'(M).
Finalmente probamos que M determina una inmersién si M determina una inmersién.
Puesto que M determina una inmersién, en el abierto U = {my # 0} = {mo # 0}, se
verifica la igualdad I'(U, Ox) = k[{s;}| donde s; = [t

Por otra parte, puesto que U es afin y liso, la deformacion X es trivial en U , es decir,
U= (U, O3 v) s un abierto afin isomorfo a Spec (k[{s;}] @ k[{si}]e).

De (5.2.1.1) se obtiene, como es bien conocido, una sucesién ”exponencial”

0—>Oy—= 0t —1,

asignando a una seccion local a € O la seccion 1 + ae, que proporciona una extension de
grupos abelianos

(5.2.1.2) 0—=HY(Ox)—=H'(0%)—=H'(0%)—1.

Puesto que H'(0y) = 0, la sucesién andloga a (5.2.1.2) obtenida cambiando X por U
implica que Hl(ﬁ’g) = H'(0}), de forma que, Mz = My ® k[e] y, por tanto, I'(U, M) =
I'(U, M) ® kle]. (Ademas M es trivial en U. Por tanto M es trivial en U.)

Probar que X — Py es una inmersion cerrada equivale a probar que I'(U, 05) = k[{5;}, €],

donde s; = gjo Comprobemos esta igualdad de anillos. Se puede escribir

Si = S; + ti€,

donde t; € k[{s;}].
Tomemos un elemento arbitrario p({s;}) + ¢({s;})e € I'(U, O%). Sea

a{s:) = alds)) = 2 (s
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Entonces
p({si}) +a({si})e = p({s:}) + Z aa—)%({Sz})tjﬁ +qi({si})e
=p({si}) + au({si})e € k[{si}, .

El siguiente resultado es parte de [Gro61, 4.6.3].

Lema 5.2.2. Sean 2 2 T un morfismo propio y .F — 4 un homomorfismo de €4 —
mddulos coherentes. Sea 0 € T'. Si el homomorfismo inducido F Q1 k(0) — 4 @7 k(0) es
sobreyectivo, entonces existe un abierto 0 € U C T tal que el homomorfismo §|p,1U —
9|,y es sobreyectivo.

Dem. El conticleo A de . F — ¥ es un 09 —mdbdulo coherente. La hipdtesis afirma que para
todo z € p~'(0) se tiene A; @4, @ = 0. Ahora bien, 4, ®g,., % se aplica de forma

,0
ﬁ%,z
My« ’

lema de Nakayama obtenemos .4, = 0, y, puesto que .4~ es coherente, existe un abierto
z eV, CZ tal que A, =0.Sea V la unién de todos los V,. Entonces p~'(0) C V' y
A|, = 0. Ahora, puesto que p es cerrado, U =T — p(Z" — V') es un abierto que contiene
a0eTysetiene p~}(U) C V. O

sobreyectiva en A, ®g, De forma que este ultimo también se anula. Aplicando el

Lema 5.2.3. Sean R una k—dlgebra noetheriana local reqular de dimension 1 con cuerpo
residual k, m su ideal mazimal y R ~ k[[t]] su completado m—ddico. Sea M un R-mddulo
libre de rango v+ 1. Sean R — kle| un vector tangente, My = M®pg kle] y My = My ®ppq k.

Sean %,...,E € My yly,....l,,mg,...,m. € My tales que l; = l; + m;e. Supongamos

que existen mg,...,m, € M tales que m; ® 1 = ;. Sea {by,...,b.} una base de M como
R-médulo yd € R tal que mo A --- Am, = d(bg A --- Ab,.). Denotemos s + 1 el rango
del conjunto de vectores {lo,...,l.} en el k—espacio vectorial My yn =1 — s. Entonces el

elementod, =d®1 € M®p Ii’/ﬁl”“ se anula sii

(5231) Z lg/\---/\lil,l/\mil /\lilH/\---/\lin,l/\min/\linﬂ/\---/\lr = 0.
0<iy < <in <r

Dem. Se puede suponer que el vector tangente R — kle] corresponde, mediante el
isomorfismo R = k[[t]], al epimorfismo natural k[[t]] — k[[t]]/#>.
Denotemos kle,] = k[[t]]/t"™. El k[e,]-médulo M, = M ®@p R/m™™ ~ M ®p k[e,] es libre
y

M, ®ufe,) klen]/enklen] = M.

Por tanto, como k[e,]-mddulos,
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En particular, como k[e]-mddulos,
My ~ My & Mye.
Ademis A"TIM ®g ke, = A"T1M,,. Por tanto, se verifica
Mo A -+ A My = dp(bon A+ Abyy),

donde m;, =m; ®1 € M, y {by, =by®1,...,b,,, =b, ® 1} forman una base de M,. En
consecuencia, la anulacién d,, = 0 es equivalente a mg,, A --- Am,, = 0.
Segin (5.2.3.2) podemos escribir

mjn = lj + mjen + -+ manZ,
para ciertos mj; € My, i = 2,...,n. En la expansion de la expresion
(5.2.3.3) (lo + mo€n, + -+ + mopen) A+ A (L + mp€n + -+ + mppen) =0,

un sumando posiblemente no nulo ha de contener a lo sumo s+ 1 elementos elegidos entre
los {l/;}. Por tanto, ha de contener al menos n elementos elegidos entre los {m;, m;}.
Ahora bien, si aparecen mas de n elementos elegidos entre los {m;, m;;} o aparece algin
mj; entonces aparece eﬁl, con t > n y, por tanto, el sumando se anula. Esto es, en un
sumando posiblemente no nulo han de aparecer exactamente n elementos elegidos entre
los {m;} y exactamente s + 1 elementos elegidos entre los {/;}. De forma que (5.2.3.3) es
equivalente a (5.2.3.1). O

Lema 5.2.4. En las condiciones del Lema 5.2.3, sin > 1 y se verifica (5.2.3.1) entonces
eziste una relacion kle|-lineal entre los elementos {lo + moe, ..., I, +m.€} alguno de cuyos
coeficientes es una unidad en ke].

Dem. Sea {lf,,...,l!} una base del k—espacio vectorial M. Sean f, g los endomorfismos de
My tales que f(l;) = 1i y g(l;) = m;.

La existencia de una relacién k[e]-lineal Y (\; + pi€)(l; + mie) = 0 con algin A; # 0, es
equivalente a la existencia de un elemento no nulo 0 # > \;l} € kerf tal que g(> \l}) €
imf.

El rango del conjunto {l;} es, por hipétesis, s + 1. Por tanto, podemos suponer
LA Al 20,

y
(5.2.4.1) lj=> ayli, para  j=0,...n—1

Entonces la expresion en el lado izquierdo de (5.2.3.1), i.e.

(5.2.4.2) S oA Al Ay Al A Al A, A A A,

0<iy <-+<in<r
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es igual a la expresion
(5243) (mo - Z Oéiomi) VANRRRIVAY (mn_l — Z am_lmi) A ln VANRRIVAY l’/"
En efecto,

T '
(mo — Y aioms) A+ A(ma_y = > in_1my),
i=n i=n

es igual a
min{n, r—n+1} QXjriy -+ Qi
b . . .
(1) E (] : oMo A Ay Ay A A
b=0 0<iy <+ <ip<n-—1 ajbil e ajbib

n<jp < <jp<r

SORIVAN my,—1 N m;, N My, +1 VANRIIVAN mn,1>.

Por otra parte, en cada sumando de la expresién (5.2.4.2) se han sustituido n elementos

entre los {ly,...,[,}. Cada una de estas sustituciones corresponde a sustituir b elementos
entre los {l,,...,l,} y sustituir n — b entre los {ly,...,l,_1}, donde b recorre 0 < b <
min{n, r —n + 1}. O de forma equivalente a sustituir b elementos entre los {l,,,...,l,} y
elegir b elementos entre los {ly,...,l,_1}. De esta forma (5.2.4.2) se reescribe
(5.2.4.4)
min{n,r—n+1}
Z Z (mo VANRRIVAY mi,—1 VAN lil A mi+1 VANERIVA mi,—1 VAN lib VAN mib+1/\
b=0

0<iy < <ip<n—1

n<gjp<---<jp<r

---/\mn_l/\ln/\--~/\lj1_1/\mjl /\lj1+1/\"'/\ljb_l/\mjb/\ljb+1/\"'/\l7«).
Ahora sustituyendo en (5.2.4.4) los l;,,...,l; por las expresiones (5.2.4.1), el sumando
T T
mo N A mi,—1 N Zaiilli A ™My +1 N A mg,—1 A Za’i’ibli A Mg, +1 VANEIERIVANY ¢ (PR AN

i=n i=n

ln/\"'/\ljl—l/\mjl/\lj1+1/\"'/\ljb—1/\mjb/\ljb+1/\"'/\lr7

es igual a
Qjriy -+ Qg
mg N\ .- /\mil,l /\lj1 /\milﬂ /\--~/\mib,1/\ljb /\mib+1/\~~~/\mn,1/\
Qjpiy - Qg

ln/\~-/\lj1,1/\mj1/\ljlﬂ/\--~/\ljb,1/\mjb/\ljb+1/\~~/\lr.
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Por tanto (5.2.4.2) es igual a

min{n,r—n+1} iy oo Qg
(—1)b Z ( 77”L0/\"'/\77%1_1/\771,]'1 /\mi1+1/\

o
Il
o

0<iy < <ip<n—1 Oéjyh e ajbib

n<j1<---<jp<r
--/\mib_l/\mjb/\mibﬂ/\---/\mn_l/\ln/\---/\lr).

En consecuencia, segin las hipdtesis del Lema, la expresién (5.2.4.3) se anula, y, por tanto,
existen (g, ..., 3,-1, no todos nulos, tales que

Bo(mo — Zaiomi) + oo B (my—y — Zam—lmi> €E<lp, ..., >.

i=n

Asi el vector no nulo

ﬁD(lé) - Z aiolg) -+ ﬁn 1 Z Qip— 1l

verifica
9(Bo(ly — Zazoz c o B Zam 11})) € imf,
y
F(Bolly — Zawz 4 B Zam 1)
como buscabamos. U

Lema 5.2.5. En las condiciones de la demostracion del Teorema 5.1.1, si existe una
relacion kle]-lineal entre las secciones {lo + mge, ..., I, + m,e} alguno de sus coeficientes
es una unidad en kle] entonces la fibra central (im @)g es degenerada.

Dem. Es un hecho basico que se tiene una sucesion exacta

, _
0——=Iimg @ ﬁm(l)%ﬁ?g(l)ﬂ@ﬁg ® Opr (1) = p.L

cuyas sucesion de secciones globales es la sucesion exacta
0T (Fimp ® Oy (1) ——T(Gry (1) = k] Xo @ - - @ k] X, —Z=1(L).

Por tanto, denotando Hxy e la seccién global 7 ((A; + pi€)X; € T'(Opr (1)), se verifica
que el subesquema im ¢ C Py estd contenido en el subesquema de P} definido por H; e
sit @*Hyipe = 2 io(Ai + pi€)(l; + mye) se anula. De esta forma, si se verifica la relacién
Y oi_o(Xi + pi€)(l; +mye) = 0, donde algin \; es no nulo, entonces im @ C Hy, .. Tomando
la fibra central obtenemos (im @)y C H), donde H) es el subesquema de P" definido por
> i MiX;, que resulta ser un verdadero hiperplano de P” puesto que suponemos que algin
A; es no nulo. O



Apéndice A

El punto de Hilbert de una cinta
sumergida

Una pregunta natural acerca de una cinta sumergida en un espacio proyectivo es si
determina un punto liso en su esquema de Hilbert.
La respuesta es afirmativa para cintas sobre P! no escindidas de género mayor o igual que
3 en su inmersién candénica, como se demuestra en [BE95, 6.1]. La respuesta es también
afirmativa para las alfombras K3 que en [GP97] los autores denominan equilibradas.
Para cintas de género aritmético mayor o igual que 3 con fibrado conormal &, sobre una
curva arbitraria de género g, sumergidas como en el Teorema 5.1.1, demostramos que una
cinta Y determina un punto liso en su esquema de Hilbert sii H'(A% ) = 0 (es bien
conocido, véase [Ser86], que esta condicién es suficiente para que el punto definido en el
esquema de Hilbert sea liso). Demostramos entonces que, si anadimos la poco restrictiva
condicién d > 2g — 1, donde d = —deg &, (e.g. para las cintas sumergidas sobre una curva
eliptica o sobre P! en los Corolarios 5.1.8 y 5.1.9 se verifica la condicién d > 2g — 1) se
verifica la anulacién de este espacio de cohomologia, y por tanto, el punto determinado en
el esquema de Hilbert es liso.
Sin embargo, aquellas cintas sumergidas cuyo alisamiento proviene de una deformacién del
morfismo desde un recubrimiento etale X de Y (i.e. aquellas cintas cuyo fibrado conormal
verifica la condiciéon &2 = Oy y H°(&) = 0) determinan un punto no liso en su esquema
de Hilbert.
Demostramos aqui estas afirmaciones, si bien la prueba es similar a la demostracion dada
en [BE95, 6.1] o a la demostracién dada en [GP97, 4.1] para decidir qué alfombras K3
determinan un punto liso en su esquema de Hilbert.

A.1. Lemas

En la demostracién usaremos dos hechos bien conocidos:

Lema A.1.1. Toda cinta sumergida sobre una curva lisa e irreducible Y C P" es un
subesquema cerrado interseccion local completa en P.
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98 Capitulo A El punto de Hilbert de una cinta sumergida

Dem. Fijemos un punto y € Y. La inmersién Y C P corresponde a un epimorfismo

Hypr/ fyw < & cuyo ntcleo es S5 pr / fyﬂw Podemos suponer que Sy, = (z2,...,2,) de
forma que v(Z,) genere la fibra &, y v(Z2) = --- = v(Z,—1) = 0. Asi
jf/,y = («IQ;---,xrfl)_‘_jYy (IQ,...,IT,M.%?A).
U

Lema A.1.2. Sea Y C P" una cinta sobre una curva lisa e irreducible Y C P" con fibrado

conormal &. La restriccion 'Y del haz dualizante wy es wy|, = wy @ &7

Dem. Puesto que Y es un subesquema cerrado interseccion local completa en P" de
codimensién r—1 el haz dualizante es invertible, wgy = & xt%;}(ﬁa wpr) y Exty, (O, wpr) =
0 para i # 1 — 1.

De la sucesién exacta de haces coherentes (de torsién con soporte en Y) en P”

(A.1.2.1) 0= Op—= Oy —0),

obtenemos la sucesién exacta
0——=&xt, 1(ﬁ’y, wpr ) —=&xt Y 05 wpr)ﬂcc@xt%; (&, wpr)—0,

que es la sucesién exacta

0 wy Wy &1 X wy —0.
Tensorizando con Oy obtenemos un epimorfismo de haces invertibles en Y
u)f/|Y4>éa_1 ® wy —=0,

que es, por tanto, el isomorfismo buscado.

La identidades @‘"mtrﬁ;}(éa,wpr) E Quy y Eatly (&, wpr) = 0, para i # r — 1, usadas
en la prueba, pueden ser obtenidas facilmente haciendo los cambios oportunos en [Har77,
I1I, 7.11; 7.3] teniendo en cuenta que & es invertible en Y. 0

A.2. Puntos de Hilbert lisos y no lisos

Teorema A.2.1. Supongamos que se verifican las condiciones del Teorema 5.1.1. Entonces

1. si H(E™Y) = 0 y HY(E2) = 0 el punto de Hilbert de Y es liso. En particular, si
d>2g—1 el punto de Hilbert de Y es liso.

2. Si se verifica la condicién &% = Oy y H(&) = 0 el punto de Hilbert de Y es
singular.



A.2 Puntos de Hilbert lisos y no lisos 99

Observacion A.2.2. Para g > 2 la condicién d > 2g — 1 implica las condiciones 1. y 3.
de la Observacién 5.0.1. Si g = 0,1 entonces d +2g — 1 = p,(Y) > 3 implicad >2g—1y
1. del Teorema 5.1.1.

Por otra parte, la condicion 2. de la Observacion 5.0.1 implica d = 0y g > 1, de forma que
no se verifica d > 2g — 1.

Dem. (del Teorema A.2.1) El abierto del esquema de Hilbert correspondiente, que
parametriza curvas nodegeneradas X C P" lisas, irreducibles, con seccién hiperplana
noespecial de género p,(Y) = d+ 29 — 1 y grado d; = 2degY es liso (e irreducible)
de dimensién

WO (Mxpr) = X(Axpr) = (r+ 1)dy = (r = 3)(pa(Y) = 1).

Hemos probado en el Teorema 5.1.1 que Y admite un alisamiento sumergido. Por tanto el
punto de Hilbert de Y sera liso si, y sélo si, se verifica la igualdad

(A.2.2.1) WO N5 pe) = (r + 1)dy — (r = 3)(pa(Y) — 1).
Puesto que, por hipétesis, Oy (1) es noespecial se verifica

Hl(,/‘/y,lps) - 0,

WO(Aop) = (s + DD~ (s~ 3)(0 — 1)
Ademas, puesto que Ay pr = ﬁ’y(l)@(’"_s) @ My ps se verifica
(A.2.2.2) HY(AMypr) =0,
y

(A22.3) W Mypr) = (r — s)hO(Oy (1)) + WO (Ayps) = (1 + 1)% —(r=3)(g—1).

Puesto que Y es una interseccién local completa en P" el haz 4% . es localmente libre.
Por tanto tensorizando la sucesién (A.1.2.1) por A5 . se obtiene la sucesién exacta

(A.2.2.4) 0—></1§7’1pr |Y & 5—></1§7’W—>e/1§77]pr|y—>0.
Puesto que ff,’w / f}% pr €8 localmente libre se verifica la igualdad

Homo, (I5 50| IE 4, O3 = Homo (Fy 0 | IL .|, O ).

Y P

Ademds S5 5,/ I2

?,ﬂw‘y =I5 pr [ Fvpr Iy pr ¥, POT tanto, se tiene una sucesion exacta

OH(@@I)_IH%Y/PT/]}%

Pr |y*>ff/,1@r/f13,w*>0,
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donde &’ es un haz invertible en Y. Por tanto se tienen sucesiones exactas

(A225) OH%Omﬁy( Y]P’T/jQIF’T? ﬁy)%% IP’T‘ *>£’*>0,

y
(A2.2.6) 0——=IHome, (I5 pe/ Fpr, Oy) @ E—5 N |, @ E—=E' @ &—0.

Ademas de
I5 PT/jYPTHjY]P’T/fYPrHéDHO

obtenemos las sucesiones exactas

(A227) 0 éa_l JVYJPJT %Omﬁy( YIP”"/jY]P’T? >4>0’
y
(A228) OHﬁYHe/i/Yypr (024 g%%Omﬁy( Y Pr/fYIPTa ) &® £4>O

Por otra parte, puesto que Y es una interseccién local completa en IP" se tiene la igualdad

r—1

N\ Ao = w5 ®wp! =wy © Op(r +1).
Por tanto,

r—1
N\ Aprl = wily ® Ov(r+1),
y, segun el Lema A.1.2

/\ JV?,PAY =wy ® 5)71 X ﬁy(r + 1)
Por otra parte
r—1
/\ Nypr = wy @ Oy (r + 1),

y, por tanto,

r—1

(A.2.2.9) /\ Ml =\ S @
Se verifica la igualdad
(A.2.2.10) & =82

En efecto, de (A.2.2.5) obtenemos

/\‘/VIP’T /\ﬁomﬁy(jypr/jigpmﬁ?)@g/
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y de (A.2.2.7) obtenemos

r—2

r—1
N\ e = \ Homo, (Fy 5. | Ipe, Oy) @ E7"

Asi, de (A.2.2.9) se obtiene (A.2.2.10).
Por otra parte, de la hipétesis H' (& @ Oy (1)) = 0 se obtiene

(A.2.2.11) HY ( Ny pr @ &) = 0.
Ahora de (A.2.2.7), (A.2.2.2) obtenemos

(A.2.2.12) HY (A ome, (g pr| I pr, Oy)) =0,

(A.2.2.13) WA ome, (I pr | Ister, O)) = B (Aypr) — x(E7Y),
y de (A.2.2.8), (A.2.2.11)

(A.2.2.14) HY (A omg, (I po | Frpr, Oy) @ E) =0,

(A.2.2.15) WA omey, (I oo | Istpr, Or) @ E) = b (Nypr @ &) — X (O).

Ahora de (A.2.2.5), (A.2.2.10), (A.2.2.12), (A.2.2.13) obtenemos

(A.2.2.16) W5 pel,) = WO Mpr) = X(E7Y) + R(E72),
y
(A.2.2.17) HY (N pe,,) = H(E7?),

y de (A.2.2.6), (A.2.2.10), (A.2.2.14), (A.2.2.15)

(A.2.2.18) WO( N5 o, @ &) = hO( N pr @ &) — x(Oy) + BO(ET),
y
(A.2.2.19) HY (N e, @ &) = HY(ET).

Por otra parte

RNy pr @ &) = X (Mypr @ &)
(A.2.2.20) = deg (Mypr ® &) — (9 — L)rank (Mypr ® &)

—(7’—1—1)%+2g—2—(7“—1)(d+9—1)-
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Ahora de (A.2.2.4)
X(‘/@’PT) = X(JKN/,]P’JY) + X(‘/i/}77[p>r|y ® g)

Asi obtenemos
X( A5 pr) = DO ( A pr) + X(E72) + B (Mpr © &) — X(O),
y asi, segin (A.2.2.3), (A.2.2.20),

X( A5 pr) = (r+1)dy — (r — 3)(d + 29 — 2).

Por tanto, la igualdad (A.2.2.1), i.e. la condicién de ser liso el punto de Hilbert de }7,
equivale a

(A.2.2.21) HY (N p) = 0.

Finalmente, la cohomologia de la sucesién (A.2.2.4), junto con los isomorfismos (A.2.2.17)
v (A.2.2.18) proporcionan una sucesién exacta

HY &) —=H (N p)—=H (E72)—0.

Por tanto si H'(67") = 0y H'(&7?) = 0 entonces H'(A5 p.) = 0y se tiene la parte 1.
del Teorema. Si &2 = Oy entonces Hl((/i/f/’w) # 0 y se tiene la parte 2. del Teorema. [J

Observacién A.2.3. Dos cuestiones surgen, de forma inmediata, a partir del Teorema
anterior.

1. Interpretar el significado geométrico de la singularidad del punto de Hilbert de la
cinta en el caso &2 = Oy, H*(&) = 0.

2. Estudiar, para géneros g > 2, la anulacién de H'( A% 5, ) para cintas alisables en el
rango d < 2g — 2.

No abordaremos aqui la posible respuesta a estas cuestiones.



Apéndice B

Alisamiento infinitesimal efectivo en
P? de cintas elipticas de género 5

Hemos indicado en la Introduccién los motivos por los que en este Apéndice hacemos
calculos efectivos para obtener alisamiento infinitesimal en P para la cinta general de
género 5 sobre una curva eliptica normal en P3.

En primer lugar, necesitamos reintepretar el diagrama (3.2.3.1) en el caso de un
recubrimiento ciclico.

B.1. Recubrimientos ciclicos de una curva

En esta seccion vamos a ver que en el caso particular de una recubrimiento ciclico sobre
una curva las aplicaciones de los diagramas (3.2.3.1), (3.3.2.1), admiten otra descripcion,
mas adecuada para los calculos efectivos que nos proponemos llevar a cabo.

Sean Y una curva proyectiva, lisa e irreducible, y . un haz localmente libre de rango 1
sobre Y.

Suponemos que existe una seccién global no nula r € H°(Z™"), cuyo divisor de ceros
denotamos por B.

A continuacién recordamos (véase [BPVAV84, 1.17]) cémo construir el recubrimiento ciclico
de grado n de Y con lugar de bifurcaciéon B determinado por .Z.

Sean S(Z) = P50 -L", S1(L) = B,o, L" y T = Spec(S(Z)) 5 Y, el espacio total de
7y - -

El S(.Z)-homomorfismo natural .£ @ S(¥) — S(.£) corresponde a una seccién global
tautologica

t € H(7* £ ') = Homg, (7* %, Or) = Homg, (£, 7.0r)
= Homg, (£, S(Z)) = Homg(¢) (L ® S(Z),S(ZL)).
Por otra parte, el epimorfismo canénico de Oy—élgebras S(&) — Oy, produce un Y-

morfismo Y - T, (seccién nula en H(Z ') = Homyg, (£, Oy) = Homg, a4 (7.Or, Oy) =
Homy (Y, T)).
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El subesquema de ceros de la seccién tautoldgica y la imagen esquematica de la seccién
nula coinciden: ambos tienen por ideal el &r—mddulo asociado a S, (.Z).
La seccién t" — 7*r € HY(7*.£~") define un subesquema X en 7. Si B = 0 6 B # 0 es
reducido, X es irreducible y liso. La proyeccién inducida X —— Y es un morfismo finito
sobreyectivo de grado n con lugar de bifurcacién en B.
Llamamos a X — Y el recubrimiento ciclico de grado n de Y con lugar de bifurcacién B
determinado por .Z.
Como antes, la seccién t" — 7*r € H°(7*.£~™) se puede interpretar como la diferencia de
los homomorfismos de S(.Z)-médulos: L@ S(ZL) € S(L) y L@ 5(Z) 25 S(Z). En
consecuencia, X se identifica con el Y-esquema afin sobre Y, asociado con la Oy —élgebra
cociente de S(Z) por la imagen de dicho homomorfismo diferencia, que es isomorfa a la
estructura de Oy—dlgebra definida en Oy ® L @ --- @ L, por: L+ @ L' & R G
0<k+l<n—1 Lo P L Pt B phtlngi k4 >n para0<k,[<n— 1. Esto
es

X =Spec(Oy & L @ L 1).

Recordemos que el monomorfismo 7*wy — wx define una secciéon global canénica de

o . . s 7r
(m*wy)* ® wx que se anula en el divisor de ramificacién R del morfismo X — Y. Se
tiene entonces el siguiente resultado.

Lema B.1.1. [BPVAV84, 1.17.1] Sea X = Y el recubrimiento ciclico de gradon de'Y con
lugar de bifurcacion en el divisor liso B determinado por £, donde £~ = Oy (B). Sea
Ry el divisor reducido m~*B en X. Se verifica

1. Ox(Ry) =m*& L.
2. m™B=nR,, R=(n—1)R,, Ox(R) =" "V,
9wy = T (wy @ L),

Dem. [BPVAV84, 1.17.1] La curva Y sumergida como seccién nula en 7' coincide con el
divisor de ceros de la seccién tautoldgica, por tanto, Op(Y) = 7*.Z 1. Por construccién YV
y X C T se cortan transversalmente en R;. Por tanto, Ox(Ry) = Or(Y)|y = 7% ~'. La
igualdad 7B = nR; se obtiene de la ecuacién t" — 7*r = 0 para X en T. En particular, n
es el orden de bifurcacién en R; y, en consecuencia, R = (n—1)R; y Ox(R) = 7*.£~ "=V,
Finalmente wy = m*wy ® Ox(R) = m*wy ® 7L~ =1, O

El siguiente resultado expresa el homomorfismo vertical derecho del diagrama 3.3.2.1, de
forma mas adecuada para nuestros propdsitos en este apéndice.
Elegimos un abierto afin U = SpecC' C Y donde wy y Z sean triviales generados,
respectivamente, por secciones

w e I'(U,wy)

Y
pel(U,ZL).
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También £~ es trivial en U generado por la seccién p~t.

Escribimos
r=alp )®,  tly=pap,
pel(n U Ox)=T(U0y L D---®L" ).
Entonces
pr=p"r@r=p"t @alp™)®" =a,
y

7 U ~ Spec C[p].
Proposicién B.1.2. Con las notaciones anteriores, el homomorfismo

Ext!(Qx, Ox)—22Ext! (Qy, Oy) & Ext}(Qy, &)

del diagrama 3.3.2.1 se escribe en la forma

(B121) H? (jfom(WX,ﬁX))\IﬂﬁHl (Hom(wy ,0y))DH (Hom(wy ,.L))D--SH (A om(wy L™ 1)).

descrita por la siguiente asignacion: la clase de cohomologia representada por el
homomorfismo definido por la expresion

W*(w@) (p_1)®n_1) = fl +f2p+ +fnpn_1a fl?f?a"'mf?’b eC

se aplica en las clases de cohomologia representadas por los homomorfismos definidos por

la expresion

(W foa, ..., W froap®" 2, wi— f1p®”_1).

, . .. ., -1 .
Dem. Segun el lema anterior, R es el divisor de ceros de la seccion t|§” , €N consecuencia,

., Dn . .
la sucesién 0 — 7wy — wx — Or — 0 se identifica con

1®t|§n—1

(B122) 0 W*WY ﬂ-*wY X W*g_(n_l) — ﬁR —(

En general, segiin (3.3.2.1), se tiene una aplicacién

dm

HY (A om(wx,0x)) HY(AHom(t*wy,0x))

HY (A om(wy 7. 0x))

HY (Hom(wy 0y ))OH (H om(wy L)) & GH (H om(wy L™ 1)).
En el caso particular de un recubrimiento ciclico, segiin el Lema B.1.1, se tiene

wx =T (wy ® Z70),
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En consecuencia, obtenemos un isomorfismo

HY(A#om(wx,0x)) = HY (Hom(r*(wy~L~("—1) 0x))

(B.1.2.3) = HY (A om(wy@L~ "1 1.6x))

= HY (A om(wy , L Y))OH (Hom(wy , L)) OH (Hom(wy ,.£>"2)).

Ahora la estructura de dlgebra induce una aplicacion

HY (A om(wy, L") @ H (A om(wy, L)) ® - & H' (Hom(wy, L¥?))

J/id J/@r $®7«

HY (A om(wy, ")) @ HY(Aom(wy,O)) & - & HY (A om(wy, L"2)).

Queremos probar que el homomorfismo composicion obtenido

(B.1.2.4) HY (A om(wx 0x))—H (A om(wy L") SH (Hom(wy )@ & H (Hom(wy L"2)),

coincide con el homomorfismo de (B.1.2.1). En efecto, un homomorfismo

(B125) WX|71——1U = 71-*(C‘)Y & g_(n_1)|U) - ﬁX|7r—1U

queda determinado por la imagen del generador

7T*<W® <p71>®n71> = fl +f2p+ +fnpn717 flan?"'afn € C
dm

Segin (B.1.2.2), la aplicacion H'(#om(wx,Ox)) — H' (A om(r*wy,Ox)) queda
descrita (sobre cociclos de homomorfismos definidos en la interseccién de pares de abiertos
de un recubrimiento, que abusando de notacién reduciremos a un homomorfismo como
(B.1.2.5) definido en la interseccién de un par de abiertos) transformando (B.1.2.5) en el
homomorfismo (definido sobre la interseccién de dos abiertos)

7T*(.UY|TI,,1U — ﬁX|Tr71U

que asigna

7T*w — 7r*w ® t“é})}nfl — p"_lﬂ*(w ® (p—1)®n—1)

= N AL fap o+ ST = faat o+ faap" i+ fip"

de modo que (con el mismo abuso de notacién) la aplicacién de (B.1.2.1)

HY (A om(wx 0x))—H (A om(wy 0y )BH (A om(wy . L))@-SH (A om(wy L)),

queda descrita por

(WP~ H)E ) fitfaptet fap" T (W faa, o we faap®t T2 wis f1pEn ).

La aplicacién de (B.1.2.4) queda descrita por

(WP~ O ) fit fopt-+ fap" Tt (W f1p® T wie fop®T, L wies frp®inT2)

(id,®r, ... ,®@r) 1 9
— (w—=f1p®" 71, we faa, .., W frap®tT?),

expresiones que muestran que ambas aplicaciones coinciden. O
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B.2. Alisamiento infinitesimal efectivo de la cinta
eliptica general de género 5

Sean Y una curva eliptica y & un fibrado lineal sobre Y con grado deg & = —4.

En esta secciéon vamos a escribir ecuaciones para las deformaciones infinitesimales del
morfismo definido por una subserie distinguida en la serie candnica de un recubrimiento
doble de Y, a partir de deformaciones triviales, sobre dos abiertos afines, pegadas por
un isomorfismo en la intersecciéon. También vamos a describir cintas a partir de cintas
triviales, sobre dos abiertos afines, pegadas por un isomorfismo en la interseccién (véase
[Fon93]), para obtener alisamiento infinitesimal efectivo en P? de la cinta genérica con
fibrado conormal &. El hecho de que la curva eliptica normal es una intersecciéon completa
en P? permite completar el cdlculo para la cinta general.

Sea X = Spec(Oy @ &) = Y el recubrimiento doble con lugar de bifurcacién en
el divisor de ceros de una seccién general r € H(&72).
Se tiene la igualdad

HO(W)() == HO(wY X éa—l) D Ho(wy).

En consecuencia, hay una subserie distinguida H°(& ') en la serie canénica de X.
Fijemos puntos P # ) € Y tales que

& = Oy(—AP) = Oy (—4Q),

dP=dQ si d=2,3.
Entonces, & es trivial sobre los abiertos afines U =Y — Py V =Y — @, generado,

respectivamente, por secciones racionales p con divisor —4P y ¢ con divisor —4(Q).
Fijamos también funciones no nulas

s; € H(Oy((6—j)P—(5-35)Q)), j=234

1 syp~'} como base de

En particular, tomamos s, = ¢ 'p y el conjunto {pil,q*1,33p*
HO(&71).

Entonces, si w es una forma diferencial global no nula en Y y |, = {p mptqmrqT} €
H°(7*&71) es la seccién tautoldgica, el conjunto

(B206)  {Fwep ) rweg), wesp ), wesp),rw s}

es una base de H%(wy).

Usando esta base, la serie distinguida en H°(wy) determina un morfismo X % P3 finito
que es la composicién de X = Y y la inmersién Y — P3 como curva eliptica normal
definida por la serie lineal completa asociada a &~ = Oy (4P).

Sea X una deformacion infinitesimal de X .

Buscamos una k[e]-base

{gb e 7§47§0}7
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para el espacio de secciones globales de wg /A que restringe a la base fijada en H(wx) y

tal que las cuatro primeras secciones determinan una deformacién @ : X — P3.

Describimos deformaciones de X y cintas sobre Y pegando objetos triviales sobre
el recubrimiento U, V.
Sean

tl = 82_1, t3 = 52_183,t4 = 82_184.

Se tiene
U = Spec k[sa, s3,54], V = Specklty,ts,14].

Si escribimos
una cubierta afin de X es
77U = Spec k[sy, 53,84, p], 7'V = Speck[ti,t3,t4,q], donde p* =a, ¢> =b, p = saq.
La deformacién X est4 definida pegando los abiertos afines
U =n"'U x Speckle], V=7V x Speck[n],

mediante un isomorfismo en la interseccién que restringe al especificado en X determinado
por una clase [p] € H'(# om(wx, Ox)) en la forma:

(B.2.0.7) Uy + ug € — uy + (p(duy) + ug)n

Necesitamos mas notaciones. Escribimos

4
(B.2.0.8) W= Z ajds;, ds; = s}w, da =dw; d,aj, 5;- € k[sa, 83, S4.
=2

Entonces se tiene

4
(B.2.0.9) D a8 =1.
j=2

Ahora podemos escribir explicitamente el isomorfismo de pegado, (B.2.0.7), de X:
El homomorfismo

. * -1
piwx| ey = T (Wy @ E ay) — Ox|mpny
queda determinado por la imagen del generador

Twep ) =p H(Twetly) — fi + fop,



B.2 Alisamiento infinitesimal efectivo de la cinta eliptica general de género 5 109

donde fi, fo € I'(U NV, Oy) son elementos arbitrarios.
Cambiar p sumando un coborde en su clase en H'(2#om(wx, Ox)), equivale a cambiar
fi, 1 = 1,2 sumando un coborde en sus clases en los cocientes

HY(&") = k[sq, 83, 84, 55 )/ (k[s2, 83, 84] + 55 "k[s5 ", 55" 83, 55 ' 84]).
Este hecho hace explicito el isomorfismo
HY (A om(wx, Ox)) = HY(&) & H (&?)

de (B.1.2.3).

Es importante indicar que, segin la Proposicion B.1.2, las clases extensiéon de la
deformacién plana de Y y de la cinta Y sobre Y con fibrado conormal & asociadas a
la deformacién (X, @) en la aplicacién

LRGP

HY (A om(wx, Ox)) —* H' (Oy) ® H'(&)

de (B.1.2.1) corresponden, respectivamente, a las clases de afy, en H'(Oy) y de f; en
HY(&).

(El lector estard prevenido acerca de la discordancia de notaciones para las letras fi, fa,
en el contexto actual y en la Proposicion 3.3.2).

Por otra parte, de p?> = a se obtiene
1 /. —1 *
dp:§ap (T'w ®tx).

Ademas
dsj = sj(T"w @ t]y),
y, por tanto:
1
P(dsj) = Sg(af2 + fip), p(dp) = §al(f1 + fap).

En consecuencia, de (B.2.0.7), el isomorfismo de pegado de X es de la forma:

€E=T1
s2 =17+ sylafo + fity a)n
(B.2.0.10) sj=t7"t +si(afe + fitT g,  j=3,4

_ 1 _
| P= tilg+ 5@’(1”1 + fati'g)n .

De forma similar, una cinta Y sobre Y con haz conormal & estd determinada por un
isomorfismo de pegado en la interseccion de los abiertos afines

[717 = Spec k[s9, $3, 84, €], ‘7;, = Specklty, t3, tq, 7],
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de la forma
e=1t7'n

(B.2.0.11) so =t7 "+ shfti'n
sj=t 't + s fty'n, j =34,

donde f es un elemento en el cociente
HY(&) = k[sy, 53,54, 55"/ (k[s0, 83, 54] + 55 k[s5", 55 83, 55 54]),

determinado salvo producto por un elemento de k*.
Una cinta Y sobre Y con fibrado conormal 0y estd determinada por un isomorfismo de
pegado en la interseccion de los abiertos afines

Uy = Speck|sa, s3,54,€], Vy = Speck[ty, ts,t4,7],
de la forma

€E=1
(B.2.0.12) so =t + shht{'n
s =1t +sihiyty, =34,

donde A es un elemento en el cociente
HY(Oy) = k[sq, 83, 84, 55 ]/ (k[s2, 83, 4] + Kk[s3 ", 55183, 85 ' 54]),

determinado salvo producto por un elemento de k*.
Ahora buscamos una kfe]-base de I'(X, wg 5 ).

Observemos primero, que una secciéon en I'(U, wy / A) proveniente de una seccién global
debe restringir a una seccién global en X, por tanto, debe ser de la forma

(c1 + o859 + €383 + a8y + cop + (ug + ugp)e)p™ H(Tw @ty )
donde ¢; € k,j = 0,---,4 estan determinados de modo tnico y uy,us € I'(U, Oy) son
arbitrarios.
En segundo lugar, necesitamos la relacion entre los generadores

pil(ﬂ*w ® t|X) y qil(W*W ® t’x)

de wg NG U y 1% respectivamente. Esto requiere ciertos calculos.
De (B.2.0.10) se obtiene

_ 1 1 1
p ! :521q 1(1—561/(321(] 1f1+f2)77)-
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Usando (B.2.0.8) se tiene:

p (T wetly) =s'q (1 —=d (3¢ i+ fo)n)-

2
: (Z{%({Sl + si(afy + fisaq)n})d(s; + si(afa + fiseq)n)} @ t]y)

=550 (1 — =d(sy g L+ fo)n)-

2

. (Z{%({Sl + sy(afo + fis2q)n})ds; +na;d(s)(afz + f152q))} @ tlx)

=2
=55 ¢ (1 — %a'(sglq_lfl + f2)n)-
4 4
oa.
() {ajds; + nla;d(s)(afs + fisaq)) + > a_;?lsf(“ﬁ + fis20)ds;]} ©1]x)
s =2
=sy'q (1 —zd(s3 g7 fi+ fa)m)-

2

([mw + 772{&] ilafz + fis2q)) + dj(afz + fis2q)ds;} @ ¢ y)
= s M w @ tly) +nl-5a (3 i+ )W @t )+

+Z{a] Hafy+ f1529)) + dj(afs + fisaq)ds;} @t (]}

Simplificamos la tiltima parte de la expresion usando (B.2.0.9)

4 4

Z{ajd(sé'(afz + f1529)) + aj(afo + fis2q)ds;} = (afz + fi52q) Z ajds;+

j=2 j=2

- 4
Y ajl(afe + fis20)ds; + sid(afs + fisaq)] = (afa + frsag) (Y i)t
Jj=2 =

4 4
Z a;8)w(afy + fiseq) + (Z a;si)d(afa + fis2q) = (afs + fISQQ)(Z a8 + a;8} Jwt
=2 =2
4
+d(afo + fis2q) = (afa+ frs:0)(D a;s))'w + d(afa + fisoq) = d(afo + fr529)-
=2

Sustituyendo

pHTwty) =5 {(Twetly)+ 77[—%@’(821q1f1 + o) (mw @t y) +d(afy + fis:q) @t}
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Recordando que

1
pP=a, d(s2q)=dp==sy'¢q 'da=

1
5 —dsy;q Hmtw® tlx)s

2

se obtiene
— * — — * 1 — — *
pH T wet) =s'q (T w e t]y) + 77[_5(1/32 P h(m o @t ) -
1
- §a,52_1q_1f2(7f*w ®t|y) + 53¢ (fada + ad fo + fid(seq) + s2qd f1)]

=53¢ (7w @ t|) + nld(s2q) f2 + s2qd fo + A fi]
1 1/ s 1
= s5y'q7 (W t]y) +l;

+52qf5(TTw @t x) + fil(Tw @t )]

1
={ss' +nlGa o +afs)sy’ + flalta (Tw @ tly), donde df; = fiw, i=1,2.

dsytq Hmw® tl ) fot

En consecuencia, (con s; = 1,t; = 1), las secciones

4 4
[chsj—l—coer(ul—l—qu)e]p "(mwetly) = Zc] ti't 4 Si(afy + [ty o)+

j=1 J=1
o] _ - -
+eolty g+ 50/ (fr+ fat a)n) + (ur + uaty )] - {1 + n[<§a’fz +afh + fidla (T @ i]y) =

4

1
Zc]t +coq+an] af2+af2) + o fiaty + chsjafz—ir —cod f1 +u)+
j=1

4
_ 1 1 1/
WS et + oG fa+afy) + Y s+ 50 fo+ w)l}a (R @],
Jj=1 =1
que extienden a una seccién global son exactamente aquellas para las que las siguientes
funciones estan definidas en V':
: 1
sy {(e1 + Z% afz +afy)+ afzz;CjSQ +eolga'fi +af)} + 53t
J
4

{(c1+ Z c;isi) fi + coafa} + u.
j=2

Ahora, obtenemos una k[e]-base para I'(X, wg, ) usando el siguiente lema:

Lema B.2.1. Sea h una funcion definida sobre UNV y sea b’ la funcion tal que dh = h'w.
Ezisten funciones uy,us sobre U, la primera determinada salvo adicion de un elemento de
H°(Oy(4P)), la sequnda determinada salvo adicién de una constante, tales que h + s5 'y
y h' 4 uo estdn definidas sobre V.
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Dem. Para obtener u; basta tener en cuenta la anulacién de
HY(&™Y) = k[so, 53,54, 55 ]/ (55 "Kk[s2, 53, 84] + k[s5 1, 5553, 55 ' 54]).
Para obtener us vemos que h’' se anula como una clase en el espacio
HY(Oy) = k[sq, 83, 54, 55 ]/ (k[s2, 83, 4] + k[s5 ", 5553, 55 ' 54]).

En efecto, la aplicacion H°(Oy (P + Q)) — k(P) @ k(Q) que asocia a una funcién racional
el par de valores (de suma cero) obtenido como residuos de la funcién en los puntos P, @,
es la flecha central de la sucesién de cohomologia del divisor P + @,

0—= H(Oy) —= H(Oy(P + Q) — k(P) © k(Q) > H(6y) —0.

El homomorfismo de conexién aplica un par de valores (a, 3) en la clase de g — f donde
(f,9) e (U, Oy (P+Q))® (V. Oy (P + Q)) son tales que resgf = a, y respg = 5.

En estas condiciones, g — f representa la clase nula si, y sélo si, respg = —resqf o, de
forma equivalente respg = respf.

Puesto que el homomorfismo de conexiéon de la sucesion anterior en sobreyectivo se puede
escribir ¥ =g — f+ g1 — f1, donde g, € T'(V, Oy ), f1 € (U, Oy) y f,g como antes.
Ahora resph’ = 0, puesto que b’ es la “derivada” de una funcién, y respg; = 0 = resp fi.
En consecuencia, respg — respf = 0. 0

Asi, obtenemos una k[e]-base de I'(X, wg,a), que restringe a (B.2.0.6):
S1 = (1 + (Un + ulgp)e)pfl(w*w & t|X);

gj = (Sj + (ujl + szp)f)p_l(W*W ® th)7 .7 = 2,3, 4;
S0=(p + (uo1 +ugep)e)p™ (T*w @ t| ).

fijando u;; € I'(U, Oy), tales que las funciones:

1,1 _
521(§a/f2+afé) + 55w ; fi+ uz;
1 .
s (Gafatafy)si+ahsi) +s5'up o (sih) Fup, =234
1,1 _
521(§a/f1 +afi) + 53 ugy : (af2) + uge.

estén definidas en V. ~

Como U = {51 #£ 0} y V = {5, # 0}, una deformacién ¢ : X — P estd definida por las
secciones {s1,...,84}.

Los homomorfismos de algebras que definen el morfismo se escriben como

St
k[X2, X3, X4, €] = k[, 53, 54,p, €]
Xj — S + (Ujg — SjU12)p€ + (Ujl — sjuu)e

€€,
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k[X1, X3, Xy, €] 2, klt1,t3,t4,q,7]
Xj =t 4 (ujo — tjusa)qn + (ujn — Ljua)n
nen.
Por tanto el subesquema im ¢ esta cubierto por los abiertos afines
LU, Oimg) = kl[{o; + (ujn — sjun)e} €,
LV, Oimg) = E[{0; + t1(ujn — tjua)n},n),
donde
0; = sj+ (ujp — sjuiz)pe, j=2,3,4
0; =t; + (ujo — tjuge)qn, j=1,34.
Aplicando repetidamente las identidades
(0j + (ujn — sjuin)e)e = o€ = sje
(0; + t1(uj1 — tyusn)n)n = On = t;m,
para cualesquiera polinomios m(Xs, X3, X4), n(X1, X3, Xy) se verifica
m(oj + (uj1 — sjuir)e)e = m(oj)e = m(s;)e
n(0; + ti(uj — tjua)n)n = n(0;)n = n(t;)n;
en consecuencia, se puede prescindir del término adicional, y se tiene
LU, Oimg) = kl{o;}, €,
LV, Oim) = E[{0;}, n].

Proposicién B.2.2. Condiciones equivalentes.

(B.2.1.1)

] . .,
1. El morfismo extension Y — P3 es una inmersion cerrada.

2. Se puede elegir ujo, 7 =1,...,4 de modo que

k[{aj}ve] = k[{sj},e,pe],

(B.2.2.1) k[{6;},m) = k[{t;}, n, qn].

8. Las ecuaciones

Z g;?] ({s1}) (ujo — sjurz) =1

J=2,3,4

> St = ) = 1.

j=1,34

(B.2.2.2)

tienen solucion con polinomios
m( Xy, X3, Xy) € k[Xo, X3, X4] ¥ n(X1, X3, Xy) € k[Xy, X3, Xy]

tales que

m({se}) =0y n({ty}) = 0.
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Dem. Las identidades de (B.2.2.1) equivalen a probar pe € k[{o;}, €] v qn € k[{6,}, 7],
puesto que expresiones similares a (B.2.1.1) permiten escribir

sj = 0 — (uja({on}) — ojurz({or}))pe

tj =0; — (up({0k}) — Oju22({Ok})an-
Ahora, con la igualdad

om
m({on}) =m({s}) + Y 2o {seh) (w2 — sjuz)pe
: 0X;
7j=2,3,4
y similar expresién para n({6x}), vemos que las condiciones

peckl{o;}, el v qn € k[{0;},n]

equivalen a la existencia de relaciones polinomiales m({sx}) = 0,n({tx}) = 0 tales que

Z aa_;?j({sk}xuﬂ - Sjuu) =1

j=2,3,4
on

> ax. (W) (g2 — tjuz) = 1.
j=1,3,4 J

Observemos ahora, con las notaciones de la demostracion del Teorema 3.3.3, que si

m({se}) = 0, n({te}) = 0

se tiene
(B.2.2.3)
om om
va(m) = fua(dm @ 1) = fua( ) o, (5k})dX;) = > o, (Lsk}) (U2 = sju12)p,
j=2,3,4 J j=2,3,4 J
on on
va(n) = fraldn ®1) = fua( Y o, (Lte})dX;) = > o, (Lt }) (wiz = tjuzz)q.
j=1,3,4 J j=1,3,4 J

Por tanto, (B.2.2.2) es equivalente a que v5 sea sobreyectivo.

Recordemos que, segtn la Proposicién 2.1.1, asociado con vy existe un morfismo extension
Y -5 P3 desde la cinta Y, definida por 8(re) = [fi] € HY(&), que es una inmersién
cerrada sii v es sobreyectivo. Por tanto (B.2.2.2) es equivalente a que este morfismo sea
una inmersion cerrada. O

Supongamos que se verifican las condiciones de la Proposicion B.2.2, ie. que las
ecuaciones (B.2.2.2) tienen solucién. Entonces una cubierta afin para im ¢ es

k[{sj}7€7p€]7 k[{tj}7n7qn]7
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con isomorfismos de pegado

€E=1
pe=ti"(qn)
53 =17 + shafon + sy frty  (qn)
s; =ty 't + shafan + 5 fity (qn) j=3,4.

Estos isomorfismos de pegado representan, como asegura el Teorema 3.3.3, una 3—cuerda

sobre Y con fibrado conormal 0y @ & que es la unién de la cuerda Y = {pe = 0,¢qn = 0}
de conormal &y con cubierta afin

k‘[{Sj},E], k[{tj}777]7

pegada por
€e=n
sy =17+ sy(afa)n
sj =t 'ty + si(af2)n, J=34,

i.e., de la cuerda definida por [afs] € H'(Oy), y de su fibra central

(im @) = {e = 0,7 =0}

que tiene cubierta afin

Speck[{s;},pe],  Speck[{t;},qn]

con cambio de coordenadas

pe=1t"(qn)
so =17+ shf1ty " (qn)
s; =ty + S5t (an),  § =34

De acuerdo con (B.2.0.11) esta tltima es la cinta Y sobre Y definida por la clase de fien
HY(&) = Ext'(wy, &).

Para obtener soluciones para las ecuaciones (B.2.2.2) necesitamos ecuaciones para Y.
Con nuestras elecciones los divisores de s, 53, S4 son

(s2) =4Q — 4P, (s3) = R+2Q — 3P, (s4) =R +Q—2P

donde R, R’ son puntos distintos entre si y diferentes de Py Q.
Asi, vemos que s? es una seccién global de Oy (4P — 2Q). En consecuencia, es una
combinacion lineal con coeficientes no nulos de ss, s3. Cambiando ss, s3 se puede suponer
que

si = S2 + S3.
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También s3 € H(Oy (6P — 4Q)) y se puede escribir
s3 = sy + Bsys4,
con
_ (=12 * (112 x
a=(sy 53)(Q) €L, vy B={(sy 54 83)(P) €k
Por tanto, Y C P? es la interseccién completa de las cuadricas
X§ - OéXlXQ - 6X2X4 y Xz - XlXQ — X1X3.

La lisitud de Y impone la condicion

3% # 16a.
Por otra parte, las clases de
5515354, 5;25354, 55154, 55153,
son una base de
HY(&) = k[sy, 53,584,585 ")/ (k[s2, 83, 84] + 55 Kk[s5 ", 55 83, 55 54]).
En efecto, si una combinacién lineal de estas funciones se escribe en la forma u + s;'v,

entonces u es constante ¢ us3 tiene orden en P menor o igual que —10. Como el orden en

P de los sumandos obtenidos multiplicando por s3 es mayor o igual que —9, se deduce que

u es constante y se obtiene la independencia lineal de las cuatro funciones en H'(&).
Por tanto, cambiando f; en su clase en H'(&) se puede escribir:

-1 -2 -1 -1
(B224) f1 = (1S9 5354 + Q259 5354 + Q3S9  S4 + Qg Sy 83

para tnicos «; € k.
Como s; 's2 se anula con orden 2 en Ry s;'s2 = a + 3s4 vemos que s} se anula con orden
1 en R. Ademds s} no se anula en ), R’ y tiene orden —3 en P. Por tanto vemos que

5354 € H'(0v(2Q))
y, asi podemos escribir
sy = cs3 + bsy 153 = cs3 + ba + bf3sy.

De forma anéloga
ty'ty € H'(Oy(2P))

y podemos escribir
th = ety +dt; 't = ety +d + dts.
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Ahora un célculo muestra que ¢ = 2b, d = —bf3, e = —2ba. Por tanto, cambiando w por
una forma proporcional podemos suponer

sy = a+ 2s3 + Bs4.
Con esta expresion, derivando en las ecuaciones de Y obtenemos:
Sy = —[3sg + 48384, sy = 3039 + 2053 + 2a84.
También
=Bt — Atsty,  th=—0— Bty —2aty,  t, = —3at; — 2t5 — 201,.

Ahora se puede escribir explicitamente las funciones u;o, 7 =1,...,4.
En efecto, observemos que para cierta constante v se tiene la igualdad

(B.2.2.5) (82_13384), — B8y =77 — a52_1337

y, por tanto, la funcién (s, 's3ss)’ — Bs4 estd definida en V. En efecto, como el orden de
(s5's354) en Py en Q es —2, se tiene una igualdad de la forma

(5518354)" + €1 4 casq = dy + dysy ' ss.
Se puede tomar ¢; = 0. Entonces
e = —(s1" (53" 8354) ) (P) = =3
y
dy = (sa55" (53" 5354) ) (Q) = —av.
Con la igualdad (B.2.2.5) y usando (B.2.2.4) se puede tomar
uiy = a1(Bo — Bs4) + b1
Ugy = — (15384 + a3sy + qus3) + aa(Bo — B54) + P2

Uz = — (185 8384 + ausy '83) + as(Bo — Bs4) + Bs
Ugp = —(&15515382)/ + au(Bo — Bs4) + Bu,
donde 3;, 7 =0,...,4 son elementos cualesquiera en k.
Ahora hacemos las sustituciones
12 12 1. 2
Sy 8354 = (38o + Bs3 + sy, s, s3 =+ [s4, S5 §38; =+ 83+ [s4.

El calculo necesario para intentar resolver las ecuaciones (B.2.2.2) es voluminoso incluso
con ayuda computacional.

Afortunadamente, podemos obtener conclusiones positivas, examinando las
ecuaciones (B.2.2.2) en el caso més sencillo posible, i.e. tomando:

m = ho(X3 — aXy — BXoXy) + mo( X7 — Xy — X3),
n = ko(Xg — OéXl — ﬁX4) + ng(Xf — X1 — X1X3),
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donde hg, mq, kg, ng € k.
Simplificando las ecuaciones (B.2.2.2) con la ayuda del software Macaulay2 obtenemos los
sistemas lineales

(B, Fi] 0
B2 F2 h() . 0
(B.2.2.6) B, F, [mo =1y
| Bs 5| 1
(B, F 1
By Fy| |ko| |0
| Bs  F5 0
donde

By = —aai 8y — Boufy + Fas + Pas + afas — afy — BB
By = 2383 + ooy + FPag + (5% 4 20)as + 208y + 205
By = —Basfy + aBas + 20Bas + 200y — 555

Bs = —aasf + a’az — afk

Fi = —a16y + Bay — B

= —a1 580 + aay + 2a3 + 20ay — [y

Fy = 2040 + afBay + Bag + 2Bas + (82 + 2a)ay + 264

Fy = —anfy — asfy + @®ay + aas + aBay — fa — fBs.

Si imponemos las condiciones

BQ — 0, F2 - O,
(B228) Bg = O, F3 = O, y
B Fy — F1Bs # 0,

los sistemas (B.2.2.6) y (B.2.2.7) tienen solucién

hy = —F (B Fs — FlB5)_1, mo = By(B,Fs — F1Bs) ",

B.2.2.9
( ) ]{30 = F5(BlF5 - F1B5)_1, Ng = —B5(B1F5 - F1B5)_1.
Las condiciones By = 0, Fy, = 0, By = 0, F3 = 0, equivalen, respectivamente, a las
igualdades
1
B3 = —5(042041 + Pas + (87 + 2a)as) — afas — asfy,
= + 203 + 200y — oy P,

(B.2.2.10) f1 = am a3 Bay 150

By = aas + 2003 + 20° 3 ay — anfBy,

By = 1(045041 + Bag + (52 + 2a)ay) — Baz — auBo.

2
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Sustituyendo, con ayuda de Macaulay2, esta igualdades en las expresiones de By, F}, Bs, F,
obtenemos

1 3 1
B, = (5a62 —o®)a; + §ﬁ2042 + (26 — 2a)as + §ﬁ3a4,
Fi = —a0y — 205 —
(B.2.2.11) LT ﬁa‘*’s B
Bs = —a“as — aag — 2a° 8 Ty,
3 1 1 _
Fy = 5042@1 + (562 —a)ag + 552043 + (=228 + 2a8)ay,
Y
BF—FB—§32—§42 Loy D 90
1015 1 5—(40[/6 204 )a1+(4aﬁ —|—4aﬁ)a1042—|—
B34 3 oo Lo 95 g
+ (4ﬁ 2045 )ag + (4046 + 50 (% — 4a)ayas+
7
(B.2.2.12) + (154 — 3af)agas + (B — af® — 2a%)ai+

7 1 5

+ (105263 - 3043ﬂ)0é1064 + (155 + 50463 - 4&25)042@4—1—
1

+ (165 +4af® — 90’ B)azay + (aB* — a?B* — 2a%)a].

Observemos que las expresiones (B.2.2.11) y (B.2.2.12) son independientes de [.

Es inmediato comprobar que los coeficientes de la expresién (B.2.2.12) no pueden ser
idénticamente nulos y, por tanto, la expresién (B.2.2.12) representa una cuddrica en
el espacio proyectivo P3 = P(H!(&)) que parametriza las cintas no escindidas. Por
tanto asignando a [y un valor arbitrario, tomando f;, (32, 83, 84 dados por (B.2.2.10) y
ho, mg, ko, ng dados por (B.2.2.9) obtenemos solucién para las ecuaciones (B.2.2.2), siempre
que i, g, a3 ay no anulen la expresién (B.2.2.12). Por tanto

Proposiciéon B.2.3. Obtenemos alisamiento infinitesimal efectivo para las cintas en el
abierto complementario de la cuddrica definida por (B.2.2.12) en el espacio P? = P(H(&))
de cintas no escindidas.

Pudiera ser que las ecuaciones (B.2.2.2) tuvieran también solucién para cintas
(no escindidas) en la cuddrica (B.2.2.12). Sin embargo, hemos examinado las
ecuaciones (B.2.2.2) anadiendo a hg,my formas lineales en Xs, X3, X, y anadiendo
a ko,ng formas lineales en X7, X3, X;. Obtenemos dos sistemas lineales de ecuaciones
que dependen de una matriz 8 x 8 cuyos coeficientes se escriben en funcién de los
By, By, B3, By, F1, Fy, F5, F5. Ahora bien, esta matriz tiene determinante nulo. De esta
forma, de estos sistemas se obtienen, por supuesto, soluciones como las ya obtenidas
para las cintas fuera de la cuddrica, pero no ofrecen nuevas soluciones para cintas en la
cuadrica. O

Finalizamos este apéndice con una observacién adicional.
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Observacién B.2.4. Determinamos para qué valores de los a; y (3 se obtiene Y como
fibra central de im @.

Recordemos que, segin la Proposicion 3.3.8, obtenemos Y como fibra central de 1mg0 sii
vy = 0 sii (Y z) es el par formado por la cuerda escindida y su proyeccién a Y siiim@ =Y.

Si todo «;j,3; se anula para j = 1,...,4 entonces ujo — sju;2 = 0 para j = 2,3,4y
asi vy = 0.

Reciprocamente, si 15 = 0 entonces [fi] = 0, esto es a; = 0 para j = 1,...,4 y entonces
examinando (B.2.2.3), vemos que (; = 0 para j = 1,...,4. Es decir «;, §; se anulan para

todo j =1,...,4 sii se obtiene Y como fibra central de im ¢ sii imp =Y.
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