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3.2. Curvas para las cuales las fórmulas dan cero o negativo . . . . . . . . 52

3.3. Curvas osculantemente degeneradas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.3.1. Curvas de Pm+1 no m-osculantemente degeneradas . . . . . . . 58

3.3.2. Degeneración 2-osculante en curvas de PN , N ≥ 4 . . . . . . . 59

3.4. Cuatrisecantes a una curva de P3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.4.1. Sobre superficies regladas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3.4.2. Superficies de grado 2 y 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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Introducción

Esta memoria trata problemas clásicos de Geometŕıa Algebraica sobre curvas
proyectivas complejas lisas. Fundamentalmente nos ocuparemos de la obtención de
fórmulas enumerativas de espacios lineales relacionados con la curva y el estudio del
campo de validez de algunas de estas fórmulas. El objetivo es avanzar en el estudio
de la geometŕıa “especial”que pueden presentar las curvas proyectivas en función
de sus invariantes, grado y género, y que tienen que ver con las intersecciones de
la curva con distintos espacios lineales. Para ello utilizamos técnicas ya conocidas
en el caso de rectas multisecantes y las extendemos a planos y en algunos casos a
espacios lineales cualesquiera.

Un problema clásico es obtener el número de rectas k-secantes a una variedad
proyectiva. Para curvas existen cuatro fórmulas clásicas (ver [LB1]):

1. Rectas cuatrisecantes a una curva en P3 (Cayley 1863)

q(C) =
1

12
(n− 2)(n− 3)2(n− 4)− 1

2
g(n2− 7n + 13− g)

2. Rectas trisecantes a una curva en P4 (Berzolari 1895)

Θ(C) =

(
n− 2

3

)
− g(n− 4)

3. Rectas tangentes a una curva en P3 que vuelven a cortar a la curva (Salmon
1868)

t(C) = 2((n− 2)(n− 3) + g(n− 6))

4. Rectas trisecantes a una curva en P3 que cortan a una recta fija (Cayley 1863)

k(C) = 2

(
n− 1

3

)
− g

(
n− 2

1

)

III



IV Introducción

En esta memoria se obtienen fórmulas similares para planos k-secantes y en
algunos casos se generalizan dichas fórmulas para m-espacios cualesquiera.

Muchos de los trabajos clásicos sobre geometŕıa enumerativa se basaban en el
método funcional, debido a Cayley ([Ca]) y utilizado por Berzolari y Severi entre
otros. Se trata de suponer que la fórmula buscada depende sólo del grado y el género
(o el número de puntos dobles aparentes) de la curva mediante un polinomio. Sin
embargo este método no es justificado con rigor hasta el trabajo de Vassallo ([Va],
publicado en 1994). Este trabajo nos proporciona una potente herramienta para el
objetivo de esta memoria.

Otro de los inconvenientes que se presentan en diversos métodos de obtención de
fórmulas enumerativas es el campo de validez, es decir, para qué curvas es válida la
fórmula. Tanto los autores más antiguos como los trabajos más recientes plantean
este problema. En algunos de estos trabajos más recientes se demuestran fórmu-
las enumerativas con otros métodos. Por ejemplo I. G. MacDonald (ver [Mc]) usa
reiteradamente la relación de equivalencia de Severi para los puntos unidos de una
correspondencia algebraica con valencia. De Jonquières (ver [ACGH]) estudia el ca-
so de puntos con multiplicidades (Fórmula de De Jonquières). De los trabajos de
autores más actuales también se pueden deducir fórmulas enumerativas, como en el
caso de Tikhomirov que usa fibrados estándar en el esquema de Hilbert de puntos
de una superficie para obtener fórmulas para superficies (ver [Ti]).

Le Barz demuestra en [LB1] y [LB2] la validez de las cuatro fórmulas clásicas
anteriores para curvas lisas cualesquiera (siempre que el número de soluciones sea
finito), por el método de las bases de los grupos de Chow de los esquemas de Hilbert
de puntos de ciertas variedades proyectivas. Este método ha inspirado el desarrollo
de esta memoria, si bien utilizaremos preferentemente el método funcional, como se
ha señalado anteriormente, por su mayor eficacia en estos casos.

Otro objetivo es saber cuándo el número que obtenemos de la fórmula es de hecho
el número buscado y no ocurre que hay infinitos espacios lineales que verifican la
condición. En esta ĺınea destacamos el trabajo de H. Kaji [Ka], del cual se puede
deducir para qué curvas es válida la fórmula del número de rectas tangentes a una
curva de P3 que vuelven a cortar a la curva en otro punto. Uno de los resultados
importantes de nuestro trabajo es la generalización de su resultado para m-espacios
osculadores a curvas de Pm+2 (ver [GM]). Estudiamos también, a efectos de la validez,
el caso de la fórmula de rectas cuatrisecantes a una curva de P3.

También nos interesamos por saber cuándo el número de espacios k-secantes con
la condición adecuada es cero en las distintas fórmulas. Y por las posibles rectas
bitangentes a una curva de grado menor que 8. Para ello, nos basamos en el estudio
realizado por R. H. Dye en [Dy] y mejoramos su resultado.
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En el primer caṕıtulo resumimos los resultados conocidos que consideramos
más importantes en la clasificación de las curvas de P3 y que necesitamos en los
caṕıtulos siguientes. Definimos los espacios osculadores y el equivalente, para estos
espacios, del concepto de punto singular en el caso de la tangencia.

En el segundo caṕıtulo se obtienen fórmulas enumerativas para planos k-
secantes a curvas en diversos espacios proyectivos, aśı como una generalización de
la fórmula para el número de rectas tangentes a una curva que vuelven a cortarla.
Para ello mostramos dos posibles métodos aunque ambos se basan en el esquema de
Hilbert de puntos. Utilizamos además la variedad de puntos coplanarios, también
definimos y utilizamos su generalización:

Ik
s (PN) = {(π, η) ∈ G(s,N)×Hilbk

cPN , η ⊂ π},

la variedad de incidencia de k-uplas contenidas en un s-espacio de PN , donde G(s,N)
es la variedad Grassmanniana de s-espacios en PN .

El principal resultado que demostramos es el siguiente teorema (ver [GM]):

Teorema. Sea C una curva lisa de Pm+2 de grado n y con h puntos dobles
aparentes, entonces el número de m-espacios osculadores de C que vuelven a cortar
a la curva, para todo entero m ≥ 0 es:

Om(C) =

(
m + 1

2

)
[n(n2− (m + 6)n + (3m + 7))− h(m + 1)(mn− (m + 1)(m + 2))]

y si C es irreducible de género g:

Om(C) = (m + 1)((n− (m + 1)(n− (m + 2)) + g(m · n− (m + 1)(m + 2))

Obtenemos además las siguientes fórmulas, utilizando el método de Vassallo y
encontrando los ejemplos necesarios en cada caso:

Número de planos que cortan a una curva C ⊂ P4 en 6 puntos.

Número de planos que cortan a una curva C ⊂ P4 en 5 puntos y que cortan a
una recta fija en un punto.

Número de planos que cortan a una curva C ⊂ P4 en 4 puntos y que cortan a
un plano fijo en una recta.

Número de planos bitangentes a una curva C ⊂ P4.
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Número de planos que cortan a una curva C ⊂ P5 en 4 puntos y que cortan a
un plano fijo en un punto.

Número de planos que cortan a una curva C ⊂ P6 en 4 puntos.

En el tercer caṕıtulo se estudia el campo de validez de las fórmulas enumer-
ativas, es decir, para qué curvas la fórmula es válida, o lo que es lo mismo, para
qué curvas el número de espacios multisecantes buscado es finito.

Generalizamos el resultado de Kaji para rectas tangentes al caso de espacios
osculadores (ver [GM]). Para ello extendemos primero su definición de curva tan-
gencialmente degenerada.

Definición. Una curva C en PN es m-osculantemente degenerada si, para un
punto general P de C, existe otro punto Q en C que pertenece al espacio osculador
de orden m de C en P .

Además probamos los siguientes resultados:

Teorema. Sea C curva de grado n en Pm+1. Son equivalentes:

(a) C tiene grado menor o igual que m + 1.

(b) C no es m-osculantemente degenerada.

Teorema. Sea C curva en PN , con N ≥ 4. Si C es 2-osculantemente degenerada,
entonces C está contenida es un P3.

Conjeturamos además que esto es cierto para cualquier m, es decir, que si N ≥ 4
y C es m-osculantemente degenerada, entonces C está contenida es un Pm+1. Ya
que es posible demostrarlo para cualquier m concreto. Pero la misma prueba para
un m general no es posible, por las limitaciones que presenta el programa Maple en
el cálculo de determinantes de orden indeterminado.

También estudiamos la validez de la fórmula del número de rectas cuatrisecantes
de P3 para curvas de grado menor que 9, y obtenemos los resultados:

Teorema. El número de rectas cuatrisecantes a una curva de P3 de grado menor
que 8 es infinito si y sólo si la curva está en P2 o en una superficie cuádrica y es de
la forma (a, b) siendo o a o b mayor que 3.

Proposición. Para curvas de grado 8, existe una única curva con infinitas cua-
trisecantes, no contenida en una cuádrica. Tiene género 5 y es la curva doble de una
superficie reglada de grado 6 y género 2.

De este estudio obtenemos consecuencias geométricas interesantes. Aśı como el
caso en que dichas cuatrisecantes son bitangentes. R. H. Dye en [Dy] comienza
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un estudio de curvas para las cuales el número de rectas cuatrisecantes que son
bitangentes es el máximo posible. Retomamos en el tercer caṕıtulo este estudio y
lo ampliamos hasta grado 7. El interés por estas curvas se debe a que sólo curvas
muy especiales tienen rectas bitangentes, luego más especiales serán si todas sus
cuatrisecantes, siendo un número finito, lo son.

Para algunas fórmulas se estudia cuándo el número indicado por la fórmula es
efectivamente cero. Y se estudia, también el caso en que la fórmula tenga un resultado
negativo ya que serán curvas para las que el número buscado es infinito (ya que si
no se obtendŕıa un número finito positivo en la fórmula).

En el cuarto caṕıtulo se hace un estudio análogo al de existencia de curvas
lisas en P3 dado un grado y un género para curvas sin puntos singulares de orden 2,
es decir, se estudia para qué grados y géneros existen curvas sin puntos de inflexión.
Se obtienen dichas curvas para grado menor que 7.

Se describe, también la relación entre los fibrados que dan la inmersión de curvas
sin puntos de inflexión (k-regulares) y otros fibrados sobre curvas como k- muy am-
plios, k-jet amplios y k-generados. Estos otros conceptos están a su vez relacionados
también con la no existencia de espacios (k + 1)-secantes.

En los distintos caṕıtulos, se dan ideas sobre perspectivas y continuaciones natu-
rales del trabajo realizado. Aśı por ejemplo, se podŕıan buscar otras generalizaciones
para las fórmulas del caṕıtulo 2. También, en el caṕıtulo 3, queda abierto el problema
de la validez de muchas de las fórmulas enumerativas. En particular, la existencia,
dado un grado y género, de curvas con infinitas rectas cuatrisecantes para grado
mayor que 8. Y de entre las rectas cuatrisecantes, saber cuantas pueden ser bitan-
gentes para grado mayor que 7. Finalmente, en el último caṕıtulo, se comienza una
investigación sobre los grados y géneros para los que existen curvas sin puntos de
inflexión.
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Caṕıtulo 1

Resultados previos

1.1. Curvas

En este trabajo seguiremos la nomenclatura y la teminoloǵıa usada en el li-
bro Algebraic Geometry de R. Hartshorne ([H2]), trabajaremos aśı con esquemas,
haces sobre ellos y fibrados (haces localmente libres) sobre el cuerpo de los números
complejos. Utilizaremos, en general, la palabra curva para designar a un esquema
completo, reducido, liso de dimensión uno sobre el cuerpo de los números complejos.
La irreducibilidad se especificará en cada caso. Además toda curva se puede sumer-
gir en un espacio proyectivo, es decir, que toda curva es proyectiva (ver pg 105 de
[H2]).

Una superficie será un esquema reducido de dimensión 2 y en general una variedad
será un esquema reducido de cualquier dimensión. La notación será fundamental-
mente la que aparece en [H2].

Vemos a continuación algunos resultados sobre curvas que pueden ser encontra-
dos en [H2] (pg 294-355).

Teorema 1.1.1 Teorema de Riemann-Roch

Sea D un divisor de una curva C de género g. Entonces

l(D)− l(K −D) = degD + 1− g

donde K es el divisor canónico de C, degD representa el grado de D y

l(D) = dimH0(C,L(D)),

análogamente l(K −D) = dimH0(C,L(K −D)).

1



2 Caṕıtulo 1 Resultados previos

Si denotamos ωC el haz canónico sobre C, se tiene que

L(K −D) = ωC ⊗ L(D)∨

(siendo L(D)∨ en dual de L(D)) y por la dualidad de Serre

l(K −D) = dimH1(C,L(D)).

Decimos que D es especial si l(K −D) > 0.

Un haz invertible L sobre una curva C es muy amplio si es isomorfo a OC(1)
para alguna inmersión cerrada de C en un espacio proyectivo. Un divisor D es muy
amplio si L(D) lo es. Si un divisor D sobre una curva C es muy amplio, entonces el
sistema lineal completo |D| determina una inmersión cerrada de C en PN y el grado
de la imagen de C es el grado de D.

Un divisor D en una curva C de género g si tiene grado mayor o igual que 2g,
entonces |D| no tiene puntos base y si el grado es mayor o igual que 2g +1, entonces
D es muy amplio (no es el mejor resultado posible). Si g = 0, D es muy amplio si
su grado es positivo. ([H2], pg. 308)

Para toda curva C existe un morfismo C → P3 que es una inmersión cerra-
da (proyectando adecuadamente). Además toda curva es birracionalmente equiva-
lente a una curva de P2 con a lo sumo nodos como singularidades. Esto se consigue
proyectando desde un punto que no esté en la curva, ni en ninguna recta tangente,
ni multisecante, ni en ninguna secante coplanaria con una tangente y ha de estar en
un número finito de secantes. ([H2], pg. 310)

La proyección anterior existe, ya que si una curva está en P3 y toda recta que
corta a la curva en dos puntos corta en más o para dos puntos cualesquiera de
la curva sus rectas tangentes son coplanarias, entonces es una recta o la cónica si
estamos sobre un cuerpo de caracteŕıstica 2 (ver [H2], pg. 313).

Dada una curva C → PN el grado de la curva es el número de puntos en que
un hiperplano corta a la curva. Otro invariante de la curva es el número de puntos
dobles aparentes, es decir, el número de puntos dobles de una proyección genérica
de la curva sobre un plano. Si la curva está en P3 es el número de rectas secantes a
la curva que pasan por un punto general. Este número se puede obtener para curvas
irreducibles de grado n y género g como:

h =
1

2
(n− 1)(n− 2)− g.

Para curvas reducibles se puede calcular. Si consta de dos componentes irreducibles
de invariantes (n1, h1) y (n2, h2) sus invariantes son: (n1 + n2, h1 + h2 + n1n2).
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Para todo n ≥ 1 existe una curva lisa plana de grado n y su género es

g =
1

2
(n− 1)(n− 2).

Existe una curva de grado n y género g en P3, cuya sección hiperplana D no es
especial, si y sólo si o bien

g = 0 y n ≥ 1,

g = 1 y n ≥ 3 o bien

g ≥ 2 y n ≥ g + 3.

Si C es una curva de P3 no plana cuya sección hiperplana D es especial, entonces
n ≥ 6 y g ≥ 1

2
n + 1 y la única de grado 6 es la curva canónica de género 4.

Teorema 1.1.2 Cota de Castelnuovo

Sea C una curva de grado n y género g en P3, no contenida en un plano. Entonces
n ≥ 3 y

g ≤




1
4
n2 − n + 1, si n es par

1
4
(n2 − 1)− n + 1, si n es impar.

Además, la igualdad se alcanza para todo n ≥ 3 y toda curva para la cual se
cumple la igualdad está contenida en una superficie cuádrica.

Todos estos resultados ayudan a la clasificación de curvas de P3, aunque no son
suficientes. En [H2] se prueba la existencia de curvas de grado n y género g que
cumplen la desigualdad de Castelnuovo, hasta grado 7. Además se dice que para
grado 9 y género 11 no existe curva en P3 a pesar de cumplir la desigualdad de
Castelnuovo. La clasificación se completa, por ejemplo, en [H3] donde se da además
una cota para el máximo género que puede tener una curva de grado n no contenida
en una cuádrica:

G(n, 3) =
1

6
n(n− 3) + 1− ε

donde ε es 0 ó 2/3 según si n es congruente con 0 módulo 3 o no. En [H3] se resume
la existencia de curvas con el siguiente teorema:

Teorema 1.1.3 Sea C una curva irreducible lisa de grado n y género g en P3.
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(a) Si C está contenida en un plano, entonces g = 1
2
(n − 1)(n − 2). Para cada

n ≥ 1 existe dicha curva.

(b) Si C está contenida en una superficie cuádrica irreducible, entonces existen
a, b ≥ 0 tal que n = a+ b y g = (a− 1)(b− 1). Para cada a, b > 0 existen estas
curvas.

(c) Si C no está contenida en un plano o en una superficie cuádrica, entonces

0 ≤ g ≤ 1

6
n(n− 3) + 1.

(d) Para todo n > 0 y g que satisfagan la desigualdad de (c), existe una curva
irreducible lisa de grado n y género g en P3.

Otros resultados interesantes sobre curvas que se pueden encontrar en [H3] son:

Proposición 1.1.4 Si n > 0 y g satisface:

n3/2/
√

3− n + 1 < g ≤ 1

6
n(n− 3) + 1,

existe una curva irreducible lisa de grado n y género g en una superficie cúbica lisa
en P3.

Proposición 1.1.5 Si n > 0 y g satisface:

0 ≤ g ≤ 1

8
(n− 1)2,

existe una curva irreducible lisa de grado n y género g en una superficie cuártica
(singular) en P3.

Además el Teorema de Mori nos dice que existe en una superficie cuártica lisa si
g = 1

8
n2 + 1 o g < 1

8
n2 y (n, g) 6= (5, 3).

Para la existencia de curvas de P4, P5,... se puede consultar el trabajo de C.
Ciriberto [Ci].

1.2. Definición de espacio osculador para curvas

En esta sección resumiremos conceptos y resultados sobre espacios osculadores
y que pueden ser encontrados en el art́ıculo Numerical Characters of a Curve in
Projective N-Space de R. Piene ([Pi2]). Utilizaremos notaciones análogas a las que
Piene utiliza en dicho art́ıculo.
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Definición 1.2.1 Sea C ⊂ PN una curva y P ∈ C un punto. El espacio osculador
m-ésimo (o m-espacio osculador) de C en P es el subespacio lineal de dimensión m
de PN con mayor orden de contacto con C en P . Lo denotamos Oscm

C (P ).

Si t ∈ OC,P es un parámetro de uniformización, existe una parametrización de
C en P :

xi = ait
li+i + (términos demayor orden),

para i = 0, 1, ...N, con 0 = l0 ≤ l1 ≤ ... ≤ lN , y ai ∈ C∗ = C − {0}. Entonces,
Oscm

C (P ) es el espacio definido por Xm+1 = Xm+2 = ... = XN = 0 y tiene orden de
contacto (lm+1 + m + 1) con C en P.

Obsérvese que para m = 1, Osc1
C(P ) = TP (C) es la recta tangente a C en P ,

además
TP (C) ⊆ Osc2

C(P ) ⊆ Osc3
C(P ) ⊆ .... ⊆ Oscm

C (P )....

Sea C curva de PN , φ : C ↪→ PN inmersión cerrada, V = H0(PN ,OPN (1)). Los
espacios osculadores son las fibras proyectivas de un (m + 1)-fibrado en C, al que se
le llama fibrado osculador de orden m, OscmC.

Sea Pm = Pm(OC(1)) el fibrado de partes principales (o jets) de orden m de
OC(1) = φ∗OPN (ver [Kl], caṕıtulo 4). Tenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo con sucesiones exactas y las aplicaciones verticales sobreyectivas por ser φ no
ramificada:

0 → φ∗ω1
PN ⊗OC(1) → VC = V ⊗OC → OC(1) → 0

↓ ↓ ‖
0 → ω1

C ⊗OC(1) → P1 → OC(1) → 0

Además la siguiente sucesión es exacta:

0 → Symmω1
C(1) → Pm → Pm−1 → 0

Denotaremos OscmC al fibrado proyectivo sobre C asociado a Pm, con proyec-
ciones

pm : OscmC → C,

para m = 1 denotamos TC. Sea Cm la sección de pm asociada a la aplicación sobre
Pm → OC(1).

Llamamos qm a la composición de la proyección PN ×C → PN con la inmersión
cerrada OscmC → PN × C y Xm a la imagen por qm.

Intuitivamente, Cm es el conjunto de puntos de osculación de orden m de C en
OscmC y Xm es la unión de los espacios osculadores de orden m de C.
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TC es el fibrado proyectivo tangente y X1 la superficie tangencial de C. OscmC
es el fibrado proyectivo osculante de orden m y Xm la (m + 1)-fold osculante o
m-ésima desarrollable osculatriz de C.

Definición 1.2.2 Dada una curva en P3, se define su rango por el número de tan-
gentes que cortan una recta dada. El número de planos osculadores que pasan por un
punto dado es llamada la clase de la curva. En general, para una curva C ⊂ PN se
define su m-rango como el número rm de m-espacios osculadores suyos que cortan
a un (N −m− 1)-espacio general.

Se demuestra en [Pi2] que este número, rm, es además el grado del fibrado os-
culador de orden m y el grado de la m-ésima desarrollable osculatriz de C. Ob-
servesé que r0 es el grado de la curva. En general no es fácil calcular el m-rango
de una curva, aunque en la sección siguiente veremos que se conoce para algunos
ejemplos sencillos.

1.3. Hiperosculación

Al igual que al estudiar la tangencia vemos la existencia de puntos singulares, al
estudiar los espacios osculadores existen también puntos especiales, generalizamos
pues aqúı el concepto de punto singular. Las siguientes definiciones y resultados
pueden ser encontrados en su mayoŕıa en [H2] o [Pi2], si no, se dará argumentación
o se indicará la referencia correspondiente.

Definición 1.3.1 Dada C ⊂ PN curva, diremos que P ∈ C es un punto de in-
flexión de orden k, con k ≥ 2, de C si las k primeras derivadas parciales de la
parametrización son linealmente dependientes y las k−1 primeras no. En ocasiones
se les llama puntos singulares de orden k (ver [Po]). Los puntos que no son de
inflexión se llaman puntos ordinarios.

Si consideramos la parametrización de la sección anterior:

xi = ait
li+i + (términos demayor orden),

para i = 0, 1, ...N, con 0 = l0 ≤ l1 ≤ ... ≤ lN , y ai ∈ C∗, en un punto de inflexión
de orden k se cumple que lk+1 > 0 y si la consideramos en un punto ordinario se
cumpliŕıa que lN = 0. Para k = 1 la condición lk+1 > 0 indica que P es un punto
singular. Para k = 2 diremos simplemente que P es un punto de inflexión, si no hay
posible confusión. Además, en este caso, P será un punto donde la tangente a la
curva tiene orden de contacto mayor que 2 y se la llama recta de inflexión.
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Una curva de PN no degenerada sólo puede tener un número finito de puntos de
inflexión de orden k, para todo entero k que cumple N > k ≥ 2. En efecto, estos
puntos vienen dados por una condición cerrada:

k∑
i=0

αi ∂
if(t)

∂ti
= 0

siendo f = (x1, x2, .., xN) la función coordenada con respecto al parámetro local t
para C en un punto P (con la parametrización anterior). Y los cerrados de una
curva son uniones finitas de puntos, el vaćıo o el total. Pero el total no puede ser, ya
que la única forma de que los vectores obtenidos con las k primeras derivadas, sean
linealmente dependientes en todos los puntos, es que uno de dichos vectores sea
nulo (ver la parametrización). Pero si eso sucediera xi debeŕıa ser de grado menor
que k para todo i = 1, 2, .., N, lo que no es posible dado que

xi = ait
li+i + (términos de mayor orden)

y N > k ≥ 2. Sólo puede haber infinitos puntos de inflexión si la curva es degenerada
o si el cuerpo sobre el que se trabaja no es de caracteŕıstica cero.

En caracteŕıstica positiva existen curvas donde todo punto es de inflexión, por
ejemplo la curva cuártica plana lisa definida por x3y + y3z + z3x = 0 en un cuerpo
de caracteŕıstica 3 (ver [H2] pg. 305).

El número de puntos de inflexión de orden 2 sólo puede ser obtenido en forma
de fórmula si la curva está en P2.

Proposición 1.3.2 Dada C ⊂ P2 curva de grado n ≥ 2, tiene 3n(n− 2) puntos de
inflexión contados propiamente, es decir, si TP C tiene orden de contacto r con C
en P , entonces contamos P como punto de inflexión (r − 2) veces.

Corolario 1.3.3 La única curva de P2 sin puntos de inflexión es la cónica.

Hartshorne en [H2] da las siguientes definiciones para curvas:

Definición 1.3.4 Sea C ⊂ PN curva con N ≥ 3, no contenida en ningún PN−1.
Para cada punto P ∈ C llamamos hiperplano osculador en P , al hiperplano que
pasa por P y tiene mayor orden de contacto con C en P (será al menos N).

Este hiperplano es único (para curvas), ya que de hecho es el (N − 1)-espacio
osculador de C en P.
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Definición 1.3.5 En las condiciones anteriores, si un hiperplano H tiene orden de
contacto al menos N +1 con C en P , se dice que H es un hiperplano hiperosculador
y P es un punto de hiperosculación. En la parametrización se cumpliŕıa que lm+1 > 0
para algún m.

Por la definición de orden de contacto, P ∈ C es un punto de hiperosculación si
y sólo si existe k entero con N ≥ k ≥ 2, tal que P es un punto de inflexión de orden
k.

También se llama espacio hiperosculador en un punto a un espacio que contiene
al punto y este punto es de inflexión, es decir, si es un espacio de dimensión r que
tiene orden de contacto mayor que r + 1.

Observación 1.3.6 No debe confundirse con la definición de hiperplano (o r-espacio)
tangente en un punto de una curva, que es cualquier hiperplano (o r-espacio) que
contiene a la recta tangente. En general un hiperplano osculador k-ésimo en un
punto es cualquier hiperplano que contiene al espacio osculador k-ésimo en dicho
punto.

Ejemplos 1.3.7 Para los siguiente ejemplos conocemos la hiperosculación:

1. La curva racional normal de grado N en PN . Esta curva sólo tiene puntos
ordinarios, ya que todo punto tiene una parametrización de la forma

(1, t, t2, ..., tN).

2. Una curva eĺıptica de grado n ≥ 3 linealmente normal. Por Riemann-Roch,
cada punto de esta curva tiene una parametrización que satisface:

li = 0, i = 0, ..., N − 1; lN ≤ 1.

Luego la curva no es singular hasta grado N − 1.

Existe una fórmula para el número de puntos de hiperosculación de una curva,
que generaliza la fórmula vista para curvas de P2 que calcula los puntos de inflexión
(ver [H2]).

Proposición 1.3.8 Sea C ⊂ PN , con N ≥ 3, curva no contenida en ningún PN−1,
de grado n y género g, entonces C tiene N(N + 1)(g − 1) + (N + 1)n puntos de
hiperosculación.



1.3 Hiperosculación 9

Corolario 1.3.9 La única curva de PN sin puntos de hiperosculación es la curva
racional normal de grado N .

Existen caracteres numéricos para medir el número de espacios de hiperoscu-
lación, si bien puede ser dif́ıcil calcularlos (ver [Pi2]).

Definición 1.3.10 Si consideramos φ : C ↪→ PN , P ∈ C y una parametrización en
P como en la sección anterior, el entero lm+1 − lm es llamado el m-ésimo ı́ndice de
estacionamiento de la curva C en P y se define el m-ésimo ı́ndice de estacionamiento
de φ como

km =
∑
P∈C

(lm+1 − lm)

Si φ(C) no es singular de orden m− 1, km es el número (contado propiamente)
de m-espacios hiperosculadores, por tanto para una curva lisa k1 es el número de
puntos de inflexión de orden 2.

Para una curva C de género g, R. Piene demuestra en [Pi2] las siguientes fórmu-
las:

rm = (m + 1)(r0 + m(g − 1))−
m− 1∑
i = 0

(m− i)ki

Para m = 0, 1, ..., N − 1, y

N − 1∑
i = 0

(N − i)ki = (N + 1)(r0 + N(g − 1)).

Se tiene la relación:

r1 = r0 + 2g − 2− k0

que para una curva plana es la fórmula clásica que da la clase de la curva en términos
del grado, el género y el número de cúspides.

Ejemplos 1.3.11 Vemos ejemplos para los que ki es conocido para todo i.

1. La curva racional normal de grado n en PN . Como no tiene puntos de
hiperosculación, km = 0 para todo m. Además r0 es el grado de la curva,
luego

rm = (m + 1)(n−m) = rN−m−1
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2. Una curva eĺıptica de grado n ≥ 3 linealmente normal. Deducimos por el
teorema de Riemann-Roch que km = 0, para m = 0, ..., N − 2. Luego

rm = (m + 1)n, m = 0, ..., N − 1

y kN−1 = (N+1)n, que son los hiperplanos hiperosculadores que tiene la curva.

Utilizaremos estos ejemplos en el segundo caṕıtulo.



Caṕıtulo 2

Fórmulas de espacios
multisecantes para curvas

2.1. Introducción

Un problema clásico es obtener fórmulas enumerativas para el número de rectas
k-secantes a una variedad. Para una curva lisa irreducible, hay cuatro fórmulas
clásicas, tres fórmulas trisecantes y una cuatrisecante, dependiendo sólo del grado n
y del género g :

1. Rectas cuatrisecantes a una curva en P3 (Cayley 1863)

q(C) =
1

12
(n− 2)(n− 3)2(n− 4)− 1

2
g(n2− 7n + 13− g)

2. Rectas trisecantes a una curva en P4 (Berzolari 1895)

Θ(C) =

(
n− 2

3

)
− g(n− 4)

3. Rectas tangentes a una curva en P3 que vuelven a cortar a la curva (Salmon
1868)

t(C) = 2((n− 2)(n− 3) + g(n− 6))

4. Rectas trisecantes a una curva en P3 que cortan a una recta fija (Cayley 1863)

k(C) = 2

(
n− 1

3

)
− g

(
n− 2

1

)

11
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Estas fórmulas pueden expresarse en términos del grado y el número de pun-
tos dobles aparentes h para curvas reducibles. Durante mucho tiempo las fórmulas
fueron utilizadas sin explicar mucho su campo de validez. Muchos autores han dado
diferentes demostraciones de estas fórmulas, pero se restringen impĺıcita o expĺıcita-
mente a una curva más o menos general. Sin embargo P. Le Barz en Formules
Multisécantes pour les Courbes Gauches Quelconques ([LB1]) demostró las fórmulas
para una curva lisa “cualquiera”(veremos en el siguiente caṕıtulo que sólo cuando
el número de rectas en las condiciones mencionadas es finito).

Las fórmulas cuentan con multiplicidad, por ejemplo, para la fórmula de rectas
cuatrisecantes en P3. Si consideramos la intersección completa de una superficie
cúbica lisa y una qúıntica (n = 15, g = 31) obtenemos q = 135. Toda cuatrisecante
a la curva debe estar contenida en la cúbica por cuestión de grados, la cual tiene
27 rectas. Pero como cada recta corta cinco veces a la qúıntica, también a la curva,
luego cada una cuenta cinco veces como cuatrisecante, lo que explica el 135. En
general, una recta l-secante cuenta en las fórmulas

(
l
k

)
veces como k-secante.

En este caṕıtulo obtendremos una generalización de la fórmula de rectas tan-
gentes a curvas que vuelven a cortar:

t(C) = 2((n− 2)(n− 3) + g(n− 6)),

si la curva es irreducible. Y t(C) = (n(n2 − 7n + 10) + 2h(n− 6)), si la curva puede
ser reducible. Calcularemos entonces una fórmula para el número de m-espacios
osculadores que vuelven a cortar a una curva de Pm+2. También obtendremos otras
fórmulas similares a las clásicas pero en el caso de planos multisecantes.

Las generalizaciones de las fórmulas clásicas 1. y 2. fueron demostradas por
Castelnuovo para la curva general (ver [Ta], pg. 70). Conjeturamos además la
generalización de la fórmula clásica que resta (4.).

El método general que usaremos para obtener dichas fórmulas es demostrar
primero que son polinomios de cierto grado en dos variables, que son dos
invariantes de la curva: el grado y el número de puntos dobles. Después se obtienen
ejemplos para calcular los coeficientes de los polinomios, resolviendo los sistemas de
ecuaciones lineales. Para resolver los sistemas utilizaremos el programa Maple.

Para el primer paso veremos dos métodos, emplearemos en uno un importante
resultado demostrado por V. Vasallo en su art́ıculo Justification de la Méthode
Fonctionelle pour les Courbes Gauches ([V]). Para el otro método este resultado
no es necesario, se trata de cortar los ciclos adecuados en los grupos de Chow de los
esquemas de Hilbert en que estemos trabajando.

En ambos métodos se obtiene la forma que tiene el polinomio que da la fórmula
buscada cortando ciclos en los esquemas de Hilbert de puntos. El hecho de que estas
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intersecciones tengan las dimensiones esperadas viene garantizado por el “Chow
moving lemma”(ver [H2]). Este resultado asegura que si Y y Z son ciclos en X,
variedad lisa, entonces existe un ciclo Z ′, racionalmente equivalente a Z, tal que Y
y Z ′ se intersecan propiamente. Además, si Z ′′ verifica la misma propiedad que Z ′

entonces [Y ] · [Z ′] = [Y ] · [Z ′′]. Se puede ver, por ejemplo, la demostración de este
lema debida a Roberts en [Ro]. X será la variedad Ik

s (PN) adecuada en cada caso,
que es lisa.

En el primer método necesitamos garantizar la transversalidad de las intersec-
ciones, por tanto haremos los cálculos locales para algún caso. En el segundo método
esto no es necesario, ya que no se calculan numéricamente intersecciones.

Para los ejemplos usaremos sobre todo curvas racionales y eĺıpticas y curvas re-
ducibles cuyas componentes son racionales y eĺıpticas. Para obtener el número de
puntos dobles usaremos la fórmula: h = (n−1)(n−2)

2
− g para una curva irreducible de

grado n y género g. Para las reducibles sumamos los puntos dobles de cada compo-
nente y sumamos además los puntos dobles que se formaŕıan de las intersecciones
de las componentes, es decir, los productos de los grados de las componentes.

2.2. Esquemas de Hilbert de puntos

El esquema de Hilbert juega un importante papel en la geometŕıa enumerativa,
ya que describe el comportamiento de los puntos de un esquema de modo más preciso
que otros esquemas (producto o producto simétrico). Describiremos el esquema de
Hilbert según hace R. Mallavibarrena en su art́ıculo Validité de la Formule Classique
des Trisécantes Stationnaires ([Ma]):

El esquema de Hilbert de PN es un esquema, HilbPN , que parametriza todos
los subesquemas cerrados de PN . Su existencia es probada en [Gr]. Resumimos su
construcción a continuación.

Para todo esquema X localmente noetheriano se define

HilbPN (X) = {conjunto de subesquemas Z ⊂ PN ×X, planos sobre X}
que es intuitivamente el conjunto de las familias de subesquemas de PN parametrizadas
por X.

Esta definición da lugar a un funtor contravariante de la categoŕıa de los esquemas
X a la de conjuntos de subesquemas. El teorema fundamental de la existencia del
esquema de Hilbert establece que existe un esquema localmente noetheriano HilbPN

y unos isomorfismos funtoriales en X, uno para cada X, de forma que

HilbPN (X) = Hom(X, HilbPN ).
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Esto es equivalente a la existencia de un subesquema cerrado

W ⊂ PN ×HilbPN

plano sobre HilbPN que es “universal”, es decir, dado cualquier Z ⊂ PN ×X, plano
sobre X, existe un único morfismo f : X → HilbPN tal que Z = (1PN × f)∗(W ).

Dado Z ⊂ PN ×X plano sobre X, para todo x ∈ X, sea Zx ⊂ PN × SpecK(x),
el esquema inducido sobre x. (K(x) es el cuerpo residual de x). Entonces cada Zx

tiene un polinomio de Hilbert Px(n) = χ(OZx(n)).

Por platitud, si X es conexo, todos los polinomios Px son iguales. Por tanto
podemos escribir

HilbPN =
⋃

polinomios P (n)

HilbP
PN

donde HilbP
PN es un subconjunto abierto y cerrado de HilbPN y si W ⊂ PN ×HilbPN

es el esquema universal, entonces Wx tiene polinomio de Hilbert P si y sólo si
x ∈ HilbP

PN .

La versión fuerte del teorema fundamental de existencia establece que HilbP
PN es

proyectivo sobre Spec(Z). El esquema de Hilbert es un esquema propio (ver [H2]) y
conexo (ver [H1]).

Los esquemas de Hilbert más utilizados son el esquema de Hilbert de curvas de
un grado determinado y los de puntos que veremos a continuación siguiendo las
notaciones empleadas por P. Le Barz en [LB1] y [LB2] (Quelques calculs dans les
variétés d’alignements).

Se considera HilbkPN , el esquema de Hilbert de los subesquemas de dimensión
0 y longitud k de PN , es decir, k-uplas de puntos de PN (ver [LB2]). Observamos
que HilbkP1 = Pk.

En la introducción de [LB2] se especifica que el esquema HilbkPN , es en general
singular (para N > 2 y k > 2) y reducible, puede tener componentes de dimen-
sión mayor o menor que kN. Por ello Le Barz trabaja con Hilbk

cPN , el abierto de
HilbkPN formado por las k-uplas ξ situadas sobre una curva lisa, o bien que verifican
dimTP ξ ≤ 1 para todo P ∈ Suppξ. Son las k-uplas curviĺıneas y este abierto no es
singular y tiene dimensión kN (ver [LB2], introducción).

Si las k-uplas están contenidas en una variedad X, se parametrizan por HilbkX.
En el caso de la curva C, se tiene que HilbkC = Hilbk

cC, además HilbkC es isomorfo
a SymkC (potencia simétrica k-ésima).

Por otro lado, Le Barz denota por Hilbk
6=PN al abierto de k-uplas de puntos

diferentes, son las k-uplas simples, este abierto es denso en Hilbk
cPN . Vassallo en

[V] usa el esquema Hilbk
0PN , porque es cerrado, ya que es la clausura de Hilbk

6=PN ,
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las k-uplas simples. Hilbk
0PN puede ser singular o no, depende de su densidad en

HilbkPN y este esquema es denso si HilbkPN es irreducible, lo que no se sabe en
general (ver [I]).

Sin embargo sabemos (por la definición) que su dimensión es kN y que

Hilbk
cPN ⊂ Hilbk

0PN .

Luego para usar la teoŕıa de Vassallo deberemos trabajar con Hilbk
0PN , también

utilizaremos Hilbk
cPN para evitar singularidades.

Le Barz define dentro de estos esquemas de Hilbert la variedad de alineamiento,
que consiste en k-uplas que son subesquemas de una recta, es decir, están alineadas
y la denota AlkPN . Dicha variedad es lisa para cualquier valor de k y de dimensión
2N − 2 + k.

Análogamente se pueden considerar k-uplas que sean subesquemas de un plano,
es decir, coplanarias. Sin embargo la variedad de dichas k-uplas no es lisa en general,
por lo que se define la variedad de incidencia (ver por ejemplo [Ma]):

CopkPN = {(π, η) ∈ G(2, N)×Hilbk
cPN , η ⊂ π},

donde G(2, N) es la variedad Grassmanniana de planos en PN . Es una variedad lisa
de dimensión 3N + 2(k − 3) y tenemos la proyección segunda

i : CopkPN → Hilbk
cPN

que lleva (π, η) a η. Además, la primera proyección

pr : CopkPN → G(2, N)

es una fibración localmente trivial, las fibras de pr son Hilbk
cP2, es decir, son lisas.

Por tanto tenemos descomposiciones celulares de los grupos de Chow:

Am(CopkPN) =
⊕

q+r=m

pr∗Aq(G(2, N))⊗ Ar(HilbkP2).

Estas variedades pueden ser generalizadas, definimos pués las siguientes
variedades:

Definición 2.2.1 Denotamos:

Ik
s (PN) = {(π, η) ∈ G(s,N)×Hilbk

cPN , η ⊂ π},
la variedad de incidencia de k-uplas contenidas en un s-espacio de PN , donde G(s,N)
es la variedad Grassmanniana de s-espacios en PN .
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La proyección en la segunda coordenada es:

i : Ik
s (PN) → Hilbk

cPN

tal que, i((π, η)) = η. En ocasiones utilizaremos esta proyección compuesta con la
inmersión de Hilbk

cPN en Hilbk
0PN .

Además, la proyección en la primera coordenada

pr : Ik
s (PN) → G(s,N)

es una fibración donde las fibras son Hilbk
cPs, es decir, son lisas. Por tanto la variedad

de incidencia Ik
s (PN) es lisa. Y por la proyección pr obtenemos su dimensión, que

es (s + 1)N + s(k − (s + 1)). La variedad de alineamiento (s = 1) y la variedad de
coplanarias (s = 2), son casos particulares.

Usamos el orden de un punto dentro de una k-upla de la forma siguiente:

Definición 2.2.2 Sea ξ una k-upla en HilbkPN (o en HilbkC) y sea P un punto
en Suppξ. Decimos que P es un punto simple si el conjunto de puntos en ξ cuyo
soporte es P tiene longitud uno. Y P es un punto de orden l si su longitud es l.

Denotaremos Ar(X) al grupo de Chow de la variedad X. Si D es una subvariedad
de dimensión r de una variedad X, denotaremos [D] la clase de equivalencia racional
del ciclo asociado a la clausura de D en Ar(X) .

2.3. Método de las bases de los grupos de Chow

Le Barz en [Lb2] y Mallavibarrena en [Ma], describen un método de obtención
de fórmulas enumerativas, calculando bases de los grupos de Chow de AlkPN y
CopkPN , respectivamente. Le Barz obtiene las cuatro fórmulas clásicas enunciadas
en la sección anterior. Mallavibarrena obtiene la fórmula clásica de las trisecantes
estacionarias de curvas de P3, es decir, rectas que cortan a la curva al menos en tres
puntos de forma que para dos de ellos sus rectas tangentes son coplanarias.

Describimos a grandes rasgos la técnica empleada por Mallavibarrena, debido a
que emplea la variedad de k-uplas coplanarias que es la que más nos interesa para
obtener las fórmulas que buscamos:

Mallavibarrena considera en Cop5P3 una variedad W de quintupletes en un
plano cuyo soporte son tres puntos distintos alineados. El grado del cero ciclo
[W ] · i∗[Hilb5C] es el número buscado. En este método se busca un sistema de
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generadores de A3(Cop5P3) y se cortan con i∗[Hilb5C] ∈ A10(Cop5P3) (la dimen-
sión de Cop5P3 es 13). Para obtener dichos generadores, se describen unas bases de
Ar(Hilb5P2) y se utiliza el hecho de que:

A3(Cop5P3) = pr∗A0(P3)⊗ A3(Hilb5P2)⊕ pr∗A1(P3)⊗ A2(Hilb5P2)

⊕pr∗A2(P3)⊗ A1(Hilb5P2)⊕ pr∗A3(P3)⊗ A0(Hilb5P2).

Finalmente se obtiene un polinomio en las indeterminadas n (grado de C) y h
(puntos dobles aparentes de C) del que no se conocen los coeficientes. Entonces, dan-
do un número suficiente de ejemplos para los cuales el número buscado es conocido,
se obtiene la fórmula:

ξ = −5n3 + 27n2 − 34n + 2h(n2 + 4n− 22− 2h).

Sin embargo, este método se complica para grupos de Chow con bases muy
grandes.

2.4. Planos osculadores que vuelven a cortar

Utilizamos la técnica de la sección anterior para obtener la fórmula para el
número de planos osculadores a una curva que vuelven a cortar a dicha curva.
Seguiremos las pautas descritas y las aplicaremos a nuestro caso.

Nuestro problema se complica por el hecho de que la curva está en P4. Lo que
haremos será proyectar a P3. Para ello utilizaremos un resultado de Fulton-Mc Pher-
son, igual que hace Le Barz para la fórmula de rectas trisecantes a curvas de P4.
Definiremos primero los ciclos que debemos intersecar para obtener la fórmula:

Definición 2.4.1 Llamamos D ⊂ Cop4(P4) a la subvariedad de cuatripletes forma-
dos por un punto de orden tres y otro punto simple.

Observamos que dimD = 12, ya que consiste en elegir un plano de P4 (
(
4
2

)
= 6),

un punto del plano (2), dos direcciones en este plano (1+1) y otro punto del plano
(2).

Sea i : Cop4P4 → Hilb4
cP4 la proyección que lleva: (p, η) → η, que es genérica-

mente inyectiva. Hilb4C ⊂ Hilb4
cP4 tiene dimensión 4. Probamos que dim (i∗Hilb4C) =

2:
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Si dim (i∗Hilb4C) = 4 significaŕıa que todo cuatriplete de C está en un plano,
es decir, C ⊂ P2.

Si dim (i∗Hilb4C) = 3 significaŕıa que todo plano trisecante de C es cuatrise-
cante, lo que implicaŕıa que C ⊂ P2. Lo vemos: Si P ∈ C es un punto general,
para todo Q,R ∈ C existe π plano tal que P, Q,R ∈ π. Si proyectamos C
desde P , Φ : C − P → P3, seŕıa un morfismo birracional, cuya imagen es una
curva C ′ de P3. Vemos que toda recta secante de C ′ es trisecante. Para todo
Q′, R′ ∈ C ′ se tiene que Q′ = Φ(Q), R′ = Φ(R), para ciertos Q,R ∈ C. Sea π
el plano por P,Q, R, que al ser trisecante será cuatrisecante por hipótesis, es
decir, cortará a C en otro punto S. Si r es la recta secante a la curva C ′ por
Q′ y R′, r = Φ(π). Entonces corta a C ′ al menos en Q′, R′, S ′ = Φ(S). Pero en
P3 y caracteŕıstica cero no toda secante es trisecante (ver [H2]).

Si dim (i∗Hilb4C) ≤ 1, significaŕıa que por cada punto general de C hay un
número finito de planos cuatrisecantes. Si proyectamos C desde un punto
cualquiera P ∈ C a P3, cada recta trisecante de P3 se levanta a P4 y con
P forman un plano cuatrisecante. Como en P3 las curvas tienen un número
infinito de rectas trisecantes, C tendŕıa infinitos planos cuatrisecantes por P.
Luego este caso no es posible.

Podemos considerar pues el 0-ciclo D · i∗Hilb4C cuyo grado corresponde con el
número de planos osculadores que vuelven a cortar a la curva C y que designaremos
por O2(C). Por definición de D:

O2(C) = degD · i∗[Hilb4C]

Para facilitar el cálculo de las intersecciones, proyectamos nuestra curva a otra
C ′ ⊂ P3, desde un punto general, es decir, de forma que C y C ′ son isomorfas. El
isomorfismo nos permite afirmar que [Hilb4C] ∼ [Hilb4C ′].

El diagrama que se forma, en el que se indican las dimensiones entre paréntesis,
es el siguiente:

(14) Cop4P4 i→ Hilb4
cP4 (16)

↑ v ↑ u
(11) Cop4P3 w→ Hilb4

cP3 (12)
↑

Hilb4C ′ (4)

Ahora tendŕıamos que cortar w∗Hilb4C ′, que tiene dimensión 3, y la variedad
D′ ⊂ Cop4P3 de cuatripletes formados por un punto triple y otro simple, que tiene
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dimensión: dimD′ =
(
3
2

)
+2+2+2 = 9. Claramente la intersección es excedentaria.

Usaremos por tanto el Teorema de Fulton-Mc Pherson (ver [F-M]):

Teorema 2.4.2 Sea Y subvariedad lisa de la variedad lisa X. Sea A una variedad
tal que existe i : A → X e I = i−1(Y ).

A
i→ X

↑ v ↑ u
I

w→ Y

Si I es localmente intersección completa en A y si

dimI = dimA + dimY − dimX + r,

entonces para todo α ciclo de Y , el ciclo i∗u∗α en A es igual a v∗(cr · w∗α), donde
cr es cierto ciclo en Ar(I).

Lo aplicamos a [Hilb4C ′] y r = 1, ya que según las dimensiones del diagrama
11 = 14 + 12− 16 + r, por tanto:

degD · i∗[Hilb4C] = degD′ · c1 · w∗[Hilb4C ′],

siendo c1 ∈ A1(Cop4P3). Aśı pues, D′ · c1 ∈ A3(Cop4P3).

Debido a la descomposición celular:

A3(Cop4P3) = pr∗A0(G(2, 3))⊗ A3(Hilb4P2)⊕ pr∗A1(G(2, 3))⊗ A2(Hilb4P2)⊕
⊕pr∗A2(G(2, 3))⊗ A1(Hilb4P2)⊕ pr∗A3(G(2, 3))⊗ A0(Hilb4P2)

podemos obtener bases de A3(Cop4P3), a partir de las bases de Aq(G(2, 3)) (para
q = 0, .., 3) que son conocidas (ver [Ma]) y de Ar(Hilb4P2) (para r = 0, .., 3), que
describiremos a continuación, siguiendo la notación de [Ma] y utilizando las bases
que ah́ı se dan.

La notación será pues:

Una P o una Q mayúscula denotará un punto, una L mayúscula denotará una
recta y una H un plano (también con sub́ındices o primas).

(m) denota m puntos libres

Si los puntos son fijos se denotan {P1, P2, .., Pm}
Un punto como supeŕındice indica que los puntos están alineados con dicho
punto y éste no está inclúıdo
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Una recta como sub́ındice indica que los puntos están en dicha recta.

El sub́ındice Al indica que los puntos están alineados.

Una base de A0(Hilb4P2) es:

a4
0,1 = (4) (4 puntos libres).

De A1(Hilb4P2) es:

a4
1,1 = (1)L ∪ (3) (un punto en una recta fija L y 3 libres)

a4
1,2 = (2)P ∪ (2) (2 puntos alineados con uno fijo P y 2 libres).

De A2(Hilb4P2) puede ser:

a4
2,1 = {P} ∪ (3)

a4
2,2 = (1)L1 ∪ (1)L2 ∪ (2)

a4
2,3 = (2)P ∪ (1)L ∪ (1)

a4
2,4 = (2)P ∪ (2)P

a4
2,5 = (2)L ∪ (2)

a4
2,6 = (3)P ∪ (1)

Esta base es la que aparece en [Ma]. Pero nos interesa sustituir a4
2,4, para facilitar

los cálculos de intersecciones. Cambiaremos (2)P ∪ (2)P por c4
2,4 = (4)Al. Para ello

comprobamos que es base cortando con una base de A6(Hilb4P2), que según [Ma]
puede ser:

a4
6,1 = {P1, P2, P3} ∪ (1)

a4
6,2 = {P1, P2} ∪ (1)L1 ∪ (1)L2

a4
6,3 = {P1}L1 ∪ {P2} ∪ (1)L1 ∪ (1)L2

a4
6,4 = {P1}L1 ∪ {P2}L2 ∪ (1)L1 ∪ (1)L2

a4
6,5 = {P1, P2} ∪ (2)L

a4
6,6 = {P1}L ∪ {P2} ∪ (2)L
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La tabla de intersecciones seŕıa:


1 0 0 0 0 0
0 2 2 2 1 1
0 4 3 2 2 1
0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0
0 2 1 0 0 0




donde la posición (i,j) de la matriz da la intersección de a4
2,i con a4

6,j. Su determinante
es 1, luego es base.

Vemos alguna de estas intersecciones:

La independencia del representante de la clase viene garantizada por el “Chow
moving lemma”(ver [H2]). Este resultado asegura que si Y y Z son ciclos en X,
variedad lisa, entonces existe un ciclo Z ′, racionalmente equivalente a Z, tal que Y
y Z ′ se intersecan propiamente. Además, si Z ′′ verifica la misma propiedad que Z ′

entonces [Y ] · [Z ′] = [Y ] · [Z ′′]. Se puede ver, por ejemplo, la demostración de este
lema debida a Roberts en [Ro].

a4
2,2 · a4

6,2 = 2 : conjuntistamente como el primero consiste en dos puntos libres
del plano y dos puntos libres cada uno el una recta fija del plano y el otro en dos
puntos fijos y dos puntos libres cada uno en una recta fija. Las rectas se pueden
considerar distintas por el lema de Chow. Luego los puntos fijos de uno han de ser
los libres del otro y los puntos de las rectas han de estar en las intersecciones de las
rectas de uno con las del otro. Para estos puntos hay dos opciones.

Para asegurarnos de que no hay multiplicidades tomamos coordenadas afines x,
y. Supongamos que los puntos fijos del ciclo a4

6,2 son P1 = (−1, 0) y P2 = (1, 1) y las
rectas son: L1 : x+y = 0 y L2 : 2x+y = 1. Para el ciclo a4

2,2 consideramos las rectas
L′1 : x + 2y = 2 y L′2 : 3x + y = 5. Entonces una de las opciones en la interseción es
el punto de Hilb4P2 compuesto por los puntos: P1, P2, L1 ∩L′1 = (−2, 2), L2 ∩L′2 =
(4,−7). Este corresponde al ideal:

(x + 1, y) ∩ (x− 1, y − 1) ∩ (x + 2, y − 2) ∩ (x− 4, y + 7)

y todos aquellos subesquemas de P2 pertenecientes a un entorno de este punto en
Hilb4P2 se expresan como:

(x+1+c1, y+c2)∩(x−1+c3, y−1+c4)∩(x+2+c5, y−2+c6)∩(x−4+c7, y+7+c8)

siendo ci ∈ C. Luego en C[c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8] obtenemos el ideal
(c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7, c8) cuya longitud es uno.

Análogamente la otra opción: P1, P2, L1 ∩ L′2, L2 ∩ L′1 tiene multiplicidad 1 lo
que justifica que la intersección a4

2,2 · a4
6,2 sea efectivamente 2.
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Por último, una base de A3(Hilb4P2) es:

a4
3,1 = {P} ∪ (1)L ∪ (2)

a4
3,2 = {P} ∪ (2)Q ∪ (1)

a4
3,3 = {P}L ∪ (1)L ∪ (2)

a4
3,4 = (1)L1 ∪ (1)L2 ∪ (1)L3 ∪ (1)

a4
3,5 = (2)P ∪ (1)L1 ∪ (1)L2

a4
3,6 = (1)L1 ∪ (2)L2 ∪ (1)

a4
3,7 = (2)P ∪ (2)L

a4
3,8 = (3)P ∪ (1)L

a4
3,9 = (3)L ∪ (1)

a4
3,10 = (4)P

Por tanto una base de A3(Cop4P3) será {[b4
3,i]}i=1,..,19, donde:

1. b4
3,1 = {L̂} ∪ (1)Ĥ ∪ (2)

2. b4
3,2 = {L̂1} ∪ (2)L̂2 ∪ (1)

3. b4
3,3 = {L̂}Ĥ ∪ (1)Ĥ ∪ (2)

4. b4
3,4 = (1)Ĥ1

∪ (1)Ĥ2
∪ (1)Ĥ3

∪ (1)

5. b4
3,5 = (2)L̂ ∪ (1)Ĥ1

∪ (1)Ĥ2

6. b4
3,6 = (1)Ĥ1

∪ (2)Ĥ2
∪ (1)

7. b4
3,7 = (2)L̂ ∪ (2)Ĥ

8. b4
3,8 = (3)L̂ ∪ (1)Ĥ

9. b4
3,9 = (3)Ĥ ∪ (1)

10. b4
3,10 = (4)L̂

11. b4
3,11 = {L̂} ∪ (3) ∈ pr−1(P ′)



2.4 Planos osculadores que vuelven a cortar 23

12. b4
3,12 = (1)Ĥ1

∪ (1)Ĥ2
∪ (2) ∈ pr−1(P ′)

13. b4
3,13 = (2)L̂ ∪ (1)Ĥ ∪ (1) ∈ pr−1(P ′)

14. b4
3,14 = (4)Al ∈ pr−1(P ′)

15. b4
3,15 = (2)Ĥ ∪ (2) ∈ pr−1(P ′)

16. b4
3,16 = (3)L̂ ∪ (1) ∈ pr−1(P ′)

17. b4
3,17 = (1)Ĥ ∪ (3) ∈ pr−1(L′)

18. b4
3,18 = (2)L̂ ∪ (2) ∈ pr−1(L′)

19. b4
3,19 = (4) ∈ pr−1(H ′)

Siendo pr : Cop4P3 → P3 y L̂ y Ĥ serán el punto y la recta, respectivamente,
intersección de una recta L y un plano H genéricos con el plano correspondiente
(donde están los puntos).

Vemos algunos dibujos heuŕısticos correspondientes a estos generadores, en los
que un punto negro representa un punto fijo:

L

H

b4
3,1

L1

L2

b4
3,2
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P’

H

H2

1

b4
3,12

L

L’

b4
3,18

Por tanto D′ · c1 será una combinación lineal de esta base, luego estudiaremos
las intersecciones de estos ciclos con w∗[Hilb4C ′]. Vemos sólo algunas de estas inter-
secciones:

Para b4
3,1, b

4
3,2, b

4
3,3, b

4
3,11 la intersección es nula, ya que una curva y una recta en

P3 no se cortan en general. Y con b4
3,10, porque el número de rectas cuatrise-

cantes es finito, luego por lo general no cortan a una recta.

Para b4
3,4, hay que elegir un punto de cada uno de los tres planos. Para una

curva de grado n, hay n puntos en la intersección de un plano y la curva. Se
forma un plano que corta a la curva en otros n − 3 puntos, de ellos hay que
elegir uno. Luego será: n3(n− 3).

Para b4
3,5, hay que elegir un punto de cada uno de los dos planos. Después

para encontrar otros 2 puntos coplanarios con los anteriores, de forma que la
recta que forman corte a L, contaremos el número de bisecantes de una curva
que cortan 2 rectas dadas. Las 2 rectas forman complejos lineales, luego la
superficie de bisecantes habrá que cortarla con una cuádrica. Como el grado
de la superficie es: el número de bisecantes contenidas en un plano, más número
de bisecantes que pasan por un punto, es

(
n
2

)
+h (siendo h el número de nodos

aparentes de la curva). El resultado es: n2 · 2(
(

n
2

)
+ h).
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Para b4
3,8, será n · t(C ′), siendo t(C ′) el número de trisecantes que cortan a una

recta fija (ver [LB1]o [LB2]).

Para b4
3,14, será q(C ′), que es el número de cuatrisecantes a una curva (ver

[LB1] o [LB2]).

Nuestra fórmula es una combinación lineal de todas las intersecciones y tras
analizar todas ellas observamos que tienen la forma:

P4(n) + h · P2(n) + h2 · P0(n),

siendo Pi(n) un polinomio de grado i en n. Es decir, nuestra fórmula tiene la forma:

O2(C) = a · n4 + b · n3 + c · n2 + d · n + e + h(f · n2 + i · n + j) + k · h2

por tanto necesitamos 9 ejemplos para obtener los valores de a, ...k.

Para encontrar estos ejemplos, primero damos tres donde el número de planos os-
culadores que vuelven a cortar es cero, por el grado que tienen. Luego
consideramos curvas reducibles, primero curvas compuestas por cónicas y luego por
cuárticas. Usaremos los invariantes rm de las curvas racionales estudiados por R.
Piene en [Pi2] y definidos en (1.2.2). Nos interesa en este caso r2 que es el número de
planos osculadores que cortan un (N −3)-espacio general dado (en este caso N = 4)
o el grado de la superficie desarrollable osculatriz Xm. Para la curva racional normal
estos números son: r2 = (2 + 1)(n− 2), es decir, para la cuárica racional normal es
r2 = 6 :

O2(C) es cero para curvas de invariantes: n = 3, h = 1; n = 4, h = 3; n = 5,
h = 5. Un plano osculador que vuelve a cortar seŕıa un plano cuatrisecante,
que no puede tener la cúbica por el grado, ni la cuártica por ser la racional
normal. La qúıntica eĺıptica no puede tener planos cuatrisecantes en P4 ya que,
como veremos, si la proyectamos a P3 no puede tener rectas cuatrisecantes (ver
la observación 2.6.4.).

La cónica Q tiene por invariantes n = 2, h = 0, luego sustituyendo en la
fórmula general obtenemos O2(Q) = (16a + 8b + 4c + 2d + e). Si consideramos
ahora C como m cónicas, tal que el plano que contiene a una de ellas no corta
a ninguna de las otras, entonces los posibles planos osculadores que vuelven a
cortar son los de cada cónica, es decir, O2(C) = m(16a+8b+4c+2d+ e). Por
otro lado los invariantes de C son: n = 2m, h = 4

(
m
2

)
, luego sustituyendo en la

fórmula general e igualando las expresiones por grados obtenemos 5 ecuaciones.

Si C consta de 2 cuárticas racionales disjuntas, sus invariantes son n = 8,
h = 22. Los posibles planos osculadores que vuelven a cortar son los planos
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osculadores de una que cortan a la otra, luego O2(C) = 4 ·6+4 ·6, donde el 4 es
el grado de una curva y el 6 el de la variedad de planos osculadores r2 de la otra.
Análogamente para tres cuárticas racionales disjuntas seŕıa

(
3
2

) · 4 · 6 = 144.

Con estos ejemplos podemos obtener los valores de a, b, .., k resolviendo el sis-
tema, y aśı obtenemos la ecuación:

O2(C) = 3n3 − 24n2 + 39n + h(−6n + 36)

O2(C) = 3(n(n2 − 8n + 13)− 2h(n− 6))

y para curvas irreducibles:

O2(C) = 3((n− 3)(n− 4) + 2g(n− 6))

Observamos que la fórmula sólo es válida en P4. Por ejemplo, la curva de grado
5 y género 0 en P5 no tiene osculadores que vuelven a cortar, ya que es la racional
normal que no puede tener cuatro puntos en un mismo plano. Sin embargo, si la
vemos en un P4 tendrá 6.

Si C es una curva no degenerada de grado n en Pn con n ≥ 3, no puede tener
osculadores que vuelven a cortar, ya que si hubiera uno, podŕıamos elegir otros n−3
puntos de la curva de forma que generen un hiperplano que corta a la curva en n+1
puntos, lo que no es posible, ya que C tiene grado n. Análogamente, estas curvas no
pueden tener puntos de inflexión de orden mayor que 2.

Si C es una curva no degenerada de grado n en Pn−1 con n ≥ 5, no puede tener
osculadores que vuelven a cortar. Si existiera un plano osculador que vuelve a cortar
a la curva en el punto P, podemos definir un morfismo que asocia a cada punto de la
curva, el hiperplano que genera con el (n−3)-espacio osculador a C en P. Obtenemos
un morfismo birracional de C en P1, pero por el teorema de Riemann-Roch, esta
curva no puede ser racional. Análogamente, se prueba que estas curvas no pueden
tener puntos de inflexión de orden mayor que 2.

2.5. El método funcional

V. Vassallo en [V] justifica el método funcional de Cayley, por el que se supone
que toda fórmula k-secante para una curva C sólo depende del grado y del número
de puntos dobles aparentes de la curva. Vassallo demuestra el siguiente teorema:

Teorema 2.5.1 Sea V una variedad completa lisa, sea f : V → HilbkPN un morfis-
mo localmente intersección completa y f ∗ : A·(HilbkPN) ↪→ A·(V ) el morfismo aso-
ciado entre los grupos de Chow. Entonces, para todo ciclo a de dimensión k(N − 1)
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en V y para toda curva lisa C de grado n en PN con h puntos dobles aparentes, el
grado del cero ciclo a · f ∗[HilbkC] es de la forma:

deg(a · f ∗[HilbkC]) =
∑

0≤j≤[ k
2
]

∑

0≤i≤k−2j

cij

(
h

j

)(
n

i

)
,

donde [k
2
] es la parte entera de k

2
, cij ∈ Z y c00 = 0.

Explicamos a grandes rasgos la demostración del teorema:

Primero se proyecta la curva de forma isomorfa a una curva C de P3. Después se
deforma C de manera plana a una curva C ′ de P2 de forma que HilbkC y HilbkC ′

sean racionalmente equivalentes, es decir, que tengamos la igualdad de ciclos:

[HilbkC] = [HilbkC ′].

El esquema HilbkC ′ es reducible pero podemos obtener sus componentes.

Después, se obtiene una proyección genérica C̃ sobre un plano y se denotan Mj,
1 ≤ j ≤ h sus puntos dobles ordinarios. Luego existe un esquema relativo Γ de base
C, con la fibra Γ1 igual a C ′ y (Γ0)red = C̃ ((Γλ)λ familia plana sobre C). El esquema
Γ0 es la unión de C̃ y los entornos infinitesimales de orden 1 en P3 de los puntos Mj

de C̃. Si M es el ideal de M en OP3 , entonces el entorno infinitesimal de orden 1 de
M está definido por M2 en OP3 .

Como resultado se tiene la equivalencia racional:

[HilbkC] = [HilbkΓ1] ∼ [HilbkΓ0]k

en HilbkP3, donde [·]k designa la parte de dimensión k de un ciclo.

La parte más importante es dar una expresión de [HilbkΓ0]k como combinación
lineal de ciclos fijados que no dependen del grado ni del número de puntos dobles
aparentes de la curva.

Vemos la definición de esos ciclos Ck
j,σ donde σ = (s1, s2, s3...) consiste en s(σ)

puntos simples diferentes en l(σ) rectas: s1 veces un punto en una recta, s2 veces
dos puntos en una recta, etc.

Para construir Ck
j,σ se eligen j puntos M1, ..., Mj en un plano π de P3. Para

cada punto Mi (1 ≤ i ≤ j) consideramos dos rectas D′
i y D′′

i del plano π siendo
D′

i ∩ D′′
i = {Mi}. Se dan además l(σ) rectas del plano π que no pasen por ningún

punto Mi.

Luego el ciclo Ck
j,σ es la adherencia en Hilbk

0P3 de las k-uplas formadas por j
dobletes con soporte en M1, ..., Mj respectivamente, k − 2j − s(σ) puntos simples
diferentes en las rectas D′

i y D′′
i y lo que hab́ıamos definido como σ.
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Vemos un ejemplo: en la clase de C12
1,(1,2,1) se tiene que l(σ) = 4 y s(σ) = 8, dos

representantes de esta clase son:

Se define además los polinomios Pσ(m) =
(

m
s1

)(
m−s1

s2

)(
m−s1−s2

s3

)
... cuyo grado es

l(σ)

Se demuestra además en [Va] que la clase de equivalencia racional de Ck
j,σ en

Hilbk
0P3 no depende del plano π ni de la elección de los puntos Mi en π, ni de

las rectas D′
i y D′′

i ni de las otras l(σ) rectas. Esto permite hablar de la clase de
equivalencia [Ck

j,σ], de notado en ocasiones Ck
j,σ por avuso de notación.

Luego tenemos

[HilbkC ′] =
∑

s(σ)≤k−2j

(
h

j

)
Pσ(n− 2j)[Ck

j,σ]

y cortando los ciclos descritos con el ciclo a se obtiene el resultado.

Este resultado permite encontrar numerosas fórmulas k-secantes relativas a una
curva, definiendo el ciclo a de forma adecuada. El teorema nos permite saber el
grado máximo que pueden tener los polinomios que representan las fórmulas. Luego
se pueden encontrar ejemplos para hallar los coeficientes de los polinomios y obtener
finalmente las fórmulas. Aqúı se darán algunas.

Sin embargo en este teorema, se exigen condiciones que no necesitamos impon-
er, por ello en nuestro trabajo utilizamos sólo una parte del resultado, usando las
definiciones anteriores:



2.6 Espacios osculadores que vuelven a cortar 29

Teorema 2.5.2 Para todo k ≥ 0 existen ciclos Ck
j,σ de Hilbk

0P3 tales que para toda
curva lisa C en P3 de grado n con h puntos dobles aparentes se tiene la igualdad de
clases de equivalencia racional en Hilbk

0P3 :

[HilbkC ′] =
∑

s(σ)≤k−2j

(
h

j

)
Pσ(n− 2j)[Ck

j,σ]

Por otro lado, este método se complica si los polinomios tienen grados altos y
para fórmulas más generales, por aumentar el número de ejemplos necesarios. Por
ello en el siguiente caso utilizaremos simplificaciones del resultado general.

2.6. Espacios osculadores que vuelven a cortar

El trabajo de V. Vasallo [V] descrito en la sección anterior, nos permite
generalizar el resultado de planos osculadores que vuelven a cortar a la curva. Pero
no a partir del teorema que ah́ı se da, sino deduciendo a partir de su demostración
simplificaciones para el caso concreto.

En este caso consideraremos una curva C ⊂ Pm+2.

Definición 2.6.1 Llamamos D ⊂ Im+2
m (Pm+2) a la subvariedad de (m + 2)-uplas

que consisten en un punto de orden m + 1 y un punto simple.

Observamos que dimD = (m + 2)(m + 1), ya que elegimos un punto en Pm+2, m
direcciones, que determinan un m-espacio y otro punto del m-espacio.

Tenemos el morfismo

f : Im+2
m (Pm+2) → Hilbm+2

0 Pm+2

tal que: (p, η) → η, que es la composición de la proyección en la segunda componente
i y la inmersión

Hilbk
cPN ⊂ Hilbk

0PN .

Luego es genéricamente inyectiva. Además

Hilbm+2C ⊂ Hilbm+2
c Pm+2 ⊂ Hilbm+2

0 Pm+2

tiene dimensión m + 2. Y dimf ∗Hilbm+2C = m + 2− 2 = m.

Podemos considerar el 0-ciclo D·f ∗Hilbm+2C cuyo grado es el número de espacios
osculadores vuelven a cortar a la curva C, por la definición de D. Denotamos este
número por Om(C):

Om(C) = degD · f ∗[Hilbm+2C].
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Probamos la fórmula en el siguiente teorema:

Teorema 2.6.2 Sea C una curva de Pm+2 de grado n y con h puntos dobles aparentes,
entonces con las notaciones anteriores, para todo entero m ≥ 0:

Om(C) =

(
m + 1

2

)
[n(n2− (m + 6)n + (3m + 7))− h(m + 1)(mn− (m + 1)(m + 2))]

y si C es irreducible de género g:

Om(C) = (m + 1)[(n− (m + 1))(n− (m + 2)) + g(m · n− (m + 1)(m + 2))]

Demostración.

Primero probamos que la fórmula es de la forma:

P3(n) + h · P1(n),

donde Pi(n) es un polinomio de grado i en n. Es decir, la fórmula es:

Om(C) = a1 · n3 + a2 · n2 + a3 · n + a4 + h(a5 · n + a6)

Como ya hemos visto, Vasallo en [V] (teorema 5, pg. 292) prueba que:

Para todo k ≥ 0 entero, existen ciclos Ck
j,σ in Hilbk

0P3, tal que para toda C ′ ⊂ P3

curva lisa de grado n y h puntos dobles aparentes, tenemos la siguiente igualdad
entre las clases de equivalencia racional:

[HilbkC ′] =
∑

s(σ)≤k−2j

(
h

j

)
Pσ(n− 2j)[Ck

j,σ]

donde σ = (s1, s2, ...) consiste en s(σ) puntos simples diferentes en l(σ) rectas: s1

veces un punto en una recta, s2 veces dos puntos en una recta, etc. Ck
j,σ es un ciclo

que consiste en σ, j puntos dobles, que son la intersección de las rectas: D′
i y D′′

i y
k − 2j − s(σ) puntos simples diferentes en las rectas D′

i y D′′
i . Además

Pσ(m) =

(
m

s1

)(
m− s1

s2

)
...

Para usar este resultado, proyectaremos genéricamente nuestra curva a otra
C ′ ⊂ P3, desde un Pm−1 adecuado para que C y C ′ sean isomorfas (ya vimos que
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esto era posible en el primer caṕıtulo). La curva C ′ tiene por tanto grado n y h
puntos dobles aparentes, al igual que C. Sea

ϕ : Hilbm+2
0 P3 ↪→ Hilbm+2

0 Pm+2

la inyección canónica y

ϕ∗ : A·(Hilbm+2
0 P3) ↪→ A·(Hilbm+2

0 Pm+2)

el morfismo asociado entre los grupos de Chow. Luego

[Hilbm+2C] = ϕ∗[Hilbm+2C ′]

(ver [H2], pg. 259). Entonces:

deg(D · f ∗[Hilbm+2C]) = deg(D · f ∗ϕ∗[Hilbm+2C ′]) =
∑

0≤j≤[m+2
2

]

(
h

j

)
Rm+2−2j(n)

donde

Rm+2−2j(n) =
∑

s(σ)≤m+2−2j

Pσ(n− 2j)deg(D · f ∗ϕ∗[Cm+2
j,σ ].)

Para un ciclo general D, Rm+2−2j es un polinomio de grado m + 2 − 2j en n y
necesitaŕıamos ∑

0≤j≤[m+2
2

]

m + 2− 2j + 1

ejemplos independientes para obtener el valor de los coeficientes. Luego, si quere-
mos probar la fórmula para cualquier espacio osculador, necesitaŕıamos un número
indeterminado de ejemplos. La dificultad estriba, no en obtener los ejemplos, si no
en saber si los ejemplos son independientes.

Sin embargo por la definición 2.6.1. del ciclo D, el número l(σ) no puede ser
mayor que 3, y j ≤ 1. Esto es cierto, porque nuestro ciclo D está compuesto sólo
por dos puntos, uno de ellos simple.

Vemos que efectivamente l(σ) ≤ 3. Al estar D compuesto por dos puntos, es
claro que pueden estar en una o dos rectas.

Vemos como puede ser l(σ) = 3 para el caso m = 2. El ciclo seŕıa C4
0,(2,1,1). Las

rectas en posición general en un plano se cortan dos a dos.
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Las rectas son fijas pero los puntos se pueden elegir en un caso extremo:

Que correspondeŕıa con nuestro caso. No se puede dar nuestro caso en 4 rectas
en posición general. Luego queda demostrado que la fórmula tiene la forma descrita.

Ahora, obtenemos la fórmula dando 6 ejemplos. Recordamos que por el método
de las bases necesitábamos 9 (igual que si usamos el Teorema 2.5.1 de Vassallo) y
sólo obteńıamos la de planos osculadores.

Para encontrar estos ejemplos, primero consideramos tres curvas donde el número
de espacios osculadores que vuelven a cortar es cero. Y luego tres curvas compuestas
por curvas racionales, lo que es posible porque la curva puede ser reducible. Usaremos
los invariantes rm de las curvas racionales estudiados por R. Piene en [Pi2] y definidos
en (1.2.2). Son el número de m-espacios osculadores que cortan un (N − m − 1)-
espacio general dado o el grado de la m-fold desarrollable osculatriz Xm. Para la
curva racional normal estos números son: rm = (m + 1)(n−m).

(1) La curva racional de grado n = m + 1, (h = m(m−1)
2

), no tiene m-espacios
osculadores que la vuelvan a cortar, por el grado.
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(2) El número es cero para n = m + 2, h = (m+1)m
2

, al tratarse de la racional
normal.

(3) Y también para la curva eĺıptica con n = m + 3, h = (m+2)(m+1)
2

− 1. Ya que si
existiera un m-espacio que corte a esta curva C en m + 2 puntos, podŕıamos
definir un morfismo 1 a 1 que asocia a cada punto de C el hiperplano definido
por el punto y dicho m-espacio, lo que da lugar a un morfismo birracional entre
C y P1, pero esto no es posible al ser C eĺıptica.

(4) Si la curva consiste en 2 curvas racionales disjuntas de grado m + 2, sus inva-
riantes son n = 2(m + 2), h = (m + 1)m + (m + 2)2. Los posibles m-espacios
osculadores que vuelven a cortar son los m-espacios osculadores de una que
cortan a la otra, luego Om(C) = (m+2)2(m+1)+(m+2)2(m+1), donde m+2
es el grado de una curva y 2(m + 1) es el grado de la variedad de m-espacios
osculadores rm de la otra. Análogamente para r curvas racionales disjuntas
Om(C) = 2

(
r
2

)
(m + 2)2(m + 1).

(5) Para r = 3.

(6) Para r = 4.

Con estos ejemplos podemos determinar a1, a2, .., a6 resolviendo el sistema, y de
esta forma obtenemos la fórmula:

Om(C) = (
1

2
m2 +

1

2
m)n3 + (−1

2
m3 − 7

2
m2 − 3m)n2 + (

3

2
m3 + 5m2 +

7

2
m)n+

+h(−(m + 1)mn + m3 + 4m2 + 5m + 2)

Simplificando:

Om(C) =

(
m + 1

2

)
[n(n2− (m + 6)n + (3m + 7))− h(m + 1)(mn− (m + 1)(m + 2))]

y para curvas irreducibles:

Om(C) = (m + 1)[(n− (m + 1))(n− (m + 2)) + g(m · n− (m + 1)(m + 2))]

Algunos casos eran conocidos: para m = 0 obtenemos el número de puntos dobles
aparentes (h). Y para m = 1 el número de rectas tangentes que vuelven a cortar a
la curva.
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Observación 2.6.3 En los casos m = 1 y m = 2 la fórmula no depende del género
para n = 6, y las fórmulas son: O1(C) = 24 y O2(C) = 18. En general, esto sucede
para

n =
(m + 1)(m + 2)

m
,

si es un número entero.

Observación 2.6.4 Con el razonamiento visto en el ejemplo (3) de la demostración,
hemos probado que una curva eĺıptica de grado n = m+3 en Pm+2 no puede tener m-
espacios que la corten en m+2 puntos. Dicho resultado será empleado para obtener
ejemplos en las demás demostraciones de fórmulas que haremos a continuación.

2.7. Fórmulas multisecantes para curvas en P4

Para curvas en P4 existe una fórmula clásica de rectas trisecantes:

Θ(C) =

(
n− 2

3

)
− g(n− 4),

dada por Berzolari en 1895, donde n es el grado y g el género si la curva es irreducible.
Y,

Θ(C) = h(n− 4)− n(n− 2)(n− 4)

3
,

donde n es el grado y h el número de puntos dobles aparentes, si la curva puede
ser reducible. En P4 podemos obtener otras fórmulas para planos k-secantes, ya que
viendo el diagrama:

(6 + 2k) CopkP4 f→ Hilbk
0P4 (4k)
↑

HilbkC ′ (k)

para que haya fórmula debe cumplirse: 6 + 2k + k ≥ 4k, luego 6 ≥ k. Por tanto,
obtendremos fórmulas de planos sextisecantes, quintisecantes y cuatrisecantes.

Para ello cortaremos el (6− k)-ciclo f ∗[HilbkC] con k-ciclos. Por la descomposi-
ción celular que vimos, podemos usar los ciclos de Schubert de la Grassmanniana de
planos en P4 (G(2, 4)) para imponer condiciones. Describimos estos ciclos (ver por
ejemplo [GH]).

Si tenemos los subespacios lineales Λ0 ( Λ1 ( Λ2 ( Λ3 ( Λ4 con dimΛi = i, los
ciclos de Schubert son:

Ω(l0, l1, l2) = {Λ ∈ G(2, 4) | dim(Λ ∩ Λli) ≥ i para i = 0, 1, 2}
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Luego estos ciclos son

Dim. 6: Todo G(2, 4)

Dim. 5: El conjunto de planos que cortan a Λ1 en un punto.

Dim. 4: El conjunto de planos que cortan a Λ2 en una recta, y el conjunto de planos
que contienen a Λ0.

Dim. 3: El conjunto de planos que cortan a Λ2 en una recta que contiene a Λ0, y el
conjunto de planos contenidos en Λ3.

Dim. 2: El conjunto de planos que contienen a Λ1, y el conjunto de planos contenidos
en Λ3 que contienen a Λ0.

Dim. 1: El conjunto de planos contenidos en Λ3 y que contienen a Λ1.

Dim. 0: Λ2.

2.7.1. Planos sextisecantes

Para k = 6 tendremos el diagrama:

(18) Cop6P4 f→ Hilb6
cP4 (24)
↑

Hilb6C (6)

Puesto que f ∗[Hilb6C] es un cero ciclo, buscaremos el número de planos sextisecantes
a una curva de P4.

Definición 2.7.1 Sea C ⊂ P4 curva, definimos el número de planos que cortan a
la curva en 6 puntos, s(C) (o s(n, h) siendo n el grado y h el número de puntos
dobles aparentes de C) como el grado del 0-ciclo f ∗[Hilb6C].

Teorema 2.7.2 Fórmula para el número de planos sextisecantes.

El número de planos que cortan a una curva C, con invariantes n el grado y h
el número de puntos dobles aparentes, en 6 puntos viene dado por la fórmula:

s(C) =
1

144
n6 − 5

48
n5 − 83

144
n4 +

469

48
n3 − 2407

72
n2 +

103

3
n+

h(
−1

24
n4 +

13

12
n3 − 59

24
n2 +

187

12
n +

127

3
) + h2(

15

2
− 2n) +

1

6
h3
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y para curvas irreducibles:

s(C) =
1

144
(n− 3)(n− 4)2(n− 5)2(n− 6)− 1

12
g(n4− 20n3 + 152n2− 523n + 694)+

1

4
g2(n2 − 11n + 3)− 1

6
g3.

Demostración.

Proyectamos genéricamente nuestra curva a otra C ′ ⊂ P3, con C y C ′ isomorfas.
La curva C ′ tiene grado n y h puntos dobles aparentes. Sea

ϕ : Hilb6
0P3 ↪→ Hilb6

0P4

la inyección canónica y

ϕ∗ : A·(Hilb6
0P3) ↪→ A·(Hilb6

0P4)

el morfismo asociado entre los grupos de Chow. Luego

[Hilb6C] = ϕ∗[Hilb6C ′]

(ver [H2],pag. 259). Análogamente al caso anterior, utilizando el resultado de
Vassallo:

deg(f ∗[Hilb6C]) = deg(f ∗ϕ∗[Hilb6C ′]) =
∑

0≤j≤[ k
2
]

(
h

j

)
Rk−2j(n)

donde

Rk−2j(n) =
∑

s(σ)≤k−2j

Pσ(n− 2j)deg(f ∗ϕ∗Ck
j,σ.)

Por tanto, nuestra fórmula (k = 6) será de la forma:

s(C) = a ·n6 +b ·n5 +c ·n4 +d ·n3 +e ·n2 +f ·n+ i+h(j ·n4 +k ·n3 + l ·n2 +o ·n+p)+

h2(u · n2 + v · n + w) + h3 · x
luego necesitamos 16 ejemplos para obtener los valores de a, .., f, i, .., l, o, p, u, .., x.

Vemos primero 8 curvas irreducibles para las cuales el número buscado es cero
y otras 8 curvas reducibles para las que deducimos el número buscado:
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(1) s(C) es cero para curvas de invariantes: n = 3, h = 1; n = 4, h = 3; n = 4,
h = 2; n = 5, h = 6; n = 5, h = 5; n = 6, h = 10; n = 6, h = 9; n = 6,
h = 8, ya que si un plano cortara a alguna en seis puntos (en algunas esto ya
es imposible) cogiendo otro punto de la curva fuera de ese plano, habŕıa un P3

que las cortaŕıa en 7 puntos, lo que no es posible, porque el grado que tienen
es menor que 7.

(2) Si consideramos C compuesta por 2 cónicas, tal que el plano que contiene a
una de ellas no corta a la otra, no puede haber planos sextisecantes que corten
a las dos cónicas. Entonces s(C) = 2s(2, 0) = 2(64a + 32b + 16c + 8d + 4e +
2f + i), sustituyendo en la fórmula el grado y los puntos dobles aparentes de
C obtenemos otra ecuación.

(3) Si consideramos 3 cónicas, tal que el plano que contiene a una de ellas no corta
a las otras, ya hemos visto que no hay planos sextisecantes que corten a dos
de las cónicas. Sin embargo pueden existir que corten a las tres, como es el
plano que pasa por los puntos de intersección de los planos que las contienen.
Cualquier otro plano que corte al plano de una cónica, le ha de cortar en una
recta que cortará a la cónica en dos puntos. Por tanto cualquier otro plano
sextisecante π tendŕıa que cortar en dos puntos a cada cónica, por tanto π
cortaŕıa a cada plano de las cónicas en una recta, que se cortarán precisamente
en los puntos anteriores, es decir, sólo hay ese plano. Luego s(C) = 1+3s(2, 0).

(4) Si C consta de una cónica y una cúbica racional o de una cónica y una cuártica
racional, de forma que el plano de la cónica no corte a la otra curva, los únicos
planos sextisecantes serán los que pueda aportar la cónica s(2, 0). Esto es
debido a que la cúbica y la cuártica no pueden tener planos cuatrisecantes (por
ser racionales normales), luego para que un plano fuera sextisecante tendŕıa
que cortar a la cónica en al menos 3 puntos, lo que obliga a que sea el plano
que contiene a la cónica, que no corta a las otras curvas. En ambos casos
s(C) = s(2, 0).

(5) Si C consta de dos cúbicas racionales en P3’s distintos, los planos sextisecantes
habrán de cortar a cada cúbica en tres puntos (por el grado). Pero eso sólo
es posible si el plano está en cada uno de los P3’s, es decir, sólo puede ser el
plano intersección entre ellos, es decir, s(C) = 1.

(6) Análogamente, si C consta de una cúbica y una cuártica racionales, los planos
sextisecantes cortarán en tres puntos a cada curva (ya vimos que no pueden
cortar en más puntos), por tanto el plano estará en el P3 de la cúbica, que
corta a la cuártica en cuatro puntos, por tanto tendrá 4 planos sextisecantes
(4 puntos cogidos de 3 en 3). Luego s(C) = 4.
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(7) Si C consta de dos cuárticas racionales, los planos sextisecantes cortarán en tres
puntos a cada curva. Por tanto obtendremos el número de planos sextisecantes
como el número de puntos de corte de las variedades de planos trisecantes de
ambas. Para ello calculamos los bigrados de dichas variedades de dimensión 3
en la Grassmanniana G(2, 4). Como vimos al comienzo del caṕıtulo 2.7. existen
dos ciclos de Schubert de dimensión 3, por lo cual las variedades de planos trise-
cantes tienen bigrado. Además tienen codimensión 3 por lo que el bigrado se
obtiene cortándolas con estos ciclos de Schubert. Luego calculamos el número
de planos trisecantes a la cuártica contenidos en un P3 general de P4 y los que
pasan por un punto P y que cortan en una recta a un plano π que contiene a
P.

El primer número será 4 ya que un P3 general, corta a la cuártica en 4 puntos
y cogiéndolos de tres en tres, obtenemos los cuatro planos trisecantes que hay
en esas condiciones.

El segundo número lo obtenemos proyectando la curva desde P , por lo que
los planos que buscamos pasan a ser rectas trisecantes que cortan a la recta
imagen de π. Este número se calcula mediante la fórmula ya citada (ver 2.1.)
de rectas trisecantes a una curva de P3 que cortan a una recta dada,

t(C) =
(n− 1)(n− 2)(n− 3)

3
− g(n− 2)

que en nuestro caso (para una cuártica racional, n = 4 y g = 0) es 2. Por tanto
el número de sextisecantes a C es 4 · 4 + 2 · 2 = 20.

(8) Si C consta de 4 cónicas, de forma que el plano que contiene a cada una no
corta a las otras, los planos sextisecantes podrán ser: que corten a una cónica
(seŕıa cuatro veces el número de sextisecantes a una cónica), que corten a 3
cónicas en 2 puntos (seŕıa las cuatro formas de elegir 3 cónicas por un plano
sextisecante que tienen tres cónicas) o que corten a dos cónicas en 2 puntos y
a las otras dos en uno.

Para calcular este último número consideraremos a las cónicas de dos en dos,
formando dos cuárticas, su número de planos sextisecantes se calcula de forma
análoga al caso anterior, obteniendo 4 ·4+4 ·4 = 32. Este número sólo cubre 4
de los seis casos, pero por simetŕıa, todos los casos tendrán el mismo número
de planos sextisecantes, por tanto habrá ocho por caso y en total 48. El número
total de planos sextisecantes a C será: s(8, 24) = 4s(2, 0) + 4 + 48.

(9) Si C consta de 5 cónicas, tendremos los mismos casos que antes y además
planos que cortan a una cónica en 2 puntos y el resto en uno. Para calcular
este último número consideramos las cónicas como una cuártica y una séxtica,
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obtenemos los bigrados de las variedades de planos trisecantes como en casos
anteriores y obtenemos: 4 · 20 + 4 · 28 = 192. Pero esto incluye dos casos de
los 5 últimos y 12 de los que cortan a 2 curvas en 2 puntos y a otras 2 en uno.
Por tanto el número de planos sextisecantes para cada caso de los últimos es
(192 − 12 · 8)/2) = 48. El resultado es s(10, 40) = 5s(2, 0) +

(
5
3

) · 1 +
(
5
2

)(
3
2

) ·
8 + 5 · 48 = 5s(2, 0) + 10 + 240 + 240

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sis-
tema, y aśı obtenemos la fórmula del enunciado.

Observación 2.7.3 Esta fórmula corresponde con la fórmula clásica de rectas
cuatrisecantes a curvas de P4, para el caso de planos. Existe una generalización
debida a Castelnuovo, para una curva general, es el número de m-planos (2m + 2)-
secantes a una curva de Pm+2 :

sm+2
2m+2(C) =

∑
i=0

(−1)i

m + 2− i

(
n− 1−m− i

m + 1− i

)(
n− 2−m− i

m + 1− i

)(
g

i

)

2.7.2. Planos quintisecantes

Para k = 5, tenemos el diagrama:

(16) Cop5P4 f→ Hilb5
cP4 (20)
↑

Hilb5C (5)

como f ∗[Hilb5C] tiene dimensión 1, necesitaremos cortar con un 1-ciclo de Cop5P4

para poder obtener una fórmula. Por una descomposición celular análoga a la que
vimos en la sección anterior,

A1(Cop5P4) = pr∗A0(G(2, 4))⊗ A1(Hilb5P2)⊕ pr∗A1(G(2, 4))⊗ A0(Hilb5P2).

Si consideramos 1-ciclos del segundo sumando tendŕıamos que imponer condi-
ciones a los puntos. Por ello, vemos sólo los generadores del primer sumando, en este
caso consideramos, por analoǵıa con las fórmulas clásicas de rectas multisecantes a
curvas, el ciclo de Schubert y cinco puntos libres, es decir: planos quintisecantes a
la curva que cortan a una recta fija en un punto.
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Definición 2.7.4 Sea C ⊂ P4 curva, definimos el número de planos que cortan a
la curva en 5 puntos y que cortan a una recta fija en un punto, Q(C) (o Q(n, h)
siendo n, h los invariantes de C) como el grado del 0-ciclo E · f ∗[Hilb5C], siendo
E el 1-ciclo de Cop5P4 de las 5-uplas en un plano, cuyo plano corta a una recta fija
en un punto.

Teorema 2.7.5 Fórmula para el número de planos quintisecantes que cor-
tan a una recta en un punto.

El número de planos que cortan a una curva C, con invariantes n y h, en cinco
puntos y a una recta fija en un punto viene dado por la fórmula:

Q(C) =
1

6
(n− 4)[3n(n− 2)(n− 3)− h(n2 + 7n− 27) + 3h2]

y para curvas irreducibles:

Q(C) =
1

24
(n− 4)[(n− 2)(n− 3)(n− 4)(n− 5)− 4g(2n2 − 16n + 33) + 12g2].

Demostración. Proyectamos genéricamente nuestra curva a otra C ′ ⊂ P3, con C y
C ′ isomorfas. La curva C ′ tiene grado n y h puntos dobles aparentes. Sea

ϕ : Hilb5
0P3 ↪→ Hilb5

0P4

la inyección canónica y

ϕ∗ : A·(Hilb5
0P3) ↪→ A·(Hilb5

0P4)

el morfismo asociado entre los grupos de Chow. Luego

[Hilb5C] = ϕ∗[Hilb5C ′].

Análogamente al caso anterior:

deg(E · f ∗[Hilb5C]) = deg(E · f ∗ϕ∗[Hilb5C ′]) =
∑

0≤j≤[ k
2
]

(
h

j

)
Rk−2j(n)

donde
Rk−2j(n) =

∑

s(σ)≤k−2j

Pσ(n− 2j)deg(E · f ∗ϕ∗Ck
j,σ.)

Por tanto, nuestra fórmula (k = 5) será de la forma:
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Q(C) = a ·n5 +b ·n4 +c ·n3 +d ·n2 +e ·n+f +h(i ·n3 + j ·n2 +k ·n+ l)+h2(o ·n+p)

luego necesitamos 12 ejemplos para obtener los valores de a, .., f, i, .., l, o, p.

Vemos primero 7 curvas irreducibles para las cuales el número buscado es cero
y otras 5 curvas reducibles para las que deducimos el número buscado:

(1) Q(C) es cero para curvas de invariantes: n = 2, h = 0; n = 3, h = 1; n = 4,
h = 4; n = 4, h = 3; n = 4, h = 2; n = 5, h = 6; n = 5, h = 5 ya que si un plano
cortara a alguna en cinco puntos (en algunas esto ya es imposible) cogiendo
otro punto de la curva fuera de ese plano, habŕıa un P3 que las cortaŕıa en 6
puntos, lo que no es posible, por el grado que tienen. En el caso de la cónica
podŕıa pensarse en el plano que la contiene pero éste en general no cortará a
la recta fija, lo mismo sucederá con dos cónicas de invariantes n = 4, h = 4.

(2) Si C consta de una cónica y una cúbica racional, la única posibilidad es que el
plano corte a la cónica en dos puntos y a la cúbica en tres (para ello el plano
estará contenido en el P3 de la cúbica). El plano de la cónica y el P3 de la
cúbica se cortarán en una recta, que corta a la cónica en dos puntos, y con
el punto de intersección del P3 de la cúbica con la recta fija se forma el único
plano quintisecante que corta a dicha recta fija, es decir, Q(5, 7) = 1.

(3) Si C consta de dos cúbicas racionales en P3’s distintos, los planos quintisecantes
habrán de cortar a una cúbica en tres puntos y a otra en dos (por el grado),
pero eso sólo es posible si el plano está en uno de los P3’s, llamemosle Λ. La
recta fija corta a cada P3 en un punto. Formamos planos con el punto de la
recta fija que está en Λ y dos de los 3 puntos de la curva del otro P3 y del
plano intersección entre los P3’s. Será pues: Q(6, 11) = 2

(
3
3

)
= 6.

(4) Si C consta de 3 cónicas en planos que se cortan en puntos que no están en las
cónicas, los planos que buscamos deberán cortar a dos cónicas en dos puntos
y a la otra en uno. Para calcular este número consideraremos dos cónicas
formando una cuártica, cortaremos pues la variedad de planos trisecantes a
una cuártica de invariantes n = 4, h = 4, cuyo bigrado era como vimos (4, 4)
con la variedad de planos bisecantes a una cónica que cortan a una recta fija.

Para calcular el bigrado de esta última variedad, vemos primero el número
de planos bisecantes que cortan a una recta fija que están en un P3. Éste
corta a la cónica en dos puntos y a la recta en uno y eso nos da un único
plano. Y después el número de planos que pasan por un punto y cortan a un
plano que lo contiene en una recta. Proyectando la curva desde dicho punto el
número buscado es el de rectas bisecantes que cortan a dos rectas fijas, que es
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el grado de esta congruencia, que es h+
(

n
2

)
, en este caso 0+1 = 1. Obtenemos

4 · 1 + 4 · 1 = 8 que corresponde con dos de los posibles casos, por simetŕıa el
número buscado será Q(6, 12) = 3 · 4 = 12.

(5) Análogamente, si C consta de una cúbica y una cuártica racionales, cortaremos
la variedad de planos trisecantes a una cuártica de invariantes n = 4, h = 3,
cuyo bigrado era como vimos (4, 2) con la variedad de planos bisecantes a
una cúbica que cortan a una recta fija. Como antes vemos el número de planos
bisecantes que cortan a una recta fija que están en un P3, éste corta a la cúbica
en tres puntos y a la recta en uno y eso nos da

(
3
2

)
= 3 planos. Y el número de

planos bisecantes que pasan por un punto y cortan a un plano que lo contiene
en una recta. Proyectando la curva desde dicho punto, el número buscado es
el de rectas bisecantes que cortan a dos rectas fijas, es decir, el grado de esta
congruencia, que es h +

(
n
2

)
, en este caso 1 +

(
3
2

)
= 4. Obtenemos por tanto

4 · 3 + 2 · 4 = 20.

Además los planos que cortan en tres puntos a la cúbica y en dos a la cuártica
han de estar en el P3 de la cúbica que corta a la cuártica en 4 puntos y a
la recta fija en uno, con este y 2 de la cuártica obtenemos todos los posibles:(
4
2

)
= 6. Luego el número buscado será Q(6, 12) = 20 + 6 = 26.

(6) Si C consta de dos cuárticas racionales normales, como no pueden tener más
de tres puntos en un plano, cortaremos la variedad de planos trisecantes a una
cuártica (n = 4, h = 3), cuyo bigrado era como vimos (4, 2) con la variedad
de planos bisecantes a la otra cuártica que cortan a una recta fija.

Como antes vemos el número de planos bisecantes que cortan a una recta fija
que están en un P3, éste corta a la cuártica en 4 puntos y a la recta en uno y
eso nos da

(
4
2

)
= 6 planos. Y el número de planos bisecantes que pasan por un

punto y cortan a un plano que lo contiene en una recta. Proyectando la curva
desde dicho punto, el número buscado es el de rectas bisecantes que cortan a
dos rectas fijas, es decir, el grado de esta congruencia, que es h +

(
n
2

)
, en este

caso 3 +
(
4
2

)
= 9. Obtenemos por tanto 4 · 6 + 2 · 9 = 42. Luego el número

buscado será Q(6, 12) = 2 · 42 = 84.

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sis-
tema, y aśı obtenemos la fórmula del enunciado.
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2.7.3. Planos cuatrisecantes

Para el caso de k = 4 tenemos el diagrama:

(14) Cop4P4 f→ Hilb4
cP4 (16)
↑

Hilb4C (4)

Como f ∗[Hilb4C] tiene dimensión 3, deberemos cortar con un 3-ciclo. Sin imponer
condiciones a los puntos y utilizando los ciclos de Schubert, podŕıamos estudiar
los planos cuatrisecantes que cortan a un plano fijo en una recta, que veremos a
continuación y los que contienen un punto fijo. Pero este segundo caso coincide con
el número de rectas cuatrisecantes en P3, sin más que proyectar desde el punto fijo.
También vimos el caso particular de los planos osculadores que vuelven a cortar
por analoǵıa con las fórmulas clásicas. Y por similitud con la fórmula de las rectas
bitangentes, estudiaremos el caso de los planos bitangentes.

Definición 2.7.6 Sea C ⊂ P4 curva, definimos el número de planos que cortan a
la curva en 4 puntos y que cortan a un plano fijo en una recta, c4(C) (o c4(n, h)
siendo n, h los invariantes de C) como el grado del 0-ciclo F · f ∗[Hilb4C], siendo:
F el 3-ciclo de Cop4P4 de los cuatripletes en un plano que corta a un plano fijo en
una recta.

Teorema 2.7.7 Fórmula para el número de planos cuatrisecantes que cor-
tan a un plano en una recta.

El número de planos que cortan a una curva C de P4, con invariantes n y h, en
cuatro puntos y a un plano fijo en una recta viene dado por la fórmula:

c4(C) =
−1

8
(n− 2)(n− 3)[n(n− 1)− 4h]

y para curvas irreducibles:

c4(C) =
1

8
(n− 2)(n− 3)[(n− 1)(n− 4)− 4g] = 3

(
n− 1

4

)
− g

(
n− 2

2

)
.

Demostración.

Proyectamos genéricamente nuestra curva a otra C ′ ⊂ P3, con C y C ′ isomorfas.
La curva C ′ tiene grado n y h puntos dobles aparentes. Sea

ϕ : Hilb4
0P3 ↪→ Hilb4

0P4
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la inyección canónica y

ϕ∗ : A·(Hilb4
0P3) ↪→ A·(Hilb4

0P4)

el morfismo asociado entre los grupos de Chow. Luego

[Hilb4C] = ϕ∗[Hilb4C ′].

Análogamente al caso anterior:

deg(F · f ∗[Hilb4C]) = deg(F · f ∗ϕ∗[Hilb4C ′]) =
∑

0≤j≤[ k
2
]

(
h

j

)
Rk−2j(n)

donde
Rk−2j(n) =

∑

s(σ)≤k−2j

Pσ(n− 2j)deg(F · f ∗ϕ∗Ck
j,σ.)

Por tanto, nuestra fórmula (k = 4) será de la forma:

c4(C) = a · n4 + b · n3 + c · n2 + d · n + e + h(f · n2 + i · n + j) + h2k.

luego necesitamos 9 ejemplos para obtener los valores de a, .., f, i, j, k.

Vemos primero 3 curvas irreducibles para las cuales el número buscado es cero
y las otras 6 curvas reducibles las agrupamos en dos:

(1) c4(C) es cero para curvas de invariantes: n = 2, h = 0 (podŕıa pensarse en
el plano que la contiene pero éste en general no cortará al plano fijo en una
recta); n = 3, h = 1 (no puede haber ningún plano que la corte en 4 puntos,
por el grado); n = 4, h = 3 (por ser la racional normal no tiene cuatro puntos
en un plano).

(2) Si C consta de dos cónicas es un problema análogo al de planos sextisecantes
a tres cónicas, debido a que ha de cortar al plano fijo en una recta, por tanto
ese número es uno: c4(4, 4) = 1. Si consta de tres cónicas, será análogo al
problema de los planos sextisecantes a 4 cónicas c4(6, 12) = 3 · 1 + 3 · 8 = 27.
Si son cuatro,

c4(8, 24) =

(
4

2

)
1 +

(
4

1

)(
3

1

)
8 + 48 = 150.

Y si son cinco,

c(10, 40) =

(
5

2

)
1 +

(
5

2

)(
3

1

)
8 + 5 · 48 = 490.
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(3) Para obtener c4(C) siendo C una qúıntica ya sea racional o eĺıptica, podemos
utilizar la fórmula para el número de planos sextisecantes, aplicada a una curva
compuesta por dos de estas curvas, que se pod́ıa calcular cortando por un lado
las variedades de planos trisecantes y por otro la de planos cuatrisecantes con
la de bisecantes. Para ello calculaŕıamos los bigrados, que son: el bigrado de
la variedad de planos trisecantes es

(

(
5

3

)
,
(5− 1)(5− 2)(5− 3)

3
− g(5− 3)),

el de la variedad de planos bisecantes es (
(
5
2

)
, h) y el de la de planos cuatrise-

cantes es

(
1

12
(5− 2)(5− 3)2(5− 4)− 1

2
g(52 − 7 · 5 + 13− g), c4(5, h)),

siendo g y h los invariantes de las qúınticas. Obtenemos por tanto c4(5, 6) = 3
y c4(5, 5) = 0 (para esta última ver también la observación 2.6.4).

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sis-
tema, y aśı obtenemos la fórmula del enunciado.

Conjetura 2.7.8 Por la similitud de nuestra fórmula:

3

(
n− 1

4

)
− g

(
n− 2

2

)
,

con la fórmula de rectas trisecantes, a curvas de P3, que cortan a una recta:

2

(
n− 1

3

)
− g

(
n− 2

1

)
,

se observa una posible regla de recurrencia. Daŕıa la fórmula general para el número
de m-espacios (m + 2)-secantes a una curva de Pm+2, que cortan a un m-espacio en
un (m− 1)-espacio:

(m + 1)

(
n− 1

m + 2

)
− g

(
n− 2

m

)
.

Se cumpliŕıa incluso para m = 0, que seŕıa el número de puntos dobles en P2:

h = 1

(
n− 1

2

)
− g

(
n− 2

0

)
.
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Definición 2.7.9 Sea C ⊂ P4 curva, definimos el número de planos bitangentes a
la curva, b(C) (o b(n, h) siendo n, h los invariantes de C) como el grado del 0-ciclo
G · f ∗[Hilb4C], siendo: G el 3-ciclo de Cop4P4 de los cuatripletes en un plano que
constan de dos puntos dobles.

Teorema 2.7.10 Fórmula para el número de planos bitangentes.

El número de planos bitangentes a una curva C, con invariantes n y h, viene
dado por la fórmula:

b(C) =
1

2
n(n− 2)(n2 − 12n + 23) + 2h(5n− 11)− 2h2

y para curvas irreducibles:

b(C) = (n− 2)(n− 3)(n− 4) + 2g(n2 − 8n + 13)− 2g2.

Demostración. Análogamente al caso anterior con el ciclo G, nuestra fórmula será de
la forma:

b(C) = a · n4 + b · n3 + c · n2 + d · n + e + h(f · n2 + i · n + j) + h2k.

por tanto necesitamos 9 ejemplos para obtener los valores de a, .., f, i, j, k.

Vemos primero 3 curvas irreducibles para las cuales el número buscado es cero y
otra curva reducible. Las otras 5 condiciones las obtendremos por medio de curvas
formadas a partir de cónicas:

(1) b(C) es cero para curvas de invariantes: n = 3, h = 1 (no puede haber ningún
plano que la corte en 4 puntos, por el grado); n = 4, h = 3 (por ser la racional
normal no tiene cuatro puntos en un plano); n = 5, h = 5 (ver la observación
2.6.4).

(2) Si C consta de dos cónicas aparte del plano que contiene a cada una, un plano
bitangente contiene una tangente de cada, las rectas tangentes a cada cónica
se cortarán en un punto, luego deberá ser el de intersección de los planos que
las contienen, por ese punto cada cónica tiene dos tangentes, por ello

b(4, 4) = 2b(2, 0) +

(
2

1

)(
2

1

)
.

Si consta de tres cónicas, análogamente de dos en dos

b(6, 12) = 3b(2, 0) +

(
3

2

)(
2

1

)(
2

1

)
.
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De hecho para n cónicas,

b(2n, 4

(
n

2

)
) = nb(2, 0) +

(
n

2

)(
2

1

)(
2

1

)
.

Esta igualdad nos proporciona 5 ecuaciones, igualando los coeficientes por
grados.

(3) Si C consta de una cónica C1 y una cúbica racional C2, aparte del plano que
contiene a la cónica, otro bitangente será tangente a la cónica y a la cúbica.
Por tanto las rectas tangentes a cada curva se cortarán. El plano de la cónica
y el P3 de la cúbica se cortan en una recta. Como ya vimos dada una curva
C ↪→ PN su m-rango rm es el número de m-espacios osculadores que cortan a
un (N −m− 1)-subespacio general fijado de PN (ver la definición 1.2.2). Para
curvas racionales este número es: rm = (m + 1)(N −m). Si denotamos r1(Ci)
al 1-rango de la curva Ci, con i = 1, 2, obtenemos

c(5, 7) = b(2, 0) + r1(C1) · r1(C2) = b(2, 0) + 2 · 4.

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sistema,
y aśı obtenemos la fórmula del enunciado.

2.7.4. Otros

Las posibles fórmulas para planos trisecantes seŕıan:

Planos trisecantes que cortan un plano fijo en una recta que contiene un punto
fijo: pero, proyectando la curva desde ese punto fijo, esto equivaldŕıa al número
de rectas trisecantes en P3 que cortan a una recta en un punto.

Planos trisecantes contenidos en un 3-plano fijo: pero todo 3-plano corta a una
curva de P4 en su grado n, luego este número seŕıa

(
n
3

)
.

Las posibles fórmulas para planos bisecantes seŕıan:

Planos bisecantes que contiene una recta fija: pero, proyectando la curva desde
esa recta fija, esto equivaldŕıa al número de puntos dobles aparentes.

Planos bisecantes contenidos en un 3-plano fijo y que contienen un punto fijo:
pero, proyectando la curva desde ese punto fijo, esto equivaldŕıa al número de
rectas bisecantes contenidas en un plano fijo, dicho plano corta a la curva de
P3 en su grado n, luego este número seŕıa

(
n
2

)
.
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2.8. Fórmula cuatrisecante en P5 y P6

2.8.1. Planos cuatrisecantes en P5

En P5 podŕıamos obtener otras fórmulas para planos k-secantes, ya que viendo
el diagrama:

(9 + 2k) CopkP5 f→ Hilbk
0P5 (5k)
↑

HilbkC ′ (k)

Para que haya fórmula debe cumplirse: 9 + 2k + k ≥ 5k, luego 9 ≥ 2k y k = 4.
Habŕıa que cortar con un 1-ciclo. Sin imponer condiciones a los puntos y utilizando
el ciclo de Schubert, calcularemos el número de planos cuatrisecantes que corten a
un plano fijo en un punto.

Definición 2.8.1 Sea C ⊂ P5 curva, definimos el número de planos que cortan a
la curva en 4 puntos y que cortan a un plano fijo en un punto, c5(C) (o c5(n, h)
siendo n, h los invariantes de C) como el grado del 0-ciclo H · f ∗[Hilb4C], siendo
H el 1-ciclo de Cop4P5, de los cuatripletes en un plano que corta a un plano fijo en
un punto y

(17) Cop4P5 f→ Hilb4
cP5 (20)
↑

Hilb4C (4)

Teorema 2.8.2 Fórmula para el número de planos cuatrisecantes a una
curva de P5 que corta a un plano fijo en un punto.

El número de planos que cortan a una curva C de P5, con invariantes n y h, en
cuatro puntos y que cortan a un plano fijo en un punto, viene dado por la fórmula:

c5(C) = (n− 2)(
5

4
n3 − 25

2
n2 +

153

4
n− 30)− 1

2
h(n2 − 16n + 31) +

1

2
h2

y para curvas irreducibles:

c5(C) =
1

8
(n− 2)(n− 3)(n− 4)(n− 5)− 1

2
g(2n2 − 16n + 31) +

1

2
g2.

Demostración. Como en los casos anteriores, nuestra fórmula será de la forma:

c5(C) = a · n4 + b · n3 + c · n2 + d · n + e + h(f · n2 + i · n + j) + h2k.

por tanto necesitamos 9 ejemplos para obtener los valores de a, .., f, i, j, k.

Vemos primero 6 curvas irreducibles para las cuales el número buscado es cero
y otras 3 curvas reducibles para las que deducimos el número buscado:
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(1) c5(C) es cero para curvas de invariantes: n = 2, h = 0 (podŕıa pensarse en
el plano que la contiene pero éste en general no cortará al plano fijo); n = 3,
h = 1 (no puede haber ningún plano que la corte en 4 puntos, por el grado);
n = 4, h = 3 (por ser la racional normal no tiene cuatro puntos en un plano);
n = 5, h = 6 (análogamente); n = 5, h = 5 (la qúıntica eĺıptica como ya vimos
no puede tener planos cuatrisecantes, observación 2.6.4); n = 6, h = 9 (la
séxtica eĺıptica no puede tener planos cuatrisecantes, ya que tendŕıa espacios
de dimensión 3 quintisecantes lo que no es posible por la observación 2.6.4).

(2) Si C consta de dos cónicas de tal forma que los planos que las contienen no se
corten, (los invariantes son n = 4, h = 4), como por lo general dos planos en P5

no se cortan, los planos que contienen a las cónicas no cortarán al plano dado y
al no cortarse tampoco entre ellos no hay posibilidad de planos cuatrisecantes
que cortan al plano fijo en un punto.

(3) Si C consta de una cónica y una cúbica, cada una por separado no tienen
planos cuatrisecantes que cortan a un plano fijo. No puede haber un plano
trisecante a una y cortar a la otra, ya que estaŕıa contenido (al no tener rectas
trisecantes) en el plano de la cónica o el P3 de la cúbica que se cortan en un
punto P que en general no estará en las curvas. Deberá cortar a cada curva en
dos puntos que dan lugar a rectas que se han de cortar en P . La cúbica sólo
tiene una bisecante por un punto fijo (h) que con el plano de la cónica generan
un P3. Éste corta al plano fijo en un punto que define con la bisecante a la
cúbica el único plano en las condiciones requeridas, entonces: c5(5, 7) = 1.

(4) Con los ejemplos vistos hasta ahora, aunque la fórmula aún dependa de algún
parámetro, sustituyendo para la cuaŕtica eĺıptica de P3, obtenemos que
c5(4, 2) = 1. Entonces, análogamente al caso anterior, si C consta de una
cónica y una cúartica eĺıptica de un P3, los planos bisecantes a cada curva
que cortan al plano fijo en un punto, son dos (el h de la cuártica). Además
como en el caso anterior no puede haber un plano trisecante a una y cor-
tar a la otra, ya que la cuártica eĺıptica tampoco tiene rectas trisecantes por
ser intersección completa de dos cuádricas irreducibles (una lisa y un cono),
una recta trisecante tendŕıa que estar contenida en las cuádricas. Entonces:
c5(6, 10) = 1 + 2.

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sistema,
y aśı obtenemos la fórmula del enunciado.

Observación 2.8.3 Una posible generalización de esta fórmula seŕıa la obtención
del número de m-espacios (m + 2)-secantes a una curva de P2m+1 que cortan a un
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m-espacio en un punto. Para intentar obtener esta generalización buscamos una
relación entre las fórmulas conocidas, que son los casos m = 1 y m = 2. Sin em-
bargo, estas relaciones parecen no cumplirse si tratamos de obtener la fórmula para
m = 3, a la vista de los ejemplos que conocemos. Estos ejemplos son, por otro lado,
insuficientes para obtener dicha fórmula. Queda pues abierto este problema.

2.8.2. Planos cuatrisecantes en P6

En P6 tenemos el diagrama:

(12 + 2k) CopkP6 f→ Hilbk
0P6 (6k)
↑

HilbkC ′ (k)

Para que haya fórmula debe cumplirse: 12 + 2k + k ≥ 6k, luego 12 ≥ 3k y k = 4.
Obtendremos, por tanto, la fórmula para el número de planos cuatrisecantes para
una curva en P6.

Definición 2.8.4 Sea C ⊂ P6 curva, definimos el número de planos que cortan a
la curva en 4 puntos , c6(C) (o c6(n, h) siendo n, h los invariantes de C) como el
grado del 0-ciclo f ∗[Hilb4C], siendo

(20) Cop4P6 f→ Hilb4
cP6 (24)
↑

Hilb4C (4)

Teorema 2.8.5 Fórmula para el número de planos cuatrisecantes a una
curva de P6.

El número de planos que cortan a una curva C de P6, con invariantes n y h, en
cuatro puntos viene dado por la fórmula:

c6(C) =
−1

12
n(n− 4)(n2 − 20n + 39)− 1

2
h(8n− 29) +

1

2
h2

y para curvas irreducibles:

c6(C) =
1

24
(n− 3)(n− 4)(n− 5)(n− 6)− 1

2
g(n2 − 11n + 31) +

1

2
g2.

Demostración. Como en los casos anteriores, nuestra fórmula será de la forma:

c6(C) = a · n4 + b · n3 + c · n2 + d · n + e + h(f · n2 + i · n + j) + h2k.
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Necesitaremos, pues, 9 ejemplos para obtener los valores de a, .., f, i, j, k.

Vemos primero 4 curvas irreducibles para las cuales el número buscado es cero
y otras 5 curvas reducibles para las que deducimos el número buscado:

(1) c6(C) es cero para curvas racionales normales: n = 3, h = 1 ; n = 4, h = 3;
n = 5, h = 6; n = 6, h = 10, por la propiedad de las curvas racionales normales
en las que no puede haber cuatro puntos en un plano (no estaŕıan en posición
general).

(2) Si C consta de dos cónicas será: c6(4, 4) = 2c6(2, 0), ya que si hubiera otro
plano, cortaŕıa a cada cónica en dos puntos y las rectas que dan lugar se
cortaŕıan en un punto común a los planos en los que están contenidas, pero
dos planos en P6 no se cortan por lo general.

(3) Si C consta de una cónica y una cúbica racional el plano de la cónica y el P3

de la cúbica, en general, no se cortarán, luego no puede haber ningún plano
que corte a ambas curvas, luego c6(5, 7) = c6(2, 0).

(4) Si C consta de dos cúbicas racionales en P3’s distintos, los planos cuatisecantes
habrán de cortar en dos puntos a cada cúbica, ya que si cortara a una cúbica
en tres puntos, el plano estaŕıa en su P3 que corta al otro en un punto que en
general no estará en la otra cúbica. los dos puntos de cada cúbica generarán
rectas que se cortan en el punto común a los P3’s. Como el número de rectas
bisecantes a una cúbica racional, que pasan por un punto fijo es h = 1, entonces
c6(6, 11) =

(
1
1

)(
1
1

)
= 1.

(5) Por un razonamiento análogo, si C consta de una cuártica eĺıptica y una cúbica
racional, será

c6(7, 12) =

(
2

1

)(
1

1

)
+ c6(4, 2).

Y si consta de dos cuárticas eĺıpticas, será:

c6(8, 20) =

(
2

1

)(
2

1

)
+ 2c6(4, 2).

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sistema,
y aśı obtenemos la fórmula del enunciado.

Observación 2.8.6 Esta fórmula corresponde con la fórmula clásica de rectas trise-
cantes a curvas de P4, para el caso de planos. También existe una generalización
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debida a Castelnuovo, para una curva general, es el número de m-planos (m + 2)-
secantes a una curva de P2m+2 :

s2m+2
m+2 (C) =

∑
i=0

(−1)i

(
n− 1−m− 2i

m + 2− 2i

)(
g

i

)



Caṕıtulo 3

Validez de las fórmulas

3.1. Introducción

Las fórmulas clásicas fueron demostradas para una curva más o menos
general, aśı como muchas fórmulas dadas posteriormente por diversos autores. Le
Barz prueba entre otras las cuatro fórmulas clásicas vistas en el segundo caṕıtulo, de
rectas multisecantes, para cualquier curva lisa. Pero estas fórmulas para el número de
multisecantes son válidas sólo si este número es finito. Lo mismo sucede con las
fórmulas aqúı probadas, son válidas para cualquier curva siempre que el número
buscado sea finito en cuyo caso el número corresponde con el de la fórmula.

Por ejemplo, existen curvas con infinitas rectas cuatrisecantes en P3 pero que
al sustituir el grado y el género en la fórmula da un número positivo: una curva,
contenida en una superficie cuádrica, de tipo (2, 4), tiene grado 6 y género 3. Toda
una familia de rectas de la cuádrica corta en 4 puntos a la curva y sin embargo al
sustituir en la fórmula de rectas cuatrisecantes da 0.

Por otro lado, aunque la fórmula sólo depende del grado y del género, pueden
existir dos curvas que tengan igual grado y género y que para una el número sea
finito y para la otra no. Por ejemplo, en el caso anterior de grado 6 y género 3, hemos
visto que si la curva está en una superficie cuádrica tiene infinitas cuatrisecantes,
pero no todas están en cuádricas y veremos que estas no pueden tener infinitas
cuatrisecantes, luego por la fórmula tienen cero.

El número obtenido en la fórmula puede ser negativo. Por ejemplo una curva
de tipo (4, 4) en una superficie cuádrica lisa, al sustituir en la fórmula de rectas
cuatrisecantes obtenemos q = −4. Esta curva tiene infinitas cuatrisecantes, además
el −4 nos indica que esta curva no puede ser “deformada” a una curva con un número
finito de cuatrisecantes. En efecto, para grado n = 8 y género g = 9, la curva es

53
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necesariamente intersección completa de una cuádrica y una cuártica, luego toda
curva de grado 8 y género 9 tiene infinitas cuatrisecantes.

Lo que las fórmulas aseguran es que si el número buscado es finito, entonces
corresponde con el número obtenido en la fórmula. Si el número es finito, en la
fórmula ha de dar un entero positivo o nulo. Por tanto si da un valor negativo
el número debe ser infinito. Analizamos pues para qué valores de n y g nuestras
fórmulas dan un valor negativo. También estamos interesados en saber para que
valores da cero, aunque en ese caso no se puede asegurar que el número buscado
sea cero a no ser que se conozca la curva. La no existencia de multisecantes ha sido
estudiada desde distintas prespectivas. Una de ellas corresponde con el estudio de
fibrados de orden superior definidos en la sección segunda del cuarto caṕıtulo.

Si una fórmula está definida para curvas en PN , por lo general, salvo quizá unos
pocos casos, si una curva está contenida en un PN−1, es decir, es degenerada, el
número buscado será infinito.

Resolveremos, para el caso de espacios osculadores a una curva que vuelven a
cortar a dicha curva, el problema de validez. Haremos un estudio para el caso de
rectas cuatrisecantes. A continuación vemos dónde las fórmulas dan negativo (en ese
caso el número real es infinito) y dónde cero (pudiendo ser o no el número real).

3.2. Curvas para las cuales las fórmulas dan cero

o negativo

Vemos primero las rectas multisecantes:

1. Para el número de rectas cuatrisecantes en P3

G. Martens prueba en su art́ıculo “Uber den Clifford-Index algebraicher Kur-
ven”([Mr]) que las curvas de P3 sin rectas cuatrisecantes están o en una cuádri-
ca o en dos cúbicas. Estas son las curvas de grados y géneros: (2, 0), (3, 0),
(4, 0), (4, 1), (5, 2), (6, 4) en cuádricas y (5, 1), (6, 3), (7, 5) y (9, 10) en dos
cúbicas irreducibles. Aunque la fórmula da cero para otros grados y géneros
pero el número real es infinito (o es plana o está en una cuádrica con grado
mayor que 7, lo veremos en la siguiente sección).

La fórmula da negativo si

g <
6(n2 − 7n + 13) +

√
36(n2 − 7n + 13)2 − 24(n− 3)2(n− 2)(n− 4)

12
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y si

g >
6(n2 − 7n + 13)−

√
36(n2 − 7n + 13)2 − 24(n− 3)2(n− 2)(n− 4)

12

lo cual sólo sucede para curvas planas de grados mayores que 13 y curvas en
cuádricas con grados mayores que 7 (por el máximo género de una curva que
no está en una cuádrica G(n, 3), ver [H3]).

Las siguientes curvas representan por orden de arriba a abajo de la parte

derecha: g =
6(n2−7n+13)+

√
36(n2−7n+13)2−24(n−3)2(n−2)(n−4)

12
, curvas planas, cota

de Castelnuovo, g =
6(n2−7n+13)−

√
36(n2−7n+13)2−24(n−3)2(n−2)(n−4)

12
y G(n, 3)

0
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80
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2. Para el número de rectas trisecantes en P4

G. Martens prueba en [Mr] que las curvas de P4 sin rectas trisecantes son
las curvas de grados y géneros: (4, 0), (5, 1), (6, 2) y la curva canónica de
género 5 no trigonal ((8, 5)). Aparte de las degeneradas (2, 0) y (3, 0). La
fórmula también da cero para todas las de grado 4 (aparte de la racional son
degeneradas con infinitas trisecantes) y en cada grado existe un género para el
que da cero, pero a partir de grado 9 son curvas en P3 con infinitas trisecantes.
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La fórmula es negativa si n > 4 y g > (n−2)(n−3)
6

, lo cual sólo sucede para
curvas en P3.

3. Para el número de rectas trisecantes que cortan a una recta en P3

La fórmula es cero para n = 2 ó g = (n−1)(n−3)
3

, para n > 5 el género supera la
cota de Castelnuovo (Teorema 1.1.2). Obtenemos pues las curvas de grados y
géneros: (2, 0), (3, 0), (4, 1) para las cuales el número de trisecantes que cortan
una recta es efectivamente cero.

La fórmula sólo es negativa para las curvas planas de grado mayor que 2
(g > (n−1)(n−3)

3
) .

Vemos ahora los planos multisecantes:

1. Para el número de planos cuatrisecantes en P6

La fórmula es cero para las curvas de grados y géneros: (3, 0), (4, 0), (4, 3)
(curva plana), (5, 0), (5, 1), (6, 0), (6, 1), (7, 1), (7, 2), (8, 2), (8, 5), (9, 3), (9, 10)
(no existe, ver caṕıtulo 1), (12, 7), (97, 804). La fórmula no se anula para ningún
otro grado menor de 3000 (hemos usado un procedimiento en Maple, pero no
permite concluir si hay más, ya que se bloquea). Para grados menores que
7 (salvo la plana) de hecho es cero por el grado. Para la eĺıptica de grado 7
también es cero ya que no puede tener ningún P4 sextisecante (2.6.4.). Además
a partir de grado 97 (incúıdo) son curvas degeneradas, es decir, en algún P5

La fórmula es negativa si

g <
(n2 − 11n + 31) +

√
(n2 − 11n + 31)2 − 1/3(n− 3)(n− 4)(n− 5)(n− 6)

2

y si

g >
(n2 − 11n + 31) +

√
(n2 − 11n + 31)2 − 1/3(n− 3)(n− 4)(n− 5)(n− 6)

2

2. Para el número de planos cuatrisecantes que cortan a un plano en una recta
en P4

La fórmula es cero para las curvas de grados y géneros: (2, 0), (3, 0), (4, 0),

(5, 1) y a partir de 5, para cada grado n, g = (n−1)(n−4)
4

siendo n ≡ 0, 1(mod4).
Pero para grado mayor que 5 son curvas de P3 donde el número es infinito.

La fórmula es negativa si g > (n−1)(n−4)
4

. Son curvas de P3 donde el número es
infinito.
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Vemos por último los espacios osculadores que vuelven a cortar a la curva:

Observando la fórmula, vemos que, para curvas irreducibles, el número de
m-espacios osculadores que vuelven a cortar a la curva es cero sólo para los
ejemplos (1), (2), (3) descritos en la demostración la fórmula, es decir: la curva

racional de grado m+1 (h = m(m−1)
2

), la curva racional normal de grado m+2

(h = (m+1)m
2

) y la curva eĺıptica de grado n = m + 3 con h = (m+2)(m+1)
2

− 1
puntos dobles aparentes.

Si igualamos a cero la fórmula obtenemos

g = −(n− (m + 1))(n− (m + 2))

mn− (m + 1)(m + 2)

y para n > m + 3, g da negativo. En el caso m = 1, obtenemos además la
curva de grado 5 y género 6, pero ese número es en realidad infinito porque es
una curva plana.

Vemos cuando obtenemos en la fórmula un número negativo:

En el caso m = 1, obtenemos para n < 6 que

(n− 2)(n− 3)

6− n
< g

y esto sucede sólo para dos curvas planas (n = 3, g = 1 and n = 4, g = 3)
para las cuales el número de rectas tangentes que vuelven a cortar a la curva
es infinito. Para n = 6 da 24 para cualquier género. Para n > 6 obtenemos que

−(n− 2)(n− 3)

n− 6
> g

valores negativos que no se pueden obtener ni con curvas reducibles.

En el caso m = 2, obtenemos para n < 6 que

(n− 3)(n− 4)

2(6− n)
< g

y esto sucede sólo para algunas curvas en P3 (n = 3, g > 0; n = 4, g > 0;
n = 5, g > 1) para las cuales el número de planos osculadores que vuelven
a cortar a la curva es infinito. Para n = 6 da 18 para cualquier género. Para
n > 6 obtenemos que

−(n− 3)(n− 4)

2(6− n)
> g
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valores negativos que no se pueden obtener ni con curvas reducibles.

Para el caso general tenemos para n < (m+1)(m+2)
m

que

(n− (m + 1))(n− (m + 2))

(m + 1)(m + 2)−mn
< g

que sucederá para algunas curvas de Pm+1. Para n = (m+1)(m+2)
m

(si es un
número entero) da (m + 1)(n− (m + 1))(n− (m + 2)) para cualquier género.

Para n > (m+1)(m+2)
m

obtenemos que

−(n− (m + 1))(n− (m + 2))

mn− (m + 1)(m + 2)
> g.

3.3. Curvas osculantemente degeneradas

En el art́ıculo On the tangentially degenerate curves ([Ka]), Hajime Kaji demues-
tra que si una curva en P3 no está contenida en un plano, entonces tiene sólo un
número finito de puntos cuya tangente corta a la curva de nuevo, es decir, la curva no
es tangencialmente degenerada. Aqúı generalizamos el resultado y la demostración
de Kaji a espacios osculadores a curvas. Gracias al uso de Maple simplificamos la
demostración dada por Kaji, en la que usa propiedades de ciertos polinomios.

Definición 3.3.1 Una curva C en PN es m-osculantemente degenerada si, para un
punto general P de C, existe otro punto Q en C que pertenece al espacio osculador
de orden m de C en P .

Para espacios osculadores de orden arbitrario m en Pm+1 es claro, por cuestión
de grados, que todas las curvas, salvo la racional normal, son m-osculantemente
degeneradas. Además probaremos que para C curva de PN con N ≥ m + 2, si es
osculantemente degenerada, entonces C está contenida en un Pm+1.

Sea C curva de PN , φ : C ↪→ PN inmersión cerrada, V = H0(PN ,OPN (1)). En
esta sección necesitaremos imponer que C sea irreducible, ya que si no el resultado
principal no seŕıa cierto. Probamos que las únicas curvas de PN con N ≥ m + 2,
que tienen un número infinito de m-espacios osculadores que vuelven a cortar a la
curva son las curvas contenidas en un Pm+1. Pero una curva no contenida en un
Pm+1 con una componente en un Pm+1 cuyo grado es mayor que m + 1, tiene un
número infinito de m-espacios osculadores que vuelven a cortar a la curva.

Los espacios osculadores Oscm
C (P ) son las fibras de un (m + 1)-fibrado proyec-

tivo en C, que llamaremos el fibrado osculador de orden m : OscmC. Sea Pm =
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Pm(OC(1)) el fibrado de partes principales de orden m de OC(1) = φ∗OPN (ver [Kl],
caṕıtulo 4). Tenemos los siguientes diagramas conmutativos y sucesiones exactas
(las aplicaciones verticales son sobreyectivas por ser φ no ramificada):

0 → φ∗ω1
PN ⊗OC(1) → VC = V ⊗OC → OC(1) → 0

↓ ↓ ‖
0 → ω1

C ⊗OC(1) → P1 → OC(1) → 0

0 → Symmω1
C(1) → Pm → Pm−1 → 0

OscmC es el fibrado proyectivo sobre C asociado a Pm, con proyecciones

pm : OscmC → C,

para m = 1 denotamos TC. Sea Cm la sección de pm asociada a la aplicación sobre
Pm → OC(1).

Llamamos qm a la composición de la proyección PN × C → PN y la inmersión
cerrada OscmC → PN×C y Xm la imagen por qm. Intuitivamente, Cm es el conjunto
de puntos de osculación de orden m de C en OscmC y Xm es la unión de los espacios
osculadores de orden m de C.

TC es el fibrado proyectivo tangente y X1 la superficie tangencial de C. OscmC
es el fibrado proyectivo osculante de orden m y Xm la (m + 1)-fold osculante de C.

Obtenemos los diagramas:

C1 ↪→ TC ↪→ PN × C
↘ ↙↘ ↓
C ↪→ X1 ↪→ PN

Cm ↪→ OscmC ↪→ PN × C
↘ pm ↙↘ qm ↓
C ↪→ Xm ↪→ PN

Siendo pm : OscmC → C y qm : OscmC → Xm.

Lema 3.3.2 Se puede escribir

(qm)∗C = rCm + D

para cierto r ≥ m + 1 y D ciclo de codimensión m en OscmC. Este ciclo es efectivo
y no contiene la componente Cm.
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Demostración. Como el morfismo qm : OscmC → Xm es ramificado a lo largo de
Cm, el ciclo (qm)∗C − (m + 1)Cm es efectivo.

Por la definición de m-osculantemente degenerada, se tiene la siguiente proposi-
ción.

Proposición 3.3.3 Sea C curva en PN . Son equivalentes:

(a) C es m-osculantemente degenerada.

(b) El ciclo D en OscmC es no vaćıo.

(los puntos de D corresponden con los puntos de la interseccón de C con m-
espacios osculadores, que no son puntos de osculación)

Observación 3.3.4 Sea L fibrado lineal de C, tenemos la sucesión exacta:

0 → Sym2ω1
C ⊗ L → P2(L) → P1(L) → 0

Siendo P1(L) y P2(L) los fibrados de partes principales de L de primer y segundo
orden. La única extensión no trivial de L por Sym2ω1

C ⊗ L es P2(L).

3.3.1. Curvas de Pm+1 no m-osculantemente degeneradas

Sea C curva de grado n en Pm+1. Con la notación anterior, vemos que la (m +
1)-fold osculante Xm de C es igual al espacio proyectivo Pm+1. Si C no es m-
osculantemente degenerada, entonces para el punto general P ∈ C, el espacio oscu-
lador Oscm

C (P ) de C en P no corta a C de nuevo. Luego por el teorema de Bezout
la multiplicidad de intersección del hiperplano Oscm

C (P ) con C en P es igual a n, y
viceversa si la multiplicidad de intersección de Oscm

C (P ) con C en un punto general
P de C es n, entonces C no es m-osculantemente degenerada. Luego podemos probar
el siguiente teorema:

Teorema 3.3.5 Sea C curva de grado n en Pm+1. Son equivalentes:

(a) C tiene grado menor o igual que m + 1.

(b) C no es m-osculantemente degenerada.
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Demostración.

(a) ⇒ (b). Es obvio por el grado.

(b) ⇒ (a). Para el punto general P , Oscm
C (P ) es un hiperplano y tienen con C

orden de contacto el grado de la curva. Por tanto si el grado fuera mayor que m + 1
habŕıa infinitos puntos de hiperosculación, lo que no es posible en caracteŕıstica cero.

Observación 3.3.6 Este resultado es válido para una curva singular, porque el
número de singularidades en caracteŕıstica cero es finito y el número de posibles
espacios osculadores en los puntos singulares es finito.

Observación 3.3.7 Sea X ⊂ PN , variedad algebraica de dimensión r > 1. Podemos
definir el m-espacio osculador Oscm

X(P ) como el espacio lineal de dimensión
(

m
r

)
de

PN con mayor orden de contacto con X en P . Y decimos que X es osculatemente
degenerada de orden m si el número de puntos de X cuyo espacio osculador de orden
m corta a X en otro punto es infinito. Si N =

(
r+m

r

)
, X será m-osculantemente

degenerada si y sólo si su grado es mayor que m + 1.

3.3.2. Degeneración 2-osculante en curvas de PN , N ≥ 4

En esta sección, consideramos degeneración osculante, para planos osculadores.
Podemos además hacer algo similar para m-espacios osculadores, para un m partic-
ular. El resultado más importante de esta sección es el teorema siguiente:

Teorema 3.3.8 Sea C curva en PN , con N ≥ 4. Si C es osculantemente
degenerada de orden 2, entonces C está contenida en un P3.

Para la demostración de este teorema, probamos primero el siguiente lema:

Lema 3.3.9 Sea C curva en PN y TC el fibrado tangente de C considerado como
un subfibrado de Osc2C. Si C es 2-osculantemente degenerada, entonces TC corta
al ciclo D de Osc2C.

Demostración. Supongamos que TC y D son disjuntos y que D es irreducible
(si no podemos hacer el mismo razonamiento para cada componente). Sea D1 la
normalización de D. Haciendo una extensión base: π : D1 → D → C (donde el
segundo morfismo es p2), obtenemos una sección de D del pull back de Osc2C a un
fibrado de D1. Considerando el pull back de TC también, obtenemos un morfismo
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sobreyectivo π∗P2 → L⊕ π∗P1, donde L es el fibrado correspondiente a la sección.
Entonces P2 → π∗L ⊕ P1 es sobreyectiva y al ser estos fibrados del mismo rango y
TC y D disjuntos es un isomorfismo, como consecuencia P2 → P1 tiene una inversa.
Esto significa que la sucesión

0 → Sym2ω1
C(1) → P2 → P1 → 0

es escindida. Pero entonces, por la demostración de la proposición 3.21. en [Po] (pag.
200) la sucesión

0 → ω1
C ⊗OC(1) → P1 → OC(1) → 0

seŕıa escindida también y por el corolario 1.18. de [Ka] obtenemos una contradicción.

Demostración del teorema.

Como se ha visto TC corta al ciclo D, por el lema, luego existirán, en un entorno,
dos polinomios con una ráız común. Pero si suponemos que C ⊂ PN , con N ≥ 4,
esos polinomios no tendrán ninguna ráız común y llegamos a una contradicción:

Denotamos por p2 : Osc2C → C, la proyección y C2 la sección de p2 asociada
al morfismo sobre P2 → OC(1). Aśı C2 es el conjunto de puntos de C en Osc2C,
considerado como puntos de osculación de orden 2 de C. Podemos identificar C2 y
C1 debido a que TC es un subfibrado de Osc2C, luego podemos considerar que D
corte a TC en C2 o no. Vemos primero el caso de que D y TC se cortan en C2:

Sea D0 una componente de D que corta a C2 y n : D1 → D0 la normalización
de D0, entonces existe y ∈ D1 tal que n(y) ∈ C2 ∩ D0. Si denotamos p2 = p2 ◦ n,
q2 = q2 ◦ n y x = p2(y) = q2(y) ∈ C. Sea t ∈ OC,x parámetro local en x y u ∈ OD1,y

parámetro local en y.

En un entorno de x, φ : C ↪→ PN viene definida por (x1, x2, ..., xN), con xi,
i = 1, 2, ..., N funciones racionales en OC,x. Entonces p2 está definida por

(p∗2x1, p
∗
2x2, ..., p

∗
2xN)

y q2 por

(q∗2x1, q
∗
2x2, ..., q

∗
2xN),

siendo p∗2xi y q∗2xi racionales en OD1,y con i = 1, 2, ..., N .

Para todo y′ ∈ D1, q2(y
′) ∈ Osc2

Cp2(y
′) por definición, en particular para y.

Además el plano osculador estará determinado por la recta tangente y la recta que
une el punto de osculación con el otro punto de corte del osculador con la curva.
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Por tanto, el rango de la siguiente matriz será menor que 3:

A =




q∗2x1 − p∗2x1 . . . q∗2xN − p∗2xN

p∗2ẋ1 . . . p∗2ẋN

p∗2ẍ1 . . . p∗2ẍN




Donde

ẋi =
dxi

dt
y

ẍi =
d2xi

dt2

en OC,x. Dicho de otro modo si el osculador vuelve a cortar, los menores de orden 3
de la matriz anterior son cero.

Consideramos
xi = tai + (términos demayor grado)

en OC,x con

1 = a1 < a2 < a3 < a4 ≤ a5 ≤ ... ≤ aN ≤ ∞, (t∞ = 0)

Siendo 1 = a1 por ser φ no ramificada y los < porque C ⊂ PN , con N ≥ 4.

Podemos escribir: p∗2t = ud + ... con d ≥ 1 y q∗2t = c′ue + ... con e ≥ 1, c′ ∈ C∗.
Se tiene que d ≤ e, ya que si suponemos lo contrario y consideramos el menor de
A formado con las tres primeras columnas y consideramos los términos de menor
grado obtenemos dos términos:

c′a3a2(a2 − 1)ua3e+d(a2−2) y c′a2a3(a3 − 1)ua2e+d(a3−2)

que serán no nulos y uno de ellos será el de menor grado, ya que si ambos son de
igual grado, es decir,

a3e + d(a2 − 2) = a2e + d(a3 − 2),

entonces (a2 − a3)(e − d) = 0 pero a2 < a3 y hemos supuesto que e < d, por tanto
ha de ser d ≤ e.

Aśı podemos escribir: q∗2t = cud + ... con c ∈ C. Luego, desarrollando el menor
formado con las tres primeras columnas, el coeficiente del término de menor grado
es:

a2a3(a3 − a2)(c− 1)− a3(a3 − 1)(ca2 − 1) + a2(a2 − 1)(ca3 − 1).

El cual habrá de ser nulo y también lo que queda de dividirlo entre (c− 1), ya que
c = 1 es una ráız irrelevante para p∗2t = q∗2t, es decir:

a2a3(a3 − a2)− a3(a3 − 1)(ca2−1 + ca2−2... + 1) + a2(a2 − 1)(ca3−1 + ca3−2... + 1) = 0.



64 Caṕıtulo 3 Validez de las fórmulas

Análogamente si desarrollamos el menor formado con las columnas primera, se-
gunda y cuarta, obtenemos:

a2a4(a4 − a2)− a4(a4 − 1)(ca2−1 + ca2−2... + 1) + a2(a2 − 1)(ca4−1 + ca4−2... + 1) = 0.

Aśı los polinomios anteriores tendŕıan una ráız común en c. Pero se demuestra con
ayuda del programa Maple V que esto no puede ser:

Definimos los polinomios con el procedimiento siguiente:

p:=proc(x,a,b)

b*(1-b)*sum(x ˆ k,’k’=0..a-1)+a*(a-1)*sum(x ˆ k,’k’=0..b-1)+a*b*(b-a)

end;

Donde a será a2 y b o bien a3 o bien a4, en cada caso. Resolvemos las ecuaciones
anteriores, con otro procedimiento:

S:=proc(a,b)

solve(p(x,a,b),x)

end;

Y con el comando intersect obtendŕıamos las soluciones comunes:

S(a,b) intersect S(a,c);

Siendo a=a2 b=a3 c=a4. Se comprueba que la solución es el vaćıo, es decir, que
esos dos polinomios no pueden tener ráıces comunes y por tanto llegamos a una
contradicción que viene de suponer que a3 < a4.

El segundo caso es que D no corta a TC en C2, estaŕıamos en el caso de tangentes
que vuelven a cortar. Consideramos el diagrama:

TC ↪→ Osc2C
↓ ↙ ↓ q′ ↘
C ↪→ X ↪→ X2

Siendo q′ : Osc2C → X el morfismo que hace corresponder a cada plano oscu-
lador la recta tangente correspondiente. El resto de morfismos son conocidos.

Sea ahora D0 una componente de D que corta a TC y n : D1 → D0 su
normalización, entonces existe y ∈ D1 tal que n(y) ∈ TC ∪D0. por tanto, si deno-
tamos p1 = p2 ◦n y q1 = q′ ◦n, x = p1(y) = q1(y) ∈ C. Sea t ∈ OC,x parámetro local
en x y u ∈ OD1,y parámetro local en y. Como antes.

En un entorno de x, φ : C ↪→ PN viene definida por (x1, x2, ..., xN), con xi,
i = 1, 2, ..., N funciones racionales en OC,x. Entonces p1 está definida por

(p∗1x1, p
∗
1x2, ..., p

∗
1xN)
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y q1 por
(q∗1x1, q

∗
1x2, ..., q

∗
1xN),

siendo p∗1xi y q∗1xi racionales en OD1,y con i = 1, 2, ..., N .

Para todo y′ ∈ D0, q1(y
′) ∈ Osc2

Cp1(y
′) por definición, en particular para y.

Además la recta tangente estará determinada por la recta que une el punto de
tangencia con el otro punto de corte de la tangente con la curva. Por tanto,

p∗1ẋi(q
∗
1xj − p∗1xj) = p∗1ẋj(q

∗
1xi − p∗1xi)

Si como antes consideramos

xi = tai + (términos de mayor grado).

Podemos escribir: p∗1t = ud + ... con d ≥ 1 y q∗1t = c′ue + ... con e ≥ 1, c′ ∈ C∗. Y
por un razonamiento análogo al del caso anterior, se tiene que d ≤ e. Aśı podemos
escribir: q∗1t = cud + ... con c ∈ C. El coeficiente del término de menor grado nos da
las relaciones:

a1(c
a2 − 1) = a2(c

a1 − 1)

y
a1(c

a3 − 1) = a3(c
a1 − 1).

Por ser c = 1 una ráız irrelevante para p∗1t = q∗1t:

ca2−2 + 2ca2−3... + (a2 − 1) = 0

ca3−2 + 2ca3−3... + (a3 − 1) = 0.

Aśı los polinomios anteriores tendŕıan una ráız común en c. Pero se demuestra
con ayuda del programa MapleV que esto no puede ser y por tanto llegamos a una
contradicción que viene de suponer que a3 < a4.

Como consecuencia, la curva C está contenida en cierto P3.

Conjetura 3.3.10 Este resultado es válido para el número de m-espacios oscu-
ladores que vuelven a cortar a una curva de PN , con N ≥ m + 2, para un m en
particular. Sólo hay que considerar la intersección de D con Oscm−1C en OscmC,
luego la interseccón de D con Oscm−2C ⊂ Oscm−1C, y aśı sucesivamente. Pero la
prueba con un m indeterminado presenta problemas de cálculo de determinantes de
orden indefinido, que MapleV no puede resolver. Sin embargo, conjeturamos que el
número de m-espacios osculadores a una curva de PN , con N ≥ m + 2, que vuelven
a cortar a dicha curva es finito.
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Observación 3.3.11 Las únicas curvas reducibles con un número infinito de m-
espacios osculadores que vuelven a cortar a la curva son: las curvas con una
componente en un Pm+1 y las curvas con una componente contenida en la m-ésima
desarrollable osculatriz de otra componente de la curva. El resto de curvas reducibles
tienen un número finito de m-espacios osculadores que vuelven a cortar a la curva,
porque cada componente tiene un número finito y cortan a la m-ésima desarrol-
lable osculatriz de las otras componentes en un número finito de puntos (por las
dimensiones).

3.4. Cuatrisecantes a una curva de P3

3.4.1. Sobre superficies regladas

Consideraremos las superficies regladas, según la definición clásica, es decir, una
superficie formada por un sistema infinito de dimensión uno de rectas (llamadas
generadores). Aśı lo define Edge en The Theory of Ruled Surfaces ([Ed]), donde se
encuentran la mayor parte de los resultados de superficies regladas que veremos a
continuación. Observamos que en esta definición se incluyen los conos.

Toda curva de P3 está en alguna superficie reglada. Si la curva tiene infinitas trise-
cantes, la variedad de rectas trisecantes será una superficie reglada que la contiene.
Y si tiene infinitas cuatrisecantes, la variedad de cuatrisecantes será una componente
de la anterior. Algunas propiedades de las superficies regladas nos pueden ayudar en
el estudio de las rectas multisecantes a curvas (ver [Ed]). Toda curva de la superficie
corta a cada generador en un número fijo de puntos.

1. En una superficie reglada de grado d en P3, todo generador es cortado por
otros d − 2. Hay en la superficie una curva doble que corta a cada generador
en d − 2 puntos. Esta curva es el lugar de puntos de intersección de pares de
generadores (pg. 8).

2. El género de una superficie reglada es el género de la sección hiperplana (pg.
8).

3. Una directriz es una curva de la superficie reglada que es cortada por los
generadores en un punto (pg. 37).

4. En una superficie reglada S de grado d y género p en Pr, si hay una curva
simple de grado n que corta a cada generador en k puntos, entonces su género
es: g = (n− 1)(k − 1) + pk − 1/2dk(k − 1) (pg. 15).



3.4 Cuatrisecantes a una curva de P3 67

5. La curva doble (puntos por los que pasan 2 generadores) de una superficie
reglada S de grado d y género p, tiene grado: n = 1

2
(d− 1)(d− 2)− p y género

g = 1
2
(d− 5)(d + 2p− 2) + 1. Hay que tener en cuenta que dicha curva puede

ser reducible (pg. 28).

6. Dos curvas simples de grados m y m′ en S que corten a los generadores en k
y k′ puntos respectivamente se cortan en mk′ + m′k − nkk′ puntos (pg. 311).

7. Dada una superficie reglada en P3 existen, en general, un número finito de
puntos triples (puntos por los que pasan 3 generadores, luego han de estar
contenidos en la curva doble) y consecuentemente de planos tritangentes, es
decir, planos contienen tres generadores. Si el grado de la superficie es d y su
género p existe una fórmula enumerativa para dichos números coincidentes y
es:

1

6
(d− 2)(d− 3)(d− 4)− p(d− 4)

Observamos que coincide con el número de rectas trisecantes a una curva de
P4. Hay que tener en cuenta que si el número es infinito existirá una curva
triple contenida en la curva doble (pg. 30,31).

8. Existen dos tipos de variedades regladas de grado 3 (aparte de los conos). Una
de ellas tiene dos rectas R y R′ que cortan a todos los generadores, es decir, son
directrices. Por cada punto de R pasan dos generadores que están en un plano
que contiene a R′ y todo plano que contiene a R′ contiene dos generadores que
se cortan en un punto de R. El otro tipo tiene una directriz R que es a su vez
un generador, por cada punto de R pasa un generador distinto de R y cada
plano que contiene a R contiene un generador distinto de R (pg. 32,33).

3.4.2. Superficies de grado 2 y 3

Para una curva C contenida en una superficie cuádrica Q, saber las rectas multi-
secantes (que la cortan en 3 o más puntos) que tiene C es tan sencillo como saber de
qué tipo es, o su grado y género. Esto se debe a que si C es de tipo (a, b) (tendrá gra-
do n = a + b y género g = (a − 1)(b − 1), dados n y g si existen a y b, es decir, si
la curva está en una cuádrica, son únicos) significa que de las dos familias de rectas
de Q una corta a C en a puntos y la otra en b. Como además toda multisecante de
C ha de estar contenida en Q (por ser Q de grado 2), las dos familias de Q son las
únicas posibles multisecantes de C. Por ello C sólo puede tener 0 rectas k-secantes,
si a y b son menores que k, ó infinitas, en caso contrario.

Dado un grado y un género podemos saber si existen curvas en una cuádrica,
pero a menudo con el mismo grado y género puede haber curvas que estén y curvas
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que no estén en cuádricas. Sin embargo sabemos que el máximo género que puede
tener una curva de grado n no contenida en una cuádrica es:

G(n, 3) =
1

6
n(n− 3) + 1− ε

donde ε es 0 ó 2/3 si n es congruente con 0 módulo 3 o no, respectivamente (ver
[H3]). Es decir, que si el género está entre este valor y la cota de Castelnuovo todas
las curvas para el grado y género dados están en una cuádrica.

Sea C una curva contenida en una superficie cúbica S. Las rectas k-secantes de
C con k > 3 estarán contenidas en S. Luego C sólo puede tener infinitas rectas
k-secantes si S es reglada, ya que las no regladas sólo tienen un úmero finito de
rectas.

Las superficies cúbicas pueden ser lisas, con singularidades aisladas o regladas,
en las que se puede incluir (o no) los conos cúbicos. Sobre las regladas ya hablamos
en el apartado anterior, vamos a analizar las superficies cúbicas con singularidades
aisladas.

Existen 21 tipos de superficies cúbicas con singularidades aisladas, que fueron
clasificadas por Cayley (ver [Ca]) según el número de puntos dobles de cada tipo que
tuviera. Henderson en [He] da una descripción detallada de los 21 tipos. También
resulta interesante cómo Roberts en [Ro] obtiene algunos tipos explotando un plano
en 6 puntos en diversas posiciones.

3.4.3. Validez de la fórmula de rectas cuatrisecantes

En este trabajo se demuestra que el número de planos osculadores que vuelven
a cortar es finito para toda curva no degenerada de P4. Pero si tratamos de ver la
finitud para los otros casos, estudiados en el caṕıtulo 2, enseguida observamos que
no es cierto. Además no es fácil saber para qué curvas el número buscado es finito,
ya que los posibles fibrados que tendŕıamos que emplear seŕıan los fibrados secantes,
pero estos sólo nos proporcionaŕıan otra forma de llegar a las fórmulas que ya han
sido obtenidas. Esto es debido a la imposibilidad de distinguir entre śı los puntos de
corte en un espacio k-secante. Sin embargo, en este caṕıtulo hemos hecho un estudio
para el caso de rectas cuatrisecantes a curvas de P3 y demostraremos el siguiente
resultado:

Teorema 3.4.1 El número de rectas cuatrisecantes a una curva de P3 de grado
menor que 8 es infinito si y sólo si la curva está en P2 o en una superficie cuádrica
y es de la forma (a, b) siendo o a o b mayor que 3.
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Dye hace una demostración hasta grado 6 (ver [Dy] pg.72). Sin embargo aqúı hare-
mos una demostración por separado para remarcar algunas cuestiones geométricas
interesantes.

En esta sección las curvas estarán en P3, no contenidas en P2, ya que en P2 sólo
las de grado menor que 4 tienen un número finito de cuatrisecante.

Además consideraremos las superficies regladas, según la definición clásica, es
decir, una superficie formada por un sistema simple infinito de rectas (esta definición
incluye los conos). Aśı lo define Edge en [Ed], donde se encuentran la mayor parte
de los resultados de superficies regladas que aqúı se usan (ver sección 3.4.1.). La
variedad de rectas trisecantes a una curva (con infinitas rectas trisecantes) será pues
una superficie reglada, análogamente lo será la variedad de rectas cuatrisecantes a
curvas con infinitas cuatrisecantes.

Observación 3.4.2 Por lo visto en 3.4.2. todas las curvas de grado mayor que 6
contenidas en una cuádrica tienen infinitas cuatrisecantes, ya que si C es de tipo
(a, b) o bien a o bien b o ambos serán al menos 4. Además observamos que si a y
b son menores que 4 el número de rectas cuatrisecantes a C es 0 y son: la cónica
(1, 1), la cúbica racional normal (1, 2), la cuártica racional (1, 3), la cuártica eĺıptica
(2, 2), qúıntica de género 2 (2, 3) y la séxtica de género 4 (3, 3). Esto ya se vió en la
sección anterior (3.1.).

Proposición 3.4.3 El teorema es cierto para grado menor que 6. De hecho tienen
menos de 3 rectas cuatrisecantes.

Demostración.

Sea C una curva de P3 de grado menor que 6. C no puede tener dos rectas
cuatrisecantes coplanarias, ya que generaŕıan un plano que cortaŕıa a C en 8 puntos,
lo que es imposible por tener grado menor que 6. Por tanto si C tiene más de dos
rectas cuatrisecantes r, s y l al no ser coplanarias dos a dos generan una superficie
cuádrica lisa Q que corta a C en 12 puntos. Pero al ser el grado de C menor que
6 esto sólo puede suceder si C ⊂ Q. Por la observación anterior queda demostrado
este resultado.

Si una curva C está contenida en una cuádrica y es de tipo (a, b), tiene in-
finitas rectas trisecantes (respectivamente cuatrisecantes) si o a o b es mayor que 2
(respectivamente 3). En cuyo caso la variedad de rectas trisecantes (respectivamente
cuatrisecantes) será la propia cuádrica contada quizá varias veces. El grado de la
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variedad de trisecantes de una curva de grado n y género g es

2

(
n− 1

3

)
− g(n− 2),

luego si C es por ejemplo de tipo (3, 3) la variedad de rectas trisecantes es la cuádrica
contada 2 veces, el grado es 2

(
5
3

)−4(6−2) = 4. Si la curva es de tipo (2, 4) la variedad

de trisecantes estará contada
(
4
3

)
= 4 veces ya que una cuatrisecantes cuenta como 4

trisecantes y el grado da 2
(
5
3

)− 3(6− 2) = 8. En general, si C es de tipo (a, b) con a

o b mayor que 2 la variedad de trisecantes será la cuádrica contada (
(

a
3

)
+

(
b
3

)
)-veces

y el grado de la variedad es

2

(
a + b− 1

3

)
− (a− 1)(b− 1)(a + b− 2) = 2(

(
a

3

)
+

(
b

3

)
)

Observación 3.4.4 Si una curva C está contenida en una superficie cúbica lisa o
con singularidades aisladas tendrá un número finito de cuatrisecantes, ya que toda
recta cuatrisecante a la curva tendŕıa que estar contenida en la cúbica que sólo tiene
un número finito de rectas.

Proposición 3.4.5 Sea C curva con infinitas cuatrisecantes, si C está en una cúbi-
ca irreducible sólo está en una y ha de ser reglada.

Demostración.

Si C tiene infinitas cuatrisecantes, podemos considerar la variedad de rectas cua-
trisecantes que será una superficie con infinitas rectas. Por tanto si C está contenida
en una superficie cúbica irreducible ha de contener a las rectas cuatrisecantes, por
lo que la cúbica será reglada que es la única con infinitas rectas. Luego la cúbica ha
de ser la variedad de cuatrisecantes, entonces es única.

Proposición 3.4.6 Sea C una curva de grado n y género g, no contenida en ningu-
na superficie cuádrica. Si se cumple la desigualdad:

h1(OC(3)) < 18− 3n + g,

entonces C tiene un número finito de cuatrisecantes.

Demostración.
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Si C tuviera infinitas cuatrisecantes y no estuviera en ninguna superficie cuádrica,
entonces por la proposición anterior h0(I(3)) ≤ 1, siendo I el ideal de la curva. Pero
si consideramos la sucesión exacta:

0 → I → OP3 → OC → 0

tenemos que:
h0(I(3)) = h0(OP3(3))− h0(OC(3)) + h1(I(3)),

y usando el teorema de Riemann-Roch:

h0(I(3)) ≥ 20− (3n + 1− g + h1(OC(3)))

lo cual contradice el hecho de que h1(OC(3)) < 18−3n+g. Luego C no puede tener
infinitas cuatrisecantes si no está en una cuádrica.

Observación 3.4.7 Si OC(3) es no especial (se cumple, por ejemplo, si OC(1) no
lo es o si 3n > 2g− 2) tendŕıamos que, si se cumple la desigualdad g > 3n− 18 y C
no está en una cuádrica, tiene un número finito de cuatrisecantes, ya que estaŕıamos
en las condiciones del enunciado anterior.

Si seguimos el estudio por grados, vimos que para grado menor que 6 o estaban
en superficies cuádricas o teńıan a lo sumo 3 cuatrisecantes. Vemos lo que sucede
para el caso n = 6.

Proposición 3.4.8 El teorema es cierto para grado 6.

Demostración. Para grado 6, existen curvas de géneros 0, 1, 2, 3, 4. La fórmula para
las rectas cuatrisecantes nos da para estas curvas 6, 3, 1, 0, 0 respectivamente. Si el
género está entre 0 y 3 OC(1) es no especial (ver [H2]).

Todas las de género 4 son intersección completa de una cuádrica y una cúbica
lisa, luego no tienen cuatrisecantes.

Para géneros 1 y 2, las curvas no están en cuádricas, ya que no satisfacen las
fórmulas y como h0(I(3)) ≥ 2, por la proposición 3.4.5 tendrán un número finito de
cuatrisecantes (3 y 1 respectivamente).

Para géneros 0 y 3, las que estén en una cuádrica lisa ((1, 5) y (2, 4) respectiva-
mente) tendrán infinitas cuatrisecantes.

Si no están en una cuádrica para género 3 h0(I(3)) ≥ 4, luego no tiene
cuatrisecantes. Para género 0, h0(I(3)) ≥ 1, es decir, está al menos en una cúbi-
ca irreducible. Para que C tuviera infinitas cuatrisecantes la cúbica (debe ser sólo
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una) ha de ser reglada. Por otro lado dos rectas cuatrisecantes de C no pueden
cortarse (por cuestión de grados). La cúbica no puede ser un cono, ya que todas
las rectas del cono pasan por un punto. Las otras cúbicas regladas tienen una rec-
ta doble y por un punto general de esta recta pasan dos generatrices y todas las
generatrices cortan en el mismo número de puntos a las curvas de la cúbica. Luego
si la curva tiene infinitas cuatrisecantes, todas las generatrices lo son, lo que no es
posible por no poder cortarse con otras.

Observación 3.4.9 Dos curvas pueden ser isomorfas y no tener el mismo número
de rectas cuatrisecantes, pero sólo en el caso en que una tenga infinitas. Por ejemplo,
para la curva racional de grado 6 en P3 si está en una cuádrica es de tipo (1, 5) y
tiene infinitas cuatrisecantes (de hecho tiene infinitas quintisecantes), si no no tiene
cuatrisecantes.

Observación 3.4.10 Para toda curva de grado menor que 8 que no esté en una
cuádrica, si tuviera infinitas rectas cuatrisecantes, éstas formaŕıan una superficie
reglada de grado r, pero entonces todo generador de la superficie es una cuatrisecante
de C y como cada generador corta a otros r − 2 generadores, para r > 2 existiŕıan
planos que cortan a C en 8 puntos lo que no es posible por el grado de C.

Análogamente, para curvas de grado menor que 6 que no estén en una cuádrica
no pueden tener infinitas trisecantes. Y las curvas de grado menor que 10 no pueden
tener infinitas rectas quintisecantes y aśı sucesivamente.

Proposición 3.4.11 El teorema es cierto para grado 7.

Demostración. Para grado 7, existen curvas de géneros 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. La
fórmula para las rectas cuatrisecantes nos da para estas curvas 20, 14, 9, 5, 2, 0 y -1
respectivamente. Todas las de género 6 están en una cuádrica y son de tipo (3,4),
luego tienen infinitas cuatrisecantes. Para el resto de géneros OC(3) es no especial,
luego h0(I(3)) ≥ −2,−1, 0, 1, 2, 3 respectivamente. Para género 0 y 4 pueden estar
en una cuádrica, éstas son de tipo (1,6) y (2,5) respectivamente por lo que tienen
infinitas cuatrisecantes.

Las de género 4 que no están en cuádricas y las de género 5, al tener h0(I(3)) ≥ 2,
tienen un número finito de cuatrisecantes (2 y 0 respectivamente). Para género 3, por
un razonamiento análogo al de la curva de grado 6 y género 0 tendrá 5 cuatrisecantes.
El resto de casos se justifican con la observación anterior.

Las rectas cuatrisecantes de una curva pueden darnos información sobre la su-
perficie cúbica en la que pueden estar, vemos un resultado inspirado en el trabajo
de R. H. Dye (ver [Dy], pg. 91).
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Proposición 3.4.12 Sea C una curva de grado n < 8. Si C tiene 6 o más cua-
trisecantes no puede estar en una superficie cúbica irreducible que sea singular.

Demostración. Supongamos que C está en una superficie cúbica irreducible singular
S. Por cuestión de grados C no puede tener dos cuatrisecantes coplanarias, es decir,
que se corten. Luego S no puede ser un cono. Si S es reglada, como tiene a lo más
dos rectas que no son generadores, si C tiene 6 cuatrisecantes, todas las generatrices
tendŕıan que serlo. Pero por un punto general de la recta doble de S pasan dos
generatrices lo que no es posible. Si S es una cúbica con singularidades aisladas,
contiene un número finito de rectas. Sean li, i = 1, 2, ..., 6, seis cuatrisecantes de
C, cualquier recta que corte a cuatro de ellas estará contenida en S y cuatro de
ellas siempre tienen una transversal común. Además por una recta de S pasan como
mucho cinco planos cuya intersección residual con S es una cónica reducible, luego
no puede haber una recta transversal a las 6. Por tanto S tendrá como mı́nimo 11
rectas. Sólo 5 de los 21 tipos de superficies cúbicas con singularidades aisladas tienen
11 o más rectas, pero en ninguno de los casos tienen 6 rectas que no se corten dos
a dos [He].

Corolario 3.4.13 Sea C una curva de grado n < 8. Si C tiene más de 6 cuatrise-
cantes no puede estar en una superficie cúbica irreducible.

Demostración. Ya hemos visto que no pueden estar en una cúbica singular, pero
tampoco pueden estar en una lisa ya que en ésta el máximo número de rectas que
no se cortan dos a dos es 6.

Las curvas de grado menor que 8 con 6 cuatrisecantes (grado 6 y género 2), sólo
pueden estar en cúbicas lisas y de hecho están en una cúbica lisa. Las que tienen 5
cuatrisecantes (grado 7 y énero 3), sólo pueden estar en la cúbica lisa o en la cúbica
singular de 21 rectas, ya que son las únicas cúbicas irreducibles que poseen cinco
rectas que no se cortan (aparte de las regladas que ya descartamos).

Proposición 3.4.14 Una curva de grado menor que 12 con infinitas cuatrisecantes
no puede estar en una cúbica irreducible.

Demostración. Sea n el grado de C. Ya se ha visto para grado menor que 8, aśı que
lo vemos para curvas de grado entre 8 y 11. Como hemos visto si una curva C está en
una superficie cúbica S, todas las rectas cuatrisecantes a la curva estarán contenidas
en S, por lo tanto si C tiene infinitas cuatrisecantes S ha de ser reglada y será la
variedad de cuatrisecantes.

Para grados 8 y 9 por la observación 3.4.11. no pueden ser quintisecantes, luego S
resta al grado de la superficie de trisecantes 3 · 4 = 12. Para grados 10 y 11, podŕıan
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tener infinitas quintisecantes pero no sextisecantes, entonces S seŕıa la variedad de
quintisecantes y restaŕıa 3 ·(5

3

)
= 30 En cualquiera de los casos, por los grados de las

variedades de trisecantes, C estará en otra superficie reglada S ′ de grado al menos
4 (no puede estar en otra cúbica) cuyos generadores cortan a C en 3 puntos.

La intersecciń residual de las dos superficies S y S ′ será una curva C ′ de grado
al menos 1. C no puede ser una componente de C ′ ya que seŕıa una curva doble en
S, lo cual no es posible por tener C grado mayor que 7. Pero todo generador de S ′

corta a S en tres puntos (ya que el grado de S es 3), entonces son los puntos de corte
con C y no podŕıan cortar a C ′. Luego C ′ debe estar compuesta por generadores
de S ′, y al cortar a C en tres puntos y no cuatro no pueden ser generadores de S.
Pero las únicas rectas que tiene una cúbica reglada que no son generadores son las
directrices (una doble R y otra simple R′) para un tipo de cúbica y para el otro una
de las directrices es a su vez un generador. Por ello el grado de C ′ no puede superar
3.

Para el caso n = 8 y S ′ de cualquier grado ó el caso n = 9, 10, 11 siendo el
grado de S ′ mayor que 4, C ′ tiene al menos grado 4, luego no es posible.

El otro caso es n = 9, 10, 11 y S ′ de grado 4. Los planos cortan a S en una
recta doble y un generador o dos generadors y una directriz o una directriz y
una cónica.

• Para n = 9, el grado de C ′ es 3, luego C ′ = 2R + R′. Pero entonces
como existe un plano que contiene dos generadores y una directriz de S
(trisecante a C en este caso), cortaŕıa a C en 4 + 4 + 3 = 11 puntos lo
que no es posible.

• Para n = 10, el grado de C ′ es 2. Existe un plano que contiene a R y una
cónica de S. Este plano debe cortar a C en 10 puntos. Como R corta a
C en tres puntos, la cónica la cortará en 7. Por la teoŕıa de superficies
regladas (ver 3.4.1 (6)), para C k = 4, m = 10 y para la cónica k′ ≥ 1,
m′ = 2, éstas se cortan en 10k′+8−12k′ = 8−2k′ puntos, pero esto vale
como mucho 6.

• Análogamente, para n = 11 la cónica cortaŕıa a C en 8 puntos pero por la
teoŕıa de superficies regladas se cortaŕıan en 8−k′, que vale como mucho
7.

Corolario 3.4.15 Para grado 8 y género mayor que 5, las curvas tampoco pueden
tener infinitas cuatrisecantes a no ser las que están en superficies cuádricas.
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Demostración. Para géneros 9 y 8 las curvas están en cuádricas, son de tipo (4, 4) y
(3, 5), luego tienen infinitas cuatrisecantes. Para género 7, no están en cuádricas y
śı en dos cúbicas por tanto tiene un número finito de rectas cuatrisecantes, una en
concreto (intersección residual de las cúbicas). Para género 6, no están en cuádricas
y śı en una cúbica, por tanto por la proposición anterior se tiene el resultado.

Además para las curvas de grado menor que 12, si tienen infinitas cuatrisecantes,
la variedad de cuatrisecantes sólo puede ser una superficie reglada (los generadores
serán las rectas cuatrisecantes) sin planos tritangentes. Ya que estos planos contienen
a tres generadores y cortaŕıan a la curva en 12 ó más puntos. La fórmula (3.4.1. (7))
para el número de planos tritangentes, siempre que sea finito, a una superficie de
grado d y género p es:

1

6
(d− 2)(d− 3)(d− 4)− p(d− 4),

este número corresponde también con el número de puntos triples de la superficie,
si es finito.

Proposición 3.4.16 Para curvas de grado 8, existe una única curva con infinitas
cuatrisecantes, no contenida en una cuádrica. Tiene género 5 y es la curva doble de
una superficie reglada de grado 6 y género 2.

Demostración.

Sólo falta ver lo que sucede para curvas de grado 8 y géneros menores que 6:
Suponemos que una curva, no contenida en superficies ni cuádricas ni cúbicas (estos
casos ya se han visto), de grado 8, para los géneros 0, 1, 2, 3, 4 y 5, tiene infinitas
cuatrisecantes. Aplicamos, a nuestro caso, los siguientes resultados (ver la sección
3.4.1.) vistos para una curva de grado n y género g:

(1) La variedad de rectas cuatrisecantes de C, que llamaremos X, está contenida
en la variedad de rectas trisecantes de C, que llamaremos Y. Como ya vimos,
cada cuatrisecante “cuenta” como 4 trisecantes, luego el grado de X no puede
exceder la cuarta parte del grado de Y. Y no es, en principio, irreducible.

(2) La variedad Y tiene grado:

2

(
n− 1

3

)
− g(n− 2)

(es el número de rectas trisecantes que cortan a una recta). Para la curva de
grado 8 y género 0, 1, 2, 3, 4 ó 5 el grado de Y será 70, 64, 58, 52, 46 ó 40
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respectivamente. Luego X tendrá como máximo grados: 17, 16, 14, 13, 11 ó 10,
respectivamente. Estos valores no se pueden alcanzar, para los géneros 0, 2 y
4 porque habŕıa otra componente de Y de grado 2 y hemos descartado este
caso. Los otros grados se descartan usando el punto (6).

(3) En una variedad reglada una curva es simple, doble, triple o de multiplicidad
s, según el número de generadores (rectas trisecantes en el caso de Y ) que
pasan por un punto de la curva. El número de rectas trisecantes a una curva
que pasan por un punto de la curva es:

(n− 2)(n− 3)

2
− g.

Una cuatrisecante cuenta en la fórmula como 3 trisecantes que pasan por un
punto de la curva (fijado un punto es

(
3
2

)
).

(4) Una curva simple en una superficie reglada de grado d y género p, cuyos gen-
eradores cortan a la curva en k puntos, cumple:

g = (n− 1)(k − 1) + pk − 1/2dk(k − 1).

Esta fórmula nos podŕıa proporcionar ejemplos de curvas con infinitas cua-
trisecantes (haciendo k = 4), sin embargo no podemos garantizar que dicha
curva sea lisa.

(5) La curva doble de una superficie reglada de grado d y género p, tiene grado:
n = 1

2
(d−1)(d−2)−p y género g = 1

2
(d−5)(d+2p−2)+1. Y los generadores

de la superficie la cortan en n− 2 puntos. Hay que tener en cuenta que dicha
curva puede ser reducible. Los puntos singulares de estas curvas vienen dados
por los puntos triples de la superficie.

(6) Para grado 8, cualquier componente de Y es una superficie reglada que no
puede tener planos tritangentes, ya que cortaŕıa a C en al menos 9 puntos.
Luego si tiene grado d y género p se tiene que:

1

6
(d− 2)(d− 3)(d− 4)− p(d− 4) = 0.

Se observa que si d es congruente con 1 módulo 3, siempre tienen planos
tritangentes.

Por (2) y (6), los únicos grados y géneros para X sin puntos triples son:
d = 4, p = 0, 1; d = 5, p = 1; d = 6, p = 2; d = 8, p = 5; d = 9, p = 7;
d = 11, p = 12; d = 12, p = 15; d = 14, p = 22 y d = 15, p = 26. Sus curvas dobles
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tienen grados respectivos 3, 2; 5; 8; 16; 21; 33; 40; 56 y 65. Luego para que una curva
de grado 8 sea doble deg X ≥ 6. Como X no puede tener puntos triples no puede
tener curva triple. Tampoco Y.

Si C es simple en X por (4), (6) y (7), sólo pueden ser las curvas de géneros 1 y 3,
y X es una superficie cuártica eĺıptica y una de grado 11 y género 12 respectivamente.
Por (1) y (2) existirá en Y otra componente de rectas trisecantes de grados: 8, para
la de género 3, que no puede ser ya que por cada punto de C aún deben pasar 9
trisecantes. Y 48, para la de género 1, que ha de ser reducible ya que si no tendŕıa
puntos triples. En este caso C no puede ser simple en ninguna de las componentes
por (4) con k = 3. Tampoco puede ser doble, ya que no hay combinaciones posibles
para cumplirse todas las condiciones exigidas.

Si C es doble en X por (5) puede ser de género 5 y d = 6, p = 2. La otra
componente de Y tendrá grado 16 y ha de ser reducible por (6). C podŕıa ser simple
en cada componente de Y aparte de X (habŕıa 4) de grado 4 y género 1 y no
contradice ningún apartado. De hecho esta curva existe ya que Edge en [Ed], página
8, confirma que existe en una superficie de grado n una curva doble que corta a cada
generador en n− 2 puntos y en las páginas 250 y 310 las describe y clasifica.

Para otros géneros, si suponemos que C es doble en X, al intentar repartir el
resto de rectas trisecantes por un punto y el grado de las otras posibles componentes
de Y, no se pueden dar todas las condiciones exigidas.

Con este mismo argumento se podŕıa pensar que la curva de grado 9 y género 4
que puede ser la curva doble de una superficie reglada de grado 6 y género 2 es otro
ejemplo, pero esta superficie tiene puntos triples, lo que hace que la curva doble no
sea lisa (por la definición de la curva doble).

3.5. Rectas bitangentes a curvas de P3

3.5.1. Curvas de grado menor que siete

R. H. Dye en su art́ıculo Space sextic curves with six bitangents and some
geometry of the diagonal cubic surface se pregunta para qué curvas alguna de sus
rectas cuatrisecantes (o todas) que tienen son bitangentes, es decir, que sus cuatro
intersecciones con la curva son dos pares coincidentes. El interés viene de que sólo
curvas excepcionales poseen bitangentes. Dye hace el siguiente estudio:

Las curvas cúbicas y cuárticas de P3 no tienen rectas cuatrisecantes y la única
qúıntica con un número positivo de rectas cuatrisecantes es la de género 0 que por la
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fórmula tiene 1. Esta recta puede ser una bitangente: si consideramos una qúıntica
racional en P5 y el sólido que generan dos rectas tangentes a la curva que no se cortan,
proyectamos desde una recta general del sólido y las dos tangentes se proyectan a
una recta que será bitangente.

Para curvas séxticas Dye prueba el siguiente teorema:

Teorema 3.5.1 Una curva séxtica irreducible con al menos 6 bitangentes distintas
tiene exactamente 6 bitangentes y es o bien

(i) una curva de tipo (2, 4) en una cuádrica

o bien

(ii) una séxtica racional lisa en una superficie cúbica lisa y las bitangentes
corresponden con la mitad de una double-six de dicha superficie.

La idea de la demostración es:

Para una curva de tipo (a, b), con a ≤ b, en una cuádrica hay, contando con
multiplicidad, 2a(b− 1) puntos R donde el generador de la familia de b-secantes que
pasa por R tiene multiplicidad de intersección mayor que 1 con la curva en R (ver
[Dy] pg 10). Para (1, 5) ese número es 8, por tanto la curva puede tener a lo sumo
4 bitangentes. Para (2, 4) el número da 12, luego tendrá a lo más 6 bitangentes. Se
verifica que estas curvas existen:

Sea Q cuádrica lisa parametrizada por (x0, x1, x2, x3) = (λµ, λ, µ, 1) y sea

F (λ, µ) = λ4 + λ3µ2 − 1

8
λ +

1

64
µ2.

Entonces F (λ, µ) = 0 corresponde con una séxtica de Q de tipo (2, 4) (grados en λ
y en µ).

Suponiendo que µ6 = 1 y teniendo α 6= β por

2(α + β) = −µ2, 8αβ = −µ4

se tiene que

F (λ, µ) = (λ− α)2(λ− β)2

Luego el generador correspondiente con ese µ es bitangente a la curva. Las 6
posibilidades para µ dan las seis bitangentes buscadas.
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La curva séxtica de género 0 tiene, según la fórmula, 6 cuatrisecantes, estas
pueden ser todas bitangentes. Para probar esto Dye estudia la estructura de la
cúbica lisa y obtiene la curva explotando el plano en 6 puntos:

Un pentaedro de planos, no cuatro de ellos concurrentes, tiene 10 aristas y 10
vércices. Cada vértice está en 3 aristas y cada vértice común a tres caras es opuesto
a la arista común a las otras dos caras. La unión de un vértice con otro vértice de
la arista opuesta es una diagonal. Luego hay 15 diagonales y una única superficie
cúbica lisa S que las contiene. S tiene otras 12 rectas que forman una double-six,
que es:

a1 a2 a3 a4 a5 a6

b1 b2 b3 b4 b5 b6

donde cada recta no se corta con las otras seis rectas de su misma fila o columna,
pero corta a las otras 5 rectas.

El plano tangente a S en un vértice contiene a las tres diagonales que pasan por
dicho vértice.

Si consideramos la representación plana estándar de una superficie cúbica como
las curvas cúbicas que pasan por seis puntos A1, A2, A3, A4, A5, A6 del plano π, que
no están en una cónica, entonces el entorno de Ai corresponde con los puntos de la
recta ai y la cónica Bi que pasa por todos los puntos Aj distintos de Ai corresponde
con bi. Existe una cónica que tiene orden de contacto 2 con cada Bi.

Dada una curva de grado n en un plano π que contiene los puntos base A1,
A2, A3, A4, A5, A6 como puntos con multiplicidades respectivas λ1, λ2, λ3, λ4, λ5, λ6

corresponde con una curva irreducible en S de grado

3n− λ1 − λ2 − λ3 − λ4 − λ5 − λ6

con la posibilidad de que λi = 0.

Por tanto si tomamos la cónica con orden de contacto 2 con cada Bi (dicha
cónica existe, ver [Dy]), corresponde con una curva séxtica de S que tiene a bi por
bitangentes. Es la séxtica racional.

Vemos lo que sucede con el resto de séxticas:

Las demás séxticas de géneros 4 y 3 no tienen cuatrisecantes, como ya vimos en
la sección anterior, luego no tendrán bitangentes.

La séxtica de género 2 en P3, tiene una única recta cuatrisecante (no puede
tener por tanto rectas quintisecantes). Esta recta puede ser una bitangente. Para
encontrar esta curva consideramos la séxtica de género 2 inmersa en P4, de forma no
degenerada. Esta curva tiene planos bitangentes ya que sustituyendo en la fórmula
vista en el teorema 2.7.10. nos da 20.
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Podemos proyectar desde un punto de uno de esos planos de de forma isomorfa,
ya que la variedad secante y la variedad tangente no pueden contener planos, ya que
son irreducibles y ellas no pueden ser un plano porque la curva seŕıa plana. Luego
proyectando adecuadamente desde un punto de uno de estos planos, obtenemos una
curva lisa de grado 6 y género 2 en P3 con una recta bitangente.

Los planos bitangentes que aparecen en la fórmula no pueden ser quintisecantes,
porque proyectando de forma isomorfa desde un punto de ese plano, obtenemos una
curva de grado 6 y género 2 en P3 que sólo puede tener una recta cuatrisecante. Luego
han de ser distintos. Si proyectamos la curva de P4 desde el punto de intersección
de dos planos bitangentes obtendremos una curva en P3 con dos rectas bitangentes,
luego no puede ser isomorfa a la curva lisa de grado 6 y género 2 de P3 que sólo
tiene una recta cuatrisecante. Luego los puntos de intersección de los planos han de
ser:

Puntos de la curva

Puntos en alguna recta secante a la curva.

Puntos en alguna recta tangente a la curva.

La primera opción no es posible ya que obtendŕıamos una curva de grado 5 y género
2, que como vimos no tiene rectas cuatrisecantes.

La séxtica eĺıptica tiene 3 cuatrisecantes, se puede ver que al menos una puede
ser bitangente, por un método análogo al de la quintica racional. Para obtener una
séxtica eĺıptica en P3 con 3 bitangente se podŕıa utilizar un método análogo al que se
usa con la racional. Es decir, consideramos una cúbica eĺıptica plana lisa con orden
de contacto 2 con tres de las cónicas Bi y que contiene tres de los puntos Ai con
multiplicidad 1.

Corresponde con una curva séxtica de S que tiene las tres bi correspondientes
por bitangentes. Es la séxtica eĺıptica. El problema está en comprobar que existe
una cúbica plana en estas condiciones.

La séxtica racional contenida en una cuádrica es de tipo (1, 5), luego tiene infini-
tas rectas quintisecantes. Como vimos puede tener a lo sumo 1 · (5 − 1) = 4 rectas
bitangentes. Tal curva existe. Se puede demostrar por un procedimiento análogo al
que usa Dye para la curva de tipo (2, 4). En este caso

F (λ, µ) = λ5 + (1 + 2i)λ4µ2 − (1 + 2i)λ + (1 + i)µ2.

Entonces F (λ, µ) = 0 corresponde con una séxtica de Q de tipo (1, 5) (grados en λ
y en µ).
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Suponiendo que µ4 = 1 y definiendo α, β y γ por

(α + β) = −(1 + i)µ, αβ = µ2 γ = µ

siendo α, β y γ distintos entre śı. Se tiene que

F (λ, µ) = (λ− α)2(λ− β)2(λ− γ)

luego el generador correspondiente con ese µ es bitangente a la curva. Las 4 posibil-
idades para µ dan las bitangentes buscadas.

3.5.2. Curvas de grado siete

Vemos ahora lo que sucede para las curvas de grado 7:

Como hemos visto en la sección anterior, existen curvas en P3 de grado 7 y
géneros 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. La fórmula para las rectas cuatrisecantes nos da para
estas curvas 20, 14, 9, 5, 2, 0 y -1 respectivamente. Hemos visto que este número sólo
es infinito para las curvas contenidas en una cuádrica: todas las de género 6 están en
una cuádrica y son de tipo (3, 4), luego tienen infinitas cuatrisecantes y para géneros
0 y 4 pueden estar en una cuádrica, siendo de tipo (1, 6) y (2, 5) respectivamente,
por lo que tienen infinitas cuatrisecantes. Para géneros 3, 4, 5 OC(3) es no especial y
h0(I(3)) ≥ 1, 2, 3 respectivamente, luego podemos asegurar que están en una cúbica
(irreducible si no están en cuádricas).

Hemos visto que la curva de grado 7 y género 3 no puede estar en cuádricas y
que śı está en al menos una cúbica, luego estará en una cúbica irreducible.

Vimos que las cuatrisecantes de una curva de grado 7 no se pueden cortar 2 a 2.
Luego estudiando las superficies cúbicas que existen (ver [R]), observamos que sólo
hay dos tipos que contienen 5 rectas que no se cortan 2 a 2. Éstas son la lisa que
tiene hasta 6 rectas no coplanarias 2 a 2 y la cúbica de 21 rectas.

Sea S la cúbica lisa, con la notación de la sección anterior, si definieramos en
π una curva cuártica lisa ϕ de género 3 que contenga 5 de los puntos Ai, entonces
obtenemos en P3 una curva lisa de grado: 3 · 4 − 1 − 1 − 1 − 1 − 1 = 7 y género 3
que tiene a bi por bitangentes.

Si tomamos la cuártica con orden de contacto 2 con cinco de las cónicas Bi,
corresponde con una curva séptica de S que tiene a las cinco bi correspondientes por
bitangentes. El problema está en comprobar que existe una cuártica plana en estas
condiciones.

Observación 3.5.2 Las curvas de grado 7 y géneros 0, 1 y 2 no pueden estar en
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superficies cúbicas, ya que no hay ninguna con más de 6 rectas que no se cortan
entre śı.

Proposición 3.5.3 Existen curvas de grado 7 contenidas en superficies cuádricas
con el número máximo de rectas bitangentes posibles.

Demostración. Para una curva de tipo (a, b), con a ≤ b, en una cuádrica hay, con-
tando con multiplicidad, 2a(b − 1) puntos R donde el generador de la familia de
b-secantes que pasa por R tiene multiplicidad de intersección mayor que 1 con la
curva en R (ver [Dy] pg 10). Luego tendrán a lo más a(b−1) bitangentes. Para (1, 6)
ese número es 10, por tanto la curva puede tener a lo sumo 5 bitangentes. Para (2, 5)
ese número es 16, por tanto la curva puede tener a lo sumo 8 bitangentes. Para (3, 4)
el número da 18, luego tendrá a lo más 9 bitangentes. Se verifica que estas curvas
existen:

Sea Q cuádrica lisa parametrizada por (x0, x1, x2, x3) = (λµ, λ, µ, 1) y sea

F (λ, µ) = λ4 + λ3µ3 − 1

8
λ +

1

64
µ3.

Entonces F (λ, µ) = 0 corresponde con una séptica de Q de tipo (3, 4) (grados en λ
y en µ).

Suponiendo que µ9 = 1 y definiendo α 6= β por

2(α + β) = −µ3, 8αβ = −µ6

se tiene que

F (λ, µ) = (λ− α)2(λ− β)2

luego el generador correspondiente con ese µ es bitangente a la curva. Las 9
posibilidades para µ dan las bitangentes buscadas.

Análogamente si

F (λ, µ) = λ5 + (1 + 2i)λ4µ2 − (1 + 2i)λ + (1 + i)µ2.

Entonces F (λ, µ) = 0 corresponde con una séptica de Q de tipo (2, 5) (grados en λ
y en µ).

Suponiendo que µ8 = 1 y definiendo α, β y γ por

(α + β) = −(1 + i)µ2, αβ = µ4 γ = µ2
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siendo α, β y γ distintos entre śı. Se tiene que

F (λ, µ) = (λ− α)2(λ− β)2(λ− γ)

luego el generador correspondiente con ese µ es bitangente a la curva. Las 8
posibilidades para µ dan las bitangentes buscadas.

Por un procedimiento análogo podemos obtener una curva de Q de grado 7 y
género 0, es decir, de tipo (1, 6), con el máximo de bitangentes, 5 en este caso.

Observamos que para el caso de la curva de tipo (1, 6) en una cuádrica, podŕıa
tener también rectas tritangentes. Por el número de puntos multiples que puede
tener, podŕıa tener a lo sumo 3 tritangentes. Sin embargo por el método anterior no
es posible encontrar ningún ejemplo.
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Caṕıtulo 4

Puntos de inflexión

4.1. Introducción

En [H2] se proyectan curvas para obtener curvas isomorfas en un espacio proyec-
tivo menor, aśı se consigue que toda curva pueda ser inmersa en P3. Vemos ahora
lo que sucede con los espacios osculadores al proyectar.

Proposición 4.1.1 Sean C ⊂ PN curva, O /∈ C y f : C → PN−1 la proyección
desde O. Si O /∈ SecC ∪ TanC, entonces para todo punto P ∈ C

dimOsck
C(P ) = dimOsck

f(C)(f(P ))

si y sólo si
O /∈ Osck

C(P ).

Demostración. Puesto que Osck
C(P ) es un espacio lineal, conservará la dimensión al

proyectar desde un punto siempre que no pase por el centro de proyección. Además,
la proyección de dicho espacio es el espacio osculador k-ésimo de la imagen de la
curva, f(C) en f(P ), como se puede comprobar sin más que dar coordenadas locales
adecuadas.

Proposición 4.1.2 Si C ⊂ PN es una curva, con N ≥ 4, entonces existe un punto
O /∈ SecC ∪ TanC, tal que al proyectar C desde O se conserva la dimensión de los
espacios osculadores de orden 2.

Demostración. SecC ∪ TanC viene dado al menos localmente, como vimos, por la
imagen de (C × C)× P1 en PN y

Osc2C =
⋃

P∈C

Osc2
C(P )

85
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viene dado por la imagen de C×P2 en PN que lleva (P, t) al punto t en el osculador
segundo de C en P . Luego ambas tienen dimensión menor o igual que 3 y como
N ≥ 4, SecC ∪TanC ∪Osc2C 6= PN , luego existe O que no pertenece a esa unión y
aśı por 1.3.1. al proyectar desde O se conservan los espacios osculadores segundos.

Observación 4.1.3 La unión SecC ∪ TanC ∪ Osc2C no es redundante, es decir,
no puede ser que Osc2C ⊂ SecC ∪ TanC, ya que un plano corta a la curva en un
número finito de puntos, luego contiene un número finito de tangentes y secantes,
en particular cada espacio osculador segundo lo cumple.

Corolario 4.1.4 Toda curva puede sumergirse en P3 conservando la dimensión de
sus espacios osculadores segundos (se conserva el número de puntos de inflexión).

Para clasificar las curvas según sus puntos de inflexión, es muy útil proyectar
hasta P3 desde centros suficientemente generales. Observamos que la clasificación
no puede hacerse salvo isomorfismo, ya que dos curvas pueden ser isomorfas y sin
embargo que una tenga puntos de inflexión y la otra no:

Si consideramos una curva sin puntos de inflexión en P4, por ejemplo la racional
normal de grado 4 y proyectamos desde un punto que no esté ni en su variedad
secante ni en su tangente, obtenemos otra curva isomorfa en P3, pero:

Si el punto de proyección no está en ningún espacio osculador segundo a la
curva inicial, la nueva curva no tendrá puntos de inflexión (pero śı tendrá pun-
tos de hiperosculación, ya que la única que no tiene es la racional normal de
grado 3 y no es imagen de ninguna proyección isomorfa).

Si el punto de proyección está en algún espacio osculador segundo, obtenemos
otra curva en P3 isomorfa, pero con puntos de inflexión.

Es decir, el número de puntos de inflexión no depende sólo del grado y género
de la curva. Sólo si ésta está en su espacio adecuado, es decir, no es proyectada de
ninguna curva.

Observamos que el ejemplo anterior no es tan sorprendente si se tiene en cuenta
que el concepto de isomorfismo sólo incluye información sobre puntos y vectores
tangentes.

Un problema que se plantea es la clasificación de curvas en P3 con y sin puntos
de inflexión dado el grado y el género. Problema análogo al de la clasificación de
curvas de P3, es decir, curvas lisas, del que hablamos en el primer caṕıtulo y tratado
en [H2] y [H3].
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4.2. Fibrados lineales de orden superior

Los fibrados lineales sobre curvas en PN que dan lugar a inmersiones cerradas,
es decir, fibrados muy amplios, han sido muy estudiados y sus propiedades son muy
conocidas, sin embargo éstos no aportan información acerca de multisecantes, mul-
titangencias, hiperosculación u otros fenómenos. En los últimos años han aparecido
en la literatura ciertos fibrados que refinan el concepto de fibrado muy amplio y dan
lugar a inmersiones cerradas que son llamadas de orden superior (ver por ejemplo
[BS1], [BS2], [BS3], [LM], [Pi2]). En este apartado veremos dichas inmersiones: son
las que vienen dadas por fibrados k-muy amplios, k-generados, k-jet amplios y los
más relacionados con las inflexiones que son los k-regulares. Definimos estos fibrados
a continuación.

Vemos primero la definición de k-muy amplio y algunas propiedades:

Definición 4.2.1 Dada C curva inmersa en PN por L, fibrado lineal, decimos que
L es k-muy amplio, para k ≥ 0, si para todo (T ,OT ) subesquema 0-dimensional en
C con longitud(OT ) ≤ k + 1, la restricción

Γ(L) → Γ(L⊗OT )

es sobreyectiva.

L es 0-muy amplio si y sólo si L es generado por sus secciones globales y L es
1-muy amplio si y sólo si L es muy amplio.

Dada una curva C y un fibrado lineal k-muy amplio L sobre C, se tiene que
h0(L) ≥ k + 1. Se demuestra tomando como T , k + 1 puntos distintos de C. Como
longitud(OT ) = k + 1 y Γ(L) → Γ(L⊗OT ) es sobreyectiva, se tiene el resultado.

Si L es k-muy amplio, entonces es en particular (k − 1)-muy amplio.

Además, si C está inmersa por L, k + 1 puntos cualesquiera estarán en posición
general lo que implica que C no tiene(k− 1)-espacios (k +1)-secantes. Por tanto los
fibrados lineales 2-muy amplios dan inmersiones de curvas sin rectas trisecantes. En
P3 no hay muchos ejemplos (ver por ejemplo [BS2]):

Ejemplo 4.2.2 Si k = 2, h0(L) = 4 y C es linealmente normal, por la observación
anterior, sólo hay dos curvas que pueden estar inmersas por un fibrado 2-muy am-
plio, son la curva de género 0 y grado 3 (la racional normal en P3, el fibrado es
además 3-muy amplio) y la de género 1 y grado 4 (de hecho es 2-muy amplia).

En P4, las curvas que pueden estar inmersas por un fibrado 2-muy amplio son
las que vimos en la sección 3.2. que no tienen rectas trisecantes, es decir, las curvas
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de grados y géneros: (4, 0) (el fibrado puede ser 4-muy amplio), (5, 1) (por la obser-
vación 2.6.4. el fibrado podŕıa ser 3-muy amplio), (6, 2) (por las fórmulas de planos
cuatrisecantes el fibrado no puede ser 3-muy amplio) y la curva canónica de género
5 no trigonal ((8, 5)). Sólo la racional puede estar inmersa por un fibtado 3-muy
amplio y de hecho es 4-muy amplio (ver [BS2]).

Definimos a continuación los fibrados k-generados y enunciamos algunas propiedades:

Definición 4.2.3 Dada C curva inmersa en PN por L,fibrado lineal, decimos que
L es k-generado, con k ≥ 0, si para z1, z2, ..., zt ∈ C puntos distintos cualesquiera y
para k1, k2, ..., kt enteros positivos de forma que

∑t
i=1 ki = k + 1, se tiene que

Γ(L) → Γ(L⊗OT )

es sobreyectiva, donde (T ,OT ) es el subesquema 0-dimensional definido por el haz
de ideales IT , donde ITOC,zi

está generado por yki
i en ki, con yi coordenada local de

C en zi.

L es 0-generado si y sólo si L es generado por sus secciones globales y L es
1-generado si y sólo si L es muy amplio.

Enunciamos sin demostración la siguiente proposición sobre fibrados lineales k-
generados. Las demostraciones se pueden encontrar en [BS1].

Proposición 4.2.4 Sea L fibrado lineal sobre una curva C de género g. Entonces:

(1) L es k-generado si degL ≥ 2g + k.

(2) Si degL = 2g + k − 1, L es k-generado si y sólo si h0(L−KC) = 0.

(3) Si L es k-generado y h1(L) 6= 0, entonces KC es k-generado y g ≥ 2k + 1.

(4) Si L es k-generado, g ≥ 0, d = degL, entonces d ≥ k + 2. Si además d ≤ 2g,
entonces d ≥ 2k + 2, y d = k + 2 si d = 2g o L ≡ KC (k = 1, g = 3).

Definimos ahora los fibrados k-jet amplios y enunciamos algunas propiedades:

Definición 4.2.5 Dada C curva inmersa en PN por L, fibrado lineal, decimos que
L es k-jet amplio, con k ≥ 0, si para todo {x1, x2, ..., xr} ⊂ C y para k1, k2, ..., kr

enteros positivos de forma que
∑r

i=1 ki = k + 1, la aplicación de evaluación:

C × Γ(L) → L/(L⊗mk1
x1
⊗mk2

x2
⊗ ...⊗mkr

xr
)

es sobreyectiva, o equivalentemente

Γ(L) → Γ(L/⊗r
i=1 mki

xi
) ' ⊗r

i=1Γ(L/mki
xi

)

Donde mxi
es el ideal maximal en xi.
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L es 0-jet amplio si y sólo si L es generado por sus secciones globales y L es 1-jet
amplio si y sólo si L es muy amplio.

Lema 4.2.6 Dados L1 y L2 fibrados lineales sobre la curva C. Si L1 es a-jet amplio
y L2 es b-jet amplio, entonces L1 ⊗ L2 es (a + b)-jet amplio.

Este lema muestra cómo es posible construir fibrados k-jet amplios, tensorizando
k fibrados muy amplios. Y es demostrado en [BS3].

Por último el concepto más relacionado con la osculación es el de fibrado k-
regular:

Definición 4.2.7 Dada C curva, un fibrado lineal L en C es k-regular, con k ≥ 2,
si L es muy amplio y para todo punto x ∈ C, la aplicación de evaluación:

Γ(L) → Γ(L⊗OC/mk+1
x )

es sobreyectiva, donde mx es el ideal maximal en x. (ver [LM] y [Pi2])

Geométricamente significa que C, inmersa por L y Γ(L) tiene en cada punto el
segundo espacio osculador de dimensión máxima, por tanto no tiene inflexiones de
orden 2.

Las inmersiones que proporcionan todos estos fibrados śı miden los fenómenos
de multisecancia, hiperosculación,... sin embargo no es sencillo ver si un fibrado es
o no k-muy amplio, por ejemplo.

El concepto más fuerte es el de k-jet amplio ya que engloba los conceptos de
k-muy amplio y k-regular:

Lema 4.2.8 Si un fibrado lineal es k-jet amplio, en particular es k-muy amplio.
También un fibrado k-muy amplio es k-generado. Además para k = 2, son equiva-
lentes 2-jet amplio, 2-generado y 2-muy amplio, para curvas.

Para su demostración ver [BS2],[BS3].

De las definiciones se deduce que todo fibrado k-jet amplio con k ≥ 2, es k-
regular. Sin embargo, los conceptos de k-muy amplio y k-generado no implican, en
general, el de k-regular. Aunque para k = 2, śı por el lema anterior. Por otro lado,
2-regular no es equivalente a 2-jet amplio, 2-muy amplio y 2-generado, como veremos
en la siguiente sección con un contraejemplo.

El concepto menos estudiado es el de k-regular, de él nos ocuparemos para k = 2,
es decir, curvas inmersas en un espacio proyectivo por todas las secciones de un fi-
brado 2-regular. A estas curvas las llamaremos curvas 2-regulares. Por la observación



90 Caṕıtulo 4 Puntos de inflexión

anterior la mayoŕıa de los resultados de este apartado son aplicables a fibrados 2-
regulares.

Observación 4.2.9 Una curva 2-regular no tiene puntos de inflexión de orden 2.
Si la inmersión de C no se realiza con todas las secciones del fibrado, puede tener
o no puntos de inflexión, como veremos. Además una curva inmersa por todas las
secciones de un fibrado que no tiene puntos de inflexión de orden 2 es 2-regular.

4.3. Curvas sin puntos de inflexión

Hasta ahora podemos afirmar que existen curvas de grado n y género g sin
puntos de inflexión de orden 2 para d ≥ 2g+2, ya que existiŕıan fibrados k-generados
que daŕıan la inmersión. Y para g = 2 y d = 5 y para g = 3 y d = 6, que veremos
con otras técnicas geométricas en el estudio por grados y que nos permiten además
encontrar contraejemplos que demuestran que 2-regular no es equivalente a 2-jet
amplio, 2-muy amplio y 2-generado. Además la mayoŕıa de las curvas contenidas en
una superficie de grado 2 no tienen puntos de inflexión de orden 2.

Si nos restringimos a las curvas de P3 linealmente normales, es decir, que no son
la imagen de una proyección, para las cuales 2-regular equivale a no tener puntos de
inflexión. Por los teoremas de Riemann-Roch y Castelnuovo (ver Teoremas 1.1.1 y
1.1.2) en el caso h0(L) = 4, obtenemos:

h1(L) = g − d + 3 ≤
{

1
4
d2 − 2d + 4, si d es par

1
4
(d2 − 1)− 2d + 4, si d es impar.

Aśı si fijamos el grado, para grados bajos:

d = 3 Entonces g = 0 que como vimos es 2-regular.

d = 4 Entonces g = 1 es la cuártica eĺıptica que es 2-muy amplia, por tanto es
2-regular.

d = 5 Entonces g = 2, en general es 2-regular. Esta curva está en una única superficie
cuádrica Q y existen tanto en cuádricas lisas como en singulares (ver [H2] pg.
355). Además como la Función de Hilbert de la curva coincide con su Polinomio
de Hilbert para m ≥ d− 2 = 3, será 5m− 2 + 1 (ver [Ha] pg. 167), luego esta
curva está en superficies cúbicas.

Suponemos primero que Q es una cuádrica lisa, entonces Q ' P1 × P1 ⊂ P3

con e ∈ |O(0, 1)| y f ∈ |O(1, 0)| generatrices de las dos reglas. Se tiene que
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C ∈ |O(2, 3)|. Como C tiene género 2, es hipereĺıptica y por tanto tiene una
única g1

2 y no puede ser intersección completa.

Supongamos que C no es 2-regular, entonces existe P ∈ C tal que Osc2
C(P ) = l

recta o equivalentemente existe {πt}t∈P1 haz de planos por l que corta a C en
divisores de la forma: 3P + P1t + P2t, luego |P1t + P2t| es la g1

2 de C. Vemos
que esto no sucede en general:

Al ser l una recta con orden de contacto mayor que 2, toda h ∈ I(C) tiene
una ráız triple común en l. I(C) está generado por la cuádrica y dos cúbicas
(véase [Ha], pg. 111). Dada F , una de las cúbicas y dada φ : P1 × P1 ↪→ P3

la inmersión de Segre definida en coordenadas afines por (t, s) → (t, s, ts),
Q es la imagen. Además si h := φ∗F será un polinomio de grado 3 en cada
indeterminada s y t. Si l ≡ {s = s0} y P = (t0, s0), entonces t0 es una ráız
triple de h(t, s0) = 0, es decir, en P = (t0, s0) :

h =
∂h

∂t
=

∂2h

∂t2
= 0.

Lo que no sucede para un h general de I(C).

Ejemplos. Las curvas C ⊂ Q de tipo (2,3) (como en nuestro caso) vienen
dadas por:

C =

{
[z]/rg

(
z0 z1 G(z)
z2 z3 H(z)

)
≤ 1

}

con G y H polinomios homogéneos de grado 2 y z = (z0, z1, z2, z3) coordenadas
en P3 (ver [Ha], pg. 111). Luego C viene dado por:

F1(z) = z0z3 − z1z2 = 0

F2(z) = z0H(z)− z2G(z) = 0

F3(z) = z1H(z)− z3G(z) = 0

Observamos que F1∩F2 consiste en la curva y una recta y F1∩F3 consiste en la
curva y otra recta. Si consideramos la parametrización de Q ≡ {F1 = 0} de la
inmersión de Segre: φ : (t, s) → (t, s, ts), es decir, z0 = 1, z1 = t, z2 = s, z3 = ts
y fi = φ∗Fi, i = 2, 3, observamos que f3 = tf2. Basta con ver lo que pasa con
f2. Consideramos en general:

H(z) = az2
0 + bz0z1 + cz0z2 + dz0z3 + ez2

1 + fz1z2 + gz1z3 + hz2
2 + iz2z3 + jz2

3

G(z) = a′z2
0 + b′z0z1 + c′z0z2 + d′z0z3 + e′z2

1 + f ′z1z2 + g′z1z3 + h′z2
2+

i′z2z3 + j′z2
3
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Como F2(z) = z0H(z)− z2G(z), sustituyendo z0 = 1, z1 = t, z2 = s, z3 = ts:

f2(t, s) = a+bt+ct2+((c−a′)+(d+f−c′)t+(g−e′)t2)s+((h−c′)+(i−d′−g′)t+

(j − g′)t2)s2 + (−h′ − i′t− j′t2)s3 = A(t)s3 + B(t)s2 + C(t)s + D(t).

Entonces,
∂f2

∂s
= 3A(t)s2 + 2B(t)s + C(t),

∂2f2

∂s
= 6A(t)s + 2B(t).

Fijado t = t0, s0 es ráız triple si

s0 =
−B(t0)

3A(t0)
,

3A(t0)
(−B(t0)

3A(t0)

)2

+ 2B(t0)
(−B(t0)

3A(t0)

)
+ C(t0) = 0

y

A(t0)
(−B(t0)

3A(t0)

)3

+ B(t0)
(−B(t0)

3A(t0)

)2

+ C(t0)
(−B(t0)

3A(t0)

)
+ D(t0) = 0

puesto que son condiciones cerradas no se dan en general.

Vemos a continuación en el ejemplo (1) una curva no 2-regular en estas condi-
ciones y en el (2) una 2-regular, que es el contraejemplo visto de una curva 2-
regular que no es 2-jet amplia, equivalentemente 2-muy amplia y 2-expandida:

(1) Consideramos:

H(z) = 2z2
0 − z0z1 + z0z2 + z0z3 − z2

1 + z1z3 + 2z2z3

G(z) = z2
0 + z0z1 + z0z2 + z0z3 + z2

1 − z2z3.

Entonces, C viene dada por:

F1(z) = z0z3 − z1z2

F2(z) = 2z3
0 − z2

0z1 + z2
0z3 − z0z

2
1 + z0z1z3 + 2z0z2z3

−z0z1z2 − z0z
2
2 − z0z2z3 − z2

1z2 − z2
2z3

F3(z) = 2z2
0z1 − z0z

2
1 + z0z1z2 + z0z1z3 − z3

1 + z2
1z3

+2z1z2z3 − z2
0z3 − z0z1z3 − z0z2z3 − z0z

2
3 − z2

1z3 + z2z
2
3
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con z0 = 1, z1 = t, z2 = s, z3 = ts:

f2(t, s) = 2− t− t2 + (−1 + t)s2 + ts3

si fijamos t = 1:

f2(1, s) = f3(1, s) = s3

luego existe un punto triple en (1, 0), es decir, C tiene un punto de in-
flexión en [1 : 1 : 0 : 0].

(2) Si consideramos:
H(z) = z2

0 + z0z1 + z2
1

G(z) = z2
2 + z2z3 + z2

3 .

Entonces, C viene dada por:

F1(z) = z0z3 − z1z2

F2(z) = z3
0 + z2

0z1 + z0z
2
1 − z3

2 − z2
2z3 − z2z

2
3

F3(z) = z2
0z1 + z0z

2
1 + z3

1 − z2
2z3 − z2z

2
3 − z2

3

Consideramos las distintas parametrizaciones de Q ≡ {F1 = 0}:
Para (1, t, s, ts) se tiene f3(t, s) = tf2(t, s) y

f2(t, s) = (1 + t + t2)(1− s3)

luego no hay ráıces triples. Para el resto de parametrizaciones: (t, 1, st, s),
(s, st, 1, t), (st, s, t, 1), siempre queda fi = tfj para i, j = 1, 2 y i 6= j,
además fj = (1 + t + t2)(1 − s3), no tiene puntos de inflexión, luego es
2-regular. Sin embargo no es 2-muy amplia por la proposición 2.2.4.(6) y
el lema 2.2.9..

Si Q es un cono , el razonamiento es similar: por el polinomio de Hilbert la
curva está en superficies cúbicas. Puesto que C ⊂ Q, si suponemos que C no
es 2-regular, entonces existe P ∈ C tal que Osc2

C(P ) = l recta (C ·l = 3P + ...),
entonces l ⊂ Q. Si parametrizamos Q con α(t) + sβ(t), entonces l ≡ t = t0. Si
consideramos una cúbica F ∈ I(C) y h := φ∗F , siendo φ la inmersión de Q en
P3, entonces h(t0, s) tiene una ráız triple en P = (t0, s0), es decir:

h =
∂h

∂s
=

∂2h

∂s2
= 0

en P = (t0, s0). Pero esto no se da en general, luego en condiciones generales
C es 2-regular.
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d = 6 Entonces g = 3 ó 4. Por un razonamiento análogo al caso anterior en general
no tienen puntos de inflexión.

Se puede hacer otro tipo de razonamientos para curvas hipereĺıpticas especiales
de grado d ≥ 6. Si suponemos que tiene un punto de inflexión, es decir, que existe una
recta que corta a X con multiplicidad 3 y consideramos los planos que la contienen
dan lugar a una g1

d−3. Al ser una curva especial hipereĺıptica ha de ser la g1
2 más d-5

puntos fijos, es decir, que la recta mencionada debe cortar a la curva d-2 veces. Si
la curva tiene un número finito de cuatrisecantes (ver el tercer caṕıtulo), se pueden
estudiar utilizando la fórmula que da el número de las cuatrisecantes de la curva
(ver el segundo caṕıtulo) y aśı si este es suficientemente pequeño no podŕıa ser.

Se plantean pues dos problemas: existe para cada grado y género una curva
de P3 sin puntos de inflexión? y aparte de las curvas de grado 3 y 4 y géneros 0
y 1 respectivamente existe algún grado y género para los cuales todas las curvas
linealmente normales carezcan de puntos de inflexión?
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