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Introduccion

Esta memoria trata problemas clasicos de Geometria Algebraica sobre curvas
proyectivas complejas lisas. Fundamentalmente nos ocuparemos de la obtencién de
formulas enumerativas de espacios lineales relacionados con la curva y el estudio del
campo de validez de algunas de estas féormulas. El objetivo es avanzar en el estudio
de la geometria “especial”’que pueden presentar las curvas proyectivas en funcion
de sus invariantes, grado y género, y que tienen que ver con las intersecciones de
la curva con distintos espacios lineales. Para ello utilizamos técnicas ya conocidas
en el caso de rectas multisecantes y las extendemos a planos y en algunos casos a
espacios lineales cualesquiera.

Un problema clasico es obtener el nimero de rectas k-secantes a una variedad
proyectiva. Para curvas existen cuatro formulas clésicas (ver [LB1]):

1. Rectas cuatrisecantes a una curva en P? (Cayley 1863)

q(C) = %(n —2)(n—3)*(n—4) — %g(nQ —Tn+13—g)

2. Rectas trisecantes a una curva en P* (Berzolari 1895)

n—2

0c)= (") ~sta-

3. Rectas tangentes a una curva en P* que vuelven a cortar a la curva (Salmon

1868)
t(C) =2((n —2)(n —3) + g(n — 6))

4. Rectas trisecantes a una curva en P? que cortan a una recta fija (Cayley 1863)

k(c):2(n;1)_g(n12>

III



IV Introduccién

En esta memoria se obtienen férmulas similares para planos k-secantes y en
algunos casos se generalizan dichas férmulas para m-espacios cualesquiera.

Muchos de los trabajos clasicos sobre geometria enumerativa se basaban en el
método funcional, debido a Cayley ([Ca]) y utilizado por Berzolari y Severi entre
otros. Se trata de suponer que la férmula buscada depende sélo del grado y el género
(o el nimero de puntos dobles aparentes) de la curva mediante un polinomio. Sin
embargo este método no es justificado con rigor hasta el trabajo de Vassallo ([Va,
publicado en 1994). Este trabajo nos proporciona una potente herramienta para el
objetivo de esta memoria.

Otro de los inconvenientes que se presentan en diversos métodos de obtencion de
formulas enumerativas es el campo de validez, es decir, para qué curvas es valida la
formula. Tanto los autores mas antiguos como los trabajos mas recientes plantean
este problema. En algunos de estos trabajos mas recientes se demuestran férmu-
las enumerativas con otros métodos. Por ejemplo I. G. MacDonald (ver [Mc]) usa
reiteradamente la relaciéon de equivalencia de Severi para los puntos unidos de una
correspondencia algebraica con valencia. De Jonquieres (ver [ACGH]) estudia el ca-
so de puntos con multiplicidades (Férmula de De Jonquieres). De los trabajos de
autores mas actuales también se pueden deducir formulas enumerativas, como en el
caso de Tikhomirov que usa fibrados estandar en el esquema de Hilbert de puntos
de una superficie para obtener férmulas para superficies (ver [T1i]).

Le Barz demuestra en [LB1] y [LB2] la validez de las cuatro férmulas clésicas
anteriores para curvas lisas cualesquiera (siempre que el nimero de soluciones sea
finito), por el método de las bases de los grupos de Chow de los esquemas de Hilbert
de puntos de ciertas variedades proyectivas. Este método ha inspirado el desarrollo
de esta memoria, si bien utilizaremos preferentemente el método funcional, como se
ha senalado anteriormente, por su mayor eficacia en estos casos.

Otro objetivo es saber cuando el niimero que obtenemos de la férmula es de hecho
el nimero buscado y no ocurre que hay infinitos espacios lineales que verifican la
condicién. En esta linea destacamos el trabajo de H. Kaji [Kal, del cual se puede
deducir para qué curvas es valida la formula del nimero de rectas tangentes a una
curva de P? que vuelven a cortar a la curva en otro punto. Uno de los resultados
importantes de nuestro trabajo es la generalizacion de su resultado para m-espacios
osculadores a curvas de P™*2 (ver [GM]). Estudiamos también, a efectos de la validez,
el caso de la férmula de rectas cuatrisecantes a una curva de P3.

También nos interesamos por saber cuando el niimero de espacios k-secantes con
la condiciéon adecuada es cero en las distintas férmulas. Y por las posibles rectas
bitangentes a una curva de grado menor que 8. Para ello, nos basamos en el estudio
realizado por R. H. Dye en [Dy] y mejoramos su resultado.
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En el primer capitulo resumimos los resultados conocidos que consideramos
mé&s importantes en la clasificacién de las curvas de P? y que necesitamos en los
capitulos siguientes. Definimos los espacios osculadores y el equivalente, para estos
espacios, del concepto de punto singular en el caso de la tangencia.

En el segundo capitulo se obtienen férmulas enumerativas para planos k-
secantes a curvas en diversos espacios proyectivos, asi como una generalizacion de
la féormula para el nimero de rectas tangentes a una curva que vuelven a cortarla.
Para ello mostramos dos posibles métodos aunque ambos se basan en el esquema de
Hilbert de puntos. Utilizamos ademas la variedad de puntos coplanarios, también
definimos y utilizamos su generalizacion:

IF®NY = {(r,n) € G(s,N) x Hilb*P" n C 7},

la variedad de incidencia de k-uplas contenidas en un s-espacio de PV, donde G(s, N)
es la variedad Grassmanniana de s-espacios en PV,

El principal resultado que demostramos es el siguiente teorema (ver [GM]):

Teorema. Sea C' una curva lisa de P™*2? de grado n y con h puntos dobles
aparentes, entonces el nimero de m-espacios osculadores de C' que vuelven a cortar
a la curva, para todo entero m > 0 es:

O (C) = (m; 1) [n(n? — (m+6)n+ (3m+ 7)) — h(m + 1) (mn — (m+1)(m +2))]

y si C' es irreducible de género g:

On(C)=m+1)(n—(m+1)n—(m+2)+gm-n—(m+1)(m+2))

Obtenemos ademas las siguientes férmulas, utilizando el método de Vassallo y
encontrando los ejemplos necesarios en cada caso:

» Numero de planos que cortan a una curva C' C P* en 6 puntos.

» Numero de planos que cortan a una curva C' C P* en 5 puntos y que cortan a
una recta fija en un punto.

» Ntmero de planos que cortan a una curva C' C P* en 4 puntos y que cortan a
un plano fijo en una recta.

» Numero de planos bitangentes a una curva C' C P*,
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» Numero de planos que cortan a una curva C C P° en 4 puntos y que cortan a
un plano fijo en un punto.

» Numero de planos que cortan a una curva C' C P% en 4 puntos.

En el tercer capitulo se estudia el campo de validez de las férmulas enumer-
ativas, es decir, para qué curvas la férmula es valida, o lo que es lo mismo, para
qué curvas el niumero de espacios multisecantes buscado es finito.

Generalizamos el resultado de Kaji para rectas tangentes al caso de espacios
osculadores (ver [GM]). Para ello extendemos primero su definicién de curva tan-
gencialmente degenerada.

Definicién. Una curva C' en PV es m-osculantemente degenerada si, para un

punto general P de C, existe otro punto () en C' que pertenece al espacio osculador
de orden m de C' en P.

Ademas probamos los siguientes resultados:

Teorema. Sea C curva de grado n en P™*1. Son equivalentes:

(a) C tiene grado menor o igual que m + 1.

(b) C no es m-osculantemente degenerada.

Teorema. Sea C curva en PV, con N > 4. Si C es 2-osculantemente degenerada,
entonces C' esté contenida es un P3.

Conjeturamos ademas que esto es cierto para cualquier m, es decir, que si N > 4
y C es m-osculantemente degenerada, entonces C' estd contenida es un P™*!. Ya
que es posible demostrarlo para cualquier m concreto. Pero la misma prueba para
un m general no es posible, por las limitaciones que presenta el programa Maple en
el calculo de determinantes de orden indeterminado.

También estudiamos la validez de la formula del niimero de rectas cuatrisecantes
de IP3 para curvas de grado menor que 9, y obtenemos los resultados:

Teorema. El niimero de rectas cuatrisecantes a una curva de P* de grado menor
que 8 es infinito si y sélo si la curva estd en P? o en una superficie cuadrica y es de
la forma (a, b) siendo o a o b mayor que 3.

Proposicion. Para curvas de grado 8, existe una tnica curva con infinitas cua-
trisecantes, no contenida en una cuadrica. Tiene género 5 y es la curva doble de una
superficie reglada de grado 6 y género 2.

De este estudio obtenemos consecuencias geométricas interesantes. Asi como el
caso en que dichas cuatrisecantes son bitangentes. R. H. Dye en [Dy] comienza
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un estudio de curvas para las cuales el nimero de rectas cuatrisecantes que son
bitangentes es el maximo posible. Retomamos en el tercer capitulo este estudio y
lo ampliamos hasta grado 7. El interés por estas curvas se debe a que sélo curvas
muy especiales tienen rectas bitangentes, luego mas especiales serdn si todas sus
cuatrisecantes, siendo un ntmero finito, lo son.

Para algunas férmulas se estudia cudndo el nimero indicado por la férmula es
efectivamente cero. Y se estudia, también el caso en que la formula tenga un resultado
negativo ya que seran curvas para las que el nimero buscado es infinito (ya que si
no se obtendria un nimero finito positivo en la férmula).

En el cuarto capitulo se hace un estudio andlogo al de existencia de curvas
lisas en P? dado un grado y un género para curvas sin puntos singulares de orden 2,
es decir, se estudia para qué grados y géneros existen curvas sin puntos de inflexion.
Se obtienen dichas curvas para grado menor que 7.

Se describe, también la relacion entre los fibrados que dan la inmersién de curvas
sin puntos de inflexion (k-regulares) y otros fibrados sobre curvas como k- muy am-
plios, k-jet amplios y k-generados. Estos otros conceptos estan a su vez relacionados
también con la no existencia de espacios (k + 1)-secantes.

En los distintos capitulos, se dan ideas sobre perspectivas y continuaciones natu-
rales del trabajo realizado. Asi por ejemplo, se podrian buscar otras generalizaciones
para las formulas del capitulo 2. También, en el capitulo 3, queda abierto el problema
de la validez de muchas de las férmulas enumerativas. En particular, la existencia,
dado un grado y género, de curvas con infinitas rectas cuatrisecantes para grado
mayor que 8. Y de entre las rectas cuatrisecantes, saber cuantas pueden ser bitan-
gentes para grado mayor que 7. Finalmente, en el tltimo capitulo, se comienza una
investigacion sobre los grados y géneros para los que existen curvas sin puntos de
inflexién.
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Capitulo 1

Resultados previos

1.1. Curvas

En este trabajo seguiremos la nomenclatura y la teminologia usada en el li-
bro Algebraic Geometry de R. Hartshorne ([H2]), trabajaremos asi con esquemas,
haces sobre ellos y fibrados (haces localmente libres) sobre el cuerpo de los niimeros
complejos. Utilizaremos, en general, la palabra curva para designar a un esquema
completo, reducido, liso de dimensién uno sobre el cuerpo de los nimeros complejos.
La irreducibilidad se especificara en cada caso. Ademas toda curva se puede sumer-
gir en un espacio proyectivo, es decir, que toda curva es proyectiva (ver pg 105 de
[H2]).

Una superficie sera un esquema reducido de dimensién 2 y en general una variedad
sera un esquema reducido de cualquier dimension. La notacién sera fundamental-
mente la que aparece en [H2].

Vemos a continuacién algunos resultados sobre curvas que pueden ser encontra-
dos en [H2] (pg 294-355).

Teorema 1.1.1 Teorema de Riemann-Roch

Sea D un divisor de una curva C' de género g. Entonces
I(D)—U(K—-D)=degD+1—g
donde K es el divisor candnico de C,| degD representa el grado de D y
(D) = dimH°(C, L(D)),
andlogamente (K — D) = dimH°(C, L(K — D)).

1
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Si denotamos w¢ el haz candnico sobre C', se tiene que
L(K — D) =wc® L(D)Y
(siendo £(D)Y en dual de £(D)) y por la dualidad de Serre
(K — D) = dimH"(C,L(D)).

Decimos que D es especial si [(K — D) > 0.

Un haz invertible £ sobre una curva C' es muy amplio si es isomorfo a O¢(1)
para alguna inmersién cerrada de C' en un espacio proyectivo. Un divisor D es muy
amplio si £(D) lo es. Si un divisor D sobre una curva C' es muy amplio, entonces el
sistema lineal completo | D| determina una inmersién cerrada de C' en PV y el grado
de la imagen de C' es el grado de D.

Un divisor D en una curva C' de género g si tiene grado mayor o igual que 2g,
entonces |D| no tiene puntos base y si el grado es mayor o igual que 2¢g + 1, entonces
D es muy amplio (no es el mejor resultado posible). Si g = 0, D es muy amplio si
su grado es positivo. ([H2], pg. 308)

Para toda curva C existe un morfismo C' — P3 que es una inmersién cerra-
da (proyectando adecuadamente). Ademés toda curva es birracionalmente equiva-
lente a una curva de P? con a lo sumo nodos como singularidades. Esto se consigue
proyectando desde un punto que no esté en la curva, ni en ninguna recta tangente,
ni multisecante, ni en ninguna secante coplanaria con una tangente y ha de estar en
un numero finito de secantes. ([H2], pg. 310)

La proyeccién anterior existe, ya que si una curva estd en P? y toda recta que
corta a la curva en dos puntos corta en méas o para dos puntos cualesquiera de
la curva sus rectas tangentes son coplanarias, entonces es una recta o la cénica si
estamos sobre un cuerpo de caracteristica 2 (ver [H2], pg. 313).

Dada una curva C' — P¥ el grado de la curva es el nimero de puntos en que
un hiperplano corta a la curva. Otro invariante de la curva es el nimero de puntos
dobles aparentes, es decir, el nimero de puntos dobles de una proyecciéon genérica
de la curva sobre un plano. Si la curva estd en P? es el ntimero de rectas secantes a
la curva que pasan por un punto general. Este nimero se puede obtener para curvas
irreducibles de grado n y género g como:

1
h = §(n—1)(n—2)—g.
Para curvas reducibles se puede calcular. Si consta de dos componentes irreducibles
de invariantes (n1, hy) y (ng, he) sus invariantes son: (ny + ng, hy + hg + ninsg).



1.1 Curvas

Para todo n > 1 existe una curva lisa plana de grado n y su género es
1
g= §(n —1)(n —2).

Existe una curva de grado n y género g en P, cuya seccién hiperplana D no es
especial, si y solo si o bien

=g=0yn=1,
» g=1yn>3o0bien

"mg>2yn=>g+3.

Si C es una curva de P2 no plana cuya seccién hiperplana D es especial, entonces
n>6yg> %n + 1 y la tinica de grado 6 es la curva canoénica de género 4.

Teorema 1.1.2 Cota de Castelnuovo

Sea C una curva de grado n y género g enP3, no contenida en un plano. Entonces
n>3y
1

Zn2—n+1, st es par

g <

1(n*—1)—n+1, sin esimpar.

Ademds, la igualdad se alcanza para todo n > 3 y toda curva para la cual se
cumple la igualdad estd contenida en una superficie cuddrica.

Todos estos resultados ayudan a la clasificacién de curvas de P2, aunque no son
suficientes. En [H2] se prueba la existencia de curvas de grado n y género g que
cumplen la desigualdad de Castelnuovo, hasta grado 7. Ademas se dice que para
grado 9 y género 11 no existe curva en P3 a pesar de cumplir la desigualdad de
Castelnuovo. La clasificacién se completa, por ejemplo, en [H3] donde se da ademaés
una cota para el maximo género que puede tener una curva de grado n no contenida
en una cuadrica:

G(n,?))—%n(n—?))—i-l—e

donde € es 0 6 2/3 segiin si n es congruente con 0 médulo 3 o no. En [H3] se resume
la existencia de curvas con el siguiente teorema:

Teorema 1.1.3 Sea C una curva irreducible lisa de grado n y género g en P3.
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(a) Si C estd contenida en un plano, entonces g = +(n —1)(n — 2). Para cada
n > 1 existe dicha curva.

(b) Si C estd contenida en una superficie cuddrica irreducible, entonces ezisten
a,b>0tal quen =a+byg=(a—1)(b—1). Para cada a,b > 0 existen estas
curvas.

(c) Si C no estd contenida en un plano o en una superficie cuddrica, entonces

0<g<-n(n-3)+1.

=

ara todo n > 0 y g que satisfagan la desigualdad de (c), existe una curva
d) Para tod 0 ti la desigualdad d st
irreducible lisa de grado n y género g en P3.

Otros resultados interesantes sobre curvas que se pueden encontrar en [H3] son:
Proposicién 1.1.4 Sin >0 y g satisface:
1
/N3 -n+1<g< 6n(n—3)+1,

existe una curva irreducible lisa de grado n y género g en una superficie cubica lisa
3
en P°.

Proposicion 1.1.5 Sin > 0 y g satisface:
1

existe una curva irreducible lisa de grado n y género g en una superficie cudrtica
(singular) en P3.

Ademas el Teorema de Mori nos dice que existe en una superficie cuartica lisa si
g=gn’+1og<gn’y (n,g)#(53).

Para la existencia de curvas de P*, P°.... se puede consultar el trabajo de C.
Ciriberto [Ci].

1.2. Definicién de espacio osculador para curvas

En esta seccion resumiremos conceptos y resultados sobre espacios osculadores
y que pueden ser encontrados en el articulo Numerical Characters of a Curve in
Projective N-Space de R. Piene ([Pi2]). Utilizaremos notaciones andlogas a las que
Piene utiliza en dicho articulo.
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Definicién 1.2.1 Sea C C PV una curva y P € C un punto. El espacio osculador
m-ésimo (0 m-espacio osculador) de C' en P es el subespacio lineal de dimension m
de PN con mayor orden de contacto con C en P. Lo denotamos Osc(P).

Sit € O¢,p es un parametro de uniformizacién, existe una parametrizacion de
Cen P:
z; = a;t'" + (términos de mayor orden),

para i = 0,1,..N, con 0 = lp < I} < ... < Iy, y a; € C* = C — {0}. Entonces,
Osci(P) es el espacio definido por X411 = X420 = ... = Xy = 0 y tiene orden de
contacto (ly,+1 +m+ 1) con C en P.

Obsérvese que para m = 1, Osch(P) = Tp(C) es la recta tangente a C en P,
ademads
Tp(C) C Osci(P) C Osci,(P) C ... € Osch(P)....

Sea C curva de PV, ¢ : C — PV inmersién cerrada, V = H°(PY, Opn(1)). Los
espacios osculadores son las fibras proyectivas de un (m + 1)-fibrado en C, al que se
le llama fibrado osculador de orden m, Osc™C.

Sea P™ = P™(O¢(1)) el fibrado de partes principales (o jets) de orden m de
Oc(1) = ¢*Opn (ver [KI|, capitulo 4). Tenemos el siguiente diagrama conmutati-
vo con sucesiones exactas y las aplicaciones verticales sobreyectivas por ser ¢ no
ramificada:

0 — ¢*wéN®OC(1) - Ve=V&0:s: — Oc(l) — 0

l l |
0 — wr®0:(1) — Pl — Oc(l) — 0

Ademas la siguiente sucesion es exacta:

0 — Sym™wi(l) — P™ — Pml - 0

Denotaremos Osc™ (' al fibrado proyectivo sobre C asociado a P™, con proyec-
ciones
p" : Osc"C — C,
para m = 1 denotamos T'C. Sea C,, la secciéon de p™ asociada a la aplicacién sobre
er - Oc(l).

Llamamos ¢™ a la composicién de la proyeccién PV x C' — PV con la inmersién
cerrada Osc™C — PN x C'y X™ a la imagen por ¢™.

Intuitivamente, C,, es el conjunto de puntos de osculacién de orden m de C' en
Osc™C' 'y X™ es la unién de los espacios osculadores de orden m de C'.
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TC es el fibrado proyectivo tangente y X! la superficie tangencial de C. Osc™C
es el fibrado proyectivo osculante de orden m y X™ la (m + 1)-fold osculante o
m-ésima desarrollable osculatriz de C.

Definicién 1.2.2 Dada una curva en P, se define su rango por el nimero de tan-
gentes que cortan una recta dada. El niimero de planos osculadores que pasan por un
punto dado es llamada la clase de la curva. En general, para una curva C C PV se
define su m-rango como el numero r,, de m-espacios osculadores suyos que cortan
a un (N —m — 1)-espacio general.

Se demuestra en [Pi2] que este ntimero, 7, es ademds el grado del fibrado os-
culador de orden m y el grado de la m-ésima desarrollable osculatriz de C'. Ob-
servesé que 1y es el grado de la curva. En general no es facil calcular el m-rango
de una curva, aunque en la secciéon siguiente veremos que se conoce para algunos
ejemplos sencillos.

1.3. Hiperosculacion

Al igual que al estudiar la tangencia vemos la existencia de puntos singulares, al
estudiar los espacios osculadores existen también puntos especiales, generalizamos
pues aqui el concepto de punto singular. Las siguientes definiciones y resultados
pueden ser encontrados en su mayorfa en [H2] o [Pi2], si no, se dard argumentacién
o se indicard la referencia correspondiente.

Definicién 1.3.1 Dada C C PV curva, diremos que P € C es un punto de in-
flexion de orden k, con k > 2, de C' si las k primeras derivadas parciales de la
parametrizacion son linealmente dependientes y las k — 1 primeras no. En ocasiones
se les llama puntos singulares de orden k (ver [Po]). Los puntos que no son de
inflexion se llaman puntos ordinarios.

Si consideramos la parametrizacion de la seccién anterior:
x; = a;t'" + (términos de mayor orden),

parai = 0,1,..N,con 0 =y < l; < ... <ly, vy a; € C*, en un punto de inflexién
de orden k se cumple que Il ; > 0 y si la consideramos en un punto ordinario se
cumpliria que {y = 0. Para k = 1 la condicién I, > 0 indica que P es un punto
singular. Para k = 2 diremos simplemente que P es un punto de inflexion, si no hay
posible confusion. Ademads, en este caso, P serd un punto donde la tangente a la
curva tiene orden de contacto mayor que 2 y se la llama recta de inflexion.
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Una curva de PV no degenerada sélo puede tener un ntimero finito de puntos de
inflexion de orden k, para todo entero k que cumple N > k > 2. En efecto, estos
puntos vienen dados por una condicién cerrada:

siendo f = (z1, 9, ..,2y) la funcién coordenada con respecto al pardmetro local ¢
para C' en un punto P (con la parametrizacién anterior). Y los cerrados de una
curva son uniones finitas de puntos, el vacio o el total. Pero el total no puede ser, ya
que la unica forma de que los vectores obtenidos con las k primeras derivadas, sean
linealmente dependientes en todos los puntos, es que uno de dichos vectores sea
nulo (ver la parametrizacién). Pero si eso sucediera x; deberia ser de grado menor
que k para todo i =1,2,.., N, lo que no es posible dado que

z; = a;t" T + (términos de mayor orden)
y N > k > 2. S6lo puede haber infinitos puntos de inflexion si la curva es degenerada

o si el cuerpo sobre el que se trabaja no es de caracteristica cero.

En caracteristica positiva existen curvas donde todo punto es de inflexion, por
ejemplo la curva cudrtica plana lisa definida por z%y + 3?2z + 232 = 0 en un cuerpo
de caracteristica 3 (ver [H2] pg. 305).

El nimero de puntos de inflexiéon de orden 2 sélo puede ser obtenido en forma
de férmula si la curva estd en P2

Proposicién 1.3.2 Dada C C P? curva de grado n > 2, tiene 3n(n — 2) puntos de
inflexion contados propiamente, es decir, si TpC tiene orden de contacto r con C'
en P, entonces contamos P como punto de inflexion (r — 2) veces.

Corolario 1.3.3 La tnica curva de P? sin puntos de inflexion es la cénica.
Hartshorne en [H2| da las siguientes definiciones para curvas:

Definicién 1.3.4 Sea C C PV curva con N > 3, no contenida en ningin PN71.
Para cada punto P € C' llamamos hiperplano osculador en P, al hiperplano que
pasa por Py tiene mayor orden de contacto con C' en P (serd al menos N ).

Este hiperplano es tinico (para curvas), ya que de hecho es el (N — 1)-espacio
osculador de C' en P.
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Definicién 1.3.5 En las condiciones anteriores, si un hiperplano H tiene orden de
contacto al menos N+1 con C en P, se dice que H es un hiperplano hiperosculador
y P es un punto de hiperosculacion. En la parametrizacion se cumpliria que l,1 > 0
para algin m.

Por la definicién de orden de contacto, P € C' es un punto de hiperosculacién si

y solo si existe k entero con N > k > 2, tal que P es un punto de inflexion de orden
k.

También se llama espacio hiperosculador en un punto a un espacio que contiene
al punto y este punto es de inflexién, es decir, si es un espacio de dimension r que
tiene orden de contacto mayor que r + 1.

Observacién 1.3.6 No debe confundirse con la definicion de hiperplano (o r-espacio)
tangente en un punto de una curva, que es cualquier hiperplano (o r-espacio) que
contiene a la recta tangente. En general un hiperplano osculador k-ésimo en un
punto es cualquier hiperplano que contiene al espacio osculador k-ésimo en dicho
punto.

Ejemplos 1.3.7 Para los siguiente ejemplos conocemos la hiperosculacion:

1. La curva racional normal de grado N en PN. Esta curva sélo tiene puntos
ordinarios, ya que todo punto tiene una parametrizacion de la forma

(1,t,8%, ..., tN).

2. Una curva eliptica de grado n > 3 linealmente normal. Por Riemann-Roch,
cada punto de esta curva tiene una parametrizacion que satisface:

Li=0i=0,..N—1 Iy <1.

Luego la curva no es singular hasta grado N — 1.

Existe una féormula para el nimero de puntos de hiperosculacién de una curva,

que generaliza la férmula vista para curvas de P? que calcula los puntos de inflexién
(ver [H2]).

Proposicién 1.3.8 Sea C C PV, con N > 3, curva no contenida en ningiin PN—1,
de grado n y género g, entonces C' tiene N(N + 1)(g — 1) + (N + 1)n puntos de
hiperosculacion.



1.3 Hiperosculacion

Corolario 1.3.9 La tnica curva de PN sin puntos de hiperosculacion es la curva
racional normal de grado N.

Existen caracteres numéricos para medir el nimero de espacios de hiperoscu-
lacién, si bien puede ser dificil calcularlos (ver [Pi2]).

Definicién 1.3.10 Si consideramos ¢ : C — PN, P € C' y una parametrizacion en
P como en la seccion anterior, el entero l,+1 — I, es llamado el m-ésimo indice de
estacionamiento de la curva C en P y se define el m-ésimo indice de estacionamiento
de ¢ como

km = Z(lerl - lm)

PeC

Si ¢(C') no es singular de orden m — 1, k,, es el nimero (contado propiamente)
de m-espacios hiperosculadores, por tanto para una curva lisa k; es el ntimero de
puntos de inflexién de orden 2.

Para una curva C' de género g, R. Piene demuestra en [Pi2] las siguientes férmu-
las:

m—1
rm=(m+1)(ro+m(g—1)) — ‘ZO (m —1i)k;
Param=20,1,... N -1,y
N -1
> (N—=i)ki=(N+1)(ro+ N(g—1)).
i=20

Se tiene la relacion:
T1:T’0+2g—2—k}0

que para una curva plana es la férmula clasica que da la clase de la curva en términos
del grado, el género y el nimero de cuspides.

Ejemplos 1.3.11 Vemos ejemplos para los que k; es conocido para todo i.

1. La curva racional normal de grado m en PYN. Como no tiene puntos de
hiperosculacion, k,, = 0 para todo m. Ademds ry es el grado de la curva,
luego

rm=m+1)(n—m)=rn_m
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2. Una curva eliptica de grado n > 3 linealmente normal. Deducimos por el
teorema de Riemann-Roch que k,, =0, para m =0, ..., N — 2. Luego

rm=(m+1n m=0,..,N—1

ykn_1 = (N+1)n, que son los hiperplanos hiperosculadores que tiene la curva.

Utilizaremos estos ejemplos en el segundo capitulo.



Capitulo 2

Formulas de espacios
multisecantes para curvas

2.1. Introduccion

Un problema clésico es obtener formulas enumerativas para el nimero de rectas
k-secantes a una variedad. Para una curva lisa irreducible, hay cuatro férmulas
clasicas, tres férmulas trisecantes y una cuatrisecante, dependiendo sélo del grado n
y del género g :

1. Rectas cuatrisecantes a una curva en P? (Cayley 1863)

q(C) = %(n —2)(n—3)*(n—4) — %g(nQ —Tn+13—g)

2. Rectas trisecantes a una curva en P* (Berzolari 1895)

o) = (" %) ~atn -1

3. Rectas tangentes a una curva en P? que vuelven a cortar a la curva (Salmon

1868)
t(C) =2((n - 2)(n — 3) + g(n — 6))

4. Rectas trisecantes a una curva en P3 que cortan a una recta fija (Cayley 1863)

k(c):2(n;1)_g(n12>

11
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Estas formulas pueden expresarse en términos del grado y el nimero de pun-
tos dobles aparentes h para curvas reducibles. Durante mucho tiempo las férmulas
fueron utilizadas sin explicar mucho su campo de validez. Muchos autores han dado
diferentes demostraciones de estas férmulas, pero se restringen implicita o explicita-
mente a una curva mas o menos general. Sin embargo P. Le Barz en Formules
Multisécantes pour les Courbes Gauches Quelconques ([LB1]) demostro las formulas
para una curva lisa “cualquiera” (veremos en el siguiente capitulo que sélo cuando
el nimero de rectas en las condiciones mencionadas es finito).

Las formulas cuentan con multiplicidad, por ejemplo, para la féormula de rectas
cuatrisecantes en P3. Si consideramos la interseccién completa de una superficie
cibica lisa y una quintica (n = 15, g = 31) obtenemos ¢ = 135. Toda cuatrisecante
a la curva debe estar contenida en la cibica por cuestion de grados, la cual tiene
27 rectas. Pero como cada recta corta cinco veces a la quintica, también a la curva,
luego cada una cuenta cinco veces como cuatrisecante, lo que explica el 135. En
general, una recta [-secante cuenta en las féormulas (li) veces como k-secante.

En este capitulo obtendremos una generalizacion de la féormula de rectas tan-
gentes a curvas que vuelven a cortar:

HC) = 2((n = 2)(n = 3) + g(n — 6)),

si la curva es irreducible. Y ¢(C) = (n(n? — 7n + 10) + 2h(n — 6)), si la curva puede
ser reducible. Calcularemos entonces una férmula para el nimero de m-espacios
osculadores que vuelven a cortar a una curva de P™*2. También obtendremos otras
formulas similares a las cldsicas pero en el caso de planos multisecantes.

Las generalizaciones de las férmulas clésicas 1. y 2. fueron demostradas por
Castelnuovo para la curva general (ver [Tal, pg. 70). Conjeturamos ademds la
generalizacién de la férmula clasica que resta (4.).

El método general que usaremos para obtener dichas férmulas es demostrar
primero que son polinomios de cierto grado en dos variables, que son dos
invariantes de la curva: el grado y el niimero de puntos dobles. Después se obtienen
ejemplos para calcular los coeficientes de los polinomios, resolviendo los sistemas de
ecuaciones lineales. Para resolver los sistemas utilizaremos el programa Maple.

Para el primer paso veremos dos métodos, emplearemos en uno un importante
resultado demostrado por V. Vasallo en su articulo Justification de la Méthode
Fonctionelle pour les Courbes Gauches ([V]). Para el otro método este resultado
no es necesario, se trata de cortar los ciclos adecuados en los grupos de Chow de los
esquemas de Hilbert en que estemos trabajando.

En ambos métodos se obtiene la forma que tiene el polinomio que da la féormula
buscada cortando ciclos en los esquemas de Hilbert de puntos. El hecho de que estas
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intersecciones tengan las dimensiones esperadas viene garantizado por el “Chow
moving lemma” (ver [H2]). Este resultado asegura que si Y y Z son ciclos en X,
variedad lisa, entonces existe un ciclo Z’, racionalmente equivalente a 7, tal que Y
y Z' se intersecan propiamente. Ademas, si Z” verifica la misma propiedad que Z’
entonces Y] - [Z'] = [Y] - [Z"]. Se puede ver, por ejemplo, la demostracién de este
lema debida a Roberts en [Ro]. X serd la variedad I*(PY) adecuada en cada caso,
que es lisa.

En el primer método necesitamos garantizar la transversalidad de las intersec-
ciones, por tanto haremos los calculos locales para algin caso. En el segundo método
esto no es necesario, ya que no se calculan numéricamente intersecciones.

Para los ejemplos usaremos sobre todo curvas racionales y elipticas y curvas re-
ducibles cuyas componentes son racionales y elipticas. Para obtener el ntimero de
puntos dobles usaremos la formula: h = w — g para una curva irreducible de
grado n y género g. Para las reducibles sumamos los puntos dobles de cada compo-
nente y sumamos ademas los puntos dobles que se formarian de las intersecciones

de las componentes, es decir, los productos de los grados de las componentes.

2.2. Esquemas de Hilbert de puntos

El esquema de Hilbert juega un importante papel en la geometria enumerativa,
ya que describe el comportamiento de los puntos de un esquema de modo mas preciso
que otros esquemas (producto o producto simétrico). Describiremos el esquema de
Hilbert segin hace R. Mallavibarrena en su articulo Validité de la Formule Classique
des Trisécantes Stationnaires ([Mal):

El esquema de Hilbert de PV es un esquema, Hilbpy, que parametriza todos
los subesquemas cerrados de PV. Su existencia es probada en [Gr]. Resumimos su
construccién a continuacion.

Para todo esquema X localmente noetheriano se define
Hilben (X) = {conjunto de subesquemas Z C PN x X, planos sobre X'}
que es intuitivamente el conjunto de las familias de subesquemas de PV parametrizadas
por X.

Esta definicién da lugar a un funtor contravariante de la categoria de los esquemas
X a la de conjuntos de subesquemas. El teorema fundamental de la existencia del
esquema de Hilbert establece que existe un esquema localmente noetheriano Hulbp~
y unos isomorfismos funtoriales en X, uno para cada X, de forma que

Hilpr (X) = Hom(X, HZlpr)
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Esto es equivalente a la existencia de un subesquema cerrado
W c PN x Hilbpn

plano sobre Hilbpy que es “universal”, es decir, dado cualquier Z C PV x X, plano
sobre X, existe un unico morfismo f : X — Hilbpy tal que Z = (1px x f)*(W).

Dado Z C PV x X plano sobre X, para todo x € X, sea Z, C PV x SpecK(x),
el esquema inducido sobre z. (K(x) es el cuerpo residual de ). Entonces cada Z,
tiene un polinomio de Hilbert P,(n) = x(Og,(n)).

Por platitud, si X es conexo, todos los polinomios P, son iguales. Por tanto
podemos escribir
Hilbpn = U Hilbfs

polinomios P(n)

donde Hz'lbf,’N es un subconjunto abierto y cerrado de Hilbpy v si W C PN x Hilbpn

es el esquema universal, entonces W, tiene polinomio de Hilbert P si y sélo si
reH z'lbé,D N

La version fuerte del teorema fundamental de existencia establece que H ilbg N €S
proyectivo sobre Spec(Z). El esquema de Hilbert es un esquema propio (ver [H2]) y
conexo (ver [H1]).

Los esquemas de Hilbert mas utilizados son el esquema de Hilbert de curvas de
un grado determinado y los de puntos que veremos a continuacién siguiendo las
notaciones empleadas por P. Le Barz en [LB1] y [LB2] (Quelques calculs dans les
variétés d’alignements).

Se considera Hilb*PV, el esquema de Hilbert de los subesquemas de dimensién
0 y longitud & de PV, es decir, k-uplas de puntos de PV (ver [LB2]). Observamos
que HilbFP! = P*.

En la introduccién de [LB2] se especifica que el esquema Hilb*PY | es en general
singular (para N > 2y k > 2) y reducible, puede tener componentes de dimen-
sién mayor o menor que kN. Por ello Le Barz trabaja con Hilb*PY, el abierto de
Hilb*PY formado por las k-uplas £ situadas sobre una curva lisa, o bien que verifican
dimTp€ < 1 para todo P € Supp€. Son las k-uplas curvilineas y este abierto no es
singular y tiene dimensién kN (ver [LB2], introduccion).

Si las k-uplas estan contenidas en una variedad X, se parametrizan por Hilb*X.
En el caso de la curva C, se tiene que Hilb*C = HilbFC, ademds Hilb*C' es isomorfo
a Sym*C (potencia simétrica k-ésima).

Por otro lado, Le Barz denota por H ilb’;IP’N al abierto de k-uplas de puntos

diferentes, son las k-uplas simples, este abierto es denso en Hilb*PY. Vassallo en
[V] usa el esquema HilbjPY, porque es cerrado, ya que es la clausura de Hilb%PY,
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las k-uplas simples. HilbfP" puede ser singular o no, depende de su densidad en
Hilb*PN y este esquema es denso si Hilb*PY es irreducible, lo que no se sabe en
general (ver [I]).

Sin embargo sabemos (por la definicién) que su dimensién es kN y que
Hilb*PN ¢ HilbiPY.

Luego para usar la teorfa de Vassallo deberemos trabajar con HilbEPY, también
utilizaremos Hilb*PN para evitar singularidades.

Le Barz define dentro de estos esquemas de Hilbert la variedad de alineamiento,
que consiste en k-uplas que son subesquemas de una recta, es decir, estan alineadas
y la denota AI*PV. Dicha variedad es lisa para cualquier valor de k y de dimensién
2N — 2+ k.

Anélogamente se pueden considerar k-uplas que sean subesquemas de un plano,
es decir, coplanarias. Sin embargo la variedad de dichas k-uplas no es lisa en general,
por lo que se define la variedad de incidencia (ver por ejemplo [Mal):

Cop™PY = {(m,n) € G(2,N) x Hilb'P" n C r},

donde G(2, N) es la variedad Grassmanniana de planos en PV. Es una variedad lisa
de dimensién 3N + 2(k — 3) y tenemos la proyeccién segunda

i: Cop"PN — Hilb'PY
que lleva (m,7n) a n. Ademads, la primera proyeccion
pr: Cop"PY — G(2,N)

es una fibracién localmente trivial, las fibras de pr son Hilb*P?, es decir, son lisas.
Por tanto tenemos descomposiciones celulares de los grupos de Chow:

A™MCop*PN) = B prrAUG(2, N)) ® A"(Hilb"P?).

qgt+r=m

Estas variedades pueden ser generalizadas, definimos pués las siguientes
variedades:

Definicién 2.2.1 Denotamos:
I(PY) = {(m,n) € G(s,N) x Hilb;PV, 1 C 7},

la variedad de incidencia de k-uplas contenidas en un s-espacio de PV, donde G(s, N)
es la variedad Grassmanniana de s-espacios en PV,
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La proyeccion en la segunda coordenada es:
i I"(PN) — Hilb*PY

tal que, i((m,n)) = 1. En ocasiones utilizaremos esta proyeccién compuesta con la
inmersion de Hilb*PY en HilbEPN.

Ademas, la proyeccién en la primera coordenada
pr: IF(PY) — G(s, N)

es una fibracién donde las fibras son Hilb*P*, es decir, son lisas. Por tanto la variedad
de incidencia I*(PY) es lisa. Y por la proyeccién pr obtenemos su dimensién, que

s(s+1)N + s(k— (s+1)). La variedad de alineamiento (s = 1) y la variedad de
coplanarias (s = 2), son casos particulares.

Usamos el orden de un punto dentro de una k-upla de la forma siguiente:

Definicién 2.2.2 Sea £ una k-upla en Hilb*PN (o en Hilb*C) y sea P un punto
en Supp&. Decimos que P es un punto simple si el conjunto de puntos en & cuyo
soporte es P tiene longitud uno. Y P es un punto de orden [ si su longitud es [.

Denotaremos A”(X) al grupo de Chow de la variedad X. Si D es una subvariedad
de dimension r de una variedad X, denotaremos [D] la clase de equivalencia racional
del ciclo asociado a la clausura de D en A"(X) .

2.3. Meétodo de las bases de los grupos de Chow

Le Barz en [Lb2] y Mallavibarrena en [Ma], describen un método de obtencién
de férmulas enumerativas, calculando bases de los grupos de Chow de AIFPYN y
Cop PV, respectivamente. Le Barz obtiene las cuatro férmulas clésicas enunciadas
en la seccién anterior. Mallavibarrena obtiene la férmula clasica de las trisecantes
estacionarias de curvas de P2, es decir, rectas que cortan a la curva al menos en tres
puntos de forma que para dos de ellos sus rectas tangentes son coplanarias.

Describimos a grandes rasgos la técnica empleada por Mallavibarrena, debido a
que emplea la variedad de k-uplas coplanarias que es la que mas nos interesa para
obtener las formulas que buscamos:

Mallavibarrena considera en Cop®P? una variedad W de quintupletes en un
plano cuyo soporte son tres puntos distintos alineados. El grado del cero ciclo
[W] - i*[Hilb’C] es el numero buscado. En este método se busca un sistema de
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generadores de A*(Cop°P?) y se cortan con i*[Hilb’C] € A™(Cop°P?) (la dimen-
si6n de Cop°P? es 13). Para obtener dichos generadores, se describen unas bases de
AT(Hilb°P?) y se utiliza el hecho de que:

A3 (Cop®P?) = prrA°(P?) @ A3(Hilb’P?) @ pr* A (P?) @ A%(Hilb P?)
oprr A% (P?) @ AY(HilbP?) @ pr* A3 (P?) @ A°(Hilb P?).

Finalmente se obtiene un polinomio en las indeterminadas n (grado de C') y h
(puntos dobles aparentes de C') del que no se conocen los coeficientes. Entonces, dan-
do un numero suficiente de ejemplos para los cuales el nimero buscado es conocido,
se obtiene la féormula:

¢ = —5n® 4 27n? — 34n + 2h(n® + 4n — 22 — 2h).

Sin embargo, este método se complica para grupos de Chow con bases muy
grandes.

2.4. Planos osculadores que vuelven a cortar

Utilizamos la técnica de la secciéon anterior para obtener la formula para el
namero de planos osculadores a una curva que vuelven a cortar a dicha curva.
Seguiremos las pautas descritas y las aplicaremos a nuestro caso.

Nuestro problema se complica por el hecho de que la curva estd en P*. Lo que
haremos serd proyectar a IP3. Para ello utilizaremos un resultado de Fulton-Mc Pher-
son, igual que hace Le Barz para la férmula de rectas trisecantes a curvas de P*.
Definiremos primero los ciclos que debemos intersecar para obtener la formula:

Definicién 2.4.1 Liamamos D C Cop*(P*) a la subvariedad de cuatripletes forma-
dos por un punto de orden tres y otro punto simple.

Observamos que dimD = 12, ya que consiste en elegir un plano de P4 ((;l) =6),
un punto del plano (2), dos direcciones en este plano (141) y otro punto del plano
(2).

Sea i : CopP* — Hilb!P* 1a proyeccién que lleva: (p,n) — 7, que es genérica-
mente inyectiva. Hilb*C' C Hilb!P* tiene dimensién 4. Probamos que dim (i* Hilb*C) =
2:



18 Capitulo 2 Foérmulas de espacios multisecantes para curvas

» Si dim (i* Hilb*C') = 4 significarfa que todo cuatriplete de C' estd en un plano,
es decir, C' C P2.

» Si dim (i*Hilb*C') = 3 significarfa que todo plano trisecante de C' es cuatrise-
cante, lo que implicaria que C' C P2. Lo vemos: Si P € C es un punto general,
para todo @), R € C existe m plano tal que P,Q, R € w. Si proyectamos C
desde P, ® : C — P — P3, serfa un morfismo birracional, cuya imagen es una
curva C’ de P2. Vemos que toda recta secante de C" es trisecante. Para todo
Q', R € (' se tiene que Q' = ®(Q), R’ = ®(R), para ciertos Q, R € C. Sea 7
el plano por P,Q, R, que al ser trisecante sera cuatrisecante por hipdtesis, es
decir, cortard a C' en otro punto S. Si r es la recta secante a la curva C” por
Q' y R, r = ®(m). Entonces corta a C" al menos en ', R, S’ = ®(S). Pero en
P? y caracterfstica cero no toda secante es trisecante (ver [H2]).

» Si dim (i*Hilb*C') < 1, significarfa que por cada punto general de C' hay un
nimero finito de planos cuatrisecantes. Si proyectamos C' desde un punto
cualquiera P € C a P3, cada recta trisecante de P? se levanta a P* y con
P forman un plano cuatrisecante. Como en P? las curvas tienen un nimero
infinito de rectas trisecantes, C' tendria infinitos planos cuatrisecantes por P.
Luego este caso no es posible.

Podemos considerar pues el 0-ciclo D - i* Hilb*C' cuyo grado corresponde con el

numero de planos osculadores que vuelven a cortar a la curva C'y que designaremos
por Oy(C). Por definicién de D:

O5(C) = degD - i*[Hilb*C]

Para facilitar el calculo de las intersecciones, proyectamos nuestra curva a otra
C" C P3, desde un punto general, es decir, de forma que C' y C”’ son isomorfas. El
isomorfismo nos permite afirmar que [Hilb*C| ~ [Hilb*C"].

El diagrama que se forma, en el que se indican las dimensiones entre paréntesis,
es el siguiente:

(14) Cop*P* - Hilb*P* (16)

To Tu
(11) Cop'P* =  Hilb'P? (12)
T

Hilb'C' (4)

Ahora tendriamos que cortar w* Hilb*C’, que tiene dimensién 3, y la variedad
D' C Cop*P? de cuatripletes formados por un punto triple y otro simple, que tiene
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dimensién: dim D’ = (g) +2+2+2=09. Claramente la interseccién es excedentaria.
Usaremos por tanto el Teorema de Fulton-Mc Pherson (ver [F-M]):

Teorema 2.4.2 Sea Y subvariedad lisa de la variedad lisa X. Sea A una variedad
tal que existei: A — X e I =1 (Y.

A 5 X
To Tu
I 5 Y

Si I es localmente interseccion completa en A y si
diml = dimA + dimY — dimX + r,

entonces para todo « ciclo de Y, el ciclo i*u.a en A es igual a v.(c, - w*a), donde
¢ es cierto ciclo en A(I).

Lo aplicamos a [Hilb*C'] y r = 1, ya que segin las dimensiones del diagrama
11 =14+ 12 — 16 4 r, por tanto:

degD - i*[Hilb*C)] = degD’ - ¢, - w*[Hilb*C"],
siendo ¢; € A'(Cop?P3). Asf pues, D' - ¢; € A3(Cop'P?).
Debido a la descomposicién celular:

A3(Cop'P?) = prrA°G(2,3)) @ A3(Hilb'P?) & pr*AY(G(2,3)) @ A2(Hilb'P?)®
®prrA%(G(2,3)) @ AN Hilb'P?) @ prr A3(G(2, 3)) ® A°(Hilb'P?)

podemos obtener bases de A3(Cop'P?), a partir de las bases de A(G(2,3)) (para
q = 0,..,3) que son conocidas (ver [Ma]) y de A"(Hilb*P?) (para r = 0,..,3), que
describiremos a continuacién, siguiendo la notacién de [Ma] y utilizando las bases
que ahi se dan.

La notacién sera pues:

Una P o una () mayuscula denotara un punto, una L mayuscula denotara una
recta y una H un plano (también con subindices o primas).

» (m) denota m puntos libres
= Si los puntos son fijos se denotan {Py, P, .., P, }

= Un punto como superindice indica que los puntos estan alineados con dicho
punto y éste no esta incluido
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= Una recta como subindice indica que los puntos estan en dicha recta.

= El subindice Al indica que los puntos estan alineados.

Una base de A°(Hilb*P?) es:
ag, = (4) (4 puntos libres).
De AY(Hilb*P?) es:

aj; = (1)L U (3) (un punto en una recta fija L y 3 libres)

aty = (2)" U (2) (2 puntos alineados con uno fijo Py 2 libres).

De A?(Hilb'P?) puede ser:

a3y = (1)1, U (1)L, U (2)
ays = (2 U (1)L U (1)
ay, = (2)7 U (2)"

ay5 = (2)p U (2)

aze = (3)7 U (1)

Esta base es la que aparece en [Ma]. Pero nos interesa sustituir aj,, para facilitar
los célculos de intersecciones. Cambiaremos (2)” U (2)F por ¢5, = (4).4. Para ello
comprobamos que es base cortando con una base de AS(Hilb*P?), que segin [Ma]
puede ser:

ag, = {P1, P, Ps} U (1)

agy = {P1, P2} U (1), U(1)r,

tgs = {Pr}e, U{R}U (1), U (1)L,
tgq = {Pr}e, U{Po}r, U (1), U(1)r,
ags ={P, P} U(2)r

age = {Piyr U{P}U(2)L
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La tabla de intersecciones seria:

1 00 0 0 O
0 2 2 2 11
0 4 3 2 2 1
01 00 0O
01 1 1 00
021000

donde la posicién (i,j) de la matriz da la interseccién de a3 ; con ag ;- Su determinante
es 1, luego es base.

Vemos alguna de estas intersecciones:

La independencia del representante de la clase viene garantizada por el “Chow
moving lemma” (ver [H2]). Este resultado asegura que si Y y Z son ciclos en X,
variedad lisa, entonces existe un ciclo Z’, racionalmente equivalente a Z, tal que Y
y Z' se intersecan propiamente. Ademas, si Z” verifica la misma propiedad que Z’
entonces [Y] - [Z'] = [Y] - [Z"]. Se puede ver, por ejemplo, la demostracién de este
lema debida a Roberts en [Ro].

aéjz . a‘ég = 2 : conjuntistamente como el primero consiste en dos puntos libres
del plano y dos puntos libres cada uno el una recta fija del plano y el otro en dos
puntos fijos y dos puntos libres cada uno en una recta fija. Las rectas se pueden
considerar distintas por el lema de Chow. Luego los puntos fijos de uno han de ser
los libres del otro y los puntos de las rectas han de estar en las intersecciones de las
rectas de uno con las del otro. Para estos puntos hay dos opciones.

Para asegurarnos de que no hay multiplicidades tomamos coordenadas afines x,
y. Supongamos que los puntos fijos del ciclo aéQ son P, =(—1,0)y P, =(1,1) y las
rectas son: Ly : x+y =0y Ly : 2v+y = 1. Para el ciclo a3, consideramos las rectas
Ly x+2y=2y L, : 3z +y=>5. Entonces una de las opciones en la intersecién es
el punto de Hilb*P? compuesto por los puntos: Py, P, Ly N L} = (—=2,2), LyN L} =
(4, 7). Este corresponde al ideal:

(x+LyNnxz—-—1Ly—1)NE+2,y—2)N(zr—4,y+7)

y todos aquellos subesquemas de P? pertenecientes a un entorno de este punto en
Hilb*P? se expresan como:

(x+14c,y+e)N(z—14es,y—1+c)N(z+2+c5,y—24cs)N(x—4+cq, y+T+cg)

siendo ¢; € C. Luego en Cley,eg,c3,c4,05,C6,07,c8] obtenemos el ideal
(c1, c2,c3, 4, C5, Cg, C7, Cg) Ccuya longitud es uno.

Anélogamente la otra opcién: Py, Ps, Ly N LY, Ly N L) tiene multiplicidad 1 lo

que justifica que la interseccién aj, - ag , sea efectivamente 2.
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Por tltimo, una base de A*( Hilb*P?) es:
ag; = {PU(1)LU(2)
as, ={P}U(2)?U (1)

azs ={P},U(1)LU(2)

asy = (1)r, U 1), U 1)L, U (1)
az5 = (2)"U (1), U ),

azg = (1), U(2)r, U (1)

as; = (2" U2)r

azg = (3)"U (1)L

azg = (3)L U (1)

Por tanto una base de A*(Cop'P?) serd {[b5,]}i—1,..10, donde:

Lobg, ={L}u (1)U (2)

2. b8, ={Li}u @)U ()

3. by ={L};u ()7 U(2)

4 b, =(1)g U(1)gU1)g U)
5. b5 = (2)FU(1)g, U(1)g,

6. big=(1)g U2z U(1)

7.0, = (2P U2y

8. by =(3)U(1)y,

9. bje=(3)zU(1)
10. b3, = (4)*

11. b4, = {L}U(3) € pr ' (P")
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

b1y = (1) U(1)g, U(2) € proi(P)
b= (UM U) €pri(P)
b314 = (4 € pr'(P")

b5 = (2)5 U (2) € pri(P)

b= (3)FU (1) € pro'(P)

b1y = (1)5 U(3) € pr'(L)

b = (27U (2) € proi(L)

b1y = (4) € proi(H)

Siendo pr : Cop*P® — P3 y L y H serén el punto y la recta, respectivamente,
interseccién de una recta L y un plano H genéricos con el plano correspondiente
(donde estan los puntos).

Vemos algunos dibujos heuristicos correspondientes a estos generadores, en los
que un punto negro representa un punto fijo:

e
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H,
-0
I

o

LA
pe

4
b3,18

Por tanto D’ - ¢; serd una combinacién lineal de esta base, luego estudiaremos

las intersecciones de estos ciclos con w*[Hilb*C']. Vemos sélo algunas de estas inter-
secciones:

= Para b3, 03,,b53,b5,, la interseccién es nula, ya que una curva y una recta en

P? no se cortan en general. Y con b3 ,, porque el nimero de rectas cuatrise-
cantes es finito, luego por lo general no cortan a una recta.

Para b§74, hay que elegir un punto de cada uno de los tres planos. Para una
curva de grado n, hay n puntos en la interseccion de un plano y la curva. Se
forma un plano que corta a la curva en otros n — 3 puntos, de ellos hay que
elegir uno. Luego serd: n(n — 3).

Para b§75, hay que elegir un punto de cada uno de los dos planos. Después
para encontrar otros 2 puntos coplanarios con los anteriores, de forma que la
recta que forman corte a L, contaremos el nimero de bisecantes de una curva
que cortan 2 rectas dadas. Las 2 rectas forman complejos lineales, luego la
superficie de bisecantes habra que cortarla con una cuddrica. Como el grado
de la superficie es: el nimero de bisecantes contenidas en un plano, mas niimero
de bisecantes que pasan por un punto, es (Z) +h (siendo h el nimero de nodos
aparentes de la curva). El resultado es: n? - 2((}) + h).
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= Para b3, serd n-t(C"), siendo ¢(C”) el nimero de trisecantes que cortan a una
recta fija (ver [LB1]o [LB2]).

» Para b3 ,,, serd ¢(C"), que es el ntimero de cuatrisecantes a una curva (ver

ILB1] o [LB2)).

Nuestra formula es una combinacién lineal de todas las intersecciones y tras
analizar todas ellas observamos que tienen la formas:

Py(n) + h - Py(n) + h* - Py(n),
siendo P;(n) un polinomio de grado i en n. Es decir, nuestra féormula tiene la forma:
Ox(C)=a-n*"+b-n*+c-n*+d-n+e+h(f-n>+i-n+j)+k-h?

por tanto necesitamos 9 ejemplos para obtener los valores de a, ...k.

Para encontrar estos ejemplos, primero damos tres donde el nimero de planos os-
culadores que vuelven a cortar es cero, por el grado que tienen. Luego
consideramos curvas reducibles, primero curvas compuestas por cénicas y luego por
cuarticas. Usaremos los invariantes r,, de las curvas racionales estudiados por R.
Piene en [Pi2] y definidos en (1.2.2). Nos interesa en este caso ry que es el nimero de
planos osculadores que cortan un (N — 3)-espacio general dado (en este caso N = 4)
o el grado de la superficie desarrollable osculatriz X™. Para la curva racional normal
estos nimeros son: o = (2 + 1)(n — 2), es decir, para la cudrica racional normal es
ro =06 :

» Oy(C) es cero para curvas de invariantes: n =3, h = 1;n =4, h = 3; n = 5,
h = 5. Un plano osculador que vuelve a cortar seria un plano cuatrisecante,
que no puede tener la cubica por el grado, ni la cuartica por ser la racional
normal. La quintica eliptica no puede tener planos cuatrisecantes en P ya que,
como veremos, si la proyectamos a P* no puede tener rectas cuatrisecantes (ver
la observacién 2.6.4.).

= La conica () tiene por invariantes n = 2, h = 0, luego sustituyendo en la
férmula general obtenemos O3(Q) = (16a + 8b + 4¢ + 2d + €). Si consideramos
ahora C' como m cénicas, tal que el plano que contiene a una de ellas no corta
a ninguna de las otras, entonces los posibles planos osculadores que vuelven a
cortar son los de cada cénica, es decir, Oy(C) = m(16a+ 8b+ 4c+2d +e). Por
otro lado los invariantes de C' son: n = 2m, h = 4(’;‘), luego sustituyendo en la
formula general e igualando las expresiones por grados obtenemos 5 ecuaciones.

= Si C consta de 2 cuarticas racionales disjuntas, sus invariantes son n = 8,
h = 22. Los posibles planos osculadores que vuelven a cortar son los planos
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osculadores de una que cortan a la otra, luego O9(C') = 4-6+4-6, donde el 4 es
el grado de una curva y el 6 el de la variedad de planos osculadores r5 de la otra.
Analogamente para tres cuarticas racionales disjuntas seria (g) 4.6 = 144.

Con estos ejemplos podemos obtener los valores de a, b, .., k resolviendo el sis-
tema, y asi obtenemos la ecuacion:

O5(C) = 3n® — 24n® + 39n + h(—6n + 36)
O5(C) = 3(n(n® — 8n + 13) — 2h(n — 6))

y para curvas irreducibles:

05(C) = 3((n = 3)(n — 4) + 29(n — 6))

Observamos que la férmula sélo es valida en P*. Por ejemplo, la curva de grado
5y género 0 en P° no tiene osculadores que vuelven a cortar, ya que es la racional
normal que no puede tener cuatro puntos en un mismo plano. Sin embargo, si la
vemos en un P* tendrs 6.

Si C' es una curva no degenerada de grado n en P" con n > 3, no puede tener
osculadores que vuelven a cortar, ya que si hubiera uno, podriamos elegir otros n — 3
puntos de la curva de forma que generen un hiperplano que corta a la curva en n+ 1
puntos, lo que no es posible, ya que C' tiene grado n. Analogamente, estas curvas no
pueden tener puntos de inflexion de orden mayor que 2.

Si C es una curva no degenerada de grado n en P*~! con n > 5, no puede tener
osculadores que vuelven a cortar. Si existiera un plano osculador que vuelve a cortar
a la curva en el punto P, podemos definir un morfismo que asocia a cada punto de la
curva, el hiperplano que genera con el (n—3)-espacio osculador a C' en P. Obtenemos
un morfismo birracional de C' en P!, pero por el teorema de Riemann-Roch, esta
curva no puede ser racional. Andlogamente, se prueba que estas curvas no pueden
tener puntos de inflexiéon de orden mayor que 2.

2.5. El método funcional

V. Vassallo en [V] justifica el método funcional de Cayley, por el que se supone
que toda férmula k-secante para una curva C' sélo depende del grado y del niimero
de puntos dobles aparentes de la curva. Vassallo demuestra el siguiente teorema:

Teorema 2.5.1 Sea V una variedad completa lisa, sea f : V — Hilb*PN un morfis-
mo localmente interseccion completa y f* : A (Hilb*PY) — A (V) el morfismo aso-
ciado entre los grupos de Chow. Entonces, para todo ciclo a de dimension k(N — 1)
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en V y para toda curva lisa C de grado n en PN con h puntos dobles aparentes, el
grado del cero ciclo a - f*[Hilb*C] es de la forma:

deg(a- fIHIFC) = S Y c](?) <7;)

0<j<[4] 0Si<k—2j

donde [g] es la parte entera de %, ¢ij €Ly cop = 0.

Explicamos a grandes rasgos la demostracion del teorema:

Primero se proyecta la curva de forma isomorfa a una curva C' de P3. Después se
deforma C' de manera plana a una curva C’ de P? de forma que Hilb*C' y Hilb*C’
sean racionalmente equivalentes, es decir, que tengamos la igualdad de ciclos:

[Hilb*C) = [Hilb*C"].
El esquema Hilb*C’ es reducible pero podemos obtener sus componentes.

Después, se obtiene una proyeccién genérica C' sobre un plano y se denotan M. s
1 < 7 < h sus puntos dobles ordinarios. Luego existe un esquema relativo I' de base
C, con la fibra I'y igual a C" y (I'g)req = C ((T'y)a familia plana sobre C). El esquema
Iy es la unién de C'y los entornos infinitesimales de orden 1 en P? de los puntos M;
de C. Si 91 es el ideal de M en Ops, entonces el entorno infinitesimal de orden 1 de

M estd definido por 9?2 en Ops.

Como resultado se tiene la equivalencia racional:
[Hilb"C) = [Hilb"Ty] ~ [Hilb" Ty,
en Hilb*P3, donde [-];, designa la parte de dimensién & de un ciclo.

La parte mds importante es dar una expresién de [Hilb*T'], como combinacién
lineal de ciclos fijados que no dependen del grado ni del niimero de puntos dobles
aparentes de la curva.

Vemos la definicién de esos ciclos CF, donde o = (s1, 52, 53...) consiste en 5(0)
puntos simples diferentes en [(0) rectas: s; veces un punto en una recta, se veces
dos puntos en una recta, etc.

Para construir C’]’fg se eligen j puntos Mj, ..., M, en un plano m de P3. Para
cada punto M; (1 < i < j) consideramos dos rectas D y D/ del plano 7 siendo
DN D! = {M;}. Se dan ademas I(o) rectas del plano 7 que no pasen por ningin
punto M;.

Luego el ciclo C]’fa es la adherencia en HilbEP? de las k-uplas formadas por j

dobletes con soporte en Mj, ..., M, respectivamente, k — 2j — s(o) puntos simples
diferentes en las rectas D}y D! y lo que habfamos definido como o.
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Vemos un ejemplo: en la clase de 011’2(1’271) se tiene que l(0) =4y s(o) = 8, dos
representantes de esta clase son:

Se define ademads los polinomios P,(m) = (ZIL) (ms_;l) (m_z;_sz)”. cuyo grado es
l(o)

Se demuestra ademéds en [Va] que la clase de equivalencia racional de C’J’fa en
HilbEP? no depende del plano 7 ni de la eleccién de los puntos M; en , ni de
las rectas D) y DY ni de las otras [(o) rectas. Esto permite hablar de la clase de
equivalencia [CF,], de notado en ocasiones C, por avuso de notacién.

Luego tenemos

[Hilb*C' = ) (?) Py (n —2j)[CF,]

s(0)<k—2j

y cortando los ciclos descritos con el ciclo a se obtiene el resultado.

Este resultado permite encontrar numerosas férmulas k-secantes relativas a una
curva, definiendo el ciclo a de forma adecuada. El teorema nos permite saber el
grado maximo que pueden tener los polinomios que representan las férmulas. Luego
se pueden encontrar ejemplos para hallar los coeficientes de los polinomios y obtener
finalmente las formulas. Aqui se daran algunas.

Sin embargo en este teorema, se exigen condiciones que no necesitamos impon-
er, por ello en nuestro trabajo utilizamos sé6lo una parte del resultado, usando las
definiciones anteriores:
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Teorema 2.5.2 Para todo k > 0 existen ciclos C, de Hilb§P® tales que para toda
curva lisa C en P? de grado n con h puntos dobles aparentes se tiene la igualdad de
clases de equivalencia racional en Hilb§P? :

Hi = Y (’?)P(,(n—m[c;ig]

s(oy<h-2j N

Por otro lado, este método se complica si los polinomios tienen grados altos y
para férmulas mas generales, por aumentar el nimero de ejemplos necesarios. Por
ello en el siguiente caso utilizaremos simplificaciones del resultado general.

2.6. Espacios osculadores que vuelven a cortar

El trabajo de V. Vasallo [V] descrito en la seccién anterior, nos permite
generalizar el resultado de planos osculadores que vuelven a cortar a la curva. Pero
no a partir del teorema que ahi se da, sino deduciendo a partir de su demostracion
simplificaciones para el caso concreto.

En este caso consideraremos una curva C' C I[J)m+2.

Definicién 2.6.1 Llamamos D C I""*(P™2) q la subvariedad de (m + 2)-uplas
que consisten en un punto de orden m + 1 y un punto simple.

Observamos que dimD = (m +2)(m+ 1), ya que elegimos un punto en P2 m
direcciones, que determinan un m-espacio y otro punto del m-espacio.

Tenemos el morfismo
f . [nn;+2 (]P)m+2) N Hilbgm+2]P>m+2
tal que: (p,n) — n, que es la composicién de la proyeccién en la segunda componente
¢y la inmersion
Hilb*PY C Hilbj P~ .
Luego es genéricamente inyectiva. Ademas
Hilb™C C Hilb P2 C Hilb) P+
tiene dimensién m + 2. Y dim f*Hilb™"2C' =m + 2 — 2 = m.

Podemos considerar el 0-ciclo D- f* Hilb™2C cuyo grado es el nimero de espacios
osculadores vuelven a cortar a la curva C, por la definicion de D. Denotamos este
nimero por O,,(C):

Om(C) = degD - f*[Hilb™ ().



30 Capitulo 2 Foérmulas de espacios multisecantes para curvas

Probamos la formula en el siguiente teorema:

Teorema 2.6.2 Sea C una curva de P™*2 de grado n y con h puntos dobles aparentes,
entonces con las notaciones anteriores, para todo entero m > 0:

0.(C) = (m; 1> [n(n? — (m+6)n+ (3m + 7)) — h(m + 1) (mn — (m + 1)(m + 2))]

y si C' es irreducible de género g:

On(C)=m+D[(n—(m+1)n—(m+2)+gm-n—(m+1)(m+2))]

Demostracion.

Primero probamos que la férmula es de la forma:

Py(n) + h - Pi(n),

donde P;(n) es un polinomio de grado i en n. Es decir, la férmula es:

Om(C)=ay-n*+ay-n*+as-n+ay+ hlas -n + ag)

Como ya hemos visto, Vasallo en [V] (teorema 5, pg. 292) prueba que:

Para todo k > 0 entero, existen ciclos C¥, in Hilb{P?, tal que para toda C" C IP?
curva lisa de grado n y h puntos dobles aparentes, tenemos la siguiente igualdad
entre las clases de equivalencia racional:

[Hilt*C' = ) (?) Py (n —2j)[C},]

s(0)<k—2j

donde o = (s, S9,...) consiste en s(o) puntos simples diferentes en (o) rectas: s;
veces un punto en una recta, s, veces dos puntos en una recta, etc. C]’fa es un ciclo
que consiste en o, j puntos dobles, que son la interseccién de las rectas: D) y D!y
k —2j — s(o) puntos simples diferentes en las rectas D} y D/. Ademas

e =) (")

Para usar este resultado, proyectaremos genéricamente nuestra curva a otra
C" C P3, desde un P™~! adecuado para que C'y C’ sean isomorfas (ya vimos que
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esto era posible en el primer capitulo). La curva C’ tiene por tanto grado n y h
puntos dobles aparentes, al igual que C'. Sea

¢« Hilby P? — Hilby P+
la inyeccién canodnica y
0.+ A (Hilby"t?P3) — A (Hilb] P *?)
el morfismo asociado entre los grupos de Chow. Luego
[Hilb™2C] = @, [Hilb™ 2"

(ver [H2], pg. 259). Entonces:

deg(D - f*[Hilb™"*C]) = deg(D - f*p,[Hilb" (")) = Z (?) Ryio-0;(n)
0<5<[™52]

donde
Rm+272j(n) = Z Py(n —2j)deg(D - f*p. [ijz]-)

s(o)<m+2-2j

Para un ciclo general D, R,,12_2; es un polinomio de grado m +2 —2j en n y
necesitariamos

> o m+2-2+1

0<i< 2]

ejemplos independientes para obtener el valor de los coeficientes. Luego, si quere-
mos probar la féormula para cualquier espacio osculador, necesitariamos un ntimero
indeterminado de ejemplos. La dificultad estriba, no en obtener los ejemplos, si no
en saber si los ejemplos son independientes.

Sin embargo por la definicién 2.6.1. del ciclo D, el nimero [(c) no puede ser
mayor que 3,y 7 < 1. Esto es cierto, porque nuestro ciclo D esta compuesto sélo
por dos puntos, uno de ellos simple.

Vemos que efectivamente [(0) < 3. Al estar D compuesto por dos puntos, es
claro que pueden estar en una o dos rectas.

Vemos como puede ser (o) = 3 para el caso m = 2. El ciclo serfa C (2,1,1)- Las
rectas en posicion general en un plano se cortan dos a dos.
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Las rectas son fijas pero los puntos se pueden elegir en un caso extremo:

Que corresponderia con nuestro caso. No se puede dar nuestro caso en 4 rectas
en posicién general. Luego queda demostrado que la férmula tiene la forma descrita.

Ahora, obtenemos la formula dando 6 ejemplos. Recordamos que por el método
de las bases necesitdbamos 9 (igual que si usamos el Teorema 2.5.1 de Vassallo) y
s6lo obteniamos la de planos osculadores.

Para encontrar estos ejemplos, primero consideramos tres curvas donde el niimero
de espacios osculadores que vuelven a cortar es cero. Y luego tres curvas compuestas
por curvas racionales, lo que es posible porque la curva puede ser reducible. Usaremos
los invariantes 7, de las curvas racionales estudiados por R. Piene en [Pi2] y definidos
en (1.2.2). Son el nimero de m-espacios osculadores que cortan un (N —m — 1)-
espacio general dado o el grado de la m-fold desarrollable osculatriz X™. Para la
curva racional normal estos nimeros son: 7, = (m + 1)(n — m).

m(m—1)
2

(1) La curva racional de grado n = m + 1, (h = ), no tiene m-espacios

osculadores que la vuelvan a cortar, por el grado.
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(2) El nimero es cero para n = m + 2, h = —(m?)m

normal.

, al tratarse de la racional

(3) Y también para la curva eliptica con n = m+3, h = w — 1. Ya que si

existiera un m-espacio que corte a esta curva C' en m + 2 puntos, podriamos
definir un morfismo 1 a 1 que asocia a cada punto de C' el hiperplano definido
por el punto y dicho m-espacio, lo que da lugar a un morfismo birracional entre
C' y P!, pero esto no es posible al ser C eliptica.

(4) Sila curva consiste en 2 curvas racionales disjuntas de grado m + 2, sus inva-
riantes son n = 2(m + 2), h = (m + 1)m + (m + 2)%. Los posibles m-espacios
osculadores que vuelven a cortar son los m-espacios osculadores de una que
cortan a la otra, luego O,,(C) = (m+2)2(m+1)+(m+2)2(m+1), donde m+2
es el grado de una curva y 2(m + 1) es el grado de la variedad de m-espacios
osculadores r,, de la otra. Anadlogamente para r curvas racionales disjuntas

O (C) =2(3) (m +2)2(m + 1).
(5) Para r = 3.
(6) Parar = 4.

Con estos ejemplos podemos determinar aq, as, .., ag resolviendo el sistema, y de
esta forma obtenemos la férmula:

1 1 1 7 3 7
On(C) = (§m2 + Qm)n3 + (—§m3 — §m2 —3m)n® + (§m3 + 5m? + §m)n—|-
+h(—(m + 1)mn +m? 4+ 4m? 4+ 5m + 2)

Simplificando:

m—+1

On(C) = ( 5 >[n(n2 —(m+6)n+ Bm+7))—h(m+1)(mn—(m+1)(m+2))]

y para curvas irreducibles:

On(C)=m+D[(n—(m+1)n—(m+2)+gm-n—(m+1)(m+2))]

O

Algunos casos eran conocidos: para m = 0 obtenemos el nimero de puntos dobles
aparentes (h). Y para m = 1 el nimero de rectas tangentes que vuelven a cortar a
la curva.
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Observacion 2.6.3 En los casos m =1 y m = 2 la formula no depende del género
para n = 6, y las formulas son: O1(C) = 24 y O5(C) = 18. En general, esto sucede
para

(m+1)(m+2)

Y

m
st es un numero entero.

Observacion 2.6.4 Con el razonamiento visto en el ejemplo (3) de la demostracion,
hemos probado que una curva eliptica de grado n = m+3 en P2 no puede tener m-
espacios que la corten en m+ 2 puntos. Dicho resultado serd empleado para obtener
ejemplos en las demds demostraciones de formulas que haremos a continuacion.

2.7. Férmulas multisecantes para curvas en P*

Para curvas en P* existe una férmula clésica de rectas trisecantes:

n—2

0(c)= (") ~aln -,

dada por Berzolari en 1895, donde n es el grado y ¢ el género si la curva es irreducible.
Y

)

n—2)(n—4)

3 7
donde n es el grado y h el nimero de puntos dobles aparentes, si la curva puede
ser reducible. En P* podemos obtener otras férmulas para planos k-secantes, ya que
viendo el diagrama:

O(C) = hin — 1) — ™

(6 +2k) Cop"P* L HilbkP*  (4k)
7
HilbkC” (k)

para que haya férmula debe cumplirse: 6 + 2k + k > 4k, luego 6 > k. Por tanto,
obtendremos féormulas de planos sextisecantes, quintisecantes y cuatrisecantes.

Para ello cortaremos el (6 — k)-ciclo f*[Hilb*C] con k-ciclos. Por la descomposi-
cion celular que vimos, podemos usar los ciclos de Schubert de la Grassmanniana de

planos en P* (G(2,4)) para imponer condiciones. Describimos estos ciclos (ver por
ejemplo [GH]).

Si tenemos los subespacios lineales Ay € Ay C Ay C A3 € Ay con dimA; =1, los
ciclos de Schubert son:

Qlo, 1, 1) ={A € G(2,4) | dim(ANA;,) > iparai=0,1,2}
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Dim.
Dim.

Dim.

Dim.

Dim.

Dim.
Dim.

Luego estos ciclos son

6:
5:

Todo G(2,4)

El conjunto de planos que cortan a A; en un punto.

. El conjunto de planos que cortan a Ay en una recta, y el conjunto de planos

que contienen a Ag.

: El conjunto de planos que cortan a A; en una recta que contiene a Ag, y el

conjunto de planos contenidos en Aj.

. El conjunto de planos que contienen a Ay, y el conjunto de planos contenidos

en A3 que contienen a Ag.

: El conjunto de planos contenidos en A3 y que contienen a A;.

. AQ.

2.7.1. Planos sextisecantes

Para k = 6 tendremos el diagrama:

(18) CopP* L HilbSP* (24)
7
Hill’C' (6)

Puesto que f*[Hilb®C] es un cero ciclo, buscaremos el niimero de planos sextisecantes
a una curva de P*.

Definicién 2.7.1 Sea C' C P* curva, definimos el nimero de planos que cortan a

la curva en 6 puntos, s(C) (o s(n,h) siendo n el grado y h el nimero de puntos
dobles aparentes de C') como el grado del 0-ciclo f*[Hilb°C.

Teorema 2.7.2 Férmula para el nimero de planos sextisecantes.

El nimero de planos que cortan a una curva C, con invariantes n el grado y h
el numero de puntos dobles aparentes, en 6 puntos viene dado por la formula:

1, 5 . 8 , 469 , 2407 , 103
O =1 ~®" " Tttt

1, 13 . 59 ., 187 127 15 1
h - 4 Y3 T2 - - h2 __2 _h3
(G + R~ Tt ) (G — )t
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y para curvas irreducibles:

1 1
s(C) = 77 (n=3)(n - 4)*(n —5)*(n—6) — Eg(n4 —20n® + 152n* — 523n + 694)+

1 1
Zg2(n2 —1In+3) — ggS.

Demostracion.

Proyectamos genéricamente nuestra curva a otra ¢’ C P3, con C'y C’ isomorfas.
La curva C’ tiene grado n y h puntos dobles aparentes. Sea

¢+ HilbJP? — HilbjP*
la inyeccién canodnica y
@+ A (HilbSP?) — A (Hilb5P*)
el morfismo asociado entre los grupos de Chow. Luego
[Hilb°C) = o, [Hilb°C']

(ver [H2],pag. 259). Andlogamente al caso anterior, utilizando el resultado de
Vassallo:

deg(f*[Hilb*C]) = deg(f* . [Hilb°C']) = Z (?) Ry—2i(n)
0<j<[%]

donde
Ricain) = Y Paln—2j)deg(f"p.C},)

s(0)<k—2;
Por tanto, nuestra férmula (k = 6) sera de la forma:
s(C)=a-n’+b-n’+cn'+d-n*+en’+ f-n+it+h(j-n'+kn*+1-n*+o-n+p)+

R (u-n*+v-n+w)+h* x
luego necesitamos 16 ejemplos para obtener los valores de a, .., f,4,...l,0,p,u, .., .

Vemos primero 8 curvas irreducibles para las cuales el nimero buscado es cero
y otras 8 curvas reducibles para las que deducimos el ntimero buscado:
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(1)

s(C') es cero para curvas de invariantes: n = 3, h =1; n =4, h = 3; n = 4,
h=2,n=5 h=6;,n=5 h=5n=6,h=10;n =6, h =9, n = 6,
h =8, ya que si un plano cortara a alguna en seis puntos (en algunas esto ya
es imposible) cogiendo otro punto de la curva fuera de ese plano, habria un P3
que las cortaria en 7 puntos, lo que no es posible, porque el grado que tienen
es menor que 7.

Si consideramos C' compuesta por 2 cénicas, tal que el plano que contiene a
una de ellas no corta a la otra, no puede haber planos sextisecantes que corten
a las dos cénicas. Entonces s(C) = 2s(2,0) = 2(64a + 320 + 16¢ + 8d + 4e +
2f + 1), sustituyendo en la férmula el grado y los puntos dobles aparentes de
C' obtenemos otra ecuacion.

Si consideramos 3 conicas, tal que el plano que contiene a una de ellas no corta
a las otras, ya hemos visto que no hay planos sextisecantes que corten a dos
de las conicas. Sin embargo pueden existir que corten a las tres, como es el
plano que pasa por los puntos de interseccién de los planos que las contienen.
Cualquier otro plano que corte al plano de una cénica, le ha de cortar en una
recta que cortara a la conica en dos puntos. Por tanto cualquier otro plano
sextisecante m tendria que cortar en dos puntos a cada conica, por tanto
cortaria a cada plano de las conicas en una recta, que se cortaran precisamente
en los puntos anteriores, es decir, sélo hay ese plano. Luego s(C') = 143s(2,0).

Si C' consta de una cénica y una ctibica racional o de una cénica y una cuartica
racional, de forma que el plano de la conica no corte a la otra curva, los tinicos
planos sextisecantes serdn los que pueda aportar la cénica s(2,0). Esto es
debido a que la cibica y la cudrtica no pueden tener planos cuatrisecantes (por
ser racionales normales), luego para que un plano fuera sextisecante tendria
que cortar a la conica en al menos 3 puntos, lo que obliga a que sea el plano
que contiene a la cénica, que no corta a las otras curvas. En ambos casos
s(C) = s(2,0).

Si C consta de dos ciibicas racionales en P?’s distintos, los planos sextisecantes
habran de cortar a cada cibica en tres puntos (por el grado). Pero eso sélo
es posible si el plano estd en cada uno de los P¥’s, es decir, sélo puede ser el
plano interseccién entre ellos, es decir, s(C') = 1.

Andlogamente, si C' consta de una cibica y una cuértica racionales, los planos
sextisecantes cortaran en tres puntos a cada curva (ya vimos que no pueden
cortar en més puntos), por tanto el plano estard en el P? de la ctibica, que
corta a la cuartica en cuatro puntos, por tanto tendra 4 planos sextisecantes
(4 puntos cogidos de 3 en 3). Luego s(C') = 4.
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(7)

Si C' consta de dos cuarticas racionales, los planos sextisecantes cortaran en tres
puntos a cada curva. Por tanto obtendremos el niimero de planos sextisecantes
como el nimero de puntos de corte de las variedades de planos trisecantes de
ambas. Para ello calculamos los bigrados de dichas variedades de dimension 3
en la Grassmanniana G(2,4). Como vimos al comienzo del capitulo 2.7. existen
dos ciclos de Schubert de dimension 3, por lo cual las variedades de planos trise-
cantes tienen bigrado. Ademas tienen codimensién 3 por lo que el bigrado se
obtiene cortandolas con estos ciclos de Schubert. Luego calculamos el niimero
de planos trisecantes a la cuartica contenidos en un IP? general de P* y los que
pasan por un punto P y que cortan en una recta a un plano 7 que contiene a

P.

El primer ntimero serd 4 ya que un P? general, corta a la cuértica en 4 puntos
y cogiéndolos de tres en tres, obtenemos los cuatro planos trisecantes que hay
en esas condiciones.

El segundo numero lo obtenemos proyectando la curva desde P, por lo que
los planos que buscamos pasan a ser rectas trisecantes que cortan a la recta
imagen de 7. Este nimero se calcula mediante la férmula ya citada (ver 2.1.)
de rectas trisecantes a una curva de P? que cortan a una recta dada,

(n—1)(n —2)(n -3
3

tC) = —g(n—2)
que en nuestro caso (para una cudrtica racional, n =4y g = 0) es 2. Por tanto
el numero de sextisecantes a C' es 4 -4+ 2 -2 = 20.

Si C' consta de 4 cénicas, de forma que el plano que contiene a cada una no
corta a las otras, los planos sextisecantes podran ser: que corten a una conica
(seria cuatro veces el nimero de sextisecantes a una coénica), que corten a 3
conicas en 2 puntos (seria las cuatro formas de elegir 3 cénicas por un plano
sextisecante que tienen tres conicas) o que corten a dos cénicas en 2 puntos y
a las otras dos en uno.

Para calcular este ultimo nimero consideraremos a las conicas de dos en dos,
formando dos cuarticas, su numero de planos sextisecantes se calcula de forma
andloga al caso anterior, obteniendo 4-4+4-4 = 32. Este nimero sé6lo cubre 4
de los seis casos, pero por simetria, todos los casos tendran el mismo nimero
de planos sextisecantes, por tanto habra ocho por caso y en total 48. El niimero
total de planos sextisecantes a C' sera: s(8,24) = 4s(2,0) + 4 + 48.

Si C' consta de 5 cénicas, tendremos los mismos casos que antes y ademas
planos que cortan a una cénica en 2 puntos y el resto en uno. Para calcular
este ultimo nimero consideramos las cénicas como una cuartica y una séxtica,
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obtenemos los bigrados de las variedades de planos trisecantes como en casos
anteriores y obtenemos: 4 - 20 4+ 4 - 28 = 192. Pero esto incluye dos casos de
los 5 tdltimos y 12 de los que cortan a 2 curvas en 2 puntos y a otras 2 en uno.
Por tanto el nimero de planos sextisecantes para cada caso de los tltimos es
(192 — 12 - 8)/2) = 48. El resultado es s(10,40) = 55(2,0) + (3) - 1+ (3) (%) -
8+ 548 =5s5(2,0) + 10 + 240 + 240

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sis-
tema, y asi obtenemos la férmula del enunciado.

O

Observacion 2.7.3 Esta formula corresponde con la formula cldsica de rectas
cuatrisecantes a curvas de P, para el caso de planos. Eziste una generalizacion
debida a Castelnuovo, para una curva general, es el nimero de m-planos (2m + 2)-
secantes a una curva de P™F?

42 B (-1 m—1-m—i\(n—2—m—1\/[g
SQm“(C)_Zi:oerz—z’( mA41—i )( m+1—3i i
2.7.2. Planos quintisecantes

Para k = 5, tenemos el diagrama:

(16) CopP* L HiboP*  (20)
T
Hilb’C'  (5)

como f*[Hilb’C] tiene dimensién 1, necesitaremos cortar con un 1-ciclo de Cop°P*
para poder obtener una férmula. Por una descomposicion celular analoga a la que
vimos en la seccién anterior,

AYCop°P*) = prrA%(G(2,4)) ® AY(Hilb’P?) @ pr*AY(G(2,4)) @ A°(Hilb"P?).

Si consideramos 1-ciclos del segundo sumando tendriamos que imponer condi-
ciones a los puntos. Por ello, vemos sélo los generadores del primer sumando, en este
caso consideramos, por analogia con las formulas clasicas de rectas multisecantes a
curvas, el ciclo de Schubert y cinco puntos libres, es decir: planos quintisecantes a
la curva que cortan a una recta fija en un punto.
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Definicién 2.7.4 Sea C C P* curva, definimos el nimero de planos que cortan a
la curva en 5 puntos y que cortan a una recta fija en un punto, Q(C) (o Q(n,h)
siendo m, h los invariantes de C) como el grado del 0-ciclo E - f*[Hilb>C], siendo
E el 1-ciclo de Cop®P* de las 5-uplas en un plano, cuyo plano corta a una recta fija
en un punto.

Teorema 2.7.5 Férmula para el niimero de planos quintisecantes que cor-
tan a una recta en un punto.

El nimero de planos que cortan a una curva C, con invariantes n y h, en cinco
puntos y a una recta fija en un punto viene dado por la formula:

Q(C) = ém — 4)[Bn(n — 2)(n— 3) — h(n® + Tn — 27) + 342

y para curvas irreducibles:

1

QC) = 21

(n —4)[(n —2)(n —3)(n —4)(n — 5) — 4g(2n* — 16n + 33) + 124¢7].
Demostracion. Proyectamos genéricamente nuestra curva a otra C' C P3, con C'y
C" isomorfas. La curva C' tiene grado n y h puntos dobles aparentes. Sea

@« HilbjP? — HilbjP*
la inyeccién canodnica y

@, A (HIDYP?) — A (HilbjP*)

el morfismo asociado entre los grupos de Chow. Luego

[Hilb°C) = . [Hilb°C").

Anélogamente al caso anterior:
* 2115 * I Yall h
deg(E - f*[Hill’C]) = deg(E - f*o.[HilV’C']) = Y <A>Rk_gj(n)
0<i<[%]
donde
Rigj(n)= Y Py(n—2j)deg(E- f0.C},)
s(0)<k—2j

Por tanto, nuestra férmula (k = 5) sera de la forma:
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QIC)=a-n"+b-n*+cnP+d-n*+en+frh(i-n*+j-n*+k-n+l)+h*0-n+p)

luego necesitamos 12 ejemplos para obtener los valores de a, .., f,4,..,1, 0, p.

Vemos primero 7 curvas irreducibles para las cuales el nimero buscado es cero
y otras 5 curvas reducibles para las que deducimos el nimero buscado:

(1) Q(C) es cero para curvas de invariantes: n =2, h = 0;n =3, h = 1; n = 4,
h=4n=4h=3n=4,h=2;n=>5h=06;n=2>5,h=2>5yaquesiun plano
cortara a alguna en cinco puntos (en algunas esto ya es imposible) cogiendo
otro punto de la curva fuera de ese plano, habria un P3 que las cortaria en 6
puntos, lo que no es posible, por el grado que tienen. En el caso de la conica
podria pensarse en el plano que la contiene pero éste en general no cortara a
la recta fija, lo mismo sucedera con dos cénicas de invariantes n = 4, h = 4.

(2) Si C consta de una cénica y una cubica racional, la inica posibilidad es que el
plano corte a la conica en dos puntos y a la cibica en tres (para ello el plano
estard contenido en el P? de la ciibica). El plano de la cénica y el P3 de la
cubica se cortaran en una recta, que corta a la conica en dos puntos, y con
el punto de interseccién del P? de la cibica con la recta fija se forma el tnico
plano quintisecante que corta a dicha recta fija, es decir, Q(5,7) = 1.

(3) SiC consta de dos ctibicas racionales en P*’s distintos, los planos quintisecantes
habran de cortar a una cubica en tres puntos y a otra en dos (por el grado),
pero eso s6lo es posible si el plano estd en uno de los P?’s, llamemosle A. La
recta fija corta a cada P? en un punto. Formamos planos con el punto de la
recta fija que estd en A y dos de los 3 puntos de la curva del otro P? y del
plano interseccién entre los P?’s. Sera pues: Q(6,11) = 2(3) = 6.

(4) Si C consta de 3 cénicas en planos que se cortan en puntos que no estan en las
cénicas, los planos que buscamos deberan cortar a dos cénicas en dos puntos
y a la otra en uno. Para calcular este nimero consideraremos dos conicas
formando una cuartica, cortaremos pues la variedad de planos trisecantes a
una cudrtica de invariantes n = 4, h = 4, cuyo bigrado era como vimos (4,4)
con la variedad de planos bisecantes a una conica que cortan a una recta fija.

Para calcular el bigrado de esta iltima variedad, vemos primero el nimero
de planos bisecantes que cortan a una recta fija que estdn en un P3. Este
corta a la cénica en dos puntos y a la recta en uno y eso nos da un tnico
plano. Y después el nimero de planos que pasan por un punto y cortan a un
plano que lo contiene en una recta. Proyectando la curva desde dicho punto el
nimero buscado es el de rectas bisecantes que cortan a dos rectas fijas, que es
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el grado de esta congruencia, que es h+ (Z), en este caso 0+1 = 1. Obtenemos
4-1+4-1=8 que corresponde con dos de los posibles casos, por simetria el
nimero buscado serd Q(6,12) =3 -4 = 12.

Andlogamente, si C' consta de una ctibica y una cudrtica racionales, cortaremos
la variedad de planos trisecantes a una cudrtica de invariantes n = 4, h = 3,
cuyo bigrado era como vimos (4,2) con la variedad de planos bisecantes a
una cubica que cortan a una recta fija. Como antes vemos el niimero de planos
bisecantes que cortan a una recta fija que estdn en un P3, éste corta a la ctibica
en tres puntos y a la recta en uno y eso nos da (g) = 3 planos. Y el nimero de
planos bisecantes que pasan por un punto y cortan a un plano que lo contiene
en una recta. Proyectando la curva desde dicho punto, el nimero buscado es
el de rectas bisecantes que cortan a dos rectas fijas, es decir, el grado de esta
congruencia, que es h + (Z), en este caso 1 + (g) = 4. Obtenemos por tanto
4-3+2-4=20.

Ademas los planos que cortan en tres puntos a la cubica y en dos a la cuartica
han de estar en el P? de la ciibica que corta a la cudrtica en 4 puntos y a
la recta fija en uno, con este y 2 de la cuartica obtenemos todos los posibles:
(;l) = 6. Luego el niumero buscado sera Q(6,12) = 20 + 6 = 26.

Si C' consta de dos cuarticas racionales normales, como no pueden tener mas
de tres puntos en un plano, cortaremos la variedad de planos trisecantes a una
cudrtica (n = 4, h = 3), cuyo bigrado era como vimos (4,2) con la variedad
de planos bisecantes a la otra cuartica que cortan a una recta fija.

Como antes vemos el niimero de planos bisecantes que cortan a una recta fija
que estéan en un P3, éste corta a la cudrtica en 4 puntos y a la recta en uno y
eso nos da (3) = 6 planos. Y el nimero de planos bisecantes que pasan por un
punto y cortan a un plano que lo contiene en una recta. Proyectando la curva
desde dicho punto, el nimero buscado es el de rectas bisecantes que cortan a
dos rectas fijas, es decir, el grado de esta congruencia, que es h + (g), en este
caso 3 + (;L) = 9. Obtenemos por tanto 4 - 6 + 2 - 9 = 42. Luego el niimero
buscado serd QQ(6,12) =2 -42 = 84.

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sis-
tema, y asi obtenemos la férmula del enunciado.
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2.7.3. Planos cuatrisecantes

Para el caso de k = 4 tenemos el diagrama:

(14) Cop*P* L Hilb'P* (16)
7
Hilb*C (4

Como f*[Hilb*C] tiene dimensién 3, deberemos cortar con un 3-ciclo. Sin imponer
condiciones a los puntos y utilizando los ciclos de Schubert, podriamos estudiar
los planos cuatrisecantes que cortan a un plano fijo en una recta, que veremos a
continuacion y los que contienen un punto fijo. Pero este segundo caso coincide con
el nimero de rectas cuatrisecantes en P2, sin mas que proyectar desde el punto fijo.
También vimos el caso particular de los planos osculadores que vuelven a cortar
por analogia con las férmulas clasicas. Y por similitud con la férmula de las rectas
bitangentes, estudiaremos el caso de los planos bitangentes.

Definicién 2.7.6 Sea C C P* curva, definimos el nimero de planos que cortan a
la curva en 4 puntos y que cortan a un plano fijo en una recta, ¢*(C) (o ¢*(n,h)
siendo n, h los invariantes de C') como el grado del 0-ciclo F - f*[Hilb*C], siendo:
F el 3-ciclo de Cop*P* de los cuatripletes en un plano que corta a un plano fijo en
una recta.

Teorema 2.7.7 Férmula para el namero de planos cuatrisecantes que cor-
tan a un plano en una recta.

El niimero de planos que cortan a una curva C de P*, con invariantes n y h, en
cuatro puntos y a un plano fijo en una recta viene dado por la formula:

AC) = %(n —9)(n —3)[n(n — 1) — 44]

y pare curves irreducibles:
0) = gln === - 1) - 19=3(" ;1) =o("; )

Demostracion.

Proyectamos genéricamente nuestra curva a otra ¢’ C P2, con C'y C’ isomorfas.
La curva C’ tiene grado n y h puntos dobles aparentes. Sea

¢+ HilbgP? — HilbgP*
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la inyeccién canénica y
¢+ A (HilbgP?) — A (HilbgP*)
el morfismo asociado entre los grupos de Chow. Luego
[Hilb*C)| = @.[Hilb*C"].

Anélogamente al caso anterior:

deg(F - f*[Hilb*C)) = deg(F - f*@.[HilL'C")) = (@)R“j(n)

0<5<[%]

donde
Riaj(n) = Y Po(n—2j)deg(F - f*¢.Cj,.)

s(0) <k—2j

Por tanto, nuestra formula (k = 4) sera de la forma:

AC)=a-n"+b-n*+c-n*+d-n+e+h(f n*+i-n+j)+hr%k.
luego necesitamos 9 ejemplos para obtener los valores de a, .., f,1, j, k.

Vemos primero 3 curvas irreducibles para las cuales el nimero buscado es cero
y las otras 6 curvas reducibles las agrupamos en dos:

(1) ¢*(C) es cero para curvas de invariantes: n = 2, h = 0 (podria pensarse en
el plano que la contiene pero éste en general no cortard al plano fijo en una
recta); n = 3, h = 1 (no puede haber ningiin plano que la corte en 4 puntos,
por el grado); n =4, h = 3 (por ser la racional normal no tiene cuatro puntos
en un plano).

(2) Si C consta de dos cénicas es un problema andlogo al de planos sextisecantes
a tres cénicas, debido a que ha de cortar al plano fijo en una recta, por tanto
ese nimero es uno: ¢*(4,4) = 1. Si consta de tres cénicas, serd andlogo al
problema de los planos sextisecantes a 4 cénicas ¢*(6,12) =3 -1+ 3-8 = 27.

Si son cuatro,
4 4\ (3
1(8,24) = 1 48 = 150.
c(8,24) (2) +(1)(1)8+ 8 =150

¢(10,40) = (2) 1+ (;) (?)8 +5- 48 = 490.

Y si son cinco,
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(3) Para obtener ¢*(C') siendo C' una quintica ya sea racional o eliptica, podemos
utilizar la férmula para el niimero de planos sextisecantes, aplicada a una curva
compuesta por dos de estas curvas, que se podia calcular cortando por un lado
las variedades de planos trisecantes y por otro la de planos cuatrisecantes con
la de bisecantes. Para ello calculariamos los bigrados, que son: el bigrado de
la variedad de planos trisecantes es

(@) (16263

—9(5-3)),

el de la variedad de planos bisecantes es ((g), h) y el de la de planos cuatrise-
cantes es

(155 = 2)(5 ~ 8(5 — 4) — 595" —T-5+ 13 — 9), ¢*(5,))

siendo ¢ y h los invariantes de las quinticas. Obtenemos por tanto ¢*(5,6) = 3
y ¢*(5,5) = 0 (para esta tiltima ver también la observacién 2.6.4).

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sis-
tema, y asi obtenemos la férmula del enunciado.

Conjetura 2.7.8 Por la similitud de nuestra formula:
n—1 n—2

3 _
con la férmula de rectas trisecantes, a curvas de P2, que cortan a una recta:

5 n—1 n—2

3 N1 )

se observa una posible regla de recurrencia. Daria la formula general para el nimero
de m-espacios (m + 2)-secantes a una curva de P2 que cortan a un m-espacio en

un (m — 1)-espacio: n—1 n—2
(m+1)<m+2> —g( m )

Se cumpliria incluso para m = 0, que seria el nimero de puntos dobles en P?:

()0
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Definicién 2.7.9 Sea C C P* curva, definimos el niimero de planos bitangentes a
la curva, b(C) (o b(n,h) siendo n, h los invariantes de C') como el grado del 0-ciclo
G - f*[Hilb*C], siendo: G el 3-ciclo de Cop*P?* de los cuatripletes en un plano que
constan de dos puntos dobles.

Teorema 2.7.10 Férmula para el niimero de planos bitangentes.

El nimero de planos bitangentes a una curva C', con invariantes n y h, viene
dado por la formula:

b(C) = %n(n —2)(n® — 12n + 23) + 2h(5n — 11) — 21?

y para curvas irreducibles:

b(C) = (n—2)(n —3)(n —4) + 2g(n* — 8n + 13) — 2¢°.

Demostracion. Andlogamente al caso anterior con el ciclo GG, nuestra formula serd de
la forma:

WC)=a-n*+b-n*+c-n*+d-n+e+h(f -n®>+i-n+j)+hk

por tanto necesitamos 9 ejemplos para obtener los valores de a, .., f, 7, j, k.

Vemos primero 3 curvas irreducibles para las cuales el niimero buscado es cero y
otra curva reducible. Las otras 5 condiciones las obtendremos por medio de curvas
formadas a partir de cénicas:

(1) b(C) es cero para curvas de invariantes: n = 3, h = 1 (no puede haber ningin
plano que la corte en 4 puntos, por el grado); n = 4, h = 3 (por ser la racional
normal no tiene cuatro puntos en un plano); n =5, h = 5 (ver la observacién

2.6.4).

(2) Si C consta de dos cénicas aparte del plano que contiene a cada una, un plano
bitangente contiene una tangente de cada, las rectas tangentes a cada conica
se cortaran en un punto, luego debera ser el de interseccion de los planos que
las contienen, por ese punto cada conica tiene dos tangentes, por ello

b4, 4) = 20(2,0) + G) (i)

Si consta de tres conicas, andlogamente de dos en dos

b(6,12) = 3b(2,0) + @ @ G)
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De hecho para n coénicas,

() -+ () () )

Esta igualdad nos proporciona 5 ecuaciones, igualando los coeficientes por
grados.

Si C' consta de una conica C' y una cubica racional Cy, aparte del plano que
contiene a la cénica, otro bitangente serd tangente a la cénica y a la ctbica.
Por tanto las rectas tangentes a cada curva se cortaran. El plano de la conica
y el P? de la ctibica se cortan en una recta. Como ya vimos dada una curva
C — PN su m-rango 7, es el nimero de m-espacios osculadores que cortan a
un (N —m — 1)-subespacio general fijado de PV (ver la definicién 1.2.2). Para
curvas racionales este nimero es: 7, = (m + 1)(N — m). Si denotamos 1 (C;)
al 1-rango de la curva Cj, con ¢ = 1, 2, obtenemos

c(5,7) = b(2,0) + 11 (C1) - 11(Ca) = b(2,0) + 2 4.

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sistema,
y asi obtenemos la férmula del enunciado.

2.7.4. Otros

Las posibles formulas para planos trisecantes serian:

Planos trisecantes que cortan un plano fijo en una recta que contiene un punto
fijo: pero, proyectando la curva desde ese punto fijo, esto equivaldria al niimero
de rectas trisecantes en P? que cortan a una recta en un punto.

Planos trisecantes contenidos en un 3-plano fijo: pero todo 3-plano corta a una
curva de P* en su grado n, luego este nimero serfa (g)

Las posibles férmulas para planos bisecantes serian:

Planos bisecantes que contiene una recta fija: pero, proyectando la curva desde
esa recta fija, esto equivaldria al nimero de puntos dobles aparentes.

Planos bisecantes contenidos en un 3-plano fijo y que contienen un punto fijo:
pero, proyectando la curva desde ese punto fijo, esto equivaldria al niimero de
rectas bisecantes contenidas en un plano fijo, dicho plano corta a la curva de
P3 en su grado n, luego este nimero serfa (g)
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2.8. Férmula cuatrisecante en P° y PY

2.8.1. Planos cuatrisecantes en P°

En P5 podriamos obtener otras férmulas para planos k-secantes, ya que viendo
el diagrama:
(9+2k) CopP> L HilbkP®  (5k)
T
HilbkC" (k)
Para que haya férmula debe cumplirse: 9 + 2k + k& > 5k, luego 9 > 2k y k = 4.
Habria que cortar con un 1-ciclo. Sin imponer condiciones a los puntos y utilizando
el ciclo de Schubert, calcularemos el nimero de planos cuatrisecantes que corten a
un plano fijo en un punto.

Definicién 2.8.1 Sea C' C P curva, definimos el nimero de planos que cortan a
la curva en 4 puntos y que cortan a un plano fijo en un punto, ¢*(C) (o c(n,h)
siendo n, h los invariantes de C') como el grado del O-ciclo H - f*[Hilb*C], siendo
H el 1-ciclo de Cop*P®, de los cuatripletes en un plano que corta a un plano fijo en
un punto y
(17) Cop*P5 L Hilb*P5  (20)
T
Hilb*'C' (4)

Teorema 2.8.2 Férmula para el nimero de planos cuatrisecantes a una
curva de P° que corta a un plano fijo en un punto.

El niimero de planos que cortan a una curva C de P, con invariantes n y h, en
cuatro puntos y que cortan a un plano fijo en un punto, viene dado por la formula:

5 25 153 1 1
5(C) = (n—2)(5n° — =n?+ —="n —30) — =h(n® -1 1) 4+ =h?
c’(C) = (n )(4n PR 30) 2h(n 6n + 31) + Sh
y para curvas irreducibles:
1 1 1
(0 = 40— 2)(n ~3)(n— 4)(n —5) — sg(2n" —16n+31) + 15"

Demostracion. Como en los casos anteriores, nuestra férmula sera de la forma:
FC)=a-n*+b-n*+e-n®+d-n+e+h(f -n*+i n+j)+hk.
por tanto necesitamos 9 ejemplos para obtener los valores de a, .., f, 7, j, k.

Vemos primero 6 curvas irreducibles para las cuales el nimero buscado es cero
y otras 3 curvas reducibles para las que deducimos el niimero buscado:
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(1)

®(C) es cero para curvas de invariantes: n = 2, h = 0 (podria pensarse en
el plano que la contiene pero éste en general no cortard al plano fijo); n = 3,
h =1 (no puede haber ningtin plano que la corte en 4 puntos, por el grado);
n =4, h = 3 (por ser la racional normal no tiene cuatro puntos en un plano);
n =5, h = 6 (andlogamente); n = 5, h = 5 (la quintica eliptica como ya vimos
no puede tener planos cuatrisecantes, observaciéon 2.6.4); n = 6, h = 9 (la
séxtica eliptica no puede tener planos cuatrisecantes, ya que tendria espacios
de dimensién 3 quintisecantes lo que no es posible por la observacién 2.6.4).

Si C' consta de dos conicas de tal forma que los planos que las contienen no se
corten, (los invariantes son n = 4, h = 4), como por lo general dos planos en P°
no se cortan, los planos que contienen a las conicas no cortaran al plano dado y
al no cortarse tampoco entre ellos no hay posibilidad de planos cuatrisecantes
que cortan al plano fijo en un punto.

Si C' consta de una cénica y una cubica, cada una por separado no tienen
planos cuatrisecantes que cortan a un plano fijo. No puede haber un plano
trisecante a una y cortar a la otra, ya que estarfa contenido (al no tener rectas
trisecantes) en el plano de la cénica o el P? de la ciibica que se cortan en un
punto P que en general no estard en las curvas. Deberd cortar a cada curva en
dos puntos que dan lugar a rectas que se han de cortar en P. La cibica sélo
tiene una bisecante por un punto fijo (h) que con el plano de la cénica generan
un P3. Este corta al plano fijo en un punto que define con la bisecante a la
ctibica el tinico plano en las condiciones requeridas, entonces: ¢®(5,7) = 1.

Con los ejemplos vistos hasta ahora, aunque la férmula ain dependa de algin
pardmetro, sustituyendo para la cuaftica eliptica de P2, obtenemos que
c®(4,2) = 1. Entonces, andlogamente al caso anterior, si C' consta de una
cénica y una ctartica eliptica de un P2, los planos bisecantes a cada curva
que cortan al plano fijo en un punto, son dos (el h de la cudrtica). Ademés
como en el caso anterior no puede haber un plano trisecante a una y cor-
tar a la otra, ya que la cuartica eliptica tampoco tiene rectas trisecantes por
ser interseccién completa de dos cuddricas irreducibles (una lisa y un cono),
una recta trisecante tendria que estar contenida en las cuddricas. Entonces:
(6,10) =1 + 2.

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sistema,
y asi obtenemos la férmula del enunciado.

O

Observacion 2.8.3 Una posible generalizacion de esta formula seria la obtencion
del miimero de m-espacios (m + 2)-secantes a una curva de P*™*! que cortan a un
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m-espacio en un punto. Para intentar obtener esta generalizacion buscamos una
relacion entre las formulas conocidas, que son los casos m =1 y m = 2. Sin em-
bargo, estas relaciones parecen no cumplirse si tratamos de obtener la formula para
m =3, a la vista de los ejemplos que conocemos. Estos ejemplos son, por otro lado,
nsuficientes para obtener dicha formula. Queda pues abierto este problema.

2.8.2. Planos cuatrisecantes en P°

En P% tenemos el diagrama:

(12+2k) CopPS L HilbkPS (6k)
T
HilbhC' (k)

Para que haya féormula debe cumplirse: 12 4+ 2k + k& > 6k, luego 12 > 3k v k = 4.
Obtendremos, por tanto, la férmula para el nimero de planos cuatrisecantes para
una curva en PS.

Definicién 2.8.4 Sea C C PS curva, definimos el nimero de planos que cortan a
la curva en 4 puntos , °(C) (o b(n,h) siendo n, h los invariantes de C') como el
grado del 0-ciclo f*[Hilb*C], siendo

(20) Cop*PS L Hilb*PS (24)
T
Hilb*'C  (4)

Teorema 2.8.5 Férmula para el nimero de planos cuatrisecantes a una

curva de PS.

El niimero de planos que cortan a una curva C de P, con invariantes n y h, en
cuatro puntos viene dado por la formula:

—1 1 1
S(0) = En(n — 4)(n® — 20n + 39) — §h(8n —29) + §h2
y para curvas irreducibles:

1

Cﬁ(C) = ﬂ

(n—3)(n — 4)(n — 5)(n — 6) — %gm? ~ln 431+ g

Demostracion. Como en los casos anteriores, nuestra féormula sera de la forma:

SC)=a-n"+b-nd+c-n*+d-n+e+h(f-n?+i-n+j) +hk.
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Necesitaremos, pues, 9 ejemplos para obtener los valores de a, .., f,1, j, k.

Vemos primero 4 curvas irreducibles para las cuales el nimero buscado es cero
y otras 5 curvas reducibles para las que deducimos el nimero buscado:

(1)

®(C) es cero para curvas racionales normales: n = 3, h =1;n =4, h = 3;
n=>5,h=06;n =06, h =10, por la propiedad de las curvas racionales normales
en las que no puede haber cuatro puntos en un plano (no estarfan en posicién
general).

Si C' consta de dos cénicas serd: ¢®(4,4) = 2c%(2,0), ya que si hubiera otro
plano, cortaria a cada coénica en dos puntos y las rectas que dan lugar se
cortarian en un punto comun a los planos en los que estan contenidas, pero
dos planos en P® no se cortan por lo general.

Si C consta de una cénica y una ciibica racional el plano de la cénica y el P3
de la cuibica, en general, no se cortaran, luego no puede haber ningtin plano
que corte a ambas curvas, luego ¢®(5,7) = %(2,0).

Si C consta de dos ctibicas racionales en P?’s distintos, los planos cuatisecantes
habran de cortar en dos puntos a cada cibica, ya que si cortara a una cubica
en tres puntos, el plano estaria en su P? que corta al otro en un punto que en
general no estara en la otra cubica. los dos puntos de cada cibica generaran
rectas que se cortan en el punto comin a los P3’s. Como el niimero de rectas
bisecantes a una ctibica racional, que pasan por un punto fijo es h = 1, entonces

(610 = ()() = 1

Por un razonamiento analogo, si C' consta de una cuartica eliptica y una cibica

racional, sera
2\ /(1
A(7,12) = (J (1) + (4,2).

Y si consta de dos cuarticas elipticas, sera:

A(8,20) = (?) (?) +2c(4,2).

Con estos ejemplos podemos obtener los valores desconocidos resolviendo el sistema,
y asi obtenemos la férmula del enunciado.

O

Observacion 2.8.6 Esta formula corresponde con la formula cldsica de rectas trise-
cantes a curvas de P*, para el caso de planos. También existe una generalizacion
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debida a Castelnuovo, para una curva general, es el nimero de m-planos (m + 2)-
secantes a una curva de P*™+2

e =X (") ()



Capitulo 3

Validez de las formulas

3.1. Introducciéon

Las formulas clasicas fueron demostradas para una curva mas o menos
general, asi como muchas féormulas dadas posteriormente por diversos autores. Le
Barz prueba entre otras las cuatro férmulas clasicas vistas en el segundo capitulo, de
rectas multisecantes, para cualquier curva lisa. Pero estas férmulas para el nimero de
multisecantes son véalidas sélo si este nimero es finito. Lo mismo sucede con las
formulas aqui probadas, son validas para cualquier curva siempre que el nimero
buscado sea finito en cuyo caso el niimero corresponde con el de la féormula.

Por ejemplo, existen curvas con infinitas rectas cuatrisecantes en P? pero que
al sustituir el grado y el género en la férmula da un nimero positivo: una curva,
contenida en una superficie cuddrica, de tipo (2,4), tiene grado 6 y género 3. Toda
una familia de rectas de la cuddrica corta en 4 puntos a la curva y sin embargo al
sustituir en la férmula de rectas cuatrisecantes da 0.

Por otro lado, aunque la férmula sélo depende del grado y del género, pueden
existir dos curvas que tengan igual grado y género y que para una el nimero sea
finito y para la otra no. Por ejemplo, en el caso anterior de grado 6 y género 3, hemos
visto que si la curva esta en una superficie cuddrica tiene infinitas cuatrisecantes,
pero no todas estan en cuadricas y veremos que estas no pueden tener infinitas
cuatrisecantes, luego por la férmula tienen cero.

El ntimero obtenido en la féormula puede ser negativo. Por ejemplo una curva
de tipo (4,4) en una superficie cuddrica lisa, al sustituir en la férmula de rectas
cuatrisecantes obtenemos ¢ = —4. Esta curva tiene infinitas cuatrisecantes, ademés
el —4 nos indica que esta curva no puede ser “deformada” a una curva con un nimero
finito de cuatrisecantes. En efecto, para grado n = 8 y género g = 9, la curva es

23
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necesariamente interseccion completa de una cuadrica y una cudrtica, luego toda
curva de grado 8 y género 9 tiene infinitas cuatrisecantes.

Lo que las férmulas aseguran es que si el niimero buscado es finito, entonces
corresponde con el nimero obtenido en la férmula. Si el niimero es finito, en la
formula ha de dar un entero positivo o nulo. Por tanto si da un valor negativo
el nimero debe ser infinito. Analizamos pues para qué valores de n y g nuestras
formulas dan un valor negativo. También estamos interesados en saber para que
valores da cero, aunque en ese caso no se puede asegurar que el nimero buscado
sea cero a no ser que se conozca la curva. La no existencia de multisecantes ha sido
estudiada desde distintas prespectivas. Una de ellas corresponde con el estudio de
fibrados de orden superior definidos en la seccién segunda del cuarto capitulo.

Si una férmula esta definida para curvas en PV, por lo general, salvo quizé unos
pocos casos, si una curva estd contenida en un PV~! es decir, es degenerada, el
nimero buscado sera infinito.

Resolveremos, para el caso de espacios osculadores a una curva que vuelven a
cortar a dicha curva, el problema de validez. Haremos un estudio para el caso de
rectas cuatrisecantes. A continuacién vemos dénde las férmulas dan negativo (en ese
caso el numero real es infinito) y dénde cero (pudiendo ser o no el niimero real).

3.2. Curvas para las cuales las férmulas dan cero
o0 negativo

Vemos primero las rectas multisecantes:

1. Para el ntimero de rectas cuatrisecantes en P3

G. Martens prueba en su articulo “Uber den Clifford-Index algebraicher Kur-
ven” ([Mr]) que las curvas de P? sin rectas cuatrisecantes estan o en una cuddri-
ca o en dos cibicas. Estas son las curvas de grados y géneros: (2,0), (3,0),
(4,0), (4,1), (5,2), (6,4) en cuddricas y (5,1), (6,3), (7,5) y (9,10) en dos
cubicas irreducibles. Aunque la féormula da cero para otros grados y géneros
pero el nimero real es infinito (o es plana o estd en una cuddrica con grado
mayor que 7, lo veremos en la siguiente seccién).

La férmula da negativo si

6(n* — Tn + 13) + 1/36(n? — Tn + 13)2 — 24(n — 3)%(n — 2)(n — 4)
12

g <
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y si

6(n* — Tn +13) — 1/36(n? — Tn + 13)2 — 24(n — 3)%(n — 2)(n — 4)
12

lo cual sélo sucede para curvas planas de grados mayores que 13 y curvas en
cuddricas con grados mayores que 7 (por el maximo género de una curva que
no estd en una cuddrica G(n, 3), ver [H3]).

g >

Las siguientes curvas representan por orden de arriba a abajo de la parte

6(n?—7n+13)+/36(n2—7n+13)2—24(n—3)?(n—2)(n—4
( SavEl 12 o 2N ), curvas planas, cota

6(n%—7n+13)—4/36(n2—7n+13)2—24(n—3)2(n—2)(n—4)
v 12 y G(n,3)

derecha: g =

de Castelnuovo, g =

80
60 |
40

20

2. Para el nimero de rectas trisecantes en P*

G. Martens prueba en [Mr] que las curvas de P* sin rectas trisecantes son
las curvas de grados y géneros: (4,0), (5,1), (6,2) y la curva canénica de
género 5 no trigonal ((8,5)). Aparte de las degeneradas (2,0) y (3,0). La
férmula también da cero para todas las de grado 4 (aparte de la racional son
degeneradas con infinitas trisecantes) y en cada grado existe un género para el
que da cero, pero a partir de grado 9 son curvas en P? con infinitas trisecantes.
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(n—2)(n—3)

5 , lo cual sélo sucede para

La férmula es negativa sin > 4y g >
curvas en P3.

3. Para el niimero de rectas trisecantes que cortan a una recta en P3

La férmula es cero paran =26 g = w, para n > 5 el género supera la

cota de Castelnuovo (Teorema 1.1.2). Obtenemos pues las curvas de grados y
géneros: (2,0), (3,0), (4,1) para las cuales el nimero de trisecantes que cortan
una recta es efectivamente cero.

La formula sélo es negativa para las curvas planas de grado mayor que 2
(g > (n—l)s(n—3)> )

Vemos ahora los planos multisecantes:

1. Para el nimero de planos cuatrisecantes en P°

La férmula es cero para las curvas de grados y géneros: (3,0), (4,0), (4,3)
(curva plana), (5,0), (5,1), (6,0), (6,1), (7,1), (7,2), (8,2), (8,5), (9,3), (9, 10)
(no existe, ver capitulo 1), (12,7), (97,804). La férmula no se anula para ningin
otro grado menor de 3000 (hemos usado un procedimiento en Maple, pero no
permite concluir si hay maés, ya que se bloquea). Para grados menores que
7 (salvo la plana) de hecho es cero por el grado. Para la eliptica de grado 7
también es cero ya que no puede tener ningtin P4 sextisecante (2.6.4.). Adema4s
a partir de grado 97 (incuido) son curvas degeneradas, es decir, en algtin P°

La férmula es negativa si

(n* —11n+31) + y/(n? — 1ln+ 31)2 — 1/3(n — 3)(n — 4)(n — 5)(n — 6)

g < 9
y si
g (n* —11n+31) + /(n? — 11n + 31)2 — 1/3(n — 3)(n — 4)(n — 5)(n — 6)

2

2. Para el niimero de planos cuatrisecantes que cortan a un plano en una recta
4
en P

La férmula es cero para las curvas de grados y géneros: (2,0), (3,0), (4,0),
(5,1) y a partir de 5, para cada grado n, g = % siendo n = 0, 1(mod4).
Pero para grado mayor que 5 son curvas de P? donde el nimero es infinito.

(n—1)(n—4
> 4

La férmula es negativa si g ). Son curvas de P® donde el nimero es

infinito.
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Vemos por tltimo los espacios osculadores que vuelven a cortar a la curva:

s Observando la férmula, vemos que, para curvas irreducibles, el nimero de
m-~espacios osculadores que vuelven a cortar a la curva es cero solo para los

ejemplos (1), (2), (3) descritos en la demostracién la férmula, es decir: la curva
m(m—1)
2

(h = W) y la curva eliptica de grado n = m + 3 con
puntos dobles aparentes.

), la curva racional normal de grado m+2

b= (m+2)2(m+1) 1

racional de grado m+1 (h =

Si igualamos a cero la formula obtenemos

(n—(m+1))(n—(m+2)
mn — (m+ 1)(m + 2)

9=-

y para n > m + 3, g da negativo. En el caso m = 1, obtenemos ademés la
curva de grado 5 y género 6, pero ese nimero es en realidad infinito porque es
una curva plana.
= Vemos cuando obtenemos en la férmula un nimero negativo:
En el caso m = 1, obtenemos para n < 6 que
(n—2)(n—3)
6—n

<9

y esto sucede sélo para dos curvas planas (n = 3, g = 1 and n = 4, g = 3)

para las cuales el nimero de rectas tangentes que vuelven a cortar a la curva

es infinito. Para n = 6 da 24 para cualquier género. Para n > 6 obtenemos que
(n—2)(n—3)

— >
n—=~6 g

valores negativos que no se pueden obtener ni con curvas reducibles.
En el caso m = 2, obtenemos para n < 6 que

(n—3)(n—4)
2(6 —n)

<y

y esto sucede s6lo para algunas curvas en P2 (n =3, g > 0;n =4, g > 0;
n =5, g > 1) para las cuales el nimero de planos osculadores que vuelven
a cortar a la curva es infinito. Para n = 6 da 18 para cualquier género. Para

n > 6 obtenemos que
— —4
NIRRT
2(6 —n)
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valores negativos que no se pueden obtener ni con curvas reducibles.

(m+1)(m+2)

Para el caso general tenemos para n < que

(n—(m+1)(n—(m+2))

<
(m+1)(m+2)—mn g
que sucederd para algunas curvas de P™*!. Para n = (mﬂznﬂ (si es un
nimero entero) da (m + 1)(n — (m + 1))(n — (m + 2)) para cualquier género.
Para n > W obtenemos que
— 1 — 2
D)= (m+2)

mn — (m+ 1)(m + 2)

3.3. Curvas osculantemente degeneradas

En el articulo On the tangentially degenerate curves ([Kal), Hajime Kaji demues-
tra que si una curva en P? no estd contenida en un plano, entonces tiene sélo un
nimero finito de puntos cuya tangente corta a la curva de nuevo, es decir, la curva no
es tangencialmente degenerada. Aqui generalizamos el resultado y la demostracion
de Kaji a espacios osculadores a curvas. Gracias al uso de Maple simplificamos la
demostracion dada por Kaji, en la que usa propiedades de ciertos polinomios.

Definicién 3.3.1 Una curva C' en PV es m-osculantemente degenerada si, para un
punto general P de C', existe otro punto Q en C' que pertenece al espacio osculador
de orden m de C' en P.

Para espacios osculadores de orden arbitrario m en P! es claro, por cuestién
de grados, que todas las curvas, salvo la racional normal, son m-osculantemente
degeneradas. Ademés probaremos que para C' curva de PV con N > m + 2, si es
osculantemente degenerada, entonces C' estd contenida en un P+,

Sea C' curva de PV ¢ : C — P¥ inmersién cerrada, V = H°(PY, Opn(1)). En
esta seccion necesitaremos imponer que C' sea irreducible, ya que si no el resultado
principal no serfa cierto. Probamos que las tnicas curvas de PY con N > m + 2,
que tienen un numero infinito de m-espacios osculadores que vuelven a cortar a la
curva son las curvas contenidas en un P™*!. Pero una curva no contenida en un
P+ con una componente en un P! cuyo grado es mayor que m + 1, tiene un
nimero infinito de m-espacios osculadores que vuelven a cortar a la curva.

Los espacios osculadores Oscf(P) son las fibras de un (m + 1)-fibrado proyec-
tivo en C', que llamaremos el fibrado osculador de orden m : Osc™C. Sea P™ =



3.3 Curvas osculantemente degeneradas 59

P™(Oc(1)) el fibrado de partes principales de orden m de Ox(1) = ¢*Opn (ver [KI],
capitulo 4). Tenemos los siguientes diagramas conmutativos y sucesiones exactas
(las aplicaciones verticales son sobreyectivas por ser ¢ no ramificada):

0 — ¢'wWv®0c(l) — Ve=Ve0s — Oc(l) — 0

l l |
0 — w;®0(1) — Pl — Oc(l) — 0

0 — Symm™wi(l) — P™ — P - 0
Osc™(C es el fibrado proyectivo sobre C' asociado a P™, con proyecciones
p":Osc"C — C,
para m = 1 denotamos T'C. Sea C,, la seccion de p™ asociada a la aplicacién sobre

P Oc(1).

Llamamos ¢™ a la composicién de la proyecciéon PV x €' — PV y la inmersién
cerrada Osc™C — PN x C'y X™ la imagen por ¢™. Intuitivamente, C,, es el conjunto
de puntos de osculacién de orden m de C' en Osc™C' y X™ es la unién de los espacios
osculadores de orden m de C.

TC es el fibrado proyectivo tangente y X! la superficie tangencial de C. Osc™C
es el fibrado proyectivo osculante de orden m y X™ la (m + 1)-fold osculante de C.

Obtenemos los diagramas:

c, — TC — PVNx(C

NN\ l
C — X'e PN

C, Osc™C — PN x C
NN !
C — X™ e PN

Siendo p™ : Osc™C' — C'y ¢™ : Osc™C — X™.
Lema 3.3.2 Se puede escribir

(¢™)*C=rCn+D

para cierto r > m+1 y D ciclo de codimension m en Osc™C'. Este ciclo es efectivo
y no contiene la componente C,,.
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Demostracion. Como el morfismo ¢ : Osc¢™C — X™ es ramificado a lo largo de
Ch, €l ciclo (¢™)*C — (m + 1)C,, es efectivo. O

Por la definicién de m-osculantemente degenerada, se tiene la siguiente proposi-
cién.

Proposicién 3.3.3 Sea C' curva en PVY. Son equivalentes:

(a) C es m-osculantemente degenerada.

(b) El ciclo D en Osc™C' es no vacio.

(los puntos de D corresponden con los puntos de la interseccén de C' con m-
espacios osculadores, que no son puntos de osculacién)

Observaciéon 3.3.4 Sea L fibrado lineal de C', tenemos la sucesion exacta:

0 — Sym*wi ® L — P*(L) — PHL) — 0

Siendo P*(L) y P*(L) los fibrados de partes principales de L de primer y sequndo
orden. La tinica extension no trivial de L por Sym?wl @ L es P*(L).

3.3.1. Curvas de P""! no m-osculantemente degeneradas

Sea C' curva de grado n en P™*!. Con la notacién anterior, vemos que la (m +
1)-fold osculante X™ de C' es igual al espacio proyectivo P™*1. Si C' no es m-
osculantemente degenerada, entonces para el punto general P € C', el espacio oscu-
lador OscfZ(P) de C' en P no corta a C' de nuevo. Luego por el teorema de Bezout
la multiplicidad de interseccion del hiperplano Oscf(P) con C en P es igual an, y
viceversa si la multiplicidad de interseccién de OscZ(P) con C' en un punto general
P de C es n, entonces C' no es m-osculantemente degenerada. Luego podemos probar
el siguiente teorema:

Teorema 3.3.5 Sea C' curva de grado n en P™L. Son equivalentes:

(a) C tiene grado menor o igual que m + 1.

(b) C no es m-osculantemente degenerada.
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Demostracion.
(a) = (b). Es obvio por el grado.

(b) = (a). Para el punto general P, Oscf3(P) es un hiperplano y tienen con C
orden de contacto el grado de la curva. Por tanto si el grado fuera mayor que m + 1
habria infinitos puntos de hiperosculacion, lo que no es posible en caracteristica cero.

O

Observacion 3.3.6 Este resultado es wvdlido para una curva singular, porque el
numero de singularidades en caracteristica cero es finito y el numero de posibles
espacios osculadores en los puntos singulares es finito.

Observacién 3.3.7 Sea X C PV, variedad algebraica de dimensionr > 1. Podemos
definir el m-espacio osculador OscR(P) como el espacio lineal de dimension (’:‘) de
PN con mayor orden de contacto con X en P. Y decimos que X es osculatemente
degenerada de orden m si el nimero de puntos de X cuyo espacio osculador de orden
m corta a X en otro punto es infinito. St N = (H;m), X serd m-osculantemente
degenerada si y solo si su grado es mayor que m + 1.

3.3.2. Degeneracién 2-osculante en curvas de PV, N > 4

En esta secciéon, consideramos degeneracién osculante, para planos osculadores.
Podemos ademas hacer algo similar para m-espacios osculadores, para un m partic-
ular. El resultado més importante de esta seccion es el teorema siguiente:

Teorema 3.3.8 Sea C' curva en PN, con N > 4. Si C es osculantemente
degenerada de orden 2, entonces C' estd contenida en un P3.

Para la demostracién de este teorema, probamos primero el siguiente lema:

Lema 3.3.9 Sea C curva en PV y TC el fibrado tangente de C considerado como
un subfibrado de Osc*C. Si C' es 2-osculantemente degenerada, entonces T'C corta
al ciclo D de Osc*C.

Demostracion. Supongamos que T'C' y D son disjuntos y que D es irreducible
(si no podemos hacer el mismo razonamiento para cada componente). Sea D; la
normalizaciéon de D. Haciendo una extensién base: m : D1 — D — C (donde el
segundo morfismo es p?), obtenemos una seccién de D del pull back de Osc?C' a un
fibrado de D;. Considerando el pull back de T'C' también, obtenemos un morfismo
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sobreyectivo m*P? — L @ m*P!, donde L es el fibrado correspondiente a la seccién.
Entonces P? — m,L @ P! es sobreyectiva y al ser estos fibrados del mismo rango y
TC'y D disjuntos es un isomorfismo, como consecuencia P? — P! tiene una inversa.
Esto significa que la sucesién

0 — Sym*wi (1) — P* — P — 0
es escindida. Pero entonces, por la demostracién de la proposicién 3.21. en [Po| (pag.

200) la sucesién
0= wt®0c(1) =P — Oc(1) —0

seria escindida también y por el corolario 1.18. de [Ka] obtenemos una contradiccién.
O
Demostracion del teorema.

Como se ha visto T'C' corta al ciclo D, por el lema, luego existiran, en un entorno,
dos polinomios con una raiz comtn. Pero si suponemos que C' C PV, con N > 4,
esos polinomios no tendran ninguna raiz comun y llegamos a una contradiccién:

Denotamos por p? : Osc’C — C, la proyeccién y Cy la seccién de p? asociada
al morfismo sobre P? — O¢(1). Asi Cy es el conjunto de puntos de C' en Osc*C,
considerado como puntos de osculaciéon de orden 2 de C. Podemos identificar Cs y
C; debido a que T'C es un subfibrado de Osc?C, luego podemos considerar que D
corte a T'C' en C5 o no. Vemos primero el caso de que D y T'C' se cortan en Cs:

Sea Dy una componente de D que corta a Cy y n : D; — Dy la normalizacién
de Dy, entonces existe y € D tal que n(y) € Cy N Dy. Si denotamos py = p? on,
@ =¢"onyz=npy) =qy) € C.Seat € Oc, pardmetro local en z y u € Op, ,
parametro local en .

En un entorno de x, ¢ : C' — PV viene definida por (z1,zs,...,2y), con x;,
i =1,2,..., N funciones racionales en O¢,. Entonces p, estd definida por

* * *
(p5x1, P5xa, ...y PATN)

Y G2 por

* * *
(q2$17 qo X2, .-y QQ‘TN)7

siendo p5x; y ¢5; racionales en Op, , con i =1,2,..., N.

Para todo y' € Dy, q(y') € Oscipa(y') por definicién, en particular para y.
Ademas el plano osculador estara determinado por la recta tangente y la recta que
une el punto de osculacién con el otro punto de corte del osculador con la curva.
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Por tanto, el rango de la siguiente matriz serd menor que 3:

T1 — PaT1 ... BTN — PRTN
A= min .. piéw
D51 o D5TN
Donde
. dx;
YT
y

_— d*x;
YT e

en O¢,. Dicho de otro modo si el osculador vuelve a cortar, los menores de orden 3
de la matriz anterior son cero.

Consideramos
x; =t + (términos de mayor grado)

en O¢, con
l=a1<ay<az<as<as<..<ay<oo (t*=0)

Siendo 1 = a; por ser ¢ no ramificada y los < porque C' C PV, con N > 4.

Podemos escribir: pjt = u?+...cond > 1y ¢t = cu®+...cone > 1, ¢ € C*.
Se tiene que d < e, ya que si suponemos lo contrario y consideramos el menor de
A formado con las tres primeras columnas y consideramos los términos de menor
grado obtenemos dos términos:

C/ag CLQ(QQ _ 1)ua3€+d(a2—2) y C/a2 a3(a3 _ l)ua26+d(a3—2)

que seran no nulos y uno de ellos serd el de menor grado, ya que si ambos son de
igual grado, es decir,

ase + d(az — 2) = age + d(az — 2),
entonces (az — ag)(e — d) = 0 pero as < az y hemos supuesto que e < d, por tanto
ha de ser d < e.

Asf podemos escribir: g5t = cu? + ... con ¢ € C. Luego, desarrollando el menor
formado con las tres primeras columnas, el coeficiente del término de menor grado
es:

asaz(ag — ag)(c — 1) —az(ag — 1)(c*® — 1) + az(az — 1)(c*™ — 1).

El cual habrd de ser nulo y también lo que queda de dividirlo entre (¢ — 1), ya que
¢ = 1 es una raiz irrelevante para pit = ¢5t, es decir:

asaz(az — ag) —az(az — 1) (1 +c2 2+ 1) +ag(ay — 1)(c™® P+ 2. +1) = 0.
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Analogamente si desarrollamos el menor formado con las columnas primera, se-
gunda y cuarta, obtenemos:

agag(ay — as) — aglay —1)(c™+ 272+ 1) +ag(ag — D (™ P+ 2. +1)=0.
Asi los polinomios anteriores tendrian una raiz comun en c. Pero se demuestra con
ayuda del programa Maple V que esto no puede ser:
Definimos los polinomios con el procedimiento siguiente:
p:=proc(x,a,b)
b*(1-b)*sum(x ~ k,’k’=0..a-1)4+a*(a-1)*sum(x "~ k,’k’=0..b-1)+a*b*(b-a)
end;

Donde a sera as y b o bien az o bien a4, en cada caso. Resolvemos las ecuaciones
anteriores, con otro procedimiento:

S:=proc(a,b)
solve(p(x,a,b) x)

end;
Y con el comando intersect obtendriamos las soluciones comunes:
S(a,b) intersect S(a,c);

Siendo a=ay b=a3 c=a4. Se comprueba que la solucién es el vacio, es decir, que
esos dos polinomios no pueden tener raices comunes y por tanto llegamos a una
contradiccién que viene de suponer que ag < ay.

El segundo caso es que D no corta a T'C' en (), estariamos en el caso de tangentes
que vuelven a cortar. Consideramos el diagrama:

TC — Osc2C

i Sold N
C < X —  X?

Siendo ¢’ : Osc?C' — X el morfismo que hace corresponder a cada plano oscu-
lador la recta tangente correspondiente. El resto de morfismos son conocidos.

Sea ahora Dy una componente de D que corta a TC'y n : D; — Dy su
normalizacion, entonces existe y € D tal que n(y) € TC' U Dy. por tanto, si deno-
tamos p;1 =p?ony ¢ =q¢ on, x =pi(y) = q1(y) € C. Seat € O¢, pardmetro local
enzyu € Op,, pardmetro local en y. Como antes.

En un entorno de x, ¢ : C' — PV viene definida por (z1,zs,...,2y), con x;,
i =1,2,..., N funciones racionales en O¢,. Entonces p; estd definida por

* * *
(plxlaplx% "'7p1xN)
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Y g1 por
(QT:ED qera ) qrxN)a

siendo piz; y ¢z, racionales en Op, , con i =1,2,...,N.

Para todo y' € Dy, qi(y') € Oscipi(y') por definicién, en particular para y.
Ademas la recta tangente estard determinada por la recta que une el punto de
tangencia con el otro punto de corte de la tangente con la curva. Por tanto,

p?f«"i(QTfB]’ - pij) = p;¢j(QTxi - p’{:cl)
Si como antes consideramos
x; = t% + (términos de mayor grado).

Podemos escribir: pit = u¢ + ... cond > 1y ¢it = cu®+..cone > 1, € C*. Y
por un razonamiento andlogo al del caso anterior, se tiene que d < e. Asi podemos
escribir: ¢jt = cu® + ... con ¢ € C. El coeficiente del término de menor grado nos da
las relaciones:

a;(c® —1) = ag(c™ —1).

Por ser ¢ = 1 una raiz irrelevante para pjt = ¢it:
7242273 4 (ay—1) =0
24 2¢%73 4 (a3 — 1) = 0.

Asi los polinomios anteriores tendrian una raiz comun en c. Pero se demuestra
con ayuda del programa MapleV que esto no puede ser y por tanto llegamos a una
contradiccién que viene de suponer que ag < ay.

Como consecuencia, la curva C' estd contenida en cierto P3.

O

Conjetura 3.3.10 FEste resultado es valido para el nimero de m-espacios oscu-
ladores que vuelven a cortar a una curva de PV, con N > m + 2, para un m en
particular. Sélo hay que considerar la interseccion de D con Osc™ *C en Osc™C,
luego la interseccén de D con Osc™ 2C C Osc™1C, y asi sucesivamente. Pero la
prueba con un m indeterminado presenta problemas de cdlculo de determinantes de
orden indefinido, que MapleV no puede resolver. Sin embargo, conjeturamos que el
niumero de m-espacios osculadores a una curva de PV, con N > m + 2, que vuelven
a cortar a dicha curva es finito.
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Observacion 3.3.11 Las unicas curvas reducibles con un numero infinito de m-
espacios osculadores que wvuelven a cortar a la curva son: las curvas con una
componente en un P y las curvas con una componente contenida en la m-ésima
desarrollable osculatriz de otra componente de la curva. El resto de curvas reducibles
tienen un numero finito de m-espacios osculadores que vuelven a cortar a la curva,
porque cada componente tiene un numero finito y cortan a la m-ésima desarrol-
lable osculatriz de las otras componentes en un niumero finito de puntos (por las
dimensiones).

3.4. Cuatrisecantes a una curva de P3

3.4.1. Sobre superficies regladas

Consideraremos las superficies regladas, segin la definicion clésica, es decir, una
superficie formada por un sistema infinito de dimensién uno de rectas (llamadas
generadores). Asi lo define Edge en The Theory of Ruled Surfaces ([Ed]), donde se
encuentran la mayor parte de los resultados de superficies regladas que veremos a
continuacion. Observamos que en esta definicion se incluyen los conos.

Toda curva de P? estd en alguna superficie reglada. Si la curva tiene infinitas trise-
cantes, la variedad de rectas trisecantes serd una superficie reglada que la contiene.
Y si tiene infinitas cuatrisecantes, la variedad de cuatrisecantes serd una componente
de la anterior. Algunas propiedades de las superficies regladas nos pueden ayudar en
el estudio de las rectas multisecantes a curvas (ver [Ed]). Toda curva de la superficie
corta a cada generador en un nimero fijo de puntos.

1. En una superficie reglada de grado d en P3, todo generador es cortado por
otros d — 2. Hay en la superficie una curva doble que corta a cada generador
en d — 2 puntos. Esta curva es el lugar de puntos de interseccién de pares de
generadores (pg. 8).

2. El género de una superficie reglada es el género de la seccién hiperplana (pg.
8).

3. Una directriz es una curva de la superficie reglada que es cortada por los
generadores en un punto (pg. 37).

4. En una superficie reglada S de grado d y género p en P", si hay una curva
simple de grado n que corta a cada generador en k puntos, entonces su género
es: g=(n—1)(k—1)+pk—1/2dk(k — 1) (pg. 15).
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5. La curva doble (puntos por los que pasan 2 generadores) de una superficie
reglada S de grado d y género p, tiene grado: n = 3(d —1)(d —2) — p y género
g =35(d—5)(d+2p —2) + 1. Hay que tener en cuenta que dicha curva puede
ser reducible (pg. 28).

6. Dos curvas simples de grados m y m’ en S que corten a los generadores en k
y k' puntos respectivamente se cortan en mk’ + m’k — nkk’ puntos (pg. 311).

7. Dada una superficie reglada en P? existen, en general, un ntimero finito de
puntos triples (puntos por los que pasan 3 generadores, luego han de estar
contenidos en la curva doble) y consecuentemente de planos tritangentes, es
decir, planos contienen tres generadores. Si el grado de la superficie es d y su
género p existe una formula enumerativa para dichos nimeros coincidentes y
es:

1

6
Observamos que coincide con el nimero de rectas trisecantes a una curva de
P*. Hay que tener en cuenta que si el ntiimero es infinito existird una curva
triple contenida en la curva doble (pg. 30,31).

(d—=2)(d=3)(d—4) —p(d—4)

8. Existen dos tipos de variedades regladas de grado 3 (aparte de los conos). Una
de ellas tiene dos rectas Ry R’ que cortan a todos los generadores, es decir, son
directrices. Por cada punto de R pasan dos generadores que estan en un plano
que contiene a R’ y todo plano que contiene a R’ contiene dos generadores que
se cortan en un punto de R. El otro tipo tiene una directriz R que es a su vez
un generador, por cada punto de R pasa un generador distinto de R y cada
plano que contiene a R contiene un generador distinto de R (pg. 32,33).

3.4.2. Superficies de grado 2 y 3

Para una curva C' contenida en una superficie cuadrica (), saber las rectas multi-
secantes (que la cortan en 3 o més puntos) que tiene C' es tan sencillo como saber de
qué tipo es, o su grado y género. Esto se debe a que si C' es de tipo (a, b) (tendré gra-
don=a+by género g = (a—1)(b—1), dados n y g si existen a y b, es decir, si
la curva esté en una cuddrica, son unicos) significa que de las dos familias de rectas
de ) una corta a C' en a puntos y la otra en b. Como ademés toda multisecante de
C' ha de estar contenida en @ (por ser () de grado 2), las dos familias de ) son las
unicas posibles multisecantes de C. Por ello C solo puede tener 0 rectas k-secantes,
si a y b son menores que k, ¢ infinitas, en caso contrario.

Dado un grado y un género podemos saber si existen curvas en una cuadrica,
pero a menudo con el mismo grado y género puede haber curvas que estén y curvas
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que no estén en cuadricas. Sin embargo sabemos que el maximo género que puede
tener una curva de grado n no contenida en una cuadrica es:

G(n,?))—%n(n—?))—i-l—e

donde € es 0 6 2/3 si n es congruente con 0 médulo 3 o no, respectivamente (ver
[H3]). Es decir, que si el género estd entre este valor y la cota de Castelnuovo todas
las curvas para el grado y género dados estan en una cuddrica.

Sea C' una curva contenida en una superficie cibica S. Las rectas k-secantes de
C con k > 3 estaran contenidas en S. Luego C sélo puede tener infinitas rectas
k-secantes si S es reglada, ya que las no regladas sélo tienen un tmero finito de
rectas.

Las superficies ctibicas pueden ser lisas, con singularidades aisladas o regladas,
en las que se puede incluir (o no) los conos cibicos. Sobre las regladas ya hablamos
en el apartado anterior, vamos a analizar las superficies cibicas con singularidades
aisladas.

Existen 21 tipos de superficies cibicas con singularidades aisladas, que fueron
clasificadas por Cayley (ver [Cal) segin el nimero de puntos dobles de cada tipo que
tuviera. Henderson en [He| da una descripcién detallada de los 21 tipos. También
resulta interesante como Roberts en [Ro] obtiene algunos tipos explotando un plano
en 6 puntos en diversas posiciones.

3.4.3. Validez de la formula de rectas cuatrisecantes

En este trabajo se demuestra que el niimero de planos osculadores que vuelven
a cortar es finito para toda curva no degenerada de P4. Pero si tratamos de ver la
finitud para los otros casos, estudiados en el capitulo 2, enseguida observamos que
no es cierto. Ademas no es facil saber para qué curvas el nimero buscado es finito,
ya que los posibles fibrados que tendriamos que emplear serian los fibrados secantes,
pero estos sélo nos proporcionarian otra forma de llegar a las formulas que ya han
sido obtenidas. Esto es debido a la imposibilidad de distinguir entre si los puntos de
corte en un espacio k-secante. Sin embargo, en este capitulo hemos hecho un estudio
para el caso de rectas cuatrisecantes a curvas de P? y demostraremos el siguiente
resultado:

Teorema 3.4.1 El mimero de rectas cuatrisecantes a una curva de P® de grado
menor que 8 es infinito si y sélo si la curva estd en P? o en una superficie cuddrica
y es de la forma (a,b) siendo o a o b mayor que 3.
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Dye hace una demostracion hasta grado 6 (ver [Dy] pg.72). Sin embargo aqui hare-
mos una demostracién por separado para remarcar algunas cuestiones geométricas
interesantes.

En esta seccién las curvas estardn en P2, no contenidas en P?, ya que en P? sélo
las de grado menor que 4 tienen un numero finito de cuatrisecante.

Ademas consideraremos las superficies regladas, segin la definicién clasica, es
decir, una superficie formada por un sistema simple infinito de rectas (esta definicién
incluye los conos). Asi lo define Edge en [Ed], donde se encuentran la mayor parte
de los resultados de superficies regladas que aqui se usan (ver seccién 3.4.1.). La
variedad de rectas trisecantes a una curva (con infinitas rectas trisecantes) sera pues
una superficie reglada, analogamente lo sera la variedad de rectas cuatrisecantes a
curvas con infinitas cuatrisecantes.

Observaciéon 3.4.2 Por lo visto en 3.4.2. todas las curvas de grado mayor que 6
contenidas en una cuddrica tienen infinitas cuatrisecantes, ya que si C' es de tipo
(a,b) o bien a o bien b o ambos serdn al menos 4. Ademds observamos que si a y
b son menores que 4 el numero de rectas cuatrisecantes a C' es 0 y son: la conica
(1,1), la cibica racional normal (1,2), la cudrtica racional (1,3), la cudrtica eliptica
(2,2), quintica de género 2 (2,3) y la séztica de género 4 (3,3). Esto ya se vid en la
seccion anterior (3.1.).

Proposicién 3.4.3 El teorema es cierto para grado menor que 6. De hecho tienen
menos de 3 rectas cuatrisecantes.

Demostracion.

Sea C' una curva de P? de grado menor que 6. C' no puede tener dos rectas
cuatrisecantes coplanarias, ya que generarian un plano que cortaria a C' en 8 puntos,
lo que es imposible por tener grado menor que 6. Por tanto si C' tiene mas de dos
rectas cuatrisecantes r, s y [ al no ser coplanarias dos a dos generan una superficie
cuadrica lisa ) que corta a C' en 12 puntos. Pero al ser el grado de C' menor que
6 esto sélo puede suceder si C' C Q). Por la observacién anterior queda demostrado
este resultado.

O

Si una curva C' estd contenida en una cuadrica y es de tipo (a,b), tiene in-
finitas rectas trisecantes (respectivamente cuatrisecantes) si o a o b es mayor que 2
(respectivamente 3). En cuyo caso la variedad de rectas trisecantes (respectivamente
cuatrisecantes) serd la propia cuadrica contada quizé varias veces. El grado de la
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variedad de trisecantes de una curva de grado n y género g es

2(”;) —g(n —2),

luego si C' es por ejemplo de tipo (3, 3) la variedad de rectas trisecantes es la cuddrica
contada 2 veces, el grado es 2(}) —4(6—2) = 4. Sila curva es de tipo (2, 4) la variedad
de trisecantes estara contada (g) = 4 veces ya que una cuatrisecantes cuenta como 4
trisecantes y el grado da 2(3) — 3(6 —2) = 8. En general, si C es de tipo (a,b) con a
o b mayor que 2 la variedad de trisecantes serd la cuadrica contada ((g) + (g
y el grado de la variedad es

2(a+§_1) —(a—1)(b-1)(atb—2) :2((3) + (g))

Observacion 3.4.4 Si una curva C estd contenida en una superficie ciubica lisa o
con singularidades aisladas tendrd un numero finito de cuatrisecantes, ya que toda
recta cuatrisecante a la curva tendria que estar contenida en la ciubica que solo tiene
un numero finito de rectas.

))-veces

Proposicion 3.4.5 Sea C' curva con infinitas cuatrisecantes, si C' estd en una cibi-
ca irreducible solo estd en una y ha de ser reglada.

Demostracion.

Si C' tiene infinitas cuatrisecantes, podemos considerar la variedad de rectas cua-
trisecantes que sera una superficie con infinitas rectas. Por tanto si C' esté contenida
en una superficie cibica irreducible ha de contener a las rectas cuatrisecantes, por
lo que la ctibica serd reglada que es la Unica con infinitas rectas. Luego la ctibica ha
de ser la variedad de cuatrisecantes, entonces es unica.

Proposicion 3.4.6 Sea C' una curva de grado n y género g, no contenida en ningu-
na superficie cuddrica. Si se cumple la desigualdad:

h'(Oc(3)) < 18 —3n+ g,

entonces C' tiene un niumero finito de cuatrisecantes.

Demostracion.
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Si C' tuviera infinitas cuatrisecantes y no estuviera en ninguna superficie cuadrica,
entonces por la proposicién anterior h°(1(3)) < 1, siendo I el ideal de la curva. Pero
si consideramos la sucesion exacta:

0—1— Ops — O — 0

tenemos que:

(I(3)) = h°(Ops(3)) — h*(Oc(3)) + I (1(3)),

y usando el teorema de Riemann-Roch:
R(I(3)) 2 20— (3n+ 1 — g + h'(Oc(3)))

lo cual contradice el hecho de que h'(O¢(3)) < 18 —3n+ g. Luego C no puede tener
infinitas cuatrisecantes si no esta en una cuddrica.

O

Observacion 3.4.7 Si O¢(3) es no especial (se cumple, por ejemplo, si Oc(1) no
lo es 0 si 3n > 2g — 2) tendriamos que, si se cumple la desigualdad g > 3n—18 y C
no estd en una cuddrica, tiene un numero finito de cuatrisecantes, ya que estariamos
en las condiciones del enunciado anterior.

Si seguimos el estudio por grados, vimos que para grado menor que 6 o estaban
en superficies cuadricas o tenian a lo sumo 3 cuatrisecantes. Vemos lo que sucede
para el caso n = 6.

Proposicién 3.4.8 El teorema es cierto para grado 6.

Demostracion. Para grado 6, existen curvas de géneros 0, 1, 2, 3, 4. La férmula para
las rectas cuatrisecantes nos da para estas curvas 6, 3, 1, 0, 0 respectivamente. Si el
género estd entre 0 y 3 O¢(1) es no especial (ver [H2]).

Todas las de género 4 son intersecciéon completa de una cuadrica y una cubica
lisa, luego no tienen cuatrisecantes.

Para géneros 1 y 2, las curvas no estan en cuddricas, ya que no satisfacen las
férmulas y como h°(1(3)) > 2, por la proposicién 3.4.5 tendran un niimero finito de
cuatrisecantes (3 y 1 respectivamente).

Para géneros 0 y 3, las que estén en una cuddrica lisa ((1,5) y (2,4) respectiva-
mente) tendrén infinitas cuatrisecantes.

Si no estdn en una cuddrica para género 3 h°(I(3)) > 4, luego no tiene
cuatrisecantes. Para género 0, h°(1(3)) > 1, es decir, estd al menos en una cibi-
ca irreducible. Para que C' tuviera infinitas cuatrisecantes la ctibica (debe ser sélo
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una) ha de ser reglada. Por otro lado dos rectas cuatrisecantes de C' no pueden
cortarse (por cuestién de grados). La cibica no puede ser un cono, ya que todas
las rectas del cono pasan por un punto. Las otras cubicas regladas tienen una rec-
ta doble y por un punto general de esta recta pasan dos generatrices y todas las
generatrices cortan en el mismo niimero de puntos a las curvas de la ctibica. Luego
si la curva tiene infinitas cuatrisecantes, todas las generatrices lo son, lo que no es
posible por no poder cortarse con otras. O

Observacion 3.4.9 Dos curvas pueden ser isomorfas y no tener el mismo niumero
de rectas cuatrisecantes, pero solo en el caso en que una tenga infinitas. Por ejemplo,
para la curva racional de grado 6 en P si estd en una cuddrica es de tipo (1,5) y
tiene infinitas cuatrisecantes (de hecho tiene infinitas quintisecantes), si no no tiene
cualrisecantes.

Observacion 3.4.10 Para toda curva de grado menor que 8 que no esté en una
cuddrica, st tuviera infinitas rectas cuatrisecantes, éstas formarian una superficie
reglada de grado r, pero entonces todo generador de la superficie es una cuatrisecante
de C' y como cada generador corta a otros r — 2 generadores, para r > 2 existirian
planos que cortan a C' en 8 puntos lo que no es posible por el grado de C.

Andlogamente, para curvas de grado menor que 6 que no estén en una cuddrica
no pueden tener infinitas trisecantes. Y las curvas de grado menor que 10 no pueden
tener infinitas rectas quintisecantes y asi sucesivamente.

Proposicién 3.4.11 El teorema es cierto para grado 7.

Demostracion. Para grado 7, existen curvas de géneros 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. La
formula para las rectas cuatrisecantes nos da para estas curvas 20, 14,9, 5,2, 0y -1
respectivamente. Todas las de género 6 estdn en una cuddrica y son de tipo (3,4),
luego tienen infinitas cuatrisecantes. Para el resto de géneros O (3) es no especial,
luego h°(I(3)) > —2,—1,0,1,2, 3 respectivamente. Para género 0 y 4 pueden estar
en una cuadrica, éstas son de tipo (1,6) y (2,5) respectivamente por lo que tienen
infinitas cuatrisecantes.

Las de género 4 que no estdn en cuddricas y las de género 5, al tener h°(1(3)) > 2,
tienen un nimero finito de cuatrisecantes (2 y 0 respectivamente). Para género 3, por
un razonamiento analogo al de la curva de grado 6 y género 0 tendrd 5 cuatrisecantes.
El resto de casos se justifican con la observacion anterior. O

Las rectas cuatrisecantes de una curva pueden darnos informacion sobre la su-
perficie cuibica en la que pueden estar, vemos un resultado inspirado en el trabajo
de R. H. Dye (ver [Dy], pg. 91).
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Proposicién 3.4.12 Sea C' una curva de grado n < 8. Si C' tiene 6 o mds cua-
trisecantes no puede estar en una superficie cubica irreducible que sea singular.

Demostracion. Supongamos que C' esta en una superficie ctibica irreducible singular
S. Por cuestion de grados C' no puede tener dos cuatrisecantes coplanarias, es decir,
que se corten. Luego S no puede ser un cono. Si S es reglada, como tiene a lo mas
dos rectas que no son generadores, si C' tiene 6 cuatrisecantes, todas las generatrices
tendrian que serlo. Pero por un punto general de la recta doble de S pasan dos
generatrices lo que no es posible. Si S es una ctbica con singularidades aisladas,
contiene un numero finito de rectas. Sean [;,i = 1,2,...,6, seis cuatrisecantes de
C, cualquier recta que corte a cuatro de ellas estara contenida en S y cuatro de
ellas siempre tienen una transversal comin. Ademés por una recta de S pasan como
mucho cinco planos cuya interseccion residual con S es una coénica reducible, luego
no puede haber una recta transversal a las 6. Por tanto S tendra como minimo 11
rectas. Solo 5 de los 21 tipos de superficies ctibicas con singularidades aisladas tienen
11 o mas rectas, pero en ninguno de los casos tienen 6 rectas que no se corten dos
a dos [He]. O

Corolario 3.4.13 Sea C una curva de grado n < 8. Si C' tiene mds de 6 cuatrise-
cantes no puede estar en una superficie cubica irreducible.

Demostracion. Ya hemos visto que no pueden estar en una cubica singular, pero
tampoco pueden estar en una lisa ya que en ésta el maximo nimero de rectas que
no se cortan dos a dos es 6. O

Las curvas de grado menor que 8 con 6 cuatrisecantes (grado 6 y género 2), sélo
pueden estar en cubicas lisas y de hecho estdn en una cubica lisa. Las que tienen 5
cuatrisecantes (grado 7y énero 3), sélo pueden estar en la cibica lisa o en la cibica
singular de 21 rectas, ya que son las tnicas cubicas irreducibles que poseen cinco
rectas que no se cortan (aparte de las regladas que ya descartamos).

Proposicion 3.4.14 Una curva de grado menor que 12 con infinitas cuatrisecantes
no puede estar en una cubica irreducible.

Demostracion. Sea n el grado de C. Ya se ha visto para grado menor que 8, asi que
lo vemos para curvas de grado entre 8 y 11. Como hemos visto si una curva C' esta en
una superficie cuibica S, todas las rectas cuatrisecantes a la curva estaran contenidas
en S, por lo tanto si C' tiene infinitas cuatrisecantes S ha de ser reglada y serd la
variedad de cuatrisecantes.

Para grados 8 y 9 por la observacion 3.4.11. no pueden ser quintisecantes, luego S
resta al grado de la superficie de trisecantes 3 -4 = 12. Para grados 10 y 11, podrian
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tener infinitas quintisecantes pero no sextisecantes, entonces S seria la variedad de
quintisecantes y restaria 3 - (g) = 30 En cualquiera de los casos, por los grados de las
variedades de trisecantes, C' estara en otra superficie reglada S’ de grado al menos
4 (no puede estar en otra cibica) cuyos generadores cortan a C' en 3 puntos.

La interseccin residual de las dos superficies S y S’ serd una curva C’ de grado
al menos 1. C no puede ser una componente de C’ ya que seria una curva doble en
S, lo cual no es posible por tener C' grado mayor que 7. Pero todo generador de S’
corta a S en tres puntos (ya que el grado de S es 3), entonces son los puntos de corte
con C' y no podrian cortar a C’. Luego C’ debe estar compuesta por generadores
de S’ y al cortar a C' en tres puntos y no cuatro no pueden ser generadores de S.
Pero las tnicas rectas que tiene una cibica reglada que no son generadores son las
directrices (una doble R y otra simple R’) para un tipo de cibica y para el otro una
de las directrices es a su vez un generador. Por ello el grado de C’" no puede superar

3.

» Para el caso n = 8 y S’ de cualquier grado 6 el caso n = 9,10, 11 siendo el
grado de S” mayor que 4, C’ tiene al menos grado 4, luego no es posible.

s El otro caso es n = 9,10,11 y S’ de grado 4. Los planos cortan a S en una
recta doble y un generador o dos generadors y una directriz o una directriz y
una conica.

e Para n = 9, el grado de C’ es 3, luego C" = 2R + R'. Pero entonces
como existe un plano que contiene dos generadores y una directriz de S
(trisecante a C' en este caso), cortaria a C' en 4 + 4 + 3 = 11 puntos lo
que no es posible.

e Para n = 10, el grado de C” es 2. Existe un plano que contiene a Ry una
conica de S. Este plano debe cortar a C' en 10 puntos. Como R corta a
C en tres puntos, la conica la cortard en 7. Por la teoria de superficies
regladas (ver 3.4.1 (6)), para C' k = 4, m = 10 y para la cénica k' > 1,
m' = 2, éstas se cortan en 10k’ +8 — 12k’ = 8 — 2k’ puntos, pero esto vale
como mucho 6.

e Analogamente, paran = 11 la cénica cortaria a C' en 8 puntos pero por la

teoria de superficies regladas se cortarian en 8 — &/, que vale como mucho
7.

Corolario 3.4.15 Para grado 8 y género mayor que 5, las curvas tampoco pueden
tener infinitas cuatrisecantes a no ser las que estan en superficies cuddricas.
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Demostracion. Para géneros 9 y 8 las curvas estan en cuddricas, son de tipo (4,4) y
(3,5), luego tienen infinitas cuatrisecantes. Para género 7, no estdn en cuddricas y
st en dos cubicas por tanto tiene un numero finito de rectas cuatrisecantes, una en
concreto (interseccién residual de las cibicas). Para género 6, no estédn en cuadricas
y si en una cuibica, por tanto por la proposicién anterior se tiene el resultado.
O

Ademas para las curvas de grado menor que 12, si tienen infinitas cuatrisecantes,
la variedad de cuatrisecantes sélo puede ser una superficie reglada (los generadores
seran las rectas cuatrisecantes) sin planos tritangentes. Ya que estos planos contienen
a tres generadores y cortarian a la curva en 12 6 mas puntos. La férmula (3.4.1. (7))
para el nimero de planos tritangentes, siempre que sea finito, a una superficie de
grado d y género p es:

%(d— 2)(d — 3)(d — 4) — p(d — 4),

este nimero corresponde también con el niimero de puntos triples de la superficie,
si es finito.

Proposicion 3.4.16 Para curvas de grado 8, existe una unica curva con infinitas
cuatrisecantes, no contenida en una cuddrica. Tiene género 5 y es la curva doble de
una superficie reglada de grado 6 y género 2.

Demostracion.

Sélo falta ver lo que sucede para curvas de grado 8 y géneros menores que 6:
Suponemos que una curva, no contenida en superficies ni cuddricas ni ciibicas (estos
casos ya se han visto), de grado 8, para los géneros 0, 1, 2, 3, 4 y 5, tiene infinitas
cuatrisecantes. Aplicamos, a nuestro caso, los siguientes resultados (ver la seccién
3.4.1.) vistos para una curva de grado n y género g:

(1) La variedad de rectas cuatrisecantes de C, que llamaremos X, estd contenida
en la variedad de rectas trisecantes de C, que llamaremos Y. Como ya vimos,
cada cuatrisecante “cuenta” como 4 trisecantes, luego el grado de X no puede
exceder la cuarta parte del grado de Y. Y no es, en principio, irreducible.

2(”;1) —g(n—2)

(es el nimero de rectas trisecantes que cortan a una recta). Para la curva de
grado 8 y género 0, 1, 2, 3, 4 6 5 el grado de Y sera 70, 64, 58, 52, 46 6 40

(2) La variedad Y tiene grado:
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d
d

respectivamente. Luego X tendra como maximo grados: 17, 16, 14, 13, 11 6 10,
respectivamente. Estos valores no se pueden alcanzar, para los géneros 0, 2 y
4 porque habria otra componente de Y de grado 2 y hemos descartado este
caso. Los otros grados se descartan usando el punto (6).

En una variedad reglada una curva es simple, doble, triple o de multiplicidad
s, segun el numero de generadores (rectas trisecantes en el caso de Y) que
pasan por un punto de la curva. El nimero de rectas trisecantes a una curva
que pasan por un punto de la curva es:

(n—2)(n—3)
2

_g'

Una cuatrisecante cuenta en la férmula como 3 trisecantes que pasan por un

punto de la curva (fijado un punto es (g))

Una curva simple en una superficie reglada de grado d y género p, cuyos gen-
eradores cortan a la curva en k puntos, cumple:

g=(n—1)(k—1)+ pk — 1/2dk(k — 1).

Esta féormula nos podria proporcionar ejemplos de curvas con infinitas cua-
trisecantes (haciendo k = 4), sin embargo no podemos garantizar que dicha
curva sea lisa.

La curva doble de una superficie reglada de grado d y género p, tiene grado:
n=21(d—1)(d—2)—py género g = 3(d—5)(d+2p—2)+1. Y los generadores
de la superficie la cortan en n — 2 puntos. Hay que tener en cuenta que dicha
curva puede ser reducible. Los puntos singulares de estas curvas vienen dados
por los puntos triples de la superficie.

Para grado 8, cualquier componente de Y es una superficie reglada que no
puede tener planos tritangentes, ya que cortaria a C' en al menos 9 puntos.
Luego si tiene grado d y género p se tiene que:

%(d— 2)(d — 3)(d — 4) — p(d — 4) = 0.

Se observa que si d es congruente con 1 moédulo 3, siempre tienen planos
tritangentes.

Por (2) y (6), los tnicos grados y géneros para X sin puntos triples son:
=4p=0Ld=5p=15L5d=06p=2d=8p=5d=97p=T,
=11,p=12;d =12, p=15;d =14, p =22 y d = 15, p = 26. Sus curvas dobles
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tienen grados respectivos 3, 2; 5; 8; 16; 21; 33; 40; 56 y 65. Luego para que una curva
de grado 8 sea doble deg X > 6. Como X no puede tener puntos triples no puede
tener curva triple. Tampoco Y.

Si C es simple en X por (4), (6) y (7), sélo pueden ser las curvas de géneros 1y 3,
y X es una superficie cudrtica eliptica y una de grado 11 y género 12 respectivamente.
Por (1) y (2) existird en Y otra componente de rectas trisecantes de grados: 8, para
la de género 3, que no puede ser ya que por cada punto de C' aun deben pasar 9
trisecantes. Y 48, para la de género 1, que ha de ser reducible ya que si no tendria
puntos triples. En este caso C' no puede ser simple en ninguna de las componentes
por (4) con k = 3. Tampoco puede ser doble, ya que no hay combinaciones posibles
para cumplirse todas las condiciones exigidas.

Si C' es doble en X por (5) puede ser de género 5y d = 6, p = 2. La otra
componente de Y tendra grado 16 y ha de ser reducible por (6). C' podria ser simple
en cada componente de Y aparte de X (habria 4) de grado 4 y género 1 y no
contradice ningun apartado. De hecho esta curva existe ya que Edge en [Ed], pagina
8, confirma que existe en una superficie de grado n una curva doble que corta a cada
generador en n — 2 puntos y en las paginas 250 y 310 las describe y clasifica.

Para otros géneros, si suponemos que C' es doble en X, al intentar repartir el
resto de rectas trisecantes por un punto y el grado de las otras posibles componentes
de Y, no se pueden dar todas las condiciones exigidas.

O

Con este mismo argumento se podria pensar que la curva de grado 9 y género 4
que puede ser la curva doble de una superficie reglada de grado 6 y género 2 es otro
ejemplo, pero esta superficie tiene puntos triples, lo que hace que la curva doble no
sea lisa (por la definicién de la curva doble).

3.5. Rectas bitangentes a curvas de P?

3.5.1. Curvas de grado menor que siete

R. H. Dye en su articulo Space sextic curves with six bitangents and some
geometry of the diagonal cubic surface se pregunta para qué curvas alguna de sus
rectas cuatrisecantes (o todas) que tienen son bitangentes, es decir, que sus cuatro
intersecciones con la curva son dos pares coincidentes. El interés viene de que sélo
curvas excepcionales poseen bitangentes. Dye hace el siguiente estudio:

Las curvas cibicas y cudrticas de P? no tienen rectas cuatrisecantes y la tnica
quintica con un nimero positivo de rectas cuatrisecantes es la de género 0 que por la
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formula tiene 1. Esta recta puede ser una bitangente: si consideramos una quintica
racional en P? y el s6lido que generan dos rectas tangentes a la curva que no se cortan,
proyectamos desde una recta general del sélido y las dos tangentes se proyectan a
una recta que sera bitangente.

Para curvas séxticas Dye prueba el siguiente teorema:

Teorema 3.5.1 Una curva séztica irreducible con al menos 6 bitangentes distintas
tiene exactamente 6 bitangentes y es o bien

(i) una curva de tipo (2,4) en una cuddrica
o bien

(ii) una sértica racional lisa en una superficie cubica lisa y las bitangentes
corresponden con la mitad de una double-six de dicha superficie.

La idea de la demostracién es:

Para una curva de tipo (a,b), con a < b, en una cuddrica hay, contando con
multiplicidad, 2a(b— 1) puntos R donde el generador de la familia de b-secantes que
pasa por R tiene multiplicidad de interseccién mayor que 1 con la curva en R (ver
[Dy] pg 10). Para (1,5) ese nimero es 8, por tanto la curva puede tener a lo sumo
4 bitangentes. Para (2,4) el nimero da 12, luego tendré a lo mas 6 bitangentes. Se
verifica que estas curvas existen:

Sea () cuadrica lisa parametrizada por (zg, x1, T2, 23) = (Ap, A\, i, 1) y sea

1 1
F ) = M+ 2302 — 2N+ — 2,
(A, ) X = SAt

Entonces F'(A, u) = 0 corresponde con una séxtica de @ de tipo (2,4) (grados en A
y en f).
Suponiendo que u® =1 y teniendo o # 3 por

2o+ B) = —p?, 8af = —p
se tiene que
F(\p) =\ —a)*(A—p)?

Luego el generador correspondiente con ese p es bitangente a la curva. Las 6
posibilidades para p dan las seis bitangentes buscadas.
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La curva séxtica de género 0 tiene, segun la férmula, 6 cuatrisecantes, estas
pueden ser todas bitangentes. Para probar esto Dye estudia la estructura de la
cubica lisa y obtiene la curva explotando el plano en 6 puntos:

Un pentaedro de planos, no cuatro de ellos concurrentes, tiene 10 aristas y 10
vércices. Cada vértice estd en 3 aristas y cada vértice comun a tres caras es opuesto
a la arista comun a las otras dos caras. La unién de un vértice con otro vértice de
la arista opuesta es una diagonal. Luego hay 15 diagonales y una tnica superficie
cubica lisa S que las contiene. S tiene otras 12 rectas que forman una double-six,
que es:

ap az asz a4 as dasg

by by by by bs bg

donde cada recta no se corta con las otras seis rectas de su misma fila o columna,
pero corta a las otras 5 rectas.

El plano tangente a .S en un vértice contiene a las tres diagonales que pasan por
dicho vértice.

Si consideramos la representacion plana estandar de una superficie ciibica como
las curvas cubicas que pasan por seis puntos A;, A, As, Ay, As, Ag del plano 7, que
no estan en una coénica, entonces el entorno de A; corresponde con los puntos de la
recta a; y la cénica B; que pasa por todos los puntos A; distintos de A; corresponde
con b;. Existe una cénica que tiene orden de contacto 2 con cada B;.

Dada una curva de grado n en un plano 7 que contiene los puntos base Aj,
Ay, Az, Ay, As, Ag como puntos con multiplicidades respectivas A1, Ao, A3, Aa, A5, Ag
corresponde con una curva irreducible en S de grado

3n—/\1—/\2—/\3—/\4—/\5—/\6

con la posibilidad de que \; = 0.

Por tanto si tomamos la cénica con orden de contacto 2 con cada B; (dicha
conica existe, ver [Dy]), corresponde con una curva séxtica de S que tiene a b; por
bitangentes. Es la séxtica racional.

Vemos lo que sucede con el resto de séxticas:

Las demaés séxticas de géneros 4 y 3 no tienen cuatrisecantes, como ya vimos en
la seccién anterior, luego no tendran bitangentes.

La séxtica de género 2 en P3, tiene una tnica recta cuatrisecante (no puede
tener por tanto rectas quintisecantes). Esta recta puede ser una bitangente. Para
encontrar esta curva consideramos la séxtica de género 2 inmersa en P*, de forma no
degenerada. Esta curva tiene planos bitangentes ya que sustituyendo en la férmula
vista en el teorema 2.7.10. nos da 20.
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Podemos proyectar desde un punto de uno de esos planos de de forma isomorfa,
ya que la variedad secante y la variedad tangente no pueden contener planos, ya que
son irreducibles y ellas no pueden ser un plano porque la curva seria plana. Luego
proyectando adecuadamente desde un punto de uno de estos planos, obtenemos una
curva lisa de grado 6 y género 2 en P? con una recta bitangente.

Los planos bitangentes que aparecen en la formula no pueden ser quintisecantes,
porque proyectando de forma isomorfa desde un punto de ese plano, obtenemos una
curva de grado 6 y género 2 en P? que s6lo puede tener una recta cuatrisecante. Luego
han de ser distintos. Si proyectamos la curva de P* desde el punto de interseccién
de dos planos bitangentes obtendremos una curva en P? con dos rectas bitangentes,
luego no puede ser isomorfa a la curva lisa de grado 6 y género 2 de P? que sélo
tiene una recta cuatrisecante. Luego los puntos de interseccion de los planos han de
ser:

= Puntos de la curva
= Puntos en alguna recta secante a la curva.

» Puntos en alguna recta tangente a la curva.

La primera opcién no es posible ya que obtendriamos una curva de grado 5 y género
2, que como vimos no tiene rectas cuatrisecantes.

La séxtica eliptica tiene 3 cuatrisecantes, se puede ver que al menos una puede
ser bitangente, por un método analogo al de la quintica racional. Para obtener una
séxtica eliptica en IP? con 3 bitangente se podria utilizar un método andlogo al que se
usa con la racional. Es decir, consideramos una cuibica eliptica plana lisa con orden
de contacto 2 con tres de las conicas B; y que contiene tres de los puntos A; con
multiplicidad 1.

Corresponde con una curva séxtica de S que tiene las tres b; correspondientes
por bitangentes. Es la séxtica eliptica. El problema esta en comprobar que existe
una cubica plana en estas condiciones.

La séxtica racional contenida en una cuddrica es de tipo (1, 5), luego tiene infini-
tas rectas quintisecantes. Como vimos puede tener a lo sumo 1 - (5 — 1) = 4 rectas
bitangentes. Tal curva existe. Se puede demostrar por un procedimiento analogo al
que usa Dye para la curva de tipo (2,4). En este caso

FO,p) = A+ (14 20)A* 0% — (1 4+ 20\ + (1 +10)p”.

Entonces F'(A, 1) = 0 corresponde con una séxtica de @ de tipo (1,5) (grados en A
y en p).
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Suponiendo que p* = 1 y definiendo «, 8 y 7 por

(@+0)=—(1+ip, af=p>y=p

siendo «, 3 y v distintos entre si. Se tiene que

Fp) = =a)’A=5)*"(A=7)
luego el generador correspondiente con ese u es bitangente a la curva. Las 4 posibil-
idades para i dan las bitangentes buscadas.

3.5.2. Curvas de grado siete

Vemos ahora lo que sucede para las curvas de grado 7:

Como hemos visto en la seccién anterior, existen curvas en P? de grado 7 y
géneros 0, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. La férmula para las rectas cuatrisecantes nos da para
estas curvas 20, 14, 9, 5, 2, 0 y -1 respectivamente. Hemos visto que este ntimero sélo
es infinito para las curvas contenidas en una cuadrica: todas las de género 6 estan en
una cuadrica y son de tipo (3, 4), luego tienen infinitas cuatrisecantes y para géneros
0 y 4 pueden estar en una cuddrica, siendo de tipo (1,6) y (2,5) respectivamente,
por lo que tienen infinitas cuatrisecantes. Para géneros 3, 4, 5 O¢(3) es no especial y
h°(1(3)) > 1,2, 3 respectivamente, luego podemos asegurar que estdn en una cibica
(irreducible si no estéan en cuddricas).

Hemos visto que la curva de grado 7 y género 3 no puede estar en cuddricas y
que si estd en al menos una cubica, luego estard en una ctbica irreducible.

Vimos que las cuatrisecantes de una curva de grado 7 no se pueden cortar 2 a 2.
Luego estudiando las superficies cubicas que existen (ver [R]), observamos que sélo
hay dos tipos que contienen 5 rectas que no se cortan 2 a 2. Estas son la lisa que
tiene hasta 6 rectas no coplanarias 2 a 2 y la cibica de 21 rectas.

Sea S la cubica lisa, con la notaciéon de la seccién anterior, si definieramos en
7 una curva cuartica lisa ¢ de género 3 que contenga 5 de los puntos A;, entonces
obtenemos en P una curva lisa de grado: 3-4 —1—-1—-1—1—1 = 7y género 3
que tiene a b; por bitangentes.

Si tomamos la cuartica con orden de contacto 2 con cinco de las cénicas B;
corresponde con una curva séptica de S que tiene a las cinco b; correspondientes por
bitangentes. El problema esta en comprobar que existe una cuartica plana en estas
condiciones.

Observaciéon 3.5.2 Las curvas de grado 7 y géneros 0, 1 y 2 no pueden estar en
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superficies cubicas, ya que no hay ninguna con mds de 6 rectas que no se cortan
entre si.

Proposicion 3.5.3 Euzisten curvas de grado 7 contenidas en superficies cuddricas
con el niumero mdximo de rectas bitangentes posibles.

Demostracion. Para una curva de tipo (a,b), con a < b, en una cuadrica hay, con-
tando con multiplicidad, 2a(b — 1) puntos R donde el generador de la familia de
b-secantes que pasa por R tiene multiplicidad de interseccion mayor que 1 con la
curva en R (ver [Dy] pg 10). Luego tendrdn a lo mas a(b—1) bitangentes. Para (1, 6)
ese numero es 10, por tanto la curva puede tener a lo sumo 5 bitangentes. Para (2, 5)
ese numero es 16, por tanto la curva puede tener a lo sumo 8 bitangentes. Para (3,4)
el nimero da 18, luego tendra a lo més 9 bitangentes. Se verifica que estas curvas
existen:

Sea () cuddrica lisa parametrizada por (zg, z1, T2, 3) = (A, A, p, 1) y sea

1. 1
FOup) = N+ M — x+ — P,
(A ) X =S A p

Entonces F'(A, 1) = 0 corresponde con una séptica de @ de tipo (3,4) (grados en A
y en ).
Suponiendo que p® = 1 y definiendo o # 3 por

2a+p) =—p’, 8af = —p°

se tiene que

F(A\ p) = (A= a)*(A = p)*

luego el generador correspondiente con ese p es bitangente a la curva. Las 9
posibilidades para p dan las bitangentes buscadas.

Anélogamente si
FOp) =M+ (14200 0% — (1+ 20X + (1 + 1)

Entonces F'(A, ) = 0 corresponde con una séptica de @) de tipo (2,5) (grados en A
Y en fi).
Suponiendo que p® = 1 y definiendo «, 3 y 7 por

(a+8)=—-(1+i)p* af=p'y=p’
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siendo «, 3 y v distintos entre si. Se tiene que

F\p) = (A= a)* (A= B)* (A=)

luego el generador correspondiente con ese p es bitangente a la curva. Las 8
posibilidades para p dan las bitangentes buscadas.

Por un procedimiento andlogo podemos obtener una curva de () de grado 7 y
género 0, es decir, de tipo (1,6), con el maximo de bitangentes, 5 en este caso.

O

Observamos que para el caso de la curva de tipo (1,6) en una cuédrica, podria
tener también rectas tritangentes. Por el niimero de puntos multiples que puede
tener, podria tener a lo sumo 3 tritangentes. Sin embargo por el método anterior no
es posible encontrar ningin ejemplo.
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Capitulo 4

Puntos de inflexion

4.1. Introduccion

En [H2] se proyectan curvas para obtener curvas isomorfas en un espacio proyec-
tivo menor, asi se consigue que toda curva pueda ser inmersa en P3. Vemos ahora
lo que sucede con los espacios osculadores al proyectar.

Proposicién 4.1.1 Sean C C PV curva, O ¢ C y f : C — PN~1 la proyeccion
desde O. Si O ¢ SecC U TanC, entonces para todo punto P € C

dimOscl,(P) = dimOsc’}(c) (f(P))

sty solo si

O ¢ Osck(P).

Demostracion. Puesto que Osck(P) es un espacio lineal, conservard la dimensién al
proyectar desde un punto siempre que no pase por el centro de proyeccién. Ademaés,
la proyeccion de dicho espacio es el espacio osculador k-ésimo de la imagen de la
curva, f(C) en f(P), como se puede comprobar sin mas que dar coordenadas locales
adecuadas. O

Proposicién 4.1.2 Si C C PV es una curva, con N > 4, entonces existe un punto
O ¢ SecC' U TanC, tal que al proyectar C desde O se conserva la dimension de los
espacios osculadores de orden 2.

Demostracion. SecC' U TanC' viene dado al menos localmente, como vimos, por la
imagen de (C' x C) x P! en PV y

Osc®C = U OscZ(P)

PeC
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viene dado por la imagen de C' x P2 en PV que lleva (P, t) al punto ¢ en el osculador
segundo de C' en P. Luego ambas tienen dimensién menor o igual que 3 y como
N >4, SecCUTanC UOsc?C # PV, luego existe O que no pertenece a esa unién y
asi por 1.3.1. al proyectar desde O se conservan los espacios osculadores segundos.
O

Observacién 4.1.3 La union SecC U TanC U Osc*C no es redundante, es decir,
no puede ser que Osc*C C SecC U TanC, ya que un plano corta a la curva en un
numero finito de puntos, luego contiene un numero finito de tangentes y secantes,
en particular cada espacio osculador sequndo lo cumple.

Corolario 4.1.4 Toda curva puede sumergirse en P? conservando la dimension de
sus espacios osculadores sequndos (se conserva el nimero de puntos de inflexion).

Para clasificar las curvas segiin sus puntos de inflexion, es muy til proyectar
hasta P? desde centros suficientemente generales. Observamos que la clasificacién
no puede hacerse salvo isomorfismo, ya que dos curvas pueden ser isomorfas y sin
embargo que una tenga puntos de inflexiéon y la otra no:

Si consideramos una curva sin puntos de inflexién en P4, por ejemplo la racional
normal de grado 4 y proyectamos desde un punto que no esté ni en su variedad
secante ni en su tangente, obtenemos otra curva isomorfa en P3, pero:

= Si el punto de proyeccién no esta en ningin espacio osculador segundo a la
curva inicial, la nueva curva no tendra puntos de inflexién (pero si tendra pun-
tos de hiperosculacién, ya que la tinica que no tiene es la racional normal de
grado 3 y no es imagen de ninguna proyeccién isomorfa).

= Si el punto de proyeccion esté en algin espacio osculador segundo, obtenemos
otra curva en P? isomorfa, pero con puntos de inflexién.

Es decir, el nimero de puntos de inflexién no depende sélo del grado y género
de la curva. Sélo si ésta estd en su espacio adecuado, es decir, no es proyectada de
ninguna curva.

Observamos que el ejemplo anterior no es tan sorprendente si se tiene en cuenta
que el concepto de isomorfismo sélo incluye informacién sobre puntos y vectores
tangentes.

Un problema que se plantea es la clasificacién de curvas en P? con y sin puntos
de inflexion dado el grado y el género. Problema andlogo al de la clasificacion de
curvas de IP3, es decir, curvas lisas, del que hablamos en el primer capitulo y tratado
en [H2] y [H3].
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4.2. Fibrados lineales de orden superior

Los fibrados lineales sobre curvas en PV que dan lugar a inmersiones cerradas,
es decir, fibrados muy amplios, han sido muy estudiados y sus propiedades son muy
conocidas, sin embargo éstos no aportan informacion acerca de multisecantes, mul-
titangencias, hiperosculacion u otros fenémenos. En los ultimos anos han aparecido
en la literatura ciertos fibrados que refinan el concepto de fibrado muy amplio y dan
lugar a inmersiones cerradas que son llamadas de orden superior (ver por ejemplo
[BS1], [BS2], [BS3], [LM], [Pi2]). En este apartado veremos dichas inmersiones: son
las que vienen dadas por fibrados k-muy amplios, k-generados, k-jet amplios y los
mas relacionados con las inflexiones que son los k-requlares. Definimos estos fibrados
a continuacion.

Vemos primero la definicién de k-muy amplio y algunas propiedades:

Definicién 4.2.1 Dada C curva inmersa en PV por L, fibrado lineal, decimos que
L es k-muy amplio, para k > 0, si para todo (T ,O71) subesquema 0-dimensional en
C' con longitud(Or) < k + 1, la restriccion

I'L) - T'(L®Or)

es sobreyectiva.

L es 0-muy amplio si y s6lo si L es generado por sus secciones globales v L es
1-muy amplio si y sélo si L es muy amplio.

Dada una curva C' y un fibrado lineal k-muy amplio L sobre C, se tiene que
h%(L) > k + 1. Se demuestra tomando como 7, k + 1 puntos distintos de C'. Como
longitud(O7r) =k + 1y I'(L) — I'(L ® Or) es sobreyectiva, se tiene el resultado.

Si L es k-muy amplio, entonces es en particular (k — 1)-muy amplio.

Ademas, si C estd inmersa por L, k + 1 puntos cualesquiera estaran en posicién
general lo que implica que C no tiene(k — 1)-espacios (k + 1)-secantes. Por tanto los
fibrados lineales 2-muy amplios dan inmersiones de curvas sin rectas trisecantes. En
P? no hay muchos ejemplos (ver por ejemplo [BS2]):

Ejemplo 4.2.2 Si k=2, h°(L) = 4 y C es linealmente normal, por la observacion
anterior, solo hay dos curvas que pueden estar inmersas por un fibrado 2-muy am-
plio, son la curva de género 0 y grado 3 (la racional normal en P2, el fibrado es
ademds 3-muy amplio) y la de género 1 y grado 4 (de hecho es 2-muy amplia).

En P*, las curvas que pueden estar inmersas por un fibrado 2-muy amplio son
las que vimos en la seccion 3.2. que no tienen rectas trisecantes, es decir, las curvas
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de grados y géneros: (4,0) (el fibrado puede ser 4-muy amplio), (5,1) (por la obser-
vacién 2.6.4. el fibrado podria ser 3-muy amplio), (6,2) (por las féormulas de planos
cuatrisecantes el fibrado no puede ser 3-muy amplio) y la curva canénica de género
5 no trigonal ((8,5)). Sélo la racional puede estar inmersa por un fibtado 3-muy
amplio y de hecho es 4-muy amplio (ver [BS2]).

Definimos a continuacion los fibrados k-generados y enunciamos algunas propiedades:
Definicién 4.2.3 Dada C' curva inmersa en PN por L,fibrado lineal, decimos que

L es k-generado, con k > 0, si para z1, 23, ..., 2 € C' puntos distintos cualesquiera y
para ki, ko, ..., k; enteros positivos de forma que 22:1 ki =k + 1, se tiene que

I'L) —-T(L®Or)

es sobreyectiva, donde (T,O7) es el subesquema 0-dimensional definido por el haz
de ideales Ir, donde ZrOc¢ ., estd generado por yf en k;, cony; coordenada local de
C en z.

L es 0-generado si y s6lo si L es generado por sus secciones globales y L es
1-generado si y so6lo si L es muy amplio.

Enunciamos sin demostracién la siguiente proposicion sobre fibrados lineales k-
generados. Las demostraciones se pueden encontrar en [BS1].

Proposicion 4.2.4 Sea L fibrado lineal sobre una curva C' de género g. Entonces:
(1) L es k-generado si degL > 2g + k.
(2) SidegL =2g+k—1, L es k-generado si y sélo si h°(L — K¢) = 0.
(3) Si L es k-generado y h*(L) # 0, entonces K¢ es k-generado y g > 2k + 1.

(4) Si L es k-generado, g > 0, d = degL, entonces d > k + 2. Si ademds d < 2g,
entonces d > 2k +2, yd=k+2sid=2g 0o L=K¢ (k=1,9=3).

Definimos ahora los fibrados k-jet amplios y enunciamos algunas propiedades:

Definicién 4.2.5 Dada C curva inmersa en PV por L, fibrado lineal, decimos que
L es k-jet amplio, con k > 0, si para todo {x1,x2,...,2,} C C y para ky, ko, ..., k;
enteros positivos de forma que Y ;_, ki =k + 1, la aplicacion de evaluacion:

CxI(L)—L/(Leml em? ... 0mk)
es sobreyectiva, o equivalentemente
D(L) = D(L/ @, mb) = @, T(L/mk)

Donde m,, es el ideal mazimal en x;.
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L es 0-jet amplio si y sélo si L es generado por sus secciones globales y L es 1-jet
amplio si y s6lo si L es muy amplio.

Lema 4.2.6 Dados L1 y Ly fibrados lineales sobre la curva C'. Si Ly es a-jet amplio
y Lo es b-jet amplio, entonces Ly ® Lo es (a + b)-jet amplio.

Este lema muestra como es posible construir fibrados k-jet amplios, tensorizando
k fibrados muy amplios. Y es demostrado en [BS3].

Por ultimo el concepto mas relacionado con la osculacion es el de fibrado k-
regular:

Definicién 4.2.7 Dada C curva, un fibrado lineal L en C' es k-regular, con k > 2,
si L es muy amplio y para todo punto x € C, la aplicacion de evaluacion:

(L) — TI'(L ® O¢/mk)

es sobreyectiva, donde m, es el ideal maximal en x. (ver [LM] y [Pi2])

Geométricamente significa que C', inmersa por L y I'(L) tiene en cada punto el
segundo espacio osculador de dimension méaxima, por tanto no tiene inflexiones de
orden 2.

Las inmersiones que proporcionan todos estos fibrados si miden los fenémenos
de multisecancia, hiperosculacion,... sin embargo no es sencillo ver si un fibrado es
o no k-muy amplio, por ejemplo.

El concepto mas fuerte es el de k-jet amplio ya que engloba los conceptos de
k-muy amplio y k-regular:

Lema 4.2.8 Si un fibrado lineal es k-jet amplio, en particular es k-muy amplio.
También un fibrado k-muy amplio es k-generado. Ademds para k = 2, son equiva-
lentes 2-jet amplio, 2-generado y 2-muy amplio, para curvas.

Para su demostracién ver [BS2],[BS3].

De las definiciones se deduce que todo fibrado k-jet amplio con & > 2, es k-
regular. Sin embargo, los conceptos de k-muy amplio y k-generado no implican, en
general, el de k-regular. Aunque para k = 2, si por el lema anterior. Por otro lado,
2-regular no es equivalente a 2-jet amplio, 2-muy amplio y 2-generado, como veremos
en la siguiente seccién con un contraejemplo.

El concepto menos estudiado es el de k-regular, de él nos ocuparemos para k = 2,
es decir, curvas inmersas en un espacio proyectivo por todas las secciones de un fi-
brado 2-regular. A estas curvas las llamaremos curvas 2-regulares. Por la observacion
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anterior la mayoria de los resultados de este apartado son aplicables a fibrados 2-
regulares.

Observacion 4.2.9 Una curva 2-reqular no tiene puntos de inflexion de orden 2.
Si la inmersion de C' no se realiza con todas las secciones del fibrado, puede tener
o no puntos de inflexion, como veremos. Ademds una curva inmersa por todas las
secciones de un fibrado que no tiene puntos de inflexion de orden 2 es 2-regular.

4.3. Curvas sin puntos de inflexién

Hasta ahora podemos afirmar que existen curvas de grado n y género ¢ sin
puntos de inflexion de orden 2 para d > 2g+2, ya que existirian fibrados k-generados
que darian la inmersiéon. Y para g =2y d =5y para g = 3y d = 6, que veremos
con otras técnicas geométricas en el estudio por grados y que nos permiten ademaés
encontrar contraejemplos que demuestran que 2-regular no es equivalente a 2-jet
amplio, 2-muy amplio y 2-generado. Ademas la mayoria de las curvas contenidas en
una superficie de grado 2 no tienen puntos de inflexién de orden 2.

Si nos restringimos a las curvas de P? linealmente normales, es decir, que no son
la imagen de una proyeccién, para las cuales 2-regular equivale a no tener puntos de
inflexién. Por los teoremas de Riemann-Roch y Castelnuovo (ver Teoremas 1.1.1 y
1.1.2) en el caso h(L) = 4, obtenemos:

L2 _9d+ 4 si d es par
1 — < 4 !
h(L) g d+3—{}1(d2—1)—2d+47 si d es impar.

Asi si fijamos el grado, para grados bajos:

d = 3 Entonces g = 0 que como vimos es 2-regular.

d =4 Entonces g = 1 es la cuartica eliptica que es 2-muy amplia, por tanto es
2-regular.

d =5 Entonces g = 2, en general es 2-regular. Esta curva esta en una unica superficie
cuddrica @ y existen tanto en cuddricas lisas como en singulares (ver [H2] pg.
355). Ademds como la Funcién de Hilbert de la curva coincide con su Polinomio
de Hilbert para m > d — 2 = 3, serd 5m — 2 + 1 (ver [Ha] pg. 167), luego esta
curva esta en superficies ctbicas.

Suponemos primero que @) es una cuddrica lisa, entonces ) ~ P! x P! C P3
con e € |0(0,1)] v f € |O(1,0)] generatrices de las dos reglas. Se tiene que
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C €]0(2,3)|. Como C' tiene género 2, es hipereliptica y por tanto tiene una
tinica g3 y no puede ser interseccién completa.

Supongamos que C' no es 2-regular, entonces existe P € C tal que Osc%(P) =1
recta o equivalentemente existe {7 };cp1 haz de planos por [ que corta a C' en
divisores de la forma: 3P + Pj; + Py, luego |Py; + Pyl es la g3 de C. Vemos
que esto no sucede en general:

Al ser [ una recta con orden de contacto mayor que 2, toda h € I(C') tiene
una raiz triple comin en [. I(C') estd generado por la cuddrica y dos cibicas
(véase [Hal, pg. 111). Dada F, una de las cibicas y dada ¢ : P! x P! — P?
la inmersién de Segre definida en coordenadas afines por (t,s) — (t,s,ts),
Q@ es la imagen. Ademads si h := ¢*F sera un polinomio de grado 3 en cada
indeterminada s y t. Sil = {s = so} y P = (to, S0), entonces t; es una raiz
triple de h(t, sg) = 0, es decir, en P = (¢, So) :
2
L

at  ot?

Lo que no sucede para un h general de 1(C).

Ejemplos. Las curvas C' C @ de tipo (2,3) (como en nuestro caso) vienen

dadas por:
c={em (2 2 00) <1y

con G y H polinomios homogéneos de grado 2y z = (2o, 21, 22, 23) coordenadas
en P3 (ver [Ha], pg. 111). Luego C viene dado por:

Fl(Z) = ZpR3 — R1R2 = 0
Fy(z) = 20H(2) — 22G(2) =0

F3(z) = 21H(2) — 23G(2) =0

Observamos que I} N F;, consiste en la curva y una recta y ;N Fj3 consiste en la
curva y otra recta. Si consideramos la parametrizacion de Q = {F; = 0} de la
inmersién de Segre: ¢ : (t,8) — (t,s,ts), es decir, zg = 1,21 =t,20 = 8,23 = ts
y fi = ¢*F;, 1 = 2,3, observamos que f3 = tfy. Basta con ver lo que pasa con
fa. Consideramos en general:

H(z) = azi + bzozy + czoz0 + dzgzs + ezt + fz12p + gzi2s + hes + 223 + 525

G(2) = a'z5 + b2z + 2oz + d 2oz + €2 + o1z + g 2123 + W 25+

2 12
V2923 + ) 23
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Como Fy(z) = z0H (2) — 220G (2), sustituyendo zy = 1,21 = t,29 = 8, 23 = ts:
fa(t, 8) = a+bt+ct®+((c—a' ) +(d+ f—)t+(g—e)t?)s+((h—c ) +(i—d — g )t+

(j — gt?)s* + (—=h' —i't — j't})s® = A(t)s* + B(t)s* + C(t)s + D(t).

Entonces,
% — 3A(t)s> + 2B(t)s + C(t),
0% fo
5o = 6A(t)s +2B(1).

Fijado t = ty, sg es raiz triple si
—B(t)
3A(tg)

34(t) ( 3/113(150) )2 +2B(t,) (;fgoo))) +Clt) = 0

So —

—B(to)\? —B(tp)\?2 —B(to)
Alt Bt t D(ty) =
(i) 3A(to) )+ Bl 3A(to) ) + e 3A(to) ) + Dito) =0
puesto que son condiciones cerradas no se dan en general.

Vemos a continuacién en el ejemplo (1) una curva no 2-regular en estas condi-
ciones y en el (2) una 2-regular, que es el contraejemplo visto de una curva 2-
regular que no es 2-jet amplia, equivalentemente 2-muy amplia y 2-expandida:

(1) Consideramos:
H(z) = 223 — 2021 + 2022 + 2023 — 23 + 2123 + 22023

2 2
G(2) = 25 + 2021 + 2022 + 2023 + 2{ — 2223.

Entonces, C' viene dada por:
F1(2> — Z0R3 — Z1%2

Fy(z) =2 3.2 2 2 9

2 Z) =225 — 2521 + 2523 — 2021 + 202123 + 2202223

2 2 2
—ROR1R2 T RQRg T ROR2R3 — R R2 T R9X3
2 2 3 2

F3(2) = 22521 — 202] + 202122 + 202123 — 27 + 223

2 2 2 2
+2212223 — ZgR3 — ZQR1R3 — ZQR2R3 — ZpR3 — Z1%3 + 2923
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conzg=1,21 =t,29 = 8,23 = ts:
Y ) )

folt,s) =2 —t =2+ (=1 +1)s* + ts°

si fijamos t = 1:

f2(175> - f3<]-7 8) - 53
luego existe un punto triple en (1,0), es decir, C' tiene un punto de in-
flexién en [1:1:0:0].
(2) Si consideramos:
H(2) = 20 + 2021 + 2}
G(2) = 25 + 2023 + 23
Entonces, C' viene dada por:

Fl(Z) — ZpR3 — %1%

3., .2 2 3 _ .2 2
Fy(2) = 25 + 2521 + 2021 — 25 — 2323 — 2223

2 2 3 _ 2 2 2
F5(z) = 2521 + 2021 + 27 — 2523 — 2225 — 23

Consideramos las distintas parametrizaciones de @ = {F; = 0}:
Para (1,t,s,ts) se tiene f3(t,s) = tfa(t,s)y

fot,s) = (1 +t+t*)(1 — s°)

luego no hay raices triples. Para el resto de parametrizaciones: (t, 1, st, s),
(s,st,1,t), (st,s,t,1), siempre queda f; = tf; para i,j = 1,2 y i # j,
ademds f; = (1 + ¢+ t*)(1 — s*), no tiene puntos de inflexién, luego es
2-regular. Sin embargo no es 2-muy amplia por la proposicién 2.2.4.(6) y
el lema 2.2.9..

Si ( es un cono , el razonamiento es similar: por el polinomio de Hilbert la
curva esta en superficies cubicas. Puesto que C' C @, si suponemos que C' no
es 2-regular, entonces existe P € C tal que Osc%(P) = [ recta (C-1 = 3P+...),
entonces | C (. Si parametrizamos @) con a(t) + sf3(t), entonces | =t = ty. Si
consideramos una cubica F' € I(C) y h := ¢*F, siendo ¢ la inmersién de @) en
P3| entonces h(to, s) tiene una raiz triple en P = (1, o), es decir:

Oh  h

ds  0s*

en P = (to, s9). Pero esto no se da en general, luego en condiciones generales
C es 2-regular.
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d =6 Entonces g = 3 6 4. Por un razonamiento analogo al caso anterior en general
no tienen puntos de inflexion.

Se puede hacer otro tipo de razonamientos para curvas hiperelipticas especiales
de grado d > 6. Si suponemos que tiene un punto de inflexién, es decir, que existe una
recta que corta a X con multiplicidad 3 y consideramos los planos que la contienen
dan lugar a una g} 5. Al ser una curva especial hipereliptica ha de ser la g3 mas d-5
puntos fijos, es decir, que la recta mencionada debe cortar a la curva d-2 veces. Si
la curva tiene un ntimero finito de cuatrisecantes (ver el tercer capitulo), se pueden
estudiar utilizando la formula que da el niimero de las cuatrisecantes de la curva
(ver el segundo capitulo) y asi si este es suficientemente pequenio no podria ser.

Se plantean pues dos problemas: existe para cada grado y género una curva
de P? sin puntos de inflexién? y aparte de las curvas de grado 3 y 4 y géneros 0
y 1 respectivamente existe algin grado y género para los cuales todas las curvas
linealmente normales carezcan de puntos de inflexién?
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