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Introduccion

El propésito de esta Tesis es triple; primero, extender algunos resultados de
minimizacion perturbada, como el principio variacional suave de Deville, Go-
defroy y Zizler, y otros resultados de localizaciéon de puntos casi criticos, como
los teoremas de Rolle aproximados, al ambito de las variedades riemannianas;
segundo, introducir una definicién de subdiferencial para funciones definidas en
variedades riemannianas, y desarrollar la teoria del calculo subdiferencial en va-
riedades riemannianas, de manera que las aplicaciones mas conocidas del calculo
subdiferencial permanezcan en variedades riemannianas; tercero, utilizar estas
teorias para probar la existencia y unicidad de soluciones de viscosidad de ecua-
ciones de Hamilton-Jacobi definidas en variedades.

Es bien conocido que el teorema de Rolle falla en dimension infinita. De ma-
nera mas precisa, en cada espacio de Banach de dimension infinita que posea
una funcién meseta de clase C! (Lipschitz) existen funciones de clase C' (Lips-
chitz) que valen cero fuera de un abierto acotado y no tienen derivada cero en
ningin punto del abierto; véase [9] y las referencias de este trabajo. El fallo del
teorema de Rolle en dimension infinita adquiere una forma més dramatica en
el reciente resultado de D. Azagra y Cepedello Boiso [4]: en cada variedad de
Hilbert, las funciones regulares que carecen de puntos criticos son densas en el
espacio de las funciones continuas. Por tanto, cuando tenemos una funcion regu-
lar en una variedad riemanniana infinito-dimensional carecemos de expectativas
de encontrar algin punto critico, independientemente de la forma que tenga la
funcién, sencillamente porque puede que no los tenga. Esta gran diferencia entre
dimensién finita e infinita, fuerza a considerar condiciones aproximadas a las
clasicas del teorema de Rolle, para poder garantizar la existencia de derivadas
arbitrariamente pequenas para las funciones que las satisfagan. Estas ideas se
desarrollan en los trabajos [8, 5]. En uno, en el caso de diferenciabilidad, esta-
bleciendo que si una funcién diferenciable oscila menos que 2¢ en el borde de la
bola unidad, entonces existe un punto interior de la bola unidad tal que la norma
de la derivada de la funcién en ese punto es menor o igual que €, y en el otro, en
el caso analogo de subdiferenciabilidad. Mas generalmente, existen varios prin-
cipios de minimizacién (o variacién) perturbada que han sido muy estudiados.
Citaremos, como ejemplos, los méas conocidos, Principio de Ekeland, Principio de
Borwein-Preiss y Principio Variacional suave de Deville-Godefroy-Zizler. Véase
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los trabajos [28, 29] y sus referencias.

El hecho de que una variedad riemanniana es un espacio métrico nos permite
aplicar, de forma inmediata, el principio variacional de Ekeland en el siguiente
sentido: cualquier funcién semicontinua inferiormente y acotada inferiormente
puede ser perturbada por una funcién, con forma de cono casi liso en todas las
direcciones, de modo que la diferencia alcance un minimo global. Pero algunas
veces, especialmente cuando queremos construir una buena teoria de subdiferen-
ciabilidad, necesitamos sustituir el cono por una funcién regular arbitrariamente
pequena con constante de Lipschitz también pequena. Lo que necesitamos es,
justamente, el principio variacional suave de Deville-Godefroy-Zizler en espacios
de Banach que tengan una funcién meseta de clase C' y Lipschitz; véase [28].
Desafortunadamente, las ideas de la demostracién de este Principio Variacional
en espacios de Banach no pueden ser transferidas, de forma general, cuando se
trata de variedades riemannianas. Es necesario, en principio, imponer ciertas
condiciones a la variedad.

En el primer capitulo, resumimos los conceptos basicos sobre variedades rie-
mannianas que seran utilizados a lo largo de todo este trabajo, matizando muy
especialmente aquellas cuestiones fundamentales para el desarrollo de la teoria
posterior. En este sentido son especialmente importantes los conceptos de tras-
porte paralelo y de funcién exponencial y sus caracterizaciones, asi como los
resultados relativos a convexidad y convexidad local. También se presentan en
este capitulo dos teoremas del valor medio en variedades, que posteriormente, en
la seccion 4.6. del capitulo 4, se generalizaran a los casos de subdiferenciabilidad
y superdiferenciabilidad de funciones definidas en variedades riemannianas.

En el segundo capitulo, establecemos el concepto de variedad riemannia-
na uniformemente mesetable, como aquella para la cual existen dos ntimeros
R > 1y r > 0 tales que, para cada punto p € M, y cada § € (0,r), exis-
te una funciéon b : M — [0,1], tal que b(z) = 0 si d(z,p) > 4§, b(p) = 1,y
sup,ep ||db(z)|l. < R/6. Por ejemplo, cualquier espacio de Hilbert es unifor-
memente mesetable, y hay otros muchos ejemplos de variedades uniformemente
mesetables, como las variedades compactas o, mas generalmente, aquellas que
tienen radios de inyectividad y convexidad estrictamente positivo. De hecho, no
conocemos ninguna variedad que no sea uniformemente mesetable, aunque no
sabemos con certeza si cualquier variedad riemanniana es uniformemente mese-
table. Para estas variedades riemannianas uniformemente mesetables, hemos es-
tablecido un principio variacional suave del estilo del de Deville-Godefroy-Zizler,
probando que, si (M, g) es una variedad riemanniana completa uniformemente
mesetable, y F' : M — (—00,400] es una funcién semicontinua inferiormente
y acotada inferiormente, F' # 400, entonces para cada > 0 existe una funcién
de clase C' y acotada ¢ : M — R tal que F' — ¢ alcanza un minimo fuerte en

M, [llloo == suppenr [o(p)| < &y lldelloo = supyenr |dp(p)ll, < 0. El resultado



anterior se desprende de un lema que no solamente es aplicable para obtener
resultados variacionales en variedades, sino que se muestra muy general para
obtener distintos principios variacionales en situaciones diversas. De hecho, y
con razonamientos sencillos, se obtiene el principio variacional de Ekeland en
espacios métricos, o el principio variacional suave de Deville-Godefroy-Zizler, e
incluso se sugiere la posibilidad de extender los principios variacionales a espacios
métricos en los cuales haya definido algiin posible concepto de diferenciabilidad.

En el capitulo 3, establecemos un teorema de Rolle aproximado en varieda-
des, mas concretamente, si (M, g) es una variedad riemanniana completa, U un
subconjunto abierto y acotado de M, py € M y R > 0 tales que B,(po, R) C U,
e > 0, y si suponemos que f(OU) C [—¢,¢], entonces existe algun ¢ € U, tal
que ||df(@)|l; < €/R. También en este capitulo, avanzamos algunos resultados
del tipo teoremas de Rolle aproximados, como continuacién de los trabajos de
D.Azagra y R.Deville (véase [3] y [5]), cuando sustituimos subdiferencial Fréchet
por subdiferencial proximal en un caso, y por gradiente generalizado en otro.
Especialmente resenable es el hecho de que el teorema de Rolle falle para el
gradiente generalizado en cualquier espacio de Banach, incluso en aquellos que
no poseen una meseta regular (téngase presente, que si un espacio de Banach
carece de mesetas regulares entonces el teorema de Rolle exacto para funciones
regulares, es trivialmente cierto). De manera mas especifica, para cualquier es-
pacio de Banach X, infinito-dimensional, existe una funcién acotada y Lipschitz
f, definida en una bola cerrada B, tal que f vale cero en OB y sin embargo
0 ¢ Jf(x) cuando x € int(B). Esto es, el teorema de Rolle falla cuando la
suposiciéon de la diferenciabilidad de la funcion se debilita, y se sustituye por lip-
chitzianidad. Como el gradiente generalizado contiene todas las subdiferenciales
y superdiferenciales conocidas, esto cierra, de la manera mas radical, el fallo que
un teorema de Rolle exacto pueda tener para la subdiferencial. No obstante, en
la tercera seccién de este capitulo se ofrece un resultado positivo del teorema de
Rolle aproximado para el gradiente generalizado.

En el cuarto capitulo, desarrollamos el estudio de la subdiferenciabilidad de
funciones definidas en variedades. Diremos que una funcién f: M — (—o0, o0,
es subdiferenciable en un punto p, cuando exista una funcién de clase C* ¢ :
M — R, tal que f — ¢ alcanza un minimo local en p. Al conjunto de todas
las derivadas dp(p) de todas las funciones ¢ le denominaremos subdiferencial
de f en p, que es un subconjunto de T*M,, y que anotaremos D~ f(p). De ma-
nera andloga se define la superdiferencial. Cuando M es R™ o un espacio de
Hilbert, estas definiciones coinciden con las usuales. Establecemos otras defini-
ciones equivalentes de subdiferenciabilidad y superdiferenciabilidad, incluyendo
una local a través de cartas, que permite, en algunos casos, trasladar resultados
establecidos en R™ o en espacios de Banach a situaciones andlogas en variedades
riemannianas. También vemos la equivalencia entre diferenciabilidad de una fun-
ciéon en un punto, y que la funcion sea subdiferenciable y superdiferenciable, a
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la vez, en el punto. Seguidamente, estudiamos las propiedades elementales de la
subdiferencial con respecto a la suma, el producto y la composicién, incluyendo
una regla débil, directa e inversa, de la suma, y un principio de minimizacién
perturbada para la suma y diferencia de funciones. A continuacién, vemos que
las funciones semicontinuas inferiormente son subdiferenciables en un conjunto
denso de su dominio. También, establecemos dos teoremas del valor medio, uno
del estilo de Deville [23] y otro del estilo de Godefroy [35, 5]. En la seccién
siguiente de este capitulo,estudiamos la relacion que existe entre convexidad y
(sub)diferenciabilidad de funciones definidas en variedades riemannianas. Re-
cordamos que una funcion f : M — R, decimos que es convexa, cuando f oo
es convexa para cada geodésica o (los trabajos [36, 37, 38, 39] contienen una
buena introduccién a la convexidad en variedades riemannianas). Lo que pro-
bamos en esta seccion es que cada funcion convexa definida en una variedad de
Riemann es subdiferenciable en todos los puntos y diferenciable en un conjunto
denso. Ademsds, cuando la variedad es finito-dimensional, entonces el conjun-
to de puntos de no-diferenciabilidad tiene medida cero. En la tultima seccién
de este capitulo establecemos un resultado de estabilidad para superdiferncia-
les (de forma analoga se puede establecer para subdiferenciales) que jugard un
papel decisivo en las aplicaciones del calculo subdiferencial a las ecuaciones de
Hamilton-Jacobi en variedades riemannianas. Sea {2 un subconjunto abierto de
una variedad riemanniana M, sea F una familia de funciones uniformemente
acotadas y semicontinuas superiormente en €2, y sea u = sup{v : v € F}, en-
tonces para cada p € Q y cada ( € DV u*(p), existen sucesiones {v,} C F,y
{(pn,Ca)} € T*(Q) con ¢, € DM, (p,) tales que

1. lim, v,(p,) = u*(p)

2. 1my, (pn, G) = (p, €).

El capitulo quinto, y ultimo, estd dedicado plenamente a aplicar las teorias
que hemos desarrollado en los capitulos anteriores al establecimiento de la exis-
tencia y unicidad de soluciones de viscosidad de ecuaciones de Hamilton-Jacobi.
Las ecuaciones de primer orden de Hamilton-Jacobi son de la forma

F(z,u(z), du(z)) =0
en el caso estacionario, y de la forma
F(t,z,u(z,t),du(t,z)) =0

en el caso de evoluciéon. Estas ecuaciones aparecen de manera natural en la teoria
de control optimal y en la teorfa de Lyapounov. Son conocidos un gran niimero
de ejemplos de ecuaciones de Hamilton-Jacobi que no siempre admiten solucio-
nes clasicas, incluso, en el caso més simple, cuando el espacio es R™. Sin embargo,



soluciones débiles, también denominadas soluciones de viscosidad, existen bajo
hipétesis muy generales. En la bibliografia de este escrito se encuentra una ex-
tensa lista de referencias, acerca de las soluciones de viscosidad para ecuaciones
de Hamilton-Jacobi, véase, por ejemplo, [10, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 22, 28, 29]. Todos estos trabajos tratan de ecuaciones de Hamilton Jacobi en
R™ 0 en espacios de Banach infinito-dimensionales. Algunos ejemplos de ecuacio-
nes de Hamilton-Jacobi aparecen de forma natural en variedades riemannianas
(véase [1]). Ahora bien, no conocemos ningin trabajo que estudie soluciones no
regulares, en general, ni soluciones de viscosidad, en particular, para ecuaciones
de Hamilton-Jacobi definidas en variedades riemannianas (finito-dimensionales
o infinito-dimensionales). Esto se debe, seguramente, a la laguna que existia en
el calculo no regular en variedades riemannianas. En este capitulo veremos que el
calculo subdiferencial en variedades tiene grandes posibilidades de desarrollarse
para ampliar algunos resultados de existencia y unicidad de soluciones de visco-
sidad a las ecuaciones de Hamilton-Jacobi definidas en variedades riemannianas.
También probaremos algunos resultados acerca de la regularidad (por ejemplo
Lipschitzianidad, o diferenciabilidad en casi todo punto) de las soluciones de
viscosidad para algunas de estas ecuaciones. Existen otros temas relacionados
con las ecuaciones de Hamilton-Jacobi en variedades riemannianas para las que
estas herramientas pueden ser utilizadas, como por ejemplo, para obtener un
principio del maximo para ecuaciones de Hamilton-Jacobi. Precisando algo mas,
restringiremos nuestro estudio a dos de los ejemplos mas interesantes de las
ecuaciones de primer orden de Hamilton-Jacobi. El primer caso se refiere a las
ecuaciones estacionarias de la forma

) {u+ G(du) = f

u acotada,

donde f : M — R es una funcién acotada y uniformemente continua, y G :
T*M — R es una funcion definida en el fibrado cotangente de M. De hecho,
estas ecuaciones son, realmente, de la forma

(%) u+ F(du) =0
u acotado,

donde F' : T*M — R, dado que siempre podemos tomar la funcién F' de la
forma F(z,&,) = G(z, &) — f(z).

Una funcién semicontinua superiormente (scs), u : M — R es una subsolu-
cion de viscosidad de u + F(du) = 0 si u(p) + F(p,{) < 0 paracadap € M y
¢ € D*u(p). Una funcién semicontinua inferiormente (sci), u : M — R es una
supersolucion de viscosidad de u + F'(du) = 0 si u(p) + F(p,¢) > 0 para cada
p€ My (€ D u(p). Una funcién continua, u : M — R, es una solucion de vis-
cosidad de u+ F(du) = 0 si es a la vez subsolucién y supersolucion de viscosidad
de u+ F(du) = 0. Podemos definir soluciones de viscosidad en conjuntos abiertos
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) C M de manera natural, cuando las funciones estan definidas en 2. Como una
funcién u, Fréchet- diferenciable, verifica que DY u(p) = D~ u(p) = {du(p)}, es
evidente que cualquier solucién de viscosidad de u+ F'(du) = 0, que sea acotada
y Frechet-diferenciable, es una solucién clésica de (x).

El segundo caso se refiere a las ecuaciones parabdlicas de la forma

ey J Ut F(t,d,u) =0
(%) { u(0,x) = ug(x),

donde ug : M — R es una condicién inicial que suponemos acotada y unifor-
memente continua y F : [0,00) x T*M — R. Una subsolucién de viscosidad de
(%) es una funcién w : [0,400) x M — R semicontinua superiormente, y tal
que para cada (t,z) € RT x M y cada (a,() € DM u(t, z) se cumple

{a—l—F(t,x,C) <0
u(0,z) < ug(x),

Y una supersolucién de (#x*) es una funcién u : [0, +00) x M — R semicontinua
inferiormente, y tal que para cada (t,z) € Rt x M y cada (a,() € D™ u(t, x) se
cumple
a+ F(t,z,() >0
{ u(0, ) > up(x),

Una funcién u : [0,00) x M — R continua es una solucién de viscosidad de
(%) si es a la vez subsolucién y supersolucién de viscosidad de (xx). Como una
funcién u Fréchet- diferenciable verifica que

D*u(p) = Du(p) = {du(p)},

es evidente que cualquier solucién de viscosidad que sea Fréchet-diferenciable es
una solucién clésica de (#x).

Para obtener resultados precisos sobre las soluciones de viscosidad de ecua-
ciones de Hamilton-Jacobi de la forma (x) o (x*) cuando F': T*M — R es una
funcién definida en el fibrado cotangente de M, le debemos exigir, a esta funcién,
una cierta condicién de continuidad uniforme, y a la variedad M también le exi-
giremos ciertos requisitos. Mas concretamente, la variedad M sera una variedad
riemanniana completa (finito-dimensional o infinito-dimensional), uniformemen-
te localmente convexa, y con radio de inyectividad estrictamente positivo. En
estas circunstancias la variedad M es uniformemente mesetable y por tanto se
pueden aplicar los Principios Variacionales Suaves. En particular, las variedades
compactas satisfacen estas propiedades. La funcion F' serd intrinsecamente uni-
formemente continua, o con mayor precisién, para cada e > 0 existe § € (0,7,)
tal que si d(z,y) < 0,¢ € T"M,,§ € T*M,, y || — Lyz(&)]|. < 9, entonces
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|F(z,¢) — F(y,&)| <e¢, donde Ly, es el transporte paralelo a lo largo de la (tini-
ca) geodésica que conecta y con x. Aunque esta condicién sobre la funcién F es
aparentemente restrictiva, veremos que en muchas situaciones se reduce a una
continuidad uniforme.

Con estas precisiones, obtenemos un principio del méximo para ecuaciones
estacionarias en el siguiente sentido, si M es una variedad riemanniana completa,
uniformemente localmente convexa y con radio de inyectividad estrictamente
positivo, v f,g : M — R son funciones uniformemente continuas y acotadas,
y ' T*M — R es intrinsecamente uniformemente continua , y si u es una
subsolucién de viscosidad y acotada de u + F'(du) = f y v es una supersolucién
de viscosidad y acotada de v+ F'(dv) = g, entonces v —u > inf(g— f). En el caso
de ecuaciones parabdlicas el principio que del maximo quedaria establecido de la
siguiente manera, si M es una variedad riemanniana completa, uniformemente
localmente convexa y con radio de inyectividad estrictamente positivo, y ug, v :
M — R son funciones uniformemente continuas y acotadas, y F : [0,00) X
T*M — R es intrinsecamente uniformemente continua, y u es una subsolucién
de viscosidad acotada de

u + F(t,dyu) =0
{ u(0, ) = ug(x),

y v es una supersolucién de viscosidad acotada de

{vt + F(t,dv) =0
v(0, z) = vo(x),

entonces SuPjg ooy ar (U — v) < supy,(uo — o).

En el dltimo apartado de este capitulo obtenemos un teorema de existencia y
unicidad para ecuaciones estacionarias de primer orden, precisado de la siguiente
manera: si M es una variedad riemanniana uniformemente localmente convexa
y con radio de inyectividad estrictamente positivo, F' : T*M — R una funcién
estrictamente uniformemente continua, y si suponemos, también, que existe una
constante A > 0 tal que —A < F(z,0,) < A para cada x € M, entonces existe
una tnica solucién de viscosidad acotada de la ecuaciéon u + F'(du) = 0.

Concluimos este trabajo con un breve estudio de una ecuacion HJ que no
es de la forma (x) ni de la forma (#x), pero que resulta muy interesante por el
significado geométrico de su tnica solucién de viscosidad. Sea M una variedad
riemanniana completa, 2 un subconjunto abierto y acotado de M, y sea 0 el
borde de 2. Consideramos la siguiente ecuacion de Hamilton-Jacobi denominada

eitconal
|du(z)||. = 1 para todo = € 2

(HJ4) { u(z) = 0 para todo x € 0.

No existe ninguna solucién clésica de (HJ4). En efecto, si una funcién u : Q C
M — R es diferenciable en Q y satisface que ||du(z)||, = 1 cuando = € Q ¥y
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u = 0 en 0, entonces podemos aplicar el Teorema de Rolle en variedades 3.1
y encontrar un punto o € € tal que ||du(zo)|l, < 1/2, lo que constituye una
contradiccion. Ahora bien, lo que si podemos encontrar es una tnica solucién de
viscosidad para la ecuacién (HJ4), que es justamente la funcién distancia al borde
0f). Por definicién, una funcién u es una soluciéon de viscosidad de la ecuacién
(HJ4) si, y sélo si, u es continua; v = 0 en 0€2; ||(||. > 1 cuando ¢ € D~ u(x),
x € Qv ||¢]l <1 cuando ¢ € Du(z), z € Q. Precisando algo mds, si M es
una variedad riemanniana completa, y {2 un subconjunto abierto y acotado de
M con borde 909, entonces la funcién x — d(z,09) := inf{d(z,y) : y € 9N} es
una solucién de viscosidad de la ecuacién (HJ4). Es mas, si M es uniformemente
localmente convexa y tiene radio de inyectividad positivo, entonces d(-,0€) es
la 1nica solucion de viscosidad de esta ecuacion.
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Capitulo 1

Nocilones basicas sobre
variedades riemannianas

En esta seccién presentamos las definiciones y resultados sobre variedades
riemannianas que seran utilizados a lo largo de este trabajo. Una variedad rie-
manniana (M, g), es una variedad M de clase C*° modelada sobre un espacio de
Hilbert H (posiblemente infinito-dimensional), tal que para todo p € M existe
un producto escalar ¢g(p) = g, := (-,), en el espacio tangente TM, ~ H, de
modo que ||z||, = ((x,2),)"/? define una norma equivalente en 7'M, para todo
p € M, y la aplicacién p € M +— g, € S?*(M) es una seccién de clase C™
del fibrado oy : S — M de las formas bilineales simétricas. Si una funcién
[+ M — R es diferenciable en p € M, la norma de la diferencial df (p) € T*M,,
en el punto p se define por

1df ()|lp = sup{df (p)(v) : v € TMy, |[v]l, < 1}.

Dado que (T'M,,|| - ||,) es un espacio de Hilbert, tenemos una isometria lineal
que identifica este espacio y su dual (T*M,, || -||,) mediante la aplicacién T'M, >
r — f, =x € T*M,, donde f,(y) = (x,y) para cada y € T'M,. Para un camino,
v :la,b] — M, de clase C* | definimos su longitud por

D= [ 1S Glots

Esta longitud depende solamente de la imagen ~[a, b], y no de como se mueven
los puntos v(t). De forma mé&s concreta, si h : [0,1] — [a,b] es una funcién
continua y mondtona, entonces L(y o h) = L(7). Diremos que un camino - es
una parametrizacién por la longitud del arco, cuando v : [0,7] — M satisface
”Z_Z(S)”’Y(S) = 1 para todo s, y en este caso

L) /H logeyds =1
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para cada r € [0, T]. Para dos puntos p,q € M, definimos la distancia d entre p
y ¢ como

d(p,q) = inf{L() : 7 es un camino de clase C' que une p y g en M}

cuando p y ¢q estan en la misma componente conexa de M,y d(p,q) = oo en el
caso contrario. Entonces d es una métrica en M (denominada g-distancia en M)
la cual define la misma topologia que la dada en M . Para esta métrica definimos
la bola cerrada de centro p y radio » > 0 como

By(p,r) ={q€ M :d(p,q) <r}.

Supongamos ahora que M posee una derivacién covariante V. Sea V un
campo vectorial a lo largo de una curva v definida en M, entonces la derivada
covariante Va4V (7(t)) define un campo vectorial a lo largo de y que denomi-
naremos derivada covariante de V' a lo largo de v y que anotaremos V'V (t)/dt o
simplemente VV'(t). El campo V' diremos que es paralelo a lo largo de vy cuando
VV (t)/dt = 0.

Lema 1.1. Sea v:1 — M una curva, ty yt; en I.

(i) Para cada Vo € Tyu M existe exactamente un campo vectorial paralelo V
a lo largo de v tal que V(ty) = V.

(i1) La aplicacion

Pttol Ty M — Ty )M

77 :
el cual asocia a cada Vy el valor V (t1) del campo vectorial paralelo deter-
minado en (i) es un isomorfismo que denominaremos trasporte paralelo.

Demostracion. Es suficiente considerar el caso 7|y, ] contenido en una carta
(u, M"). En el caso contrario subdividiriamos el intervalo [to,?;] en un nimero
finito de partes cuyas imagenes estuvieran contenidas en una carta. Si ponemos
uoy(t) =u(t) y I' es el simbolo de Christoffel asociado a la carta (u, M") de la
derivada covariante considerada en M, que V' (t) es paralelo equivale a

\\4 av du
20 = O+ D) (G, V(B) = 0.

El lema es consecuencia de los resultados estandar para ecuaciones ordinarias
de primer orden. Las soluciones V() de la ecuacién anterior forman un espacio
vectorial isomorfo a E. O]
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Una geodésica v es un camino de clase C* que satisface la ecuacién

Viywardy(t)/dt = 0.
Si consideramos la ecuacion

d*u(t) du du
o L) (o —

Vdv(t)/dtd’y(t)/dt = ) = 0.

Los resultados estandar para ecuaciones diferenciales de segundo orden nos da
que para cada X € T'M existe un intervalo J(X) conteniendo al 0 y una geodési-
cay=yx:J(X)— M con % = X. El par (cx, J(X)) estd univocamente
determinado si elegimos J(X) maximal con respecto a la propiedad anterior.
Si reformulamos ligeramente la ecuacién anterior obtenemos la existencia de un
entorno abierto TM de M en TM tal que para todo V € TM, la geodésica

v (t) esta definida para |t| < 2.

La aplicacién exponencial exp : TM — M se define como exp(V) = yv(1),
y la restriccién de exp a la fibra T'M, en T'M se denota por exp,.

En toda variedad riemanniana M existe exactamente una derivada covariante
con torsién 0 tal que para toda curva en M, la traslacion paralela es una isometria
(véase Teorema 1.8.11 de [41]). A esta derivada se denomina derivada de Levi-
Civita.

Exponemos, a continuacién, algunas propiedades de la funcién exponencial.
Véase [43, 41], para una demostracion del siguiente teorema.

Teorema 1.2. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Consideramos la deriva-
cion de Levi-Civita. Entonces para cada x € M existe un numero r > 0 tal que
la aplicacion exp, : B(0,,7) C TM, — M estd definida y verifica:

1. exp, : B(0,,0) — By(x,0) es un difeomorfismo bi-Lipschitz C*°, para
toda 6 € (0,r].

2. exp, transforma segmentos que pasan por 0, y estan contenidos en B(0,,r)
en geodésicas en By(x,r).

3. dexp,(0;) = idry, .

En particular, teniendo en consideracion la condicion 3, para cada C > 1, el
radio r puede ser elegido suficientemente pequeno para que las aplicaciones exp,, :
B(04,7) — By(x,7) yexp,t: By(z,r) — B(04,7) sean C-Lipschitz.

Cualquier camino v que une p y ¢ en M y tal que L(y) = d(p,q) es una
geodésica, y se denomina geodésica minimal. En lo que sigue, si no se especifica
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lo contrario, supondremos que un camino geodésico esta parametrizado por la
longitud del arco.

La traslacion paralela nos da, de forma natural, la diferencia de las medidas
de longitud entre vectores (o formas) que estén en diferentes espacios tangentes
(o en duales de espacios tangentes, esto es, en diferentes fibras del fibrado cotan-
gente) siempre que exista una geodésica minimizante que una sus proyecciones
en M. Sea v una geodésica minimizante que conecte dos puntos x,y € M, de
forma que v(¢y) = x,7(t1) = y. Sean los vectores V € TM,, W € T'M,, entonces
podemos definir la distancia entre V' y W como el niimero

W =P, (Vlly = IV = B, (W)

to,y t1,y
(esta igualdad es cierta porque 1le’01 es una isometria lineal entre dos espacios
tangentes, con inversa Pttlo). Del hecho de que los espacios T*M, y T'M, son
isométricamente identificables por la formula v = (v,-), podemos, de manera
obvia, utilizar el mismo método seguido en espacios tangentes, para medir dis-
tancias entre formas £ € T*M, y n € T*M, que se encuentran en diferentes
fibras del fibrado cotangente.

Teorema 1.3 (Hopf-Rinow). Si M es una variedad finito-dimensional rie-
manniana completa y conexa, entonces existe al menos una geodésica minimal
que conecta dos puntos cualquiera de M.

En otro orden de cosas, para cualquier punto p dado, la afirmacion “q puede
ser unido a p por una tnica geodésica minimal” es cierta para casi todo q¢ € M;
ver [44]. Como es bien conocido, el teorema de Hopf-Rinow falla cuando M es
infinito-dimensional, pero Ekeland [32] probé (utilizando su celebre principio
variacional) que, en infinitas dimensiones, el conjunto de puntos que pueden ser
unidos por una geodésica minimal en M es denso.

Teorema 1.4 (Ekeland). Si M es una variedad riemanniana de dimension
infinita, completa y conexa, entonces para cualquier punto p dado, el conjun-
to {g € M : q que pueden ser unidos a p por una unica geodésica minimal } es
residual en M.

Recalcamos que una variedad riemanniana M, se dice que es geodésicamente
completa cuando el intervalo maximal de definicién de cada geodésica en M es R.
Esto es equivalente a decir que para cualquier x € M, la aplicacién exponencial
exp, esta definida en todo el espacio tangente T'M, (aunque, no obstante, exp,
no es necesariamente inyectiva en 7'M,). Sabemos también que toda variedad
riemanniana completa es geodésicamente completa. De hecho se tiene el siguiente
resultado (véase [43], p. 224 para una demostracion).
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Proposicién 1.5. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Considérese las si-
guientes condiciones:

1. M es completa (con respecto a la g-distancia).
2. M es geodésicamente completa.

3. Para cualquier x € M, la aplicacion exponencial exp, estd definida en todo
TM,.

4. FEmiste algin x € M tal que la aplicacion exponencial exp,, estd definida en
todo T'M,.

Entonces (1) = (2) = (3) = (4), y si suponemos que M es finito-
dimensional, entonces todas las condiciones son equivalentes a cinco:

5. Cada conjunto de M cerrado y dgy-acotado es compacto.

Ahora estableceremos algunos resultados acerca de la convexidad en variedades
riemannianas.

Definicién 1.6. Diremos que un subconjunto U de una variedad riemanniana
es convexo si para cualquier x e y, x,y € U, existe una tnica geodésica que une x
e y, tal que la longitud de la geodésica es igual a dist(z, y), y que estd contenida
en U.

Cada variedad riemanniana es localmente convezxa, en el siguiente sentido.

Teorema 1.7 (Whitehead). Sea M wuna variedad riemanniana. Para cada
x € M, existe ¢ > 0 tal que para todo r con 0 < r < ¢, la bola abierta B(z,r) =
exp, B(0,,7) es conveza.

Este teorema justifica la necesidad de introducir la nocién de variedad uni-
formemente localmente convexa, que sera utilizada de manera relevante cuando
desarrollemos los principios variacionales y las ecuaciones de Hamilton-Jacobi
en variedades riemannianas.

Definicién 1.8. Diremos que una variedad riemanniana M es uniformemente
localmente convexa cuando existe ¢ > 0 tal que para cada z € M y cada r con
0 <r < clabola B(z,r) = exp, B(0,,7) es convexa.
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Definicién 1.9. El radio de convexidad de un punto x € M en una variedad
riemanniana M lo definimos como el supremo en R+ de los numeros r > 0 tales
que la bola B(z, ) es convexa. Anotamos este supremo por ¢(M, x), y definimos
el radio de convexidad global de M como ¢(M) := inf{c(M,z) : x € M}.

Observacién 1.10. De las definiciones precedentes se concluye directamente
que una variedad riemanniana M es uniformemente localmente convera cuando,
y sdlo cuando, c(M) > 0.

Observaciéon 1.11. Por el teorema de Whitehead sabemos que c(x, M) > 0 para
cada x € M. En otro orden de cosas, la funcion x — c(x, M) es continua en
M, véase [41, Corollary 1.9.10]. Consecuentemente, si M es compacta, entonces
c(M) >0, esto es, M es uniformemente localmente conveza.

La nocién de radio de inyectividad de una variedad riemanniana, también,
jugara un papel relevante en el estudio de los principios variacionales y las ecua-
ciones de Hamilton-Jacobi.

Definicién 1.12. Definimos el radio de inyectividad de una variedad rieman-
niana M en un punto € M como el supremo en R* de los nimeros r > 0 tales
que exp, es un difeomorfismo de clase C'* entre la bola B(0,,r) y su imagen.
Anotamos este supremo por i(M, x). El radio de inyectividad de M lo definimos

por i(M) :=inf{i(M,z) : x € M}.

Observacién 1.13. Para una variedad finito-dimensional M, se prueba que
i(M,x) equivale al supremo de lo nimeros r > 0 tales que exp, es inyectiva
cuando la restringimos a la bola B(0,,r), véase [41]. Si embargo, para variedades
infinito dimensionales no estd claro si esta afirmacion es siempre verdadera.

Observacién 1.14. Por el Teorema 1.2 sabemos que i(x, M) > 0 para cada
x € M. También conocemos que la funcion x — i(x, M) es continua en M [41,
Proposition 2.1.10]. Consecuentemente, si M es compacta, entonces i(M) > 0.

Definicién 1.15. Sea M una variedad riemanniana, y /M = {X € TM :
||X|| = 1}. Sea X € T con proyecciéon 7X = py o(X) el supremo de los ¢ con
d(p,exp,tX) =t. Para p € M denotamos por C (p) al conjunto de los elementos
o(X)X € T,M con X € T,M NTy M cuando o(X) es finito. Al conjunto C(p)
se denomina cut locus tangencial de p, y su imagen C(p) por la funcién exp,, se
denomina cut locus de p.
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Observacion 1.16. Del Lema 2.1.11 de [41] se desprende que cuando la varie-
dad riemanniana M es completa y finito dimensional el radio de inyectividad en
un punto x € M estd caracterizado por la distancia de x al cut locus C(x) de
x. Por tanto, para cada x € M y cada r > 0 conr < i(M,x), la funcidn exp,
es un difeomorfismo que preserva las distancias radiales cuando se restringe a
la bola de radio r en el espacio tangente T'M,.

Finalmente consideramos algunos teoremas del valor medio. Los dos resul-
tados siguientes se deducen facilmente de los teoremas del valor medio para
funciones de una variable, pero es conveniente establecerlos con precision y de-
mostrarlos para utilizarlos en futuras referencias.

Teorema 1.17 (Teorema del Valor Medio). Sea (M, g) una variedad rie-
manniana , y f : M — R una aplicacion diferenciable Fréchet, entonces para
cada par de puntos p,q € M, y cualquier camino geodésico minimal o : I — M
que una p y q, existe tg € I tal que

f(p) — flq) = d(p,q)df (a(ty)) (0’ (to));

en particular [ f(p) = (@) < [|df ((t0))lo(to) (P, 9)-

Demostracion. Del hecho de que ¢ es una geodésica minimal podemos suponer
que I = [0,d(p,q)] v ||o’(t)||o) = 1 para todo t € I, 0(0) = ¢, o(d(p,q)) = p.
Consideramos la funcién h : I — R definida por h(t) = f(o(t)). Aplicando el
teorema del valor medio a la funcién h tenemos un punto ¢y, € I tal que

f(p) = f(q) = h(d(p,q)) — h(0) = W (to)(d(p,q) — 0) = df (a(to)) (0" (t0))d(p, q),

y, considerando que ||o’(to)[lo) = 1 ¥ |df (o (t0)) (0" (t0))] < [|df (o (t0))llo(), s€
obtiene |f(p) — f(q)| < [|df (o(t0))|loto)d(p; q)- O

Cuando los puntos no pueden ser unidos por una geodésica minimal tenemos
un resultado menos preciso que establece que si una funcion tiene derivada acota-
da, entonces es Lipschitz con respecto a la g-distancia en M. Este resultado sigue
siendo cierto cuando las funciones estan valoradas en una variedad riemannia-
na. Para una funcién diferenciable entre variedades riemannianas f : M — N,
definimos la norma de la derivada df (p) en un punto p € M por

1df ()l := sup{lldf () (V)| ) = b € TMy, [0l <1} =
sup{¢ (df (p)(v)) : v € TMy, ¢ € T" Ny, [0l = 1 = [IC] £ }-
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Teorema 1.18 (Desigualdad de valor medio). Sean M, N wvariedades rie-
mannianas , y f : M — N una aplicacion Fréchet diferenciable. Suponemos que
f tiene derivada acotada, de forma mds precisa ||df (x)||. < C para cada x € M,
entonces f es C-Lipschitz, esto es

dn(f(p), f(q)) < Cdu(p,q)

para todo p,q € M.

Demostracion. Fijemos dos puntos cualquiera p,q € M. Tomamos cualquier
e > 0. Por definicién de d(p, q), existe un camino C* v : [0,7] — M con

7(0) =q,v(T) =p,y )
L(v) < dm(p,q) + Yok

Podemos suponer que [|v'(t)||y@ = 1 para todo t € [0,7] = [0, L()]. Conside-
rando el camino ((t) := f(y(t)), que une los puntos f(p) y f(q) en N,y teniendo
presente la definicion de dy(f(p), f(¢)) y el hecho de que ||dy(t)|y¢) = 1 para
todo t, tenemos

dn (f(p), f(9)) SL(B)z/O Hdﬁ(t)H@(t>dt=/0 [df (v()(dy ()] prepdt <

| 1t < [ cit =T < Clantra) +£/C) = Clutp) + =

Por tanto dy (f(p), f(q)) < Cdp(p, q¢)+¢ para todo e > 0 de donde se obtiene
que dy(f(p), f(q)) < Cdu(p, q). O

En la seccion 4.6. del capitulo 4 se generalizan estos teoremas del valor medio
a los casos de subdiferenciabilidad y superdiferenciabilidad de funciones definidas
en variedades riemannianas.

El siguiente teorema del valor medio es un resultado inverso del tltimo teo-
rema, que es inmediato cuando los espacios M y NN son espacios de Hilbert, pero
requiere justificacion cuando se trata de variedades riemannianas.

Proposiciéon 1.19. Sean M, N wvariedades riemannianas. St f : M — N son
K -Lipschitz (esto es, dy(f(x), f(y)) < Kdy(x,y) para todo x,y € M), entonces
lldf (x)||l. < K para todo x € M.

Demostracion. Consideramos primero el caso N = R. Suponemos que existe
xg € M con ||df(zo)|ls, > K. Tomamos vy € TM,, tal que ||vgllz, = 1y
df (x9)(vo) > K. Consideramos la geodésica (t) = exp,, (tvo) definida por [t| <
ro con 1o > 0 suficientemente pequeno. Definimos F' : [—rg, 9] — R por F(t) =
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f(v(t)). Tenemos que F'(0) = df (zo)(vo) > K. Por la definicién de F’(0) existe
algin 0y € (0,79) tal que

5@%59>Kﬁm$%

Tomando t; = —dy, ta = dp y poniendo F(t1)—F(0) < Kty F(ta)—F(0) > Kty,
se obtiene, sumando las expresiones,

Si ponemos 1 = ¥(t1), 2 = Y(t2) en la expresién anterior
f(fEQ) — f(x'1> > K(tg — tl) = Kd(l'g, 1’1),

lo que contradice que f es K-Lipschitz.

Ahora consideramos el caso general, cuando el conjunto de llegada es una
variedad riemanniana N.

Supongamos que ||df(xo)|s, > K para algin z, € M, entonces existe
algin (o € T"Ny@y) ¥y vo € TMy, con |vglley = 1 = [[Collf@ ¥ tal que
K < |[df (20)[lzo = Co(df (x0)(v0))-

Tomamos sy > 0 y ¢ > 0 suficientemente pequenio para que expjj(lmo) :
B(f(z0),50) — B(0fz),50) sea un difeomorfismo (1 + ¢)-Lipschitz y K <
(14 e)K < ||df(x0)||s. Ahora tomamos ro > 0 suficientemente pequenio pa-
ra que f(B(xg,7r0)) C B(f(x0),0), y definimos la composicién

g : B(zo,m0) = R, g(x) = CO(GXPJT({EO)(f(x)))-

Es evidente que g es (1+¢)K-Lipschitz. Pero, del hecho de que d exp;&ro)( f(z0))
es la identidad, tenemos que

dg(0)(vo) = Co(d expy e (f(x0))(df (x0)(v0))) =
Go(df (o) (v0)) = [ldf (o)llzg > (1 +€)E,

y esto contradice el resultado que hemos probado en el caso N = R. O
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Capitulo 2

Principio variacional suave en
variedades riemannianas

Como ya advertimos en la introduccion general, en un espacio de Hilbert de
dimension infinita X, las funciones de clase C* de X en R que no tienen ningin
punto critico son densas en el espacio de las funciones continuas C'(X,R). Esto
conlleva que, dada una funcién regular en una variedad riemanniana infinito-
dimensional, en general carecemos de expectativas de encontrar algin punto
critico, independientemente de la forma que tenga la funcién, y que los pro-
blemas de optimizaciéon sean mucho méas dificiles de abordar que en dimensién
finita. Tendremos por tanto que recurrir a resultados que permitan garantizar
la existencia de puntos casi criticos, es decir, puntos en los que la derivada es
muy pequenia (pero no nula en general). Los principios variacionales, también
llamados principios de minimizacién perturbada, nos proporcionan tales puntos
criticos aproximados (bien entendido, en los casos en que la forma de la funcién
en cuestion indica que, si nos encontraramos en un contexto finito dimensional
en lugar de en un espacio de dimension infinita, dicha funcién deberia tener un
méaximo o un minimo). En las ultimas décadas del pasado siglo varios autores
establecieron y estudiaron resultados en esta linea. Aqui solo mencionaremos los
que nos parecen mas significativos: el principio de Ekeland, el de Borwein-Preiss,
y el de Deville-Godefroy-Zizler. Historicamente, el principio variacional de Eke-
land fue el primero en aparecer, el que se aplica a la clase mayor de espacios (los
espacios métricos completos), y todavia uno de los més potentes y que siguen
generando més aplicaciones. A continuacién damos su enunciado (ver [31] para
una demostracién).

Teorema 2.1 (Principio Variacional de Ekeland). Sea X un espacio métri-
co completo, y sea f : X — (—00,00] una funcién propia semicontinua in-
feriormente que estda acotada inferiormente. Sean € > 0 y xg € X tales que
f(zo) < inf{f(z) : x € X} +e. Entonces, para cada X con 0 < X\ < 1, existe un

23
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punto z € Dom(f) tal que:

(i) Ad(z,20) + f(2) < f(x0)
(11) d(z,x0) < e/A

(i1i) f(z) < Ad(x,z)+ f(z) para todo x € X tal que x # z.

Esto significa, groseramente, que cualquier funciéon semicontinua inferiormen-
te puede ser perturbada por una funciéon con forma de cono casi liso en todas las
direcciones de modo que la diferencia alcance un minimo global. El principio de
Borwein-Preiss es véalido en el marco de los espacios de Banach con normas di-
ferenciables, pero puede enunciarse de una forma mucho més simple y atractiva
en el caso de un espacio de Hilbert, como vemos a continuacién. En este caso la
funcion con la que se perturba la original es un multiplo pequeno del cuadrado
de la distancia a un determinado punto z, funcién que es relativamente plana en
las proximidades del punto y donde la perturbacién alcanza su minimo, y que
a la vez presenta la ventaja de ser diferenciable en todos los puntos (lo que no
ocurre con los conos de Ekeland).

Teorema 2.2. Sean (X, | - ||) un espacio de Hilbert, f : X — (—00,00| una
funcion semicontinua inferiormente y acotada inferiormente, € > 0. Sea xo € X
tal que f(xo) < inf f + €. Entonces, para cada A > 0, existen z € B(zg, ),
y € B(z,\), tales que f(y) < f(xo) y la funcion

€
A2

Iz — 2]1*

p(z) = flz) +

alcanza un minimo fuerte en y.

El hecho de que toda variedad riemanniana es un espacio métrico nos permi-
te aplicar, de forma inmediata, el principio variacional de Ekeland en cualquier
variedad riemanniana completa. Pero algunas veces, y especialmente cuando
queremos construir una buena teoria de subdiferenciabilidad, necesitamos susti-
tuir el cono por una funcién regular arbitrariamente pequena y con constante de
Lipschitz también pequena. Esto es justamente lo que consigue, en el contexto
de los espacios de Banach con suficientes funciones diferenciables, el principio
variacional suave de Deville-Godefroy-Zizler, cuyo enunciado damos también a
continuacién. Utilizamos las siguientes notaciones: |||/« = sup{|¢(z)| : v € X},

l¢'lloe = supflle’ ()] - z € X7}

Teorema 2.3. Sea X un espacio de Banach con una funcion meseta de clase
C' y Lipschitz, y sea F : X — (—00,00] una funcidn propia, semicontinua
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inferiormente y acotada inferiormente. Entonces, para cada 6 > 0, existen una
funcion ¢ de clase C' con derivada acotada y un punto xo € X tales que:

1. F — ¢ alcanza un minimo en X en el punto xg,

2. |lelle <0, yll¢llec <.

Cuando el espacio de Banach X posee una funcién meseta de clase C? con
derivadas todas ellas acotadas puede darse una version més refinada de este
resultado. A continuaciéon enunciamos una particularizacién del caso p = 2 que
utilizaremos en las demostraciones de algunos resultados del Capitulo 3. Para un
enunciado més general y una demostracién adecuada, se puede consultar [28].

Teorema 2.4. Sea X un espacio de Banach con una funcion meseta de clase
C? con derivadas acotadas, y sea F : X — (—o00,00| una funcién propia,
semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Entonces, para cada d > 0,
ezisten una funcion ¢ de clase C? con derivadas acotadas y un punto xg € X
tales que:

1. F — ¢ alcanza un minimo en X en el punto xy,

2. lellse <0, l¢'llee <6, y "]l < 6.

Desafortunadamente, las ideas de la demostracion del Principio Variacional
DGZ en espacios de Banach no pueden ser transferidas, de forma general, cuando
se trata de variedades riemannianas. Es necesario, en principio, imponer ciertas
condiciones a la variedad. La siguiente definicion apunta en esta direccion.

2.1. Concepto de variedad riemanniana unifor-
memente mesetable

Definicién 2.5. Diremos que una variedad riemanniana M es uniformemente
mesetable cuando existan dos nimeros R > 1 (posiblemente grande) y r > 0
(pequenio) tales que para todop € M yé € (0,r) eziste una funcionb: M — [0, 1]
de clase C' tal que:

1. b(p)=1
2. b(z) =0 sid(z,p) >0

3. supgen [|db(x)]|. < R/6.
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Observacién 2.6. Es facil ver que toda variedad riemanniana M es meseta-
ble, en el sentido de que para todo p € M y 6 > 0, existe una funcion meseta
b: M — [0,1] con b(p) =1, b(x) = 0 para x ¢ ( d), y b es Lipschitz, esto
es sup,e s ||db(2) || < 0o. Lo que no estd claramente determinado son las varie-
dades riemannianas uniformemente mesetables. De hecho un espacio de Hilbert
es uniformemente mesetable, y existen muchos ejemplos naturales de varieda-
des riemannianas que son uniformemente mesetables. Lo que mo conocemos es
ningun ejemplo de variedad riemanniana que no sea uniformemente mesetable.

Problema abierto 2.7. ;Son uniformemente mesetables todas las variedades
riemannianas?.

Lema 2.8. Sea M una variedad riemanniana. St M es uniformemente meseta-
ble, entonces M x M es uniformemente mesetable, también.

Demostracion. La estructura natural riemanniana en M x M esta inducida por
la de (M, g) en el siguiente sentido

(g X g)(p1,p2)<(vla U2)7 (wl? IUQ)) = 09; (Ula wl) + gpz(v27w2)'

Sea dy;x v la notacién de la distancia que la métrica riemanniana da al producto
M x M. Es obvio que si y(t) = (a(t), 5(t)) es un camino en M x M, entonces
a y (3 son caminos en M que satisfacen

méx{L(a), L(8)} < L(7) < L(a) + L(B) < 2max{L(a), L(8)},
lo que implica

méx{dM(xlayl)adM<x27y2)} < dMXM((xlﬂxQ)? (ylny)) <
dyi(z1, 1) + da (22, y2) < 2max{da(x1, 11), du (22, y2) }

para todo x = (21,22),y = (Y1,42) € M x M. Como M es uniformemente
mesetable, existen nimeros R = Ry, > 1y rj; > 0 tales que para todo py € M,
§ € (0,r)) existe una funcién, b : M — [0,1] de clase C*, tal que b(py) = 1,
b(x) = 0 si dy(2,po) > 6,y sup,epy [|db(z)||. < R/J. Ahora tomamos un punto
cualquiera p = (p1,p2) € M x M. Para todo § € (0,r)), existen funciones
meseta, by, by, regulares de clase C' en M tales que b;(p;) = 1, b;(z;) = 0 cuando
dy(ziypi) > 6,y ||db(z;)|| < R/ para todo x; € M; i = 1,2. Definimos una
funcién meseta, b : M x M — R, de clase C! por

b(x) = b(xy, x2) = by(x1)ba(x2) for all x = (xq1,22) € M x M.
Es obvio que b(py, p2) = 1. Si dayrspr(x, p) > 20, entonces tenemos que

2méax{dp (1, p1), dp (22, p2)} > darsn(x, p) > 20,
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cuando dys(x;, p;) > 6 para algin i € {1,2}, por tanto b;(z;) = 0 para algin i,
y b(x) = 0. Finalmente, tenemos que

|db(zy, z2) |17 = ||dby (z1) 12, + [|dba(z2) |2, < 2(R/6)?,

(w1,22)

0, lo que es similar

2v2R

db(x)|]. <

Jab(w)] < =L

para todo x = (x1,x9) € M x M. Por tanto M x M satisface las condiciones de
la definicién 2.5, con Ryxy = 2\/§R, VY PMxM = 2. O

El siguiente teorema ofrece algunas condiciones suficientes para que una va-
riedad riemanniana sea uniformemente mesetable.

Teorema 2.9. Sea M una variedad riemanniana. Consideramos las siguientes
seis condiciones:

1. M es compacta.

2. M es finito-dimensional, completa, y tiene radio de inyectividad i(M) es-
trictamente positivo.

3. M es uniformemente localmente convezxa y tiene radio de inyectividad i(M)
estrictamente positivo.

4. FEmiste una constante v > 0 tal que para todo x € M la aplicacion exp,
estd definida en B(0,,1) C TM,, exp, : B(0,,7) — B(z,r) es un difeo-
morfismo de clase C*, y la funcion distancia estd dada por la expresion

d(y, ) = || exp; ' (y)|l» for all y € B(z,r).

5. FEmiste una constante v > 0 tal que para todo x € M la funcion distancia
ax,y €M d(y,z), es de clase C* en B(z,r)\ {x}.

6. M es uniformemente mesetable.

Entonces (1) = (2) = (3) <= (4) = (5) = (6).

Demostracion. (1) = (2) es una consecuencia trivial de la observacién 1.14.
(2) = (3): Es consecuencia inmediata de la observacién 1.16.

(3) = (4): Considerando que i(M) > 0, y sabiendo que existe algin 1 > 0
tal que exp, es un difeomorfismo en su imagen cuando se restringe a la bola
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B(0,,71), para todo z € M. El hecho de que M es uniformemente localmente
convexa implica que existe algin ro > 0 tal que

Ay, ) = [lexp; (y)]l. for all y € B(x,rs).

Podemos suponer, obviamente, que r; = ro := r. En particular exp, aplica
B(0,,7) en B(z,7).

(4) = (3) es obvio.

(4) = (5) es trivial, de los hechos de que exp,' es un C* difeomorfismo
entre dos bolas, || - ||, es C* en TM,\ {0,}, vy d(y,z) = || exp; ' (y)]|. para todo
y € B(z,r).

(5) = (6): Suponemos que la funcién distancia y — d(y, z) es C*° en B(x,r)\
{z}. Sea # : R — [0, 1] una funcién C* y Lipschitz tal que §7'(1) = (—o0, 1/3]
y 671(0) = [1, 00). Para un punto dado z € M y un ntimero ¢ € (0, ), definimos
b: M — [0,1] por
by) = 0(5(y, ).

Teniendo en consideracién el hecho de que de que la funcién distancia y — d(y, )
es 1-Lipschitz y que la norma de su derivada esta acotada por 1 en todos los
puntos (ver proposicién 1.19), es facil comprobar que b satisface las condiciones
1-2-3 de la definicién 2.5, para una constante R = ||0'||o > 1 que sélo depende
de la funcién 6, pero no del punto z € M. O

Observacion 2.10. La condicion de que M tenga radio de inyectividad es-
trictamente positivo no es necesaria para que M sea uniformemente mesetable,
como se puede ver en el siguiente ejemplo. Sea M la superficie de R® definida
por la ecuacidn z = 1/(2* + y?), (z,y) # (0,0), con la estructura riemanniana
natural inducida por R3, entonces i(M) = 0 y no es dificil comprobar que M es
uniformemente mesetable.

2.2. Principios variacionales en variedades rie-
mannianas

El siguiente teorema es una extension natural del Principio Variacional sua-
ve de Deville-Godefroy-Zizler a variedades riemannianas uniformemente mese-
tables. Recordamos que una funcién F' : M — RU{+oc0} se dice que alcanza un
minimo fuerte en p cuando F(p) = inf,ep F(z) y lim,— o d(pn,p) = 0 cuando
(pn) es una sucesion minimizante (esto es, si  lim, ., F(p,) = F(p)).
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Teorema 2.11 (Principio Variacional Suave en Variedades). Sea (M, g)
una variedad riemanniana completa que sea uniformemente mesetable, y sea
F: M — (—00,400| una funcion semicontinua inferiormente y acotada infe-
riormente, F' # +oo, entonces para cada 6 > 0 existe una funcion de clase C!
y acotada ¢ : M — R tal que:

1. F — ¢ alcanza un minimo fuerte en M,

2. llloo := suppenrr le(p)] <0, y [ldplloc 1= supyens ldp(p)ll, < 0.

Observacion 2.12. La suposicion de que M es completa es necesaria, basta
observar el siguiente ejemplo trivial: M = (—1,1) C R, f(x) = z.

La demostracién del teorema 2.11 es consecuencia de los tres lemas que
presentamos a continuacién. En lo que sigue B(z,r) denota la bola abierta de
centro x y radio 7 en el espacio métrico M, y B(p,r) la bola abierta de centro
@ y radio r en el espacio de Banach Y.

Lema 2.13. Sea M un espacio métrico completo, y (Y, || - ||) un espacio de Ba-
nach de funciones reales acotadas y continuas en M que satisfacen las siguientes
condiciones:

L el = I¢lleo = sup{lp(z)| - & € M} para cada p €Y.

2. Existen nimeros C' > 1,17 > 0 tales que para cadap € M, e >0yd € (0,r)
existe una funcion b € Y tal que b(p) = ¢, ||blly < Ce(14+1/d), yb(z) =0
six & B(p,0).

Sea f : M — RU{+o0} una funcion semicontinua inferiormente, acotada
inferiormente y tal que Dom(f) = {x € M|f(zx) < +oo} # 0, entonces el
conjunto G de todas las funciones ¢ € Y tales que f + ¢ alcanza un minimo
fuerte en M contienen un subconjunto Gs denso de Y .

Demostracion. Dado un nimero N € N tal que N > 1/r, y para cada n € N
con n > N, consideramos el conjunto

Un={p eY|3zo € M : (f+¢)(xo) <inf{(f +@)(x)|lz € M\B(z, %)}}-

Probaremos, en primer lugar, que U,, es un subconjunto abierto denso de Y. En
efecto,

e U, es abierto. Dado ¢ € U,. Por la definiciéon de U, existe xqg € M tal que
(f+©)(wo) < inf{(f+p)(x)lx € M\B(xo, ;;)}. Tomando 2p = inf{(f+¢)(z)|z €
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M\B(zo, 1)} — (f + ¢)(xo) > 0 y del hecho || - ||y > || - ||, se obtiene que
By (¢, p) C Bs(,p) C U

e U, es denso en Y. Tomando ¢ € Y y € > 0. Dado que f + ¢ esta acotada
inferiormente existe o € M tal que (f + ¢)(zo) < inf{(f + ¢)(z)|lx € M} +¢.
Ponemos ahora § = 1/n < r, y utilizamos la condicién (2) para tomar una
funcién b € Y tal que b(zg) =&, [|b]ly < C(n+1)e,y b(z) = 0 para z & B(zo, =),
entonces (f + ¢)(zo) — b(xg) < inf{(f + ¢)(x)|x € M}, y si definimos h = —b,
tenemos que

(F 4+ o) < int{(f + @)@z € M) < wb{(f +£)(a)lr & Blro, 1))

Por tanto inf{(f + ¢)(@)|z & Blao, 1)} = nf{(f + ¢ + W)@z ¢ Blao, 1)},
y es obvio que la tdltima desigualdad implica que ¢ + h € U,. Por otra parte
tenemos que ||hlly < C(n+ 1)e, y como C' y n son fijos y € puede tomarse
arbitrariamente pequefio, se obtiene que ¢ € U,, y asi probamos que U, es
denso en Y. Podemos aplicar el teorema de Baire para concluir que el conjunto
G =(,_x Un es un subconjunto denso G5 de Y. Nos falta probar que si ¢ € G
entonces f + ¢ alcanza un minimo fuerte en M. Para cada n > N, tomamos
z, € M tal que (f + ¢)(z,) < inf{(f + ¢)(z)|z & B(z,,+)}. Claramente,
zy, € By, =) si k > n, lo que implica que (,,)52 y es una sucesién de Cauchy en
M y por tanto converge a algin xyp € M. Como f es semicontinua inferiormente

y No—y B(xo, 1/n) = {z0}, se tiene
(f +¢)(xo) < lminf(f + ¢)(x,)
< lm inf[inf{(f + ¢)(z)|z € M \ B(xo, %)}]

= inf{inf{(f + ¢)(z)|x € M \ B(xy, %)} :neN,n>N}
= nf{(f + ¢)(@)|lz € M\ {zo}},

por tanto f + ¢ alcanza un minimo global en zy € M. Finalmente, probaremos
que f + ¢ alcanza un minimo fuerte en el punto z,. Supongamos que {y,} es
una sucesion en M tal que (f + ¢)(yn) — (f + 9)(x0) y (yn) N0 converge a .
Podemos suponer que d(y,,zo) > € para todo n. De la desigualdad anterior y
del hecho de que xy = lim z,,, podemos tomar k € N tal que d(z, y,) > % para
todo n, y por lo tanto

: 1
(f + @) (o) < (f + @) () < mf{(f +@)(@)|z & Blaw, 1)} < (f +¢)(yn)
para todo n, lo que contradice que (f + ¢)(yn) — (f + ¢)(x0). O
Lema 2.14. Sea M una variedad riemanniana uniformemente mesetable, en-

tonces existen numeros C' > 1 y r > 0 tales que para todo p € M, e > 0 y
§ € (0,7) existe una funcion b de clase C*, b: M — [0,¢], tal que:
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2. ||db||eo := sup,eps ||db(2) | < Ce/d.
3. b(x)=0siz¢& B(p,9).

En particular, max{||b||s, ||db|l} < Ce(1+ 1/6).

Demostracion. En el caso de ¢ = 1 la definicién de variedad uniformemente
mesetable nos da la existencia de b. Si € # 1 basta tomar b. = &b. m

Lema 2.15. Sea (M, g) una variedad riemanniana completa, entonces el espacio
vectorial Y = {p : M — R |y es de clase C?, acotada y Lipschitz}, dotado con
la norma ||¢lly = méx{||¢||co, ||d¢||s}, €s un espacio de Banach.

Demostracion. Es obvio que (Y, || - ||y) es un espacio normado. Solamente tene-
mos que ver que Y es completo. Sea (¢,) una sucesién de Cauchy respecto a la
norma || - ||y. Del hecho de que el limite uniforme de una sucesién de funciones
continuas entre espacios métricos es una funcién continua, es obvio que (@)
converge uniformemente a una funcién continua ¢ : M — R. Dado que T* M, es
un espacio normado y completo para cada x € M, es claro que (dg,) converge
a una funcion ¢ : M — T*M definida por

Y(x) = lim dp,(z)

n—oo

(donde este limite estd en T*M, para cada = € M). Veremos que 1 = dp.
Dado p € M. Del Teorema 1.2 sabemos que existe algin r > 0 (dependiendo
de p) tal que la funcién exponencial estd definida en B(0,,7) C TM, y es un
difeomorfismo exp, : B(0,,7) — B(p,r) tal que la derivada de exp, y la de su
inversa (exp,)”" estan acotadas por 2 en B(0p,7) y en B(p,r) respectivamente;
en particular exp,, es un difeomorfismo bi-Lipschitz entre dos bolas. Denotaremos
3(h) = (o exp,)(h), para h € B(Oy,r), y 3(0,) = dp(p) o (dexp,(0,)) = dip(p).
Tenemos

B - 50) —v)), G -F0) .k
| 0 =1 e eEpl s

B — 50)— @ulh) — 3(0), \Bulh)—Bu0) B

| I P O

|u@mww@mﬁﬁm 1)
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B(0)=(@n (M) =¢n(0)) |

7] . Aplicando la desi-

Primero consideramos la expresién |¢(h)_
gualdad del Teorema del Valor Medio tenemos

| (h) = Em(0) = (@n(h) = ¢n(0))] < sup ldpm (x) — den(@)[lp)|All, <
xe DT
2[|dem — dnllcol[o]|-

Como (¢,,) es una sucesién de Cauchy en Y deducimos que para todo € > 0 existe
no € N tal que |@n (h) = @m(0) = (@n(h) = €u(0))] < (¢/3)[|]| cuando m,n > ng
luego, haciendo tender m — oo, se obtiene |p(h) — ©(0) — (gn(h) — ©,(0))| <
(e/3)||h]| si m > ng. Por otra parte, el término |(dp,(0) — w(p))(ﬁﬂ de la dere-
cha de la desigualdad (1) es més pequeno que /3 cuando n es suficientemente
grande; podemos suponer que esto es cierto si n > ng. Finalmente, si fijamos
|W - d(ﬁno(())(ﬁﬂ puede hacerse mas pequeno que
e/3 si ||h|| es suficientemente pequenio, digamos ||| < é. Por combinacién de
las estimaciones que hemos realizado, para n = ng, el término a la izquierda
de la desigualdad (1) es mds pequena que € si ||h]| < d. Lo que hace que ¢ sea
diferenciable en p, con dp(0,) = ¢(p). Por tanto ¢ es diferenciable en p, con
dp(p) = ¥ (p). Concluimos que Y es un espacio de Banach viendo que dy = v es
continua y acotada. Dado € > 0. Del hecho de que (,,) es una sucesién de Cau-
chy en Y, existe ng € N tal que ||dp,(y) —den(y)||, < € paratodoy € M cuando
n,m > ngy. Haciendo tender m — oo deducimos que ||dg,(y) — ¥ (y)]|, < € para
todo y € M, si n > ng. Por tanto tenemos que

n = ng, el término

lim ||de, — dpl|s = 0.

En particular, esto implica que ||dy|s < 00, esto es, ¢ es Lipschitz. Ahora
podemos ver que ¥ = dy es continua. Dado cualquier p € M, existe r > 0
tal que exp, : B(0p,7) — B(p,r) es un difeomorfismo 2-Lipschitz, y también
su inversa exp;l. Definimos ¢ = @ o exp, : B(0,,7) — R. Para ver que dy es
continua en p veremos que dg es continua en 0,. Aplicando la desigualdad del
Teorema del Valor Medio se tiene que

ldeo(z) — de(0)], <

ldo(x) = d@n () + lden(z) — dpn(0) + |d@n (0) — d@(0)]], <

2||dp — dpnlleo + l[dpn(z) — dDn(0)lp + 2[|de — dipnllec =

Al\dp — dpnlloo + lldpn(x) — dpn(0) I, (2)

para todo n € N, z € B(0,,7) C TM,. Por tanto ||dp — dy,|lc — 0 cuando
n — 00, y podemos tomar ng € N tal que

ldie — dipny ||oo < /8. (3)
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Finalmente, como d@g,, es continua en 0, existe § € (0,r) tal que

- - €
1dony () = d@ny (O, < 3 (4)
si ||z]|, < 9. Por combinacién de (2), (3) y (4), tenemos ||dp(z) —dp(0)||, < € si
||z||, < 0. Esto nos hace ver que dp es continua en 0,,. O

Ahora el Teorema 2.11 es una consecuencia obvia de los tres lemas anteriores.

Observacion 2.16. En el Lema 2.13 es posible localizar el punto donde f + g
alcanza su minimo. De manera maés precisa, en las suposiciones del lema 2.13,
se verifica que para cada £ > 0 existe un a. tal que cuando y, € M y satisface
que f(yo) < infx f + a., entonces existe g € Y y xp € M tal que:

(i) f + g alcanza su minimo en z,

(i) llglly < ey llzo—woll <e.

En efecto, sea b € Y tal que b(yo) =1y b(x) =0si x & B(yo,€) y definimos
e = g7 ¥ h(xz) = —3a.b(x). Por el lema 2.13 existe k € Y y xy € M tales que
k|| < acy f+ h+ k alcanza su minimo en xzy. Definimos g(z) = h(x) + k(z)
que satisface la condicién (i). También satisface que

e ¢
lglly < Iblly + Nkl < %2+ 5 ==,

Por otra parte

(f +9)(wo) = f(yo) — 3ac + k(yo) < f(yo) — 2a. < inf f —a.

(f +9)(@) = f(z) + k(z) > nf f —a.

cuando x € B(yo,€), lo que implica que ||zg — yo|| < € y asi se concluye (ii).

Observacion 2.17. El Lema 2.13 puede ser utilizado para obtener distintos
principios de minimizacion perturbada como se refleja en las siguientes obser-
VaCIONes:

1. Cuando tomamos M = X, un espacio métrico y completo, e Y es el espacio
de las funciones acotadas y Lipschitz f : X — R, con la norma

| [f(x) = f(y)|
Flly = Ifllee + Lip(f) = || flloc + sup{=—F—"—
11y = I (f) =111 { A0y
(que satisface (1) y (2) del Lema 2.13 con C =1 y cualquier r), entonces
se obtiene un resultado que es fdacil ver que implica el principio variacional

de Ekeland.

rx,y € X,z £y}
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Cuando consideramos M = X, un espacio de Banach que tiene una meseta
de clase C* y Lipschitz, y definimos Y como el espacio de Banach de las
funciones requlares de clase C' y Lipschitz f : X — R, con la norma

1Ay = 1lflloo + 11 loo;

entonces obtenemos el principio variacional suave de DGZ para espacios
de Banach.

Sea M = X cualquier espacio métrico con alguna nocion de diferenciabi-
lidad bien definida, e Y el espacio de Banach de las funciones diferencia-
bles (cuando esta palabra tenga algin sentido en este contexto) y Lipschitz
f: X =R, con la norma

1f1ly = Ifllee + Lip(f).

Supongamos que X es uniformemente mesetable en el sentido de que Y
satisface (2) del Lema 2.13, entonces tendriamos un principio de minimi-
zacion perturbada para funciones que son diferenciables y Lipschitz.

Problema abierto 2.18. ;El Teorema 2.11 es cierto sin suponer que M es
uniformemente mesetable?



Capitulo 3

Teoremas de Rolle aproximados

3.1. Teorema de Rolle aproximado en varieda-
des

Deciamos en la introduccion, que en dimensién infinita, no tenemos la espe-
ranza de generalizar los teoremas que garantizan la existencia de puntos criticos
para funciones regulares, puesto que, aunque tengan cualquier forma estas fun-
ciones, pueden carecer de ellos. En esta seccion, probaremos una version aproxi-
mada del teorema de Rolle, el cual es cierto en cualquier variedad riemanniana
(incluso cuando tiene dimensién infinita).

Teorema 3.1 (Teorema de Rolle aproximado en variedades). Sea (M, g)
una variedad riemanniana, U un subconjunto abierto de M tal que U es completo
y acotado respecto a la g-distancia, po € M y R > 0 tales que By(po, R) C U,y
f: U — R una funcidn continua y acotada en U vy diferenciable en U.

1. Sisup f(U ) > sup f(OU), entonces para cada r > 0 existe ¢ € U tal que
ldf (a)llq <

2. Siinf f(U ) < inff((?U), entonces para cada r > 0 existe ¢ € U tal que
ldf ()llg <

3. Si f(U) C [~¢,¢] para algiin ¢ > 0, entonces eviste ¢ € U tal que
ldf (a)llq < /R

Corolario 3.2. Sea (M, g) una variedad riemanniana completa, U un subcon-
junto abierto y acotado de M, py € M y R > 0 tales que By(po, R) C U,
e>0,yf:U — R una funczon continua y acotada en U y diferenciable
en U. Si suponemos que f(OU) C [—e,¢], entonces existe algin q € U tal que

ldf (@)llq < /R

35
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Para la demostracion del Teorema 3.1 necesitaremos el siguiente lema.

Lema 3.3. Sea (M, g) una variedad riemanniana y f : M — R una funcion
diferenciable en M. Si suponemos que ||df (p)|l, > € > 0, entonces existe un
nimero § > 0 y dos caminos a, 3 : [0,6] — M de clase C' | parametrizados por
la longitud del arco, tales que

fla(t)) < f(p) —et, y f(B(t) > f(p) +et,

para todo t € (0, 4].

Demostracion. Probaremos la existencia del camino « (el camino [ se obtiene
de manera similar). Puesto que ||df (p)||, > ¢, existe h € T M, tal que |||, =1y
df (p)(h) < —e, entonces (por la caracterizacién del espacio tangente 7'M, como
el conjunto de las derivadas de todos los caminos regulares que pasan por p)
podemos elegir un camino « : [0,7] — M de clase C', parametrizado por la
longitud del arco, tal que

L) =h ya)=p

Definimos la funcién F' : [0,7] — R por F(t) = f(a(t)), que verifica

da

F'(s) = df (a(s))(—-(s))

para todo s € [0,r]|. En particular, para s = 0 tenemos que F’(0) = df (p)(h) < €,
y por tanto existe algin 6 > 0 tal que

F(t) - F(0)
t

para todo t € (0,0]. Esto hace que f(a(t)) < f(p) — et para todo t € (0,4]. O

Demostracion del Teorema 3.1.

Caso 1: Sea n = sup f(U) — sup f(OU) > 0. Definimos X = (U,d,), el cual
es un espacio métrico completo. Sea n > 1 suficientemente grande para que
U C By(po,n), y A = min{n/8n,r} > 0. Observamos que el didmetro de U es
més pequeno o igual que 2n, y por tanto se tiene que Ad(x,y) < n/4 para todo
x,y € U. Ahora, aplicando el Principio Variacional de Ekeland 2.1, existe ¢ € U
tal que

f(y) < f(q) + Ad(y, q) para todo y € X. (1)
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De hecho ¢ € U, puesto que si ¢ € OU, entonces tendriamos un a tal que
f(a) > sup f(U) —n/4 lo que supone que

sup f(U) —n/2 = (sup f(U) =n/4) =n/4 < f(a) = Ad(a, q) < f(q) < sup f(OU),

sea una contradiccién. Afirmamos que ||df(q)|l; < A < r. En efecto, supongamos
que ||df (q)||q > A, entonces aplicando el Lema 3.3, existirfa un camino [ de clase
C'! parametrizado por la longitud del arco, tal que 5(0) = q y

f(B() > fla) + M (2)

para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno. Combinando (1) y (2), tenemos que

Fl@) + X < f(B(t) < flq) + Ad(B(t), q) < [(@) + AL(By, ) = flg) + M

si t > 0 es suficientemente pequeno; pero esto es una contradiccion.

Caso 2: consideramos la funcién —f y aplicamos el caso (1).

Caso 3: Consideramos dos situaciones.

Caso 3.1: Suponemos que f(py) # 0. Supondremos solamente que f(pg) < 0
(el caso f(po) > 0 es andlogo). Definimos A = ¢/R. Aplicando el Principio
Variacional de Ekeland, se obtiene la existencia de un ¢ € U tal que

(i) d(po,q) < 3(f(po) — f(q)) < 3(f(po) +e) <R,y

(i) f(q) < f(y) + Ad(y,q) siy # q.

La primera propiedad hace que ¢ € intB,(po, R) C U, y utilizando el Lema 3.3
como en el caso 1, es inmediato comprobar que la segunda propiedad implica
que [|df (q)llq <A =¢/R.

Caso 3.2: Suponemos finalmente que f(py) = 0y que ||df(po)|,, > €/R (en
otro caso ya estarfa probado). Por el Lema 3.3, existe 6 > 0 y un camino « de
clase C' en U tal que

flal®) < f(po) = =t

si 0 <t <¢. Definimos zg = a(d) € By(po, §). Tenemos que

F(wo) < fl) = b =~ <0.

Aplicando el Principio Variacional de Ekeland con A = /R tenemos un punto
q € U tal que

(i) dlqa) < Lnkte < —Mltie _ p_5

(i) f(q) < f(y) + £d(y, q) para todo y # q.
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Ahora, (i) implica que d(q,po) < d(q,zo) + d(xo,po) < R — 0+ § = R, esto es,
q € intB,(po, R) C U. Y, como antes, teniendo en consideracion el Lema 3.3,
(i) implica que ||df(q)|l; < €/R. O

Observacién 3.4. Si U no es completo el resultado es obviamente falso: con-
sidérese M = (—=1,1) C R, U = (0,1), oU = {0}, f(x) = x. Por otra parte, la
estimacion €/ R no es mejorable, basta para comprobarlo considerar el ejemplo:
M=R,U=(-11), f(x)=2, R=1,py =0, e = 1.

3.2. Nociones sobre la subdiferencial proximal
y el gradiente generalizado

En esta seccion introducimos dos conceptos subdiferenciales de gran interés
para el estudio de funciones no regulares definidas en espacios de Hilbert, en un
caso, y en espacios de Banach en el otro, y ambos conceptos son susceptibles de
ser generalizados a variedades riemannianas.

Definicién 3.5. Sea X un espacio de Hilbert real. Un vector (€ X se denomina
subgradiente proximal de una funcion semicontinua inferiormente f en x €
domf cuando existen dos numeros positivos o y 1 tales que

fly)>f(@)+{Cy—a)—olly—z|* para todo y € B (z,n).

Al conjunto de los ¢ se anota 0,f(x), y nos referimos a €l como subgradiente
proximal o como P-subdiferencial. De forma similar introducimos el supergra-
diente proximal. Para una funcion semicontinua superiormente f, decimos que
(€ X es un supergradiente proximal de f en x € Dom(f) cuando ezisten dos
numeros positivos o y n tales que

FW) < f@)+{y—a)+oly—z|? foralye B(z,n).

Al congunto de tales ¢ lo anotamos OP f(x) y nos referimos a él como supergra-
diente proximal

A continuacién introducimos un lema que tendra gran importancia en la
seccién siguiente.

Lema 3.6. Sea f : X — (—o00,00]| una funcidn propia semicontinua infe-
riormente. Si f — ¢ alcanza un minimo local en el punto xy y ¢ es dos veces
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diferenciable en o, entonces @' (xy) es un subgradiente proximal de f en xq, esto
es ¢'(xg) € 0, f(xg). De manera similar, si g : X — [—00,00) es una funcion
propia semicontinua superiormente, | es una funcion dos veces diferenciable en
xo y g + v alcanza un mdrimo en o, entonces V' (xg) € OPg(xy).

Demostracion. Sabemos que

f(y) — f(zo) > ¢(y) — o(x0) (1)

para todo y de un entorno de xy. Dado que ¢ es dos veces diferenciable en xg,
para cualquier € > 0 podemos encontrar, dependiendo de €, un § > 0 tal que

"

lo(y) = ¢(w0) — ¢ (20)(y — w0) — ¢ (w0) (y — 0)°| < elly — wol|*
cuando ||y — || < 6. Por tanto,
p(y) — p(x0) > ¢ (20)(y — w0) + " (20)(y — 0)* — elly — o

si ||y — zo]] < d y considerando conjuntamente las dos desigualdades anteriores
se obtiene que

p(y) — e(x0) = ¢'(w0)(y — 20) — (" (@)l + &) ly — ol (2)
cuando ||y — || < J. Por combinacién de (1) y (2) tenemos que
Fy) = f(zo) = (p,y — x0) — olly — ol®

para todo y € B(zg,9), donde o = (||¢"(x0)| +€) y p = ¢'(20), y esto supone
que p € 0,f (o). ]

Teniendo en consideracion este lema y las definiciones de 0, f(x) y 07 f(x),
deducimos inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 3.7. Sea f : X — (—o00, 00| una funcion propia semicontinua infe-
riormente, entonces

O, f(x) = {(z) : p € C*(X,R), f — ¢ alcanza un minimo local en x}.

De manera similar, si g : X — [—00,00) es una funcion propia semicontinua
supertormente, entonces

Og(x) = {¢(z) : p € C*(X,R), g + ¢ alcanza un minimo local en x}.
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Este corolario sugiere una extension natural de la definiciéon de subgradiente
proximal en espacios de Banach que no sean necesariamente de Hilbert pero que
tengan una norma de clase C?. Para tales espacios, definimos 8, y 9 como en
el corolario.

Nos ocuparemos, a continuacién, de introducir el concepto de gradiente ge-
neralizado y de alguna proposicién que serd utilizada posteriormente.

Definicién 3.8. Sea X un espacio de Banach real y f : X — R una funcion
Lipschitz en un entorno de un punto dado x€ X. La derivada direccional gene-
ralizada de f en x en la direccion de v, lo anotamos f° (x;v), y se define de la
siguiente manera:

t —
f2(z;v) = limsup fly+t) f(y),
(y:t)—(x,0) t

donde y es un vector de X yt es un numero real positivo. Definimos el gradiente
generalizado de f en x como el conjunto de los ( € X* tales que f° (z;v) > ((,v)
para todo v y lo anotamos Of (x).

Observaciéon 3.9. El gradiente generalizado es un subconjunto de X™ no vacio,
convexo, w*-compacto; para una informacién méas extensa véase [12].

En las demostraciones de los resultados relacionados con el gradiente gene-
ralizado se necesita utilizar la regla de la suma que enunciamos a continuacién
(una demostracién puede ser consultada en [12] pagina 75).

Proposicién 3.10. Sea f; (i=1,2,...,n) una funcion Lipschitz cerca de x, y \;

(i=1,2,...,n) un nimero real, entonces f = > N\ f; es Lipschitz cerca de x, y se
i=1

) (Z Ai fi) (z) C Z NOfi () .

tiene

3.3. Teoremas de Rolle aproximados para la sub-
diferencial proximal

En esta seccién probaremos distintas versiones del teorema de Rolle para los
subgradientes y supergradientes proximales.

Teorema 3.11. Sea X un espacio de Hilbert real, B = B(0,R), S = S(0,R) y
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f: B — R una funcién continua y acotada tal que f(S) C [—¢,&| para algin
e >0, entonces :

1. Siinf f(B) < inf f(5), entonces, para cada o > 0, existe xo € int(B) y
¢ € 0,f(xo) tales que ||C]| < a.

2. Sisup f(B) > sup f(5), entonces, para cada o > 0, existen xy € int(B) y
¢ € OPf(xo) tales que ||C|| < c.

3. Si f(B) C [—¢,¢], entonces, para cualquier o > 0, ezisten x1,xs € int(B)
y G € 0pf(21), G2 € 0P f(xg) tales que ||C1]|, ||C2]| < %‘E + .

Demostracion.

Caso (1): Sea n = inf f(S) — inf f(B) > 0. Consideramos la funcién F' de-
finida como F(z) = f(z) si # € By F(x) = oo en otro caso; esta funcién
es, obviamente, semicontinua inferiormente y acotada inferiormente, entonces el
Principio Variacional de Deville-Godefroy-Zizler (Teorema 2.4) nos garantiza la
existencia de una funcién g de clase C? tal que ||glloc < 1/3; | lc <,y F —g
alcanza un minimo en el punto xy € B. Afirmamos que xy € int(B). En efecto,
si zp € S, entonces podemos tomar a € B tal que f(a) < inf f(B) + /3, y
tendriamos que

inf f(B) +2n/3 > f(a) — gla) > F(xo) — g(xo) > inf f(S) —n/3,

por tanto inf f(B) 4+ n > inf f(S), lo que supone una contradiccién. Por otra
parte, puesto que f — g alcanza un minimo en zy, el Lema 3.6 asegura que
¢ :=¢'(x0) € 0pf(x0), y finalmente ||| < a porque ||¢'||o < .

Caso (2) Es suficiente aplicar (1) a la funcién —f.

Caso (3): Dado > 0 suficientemente pequeno para que /2 + 3/R < a'y
0 < R, elegimos N > 1 suficientemente grande para que

(2¢+08) B

Sea a : R — R una funcién convexa de clase C* tal que:
(i) a(t) =tsit > /N,
(i) a(t) =a(0) > 0sit < [B/4N,
(iii) a/(t) > 0sit > B/4AN

(iv) a”(t) > 0 si y solo sit € (8/4N,3/N).
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Una funcién a como hemos descrito, se puede construir facilmente integran-
do una funcién real b no negativa de clase C* con soporte en el intervalo
[8/4N,3/N]y tal que [°_b(t)dt = 1, y sumando una constante positiva adecua-
da se obtienen las propiedades a(0) > 0 y a(t) =t para t > [3/N. Definimos la
funcién h : X — (0,00) por h(x) = a(||z||). Es evidente que h es de clase C*,
h(0) = a(0) € (0,3/N), y su derivada satisface h'(x) = 0 cuando ||z|| < /4N,
y W(x) = d'(||x|))x/||x|| cuando ||z|| > 5/4N. En particular, podemos ver que

17/ (2)|| < a'([|#]]) <1 para todo z € X, y h(z) = ||z| si [|z]| = B/N.
Consideramos la funciéon G : B — R definida por

26+ 0
R

G(z) = f(z) + h(z).

La funcién G es continua y G satisface, como es facil comprobar, que inf G(B) <
inf G(5), entonces aplicando el caso (1) a G, obtenemos el punto z1, requerido.
El punto x5 se obtiene reemplazando f por —f. O

De este resultado se obtiene inmediatamente el siguiente.

Teorema 3.12. Sea U un subconjunto abierto, conexo y acotado del espacio de
Hilbert real X, y f : U — R wuna funcién continua y acotada. Sea R > 0 y
xo € U tal que dist (xy,0U) = R. Suponemos que f (OU) C [—¢,¢e| para algin
e > 0, entonces :

1. Siinf f(U) < inf f(OU), entonces, para cada o > 0 existen xy € U y
¢ € 0pf (1) tales que ||C]| < a.

2. Sisup f(U) > sup f(OU), entonces, para cada o > 0, existen x4 € U y
¢ € 0P f(xq) tales que ||| < a.

3. Si f(U) C [—¢,¢|, entonces, para cada o > 0, existen x1,x2 € U y (4 €
Opf(21), Go € O f(22) tales que [|Gi], IG]l < % + a.

En cualquier caso, inf{||C|| : ¢ € O,f(x) UOPf(z), x € U} < 2¢/R.

Si a las condiciones del teorema precedente le anadimos que 9,f(z) # 0
para todo x € U, entonces podemos garantizar que inf{||C|| : ¢ € J,f(x), = €
U} < 2e/R. En efecto, es inmediato ver que si para algin punto z se tiene
Opf(x) # 0 # 0P f(x), entonces la funcién f es diferenciable en x, y

Opf(x) = 0"f(x) = {f'(x)}.
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Observaciéon 3.13. FEste resultado no puede mejorarse para obtener un punto
tal que la norma de cada subgradiente proximal en ese punto sea mds pequeno
que 2/ R+«, como se puede observar en el siguiente ejemplo: f : [—1,1] — R,

f(x) = |zl

Queremos garantizar la existencia de un punto tal que todos los subgra-
dientes proximales en ese punto sean mas pequenios en norma que 2¢/R, en las
condiciones (2) o (3) del Teorema 3.12 (bajo la condicién (1) es imposible en-
contrar tal punto, como se ve en el ejemplo anterior). Los siguientes resultados
estan encaminados en esta direccién.

Lema 3.14. Sea X un espacio de Hilbert y x1 € X y f : X — R una fun-
cion semicontinua inferiormente. Suponemos que para algun A > 0 se verifica
My — ||+ f (1) > f(z) siempre que x # x1, entonces, para todo ¢ € 0, f(x1),
se verifica ||C]| < A.

Demostracion. En efecto, para todo h con ||h|| = 1 y poniendo x = x; + th,

tenemos que :
[ @1+ th) — f(z1)

<A
I

Por otra parte existen n > 0y o > 0 tales que, si |t| < n, se verifica:

fa+th) > f (1) + (¢, th) — o ||t

y por tanto
<<7th> S f (331 + th) - f ($1) + Ut27
asi
t{(¢,h) < f (a1 +th) — f (1) + ot?,
de donde ;
em < Lm0l gy

de esta manera se obtiene

(¢, B} < A+ o t] para todo [f] < n,
lo que implica ||C]| < A. O
Proposicién 3.15. Sea f : B(0,R) — R una funcién continua y acotada.

Suponemos que f(B(0, R)) C f(S(0,R)) C [—¢, +¢], entonces existe x € B(0, R)
tal que ||C|| < % cuando ¢ € 9, f(x).
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Demostracion. Sila funcién f no es subdiferenciable en algtin punto de B(0, R)
el resultado es trivialmente cierto, supongamos por tanto que f es subdiferen-
ciable en todos los puntos de B(0, R). Inicialmente, también supondremos que
2¢e < R.

Caso I: Suponemos f(0) > —¢, y sea A = 2.

Como f(0) > sup {f (z) |z € B(0, R) } — 2¢ el Principio variacional de Eke-
land aplicado a la funcién F : X — [—o00,+00) tal que F(x) = f(z) si
r € B(O,R) y F(z) = —oo si * ¢ B(0,R), que es claramente semicontinua
superiormente y acotada superiormente, nos da un z; € B(0, R) tal que

(i) Allzall < f (z1) = f (o)
(i) flall < 5
(iii) A|lx — 2z1]] + f (z1) > f (z) slempre que = # w1,

de manera que, por (ii), z; € B(0, R), y para cualquier ¢ € 0,f(z1), el apartado
(iii), conjuntamente con el lema anterior, implica [|¢]| < 2.

Caso II: Suponemos ahora que f(0) = —e, y escojamos ¢ € 0,f(0), también
suponemos que [[¢|| > 2 (en el caso contrario el resultado es trivial), entonces
existe h con ||h|| =1 tal que (¢, h) > 2. Por otra parte, existen n > 0y o > 0
tales que, para todo t con la propiedad de que |t| < n, verifican:

f(th) = f(0) + (¢, thy — o ||, th]|*,
por tanto
f(th) + ¢ —t{¢,h) > —ot?,

asi
f(th)+e—t(C,h)
I

> _U’t‘a

y considerando que 2—5 — (¢, h) <0,y que existe 6 > 0 tal que 2—1§ — (¢, h) < —00,

se obtiene: £ (6h) 51C.h) )
+e— , 15
5 > E <C7 h> ;
lo que implica
20¢
oh —_
f(0h) +¢e> 7

por tanto
f(6h) >sup f(B(0,R)) — 2e.

Tomando, ahora, A = 2—15, y aplicando el Principio variacional de Ekeland, obte-
nemos un z; € B(0, R) tal que
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(i) Allzy = 0h[| < f (21) = f(6R)
(ii) [lzy = 0Rll < 5
(iii) Alx — z1]| + f (z1) > f () para todo x # 1.

. . 2ed .
Por (i) y considerando que f (0h) + & > %, obtenemos:

fla) = f(6h) e~ f(0h) _ 2 —*p
25/R - 25/R 25/R

lo que implica que ||z{|| < |jz1 —dh||+ 6 < (R—0) +0 = R, y por tanto
T € B(O, R)

De (iii) y del lema anterior se obtiene que para todo p € 0,f(x) se verifica
el < %.

Finalmente en el caso 2¢ > R y teniendo en consideracion que ¢ € 9,f (z) i,
y sélo si, ¢ € 9, (rf)(x) para todo r > 0, y considerando la funcién g = =*,
donde 2¢’ < R, podemos concluir que existe x € B(0, R) tal que ||| < % para

todo ¢ € 0,f(x). ) O

|21 — oR|| < =R—4,

Corolario 3.16. Sean X wun espacio de Hilbert y f : X — R wuna funcion
continua y acotada, que satisface 0,f (x) # 0 para todo x € X, entonces

inf{sup {[|C[ : ¢ € Fpf (x)},2 € X} = 0.

Proposicion 3.17. Sea U un subconjunto abierto, acotado y conexo de un es-
pacio de Hilbert real X. Sea f : U — R una funcién continua y acotada tal que
sup f (U) > sup f (OU), entonces , para cada « > 0, existe algun x € U tal que
|I<Il < @ para todo ¢ € O, f ().

Demostracion. Dado un o > 0 consideramos la funciéon F' : X — [—o00, +00)
tal que F(z) = f(z)siz € Uy F(z) = —oo si # ¢ U, que es claramente
semicontinua superiormente y acotada superiormente, un punto xo € U tal que
f(xg) > sup f(OU), y un A tal que 0 < A < min{a, 1}, entonces el principio
variacional de Ekeland (Teorema 2.1) nos da un x; € U tal que por (i) f(x;) >
f(zo), y por tanto x; € U. De (iii) conjuntamente con el Lema 3.14 se obtiene
que para todo ¢ € 0,f(z1) se verifica ||C]| < A, y por tanto ||C]| < a. O

Una consecuencia del resultado precedente es que podemos afinar la estima-
cién de la norma de los subgradientes cuando 9, f(z) # 0 para todo x € U.

Teorema 3.18. Sea U un abierto conexo y acotado de un espacio de Hilbert
X. Sea f: U — R una funcion continua y acotada tal que 0,f (x) # 0 para
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todo x € U. Sea R > 0 y x¢ € U tales que dist (x¢,0U) = R. Supongamos que
f(OU) C [—¢,€], entonces existen x. € U y ¢ € O,f (xc) tales que ||C|| < 25/R.

Cuando f es constante en OU, tenemos que inf {|[]| : ( € 0,f (z),z € U} = 0.

3.4. Teorema de Rolle aproximado para el gra-
diente generalizado

Antes de proceder a la demostracion del teorema de Rolle aproximado para
el gradiente generalizado, veremos que el teorema de Rolle exacto para el gra-
diente generalizado falla completamente en cualquier espacio de Banach infinito-
dimensional, incluso aunque no tenga funciones meseta regulares. El resultado
mas importante de [9] establece que el teorema de Rolle (para funciones regu-
lares y Lipschitz) falla en cualquier espacio de Banach que tenga una funcién
meseta regular y Lipschitz, y es trivialmente cierto en cualquier espacio que no
posea ninguna meseta regular y Lipschitz. En particular, cuando una funcién
es clase C! y localmente Lipschitz el gradiente generalizado se reduce a la dife-
rencial ordinaria, y por tanto el teorema de Rolle exacto falla para el gradiente
generalizado en cualquier espacio que tenga una meseta de clase C' y Lipschitz.
Cabe, por tanto, preguntarse ;qué sucede cuando el espacio no posee una meseta
de clase C' y Lipschitz y consideramos todas las funciones f localmente Lips-
chitz, y todos los gradientes generalizados Jf(z)?. ;Se vuelve cierto el teorema
de Rolle exacto, en el sentido de que si f = 0 en el borde de un conjunto U
abierto, acotado y conexo, entonces exista un punto z € U tal que 0 € 9f(x)?.
Veremos, a continuacién, que este no es el caso.

Teorema 3.19. Para todo espacio de Banach, X, infinito-dimensional, existe
una funcion acotada y Lipschitz f, definida en una bola cerrada U, tal que f
vale cero en OU y sin embargo 0 ¢ Of(x) para todo x € int(U).

Demostracion. Todo espacio reflexivo tiene una norma equivalente de clase C*
(ver [28] ), y en cada espacio infinito-dimensional con una norma de clase C!
existe un una bola cerrada U y una funcién f : U — R de clase C! tal que
f'(x) # 0 para todo = € int(U) (ver [3]), por tanto el resultado cuando X es
reflexivo es cierto , y podemos suponer, en consecuencia, que X es no reflexivo.
En esta circunstancia, existe un funcional lineal y continuo z* € X* tal que z*
no alcanza su norma y ||z*|| = 1. Consideramos la funcién
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definida en B(0,2) y con valores en R. La funcién f claramente vale cero en
S(0,2). Debemos probar que 0 ¢ 0f(xy) para todo xy € B(0,2), lo que es
equivalente a probar que para todo xy € B(0,2) existe v € X tal que f°(xg,v) <
0. En el caso zg € B = B(0,1) tenemos que Jf(zg) = {z*} y el resultado es
inmediato. En el caso zy € S = 5(0, 1), consideramos las siguientes situaciones:

Caso I: Si 2*(xy) > 0, podemos elegir x; € S tal que 2*(z1) > 2*(z9) y [xo, 21] £
S, para definir un vector v = xo—x; que satisfaga x*(v) < 0. Observamos primero
que existe un € > 0 tal que

|y + tv|| > [ly|| para cada y € B(wg,e)\ B yt > 0.

En efecto, la condicién [zg, ;] ¢ S hace que exista un tq > 0 tal que z¢ — tov €
B y consecuentemente y — tov € B C B(0,]||y||]) para y cerca de xg, lo que
implica y + tv € B(0,]|y||), equivalentemente ||y + tv|| > ||y||, para todo t > 0.
Para probar que f°(xg,v) < 0 vamos a considerar w y tres situaciones
distintas.

(i) y € By y+tv € B. En este caso f(yﬂvt)*f(y) = w*(yﬂvt)*x*(y) = x* (v).

(ii) y € By y +tv ¢ B, entonces tenemos

fly+to) = fly) _1 {2— b+ 200l ) 40y — ()] =

t ot Lyt
1[2—2 t 92— t
1 |y + to| < ﬂ ly +toll . (v) <
t Ly -+t |y + to|
2— ||y+tUHZL'* (U) S xz (U)
|y + to| 2

Si y esta suficientemente cerca de zg, y t > 0 es pequeno, se tiene que
z*(v) < 0.

(iii) y ¢ By y+tv ¢ B. En este caso tenemos

Mot )= ) Lttty 2ol )

t Lyl Iyl

|y + to| t L lly+tol [y
. 2—|ly+tv 20yl — 2|y +tu]| .
o 2l 20l =2yl
[y + to]| tlyl lly + to||
S-T* (U) 2— ||y—|—t2]|| < T <U>

ly +toll = 2
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En el caso y ¢ By y +tv € B no es necesario que y esté suficientemente cerca
de z, basta con tomar limites superiores para ver que f°(zg,v) < ch(v) < 0.
Caso II: Si z*(x) < 0, es suficiente aplicar el caso I a la funcién — f, y recordar
que I(—f)(x) = —0f (x).

Caso III: Si z*(x¢) = 0, podemos tomar un punto z; € S tal que z*(z1) > 0.
Definimos v = xy—x1, tal que *(v) < 0. Considerando algunas situaciones como
en el caso I, y procediendo de manera similar, es facil ver que f°(xo,v) < 0.

Finalmente, cuando g ¢ B, consideramos dos casos:

(i) Siz*(xp) = 0 tenemos un z; tal que z*(x1) > 0y definimos v = zg — xy,
entonces tenemos

fly+to)—fy) 1[2—|ly+tv] |, 2—|lyll .
= |2 (y+tv) - " (y)
t t | ly+to llyl|
2 - + tv 2 — —+ tv 2 — ||z
2yl = lly IIZ,* () + |y ||$* (v) < I ollx* ().
t Ayl ly + to| |y + tv| 2||zo||

2 yll=lly+tol] ¢ (1) — :
De los hechos % Ty 2ol acotado y lim,_,,, x*(y) = 0, se sigue que

fo(zo,v) < 0.

(ii) 2*(zo) # 0 es similar a los casos I y II anteriores, basta considerar sola-
mente la situacién y ¢ By y+tv ¢ B.

]

A continuacién, probaremos una versién del teorema de Rolle aproximado
para el gradiente generalizado.

Teorema 3.20 (Teorema de Rolle aproximado para el gradiente ge-
neralizado). Sean U un subconjunto abierto, acotado y conexo de un espacio
de Banach X, f : U — R una funcion acotada vy localmente Lipschitz tal que
fU) C [—g,e]l, y R > 0 y xog € U tales que dist(xg,0U) = R, entonces
inf{||C]| : ( € f(x),x € X} < %.

Notese que del hecho de que el gradiente generalizado contiene al subgra-
diente proximal en espacios de Hilbert, el teorema anterior es una consecuencia
inmediata del Teorema 3.12 cuando X es un espacio de Hilbert. Cuando el es-
pacio de Banach no es de Hilbert o no posee ninguna meseta de clase C?, se
requiere una demostracién diferente.

Proposicién 3.21. Sea U un abierto conexo y acotado en un espacio de Banach
X ysea f: U — R una funcion localmente Lipschitziana y acotada tal que
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sup f(U) > sup f(OU) o inf f(U) < inf f (OU), entonces para todo o > 0
exvisten x € U yun ( € 0f (x)  tales que ||C]| < a.

Demostracion. En el caso de quesup f (U) > sup f (OU) consideramos la funcién
F(z)=f(x)siz €Uy F(x) = —cosix ¢ U. Sean =sup f (U) —sup f (OU)
y xg € U tales que f (zg) > sup f (U) — 1, entonces el principio variacional de
Ekeland, nos da para todo a tal que 0 < a < 1, un x; € DomF’ tal que

(i) allzr — 2ol < f (21) — f (20)
(i) [lzs = ol < 7
(ili) a||lz — 21| + f(x1) > f(xz) siempre que z; # .

De (i) se obtiene que f(z1) > f(zo) por tanto x; € U. De (iii) se deduce
que que la funcién ®(x) = f(z) — f (1) — a||z — x| alcanza un méximo en
x = x1 por tanto 0 € 0P (1), y aplicando la regla de la suma (Proposicién 3.10)
se obtiene que 0 € Jf(x1) + (—a||x — 21]]). Por tanto existen ¢ € df(x1) y
¥V € —ad|.||(x —x1), y dado que 0 = ( + ¥ y [|[J]| < « se tiene que ||| < a.
La demostracién en el caso de que inf f(U) < inf f(OU) es andloga al caso
anterior. [

Observacion 3.22. La conclusion de la proposicion anterior no se puede mejo-
rar para encontrar un punto x € B tal que para todo ( € Jf (x) se verifique ||| <
«. Basta considerar la funcion

r+1 s —1<x§—%

y observar que

{1}y si —l<z< -1

[—1,1] si T=—3
of() =4 {-1} si —3<z<3
[—1,1] si =1

T
{1} si $<z<1

Proposicion 3.23. Sean X un espacio de Banach real, B = B(O,R) y f :
B — R una funcién localmente Lipschitz tal que f(B) C [—¢,¢|, entonces ,
para cada o > 0, ezisten x € int(B) y ¢ € Of (x) tales que ||¢|| < % + a.

Demostracion. Consideramos la funcién ®(x

f(z) — %L}f, ||lz]|, con o > 0.
Para cualquier x € 0B se tiene que ®(z) = f(z) —

(2¢ + o) < f(0), entonces
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podemos aplicar la proposicién anterior a la funcion ¢ y obtener un punto z € B
y algun subgradiente ¥, € 0®(x) tal que ||¥;|| < o, entonces , aplicando la regla
de la suma para el gradiente generalizado (Proposiciéon 3.10), ¢, € 0f(z) —

ZECG | - || (x), y por tanto ¥y = ( — 229, con ||d]| < 1, de lo que se deduce
que ||§|| < o 4+ < of + 22 = E 4 [/ + 2] Eligiendo o tal que
o + % < a, se sigue el resultado. O

Observacién 3.24. Como en el caso anterior, no podemos mejorara el resul-
tado cambiando el "existe”por un “para todo” ( € Of(x). Basta considerar en
este caso la funcion

6r+5 si —1<z<-2
—6xr—3 s —%gxg—é
flx) = 6x+1 i —%gxg
—4r+1 s OSxS%
dr—3 i %Sxﬁl ,

y su gradiente generalizado

( . 2
{6y s —l<w<—3

[—6,6] si x=2
{6} s —2<a<—3
[—6,6] si T =3

of (z) = {6y si —3<a2<0

[—4,6] si x=0
{-4} s O<z<i

[—4,4] si T =3
{4y s Lft<a<i




Capitulo 4

Nociones sobre
subdiferenciabilidad de funciones
definidas en variedades
riemannianas

En este capitulo extendemos la teoria general de las subdiferenciales de vis-
cosidad, conocida y empleada hasta ahora en los espacios de Banach, al contexto
de las variedades riemannianas. Recordemos que una funcién f definida en un
espacio de Banach X se dice que es Fréchet subdiferenciable en un punto z, y
que ¢ € X* es una subdiferencial Fréchet de f en z, cuando

g F@ ) = f@) = (R

>0,
h—0 1]

denoténdose por D~ f(z) al conjunto de los ¢ € X* que satisfacen esta propiedad.
También se dice que ¢ es una subdiferencial de viscosidad de f en X si existe
una funcién ¢ : X — R que es de clase C* y tal que f — ¢ alcanza un minimo
local en x, y ( = ¢/(z). Estas dos definiciones son equivalentes en los espacios
de Banach X que tienen una funcién meseta de clase C'. Asi pues, en dichos
espacios de Banach X se tiene que

D™ f(x) = {¢'(z) : ¢ € CY(X,R), f — ¢ alcanza un minimo local en z}.

Esto sugiere una extension natural de la definicién a cualquier variedad diferen-
ciable modelada sobre un espacio de Banach, pero la teoria correspondiente sélo
serd interesante si dicha variedad tiene una estructura adicional lo suficientemen-
te rica, por ejemplo una estructura riemanniana. A continuacion desarrollamos
una teoria de subdiferenciales de viscosidad en variedades riemannianas. Casi
todos los resultados que establecemos en esta seccién generalizan resultados ya
conocidos en espacios de Hilbert. Algunos de ellos son de caracter local (uno de

o1
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los primeros teoremas que establecemos es una caracterizacion local de la sub-
diferencial por medio de cartas, lo que permite extender inmediatamente varios
resultados sobre subdiferenciabilidad en espacios de Hilbert al caso riemannia-
no); las reglas de la suma y el producto y sus reciprocos aproximados o fuzzy son
ejemplos de esta situacion. Otros pueden deducirse con mayor o menor trabajo
extra de la versién ya conocida en espacios de Hilbert (como los teoremas del
valor medio subdiferenciales). Otros més (como la subdiferenciabilidad de las
funciones convexas) requieren demostraciones especificas relativamente intrin-
cadas. Y finalmente, los hay también de cardcter decididamente global, como el
principio de minimizacién perturbada de la suma o diferencia de funciones (re-
sultado que a su vez desempena un papel crucial en la demostracién del teorema
de existencia y unicidad de las soluciones de viscosidad de las ecuaciones de
Hamilton-Jacobi del capitulo siguiente), que tienen demostraciones en las que
determinadas condiciones globales sobre la variedad son esenciales (como por
ejemplo que la variedad sea uniformemente localmente convexa y con indice de
inyectividad global positivo). En todo caso, y con el objeto de intentar hacer
esta exposicién lo més legible y autocontenida posible, incluso en aquellos re-
sultados que pueden deducirse localmente de sus versiones planas mediante el
uso de cartas, hemos intentado dar demostraciones directas de los enunciados,
recurriendo lo menos posible a cartas y referencias ajenas a este trabajo.

4.1. Definicién y propiedades basicas

Definicién 4.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana, y f : M — (—o0, o]
una funcién propia. Diremos que f es subdiferenciable en el punto p € dom(f) =
{x € M : f(z) < oo} cuando exista una funcién ¢ : M — R de clase C* tal
que f — ¢ alcance un minimo local en el punto p. En este caso diremos que
¢ =dy(p) € (TM,)" ~ H* = H es una subdiferencial de f en p. Definimos la
subdiferencial de f en el punto p por el conjunto

D™ f(p) = {do(p) : ¢ € C'(M,R), f — ¢ alcanza un minimo local en p},
que es un subconjunto de 7™ M,,. De manera similar, definimos
D" f(p) = {do(p) : ¢ € C'(M,R), f — ¢ alcanza un méaximo local en p},

y diremos que f es superdiferenciable en p cuando D* f(p) # . Para cualquier
¢ e D f(p)UDTf(p), la norma de ¢ se define como

1€l = sup{[C(h)| - h € T'My, [[All, = 1}

Observacion 4.2. De las definiciones precedentes se obtienen, de manera obvia,
las siguientes propiedades:
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1. f es subdiferenciable en p si, y solo si, —f es superdiferenciable en p, y
D¥(=f)(p) = =D~ f(p).

2. Si f tiene un minimo local en p, entonces 0 € D~ f(p).

3. Si h tiene un mdzximo local en p, entonces 0 € D7 f(p).

En el siguiente teorema se establecen definiciones equivalentes de subdiferen-
ciabilidad.

Teorema 4.3 (Caracterizaciones de subdiferenciabilidad). Sea f: M —
(—00, 00| una funcion definida en una variedad riemanniana, p € M, yn €

T*M,, entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. ne€ D™ f(p), olo que es lo mismo, existe una funcion ¢ : M — R de clase
Cl tal que f — ¢ alcanza un minimo local en p, yn = dp(p).

2. FExiste una funcion, ¢ : M — R, Fréchet-diferenciable en p tal que f — ¢
alcanza un minimo local en p, y n = dp(p).

3. Para cada carta h : U C M — H con p € U, si tomamos ( = n o
dh=(h(p)), se verifica que

o (Fo R () + ) = () = ()

> 0.
b0 o]

4. Existe una carta h : U C M — H con p € U y tal que, para ( = n o
dh=(h(p)), se verifica que

(o h () +v) = f(p) = (6 v)

> 0.
b0 o]

Cuando la funcion f estd localmente acotada inferiormente (esto es, para cada
x € M eziste un entorno U de x tal que f esta acotada inferiormente en U ),
entonces las condiciones anteriores son todas equivalentes a la siguiente condi-
cion:

5. Existe una funcién, ¢ : M — R, de clase C tal que f — ¢ alcanza un

minimo global en p, y n = dp(p).

Consecuentemente, cualquiera de las condiciones anteriores puede ser tomada
como definiciéon de n € D~ f(p). Andlogamente, se pueden establecer condi-

ciones equivalentes para el caso de funciones superdiferenciables; en particular
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¢ € DT f(p) si, y sdlo si, existe una carta h : U C M — H con p € U tal que,
para ¢ =no dh™*(h(p)),

msup 2B (B(E) ) = £() — (C.0)

<0.
v—0 ||U||

Demostracion. Las implicaciones (1) = (2) y (3) = (4) son triviales.
Probaremos (2) == (3). Si f — ¢ alcanza un minimo local en p entonces

g = foh™ —poh! alcanzan, también, un minimo local en h(p), lo que
implica
h —g(h
h,miglfg( (p)+|1|))H g(hp) 5
v— v

y, combinando estas desigualdades con el hecho de que

(e o h™H)(h(p) +v) — (p o h™Y)(h(p)) — (¢, v)

lim -0
=0 [[v]]
(porque ¢ = d(p o h™)(h(p))), se deduce facilmente que
e OO 0 (TR NO0N (60

(4) = (1). Para probar esta implicacion, utilizaremos el siguiente lema, el
cual puede ser consultado en [28] en una situacién algo mas general y del que
haremos un esbozo de su demostracion.

Lema 4.4. Si V' es un conjunto abierto de un espacio H de Hilbert , x € V, y
F:V — (—o0,00] es una funcion que satisface

limint F(z+v) — F(x) — (1,v)
v=0 o]l

>0

para algin T € H*, entonces existe una funcién ¢ : H — R de clase C* tal que
F — 4 tiene un minimo local en x, y dip(x) = 7.

Demostracion. Reemplazando F' por la funcién v — méax{F(x + v) — F(z) —
(1,v),—1}, podemos suponer que z = 0, 7 = 0, F(z) = 0, y F es acotada
inferiormente en V. El limite inferior del enunciado queda, ahora, como

F
lim inf ﬂ > 0.
lvll—0  [Jv|

Definimos p : [0,00) — R por
(1) = it {F(v) - lo] < 1)
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entonces p es no decreciente, p(0) = 0, por tanto p < 0, y considerando la
desigualdad anterior se obtiene

— =0. (%)

Definimos, ahora, las funciones

pl(t)Z/tet @ds, y pa(t) Z/tetpl—(s)ds‘

S

Entonces p; es continua, y py es de clase C*! en (0, 00). Ademds, p; y p2 son no
decrecientes. No es dificil ver que

p(e*t) < pilet) < palt) < pu(t) < p(t) <0,
lo que implica, junto con (x), que

t t t
i 20y 20 g, 2O (%)
t—0 t t—0 t t—0 ¢

En estas condiciones, podemos definir la funciéon ¢ : H — R por
U(z) = pa(ll ),
con ¥ (0) = 0. Estd claro que ¢ es de clase C' en H \ {0} y, para todo z # 0,

2]

Considerando (xx) y el hecho de que la norma es 1-Lipschitz, tenemos que
lim, o ||dy(2)|| = 0, lo que implica (utilizando el teorema del valor medio) que
Y es Fréchet diferenciable en 0, con di(0) = 0, y di es continua; por tanto 1
es de clase C! en H. Finalmente, tomando en consideracién las propiedades de
p;p1 Y P2, es facil ver que (F —)(z) > 0 = F(0) = v(0) para todo z € H, y
por tanto F' — 1) tiene un minimo en 0. [

Ahora retornamos a la demostracién de (4) == (1). Tomamos un entorno
V de p tal que V C U. Nétese que F := f o h™! es una funcién del conjunto
abierto h(U) del espacio de Hilbert H en (—o0, o0], y por las hipdtesis tenemos

o lim inf F(h(p) +v) = F(h(p)) = (¢, v)

> 0.
w0 o]

Por el lema precedente, existe una funcién ¢ : h(U) — R de clase C* tal que F'—1)
tiene un minimo local en h(p) y ¢ = dy(h(p)). Definimos ¢ :== ¢ oh : U — R,
que es una funcién de clase C*. Es claro que Foh — ¢ oh = f — ¢ tiene un
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minimo local en p, y do(p) = di)(h(p)) odh(p) = (odh(p) = n. Para terminar la
demostracion, extendemos ¢ al complementario de U. Definimos ¢ = ¢, donde
0 es una funcién del tipo Uryshon de clase C! cuyo valor es 1 en el conjunto
V' y 0 fuera de U (una tal funcién existe porque M tiene una particién de la
unidad de clase C= y V C U). Es obvio que ¢ tiene las mismas propiedades de
relevancia que ¢.

Obviamente, (5) = (1). Finalmente veremos que cuando f estd localmente
acotada inferiormente, (1) <= (5). Supongamos que existe una funcién 1 :
M — R de clase C* y algin r > 0 tal que 0 = f(p) — ¥(p) < f(z) — ¥(z) si
x € B(p,r), y anotemos n = di)(p). Veremos que existe una funcién ¢ : M — R
de clase C' tal que f — ¢ alcanza un minimo global global en p y dp(p) = 7.
Consideramos el conjunto abierto U = M \ B(p,7/2). Del hecho de que f —
sea localmente acotada inferiormente, para cada x € U existe 6, >0y m, € R
tal que B(z,d,) C Uy m, < f(y) —¢(y) para todo y € B(x,d,). Consideramos
el recubrimiento por abiertos

G:={B(z,6,):x € U} U{B(p,7)}

de M. Como M tiene una particion de la unidad de clase C'*°, existe un refina-
miento localmente finito {U;};c; del recubrimiento G y una familia de funciones
{itier € C=(M,[0,1]) tal que supp(+;) C U; para cada iy ) .., ¢; = 1. Pa-
ra cada ¢ € I, si U; C B(p,r) definiremos «; = 0. En los demds casos elegimos
algtin x; € U = M\ B(p, r/2) tal que U; C B(z;,0,,), y para estos casos ponemos
a; = my,. Ahora podemos definir nuestra funcién ¢ : M — R por

p(z) = ¥(z) + Z a;i().

i€l

Est4 claro que ¢ es una funcién de clase C! tal que ¢ = ¢ en B(p,7/2) (en
efecto, tomando = € B(p,r/2); si € U; entonces U; C B(p,r), de la eleccién
del recubrimiento G' y de d,, se obtiene que a; = 0, para los restantes j € [/
tenemos ¢;(z) = 0; por tanto p(z) = ¥(x) + 0 = ¥ (z)). En particular, se sigue
que n = dy(p) = dp(p). Afirmamos que f — ¢ alcanza un minimo global en p.
En efecto, fijamos z € M. Si x € B(p,r/2) = M \ U entonces, como justamente
podemos ver, p(z) = P(x), y 0 = (f —¢)(p) < (f —¥)(@) = (f —¢)(2). Si
x € U entonces, para un i € [ tal que z € U; tendremos (f —¢)(x) > m,, =
mientras que v;(z) = 0 para cualquier j € I con x ¢ U;. Por tanto,

f(x) = (o) = fla) = d(x) = Y aithulz) =

f(z) — () —Z{ai%‘(ﬂ?) ielveU} >
Sup{ai:iEI,SEGUi}—Z{aﬂ/}i(Qi)ZiGI,eri} >0=f(p) — ),

y [ — ¢ tiene un minimo global en p. O]
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Corolario 4.5. Sea f : M — (—00, 00| una funcién definida en una variedad
riemanniana, y sea h : U C M — h(U) C H una carta de M, entonces

(f o h=H)(h(p) +v) = f(p) = (G, v)

o]

D~ f(p) = {Codh(p) : ¢ € H",lim inf > 0}

={Codh(p): ¢ € D™ (f o h™")(h(p))}-

Ahora podemos ver que subdiferenciabilidad mas superdiferenciabilidad es igual
a diferenciabilidad.

Proposicion 4.6. Una funcion f es diferenciable en p si, y solo si, f es a la vez
subdiferenciable y superdiferenciable en p. En este caso, {df(p)} = D~ f(p) =

D* f(p).

Demostracion. Supongamos primero que f es a la vez subdiferenciable y super-
diferenciable en p, entonces existen dos funciones ¢,1 : M — R de clase C!
tales que f —¢ y f—1 tienen un minimo local y un méximo local en p, respecti-
vamente. Podemos suponer que f(p) = ¢(p) = ¥(p), entonces estas condiciones
hacen que f(z) —¢(x) >0y f(z) —¢(x) < 0 para todo z € U, donde U es un
entorno abierto de p. En otro orden de cosas, (f —¢) — (f —1) = ¥ — ¢ tiene un
minimo local en p, por tanto 0 = d(v) — ¢)(p) = dip(p) — dy(p). Esto es, tenemos
que

p(x) < f(z) < ¢Y(z) para todo x € U, ¢(p) = ¥(p) = f(p), v dp(p) = dy(p).

Utilizando cartas, es un ejercicio facil comprobar que esta condicién implica
que f es diferenciable en p, con df(p) = di(p) = de(p); en particular de este
argumento se desprende que {df(p)} = D~ f(p) = D" f(p). Ahora, si f es dife-
renciable en p, entonces, por la regla de la cadena, se tiene foh™! en h(p) para
cualquier carta h: U C M — H; en particular, poniendo ¢ = d(f o h™')(h(p)),

tenemos
o (B D(B(D) + ) = () ~ (6.v)

v=0 o]

:O,

por lo que, considerando el Teorema 4.3, se obtiene df (p) = (odh(p) € D~ f(p)N
D* f(p). O

De la demostracién anterior podemos concluir el siguiente resultado (no com-
pletamente obvio): una funcién f es diferenciable en un punto p si, y sélo si, su
gréifica estd atrapada entre las gréaficas de dos funciones de clase C! que tienen
la misma derivada en p y tocan la grafica de f en p.
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Corolario 4.7 (Criterio de diferenciabilidad). Una funcién continua f :
M — R es Fréchet-diferenciable en el punto p si; y solo si, existen funciones de
clase C* o, : M — R tales que

p(r) < f(z) <¥(x) para todo x € M, p(p) = ¥(p) = f(p), y dp(p) = di(p).

Diremos algunas palabras acerca de la relacion que existe entre subdiferen-
ciabilidad y continuidad. En general, una funcién subdiferenciable no es necesa-
riamente continua. Por ejemplo, la funcién f : R — R definida por f(z) =0
si x € [0,1], y 1 en cualquier otro caso, es Fréchet-subdiferenciable en todos los
puntos de R, y f no es continua ni en 0 ni en 1. Es facil comprobar, sin embargo,
que subdiferenciabilidad implica semicontinuidad inferior.

Proposicion 4.8. Si f es subdiferenciable en p entonces f es semicontinua in-
feriormente en p. Andlogamente, superdiferenciabilidad implica semicontinuidad
Supertor.

Demostracion. El resultado es inmediato en el caso de una funciéon g : V C H —
(—00, 00]; en efecto, si

o) — g(o) = (7,0)

>0
w0 o]

entonces liminf, ., g(y) > g(z). El caso general se obtiene de la aplicacién del
Teorema 4.3. [l

4.2. Reglas de la suma

En esta seccién estudiaremos algunas propiedades de la subdiferencial relati-
vas a la composiciéon, suma y producto de funciones subdiferenciables y diferen-
ciables. En el caso de superdiferenciabilidad, el enunciado de estas propiedades
puede ser modificado de manera obvia.

Proposicién 4.9 (Regla de la cadena). Sean M y N variedades rieman-
nianas y, g - M — N, y f : N — (—00,00] funciones tales que f es subdi-
ferenciable en g(p), y g es Fréchet-diferenciable en p, entonces la composicion
fog: M — (—o00,00| es subdiferenciable en p, y

{Codg(p): ¢ € D" f(g(p))} S D (fog)lp)
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Demostracion. Tomando ¢ € D~ f(g(p)), existe una funcién ¢ : N — R tal
que f — ¢ tiene un minimo local en g(p), ¢ es Fréchet diferenciable en g(p), y
¢ = dyp(g(p))- En particular existe ¢ > 0 tal que f(y) —©(y) > f(9(p)) — ¥ (9(p))
cuando d(y, g(p)) < €. Definimos ) = pog. Dado que g es diferenciable en p y ¢
es diferenciable en g(p), por la regla de la cadena se sigue que 1 es una funcién
de M en R la cual es Fréchet diferenciable en p, con diy(p) = de(g(p)) o dg(p).
Como g es continua en p, existe d > 0 tal que d(g(x), g(p)) < € para todo = con
d(z,p) < 4, entonces f(g(z)) — ¢(g(z)) = f(g9(p)) — ¢(g(p)) si d(z,p) < J, esto
es, f o g — 1 tiene un minimo local en p. Por el Teorema 4.3 [(1) <= (2)], se
deduce que f o g es subdiferenciable en p, con ¢ o dg(p) = dp(g(p)) o dg(p) =

di(p) € D~ (f o g)(p). O

En el siguiente ejemplo se muestra que la inclusion de la Proposicion 4.9 es
estricta, en general.

Ejemplo 4.10. Sean M = N =R, g(z) = [z|*?, f(y) = |[y['/*; fog(x) = |2 */*,
entonces g es una funcion de clase C' en R, y tenemos dg(0) =0, D~ f(g(0)) =
D= f(0) = (—o00,00), D™(f 0 g)(0) = (—00,00). Por tanto ( o dg(0) = 0 para
cada ¢ € D~ f(g(0)).

Corolario 4.11. Sean M y N wvariedades riemannianas, y h : M — N un difeo-
morfismo de clase C1, entonces la funcion f : M — (—o0, 00] es subdiferenciable
en p si, y sélo si, foh™! es subdiferenciable en h(p), y

D™ f(p) ={Codh(p): ¢ € D™(foh ) (h(p))}.

Demostracion. Si f : M — (—o0, 0] es subdiferenciable en p, entonces, por la
proposicién anterior, f o h™! : N — (—o00, 00| es subdiferenciable en h(p) € N
y, por otra parte, sabemos que si T € D~ f(p) entonces ¢ := T o dh™'(h(p)) €
D=(f o h™Y)(h(p)), por tanto T" = ¢ o dh(p), con ¢ € D=(f o h=')(h(p)). In-
versamente, si f o h™! es subdiferenciable en h(p) entonces, haciendo uso del
resultado anterior, f = (f o h™1) o h es subdiferenciable en p y, para cualquier

¢ € D=(foh™!)(h(p)), tenemos Codh(p) € D~ ((foh™')oh)(p) = D~ f(p). O

Proposicién 4.12 (Regla de la suma). Para dos funciones fi, fo : M —
(—00, 00|, cualesquiera, con p € M, se verifica que

D~ fi(p) + D~ fo(p) € D™ (f1 + f2)(p),

D* fi(p) + D" f2(p) € D (fr + f2)(p).
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Demostracion. Tomamos (; € D~ f;(p), i = 1,2, entonces existen funciones re-
gulares de clase C' ¢; : M — R tales que f; — ¢; tiene un minimo en p y

G = dy;(p) para i = 1,2, entonces (fi + f2) — (o1 + v2) = (fr — 1) + (fa — ¥2)
tienen, claramente, un minimo en p, por tanto ¢; +( = d(p1+p2)(p) pertenecen

a D™ (f1+ f2)(p). u

Cuando una de las funciones involucradas en la suma es uniformemente conti-
nua la inclusion inversa puede darse bajo ciertas condiciones. Estas suposiciones
son necesarias en general, como muestra un contraejemplo de Deville e Ivanov
(en espacios de Hilbert); ver [30].

Teorema 4.13 (Regla aproximada para la subdiferencial de la suma).
Sea (M, g) una variedad riemanniana. Sean f1, fo : M — R dos funciones tales
que f1 es semicontinua inferiormente y fo es uniformemente continua. Tomamos
p € M, una carta (U, ) conp € U, € D~ (f1+f2)(p), € > 0, y un entorno V' de
(p,C) en el fibrado cotangente T*M , entonces existen py,ps € U, (1 € D™ fi(p1)
y G2 € D™ fa(p2) tales que: (pi, Grodp(pr) ™t odp(p;) + G odp(ps) ™ odp(p;) €V
y | filpi) — fi(p)| < € cuando i =1, 2.

Demostracion. Fijamos una carta (U, ¢) tal que p € U y considerando que T*U
es difeomorfo a U x H* a través del difeomorfismo canénico L : T*U — U x H*
definido por L(q,&) = (¢,& o dp(q)™!), el teorema puede ser reformulado de la
siguiente manera: para cadap € U, ( € D (fi+ f2)(p), y € > 0, existen py, py €
U, Gt € D™ fi(p1), G2 € D™ fap2) tales que: d(pi,pa) < €, ||Godp(p)™ + (0

do(ps)™ — Codo(p)7H| < &, y |fi(pi) — fi(p)| < € para i = 1,2. Pero esta
aseveracion se obtiene, inmediatamente, de la regla débil de la suma de Deville
y El Haddad para espacios de Banach [26], aplicado a las funciones f; o o'y

fao ™t O]

Del teorema anterior se obtiene, de forma inmediata, la siguiente formulacion
de la regla aproximada de la subdiferencial de la suma en términos del transporte
paralelo, como enunciamos a continuacion.

Teorema 4.14. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Sean fi, fo : M — R
dos funciones tales que f1 es semicontinua inferiormente y fo es uniformemente
continua. Tomamos p € M, ¢ € D= (f1 + f2)(p) y € > 0, entonces existen py
ypeen M y G € T"M,, y G € T*M,, tales que d(p1,p) < € y d(p2,p) < &,
G € D™ filp1) y G € D™ falp2), [fi(p1) — fr(p)] < € y |falp2) — fo(P)| < &,
Y || Epop(C2) + Lpyp(C1) — €|, < €. Donde L,,, representa el transporte paralelo
estandar de p; a p parai=1 o1 = 2.
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Proposiciéon 4.15 (Regla del producto). Suponemos que fi,fo : M —
[0,00) son funciones subdiferenciables en p € M, entonces fifs es subdiferen-
ciable en p, y

fip) D™ fa(p) + fa(p) D™ fi(p) € D™ (f1f2)(p).

Demostracion. Si fi(p) = fa(p) = 0 el resultado es inmediato. Supongamos por
tanto que por ejemplo fi(p) > 0. Tomemos (; € D~ fi(p), y funciones ¢; : M —
R regulares de clase C* tales que f; —; tenga un minimo local en p y ¢; = dip;(p)
para ¢ = 1,2. Como es usual, podemos suponer que ¢;(p) = fi(p), y por tanto
fi — ¢i = 0. Dado que ¢1(p) = fi(p) > 0 y 1 es continua, existe un entorno V'
de p tal que 1 > 0 en V. Supongamos que V' es un entorno mas pequeno tal que
la restriccién de ¢ — f1 a V tiene un minimo global en p, entonces deducimos
que fif2 > @12 en V, esto es,

(fifa — pr192)(x) = 0 = (fifo — ¢102)(p) para todo z €V,

lo que hace que f;fa — @192 tenga un minimo local en p, y por tanto

f1(p)C + fa(p)Ci = @1(p)dp2(p) + pa(p)dpi(p) = d(p1p2)(p) € D™ (f1f2)(p)-
0

Observaciéon 4.16. St las funciones no son positivas, el resultado no es necesa-
riamente cierto, como se puede ver en el siguiente ejemplo: M =R, fi(z) = ||,
fo(z) = =1, p = 0 (ndtese que la funcion (fif2)(x) = —|x| no es subdiferenciable
en 0).

4.3. Principio de minimizacion perturbada pa-
ra la suma o diferencia de funciones

En esta seccién obtenemos un principio de minimizacién perturbada para la
suma (o diferencia) de funciones en aquellas variedades riemannianas que tienen
indice de inyectividad positivo y son uniformemente localmente convexas. Este
resultado constituye una de las piezas fundamentales de la demostracién de la
existencia y unicidad de las soluciones de viscosidad de ecuaciones de Hamilton-
Jacobi que damos en el capitulo siguiente. También tiene otras consecuencias
interesantes. Por ejemplo, la formula aproximada para la subdiferencial de la
suma 4.13 puede deducirse como corolario de este principio de minimizacion
pertubada de la diferencia de funciones. Antes de enunciar y demostrar este
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principio necesitamos hacer unas consideraciones previas sobre el transporte pa-
ralelo y cierta propiedad de antisimetria de las derivadas parciales de la funcién
distancia en las variedades riemannianas.

Si suponemos que M es una variedad riemanniana completa uniformemente
localmente convexa y con indice de inyectividad (M) > r > 0, entonces para
cada x € M la funcién distancia, y — d(y, ), es una funcién de clase C* en
B(z,r)\{z}, y por tanto tiene perfecto sentido considerar las derivadas parciales
dd(zo,yo)/0x y dd(x0, yo) /Oy de la funcién distancia d : M x M — R. El préximo
resultado que veremos se refiere a una cierta propiedad de antisimetria de estas
derivadas parciales y, para poder compararlas convenientemente, necesitaremos
utilizar el trasporte paralelo de T'M,, a T'M,, a lo largo de la geodésica que
une zo con yo (ndtese que existe una tnica geodésica minimizante que une xg
a yo porque M es uniformemente localmente convexa y d(zo,y0) < 7). Sean
7o, Y0 € M tales que d(zo,y0) < 7y sea y(t) = exp,, (tvg), 0 <t < 1, la tinica
geodésica minimizante que une estos dos puntos. Para cada vector w € T'M,,,
anotamos

Lagyo(w) = Py, (w)

la traslacién paralela de w desde zg a yo a lo largo de . Recordamos (véase
Capitulo 1) que la aplicacion Ly, : TM,, — TM,, es una isometria lineal,
con inversa Ly, : TM,, — TM,,. Como es costumbre, identificaremos 1T'M,,
con T* M, (mediante la isometria lineal v — (v,-),). La isometria L,,,, induce,
a su vez, una isometria lineal entre los fibrados cotangentes 1M, y T*M,,.
Anotaremos esta nueva isometria por Ly, : T* My, — T M,,.

Lema 4.17. Sea M una variedad riemanniana completa, uniformemente local-
mente convera y con indice de inyectividad i(M) > r > 0, y sean xg,yo € M
tales que 0 < d(zg,yo) < r, entonces

ad<y0a .T()) o ad(an yﬂ)
Lo () =~

Demostracion. Anotamos rq = d(xg,yo) y suponemos que 7o < r. Consideramos
la geodésica y(t) = exp,, (tvy), 0 <t < 1, donde yy = exp,, (vo). Por la definiciéon
de trasporte paralelo y de geodésica es evidente que

Lagyo(v0) = 7'(1) = dexpy, (vo) (vo)-

En otro orden de cosas, de las correspondientes suposiciones de M, y por el Lema
de Gauss (véase [41, 43]), sabemos que /(1) es ortogonal a la esfera S(zg,79) =
{y € M :d(y,z0) = ro} = exp,,(S(0z,70)). Como la esfera, S(zo,70), es una
subvariedad de M uno-codimensional definida como el conjunto de ceros de la
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funcién regular y — d(y, xo) — 79 y (como es facil comprobar)

ad(y07 ,170)

dy 70,

tenemos que esta derivada parcial es ortogonal a la esfera S(xg,79) en el punto
Yo. Por tanto
dd(yo, o)

Ay

Para algin A # 0. Ademads, como la funcién t — d(~y(t), xq) es creciente, tenemos
que A > 0. Finalmente, es claro que y — d(y, zo) es 1-Lipschitz, y

Lwoyo (UO) = 7,<1) =A

sy _
dy ’
de lo que deducimos que A = || Ly (v0) |lyo = |vollz, ¥
dd(xo, yo)
Loy (v0) = HUono%- (1)

Ahora consideramos la geodésica

B(t) = exp,, (two),

0 <t <1, donde exp,, (wy) = p. Por las definiciones de traslacion paralela y
geodésica sabemos que

Lx0y0<U0) = —Wg, ¥ HwOHyo = ”UOHJEO' (2)
Por un argumento anélogo al aplicado a =, obtenemos que

od(xg,y
Ly 1) = | 22200 )

Combinando (1), (2) y (3) es inmediato que

volles  wollyy Ox

I (361(90,%))_ Vo Lygwe(wo)  0d(xo,10)
Yyoxo ay .

]

El siguiente teorema se puede considerar como un principio de minimizacion
perturbada para la suma o diferencia de dos funciones. Lo probaremos como
consecuencia de los Principios Variacionales Suaves 2.11 y el Lema 4.17
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Teorema 4.18. Sea M una variedad riemanniana completa uniformemente lo-
calmente convezra y con indice de inyectividad i(M) > r > 0, sean u,v : M — R
dos funciones, u acotada superiormente y semicontinuas superiormente (scs) yv
acotada inferiormente y semicontinuas inferiormente (sci), entonces para cada
e >0, existen xo,yo € M, ( € DVu(zg) y & € D v(yo) tales que

(i) d(zo,y0) <,
(ii) HC - Lyol“o (g)HIO <ég,
(111) v(z) —u(z) > v(yo) — u(zo) — € para cada z € M.

Donde Ly, : T*M,, — T™M,, es el transporte paralelo estandar.

Demostracion. Podemos suponer, obviamente, que ¢ < r. Sea b : R — R una
funcién de clase C'*°, no-creciente, y tal que

b(t) =b(0) > 2(||v]|oo + [|t]|ec) + € sit <e/d, vy b(t)=0si t>e. (1)
Definimos la funciéon w : M x M — R por
w(z,y) =v(y) —u(r) —b(d(x,y)) cuando (x,y) € M x M.

La funcién w es semicontinua inferiormente y acotada inferiormente. Por el Lema
2.8 sabemos que M x M es uniformemente mesetable, y M x M es, obviamente,
completa, por tanto podemos aplicar el Principio Variacional Suave 2.11 a la
funcién w para asegurar la existencia de un par (xg,y9) € M x M y de una
funcién, g : M x M — R, de clase C* tales que

(&) llgllee <&/2> lldglls,

(b) v(y) —u(z) = b(d(z,y)) — g(z,y) = v(yo) — u(zo) — b(d(z0, y0)) — 9(xo, Yo)
para todo x,y € M.

Si tomamos = = g en (b), tenemos que v es subdiferenciable en el punto yg, y

99(z0,%0) i d(b o d)(wo, yo)

= D~ . 2

3 dy Dy S U(y()) ( )
De manera similar, si tomamos y = yo en (b), tenemos que
R 89(1‘0790) a(bod)<x07y0> +

¢ = —( D + o ) € D u(xy). (3)

Considerando el Lema 4.17 y la definicién de b cuando xg # yp, tenemos que

d(b o d) (o, yo) A(bo d)(zo,y0))
Lunso dy )+ O -

A e R (1
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Por tanto
HLyol‘o(5> - CH-Z’O -
99(x0, Yo) d(bo d)(xo,yo) 9g(x0,y0) , O(bod)(wo,yo)
Ly (8—y> + Lyoao ( dy > + ox + ox lzo
39(1’07 Zlo) 39(330, ?Jo)
p— <
s () + 55 e <
39(%7 yo)

89(%790) E €
_ 20 < |dg||eo Agllee < =+ = =
=5 e + 1555 e < ldglle + dgllos < 5+ 5 =

lo que prueba (ii). En otro orden de cosas, si d(zg,yo) > &, y si tomamos
xr =y =z en (b), tenemos que

b(0) < w(z) —u(2) = g(z,2) + 9(z0, %0) — v(yo) + u(zo) <
2(llvllee + lulloo) + &,

lo que contradice la definicién de b, véase (1) al comienzo de la demostracién.
Por tanto d(zg,y0) < €, lo que prueba (7). Finalmente, si tomamos z = x = y en
(b) y si consideramos que ||g||oo < /2y que la funcién b es no-creciente, tenemos
que

v(2) = u(z) = v(yo) — u(zo) + b(0) — b(d(zo, y0)) + 9(2,2) — g(z0,%0) =
v(yo) —u(zo) +0—¢/2 — /2 = v(yo) — u(xg) — &,

lo que prueba (7i7), y de esta manera finaliza la demostracion. O

Observaciéon 4.19. La proposicion precedente no siempre es cierta si la varie-
dad no es completa. Por ejemplo: M = (0,1) C R, g(z) =z, f(x)=0,ye >0
pequeno.

4.4. Propiedades topoldégicas y geométricas de
los conjuntos de subdiferenciales.

Proposicién 4.20. D~ f(p) y D f(p) son subconjuntos cerrados y convezros de
T*M,. En particular, si f es localmente Lipschitz, entonces estos conjuntos son
w*-compactos.

Demostracion. Probaremos primero que D~ f(p) es convexo. Escogemos (i, (2 €
D~ f(p), y tomamos funciones ¢1,ps : M — R regulares de clase C' tales

que dpi(p) = G, v (f = @:)(@) 2 0 = (f — @,)(p) para todo & en un entorno
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de p. Tomamos ¢ € [0,1], y definimos la funcién ¢; : M — R por ¢i(x) =
(1 — t)p1(x) + toe(z). Es inmediato ver que ¢; es una funcién de clase C! tal
que f — ¢, alcanza un minimo local en p, y por tanto

(1=1)C +tC = dei(p) € D™ f(p).

Ahora veremos que D~ f(p) es cerrado. Tomamos una carta h : U C M — H
con p € U. Dado que dh(p) : TM, — H es un isomorfismo lineal y (dh(p))*
H* — (T'M,)* (definida por (dh(p))*(¢{) = ( o dh(p)) es también un isomorfismo
lineal, y, considerando el Corolario 4.5, sabemos que

D™ f(p) ={Codh(p) : ¢ € D™(f o h™")(h(p))} = (dh(p)) (D~ (f o h™")(h(p))),

por tanto es suficiente ver que D~(f o h™')(h(p)) es cerrado en H*. Esto es,
queremos probar que D~ g(x) es cerrado en (H*,|| - ||) cuando g : V C H —
(—00, 00| es una funcién subdiferenciable en el punto z. En efecto, sea (p,) C
D~g(x) tal que ||p, — p|| — 0, probaremos que p € D~ g(x). Tenemos

v=0 o]

>0

para todo n, y por tanto

i S& T 0) —9@) — (po) _
v—0 [v]]
, . 1
= lim inf ” ” (9(x +v) = g(x) = (pn,v)) + m(}?n —p:v)
> lim inf ” “ (9(z +v) = g(z) = (pn,v)) + lm inf I H< —p,v)
v— v v—
>0+111Un_glf B ||< —p,v) = —|[lpn — |l

para todo n, esto es,

lim ing 4& T 0) —Hgﬁ‘”) )
v

v—0

para todo n € N, y puesto que ||p, — p|| — 0 deducimos que

i int g(x +v) —Hg‘(ﬁ) — (p,v) >0
v— v

lo que hace p € D g(x). Finalmente, cuando f es localmente Lipschitz, por
composicién con la inversa de la funcién exponencial (la cual tiene una carta
Lipschitz en un entorno de cada punto) y utilizando el Corolario 4.5, es facil
ver que D™ f(p) y DT f(p) estédn acotados, entonces por el teorema de Alaoglu-
Bourbaki se sigue que estos conjuntos son w*-compactos. O]
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4.5. Densidad de los puntos de subdiferencia-
bilidad.

Una consecuencia de los Principios Variacionales Suaves es que cualquier
funcién semicontinua inferiormente es subdiferenciable en un subconjunto denso
de su dominio.

Proposicién 4.21. Sea M una variedad riemanniana. Si f : M — (—00, o0
es una funcion propia y semicontinua inferiormente, entonces el conjunto {p €

dom(f) : D™ f(p) # 0} es denso en dom(f):={x € M : f(x) < oo}.

Demostracion. Supongamos primero que M es completa y uniformemente me-
setable (adviértase que si M es un espacio de Hilbert estariamos en este supues-
to). En este caso, el resultado es una aplicacién directa del Principio Variacional
Suave 2.11 como exponemos a continuacién. Tomamos cualquier punto py con
f(po) < o0, y cualquier entorno U de pg. Debemos probar que existe un punto
p € U tal que D~ f(p) # 0. Dado que M tiene una particién regular de la unidad,
existe una funcién b : M — [0,00) de clase C* tal que b(y) > 0 si, y sélo si,
y € U. Consideramos la funcién ¢ : M — (—o0, 0o| definida por

g(y)=L siyeU, y gly) =ocosiygU.
b(y)

La funcién g es semicontinua inferiormente en M, y de clase C* en U, entonces
la suma f + g es semicontinua inferiormente, y (f + g)(po) < 4+00. De acuerdo
con el Principio Variacional Suave, existe una funcién ¢ : M — R de clase C*
tal que (f 4+ g) — ¢ alcanza un minimo fuerte en algin punto p € M y dado
que la funcién esta valorada +oo fuera de U, se verifica que p € U. Puesto que
la funcién ¢ — g es de clase C' en U, y f — (¢ — g) alcanza un minimo en p,
concluimos que

d(¢ —g)(p) € D™ f(p) # 0.

Ahora consideramos el caso cuando M no es necesariamente completa o uni-
formemente mesetable. Tomamos un punto py € dom(f) y un conjunto abierto
U que contenga a pg. Podemos suponer que U es suficientemente pequeno para
que exista una carta h : U C V — H. Por el Corolario 4.5 sabemos que, para
cualquier p € M, se tiene que D~ f(p) # 0 si, y s6lo si, D=(f o h™)(p) # 0. Es
suficiente, por tanto, ver que existe algin z € h(U) con D~ (f o h™1)(x) # 0.
Definimos F(z) = foh™'(z)sixz € h(U),y F(z) = +00 en otro caso. La funcién
F es semicontinua inferiormente en H, y F' = foh™! en h(U). Como H es un
espacio de Hilbert es, ciertamente, completo y uniformemente mesetable, y por
tanto podemos aplicar la primera parte de la argumentacion para deducir la
existencia de un punto x € h(U) tal que § # D~ F(z) = D~ (f o h™1)(z). O
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4.6. Desigualdades del valor medio

Existen muchos teoremas sobre desigualdades del valor medio subdiferen-
ciales en espacios de Banach. En esta secciéon solamente consideraremos dos de
estos teoremas, los cuales son complementarios uno del otro. El primero se de-
be a Deville [23] y trata de funciones semicontinuas inferiormente definidas en
conjuntos abiertos y conexos de un espacio de Banach, incluso sin requerir sub-
diferenciabilidad en casi todo punto, pero exigiendo la acotacién de todos los
subgradientes de la funcién en los puntos donde sea subdiferenciable. El segun-
do se debe a Godefroy (quien completa un resultado previo similar de Azagra
y Deville), véase [35, 5], y solamente exige la existencia de una subdiferencial
o superdiferencial que esté acotada (por alguna constante) en cada punto, pero
requiere que la funcién satisfaga D~ f(x) U DT f(x) # () para todos los puntos
del dominio de f (un subconjunto abierto y convexo de un espacio de Banach).
A continuacion, extenderemos estos teoremas de desigualdades del valor medio
a variedades riemannianas. Las mismas ideas de las demostraciones de estos re-
sultados pueden adaptarse para obtener demostraciones que sean validas para
el caso de variedades, pero para mayor brevedad hemos elegido deducirlas del
caso de espacios de Hilbert.

Teorema 4.22 (Desigualdad del valor medio de Deville). Sea (M, g) una
variedad riemanniana, y sea f : M — R una funcion semicontinua inferior-
mente. Supongamos que existe una constante K > 0 tal que ||C]|, < K para todo
CeD f(p) yp€e M, entonces

|f(p) — f(@)| < Kdy(p,q) for all p,q € M.

Demostracion. El resultado es cierto en el caso de que M = H sea un espacio
de Hilbert. Aunque este resultado puede ser consultado en [23], haremos un
breve recorrido de la demostracién de Deville. Por un argumento estandar, es
suficiente probar el resultado localmente (ver la demostracién del caso general
después). Fijamos xy € H. Puesto que f es localmente acotada inferiormente
existen V,d > 0 tales que f(x) — f(xg) > —N cuando = € B(x,20). Fijando
y € B(xg,0/4), € > 0, consideramos la funcién definida por F(z) = f(z) —
f(y) — a(]]r — y||) cuando ||z —y|| < 0,y F(x) = 400 en otro caso, donde « :
[0,00) — [0,00) es de clase C! y satisface a(t) = (K +¢e)t sit < §/2, a(d) > N,
y o/(t) > K + € para todo t > 0. Si inf F' < 0, aplicando el PVS DGZ existe
un punto x; € B(y,6) \ {y} y un subgradiente ¢ € D~ f(x;) tales que ||(|| > K,
lo que supone una contradiccién. Por tanto F' > 0, y haciendo tender ¢ — 0 se
obtiene el resultado local. Ver [23] para los detalles. Consideramos, por tanto,
el caso general de variedades riemannianas. Fijamos dos puntos cualesquiera
p,q € M,y consideramos un camino v : [0,7] — M continuo y de clase C! a
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trozos, parametrizado por la longitud del arco, con v(0) = p,v(T") = ¢q. Tomamos
e > 0. Segun el Teorema 1.2, para cada x € ~([0,7]) existe r, > 0 tal que
exp, : B(04,2r,) C TM, — B(z,2r,) C M es un difeomorfismo de clase C*
tal que las derivadas de la exp, y de exp,' estdn acotadas por 1+ € en esta
bola. Como 7([0,77]) es compacto, existe una coleccién finita de puntos z; =
P, X, ..., Ty = q € [0, T] tales que

7([0,7]) € U B(zj,ry),

donde ponemos r; = r,, para simplificar la notacién. Sea r = min{ry,...,r,},
y elegimos un m € N suficientemente grande para que T//m < r/2. Definimos
to=0<t; =T/m < ... <t;j=4T/m < ... <T = t,, y consideramos los
puntos a;,b; con a; = bj_y = vy(t;—1), 7 = 1,....,m, y b,, = ¥(t,,). Para cada
jeA{l,...,m—1} elegimos un i; € {1,...,n} tal que

’Y[t]—l)t]] N B(xiﬂ?ﬂij) 7é (Z)v

y pondremos iy = 1, i, = n (donde z;, = p y x;,, = ¢q). Como la longitud de la
restriccion de v a [t;_1,1;], que anotaremos ;, es t; —t;_1 = T/m <r/2 <r;, /2,
entonces tenemos, obviamente, que

Y[tj-1,t5] C B(wi;, 2ri;)

para cada j = 1, ..., m. Para simplificar, nuevamente, la notaciéon pondremos y; =
T,y 8; =14, para j = 0,1, ...,m. Consideramos la funcién f; : B(0,,,2s;) — R
definida por f; = f o exp,, . Por el Corolario 4.11 conocemos que

D™ fi(x) = {Codexp, (x) : ¢ € D™ (f)(exp,, (x))}

para todo = € B(0,,,2s;). Como [|(||, < K para todo ( € D™ f(y) cony € M,y
|dexp, (z)]| < (1+¢) para todo x € B(0y;,2s;), deducimos que |||y, < (1+¢)K
para todo n € D~ fj(z), * € B(0,,,2s;), entonces podemos aplicar el resultado
al caso H = T'M,; y a la funcién f; para ver que

£ (a;) = f(bj)] = | fi(exp,  (a;)) — flexp, ! (b)))] <
(1+ &) Kdra,, (expy'(a;)), exp, ! (b))
para todo j = 1,2, ..., m. Por otra parte; como expg;j1 es (14+¢)-Lipschitz tenemos
que
dTMy]_ (eXp;jl(aj)), expy_jl(bj)) < (1+¢e)dum(aj,bj)
para todo j = 1,2, ..., m. Combinando estas dos tltimas desigualdades se deduce
que

|faj) — f(b;)] < (1 +e)*Kda(az,b) < (1+¢)°K /t’j |d~(t)||dt
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para todo 7 =1, ..., m. Por tanto,
1f(p) = f(@)] = IZ(f(aj) — f(0))] < Z\f(aj) — fbj)] <

J=1

A+ PR [ sl = (0 +22K [ arollat = (1 +PKLG).

Tomando el infimo del conjunto de las longitudes L(7y) de los caminos 7 continuos
y de clase C! a trozos que unen p y ¢ , tenemos

1f(q) = F(p)| < (1 +e)*Kdu(q,p).

Finalmente, haciendo tender £ a 0 obtenemos la desigualdad requerida: |f(q) —
f(p)] < Kdu(q,p). O

Corolario 4.23. Sea (M, g) una variedad riemanniana, y sea f : M — R una
funcion continua, entonces

sup {[|¢ll,: ¢ € D™ f(p),p e M} =sup{|[C|l, : ¢ € D* f(p),pe M}.

Estas cantidades son finitas si, y solo si, f es Lipschitz en M, y en este caso
son iquales a la constante de Lipschitz de f.

Teorema 4.24 (Desigualdad del valor medio de Godefroy). Sea (M, g)
una variedad riemanniana, y sea f: M — R una funcion de Borel tal que

D™ f(p) U DT f(p) #0

para cada p € M. Definimos ® : M — R por

®(p) = inf{[[¢[l, : ¢ € D™ f(p) UD f(p)}.

Entonces para cada camino v : I — M parametrizado por la longitud del arco,
se tiene que

n(f(n(D) < / D((t))dt,

I
donde v es la medida de Lebesgue en R.

Demostracion. El resultado estd probado cuando M = H es un espacio de
Hilbert (consultese [35]). Deduciremos, por tanto, el caso general. Anotaremos
I =[0,T]. Para un ¢ > 0 dado, elegimos puntos y; = z;,, a;, b;, y nlimeros s; =
1i;,tj, exactamente igual que en la demostraciéon del Teorema 4.22. Anotaremos
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fi=Ffo exp,, : B(0y,,2s5) = R, v; = expyfj1 oy : I := [tj_1,tj] — B(0y,,2s5) C
TMy,,y

©;(y) = inf{[|Clly, : ¢ € D™ f(x) U D™ fi(x)}
para cada x € B(0,,, 2s;).

Como D~ fj(z) = {Codexp, (z) : ¢ € D™(f)(exp,, (x))} para todo = €
B(0y,,2s5), y exXp,, s (1 + &)-bi-Lipschitz en esta bola, es facil ver que

®;j(x) < (14 ¢€)®(exp,,(x))

para todo z € B(0,,,2s;).
Aplicando el resultado a H = T'M,,,, a la funcién f; y al camino v;, se obtiene
que

w(F) = u(f (L)) < / B (5 (), 1)

I;

para todo 5 = 1,2,..., m. Pero, también, sabemos que

/ @,(7,(1))dt < / (1+ )®(exp,, (3,(1))dt = (1 +e) / S(y(e)dt.  (2)

1 I 1
Combinando las desigualdades (1) y (2), y sumando respecto a j = 1,...,m,
tenemos

m

p(FO) £ S 6)) < 3o+ [ el <

j=1

(1+¢) Z/I B(y(t))dt = (1 +¢) /I<I>(7(t))dt.

Finalmente, haciendo tender € a 0 tenemos p(f(v(1))) < [, ®(v(t))dt. O

Corolario 4.25. Sean (M,g) una variedad riemanniana, f : M — R una
funcién de Borel tal que para cada p € M existe ( € D™ f(p) U DT f(p) con
ICll, < K, entonces

n(f(y(I))) < KL(v)

para cada camino vy : I — M. En particular, si f es continua, entonces |f(p) —
f(@)| £ Kdu(p, q) para todo p,q € M.
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4.7. (Sub)diferenciabilidad de funciones conve-
xas en variedades riemannianas.

El objeto de esta seccién es probar que una funcién convexa (continua) de-
finida en una variedad riemanniana, es subdiferenciable en todas partes y dife-
renciable en un conjunto denso.

Definicién 4.26. Sea M una variedad riemanniana. Una funciéon f : M — R
diremos que es convexa cuando la funcién foo : I C R — R sea convexa para
cada geodésica o : I — M (parametrizada por la longitud del arco).

La siguiente proposiciéon es probablemente conocida, al menos en el caso de
que M sea finito-dimensional, pero, puesto que no conocemos una referencia
explicita, haremos una demostraciéon conveniente para este trabajo.

Proposicién 4.27. Sea M una variedad riemanniana. Si una funcion f : M —
R es convexa y localmente acotada, entonces f es localmente Lipschitz. En par-
ticular, cada funcion continua y convexa es localmente Lipschitz.

Demostracion. Tomamos p € M. Como f es localmente acotada existe R > 0
tal que f estd acotada en la bola B(p, R). De acuerdo con el Teorema 1.7, existe
r > 0con0 < r < R/2tal que las bolas abiertas B(p, 2r) y B(p, r) son convexas.
Fijamos C' = sup{f(z) : € B(p,2r)}, y m = inf{f(z) : © € B(p,2r)}. Veremos
que la funcién f es K-Lipschitz en la bola B(p,r), con K = (C —m)/r. En
efecto, tomamos z1, 9 € B(p,r). Dado que B(p,r) es convexa, existe una unica
geodésica v : [t1,ta] — B(p,r), con longitud d(z1, xs) =ty — t1, que une 1 y s.
Tomamos vy € T'M,, tal que (t) = exp,, ((t—t1)v1) parat > ¢; suficientemente
pequeno. Como la bola B(p,2r) es también convexa y x; € B(p,r), podemos
definir una geodésica oy : [—r,r| — B(p,2r) C M que pase por x; de la siguiente
manera

o1(t) = exp,, (tvy) for all t € [—r,r].

En el caso de que tomemos vy € T'M,,, definimos una geodésica oq : [—r, 7] —
B(p,2r) C M que pasa por T3 como

09(t) = exp,, (tvy) for all t € [—r, 7],

y asi y(t) = exp,, ((t — t2)vs) para t < ¢y con |t| suficientemente pequetio.
Ponemos t3 =t; —r, ty = to+7r, x3 = 01(—71), x4 = 02(r), y I = [t3, t4], entonces
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si definimos ¢ : I — B(p, 2r) por

O'l(t—tl) sit e [t3;t1];
O’(t) — 'y(t) site [tl,tg];
oot —ts) sit € [taty),

se obtiene que o es una geodésica que une x3 a x4 en B(p,2r). Ahora, como f
es convexa, la funcién g : [t3,14] C R — R definida como

g(t) = f(o(t))
es convexa. Por tanto tenemos
9(t) —g(ts) _ 9(ta) —g(t) _ g(ta) — g(t2)
t—ts = la—t,  — tg—ty
donde t3 = t; —r < t; < ty < ty +r = t4. Teniendo en consideracion que
x3,24 € B(p,2r), y to — t; = d(21,22), se sigue que
Com _ fo) = flas)  fle) = flon) _ flwa) = flze) C—m

ro r — d(zy,xe) T r -

De esta manera vemos que |f(x1) — f(z2)| < Kd(x1,z2) para todo x1, x5 €
B(p,r), cuando K = (C'—m)/r. O

Recordamos (véase Seccién 2.2 del Capitulo 2) que para una funcién local-
mente Lipschitz F': H — R definida en un espacio de Hilbert H, definimos la
derivada direccional generalizada en z € H, F°(z,v), como

F tv) — F
lim sup (y +tv) ) .
(y,)—(,0%) ¢

FY(z,v) es una funcién subaditiva homogénea positiva de v, y el conjunto {z* €
H* : z*(v) < F°(z,v) para cada v} se denomina gradiente generalizado de F
en z, y se anota OF (). El gradiente generalizado es no vacio, convexo, y es un
subconjunto w*-compacto de H*; véase [12] para una mayor informacion.

Teorema 4.28. Sea g : M — R una funcion continua y convera en una varie-
dad riemanniana, entonces g es subdiferenciable en cada punto de M.

Demostracion. Sea ¢, : U, — H una carta exponencial en p. Tenemos ¢,(p) = 0.
Dado otro punto g € U,, tomamos un (¢,,v) € TM,, y anotamos o,,(t) =
gbq_l(tw), donde (¢p,v) ~ (¢g,w), que es una geodésica que pasa por ¢ con
derivada (¢,,v). Escribir (¢,,v) ~ (¢q, w) es equivalente a poner w = d(¢, o
¢, ) (@p(q))(v), ¥, a su vez, equivalente a v = d(¢, 0 ¢, ")(0,)(w). Definimos

o) — iy {Cu) = 1@

q—p t—0*t t
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f(opo(t)=f(P)
t

Aserto 1. Se wverifica que f°(p,v) = inf;~q , Yy consecuentemente

£°(p,v) = inf (fo 0, )(tv) — (f04,7)(0)

t>0 t

Aserto 2. FEziste x* € H* tal que x*(v) < f°(p,v) para todo v € H.

De estas aseveraciones se desprende que

(fo ¢, ") (tv) = (f o ¢, ") (0) — a*(tv) >0

para cada v € Sy, y cada t € [0,r). Como B(0,r) C ¢,(U,) y (f o ¢;1) —

alcanza un minimo en 0 se verifica que z* € D™((f o ¢,))(0). Siguiendo el
Corolario 4.5 concluimos que D~ f(p) # () con lo que termina la demostracién
del teorema. O]

Demostracién del aserto 1. Fijamos un > 0. Dado que f o 0,, es convexa,

tenemos
Fo(pv) = lfm  sup  sup flogo(t) = fla) _

e=0% g(p,q)<es 0<t<e t
v - v O
T (A 5) B ) S
e=0% d(p,g)<es €

Ahora estimamos d(0,,(€), 04.(€)). Tenemos que
d(0p,0(€); 040(€)) < Kpllpp(ap,(€)) = dp(0g0(e))l] = Kpllev — dp(0g(2))]| =

(
= K,llev—(@p00; ) (ew)|| = Kllev—(8,06;") (0) —<d(d,06, ) (0) (w) —o(e)|| =
— K, ll(6 0 6, )(0) + 0(e)]| < Ky(IIy(g)]| + llo(e)]]) <
< Kp(Lyd(p. q) + [lo@)]]) < K,(Lye8 + eb) < Cs,

donde L, y K, son constantes de Lipschitz de ¢, y ¢, ! respectivamente, C' =
Ky(Lp+1), y € suficientemente pequeno para que |lo(e)|| < ed y || D(¢poh, ') (v)—
v|| < §. Como f eslocalmente Lipschitz, existe K > 0 tal que f es K-Lipschitz en
un entorno de p que podemos suponer que es U,. De las estimaciones anteriores
tenemos que, para d(p, q) < €0,

f(o40(8)) = F(042(0)) _ f(opu(e)) = f(op0(0))

£ £

(1f (0g(€)) = Flopa(E))| +1f(p) = F@)])

(d(op(€), 040(€)) + d(p,q)) < K(C +1)0.

IA
m | =
IA

IN
o=
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De lo que se deduce que

(*) < lim f<ap7v<€)> — f(O'p’U(O)) + K(C+ 1)5

e—0t 15

y, haciendo tender § — 0, tenemos

f°(p,v) < lim flopa () = f(p) _ e

t—0+ t t>0

F(opa(t) = F(5)
t

Teniendo en consideracién que la otra desigualdad es trivial, queda probado el
aserto. O
Demostracion del aserto 2. Tenemos que

fog0(t)) = f(o4(0)) f(040(1)) = f(04,(0))

lim sup = lim sup =
g—p t—0T t e=0% d(p,g)<e 0<t<e t

_ oy (fo ¢;1)(¢p(gq,v(t)) —(fo Qb;l)(ﬁbp(Q)) .

= lim sup =

e—0+ d(p,q)<e 0<t<e t
F A(t) — F
“lm sup (y + A1) (y)7
e—0"F d(p,q)<e 0<t<e i

donde (fo¢,') = F,y=¢y(q), y A\y(t) = ¢p(04,0(t)) — ¢p(q). A continuacion,
tenemos que

Fly+M\(1) — Fly) Fly+ M\ (1) — F(y)

lim sup = lim sup ,
e—07F d(p,q)<e 0<t<e 13 e—0F [lyl|<e O<t<e t

porque L,||y|| < d(p,q) < K,||y|| (recordemos que ¢, y (¢,)"! son Lipschitz).
Ahora, si tomamos ||y|| < ey 0 <t < &, tenemos

Fly+M\@) — Fy) F(y+tv)—F(y)‘ _ ’F(erAy(t))—F(va)

t - t t =

(t) — tol]

A
S K/|| Y :K/Qp(t),

donde K" es la constante de Lipschitz de F'y ¢ satisface lim;_o+ ¢(t) = 0, porque

Ay(t) —tv = ¢p(040(t) — dp(q) — tv = o(2).

Finalmente, tenemos

F —F F —F
qp LA -FE) o P+t = Fy) ‘ <
llyll<e O<t<e t llyll<e O<t<e t
< sw F(yv%y(t))—F(y)_F(mew)—F(y)‘S

lyll<e O<t<e 14 13
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< K' sup (1),
0<t<e
que tiende a 0 cuando € — 07, por tanto f°(p,v) = F°(0,v). Dado que 9F(0) #
0, existe x* € JF(0) tal que x*(v) < F°(p,v) para cada v € H, con lo que
concluye la demostracion. O]

Teorema 4.29. Sea g : M — R wuna funcion continua y convexra en una
variedad riemanniana completa, entonces el conjunto Diff(g) = {x € M :
g es diferenciable en x} es denso en M.

Demostracion. De acuerdo con la Proposicién 4.21, Diff*(g) == {p € M :
D*g(p) # 0} es denso en M. Por el Teorema 4.28, sabemos que Diff "(g) :=
{pe M : D g(p) # 0} = M, entonces , por la Proposicién 4.6, obtenemos que

Diff(g) = Diff"(¢g) N Diff (g) = Diff*(g) es denso en M.

]

Utilizando herramientas més sofisticadas, este resultado se puede extender a
la categoria de las funciones localmente Lipschitz, como vemos a continuacion.

Teorema 4.30. Sea g : M — R una funcion localmente Lipschitz. St M es
finito-dimensional, entonces g es diferenciable en casi todo punto, esto es, el
conjunto M \ Diff(g) tiene medida cero. Si M es infinito-dimensional, entonces
el conjunto de puntos de diferenciabilidad de g, Diff(g), es denso en M.

Demostracion. Como M es separable, es suficiente probar el resultado para cual-
quier subconjunto abierto U C M suficientemente pequeno para que g sea Lips-
chitz en U. Tomamos un punto p € U. Dado que la funcién exponencial en p
es localmente casi una isometria, en particular Lipschitz, podemos tomar una
carta h = ®, : V — H Lipschitz, para un conjunto abierto suficientemente pe-
quenio V' C U, entonces la composicién go h™t : h(V) C H — R es una funcién
Lipschitz de un subconjunto abierto de un espacio de Hilbert en R. Cuando H
es finito-dimensional, el teorema, clésico de Rademacher establece que go h™! es
diferenciable en h(V') en casi todo punto (ver [33]) y, como h es un difeomor-
fismo de clase C' (por tanto h preserva puntos de diferenciabilidad y conjuntos
de medida cero), se sigue que g es diferenciable en V' casi todo punto. Si H es
infinito-dimensional entonces podemos aplicar el célebre teorema de Preiss que
asegura que para toda funcién Lipschitz de un conjunto abierto a un conjunto
abierto de un espacio de Banach Asplund (en particular cuando el espacio es de
Hilbert) existe al menos un punto de diferenciabilidad [46]. Por este teorema,
es inmediato obtener que g o h=! es diferenciable en un subconjunto denso de
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h(V'). Por tanto cuando h es un difeomorfismo de clase C?, tenemos que g es
diferenciable en un subconjunto denso de V. Finalmente, como M puede ser
recubierta por una uniéon numerable de conjuntos abiertos V' en cada uno de los
cuales g es Lipschitz, se obtiene el resultado. O

Corolario 4.31. Sea M wuna variedad riemanniana, y f : M — R una funcion
convexa y localmente acotada, entonces [ es diferenciable en un subconjunto den-
so de M (cuyo complementario tiene medida cero si M es finito-dimensional).

Demostracion. Por la Proposicién 4.27 sabemos que f es localmente Lipschitz,
entonces , por el Teorema 4.30, se sigue que f es diferenciable en un subconjunto
denso de M. O]

4.8. Estabilidad de subdiferenciales y superdi-
ferenciales

En esta seccién establecemos un resultado de estabilidad para superdifern-
ciale (de forma analoga se puede establecer para subdiferenciales) que jugara un
papel decisivo en las aplicaciones del calculo subdiferencial a las ecuaciones de
Hamilton-Jacobi en variedades riemannianas.

Definicién 4.32. Para un conjunto abierto 2 C M dado y una funcién u : 2 —
R, definimos la envoltura semicontinua superior de u, que denotamos u*, por

u*(z) = inf{v(z)|v:Q — R es continuay u < ven Q} para cada x € Q.

De manera similar se define la envoltura semicontinua inferior, que denotamos
POT 1.

Teniendo en consideracién que un espacio de Hilbert es una variedad rie-
manniana modelada sobre si mismo y que a su vez es uniformemente mesetable,
podemos aplicar las definiciones y resultados contenidos en este texto al marco
de los espacios de Hilbert. En concreto el siguiente resultado es una consecuencia
de los principios variacionales y lo utilizaremos para dar una versién mas general
en variedades riemannianas. Existe también una version en espacios de Banach
que puede ser consultada en [28, Proposition VIII.1.6]

Proposicion 4.33. Sea 2 un subconjunto abierto de un espacio de Hilbert F,
sea F una familia de funciones uniformemente acotadas y semicontinuas su-
periormente en ), y sea u = sup{v : v € F}, entonces para cada p € Q y
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cada ( € DTu*(p), existen sucesiones {v,} C F, y {(pn,Cn)} C T*(Q) con
Cn € DMy (py) tales que

1. lim, v, (p,) = u*(p)
2. 1lim, (pn, &) = (p, ©)-

Demostracion. Sea p € Qy ¢ € DYu*(p) dados. Por el Teorema 4.3 existe una
funcién ¢ : E — R U {oo} la cual es Fréchet diferenciable en E y tal que

(a) (v =¢)(p) =0y (u"—p)(z) <Osiz ey
(b) ¢ = p(p) v ¢’ continua en p.

Por la definicién de u*, para cada n > 1, existe v, € F y ¢, € F tales que
lgn —pll < 2 v (vu — ¢)(gn) > —2. Si definimos (v, — ¢)(z) = 0 cuando = & Q,
tenemos que v, — ¢ es scs y acotada por 0. Por el principio variacional suave
(Teorema 2.11) existe 1, : E — R Fréchet diferenciable tal que:

Lo [nllee < 5 ¥ Il < 5
2. v, — ¢+ 1, alcanza su supremo en algin p, € E.

Como (v, — ¢)(gn) > sup(v, —¢) — =, por la Observacién 2.16 podemos suponer
que lim ||p, —g,|| = 0. Por tanto, utilizando el hecho de que g, —p|| < +,tenemos
que lim ||p, — p|| = 0y p, € Q' para n suficientemente grande. Por otra parte,

Cn = ¢'(Pn) — Uy (Pn) € DT 0y(pn) ¥

160 = Sl < M @a)ll + 1" (pn) = #'(P)I < % + €' (pn) — &' @)1

Como ¢’ es continua en p, tenemos que lim,, ||, — (|| = 0. Finalmente:

3

0> (€~ @)pn) > (G P)aw) — = >~

Por tanto
lim v, (pn) = lim @(pn) = @(p) = u"(p)

]

Proposicion 4.34. Sea Q) un subconjunto abierto de una variedad riemanniana
M, sea F una familia de funciones uniformemente acotadas y semicontinuas
superiormente en Q, y sea u = sup{v : v € F}, entonces para cada p € 2
y cada ¢ € DTu*(p), existen sucesiones {v,} C F, y {(pn, )} C T*(Q) con
Cn € DM, (py) tales que
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1. lim, v, (pn) = u*(p)
2. h'mn(pm Cn) - (p7 C)

Demostracion. Fijamos una carta (U, ¢), con p € U. Consideramos la familia
Fopt={vopt:ve F} Las funciones de esta coleccién son semicontinuas
superiormente en (U N ) y son una familia uniformemente acotada. Por otra
parte, tenemos que uop ™! = sup{vop™' 1 v € F}, yurop ! = (uop~1)*. Ahora,
aplicamos la proposicién anterior al conjunto abierto ¢(U N ), a la familia
Fop~! al punto ¢(p) y la superdiferencial (odp(p)~! € DT (uop1)(p(p)), para
obtener las sucesiones {¢(p,)} en p(UNQ), {v,0p~} en Fop™ vy (,0dp(p)~t €
D*(va0@™")(p(pn)) tales que limy, ©(pn) = (p), limy, Guode(p) ™ = Codip(p) ™,
y
lim(v, 0 ™) (0 (pn)) = (w0 ™) (0(p) = u" 0 0~ (0 (p)).

Por tanto lim,, p, = p, lim,, v,(p,) = v*(p), y

lim G, © dip(pn) ™ = 1im Gy 0 dip(pn) ™" 0 dp(p) 0 dp(p) ™" = lim ¢, 0 dp(p) ™

porque ¢ es C, asf lim,, dp(p,) todyp(p) = id. El resultado se sigue, trivialmente,
de la representacion local del fibrado cotangente. O
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Capitulo 5

Ecuaciones de Hamilton-Jacobi
en variedades riemannianas

5.1. Introduccién y definiciones basicas
En general una ecuacién de Hamilton-Jacobi de primer orden es de la forma
H(z,u(z), Du(x)) =0
en el caso estacionario, y de la forma
H(t,z,u(t,x), Du(t,x)) =0

en el caso de evolucién. Este capitulo es solamente un intento de dar una idea
del potencial de las aplicaciones del calculo no regular a la teoria de las ecuacio-
nes de Hamilton-Jacobi en variedades riemannianas, y no elaborar un tratado
exhaustivo de estas ecuaciones. Nos restringiremos a dos de los ejemplos mas
interesantes de ecuaciones de primer orden de Hamilton-Jacobi. En cualquiera
de los casos las soluciones de estas ecuaciones estaran definidas en en varieda-
des riemannianas a las que debemos exigir ciertas condiciones. En lo que resta
de este escrito, la variedad M serd una variedad riemanniana completa (finito-
dimensional o infinito-dimensional) tal que M satisface las condiciones (3) o (4)
(que son equivalentes) de la Proposicién 2.9, més concretamente, M es uniforme-
mente localmente convexa y tiene radio de inyectividad estrictamente positivo, o
equivalentemente, existe una constante r = r;; > 0 tal que para cada z € M la
aplicacién exp, estd definida en la bola B(0,,r) C T'M, y es un difeomorfismo
de clase C'*°
exp, : B(0,,7) — B(z,71),

y la funcién distancia viene dada por la expresién

d(y,z) = || expf(y)“m para todo y € B(x,r).

81
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En particular, las variedades compactas satisfacen estas propiedades. Nétese que
cuando M satisface la condicién (3) de la Proposicién 2.9 entonces M es unifor-
memente mesetable y por tanto se pueden aplicar los Principios Variacionales
Suaves 2.11 a M.

Para el estudio de la existencia y unicidad de soluciones de viscosidad de las
ecuaciones de Hamilton-Jacobi, a la funcion F' : T*M — R definida en el fibrado
cotangente de M, le debemos exigir una cierta condicién de uniformidad, en el
siguiente sentido.

Definicién 5.1. Diremos que una funcion F' : T*M — R es intrinsecamente
uniformemente continua, cuando para cada ¢ > 0 existe § € (0,7y) tal que si
d(z,y) <96, € T*M,, £ € T*M,, ||¢ — Ly (€)]l2 < ¢ entonces

[F(z,¢) = Fy,§) < e

Observacion 5.2. Si F satisface la definicion anterior, entonces F' es continua.
Esto es una consecuencia obvia del hecho de que la aplicacion

(2,¢) € T" My Lisy(C)
es continua en (xg, (), esto es, si (z,,(,) — (20, o) en T*M entonces

Lmnxo (Cn) — (o

para cada (z9,(p) € T*M. Que esta aplicacién es continua es, a su vez, una
consecuencia de la definicion de trasporte paralelo a lo largo de una curva como
solucién de una ecuacion diferencial lineal, que tiene una dependencia continua
de las condiciones iniciales.

Observacion 5.3. Consideremos una variedad finito-dimensional M conteni-
da en R”, por tanto 7*M C R?". Supongamos que M satisface la siguiente
condicién:

Ve 36>0:0,heTM, x€ M, ||v], <0 = ||dexp,(v)(h) —h|.<e

(nétese que esta condicién es automatica cuando M es compacta y en otros
muchos ejemplos naturales), entonces cada funcién F' : T*M — R que sea
uniformemente continua respecto a la métrica usual euclidiana de R?" es in-
trinsecamente uniformemente continua también, como es facil observar. Conse-
cuentemente, existen multiples ejemplos naturales de funciones intrinsecamente
uniformemente continuas F : T*M — R.
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5.2. Principio del maximo para ecuaciones es-
tacionarias de primer orden de Hamilton-
Jacobi

Consideramos las ecuaciones de la forma

() {u+ G(du) = f

u acotada,

donde f : M — R es una funciéon acotada y uniformemente continua, y G :
T*M — R es una funcion definida en el fibrado cotangente de M. De hecho,
estas ecuaciones son, realmente, de la forma

(%) {u + F(du) =0

u acotada,

donde F' : T*M — R, dado que siempre podemos tomar la funcién F' de la
forma F(x,&,) = G(x,&) — f(x). Una funcién u : M — R acotada y Fréchet-

diferenciable es una solucién clésica de la ecuacién (*) cuando
u(p) + F(p,du(p)) =0 para cada p € M.

A continuacion introducimos la nocién de solucién de viscosidad.

Definicién 5.4. Una funcién semicontinua superiormente (scs) u: M — R es
una subsolucién de viscosidad de u + F(du) = 0 si u(p) + F(p, () < 0 para cada
p € My ¢ € DVu(p). Una funcién semicontinua inferiormente (sci) u: M — R
es una supersolucion de viscosidad de u + F(du) = 0 si u(p) + F(p,¢) > 0 para
cadap € M y ¢ € D u(p). Una funcién continua u : M — R es una solucion de
viscosidad de u 4+ F(du) = 0 si es a la vez subsolucién y supersolucién de visco-
sidad de u + F(du) = 0. Podemos definir soluciones de viscosidad en conjuntos
abiertos 2 C M de manera natural, cuando las funciones estan definidas en €.

Observacién 5.5. Como una funcion u Fréchet- diferenciable verifica que

D*u(p) = D u(p) = {du(p)},

es evidente que cualquier solucion de viscosidad que sea acotada 1y Frechet-
diferenciable de uw+ F(du) = 0 es una solucion cldsica de (x).

Ahora podemos probar el siguiente principio del mdzrimo para ecuaciones de
Hamilton-Jacobi de la forma (x).
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Teorema 5.6. Sea M una variedad riemanniana completa, uniformemente lo-
calmente convexa y con radio de inyectividad estrictamente positivo y sean f, g :
M — R funciones uniformemente continuas y acotadas, y F : T*M — R in-
trinsecamente uniformemente continua. Si u es una subsolucion de viscosidad y
acotada de u+ F(du) = f, y v es una supersolucion de viscosidad y acotada de
v+ F(dv) = g, entonces v —u > inf(g — f).

Demostracion. Si e > 0 esta dado, entonces, por la Proposicién 4.18, existen
p,q €U, e Du(p) y € € D v(q) tales que

i) d(p,q) <&, IC— L)y <e

ii) v(z) —u(z) > v(q¢)—u(p)—e para cada x € M. Dado que u y v son sub y super
soluciones de viscosidad, respectivamente, tenemos que u(p) + F(p,() < f(p) y
v(q) + F(q,&) > g(q), y por tanto para cada = € M se verifica que

v(r) —u(z) > v(g) —ulp) —e > glg) — F(q,§) — f(p) + F(p, () —e >

>inf(g — f) + (f(q) = f(p)) + (F(p,¢) — F(q,§)) — €.

Ahora, si e — 0%, tenemos que f(q)— f(p) tiende a 0 porque f es uniformemente
continua, F(p,() — F(q,&) tiende a 0 puesto que F' es intrinsecamente unifor-
memente continua, y consecuentemente obtenemos que v — u > inf(g — f). O

Modificando convenientemente la demostracién del teorema anterior pode-
mos encontrar un resultado de dependencia continua de las soluciones de vis-
cosidad de ecuaciones de la forma (%) con respecto a los Hamiltonianos co-
mo precisamos en el teorema siguiente. Previamente definimos ||F' — G|l =

sup{|F'(p, ) — G(p,¢)| : (p.¢) € T*M}.

Teorema 5.7. Sea M una variedad riemanniana completa, uniformemente lo-
calmente convexa y con radio de inyectividad estrictamente positivo y sean u y
v soluciones de viscosidad acotadas de u+ F(du) =0 y v+ G(dv) = 0 respecti-
vamente, entonces |v(z) —u(x)| < ||F' — G|l para todo x € M.

Demostracion. Procediendo como en la demostracién anterior, si € > 0 esta da-
do, entonces, por la Proposicién 4.18, existen p,q € U, ¢ € DY u(p) y £ € D v(q)
tales que

i) d(p,q) <e, I€— Lgp(E)llp < ¢

ii) v(xz) — u(z) > v(q) — u(p) — € para cada x € M. Dado que u y v son sub y
super soluciones de viscosidad, respectivamente, tenemos que u(p) + F(p,¢) <0
y v(q) + G(q,&) > 0, y por tanto para cada x € M se verifica que

u(z) —v(r) <ulp) —v(g) +e < G(q,8) — F(p,¢) +e=
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<(G(q,6) =G, Q)+ IF =Gl + ¢

y haciendo tender € a 0 y teniendo en consideracién que G es uniformemente
intrinsecamente uniformemente continua se obtiene que v(z)—u(x) < ||F— G|/«
y razonando de forma andloga se obtendria que u(z) —v(x) < [|[F — G|loo. O

5.3. Principio del maximo para ecuaciones pa-
rabdlicas de Hamilton-Jacobi

En esta seccién consideramos ecuaciones de Hamilton-Jacobi de la forma

s u+ F(t,dyu) =0
( ){ u(0, ) = ug(x),

Donde uy : M — R es una condicién inicial que suponemos acotada y uniforme-
mente continua y F : [0,00) x T*M — R.

Definicién 5.8. Una subsolucion de viscosidad de (xx) es una funcion u :
[0,4+00) Xx M — R semicontinua superiormente, y tal que para cada (t,x) €
R™ x M y cada (a,¢) € DY u(t,z) se cumple

{cH—F(t,x,() <0
u(0,x) < up(z),

Y una supersolucion de (xx) es una funcion u : [0,+00) x M — R semicontinua
inferiormente, y tal que para cada (t,z) € RT x M y cada (a,() € D™u(t,x) se
cumple
a+ F(t,z,() >0
{ (0, z) > ug(x),

Una funcion u : [0,00) X M — R continua es una solucion de viscosidad de
(%) si es a la vez subsolucion y supersolucion de viscosidad de (xx).

Observacion 5.9. Como una funcion u Fréchet- diferenciable verifica que

D" u(p) = D™ u(p) = {du(p)},

es evidente que cualquier solucion de viscosidad que sea Fréchet-diferenciable es
una solucion cldsica de (*x).

Teorema 5.10. Sea M wuna variedad riemanniana completa, uniformemente
localmente convexa y con radio de inyectividad estrictamente positivo, y sean
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ug, Vo : M — R funciones uniformemente continuas y acotadas, y F : [0,00) X
T*M — R intrinsecamente uniformemente continua. Si u es una subsolucion de
viscosidad acotada de

{ut + F(t,dyu) =0
(0, z) = ug(x),

Yy v es una supersolucion de viscosidad acotada de

{vt + F(t,dv) =0
v(0,z) = vo(x),

entonces supjg o) (U — v) < supy,(uo — vo)

Demostracion. Supongamos el contrario, existirian (to,zq) € (0,00) x M, § > 0
y0<egy< % tales que

u(to, o) — v(to, xo) — 9 > sup(ug — vo) + €, (1)
M

para € < gp. Consideramos la funciéon ® definida en R x M

to

©— u(t,z) —v(t,z) — 2 si(t,z) € [0,00) x M
B —00 en otro caso.

La funcién ® es semicontinua superiormente y acotada superiormente. Por el
teorema 2.11 aplicado a la funcién —® existe una funcién g : R x M — R
diferenciable con continuidad tal que:

(i) ® + g alcanzan su méximo en un punto (s,y) € [0,00) x M

(i) |lglleo = sup{lg(t, 2); (t,2) € R x M} < 5y ||g'lloc = sup{lg'(t, 2); (t,7) €
R x M} <&

Donde s > 0 porque de lo contrario entrarfamos en contradiccién con (1). Si
ponemos A = % — gi(s,y) y ¢ = D,g(s,y) tenemos que (A, () € D (u(s,y) —
v(s,y)) con la condicién A > ¢y para todo 0 < € < gj. Ahora el teorema 4.14
da la existencia de (t1, 1), (t2,22) € (0,00) x M y de (b1,(1) € DTu(ty,x1) y
(ba, C2) € D v(tg, x2) tales que:

(i) |t;i —s| <eyd(z;y) <eparai=1,2.
(i) Julty,z1) —uls,y)] <ey |v(ta, 22) —v(s,y)| <e

(iii) |b1 — by — A| <ey ||Lw1y<gl) + Lmy(CQ) - CHy <e
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Como u es una subsolucién de viscosidad y v una supersolucién de viscosidad
se obtiene que by + F(t1,21,(1) <0y by + F(ty,x2,(2) > 0. Y por tanto

by — by + F(t1,21,() — F(ta, 9,() <0

de donde
A—e+ F(t1,x1,0) — F(t2, 12,(2) <0
Adema3s
[ty —to] < |t; — 8|+ |s —ta] < 2¢
d(zy, ) < d(x1,y) + d(y, x2) < 2¢
y

HLmy(Cl) + szy(@)”y <

Ly (1) + Ly (G2) = Clly + IClly < £+ =

2

Ahora haciendo tender € hacia cero y teniendo en cuenta que F' es intrinse-
camente uniforme continua se obtiene que A, que depende de ¢, tenderia a un
valor menor o igual que 0 lo que supone una contradiccion con el hecho de que
A > gq para todo 0 < € < &. O

5.4. Existencia y unicidad de soluciones de vis-
cosidad de ecuaciones de Hamilton-Jacobi

Proposiciéon 5.11. Sean 2 un subconjunto abierto de M, F una familia de
funciones uniformemente acotada en Q y u =sup{v:v € F}. Si cada v es una
subsolucion de viscosidad de u + F(du) = 0, entonces u* es una subsolucion de
viscosidad de v+ F(du) = 0.

Demostracion. Sea p € Qy ¢ € DYu*(p). De acuerdo con la Proposicion 4.34,
existen sucesiones {v,} C F y {(pn, ()} C T*(R) con ¢, € DTv,(p,) y tales
que

i) lim,, Un(pn) =u (p)

i) lim,, (pn, ¢n) = (p, ¢). Como v, es una subsolucién de viscosidad de u+F'(du) =
0, tenemos que vy, (p,) + F(pn, () < 0. Por tanto u*(p) + F(p,¢) < 0. O

Corolario 5.12. El supremo de dos subsoluciones de viscosidad es una subso-
lucion de viscosidad.
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Estamos ya en condiciones de demostrar el resultado principal sobre existen-
cia y unicidad de soluciones de viscosidad de las ecuaciones de Hamilton-Jacobi
de la forma ().

Teorema 5.13. Sea M una variedad riemanniana uniformemente localmente
conveza y con radio de inyectividad estrictamente positivo. Sea F : T*M — R
una funcion intrinsecamente uniformemente continua (véase Definicion 5.1).
Supongamos, también, que existe una constante A > 0 tal que —A < F(x,0,) <
A para cada x € M, entonces existe una unica solucion de viscosidad acotada
de la ecuacion u + F(du) = 0.

Demostracion. La unicidad se sigue del Teorema 5.6, tomando f = g = 0. Para
ver la existencia, definimos F como la familia de subsoluciones de viscosidad,
w: M — R, de la ecuacién u + F(du) = 0, que satisfacen

—A<w(p) <A paracada p€ M.

La familia F es no vacia, puesto que la funcién wy(p) = —A pertenece a
F (porque —A + F(p,0,) < 0). Sea u la envoltura superior semicontinua de
sup{w : w € F}, y v la envoltura inferior semicontinua de w. Por la definicién
tenemos que v < u. Por otra parte, de acuerdo con la Proposicién 5.11, v es una
subsolucién viscosa de u + F(du) = 0.

Aserto. v es una supersolucién de viscosidad de u + F'(du) = 0.

Si este aserto estuviera probado, tendriamos que u < v por la Proposicién 5.6,
por tanto u = v seria una solucién de viscosidad y, asi, la existencia estaria esta-
blecida. Por tanto, tan sélo queda probar el aserto. Si v no es una supersolucién
de viscosidad, existen py € My (y € D~ v(p) tales que v(po) + F'(po, (o) < 0. Por
el Teorema 4.3(5), existe una funcién de clase C*', h : M — R, con {y = dh(po)
y tal que v — h alcanza un minimo global en py. Por tanto podemos suponer que

v(po) + F(po, dh(po)) <0, v(po) = h(po), v h(p) < v(p) para todo p € M. (1)

De la desigualdad h(p) < v(p) < u(p) < A tenemos h(py) < A, por tanto A — h
tiene un minimo local en py, y consecuentemente dh(py) = 0, lo que implica
0(p0) + F(po, dh(po)) = h(po) + F(po, dh(po)) = A+ F(po,0) > A — A = 0, que
supone una contradiccién con (1). Ahora podemos tomar un nimero § > 0y
una funcién de clase C', b : M — [0, 00), con soporte en B(pg,d), b(po) > 0, y
tal que [|b]]oo, ||db]|oo son suficientemente pequetios para que

h(p) + b(p) + F(p,dh(p) + db(p)) < 0 para todo p € B(py,20), and  (2)

h(p) + b(p) < A paratodo pe M (3).
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Esto es posible por (1) y gracias al hecho de que F' es continua. Consideramos
la siguiente funcién:

w(p) = {méx{h(m +b(p),u(p)} s p€ Blpo,20)

u(p) en otros casos.

Donde tenemos que w(p) = u(p) si p € Q1 := M \ B(po,d), porque u(p) >
v(p) > h(p) = h(p) + b(p) cuando p € B(py,26) \ B(po, ). Por tanto w es una
subsolucién de viscosidad de u + F(du) = 0 en €. Por otra parte, considerando
(2), es evidente que w es el maximo de dos subsoluciones de viscosidad en €2y :=
B(po,26), y consecuentemente w es una subsolucién en €s. Por tanto w es una
subsolucién de viscosidad de u+ F(du) = 0 en M = Q1 UQy, lo que implica que
w € F, puesto que, por (3), —A <u < wy w(p) < A. Finalmente, tenemos que
u > w, porque u > supF. Por tanto u(p) > w(p) > h(p) + b(p) en B(py,d), y en
particular v(py) = u.(po) > h(po) + b(po) > h(po), lo que contradice (1). O

Cuando M es compacta, el teorema anterior cobra una apariencia muy sim-
ple.

Corolario 5.14. Sean M una variedad riemanniana compacta, f : M — R una
funcion continua y F : T*M — R una funcion intrinsecamente uniformemente
continua, entonces existe una unica solucion de viscosidad de la ecuacion u +

F(du) = f.

Demostracion. La demostracion se desprende inmediatamente del Teorema 5.13,
considerando los siguientes hechos: 1) si M es compacta, entonces M es local-
mente uniformemente convexa y (M) > 0 (véase la Observacién 1.11 y 1.14 );
2) cualquier solucién de viscosidad u es continua, por tanto u es acotada en la
variedad compacta M; y 3) f es uniformemente continua porque f es continua
en M que es compacta. O

Observacion 5.15. En particular, cuando M es una variedad compacta se
la puede considerar como un subconjunto de R™ y por tanto T*M C R?". Si
F . T*M — R es uniformemente continua respecto a la métrica Euclediana
usual en R?", entonces el Corolario 5.14 y la Observacién 5.3 garantizan la
existencia de una unica solucién de viscosidad de la ecuacién u + F'(du) = f.

No obstante, el requerimiento de que F' sea uniformemente continua no se
puede relajar en principio, porque el fibrado cotangente T*M no es, en ningin
caso, compacto. Por tanto, aunque F' sea continua no se puede asegurar que F
sea uniformemente continua en 7M.
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Observacién 5.16. Si nos planteamos una ecuaciéon de Hamilton-Jacobi tal
que
u+ F(du) =0, u acotada (%)

en una variedad M en la que no se presupone una estructura riemanniana defi-
nida en M. Es razonable hacerse la siguiente pregunta:”jes posible definir una
estructura riemanniana adecuada g que haga que M sea uniformemente local-
mente convexa y con radio de inyectividad positivo, y que haga que F' sea in-
trinsecamente uniformemente continua, también?”. En otras palabras, podemos
encontrar una variedad riemanniana N con radios de convexidad y de inyectivi-
dad positivos y un difeomorfismo ¢ : N — M tal que la funcién G : T*N — R
sea intrinsecamente uniformemente continua , donde G = F o (T*), con T*9 :
T*N — T*M definido por T*¢(x,n) := (¢(x),n0o (d™)(¢(x))). Porque si esto
es asi, entonces por el Teorema 5.13, la ecuacién

v+ G(dv) =0, v acotada (xx)

tiene una tunica soluciéon de viscosidad. Pero es obvio que v es una solucién de
viscosidad de (*x) si, y s6lo si, la funcién v = vot)~! es una solucién de viscosidad
de (x). Por tanto la ecuacion (*) tiene una tnica solucién de viscosidad, también.
El siguiente ejemplo muestra el potencial de este esquema.

Ejemplo 5.17. Sea M la subvariedad de R? definida por

1
2=—")
x2 + 12

sea F': T*M C R® — R, y consideramos la ecuacién de Hamilton-Jacobi u +
F(du) = 0. Si dotamos a M de la estructura riemanniana natural heredada de
R3, entonces M no es uniformemente localmente convexa, y ademés i(M) = 0;
por tanto el Teorema 5.13 no es directamente aplicable. Ahora, definimos N por
1
Z == m, Z > 07
que tiene la estructura riemanniana natural como subvariedad de R3. Es evi-
dente que N es uniformemente localmente convexa y tiene radio de inyectividad
positivo. La aplicacion ¢ : N — M definida por

Ve2+yr—1 a2 +y2 -1 >
x? y? z
N Vit y?
es un difeomorfismo de clase C*°. Supongamos que la funcién G = F o (T*9) :

T*N — R es uniformemente continua respecto a la métrica usual de R®, enton-
ces N satisface las propiedades de la Observacion 5.3, lo que hace que G sea

) =
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intrinsecamente uniformemente continua. Por tanto, por el procedimiento de la
observacién 5.16, la ecuacién u + F'(du) = 0, u acotada en M, tiene una tunica
solucion de viscosidad.

Del teorema del valor medio de Deville 4.22 deduciremos, a continuacion, un
resultado de regularidad de soluciones de viscosidad ( o incluso subsoluciones)
de ecuaciones de Hamilton-Jacobi con una estructura ”coercitiva”.

Corolario 5.18. Sean M una variedad riemanniana y F : R x T*M — R una
funcion. Consideramos la siguiente ecuacion de Hamilton-Jacobi:

F(u(zx),du(z)) = 0. (HJ3)

Suponemos que existe una constante K > 0 tal que F(t,(;) > 0 cuando |||l >
K yteR. Seau: M — R una subsolucion de viscosidad de (HJ3), entonces :

1. w es K-Lipschitz, esto es, |u(x) —u(y)| < Kd(x,y) para cada x,y € M.
2. Si M es finito-dimensional, u es Fréchet-diferenciable en casi todo punto.

3. Si M es infinito-dimensional u es Fréchet-diferenciable en un subconjunto
denso de M.

Demostracion. Si u es una subsolucién de viscosidad, entonces F'(u(z),(,) < 0
para cada x € M y cada (, € D~ u(z). Por tanto ||(;|| < K para cada (, €
D~u(z) (en otro caso F(u(x),(;) > 0, lo que supone una a contradiccién),
entonces, por el Teorema 4.22, u es K-Lipschitz. Por otra parte, (2) y (3) se
deducen, inmediatamente, del Teorema 4.30. O

Concluimos este trabajo con un breve estudio de una ecuacién HJ que no es
de la forma (%), pero que resulta muy interesante por el significado geométrico de
su unica solucién de viscosidad. Sea M una variedad riemanniana completa, 2
un subconjunto abierto y acotado de M, y sea d€) el borde de €. Consideramos
la siguiente ecuacién de Hamilton-Jacobi denominada eitconal

|du(z)||. = 1 para todo = € 2
(HJ4) { u(z) = 0 para todo = € 9f.

No existe ninguna solucién clésica de (HJ4). En efecto, si una funcién v : Q C
M — R es diferenciable en  y satisface que ||du(z)||, = 1 cuando = € Q ¥y
u = 0 en 02, entonces podemos aplicar el Teorema de Rolle en variedades 3.1
y encontrar un punto zy € € tal que ||du(xo)||z, < 1/2, lo que constituye una
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contradiccion. Ahora bien, lo que si podemos encontrar es una tnica solucién
de viscosidad para la ecuacién (HJ4), que es justamente la funcién distancia
al borde 0f2. Por definicién, una funciéon v es una solucion de viscosidad de la
ecuacién (HJ4) si, y sélo si, u es continua; u = 0 en 9 |||, > 1 cuando
(€D ux), ze€Qy ||l <1cuando ¢ € Dtu(zx), z € Q.

Teorema 5.19. Sea M una variedad riemanniana completa, y 2 un subconjunto
abierto y acotado de M con borde 0X), entonces la funcion x +— d(x,08) =
inf{d(z,y) : y € 00} es una solucion de viscosidad de la ecuacion (HJ4). Es
mas, st M es uniformemente localmente convera y tiene radio de inyectividad
positivo, entonces d(-,082) es la Gnica solucion de viscosidad de esta ecuacion.

Demostracion. Probaremos primero la unicidad. Supongamos que u,v :  — R
es una solucién de viscosidad de (HJ4). Como u y v son continuas, y u = v =0
en 02, podemos extender u y v con continuidad a la totalidad de M, sin mas que
poner u = 0 = v en M\. Es suficiente probar que u < v en 2 (porque de manera
similar, o por simetria, se tendria que v < w, y por tanto u = v). Tomemos
cualquier a € (0,1) y comprobemos que au < v. En efecto, supongamos que
inf{v(z) — au(z) : x € Q} < 0. Escojamos un ¢ tal que

0<2< min{l —oz7 —inf{v(z) — au(x) : x € Q}}

Dado que u y v son soluciones de viscosidad, tenemos que ||(||, < 1 cuando
¢ € DYu(x)UDYo(z), x € Q, luego, por el Teorema del valor medio 4.22, u y v
son 1-Lipschitz. En particular, como ) es acotado tenemos que las funciones u
y v son acotadas, entonces , de acuerdo con el Teorema 4.18, existen xg,yo € M,
¢ € DM (au)(zo) y £ € D™ v(yo) tales que

1. d(l’o,yo) <e€

2. ”C - onyo(&)”:vo <e
3. inf(v —au) > v(y) — au(xy) — e.

Teniendo en consideracién que u y v son 1-Lipschitz y u = v =0en M \ €, es
facil ver que (3) y la eleccién de ¢ implican que xg, yo € €. Ahora, como u y v
son soluciones de viscosidad se tiene que

1 1
a( € D+u(1}0) - HECHmO <1l = HCHzo Sa,y

€D v(y) = €l = 1.

De (2), y recordando que Ly, es una isometria lineal, tenemos que

1< ||§||y0 - ||L$0yo(§>||wo < ||C||$O te<ate<l,
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lo que supone una contradiccién. Ahora, probaremos que u := d(-,0¢2) es una

solucién de viscosidad de la ecuacién (HJ4), y por lo visto anteriormente serd la
unica solucién. La propiedad u = 0 en 052 es evidente por la definiciéon de u, por

tanto solamente tenemos que probar las condiciones de la norma de los vectores
de D u(x) y Du(x), para z € Q.

Paso 1. Tomamos £ € D u(z), x € Q. Tenemos que ver que [[£]|, > 1. Por
el Teorema 4.3 podemos tomar una funcién ¢ : M — R de clase C! tal que
u(y) — (y) > u(x) — ¢(xr) = 0 cuando y € M. Fijamos 0 < ¢ < 1. Ahora,
para cada a con 0 < a < d(z,09), por la definicién de d(z, 9S2) podemos tomar

Ty € 0f) con
e}

Z‘
A continuacion, haciendo uso del Teorema de Ekeland de tipo Hopf-Rinow apro-
ximado 1.4, podemos tomar un punto y, € ) con

d(x,00) > d(r,z4) —

y una geodésica 7, @ [0,74] — Q C M que una x = 7,(0) a yo = 7a(T,), v tal
que L(v,) = d(z,ys,), entonces tenemos

L(’Ya) = d(l‘, ya) S d(x7xa) + d(ftw ya) S d(x,xa) + Ej (CL’ aQ) + 67&
esto es cor
d(w,00) = L(va) = - (4)

Ponemos v, = dv,(0)/dt € TM,, por tanto v,(t) = exp,(tva) ¥ ||valle = 1, ¥y
definimos z, = 7,(a), entonces se tiene

p(Za) — p(x) < U(Za) —U( ) = d(2a,00) — d(z,00) <
d('zaa aQ) (’7a) + ? < d(Zon yoc) + d(?mea) - L('Va) + % <

Ex

LYo, p,) + 7 L)+ 5 =
L) —a+ 5 = L) + 5 = a(~1+2),
por tanto
o) =) . . )

«

Por el Teorema del valor medio, existe s, € [0, a] tal que

g (rafsa)) (Do) - Pla) Z @), )
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Combinando (5) y (6), y considerando que ||dva(s)/dt||,,s) = 1 para todo s,
tenemos que

‘|d90(7a(5a))u’m(8a) >1-e (7)

para cada a € (0,u(z)), entonces, como las funciones y — do(y) v (v, <) — ||<]ly
son continuas, v Y4 (Sa) = €xp,(Sava) — €xp,(0) = z cuando a — 0, se sigue
que

1€lle = llde(@)ll: = Mm fde(va(sa))llratsa) = 1 =& (8)
Finalmente, haciendo tender ¢ — 0 en (8), se deduce que ||£||, > 1.

Paso 2. Ahora tomamos ( € DT u(z), x € Q, y veremos que |||l < 1. Esto es
mucho mas facil que en el caso anterior. Tomamos una funciéon ¥ : M — R de
clase C! tal que dy)(z) = C y u(y) —(y) < u(z) —(x) = 0 cuando y € M. Para
cada v € TM, consideramos la geodésica v,(t) = exp,(tv). Como u = d(-,0N)
es 1-Lipschitz tenemos que

(o (t) = ©(7(0)) = u(y(t)) = u(r(0)) = =d(7(t), 7%(0)) = =,

por tanto

¢(7v(t)) ; ¢<7v(0)) > 1
para cada t > 0 suficientemente pequeno, y

¢<7v(t)) B ¢(7v(0)) >

di(x)(v) = lim

t—0t t

1. 9)

Dado que la desigualdad (9) es cierta para cada v € TM,, concluimos que
1Cllz = lld ()| < 1. O
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