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Prodlogo

El objetivo de esta Memoria se centra en desarrollar una metodologia para
efectuar un analisis de sensibilidad en Redes Bayesianas Gaussianas.

Las Redes Bayesianas son un tipo de modelos graficos probabilisticos, que
se caracterizan por modelizar dependencias de tipo causal. Dentro de las Redes
Bayesianas, se describen las Redes Bayesianas Discretas y las Redes Bayesianas
Gaussianas, siendo estas ultimas el objeto fundamental de estudio en la presente
Memoria.

Los modelos graficos probabilisticos se componen de una parte cualitativa,
dada por un grafo que representa la estructura de dependencia entre las varia-
bles del problema, y una parte cuantitativa, que hace referencia a la distribucion
condicionada o conjunta de las variables del mismo. Por tanto, en los mode-
los graficos probabilisticos se atinan conceptos de la Teorfa de Grafos y de la
Teoria de la Probabilidad con la finalidad de modelizar un conjunto de variables
relacionadas entre si.

Para poder describir el modelo, dado por una Red Bayesiana Gaussiana, es
fundamental introducir algunos conceptos y definiciones de la Teoria de Grafos y
de la Teoria de la Probabilidad, en los que se apoya el modelo de estudio. Con
este objetivo, en el Capitulo 1 de esta Memoria, se presentan definiciones funda-
mentales para el desarrollo posterior de las Redes Bayesianas Gaussianas. Dichas
definiciones hacen referencia a estructuras gréaficas de interés, como los grafos no
dirigidos, los grafos dirigidos y los grafos mixtos. También se introducen algunas
manipulaciones sobre el grafo, que mantienen la estructura de dependencia y que
facilitan el tratamiento local de las distribuciones de probabilidad que definen el
problema.

Ligadas a las definiciones de la Teoria de Grafos presentadas, se introducen
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conceptos de separacion grafica, que se reflejan en la distribucién de probabili-
dad mediante relaciones de independencia condicionada entre variables, lo cual
permite la descripciéon probabilistica de la red, a través de una factorizacién de
la distribucién conjunta.

Una vez que se han introducido estos conceptos, béasicos para el desarrollo de
un modelo grafico probabilistico, se definen los tres tipos de modelos graficos
probabilisticos existentes, sobre grafos no dirigidos, grafos dirigidos y grafos mix-
tos. Ademds, se caracterizan las Redes de Markov, las Redes Bayesianas y las
Redes Cadena, como las clases mas destacables dentro de los modelos graficos
probabilisticos introducidos.

En el Capitulo 2 se describen las Redes Bayesianas y sus principales
caracteristicas. Cabe destacar, entre los autores que han estudiado los funda-
mentos y aplicaciones de las Redes Bayesianas, nombres como Dawid (1979),
Pearl (1988), Heckerman (1995), Lauritzen (1996) o Jensen (2001).

Una Red Bayesiana, ademés de describir un problema formado por un con-
junto de variables relacionadas entre si, puede actualizar la informacién que se
tiene acerca de las variables del problema, cuando se conoce el valor que toma
alguna de ellas para casos concretos. Este proceso se denomina actualizacion
de la evidencia y se realiza para conocer y describir las variables de interés del
problema cuando se tiene informacion o evidencia acerca de la ocurrencia de otra
u otras variables del mismo.

Se han desarrollado diversos algoritmos para propagar la evidencia en Redes
Bayesianas. En esta Memoria, se presentan dos algoritmos fundamentales para
Redes Bayesianas Discretas y un algoritmo para Redes Bayesianas Gaussianas,
que se utilizard posteriormente en el desarrollo del andlisis de sensibilidad
propuesto.

Ademads de introducir un algoritmo de propagacién, se profundiza en los
conceptos de las Redes Bayesianas Gaussianas. La caracteristica principal de
este modelo es la de ser una Red Bayesiana en la que todas las variables del
problema tienen distribucién normal. De manera que, se definen las Redes
Bayesianas Gaussianas como aquellas cuya distribucién conjunta es normal mul-
tivariante. A continuacién, se enuncian y estudian propiedades fundamentales de
los pardmetros que caracterizan relaciones de independencia condicionada.

Cuando se modeliza un problema mediante una Red Bayesiana Gaussiana, y
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en general mediante una Red Bayesiana, los expertos en el campo de aplicacion
de la red han de determinar las relaciones de dependencia que existen entre las
variables, para reflejarlas posteriormente en el grafo aciclico dirigido (DAG) que
representa la parte cualitativa de la red. Posteriormente, los expertos han de
asignar valores a los pardmetros de la distribuciéon de probabilidad conjunta o
condicionada que describen la parte cuantitativa de la misma.

En el caso de una Red Bayesiana Gaussiana, se deben determinar por ejem-
plo, los valores de los pardametros que describen la distribucion conjunta normal
multivariante. Esta tarea es compleja, porque a veces se trabaja con informacion
parcial del problema, que puede llevar a detallar la red de forma inexacta. Por
este motivo, surge la necesidad de estudiar la sensibilidad de la Red Bayesiana
Gaussiana que modeliza el problema de interés.

En el Capitulo 3, se desarrollan dos andlisis de sensibilidad para determinar
la respuesta de la red frente a cambios en los pardmetros. Se estudia el problema
tras realizarse la propagacién de la evidencia y se da una medida que permite
cuantificar la sensibilidad de los resultados.

Se han propuesto diversas técnicas para determinar la sensibilidad de las
Redes Bayesianas, la mayoria para Redes Discretas. Asi, autores como Laskey
(1995), Coupé, et al. (2002) o Chan, et al. (2004) describen andlisis de sensibi-
lidad para este tipo de redes. En Redes Bayesianas Gaussianas, cabe destacar
el desarrollo propuesto por Castillo, et al. (2003), que generaliza la idea de
Laskey (1995) estudiando asi, pequenas incertidumbres y pequenas perturba-
ciones alrededor de los parametros propuestos inicialmente al describir el pro-
blema, efectuando por tanto un analisis de sensibilidad local.

Con el andlisis de sensibilidad de una via que se presenta en el Capitulo 3, se
disena un andlisis de sensibilidad global para Redes Bayesianas Gaussianas que
cuantifica el efecto de la incertidumbre acerca de los parametros que describen
la distribucién conjunta de las variables del problema. Posteriormente, se
generalizan los resultados obtenidos y se desarrolla un anélisis de sensibilidad de
n vias para Redes Bayesianas Gaussianas.

Ambos andlisis de sensibilidad consisten en utilizar la divergencia de Kullback-
Leibler después de la propagacién de la evidencia. Otros autores como Chan, et
al. (2004) también apoyan sus analisis de sensibilidad en medidas de discrepancia.

La metodologia seguida en ambos analisis consiste en, modificar los pardametros
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que describen la red, cuantificando la incertidumbre mediante unas perturba-
ciones aditivas, de forma que se llega a un modelo perturbado. Tanto el modelo
original, con los pardmetros inicialmente asignados, como el modelo perturbado,
describen la red inicialmente, es decir, antes de introducir evidencia acerca de
las variables del problema. A continuacién, se introduce la evidencia en la red
y se propaga por la misma, obteniéndose dos salidas de interés, la del modelo
original y la del modelo perturbado. Con la medida de sensibilidad propuesta, se
comparan ambas salidas.

En el analisis de sensibilidad de una via desarrollado, se introduce en cada
paso una Unica perturbacién asociada a un parametro. De esta forma, se obtiene
una medida de sensibilidad para cada tipo de parametro perturbado, adoptando
diferentes expresiones que permiten evaluar la importancia de la perturbacion en
los distintos casos.

En el andlisis de sensibilidad de n vias, se consideran, en cada paso, un con-
junto de pardmetros perturbados, respondiendo a unas caracteristicas concretas.
De nuevo, en funcién del conjunto de pardmetros perturbados, se obtienen
diferentes medidas de sensibilidad que pueden ser comparadas y teniendo en
cuenta sus valores concluirse resultados acerca de la sensibilidad de la red.

En el Capitulo 3, también se propone una aproximacion para estudiar la
robustez de una Red Bayesiana Gaussiana. La idea de la robustez surge de los
resultados asociados al andlisis de sensibilidad para distintas Redes Bayesianas
Gaussianas.

Para obtener un resultado concreto acerca de la robustez de una Red Bayesiana
Gaussiana, se desarrolla un anélisis de robustez siguiendo la propuesta intro-
ducida para los analisis de sensibilidad. De esta forma, se calcula una tunica
medida de robustez, para todas las posibles imprecisiones que se determinan al
asignar los pardametros de la red, y en funcién de su valor se puede concluir que
la Red Bayesiana Gaussiana de estudio, es mas o menos robusta frente a las
perturbaciones propuestas.

Finalmente, quiero agradecer la inestimable ayuda que los profesores Miguel
Angel Gomez Villegas y Paloma Main Yaque me han brindado en todo momento,
sobresaliendo su valia profesional y humana. También quiero darle las gracias a
mi familia y a todos los que con su apoyo, &nimo y comprensién han hecho posible
la realizacion de esta Memoria.



Definiciones Fundamentales

1.1. Introduccion

En este Capitulo se recogen algunas definiciones fundamentales para la
descripcién del modelo de estudio en esta Memoria, las Redes Bayesianas
Gaussianas.

Conceptos asociados a la Teoria de Grafos, a la separacién grafica o a la
independencia condicionada, se introducen como base de los modelos graficos
probabilisticos; modelos que se definen en la tltima Seccién del Capitulo y en los
que se enmarcan las Redes Bayesianas.

1.2. Conceptos de la Teoria de Grafos

Con el fin de profundizar en los modelos graficos probabilisticos, en este
Apartado se introducen definiciones e ideas de la Teoria de Grafos sobre los que
se apoyaran algunos resultados posteriormente introducidos.

En este Apartado, ademds de definir conjuntos y formaciones basicas de un
grafo y de describir algunos tipos de grafos, se presentan las estructuras necesarias
para poder desarrollar resultados computacionales localmente de forma sencilla,
reduciéndose asi la complejidad de los calculos generales.
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1.2.1. Tipos de Grafos

Cuando se representa graficamente una coleccién de objetos V = {V1,...,V,,}
que se relacionan entre si mediante aristas, siendo E;; la arista que une los
elementos V; y V; de V, estamos definiendo implicitamente un grafo, donde
V ={V1,...,V,} son los nodos y E el conjunto de aristas que lo forman.
Definicién 1.1 (Grafo)

Un Grafo se presenta como un par G = (V, E), donde V- = {V1, Vs, ..., V;,} es
el conjunto finito de nodos o vértices y E es el conjunto de aristas, es decir, el
conjunto de pares ordenados de los distintos elementos de V que se relacionan.

En la Figura 1.1 se muestra un grafo con dos tipos de aristas.

©) O‘G

Figura 1.1. Grafo

Dependiendo de la relacién y el orden que existe entre los nodos del grafo,
se puede hablar de dos tipos de aristas: aristas dirigidas y aristas no dirigidas.
De esta manera, se utilizan aristas dirigidas cuando E;; € E pero Ej; ¢ E, y se
denota como V; — Vj, de forma que V; se conecta con V; y no viceversa. Por el
contrario, las aristas no dirigidas, cuya notacién sera V;—V/, se presentan cuando
E;; € E'y Ej; € F, quedando ambos nodos V; y V; conectados.

El tipo de arista puede determinar el grafo, asi si un grafo tiene todas sus
aristas dirigidas, se define el grafo como grafo dirigido; si todas las aristas del
mismo son no dirigidas, el grafo se denomina grafo no dirigido y cuando el grafo
tiene aristas dirigidas y no dirigidas, el grafo se dice grafo mizto.
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Figura 1.2. Grafo dirigido (1), grafo no dirigido (2) y grafo mixto (3)

En la Figura 1.2 aparece un grafo dirigido (1), un grafo no dirigido (2) y un
grafo mixto (3).

Como se puede ver, en el grafo dirigido se observa un orden entre los distintos
nodos mientras que no existe orden aparente entre los nodos del grafo no dirigido.

Se define un camino entre nodos como una sucesién de nodos conectados por
una arista, de este modo si se busca un camino entre los nodos V; y V; se tendra
la sucesién de nodos (Vj,, ..., Vi, ) donde V; = Vi, v V; =V}, , de forma que existe
una arista entre los nodos Vi, y Vi, ., VI = 1,...,7. Se dice que el camino es
cerrado cuando el nodo inicial del camino coincide con el nodo final del mismo,
es decir, si Vi, =V

e

1.2.2. Conceptos basicos de Grafos no dirigidos

En este Apartado se introducen definiciones y caracteristicas particulares de
los grafos no dirigidos G = (V,E), que van a ser utilizadas para reducir la
estructura grafica y solucionar aspectos computacionales.

Algunas definiciones surgen de las relaciones entre nodos y como se agrupan,
de esta manera, se utiliza el concepto de vecino de un nodo V; como el conjunto
de nodos directamente alcanzables desde V;, y se denota como vec(V;); y se define
la frontera de un conjunto de nodos C como la unién de los conjuntos de vecinos
de los nodos que hay en C, excluyendo los propios elementos de C, es decir,

la frontera denotada como frn(C), es tal que frn(C) = (Vucvec(Vi)> \ C.
i€
En la Figura 1.2 (2), los vecinos del nodo G son los nodos D y F, tal que
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vec(G) = {D, F}, y si se busca la frontera del conjunto S = {D, G} se tiene que
frn(S) ={A,B,C, F}.

Cuando el grafo de estudio es un grafo no dirigido se define un bucle como
un camino cerrado, esto es, como una sucesién de nodos conectados tales que el
nodo inicial coincide con el nodo final, por tanto, en la Figura 1.2 (2) sélo existe
un bucle que viene dado por los nodos {D, F, G}.

A continuacién, se presentan algunos tipos de grafos no dirigidos.

Definicién 1.2 (Subgrafo asociado a un conjunto C')

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido, y C un conjunto de nodos del mismo.
Se define el subgrafo C asociado al conjunto C' como el grafo no dirigido formado
por los nodos de C' y las aristas de E que unen a elementos de C.

Las definiciones que se muestran en este Apartado, son fundamentales para
tratar el grafo localmente en funcién de los conjuntos que presentan las carac-
teristicas que se muestran a continuacion.

Definicién 1.3 (Grafo completo)
Un grafo no dirigido G = (V, E) es un grafo completo cuando existe una arista
entre cada par de nodos.

=4

Figura 1.3. Grafo completo

Cuando un grafo no dirigido tampoco es completo, se podré estudiar si existe
algiin conjunto completo dentro del propio grafo, a continuacién se define dicho
concepto.

Definicién 1.4 (Conjunto completo)
Sea C un subgrafo asociado a un subconjunto C de un grafo no dirigido, se

dice que C' es un subconjunto completo cuando existe una arista entre cada par
de nodos de C.

Por tanto, cada par de nodos unidos por una arista en un grafo no dirigido
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formara un conjunto completo.

Una estructura béasica en los modelos gréficos probabilisticos que se estudiaran
en posteriores capitulos, es el ciclado que se obtiene cuando un subconjunto com-
pleto del grafo es maximal. Formalmente

Definicién 1.5 (Ciclado)
Sea C' un subconjunto completo de un grafo. Se dice que C es un ciclado
cuando ademds C no es subconjunto propio de otro subconjunto completo, es

decir, cuando C' es maximal.

Figura 1.4. Ciclado C = {A, B, D, E'} asociado a un grafo no dirigido

Teniendo en cuenta los caminos que aparecen en un grafo, se enuncian dos
tipos de grafos: los grafos conexos no dirigidos que son aquellos en los que existe
al menos un camino entre cada par de nodos, véase la Figura 1.4 como ejemplo
también de grafo conexo no dirigido, y los drboles que son grafos conexos no
dirigidos en los que existe un tinico camino entre cada par de nodos. El grafo de
la Figura 1.5 muestra un arbol obtenido a partir de la Figura 1.4 tras eliminar
las aristas EAE, EBD, EDE-

Figura 1.5. Arbol
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1.2.3. Conceptos basicos de Grafos dirigidos

Al igual que en los grafos no dirigidos, las relaciones y agrupaciones entre los
nodos definen conjuntos de nodos especificos. En los grafos dirigidos las relaciones
familiares marcan algunas definiciones de igual cardcter, asi, si V; — V; se dice
que V; es padre de Vj, y se denota como pa(Vj), y que Vj es hijo de V;.

Al conjunto formado por un nodo V; y sus padres pa(V;) se le llama familia
del nodo V;, de forma que fa(V;) =V; Upa(V;).

En el grafo dirigido (1) de la Figura 1.2 se tiene que pa(G) = {C, D} y los
hijos de C son los nodos {F, G}, ademés fa(G) = {G,C, D}.

Dependiendo del niimero de padres de un nodo se presentan distintos tipos de
grafos dirigidos, asi, si cada nodo tiene como maximo un padre, el grafo dirigido
se denomina grafo o drbol simple y en caso contrario polidrbol.

O, W ®
® © © ©
® ® ® ® ©

®  © ORNO

(1) )
Figura 1.6. Arbol simple (1) y polidrbol (2)

Continuando con las relaciones entre nodos, se definen los ascendientes de un
nodo V;, y se denota por as(V;), al conjunto de nodos que tienen un camino hasta
Vi v se denominan descendientes del nodo V;, de(V;), al conjunto de nodos a los
que se puede ir desde V;, asi, en el polidrbol (2) de la Figura 1.6, el nodo D tiene
de ascendientes a los nodos {A, B} y de descendientes a {F, H,I}. Igualmente,
se define el conjunto de no ascendientes de un nodo V;, na(V;), como el conjunto
de nodos V' menos los ascendientes de V; y el propio V;, de forma que na(V;) =
V\ (as(V;) UV;) y el conjunto de no descendientes de un nodo Vi, nd(V;), como
el conjunto de nodos dado por V' \ (de(V;) UV;).

Ademas, se dice que un conjunto C' es un conjunto ancestral, y se denota como
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an(C), cuando C contiene todos los ascendientes de los nodos que conforman
dicho conjunto. En la Figura 1.6 (2) el conjunto C' = {4, B, C, D} es un conjunto
ancestral.

Como se ha comentado anteriormente, un grafo dirigido, cuya notacién vendra
dada por D = (V, E), refleja una ordenacién entre sus nodos. Si se le asigna un
numero a cada uno de los nodos, se dice que se tiene una numeracion ancestral
cuando el nimero de cada nodo es menor que el correspondiente a sus hijos. En
la Figura 1.7 se presenta un numeracién ancestral de un grafo dirigido.

Figura 1.7. Numeracién ancestral de un grafo dirigido

El camino cerrado en un grafo dirigido D se llama ciclo (recuérdese que bucle
es cuando el camino cerrado se encuentra en un grafo no dirigido). En funcién
de la existencia o no de ciclos en el grafo se tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.6 (Grafo aciclico y ciclico)
Un grafo dirigido D = (V, E) es aciclico (DAG) cuando no contiene ningin
ciclo; en caso de contener al menos un ciclo el grafo es un grafo ciclico.

En la Figura 1.7 se muestra un grafo aciclico dirigido (DAG). Esta estructura
grafica es basica para, posteriormente, poder especificar mediante un grafo un
problema con incertidumbre en el que se relacionan un conjunto de variables.

Para finalizar se tiene, que asociado a un grafo dirigido siempre existe un grafo
no dirigido que se obtiene cambiando las aristas dirigidas del grafo por aristas no
dirigidas, siendo el nuevo grafo el grafo no dirigido asociado.
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(1) )

Figura 1.8. DAG (1) y su grafo no dirigido asociado (2)

1.2.4. Conceptos basicos de grafos mixtos

Como se ha visto anteriormente, los grafos mixtos tienen una parte de grafo
dirigido y otra de grafo no dirigido. Asi, algunas de las definiciones introducidas
en los apartados anteriores se ven ahora ampliadas debido al caracter del grafo
mixto.

De esta forma, las definiciones de padre e hijo de un nodo presentadas para
grafos dirigidos, se pueden aplicar a grafos mixtos. Ademas, se pueden definir
tanto para grafos dirigidos como para grafos mixtos los padres de un conjunto de

nodos C que viene dado por pa(C) = (Vucpa(‘/;)> \ C, y a su vez, los hijos de
i€
un congunto de nodos C' dados por hi(C) = (VLéohz(V,)) \ C.

En grafos mixtos también se utilizan conceptos asociados a los grafos no
dirigidos, asi, la definicién de vecino de un nodo es valida tanto para grafos
no dirigidos como para grafos mixtos. También, en ambos tipos de grafos, se
presenta la definicién de wvecinos de un conjunto de nodos C, que viene dada por

vee(C) = <V_Lécvec(Vi)> \ C.

7

En los grafos mixtos se amplia la definiciéon de frontera de un conjunto de
nodos C, que viene dada por el conjunto de padres y vecinos de C, es decir

fra(C) = <<VL€J Cpa(%)) U <ViL€JCUe’C(V¢)>> \ C' = pa(C) Uvec(C).

Una nueva definicién que aparece en los grafos mixtos es la de cierre de un
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conjunto de nodos C que se obtiene uniendo a la frontera del conjunto, el propio
conjunto C, es decir ¢i(C) = C'U frn(C). Tanto el concepto de frontera como el
de cierre de un conjunto de nodos C, se aplica también en grafos dirigidos y en
grafos no dirigidos.

Un conjunto ancestral en grafos dirigidos es el conjunto que contiene a todos
los ascendientes de los nodos que conforman dicho conjunto, ahora, en los grafos
mixtos hay conexiones dirigidas y no dirigidas, por tanto, el conjunto ancestral
cambia y pasa a definirse como el conjunto més pequeno que contiene a la frontera
de todos los elementos que conforman dicho conjunto, es decir, el conjunto C' tal
que VV; € C, frn(V;) C C.

En un grafo mixto se entiende por ciclo dirigido al camino cerrado formado
por aristas dirigidas.

Fl grafo mixto que se utiliza para representar un problema con incertidumbre,
ha de cumplir que no tenga ciclos dirigidos y se define como

Definicién 1.7 (Grafo cadena)
Un grafo mizto K = (V,E) es un grafo cadena cuando no contiene ningin
ciclo dirigido.

Figura 1.9. Grafo cadena

Esta estructura es béasica para el desarrollo posterior de modelos gréficos
probabilisticos con relaciones mixtas. Véase la Figura 1.9.

Al igual que sucede en los grafos dirigidos, es posible obtener el grafo no
dirigido asociado a un grafo mixto. El grafo no dirigido asociado existe siempre
y se obtiene tras cambiar las aristas dirigidas del grafo mixto por aristas no
dirigidas.
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@

@

Figura 1.10. Grafo cadena (1) y su grafo no dirigido asociado (2)

1.2.5. Estructuras graficas de interés

En este Apartado se presentan algunas estructuras graficas que se obtienen
tras manipular un grafo, para facilitar el tratamiento del mismo. De esta manera,
tras modificar el grafo se obtiene finalmente una estructura simple que mantiene
algunas propiedades del grafo original. Las aplicaciones de estos nuevos grafos
son diversas y su conocimiento es fundamental para poder tratar los elementos
del grafo localmente, sin dificultades computacionales, en procesos que se veran
mas adelante.

Grafo moral

Definicién 1.8 (Grafo moral)

Sea un grafo no dirigido G = (V, E), que puede venir asociado a un grafo
dirigido o un grafo mizto. Se define el grafo moral asociado a G, y se denota con
g™, como aquel que se obtiene tras anadir una arista entre cada par de nodos
con algun hijo comin.

La estructura que aqui se presenta se puede obtener igualmente a partir de un
grafo dirigido como de un grafo mixto, ya que asociado a ambos tipos de grafos
aparece un grafo no dirigido y partiendo de ese nuevo grafo G se obtiene el grafo
moral asociado G™.
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En la Figura 1.11 se presenta el grafo moral asociado al grafo no dirigido (2)
de la Figura 1.8.

Figura 1.11. Grafo moral G™ del grafo no dirigido (2) de la Figura 1.8

Grafo triangulado y grafo descomponible

A continuacién, se introducen los conceptos de grafo triangulado y grafo descom-
ponible que definen estructuras gréaficas obtenidas tras modificar un grafo no
dirigido, aunque primero se han de introducir nuevos conceptos.

Si en un grafo no dirigido hay un bucle, a la arista que une dos nodos del
bucle que no pertenece al bucle, se le denomina cuerda del bucle.

En la definicién que se presenta a continuacién es fundamental este concepto
va que se obtiene un grafo triangulado cuando a cada bucle de longitud mayor o
igual que 4 se le anade al menos una cuerda.

Definicién 1.9 (Grafo triangulado)

Un grafo no dirigido G = (V, E) se define como grafo triangulado, cuando
todos los bucles de longitud mayor o igual que cuatro contienen al menos una
cuerda.
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()] @

Figura 1.12. Dos grafos triangulados asociados al grafo moral de la Figura 1.11

En la Figura 1.12 se muestran dos grafos triangulados obtenidos a partir del
grafo no dirigido (2) de la Figuras 1.8. Como se puede observar en el ejemplo,
es posible convertir un grafo en triangulado anadiendo cuerdas que dividan los
bucles, aunque este proceso no es trivial ya que se ha de mantener en lo posi-
ble la estructura original del grafo, buscando que la triangulacién contenga el
nimero minimo de cuerdas, siendo asi una triangulacién minimal. Pese a que
el problema de obtener la triangulacién minimal de un grafo es NP-completo
(Yannakakis, 1981), se han desarrollado varios algoritmos para triangular el grafo
en tiempo lineal, aunque ninguno de ellos garantiza que la triangulacion obtenida
sea minimall.

Lauritzen (1996) demuestra un resultado en el que se asocia la obtencién de
un grafo triangulado con la numeracion perfecta de los nodos. Antes de ver este
resultado se ha de introducir la definicién de numeracién perfecta.

Definicién 1.10 (Numeracion perfecta)

Se dice que una numeracion de los nodos de un grafo, «, es perfecta, si el
subcongunto de nodos Frn(a(i))N(a(1),...,a(i — 1)) es completo parai =2,...,n,
es decir, cuando para cualquier vértice sus vecinos con menor numeracion forman
un subgrafo completo.

En la Figura 1.13 se observa una numeracién perfecta para el grafo triangulado
(1) de la Figura 1.12. Aplicando la definicién anterior se tiene que Frn(a(2)) =
Frn(B) = {A,D,E} y Frn(a(2)) Na(l) es {4,D,E} N {A} = {A} que es
un conjunto completo trivial. Para Frn(a(3)) = Frn(D) = {A,B,C,F,G} se
tiene que Frn(a(3))N(a(l),a(2)) es {4, B,C, F,G} N{A, B} = {4, B} conjunto

! Algunos de estos algoritmos se pueden ver en Rose, et al. (1976) o Tarjan, et al. (1984)
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completo, y asi para i =4,...,9.

Figura 1.13. Numeracién perfecta del grafo triangulado (1) de la Figura 1.12

Notese que la numeracion perfecta de un grafo no tiene por que ser unica.

Teorema 1.1
Un grafo no dirigido G = (V, E) es triangulado si y solo si admite una nu-
meracion perfecta.

Demostraciéon 1.1
La demostracion puede verse en Lauritzen (1996). i

Una caracteristica importante de los grafos triangulados, es la propiedad de
interseccion dindmica, que se define a continuacion y que favorece la ordenacion
de ciclados, de forma que los nodos comunes a un ciclado especifico y a todos los
anteriores estén contenidos en algunos de los ciclados previos, es decir

Definicién 1.11 (Propiedad de interseccion dindmina)

Una numeracion de los ciclados de un grafo no dirigido {C1, ..,Cy} satisface
la propiedad de interseccion dindmica cuando C; N (C1U...UC;_1) estd contenido
en, al menos, uno de los ciclados {C1,...,Ci_1} para todo i =1, ..., k.

Esta propiedad es fundamental en el desarrollo de algunos modelos graficos
probabilisticos que se detallaran en secciones posteriores.

Continuando con la propiedad presentada y teniendo en cuenta que, en al-
gunos casos, se pueden ordenar los ciclados, podra aparecer una cadena de cicla-
dos asociada a un grafo no dirigido. Esto sélo se da cuando el grafo es triangulado.
En el grafo triangulado de la Figura 1.13 una cadena de ciclados puede venir dada
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por los siguientes ciclados C; = {A, B, D}, Cy = {A,C,D}, Cs = {C,D, F},
04:{D7F7G}7 C’5 = {F7G7I}7 Oﬁ :{BaE} y 07: {EaH}

Cuando el grafo con el que se trabaja es no dirigido, aparecen una serie de
resultados enunciados por Berge (1973) y Golumbic (1980), que se muestran en el
Teorema 1.2. Estos resultados relacionan el grafo triangularizado con un nuevo
tipo de grafo denominado grafo descomponible, aunque antes de presentar su
definicion formal se ha de introducir el concepto de descomposicion de un grafo.

Definicién 1.12 (Descomposicion de un grafo)

Sea un grafo no dirigido G = (V, E), se dice que los subconjuntos disjuntos de
nodos de V' no vacios (A, B,C) forman una descomposicion de G o descomponen
G siV=AUBUC tal que C es un subconjunto completo de V tal que cualquier
camino de A a B, pasa por C.

La idea introducida al exigir que cualquier camino entre A y B pase por C,
es un nuevo concepto que se definird en posteriores secciones y hace referencia a
que C separa A de B.

La definicién de grafo descomponible viene dada de forma recursiva y presenta
un tipo de grafo bésico para posteriores analisis.

Definicién 1.13 (Grafo descomponible)
Dado un grafo no dirigido G = (V, E), se dice que G es un grafo descomponible
Si:

(1) o es completo

(ii) o se obtiene una descomposicion apropiada (A, B, C) del grafo, de forma que
los subgrafos Gauc y Guc son grafos descomponibles.

Teorema 1.2
Sea un grafo no dirigido G = (V, E). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) G es un grafo descomponible
(i) G es un grafo triangulado

(iii) Cualquier separador minimo existente entre dos vértices es completo.
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Demostracion 1.2
Véase Lauritzen (1996). 1

Arbol de union

Para finalizar con las estructuras graficas de interés, se presenta el arbol de unién
que agrupa en cada nodo un conjunto de nodos que forman conjuntos comple-
tos maximales, reduciéndose asi la estructura inicial del grafo y facilitando la
realizacion de calculos locales que se presentaran en posteriores capitulos.

El arbol de unién que se recoge en este Punto, es el paso final en la transfor-
macién de un grafo dirigido o no dirigido en una nueva estructura que relaciona
ciclados y simplifica la estructura topoldgica, manteniendo ciertas propiedades
del grafo original. Para introducir este concepto, se necesita antes la definicion
siguiente.

Definicién 1.14 (Grafo de ciclados)

Sea G = (V, E) un grafo no dirigido y sea C = {Ch,...,Ci} un conjunto de
ciclados tal que V = C1U...UCY. Se dice que el grafo G = (C, E’") es un grafo de
ciclados de G si las aristas contenidas en E' solo unen ciclados con algin nodo
comin, es decir, si (C;,C;) € ' = C;NCj # @.

Definicién 1.15 (Arbol de unidn)

Un grafo de ciclados se dice que es drbol de union de ciclados si es un drbol
y todo nodo que pertenece a dos ciclados también pertenece a todos los ciclados
contenidos en el camino que los une.

A,B,D

AN
S

Figura 1.14. Arbol de unién del grafo moral de la Figura 1.11
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En la Figura 1.14 se incluye el arbol de unién de ciclados obtenido a partir
de la cadena de ciclados del grafo triangulado de la Figura 1.13.

Jensen (1988) presenta el resultado que se muestra en el siguiente teorema,
asociado a la obtencién de un arbol de unién a partir de un grafo no dirigido.

Teorema 1.3
Un grafo no dirigido G = (V, E) tiene un drbol de union si y solo si es trian-
gulado.

Demostracién 1.3
La demostracion puede verse en Jensen (1988). 1

Existen algunos métodos fundamentales para actualizar la informacién que
se tiene acerca de una red basados en el uso el arbol de unién de ciclados para
simplificar los célculos, tratando localmente la informacién entre grupos de va-
riables. Por tanto, dada la importancia de la obtencién del drbol de unién, se
han desarrollado diversos algoritmos para obtener un érbol de unién de ciclados,
o varios, partiendo de distintas estructuras asociadas al grafo inicial?.

En este Apartado se ha visto, cémo, a partir de un grafo no dirigido, de un
grafo dirigido o de un grafo mixto se pueden obtener diversos grafos mas simples
en los que se agrupan nodos que conforman un mismo ciclado, pero con una
estructura que mantiene parte de la topologia inicial del grafo; asi, se obtiene
el grafo no dirigido asociado, para los grafos dirigidos (Figura 1.8) y los grafos
mixtos y se determina el grafo moral G" (Figura 1.11) del mismo y de ahi el
grafo triangulado (Figuras 1.12). Con los ciclados que se muestran en el grafo
triangulado se obtiene una cadena de ciclados y posteriormente el drbol de unién
de ciclados, como se presenta en la Figura 1.14.

De esta manera, se observa como se puede modificar la estructura de un grafo
original para obtener un grafo en el que se agrupan los nodos, formandose asi
estructuras locales sobre las que se trabajard posteriormente. En el Capitulo
2 se definen de forma extensa los conceptos relativos a la actualizacién de la
informacién en una red, que parte de un grafo modificado y simplifica los célculos
que se han de realizar, a cdlculos sobre las estructuras locales.

2Se pueden encontrar algoritmos para la obtencién del rbol de unién en Cowell, et al. (1999)
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1.3. Grafos y distribuciones de probabilidad

Hasta aqui, se han introducido definiciones bésicas asociadas a la Teoria de
Grafos. En esta Seccién se busca relacionar un grafo, con sus nodos y aristas, con
un conjunto de variables aleatorias y su estructura de dependencia. Para ello, los
nodos representan a las distintas variables y, debido a la potencia de los grafos,
las aristas representan las relaciones de dependencia e independencia que se dan
entre el conjunto de variables del problema.

Asi, al trabajar con un grafo que representa el problema en estudio, se in-
troducen de forma implicita determinadas propiedades. Lo que se busca en esta
Seccidén es conocer el comportamiento de la distribucion de probabilidad conjunta,
a partir de dichas propiedades del grafo; con esta finalidad se analiza la posi-
bilidad de factorizar una distribucién de probabilidad, de manera que se obtenga
mediante el producto de otras funciones mas sencillas definidas para subconjuntos
de variables. La posibilidad de factorizar la distribucién de probabilidad permite
simplificar los cédlculos en posteriores desarrollos, asi como, analizar los efectos
de las interdependencias de las variables.

Estas propiedades del grafo se denominan propiedades de Markov sobre grafos
y se enuncian teniendo en cuenta el tipo de grafo en estudio.

Conceptos como el de independencia condicionada o la factorizacién de una
distribucion y propiedades de los grafos ligadas a las relaciones de dependencia
entre las variables del problema, como las propiedades de Markov fundamentales
para obtener criterios de separaciéon gréfica, son introducidos en esta Seccién
con el objetivo de describir mediante un grafo un conjunto de variables y sus
dependencias. Ademas, las propiedades presentadas van a servir para justificar
calculos locales que se desarrollaran en el Capitulo 2.

1.3.1. Independencia condicionada

Esta definicién bésica dentro de la Teoria de la Probabilidad, muestra la no
relacién entre dos conjuntos de variables dado un tercero.

Definicién 1.16 (Independencia condicionada)
Sean X, Y y Z tres conjuntos disjuntos de variables aleatorias. Se dice que X
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e Y son independientes condicionalmente dado Z, y se denota como XJJ_Y|Z,
sty solo st

p(zly, 2) = p(z[2).

De forma equivalente se puede definir la independencia condicionada entre X
e Y dado Z si y solo si se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

(1) p(z,ylz) = p(x|2)p(y|z) con p(z) > 0.
(ii) p(z,y,2) = p(z|2)p(yl2)p(2) con p(z) > 0.

(iii) p(z,y,2) = % con p(z) > 0.

Como caso particular se puede enunciar la independencia entre dos conjuntos
disjuntos de variables, de forma que dos conjuntos disjuntos de variables X e Y
son independientes, y se denota como X || Y|&, donde & es el conjunto vacio,
cuando p(z|y) = p(x).

Cabe resaltar el resultado que muestra que dos conjuntos disjuntos de varia-
bles pueden ser independientes y dejar de serlo cuando se condiciona la ocurrencia
a otro conjunto de variables, de forma que puede darse el caso de X || V|9 y
ser condicionalmente dependientes dado Z. A su vez, dos conjuntos de variables
X e Y pueden ser condicionalmente independientes dado Z, tal que X || Y|Z y
cuando no se condiciona a la ocurrencia de Z, ser variables dependientes, dando
lugar a ciertas paradojas muy conocidas.

Propiedades de la Independencia condicionada

Las propiedades que se muestran en este Punto facilitan la obtencién de nuevas
relaciones de independencia entre conjuntos de variables, de forma que se pueda
tratar localmente la informacion entre subconjuntos de variables.

(i) Conmutativa: X | Y|Z <Y | X|Z
(ii) Descomposicion: X | YUW)|Z =X | Y|Zy X | W|Z

(iii) Union Débil: X || (YUW)|Z= X | Y[(ZUW)y X | W|(ZUY)
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(iv) Contraccion: X | W[(ZUY)y X | Y|Z=X | YUW)I|Z
(v) Interseccion: X | W[(ZUY)y X | Y[(ZUW)= X | YUW)|Z

(vi) Union fuerte: X || Y|Z = X || Y[(ZUW)

1.3.2. Factorizacion de una funcién

La posibilidad de factorizar la distribucion de probabilidad asociada al con-
junto de variables X = { X1, ..., X, }, permite trabajar con subconjuntos de varia-
bles y con funciones que sélo dependen de dichos subconjuntos, lo que simplificara
posteriores cédlculos.

A continuacion, se introduce el concepto de distribucion jerdrquica que mues-
tra como una distribucién de probabilidad puede venir dada mediante la
factorizacién de un conjunto de funciones, siendo estas funciones los factores po-
tenciales.

Definicién 1.17 (Distribucion jerdrquica)

Sean C1,...,Cy, una coleccion de subconjuntos de X = {Xi,...,Xn} y sea
P1(c1)y ..y Up(ck) una coleccion de funciones no negativas tales que ;(c;) solo
depende de ¢;, donde ¢; es una realizacion de Cj.

Se dice que una distribucion de probabilidad conjunta es una distribucion
jerdrquica si su distribucion conjunta se puede obtener mediante el producto de
las funciones ¥;(c;) de forma que la distribucion se factoriza tal que

k

p(x1, ey ) = HI/JZ(CZ)

i=1
A las funciones 1¥;(c¢;) se las denomina factores potenciales de la distribucion de

probabilidad.

En consecuencia, se dice que una distribucion de probabilidad conjunta
factoriza si y solo si dicha distribucién es jerdarquica.

Ademids, al trabajar conjuntamente con el grafo y con una distribucién
jerarquica asociada al conjunto de variables del problema, se pueden conocer las
propiedades de independencia condicionada que se presentan asociadas a dicha
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distribucion jerarquica. Para ello, se ha de tratar el grafo como un grafo no di-
rigido y a la coleccién de subconjuntos Ci, ..., C de X = {X3,..., X;;} como los
ciclados que se presentan en el grafo. Esto permite trabajar y realizar calculos
localmente con las variables que conforman cada uno de los ciclados, para pos-
teriormente obtener la distribucién conjunta jerarquica de las variables del grafo
como el producto de los factores potenciales definidos para cada uno de los cicla-
dos.

®
P

@ @)

Figura 1.15. Grafos en los que a partir de la factorizacion de la densidad
conjunta se obtienen relaciones de independencia condicionada. En (1)

X1J—X3|X2 mientras que en (2) no se muestra ninguna relacién de

independencia condicionada

Por ejemplo, si se considera el grafo presentado en la Figura 1.15 (1) los cicla-
dos del grafo son C1 = {X1, Xo} y Co = { X2, X3} de forma que la distribucién
conjunta factoriza tal que p(z1,x2, x3) = ¥1(x1, x2)Y2(x2, x3) , donde ¥ (z1, z2)
y ¥a(z2,x3) son los factores potenciales asociados a la distribucién jerdrquica.
En este caso, la factorizacién que se muestra para la distribucién conjunta es
equivalente a tener X1 || X3[Xo.

Si ahora se considera el grafo de la Figura 1.15 (2) con el mismo conjunto de
nodos pero con los ciclados Cy = { X1, Xo}, Cy = { X2, X3} y O3 = {X1, X3}, la
distribucién conjunta factoriza como p(z1, 2, x3) = 1 (21, v2)e(x2, x3)13(21, T3),
pero en este caso, la factorizacién presentada no muestra ninguna relaciéon de in-
dependencia condicionada.
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1.3.3. Propiedades de Markov sobre Grafos

En este Apartado se tratan las propiedades de Markov que se definen sobre
los distintos grafos con los que se puede trabajar. A partir de estas propiedades,
aparecen implicaciones sobre la factorizacién de la distribucién conjunta, de forma
que como se ha visto, a través de la factorizacién, se obtienen diversas relaciones
de independencia condicionada que aparecen entre las variables de estudio.

Para ampliar la informacién acerca de las Propiedades de Markov que aqui se
presenta, puede verse Cowell, et al. (1999).

Propiedades de Markov sobre grafos no dirigidos

La primera propiedad que se presenta sélo hace referencia a la factorizacion de
la distribucién conjunta y viene dada por

(F) Propiedad de Markov de la factorizacion: La distribucién conjunta factoriza
y por tanto la distribucién de probabilidad conjunta es una distribucién
jerarquica.

Considerdandose ahora un grafo no dirigido G = (V, F'), asociadas a G se tienen
las siguientes propiedades:

(P) Propiedad de Markov por pares: Para cualquier par de vértices no adyacentes
Vi y Vj, se tiene que Vi_|| Vi (V\ {Vi, Vj}).

(L) Propiedad local de Markov: Para cualquier vértice V; € V se tiene que

Vil g (V\ ci(Va)) [frn (V).

(G) Propiedad global de Markov: Para cualquier terna de conjuntos disjuntos de
V dada por (4, B, S), donde S separa A de B en G, se tiene que AJLgB|S.

En general se tiene la siguiente implicacién entre las propiedades presentadas:
(F) = (G) = (L) = (P)
En los dos teoremas que se muestran a continuacién, aparecen nuevas im-

plicaciones entre las propiedades de Markov en la distribucién de probabilidad
conjunta y su funcién de densidad o de masa asociada.
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Teorema 1.4

Si una distribucion de probabilidad de X cumple la propiedad (v) de la inde-
pendencia condicionada, denominada propiedad de la interseccion, para todo par
de subconjuntos disjuntos

(G) & (L) & (P)

Demostracién 1.4
Puede verse en Pearl, et al. (1987). I

Teorema 1.5

Una distribucion de probabilidad definida sobre un espacio muestral discreto,
con funcion de densidad o de masa conjunta estrictamente positiva, satisface la
propiedad (P) si y solo si la distribucion es jerdrquica, es decir

(P) & (F)

Demostracién 1.5
Véase Lauritzen (1996). 1

En general, sin la suposicién de trabajar con una funcién de densidad o de
masa conjunta positiva, (G) % (F).

A continuacién, se enuncian dos proposiciones que muestran las distintas
propiedades que cumple la distribucién de probabilidad conjunta para cualquier
terna de conjuntos disjuntos (4, B, S) de V, que formen una descomposicién del
grafo G = (V| E).

Proposiciéon 1.1

Sea (A, B, S) una descomposicion de G. La distribucion de probabilidad fac-
toriza con respecto a G, si y solo si, las distribuciones de probabilidad de AU S y
de BUS factorizan con respecto a Gaus y Gpus respectivamente y la distribucion
conjunta satisface

_ paus(@aus)pBus(TBUS)
ple) = ps(zs)

Demostracién 1.1
Puede verse en Cowell, et al. (1999).

Proposiciéon 1.2
Sea (A, B, S) una descomposicion de G y sea un espacio muestral discreto.
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La distribucion de probabilidad cumple la propiedad global de Markov con respecto
a G si y solo si las distribuciones de probabilidad de AU S y de BUS cumplen
dicha propiedad con respecto a Gaus y Gpus respectivamente, y

(z) = p(zaus)p(TBUS)
p(zs)

Demostracion 1.2
Véase Lauritzen (1996).

Tras éstos resultados, se obtiene una nueva factorizacion de la distribucién
de probabilidad conjunta, a través de los ciclados del grafo, ya que si G se puede
descomponer, la aplicacion recursiva presentada en la Proposicién 1.1, muestra

CHCP(SCC)
p(z) = cet

[] p(zs)

Ses

que

siendo C el conjunto de ciclados del grafo G, y S el conjunto separadores, es
decir, el conjunto de elementos que pertenecen a la interseccion de dos ciclados
consecutivos, tal que S; = C; N C;_1.

Propiedades de Markov sobre grafos aciclicos dirigidos

Para introducir la propiedad de Markov de la factorizacion se ha de presentar
la definicién de factorizacién recursiva de un DAG. Ademads, se ha de obtener el
grafo moral del grafo no dirigido asociado al grafo aciclico dirigido D = (V, E).
Por tanto, un paso inicial basico serd obtener un grafo moral no dirigido, D™,
asociado a la estructura original del DAG.

A continuacién, se presenta la definicién de factorizacién recursiva de un
DAG, ya que al trabajar con DAGs es posible obtener, de forma recursiva, una
distribucion de probabilidad conjunta asociada a las variables del problema,
descomponiendo dicha probabilidad conjunta en el producto de las distribuciones
de probabilidad condicionadas de cada una de las variables dada la ocurrencia de
sus padres en el DAG.

Definicién 1.18 (Factorizacion recursiva segun un DAG)
Se dice que una distribucion de probabilidad conjunta admite una factorizacion
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recursiva segun un DAG D, si la distribucion de probabilidad se puede expresar
como

p(x) = Hp(xilpa(Xi))

siendo p(x;|pa(X;)) la distribucidn de probabilidad condicionada de X; dados sus
padres en D, pa(X;).

Recuérdese que los padres de un nodo X; en D son los nodos que envian
aristas a dicho nodo Xj, y su notacién viene dada por pa(X;).

La definicién recogida es fundamental para introducir los resultados que se
muestran a continuacién, dados por las propiedades de Markov sobre DAGs.
Dichas propiedades pueden ser ampliadas en Cowell, et al. (1999).

Lema 1.1

Cuando la distribucion de probabilidad de un conjunto de variables represen-
tadas mediante un DAG, D, admite una factorizacion recursiva segin D, entonces
dicha distribucion de probabilidad se factoriza tomando el grafo moral D™, aso-
ciado a D, y ademds cumple la propiedad global de Markov relativa a dicho grafo
moral.

Demostracion 1.1

La factorizacion viene dada por la construccion del grafo moral D™ asociado
al DAG, D, ya que los conjuntos V; U pa(V;) son conjuntos completos en D™,
entonces se tiene una funcion Py, pq(v;) definida para dicho conjunto. Por tanto,
se cumple la propiedad global de Markov por la relacion (F) = (G) = (L) =
(P). u

Teniendo en cuenta las implicaciones entre las propiedades de Markov, la
propiedad local de Markov sobre el grafo moral D™, muestra que

Vi L p (V'\ Vi) [man(V;)

siendo man(V;) el manto de Markov sobre el grafo moral de D, esto es, el conjunto
de vecinos de Vj; en el grafo moral asociado a D. Si en lugar de considerar el grafo
moral D™, se trabaja directamente con el DAG D, el manto de Markov sobre D
vendra dada como man(V;) = pa(V;) U hi(V;) Ues(V;), donde es(V;) representa a
los esposos de V;, dados por aquellos nodos Vj tales que hi(V;) N hi(V;) # @.
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Se tiene, por tanto,

Proposicién 1.3

Cuando la distribucion de probabilidad de un conjunto de wvariables repre-
sentadas mediante un DAG, D, admite una factorizacion recursiva segun D, y
C es un conjunto ancestral, de forma que C contiene todos los ascendientes de
los nodos que conforman dicho conjunto, entonces la distribucion de probabilidad

marginal de C admite una factorizacion recursiva de acuerdo al subgrafo asociado
a C, dado por el DAG D¢.

Como resultado de la proposicién, se tiene el siguiente corolario, que introduce
la propiedad global de Markov en DAGS.

Corolario 1.1
Sea una distribucion de probabilidad que admite una factorizacion recursiva
respecto a D. Entonces,

A | pBIS

siempre que A y B estén separados por S en el grafo moral del conjunto ancestral
mas pequernio que contiene la unidn entre A, B y S, es decir, siempre que A y B
estén separados por S en el grafo moral de Dyypaupus), tal que D%(AUBUS)'

Todos los resultados expuestos anteriormente facilitan el encontrar una relacién
de independencia condicionada del tipo A_| B[S en un DAG, D, a partir del
grafo estricto del conjunto ancestral mas pequeno que contiene a los elementos
A, By S. Conocer éstos resultados permite encontrar una distribucién de pro-
babilidad que admite una factorizacién recursiva.

Ejemplo 1.1
Sea desea estudiar si A_|| ,B|S con S ={X,Y} en el DAG D que se presenta
en la Figura 1.16.
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Figura 1.16. DAG D = (V, E)

Para conocer si existe una relacion de independencia condicionada del tipo
AJLDB\S, se obtiene el grafo moral del conjunto ancestral mas pequeno que
contiene la uniéon AU B U S, dado por Do auBUS) (véase la Figura 1.17). En
dicho grafo, se observa que S = {X,Y} separa ambos conjuntos A y B, por lo
tanto, A || ,BIS.

Figura 1.17. Grafo moral del conjunto ancestral mas pequeno que contiene a
AUBUS de D, dado por DZ’ILL(AUBUS)

Propiedades de Markov sobre grafos cadena

Se va a considerar ahora un grafo cadena K, esto es un grafo mixto sin ciclos
dirigidos parcialmente. Una distribuciéon de probabilidad conjunta satisface las
siguientes propiedades de Markov sobre grafos cadena en un grafo K:
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(PC) Propiedad de Markov por pares para grafos cadena: Para cualquier
par de vértices no adyacentes (V;,V;) con V; € nd(V;), se tiene que

Vi | Vil(nd(Vi) \ {Vi, V;}).

(LC) Propiedad local de Markov para grafos cadena: Para cualquier vértice
Vi € V, se tiene que V;_|| (nd(V;) \ frn(Vy)) | frn(V;).

(GC) Propiedad global de Markov para grafos cadena: Para cualquier terna
(A, B, S) de conjuntos disjuntos de V', donde S separa A de B en el grafo
moral formado por el conjunto ancestral més pequeno que contiene AUBUS),
dado por IC;’ZZ(AUBUS), se tiene que AJLKB\S.

Las propiedades de Markov relativas a un grafo cadena K, unifican las
propiedades vistas para grafos no dirigidos y para grafos aciclicos dirigidos.

Cuando se interpretan las relaciones de independencia condicionada en K, se
utiliza una aproximacién basada en la extension de la propiedad de ordenacién de
Markov dada para DAGs, asi, al tener un grafo K mixto sin ciclos dirigidos par-
cialmente, el conjunto de nodos se puede particionar, tal que V =V (1)U...UV(T)
de forma que cada conjunto V() o componente cadena, solo tenga aristas no di-
rigidas entre sus vértices; cuando aparezcan nodos cuyas Unicas uniones sean
aristas dirigidas y por tanto no estén en ninguna componente cadena, se formara
una nueva componente cadena compuesta por el menor nimero de vértices posi-
ble, inicialmente unidos con una arista dirigida. Esta particién se denota como
cadena dependiente.

Sea C(t) = V(1) U...U V(t). La distribucién de probabilidad conjunta, se
dice que satisface la propiedad de bloques recursivos de Markov (BC), si para
cualquier par de vértices no adyacentes (V;,V}), se tiene que

Vi L Vil(CE)\ AV, Vi})
siendo t* el menor t tal que {V;, V;} C C(¢).
Teorema 1.6

Si una distribucion de probabilidad cumple la propiedad (v) de independencia
condicionada para los subconjuntos de V', entonces

(GC) & (LC) & (PC) < (BC)
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Demostracién 1.6
Véase Frydenberg (1990). 1

Ejemplo 1.2
Considérese el grafo cadena K de la Figura 1.18, se desea estudiar si

C || HI{B,E}.

®
© ©O——®

O—(—E—(F)—k

Figura 1.18. Grafo cadena KK = (V, E)

Trabajando con la aproximacién anteriormente expuesta, se observa que cada
componente cadena o conjunto V' (t) viene dado por {A, B,C, D}, {E, F}, {I,J},
{G,H} y {K}.

El grafo moral formado por el conjunto ancestral mas pequeno que contiene a
los vértices {C, H, B, E'}, que se muestra en la Figura 1.19, anade una arista entre
C'y D porque ambos tienen hijos en una componente cadena {E, F'}. Como se
puede observar en dicho grafo moral ICZZL(CU HU{B,E})» 1O se puede concluir que

C || H{B,E}.

OEG

E—~O

Figura 1.19. Grafo moral del conjunto ancestral mas pequeno que contiene a
CUHU{B,E} de K, dado por K"

(CUHU{B,EY})

Si en este ejemplo se quiere comprobar si CJLKH |B, se considera el grafo

moral ICZ;Z(CU HuB)» due contiene el conjunto ancestral mas pequeno formado por
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los vértices {C, H, B}, que se presenta en la Figura 1.20, y se concluye C'y H
son independientes condicionalmente dado B, es decir C’JLKH |B.

(W—®
© O~ —W®

Figura 1.20. Grafo moral del conjunto ancestral mas pequeno que contiene a
CUHUB de K, dado por ICZ}L(CUHUB)

Una forma de construir una distribucién de probabilidad conjunta que
satisfaga las propiedades de Markov de los grafos cadena es mediante la
factorizacion. Asi, si V(1),...,V(T') es una cadena dependiente de /C, entonces
cualquier distribucién de probabilidad conjunta se factoriza de manera que

T
p(z) = Hp(17V(t)|$C(t—1))

t=1

siendo C(t) = V(1)U ..UV ().

Si B(t) = pa(V (t)) = frn(V(t)) la factorizacién de la distribucién de proba-
bilidad toma la siguiente expresién

T
p(@) = [[plvelzse)-

t=1

Pero en los grafos cadena K, la factorizacién no conduce a que se satisfagan
todas las propiedades de Markov de grafos cadena. Para describir el resto de
propiedades, se define K*(¢) como un grafo no dirigido con conjunto de nodos
V(t)UB(t), de forma que V; y V; seran adyacentes en el nuevo grafosi (V;, V) € E
o (V;, Vi) e Eosi (V;,V;) C B(t), y se anaden las aristas no dirigidas que faltan
entre todos los elementos de B(t), de manera que el conjunto B(t) sea completo
en el nuevo grafo K*(t).

Se han desarrollado mas resultados asociados a las propiedades de Markov
sobre grafos cadena que muestran la factorizacién de la distribuciéon de proba-
bilidad, cuando el conjunto de variables que forman el problema son discretas.
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Véase Cowell, et al. (1999). Aqui se han recogido los resultados mds interesantes
para la introduccién a los modelos graficos probabilisticos formados con grafos
cadena.

1.3.4. Separacion grafica

Para las propiedades de Markov sobre grafos, se van a recoger algunos cri-
terios que surgen como formulacién alternativa a las propiedades de Markov y
que facilitan la obtencién de relaciones de independencia condicionada entre las
variables del problema a partir de la disposicién de las mismas en el grafo. Esto
permite describir relaciones de independencia condicionada en el grafo, al igual
que la posibilidad de tratar localmente los célculos que se han de realizar con la
red de interés, como se vera en posteriores capitulos.

Separacion en grafos no dirigidos

Cuando se representa un conjunto de variables mediante un grafo no dirigido G =
(V, E), las aristas no dirigidas del grafo muestran las relaciones de dependencia
entre las variables, asi si dos variables X e Y son dependientes entonces ha de
existir un camino entre los nodos X e Y que representan a dichas variables.

Si ademas existe dependencia indirecta entre dos variables X e Y, de forma
que son dependientes dada una tercera Z, graficamente Z no ha de cortar el
camino existente entre X e Y. Esta idea conduce de forma directa al criterio
de separacién que se define en grafos no dirigidos, asi si existe un nodo Z (o un
conjunto de nodos) que corta todos los posibles caminos entre dos variables X e
Y (o dos conjuntos de variables), se dice que X e Y estdn separadas dado Z.

Por tanto, las relaciones de independencia condicionada que se tienen entre
un conjunto de variables, se pueden representar graficamente teniendo en cuenta
la siguiente definicién.

Definicién 1.19 (Separacion)

Sean X, Y y Z tres conjuntos disjuntos de nodos de un grafo no dirigido
G = (V,E). Se dice que Z separa X eY en G, y se escribe XJ_LQY|Z, st y solo
st cada camino entre X eY contiene algin nodo de Z.
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Esta definicién auna las propiedades de Markov para grafos no dirigidos,
mostrando las relaciones de independencia condicionada que hay entre un con-
junto de variables representadas mediante un grafo no dirigido G.

En el grafo de la Figura 1.21 se observa como XJLQWHY, Z}.

Figura 1.21. Grafo con relaciones de independencia condicionada

Separacion en grafos dirigidos aciclicos

Antes de introducir el criterio de separacién grafica en grafos aciclicos dirigidos
es fundamental analizar los tipos de relaciones o conexiones que aparecen entre
los nodos de un DAG D.

1. Conezxion en serie: Es cuando un nodo es padre de otro que a su vez es
padre de un tercero. En el grafo dirigido (1) de la Figura 1.22 se puede ver
dicha conexién.

2. Conexion divergente: Es cuando un nodo es padre de un conjunto de nodos
no conectados entre si. Véase el grafo dirigido (2) de la Figura 1.22.

3. Conexion convergente: Es cuando un conjunto de nodos no conectados entre
si son padres de un nodo concreto. En el grafo dirigido (3) de la Figura
1.22 se presenta una conexién convergente entre un conjunto de nodos.
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@ @) ©)

Figura 1.22. Los grafos dirigidos (1), (2) y (3) muestran conexiones en serie,
divergente y convergente, respectivamente

Pearl] (1986a) introduce la definicién de separacién gréfica en DAGs, llamada
d—separacion, como alternativa a las propiedades de Markov en grafos aciclicos
dirigidos. Este concepto se trata formalmente en Verma, et al. (1990).

Definicién 1.20 (d—separacion)

Sean X, Y y Z tres conjuntos disjuntos de nodos de un grafo aciclico di-
rigido (DAG), D = (V, E). Se dice que Z d—separa X e Y, y se denota como
XJLDY\Z , 8ty solo st, para cualquier camino no dirigido entre un nodo de X y
un nodo de 'Y existe un nodo intermedio V tal que

(i) Ewxiste una conexion convergente, siendo V' el nodo al que convergen las aris-
tas, y ni V ni los descendientes de V' estin en Z.

(ii) La conexion es en serie y V' es un nodo intermedio o la conexion es divergente
siendo V' el padre, y 'V estd en Z.

Figura 1.23. Grafo dirigido D con relaciones de independecia condicionada

En la Figura 1.23 se muestra un grafo aciclico dirigido DAG D = (V, E), donde
si no se consideran agrupaciones entre nodos se pueden ver algunas relaciones de
independencia condicionada entre las variables. Asi, se tiene que:
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1. XJJ_DY|® yva que X e Y aparecen en una conexion convergente y el unico
camino entre X e Y es X—Z—Y y ni Z ni sus descendientes estan en &.

2. VJ_DW|Z, aparecen en una conexion divergente donde el Uinico camino
entre V.y Wes V—Z—W, siendo Z el padre de V y W en la conexién del
grafo.

3. (XUY) | p(VUW)|Z, teniendo en cuenta la propiedad de la indepen-
dencia condicionada de la descomposicién se tiene que X | ,VI[Z y
X | WIZyY || JVIZyY_ || ;WI|Z. Enlos cuatro casos presentados la
conexion es en serie y en todos los casos, Z es el tinico nodo que aparece en
el caminoentre X y V, X y W, Y y V, y Y y W, siendo nodo intermedio
para cualquiera de los caminos mostrados.

A continuacién se introduce otra definicion de separacion en grafos dirigidos,
presentada por Lauritzen, et al. (1990), que es la definicién més utilizada de
d—separacién por ser mas sencillo su manejo.

Definicién 1.21 (d—separacion)

Sean X, Y y Z tres conjuntos disjuntos en un DAG, D = (V, E). Se dice que
Z d—separa X e Y, y se denota como XJLDY|Z, sty solo si Z separa X eY
en el grafo moral del menor subconjunto ancestral que contenga a los nodos de
X,Y y Z, dado por DZ}L(XU},UZ).

Se puede observar como al obtener el grafo moral DZ;( XUYUZ) del DAG D
original, todas las conexiones convergentes pasan a tener una arista entre los
padres, de forma que habrd un camino no dirigido entre los padres que no sera
cortado por el hijo de la conexion. En el resto de conexiones, bien en serie, bien
divergente, Z ha de separar X e Y, independientemente de que se considere el
grafo moral del DAG D inicial. Por tanto, esta segunda definicién refleja las

condiciones de la definicién de d—separacién introducida por Pearl (1986a).

Separacion en grafos cadena

Para los grafos cadena, el criterio de separacion grafica que refleja las propiedades
de Markov en K ha sido introducido por Studeny, et al. (1998), definiendo el con-
cepto de c—separacion. Dicho concepto es una extensién de la d—separacion para
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DAGs y es equivalente a la propiedad de separacion global de Markov presentada
para grafos cadena en el tercer Punto del Apartado 1.3.3.

Al igual que en los DAGs, para enunciar el criterio de c—separacién es fun-
damental introducir algunos conceptos especiales de grafos, que generan clasifi-
caciones andlogas a las conexiones entre los nodos.

Asi, sea un grafo cadena K, se define un deslizamiento del nodo X al nodo
Y como un camino Vi, ..., Vi con k > 2 tal que X es la cima del deslizamiento
siendo X = V4, — V,, ademads, para todo i = 2,....,k — 1 la conexién entre los
nodos es mediante una arista no dirigida, tal que V;—V}, y finalmente ¥ = V.

Sea un grafo cadena /C, se define un corte de ruta o, dado por Vi, ..., Vi con
k > 1, como cualquier subcamino maximal de aristas no dirigidas tal que V;—...—
Vj con 1 <i < j < k. Cualquier ruta o camino se descompone en partes. Asi, los
nodos V; y V; se denominan terminales del corte de ruta o y se llama cabeza del
terminal al nodo V; (respecto a Vj) sii > 1y Vi;_1 — Vj en K (respectivamente
Jj<kyV;«— Vi enK),y en caso contrario, es decir para V; tal que o i =1
oVi1 «— ViyparaVjtal queoj =k oV; — Vji1, se denomina cola del
terminal.

Se dice que un corte de ruta o es:

e de cabeza a cabeza si tiene dos cabezas del terminal.
e de cabeza a cola si tiene una cabeza del terminal y una cola del terminal.

e de cola a cola si tiene dos colas del terminal.

Notese que si el corte de ruta tiene un solo nodo, tal que ¢ = j, el nodo se
considera dos veces como terminal, porque dos aristas del camino deben entrar
en el nodo.

Para terminar con las definiciones previas antes de exponer el concepto de
c—separacion, se ha de introducir la idea de blogueo de un corte de ruta como un
conjunto de nodos Z, de forma que el corte estd bloqueado por Z si se da una
cualquiera de las siguientes condiciones:

1. El corte de ruta o es de cabeza a cabeza respecto a la interseccién entre
el conjunto de nodos descendientes del corte y Z es vacia, es decir,
de(o)NZ =@.
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2. El corte de ruta o no es de cabeza a cabeza con respecto a un nodo de la
ruta o camino, si estda en Z y para al menos una de sus colas del terminal
X, todos los deslizamientos en K hacia X tienen un nodo en Z.

A continuacién, se presenta el criterio y la definicién de c—separacién.

Definicién 1.22 (Criterio de c—separacion)
Sea un grafo cadena K = (V, E). Se dice que un camino o ruta del grafo estd
c—separado por Z si al menos uno de sus cortes de ruta estd bloqueado por Z.

Definicién 1.23 (c—separacion)

Sean X, Y y Z tres subconjuntos distintos de K = (V,E), se tiene que Z
c—separa X e Y, y se denota como XJ_’CY|Z, st cualquier camino o ruta del
grafo de X a Y cumple el criterio de c—separacion dado Z.

A continuacién, se introduce un ejemplo para determinar si se tiene indepen-
dencia condicionada en un grafo cadena.

Ejemplo 1.3
Considérese el grafo cadena de la Figura 1.24. Se desea conocer si A es
condicionalmente independiente de F dado {C, E,G}.

Figura 1.24. Grafo cadena K = (V, E)

Con el objetivo de determinar si A | ,.F[{C, E, G}, se buscan las rutas de A
a F'y se estudia si se cumple el criterio de c—separacién.

El camino A — C—D — F esta c—separado por {C, E, G}, porque el corte
de cabeza a cola C—D estd bloqueado por {C, E, G}, ya que el nodo C' estd en

{C, E,G} y desde la cola del terminal todos los deslizamientos hacia A tienen un
nodo en {C, E, G}.

También se tiene un camino de A a F' dado por A — C—D—F «— B —
G «— D — F, en este caso, el camino o ruta no estd c—separado por {C, E, G},
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porque si se consideran los cortes de cabeza a cabeza C—D—F, la interseccién
entre el conjunto descendiente del corte y {C, E, G} es G, y por tanto, no es vacia.
Ademds, el resto de cortes no contienen los nodos {C, E,G}.

De esta forma, se puede concluir que A y F no estdn c—separados dado
{C,E,G} y por tanto, no existe una relacién de independencia condicionada
entre los mismos.

Finalmente, se debe destacar que se han desarrollado diversos algoritmos que
sirven para obtener las distintas relaciones de separacién grafica, bien en grafos
no dirigidos como dirigidos. Alguno de estos algoritmos pueden ser encontrados
en Castillo, et al. (1997a).

1.4. Modelos graficos probabilisticos

Los modelos grdficos probabilisticos surgen como resultado de la unién entre
la Teoria de Grafos y la Teoria de la Probabilidad, ya que cuando se construye un
modelo matemaético probabilistico, es fundamental tener en cuenta dos compo-
nentes importantes relativas a la informacion de la que se dispone: la informacién
cualitativa y la informacién cuantitativa del problema.

La informacion cualitativa del problema introduce informacion asociada a
las relaciones de dependencia entre las variables del modelo. Apoyandose en la
Teoria de Grafos, esta informacion se puede resumir mediante un grafo, en el
que los nodos representan a las variables del problema y las aristas del grafo las
relaciones de dependencia y causalidad entre las mismas, de forma que la falta
de aristas induce a relaciones de independencia.

Ademds de la informacién cualitativa, al construir un modelo matemaético
probabilistico se dispone de informacién relativa a la distribucién de probabilidad
de las variables del problema, también denominada informacion cuantitativa del
problema. La Teoria de la Probabilidad es fundamental para obtener relaciones
entre las distribuciones de probabilidad de las variables del problema; dichas
distribuciones, pueden ser estimadas a partir de un conjunto de datos o mediante
la informacién que los expertos tienen acerca del problema en estudio.
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Por tanto, con la informacion cualitativa y cuantitativa del problema, se define
el modelo grafico probabilistico asociado al mismo, como el nexo entre la Teoria
de Grafos y la Teoria de la Probabilidad, dado por un par (G, P) donde G es
el grafo que representa la informacién cualitativa del problema, siendo los nodos
las variables del modelo y las aristas las relaciones de dependencia entre dichas
variables; y P es el conjunto de distribuciones, que pueden ser distribuciones
condicionadas mediante las cuales se obtiene la distribucién de probabilidad con-
junta del problema.

Los tipos de variables que se utilizan son discretas o absolutamente continuas,
asi es que nos referiremos a distribuciones de probabilidad para recoger estos dos
casos y referirnos a funcién de masa en el caso discreto y funcion de densidad en
el caso continuo.

Muchos de los problemas clasicos de andlisis multivariante estudiados en cam-
pos como la Estadistica, la Ingenieria o la Teoria de la Informacién, en los que in-
tervienen un gran numero de variables con diversas relaciones de dependencia en-
tre las mismas, se pueden representar mediante modelos graficos probabilisticos,
favoreciéndose una visién mas intuitiva y sencilla de los mismos. Ademas, como se
ha visto en la Seccién 1.3, los grafos permiten describir y estudiar las relaciones de
dependencia o independencia condicionada existentes entre las variables que com-
ponen el problema y teniendo en cuenta la Teoria de la Probabilidad, la obtencién
de la distribucion conjunta del problema se simplifica debido a la factorizacion
de la misma.

Asi, se han utilizado modelos graficos probabilisticos en dreas de Matemadtica
Aplicada y Estadistica (Whittaker, 1990) y en anélisis de datos en general (Gilks,
et al., 1993), en sistemas dindmicos y series temporales (Kjeeruff, 1992; Dagum,
et al., 1995), en técnicas de diagnéstico (Jensen, 2001) y en diversas aplicaciones
de Ingenieria como sistemas expertos (Cowell, et al., 1999) y planificacién y con-
trol (Dean, et al., 1991; Chan, et al., 1992). Los modelos graficos probabilisticos,
también juegan un importante papel en el disefio y andlisis de sistemas de apren-
dizaje y de actualizacion de la informacién.

Investigadores de diversas areas como Ciencias de la Computacién, Inge-
nierias, Ciencias Sociales o Estadistica entre otras, trabajan en el desarrollo y
aplicacion de los modelos gréficos probabilisticos.
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En los ultimos anos, se han presentado operaciones graficas para manipular
la estructura del grafo manteniéndose la informacién relevante entre las variables
que lo conforman. De esta manera, se puede obtener el drbol de uniéon de un
grafo no dirigido G, o de un DAG, D, o de un grafo cadena, K. Ademas, se
han desarrollado miltiples algoritmos que facilitan el tratamiento del mismo y
la actualizacién de la informacién cuantitativa del problema, incluyendo toda la
nueva evidencia o informacién de que se disponga asociada a una variable o a un
conjunto de variables del problema.

Dependiendo del tipo de grafo que se utilice al definir el problema, es decir,
dependiendo del tipo de arista que se emplea en la representacién grafica del
mismo, se han de distinguir tres tipos de modelos gréficos probabilisticos:

e Modelos gréficos probabilisticos no dirigidos. Redes de Markov.
e Modelos gréficos probabilisticos dirigidos. Redes Bayesianas.

e Modelos graficos probabilisticos dirigidos y no dirigidos, o mixtos. Redes
Cadena.

1.4.1. Modelos graficos probabilisticos no dirigidos. Redes de
Markov

Se trabaja con modelos graficos probabilisticos no dirigidos, en los que el grafo
que representa la informacion cualitativa del problema es un grafo no dirigido G,
cuando las relaciones de dependencia entre las variables de problema son rela-
ciones de asociacién o correlaciéon, sin determinarse ninguna variable como causa
o como efecto, de manera que la informacién de la que se dispone indica que un
conjunto de variables presentan distintos niveles de asociacién o correlacion.

Una vez que se construye el grafo no dirigido G, que representa el conjunto de
variables y sus relaciones de asociacién, se busca la distribucién de probabilidad
conjunta asociada a las variables del problema, como una factorizacién de fun-
ciones. Para ello, se introducen algunas ideas que pueden ser ampliadas en Pearl
(1988) y Lauritzen, et al. (1988).

Con el objetivo de obtener la distribucién de probabilidad conjunta como una
distribuciéon jerarquica, se triangula el grafo no dirigido original G. Del grafo
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triangulado se obtiene un conjunto de ciclados ordenados {C1, ..., Cx} que han de
cumplir la propiedad de la interseccién dindmica. Sean los separadores tales que
S;i=C;N(C1U...UC;_1) con i = 2,..., k, por la citada propiedad, S; C C; y en
consecuencia se definen los conjuntos residuales como los elementos que estan en
C; pero no estan en S;, tales que R; = C; \ S; con ¢ = 2, ..., k. Como el conjunto
residual R; contiene todos los elementos de C; que no estéan en C1 U...UC;_1 , la
distribucién de probabilidad conjunta se puede factorizar mediante

k k
p(mla ---,Uﬂn) = Hp(ﬂ\n‘, ---,7“1‘—1) = Hp(n‘\si)-
i=1 i=1

De esta forma, se obtiene la distribucién de probabilidad conjunta como una
distribucion jerarquica mediante la factorizacién de distribuciones de probabili-
dad condicionada. Estas ideas se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 1.7

St la distribucion de probabilidad conjunta se puede descomponer segin el
grafo no dirigido G, entonces dicha distribucion se puede obtener como el producto
de las distribuciones de probabilidad condicionada de los residuos obtenidos a
partir de los ciclados del grafo G y de sus separadores.

Demostraciéon 1.7
Véase Lauritzen, et al. (1988).

Una clase importante de modelos gréficos no dirigidos son las Redes de Markov,
también denominadas Markov Random Fields, y se definen a continuacion.

Definicién 1.24 (Red de Markov)

Una Red de Markov es un par (G,¥), donde G es un grafo no dirigido y
U = {¢i(c1),...,0k(ck)} es un conjunto de k factores potenciales definidos en los
ciclados C1,...,Cy de G. Ast, el conjunto ¥ define una distribucion de probabi-

lidad conjunta como
k

p(x) = [ [i(e)-

1=1

Si el grafo no dirigido G es triangulado, la distribucion de probabilidad con-
junta también puede ser factorizada utilizando las distribuciones de probabilidad
condicionada obtenidas a partir de los residuos y los separadores de los cicla-
dos {p(r1|s1), ..., p(rk|sk)}. En este caso, la Red de Markov viene dada por el par
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(G, P), con P ={p(ri|s1), ..., p(r|sk)}, y la distribucion de probabilidad conjunta
se obtiene mediante el producto de todos los elementos de P, es decir

k

p(x) = [ [p(rils:).

1=1

Como se puede observar, la factorizacion de la distribucién de probabilidad
conjunta estd basada en la triangulacién del grafo G, obteniéndose los ciclados
que cumplen la propiedad de la interseccién dindmica. Asi, con los separadores
y los residuos, los factores potenciales se pueden definir como distribuciones de
probabilidad condicionada cuyo producto permite construir la distribuciéon de
probabilidad conjunta. A pesar de esto, no existe una relacién directa entre
estos factores potenciales y las distribuciones de probabilidad de las variables
que conforman el problema.

Los Redes de Markov se utilizan basicamente en campos como la Fisica, la
Robética (Anguelov, et al., 2005), para el anélisis de imagenes (Besag, 1974) y
actualmente en el analisis de textos.

1.4.2. Modelos graficos probabilisticos dirigidos. Redes Bayesianas

Cuando las relaciones de dependencia entre las distintas variables del pro-
blema. son de tipo causal, es decir, cuando se sabe que el efecto de una variable
X es producido por otra variable X;, se utiliza un grafo dirigido para represen-
tar la informacién cualitativa del problema, donde las aristas dirigidas indican la
existencia de una relacién causa-efecto entre las variables en estudio.

Teniendo en cuenta que los criterios de separacién gréfica se enuncian para
grafos aciclicos dirigidos (DAGs) y que la existencia de ciclos en el grafo dirigido
dificulta la obtencién de una distribucién de probabilidad conjunta jerarquica
consistente, se trabaja con DAGs para la representacién de la informacién cuali-
tativa del modelo grafico probabilistico dirigido.

Ademds, como se observa en el teorema que se introduce a continuacion,
cuando la distribuciéon de probabilidad conjunta se obtiene mediante una
factorizacién recursiva, las relaciones de independencia condicionada en el grafo,
obtenidas mediante el criterio de d—separacion, son verificadas por las relaciones
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de independencia condicionada de la distribucién de probabilidad en estudio.
Por tanto, dado un DAG, D, se puede obtener la distribucién de probabilidad
conjunta mediante la factorizacidon recursiva segun D, como el producto de las
distribuciones condicionadas p(x;|pa(X;)), como se vié en la definicién de fac-
torizacién recursiva de un DAG. Este resultado, obtenido por Pearl (1988), se
enuncia en el siguiente teorema.

Teorema 1.8
Sea D un DAG y sea p(x) una distribucion de probabilidad conjunta de X.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) p(z) admite una factorizacion recursiva segin D.

(ii) D wverifica todas las relaciones de dependencia de p(x), de forma que la inde-
pendencia condicionada grafica coincide con las relaciones de independencia
condicionada de p(x).

Demostracion 1.8
Puede verse en Pearl (1988). 11

Una clase importante de modelos graficos probabilisticos dirigidos es la
constituida por las Redes Bayesianas.

Las Redes Bayesianas tienen una factorizacién recursiva segin el DAG, D, ya
que por el teorema anteriormente expuesto, cualquier relaciéon de independencia
que se observe en el grafo D utilizando el criterio de d—separacién, también
estard en el modelo probabilistico correspondiente, obteniéndose la distribucién
de probabilidad conjunta como el producto de las distribuciones de probabilidad
condicionadas de cada uno de los nodos de D dada la ocurrencia de sus padres
en dicho grafo D.

Definicién 1.25 (Red Bayesiana)

Una Red Bayesiana es un par (D, P), donde D es un DAG tal que los nodos
representan las variables del problema X = {Xy,...,X,} y los arcos representan
las dependencias probabilisticas, y P = {p(x1|pa(X1)), ..., p(xn|pa(X,))} es un
conjunto de n distribuctones de probabilidad condicionada, una para cada varia-
ble, siendo pa(X;) el conjunto de padres del nodo X; en el grafo D.

Ademds, la distribucion de probabilidad conjunta del problema se obtiene me-
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diante el producto de los elementos de P, tal que

n

p(x) = [ [p(zilpa(X5)). (1.1)

i=1

Si se comparan las Redes de Markov y las Redes Bayesianas, se observa que el
proceso de construcciéon del modelo es més sencillo e intuitivo en el caso dirigido,
ya que la factorizacién asociada a la distribucién de probabilidad conjunta del
problema requiere menos pasos iniciales. Asi, cuando se trabaja con una Red
Bayesiana, el DAG D que representa el conjunto de variables y sus relaciones de
dependencia, muestra graficamente las relaciones de dependencia e independencia
condicionada que se presentan en el propio modelo probabilistico.

Ademads, en las Redes Bayesianas la descomposicién de la distribucién de
probabilidad conjunta se obtiene de forma directa tras definir las distribuciones
condicionadas de los nodos, dados sus padres en D.

En los tdltimos afios ha aumentado la popularidad de las Redes Bayesianas
y su campo de aplicacién es cada vez més amplio. Fundamentalmente se tra-
baja con Redes Bayesianas en la construccién de sistemas expertos, utilizados en
Inteligencia Artificial y en Estadistica. Ademads, se aplican en diversos campos
como por ejemplo, el diagnéstico médico, la bioinformética y la hidroinformatica,
en sistemas dinamicos o en planificacién y control.

1.4.3. Modelos graficos probabilisticos mixtos. Redes Cadena

Puede darse el caso de que el problema de interés presente relaciones de
dependencia de tipo causal y relaciones de asociacién o correlacién, entre las
variables que lo conforman.

Cuando la informacién cualitativa del modelo indica la existencia de rela-
ciones de dependencia causales y de asociacién, el grafo adjunto al modelo grafico
probabilistico ha de ser un grafo mixto, con aristas dirigidas para representar las
relaciones causales y aristas no dirigidas para mostrar las relaciones de asociacion.
En este caso, el grafo asociado al modelo probabilistico, es un grafo cadena K.

Como se observa en la Definicién 1.7, un grafo cadena K, es un grafo mixto
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sin ciclos dirigidos, en el que, por tanto, pueden existir ciclos formados sélo por
aristas no dirigidas.

Para obtener con este tipo de grafos una distribucién de probabilidad conjunta
asociada a las variables del problema, y definir mediante el grafo las relaciones
de independencia condicionada entre las variables en estudio, se trabaja con la
definicién de c—separaciéon que combina conceptos de los modelos graficos
probabilisticos no dirigidos y dirigidos, que se han presentado previamente.

La obtencion de la distribucién de probabilidad conjunta mediante la
factorizaciéon de un conjunto de distribuciones, depende del tipo de variables
del problema (variables discretas, continuas: Gaussianas o ambas) y de como se
agrupan en funcién de las aristas no dirigidas del grafo K. Por tanto, aunque,
como en las Redes de Markov, se obtienen factores potenciales para calcular la
distribucién de probabilidad conjunta mediante una factorizacion, su tratamiento
depende de mas caracteristicas asociadas al problema en estudio.

Para ampliar la informacién presentada acerca de los modelos graficos
probabilisticos mixtos, puede verse Lauritzen, et al. (1984) que generalizan este
tipo de grafos cadena partiendo de los grafos no dirigidos y dirigidos.

Una clase fundamental de modelos graficos probabilisticos mixtos viene dada
por las Redes Cadena.

Buntine (1994), basandose en la definicién de componentes cadena presentada
por Frydenberg (1990), define las Redes Cadena como una cadena de grafos no
dirigidos, conectados mediante grafos dirigidos. La interpretaciéon de dicha Red
Cadena, se muestra como la de una Red Bayesiana definida sobre unas compo-
nentes cadena en lugar de sobre las variables originales del problema. Ademas,
presenta la factorizacién de la probabilidad conjunta como un nexo entre el cri-
terio de c—separacion y las factorizaciones introducidas en Redes de Markov y
Redes Bayesianas.

Para profundizar en la definicién del modelo y en conceptos de independencia
en el grafo cadena IC, puede verse Lauritzen, et al. (1989a) y (1989b) y Frydenberg
(1990).

A continuacién se muestra un ejemplo cliasico de Redes Cadena, presen-
tado por Cowell, et al. (1999) en el que todas las variables del problema son
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categoricas.

Figura 1.25. Red Cadena Ch-Asia

En este ejemplo solo hay una componente cadena formada por las variables
D y T. Trabajando con las ideas anteriormente expuestas, la distribuciéon de
probabilidad conjunta se puede obtener como una factorizacion de distribuciones
de probabilidad condicionadas, apoyandose en las Redes Bayesianas, donde las
variables D y T aparecen como una misma componente. Dicha factorizacion es
tal que,

P(F,A,B,P,Tb,TbP,D,T, X) =

= P(F)P(A)P(B|F)P(P|F)P(Tb|A)P(TbP|P,Tb)P(D,T|B,TbP)P(X|TbP)

Cowell, et al. (1999) desarrollan diversos algoritmos, para la obtencién de la
probabilidad conjunta, asi como para el tratamiento de estos modelos, en funcién
de la definicién de las variables que intervienen en el problema.

Las posibles aplicaciones de las redes mixtas son muy amplias, aunque la
dificultad de manejo y desarrollo de las mismas hacen laboriosa su definicién
inicial. Las Redes Cadena se utilizan principalmente en la descripcion de sistemas
expertos asociados al campo de la Inteligencia Artificial (Stephenson, et al., 2002).



Redes Bayesianas

2.1. Introduccion

En este Capitulo se estudian las Redes Bayesianas, y mas concretamente las
Redes Bayesianas Gaussianas, sus propiedades y los mecanismos de inferencia
més caracteristicos en ellas.

En la Seccién 2.2, se introducen las Redes Bayesianas y los distintos tipos
de redes que se obtienen en funcién de las variables del modelo. También, se
presentan algunas aplicaciones de las Redes Bayesianas.

En la siguiente Seccién, se presenta el mecanismo de inferencia de las Redes
Bayesianas. Este proceso consiste en la actualizacion de la probabilidad de la
red cuando se tiene informacién acerca del estado de alguna de las variables del
problema, y se denomina propagacion de la evidencia.

Lared objeto de estudio, para la que se introduce en el Capitulo 3 el analisis de
sensibilidad propuesto, es una Red Bayesiana Gaussiana. Por tanto, es necesario
conocer bien su estructura antes de enunciar algunos conceptos fundamentales
asociados a la sensibilidad de la red. Con este finalidad, en la Seccién 2.4 se pro-
fundiza en las Redes Bayesianas Gaussianas y en sus caracteristicas y se presenta
una metodologia sencilla para la realizacion de la propagacion de la evidencia en
este tipo de redes con estructura Gaussiana.
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2.2. Redes Bayesianas

Las Redes Bayesianas son una clase de modelos graficos probabilisticos dirigi-
dos intrinsecamente, asociados a relaciones de dependencia de tipo causal.

Jensen (2001) introduce un ejemplo para distinguir las relaciones de tipo
causal de las relaciones de asociacién. Asi, considerando las variables categdricas,
fumar (F') y cancer de pulmén (C), existe una relacién causal entre las mismas
cuando se hace la suposicién de que fumar presenta un efecto directo sobre la
incidencia de céncer de pulmén. Considérese esta misma situacién, pero ahora
sabiendo que las variables F' y C' presentan una relaciéon de asociacién debido,
por ejemplo, a la existencia de un gen - no explicito en el modelo - que se presenta
en determinados individuos y que los predispone a fumar y también a padecer
un cancer de pulmén. En este caso, F'y C presentan una relacién de asociacién
o correlacion, sin la existencia de causalidad.

Aunque las relaciones causales no son siempre obvias y el concepto de
causalidad puede presentar dificultades en su interpretacién, Jensen (2001) con-
tribuye a determinar dicha relacién, con un sencillo ejemplo. Sean X; y X; dos
variables correladas de las que no se puede determinar si una es causa de la otra.
Entonces, imaginese que un agente externo fija un estado de X; y esto no cambia
la incertidumbre acerca de X, entonces, se puede concluir que X; no es una causa
de X;. Si con este sencillo test no se indica ninguna relacién causal entre X; y
X, entonces se ha de buscar un evento que tenga un impacto sobre X; y X;.
Asi, si X}, es dicho evento, se ha de revisar si X; y X; se vuelven independientes
dado Xj.

El tipo de relacién de dependencia que se presenta entre las variables en
estudio, es fundamental en el desarrollo del modelo grafico probabilistico
apropiado para la resolucién del problema. De esta forma, en modelos graficos
probabilisticos dirigidos, la relacién de dependencia causal conforma la propia
definicion del modelo.

Para un estudio mas completo del concepto de causalidad, se puede ver Pearl
(2000) o Spirtes, et al. (2000).

Como se ha introducido en el Capitulo 1, los modelos gréficos probabilisticos
en general y las Redes Bayesianas en particular, se componen de una parte
cualitativa y otra parte cuantitativa.
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Para la especificacion de la informacion cualitativa de la Red Bayesiana, se
utiliza un grafo aciclico dirigido (DAG) D = (V, E), donde cada uno de los nodos
de D representa las variables del problema X = {X,...,X,}, siendo por tanto
V ={Xi,...,Xn}, ylas aristas dirigidas que estdn en E muestran las relaciones
de tipo causal, siendo él o los nodos padre, la causa y él o los nodos hijos, el
efecto.

En el primer caso del ejemplo del tabaco y el cancer de pulmén, en el que
se tiene una relacién de tipo causal entre Ty C, el DAG que representa la
informacién cualitativa del problema tiene una arista dirigida que va de T a C.

La existencia de un DAG, D, en la especificacién del problema, facilita la
definicién de los tres tipos de conexiones bdsicas entre los nodos (conexién en
serie, divergente y convergente) que son fundamentales al enunciar el concepto
inicial de d—separacion.

Recuérdese que la d—separacién muestra criterios de separacién grafica en
D asociados a la idea de independencia condicionada. En el Apartado 1.3.4 se
presentaron los criterios de separacion grafica, en funcion del tipo de grafo en estu-
dio. Para los DAGs se enunciaron dos definiciones del concepto de d—separacion,
aunque es la definicién introducida por Lauritzen, et al. (1990) la més utilizada
a la hora de concluir si dos conjuntos disjuntos X e Y de D son d—separados
segun el grafo D dado un tercer conjunto Z, es decir XJ_LDY\Z , ya que

X | pYIZ <« Z separa X e Yen el grafo moral del menor

subconjunto ancestral que contiene a X, Y y Z

Ademaés, en las Redes Bayesianas, las relaciones de independencia condi-
cionada fijadas por D, aplicando el concepto de d—separacién, coinciden con las
relaciones de independencia condicionada que presenta el modelo probabilistico
que se especifica mediante la informacién cuantitativa de la Red Bayesiana (véase
el Teorema 1.8).

Como ya se indico, la informacién cuantitativa de la Red Bayesiana viene dada
por un conjunto de distribuciones de probabilidad condicionada P = {p(z1|pa(X1)),
oy P(xplpa(Xy))}, de forma que para cada variable X; € X se tendra la dis-
tribucién de probabilidad condicionada de X; dada la ocurrencia de sus padres
pa(X;) en el grafo D, denotada por p(x;|pa(X;)).

Por tanto, como herramienta fundamental para el manejo de la Red Bayesiana
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se puede obtener la distribucion de probabilidad conjunta asociada a las variables
del problema como una distribucién jerdarquica, de forma que dicha probabilidad
se calcula multiplicando todos los elementos que describen P, es decir

p(T1, e Tn) = Hp($i|pa(Xz‘))

Los modelos gréficos probabilisticos, y en particular las Redes Bayesianas,
se utilizan como mecanismo de inferencia, actualizando la probabilidad conjunta
del modelo, cuando se dispone de informacién o evidencia acerca de alguna de
las variables que componen el problema. Por tanto, en una Red Bayesiana se
pueden incorporar variables observables y no observables, incluyendo en esta
denominacion las variables y los parametros de los modelos de inferencia ha-
bituales, desde una perspectiva bayesiana, con tal de que se puedan establecer
distribuciones iniciales sobre las variables que no tienen padres en el DAG, y
distribuciones condicionadas de cada variable por sus padres, para el resto de
variables.

Se dice que se tiene evidencia acerca de una de las variables que describen
una Red Bayesiana, cuando se conoce el estado preciso de dicha variable alea-
toria. Asi, por ejemplo, considérese una Red Bayesiana diseniada para resolver
problemas de diagnodstico médico, con una estructura de ”sintomas-enfermedad”.
La red estd formada por un conjunto de variables, de manera que hay n variables
que representan la ausencia o presencia de determinados sintomas y m variables
que representan la ausencia o presencia de varias enfermedades.

Cuando llega un paciente, que tiene una de las m enfermedades, describe los
sintomas que sufre y por tanto se tiene evidencia de los sintomas que padece
el paciente y de los que no padece. Con esa evidencia, la red actia como un
mecanismo de inferencia, actualizando la probabilidad conjunta, y por
consiguiente, todas las probabilidades de la Red Bayesiana.

Este proceso, definido como propagacion de la evidencia, estd basado en el
Teorema de Bayes actuando como trasmisor de la informacion. De esta forma,
tras conocerse los sintomas del paciente en el ejemplo anterior, se obtiene la pro-
babilidad final o a posteriori asociada a sufrir una enfermedad, dada la evidencia
acerca de los sintomas. Siendo la probabilidad inicial o a priori, la probabili-
dad de presencia de la enfermedad, y la verosimilitud, la probabilidad de que un
paciente con una enfermedad tenga los sintomas descritos.
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A continuacién se introduce un ejemplo de Red Bayesiana muy utilizado,
denominado Asia. Este ejemplo es una variacién de la Red Cadena Ch-Asia in-
troducida en el Capitulo 1. En realidad, el ejemplo presentado mediante una Red
Cadena es una variacién del ejemplo Asia que se muestra a continuacién y fue
introducido por Lauritzen, et al. (1988).

Ejemplo 2.1

Se sabe que una disnea puede ser producida por la tuberculosis, el cdncer
de pulmon o la bronquitis, cualquier combinacion entre las tres enfermedades o
ninguna de las tres. Una visita reciente a Asia incrementa la posibilidad de tener
turberculosis, mientras que fumar es un factor de riesgo tanto para el cdncer de
pulmon como para la bronquitis. El resultado de una prueba simple de rayos X
no discrimina entre cdncer de pulmon y tuberculosis, al igual que entre presencia
y ausencia de disnea.

Ambos tub. o cancer
de pulmédn (TbP)

: Positivo e

Figura 2.1. DAG asociado a la Red Bayesiana que modeliza el problema Asia

El1 DAG de la Figura 2.1, representa las variables del problema y las relaciones
de dependencia que existen entre las mismas. La parte cuantitativa del problema
viene dada por la tabla que se muestra a continuacion.
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ToP=1|P=1,Tb=1) = TbP =0|P=1,Tb=1
TbP =1|P=0,Tb=1) =
TbP =1|P =1,Tb = 0) =
TbP =1|P =0,Tb = 0) =
P(X =1|TbP =1) = 0.98
P

) =
TbP =0|P =0,Tb=1) =
TbP =0|P =1,Tb = 0) =
TbP =0|P = 0,Tb = 0) =
X =0|TbP = 1) = 0.02

= 0|TbP = 0) = 0.95

aelia~liaviiae

P(A=1)=0.01 P(A=0)=0.99
P(F=1)=05 P(F=0)=05
P(B=1F =1)=0.6 P(B=0F=1)=04
P(B=1|F =0)=03 P(B=0|F =0)=0.7
P(P=1F=1)=0.1 P(P=0/F=1)=0.9
P(P=1|F =0)=0.01 P(P =0|F =0) =0.99
P(Tb=1]A=1)=0.05 P(Thb=0]A=1)=0.95
P(Th=1]A=0) =0.01 P(Tb=0]A=0)=0.99
P(D=1B=1,TbP=1)=09 = P(D=0|B=1TbhP=1)=0.1
P(D=1B=0,TbP=1)=07 = P(D=0|B=0,TbP=1)=0.3
P(D=1B=1,TbP=0)=08 = P(D=0|B=1TbP=0)=0.2
P(D=1|/B=0,TbP =0)=0.1 = P(D =0|B=0,TbP = 0) = 0.9

( P(

( P(

( P(

( P(

( P(

(X P(X

= 1|TbP = 0) = 0.05

Tabla 2.1. Probabilidades condicionadas de las variables del Ejemplo 2.1

Se sabe que la distribucién conjunta se puede calcular como el producto de
las condicionadas, siendo

P(F,A,B,P,Tbh,TbP,D, T, X) =

= P(F)P(A)P(B|F)P(P|F)P(Tb|A)P(TbP|P,Tb)P(D|B, ThP)P(X|TbP)

Ademas, si se tiene evidencia acerca de alguna de las variables del problema
y por ejemplo se sabe que un paciente con los sintomas presentados es fumador,
siendo F' = 1, entonces, se puede actualizar cualquier probabilidad de interés
de la red, dada la evidencia. Asi, si se desea conocer la probabilidad de que el
paciente fumador tenga disnea, se sabe que

P(D=1F=1

) _
FEoTy 05528

PD=1F=1)=
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de forma que P(D = 1,F = 1) y P(F = 1) se obtienen marginalizando la
distribucion de probabilidad conjunta.

El proceso de inferencia realizado mediante la propagacién de la evidencia,
puede tener como objetivo describir el conjunto de variables no evidenciales o
describir el comportamiento de una tnica variable de interés X;. En este tltimo
caso, que aparece con frecuencia en las Redes Bayesianas y en los modelos graficos
probabilisticos, la variable de interés se suele representar en el DAG mediante un
nodo compuesto por dos circulos concéntricos (véase el Ejemplo 2.9) y el proceso
de propagacién de la evidencia se ve reducido a obtener respuestas sélo para dicha
variable de interés.

Se han desarrollado una amplia coleccién de algoritmos para realizar el pro-
ceso de propagacién de la evidencia en Redes Bayesianas. Entre otros autores
se puede destaca a Kim, et al. (1983) que presentan una versién para actualizar
la probabilidad en DAGs basada en el envio de mensajes por la Red Bayesiana.
Shafer, et al. (1990) que desarrollan un método basado en la propagacién en los
arboles de unién. Lauritzen, et al. (1988) y Jensen, et al. (1990a) que proponen
el método Hugin, que posteriormente serd implementado creando el programa
informatico HUGIN (Andersen, et al., 1989), basado en la multiplicacién de po-
tenciales, de forma que los potenciales de los ciclados cambian dindmicamente.
Gilks, et al. (1994) que desarrollan el sistema BUGS, basado en el muestreador
Gibbs en Redes Bayesianas.

En la Seccién 2.3, se define y se profundiza en este concepto de propagacién
de la evidencia.

2.2.1. Tipos de Redes Bayesianas

Existen diversos tipos de Redes Bayesianas dependiendo de las variables alea-
torias que intervienen en el problema.

Asi, si las variables del problema son todas discretas, el modelo asociado
es una Red Bayesiana Discreta o Red Bayesiana Multinomial. Si las variables
del problema son normales, la red es una Red Bayesiana Gaussiana, y aunque
se trabaja en la definicién de una Red Bayesiana para otro tipo de variables
aleatorias continuas, todavia no estd determinado el mecanismo de inferencia
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cuando la red esta formada por otro tipo de variables continuas no Gaussianas.
Ademads, también existen las Redes Bayesianas Miztas formadas por variables
discretas y Gaussianas. A continuacién se presentan estos tipos de redes.

Redes Bayesianas Discretas

Las Redes Bayesianas Discretas se caracterizan porque todas las variables del
modelo son discretas, de forma que cada variable sélo puede tomar un conjunto
finito de valores.

Cuando ademsds las variables del problema son binarias, respondiendo a los
procesos de Bernoulli, la red se denota como Red Bayesiana Multinomial.

A continuacion, se presenta un ejemplo de Red Bayesiana Discreta muy uti-
lizado en la literatura. La red queda definida mediante el DAG de la Figura 2.2
y las distribuciones de probabilidad condicionada asociadas a los valores de las
variables, dados sus padres en el DAG.

Ejemplo 2.2

Una manana al levantarse, el Sr. Sdanchez comprueba que su césped estd
mojado. No sabe si habrd llovido durante la noche o si dejo encendido el aspersor
de su jardin. Observando el jardin de su vecino el Sr. Pérez puede obtener alguna
conclusion.

El problema que se plantea puede modelizarse mediante una Red Bayesiana,
siendo el DAG que representa la informacién cualitativa de la red, tal que

(,Césped de Pérez ~Ceasped de Sanchez
mojado? (P mojado? (S

Figura 2.2. DAG asociado a la Red Bayesiana que modeliza el problema del
césped mojado del Sr. Sanchez
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Todas las variables del problema son dicotomicas, siendo 1 el valor asociado
a la respuesta ’si’ y 0 a la respuesta 'no’.

Para determinar la Red Bayesiana Multinomial, se presentan en la Tabla 2.2
las probabilidades condicionadas P(LL), P(A), P(P|LL)y P(S|LL,A)

P(LL=1)=0.2 P(LL=0)=0.8
P(A=1)=0.1 P(A=0) =09
P(P=1LL=1)=1 P(P=0|LL=1)=0
P(P=1|LL=0)=0.2 P(P=0|LL=0) =038
P(S=1LL=1A=1)= P(S=0[LL=1,A=1)=
P(S=1|LL=1,A=0) = P(S=0|LL=1A=0)=
P(S:1|LL:0,A_1)_09 (S_0|LL_0A_1)_()1
P(S=1|LL=0A=0)= P(S=0|LL=0,A=0)=

Tabla 2.2. Probabilidades condicionadas de las variables del Ejemplo 2.2

Teniendo en cuenta la definicion de Red Bayesiana, se puede obtener la pro-
babilidad conjunta como el producto de todas las probabilidades condicionadas,
de forma que

P(LL, A, P,S) = P(LL)P(A)P(P|LL)P(S|LL, A)

Con la distribucién de probabilidad conjunta es posible calcular la distribucién
de las variables de interés, cuando se tiene evidencia acerca de alguna variable del
problema. Asi, en este caso, se sabe que el césped del Sr. Sanchez estd mojado,
por tanto, se puede calcular P(A|S = 1)y P(LL|S = 1), siendo

P(A = 1|S=1)=0.3382
P(LL = 1|S=1)=0.7353

Como se puede observar con las probabilidades obtenidas, una vez que se
ha introducido evidencia en la red, siendo S = 1, tanto la probabilidad de que
sea debido al aspersor, A = 1, como la de que sea debido a la lluvia, LL = 1,
aumentan su valor respecto a las probabilidades iniciales.
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Cuando se observa el césped del vecino, se puede calcular de nuevo la dis-
tribucién de A y de LL, asi, si por ejemplo el césped del vecino también estd
mojado, se tiene que

P(A 11S=1,P =1) =0.1604
P(LL = 1/S=1,P=1)=0.9328

Ahora con esta nueva evidencia, disminuye la probabilidad asociada a A =1
y aumenta la probabilidad de LL = 1. Este efecto por el que las probabilidades
condicionadas se ven notablemente alteradas al incorporar nueva evidencia, se
conoce como explaining away y reproduce claramente el fenémeno de la trans-
misién de la evidencia entre los diferentes nodos de una red, no sélo entre los que
existe un enlace.

Redes Bayesianas Gaussianas

Cuando las variables aleatorias del problema son normales, la Red Bayesiana que
lo modeliza es una Red Bayesiana Gaussiana.

En las Redes Bayesianas Gaussianas, la distribucién conjunta de las variables
del problema X = {Xji,..., X;,} es también normal multivariante N(u,X), de
forma que la funcién de densidad conjunta es

1
) = (2m) 25 R exp { = )5 )}
donde o es el vector de medias de dimensién n, X es la matriz de covarianzas,
definida positiva de dimensién n x n, || denota el determinante de la matriz de
covarianzas y (x — p)” el vector traspuesto de (x — ).

Cabe senalar que la condiciéon de normalidad aplicada a las distribuciones
condicionadas de cada hijo por sus padres no implica una distribuciéon conjunta
normal multivariante , salvo en el caso en que se exigen varianzas condicionadas
constantes y regresiones lineales (Arnold, et al., 1999).

Por la definicién de Red Bayesiana se ha de verificar que la probabilidad
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conjunta es jerarquica, factorizandose mediante

n

F(x) = [ £ @ilpa(Xy)).

=1

Por tanto, partiendo de la densidad conjunta del problema N (u,Y), la densi-
dad condicionada f(z;|pa(X;)) VX;, es también normal y para cada variable del
problema X; dados sus padres, viene dada por

i—1
Failpa(X:)) ~ N | i+ Bij(w — pg), v
7j=1

donde f;; es el coeficiente de regresion de X; en la regresién de X; sobre sus
padres, y v; es la varianza condicionada de X; dados sus padres, siendo

— 3y -1 T
v = 2 — Eipa(Xi)E;oa(Xi)Ez‘pa(Xi)'

Nétese que el coeficiente de regresién es cero (f;; = 0) si y solo si no hay una
arista dirigida de X; a Xj.

Para ilustrar el concepto de Red Bayesiana Gaussiana, a continuacién se in-
troduce un ejemplo tomado de Castillo, et al. (2003).

Ejemplo 2.3

Se desea estudiar el caudal de un rio; para ello se toman varios puntos en el
rio en los que se mide dicho caudal. Se asume que la distribucion conjunta del
caudal del agua del rio es normal.

Se puede modelizar el problema mediante una Red Bayesiana (Gaussiana,
donde las variables del problema son los distintos puntos del rio, asi X =

(A, B,C, D}.

E1 DAG que se muestra a continuacion especifica una parte de la Red Bayesiana
Gaussiana
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(»)
® (©
©

Figura 2.3. DAG asociado a la Red Bayesiana Gaussiana que modeliza el
problema del caudal del rio

Para continuar con la especificacion de la Red Bayesiana Gaussiana, se han
de definir los pardmetros de la distribucién conjunta N(u, ). En este ejemplo,

3 4 4 8 12

4 4 5 8 13
= 5=

9 8 8 20 28

14 12 13 28 42

Verificandose que

f(a;b,c,d) = f(a)f(bla)f(cla)f(d[b, c)

Adems4s, dichas densidades condicionadas han de responder a

fla) ~ N(pa,va)

f(bla) ~ N(up + Bpala — pa),vB)

f(cla) ~ N(pc + Beala — pa),vo)

f(d]b,c) ~ N(up + Bpe(b — ) + Bpc(c — pe), vp)

Tabla 2.3. Distribucién condicionada de las variables del Ejemplo 2.3

Se han desarrollado diversas técnicas para obtener el pardmetro X, a partir de
los parametros ;; y v; que determinan la densidades condicionadas. La matriz
de covarianzas Y ha de ser una matriz definida positiva y ha de mantener en
su estructura, las caracteristicas de independencia condicionada que muestra el
DAG. Dichas técnicas y propiedades se exponen con detalle en la Seccién 2.4.
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Redes Bayesianas Mixtas

Las Redes Bayesianas Mixtas, también denotadas como Redes Bayesianas
Discretas-Gaussianas, se caracterizan por incluir variables discretas y con-
tinuas en el modelo grafico probabilistico dirigido.

Para poder especificar el modelo, las variables discretas toman un numero
finito de estados y las variables continuas han de ser Gaussianas. Ademas, las
variables discretas deben preceder a las continuas en el grafo.

En las Redes Bayesianas Mixtas, se particiona el conjunto de nodos V =
{X1,..., X} en funcién de si representan a variables discretas (A) o a variables
continuas (I'), siendo V' = AUT". Asi, se denota el conjunto de todas las variables
aleatorias como

X = (2)pey = (4,6) = ((45) sen » (§’7>76I‘)

Las distribucién conjunta asociada a las variables que forman una Red
Bayesiana Mixta, es la distribucién condicionada Gaussiana, cuya densidad viene
dada por

f(@) = f(i,s) = exp {g(i) + h(i)"c — TK(i)s/2}

donde i representa las variables discretas y ¢ las continuas, g(i) es un escalar,
h(i) un vector, K(i) una matriz definida positiva y h(i)” denota el vector h(i)
traspuesto.

Existen diversas propiedades para que la densidad conjunta se presente de
forma jerarquica y se pueda factorizar, considerando las densidades condicionadas
de las variables dada la ocurrencia de sus padres en el DAG. Para ampliar los
conceptos introducidos acerca de Redes Bayesianas Mixtas, véase Cowell, et al.
(1999).

A continuacién se muestra un ejemplo, introducido por Cowell, et al. (1999),
relativo al control de la emision de metales pesados en los residuos de una
incineradora.
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Ejemplo 2.4
La emision de residuos de una incineradora depende de los diferentes compo-
nentes de los residuos resultantes.

Otro factor importante es el residuo quemado que se mide en funcion de la
concentracion de COq en la emision.

La eficiencia del filtro depende del estado técnico del electrofiltro y de la com-
posicion del residuo.

La emision de metales pesados depende de la concentracion de metal en los
residuos resultantes y de la emision de particulas de polvo.  La emision de
particulas de polvo se monitoriza midiendo la penetrabilidad de la luz.

Este problema se puede modelizar mediante una Red Bayesiana Mixta, ya
que se observan variables de tipo discreto y de tipo continuo en la red. Tras la
especificacién del DAG se presentan las variables y sus distribuciones de probabi-
lidad condicionada. Los valores de los parametros de dichas distribuciones vienen
especificadas por los expertos tras realizar un estudio minucioso de las variables.

El DAG que describe las relaciones de dependencia entre las variables en
estudio, se muestra en la Figura 2.4.

Tipo de
residuo (W)
Metal en el
esiduo (M,

Estado de
filtro (F)

ficiencia de)
filtro (E)

oncentracio
de CQ (C)

Figura 2.4. DAG asociado a la Red Bayesiana que modeliza el problema de la
emisién de residuos

Las variables discretas del problema son W, F'y B, cuyas probabilidades condi-
cionadas de interés se muestran en la Tabla 2.4.
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P(W = industrial) = 2 = P(W = doméstico) = 2
P(F = eficiente) = 0.95 = P(F = deficiente) = 0.05
P(B = estable) = 0.85 = P(B =inestable) = 0.15

Tabla 2.4. Probabilidades de las variables discretas del Ejemplo 2.4

El resto de variables son normales y se representan en una escala logaritmica,
especificando sus distribuciones condicionadas en la Tabla 2.5.

M;y|industrial ~ N(0.5,0.01)

My, |doméstico ~ N(—0.5,0.005)
Eleficiente, doméstico ~ N(—3.2,0.00002)
E\deficiente, doméstico ~ N(—0.5,0.0001)
Eleficiente, industrial ~ N(—3.9,0.00002)
E\deficiente, industrial ~ N(—0.4,0.0001)
Clestable ~ N(—2,0.1)

Clinestable ~ N(—1,0.3)

Dlestable, industrial, e ~ N (6.5 + e,0.03)
Dlestable, doméstico,e ~ N (6 + e,0.04)
Dlinestable, industrial,e ~ N (7.5 + €,0.1)
Dlinestable, doméstico,e ~ N(7+ e,0.1)
Myys|d, My, ~ N(d + M;,,0.002)

Lld ~ N(3 — d/2,0.25)

Tabla 2.5. Distribuciones condicionadas de las variables del Ejemplo 2.4

La Red Bayesiana Mixta queda determinada mediante el DAG de la Figura
2.4 y las Tablas 2.4 y 2.5.

Se han realizado interesantes aplicaciones de Redes Bayesianas Mixtas. Por
ejemplo, en modelos poligénicos para determinar el pedigri genético (Sham, 1998),
donde los genes mayores son variables discretas y los efectos poligénicos son las
variables continuas.
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Sin embargo, existen restricciones asociadas al modelo y a su diseno, que
dificultan la propagacién exacta de la evidencia (Cowell, et al., 1999).

2.2.2. Aplicaciones de las Redes Bayesianas

Como se ha ido viendo a la largo de la Seccidn, las aplicaciones de las Redes
Bayesianas son muchas y muy diversas permitiendo modelizar problemas con
estructuras complejas. Ademds, el mecanismo de propagacién de la evidencia
sirve para el aprendizaje de los pardmetros y para realizar inferencia, a medida
que se tiene informacién acerca de las variables de la red.

Algunos autores como Buntine (1994), Heckerman (1995), Lauritzen, et al.
(2003), Dobra, et al. (2004) o Pérez, et al. (2006) entre otros, han aplicado las
Redes Bayesianas en la resolucién de problemas de distintas dreas.

En este Apartado se muestran algunos campos que més han contribuido al
desarrollo de los modelos graficos en general y dos aplicaciones de las Redes
Bayesianas. La primera, de las més significativas, es el diagnéstico médico y la
segunda, més actual, estd en el campo de la genética.

Una de las areas que mas han influido en el desarrollo de los modelos graficos,
y en particular de la Redes Bayesianas, es la de la Inteligencia Artificial con los
sistemas expertos.

Un sistema experto se utiliza para codificar el conocimiento y las habilidades
de un grupo de expertos en una herramienta que pueda ser utilizada por indi-
viduos no expertos.

Los sistemas expertos estan formados por dos partes, la base del conocimiento
y el motor de inferencia. La base del conocimiento contiene el conocimiento
especifico de un problema, codificado. Y el motor de inferencia consiste en
uno o varios algoritmos que procesan el conocimiento codificado de la base del
conocimiento, junto con futura informacién especifica introducida en la apli-
cacion, para realizar inferencias y obtener resultados relativos a las variables
del problema.

Inicialmente, los sistemas expertos se formaban con deducciones logicas (re-
glas), aunque este proceso era insuficiente y limitado, ya que no siempre es posible
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determinar con certeza la ocurrencia de un evento concreto y es este aspecto del
manejo de la incertidumbre el que restaba una enorme eficiencia a los  pro-
cedimientos basados en reglas.

Entonces, se introduce la idea de cuantificar la incertidumbre asociada a los
resultados de las reglas 1égicas y surgen los sistemas expertos probabilisticos, que
describen las relaciones entre las variables mediante su distribucién de probabili-
dad conjunta.

El razonamiento bayesiano es perfecto como motor de inferencia, ya que cono-
ciendo la probabilidad conjunta del modelo, se puede actualizar la informacion
acerca de cualquier variable cuando se tiene evidencia sobre otra de las variables
del problema.

Son muchas las aplicaciones que los sistemas expertos han tenido en el area
del diagnéstico médico. Cada vez mas problemas complejos descritos mediante
un conjunto de variables relacionadas entre si, se modelizan mediante Redes
Bayesianas y la variedad de los mismos en el area del diagndstico médico es
cada vez mayor.

A continuacién se incluye un ejemplo de Red Bayesiana, introducido
inicialmente por Franklin, et al. (1991) denominado Child.

Ejemplo 2.5

El Hospital Great Ormond Street de enfermedades de nirios en Londres, actia
como centro de referencia de minos prematuros con enfermedad coronaria
congénita.

Se sospecha de la existencia de una enfermedad cardiovascular cuando se pre-
senta cianosis (coloracion azul de la piel del bebé), debido a algun fallo del corazon
ocurrido inmediatamente tras el nacimiento del bebé. Es wvital llevar al bebé a
algun centro especialista de referencia, aunque antes de transportar al bebé debe
comenzarse algun tratamiento apropiado que se consulta telefonicamente.

El diagndstico no es sencillo y normalmente lo realizan médicos residentes
no especialistas a cualquier hora del dia. La decision se basa en una descripcion
clinica dada por el pediatra de referencia y pruebas como tension arterial,
electrocardiograma y rayos X.

Por la premura con la que se ha de tomar la decisién acerca del posible
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diagndstico, se construye una Red Bayesiana, con informacién y valoraciones
aportadas por pediatras expertos, que ayude a los médicos a obtener un juicio
sobre la enfermedad. La Red Bayesiana construida debe ser muy eficiente, sin em-
bargo, se produciran errores si se permiten datos ausentes, presentaciones atipicas
o errores en las interpretaciones de los signos clinicos.

Se consideran seis enfermedades distintas (PFC, TGA, tetralogia de Fallot,
PAIVS, TAPVD y enfermedad pulmonar) que categorizan la variable Enfer-
medad.

n1: Asfixia al
nacer?

n2:
Enfermedad?

n5: Conducto n6: Moco n7: Cardio n8: Flujo n9: Enfermo?
de flujo? cardiaco?. parénquimia2 pulmonar?.

n10: Distribucion n11: Hipoxia n13: Rayos X n14: Ruidos?
de hipoxia en 02? del pecho?

n15: Informe n16: Bajo ni17: Derecha n18: Informe n19: Informe n20: Informe

de LVH? cuerpo O sup. 02?2 de CO2?2 de Rayos X2 de Ruidos?

Figura 2.5. DAG asociado a la Red Bayesiana que modeliza el problema Child

n3: Edad de
presentaciop

En la Figura 2.5 se muestra el DAG que describe la Red Bayesiana del pro-
blema.

Las probabilidades condicionadas fueron asignadas por los expertos mediante
la observacién de las bases de datos existentes.

La Red Bayesiana del ejemplo Child es muy efectiva y se utiliza para
describir la distribucién de la variable Enfermedad del problema, en funcién de
los sintomas mostrados por un nino concreto. De esta forma, se diagnostica la
posible enfermedad y se realizan las pruebas adecuadas.

Otra aplicacién importante de las Redes Bayesianas se encuentra en el campo
de la genética. KEsta aplicaciéon surge debido a la elevada dimensién de los pro-
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blemas genéticos, que hace intratable el problema computacionalmente. Con
Redes Bayesianas, y modelos graficos probabilisticos en general, se pueden
realizar cédlculos eficientes y simplificados, imponiendo hipétesis de independen-
cia condicionada entre las variables del problema. Estas hipdtesis, pueden reducir
el problema a pequenas componentes méds manejables. Ademas, debido a la es-
tructura compleja de los problemas genéticos, es posible representar el problema
graficamente mediante los grafos introducidos en la Seccién 1.2.

Laurtizen, et al. (2003) describen una Red Bayesiana para tratar vinculos
genéticos asociados con el pedigri, entendiendo por pedigri el conjunto de rela-
ciones familiares entre un grupo de individuos. En los pedigris, es frecuente
trabajar con su representacién grafica (véase la Figura 2.6).

Ejemplo 2.6

Se desea estudiar el pedigri mostrado en la Figura 2.6. En dicho pedigri, los
fundadores iniciales del mismo son los individuos 1,2,3, y 4. Los individuos 5,8 y
9 son fundadores recientes que se han incorporado al pedigri emparejindose con
miembros del mismo. Finalmente, los individuos 11, 12, 18 y 14 son los ultimos
del pedigri y no estdn emparejados.

Figura 2.6. Representacion grdfica estdndar del Ejemplo 2.6, donde las hembras
se muestran mediante un circulo y los machos mediante un cuadrado

Para expresar el pedigri de la Figura 2.6 como una Red Bayesiana, los nodos
del grafo deben representar variables aleatorias para las que se puedan definir
una distribucién de probabilidad conjunta que satisfaga la factorizaciéon (1.1).
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Existen varias formas de disenar la Red Bayesiana y sus propiedades aso-
ciadas. En este ejemplo, se describe la red de segregacion, que es la mas directa y
que recoge todas las relaciones inherentes a las relaciones familiares del pedigri.

Figura 2.7. DAG asociado a la Red Bayesiana descrita para el problema del
pedigri del Ejemplo 2.6

La Red Bayesiana de la Figura 2.7, se construye de forma que para cada indi-
viduo i, se tengan dos nodos (i y i!) que representen la maternidad o paternidad
heredada en los genes de i, siendo 0 la etiqueta asociada a la maternidad heredada
vy 1 a la paternidad heredada. Las variables aleatorias subyacentes pueden tomar
cualquiera de los tipos de alelos del gen a del sistema.

A cada miembro del pedigri no fundador, le llegan dos aristas dirigidas de los
dos genes del padre al gen paternidad y dos aristas dirigidas de los genes de la
madre al gen maternidad.

Los nodos etiquetados como '

se asocian a la variable aleatoria L;1 asignando
el tipo de alelo del gen heredado por el individuo ¢ de su padre. Igualmente, se

tiene para el gen heredado por ¢ de su madre, siendo L,0 la variable aleatoria.

El resto de nodos adicionales son indicadores de la meiosis (proceso de re-
duccién cromatica en el que se reduce a la mitad el niimero de cromosomas,
gametos o células reproductoras) o la segregacién; de forma que se anaden a
los padres de cada nodo gen. Estos nodos son binarios, donde 1 denota que se
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ha heredado una copia del gen de paternidad y 0 indica la herencia del gen de
maternidad. De esta forma, cada tipo de alelo de los no fundadores es una funcién
deterministica de sus padres. Por tanto, para la herencia del gen de paternidad
se tiene que

lp} si Spii = 1

lo st spi=0

Ly = f(lpl;,lpg,spi,i) = {
Y de forma similar para el gen de maternidad heredada

l si sm,i=1
Lio = f(lm}’lm?’ Smm’) = { m e

lm? si Smi,i:()

donde m; y p; son etiquetas ligadas a la madre y el padre del individuo ¢, y sp, ;
Y Sm,;,; son variables binarias que asignan indicadores de segregaciones de i del
padre y de la madre, respectivamente.

La leyes de la herencia se pueden codificar dejando que los indicadores de
segregacién sean independientes, con probabilidades de transmision dadas por

P(Spi=1)=p1 vy P(Sm.i=1)=po
siendo para el caso més simple de la herencia Mendeliana p; = py = 1/2.

En la Red Bayesiana de la Figura 2.7 también se supone la unién aleatoria
de los gametos (células que, en la reproduccion sexual, se unen a otra célula para
dar origen a un nuevo ser), ademas de mostrarse la independencia entre genes
fundadores del resto y de los indicadores de segregacién.

Para obtener mas detalles acerca de la obtencién de la Red Bayesiana que
describe el problema del pedigri presentado, puede verse Lauritzen, et al. (2003).
También Dobra, et al. (2004) contiene aplicaciones de las Redes Bayesianas,
para la descripcion y resolucién de problemas de deteccion de patrones en las
expresiones genéticas obtenidas mediante microarrays.

2.3. Propagacion de la evidencia en Redes Bayesianas

En esta Seccién se presenta el proceso de propagacion de la evidencia, que
es una de las caracteristicas fundamentales asociadas a las Redes Bayesianas.



66 ANALISIS DE SENSIBILIDAD EN REDES BAYESIANAS (GAUSSIANAS

Este proceso, también denominado propagacion de incertidumbre o inferencia
probabilistica, consiste en actualizar la informacién probabilistica de las variables
de la red cuando se tiene informacién o evidencia acerca del estado o del valor de
alguna de las variables que componen el problema.

Como se ha comentado en el Capitulo anterior, estos métodos de propagacién
de la evidencia se basan principalmente en el Teorema de Bayes, que permite
calcular las probabilidades a posteriori de ocurrencia de un determinado suceso,
dada la probabilidad a priori de dicho suceso y la verosimilitud de los datos.
La informacién actualizada de las variables es la probabilidad a posteriori de las
mismas.

De hecho, las Redes Bayesianas reciben dicho nombre por la utilizacion del
Teorema de Bayes en la actualizaciéon de las probabilidades de la red. Sin em-
bargo, para Redes Bayesianas con un gran niimero de variables se ha de recurrir
a métodos de propagacién eficientes, como los que se describiran posteriormente,
que generalizan la idea del Teorema de Bayes.

Los métodos de propagacién de la evidencia que se introducen en esta Seccién
se han desarrollado para el caso discreto y son béasicos para entender la idea
fundamental de propagacién de la evidencia basada en el envio de mensajes y la
multiplicacién de potenciales para actualizar las probabilidades de la red.

Ademas, se presentan dos algoritmos de propagacion de la evidencia. Fl
primero se basa en el envio de mensajes cuando la estructura del DAG es simple,
un polidrbol. El segundo algoritmo muestra la misma idea pero cuando la estruc-
tura del DAG es méas compleja y existe un arbol de unién asociado a dicho DAG.
Este ltimo algoritmo es basico para el conocimiento de las Redes Bayesianas y
es el mas utilizado; ademas, se ha implementado en programas especificos para el
tratamiento de Redes Bayesianas, como el programa HUGIN® (Andersen, et al.,
1989).

En esta Seccién se presenta la definicién de evidencia y los algoritmos de
propagaciéon comentados. Dado que en la siguiente Seccién se estudian a fondo las
Redes Bayesianas Gaussianas, es en dicho punto donde se introduce un algoritmo
de propagacién de la evidencia para el modelo Gaussiano.

!P4gina web del programa http://www.hugin.com
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2.3.1. Evidencia y propagacién

En las Redes Bayesianas se tiene evidencia acerca de una variable aleatoria,
cuando para una situacién particular, se conoce el estado de dicha variable. Asi,
se define el concepto de evidencia como

Definicién 2.1 (Evidencia)

Sea una Red Bayesiana donde X = {X1,...,X,,} es el conjunto de variables
del problema. Se dice que existe evidencia acerca de un subconjunto de variables
E C X, cuando se conocen los valores exactos que toman dichas variables, siendo

E={X., =e,...X¢ =ex} conk <n.
El conjunto de evidencias también se denota como E = e.

La evidencia es un elemento dindmico que varia en funcién de la situacién de
la red en el momento. Asi, en Redes Bayesianas disenadas por ejemplo para el
diagnéstico médico, con una estructura de ”sintomas-enfermedad”, dependiendo
de los sintomas del paciente, se tendra una evidencia u otra, y por tanto una
probabilidad distinta asociada a las posibles enfermedades causantes de dichos
sintomas.

Inicialmente, cuando se describe una Red Bayesiana no se tiene evidencia
acerca de ninguna de las variables del problema, por tanto en este caso el proceso
de propagacién de la evidencia consiste en calcular las probabilidades marginales
para cada variable X; € X, obteniéndose asi una primera informacion sobre la
distribuciéon marginal de cada variable del problema.

Cuando para un caso particular, se tiene evidencia acerca de la ocurrencia de
alguna de las variables del problema, el proceso de propagacién de la evidencia
consiste en calcular las probabilidades condicionadas de cada variable X; ¢ E
dada la evidencia E = e, obteniéndose p(z;|e) en el caso discreto o f(z;le) en el
continuo, para todo X; ¢ E.

Obviamente, cuando no se dispone de evidencia, siendo E = ¢, las probabili-
dades condicionadas son las probabilidades marginales obtenidas al comienzo.

Considerando como se indic6 anteriormente una Red Bayesiana Discreta, en
el proceso de propagacién de la evidencia se puede obtener la probabilidad condi-
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cionada de interés p(z;|e) mediante su propia definicién, de forma que

p(l‘ia 6)
ile) = ; 2.1
plafe) = 2o o plaec) 1)
siendo — la constante de proporcionalidad.

p(e)

Como existe una estructura de dependencia entre las variables del problema,
es fundamental trabajar teniendo en cuenta las distintas relaciones de indepen-
dencia que se tienen entre dichas variables. Asi, la distribucién de probabilidad
conjunta puede obtenerse mediante la expresion de la definicién de Red Bayesiana,

n (1.1), donde la probabilidad conjunta viene dada por el producto de todas las
probabilidades condicionadas dada la ocurrencia de sus padres en el DAG, es

decir
n

p(z) = [ [p(zilpa(Xs))

i=1

Para realizar de forma eficiente el proceso de propagacion de la evidencia, y
por tanto los distintos calculos asociados a la probabilidad conjunta y a la proba-
bilidad condicionada, es fundamental trabajar con la estructura de dependencia
que presenta la Red Bayesiana en el DAG. De no ser asf, el proceso de propagacién
de la evidencia seria ineficiente ya que el tiempo de procesamiento necesario para
realizar los cdlculos crece exponencialmente a medida que aumenta el nimero de
variables del problema.

2.3.2. Algoritmos de propagacion de la evidencia

Existen diversos algoritmos de propagacion de la evidencia en Redes Bayesianas
y se pueden clasificar en algoritmos exactos y aproximados. Para los algoritmos
de propagacion exactos, se obtienen las probabilidades de los nodos de forma pre-
cisa y sin error. Los algoritmos de propagacién aproximados? utilizan técnicas de
simulacién para obtener valores aproximados de las probabilidades y se aplican
cuando los exactos son muy costosos o inaplicables.

Diversos autores han desarrollado algoritmos de propagacién de la evidencia.
Asi, en Redes Bayesianas Discretas destacan Olmsted (1983) y Shachter (1988)

2Véase Saul, et al. (1996) y Jaakkola, et al. (1996)
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que desarrollan un algoritmo basado en hacer las aristas del DAG reversibles,
hasta que la respuesta a la pregunta probabilistica pueda ser leida directamente
del grafo, de forma que la probabilidad de interés asociada a cada arista re-
versible se obtiene tras la aplicacién del Teorema de Bayes. Kim, et al. (1983)
y Pearl (1986b) desarrollan el esquema de ”paso-de-mensaje” que actualiza la
distribucion de probabilidad de cada nodo de la Red Bayesiana cuando se tiene
evidencia acerca de una o mas variables. Lauritzen, et al. (1988), Jensen, et al.
(1990a), Jensen, et al. (1990b) y Dawid (1992) desarrollan un algoritmo basado
en transformar el DAG inicial, que representa la Red Bayesiana, en un arbol
donde cada nodo del drbol esta formado por un subconjunto de variables de X
ademas, este algoritmo explota diversas propiedades matemdticas del arbol para
realizar el proceso de propagacién de la evidencia. Posteriormente, D’Ambrosio
(1991) desarrolla un algoritmo de propagacién de la evidencia que simplifica al-
guno de los cédlculos del algoritmo especificado anteriormente, aunque sigue siendo
el algoritmo descrito por Lauritzen, et al. (1988), Jensen, et al. (1990a), Jensen,
et al. (1990b) y Dawid (1992) el mas utilizado en Redes Bayesianas Discretas.

Para las Redes Bayesianas Gaussianas o Redes Bayesianas Mixtas, los algorit-
mos desarrollados utilizan resultados asociados a la independencia condicionada,
para simplificar el proceso de inferencia. En dichas redes Normand, et al. (1992)
y Lauritzen (1992), respectivamente, desarrollan dos algoritmos de propagacién
exactos; el primero basandose en la propagacién en poliarboles y el segundo en
la propagacién en arboles de unién. Lauritzen, et al. (2001) desarrollan un al-
goritmo alternativo a Lauritzen (1992) en el que se estabiliza el esquema de los
calculos locales y Cowell (2005) presenta un esquema de propagaciéon en Redes
Bayesianas Gaussianas sobre el grafo descomponible asociado, describiendo un
algoritmo para realizar los cédlculos locales en dichos modelos que combina la
aproximacién de Lauritzen, et al. (2001) con algunos elementos descritos por
Shachter, et al. (1989) para modelos gréificos Gaussianos.

A pesar de trabajar con las relaciones de independencia condicionada para
simplificar el proceso de propagacion de la evidencia, la propagacion exacta en
Redes Bayesianas es un problema NP-duro (Cooper, 1990). Incluso los algorit-
mos de propagacién aproximados son también NP-duros, véase Dagum, et al.
(1993). Esto es debido a la estructura grafica de la Red Bayesiana que a pesar
de ser un DAG, en la propagacién de la evidencia se modifica dicha estructura
grafica pudiendo existir ciclos no dirigidos, que hacen intratable el proceso de
propagacion de la evidencia. No obstante en la mayoria de los casos particulares
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se llega a una solucién mediante un proceso eficiente.

En esta Memoria se trabaja con un algoritmo de propagacién exacto para
Redes Bayesianas Gaussianas que se detalla posteriormente en el Apartado 2.4.4
de la Seccién 2.4.

En los siguientes puntos se muestra el desarrollo del proceso de propagacién de
la evidencia desde que Kim, et al. (1983) y Pearl (1986b) presentan su algoritmo
basado en ”paso-de-mensaje” pensado para la propagacion en polidrboles, hasta
el algoritmo maés frecuentemente utilizado en la propagacion en Redes Bayesianas
Discretas, desarrollado por diversos autores como Lauritzen, et al. (1988), Jensen,
et al. (1990a) y Dawid (1992), denominado propagacion en drboles de union o
universos del conocimiento (Jensen, et al., 1990b).

El objetivo de este Apartado es conocer e implementar el proceso de propa-
gacién de la evidencia en Redes Bayesianas, pasando de una estructura grafica
sencilla de DAG, los polidrboles, a una estructura méas compleja y general de
DAG. A pesar de esto, se han introducido diversos métodos de propagacién efi-
cientes considerando otras estructuras graficas caracteristicas aunque el método
de propagacién en arboles de unién es el mas generalizado.

Este proceso se muestra para un conjunto de variables discretas ya que fueron
las Redes Bayesianas Discretas las primeras en describirse y presentan claramente
la idea que subyace en el proceso de propagacién de la evidencia basandose en el
Teorema de Bayes.

A pesar de realizarse los procesos de propagacion cuando se tiene evidencia
acerca de alguna de las variables de la red, la propagacion de la evidencia también
se puede efectuar en una fase inicial del problema, cuando no se tiene evidencia
de ninguna variable. En este caso se obtienen las probabilidades marginales de
cada una de las variables que forman la red, p(z;), a partir de la definicién de
Red Bayesiana, con P dado por p(z;|pa(X;)) para todo X;.

Propagacién en Poliarboles

En este Punto se muestra la idea inicial de propagacién de la evidencia presentada
por Kim, et al. (1983) y Pearl (1986b) basada en el envio de un mensaje a
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través de la red, siendo dicho mensaje el resultado de algunos célculos locales.
Ademas, se introduce el algoritmo asociado de propagacién, que destaca por tener
una complejidad lineal en el nimero de nodos y aristas que componen la Red
Bayesiana. El grafo que representa la Red Bayesiana en estudio es un poliarbol.

Como se ha visto en el Capitulo 1, un polidrbol es una estructura simple
que se caracteriza por tener un tnico camino entre cada par de nodos, pudiendo
existir nodos con més de un padre. Por tanto, cada nodo X; divide al poliarbol
en dos poliarboles inconexos: uno que contiene a sus padres y a los nodos que
son accesibles desde X; a través de sus padres y otro que contiene a sus hijos y
a los nodos que son accesibles desde X; a través de sus hijos.

Sea E = e la evidencia de la Red Bayesiana. Teniendo en cuenta la estructura
del poliarbol, para calcular la probabilidad de interés p(z;|e) para todo x; de
X; ¢ E, se descompone la evidencia E en dos subconjuntos disjuntos, de forma
que cada subconjunto estd contenido en uno de los polidrboles obtenidos al separar
el polidrbol original por el nodo X;, quedando

Ej subconjunto de E accesible desde X; a través de sus padres
E, : subconjunto de E accesible desde X; a través de sus hijos
Donde E = E;F UE; .

Aplicando la definicién de probabilidad condicionada (2.1) se tiene que

+ - + -
_ p(SUz',e- € ) p(ei , €; |%')P(fﬁi)
' R p(ej_7ei ) p(ez—"—7ei )

Como en el polidrbol inicial el nodo X; separa Ef de E;, entonces E || E; | X;,
siendo la probabilidad de interés

1oy = Pl mp(el lep() _ plef @ p(e )
P ) pele)

Considerando k = —1—

p(ei ;€5 )
p(e; |z;) la probabilidad de tener evidencia procedente de los hijos de X; y

la constante de normalizacién y siendo \;(z;) =

pi(z;) = p(ej,x;) la probabilidad conjunta asociada a la evidencia procedente
de los padres de Xj;, se tiene que

p(zile) = kXi(xi)pi(zi) = kBi(w;) o Bi(z:)
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donde B;(z;) = Ai(z;)pi(x;)

Las funciones A;(x;) y pi(x;) son los mensajes de envio entre pares de nodos,
por tanto, para su calculo se considera la siguiente situacién mostrada en la
Figura 2.8 donde el nodo X; tiene p padres y h hijos, siendo U = {Uy, ..., Uy} el
conjunto de padres de X; y L = {Lq,..., Ly} el conjunto de hijos de X;.

Figura 2.8. Padres e hijos del nodo Xj;

De esta forma, el conjunto E;r de evidencias accesibles desde X; a través de
sus padres y el conjunto E; de evidencias accesibles desde X; a través de sus
hijos, pueden venir dados como

Bf = {Bf By}

EZ_ = {E)_(i[q’ "'7E)_(7;Lh}

donde EJUFJ_ x, €s el subconjunto de E;r contenido en el grafo asociado al nodo U

cuando se elimina la arista U; — X; y E;E 1. es el subconjunto de E;” contenido
idsg
en el grafo asociado al nodo L; cuando se elimina la arista X; — L;.

Para obtener p;(z;) se considera una realizacién de los padres del nodo X; tal
que u = {u1,..,up} y se trabaja con la relacién de independencia condicionada
. Jr Jr .
que se tiene entre {Uj, EUJ_XZ_} y {Ug, EUkXi} Vi # k.



REDES BAYESIANAS 73

pile:) = plef,zi)=) pluve zi)=) plziluef)p(uvef) =

= ZP($i|u Ue )p(uu eaxi U..U e;}pxi) =

u 7=1
p
= > plailaue)] [ov,x: () (2:2)
u 7j=1

siendo py, x, (uj) = p(u; U e;}jxi) el mensaje p que X; recibe de su padre U;. Por
tanto, la funcién p;(x;) se puede obtener en cuanto el nodo X; haya recibido los
mensajes p de todos sus padres.

Si Uj fuese una variable evidencial, con u; = e;, entonces el mensaje que envia
Uj a su hijo X; es

1 st uj=e

Para calcular la funcién \;(x;) se tiene en cuenta que los elementos de E;
estdn d—separados dado X;. Por tanto se obtiene A;(x;) como

h
Ai(x;) = ple; |s) :p(e;(l_Ll, ...,e}iLh|LL’i) = H plex, L |x;) = H)\L x; (
i=1 (2.3)

donde Ax,r,;(7;) = p(e;(iLj |z;) es el mensaje A que X; recibe de su hijo L;. Por lo

que A;(z;) se puede calcular en cuanto X; haya recibido los mensajes A de todos
sus hijos.

La probabilidad de interés viene dada por la siguiente expresion

p
($z|e) & B@ :L'z = HAL X; :L'z Zp(l‘lhl Ue;r)HpUin(uj)

u j=1
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Una vez que X; recibe todos los mensajes de sus padres y de sus hijos, es
fundamental conocer el mensaje que el nodo X; envia a un hijo cualquiera L;,
es decir px, L; (x;). Para ello se considera el nodo X; y su hijo L;. Teniendo en
cuenta que la evidencia accesible desde L; a través de su padre X; viene dada
por la evidencia accesible desde X; a través de sus padres (E;") y por la evidencia
accesible desde X; a través del resto de sus hijos Li con k # j, siendo

+  _ @t —
Exp, =E; ké{j Ex.p,

se puede calcular el mensaje que X; envia a su hijo L; como px,r,(7;), tal que

pxiz; (@) = plaiVekp)=p|au|ef ey,
K]

— Fle | ez 1 ez
= P& |$ZU€X¢L;€ p mZU%Lk
k#j k#j

= plef|z)p UG)_(Z.LJ% p(;)
k#j

o p(wilel) [Tp (exnaber) o pited [P, ) (2)
k#j k#j

En este caso, el mensaje px,r;(7;) puede ser enviado del nodo X; a su hijo
L; tan pronto se haya calculado su funcién p;(z;) y recibido los mensajes A del
resto de sus hijos, es decir, en cuanto X; haya recibido todos los mensajes de sus
padres y del resto de sus hijos.

Del mismo modo, si X; es un nodo con evidencia, entonces el mensaje de X;
a L;es

1 si xz;,=¢;

pxiLy (@) = { 0 si = #e

Finalmente para calcular el mensaje A que L; manda a su padre X; (Ar, x; (%))
se considera el conjunto de todos los padres de L; distintos de X; como V =



REDES BAYESIANAS 7D

{V1,...,V}, de forma que el nodo L; tiene ¢ + 1 padres. Entonces la evidencia
accesible desde X; a través de su hijo L; es tal que

— o et
ex;; = ¢, Yeyr,

siendo e‘t . la evidencia que L; obtiene a través de todos sus padres, excepto del
J
nodo Xj;.

De esta forma,

)\L]'Xi (5177,) = D (e}iijri) = Zp (ljvva 6;(iLj|xi) = Zp (l]a v, ezjve\t[,j |:‘Cl> =

ljv lj,v

= Zp (ezj“jvva e\t’Ljvxi) b <Zj|V, G\J;Ljvsci) b (Vv e\tijri) =

lj,v

() St (i)

lj

= > A )Y plpalLy) [T over,e (o) (2.5)
lj

v k=1

Por tanto, el nodo X; puede enviar el mensaje A a su padre U; (Ax,u,(u;)) en
cuanto haya calculado la funcién A;(z;) y haya recibido los mensajes p del resto
de los padres, es decir, en cuanto X; haya recibido todos los mensajes de sus hijos
y del resto de sus padres.

A continuacién se introduce un algoritmo, basado en lo anterior, para calcular
las probabilidades p(x;|e) para todos sus nodos no evidenciales X; ¢ E. En dicho
algoritmo, para no tener problema con los mensajes que se envian, se generaliza la
notacion dada a cualquier variable X; del conjunto de variables X, de forma que
X puede ser variable evidencial X; € E y variable no evidencial, tal que X; ¢ E.
Para profundizar en la idea y en el algoritmo de propagacion en poliarboles véase
Kim, et al. (1983), Pearl (1986b) o Castillo, et al. (1997a).
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Algoritmo de propagacion en poliarboles

ENTRADA: La Red Bayesiana (D, P) donde D es un polidrbol, X = { X7, ..., X;,}
es el conjunto de variables de la red y E = e es un conjunto de evidencias.

SALIDA: Las distribuciones de probabilidad condicionadas p(z;|e) para todo
X, ¢ E.

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Paso 4.

Inicializar los mensajes de envio para todas las variables evidenciales X; € E
tal que

1 si z;,=¢;
pi(ri) = { T

0 si x; #e;
1 si z;,=¢;

Ai(x;) = )
(w:) { 0 si x; #e;

Para las variables no evidenciales X; ¢ E que no tengan padres en el DAG,
inicializar el mensaje p;(x;) como

pi(zi) = p(xi)

Para las variables no evidenciales X; ¢ E que no tengan hijos en el DAG,
inicializar el mensaje \;(x;) como

)\Z(LEZ) =1

Para cada variable no evidencial X; ¢ E calcular

(a) Si X; a recibido los mensajes p de todos sus padres entonces p;(x;) se
calcular como en (2.2), tal que

pizi) =Y plzilaue) ] [pv,x, (u))
u 7=1

(b) Si X; ha recibido los mensajes A de todos sus hijos, entonces \;(x;) se
calcula mediante la siguiente expresién, presentada en (2.3)

h
Ai(z;) = H)\Lin (i)
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(c) Si ya se ha calculado p;(z;), entonces, para cada hijo L; de X, tal
que X; ya ha recibido los mensajes A del resto de sus hijos, calcular y
enviar el mensaje px,r,(7;) apoyandose en (2.4).

Si X; ha recibido los mensajes A\ de todos sus hijos, entonces ya puede
enviar todos los mensajes p.

(d) Siya se ha calculado \;(x;), entonces, para cada padre U; de Xj, tal
que X; ya ha recibido los mensajes p del resto de sus padres, calcular
y enviar el mensaje Ax,u, (u;) apoyandose en (2.5).
De igual forma, si X; ha recibido los mensajes p de todos sus padres,
entonces ya puede enviar todos los mensajes .

Paso 5. Repetir el Paso 4 tantas veces sea necesario hasta obtener las funciones p
y A de todas las variables no evidenciales X; ¢ E, de forma que no exista
ningin nuevo mensaje en una iteracién completa.

Paso 6. Calcular (;(x;) para cada variable no evidencial X; ¢ E, siendo f;(x;)
p(z;|e), teniendo en cuenta que

Bi(wi) = Ni(zi)pi(ws)

Paso 7. Calcular p(z;le) para cada variable no evidencial X; ¢ E, normalizando la
funcién S;(x;), de forma que

le) — Bi(zi)
p(zile) 7;&(:&)

Cuando solo se tenga interés en una variable X; del problema, siendo dicha
variable la variable objetivo o de interés, no es necesario realizar todo el proceso
de propagacién hasta encontrar las funciones p y A ya que el objetivo es conocer

pi(xi) y Ni(zi).

Propagacion en arboles de unién

En este Punto se introduce la idea de transformar la estructura grafica del DAG
en un arbol de unién de ciclados, para obtener de forma eficiente la distribucién
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de probabilidad de las variables del problema, cuando se tiene evidencia acerca
de la ocurrencia de alguna de las mismas.

Al igual que en el método de propagacién en polidrboles, el algoritmo que se
presenta se basa en el envio de mensajes, pero ahora la estructura gréafica es la
de un arbol de unién de ciclados construido a partir del DAG, que representa la
Red Bayesiana en estudio.

Como se ha expuesto en el Capitulo 1, la estructura del DAG que representa la
red del problema puede manipularse hasta obtener un arbol de unién de ciclados.
Para ello, se moraliza el grafo no dirigido asociado al DAG. Posteriormente, se
triangula el grafo resultante, obteniendo asi el drbol de unién de ciclados®. En
la Figura 2.9 se muestra un DAG y su transformacién en un arbol de unién de
ciclados.

(1) )
Figura 2.9. DAG (1) y arbol de unién asociado (2)

Considérese un arbol de unién de ciclados en el que cada nodo representa un
ciclado C' = {C1, ..., Cx}. El conjunto de potenciales asociados a los ciclados del
grafo viene dado por {¢1(c1), ..., ¥x(ck)}, siendo

viler) = [ plailpa(X:)

z; €C;

Sean S;j, o Sj;, el conjunto separador de los ciclados C; y Cj, dado por
Sij = C; N Cj. En la Figura 2.10 se representa el arbol de unién (2) de la Figura
2.9 con los separadores de los ciclados.

3Para ampliar la informacién acerca del proceso de manipulacién del DAG hasta obtener un
drbol de unién, véase el Apartado 1.2.5. Estructuras graficas de interés.
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Figura 2.10. Arbol de unién con el conjunto de separadores

Teniendo en cuenta la estructura del arbol de unién, el proceso de propagacion
de la evidencia, consiste en realizar los cdlculos locales necesarios en cada ciclado
enviando y propagando mensajes entre los ciclados vecinos del arbol de unidn,
de manera que se efectiie la propagacién de la evidencia de forma aniloga a la
propagacion en poliarboles.

Sea E = e el conjunto de evidencias. Se sabe que la probabilidad de interés
p(zile) de un nodo cualquiera X; ¢ E, se puede obtener aplicando el Teorema de
Bayes, considerando las funciones potenciales de los ciclados. Aunque el primer
paso consiste en que las funciones potenciales absorban la evidencia, de forma
que si una variable X; es evidencial, entonces se asocia dicha variable a uno de
los ciclados C; a los que pertenece y se modifica la funciéon potencial de dicho
ciclado, de manera que

0 si algtin valor de ¢; no es consistente con e

viled) { ¥i(ci) en otro caso
El resto de potenciales no se modifican.

En adelante, se denotan todos los potenciales de igual forma, v;(¢;), aunque
algunos se hayan modificado en el proceso de absorcién de la evidencia.

El paso siguiente, consiste en calcular los mensajes que se envian entre ci-
clados vecinos en el arbol de unién, trabajando con el producto de las funciones
potenciales de los vecinos.

Teniendo en cuenta la informacién de los mensajes recibidos por cada ciclado,
se calcula la distribucién de probabilidad del separador y del ciclado, como la
distribuciéon marginal de la probabilidad conjunta, quedando dicha probabilidad
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en funcién de los mensajes que se envian entre ciclados. Posteriormente, se mar-
ginaliza la distribucién de probabilidad del ciclado p(¢;) que contenga a la variable
X, sobre el resto de variables del ciclado, para obtener la probabilidad de interés
p(zile); generalmente se considera en este proceso el ciclado de menor tamano
que contiene a la variable Xj.

Sea C; un ciclado cualquiera del drbol de unién y sean { By, ..., By} sus ciclados
vecinos. Si se elimina la arista que une los ciclados C; y B; se obtienen dos
subgrafos disjuntos, uno en el que estdan C; y sus ciclados vecinos, excepto B; y
otro en el que estd B;. Considérese en esta situacion los siguientes conjuntos:

Cjj : conjunto de ciclados asociados a Cj. Al eliminarse la arista entre C; y B;
se tiene que B; ¢ Cj;.

Xi;: conjunto de todos los nodos contenidos en Cj;.

De forma que los conjuntos C;; y Cj; son complementarios, al igual que X;; y
X, siendo el conjunto de todas las variables del problema tal que X = C;;UC}; =
Xij U Xﬂ

Con el grafo separado, obtenido tras eliminar la arista C;—DB;, se procede
al cédlculo de las distribuciones de probabilidad conjuntas tanto de cada ciclado,
como de cada separador. Para ello, se comienza con la distribucién de probabili-
dad de los separadores.

Para obtener la distribucién de probabilidad de un conjunto separador S;;, se
ha de tener en cuenta que

X\ Sij = (X4 U Xji) \ Sij = (Xij \ Sij) U (X \ Sij) = Rij U Rji

donde R;; = Xj; \ S;j son los residuos dados por el conjunto de variables con-
tenidas en el subarbol asociado a C; pero que no estdn en B; cuando se elimina
la arista C;—DB;.

Si un nodo esta contenido en dos ciclados distintos, entonces tiene que estar
también contenido en todos los ciclados que haya en el camino que une ambos
ciclados, asf, los nodos comunes entre X;; y Xj; tienen que estar contenidos en
el separador S;;, por tanto los residuos R;; y Rj; son subconjuntos disjuntos.
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Trabajando con esta idea se obtiene la distribucién de probabilidad conjunta
de S;; como

rijUrji 1=1

k k
p(sy) = Z H =Y ]l =
z\si; =1
= (DI v | | D2 I wule) | =
€Cij

Tij | Tji i €Cj;

= 3@] ji Szj)

donde M;;(si;) = Y H Yi(c;) es el mensaje que envia el ciclado C; al ciclado
Tij ¢ €Cy;
vecino Bj y Mj;i(sij) =Y H Yi(c1) es el mensaje que envia el ciclado B; a C;.
Tite eCyy

Por tanto, la distribucién de probabilidad conjunta del separador S;; viene
dada por el producto de los dos mensajes que se envian entre los ciclados C; y
Bj. Noétese que la informacion necesaria para calcular cada uno de los mensajes,
estd en uno de los dos subgrafos obtenidos al eliminar la arista C;—B;, como
son subgrafos separados del drbol de unién de ciclados, estos mensajes propagan
la informacién de una parte del grafo en la otra parte. Ademads los mensajes
pueden calcularse de forma independiente, lo que facilita la implementacién del
algoritmo.

Para obtener la distribucion de probabilidad del ciclado C;, se procede de
igual manera que con los separadores, de forma que

q q q
X\ = (UXli> \Ci = J (Xu\ Ci) = | JRu
=1

=1 =1

siendo Ry; = Xj; \ Cj, ya que segun la propiedad de los drboles de unién que dice
que cada variable de Xj; que esta contenida en C; también estd contenida en .Sj;,
de manera que Ry; = X;; \ C; = Xy \ S

De esta forma, se puede calcular la distribucién de probabilidad del ciclado
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C; como

k
plei) = > [wile) =vile)d ] [Ivi(e) =

z\¢; =1 xz\¢; j#i

= i) > [wile) =

r1iU...Urg; j#£1

= () (Z IT @) | (D T wile) | =

T14 CLECM Tqi clqui
q
= (e [[ M)
7=1

donde Mj;(s;;) es el mensaje que envia el ciclado Bj al ciclado vecino C;.

Por tanto, la distribucién de probabilidad del ciclado p(c¢;) se puede calcular
en cuanto C; haya recibido todos los mensajes de los ciclados vecinos. Y la
distribucion de probabilidad conjunta de un ciclado cualquiera se obtiene cuando
se han calculado y enviado todos los mensajes.

Si p(¢;) no acumula una probabilidad total de 1, entonces se divide cada una
de las probabilidades de todos los posibles valores entre la suma que acumula
p(c;), de forma que la probabilidad del ciclado valga 1.

Se puede simplificar el célculo de los mensajes M;;(s;;), teniendo en cuenta
que

Xig \ Sij = (Ci\ Sip) U | (X0 \ Si
oy

Asi, se obtiene que el mensaje que envia el ciclado C; al ciclado vecino B; como

Mij(sij) = Z H Vs(cs) = Z Z H Ps(cs) =

©i5\si;¢s€Cij ci\sij (213 \s1:),1#7 cs€Cij
= D @] > I wsle) =
ci\Sij I#jx1\s1; cs€C;

ci\sij I#j
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Por tanto, el mensaje M;;(s;;) que envia el ciclado C; a su vecino B; se puede
calcular en el momento que C; haya recibido todos los mensajes M;;(s;;) de sus
ciclados vecinos.

Como se ha comentado anteriormente, cuando se tiene la distribucién de
probabilidad conjunta de todos los ciclados, se marginaliza la distribuciéon de
probabilidad del ciclado que contenga a X; para obtener la probabilidad de in-
terés p(z;le). Cuando el nodo X; esté contenido en més de un ciclado, se puede
tomar cualquier ciclado para su obtencién, aunque para reducir calculos es mas
adecuado tomar el ciclado de menor tamano, como se hace en el algoritmo que
se presenta a continuacién. Dicho algoritmo sirve para obtener la probabilidad
de interés p(z;|e), de todas las variables no evidenciales, cuando se introducen
los datos de una Red Bayesiana y se puede obtener el arbol de unién asociado al
DAG que describe la red.

Algoritmo de propagacion en arboles de union

ENTRADA: La Red Bayesiana (D, P), siendo X = {X3,...,X,,} el conjunto de
variables de la red y E = e el conjunto de evidencias. El drbol de unién asociado
al DAG D, donde cada nodo es un ciclado Cj, siendo C = {C1, ..., Cj}.

SALIDA: Las distribuciones de probabilidad condicionadas p(z;|le) para todo
X; ¢ E.

Paso 1. Para cada ciclado Cj, calcular

vilei) = [ plailpa(X:))

z;, €C;

Paso 2. Introducir la evidencia en las funciones potenciales mediante el proceso de
absorcién de la evidencia, de forma que cada variable evidencial se asigna
a uno de los ciclados C; al que pertenece, definiéndose la funcién potencial
de C; como

0 si algin valor de ¢; no es consistente con e

1/}: (CZ) = { lZJz(Cz) en otro caso
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Paso 3.

Paso 4.

Paso 5.

Paso 6.

Para el resto de ciclados no es necesario realizar ningin cambio sobre su
funcién potencial 1;(¢;).

Para todos los ciclados, con i = 1, ..., k, se calcula el mensaje M;;(s;;) que
el ciclado C; envia a su vecino B; como en (2.6), tal que

M;j(si5) = Z %(Ci)HMzz‘(Szz‘)

ci\sij I#j
En este paso se pueden dar tres situaciones distintas:
(a) Que el ciclado C; haya recibido los mensajes de todos sus vecinos. En

este caso C; puede calcular y enviar los mensajes a todos sus vecinos.

(b) Que el ciclado C; haya recibido los mensajes de todos los vecinos ex-
cepto de B;. En este caso C; solo puede calcular y enviar su mensaje
al ciclado Bj.

(c) Que el ciclado C; no haya recibido los mensajes de dos o més vecinos.
En este caso todavia no se puede calcular ningin mensaje.

Repetir el Paso 3 hasta que no se obtenga ningtin mensaje nuevo.

Para cada ciclado Cj, calcular la distribucién de probabilidad del ciclado,

mediante

plei) = i(er) | [Mii(sk)
k

Para cada variable X; de la red, calcular la probabilidad condicionada de
interés, utilizando la siguiente expresion

p(zile) = > plar)
a\z;

siendo (7 el ciclado de menor tamano que contiene a X;.

Existen muchas variaciones sobre este algoritmo que reducen los calculos o

muestran soluciones para DAGs en los que es dificil encontrar el arbol de unién
asociado, aunque la popularidad del mismo hace que siga siendo éste un algoritmo
basico de propagacién de la evidencia en Redes Bayesianas Discretas.

El ejemplo que se muestra a continuacién, introducido por Castillo, et al.
(1997a), ilustra el algoritmo presentado. En el Ejemplo 2.7, se realiza el algo-
ritmo en una fase inicial del problema, donde se busca conocer las probabilidades



85

REDES BAYESIANAS

asociadas a los ciclados del grafo que representa la Red Bayesiana antes de in-
troducir la evidencia en la red. Tras obtenerse dichas probabilidades, es posible
calcular la probabilidad marginal de cada una de las variables de la red, mar-
ginalizando la probabilidad del ciclado. En el Ejemplo 2.8 se introduce evidencia
acerca de dos variables de la red y se realiza el algoritmo para propagar dicha
evidencia, con el fin de determinar las probabilidades de interés de cada variable
X; ¢ E dada la evidencia, p(z;|e).

Ejemplo 2.7
Considérese la siguiente Red Bayesiana Discreta definida por el DAG D de
la Figura 2.11 y el conjunto de probabilidades condicionadas p(x;|pa(X;)) de la

Tabla 2.6.

Figura 2.11. DAG de la Red Bayesiana descrita para el Ejemplo 2.7

P(A=1)=0.7 P(A=0)=03
P(B=1A=1)=0. P(B=0lA=1)=0.1
P(B=1/A=0)=0. P(B=0|A=0)=0.4
P(C=1]A=1)=0. P(C=0A=1)=05
P(C =1]|A=0)=0. P(C=0[A=0)=02
P(E=1B=1,C=1)=08 =P(E=0B=1,C=1)=02
P(E=1B=1,0=0)=03 = P(E=0B=1,C=0)=0.7
P(E=1B=0,C=1)=05 = P(E=0B=0,C=1)=05
P(E=1B=0,0=0)=06 = P(E=0B=0,C=0)=04
P(D=1B=1)=0. P(D=0/B=1)=02
P(D=1/B=0)=07 P(D=0/B=0)=0.3
P(F=1|C=1)=0.6 P(F=0/C=1)=04
P(F=1/C =0)=0.9 :>P( —0|C =0)=0.1

Tabla 2.6. Probabilidades condicionadas que definen la Red Bayesiana



86 ANALISIS DE SENSIBILIDAD EN REDES BAYESIANAS (GAUSSIANAS

Para obtener la distribucion de probabilidad conjunta de cada ciclado, se
aplica el algoritmo presentado. Para ello, es necesario obtener el arbol de unién
asociado al DAG. En la Figura 2.12 se muestra un arbol de unién asociado al
grafo que describe la Red Bayesiana.

@8O

B,D B,C.E CF
Bo>—@ee—CCh

Figura 2.12. Arbol de unién asociado al DAG del Ejemplo 2.7

Siendo los ciclados del grafo Cy = {A, B,C}, Co = {B,C,E}, C3 ={B,D}y
Cy={C,F}.

En el primer paso del algoritmo se calculan las funciones potenciales de los
ciclados. Las Tablas 2.7 y 2.8 muestran el cdlculo y los valores numéricos de
dichas funciones.

(
Ya(b, c,e) = p(elb, c)
¥3(b, d) = p(d|b)
Ya(c, f) = p(fle)

Tabla 2.7. Funciones potenciales de la Red Bayesiana

Notese que la distribucion de probabilidad conjunta de la red, se puede cal-
cular como el producto de las funciones potenciales mostradas.
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1,1,1) = 0.315
1,1,0) = 0.315
1,0,1) = 0.035
1,0,0) = 0.035
0,1,1) = 0.144
0,1,0) = 0.036
0,0,1) = 0.096

0) = 0.024

Pi(1,

Pi(l,

Pi(l,

P (

P (

P (

P (

1(0, 0,
P3(1,1
¢3(170
¥3(0,1
¥3(0,0

=0.8

) = 0.

) =0.2
)=0.7
) =0.3

Pe(1,1,1) =
(1,1 0)—02
192(1,0,1) = 0.3
12(1,0,0) = 0.7
2(0,1,1) = 0.5
192(0,1,0) = 0.5
12(0,0,1) = 0.6
192(0,0,0) = 0.4
¥4(1,1) = 0.6
¥4(1,0) = 0.4
14(0,1) = 0.9
14(0,0) = 0.1

Tabla 2.8. Valores asociados a las funciones potenciales de la Red Bayesiana

En el Paso 3 del algoritmo, se calculan los mensajes que se van a enviar desde

cada ciclado.

e Como se puede observar, el ciclado Cy solo tiene un vecino (Cs), por tanto

se puede calcular el mensaje que C7 manda a Cs y enviarlo.

(2.6) se obtiene que

Mia(s12) =

Mlgbc

> dila)

c1\s12

Zwl (a,b,c).

En funcién de los distintos valores de B y C' se tiene que

)
) = i
)
)

= 1(0,1,1) +¢1(1,1,1) = 0.459
0,1,0) + 91 (
)+l

)+l

=0.351

= 1(0,0,1) +1(1,0,1) = 0.131
= 1(0,0,0) +¢1(1,0,0) = 0.059

Aplicando

e El ciclado (5 tiene tres vecinos y solo ha recibido el mensaje de C7, por

tanto todavia no puede enviar ningtin mensaje.
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e El ciclado ('3 tiene un dnico vecino, Cs, asi que se puede calcular y enviar
el mensaje aplicando (2.6)

Msy(s23) = Maa(b) = > ts(cs) = > (b, d).
d

c3\s23
Siendo,
Msp(1) = 1
Ms2(0) = 1

e El ciclado Cy4 también puede calcular y enviar su mensaje, ya que solo tiene
por vecino al ciclado Cy. El mensaje que Cy envia a C5 es tal que

Mya(s24) = Maz(c) = > alca) =Y tulc, f)
f

ca\S24

Por lo tanto,

Mp(l) = 1
Mg(0) = 1

Como se han obtenido varios mensajes en esta iteracién, se repite el Paso 3.

Ahora el ciclado Cs ha recibido todos los mensajes de sus vecinos, por lo que
ya se pueden calcular los mensajes que Cy mandara a C1, Cs y Cy.

e El mensaje que Cy manda al ciclado vecino C es

Moy (s12) = Mar(b,c) = Y ha(eo) [ [Mia(si2) = _w2(b, ¢, €) Mz (b) Maa(c).

02\812 I#1
Por tanto,
Mai(1,1) = v2(1,1,0)Msa(1) Maz(1) + ¥2(1, 1, 1) M3 (1) Mya(1) = 1
Mgl(l,O) = wg(l, 0, 0)M32(1)M42(0) + ’lﬁQ(l 0, 1)M32(1)M42(0) =1
M>1(0,1) ¥2(0,1,0)M32(0) Ma2(1) + 2(0, 1, 1) M32(0) M2 (1) = 1
M>51(0,0) = 12(0,0,0)Ms2(0)My2(0) + 12(0,0, 1) M32(0) Mg2(0) = 1
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e El mensaje que C manda al ciclado C3 se obtiene mediante

My3(s23) = Maz(b) = Z ¢2(02)HM12(812) = 21/12(5, c,e)Mya(b, c) Mya(c).

c2\s23 1#3 c,e
De esta forma cada mensaje viene dado por

Mys(1) = Y 4ha(l,c,e)Mis(1, ¢) Maz(c) = 0.81

c,e

Mys(0) = > 42(0, ¢, e)Mi2(0, ) Maz(c) = 0.19

c,e
e Finalmente, el mensaje que Co manda a su vecino Cjy es

Moy(s24) = Mas(c) = > tha(ea) [ [Mia(s12) = D _wha(b, ¢, €) Mz (b, ¢) Msa(b).

c2\s24 1#4 b,e
Por consiguiente,

Mos(1) = ) tba(b,1,€)Mia(b, 1) Mz (b) = 0.59
b,e

Mos(0) = ) “4ba(b,0,€) Mia(b,0) Mz (b) = 0.41
b,e

La Figura 2.13 muestra el orden en el que se han calculado y enviado los
mensajes entre ciclados, tras realizarse el Paso 3 completo.

Figura 2.13. Orden en el que se calculan y envian los mensajes

Con todos los mensajes enviados entre los ciclados, el algoritmo llega al Paso
5 en el que se calculan las distribuciones de probabilidad de los ciclados, objetivo
inicial del problema. Dichas distribuciones de probabilidad se presentan en las
Tablas 2.9 y 2.10.



90 ANALISIS DE SENSIBILIDAD EN REDES BAYESIANAS (GAUSSIANAS

p(c1) = pla,b,c) = 1(a, b, c) Moy (b, c)

p(Cg) = p(b, c, €)= wg(b, C, e)Mlg(b, C)Mgg(b)M42( )
p(es) = p(b, d) = 3(b, d) Ma23(b)

plca) = ple, f) = Yale, f)Maa(c)

Tabla 2.9. Célculo de las probabilidades de los ciclados

pA=1,B=1,C=1)=0315 p(B=1,C=1E=1)=0.3672
p(A=1,B=1,C=0)=0315 p(B=1,C=1,E =0)=0.0918
p(A=1,B=0,C=1)=0.035 p(B=1,C=0,E=1)=0.1053
p(A=1,B=0,C =0)=0.035 p(B=1,C=0,E =0) = 0.2457
p(A=0,B=1,C=1)=0.144 p(B=0,C=1,E=1)=0.0655
p(A=0,B=1,C =0)=0.036 p(B=0,C =1,E =0) = 0.0655
p(A=0,B=0,C =1)=0.09 p(B=0,C=0,E=1)=0.0354
p(A=0,B=0,C =0)=0.024 p(B=0,C=0,E =0)=0.0236
p(B=1,D=1) = 0.648 p(C=1,F=1)=0.354
p(B=1,D =0)=0.162 p(C=1,F =0)=0.236
p(B=0,D=1)=0.133 p(C=0,F=1)=0.369
p(B=0,D =0) = 0.057 p(C =0,F =0)=0.041

Tabla 2.10. Valores de las probabilidades de los ciclados

Ejemplo 2.8
Considerando la Red Bayesiana del Ejemplo 2.7, obtener los mensajes que se

envian a través de la red cuando se tiene evidencia acerca de las variables C' y
D, siendo E={C =1,D = 1}.

La evidencia C' = 1 se puede introducir en el ciclado C7 y D = 1 en el ciclado
Cs, por tanto, en el Paso 2 del algoritmo, se modifican las funciones potenciales
de C7 y C3 quedando
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$(1,1,1) = 0.315
$¥(1,1,0) =0
$1(1,0,1) = 0.035
$*(1,0,0) =0
$1(0,1,1) = 0.144
$1(0,1,0) =0
$%(0,0,1) = 0.096
$%(0,0,0) =0
$3(1,1) = 0.8
¥3(1,0) =0
$3(0,1) = 0.7
¥3(0,0) =0

Tabla 2.11. Nuevas funciones potenciales de los ciclados C; y Cs

Las funciones potenciales de los ciclados Cs y C4 se mantienen como en la
Tabla 2.8. A partir de los potenciales ¥} (c1), ¥2(c2), ¥5(c3) y ¥a(ca), se procede
al cédlculo de los mensajes.

Igual que en el ejemplo anterior, el orden de envio de los mensajes, es el que
se muestra en la Figura 2.13 ya que C1, Cs y C4 solo tienen un vecino (el ciclado
C3) y por tanto se puede calcular el mensaje que se envia desde dichos ciclados
a Cs. Una vez que Cy haya recibido todos los mensajes de sus vecinos, se puede
calcular el mensaje que Cy les envia.

e El mensaje que C envia a su unico vecino Cs se obtiene, igual que en el
ejemplo anterior, aplicando (2.6), mediante

Mlg(slg) M12 b C Z ’lﬂl Cl Z’lﬂf(a, b, C).

c1\s12

En funcién de los distintos valores de B y C' se tiene que

Mia(1,1) = 7(0,1,1) +97(1,1,1) = 0.459
Mio(1,0) = 7(0,1,0) +¢1(1,1,0) =
Mi2(0,1) ¥1(0,0,1) +7(1,0,1) = 0.131
Mi2(0,0) = ¢1(0,0,0) ++7(1,0,0) =
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e El mensaje que C3 envia a Cs se calcula mediante
Mzz(sg3) = Maa(b) = > Wi(cz) = Y 15(b,d).
c3\s23 d
Por tanto,
Mz(1) = ¢5(1,1) +3(1,0) = 0.8
Ms2(0) = ¥5(0,1) +13(0,0) = 0.7
e El mensaje que Cy envia a C5 es
Mauz(s24) = Mao(c) = Y thalca) = Y e, f).
ca\S24 f
Por lo que el mensaje es
Myp(1) = 1
My(0) = 1

Se repite el Paso 3 del algoritmo para obtener los mensajes que Cy envia a
sus vecinos, ya que el ciclado Cs ha recibido todos los mensajes de sus vecinos.

e Asi, el mensaje que Cs envia al ciclado C; viene dado por
My (s12) = Moy (b,c) = Y ha(ca) [ [Mia(si2) =Y tha(b, ¢, €) Mz (b) Mus(c).
02\812 l;él €

Por lo tanto,

Mo (1,1) = 2(1,1,0)M32(1) Maa(1) + 1p2(1,1,1) M3a(1) My2(1) = 0.8
M>1(1,0) = 12(1,0,0)M32(1)Ma2(0) + 102(1,0,1)Ms2(1)Ms2(0) = 0.8
M51(0,1) = 2(0,1,0)M32(0)Ma2(1) + 1p2(0,1,1)M32(0) My2(1) = 0.7
M>1(0,0) = 12(0,0,0)M32(0)Mu2(0) + 102(0,0, 1) M32(0) Ma2(0) = 0.7

e El mensaje que C manda al ciclado C3 es
Mos(s23) = Mag(b) = > a(ca) [ [Mia(s12) = > 2 (b, ¢, €)Mia(b, ¢) Maa(c).
c2\s23 1#3 c,e
De esta forma cada mensaje viene dado por

Mas(1) = > wa(l,c,e)Mia(1,¢) Maz(c) = 0.459

c,e

Mas(0) = Y ha(0,¢,e) Mia(0, ¢) Maz(c) = 0.131

c,e
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¢ Finalmente, el mensaje que Cs manda a su vecino Cy se calcula a partir de
la siguiente expresion

Moy (s24) = Maa(c) = > (o) [ [Miz(si2) = > 2 (b, c, ) Mia(b, ¢) Maa(b).

c2\s24 1#4 b,e
Siendo,
Mag(1) = ta(b,1,€) Mz (b, 1) Msz(b) = 0.4589
be
Mas(0) = > 4a(b,0,€) Mz (b, 0) Maz(b) = 0
be

Con todos los mensajes enviados, se puede calcular la probabilidad de cualquier
ciclado y posteriormente cualquier probabilidad de interés. En este caso, la pro-
babilidad de cada ciclado suma 0.4589, por tanto dividiendo entre dicha cantidad
cada una de las probabilidades asociadas a los distintos valores de las variables
del ciclado se obtiene una probabilidad conjunta que suma 1.

Posteriormente, se puede calcular cada probabilidad de interés p(z;|e), mar-
ginalizando la distribucién conjunta de cada ciclado. En la Figura 2.14 se mues-
tran las probabilidades condicionadas, dada la evidencia E = {C' = 1,D = 1},
de cada una de las variables de la red.

A
10.6025
0 0.3975
B c
1]0.8 1(1
/ 0|02 \ / 0|0 \
D E F
1)1 1|0.74 1|06
0|0 0]0.26 0|04

Figura 2.14. Probabilidades de interés de las variables de la red, dada la
evidencia E={C =1,D =1}
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2.4. Redes Bayesianas Gaussianas

Inicialmente, las Redes Bayesianas se definieron para un conjunto finito de
variables aleatorias discretas de las que se conocia su distribucién de probabilidad
condicionada, dada la ocurrencia de sus padres en el DAG. Aplicando conceptos
bésicos del Calculo de Probabilidades, la obtencién de las probabilidades finales
de interés, p(x;|e), tras presentarse evidencia, es un paso directo, como se ha visto
en las técnicas de propagacién de la evidencia presentadas en la Seccién anterior.

Posteriormente, se busca ampliar el concepto de Red Bayesiana a variables
aleatorias continuas, aunque la distribucién més frecuente con propiedades de
interés para la descripcién de una Red Bayesiana Continua, cuya distribucién
es cerrada frente al cdlculo de la distribucién condicionada y marginal, es la
distribuciéon Normal.

Dempster (1972) introduce la teorfa de los modelos gréaficos Gaussianos,
también denominados modelos de seleccion de la covarianza, en los que se rela-
ciona un conjunto de variables X con distribucién normal multivariante con un
grafo G que representa las relaciones entre las variables del problema. Existe
un desarrollo tedrico para grafos descomponibles (Definicién 1.13) que generaliza
algunos de los conceptos presentados en esta Memoria, como se puede ver en
Giudici, et al. (1999). Ademds, estos modelos graficos Gaussianos también han
sido estudiados por autores como Wermuth (1980), Whittaker (1990), Andersen,
et al. (1995) o Lauritzen (1996), entre otros.

Con el interés puesto en los modelos cuya representaciéon grafica viene dada
por un DAG, se definen las Redes Bayesianas Mixtas como una combinacién entre
las Redes Bayesianas Discretas y las Gaussianas.

Actualmente, se trabaja en la descripcién de modelos graficos con distribu-
ciones continuas distintas de la Normal, como es el caso de las variaciones de
la normal asimétrica o Skew-Normal (Azzalini, 1985) que presenta Capitanio, et
al. (2003), aunque aparecen dificultades asociadas al concepto de independencia
condicionada y a la propagacion de la evidencia.
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En esta Memoria, el interés se centra en las Redes Bayesianas Gaussianas.
Se define una Red Bayesiana Gaussiana como una Red Bayesiana, dada por el
par (D, P) donde D es un DAG, que representa las variables del problema y
su estructura de dependencia, y P = {f(x1|pa(X1)),..., f(zn|pa(Xy))} es el
conjunto de distribuciones condicionadas de cada una de las variables, dada la
ocurrencia de sus padres en el DAG. Ademaés, la hipdtesis del modelo en las
Redes Bayesianas Gaussianas es que su distribucién de probabilidad conjunta
viene dada por una distribucién normal multivariante.

Definicién 2.2 (Red Bayesiana Gaussiana)

Se dice que una Red Bayesiana es una Red Bayesiana Gaussiana, cuando la
distribucion conjunta asociada a las variables de la red X = {X1,...,X,} es
una distribucion normal multivariante, de forma que la funcion de densidad de
X ~ N(u, ) viene dada por

) = 2m) s e { S-S k- ) (2)

donde p es el vector de medias de dimension n, X la matriz de covarianzas,
definida positiva de dimension n X n, por |X| se denota el determinante de la
)T

matriz de covarianzas y por (x — p)* el vector traspuesto de (x —p). A la matriz

Y1 se la denomina matriz de precisidn o concentracion.

Ademids, en las Redes Bayesianas la distribuciéon de probabilidad conjunta
de la red es el producto de los elementos de P, que son, en el caso de las Redes
Bayesianas Gaussianas, las funciones de densidad condicionada dada la ocurrencia
de los nodos padres en el DAG, f(z;|pa(X;)). Por tanto,

n

f(x) = [ [f(@ilpa(Xy)). (2.8)

i=1

La distribucién normal multivariante tiene la ventaja de que las densidades
condicionadas y marginales se distribuyen también normalmente. Otras
propiedades como la independencia de las variables normales incorreladas o como
la determinacién de independencias condicionadas por los ceros en la inversa de
la matriz de covarianzas, hacen mas facil el calculo y el tratamiento local de las
variables de lared. En el Apartado 2.4.3 se describen algunas de estas propiedades
de la distribucién normal multivariante, que facilitan el tratamiento de una Red
Bayesiana Gaussiana.
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Se describe la distribucién condicionada de cada una de las variables de la
red, dada la ocurrencia de sus padres en el DAG, como una distribucion normal
univariante tal que

i—1
F@ilpa(Xi) ~ N | i+ Bij(as — pg), i (2.9)
=1

donde f3;; con j < i es el coeficiente de regresion de X, en la regresién de X;

sobre sus padres, y v; es la varianza condicionada de X; dados sus padres en el
DAG.

Nétese que el coeficiente de regresién es cero (3;; = 0), si y solo si no hay una
arista dirigida del nodo X; al X;, por tanto para Redes Bayesianas Gaussianas
descritas con valores de (3;; # 0 se sabe que existe en el DAG una arista entre
dichas variables.

La varianza condicionada v;, se puede calcular en funcién de los valores de la
matriz de covarianzas ¥, mediante la siguiente expresion

-1 T
v =X — Eipa(Xi)Epa(Xi)Eip“(Xi)

siendo ¥; la varianza de X;, ¥;p,(x,) la covarianza entre X; y sus padres y E;al( X5
la inversa de la matriz de covarianzas de los padres del nodo X; en el DAG.

Los pardmetros de la expresién (2.9) reflejan una dependencia en la media
condicionada de los valores de los padres z; € pa(X;), y sin embargo, la
varianza condicionada es independiente de dichos valores. Ademés, se observa
una ordenacion entre los nodos del grafo; esta ordenacion o numeracién perfecta
de los nodos del grafo permite la triangulacion del mismo, asi como la obtencién
del grafo descomponible, como se puede ver en los Teoremas 1.1 y 1.2. Estas
caracteristicas facilitan el tratamiento de la red localmente.

En esta Secciéon se muestra la construccién de una Red Bayesiana
Gaussiana en funcién de los pardmetros que se describen. También, se introducen
las propiedades de independencia condicionada que presenta la matriz de
covarianzas Y. a través de su inversa y se muestra un algoritmo de propagacién
de la evidencia en Redes Bayesianas Gaussianas, que se utilizara en el Capitulo
3 para el desarrollo del andlisis de sensibilidad.
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2.4.1. Construccion de una Red Bayesiana Gaussiana

Cuando se desea modelizar un problema mediante una Red Bayesiana, un
grupo de expertos en el problema en estudio ha de consensuar las variables del
problema, el conjunto de relaciones de dependencia que se tiene entre las mismas,
y las distribuciones de probabilidad condicionadas de cada una de las variables,
dados sus padres en el DAG. Dichas distribuciones se pueden obtener de un
analisis previo de los datos, o los mismos expertos pueden concluir subjetivamente
las distintas distribuciones condicionadas necesarias para definir la red.

Cuando las variables aleatorias del problema son discretas y son pocas sus
categorias, es posible ir asignando probabilidades a los distintos valores de las
variables, dados sus padres en el DAG, pero en el caso Gaussiano esta asignacion
es algo mas compleja.

Como se ha enunciado anteriormente, una Red Bayesiana Gaussiana puede
presentarse segun su propia definicién, es decir, mediante los pardmetros
asociados a la distribucién normal multivariante, g vector de medias y ¥ ma-
triz de covarianzas. Y también se puede construir una Red Bayesiana Gaussiana
mediante la definicion de Red Bayesiana, esto es, teniendo en cuenta las dis-
tribuciones condicionadas de cada variable dada la ocurrencia de sus padres en el
DAG f(z;|pa(X;)), para todo X;. Por lo tanto, se tienen dos forma alternativas
de obtener la especificaciéon cuantitativa de una Red Bayesiana Gaussiana.

A continuacién se muestran los pardmetros necesarios para construir una Red
Bayesiana Gaussiana, considerando las dos alternativas citadas.

Construccion de una Red Bayesiana Gaussiana con las distribuciones
de probabilidad condicionadas

Por la definicién de Red Bayesiana, se sabe que dicho modelo se especifica en
funcién del DAG que presenta las variables del problema con sus relaciones de
dependencia y un conjunto de distribuciones de probabilidad P dadas mediante
f(zilpa(X;)) para todo X;.

En el caso de las Redes Gaussianas, la distribucién condicionada de cada
variable, dada la ocurrencia de sus padres, es normal univariante como se puede
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ver en la expresién (2.9), siendo

i1
E[Xilpa(X;)] = i+ Zﬁz’j(iﬂj — W)
=1

VIXilpa(Xi)] = wvi

Por lo tanto, para obtener la Red Bayesiana Gaussiana descrita a partir de
la distribucion condicionada de cada una de las variables, es necesario especificar
los siguientes parametros

M1
[ J /J,:
Hn

donde p; es la media marginal de la variable X;, para todo ¢ =1, ..., n.

U1

Un

donde v; es la varianza condicionada de X; por sus padres en el DAG, con

1=1,...,n.
0 0 0
T
Bmi Bpz .. O

siendo 3;;, con j < 1, el coeficiente de regresién de X; en el modelo de
regresion de X; sobre X;, coni=1,...,n.

Con esta informacién, obtenida bien por observacion e informacion de diver-
sos estudios, bien por un analisis de datos previo, es posible definir una Red
Bayesiana Gaussiana calculando la distribucién conjunta normal multivariante
como el producto de las densidades condicionadas.

A continuacién, se analiza la construccién de una Red Bayesiana Gaussiana
disenada para estudiar el funcionamiento de una maquina en la que intervienen
cinco componentes.
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Ejemplo 2.9

Se desea estudiar, mediante una Red Bayesiana Gaussiana, el funcionamiento
de una mdquina formada por cinco componentes, conectadas como muestra el
DAG de la Figura 2.15, donde X5 es la variable de interés que presenta el resul-
tado final del proceso realizado por la mdquina.

Se sabe que el funcionamiento de cada componente se distribuye normalmente.
Para especificar la probabilidad de la red, los expertos determinan los pardmetros
i, Bij y vi para todo X; dados sus padres X; Vj <1, en el DAG.

e @

Figura 2.15. DAG asociado a la Red Bayesiana Gaussiana descrita para el
Ejemplo 2.9

El funcionamiento de la maquina queda recogido por la variable de interés
X5. Por consiguiente, la variable de interés X5 se especifica en el DAG mediante
un nodo formado por dos circulos concéntricos. En este caso, los algoritmos de
propagacion de la evidencia se pueden reducir, obteniendo como tnico resultado

f(zile).

Se sabe que

f(z1, 29, 23, 24, 75) = f(21) f(22) f (23|21, 22) f (74) f (25|23, 24)

donde
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X1~ N(p1,v1)
Xy~ N(p2,v2)

X3|X1,Xo ~ N(us+ Ba1(r1 — p1) + B2(z2 — p2),v3)
Xy~ N(pa,vs)

X5|X3,X4 ~ N(us+ Bs3(xs — p3) + Balrs — pa), vs)

Por consiguiente, la red queda definida mediante los pardmetros p;, v; y Bij
con j < ¢ para todas las variables de la red, siendo

x
Il
G W W N
<
Il
W N = N W
vy
Il
S OoON OO
O O R O O
_ o O O O
N OO O O
S O O O O

La obtencién de los parametros que describen la distribucién conjunta normal
multivariante de las variables de la red, se realiza de forma directa en el caso del
vector de medias y para la matriz de covarianzas se aplica la transformacién
enunciada en el Apartado 2.4.2 desarrollada por Shachter, et al. (1989).

Construcciéon de una Red Bayesiana Gaussiana con la distribucién de
probabilidad conjunta

Se trata de especificar una distribucién de probabilidad conjunta normal multi-
variante N(u,X).

En este caso, los expertos han de especificar los valores que componen el vector
de medias p y la matriz de covarianzas X, bajo la condicion de ser dicha matriz
una matriz definida positiva. Por consiguiente, para definir la Red Bayesiana
Gaussiana que describe un problema, se deben fijar los elementos de

e 1 : vector de medias, dado por pu; para todas las variables X; de la red.

e Y : matriz de covarianzas simétrica definida positiva, donde o es la
varianza de X; y o0;; es la covarianza entre X; y Xj.
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Obsérvese que la varianza condicionada de X; por sus padres, v;, se puede

presentar en funcién de los elementos de la matriz X mediante
-1 T
Vi = EZ — Eipa(Xi)Epa(Xi)Eipa(Xi)

donde 3 es la varianza de X, Y;q(x;) €s la covarianza entre X; y sus padres y
E;al( x;) ©8 la inversa de la matriz de covarianzas de los padres del nodo X; en el
DAG.

En el siguiente Apartado se implementa como obtener la matriz de covarianzas
> a partir de los pardmetros que describen la distribuciéon condicionada.

A continuacion, se muestran el vector de medias y la matriz de covarianzas
asociados a la distribucién conjunta N (u, ) de los datos del problema presentado
en el Ejemplo 2.9.

2 30 6 0 6
3 02 2 0 2
p=1 3 X=16 2 15 0 15
4 00 0 2 4
5 6 2 15 4 26

2.4.2. Estructura de dependencia

Shachter, et al. (1989) estudian la tratabilidad de los modelos gréficos
Gaussianos en una estructura grafica concreta, el diagrama de influencia, descri-
biendo una transformacién de los pardmetros condicionados {vi,...,v,} v {Bij
con j < i} para obtener la matriz de covarianzas ¥ definida positiva. Con esta
finalidad, desarrollan un algoritmo que muestra la relacién entre el modelo grafico
Gaussiano y la representacién de la matriz de covarianzas para una distribucion
normal.

En los modelos graficos Gaussianos, la matriz de covarianzas X es de gran
interés, ya que recoge la estructura de dependencia de las variables del problema
mediante la matriz inversa de X, como se verd en el siguiente Apartado. Algunos
desarrollos tedricos de estos modelos no exigen que la matriz de covarianzas >
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sea definida positiva, por ello en esta Memoria el interés se centra en el desarrollo
de Shachter, et al. (1989) que especifican una matriz definida positiva, que serd
necesaria para posteriores desarrollos en el modelo grafico dado por una Red
Bayesiana Gaussiana.

Apoyandose en resultados de Yule (1907) y en la descomposicién de Cholesky,
Shachter, et al. (1989) concluyen que la matriz de covarianzas ¥ se
puede descomponer como el producto de diversas matrices, siendo dicha matriz
> definida positiva e invertible o regular. Con esta finalidad, se definen las
siguientes matrices:

e D : matriz diagonal formada por las varianzas condicionadas v;, siendo
D = diag(v;)

e B : matriz triangular inferiormente formada por los coeficientes de regresién
Bi; para todo j < 1.

Como B es triangular inferiormente, (I—B) es invertible y por tanto, se puede
definir la matriz U = (I — B”)™!. De esta forma, la matriz de covarianzas 3 se
obtiene como

»=U"DU = [1-B")']" DI-B")"! (2.10)

Como la matriz U es regular, la transformacién de ¥ dada en (2.10) es con-
gruente, y por tanto, si todas las varianzas condicionadas son distintas de 0, la
matriz ¥ es definida positiva. En caso de existir algin v; = 0, entonces dicha
matriz es semidefinida positiva.

Sea la matriz de precision K, la matriz de covarianzas inversa dada por K =
¥~1. Se sabe que si ¥ es regular, entonces dicha matriz de precisién se puede
obtener como

K=x'=Uu"D'Uut'=a-8B"D!1-B")

La matriz de precision K es de gran interés en el estudio de los modelos
graficos Gaussianos, por reflejar relaciones de independencia entre las variables del
problema. En el caso de las Redes Bayesianas Gaussianas dicha matriz permite
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obtener relaciones de independencia condicionada entre las variables, como se
enuncia en el siguiente Apartado.

El algoritmo desarrollado por Shachter, et al. (1989), permite calcular de
forma recursiva la matriz de precisién a partir de los pardmetros {vi,...,v,} v
{Bij con j < i}, mediante la siguiente expresién

K(Z.HBZ-HBZ-TH _Bim

K(i+1) = Bﬂm ”11'+1
7
Vit1 Vit1
1
siendo K(1) = — (2.11)
U1

donde K(7) es la matriz superior izquierda i X i de la matriz de precision K y ;
es un vector columna que representa los coeficientes de regresién 3;; con j < i.

La matriz de covarianzas X se obtiene directamente tras calcular la matriz
inversa de K.

La matriz de covarianzas 3 del Ejemplo 2.9, obtenida a partir de los parametros
{vi,...,vn} y {Bij con j < i} se obtiene igualmente aplicando (2.10) o (2.11).

2.4.3. Independencia condicionada

Han sido muchos los autores que han trabajado con la distribucién normal
multivariante. En este Apartado, se presentan dos resultados conocidos de dicha
distribucién que relacionan la independencia condicionada con la matriz de co-
varianzas Y. Las demostraciones de las proposiciones propuestas pueden verse
en Lauritzen (1996) o Anderson (2003).

Como la matriz de covarianzas X estd formada por varianzas en la diagonal, y
por covarianzas en el resto de elementos, se puede determinar la independencia en-
tre dos variables en funcién de los ceros de la matriz 3. La siguiente proposicién,
refleja esta idea.
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Proposiciéon 2.1
Sea X ~ N(p, ) tal que X se particiona en dos componentes X = {Xy, Xz}

N:<M1) y D= Y11 Y12
o o1 292

FEntonces X1 y Xo son independientes si y solo si Y19 es la matriz 0.

stendo p y X

Si la matriz de covarianzas Y. es reqular, es decir existe su inversa, entonces
esta proposicion se puede enunciar también si y solo si Ky = 0.

Demostracion 2.1
Puede verse Anderson (2003). B

Con este resultado, a continuacién se presenta una proposicion que fija la
independencia condicionada de las variables con la distribucién normal multi-
variante, en funcién de los ceros que aparecen en la matriz de precisién K = 71
de dicha distribucién. Esta proposicién es consecuencia directa de la estructura
de la distribucién normal condicionada.

Proposicién 2.2

Sea X ~ N(u,>), donde ¥ es una matriz reqular (o invertible). Entonces,
las variables X; y X; son condicionalmente independientes dado el resto de las
variables de X, si y solo si el valor de la posicion (i,j) de la matriz K es cero,
es decir

Xi || X5l (X\{Xi, X;}) <= kij =0

donde K = {kij} x, x,ex = Y71 es la matriz de precision de la distribucion.

Demostracién 2.2
Puede verse Anderson (2003). &

Por tanto, a partir de la matriz de covarianzas se pueden conocer las rela-
ciones de independencia condicionada existentes entre las variables del problema,
identificando los ceros en la matriz de precision K. Como se vio en el Capitulo
1, estas relaciones de independencia condicionada se corresponden con las obser-
vadas gréficamente aplicando las propiedades de Markov sobre grafos y por tanto,
mediante los conceptos de separacién gréfica.
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A continuacion, se presentan las relaciones de independencia condicionada

entre las variables del Ejemplo 2.9, en funcion de los resultados anteriormente
expuestos.

Ejemplo 2.10

Se van a describir las relaciones de independencia condicionada existentes
entre las variables X = {X1, X2, X3, X4, X5} del Ejemplo 2.9, siendo la matriz
de covarianzas que describe la distribucion conjunta normal multivariante

30 6 0 6
02 2 0 2
=6 2 15 0 15
00 0 2 4
6 2 15 4 26

Con la matriz de covarianzas se observa independencia entre las variables X7
v Xo, X1y X4, Xoy X4 yentre Xg y Xy. Este mismo resultado se obtiene
estudiando las conexiones entre los nodos del DAG de la Figura 2.15. Asi, por

ejemplo, en el DAG se tiene que XlJLDXz\Q, ya que X3 y Xo aparecen en una
conexion convergente como padres de Xs.

Por el contrario, si se estudian las relaciones de independencia condicionada
que presenta el DAG, se observa que X7 y X5 son dependientes condicionalmente,
yva que dada la variable X3, la conexién convergente entre X; y X2 hace que
dichas variables sean dependientes condicionalmente. Estas mismas relaciones de

dependencia e independencia condicionada, también se pueden concluir mediante
la matriz de precisiéon K

202 -2 0 0

3
SN
K:E:fzqglgl—g
O A
00 -3 -3 3

Por lo tanto, las relaciones de independencia condicionada entre las variables
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del problema son

X1 || Xul{ X2, X3, X5}
X1 || Xs{ X2, X3, X4}
Xo || Xul{X1, X3, X5}
Xo || Xs|{X1, X3, X4}

Se habria concluido este mismo resultado si se estudian la relaciones de in-
dependencia condicionada del DAG de la Figura 2.15, mediante el criterio de
d—separacién enunciado en el Apartado 1.3.4. Asi, efectivamente al conocerse
por ejemplo el valor de X3, las variables X7 y X5 que aparecen en una conexién
en serie en el DAG, tal que X7 — X3 — X5, pasan a ser independientes condi-
cionalmente, siendo X; || X5/{X2, X3, X4}. Lo mismo sucede para el resto de
relaciones de independencia condicionada obtenidas mediante K.

2.4.4. Propagaciéon de la evidencia en Redes Bayesianas
Gaussianas

En la Seccién 2.3 se han introducido los algoritmos de propagacién mas signi-
ficativos desarrollados para Redes Bayesianas Discretas. Para Redes Bayesianas
Gaussianas, Normand, et al. (1992) desarrollan un algoritmo de propagacién
apoyandose en las ideas del algoritmo de propagacién en polidarboles mostrado en
el Apartado 2.3.2. También Lauritzen (1992), basdndose en el algoritmo de propa-
gacion en drboles de unién, desarrolla un algoritmo de propagacién calculando me-
dias y varianzas localmente, aunque dicho algoritmo es inestable numéricamente.
Afos mas tarde, Lauritzen, et al. (2001) desarrollan un algoritmo alternativo
al anteriormente citado, bajo el mismo esquema de computacién local del arbol
de union para las Redes Bayesianas Gaussianas. Sin embargo, la ejecucién de
éste algoritmo es compleja porque requiere evaluaciones de las matrices de pre-
cision y combinaciones recursivas de las funciones potenciales. Recientemente,
Cowell (2005) presenta una alternativa a estos algoritmos, basada en realizar los
computos locales, no sobre el drbol de unién sino sobre el grafo descomponible,
elimindandose las manipulaciones de la matrices y las operaciones complejas con
las funciones potenciales.

Algunos de éstos algoritmos utilizan las distribuciones de probabilidad condi-
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cionadas, como punto de partida para realizar la propagacién de la evidencia, y
otros, comienzan con los pardmetros p vector de medias y ¥ matriz de co-
varianzas, que definen la distribucién conjunta normal multivariante que describe
la red.

En este Apartado, se introduce un algoritmo conceptualmente distinto a
los presentados en el Apartado 2.3.2, que utiliza como punto de partida los
parametros de la distribucién normal multivariante conjunta. Este algoritmo
se apoya en resultados basicos propios de los modelos Gaussianos asociados a
la idea de distribucién condicionada normal multivariante. Asi, si se realiza de
forma recursiva el calculo de la distribucién condicionada dada la evidencia, con-
siderando en cada paso la existencia de una tnica variable evidencial, se tiene un
algoritmo que actualiza las probabilidades no evidenciales de la red, en tiempo
lineal, dada la evidencia.

El siguiente teorema presenta un resultado conocido asociado a la distribucién
condicionada de una distribucién normal multivariante.

Teorema 2.1
Sea X ~ N(p,X) tal que X se particiona en dos componentes X = {Y,E},
siendo los parametros p y X tales que

w Yyy YvE
Mg Ygy XEE
donde p~ y Xvyy son el vector de medias y la matriz de covarianzas de Y, pg y

YEE son el vector de medias y la matriz de covarianzas de E y Yyg es la matriz
de covarianzas de Y y E.

Entonces, si Ygg es reqular o invertible, la distribucion de probabilidad condi-

Y|E=e

cionada de Y dado E es normal multivariante de pardmetros vector de

medias y L YE=® matriz de covarianzas, donde
Y E= —1
pYP= = py +SyeSgp(e — pg)

yYIE=e — Yy - SyrYpLYEY

Demostracién 2.1
Véase Anderson (2003). I
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Por tanto, considerando Y el conjunto de variables no evidenciales del pro-
blema y E el conjunto de variables evidenciales, se puede propagar la evidencia
en Redes Bayesianas Gaussianas, aplicando el Teorema 2.1. De esta forma, se
pueden obtener los parametros que describen las probabilidades de interés, dadas
por f(z;le) para todo X; €Y.

El algoritmo que se introduce en este Apartado considera que el conjunto
E esta formado por un tnico elemento, siendo £ = {X, = e}. La realizacién
iterativa del célculo de la distribucién condicionada normal multivariante permite
actualizar, en tiempo lineal, las probabilidades de las variables no evidenciales,
dada la evidencia. Asi, el algoritmo de propagacién define los pardmetros condi-
cionados de la distribucién normal multivariante de Y|E = e como

_ 1
YiE=e — puy+ Yyp_—(e~ pp)

ee

u

_ 1
sYIE=t — Syv —Syp—3py (2.12)

Oee

siendo E = e el valor que toma dicha variable X, = e, ge. la varianza de la
variable evidencial y Y = X \ E' las variables no evidenciales.

Tras realizarse este proceso de propagacién de la evidencia, se obtienen los
parametros condicionados dados por el vector de medias y la matriz de covarian-
zas de todas las variables de Y|E = ¢, de forma que, ademas de poder calcular
f(x;|e) para todo X; € Y, se conocen todas las relaciones de dependencia en-
tre las variables de Y, informacién que otros algoritmos no presentan tras su
realizacion.

En esta Memoria se trabaja con este algoritmo porque al obtener el parametro

EY\E:e KY\E:@

, se puede calcular la matriz de precisién , que determina la nueva
estructura de dependencias del resto de variables, dada la evidencia. Esto permite
describir nuevas relaciones entre las variables que intervienen en el problema, en

las condiciones introducidas por la evidencia actual.

Considerando dicho proceso de propagacién de la evidencia como un proceso
recursivo en el que se actualiza en cada paso una variable evidencial, el niimero
de operaciones necesarias para actualizar la distribucién de probabilidad de las
variables de Y, es lineal en el niimero de variables de X. Por tanto, este proceso es
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sencillo y eficiente para propagar la evidencia en Redes Bayesianas Gaussianas y
ha sido utilizado por diversos autores como Castillo (1997b) en la implementacién
de un método de propagacion simbdlica.

Algoritmo de propagacion en Redes Bayesianas Gaussianas

ENTRADA: Los parametros g y % que definen la Red Bayesiana Gaussiana
mediante la distribucién conjunta normal multivariante N(u,Y), siendo X =
{X1,..., Xy} el conjunto de variables de la red, que se particiona tal que X =
{Y,E} donde Y es el conjunto de variables no evidenciales y E el conjunto de
variables evidenciales.

SALIDA: Los pardametros de la distribucién conjunta de las variables no evi-
denciales de la red, dada la evidencia, es decir, pY/E=¢ y RYE=e tales que
Y[E = e~ N(pY/E=e nY[E=e)

Paso 1. Para cada variable evidencial X, € E calcular los pardmetros de la dis-
tribucién condicionada aplicando (2.12), de forma que el vector de medias
de las variables no evidenciales condicionadas a la evidencia X, = e es

Y|E=e 1

=y +Yyp_—(c—pp)

€ee

u

Y la matriz de covarianzas condicionada a la evidencia X, = e se calcula

Ccomo 1
SYIF= = Siyy — Syp—Spy

ee

Paso 2. Repetir el Paso 1 hasta que no quede ninguna variable evidencial en la red

Paso 3. Para cada variable X; € Y se tiene que

Y|E=e Y|E=e
; 0. )

7 rn

Xi|E ~ N(s
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A continuacién, se muestra una aplicacién del algoritmo para la Red Bayesiana
Gaussiana introducida en el Ejemplo 2.9.

Ejemplo 2.11

Considérese la Red Bayesiana Gaussiana descrita en el Ejemplo 2.9. Se sabe
que la variable Xo = 4, por tanto E = {Xo =4} yY = {X1, X3, X4, X5}. Se
desea calcular la distribucion condicionada del resto de variables no evidenciales
de la red, dada la evidencia.

En este caso, sélo se tiene evidencia acerca de una de las variables del pro-
blema, por tanto, solo es necesario realizar el Paso 1 del algoritmo una vez.
Calculando los pardmetros de la distribucién condicionada dada la evidencia con
(2.12), se obtiene que Y|E ~ N (uYF=¢ £YIE=¢) donde

2 3 6 0 6
pY\B=e _ 4 SY|B=e _ 6 13 0 13
4 0O 0 2 4
6 6 13 4 24

Teniendo en cuenta que el objeto de estudio de esta red es la variable X5, se
tiene que, la variable de interés dada la evidencia es normal multivariante, tal
que

X5/ Xo =4~ N(6,24)

Como se puede observar en la matriz de covarianzas XY F=¢

las relaciones de independencia entre las variables X; v X4 y entre X3 y X4.

, se mantienen

A continuacién se presenta la matriz de precision KYF=¢, que muestra las
relaciones de independencia condicionada que se tienen entre las variables de 'Y
dada la evidencia FE.

B2 0 0

_9 4 2 _1

KY|E=e _ 3 3 3
=l o 2 i1 _2

31 62 13

0 -3 -3 3
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Se tiene que dada la evidencia acerca de X, las variables X7 y X, siguen
siendo condicionalmente independientes dados X3 y X5, al igual que X1 y Xj5
dados X3 y Xj4.

Los resultados concluidos para las variables de la red, de independencia e
independencia condicionada, pueden obtenerse igualmente aplicando el criterio
de d—separacién al DAG que representa la red cuando se tiene evidencia acerca
del valor que toma la variable Xo.






3

Sensibilidad en Redes
Bayesianas (zaussianas

3.1. Introduccion

Como se ha enunciado en el Capitulo 2, el proceso de construccién de una Red
Bayesiana requiere de la ayuda de los expertos en el campo de aplicacién de la red.
Es necesario especificar las dependencias entre las variables del problema para
disenar el DAG, e indicar la parte cuantitativa de la red introduciendo los valores
convenientes de los parametros, ya sean de las distribuciones condicionadas o de
la distribucién conjunta, que determinan la red.

A pesar de que en la especificacién de la parte cuantitativa de la red es sufi-
ciente con describir los pardmetros individualmente para obtener la distribucion
conjunta, esta asignacion puede presentar consecuencias poco intuitivas sobre las
variables cuyos pardametros no se definen directamente.

Por tanto, este proceso de diseno y definiciéon de la Red Bayesiana suscita la
posibilidad de asignar erréneamente los parametros y obtener, por consiguiente,
resultados inadecuados, tras realizar el proceso de propagacion de la evidencia.
Dichos resultados vienen dados por la distribucién de probabilidad de interés,
siendo una distribucién final de una variable de interés o una distribucién final
del conjunto de variables de interés. Esta distribucion final se calcula cuando se
conocen los valores que toman un conjunto de variables en un caso especifico,
siendo éstas las variables evidenciales.
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Como consecuencia, se muestra conveniente la realizacién de un analisis de
sensibilidad, que indique la sensibilidad de los resultados a perturbaciones en los
parametros, con el objeto de precisar la distribucién inicial de aquellas variables
con mas impacto sobre el resultado de interés en la red.

En este Capitulo se enumeran algunos analisis de sensibilidad propuestos para
Redes Bayesianas en general y posteriormente, se desarrolla el analisis de sensi-
bilidad que se propone para Redes Bayesianas Gaussianas.

En Redes Bayesianas Gaussianas con una variable de interés X, se realiza
un andlisis de sensibilidad valorando el efecto de los pardmetros inciertos en
la distribucién obtenida tras propagarse la evidencia, f(z;le). En la Seccién
3.3, el andlisis propuesto consiste en calcular una medida de sensibilidad, con
la divergencia de Kullback-Leibler, que compara dos funciones de densidad, la
densidad final normal multivariante del modelo original, f(x;|e) y esa misma
densidad obtenida para un modelo en el que se cuantifica la incertidumbre acerca
de los parametros que describen la red inicialmente.

En este contexto, se estudia el comportamiento de la medida de sensibilidad
para situaciones extremas, dadas cuando los pardmetros son muy distintos o muy
similares a los introducidos y se concluyen resultados intuitivamente ajustados.
También, se estudia el comportamiento de la medida de sensibilidad cuando la
relacién entre la variable de interés y la variable evidencial es extrema.

Posteriormente, como una generalizacién del andlisis de sensibilidad
desarrollado, en la Seccién 3.5 se presenta una metodologia para estudiar la
sensibilidad de un conjunto de variables de interés y un conjunto de variables
evidenciales.

Con el analisis de sensibilidad descrito, surge la idea de estudiar la robustez
de una Red Bayesiana Gaussiana. Para ello, se propone una generalizacién de
la. metodologia propuesta al estudiar la sensibilidad de las Redes Bayesianas
Gaussianas, que sirve para determinar la robustez de la red frente a ciertos tipos
de perturbaciones sobre los parametros.

A lo largo de todo este Capitulo, los resultados se presentan sobre un ejemplo
especifico que sirve para ilustrar los distintos conceptos introducidos.

Finalmente, se enuncian algunas conclusiones y comentarios de los andlisis



SENSIBILIDAD EN REDES BAYESIANAS GAUSSIANAS 115

propuestos, asi como futuras lineas de investigacién relacionadas con el estudio
de la sensibilidad en Redes Bayesianas Gaussianas.

3.2. Anadlisis de sensibilidad para Redes Bayesianas:
aproximacion histdrica

En los dltimos anos, se han desarrollado diversas técnicas para estudiar la
sensibilidad de una Red Bayesiana, debido a que el proceso de construccion del
modelo requiere que un grupo de expertos en el problema de interés enumeren los
parametros que definen la red. Esta tarea es compleja porque generalmente el pro-
blema esta formado por un gran niimero de parametros y se tiene un conocimiento
parcial de los datos. Ademds, como cita Coupé, et al. (2000), "la experiencia
muestra que los expertos son reacios a asignar los pardametros requeridos porque
creen que no son capaces de asignarlos con un alto grado de precisiéon”. Por lo
tanto, esta asignacién de valores a los pardmetros puede ser inexacta. Un ejemplo
de las dificultades que aparecen al concretar una Red Bayesiana, puede verse en
Onisko, et al. (1999).

Como consecuencia de una asignaciéon inadecuada de los valores de los
parametros, los resultados obtenidos de la red, tras actualizar la informacién que
se tiene acerca de las variables evidenciales del problema, pueden ser también
inexactos, dependiendo de la sensibilidad del modelo.

En esta Seccion se recogen los andlisis de sensibilidad més destacados
desarrollados para Redes Bayesianas.

La mayoria de los analisis de sensibilidad propuestos, se han desarrollado para
Redes Bayesianas Discretas. En este caso, los pardmetros que tienen que asignar
los expertos, son los valores de las probabilidades condicionadas a la ocurrencia
de los padres en el DAG, es decir p(z;|pa(X;)) para todas las variables X; del
problema.

A continuacién, se citan los andlisis de sensibilidad mas destacados que se
han introducido para Redes Bayesianas Discretas.

Laskey (1995) desarrolla una metodologia para estudiar la sensibilidad de las
Redes Bayesianas Discretas. En su desarrollo, trabaja con la sensibilidad sobre
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una unica variable de interés X; en el modelo y basa el andlisis de sensibilidad
propuesto en calcular, para cada pardmetro, una medida denominada valor de
sensibilidad, de forma que se calcula el valor de sensibilidad de la salida de la red,
tras conocerse la evidencia, considerando cada vez un parametro distinto.

Los valores de sensibilidad de la red se calculan mediante las derivadas par-
ciales de la salida de la red respecto a las entradas del modelo. Por tanto, se
estudia la sensibilidad mediante las derivadas de la probabilidad final de la varia-
ble de interés p(z;|e), con respecto a los pardmetros que definen la red, que son las
probabilidades condicionadas por sus padres en el DAG, dadas por p(z;|pa(X;)),
para todo Xj.

Los valores de sensibilidad, por calcularse con las derivadas parciales, miden
el impacto de cambios pequenos en los parametros de la red sobre la salida de la
misma, recogida ésta por la probabilidad final de interés.

Coupé, et al. (2000) desarrollan un algoritmo para construir una Red Bayesiana
Discreta y a la vez estudiar la sensibilidad de los resultados a los parametros que
se van introduciendo en dicha red. Para ello, se centran en una Red Bayesiana
Discreta con una variable de interés X;, construyen inicialmente una red con
valores asociados a los pardmetros que seran mejorados. En cada paso del algo-
ritmo varfan un unico parametro, con lo cual se modifica la distribuciéon condi-
cionada inicial.

En este desarrollo, Coupé, et al. (2000) argumentan que se pueden obtener
los parametros que han de fijar los expertos, realizando, en un proceso iterativo,
un andlisis de sensibilidad de la red que se estd construyendo.  El andlisis
finaliza cuando se obtiene una Red Bayesiana Discreta que es satisfactoria para
los expertos.

Por tanto, la idea basica del andlisis de sensibilidad propuesto consiste en
variar sistematicamente la asignacién inicial de uno de los pardmetros de la red,
sobre un intervalo de valores plausible, y estudiar el efecto sobre los resultados
de la red.

Desafortunadamente, el andlisis de sensibilidad desarrollado estd basado en
la modificacién de los algoritmos de propagaciéon y esto requiere mucho tiempo
de realizacién debido a la gran cantidad de célculos necesarios.

Posteriormente, Coupé, et al. (2002) mejoran la eficiencia del andlisis de
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sensibilidad propuesto, introduciendo en el algoritmo algunas propiedades que
convierten el andlisis de sensibilidad en un andlisis mas sencillo computacional-
mente. De nuevo, el analisis de sensibilidad desarrollado considera una variable
de interés X; en el modelo y modifica en cada paso un tnico parametro.

En este caso, se reduce la complejidad computacional del algoritmo ya que se
identifican los parametros del modelo, dados por las probabilidades condicionadas
por sus padres, cuyas modificaciones no influyen en la probabilidad final de in-
terés, dada por p(X;|e). También, se reduce el célculo de la probabilidad de
interés, al cociente de dos funciones lineales en el pardmetro de estudio. Am-
bas propiedades permiten reducir considerablemente el tiempo de ejecucion del
analisis de sensibilidad desarrollado.

En el andlisis de sensibilidad propuesto por Chan, et al. (2004), se varia
un conjunto de parametros a la vez, teniendo que tratar con las probabilidades
condicionadas de un conjunto de variables, dada la ocurrencia de sus padres en
el DAG, en lugar de con la probabilidad condicionada de una tnica variable.
Ademds, muestran como encontrar el pardmetro que mas perturba los resultados
de la red, dados por la probabilidad final de interés condicionada a la evidencia
en la red. De nuevo se trabaja con una variable de interés X;, aunque ahora se
estudian simultdneamente un conjunto de parametros inexactos.

Chan, et al. (2005) introducen un nuevo andlisis de sensibilidad para Redes
Bayesianas Discretas, basado en calcular una medida que evalia la distancia entre
dos distribuciones de probabilidad. La medida propuesta consiste en comparar
los pardmetros que describen la red calculando la distancia entre el maximo y
el minimo de la razén entre dichos pardmetros. Ademds, dicha medida puede
utilizarse para limitar los cambios resultantes de cada perturbacion local de los
parametros de la red.

Otros autores como Castillo, et al. (1997c), Kjaerulff, et al. (2000) o Bed-
narski, et al. (2004) también han estudiado la sensibilidad de las Redes Bayesianas
Discretas, disenniando en cada caso un analisis con caracteristicas propias.

Asi, Castillo, et al. (1997c) desarrollan un método eficiente computacional-
mente, basado en explotar la estructura de la probabilidad de interés, dada por
la probabilidad final de la variable de interés, cuando se ha introducido eviden-
cia. Para ello, apoyado en un método de propagacién simbodlica (propagando
valores desconocidos) obtiene unas cotas para las probabilidades marginales de
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las variables de la red.

Kjeerulff, et al. (2000) presentan una andlisis de sensibilidad que permite in-
troducir més de un pardmetro inexacto a la vez, para conocer como afectan dichos
parametros a todos los posibles resultados obtenidos de la red, tras propagar la
evidencia. Asi, generalizan otros andlisis considerando mas de una variable de
interés y mas de un parametro inexacto a la vez.

Y Bednarski, et al. (2004) centran su andlisis de sensibilidad en identificar el
conjunto de sensibilidades que afecta mds a la variable de interés, consiguiendo
asf reducir célculos.

Cuando se trabaja con Redes Bayesianas Gaussianas, los parametros de en-
trada que definen la red cambian. En el modelo Gaussiano, dichos parametros no
son las probabilidades condicionadas, sino los elementos del vector de medias p
y la matriz de covarianzas Y que definen la distribucién conjunta de las variables
del modelo, o la media y la varianza de cada una de las variables condicionadas
por los padres en el DAG.

La literatura sobre sensibilidad en Redes Bayesianas Gaussianas ha sido mas
bien escasa hasta la fecha.

Se dispone de la metodologia propuesta por Castillo, et al. (1997b), basada
en la propagacién simbdlica. Este concepto de propagacién simbdlica, enun-
ciado al citar el estudio en Redes Bayesianas Discretas presentado por Castillo,
et al. (1997c), consiste en realizar la propagacién de la evidencia partiendo de
una distribucién con parametros desconocidos o inciertos representados me-
diante un simbolo general, de forma que puede tomar cualquier valor. En este
contexto se muestra la propagaciéon simbélica sobre los pardmetros gy
3], descritos con algunos elementos conocidos definidos por un valor numérico y
otros inciertos definidos simbdlicamente. Los resultados basicos para efectuar el
posterior analisis permiten representar los parametros de la distribucién condi-
cionada Y|E = e como funciones racionales de los valores numéricos y simbdélicos
introducidos.

Asi, Castillo, et al. (1997b) muestran como obtener el vector de medias
pY/E=e v la matriz de covarianzas X YIE=e final, tras realizarse la propagacién
de la evidencia simbdlicamente, utilizando el algoritmo de propagacion en Redes

Bayesianas Gaussianas descrito en el Apartado 2.4.4, que es sencillo de manejar
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y simplifica los calculos. Tras efectuar la propagacién simbdlica de la evidencia
se tiene como salida de la red la distribucién de Y|E = e ~ N (uY‘E:e, EY‘E:e)
y si se trabaja con una variable de interés en el problema, se tiene que X;|E =
e~ N <M¥|E:e Y|E=e

; o ), apareciendo los parametros en funcién de los valores

inciertos introducidos simbdlicamente en pu y X.

Con este resultado, se posibilita el desarrollo de un analisis de sensibilidad
basado en la estructura de los pardmetros finales que describen a las variables de
interés, no evidenciales.

Este andlisis de sensibilidad se concreta en posteriores trabajos de los autores.
Asi, Castillo, et al. (2001) trabajan con la estructura algebraica de las medias y
las varianzas condicionadas, dadas por funciones cuadraticas de los parametros,
para estudiar la sensibilidad de la red, calculando los valores de sensibilidad,
definidos por Laskey (1995) para estudiar la sensibilidad en Redes Bayesianas
Discretas.

Con esta idea, en Castillo, et al. (2003) se fija una variable de interés X;
en la Red Bayesiana Gaussiana y se estudia la salida de la red, recogida por la
distribuciéon final de X;, condicionada a la evidencia introducida en el modelo,
para cada pardmetro incierto que se ha introducido al efectuar la propagacién
simbdlica. Dichos parametros, para los cuales se realiza el cdlculo de los valores
de sensibilidad, son los elementos desconocidos representados simbdlicamente que
aparecen en el vector de medias p y en la matriz de covarianzas 3 y que describen
la distribucién conjunta de la red al inicio.

Por tanto, apoyados en los resultados obtenidos en trabajos previos,
desarrollan un analisis de sensibilidad basado en el calculo de los valores de sen-
sibilidad de la red, dados por las derivadas parciales de la distribucidn final de la
variable de interés, para cada parametro incierto que describe la red.

Los valores de sensibilidad, obtenidos tras calcularse todas las derivadas par-
ciales, son expresiones cerradas de la distribucion de probabilidad final de interés
con respecto a los pardmetros. Sin embargo, al igual que en el desarrollo presen-
tado por Laskey (1995), son medidas de sensibilidad locales.

Por consiguiente, el analisis de sensibilidad propuesto presenta una desventaja
al centrarse s6lo en pequenos cambios de los pardmetros y no permitir estudiar
la salida de la red para otro tipo de cambios.
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En la siguiente Seccién se desarrolla un analisis de sensibilidad para Redes
Bayesianas Gaussianas basado en el calculo de una medida de divergencia. En
este caso, se mide el impacto de distintas perturbaciones en los parametros o y X,
que definen la distribucién conjunta inicial de la Red Bayesiana Gaussiana, desde
una perspectiva global cuantificando su efecto en la distribucién de probabilidad
final.

3.3. Analisis de sensibilidad de una via para Redes
Bayesianas (aussianas

Como se ha introducido anteriormente, un andlisis de sensibilidad se puede
definir como una técnica que sirve para estudiar los efectos de perturbaciones
en los parametros que definen un modelo matematico sobre las salidas de dicho
modelo (Saltelli, 2004).

En las Redes Bayesianas, el andlisis de sensibilidad estudia el efecto de valores
inciertos o inexactos en los pardmetros que definen la red sobre las salidas de la
misma, dadas por la distribucién final de la variable o variables de interés del
problema, conocida la evidencia. Para ello, los valores inciertos de los pardmetros
se modifican o perturban y es el efecto de dicha perturbacién sobre la salida de
la red lo que cuantifica el andlisis de sensibilidad para una Red Bayesiana. Esta
es la aproximacién que se propone en esta Memoria.

Se pueden introducir distintos tipos de analisis de sensibilidad en funcién de
los parametros inciertos que se modifican cada vez, al estudiar la sensibilidad del
modelo.

El analisis de sensibilidad méas simple, para una Red Bayesiana, se de-
nomina andlisis de sensibilidad de una via y consiste en modificar uno sélo de
los parametros que describen la red, manteniendo fijos el resto de pardmetros,
siendo dichos parametros los elementos que intervienen en p y . De esta forma,
el andlisis de sensibilidad revela el efecto de un pardmetro incierto, que ha sido
variado, sobre la probabilidad final de interés.

Son andlisis de sensibilidad de una via los descritos por autores como Laskey
(1995), Coupé, et al. (2000) o Castillo, et al. (2003).
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En un andlisis de sensibilidad de dos vias de una Red Bayesiana, dos son
los parametros que se consideran inciertos al definir el modelo y se modifican a
la vez. En este caso, el analisis de sensibilidad estudia el efecto separado de la
variacién de cada uno de estos pardmetros, ademds del efecto de su variacién
conjunta, sobre la salida de la red.

Aunque a medida que aumenta el nimero de pardmetros inciertos, es méas
dificil la interpretacién del andlisis de sensibilidad, se define el andlisis de sen-
sibilidad de n vias cuando se modifican a la vez un conjunto de pardmetros,
estudiando la sensibilidad de la salida de la red a las variaciones individuales y
conjuntas de los parametros inciertos del problema. Siendo en todos los casos
dicha salida, la distribucién final de interés obtenida tras la propagacién de la
evidencia.

Autores citados en la Seccién anterior como Kjeerulff, et al. (2000) o Chan, et
al. (2004), desarrollan andlisis de sensibilidad de n vias para Redes Bayesianas.

En esta Seccién se desarrolla un nuevo anélisis de sensibilidad de una via para
Redes Bayesianas Gaussianas. Dicho andlisis constituye uno de los elementos
inéditos introducidos en esta Memoria. Algunos resultados fundamentales del
mismo han sido aceptados para su publicacién en Gémez-Villegas, et al. (2007).

Se considera una variable de interés X;, de forma que el analisis de sensibilidad
estudia el efecto producido al perturbar un parametro incierto de la red, siendo
dicho parametro un elemento de p y X, sobre la salida de la red dada por la
funcién de probabilidad final de la variable de interés tras propagarse la evidencia,
es decir f(z;le).

Para obtener la salida de la red, se aplica el algoritmo de propagacion descrito
en el Apartado 2.4.4 para propagar la evidencia en la Red Bayesiana Gaussiana
de estudio, en las condiciones que se detallan.

El an4lisis de sensibilidad que se propone en esta Memoria, consiste en calcular
sistematicamente, considerando incierto un unico parametro de la red en cada
paso y el resto fijos, una medida de sensibilidad que se define en el Apartado
3.3.1 y que compara la distribucién de probabilidad final de la variable de interés,
dada la evidencia, obtenida para dos modelos distintos: el modelo original y el
modelo perturbado.
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Se define el modelo original como la Red Bayesiana Gaussiana descrita por
los parametros g y X con los valores asignados inicialmente por los expertos.

Se define el modelo perturbado como la Red Bayesiana Gaussiana descrita
por los pardmetros perturbados pu® o 29 que se tiene tras modificar alguno de
sus elementos; esta modificacién se obtiene afiadiéndole la perturbacién § € R
al pardmetro incierto. Por tanto, para cada elemento del vector de medias y la
matriz de covarianzas, se considera el modelo perturbado como la Red Bayesiana
Gaussiana que se obtiene al modificar dicho elemento cuando se le suma la pertur-
bacién é. Esta perturbacién se obtiene de los expertos, y cuantifica la inexactitud
asociada al parametro incierto. En caso de no poder cuantificarse dicha pertur-
bacién, se estudian y comparan las distintas medidas de sensibilidad obtenidas
para diferentes valores de § € R, representando las medidas de sensibilidad en
funcién de 4, lo que permite también valorar cualitativamente el efecto de la
perturbacién.

Con la idea del andlisis de sensibilidad introducida, en el Apartado 3.3.2 se
profundiza en el método, calculando la medida de sensibilidad para cada uno de
los parametros que describen la distribucién normal multivariante que define la
red. Cabe senalar que algunos parametros inciertos no influyen en la variable de
interés, por estar trabajando con el modelo conjunto dado por X ~ N(u, X) que
describe la Red Bayesiana Gaussiana y por el método de propagacién utilizado.

En el Apartado 3.3.3 se estudian las medidas de sensibilidad resultantes,
cuando la variable de interés X; y la variable evidencial X, son dependientes
o independientes. En estos casos, se simplifica notablemente la expresién
asociada a las distintas medidas de sensibilidad calculadas.

Finalmente en el Apartado 3.3.4 se introduce un Algoritmo, implementado en
Susi (2006), que se ejecuta en tiempo lineal, para realizar el anélisis de sensibilidad
propuesto. La utilizacién del mismo facilita el estudio de la sensibilidad para
cualquier Red Bayesiana Gaussiana.

Uno de los objetivos de este analisis de sensibilidad es mostrar la perturbacion
del pardametro o parametros inciertos que afecta mas a la salida del modelo,
debiéndose, por consiguiente, poner mas cuidado al definir estos elementos en la
red. Si los resultados del andlisis de sensibilidad muestran cierta insensibilidad
de la distribucién final de interés, se pueden obtener conclusiones acerca de la
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robustez del modelo, como se verd en la Seccién 3.6.

3.3.1. Medida de sensibilidad

El anélisis de sensibilidad que se propone en esta Memoria estd basado en
el calculo de una medida que se ha utilizado en otros contextos para medir la
discrepancia entre dos distribuciones de probabilidad y que se propone aqui para
comparar la salida de la red, considerando el modelo original y el modelo pertur-
bado de la Red Bayesiana Gaussiana en estudio.

La medida es la divergencia de Kulback-Leibler. Esta medida de divergen-
cia, introducida por Kullback, et al. (1951), es la medida de discrepancia mas
comunmente utilizada para comparar dos distribuciones estructuralmente y se
define como

f(w)
i)™

donde las funciones f(w) y f’(w) son dos funciones de densidad definidas para el

KL(f(w), f'(w)) = / " f(w)n

mismo conjunto de variables.

En el estudio de la sensibilidad de una Red Bayesiana Gaussiana con una
variable de interés X;, la salida de la red tras propagarse la evidencia viene dada
por la distribucién final de interés, es decir, por la funciéon de densidad de la
variable de interés condicionada a la evidencia introducida en la red, dada por

f(zile).

Cuando se consideran los modelos original y perturbado de la Red Bayesiana
Gaussiana en estudio, se calcula la discrepancia entre las salidas de la red, dadas
por f(z;|e) para el modelo original y f(x;|e,d) para el modelo perturbado. Lo que
se propone es calcular como medida de sensibilidad, la divergencia de Kulback-
Leibler entre las densidades finales de interés obtenidas para el modelo original y
el modelo perturbado.

Definicién 3.1 (Medida de sensibilidad)
Sea (D,P) una Red Bayesiana Gaussiana con distribucion conjunta N(p,X).
Sea f(z;le) la densidad final de interés obtenida tras propagar la evidencia y sea
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f(zile,d) esa misma densidad, obtenida tras anadir la perturbacion 6 a uno de
los elementos que componen los pardmetros de la distribucion inicial conjunta.

Se define la medida de sensibilidad como

SP3 (F(zile), f(zile, 8)) /fxz|

f(xile)

————dux; 3.1
f(zile, 0) i (3:-1)
donde el subindice p; indica el elemento que ha sido modificado anadiéndole la

perturbacion §, siendo dicho elemento en el modelo perturbado p? =p; +9.

En el siguiente Apartado se calcula la expresién que toma la medida de sensi-
bilidad considerando inexactos, de forma sistemética, cada uno de los pardmetros
o elementos de p y X.

3.3.2. Analisis de sensibilidad de una via

En este Apartado se detalla el analisis de sensibilidad de una via propuesto
para estudiar la sensibilidad de una Red Bayesiana Gaussiana con una variable
de interés Xj.

El mecanismo de andlisis consiste en un proceso iterativo que compara en
cada paso, considerando la especificacién cuantitativa de una Red Bayesiana
Gaussiana, el modelo original dado por la distribuciéon normal multivariante de las
variables X ~ N(pu, X), con el modelo perturbado, también normal multivariante,
obtenido tras anadir una perturbacién § € R a uno de los elementos de los
parametros p y X.

Por tanto, lo primero que se ha de saber al realizar el analisis de sensibilidad
son los pardametros inexactos de la red. De esta forma, en cada paso del andlisis
de sensibilidad se considera un pardmetro inexacto y por tanto un modelo per-
turbado concreto, obtenido tras sumarle la perturbacién § a dicho pardmetro del
modelo original.

Para comparar en cada paso ambos modelos se calcula la medida de sensibili-
dad, que compara la salida de la red dada por la densidad final de interés f(x;|e),
obtenida tras propagar la evidencia sobre el modelo original, con la densidad
final de interés f(z;le,d), obtenida tras propagar la evidencia sobre el modelo
perturbado considerado.
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Por lo tanto, para obtener estas salidas de la red, es necesario propagar la
evidencia en ambos modelos, el original y el perturbado. Para ello, se trabaja
con el algoritmo de propagacién para Redes Bayesianas Gaussianas, introducido
en el Capitulo 2 en el Apartado 2.4.4. Es importante recordar, que es un
proceso iterativo basado en el calculo de la distribuciéon condicionada normal
multivariante, considerandose en cada paso una tnica variable evidencial X, = e.

Con la propagacion de la evidencia se calculan los parametros de la dis-

tribucion condicionada normal multivariante del resto de las variables no eviden-
ciales, Y|E. Asi, los nuevos pardmetros de las variables no evidenciales uY‘E:e

y Y YE=e que se obtienen aplicando las expresiones descritas en (2.12), son

_ 1
pYB=e = py+ Syp——(e — pp)

ee

EY|E:e 1

= XYvyvy — 2YE YEY

ee

Aunque se dispone de toda la informacién que describe la distribucién final de
las variables no evidenciales Y|E, la Red Bayesiana Gaussiana en estudio tiene
una variable de interés X;. En este caso, la salida de interés de la red viene dada
por la distribucién final de X; tras propagarse la evidencia, es decir

Y|E=e Y|E=e
i 1T )

Xi|E=e~N(u

donde
Y|E= o;
m B = e )
Oee
YE— _ 0%

(2

siendo u; v 04 la media y varianza iniciales, respectivamente, que describen la
variable X; cuando se detalla la Red Bayesiana Gaussiana, ;. la covarianza entre
la variable de interés X; y la variable evidencial X., y pte v 0ce la media y varianza
iniciales, respectivamente, que describen la variable evidencial X,.

Como se puede observar la distribucién final de la variable de interés, sélo
depende de la evidencia e, de los parametros iniciales de la variable evidencial X,
y de la propia variable de interés X;. Por tanto, cuando los parametros inciertos
sean de variables no evidenciales distintas de la variable de interés, tales que
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X; €Y para todo j # 4, dicha incertidumbre no afecta a la distribucién final de
la variable de interés.

Asi, al calcular la medida de sensibilidad para cada posible parametro incierto,
se ha de diferenciar entre los parametros de la variable de interés X;, los pardmetros
de la variable evidencial X, y los parametros del resto de variables no eviden-
ciales X; € Y para todo j # ¢. Por tanto, cuando se modeliza un problema con
una variable de interés mediante una Red Bayesiana Gaussiana, todas aquellas
variables que no puedan ser evidenciales no influyen en la salida de la red.

Al realizarse un anélisis de sensibilidad de una via, se obtiene una medida
de sensibilidad para cada modelo perturbado considerado. Posteriormente, se
pueden comparar las medidas obtenidas, bien con el valor de las mismas, si se
han cuantificado las perturbaciones asociadas a cada pardmetro inexacto, bien
graficamente, presentando las medidas en funcién de la perturbacién 6 € R.

En el Apartado 3.3.4 se presenta un Algoritmo para efectuar el andlisis de
sensibilidad propuesto. Dicho Algoritmo se basa en el cédlculo de la medida de
sensibilidad para cada uno de los pardmetros inciertos que influyen en la salida,
dada por la distribucién de la variable X; conocida la evidencia. El Algoritmo
presentado, compara el modelo original con el modelo perturbado, introduciendo
las perturbaciones asociadas a cada modelo perturbado en un solo paso, mediante
un vector y una matriz que muestran las perturbaciones asociadas a cada elemento
incierto de los parametros que describen el modelo original.

A continuacién, se presenta el calculo de la medida de sensibilidad, diferen-
ciando los resultados en funcién del parametro incierto que se esté perturbando,
es decir, dependiendo de si la perturbacion § se estd sumando a un elemento del
vector de medias @ 0 a un elemento de la matriz de covarianzas 3.

Dentro de los casos descritos cuando se perturba un elemento del vector de
medias, cabe senalar la expresién de la medida de sensibilidad cuando la media
de la variable evidencial u. es incierta. Esta expresién, coincide con la medida
de sensibilidad que se obtiene cuando se considera inexacto el valor de la evi-
dencia e. Por tanto, aunque el andlisis de sensibilidad que se presenta estudia
los parametros inciertos que més afectan a los resultados de la red, también se
puede considerar simétricamente el caso asociado a un valor de la evidencia e
variable, calculando la medida de sensibilidad con la expresién (3.3) asociada a
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la incertidumbre en .

Ademas, para los casos de incertidumbre en los elementos de la matriz de
covarianzas, el pardmetro § no puede tomar cualquier valor de la recta real, ya
que es necesario que la matriz de covarianzas perturbada sea definida positiva.

Sensibilidad para el vector de medias

Cuando el parametro inexacto es un elemento del vector de medias u, el
modelo perturbado que describe la parte cuantitativa de la Red Bayesiana
Gaussiana, viene dado por X ~ N(u‘s, Y)), donde 1® puede considerarse de tres
formas distintas, en funcién de las siguientes situaciones:

1. La media de la variable de interés X; es inexacta, por tanto, en el modelo
perturbado dicho parametro pasa a ser
u‘fzui+5:V5€R
El modelo perturbado es tal que X ~ N(u‘s, Y}), donde el vector de medias
perturbado se especifica mediante p® = (puq,... , 5 + 96, ... ,un)T.

2. La media de la variable evidencial X, es incierta, de forma que en el modelo
perturbado el parametro es tal que

ugzue+5:v5eR

El modelo perturbado, dado por X ~ N(u?, 2), tiene por vector de medias
l’l’é = (l’l’l"“ s My - - - 7p'e+57'-- al‘l’n)T‘

3. La media de cualquier variable no evidencial X, distinta de la variable de
interés, es incierta, siendo el pardametro en el modelo perturbado

u?zu;+5:V5€R

El modelo perturbado es tal que X ~ N(u‘s, Y}), donde el vector de medias
S T
perturbado es pu° = (ul,... ,uj—i—d,... T FUN 7 S ,un)

En la Proposicién 3.1 se calcula la medida de sensibilidad considerando que la
relacion lineal entre X; y X, es tal que el coeficiente de correlacion lineal no toma
valores extremos, siendo p?e € (0,1), para los tres casos anteriormente expuestos.
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Proposiciéon 3.1

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P) con X ~ N(u,Y), X; variable de
interés y X, variable evidencial y sea p?e € (0,1). Si se considera la pertur-
bacion § € R anadida a cualquier elemento del vector de medias p, la medida de
sensibilidad (3.1) es tal que

1. Cuando se suma la perturbacion a la media de X;, siendo uf = u; +0, la
distribucion final de la variable de interés tras la propagacion de la evidencia

es
XZ‘E =e,0~ N(:Uﬁ)‘/'E:e,éa az‘E:e)
con
ZY|E:e,5 _ M}/\E:e +§
La medida de sensibilidad es tal que
. 52
SHi(f(xile), f(wile, 0)) = SV E= (3.2)
o-.

(22

2. Cuando se suma la perturbacion a la media de la variable evidencial X,
con 18 = pe + 0, la distribucion final de la variable de interés, tras la
propagacion de la evidencia, es

X;|[E=¢€,0~N (,uf'E:e’a, 0¥|E:e)

K24

donde
Y|E=e,§ Y|E=e Oie

i i
Oece

La medida de sensibilidad viene dada por la siguiente expresion

2 2
S (faile). ol 8) = —5rzmr () (33)
20, Oee
3. Si la perturbacion 0 se suma a la media de cualquier otra variable no
evidencial distinta de la variable de interés, entonces, dicha perturbacion
no influye sobre la variable de interés X;, siendo f(xile,d) = f(x;ile). Por
tanto, la medida de sensibilidad es cero.

Demostracién 3.1
Los pardametros finales de modelo perturbado se obtienen directamente apli-
cando (2.12). Se ha de tener en cuenta en cada caso un modelo inicial perturbado.
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Para calcular la medida de senstbilidad se trabaja con la divergencia de Kullback-
Leibler. Con funciones de densidad normales se tiene que

KL(f(w), f'(w)) = % [ln (Z—;) + o+ (“/%‘) - 1] (3.4)

donde f(w) es una distribucion N(u,0?) y f'(w) es una N(u',0?).

Entonces, la medida de sensibilidad se puede calcular como

Y|E=e Y|E=e, Y|E=e)2
pi 1 0§|E:e’6 Uii‘ + (“i | T | )
SPi(f(xile), f(wxile,0)) = 3 In + _q

Y|E=e Y|E=e,$
Oy Ty

Para cada caso presentado en la demostracion, se tiene que

1. SHi(f(zile), f(wile, 6)) =

_ Y|E=e Y|E=e,d  Y|E=e\2
1 oY 1E=es Ty + (Mi — W )
_ In i + -1

Y|E=e,
Oy

52
Y|E=e
20

Y|E=e,6 _  Y|E=e
= u;

) )

Y|E=e,é Y|E=e

siendo p i "

+6 y o

2. Ste(f(xile), fwile,d)) =

Y|E= Y|E=e,d  Y|E=e\?
1 gY1E=es 0@'@" + (Mi Bed Hy | e)
= In [ 2 + -1

Y|E=e Y|E=e,0

o |

e
| (—2=9)

Y[E=¢,
2 Oy ‘

2 2
_ 0" (%
20_2;|E:e Oce

Y|E=e,$ _ MY\E:& _ Tie§ y O_Y|E:e,6 _ JY\E:e

7 7 Oee 1) i

donde
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3. Tras propagarse la evidencia se comprueba que f(x;|e,d) = f(x;|e). En este
caso, la medida de sensibilidad es cero. 1

Las expresiones obtenidas para la medida de sensibilidad, (3.2) y (3.3), son
cuadréticas en funcién del valor de la perturbaciéon § y dichas expresiones se

. . Oje
pueden comparar mediante el cociente | — | .
Oece

Como se ha senalado anteriormente, cuando existe incertidumbre acerca de la
evidencia asociada a la variable X, es decir, cuando la evidencia e es inexacta,
siendo €’ = e + 4, se obtiene la medida de sensibilidad S*e(f(x;|e), f(zile,d))
para pue = e. Por tanto, se estudia este caso asociado a variaciones en la evi-
dencia cuando se trabaja con la incertidumbre acerca de la media de la variable
evidencial. Asi, en caso de considerarse incierta la evidencia acerca de la variable
evidencial o si interesa conocer el efecto de la observacion de valores extremos, se
puede realizar igualmente el andlisis de sensibilidad calculando la medida de sen-
sibilidad, mediante la expresién (3.3). Dicho resultado se recoge en la Proposicién
3.2.

Proposicién 3.2

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P) con X ~ N(w,X), X; variable de
interés y X, variable evidencial. Considérese la evidencia e que se tiene acerca de
X.. Perturbando dicha evidencia, de forma que la nueva evidencia sea €’ = e+,
se obtiene que el modelo perturbado es

X,|E=¢,0~N (;LY'E:e’é JY‘E:e)

7 (1)

donde
Y|E=e,6 _ Y|E=e , Oie
i = Hy -

+—0

Oce

La medida de sensibilidad obtenida en este caso coincide con la media de
sensibilidad de la expresion (3.3), siendo

2 Oie 2
Se(f(zsle), F(wile, 5)) = za’f—E— <—) (3.5)

Oce

Demostracion 3.2
Andloga a la demostracion de la Proposicion 3.1, Apartado 2. 1
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A continuacién, se presentan las medidas de sensibilidad obtenidas cuando la
incertidumbre se tiene en los pardmetros que definen la matriz de covarianzas.

Sensibilidad para la matriz de covarianzas

Si se considera incierto o inexacto un elemento de la matriz de covarianzas X3, el
modelo perturbado que describe la red en estudio, viene dado por X ~ N(u, £9),
donde ¢ puede expresarse mediante

1. La varianza de la variable de interés X; es incierta, siendo dicha varianza
en el modelo perturbado tal que

0220@'i+5

con
2

o
6> —0j; —£
ee
(se ha de imponer dicha restriccién a la perturbacién § para que la varianza
final de la variable de interés sea positiva).

En este caso, X2 coincide con la matriz de covarianzas del modelo original
en todos sus elementos salvo en la varianza de Xj;.

2. La varianza de la variable evidencial X, es inexacta, por tanto, en el modelo
perturbado dicha varianza se expresa por

00, = 0ce + 0

siendo
§ > —0ee(1 — méax p?
66( Xj er]e)
donde pj. es el coeficiente de correlacién lineal entre la variable evidencial
Xe y cualquier variable X; no evidencial.

El modelo perturbado X ~ N(u,X%) se define como el modelo original

salvo en el pardametro asociado a la varianza de la variable evidencial, que

en este caso es age.



132 ANALISIS DE SENSIBILIDAD EN REDES BAYESIANAS GAUSSIANAS

3. La varianza de cualquier variable no evidencial X; € Y con j # 7 viene
dada por

S
O'jj—o']] +5

con
2

O—,

e

5> —0j; + ¢
Oce

De forma que ¢ coincide con ¥ en todos sus elementos, salvo en la varianza
de X j-

4. La covarianza entre la variable de interés X; y la variable evidencial X,

queda modificada, de forma que en el modelo perturbado los elementos de
5

. . )
la matriz de covarianzas, o}, y og;, son

1 6
Oje = Oie + 0 = 0g;

donde
—0je — \V/0ii0ce < 0 < —0je + V0iiOece

El modelo perturbado X ~ N(u, 2?) queda como el modelo original salvo
en el parametro asociado a la covarianza entre X; y X, es decir se modifican
los elementos de la matriz de covarianzas de las posiciones (i,€) y (e, ).

5. Cualquier otra covarianza queda modificada. Es decir, la covarianza entre
la variable evidencial X; y cualquier otra variable no evidencial X; € Y
con j # 14 es incierta, o la covarianza entre cualquier X; € Y con j #iy la
variable evidencial X, cambia. En el modelo perturbado se tiene que

é . )
01] = Jlj + 5 = UZ]
o se considera
b _ . §
Uje Oje + 0= Uej

siendo

—0je — \/Tjj0ec < 0 < —0je + \/Tji0ce

Ahora X% es igual a ¥ salvo para los elementos de las posiciones (i, ) y
(4,2) 0 (4,€) y (e,4)-
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En todos los casos se deben imponer restricciones al valor de la perturbacién
d, con el fin de mantener positivas las varianzas del modelo perturbado.

En la Proposicion 3.3 se incluyen las medidas de sensibilidad calculadas para
los distintos casos introducidos anteriormente. De nuevo, se trabaja considerando
un coeficiente de correlacién lineal entre X; y X tal que p2, € (0,1).

Proposiciéon 3.3

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P) con X ~ N(u,Y), X; variable de
interés y X, variable evidencial. Cuando se modifica la matriz de covarianzas 3,
sumdndole a alguno de sus elementos la perturbacion 8, y se considera p?e € (0,1),
la medida de sensibilidad (3.1) obtenida para cada uno de los casos posibles es tal
que

1. Si se suma la perturbacion a la varianza de la variable de interés, siendo
2
o; . .
crg = 04 + 0 para § > —oy + J—Ze, tras realizarse la propagacion de la

ee
evidencia, la distribucion final de la variable de interés es
XZ|E =e, 5 ~ N (MZ'EZE, O'?;‘E:e’é)

donde
Y|E=e,6 _ Y|E=e
i =0y

+9

La expresion dada para medida de sensibilidad en este caso es

3 0 0
S (f(xile), fwile, 6)) = % lln (1 + YE:e) - Y|E=e,6]
Tii Tii (3.6)

2. Cuando la perturbacion § se suma a la varianza de X, siendo a;?e = Oce+0
con § > —0ee(1 —)r(nzi){:{p?e), donde pje es el coeficiente de correlacion lineal
=
J

entre X; y Xe, la distribucion final de interés es

Xi|E=e0~N (uz/‘E:e’é,amE:e’a)

(22

con
Y|E=e, ol
=€, ie
I = i+ e — le
v Oee + (5( )
Y|E=e,d ) 0125

(2
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La medida de sensibilidad viene dada por

S (f(wile), f(wile,0)) =

— of (=6 2 _5
1 (03;|E—576> Oce (Uee+5> (1 + (e B 'ug) ((Uee+5)0’ee>)
= In +

D) Y|E=e Y|E=e,8
Oii Oii (3.7)

2

3. Si la perturbacion § se suma a la varianza de cualquier variable no eviden-

cial X; € Y con j # 1, siendo agj = 0j; + 0, dicha perturbacion no afecta

a la variable de interés X;, quedando f(x;|le,d) = f(w;le). Por tanto, la
medida de sensibilidad es cero.

4. Cuando la perturbacion estd en la covarianza entre X; y Xe, es decir 0?6 =

Oie +0 = a‘gi, siendo —0je — +/0ii0ce < 0 < —0je + +/0ii0ce, la distribucion
final de interés es

X|E=ed~N (MZ‘E:e’é, 0¥|E:e76>

K24

donde
Y|E=e,5 Y|E= 1)
N7,| ‘ = ,UJ1| e+_(€*lle)
Oece
Y|E=e,d (Jie + 5)2
i = Ou———
Oece

La medida de sensibilidad viene dada por la siguiente expresion
Saie(f($i|e)7 f(xi‘ea 5)) =

Y|E=e 2
1 62 + 20506 A (a%e(e - “e)>
= In{1-—

9 Y|E=e,8
Tii (3.8)

5. Cuando la perturbacion se supone en cualquier otra covarianza de la matriz
de covarianzas, es decir, en las covarianzas entre X; y cualquier variable no
evidencial X; o entre la variable evidencial X, y X; € Y para todo j # 1,
entonces, dicha perturbacion no influye en la variable de interés, quedando
f(zile, &) = f(x;|le). Por tanto, la medida de sensibilidad es cero.
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Demostracién 3.3
Los pardametros finales del modelo perturbado se obtienen tras aplicar (2.12),

E=e,§ Y|E=e,
siendo fu; YIE=e3 o] elemento i-ésimo del vector de medias Y oy E=e5 o elemento
i-ésimo de la matriz de covarianzas. En cada caso se conszdem una unica per-

turbacion 9.

Trabajando con la expresion (3.4) se calcula la medida de sensibilidad para los
casos presentados. Asi,

1. 8% (f(x4le), f(xsle, 0)) =

- 2
_ Y|E=e Y|E=e,0 Y|E=e
| JZ‘E_G"S Ty + (Mi — W .
0 —vE= |t Y|E=c0 -
o o

1
2

1] 1) o 1B=e
= —|In|1+ — | + =2 —1
2 I 0¥|E—e Y\E e+5

K44

N . 5
= 5" +0Y|E:e T Y[B=ed

Y|E=e,0 Y|E= Y|E=e,0 Y|E=
|[B=e, M‘ eyo'u‘ & :O'H| €1,

considerando fu; 5 g’ g’

Con la condicion de que
Y|E=e,d

i
Y|E e

> 0=
+46 > 0=

g,
6 > —opy+

ee

2. 8%<(f(zile), f(wile, 6)) =

[ _ _ N2
_ =t i B
= In | =50 | + Y|E=c0 1
2
- 2
_ Y|E=e Y|E=e,é Y|E=e Y|E=e,é
1 | Jz\E_e,a T + (Ni —Hy — 0y
= 5 Ty | T Y[E=es
Oi O

considerando los pardmetros finales del modelo perturbado
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2
Y|E=e,0 Oie Y|E=e,§ Oie
. =u; +—»0e — . = 0 — .
l’l’q, /’l"l + 0_66 + 5( ME) y 0-7,1, UZZ 0_66 + 57
y los pardmetros finales del modelo original
2
Y|E= 0; Y|E= o;
m T = e =) y 0y = oy — i
Oce Oce
Por tanto, la medida de sensibilidad queda
_ 9 9 2
Oie Oie Oie Oie
Y|E=e,5 —— + + e— L ——e—u)
_ 1 In O-z‘z“ ‘ + Oce Oee +0 <Uee +5( e) Uee( 6>
9 Y|E=e Y|E=e,$
T O

%5 (=9 + (osele — o) 0 i
— 1 1 UZ‘EZ&J Oce \ Tee 1 0 e fe (Uee + 5) Oee
M7 Y= + Y[E=es

[ 0-_7;26 —0 14 ( o )2 —0
— 1 JZ?;‘E:Q& Oce \ Oee T 0 © e (O'ee + 5) Oece
T viE= + =

K24 (22

N =

En este caso hay que imponer que para cualquier variable X

Y|E=e,é
i > 0=
2
(o
Ojj — —£ > 0=
Oee +0
2
g
Oee +0 > L
0jj
2
. . ., . 2 Jje
Trabajando con el coeficiente de correlacidn lineal pj, = ——
0;i0,
Javee

Oee +0 > p?eaee =
6 > Uee(p?e - 1)

Como todos los elementos de la diagonal se ven afectados por la perturbacion
introducida, se ha de exigir que

)
0> —0ee(l — )rg;g@pje)
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3. La perturbacion no afecta a la salida de interés del modelo perturbado,
siendo f(x;le,d) = f(x;le). Entonces, la medida de sensibilidad es cero.

4. 87 (f(wile), f(wile, 0)) =
r 2
_ Y|E=e Y|E=e,0 Y|E=e
1 ZY |B=e.d 0; + (Mi I )
- 3 | —Sm |+ Y|E=c0 -1
. o-
(2 (2
- 2
Y|E=e 5
1 1 1 62 + 200 g; + (a'_ee(e - U6)>
Y el G Y|E—c Y[E=es -
Oee0; o;

. Y|E=e,6 _  Y|E=e 5 Y|E=ed _ Y|E=e 524208
siendo ju; = t; + o= (e — pe) y oy =0, — e
En este caso para que la varianza final de interés sea mayor que cero se
tiene

Y|E=e,5
aii‘ s 0=
2
Oie + 0
O — 7( e ) > 0 =
Oee

(Uie+5)2 < Oji0ce =

—0Oie — \V/0ii0ce < 0 < —0je + VO0iiOece

5. Tras propagarse la evidencia se comprueba que f(x;le,d) = f(xsle), para
cualquiera de los posibles modelos perturbados. Entonces, la medida de
sensibilidad es cero. B

Cuando la perturbacién se presenta en la matriz de covarianzas, las medidas de
sensibilidad obtenidas muestran expresiones similares respecto a la perturbacion

J.

Como se ha visto en el Apartado 2.4.3 del Capitulo 2, la matriz de covarianzas
refleja las relaciones de independencia condicionada del problema mediante su
inversa, la matriz de precision. Cuando se modifica la matriz de covarianzas,
también se modifica su matriz inversa, pudiendo aparecer nuevas relaciones de
independencia o dependencia condicionada. Por tanto, al modificar las varianzas
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y covarianzas, se puede modificar la estructura de dependencias que presenta la
Red Bayesiana Gaussiana. Para estudiar las modificaciones presentes se puede
calcular, para cada modelo perturbado, la matriz inversa de £%. En caso de
presentarse cambios importantes en la estructura de la red, los expertos han
de estudiar en profundidad la variable que provoca esta modificacién, a fin de
describirla con la mayor precisién posible.

A continuacién, se introduce un ejemplo que pone de manifiesto las ideas
anteriores.

Ejemplo 3.1

Considérese la Red Bayesiana Gaussiana introducida en el Ejemplo 2.9, cuya
definicion viene dada por el DAG de la Figura 3.1 y la distribucion conjunta
normal multivariante dada a continuacion y se tiene evidencia acerca de Xa,
siendo E = { X5 = 4}.

®)

x %)

.

&)

Figura 8.1. DAG asociado a la Red Bayesiana Gaussiana descrita para el

Ejemplo 5.1

Donde X ~ N(p,X) donde

2 30 6 0 6
3 02 2 0 2
p=1 3 X=16 2 15 0 15
4 00 0 2 4
) 6 2 15 4 26
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Se tiene que la media y la varianza de la variable de interés X5 puede ser
,ug5 =7=pus+ 95 (donde §5 =2) y agg5 =24 = 055 + 055 (con 55 = —2).

También que los pardmetros que definen la variable evidencial Xo pueden ser
,ugz =6=p2+92 (condy=3)y crg%z =5 = 092 + 022 (donde d22 = 3).

La covarianza entre X5 y Xo puede venir dada por O'ggz =3 =o059+050 = ag§5

(donde 052 = 1 = do5).

Finalmente, la variable X3 puede definirse con ugS = 2 = us + 03 (siendo
03=—-1)y Ug§3 =16 = 033 + 033 (con d33 = 1).

Se desea estudiar la repercusion de las perturbaciones propuestas sobre la
salida de la red, tras propagarse la evidencia E = { Xy = 4}.

Como se vio en el Ejemplo 2.11, tras realizarse la propagacion de la evidencia
para el modelo original se obtiene que la variable de interés se distribuye segin

X5/ Xy =4~ N(6,24)

Para estudiar el efecto de la incertidumbre cuantificada por los expertos, se
realiza el analisis de sensibilidad presentado, calculando para cada parametro
incierto la medida de sensibilidad.

Antes de obtener las distintas medidas de sensibilidad es necesario comprobar
que los valores de las perturbaciones asociadas a la matriz de covarianzas, dos,
33, 055 v 052 hacen que dicha matriz perturbada X9, sea definida positiva. En
este caso, las perturbaciones supuestas en el ejemplo hacen que la matriz inicial
perturbada sea definida positiva.

Existe incertidumbre acerca de los parametros iniciales de las variables Xs,
X3y X5, siendo X3 la variable evidencial y X5 la de interés.

Por los resultados obtenidos al plantear el analisis, se sabe que la incertidum-
bre asociada a cualquier parametro de una variable no evidencial, distinta de la de
interés, en este caso X3, no afecta a la salida de la red, dada por la distribucion de
X5|X5. Por tanto, no se calcula la medida de sensibilidad para dichos pardmetros
asociados a X3, por ser cero.

Calculando la medida de sensibilidad para las perturbaciones asociadas a los
parametros de las variables evidencial Xy y de interés X5 se obtiene que:
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e Si la media de la variable de interés es inexacta, tras la propagacion de la
evidencia, la variable de interés es X5| X2, 05 =4 ~ N(8,24). La medida de
sensibilidad calculada mediante la expresién (3.2) es

SH5(f(zsle), f(zsle, d5)) = 0.083

e Cuando se perturba la media de la variable evidencial, la distribucién final
de la variable de interés es normal, siendo en el modelo perturbado X5| X2 =
4,69 ~ N(3,24). Calculando la medida de sensibilidad con (3.3) se obtiene
que

SH2(f(zsle), f(zsle, d2)) = 0.1875

En este ejemplo, la medida de sensibilidad calculada para cualquier pertur-
bacién cuando la media de la variable evidencial es incierta, coincide con la me-
dida de sensibilidad obtenida para la media de la variable de interés, debido a
que los valores iniciales de la covarianza entre X5 y Xo, 052, y de la varianza
evidencial o099 coinciden. Por lo tanto, por los  valores de los parametros
asignados inicialmente, la medida de sensibilidad S*5 (f(x5|e), f(z5]e,d)) coincide
con SH2(f(xsle), f(xsle,d)) cuando se considera la misma perturbacién § € R.

e Perturbando la varianza de la variable de interés, se tiene que tras la propa-
gacién de la evidencia, X5|Xo = 4,55 ~ N(6,22). En este caso, la media
final de interés se mantiene igual que en el modelo original y cambia
la varianza final de interés, reduciendo su valor. Esta variacién en la dis-
tribucién de interés parece pequeiia, por tanto, la medida de sensibilidad
ha de ser también pequena.

Con la expresién (3.5) se calcula la medida de sensibilidad obteniéndose

SUSS (f(SL‘5|€), f(l‘5‘6, (555)) = 0.0019

e Para el caso de perturbar la varianza evidencial, tras realizarse la propa-
gacion para el modelo perturbado, se tiene que X5|Xo = 4, d22 ~ N(5.8,25.2).
Ambos parametros finales del modelo perturbado cambian respecto al
modelo original, reduciéndose muy poco el valor de la media y aumentando
el valor de la varianza.

La medida de sensibilidad obtenida tras aplicar la expresién (3.6) es tal que

S722( f(zsle), f(zs|e, da2)) = 0.0077
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e Finalmente, si se perturba la covarianza entre la variable de interés Xs y
la variable evidencial X5, la distribucién final de interés para el modelo
perturbado es X5|Xy = 4,50 ~ N(6.5,21.5). Dicha incertidumbre afecta
a la media de interés, aumentando su valor, y a la varianza, que se ve
reducida.

La medida de sensibilidad resultante al aplicar la expresién (3.7) viene dada
por
S752( f(wsle), f(zs|e, d52)) = 0.0089

Notese que cuando se modifica algun elemento del vector de medias, dicha
perturbacién solo afecta a la media final de la variable de interés. Por el contrario,
cuando se perturba algin elemento de la matriz de covarianzas, la perturbacion
afecta en determinados casos a la media y la varianza final de la variable de
interés.

Los expertos en el problema han de determinar si los cambios producidos
sobre la variable de interés y las medidas de sensibilidad obtenidas, son relevantes
en funcién de las unidades de medida. No obstante los valores resultantes son
pequenos y por tanto, se puede concluir que las incertidumbres acerca de los
pardametros de la red no afectan en gran medida a la salida de la red, de forma
que la red no es sensible a los cambios propuestos. Aun asi, se puede destacar
que el mayor valor de la medida de sensibilidad se obtiene cuando la media de la
variable evidencial se perturba, siendo dicho valor 0.1875.

Los valores obtenidos de las medidas de sensibilidad son mayores cuando se
modifica un elemento del vector de medias que cuando se modifica un elemento
de la matriz de covarianzas.

Si los expertos consideran que los valores de las medidas de sensibilidad su-
peran lo esperado, entonces deben revisar las variables cuyos parametros presen-
tan un mayor valor en la medida de sensibilidad.

Considérese ahora la situacién en la que los expertos no pueden cuantificar
la incertidumbre asociada a las variables X5, X3 y X5. En este caso, se puede
calcular la medida de sensibilidad, para cada uno de los parametros inciertos en
funcién de la perturbacién é, obteniéndose
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S5 (f (wsle), f(xsle, 8)) = 35
Sk2(f(xsle), f(xsle, 8)) = 55

Sass(f(fL‘5‘e)a f(xS‘ea 5)) =

D=

n (14 £) - 5]

2672_#»6

Sazz(f(g%‘e)’f(xg)‘e’d)) _ % In (26—22%4r6> n 2(?%)(1+(4ﬁ))]

24+(3)°
7 Fasl). Faslesd)) = § | (1 = £52) + 200 ]
2

Si se muestran las medidas de sensibilidad en un grafico en funcién del valor
de 6, se pueden comparar las medidas de sensibilidad y estudiar qué parametro
incierto puede afectar en mayor medida a los resultados de la red. En la Figura 3.2
se presentan dichas medidas para cualquier valor de ¢, aunque cuando la pertur-
bacién se anade a la matriz de covarianzas dicha perturbacién no podra tomar
cualquier valor posible, puesto que la matriz de covarianzas inicial perturbada
debe ser definida positiva.

Con la Figura 3.2 se observa como se pueden variar los parametros sin pro-
ducirse grandes cambios en la salida de la red, trabajando con valores de la medida
de sensibilidad préximos a cero.

infinity

§v=

J

infinity

L Sazz

-infinity

Perturbatiord

Figura 3.2. Medidas de sensibilidad obtenidas para cualquier valor de la
perturbacién § para el Ejemplo 3.1
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Si se desea estudiar la medida de sensibilidad para pequenas perturbaciones,
también se pueden dibujar graficamente las distintas medidas de sensibilidad para
valores acotados de §. Asi, en la Figura 3.3 se presentan dichas medidas cuando
d € [—4,4].

S Ve 0.5

S”sz

S‘Tss

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Perturbatiord

Figura 3.3. Medidas de sensibilidad obtenidas cuando la perturbacién
d € [—4,4] para el Ejemplo 3.1

Los resultados de este andlisis son fundamentales a la hora de definir una
Red Bayesiana Gaussiana, para comprobar si los parametros introducidos y las
posibles incertidumbres asociadas a los mismos cambian mucho los resultados
que se obtienen acerca de la variable de interés. En caso de obtener valores de
la medida de sensibilidad grandes, se deben estudiar de nuevo las variables que
producen dichos valores para definirlas con mayor precisiéon y asi garantizar que
la red define correctamente el problema que se estd tratando.

3.3.3. Casos extremos en la relacién entre la variable de interés
y la variable evidencial

Los resultados del analisis de sensibilidad introducidos se obtienen cuando el
grado de relacion lineal entre la variable de interés X; y la variable evidencial X,
no esté en los extremos.
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En este Apartado se analizan dos situaciones particulares de las medidas
de sensibilidad, descritas en funciéon de los valores extremos del coeficiente de
correlacion lineal p?e. Ambas situaciones se particularizan en el grafo con una
conexion concreta entre los nodos que representan a X; y a Xe.

Asi, si las variables X; v X, son independientes, el coeficiente de correlaciéon
lineal es p2, = 0. En este caso, sélo es posible una conexién convergente entre los
nodos que representan dichas variables en el DAG. Por el contrario, cuando las
variables X; y X, son linealmente dependientes con un coeficiente de correlacién
dado por p?e =1, ambas variables en el DAG presentan una conexion en serie o
divergente.

Trabajando con estas relaciones entre la variable de interés X; y la varia-
ble evidencial X, se simplifican las expresiones de las medidas de sensibilidad
expuestas en el Apartado anterior. En las Proposiciones 3.4 y 3.5 se presen-
tan las medidas de sensibilidad obtenidas, considerando las situaciones extremas
mostradas por el coeficiente de correlacién lineal p2,.

Proposiciéon 3.4

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P) con X ~ N(u,Y), X; variable de
interés y Xe variable evidencial. Considérese una conexion convergente entre los
nodos del DAG que representan dichas variables, siendo pize = 0. Entonces, tras la
propagacion de la evidencia, la salida de la red no se ve influida por la evidencia
introducida, siendo ;LZY‘E:e =1y 02; |B=e _ Cii-

Por tanto, solo influyen en la salida de la red las perturbaciones asociadas a
los pardametros que describen a X;, p; y 0, Yy a la covarianza entre X; y Xe,
Oie, modificandose en este ultimo caso la relacion de dependencia entre ambas
vartables. Para cada uno de los pardmetros inciertos se tiene que:

1. Cuando se anade la perturbacion § a la media de la variable de interés,
entonces la distribucion final de interés, tras la propagacion de la evidencia,
es Xi|lE =e,0 ~ N(u+6,0i).

La medida de sensibilidad viene dada por

52

S (F(@ile). f(wile,8)) = 5 (39)

2. Si la perturbacion 6 se suma a la varianza de la variable de interés, siendo
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O’?i =04+ 0 con d > —oy, entonces la distribucion final de interés es tal

que X;|E =e,8 ~ N (p;, 04 +96).

La medida de sensibilidad viene dada por la siguiente expresion

Tii Oii +0

S"“(f(fczle)af(f”i\e"”):%[ln<1+i> : ] (3.10)

3. Si se considera que puede existir alguna relacion entre las variables X; y
Xe, se ha de modificar la conexion convergente del DAG y se pasa a tener
una covarianza distinta de cero, dada por of, = o + 3 = & = 0°,, siendo &

tal que —\/0ii0ce < 0 < \/0ii0ce. Entonces, la distribucion final de interés

es tal que Xi|E = e,6 ~ N (Mi + J%Q(G*Me)aaii - oi)'

La medida de sensibilidad es

o 1 52\ (gt )
S (f(wile), f(zile,8)) = 3 1n<1 )+

Oee0ii

02

Oii —
(22 Tee

(3.11)

4. Para cualquier otra posible perturbacion, la variable de interés no se ve
modificada, siendo f(x;|e,0) = f(x;|e) y por tanto la medida de sensibilidad
es cero.

Demostracion 3.4

Las expresiones de las medidas de sensibilidad obtenidas se calculan de forma
directa trabajando con la relacion de independencia entre X; y Xe, dada por
oie = 0, en las Proposiciones 3.1 y 3.2. 1

Por tanto, cuando las variables X; y X, son independientes y se realiza el
proceso de propagacién de la evidencia, la informacién e acerca de X, no afecta a
la variable de interés, de forma que los parametros finales de la variable de interés
coinciden con dichos parametros iniciales, siendo /L?/‘E:e =y Ui}; |B=e _ Oii-

Asi, al estudiar la sensibilidad de la red, solo la incertidumbre acerca de los
parametros de la variable X; puede afectar a la salida de la misma, recogida en
la distribucién final de la variable de interés. También se simplifica la medida
de sensibilidad cuando se realizan modificaciones en la covarianza entre X; y
X,, pasando de tener una relacién de independencia entre ambas variables a una
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relacion de dependencia, dada por 0. = §. En este caso, el pardmetro introducido
senala que se ha de modificar el DAG, que representa las variables del problema,
anadiendo una arista entre X; y X.. Cualquier otra perturbacién posible de los
pardametros de la red no influye sobre la distribucién de la variable de interés, al
igual que tampoco influye la incertidumbre acerca del valor de la evidencia e, tal
que X, = e, por tanto, la medida de sensibilidad también es cero.

Como representacion de los resultados anteriores, se introduce un ejemplo en
el que la variable de interés y la variable evidencial son independientes.

Ejemplo 3.2

Considérese la Red Bayesiana Gaussiana del Ejemplo 3.1. Sea ahora la va-
riable de interés Xy y la variable evidencial Xo. Se pretende determinar que
pardametros afectan a la salida de la red y como se realizaria el andlisis de sensi-
bilidad.

Como se puede ver, ambas variables aparecen en una conexién convergente
en el DAG, de forma que X7 y X5 son independientes.

En este caso, sélo influyen sobre la salida de la red los parametros asociados a
la variable de interés ;1 y 011 y la covarianza entre X; y Xo, dada por o12. Para
el resto de posibles parametros inciertos, dicha incertidumbre no afecta a la salida
de la red, siendo dicha salida, la distribucién final de X; tras la propagacién de
la evidencia.

Al realizarse el andlisis de sensibilidad solo es necesario calcular las medidas
de sensibilidad mostradas en la Proposicién 3.4.

Por tanto, al especificarse una Red Bayesiana Gaussiana con una variable de
interés X; y una variable evidencial X., independiente de X;, es muy importante
ser preciso al asignar los parametros a la variable de interés X;.

La otra relaciéon extrema considerada entre X; y X, se tiene, cuando el coe-
ficiente de correlacién es tal que p, = 1. En este caso se tiene una conexién en
serie o divergente entre los nodos del DAG que representan a X; y X., de forma
que existe una relacién lineal entre ambas variables.

En la Proposicién 3.5, se muestran las diferentes expresiones asociadas a la
medida de sensibilidad que se obtienen para este caso extremo dado cuando el
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coeficiente de correlacién es p2, = 1.

Proposicién 3.5

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P) con X ~ N(u,X), X; variable de
interés y Xe variable evidencial, donde existe una relacion lineal entre ambas va-
riables, siendo ,0126 = 1. Entonces, tras la propagacion de la evidencia, la varianza

Y|E=e

final de interés o;; es cero.

La medida de sensibilidad para cualquier perturbacion anadida a los pardmetros
de X; o de X, es igual a infinito.

Por tanto, cuando existe una relacion lineal entre las variables de interés y
evidencial, la medida de sensibilidad es extrema.

Demostracion 3.5
El resultado mostrado se obt%'ene de forma directa trabajando con las Proposi-

ciones 3.1 y 3.2 siendo ,0125 = 4"02566 =11

Los resultados obtenidos en este caso en que p?e = 1, son los esperados,
ya que cualquier perturbacién asociada a los parametros iniciales de X; o X,
cambian mucho los resultados acerca de la variable de interés que depende de
dichos parametros, por tanto, la medida de sensibilidad resulta ser extrema.

3.3.4. Algoritmo para el cilculo de la medida de sensibilidad

A continuacién, se introduce el Algoritmo disenado para realizar el analisis
de sensibilidad de una via propuesto en esta Seccién. El Algoritmo que se pre-
senta, calcula en tiempo lineal las medidas de sensibilidad asociadas al conjunto
de pardmetros inciertos que describen la Red Bayesiana Gaussiana. La Red
Bayesiana Gaussiana en estudio, ha de tener una variable de interés X; y al
menos evidencia acerca de una de las variables del problema, X..

En el Algoritmo disenado, se introduce el modelo original, un vector § y una
matriz simétrica A con todos los valores de las perturbaciones asociadas a los
parametros inciertos del modelo original, siendo el vector § el vector de pertur-
bacion de medias y la matriz simétrica A la matriz de perturbacion de covarianzas,
que describen las incertidumbres acerca de los parametros del problema. Cuando
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un elemento de p o 3 no es incierto, entonces, en § o A aparece un cero en la
posicion de dicho elemento, respectivamente. De esta forma, se genera un modelo
perturbado para cada elemento de § y A distinto de cero, que pueda afectar a la
variable de interés X;. Dicho modelo, se compara con el modelo original, para
calcular la medida de sensibilidad en cada caso.

Noétese que los distintos calculos que se deben realizar en el Algoritmo, se
centran en los pardmetros inciertos de la variable de interés y de la variable evi-
dencial. Ademas, se obtienen todas las expresiones de las medidas de sensibilidad,
en funcién de los elementos de p y % que definen el modelo original. También,
se puede obtener la medida de sensibilidad cuando la evidencia e es incierta,
mediante la expresién (3.3) asociada a la incertidumbre en la media evidencial.

Algoritmo

ENTRADA: Los parametros p y Y que definen el modelo original dado por la Red
Bayesiana Gaussiana con distribucién conjunta normal multivariante N (g, X).
La variable de interés X;, la variable evidencial X, y la evidencia e tal que
X, = e. Un vector de perturbaciéon de medias ¢, siendo el elemento j—ésimo del
vector la perturbacién que se anade a la media de la variable X;. Una matriz
simétrica de perturbacién de covarianzas A, en el que el elemento (j,7) muestra
la perturbacién que se suma a la varianza de la variable X; y el elemento (j, k)
muestra la perturbacién asociada a la covarianza entre X; y Xj.

SALIDA: Las medidas de sensibilidad asociadas a los elementos inciertos que
describen la salida de la red.

Paso 1. Calcular el coeficiente de correlacion entre X; y X,, dado por la siguiente

expresion
2
ie

0ii0ee

2 g
Pie =

Entonces, si p2, € (0,1) ir al Paso 2, si p2, = 0 ir al Paso 3 y si p2, = 1 ir al
Paso 4.

Paso 2. Con p2, € (0,1) calcular:

(a) Las medidas de sensibilidad de los pardmetros inciertos del vector de
medias, de forma que
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e Si el elemento i—ésimo del vector de perturbacion de medias § es
distinto de cero, entonces, calcular S*i(f(z;le), f(xile,d)) con la
expresion (3.2).

e Si el elemento e—ésimo del vector de perturbacién de medias § es
distinto de cero, entonces, calcular SHe(f(x;le), f(xi|e,d)) me-
diante (3.3).

e En otro caso, la medida de sensibilidad es cero.

(b) Las medidas de sensibilidad de los pardmetros inciertos de la matriz
de covarianzas, teniendo en cuenta que

e Si el elemento i—ésimo de la diagonal de la matriz de pertur-
bacién de covarianzas A es distinto de cero, entonces, calcular
S (f(x;]e), f(xi)e, d)) mediante (3.6).

e Si el elemento e—ésimo de la diagonal de la matriz de pertur-
bacién de covarianzas A es distinto de cero, entonces, calcular
S (f(xile), f(zile,d)) con (3.7).

e Si los elementos (i,e) o (e,i) de la matriz de perturbacién
de covarianzas A son distintos de cero, entonces, calcular
S%e(f(xile), f(xile,d)) mediante la expresion (3.8).

e En otro caso la medida de sensibilidad es cero.
Paso 3. Con p2, = 0 calcular:

(a) La medida de sensibilidad asociada al vector de medias, cuando
el elemento i—ésimo del vector § es distinto de cero, obteniéndose
SHi(f(zile), f(xile,d)) mediante la expresion (3.9).

Para el resto de los casos, la medida de sensibilidad es cero.

(b) Las medidas de sensibilidad asociadas a la matriz de covarianzas a
través de

e Si el elemento i—ésimo de la diagonal de la matriz de pertur-
bacién de covarianzas A es distinto de cero, entonces, calcular
S (f(xile), f(xile,d)) mediante (3.10).

e Si los elementos (i,e) o (e,i) de la matriz de perturbacién
de covarianzas A es distinto de cero, entonces, calcular
S%e(f(xile), f(xile,d)) con (3.11).

e Para el resto de los casos, la medida de sensibilidad es cero.
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Paso 4. Con p?e = 1, la medida de sensibilidad para cualquier elemento i—ésimo
y/o e—ésimo de 0 o A, es igual a infinito.

Para el resto de los casos, la medida de sensibilidad es cero.

Con este Algoritmo es posible calcular de forma eficiente las medidas de sensi-
bilidad de una Red Bayesiana Gaussiana, que recogen la incertidumbre existente
en la asignacién de los pardmetros que describen la misma. El Algoritmo esta
implementado en Susi (2006).

3.4. Sensibilidad para perturbaciones extremas

Una caracteristica importante del andlisis de sensibilidad presentado, es que
permite estudiar la sensibilidad de una Red Bayesiana Gaussiana desde una
perspectiva global, valorando la diferencia entre las distribuciones de probabilidad
y no solo entre algunas de sus caracteristicas. Ademas, es posible asociar distintos
grados de perturbacién a los parametros que describen el modelo original, al
contrario de algunos andlisis de sensibilidad desarrollados, como el descrito por
Laskey (1995) para Redes Bayesianas Discretas, o el introducido por Castillo,
et al. (2003) para Redes Bayesianas Gaussianas, que centran los andlisis de
sensibilidad en el estudio de perturbaciones locales sobre el parametro descrito
por los expertos.

Con este analisis de sensibilidad, también es posible valorar el efecto de posi-
bles evidencias anémalas, por extremas, en las salidas de la red al propagar la
evidencia.

En las Proposiciones 3.6 y 3.7 de esta Seccién, se estudia el comportamiento
de las medidas de sensibilidad obtenidas, cuando la perturbacién anadida al
parametro incierto es extrema.

El objetivo de este andlisis es determinar el efecto de perturbaciones extremas
acerca de los pardmetros que describen la red inicialmente y comprobar si las
medidas de sensibilidad, desarrolladas para cada caso, reflejan el comportamiento
extremo de la perturbacién. Para ello, se estudia la medida de sensibilidad para
perturbaciones extremas calculando el limite de la medida de sensibilidad cuando
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6 — us 0 6 — lg, donde us y Ils son las perturbaciones maxima y minima
posibles sobre el pardmetro, y 6 — 0. En este caso, el coeficiente de correlacion
entre X; y X, es tal que p2, € (0,1).

Los resultados presentados en esta Seccién, han sido publicados en Goémez-
Villegas, et al. (2006).

Proposicién 3.6

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P) con X; variable de interés y X,
variable evidencial. Sea el coeficiente de correlacion lineal entre ambas variables
tal que p?e € (0,1). Se desea estudiar la sensibilidad de la red. Entonces, cuando
la perturbacion 6 que se anade al vector de medias p es extrema, la medida de
sensibilidad también es extrema. De forma que,

1.
(a) Jim S (f(ale), f(aile,)) = o0
(b) iV (f aile). f(aile, ) = 0

2.

(a) Jlim St<(f(zile), f(zile,0)) = oo

Demostracién 3.6
Las expresiones resultantes de los limites se obtienen de forma directa. 1

Por tanto, cuando la perturbacién es minima, pudiendo § — 0, la medida de
sensibilidad es cero y cuando la perturbacién es méxima, con § — +o0, la medida
de sensibilidad es infinito. En ambas situaciones la medida de sensibilidad refleja
el comportamiento extremo de la perturbacion d que cuantifica la incertidumbre

acerca de cualquier parametro del vector de medias g que influya en la salida de
X;.

Los resultados obtenidos para la media evidencial u. acerca de la sensibilidad
cuando la perturbacién es extrema (2.(a) y 2.(b) de la Proposicién 3.6), coinciden
con el comportamiento de la medida de sensibilidad calculada cuando la evidencia
e, tal que X, = e, es extrema.
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En la Proposicion 3.7 se estudia el comportamiento de incertidumbres ex-
tremas, cuando la perturbacion d aparece en la matriz de covarianzas.

Proposiciéon 3.7

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P) con X; variable de interés y X,
variable evidencial. Sea el coeficiente de correlacion lineal entre ambas variables
tal que p?e € (0,1). Cuando la perturbacion 6 que se anade a los diferentes
elementos de la matriz de covarianzas ¥ es extrema, la medida de sensibilidad es
tal que

1.
(a) Jim 87 (f(aile), f(xile, ) = oo,
aunque 57 (f(zile), f(zile, 8)) = o(d)
(b) S S"“( (zile), f(xile, 0)) = oo,
2
stendo M;; = —oy; + Jie _ —0ii (1 — p?e) el menor valor posible para
6' ee
(¢) 7 (F(ile), f(zile, ) = 0
2.

(a) lim S« (f(aile), f(wile,0) =  |=In (1= p2) = g2 (1 = {528}
() lim 57 (f(zile). S (wile,)) =

1 M* 2 * — e 2 o *
——— ln pze + pze(l M ) 1 + (e /‘L ) 1 M
2 Me*e(l - pie) M* ze Oee M:e

donde el menor valor posible para la perturbacion es
_ * * ¢ 2
Mee = —0ec(1 — M},) con M}, = gg}{{pje

() limS7 (f(wife), f(wile. ) = 0

(a) lim S%(f(zile), f(zile, 5)) = oo,

’Le

siendo lee = —0je — \/0:i0ce €l limite inferior de §.
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(b) lim S7(f(aile), f(zile,8)) = oo,
6_>Mie

siendo Mfe = —0je + +/0ii0ce €l limite superior de 6.
(¢) lmSo (f(ile), f(aile,8)) = 0

Demostracién 3.7

Para cada uno de los casos, se tiene que:

1.

(a) Se calcula el limite de forma directa.
(b) Cuando 0%, = o; + 6, la varianza final de X; es tal que Ug‘Eze’é =
Y|E=e Y|E=e,0
O + 9. Como o;

> 0 la perturbacion ha de ser tal que

Y|E=
5>—O’ii‘ ¢

Y|E= Y|E=
SeaMZ-Z-:—Uii‘ ¢ ysea:czcn' c

i + 6 entonces
62%“5 * (f($l‘€>, f(.’I,'Z|€, 5))

(23 T

1 T — JY‘E:e
= lim = llnx —InoYE=e *] = 0
x—0 2

(c) Se calcula el limite de forma directa.

2 (1 B <eue>2>
(a) 611_>I&50ee(f(xi|e),f(xi\e,5)) :% ln< Ya;_e> + Oece _ Oece
i
Teniendo en cuenta que
TP = a(l—p2) y PR = i
O0ii0ce
Entonces,

Jim 57 (i), £(z1]e, ) =

N =

Oce

—In(1—pi) - piv <1 - M)}
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(b) Para estudiar la sensibilidad respecto a la varianza evidencial, siendo
Uge = 0ee + 0, la varianza final de interés para cualquier variable no

2
, . YiE=ed _ _ _ _%je
evidencial es gy =05 7 Goatd”

Por tanto, se ha de imponer que UE‘E:e’J > 0 para todo X; €Y.

Entonces, la perturbacion § ha de satisfacer

‘ 2
0> —0ee(l — gg@pje)

Denotando por M}, = )r(r}é}‘({pge y por Mee = —0ee(1 — MY, se tiene
J

5E% S (f(xile), f(xile, 6)) =

ee

r 2 o (=6 2 =)
1 044 — O—U—Zj_é Tee (Uee+6) (1 + (e o Me) ((Uee+6)0'ee>>
- 5 In :,2 + o2
i Oii — g Oii = 545
r o2 1-— M e—le 2 (1-M,
[l e ), () o ()
= —|ln
2 M:e(O'n'O'ee - Ozze) M:e - pzze
— 1 |:].Il< Mgeipzze ) _i_pzze(l*M:e) <1+ (eiue)2 <1Mge>):|
2 Mge(l - pzze) Méke - pZ‘Qe Oee Mge

(c) Se calcula el limite de forma directa.

(a) Para estudiar la sensibilidad respecto a la covarianza entre X; y Xe,
siendo 0, = 0. + 0, la varianza final de interés es tal que

2
Y|E=e,§ (Uie + 5)
i =0u——
Oce

Para que dicha varianza sea positiva, la perturbacion § ha de ser tal
que

—0je — \V/0ii0ce < 0 < —0je + V O0iiOce

Sea Mfe = —0je + \/0ii0ce, entonces, es posible calcular el limite
lim_ Soie(f(zsle), f(zile,d)). Aunque si se considera § — M2
o—M

e €sto

ie

es equivalente a tener

(52 + 20¢e5) — 06603;|E:e
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Por lo tanto, la medida de sensibilidad en este caso es

SOie (f($z|€)a f(l'i‘ea 5)) =

_ Y|E=e s 2
1 | (JeeazﬂE_e — (82 + 20i65)> N Oeelj; + (cr_ee(e - Me))
n

JeeUY‘E:e — (02 4+ 204¢9)

Como lim [lnx + %] = 00 para cualquier valor de k, entonces

z—0

lim S7%%(f(x;le), f(zile,0)) = o0
§—M?

(b) Se calcula de forma andloga al punto anterior 3.(a).

(c) Se calcula el limite de forma directa. 1

Los resultados obtenidos son intuitivos, ya que la medida de sensibilidad re-
fleja el comportamiento extremo de la perturbacién, salvo, en el caso de incer-
tidumbre extrema. acerca de la varianza evidencial, para el que existe un limite
finito de la medida de sensibilidad.

Esto sucede porque cuando se tiene evidencia acerca de la variable evidencial
X, su varianza tiene un efecto reducido sobre la variable de interés X; ya que
la salida del modelo perturbado f(zile,d) no es muy distinta de la obtenida
para el modelo original, dada por f(z;|e). Por tanto, aunque pueda existir una
incertidumbre extrema acerca de la varianza evidencial, la medida de sensibilidad
tiende a un valor finito.

Cuando se desee realizar un andlisis de sensibilidad con la metodologia
propuesta en la Seccién anterior y se considere incierta la varianza de la va-
riable evidencial, entonces, es conveniente calcular el valor asociado al limite de
la medida de sensibilidad cuando § — oo y cuando § — M., para estudiar si la
perturbacién propuesta es extrema.

Ejemplo 3.3

Considérese la Red Bayesiana Gaussiana definida en el Ejemplo 3.1. El grupo
de expertos que ha asignado los wvalores de los pardmetros, estdn en gran de-
sacuerdo con los mismos y desean estudiar la sensibilidad de la red para valores
extremos de las perturbaciones.
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Para ello, consideran los pardametros de la variable de interés Xs, tales que,
d5 o

ps® = —20 = us+0s, siendo la perturbacion o5 = —25, y Ugg5 =3, con 055 = —23.
Por otro lado, consideran la media y la varianza de la variable evidencial Xo
tales que ugz =30 = pug + 02, con 6 =27, y 0‘2552 = 0.27, donde 099 = —1.73.

Finalmente, fijan la covarianza entre X5 y Xao en 0232 =3, con d52 = 1.

Se hace notar que aunque pudiese existir més incertidumbre en otros
pardmetros, dicha incertidumbre no afecta a la salida de la red, recogida por la
distribucién final de la variable de interés, que se obtiene tras la propagacién de
la evidencia.

Lo primero que se ha de comprobar es que los nuevos parametros mantienen la
matriz de covarianzas como definida positiva. Esto permite trabajar con las per-
turbaciones d55, d22 ¥ d52, para los tres posibles modelos perturbados compatibles
con dichas perturbaciones.

Las medidas de sensibilidad para las perturbaciones propuestas, vienen recogi-
das por:

S5 (F(ws]e), f(xsle, 55)) = 13.02
575 (f (wsle), f(zsle, d55)) = 9.91
S (f(wsle), f(xse, 62)) = 15.19
572 (f(zsle), f(wsle, 622)) = 2.03
5752 (f(ws]e), f(x5le, 552)) = 0.009

En el caso de la medida de sensibilidad obtenida cuando hay incertidum-
bre en la varianza evidencial, es conveniente calcular el limite de la medida
de sensibilidad cuando la perturbacion doo tiende hacia sus extremos. En este
caso, la perturbacién es negativa, por tanto, se ha de estudiar el limite de
S722(f(xsle), f(xsle, d22)) cuando la perturbacién tiende hacia el minimo M.,
donde M., viene dado por

M, = —0ee(1 — M%) = —1.7333
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con

En este caso,

lim S7e(f(xqle), f(xile, ) =

—Mee

1 MY, — p? 21— M —pe)? (1 —M*
= L (Mee =i L Piel 266) 1 e pe) ce
2 M:e(l - p@'e) M:e — Pie Oee M:e

= 2.1213

Por tanto, el valor obtenido para la medida de sensibilidad cuando la varianza
evidencial es incierta, S722(f(zsle), f(zsle, d22)) = 2.03, es préximo a su limite.

Como se puede observar en el ejemplo, la medida de sensibilidad crece a
medida que aumenta el valor de la perturbacién. Véase la Figura 3.2 para com-
probar el comportamiento de las medidas de sensibilidad obtenidas para cualquier
perturbacién § posible.

Con los resultados mostrados se puede estudiar la robustez de la Red Bayesiana
Gaussiana del problema, exigiendo valores pequenios de la medida de sensibilidad.
Asi, fijando un umbral de 0.1, tal que SPi < 0.1, para las diferencias aceptables
sobre los pardmetros, con p; € {us, 055, 12, 052}, las perturbaciones han de tomar
valores en los siguientes intervalos:

e Para que S*5 < 0.1 y §#2 < 0.1, las perturbaciones d5 y d2 han de definirse
tal que 65 € (—1.55,1.55) y d2 € (—1.55,1.55)

e Para conseguir que la medida de sensibilidad 5755 sea S5 < 0.1, la per-
turbacién 055 ha de ser d55 € (—10.46,24.66)

e Para que 5752 < 0.1, la perturbacién asociada ha de definirse mediante
050 € (—4.31, 2.51).

e Finalmente, para que la medida de sensibilidad 5922 < 0.1, la perturbacién
092 ha de ser d22 > —1.32. Cuando do9 tiende a infinito, el limite de S22 es
0.0208, por tanto, no es necesario imponer ninguna otra restriccién sobre

022.
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A continuacidén, se estudia el comportamiento de la medida de sensibilidad
para perturbaciones extremas, cuando la relacién entre la variable de interés X;
y la variable evidencial X, es también extrema. Para estudiar dicha relacién entre
las variables, se trabaja con el coeficiente de correlacion lineal, considerandose
una relacién extrema cuando p2, =0 o p2, = 1.

3.4.1. Casos extremos en la relacién entre la variable de interés
y la variable evidencial

En las Proposiciones 3.8 y 3.9 se muestra el comportamiento de la medida de
sensibilidad para perturbaciones extremas, cuando el grado de dependencia entre
las variables X; y X, es también extremo, siendo el coeficiente de correlacién lineal
tal que p2 = 0y p2 = 1. En cada proposicién se estudia para cada pardmetro
p o X el limite de la medida de sensibilidad cuando X; y X, son linealmente
independientes y cuando presentan dependencia lineal.

Como variables que se representan en un DAG, estas situaciones se correspon-
den con los siguientes casos:

e X; y X, independientes, por tanto sélo pueden estar situadas como ances-
tros, sin conexion, de conexiones convergentes.

e X; v X, dependientes entonces pueden estar conectadas por conexiones
seriales o divergentes con una relacién lineal.

Proposicion 3.8

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P), con X; variable de interés y Xe
variable evidencial. Para estudiar la sensibilidad de la red, cuando las variables
X; y Xe son independientes, p?e =0, siendo extrema la perturbacion 6 asociada
al parametro incierto del vector de medias, la medida de sensibilidad viene dada
por

(a) lim S (f(ale), f(ale,)) = o0
(b) T ¥( (aile), f(ile, ) = 0



SENSIBILIDAD EN REDES BAYESIANAS GAUSSIANAS 159

(a) JMim Ste(f(zile), f(wile,d)) = imS¥(f(zsle), f(zile, 6)) =0

Cuando hay una relacion lineal entre X; y X, p2 = 1, la medida de sensibi-
lidad obtenida para cualquier perturbacion extrema, también es extrema.

Demostracién 3.8
Los limites se calculan de forma directa, considerando cuando hay indepen-
dencia que T = p?e =0 y cuando hay dependencia lineal la Proposicién 3.5, con
2
Pie = L. 1

La siguiente proposicién muestra los mismos resultados que la proposiciéon
anterior, pero considerando ahora que se perturba la matriz de covarianzas X..

Proposicién 3.9

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P), con X; variable de interés y X,
variable evidencial. Se desea estudiar la sensibilidad de la red. Entonces, cuando
las variables X; y X son independientes, con p?e =0, siendo extrema la pertur-
bacion 0 asociada al pardmetro incierto de la matriz de covarianzas, la medida
de senstbilidad es tal que

1.
(a) lim 57 (f(wile), f(zile, d)) = oo,
aungue 87 (f (zile), f(zile, ) <5>
() Jlim 57 (F(zile), faile, ) =
szendo M;; = —0oy;
(¢) lmS™(f (zle). Faile.d)) = 0
2.
(a) Jim 57 (f(aile) Faile, ) = Tim §7(f(wile), f(wile, ) =
Lim 5% (f(ile), f(zile, 8)) =0
donde Mee = —0ee(1 — MZ) con M}, = )r(ng p]e
3.

(a) hm Sale( (zile), f(wile,d)) = oo siendo M}, = —\/0ji0cc

e
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(b) lim S%e(f(wile), f(wile,d)) = 0o con M7, = +\/0i0cc
d— M-

1€

(C) ;E%Sgie(f(x”e)a f(xi‘ev 5)) =0

Cuando existe una relacion lineal entre X; y X, con p3, = 1, la medida de
sensibilidad obtenida para cualquier perturbacion extrema, es infinita, para todos
los casos en los que la perturbacion influye en la salida de la red.

Demostracion 3.9

Los limites se calculan de forma directa considerando la Proposicion 3.4 y 3.5.
Ademds, cuando hay independencia entre X; y X, se tiene que oje = p2, =0y
con la dependencia lineal se trabaja con p?, = 1. 11

Como se puede ver en las proposiciones presentadas, cuando X; y X, son
independientes, la salida de la red dada por la distribucién final de X, tras la
propagacion de la evidencia, sélo se ve afectada por los pardmetros inciertos de
X, de forma que si la perturbacion es extrema, la medida de sensibilidad también
es extrema. Sin embargo, cuando existe una dependencia lineal entre X; y X,
con p2, = 1, cualquier perturbacién afiadida a los pardmetros de X; o X, influye
notablemente en la salida de la red, siendo infinito el valor de las medidas de
sensibilidad calculadas.

3.5. Analisis de Sensibilidad de n vias para Redes
Bayesianas (aussianas

En el andlisis de sensibilidad de una via introducido en la Seccién 3.3 se
trabaja con un Unico parametro incierto en cada paso del andlisis y se evalia la
salida de la red, trabajando con una tnica variable de interés Xj;.

En esta Seccion, se generaliza el andlisis de sensibilidad de una via, de forma
que se trabaja con un conjunto de variables de interés. Ademas, se evalia méas de
un parametro incierto a la vez, por tanto, el analisis de sensibilidad que se presenta
es un analisis de sensibilidad de n vias para una Red Bayesiana Gaussiana definida
con una o varias variables de interés. Asi, al trabajar con mas de un parametro
incierto a la vez, en el andlisis de sensibilidad se recogen tanto las variaciones
producidas de forma individual por cada pardmetro, como las variaciones debidas
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al conjunto de parametros.

En el andlisis de sensibilidad que se desarrolla en esta Seccién, se considera
una particién del conjunto inicial de variables, dada por X = {Y,E}, donde Y
estd formado por ¢ variables de interés y E son n—gq variables evidenciales. Ahora
se tiene un conjunto de variables evidenciales, y aunque la propagacién de la
evidencia en Redes Bayesianas Gaussianas se realiza con el algoritmo presentado
en el Apartado 2.4.4, introduciendo en cada paso una tnica variable evidencial,
de forma que la ejecucién del mismo se realiza en tiempo lineal, tras la intro-
duccién paso a paso de cada variable evidencial, se toma como salida de la red la
distribucién final del conjunto de variables de interés dada la evidencia, Y|E.

Los resultados que se presentan en esta Seccion pueden extenderse a una Red
Bayesiana Gaussiana en la que el conjunto de variables se particiona de forma
que X = {Y,E,R}, donde Y es el conjunto de variables de interés, E son las
variables evidenciales y R son el resto de variables. Asi, para el caso de existir
incertidumbre acerca de los parametros de R, dichas imprecisiones no influyen en
la distribucién final de las variables de interés, siendo cero el valor de la medida
de sensibilidad.

De nuevo, mediante el analisis de sensibilidad, se busca estudiar el efecto
producido al perturbar al inicio un conjunto de parametros inciertos, sobre la
distribucién final de la red, dada por la distribucién normal multivariante Y |E ~
N(uY|E, EY‘E). Los parametros se estudian agrupados, considerando asi el efecto
de tener incertidumbre en las variables de interés o en las variables eviden-
ciales. También se obtienen resultados por separado para los elementos de cada
parametro, dados por el vector de medias y la matriz de covarianzas.

El mecanismo de analisis para estudiar la sensibilidad de la red es similar
al presentado en la Seccién 3.3, de forma que se basa en comparar las salidas
finales de la red, obtenidas tras propagar la evidencia, en el modelo original y en
el modelo perturbado.

El modelo original es la Red Bayesiana Gaussiana definida por los parametros
asignados inicialmente, de manera que X ~ N(pu, ).

El modelo perturbado viene dado por el modelo original, salvo un conjunto
de parametros que se presentan perturbados porque se ha sumado, al valor inicial
de los pardmetros, una perturbacion que cuantifica la incertidumbre acerca de los
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mismos.

Ahora la perturbacién no es un escalar d, sino un vector de perturbacion de
medias § y una matriz de perturbacion de covarianzas A. Teniendo en cuenta
que se estudian las perturbaciones en funcién de si estan asociadas a una variable
de interés o a una variable evidencial, las perturbaciones que se introducen en
esta Seccién, dadas por el vector de perturbaciéon de medias § y la matriz de
perturbacién de covarianzas A, se particionan de forma que

[ oy A Avyy Avyg
OE Agy Agg

El analisis de sensibilidad que se propone en este Apartado, consiste en
calcular sistematicamente una medida de sensibilidad para distribuciones
multivariantes, generalizacién de la medida definida en el Apartado 3.3.1, con-
siderando incierto en cada paso un tunico subconjunto de la particién de § o de
A presentada. Dicha medida de sensibilidad compara la salida final de la red,
dada por la distribucion de las variables de interés que se obtiene tras propagar
la evidencia, para el modelo original y para el modelo perturbado.

Tras realizarse el analisis de sensibilidad, se obtienen cinco expresiones dis-
tintas asociadas a la medida de sensibilidad para distribuciones multivariantes,
que sirven para calcular dicha medida dependiendo de los pardmetros inciertos
del modelo. En funcién de los resultados obtenidos para una Red Bayesiana
Gaussiana concreta, se concluye €l o los conjuntos de parametros inciertos que
han de ser revisados para enunciarlos con mayor precision.

Aligual que en el andlisis de sensibilidad de una via presentado anteriormente,
cuando los valores de las medidas de sensibilidad obtenidos son pequenos, se puede
concluir que la red es robusta. Esta idea se concreta en la Seccién 3.6.

A continuacion, se introduce un Apartado en el que se define la medida de
sensibilidad para distribuciones multivariantes, trabajando con un conjunto de
parametros inciertos, al igual que con un conjunto de variables de interés y un
conjunto de variables evidenciales. En el siguiente Apartado, se detalla el andlisis
de sensibilidad que sirve para estudiar la Red Bayesiana Gaussiana. Para ello, se
enuncian diversas proposiciones, en funcion de si son inciertos los parametros de p
o de Y. Finaliza la Seccién, ilustrando con un ejemplo los conceptos introducidos.
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3.5.1. Medida de sensibilidad

En el analisis de sensibilidad de n vias que se desarrolla en esta Memoria, al
igual que en el anédlisis de sensibilidad de una via presentado anteriormente, se
estudia la sensibilidad de la Red Bayesiana Gaussiana mediante una medida de
sensibilidad. En este caso, aplicada a distribuciones multivariantes.

La medida de sensibilidad que se define a continuacién, utiliza la medida
de divergencia de Kullback-Leibler para comparar dos distribuciones normales
multivariantes definidas sobre el mismo conjunto de variables. Dicha divergencia
viene dada por la siguiente expresién

1 ||

KL(f.f) =5 |In o (E Y + (0 — )" 7 (i — p) — dim(X)

donde f es la densidad de X ~ N(u, X)) y f' lade X ~ N(p/,3).

En el estudio de la sensibilidad de una Red Bayesiana Gaussiana que
se desarrolla, se busca comparar las distribuciones finales de la red del modelo
original con las del modelo perturbado. La distribucién final de interés es una
distribucién normal multivariante condicionada a la evidencia, formada ahora por
un conjunto de variables evidenciales E.

Para el modelo original la salida final de interés es una distribucién normal
multivariante, dada por Y|E ~ N(uY/E $YIE) v para el modelo perturbado
dicha salida es también normal multivariante, siendo los parametros finales, los
obtenidos tras realizarse la propagacion de la evidencia para el modelo pertur-
bado. Ambas salidas, se obtienen considerando el modelo inicial que describe la
red como X ~ N(pu, X)), o como dicho modelo con un conjunto de pardmetros de
p o Y modificados, en funcién de los parametros inciertos del problema, para el
modelo perturbado. De forma que, el modelo perturbado se obtiene tras sumar
un vector o una matriz de perturbaciones, con las particiones originales aso-
ciadas al vector de perturbacién de medias § y a la matriz de perturbacién
de covarianzas A. Dicha particién se suma a pv, g, vy, LEE O LYE, €n
cada caso, definiendose asi cinco posibles modelos perturbados. En el Apartado
siguiente se profundiza en el proceso de ejecucién del analisis de sensibilidad de
n vias.

A continuacién, se define la medida de sensibilidad para distribuciones multi-
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variantes sobre una Red Bayesiana Gaussiana descrita con un conjunto de varia-
bles de interés. La expresién resultante obtenida para la medida de sensibilidad
es complicada, aunque la aplicacién de la misma no presenta ninguna dificultad.

Definicién 3.2 (Medida de sensibilidad para distribuciones multivariantes)

Sea (D,P) una Red Bayesiana Gaussiana con distribucion conjunta N(p, ).
Sea la salida final de la red, tras propagar la evidencia en el modelo original,
Y|E ~ N(uYE, SYIE) con f densidad asociada, y sea la salida final de la red,
tras propagar la evidencia en el modelo perturbado, Y |E, & ; ~ N(MY|E’5J', EY‘E";J'),
con fPi densidad asociada.

Se define la medida de sensibilidad para distribuciones multivariantes como

SF ) = By k]
1 ‘EY‘Evéj

g [ (= o) (e (e, )]

(3.12)

-1
+tr <2Y|E (zYiEﬁj) ) — dim(Y) | +

donde el subindice p; indica el conjunto de pardmetros inciertos para los que se
calcula la medida, siendo p;-;j =p;+9;.

La medida de sensibilidad introducida sirve para estudiar la sensibilidad
cuando la salida de interés viene dada por la distribucion final de un conjunto de
variables.

Con la medida de sensibilidad definida para distribuciones multivariantes, en
el siguiente Apartado, se especifican los pasos que se han de seguir al realizar el
analisis de sensibilidad de n vias propuesto.
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3.5.2. Analisis de sensibilidad de n vias

En este Apartado se muestra con detalle el proceso a realizar para estudiar
la sensibilidad de una Red Bayesiana Gaussiana formada por un conjunto de
variables de interés.

El mecanismo de analisis es un proceso iterativo que compara en cada paso
el modelo original con el modelo perturbado, mediante la medida de sensibilidad
para distribuciones multivariantes. De forma que ambos modelos definen la red
inicial y se comparan finalmente cuando se ha realizado la propagacién de la
evidencia.

Sea X = {Y,E} el conjunto de variables modelizadas con la Red Bayesiana
Gaussiana en estudio.  Se sabe que la distribucién inicial conjunta  del
modelo original es normal multivariante, de manera que X ~ N(u,X). Al tener
particionado el conjunto de variables, los pardmetros p y ¥ también se pueden
particionar, de manera que

w=| P v [ XYy XyE |
75 YEy XEE

El modelo perturbado se obtiene tras anadir un conjunto de perturbaciones
a cualquiera de los parametros particionados mostrados, es decir, si por ejemplo
se consideran inexactos los valores de las medias de interés, entonces, el modelo
perturbado inicial viene dado por X ~ N(uf¥ %), donde

oy _ [ My +0Y [ vy XIyE
pdy = = .
PE YEY XEE

De esta forma se pueden definir cinco modelos perturbados distintos, en
funciéon de donde se anadan las perturbaciones, es decir, en funcién de si se

perturba piy, pg, Xyy, 2EE O XYE-

Ademaés, como se ha introducido al comienzo de la Seccién, las perturbaciones
se presentan mediante un vector de perturbacién de medias § y mediante la
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matriz de perturbaciéon de covarianzas . De forma que el elemento j—ésimo
del vector representa una cuantificaciéon de la incertidumbre en la media de X},
el elemento (j,7) cuantifica la incertidumbre acerca de la varianza de X; y el
elemento (j, k) = (k, j) representa la incertidumbre acerca de la covarianza entre
X y Xj. Ademas, tanto el vector de perturbacién de medias é como la matriz de
perturbacién de covarianzas A se representan particionados, siendo el elemento
d0; de la Definicién 3.2, un elemento de la particién de d o de A, de forma que

_ [ oy A Ayy Ave
OE Agy AEgE
Cuando no existe incertidumbre acerca de un parametro concreto, se le asigna

el valor cero al elemento correspondiente del vector de perturbacion de medias &
o de la matriz de perturbacion de varianzas A.

Recuérdese que el modelo original y el modelo perturbado describen la Red
Bayesiana Gaussiana inicial, y que el interés de la red se centra en las salidas
finales de los modelos, tras realizarse la propagacién de la evidencia. Es decir,
para el modelo original y para el perturbado se obtiene la distribucién final de
interés como la distribucién de Y|E y Y|E, §;, respectivamente, una vez que se
ha propagado la evidencia, siendo &5 un elemento de la particién de § o de A.
Posteriormente, se comparan ambas distribuciones calculando para cada modelo
perturbado las distintas medidas de sensibilidad.

Es importante senalar que el proceso de propagacion de la evidencia se realiza
completo, es decir se introduce una a una la evidencia en la red y una vez que
se ha introducido toda la evidencia acerca de todas las variables evidenciales de
la misma se calcula la distribucién final de interés dada por una distribucion
conjunta condicionada a E.

En este analisis de sensibilidad, se pueden obtener cinco medidas de sensibili-
dad distintas. Dependiendo de los valores de las mismas, se puede determinar el
conjunto de variables que han de ser revisadas para asignar sus parametros con
mayor precision.

Los resultados de las medidas de sensibilidad, en cada caso, se muestran en
los siguientes puntos, reflejando separadamente el comportamiento de la medida
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de sensibilidad cuando se perturba el vector de medias y cuando se perturba la
matriz de covarianzas.

Sensibilidad para el vector de medias

Cuando el conjunto de pardmetros inexactos son elementos del vector de medias,
se han de considerar dos situaciones distintas al especificar el modelo pertur-
bado que describe la parte cuantitativa de la Red Bayesiana Gaussiana. Dichas
situaciones dependen de los parametros inexactos y aparecen cuando:

1. Se quiere estudiar la sensibilidad respecto a algunas medias de las variables
de interés Y. En este caso, el modelo perturbado es normal multivariante,
de forma que X ~ N(u%, %), siendo

o = ( py + 0y )
2]
con dy perturbaciones de las medias de interés del vector de perturbacion
de medias 6.

2. Se quiere estudiar la sensibilidad respecto a algunas medias de las va-
riables evidenciales E. Por tanto, el modelo perturbado viene dado por

X ~ N(u%®, %), donde
o _ Ky

con g perturbaciones de las medias de interés del vector de perturbacion
de medias 6.

En la Proposicién 3.10 se calcula la medida de sensibilidad para distribuciones
multivariantes en los dos casos anteriormente expuestos.

Proposicién 3.10

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P) con X ~ N(w,X), tal que X =
{Y,E}, siendo Y el conjunto de variables de interés y E el conjunto de variables
evidenciales. St se considera el vector de perturbacion de medias & particionado
tal que & = (dvy,0r)”, entonces la medida de sensibilidad (3.12) es tal que
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1. Cuando se suma la perturbacién dy a la media de las variables de interés
Y, la distribucion final de interés del modelo perturbado, tras la propagacion
de la evidencia, es

Y|E, 6Y ~ N([J/Y‘Eﬁy, EY‘E)

con
HY\E,LSY _ HY\E + 5Y

La medida de sensibilidad viene dada por la siguiente expresion
" Iz Lisr (vwyE)™!
st (fo ) =5 0% (BYF) oy (3.13)

2. Cuando se aplica la perturbacion g a la media de las variables evidenciales
E, la distribucion final de interés del modelo perturbado, tras la propagacion
de la evidencia, es

Y‘E, 5E ~ N(MY|E’5E, EY|E)

donde
pY B = ) YIE Sy ey enOE

La medida de sensibilidad es

SHE(f, fﬂE):%[ag (SveSps) (zYIE)_l (SyeSgh) 0w o1
3.14

Demostracién 3.10
Los pardmetros finales del modelo perturbado se obtienen directamente te-
niendo en cuenta el proceso de propagacion de la evidencia.

En cada caso se trabaja con un modelo perturbado inicial distinto.

Se calcula la medida de sensibilidad para distribuciones multivariantes di-
rectamente aplicando la expresion asociada a dicha medida. Asi,

1. Para calcular S*Y (f, fH#Y) se sabe que la varianza final obtenida para el
modelo perturbado, coincide con dicha varianza para el modelo original,
por tanto tr (EY|E (EY‘E)A) = dim(Y) y la medida de sensibilidad es



SENSIBILIDAD EN REDES BAYESIANAS GAUSSIANAS 169

SHY (f7 fILY) =
_ % |:(MY|E,5Y _ HY|E)T (EY\E>_1 (HY|E,6Y - “YEﬂ
Ll s

2. En el caso de SFE(f, fFE) también coinciden las varianzas finales del
modelo original y del perturbado, entonces tr (EY‘E (ZY|E)71) = dim(Y).

Por tanto,
Ske(f, fre) =
1 Y|E,6 Y|ET Y |E -1 Y|E,6 Y|E
- (e () e v
1 -1
- 5 |9 vnma) (2F) (Svih) b
|

Al igual que en el caso del andlisis de sensibilidad de una via, cuando existe
incertidumbre acerca de algunas variables evidenciales E, si se anade un wector
de perturbacion de evidencias 8¢ al conjunto de evidencias, siendo €% = e + e,
se obtiene la medida de sensibilidad calculada para SHE(f, f#E). Por tanto, este
caso se puede estudiar trabajando con la medida de sensibilidad obtenida cuando
se perturban las medias de las variables evidenciales. La siguiente proposicion,
recoge el resultado.

Proposiciéon 3.11

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P) con X ~ N(w,X), tal que X =
{Y,E}, siendo Y el conjunto de variables de interés y E el conjunto de variables
evidenciales. Considérense inexactos algunos valores evidenciales. Se define el
vector de perturbacion de evidencias de, de forma que para el modelo perturbado

é

se trabaja con las nuevas evidencias, €’ = e + do. La salida de la red recogida

en la distribucion final de interés para el modelo perturbado es
Y[E, 6 ~ N (Y /B0 5¥IE)

donde
pYEde = YIE | Sy pYpde
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La medida de sensibilidad obtenida coincide con la medida de sensibilidad de
la expresion (3.14), siendo

S ) =5 [52 (Sveeh)” (EYF) " (Sveteh) S
(3.15)

Demostracion 3.11
Los pardametros de la distribucion del modelo perturbado se obtienen directa-
mente, tras realizarse la propagacion de la evidencia.

La medida de sensibilidad se calcula directamente aplicando (3.12). Asi, te-
niendo en cuenta que coinciden las varianzas finales del modelo original y del
perturbado y por tanto tr (EY‘E (ZY|E)71) = dim(Y), entonces

Se(f, f¢) =
[(MY|E,66 _ 'uY\E)T (EY\E>’1 (MY|E,66 _ MYE)]

-1
58 (vemeh) (2F) " (Svmah) &

N = D=

Notese que en la Proposicién 3.11 se trabaja con las perturbaciones de los
valores evidenciales de y en (3.14) se consideran las perturbaciones de las medias
correspondientes a las variables sobre las que se introduce evidencia, denotadas
como 0g.

A continuacidn, se calcula la medida de sensibilidad cuando existe incertidum-
bre en la matriz de covarianzas.

Sensibilidad para la matriz de covarianzas

Para el estudio de la sensibilidad en la matriz de covarianzas, se deben considerar
tres situaciones distintas.



SENSIBILIDAD EN REDES BAYESIANAS (GAUSSIANAS 171

1. Se tiene incertidumbre acerca de algunas varianzas y covarianzas de las
variables de interés Y. Entonces, el modelo perturbado es normal multi-
variante, tal que X ~ N(u, Z4YY), donde

SAvy _ Yyy +Ayy XvE
YEY YEE

siendo Ayvy la perturbacion introducida sobre las varianzas y covarianzas de
Y. Los elementos de Ayy han de verificar que la matriz S2YY sea definida
positiva y que la matriz de covarianzas final, calculada tras la propagacion
de la evidencia, sea también definida positiva.

2. Estudiar la sensibilidad respecto a las varianzas y covarianzas de las varia-
bles evidenciales E. En este caso, el modelo perturbado es normal multi-
variante, dado por X ~ N(u, Z2FE), donde

$ApE _ Yyy YYE
Yy XEE +AEE

siendo Agg las perturbaciones asociadas a las varianzas y covarianzas de
E. Los elementos de Agg han de verificar que la matriz X2EE sea definida
positiva y que la matriz de covarianzas final, calculada tras la propagacion
de la evidencia, también sea definida positiva.

3. Estudiar la sensibilidad respecto a las covarianzas entre las variables de
interés y las variables evidenciales. El modelo perturbado se define tal que
X ~ N(p, 2AYE), donde

SAYE _ Yyy YyE + Avg
Yey + AVg YEE

siendo Avyg las perturbaciones asociadas a las covarianzas entre las varia-
bles de Y y las de E. Los elementos de Ayg han de verificar que la matriz
YAYE gea definida positiva y que, tras la propagacién de la evidencia, la
matriz de covarianzas final sea también definida positiva.

En la Proposiciéon 3.12 se recogen las medidas de sensibilidad para los casos
anteriormente citados.
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Proposicién 3.12

Sea una Red Bayesiana Gaussiana (D, P) con X ~ N(w,X), tal que X =
{Y,E}, donde Y es el conjunto de variables de interés y E es el conjunto de
variables evidenciales. Considérese la matriz de perturbacion de covarianzas A
formada por las perturbaciones asociadas a los pardmetros inciertos de 32, tal que

A_ [ Ay Ave
Agy AEgg
La medida de sensibilidad (3.12) viene dada por

1. Cuando se suma la perturbacion Ayy a las varianzas y covarianzas de las
variables de interés Y, la distribucion final de interés del modelo pertur-
bado, tras la propagacion de la evidencia es

Y|E, AYY ~ N([J/Y‘E, EY‘EvAYY)

donde
EY‘E,AYY — EY‘E + AYY

La medida de sensibilidad es

SPvv(f, f7vv) =

1] =Y+ Ayy]| -1 :
= 5 ].Hw +tr <EYE (EY‘E + AYY) ) - dlm(Y)

(3.16)
2. Para estudiar la sensibilidad respecto a las varianzas y covarianzas de las

variables evidenciales E, se suma la perturbacion Agg. La distribucion
final de interés del modelo perturbado, tras la propagacion de la evidencia

es
Y |E, Agg ~ N(MY\EAEE’ EY|E7AEE)
con
pYBAee  — 4 Yvp (SgE + Agp) ' (e — pg)
yYIBAes vy — 2ve (XgE + Arr) ' Ty

La medida de sensibilidad viene dada por
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§¥en (f, f7e) =

_ 1y |ZYIEAse | VI (sEaee) ) qim(y
= 3 n—‘zYIE‘ +tr ( ) —dim(Y) | +
1 T -1
+§ |:<HYE7AEE _ “Y\E> <2Y|E,AEE) (MY\E,AEE _ MYE)]
(3.17)

3. Cuando se anaden las perturbaciones Ayg y Agy a las covarianzas entre
las variables de interés Y y las variables evidenciales B, la distribucion
final de interés del modelo perturbado, tras la propagacion de la evidencia,
es normal multivariante

Y([E, Ayg ~ N(uY /Ay, pYIEAvE)
donde

pYBAYE =yl 4 (Syg + Avg) Spn(e — 1g)

La medida de sensibilidad viene dada por

SPve(f, fove) =

YE _ _
- % 1 ‘Ei\fE(fYE” +tr <2YE (2Y\E - M(AYE)> ) — dim(Y)| +
+% [(e —pp)” (Cph)” ALE (zY\E _ M(AYE))_l AyeSgh(e — /’LE)}
(3.18)

siendo M(AYE) = AYEE]TJIIE}EJ{'E + EYEE]TJI{]AEY + AYEE]E]IEAEY-

Para todos los casos presentados la matriz de covarianzas inicial del modelo
perturbado ha de ser definida positiva, al igual que la matriz de covarianzas final
calculada para el modelo perturbado.

Demostracién 3.12
Los pardmetros finales del modelo perturbado se calculan directamente.

En cada caso se trabaja con un modelo inicial perturbado distinto.

El cdlculo de la medida de sensibilidad es directo, aplicando la expresion aso-
ciada a dicha medida (3.12). Ast,
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1. En este caso la media final de interés del modelo perturbado coincide con
dicha media para el modelo original, lo que simplifica la expresion de la
medida. Teniendo esto en cuenta, se tiene que

SEvv(f, foee) =

1 |EY\E7AYY‘ 1 .
= 3 IHW +tr <2Y|E (EY‘MYY) > — dim(Y)
1| Y+ Ayy] -1 .
— 5 In —| EY\E| +tr <EYE <2Y|E + Ayy) ) — dlIn(Y)

2. En este caso, la expresion asociada a la medida de sensibilidad coincide con
la descrita para la medida de sensibilidad en (3.12).

3. La medida de sensibilidad de interés viene dada por

SPve(f, fove) =

|EY\E,AYE‘
Didel

[(MYEAYE _ HY\E>T <2Y|E,AYE>’1 (HY\EAYE _ HYIE)}

|SYIE — M (Ayg)|
|ZYIE|

In +

1 -1
5 +tr <2Y|E (EY‘MYE) > — dim(Y)

L1
2

In +

1
2

+tr <2YE (EY‘E - M(AYE)> ) — dim(Y)

[y

+5 (= )" (56k)" A (2Y — M(Avn) AveSghle - )

\]

stendo
SYEAYE = Yiyy — (SyE + Ave) Opg (SrY + Apy) = SY/F — M(Ayg)

con M(AYE> = AYEZ]T]%‘,EgE + EYEE}EEAEY + AYEEE%EAEY- [ |

En los resultados presentados se habla de ’algunos pardmetros inexactos’,
porque puede existir certeza en la asignacién de varios de los parametros de la red.
Cuando existe consenso y certeza acerca del valor de un pardametro, entonces, en el
vector de perturbacién de medias d o en la matriz de perturbacién de covarianzas
A se asigna un cero a la posicién asociada al pardmetro cierto.
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A continuacién, se presenta un ejemplo del analisis de sensibilidad de n vias
introducido en este Apartado.

Ejemplo 3.4

Considérese la Red Bayesiana Gaussiana recogida en el Ejemplo 3.1. Ahora
el interés se centra en las variables X3, X4 y X5, siendo Y = {X3, X4, X5}. La
evidencia viene dada por E = {X1 = 2, Xy =4}. En la Figura 3.4, se muestra el
DAG con la nueva situacion, y a continuacion se especifican los pardmetros que
describen la red.

o ®
& @

Figura 3.4. DAG asociado a la Red Bayesiana Gaussiana descrita para el

Ejemplo 3.4
Siendo X ~ N(u,X) donde
2 30 6 0 6
02 2 0 2
p=1 3 =16 2 15 0 15
4 00 0 2 4
5 6 2 15 4 26
St se estudia la sensibilidad caracterizada mediante
-2 0 2 00
oy = -1 5E2<2> Avy = 01 2
0 0 2 2
-1 0
00
Agg = (0 3> Avg = 0 0
0 1
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se obtienen los siguientes resultados.

Lo primero que se ha de senalar es que para obtener los valores del vector de
perturbacién de medias & y de la matriz de perturbacién de covarianzas A, es
necesario que los expertos expresen sus incertidumbres acerca de los parametros
asignados para el modelo original.

Ademids es necesario que, para todas las perturbaciones asociadas a la matriz
de covarianzas, la matriz de covarianzas inicial y final del modelo perturbado
sean definidas positivas. En este ejemplo, para las perturbaciones presentadas se
cumple dicha hipédtesis.

Como se puede ver con la informacién del problema, se observa que no existe
incertidumbre acerca de la media o la varianza de la variable evidencial X; y sélo
se declara incierta la covarianza entre X; y Xs.

Lo primero que se va a calcular en esta red es la salida de interés final para
el modelo original, tras realizarse la propagacién de la evidencia. Para ello,
se sabe que la distribucién de interés final es normal multivariante, tal que
Y|E ~ N(pYE, xYIE) donde

4 10 1
pYE =1 4 YYE—1 0 2 4
6 1 4 12

con' Y = {X3, X4, X5} conjunto de variables de interés y E = {X; = 2, Xy = 4}
el conjunto de variables evidenciales de la Red Bayesiana Gaussiana que describe
el problema. de interés.

Una vez que se ha comprobado que las perturbaciones propuestas para la
matriz de covarianzas, mantienen las matrices de covarianzas perturbadas defi-
nidas positivas, se puede calcular el valor de la medida de sensibilidad aplicando
las Proposiciones 3.10 y 3.12. Para obtener algunas expresiones de la medida
de sensibilidad es necesario calcular la distribucién final de interés para el
modelo perturbado, como es el caso de S¥EE(f, f¥EE) y GEYE(f f¥YE) Para
estas medidas, dichos modelos son tales que
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Y|E,Agg ~ N(uY/®Awee pYBAee)

17 i o U
5 5 5
27 i 4 66
5 5 5
y
Y|E, Ayg ~ N(HY|E7AYE7EY‘E7AYE)
4 40 2
HY\EAYE _ 4 YYEAvE _ 0 2 4
13 19
Fl 2 4 5

La medida de sensibilidad obtenida para cada conjunto de perturbaciones es

Sky (f, frv) = 4.916
S“E(f7 fILE) =2
SEYY(f, fE¥Y) = (.491
STEE(f, fPER) = (.203
SPYE(f, fFYE) = 1.889

Con las medidas de sensibilidad obtenidas, se observa como la incertidumbre
que mads afecta a la salida de la red es la referente a la media de las variables de
interés.

Para las incertidumbres acerca de la matriz de covarianzas se observa como la
medida de sensibilidad mayor se corresponde con incertidumbre en las covarianzas
entre Y y E. Ademads, los valores de las medidas de sensibilidad obtenidas para
perturbaciones en la matriz de covarianzas son menores, porque para todos los
casos, salvo la covarianza entre X3 y X7, el aumento de la variabilidad de las
variables no hace que cambie demasiado la distribucién de interés. Cabe senalar
el valor obtenido para la sensibilidad cuando la varianza evidencial es incierta,
que como se puede observar es el valor més pequeno de las medidas de sensibilidad
calculadas, por lo que, al igual que en el caso del analisis de sensibilidad de una
via, la medida de sensibilidad para incertidumbres en las varianzas-covarianzas de
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las variables evidenciales es pequenia ya que al tener evidencia sobre las variables,
la incertidumbre en su matriz de covarianzas no influye demasiado en las salidas
finales de las variables de interés.

3.6. Robustez en Redes Bayesianas Gaussianas

La idea de concluir resultados acerca de la robustez de una Red Bayesiana
Gaussiana surge asociada a los distintos andlisis de sensibilidad presentados. De
esta forma, se puede tratar la robustez de la red, respecto a las perturbaciones
propuestas, en funcién de los valores de las medidas de sensibilidad. Asi, cuando
estos valores son pequenos, menores que un umbral previamente establecido, se
puede concluir que la red es robusta, en otro caso se tiene que la red no es robusta.

En esta Seccién se recoge una aproximacion para estudiar la robustez cuanti-
tativa, a partir de la metodologia propuesta para realizar los analisis de sensibili-
dad desarrollados. Con este objetivo, se define una medida de robustez, también
basada en la divergencia de Kullback-Leibler para distribuciones normales multi-
variantes, de forma que, para todos las posibles perturbaciones de los parametros
inexactos de la red se calcula una tnica medida. Dicha medida de robustez
compara el modelo original con el modelo perturbado, tras la propagacion de la
evidencia, y en funcién de su valor se concluye si la Red Bayesiana Gaussiana es
o no robusta, para las perturbaciones propuestas.

En este caso, se trabaja con una Red Bayesiana Gaussiana definida en su
forma maés generalizada, es decir, con un conjunto de variables de interés y un
conjunto de variables evidenciales, siendo X = {Y,E}. Tanto el modelo original
como el perturbado se describen inicialmente, antes de introducir evidencia en
la red, y se estudian sus salidas finales, dadas por las distribuciones de interés,
tras la propagacion de la evidencia. Ademas, el modelo perturbado se obtiene
sumando en un tnico paso el vector de perturbacién de medias § y la matriz
de perturbacién de covarianzas A, de manera que, d y A estdn compuestas por
todas las perturbaciones indicadas por los expertos asociadas a los parametros
que describen la red.

A continuacién, se define la medida de robustez para una Red Bayesiana
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Gaussiana.

Definicién 3.3 (Medida de robustez)

Sea (D,P) una Red Bayesiana Gaussiana con distribucion conjunta N(p,X).
Sea la salida final de la red, tras propagar la evidencia en el modelo original, tal
que Y|E ~ N(uYE SYI®)  con funcién de densidad asociada f, y sea la salida
final de la red, tras propagar la evidencia en el modelo perturbado, tal que
YE, p~ N(,uY‘E’p, SYIEP)  con funcién de densidad asociada fP.

Se define la medida de robustez para distribuciones multivariantes como

w7 = B ]

| [ [uYiEe) N
5 1nW +tr <2YE (EY\EP) ) — dim(Y)

1 T —1
= [(“Ym,p _ uY‘E) (Eym,p) (HY\EP _ HY|E)}

(3.19)

+

donde el subindice p indica las perturbaciones asociadas a los pardmetros incier-
tos, de forma que, si se perturba el vector de medias p y la matriz de covarianzas
¥, entonces p = (8, A), siendo en el modelo perturbado p® = p+8 y L2 = L+A.

Alternativamente se tiene
RP(f, fP) =
LYI|Ep -1 . -1
1 [mﬁ o (SYIE (5YIBR) ) dim(Y) + M(5, A)T (SYIER) ! a1 (5, A)

(3.20)
donde
M(8,A) = dy+(EvE + Avg) (Ceg + Apr) ' (e — pg — 08)—SyEXgE (€ — UE)

y el vector de perturbacion de medias & y la matriz de perturbacion de covarianzas
A se particionan tal que

dy Ayy Avg
0= A=
< 1)) ) ( Agy AEgg )
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Como se puede observar, la definicién asociada a la medida de robustez (3.19)
coincide con la medida de sensibilidad (3.12), aunque la aplicacién de la misma
al estudiar la robustez, cambia respecto del andlisis de sensibilidad, ya que ahora
se obtiene una unica medida que evalta las diferencias entre las salidas finales
para el modelo original y esas misma salidas para el modelo perturbado.

Para mantener el concepto de Red Bayesiana Gaussiana, al estudiar una
aproximacion a la robustez de dicho modelo es necesario que la matriz de
covarianzas inicial del modelo perturbado, ¥ = ¥+4A, y la matriz de covarianzas
final, SYE-A gean definidas positivas.

Tras realizase el proceso de propagacién de la evidencia, para el modelo
original y para el modelo perturbado, se obtienen las distribuciones finales de
interés para ambos modelos y se calcula la medida de robustez, siendo dichas
distribuciones normales multivariantes.

Como caso particular, se enuncia la medida de robustez cuando sélo hay una
variable de interés en el problema X; y una variable evidencial X.. En este caso,
los parametros que afectan a la variable de interés, para la cual se obtiene su
distribucion final como la salida de interés de la red, son la media de interés y
la evidencial, §; y . y las varianzas y covarianzas entre ambas variables, d;;, dce,
die- De esta forma, la medida de robustez definida por las expresiones (3.19) y
(3.20) queda reducida al siguiente resultado

R(f,f°) =

i OecetOee Oee Oecetdee Oee

- Y|E Y|ES

s )2 (e— 2
1, <JYE,6> go—le——’—éleLiiiéii+<5i+ﬁ¢6&(eiuei5€)iw)
n

(3.21)
Y|

: ES : S . .
siendo o, la varianza final de interés calculada tras propagar la evidencia en

el modelo perturbado y 022 o

esa misma varianza pero para el modelo original.
Las perturbaciones vienen dadas por §;, d., asociadas a la media de interés y

evidencial y por d;, dee v 0;e asociadas a las varianzas de interés y evidencial y
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a la covarianza entre ambas. El resto de parametros, son los que definen la red
inicialmente.

A continuacion, se presentan dos ejemplos donde se estudia la robustez de las
Redes Bayesianas Gaussianas del Ejemplo 3.1 y del Ejemplo 3.4. En la primera
red se trabaja con la expresién (3.21) para redes con una variable de interés y
una variable evidencial, y en la segunda red se emplea la expresién recogida en
(3.20) para un red con un conjunto de variables de interés y otro de variables
evidenciales.

Ejemplo 3.5

Estudiar la robustez de la Red Bayesiana Gaussiana presentada en el Ejem-
plo 3.1, teniendo en cuenta las perturbaciones propuestas para el estudio de la
sensibilidad de una via propuesto.

La red del Ejemplo 3.1, presenta como variable de interés a X5 y como variable
evidencial Xy, siendo E = {Xy = 4}. Ademds, las perturbaciones propuestas
indican que el vector de perturbacién de medias é y la matriz de perturbacién de
varianzas A, son

0 0000 O
3 0300 1
0=10 A=]10 00 0 0
0 0000 O
2 0100 -2

Lo primero que hay que hacer es estudiar si las perturbaciones propuestas
hacen que la matriz de covarianzas perturbada sea una matriz definida positiva y
si la matriz de covarianzas que describe la distribucién final es también definida
positiva. Tras dicha comprobacién se obtiene que 2 = X + A y LYIEA gon
matrices definidas positivas.

Los parametros finales que describen las salidas de la red, tras la propagacién
de la evidencia son.
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e Para el modelo original, la distribucién final es Y|E ~ N(uYE, 2YIE),

donde
2 3 6 0 6
4 6 13 0 13
H 4 00 2 4
6 6 13 4 24

e Para el modelo perturbado, la distribucién final de la red viene dada por
Y|E,5,A ~ N(puYESA SYIEA) gendo

2 3 6 0 6
17 6 &L o 69
NY|E,5,A _ 5 EY|E,A _ 5 5
4 0 0 2 4
38 69 111
5 6 5 4 %5

Con los pardametros finales de los modelos original y perturbado, se calcula la
medida de robustez, aplicando la expresién (3.21). De esta forma, se obtiene que
la medida de robustez para las perturbaciones propuestas es

ROA(f, f5%) =0.0025

Como se puede observar, la medida de robustez es pequena, por tanto se
podria concluir que la Red Bayesiana Gaussiana del Ejemplo 3.1 es robusta,
frente a las perturbaciones propuestas.

Ejemplo 3.6
Considérese la Red Bayesiana Gaussiana descrita en el Ejemplo 3.4. Se desea
estudiar, para las perturbaciones propuestas, la robustez de la misma.

Para los datos del Ejemplo 3.4, se tiene que el vector de perturbacion de
medias d y la matriz de perturbacién de covarianzas A, vienen dados por

0 0 0 -1 00
2 0 3 0 01
o= -2 A= -1 0 2 00
-1 0 0 0 1 2
0 0O 1 0 2 2



SENSIBILIDAD EN REDES BAYESIANAS GAUSSIANAS 183

Se estd trabajando con el conjunto de variables de interés Y = {Xg, X4, X5}
y el conjunto de variables evidenciales, dadas por E = {X; = 2, X5 = 4}.

Se estudian las matrices 2 = X+ A y SYIEA v g6 concluye que son definidas
positivas.

Posteriormente, tras la propagacion de la evidencia se obtienen las siguientes
salidas de interés.

e Para el modelo original, la distribucién final de interés es normal multi-
variante dada por Y|E ~ N(pY/E YE) donde

4 10 1
pY® = 4 SYE_[ 0 2 4
1 4 12

e Para el modelo perturbado, la salida de interés final de la red viene dada
por Y|E, 8, A ~ N(pYESA $YIEA) giendo

17 us g 1
Y|E,6,A > Y |E,A 1o o
pYESA =1 3 sYEA= 0 3 6
28 H g 4
5 5 5

En funcién de las salidas presentadas se calcula la medida de robustez, apli-
cando la expresion (3.20). De esta forma, se obtiene que

ROA(f, fO8) = 15.347

Teniendo en cuenta los valores de las medidas de sensibilidad calculadas para
el Ejemplo 3.4 y el valor de la medida de robustez obtenida en este ejemplo, no
se puede concluir que esta Red Bayesiana Gaussiana sea robusta para las pertur-
baciones propuestas. Por tanto, es muy importante que se definan con la mayor
precisién posible los pardametros que describen esta Red Bayesiana Gaussiana
para que los resultados que se obtienen, tras introducir nueva evidencia, sean los
adecuados.
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3.7. Conclusiones y futuras lineas de investigacion

En esta Memoria se han desarrollado dos métodos para estudiar la sensibilidad
de una Red Bayesiana Gaussiana y una aproximacién para evaluar la robustez
de la misma.

Los anélisis presentados se apoyan en el calculo de la divergencia de Kullback-
Leibler, para estudiar la diferencia existente entre dos distribuciones de interés. Se
trabaja con esta medida por ser una medida de divergencia usual en términos de la
Teoria de la Informacién cuando se quiere establecer una discrepancia estructural
entre distribuciones.

La metodologia seguida para estudiar la sensibilidad y la robustez de una
Red Bayesiana Gaussiana concreta, consiste en comparar el modelo original, que
describe la parte cuantitativa de la Red Bayesiana Gaussiana, con un modelo
perturbado, que se obtiene tras afiadir una o un conjunto de perturbaciones a los
pardmetros del modelo original. Ambos modelos se definen inicialmente, es decir,
antes de propagar la evidencia por la red. Con la medida definida se comparan
dichos modelos finales, esto es, una vez que se ha propagado la evidencia.

En funcién del analisis de sensibilidad, se introducen uno a uno los parametros
perturbados o en grupo. Las medidas de sensibilidad presentadas se calculan para
cada pardmetro o conjunto de pardmetros inciertos. De esta forma, se obtienen
distintas medidas para cada tipo de perturbacién, que una vez comparadas per-
miten determinar que parametro o conjunto de pardmetros afecta mas a la salida
de interés de la red.

Con el valor de la medida calculada se puede concluir hasta que punto la Red
Bayesiana Gaussiana es sensible o no a las perturbaciones propuestas.

En el andlisis de sensibilidad de una via desarrollado, se trabaja con una
variable de interés X; y una variable evidencial X., de forma que en cada paso
del mismo se introduce una tnica perturbacion asociada a un pardmetro incierto
de la red, y se calcula una medida de sensibilidad para cada perturbacién.

Es importante sefialar, que en este caso, sélo los pardametros que describen
inicialmente dicha variable de interés y los que describen la variable evidencial,
influyen sobre la salida de la red. Esto es debido a que se trabaja con la dis-
tribucién conjunta de la red y no con las distribuciones condicionadas de cada
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variable, dada la ocurrencia de los padres en el DAG.

Este resultado es interesante porque evidencia que se ha de precisar al maximo
la descripcién inicial de Xj;, al igual que la descripcién inicialmente de aquellas
variables que puedan ser evidenciales. Para el resto de variables de la red, la
inexactitud al definir los parametros que las describen no afecta a la distribucién
final de interés de la red.

Para este analisis de una via, se estudia ademads el comportamiento de la
medida de sensibilidad descrita cuando la perturbacién, que cuantifica la incer-
tidumbre acerca de un parametro, es extrema. Se observa como la medida de
sensibilidad refleja el comportamiento extremo del parametro, para todos los ca-
sos, salvo cuando es incierta la varianza evidencial. Para este caso, se obtiene
como limite de la medida de sensibilidad un valor finito. Por tanto, cuando las
incertidumbres acerca de los parametros sean grandes, es conveniente estudiar
dicho limite, para poder obtener algiin resultado acerca del valor que toma la
medida de sensibilidad cuando la varianza evidencial es incierta.

También, se estudian las medidas de sensibilidad cuando la variable de interés
y la evidencial son independientes o dependientes linealmente. Dichas relaciones
de dependencia se asocian de forma directa con la conexién entre las mismas en el
DAG. Con este estudio, se simplifican mucho las medidas de sensibilidad, de forma
que si son linealmente dependientes, con coeficiente de correlacion lineal p?e =1,
la medida de sensibilidad vale infinito, para cualquier perturbacién posible; y
si son independientes, con p?e = 0, la salida de interés de la red, dada por la
distribucién final de la variable X;, no se ve influida por la evidencia introducida.
Ambos resultados, son los esperados.

El analisis de sensibilidad de n vias, se presenta como una generalizacion del
andlisis de una via desarrollado. De esta forma, se trabaja con una Red Bayesiana
Gaussiana, con un conjunto de variables evidenciales y un conjunto de variables
de interés. Ademds, las perturbaciones se introducen de forma conjunta en el
modelo perturbado, en funcién de si los pardmetros inexactos, a los cuales se
suman las perturbaciones, describen variables de interés o evidenciales y si se
presentan en el vector de medias o en la matriz de covarianzas.

Para este andlisis, se define la medida de sensibilidad para distribuciones
normales multivariantes y se calcula para comparar la salida final de la red, del
modelo original, con dicha salida, para el modelo perturbado. Para cada conjunto
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de perturbaciones se tiene un modelo perturbado distinto, por tanto se calculan
varias medidas de sensibilidad para distribuciones multivariantes en funcién del
conjunto de pardmetros inciertos. A pesar de que las expresiones asociadas a la
medida de sensibilidad para distribuciones multivariantes son grandes y aparente-
mente complicadas, la aplicacion de las mismas es sencilla y en la mayoria de los
casos solo necesita de la especificacién inicial de la red.

Tras realizarse este analisis de sensibilidad de n vias, se obtienen distintas
medidas de sensibilidad y en funcién de su valor se determina €l o los conjuntos
de pardmetros que méas afectan a la salida final de interés.

La aproximacion al estudio de la robustez de una Red Bayesiana Gaussiana
surge cuando se obtienen valores pequenos asociados a las medidas de sensibilidad.
Con el fin de estudiar la robustez de una red concreta, se define la medida de
robustez que compara el modelo original con el modelo perturbado. En este
caso, solo hay un modelo perturbado que viene dado por el original mas todas
las perturbaciones asociadas a los pardmetros inciertos que describen la red.

Cabe senalar, que las conclusiones que se obtienen para una Red Bayesiana
Gaussiana concreta, son acerca de la robustez de la red para las incertidumbre
cuantificadas, es decir, si cambian las posibles perturbaciones, el comportamiento
de la red también cambiard. No obstante, con el objetivo de establecer compara-
ciones, se pueden imponer perturbaciones dentro de unos limites y estudiar su
efecto en distintas redes.

Existen muchos caminos abiertos para seguir estudiando la sensibilidad y la
robustez en Redes Bayesianas con las ideas y herramientas introducidas en la
Memoria.

Resultaria interesante determinar en Redes Bayesianas Gaussianas como afecta
a la salida de la red la modificacién de la estructura de dependencias presentada
en el DAG. Asi, si se elimina una arista del grafo o se introduce una nueva arista,
los parametros que describen la red cambian y cuantificar dicho cambio puede
ayudar a conocer mas profundamente la Red Bayesiana Gaussiana que describe
un problema concreto. Ademads, se podria plantear la eliminacién de una variable
de la red, simplificandose asi el modelo.

Otra linea de investigacién planteada consiste en la aplicacién de la metodologia
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propuesta cuando los parametros perturbados corresponden a las distribuciones
condicionadas de las variables por sus padres, que también determinan la Red
Bayesiana Gaussiana.

Concretar los analisis de sensibilidad mostrados para Redes Bayesianas
Discretas, es también una futura linea de trabajo.
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