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INTRODUCCION



En este trabajo se presenta un algoritmo de estimacién de
modelos econométricos en forma de espacio de los estados basado
en un filtro de Chandrasekhar. Este Ffiltro es superior al filtro
de Kalman por su estabilidad numérica. Ademds, resulta especial-
mente ventajoso, desde el punto de vista computacional, cuando es
aplicado a los casos mas usuales en Econometria. El algoritmo de
estimacidn se ha completado aplicando un método para estimar de
forma éptima las condiciones iniciales del filtro. Esto evita la
arbitrariedad habitual en estos casos, asi como los posibles
problemas numéricos derivados de una mala eleccidén de condiciones
iniciales.

El procedimiento de estimacién utilizado, tanto para los
parametros del modelo como para las condiciones iniciales del
filtro, es el de maxima verosimilitud. Para ello, se ha desarro-
llado la expresidén analitica de la funcidén de verosimilitud, por
lo que puede hablarse de maxima verosimilitud exacta. También se
han derivado las expresiones analiticas exactas del gradiente y
del hessiano de la funcidén de verosimilitud, asi como de la
matriz de informacidén, a partir de la cual se obtiene la matriz

de covarianzas de los parametros.

El problema de estimacidn por maxima verosimilitud de
modelos econométricos en forma de espacio de los estados no es
nuevo. Este tema ha sido tratado por Gardner et alter (1980),
Cancio (1989) y Terceiro (1990), utilizando el filtro de Kalman.
En este ultimo trabajo se desarroclla un mecanismo para el
tratamiento (formulacidén y estimacidn) de modelos econométricos

con errores en las variables endégenas y exégenas.

Desde un punto de vista tedrico, la aplicacién del filtro
de Kalman en la estimacién maximo-verosimil de modelos en espacio
de los estados es perfecta. Sin embargo, es bien sabido por 1la
experiencia practica [vid., entre otros, Schlee et alter (1967),
Bellantoni y Dodge (1967), Leondes (1970), Fitzgerald (1971) y
Thornton y Bierman (1980}], que el filtroc de Kalman es muy

sensible a errores de redondeo. Esta falta de robustez numérica



da 1lugar, entre otras cosas, a la obtencién de matrices de
covarianzas no definidas positivas, lo cual invalida sus resul-
tados.

La literatura de sistemas ha ofrecido diversas scluciones
a este problema inherente al filtro de Kalman. Todas ellas se
basan en factorizar las matrices de covarianzas mediante trans-
formaciones numéricamente estables. ©Estas factorizaciones
permiten eliminar la ecuacidén de Riccati cuya propagacion genera
los problemas numéricos. Asi surgié, como primera solucidn el
algoritmo de Potter (1963), aplicable a sistemas en tiempo
discreto. Andrews (1968) extendid el trabajo de Potter para
tiempo continuo, eliminando ademds algunas restricciones del
mismo. La generalizacidén de Andrews se aplicdé a problemas en
tiempo discreto por Leondes (1970) y Kaminski et alter (1971).
Todos estos algoritmos tienen unos reguerimientos de calculo
superiores a los del filtro de Kalman. Esta ineficiencia fue
resuelta por la factorizacién UDUT de Bierman (1974), gque es una
instrumentacién estable de la factorizacidén de Agee y Turner
(1972). Por 1ultimo, se ha desarrollado una nueva familia de
algoritmos debidos a Kailath (1973) y Morf et alter (1974). Estos
filtros estan basados en la idea de factorizar los incrementos de
las matrices de covarianzas, en lugar de las propias matrices.
Esta nueva aproximacién culmina con las 1llamadas ecuaciones de
Chandrasekhar, s6lo aplicables a sistemas con matrices estructu-
rales constantes en el tiempo, aunque se han extendido al caso en
que las matrices de covarianzas del ruido del sistema varian con
el tiempo. Recientemente, Verhaegen y Van Dooren (1986, 1988) han
estudiado los aspectos computacionales y de robustez numérica de
todos estos algoritmos, mostrando las ventajas de la aproximacion
de Chandrasekhar. Una aplicacién de este algoritmo para 1la
estimacion de algunos modelos simulados y una especificacién

bivariante con datos fisicos puede verse en Shea (1987, 1989).

En este trabajo, se ha aplicado el filtro de Chandrasekhar
a la estimacidén de modelos econométricos lineales y dinamicos,

tanto con datos simulados como con datos econdmicos reales. las



especificaciones consideradas presentan distintas estructuras
dinamicas asi como distintas situaciones de condicionamiento. Por
otra parte, los algoritmos de Chandrasekhar son especialmente
ventajosos, desde un punto de vista computacional, cuando los
modelos presentan alguna estructura estacional, siendo éste un
caso frecuente en la practica econométrica con variables
econdémicas. Los resultados muestran gue este criterio proporciona
estimaciones comparables a las obtenidas mediante otros métodos,
ademas de poseer las ventajas de eficiencia computacional y de
robustez numérica ya citadas. En un contexto econométrico, es
conveniente utilizar algoritmos numéricamente robustos, puesto
gue las variables propagadas recursivamente por un filtro son
utilizadas en la evaluacidén, para cada vector de parametros, de
la funcién de verosimilitud exacta, de la expresién analitica de

su gradiente, de su hessiano y de la matriz de informacion.

Los algoritmos alternativos al de Kalman no fueron bien
acogidos en la prdactica por considerarse muy complejos los
procedimientos de factorizacion de matrices. En contra de lo que
se suele pensar sobre los algoritmos de factorizacidén, las
ecuaciones de Chandrasekhar son facil y directamente aplicables
a la estimacidén de cualquier modelo econométrico, cuando éste es
expresado en una forma de espacio de los estados de dimensién
minima [vid. Terceiro (1990)].

Deseamos destacar que las cuestiones numéricas de un
mecanismo de estimacién deben preocupar a cualquier econémetra
gue realiza un trabajo empirico. La fiabilidad del software
empleado habitualmente en la practica econométrica, es un aspecto
crucial, si después se quieren utilizar los resultados obtenidos
para explicar determinados hechos o relaciones entre variables
econdémicas. Por ejemplo, la Econometria se ha preocupado de
estudiar problemas numéricos como la multicolinealidad, ofrecien-
do métodos para detectarla y resolverla. Una parte sustancial del
trabajo se encuentra en esta linea, ya gque nos ocupamos de la

estabilidad numérica de un algoritmo de estimacién.



La estructura del trabajo es la siguiente:

En el Capitulo 1 se resume la teoria de filtros lineales
en tiempo discreto, derivandose el filtro de Chandrasekhar para
modelos estacionarios y no estacionarios. También se revisan los
distintos filtros aplicables a nuestro problema y se realiza un

andlisis comparativo entre ellos.

En el Capitulo 2 se desarrollan los elementos basicos del
mecanismo de estimacidn maximo-verosimil de modelos econométricos
(lineales y dinamicos) en forma de espacio de los estados
utilizando un filtro de Chandrasekhar. Para ello se obtienen las
expresiones analiticas exactas de la funcién de verosimilitud de
la muestra, del gradiente, del hessiano y de la matriz de
informacion.

El Capitulo 3 describe los algoritmos de optimizacidn
numérica que se utilizan para maximizar la funcidén de verosimili-
tud del modelo. Ademds, se explica la estructura del programa
desarroliado en FORTRAN para instrumentar el mecanismo de

estimacioén descrito en el capitulo anterior.

En el Capitulo 4 se muestran los resultados obtenidos al
aplicar el mecanismo de estimacién, tanto a modelos simulados
como a modelos con datos econdmicos. Todos los resultados se

comparan con los obtenidos por otros procedimientos alternativos.

En el Capitulo 5 se resumen las principales conclusiones

del trabajo y se sugieren algunas extensiones del mismo.

Por ultimo, se presenta una serie de apéndices cuyo
contenido es el siguiente:

En el Apéndice A se deriva el filtro de Kalman en tiempo
discreto, describiéndose las propiedades del mismo, su
inicializacidén y la interpretacién de sus resultados para el caso

de modelos gaussianos. El Apéndice B describe el algoritmo de



estimacién maximo-verosimil de 1las condiciones iniciales del
filtro de Chandrasekhar. En el Apéndice C se presenta una visién
general sobre la ecuacidn de Riccati asociada al filtro de Kalman
y los distintos procedimientos existentes para encontrar solucio-
nes a la misma. Y por ultimo, en el Apéndice D se ofrecen los
datos utilizados en la estimacidén de los modelos con datos reales
presentados en el Capitulo 4.



CAPITULO 1

TEORIA DE FILTROS



1.1. MODELOS EN FORMA DE ESPACIO DE LOS ESTADOS.

Sea un sistema dindmico lineal cuyo estado queda definido
en cada instante t por un vector de estado X, . La evolucién de
dicho estado en tiempo discreto puede representarse a través de

la siguiente ecuacién:

donde se supone que el estado del sistema en el instante t, viene

determinado por:

1) el estado del sistema en el instante anterior,
2) un vector de variables exogenas (ug) Y

3) un vector de ruido (Wy) -

Ademas, se dispone de un vector de variables observadas o
"medidas" 2., que se relacionan con el estade del sistema a

través de la ecuacién:

Un modelo en forma de espacio de los estados dgueda
definido por las dos ecuaciones anteriores, siendo [1.1.1] 1la
ecuacién de estado o de transicion y [1.1.2] la ecuacién de
observaciodn.

En esta representacion &, ry, E,, Hy, Dy Yy €y son las
matrices caracteristicas del sistema. En principio, se supone que
son matrices no estocasticas y el subindice temporal indica que
sus elementos pueden cambiar en el tiempo. &, es la matriz (nxn)
de transiciodn del sistema; Ty es la matriz (nxr) de distribucién
del control; E; es la matriz (nxp) de distribucidén del ruido de
estado; Hi es la matriz (mxn) de observacién; Dy es la matriz
(mxr) de distribucidén del control en la ecuacidén de observacidn;
C¢ es la matriz (mxc) de distribucidn del error de ocbservacidn;

X, es el vector (nxl) de variables de estado; u, es el vector



(rx1) de variables de control; z; es el vector (mxl) de variables
observadas; Wy es el vector (px1) de perturbaciones de la
dinamica del sistema y v, es el vector (cx1) de errores de

observacion.

Con las dos ecuaciones anteriores se describe el comporta-
miento de un sistema dindamico en tiempo discreto, siendo conve-

niente sehalar que:

-« El que la dinamica del sistema sea de orden uno no
supone hninguna restriccién, ya que la forma de espacio
de los estados permite expresar cualquier relacidn
dinamica lineal. Como ya se vera, la dinamica de un
modelo se introduce en esta representacién regulando la

dimensién del vector de estado.

+ Las variables de estado del sistema no son, en general,
directamente observables. A priori, 1lo unico que se
conoce de ellas es que siguen el proceso dado por la
ecuacién [1.1.1]. Desde el punto de vista muestral, se
observa un vector de valores 2z que son combinacioén
lineal de los componentes de Xy, U Y de un vector de
ruido vy (vid. ecuacidn [1.1.2]).

» La linealidad del sistema [1.1.1]-[1.1.2] permite dque,
en cualquier instante de tiempo t, Zy pueda expresarse
en funcién de los valores pasados y presentes de los

ruidos wy ,V¢ y del vector de estado inicial x,.

Una forma alternativa a 1la ecuacién [1.1.1] es la
siguiente:

junto con la ecuacidén de observacién dada por [1.1.2]. La unica

diferencia entre [1.1.1] y [1.1.1'], es que en la primera se

establece una relacidn contemporanea entre el vector de estado



() Yy el vector de perturbaciones del sistema (Wy). En
principio, ambas formulaciones son equivalentes. Sin embargo, es
importante distinguir entre ambas en el caso de existir

correlacién contemporanea entre los ruidos Vi y Wg.
Es facil demostrar que un modelo no tiene una unica
representacién en forma de espacio de los estados. Para ello, sea

L una matriz cualguiera de orden (nxn) no singular. Entonces,

puede definirse el vector:
*

Premultiplicando la ecuacién [1.1.1] por la matriz L, se obtiene
la nueva ecuacidén de estado:

* _ . k_* * *
xt = itxt_l + I‘tut + Etwt
¥ su correspondiente ecuacién de observacién es ahora:
e +
Zyp = HeXg + D + GV

* -1 . L . * . * -1
en donde *t = LitL H Ft = Lrt H Et = LEt H Ht = HtL

Ejemplo: Dado un proceso MA(1l) definido como yi = a, + fag_;, sus
posibles formulaciones en forma de espacio de los estados se
pueden resumir de la forma:

Xppp = Aag
2y = (0/X0)x¢ + ag

siendo X cualquier escalar distinto de cero y habiéndose hecho el

siguiente cambio de variable: Xy,; = ay i Zy = Y-

Esto indica que a un mismo vector de variables endégenas
(z¢g) y variables de control (ug), le corresponden infinitos
vectores de variables de estado (¥g). Sin embargo, mas adelante



se vera cémo imponiendo ciertas restricciones en las matrices
estructurales del sistema y en las matrices de distribucidén de
los ruidos, se puede identificar un uUnico vector de estado para
cada modelo. Cuando estas restricciones han sido impuestas, se
obtienen las llamadas formulaciocnes candénicas en espacio de los
estados ([vid. Wertz (1982)].

La formulacidén dada por las ecuaciones [1.1.1] y [1.1.2]
6 [1.1.1']) ¥ [1.1.2] es la llamada formulacidén propia en espacio
de los estados. Esta forma tiene una ventaja computacional
evidente, ya que la dimensién del vector de estado es la minima
posiblel.

Un caso particular de especial interés en muchas
aplicaciones, surge cuando las matrices $., Ty, By, He, Dy ¥ C¢
no dependen del tiempo. Su formulacidén en forma de espacio de los

estados es andloga a la ya descrita:

z, = HE, + Dug + Cv, [1.1.2'"]

1 1a formulacion—impropia en espacio de los estados tiene

las siguientes caracteristicas:

+ Establece una relacidn contempordnea entre las variables
de estado y el término de error en [1.1.1].

»+ Suprime de la ecuacién de observacién el término de
error.

Por tanto, las ecuaciones [1.1.1] v [1.1.2], expresadas en
forma impropia, serian ahora:

Kegpr = 8p¥p + Teuy + EgWyyy

Esta formulacidén es menos aconsejable, porque en ella la
dimensidén del vector de estado aumenta con respecto a la formula-
cioén propia y, por tanto, aumenta la carga computacional. Otro
problema derivado de esta formulacién, es de tipo numérico y pro-
viene de no incluir un términc de error en la ecuacién de
observacién [vid. Terceiro (1990)].
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Una vez que el modelo que se estd analizando se ha
expresado en forma de espacio de los estados, existen tres
técnicas para extraer alguna informacién estadistica acerca de
las variables no observables del sistema. Estas técnicas se basan

en calcular:

ﬁt/tl = E(Xy/ zt')

donde Z%' es el conjunto de informacién disponible hasta el
instante t'.

Si t > t', se predice el valor futuro del vector de estado
dada la informacién disponible hasta el instante t'. Esta técnica

para obtener informacién acerca de ¥ es la de prediccién.

Si t = t', se estima el valor presente del vector de
estado usando para ello las medidas disponibles hasta ese
momento. Esta técnica es la de filtrado.

Si t < t' y se dispone, en total, de t' observaciones, se
intenta calcular el estado =x¢ utilizando toda la muestra
disponible. Esta técnica se conoce en 1la literatura como
smoothing.

En cada uno de estos casos se obtienen, ademas, las
correspondientes matrices de varianzas-covarianzas del error de
estimacion del vector de estado:

Pyser = EL(By = Byppa) (Rg - Besp0) '/ 281

Este trabajo se centra en las técnicas de filtrado y en
particular, en el filtro de Kalman y algunas de sus variaciones
numéricas como el filtro de Chandrasekhar. Una presentacién
detallada de las técnicas de prediccién y smoothing puede verse
en Jazwinsky (1970), Bierman (1973), Anderson y Moore (1979) y
Ansley y Kohn (1983, 1985).
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1.2. EL FILTRO DE KALMAN EN TIEMPO DISCRETO.

Una vez expresado un modelo en forma de espacio de los
estados, pueden utilizarse diversos algoritmos para estimar el
vector de estado. El algoritmo mds conocido y utilizado para este
fin es el llamado filtro de Kalman [vid. Kalman (1960)].

El filtro de XKalman es un procedimiento gque permite
obtener una estimacién recursiva oOptima de los elementos del
vector de estado X, contando para ello con la informacién

disponible hasta el instante de tiempo t2,

Bajo el supuesto de independencia de los ruidos de estado

y de observacién, las ecuaciones que definen el filtro de Kalman

son.

Xest-1 = ’tﬁt-l/t-l + Teug [1.2.1]
Proe-1 = ®¢Proa/e-1%e" + EQ¢Ee’ [1.2.2]
ﬁt/t = ﬁt/t—l + K3y [1.2.3]
2y = 7y - HeXy poq - Dl [1.2.4)
Posp = [T - KeHelPypjpog [1.2.5]
Ky = Pt/t-1“t‘3t-1 (1.2.6]
By = HyPy pogHe' + CgRyCy' [(1.2.7]

donde [1.2.1] y [1.2.2] son las llamadas ecuaciones de prediccidn
y [1.2.3]-[1.2.7] definen el ciclo de actualizacidén o filtrado.
Dada una estimacioéon inicial del wvector de estado, el filtro

2 Una derivacién del filtro de Kalman puede verse en el
Apéndice A, en donde se distingue el caso en gue los ruidos de
estado y de observacidén sean independientes entre si o estén
correlacionados contemporaneamente. Ademas, se describen las
propiedades del filtro, la interpretacion de los resultados del
mismo para modelos gaussianos y sobre todo, se plantea el origen
de sus problemas que son siempre de tipo numérico. En este
apartado, so6lo se resume brevemente la parte del Apéndice que
sera utilizada en el resto del Capitulo.
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proporciona una estimacioén optima del vector de estado en el
instante t, contando con la informacién hasta el instante
anterior. Cuando esta disponible un nuevo dato sobre las
variables observadas 1z, el filtro actualiza la estimacién
obtenida en la fase anterior ponderando el error cometideo al
predecir z, mediante su esperanza condicionada por la informacién
hasta t-1, por la matriz ganancia Ky. Ese vector de errores de
prediccidn ;t' conocido como proceso de innovaciones, tiene una
matriz de covarianzas denotada por By . Ademas, en las dos fases,
se calculan las matrices de covarianzas asociadas al error de
estimacion del vector de estado (Pt/t-l Yy Pt/t)' El filtro de
Kalman puede expresarse de una forma alternativa uniendo las

fases de prediccidn y actualizacién:

Xepazt = (Bpgn — KeHed R pog + Ke(2g = Deuy) + TyypqUpyy

[1.2.8]

- -1
Ky = #441P 18" By [1.2.9]
Pzt = FeaaPe/st-1®e41’ * BegaQe+aBeaa’ — KeBeKy' [1.2.10]

donde [1.2.10) es la llamada ecuacidn de Riccati del filtro de
Kalman.

8i los ruidos de estado y de observacidén estén
correlacionados contempordneamente, las ecuaciones de prediccién
del filtro siguen siendo [1.2.1] y [1.2.2], mientras que las de
actualizacién pasan a ser las siguientes:

ﬁt/t = ﬁt/t_l + Ktét [1.2.3']
2, = 2y - HeRe goy - Dyuy [1.2.4']
Ky = (PppoqHy'+ Ey8¢Cy') Bt [1.2.5']
By = HygPy oy 1Hy' + CyRyCy' + HyEyS¢Cy' + CyB B, 'Hy" [1.2.6']

Pest = Peyt-1 — (PeppogHp't BeBeCp')Be g (HePy gy + C¢BeBE')
[1.2.7']
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Por ultimo, si se utiliza la formulacién [1.1.1']-[1.1.2],
pueden unirse las ecuaciones de prediccioén y de actualizacién
resultando las expresiones:

Repase = FeReseen * Teve + Koy [1.2.3'"]
2y = 3y - HyXy/ -1 - Dele [1.2.4'"]
Ky = (#4Py p_1Hy'+ B8 Cy?)By 1 [1.2.5'"]
Prrr/t = BePrye-1%e’ + BeQeBe' — KeBeKy! [1.2.6'"]
By = HyPy e qHp' + CeRCy ! [1.2.7'")

Esta dltima forma del filtro de Kalman es la mas utilizada
en el trabajo.
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1.3. FILTROS DERIVADOS DE LA FACTORIZACION DE LA MATRIZ P.

Para resolver los problemas numéricos gue presenta el
filtro convencional de Kalman en su aplicacién, se utilizan
algoritmos numéricamente estables derivados de distintas

factorizaciones de la matriz Pt/t'

1.3.1. Problemas numéricos del filtro de Kalman.

El filtro de Kalman es muy sensible a los errores de
redondeo y su robustez numérica puede degradarse hasta el punto
de invalidar sus resultados. También es sabido que la mayor parte
de los problemas numéricos del filtro de Kalman se reflejan en
las matrices de covarianzas, que dejan de ser semidefinidas
positivas en algin momento de su propagacién (vid. Capitulo 4).
Por tanto, parece interesante utilizar expresiones alternativas

del filtro de Kalman que sean numéricamente estables.

Los problemas numéricos del filtro de Kalman pueden

deberse a diferentes causas. Las mas importantes son:

(a) E1 empleo de condiciones iniciales del filtro arbitra-
rias.

(b) La existencia de no linealidades en el problema.

(c) Los errores de redondeo,

El primer problema puede resolverse, en determinados
contextos, aplicando métodos de estimacién optima de las
condiciones iniciales del filtro (vid. Apéndice B). Para resolver
el segundo problema se ha desarrollado el llamado filtro de
Kalman extendido®. Por ultimo, como solucidn al problema (c) se
han desarrcllado los algoritmos basados en factorizaciones de la
matriz Pt/t' Usualmente, los efectos de los errores numéricos se

manifiestan en el cdlculo de la matriz de covarianzas del vector

3 vid. Jazwinsky (1970) y Anderson y Moore (1979).
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de estado, que deja de ser semidefinida positiva. Esto se debe a
gue, en la version convencicnal del filtro de Kalman, esa matriz
se propaga como la diferencia de dos matrices semidefinidas

positivas, siendo posible su degradacion que se traduce en:

1) Pérdida de simetria de la matriz.

2) pPérdida de condicionamiento de la misma.

La robustez humérica de un filtro de Kalman mejorard, si
se toman algunas precauciones en el calculo. Estas pueden
consistir en:

+ Calcular sélo la parte triangular inferior o superior de

la matriz Pt+1/t y posteriormente, forzar su simetria.

« Fijar una matriz de covarianzas inicial, denotada como
PO/-l' con una traza no demasiado grande, ya due una
incertidumbre inicial excesiva tiende a aumentar los
errores de redondeo.

« Escalar las unidades del problema para reducir su rango
de variacidn.

» Realizar los calculos con precisidén aritmética doble.

Estas precauciones reducen, pero no resuelven, la pérdida
de condicionamiento de Pt/t' Existen en la literatura diversas
soluciones a este dltimo problema:

Métodos ad hoc.

(a) Aproximar la ecuacién de Riccati [1.2.10], suprimiendo
el ultimo sumando. Este es el término que puede llegar
a convertir en definida negativa a la matriz de
varianzas-covarianzas. Esta aproximaciodn puede

resolver el problema numérico, pero no existe ninguna
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(b)

(c)

razon tedrica que la justifique. Aun mas, al ser la
matriz itpt/t—lit'>°' E{Q+Ep'>0 vy Ki¢BiKg'>0, la
omision de este ultimo sumando tiende a aumentar
artificialmente la varianza del estimador del vector
de estado. Por la misma razon, al ser Htpt/t-lnt'> 0
y aumentar la varianza del vector de estado, aumenta-
ria la varianza del vector de observacion y por tanto,
el error de prediccidn. Ademds, el filtro perderia la
propiedad de optimalidad (vid. Apéndice A).

En el caso de usar las ecuaciones [1.2.1]1-[1.2.7], se
sustituye Pest = (T - Kth)Pt/t-l por su expresion
equivalente [A.5'], pero mas estable (vid. Apéndice
A). Si se usan las ecuaciones [1.2.8]-[1.2.10], se
puede sustituir la ecuacidén de Riccati [1.2.10] por
una versién mds estable dada por [A.11l] (vid. Apéndice
A). 8in embargo, al contrario de lo que suele creerse,
estas versiones mds estables no garantizan la robustez
numérica del filtro de Kalman. Esto ha sido demostrado
con diversos ejemplos por Bierman y Thornton (1977,
1980).

Verificar en cada iteraciéon 1la matriz Pt+1/t
manipulando lo minimo posible los elementos de su
diagonal (para mantener su caracter de definida
positiva) y los de fuera de su diagonal (para
garantizar que los coeficientes de correlacion de la
matriz sean, en valor absoluto, menores gue la
unidad). La forma de alterar los elementos de fuera de
la diagonal se basa en la siguiente propiedad de las
matrices definidas positivas: 8i P es definida
positiva y se definen los coeficientes de correlacidn
de dicha matriz de la forma p{i,j)=
P(i,3)/[P(i,1)P(3,3)}%, Vi, i =1,2 ...,n y siendo itJ,
entonces se cumple gue |[p(i,Jj)|< 1. De acuerdo con
esta propiedad, se alteran los elementos de fuera de

la diagonal para que los coeficientes de correlacidn
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sean menores gque la unidad. Sin embargo, puede
mostrarse que, en general, esto no basta para mantener

su condicién de definida positiva4.

1.3.2. Algoritmos de la raiz cuadrada de Pt/t'

lLa alternativa a todos estos métodos ad-ho¢c es usar un
algoritmo que esté mejor condicionado numéricamente que el filtro

de Kalman. Una solucidén son los llamados filtros de la raiz

cuadrada. Estos algoritmos se basan en propagar una matriz
andloga a la raiz cuadrada de la matriz de covarianzas del vector
de estado, lo que da lugar, por construccién, a una mayor
estabilidad numérica que el filtro de Kalman.

Este mejor comportamiento se debe, en gran parte, a que se
reduce el range de variacién numérica de las variables gue se
propagan, lo cual genera menores errores de redondeo. De esta
forma, cdlculos que incluyen nimeros comprendidos en el rango
[10™,10"] se reducen a numeros comprendidos entre (102 10™?],
Ademds, en estos algoritmos, el numerc de condicion de la raiz
cuadrada de Pt/t es la raiz cuadrada del numero de condicidén de
Pt/t' Normalmente no se ha puesto demasiado énfasis en estos
algoritmos porgue, erroneamente, se ha creido que los métodos de
factorizacion de matrices son demasiado complejos para ponerlos
en practica.

4 por ejemplo, sea una matriz de covarianzas P normalizada:

1 0.5-6 0.5-§
P = 0.5-§ 1 -0.5+6
0.5-§ -0.5+§ 1

Imponer gque los coeficientes de correlacién sean en valor
absoluto menor gque la unidad, implica suponer que -0.5 < § < 1.5.
Sin embargo, el det(P) = 26(1.5 - §)2 y para que sea definida
positiva debemos exigir ademds que § > 0. Por tanto, la condicién
sobre los coeficientes de correlacidn no es suficiente.
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Todos los algoritmos de la raiz cuadrada se basan en que

siempre se puede descomponer una matriz A simétrica y definida
positiva de la forma A = BB', donde B es llamada la raiz cuadrada
de A. La nocioén de raiz cuadrada de una matriz es similar a la
nocidén de raiz cuadrada de un numero. Sin embargo, las raices
cuadradas de una matriz, si existen, no son uUnicas. Asi, si B es
una raiz cuadrada de A y T es una matriz ortogonal, entonces BT
también serda una raiz cuadrada de A, ya gque A = BTT'B' = BB', al

cumplirse que TT' = I.

Se han desarrolladeo en la literatura dos tipos de filtros
de la raiz cuadrada:

(a) E1 filtro de 1la raiz_ cuadrada de la matriz de
covarianzas del error de estimacién del vector de

estado, gque se obtiene factorizando la matriz Pt/t‘

{(b) E1 filtro de 1la raiz cuadrada de 1la matriz de

informacién, que se cobtiene factorizando la inversa de

pt/t-

Ninguno de estos dos tipos de filtro es superior al otro
en todos los casos. Asi, los algoritmos del tipo (a) son mas
aconsejables para problemas donde el vector de variables
observadas es escalar (o la dimensidén de este vector es
considerablemente menor a la del vector de estado) y donde se
tiene un buen conocimiento de los parametros del modelo. Los
algoritmos relacionados con la matriz de informacién, son més
convenientes cuando se dispone de una gran cantidad de datos y no

se sabe apenas nada de los parametros del modelo.

Factorizacién de Potter.

El primero que introdujo un algoritmo de factorizacidn de
la matriz Pt/t fue Potter (1963). La aproximacién de Potter
consiste en encontrar una matriz 8 (llamada raiz cuadrada de P),
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tal que P = 88'. No es necesario que 8 tenga ninguna estructura
especial. El algoritmeo original de Potter parte de la ecuacidn de

observacioéon:
zt = th + vt:

donde se supone que E(Vyvy') = I. La factorizacién de Potter
necesita un vector de estado inicial, x y la correspondiente raiz
cuadrada de la matriz de covarianzas de ese vector, denotada por
8. De este modo, la matriz de covarianzas del vector de estado
inicial se calcularia como P = 88'. Dada la ecuacién [1.2.5] Qdel
filtro de Kalman, la manera de actualizar los factores de 1la

matriz P seria la siguiente:

P = (I - KH)P = B8'- K, HS8S' = 88' - S8'H'B,_,H88' =
= 8[I - B'H'By_,HS]8' = S[I - aB. la']s"
y denotando:
a = S'H!

B, = HSS'H' + I = a'a + I

es fdacil definir:

0>

~ 8[I - aBy_,a']" [1.3.2.1]
Cuando el vector de variables observadas es un escalar, la
matriz [I - @By_,0'] se puede factorizar como [I - ﬁaa']2 donde

B = 1/[by%(b.* + 1)]. BEs decir:

[I - Baa'][I - Baa’]

i

[I - 2faa'+ ﬂzaa'aa']
[I - (28 - B%a'a)ec!']

i
i

[I - by laar)
Por tanto: bt'l = 28 - Bza'a
Y hallandc las raices de la ecuacidén cuadrdtica:
ﬁza'a - 28 + bt'1 =0
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se obtiene que B8 = 1/[btl/2(lotl’2 + 1)]. Para evitar problemas de
3 3
cancelacién, se escoge la raiz B = 1/[bg?*(by* + 1)]. X

sustituyendo esta factorizacién en [1.3.2.1), se obtiene:

8 = 8 - [by?/(by® + 1)]Kea' [(1.3.2.2]
en donde:
Ky = 8ab ! [1.3.2.3]

Las expresiones [1.3.2.2] y [1.3.2.3] son las ecuaciones
clave de la factorizacién de Potter. Las ecuacliones de este

algoritmo por orden de propagacién son las siguientes:

¥V =1,...,n

ay' = Hy8y [1.3.2.4]
o3 = (eyley + 1) [1.3.2.5)
Kj = Sjaj (o bien, Kj = Kj/cj) [1.3.2.6]
8y =23 - Hj’A‘j/j-1 [1.3.2.7]
ﬁj/j ﬁj/j—1 + Ej5j°j [1.3.2.8]
15 = 03/(1 + 05%) [1.3.2.9]
8j41 = 85 - Ej'Vj“j' (1.3.2.10]

La ecuacidén [1.3.2.5)] propaga la inversa de la matriz de
covarianzas del vector de medidas descrito en la ecuacién de
observacion. La ecuacién [1.3.2.6] es 1la matriz ganancia
normalizada, gue no es mas gque la ganancia del filtro de Kalman
afectada por un factor de escala. La ecuacidén (1.3.2.7] expresa
la desviacién entre el valor real de la medida zy en el instante
t y su esperanza condicicnal, es decir, es el vector de
innovaciones. La ecuacién [1.3.2.8] actualiza la estimacioén del
vector de estado del sistema. La expresién [1.3.2.10] actualiza

la estimacidén de la raiz cuadrada de la matriz de covarianzas del
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vector de estado. Y por ultimo, las expresiones ([1.3.2.4] ¥

(1.3.2.9] son simplemente definiciones®.

Un problema de la factorizacién de Potter es que sdlo
puede aplicarse cuando el vector de medidas es escalar y cuande
éstas son independientes entre si. Sin embargo, esto dltimo no es
realmente una limitacién del algoritmo. Asi, Andrews (1968)
propone su uso preblanqueando antes el vector de medidas si éstas
estan correlacionadas®. E1l algoritmo de Potter tiene mayores
requerimientos de cdlculo que la versién convencional del filtro
de Kalman. Esto es evidente, pues en la factorizacién de Potter
hay cque actualizar n? elementos de la matriz 8, mientras que en
el algoritmo de Kalman s6lo se han de actualizar n(n+l)/2
elementos distintos de Pt/t' Surgen, por este motivo,

modificaciones del mismo como el algoritmo UDU' de Bierman.

Factorizacién de Bierman.

Bierman (1974) propone el algoritmo UDU', gque consiste en
factorizar Pt/t de la forma P = UDU' donde U es una matriz
triangular superior con unos en la diagonal principal y D una

matriz diagonal. Esta es una instrumentacidén estable de 1la

5 Las condiciones iniciales de este filtro son una estima-
cién inicial del vector de estado, ¥, y una raiz cuadrada inicial
de la matriz de covarianzas del error de esa estimacidén, llamada
8. _

La eleccion de la condigidn inicial 8 depende de la forma
concreta gue tenga la matriz P:

*+ 5i P es una matriz diagonal, su raiz cuadrada 8 = diag
{P(1,1)%, P(2,2})%,..., P(n,n)*}.

+ Si P no es diagonal, una posibilidad para calcular é
seria hallar la descomposicién de Cholesky de P, es
decir, P = LL* y elegir 8 = L.

6 Esta solucién se basa en gue una aplicacién de 1la
factorizacién de matrices definidas positivas, consiste en poder

convertir un vector de medidas correlacionado en unoc independien-
te.
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descomposicion propuesta por Agee Yy Turner {1972). Esta
factorizacién puede considerarse como un algoritmo del tipe raiz
cuadrada al ser IIIDI”2 una posible raiz de Pt/t' Las ecuaciones gue

forman el algoritmo de Bierman se ofrecen a continuacidn:

Supongamos una ecuacién de observacién donde el vector de
medidas es escalar zg = hxg + vy siendo E(vg) =0y E(Vevg') = r.
La estimacién inicial del vector de estado es X y su matriz de
covarianzas P = 656', donde U es una matriz triangular superior
con unos en la diagonal y D una matriz diagonal con elementos
positivos. Con estos supuestos, la ganancia del filtro de Kalman

y los factores U y D se obtienen de la siguiente forma:

£r = hU siendo £' = (fy..... £

g = Df (g; = D;f;)

Vi=1,..., n

(!0 =r

aj = aj_l + fjgj [1.3.2.7]
D:I (O!j_l/aj)Dj (DJ = Dj s1 Q!j = 0) [1.3.2.8]
vy = 95 [1.3.2.9]
M= -fy/ayq (A =0 siajy = 0) [1.3.2.10]
Yi=1,..., j=-1

U4 = ugg + v [1.3.2.11]
Vi = Vi ¥ 131;‘."3' (1.3.2.12]

La ecuacidén [1.3.2.7] actualiza la varianza del proceso de

innovaciones. [1.3.2.8]

actualiza los elementos de la matriz

diagonal D. [1.3.2.11] actualiza la columna j-ésima de la matriz

factor U. ILas

definiciones. Por ultimo,

expresiones [(1.3.2.9]

{1.3.2.10] son

[1.3.2.12] es la ganancia normalizada

del filtro de Kalman. Comoc puede verse, no es necesario calcular
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A

P, gque, sin embargo, puede recuperarse en cada instante de tiempo
de la forma P = GDO?.

La estabilidad numérica de esta factorizacidén se debe a
gue los términoes @y en [1.3.2.7] se calculan comoc la suma de dos
elementos positivos, evitandose 1los errores numéricos por
cancelacién de términos. La derivacién de este algoritmo puede
verse en Bierman (1977) o Thornton y Bierman (1980). Estos
autores demuestran gque, en realidad, la robustez numérica del
algoritmo se debe al uso de transformaciones ortogonales

numéricamente estables en cada iteracidén del proceso recursivo.

Otra caracteristica de los algoritmos de factorizacién con
matrices triangulares (como es el de Bierman), es que 1la
singularidad o casi singularidad de la matriz P puede detectarse
simplemente examinando los elementos de la matriz factor D. Esto
se debe a que con esta factorizacidén, el det (P} = det(UDY') =
dqq-...dyns Ya que el determinante de una matriz triangular
unitaria es uno. Por tanto, la singularidad o casi singularidad

de P requerirda que al mencs algun elemento de D sea muy pequefio.

Por ultimo, cabe comentar que el hecho de que un algoritmo
sea numéricamente mas robusto significa que es menos susceptible
a los efectos de posibles errores de redondeo. Y el que un
algoritmo sea numéricamente estable implica gque los errores de
redondeo no dan lugar a la divergencia de los resultados del
filtro. Por tanto, para problemas razonablemente Dbien
condicionados, los resultados de las estimaciones seran mas
fiables que los del filtro de Kalman. Esto no quiere decir que
dichos errores desaparezcan completamente, sobre todo si el
modelo en consideracidn esta especialmente mal condicionado. Por
supuesto, si pudiésemos trabajar en precisién aritmética
absoluta, los resultados de todos los algoritmos vistos hasta
ahora serian idénticos.
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1.3.3. Algoritmos de factorizacidén de los incrementos de Pt+1/t'

Estos filtros han sido desarrollados por Kailath (1973) y
Morf, Sidhu y Kailath (1974) para el caso de sistemas con
matrices constantes en el tiempo. Estan basados en las ecuaciones
de_chandrasekhar, derivadas inicialmente para sistemas lineales

en tiempo continuo y después extendidas a sistemas en tiempo
discreto. Su principal caracteristica consiste en sustituir la
ecuacidén de Riccati del filtro de Kalman, por un conjunto de
ecuaciones en diferencias llamadas ecuaciones de Chandrasekhar.

Las ecuaciones de Chandrasekhar se derivan de la factori-
zacidén de los incrementos de Pt+1/t en lugar de la factorizacidn
de la propia matriz. Por tanto, es claro gue existe una relacidn
entre los algoritmos de Kailath y Morf y los de Potter, Bierman,
Thornton et alter. Sin embargo, la aproximacioén de Kailath y Morf
tiene importantes ventajas computacionales cuande la dimensién
del vector de estado es considerablemente mayor dque la del vector
de observacion del sistema, caso frecuente en Econometria.
Ademds, estos algoritmos disfrutan de las propiedades de robustez
numérica de los métodos de factorizacién. Posteriormente, se vera
como estos filtros pueden tomar formas alternativas, dependiendo
las ventajas numéricas de <cada una de ellas de 1las
caracteristicas concretas del modelo a estudiar.
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1.4. EL FILTRO DE CHANDRASEKHAR EN TIEMPO DISCRETO.

Los algoritmos de Chandrasekhar en tiempo discreto se
derivan para sistemas con matrices constantes. Como se vera en
este apartado, estos filtros tienen una estructura diferente a la
de los filtros de Kalman, asi como importantes ventajas

computacionales y de robustez numérica.

A continuacién, y siguiendo a Morf, Sidhu y Kailath
(1974), se derivan las ecuaciones que forman un filtro de
Chandrasekhar para el caso general en que la matriz € es distinta
a la identidad y los términos de error vy y W, estan
correlacionados contemporaneamente (8 # 0).

1.4.1. Derivacién de las ecuaciones de Chandrasekhar.

Los algoritmos de Chandrasekhar se derivan de la factori-

zacidn de la matriz de incrementos de Pt/t—l' definida como:

Vest-1 = Pryise T Pryeen [1.4.1.1)

Sea la siguiente factorizacidén de vt/t—i:

Vi ge1 = YeMpYe' [1.4.1.2]

en donde:

My es una matriz cuadrada y simétrica de orden «,
¥y es una matriz (nxa) y

a se determina a partir de las condiciones iniciales
del sistema.

Los filtros de Chandrasekhar se caracterizan por propagar

los términos de la factorizacién dada en [1.4.1.2], en lugar de

la propia matriz Pt/t-lf como ocurre en los filtros de Kalman.
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Como las expresiones (1.2.3''] y [1.2.4''] del filtro de
Kalman, que propagan el estimador del vector de estado y el
proceso de innovaciones, son independientes de Pt/t—l' pueden

incorporarse directamente a un algoritmo de Chandrasekhar.

La primera ecuacién del filtro de Kalman que depende de
Pt/t-l' es la que calcula la matriz de covarianzas del vector de
observacién. Esta matriz viene dada por la expresion (1.2.7''].
Sin embargo, manipulando adecuadamente [1.2.7''] y teniendo en
cuenta [1.4.1.1]7-{1.4.1.2), se obtiene:

By = HPy,y_ H' + CRC' = HPy_4 ¢ ,H' + CRC' +

+

H(Py pe1 — Peog/p-2)H'=

ecuacién que ya no depende de Pt/t-l Yy due, por tanto, puede
incorporarse a un algoritmo de tipo Chandrasekhar.

Para obtener la segunda ecuacién del algoritmo, se parte
de la expresién de la ganancia del filtro de Kalman [1.2.5''].
Operando en ella y teniendo en cuenta [1.4.1.1]-~[1.4.1.2), se

cbtiene una nueva expresién para la matriz Ky :

- -1 _
Kt+1 = [iPt+1/tH'+ Escl][Hpt+l/tH|+ CRC' ] =

= [#Pg pqH'+ ESC' ]BBy 1By, "L +

-1 _

(#8(Prya/t ~ Prye-1)H'1Bpyq ~ =
= [RgBe + ‘“’1:/1:-—3.“']Bt+1-1 =

_ ~1
= (KgBy + Y M Y 'H']Bi . [1.4.1.4]

A partir de [1.4.1.4), se obtiene otra ecuacién
equivalente, que puede utilizarse alternativamente en el filtro
de Chandrasekhar:
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Kp4p = Kg [H(Pyjpog — Pryg ) H'H CRCIF HPy, 4 ¢ HY) Beyr T+
+ *Vt/t-lﬁ'3t+1-1 =
K [(HVi, g-qB'F By, Begy &t *"t/t-:|.“"31:+1_1 =
= Ky = [KeHVg g H'Y *“'t/t:--l‘*'1‘-"1;+1-1 =
= Ky + [& ~ KtH]vt/t-ln'Bt+1-1 =
= K¢ + [# - K¢H) YtMth'H'Bt+1-1 [1.4.1.4')
La ecuacién [1.4.1.4'] tiene una importante ventaja
computacional con respecto a [1.4.1.4]: no exige almacenar en
cada iteracion la matriz de covarianzas del vector de observacidn

del instante anterior, 1lo cual permite reducir la memoria

requerida por el software.

lLas restantes ecuacicnes de este algoritmo propagan los
términos de la factorizacidn de vt/t-l: Yy Y M. Para deducir
dichas ecuaciones, se parte de la expresién del filtro de Kalman
que propaga la matriz de varianzas-covarianzas del vector de
estado.

cuenta (1.2.6''], se llega a:

Virr/t = ¥Prpa e’ t EQE'- Ki9BpyaKesn' — ¥Pp e-1%' — EQE' +
t KeBeRe' = #V¢ -1 7 Rep1BraaKean' + KiBeKy!'

Sustituyendo [1.4.1.4'] en la expresion anterior, se
obtiene:

Vetrr/t = Ve p-1¥' + KeBeKe' - KBy K + KeHVy o gH'Ke' -
-1
KeHVipp-1 3" T KeHV pp HI K"+ KeHVy pp qH'Byyq "HVG 8-
_ -1 -1 -
Best-10'Bryy THV o 8" + 8V 0 H'Bryy "HVg ¢ qH'K!

- -1 _
KeHVi g-aH"Bryg "HVp ¢ H'Ke!' - 8V 0 o H'Kp!
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El sequndo, tercer y cuarto sumando de esta expresidén se
anulan. Y sacando factor comin #; por la izquierda y por la
derecha, se llega al resultado:

= & _ -1 ~
Vesrst = Bt (Vesea1 — Vepe-1B'Bryg BV ] & [1.4.1.5)]

donde #, = [# - K.H].

Sustituyendo la matricz Vig1/e POT su factorizacidén, se
obtiene la expresion:

_z - -1 T -
YesrMegaYegr® = ¥ [VpMe¥e"' — VMY "H By g "HY MY '] 8¢°

-1 -

It

Por tanto:

Yiep = (# - KeHIY, {1.4.1.6]
_ -1
Mp,q = My - MY "H'By " HY M, [1.4.1.7]

Las expresiones [1.4.1.6] vy [1.4.1.7] son las ecuaciones
de Chandrasekhar dque propagan las matrices factores Yo ¥ M,
respectivamente. Es importante sehalar que la matriz My,  es
también definida mediante la ecuacidén de Riccati [1.4.1.7], pero
la diferencia entre la matriz Pt+1/t del filtro de Kalman y la
matriz Mig41, €S que la dimensién de ésta udltima es generalmente

menor a la de Pt-l-l/t Yy, lo gue es mas importante, Mi4q DO
necesita ser semidefinida positiva.

La factorizacion de la matriz Vt+1/t no es unica. Asi, se
demuestra que dicha matriz es también equivalente a la expresiodn:

-z ~1 3
Verrze = Feer (Vese-1 © Vese-1B'By "HVg e 1] #e4q!

(1.4.1.8]
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La equivalencia entre [(1.4.1.5] y [1.4.1.8] se demuestra
en el lema de Morf et alter (1974). Y en este caso, la corres-
pondiente factorizacién de [1.4.1.8] da lugar a las ecuaciones de
Chandrasekhar [1-4.1.6'] y [1.4.1.7'], alternativas a [1.4.1.6]
y [1.4.1.7], respectivamente.

Yo = (& - KH]Ye 4 [1.4.1.6"]

-1
My = My_g + My Yy 'H'By 7 "HYy Mp_ 3 [1.4.1.77]

Resumiendo, el filtro gqueda definido por las ecuaciones:

2p = By - BRyspoq - DUy

§t+1/t = ‘ﬁt/t—l T Fug + K2

By = Bg_g + HY¢ Mg ¥, 'HY

Ke = Keop + (% - Ko HIY My Yo o 'H'Bey

"
ﬂn
i

My = Mg - MYy o 'H'BgTUHY, My
© bien:

zy = %y - Hﬁt/t—l - Dug

Reprst = ¥pppog + Tug + Kysy

By = Bgog + HYe Me ¥ 4 'H!

Ry = Kyog + [# = Kp gHIYp oMy ¥  "H'B, "'
Yo = (§ - KH]Y, 4

-1
My = Mp_g + MY "H'Bpy "HY e My
y necesita las condiciones iniciales B,, K, Y5 Y M,. Estas

varian dependiendo de si trabajamos con un modelo estacionario o
no.
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Condiciones iniciales para modelos estacionarioes.

En este caso, las condiciones iniciales By y K vienen
dadas por:

B, = HPGH' + CRC' [1.4.1.9]
K, = [#PgH' + ESC')B,”! [1.4.1.10]

donde [1.4.1.9] es la ecuacién gque propaga la matriz de
covarianzas del vector de observacién y [1.4.1.10] es la

expresion de la ganancia del filtro de Kalman en el instante
inicial.

Para obtener las condiciones iniciales Y, y Mg, se ha de
factorizar la matriz Vo en la forma:

Vo =Y MY [1.4.1.11]

donde Y es una matriz de orden (nxa) y M una matriz cuadrada de
orden a con la siguiente estructura:
0 M_ siendo M, > 0 y M_ < 0.

El valor de a viene dado por las condiciones iniciales, ya
que a = rang(Vo).

Ademas, la ecuacidén de Riccati del filtro de Kalman
expresa que la matriz Pt+1/t se propaga de acuerdo con:

Peyist = ¥Pyyt-1®' + EQE' - K¢BiK;!' [1.4.1.12)
y sustituyendo {1.4.1.12] en [1.4.1.11], se llega a:

[1.4.1.13]
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El valor de PO en el caso de modelos estacionarios viene

dado por la solucién unica de la ecuacién de Lyapunov7:
Py, = #P &' + EQE!
Sabiendo esto, la expresidén [1.4.1.13] pasa a ser:
Vo = - KgBgKy' = ~[#P H! + ESC'][HPGH' + CRC']_l[iPOH' + E8C']"

Por tanto, a = rang(V,) < min(n,m) y puede tomarse la
siguiente factorizacion de V,:

Y, = #PH' + ESC' = KgB, [1.4.1.14]
M, = -[HPGH' + CRC']™1 = -By_, [1.4.1.15]

Como se observa, la dimensidén de My viene determinada por
la condicién inicial de esa misma matriz, de modo que, cuando se
trabaja con modelos estacionariocs, ¢ es igual a la dimensién del
vector de observacidn del sistema. Ademds, dado que My < 0, si se
utiliza la ecuacioén [1.4.1.7] en su propagacién, se conservaria
dicha propiedad en todo instante de tiempo. Esto seria convenien-

te en el caso de procesos estacionarios®.

7 si el modelo en espacio de los estados es estacionario,
es decir, si los autovalores de & son menores que la unidad en
valor absoluto, entonces cuando t - x, X tendera a un valor
estacionario. En estas condiciones, Py puede aproximarse por una
matriz constante P que es la solucién unica de esa ecuacidn de
Lyapunov.

8 por supuesto, otra posible factorizacidén de V4, seria:

¥o = K
Mo = -Bo

donde también se comienza con una matriz My definida negativa.
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Condiciones iniciales para modelos no estacionarios.

En el caso de modelos no estacionarios, podemos considerar
X, come un vector de parametros desconocidos pero constantes. Por
tanto, es razonable suponer que la matriz inicial Py = 0. Las
condiciones iniciales [1.4.1.9] ¥ [1.4.1.10] quedan simplificadas

a las siquientes expresiones:

B, = CRC' [l.4.1.16]

K, = Esc'py~1 [1.4.1.17)

Y [1.4.1.13] se convierte ahora en la ecuacidn:

Vo = EQE'- KyB,K,' = EQE'- (ESC')B,”1(E8C')"' =
= EQE' - ESC'(CRC') lcs'E' =
= E[Q - BC'(CRc') lcgrE?

En este caso, se observa (ue a = rang(Vo) < min{n,p) si la

matriz E tiene rango completoc. Una factorizacidén de esta ultima

expresién proporciona las condiciones iniciales:

Y, = E [1.4.1.18]

M, = Q - 8C'(CRc') lecs! [(1.4.1.19]

donde ahora a es igual a la dimensién de la matriz de covarianzas
del ruido de estado del sistema. Puesto que My > 0, no se
aseguraria el caracter de esta matriz si se utilizase para su
propagacién [1.4.1.7], siendo por ello conveniente utilizar en su
lugar la ecuacién [1.4.1.7']9.

Por tanto, si se obtienen las condiciones iniciales de las

matrices My e Y, para los casos de modelos estacionarios y no

2 En el caso particular en gque no exista correlacioén entre
los ruidos de estado y de observacién (8 = 0), la matriz My = Q
si Q tiene rango completo. Y para conservar el cardacter de
definida positiva de Mg, también seria aconsejable utilizar la
versidén [1.4.1.7'].
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estacionarios, no es necesario calcular el rango de la matriz Vo

rango gue define el valor tedrico de la dimension c.

Calculo de la matriz de covarianzas del vector de estado.

Como ya se ha sefialado anteriormente, en este tipo de
algoritmos no es necesario calcular en ningun momento la matriz

Pt+1/t' Sin embargo, puede obtenerse facilmente a partir de
[1.4.1.1] y [1.4.1.2]:

Pevi/e = Peye-1 + YeMe¥i'
Yy por recurrencia:

t

Peerse = Po ¥ Z YiM5Y5 [1.4.1.20]

Por ultimo, se ofrece un resumen del algoritmo obtenido en
los dos casos particulares estudiados.
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El filtro a propagar es:

Zy = By ~ HEg, 43 — Dug

By = Bgog * HYp My Y¥e 4 'H?

Ky = Keog + (% = Ke gH]Yg My ¥ o 'H'B™S
ﬁt+1/t = ‘ﬁt/t-l + g + K¢2¢

Mg = Mgy - Mg g ¥e o "H'BL 'HYp My )

Yo = [# - Ke_H]Yp ,

sujeto a las condiciones iniciales:

By = HP4gH' + CRC?

_ -1
K, = [#PyH' + ESC']B,

2]
i

0 #P,H' + ESC!'

I |
Mg = - By

Filtro de Chandrasekhar para modelos estacionarios.

El filtro a propagar es:

By = Byog + HYp_ oMy ¥ 'H
_ -1
Kt - Kt-l + [® - Kt-ln]yt-lnt-lytﬂlinlnt
Xipast = $pyp-n * TUg + KBy
— -1
Mg = Meg + Mg Yoo "H'Bp ;) "BYp My
sujeto a las condiciones iniciales:
Bo = CRC!
K, = ESC'B, 1
0 0

Yy, = E

=
o
f

= Q - 8C'(CRC')CS!

Filtro de Chandrasekhar pares modelos no estacionarios.
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Otras formas alternativas del algoritmo de Chandrasekhar.

Es posible obtener distintas formas del filtro
sustituyendo las ecuaciones [1.4.1.3] y [1.4.1.7'] por ecuaciones
gue propagan Bt'l y Mt'l. Estas se obtienen facilmente aplicando
el Lema de Inversién de Matricesl? a 1a parte derecha de las
expresiones [1.4.1.3] y [1.4.1.7'], respectivamente. Las
ecuaciones resultantes serian:

-1 _ 1 _ -1
M7 = My Ye_q'H'B  “HY, 4 [1.4.1.21]
-1 -1 -1 -1
By = = Bgay 7 7 Beog THYe g Meo Mg "M g ¥e'H'Bey
[1.4.1.22]
y llamando Mt-l-l = Jy_qr SE€ obtiene la llamada forma simétrica
del algoritmo de Chandrasekhar:

- ~1

Ty = Tgoq - Yo 'H'BL T HY, (1.4.1.23]
- ~1

By = Byg + HY, 0. .7 Y ,'H! [1.4.1.24)

Otras dos versiones alternativas consisten en utilizar
[1.4.1.7']) y [1.4.1.22]) 6 [1.4.1.21) y [1.4.1.22]. Esta ultima
forma no es cperativa pues no se pueden obtener Bt"l y Mt'l, dado
el caracter simultdneo de [1.4.1.211 y [1.4.1.22]. Este problema
se resuelve sustituyendo en [1.4.1.21] My por la expresion:

= -1
Mp = Mpog % Mg Yo g "H'Be g "HY¢ Mg
Pero esto da la forma original [1.4.1.3] vy [1.4.1.7'].

La formulacién simétrica puede ser mas ventajosa
computacionalmente cuando a < m. Sin embargo, en el caso en que
a > m resulta mas econdémice utilizar las expresiones [1.4.1.3] y
[1.4.1.7'7.

10 (a + Bep)™1 = a71 - a7Ip(e™! + pa"iB)DA"! siendo A y C
matrices no singulares.
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1.4.2. Propiedades del filtro de Chandrasekhar.

+ El filtro de Chandrasekhar proporciona una estimacidn
recursiva éptima del vector de estado de un sistema. La
optimalidad se debe al empleo de la ganancia del filtro
de Kalman, expresada en términos de las matrices

factores Yy y M;.

» Este filtro es un tipo de algoritmo de la raiz cuadrada
de la matriz de incrementos de Pt+1/t' siendo Ytut% una
posible raiz cuadrada de dicha matriz.

« Los filtros de Chandrasekhar no necesitan en si miswmos
una ecuacioén de propagacioén de la matriz de covarianzas
Pt+1/t' aungue puede recuperarse su valor cada vez dque
se procesa una nueva observacioén a partir de [1.4.1.20].
Por tanto, es posible calcular la ganancia del filtro
sin calcular la matriz de covarianzas del error de

estimacion de Xy -

« La principal caracteristica de estos algoritmos es su
considerable ventaja computacional cuando la dimensién
del vector de estado es mayor que la del vector de
observacion. Esto es evidente, ya que en la ecuaciodn de

Riccati hay gue actualizar del orden de n?

elementos,
mientras que las ecuaciones de Chandrasekhar sélo exigen

actualizar del orden de n elementos distintos.

+ A pesar de haber derivado los filtros de Chandrasekhar
para un sistema invariante, pueden obtenerse también las
ecuaciones correspondientes a un modelo con matrices de
covarianzas Q, R y 8 variantes en el tiempo. Asimismo,
también puede derivarse el correspondiente algoritmo de
la matriz de informacidn (Pt'l) a partir de la

factorizacién de Chandrasekhar.
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« 8i el modelo es gaussiano, el filtro de Chandrasekhar
es, al igual que el filtro de Kalman, una via abierta
para calcular el valor exacto de la funcién de

verosimilitud de la muestra.

1.5. COMPARACION DE LA FACTORIZACION DE CHANDRASEKHAR CON OTRAS
FACTORIZACIONES ALTERNATIVAS.

Como se ha visto, existe una relacioén entre los filtros de
Potter, Bierman y 1los de Chandrasekhar. Sin embargo, las
diferencias entre ambas aproximaciones son la causa de que, en

este trabajo, se haya elegido la dltima:

(a) Los algoritmos de Potter y Bierman factorizan 1la
propia matriz de covarianzas P, mientras que el filtro
de Chandrasekhar utiliza una factorizacién de 1la

matriz de incrementos (o de variaciones) de P.

(b) El algoritmo de Potter sodlo puede aplicarse cuando el
vector de variables observadas €s un escalar, mientras
que la factorizacién de Chandrasekhar se obtiene
partiendo de un vector de orden m de variables
observadas.

(c) La factorizacién de Potter supone actualizar una

2 elementos distintos. Para

matriz 8 gue contiene n
reducir calculos se puede transformar 8 en una matriz
triangular y se tendrian que actualizar sdlo n(n+l}/2
elementos. Sin embargo, el problema en este caso es la
necesidad de calcular n raices cuadradas en lugar de
una, pero el consumo de tiempo para calcular una raiz
cuadrada es mucho mayor gque el utilizado en cualquier
otra operacidén aritmética. La factorizacién UDU!' evita
el calculo de n raices cuadradas siendo este algoritmo
casl tan eficiente como el filtro de Kalman. Los

algoritmos de Chandrasekhar supcnen el c¢alculo de
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raices cuadradas de 'Vt+1/t de orden (nxa) Yy COmMo
frecuentemente en Econometria a es mucho menor gue n,
parecen ser los mds ventajosos computacionalmente

cuando se aplican a este campo.

Resumiendo, el algoritmo de Potter resuelve los problemas
numéricos inherentes al filtro de Kalman convencional, pero tiene
el inconveniente de ser mas costoso desde el punto de vista
computacional. El algoritmo de Bierman es también numéricamente
estable y casi tan eficiente como el de Kalman. Y por ultimo, los
filtros de Chandrasekhar heredan las propiedades de estabilidad
numérica de 1los anteriores, con la ventaja de ser los mas
economicos en cuanto a requerimientos de cdalculo cuando son
aplicados a los casos mds usuales en Econometria. En concreto, en
modelos estacionarios, su uso serda muy ventajoso cuando 1la
dimensioén del vector de estado del sistema sea considerablemente

mayor a la del vector de observacién.

Los aspectos computacionales y de robustez numérica de
todos estos algoritmos han sido estudiados en detalle por
Verhaegen y Van Dooren (1986, 1988). En concreto, concluyen que
en el caso en que la matriz PO/—l sea nula, los filtros de
Chandrasekhar tienen la maxima precisién numérica. Esta robustez
puede degradarse si dicha condicién inicial no es nula, peroc aun
en este caso, pueden ser preferibles dichos algoritmos a otros
mds estables por su eficiencia computacional. Esta ventaja en
cuanto a coémputo s6lo se mantiene para el caso de sistemas
invariantes en el tiempo. las modificaciones existentes gque
permiten matrices de covarianzas de los ruidos no constantes
suponen, en la practica, una mayor carga computacional. Otro
aspecto crucial en la propagacidén de errores numéricos en estos
filtros es el numero de condicidon de la matriz Bg. Esto puede
resolverse, en muchos casos, aplicando un cambio de escala a los

datos de las variables observadas.

39



CAPITULO 2

ESTIMACION MAXIMO-VEROSIMIL DE MODELOS ECONOMETRICOS EN FORMA DE
ESPACIO DE LOS ESTADOS MEDIANTE LOS FILTROS DE CHANDRASEKHAR



2.1. MODELOS ECONOMETRICOS EN FORMA DE ESPACIO DE LO8 ESTADOS.

Sea la forma estructural de cualquier modelo econométrico
lineal dindmico:

F(B)Yy = G(B)uy + A(B)eyg [2.1.1]
en donde Y es un vector de m variables enddgenas,

u, es un vector de r variables exodgenas,

€ es un vector de m variables ruido blanco, es decir:

E(€g) = O Yt =1, 2,... n
B¢ Y s 5 s 1 81 t1 = t2

€446 = =

t1€t2 €°tl,t2 tl,t2 0 en otro caso

Los elementos de las matrices F , G y A de dimensiones
(mxm), (mxr) y (mxm), respectivamente, son polinomios en el
operador retardo B y se definen como:

F(B) = Fg + FqyB + . . . + Fpo
G(B) = Gy + G4B + + Gqu
A(B) = Ag + AyB + . . . + AGB®

La forma reducida correspondiente a [(2.1.1] es:

F(B)Yy = G(B)uy + A(B)et [2.1.2]

donde F(B) = Fo_,F(B)

G(B) = Fo_lé(B)

A(B) = Fy_,A(B)
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suponiendo que existe la inversa de la matriz Fy. El modelo dado
por [2.1.2], puede expresarse en forma de espacio de los estados
mediante las ecuaciones:

zt = th + Dut + Cvt

en donde:
[ -F 0 1 I G, - F,G 1 [ A, - F.A ]
1 o 1 10 1 140
-F, .. G, - FyG, Ay, = Fyh,
$ = . . . ' = . . E = .« .
_Fk""l 0 - M - - - - - . - -
| “Fx - - 0] | Sx - FxGp | Ax - Fxdg
[(2-1.4]
H=[I o0 . . . 0] D = G C =4, Ve = Wy = €
[2.1.5]
Q=R=28-=2%, Zy = Y [2.1.6]

El wvector de estado tendra,
ql‘
espacio de los estados, segun la norma de conversién anterior, de
un proceso ARMA(2,1) con término constante es:

por tanto, k componentes

siendo k = max(p, s). Por ejemplo, la representacién en

(1 - ¢1B = ¢,B%)yy = 4 + (1 - B)ag

[ X1, t+1 } _ [ ¢ 1 } X1,t |, [ @1 } N [ -0+ ¢ ]at
X5, t+1 ®2 0 ]| X2 ¢ | o1t ¢
X1,t W
zg = [1 0] . +p o+ ag
L ¥2,t |
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Existen multiples representaciones en forma de espacio de
los estados para un mismo modelo [vid. Aoki (1987)). Sin embargo,
en este trabajo se ha elegido la de dimensidén minima del vector

de estado por diversas razones:

- Esta representacién supone una ventaja computacional con

respecto a otras de dimensién no minima.

+ Si el modelo econométrico es expresado en esta forma,
son directa y facilmente aplicables las ecuaciones de
Chandrasekhar derivadas en el Capitulo 1.

+ Mas adelante, se plantea un algoritmo de estimacién
6ptima del vector de estado inicial (vid. Apéndice B).
Esta estimacién sera mas eficiente si la dimensidn de
dicho vector es minima y ademas, permite evitar casos en
los que no estd identificado un subconjunto de condicio-
nes iniciales.

Rosenbrock (1970) muestra gue una representacién en forma
de espacio de los estados es minima si es observable y alcanza-
blel. Puede demostrarse gue la representaciodn dada por [2.1.4]-
[2.1.6] cumple ambas propiedades.

1 yn modelo en espacio de los estados es sbservable si, dada
una muestra de tamafo suficiente n, el vector de estado puede
determinarse de forma exacta. Esta propiedad equivale a imponer
que:

rang[H' | (#")H* | (2928 | . . . | ()™ @] = n

Un modelo en espacio de los estados es controlable si, en
cualquier instante de tiempo, existe una secuencia de vectores

de control gue permite alcanzar un vector de estado arbitraria-
mente escogido. Esta propiedad equivale a la siguiente condicién:

rang[E | 8E | #%E | . . . | #%7lE)] = n
que se cumple siempre gue el rang(E) = n.
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Por ultimo, hay que sefialar que las ecuaciones [2.1.4]-
[2.1.6] constituyen una regla convencional para convertir
cualquier modelo econométrico lineal en forma de espacio de los
estados. Ademas, se han desarrollado procedimientos para el
tratamiento de modelos con errores de observacion en las
variables output y/o inputs, variables observadas con distinta
periodicidad, etc [vid. Terceiro (1990)]. También existen reglas
para convertir modelos en forma de espacio de los estados a

modelos econométricos en forma final {vid. Aoki (1987)].

2.2. ESTIMACION MAXIMO-VEROSIMIL DE UN MODELO ECONOMETRICO LINEAL

EN ESPACIO DE LOS ESTADOS MEDIANTE UN FILTRO DE CHANDRA-
SEKHAR.

En este apartado se describe la forma de estimar, por
mdxima verosimilitud exacta, los parametros desconocidos de un
modelo econométrico lineal expresado en forma de espacio de los
estados. Para ello se utiliza un algeoritmo de Chandrasekhar. El
problema que nos ocupa es estimar un vector de parametros #, en

el gque se incluyen todos los elementos desconocidos de las
matrices &, I', E, H, D, C, @, R y 8.

2.2.1. La funcién de vercsimilitud del modelo.

El método de estimacién por maxima verosimilitud esta
basado en el supuesto de que las observaciones {zl, Zoseeey zt}
se distribuyen de forma idéntica e independiente. En este caso,
la funcidén de densidad coniunta se define como el producto de las
funciones de densidad de cada observacidén. Es decir:

Lz, 6) =8 p(zy)

Una vez que las observaciones se han realizado, la funcidn

L.(2,8) se interpreta como la funcidén de verosimilitud y el
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estimador maximo-verosimil se obtiene maximizando esa funcidén con

respecto al vector de paradmetros desconocidos §.

Sin embargo, cuando se trabaja con modelos de series
temporales no es creible suponer dque las observaciones son
independientes entre si. Por esta razén, no puede usarse la
funcidén de densidad anterior y la idea central para resolver este
problema consiste en aplicar sucesivamente la definicidn de
funcidén de densidad condicional [vid. Schweppe (1965) y Harvey
(1981)]:

) = 1 t-1 4
Lz, 0) =1 p(ze/ 3572, 0) [2.2.1.1]

donde p(zy/ zt‘l, 0) es la distribucion de Zy condicionada por el

conjunto de informacidén disponible hasta el instante t-1. Es
decir, zt-1 = {Z1s--r Zp_q}- Si los términos de error Vi ¥ W ¥
el vector de estado inicial tienen distribuciones normales, la
distribucién de Zy condicionada por 281 o5 también normal, lo

cual permite caracterizar analiticamente la expresidn [2.2.1.1].

Por tanto, para este tipo de modelos, p(zy/ zt-1 8)

)

estarda completamente caracterizada a través de las expresiones de

un filtro de Chandrasekhar. Es decir, si se denota:

cov(zy/ 271, 6) = E[(z¢ - Et/t_l)(zt - Et/t_l)'/ 271, 8] = B
se tiene que:

- o -1-
p(z¢/ 8y = (zﬂ)-m/2|Bt[-1/2e( 1/2)2¢ "By "2y

siendo:

Zt T %t T Zp t-:
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Se trata de maximizar la funcién [2.2.1.1] con respecto al

vector #. ¥ maximizar esa funcién equivale a minimizar la expresiodn:

eo) = -
(0) =7

1Ms

. 1(mln 2 + 1n |Bg| + zt'Bt'lzt)

[2.2.1.2]

Esta funcién de verosimilitud se conoce en la literatura
como la funcion de verosimilitud de la descomposicién del error
de prediccién. Esto es asi, porque ;t se interpreta como un
vector de errores de prediccién. Bajo la hipétesis de normalidad,
la distribucién de dicho vector es:

-

z, ~ NID(0, By)

Es importante sefalar que ;t se distribuye NID(0, By) si
las matrices del sistema son fijas y conocidas. Esto no es cierto
si algun(os) elemento(s) de dichas matrices son parametros
desconocidos y son reemplazados por sus estimadores?. La evalua-
cién de la funcidén de verosimilitud dada por [2.2.1.2] exige el
cdlculo en cada instante de tiempo de ;t Yy Bg. Ambas expresiones
pueden obtenerse a través de un filtro de Kalman o de un filtro
de Chandrasekhar.

2,2,2. Planteamiento del problema de optimizacidn.

El problema de optimizacidén consiste en maximizar 1la
funcién de verosimilitud del modelo con respecto al vector de
parametros a estimar, sujeto a las restricciones que impone un
filtro de Chandrasekhar. Dado que las ecuaciones de este filtro
cambian, dependiendo de si el modelo es estaciconario o no, se ha

de plantear un problema distintec para cada tipc de modelo.

2 yid. Watanabe (1985).
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Modelos estacionarios.

El problema planteado se reduce a minimizar la funcién
[2.2.1.2]) sujeto a las restricciones que impone un filtro de

Chandrasekhar para modelos estacionarios. Es decir:

1 n ~ -
MIN  £(6) = > 3 (mln 27 + In |Bg| + 2¢'By lzp)
S5.a
zt = zt - th/t-l - Dut [2.2.2-1]
- -1
Kt - Kt-l + [i - Kt_lll]Yt_ll{t_lYt_l'H'Bt [2.2.2-31
xt+1/t = ixt/t_l + I‘ut + Ktzt [2.2.2-4]
= -1
Mt - Mt_l - Ht-lyt—llnlBt HYt_lnt__l [2.2-2-5]
Yy = [# - Kp_qH)Y,_, [2.2.2.6]

donde todas las restricciones son de tipo igualdad y se pueden

sustituir en la expresién de la funcién a minimizar.

Modelos no estacionarioes.

Cuando se trabaje con modelos no estacionarios, el
problema planteado consiste en minimizar la misma funciédn
objetivo, teniendo en cuenta las ecuaciones gque forman un filtro
de Chandrasekhar para modelos no estacionarios.

1 n ~ -
MIN £(8) =~ S (mln 27 + 1n |B.| + z,'B, "tz
) =5 .« {Bpl + 2¢'By "2y)
s.a
Ky = Ky + [# - KeH]Yy My (Y o "H'By_y [2.2.2.9]
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Xeprst = ¥y pag * Tup + K2 [(2.2.2.10]
_ -1

Yo = [# - K H]Ye 4 [2.2.2.12)
Como se observa, lo unico gque cambia con respecto al

primer problema planteado son las dos ultimas restricciones, que
propagan las matrices factores My e Y.

Con respecto a los dos problemas anteriores, cabe sefalar
dos aspectos importantes:

(a) Las restricciones del problema no se imponen directa-
mente sobre el vector #, sino sobre variables gque son

funciones implicitas de los componentes de ese vector,

(b) La estimacidén de los pardametros del modelo reguiere la
estimacién del vector de estado dada por el filtro de
Chandrasekhar. Como no se conoce el verdadero valor de
#, sino una estimacidn ?, las estimaciones del vector
de estado derivadas del filtro de Chandrasekhar seran
subdptimas con respecto al verdadero modelo. Sin
embargo, si se utiliza un procedimiento de optimiza-
cién tal que /. #, entonces tanto el proceso de
innovaciones como su matriz de covarianzas tenderan a

su verdadero valor.

La minimizacidén de {2.2.1.2] sujeta a cualquiera de los
dos filtros de Chandrasekhar considerados, exige utilizar algun
procedimiento de optimizacidén numérica. Existen diversos algorit-
mos que pueden usarse, pero todos necesitan las primeras deriva-
das de la funcidén objetivo y algunos, sus segundas derivadas. Por
ello, en los siguientes apartados se obtiene 1la expresién
analitica exacta del gradiente y del hessiano de la funcidn a

minimizar, tanto para modelos estacionarios como no estaciona-
rios.
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2.2.3. Expresion analitica exacta del gradiente de la funcidn de
verosimilitud.

Derivando la funcién objetivo [2.2.1.2] con respecto al

vector de parametros a estimar, se obtiene la expresion del
término general del gradienteB:

af(d) 1 JdB - -4 0%
= % 1= tr (3"} Tt ) 4 ogorp "l
30;  t=1 |2 T 265

JB -
1 -1 98¢ _ -1
-3 Z'By By zt}

2 331 [2.2.3.1)]

En [2.2.3.1] se desconocen las derivadas parciales del
proceso de innovaciocnes y de su matriz de varianzas-covarianzas,
con respecto a cada componente del vector §. Para obtenerlas, se

utilizan las ecuaciones del filtro de Chandrasekhar descrito en
el Capitulo 1.

Gradiente para modelos estacionarios.

Para evaluar el gradiente de la funcidén de verosimilitud
en cada vector de parametros, hay que derivar las expresiones del

algoritmo de Chandrasekhar para procesos estacionarios:

3 Es necesario recordar los siguientes resultados sobre
derivadas matriciales:

EX - (8)
nla | - tr {A(B)l JA }
Y a8
aa(s) 1 L A8 g
Y A(B) Py A(B)
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o2y _ _ oW ;t/t_l L Yi S R L
364 36 964 ‘A [2.2.3.2]
9%y yp_y _ 0% B ey By 0%y syoq | 9Ty u + 3Ky a

384 gp; “T/t-1 36 384 38 [2.2.3.3]

donde se define:

8K dK 38 _ sy
ﬁ_ﬁ:i t-1 -1 -
30, a8, a0, TemiMe-a¥ey'H'Be T Ry —Engnt-lyt-l'H'+
oM oY . .
+Y_“—t—-l-Y_lHl+y_M_~__t:lH.+Y M, .Y N2
t-1 W—i t-1 t=-1"t-1 aei t-1"t-1"t-1 aai
- Yy gMpo ¥ g 'H'B, Y 98 B, "1
a8i
[2.2.3.4]
8By 3By, _(0H Y, )
t-1 t-1¥t-1
963 a0 1391 a8 I
aH aY 'l aH'
+HY_ -Y_IHI+H_ _—t:lH|+M_Y__|
t-1 { aei t-1 t-1 365 t=-1tt~1 801}
[2.2.3.5]
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dM, M, 4 oMy _ 4 2% -1
= - Yeap' ¥ Mgy _ H'By "HYyp_aMpy -

) Y IM
-1 =1 udinlen 4.3 N
- Me_3¥e-1'H'By Ye-1Mg-y + B Mgy * By o }
ITH T i
dgH? JB
1 t -
- My ¥ - H'By By "HYg My,
at TR
[2.2.3.6]
Y 2% - Y
£ ==l Yeoq + ¥y =

ae; a6, 384 [2.2.3.7]

Para poder propagar las expresiones [2.2.3.2]1-[2.2.3.7],
se necesitan las primeras derivadas de las condiciones iniciales
de Bt' Kt, Yt Yy Mt. Fn el caso de modelos estacionarios, estas
derivadas vienen dadas por las siguientes ecuaciones:

aB 0H oH? g ac!
—42_ _ — py' + H — H' + HP + — RC' + C —— C' + CR —
331 a4 91 i 84 i Bﬂi

[2.2.3.8]

3K 9% ap dH'  JE ET: acr ) _y
=9 = {—pH'+ $—H'+ #P— + —— SC'+ E— C'+ ES8 — By~ ' -
a0 a8 TH a6; 384 a8 a8,

B

- KO ._Q___ Bo-l

284 [2.2.3.9]
JY 3% aP gH? JE a8 ac?
—0 - — pg' + # — H' + 8P — + —— BC' + E — C' + E8 ——
a8; a6y a8 Y TH s 86

[2.2.3.10)
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a8, © [2.2.3.11)]

siendo P la solucién de la ecuacidn de Lyapunov:
P = #P§' + EQE!

y la derivada primera de P con respecto al vector de parametros
6, tiene la expresiodn:

e a% P 38" JE 89 JE"
—— = —— P§' + § — &' + §P — + —— QE! + E — B' + EQ ——
36; a8, 30, a6, 36, 304 384

[2.2.3.12]

Gradiente para modelos no estacionarios.

En el caso de modelos no estacionarios, la expresidon del
gradiente diferira en las ecuaciones [2.2.3.6] y [2.2.3.7], asi
como en las condiciones iniciales de Ky, By, Y Vv M.

oM M oM ay '

—% _ —%t=1 t-1 T Tt=1 -1

a0, ~ 065 { a0, t-1 T Me-1 T }H'Bt—l BYp g Myy

1 1 1 1
JdH! JB
_— -1 Z“7¢~-1 -1
t Meoq¥eoy! HiBeo1 Be-g "HYpgMpog *

aai aﬂi

o 3, _,
-—1 fd
+ My 3 ¥po g "H'By {5@? YeoiMey + B —F “t—l} +

1 1
+ My Yy 2 VH'B, . lHY Mg
t-17t-1 t-1 -l 54y [2.2.3.13]
2y, a;! . - Y
= Yeog + 8¢ q
304 364 264 [2.2.3.14)
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(2.2.3.14] vienen dadas por las expresiones:

Las condiciones iniciales de las ecuaciones [2.2.3.13] y

ac 3R acy
—— RC' + C — Q' + CR —
384 FTH 364 [2.2.3.15]
OE a8 acr IB
{—ﬂ— BC' + E — C' + ES ———}30'1 - EsC'B,”1 =2 p,71
TR a8 a0 T
[2.2.3.16]
JB
364 [2.2.3.17]
d a8 oce
2 { cr + 8 ~——} B, lcs' + sc'Bo'1 {ggﬂ Bo'lcs' -
a8;  las; a8 YR
aC as'}
—— S'— c ———
364 a8, [2.2.3.18]
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2.2.4. Expresién analitica exacta del hessianoc de la funcién de

verosimilitud.

El términoc general del hessiano de la funcidén de verosimi-

litud tiene la expresion:

3% (8 1 -4 OB _q OB

Gis = &
ij 3gjagi = 89j a8

96590 ] a8 5 304 )
- 3z - 82z
-z 'p, "l ==k g -l=% , 5 4p Tl L
t ot g: t 3¢ t ot 3p.50.
J 1 37V
- 3B 3z ~ IB 3B -
T RetBeT gpn By ol 'Ry 5 BTl gl BeTiag -
i ;| i 3
~ azB -
- = ztlBt-’l Tt Bt"lzt
2 365965 [2.2.4.1]

donde se observa dque son hecesarias las expresiones de las
derivadas segundas del proceso de innovaciones y de su matriz de
varianzas-covarianzas. Estas se consiguen derivando por segunda
vez las ecuaciones del filtro de Chandrasekhar. Como ocurria con
el gradiente, las expresiones del hessiano diferirdn en modelos

estacionarios y no estacionarios.

Hesasiano para modelos estacionarios.
Las expresiones necesarias para evaluar, en cada

vector de parametros, el hessianc de la funcidén de verosimilitud
son:
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2 2 N A A
] Zy _ d<H Xt/t_l _ JH axttt_l _ JH ax;!t*I _
aajaei aajaai 881 aej aej aei
20 2
g By 97D ug
365365 864063 [2.2.4.2]
2;\ 2_ R - A - A
d X/t _ U ) Xt boy + a;; 83;2;_1 . 66; 8x;5§ 3,
865864 86500, 865 2803004 865 084
- 2 2n 2
- 2 Xt /g1 N a Ft ug + d Kt 2,
89j88i aajaai aajaai [2.2.4.3]

Se requiere ahora la expresion de la derivada segqgunda de
la matriz Ki:

3%k, %Ry, 8%, _, _q 8%,
= + Yo qMp_1¥e-1"H'By [(Byg * Dyel+
065085 864965 204536, 385 ]

33 - dA;, 4L,
AL T - {_“1; N __1;}

i
683 BBJ 68J
[2.2.4.4)

siendo:
B. — 23;:1 M Y 'H'B -1

it —oyy ETLETL TR [2.2.4.5]
A -_— E_Y_t:l M Y 'H'B -1

1t - gp, TELTETI T TR [2.2.4.6]
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My _ -1 ¥y’ -1

1 L]
J a5
8HY o -1 8By g
t ¥ gMpaa¥e-1',T By T YeogMeogYe-g"H'By - By
6‘6'3 383
[2.2.4.7]
Liy = Yo, =l y, vop,"l 4 v, M, ot=i'gep o1,
it T Te-1 T, Tte1 t t-1"t-1 "5, t
1 1
JH! JoB
—_ -1 _ -1 -7t -1
FYeaMea Yo' By Ye-1Mp-1¥e-o "H' By By
1
(2.2.4.8]
da; 3%y oY M
=it _ Z “t-1 Kt—lyt—llth-l + —~t=1 TTt=2 Yt—llnlBt_l +
83' aa'aﬂ' aa: 66_-‘
3 39%4 3 3
d¥y_q O¥y._q" Y Ht
-+ Ht-l - H'B -1 + E:‘EEI Mt"lYt-ll—a—— Bt"l -
20 28 ; 00,
1 ] 1 J
364 —17t=1 365 [2.2.4.9]
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2
Lig . Moy Moy y pip -2 ™My

- + Y Y,_,'H'B -
t-1 t-1 t
T TITH 964965
a!‘lt_l -1 aBt -1 aYt—] aYt—ll -1
et Yt-l Yt-l'H'Bt Bt + Ht"l H'Bt +
TR a0, 36 88
3 J 1
Y tJH? Y ' JB
g1 9% o -1 _ 9i¢-1 -1 "Lt g -1
¥ YpgMp g —w=h - By YeoaMp-y 5,7 H'BgTT o= By 4
1 J 1 j
Jy JH? M JH!
- - t-1 -1
+ —==l gy y _1+— B + Y Yo 4" B +
agj— t~-1"t-1 asi t t-1 50 t-1 20 . t
J 1
Ay 'IH? 323'
t-1 -1 — -1
j i 171
IM Y ' M JH®
+ Yo g —t=-1 %=1 H'Bt'l + Yoy —t-1 Yeoq'T Bt'l +
avy 005 ad a0
] 1 J
My g 3¥y_," BZY; 1’
d6 28 . 0008
j i J 1
g B, AM.
- ¥, _,M,_ .Y, _,* — B "1 —%tp -1 _ it
t-17t-1%t-1 a8 t a8 t 30 [2.2.4.10]
donde:
M Yy My Y. ,vE'B,-1 226 p -1
it t=-1"t-1"¢=-1 t agi t [2-2.4.11]

57



M, Y, _ _49B Yy _y _19B) -
—ib - J—t=ly, v BB R v w HiBy "2 [Be * ¥
a0 36 5 36 26 4 38

oM, _ _19B GH' _ _19By] 4
* {Y poYpgH'By 53? T YeoMe-aYe-1'5, Be By = -
i

t-1
80 5 805
- Y, .M, .Y, JtH'B "1 B, "1 9By B,~1 -
t-1Me-1¥¢-1 t 35, Bt 3, Bt
3 i
JB JB
1 =% -1 —% -1
T Ye-aMeog Yooy "H'By T T By T T By T
i 3
1H! -1 —_—-_.;—_323 -1
P ¥e-aMema¥e-a TPy 373385 Pt [2.2.4.12]
3%B 32B 3%H OH dY
L - =%l {————*— Vg + — ——Ilent_lyt_lln' +
20500, 805085 36580, THFTP

8H oM JY ' JdR'
= ik 0 §
* o, Yt-1) g, Yr-atHU 4 Mp oM HY A My g Yea'y }
i 3 3 j
OH Y a2, oY H'
+ — = My ¥ _,'"H'+ H — At g, R t-1Y¥te1 +
305 a8 364063 304 864
IH dHY JHY 32H»
+ Y Yt_ lnt"‘ lYt_ 1 7. HTJ t + HYt"' IHt_ ].Yt-l ! m.
i 391
dH M oM dH
il - i A § =
T ae; vl Tgp e-1'HT T Mema S Feeat et
] 1 J
JH iy ' Y ' JHY
+ Yp_gMpog — o7l HY o+ HY, M, —ETd —
a8 304 30; 84y
[2.2.4.13]
en donde:
AT : My . Ny
Ty T Tgp. Me-a¥eer' F Yeon 7 Yeaa' t YeoaMes T
J 3 3
[2.2.4.14]

58



= t-1 S My : t-1
EYIEY: a8; a0y 364 a8 a0y 384
2
N t_la M, _ Yoyt + Yy Mgy BYyp_y' Yy s A
36596 a6; a0y a8 4 2Y
My y 8Yy_q" azzt 1
t Yeoa = + Mg Yoy
8. 38 3038 [2.2.4.15]
3 i 3%
3°M 32M a M M 8Y
=5 - =——t=d Yeoq —_‘E’l =t=d } H'By T HY, My,
65005 36486, ao ae 385
My g
-1 -1 -
T Tgp., Ye-1'H'By "Cip ~ [Dyjp * Fip ~ GjelBy THYp gMp g
1

oY oM
- -1 - =lgl t=1. Tt-1
Ht_lYt_llHUBt Iit JitBt H{ p Ht_ + Yt-l Ty } +
b 8

B AH
-1 9B _ -1 _ -1 9B .
T MegYe-1"H'By T o By TCip T HieBe T T Ye-1Mea
1 1

oM dH! dB
i . § - -1 "¢ -
Yeoy! H'By By lHYy My,
a6 . a8 . af .
i ] J
ay JH?
— __L_l -1 - hhial -1a,
Meoa 20, HiBg "Ci¢ ~ Mg—1¥e-1’ 3,7 Be Cie *
1
Ty _a_B_t -1
T Mg~1 Yoy "H'Be 7105t - Uje By "HYeo175,
J 1
(2.2.4.16]
siendo:
3H 3y oM
Cipg = — Yy _ My . + H "Ly . 4+ gy, —&=1
it 30, t-17t-1 305 t-1 t-1 385 [2.2.4.17)
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Di¢

Fit

Git

Hit

Tit

' ZY JY 'l
My Meoy'or o M, O ¥m1 ge 4oy, k=10

-1
BYy 4" dB
Mt—l _t:.l H'Bt~—1 j.
LI agj [2.2.4.18)
My _,  oH" . ¥y, " OH! a2u )

Y M + M b 4 H e —
965 Y"1 ae; 1 965 gy L1 gp.06;

] 1 1
. , JdH’ B OBy
t=1%t-1" Gy, Ct-1 TR [2.2.4.19)

IM J ayt ]' dB
— Yy 'H'By_, —* 4 t-1 —* H'By_q +
.y . af a8
J 1 J 1
JH! JB B 3B£
Mt-lyt-l ae t-1 EYH - Mt-lYt l'H'Bt-l ae t-1 a0 .
] 1 J 1
3%p dB 9By
h— -
Me1¥e-1"8'Beoy o0 ) t-1¥e-1"H'Byg 7" By
J 1 1 J
[2.2.4.20]

M Y ' oH"
— - -
S Y HY My —ngl HY + My g¥eoy' o
3 3 3
JB
M,_,Y,_.'H'B,_, —=
t-1Yt-1 t-1 a0 5 [2.2.4.21]
2
J°H JH aYt_l dH ant_J

————— Yy My g+ — M, + Y
t-17¢t-1 t-1 t-1
364365 a8; 305 ‘T 305

[2.2.4.22]
M ¥y, 9H"
=1y, L 'HY' + M, _, —=Lb e o+oM Y —

a8 t-1 t-1 a8 t-17¢t-1 385 [2.2.4.23]



2

JB Y JH 0¥ a4y
Oj¢ = 5o BrogB ot My y - —— =2=2w , - m——2d M, -
204 TH 265 905 805005
_ 3*;—1 8H;_J
BBi Bﬂj [2-2.4.24]
dH oM 3y M 32uM
Uit = — Yt*-l 71 + H JrE=1 771 + HYt*-]. P L )
aej b4 aaj a8y aejaai [2.2.4.25]
2 2% z z
%Yy _ 8’4y, Yo d8y_y IV, ., . %y, 4 BYi .
805005 205064 96, 904 d65 065
ey, 0
t-1
364865 [2.2.4.26]

La propagacién de las expresiones (2.2.4.4]1-([2.2.4.26]
exige calcular las derivadas segundas de las condiciones inicia-

les de K, By, Yy ¥ My . Para modelos estacionarios, estas deriva-

das son:
328, 3°H dH P 3H JH' OH 0P
= PH! _ —— H' P + LIS
805065 984064 385 305 a8y 385 304 38,
a2p dP O4H' OH 3H? AP AH!
+ H —— H! H + P + H— — +
68j30i 381 88j 60j 881 aaj aai
32H" 82c dc AR ac ace
HP + RC! — —— — R
365865 365004 385 865 365 305
32c dc AR ac dcv  dc OR
+ ————— RC! — — R '+
304963 365 305 96; 305 264 a8y
32R dR dc' 4ac ETeL dR ac®
C—— Q' + C + R + Q¢ — —/
aejaei a6 aaj aej a5 aaj 85
32c
CR ———
aajaai [2.2.4.27]
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donde la

derivada segunda de la matriz P tiene

la expresiodn:

ap 2% 0% AP % 38" 3% 0P
= —— PF! 4 —— —— + P + §
36588; 304964 985 80 385 804 964 a6,
32p OP 0% EY S %" aP aa'
+ & + @ + P + —_—
304004 a65 965 384 a8y 36y a8,
32g 3%E dE 90 OE IE"
+ &P + QE' + — — E' + — Q +
805065 384905 385 a6 TaxTy
3E @ 8% do GE' OE dE?
+ — %92 E' + E 28 E' + E 59 + 0 +
885 a0 36500, 365 905 85 ~ 88y
80 JE! d2E"
+ B —— — +
985 384 865364 [2.2.4.28]
32K %% 4% 3P o# AH' 9% P
9 - PH' + — —— — P —— + — —— H' 4+
905065 (865085 a0 905 365 65 365 a6y
32p aP OH' 0% SH!' P dH"
- § —— H' + B P + & — — +
30480 965 865 a0y 98y 304 364
d2H¢ 32 JE 488 OE acr
+ BP + 8CY + — — CV + — 8§ — +
805003 30400, 305 365 a8y =~ 2
dE 38 a%s as dcv  JE acs
+ — — C' + E——— C'" + E + +
TTR 86590 865 965 9645 8
as  ace 32¢ 0% IB
+ T + E§ —m }BO—]. - Bo_l = Bo-l -
a8y 385 364885 364 aty
9% _4 OB _ 3°B
- 557 Bo 1 :?9 B, ! - zB,”t —2— ;71 4
a6 5 TR 365084
JB )} aB d
-1]9% , ~1 %8¢ Q0 5 -1 -1
+ ZB B —0 B B
0 {aej O Fgy o aey O aa.} 0
3
[2.2.4.29]
siendo:
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% = #PH' + EBC' [2.2.4.30]

3% T ap 3H' IR 38 acy
—— = —— PH' + & —— H!' + &P + — 8C' + E—— C' + B8 ——
36y 384 364 36; 384 364 345
[2.2.4.31]
3% o® p dH' OE o8 ace
‘——"——-—“—"‘PH‘+§”H'+§PEE~+8—8—SC'+E5?"C'+ESBT
a8y 3by 04 j j 5 3
(2.2.4.32]
9%y, 0%% _3a 3P dg _ dM' 38 2P
= PH! + — —— H' + P + H' +
30508, 805805 a8 a6 P TR TN
a’p aP OdH' 93 AH" 3P 3H'
§ —— H' + & + P + & —— — +
3845064 865 885 305 284 865 883
32y 9%E OE a8 3E ace
+ 8¢Ct + — —— C' + — 8 — +
36506; 36300 885 a6, 805 385
JE 48 328 as ac*  9E act
4 — — C' + E —— C' + E + 8 +
365 983 365005 a8; 365 a6y a0y
a8 der 3¢
+ B — + E8 ———
384 96, 86530 5 [2.2.4.33]
2 2
2 “Mq _ Bo“l{aBQ Bo-l 9By _ 9°By dBg Bo-l aBQ}BO_l
CUNTH 395 89y 305845 a6y 30 4
[2.2.4.34)

Hessiano para modelos no estacionarios.

En el caso de modelos no estacionarios, las expresiones
del hessiano pasan a ser las siguientes:
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2
.aﬁ_ g_.gt_l .‘?__,IEI:J-Y " 4 a_n_t.._l _B_Y_t__l }H'Bt 1 lntt"lnt"l +
365365 305064 36,30, t72 3oy 905
j 391 3
Myy , > Fse - GiplBp_y YHYp Mp_q +
+ —33——!t=1—§—§t=1———1t + [Djg + Fijg ~ GijelBe t-1M¢-1
aY M
-1 -1 t-1 -11_
* Me_g¥e-p"H'Beog "I * J3¢Beg H{ Y = T 2 WPTD }
1 1
B - 3H
- -198¢-3 -1, _ -198
Mp 1Yoy "H'Beoy 5 =" Brog Cip * HygBeog® 26, Ye-1Me-y *
1
oM dH" aB
£-1 _ ~1 9B¢_4 -1
i Yt—l'{aa_ HiBi.y -337—} Beq "HYg 3Meq +
i 3 3
oY ' AR
7t-1 -1 el -1
+ M H'B Cip + My _Ye 4" B Ciy -
t-1 t-1 Cit t-1¥t-1 t-1 Cit
9y 3¢y
- JB IM
- -1 - t-1 -1 -1
Me_q¥e-1'H'Be g "105¢ ~ Ui * By "HYgy
69j 38
[2.2.4.35]
siendo:
- M Y, 1 3%y BY,_. 'OH"
Dit - =1 :Eﬂ—ﬂl + t—l i A § H' + Ht -1 __.Zt__l — -
8. 80, 364304 365 964
3 i 3
Yy _o" OB, _
- My, By_1-1
—b5— —a.g-j— (2.2.4.36]
- oM FH? Y, _.? JH? a%H)
Fit - __...Ll o 3 k-1 + Mt-lYt-ll— -
‘xt'*‘ﬁi"i‘ut' T TH 37530,
e v s JH" s 3By _
E-17t-1 54, Tt-171 385 [2.2.4.37)
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- oM JB Y ' JB
. -1 S __1;51__'__“___;51_!{.,_3_ -1
Gir = e BB ) t-1 +

t-1-1
265 'TH 265 304
dH? OB 32p
= -1 _ Z Pt-1
J 1
JB JB
MY 'H'Be1-1 T, t-1-1 g,
3
dB dB
aB -
- M, .Y, .'H'B —t-=1
t-1"t-1 t-1-1 44 t-1-1 agi [2.2.4.38]
- BM; 3 oY ' dH!
Hit = Ypq"HY + My S HY F My Yoy 'o
a8 a8 a8
3 3 j
M Y 'H*'B 9By
t-1%t-1 t-1-1 20 [2.2.4.39]
2
5., = 2Be—y o g -a, O OM e g 9%, L
it t-1-1 t-1 t-1 t-1
a0 . a8 d0. 08, 8608,
J b J 1 o R ¢
g ey My
364 aaj [2.2.4.40]
2 23 = ot _ 2
a2y, 37wy - d%; OYy_, 9%y 0¥ e 32¥, .,
365005 384304 3y 985 FF; a6y 365385

[2.2.4.41]

Las expresiones de las segundas derivadas de las condicio-

nes iniciales de K, By, Yy y My también cambian y pasan a ser
las siguientes:
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32B, 3%c ac  dR gc _ dc'  dc IR
= RC? —_— — + R +
364805 365905 885 984 38 365 864 36y
4R dc'  ac ace dR ac? a2ge
+ R + ¢ — CR — +
86; 865 885 36y 864 865 3046 ;
a2cg
aajaei [2.2.4.42]
2 2
;| Ko _ {a E , AE 48 o dE ace JdE 48 .
065305  la8590; 365 904 965 865 305 36y
, g8 9cr 9E _ dc as ac 3%c }B _1
ll o ! -
N TR TI T 384 a8 904384
2 _ 2
- It _9"Bg e 9By 0-1_§Ep a°s -1 _
68j681 LR aaj aajaei
- a_E_ Bo-l aB Bo-l - ai B -1 __B;Q B°-1 +
304 a8 4 30 36
- B 3B
+ E Byl —@ 5,1 —2 g -1
aej 305 [2. .43]
donde:
E = ESC! [2. .44
3E JE acy
— = —— 8C' + E — C' + EB
305 904 85 904 [2.2.4.45]
3E JE o
YT 8Cc' + E — C' + ES ;
j j 3 5 [2. .46]
%y,  9%E
65805 96530 [2.2.4.47]
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9°M, 329 928 _q= 8 ac
= -— clBo SI 4+ —
805805 804865 36406, 365 36
_ _ 2
- SBO-l a_B,Q 0-1 _‘?EQ 8 0”1 20__
305 304 365004
- 2
+ SBO-l {3=Bg 0 1 a_c,_ | J—— a ¢ []
a0 5 384 36564
2
_ {as ace 5 accr  _act Bo-l By
384 30 304805 805 36 .
ace ag' 98 9B -
384 38y 945 384
N sno’l 3B, 0_1 as' 38 0_1 ac .
30 88y  ady 384
38  _, 08" - _. 3B, _, 48!
3 6 4 LR 38
3s . (8By  _,- 38"
* 55, C'BoT {EEQ BoT'8 - 5 } )
i j 3
2
- 8B,"1 oc 98! _ 2 .1 9°8t _
365 865 305904
58,71 B0 g -1 %89 5 -13,
0 59, 0 34, O
i J
siendo:
8 = sc
38 08 ace
— = — Q' + B8 —
a8y 36, 384
as o8 ac
30  a0. - % 3.
J 3 3
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38"
a0

as"
Y

ac

aé

ac
a6

as!
g' + C —

as?
g* + C —
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2.2.5. EXpresion analitica exacta de la matriz de informacioén.

Un instrumento necesario para completar el proceso de
estimacién de un modelo econométrico, asi como para realizar las
pruebas de validacién del mismo, es la matriz de covarianzas de las
estimaciones de sus parametros. Esta matriz puede obtenerse a
partir de la matriz de informacion del modelo, ya que su inversa
proporciona una cota inferior a la matriz de covarianzas de los
estimadores de los parametros. En este apartado, se sigue fundamen-
talmente el trabajo de Terceiro (1990). Definiendo la matriz de

informacién como la esperanza matematica del hessiano:

aze(e
M(8) = E { el I }
600" |8

una forma alternativa de escribir el hessianoc de la funcidén de
verosimilitud es:

1 9B 3B 1 3B
Gij = g {"' - tr [ Bt-l __; B 1 _'_t ] + - tl‘_‘ [ t-l ‘__'_—'L ] -+
=1 LR 3?3 aaiaej

1
1 .y 9°B T
-5 tr [ g =B, ztzt']
2 86330 [2.2.5.1]

donde la expresion [2.2.5.1] se ocbtiene sin mds que aplicar las
propiedades del operador traza a [2.2.4.1). El término general de
la matriz de informacidén se obtiene tomando esperanzas en {2.2.5.1]
y teniendo en cuenta dos cosas: a) E(;t) = 0 y b) la derivada del
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proceso de innovaciones no depende del propio proceso de innovacio-

nes (vid. ecuacién [2.2.3.2]):

n 1 dB JB
= et hathich -3
[Mfa)]ij = tEl{ 5 tr [Bt—l 391 By 4 33j ] +

+ tr [Bt-l E [gz%_ EELL]]}

384 [2.2.5.2]

En la expresidén [2.2.5.2] el unico término desconocido es
la esperanza del producto de las derivadas del proceso de inncova-
ciones. El1 calculo exacto de esa esperanza requiere propagar el
siguiente sistema lineal de dimensién ampliada con matrices

variantes en el tiempo:

;%+1= i%;§ + Tpug [2.2.5.3]
23 = %2 + DRy, [2.2.5.4]
PR, = #pRR(ad)' + KPB (K] [(2.2.5.5]
Bf = Ep}(H?)" [2.2.5.6]
siendo:
;% = E(x{)
;g = E(28)
P} = EC(xd - x) (x@ - x}) )
B = E[ (22 - 28) (22 - 22) ']

Es decir, el sistema dado por las ecuaciones [2.2.5.3]-
[2.2.5.6] propaga la media y la matriz de covarianzas de un vector

de estado ampliado y de un vector de innovaciones también ampliado.
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Los componentes de dichos vectores de dimensiones 3n y 2mn,

respectivamente, son los siguientes:

- -
t/t-1 W
A/ dzy
a ax a 20 .
X, = i ¥4 L5 § 2y = 1
84
. dz¢
A%y stmi i 305 |
L 68_ .
J
- “ [~ .
: 0 0 Kt
a a® JH - a JdK
38 5 'TH 903
3% JdH - d £
36, "t ag ° *t 36
L 973 J i L 775
- = - = - b |
r oH aD
- — — H 0 — e—
ra _ EEq - x 22_ g - 64 p® - a6 4
t T TH 9H 4D
2 2 T, CF° TR
AL L 945 | L 905 ]
] 68j 89j |
y las condiciones iniciales del sistema:
x P
a 1] a 0
Xg = o Pg =| O
0

La condicidén inicial =®, sera obtenida de forma optima
utilizando el algoritmo desarrollado en el Apéndice B. Por tanto,
el calculo de la matriz de informacidén exacta sélo exige propagar
simultéaneamente las ecuaciones de un filtro de Chandrasekhar junto

con las primeras derivadas de dichas expresiones.
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No es posible obtener una factorizacién de los incrementos
de la matriz P%, al variar con el tiempo las matrices del sistema
i% Yy r%. En este caso, serian mas apropiados los algoritmos de
factorizacién de la propia matriz de covarianzas?. Sin embargo,
existe una razén practica que justifica la propagacién de P: de
acuerdo con [2.2.5.5]: la matriz de informacidén es evaluada sdélo
en un punto (el vector de parametros que maximiza la funcidn de
verosimilitud de la muestra). Por tanto, es menos probable que los
posibles errores de redondeo en el calculo de dicha matriz lleguen
a invalidar 1los resultados. Esto no ocurre en el proceso de
estimacién de los parametros, donde la matriz Py es propagada para
toda la muestra y evaluada en cada vector de parametros hasta
llegar al oéptimo.

Deben sefialarse, por ultimo, dos aspectos importantes en el
cdlculo de la matriz de informacioén:

- No es necesario calcular las derivadas segundas de 1la
funcién de verosimilitud y de las ecuaciones del filtro
de Chandrasekhar. Sélo se necesita informacion sobre sus

primeras derivadas.

+ Se calcula la expresién analitica exacta de la matriz de
informacién. Normalmente, se utiliza una aproximacion de
la misma que casi siempre consiste en sustituir en
[2.2.5.2] la esperanza matematica del producto de las
derivadas del proceso de innovaciones por el producto de
dichas derivadas®. El hecho de trabajar con una expre-
sidén exacta de dicha matriz es importante tanto en el
proceso iterativo de optimizacion como en la etapa de
validacidén del modelo econométrico que se ha estimado.
Asi, la contrastacién de cualguier hipoétesis sobre los
parametros estimados se puede llevar a cabo mediante el

test del multiplicador de Lagrange, que utiliza tanto el

4 yig. Bierman y Theornton (1980}.
3 vid. Watson y Engle (1983).
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valor del gradiente comc el de la matriz de informacidn
del modelo bajo la hipdtesis nula.

2.2.6. Propiedades asintéticas del estimador maximo-verosimil.

Los estudios sobre la consistencia del estimador maximo-
verosimil para observaciones dependientes se han desarrollado a
partir del trabajo de Cramer (1946) o el de Wald (1949). Siguiendo
al primero cabe destacar, entre otros, el trabajo de Crowder (1976)
y en la linea de Wald, los trabajos de Caines y Rissanen (1974) y
Heijmans y Magnus (1986a, 1986b). Todos estos estudios se diferen-
cian basicamente en usar mas o menos supuestos restrictivos y en
el grado de dificultud existente a la hora de comprobar su
cunplimiento.

En el marco de modelos en espacio de los estados, Pagan
(1980) demostrdé las propiedades de consistencia y normalidacd
asintética del estimador maximo-verosimil de 4, aplicando las
condiciones de Crowder (1976) a un modelo sin variables exogenas
y donde el vector z, es escalar. Sin embargo, es inmediato
generalizar este resultado al caso en que Zy Sea un vector de m

variables observables [vid. Pagan {1980)].

Las propiedades de consistencia y normalidad asintética son
méds dificiles de demostrar para un modelo en espacio de los estados
que contenga variables exdgenas. Caines (1988, Capitulo 7) estudid
las propiedades asintdticas del estimador maximo-verosimil de ¢,
considerando variables exdgenas deterministicas y estocasticas.
Bajo condiciones muy dgenerales, demostr¢é las propiedades de

consistencia y normalidad asintética del estimador por maxima
verosimilitud.

Resumiendo, si 8* es el verdadero valor del vector de
parametros 8¢ y 9N el estimador maximo~verosimil de ¢ dada una

muestra de tamano N, las propiedades asintéticas de dicho estimador
son:
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(a) Consistencia:

. - 3*
kin O

(b) Insesgadez asintoética:

lim E(f,] = 6%

N—co
{(c) Normalidad asintdtica:

by ~ N(8*, me*)17h

asy

(d) Eficiencia asintética:

. — L N |
Lim cov(By) = M(8*%)3
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CAPITULO 3

SELECCION DE ALGORITMOS Y ESTRUCTURA DEL SOFTWARE



3.1. Estructura general de un algoritmo de optimizacién.

El problema de optimizacién gue nos interesa resolver
consiste en:

MIN L(8) =
5 (¢)

b [
%))

N 1(mln 27 + 1n |Bt| + zt'Bt"lzt)

[3.1.1]
sujeta a un conjunto de restricciones de tipo igualdad, dadas por
las expresiones [2.2.2.1]1-[2.2.2.6] o bien por las ecuaciones

[2.2.2.7]-[2.2.2.12].

El primer término de esta funcidén es una constante que,
como tal, no se minimiza. El1 tercer sumando es una forma cuadra-
tica que representa la suma de cuadrados de los errores de
prediccién (;t), ponderada por la inversa de su matriz de cova-
rianzas (Bg). Si el sequndo término fuese despreciable, esta
funcion seria cuadrética y el criterio de maxima verosimilitud

seria equivalente al de minimos cuadrados ponderados.

De la funcién a minimizar dada en [3.1.1], se conocen sus
primeras y segundas derivadas analiticas, desarrolladas en el
Capitulo 2.

Notacidén utilizada.

Antes de comenzar a describir los algoritmos de optimiza-
ciéon utilizados para resolver este problema, es necesario
establecer la notacidén usada en este capitulo:

8 o : vector {(nxl) de estimaclones 6ptimas del vector de
parametros @.

E(Bk) : valor de la funcién objetivo en el vector de
parametros .

O : estimacidn del 6ptimo #, en la iteracién k-ésima.
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e

vector gradiente (nxl) de la funcidén objetivo
evaluado en el vector de parametros Gk.
hessiano de la funcién objetivo evaluado en el
vector de parametros Bk.

: direccidén de biusqueda del optimo seguida en la
iteracién k-ésima.

: longitud del paso tomada en la iteracion k-ésima.

Adoptando la notacidén anterior, la estructura general de

la mayor parte de los algoritmos que se emplean para optimizar
numéricamente [3.1.1] es la siguiente:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Fijar una estimacién inicial §o del éptimo 8, y el

maximo numero de iteraciones permitidas, K. Ir a 2).
Comprobar si en ese punto inicial se cumple la con-
dicién de convergencia del algoritmo, previamente

establecida:

2.1) Si 8y = 8,, el algoritmo ha finalizado.

2.2) Si no se cumple, pasar a 3).
Calcular una direccién de busqueda del optimo py.
Calcular una longitud de paso qj.
Calcular fy.q = 8y + apPi-

Hacer k = k+1. Si k £ K, volver al paso 2). En caso
contrario, detener el proceso.
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3.2. Criterios de convergencia.

Cualquier algoritmo de optimizacidén numérica necesita un
criterio de convergencia de forma que, si dicha condicidén se
cumple, el algoritmo se detiene por considerar suficiente la

aproximacién al o6ptimo.
Los criterios de convergencia pueden hacer referencia a:

1) El valor de la funcién objetivo en la dltima iteracion,
es decir, comprobar si la mejora en esta iteracidén ha

sido "pequena".

2) E]l cumplimiento de las condiciones de primer orden en

la ultima iteracién.

3) El1 tamafio del paso dado en la ultima iteracidn.

Sea fy,, la estimacién de #, en la iteracidn k+1 obtenida
mediante cualquier algoritmo. Las condiciones correspondientes a
cada uno de los criterios anteriores de finalizacién del algorit-

mo podrian ser:

1) |E(8k+1) - E(ﬁk)| < €, donde € es un escalar positivo

arbitrariamente pequefio.

2

—r

||gk+1” < €, 0 bien, lgi,k+1| < € Vi = 1,...,n.

3) |ox| < e.

El problema de estos tests de convergencia es gque son
sensibles a la escala de £(e) y del vector de parametros #. Por

ello, suelen emplearse versiones adimensionales, independientes

de la métrica del problema en concreto.
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3.3. Criterios para elegir la longitud del paso.

En un problema de minimizacidén, los métodos para determi-
nar la longitud de paso intentan garantizar que una vez que se ha
llevado a cabo una iteracién, el valor de la funcién objetivo
decrezca. Es decir:

e(bypy) < €(8y)

Los criterios para elegir la longitud de paso son métodos
de line-search o busqueda lineal de la longitud del paso a partir

de una direccién dada. Estos métodos pueden ser de dos tipos:

3.3.1. Eleccidén de la longitud de paso optima.

Este método consiste en resolver un problema de optimiza-
cién unidimensional en la variable ay. Este criterio esta basado
en la idea de que, una vez calculada la direccién de busqueda Py
el valor de la funcién objetivo alcanzado después de dar el paso
es:

e(Bppq) = (0 + apPy)

y esta expresion sélo depende de la variable @). Por tanto, se
puede plantear el problema:

min 2(0k+1)
%y

después de imponer alguna normalizacién sobre Py - Resolviendo
este programa se obtiene una solucidén optima o,, que da lugar a
la maxima reduccién en el valor de la funcién objetivo cuando nos

movemos desde fy,_, en la direcciodn py.
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3.3.2. Eleccidén de la longitud de paso por backtracking.

Este criterio consiste en comenzar, en cada iteracién, con
una longitud de paso ap = 1. Si el punto fy, + py no es aceptable
(de acuerdo con algun criterio), se vuelve hacia atras (redu-

ciendo a3 ) hasta que se encuentre un valor Bk + ayPyx aceptable,
En teoria, parece légico requerir que:

e(8yyq) < £(8y)

Sin embargo, esta condicién no garantiza que la secuencia
{ak} converga al minimo. Un primer problema es que el valor de la
funcidn puede decrecer muy poco en relacién al tamafio del paso.
En este sentido, se puede exigir que la tasa media de decreci-
miento desde £(fy) a £(8y,,) sea, al menos, una fraccién de la
tasa inicial de decrecimiento del valor de la funcidén en esa

direccidn. Es decir, dado A € (0,1), se ha de cumplir que:

El segundo problema puede ser que el tamafic del paso sea
derasiado pequefic en relacidén con la tasa inicial de decreci-
miento del valor de la funcién. Sin embargo, se puede exigir que
la tasa de decrecimiento de 2(s) desde el punto fy,, en la
direccidén py sea mayor que una cierta fraccidén de la tasa de
decrecimiento de £(+) desde fy en la direccion py,. Es decir, dado

B € (0,1}, se ha de cumplir que:
g8y + apPy) 'Px = BI(6y) 'Px [3.3.2.2]
En la practica, esta ultima condicidén no es necesaria
porque la estrategia de backtracking evita tomar pasos excesiva-

mente pequenos.

Por tanto, se ha de encontrar, en cada iteracién, un valor

de ayp que cumpla las condiciones [3.3.2.1] y [3.3.2.2].
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3.4. Direcciones de busqueda del optimo.

Como ya se ha dicho, una estrategia natural para resolver
un problema de minimizacién es asegurar que en cada iteracidn,
decrezca el valor de la funcién objetivo. Por tanto, la idea
basica es elegir una direccidén py desde un punto 8y, tal que si
Bk + #,, exista algun desplazamiento a lo largo de esa direccién

que haga decrecer el valor de la funcién objetivo.

Esta direccién es una direccién de descensol. Matematica-
mente, py, es una direccidén de descenso desde by * 04, si existe
algun ay > 0 tal que:

28y + oppy) < £(0y)

Una condicién necesaria y suficiente para que py sea una

direccidén de descenso es que:

g(fy)'pPx < O

Es facil obtener esta condicién a partir de un desarrollo en
serie de Taylor de la funcion £(s) alrededor del entorno del

punto .

3.4.1. Direccidén de Cauchy.

A partir del concepto de direccidn de descenso, parece
buenc intentar conseguir una gran reduccién en el valor de la
funcidén objetivo eligiendo py de forma que g(Bk)'pk sea "grande"
y hegativo. Sin embargo, debe imponerse alguna normalizacidn
sobre py, porque de lo contrario, para cualquier p, tal que
g(Bk)'p+ < 0, siempre es posible elegir una direccién Px como un
miltiplo arbitrariamente grande de P;-

1 Analogamente, para un problema de maximizacidn se define
el concepto de direccidén de ascenso.
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Por tanto, el objetivo es encontrar p, de modo que

g{fy) 'Px sea minimo sujeto a alguna normalizacién de py. Es

decir:
min g(fy) 'pyx
Px
5.a "Pk“ =1
La solucion a este problema depende del tipo de norma que
se utilize. Si se elige la usual "Pk" = (pk'pk)%, el minimo es:

P = —9(8y)/lacey |

y ésta es la direccidén de Cauchy. Con respecto a la misma cabe

sefalar que:

(a)

(b)

()

(d)

Aungue es una direccidén de descenso, los algoritmos
basados en ella sélo tienen una tasa de convergencia
lineal?.

Los algoritmos basados en esta direccidén se acercan
rapidamente al éptimo en las primeras iteraciones,
independientemente de las condiciones iniciales de las
que se parta. Sin embargo, su comportamiento empeora

en la cercania del dSptimo.

Esta direccidn sélo usa informacién sobre las primeras

derivadas analiticas de la funcidén a optimizar.

Es una direccién muy sensible a los cambios de escala
del vector §.

2 yn algoritmo es linealmente convergente si, aplicado a una
funcién lineal, converge en una iteracién.
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3.4.2. Direccién de Newton.

La direccién de Newton se basa en una aproximacién de
Taylor de segundo orden a la funcién objetivoe en un entorno de
0. Asi, sea ¢(§) la aproximacién de segundo orden de £(8).

Entonces:

1
P(0ger) = €00g) + gx' Fgqn ~ Ox) * 5 (Ogeq - Ox) '6x (Fx41 — Ox)

Las condiciones de primer orden del problema:

min  [@(0yyq) - £(0y))
Oxe1

son:

gy + Gx(fyyq ~ fx) = 0

y por tanto, se obtiene la siguiente regla de actualizaciédn:

P |
fxe1 = fx - Gk 9

El vector de parametros actualizado fy,, sera un minimo
global si la matricz Gy es estrictamente definida positiva. E1
buen condicionamiento de 1la matriz hessiana es una condiciodn

necesaria y suficiente para que:
(a) La direccién de Newton sea de descenso.
(b) El1 algoritmo sea cuadraticamente convergente3.
(c) La ventaja de este algoritmo es gue si f#, esta lo
suficientemente cerca del optimo #, y G es definida

positiva, la secuencia (f} generada por el algoritmo

converge muy rapidamente a 8.

3 un algoritmo es cuadraticamente convergente si, aplicado
a una funcién cuadratica, converge en una sola iteracidn.
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(d) Esta direccién no sélo usa informacidén sobre las
primeras derivadas de 1la funcién objetivo, sino
también sobre las segundas derivadas. Es decir, en la
actualizacidn del vector de parametros tiene en cuenta

la curvatura de la funcidén objetiveo.

(e) La direccidn de Newton es independiente de la escala
de 8.

Es importante notar que habria que disponer de alguna
modificaciodn del método de Newton cuando el hessiano, evaluado en
algin punto, no es definido positivo, que es el principal
problema de dicho algoritmo. Se tienen, entonces, los métodos de
cuasi-Newton o de Newton modificados.

3.5. Método de Newton modificado para asegurar el buen condicio~-
namiento de Hy.

Este algoritmo consiste en aplicar el método anterior a

Gy para encontrar la descomposicidén de Cholesky de la matriz:

donde:

px = 0 si Gy es una matriz definida positiva.
B > 0 si G es una matriz no definida positiva.

En cualquier caso, se resuelve:

Ix+1 = fx — Hg-19k

Yy si 84 esta muy cerca del minimo 4, y G, es definido positivo y
estd bien condicionado, este algoritmo es equivalente al ante-
rior.

Sin embargo, este ultimo algoritmo tiene la ventaja de que

la direccidén de Newton modificada -Hk_lgk es una direccién tal
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que, cualquier funcidén £(e+) dos veces diferenciable, decrece a
partir de cualquier punto fy, distinto del JSptimo.

Dennis y Schnabel (1983) demuestran gue es posible
calcular a la vez el escalar pu, 2 0 y la factorizacion de
Cholesky de Hy. Cuando Gy no es definido positivo, el escalar By
mas pequeilo que hay que anadir al hessiano ha de ser ligeramente
mayor que el menor autovalor de dicho hessiano. En primer lugar,
se aplica un algoritmo modificado de factorizacidn de Cholesky4
a Gy. Este consiste en calcular Gy + D = LL* siendo D una matriz
diagonal con elementos no negativos que se convierten en cero si
Gy es definido positivo. Por tanto, si D = 0, br = 0. Si D+ 0,
se calcula una cota superior de 4, (denotada por bl), usando para

5

ello el teorema de Gerschgorin®. Como existe otra cota superior

a py definida como:
b, = max (4;:
2 = ,25%, ()
se elige py = min(b,;, b,). De esta forma, se perturba lo minimo
posible el hessiano para asegurar su buen condicionamiento. Por

ultimo, se calcula la factorizacién de Cholesky del hessiano

Por tanto, habria que comenzar en cada iteracidén con el
método de Newton. Este método se usaria si con &l se da un paso
razonable (por ejemplo, si el valor de la funcién decrece). Si no
ocurre esto, habria gue retroceder y tomar un paso dictado por un
meétodo global. Con esta estrategia, siempre se acabara usando el
meétodo de Newton cerca del 6ptimo, obteniendo una rapida conver-
gencia local.

En cada iteracioén k, este algoritmo se puede resumir en
los siguientes pasos:

4 vid. Gill y Murrey (1972).
5 vid. Dennis Yy Schnabel (1983).
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(1) Calcular gy y decidir si parar o continuar de acuerdo

con algun criterio de convergencia previamente fijado.

(2) Calcular Gy.

(3) Aplicar una técnica de factorizacidn a Gy y calcular

su numerc de condicidén. Si dicho hessiano estda mal
condicionado, se perturba de la forma descrita ante-

riormente.

(4) Calcular sy = —Hk'lgk, siendo Hy = G + pyI.

(5) Hacer 6y ,, = fp + sy o bien, elegir fy .,y pPor una

estrategia global. Volver a (1).

3.6. Descripcion de los algoritmos de optimizaciodon utilizados.

Los algoritmos de optimizacidn escogidos para minimizar la

funcion de verosimilitud dada en [3.1.1], utilizan la direccién

de Newton por las siguientes razones:

Dicha funcién es muy similar a una funcién cuadratica,
sobre todo, si el segundo término de [3.1.1] es despre~

ciable con respecto al tercero.

Se dispone de la expresién analitica exacta del gradien-
te y del hessiano de dicha funcién, que es la infor-
macién que utiliza la direccidén de Newton para ac-

tualizar el vector de pardmetros en cada iteracidn.

Usualmente, puede disponerse de una buena condicién
inicial sobre el valor éptimo de los parametros. Esto
proviene del conocimiento que se tiene a priori del
modelo econométrico objeto de estudio o de la estimacion
de dichos coeficientes por otros procedimientos distin-

tos al desarrollado en este trabajo.
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Con respecto al criterio de eleccién de la longitud de

paso, se ha utilizado un método de backtracking. Se comienza

siempre que sea posible con @, = 1, con el objeto de mantener la

ventaja del método de Newton cerca de la solucion.

Basicamente, se han utilizado tres algoritmos de optimiza-
cién alternativos:

« un método de line-search,
» dos métodos de model-trust reqion.

incorporados en UNCMIN (UNConstrained MINimization) y que, a
continuacién, se describen. UNCMIN es un sistema modular de
subrutinas escritas en FORTRAN desarrollado en la Universidad de
Colorado y basado en los métodos descritos por Dennis y Schnabel
(1983) . El paquete estd disehado para minimizar, sin restriccio-
nes, campos escalares no lineales y derivables continuamente dos
veces.

3.6.1. Método de line-search.

La primera aproximacidén para iterar desde una solucidn
fuera de la region de convergencia del método de Newton, es el
método de line-search (o de busqueda lineal). La idea de este

método es la siguiente:

(1) Se calcula una direccién de descenso Pyk-

(2) Se calcula fy,q = 0y + aypy para algun ap 2 0, que
haga 6y,4 un punto aceptable. En este método, se usa
una direccidén de cuasi-Newton py = —Kk-lgk donde 1la
matriz hessiano se calcula como Hy = Gy + p3X, siendo
Ky = 0 sl Gy es estrictamente definida positiva. Esto
permite gue el algoritmo mantenga una rapida conver-
gencia local.
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Definidas las condiciones [3.3.2.1] y [3.3.2.2], pueden
demostrarse los tres resultados siguientes:

(1} Teorema de Wolfe (1969,71):

(a) Dada cualquier direccién py, tal que se cumpla gque
g(fy)'Py < 0, existe un ¢ > 0 que satisface las
condiciones [3.3.2.1] y [3.3.2.2].

(b) Cualguier método que genere una secuencia de valores
{8} tal que g0y} (Ogyq - fg) < Oy satisfaga las
condiciones [3.3.2.1]-(3.3.2.2], es un método global-

mente convergente.
(2) Teorema de Dennis y Moré (1974): Cerca de un minimo de £(e),
donde el hessiano es definido positivo, el paso de Newton
satisface las condiciones [3.3.2.1]-[3.3.2.2].
Lo importante de estos resultados es que muestran que
pueden crearse algoritmos globalmente convergentes intentando
siempre primero el paso de Newton.

La estructura del algoritmo es la siguiente:

Algoritmo A.1: Dado un valor A € (0, 1/2) v ©0 < ¢ < 1, tomar

primero o) = 1. Mientras se cumpla la condicidn:

L0y + ayppy) > £(8y) + Xopg(fy) 'Py

se toman pasos ay = pay, siendo g algun valor p € {{,u], que en

cada instante es elegido por line-search. Por dltimo, se calcu-

la:

Ox4a = fx + oyxPx

Para encontrar la longitud de paso ay en cada iteracidn,
se utiliza el Algoritmo A.l1. En el paquete UNCMIN se fija un
valor } = 107%. La forma de obtener el valor de @) que satisface
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las condiciones [3.3.2.1] ¥ [3.3.2.2) se describe a continuacion.
Si se define:

L(ap=a) = (8 + apy)
y es necesario hacer backtracking, se usard la informacion mas

reciente acerca del valor de £(e). Se dispone de dos fuentes de
informacién acerca de &(ap=a). Por un lado:

2 (a=0) = £(fy) 2' (a=0) = gy'Py [3.6.1.1)
Yy por otro lado, al calcular E(ﬁk + pk), se conoce:
2{a=1) = £(8y + Py) [3.6.1.2]
Si t(8y, + py) no satisface las condiciones [3.3.2.1]-
[3.3.2.2] (es decir, si E2(a=1) > &{(a=0) + Af'(a=0)), se ajusta
£ (ay=a) por un modelo cuadratico unidimensional (denotado por
m(a)) que satisface [3.6.1.1] y [3.6.1.2]. Es decir:

m(a) = [€(a=1) - 2'(a=0)}a? + £'(a=0)a + £ (a=0)

Minimizando la funcién m(a) con respecto a a, se obtiene
la solucidn:

~ - &' (a=0)
a::
2[2(a=1) - £{(a=0) — L'(a=0)]
que es un minimo, ya gue:
m'(a) =0

y también cumple la condicién de segundo orden:
m''(a) = 2[&(a=1) - £(a=0) - £'(a=0)] > ©
al poder demostrarse que:
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L(a=1) > €(a=0) + AL'(a=0) > £(a=0) + &' (a=0)

Es facil ver que a > 0 al ser £'{a=0) < 0. Por tanto, se
tomara a como el nuevo valor de oy en el Algoritmo A.1l. Ademas,

como £(a=1) > £(a=0) + A&'{(a=0)}, se tiene que:

~ 1
<-—_——
2(1 - X}

Y de hecho, si £{a=1) > £(a=0), se tiene que:

~ 1
@ < —

- . ) . »
Por tanto, el valor éptimc a proporciona una cota superior

al valor de u = 1/2 para obtener el primer valor de p en el
Algoritmo A.1.

En el paguete UNCMIN, este algoritmo tiene dos caracteris-
ticas:

(1) Se fija un paso de longitud minima. Esto sirve para
contrastar si se ha llegado al 6ptimo. Si la condicidn
[3.3.2.1] no se cumple, pero "akpk“ es menor que la
longitud de paso minima, se ha llegado al éptimo.

(2) El usuario fija una longitud de pasc maxima, ya que se

pueden dar pasos excesivamente grandes cuando se

calcula py = -Hkhlgk y Hy es una matriz casi singular.
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3.6.2. Métodos de model trust-reqion.

Estos algoritmos no suponen dque los pasos de longitud
corta deben estar en la direccion de cuasi-Newton. Como se ha
visto, si el paso de cuasi-Newton no es satisfactorio, en los
métodos de line-search se elige una longitud de paso menor y se
mantiene la misma direccidén del paso. La nueva longitud de paso
se consigue construyendo un nuevo modelo cuadratico unidimensio-
nal, basado solamente en la informacién sobre la funcién y el
gradiente en la direccién de cuasi-Newton.

En estos nuevos métodos, cuando se necesita encontrar un
paso mas corto, primero se elige la longitud de paso y luego, se
usa el modelo cuadratico n-dimensional para elegir la direccién
del mismo.

Una vez realizada la primera iteracidn, parece razonable
pensar que se tiene una idea sobre la longitud de paso a tomar a
partir de ese punto. Por ejemplo, de la longitud de paso tomada
en la iteracidén k se puede deducir una cota superior de la mejor
longitud de pasc a adoptar en la iteracion k+1l. Es decir, en
estos métodos se usa informacién sobre la funcidén, obtenida en
las iteraciones anteriores, para estimar la mejor longitud de
paso en la siguiente iteracidn.

Supongamos que estamos en un punto f, y se dispone de
alguna estimacioén (§)) de la maxima longitud de un "buen" paso.
Surge entonces la pregunta de ¢(cémo seleccionar un paso de
longitud maxima §6;, desde el punto #,?. Existe una respuesta
natural si volvemos a un modelo cuadratico. Afiadiendo la idea de
acotar la longitud maxima del paso por &, > 0, la respuesta es

conseguir un paso §y due resuelva el problema:

1
min £ (8 + #,)'s + - g'VH. 8
(fy) + g(fy) > k

s.a "s” < by
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La solucién a este problema viene dada por el siquiente
lema:

Sea £: X" -+ % dos veces continuamente diferenciable y Hy
una matriz simétrica y definida positiva. Entonces:

s(u) = -(Hg + pI) 1g(fy)

para un unico u 2 0 tal gque "s(u)" = &, salvo que "s(O)H < by
En este caso, 8(0) es la solucidén de Newton. Es evidente que para

cualquier u > 0, s(u) define una direccion de descenso desde el
punto 8.

No obstante, no hay ninguna garantia de que el punto 9k+l
que resuelve exacta o aproximadamente el problema anterior sea el
siguiente paso aceptable, aunque lo sera si §, es un "buen" paso
acotado. Por tanto, un paso completo en un algoritmo de trust-
regqion tiene la siguiente forma:

Algoritmo A.2: Dada £: ®” - R, & > 0, 8, € R" y Hy e RXN

simétrica y definida positiva, repetir en cada iteracion:

(1) 8k+1 = Gk + Sy, siendo sy la solucidn del problema
anterior.

(2) Decidir si fy,, es un punto aceptable de acuerdo con
algun criterio establecido y calcular un nuevo valor
de §; hasta que Bk+1 sea un punto aceptable.

(3) Hacer 8, ., = §y.

Existen dos aproximaciones para encontrar el paso en este
tipo de algoritmos:

(1) El1 paso éptimo localmente restringido o hook step: Consiste
en encontrar un paso 8(u) = —(Hy + uI)'lg(ﬁk) tal que se cumpla
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que ﬂs(u)“ = §y y calcular 8k+1 = 8k + s(u). Este método encuen-

tra una solucidén aproximada p)p a la ecuacidn escalar:
#(p) = [s(w)] - 8 =0

(2) El1 pasc double dogleq: Este método también encuentra una
solucidén aproximada al problema anterior. Sin embargo, mas que
encontrar un punto 8k+1 = ek + s(uy) sobre la curva s(u) tal que
se cumpla dque "€k+1 - Bk" = §), aproxima esta curva por una
funcién lineal conectando el punto de Cauchy (el éptimo del
modelo cuadratico en la direccién de maximo descenso) con la
direccién de Newton para ese modelo. Esta estrategia se basa en
moverse en la direccidén de Cauchy cuando §) es pequefic y en la

direccidén de cuasi-Newton cuando 8y se incrementa.

Actualizacion de la region de confianza.

Para completar el paso global dado en el Algoritmo A.2.,
es necesario decidir si el punto 8y,, encontrado por hook step o
por double dogleq step es una iteracidn aceptable.

(a) Si 8k+1 no es aceptable, se reduce el tamahoc de la
region de confianza y se minimiza el mismo modelo

cuadratico sobre una regidén de confianza més pequefa.
(b) 8i fy,4 es un punto satisfactorio, hay que decidir si
el tamafio de la regién de confianza debe aumentar,
disminuir o mantenerse para dar el siguiente paso.
La condicién que hace de fy,, un punto aceptable es:
donde A € (0, 1/2). En UNCMIN, de nuevo, se elige X = 10™4 ya que

la condicidén [3.6.2.1] es mas fuerte que L(0gyq) < E(ﬂk).
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Si 8y4q no cumple la condicidén [3.6.2.1], se reduce el
tamafo de la regién de confianza y se vuelve a encontrar la
solucién aproximada del problema de minimizacidn restringida por
hook step o por double dogleq step. El factor de reduccién del
tamano de la regién de confianza se obtiene aplicando la misma
estrategia de backtracking del algoritmo line-search. Aplicando

esta estrategia, se obtiene:

o - - g(0g) " (Bgeq ~ O
208 (Ben) - B(By) - a(8y) ' (Byyq - O)))

Y el nuevo radio de la regién de confianza es:

Sp+1 = a*“9k+1 - ﬂkﬂ

Si 634, cumple la condicién [3.6.2.1], hay que distinguir

dos casos:

(1) Si 9k+1 estd en el paso de Newton, se toma este paso,
se actualiza §, se forma el nuevo modelo y se pasa a

la siguiente iteracién.

(2) Si (6y4q — 8x) no esta en el paso de Newton, primero
se intenta dar un paso mas largo desde Bk usando el
modelo actual. Si 8k+1 es ya un punto aceptable, hay
que actualizar el valor Sk+1- En este aspecto, hay
tres alternativas: que se doble su tamafio, que se
reduzca a la mitad o que se mantenga. Asi, si el
modelo cuadratico con el que se estad trabajando
predice bien la funcidén, se aumenta el tamafioc de la
regidén. Si por el contrario, se esta prediciendo mal,

se reduce su tamafo.
En el paguete UNCMIN, en concreto, se define la reduccién

real en el valor de la funcidén como g = L(0gpq) — 2(8x) Y la

reduccidén prevista en el valor de la funcidn a través del modelo
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cuadratico con que se trabaja como pred = my (fppq) - e(fy). ¥

definidos asi estos incrementos, las estrategias a tomar son:

+ 81 g < 0.75gwaise toma Sy q = 26y-
+ Sig> 0.10g,..4 se toma Spe1 = 1/28y.

« En cualquier otro caso, se toma Spy1 = Ok

3.7. Criterios de convergencia utilizados.

El criterio de convergencia utilizado para decidir 1la
finalizacidén de cualguiera de los algoritmos descritos, esta

referido al cumplimiento de las condiciones de primer orden.

La justificacion de usar dicho criterio es que, aungque la
condicién gy = 0 también puede darse en un maximo o en un punto
de silla, la utilizacidén de métodos globalmente convergentes y la
estrategia de perturbar el hessiano siempre gue no sea estricta-
mente definido positive, hace practicamente imposible que el
algoritmo converga a un maximo o a un punto de silla. Por tanto,
en nuestro contexto, la condicidén gy = 0 es una condicidn
necesaria y "casi" suficiente para que 6y sea un minimo de la
funcion £ (e).

En precisién infinita, una condicidén necesaria para que @
sea un minimo es que:

gk=0

Sin embargo, en precisién finita, es necesario relajar la
condicién anterior y sustituirla por:

lox|l < e

siendo € una tolerancia arbitrariamente pequefha. Sin embargo,
este test no es adecuado porque depende de la escala de ﬂk y de

2(e). Por ejemplo, si se fija € = 1073 Yy los valores de £(e)
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estan en el rango [10"7, 107%], es muy probable que cualquier
valor de #fy satisfaga esa condicién de convergencia. Por el
contrario, si los valores de £(¢) estan en el rango [105, 107],

esa condicién puede ser demasiado exigente.

Para resolver este problema, se puede usar el siquiente

criterio:

lgk'Gk-lgkl < €

Esta condicidén es independiente de la escala de fy, pero

sigue dependiendo de la escala de £(e).
Una mejora del test anterior consiste en definir el
gradiente relativo (GR) de la funcién £(e) en el punto &y, de la

siguiente forma:

L (B +80y) — £(By)

tasa de cambio relativa de ¢ E(8y)
GR = = 1im =
tasa de cambio relativa de 8y $&-0 6/8; k
_ 9% ,x
E(Gk)

donde e; es un vector unitario y §; , es la componente i-ésima
r

del vector # en la iteracién k. Con esta definicidn, se exige el

cumplimiento de la condicién:

ler(8,) || < €

donde € es la tolerancia del gradiente. Este criterio es indepen-
diente de cualquier cambio en la métrica de £(e) o de fy. Tiene
el inconveniente de que la idea de cambio relativo en £(s) © en
fx se rompe si el valor de Bi,k o E(Bk) es muy cercanc a cero,
Sin embargo, este problema se resuelve sustituyendo ei,k Yy £€(e)

por méx{[ﬁi’kl,t(ﬂi’k)} y max{|£(8y)]|,t(2)}, respectivamente,
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donde t(8; ) Y t(¢) es una estimacién de la magnitud tipica de
r
Bi kY £(e), respectivamente. Con estas modificaciones, el test
r

resultante v mds utilizadec en UNCMIN es:

gy ) max{|8; |, T(8; x)}
NaX i,k i,k 1,k <

1<i<n max{[€(@) [, €(Z))

Otro criterio de convergencia disponible en UNCMIN es el

siguiente:

frerca )| < n

6

donde n es 1la tolerancia del paso® y rel(Bk) es el cambio

relativo en los valores de Oi X definido como:
F

_ 105 x+1 ~ fi xl
max{ [#§ yr1l, €5, %))

rel(&i’k)

3.8. Escalamiento de variables.

El paguete UNCMIN trabaja con variables escaladas. La
razén es que, en la practica, algunas variables pueden diferir
mucho en cuanto a magnitud. Por ejemplo, supongamos que 1los
valores de una variable #, estan comprendidos en el rango [102,
103] y los de una segunda variable #, estan comprendidos en el
rango [10'7, 10“6]. Una métrica tan dispar en estas variables da
lugar, frecuentemente, a errores de redondeo importantes. Por
ejemplo, al calcular términos como “9k+1 - Bk"' en el caso
anterior la segunda variable serd practicamente ignorada. Este
problema se soluciona reescalando las variables, es decir,

cambiando sus unidades de medida. Esto es equivalente a efectuar

6 La tolerancia del paso se fija dependiendo del numero de
digitos significativos que se desee en la solucién. Asi, si se
quieren p digitos, se elegiria 5 = 107 P.
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el cambio de variable # = T8, siendo T una matriz diagonal de
factores de escala. En el ejemplo anterior, esta matriz puede ser
T = diag{10”3, 10%).

Por tanto, se trabaja en un nuevo espacio de variables, se
obtiene el paso global y después, se deshace la transformacidn
aplicada a las variables. El resultado fundamental es que el paso
de Newton no cambia ante esta transformacién en las variables,
pero la direccién de Cauchy si. Esto quiere decir gue un paso de
busgqueda lineal en la direccion de Newton no esta afectado por el
cambic de unidades, pero un pasc en la regidén de confianza si
puede cambiar.

Por estas razones, en el uso del paguete UNCMIN el usuario
debe proporciocnar una matriz de escala T correspondiente al
cambio de unidades deseado en cada problema. En realidad, sélo se
ha de ofrecer un vector de tipificaciones de todas las variables
del problema y el algoritmo correspondiente construye la matriz
T = diag{1l/t(¢,), ..., 1/t(d,)}, de forma que la magnitud de cada
variable transformada es del orden de la unidad. Lo que no
permite UNCMIN es un escalamiento dinamico, dque podria ser
conveniente cuandc en el proceso de optimizacidén alguna variable
cambie mucho su orden de magnitud.

3.9. Aproximacién del gradiente y del hessiano por diferencias
finitas.

A veces, las expresiones analiticas exactas del gradiente
y del hessiano de una funcidn a optimizar no estan disponibles.
Esto no ocurre en nuestro contexto, ya gue dichas expresicnes
estdan dadas por las ecuaciones [2.2.3.2]1-[2.2.3.12]. Sin embargo,
estas derivadas pueden aproximarse por diferencias finitas,

aungue habra un error asociado a dichas aproximaciones.

La aproximacién por diferencias finitas hacia adelante del

componente (i,j)} de g(f) sera:
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£;(8 + he.) - 21(9)
alj = N

donde ey es un vector unitario. Esto es equivalente a aproximar

la columna j-ésima de g{f) por la expresion:

2(8 + hes) - 2£(8)
A.. = 3
] h

donde "A.j - g(@)" = O(h) para un valor de h suficientemente
pequeno. Es decir, el error cometido al realizar esta aproxima-

cién es de orden h.

Es mAs precisa la aproximacién por diferencias finitas
centrales, dada por la expresiodn:

e(8 + hey) - 2(8 - hey)

a: =
1 2h

gue como se observa, reguiere evaluar la funcién el doble de
veces que la aproximacidén anterior, pero el error cometido es

menor, ya que |aj - g(8);] = o(h?).

En Dennis y Schnabel (1983) se muestra que, si se elige
adecuadamente el tamano del paso para la aproximacidén por
diferencias finitas, el método de Newton sigue teniendo una tasa

de convergencia cuadratica.

De hecho, proponen perturbar cada componente de # por su
propio tamano de paso hj = n%ﬂj donde n es el épsilon de la
méquina7. Es decir, no hay razén para gue haya un unico tamafio
del paso, pudiendo ser no conveniente si la magnitud de los

componentes Gj difieren wmucho entre si. Como este tamafio del paso

7 gl épsilon de la maquina se define como el menor numero
cuya suma coh 1 difiere de 1.
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puede ser muy pequeno si los valores de Bj estan muy cerca de
cero, se puede modificar a:

hy = n* max{|{65], €(85)}

donde t(Bj) es la magnitud tipica del componente 8j.

3.10. Uso del pagquete UNCMIN.

Los datos requeridos por el programa UNCMIN son la
dimensién del problema, una subrutina para evaluar la funcidén

£(8) y una estimacién inicial 8, del Sptimo 4,.

El usuaric puede controlar los métodos para evaluar las
primeras y segundas derivadas de la funcién a optimizar. E1 uso
del programa es ineficiente en el caso de optimizacién de una
funcién de una variable y sdélo tiene una limitacidén: no puede
haber mas de 100 pardmetros a estimar. Sin embargo, en la
practica, es claro que ésta no es ninguna restriccidén, pues es

raro encontrar modelos econométricos con mas de 100 pardmetros.

3.10.1. Eleccién del método de optimizacidn.

El programa dispone de tres estrategias globales de
minimizacidn:

(1) El método line-search.

(2) Dos métodos de trust-region: el paso dptimo localmente
restringido (hook step) y el paso double dogleq.

A menos que el usuario especifique un método concreto, el
programa empleard por defecto el método de line-search. El mejor
funcionamiento de los tres métodos de optimizacidén alternativos
dependera del problema concreto bajo estudio. Es decir, a priori,

no se sabe qué método sera mas adecuado en una situacidén particu-~
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lar. Parece que los métodos de trust-region funcionaran mejor que
el de line-search en modelos donde el condicionamiento de 1la
funcién objetivo sea maloc o cuando los parametros a estimar no

puedan superar una zona de invertibilidad.

3.10.2. Cdlculo del gradiente y del hessiano.

Este programa permite elegir entre proporcionar el
gradiente y el hessianoc analiticos de la funcion a minimizar o
calcular una aproximacién a dichas expresiones por diferencias
finitas. Es un paquete muy flexible en este aspecto, permitiendo
elegir entre una amplia gama de combinaciones entre derivadas
analiticas y/o calculadas por diferencias finitas.

Ademas, a menos que el usuario no lo desee, UNCMIN realiza
siempre una comparacidén entre el valor del gradiente y/o el
hessiano analitico (proporcionado por el usuario) y su valor
aproximado por diferencias finitas. Si ambas magnitudes difieren
en mas de un 1%, el programa finaliza con un mensaje de error.
Esta comparacién permite comprobar, en cada caso, si ha habido
algun error en el calculoc por parte del usuario de las expre-
siones analiticas de las primeras y segundas derivadas de la
funcién.

En este trabajo, siempre se proporcionan las expresiones
analiticas exactas del gradiente y del hessiano y se pide que el

programa compare estas magnitudes con las calculadas por diferen-
cias finitas.

El usuario también puede especificar si 1la funcidn
objetivo es o no "costosa" de evaluar en cada vector de parame-
tros. Cuando es asi, puede ser ventajoso utilizar los métodos de
la secante para aproximar el hessiano (que no regquieren evalua-
ciones de la funcidn objetivo), mas gue el método de diferencias

finitas, gque si requiere esas evaluaciones. El1 método de 1la
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secante utilizado es el de Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shan-

n08 .

3.10.3.

datos:

fijar:

Entrada en el programa,

Dispone de dos subrutinas de entrada.

En la primera, el usuario debe proporcionar los siguientes

el numero de parametros a estimar.
un valor aproximado del valor de la funcidn objetivo
cerca del optimo.

un vector de condiciones iniciales de los parametros.

En la segunda, ademas de lo anterior, el usuario puede

el tamafio maximo y minimo permisible del paso.

el radio de la regidn de confianza inicial si es elegido
ese método de optimizacidn.

el grado de tolerancia del wvalor de la funcidn, del
gradiente y del paso para los criterios de convergencia.
las tipificaciones de los parametros para calcular una
matriz de escala de las variables®.

el maximo numero de iteraciones permitido, etc.

Como se observa, la entrada del programa permite tener un

control absocluto del proceso de optimizacidn.

8 vid. Dennis y Schnabel (1983).

9 No es necesario ofrecer este vector de tipificaciones de
los parametros, pero es muy conveniente si se sabe que los
6rdenes de magnitud de los componentes de # difieren mucho entre

si.
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3.10.4. Control de los resultades.

cuando el algoritmo de optimizacidén elegido finaliza, el
programa devuelve el control ofreciendo una aproximacién § al
minimo local 8,, el valor de la funcién en ese punto 2(5), el
valor del gradiente g(?) y un mensaje que indica por qué ha
finalizado el algoritmo. Por ejemplo:

+ Se ha convergido.

+ Se ha excedido el numero de iteraciones permitido.

+ La funcién a minimizar es demasiado no lineal.

» La funcién a minimizar no esta acotada inferiormente o

el tamafno maximo del paso fijado es demasiado pequefio,
etc.

Por ultimo, conviene sehalar que el paquete UNCMIN
originalmente programado en precisién simple, ha sido convertido

a precisién doble para evitar problemas numéricos en el proceso
de calculo.

3.10.5. Organizacién del programa de estimacidén de modelos
econométricos en forma de espacio de los estados mediante
un filtro de Chandrasekhar.

El programa de estimacion consta de las siguientes partes:

+ Un programa principal.

« El1 pagquete de subrutinas UNCMIN.

+ La subrutina de cadlculo del valor de la funcidén a
optimizar.

+ La subrutina de cédlculo del valor analitico del gradien-
te de la funcidn objetivo.

- La subrutina de calculo del valor analitico del hessiano
de la funcién objetivo.

+ La subrutina de c¢&lculo del wvalor de la matriz de

informacién.
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« Ta subrutina de calculo de las condiciones iniciales
optimas del vector de estado.

+ Las subrutinas del modelo concreto a estimar.

Todas las subrutinas estan programadas en FORTRAN ¥y

precisidén doble.

La funcién del programa principal es leer las dimensiones
del problema y distribuir la memoria disponible entre las
matrices necesarias, dando a cada una de ellas la dimensién
exacta requerida por el problema. La memoria total disponible

puede cambiarse modificando un pardmetro del programa.

El programa principal llama a UNCMIN para optimizar la
funcién objetivo. Una vez que el algoritmo elegido finaliza,
UNCMIN devuelve el control y el principal llama a la subrutina de
cdlculo de la matriz de informacidén. Esta rutina calcula dicha
matriz, las desviaciones tipicas de los pardmetros estimados y la

matriz de correlacién entre ellos.

Cuando UNCMIN necesita el calculo del valor de la funcidn,
del gradiente y del hessiano, llama a las subrutinas correspon-
dientes, Y éstas llaman (opcionalmente) a la rutina de calculo de
las condiciones iniciales éptimas del vector de estado.

El cdlculo del valor de la funcidn cbjetivo, del gradiente
y del hessiano, ha sido programado de acuerdo con las expresiones
anliticas exactas desarrolladas en el Capitulo 2. La subrutina de
calculo de las condiciones iniciales del vector de estado se
corresponde con el algoritmo maximo-verosimil de estimacidén de

dichas condiciones, descrito en el Apéndice A.

A su vez, las subrutinas de calculo de la funcidn, del
gradiente y del hessiano necesitan la especificacién concreta del
modelo gque se quiere estimar. Por ello, estas subrutinas llaman
a las subrutinas propias de cada modeloc. Estas son tres y
contienen:
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« Las expresiones de los elementos de las matrices
estructurales y de ruido del modelo expresado en espacio

de los estados.

+« Las expresiones de las primeras derivadas de los
elementos de dichas matrices con respecto a cada

parametro a estimar.

+ Las expresiones de 1las segundas derivadas de los
elementos de dichas matrices con respecto a cada

parametro a estimar.

Si se desea calcular el gradiente o el hessiano a través
de las aproximaciones a dichos valores que permite UNCMIN, se

puede suprimir la programacién de estas subrutinas.

Estas tres ultimas subrutinas cambian con cada modelo.
Esto supone reprogramar cada vez gue Se dquiere estimar una
especificacioén distinta. Sin embargo, la programacién de dichas
rutinas es siempre fécil. Por ejemplo, si la especificacidén a
estimar es un modelo MA(1l) doble:

Ye = (1 ~ 6B)(1 - eB12)a,

la primera rutina del modelo consistiria en programar los
elementos de las siguientes matrices:

010 ..... 0 0 -4
001 ouuvn 0 0 0
$F =] 0001 0 r =0 E=| 0
00000 ...71 . -8
0000 ...0 0 =Y

13x13 13x1 13x1

H=1[10 .ocu... 0] ; D=0 ; C=1 ; Q=R=8 = g2
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Denotande E(i,3), Q(i,3j), R(i,J) y 8S(i,]j) al elemento
(i,j) de dichas matrices, la rutina de las primeras derivadas

seria:
3E(1,1)_ . 6E§12,1) _ 8E§l3,1) _ . 8E§13[1)_ 8
Y ‘ a8 - ’ a6 - e

aQ(l,l)_ aR(l,l)_ 88(1,1)_
a2 g% da%

y el resto de las primeras derivadas serian nulas al no depender
ningin otro elemento de &%, T', E, D, v C de los parametros ¢, 8 y

a2,

Y por ultimo, la rutina de las segundas derivadas seria:

8°E(13,1) . _ 3%E(13,1) _ .
d8de - ' 2030 B

siendo también el resto de las segundas derivadas nulas.
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CAPITULO 4

APLICACIONES



En este capitulo se presenta un conjunto de resultados
empiricos obtenidos al aplicar el mecanismo de estimacidn
descrito en los capitulos anteriores. Este procedimiento se ha
aplicado tanto a modelos simulados como a modelos con datos

reales.

Todos los modelos se han estimado utilizando tres procedi-~
mientos distintos:

+ Minimos cuadrados con retroprevisiodn.

« Maxima verosimilitud exacta con el filtro de Kalman.

+ Maxima verosimilitud exacta con el algoritmo de Chandra-
sekhar.

La aplicacién de los dos dltimos métodos requiere que los
modelos sean previamente expresados en forma de espacio de los

estados, siguiendo la norma de conversidén expuesta en el Capitulo
2.

La razoén de presentar 1los resultados obtenidos con
distintos procedimientos de estimacidén es doble. Por un lado, se
gquiere mostrar que el mecanismo desarrollado ofrece resultados
comparables a los de cualquier otro método, ademds de las
ventajas computacionales y de robustez numérica ya citadas. Por
otro lado, es importante analizar las posibles diferencias que se
produzcan en la estimacién de una misma especificacidn por este
método y por otros alternativos.

Los modelos estimados son modelos ARMA univariantes,
modelos de funcién de transferencia y modelos multivariantes.
Todos ellos han sido especificados de acuerdo con la metodologia
Box-Jenkins (1976) de series temporales. De acuerdo con este
enfoque, las series han sido transformadas adecuadamente para
consequir estacionariedad en media y en varianza, de modo due
s6lo se ha aplicado para su estimacién el algoritmo de Chandra-
sekhar para modelos estacicnarios.
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Es importante sefalar que este trabajo se centra en la
etapa de estimacidn de un modelo, sin preocuparnos su especifica-
cién. Ademas, no ha sido un objetivo desarrcllar un programa para
la estimacién por maxima verosimilitud con el filtro de Kalman y
el de Chandrasekhar lo mas eficiente posible, desde un punto de
vista informatico. Por ello, no son demasiado informativos 1los
valores absolutos de tiempo de calculo, pero si los valores
relativos con respecto al uso del filtro de Chandrasekhar en
lugar del filtro de Kalman. La estructura del programa desarrol-
lado en FORTRAN para un entorno de ordenadores personales es la
misma cuando se utiliza un filtro u otro, de forma que la
introduccién de mejoras en las rutinas de calculo del mismo
reducidirian los tiempos de calculo en términos absolutos, pero
no en términos relativos. Por otra parte, el programa empleado
para estimar las especificaciones consideradas por minimos
cuadrados con retroprevisién es MICRANAL 1.3 (1984).

A continuacién, se ofrecen primero los resultados de la
estimacién de un conjunto de modelos simulados. Con estos
ejemplos se comprueba el buen funcionamiento de nuestro algoritmo
de estimacidn, tanto en situaciones bien como mal condicionadas.
Después, se presenta la estimacidén de una serie de modelos con
datos reales como ejemplos ilustrativos de la mayor precisidn
numérica y del ahorro en tiempo de cdlculo de la aproximacidn de

Chandrasekhar con respecto a la de Kalman.
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4.1. MODELO8 SIMULADOS.

En este apartado, se presentan los resultados obtenidos
con modelos simulados al aplicar el procedimiento de estimacidn

por maxima verosimilitud descrito en los capitulos anteriores.

Se han simulado tres tipos de modelos: a) modelos
univariantes autorregresivos, b) modelos univariantes de medias
moviles y c¢) modelos multivariantes. Todos los modelos se han

estimado aplicando los tres procedimientos citados anteriormente.

Usando los valores teéricos de los parametros, se han
generado 20 realizaciones de 100 observaciones para cada situa-
cion estudiada. Ademas, con objeto de analizar el comportamiento
de nuestro método de estimacién ante modelos bien y mal condicio-
nados, se ha simulado cada modelo para distintos valores de los
parametros.

Los dos procedimientos de maxima verosimilitud considera-
dos (con el filtro de Kalman y con el de Chandrasekhar}), utilizan

un método de optimizacién numérica de tipo line-search (vid.

Capitulo 3). Las preestimaciones de los parametros, necesarias
para inicializar el algoritmo de optimizacion, se han escogido en
todos los casos dentro del intervalo 8t + 0.20% siendo 6% e1
valor teorico de los parametros. Las mismas condiciones iniciales
han sido usadas para el filtro de Kalman y el de Chandrasekhar.
Por tanto, son perfectamente comparables entre si las estimacio-

nes obtenidas con los dos procedimientos de maxima verosimilitud.

Los resultados de las simulaciones se presentan en las
Tablas 4.1.1 a 4.1.13. En general, cabe destacar gue las estima-
ciones obtenidas con el método de maxima verosimilitud utilizando
el filtro de Chandrasekhar son aceptables. En todos los casos,
los valores medios estdn muy cerca de los verdaderos valores ¥y
sus intervalos de confianza siempre contienen los valores
teéricos. Ademds, es importante sefalar que las desviaciones

tipicas calculadas coinciden béasicamente con las obtenidas a
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partir de la expresion exacta de la matriz de informacioén (vid.
Capitulo 2).

Todas las pruebas se han llevado a caboc en un ordenador
personal Olivetti con procesador INTEL 80386 (20Mhz). En cada
tabla, se ofrece la ganancia (o pérdida) porcentual media en
tiempo de calculo al usar el filtro de Chandrasekhar en lugar del
filtro de Kalman. El1 grafico 4.1.14 (pag 57), resume clmo crece
exponencialmente esta ventaja computacional cuando aumenta 1la
dimensién del vector de estado (n) con respecto a la dimension

del vector de observacién (m).

A continuacién, se comentan brevemente los resultados de

las estimaciones obtenidas para cada situacién considerada.

En la Tabla 4.1.1 se presentan los resultados de ‘la
simulacién de un proceso AR(1l) para distintos valores de los
parametros. Las estimaciones resultantes son muy similares con
los tres criterios utilizados. Sélo cabe decir que, con maxima
verosimilitud y el filtro de Chandrasekhar, los valores medios
estdn ligeramente mas cerca de los verdaderos valores de los
parametros. También se observa una pequefa ventaja en cémputo con
la aproximacidon de Chandrasekhar versus el filtro de Kalman
(nétese que en este modelo n=m=1),.

En la Tabla 4.1.2 se nmuestran los resultados de la
simulacién de un proceso MA(l). En el caso bien condicionado
(8=0.5), se observa que el procedimiento de minimos cuadrados con
retroprevision sobrestima el parametro media movil mds que los
otros dos métodos. En el caso mal condicionado, se observa que,
tanto con minimos cuadrados con retroprevision como con maxima
verosimilitud con el filtro de Kalman, el parametro esta sobres-
timado, mientras que esto no ocurre con la aproximacién de
Chandrasekhar. Esto es importante, pues indica el peligro de
algunos procedimientos al estimar parametros dque no pueden

superar una regién de invertibilidad. Aungue en este caso también
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n=m=1, se obtiene una pequefia ganancia porcentual en tiempo de
cdalculo con las ecuaciones de Chandrasekhar.

Con objeto de mostrar cémo crece la ganancia media
porcentual en tiempo de cdlculo cuando n aumenta con respecto a
m, se ha simulado un proceso MA(l) estacional de periodo trimes-
tral donde n/m = 4/1 y un MA(1l) estacional de periodo anual donde
n/m = 12/1. Los resultados de estas simulaciones se ofrecen en
las Tablas 4.1.3 y 4.1.4, respectivamente. Mientras que la
ganancia media porcentual en tiempo de estimacidén es, en algunos
casos, de un 43% cuando n = 4, esta ganancia llega a ser de mas
de un 100% cuando n = 12. Es decir, el tiempo empleado (medido en
segundos) en la estimacién de este tipo de modelos se duplica
cuando se utiliza el filtro de Kalman en lugar de las ecuaciones
de Chandrasekhar. En cuanto a las estimaciones medias, sefalar
que, de nuevo, el método de maxima verosimilitud con el filtro de
Kalman sobrestima mas el valor del pardmetro media mévil que el
algoritmo de Chandrasekhar.

En las Tablas 4.1.5 y 4.1.6 se muestran los resultados de
la simulacién de un proceso AR(2) con distintos valores de los
parametros. Con esta especificacion, los valores medios de las
estimaciones son muy similares con los tres procedimientos,
aungue se observa gue el método de maxima verecsimilitud con el
filtro de Chandrasekhar llega a resultados mas parecidos a los
verdaderos valores que los otros dos procedimientos. En este
modelo, al ser el ratio de dimensiones n/m = 2/1, también se
obtiene un ahorro computacional con el filtro de cChandrasekhar,

ahorro dque varia dependiendo del modelo concreto estimado.

En la Tabla 4.1.7 se ofrecen los resultados de 1la
simulacién de un modelo ARMA(1l,1l). La estimacién del parametro
autorregresivo estda mucho mas cerca de su verdadero valor cuando
se aplica cualquier método de maxima verosimilitud que cuando se
utiliza wminimos c¢uadrados con retroprevisidén. En cuanto al
parametro media mévil, sigue siendo la aproximacién de Chandra-

sekhar la que mejor estima este coeficiente. Como siempre, se
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obtiene una pequefa ventaja computacional de aproximadamente un
6% con las ecuaciones de Chandrasekhar versus el filtro de

Kalman.

La Tabla 4.1.8 ofrece los resultados de la simulacidén de
un proceso AR(1l) con término constante. En ella, se observa un
importante error en la estimacidén del coeficiente asociado al
término constante mediante minimos cuadrados con retroprevision.
Sin embargo, esto no ocurre con cualquiera de los dos procedi-
mientos de maxima verosimilitud, cuyos resultados coinciden

exactamente en este caso.

En las Tablas 4.1.9 vy 4.1.10 se muestran los resultados de
la simulacién de un procesc AR(1l) con errores de observacioén.
Debido a la falta de identificacidén de este modelo, se ha fijado
la varianza residual del mismo y se ha dejado variar la varianza
del error de observacién, con el fin de obtener distintos ratios
sehal/ruido. Este proceso se ha generado para una muestra de 100
observaciones y considerando un valor del parametro autorregresi-
vo de 0.5 (vid. Tabla 4.1.9) y de 0.9 (vid. Tabla 4.1.10). Con
cualquiera de los tres criterios utilizados, se observa due los
parametros son estimados con mayor precisién cuanto mas alto es
el ratio seflal/ruido. Sin embargo, se aprecia una ligera mejora
en las estimaciones conseguidas con maxima verosimilitud con el
filtro de Chandrasekhar con respecto al filtro de Kalman. El
ahorro porcentual en tiempo de cdémputo es, en este caso, del
orden de un 4% en todas las estimaciones. Cabe senalar, ademas,
que la formulacién de este proceso con error de chservacidn es
distinta a la convencional y se ajusta a la formulacién dada por
Terceiro (1990) para este tipo de modelos.

En cuanto a los modelos multivariantes, la Tabla 4.1.11
ofrece los resultados de la simulacidn de la primera especifica-
cidn considerada. Es un modelo bivariante con una matriz autorre-
gresiva diagonal y distinta de la identidad. En este caso, se
observa que los valores medios de los parametros también coinci-

den exactamente con los dos procedimientos de méxima verosimili-
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tud considerados. Se aprecia una ligera infraestimacién de dos
parametros en este modelo: la varianza residual de la segunda
serie generada y la covarianza entre los ruidos. A pesar de dque
en este modelo el ratio de dimensiones n/m = 1/2, se consigue un
pequefio ahorro computacional cuando se utilizan las ecuaciones de
Chandrasekhar en lugar del filtro de Kalman.

En la Tabla 4.1.12 se ofrecen los resultados de la
simulacién de un modelo bivariante con una matriz media mévil
diagonal y distinta de la identidad. La estimacidn del parametro
media mévil bien condicionado estda infraestimado por los dos
métodos, aungque ligeramente mds por la aproximacidén de Kalman.
Sin embargo, como casi siempre, el parametro media mévil peor
condicionado esta sobrestimado por los dos procedimientos, aungque
también mas con el filtro de Kalman. De nuevo, un caso en gque la
dimensioén n es menor que m y la ganancia en tiempo de calculo

empleado es de aproximadamente un 6% con el algoritmo de Chandra-
sekhar.

Por ultimo, en la Tabla 4.1.13 se presentan los resultados
de la simulacidén de un modelo bivariante con parte autorregresiva
y media mévil. Ademas, se ha perturbado, en un instante de tiempo
determinado, el valor de las dos series generadas. Este efecto ha
sido corregido después mediante dos variables de intervencién de
tipo impulso, estimandose también los coeficientes asociados a
dichas variables deterministas. En esta especificacidn, las
estimaciones de todos los parametros practicamente coinciden con

los dos procedimientos de maxima verosimilitud considerados.
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Procedimiento de estimacidén

Max. verosimilit.

Valor tedrico Min. cuadrados Max. verosimilit. Ganancia
de los con |, ) con el con el en tiempo
parametros retroprevisiodn Filtro de Kalman F. Chandrasekhar de calculo

(1) (2) (1)/(2)
A A A
¢ = 0.5 ¢ = 0.47467 ¢ = 0.48715 ¢ = 0.48747
(0.07839) (0.07860) (0.07909)
+ 2.42230%
/\2 A2 A2
o =1.0 o = 0.99086 g = 0,.99939 c = 1.00063
a a (0.13854) a (0.14643) a (0.14585)
A Fa ~
¢ = 0.9 ¢ = 0.87498 ¢ = 0.88859 ¢ = 0.89185
(0.04789) (0.04346) (0.04449)
+ 1.53951%
2 ~ ~D A
c =1.0 o = 0.99103 c = 0.99626 g = 1.00044
a a (0.13424) a (0.14541) a (0.14362)

Tabla 4.1.1: Resultados de la simulacién del modelo (1 - ¢B)yy = a; con 100 observa-

ciones y 20 realizaciones.
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Procedimiento de estimacién

|

———

Valor tedrico Min. cuadrados Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con ) con el con el en tiempo
parametros retroprevision Filtro de Kalman F. Chandrasekhar de calculo

(1) (2) (1)/(2)
A M Pl
g = 0.5 ¢ = 0.53072 8 = 0.50298 ¢ = 0.50327
(0.09872) (0.08177) (0.08G97)
+ 0.09420%
A2 /'\2 f\2
c=1.0 g = 0.98614 g = 0.99442 o = 0.99451
a a (0.14217) a (0.13991) a (0.14002)
A ~ e
¢ = 0.9 § = 0.90214 8§ = 0.91587 6§ = 0.88812
(0.04837) (0.05190) (0.04829)
+ 2.35170%
~2 ~2 n2
g = 1.0 o = 1.00469 g = 0.99123 g = 1.00179
a a (0.14068) a (0.13676) a (0.13754)

Tabla 4.1.2: Resultados de la simulacidén del modelo y, = (1 - #B)ay con 100 observa-

ciones y 20 realizaciones.
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Procedimiento de estimacidn ]

Valor tedrico Min. cuadrados Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con , con el con el en tiempo
parametros retroprevisioén Filtro de Kalman F. Chandrasekhar de calculo

(1) (2) (1)/(2)
N A ~
8 = 0.5 8§ = 0.54975 § = 0.50848 g = 0.50743
(0.11096} (0.10603) (0.10640)
+ 20.8804%
~ ~2 ~Z
g = 1.0 o = 0.982338 g = 0.99432 o = 0.99524
a a (0.14655) a (0.14798) a (0.14754)
~ P ~
§d = 0.9 d = 0.90997 ¢ = 0.,93296 ¢ = 0.91820
(0.05542) (0.05990) (0.05185)
+ 43,1295%
2 ~2 ~2 ~n2
g =1.0 g = 1,01943 g = 0.98750 g = 1.00681
a a (0.16271) a (0.15265) a (0.15149)
_|

Tabla 4.1.3: Resultados de la simulacidn del modelo yy = (1 - 0B4)at con 100 observa-

ciones y 20 realizaciones.
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Procedimiente de estimacidn

Valor tedrico | Min. cuadrados Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con ) con el con el en tiempo
parametros retroprevisidn Filtro de Kalman F. Chandrasekhar de calculo

(1) (2) I (1)/(2)
A ~ ~
¢ = 0.5 g = 0.724 § = 0.50987 § = 0.50814
( .142 ) (0.12378) (0.12263)
+ 111.213%
) ~ ~2
c = 1.0 o = 0.95223 g = 0,98513 o = 0.98630
a a (0.16580) a (0.19470) a (0.19439)
~ A ~
¢ = 6.9 g = 0.86557 § = 0.,90933 § = 0.88603
(0.02066) (0.13217) (0.13936)
+ 104.335%
~2 ~2 ~2
¢ = 1.0 g = 1.06843 c = 0.97763 g = 1.00027
a a (0.16348) a (0.20917) a (0.21955)

Tabla 4.1.4: Resultados de la simulacidn del modelo yi = (1 - 8B12)at

ciones y 20 realizaciones.
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I Procedimiento de estimacidén

observaciones y 20 realizaciones.
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Valor tedrico Min. cuadrados Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con | | , con el con el en tiempo
parametros retroprevisién Filtro de Kalman F. Chandrasekhar de calculo
(1) (2) (1)/(2)
[ ~ A Fal
¢ = 0.3 ¢ = 0.26378 ¢ = 0.28065 ¢ = 0.28663
1 1 (0.08079) 1 (0.08083) 1 (0.08220)
~ ~ [}
¢ = 0.5 ¢ = 0.50048 ¢ = 0.50340 ¢ = 0.50427 + 4.45594%
2 (0.07359) 2 (0.06791) 2 (0.06578)
A2 A2 f\.2
c= 1.0 c = 0.99038 c = 0.98518 c = 0.99052
a a (0.14604) a (0.14420) a (0.14469)
1!
A A ~
¢ = 0.5 ¢ = 0.47572 ¢ = 0.47819 ¢ = 0.47840
1 1 (0.06936) 1 (0.06941) 1 (0.06912)
fa ~ A
¢ = -0.7 ¢ = -0.68571 ¢ = —-0.67258 ¢ = —-0.67439 + 4.52516%
2 2 (0.09069) 2 (0.08629) 2 (0.08716)
~AD ~2 ~2
c= 1.0 c = 0.98211 o = 0.97895 c = 0.98594
a a (0.14352) a (0.14291) a (0.14614)
Tabla 4.1.5: Resultados de la simulacidén del modelo (1 - ¢4B - ¢2Bz)yt = a; con 100




Procedimiento de estimacidn

Valor tedrico | Min. cuadrados Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con | . con el con el en tiempo
parametros retroprevisidn Filtro de Kalman F. Chandrasekhar de cdlculo

(1) (2) (1)/(2)

A A A
¢ = 0.1 ¢ = 0.07320 ¢ = 0.08883 ¢ = 0.09401
1 1 (0.05378) 1 (0.05370) 1 (0.05623)

A Pl k)
¢ = 0.8 ¢ = 0.77801 ¢ = 0.77892 ¢ = 0.78239 + 11.3059%
2 2 (0.04842) 2 (0.04805) 2 (0.04625)

/\2 A2 Az
g= 1.0 o= 0.97376 g = 0.98085 o= 0.99010
a a (0.14160) a (0.14206) a (0.14413)

Tabla 4.1.6: Resultados de la simulacidén del modelo (1 - ¢4B - ¢2B2)yt = a; con 100

observaciones y 20 realizaciones.
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Procedimiento de estimacidn

Valor tedrico Min. cuadrados Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con | . con el con el en tiempo
parametros retroprevision Filtro de Kalman F. Chandrasekhar de calculo

(1) (2) (L /(2) |
A A e
¢ = 0.5 ¢ = 0.38882 ¢ = 0.45739 ¢ = 0.47176
(0.30802) 0.15261) (0.16183)
a8 Fa¥ Fa
g = 0.7 # = 0.63336 8 = 0.64435 8§ = 0.64707 + 6.02732%
(0.28032) 0.13789) {0.13979)
2 ~2 ~2 ~2
g =1.0 g = 0.98036 o = 1.04581 o = 1.03297
a {(0.14955) a (0.15408) a (0.11480)

Tabla 4.1.7: Resultados de la simulacién del modelo (1 - ¢B)yy = (1 - é#B)ag con 100

observaciones y 20 realizaciones.
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Procedimiento de estimacidn

Valor tedrico | Min. cuadrados Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con . con e con el en tiempo
parametros retroprevisién Filtro de Kalman F. Chandrasekhar de calculo

(1) (2) L (L)y/(2)
A Fal ~
¥+ = 0.5 Y = -0.00138 v = 0.40936 ¥ = 0.40936
( 02239) (0.10632) (0.10632)
A Fal FaS
¢ = 0.5 ¢ = 0.47698 ¢ = 0.47233 ¢ = 0.47233 + 0.29859%
(0.07782) (0.07849) (0.07849)
2 ~2 2 ~2
g = 1.0 o = 0.98885 c = 0.98907 g = 0.98907
a a (0.14289) a (0.14392) a (0,14392)
A A Fal
¥ = 0.1 ¥y = 0.05448 ¥ = 0.08004 ¥ = 0.08004
(0.24905) (0.12949) (0.12949)
A A Fal
¢ = 0.9 ¢ = 0.87599 ¢ = 0.86901 ¢ = 0.8690]1 + 0.16970%
(0.04726) (0.05325) (0.05325)
A2 2 ~2
g = 1.0 o = (0.98403 g = 0,98668 g = 0.98668
a a (0.14115) a (0.14313) a (0.14313)
Tabla 4.1.8: Resultados de la simulacién del modelo (1 - ¢B)yy = ¥ + a; con 100 obser-

vaciones y

20 realizacilones.
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Procedimiento de estimacidn

|

Valor teodrico Mix. verosimilit.| Max. verosimilit. Ganancia
de los con el con el en tiempo
parametros F. de Kalman F. Chandrasekhar de calculo
(1) (2) 1o M)y/(2)
A A ]
Ratio ¢ = 0.5 ¢ = 0.41279 ¢ = 0.41356
. , (0.16564) (0.16611)
Senal/Ruido + 5.42543%
2 ~2 ~2
1 g = 1.34 g = 1.85037 g = 1.84974
y y (0.27214) y (0.27216)
—_—
~ ~
Ratio ¢ = 0.5 ¢ = 0.45348 ¢ = 0.45410
N , (0.06367) (0.06402)
Senal /Ruido ) s + 4.,33996%
~2
2 o = 0.66 g = 0.54222 o = 0.54236
y y (0.10944) y (0.10936)
L L
A A
Ratio ¢ = 0.5 ¢ = 0.46463 ¢ = 0.46497
; . (0.02122) (0.02135)
Sefial/Ruido A + 4,26222%
~2
5 g = 0.266 g = (0.18987 g = 0.19014
y y (0.04198) y (0.04188)
[ | ~ A
Ratio ¢ = 0.5 ¢ = 0.46640 ¢ = 0.46667
N . (0.01028) (0.01034)
Senal /Ruido + 4,24205%
~2 ~2
10 g = 0.134 g = 0.14418 o = 0.14444
y y (0.02140) y (0.02134)

Tabla 4.1.9: Resultados de la simulacion del modelo Y = #¥¢-q + 8¢ con ag =
e y: = Y * Vy¢ con 100 observaciones y 20 realizaciones.
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Procedimiento de estimacidén

Valor tedrico | Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con el con el en tiempo
parametros F. de Kalman F. Chandrasekhar de céalculo
(1) (2) (1)/(2)
ral A
Ratio ¢ = 0.9 ¢ = 0.83260 ¢ = 0.83483
3 . (0.02065) (0.02108)
Sefal/Ruido + 4.39990%
2 ~2 ~2
1 o= 1.34 g = 1.82626 g = 1.82414
y y (0.30348) y (0.30325)
Fa Fa
Ratio d = 0.9 ¢ = 0.84026 ¢ = 0.84139
) ) (0.01014) (0.01040)
Senhal/Ruido 5 + 4.47277%
2 ~2 ~
2 c = 0.66 g = 0.49561 g = 0.49678
y y (0.11459) y (0.11460)
~ FaS
Ratio ¢ = 0.9 ¢ = 0.84492 ¢ = 0.84540
. . (0.00431) (0.00444)
Sefial/Ruido + 4.36077%
2 ~2 ~2
5 o = 0.266 g = 13807 g = 0.13899
y y (0.04010) y (0.03991)
o Fa
Ratio ¢ = 0.9 ¢ = 0.84588 ¢ = 0.84624
) ) (0.00225) (0.00232)
Sefial /Ruido 5 + 4.29979%
2 ~2 A
10 o= 0.134 g = 0.09125 o = 0.09199
y y (0.01991) y (0.01979)
L

Tabla 4.1.10: Resultados de la simulacién del modelo yy = ¢yy.q + & con og = 1.
* . . .
e Yy = Yge t Vyt COn 100 observaciones y 20 reallzaclones.
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Procedimiento de estimacién ]

Valor teérico | Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con el con el en tiempo
parametros F. de Kalman F. Chandrasekhar de calculo

(1) (2) (1)/(2)
~ ~
¢ = 0.50 ¢ = 0.48933 ¢ = 0.48933
(0.08043) (0.08043)
2 ~2 ~2
g = 1.00 g = 1.00650 o= 1.00650
1 1 (0.14031) 1 (0.14031)
+ 2.35014%
2 ~2 ~2
g = 1.25 o= 1.08009 g = 1.08009
2 2 (0.06580) 2 (0.06580)
2 2 ~2
g = 0.56 o= 0.50460 g = 0.50460
12 12 (0.07928) 12 (0.07928)

Tabla 4.1.11: Resultados de la simulacion del modelo bivariante
(1 = @1B)21¢ = Vi 7 Za¢ = Vot siendo Vo4 = pVyg + ag
con 100 observaciones y 20 realizaciones.
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Procedimienteo de estimacidn

Valor tedrico Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con el con el en tiempo
parametros F. de Kalman F. Chandrasekhar de calculo

(1) (2) (1)/(2)
A Fal
§ = 0.70 8§ = 0.70642 # = 0.70595
1 1 (0.12027) 1 (0.11997)
~ ~
§ = 0.50 8 = 0.46942 @ = 0.47383
2 2 (0.04123) 2 (0.04236)
2 ~a ~2
o= 1.00 = 0.99710 g = 1.00175 + 6.94051%
1 1 (0.16042) 1 (0.16110)
2 ~2 A
o = 1.25 g = 1.08522 g = 1.08621
2 2 (0.06687) 2 (0.06681)
2 A2 A
g = 0.56 g = 0.49138 o= 0.49288
12 12 (0.08894) 12 (0.08898)

Tabla 4.1.12:

Z9¢ = (1 -

81B)Vy¢

Resultados de la simulacién del modelo bivariante

Zop = (3 - 6,B)v,, siendo

Vo = PVy¢ t @p con 100 observaciones y 20 realiza-

ciones.
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Procedimiento de estimacidn |

Valor tedrico | Max. verosimilit.| Max. verosimilit.| Ganancia
de los con el con el en tiempo
parametros ¥. de Kalman F. Chandrasekhar de calculo

(1) (2) (1)/(2)
~ Fa
¢ = 0.50 ¢ = 0.46655 ¢ = 0.46653
(0.08351) (0.08358)
Fa A
g = 0.70 ¢ = 0.71767 # = 0.73588
(0.14706) (0.18034)
~ A
w = 2.00 w = 2.01038 w = 2.01023
0 0 (1.12137) 0 (1.12119)
A A
w = 2.00 W = 2.32448 w = 2,32348 + 1.48418%
1 1 (0.45076) 1 (0.44749)
2 ~2 ~n2
g = 1.00 g = 1.00625 g = 1.00626
1 1 (0.13054) 1 (0.13054)
2 ~2 ~2
g = 1.25 g = 1.03237 o = 1.01663
2 2  (0.10345) 2 (0.12549)
2 ~2 2
g =-0.03 o = -0.03066 g = =-0.02852
12 12 (0.00893) 12 (0.00912)

Tabla 4.1.13: Resultados de la simulacién del modelo bivariante
(1L - ¢B) Zi¢+ < woft”t* + Vit H 22t = wlft”t* + (1 - BB)Vzt
siendo v,¢ = pvy¢ + ag con 100 observaciones y 20 reali-

zaciones.
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Fig. 4.2.14: Ganancia media en tiempo de cédlculo (en %) para distintos ratios n/m.
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4.2. Modelos del Indice Dow-Johes.

Esta serie fue analizada por Anderson (1976) de acuerdo
con la metodologia Box-Jenkins (1976). La muestra utilizada
abarca el periodo del 28 de agosto al 18 de diciembre de 1972,
disponiéndose, por tanto, de 78 observaciones.

Anderson considera que la serie del Indice Dow-~Jones (a
partir de ahora, denotada como DW,) es estacionaria en media
diferenciandola una vez. Y con este orden de diferenciacidn,
propone como mejor representacién univariante del Indice un
proceso AR(1).

Sin embargo, el analisis detallado de esta serie muestra
que parece mas apropiade tomar dos diferencias regulares (vid.
Figuras 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3). En la Figura 4.2.2 se muestra la
serie VDW, estandarizada. En ella, se observa la necesidad de
tomar una diferencia regular adicional al deambular la serie
alrededor de su media. La Figura 4.2.3 sugiere que la serie V20Wt
puede ser considerada estacionaria. Aunque no se ofrecen aqui, el
examen de las funciones de autocorrelacién simple (acf) y parcial
(pacf) de 1la serie con dos diferencias regulares, muestra

claramente la presencia de estructura media mévil de orden uno.

b e T T T A T e e T T T
1§ 21 16 a1 3@ 3L 3 AL 46 B1 5K 41 48 71 7%

Chaarvan)ones

Fig 4.2.1: Serie original del Indice Dow-lones.
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Fig. 4.2.2: Serie VD'Ht estandarizada.
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Fig. 4.2.3: Serie VdDut estandarizada.

Se ha trabajado con dos modelos univariantes para este
Indice:

(1 - ¢B)VDW, = a, [4.2.1]
VZDW, = (1 - #B)ay [4.2.2]

A continuacién, se estudia por separado cada una de estas

representaciones univariantes del Indice.
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4.2.1. Modelo AR(1) para el Indice Dow-Jones.

El resultado de la estimacién de este modelo por los tres

procedimientos de estimacidén considerados es:

Método | Min. cuadrados | Max. verosimil.| Max. verosimil.
de con | . con el con el
Estim. retroprevisidn F. Kalman F.ChandrasekharzJ
[ A A A
¢ = 0.506 ¢ = 0.504 $ = 0.504
Modelo (0.101) (0.099) (0.099)
[4.2.1] ~2 ~2 ~2
o = 0.149 ¢ = 0.151 c = 0.151
a a (0.024) a (0.024)
Tabla 4.2.1.1; Resultados de la estimacion del modelo [4.2.1].
donde 3% es la varianza residual resultante del ajuste y entre

paréntesis, se ofrecen las desviaciones tipicas de los parametros

estimados.

La Tabla 4.2.1.1 sugiere los siguientes comentarios:

+ La estimacidén del proceso AR(1l) es robusta frente a

distintos procedimientos de estimacién. Se observa que
tanto la estimacidn del pardmetro autorregresivo como la
de la varianza residual, practicamente coinciden con los
tres métodos. Y en los dos mecanismos de maxima verosi-
militud utilizados, las estimaciones coinciden exac-
tamente. Hay gue seflalar que este hecho se debe a gque la
funcidn de verosimilitud de este modelo estd muy bien
condicionada. En las Figuras 4.2.1.2 y 4.2.1.3 se
presenta el perfil de la funcidn de vercosimilitud de la
muestra en un entorno del optimo, permitiendo variar los
valores de los parametros ¢ y og, respectivamente. En
ambos casos, los valores de la funcidén han sido mul-~

tiplicados por un factor de escala de 1016,

Con caracter general, cabe indicar que en el procedi-
miento de minimos cuadrados con retroprevisién no se

ofrecen las desviaciones tipicas de las varianzas

131



residuales estimadas, ya que éstas no son consideradas
como parametros propios del modelo. Es decir, se
calculan a posteriori sobre los residuos resultantes del
ajuste.

Fig. #.2.1.2: Perfil de (a funcidn de verosimilitud con respecto a ¢.

Fig, 4.2.1.3: Perfil de ta funcidén de verosimilitud con respecto a aﬁ.
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B Max.verosim.| Max.verosim. i
CPU con_el con el Ganancila
F. Kalman F.Chandrasek. (%)
Proc.INTEL 286 (10Mhz) 104.69 99.63 + 5.08
Proc.INTEL 386 (20Mhz) 36.04 35.76 i + 0.78

Tabla 4.2.1.4: Tiempos de cdlculo en segundos en la estimacidn del modelo [4.2.1].

La Tabla 4.2.1.4 muestra una minima ganancia porcentual en
tiempo de estimacidén cuando se utiliza la aproximacién de
Chandrasekhar, ganancia gue varia dependiendo del procesador
utilizado.

Por ultimo, se estudia con este ejemplo la seguridad y
estabilidad numéricas de 1los dos filtros utilizados para su
estimacién. Dado que en este caso, n=m=1, todas las matrices que
aparecen en las ecuaciones de los filtros son escalares. Por
ello, es facil escribir las expresiones tedricas de los filtros

en funcién de los parametros a estimar.

Expresiones tedricas del filtro de Chandrasekhar para un modelo
AR(1).

Dada 1la formulacidén en espacio de los estados de un
proceso AR(1l), se obtienen las siguientes condiciones iniciales

del filtro de Chandrasekhar para modelos estacionarios:

¢202 o

P, = ——— . B, = —2
0 r

1 - ¢2 07 1 - 2

¢a2 ¢ - 1
; My = ———

Ko = ¢ ; Yo = ————
0 ’ 0
1 = ¢2 og

Como puede verse, la varianza inicial del vector de estado
y del vector de observacién son positivas si |¢|< 1. Pero esta

condicidén se cumple al trabajar con un modelo estacionario. La
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matriz factor M, (en este caso, escalar) es definida negativa si

el proceso es estacionario.

Dadas estas condiciones iniciales, las variables del
filtro V¥Vt 2 1 son:

- A2
Bg = 03
Kt=¢
My = -(1/03)
t a
Yt=0

donde se comprueba que, al utilizar la versidén del filtro de
Chandrasekhar para modelos estacionarios (vid. Capitulo 1), se
mantiene el caracter de definida negativa de Mg, a partir de su

condicién inicial.

Aungue en esta aproximacién es posible calcular, en cada
instante de tiempo, la ganancia del filtro sin propagar la matriz
de covarianzas del vector de estado, ésta iultima puede obtenerse
de forma recursiva a partir de la expresioén [1.4.1.20]. En este

ejemplo, se tiene que:
Py =0 Yt > 1
Por tanto, en un proceso AR(1l), tedricamente la varianza
del vector de estado ha de ser nula en todo instante de tiempo.
Expresiones tedricas del filtro de Kalman para un modelo AR(1}.
La expresién de la varianza del vector de estado inicial

es la misma gue en el filtro de Chandrasekhar. El resto de las

variables del filtro de Kalman para este modelo son:
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( 2
o
az sit=1
By =11~ ¢
ag YVt = 2
Py = 0 Yt > 1

Se observa, por tanto, que la uUnica diferencia existente
en las expresiones de los dos filtros es gue la matriz de
covarianzas del vector de observacién es, en el instante t=1,
mayor en el filtro de Kalman que en el de Chandrasekhar. Ademas,
tedricamente la varianza del vector de estado ha de ser nula en

todo instante de tiempo. Esto significa gue el filtro deberia ser
asintdéticamente estable dado que se cumple dque:

t-w

En la Figura 4.2.1.5 se representa la evolucidén de la
varianza estimada del vector de estado una vez que el algoritmo
de optimizacidén ha llegade a un vector de parametros optimo. En
ella, se aprecia cémo los errores numéricos en la propagaciodn,
hacen que esta varianza sea estrictamente negativa cuando se
calcula con el filtro de Kalman. Ademas, se observa dque dicha
varianza oscila constantemente entre dos valores, con lo que se
muestra la inestabilidad, aunque sdélo numérica, del filtro de
Kalman. Por el contrario, la wvarianza del vector de estado
obtenida a partir del filtro de Chandrasekhar es un numero
estrictamente positivo y constante en todo instante de tiempo,
como cabia esperar de su expresion tedrica.

Dadas las ecuaciones del filtro de Kalman, los errores
numéricos cometidos en la propagacién de Py se transmiten al

cadlculo de B.. Esto no se puede apreciar en la Figura 4.2.1.6,
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(que muestra la evolucién de Bi), al ser los errores numéricos
cometidos muy pequefios. Lo que se observa en dicho grafico,
coincide con lo que se dedujo antes tedricamente: en un primer
instante, la varianza del vector de observacidén es mayor para el
filtro de Kalman, coincidiendo después para ambos filtros.

La evolucion del vector de estado es muy similar cuando se
estima con los dos filtros, como lo muestra la Figura 4.2.1.7. La
Figura 4.2.1.8 presenta la evolucién de la ganancia calculada por
ambos filtros, viendo que es estacionaria en la ultima iteraciédn
del algoritmo de optimizacidén y gque su valor coincide con la

estimacidén de ¢ en ese momento (es decir, en el dptimo).

Como resumen de este ejemplo cabe sefalar que, a pesar de
ser el modelo mds sencillo concebible y del buen condicionamiento
de la funcidén de verosimilitud, se aprecia una ligera ganancia
tanto en tiempo de cdlculo como en precisién numérica utilizando
las ecuaciones de Chandrasekhar en lugar del filtro de Kalman.
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[n} CHANDRASEKHAR + KALMAN

Fig. 4.2.1.5: Varianza estimada del vector de estado del modelo [4.2.1]1.

0.z — ——

R P P A A R e e e B e |

0,02 ~f

B WTWJ
1 L] 11 14 1 % 3z 3& &1 13 51 56 &5 L.13 71 TE

a] CHANDRAEEKHAR ——— KALMAN

Fig. 4.2.1.6: varianza estimada del vector de observacién del modelo

[4.2.1.
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Fig. 4.2.1.7: Estimacidn del vector de estado del modelo {4.2.1].

o Jv-—vrﬁw—--,—.—y—y—r-ry—y—'—'—p R R e e o RN B e R o e A EREs
1 % 11 FU 1] 28 1 65 a1 [v3 53 56 1 &6 71 &

a {HANDRAARKHAR - NALMAN

Fig. 4.2.1.8: Evolucidn de la ganancia calculada del modelo {4.2.11.

138




4.2.2. Modelo MA{l) para el Indice Dow-Jones.

Una representacién univariante dque,

en nuestra opinién,

resulta mas adecuada que la propuesta por Anderson, consiste en

describir mediante un proceso MA(1l) la segunda diferencia regular

del Indice.

La estimacién de los parametros de este modelo con los

tres métodos

utilizados se ofrece en la siguiente tabla:

Método Min. cuadrados Max. verosimil.| Max. verosimil.
de con | con_e con el

Estim, retroprevision F. Kalman F.Chandrasekhar

A FaY ey

¢ = 0.735 8§ = 0.722 g = 0.724
Modelo (0.081) (0.083) (0.082)
[4.2.2] A ~ ~2

g = 0.150 ¢ = 0.152 o = 0.153

a a (0.025) a (0.025)

A la vista de los resultados de la Tabla 4.2.2.1,

Tabla 4.2.2.1: Resultados de la estimacién del modelo [4.2.2].

hacerse los siguientes comentarios:

pueden

+ La estimacidén del parametro media mévil es ligeramente

mas alta en el

caso del procedimiento de minimos

cuadrados con retroprevisién gque en los otros dos
métodos de maxima verosimilitud utilizados. De nuevo,
esto puede ser importante a la hora de reformular un
modelc cuando este parametro esté cerca de la no

invertibilidad.

A su vez, la estimaciodn de § es ligeramente mayor cuando
este modelo se estima utilizando la aproximacién de
Chandrasekhar gque cuando se aplica el filtro de Kalman.
Esto no es de extrahar, ya gque comc se observa en las
Figuras 4.2.2.2 y 4.2.2,3, el perfil de la funcién de
verosimilitud con respecto a cada parametro es casi
plano en un entorno de puntos que contiene las estima-

ciones de los parametros obtenidas con los tres métodos.
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Como en el modelo [1], en dichas figuras, los valores de

la funcién de verosimilitud han sido multiplicados por

un factor de escala de 1016.

Fig 4.2.2.2: Perfil de la funcién de verosimilitud con respecto a 6.

-7
0-.11 .14 o.15% 0.17 0.2

Fig 4.2.2.3: Perfil de la funcidn de verosimilitud con respecto a ag.
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En la Tabla 4.2.2.4 se ofrece el tiempo usado en la
estimacién de este modelo por los dos métodos de maxima verosimi-
litud considerados. En este caso, también son escalares las
dimensiones del vector de estado y de observacién. Sin embargo,
existe una pequena ganancia computacional cuando se aplica el

nétodo de maxima verosimilitud con el filtro de Chandrasekhar.

‘ Max.verosim.| Max.verosim. )
CPU con el con el Ganancia
F. Kalman F.Chandrasek. (%)
Proc.INTEL 286 (10Mhz) 103.48 101.72 + 1.73
Proc.INTEL 386 (20Mhz) 35.70 35.04 + 1.88

Tebla 4.2.2.4: Tiempos de célculo en segundos en la estimacidn del modelo [4.2.2]1.

La Figura 4.2.2.5 muestra que éste es un ejemplo en el que
se obtiene una varianza del vector de estado estrictamente
positiva con los dos filtros utilizados para su calculo. Ademas,
esa varianza converge muy pronto a un valor estacionario cercano

a cero.

La Figura 4.2.2.6 representa la evolucidén temporal de la
varianza del vector de observacién calculada con ambos filtros.
Se observa que esta varianza conserva siempre su propiedad de
semidefinida positiva con los dos métodos. La unica diferencia
apreciable es que el filtro de Kalman calcula una varianza mayor
en los primeros instantes de tiempo que el de Chandrasekhar,
convirtiéndose después en una constante positiva e idéntica para
los dos filtros. La divergencia apreciada en este caso, se
explica porque la varianza del vector de observacién en los dos

primeros instantes de tiempo es:

+ Sequn e] filtro de Kalman:

By = 02(1 + 82)

ag(l + 82 + 84)

B =
2 (1 + 82)
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+ Sequn el filtro de Chandrasekhar:

2 2 4 2.2
B. = 03(1 + 8- + 98 )= 0'2(1 + 32) - _B.ia__
1 2 a 2
(1L + 8<) (1 + 8%)
o2(1 + 62 + g% 8402
B, = -
2 (1 + 82) (1 + 82)(1 + 82 + 8%

Iterando sucesivamente, puede comprobarse que esto ocurre
hasta un determinado momento, a partir del cual, esta varianza se
convierte en una constante numéricamente idéntica para los dos
filtros. Esto se debe al siguiente hecho: dado qgue la wvarianza
del vector de observacién con el filtro de Kalman se calcula a
partir de la expresidén By = Pt/t—l + g2 Yy Pt/t-l se hace casi
nula a partir de un instante de tiempo, By convergerd también a
una constante positiva que coincide con la varianza residual del
modelo. Lo mismo ocurre para el filtro de cChandrasekhar, al

propagar By de acuerdo con By = By, + Py - Pi_g.

La Figura 4.2.2.7 muestra la propagacidén del vector de
estado estimado con los dos procedimientos de maxima verosimili-
tud considerados. Se observa que esta estimacién practicamente
coincide con los dos filtros. Ademas, se aprecia que el vector de
estado es mas estacionario en media que en el ejemplo anterior.
La razon es gque la estimacidn del vector de estado depende, entre
otras cosas, de los datos, y en este caso, la serie del Indice
Dow-Jones es mas estacionaria al haber sido diferenciada dos
veces.

La Figura 4.2.2.8 representa la evolucién de la ganancia
calculada por los dos filtros a lo largo de la muestra, observan-

dose cOomo alcanza muy pronto un estado estacionario.
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[a) KALMAN —— CHANDRASEXHAR

Fig. 4.2.2.5: Varianza estimada del vector de estado del modelo (4.2.2].

o TATMAN —— = COHANDRAIRKHAR

Figq. 4.2.2.6: Varianza estimada del vector de observacidén del modelo
[4.2.2].
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Fig. 4.2.2.7: Estimacidn del vector de estado del modelo [4.2.2].

u} KATHAN ~——— CHANDRASEKHAR

Fig. 4.2.2.8: Evolucidn de la ganancia calculada del modelo (4.2.2].
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En la Figura 4.2.2.9 se ofrece el perfil de la serie
residual cuando se ha llegado al vector de parametros due
maximizan la funcién de verosimilitud del modelo. Es decir, se
presenta la evolucidn de los residuocs resultantes del ajuste del
Indice Dow-Jones a través de un proceso MA(1l). En él, se observa
la existencia de dos residuos que superan las bandas de signifi-
cacién de 12DS fechados en las observaciones 60 y 61. Esto
sugiere la necesidad de intervenir dichos valores atipicos
introduciendo en el modelo una variable determinista de tipo
escaldén en la observacidn 60.

Ondarvacienas

Fig. 4.2.2.9: Residuos estandarizados del modeio [4.2.2].

Es decir, el modelo univariante de intervencidén a estimar
es:

= S/60
DWIy = wo€ S/60 4 N
con una estructura para el ruido:

V2Ne = (1 - #B)ay
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en donde:

ay es un proceso de ruido blanco,
S/60 1 sit 2 60
Et =
0 en otro caso
Esta especificacién puede escribirse alternativamente de
la forma:

VZDWT, = wy€e 1780 + (1 - 6B)a, [4.2.3]

siendo:

1 sit =60
£.1C/80 =4 -1 sit =61

0 en otro caso

que da lugar a la siguiente formulacion en espacio de los

estados:
Xpeqp = - fag
donde:
Zy = VQDWJt P Vg =W =38 ;7 Q=R=S8-= cg

Los resultados de la estimacién de este modelo univariante

de intervencidén se ofrecen en la siguiente tabla:

Método Min. cuadrados Mdx. verosimil.| Max. verosimil.
de con | con_el con el
Estim. retroprevisioén F. Kalman F.Chandrasekhar
fa) A A
W = 1.3743 w = 1.3726 w =1 9
0 (0.3220) 0 ( .3220) 0 (0 5)
Modelo " ~ ~
§ = 0.6985 8 = 0.6879 6 = 0.6896
[4.2.3] (0.0851) (0.0860) (0.0859)
~2 ~e ~n2
g = 0.1212 o= 0.1229 o= 0.1231
a a (0.0201) a (0.0201)

Tabla 4.2.2.10: Resultados de la estimacién del modele [4.2.3).
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donde la correlacion existente entre el pardmetro media mévil y
el asociado a la variable de intervencidén de 0.08 por el método
de minimos cuadrados con retroprevisién. Sin embargo, la matriz
de correlaciones resultante cuando se utiliza cualquiera de los

métodos de maxima verosimilitud es la siguiente:

A A2
5, & &2

0.0 1.0
0.0 =-0.01 1.0

Por tanto, se observa que sélo al utilizar la expresién

exacta de la matriz de informacidén se obtiene una correlacidn
. . A A

estrictamente nula entre los parametros w, y 8, como es de

esperar tedricamente.

La Tabla 4.2.2.10 muestra que el coeficiente asociado a la
variable de intervencién es altamente significativo y su estima-
cién es muy similar con los tres métodos. Ademas, al haber
incluido esta variable determinista, la estimacién del parametro
media movil es mas parecida con los tres criterios que en la
especificacidén [4.2.2]. Esto se debe a que la correccidén de ese
efecto impulso transitoric ha mejorado el condicionamiento de la
funcién de verosimilitud de la muestra (vid. Figuras 4.2.2.11,
4.2.2.12 y 4.2.2.13). Légicamente, la varianza residual de este
ajuste también ha disminuido con respecto a la especificacién
[4.2.2].
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Fig. 4.2.2.11: perfil de la funcidén de verosimilitud con respectc a &.
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Fig. 4.2.2.12: Perfil de la funcidn de verosimilitud con respecto a a:.
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Fig. 4.2.2.13: Perfil de la funcidn de verosimilitud con respecto a tg-
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4.3. Modelos del Desempleo Femenino del Reino Unido.

Esta serie (a partir de ahora denotada como DFy) recoge el
nimerc de mujeres desempleadas el primer dia de cada mes en el
Reino Unido. La muestra analizada es de 67 datos mensuales que
abarcan el periodo de Enero de 1967 a Julio de 1972.

En la Figura 4.3.1 se muestra el grafico de la serie
original, observando la no estacionariedad de la misma con
respecto a la media. En cuanto a la estacionariedad en varianza,
existe una duda razonable acerca de la conveniencia de su
transformacidén logaritmica (vid. Figura 4.3.3). Aungue el grafico
rango-media (vid. Figura 4.3.2) mostraba una configuracién
creciente, la informacidn que proporciona este instrumento no es
demasiado concluyente ante una muestra tan corta. Por ello, se
optd por estimar después el valor o6ptimo del pardmetro de la
transformacién Box-Cox. No se pudo rechazar la hipdtesis nula

Hy: XA = 0 al ser % = -0.0695 con una desviacién tipica de 0.3827.

La Figura 4.3.4 muestra claramente la estacionalidad de la
serie al estar, por ejemplo, el Desempleo Femenino sistemati-
camente por debaijc de la media en todos los meses de Junio de la
muestra utilizada. Si se divide la muestra en intervalos de 12
meses desde el mes de Junio de cada afo, se observa que la pauta
de comportamiento de la serie es muy similar en cada intervalo de

un ano.

La necesidad de tomar dos diferencias regulares se aprecia
en la Figura 4.3.5 donde la serie deambula alrededor de la media
sobre todo, en los primeros y ultimos meses de la muestra escogi-
da. Por ultimo, la Figura 4.3.6 muestra que la serie puede ser
considerada estacionaria en media con ese orden de diferencia-

cion.
A partir de las funciones de autocorrelacioén simple vy

parcial de la serie VizvelnDFt, el modelo identificado fue un

proceso MA(l) regqular, no encontrandose ninguna estructura
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estacional modelizable. Se estimé este modelo y la acf y pacf
residuales mostraron la necesidad de incorporar estructura MA(1)
estacional. El modelo que propone Anderson difiere de éste en que
no transforma logaritmicamente la serie, s6lo considera necesaria
una diferencia regular para lograr estacionariedad en media, no
incorpora ninguna estructura estacional y modeliza en la parte

regular un proceso AR(1l). En resumen, se ha seleccionado 1la
siguiente especificacién:

V2V, ,DFy = (1 - 6B)(1 - eBl?)a, [4.3.1]

Este modelo expresado en forma de espacio de los estados,
tiene un vector de estado de dimensidén mucho mayor a la del
vector de observacion. En concreto, n=13 mientras que m=1. Por
ello, éste es un ejemplo adecuado para mostrar la importante
reduccién de carga computacional que supone estimar este tipo de

especificaciones con el filtro de Chandrasekhar.

Fig. 4.3_.1: Serie original de desempleo femenino.
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Fig. 4.3.5: Serie V12V'Lnl)!=t estandarizada.

Fig. 4.3.6: Serie V’12‘G‘lnDFt estandarizada.

En la siguiente tabla, se ofrece el resultado de la
estimacidén de [4.3.1] por los tres criterios usados:

Método | Min. cuadrados | Max. verosimil.| Max. verosimil.
de con |, . con el con el
Estim. retroprevisidn F. Kalman F.Chandrasekhar
A A ~
8§ = 0.778 @ = 0.764 8 = 0.747
(0.080) (0.083) (0.082)
Modelo A A A
8 = 0,286 8 = 0,202 8 = 0.185
[4.3.1] (0.137) (0.155) (0.156)
~ A2 A2
6 = 0.803x107> | ¢ = 0.860x1073 | o = 0.872x1073
a a (0.193x10 ) a (0.195x10 )

Tabla 4.3.7: Resultados de la estimacion del modelo [4.3.1].
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A la vista de los resultados de la Tabla 4.3.7, cabe

resaltar los siguientes comentarios:

+ De nuevo, las estimaciones del parametro media mévil,
tanto regular como estacional, son distintas con las
tres aproximaciones. En este ejemplo, las estimaciones
obtenidas por maxima verosimilitud con el filtro de
Chandrasekhar son ligeramente mas bajas que con los
otros dos procedimientos, sobre todo, para la estructura

media mévil estacional.

+ La estimacién por minimos cuadrados con retroprevision
admite la estructura estacional, mientras que los otros
dos mecanismos de méxima verosimilitud rechazan su
inclusidn, sobre todo, la aproximacion de Chandrasekhar.
Esto ocurre aunque la correlacidn existente entre los
dos parametros media méviles es bastante baja (segun el
método de minimos cuadrados es -0.12, segun el método de
maxima verosimilitud con el filtro de Kalman =-0.07 y

segun la aproximacién de Chandrasekhar -0.05).

En cuanto al tiempo de cdlculo, éste es un modelo donde su
estimacién por la aproximacién de Chandrasekhar supone una
importante wventaja computacional con respecto a la aproximacidn
de Kalman. Esto es asi, puesto que el vector de observacidén es un
escalar y el vector de estado es de orden (13x1). En este caso,
la ecuacidén de Riccati asociada al filtro de Kalman y gque propaga
la matriz Py, ha de actualizar 21 elementos distintos de la misma
en cada instante de tiempo, mientras que en la aproximacién de
Chandrasekhar sélo hay que actualizar 13 componentes de la matriz
factor Y¢ y el unico elemento existente del factor M¢. La

siguiente tabla muestra la citada ganancia en tiempo de estima-

cidn:
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Max.verosim.| Max.verosim. .
CPU con el con el Ganancia
F. Kalman F.Chandrasek. %
Proc.INTEL 286 (10Mhz) 8573.54 4313.52 + 98.76
Proc.INTEL 386 (20Mhz) 2074 .98 1110.20 + 86.90

Tabla 4.3.8: Tiempos de cdlculo en segundos en la estimacidn del modelo [4.3.11.

Con objeto de estudiar si en este modelo el filtro de
Kalman calcula matrices de covarianzas del vector de estado
semidefinidas positivas en todo instante de tiempo, se ha
representado en la Figura 4.3.9 la evolucidn de la traza de esta
matriz cuando es propagada por los dos filtros, dado que 1la
dimensioén de la misma es de orden (13x13). Se observa que la

traza es estrictamente positiva con las dos aproximaciones.

Con respecto a la estimacién del vector de estado obtenida
por ambos filtros, sdélo se han representado la primera y las dos
ultimas componentes de dicho vector con respecto al tiempo. El
motivo es que al expresar este modelo en forma de espacio de los
estados, se obtiene que sélo estos tres elementos del vector de
estado dependen de los parametros del modelo econométrico. Para
el resto de sus componentes, se comprueba que el elemento i-ésimo
del vector de estado en un instante cualquiera, es siempre igual
a la componente i+l del vector de estado en el instante anterior.
Las Figuras 4.3.10, 4.3.11 y 4.3.12 ofrecen la evolucion de las
componentes estimadas del vector de estado gue interesan. Estos
graficos muestran que la propagacién de esas tres componentes del
vector de estado es muy similar cuando dicho vector se estima con
el filtro de Kalman y el de Chandrasekhar. Solamente se aprecian
ligeras divergencias en los primeros instantes de tiempo, debide
a gque el filtro de Chandrasekhar es inicializado de forma
distinta al filtro de Kalman.
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Fig. 4.3.9: Traza de la matriz de covarianzas estimada del vector de estado

del modelo [4.3.1].

CHANDRAAEKHAR

Fig. 4.3.10: Primera componente estimada del vector de estado del modelo

[4.3.1].
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Fig. 4.3.11: Pentiltima componente estimada del vector de estado del modelo

{4.3.1].

Fig. 4.3.12: Ultima componente estimada del vector de estado del modelo

{4.3.11.
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4.4. Modelos de relacidén entre el Consumo Energético y el PIB de
Dinamarca.

En este apartado, se estudia la relacidén existente entre
el Consumo de Energia (CE) y el PIB de Dinamarca a través de una
funcion de transferencia. Esta relacién fue analizada por Ramain
(1986) para 18 paises de 1la OCDE, estimandoe un modelo de
regresién simple para cada pais. La diagnosis de estos modelos
estimados muestra claramente gue un andlisis de regresidén no
recoge adecuadamente la relacién entre CE y PIB (residuos no

estacionarios, etc.)

El andlisis se ha realizado utilizandc una muestra anual
de 30 observaciones que abarca el periodo 1951-1980 y sélo se ha
analizado el caso de Dinamarca. Los datos de PIB vienen dados en
numeros indice con base en 1970 y el Consumo Energético esta

agregado y medido en millones de Tm. equivalentes de petréleo.

Después de haber conseguido una representacién univariante
adecuada tanto para el CEy como para el PIB, la identificacidén
del modelo de funcién de transferencia dio lugar a la siguiente
especificacién:

InCEy = (wy - w4B)1nPIBy + Ng
[4.4.1]
(1 - ¢B ~ ¢,B2) V2N, = a,
siendo la ganancia en estado estacionario g = 6wy - ®;. La forma

en gue ha de escribirse el modelo [4.4.1] para ser expresado en
forma de espacio de los estados es:

(1 - ¢,B = ¢,B%)V2InCE,=(1 - ¢;B - ¢,B%) (wy; - ©;B)V21InPIB, + a,
donde a; es un proceso de ruido blanco.

El resultado de la estimacidén de este modelo por los tres

procedimientos utilizados se ofrece en la siguiente Tabla:
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Min. cuadrados Max. verosimil.| Max. verosimil.
con |, . con el con e
retroprevisidn F. Kalman F.Chandrasekhar
~ A ~
w = 0,950 W = 0.930 w = 0.920
0 (0.520) 0 (0.483) 0 (0.483)
A~ Fal FaY
w = -0.950 w = -0.922 Ww = -0.912
1 (0.520) 1 (0.488) 1 (0.488)
~ ~ Fal
¢ = -0.820 ¢ = —-0.796 ¢ = ~-0.813
1 (0.190) 1 (0.174) 1 (0.172)
~ A ~
¢ = -0.450 ¢ = -0.419 ¢ = ~-0.435
2 (0.180) 2 (0.178) 2 (0.176)
~ A2 A2
6 = 0.50x1072 a = 0.50%1072 o = 0.50%x107%
a a (0.13x10 <) a (0.13x10 <)

Tabla 4.4.1: Resultados de la estimacidén del modelo [4.4.1]1.

La matriz de correlaciones entre los parametros estimados

segun minimos cuadrados con retroprevision es la siguiente:

A A A A
W W
¢l ¢2 0 1
1.00
.53 1.00
-.31 =~.,07 1.00
-.10 .21 .07 1.00

Seqgun maxima verosimilitud con el filtro de Kalman es:

~ ~ ~ ~ A2
W [} g

¢1 ¢2 0 1 a
1.00

.55 1.00

.00 .00 1.00

.00 .00 .00 1.00

.10 .08 .00 .00 1.00

Y segun el filtro de Chandrasekhar:

~ A A A A2
¢ @ ® g

1 ¢2 0 1 a
1.00

.56 1.00

.00 .00 1.00

.00 .00 .01 1.00

.11 .08 .00 .00 1.00
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La unica diferencia apreciable en la estimacidén por los
tres métodos consiste en que se obtiene una correlacidén mas alta
entre los parametros autorregresivos cuando se estiman por maxima
verosimilitud que por minimos cuadrados con retroprevision.
Ademas, no existe ninguna correlacion entre los parametros
estimados de la funcién de transferencia y los autorregresivos
por cualquiera de los métodos de mdxima verosimilitud, mientras
que si se detectaban cuando se utilizaba minimos cuadrados con
retroprevisidén. Este resultado se debe al empleo de una aproxima-
cién al gradiente de la funcidén de verosimilitud que, a su vez,
se utiliza para calcular una aproximacién al hessiano y por
ultimo, esta aproximacidén se usa para calcular una aproxXimacidn

a la matriz de informacion.

El tiempo de calculo utilizado en la estimacidén de esta
funcién de transferencia fue de 135.83 segundos utilizando el
filtro de Kalman y de 129.68 segundos segun la aproximacién de
Chandrasekhar. La pequefa ganancia porcentual en tiempo de
calculo (4.74%), es debida a que en esta especificacién el ratio
de dimensiones n/m es 3/1. Es decir, segun el filtro de Kalman se
han de actualizar 6 elementos distintos de la matriz Py cada vez
que se procesa una observacién, mientras que con el filtro de
Chandrasekhar sélo hay gue actualizar 3 elementos del vector
factor Y, y el unico componente del factor M.

Los graficos 4.4.2 y 4.4.3 muestran la evolucién de los
elementos de la diagonal de la matriz Py, es decir, las varianzas
estimadas de cada componente del vector de estade cuando se ha
llegado al vector de parametros éptimo. Del examen de los mismos,

se pueden sacar las siguientes conclusiones:

{(a) El deterioro numérico del filtro de Kalman se refleja
en la aparicién de elementos negativos en la diagonal
principal de la matriz de covarianzas Py (vid. Figura
4.4.2).
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(b)

(c)

(d)

(e)

(£)

(g9)

(h)

La factorizacién de Chandrasekhar asegura el caracter
estrictamente positivo de dichas varianzas en todo

instante de tiempo (vid. Figura 4.4.3).

Las varianzas de los dos primeros componentes del
vector de estado calculadas con el filtro de Kalman
son intermitentemente negativas, en la linea de los

resultados obtenidos por Bierman y Thornton (1980).

Los errores numéricos en el calculo de la matriz Pt
hacen que las ganancias calculadas con el filtro de

Kalman no sean fiables.

Como el modelo estimado es estacionario, tanto la
matriz de covarianzas Py como la matriz ganancia |
deberian converger a un valor estacionario en el
vector de parametros optimo. Esto sdlo se observa con
la aproximacién de Chandrasekhar, pues con el filtro
de Kalman dichas variables oscilan constantemente
entre dos valores.

El empleo de la versién estable de l}la ecuacidén de
propagacioén de Py (como se ha hecho en este caso), no
garantiza la estabilidad numérica del filtro de
Kalman. La utilizacién de esta versién hace que los

errores numéricos sean menores, pero no se eliminan.

La inestabilidad numérica no desaparece aun trabajando

con numeros reales en precision doble.

La idea de acotar los elementos de la diagonal de Py
para asegurar su condicionamiento (vid. Capitulo 1),
es un método ad-hoc que, en teoria, producira resul-
tados subdptimos. Ademas, la forma adecuada de acotar
dichos elementos de la matriz dependerd del problema
en concreto y por supuesto, esta técnica aumentaria

inevitablemente el tiempo de calculo.
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En algunas ocasiones, puede ser mas interesante la
estimacién de la ganancia en estado estacionario de una funcidn
de transferencia que la de los pardmetros individuales de la
misma. Incluso, en determinadas situaciones, puede interesar
imponer la restriccién de ganancia unitaria en estado estaciona-

rio.

Es facil imponer restricciones lineales o no lineales
entre los pardmetros de un modelo cuando éste es formulado en
espacio de los estados y estimado por cualquier criterio de
maxima verosimilitud. La contrastacién de estas hipdtesis puede
llevarse a cabo mediante el test de Wald, el test de razon de
verosimilitudes o el test del multiplicador de Lagrange (ML). La
ventaja de utilizar este ultimo es que solo hay que estimar el

modelo bajo la hipétesis nula. La forma de este test es la
siguiente:

3e(6..) A aL(8.)
ML = | ——L— | (M(8,)17? — | - X2
30, 36

. N N . ~
donde r es el numero de restricciones impuestas, . es el vector

de estimaciones de los pardmetros en el modelo 2estringido y
M(?r) es la matriz de informacion calculada bajo la hipodtesis
nula. Debe tenerse en cuenta gque, tal como sefiala Terceiro
(1990), para la utilizacidén de este test, sélo se necesitan
variables calculadas en el proceso de estimacién y dque, en
nuestro caso, se dispone de las expresiones exactas del gradiente

y de la matriz de informacidn.

El modelo gue nos ocupa se ha estimado bajo la hipdtesis
nula Hp: g = 1, donde el vector gradiente y la matriz de informa-
cién calculados mediante la aproximacién de Kalman son:

9 (8,)

a8

i

[-.133x10711 - 113x10711  L290x10711 - 156x1078;

r
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2

3.367x10"
5 -1 1.646x10"2  3.480x10”2
M = - - -
(8r) -5.494x10°22 9.448%x10721 1.300x1071

1.676x10~5  1.340x10”3 1.617x10°2%  2.592x107°

y el valor obtenido del test es ML = 7.671x10724,

Y segun la aproximacién de Chandrasekhar:

A T
9e(oy) | [.804x10"11 - 417x10711 - 645x10712 -.186x1078]
YR
| 3.344x1072
A -1 1.673x1072  3.460x1072
M) = 5 714x10721 3.444x%10721 1.316x1071
I 2.582x10°%  1.395x1075% 1.840x1072%  2.s582x107°

siendo, en este caso, el valor calculado del estadistico de
1.077x10°23,

Por tanto, a la vista de los resultados, no puede
rechazarse la hipétesis nula de ganancia unitaria con los dos
criterios de estimacién.
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4.5, Modelos multivariantes.

En Grandal (1986) =e desarrolla un marco tedrico general
para el estudio de mercados con retardo fijo de oferta. También
se lleva a cabo una aplicacidén econométrica de este modelo al

mercado de la patata en Espaha.

Este modelo generaliza en muchos aspectos los formulados
hasta entonces para este tipo de mercados. Ademds, permite
contrastar no sélo la conocida hipdtesis de expectativas raciona-
les de Muth (1961), sino también una amplia gama de hipétesis

alternativas de racionalidad.

El modelo conceptual basico, aplicable a cualguier modelo
¢on una funcién de oferta con retardo fijo, estd formado por las

silguientes relaciones:
(a) Relacidén de demanda.
Ce = Vo (BYpp * et [4.5.1]

# 0 [4.5.2]

I
Q

v (0)

La ecuacién [4.5.1] indica que la cantidad demandada (cy)
puede responder de forma dindmica ante variaciones en el precio
(Pt). V4(B) es una funcion de transferencia gque recoge ese
posible efecto dindmico del precio sobre cantidad. El término n.y
es el error estocdstico en la demanda, que cumple las condiciones
de estacionariedad e invertibilidad de un modelo univariante
estocastico. Por ultimo, a (vid. expresicon [4.5.2]) es la
elasticidad-precio de la demanda al mads corto plazo. La condicidn

a # 0 es necesaria para gue el precio se determine en el mercado.
(b) Relacidén de oferta.

qp = BPE_1 (1) + Nyt [4.5.3]
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Bt 0 [4.5.4]

La ecuacidén [4.5.3] relaciona la cantidad ofrecida al
mercado en el instante t, (qy), con la expectativa del precio que
forman los productores en t-1 para el momento t, [p%_l(l)]. A es
la elasticidad-precio de la oferta gue se supone distinta de cero
(vid. [4.5.4]), ya que 8 = 0 implicaria gue la unica relacidén
entre precio y cantidad vendria dada por el lado de la demanda.
Por ultimo, Mgt e8 al error estocdstico en la oferta que satisfa-
ce las condiciones de estacionariedad e invertibilidad de un

modelo univariante estocastico.
(c) Condicioén de equilibrio del mercado.
Ct = qt Yt [4.5.5]
Es decir, [{4.5.5] implica que no se acumulan stocks del
bien. Esta es una hipétesis simplificatoria que resulta verosimil

en el caso estudiado.

{(d) Estructura de los términos de error e independencia entre

las relaciones de oferta y demanda.

HC(B)nCt = act [4.5-6]
Hq(B)nqt = agt [4.5.7]
E(actaqt') = 0 [4.5.8]
donde II(B) = B(B)"l¢(B), ¢ (B) es un polinomio media-mévil inver-

tible v ¢(B) es un polinomioc autorregresivo estacionario. La
condicién [4.5.8) es necesaria para que el concepto de equilibrio
en un mercado sea operativo. Esto implica que las variables
recogidas en los términos de error de oferta y demanda no deben

estar correlacionadas entre si.
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(e} Formacidén de expectativas.

Para completar el modelo, se supone que la expectativa

pﬁﬂl(l) se relaciona con las variables del mercado de la forma:

pE.1(1) = Vo (B)Py_q + Vg(B)dp_q (4.5.8]

donde up(B) Y uq(B) son funciones de transferencia no explosivas.
Es decir, el polinomio autorregresivo del denominador en v(B), ha
de tener sus raices caracteristicas fuera del circulo unidad. La
relacidon [4.5.8] supone que la unica informacidn disponible para
los agentes en el instante t, viene dada por la historia pasada

de precios y cantidades hasta el instante t-1.

A partir de [4.5.8], es posible contrastar la hipdtesis de
racionalidad en el sentido de Muth (1961). Esta hipotesis supone
gue los agentes utilizan el conjunto de informacidén maxime que,
en este caso, incluye tanto la historia de precios y de cantida-
des, como la estructura y los valores de los parametros del
modelo dado por [4.5.1]-[4.5.8]. Es decir, pg_;(1) seria la
esperanza condicional de py por el modelo y la historia de las
variables. Otra hipdtesis contrastable dentro de este marco, es
la de racionalidad en sentido univariante, que supone que los
agentes sélo utilizan la historia del precio para formar sus
expectativas. En este caso, pﬁ_l(l) seria la esperanza condicio-
nal de p; por esta informacién y el modelo univariante del

precio.

A partir de las ecuacicnes [4.5.1]-[4.5.8], se obtiene el

siguiente modelo bivariante estocastico:

I (B) -V (B (B) di At

My (B) (1 ~ BV (B)B]  =Bv,(B}Bl(B) < Aqt [4.5.9]
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el cual, una vez normalizado

Nq(B)[1 - Bvy(B)B]

Mo (B)(1 - BV (B)B] - O (B)

queda:

Ve(B)I.(B) - Bv,(B)BI,(B)

44

at

pt

donde apt =

a

[4.5.10)

A partir de una estimacién de [4.5.10], es posible estimar

la elasticidad-precio de la demanda mediante la relacidn:

~2
9

Q

R >
]

A

Q

dp

[4.5.11]

Y, una vez estimada esta elasticidad, ya es posible escribir el

modelo en la forma [4.5.9]. La elasticidad-precio de la oferta y

la funcién de transferencia que recoge el efecto dinamico del

precio sobre cantidad, pueden estimarse a partir de [4.5.9]. Asi,

denotando Hij
[4.5.9], se tiene que:

Vo (B)
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Grandal aplica este modelo tedrico al mercado de la patata
en Espaha. Para ello, utiliza una muestra trimestral de 64
observaciones que abarcan el periodo del primer trimestre de 1965
al ultimo de 1980. Las series temporales utilizadas son la
Ccantidad de Patata Producida trimestralmente (en miles de Tm.) y
la serie de Precios de la Patata Percibidos por los Agricultores
Ponderados (en Pts/Kg.). En el Apéndice D se ofrecen los datos de
ambas series reelaborados a partir de los datos estadisticos de
base.

Como ejemplo multivariante para aplicar nuestro mecanismo
de estimacidén basado en el filtro de cChandrasekhar, se ha
escogido uno de los modelos que se presentan en el trabajo de
Grandal por diversas razones:

+ E1 modelo conceptual basico en el gue se apoya es muy
general. En principio, es aplicable a cualquier modelo
con una funcién de oferta con retardo fijo, por lo que
puede ser interesante su futura utilizacién para el
estudio de otros mercados distintos al de la patata en
Espafia. Aunque en este trabajo no se ha abordado este
aspecto, es evidente que puede ser util disponer de
mecanismos de estimacidén robustos y flexibles para una

posible nueva aplicacién del modelo tedrico.

*+ E]l modelo que se ha seleccionado fue estimado por mdxima
verosimilitud utilizando el programa SCA (1986). Este
pagquete sélo calcula la expresidén analitica exacta de la
funcién de verosimilitud para modelos de medias-méviles
puros. En el caso de modelos mixtos, como el del

ejemplo, se utiliza la aproximacidén dada por Hillmer y
Tiao (1979).

* Algunos parametros del modelo tedrico han de ser
estimados a posteriori, es decir, usando las estimacio-
nes resultantes de otros coeficientes. Ademas, sus

desviaciones tipicas son también recuperadas mediante
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aproximaciones. Por otro lado, el cdlculo de la matriz
de informacidén exacta es particularmente importante en
este ejemplo, donde el contraste de hipodtesis permite
estudiar el tipo de mecanismo de formacién de expec-

tativas existente en el mercado.

Los resultados de la estimacion del modelo bivariante por

maxima verosimilitud exacta con SCA son los siguientes:

a (1 + 0.14B% + 0.058B% - 0.17B12) 1 - 0.44B%
Cy = T o copd Vinpy + V4 st
[4.5.13)
o = -4.4
(4.6)

0. X 100 = 70.6

.o 1 - 0.44B4
dy = BPf-q + a
1 v, qt (4.5.14]
B = 1.16
(0.57)
ap ¥ 100 = 9.3
o - 0.21B% + 0.198% + 0.30B12
Pg-q(1) = Vinp
t-1 1 - 0.69B% t
[4.5.15]

Las relaciones [4.5.13]-[4.5.15], junto con la condicién
de equilibrio del mercado, pueden escribirse de nuevo en forma de
una estructura bivariante:

(1 - 0.69B%)  -a (1 + 0.14B* + 0.05B% - 0.17B12) || V,1nq,

A

(1 - 0.69B%) -8 (-0.21B* + 0.198% + 0.308'2)]|VV,1np,
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4 4

(1 - 0.44B*) (1 - 0.69B%) 0 Aot
4 _ 4

0 (1 - 0.44B%) (1 - 0.69B%) || ag

[4.5.16)]

y normalizando [4.5.16], las matrices correspondientes a su

representacién en espacio de los estados son las siguientes:

(0 1 00 0 0.evvoennnn.. 0 0
0 0 1 0 0 0 .0vvennennnnns 0 0
0 00 0 I 0 .ovnrnnennnnns 0 0
#0000 1 ...oeoon... 0 E,
0 00 0 O0.uvvrvnnnnnn.. 0 0
0 000 D0 0.ocvernvennnn. 0 0
X - x, + W
™ 00000 ... o] T lo |t
8,0 0 0 0 0 ...ocoennnnnn. 0 E,
0 000 0 O ..ovnvennnn. 0 0
0 00 0 0 0 .ccvvvnnnnnnn. 0 0
00 0 0 08 0 .ovvnnnvvnnns I 0
(#5000 0 0. o £ |
(24x24) (24x2)
V,c 1 0..... 0 0 1
= g Yy
W,p, 01 ..... 0 e 1/a
(2x24)
donde:
11 Peop 0 B3 0 N
$, = #, = . =
1 i % i %
0 "0z ¥ By 0 613 ¥ Poy3 0 Py * Boyy,
a [+ § a
i
'ﬁ¢22 9 . ﬁ¢22
— R R—
[+ 4 a
Ey =
91170112 Bep 2107611910 Bdop
a 02 a C!z
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‘ﬁ¢z3 B¢23
— #1191 - —
a
Ez = - -
Bty B8 f110117%13 | Ps
a az a ﬂz
'ﬂ¢24 ﬁ¢24
a
E3 = ; Q=R-=
Al "o W .
L ¢4 ﬂz 0 u2

Los resultados de la estimaciodon de este modelo por maxima
verosimilitud exacta, utilizando el filtro de Chandrasekhar y la

matriz de informacidén exacta,

son los siguientes:

. (0.066) (0.0073)  (0.065 (0.055)
a(l + 0.13B%* + 0.0518% - 0.19B12) 1 - 0.45B%
Ct = 4 V]. I'lPt + act
1 - 0.55B v,
(0.067)
(4.5.16]
@ = -2.63
(0.42)
o2 = 0.20
(0.0071)
(0.055)
~ 1 - 0.45B%
e
dy = Bpg-1 + agt
v, [4.5.17]
B = 0.68
(0.01)
aé = 0.0089
(0.0012)
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r (0.071)  (0.072) (0.0701 1
| - 0.24B% + 0.208% + 0.33B12 |
PE-1 = | | Vinpg
| 1 - 0.55B% |
L (0.067) 4 [4.5.18]

Los resultados muestran gque todas las estimaciones
coinciden aproximadamente, excepto las correspondientes a las
elasticidades-precio de demanda y oferta. En concreto, la elas-
ticidad-precio de la demanda estimada es negativa y significati-
vamente distinta de cero. Y con respecto a la elasticidad-precio
de la oferta, se rechaza la hipdtesis nula de que sea igual a la

unidad.

A continuacion, se ofrecen los perfiles de la funcién de
verosimilitud transformada logaritmicamente y cambiada de signo,
para algunos parametros de esta especificacidén. Los graficos
4.5.1 y 4.5.2 muestran que la funcién =-1lnL(f#) estad muy bien
condicionada con respecto a los parametros $11 Y 811. Con
respecto a las varianzas residuales, el perfil de dicha funcién
es ligeramente mas plano en un entorno de puntos que contiene al
6ptimo (ver Figuras 4.5.3 y 4.5.4). La funcién -1nL(f) con
respecto a la elasticidad-precio de la demanda (a) es la peor
condicionada (ver Figura 4.5.5). En concreto, este grafico
muestra que la funcidén presenta un pico en el punto en el que el
valor de la funcién es minimo. A partir de ese punto, existe un
intervalo de valores de a para los cuales la funcién -1nL(#) toma
aproximadamente el mismo valor. Por supuesto, el perfil mostrado
seria bastante mas suave si se hubiesen dibujado mas puntos, pero
en cualquier caso, en Grandal la estimacién final de dicho
parametroc cae dentro de esa zona plana de la funcién, mientras
gque con nuestro mecanismo se converge a un punto donde el valor

de la funcién -1nL(#) es menor.

Por ultimo, sefialar como conclusién que ademdas de ser
importante la wutilizacién de procedimientos de estimacioén
robustos y flexibles, también puede ser util el uso de instrumen-

tos graficos muy sencillos como los perfiles de la funcidén de
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verosimilitud en la direccidén de todos los parametros. Esto
permite detectar a veces un mal condicionamiento de la funcién a
optimizar en algunas direcciones, asi como posibles no linealida-
des de la misma gque hagan dgue el algoritmo de optimizacién

empleado no llegue a un optimo en sentido estricto.
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Figura §.5.1: Perfil de (a funcidn -(nL{#) con respecto al pardmetro $q1-

Figura 4.5.2: Perfil de la funcién -lnL(#) con respecto al parimetro Byq-
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CAPITULO 5

CONCLUSIONES



LN -

lLas principales conclusiones de este trabéﬁﬁiiﬁbn las

siguientes:

En primer lugar, se ha tratado el problema de estimacidn
por maéxima verosimilitud exacta de modelos econométricos
utilizando un filtro de Chandrasekhar. En este punto, se ha
llevado a cabo un estudio exhaustivo del funcionamiento del
procedimiento de estimacidén, al ser aplicado tanto a modelos con
datos simulados como con datos econdmicos reales. Ademas, las
especificaciones consideradas presentan distintas estructuras
dindmicas y situaciones de condicionamiento. Las ventajas de esta

aproximacién son las siguientes:

+ Los resultados confirman la mayor robustez numérica del
filtro de Chandrasekhar frente al filtro de Kalman
convencional. En concreto, la utilizacidén de versiones
estables del filtro de Kalman no es suficiente para
eliminar los errores numéricos inherentes al mismo y que
dan lugar a la obtencidn de matrices de covarianzas con
autovalores estrictamente negativos. Sin embargo, en
todas las pruebas realizadas con el filtro de Chandra-
sekhar, se muestra la robustez numérica de este algorit-
mo proporcionando matrices de covarianzas semidefinidas

positivas en todo instante de tiempo.

+ Por otra parte, el algoritmo de Chandrasekhar presenta
importantes ventajas computacionales con respecto al
filtro de Kalman cuando se aplica a modelos con dimen-
sién del vector de estado (n) mayor a la dimensién del
vector de observacidén {(m). Esto ocurre en la mayoria de
los modelos econométricos que presentan estructura
estacional. La ganancia porcentual en tiempo de calculo
puede llegar a ser superior al 80-90% con respecto al
filtro de Kalman, creciendo de forma exponencial a

medida que aumenta el ratio de dimensiones n/m.
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«+ A partir de las ecuaciones de Chandrasekhar, pueden
derivarse las expresiones analiticas exactas de la
funcién de verosimilitud de la muestra, de su gradiente,
su hessiano y su matriz de informacién. Calcular de
forma exacta estas funciones resulta importante a 1la
hora de estimar y especialmente, para contrastar
cualquier hipodtesis (lineal o no lineal) sobre los

parametros.

Un aspecto crucial a la hora de utilizar un filtro,
consiste en estimar adecuadamente las condiciones iniciales del
mismo ya gue, cuando la muestra es corta, las estimaciones de los
pardametros del modelo econométrico pueden ser sensibles a las
condiciones iniciales del. La aportacidn de este trabajo en este

aspecto es la siguiente:

- Se ha aplicado un algoritmo de estimacién por maxima
verosimilitud de las condiciones iniciales del filtro.
Esto evita tanto la arbitrariedad con que se eligen
éstas en la mayoria de los casos, como los posibles
errores numéricos derivados de una mala eleccidén de

condiciones iniciales (vid. Apéndice B).

Por otra parte, cabe destacar las ventajas de usar una
representacién en forma de espacio de los estados con dimensién
minima del vector de estado, ya que:

+ Usando dicha formulacién, se simplifica la aplicacién de
las ecuaciones de Chandrasekhar a la estimacién de los
parametros del modelo econométrico.

+ Proporciona ventajas computacionales con respecto a

otras formulaciones de dimensién no minima.

+ Evita que alguna(s) componente(s) del vector de estado

nicial sea(n) no identificable(s), cuando se estiman
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los elementos de dicho vector por el algoritmo de ma&xima
verosimilitud ya citado.

Finalmente, en este trabajo se muestra que los filtros
derivados de 1la factorizacién de matrices (como es el de
Chandrasekhar) no son dificiles de aplicar en la practica y que
su construccién garantiza la estabilidad del filtro. En nuestro
contexto, es conveniente utilizar algoritmos con esta carac-
teristica, ya que las variables que se propagan recursivamente en
el filtro son usadas para evaluar, en cada vector de parametros,
la funcién de verosimilitud del modelo, su gradiente y su
hessiano. Como es bien sabido, el proceso recursiveo es sensible

a la acumulacidn de errores de redondeo.

Por otro lado, es importante disponer de las expresiones
exactas de dichas funciones para evitar el uso de aproximaciones
a las mismas. Pero, igualmente importante es utilizar después un
filtro numéricamente robusto para evaluar con la mayor precisioén
posible los wvalores exactos de dichas funciones. La robustez
numérica del filtro de Chandrasekhar hace que dicho algoritmo sea

menos susceptible a los efectos de posibles errores numéricos.

Puesto que tenemos disponibles algoritmos superiores al
filtro de Kalman en cuanto a robustez numérica y eficiencia com-
putacional, una extensién légica de este trabajo seria implemen-
tarlos también de forma eficiente mediante el desarrollo de
programas informaticos de fdacil manejo para el usuario. Este
aspecto es cada vez mas importante al ser cada vez mayor la gama
de aplicaciones de las técnicas de filtrado (casi siempre del
filtro de Kalman) y gmoothing a problemas econométricos ya
tratados en la literatura. Algunos ejemplos son la estimacién de
modelos que contienen expectativas racionales de algunas
variables (vid. Watson (1989)], la estimacidén de modelos bajo
estructuras de heterocedasticidad dinamica (ARCH) [vid. Harvey
(1989)], la interpolacién oéptima de datos [vid. Kohn y Ansley
(1983) ], la estimacidén de modelos con errores de observacidn en

las variables o con distinta periodicidad muestral [vid. Terceiro
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(1990) ], la estimacién de modelos con parametros cambiantes [vid.

Young (1984), los procedimientos de desestacionalizacidn, etc.
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APENDICE A

El filtro de Kalman en tiempo discreto

La derivacidon de este filtro parte de las siguientes
hipétesis sobre la formulacién de un modelo en espacio de los
estados dado por ([1.1.1] y [1.1.2]:

Hipotesig:
{a) Los ruidos V¢ Y Wy Son procesos de ruido blanco con

esperanza nula y matrices de covarianzas Ry Y Qp, respec-
tivamente:

E(Vg) = 0 ; COV(Vve) = Ry Yt € {1,2,...,n)

E(we) = 0 ; COV(Wy) = Q4 Yt € {1,2,...,n)

(b) Los ruidos de estado y de observacién no estéan correlacio-
nados entre si.

E(Wy,Vg') =0 Yt,s € {1,2,...,n}

Este supuesto puede relajarse, permitiendo gue los ruidos
de estado y de observacidn estén correlacionados contemporanea-
mente. En ese caso, la correspondiente matriz de varianzas-
covarianzas se denotara por 8;:

E( ' 5.5 P 1 si t=s

W ,V = = .

t 8 t tS tS 0 si t:fs
¥t,s € {1,2,...,n}

(c) EFl vector de estade inicial X5, tiene media Eo Y una

matriz de varianzas-covarianzas Po. Es decir:

E(xy) = %5 ¢ COV(XRy) = Py

{(4) Los ruidos de estado y de observacién no estan correlacio-
nados con el vector de estado inicial.
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E(vy,Xg') = 0 vVt € {1,2,...,n)
E(Wg,Xg') Yt € {1,2,...,n}

I

En el caso de modelos con ruido homoscedastico, el

supuesto (a) se convierte en el siguiente:

i
Il

E(vy)
E(wy)

o COV(vt)
o COV(wt)

R vt € {1,2,...,n}
Q ¥t € (1,2,...,n}

I
I

Y si se permite que los ruidos de estado y de observacion
estén correlacionados contemporédneamente, éstos tendran una

matriz de covarianzas constante denotada por 8.

E \ p s 1 si t=s
W 'V = = .
(We, Vg ) ts ts 0 si tts

Vt,s € {(1,2,...,n}

La informacién disponible consiste en el vector de
variables observadas Zg el vector de variables de control u,, el
vector de estado inicial X, y los elementos de las matrices #¢,

I‘t, Et, Ht, Dt, Ct’ Qt, Rt Vi St (en su CaSO).

A.1. Derivacion del filtro de Kalman.

En este apartado, se derivard la forma general del filtro
de Kalman en dos casos: (a) cuando los ruidos de estado y de
observacién son independientes entre si y (b) cuando se supone

que estan correlacionados contemporaneamente.
(a) Caso en que los ruidos Vi ¥ Wi no estan correlacionados.

Sea un modelo expresado en la forma [1.1.1]-[1.1.2], donde
los ruidos vy y Wy son independientes entre si (es decir, 8¢ = 0,
Yt). Se denota ﬁt-l/t-l al estimador o6ptimo de Xyoq basado en la
informacién disponible hasta el instante t-1 y Pt-l/t-l a la

matriz de covarianzas del error de esa estimacidn. Es decir:
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Peot/t-1 = E[(Xgg - Rp1/t-1) (Kgog ~ Epazsg-1) ')

A L3 - & 3
Dado xt-l/t-l Yy Pt—l/t-l' el estimador optimo de x; viene
dado por la expresidn:

Xese-1 = Fe¥e-yze-1 t Telt (A.1.1]

y la matriz de covarianzas del error de esa estimacién tiene la
expresioén:

Pyoe-1 = ElL(%g - i\‘1:/1-.-1)(”‘1: -~ Xpppoq)'] =

I

(¥4 (Xpoy = Koy 1) (Kpoy = Reogpp-) '#¢'1 +

+

Las ecuaciones [A.1.1] y [A.1.2] son las llamadas
ecuaciones de prediccidén del filtro de Kalman.

La expresién [A.1.1] se obtiene tomando esperanzas
condicionadas por la informacién disponible hasta t-1 en la
ecuacion [1.1.1] y aplicando la hipdétesis de que la esperanza de
wy es nula.

La ecuacién [A.1.2] se obtiene a partir de [1.1.1] y de
(A.1.2], aplicando el supuesto de que w, es independiente del
vector de estado inicial.

Cuandc esta disponible un nuevo dato sobre las variables
observadas (z4), el filtro de Kalman actualiza la estimacidn
dencotada por ﬁt/t-lf de la siguiente forma:

Xese = Rpspoy B [A.1.3]
Zy = 2y - Hefy,p g - Dy [A.1.4]
Pot = [T - KeHplPy ooy [A.1.5]
Ky = Pt/t—lnt'Bt—l [A.1.6)
By = HyPy, g qHe' + CeReCy’ [A.1.7]
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Las expresiones ([A.1.3] y [A.1.5] son las 1llamadas

ecuaciones de actualizacidn del filtro de Kalman.

La ecuacién [A.1.3] actualiza la estimacién del vector de
estado ponderando por la matriz ganancia Ky, el error cometido al
estimar la medida 2z, mediante su esperanza condicionada por 1la
informacién disponible hasta el instante t-1. Ese vector de
errores estd definido en la ecuacidén [A.1.4] y es conocido como
proceso de innovaciones, ya que representa la nueva informacidn
que ahade la ultima observacién procesada. El1 vector de in-

novaciones puede escribirse alternativamente como:

Zg = He(Xp = Rpppaa) + CgVe

y, de acuerdo con esta expresién, es facil ver gque dicho preoceso
tiene esperanza nula y que su matriz de covarianzas viene dada
por la matriz By definida en {A.1.7]. Es decir:

Se supone que existe la inversa de By. Esto puede no ser
cierto si el vector vy tiene componentes deterministas.

La ecuacidn [A.1.5) proporciona la matriz de covarianzas

del error de la estimacién de %, dada por la expresidén [A.1.3].

Es decirl:

1 Es facil mostrar gque una expresioén alternativa a (A.1.5]
es la siguiente:

Ppsp = [T - KeHy]Py g [T - KgHp)' + KeCyRyCy 'Ky ! [A.1.5']

Esta ultima expresidén tiene la ventaja de ser mas robusta
numéricamente que (A.1.5] al componerse de la suma de dos
matrices definidas positivas por construccién, aunque tiene el
inconveniente de que su calculo supone un mayor numero de
operaciones que la ecuacidén {A.1.5]. Las ecuaciones de prediccidn
[A.1.1)] y [A.1.2] junto con las de actualizacién [A.1.3} ¥y
[A.1.5'] describen la llamada versién estable del filtro de
Kalman. Sin embargo, Thornton y Bierman (1980) muestran con
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Pesoe = E0(xg = ke e) (g - Xepe) ']

La ecuacién [A.1.6] define la matriz K¢, que sSe conoce
como la ganancia del filtro de Kalman. Esta matriz mide el efecto
de una nueva observacién sobre la estimacién del vector de
estado. De acuerdo con [A.1.6], esta matriz es directamente
proporcional a la incertidumbre asociada a la estimacién del
vector de estado e inversamente proporcional a la incertidumbre
asociada al vector de observaciones. Se demostrara mas adelante
que la expresién de la ganancia dada por [A.1.6] es la que
minimiza la traza de Pt/t'

Las ecuaciones de prediccidn y actualizacidén del filtro de

Kalman pueden expresarse conjuntamente, de la siguiente forma:

Xeraze = (Begn ~ FeHed X pog + Ke(Bp — D) + TepaBesn
[A.1.8]
donde Kt = it""lpt/t"lﬂt'Bt-l [A-l-gJ

y la ecuacion de propagacién de la matriz de covarianzas del

error de estimacién del vector de estado es ahora:

Prerst = Fee1Pe/e-1%t41" + BedaQt41Besr' — KeBeky! [A.1.10]

o bien:

Prerst = ¥Fea1(Prse-1 ~ Prye-1Be'BeaaHePr/e-11%t41 "t B Qeea B’

Esta ultima expresién es conocida como la ecuacidén de

Riccati del filtro de Kalman (vid. Apéndice C). La ecuacidn
[A.1.10] es poco aconsejable numéricamente, pues se calcula como
la diferencia de dos matrices definidas positivas y esto puede

diversos ejemplos que, incluso utilizando esta versién mas
estable, el filtro puede llegar a degradarse numéricamente.
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hacer que Pt+1/t pierda su condicionamiento en alguin momento de
la propagacién. Existe también una versién estable de esa

ecuacion:

. " Q¢ B¢ || B¢’
Pt'l'l/t = i'|;l?‘|;/1:-'1‘t‘.' + [Et _Ktct]l: 8.' R jH:_c TR,
t t t "t
[A.1.11)

Hay que sefnalar que los errores numéricos cometidos en el
calculo de la ganancia a través de {A.1.9] provocarian errores de
primer orden en el calculo de Pt+1/t a través de [A.1.10] y de

segundo orden si se utiliza en su lugar la expresioén [A.1.11].
(b) Caso en que los ruidos v, y w, estdn correlacionados.

Cuando la formulacién del modelo en espacio de los estados
permita que los ruidos v, y w, estén correlacionados contem-
poraneamente, las ecuaciones de prediccidén del £filtro siguen
siendo las mismas, mientras que las de actualizacién se convier-
ten en las siguientes:

it/t = it/t—l + KyZy [A.1.3']
2y = 2y - Ry oy - Dy (A.1.47]
Ky = (P p—qHe'+ By 8.C ")B. "1 [A.1.5']
By = HyPy pogHp' + CgRECy' + HyEyByCy' + CyByEy'Hy' [A.1.6"]

Pest = Peyeon — (PrppagBe'+ BeBpCi')Beog (HePy g + C¢B¢Ee')

[A.1.7")

donde las variables del filtro siguen teniendo la misma interpre-

tacidén estadistica que en el caso (a).

Por ultimo, si se utiliza la formulacidn f1.1.1']-{2.12.2],
pueden unirse las ecuaciones de prediccidén y de actualizacidn

resultando las expresiones:
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Xepr1/e = BeXpse-1 t Telp + KB [A.1.3'1]

Ly T Z¢ - Htﬁt/t-1 = Dyug [A.1.4'"']
Ke = (8P e-qHe'™ E¢8:Cy')By 1 [A.1.5'"]
Peerst = FePrst-1¥e’ * BeQeBe' — KeBeKy! [A.1.6'"']
By = HyPy ¢ qHp' + CgRyCy' [A.1.7'"]

Esta ultima forma del filtreoe de Kalman sera la mas

utilizada en este trabajo.

A.2. Propiedades del filtro de Kalman.

+ Es un filtro 1lineal, aplicable a cualquier modelo
dindmico de orden finito, y computable de forma recur-
siva. Por tanto, la estimacidén del vector de estado
puede actualizarse a medida que llegqgue nueva informacién
de forma secuencial.

+ E1 filtro proporciona una estimacién del vector de
estado, §t+1/t' gque depende del vector de observaciones
Z2¢. Sin embargo, la ecuacidén que propaga la matriz de
covarianzas del estimador del vector de estado muestra
gue ésta es independiente del vector de medidas. Es
decir, ninguna observacién ayuda mds que otra a reducir
la incertidumbre existente acerca del vector de estado,
aunque estd garantizado el no crecimiento de dicha

incertidumbre en el ciclo de actualizacion?.

- La ganancia del filtro K; es también independiente de la
informacidén disponible hasta el instante t-1. Por tanto,
las expresiones [A.1.5'']-[A.1.7'!'] pueden propagarse
independientemente del resto de las ecuaciones del
filtro. Esta propiedad no se cumple para cualquier
filtro [vid. Anderson y Moore (1979)].

2 Esto se debe a que tr(Pt/t) < tr(Pt/t-l)'
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« En sistemas con matrices constantes, la ganancia del
filtro y la matriz P, variaran en el tiempo, incluso si
el estado del sistema es estacionario con respecto a su
media y varianza. Esto no quiere decir que, a partir de
un instante determinado, ambas matrices no puedan
alcanzar un valor estacionario.

- El filtro de Kalman es 6ptimoc porque la ganancia (Ki) se
elige de forma que minimiza la traza de la matriz Pt/t'
Demetry (1970) demostrd que la ganancia del filtro de
Kalman no sdlo minimiza la traza de Pt/t' sino cualquier
combinacién lineal de los elementos de la diagonal
principal de dicha matriz. la optimalidad del filtro se
demuestra en el siguiente teorema ([vid. Jazwinsky
(1970) 3.

Teorema: La expresion de la ganancia dada por la ecuacién [A.1.6]
es la que minimiza la traza de Pt/t'

Demostracioén: Supongamos que existe otra matriz ganancia definida
COomo Kt = K¢ + Kt tal gue se cumpla que tr(Pt/t) < tr(Pt/t),
siendo K¢ una matriz cualquiera no nula y Ky = Pt/t—lnt B¢ =1 En
este caso, la matriz de covarianzas del estimador del vector de

estado tiene la expresidn:

* ~ -
+ {Kt + Kt)CthCt'(Kt + Kt)' =

+

y sustituyendo K¢ por su expresioén en los siguientes sumandos:

(KeHe = T1Pp e-Be 'Ky = “KeCeRyeCy 'Ryt
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KeHePp g [Hp'Ke' - I] = ~KiCpReCy 'Ryt

Por tanto:

. Y.
Pest = Prye + KeBeKy!

De esta dltima ecuacidén se deduce que tr(szt) > tr(Pt/t)
al ser Ki¢B;K;' una matriz definida positiva VK, # 0. Pero esto
esta en contradiccidén con la hipétesis de partida. Por tanto, no

existe una matriz distinta de K, que reduzca mas la tr(Pt/t)'
c-Q-DI

A.3. Interpretacién de los resultados del filtro de Kalman para
modelos gaussianos.

Un aspecto importante del filtro de Kalman es que cuando
el modelo es gaussiano (es decir, cuando la distribucidén del
vector de estado inicial x5 y de los ruidos vy y Wi sea normal y
ambos ruidos sean independientes de x;), las ecuaciones dque
forman el filtro de Kalman son las mismas dgque en el caso no
gaussiano, pero la interpretacidén de sus resultados es distinta.
Una derivacién de las ecuaciones del filtro de Kalman bajo la
hipétesis de normalidad puede verse en Anderson y Moore (1979) y
Harvey (1989).

En el caso no gaussiano, ﬁt/t es un estimador lineal,
insesgado y optimo de ¥, basado en la informaci6én disponible
hasta el instante t y Pt/t es la matriz de covarianzas del error
de esa estimacidn.

En el caso gaussiano, el filtro de Kalman proporciona,
ademds, la media y la matriz de covarianzas de la distribucidn de

X, condicionada por el conjunto de informacién disponible hasta
ese instante. Es decir:
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Pesp = EL(Xg — Xy, p) (%p - Xg ) '/ 2*)

donde ﬁt/t se interpreta como la media de la distribucién condi-
cionada de =®y, Pt/t la matriz de covarianzas de esa distribucién
Y 2zt es el conjunto de informacién disponible hasta ese momento.
En este caso, la distribucién del vector de estado estda completa-

mente caracterizada.

Si son conocidos todos los elementos del vector inicial
Xy, entonces éste tendra una distribucidén a priori3 con media X,
y matriz de covarianzas Py. En este caso, el filtro de Kalman
permite calcular la funcidén de verosimilitud exacta de 1las
observaciones. Esta sera la via para poder estimar cualquier
parametro desconocido de un modelo, asi como para construir los

test estadisticos para la validacién del mismo una vez gque ha
sido estimado.

A.4. Inicializacién del filtro de Kalman.

Cualgquiera gue sea la forma concreta que tome el filtro de
Kalman, siempre necesita ser inicializado con los valores X4 Y
Py, que pueden ser desconocidos. Una forma de fijar estas
condiciones iniciales consiste en tomar Xy = 0 y Py = 7I, donde
T es un escalar positive y arbitrariamente grande. Estas con-
diciones indican un elevado grado de incertidumbre acerca del
estado inicial del sistema. Esta estrategia para determinar las
condiciones iniciales puede ser una fuente de inestabilidad
numérica del filtro de Kalman, existiendo métodos alternativos
para su estimacidén. El1 criterio mas habitual es utilizar un
subconjunto inicial de observaciones para obtener un conocimiento
previo acerca del vector de estado. También es posible considerar

que todos los elementos de X, son pardmetros constantes pero des-

3 Es usual no disponer de informacién sobre X,5, pPero en
estos casos, puede utilizarse un subconjunto de observaciones
iniciales para formar una distribucidén a_priori sobre X -
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conocidos, gque hay dque estimar como parte del procedimiento de
maxima verosimilitud {(vid. Apéndice B).

En el caso de total o casi total incertidumbre acerca del
vector de estado inicial, puede ser aconsejable utilizar el
filtro de la matriz de informacién. Este filtro es equivalente al
filtro de Kalman y la idea basica del mismo consiste en propagar
la inversa de Py (o matriz de informacién) en lugar de ella
misma. En este algoritmo, no se obtiene una ecuacién de
propagacién para el estimador del vector de estado, sino para un
vector a; que es combinacién lineal de las componentes del vector
de estado original. Las condiciones iniciales de este filtro son
ag = 0y Po'l = 0 y llamando Pt'l = I,, las correspondientes

ecuaciones de propagacién y actualizacién son las siguientes:

Test = Teye-1 ¥ Hy 'Ry ™ Hy (A.4.1]
Tepast = [T - LyEg'lRg [A.4.2]
A, = [Qt-l]'It/tit_l [A.4.3]
Ly = AgEg[Eg'A By + Q71171 [A.4.4]
Ky = *tIt/th'Rt-l [A.4.5]
at/t—l = It/t-xﬁt/tq [A.4.6]
St/t = It/tﬁt/t [A.4.7]
i;t:+1/1-. = [T - LtEt'][it'll'at/t [A.4.8]
ag st = 8g gy + Hy'Ry iz [A.4.9]

Desde el punto de vista computacional, es mdas aconsejable
que la versidén convencional del filtro de Kalman cuando la
dimensién del vector de observacién es mayor que la del vector de

estado?. Este es el caso menos frecuente en Econometria, donde

4 Esto se debe a gque en el filtro de Kalman se ha de
calcular la inversa de la matriz Htpt/t-lnt' + Ry, mientras que
en el filtro de informacién se ha de invertir Eg'ALEg + Qt'l. Por
otro lado, el algoritmo de la matriz de informacidn requiere el
calculo de las inversas de las matrices de ruido (Rg Y Q¢), no
necesario en el filtro de Kalman. Por tanto, las dimensiones del
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1o mas usual es que el orden del vector de estado supere en gran
medida al del vector de observaciones. Por esta razdén, en este
trabajo no se presta demasiada atencién a este algoritmo, cuya

aplicacién puede ser aconsejable en otros casos®.

En cuanto a la robustez numérica del filtro, es facil ver
que el uso de la expresién [A.4.2] para propagar la matriz de
informacidén, puede llevar a que dicha matriz pierda su simetria
y su cardcter de definida positiva. Aunque existe una versiodn
estable de [A.4.2]1, la forma mas eficiente de resolver dichos
problemas numéricos consiste en utilizar el filtro de la raiz

cuadrada de la matriz de informacion®.

problema y la estructura particular de las matrices de ruido son
los dos aspectos que pueden hacer mas atractivo, desde un punto
de vista computacional, un filtro u otro. Asi, el filtro de la
matriz de informacién seria mas eficiente cuando la dimensioén del
vector zg fuera grande, las matrices de covarianzas de los ruidos
fuesen dliagonales y sd6lo se necesitase la matriz de covarianzas
del vector de estado, después de haber procesado toda 1la
informaciéon disponible.

3 En concreto, la aplicacidén de este filtro es muy con-
veniente en la estimacién recursiva de modelos de regresidn
lineales, basicamente por tres razones: a) la independencia del
filtro de condiciones iniciales arbitrarias, b) la robustez
nunérica del algoritmo al propagarse la matriz de informacion
como suma de matrices definidas positivas y c¢) las estimaciones
finales resultantes del filtro coinciden analitica vy
numéricamente con la estimacidén M.C.0. al final de la muestra.

6 vid. Morf, Sidhu y Kailath (1974) y Bierman, Belzer y
Vandergraft (1977).
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APENDICE B

Estimacidén de las condiciones iniciales déptimas del vector de
estado.

El interés del desarrollo de este apéndice se debe a que
el procedimiento de estimacidén descrito en los Capitulos 2 y 3
necesita dos tipos de condiciones iniciales: a) las condiciones
iniciales del vector de estado y b) un conjunto de preestimacio-

nes de los pardmetros del modelo econométrico.

Con respecto al primer tipo de condiciones iniciales, se
obtiene el estimador maximo-verosimil del estado inicial,
condicionado por el valor de los parametros propios del modelo
econométrico. Este método puede utilizarse para inicializar de
forma 6ptima tanto un filtro de Kalman como uno de tipo Chandra-
sekhar.

Caben dos posibilidades para obtener una estimacidén del

vector de estado inicial Xqt

(a) Estimar el vector inicial de estado basandose en el
comportamiento posterior de dicha wvariable. En este
caso, se obtiene una aproximacién a la funcién de
verosimilitud al considerar la estimacién de X, como
su verdadero valor. Esta aproximacién puede resultar
eficiente en los casos en que la funcién de verosimi-
litud sea poco sensible a las condiciones iniciales
del sistema. No es conveniente, por ejemplo, en los
cascs en que el tamaho muestral es pequeno, ya gue las
estimaciones de los pardmetros del modelo pueden ser
muy sensibles a las condiciones iniciales del vector
de estado de las gque se parta. Existen algoritmos
basados en esta aproximacioén, como son los llamados
algoritmos de punto fijo. Estos calculan un estimador
6ptimo de xy por retroprevisién. Un estudio mas
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(b)

detallado puede verse en Anderson y Moore (1979) y
Parzen (1984).

Considerar los elementos del vector x; como parametros
constantes pero desconocidos, gue necesitan ser
estimados como parte del procedimiento de maxima
verosimilitud. Al considerar constantes los elementos
de X,, es razonable suponer que Py = 0. Con esta idea,
se obtiene que el estimador maximo-verosimil de x4,
condicional al resto de parametros, es una funcién
lineal de las observaciones. Este estimador puede
concentrarse fuera de la funcidén de verosimilitud gue
s6lo necesitard ser maximizada con respecto a 1los
parametros propios del modelo. Un ejemplo de esta
aproximacién ha sido el algoritmo desarrollado por
Terceiro (1990), que incluye como caso particular al
de Rosenberg (1973).

En este trabajo, se utiliza el algoritmo de condiciones

iniciales debido a Terceiro (1990) para inicializar un filtro de

Chandrasekhar y, mediante el mismo, estimar los parametros

propios del modelo econométrico.

B.l1. Estimador mdximo-verosimil del vector de estado inicial.

El vector de parametros que se desea estimar ahora es:

donde:

8 = [0, xp']"

es un vector que contiene todos los elementos des-
conocidos de las matrices &, I', E, ¢, D, Q, Ry 8.
es el vector (nxl) de las condiciones iniciales del

vector de estado Xy .
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La funcidén a minimizar con respecto al vector de parame-

tros es:

e(8) = (mln 27 + 1n |Bg| + 24'By Yzy)

N |
[l =]

t=1

siendo zy el proceso de innovaciones (o vector de errores de

prediccidén) y By su matriz de covarianzas.

Sustituyendo [A.4''] en [A.3''] se obtiene:

Xer1/t T BeFese-1 f Tele t KeZg
donde:

it=!-KtH;I‘t$I‘*KtH

Dadas unas condiciones iniciales x; y P; = 0, el filtro de
Chandrasekhar proporcionarda una estimacidén del vector de estado
AR R . s ) _—
Xt4y1,t Y Un proceso de innovaciones 2z;. Con unas condiciones
iniciales distintas, x4 y Py = 0, los resultados del filtro seran
A - . . 3 . .«
xt+1/t Y Zi. Para evaluar la funcion de verosimilitud, en cada
vector de parametros, es necesario calcular este Ultimo vector de
errores de prediccidn y su matriz de covarianzas By. Teniendo en
cuenta que las matrices Pt/t—l son las mismas en los dos filtros,

la idea es obtener z, del output del primer filtro.

Es facil demostrar que la relacién existente entre el
estimador del vector de estado y del proceso de innovaciones,
ante un cambio en las condiciones iniciales del vector de estado,
es la siguiente:

. = *

donde it se calcula recursivamente de la forma:

T, = (¢ - RH)F_, [B.1.2]
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comenzando con io = In.

Xer1/t ~ Fevazt T Fe(Xg — i) (B.1.3]

La expresién [B.1.3] se obtiene observande que las
matrices &, I', H, Dy K¢ s6lo dependen del vector 81 Y no de xX,.
Por tanto, estas matrices permaneceran invariantes ante un cambio
en las condiciones iniciales del vector de estado, desde x; a Xq.

Como la matriz By tampoco depende de las condiciones

iniciales de xg, £(f) es una funcidén cuadratica en X,, pudiendo
expresarse COmo:

1 n
L(8,, X4) = 5 [tE mln 27 + 1n [By| +

1
+ [2f - HEp_,(xp - Xg)1'By (2} - HF,_; (%o - Xg) ]
[B.1.4]

y la derivada de [B.1l.4] con respecto a X5, €S una funcién lineal
de las observaciones:

20(8,, Xg) n - _ _y 3z

= % 2,'B
9%, t=1 £t ax, [B.1.5]

En la expresion [B.1.5] se desconoce la derivada del
proceso de innovaciones con respecto al vector Xg - Sin embargo,
derivando [B.1.1] con respecto a X, se obtiene:

= - H¥,_
%, t-1 [B.1.6]

Sustituyendo [B.1.1] v [B.1.6] en [B.1.5] e igualando esta
ultima expresioén a cero, se obtiene el estimador méximo-verosimil

de x4, condicional al valor de cualquier otro pardmetro del
modelo:
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% = [ 2 F,_, 'H'B,~L1HF -1 2§, vmeB~l(z¥ + HE,_.xY))
Xo = [[Z Fe-y'H'By "H¥g 3] "L 2 o "H'By (B¢ t-1%0
[B.1.7]
En el caso particular en que x; = 0, este algoritmo es

equivalente al de Rosenberg (1973).

La solucién [B.1.7] es un minimo de [B.1.4], ya gque la

derivada segunda de [B.1.4] con respecto a X,

3%e(8,,%) n -

[B.1.8]

es una matriz definida positiva al serlo también By (o bien, su

inversa).

A partir de [B.1.7], se observa que para obtener una
estimacidon optima del vector de estado inicial, es necesario que
la matriz [B.1.8] tenga rango completo. Sin embargo, como Bt'l es
definida positiva y el rang(H) = m, el rango de [B.1.8] es
generalmente igqual a m. Esto significa que no tendra inversa en
los casos en gue n sea mayor que m, gque como ya se ha dicho son
los mas frecuentes en Econometria. En este caso, sdélo serian
identificables m componentes del vector de estado inicial y para
obtener una solucién uUnica habria que incorporar informacién
sobre (n-m) elementos de dicho vector. Dado que el objetivo
primordial es la estimacién de los pardmetros contenidos en 6,,
la solucidén que se ha dado a este problema es utilizar una
inversa generalizada de la matriz. Si m > n, todos los componen-
tes de x, son identificables, ya que la matriz [B.1.8] serd no
singular.

Por ultimo, cabe sefalar que este método evita estimar
simultaneamente todos los parametros contenidos en [8;' %X45']'. De
esta forma, se puede usar el algoritmo descrito en el Capitulo 2
para minimizar £(f) con respecto a f#,. La minimizacidén de esta

funcién con respecto a X, se resuelve analiticamente utilizando
la expresidn [B.1.7].
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APENDICE C

Ecuaciones de Riccati

De las ecuaciones del filtro de Kalman (vid. Apéndice A),

se observa que Pt+1/t satisface la siguiente ecuacidén de Riccati:

= - -1
Pt+1/t = *Pt/t-li' [ipt/t-lu' + ESC'][HPt/t_lﬂ' + CRC'] -—.
['Pt/t-ln' + ESC']' + EQE! {C.1]
8in pérdida de generalidad, se puede definir CRC' = R,
EQE' = Q y suponer que 8 = ol. En este caso, la ecuacién [C.1]

queda simplificada a la expresién:

- - -1
Prert = ¥Pp poq¥' - #P . oHY[HP ¢ 4H' + RITHPg ¢ 1#' + 0
[C.2]

Si la secuencia {Py ¢-1) converge a un estado estacionario
cuando t -+ ®, la solucidén en el limite (denotada por P) cumplira

la siguiente ecuacién algebraica de Riccati (EAR) en tiempo
discreto?:

P - #P$' + &PH'(HPH' + R] 1HP§' - @9 = 0 (C.3]

1 yn sistema lineal dindmico dado por las ecuaciones:
zt = th + Dut + Vt

donde 8 # 0, se puede transformar en otro donde 8 = 0:

_ %k * * -1
ey = L ] Xy + T u, + we + SR Zy
siendo:

#* =2 -8R lH ; r*=r - srp ; wp = w, - 8R™1

Vt H
o* = g - sr"1g*

2 para estudiar en detalle una teoria global sobre la
ecuacion de Riccati vid. Bucy (1967).
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que se obtiene haciendo Pt+1/t = Pt/t-l = P en la ecuacidén [C.2].
La ecuacién matricial [C.3] representa la solucién estacionaria

de Pt+1/t definida en [C.2].

Asimismo, se puede definir la matriz de transicién en

estado estacionario de la forma:
2 =% - R
y la matriz ganancia en estado estacionario como:
K = #PH'[HPH' + R]™!

Por conveniencia, sea la factorizacidn de las matrices R

y o
R = (RY) (R¥)"

Q.—:DDI

Bajo los supuestos anteriores, la EAR puede escribirse
ahora como:

P - &P#' + #PH' [HPH'+ I) 1HP#' - DD' = 0 [C.4]
Yy se puede definir:
# = & - $PH'[HPH'+ I] lx
En un problema de filtrado, Pt/t—l es la matriz de
covarianzas del error de estimacidn de X . Esto implica que dicha
matriz ha de ser simétrica y definida no negativa. Por tanto,

s6lo son interesantes las soluciones de la EAR que cumplan dichas
propiedades de Pt/t—l'
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Los métodos existentes para encontrar las soluciones de

una EAR pueden clasificarse basicamente en dos tipos:

+ métodos de calculo directos.

« métodos de cdalculo iterativos.

C.1l. Métodos de cadlculo directos.

En estos métodos, las soluciones de la EAR estan relacio-

nadas con el calculo de los autovectores generalizados3 de una
matriz M de orden (2nx2n), definida como:
#t'+ H'HE 1g - H'Hs™?
M= - -
[C.1.1]

donde se supone que existe la inversa de la matriz &.

Particionando cada autovector generalizado (denotado por

;) de la matriz M en dos vectores de orden n (denotados como Xy

o]

y llamande [X' Y¥']' a una seleccién de tales autovectores, se

e Yi), de la forma:

obtienen los siguientes resultados?:

3 Sea A; un autovalor de la matriz M de multiplicidad Py-
Los autovectores generalizados Zs,.., Vr = 0,1, - ++/Pj-1 con rango
1, 2,..., Py, asociados a Aj han de cumplir que:

(M - AjI)Zj =0

(M - AjI)Zj+r = Zj+r_1(r =1, 2,..., pj-l)

4 puede encontrarse una demostracion de los mismos en Chan
et alter (1984).
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(1) Si P es una solucién de la EAR, existe una seleccidn
de autovectores [X' Y']' tal que P = ¥x~1, siendo X no

singular.

(2) Para cada posible seleccidn [X' Y']' tal que X sea no
singular, entonces P = ¥X"l es una solucién de 1la
EARS.

T T

-~ TR .

af\.:". - ) . \_‘
(3) Si # es no singular, M no tendra ningur/-agtovalor
o

nulo.

Y r
Ze
Este método supone llevar a cabo dos etapas de Sa¥eulo:

i

(&4 <
<

N

(a) Encontrar la matriz M de autovectores generalizados
dada en [C.1.1].

(b) Resolver la ecuacién matricial de orden n, P = ¥x~1,

En la practica, esta aproximacidén no es muy utilizada por
tener claras desventajas:

» Exige calcular la matriz M de orden (2nx2n) y cuando n
es mucho mayor que m, esto supone una considerable carga
computacional.

» No es un método seguro en el caso de que algun autovalor
de M tenga multiplicidad mayor que uno. Para resolver
este problema existe otro criterio directo, consistente
en calcular transformaciones ortogonales que convierten
a M en una matriz en forma Schur6, siendo muy con-
veniente esta forma si se gquieren evitar problemas
numéricos.

5 puede verse un estudio sobre la existencia y unicidad de
las soluciones de una EAR en Lancaster y Rodman (1980).

® viqg. Pappas, Laub y Sandell (1980).
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Ambas aproximaciones son generalizables al caso en que &
sea singular o casi singular [vid. Pappas et alter (1980)). Esto
elimina los posibles problemas numéricos inherentes a otros
algoritmos no recursivos, como el de Vaughn (1970), cuando la

matriz # estd mal condicionada con respecto a su inversion.

C.2. Métodos de calculo iterativos.

Algunos de estos métodos consisten en comenzar con una

matriz inicial Pg, semidefinida positiva, tal gque se cumpla gue:

1im Pryase = F

Para obtener la solucién P se puede iterar, desde la
condicidén inicial, sobre [C.l] o sobre la versién mas estable de
dicha ecuaciodn:

- - Q 8 E!
Pesist = BePrye-a®e’ * [E KRSl ) o, o —CIR,?

Otro método iterativo es una generalizacidén del método de

Hewer (1971) y esta basado en el siguiente resultado:

Sea Py, Yt = 0,1,... la 1dnica solucidén semidefinida
positiva de la ecuacidn:

Pt = itptit' + EQE?' + KtCRC'Kt' - KtCS'E' - ESC'Kt' (C.2.1]
donde:

K, = [#P._,H' + ESC'][HPy_,H' + CRC?]™! [C.2.2]

Si se elige K, de forma que #, tenga raices en valor
absoluto menores que la unidad, puede mostrarse que:
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= lim P
(2) = n

(3) "Pt+1 - P" < 6”Pt - P[|? siendo § una constante positi-
va y pedqueiia.

Con este resultado, los pasos del proceso iterativo para

solucionar la EAR son los siguientes:

(1) Elegir K, de forma gque ;o sea una matriz estable.

(2) Calcular Py de acuerdo con la ecuacidén [C.2.1].

(3) calcular K, de acuerdo con la ecuacidn [C.2.2].

(4) Calcular Py de acuerdo con [C.2.1] y asi sucesivamen-

te, hasta que se cumpla un criterio de convergencia.

Este algoritme iterativo finaliza cuando se cumple la
condicidn "Kt+1 - Kt” < n siendo n una tolerancia positiva,

fijada de antemano.

Cualgquiera de los métodos iterativos no exigen el calculo
explicito de la inversa de &, pero requieren calcular, en cada
iteracidén, la ecuacidén ([C.2.1]. Este calculo sera tantoc mas
costoso cuanto mayor sea la dimensidén n. Como contrapartida, no
exigen el uso de rutinas que calculen los autovectores generali-
zados asociados a los autovalores estables de una matriz de orden
(2nx2n), o en su caso, de rutinas para el cdlculo de transforma-

ciones ortogonales.

Por ultimo, sefalar que puede verse un estudio detallado
sobre las propiedades de convergencia de las soluciones de una
EAR en Chan, Goodwin y Sin (1984). Estos ultimos, dan un especial
énfasis al estudio de dichas propiedades cuando el sistema es
observable y detectable (vid. Capitulo 2), perc no necesariamente
estable (en el sentido de gue & tenga raices fuera del circulo
unidad).
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APENDICE D
Datos utilizados
A continuacién, se ofrecen los datos utilizados en las

estimaciones de los modelos con datos reales presentados en el

Capitulo 4.

TABLA D.1: Serie del Indice Dow-Jones.

Serie Serie

Obs origin.| Obs.| origin.

1 110.94 40 114.36

2 110.69 41 114.65

3 110.43 42 115.06

4 110.56 43 115.86

5 110.75 44 116.40

6 110.84 45 116.44
7 110.46 46 116.88
8 110.56 47 118.07
9 110.46 48 118.51
10 110.05 49 119.28
11 109.60 50 119.79
12 109.31 51 119.70
13 109.31 52 119.28
14 109.25 53 119.66
15 109.02 54 120.14
16 108.54 55 120.97
17 108.77 56 121.13
18 109.02 57 121.55
19 109.44 58 121.96
20 109.38 59 122.26
21 109.53 60 123.79
22 109.89 61 124.11
23 110.56 62 124.14
24 110.56 63 123.37
25 110.72 64 123.02
26 111.23 65 122.86
27 111.48 66 123.02
28 111.58 67 123.11
29 111.90 68 123.05
30 112.19% 69 123.05
31 112.06 70 122.83
32 111.96 71 123.18
33 111.68 72 122.67
34 111.36 73 122.73
35 111.42 74 122.86
36 112.00 75 122.67
37 112.22 76 122.09
38 112.70 77 122.00
39 113.15 78 12131.23

Fuente: Anderson (1976}).
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TABLA D.2: Serie de Desempleo Femenino en el Reino Unido.
N ™
Serle Serie
Fecha origin Fecha origin.
Ene-67 96.40 Nov-69 83.30
Feb-67 104.10 Dic-69 80.10
Mar-67 102.00 Ene-70 80.50
Abr-67 100.30 Febh-70 83.00
May-67 96.40 Mar-70 82.70
Jun-67 87.30 Abr-70 81.50
Jul-67 85.10 May-70 78.30
Ag0—67 87.90 Jun-70 71.60
-67 89.80 Jul-70 75.40
Oc -67 96.30 A 0-70 78.60
Nov-67 99.50 g 79.80
Dic-67 95.60 -7 84.80
Ene-68 97.30 NQV-?O 87.50
Feb-68 97.80 Dic-70 86.50
Mar-68 94.50 Ene-71 92.00
Abr-68 90.20 Feb-71 98.80
May-68 85.60 Mar-71 104.90
Jun-68 77.50 Abr-71 104.80
Jul-68 73.40 May-71 99,20
A o= 68 76.60 Jun-71 91.70
g* 76.80 Jul-71 100.60
85.30 Ago-71 106.10
Ngv 68 85.90 Sep-71 110.30
Dic-68 82.90 oct-71 117.00
Ene-69 84 .50 Nov-71 123.10
Feb-69 84.50 Dic-71 122.90
Mar-69 82.30 Ene-72 127.50
Abr-69 78.30 Feb-72 128.40
May-69 74.60 | Mar-72 | 129.50
Jun-69 68.70 Abr-72 131.90
Jul -69 71.90 May-72 120.10
go- 69 74.10 Jun-72 109.10
E 74.90 Jul-72 118.30
- 82.40
Fuente: "Unemployment Flow Statistics", Dept. of Employment
Gazzete, HMSO, Sept. 1972, pag. 793-795.
Unidades: Miles de personas a dia 1 de cada mes.
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TABLA D.3: Series de Consumo Energético (CE) y PIB de Dinamarca.

Afo CE PIB
1951 4.49 46.6941
1952 4.81 47.56
1953 5.1} 50.31
1954 5.70 52.07
1955 6.09 51.87
1956 6.14 52.91
1957 5.43 b5.21
1958 6.15 56.75
1959 6.06 60.64
1960 6.93 64.24
1961 7.55 68.33
1962 8.59 72.20
1963 9.42 72.67
1964 9.85 79.40
1965 10.86 83.02
1966 11.64 85.29
1967 11.81 88.42
1968 12.69 91.80
1969 14.46 97.78
1970 15.39 100.00
1971 14.80 102.45
1972 15.05 108.03
1973 15.14 112,17
1974 13.08 111.35
1975 13.43 110.24
1976 14.71 117.81
1977 14.81 120.07
1978 15.07 121.69
1979 15.43 125.39
1980 13.83 125.12

Fuente: Ramain (1986). Energy Economics.

Unidades: PIB: numerc indice con base 1970.

CE: millones de Tm. equivalentes de petrdéleo.
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TABLA D.4: Series de Cantidad producida y Precios de la patata.

Pt |
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Servicio de Estudios.

patata en Espafia. Banco de Espafa.

Estudios Econdmicos,

41.
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Unidades: g;: Cantidad de patata producida en miles de Tm.

Precios de la patata percibidos por los agricul-

Pgt

tores en Pts/kg.
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