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Introduccidon

El tems central de esta tesis son los solitones. Estos objetos dindmicos
fueron introducidos por Kruskal y Zabusky a mediados de los afos 50 en
conexion con un modelo de la dindmica de fluidos, la ecuacidn de Korteweg
de Vries, propuesto a finales del siglo XIX. Durante las dos ultimas décadas
la historia de los solitones ha estado estrechamente ligada al desarrollo de
la rica y profunda teoria matemadtica de los sistemas integrables en 1+1 di-
mensiones. En todos ellos como propiedad caracteristica, aparecen solitones
con los rasgos distintivos de ser ondas exponencialmente localizadas que se
propagan sin deformacidn asintoticamente y que emergen de la interaccién
sin cambiar i su forma ni su velocidad.

La motivacidn principal de este trabajo es el descubrimiento de solitones
en 2+ dimensiones, realizado por Boiti en 1989. Ademas, estos solitones
han aparecido en un importanie modelo no lineal de la dinamica de los
Auidos que es la ecuacidn de Davey-Stewartson

G + §ez + Gy + {0+ Uz)g= 0.
A O C A )
= § dy'igiz 4 vy, 1\0.1]
-0

R B
Uy=5 dr'lg), +ua
2w

y manifiestan una serie de importantes propiedades dindmicas diferentes
de las conocidas pata los solifones en 1+1 dimensiones, como el cambio
de forma en su interaccion. A partr de este hallazgo nuestros objetivos
iniciales han sido los siguientes

- Estudiar las propiedades de los sobitones de la ecuacién de DS.

- Investigar la posible existencia de solitones en otros modelos er 241 6
mas dimensiones.
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Para acometer nuestra tarea hemos utilizado la técnica basada en el for-
malismo fermidnico de la escuela de Kyoto (FFK) introducido por Date et al
}11,15,32). A nuestro juicio este formalismo es 1a mejor berramienta surgida
de la teoria de sistemas integrables en 141 dimensiones para analizar pro-
blemas en mds dimensiones. Entre otras razones esto es debido a lo si-
guiente

- El método del scattering inverso en una dimensién no ha sido ain ge-
neralizado a dimensiones superiores.

- Métodos basados en problemas de Riemann-Hilbert de tipo no local, que
han side aplicados a modelos en 2+1 dimensiones, conducen al mangjo
de demasiadas variables dependientes en complicadas relaciones de
recurrencia para determinar las ecuaciones del modelo. Ademdis, la
obtencidn de soluciones explicitas es mucho mas difici] que en los casos
en 141 dimensiones.

- Las generalizaciones surgidas de las técnicas de transformaciones de
Backlund superan nuestra capacidad de sufrimiento.

La gran ventaja del FFK es [a economia en e] conjunto de variables
dependientes que utiliza. Tales vatiables son las famosas funciones 7 in-
troducidas pot Hirota {26.27] en la teoria de sistemas integrables. Este
hecho explica también la sencillez con que se obtienen solucicnes explicitas
en este formalismo; es bien conocido el prestigio ganado por Hirota come
“pescadar” de solitones a iravés de sus “curigsas” funciones.

El FFK gira sobre las siguientes ideas clave

- Una jerarquia de sistemas integrables es una estructura ligada a ciertas
drbitas de un grupo de Lie de dimensién infinita actuando en un cierto
espacio funcional,

- Los puntos de las orbitas son las funciones 7.

- Los sistemas integrables son ecuaciones en las funciones T que caracte-
rizan la drbita dentro del espacio funcional ambiente

El paso de las ideas a los obietos explicitos se produce de la forma
siguiente

- Mediante expresiones cuadréiticas en campos fermiénicos sohre circun-
ferencias se construven algebras de Lie de un cierto tipo que generan
los grupos del formalismo.
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- La realizacién de los campos fermiénicos como operadores de vértice
proporciona una representacion de los grupos como operadores en un
espacio funciopal cuyos elementos son funciones dependientes de un
nimero infinito de variahles.

- Les grupos del formalismo poseen la propiedad de dejar invariante una
determinada expresidn cuadratica en los campos fermidnicos. Asi,
a través de la representacién por operadores de vértice, se deducen
ecuaciones invariantes bajo tales grupos. Elsias ecuaciones son ecua-
ciones bilineales del tipo de Hirota [32] y constituyen las jerarquins
de sistemas integrables.

- Las propiedades de nilpotencia de las variables fermidnicas permiten
determinar de manera sencilla diversos upes de soluciones no triviales
de ioce sistemas integrables,

Para comprender el contenido de esta tesis es quizas conveniente con-
tar su desarrolio. El punto de partida de nuestro analisis fué el estudio de
los solitones de la ecuacién de DS mediante e} FFK realizado por Jaulent-
Manna-Martinez Alonso [29]. En este trabajo se considerd la ecyacion de
DS como un miembro de la jerarquia de KP en dos componentes v se de-
mostrd que las sojuciones multisolitdnicas podian estudiarse de manera sen-
cilla con las técnicas propias del FFK. En una primera etapa nos dedicamos
a investigar con detalle las propiedades de tales soluciones. Ejresultado mas
sugestivo que obtuvimos fué la caraterizacién de soluciones multisolitonicas
en que se rrean o se aniquilan solitones Posteriormente, nos temd la am-
bicion y buscamos modelos con solitones en mas de 241 dimensiones. Como
resultado de esta tentativa encontramos un modelo integrable en 341 di-
mensiones y un método para generar modelos en dimensiones arbitrarias.
Sin embargo, tales modelos son sistemas sobredeterminados cuya relevancia
nos es desconocida. Buscando mejor suerte rebajamos nuestras pretensiones
junrle con la dimensién de los modelos considerados e investigamos la jer-
arquia BKP [44] en 2 componentes. Alli, encontramnos un sistema integrahle
e 2+1 dimensiones

9t = Grzr + qyyy + ﬁ(qul)a + G(q’ltz)w
Uty = gz U2z = gy

(02

que generaliza a la ecuacién de KdV ¥ que posee solitones de tipo pulsante.

Desde el comienzo de nuestro estudio del FFK estuvimos trabajando
con {a jerarquia de KP en dos componentes. Uno de los miembros mas
simples de tal jerarquia es el llamado sistema Bousinesq

tie + uuy +wy =0,

W+ Vere + (Ul =0, (0.3)
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que ¢s un modelo relevante en hidrodindmica. La aplicacidn del FFK arroja
de manera inmediata un prototipo de solitén para {0.3). Una de nuestras
obsesiones durante los iltimos afics ha sido el hecho de que este solitén
era completamente diferente del obtenido por Kaup {34,35] hace ya algiin
tiempo. Es bien conocido que Jos solitones de Kaup se comportan como to-
dos sus compafieros en I+1 dimensiones. Sin embargo, hemos encontrado
que nuestros solitones de (0.3} no se comportan asi sine que realizan pro-
cesos de creacién y aniquilacidn, A la luz de estos resultados, una de las
conclusiones de esta tesis es la necesidad de revisar el concepto clisico de
solitén para admitir estas nuevas propiedades dindmicas.

El ordes en que hemos organizado la presentacidn de nuestro trabajo
no se corresponde con ¢l orden temporal en que ha sido realizado. Hemos
preferido cedirnos a un criterio de progresién desde lo mas sencillo a lo mds
complejo. Asi, el contenido de los 6 capitulos de que consta es el siguiente:

El primer capitulo es una expasicién de los sistemas integrables que
aparecen en la dindmica de fluidos. A partir de las ecuaciones fisicas basicas
se indica como el método de escalas milltiples proporciona una serie de
ecuaciones no lineales que resultan ser integrables, como por ejemplo las
ecuaciones de KdV, KP, Boussinesq, Schrodinger no lineal y DS.

En el capitulo 2 se introducen la mavor parte de las herramientas
matemadticas de} FFK que utilizamos, y se construyen las jerarquias de KP
con N componentes. Como ejemplos ilustrativos se estudian con detalle los
solitones de las ecuaciones de KdV v KP.

El capitulo 3 inicia el estudiq de 1a jerarquia de KP en dos componentes
con la copsideracion de uno de sus mietnbros mas distinguidos, el sisterna
Boussinesq. Este capitulo coptiene uno de Jos resullados de la tesis: la
caracterizacion de solitones de {(.3) que manifiestan procesos de creacion
¥ aniguilacién. También mediante el FFK pueden encontrarse los solitones
de Kaup, y se comprueba que no cambian su forma come resultado de la
interaccidn.

La ecuacién de DS es el tema sobre el que trata el capitulo 4. En €l
se incluye una deseripcién detallada de la dindmica de los solitones de DS,
asi como de otros tipos de soluciones que describen estructuras localizadas
ccherentes. Los resultados mas interesantes son

- Obtencién de una solucién multisolitdnica mis general que las conside-
radas en [21,22,47].

- Caracterizacién de las {rayectorias asiniSticas de los sulitones.

- Determinacion de soluciones en que se producen procesos de fusidn y
fisién de solitones.
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El capitulo 5 contiene una aplicacién del FFK para determinar modelos
integrables en N+1 dimensiones en la jerarquia de KP con N componentes.
Se obtiene un modelo en 341 dimensiones que admite solitones con un
sugeslivo aspecta de tipo tornado, pero que resulta ser sobredeterminada.

En el capitulo 6 se describe una aplicacion del FFK basada en las jer-
arquias de BKP. Se determina un modele integrable dado por {0.2), que
admite solitones pulsantes de tipo “breather™ ¥ que poseen propiledades
dindrnicas simijares a los solilones de DS.

Para finalizar esta introduccidén queremos incluir algunas jimpresiones e
necertidumbres sobre clertas cuestiones relacionadas con neestro trabajn.

- ; Por qué aparecen un nimero considerable de modelos integrables al
aplicar el método de escalas multiples a las ecuaciones de la dindmica
de fluidos? Podria existir una reiacion entre el método de las es-
calas multiples y el FTR. Un posible sintoma positivo seria la de-
mostracidn de que miembros de drdenes superiores de las jerarquias
de KF también son reievantes en la dindmica de fluidos.

- . Hay otros modelss integrables en 141 dimensiones como (0.3) que ad-
Mitan creacion y aniquilacion de solitones? Es necesario explorar las
redizeciones de las jerarquias de KP y BKP con mds de una compo-
nente.

- Creemos que existen numerosos sistemas integrables con sclitones en 2+1
dirmensiones. Una forma de encontrarlos podria ser a través de reduc-
ciones de las jerarquias de KP y BKP con mds de dos componente.

- ; Hay sisternas integrables ne sobredeterminados en N+1 dimensicnes
{N > 1)7 En el caso de no encontrarlos quizds fuera interesante
investigar los sobredeterrminados.






Capitulo 1

Modelos integrables en la
dinamica de los fluidos

En este capitulo querernos ilustrar como los sistemas integrables que abor-
daremos posteriormente, aparecen al intentar describir la dinamica de los
fluidos en ciertas condiciones y bajo aproximaciones que precisaremos en
cada casa. En primer Ingar vamos a considerar el caso de un fluide in-
compresible situado en un campo gravitatorio constante y tal que tante la
tension superficial como la viscosidad sean despreciables [52]. Entonces las
ecuaciones que describen el movimiento del fluido [51] son:
-Ecuacidn de conservacion de la masa:

<Ji

A= 0 (1.1a)

-Ecuacidn de variacién del momento Tineal:

£E+(JAV"'):7= -lﬁp-ge}. (115}
o g

donde 4 es el vector velocidad en cada punto del fluido, p la densidad, que
hermnos supuesto constante, p el campo de presion del flnido. g la aceleracion
de la gravedad en la superficie terrestre ¥ &3 es un vector unitario en la
direcién del eje z.
Definiendo el vector vorticidad como & = VAL, la ecuacién {1.1b) puede
rescribiese de la forma:
ai @

1 1
i el o oo le 5
P (Qu i +dAd pr 9€3, 1.5
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tomando ahora el rotacional y teniendo en cuenta (1.1a) obtenemos:

o0&
o
de donde vemos que si inicialmente & = 0, entonces la vorticidad per-
manece nula; como en los problemas de propagacion de ondas en el agua
que sbordaremos a continuacién supondremos que & = 0 en el momento

inicial, el argumento &s aplicable. Podemos por tanto definir un potencial
de velocidades p tal que:

+{G- V)@ = {5 - )i,

i=Ve (1.3a)
¢ introduciendo (1.3a} en (1.2), donde ya hemos tomado 5 = 0, obte-
nemos:
P— Iy
2
donde la constante pg podemos elegitla arbitrariamente ya que (1.3a) define
e} potencial i salvo una funcion tempaoral. Las ecuaciones (1.3} determinan
la velocidad y la presidn del fluido en cada punio en funcidn del potential
de velocidades, luego necesitamos determinar ¢ para conocer la dindmica
del fluido.
A partir de (1.1a) y {1.3a} vemos que el potencial de velocidades satis-
face la ecuacion de Laplace

1 =
= —p, — Elvsplz - gz (1.3b)

Do = 0. (1.4)

Queremnos ahora encontrar las condiciones de contorne; pata ello supohemos
que el fluido considerado se haya en un tanal, estando limitado por una
superficie rigida en el fondo: z = —kolz,y} ¥ una superficie libre z =
n7{z.y,1) de interfase entre el fluido y el aire (hemos considerado el origen
del eje z en la superficie libre del fluido en reposo). En la superficie libre
es necesario imponer dos condiciones: por una parte [a componente de la
velocidad de} fluide normal a )a superficie debe coincidir con la compenente
de la velocidad de la superficie normal a si misma, ya que el fluido no puede
cruzar la interfase. Esta condicidn es una condicién cinemitica y puede
€XpIesarse COMO!

W+ et + 9Ty = w2, 2= 2,0t (1.5a)

Ademss, Ja presién debe coincidic en ambos lados de )a interfase, condicidn
dindmica. Suponiendo la presién del aire consiante y eligiendo ja constante
po de {1.3b) igual a la presién del aire encontramos:

1
ot gled+el+ell+an =0 s=nlry0). {1.38)
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Sobre la superficie del fondo, la iinica condicidn que debemos imponer es
que la velocidad normal del fiuido debe ser nula, ya que hemos supuesto el
fonde rigido, es decir:

Pz + Prhoz + eyhoy =0, 2= -ho{z,y).

En particular si consideramos canales de fondo horizontal z = ~hg, Ia
condicién en ¢l fondeo se reduce a:

g, =0, z=—hy (1.6)
El problema estd ya tompletamente formutado por (1.4) (1.5) ¥ (1.6) como

D=0 —hg < z < nlz,y,t)
ot e + Pylly = ¥ — t
s+ et + el +eD =0 z=nis )
w =0 z=—hy

Una primera aproximacion a la solucidn puede hacerse supontendo que
¥ ¥ 7 son muy pequefias y entonces las ecuaciones pueden linealizarse. De
las condiciones (1.5} encontramos ahora

et gwe =0, =10

17
7= —tel0 {17

Si queremos encontrar una solucida al problema linealizado que represente
una onda piana que se propaga horizontaimente deberemos tomar para el
potencial de velocidades una funcién de la forma

‘r’("— ¥, 4-;‘) - ( lfhz-rk,y—..a:]
que al introducirlo en (1.4) v (1.6} obtenemos para Z(z):

= z(0 coshk(z + hg}
donde k? = {k¥ 4+ £2}; y teniendo en cuenta (!.7) llegamos a la relacidn de
dispersidn:
w? = gkthkhg.

Volvamos al problema no linealizado y hagamos las siguientes aproxi-
maciones:

1} El movimiento tiene lugar en das dimensiones; es decit &y = 0.

i1) La longitud de escalas en el eje £ es mucho mayor que la profundidad

del fluido, condicidn que suele expresarse diciendo que el fiuido es poco
profunde. Podermnos expresar esta aproximacion como:

ikhg)? 1
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ii) Las amplitudes son pequefias respecto a la profundidad del canal:

— [tlmas

€ —57(1

iv} Estas dos iiltimas cantidades son aproximadamente del mismo orden:
(khg)? = O(e).

Para considerar estas aproximaciones hacemos un cambio de variables
consistente en pasar a las variables adimensionales que encontramos al di-
vidir cada variable del problema entre la variable caracteristica asociada.
Esto es:

€9 .. . 7 . £
—=1; = — =
ho' ! Teng ¥ hevegha

Si p* es analitica en * = —1{z = —hy), entonces tiene un desarrollo de
Tavlor convergente

& V4
= e—; =, "=
Vi ho

o = S ) ea(z 1),

Rz

Introduciendo este desarrolla en {1.4) v teniendo en cuenta (1.6) encon-

tramas
o

—13yn 2n M
& =Z%(- T e (1.8)

=20
oy Oz

v llevando ahora (1.8) a las condiciones (1.5) sobre la superficie libre, des-
preciando los términos de orden ¢ v definiendo w = g—:?- encontrameos:

B + {1+ e Jwhze ~ fewge gz = 0, (1)
Wee = F€Wrgrgm + oo + e = 0. ’
Teniendo en cuenta que la compeonente de la velocidad en la direcidn del
¢je z hasta orden ¢ viene dada por:

u = -g% =w - %fu‘,-,- + 0(52)
¥ escribiendo las ecuaciones {1.8) en términos de la velocidad v la altura de
1 superficie libre obtenemos el sistema Boussinesq:

nie + {{1+ g7 u)ee + detgngere = 0

Ugs + Npe + evuz. = 0. {1.10
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La ecuatién de Korteweg-de Vries {KdV) poede obienerse a partir de
este sistema considerando el movimiento de las endas solamente hacia la
derecha(izquierda). Supongamos que las funciones 5" y u admiten un de-
sarrofio perturbativo en el pardmetro ¢

o0
T o= Z("qn, u =

n=0 "

[
T
[~

Ty

I}
<

a orden 0 en ¢ las ecuaciones (1.10) quedan de [a forma
fore + Upre = 0, tgee + Mgge =0,
y por tanto podemos escribir sus soluciones como:
ug = flz" ~ ") — g{2” +17).

Para evitar los términos seculares en las ecuaciones de primer orden uti-
lizamos ¢l método de las escaias muiltiples introduciendo una nueva variable
temporal mas lenta r = e¢* de modo que

d d ve e}

ai~ G ar’

Entonces, ¢n orden ¢ las ecuaciones son:

(1.11)

e+ Uipe = = {0r + {Nouc)er + .};uo.r-:‘:'

1.12
Ures + Mgz = = {tge + votigg- } (1.12)

pasando ahora a las variables caracteristicas r = z° — ", { = 2" + " ¢
introduciendo (1.11) en {1.12) la condicién para que no existan términcs
seculares viene dada por:

2f: +3ffr + éfrrl‘ =0

§ 113
~29; + 39 + 3o =0 (1.13)

que son las ecuaciones KAV para el movimienio de las ondas a derecha vy a
izquierda.

Si en lugar de suponer que el movimiento es estrictamente en dos di-
mensiones {kq = 0} suponernes que las ondas son casi-unidimensionales

(:—:)2 = Ol¢)

e necesario introducir la variable y* = ﬁ; repitiende entonces el proceso
arriba deserito flegamos a la ecuacidn de Kadomtsev-Petviashvili KP

1
a'a,f,+3ffr+§fm),+j,,.,,. =9 i1 14)
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Una vez que hemos visto como aparecen el sistema Boussinesq y las
ecuaciones K4V y KP para describir la dindmica de los uidos en los que
1a tensién superficial es despreciable vamos a indicar como podrian obte.
nerse las ecuaciones de Schrédinger no lineal y Davey-Stewartson para des-
cribir la propagacién de una perturbacion en la superficie de un fluido
en el que la tensidén superficial es importante utilizando el método de las
escalas miiltiples {11, [9], [10], [17}, {53]. Al introducir la tensién superficial
las ecuaciones (1.4), (1.5a) ¥ (1.6) no cambian, perc la condicién dindmica
{(1.5b) en la superficie libre se transforma ahota [50] en:

1 T ez (1 + %) + iy {1 + 12) — 2nayman,
prt (el +of telltons S
4 T

para z = n{z, y,1). En este caso supendremos que las ondas que se generan
como resultado de la perturbacidn son de amplitud pequefia, ademas debido
a su naturaleza dispersiva Jo que encontramos son paguetes de ondas casi-
unidimensionales y casi-monoccromadticas. Hacemos entonces las siguientes
aproximaciones [1j:

i) Las amplitudes son pequefas, es decir ¢ = ka <€ ] siendo @ una
amplitud caracteristica.

i) Las ondas son casi-monocromaticas é—fv < 1 siendo & = (k) el
nimero de ondas, (<% = k* +{?) y éx una variatién caracteristica en x.

i} Las ondas son casi-unidimensionales Jél. % 1.

iv) Los tres efecios anteriores scn aproximadamente del mismo orden

b _ M__
—=0(), —=0).

En este caso la solucién al problema linealizado viene dada por:

coshk(z + hnl; S B Te g
~ d =aaash ! i i
2 { pr e’ + 4%+ C

donde * denota complejo conjugado y ¢ = kz — wi siendo la relacidn de
dispersidn:
W= (kg + KST)thﬁhn.
Para ir a un orden superior utilizamos el método de las escalas mijltiples;
introduciendo las variables:
zy=é€x, y=¢y, h=d, I =€t

tenemoe en términos de las nuevas variables:
coshk(z 4 ho}

cashkhg
AT(zy vt ta)e” ) + O(7)

v o= e{d(rLu )+ [A(zy .4 )6 +
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7= elfine™ +af e ) + O}

siendo .
- Wt -
fn = A

donde imponemos como condicidn de contorno que 9 se anule cuando (zF+
y?) — oo. Tomando el limite {; — oo en la condicién que es mecesario
imponer para que no existan términos secujares en orden £ encontramos
las ecuaciones

P4y + Adgg + pApy = x|AFA + 1 4P, (1.15a}

atee + B = —A(141%, (1.15b)

donde hemos pasado a variables adimensionales realizando el cambio de
vatiables:

E=crlz —cul), n=exy, ¢ =5

T = 2}t

A=w*g)3 4, P = Ke(gx)‘}&),

¥ hemos introducido:
o =thkkg, T = &7

- N
W= gra(1+ T, i = gs,

:
A= %E-_:!.—‘ u o= %:-‘ )
Y =g ”“"2"szii?f;';:)”"’j’ + 802

A1~ o721+ D - 2,
=1+l -aND1+T)

- w Ke
I= o {8 o e )

Si consideramos el caso de un fluido profundo (suponemos que se satis-

face el limite kA — oo} la ecuacién (1.15b} se reduce a ¥¢ = 0 mientras
que de (1.15a) obtenemos:

iAr F Ao Age + feadny = Yoe|AfFA (1.18)
donde
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en ¢l caso de que el efecto de la tensién supetficial sea superior al del
campo gravitatorio T' ' 1 tenemos que Ax > 0 y [1.16} es la ecuacidn
de Schrédinger no lineal en (2+1) dimensiones. La situacién cambia si
consideramos el caso de un fluido poco profunde (xh — 0). Realizando
este limite en las ecuaciones {1.15) y reescalando encontramos:

Ay = oAz &+ Ayyr = alAP A 4+ A4S, (1.17h)

a8ppr + By = —2([AF)zr, (1.17c)

donde ¢ = sgn($ ~ T, considerando de nuevo que la tensidn superficial es
més importante que el campo gravitatorio, ¢ = =1. Introduciendo ahora
i cambio de variables

t= =@ V). v= -2+ )
V2 V2

v definiendo los potenciales

T

1 1 1 1
= e, o |AP = —=&, + |4/
U ﬁ’+2,£’—{/%—”+2,f’
las ecuaciones (1.17) se reducen a:

1A+ Arr + AW +{(Uh+U)A=0
Uy =5 [ 1ARdY +ui(z,1) (1.18)
Uy = %f_’_w 1A|§dz’ + ua(y.1)

donde la ecuacidn {1.18) es conocida como ecuacidn de Davey-Stewartson
{DS}.

Para finalizar este capitule vamos a recordar los modelos encontra-
dos. Eno primer lugar, para fuidos poco profundos en los que el efecto de
la tensidn superficial es despreciable encontramos que su dinamica puede
venir descrita por el sistema Boussinesq o [as ecuaciones de Korteweg-de
Vries KdV o Kadomtsev-Petviashvili KP. Sin embargo si para el fluido con-
siderado el efecto de la tensién superficial es mas importante que el del
campe gravitatorio, entonces su dindmica queda descrita por la ecuacién
de Schrédinger no lineal en (2+1) dimensiones si se trata de un fuido pro-
fundo, mieniras que es la ecuacion de Davey-Stewartson DS la que rige su
comportamiento si el fluido es poco profunde.

La forma que hemos obtenido para la ecoacion DS en (1.18) es Ja misma
que utilizarernos posteriormente en el formalismo fermidnico, sin embargo
no ocurre lo mismo para el sistema Boussinesq o las ecvaciones KAV y
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KP. Para escribir e} sistema Boussinesq en la forma que nos aparecerd
posteriormente, tomamos en (1.18) € = [ y realizamos el cambio de variabies

w=l+n, 2=— "=

{
V3 V3’
entonces el sistema {1.10} se transforma en:

utuug Fwe =10,
Wy + Yrzg + (uw); =0,

gue es la expresion de] sistema Boussinesq con la que trabajaremos en el
capitulo 3. Analogamente haciendo el cambio de variables

T . y 2
= 2u, = —, = =, = =,
f=tu v V3 v V3 ’ V3

las ecuaciones (1.13) y {1.14} se convierten respectivamente en:

ue + Butte + Upper = 0.
{1 + Bttty + ez bz + gy = 0,

expresiones gue usaremos para las ecuaciones KdV y KP en el capitulo 2.






Capitulo 2

Campos fermidnicos
sobre circunferencias y
operadores de vértice

2.1 La identidad bilineal

En este capitule vamos a introducir el formalismo que utilizamos para
encontrar jerarquias de sistemas integrables y analizar sus reducciones a
partir de las propiedades de ciertas algebras de Lie [11], {16]. [19], [32]
asi como para construir soluciones a dichos sistemas. Para ello parti-
mos de unos operadores que denominaremos fermiones libres i, i
megZi=1,... N) que supondremos definidos sobre un espacio
tisfaciendo las relaciones candnicas de anticonmutacion:

(0 ) = G 07) =0, (D) = 696,

Consideramos ahora los productos cuadratices de la forma fﬁ.')l.’»‘.(-,",)'; de las
relaciones canonicas de anticonmutacion para los fermiones libres podemos

P p
eNConirar

[!5‘5:)‘-’2)‘,5;*:'15';(]‘] = 5”'5rml'£,"’wf,”' _ 5"'5"@1;'1‘,“?-"5-2)'

de donde deducimos que los productos v:,(,")r,-’:ﬁ,‘f)' generan un algebra de
Lie. Este algebra puede extenderse introduciendo las constantes, al dlgebra
resultante la llamaremos gl{ Nac). La exponenciacidn del dlgebra gl N o)

nos conduce a un grupo de [ie que denotaremos por GI{Nac). Elementos

19
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tipices de este grupo son por ejemplo expresiones como
N s . .
g=expA, A= z z ad wlydr o1,
ii=lnmelk

A partir de las relaciones de anticonmutacién tenemos que:

2)] = E Z V"(']ﬂ:;’m; I(i}aJ _ Z E alJ ,r -. (2‘1)

=1nckX J=lmel

Definimos ahora las representaciones adjuntas ad A y ad 4 del algebra
gi(Noo)} mediante

N
A =33 (ad A, ¢l

j=1mel

N
(i =3 Y (3d AW Lui
J=1mel
de {2.1) se deduce que:
ad 4 = ~{3d )T =aT
siendo {a)i, = ai} . Entonces, es facil ver que:

N
gullg™! = explad A)u@) = exp(aT)eld =3 S e,
i=lnel

N
g7 g = exp(—ad AW = expla)el = 3 5T A 4
j=lmel
donde los coeficientes A%, estdn definidos por A%, = [exp(ajli .. Encon-
tramos entonces, la importante propiedad:

N
gvld) = Z ST wle =3 S N eul (2.2)

1=l neX s=lmelk

Definimos ahora el operador C como:

N
C=Y T W el

i=lned
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este operador actua sobre F®F, y queremos encoutrar los vectores 7y 7
en F que satisfagan
Crer' =10 (2.3)

La ecuacion (2.3) es conocida como identidad bilineal, siendo su principal
propiedad la invariancia del conjunto de sus soluciones bajo la accién det
grupe GI(Noo} [39), [32], [49]. Para probar esta propiedad basta con ver que
si g € GI(No) el operador € conmuta con g ® ¢ lo que puede demostrarse
facilmente utilizando {2.2)

N N
S owgeeiTe= 50 N wilae al.ewi

CeBg =
i=lngZ id=inmel
N
= 3% sl eguld =g gC.
1=lmel

De este modo 51 7, 77 son soluciones de (2.3) entonces
Cgr@gr =g@gCror =0,

luego g7 ¥ g7° son también soluciones. Esta propiedad nos permititd, a
partir de soluciones conocidas de (2.3) encontrar nuevas soluciones.

Queremos ahora escribir la identidad bilineal en forma integral, para
ello definimos los campos fermidnicos

e = DR v = 3T R ke y
nel neld

donde v es la circunferencia k] = K en el planc complejo, onentada posi-

tivamente. Entonees (2.3 puede esenlirse como

( fakn .

UETZV“'(H@W"(&) e =0 (2.4)
1=l

2.2 La realizacion mediante operadores de

vértice de campos fermiénicos con una
componente

Come dijimnos al principio de este capitulo, queremos obtener jerarquias

de ecuaciones diferenciales; para ello vamos a buscar una realizacién de
los campos fermidiices en términos de operadores que dependan de clertas
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variables complejas y las derivadas respecto de dichas variables [12], {13}
Empezamos por considerar el caso mis sencillo N =1

Sea F el espacic lineal de funciones (1, z) que dependen de un parameiro
discreto | € I y de una colecién infinita de variables complejas z =
(Ziy.+ s Zny...) € C, y que son analiticas para z cercanc al origen. Sea k
un pardmetro complejo; introducimos los operadores de vértice k), v (k)
que actuan sobre JF de la siguiente manera:

Yik)r{l,z) = E-lef(b2)r() — i, z-¢{}))

Y (E)r{l,z) = ke~ {1 41,2+ (1)) (28)

donde

— ,n 1 11 1
k)= Zk Zq, C(:)=(E.§F."wmw').
n=1

Come hemos exigido que las funciones de F esten definidas cerca del
origen, c(-i-) debe ser un “vector pequefio” para poder estar seguros de
que [as funciones estan definidas en z + c{{-) Esto quiere decir que debe
existir Ry : |k] > R:. Pero para que la serie de potencias en k, £{k, z),
sea convergente debe cumplirse |k| < R; para algin Rs. De este modo la
existencia de w(k) y ¥* (k) como operadores en J es esperada para valores
de £ en alguna corona R < |kj < R;.

Denotamos ahora los operadores de vértice mediante y,(k), ¢ = %1
siendo ¥y (k) = ¢(k) ¥ ¢-1(k) = ¢ (k). Queremos ver en que casos tiene
sentido en F el producto v, (kg Me,(k2) -+ ¥e, (k). De (2.5) vemos que al
realizar estos productos apatecern factores de la forma

1 =1 ki
exp [—{gf_;f(k,',e(z;)}] = exp {"ﬁ"j E ;(7:-1—) ]
la serie converge si |k;] < |k;| con k; # k;, entonces
o N
Ik kY '?
eXp | —€i€; —-(—)“} = (1 - -—)
[ ; 'k k;

en el caso ¢; = ¢, si k; = k; el factor se anuia, luego el producto v, (k)
e, (k2) -+ - ¥, (kn) tiene sentido en F si:

eyl 2 [kal 2 - k), com ki # By sl # ¢

Introducimos ahora los operadores ¢, ), mediante los desarrollos

k) =3 wak®, WT(R) = 3 k"

nel ned
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o equivalentemente

fmk'"z[_) vi = fm"" (¥)

siendo ¥ la circunferencia |k| = R, orientada positivamente respecto al
origen con Ry < R < R;. Queremos demostrar que v, v, son realizaciones
de los fermiones libres definidos anteriormente; con este fin denotaremos por
V= (-3—2-!-, S f_ ,-+) y definiremas T como el operador de translacidn que
actua sabre F Ta(f) = a(l + 1), entonces los operadores de vértice pueden
escribirse como -
U"(k} - k!—lef(k,z)eh((f)VT— 1

W (k) = klem (D) DT (25)
Calculamos los productos
U(m ) = (kq)!tettbaelaa)l — 1y RILENT YL S
k)T (g) = (:)'em =)-E(e ’)ﬁ—,e le(d)- t({)l?l k%,
v {klg) t)'e-ws:+f(wr)r_t.iefcm—agnv’ P
kY g) = (kg) it e ERDmE | L gyeledeChI¥ 2
(2.7)

donde hemos tomade (k] > |gf. Para considerar los anticonmutadores de
los operadores ¥, 1, sera util introducir de nuevo:

¢ _f ¥a sie=1 _ dk .
Yy = { 1':‘ sie=—1 } = er'k'k U‘je(k)

y de este modo para el anticonmutador {3, ©5,} encontramos

fugn) = {6, R hTm e, £, AL ()} =
¢ zifkk"" L, g™ (k) (o)
i, «..,q"'"» (qlf, Jiﬂk"“ (k)=
fw, "nkk_m fv; FIT) q_t mu- (k)"( (q]"'
= %f;q""‘ T kT e (gl (k) =

dk_—n 4 - -
§, e F-.,g_,%‘? ek)weta) + §, 72hgm P (g v (k)

donde v, es la circunferencia || = r; con Ry < 7o < 1y < ra3 < Hy. Pero de
(2.7) vemos que Yolg)(k) = —6.(k)¥e (g) luegor

dk n dg —dm
m} ’ﬁkk fﬁ_“ ?wiqq (k)vele)

Sy
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y particularizando los valores de ¢, ¢ y teniendo en cuenta de nuevo (2.7)
& inmediato que:

{\t'm'i’m} = {'f’;.d’;} = 0; {V:’m\(’;.} =bmp

luego hemos probado que los operadores de vértice (2.6) son una realizacién
de los campos fermidnicos (k) ¥ ¥" (k). Podemos entonces definir para los
operadores de vértice ¢, (k), ¥,(q) el anticonmutador siempre que |k| = igl,
v de lo visto hasta ahora encontramos:

{9, w(@)} = {v (k) v" ()} =0, {é(khv {9} =b{k~q), kge€y

(2.8}
siendo v una circunferencia orientada positivamente alrededor del origen;
anilogamente podemos escribir:

{l,")t(k), 'JJ('(Q)} = (1- 6((’)5w(k - 9)1 kge~y (‘2'9)

donde la distribucion 4, (k — ¢} estd definida por:
1 di
$ o T - 000 = fl0)

2.3 Larealizacién en términos de operadores
de vértice de campos fermidnicos con .V
componentes

Vamos abora a considerar Ia generalizacion de lo visto en la seccién anterior
para un N arbitrarie, para ello definimos F como el espacio lineal de fun-
ciones r{l,z) donde I = (I; ... In), i € Ly 2 = (01, 2t¥D), 29D € CFF
¥ asumimos que son analiticas alrededor de r = 0. Podemos entonces cons.
truir una coleccién finita de operadores B(k), BU™(k), i=1,...,N en
una serie de circunferencias ¥(i = 1,..., N} definidos como los operadores
#(k), ¥~ (k) en (2.8} y actuando sobre las variables &;, (", Estos operadores
satisfacen las relaciones algebraicas

1BH(E), B (q)] = 0. sii#j

i X 2.10
{BYIEY, BD(g)) = {1 = 6,006, (k — q). 10

Queremos construir un conjunio de operadares de vértice de la forma

wi(k) = ol (k) B (k) (2.11)
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que satisfagan las relaciopes de anticonmutacién

O®, P9} = 801 - b dnilk ~a) (2.12)
Puede verse que una sclucién a (2.11)(2.12) viene dada por los operadores
ai”(k] que verifican:

al(0)a(g) = ¥ g)al (k) (2.13a)
ok k) =1 (2.13b)
BIk)ad (g) = 0 (k,0)a () B (2.13¢)
donde Jos coeficientes nl‘:,(k ¢) satisfacen
etk gy =1 gk e) = -l le,k), i#] (213¢)

lo comprobamos en primer lugar para el anticonmutador con § = j; te
niendo en cuenta (‘2.13) encontramos:

e, e = e o) (BOK), BY ()} =
a kel (@)1 = 6u)bn,(k - g) =
(1= é, )0tk —q)
¥ en el caso :'#j
) w0} = 0 (k.q) + ta, ))al (B)a () BO (k) B () = 0
Este resultado es también valido si consideramaos los NV campos en la misma
circunferencia, tenemos entonces:
B90k) = k"-"ef"'k-‘“))e"‘f"'5""1";‘

BU k) = k- femfhs™eech )V 1214)

donde T; es el operador de transtacidn que actua sobre F como Tia(l) =
afl+¢,) siendo ¢, el vector en 77 de componentes (¢;); = &;;. Es inmediato
comprobar que una solucida a (2.13) viene en este caso dada por:
2 k) = (— )2 (215)

De este modo chtenemos los operadores de vérlice en N componentes dados
Bor:

Wik = (—1sz>- !Jk!,—lf{(k,r"J]E—z(*)él"'F‘—l 2.16)

k) = g._nzn.‘fk*hf—ﬂu“’)ese{-)5“’7; "

que coustituyen uns rezlizacidn de los campos fermidnicos.
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2.4 Realizacidn de las identidades bilineales
en términos de operadores de vértice

Hemos visto que log operadores de vértice son una realizacién de los campos
fermidnicos YUk}, 4" (k) en F. Podemos entonces escribir 1a identidad
{2.4) en la forma

di ul () (1) -f L
$ 5 e ) =0
T

(£

siendo { y I vectorea arbitrarios en v vy r, z' conjuntos de N coleciones
infinitas de variables complejas proximas al origen. Utilizando ahora la
expresién de los operadores de vértice podemos escribir la identidad bilineal
como

N 4 : 1
T § ()T O,
=17

iz — 1))V +e 2 + 1N} =0
expresidn que es conocida como identidad bilineal para la jerarquia de
Kadomtsev-Petviashvili (KP} en N componentes.

(2.17)

2.5 Ecuaciones de Hirota

En esta seccidn vamos a encontrar las ecuaciones diferenciales que pueden
obtenerse de la ecuacidn bilineal (2.17). Con este fin nos resultara util intro-
ducir los operadores bilineales de Hirota [27]. Dada una funcién analitica
Plz)de z € C*e o operader de Hirota P(D) (O = (DU, ... DYy,
Dl = (Dg'), LB .)) que actua sobre productos ordenados a{z)-3(z)
esta definido como

P(DYa(z)- 3z) = P(& = 0")a (") 3" Yirzinas {2.18)
donde @ = (8M),....8™Y con &9 = (EQ—L,T,,..,S_—";;T....), denotando
ahora '

N .
=35 o
i=lngZ

es facil ver de {2.18) que se satisfacen las propiedades

DEI™ D (s ca(z) = 0simy + - 4my=2%+1, keZ
exp{aD)alz) - 3(z) = als + a}3(z — a)
(2.19)
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La ultitma de estas propiedades nos ayudard a analizar las identidades bili-
neales (2.17). En efecto, realizando en (2.17) el cambio de variables z —
r—y, & —r+y, I'=1—sencontramos
Y Yo e tn
Tibpei-2 (k-2
;f die{~1}emrza k0 % exp [ ¥+l ))D] (2.20)
i~ s+ezir(l-e,z)=0

Podemos evaluar estas integrales calenlando el residuo en k = o0 de sus
integrandos, Pata este fin es conveniente introducir los polinomios de Schur

5.(u') que dependen de vt = (o7, Wl e C¥i=1... ¥V Estos
polinomios estan definidos comeo los coeﬁcientw del desarrollo:
epok"L”ﬁ ZE"S (vt {221}
n=i

Los polinomios de Schur de orden mas bajo son
Sy =1, S =, S = o4 2

53(,,:'.')) = o) 4ol 4 éuﬁ"f
(U( )} 5‘) + ; o (‘) + tr(li)v:(,'l) + %v;'J2 + L=§‘)

Desarrollando 1a exponencial, de {2.21) encontramos para les polinomiocs de
Schur la expresion general

" 1 gt ,
Su{vhy = Z mv“ . om2 8 {2.2%
fa]=n
donde la sums estd extendida a todo o'} = (u'i) ..... u‘,,'.).. ..} de compo-
nentes enteras positivas tales que [a("] = ol + 20} Dptmell=n

v donde denotamos por af™! 0"

) ® L al? ks e
ol = H(a[..')!). LT l_‘[l-‘s,lJ "
n=t n=i

Considerando ahora el coeficienie de =1 en el desarrollo de Laurent del
integrando de (2.20) vemnos que {2.20) puede escribirse comoe

N B
Z(‘”E”' vl Z Sal=2y NS e, (DN s ey, 2) i~ 1) =
i=t wza 2



28 Capftulo 2 Campos fermidnicos y operadores de vértice

donde DO = (0¥ 4P, 1DW, ). Itroduciendo {2.22) en (2.23)
encontramos

N
S ST B (D) - st el - ez =0 (224)
=] b

donde v = (v, ..., 9" ¥ hemos definido:

i (=2t AP
Pam= T ml(-‘—)!—D Spsenar(DD)
atflid=y
siendo ‘ )
;3("31:vﬁﬁ"+ﬁ§"+—~-+ﬁ5.'.)+---

De = H Di‘)nm

i=1]
N
al= ch“')!
i=1

y teniendo en cuenta que hemos asumido S, = 0 sin < 0. Como la
expresién es vilida para todo valer de y, encontramos finalmente

~

Y (-1 B D) - s e x)ril— e,z =0 (226)

i=1

Estas expresiones son equivalentes a {2.17) ¥ constituyen la jerarquia KP
con N componentes en forma de ecuaciones de Hirota.

2.6 Meétodo de obtencidn de soluciones de la
identidad bilineal

Despyés de haber visto como obtener ecuaciones diferenciales a partir de la
identidad bilineal queremos encontrar un métedo para obtener soluciones
a dichas ecuaciones. para ello comenzaremos por ver que existen algunas
soluciones triviales de las identidades bilineales (2.17). Dado m & A
definimos tm{f,2) = &im = 81,m, ... figm,- Entonces dados m,m' € zv %
tales que m; > m{ i = 1,...,.¥ podemos ver que las funciones

rhry=rmlz), e} = el r) {2.26)
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satisfacen (2.17)

N
Zf dk(—l)z”':’+r5k"'*i'zc““m"m Y1 ermbir gy me =

il ;
2 )J Gb(—1) s AT g kO

Como demostramos al principio de este capitulo, el conjunte de solu-
ciones de la identidad bilineal es invariante bajo la accién de) grupo GI{ N oo).
De este modo a partir de cualquier par de scluciones triviales (Tim, Tm!)
m; > ml y a pariir de cualquier elemento g € Gi{Noc) podemos enontrar
una sueva solucion (g, §Tm:). Este método de obtener soluciones de la
identidad bilineal es conocido comao método de revestimiento.

Utilizaremos elementos ¢ & Gi{Nx) de [a forma

g = exp Z {ff dkdgat (£, qu“‘(k)w‘”‘(qi}
1=

siendo ¢*¥ (k, q) distribuciones apropiadas sobre yxv. En particular veremos
que las soluciones solitdnicas las obtenemos tomando elementos

g =exp i \‘:‘ NZ (')(kl') §3) (g4))
1= iz1 m=l

Para ello vamos a necesitar conocer la expresion del producto de operadores
de vértice de la forma

Sl et gy ) w0k )t (g, ) -
k.,q,E‘r ks #iq,. t,J~1 s (227)

de acuerde con las expresiones (2.16) basta ¢on teRer en cuenta qgue:
OB DZ 0" = (T Py,
n&f")'(k)(—nzw-” = (_1)}:»- Bt k),

W k)l = ¢l
1,"‘“)°(_k)qi' = :,+1u-)(.)»(k)

GO (k)ef (571 = (1 _ _) SUEINDITSS

W)Y ( - t?) SE G £y,

ee ' = (1o £) ey, g £k,
WO (ghem6 el = (1 £ et g,
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A partir de estas expresiones vemes facilmente que el producto de ope-

radores de vértice (2.27) viene dado por

r

k" ; i 1

i=t k- g
Frffectinzad] b | ((2) (1)) %]

(2.28)

Resumiendo, hemoes definide los campos fermidnicos, asi ¢como sus rea-

lizacicnes en términos de operadores de vértice sobre la circunferencia . De

¢este modo, las soluciones obtenidas mediante el método de revestimiento a

lag ecuaciones (2.25) dependerdn de pardmetros complejos sobre la circun-

ferencia y. Sin embargo, estas soluciones pueden extenderse analiticamente
a todo el plano complejo siempre que se satisfaga &; # g; en {2.27).

2.7 Ecuaciones de Kadomtsev-Petviashvili y
Korteweg de Vries

Despues de haber visto como a partir de los operadores de vértice pode-
mos obtener soluciones de ecuaciones diferenciales queremos ver a modo de
ejemplo el caso mds sencillo. Para ello tomamos en la identidad bilineal
(217) N =1; asi

j{a’u‘-"-=eff*-=-=‘)r(r~ lLr—¢ (%)y'(u 1,2 +¢ (%)) = 0. (2.29)

Las ecuaciones de Hirota que pueden obtenerse a partir de esta identidad
bilineal las encontramos haciendo de nuevo Ja particularizacion ¥ = 1 en
{2.23), en este caso las ecuaciones se reducen a

Poico(BY '+ 1) rii-1,2)=0. (2.30)

Haciendo ahora ' = { — 2, redefiniendo la variable discreta ! : ! -1 — 1y
tomando 7 = 7 (2.30) queda de la forma

PodiDyr{le)-rtl ) = 0. (2.31)

Si tomamos en (2.31} y = (1,1,0,0,...) v tenemos en cuenta la primera de
las ecuaciones (2.19), encontramos:

(D} +3D% — 4Dy Da)r(l, 2} -7l 2) = 0,
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como esta ecuacion no contiene derivadas respecto de z, para n > 4 pode-
mos tomar a partir de ahora 7, = 0 n > 4, si ademas introducimos el
cambio de variables

1=z, 23= \/.'gy, 23 = ~4t {2.32)
la ecyacién se transforma en
(D} +Dj+ DD om =0, (2.33)
definiendo ahora la funcidn:
w= 20 log T
vemnos que {2.33} es la ecuacion de Kadomtsev-Petviashvili KP
{us + Bty + igee)e + tyy = 0. (234)

De lo visto en la seccién 2.6 para obtener soluciones de esta ecuacién
basta con actuar con elementos g € (Gl{oc) sobre la solucidn trivial ro(f, 1) =
4. Empezamos por tomar para g el casc mas sencillo, es decir

g = exp{ov(p)y(g)), c&C

siendo p,g & v ¥y p # g. Desarrollando la exponencial y reccrdando las
reglas de anticopmutacién, encontramos que los Unicos términos no aulos
vienen dades por

g =1+ ay(p)y (g

v de acuerdo con {2.7) (!, 2} = gro(l, r) viene dado por

Tl z)= {1 + s CE(P"-)_EH‘:)} bio-
r—9

Evaluzndo ahora la funcién r(f,z) en [ = 0 y realizando el cambio de
variables (2.32) encontramos

ule,y.1) = Jip - g)'sech? [2rg0]

i (2.35)
MWz y )= (p - )z + VHF - ¢F)y — 4(7° — ¢*)t +log 2.

La solucidn (2.33) representa un solitén unidimensional que se desplaza sin
deformarse. Podemos generalizar este resuitado tomando el elemento del
grupo Gl{sol
N
g=expd_lawlpiv’(q)} mu€y m#Eq, ii=1l....N

=1
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de nuevo para hacer actuar g sobre la solucién trivial empezames por de-
sarrollar 1a exponencial obteniendo

N
=Y Y e e wm )Y () ¥ )V (L),
ra0iy & --<iy

teniendo ahora en cuenta (2.28) que nos da la expresién del producto de
operadores de vértice, ex inmediate ver que

(lz) = {}: 3 H[exp{z(p...x - €(g,, 7))t Ee.

=0y € <ip Pin i

(o, — pi)pi; — 40}

(i = oo o =) | |
iy
evalyanda de nuevo r(!, £} en { = 0, teniendo «n cuenta {2.32) y denotando
7(z,y,1) = 7(0,z) encontramos

e, pt) = 2 (Z( B{ 1;[ _..._p' —p..i'){q't ::h)cv-.(!y 0

wlzyt) = (pi — )z + V3] —olly -4 p‘-’ — ot + fog (28
(‘2.36}
solucion que representa N solitones unidimensionales que interaccionan sin
sufrir deformacién {38).

Después de haber visto como aparece la ecuacion KP en el forma-
lismo bilineal queremos ver como en dicho formalisme podemos encontrar
la ecuacién de Korteweg-de Viles KdV como una reducién de la ecuacita de
KP [16], [26], [32]. Para ello vamos a considerar los elementos g € Gl{ox)
que son invariantes bajo el operador T2, es decir T?gT~% = g. Para ver la
forma de las realizaciones de estos elementos caleulamos la transformacién
de ¥(p)uv={g) bajo T2, de acuerdo con (2.7) es facil ver que

2
TP e{pe ()T~ = (-E) w{plv’(q) p.g€r, pP#q

entonces un elemerto ¢ € Gl(20) de la forma

g = exp ( }S - dpdqa(p, q)tb(p)w'(q))
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se transforma bajo T2 como

TRy

2
TIT™% = exp ( dpdeaip, ) (E) i)(ﬂ)xb‘(q))

de donde se sigue que los siguientes elementos son invariantes bajo T2
o =exp ( § dpetoeolvr(-n) ). (247)
Pero de acuerdo con (2.7) 1(p)¢"(—p) viene dado por
BEW" (—p) = 3= 1) PACCr = AD)dH)°

donde

(5], =0

el -2
) fanoy T TESDPET
V2,

es decir que las realizaciones de los elemenios de Gl{oc) que nos vienen
dadas por (2.37) no dependen de las variables zy,; 7 = 1,2,.... Las
funciones r obtenidas a partir de Ja solucidn trivial {2.26) son entonces
independientes de las variables z4,.

Lajerarquia de ecuaciones diferenciales cbtenidas aplicando la reduccién

7 r(l,z)=0

a la jerarquia {2.31) es conocida como la jeraquia KdV. El primer miembro
de esta jerarquia es la ecuacicn KdV

ap 4 Gty 4 e = 0. (2.38)

Podemos oblener una solucién a esta ecuacién haciendo ¢ = —p en (2.35),
enconitames entances

ufz,t) = 2p°sech?pz - 4p7 + %]og (%a')], (2.39)
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esta solucion es un solitén en (141) dimensiones. Podemoe también obtener
la solucidn con N solitones [48], haciendo ¢i, = ~p;, en (2.36), en este caso
tenemos

r{z,t} = E Z H {Pl; ;Pu] Qy;.l‘-Bp"‘ |+gosl'}il.
r=0ip g Che b=l Lijcia pi
u(z,1) = 283 1g .-(;,1)_

Hasta ahora hemos aplicado ¢l método de revestimiento unicamente
partiendo de la solucién trivial {2.26) pero podemos partir igualmente de
otrag soluciones triviales. Consideremos de nuevo la jerarquia KP en una
tomponente, queremos llegar a otras soluciones de KdV partiendo de nuevas
soluciones triviales para lo que ernpezaremos par comprobar que la funcién:

roll, 2) = e (x)bio = exp [-- }_: na" ] 0 (2.40)

nxl

es solucion de la jerarquia de KP en una ¢componente. Para ello tenemos
en cuenta que

eafzte (—i-)) = eq(r) (1 — I-’f)g FE(EE)

luego introduciendo (2.49) en {2.29) tenemos que

}(dkk’-"*?e“*-*—f'Hf,(r— Lz-¢ (l))m(!’ +1,z" +e¢ (l)) =
. k k

11,0604 0a(2)ea (") }( dheflkme Mt By,
h

pero evaluando ahora la integral como el residuc en e} ofigen tenemos que
gt - a
};dkef“" (@18 Bty )(1 - 13) =

T {Sa(z = £)Sussle = 2907 = aSuyslz - 298tz — )07} = 0

n=d

con lo que comprobamos que 7(!, 2 es solucidn de {2.29). Definimes ahora
la funcién o{{, z) mediante:

(1, 1) = ealz)o(l, 2) (2.41)
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de este modo, en términos de o{l, z), la identidad bilineal {2.29) se trans-
forma en:

dk{k! F=2 {(komz')ri{t s z)(l )
=tz = (ot + 17 +e(;)}1 =0
tomando [ = —!' = 1, definiendo ¢{z) = ¢(0,z), realizando el cambio de
variables £ — z —y, ' —~ z +y y recordando (2.19) y {(2.21) tenemos que:
o)

Y Sa(~2)Sm(~20)a" ¥ 2 [S e g1 (D) = aS e (D -7 = 0

n.m=0
e introducierdo (2.22) Hegamos finalmente a las ecuaciones de Hirota

(~2)lal+18148} . -
¥ T!_Y!D-T[Sia]—bﬁ]ﬁ—l(D]_asIo]—[ﬂ]—l{D)]a'V =0 (242)
atfdr=u

Para encoatrar KdV entre las ecuaciones (2 42) tomameos ¢ = (0,0,1,0,...)
¥ suponiendo que #(x) no depende de las variables z, llegamos a:

(DY —4DyD3 = 12aD¥)e -0 =0
gie bajo el cambio de variables (2.32) se transforma en:
(D2 + DDy = 1200 -0 = 0. (2.43)
Si definimos ahora la funcidn u(z, 1) como
u(z,t) = ~2a + 282 log o(z,1)

donde hemos tomado Tans, =0 sin > 1, entonces es inmediato comprebar
que {2 43} se convierte en la ecuacién KdV.

Para encontrar soluciones necesitamos ver que elementos de Gi{oc) al
actuar sobre (2.40) dan lugar a funciones o (I, 2} independientes de z,,. Si
consideramos como anteriormente el producte w{p)w* (—p) vemos que al
actuar sobre (2.40) obtenemos

w{pW" (—pimid.z) =

( 1+] P —a '7r.\+1 .n+l
eu(z) z-z_( 2"+1) Tin+i

luego de nuevo los elementos de la forma {2.37) nos llevan a soluciones
de KdV. Partiendo del caso mds sencillo ¢ = exp{cy(p)y"(~p)) ¥ de la
sotucidn trivial (2.40}, obtenemos entonces para oz 1}

2 3
P AP AP
stety=1 2p2+a“"{2(“p): 5(“;9)‘}
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. de donde u(z,1) tiene 1a forma:

2
wz )= -2a+2 (p + g-) sech?n, {=,8) (2.44)

siendo

3 2
a a 1 ce—p
)= - - 3 -
melz.t) (p+ p)z 4(p +p’) 2]°g[2a+ﬁ]
vemos entonces que (2.44} es de nuevo un solitdn que tiene diferente relacién

de dispersidn que (2.39) ¥ que se reduce a {2.39) en el caso ¢ = 0. Podemos
también tomar para g

N
g=expd_{ew(p)v"(-p)},

i=1

desarrollando la exponencial tenemos que

y"z P TRRRT T¢I U G- BRI A e 1)

r=04y - <i,

¢ introduciendo {2.28)} encontramos

i 3 e H{ (=1)le? Lame?l] e2ens (_%)

r=04, ¢ iy i=1

]
(2 L) (el
i<; Di, + pi,

teniendo ¢n cuenta que

[k -)-

Il )
ki, —a 230, () o

€q(T
II( ): pup”-{-d

obtenemos para o(z.1)

_ A P P
a(:,i}-;{C(I)Hexp[2(‘p’+pj>; S(p_,+5}§)t]}

el
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donde la suma estd extendida a todos los subconjutos de indices T
{1,.... N}y C(f) estd definido por

cn =114 (-3)1I (iiﬁ::) H(iliﬁ)z

i€ ‘el i<y

Vemos entoncer que la funcidn define N solitones que se desplazan con
velocidades v; = 4(pf- —a+ 5;) ¥ que no sufren cambio de forma bajo
1

interaccion,






Capitulo 3

Sistema Boussinesq

3.1 Sistema Boussinesq como reduccidén de
la jerarquia de KP en dos componentes

En este capitulo vamos a estudiar el sistema Boussinesq dentro del contexto
de las identidades bilineales. Este modejo es e miembro més sencillo no
trivial de la jerarquia de Jaulent-Miodek 31}, jerarquia de sistemas inte-
grables asociada al operador de Schrédinger con el potencial depeadiendo
de la energfa en su forma mas sencilla [39] [40). Puede verse utilizando el
concepto de mddulo asintético [28] que la jerarquia de Jaulent-Micdek es
una reduceidn de la jerarquia de KP en dos componentes [30]. De ko visto
hasta ahora sabernos gue si encontramos e} sistema Boussinesg come una
reduccién de la jerarquia de KP en dos componentes tenemas un método
para obtener soluclones.

Consideremos entonces la jerarquia de KP en dos componenies abtenida
de hacer N = 2en (2.17) y tomemos s = [-{' = e;+eq, 7 = 7. La ecuacidn
que obtenemos entonces es;

dk 1 !
){?{ Pas Nz (Bl = eg,2 e (B))—

eE(k.;(i)-gli) )1_“ —e2,T — €q (%J)TU —ey, 2 e (%))} =0,
{3.1)
donde podemos ver que para la eleccidn de s que hemos realizado solo
aparecen dos funciones T diferentes en la identidad bilineal. Tomameos | =
€ ¥ para simplificar Ja notacién definimos

n{z) = 7(0,z)

m(x) = 7(e; ~ e, 2} (3.2)

39
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de este modo, la ecuacidn (3.1} queda como:

B a2 (Bl 4 ()
hj

gf(i,.:(ﬂ-:(’l')ﬁ(: -—c (%))71 (zf N (i))} =10,

El objeto de esta seccion es demostrar que el sistema Boussinesq aparece
come una reduccién de (3.3). Para ello introducimos los operadores

(3.3)

a=T, a=(-1)"% (3.4)

Pademos obtener facilmente Ia accidn de estos operadores sabre los ope-
radores de vértice w)(k), () (k) i = 1,2 de las expresiones {2.16). En-
contramos que para dichos operadores

ek} = byO(E)  qul(R)e! = k2t (k) (3.5)
av(E)et = wOlE)  aul(k)e = pil(k) i#). '
Estamos interesades en los elemenios g del grupo Gi(20c) que satisfacen

acgetet =g (36)

Para ver la forma de las realizaciones en términas de operadores de vértice
de estos elementos, calculamos la transformacién de ¥{){g)y"(k} bajo
€1 ¢c3. Teniendo en cuenta (3.5) es inmediato que:

creaw (gt (k) eyl el = %sﬁ“’(q)wm'(k)
luego para que el producto vi'¥()y*/)" (k) sea invariante bajo ¢, ¢; es nece-

sario que k = g. De este modo llegamos a que los elementos ¢ admisibles
que satisfacen (3.6) deben ser de la forma:

o= e ( § dalalu (e (@) + ML) (57)
Pero de (2.16) tenemos que:

P (@)D (g) = (= 1)irgh=la= 1 efte s =g PP - ei gy
*,ﬂ'(z)(q)t_(«'“)’(q} = (- nr,_1q-:,+:,—1e_f(,,,u)_.gm)e((g)le(u_ém]T\T_Il,
es decir, los productos ¥{1 g}l (g), v4*)(¢)¥11 )" (g} sdlo dependen de las
variables z(*?, #{?) mediante }a combinacion lineal (1Y — £12)_ §j realizamos

abora el cambio de variables:

1 1
zo = (2 =22 yn = 5 420 (3.8)
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encontramos que los elementos g de GI(200) de la forma (3.7) son indepen-
dientes de las variables y,, luego las soluciones generadas por la aplicacidén
de dichos elementes a la solucidn trivial (2.26) son igualmente independi-
entes de las variables y,.

Queremos ahora encontrar fas ecuaciones diferenciales que satis{acen las
funciones 7 (f = 1,2) que no dependen de las variables y,, ya que de lo
visto hasta abora sabemos que podremos encontrar soluciones mediante ia
aplicacion de elementos de Gi(200) de la forma (3.7; sobre la solucidn trivial
(2.26). Con este fin definimos ia variable z = (201 + 22 - L(gl7) 4 2(2)')
¥ la identidad bilineal (3.3) para funciones 7; que po dependen de y queda
de la forma:

dk z -z’
§ e S e g )+ () -

(39)
eH B0 (z 4 e (F)) m (&' - 3¢ (§))} = 0.
[ntroduciende ahora el cambio de variables £ — z—~y, ' — z+y y teniendo

en cuenta las propiedades de los operadores diferenciales de Hirota llegamos
a:

}Q %c{(l_z! {cm,-zyﬁelwg:(*))D,,_irl _ cf(i"_’v)c(g—%c(i))})_ﬁrz} -0
.

igualando esta integral al residuo en el infinito v recordando la definicion
(2.21) para los polinomios de Schur tenemos:

3 {Sm(—2y)e 0 - 5,,,(2y)ev0}sm+,,(-%5}m2 =1.

mud

Finalmente aplicando la expresién {2.22) para los polinomios de Schur v
teniendo en cuenta que la iltima igualdad es vilida para todo valor de y
obtenemos:

~g)lel p# -
> -0 - et e s g Bnn =0 )

a4 fE

que es la jerarquia de ecuaciones diferenciales obtenidas de la identidad
bilineal (3.9) como una reducién de la jerarquia KP en dos componentes,
El sistema Boussinesq puede obtenerse tomando en (3.10) n =1, y =
(1.0,0,.. s n=2,y=(1,00,.)yr =0, v=(0,010,..} encon-
tramos entonces:
(Dx+D5)T]T2.T~G. 3.11)
D,(D, + D2)rry = 0. -
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siendo £ = z,, { = Z1; definiendo ahora Jas funciones v y w como:

u=23; log -E:-, w=28lognry (3.12)
de (3.11} obtenemos:

g+ utig +we =0, -
wy + Uezpy + (uw)e =0,

(3.13)

que es &l sistema Boussinesq , que de acuerde con lo visto en el capitulo 1
describe la propagacion de ondas en un canal unidimensional poco profundo
en ¢l que la tensidn superficial es despreciable, siendo u la velocidad en
cada punto y w la altura de la interfase. Las ecuariones (3.11) determinan
entonces la forma del sistema Boussinesq en funcién de los operadores de
Hirota [46].

3.2 Obtencidn de soluciones solitdnicas me-
diante el formalismo bilineal

3.2.1 Soluciones soliténicas béasicas

Una vez que hemos encontrado el sistemna Boussinesq dentro de |a jerarquia
KP en dos componentes vamos a proceder a buscar soluciones a dicha sis-
tema mediante el método de revestimiento. Con este fin partimos de la
solucién trivial

nold, 2} = & = &,0010. (3.14)

Ea la seccidn anterior vimos la forma general (3.7} de los elementas de
GH20c} que aplicados a la solucién trivial (3.14) nos dan soluciones de
(3.11); para buscar sofuciones con caracter localizado nos restringiremos a
los elementos de la forma

My M3
g=exp {2 a0 () + 3 b,w(q.)w-(q,)} (3.15)

rxl =1

donde ar, &,, pr, g5 {r=1,... , My;s = 1,..., M2) son pardmetros reales
tales que {p, }*"t N {g,}** = 4. En particular, e} elemento mis sencillo de
la forma (3.15) que al actuar sobre (3.14} da funciones 71, 77 ne triviales
es:

= exp{avtV(p)vF (o) + b'P () ()} abpgeR.
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Desarroilando fa exponencial tenemos que:

g = 1+aVpp® (o) + by P gy (g) +
abu ()T () (g)yt " (g)

luego de {3.2) las funcicnes 7, 7, vienen dadas por:
7= [+ abpt P (p)u D ()01 () brols, =1, =0
71 = awt (p) (B)brolr, =1 1y
¥ teniendo en cuenta el cambio de variables

() _ (9 @
zz"-i—gﬁ-, 1= 22 4‘2 (3.16)

¥ que como (3.11) sélo contiene derivadas respecto z y ¢ podemos tomar
rﬁzk—x$,:’)=0, n>i (3.17)
enconitamos finalmente
=1 .;E%ézlp-q)ra-sw’—q’)" (8.18)
= m_ape2p:+4pzt
luego de {3.12) tenemos que

Ushnwuchy
kchn (3.19)
w = 2k?sech?n

u=

donde
N=kr—wt+ v

5 1 abpg
E=p— w=—2p%—¢* g = — i
r—q. (7 =0} vo=7log Sy

La solucion (3.19) representa una onda que se desplaza a velocidad v = ¥
¥ cuya amplitud w estd localizada. En la figura 3.1 representamos dicha
solucién para fa eleccidn de pardmetros p =3, ¢= 1, a=2y b= %.‘
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-12
-4 -2 4 2 4

u (velocidad)

w (altura)
Figura 3.1

En las soluciones solitdnicas de la ecuacién de KdV encontramos los
mismos solitones en los iimites asintdticos t — oo, sin embargo vamos
a ver como en el caso del sistena Boussinesq podemos encontrar salitones
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diferentes en ambos limites asintdticos. Con este fin tomamos el elemento
de GI{200) dado por:

M
g = expiay V(P (p) + 3 5,4 (0,) (.} (3.20)
=1
ab,p e s=1,.. M
definiendo ahora los operadores A y B, s=1,..., M como:

A= apDp)y® (pY; B, = b, g v (q,)

tenemos que la exponencial en {3.20) puede desarrollarse, obteniendo para

g:
g=(+AQ T[8)
I set
estando la suma extendida a todos los posibles subconjuntos 7 € {1,..., M}.

En términos de los operadores A y B, las [uncicnes 7, 2 vienen dadas por:

M
n={l+ 2 AB, Yl zi=0, (3.21)

=1
T2 = Abwolty =1,4=-1,

de donde vemos que T sigue siendo la funcida dada por {3.18}, luego no
contribuye a w, mientras que my en este casc tiene la forma:

M
ab,pq, 2k, (r— .
iz, =1+ S g2RlT ) (3.22)
(=) § (p—ar)?
donde
bE=p-q, w=-2Ap+q) 1=1,.... M. 323

Para poder realizar un analisis asintdtico tomamos ahora ¢ < gz < - <
gy < presdecir ky > ko> o> by >0, > ve > - - 3 vy ¥ evaluamos
la funcién =, sobre el ravo 2(t) = r + cf, tenemos entonces:

M
- i PRI Rou
miait) ) =14 Y s e lex (3.24)
S
slendo
f,0c) = &, (e —v,) = k,{c— 2k, +4p). (3.23)

Queremos ahora considerar ¢l comportamiento de w en los limites asintdticos
t — oo, De (3.21) y (3.12) tenemos que w = 282log 7 luego para que
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en e} limite t — —oo (§ — +00) exista contribucién a w que sz desplace a
uns veiocidad c es necesario que para dicho limite el término dominante en
(3.24) contenga mis de un sumando; es decir sdlo podrd haber contribu-
ciones a w que se desplacen a las velocidades vy, definidas en (3.23) 0 a
les velocidades c,, que verifiquen 8,{e;,) = &-(¢,,); » > 5. De (3.25) es
inmediato comprobar que estas titimas vienen dadas por:

trs = Uk, + k) = 4p, (3.26)

ademas como #,(c.,) = 2k k, es siempre positivo, estas velocidades no
dardn contribucion en el limite ¢ — —o0. En dicho limite, sélo habri
contribuciones que se desplacen a las velocidades v, que verifiquen (v, ) >
0 sil# r, es decir solo existe una estructura que se desplaza a velocidad
vy. De (3.24) tenemos que:

—afl-p—?-l-;eu“, cuando t — -co, {3.27)

iz + ety ~1+ =

luego la forma de esta estructura es la del solitén (3.19). Por otra parte en el
limite t — co encontraremos contribuciones que se desplacen a velocidades
U ¥ £y Gue verifiquen:

Bi{v,) <0 Vifr (3.28a)
Br(ers) > Bi(crs) VI# 1,5, (3.28b)
La condicidn (3.28a) sélo 1a satisface la velocidad vas para la que tenemos:
iz + vt t)~1+6—bu-ﬂi26°*”‘. cuando t — oo. (3.29)
—qM

Para analizar la condicién (3.28b) consideramos la diferencia f.{c,,) —
8i{er,) que de (3.25) ¥ (3.26) puede escribirse como:

Br{ers) = Bilers) = 2kr = k)(E, — &) (3.30)

luego la expresion (3.30) es pesitivasi/ > rol < 5 y negativasis <i<r,
de donde vernos que (3.28b) se verificasdlosir=s+1,s=1,.. . M ~
1. Tenemos entonces gque en limite 1 — ¢ existen conttibuciones que se
desplazan a las velocidades ¢, 4, , dadas por (3.26) para las que la funcién
™| s COImpOorta ¢ome:

b . D. 2(P=g¢r k,~k,
T+ Cag1al )~ H(P'-;m;l etz {1 T 11. 2k, u)r}

cuando ¢ — oo s=1,....1 M-1.

(3.31)
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Finalmente de (3.27), (3.29) y (3.31) vemos que la solucién generada por
{3.20) describe un proceso de fisién de un solitdn (3.18) en M solitones.

Para ilusirar este proceso consideramos el caso M = 2. De (3.22) te-
nemos que:

n=14 3 pq eHale=viey o abapge gz —vat)
(p—m)? (p—3)?

By > k>0, v > v,

En el limite asintético i — —oo, la solucidn w se anula sobre todos los
rayos de la forma x(t) = z - ct, excepto para ¢ = vy en el que los términos
dominantes para 7, vienen dados por:

abipg e
2

nlz+utt)~1+
(p—q

cuando t — —o0,

Sin embargo, existen dos velocidades dadas por ve y c91 = 2(ky + k2) — 4p
para las que la soluciée w no se anula sobre los rayos z(1) = z 4 ct en el
limite asintdtico £ — +oc. En este caso

T~ 14 We“" cuando t — oo,
- 42
bhai(p - go)?
7o~ 1 SR ke ande 1 oo

baga(p— q1}*

¥ la solucidn representa un proceso de fision de un solitén que se desplaza
3 una velocidad vy en dos solitones que se desplazan a las velocidades t9 ¥
cp1. Esta sohicidn la representamos en la figura 3.2 donde hemeos tomado
p=4‘q1=1eqz=2,a=%.61=9yb2=‘2.

R o OO

|!|

i .
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TREN
i=g “ d)t=1035

: | o |

:,/\',}1 LA
e)t=1 flt=15

Figura 3.2: Fisién

3.2.2 Soluciones soliténicas de Kaup

Al igual que hicimos en la seccidn 2.7 podemos aplicar el método de reves
timiento pattiendo de soluciones triviales diferentes de (3.14). Considere-
mos en este caso la funcién g(J, =) definida cormo:

) = i %e(2)6i, 4100 (3.32)

donde la funcién e(z) viere dada pot:

e(z) = exp (— Z nz&,])zg")) . (3.33)

nzl

Vamos a comprobar en primer lugar que t5(!, 2} es solucion de la jerarquia
de KP en dos componentes. Con este fin empezamos por teher en cuenta
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que de {3.33) se sigue:

elzte; (3) = e(z)eFEid =™

e(rzer () = e(e)eFeth s (3.34)

Introduciendo (3.32) ¥ (3.34) en (2.17) para N = 2 y suponiendo ahora que
hemos tomado para 7 la circunferencia orientada positivamente |k} = 1,
enconiramos que:

0y _ g @ _ g 2
fdk {eﬂk@ z ]f‘{(*‘r T )kh [} "5;‘+1,_1!05(;+1;+1,D“
"

Mgy E NN A I L
efihat =gtk M- ety "'Erm,—uoéz;w;ﬂ‘o}zﬂ

o que puede comprobarse, haciendo en el segundo sumando el cambio de
variables & — . Definimos ahora la funcién ¢({i,z) mediante

~(l.2) = (i, 2)ell, z) (3.35)

luego en términos de las funciones & la forma bilineal de la jerarquia de KP
en dos componentes queda como:

. 2
j{dkk“" “HNeh—1,-h+1l.z2-0, (%))U(JHL -1l 44 K%))_

7l =l 2 = (o, ~ 1,2+ (k) Jelths M mr LGP o g
Tomaode ahora iy = 1, { = 0 y definiende
oy = a{0,0,2)

og = 0'(1,—151‘)

ERCOnLramos

}g i:_{m(, s (%))a’g(l‘r‘i‘ﬁ (%))* (3.36)

ol = ok (2 + eq k) JeSEET -2 gt h =12 _ g

Realizando ¢l cambio de variables 2 — r ~— 4y, £ — = + y, teniendo en
cuenta (2.19) y evaluando la integral en {3.36} como el residuo en el arigen
eNcontLramos:

(==

Y Sal=2y S (=2 MNP S D) ores — Sinon( DP)oa3] = 0

mn=0

(3.57)
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donde los simbolos 5, denotan de nuevo los polinomios de Schur, Utilizando
ahors la expresion (2.22) para los polinomios de Schur y teniendo en cuenta
que Ja expresion (3.37) es vilida para todo valor de y llegamos a:

(=2elp? (o B
el | Sigt)-fat Jea(z)en (2)-
_&T aldl [ fat)- ot () oa(2)en (= (3.38)

S[am]_[..c-)](ﬁm)"l(t)d':(t)] =0
Tomando ahors en {3.38) para + los valores:
A =(0,1,0,..5 v =(0,0,0,..)
¥+ =(0,0,0,...); ¥ =(0,1,0,...)
¥ = (0, 1,0,...); +M'=1,0,6,..))
¥ =(1,0,0,...) +¥¥={(0,1,0,...)
ehcontramos la.s ecyaciones

(D-(:” + Dgll’)glgz =0

(=057 + DM Yar00 = 0

(DD + D) 401 = 0
(D{=D§ + D) - 4DMers = 0.

(3.39)

Sabemos, que mediante la accién de los eiementos g € Gl{20c) sobre
la solucién trivial (3.32) y teniendo en cuenta (3.35) podemos obtener fun-
ciones @ soluciones de (3.39). En particular si tomamos elementos de la
forma (3.15) que satisfacen {(3.6), de (3.34) es inmediato comprobar que
las funciones ¢ obtenidas, son de nuevo independientes de las variables y,.
Para las funciones ¢y, o2, obtenidas de este modo, teniendo en cuenta el
cambio de variables (3.16) las ecuaciones (3.39) se reducen a

(Di + D)oy o2 = 0,

[D.(Dy + D2) + 16D, Joy05 = 0. (340)
Si definimos en este caso las funciones u, w como
u=23,log;-, w=16+282leg o102 {341)
p)

llegamoe de nuevo al sistema Boussinesq (3.13).
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Para encontrar ahora scluciones oy,07 de (3.40) reales, tenemos que
tomar elementos g € Gi(200} de Ja forma:

My
g=exp{ Za 5V (p, wm'(pr)+=‘D.w<=’<q.)¢“>'(q.)} (3.42)

=1

siendo a,, b,, pr, q, (r = 1,..., My, s = 1,..., M2} parametros reales que
satisfacen {p.}':"{‘ n {q,}{"’ = ¢. En particuiar ¢l caso mas sencillo viene
dado por:

g = expliav (o) (p)], apeR,
desarrollande la exponencial encontramos:
g = 1+iev(p)p®"(p)

¥ teniendo en cuenta que
1
e(z—q (—\ +m{
£7 \

encofitramos

\\ (p)eElhet=at?) IS
77 =1

oD 21
o'z(:,t)=l+pf;:31exp{2 (p-%):+4 (pz—%)!},

y finalmente de (3.41) tenemos para u y w

4Sh2’}'0
sh2 2 4 ch®kr — wt +42)

1
7

oi(zd) =14
: 7

° =

. WA E (3.43)

w:16+85h2‘70{sech2(l-:—ut+go— )+sech (kz—w£+iP+ }}

1 1
k=p— <, =2(__ 2)
P PO TP

70, 1 ap
=logp, o=—+ -log| ——
BP £ =5+ glog (p2 — ])
en este caso es la funeidén velocidad u la que toma la forma de una es-
tructura localizada, mientras que la amplitud es la saperposicién de dos
estructuras localizadas iguales, centradas en puntos diferentes. En la figura

3.3 representamos esta solucion para la eleccién de pardmetros ¢ = 32,
p= 15

siendo
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60
304
40} 1
30¢ 4
20}

10+

-%.6 04 0.2 4] 02 0.4 0.6

-u (velocidad)

500
400} f ]
100 f \ .
f \
200} Y \ )
Y

100l \

0 S~

0.6 04 02 0 0.2 0.4 0.6

w (altura)

Figura 3.3

Queremnos ahora estudiaz el comportafniento de estos solitones bajo in-
teracidn [34], {35], {36], [25]. [45]. Para ello tenemos que considerar la
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#olucién generada por el elemento de GI{200) (3.42). En primer lugar vamos
a ver que la expresion {3.42) puede simplificarse, con este fin veamos como
actuan los operadotes iU (p)yA¥)" (p), ipP(g)¥{1)* (g} sobre la solucién
trivial ). Tenemos entonces que:

P (p)rg = ‘ﬁﬁ“;:":'}emﬁ“‘-r"‘)—ee.=“’*"”’,

=3 +1
q 1+ )c_“'.‘m_,(‘J)H((é"u)_:m)
1 1

gD (v (g)r = (- pram

es decir, que la accidn sobre r de ip(®{g)y41)"(g) es igual a la accién de
i) })wm'(%) ¢con lo que podemos tomar sin pérdida de generalidad

M
g=exp {i 30wt (P:‘)} (3.49)

i=i
desarrollanda la exponencial podemos escribir

g=3_ A
i

donde 1a suma esti extendida a todos los subconjuntoe I : F C {1,..., M}
y A(]) estd definido como:

ATy = [T 200" (py).
j€l
para ver como actua A(I) sobre 1, debemos empezar por caleular la ex-
presién del productio de operadores de vértice

Y (kD kgD (k) - 9Dk )y (k) (3.45)
pero dicho producto poderncs analizarlo facilmente teniendo en cuenta que:
e-((,lj—)vmc{(h‘m) - (l _ f:') cﬁh-r“')c"(#)v“’ i<
e’(“;‘)wlc-f"" L) _ (1 _ ?) c‘“"‘-‘m)e! (;’;)em i<t

y (3.45) viene entonces dado por

- - 1 1 z s gl _ (9
i I I fy=ly—1 I I k.= T
( _l)ir(r prha {kj 3 (—J _ —J) ﬂc( )} -

i=t i<j

-exp [—Z( (%) v 4 Zc (-:7) ‘5-(2)] T

(3.46)
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como ademas necesitamos aplicar producios de 1o forma {3.45) a 7} calen-

lamos
3o (:,) () -

=1

=2 P Y| o — 1
xp - 3on (- T o ,(,,)+§::s§ }=

i=1

- _L (3 k k
e(:)He e ) H k !

i=1
Teniendo entonces en cuenta (3.48) llegamos a:
4 s 1 1
ATty = whally, 1) [ ] exp [2 (p, - —> £+ ( 2 - -7) t
JE€r P P

donde hemos definido a(l,, [) como

1

o =T T (- 1) T2

iel e NP e PP
<7

Entonces las funciones ay(z,1), 62(z,t) soluciones de (3.40) vienen dadas
por:

o(z.t) = Y al0, 1) [T expi2k;(z = v,1)],

I Jel
oa(z.t) =Y o(1,1) [ expi2k, (z = vjt)],
! Jer
siendo
k:=P:'_“ =—2(PJ )
Pi

Una vez encontradas las soluciones procedemos a discutir el resultado,
para ello vamos a tomar a partir de ahora k; > 0 {(p; > 1) ¥ suponemas que
hemos ordenado las vejocidades de modo que vy > vg > -+ - > vy, Consi-
derernos las funciones &1, &3 evaluadas en (z+ v, 1), queremos determinar
el comporiamiento de dichas funciones en los limites asintoticos § — #oo.
Definimos con este fin los conjuntos de indices JX como I = {1 €1 <
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M : (I — m) > 0}, entonces es facil ver que cusndo t — oo los términos
dominantes en oy, #7 vienen dados por

L 2k(2—vst) a0, I U {m}} o reueny
.4 jerj{tc {1+—'—————§-—ﬂ(0 Im) }

on e TT etite=wt) [ 4 a(l, i u{m}) FEaiz-vat)
? ,£I* { (1, IE) }

teniendo en cuents que:

a(l, JEU{m)) _ amplitt (1 1)’( PmPs )’
—m Al - — _FmEf
a(h, I%) -1 jerk \Pm Pi/ \pmpi—1
encontramos que la funcién u toma asintéticamente la misma expresién que

en (3.43) donde ahora

1 1
km = -1, =-2[p: — —) s =1} y
(Pm o ) Win (Pm mz Yo,m IOg P

2 2
(,9* - Tom __] og “m.Pm (_1_ _ l) ( Pm Py !
™= 1 Pm  Pj/ \PmPi-= 1)

es decir, que asociado a cada ve!oc:dad ty m = 1,..., M existe un solitén
que al interacionar con los demds mantiene su forma experimentando sdlo
un cambio de fase. Finalmente si consideramos v # vy, m = 1,..., M es
inmediato ver que scbre el rayo z 4 ut, u se anula asintéticamente en ambos
limites ¢ — +o0, luego la solucion generada a partir de (3.44) esta formada
por M solitones que interacionan sin cambiar su forma.

Para ilustrar el proceso de interacién representamos en la figura 3.4 la
solucidn para M = 2 donde hemos tomado py = 2, po = 4, a1 = % ¥
a4 =

-
. =

-
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Capitulo 4

La ecuacidn de
Davey-Stewartson

La ecuscién de Davey-Stewartson DS, juega un papel fundamental en el
estudio de sistemas integrables debido tanto & sus aplicaciones fisicas como
a las propiedades que exiben sus soluciones. En particular, algunas de sus
soluciones, conocidas como dromiones, son estructuras coherentes bidimen-
sionales que no conservan su forma bajo interacién [2,3,4,5,6,7,8,21,22.47).
En este capitulo vamos a cblener la ecuacidén DS del formalismo bilineal,
de este modo, a partir de los operadores de vértice podremos construir
soluciones ¥ estudiar propiedades de las mismas.

4.1 La ecuacién de Davey-Stewartson como
reduccién de la jerarquia de KP en dos
colmponentes

La ecuacidn DS estd relacionada con el sistema de ecuaciones bilineaies
{2.25) para N = 2. Para obtener DS a partir de¢ (2.25) empezarnos por
definir las funciones ry(z), i = 1,2.3 de acuerdo con

n{z) = r{l, ),
rfz) = rilg+e1 - ez z),
ra(z) = 7{lo — €1 + €3,7),
Tomando ahora s = ey + ¢4, I = Iy + ¢;, 7’ = 7 encontramos

Z
DPm n 4+ D m =0, 4.1

57
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Ditr oz 4 D n =0, 4.2)

donde hemos elegido ¥ = (0,0....), ¥ = (0,1,0,...}, para (4.1} ¥
41 = {0,1,0,..), v = (0,0,...), para (4.2). Para el mismo s , los
mismos conjunios ¥, ¥ y { = I + ¢; tenemos:

[ (27, =
Dynm+ Dy o =0, {4.3)
3
Dgl)rs ST+ D(ll) mera=0, (4.4)
Finalmente, tomando s = 2eq, | = lo 4 e1; 7 = 10,0,..), v =

{1,0,0,...) encontramos:
510N SR P ) (45)

Si realizamos ahora el cambio de variables

MZ woy -ty 4l
TRy, B =G, Ty =i, gy B (4.6)
y definimos:
T T -
=;j, q=;§‘ U=logn (4.7)

las ecuaciones bilineales {4.1)-(4.5) nos llevan al sistema de ecuaciones dife-
renciales:
=Pt + Poc + By + AUse + UpyJp = 0.
19+ e+ gyy + 2l + Uy )g =0, (4.8}
qp = AUy,

Como (4.8) no incluve ninguna derivada con respecto a las variables t/, i)

rn > 3, podemos a partir de ahora tomar t' = ¢ £ =0n > 3 Si ademas
hacernos {z.y,1) & e imponemos la reduccidn:

n=T, T3=T (4.9}
(4.8) se convierte en ¢l sistema:

e + qrz + gy + HVse + Uy dg = 0,

e (4.16)

que implica que ¢ satisface ia ecyacidn de Davey-Stewartson

19 + gre + dyy T (th + g =10,

1 v
n =‘_j dy'lg|? + uy; 14.113
2 e
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I
U= 5]_“’ dz'lglf + v
donde:
ul(zl t) = 283 105 rl{’l =0, t)! uz(l‘»‘) = 26: 108 Tg(—OO, y-t)-

De (4.1)-(4.6) ¥ (4.9) tenemos que en iérminos de los operadores diferen-
cinles de Hirota Ia forma de la ecuacién de DS [49] viene dada por:

(=iDy + D2+ DY)m, vy =0,
2D.Dymy -1 = |naf?.
A partir de las titimas ecuaciones de (4.7) y (4.10) se deduce que
lef? = 40:8y log (2, 3.1)

de donde vemnos que 7 es la funcidén mds relevante en la teoria bilineal de
Ia ecuacidon DS.
A partir de ahora tomaremos Iy = (0,0) y por tanto
1(z) = (0,0, 2},
mz) = r(l,~1,z}, (4.1%)
n(z) = 7(~1,1,2),

4.2 Soluciones de la ecuacién de DS en térmi-
nos de operadores de vértice

Hemos visto que la ecuacién de DS aparece como una reduccion de la =
rarquia KP en 2 componentes. Para encontrar soluciones tendremos 722

partir de los tlementos ¢ € GI{20c) tales que sus realizaciones en térmizos
de operadores de vértice nos generen funciones 7 que satisfagan la condicicn
de reducién (4.9). Para ello consideramos el operador ¢ que actua scirse
funciones en F como:

er(l, 2} = (< 1)*Or* (-1, 2) (4.1,

donde la funcién #{{) esta definida por:
Z 1
8(r>=§{jr,-+5rj(f,+ 1)} R

haciende actnar de nuevo el operador e sobre (I, z) encontramos

er(l, z) = (= 1)FOHH-00(7 2y,
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Dada que
N N

{—1)HHE=D) (-1)2,-,,13 = (_112,-.1 s

s entonces evidente que el operador ¢~

por:

, inverso del operador ¢, viene dado

eIl 2) = (=1 ot 9T e (L 2,

Supongamos ahora que consideramos elementos ¢ € Gli2oc) invariantes
bajo e, es decir:
ege™l =g (4.15)

y funciones r € F generadas mediante la accién de los g que satisfacen
(4.15) sobre la solucién trivial 7o(l,z) = &0 = &1,081,0. Entonces:

7(1,2) = gérg = ege ™ big = egeLebyg =
egbo = er{l, 2} = (=1)*Pr (=1, z).
Particularizande para N = 2,1 = {0,0) ¥ I = (1, —1) obtenemos
r(0,0,z) = r7(0,0, r}
r{l,~1,z) = r"{-1,1,2)

y teniendo en cuenta (4.12) vemos que se verifica la condicién de reducién
(4.8} . El problema de obtener solucicnes de la ecuacién DS nos queda con-
vertido en encontrar elementos g € Gi{220} cuya realizacién en términos de
operadores de vértice satisfaga (4.15). Para obtener las representaciones de
dichos elementos debemos considerar en primer lugar como se transforman
bajo e los operadores ik}, w(*(k).

Supongamos que las variables zi? satisfacen

£ = (-1

Asumiendo {4.6) junto con i) = On > 3, vemos que tal condicién se
cumple para el caso de DS. Entonces se sigue que:

CI{,:.)E_I = (_1)n+1:$‘;3; E’ar(‘-jﬁil = (—l)"*‘@r(.: (4.16)

¥ por tanto
. o
eflk, 2™t = S (-1 2Dk = gk, )
n=1

(4.17)
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ee (é) V)1 = é %g}% = we (,.:i_.) oW

Para averiguar como se¢ transforman bajo el operador ¢ los operadores de
vértice necesitamoe también conocer como se transforman los operadores
de translacidn 7} del indice discreto 4

eTje r(l, 2} = eTj(= 1) Lims " g1 ) =
e(—l)}::-: i"""("""‘H'l'r'(—l —¢,3) = (4.18)

N
(_l)-(:)m—m,)—):... "'“'r(l —gj, 1),

Como (4.14) implica

N N
BN +0(~l+e)-Y h+l=j-Li+) Lii-1+2

i=1 =1
se verifica "
O e e (419)
Asi (4.18) v (4.19) nos dicen que
’ eTje™? = (~1Y*hT7 L (4.20)

La accidn de e sobre el operador 1‘}‘1 la encontramos invirtiendo (4.20),
vemos enionces que

eI7 et = Tj(—1¥*0 = (-1 Hatiyy {4.21)

luego a parsir de (4.16), (4.17), (4.20), (4.21) y (2.16) se sigue finatmente
que los operadores de vértice ¢} (k), ¥(9=(k) se transforman bajo ¢ como:

ep(E)e™! = (=) IRyl (k)

ey (B)e1 = (1) "y (= k). {4.22)

Queremos ahora encontrar la exptesidn cuadritica mas sencilla en tér-

minos de operadores de vértice que sea invariante bajo e. De las ecuaciones
{4.22) vemos que

P (q)e = (<14 (;}) SO (O (=) pE e (423)

luego la expresion que buscamos sera de la forma

ap (Pt (—g") + WD (—p*)y pagt £0. (4.24)
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Para encontrar ias relaciones gue deben satisfacer a y @’ imponemos gque
(4-24) sea invariante bajo e y utilizamos (4.23)

e{ayp (Pl {—g) + a'y gy (~p*) }‘_;;
@t (=17 L (=p) + (@) (1 Z9OE (- 0)
(4.25)
entonces, para que el segundo miembro de {4.215) coincida con (4.24) la
condicion que debe verificarse es
ag* = (~1y*Ha""p. {4.26)

En el casc particular § = j vemos que avt/ (g} (—¢*) es invariante bajo
€ si se satisface ag” = (ag")", es decit ag® € R. Cualquier combinacién
lineal, con coeficientes reales, de elementos de la forma (4.24) es entonces
invariante bajo ¢, de este modo podemos obtener soluciones de la ecuacicn
DS mediante la aplicacidn a la solucidn trivial rg(l, z) = &) de elementos
de GI{200) cuya realizacidn en términos de operadores de vértice sea de la

forma:
A aria)

g=exp 3 33 el w g (g, (427

14=12 /=1 mz=1

donde q (‘))R‘H (g; )‘r son N puntes diferentes en la circunferencia
v que sausfacen

g+ £ L tgLr < NY, (4.28)
¥ los coeficientes a}), son nimeros complejos que verifican
al gl = =l gy (4.29)
Denatando ahora
A, = al (g N (e
{4.27) s& puede escribir como

NN

g=exp 3, )3 4k (4.30)

i0m=121=1 mal

Dle las reglas de anticonmutacion de los operadores de vértice y de ja
condicion (4.28) se sigue que:

14 lm-d"I 1"0
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lo que permite escribir en {4.30) la exponencial de la suma como producto
de exponenciales, es decir:

N Nl
9= H H H exp A (4.31)
ijxl.? Izl m=1
De 138 reglas de anticonmutacién se deduce que:
(4ih) =0
lo que hace que el desarrallo de la exponencial de (4.31) se reduzca a:
exp Aipy = 1+ A,
y entonces (4.31) puede escribirse como:
w1 Gl
o= ] TITIn+4d) {4.32)
i§=1,21=1 m=1
Expresida que puede ser simplificada teniendo en cuenta que:
AS A = 4l AT g, (4.33)

Vamos ahora a introducir una nctacidn que nos permitird llegar a ua
conocimiento completo de ¢ {28], [42]. Definimos los conjuntos I;, I} como
conjuntos de indices que verifican:

LI C{l,.. N9} (i=19)

n(l, UTy) = n(l; UL5) (*4.34)

dopde n([) denota el nimero de elementos de I. Dados ahora ios conjuntos
I, IT, i = 1,2 definimos las particiones I;; C [; que verifican

L=IqUly , Innlg=¢, (4.35)

¥ las aplicaciones inyectivas oy; : i — I7, que cumplen:
I = ol Ues(lyy) o oy{ly) Nog{ly) = ¢ (4.36)
De (4.32) y (4.33) vernos que los factores en (4.32) pueder agruparse en

funcion de los indices que aparezcan en cada factor y (4.32) puede escribirse
como:

e=Y_ AL B3, {4.37)
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donde la suma esta extendida a todos los conjuntos J;, I} de la forma (4.34)
¥y A(ly,11, I, I7) viene dado por:
Ath, .83y =30 T T A2, 0 (4.38)
id=120€],,
La suma en (4.38) esta extendida a todas las posibles particiones [; de la
forma (4.33) y a todas las posibles aplicaciones inyectivas ¢y de la forma
(4.36). Al haber agrupado los términos de (4.32) en funcidn de los indices

que copiienen, la dependencia en las variables z,y,! es comin en cada
término (4.38) y puede verse facilmente que viene dada por:

exp Y. 23 o+ 56" {4.39a)

i=1.2 Lres, relr
siendo
W ooy g Ly 3oy 4
#) 30 F -4 : CEIE Rt T {4.39b)

Virnos al principio de la seccidn que 13 es e] principal ohjeto de nuestro
estudio, s6lo nos interesara por tanto calcular los A(Ly, [7, Iz, I3) tales que
al actuar sobre 7o(l, ) y evaluarlo en | = { dan contribucién no nula. Para
ello es necesario que A{[y, I7, Iz, I3) no contenga operadores de translacién
en las variables discretas [y, [3; es decir que e] nimero de elementos de
I; coincida con el numero de elementos de J7. Un case particular, gue
como veremos mas adelante es el més importante, es [y = I7. Er este caso
a partir de la expresién {2.28)} para el producto de operadores de vértice
ENCONITAInos:

AL B Bde = c{heT)e(l, Bbyexp | Y Z(a}‘—‘ + 84y B,
i=l,2lel,

{4.482)
siendo

{)‘ ' "qrn
=] = H 5

el qt T?i tem 1%
0!17:;]2)='; i1 i) H H LHAe {4.40¢c)
ii=h20edy

donde la suma en {4.40c) se extiende igual que en {4.38) con I} = I, ¥
e(diy,04) = £1 es ef signo de la permutacidn de las variables anticonmu-

tantes . .
H H a8 — I1 H ”3‘)33‘),(1)'

=121l i=1.20E ],

{4.408)
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donde af"’ = ,p(-‘)(,,}"))' ‘3'(-') = gl qi(-‘)-)_

4.3 Estructuras coherentes. El dromién

En esta seccidn vamos a caracterizar la solucion basica de la ecuacién DS, el
dromidn, pudiendo de este modo estudiar sus propiedades. Consideremos
en (4.27) el caso més sitmple, es decir N = N2} = 1. Para este caso los
tnicos términos relevantes en el desarrollo (4.32) son:

g=1+AH + AR + Al + A3 + Allad 4 Al

A partir de esta expresién para ¢ es facil encontrar las funciones

o= 14 dyeat®) 4 gogPrar(t) | g, Juas(ti+2iny(s) (4.41a)
73 = 1y = —2pall explpz(t) + Aylt) + i(Ju|® + AP)e), {4.41b)
donde
. 1 (1)« . 1
F=FR+’.“F=§QE” R A=AR+'A"§'?§2)‘ (4.41c)
2 a‘l‘lqg') { Y, d (l)- (2]- 12,21
i=~=U3— (i=12), dy=——m—{afja{] ~ ailal]),
E/ 4(q§ a1 ( r
(4.41d)
)=z -2t |, yty=y-—2A5. (4.41e)

Para valores positivos arbitrarios de los parametros d;(: = 1,2, 3) la funcion
g= {f es conocida como solucion dromiénica ¢ dromidn de la ecuacidn DS.
A partir de {4.41) obtenemos:

4(lds — dida )} (iurIn) erne(t2ns (0
1+ dyet#rs(t)  dye?mr(t) 4 dyeZurc()+22Ry (i}

lyl = (442)
que reptesenta una perturbacidn exponencialmente decreciente en todas tas
direciones del plano (z, y), que se propaga sin sufrir deformacién. Queremos
ahora conocer el punto en el que |g| alcanza el maximeo. De (4.42) se deduce
que dicho punto serd de la forma (z¢ (), yo(t)) = (zc + 2ust, ¥c + 2341}
donde (zo, yo) verifica las relaciones

- —-a - - A
g~ BRTC-ARrye _ dye*RTC Ar¥c + d;e HRAZCHARYC _ dgc‘”"c"’ RYC
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g~ HREC=AmyC + dlehntc"l\nlm _ dze—nntc+inyc - daeuntc*b\l«vc
operando con estas ecuaciones {legamos a:

2upze + 2Apye = —logds

d
2upre — Yhryc = log ﬁ

de donde
dz 1 dy

1
= —log —=~ ; = —log ——. 4.
Ic n log Td e yy og T {4.43)

Una constante del movimiento para la ecuacidn DS es el funcional cone-
cido como energia de la solucidén g, que preferiremos llamar masa de g, ya
que es esta su interpretacidn en el contexto de la invariancia Galileana de
los eperadores de Schrédinger [37]. Este funcional viene definido por:

1
= - la]?
M= 7 f;p lg|*dedy, (4.44)

para comprcbar que es una constante de la evoluciér consideramos su
derivada respecto a la variable temporal ¥ tenemos en cuenta {4.11), en-
contramos entonces

dM i - = .
- = EL:V{q Vg —qVg }dzdy.

Cuando ¢ est4 localizado, la expresion " Vg —g¢%¢" tiende a 0 en el infinito,

luego:
dAMf
=0

T
Teniendo en cuenta que gi* = 48,8, log 7 la expresion (4.44) puede re-
escribirse como:

M= 2/ 8,8, log rydedy = 2log AN x) g
®? T, = PNl =R i)
¥ en el caso de la solucidn con un solo dromidn encontramos
da
M= -— .
{ = 2log T {4.48)

Para encontrar la relacién existente entre la altura del dromidn {maximo
valor de lg]) ¥ la masa introducimos las expresiones (4.43) en (4.42) ¥
teniendo en cuenta (4.46) llegamos a:

. " ¥y i
[9lmae = (1A rurl} - a— .
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Para ilustrar la forma del dromién representamos |gf? en la figura 4.1 co-
trespondiente a fa funcin 7y dada por (4.41a) y a la eleccidn de parametros

1
PR=AR=§1 i =de =1, dy=8 (4.47)

Figura 4.1:dromidn

Podemos encontrar otros tipos de estructuras coherentes impoitiendo
que alguno de los parametros d; se anule: Si bacemos d, =0 (all =0) 1=
funcidén |g] viene dada por:

44§ (lurAgl)termshtrnrt)

ol = 7 D + e A AT {4.48)
luego tiene la forma de un kink localizado en la linea:
prz(t) + Apy(t) = — log d. (4.49)

Representamos esta estructura en la figura 4.2 para la misma eleccion de
parametros que en (4.47} excepto d1 = 0. El resultado es aralogo si con-
sideramos dg =0 (a%% = 0)
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Figura 4.2:kink

Por otra parte debido a (4.41d) y a (4.28) si dy > 0y d2 > O para que
d3 se anule debemos tomar ug - Ag < 0. Entonces de (4.42) tenemos que

4id1dQ;JR;\Ri%‘e“R’U]‘h\RH(()
lai = 1+ dye2er=t) 4 d,e2rav(?)

que de nuevo tiene la forma de un kink, en este caso jocalizado en la Hnea
1 dy
(£) — = = log =
HRT() — day(t) 5108 7

Si suponemos que d) y d se anulan simultaneamente (al} = aff = 0} |g]
adquiere la forma:

lol = 2lnripl) sech{pnzit) + dry(t) + % logda} {4.50)

que es una estructura unidimensional localizada en la linea (4.49). Repre-
sentamos dicha estructura en la figura 4.3. para ygp = Ag = 1, d3 = 6.
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Figura 4.3

Finalmente, en el caso d3 = dida {0}7 = 0) la ecuacicn (4.46) junto a
(4.44) implica que la funcién |g| se anula identicamente.

4.4 Dindmica de dromiones.

Después de haber estudiado la solucién con un solo dromidn de la ecuacién
de DS queremos estudiar las propiedsdes dindmicas de los dromiones en
soluciones multidromidnicas. Para ello realizaremos un analisis asiotdtico
en Ja variable t de la funcién

le(z, v, )fF = 48,8, log 71 (=, 1,1), (4.51)

De lo visto hasta ahora es evidente que el comportamiento asintético de
cada contribucida (4.38) de n; queda determinado por ¢l mddulo de las
funciones (4.392). Para considerar estas funciones tenemos en cuenta gue:

1 1
Red{(z,1) = 2(af (= — v 1), BBy, 1) = S{gl)Rly — i),
donde
o= (g, @ = (@@ =1, ND, m=1,. L N

luego

orfpoepe]

i=1,2 | 1€k telr
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(4.52)

1o 3] 1 (2 2
=Py D i Matz o0+ 3 S niz - oM
€60 Iy
De este modo hay N'*). N(?) velocidades caracteristicas:

B = (1D, 082), 112 N | omg 12

asociadas a (4.51). En la discusién posterior nos restringiremos a soluciones
que satisfagan

(q‘f‘l})n >0 I=1...... Vin
vi') > v;') o>
4.4.1 Movimiento asintético de dromiones

Consideremos en el plano (z,y) el raye definido por:

::(t]:::-{-u,(l”t R y(i):y-{-v;‘f)t. (4.54)
Queremos analizar los limites ¢ — +oc de {4.51) sobre (4.54). Para elio
definimes los conjuntos de indices If como:

=1t <N (- 1) » 03, {4.55)

entonces teniendo en cuenta las condiciones {4.53) y la expresién {4.52) es
fatil ver que el término dominante er (4.51) viene dado por la accién sobre
la solucidn trivial é1p de;

AUEEIE B+ AUT U o), - (4.56)

AU I Ol ) 25 0 () + AR Ui L IR GG, R ) 2E U k)

Teniendo en cuenta (4.51) ¥ (4.56) es claro que la funcidn g(={t). y(t), ¢} se
reduce cuando ¢ — *2¢ 2 {a solucién dromuénica dada por la funcidn #
carrespendiente a (4.41) donde ahora

1 Lo
1= 5‘“1 . A= iq;]

sl U], 7t

Fra ia(fﬁ.f:fu{fzﬂ
! ! allif IRy

d¥ = -
2 <y 5(1'1:,!1@)
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df—- t *G( U{’l} I*U{’ﬂ})
ﬂU!, , ’r,]
EFufl;
c? = « L {'}), =12,
4
estando ¢ y a definidas come en (4.40)

Hemos de sefialar que estamos suponiendo que todos los pardmetros de
(4.57) son estrictaments positivos y que dg‘ # dfd,* Entonces para cada
par de indices (I;,l;) (1 < & < NO)) existe en la solucidn ¢(z,y,t) un
dromién que se mueve con la velocidad &y, = (IJ,1 . ,(: ).

Si tomamos ahora el rayo definido come:

@)=z + v, yt) =y 4+t (4.58)

con (v{1? v(#) diferente de (v, u?) (1 € & < N) el tinico término
dominante en (4.51) ea el que viene dado por:

A(TE IE I 1)

donde [T = {l ¢ NI) . F(ul¥) ~ uf")) > 0}, luego cuando t — +oo, lg] — 0
sobre el rayo (4.58). Si vt} = v}f) para algin [y, entonces, la contribucién
dominante a 71, salve un factor expanencial que depende linealmente de las
variables 2, y, sdio depende de 2, con lo que de nuevo |g| se anula en amhos
iimites asintoticos sobre {4.58): ocurre andlogamente cuando ¥ = vw
Esto quiere decir que asintdticamente la solucién se reduce 5 N1 . le)
dromicnes. Nos referiremos a esta solucién de la ecuacidén DS como solucidn-
(NG N y al dromién que asintéticamente se desplaza con velocidad
¥1,1, como dromién-(l1,12). En general los dromiones varian su forma bajo
la interaccion, para verlo basta con darse cuenta que }a masa po coincide
en los limites { - +eo, lo que comprobamos introduciendo {4.57) en {(4.46),
EREONLIATIOS ENLOnCES:

“U?:U{li} I*U{l;})a( I r,)

13K N IS 2

ME =2log {4.59)
y en general MjfIz # M7,

Podemos ver también que Ja trayectoria asintotica del centro del dromidn
«(11,13) viene dada por (zf 1, (1), y*,,(t}} = {:hh + v“)t yhfz + v,(f)i) donde

(zi, it ,a] puede cafcui’arse introduciende (4.57) en (4.43). Para :1'?5,2 en-
contramos:

R
Zha, =

N O I CA P LY U
g .”) E’uﬁfu{h}g!f Je(TF U {I,}. IF u{i])
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y teniende en cuenta que:

1}e 1 13
e
1= 1 1 HD
2T
podemos escribir
2 prs Nt 1
= NF (B3 4 Al ,’, + 3ME) (4.60)
donde .
e i)
B = 5" log | mmetis (4.612)
rert 91 'i'QJ‘-
Y 1
s _ 1 e
Ay = glog|— 0y T (4.61b)
2(‘!1, )R a{ e r,)
Analogamente:
0 ns , 1
yﬁ'z 2 (5( + Af "}: +2 MIT:) {4‘62)
{ T ))R B
donde akora
(2} + £
al ffF T ol
A = L igg| Ty i s U k) (4.63)
2 !2(91,';.‘2 alfy i

4.4.2 Movimiento asintdtico de los potenciales

La ley dindmica asociada a la ecuacién DS estd constituida por dos tipos
de interacciones. Por una parte existe en (4.11) un término neo lineal v
no local debido a las integrales en Uy + U7 y ademas existe un término de
interaccién lineal debido a las funciones de contorno u; {{ = 1,2) dadas por

wy(2,1) = 282 log n(z, —20.1)

uziy.t) = 202 log i (~20.y,1) (4.64)

Queremos estudiar el comportamiento asintdtice de los potenciales u;
(i = 1.2) v su relacién con el movimiente del dromién, De la expresién
{4.37) sabernos que:

n(z, —x.1) =5 Al IT ¢, ¢

ry(—ocy ) = 3 A6, Ir, 13 )i (4.65)
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donde 1as sumas estdn extendidas a todos Jos conjuntos de indices f;, I7 C
{1,...,NW} (i =1,2), tales que [; y I} tengan igual nimerc de elementos
¥ ¢ denota el conjunto vacio.

En e! caso N3} = N3 =1 de {4.41a) se sigue que:

wi(#,2) = 202 log(1 + dye2ens(t))

waly, ) = 207 log(L + dae?rnv(t) (4.68)
que representan dos solitones unidimensionales centrados en:
)= d
zc(t) = = glz logdy + 2ust (467)

vc(t) = —giy logdz + 2248

En el caso general un andlisis asintético andlogo al realizado para el
estudio de la dindmica de los dromiones demuesira que la funcién u; se
descompone asintéticamente en N solitones que se desplazan con veloci-
dades u,') 1<k <€ N9 i=172 Las trayectorias de los centms vienen
ahora dadas por zc“(!) = :cc Tt vh)l parz u; y ¥z h(t) = yc Lt u(z)t
para u; donde

), T4 F (8% +A50%) (4.68)
Vi, = —:%—(6"‘* a#) '
donde 65".)* viene dada por (4.61a) y
At 2 Liggld ;lff.‘i(_fuﬂ.‘.{m“} 2)|. a2 2 1y 18 gna(d 1t 0 (b))
W et e | T2 0 pae 1) |
(4.69)

Vemos entonces que ) + Uz es asintdticamente una funcién con N
N nodos que se desplazan con velocidades 7,3, = (vm +*1). De (4.60),
(4.62) y (4.68) vemos que el punto maximo del dromién- (11,}2) no coincide
con la posicién del nodo que se desplaza a igual velocidad. Ademids de
(4.61b) y (4.63) sabemos que Amf depende de a:fn con i # j mientras que
por (4.69) Aﬁj)i sélo depende de afl,, de este mado vemos que la dindmica
de los dromiones no queda determinada pot la dinamica de los potenciales
¥ que mientras que el scattering de los dromiones es esencialmente bidi-
mensional, el scattering para los potenciales es unidimensional. El heche
de que en {21,22,47] se llegue a que la dindmica de los potenciales deter-
mina Ja dindmica de la sofucién se debe a que las soluciones consideradas
son un <aso particular de las que hemos visto aqui. En efecto, es inmediato
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comprobar que los resultados de {21,22 47] se obtienen a partir de los agui
expuestos tomando:

aff=al =0, 14V, m#m.

4.5 Tipos especiales de soluciones

Hasta ahora hemos estudiado las propiedades de la solucién (N, ’\“2))
de [a ecuacién DS suponiendo valores generales de los pardmetros g}’ i a;fn
satisfaciendo (4.28), (4.29), (4.53) tales que df > 0 (i = 1,2,3) y dt #
dfdf para todos los dromiones asintéticos.

Podemos, no obstante, realizar ciertas elecciones de los parametros que
satisfaciendo también {4.28), {4.29} y (4.53) nos muestren soluciones dife-
rentes de las estudiadas. Entre estas soluciones podemos ver que:

i) Pueden tener lugar procesos de fisién y fusién de dromiones.

i1) Pueden existir dromiones que no cambian su forma bajo interaccidn, e
incluso sojuciones asintéticamente formadas sélo por este tipo de dromiones,

iii) Los dromiones pueden degenerar en kinks o en estructuras unidi-
mensionales

iv) Existen otras estructuras ccherentes bidimensionales diferentes de
las estudiadas hasta ahora.

Los parametros de los dromiones asintoticos vienen dados por (4.57)
en funcidn de los simbolos e(f), I;) definidos en {4.40c}. Vamos a estudiar
algunas de las propiedades de estos simbolos cuando imponemos ciertas
condiciones a log pardmetros a.m Supongarnos, en primer lugar que dados
dos subconjuntos &; € {1,..., N} (j = 1,2} exista algin entero ! : 1 <
(< NGO gl que veriﬁque‘.

ai=0 Wel, j=1i2 (4.70)
Entonces de (4.40c} se sigue que
allyu{l}. 1) = affu(ly, 1) (4.71)
Andlogamente si existe un enterom : 1 < m < N m & J5 tal que:
«¥ =0 vmel, j=12 (4.72)

tepemos que:

a{ly, 12\ {m}) = a¥ a1, I2). (4.73)
Si se cumple que existen dos enteros {m : 1 <1 < N1 € m < N
{ ¢ Iiim € I que satisfacen ambas (4.70) y (4.72) entonces ademés de
(4.71) ¥ (4.73) de (4.40¢) se deduce que:

a(ly U {I},h u {m}) = (a‘;lﬂ",_’nzm - m m;)a(h,h) 4.74)
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Volviendo de nuevo a la solucién (N, Ny asumimes que hay dos
enteros {Iy,l3) 1 € & < NU) que satisfacen (4.70) y (4.72) respecto a los
subconjuntos I} (i = 1,2) definidos en (4.55), Es decir:

a;f,; =0 W< SN j=12 {4.75)

Entonces de acuerdo con (4.57), {4.71), (4.73) y (4.74) los pardmetros del
dromién cuando t — +co se reducen a:

d&f = c}"a}f,_ (f=1,2); d¥ = cf'c;(a}",‘aff,: - a,‘f,,a,z:,‘) (4.76)
Anaslogamente si (I;,[2) satisface:
a?‘f,;_:(] vl <l j=1,2 (4.77)
enionces
d; =crafl,  (i=1,2); d; =7y (all aft, —of} afh).  (4.78)

A partir de estos resultados, encontraremos ahora soluciones que describen
procesos de interés en la dindmica de los dromiones.

4.5.1 Fusién y fisién de dromiones

Supongamos que elegimos los pardimetros a:;’,, de modo que se satisfaga
(4.75) para un par de indices fijos (I;,1;). Si ademds para dicho par de
indices hacemos a}%, = 0 entonces de (4.76) tenemos que df = dfdf.
Esto quiere decir que la solucién ¢ se anula asintéticamnente sobre el rayo
(z + vs:}t,y + v,(f)t) cuando ¢ — <00, luego el dromién no existe en dicho
limite. Esto significa que podemos construir soluciones de la ecuacién D$
en las que el mimero final de dromiones es inferior al mimero inicial. Este
tipo de soluciones describe procesos de fusién de dromiones.

Analogamente si los parametros elegidos satisfacen (4.77) para un par
(I, 12} y ademis aj% = 0 entonces de (4.78) tenemos que dy = dydy. En
este caso €l dromidn (/7, ;) no existe en el limite  — —co ¥ el nlimero final
de dromiones es superior al niimero inicial, Este tipo de solucién describe
un proceso de fision de dromiones [23].

Es importante notar que la condicién a,‘ﬁz = 0, que implica que el
dromidn se anule en uno de los limites asinidticos, no afecta a los potenciales
u;.

Tomemos en particular la solucién {2,1) y asumamos que alf = 0. De
lo visto hasta ahora sabemos que la forma asintética de fa solucién implica
dos velocidades 6y = (uf-”,v";:)) = (—qf';),qﬁ}) (I =1,2). En ¢ limite
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¢ — -0 la contribucién de Ja solucién en los rayos (z + t',mf.y + v‘i:]t]
para [ = 1 y 2 viene dada respectivamente por la accién sobre {1, 1) de
los operadorzes de vértice

L+ A5+ AT+ (af1al] + alialh, {4.79)
Y 11 HAL 4 AlLAL 11422 41242
Al +(Al_1'2'.‘ 124 1}2 '411*"‘},1‘1 AAN+ {4.79b)
(4114147 + Ald "i% Aff+ Aff AR AN

mientras que cuande ! — +o0 las contribuciones dominantes corresponden
a

A+ (A AR+ AR A+ AR AR (A ARAT + AL AT + Al AT A,
{4.80a)

y
L+ ALL 4+ A + Allal, {4.80b)

respectivamente. De las ecuaciones (4.79) se deduce que cuando t — -0 la
solucidn se descompone en dos dromiones con velocidades 7y ¥ ;. Ademds
de (4.40), (4.57) ¥ (4.46) encontramos gue sus masas correspondientes son:

allg?? _ gi2g2l
- 1381 — 219
M = 4log ,
e 1,12, 70 _ 1101 22 [4.81}
M- = 4} 511(“«2011 i1 - ollaiiai] — adiajial])
My = diog ){1‘2 ;221) :
(eiiais — esiali)aiiaf] - ajiei]

De {as ecuaciones (4.80) vernos que cuande § — o (a solucidn se reduce al
dromién (1,1) ya que para el par de (ndices (2,1} tenemos que 4] = d}df
como habiamos previsto. En este caso 1a masa del dromidn (1.1) viene dada

por:
11422

‘-"21“‘2“11 (4.89)

ait{aiiahy —aiial o

iilatjag ~adjei}

Es decir, la solucién que estamos estudiando representa un proceso de fusion
de dromiones. De (4.8]) y {4.82) es inmedialo comprobar qu# se conserva
la masa total.

Andlogamente si tomamas aif = 0 en Jugar de adf = 0 encontramos que
¢l dromidn (1.1} se anula en el limite asintdtico t — —2¢. Tiene entonces
lugar un proceso de fision de un dromidn en dos dromiones finales.

El proceso de fusion es Justrado en fa figura 4.4 donde hemos represen-
tado la funcion |g)* correspondiente a la cieccion de pardmetros:

T I T O e e A T L 3
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4 . .
auzg(-l-pm) , el =548 , afl=-1-i,

all=-143i |, ol=1,

que determinan una funcidén ny de la forma:

no= 1+ -n)+52 -0+ fy-2)
+4f(e = e - eost] - Ty 4 Pz -z - 1)
¥3[2z =20y = 20) + 57z = 1y - 2)
A1z - 1Sz~ Oy - 2 cos — )
2f2(z = )f (= — )1y - 2)

donde f(z)= exp(5).

alt=-20 bit=—§

e)t=—4 dyt=—
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Figura 4.4: fusidn

4.5.2 Dromiones quie no cambian de forma bajo inte-
raccion

Considerernos el caso en el que (4.753) y {4.77) se verifican simultanearnente,
entonces los pardmetros del dromidn ({;,{} en los Hmites asintoticos t —
£ estan dados por (4.76) ¥ (4.78) respectivamente, de donde puede verse
que el dromién tiene la misma forma en ambos limites asintdticos. En
particular de {4.48), (4.78) ¥ (4.78) encontramos que:

122 12 .21

ay ay —a az
Mb = M7, = 2log fahlils Chl bh (4830

g ity = ‘
0 850,

Ademds en este caso. de las expresiones (4.61b), (4.63) ¥ (4.69) vemas gue:

{1 i
. . 1 a
_\C:Lé = A;:!t - 3] \qr'r% (4.84)
= 120k

v como consecuencia la posicidn del centro dei dromién v la del nodo cor-
respondiente estdn reiacionadas por:

{4851

donde My, = M7, = M es la masa del dromidn dada por {4.83}.
iy Lz

Iz

Por lo tanto el unico efecto sobire cl dromdn debide a la interaceidn es un
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desplazamiento dado por:

- - 1)* 1y
o= T =26, — %o T ‘7?1)—,(6( -

i o e (4.86)
y’tlz - yhl: = yg.f, yC da ™ 'I;I])' (6( - Jig,) )

Supongamos ahora que hemos tomado los parimetzos o), de modo que
verifiquen

e =0, Igm 1€IEND, 1gmg N (4.87)

En este caso es evidente que (4.75) y (4.77) se verifican para todos los
pares (I1,12). Ademds como a}?, = 0 siempre que I; # Iz se verifica df =
dEdF para todos los dromiones con {y # I; luego no existen dromiones con
velocidades i%,;, para [} # {;. Es decir la solucién correspondiente a (4.87)
representa min{ N, N3} dromiones que se mueven con velocidades oy
1 €1 < min(NY), N®) en ambos limites asintéticos y que conservan su
forma bajo interaccion {2,3,4).

El ¢jemplo mas sencillo lo tenemos de nuevo en la solucién (2,1). Lla
reduccién (4.87) sobre (4.27) para N1 =2 N() = 1 lo convierte en:

g =exp{ by (MM (—g{") + allp i (e§ )l (i) +
affW O (—g™) + ey +
By (g (— g} (4.88)

En principio la solucidn implicaria dos velocidades @; = (tzm (2)) =
{— (q(: ; (912))1) ! =1,2). Enel lumte t — —oo la contribucién de la
solucidn sobre el rayo (r + vmt v+ v t) pata { = 1,2 viene dada tes-

pectivamente por la accidn sobre la soluc:on trivial de los operadores de
vértice:

L+ Al + AT+ (A[ATE + AATY), (489)
Al + AllAL + (AL Al + Al Al )+A%%(4HA +4iial), M

mientras que cuando t — oo dichas contribucicnes quedan determinadas
por
AR+ ALAY + ARAT + AL(AHAR + Alal]), (4.90)
14 AR + A% + AljAZd .

De (4.89) y (4.90) es evidente que para el dromidn (2,1) se satisface 45 =
did¥, es decir no existe dicho dromidn en ninguno de los limites asintéticos.
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Para el dromion {1.1) de (4.89), (4.90) (4.40) y (457} es inmediato que:

2%

(3)e 1 (1 2}
dliz_aﬂfh R dziz_a‘{fﬂ)
Mo e |67+ " PICHET

(4.91)

2a%

11,22 12,214 (13 ('—’)-‘ (1 11)

I = _(“11“11 ~-ajjeilly Tq 91— 92
3= L1
2 H

(et Rt TR T + g

donde s™ =0y st =
Vemos entonces que la solucidn que estamos estudiando es asint Sticamen-

te un dromién que no cambia de forma. Su masa en t —- +o0 viene dada
pot

ME = (4.92)
v de {4.86) encontramos
. () _ 410 |
o 2 [] [
T In = E Wl (4.93)
v =

De (4.88) podemos ver que la funcién = viene dada por la accién sobre la
solucion trivial de

M=4 A/‘R, dzdyd; 8, IOgJéLbZ_H_—?Q

que de {4.92) vemos que coincide con la masa del dromidén. La interaccidn
que sufre el dromidn en esta sclucion es delnda solo a la interaccion con Jos
potenciales.

En la figura 4.5 representamos la funcion lgf° correspondiente a la
eleccidn de los parametros
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donde hemos definido

. o
8, = —‘2'7',— i=L% h=12% L=l
(4.95)
al? °:a’% ql(l)" (2)=
o m -
IRy

a) t = —4000 b) ¢t = 1000

e}t = 2500 d) ¢ = 5500

e} t = 7000 £) t = 12000

Figura 4.5
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La funcién ry viene dada por:

n o= 1+U.05f(z—$}+0.1f(r 1000)+004f (y—,—;—b—)
0+ 1079/ (5~ =17 - o5 +
I—;?ﬁo—sf( e LC fa‘gﬁ) (4.95)
0Ttz - 1000” a00)+
Qf—?i%f(z— e

donde f(2) = exp(r). De (4.96) es inmediato obtener para los potenciales

4 !

w{z, )+ wiv. st = Qa;log{1+0.05]’(r—;—06)+01( m)+
5.1073 t o
T AT

. t
255 log{1 + 004y - =23}

En la figura 4.8 representamos las curvas de nivel de u) + up junto con las
de |g|?, puede verse de este modo como tiene lugar la interaceidn entre e
dromién y los potenciales. Es imnporiante notar en la figura 4.5 como la
interaccién del dromidn cen el potencial tiene lugar mediante la aparirién
de un nuevo drouucn que toma la forma del dromién inicial haciendo que
cste desaparreca.
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il

€) t = 2000 &) 1 = 5500

[ ] » » -

B8
] E—

e} t = 9000 £) ¢ = 12500

Figura 4.6

4.5.3 Procesos de interaccién de kinks

Al estudiar las estructuras coherentes encontrames que si hacemos aff en
la solucién (1,1), esta solucidn toma la forma de un kink. Queremos ahora
considerar soluciones en 'as que aparezcan estos tipos de estructuras en
procesos de interaccidm. La condicidn ai? que convierte el dromidn en
un kink sugiere partir del elemento de] grupo GI{2ac) (4.27) que satisface
{4.28). {4.29) y (4.33) tomando

@it = 0; vime{t,.. N (4.87)

de este modo !a dinamica descrita anteriormente sigue siendo valida, pero
las estructuras coherentes asintdticas pueden ahora degenerar en kinks o en
estructuras unidimensionales e incluso pueden no existit. Para ver cuando
estamos en estos casos estudiamos los simbolos a{7;, ;) bajo la condicién
{4.97). De (4.40c) tenemos que la Unica particion de I3 que contribuye a
a(h . IQ) L=

Iy = Is, In=¢ (498)
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entonces de (4.36) debe satisfacerse [y = oy2(0h12) luego debemos tomar
Iz tal que n(h1y) = n{f2) y como I1» C N1, pars que sea posible tomar
la particién (4.98) el numero de elementos de /; debe ser mayor o igual al
niimera de elementos de Jo. Es decir:

n(h}y < ally) = all). L) =0 {4.99)

Consideramos entonces la solucidn generada por el elemento de Gl{2:¢)
(4.27) con la condicidn (4.97). Empezaremos por estudiar el compor-
tamiento asintdtico de la solucidn cuando t = —o0 sobre los rayos

(ZV(QE:))rf ¥+ ( q; Myt (4.100)

distinguiende los siguientes casaos

iY1s > I3 + 1. En este caso de lo expuesto anteriormenie se deduce
que el término dado en (4.56) como térmibo dominante se anula. Para
encontrar e} término dominante hay gue aumentar el nimero de elementos
de Il‘o disminuir el nimero de elementos de I, dependiendo de los valores
de q;‘:). En general, lo encontraremeos entre fos términos AT 17 17 1)
donde {; + I << min{ly, N 4 1}. Si de estos términos solo existe uno
que sea dominante se sigue que jg] — 0 en el limite asintotico { — —2c,
Pero puede comprobarse que AL, 17 /7 07y ALY T T 0T ) son ded
mismo orden st se verifica

=1
\1) (1] V20, 12 () -
Z{'?,B ‘I«: —a )+ gRlay -6 =0 4001
b+t <minily, N + 1)

luego en este caso puede existir mas de una contribucién al término domi-
nante ¥ |g| uo se anula sobre el raye (4.100) en el limite ¢ — —~>c. En
particular si solo se satisface (4.101) para dos indices { y {', |¢] toma la
formia de upa estructura untidimensional.

ity I = 13 + 1. En este caso de {4.56) ¥ (4.99) se deduce que el término
dominarnte viene dado por 4 I ST u,{n',} II,+1’ 41-1-1} tuego lgl — 0
sobre (4.100) en «l limite asmwtm) ——

ili} {2 = & De nuevo de {4.56) v (4.9} ¢l término dominante viepe dado
ahora por

AT IS T )T-lf SRS SRS N IS g
4(1 U{I}I,{ I}JJ\J{I}."U 11}}

¥ la solucién toma sobre {4.100) la forma de un kink en el limite asintético
[ — ~-.
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iv} 12 < {1. En este case ninguna de las contribuciones al término
dominante dadas en {4.56) se anulan luego sobre ¢} rayo {4.100) ls solucidn
toma la forma de un dromiéa en el limite asintético ¢ — —oo.

Pasamos ahora a estudiar el comportamiento de la solucién sobre el rayo
(4.100) cuando consideramcs ] limite asintdtico ¢ — oo. Para considerar
las contribuciones al término dominante debemos distinguir los casos:

i) fy < N® - N 41, — 1. De (4.99) vemos que (4.56) se anula. El
término dominante puede verse que estd ahora entre AL, IF I}y ey
I;‘,,_Nm“) donde maz {0, N - N 4 1} <1< iy — 1. De nuevo si el
término dominante es unico |gf — O sobre (4.100) cuando ¢ — oo; pero si
se verifica

»
Z {qﬁ;’(q}}) - q,(:,)) + qual-muﬂn(?x(:} - qﬁ()n-mnﬂ»,)} =0
j=i4l
maz{0, N - N@D 4+ L) <l<l < -1
(4.102)
puede existir més de una contribucién al término dominante y entonces |g|
sobre (4.100) en el limite ¢ — oo no se anula.

i) fp = N® — N} 41; — 1, Entonces el término dominante viene dado
por A(fu{h}L P u{h ) IE i) vy lgl — 0 en el limite t — oo sobre
(4.100)

iii) s = N o N 4 1. En este caso el término dominante es

A(I,I,I,‘;,Jp:,fg) +AUFu{hL G u{n)pt ih+
EISARVELY W ARVEUIR I AEVE LY W AgUR (Y )|

¥ lg| sobre (4.100) tiene ia forma de un kiok cuando ¢ — oo.

iviily > N — ¥ 11| De nuevo ninguna de las contzibuciones al
término dominante (4.56) se anula luego la solucidn sobre (4.100) toma la
forma de un drotmién cuanda t — oo.

Resumiendo lo visto hasta ahora hemos encontrado soluciones en Jas
que aparecen kinks y dromiones. El nimero de kinks viene dado por
min{ N} N} y en general no conservan sus velocidades pasando de:

(P, 1< < min{ N NDY cuando t — —o0

(“f())'tﬂ(\?t}ﬂ-mluz)‘ maz{l, NO = N 1 1} <1 g NI}

cuando ¢ — oo

sélo en el caso particuiar N1 = N los kinks conservan sus velocidades,
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Los dromicnes corresponden a las velocidades:

W o®), b=l N0, =1, min{ NG - 1)
cuando t — —o0

(D), b= 1,080, = mar{l, N = N 41 4 11N
cuando £ — oo.

Vemos también que el nimero de dromicnes se conserva; en el caso NOV <
N viene dado por NN -1) y todos ellos cambian de velocidad bajo
interaccion. §i N > N tenemos L VZHANC) — N — 1) dromicnes
de los que $ (N 4+ 1) cambian de velocidad y NIO(NG) _ A3 _ 1y
conservan su velocidad bajo interaccidon. Estos ultimos son los que corres-
ponden a las velocidades

P, =1, N L= N ND ey

Pueden también aparecer otras estructuras coherentes en alguno de los
limites asintdticos si se verifican las condiciones (4.101) 6 (4.102).

4.5.4 Otras estructuras coherentes bidimensionales

Analizaremnos ahora otros tipos de scluciones diferentes al dromidn y al
kink que se mueven rigidamente con una velocidad caracteristica. Con este
fin vamos a proceder de dos modos diferentes encontrando asi diferentes
estructuras coherentes soluciones de la ecuacién DS [41].

En primer lugar partimos de la solucién generada por el ¢lemento del
grupo Gl(2x) dado por (4.27), {4.28) vy (420) con N =2 NP =1y
donde hemos tomado (qg]\’\; = (q;“); para que exista una sola velocidad
dada por (—l’q. J‘i,— ( im);). De {4.32) vemos que en ¢l desarrollo de g nos
aparece el término A}, la dependencia en las variables (z.y.!) de diche
término viene dada por:

i i1y i i)
expd owua) +abg)T + —1(q~n e - glati - o i

luego la presencia de este término Lace que la solucidn que consideramos

no sea una estructura coherente excepto en el casa trivial q%}; = q.l_,h’, en el

que la solucién se reduce a un dromion. Para evitario tenemos que tomar

al} = . Pero esta misma dependencia en las variables, multiplicada por el
(2) (2 .

factor explgiiy—g;7 11 1a tenemos en el término 412 431, luego de nuevo es
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necesario hacer a}} = 06 a}} = 0, tomamos la Gltima posibilidad. Entonces
¢l elemento del grupo GI{200) que estamos considerando viene dado por:

g = explatly! el (=gl™") + aBig et (-3 +
a2 (MO (—gf) 4+ TP (@I (= gf) + (4.103)
B (g (— "))

donde (qil)}; = (qgl)) ;. Desarrollando la exponencial vemos que la solucién
que estamos buscando viene dada por la accién del operador de vértice

LE A+ Al + AT+ A3 AL+ (AnAT + Allalh+
AP AT + AB(ALAL + AljAR

En la figura 4.7 representamos |g|? para la election de parimetros

. ; 2 .
q§])=%—!, qg‘)zl—a, q£)=%+:

4.
b=b=1 b=05 ;=2 (4104)

donde b?l, c11 estan definidos cotno en {(4.95) y Ia funcién r; que determina
la solucién es de la forma

el = 1=+ 3=+~ 0+ FE-0+
3z -0y~ 1)+ 3 - 0y -0+
e - 05ty 1)

siendo f{z) = exp(}). Esta sclucién representa un estado ligado de dos
dromiones.

Figura 4.7
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Si ahora sobre el elemento {4.103) hacemos alf = 0 (b} = 0} encon-
tramos una estructura coherenie, localizada excepto en una direcidn, pero
diferente al kink. Eligiendo el testo de los pardmetros igual que en (4.104}
la funcidén 1y viene dada por:

n{z.yt) = 1+f(t—f)+—1:;f2(z—f)+—l-1§f3(r—t)+

2/(z = )y ~1) + 315 = 0y - 1)

¥ |g}? queda representado en la figura 4.8. En este caso la solucién es un
estade ligado dromidn-kink.

Figura 4.8

Podriamos también partir del elemento de Gl(2cc) de la forma:

g = exp{at oV (—g) + o TN —p )
M Bp et (=) + P T (—pt) (4105)

que de acuerdo con {4.26) genera soluciones de la ecuacion DS i se verifica

a0

atlg® a®pm e R, ~{a*7p"Y" =anql'. {4.106)

La exponencial puede desarroilarse y chienemes que la solucidn viene dada
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por la accidn sobre la solucién trivial del operador de vértice
14 a1 (=g7) + 0By p)yD(—p*)+
a3y ()il (g™ ) ) (— p* )4
a1 e () (g )PP (= p WD) (g0 )4
atta 3B YD)y Do " )M py D (— p y (g )yl 0" (~g")+
6170 a2 yAl) (g W2 (—p* WD (P )t (g WA (Y (~p° )+
a'la'?a gy Mgyt (~g )N Y (—p )WDY (—¢")-
VD) (—p%)
la dependencia en las variables z,y,t de los términos a'? (1 (g)y(1)*(—g%)
¥ a2 (p)yp{3*(—p"} viene dada respectivamente por explgn(z + i)} ¥
exp[pr(y — prt}] luego ia velocidad debe ser ¥ = (—¢r,p1). Si queremos
ahora que la solucién sea una estructura coherente que se desplace con
velocidad {—qr,p;). al realizar el cambio

T—z-qit,y—y+prt (4.107)
1a solucidn no debe depender de lg. variable tempotal‘. Consideramos ahora
el término al?a® (g )" (—p )@ (p Y1 * (™), su dependencia en
las variables z, y,t viene dada por:

explgr(z + g7t) + Paly ~ Pit))
y realizando el cambio (4.107) encontramas
exp{gaz + pry + [gh(e; — 91) + pR{pr ~ p1)t}
luego tenemos que imponer
grler —~ q7) = Palpr = Pi). (4.108)
Bajo esta condicién es inmediato comprobar que la solucidén determinada
por la realizacién del elemente Gl{200) dado por (4.105) es una estructura

coherente, En la figura 4.9 representamos |¢|* para dicha solucidn habiendo
realizado la eleccidn de parémetros

i i 1 i
¢=2+z (=243, pP=g+g P=l-g

2 2 6
8 3 288
in_ _° : 2_ _° ; 12 _ =8¢
al=-mli+i), a F3+i), ¥ =—5
¥ en este caso 1a funcidn m viene dada por:
H H H !
nayt) = 14 @5+ A+ e+ it~

e+ =)+ m=fe+ i - g+

1., ot t
wmon @t E)fg(y -5

13 i !
FlEr -4+
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donde ahora f{z) = exp{z} ¥ la sclucién es un estado ligado kink-kink.

Figura 4.9

Una estructura similar ha sido encontrada experimentalmente en ondas

superficiales de un fuido poco profundo sometido a una perturbacidn {18].



Capitulo 5

Estructuras coherentes
localizadas en dimensién
arbitraria

5.1 Soluciones localizadas de la jerarquia KP
en N componentes

Exn los capitulos precedentes hemos encontrade estructuras coherentes loca-
lizadas en {1+1) y en {2+1) dimensiones. Queremos ahora generalizar estos
resultados enconirando una estructura localizada en {N+1) dimensicnes,
solucién de la jerarquia KP en N componentes y estudiando el compor-
tamniento de esta estructura en soluciones et las que interacciona con otras
estructuras similares [43]. De lo visto en el capitulo 2 sabemos que pode-
mes encontrar soluciones de la jerarquia de KP en N componentes mediante
la accién de las realizaciones en términos de operadotes de vértice de los
elementos ¢ € GI(Noo) sobre la solucién trivial:

Tl 2) = Sty - Sl (5.1)
En este capitulo vamos a centrarnos en las soluciones obtenidas al actuar

sobre (5.1} para my; = 9; 1 = 1,..., ¥ con elementos ¢ € GI{Noc) de la
forma

N N, N
g =exp _Z }:Z e (g (—g4)") (5.2)

91
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donde qﬁ,‘) 1i=1...N na=1.. N son puntos en la circunferencia 4 con
Rﬁqi"] >0y q.(.') # qi.',) sin # m y ad_ son parametros complejos, en
principio arbitrarios.

De las telaciones candnicas de anticonmutacién para los campos t’z(’}(q,(.f))_

#9" (—g*), vemos que realizande e} desarrollo de ia exponencial en (5.2)
podemos escribir g como:

NN, N
9= T1 TL IT 1+ et v®aei(-q).
ij=ln=1m=1
Haciendo actuar ahora g sobre (3.1) y agrupando los términos que tlenen

igual dependencia en las variables 2% encontramos que 7(f,z) puede es-
cribirse de la forma

rihz) =3 a(l."izinll,2) (5.3)
donde
N . .
all, Iz = oI Vexp {9 (D0 dignt. sy = 37 é(=at". 2™
i=1 ncl, medr
N .
.HTI"‘.—“-
i=i
(5.4)

siendo I = {I;,..,Ix), I" = (I{,...I§) con L, I subconjuntos arbitrarios
de {1,., N} (i = 1., ¥), n; el mirnero de elementos de J;, n] el numerc de
elementos de I y la suma en (5.3} extendida a todos los posibles conjuntos
I, I". Si tomamos ahora el caso particular | = 0, al hacer actuar los
operadores a{].]*;z) sobre o({,z] ¥ evaluarlo en { = 0 de (5.1) ¥ {5.4)
Lenemnos que para que la contribuaién de afl, I”; z) a 70, z) no se anule, es
necesario tomar ny = nf. Incontramos cnlonces que:

70, z) :Za(!, I":zh (5.5)

donde ahora la suma se extiende a los conjuntos [, 17 tales que I, I7
tengan el tiismo numero de elementos. Los coeficientes ofJ. /") en (3.4} son
utimeros complejos que pueden caracterizarse en términos de los parametros
que definen g € GI{Nac) en (5.2)

Consideremes ahora la funcién (7{r) determunada por:

qN
7z} g = log (0. 2). (5.6)

= Sl s
Jry3ry A
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En primer lugar vamos a demostrat que para N > 1, U/(z) es una funcién
que tiende exponenciaimente a § en Lodas las direciones en el espacio real N-
dimensional correspondiente a las variables (z“), :(l:), - z({w)). Con este fin
tomamos un vector unitario arbitrario & € R" y definimos los subeonjuntos

™ ={ (L&), w>0 I ={ {1,..%} w=0
i ¢, u<o ' * @, > 0,u <0
(5.7)
Eligiendo ahora = (£}, ..,:‘1‘”)) = r{ y tomandoe el limite asintético
r -« oo, el término dominante en la suma (5.3) corresponder4 a los pares [,
" delaforma ;= Y uJl, I} = IX UJY siendo J,Jf C Ji (i=1,...N).
subconjuntos de igual nimero de elementos. Los sumandoes que contribuyen
al término dominante son por tantc de la forma e(J*UJ’, It UJ"; z) donde:

Fo= (B Jy), IYur =IFud L Thuly)
IV =3 LAY TP UIt = (O, TR uTE)

Podermnos entonces escribir r{0, 2) como suma de un término dominaute en
la direcién @, que denotaremos como Tt (z), y un término subdominante
en dicha direcion que denotaremos por 2(z). De lo visto anteriormente
tenemos que

iz} = Z a{[*UJ ItuJ o). (5.8}

Je e

Volviendo ahora a (5.5) podemos escribir U(z) en términos de ry(z) ¥ r2(2)
como:

; 8" log 7 (z} o~ ( r,(z))
U(z) = - —log [ 1+ 59
) Bz 3:; ’..6;,”‘] 32%1)8:(12}..6:(1‘\) ¢ nz) (

1
El segundo términe en (5.9) tiende a O exponencialmente cuando r —~ o0 ¥
debido a que hemos supuesto N > 1 el primer término puede escribirse de
la forma:

N logm(z) & log | alItUJ It UJ"x)
2052 5200 52952 a0 8 | A T alF, Ti2)

(5.10)
Ademas de (5.4) se deduce:

altul ftu iy e(dtud ptul”
ai+I% 5] = EVANED] )
N N - - .
exp [ 3T €(a 2™y = 30 g-al. )]

i=l ngl! med!

(5.11)
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luego cuando r — oo encontramos:

v e(ttus’ Jtul™y
U(z) = ad”as",”..sz‘,”’ lng{ (IF.IF)

3 S N (5.12)
exp |3 (3 €lei 2 - 37 e(-g a3
=1 ned! medr

Pero de (5.7) como & # 0 se sigue que J; = ¢ para al menos un valor
i=1,.,N. Esto implica que todos los términos en (5.11)son independientes
de al menos una de las variables :(Ii) lo que significa que (5.12) se anula.
Concluimos por tanto que L7(z) tiende exponencialmente a 0 en todas Jas
direciones.

Una vez demostrado el caracter localizado de U/{z) estudiemos la dindmi-
ca de estas funciones obtenidas a partir de soluciones de la jerarquia de KP
en N componentes. Tenemos que introducir una variable temporal, para
ello tomamos un enterc r > 1 e introducimos la variable temporal ¢ como:

W =ded >l i=1,. N, (5.13)

donde o; son pardmetros imaginarios puros si s par y reales si r es impat.
Queremos ahora estudiar las propiedades asintoticas de I/{r} cuando t —
+oc. De (5.4} vernos que existe un conjunto de velocidades caracteristicas
N-dimensionales dadas por:

(ihyr
ANy o _Re[a;(qn‘) ]

= - Lomp = 100N
Regn,

ol g i

(5.14)

estan ordena-

. . L
Suponemes a partir de ahora que Jos nimeros complejos q;,']

dos de modo que:

| GO £ N (5.15)

Teniendo en cuenta (5.13) la funcidn +(0. ), y por tanto {'{z) dependen solo
de las variables ¥ = [I;E), N z"’l'w) v de {. Analicemos el comportamiento
asintdtico de I/ (x) sobre ¢l tavo z,,, (1) = f\;rlnl‘){t), .. ,zs.‘?(f)) definido
COIma:

2ty =2 e, i LN (5.16)

De (5.4) sabemos que cuando t — oo los términos dominantes de (5.3)
vienen dados por

N
0.2t ma(l* )+ Y S eIt e ) (B
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Siendo 1 € iy <1< --<ir <Ny

IF={l<n<Ni:n>n},
ke | IHU{MY, i€ iy, 0} . {5.18)
[i+ i _{ " iﬁ{ii.---.ir} , i=1,...,N.

Entonces cuando ! — +oo;

a a”+-‘,,...,=‘..1+i, ..... i';z:(t))

Udz(t)) = ™ —r T 108 [1 + Z“‘E a(I+, 1+, 2(1)) )

{5.19)
pero de (5.4) (5.14) (5.16) y {5.18) sabemos que el segundo miembro en
{5.19) no depende del tiempn. Ello significa que cuando t — +coenla
funcién U encontramos NN - -Nn estructuras localizadas coberentes que
se mueven con velocidades (5.14) en el espacio N-dimensional determinado
por las variables £ = (x“) x(l'v)). Vamos ahora a demostrar que no hay
otras estructuras asintéticas. Consideremos una velocidad N-dimensional
F=(v,...00) 0 F oy apl £ <M1 €55 Ny consideremos el
rayo £(£) = (1), ..., 2{)) definido come:

291y = 2D 4 4ty (5.20)

para enconirar 10§ términos dominantes de (5.5) sobre ef rayo (5.20) em-
pezamos por definir el conjunto de indices K = {i : v = v( ) para algin n' €

{1...7,}} v el orden de K lo denotaremos como M. Podemas ahota es-
cribir los términos dominantes como:

15.21)
donde
F={leng Nood <n,
o Fuin), iefi ] 5.22
i .,={r Uind i€ fin i) e (5.22)
L™, en otro taso
luego

aN M a(]'u.m.u I-..-,,‘:,AI“))
v ~ oz 11 a : |
(2{t)) m Og { +§hk§;€,{ I+, I+, z(1) ~
(5.23)
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Pero de la hipitesis ¥ # U, _n, deducimos que M < N, luego de (5.4) €]
argumento del logaritmo en (5.23) es independiente de al menos una de las
variables z(,'), Es decir que cuando t — co sobre el rayo (5.20) U — 0. Ve-
mos de este modo que cuando { — oo la funcidn U consta de Ny Na - Ny
estructuras localizadas que se mueven con velocidades (5.14) en el es-
pacie N-dimensional determinade por las variables £ = (2(1”‘-‘-,2;“)-
Analogamente podemos llegar a igual resultado para el limite asintdtico
f — —oo, donde en este caso el comportamiento de U sobre los rayos (5.16)
viene dade por:

AN N s ;
, - & a{ =t de TRt g (1))
Uiz(t) = ,..aztlfv)]"g 1+§. ! al{l= I=;z(1)) '
siendol <d; - - <i, SNy
IT={1<n< N :n<n}
ot B T ) T O S
4 -]\ I|—| f&[ﬁ.-‘-.ir} N LI N

Concluimos por tanto que la funcidn {7 obtenida a partir de (5.2) estd
asintéticamente formada por Ny Ny .- Ay estructuras localizadas que se
desplazan a las velocidades N-dimensicnales dadas por (5.14) ¥ que en ge-
neral cambian de forma después de sufrir la interaccion.

5.2 Sistema integrable (3+1)-dimensional

Acabamos de encontrar una estructura coherente localizada N-dimensional,
sabemos ademds que para N = 2 la ecuacidn de DS admite scluciones de
la forma (5.4) ¥ {5.5)} con los comportamientos asintdticos mostrados en la
seccion anterior. Vamos ahora a buscar un sistema integrable que admita
sste tipo de soluciones pata ¥ = 3 Con este fin partimos de la ecuacidn
de Hirota (2.25) , tomamos N = 3./ =1{1.0.0). s = /1. L0, 7 =+ ¥

definimos las funciones 7, i = 1.2.3.4 como:
() = (0,02}
mlz) =i, -1,0;2) - a
=izl = (1.0,-1:1) (3.24)
m{z) =0 -11:z)
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Realizando para v las elecciones:

2 =(0,1,0,...); 4
'r“’ ©.1,0,. ) 79 =(0,0,..) 4
¥ = (o,o,...); +=00,0,..) @
YW =(0,0,...); A@P=(00,...); 4
W= (0,0,..); 7P =(1,0,0,..) ¥

encontramos las ecuaciones de Hirota:

(D + D )rm =0,
(=0 4+ DM yryry = 0,
Dis)rzn +rary =0,
D(B)rgrl + D( )T|f3 =0
D(I)D(J)T:ﬂ + D( )r‘rs =0.

QD—'OQO

(=

LU I T 1}
ey s s
—“o-oo

g7

(5.25)

Tomando ahora s = (2,0,0) ademads de las funciones T definidas en (5.24)
nos aparecen las funciones #(—1,1,0;z) ¥y 7(-1,0,1;2). Pero como vimos
en la seccién 4.2 tomando elementos g € GI(Noc) de 1a forma (4.27), (4.28),

(4.29) se satisface que
#(1,z) = {-1)'V(~1 1)
donde
= 1
oy =Y Lt + Flilli +11)
i=1

luego restringiendonos a estos elementos tenemos que:

(-1, 1L0z)=
r(-1,0,5;z) = ~75.
Eligiendo ahora para 7:
=000 ¥ =(1,00,..) ¥¥=(0
Y =10,0,...5 ¥ =(0,0,. =1
=000 W =,00} +®=0
obtenemos:

Dg”DgQ)n n=-2nlf=0
DD 4 2t =0
Dgs)?i T = Dgg)rg Ta.

(5.26)

(5.27)
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Finalmente tomando s = (1.3,1) y eligiendo para 7:
7= (1,0,0.. P ={1,00..); ¥ =(00,..)

encontramos:

DD+ D7 =0 (5.28)

Para transformar estas ecuaciones de Hirota en ecuaciones diferenciales eg
(3+1) dimensiones realizamos ahora el cambio de variables:

.r(l;" =Z ::2” =-qt+5t
1‘%31 = % ::‘,2] = ;*t_+ %tr -+ ':i" (5-29)
R R

con lo que las ecuaciones (5.25), (5.27) y (5.28) se transforman en:

{iD+ D2+ Dlimma + iDymm =0

2D;T1?‘3 = T3T4

20y D i = Dyramy

2D Dyrimy = |raf? (5.30)
20,0, nm = —|m)?

D.rjry = Dyr3ny

D Dynmad Doy =0

]

Como estas ecuaciones no contienen ninguna derivacion con respeclo a las

variables ¢ y t podemos tomar ' = t” = 0. Entonces de (5.29) se deduce
) :

que las variables P > 2 son de la forma (5.13) con r = 2, oy = —§,
ap = ;—, Y 3 = —;—'. Definiendo ahora las funciones
U=logm, q=7—2. p:T—a 917—4‘ (5.31)
kB! ks | N

el sistema de ecyaciones (5.30) se convierte en:

— G + ez + Qyy T Gea + qlpr + Uyy )9 - iiip_q—" =90, {5323)
Aoy = |q|2, Al = —[p]j, (5.32b}
Palys = ~py@s,  palley = —qPoy + 02y (5.32¢)

Este es un sistema de ecuaciones sobredeterminado ya que contlene cinco
ecuaciones para las tres variables dependientes g, p y 7. Obviamente es
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una generalizacién (3+1)-dimensional de la ecuacidn de DS, a ia cual se
reduce cuando no hay dependencia en la variabie z.
Podemos generar soluciones al sistema (5.32) a partir de elementaos g de
la forma (5.2) que satisfagan:
o) = (=1) ¥ (el )

Las propiedades de dichas scluciones son las descritas en la seccidn 5.1.
La mas sencilla de estas soluciones se obtiene haciendo N} = Ny = Ny =

1, v estd formada por una sola estructura gue se desplaza a la velocidad

(-—qg) \ qi";), “"VS))' Denotando:

A = o v el (o)
tenemas que la funcién r;(z,y, 2,1} viene dada por:
Az gzl = { 1+AT+ A 4 4B A7 41240
AVLASS 4 A1 431 4 473433 | 408 401 (5.33)
AlL A2 433 L AlE 429 480 | 413 431 420
AV 47490 412473430 4 A2 432 1340 g )

Intreduciendoe ahora los pariametros reales definidos como:

G () i (i (f)e
o oahd” L ahaid™e oy
1) 0 -
29‘1!2‘. 4qu%qgn

123 _ aﬁaﬁaﬁqi”'qgn'q}a}'
e =Re @3 '
—Agpegns
obtenemos finalmente que la funcién ry scbre el rayo (z — q&})‘y + qg), -

qﬁ]) estd expresada como:

)
T 1+ CeNRT 4 Felial 4 SetRT 4 (ce? + cu)e‘iz”’"g’
)y o0 2, (8
(Clca+c13)6qm.r+qu +(C2C3 +c23)eqmy+¢m: + (5‘34)
('ced 4 el 4 2ci? 4 Pei? 4 (IPYeriieHal v e
Sabemos que {r,. es una funcién exponencialmente jocalizada, por otra
parte de (5.32b) se desprende que U, es también un objeio relevante.
Representamos entonces en las figuras 5.1 y 5.2 las superficies de nivel de
ambas funciones correspondientes a 7, dada en (5.34) v a la eleccion de
pardmetros:

i 2 (2
=aR=a@=1, d=dada

F=eP =] P=-099, F=0
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Capitulo 6

Otras perspectivas:
jerarquias BKP

Hasta ahora hemos estudiado unicamente sistemas integrables obtenidos a
partir de la jerarquias de KP. El objeto de este capitulo es mostrar como
existen otras posibilidades para construir sistemas integrables. Con este
fin consideraremos las lamadas jerarquias de BKP {15] v las analizaremos
desde el punto de vista del formalismo bilineal.

Las jerarquias BKP estin asociadas a un algebra de Clifiord [14] gene-
rada por campos fermiénicos peutros: (k) (i = 1,..., N) defipidos
sobre la circunferencia v del plano complejo y que satisfacen las relaciones
de anticonmutacion

{81k}, $)()} = 676, (k + ) (6.1)
donde 4,(k + ¢} denota la disttibucicn:
dk
§ aeEhit+ 018 = f-o)
De las relaciones de anticonmutacion encontramos que los productes cuadra-

ticos ¢¢)(p)¢U)(q) generan un slgebra de Lie que denotaremos por g{ N <)
¥ cuvos elementos son de la forma:

dp [ dg o~ ) )
fo X oo

donde ¢'{p,q) son distribuciones en ¥ x 4. La exponenciacién de este
algebra nos genera un grupo de Lie que denotaremos (FO(Noc). También

101
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de las relaciones de conmutacién se signe facilmente que:

[89Y{p)e D g}, (k)] = X"‘(k,k'm“')rk'),
=y (6.9)
dk’ '
BN, o D=k = Y ,\“ CRSTURIEYY
i-lf(?' i

donde
KUk k) = 6786 U 4 )8y (K = p) — 878 (R + p)oL K - )
Xk R = 6T (k- )8k + p) — 87k - p)EL U + q).
. (6.3)
De (6.3) es inmediato que X7 [k, k') = =Xk k), luego teniendo cn
cuenta (6.2} ¥y haciendo igual uso del concepto de representacidn adjunta
del capitule 2 tenemos que:

vl -1 = o AR
get" (kg Z}{Qﬁk, TR IS
g o(=k)g = Ef e SO ST}
I The R
Definimos ahora el operador B como:

= Ev) U) {
£ eIk E é y& ¢t -k). (6.5)

Este operader tiene la propiedad de conmmtar con los operadores ¢ € ¢
siendo g un elemento arbitrario de GO(Noz). Para demostrar este hecho
basta con tener en cuenta Jas relaciones (6.4). Tenemos entonces que:

N
Bgeg = Qﬂkzo“}uww“( kg =

N

dk, 1 i ’
fr,mf,,m,‘?oﬂ )y & Gk Kgal (—k) %6.6)

K ;
fﬂ!rr’k‘ PG ETELNET S EF T
- t =t

{Una vez consideradas fas propiedades del grupo de Lie GO{ Vo), para
obtener sistemas integrables seguiremos ¢ misme procedimiento que e] uti-
lizado al estudiar la jerarquia de KP. Debemios entonces precisar una re-
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presentacién de los campos fermidnicos neutros que actue sobre un cierto
espacio de funciones JF asi como considerar una identidad bilineal que nos
dard los sistemas integrables. Vamos a congiderar en 1as siguientes seccicnes
como obtener estas representaciones y la identidad bilineal para los casos
N=1lyN=2

6.1 Jerarquia BKP en una componente

Sea F el espacio de funciones que depende de una colecién infinita de va-
riables complejas que denctaremos como 2 = (21, z3, ..., Zoa41,--.) ¥ que
son analiticas pars z cercano al origen. Definimos los operadores $ik)
actuando sobre F como:

$lk)riz) = %&ﬁk"’e_n(fﬁr(:] (6.7)
donde
{UBIED P e (6.8)
=0
1 1 1
(‘ (F))w RETES R (68%)

De (6.7) es clare que si consideramos productos cuadrdticos ¢(k)é(g) nos
aparecen factores de la forma e~ %Y que teniendo en cyemta (63}
pueden evaluarse v obtenemos

oo
s oy _ 1 i 2n+1 _
e~ Hiad )...exp[ 2§2n+[(k) }F

o SL S E w2 e

Por otra parte definiendo los anticonmutadores de operadores de la forma
(6.7) por:

{6(8), #(a)} = tim (#(keYolg) + 6(ge )5 (k)

y teniendo en cuenta la identidad

. 1 1 1
b, (rTq - —__k;&_-gz‘) =ghtTo
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encontramos que la relaccidn de anticonmutacién es la dada ea (6.1) para
i = j = 1 luego los operadores (6.7) son representaciones de los campos
fermidnicos neutros en una componente.

Supongamos ahora que queremos encontrar {as funciones 7{z}, 7(z) que
verifican

Brir)er(z")y = %T{I] ®7'(z") {(6.9)

siendo B el operador definido por (6.5). Esta relacién nos define la identidad
bilineal y podemnos expresaria en funcidn de fas representaciones (6.7} como:

){%J(“*')r(z_?f (%))r'(z' + 2 (%}) =r(z)r(')  (8.10)
s

Para obtener ecuaciones diferenciales de (6.10} hacemcs igual que en el
caso de las jerarquias de KP el cambio de variables 2 — z —y, 2/ — z + y.
Teniendo enicnces en cuenta las propiedades de los operadores bilineales
de Hirota tenemos que:

dk g 1
GF Jfte-my) aa2e(ENID iy — VD
f,?m’ke € (z)- r(z) = ¥+ (2} - r(x)

evaluando ahora la integral como su residuo en el infinito, tomando +' = 7
y definiendo los polinomios S,(z) a partir de los polinomios de Schur 5, (z)
como:

Splz) = Sn{adlsynma, m=1,2,...

encontramos

w0

Y 5205 @D)Pr(s) 7(x) = P r(a) 7z (64D

n=0

Pero de (2.22) tenemos que

So= T (6.12)

[a]=n

donde ahora e = (&), a3,....0amy1,...) ¥ [0] = @y + 3as+ -+ (2m +
L)agmeg + - - [ntroducieado {6.12) en (6.11) Hegamos a:

Houﬁ,‘g(m] riz)-r{z)=0 {6.13)

estando P, {1} definido como:

5 o (=2t

AL
D% Sg34-20).
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Las primeras ecuaciones no triviales que pademos obtener de (6.13) vienen
dadas al realizar pars v = (71,73..-.) las elecciones y = (0,2,0,0,...) y
¥=1(1,0,0,1,0,0,...); las ecuaciones en funcién de los cperadores bilineales
de Hirota son

(DY - 503Dy — 503 + 9D, Dg)1(z) - 1{z) = 0,

(D% + 7D} Ds = 3503 D3 — 4205 D — 21D D} + 90D, Dr)r(z) - v(2) = 0.

Para obtener soluciones a las ecuaciones que coustituyen la jerarquia
BKP en una componente (6.13} necesitamos conocer una solucién para
(6.10), pero es inmediato comprobar que r{z) = (1) = rp(z) siendo
7o(x) = 1 es solucidn. Teriendo ahora en cuenia que el operador B con-
muta con § @ ¢ para tado g € GO{xa) vemos que dada una solucidn 1 de
(6.9), gr es también solucién, luego cbtendremos soluciones de las ecua-
ciones (6.13) haciendo actuar los elementos ¢ € GQO(co) sobre la solucién
irivial rp{r) = 1.

6.2 Jerarquia BKP en dos componentes

Queremos ahora encontrar una realizacién de los campos fermiénicos neu-
tros en N componentes que satisfaga ias relaciones de anticonmutacién (6.1)

donde ahora i = 1,2,...,¥. Construimos para ello los operadares B){k)
como los operadores ¢(k) de la seccidn anterior en las colecciones de varia-
bles infinitas 24 i = 1,..., ¥, es decin:

Es inmediato ver que estos operadores satisfacen las relacciones algebraicas:
[BU(k), B¥g)) =0, sii#;
{BO&), BO(9)} = &alk +q).
Nuestro objetivo es definir operadores ¢C)(k) = a™)(£) BUI(k) que satisfa-
gan (6.1). Puede verse que upa solucién vendra dada por les operadores
al¥)(k) que verifiquen
o) BN (g) = BY{g)a)(k)
aP(k)eNg) = 1 (6.14)
{a¥k),a¥)(g)} =0, i#;
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Para comprobarlo consideramos en primer lugar el anticonmuiador con
i = § tenemos entonces:

{$9(k),69g)} = {BV k), BO()} = &,k + g)
yeneicasot#£j
{#00),69q)} = {aV(k), a2 ()} B R) B g) = 0.

En el caso N = 2 una solucién para (6.14) [44] es proporcionada por
ald(k) = 0y i = 1,2 siendo oy las matrices de Pauli

a=(33) w= (1 7).

Luego una representacion de los operadores fermidnicos neutros para N = 2
la constituyen los operadores

0(")(}) - :}Eeﬁ_(k-t“")f-h({J‘-’Mo., {6.13)

El espacic JF sobre el que actuan estos operadores es el espacio de funciones
de dos componentes

ooy o {alT)

@={ 30 )

que dependen de dos coleciones infinitas de varizbles complejas = = (2%,
2y 20 = (2 20 ) v e €% i = 1,2 y que son analiticas cerca
del origen. Queremos en este caso encontrar las funciones 7(z), r'{z) que
satisfagan:

Brirye r{zY=0.
En funcidn de jos operadores (6.15} la identidad hilineal puede escribirse
coma:

d e N v
%Tk{cf“‘"m"l ’ Yoy (2 — 2¢ —-} £ o (2 +Qc(i} 2430
.

h‘“

+&{(k,r“)—z‘” 3

272D, 22w 2} 8 (@ 2 + 2} = 0.

(6.16)
Realizando en (£.16) los productos tensoriales pueden obtenerse cuairo
ecuaciopes para las funciones a(z), a'(r}, J(z) y J'(z). Consideraremos a
partir de ahora sclamente la dada por

f%{ kM= (200 9 (F) 2Dl (z ) 4 2 (1) 2)-
i

ef(i""‘a)""w!n(tuja13(2} ~ % (%))a’(z(”’.zu]‘ 0 (%))} ; (1);\
1%



Capitulo 6  Otras perspectivas: jerarquias BKP 107

Para determinar las ecuaciones diferenciales asociadas a (6.17) procedemos
de nuevo haciendo el cambio de variables r — r—y, £’ — z+4y y evaluando
la integral como su residuc en el origen. Tomemos o' = a (7' = 1) ¥
obtenemos

Yo {8a(~2¢"18. (2D - S~ 2y Ea (2D} e P a(2) - oz} = 0

n=

introduciendo ahora (6.12) llegamos finalmente a:

[P2D) - BR(D)] at2) - o(z) = 0 (5.18)
donde 0
PYDy= ¥ _(:,2;(,-), D° 8o, (200,
at+flity !

En este caso las ecuaciones maés sencillas no triviales las obtenemos de (6.18)
realizandc para 7 las elecciones:

PP =(1,0,0,..0; @ =
¥ =(0,1,00,..) 1P =

Encontramos entonces:
DD — e a=0, DDV - D{Me a=0. (6.19)
Healizando ahora el carmbio de variables:

r= zgl)‘ y = .t(lz), t= -;-(Igl) + zgz)), t'= %(1(31) - :52)]

y definiendo la funcién ¢ como
g = 8.0 loga
el sistema (6.19) se convierte en:

@t = Qrzz + Quyy + 6(‘1“1): + 6(‘1“2);';

Uy = Gz, Uy = gy

(6.20)

Para encontrar soluciones de (6.20) sabemoas que necesitamos partir de una
solucién de (6.16); pero es evidente comprobar que r(z) = '(z) = n{z)
donde shora

mo(2) = ( } ) (6.21)
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es solucién, Podemos a partir de {6.21) generar nuevas soluciones. Con
este fin tomamos elementos de GO{2ac) de la forma

NG i)

g=exp| 5 Y3 aioMkeeN ], (622)

ij=1,2!=1 m=1

donde kg‘) + kD #0, k,(i} Tk # 0. Como ﬁueremos obtener scluciones
g teales imponemos que ¢ sea real, para ello los coeficientes ay, deben
satisfacer

N et e
oy = (=1 ag

Empezamos por considerar el caso mas sencillo que corresponde a tomar
en (6.22) N = N = 1| tenemos asi

g = exp{ q“(;,(l){k(l'\)a\'l](kll}-)+al'z‘ﬁ[l)(k(:))Q(?)(k(?)o)+
ana(z‘](k(zwau)(k‘\l)-)+azzé(z)(k(z))é(zi(k(?)-)}‘

¥ desarrollandse la exponencial

g o= L a el gl p(lny 4 gt 20N 20 20y
u21¢(?](k[2))¢5(1)(k(1)') + aZZQLQ)(k('J)}é(E)(kH‘)-) +
ﬂllaﬂé(‘x)(k(l))é(])(k(l\.-)d['.’}(k['iﬁ)@[?\(k(?)-)+ (623)
PR PR T R PO PIRTTSEY

Para calcular 7 aplicamos {6.23) sobre la solucién trivial (6.21}, ¥ teniendo

e . i .
en cuenta que en {6.20) no aparecen derivadas respecto a t', ::‘:,,),H 1=1.12

n > 1 podemos tomar t' = ), z(._,';1)+l =0i=12n2>1 Encontramos de
este modo

aleyt) = 1+afilt, 2 +arfolt.y) + clfilt. D) (8 1) +
L o) falt, ) Relia® f3(t 2.4}, (6.24)

donde

Altz) = explill(z = vat)],  falty) = expikiy (v — w21)]

‘ Y L (2) .
falt.z.y) = exp[t[l'f, z— &y — )]
o ! ! ()
_'llk-(') _-22;‘?’) = 132 ORI 3]
ay = ta R 5, c=-—lg’a*—ara ) SRR
kg’ 2y P
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con
3
. (k[‘) IR MEEPTES LY b1t
Vi == IONE W= AT x L7 FO
*R

La solucidon ¢{z,y,t) de (6.20) correspondiente a (6.24) describe una es-
tructura exponencialmente localizada en e} plano (z,y) que se desplaza con
una velocidad v = (1, vy) y oscila con una frecuencia w. En la figura 6.1
representamos dicha estructura para la eleccién de pardmetros

B =144, k=142 g=a=t a¥=-i
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W
d)t =039
Figura 6.1

Denominaremos “breather” a esta estructura coherente debido a su ana-
logia con el solitén pulsante de 1a ecuacion de sine-Gordon.

Una vez vista la forma de la solucién mas sencilla velvamos al caso
més general de las scluciones generadas por la accidn de los clementos
de GO{2x) dados en (6.22). Para analizar estas soluciones seguiremos
meétodos similares a los utilizados en el caso de la ecuacidn de Davey-
Stewartsen. Empezamos por denotar

. P o
AL, = ol 6O (MO
y tepiendo en cuenta que de las relaciones de snticonmutacién se deduce
que: ] o )
[AY A2 =0, A2 Al =42 AL =
podemos escribir g como:

A NG

o= T II JT01+4i). (6.25)

ij=1,2 1=k m=1

Para agrupar todos los términos con igual dependencia en las variables £,
y, t definimos los subconjunios de indices L, I! € {1,..., N9} (i = 1,2)
tales que n(J; U Iz} = n(I{ UJ}) donde n(]) denota el mimero de elementos
de I; las particiones J;; C I; que verifican

L=lyula , lnnlap=24, (6.26)
y las aplicaciones inyectivas #y; : L;; — I}, que cumplen:

L=aihyoeyly) o eglly)nesyg(h;) =6 {6.27}
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Entonces (6.25) puede escribirse de la forma
9= 3 AU 0L I 05, (6.28)

estando la suma extendida a todos los conjuntos £, & C {1,..., N0} ¥ tai

qule
AL B ) =3 H II Aty (6.29)
if=120);

doade ahora la suma est3 extendida a todas las posibles particiotes ;5 ¥ a
todas las posibles aplicaciones inyectivas ¢,;. Nétese que a diferencia de o
visto para la ecuacion DS no es necesario aqui que n(l;) == n({}) para que
al actuar sobre la solucidn trivial la contribucién de (6.29) no se anule.

La dependencia en Jas variables z, 3, ¢ de cada término de }a forma (6.29)
viene finalmente dada por:

exp z 26‘;” + Z gL

i=1,2 \tel, me !

siendo . s
N = N+ By 6D = 2y HD

Para estudiar las propiedades de la solucion generada por (6.28) vamos
a realizar un andlisis asintético en la variable temporal de la funcién

g(z.y,1) = 8:0, log a(z.y, 1}
similar al realizado en ¢l caso de la ecuacién DS. De fo expuesto anterior-

mente sabemos que ¢l comportamiento asinotdtico de cada término {6.29)
vendrd determinado por:

exp Z 29?) + z B S| =

i=12 \Ief; mef; (6.30)
1 1 2
bt ¥ MR-+ T A -y
1en, 1 mel iy

donde

_ o _{*[(1))?1 *EN%
Vim = (U; stm ) = (1} [t @ .
(k; )R (ke R
Suponiendo que hemos elegida los coeficientes k}i) de modo que (I‘ci'))n >4,
I=1,... NU) {=12y que las velocidades estin ordenadas de modo que
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vg'j > u(,i) > ... ) b‘: J, el término dominante de la sclucidn sobre los
rayos Z(t} = z + ". t, vit) = v+ uﬁ,’t en Jos limites t — Foo vendra

determinado por:
SN St S R R U US Y I R CY R

AULE FE ) Ul D) + AUE L IE UL TS (631
AUE TE UL I+ AUE o) B U W R o) fE oL

donde los conjuntos de indices I, estdn definidos como en (4.55). La estruc-
tura que determina (6.31) es similar a la dada par (6.24) donde los coefi-
cientes sou funcién de los pardmetros complejos kf') i=121=1,..  8NW
y pueden caleularse teniendo en cuenta que:

Sk o k) (1) =

2% exp Zf(kr"') HHh+fc “(:)‘

J=tl<y

Ademas es inmediato ver que sobre los rayos (1) = z + vid, y{t) = y+ rod
donde (,12) # (v,(:),u,z)) li = 1,..., N9 Ja solucion glz,y,1) se anula
en ambos limites asintdéticos. Concluu‘nos entonces que la solucidn deter-
minada por (6.22) describe un proceso en el que interaccionan NGV . Ni2}
‘breathers’ sufriendo no solo un desplazamiento sino también un cambio de
forma. Asimismo de lo visto hasta ahota podemos decit que la dindmica
de los ‘breathers’ que describe la ecuacion (6.20} es similar a la dindmica
de dromiones descrita por la ecuacion DS, podemos por ejemplo bajo jas
mismas condiciones que las expuestas en el capitulo 4 encontrar procesos
de fusién v fisién de ‘breathers’.
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