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Introducción

El temacentral de esta tesis son los solitones. Estos objetos dinámicos
fueron introducidospor Hruskal y Zahuskya mediadosde los años 60 en
conexido con on modelodela dinámicade fluidos, la ecuaciónde Korteweg
de Vries, propuestoafinales del siglo XIX. Durantelasdos tiltinias décadas
la historia de los solitonesha estadoestrechamenteligadaal desarrollode
la rica y profundateoríamatemáticadelos sistemasintegrablesen 1+1 di-
meosion~.En todosellos romopropiedadcaracterística,aparecensolitones
con los rasgosdistintivosde ser ondasexponencialrnentelocalizadasque se
propagansin deformaciónasintóticamentey queemergende la interacción
Sto cambiar ni su forma ni su velocidad.

La motivaciónprincipalde estetrabajoese1descubrimientodesolitones
en 2+1 di,nensiorses.realizadopor Boi±ien 1989. Además,essossolitones
han aparecidoen un importante modelo no lineal de la dinámicade los
Ruidos quees la ecuaciónde Oavey-Stewartson

iqí + q,~ + q» -+ (65 + U,)q O.

u, = ~f
tdv¡q~.tus, («1)

U
2 = fi ¿rqq>;+ ,t

y manifiestan una serie de importantespropiedadesdinámicasdiferentes
de las conocidaspara los solilonesen 1+1 dimensiones,corno ei cambio
de forma en su interacción. A partir de estehallazgonuestrosobjetivos
iniciales han sido los siguientes

Estudiar laspropiedadesde los solitonesde la ecuaciónde OS.

- investigar la posibleexistenciade solitonesen otros modelos en 2-1-1 ¿
más dimensiones.



Introducción

Paraacometernuestratarealiemosutilizado latécnicabas,daeneliot-
malismófermiónicodel. escuelade Kyoto (FFK) introducidopor Date etal
¡11,15,323. A rsuestrojuicio esteformalismo esla mejorherramientasurgida
de la teoriade sistemasintegrablesen 1+1 dimensionesparaanalizarpro-
blemasen másdimensiones. Entre otras razonesestoes debido a lo si-
guiente

- El métododel scatteringinversoen una dimensión no ha sido aún ge-
neralizadoa dimensionessuperiores.

- Métodosbasadosen problemasdeRiemsnn-Bflbe,tde tipo no loca), que

hansido aplicadosa modelosen 2-t-l dimensiones,conducenalmanejo
de demasiadasvariables dependientesen complicadasrelacionesde
recurrenciaparadeterminarlas ecuacionesdel modelo. Además,la
obtencióndesolucionesexplícitasesmuchomásdificil que enlos casos

en 1.4-1 dimensiones.

Las generalizacionessurgidas de las técnicas de transformacionesde

Backlnnd superannuestracapacidadde sufrimiento.

La gran ventaja del FFK es la economíaen el conjunto de variables
depeodientesque utiliza. Tales variablesson las famosasfuncionesr in-
troducidaspor Ijirota ¡26.27) en la teoria de sistemasintegrables. Este
hechoexplica también a sencillez con que seobtienensolucionesexplícitas
en esteformalismo; es bien conocidoel prestigio ganadopor Hirota como

pescador”de solitonesa travésde sus “curiosas” funciones.
EL EfK girasobre lassiguientesideasclave

- Una jerarquíade sistemasintegrablesesuna estructuraligada a ciertas
órbitas de un grupo deLic dedimensióninfinita actuandoen un cierto

espaciofuncional.

- Los puntosde lasórbitasson las funciones r.

• Los sistemasintegrablesson ecuacionesen las funcionesr que caracte-
rizan la órbita dentrodel espaciofuncional ambiente

El paso de las ideas a los objetos explicitos se producede la forma
siguiente

- Mediante expresionescuadráticasen camposferiniónicos sobre circun-
ferenciasseconstruyenálgebrasde Lic de un ciertotipo que generan
los gruposdel formalismo.
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- La realización de los camposfermiónicos como operadoresde vértice
proporcionauna representaciónde los gruposcomo operadoresen un

espaciofuncional cuyoselementosson funcionesdependientesde un
númeroinfinito de variables.

- Les gruposdel formalismoposeenla propiedadde dejarinvarianteuna
determinadaexpresióncuadráticaen los camposfermiónicos. A&,
a travésdc la representaciónpor operadoresde vértice,se deducen
ecuacionesinvariantesbajo talesgrupos. Estasecuacionessonecua-
cionesbilinealesdel tipo de Hirota f32¡ y constituyenlas jerarquías
de sistemasintegrables.

Las propiedadesde nilpotencia de las variables fermiónicas permiten

determinardemanerasencilladiversostipos de solucionesiso triviales
de los sistemasintegrables.

Paracomprendereí contenidode est,a tesis es quizásconvenientecon-
tar su desarrollo. El puntode partidade nuestroanálisis fué el estudiode
los solitonesde la ecuaciónde OS medianteel FPK realizadopor Jaíslent-
Manna-MartinezAlonso [29). En estetrabajose consideróla ecuaciónde
OS como un miembrode la jerarquíadeHP en dos componentesy se de-
mostróque lassolucionesmultisolitónicaspodíanestudiarsede manerasen-
cilla con las técnicaspropiasdel FFK. En unaprimeraetaparíos dedicamos
a investigarcon detallelaspropiedadesde talessoluciones.El resultadomás

sugestivoque obtuvimosfuéla caraterizacióndesolucionesmultisolitónicas
en que se creanose aniquilan solitones Posteriormente,nos tentéla Sm-
bición y buscarnosmodeloscon solitonesenmásde 241 dimensiones.Como
resultadode esta tentativaencontramosun modelo integTableen 3-t- 1 iii.

mensionesy un métodoparagenerarmodelosen dimensionesarbitrarias
Sinembargo,talesmodelossonsistemassobredeterminadoscuya relevancia
nosesdesconocida.Buscandomejor suerterebajamosnuestraspretensiones
junto con la dimensiónde los modelosconsideradose investigamosla jer-
.srqufaBR? ¡44] en2 componentes.Allí, cucontrarnossin sistemaisitegrable

en 2+1 dimensiones

= Qrn + q
555 + 6(qu,h + G(qun~, (0”)

U55 = J~, u2. = q5.

que generalizaa la ecuaciónde KdX y que poseesolitorres de tipo pulsante.
Desdeel comienzode nuestroestudio dcl FER estuvimostrabajando

con la jerarquíade HP en dos componentes.Uno de los miembros mas
simples de tal jerarquíaes el llamadosistemaBousínesq

uí4nu,+w. =0. (0.3)

ID1 4 ~ 4- (use).= 0,
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queesun modelorelevanteenhidrodinámica.La aplicacióndel FFK arroja
de manerainmediataun prototipodesolitónpara(0.3). lIna denuestras
obsesionesduranteloe último. añosha sido el hecho deque estesolitón
eracompletamentediferente del obtenidopor Kaup !3~,3~1 haceya algún
tiempo. Es bienconocidoquelos solitonesdeKaup secomportancomoto-
do. suscompañerosen 1+1 dimensiones.Sin embargo,hemosencontrado
quenuestrossolitonesde (03) no se comportanasí sino que realizanpro-
casosde creacióny aniquilación. A la luz de estos resultados,unade las
conclusionesdeestatesisesla necesidadde revisarel conceptoclásico de
solitón paraadmitir estasnuevaspropiedadesdinam,cas.

El orden enque hemosorganizadola presentacióndenuestrotrabajo
no se correspondecon el ordentemporalen que hasido realizado. Hemos
preferidoceñirnosa un criterio de progresióndesdelo mássencilloalo más
complejo.Así, el contenidode los 6 capítulosdequeconstaesel siguiente:

El primer capítuloes unaexposición de los sistemasintegrablesque
aparecenenla dinámicadefluidos. A partir delasecuacionesfísicasbásicas
se indicacomo el método de escalasmúltiples proporcionaunaserie de
ecuacionesno linealesque resultanser integrables,como por ejemplolas
ecuacionesde KdV, HP, Boussinesq,Schrúdingerno lineal y PS.

En el capítulo 2 se introducen la mayor parte de las herramientas
matemáticasdel FFK que utilizamos,y seconstruyenlasjerarquíasde HP
con N componentes.Comoejemplosilustrativosseestudiancon detallelos
solitonesde las ecuacionesde KdV y HP.

El capítulo 3 inicia el estudiode lajerarquíade HPen doscomponentes
con la consideraciónde uno de susmiembros más distinguidos,el sistema
Boussinesq. Este capítulo contieneuno de los resultadosde la tesis: la
caracterizaciónde solitonesde (0.3) que manifiestanprocesosde creación

y aniquilación. Tambiénmedianteel PFK puedenencontrarselos solitones
de Kaup,y se compruebaque no cambian su forma como resultadode la
interaccion.

La ecuaciónde PS esel temasobre el que trata el capítulo4. En él
se incluye unadescripcióndetalladade ladinámicade los solitones de OS.
asícomodeotros tipos de solucionesque describenestructuraslocalizadas
coherentes.Los resultadosmásinteresantesson

- Obtención de una solución niultisolit¿nica másgeneralque las conside-
radasen [21,22,47].

- Caracterizaciónde las trayectoriasasintóticasdelos solitunea.

- Determinación de solucionesen que se producen procesosde fusión y

fisión de solitones.
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El capítuloScontieneunaaplicacióndelEFK paradeterminarmodelos
integrablesenN+l dimensionesen lajerarqulade HP con N componentes.
Se obtiene un modelo en 3-1-1 dimensionesque admite solitones con un
sugestivoaspectode tipo tornado,peroque resultaser sobredetermiííado.

En el capitulo 6 sedescribeuna aplicacióndel FPK basadaen las jer-
arquias de HHP. Se determinaun modelo integrabledado por (0.2). que
admite solitones pulsantesde tipo “breather” y que poseenpropiedades
dinámicassimilaresa los solitonesde OS.

Para finalizar escaintroducción queremosincluir algunasisopresionese

vicertidumbressobretienes cuestionesrelacionadascon nuestrotiabajo.

- Por qué aparecenun numero considerablede modelos integrablesal
aplicar el métododeescalasmúltiples a. lasecuacionesde la dinámica
de fluidos? Poddaexistir una relaciónentreeí método de las es-
calas múltiples y el FF11. Un posible sintoma positivo sería la de-
iriostración de que miembros de órdenessuperioresde lasjerarquías
de NP tarobiensonretevantescola dinámicade fluidos.

- ¿ Hay otros modelosintegrablesen 1-iI dimensionescomo(0.3) que ad-

mítancreación y aniquilaciónde solitones? Es necesarioexplorarlas
reduccionesde las jerarquíasde NP y BNP con más de una compo-
nente.

- Creemosque existennumerosossistemasintegrablescon solitonesen 2-4-1
dimensiones.tIna forma de encontrarlospodríaser a travésdereduc-
cionesde las jerarquíasde HP y EN? con más de doscomponente

- [lay sistemasintegrablesno sobredeterminadosen N+1 dimensiones

(Y =3)? En el casode no encontrarlosquizásfuera interesante
investigar los sobredeterminados.





Capítulo 1

Modelos integrables en la

dinámica de los fluidos
En estecapítuloqueremosilustrar comolos sistemasintegrablesque abor-
daremosposteriormente,aparecena! intentar describir la dinámicade los
fluidos en ciertascondicionesy bajo aproximacionesque precisaremosen
cadacaso. En primer lugar vamos a considerar el casode un fluido in-
compresiblesituado en un campogravitatorio constantey tal que tanto la
tensiónsuperficial comola viscosidadseandespreciables[54 Entonceslas
ecuacionesque describeneí rrsovimientodel fluido [511son:

-Ecuaciónde conservaciónde la masa:

-Ecuaciónde variación del momentolineal:

1—
+ (17 7)iZ= ——Vp—oi~. lib)

31 p

dondeti esel vectorvelocidaden cadapunto del fluido, pía densidad,que
hemossupuestoconstante,pci campode presióndel fluido, y la aceleración
de la gravedaden [a superficie terrestrey es un vector unitario en la

‘lireción del eje
Definiendoel vectorvorticidadcomoZ= ‘7317, la ecuación(lib) puede

rescribirsede la forma:

317 -1 1-.
V(—17iT)+2317= ——Vp--q4, (12)

¿U 2 o

ci
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tomandoahorael rotacionaly teniendoencuenta(1-la) obtenemos:

+ (; = (~
at

de dondevemosque si iniciabriesite = 0, entoncesla vorricidad per-
manecenula; como en los problemasde propagaciónde ondasen eí agua
queabordaremosa continuaciónsupondremosque = O en el momento
inicial, el argumentoes aplicable. Podemospor tantodefinir un potencial
de velocidadesp tal que:

1= ~, (iJa)

e introduciendo (l.3a> en (12), donde ya hemos tomadoZ = O, obte-

nertiOs:
1-.

— —lt½12 92 (1-ab)
p 2

dondela constantepo podemoselegirlaarbitrariamenteyaque (13a) define
el potencialysalsouna función temporal. Las ecuaciones<¡.3) determinan

la velocidady la presióndel fluido en cadapuntoen función delpotencial
de velocidades,luego necesitamosdeterminarp paraconocerla dinámica
del fluido.

.4 partir de(1.1.) y (l3s) vemosque el potencialde velocidadessatis-
facela ecuaciónde Laplace

(1.4)

Queremosahoraencontrarlascondicionesde contorno;paraello suponemos
que el fluido consideradose haya en un canal, estandolimitado por una
superficie rígida en el rondo: r = —ha(z,y) y una superficie libre r =

o(zv,t)de interfaseentreel fluido y ci aire(hemos consideradoel origen
del eje z en la superficie libre del fluido en reposo). En la superficie libre
es necesarioimponer dos condiciones:por una parte la componentede la
velocidaddel fluido normalalasuperficiedebecoincidir con la componente
dela velocidaddel. superficienormalasi misma,ya queel fluido no puede
cruzarla interfase. Estacondición es una condición cinemática y puede
expresarsecomo:

‘li+l’rhlt+’PsTty = ~, z =,y(r,y,t). (iSa)

Además,la presióndebecoincidir en ambosladosdela interfase,condición
dinámica.Suponiendola presióndel aireconstantey eligiendola constante
ps de (1.3b) igual ala presióndel aireencontramos:

1
:=rftr,wt). (lSb)
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Sobrela superficiedel fondo, la uinica condición que debemosimponeres
que la velocidad normaldel fluido debeser nula,ya que hemossupuestoeí
fondo rígido; esdecir:

pi + pXho
2 + p,h0, = 0, r = —/so(r,v).

En particular si consideramoscanalesde fondo horizontal z = —fi5, la
condiciónen el fondo sereducea:

El problemaestáya completamenteformulado por (1.4) (15) y (1.6) como

Ap=0 —ho<z<o(r,y,t)
‘1* + PrOr + Py~7y = Pu }

p~O z—hc.

Una primeraaproxiniacióna la soluciónpuedehacersesuponiendoque
p y s¡ son muy pequeñasy entonceslasecuacionespuedenlinealizarse. De

lascondiciones(1.5) encontramosahora

~ + QPZ = 0~ Z = 0 (1.7)

y? = —IP, Ii~o.

Si queremosencontrarunasolución al problemalinealizadoque represente
una ondaplasia que sepropagahorizontalmentedeberemostomar parael

potencial de velocidadesuna función de la forma

p(r,y,z,t.) _

que al introducirlo en (1.4) y (1.6) obtenemosparaZ(z):

Z(z) = Z(O)coshé(;+ he

)

coshkh0

donde k
2 (~? -4-4); y teniendoencuenta(1.7) llegamosa la relación de

dispersión

Y = gkthkh
0.

\olvamos al problemano linealizadoy bagamoslassiguientesaproxi-

mariones:
fl LI movimiento tienelugar en dos dimensiones;es decir k, = 0.
u) La longitud de escalasene1 ejeres muchomayorque la profundidad

del finido, condición que suele expresarsediciendoque el fluido es poco
profundo. Podemosexprs-sarestaaproximacióncomo:

(kho)=«1
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iii) Las amplitudesson pequeñasrespectoa la profundidaddel canal:

‘limar
A

5

iv) Estasdos últimascantidadessonaproximadamentedel mismoorden:

(kb5)
2 = 0(e).

Paraconsiderarestasaproximacioneshacemosun cambio de variables
consistenteen pasara lasvariablesadimensionalesque encontramosal di-
vidir cadavariable del problema entre la variable característicaasociada.
Estoes:

2 2 eg • 9z=’fl—; r—— r _____
ño — Ji

0’ = ‘~ = ch0 ~

Si ~ esanalíticaen = —1(z = —he), entoncestiene un desarrollode
Tsylor convergente

= 2V + l)~p,(z ,t•).
“=0

Introduciendoeste desarrolloen (14) y teniendo en cuenta (16) encon-

tramos
= f (—1)” (z + l)’”r” - (1.8)

y llevando ahora(1.8) a lascondiciones(1.5) sobrela superficie libre, des-
preciandolos términosde orden e

2 y definiendoos = encontrarnos:

u. + {(1 + crf)w}
5. ~ ~<~»r•zr~ = 0,

4 ‘4. -i-ccc-w~. = o. (19)

Teniendoen cuentaque la componentede la velocidad en la direción del
eje r hastaorden e viene dadapor:

= ap~ = ~ !<,,. + O(A)
2

y escribiendolasecuaciones(1.9) entérminos dela velocidady la alturade
1. superficie libre obtenemosel sistemaBoussinesq:

,=. + ((1 +or)u)1. + ~(n,.z.r. = O
u,- + ,7. -1- noii,- = 0.

(1.10)
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La ecuaciónde louteweg-deVries (KdV) puedeobtenessea partir de
estesistemaconsiderandoel movimientode lasondassolamentehacia la
derecha(izquierda).Supongamosque las funciones ,( y st admiten un de-
sarrollo perturbativoen el parámetroe

00 00

= e~y?
0, un~O taO

a orden O ene las ecuaciones(1.10)quedande la forma

‘Jet. -4-us±-~i0, noí.+T)~. =0,

y por sancopodemosescribirsussolucionescomo:

= f(r — P) + g(s + t)

u0 = f(r — ~) — g(:• + e). (111)

Para evitar los términos secularesen las ecuacionesde primer ordenuti-
lizamosel métododelasescalasmilítiples introduciendouna nuevavariable
temporalmás lenta r = 1 dc modoque

a a a
br br

Entonces,en ordene las ecuacionesson:

~ít- +uí± -lIjar +(‘loiie)r +sliorzz’ 1 (1.12)0it~ + ‘¡w = —fu
0. + oste5.)

pasandoahora a las variablescaracterísticasr = Y — It ¡ = Y + 0’ e

introduciendo(1.11) en (1.12) la condición para que no existan términos
secularesviene dadapor:

2fr+3ffri~átr~=0

—2g. -4- ígg, -~- ~geuí= 0 (1Aa)

que sonlasecuacionesKdV parael movimiento delas ondasa derechay a

izquierda.
Si en lugar de suponerque el movimiento es estrictamenteen dos di-

mensionea(k2 0) suponemosque lasondassoncasi-unidimensionales

(k)
2 Cíe)

esnecesariointroducir la variabley La, repitiendoentoncesel proceso
es

arribadescrito llegamosa la ecuacióndc Kadorntsev-PetvisshvdiHP

Ú.fr±3I.fr±Is,kr+fyy~0
3

114)



14 Capítulo 1 Modelos integrablesen la dinámicade los fluidos

Una ‘ea que hemosvisto como aparecencí sistemaBoussinesqy las
ecuacionesHdV y HP paradescribirla dinámicade los fluidos en los que
la tensión superficiales despreciablevamosa indicar como podrian obte-
nerse lasecuacionesde Sebródingerno lineal y Oavey-Stewartsonparades-
críhir la propagaciónde una perturbaciónen la superficiede un fluido
en el que la teasiónsuperficial es importanteutilizando el método de tas
escalasmúltiples [13,[~1,[10], [17], [53]. Al introducir la tensión superficial
lasecuaciones(14), (Iba) y (16) no cambian,pero la condición dinámica
(1.5b) en la superficie libre setransformaahora[50]en:

12 2 ____________________

p, + —<p + p + p~) + QVJ = Tn~~(1+ T)~) + i7,,(l + ujfl — ly?xyYht?v
2 p

parar = ~l(’, pi). En estecasosupondremosque lasondasque se generan
comoresultadode la perturbaciónsonde amplitudpequeña,ademásdebido
aso naturalezadispersivalo queencontramosson paquetesdeondascasi-
unidimensionalesy casi-monocromáticas.Hacemosentonceslassiguientes

aproximaciones[13:
i) Las amplitudesson pequeñas,es decir /ra < 1 siendo a una

amplitudcaracteristica.
ji) Las ondasson casi-monocromáticas~ it 1 siendo g = (k, 1) el

númerode ondas, (ti
2 = + 12) y ¿scuna variación caracteristicaen sc.

iii) Las ondasson cssi-usidirnensionaksl~ it 1.
iv) Los tres efectosanterioressonaproximadamentedel mismo orden

¿re —0(e), i!i=o().
sc si

En est.e cssola solución al problemalinealirado viene dadapor:{ coshk(z+ bs),j s ~ ke~~3 +01
cosbkh

0 J

donde denotacomplejo conjugadoy O = kx — wI siendo la relación de
dispersión:

~J ~.(scg+si

3T)thscho.

Para ir a un ordensuperiorutilizamos el métodode lasescalasmúltiples;
entroduciendolas variables:

= ex, pi = e~s, ~,= el, ~2 =

tenemosen términos de las nuevasvariables:

coslsk(z+ he) -

p s{4s(r~,y,,t,,t~) + coshlche fÁ(zs.ys,Is.ií)e’ +

A(riys,ts, tu)e”1} +0(e2)
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siendo

y? = e{fls
5e + fi~e} + 0(e))

1W -

7i5~ g+sc2T~

dondeimponemoscomocondiciónde contornoque ~ seanulecuando(4+

no. Tomando eí límite ts — cre en la condición que es necesario
imponer para que no existantérminos secularesen orden e

2 encontramos

lasecuaciones

¿4, + ~ + pA,,., = yfA¡2A+ xíAS,

~4s~c + 4~,,q =

(LISa)

(1mb)

donde hemospasadoa variables adisnensionalesrealizandoel cambio de
variables

= e.<(r — c

51), 2 = cicle, O, =

r =
A = .é(gec)IA, ~ =

y hemosintroducido:

cr=thkh0, T~
2r

— a
.2 =g¿cer(1+T), 2

‘“‘o = —a
+ 8o-’

O 2.—

itT

u = 1+j~J(1—c2)(1+T)
st

3= zn{fl’~ c’)+í4~~}.
Si consideramosel casode un fluido profundo(suponemosque sesatis-

faceel limite ch — cre) la ecuación(l.lSb) se reducea ‘74’ = O mientras
quede(liSa) obtenemos:

IX, ~- .½
5Á«4- PIDA.,,, = (1.16)

donde
A_ _ ____

= 8~T+27

’

(i-.tT)ri±T)’
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enel caso de que el efecto de la tensión superficial sea superior al del
campopavitatorio2’ >- 1 tenemo,que A,,

0 =O y (1.10) esla ecuación
de Schm&dinger no lineal en (~+1) dimensiones. La situación cambia si
consideransosel caso de un fluido pocoprofundo <scA — O). Realizando
esteLímite en lasecuaciones(1.15) y reescalandoencontramos:

i.4~ cA2., + A,, clAIt4 + A4’~., (1.111)

o~,, + 4’,, = —2(IA[’%, (l.l7c)

dondeo = sgn<j — fl, considerandode nuevoque la tensiónsuperficiales
másimportanteque el campogravitatorio, e = —1. Introduciendoahora
elcambio devariables

1, 1

-vi
y definiendolos potenciales

1 1
Us —------4’~+-IV U —‘4’ +114(2

-~ 2

lasecuaciones(1.17) se ceducena:

lA0 + A2, + A» + (Us + UOA = O
U, = jf

1.,,jAl~dy’+ní(r,e) (118)

U
2 = ~ft00 Al~dx’ + 202(15,1)

dondela ecuación(1.18) esconocidacoito ecuaciónde Davev-Stewacsson
<rs>.

Para finalizar este capitulo vamos a recordar los modelosencontra-
dos. En primer lugar, parafluidos poco profundosen los que el efectode
la tensión superficial esdespreciableencontramosque su dinámicapuede
venir descritapor el sistemaBoussinesqo las ecuacionesde Korteweg-de
Vries ¡<dV o Kadomtsev-PetviashviliKP. Sin embargosi parael fluido con-
siderado el efecto de la tensión superficial es másimportanteque el del
campograviratorio,entoncessu dinámicaquedadescritapor la ecuación
deSchródingerno lineal en (2+1) dimensionessi setratade un finido pro-
fundo,mientrasquees la ecuaciónde Oavey-StewartsonOS la querige su
comportamientosi el fluido es poco profundo.

La formaquehemosobtenidoparalaecuaciónLS en (118)caíamisma
que utilizaremosposteriormenteenel formalismofermiónico,sin embargo
no ocurre lo mismo parael sistemaBoussinesqo las ecuacionesl4dV y
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KB. Para escribir el sistema Boussinesqen la forma que nos aparecerá
posteriormente,tomamosen(1.10)e 1 y realizamosel cambiodevariables

ual-fqt Y —± C

~vv VS
entonceseí sistema(1.10) setransformaen:

ut + un, + ID
2 = 0,

tus + un-,, + (sito), = 0.

que es la expresióndel sistemaBoussinesqcon la que trabajaremosen el
capítulo3. Analogamentehaciendoel cambiode variables

f
2u, r ~• y 2— r = —1</V VS’

las ecuaciones(1.13)y (1.14) seconviertenrespectivament.een:

uí -4- flnu±+ u,

0. = 0.

<ti, -4- 6un~ -4- ~ + o,, = 0,

expresionesque usaremospara las ecuacionesKdV y HP en eí capítulo 2.





Capítulo 2

Campos fermiónicos
sobre circunferencias y
operadores de vértice

Li La identidad bilineal

En estecapítulo vamos a introducir el formalismo que utilizamos para
encontrarjerarquíasde sistemasintegrablesy analizar susreducciones
partir de las propiedadesde ciertas álgebrasde Lic [II], [161. [19), [32]

así como para construir solucionesa dichos sistemas. Para ello parti-
mos de unos operadoresque denominaremosfermiones libres •j>
(e c 7:1 1 Y) que supondremosdefinidos sobre un espacioE
tisfaciendolas relacionescanonicasde anticonmutación:

(4~) tt>) = <‘4< <QI = O; {g4$, ‘4& = ¿~

Consideramosahoralos producloscuadráticosde la forma<t4&; de las
relacionescanónicasde anticonmuraciónpara los fermioneslibres podemos
encontrar

de donde deducimos que los productos r$¼&$t’generan un álgebrade
Líe. Estealgebrapuedeextenderseintroduciendolasconstantes,al álgebra
resultantela llamaremosgl(N•x.). La exponenciacióndel álgebra

9I(V~)
ijos condiósa uit grupo de Lic que denotaremospor C?(N.x.). Eleníentos

19
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típicosdeestegrupo son por ejemploexpresionescomo

N

gexpA, AnS 2 o~¿,,’4í~¿»+c.l.
•jinmel

A partir de lasrelacionesde anticonmutaelóntenemosque:

N

b4,~2í)=22’4íoZ,,; ¡A,’4~fl=—2 2 ú2mÚ~». (21)
“o‘ nc

1 jti ,neZ

Definimos ator. las representacionesadjuntasadA y ádA del álgebra

gl(N~> mediante

Y

[A VÁ’~]—2 2(adA)~m444>
jel ,,eZ

Y

[A, ‘4$fl = ~ ~ (Ad A)~m~‘W
#i mcl

de (2.1) sededuceque:

ad A —(Id -uf —

siendo (o»L = ox,,,, Entonces,es LadI ver que:

Y

exp(adA)wg1 — exp(aT)4>= 22 ~$P~¿rn
i=s ,i.el

Y

~< ~$$g — exp(—ád A)(~» — exp(o)4t= 22 .x¿,A4Q
.~I mcl

donde los coeficientesXj,, estándefinidos por ~‘> — fexp(ofl4. Encon-
cramosentonces,la importantepropiedad:

Y Y

—22 Qg>~¿,,,; t.4,’~g = 2 2 tmVra (22)

7 ~i me?
Definimos ahoraeí operadorC como:

Y

C 2 2 ~ ®
ii ,itl



Capotulo 2 Camposfermidnicnsy operadoresde s¿o-tire 21

esteoperadoractussobre~e$ y queremosencontrarlos sectoresu-y u-’

en E quesatisfagan
Cr®r’=0. (2.3)

La ecuacién(2.3) es conocida cotoso identidad bilineal, siendosu principal
propiedadla invariancia del conjuntode sussolucionesbajo la acción del
grupoCl(N~,) [33], [32], [49]. Paraprobarestapropiedadbastacon verque
se g ¿ GI(Nco) el operadorC conmutacong ®g lo que puededeniostrarse
facilmenteutilizando (2.2)

N Y

cg & g 22 t$§g ®&$tg 2 E ;4§~ ®
‘os ,eZ Ja5 smc!

Y

—22 gV» ú2g44~» =gcógC.
s’oi me!

De estemudo si r, u-’ sonsolucionesde (2.3) entonces

Cpu- ®pr’ = g ®gCu- o u-’ = 0,

luego gr y pu-’ son también soluciones. Esta propiedadnos permitirá, a
partir de solucionesconocidasde (2.3) encontrarnuevassoluciones.

Queremosahoraescribir la identidad bili,seal en forma integral, para
alío deñn:moslos camposfermnónscce

— E .
5Áfl/rn V’ (14 E 4=U”, k E y

sS!

donde-y es la circunferencia[k( = R ere el plano compiejo,orientadaposi-
ivarrí, uit e. Entonces(2A) puedeescrilirse como

v””(k) Ov*ttú} u- Ou-’ = 0 (2.4)

2.2 La realización mediante operadoresde
vértice de campos fermiónicos con un

componente

Como dijimos al principio de estecapitulo, queremosobtenerjerir’ltiiSS
de ecuacionessllferenriales; para ello ‘amos a buscar una realización de
LOS camposf,-rm,dr~icos SOL teroLilios de operadoresque dependande ciarína



22 Capitulo 2 Campos fersnidnicoe y operadora de vértice

variablescompleja.y las deriv.dasrespectodedichasvariables 121, [131.
Empezamo.por considerarelcasOmássencilloN = 1

SeaYel espaciolinealdefuncionesr(I, r) quedependendeun parámetro
discreto ¡ E Z y de una coleción infinita de variables complejasz =

(r~ r,, - . -> E C, y queson anaiiticaspara:cercanoal origen. Seat
un parámetrocomplejo; introducimoslosoperadoresdevértice«t), 4r(k)
queactuassobreFde la siguientemanera

ib(k)rCl O— kIle¿tt~lr(l ~i, r —

~r(t)T(I,r) = k~e¿(knlr(l + 1,x + «fl) (2.5)

donde
.0 1 11 1«k,r) = 2 t’or.,, e(r) = Y r- ‘~< ~

Como hemosexigido que lasfunciones deTestendefinidas cercadel
origen, e(j) debe ser un vector pequeño” parapodee estar segurosde
que las funcionesestándefinidas en r ±E(1). Esto quieredecirque debe
existir fij : ¡t~ > Rs. Peroparaque la serie depotenciasen t, ~(tr),
seaconvergentedebe cumplirse t¡ re fi

2 paraalgúnfi,. De estemodo la
existenciade op(t) y t”(t) comooperadoresen Posesperadaparavalores
detenalgunacoronaR1<(ti re fi,.

Denotamosahoralos operadoresde vértice mediante~i,(k), e = ±1
ucado~‘,(t) t’(k) y Ú’ ~(~)= V(k). Queremosver enque casostiene
sentidoen Tel producto~‘,,(ti)~’,,(t,) . - - ~,,(t4. De (2.5) vemosque al
realizarestosproductosaparecenfactoresde la forma

exp F~eeei«kiE(h))1= exp [—ECES ~, V~>”}
la serie convergesi tel =k~ ¡ con te !=1,, entonces

exP[—eieir—(r)”] =

enel casoe, e5, si te = b~ el factor se anula, luegoeí productoy’,, (
ts).

- . y’,(t,,) tienesentido enFsi:

1141=11-21=.lt,I, con/re~ k5 si e• ~

Introducimosahoralos operadoresy>., .y~ mediantelos desarrollos

,,cZ ,tl
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o equivalentemente

dk •f dk
—U” 0(k) 0—0

= J 2~1k 7, 2rik

siendo y- la circunferencia k¡ = fi, orientada positivamente respectoal
origencon fi., re Rre fi,. Queremosdemostrarque y>,,, y> sonrealizaciones
delos fermioneslibres definidosanteriormente;con estefin denotaremospor

= (~-‘- - A— ) y definiremosT comoel operadordetranslaciónque
actuasubre E: ToQ)= o(l + lA, entonceslos operadoresde vértice pueden
escribirsecomo

t>(k) =~‘ (Ir) si kíet(í.r)e~<Ir)tT. (2.6)
Calculamoslos productos

— (kq)’~ 1 ~(t z)4-E(s.r)(I — t)e (‘( +)+4 t)ít 7’— 2

v(k)0 (q) = (k)ieUk.2)~E(0x) ~i~eí~<tc½ílt
‘O l’t+ft’tt)W k ~.,<(14< (q) = (~ )i e-~

15
(140 (q) (kq)> 1 ~—0k r}—E(e.z}( k q)eí’(+>+‘( I~

(2.7)
donde hemostomado k-¡ > lí)- Paraconsiderar los anticonmutadoresde
los operadores0.,t4,seráutil introducir de nuevo:

10, sic=1 )t dk-
>; si e ~—1 JJ.,2rik

y de estemodoparael anticonmutador(t{. } encontramos

{t4.c4} {f’~ ~$~i~Ú’”0í(k)k ~4L~ ‘ m~ (~)} =

f ~A~U«” f ÁLq~(mt,(k¾»
0(14+

f ;áLfir~t%(q)f 4~~k ‘“04k)

47 1~.,q.-(m 5, 4%k”’o,(q)v tU

5,, ~ [5,4~0q’’”Úc(k)v¿yq) + fu

donde es la circunferencia [14= re con fi1 re r2 o r5 re r3 re fi2. Perode
(2.7) vemosque y>,’(q)t,(k) —t,(k)y>,(q) luego:

¡ 9u-~/rk J ~
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y particularizandolos valoresdcc, ¿‘y teniendoencuentade nuevo(2.7)
esinmediatoque:

(4,tec} = <4CS) = 0; ~ =

luegohemosprobadoquelos operadoresdevértice(2,6) son unarealización
de los camposfermiónicos«14 y ?(k). Podemosentoncesdefinir paralos
operadoresdevérticet,(k), ,,b,4q)elanticonMutadorsiempreque (Ii = q¡
y de lo visto hast,ahoraencontramos:

{,lí(k),4t(q)} = {~(k),4?(q)} = 0, {y>(k),y>(q)) = 6,(k —q), ¡qE y
(2.8)

sicadoy unacircunferenciaorientadapositivamentealrededordel origen;
aaálogamentepodemosescribir:

(1 —é,,~)&~(k—q), k,q e -y- (29)

dondela distribución£,(k — q) estádefinida por:

fi ~ — q)~gk) = 1½)

2.3 La realizaciónentérminos de operadores
de vértice de camposfermiónicos con 70
componentes

Vamosahoraa considerarlageneralizaciónde lo vistoen la secciónanterior
paraun Y arbitrario, paraello definimos Y comoel espaciolineal de Lun-
csonesr(l,r) donde 1 = (

ts - - - ¡Y), ¡e el; z = (:<‘> Z(v)) te) E

y asumimosqueson analíticasalrededorde r = 0. Podemosentoncescons-
truir una colecciónfinita de operadoresBt’\k) BI’»(k) í — lA’ en
unaseriedecircunferenciasy41 = 1 Y) definidos comolos operadores

4(k), ,4?(&) en (2.6) y actuandosobrelas variablesIe,r<’>. Estosoperadores

satisfacenlasrelacionesalgebraicas
B~1(k),B~4>(q)] = 0, si i ~

{B~í(k), B~1(q)) = (1— t,,)¿,(k — q). (2.10)

Queremosconstruirun conjunto deoperadoresdevérticede la forma

44’1(k) — (2.11)
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que satisfaganlas relacionesde anticonmutación

{4~’>(k), 4~Q(q)} = í” (1 4.’».,,(Ir — q) (2.12)

Puedeverseque una solución a (211)(2.12)viene dadapor los operadores

oYhk)que verifican:

o ~‘>(k)i4~\q) = n~?
1(q)o~~(k) (2. 13a)

= 1 (2.lSb)

B~’~(k)o~& (q) = s4~.(k q)o~41(q)R~>(k) (2.1 3c)

dondelos coeficientes‘j~(k, q) satisfacen

= t q~,(k,q) = —vj[~(q,k), i ~ 5 (2.134)
lo comprobamosen primer lugar parael anticonmutadorcon í = .5; te-

r:tendoen cuenta<2.13) encontramos:

<y>~’t(k), t”(V(q)) = a~hí(k)aí(q){B~’í(k),B1(q)}

1 — 6,, >5, (Ir — 14 =

(1— 8,, >á-
0(Ir — q)

y en el caso1 ~ .5

{‘4><é). flq)) — [,j~[(Ir q) + ,¿,(q,~ = O

Esteresultadoestambiin válido si consideramoslos 2V camposen la misma
circunferencia,tenemosentonces:

Rk}<k) —

(&) — k.—i~ctkr’’>)5~> *1<1 (2.11)

donde T~ esel operadorde transtaciónque actuasobre Ecomo fla(l) =

o(I+e~) siendoc~ el vectoren de componentes(e.» =

6e7 . Esinmediato
comprobarque una solución a (2.13)viene en estecasodada por:

Q(k) = (~l)2>> (2.15)

De esí.emodoobtenemoslos operadoresde vértice enY componentesdados

por.

tv (Ir> = íkW (2.16)

= ‘t—i.~—U,xfl( a>e(->

que monstí luyen una realizaciósí de los camposfermióniros.
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2.4 Realfzacidnde las identidadesbilineales
en términos de operadoresde vértice

liemosvistoquelo. operadoresdevérticeson unarealizaciónde loscampos
fermiónicosÚÁ’

1(k),
4>(C>}k) es, Y. Podemosentoncesescribirla identidad

(24) en la forma

Y
‘=5

siendo¡ y 1’ vectoresarbitrariosen ZN y r, s’ conjuntosde 2V «Acciones
infinita. de variablescomplejaspróximasal origen. Utilizando ahorala
expresióndelos operadoresdevérticepodemosescribirla identidadbilineal
corno

~fi dk{(~l)
2,>.«>+ii>k¡.¡2e¿<kuí±í- (2.17)

ee,z— e({))r’(l’ + erg, r’ + «1))) = O

expresiónque es conocidacomo identidad bilineal para la jerarquía de
Kadomtsev-Pet~iaabvili(KB) en 2V componentes.

2.5 Ecuacionesde Hirota
En estasecciónvamosa enconcrarlasecuacionesdiferencialesque pueden
obtenersedela ecuaciónbilineal (2.17). Con estefin nosresultaráútilintro-
ducir los operadoresbilinealesde Hirota [27]. Dadauna función analítica

P(z) de a E C~’o eí operadorde Hirota P(D) (D = (Dt5t Dl’>);
DÓ) — (Dt’> 0$.. .4 que actuasobreproductosordenadosn(:)~.5(;)
estádefinido como

P(D)a(:) . ~(~)= P(O’ — 3”)o(z’)2(:”)I~-’o,’~. (218)
&

donde a — (a~~
5(N)) con ate> = (~-fr- ), denotando

ahora Y
= E2 o$$D$»

esfacil ver de (2.18) que se satisfacenlaspropiedades

~$p)’ n$p)’~(~).a(~)osim5+..+my=2k+1, kEZ

exp(oD)a(z)- /3(z) = n(: 1- a)2(z— o)
(2.19)
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La último deestaspropiedadesnos ayudaráa analizar lasidentidadesmii-
neales(2.17). En efecto, realizandoen (217) el cambio de variablesx —

r—Lt, z’—’r+y,l’1—sencontranjos

‘al
— s+ ce,r)r(l — ce r) O

Podemosevaluarestasintegralescalculandoel residuoen Ir nc oc de sus
integrandos.Paraestefin os convenienteintroducir los polinomios deSchur

que dependende
0(C> — (u

01 . 4$....> E C~ i = y- V. Estos
polinomiosestándefinidos comolos coeficientesdel desarrollo:

cap~ k”v~1 —3 k”S (‘42). (2.21)
n’oI n’o5

Los polinomiosde Schur de ordenmásbajo son

So(vOí)— 1 3 (u>>) — nO> 3 (~.Ó)) >~> 1

_ u
2 +

(el + ~) <j~ + 1

Se(v=>)= + l~< (C> (1> (C> 1 /2 + y
5>3 4i’~ 5>3 4

Desarrollandola exponencial,de (221) encontramosparalos polinomiosde
Schur la expresióngeneral

5~(~Ó>) E +1u<~< , ,s _ 0 2.22)
reO>

donde la s’m5 estáextendidaa todo n>’> — (o> c44) -. . -) de compo-

nentesenteraspositivastalesque [a(O) a7>* 2o(~ * .

y donde denotamospor a<’>! u>> a

a>,>! — Jj¡j r>j~~

“‘os

Considerandoahoraeí coeficientede t en el desarrollode Laurent del
integrandode (2.20)vemos que (220) puedeescribirsecomo

5D ‘r’ S~(~.2y>>)S~~. >(DO>h’(l e-~-e_ ;)u-(l—c1. r) =

>2.23>
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dondeD<’) = (Di’>, ~ jD$$, . -.). Introduciendo (2.22) en (2.23)

esicontramo,

2~1)z»’É 2v’PtL~dDW(¡ — s+eer)r(l — e
1,r)= 0 (2.24)

1=5

dondey — (y(5l . - <Nl) y hemosdefinido:

alZÓ)!

siendo

= fl D~’~
e’os

y teniendo en cuenta que hemos asumido S,. O si st re 0. Como la

expresiónes válida paratodo valor de y, encontramosfinalmente

sri z»-(/— cer) = 0. <2.251

Estasexpresionesson equivalentesa >2.17)y constituyenla jerarqifis XP
con Y componentesen forma de ecuacionesde Hirota.

26 Método de obtenciónde solucionesde la
identidad bilineal

Despuésdehabervisto comoobtenerecuacionesdiferencialesa partir dela
identidad bilineal queremosencontrarun métodopara obtenersoluciones
a dichasecuaciones,paraello comenzaremospor ‘er que existenalgunas
soluciones triviales de las identidades bilineales(217). Dado os E
definirnos ~ 14 = 8,,,. = 8,,,,,, . .. 8,,,,,,, Entoncesdadosos,ni’ ~ ¿Y

tales que ni1 ~ m~ 1 = 1 0 podemosver que las funciones

u-o, r) = r~ (1,14, rif, 14 a u-mO’ i <2.26)
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satisfacen(2.17)

dlr(— 1>S0~~“>
4”’it”’.—~n.~c(t.r’”—0~ nc O

‘=5 .5

Como demostramosal principio de estecapitulo, el conjunto de solu-
clonesdela identidadbilineal esinvariantebajo la accióndel grupoGl(Noo).
De este modo a partir de cualquier par de solucionestriviales (u-,,,, r,,>)
rs, =sn~ y a psi-sir de cualquierelementog e CI(Ncrc) podemosenontzar
una nuevasolución (pu-,,,. pr,,,’). Este método de obtenersolucionesde la
identidad bilineal esconocidocomométodode revestimiento.

Utilizaremoselementosg E Cl(A’u-c) de la forma

g = expE {-j,,-, dkdqoi-~(k,qN»s)(k)4ú).(q)}

siendoa’ (Ir, q) distribucionesapropiadassobre y x y. En particularveremos
que ias solucionessolitónicaslas obtenemostomandoelementos

Y y(t

= exp E E E a;4,,sÓ)(éti))oUft(q(i)).

Paraello vamosa necesitarconocerla expresióndel productodeoperadores
de vértice de la forma

)<>~ (q~ ) . . . tÁ~(k )4l’)’ (q~) (2.27)
keq E . k~ ~ gp i,j ir:

de acuerdocon las expresiones(2.16) bastacon teneren cuentaque:

pUl<k)( l)~í> ¼ z (.1)2,» ‘tÁ’>(k)

= (~l)2s>.Át4i)»(k~

y>(11(k)qt. nc q5,- 5y>’>(k)
— q’~’ 4b)—(k),

45(i)< Ir)et(k .~‘ — O) 4-) ~ ~>y>I’/ (Ir)

(q)e~ sí — (1 e) 5¿Ct r>.$LL). (q), Ir’ #

— O) — 4) j#l4’TvI>(~) q’# Ir,

0>’>’ Cg )& ae</ — (í — ¶1) c—(/tt j y>(ií (q)
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A partir de estasexpresionesvemosfacilmente que el productodeope-
radoresdev¿rtice(2.27) vienedadopor

fi {(t4)”exP«kiz<h ~«q
1,z<’>)]¡~!L~ -

HL
(kmkj)(4m~~qj

)

______ rr~(dt)exp __ ..cf(L)»~eí] -

(2.28)
Resumiendo,hemosdefinidolos camposfermiónicos,asícomo susrea-

lindonesentérminosdeoperadoresdevérticesobrelacircunferenciay. De
estemodo,lassolucionesobtenidasmedianteel métodode revestimientoa
lasecuaciones(2.25) dependeránde parámetroscomplejossobre la circun-
ferencia~.Sinembargo,estassolucionespuedenextenderseanaliticamente
a todo el planocomplejosiemprequesesatisfagak, # en (2.27).

2.7 EcuacionesdeKadorntsev-Petviashvili y

Kortewegde Vries

Despuesdehabervisto como a partir de los operadoresde vérticepode-
mce obtenersolucionesde ecuacionesdiferencialesqueremosver a modo de
ejemplo el caso mássencillo. Para ello tomamosen la identidad biineal
(2.17)2V = 1; así

ir — E (~j»u-’~~”~ 1, r’4C (~)) = 0. (2.29)

Las ecuacionesdeHirota que puedenobtenersea partir deesta identidad
bilineal las encontramoshaciendode nuevo la particularización Y = 1 en

(2.25), en estecasolasecuacionesse reducena

P,,í.í’.í(D)r’(l’ 4 Ir) . rif — 1.r) = 0. (2.30)

Haciendoabora1’ = ¡ — 2, redefiniendola variable discreta1 :1 — 1 — ¡ y
tomando r’ = u- (2.30) quedade la forma

P,i(D)r(lz) - r(lr) = 0. (2.31)

Si tomamosen (231) y = (1,1,00,...) y tenemosen cuentala primerade
lasecuaciones(219),encontramos:

(D~ 4 3D~ — 4D5D3)r(lr) . r(l.r) = 0,
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comoestaecuaciónno contienederivadasrespectode x,, para st =4 pode-
mos tomar a partir de ahorar,, — O n > 4 si ademásintroducimosel
cambio de variables

rí = r, a
2= v’iy, a3= —41 (2.32)

la ecuaciónse transformaen

(D~ + D~ + D~Di)r - u- = 0, (2.33)

definiendoahora la fííncíon:

n 2b~ log u-

vemosque <2.33) es a ecuaciónde Kadomtsev-PetviashviliKB

<ni -1- ótnir + ~~rzr )z + u55 = 0. (2.34)

De lo visto en la sección 2.6 para obtenersolucionesde estaecuación
bastacon actuarcon elementosgE CI(oo) sobrela solución trivial u-c(l a) =6íe. Empezamospor tomar parag el casomássencillo, es decir

p = sxp{o«p)40<q)}, o cG

siendop, q E y y p ~ q. Desarrollandola exponencialy recordandolas
reglasde anticonmutación,encontramosque los únicos términos no nulos

vienen dadospor
p = 14 oy>’{p)4’(q)

de acuerdocon (27) 141,;) = pu-o(l a) viene dado por

u-(l, r) = { 1 + ~ } ¿~.

Evaluandoahora la función rif, a) en 2 = O y realizando el cambio de
variables (2.32)encontramos

u<ry,t) = ~(p—q)isech2 [2É5q-É}

q(a,yt) = <p— q)a+v~<p’ — q2)y—4(p2 —q3ft +log—~—. (2.35)

La solución<2.35) representaun solitón unidimensionalque sedesplazasin

deformarse. Podemosgeneralizaresteresultadotomando el elementodel
grupo GI(u-ot

Y
g=exp2{atv(p.;V(qe)} p~.qe Ej. p~~q

1 i,j 1 Y
‘‘os
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de nuevopara haceractoargsobre la solucióntrivial empezamospor de-

arrollar laexponencialobteniendo

Pl

‘ E E ~í- as.4(pt,)V(qs
5)- -

t=O ji ~

teniendoahoraen cuenta(228) quenos da la expresión del productode
operadoresde vértice, inmediatover que

$‘4.— •T cf4q¿~
r(l,z) = 12...=. j~ 1expWpe.r) —¿(~e.~rY}~ — qe.

(pq —po.)(qe~

C,<i5 (qe, — Pe.)(Pe5 — q4 )j{ ~

es-alisandode nuevor(¡.r) en?= 0, teniendoen cuenta<2.32)y denotando

= r(0,r) encontramos

r(t,yt) = 2 2 fi 1ri (PC, pe~)(q¿~

—

(236)
solución querepresentaNsolitonesunidimensionalesque interaccionansin
sufrir deformación fas]

Despuésde habervisto como aparecela ecuaciónKP en el forma-
lisano bilirseal queremosver comoen dicho fornialiasnopodemosencontrar
la ecuaciónde Korteweg-deVries KdV comounareduciónde la ecuaciónde
KP [16],1261, [32]. Para ello vamosa considerarlos elementosg E GI(oc)
queson invariantes bajo el operadorT2, esdecir7’2g7’—2 = g. Para ver la
forma de las realizacionesde estos elementoscalculamosla transformación
de.4(p)tr(q) bajo i~, de acuerdocon (2.7) esfacil ver que

12t(p)tb’<q)T’ — (E)2~4~)v(~) pq E~r, p#q

entoncesun elementog E Cl(oc) de la fornía

p = exp dpdqo(p,
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se transformabajoT
2 como

= exp dpdqo(p,q) (~) 44p)@’(q))
“-‘-55.5>

de dondese sigueque los siguienteselementosson invariantesbajoT2

g = exp (j d~c(P)44~)vi’(—~))- (2.37)

Pero de acuerdocon (2.7) 4(p)4<(—p) viene dadopor

;14p)49•(—p) = 1<... 1)~~’ ~t(p.r)—C(—P.s>~-—(s( ~)‘( é))~

2

donde

«pr) —«—pr) = 2 3p2n41r

2~.j

“‘os
y Isp componentesdel vectore (~) — (si)

~:~)— _________

o = 12...

es decir que las realizacionesde los elementosde CI<oo) que nos vienen
dadas por <237) no dependende las variables i-z,.; o nc 12. Las

funciones u- obtenidas a partir de la solución trivial (2.26) son entonces
independientesde las variables i-t,.~

,~a jerarquiadeecuacionesdiferencialesobtenidasaplicandola reducción

a
—rif 14 = O

a la jerarqula(2.31)esconocidacomola jeraqulaKdV. El primer miembro
deestajerarquíaes la ecuaciónKdV

u,+Gnnr+ur,.r 0. (2.58)

Podemosobteneruna solución a estaecuaciónhaciendoq = —p en (2.35),
encontramosentonces

= 2p’sech

t[pr ~49l4!log (9)] (2.39)
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cita soluciónesunsolitónen(1+1) dimensiones. Podemos tambiénobtener
lasolteisincon N solitones [46],haciendo~ = —p~ en (236), enest,caso

y fp, ..~ 12 ~

sí(z,t)= 2aflogr(z,1).

Hast, ahor, hemosaplicado el método de revestimientounícamente
partiendode ¡a solución trivial (226) pero podernospartir igualmentede
otrassolucionestriviales. Consideremosde nuevo lajerarquíaKP en un,
componente,queremosllegara otrassolucionesdeKdV partiendodenuevas
solucionestrivialespatalo que empezaremospor comprobarquela función:

ro(l, r) = e4r)hss= exP [—4~ na”zf] éso (2.40)

es solución de la jerarquía de 14P enuna componente.Pataello tenernos
encuentaque

e,(x~£ (4)) nc cdr) (í— )

luegointroduciendo(2.40) en (2.29) tenemosque

Ir — e (4))ro@’ + 1,:’ 4 E (4»=

1)éu..soAs’
4-szca(z)e.(t) dket(k.x~:)+c(ts~rí(1— Ir’

peroevaluandoahorala integralcomoelresiduoenel origentenemosque

5dIr£kz’or’+cut.t~z(í — a =

— r’)Sn.~s(z— r’)o”~’ — oS,~,(r — r’)S,dr — :‘)o~} = 0

‘sso

con lo quecomprobamosque rs(l, 14 es soluciónde (2-29). Definimosahora
la función o-(l, 14 mediante:

r(lz) = e.(r)o(/:) (2.41)
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de estemodo, en términos de a(I 14, la identidadbilineal (2.29) se traos-
forma en: ¡ dk{Ir~

1 2~¿<kf~’)+«*X5>(~ cf)

aif — i,t — E ())c(I’ + Ir’ + E (j))) = O

tomando 1 = —E’ = 1, defIniendoc(z) = c<0, r), realizandoel cambiode
variablesr — r — y, z’ — r + y y recordando(2.19)y (2.21)tenemosque:

E SnV2y)Srn&2y)a”’e~0[S,.,~+
1(ñ)— aS,..,,,.5(D)]a. a = O

‘flan

e introduciendo(2.22) llegamosfinalmentea las ecuacionesde Hirota

a!~!j.! D’[S¡~1f,51~5(D)—oS1=1~11(D)]a.r= O (242)
a+/5+’op

ParaencontrarKdV entrelasecuaciones(2.42)tomamosp= (0,0,10...)
y suponiendoque a(r) no dependede lasvariables r5, llegamosa:

(D~ — -4D,D3 — 12aD~)a- a = O

que bajo el cambiode variables<2.32) setransformaen:

(4 + D~D5 — I2oDflc .c = 0. (2.43)

Si definimosahorala función u(z 1) como

u(r,t) = —2o + 28~ ioga<rt)

dondehemostomadors.¾= O sin> 1. entoncesesinmediatocomprobar
que (2.43) seconvierte en la ecuaciónEdI/.

Para encontrarsolucionesnecesitamosver que elementosde G/(oc) al

actuar sobre(2.40) dan lugar a funciones<Ir) independientesde r~~- Si
consideramoscomo anteriormenteel producto v(p)ví (—p) vemos que al
actuarsobre (2.40)obtenemos

tOp».> (—p)u-sif, r) =

(—I)’~~ 9—o F .( ~ ¿“+5 ‘\ J2 ~> exp ¡2 ~ í>p’ + rn)“=0

luego de nuevo los elementosde la forma (2.37) nos llevan a soluciones
de ¡(dV. Partiendodel casomás sencillo p = exp<csp(p)g<(—p)) y de la
solución trivial <2.40),obtenemosentoncesparaa(x,1)

cp
2 —u ( / íz’\ ¡~a%)
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dedonde‘«z,~) tienela forma:

= —2a + 2 (p+ !lfSechs
9(rt) <2.44)

siendo

q.(r, 1) = (p + z —4 4 t~+ log[~2Z~] -

vemosentoncesque(2.44)es denuevoun solitónquetienediferenterelación
dedispersiónque(239) y quesereducea (2.39) en eí casoa = O. Podemos
tambidatomarparag

Pl
q = expE{cít(pí)~í’(~pe)}

‘=1

desarrollandolaexponencialtenemosque

Pl

= E E ce, ..cí~(pe)’flpe).d(pí)íP~pe)
,.=oi,< <~-

e introduciendo(2.28) encontramos

Pl

= E E c<, -.. c¿, J~ {(~I)¡e2D ,147’”-.. (.-i) -

‘-‘oO’i< . <t- jal

-II ~ pk——) -.~5~~5j-

teniendoencuentaque

E5 (r+É{eQ-.~) ~e(+)})=

obtenemosparao(rt)

J’C(I)TTexpF2(r+—’~
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donde la suma está extendida a todos los suhconjutosde índices 1 c
<1 } y C(I) estádefinido por

I~.
C(1)=fl «Ci)UIPÍPJ—a)n (Pe-P~ ~

\ PC+PJ

Vemos entoncer que la función define Y solitonesque se desplazancon
velocidades t.~ = 4(p~ — o + 4) y que no sufrea cambio de forma bajo

interacción,





Capítulo 3

Sistema Boussinesq

3.1 SistemaBonssinesqcomo reducción de

la jerarquía de KP en dos componentes

Encatecapitulo vamosa estudiarel sistensaBoícssinesqdentrodel contexto
de las identidadesbilineales. Este modelo es el miembro mássencillo no
trivial de la jerarquía de Jaulent-Miodekf313, jerarquíade sistemasinte-
grables asociadaal oneradorde Schródingercon el potencial dependiendo

de la energíaen su forma mássencilla [393fAOJ. Puedeverseutilizando eí
conceptode módulo asintótico(28] que la jerarquiade Jaulent-Miodekes
una reducciónde la jerarquíade NP en doscomponentes[30]. De lo visto
hastaahorasabemosque si encontramosel sistema Bonssinesqcomo una
reducciónde la jerarquíade NP en dos componentestenemosun método
paraobtenersoluciones.

Consideremosentoncesla jerarquíade KP en doscomponentesobtenida
dehacerA’ = 2en (2.17)y tomemoss = ¡—1’ = e

1+e2,r’ = u-. Laecua~on
que obtenemosentonceses:

dk ~ ~ (‘i ~riIi 1(1 —
5s (t))u-(~—e,r’-4-ej (t))—

— ~2 (~))r(l — Cii-’ + E~ ()1 =0,

13.1)

donde podemosver que para la elección de s que hemos realizado sólo
aparecendos funcionesr diferentesen la identidad bilineal. Tomamos 1 =

5s y psi-a simplificar la notación definimos

n<r) = u-(0r)
r

2(r)r(e, —e,r) <3.2)

39



40 Capitulo 3 SistemaBoussinesq

deestemodo, laecuación(31) quedacomo:

f =~{e¿tbní’55”>)rs(r — <~ (~))~~<z’ + ¡(+)>— (33)

—<z (*>)r, (r’ + ‘s(j))} = 0,

El objetodeestasecciónesdemostrarqueel sistemaBoussinesqaparece
comouna reducciónde (33). Paraello introducimoslos operadores

e
2 = 2j, cr, = (1)’T, (3.4)

Podemosobtenerfacilmentela acciónde estosoperadoressobre los ope-
radoresde vértice~Át)(k), ~<O(k) 1 = 14 de las expresiones(2.16). En-
contramosqueparadichosoperadores

— kÚ>Q)(k) ce~5(’»(k)C’ — k—l~(»(k) - (3.5)
— ~pU)(k) c,~U»<k)c~r

5 = ‘j,tl)(k)

Estamosinteresadosenlos elementosg del grupoG«2oc)quesatisfacen

—I —i
c,csgc

2 e, g- (3-6)
Paraver laforma de lasrealizacionesen términosde operadoresdevértice
de estoselementos.calculamosla transformaciónde 4í(i)(q~cS~Ir) bajo
c,c2. Teniendoencuenta(35) esinmediatoque:

e5c,~i’)(q)s U)(k)cí cE’ — Ir

luegoparaqueel producto~&l)(q)~r(fl(k) seainvariantebajo eso5esnece-
sanoque Ir = q. De estemodo llegamosa que los elementosp admisibles
quesatisfacen(3.6) debenserde laforma:

= exp(j dq[u(q),¡<’>(q).p~’> (q) 4 b(q)ÚítqW/U-(q)]) - (3.7)

Perode (2.16) tenemosque:

— ~ ti

2fr (q3 — (.1452- 2 q~ ¼+ís % ttt,r’ ~‘ 1~«Jlt — t

esdecir, los productos,jW(q)4(

2) (q), .4t2>(q)4Q(’Y (q) sólo dependendelas
variablesre’>, ztS) mediantela combinaciónlineal 1’>~ rl’). Si realizamos
ahorael cambiode variables:

1 ~ — 4,’>); y = 1= —(z,. <r$,’> + <3-8)
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encontramosquelos elementosg deGl(2cc) de la forma (3.7) son indepen-
dientesdelasvariablesy,, luegolassolucionesgeneradaspor la aplicación
de dichoselementosa la solución trivial (226) son igualmenteindependi-
entesdelas variablesy, -

Queremosahoraencontrarlasecuacionesdiferencialesquesatisfacenlas
funciones ,-~ (1 = 1,2) que no dependende las variablesy,., ya que de lo
visto hastaahorasabemosque podremosencontrarsolucionesmediantela
aplicacióndeelementosde GI(2oo)de laforma (37) sobrelasolución trivial
(2.26). Con estefin definimos lavariablez —

1(r<’ 1 +r<2>) —

y la identidad hilineal (3.3) parafuncioness que no dependende y queda
de la forma:

f ~tcttz>{ ettkr~>r

5 (z — c ({)> u-2 (~‘ + 2< Y) — (39)

cE<kr)r5 (z+ ~c(~)) rs (z’ — 1< (k))} — O-

lutroduciendoahoraelcambiodevariablesz — r—y 3<—’ r4y y teniendo
en cuentalaspropiedadesde los operadoresdiferencialesdeHirota llegamos
a:

J ~ t {c$(&—2Yíetsí-4-¾(* ))Ou-_r ¿d.2¡íl<½—~s<j))n,5u-, } = O

igualandoestaintegral al residuoen el infinito y recordandola definición

(2.21)para los polinomiosdeScbor tenemos:

~ {S,,.(—2y)e””’ — S’n(2y)e?~)S,,..~(—4ñ)rxrz= 0.
‘ato

Finalmenteaplicando la expresión (2.22) para los polinomios de Sclsur y

teniendoen cuentaque la última igualdadesválida para todo valor de y
obtenemos:

E [(~l)t~l — (~l)lel1( ¿)D ~ ( —~D)rsr~ = 0 (3.10)
“4-fis,

que es la jerarquia de ecuacionesdiferencialesobtenidas de la identidad
bilineal (3.9) como una reduciónde lajerarquisKP en doscomponentes

El sistemaBoussiaesqpuedeobtenersetomandoen (3.10) o = 1, -y
(lOO,.); n = 2, y = (100,...) y n = O, -y = (0010...); encon-
tramosentonces:

(D±+Dflr,r, 0,

~ -4-Dflr,r2 = O.
(311)
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siendo:= ~,, = ~Z; definiendoahoralasfuncionesuy ir como:

s¡=2Llog—, w=2O
5logrs~ (3.12)

de (3.11> obtenemos:

ug + ‘PI5 + ttr = Oí
u< + ~ + (ts,n» = Q <313)

queesel sistemaBoussinesq, que de acuerdocon lo vistoen el capítulo 1
describela propagacióndeondasen un canalunidimensionalpocoprofundo
en el que la tensiónsuperficial esdespreciable,siendou la velocidad en
cadapunto y os la alturade la interfase.Las ecuaciones(3.11) determinan
entoncesla forma del sistemaBouasinesqen función de los operadoresde
Hirota[46].

3.2 Obtenciónde solucionessolitónicasme-

dianteel formalismo bilineal

3.2.1 Solucionessolitónicas básicas

Una vez quehemosencontradoeísistemaBoussinesqdentrodelajerarquía
NP en dos componentesvamosa precedera buscarsolucionesa dicho sis-
tema medianteel método de revestimiento. Con este fIn partimos de la
solucióntrivial

u-aif, 14 = s
5ía = &í,eáí,s. (3.14)

En la secciónanteriorvimos la forma general(37) de los elementosde
Gl(2oc) que aplicadosa la solución trivial (314) nos dan solucionesde
(3.11); patabuscarsolucionescon caracterlocalizadonos restringiremosa
los elementosde la forma

2 = CXl~ o41I>(p,),p(2)(p,.)+E b.4121(q,».ir(í» (3.15)

dondea,> b~, p~, q
1 (e = 1,.Mí;s = 1 %) son parámetrosreales

talesque {p. }~ fl {q. }~“ = ~. En particular,el elementomás sencillode
la forma (315) que al actuarsobre (314) da funciones r5, r~ no triviales
es:

9 exp{a0~>(p)~í~»(p) + ab. p, q E Ii.



Capitulo 3 SistemaRoussínesq 43

Desarrollandola exponencialtenemosque:

1 + oz((5i(p».((2»<p)+ b~(S~(q»l(’»(q)+

luego de (3.2) las funcionesr
2 r2 vienen dadaspor:

[1 4 obsP(Sí(p)4’(2)(p),t2>(q)spt’> (q)JcS¡e<¡,’o,2’oo

y teniendoencuentael cambiode variables

(5) (2) (1> (2)rs ~1 , í=~L~~-El~ (316)
2 4

y que como <311) sólo contienederivadasrespectoz y podemostocuar

— r~~>0 n=3 <317)

encontramosfInalmente

— obpq 2(r—e)r+4(s’-.qfls

(p—q)

2 ‘ (3.18)

luego de (3.12) tenemosque

2k2sh~+ wch
0

u—
kchs7 (3.19)

sc = 2k
2sech%

donde
p=kr—wt4-y

5

y

Ir = p— q’ = —2(9 — q~), , = oipq

og (p—

La solución (3.19) representaunaonda quese desplazaa velocidad u =

~ cuya amplitud u’ estálocalizada. En la figura 3.1 representamosdicha
2solución parala elecciónde parámetrosp = 3, q = lo = 2 y b — _
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00< -/-4 -2 ‘‘xv1
0 2 4

xv (altura)

FiguraS.l

En las solucionessolitónicas de la ecuación de ¡(dV encontramoslos
mismossolitones en los límites asintóticos1 —. ±oo,sin embargovamos
a ver comoen el casodel sistemaBouasinesqpodemosencontrarsolitones

44

.4

u (velocidad)
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diferentesen amboslimites asintóticos.Con este fin tomamosel elemento
de GI(2oo) dadopor:

U
g = exp{oúÁ

21(p)~Á’1(p) + ~b4ií~(q,)4í5»(q,)} (320)

u,b~p,q.ER; s

defIniendoahoralos operadoresAy 8, a = 1 ~J como:

.4 = o~§~~>(p)4~2<(p); .8. = b, ~tI’>(qjW>< ‘> (q, )

tenemosque laexponencialen (3.20) puededesarrollarse,obteniendopara

9(l+A)(EHB.)
1 ‘el

escandola surnaextendidastodoslos posiblessubconjuntos1 c{1
En términosde los operadores.4 y 8. las funcionesu-2 u-2 vienen dadaspor:

-w
= (t + E AB~ )~:el’, ‘o¿,’oo, (3-21)

u-2 = Atse<í

de donde vemosque u-2 siguesiendola función dada por (3.18). luego no
contribuye a sc,mientrasque u-2 enestecaso tienela forma:

5<

.s(r, 1) = 1 + E ob.pq. ¿~.P-’.~> (3.22)
(p — q~

donde
Ir —p—q~, re—2(p+q,) 11 ~1. <3.23)

Parapoder realizarun análisis asintóticotomamosahoraq2 < q, -c ..

qs,<p;esdecirk,>k2>--->k~>0m,>t-2>-.>vasyevaluamus

la función u-5 sobreel rayo 41) z+ cf. tenemosentonces:

Al
r:\rit),t) = ~ ab,pq

.

(3.24)2k..x .

siendo
(c)—k <c—m’,)k,(c—2k,+Ap). (3.25)

Queremosahoraconsiderarel comportamientodesc enlos limites asintóticos
— ±cc.De <3.21) y (3.12) tenemosque sc = 2A~ log u-, luego paraque
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esa el límite t — —oc (1 .-. +oc) existacontribucióna mu que sedesplacea
urna velocidad e esnecesarioquepandicholímiteel términodominanteen
(3.24) contengamásde un sumando;esdecirsólo podráhaber contribu-
cionesa u, que se desplacena lasvelocidadesy

7, definidasen (323) o a
lasvelocidades c~, que verifiquen S,(4,) = 64c,.,); y > s. De (3.25) es
inmediatocomprobarqueestasúltimas vienen dadaspor:

= 2(k. + Ir,-) — 4),, (3.26)

ademá,como #,(c,,) = 2k,k, es siempre positivo, esta.velocidadesno
dad, contribuciónen el límite 1 —. —oc. En dicho limite, sólo habrá
contribucionesquesedesplacena lasvelocidadeso,- queverifiquen

8,(w) >
O si) ~ e, es decir sólo existeuna estructuraquesedesplazaa velocidad
v~. De (3-24)tenemosque:

~5<~ + t-.it) — + abspq, 2kLt cuando t — —oc, (3.27)( qs)2e

luegolaform. deestaestructuraesladel solitón(3.19)- Por otra parteenel
límite 1 — ocencontraremoscontribucionesque se desplacenavelocidades
o, y c,~ queverifiquen:

6s14..) <0 VI e (3.28a)

O,(c.,)> 9(~,~) VI # rs. (3.28b)

La condición (SiSa)sólo la satisfacela velocidad VM para laque tenemos:

obMPqM 2kMt
rif: -+ t’qt 1) -.- 1 + e cuando1—oc. (329)

(p—qsfl2

Para analizar la condición (328b) consideramosla diferencia6,(c,-~) —

Os(c,.)que de (3.25) y (3.26) puedeescrihirsecomo:

— Oi(c,,) = 2(4 — k

1)(k, — Ir,) (330)

luegola expresión(3.30) espositivasi E > eó ¡< s y negativasi $ < 1 < e,
de dondevemosque (3.28b) severiñcasólo si e = s + 1, s = 1 44—

1. Tenemosentoncesque en límite 1 — oc existencontribucionesquese
desplazana las velocidadesc,4-5, dadaspor (326) paralasque la función
r1 se comportacomo:

r,<z + c,4-s,t,t) CSk.,L5 {l +

cuandot—oc s1 41—1.
(331)
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Finalmente de (3.27), (329) y (331) vemosque la solución generadapor
(320) describeun procesode fisión de un solitón(3.19) en M solitones.

Para ilustrar esteprocesoconsideramosel caso M = 2. De (3.22) te-
nemosque:

u-, = ~+ oh,pqs c2kI<t~ 5)4~ ob,pq, ~ tr—v,’í

U’ — qsY (p—

Ir
1 >k,>O, v1>v2.

En el imite asintótico 1 —. —oc, la solución ‘a seanula sobre todos los
rasos de laforma rif) = : + ct, exceptopatac = e5 cocí quelos términos
dominantesparau-5 vienendadospor:

ob,pq1 25,~

rif: + VitI) -~ 1 + e cuandot — —oc.
(y — qí >2

Sin embargo,existendos velocidadesdadaspor e2 y c2, = 2(k, + Ir,) — ‘Ip
para las que la soluciónu’ no seanula sobre los rayos :(1) = r + cl en eí

limite asrntótico1 — 4oc. En estecaso

nb,pq,
u-1 “-14 — q~)2 ~‘

5”~ cuando1— ce>
(y

tsqs<p — q2)2 2(k,—ks>r
u-

1 — 1 + e cuando 1 —. oc
t2q2<p—qí)’

y la solución representaun procesode fisión de un solitón que sedesplaza
a una velocidad e1 en dossolitonesque se desplazana las velocidadesu2 y
c25. Estasolución la representamosen la figura 3.2 donde hemostomado
p= 4, qs = 1, q, =2, n ~ b, = 9 y 12=2.

‘1 A :1
a) t = b) t —0.5
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si-

5.
.5 • 5

e) 1 = O

‘a

u

-5 5 5

e)tzl f)t=l.5

Figura3.2: Fisión

3.2.2 Soluciones solitónicas de Kaup

Al igual quehicimosen la sección2.7 podemosaplicarelmétododereves-
timiento partiendode solucionestriviales diferentesde (3.14). Considere-
mos enestecasola función r¿(lr) deflaidacomo:

= i-~e(:)
6¡,4-¡,, (3.32)

dondela función e(r) vienedadapor:

c(r) = cap (— E rs:wz~r) - (3.33)

~rMno.a comprobarenprimerlugar que r~(l:) es soluciónde la jerarquia
de KP endc. componentes.Con este fin empezamospor tenerencuenta

d) t = 0.5
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que de ~ sesigue:

(: ±<~ (E) —
(z ± (E) — c(:)e~<I.

3<’’1 (334)
Introduciendo(3.32) y (3.34) en (2.17) paraN = 2 y suponiendoahoraque
hemostomado para y la circunferenciaorientadapositivamente lk¡ = 1,

encontramosque:

¡ dIr

c~ f,r~’ ~3<’>’íeE(k.r<’í —r(’>ÁéIs~4 ‘It, +s,— 1,065;.4-t-s-4-I.0} = O

lo que puedecomprobarse,haciendoenel segundosumandoel camhio de
variablesIr— ~. Definimosahorala función c(1:) mediante

r<l:) = r~(lr)o(Ir) (3.35)

luegoen términosde lasfuncioneso- la forma bilineal de lajerarquladeNP
en dos componentesquedacomo:

u-if
1 —hz — c~(k))c<l1 —¼:‘ + 2<k)fle¿(kr(’

55<> )eC(+~<s—rsM—0

Tomandoahora!,= 1,11=0 y definiendo

o-, c<0,0,:)

= c(1, —1:)

encontramos

5 ={c,(: — ~(4)>c~<:’+ei (~)— <3-36)

— c
2(k))cr,(r’ + <~<k)))ed<ízr)<u+ t(’t—r(2’) — O

Realizandoel cambio de variablesz — r — ~s,r’ — r 4v teniendo en
cuenta(2.19) y evaluandola integralen (3.36) comoel residuoen elorigen
encontrarnos:

E SnV2v<’~)Srn(21t<’>)e~”tSnm(D>’>)o2os— Sn~n(D
12>)o,cr,]=9

<3.37)
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dondelo. símbolo.S,. denotandenuevolospolinomiosdeSchur.Utilizandoabon laexpresión(2.22) paralos polinomiosdeSehury teniendoencuenta
quelaexpresión(3~7)— válida para todo valor de y llegarnosa:

(....2)
11D’ [s,.rnsí,..í’aosí(b(fl)a-

2(r)as(r)— (3.38)

~ t1(D<’>)a, (5)02(z)] = O

Tomadoahoraen (338) pan los valores:

= ~o,í,o, >- .~2í — (0,0,0,- --)

—(0 00 ,,) <2) = (0,10,-.)

(0 1 0 )- <2) — (1,0,0,- - -)

encontramoslasecuaciones

+ Di’> )o~o,= 0
+ = 0

+ Di’>) — 4fl<’~)ca = 0 (3.39>

+ Di’> ) — 4V~~~]ase2= 0-

Sabemos,que mediantela acción de los elementosg E Cl(2cc) sobre
la solución trivial (332) y teniendoencuenta(335) podemosobtenerfun-
clonesa- solucionesde (339), En particularsi tomamoselementosde la
forma (315) que satisfacen(36), de (3.34) es inmediatocomprobarque
lasfuncionese obtenidas,son de nuevoindependientesde las variablesy,,.
Para lasfuncionesa-m, 02, obtenidasde este modo, teniendoen cuentael
cambiodevariables(316) lasecuaciones(339) se reducena

(0±+ Dflc,cs= 0,
JD5(D±+ D~) + 1601)oso2= 0- (340)

Si definimosenestecasolasfuncionesu, sc como

elu=2&5log—, w= 16+2O~logoso2 (341)
e,

llegamosdenuevo al sistemaBoussinesq(3.13),
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Para encontrarahorasolucioneso-~,o, de (340) reales, tenemosque
tomar elementosg e GI(2oc) dela forma:

= exjs +i~b.#~’>½.NÁ’~ (qíj (3.42)

siendoo,, b,, w’ q. 14- = 1 11,5 = 1 44’,) parámetrosreales que
satisfacen(p. }MI Cs {q

4 }r~ = ~, En particularel casomássencillo viene
dado por:

g = exp[iot’
t5>(p)~Á’1(pfl, op E El,

desarrollandola exponencialencontramos:

g = 1 +

y teniendoen cuentaque

e (: (!‘~ + e, (.!‘fl = e(r)e«tt”’ ~ri”> ¡52
— ‘ \p} \p// p’ —1

encontramos

cs(z.t)= 1 + 2L exp{2 (~— 1) :+4 (9 ‘1) t}>

c2(rt)=

y finalmente de (3.41) cenemosparany sc

Ash’yo 2 =4k’(Ir’+4) (3.43)
sh’2~ -4-

y
75 2 -YO

w16+8sb%o{secl0(Ir:—i4+~——)+sec 2
2 h(Ir: ~t4

siendo
w21——91

p \p’}

7s=logp,

en este caso es la función velocidad u la que torna la forma deuna es-
tmuccusalocalizada,mientras que la amplitud es la superposiciónde dos
estructuraslocalizadasiguales,centradasen puntosdiferentes.En la figura
3.3 representamosestasolución parala elección de parámetrosu =

p= 15.
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0.6

5001

400

300

200-

100

-0.6 44 -0.2 0 0,2 0.4 0.6

xv (altura)

Figura8.3

-u (velocidad)

Queremosahoraestudiarel comportamientodeestossolitonesbajoin-
aeración [341,[351-[361,[25], [451- Paraello tenemosque considerar la
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solucióngueradapor elelementode01(200)(3.42). En primerlugarvamos
a ver que la expresión (3.42> puedesimplificaste, con este fin veamoscomo
aduan los operadoresi#tflfr)~(2»(p), i~(í)(q)9’»(q) sobre la solución
tuivial ~. Tenemosentoncesque:

091

= ~ q >c<s.x’”a”>)+c<Lr”’ ~s<í)
q —1

es decir, que la acciónsobre,~ de~(S)(q)~P)(q) e igual a la acciónde
con lo quepodemostomarsin pérdidadegeneralidad

5<

1 jal

desarrollandola exponencialpodernosescribir

s=EA(f)
¡

dondela sumaestáextendidaa todos los subconjuntoe1 : ¡ C {l M}
y A(l) estádefinido como:

A(1) = fl ioj~«I)Qs
5)4,(2»(p;).

se!
paraver comoactuaA(1) sobre,-~ debemosempezarpor calcular la ex-
presióndel productodeoperadoresde vértice

~<
5~(k

1)g,(2). (Ir, )‘b<’>(k2)s4
t2~(k

2) . - - ~t’l(k, )4,1t2>. (Ir,-) <3.45)

perodichoproductopodemosanalizarlofacilmenteteniendoen cuentaque:

e~’(t) <‘>e«~¡.~~> = — ~t) ~¿<b,ntsí~~¿(#)íb>

Y (3.45) vieneentoncesdadopor

jal j ~.—b—’1-1 (1 — 1)2 ec(níIí021)}

-exp ~~É(h)~o)+fjtft(E] (3.46)



54 Capitulo 3 SistemaBoussioesq

como ademásnecesitamosaplicar productosde la forma (3.4B> a u-¿ calco-
amos

e(r) fI <—~<~ ~ It
2 Ir1

1 -
5=5 ‘2—O —

Teniendoentoncesencuenta(346) llegamosa:

A(1)r¿ = r~e(I,~1)fi exp [2 (~2 — 1) r -+- 4 — -½)íJ

dondehemosdefinido o(I, 1) como

a(ls,I) =fl {o;~/ —I fi (1 pi~’ 1JA PSP’ —íf

Entonceslas funcionesaif rl) a2(r,t) solucionesde (3.40) vienen dadas
por:

as(r,t)= ~e(01)flexpE2k5(z—t~t)J,

tr2(r,1)z EO(1J)fIexpi2k,(r—e,1)],
1 551

asendo

k,srp5~.L, t½=—2(ps

t’na vez encontradaslassolucionesprocedemosa discutir el resultado,
paraello vamosa tomar a partir deahoraIr5 > O (p~ > 1) y suponemosque
hemosordenadolasvelocidadesde modo que c1 > v~ > -. . > v~¡. Consi-
deremoslasfuncioneso-1 o-~ evaluadasen (:-t- v,,~l,l), queremosdeterminar
el comportamientode dichas funcionesen los límites asintóticost .— ±oc.
Definimos con este fin los conjuntosde índicos J~ como 4 = {1 < ¡ <
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3< : — st) > O}, entoncesesfadil ver quecuando1 — too los términos
dominatesen a-~ a-2 vienen dado.por

f~ e~í<~~>~> {í +
• o(O.I,,.)

~ ¡J ¿&í(m—.eit){
1 +

«1,1..)

teniendoencuenUque:

s(I~,I~ U{m}) = a,,,p~±ft 1 1 )2( ~ 2

o(Im,I,*) p~5—l ,e¡t Pm Pi PmPrI

encontramosque la funciónu tomaasintóticamentela mismaexpresiónque
en (3.43) dondeahora

km= (~mt)> wm=—2(PL—;~-)~ yo,,±=logpm,

__ r ~2, 9

]

2

esdecir, que asociadoacadavelocidadVm st = 1 M existe un solitón
queal interaciona,con los demásmantienesuforma experimentandosólo
oacambio de fase. Finalmente si consideramosy ~ y,-. m = 1,.., M es
inmediatoverquesobreelrayo :A-ut, u se anulaasintóticameoteenambos
límites 1 —e +oc, luegola solucióngeneradaa partir de (344) estáformada
por M solitonesque interacionansin cambiarsu forma.

Para ilustrarel procesode interaciónrepresentamosen la figura 3.4 la
a

solución paraM = 2 donde hemostomado ps = 2, p~ = 4, 05 = ~ y
= II

-1• .5 0 5 ‘0 .11 .5 0 5 lO

a) 1 = —1 b) t = —0.6
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-¡y

‘br”
¡0.5 0 5

d) 1 = 0.2

.0< ¡

II1

f) t = 1

Figura3.4

56

c) 1 = —0.2

e) 1 = 11.6



Capítulo 4

La ecuación de
Davey-Stewartson

La ecuacs¿nde Davey-StewartsonOS, juega un papel fundamental en el
tudio desistemasintegrablesdebidotantoasus aplicacionesfisicascomo

a laspropiedadesqueexiben sus soluciones.En particular,algunas de sus
soluciones,conocidascomodrorniones,son estructurascoherentesbidimeo-
sionalesque no conservansu forma bajointeraciósa[234,5,6,7,8,21,22,47).
En estecapítulo vamosa obtenerla ecuaciónOS del formalismobilineal,
de estemodo, a partir de los operadoresde vértice podremosconstruir
solucionesy estudiarpropiedadesde lasmismas.

4.1 La ecuaciónde Davey-Stewartsoncomo
reducciónde la jerarquíade KP en das
componentes

La ecuación DS estárelacionadacon el sistemade ecuacionesbilineales
(2.25) paraJI’ = 2, ParaobtenerOS a partir de (2.25) empezamospor
definir las funcionesrif:) 1 = 12,3 deacuerdocon

rs(r) =

= “Qe 4-es — er,
u-s(:) = r(¡

0 —e1

Tomandoahoraa = e1 + e2, ¡ =

1o + e
5, r’ = r encontramos

21 (2)~D,r,-,-,+D5 rs-r,0, (4.1)

57
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~~2 + D~’>r, u-, = 0, (4.2)

donde hemoselegido -~(‘) = (0 0 ) -ye’> — (010.,.), para (4.1) y
= (0,1,0,. ~) y(s) — (0 0,...), para(42>. Parael mismo s los

mismosconjuntos7(0) 7(2) y 1—la + e
2 tenemos:

(.~12

D~j rs . u-, + ~: u-3 . u-1 = o (4.3)

II)

.0, r,-r,-t-D, r,-u-,=O, (4.4)
Finalmente, tomando s =

2e,, 1 = lo + e,; -)~‘) = ~0,0, ) ,~‘> —

(1,0,0,.- .) encontramos:

Si realizamosahorael cambiode variables

(5) X (2) It (II 1 —1’ _(2) .1 +
rs =¡ rl =j, Z

2 =—I—;---, , <4.6)
4

y definimos:
7~
—‘ q= —, U=logrs (4.7>
7~ 75

lasecuacionesbibneales(4.1)-(4.5) nos llevan al sistemadeecuacionesdife-
renciales:

1p1+Pn+P55+2(Utr4U,y)P=O.
íq 4 q±~+ q5, + 2(t[,-. 4 U,5)~ = 0, (4.8)

91’= lCr5.

Como(4.8) no incluye ningunaderivadacon respectoa lasvariables1’.

n=3, podemosa partir deshoratomar1’ = Dr,, = O o > 3. Si además
hacemos(z. pl) c e imponemosla reducción:

r,r, u-~=r (4.9)

(4.8) seconvierteen el sistema:

iq, + qn + q,5 * 2(U~2 + ~ = (4.10)
½>‘ 4%

que implica queq satisfacela ecuaciónde Davey-Stewartson

iqe+q~~+q55+<L’s+U,)q=O,

1 f’
= — 1 dp)q(~ + an;

2 j~
(4.11)
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u2 = 4f ¿z’lqI: + ~,

donde:

u,fr,t) = 2&flog i-,(r, —cnt), u2(y,t) = 2O~ logr,(-.oo,y,t).

De (4.1>-(46) y (4.9) tenemos queen términos de los operadoresdiferen-
cialesde Hirot. la form, de la ecuaci¿r. de ES [49]vienedada por:

(—IDt + D~ + D~)ri - r5= 0,
2D.D,r1 rs —

A partir de las últimasecuacionesde(4.7) y (4.10) se deduceque

ql’ 4&O~ logrs(x,y,i)
de dondevemosque u-5 esla función más relevante en la teoria bilineal de
la ecuación1)5.

A partir deahoratomaremos>s = (0,0) y por tanto

rif:) =
= r(l,—l,r), (4.12)

4.2 Solucionesde la ecuacióndeDS entérmi-
nosde operadoresde vértice

Hemos visto que la ecuación de DS aparececomo una reducción de la
rarquíaKP en 2 componentes.Paraencontrarsolucionestendremoscte
partir de los elementosg E Gl(2oo) talesquesus realizacionesen s.érzrk:os
deoperadoresdevérticeoesgenerenfuncionesu- quesatisfaganla condict:
de redución (49). Paraello consideramosel operador e que actuaaccra
funcionesen Ycon,o:

dondela función 0(l) estádefinida por:

6(l) = + j

ti(ti ~ l)} -4

j=1

haciendoactuar denuevo el operadore sobre r(l,r) encontramos
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Dacio que

= (1)1.>

esentoncesevidentequeel operadore’. inversodeloperadore, vienedado
por:

Supongamosahoraque consideramoselementos E GI(2cc) invariantes
bajoe, es decir:

= g <4.15)

y funciones u- E Y generadasmediantela acciónde los g que satisfacen
(4.15) sobre la solucióntrivial u-o(’~ r)

1ss ~,,e8,,s-Entonces:

r(l, r) = g¿,o = ¿ge— ‘~‘o = ege ~e~ss=

= ero, r) ( 1 )‘~‘~r (—1, z).

ParticularizandoparaN = 2,1 = (0,0> y ¡ = <1,—1) obtenemos

r(0,Dr) = i’(00r)

r(1,—1,z) = <(—1 Ir)

y teniendoen cuenta(412) vemosquese verifica la condición deredución
- El problemadeobtenersolucionesde la ecuaciónOS nos quedacon-

vertidoenencontrarelementosy E G¡(2u-o) cuya realizaciónent¿rminos de
operadoresdevérticesatisfaga(4.15). Paraobtenerlasrepresentacionesde
dichoselementosdebemosronsiderarenprimer lugar comosetransforman
bajo e los operadoressÁQIr), ~ (k).

Supongamosque lasvariablesrÁ sasisfacen

— < í

Asumiendo (46) — O o > 3 vemosque tal condición sejunto con Z. _

cumpleparael caso de DS. Entoncessesigueque:

e4$e—l _ (—1)~~’z$’; c3ó,e~ (—l[~’3,, <4.16)

y por tanto

c~(Irr1~)e’ — Z(—l~*’z~k>~ — ~( k x~~)

(4.17)
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Pasa averiguar como se transforman bajo el operador e los operadoresde
vértice necesitamostambiénconocercomose transformanlos operadores
de translaciónt del Indice discreto4

eTje’r(I,:) = e7’~(—l)
2.—s‘“<‘1r(—¡, x) =

e(—l)L... ‘.+é(l+c)+5u--~¡ — e
5,:)= (4-18>

(~l)Q><’+JíSi.s ‘~‘r(I —

Como(4.14) implica

N N

GQ) +6(4+ e5) —24+1=5—Ii + Z’~<” —1) + 2

11

sevetifica
l?(o4-O(—’-4-ei)--2~.i L+I = ~ - (4.19)

Así (4.18) y (419) nos dicen que

= (..1$.>7’.—~ (4.20)

La acciónde e sobre el operador1~ la encontramosinvirtiendo (420)
veselcaentoncesque

= t(~1$+b = (—íy~t’’; (4.21)

luego a partir de (416), (417), (420), (4.21) y (2.16) se sigue~naln,ente
que los operadoresdevérticeÚ’

0(k), 4(0(It) setransformanbajoe como:

e4Ó1(k)e—5 = (1)’~’ (It• )—~ gÁ’» (— It”) (4.22)

Queremosahoraencontrarla expresióncuadráticamássencillaen tér-
minosde operadoresdevérticequeseainvariantebajoe. De lasecuanones
(4.22) vemosque

= ( 1)~’ (x) 4’(>’(~p”)g,O)(..~q) p# q (4.23)

luego la expresiónquebuscarnosseráde la forma

+ o’~í»(q)s,5<’í(~p’) p+ q $0- (4.24)
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Paraencontrarlas relacionesque debensatisfacera y a’ imponemosque
(4.24) sea invariantebajoe y utilizarnos(4.23)

e (o~’>(pftb(i~(—9”) + o’~O)(o)vÓ)~(—¡5” ))e—‘ —

0 (—1 >i+Lt y> (q)4íí (e”) + (a’)” (—1 Y ~‘ t~,ÁO(p)gÁ5)” (-,.q•9-
(4.25)

entonces,paraque el segundomiembrode $25) coincida con (4.24) la
condiciónque debeverificarsees

oq — (—l)’
4’o”p (426)

En eí casoparticular í = 5 vemosqueoe$(t>(qfr()(~q) es in’-ariante bajo
e si se satisfaceaq = (aq” ) - es decir aq e R. Cualquiercombinación
lineal, con coeficientesreales, deelemeislosde la forma (4.24) es entonces
nevariantebajoe,deestemodo podernosobtenersolucionesde la ecuación
DS mediantela aplicacióna la solución trivial u-sIl,:) = t,o deelementos
deG¡(2m)cuya realizacodoen ternunosde operadoresdevérticeseade la
forma:

y = exp ~ o2,, ()<q~)jt,í5)(~q$$~), (4.27)
j5,2

dondeq> = (q~hí) e * ((1))’ senA-II puntosdiferentesen la circunferencia
- que satisfacen

1» ‘> -“ — - (4.28)
+9p r0 1 <LI’< \-I’)

y los coeficientesa2,, son númeroscomplejosqueverifican

O ... _ < ípfl= q~)”~ (4.29)
— . ‘ ,,<

Denotandoahora

= O

2,~ í(q~y~¼)” (~q$~)”)

(4.27) se puedeescribircomo

g~exp E EEC.- (-4.30)
.3=1.2=1

De las reglas de antíceornutacidode los operadoresde vértice y de la
condición(4.28) se sigueque:

1-42,, ,A4~
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lo quepermiteescribiren (430) laexponencialde la sumacomoproducto
de exponenciales,esdecir:

N<”
5 N<>t

9= fl flflexp4,. (431)

¿j5.2 ‘si “Sss

De las reglas de anticonmutacido sededuceque:

= a
lo que haceque el desarrollode la exponencialde (431) sereduzcaa:

e,cp = 1 + A~

y entonces(4.31) puedeescribirsecomo:

N’1 N<~S

9= flfl fl[í+,~j. (432)
ijs,2 11 m5

Expresiónque puedeser simplificada teniendoen cuentaque:

= — 0. (4.33)

Vamos ahoraa introducir una ontaciónque nos permitirá llegar a un
conocimientocompletode y [29), L423. Definimos los conjuntos1,, 17 como
conjuntosde indicesque verifican:

A, 17 c fi, - Y(’>) (1 — 1,2) (434)
n(I, U 1,) = n(1~U);)

donden(1) denotael númerode elementosde1. Dadosahoralos conjuntos
¡~171 = 1,2 definimos lasparticionesAj C 1, que verifican

(4.35)

y lasaplicacionesinyectivaso-,, : — 1, que cumplen:

17 = o,¡(Iss)Ua,s(h¡) , o-,

1(115)Óc,y(I,5)= & (4.36)

De (4.32) y (433) vernosque los factoresen (4.32) puedenagruparseen
función delos índicesque aparezcanencadafactor y (4-32)puedeescribirse
como:

9 = (4.37)
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dondela sumaestáextendidaa todoslos conjuntos11, .1 dela forma (4.34)

y A(Is,1~,1,,1;) vienedado por:

4(1,,17,121;) = E II 111 A2,.(,). (4.38)
ji = 5,2

La sumaen (4-38) estáextendidaa todaslas posiblesparticionesIq de la
forma (4.35) y a todaslas posiblesaplicacionesluyectivasajj de la forma
(4.36). Al haberagrupadolos términos de (4.32) en función de los índices
que contienen, la dependenciaen las variables r, y, 1 es comúnen cada
término (4.38) y puedeversefacilmenteque viene dadapor:

exp Ef E ~~‘l+ 3 <~1 (4.39a)

1. ‘e’ ‘e’r
asendo

iP ~(2) 1 ~ +
r
49, 1 . =2q, ~ . (4.3%)

Vimos al principio de la secciónque rj esel principal objetodenuesíro
estudio,sólo nosinteresarápor tanto calcular los .04(1,, 1~. 1~ ,1) talesque
al actuarsobrero(1,r) y evaluarloen! = O dan contribución no nula. Para

ello ti necesarioque .04(/,,1,1,, 1;) no contengaoperadoresde translación
en las variables discretas1,, 1,; es decir que el número de elementosde
4 coincida con el número de elementosde 17. Un caso particular, que
como‘-eremosmásadelantee~ eí másimportante,~ /,. 4”. En estecaso
a partir de la expresión<2.28) paraeí productode operadoresde vértice
encontramos:

A(Is. I,,f2,f2)~to c(!,l (2)0(1, 1-,)exp 3~Y~ -4- ~r>”)1cts,

-~ ‘e’.
(4.48a)

siendo

_____ ql

—

rIZÓ = ____________ (j) 2
~~,~, -i- q, ~ ~ + q$;,1• (4.4Gb)

o<l:~, J

2) = Y~’ ‘<1,» o-<~) ]jJ TJ ~te.,(í) <~ 4Or)
,j¡, 2’ ~

dondela sumaen (4,40r) se extiendeigual que en (4.38) con .17 = 1,, y

s(Iq,o-ij) = ±1 ese

4signo de la permutaciónde las variablesanticonmu-
tantes
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dondea~ = ~ 0~>=

4.3 Estructurascoherentes.El dramión

En estasecciónvamos a caracterizar lasoluciónbásicade la ecuaciónOS,el
dromión,pudiendodeestemodo estudiarsus propiedades.Consideremos
en (4.27) el casomía simple,esdecir M’~ — = 1. Paraestecasolos
únicos términos rejevantes en el desarrollo(4-32)son:

g = 1 +Afl +4?+A1~+MI +ÁI?A?1 +AII.4??-

A partir deestaexpresiónparag esfacil encontrarlas funciones

u-
1 = 1 + dse’””~~ + desa>1(t>+ d~e2~~~t<í>+2AY(l), (4-41a)

rs = u-2 = —2pa~exp(pr(t)+ .Xy(t) + i([pj
2 + AI’)t], (4-41b)

donde

1 <i>. 1 (2) (441c)

P=l’R+,pt~qs , A~R+t>I=
3qi

011q5 (i = 12), d, = q, q5 (1’4? —

(4 .4íd)

z(t) = z — 2p¡t - y(t) = y — 2ht, (4.41e)

Paravalorespositivosarbitrariosdelosparámetrosdif1 = 1,2,3) la función
q = es conocidacomosolucióndromiónicao dromión de laecuaciónOS.
A partir de (4.41) obtenemos:

4(lds —
— 1 + díe

2M.r(t) + d
2e

25”t’) -4- d

3e’Ps~(’>+»fl(’) (442)

querepresentaunaperturbaciésreexpouencialmentedecrecienteen todaslas
direcionesdel plano(r y) quesepropagasin sufrir deformación.Queremos
ahoraconocerel puntoenel que ql alcanzaelmáximo. De (442)sededuce
que dicho punto seráde la forma (zc(t),vc(i)) = (xc + 2pftyc + 2>,t)
donde (tez,vez) verificalas relaciones

~.-uRrc.-aflc — d,eMRKcAfiIc+ d2eMRC+XRYC— d3eMRrc+SRYc
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5RtC~
255W + ~ ~ — dse>~~o+>>e~c — dseMRC+>fi5c

operandocon estasecuacionesllegamosa:

2flRrez + 2Anyez = — logda

2pnrc — = íog

de donde
rez=j-K~íog

2~-- ‘ Vez—j{— log AL (4.43)

Una constantedelmovimiento paralaecuaciónOS es el funcionalcono-
cido comoenergiadela soluciónq, que preferiremosllamar masade q, ya
que esestasu interpretaciónenel contextode la invarianciaCalileanade
los operadoresde Schródinger[37]. Estefuncional vienedefinido por:

Al = ~ qj
2drdy, (4.44)

para comprobar que es una constantede la evolución considerarnosso
derivadarespectoa lavariabletemporaly tenernosen cuenta(4.11), en-
contramosentonces

dM i ¡
df — 2 JR’ V{q”tq — q~7q}drr1y.

Cuandoq estálocalizado, la expresiónqtq—q7q tiendea Genel infinito,

luego:
dAl

de

Teniendoen cuenta que <ql2 = 4B~8~ logu-~ la expresión (4.44) puedere-
escribirsecomo:

Al = 2J 08. ogrsdrdss= 2log rj(—oc, —oez)r,<oc.oc) (4.45)r,(oc. —co)u-x(—m,oc)

y en el casode la solución con un solo dromión encontramos

Al = 2log
1-~-- (446)

Paraencontrarla relación existenteentre la altura del dromión (máximo
valor de y]) y la masa introducimoslas expresiones<4.43) en (4.42)
teniendoen cuenta<4.46) legamosa:

= 2(].XnpnD~ (~ 1
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Parailustrar la forma del dromión representemosjqj’ en la figura 4,1 co-
rrespondientea la funcióne

5 dadapor (4,41a)y al. eleccióndeparanletros

1

a

= 6,

u

(4,47)

a —

~— u r
—~. r

Figura4.1:dromión

Podemosencontrarotros tiposde estructurascoherentesimponiendo
que algunode los parámetrosd1 seanule: Si hacemosd5 = O (ofl = 0) la

función 191 vienedadapor:

= 1 * d,e’>’e-’(~) + d,e
2eatt~>+S~nYtt) (4,48)

luego tienela forma deun kink localiaadoen la litea:

pnx(i) + Xxy(t) = — log 4- (4-49)

Representamosestaestrsicturaen la figura 4.2 parala mismaelecciónde
parametrosqueen (447) exceptod, = O. El resultadoaanalogosi con-
siderarnosd, = O OnU = 0)-
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r 1uL
Fgura42:kink

Por otra partedebidoa (441d)y a (429) si 4 > O y 4 > O paraque
4 se sisuledebemostomarPR ~ -c O. Entoncesde (4.42) tenemosque

<~
quede nuevo tienela forma de un kinlc, en este caso localizadoen la Enea

1 d,
p

5r(t) — >~y(t) = ~logy.

Si suponemosque d, y 4 se anulansimultaneamente(c4[ = o~ — O) kI
adquierela forma:

— log d3= ~~]pR.~R11sec.qpRr~¡>+ >ny(t) 2 (4.50)

quees una estructuraunidimensionallocalizadaen la linea (4.49). Repre-
sentamosdichaestructuraen la figura 4.3, paraP~= = ~,cf3 = 6.
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Figura4.3

Finalmente,enel casod
5 = d5d2 (4? = 0)1. ecuación(446) junto a

(444) implica quela función I~ ¡ seanulaidenticamente-

4.4 Dinámicade dramiones.
Despuésdehaberestudiadola solucióncon un solodromión dela ecuación
de OS queremosestudiarlaspropiedadesdinámicasde los dromionesen
solucionesmultidromiónicas.Para ello realizaremosun análisisasintótico
en lavariable t de la función

¡q(x,y,1fl
2 = 4&

5a,logr1(x,y,t), (4-51>

De lo visto bastaahoraesevidenteque el comportamientoasintótico de
cada contribución(438) de n quedadeterminadopor el módulo de las
fuaciones(439a)- Paraconsiderarestasfuncionestenemosen cuentaque:

h6~’>(± t) = ~ — .4’)~, Re6Ñ~>(y, fl = ~(9~~V)R(Y—

donde

= ~ v~í = (q~~)y; 1 = 1 re — 1 _ - -

luego

exp e~’~ + 2 s~í»} =
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<4.52)

exp f~ ~(q~’~)p(x— cfi) E 1 (2)~(q, )R(x —
tic’.’; ‘eh,,; 3

De estemodo hay A’~’) - A’
121 velocidadescaractersticas:

t’tm = (n~’1,s,g)) 1<1< V~’> 1-cm < .V12>

asociadasa(4.51). En la discusiónposteriornos restringiremosasoluciones
quesatisfagan

>0, ¡ —1 ______ 7’)

> <,, 1 = 1,2. (4.53)

4.4.1 Movimiento asintótico de dromiones

Consideremosene1 plano(ry) el rayo definido por:

r(t) : + t4’>t y(t) — y + trk>±. (4.54)

Queremosanalizar loa limites t — ±ccde (4.51) sobre <4.54). Para eíío

definimoslos conjuntosde indices!~ romo:

entoncesteniendoencuentalas condiciones(4.53) y la expresi¿n(4.52) es
facil ver que el términodominanteen (4.51) viene dado por la acciónsobre
la solucióntrivial Ño de:

~(!t i¿, & U {12}. /+u 17,))+A(It U {l, }‘ 1,~ U{lfl, f,~ U{l< J~‘J{1
2))

Teniendoencuenta<4.51) y (456) es claroque la función q(r(t). y(f). 1)se
reducecuando 1 — ±oca la solución drorniónicadada por la función
correspondientea (4.41> dondeahora

1 ~>. — _

,í+ _

(4,57>
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df rc~c~~~4’ u<~1>j1 ‘J{la)

)

= e(1j~U{f¿}

)

«It) s=l,2-

estandoe y a definidascomoen (440)
Hemosdeseñalarqueestamossuponiendoquetodoslos parámetrosde

(4.57) son estrictamente positivos y que 4 t 44. Entoncesparacada
par de índices(

1s,i~) (1 =4 = N«l) existe en la solución q(x,t,,t) un
dromión quesemueve con la velocidad 6i,,, =

Si tomamosahorael rayo definido como:
t(t) — r 4 v~i~t, y(f) = y + v<~)t (4.58)

con (u<’),u(’)) diferente de (
54

1>,vf>) (1 =4 =~<0) el único término
dominante en (4.51) esel quevienedadopor:

ACIt,It,It,Ih6ns

donde 4>’ — 17 E N<‘) : ~(u<’1 ,4’>) > 0}, luegocuando —e ±cn,$qj —. o

sobreel rayo (458) Si v<~> — _ para algún1s, entonces,la contribución
dominantea r,, salvoun factorexponencialquedependeliocalmentede las
varsablesr, y, sólo dependedea, con lo que denuevo I~I seanulaen ambos
límstes asiatoticossobre (4.58); ocurreanálogamentecuandov<~> =

‘2

Esto quieredecir que asiatóticarnentela solución se reducea Nt’) . Nt2)
dromiones.Nosreferiremosaestasolucióndela ecuación1)5comosolución-

<s),Ntt) y al dromión que asintóticamentese desplaracon velocidad
u,,,, comodromión-(¡,,k). En generallos dromionesvariansu forma bajo
1. interacción,paraverlo bastacon darsecuentaque la ‘nasano coincide
en los linsites — ±~, lo quecomprobamosintroduciendo(457) en (4.46),
encontramosentonces:

a(1tU{ls),It U {l,})a(1fl4~

)

y engeneralM4,, #
Podemosver tambiénquelatrayectoriaasintóticadel centrodel dromión

(1) 5 t~)
-(1,, ½)vienedadapor (4jt), t,,O~)) = (4, -+v, ¡‘y, + u,,t) donde
(rt,,vA) puedecalcularseintroduciendo<4.57) en (4.43). Para tt,> en-
contrainos:

1 í_____ It){ ~, mu t’21>0t’j

-

log 1Te(ftU{ts)fflo(f,tU{4},f~U{f
2})f
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y teniendoencuentaque:

(‘). ~ 2
* q,, ~—~-y

5
= ~ II <‘~

tei4 y, +

podemosescribir

— 2 ~t+áflt-4lM* ) (460)
— — (qj~)n o

donde
q~

t1

—

¿lila — ~log .1 (4.61a)

‘eft q~) +

= ~log q,’» oO/tU t4Clb’

2(q$’1)R (rL’,)

Análogamente:

* — 2
— (q~1)n ~ - <4.62)

dondeahora

= 1log ~» (,, it u 17,)

)

(4.63)‘0.0 2 2<qfl)n ~(jt ‘Q

4.4.2 Movimiento asint6tico de los potenciales

La ley dinámicaasociadaa la ecuaciónDS estáconstituidapor dos tipos

de interacciones. Por una parte existeen (4.11) un término no lineal y
no local debidoa las integralesen U, + U, y ademásexisteun términode
interacciónlineal debidoa las funcionesdecontorno u~ (1 = 1,2) dadaspor

nór,t> = Q8flogr,(r, —cnt>
u

2<y.t> = 2t~logr,(—ccy.t) (464)

Queremosestudiar el comportamient.oasintótico de los potencialesu~
= 1.2) y su relación con eí movimiento del dromión. De la expresión

(4.37)sabemosque:

<4.65)
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dondelas sumas estánextendidasatodos los conjuntosde indic ¡<,1¡ C
{1 V«» (.= 1,2), talesque I~ y ¡~ tengas,igualnúmesodeelesnentos
y t deaot.el conjuntovacio.

En el casoY<’> — — 1 de (441.) sesigueque:

us(r,t) = 2O~log(1+dseSM«’))
(466)

u,(p,t) 2Oflog(1+d,e»RY(¡í)

querepresentandos solitonesunidiniensionaleacentradosen:

xez(i) = —~-logd,+2pjt (4.67)

vezQ) = —4,~logd, + 2>ut

En el caso generalun análisis asintótico análogoal realizadoparael
estudio de la dinámica de los dromionesdemuestraque la función sn se
descomponeasintóticamenteen ,V<’

1 solitonesquesedesplazanconveloci-
dadesu<’> 1 =1, c V(’) 1 — 1 2 Las trayectoriasde los centrosvienen

ahoradadaspor 4,00 = 4, + paran,y Yt e) — + <2)tVez,, ‘h,
par. ~ donde

= ?W~3~ +

yc,ts = 7~47(¡5 + AI~>t) (4.68)

donde 4.1* vienedada por (461a)y

1 qV1’e(1~U <II) ~) — 1 í q~~»o(#,1~ u <¡2)

)

= 2 g 2(q<1>)u(I~ ~) — og 2(q~1)no(&1,~)
(469)

Vemos entoncesque u
1 + u2 esasintóticamenteuna función con -

N<’) nodosque sedesplazancon velocidadesi~t5t5 = (vf’trí’>). De (4.60),
(4.62)y (468) vemosqueel puatomáximo del dromión-(¡s4,) no coincide
con la posición del nodo que se desplaxa• ig,sal velocidad. Ademásde
(4Mb) y 04.63) sabemosque4’~ dependede ‘44, con í ~ 5 mientrasque
por (469) ~ sólo dependedeo~, deestemodovemosque ladinámica
de los drumionesno quedadeterminadapor la dinámicade los potenciales
y que mientrasque el scatteringde los dromionesesesencialmentebidi-
mensional,el scatteringparalos potencialesesunidimensional. El hecho
de que en ~21,22,47]se llegue a que la dinámicade los potencialesdeter-
mina la dinámicade la solución sedebe a que lassolucionesconsideradas
son un casoparticulardelasquehemosvisto aqul. Enefecto, es inmediato
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comprobarque los resultadosde ¡2122.47] se obtienena partir de los aquí
expuestostomando:

55 22

0;) = o,»,,, = 0, I#l, vn ~ os’.

4.5 Tipos especialesde soluciones

Hastaahorahemosestudiadolas propiedadesde la solución (N<’<, N<
2})

de la ecuación135 suponiendovaloresgeneralesde los parámetros‘4>, ~4
satisfaciendo(428), (429>, (4.53) tales que d~ > O <i = 1,2,3) y 4 #
dtdt paratodoslos dromionesasintotícos.

Podemos,no obstante,realizarciertaseleccionesdelos parámetrosque
satisfaciendotambién<428), (429) y (453) nos muestrensolucionesdife-
resseesde lasestudiadas.Entreestassolucionespodemosver que:

i) Puedentenerlugar procesosde fisión y fusión de dronsiones.
u) Puedenexistir dromionesqueno cambiansu forma bajo interacción,e

inclusosolucionesasintóticameoteformadassólo porestetipo dedrorrtiones.
iii) Los dromionespuedendegeneraren kinlcs o en estructurasunidi-

mensionales
iv) Existen otrasestructurascoherentesbidimensinna]esdifetentes de

lasestudiadashastaahora,
Los parámetrosde los dromionesasintóticosvienen dadospor <4.57)

en función de los símboloso<1,, 1,) definidos en (4.4Gc). Vamos a estudiar
algunasde las propiedadesde estos símboloscuandoimponemosciertas
condicionesa los parámetrosoV,,,. Supongamos,en primer lugar que dados
dos subconjuntos1> c <1 ,..,v’>)j (1 — 1 9 exista algein entero 1 <
1< Nt’), 1 ~ 1, que verifique:

a%½~G$/‘e1, 5=1.2. (4.70>

Entoncesde (4.40c) sesigueque

o(I, u {fl.L) = o¡,’o(1,.I~). (4.71)

Análogamentesi existeun enterom : 1< os _ A’121. vn < 1, tal que:
- G Vos’ E II, 5 1,2. (4.72)

tenemosque:
Q(1i, 72 U (rn}) = Q~,»O<fs,12>. (4.73)

Si se cumple que existendos enteroslos : 1 < ¡ C V(’>- 1 < rss < Y’2>
¡ ~I,;m « 12 que satisfacen ambas (4.70) y (472),entoncesademásde
(4.71> y (4.73) de <4.4Gc) sededuceque:

s(I, U jI), ‘2 U {rnj) = (Q</O~m — (4.74)
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Volviendo de nuevo a la solución (N<’>,N<’)) asumirnos que hay dos
enteros<1,,!,) 1 ~ 4 ~ que s.tisfaren (4.70) y (472) respectoa los
subeonjuntosit (1 = 1,2) definIdosen (4.55). Es decir:

=0 s’l:¡j<~<Nb> 1=1,2. (4,75)

Entoncesde acuerdocon (457), <4.71), (473) y (474) los parámetrosdel
dromión cuandot — +00 sereducena:

cts” (i = 1,2); 4 = ctct(ai’, o~¡ ofl a?’,3 (4.76)

Análogamentesi (Ii - ¡2) satisface:

a” —0 vi’ -

entonces

= cQo’, (i = 1,2); d = cj q(o~’,a1$,— 4~Oi½ )- (478)

A partir deestosresultados,encontraremosahorasolucionesquedescriben
procesosde interésen la dinámicade los dron,iones.

4.5.1 Fusión y fisión de dronajones

Supongamosque elegimoslos parámetrosa~» de modo que se satisfaga
(4.75) paraun par de índices fijos (¡5,12>. Si ademásparadicho par dc
indices hacemos = O entoncesde (4.76) tenemosque 4 = dtq.
Esto quieredecir quela solución y se anulaasintóticamentesobreel rayo
(:4~ tI)tu + <2h) cuandot .- 400, luegoel dromión no existeen dichovil VS,
limite. Estosignifica que podemosconstruir solucionesde la ecuación135
en las queel númerofinal de dromionesesinferior al númeroinicial. Este
tipo de solucionesdescribeprocesosde fusión de dromiones.

Análogamentesilos parámetroselegidossatisfacen(477) paraun par
Oh,1~) y ademásatA, = O entoncesde (478) tenemosque d = ~ En
estecasoel dromión (¡r,k) no existecocí límite t —‘ —ro ye1númerofinal
de dromionesessuperioral númeroinicial. Estetipo de solución describe
un procesode fisión de dromiones[233.

Es importantenotar que la condición ofl, = O, que implica que ci
dromiónse anuleenuno de los límitesasintóticos,no afectaalos potenciales
u

1.
Tomemosenparticular la solución 02,1) y asumamosqueo~j = 0. De

lo visto hastaahorasabemosque laforma asintóticade la soluciónimplica
¿osvelocidades uí = (s41>,,42

1) = (~q9lq~)) (1 = 1,2)- En el limite
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— —00 la contribución de la solución en los rayos (r + ,‘~‘‘f, y +
para ¡ = 1 y 2 viene dada tespectivamentepor la acción sobre mU. r) de
los operadoresde vértice

1 4- -413 1-41 + (Afl.04~+ .AIIA?I), (4-TOe)

y
Áfl + (AflA4 + AHA%1) 4- G4IIA~ + A~A?I)+
(Á~4g.04~~ + A~—4MÁ~?4 AA?~Á~>> (4.79b)

mientrasquecuando --e 4-00 las contribucionesdornina,,escorresponden
a

.0424+(,-4iI,41-A~Ai,[ )-t-A(~,4??+<.4 A 4~+AI1Afl .4~+
(4.S0a~

y
1 + A4 + .4~ + A~ ,~?I, (4.8gb)

respectivamente,De lasecuaciones(4.79)sededucequecuando1 — —no la
solución sedescomponeendosdrornionescon velocidadesiT,, y ~ Además

de <4.40), (4.57)y 4.46)encontramosque susmasascorrespondientesson:

‘2 ‘1

U’ = 4 íog oMo??— eí,oí

,

Q’’u—
2

(4.81)

(eUo~ — o’4oI~>(oI1o??—oI?o?i)

De las ecuaciones(4.80>vemos que cuando1 — oc la solución se reduceal
dromión (1.1> ya que para el parde indices (2,1) tenemosque d~ 44
>.nmobabismosprevisto. En estecasola masadel dromión (1.1) viene dada
por:

4kg “~Á”tI”~I — o~o3“TI — “2I~12”II <4.82)
- a~(o>~o> — o’4ofl)U> U 22

Es decir, la soluciónque estamosestudiandorepresentaun proceandefusión
de dromiones. De 4.81) y <4.82)es inmediato comprobarque se conserva
la masatotal.

Análogamenteci tomarnosoH = Den lugar de oH O encontramosque
el dromión (1.1) se anula un el linsite asintótico t — — oc Tieneentonces
lugar un procesode fisión de un dromión en dos dromionesfinales.

El procesode fusiórí esil,,st.rado en la figura 4.4 dondehemosrepresen-
tado la función (ql2 correspondientea la elección de parámetros:

0i = 1— i _ 24- Ii,
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55 4 22así =;(..l+21) aU=—5+Si ,

o’Jzr—1+Sí ,

eju. determinan unafunción ra de la forma

= 1+21’(z—20+5I’(z—t)+r<y— 21)

+4f(z — 21)f(r — flcos(~— ~) + I’(r — 21)f’(z —1)

-*3f’Oz — 2t)f
4(u— 21) + 5f’(r — i)f4(y — 21)

r 31
+41(r — 21)f(r — t)j~e~ — 2*) cos(~ —

2f2(z — t)f’(r — 21)14(y — 2*)

donde 1(r) = exp(j)

a)t—20

A

c) 1 = —4
d) t = —2
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A A

4-5.2 Dromiones que no cambian de forma bajo inte-
raezcion

Consideremosel casoen el que(4.75)y <~~> severificansimultanearnente,

entonceslos paráineerosdel drornión (Ji ~2) en los límites asintóticost —

-oc estándadospor (t76) y (4.78) respectivamente,de donde puedeverse
que el dromión tiene la misma forma en ambos limites asintóticos. En

particular de (4.46). (4.76) y (4.78)encontramosque:

‘5 ‘2 ‘2 “1

= -“p,, =
2íog Of,;>Otj, — >0.0’>>

,

>5 ‘20<0<4

.Xdemásen estecaso. de lasexpresiones(4.61b>, (-4.63) y (4.69) vemos que:

como consecuenciala posicion del centro del dromióny la del nodo cor~
respondienteestánrolacionadaspor

= .‘~ 4<;

a ______ <4.8.5
.0 = ~‘.0>.0 >

donde Mr,;, = M, ,¶lfl es la masadel dromión dada por (4.83).

Por lo tanto eí únicoefecto sobre el drom,on debido a la interaccion esu:>

e)t=1 f)1ur20

Egura4.4: fusión
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desplazamientodadopor:

rt,. — = — z~>, = ~4.(6) —62>)
(415 >5 (4.86)

+ — + — snt2) (27Y,
5¡5 — Y,,¡, Yc,í, — l/c,, — ———m———t

0í — 6,,)(.~, 1*
Supongamosahoraquehemostomadolosparámetros‘44, demodoque

verifiquen

¿44,=0, I#m l<l-<N01 l<m<N0> (4.87)

En este caso es evidente que (4,75) y (477) se verifican paratodos los
pares(¡5,72). AdensAs comooj~, = O siempreque4 # ¡~ severifica df =

44 paratodos los drornionescon 1> t 12 luegono existendromionescon
velocidadesib,,, para4 t ‘2- Es decirla solución correspondicatea (487)
representamin(N(’),N(2>) dromionesque se muevencon velocidadesib:
1 < ¡ =min(N<fl, N<’)) enamboslímites asintóticosy que conservansu
forma bajointeracción(2,3,4],

El ejemplomássencillo lo tenemosde nuevo en la solución (2,1). La
reducción(4-87) sobre (4.27) para — 2 N<2> = lío convierteen:

y = exp{ afl ypt5)(q~5l),/>(5>. (~q~~)’) + a ~<‘>(q~S))~<tí>(~q~’») +

a[~ ~*t’)~ + e?1t<íí(v~í))~t‘» (~q~’>’) +
22o>, >~/2>(q~>) )v’<’<- (~q~2»)} - (4.88>

En principio la solución implicaría dos velocidades61s = (4’>, s4’>) =
(~(¿‘))j (q~’>)j) (1 = 1,2>. En el limite t — —cn la contribuciónde la

solución sobreel rayo (r + 4’>f,y e v~~<t) para ¡ = 1,2 viene dadares-
pectivarnentepor la acciónsobre la solución tri~-ial de los operadorade
vértice:

1 + A[ + A?3 + (-dHA??+ .041?A?i), (4.89)
AlI +A1IA4~+ (AIIA?? + AI?A?t) + AH(AIIAH +

msenrrasquecuando t — cn dichas contribucionesquedan determinadas
por

.4~j + -~I 1AM + AMA?? + AU(AIIA??+ A??A?1), (4.90)
14 AM 4 A?? + AMA??.

De (4.89) y (4.90) es evidens.equeparael dromión (2.1) sesatisface4 =

dtdf,esdecir no existedichodromiónen ningunodelos limites asintóticos.
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Paraeí dromión (11) de (4.89), ~ (4.40> y (4.57) es inmediato que:

>5 t’)
= a,,q

5 9, — y> — — OHqH).0
2(q~’ >)a q?I 4 ~><>)~ ‘ 2 —

2(q~’~)p
<4.91)

________________________________ ql — q2e — (“1 ~22 — “HoM )W ~‘>
(5) (5)—<q> q> -

donder O y 54 =
Vemosentoncesquela soluciónqueestamosestudiandoesasintóticamen-

te un dromión que no cambiadeforma, Su masacnt — ±cezviene dada
por

>2 2!= 4log ‘‘,, “>>“, (4.92)
01>0,1

y de (4.86)encontramos

(‘1 <.0>

], ng .$u7fla,,~¡>4 ~ 4 q>.04q(.0>~ (4.93)

+ -
Y5> = Y»

Ele (4.88) podemosver que la función viene dadapor la arción sobrela
solución trivial de

1 + Ai~ + sM + Al? + 4~~44+ (A:!AH + AHA:l)+ 101>

~>l 422 ->:/4>1422 4:2>421<
221>

4--~¶2t-sr-s + -‘‘-Mi,

íuegola masatotal puedecalcularsefacilmente como

s. U ‘2 52 ‘5

51 = 4 ¡ drdy8,,~
5log = 4 log >~s

—

>5 22“isa-’

que de (4.92) vemos que co;ncidecon la masadel dromión. La ir>seracción
que sufres1dromiónen estasolución es debsdasólo a la interacción con (os

potenciales.
En la figura 4.5 representamosla función <q> corrcspondic-n;ea la

lección de los parámetros

ay ~500’ -- 1000 500>

0.05. b~=0.1, 51=0.04, c,> 20
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dondehemosdefinido

‘e tO~
= a1191 -————~y,s1,2; ‘s

1,2; ¿2=1

(495)

Ct,> = —
4q~~3qqf~4

4-
‘II ‘ji

.0,

a)t—4000 b)t1000

c)t=2500 d)*=5500

e)t=7000 f)i=12000

Figura 4,5
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La función r> viene dadapor:

= 1+ 0.OSf(r — + 0.04f’(y —

+ 0.lf(r - ffl)1000 oQO1 1
+“0<l + iO>f(x —

500
lío—’ A
+ ~ f(r — —)f(r — —) (4.96>

500 1000
4. l0<f(r — —L—)f>(~ — Á~) +

1000 500

fi: — —>1<’ — —--)f(y— —
4.4.lO~ 500> 1000

donde f(:) = exp(r). De (4.96) es intoediatoobtenerparalos potenciales

u;(r.l)4u<Y t>¡ — %>log{140.0kf(;— —)+0.if(r— —< -4-
500 1000

I+4.l0e . 500 1000

2óflog<l -4- 0.041
2(y — z~)} -

En la figura 4.6 representamoslas curvas de nivel den, -4-u, junte con las

de ~g[2,puedeacreede estemodo tomo tienelugar la interacción entre el
dromión y los potenciales. Es in!portan>enotar en la figura 4.5 como la
>nteraccióndel dro:nióncon el potencial tiene lugar mediantela aparición
de un nuevodro:,uon que >.oma la forma del dromión inicial haciendoque
cstcdcsapars-z-a.

:5’ o E) A = —1500
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ss—sn

c) 1 = 2000

u”
5 1• 5 5

e) t = 9000

‘5

o o a

d) 1 = 5500

II

a ‘5 a a

f) I = 12500

Egura4.6

4.5.3 Procesosde interacción de kinks

Al estudiarlas estructurascoherentesencontramosque si hacemosa~ en
la solución (1>1), estasolución toma la formade un kink. Queremosahora
coos,óerarsolucionesen las que aparezcanestos tipos de estructurasen
procesosde interacción, La condición a?? que convierte el dromiénen
un kink sugierepartir del elementodel grupo 01(200) (4.27) quesatisface
(4.28). (4.29) y (4.53) tomando

(4.97)

de este modo la dinámicadescritaanteriormentesiguesiendoválida, pero
las estructurascoherentesasintóticaspuedenahoradegeneraren kinks o en
estructuras unidimensionalese incluso puedenno existir. Paraver cuando
estamosen estoscasosestudiamoslos símboloso(1í,I,) bajo la condición
(4.97>. De (4.40c) tenemosque la única particiónde 1, que contribuye a
0<1,,]>) es

125=12, ‘22=4’ (4.98)
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entoncesde (4.36) debe satisfacerse1, = cr,>(1,>) luego debemostomar

‘>2 tal que n(1,9 = 0(12) y como .1,, c 1>, paraque sea posible tomar
la partición (4.98) cl númerode elementosdc 1, debeser mayor o igual al
nómerode elementosde .1,. Es decir:

n(1>) < n(1-) no o(fí-12) = 0. (4.99)

Consideramosentoncesla solución generadapor el elementode G¡<
2oc)

(4.27) con la condición (4.97). . Empezaremospor estudiar el compo>
tamsentoasintóticode la solución cuando1 -~ —oc sobrelos rayos

(r — (q~’>) ¡1, y -y- (q~2>)¡ ~> (4.100)

distinguiendolos siguientescasos
1) l2 > E, + 1. En estecasode lo expuestoanteriormentese deduce

que el término dado en (4.50> como término dominantese anula. Para
encontrarel términodominantehay que aumentarel númerode elementos
de 1> o disminuir el número deelementosde 12 dependiendode los valores

de En general,lo encontraremosen>re los términos A(1f .1k1?.I~)

donde1, -4-1 =1 < osin{4, A’<>> -+ l}. Si de estos términossolo existeuno

que sea dominantese sigueque igl 0 en el limite asintótico t — —oc.
Peropuedecomprobarseque Á(.1j. 1, 1<.!j y 4(1,7,1,7- - 1,7 sondel
mismo ordensi se verifica

ti + 1 51<? =~‘Z~<2, At’1 + 1}

uego enestecasopuedeexistir más de una contribución al término dorrsi-
nante y no se anula sobre el rayo (4.106)en el límite 1 — —oc. Lo
particular si solo se satisface (4.101) para dos indices ¡ y 1’, igl toma la
forma de una estructuraunidimensional.

u) ¡2 = ¡>1-1. En estecasode (4.56)y (4.99> se deduceque el térmito

dominanteviene dadopor >4(17 u <A> .Ruj/>1./I±>>/7+>>luego q>— O
sobre (4.1 00) en el limis e asi,>tócico — — oc

iii> j> /, De nuevo de <4.56> u (4.99>sl términodominanreviene dado
ahorapor

A(J,71[.17.iE)+ -XIS uil>).I< u{l>1JE.J[)+
.4(I7>u {l,}, ],7 <E>>, ¡Su <4) Ip u <1,>)

y la solución toma sobre<4.1001la forma de un kink en el limite asintótico

— -Ya.
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Iv) ¡2 < s, En este caso ningunade las contribucionesal término
dominantedadasen (4,56) seanulanluegosobreel rayo(4100)la solución
toma laforma deun dromión enel limite asintóticot —e —~,

Pasamosahoraa estudiarelcomportamientodelasoluciónsobreelrayo
(4,100)cuandoconsideramosel límite asintótico t — Co. Paraconsiderar
lascontribucionesal términodominantedebemosdistinguir los casos:

i) I~ -< N(
2> — N<’> + 1, — 1. De (4,99) vemosque (4-56) seanula, El

t&minodominantepuedeversequeestA ahoraentreA(It, ‘t, 1k,,s.~<
t>4’,

~N(ss—NQs+j)dondeenar{0,N(’> — N<2> + ¡2] =1 <

1s — 1. De nuevosi el
términodominanteesúnico I~t — O sobre (4.100) cuandot — oc; perosi
severilica

>j {q~r~(q»> — q~3) + q~,> (2> — 9N(2)Ntt)+jJ )} = O~Nt.s+JR(q~J
jrI+I

maz{0,N<’> — Nt2> + ¡2> ~ ¿<1’ S ¡~—1
(4.102)

puedeexistir másde unacontribuciónal términodominantey entoncesq¡
sobre (4.100)enel límite t — no no seanula.

si) ‘2 = Y(’> — Nt2> + ¡,—1. Entonceseltérminodominantevienedado
por A(1¡t U {¡,},It u {ls),I¿ 1,) y — Oeael límite e —s oc sobre
(4-100)

iii) 1,— N<’> N<>~ + Ji. En estecaso el término dominantees

A(Iit i¿ t I~) + A(lt u{¡
5},It u

y (q¡ sobre (4.100) tienelaforma de un k-inh cuando* —‘ cc-
iv) ‘2 > — N

t5> + 2>. De nuevoningunade las contribucionesal
término dominante(4.56) se anula luego la solución sobre (4.100)toma la
forma deun dromión cuandot — oc.

Resumiendolo visto hastaahorahemosencontradosolucionesen las
que aparecenkiak-s y dromiones. El número de kinks viene dado por
msn{,V(’>, Nt’)) y en generalno conservansus velocidadespasandode:

- v~’~), 1 =¡ =min{N<’) Nr»> cuando — —cg

a
(«>>, s4~., Ñ<’>

41t osnr{l,N

t1> — Nt2) 4 1) =1 =
cuandot — oc

sólo en elcaso particular A.t!) — Nt» los kinlcs conservansus velocidades,
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Los dromionescorrespondena lasvelocidades:

(v~’>,v~>>), 1, = 1,..., N<’>, ‘2 = 1,.. mín{N<4>¡s—

cuando 1 — —oc

y

(141)e>.2>) 1 —1 ____y;>) 12 = mar{l.iV~>> — Nt’> + 1, + 1)

cuandot — oc.

Vemostambiénque el númerode dromionesse conserva;en eí casoA>
4» <

Y<’> viene dadopor ~N<~(N<’ >—l) y todoselloscambiandevelocidadbajo

neeracción.Si A1>> > <2) tenemos v(2>(2N(s)— y(’> — 1> dromiones

de los que N(2><N(>) 4 1) cambiande velocidad y ,Vt»(N<’1 — <‘> — 1)
conservansu velocidad bajo interacción. Estos últimos son los que corres-
pondena lasvelocidades

Puedentambién aparecerotras estructurascoherentesen alguno de los
límites asintóticossi se verifican lascondiciones(4.101)é (4.102).

4.5.4 Otras estructurascoherentesbidimensionales

Analizaremosahoraotros tipos de solucionesdiferentes al dromión y al
kink que semueven rígidamentecon una velocidad característica.Con este
fin vamosa procederde dos modosdiferentes encontrandoasí diferentes
estructurascoherentessolucionesde la ecuaciónDS [411.

En primer lugar partimos de la solución generadapor ei elementodel
grupo C!(2oc> dado por (4.27), (4 28~ ‘-4 2~} con V<’ _ _ — 1 y

donde hemostomado (q~fl, — (q, ;, paraque exista una sola velocidad

dada por (—<q~’1>¡, <qi~);)~ De (4 32) ~ersíosque en el desarrollode y nos
apareceel térnsinoAH, la dependenc,a n las variables(r. Y <> de dicbo
término ‘lenedadapor:

4. ![(qd qji>’q-? — ~ QS}.0)p}

luego la presenciade estetérmsno ace Que la soluciót! que consideramos

no seaunaestructuracoherenteexceptoen eí casotrivial q~, en el
que la soluciónse reducea un dromión. Para evitarlo tenemosque tomar
o i~ = 0. Peroestamismadependenciaen lasvariables,muí! iplicada por el

factor exp:q<>~Ip— q~}t 4}la tenemosen el términoÁ~~Á?~.luegodenuevo es
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necesariohaceral! = O¿ a¡~ 0, tomamosla últimaposibilidad.Entonces
el elementodel grupo G¡(2oo)queestamosconsiderandovienedado por:

g — ~ + a4~t(5><45>)tt2>(~q~’») +

+ o~[~<2>(q¶2)»¿(1) (~qj!»> + (4-103)

donde(q~
53)¡ (q~I>)¡, Des.rrollandolaexponencialvemosquelasolución

que estamosbuscandoviene Jadapor la accióndeloperadorde .&tice

1 + Afl + AM + A?! + A[A44 + (A~[Afl + AflAfl)+
AMAU + AII(A[IA,, + AflA!?)

En la figura4.7 representamos¡qL2 parala eleccióndeparámetros

(1) (2)

4= 41, 40.5, c,;2
dondeb, c,> estándefinidoscomoen (495) y la función r1 quedetermina
la soluciónesde la forma

1 13r!(r,y,t) = l+f(r—t)+—f’(x—t)+f(y—t)+—f(r—t)+
2 18

12

siendo1(z) = exp(t). Estasolución representaun estadoligado de dos
dromiones.

Fgura4.7
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Si ahorasobre el elemento (4103) hacemoso?? = O (b~ = O) encon-

tramosunaestructuracoherente,localizadaexceptoen unadireción, pero
diferente al kink. Eligiendoel resto de los parámetrosigual que en (4.104>
la función r

1 viene dadapor:

rs(r.y,I) = 1 + I(r —1)-y- iJ>(z fl+ If~(r —/) -1-
18

2f(z — I)f(y — t) 4 —f
3(z — t)f(y — t)

9

y y]2 queda representadoen la figt!ra 4.8. En este caso la solución es un
estadoligado dromión-lcinlc.

Figura 4.8

Podriamostambiénpartir del elementode G/<2co> dela forma:

g = exp{a>’ t~11(q)wt>>’(—q~) -4- o>2&í>í(y<)0<2»(~p +

Q21 t~2>(p’ >9<4~ (—< ) # 2>u’ ‘}(p~Afr ( f

1uede acuerdocon (4.26) generasoluciouesde la ecuación DS si se verifica

«y ,o”p E~. ..%:>~. =0- y <4.106>

~4.I05)

La exponencialpuededesarrollarsey ol’t,»emcsquela solución viene dada
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por la acción sobre la solución trivial del operadordevértice

1 + eS’t(O(q)~b(>»(~q)+ a”t’>(pW’<
2~i—pt+

a>5

a>t a’ 4’<’~(qW~< (q )s4tS)(q’ft8P)~ (~p’o )~b(2)(p94’0» (—q

la dependenciaen1.. variablesz,y,t de los términos a>’.p(’)(q)s4(’»(~q)
y a22k<2>&)’P<2>(—p) viene dada respectivamentepor expfqn(z + q¡t)] y
CCp[PR(l/ — p,t)] luego la velocidad debe ser = (—q¡p,). Si queremos
ahoraque la solución sea unaestructuracoherenteque se desplacecon
velocidad (—q¡,p¡).al realizarel cambio

t
97t,yy+p,t (4.107)

la soluciónno debedependerde la variabletemporal.Consideramosabora
el términooIsa

2I.é<s)(qs)gÁ1»(~pfl4’t2)(p)4’(>»(~q’flsu dependenciaen
lasvariablesz,y,tvienedada por:

exp[q~(z + qt) + p%Ó, — pí,U]

y realizandoel cambio(4.107) encontramos
exp{qf~z+ 41/+ (4(q~ — 92) +4(pr — p’flJt}

luegotenemosque imponer

(4.108>

Bajo estacondiciónesinmediato comprobarque la solución determinada
por la realización del elementoCJ(2oc) dadopor (4105) es unaestructura
coherente,En la figura 4.9 representamosqL’ paradichasolución habiendo
realizadola eleccióndeparámetros

it aq2-44j q%2+~, ~ — 6—> — p’—1—— -

a>’ =~±<4+i), a22 ~ 288
17 s~341> =~r

y enestecasola función rj viene dadapor:

rs(z,y,t) = 1-+-f’(z++14(v— ~)+t(z+4)fVy—

2 6 577 26
132 t t 13 1 4,1.>



90 Capítulo 4 lIs ecuaciónde Davey-Sees-areson

dondeahoraf(z) exp(z) y la soluciónesun estadoligado kink-kirsk.

P>gura4.9

lina estructurasimilar ha sido encontradaexperimentalmenteenondas
superficialesde un 6uido poco profundosometidoa una perturbacido(183.



Capítulo 5

Estructuras coherentes
localizadas en dimensión
arbitraria

5.1 Solucioneslocalizadasde lajerarqufaKP
en N componentes

Ea los capítulosprecedenteshemosencontradoestructurascoherentesloca-
lizadasen (1+1) y en (2+1) dimensiones.Queremosahorageneralizarestos
resultadosencontrandouna estructuralocalizadaen (N.y-1) dimensiones,
solución de la jerarqulaKP en N componentesy estudiandoel compor-
tamiento deestaestructuraen solucionesen lasque interaccionacon otras
estructurassimilares [43]. De lo visto en el capitulo 2 sabemosque pode-
mos encontrarsolucionesdelajerarquíade KPen N componentesmediante
la acciónde las realizacionesen términos de operadoresde vértice de los

elementosy E Cl(Noc) sobre la solución trivial:

En estecapitulo vamosa centrarnosen las solucionesobtenidasal actuar
sobre (Sí> para m

1 = 0 s = 1, Y con elementosy E C¡(Noc) de la
forma

y = exp a~?nsWI1(~k¼tPW1~~$&•j (5.2)

91
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donde ~ 1 = 1 V o = 1.-. N, son puntosen la citcwnfesenciay con

> o y q$~> ~ si n os y o~¿,, son pararnetroscon!plejoe. en
principio arbitrarios.

De lasrelacionescanónicasdeanticonmutaciónparalos campos
vemosque realizandoel desarrollode la exponenrialen <5.2)

podemosescrsbirg como.

-~ N’

fi II Ji] [14 o<(>(q~I>)WJ»(~q2>)]
5=! “.0=!

Faciendoactuar ahoray sobre <Sí> y agrupas!do los térininos que tienen

igual dependenciaen las variables :~ encontramosque <~~) puedees-
cribirsede la forma

r<¡z) = Zo<í. .P:r)ra(lx) (5.3)

donde

= c(I.Iflexp L~,ki<Q~ y>’)> — E
N

(5.4)
1,5), P = <7> . It ) con 1~ ~ subcos,juntosarbitrarios

de {1 \) (i — 1..Y>, n, el númerode elementosde A - ~‘:eí númerode
elementosde1$ y la sumaen <53) extendidaa todos los posiblesconjuntos
1, It Si tomamosahoraci casoparticular / 0, al hacer actuar los
operadoreso(1. It:> sobre re<l,r) vevalitarlo en 1 = O de (5.1> y (5.4>
tenemosqueparaque la contribuciónde o(l, It;) a 0<0:) no seanule,es

necesariotomarrs, = n~. Encontrsrs,usv“tuncesque:

~oode ahora la sumase extiende a los conjuntos 1, P tales que LIC
tenganel mismo númerodcelementos,los coeficientesc>1. It en t.5.4)son

númeroscomplejosque puedencaract-r>zarseen términosde los parámetros
que definen E G!( Nc’c) en <5.21

Consideremosahorala función (7 ry d;tcrrninadapor:

5rl,(
7(r) = . log r<0. :>.

34> <a< < :4;)>
<5.0>
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En primer lugarvansosa demostrarqueparaY > 1, U(x) es unafunción
quetiendeexponeaclalznentea~eatodaslasdirecionesenelespaciorealN-
dimensionalcorrespondientea lasvariables<L~’> xj”, ,.,

4N» Con estefin
tomamosunvectorunitarioarbitrario6 E R y definimos lossubeonjuntos

ut>O
u1CO ‘ ~ t!j>O,U~<O

(5.7)

Eligiendo ahorai = (z~’\ ,, r~’~>) = y tomandoel limite asintótico
— oc, el términodominanteenla suma(5.3) corresponderáa los pares1,

P de laforma Ji = I~ ui~’, 4’ = 4t u4’ siendo4~Vc .1, (i =
subconjuntosde igual númerodeelementos.Los sumandosque contribuyen
altérminodominanteson por tantodela forma a(1 UY,I~uJ”; z) donde:

Y = (4.44, I~uJ’— (Pul’,-., IZuJk)
JÉI = (3’., ‘»). 1 U)” = (¡tui1»,-., 1$ U4~)

Podemosentoncesescribir i-(Ox) comosumade un término dominanteen
la direción 6, que denotaremoscomo rs(z) y un término subdominante
en dicha direción que denotaremospor r2(;). De lo visto anteriormente
tenemosque

-np-

Volviendoahoraa(5.5) podemosescribirL(z) en términosde r1 (r) y r,(r)
como:

U(r) = aNlogrs(r) _____________ log
Br, 5;, .5;, ~ (í + r2( (5.9)

El segundotérminoen (59) tiendea O exponencialmentecuandor — oc y
debido a quehemossupuestoY > 1 el primer térosinopuedeescribirsede
la forma:

— 5;jt)5;~1..54N)

(5.10>
Ademásde <~~) sededuce:

exp [Z(z ~ :01) — > «—qk
1’ ríO))] (5.11)Loas set ,s5J
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luegocuandor — oc encontramos:

U(r) = 2> 5: log

I} (5.12>

exP Uq$il ról) — Ni «—t~
1’ rl’)))

‘»EJ

Pero de (57) como ti ~ O se sigueque ,~ = ~ para al menosun valor
= 1.,. N. Estoimplica que todos los términosen <5.l1)sonindependientes

de al menosuna de las variables ;~> lo que significa que (5.12> se anula.
Concluimospor tanto que 11(r) tiendeexponencialmentea O en todaslas
díreciones.

Una vez demostradoel caracterlocalizadode 11<;)estudiemosla dinámi-
ca de estasfuncionesobtenidasa partir desolucionesde la jerarquisdeNP
en Y componentes.Tenemosque introducir una variable temporal,para
ello tomamosun enteror > 1 e introducimosla variabletemporal 1 corno:

— 1 o4, n > 1, 1 1 ,..,N, (5.13>

donden~ son parámetrosimaginariospurossi res pary realessi res impar.

Queremosahoraestudiarlas propiedadesasintoticasde (7<:> coando 1 —

±oc.De (5.4> vemos que existe un cot>junto de velocidadescaracterísticas

Y-dimensionalesdadaspor:

Le

5> flN=(te r~Á<) «í=. ReIo~<qk<)’1
-. e - n—t __.V~Reqk

(5.14)

Suponernosa partir de ahoraque los númeroscomplejos4» estánordena-
dos de modoque:

(‘1

Teniendoencuenta(-5.13>la funcion <0 r> y por tanto t.’(r) dependensolo

de las variables S = (r\’í z 4 de &nalicemosel comportamiento

asintóticode 11(r) sobreel rasor,~,, It) (¿‘)(í> r))(/)> definido
como:

De (5.4> sabemosque cuando e — ~ los términos dominantesde <53)
vienen dadospor

r(0.z(l)) u(1
4,i~ r<l>) + E E s<i~ ‘. I~ -<riti). (5.1?>
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Sendol<í><i,<---<i,<Ny

U = {i =n =Y
5 : a > ns},

=1 i~ ‘‘~ i E {.s,--., ‘1 (518)

Entoncescuando — +oc:

____________ a(I~”’~,I~’

”

LI(r(t)) = 5z~í>..8z7> log ~+? Ni a(I#,I+;x<t))
‘=5’,. ,1,,

(5.19)

perode (5,4) (5.14) (5-16) y (5,18) sabemosqueel segundomiembroen
(519) no dependedel tiempo. Ello significa que cuando e — +oo ea la
función U encootramnosNI?’!, -Y» estructuraslocalizadascoherentesque
se muevencon velocidades(5.14)en el espacioN-dimensionaldeterminado

por lasvariables£= (z~~> ... ;7J>)~ Vainceaboraademostrarqueno bay
otrasestructurasasintóticas,Consideremosuna velocidad 14-dimensional
v= (r,,.eN) : 9~ I!...,.Nl= ss< = NÍ,l< ¡<Ny consideremosel
rayo 9(t) - (r<’\t) .. ;t»)(f)) definido como:

r(O(t) — ;lI> 4 u t; (520)

paraencontrarlos términos dominantesde (5.5) sobre el rayo (520) em-
pezamospor definir eí conjuntodeindicesK = {i : = paraalgún n’ E

1 NT,)) y el orden de 1< lo denotaremoscomo M. Podemosahoraes-
cribir los términos dominantescomo:

Al

r<0.rO)) .-.-n(f+ ~xQ))+Ni Ni qJ’III jui.-

ti ,EK
(5.21)

donde

— { 1=n<M:s$V-cv¿},

= ~ 4u<r8. i E Vs~ a,-) ¡EA (5.22)

.1, en otro caso

luego

U(r(t))—~-j—-———-—-j~log 1±Ni Ni o(f~,I~;r(t))
re!.,, %CX 1

(5.23)
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Pero de la hipótesis~!=~n!
5Ñ deducimosque M <Y, luego de (5.4) el

argumentodel logaritmo en(5.23) esindependientede al menosuna de las

variableszV>. Es decirque cuando1 — oc sobreel rayo (5.20) U — 0, Ve-
mos de estemodoque cuando1— oc la función U constade N,N Vv
estructuraslocalizadas que se mueven con velocidades (5.14> en eí es-

pacio N-dimensional determinadopor las variables E = (z~>~ ...

Análogamentepodemos llegar a igual resultadopara el limite asintótico
— —oc, dondeen estecaso el comportamientode U sobrelos rayos (5.16)

viene dadopor:

2.1~1~..
U(z(t)) = arr ~v lOg [1 + (1 1; re;; ]
siendo 1=1’ =i,--=4SV y

1;— = {l =n ~ Y
1: n o r~}

— f IU{n¿, iE -[is....i,.}—I 1— ¡4 e>

Concluimos por tanto que la función U obtenida a partir de <5.2) está
asiotóticaznenteformada por Nt 4V> . . . A”, estructuraslocalizadasque se
desplazana las velocidadesN-dimensionalesdadaspor (5.14)y que en ge-
neral cambian de forma despuésde sufrir la nt.eraccson.

5.2 Sistema integrable (3+1)-dimensional

Acabamosdeencontraruna estructuracol>erentelocalizada14-dimensional,
sabemosademásque para Y = 2 la ecuaciónde US admitesolucionesde

la forma (5.4) y (5.5> con los comportamientosasintóticosmostradosen la
secciónanterior- Vamosahoraa buscarun sistemaintegrableque admita
,>sce tipo de solucionespara Y = 3. Con este fin partimos de la ecuación

de Hirota <2.25> tomamos .V = 3.1 = 410.0>. = 41,l,0~ r = <y
definimos las funciones r1, 4 = 1.2.3,4 como:

= r(0, 0, 0:;)
= r(l—1,tl;r)

= r(l.0,—l: y> 45.24)
~4(X) = rjO—1, 1::).
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Realizandopara~ laselecciones:

~<‘í—(
00 )- yt’>(0,l,O,...); >(3>~(QQ -)

Y’> (0 O )- 7<2) (0,0,.); y<~> —(1 0 -)
y(l>—.(0 O ) y<~)—(O,0,...); ~(>—(O 1 __

-y(l> (0 O ) 7(2) — (1,0,0,...); y() —(1 0 0 - -

encontramoslasecuacionesde flirota:

(fl~~> + DI
2> )r

2r> = O

(~DI~> + <1VD, )nr, = 0,+ 1~47’3 = 0, (525)
DI

3> r
2 r5 + D1

3>r
4rs = 0

+ (2>
D5 r.rs = 0.

Tomandoahoraa = (2,00) ademásde lasfunciones:definidasen (5.24)
nos aparecenlasfuncionesr(—1, 1,0;;) y r(—1,0 1;;). Perocomo vunos
cola sección-4.2tomandoelementosg ECI(Noc) dela forma(4.27), (4.28),
(4.29) se satisfaceque

<Ir) =

donde
PI

9(I) = ~{jlj + ~t(G+1)1
jet

luegorestringiendonosa estoselementostenemosque:
r(—1,1,0;r) =

r(—l,0, 1;;) = —rS. (5.26>

Eligiendo ahoraparay:

(0 0,...>; y<2> = (1,0,0... ); ,.(>) —(0 0___
= (0,0,.. >; -y(~> (0,0,.. .); y(a) = (1.0,0....)

—(0.0 )- -yt~) — (1,0,0.1; y(

5) = (10,0,..

obtenemos:

DI’>DV>rírs — 2Ir,I~ =0

DI’>DV>rars + 2lrsI’ = 0 (5.27)
(3> - __ (2).D, r~r2— D,r, r

3.
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Fnalmentetomandos = (1,0,1) y eligiendopara y:

encontramos:

D1’>D~’>r,ra + D~’>r~r
2 = 0 (5.28)

Para transformarestasecuacionesde Hirota en ecuacionesdiferencialesen
(3+1) dimensionesrealizamosahoraeí cambiode variables:

9’ = 9>1 — +
7 2 — 4 4~,2) e= ;~ ~t+~I’+V” (5.29)
2 (~) 1

~3 ~

con lo que lasecuaciones(5.25),(5.27) y (5.28>setransformanen:

(iD,+D~+ Dflnr=+ ~D2r3r4 =0

2D>rtr2 = r2r4
2D,D2r>r, = D5r3r4
2D1D,rst-s — (r 2 (5.30)
2D,-D2rsrs =

D2r~r, = D5r;r,
2D~D>r5r3 + D~r¿r2 = 0.

Como estasecuacionesno contienenninguna derivación con respectoa las
variables e’ y t” podemostomar 1’ e” = 0. Entoncesde (5.29)sededuce

que las variables r~C> u =2 son de la forma (5.13) con r = 2. al

02 = >- y 03 = —~ Definiendo ahora las funciones

4’ 4’

U=logrt, ~ r5 7~4q=—. p— y—, (5.31)y> y1

el sistemade ecuaciones<5.30) seconvierte en:

— iqj + q~. + q~ + q~. + 2(U~~ + U>,5)q 2pm, = 0, (5.32a)
p

= ~q(>, = — ><>2 <5.32b)

pqU5. = —p,,q2, pqúry = —yp~, + q~p,,. (5.32c)

Este es un sistemade ecuacionessobredeterminadoya que contienecenco
ecuacionespara las tres variablesdependientesq, p y U. Obviamentees
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unageneralización(3+1)-dimensionalde la ecuaciónde DS, a la cual se
reducecuandono haydependenciaen la variablez.

Podemosgenerarsolucionesal sistema(5.32) a partir deelementosy de
la forma (52) quesatisfagan:

Las propiedadesde dichassolucionesson las descritasen la sección5.1-
La mássencillade estassolucionesseobtienehaciendoN, = = =

1, y estáfoamadapoz unasol. estsuctuyaquese desplazaa la velocidad
(q>~>,q<J>, q~í) Denotando:

A” — o’~ ~

tenemosque la función rt(r,y, xl) viene dadapor:

ri(;,y,z) = { 1+A’>+A”+A~’+A>%4”+A’
2A1 +

AUAas+ A>3A3’ + A22A~ + A”A’2 + (5.33)

+ A”A’3A5’ + A’3A3>A” +

+ A’t423A3> + A2>A32.4>3}rs(l,;)l;=o-

Introduciendoahoralos parámetrosrealesdefinidoscomo:

Oil Ci). >. O).isQi — o?
1aWq~’ q

>

¿ =— ; c —— , 5<J2q~

________________ 1
= Re { ~ 9r~- q~

3

»

9) 4,)obtenemosfinalmenteque la función r> sobreel rayo <; — q,, it + q~, ,z—
q~>) estáexpresadacomo:

‘It CI> (2;

ts = 1 + C>t>~ + c2e~s~»+ c~e~~2 + (c>c2 +
(c’c3+

4>~),8~’~~’ + (¿c
3+ c23)ee(~h+4V + (5.34)

>‘((2;3 1 23 2 ‘3 3 12 523(c>c2c +c c +c c +c c +c

SabemosqueU~Y, esunafunciónexponencialinentelocalizada,porotra
parte de (5.32b) se desprendeque tf,-, es también un objeto relevante.
Representamosentoncesen lasfiguras 5.1 y 5.2 las superficiesde nivel de
ambasfunciones correspondientesa dadaen (5.34) y a la elección de
parastsetros:

4!) (2) (3) 3
= q>

5 = = 1, c> = c

2 = c 1

2 = ¿3 = 1, cta = —0.99, ¿23 =
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Figura 5.1

Fie.ura o.2



Capítulo 6

Otras perspectivas:
jerarquías BKP

Hastaahorahemosestudiadoúnicamentesistemasintegrablesobtenidosa
partir de la jerarquíasde NP. El objeto de estecapítulo es mostrar como
existenotrasposibilidadespara construir sistemasintegrables. Con este
fin consideraremoslas llamadasjerarqufasde BKP (15] y lasanalizaremos
desdeel punto de vista del formalismobilineal-

Las jerarquíasBKP estánasociadasa un álgebrade Clifioró [14] gene-
rada por campos fermiónicos neutros: ~(O(k) (í = 1 Y) definidos
sobre la circunferenciay del planocomplejo y que satisfacenlas relaciones
de anticonmutacióo

{~(‘1 (k), ~(i 1 (q)} — ~~Q_(~ + q) (6.1)

donde6,(k + q) denotala distribucson:

dkJ + q)f(k) = f(—q>.

De lasrelacionesdeanticonmutariónencontramosque los productoscuadrá-
ticos ~<O~)~U>(q) generanun álgebradeLic que denotaremospor
y cuyoselementossonde la forma:

J dp 4
2ríp , 2sríq .Z n~ (p, q»ú>(p»O)(q),

1=>

donde a”<p, q) son distribucionesen y x y. La exponenciaciónde cate
álgebranos generaun grupode Lie que denotaremosGO(A’oc). También

101
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delas relacionesde conmutaciónsesigue facilmenteque:

¡~(O(p»U)(q) #
0(k)) — ~ (k, k’M<’>(i’),

2rik’ <6.2)

u

donde

X”(k, k’) — ó’%”¿_ (k 4 q)&,(t-5 — p> — ¿6~’¿(k + p>Ñ,(k’ — q)
X>’(kk’) — 6.,>60¿_ (k q)Ñ(k’ + p> — ¿‘>6»6,(k — p)5.(k’ -s- q>.

(6.3>
De (6.3) es inmediato que Xt<(k, Ir’) — —X>>(k, Ir), luego teniendo en
cuenta (6.2) y haciendoigual usodel conceptode representaciónadjunta
del capitulo 2 tenemosque:

Y dk’
0j,<~ k’>~Óí(k’)

= 2;ik’ (6.4)

— SL Qii (Ir’ k14
0>(—k’).

3=>

Definimos ahorael operadorE como:

-~ ~ik~4<á>(é)~iíVk) (6.5)

Este operador tiene la propiedadde conmutar con los operadoresg S
siendog un elementoarbitrario deCO(N~). Para demost:arestehecho
hastacon teneren cuenta las relaciones(6.4>. Tenemosentoncesque:

y

~ g J 2rik ¿ $1>(~~>g =

/ dé / dé’a — t —7 ~J(k)g .‘~ tW’(k’. k)gp<’~( Ir’) 4ó.G)
J,2cVkj,2rik’

—SL.. ~qqí.’<(~’( ® gss1»(k’> — gespu

,;=1

lina vez consideradaslaspropiedadesdel grupodr Lie CO(.Voc),para
obtenersistemasintegrablesseguiremosci mismo procedimientoque e> u>-

lizado al estudiar la jerarquia de NP. Del,em~ entoncespiecitar una re-
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presentaciónde los camposfermiónicos neutrosque actuesobre un cierto
espaciode funcionesFasícomo considerarunaidentidadbilineal quenos
darálossistemasintegrables.Vamosaconsiderarenlassiguientessecciones
comoobtenerestasrepresentacionesy la identidadbilineal paralos casos
N 1 y 1V = 2.

6.1 JerarquíaBKP en unacampanente

Se, Y el espaciode funcionesque dependedeuna colecióninfinita de va-
nabíescomplejasque denotaremoscomo; = (;s,z~,.,.,;,~,+i,...) y que
son analiticssparar cercanoal origen. t)eflnirnos los operadores«k)
actuandosobre Fconio:

«k>r(r) = ~e«&>e2«t)er(r3 (6.?)

donde

ssO

y

(~ (tX,+, = - ~

De (57) es claroquesi consideramosproductoscuadráticos4s(k)«q)nos
aparecenfactores de la forma

0-’t(t,4*Y~ que teniendoen cuenta(6.8)
puedenevaluarsey obtenemos

= exp [—2E ~wVr(q)2n+5]

1 1¡r’f QNs- lq\%

j k+q

Por otrapartedefiniendolos anticonmutadoresde operadoresde la forma
(6.7) por:

{«k) ~(q>)= hm (#(ke<)ó(q)+ ¿(qe<»(k))

y teniendoctscuentala identidad

~ — ~ = ~6,(k+q)
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encontramosque la relacciónde anticossmutaciónesla dadaen (61) para
= j = 1 luegolos operadores(6-7) son representacionesde los campos

fermiónicosneutrosenunacomponente,
Supongamosahoraquequeremosencontrarlasfuncionesr<:), r’(r) que

verifican
Br(:) ® r’(:’) = 4r<:) fo r’(r’) (6.9)

siendo.8 eloperadordefinidopor (6.5). Estarélaciónnosdefinela identidad
bilineal y podemosexpresarlaenfunción de lasrepresentaciones(6.?>como:

J 2:1k ~ —2< )r’(z’ +2< (~)) = r(r)r’(;’) (6.10)

Paraobtenerecuacionesdiferencialesde (6.10) hacemosigual que en el
casode las jerarquíasde NP el cambiode variables;—.:— y, ; —:4 y.

Teniendoentoncesen cuenta las propiedadesde los operadoresbilineales
de Hirota tenemosque:

dé ¼~sí . ~½+>‘< ~))D.>(:) . r(:) e”~’r’(r) . r(:)
2:1k

evaluandoahorala integral como su residuoen eí infinito, tomando ,-‘ =
y definiendolos polinomios 94:) a partir de los polinomiosdeSch’ír .8,,(z)
como:

84:) = S~(z)I~>,,c. m = 1,2,...

encontramos

Ni S4~2y)&(2D)esDr(:). r(r) = c>’~r(r) . r(r). (6.11)
‘1=0

Perode (2.22)tenemosque

8,1(r) = Ni t- (6.12)

donde aboraa = (a,,az,... .o~m+s..) y [a] = a,4 3o~ + - + (2m +
i)a,,,>.-, + - . .. Introduciendo(6.12) en <6.11) llegamos a:

Lo — P.~ú<D)] r&> . r(:> = 0 <6.13)

estandoP,,(D) definido como:

= Ni (j$ DSlcs>*,-(2D)
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Es.primera,ecuacionesno trivialesquepodemosobtenerde(613> vienen
dadasal realizarpara1 = (7i,¶a. -. -) 1.. elettioiity = (0,2,0,0,.- -) y
7 = (1,0,o,1.0,0,- - j; lasecuacionesen funcióndelos operadoresbiliacales
deRirotason

(Df — 5Df Ds — 5121 + 9D~Ds)r(r) - r(;) = 0,

(Df + 7D~D
3 — 35D?DI — 42D,Ds— 21D,D?+ 9ODsDr)r(r) - i-(;) = 0-

Panobtenersolucionesa las ecuacionesque constituyenla jerarquía
BKP en una componente(613) necesitamosconoceruna solución para
(610), pero es inmediato comprobarque r(r) = r’(z) = rs(;) siendo
to(x) = 1 essolución. Teniendoahoraen cuentaque el operadorE con-
rautacon ® g paratodo g E OO(oo)vemosquedadaunasolución r de
(69), gr es tambiénsolución, luego obtendremossolucionesde las ecu,-
c,ooes(6.13) haciendoactuarlos elementosg E GO(oc) sobre la solución
trivial ro(s) = 1.

6.2 JerarquíaBICi’ en dascomponentes

Queremosahoraencontrar unarealizaciónde los camposfermiónicosneu-
tros enN componentesquesatisfagalasrelacionesdeanticonmutación(6.3)
dondeahoraí = l,2,..,Y. Construimosparaello los operadoresB<

1>(k)
como los operadores«k) de lasecciónanteriorenlas coleccionesdevaria-
bIes infinitas z’~ i = 1.1V, es decir:

B<’>(k) — .—~e< j>’e~t

-4
Esinmediatover queestosoperadoressatisfacenlasrelaccionesalgebraicas:

= 0, si i ~5

{B<~~<k), BtÓ(q» = á,(k + q).
Nuestroobjetivo esdefinir operadores¿t’)(k) = o(i)(b)B(i)(k) quesatisfa-
gan (6.1). Puedeverse que una solución vendrádada por los operadores
aO)(k) queverifiquen

o<1<k)Bbl(q) — sO)(q)a(il(k)

— 1 (6.14)

{o(i)(é) o<-’>(q)} = 0, i # .1,
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Para comprobarlo consideraznosen primer lugar el anticonmutador con
= 5 tenemosentonces:

{~(i)(é) t(’)(q)} — {BtIl (k), B
t0 (q) } = é, (k 4 q)

y ea el casoi ~ j
{~<O(é) ~U)<q))= {et>(k), o<>(q >} Bíií(k)RíJ 1(q) = 0.

En el caso Y = 2 una solución para (6.14) [44] es proporcionadapor
n(’)(k) — o 1 — 1,2 siendoo~ lasmatricesde Pauli

Luegounarepresentacióndelos operadoresfermiónicosneutrospara Y = 2
la constituyenlos operadores

pli)( Ir> — 1 ¿(5 z’)< — 24j 4V” c~. (6.15>

El espacioFsobreeí que actuanestosoperadoreseseí espaciode funciones

de doscomponentes

r(:)zz ( ~ )
que dependende doscolecionesinfinitas de variablescomplejas: = <z(Q
¿~l2}) ~() — (Á>,r~>,... , Á~$>) 4 ~ = 1.2 y que son analíticascerca
del origen. Queremosen este caso encontrarlas funciones7(z), r’(r) que
satisfagan:

Br(:) 0 r’<:’) = 0.
En función de los operadores 6.15> la iden>idad bilineal puedeescribirse
cOmO:

J dIr< c(~ r’’’—r’<’;«>,(9>) — 2e<{).z<24>~ csr’(r~’> +

‘Ir

Vr- r(rí >t 2) — 2c<£) fo o, r’(r( i/, :4’>’ + 24 ~))} caO.
(616)

Realizando en (6.16) los productos ensorialespueden obtenersecuatro
ecuacionespara las funciones0<:), o’<z-), :3(:) y .3<:>. Consideraremosa
partir de ahorasolamentela dadapor:

2c ({))c%:<’>’. ~ .+ 2c ( ~))} = 0.

(6.17)
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Paradeterminarlasecuacionesdiferencialesasociada,a (6.17) procedemos
denuevohaciendoel cambiodevariables:.—r—y, — r+~y evaluando
la integral como su residuoen el origen. Tomamosa’ = a (r’ = i-) y

obtenemos

2{Sn(2v<¼Ñ,d2ñ<’>)— Sn(.—2y<’>)Sn(2D<’~))e~~a(x)- a(x) = O
n0

introduciendoahora(6.12) llegamosfinalmente a:

— P4’2(D)] a(s)- a(z) = 0 (618)

donde

PW(D)— Ni (~~2)l~í>l

En estecasolasecuacionesmássencillasno triviales lasobtenemosde (5.18)
realizandoparay laselecciones:

ytl> = (1,0,0,...); <2) (0,1,0,0,..)

= (0,1,0,0.. ). <2) —(1 0,0,..).

Encontramosentonces:

— D~’>)a a = 0, D~’
1(D~’> — D~»)a a — 0 (6.19)

Enlizandoahorael cambio de variables:

(2) 1 (2>,

5t :> , tfr’>+z~2>), <~ =1 <5) —

y definiendola función q como

q = 8r8~ loga

el sistema<6.19) secon~erteen:

= qn: + qn, + 6(qus>z+ 6(qu2)y, (6.20)
055 = Ir, u

2, =‘J~.

Paraencontrarsolucionesde(6.20) sabemosquenecesitamospartir deuna
solución de (6.16); pero esevidentecomprobarquer(x) = r’(r) = re(z)

dondeahora

re(r)= (1) (6.21)
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es solución. Podemosa partir de <6.21) generarnuevas soluciones. Con
estefin tomamoselementosde OO(2oc) de la forma

¡ N<> N<3t

g=exp(NiNi Ni úW,,p<’í<Ir~ , (6.22)
al

donde kI~> .4- éW ~ 0, k~’> + é~» # 0. Como queremosobtenersoluciones

reales imponemosque y sea real, Jara ello los coeficienteso~ deben
satisfacer

dii

Empezamospor considerarel casomásseucilloque correspondea tomar
en (6 22) y

4’> — ‘e~(’1 — 1 tenemosasí

y = exp{ o>>~1>~(Ir<>’)o<>~(Ir>>>) +

+

y desarrollandola exponencial

= í + o:soC>l(é~><)~tll(É>).)+ a>2¿(>><Ir~’>)¿<2~<Ir’>)+

a2> ¿12(k>2>)#>>1(k>>1) 4 o’24’2>(k’2>)~>(k’”) 4

a

Paracalcular r aplicamos(6.23)sobrela solución trivial (6.21).y teniendo

en cuenta que en (6.20) no aparecenderivadasrespectoa t’, rk’~+> i = 1.2

rs >1 podemostomar C’ = 0.:,,>., = Qi ca 1.2 n >1. Encontramosde
estemodo

cr(z.y,t> = 14 osl><i,r)> 4 o~f>(C,y>’ -4- c(I,(t,:>f,<t,y))> -4-

f>(i,r>f,(t,y>R.e(io’>ft<t,:.p)}, (6.24>

donde

1> (t, r> = expfk~ (: — vti)1, f~ (~.p> = expFC’(y —

¡2(t r p)-exp[i(~> >z — — >1

Ir>>>5> ¡ ____ c— (.0>a~ ~o>>
0> =10 02í0 29>>

R
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cOn

(Ir(>~ te w — lm(k<’~
5 — Ir<’15).

PO
a

La solución q(z, y,t) de (6.20) correspondientea (624) describeuna es-
tructuraexponencialmentelocalizadaenel plano(r, y) que sedesplazacon
una velocidad e = (es e» y oscila con una fiecuenciaw. En la figura 6.1
representamosdicha estructurapara la elecciónde parán~etros

6
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d) t = 0.39

Figura6.1

Denominaremos“breather” aestaestructuracoherentedebidoasu ana-
logia con el solitón pulsantede laecuacióndesine-Gordon.

Una vez vista la forma de la solución mássencilla volvamos al caso
más general de las solucionesgeneradaspor la acciónde los elementos
de CO<2x) daeloe en (622). Paraanalizar estassolucionesseguiremos
métodosssmilaresa loe utilizados en el caso de la ecuaciónde Davey-
Stewar>son.Empezamospor denotar

y teniendoen cuentaque de las relacionesdeanticonmutariónse deduce
que:

[4fl 41] =0 A
0 A” = A? A’’ _ 0

podemosescribir g como:

N<O J, it

g= fJ flfl(1+4). (625)
31,2 1=1

Paraagrupartodos los términos con igual dependenciaen las variablesz,
y’ t definimos los subconjuntosde índicas .f~,1 C {1,., N(i)) (1— 1,2)
talesque no’, U1

2) = 0(11 u.I1) donden(1> denotadnúmerode elementos
de1; las paricionesJi¡ c 1, que verifican

1-, = I~> u),2 , 1,, ~‘i2 = ~, (6.26)

y lasaplicacionesinyectivasoij : .li~ —. 15, que cumplen:

E = o,1(I,1>Uo,ftI,y) , o-,¡(I,,)flo,5(I,~) =& (627>
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Entonces(6.25) puedeescribirsedela forma

9 = ~ (628)

escandola suenaexteoclidsatodoslos conjuntosh,fl c <1,-.., Nt’>) y tal
que

A(Ií,¡~,I,,4) = Ni Jlj fl AZ,,g>. (6.25?)
ij1.2 I~I.,

donde ahorala sumaestáextendidaa todaslasposiblesparticiones/i~ y a
todaslasposiblesaplicacionesinyectivasc~. N’ótese que a diferenciade lo
visto para la ecuaciónOS no esnecesarioaquí que o(A) ca n(I1) paraque
al actuarsobre la solucióntrivial la contribuciónde (6.29) no se anule.

La dependenciaen lasvariables:,y, 1 decadatérminodela forma <6.25?)
viene finalmentedadapor

exPNi{Z&’í + 24t }
siendo

— k~’
1x + 4’½ <2> — k12>y 4- k$4>’t.

Paraestudiarlas propiedadesde la solucióngeneradapor (6.28> valona
a realizarun análisisasintóticoen la variabletemporaldela función

q(r.y,t) = O

2O5logo(ry,1)

similar al realizadoen el casode la ecuaciónDS. De lo expuestoanterior-
mente sabemosque el comportamientoasintótico de cadat¿rnsino(6.29)
vendrádeterminadopor:

NiexPZ{Z8{’>+ ~ = (630)

exp k9(z — 4’~t) + Ni k~fl5(y —

“‘CliP,

donde

Suponiendoque hemoselegidolos coeficientes4> demodo que(k~>)a > 0,
l=l,...N

t’>, 1=1,2 y que lasvelocidadesestánordenadasde modoque
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s4’í > s4> > . - - > el término dominantede la solución sobre los
rayos 41) = r + t’~

4t, y(t) = y + s4>t en los limites 1 —. ±~ vendrá

determinadopor:

4(lt,I,tit,ffl+A(It u{ó},t,¡t4 U {b})s-

A<Jt,It U {ls},14 U {13}- Ifl) 4 4<It U U {l’}, It, Ifl.4- (6.31)

A(I,~, 1,,!, U 02), !>~ u (2,)) 4 A(I>t U (it) ‘~ U (¡o), I,~u (2,), 4~ U <‘2)>

dondelos conjuntosdeindices ~ estándefinidoscomoen (4.55). La estruc-

tura que determina(6.31)es siA,ilar a la dadapor (6.24) donde los coefi-

cientessonfunción de los parámetroscomplejos411 = 1,2 ¡ — 1

y puedencalcularseteniendoen cuentaque:

Ademáses inmediatover que sobrelos rayosr(l) ca; 4 v>t, y(t) cay + 5’~t

donde (e

1,t-,) ~ (~4’í, vr>) ¡~ — 1_____V<’> la solución q(z pi) se anula
en ambos límites asintóticos. Concluimosentoncesque la solución deter-
minadapor (622) describeun procesoen eí que interaccionanN>

1 -N<’>
breathers’sufriendono solo un desplazamientosino también un cambiode

forma. Asimismo de lo visto hastaahorapodemos decir que la dinámica
de los ‘breathers’ que describela ecuación(6.20> es similar a la dinámica
de dromionesdescritapor la ecuación135, podemospor ejemplo bajo las
mismascondicionesque las expuest.asen eí capitulo 4 encontrarprocesos
de fusión y fisión de bresahera’,
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