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Capítulo 1

INTRODUCCION

En 1 954 apatecioel aitu ulo de Xang y Milis dondese generalizabael

conceptodesimetríagaugelocal al casode un grupointernono abeliano

(~l3, Ú2~). Durantelos primerosanosno (lespertó<lemasiadoínter~s,pero

tras el descubrimiento del mecanismo<le ruptura. espontanea.de simetría

1-964). la <lemostración(le SU caracterrenormalizable (1971). y, sobre

tO(lO, la aparición del celebradomo(Ielo dc Weinberg-.Salam(1-967) y

(le la Q C. D. - las teoríasgaugerio a.belianasIi an adqtiiri(lo un caracter

centralen la Física nío<lerna. Estosdos modelos (<le Weinberg-Sa.lamy

la Q.C.D.) son las (los teoríasYang-MilIs existentesen la actualidad y-

con importanciafenomenológica.ambaspuedenformularseen términos

de integralesde caminode Fe’ynman,es decir integralesfuncionalesso-

bre todaslas configuracionesclásicascon un factor depesado(la(lo por

la exponencialde la acción. Es decir, si conocemostodas las configu-

racionesposibles clásicamentecii principio deberíamospoder resolver

todas las cuestionesqueapal-ecenen el marcode la teoría cuántica-Si

al menosconocemosalgunasde las configuracionesclásicasesperamos

poderconseguiralgunainformaciónsobreaspectoscuánticosasociados.

La primera,solución no abeliana fué encontradapor Wu y

o
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Yang [3]. Pero hay queesperarsobretodo a las <lécadasde los 70 y 80 u

paraqueaparezcannumerosostrabajossobreeste teínaen las revistas

especializadas.1> tiesto qí e t o<la sol ti ción encontrada. con grnPO gauge e

S(/(2) es ta nih ¿ti sol ti cia! í paracii a.Iqtí¡er otro gru¡>0 gatige sem~sini—

pie. ~ ¡~r ser (ste el mas smicilio (le tratar, los mavotes esfuerzosse u,
concentraronen el caso ~‘U(2), espacioplano (etíclideo o minkowski)

y vacío (en ausencia.de corrientes<le carga Yang-MilIs). Una buena

colección de resultadosobteííidos. si bien ya un poco desfasada(fué

publicadaen 1-979> se puede encontraren el artículo <le Actor [3]. En-
e

tre to(tos ellos destacamoslas soluciones tipo iinonopolo (no singular,

con energíafinita y acopladaaun triplete Riggs) debidas,por separado,

a ‘t Hooft y Polvakov ([4]. hl) en espaciominkowski. y las soluciones

tipo instantóníco y í neíoítuco en espaci o euíclideo.
9<

En espacioeiíclideo la solución exactamás famosaes el ms-

tantón. Se trata de unasolución a.utoch.ia.l(por tanto su tensorenergía

momentoes identicamentenulo) (jite poseecomo cualidadesdestacables

un btíen comportatil ento ( ¿nisencia. <le s ngula.ri(la.des) en todo it,

carga topológica. entera.. El i ioinl>i-e iii sta.ntoii proviene (leí hechode

que la solución estáconcentradaen unat-egión <le R4. Se han obtenido
9<

de distintas formas las solucionesn-instantón.petopor similitud conla

notaciónen estetrabajo, nos referiremosen especiala la construcción

deWitten ~7](otrasconstruccionescomolas dePolyakovy la deAtiyah

se puedenencontrarpor ejemplo en la referencia[3]). Se ha asociado
e,

este tipo de sohícionesa la existenciade efectos tunel entre estados

de vaciotopológicamentecaracterizadosen teoríasestáticasYang-Milis
e

según 1’. Ramorid en jO) estenombrefíué puestopor 1 bou, en virtud de que

solucionesen tiempo imaginariose puedeninterpretaren unateoríacuánticacorno
procesosque ocurreninstanteneamenteen un tiempo real e

e

*

e
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acopladasa un campoHiggs en espaciorninkowski.

Punto y apartenos merecenlas solucionesdebidasa De Al-

faro, Fubini y Furlan ([8], [3]) tipo merón, se caracterizanpor tenerla

densidadde cargatopológica concentradaen forma de ~¿(x). La ini-

portanciaquese les hadadoen la literaturano hasido tan grandecomo

en el caso(le las instantónicas.sin embargo.paranosotrosson especial-

mentedestacablespues las solucionesineronícas(con simetríaesférica)

obtenidas hasta la fecha de forma explicita. (a saber. ¡rieron. meron-

aierón y merón-antímerón) se n ie(len obteneren nuestroesquemade

forma muy sencilla.. En otras l)a.la.l)ras,hemoscomprobadoqueestetipo

<le solucionesíertenecella un tipo algebraiconmv especialen la clasi-

ficación de Carme)i. y. por ta it o, en un cierto senti(lo (por pertenecer

to<las ellas al mismo tipo al0. . ra ico Carmeli), las soluciones(jite ob-

tendremos serán su generalízacion Ei usteiit - Yang-Xli lIs - Este ti PO de

solucionesse ínterpretau conto estadost uncí entre vacíos minkowsII

con cargas topológicasO x ± (vacíos Críbor). El conjunto (le solu-

ciones instantónicasy ulerónicasse han intentadousarparaexplicarel

confinamientode quarl<s en Q.C.D.

En estosúltimos ai~os han aparecidonuevostrabajosinten-

tando obtener solucionesen sistemasYang-MilIs en variedadesespa-

cio temporalescurva<laspor la existencia.cíe un término de energía

gauge. En esteenfoquese puedenmencionarlas soluciones,numéricas,

de Bartnik-McKiuuou [28] (en adelanteB.Mj y Bizon [29] en espacio

niinkowskiano, o las solucionestipo agujerogusano([383,[39],[40] ,[4i])

en espacioeuclidiano.

En ambos casos,en espacíoplano como en Eju steiit — Yang—
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Milis, el problema que se plantea es la resolución (le un sistema de

ecuacionesdiferencialesen derivada.sparciales de. segundoorden y no

lineal. Por tanto es necesarioun trabajo previo a. fin cíe intentar sim- u,

pliflca.r al i n~xí<no las ecuacionesa. resolx<er. Síu péidida (le generali<la.d

se puede haceruso de la libertad gaugede la teoría, pero esto no es
9<

suficiente. Corto es habitual en casi todaslas ramascíe Física, cuando

un probleíiua. es lo suficientementecomplicado como para no ser ca-
9<

pacesde resolverlo, lo quese impone es intentar resolver las ecuaciones

en casosidealizados.suponiendoque los resultadosreales, de alguna
e

forma, seranparecidosa. los obtenidos,o, al menos,esperandoquecíe

las conclusionesol)teni(las <le las idealizacionesse podránobtenercon-

chisioí íes a131íca.bles eí 1 geíieral. Por ello, la niavoría. (le las soluciones 9<

conocida.sposeenalgún tipo de simetríaespacio-temporal.Como tirios

merosejemplos, el nionopolo (le ‘t 1-looft poseesimetria esféricay es e

estático,el l-instantóíí (según lo obtiene Witten) tiene simetría50(4),

aunqueparasu obtenciónsolo se haceuso cíe simetríaesférica,y por w

último. B.M. suponensmetría.eslericay estatícídad.

e,

Sin embargo,si el grupo de simetría, no es lo suficientemente
e

grandelas ecuacionespuedenseraúnterriblementedilicíles de resolver.

Otra forma habitualcíe simplifica.r las ecuacionesde evoluciónes lo cíue
e

denominamos‘ ligadurasalgebraicasentrelas componentesdel campo

gauge”- La más famosa,sin duda, es la condición<le auítoditalidad.Es

fácil ctecomprobarquepara.cadacampoa.títodtíal(quees unacondición 9<

algebraicasobrelas coinponentesdel campo.y. por tanto. <liferencia.lde

primer orden sol.>re las coinp~ tentesdel poterícial Yang—Milis) las ecua-

ciones cíe ex-otucíon se conviertenen tas identidadescíe E3ianchi, que

se cumplen iclentícanuentepor la piopia definición del campo, si bien 9<

u,

9<-

e
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presenta.el serioproblemade nc seraplicableen el casoiniíikowskiano.

Otro tipo <le “Ansatze” algebraicoses. por ejemplo. el suponerclir<t-

tamenteq’.íe algunascomponentes<leí potencialson nula.s (como es el

casode la solución cíe BM).

Evidentementehan existidootras formas,verdaderamentein-

geniosase interesantes(poclenioscitar algunascíeellas como por ejem-

pío el Ansatz ~ -. [9~, x- su generalizaciónen téríninos cíe funciones

elípticas debida. inicia.lniente a Cerveró x’ col. [10] (que interpola en

función del parámetroelí¡>tico cnt re la solucióíí instantónica.cíe BPST

y la solución merón-níeí-ónen espacioeticlideo y generalizala solíícíon

de De Alfaro ‘y col. en espacio níinkowski) generalizacióndesarrol-

lada posteriormentepor Actor [1fl. o la. construcción<le At.ivah ~ col.

para la obtención (le solti (iones a.í to<l LI ales [:3], et< - ) para si rnplifi ca.r
las ecuaciolíes (le crol ucicii - No p mtcrícleinos serexEaus tivos, si no tan

solo intentar intro’I íi<ir cual Ita. sido nuestro procesoen la. cíaboracion

del presente trabajo ~‘ en la. obteíición (le las solnc-iones que en él se

presentan. En nuestrocaso hemos resueltoel sistema <le ecuaciones

cíe evolución, en espacioplano y en interaccióncon la. gravitación,con

simetríaesféricay con una ligadura algebraicaque aparecede forma

natural al particularizar la clasificación de Carmeli ([12]. [13]) de los

camposYang-Milis a la simetríaesférica.

El segundocapítulo lo dedicaréa i ntro(lucir los conceptos

básicosde la teoría Yang-MilIs y a. fijar la notación que usaré en el

resto (leí tra.bajo Resolx-eréla. condición <le simetría, esféricapara el

campogauge(siguiendoel trabajode Forghcs~ Manton ~l9]). y como

un resultaclo adiciona.l obteíí<lremostina, condición necesariapara <jite

un campo Yang—MilIs con siniel.ría, esleríca.~osea.alguna si niet ría adi—
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cional. Este resultado nos permitirá probar la no existenciade un

análogoYang-Milis del teoremade Birkiíoff [23].

el

En el tercer cal)Ltulo introduciremosla clasificaciónalgebraica

de Carmeli y la. particularizaremosa) ca.so de simetría esférica. Este e,

trabajo nos permitirá obteneruna. liga.clí.íra. algebraicacuadráticaso-

bre 1 a.s compponentesde los canipos. cíe tal forma. <jue la. cla.sihc.a.c,ión
9<

(jue(laia c-a.racteriza(lap~ cl valor <le muía. íiiiíca función Así, c-ua.nclo

esta.funcion sea.la. constante—2 tetícíremoslos tip o.s más degenerados

en la clasificación, ruandox-a.lga ±1obtendí-emoslos tipos intermedios,

y en el restode situacionestendremoseí tipo menosdegeneradocom-
el

patible con simetría50(3).A lo largo de todo el trabajo entendemos

por tanto como solucionesalgebraicamenteespecialesa las más dege-

neradasentre las posiblescon simetríaesférica,es decir aquellaspara 9<

las (lite dicha función vale 1 ó —2.

En el cuartocapítulo resolveremosnuestroproblemaparaun

campoYang-MilIs algebraicamenteespecialen espacioplano. Paraello e,

resolveremosel sistemaformado por Lasíropiasecuacionesde evolución

más la ligadura algel)raicadefinida en el tercer capítulo. Este proceso e,

lo haremostanto en espacionnnkowski como enclideo. Comprobare-

mos que las solucionesencli<lea.s tipo meron. meron-meron,y meron-
e.

antímeronseobtienendentro<le esteesquema.asícomoqueno es posible

obtenersolucionesestáticas.Tambiéncomprobaremos(sin reobtenerla)
e.

quela solución 1-instantónperteneceaunode los tiposalgebraicamente

especiales.
9<

En el quinto capítulo resolveremosel sistemade ecuaciones

quese obtieneen el casoEinstein - Yang-Milis y algebraicamenteespe- 9<

9<

9<
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cial, en espaciotipo minkowsl-iia.rio (métrica — +++ y Como resulta<lo

final obtendremosuna solucion explícitamentedepen<liente<leí tiempo

([30], [31]). Calcularemosel grupo cíe isometríade la solución obtenida,.

(lomo 11 u resultadoadicional <le estapartedel tra.bajo podremoscarac-

terizar las solucionesestáticas(y entre ellías la solución de 8.M. y la de

Bizon) dentrode la clasificacionde Carnicíl, sin necesidadde conocerlas

explícitamente.

En el sexto capítulo, repetiremosesencialmentelos níisinos

pasosdel caso mm l-¿owskiano.has’ ta obtenerla solución generaldel sis-

temade ecuacionesen el casoeuclidiano(métrica + + ++) - Ademásse

presentatina interprcta.cíon<le Las solucionesobtenidasen térnuinosde

wormholes- Estetipo de solnciones a.<lc¡ui erensu max-or i tuportancía en

el marco de los esfuerzc3spor conseguiriiiia teo ria. citan tica <le la. grav-

tación- Este t. PO <le teorías se lar ¡11111 a í crí el (lo ¡ni ni o clic 1 (leo, para

dentro <le él sumarsobie t<>(los os espacio-tiempostopológicarnente

posiblesclasicamentey no solamentesobreaquellosquese derivancon-

tinuamentedel espacio-tiempoplano.

Para finalizar, crí el apéndicepresentamosel procesodeta-

liado de resolucióncíe unaecuaciónen derivadasparciales<¡ue, como

se vera, aparececorno punto clave de la obtención de soluciones,al

menosen tres momentosdistintos. En efecto, dichaecuación aparece

como la última a resolver para.obtenerel coeficientede la métrica en

los casosquenos planteamos.tanto con ¡netrica lorentziana.como eu-

clidiana. También es la únicaecuación a resolver para poder poner la

métricade forma conformeplanaexplícitamente.Finalmentevuelve a

aparecer(en primer lii gassi aterídemosal Or(lCl1 <le estetra.bajo). c<>mo

u It ima 1 igadtira cli fei’eiícial a resoser para obtener soííí ciones exa.c-ta.s
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Capítulo 2

CAMPOS YANG-MJLLS.

SIMETRIA ESFERICA

En la década.<le los 50 apareceel artículo <le Yang y Xli lis, que intro-

duce el conceptode teoría gaíige local no abeliana (ver por ejemplo

[1], [23. [3]). Conceptualmenteconsisteen la generalizacióndel carac-

ter gaugedel electromagnetismoa.l caso en queel grupo (le invaríanza,

en un detei-ininado espaciointerno”, es no abeliano. Se supone(lije la

teoría.tísica queseestatratandoes invariantebajo la.s transformaciones

en este espaciointerno, cíe isospín - La con<Iición <le simetría, cíe la

teoría bajo dichastransformacionesse resuelvecon la introducciónen

el Lagrangianode un campoextra tal quesus propiedadescíe tra.nsfor-

¡ilación bajo la accióndel grupo compensenlas variacionesdebidasal

resto(le los camposde la. teoría,y finalmente,el Lagra.iígia.nonuevo sea

invariante. Posteriorríicute, esta. teoría lía. s i(lO ol>j eto <le un profíi u<lo

trabajode interpretacíoí i cii ten ii ríos geonietricos a t i’avcs del concepto

de fibrados (veasepor ejemplo la. referencia[14]).

En lo quesigue vamosa introducir estosconceptosde forma

más sistemáticapara el caso de grupo gauge SU(2), de esta forma

13
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vamosa fijar la notaciónc¡iíe usaremosen adelante,así como las deflni- e

ciones de los distintos com-eptosqueusaremos.

9<

Tengamosun conjunto decampos<jite 5C transformanbajo la

accióndel grupo gaugecomo:
e

mv

q ~ 3(7(2)

donde4? es un multiplete y 5 estáen la representacióncorrespondiente.

Entonces,los términosde la forma 4?1-4?son invariantes,pero no así los

ternunoscínematicos.quese t ransforrnan cíe la forma:

(1)4]

st

a

e—. >4) ,, + s

(En adelante4?>
— r4 Paramantenerla simetríadel Lagrangiano

es necesariointroducir un campo adicional con unas leyesde transfor- el

macion dadaspor

‘W4’

Ap —~ SA~S~1+ S~t’

Es decir, este camponuevo (en adelantenos referiremosa él como po-

tencial Yang-MilIs) estavaluadoen el álgebrade Lie del grupo gauge

en la. representacionCli (fue este actúa sol>re 4?. Por tanto, la forma

de mantenerla símetria es sustituir los termínos cíneinatícosdel la-

grangianopor la siguienteregla

Q —>Q—A

Por analogía,con el electromagnetismoel término cinéticoquese intro-

duce parael nuevo campo tienela forma

e

e

el

el
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Donde el campo Yang-MilIs F ~.> es la generalizaciónno abelianadel

tensorde Faradayelectromagnético.El término cinemático reciénin-

troducido es invarianteLorentz, y para queseainvariantegaugedebe

tener unas propiedadescíe transformaciónde la forma

: SF~, ~

El campomassencillo c¡ue se pue<le contríiir a. partir del potencial, tal

quese reduzcaen el caso (71) al electromagnético,con unas leyes de

transformacióncomo las anterioresy antisimétricoes

~ A>,> — A~ [A>, A~j

En adelantenos referiremosa este campo como “campo Yang-Milis”,

distinguiendolodel “potencial Yang-MilIs” previamentedefinido.

Una vez que tenemosdefinido el potencial Yang-MilIs y el

campo,es trivial comprobarquesecumplenlas identidadesde Bianchi

QF03 + D0F3> + D3F~0 = O

dondehemosdefinido D~ = O> — [A>,

Partiendodel término LagrangianoYang-MilIs definido ante-

riormentese puedencalcular las ecuaciones<le evolución,queen el caso

de vacío (estoes,en ausenciade corrientesde cargaYang-Milis) son:

1
yDÁVW>Ú) = 0



e

e

e

16 Capítulo 2. CiA MPOS Y4NG-MFLLS. SIMETRÍA ESPERICA

a

Las solucionesautodualesson aquellasquecumplen e

Fgw= ±*F<~.quedesarrollandoel dual queda

e
F>~ =±

Se puedeconípíobar fa.ci 1 íiíente que las ecuacionesde evolución se con— 9<

vierten en las i<lenticla.<les <le l3ia.nchi (y, por tanto, se cumplenauto-

maticamente) en las solucionesautoduales.De aquíprocedesu interés st

inicial, pues se redtíce el orden las ecuacionesa resolver de segundo

orden (de las ecuacionesde evolución inciales) a primer orden (de la

condición de autodualidad)(veasepor ejemplo [15]. [5]). Sin embargo

la situación no es tan sencilla en espacio minkowski, pues, como se
e.

puedever fácilmentese llega expresionessin solución:

e,

= = F~. =

Sin embargo.en unateoría Yang-Milis acopladaa un campofliggs es e

posible introducir unacon<lición análoga(atítodualidadde Bogomol’ny

[33>en tanto quesu cxlmplimielit() implica el cumplimientode las ecua-

cionesdeevolucióny que es de primer ordenen las derivadas.También

en espaciominlKowsl4i su interésestá.reforzadopues se demuestraque

este tipo de solucionesson nunímosde la energía. En este esquema

aperecieronlos monopolos <U(’~)magnéticosde ‘t Hooft y Polyakov

como solucionesmás representativas.

En espacioeuclidiano no existe el problema anterior. Re-

solviendo las ecuacionesde autodualidadse obtienen,como casomás

representativo,las solucionesinstantónicas. Son aquellasque presen-

e,

*

e
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tan un buen comportamientoen todo it. y tales que la integral de

la densidadF en todo R’, conocidacomo cargatopológica. esta

cuantificada. La primerasolución de estetipo fué el 1-instantón,encorí-

trado por Belavin y col. [17]. apareciendoposteriormentela solucion

generícaíí-instantón ([33. [7]).

Sin <luda. las dos solíícionesa que nos hemosreferido liasta

ahora (monopolomagnéticominkowskianoe instantóneuclidiano) han

sido las más famosas. De todas formas, existe otro conjunto de solu-

cío ríes <¡tic 9Lii síeraunos destacar- La causa. es que pertenecen.cii un

sentido cine irá qtiedanclocíaío a o largo <le los capit u los .3 y 4. al níisrno

tipo algebraicoqueaquellassoluciones<¡íie obtendremosen el casoEin-

stein - Yang-Mills. Se trata <le la solución de De Alfaro y col. [8] y su

generalizaciónen termino de funcioneselípticasen espacionrinkowski

[10], y de las solucionescuclideastipo ¡nerón (caracterizadaspor tener

cargas topológicasseinienterasconcentradasen forma de ¿(x)) y sus

generalizacioneselípticas debidasa Cerveró y col. (que “interpolan”

entre la solución instantónicay la ineroilíca en términos <leí parametro

característicode tiria función elíptica de Jacobi) ([33, [8], [103).

2.1 Simetrías espaciotemporales en teo-
rías gauge

Si admitimosque los distintos estadosposiblesen el espaciogauge(de

isospín) son indistinguiblespara un observadoren el espaciofísico el
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conceptode simetríaespaciotemporal tiene que sufrir unaampliación a

con respectoa aquel que ingenuamentese impondría. Si no se toma

esta precaucióíí llegaríainos a resultadostales, como la existenciade e

un análogoal teoremade Birkhoff para Yang-MilIs (vease(22]) (“toda

solución con simetría esférica es ademásestática”). La expresiónde

las condicionesdc simetría en teoí-ías gauge ha sido desarrolladaen

la literatura, especialmenteen la. décasila <le los 80. con un enfoque u,

infinitesimal (es <lecir. a traves de la derivada cíe Lic); los primeros

trabajosen esteseíít (lo son los <lesarí-olladospor Bcrgma.nny Flahertv
el

[81 y por Forgácsy Níaixton (191. [203)para.una teoría.Yang—MilIs. En

unateoría <íc la gravitación en el fornialisnio cíe tétradascon SL(2,C)
9<

como grupo gauge.el mismo conceptoha sido desarrolladopor Chinea
[211.

9<

De forma local (esto es, influitesimalmente) la derivadade

Lie nos indica cuánto cambia un campo (en nuestrocasoel potencial

Yang-MilIs A4) al desplazarnosen la direcciónqueseñalael generador

del grupo de simetría espacio-temporalX. Por tanto la condición de
9<..

simetríase impone habitualmentediciendoque la derivadade Lie con

respectoa los generadoresdel grupose anula. En el caso de unateoría

gauge, poclenios admitir ~ el nuevo campo, al desplazarnosen la

dirección del generador.sea. un transformandogaugedel original, si

ademásimponemosque estastransformacionesgaugese van haciendo

de forma. continua, a. medida que ixos desplazamos,la condición de
9<simetríase puedegeneralizara:

LxA> = 0>1V — [A>, l.Tj (2.1)

donde Lx representala derivada de Lic respectoal generadorX y

W es un campo valuadoen el álgebra de Lic del grupo gauge. Esta e’

a

a

9’
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expresiónes válida parauiía teoría Yang-MilIs dondeel potencialtiene

unas determinadasreglas de transformaciónbajo la acción del grupo

gauge, en una teoría gaugecoíí otras reglas de trausformacion,como

por ejemplo, la Formulación en tétradasde la gravitación, donde las

reglascíe t ransformacI¿ 1 paca la tétradason distintas, la condición cíe

simetría es diferente.. La. ecuación (2.1) es invariantegauge. con solo

inponer clii e el 14’ sea ti ti escalary tengauna ley- de trausforínacióndel

siguientetipo:

U” = S’ltt’ + X>(O<S’)S1

Se puede(OlUl) robar quesi t CiICIlIOS liii Si stcii ía (le geiiera<lores

cíe s~metría. t al quecntre ellos coi ini iitan, entoncesse pLiedIe encontrar

un sistemade coordena.<la.stal que 2<’ = (0 0. 1.0. .0) (con el 1 en

la. i-ésima p<sición). Entoncesse puededemostrar[19] cjue se puede

encontrarunatransformacióngaugetal que

LxA<, = O

para to<los los generadoí-essimultancainentey por tanto. ~ = 0.

En el caso en que<los genera<loresiio coníntíten entresi. no se I)LIe<le

llegar en generalal resultado anterior, y’ deberácumplirsela relación

deconsistencia

— L-
1 II’,,, — [uY1.ILI — JÁ~~14v,, = 0 (2.2)

donde ]4 son las constantes<le eslrííctíira. (leí grupo <le siiríetría

espacio-teiríporal.
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Sobreel campo Yang-Milis F>~, la. con<lición de simetría, se

expresa.:

= [It FM (2.3) e

Puestoc¡ue las reglasdetransformacióngaugedelcampoYang-MilIs son

similares a las de la tétradagravitatoria (con SL(2.ci’)). la condición

de simetríaparaestaúltima serásemejante[21] (L~e,. = [W Op]).

el

En el presentetrabajonos vamosa restringir exclusivamente

a campos Yang-Milis con simetría esférica, por ello. (pese a que la
e,

solucióngeneralde estacondicióncíesimetríaapareceabundantemente

en la literatura. (por ejemploen [3]. [7]. [191)vamosa resolverlade forma
e’

explícita en lo (¡LIC sigue:

e,

2.1.1 Campos Yang-Milis con simetría esférica

Muchasde las solucionesexactasquese hanobtenidoí~oseensimetría

esférica. Ya. hemosmencionadoen la. introducciónqueel monopoío.las

solucionesinstantónícas.~- algunasde las merónicaseií espacioplano,
9’

y las solucionesde Bartnik-X[clKinnon. Bizon, ‘y wormholescitadosen

las referencias,en Einstein - ‘\ang-Mílls. poseenéstasimetría.

Los generadoresinfinitesimalesdel grupo SO(S),se escriben,

en coordenadasesfi1-ricas.como

A1 = co-soda — cotgbso¿6dp 9<

= —86?uód9— cotgOcosoúQ

-‘(3 = e,

u’

u,
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(‘orno mcii cíonairíoscii la. secciónanterior,siemprees posible

hacerunat rausformació]í ga.ug.. clepenclientede ~, tal c¡ Líe 144 seanule.

Entonceslas ecuaciones<le conxpat i biliclad (2.2) que (1 eben resolverse

son para.(ui,n) = (¡A) y’ (2.3)

—11< + VIi~ = O

—u-;. —

que se resuelvencoix

1V~ = P’co.só+ Q’seí7~

VI? = —J~súno-1- Q’coso

= O

‘y dondeP = P(O) y 9 = 9(0). Las reglas <le cambio de P y 9 bajo

una transformacióngaugeinclepen<liente<le q son:

9’ xx SQt’

P = .s’PS—’ + ~

5iciupre es posí ble ci icontrar un gaugetal <¡tic P = 0. La

ultima ecuación de compatibilidad ( (u. 31) = (1,2) ) se escribeen-

tonces:

Q% + cotq0Qt= O

Que se resuelvecon = +¿ donde c’ son constantesque definen

un vector en el álgebra. Podemoshacer una trasformacióngauge de

forma queci = c2 = O (se tratade unarotaciónen el álgebrade Lic de

forma que el generador3 apunteen la dirección cíe c, rotación que se
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puedehacer,siLí <leshacerVII3 xx P = 0, pueses constante).Con lo que u”

finalmente el sistemade ecuacionesquedaresueltocon

9<

Pa— 93-senO

*

l.na vez conocidala forma. de los Vlt. se puederesolver la

ecuacióngeneralcíe simetría. (2.1), cuyo restíltadoes:

xx (O. O. (2.4)
-sc/jo
cas0

xx (0.0, <~) (2.5)
senO

U> xx (0,0,0) (2.6)

A, xx (0.0. A~(t, r)) (2.7)

= (0. 0, Ar(1, r)) (2.8)

xx (—<1 (1, y). —92(1, r), 0) (2.9)

= (<2(t.r )su¿O,—p~(1,i’ )senú,—;3cosO) (2.10)

(donde y~ es unaconstante)y con la ligadura adicional9í xx 92 = O si

;~ ~ 1. Esta.forma del poteíícialYang-MilIs mantieneaún unalibertad
mí.

gaugedadapor un subgrupo[‘(1) del grupo gaugeSU(2) original. La

accionde estesubgruposobrelas funcionesqueacabamosde definir es:
e

xx ¡1/ —

- e,
.4=4-—al‘1

91 xx ;icos(i) + 92s4j)

i->2 xx —y,.sen(f)+ p2cos(f)

y dondefxxfU.r). e

e,

e,’

e’
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Con un potencialYang-MilIs comoel delas ecuaciones(2.7/10).

la forma del campoYang - MilIs es (~ = 1):

xx (0. 01rÁ — /lLr) = (0,0, [Y) (2.11)

xx (—y~~ A,
92, 924 + A,91,0) (2.12)

Fro = H9i,
4’Y2~ 92.r + A~p

1,0) (2.13)

xx (¿2.! U< í ~-i~ «22. 0)senO (2.14)

Frr<<92r — ti t- i.r — A~92. 0)scnO (2.1-5)

xx (00,(i —; ~Y,iO) xx (0.0,I’½) (2.i6)

Es fácil (le comprobarqtíe las ca iii. i (lades 1’, r - (1 9i —~ ) - ~%Ñe’ ~7a

son invariantesbajo la. actuacion del subgrupO gauge resiclual U (1

A lo largo del trabajo siemprenos hemos restringido a un

gauge en el (¡LiC ~ xx Q Y en el que denotamospor tanto 9 xx 9~ -

También hemosseleccionadola constantep~ con valor 1 (cii casocon-

trario obtenemosun campoYang-MilIs abeliano, y- reobtendríamos los

resultados<le un campo electromagnéticocon simetría esférica). Por

tanto la forma del potencial y del campo Yang-MilIs seráen este tra-

bajo:

A1 = (QO.A,) (2.17)

A — (0.0 ni~) (2.18)

A6 xx (——<0.0) (2.19)

A0 = (0. —¿senO.—cusO) (2.20)

(0.0.hr) (2.21)

xx (—9,• ‘t9. 0) (2.22)

xx (m~.r. <~. 0) (2.23)
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xx ( —A19,—¿,. 0)seitO 1224)

= (—A~y. —¿,. 0)senú (2.25)

xx ((LO, (1 — 9’45CUO) (2.26) mv

u

9<

2.1.2 Simetrías adicionalesen campos Yang-Milis
con simetría esférica. Generalización del
teorema de Birkhoff.

9<,

Los resultadosmás importantesde este apartadofueron presentados

en los ER.E88 (Encuentroscíe Relativistas Españoles[23)).La idea

básica.que existe tras estos calculos era el demostrarla existenciao

no existencia <le un analogo al teorema(le Birkhoff para el casode

una teoría Yang—Milis en vacío. El teorema.cíe Bi rhhoff puedeleerse

de varias formas. Quizás la formulaciónmás sencillaseadiciendoque

toda solución de vacío con siníetría esférica ademásdebeserestática

[25]. Desdeesta lectura es trivial comprobarque dicho teoremano
“y

seriaválido parael casoYang-MilIs; bastaríacon recordarqueexistela

solución instantónicaen espacioeuc)ideo,quees intrinsecamentedepen-
9<

dientede las cLiatro coor<Ienadasen p4 (La integral de la densidadde

cargatopológicacii toda la. x-ai-iedadenclideaesfinita) . Ademásexisten

solucionesen espaciominkowski con simetríaesféricay explícitamente

dependientesdel tiempo. Como puedeser la solución <le De Alfaro y

col. [3]. Por tanto, en lo (lime sigue releemosel teorema de Birkhoff *

de una forma. que gencraliza la anterior (y que se aproxima a otras

forínrílaciomi es más gemmemales como puedeser la. cl tic apa.í-eceen [241), a

e

u.

w
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saber,todasolución (le vacío comí simetríaesféricaposeeademásalguna

símetria.adicional.

El problema<¡tic imos ¡flanleamos,por tanto, en primer lugar

es encontrarel tipo <[e condicionescine debecumplir un campo (F6~)

Yang-MilIs que p~>seesimetría, esf~rica, y’ que por lo tanto se puede

encontrarliii gaugeen c’í que se es<-ribe <le la. forma representada.en las

expresiones(2.11/16). para poseeralguu tipo de simetría adicional

Paraellos nos planteamosel sistema.ecuacionesdado~

L- 1%, = [lE. F,~]’ (227)

(londe X representaun generadorde simetría.generico - ‘y sobreel cIne,

en princIpio, no írnpoíieiííos nímígímna. limitación. Obsérvese.queen el

casocíe un grmip< ~ugc SU(2). se trata de mmmi sistema <le 18 ecuaciones

con 21 incógnitas ( la.s 18 conipoi íei i les (leí campogatige \ las trescom-

ponentesdel VV). Sin embargo.a] limitarnosa camposYang-Milis con

simetría, esféricapodemoshacer uso cíe los restilta.<Ios obtenidosante-

riormente ~‘ í~’ tanto solo temícíremos9 incognitas (6 componentesde

los camposimo nulas - .s componentesgauíoc <le II
‘y las tre .. ). Del sistema.

cíe ecuacionesque se ol)tiene se podramí obtener algunascondiciones

cíe compatibilidad. Observeseqtíe si .Y es’ combínacion lineal cíe los

generadoresde simetría esférica.el sistema <le ecuacionesse cumplirá

automatícamente.

La compatibilidad <le <licito sistemanos impone:

sen ~O(&~V<’) + ¿)< O

cosO ~
.4<-AmO -
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másla exigencia.(le quese cumplaunade las dos siguientescondiciones 9’

~ — [F~,F~t (2.28)
senO e

tV’2 = VV3 = 0 (2.29)

Si no se cumple la ecuación (2.28) deberácumplirse (2.29), u’

usandoésta.podremosobtenernuevasrelacionescíecompatibilidad,que

nos fuerzana que Za. u ía t riz siguientetengarango 1 (o menor)

( —4.V OrX~ a,x~ a~-x~
¿962<’ ~~~&

0X’dx’ ~ )
Y a que sea c]erta una de las dos ecuacionessiguientes

mí

_______ — k(F~6, F70]
3 (230)

= F(t. r)X’ (2.31) e,

donde k es unaconstante.Si no se cumple (2.30) estamosobligadosa

quese cumpla (2.31) y a quese cumplauna(le dos condicionessígní- u’

entes

[F,
0, F~6]

3 = 0 (2.32)

a,.v = = 4X~> = ¿/2<6 =

xx ¿9< xx = ¿tA.t =

xx 0 (2.33) a,

Tenemos. 1)01 tanto, que sm no se cumplen ninguna, cíe las ecuaciones
9<

(2.28). (2.30) y (2.32) (todas ellas relacionesalgebraicasdonde úni-

camenteaparecenlas componentesde los ca¡npos gauge).el supuesto

generadorde la simetríaadicional debetenerla forma 9<

2< = X<(t. r)&< + .V(t, r)ci. + Xso<a>

e’

e
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Las condicionesfinales de compatibilidad para. un generador(le este

tipo serán una de las siguientes:

xx 0; &tFo~< = 45,. = 0 (2.34)

‘1. 2<’ = 0; OrEw, xx xx 9 (2.35)

iii. A~’ ~ 0: AV ~ 0; (ó,I%~)(O.
[Ka,

Pr

(2.37)

Los resultadosson válidos tanto en espaciominkowskiano

como eticlidiano, plano o curvo. Si observaniosla. eslructura.cíe condi-

cionesquehemosobtenidoobservaremosqueen cada.uno de los pasos,

se limita, mediantealguna. condición <lifereiícia.l, la forma cte la. posi-

ble simetría adicional- <Fajubiéjí observa.ínos qtie, salvo jia ro los casos

de camposestatícos(2) mm honíogenecs(21). se lía, encontradotina comí-

unto de relacionescío¡ide solo apara-em> los c-a.mposYang-NI i lis - <¡ ríe son

condición necesaria.parala ex islemícia (le LI ría si muetría aclicional aparte

de la puramenteesférica. Por tratarse(le una condición necesariano

sirve paraprobar la existenciade un análogo,en el sentidoqueexpuse

anteriormente,al teoremade Birkhoff, por tanto adelantamosque, en

los proximos párrafos..vamos a mostrar un contraejeniploen espacio

enclideo.que,peseaposeersimetríaesférica,no cumpleninguna cíe las

condicionesanteriores,y por tanto ríos permite concluir cIne 110 existe

un análogoal teoreníade Birklmoff en teoríasYang-Mills en vacio.

Si nos restringirnos al casoeuclicleo. y dentro de éste a las

solucionesautodualesel análisis anterior se simplifica cíe maneracon-
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siderable. Es evi<lenteque. en éstassoluciones,pasamos(colí simetría e

SO(3)) cíe tener 6 componentesdistintasen el campoa tan solo 3. Por

supuestoel esquemaanterior sigue siendo válido, pero esta simplifi- e

cación adicioiíal nos pernúteobteneruna condición ¡nás fuerte sobre

los geneí-acloresa<lmisil>les. En estecaso: e

+ ~ xx () (2.38) u..

¿1V + 04§t xx 0 (2.39)

— á,.Xr + =0 (2.40) 9’
1’

d,X< — 0,.X’ = 0 (2.41)
e

0,2<’ + ¿LX’ = 0 (2.42)

,,2~y’t + ¿¿Y = 0 (2.43) 9’.

2

y súíí200,.V+ O>XT xx 0 (2.44)
r2seu200

1X<’+ DCX’ = 0 (2.45) e,

— ~-0 — ____ = 0 (2.46)
.5<-?!? 0

u’
Este resultadoríos permite simplificar (2.36). En efecto,si no

secumplenni (2.28), ni (2.30). ni (2.32), entoncesel conjunto(2.38/46)
*

de ecuacionesse puedeintegrardando la. solución:

e,
/.-

A’ = (ii(~2 y
2) + Y + ¡¿3)0, + (¡¿It + “2k0r + 2<SO(3)

9

y la. condición (2.36) se ptiedeescribir

0,(X’fÁ) + &(XTF,~) xx 0 (2.47)

que no se trata cíe unaectiacion en la. que solo aímrecencomponentes

del campo (como era. (2.36)) pero cíe la que conocemosexplícitamente u”

e,

9<
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la. forma <le 2<< y Y< Siguiendolas lineas y- la notacióndel trabajode

Witten [7]. la ecuaciónfi tíal d ¿uit o<l rial i ciad quese deberesolver es

~2p <2¡

clonde

7 3,, + U,.,..

.4, = i xx

xx \i<- .,.= = ú<? -

= Ln(i ) Dm

y Xi + ¿\2 es una función analítica, cíe 1 + ir. La. solución general de

la ecuacion de autodualidades conocida(se trata (le la ecuación de

Liouville. su solución se puedecmi contrar por eje¡npíoen ( [~1, [~-1 ) Y

1 1 dq
p Ln(-11 qyt) + ~Ln( ~

— c/:

Las distintas soluciones se van obteniendosegún sea el valor de la

funcion arbitraria y fi ). La solución tipo gauge pumo se obtiene

c:uandoq(z) xx ( ~ ) la soluicioií t po 1 - í místaritón c tíandoy(z) es igual

el íro<luucto cíe dos ex~>L esiomíes como la aiLterior, la. solución ti PO 2-

mnstantóncuandoy(z) es el producto <le tresexpí-esmoríes,etc.

En esta notación la condición necesariade existenciade al-

gunasimetríaadicionalseescribediciendoc¡uese debecumplir al menos

unade las dos siguientesexpresiones(ecuaciones(2.28/30/32)y (2.47))

1.
4kr2( -— + \72p)2 xx t(r2tp) (2.48)

— ,.Á) + J~i + k
3)( ———y + 7

2p)) +
9 1~
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1 9<

¿,.((k1t + /2)rd,.)(—— + t¡>)) = 0 (2.49)

Es laboriosover qmíe la íri mueracon<l iciójí se ui mpie con ¡e xx 1 9<

parala solucion ti ¡>0 1-instanton. pci-o esto era de esperarpues el ms—

tantón de Witteím tiene simetría 30(4) y- por lo tanto, debecumplir al

menosuna <le las condicio¡íesnecesarias(2.18/49). Lo mismo ocurre

parala soluciónq(z) xx z. Sin embargola solución g(z) xx 9 no cumple mv

(2.48/49) y por lo tanto, temíeniosal menosuna solución (si bien no

pertenecienteal grupo instantónico) cíue no cumple las condiciones

necesariaspara (¡ue una. solución con simetría esférica posea alguna

simetría adicional. tenemospor tanto un contraejemplo,en espacio

cuclicleo, djue demuestrala no existenciade un análogoal teoremade

Birl=hoffen una teoría Yang-MilIs en vacio.
e’

Para. po(ler llegar a. estemesultadoha siclo importanteel que

en espacíoeuclitleo exista.una condición algebraica(cíe autodualidad)

¡líe perí~xitesiuxplificar las ecuacionescíe forína quese puedei~ resolver

completamente.En espaciomninkowski no existeunacondicióndeeste e’

estilo, y la mayoría de las solucionesque se conocense lían obtenido

mponíendoexplícitamnente <mu grupo cíe simetríamayor c¡tie 30(3). En e’

cualquier caso se ha pasadoel test de ecuacionesdefinido en (2.28/

30/ 32/ 36) sobre las solucionesmuinkowskianasdlue aparecenen [3],

encontrandosec¡íie todasellas cumplíanalguna.cíe las condicionesde la

bateí-íay-, por lo tanto. no liemos tenido éxito en la busquedade otro e,

contraejemploal teoremade Birkhoff, esta vez en espaciominkowski.

u’,

u’.

“y

u’-
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2.1.3 Algo más sobre simetría SO(4)

El procesode la secciónanterior se ha rel)eti<lo limitando la forma. del

supuestogenerador<le simetría a SO(4). En este caso el sistemnade

ecuacionesse puedesilL)¡)lificar <le forma mas notable y llegarsea unas

condicionesu iccesariasmás resl.rí ctivas:

[Y — [F,0, F,.J> (2.-SO)
<miO

(r
2F1t ± , (F,~

7 ~ 2 (2.51)
II O

(el sígímo su¡>erior <ormespoíi& al aso cm lud( o y simetría. 50(4) y el

signo inferior al caso ini mí kowsí m x sí íI ~etmí s 0(3, 1)) 1 Tría <le las (-ondLi—

ciones c¡ ne apareceva babia 5 (lO O l>teii ida a uterioruneríte en general

y la segunda.es específicacíe <sta símitetí ma De momentono vamos a

referirnosaellas,pero apare<:era.nmas adelante en un contextodistinto.
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Capítulo 3

CLASIFICACION
ALGEBRAICA DE
CARMELJ

Durante los últimos añoscíe la. <lécacla(le los 70 hanapa.reci<lodistintas

formas de clasificar el cam¡o Yang-MilIs. La (lescripción detalladade

ellas sepuedeencontrarpor ejemploen ([12]. [13]). La debidaaCarmeli

y col. estábasadaen el íroblema de autovaloresy autovectoresde un

determinadoespinor c¡ue se define a. partir <leí campoYang—Milis. Es

quizás,la que más se asemejaa. la clasificaciónde Bel-Petrov pal-a el

casogravítatorio. y. corno verenmos.en el presentetrabajo se sugiere,

sin probarse,cíne ruecieexistir Luía, íntima. relación entreambas. Esta

clasificaciónes invariantegauge.

En la segunda,debida.a Wang y Yang, la clasificaciónse hace

en función del rango <le una determinada,matriz invariante Lorentz,

ue se comí s trmix-e a partir cíe los camposgauge. La tercera., debida

a. Castillejo y col - clasiIi ca los can pos en Lunción del sri bgrupo (le

3 L( 2, (1) * S’U(2) que los cleja i mtva.ríamites.

33
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e’En este trabajo Lemnoshechouso del esquema<le Carmeli. por

ello, vamosa explicarsomera¡nenteen quéconsiste.

“y

Se defineelespinorcorrespondientealcampoYang-Mills corno

(3.1)
nl

‘AB’CI)’ = aÁB~acD~P,ív

dondea> E’ SOil inatríces lierinitícas d¡Lie satisfacen

gv

U48 xx9

(71’ (718 ¿it
AB 0 0

Esteespinor p imecle ser fa cloriza <lo como

9<

I —¿ —‘- AB CL) YA <-ED ‘T’ <-AC\B~DI

donde\148
e’

_ y donde¿seusaparasubir y bajar indices

espinoriales:
-Lv

ZA)
e’

Se define el espinor (invariantegauge)

e’

gr
sAB(D =

9<

9’

e’

quecumple ClBCD = ~BACD xx (,crDÁB xx CIBDC.
e,

Se puedecomprobar

que la traza cíe estees¡íinoren la. suma.de la. densidad(le accionmas

vecesla densidad<le carga topológica.

~ÁB = yL§?
f#V + ;p; *plP<4]

34

u.

(3.2) e

e

9<

e



3.5

quedenotaremoscorno P en adelante. La ecuación de autovalomesque

planteamosparaclasificar el campoYang-MilIs es

CID = (3.3)

Si los tres autovalome~son distintos tenemoslos tipos 4 y

(en lo que sigue el subiiíclice p representac¡ue el invariantegaugeP

definido en (3.2) es (listinto cíe cero y el subín<liceO que dicho invari-

ante es nulo). Si tenemosmmm iica.inente <los autovaloresti no cíe ellos es

doble. Si el autovalor doble ¡nesenta.dos autoespinorestenemos los

tipos D~ y De, cmx casocontrarioserau 1 Ip 1/ lío. Si tenemosmmii liii ico

autovalorcon tresatitoespinomesseranlos tipos O~, y 0o, con dos autcme-

spínores11¾>7/ Itt y con uit ~mnico antoespi nor fi rial ¡neríte teudremos

11ff) y “‘O

Esta clasificación lii. po<lenios presentar<le tina fornía Ligera-

mentedisti iíta - Ca1cm u a¡nos los sígu idi tes uvail amitesgatíge a. partir (leí

espunor{

5 xx xx

E xx EA> xx

O = .5’ — Ip2:3
II = PC ~

o
Entoncesla clasificacióncíe Carmeli quedacaracterizadapar-

cialmente(uinicamenteen cuantoal número cíe autovaloresse refiere):
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a

ilpo l~ P #Oy&”#0112
e

tipo 1 1,,, D> —> P ~ O mj (2 = 6112

upe III>, JI
1~ % —~ P ~ 09 (7 = LI = O

l¿¡>o tu. lío. I)o.I[Jo,J1,j>-0~ P = O

Lo interesantede estaforma de representarla clasificaciónde

Carrneli, es quese puedenobteneresosinvariantesgauge.sin necesidad

de calcularel espinor ‘5. Paraelío bastaquedefinamosla matriz

At=E~+¿Bt=F¿k+j \/
57éokirnF Mi

e’;

donde í representalas <listiutas

índices en la tétradaelegidapara

absolLílo <leí (leter]u iii ami te de la.

Defini ¡nos las sígu.m iemí tes mí a.t rices

componentesgauge, y 0. ¡e,!, tu son

representarla métrica,y i~ es el valor

metricaemí los indices de la tétrada.

‘5 = AA’ (3.5)

(3.6)ir = ti

u’,

0~

*Entonceslos invariantesgaugedefinidosanteriormentese puedencal-

cular a. partir de la matrices‘5 y z

P = tic srm (‘5) = trazc(ir)

t2\ =

— U..ÁLI,< ) LUI.tttn >

E = trcLzcr( ‘53) = ti<tz<í( ir3)

36
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3.1. Particularización a la sol ímción de ¡3artnik-Mckinnon 27

En el párrafoanterior hemosdefinido unamatriz ir ..á partir

de dicha matriz se construyela clasificación <le Yang (a la que hacía-

¡nos referenciaal principio deeste tema). En función de que su rango

sea tres, dos, uno. o cero te¡ídreníoslos cuatro tipos posibles(le dicha

clasificación-

3.1 Particularización a la solución de Bart-
nik-McKinnon

Denotamoscomo ansatzcíe BM - (aunqueno fué misado por primera

vez por ellos, la. primera releí-encíaconocidapor el autor apareceen

la revisión de Actor [3]) al caso <le simetría esférica definido en las

expresiones(2.17-226) cuando A, = A.. = ¿2 = 0. Además de es-

tas restriccioneslas solución dc B 1. es ~stática.. En simetríaesferíca

podemosparametrizar la. métricacíe forma diagonal [9~1-

d.s2 xx e 2t di2 c 2”h2 — >2d02 — m2 sen29dgr52 (3.10)

donder y p sonfuncionesde y. Definimos las matricesa <le la siguiente

forma:

t

e.

a =
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12
a =

1
(7 xx (7

1t5&fl9 vi

y dondea’ son las matricesde Pauli. También nos hubieseservido

cualcínierotra elecciónqíme se hubieseobtenido de la. anterior bajo la

accionde un elemento<le S L(2 0).
9’

(a]c¡mlamoslos espinoresYang-Milis

e

itmm = Muí = -fN00 = xx f¿ioi = (0,0,0)

-I — J0L00 xx xx

unu

(1
= (-‘

.1? ~ = —J~~i xx ((1 .<2

)

9~-2

—p

2v

>

4$

e
~ c~

’

‘r
2v

= (0.—
______ ,CI)1~

El espinor ‘5

‘50000 = ‘5miíl 4¡.2~ ~~2)2 — ¿te
2”)

sool1 = ~2( (1 ¿2)2 +gr _____________

2 —2p
ygr — ____

‘-.0 LUí — ,~ ~e —

&.oeoí — ‘50111 xx O

La trazadeesteespinores ladensidadde acciónmás i vecesladensidad

de cargatopologica, queen este Ansatz

1 (1 ;2>2
+

2

->. .2 —2p

(3.11)

38

a

a

a

u.

e,

e

e

nl.

*

mv

e’

mí

9’



3.1. Particularización a ¡a solución de Bartnik-McKinnon 39

La ecuación de a.utovaloresse puede resolver (lan(lo la si-

guiente solución- Tiene u u ¿títo\alor doble

Am

‘y un autovalor simple

Am Am (1
4>.4

Si

ji = /3 (3.12)

tenemos liii autovalor triple coui ti-es autoespínoresx- por lo tanto se

trata del tipo O~ ó 0o cmi la clasificación (le Carmeli (el segundoúnica-

mentecuandop = 1 dondese obtiene una. solución gaugepura). Por

el contrario, si A ‘y /3 son distintos. entonceslos dos autovaloresson

distintos, al autovabr doble le cOriXYSí}oi>derí <los untoespímmores y íor

tanto corresponcleal ti ¡)O D,, -

Estos últimos m-estmlta<los mereceim una. serie <le comentarios.

En primer lugar. hemosclasificado el conjunto cíe solucionesque se

puedenobtenerdentro deAnsatzde BM. Como se puedeobservar,son

solamentedos los tipos algebraicosque persistenal imponer simetría

esféricay esteAnsatz. X tino cíe ellos c¡íme<la clefimuiclo p<>~ Lina. conclícion

algebraica(ecuación(3.12)> en los caníposy. por tanto. cli fereneial cíe

primer orden en las componemítes(leí potemicial Yang-MilIs. En la sí-

guiente secciónvereniosqueestos resultadosse ¡)ue<lengeneralizar,en

un cierto sentido,a. simetría,esféricasin restringirnosa. ningún Ansatz

particula.i.
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3.2 Particularización a simetría esférica e’

a

El procesoquese ha llevado a caboen el punto anterior se puederepe-

tir parael casogeneral <le un campocon simetría esférica. Concep-

tualníente no existen ntavoresdiferencias. Sin embargo,para lo que

estamosmritem-esa<losmiosotrosríd) es necesaria,tanta.información. Co¡no
u’

mencionamosen la íutro<hícción.estamosbuscandoalgunaligadura al-

gebraicasobrelas componentes<le los campos.cíuenos permita simpli-
e,ficar las ecuaciomíes<íe evolución. y encontrarsolucionesexactas.Para

ello no es necesarioconocerexactamentetodala clasificaciónalgebraica,

sino tan solo cmi lo que al numerode autox-aloresdistintos se refiere y e’

las con(licionesalgebraicas<¡mme el campo Yang-MilIs debecumplir para

pertenecera ca<la uno cíe los tipos. Por tanto vamosa haceruso de la u’

clasificación cíe (i a.rmneii cuí función de las ligadíLirasentrelos invariantes

gaugeO. H, 1>. e,

Parala parametrízacionde la métricaexpuestaen 13.10)(donde e,

i- y p son funciones <le 1 y r) podemosdefinir la. siguientetétradacli-

agonal: e0 = ú~~¼-lt,e~ — ¿“dr. 02 — miO ‘y (33 xx rscnOd~. En
“y

los indices de la tétrada, la métrica tiene forma diagonal minkowski

(Uab xx diay(—1.+1. ±1.+1)). La métrica oíiginal se obtiene como
e’.

ds2 = UO%ab. Los comuponentesdel campo Yang-MilIs en estabase

son:
e’

/“‘ xx ®n 00F’fu,’ ?Y( fl ¡(0
e’

Parael casodesimetríaesférica,y en el gauge¿2 = 0, las componentes

del campoen los indices <le la tétrada.son:

e’

0

u”
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xx (0,0,g)ú
T—P

= (—y,, A,~.o>t
7—

F
03 ( 4& —v,~ 0)—

r
fi

xx l,.¿.0)—/~

~1>

¿ ¿.0)—
7-

F~ m O (1 — ~

Las únicas coínponeí ites no miii 1 n d la matriz A definida en (:3.4) son:

A= (h’ ¿ _

qxx< ‘ (1

1< ¿4?

7 1’

2~
‘,-‘ K
___ +9

La, matriz ‘5 definida. en (3.) es címígonal

‘5nir (12 ~>
2±~2 b2+c2 )

En este pULuto es con\-eniente hacer algunos comentarios. El

primero es que ambas matrices (‘5 y ir) son iguales y diagonales. El

hecho de ser diagonales es debido a estar restringiendonos a campos con

simetría esférica, en general no es así. Por ser diagonales los cálculos de

las trazas cine aparecen en la definición de P. (3. y H son triviales, y por
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tanto, la cara(-teriza.ción de la. clasificación cíe Ca.rníeli por el número

de aimtoxaloresdistintos es f-h ji de calcular. Dichos invariantesgauge

son: e

P (¿2 + 2(62 + ¿) e,

~ (4 + 2(b2 + cj2

¡ o + 2(62 + e2»

( [<>2 (¿>2 + <.2)]> e,

3

JI [<>2— (/» + c>)J’3 e,

<1

Es trivial de comprobar <¡tic siemprese cumple (33 = 6112. La

clasificación de (~~r¡n~li de los campos Yang-MilIs con simetría esférica u’

quedacaracterizadacomo sigue:

e,’

tipo 4 ,‘ No es posible (3.13)
ti; >o 14. D,, a> = [(/, -)(b> + e>) (3.14) e,

li¡)o JI/rl1;” O~< —+ a> = (6> + e>) (315)

i¿po J~. II,>. D
0. 11 1~,I1 ¿.Oo—* a> = 2(6> + e>) (3.16) e,

En el resto <leí tral>ajo aparecerarícon frecuenciaexpresiones
9<’

como: campo.s algel)raica]nente especiales’ o “campos degenerados

algebraicamente” - Cuando usemos dichas expresiones nos estamos re-
e,

firiendo a aquellos campos Yang-Muís tales que a> es igual que 62 + e>

salvo un factor unultiplicativo ¡e xx ó ¡e xx —2. En otras palabras,nos

estaremosrefiriendo acamposdel tipo X~ ó ff4, 1 V, O~ (En adelante

cuandoaparezcael símbolo X~ nos estaremos refiriendo genericamente

a todos los tipos algebraicoscon su.mbíndiceO). Y’ es precisamente ésta

u.

e,

nl
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la ligadura adicional:

a> = ¡e(b> + ¿2>, con ¡e = 1 o -‘2 (3.17)

(algebraica en los campos y diferencial de primer orden en los poten-

cíales) que iruponcí reinos al i itentar resolver las ecuaciones <le evolucion,

1 auto en el caso pla.¡io COIi() Fi nst.ei mí — Yang—NL i lIs. >- <¡nc míos íennn—

tira resol te r coiii¡> le tamííeí te el sis 1 en a res u Ita u te. ít mí los cap it Li los. .5
y’ 6 no limitaremos el valor <le ¡e a 1 ‘y —2 (impon cl remos únicamente

<jue sea.constante>.con lo ([nc Cii pUimídiplO. también estaremos obte-

niendo algunas soluciones no algebraicamente especiales. Todo lo de-

sarrolladohastaahora lo lía sido para umí espaciomiííkowskiano. pero

podenios generalizar los resLiltadlos a un espacio eucli(iiaiio modificando

la métrica en las componentes de la. tétrada, cíe formíta. <¡Líe sea <¡ab =

tfiay(+1, +1. +1. +1).

La ecuación (3.17) es una igualdad cnt re expresiones com-

plejas, desarrollandoen comííponentessus partes real e imaginaría se

obtiene:

/< ~‘ = ¡e[F,0. F,.6]
3 (3.18)

~< <>0
/ ( p< ¿2r+2í + f,~ ) (3 lO)

2 ~<o O

(el signosuperiorse coí respomícle-il c iso euclidiano,y el inferior al caso

mninkowskiano).En espacíoplaíío \ para ¡e = 1 es trivial de comprobar

que se reobtienenlas e~píesiones(-) 50-2.51), que obtuvimos anterior-

mentecomo condicion necesaimapaia <píe un campo Yang-Mills tenga

simetría hiperesférica (en cuatí-o (limensiones>. Es decir. cii espacio

plano toda. solución con siníet ría. “ lii peresférica” ( enteud ien cío co¡i ío tal

SO(4) en el caso eucli<leo y 50<3. 1) en el uitiíikowsl=i) distinta cíe los
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campos gauge puro, debe pertenecer a uno de los tipos algebraicos III

JV~, o0~. Sin embargo ambas con<liciones (necesaria, de simetría y cíe

degeneración algebraica) se desacoplan fuera de espacio plano. Este he- u.

cho impide quese puedanobteneren nuestroesquemasolucionestales

corno los wormlíoles que aíarecenen j38] y- [39]. (Paraobtenerlosse e,

usaexplicítameuteque poseensimetríahiperesférica).

e’
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Capítulo 4

SOLUCIONES EXACTAS

EN ESPACIO PLANO

Antes de entrar en la búsque<la de soluciones en espacio curvo, herrios

preferido plantearnos el mismo problema (búsqueda <le soluciones con

simetría esférica ‘y algebraicairíente especiales>cii espacio plano. Con

ello podremos con> p robar si la 1 igaclura. algebraica que i u>¡>0! ieiiios. es lo

suficiente fuerte como para s imuplificar las ecuaciones a resolver hasta

permitirnos encontrar sus soluciones. En efecto, como veremos a lo

largo de este capítulo, algunas <le las soluciones., en espacio í>laiio. que

aparecen en la literatura son algebraicamente especiales y deben de

poder ser obtenidas en nuestro es<¡uema..

Ademas algti ¡mas <le las ec íía.c íouíes <lime 1 cuid renios cj iíe resol ver

en este capítulo volvera.íí a. aparecer a lo largo cíe los sigímíemítes.

El realizar este estudiocii un casoen el que ya conocemos

algunasde sus soluciones,nos permitirá identificar técnicasy elecciones

de variables, que más adelantenos serán de utilidad. En efecto, las

coordenadasen que el puoblemnaes más sencillo apareceránaquí y ya

45
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no nos abamidona.í-an en el -esto (leí tral>ajo. 9’

Todo ello viene acompa.fla(lo jior la. obtencion cíe una genera- e-

lización de las solímcionesva conocidasen términosde unaconstantede

integración. Para deteriniííados valores de esta. constante, se encuentran
9’

nuevas sol uciotíes (al menos entre la bibliografía manejada por el autor).

Por todo ello cueem>ío.s (¡líe queda j mistificado el <le<licar un capítulo a
e.

soluciones algebraicamemíte esl)eciales en espacios planos.

-4

a,

4.1 Espacio Minkowski e’

u’

En el segundocapitulo obtuvimos un conjunto <le condicionesnece-

sanas para díue un campo Yang- MilIs esférico posea alguna simetría
u.

adicional. Como vimos, algunas de estas ligaduras algebraicas(ec.

2.28) coincidían con parte (la l)arte imaginaria) de la expresiónque
mv

líos caracterizaba parcialmuente la clasificación de Carmeli (ec. 3.18).

Más aun,conxíui-obaníosque la. con(licion necesaria,para.¡íoseersimetría
e,

iii peresféri ca. coincicli a. exacta.níente con la. commcl ició¡í l)a.raqueel esl)inor

Yang-Milis posea ini unido autovalor. Es decir, en principio, podemos
u”suponer que aquellas soluciones tales que poseen un grupo de simetría

mayor que 30(3) son bímenas candidatas a pertenecer a lo que hemos

denominado tipos algebraicamente especiales. Esta suposición, se com-

pruebacomo cierta en las solucionesde Luscher [163,De Alfaro y col.

[8], y Cerveróy col. [10] en el gaugeen que las presentaActor [3]. 9’

nl’

a,
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En un gaugeen que¿2 = 0, nuestro sistema de ecuaciones de

evoluciónYang-MilL en espacioplano se puedenescribir:

(r>Ftr)r = —2A,¿> (4.1)

= 2A,.y> (4.2)

(¿~í~ — (¿,r).r — ¿A~ + ¿ — — (4.3)
7.2

-‘(¿A, ),, + (¿A,.),.— ¿,A¡ + ~ = 0 (4.4)

La ligadura algebraica(ecuación(3.17)) se escribe

(donde ¡e xx 1 ó —2) Del sisteríma. de ecuaciones (41-4.6) se pueden

integrar 4.1, 4.2 y 4.4 con:

1
A, xx A,. =—i--~ qfl,. =—(---c—26)Y r 7.2

donde c es unaconstantede integración. Las ecuacionesque quedan

por resolver son:

¿it — y,,.,. — 21. + = ¿(1 —f>) (4.7)<3 ~-3
‘1>

2; ,.c,,. 2¿Á<, _ <(—e — 26

)

— 0.,.r + — _____ _________

¿ (4.8)
—¿(e+ 2o)( 1 ~ ) = ¡er>( —¿,@t + ¿,,.c,,.> (4.9)

(4.10)2 2 22 2><((e + 2< —(1 — ¿2)2) = k,->(o — o, — ¿¿,. + ;¿,)
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En este capítulo solo vamos a interesarnos en lo que nosotros

hemos llamado Ansatz de Bai-tnik-MclKinnon .4, = A,. = 0. Las~cua-

clones a mesolver sc>¡í:

.0 — V.rr =

2

(1 ¿2)> = kr>(~¿

¿(1 —¿>)

(4.11)

(412)

Es conveniente definir el siguiente cambio de variables:

it xx r + t q y = r — t

con lo que el sistema (411/12) queda
¿(1 ~>

)

— (u + tú>

1
=

(mt + o)> (1 —

•1

mí

(4.13)

(4.14)

El cociente de estas dos expresiones se puede integrar completamente,

distunguienclose <los casos:

¡e xxj —> semm(t¡(íc) + U(o))

¡¿= —2 —+¿--- -> [y— mí) + V~)3

(4.15)

(4.16)

Y aún nos que quedapor mesolver (4.14). Analicemos estos casos por

separado

4.1.1 k=1, Tipos algebraicos Iff~, 1V]1,
0p

En términos de las funciones U y U (4.14) se escribe:

U
0 V,,( u + e)> = cos>(U + U)

48

9’

mí
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Esta ecuacionse resuelvecomupletamenteen el apéndice 1. Presenta

basicamente dos tipos (le soluciones. El primero está cla.<lo por:

fi xx —/nju~ + cte1

U xx — cte2
2í

Cuando e/e1 + cte2 xx 7 SUj uo( mi) 519<>cdi’) (un1 mar apéndice) o en

otras pala.~rasr > 1. eiít<>iices cl c ainpo ¿ no es real - 5 iii embargo, si

de1 + de> xx jv t > m-. sí (¡mmc ticume seulti<l() la. soluiciómí ol>temuicla, y- el

campo ; es

1 mm — m’ ¡

El segundo tipo de soluciones es:

(7 xx arctg(¡Jmí + ti) + cte1 >

1’ = arel q(Jm’ — ti) — cte1

Entonces el campo Yang-Milis es real ‘y vale:

1— xi;

v~ + .~> + (4.17)

donde x = itt + ti. e y = 3m’ — mi (3 y mi son constantes<le integracuon.

obsérvesec¡rme esta.u ti nia. se ¡ ¡me<le’ a.l>s<>rber recleHu ienclo el origen cíe

tiempos). La solucion (¡líe se conoce,en esteansatz,en la bil)liografica

consultada (vease ref. [3j) es la De Alfaro. Fubimti y Furlan Se obtiene

cuandola constante3 xx 1. Entonces la función ¿ tiene sentido en todo

espacio minkowski. Si ¡3 ~ 1 ‘y real. se obtiene básicamentela misma

solución salvo un cambio de escala de las coordenadas empleadas. Sin
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embargo,cuando es imaginaria, la solución tiene sentido tan solo en a,

cleterníinaclas reaiones delimitadas por

e,

reomon interior” , ¡itt + mi—! < 1 y ¡¡iv — mi] < 1d

region exterior” [)u + mi] > 1 y ¡3v — mi] > 1.
u

Fuera de las cuales es imagunaria.

u’-

4.1.2 k=-2, Tipos algebraicos1o, 11o,D
0, “fo, IVL, 00

Dividiendo las ecuaciones (4.13) y (4.14) se llega a:

u’

9<

¿ xx [71 -‘

e-

9’

Al integrar estas ex¡)resiones se obtiene la. ligadura (4.16) (donde U,~ =

O y 1/’,. xx V). A diferencia de ¡e = 1, ahora no podernos despejar p y
u’los cálculos se complican. En cualquiercaso, podemosentrar con los

resultados anteriores en (4.14) obteniendo

0’

— 2LTU(u + e)> = (1— (4.18)

Calculandola derivadalogarítmicacon respectoa u yQy restando se

llega a

5-

1’>

9

(‘(mm + 7’)

1’?,.
2 +

l’(u + L’)

quese integrancompletamentecon:

u’

o

o

mí

u.

*

e
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(7=

1~=

1
mm,> + ~v¿+ ~a

1

— ¡e>U + ¡e3

Entonces,podemosdespejar¿ <le (4.18),

= 1’ -A —2(u. + m)>UV

derivandorespectoa mm y clespej ando en = (1(1 ~2>—I se llega a la

expresi~nsiguiente:

2V — (mm. + m)Ul(2Ammm + ¡e>> = .i»/í —‘ —2(¡m + <(‘U —2UU

q¡te en mt + u = 0. y (lo nsec u e mí temí te ¡it e (1 xx . Id) se ptíecle cumplir

para níngílu

2( =4(/ -‘2

Por tanto, concluimos que ¡io exmsten soluciones (no triviales) Yang-

MilIs en espacio plano de tipos algebraicos 2<0 y comí simetría esferíca.

4.2 Espacio Euclideo

Algunas de las soluciomíes Yang-MilIs que mas desarrollos Han motivado

con posterioridad a su aparición surgieron en el caso euclideo. Eittx-e el-

las destacan las soluciones “ instamítónicas” y las soluciones “merónicas” -
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Las primeras caracterizadas por ser regulares y tener el campo Yang- u’

MilIs concentra<lo en una deteríninada región de la variedad enclidea.

de forma que la “carga topológica” (es decir la integral en todo R4

de la densidad F ,,, F”0) es finita y cuantizada. Tras la aparición de

la solución 1-insl antónica. por l3elavin y col. [17], han ido obtenien- mí

dose las soluciónes generales n-instatónicas por diferentes autores. Las

constí-ucciones más faixiosas son las debidas a Witten [7]. 1 Hooft y

Atiyalí [31 Fmi to<los los casos estas ecuaciones se obtienen al resolver la

condicióii cíe auto(lLiali<la(l. CoLud) dijiLuos en el capítulo 2.. la solución
u’

1-instautónicaa la Wittcu poseesiinetría SO(4). y como dijimos en el

tercero, la condición necesariade simetría coincidecon la condición de
mí

degeneraciónalgebraicacon ¡e = 1. Por tanto la solución 1-instantónica

a la Witten perteneceal grupo de solucionesquenos hemosplanteado

encontrar. mí

e,

Las otras solucionesa quenos hemos referido anteriormente

son las “merónicas”. en estecasocaracterizadaspor poseerconcentra-

ciones puntuales.(donde la solución es singular) de carga topológica

semícuantizada.Se conocenexplícitamentelas solucionestipo merón,
9’,

meron-uteron t ineron-antíineron.así como resuItaclos que<lenmestran

la. existencia<le solucionestipo n-rnerón[3]. Hemos comprobadoque,
a

cuandolas conce¡ítracíonesde cargatopológicaestánsituadasa lo largo

del eje <le tiempo enclideo (x’ la solución tiene simetría esférica) las
u’

solLicionesmerónicasque se obtiene son tambiénalgebraicamenteses-

pedales(con k=1). Según se puede ver en el trabajo de Actor, es

posible conseguir.medianteunatransformacióngaugesingular (en la u”

que se pierde el valor de la cargatopológica) transformarestassolu-

ciones de forma que pertenezcanal ansatzde B.M. En lo que sigue

‘0

9’

a
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vamosa obtener la solución general al problema de simetríaesferíca

con degeneraciónalgebraicax en este mnmsmo ansatz.y por tanto ob-

tendremosun conjunto cíe solimcionesqueincluyena las soliucionestipo

meron,meron-merony nieron-a.ntmmeron,eneste Ansatz peculiar (a la

“Actor”).

En espacioenclicleoel sistema<le ecuacioneses:

xx —214,;> (4.i9)

(m>F,,.), =2>1,.;> (4.20)

— (;,.).,. + ¿4+ ¿4~ xx ¿(1 — A) (4.21)

(¿A,),,+ (;<l,.)~,. + ;~{ + ¿_4> — 0 (4.22)

La ligadura algebraicase escribe

Fmr( 1-’ ;>) xx /4 A
1;;,. — A,.;;,) (4.23)

(rflj> + ((1 — ;>) + + + (4.24)_________ = ¡e((¿ Af;> (it 1½>))
7—

Al igual queen el casominkowski, el sistema<le ecuacionesse puede

resolverparcialmentecon:

2

At=~~+i~; A,. xx ~> r(c —

con lo queel sistemafimíai a resolveres

o>,. &, ¿(1 >2

)

— rr + y + 7 (4.25)~
2;,.ó,- + 2;4,, — ;

2(c — 26

)

¿ (4.26)

— 2<)(1 — ;>) xx ¡er>(;,¿, + ;,.~,.) (4.27)

— 26)> + (1 — ;>)>) = kr>(6>,. + ~ + ;>j + 2;>~) (4.28)
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Y en el ansatzdeB.M.

¿‘(1 —;>

)

(1 — ph> xx kr>(¿ + 1,)

(-4.29)

e’

e-

(4.30)

9<’Ahora las variablesconvenientesson:

- =r+it y f=r—zt

en las cine el sistemase escribe
;(1 —¿>

)

(z + 5)>

1.

*

(4.31)

e,

(4.32)

e’
El cocientede estasdos expresionesse puedeintegrar completamente.

(en estaocasiónsolo existeun caso,pues ¡e xx —2 no es posible)
9<’

k=1—;= sen(Z(z) + VV(S)) (4.33)

9<
más la ligadura:

ZJ’U4:-¡-s)> =cos>(Z-4-W) (4.34)

Estaecuaciónestáresueltaen generalen el apéndice1. Podemosdis-

0

u’
tinguir básicamente<los tipos de soltmciones:

9<

4.2.1 Merón

La primera de ellas, “generadoradel merón en la notación del apén-

dice, es:

54

u’-

9<.

mv
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1
U = —luz+ cte1

¡~1’ = -‘—luz — cte1
2 i

quedesarrollandola expresión(4.33) nos da parala función ;

1
(4.35)

Que es exactamentela expresíomm<lime a.l)areceen [3] para el ¡nerónen

el ansa.tzde 13. Nl.

4.2.2 Merón-Merón, Merón-Antimerón y nuevas
solucjo ne5

La otra solucióngeneralde la ecuación(4.34), “generadoradel multi-

merón” en el apéndice.es:
ir

Z = orcÉg(¡íz + mi) + cte.> ->

I’U = orcty(45 — mi) — cte>

Que desarrollandola expresión(4.33). nos da

;xx± 1 — (3: + )(t — ti) (4.36)
1 + (4: + mi)2)( 1 + (35 — mi)>

l)onde ~ y mi son comístauit es i mm <lot erntmmiadas cmi pri mi ci pio. Si 3 es real

y ~ es imaginaria.entoncesreobtenemnoslas solucionesmneron-merony

meron-antimerónen el gaugede B. M. C’oncretandoun poco mas

—9
dxx -

(a—b)
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.2(u —$6

)

ti = 1
(a — 6)

representael muerón-memónque apareceen la notaciónde Actor con

e’

u.

singularidadesen r = O y a y 1 xx b. Y

—t mí
‘3=—

(1

a-

Representaun meron-aiítimerón,con singularidadesen 1 = ay 1 xx

0’

Sin euitba.rgo, cimamído 3 es imaginario, y mi es tal que la ex-

presión para ¿ es meal (cuaiído mi es real. y por lo tanto, puedeser
e’

absorbidoredelíendoci origen (le tiempos)setratade unasolución que

no pertenecea mímíigimímo tío los 1 ipos ‘ uii(-rónicos -

e

Si 3 xx i. y redefimmiendo el omigen de tiempos de forma que

mi = 0. entoncesla solución encontradaes

1 +

(1 — z2)(i — 5>)

quepresentaunasingularidaden 1 = O y r = 1. No se ha encontrado,

en la bibliografía consultada,icferenciasa estasolución.

4.3 Casoestático. Fuclideo y Minkowski.

En el capitulo 2. vimos como el casoestatico se distingue del resto

de simetríasespacio-temporales.En efecto, repasandolas considera-

e

(4.37)
e’

e

e

e

e

mí

9’

e’

mí
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ciones que hicimos al planteariiosla existenciade simetríasadicionales

a la simetría esférica, vimos que si la solución es estática, no debe

cumplir ningu¡macondicionalgebraica.sobrelas componentesdel campo

Yang-MilIs. En este capítulo, dondeliemos resueltoexplícitamentelas

ecuacionesde evolución en un ansatzdeterminadoy con una ligadura

de degeneraciónalgebraicaadicional, vamosa ver que tambiénel caso

estatico se diferencia <leí caso gemíera1. y (Lime líO CS posible encontrar

solucionesestáticas y cp me ¡u’ rteu m ezcan a uno <le los ti pos especiales

(exceptolas triviales).

Las ecuaciones a resolver son las miii smas e¡i espacioseticlídeo

y un inl-cowsk

¿(1 —4) (118)
yt,.,. —

(1 — nJ)> = J.p> (4.39)Ss-,.

Derivandoen la segundaecuación.y haciendousocíe la primerase llega

a que ;> = 1 — er>, entrandocon este resultadoen la segundase llega

fácilmente a que e = 0. y por tanto, solo persistela solución trivial

xx 1, c~ue cia solucionesgatígepímras.
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e,
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Capítulo 5

SOLUCIONES EXACTAS
CON METRICA
LORENTZIANA

En 1 .988 aparecióu n< (le los resLmlt a(los mas i nf lii y-entesen cima mito a

.soluciomíesclasicasse mehere. Se trata del artículo (le Ba.m t umí x \lcNin—

[283cii el <pIE’ se (>l)tiemi(-mi fuertes ex-idemícia.sImumneulcas d- la exís—

tencía <le miii conjunto dc’ sollmciomíes está.ti(-as.co¡í sínv ti ma ( steri<-a y

sin singularidades- para.un sistema<le ecuacionesLi ustein N ang Nl ilís.

Su importancia raclica cii priníer Ligar en que clescartala existenciade

~mnteoremaYang-MilIs análogoa otro que existeen otras situaciones

“semejantes” [281. En efecto,estádemostrado<píe no existensolitciones

con simetríaesférica,estáticasy regularestanto en el casoYang-MilIs

en vacio, como el casogravitatorio crí ausencía de fluentes.comuo para

Einstein-Maxwell, por lo ~¡iie parecíanatura] pensaren la existencia

de un teoremaanálogopara Einstein-Yang-Milis. Lii segLilido líígaí, la

solución presentaun coniportamníento(rínínémico). quecíealgunaforma

hace pensaren unasolución tipo partícula. Presenta,a grandesras-

gos, tres regionescoii comportammeatosesencíaIntentedistintos, Y (105

59
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regiones de empalme. La región interior está caracterizadapor unos

intensos camposYauig-Mills. la primera región de empalmecaracter-

izada por rápidas f lííctuaciones del campo ‘y de los coeficientesde u’

la métrica. Estas f luctímacionesdecaenrápidainenteen la región in-

termedia,doíide el campoYang-MilIs tiene un comportamientosenme-

ante al <le un m nonopo U) magnético,con una métrica ¡uííy semejante

a la. <le Reiss¡ier-Norclstuoííí.Fmi la segun<la.zona <le empalmela carga

magnéticadecaea cero hastallegarsefinalmente a la región exterior,

dondeel campoYang-MilIs ha desaparecidoy la métricase aproxímaa
u’

la de Schwarzschild. A raíz de estetrabajo han ido apareciendootros

tales como el de Bizon [29] donde,partiendode las ecuacionesdel tra-
e

bajo anterior. se buscansoltmcionestipo agujeronegro,es decir, con un

horizomítecíe sucesos.Straumanny Zhou [32] estudianla no estabilidad

de la solución cíe BM.. limitándosede estaforma la posibilidadde ser a-

interpretadacoino partícula. Ershov y Cal’tsov [33] demuestranla no

existencia de solucionescon el buencomportamientode la solución de 0’

BM. y con cargaseléctrica y magnéticasimultaneamente.Finalmente

Bizon y’ Popp [34]. citan una referencia([37]. a la dltme el autor no ha u.

tenido acceso)cíe la. quemííerícionan una pruebarigurosa<le exístencma

de la solución cíe BM. <le menor energma.. u.

e,.

Mentiríamos a la verdadsi no reconociesemosque uno de

los objetivos originales de estetrabajo, fue intentar obtenerde forma
u.

explícitaestasolución (recordemoscjue solo es conocidapor simulación

nuníerica).Adelantandoconclusiones,veremosqueen nuestroesquema

no es posibleencontrarsolucionesestáticas(como se podía intuir de u’

los resultadosdel ~lt imno ¡)Umnto <leí capitulo anterior) y, por tanto, no

nos es posibleencontrarlas solucionesde BM. y Bizon. Sin embargo,

e.

mí

e,.
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hemossido capaces,como comísecuenciade la sencillez que presentala

clasificacióncíe Carmeli cmi caímí pos con simetría esférica,cíe, al menos,

caracterizarlasalgebraicamnente.

5.1 Planteamiento del problema

NUiestmc> objetivo sera, por tamí o. resolver las (‘(‘lía c ouies <le evolucmon

ac(>pla(la.s I-iímísl.eími — ‘Thuí”— \lil Is. (‘omm smmííel ría esférica- y ligadasalge—e

braicamentepor la rela<’iomí (3. 8/19).

Con tina mi iél rica cl go mí al parameti’ízaida por

ds> xx —(6. > r <it’ + ( >~dm> + r> ((10> + .56<>> (ide) (51)

donde ‘r ‘y p son fmi í cíouíes cíe las coorclenaclas(1. ¡ ) - Las ecuacionesde

evolución Yang-MilIs. cm> el caso de camposcon s¡unetrmaesféricay en

el gaugeen que¿> = 1) son:

(,>,r—~)p
1 ),,. = __

(,>6r—PJ2,), xx ~ (~7)

(5.2)

(.5:3)

(¿r#P; )., (< T~’<}, ). «r+P,.~2 + —r--r42 =

46f±½,4) + (e
T—’”¿>1,.),,. ~r-4—~<<

1 + p—r¿(

1 — ¿2

)

(TP¿~,.,4,. xx O

54

(5.5)

La ligadura algebraicase escribe

— j>) xx k(At¿;r — (56)
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(re~F,.)> — (6(1 <2> — 9’

+ Afj) — (;t. + A~;>)) (5-7)
mí

Finalmente,las ecuacionesde Einsteinen el casoen queel tensor>ener-

gía-momentopm-ovienede un campo Yang-MilIs se puedenescribirtm —

R~> xx2Ai(FV<P ‘~ 1(F{~F’ \N) e,

4,

donde 1< es la constanteacoplo entre los efectosgravitacionalesx’ el

campo Yang-Nl ilís (las ecuacionesde BM se planteanen un sistemade mí

unidadesen <¡nc 1< xx 1). Con nuestraparametrización:

o e-

= A ‘Á$$W,r + AtArSÁ) (5.8)gr
11 1 ¿>“ f4 p><jr (1

—--7,. — 1» + — ~ e.
— >‘ 7~,.p,. + <>T+>P(p

1, n> + nr.í > (59>

7,. + + r,t ¡-‘4’.r~ =
.7- u’

9 9

+ AS)) — IYIt + 4»)) (5.10) a-
2 Y

— 2 — ~,./>,,. + —
—p,. + e>r±>Ñ(p~~ + pl + 9tT~) =

(1 — <¾>e>

”

-) -1> 9’

+ ~~2t+>P(;2 +41)+?j. +41)) (5.11)

‘Para los tensores de Rienxann. el temísor de Ricci r ¡a signatura de métrica hemos

adoptado e~ convenio <¡e signos ‘le ~26j. comí

(¡$jf = 8wJ\100
9’

1 1
T — <E’ E’ “ — —<[4 [“0

a-

mí

0’

u.
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En este punto podemosobservarva. una <le las caractermsticasdestaca-

biescíe estesístema. (le ecua<’íommes x’ qure fue una(le las razoimesqueríos

i)iotmvo originalmente. La. fornía. en la (lime aparecemí las componentes

del campo Yang—Nl i lIs cm m el t r 1111110 <le la <lerecha(le las ecimaciones<le

Li misteiii es criadrát ca. dj ue es el ini s río orden crí qíre aparecencii la

ligadurade degeneraciónalgebraica.mas aun,si nos olvidarnos por un

momentocíe los signosc¡míe aparecenen aníbasexpresiones.resultadjULe

son idénticas.Esta.observaciónmíos hace símponerque sí imponernosla

ligadUrra algebraica(<le la ini smna formaa. ([ile es Ii abítual en la Ii teratum-a

imponer An satz sol>re la. fornía cíe los cani pos) corno it mía condícion

añadi<la a nuestrosistemade ccimac orles cli Fere¡iciales Eiu steimí — Yang—

Milis, podremossirirpí ificar lo sim fi (leude las- ecríacionescomo para re-

solverlas completarnente. E mí íd> c¡ Ume sigue emí este ca u tulo, resolvere-

mos dcct ix-a menteese smstenía. y. por tau lo. (>1) tencl memos las solucmon

generalEinstein—Yang-MilIs c’cím i si miíet ría esféricay algebraicamentees—

pecial

5.2 Simplificación de las ecuacionesYang-
Muís y algebraicas

En esteapartadovamosa resolverhastadondepodamoslas ecuaciones

de evolución Yang-MilIs. haciendouso para ello <le la simplificación

que apareceal haber selecciona<loun gaugeconcreto A continuación,

haciendousode la condiciónde degeneraciórmalgebraica,pondremosde

forma especialmuenteconipactael conjunto de ecuaciones pLiramente
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Yang-MilIs” -

La ecuación(.5.5) se resuelvecon

— t

Ss>
(512)

a

(No confundir la función ó con la coordenadaangularde mismonorn-

bre). Con lo que las ecUmaciolles(15.2) y (5.3) se resuelventrivialmente

con
gr >6 tPR,,. + 2ó = —c = constante (5.13)

Obsérvese.que se trata <le una ecuación en derivadasparciales de se-

gundoorden.. S’ u est.rííctíím’a.es muy semejantea la ectiacion (5.4), por

lo quefinalmentetemíemosun sistemade dosecuacianesbastanteseme-

jantesen sim forímía.

2 —r—.ti 2(r-
4-P ),~ — (—r--P) — +

Y
‘3

Ss’

p~rSs(1 Ss>

)

e

— ( c’~’~q,.} ,. +

1~>
9.4 rd’ re

¿

u’

(514)

0’

Ss
—26) (515)

Quedandola condiciónalgebraica:

¡e(Ss.rC.r Ss.í0,,) xx
¿ ¿

r

— 26)(l “~‘ <2>

1
k(Ss~,e2p+2T . ~ + ~—~e4~>> ‘P±2r>> =

Y
~;2/i

gr>
—-----(1 —gr>

a

a

e

e

e

0’

a

mí

9<

(516)
a-

0’
(5.17)

0’

e

‘0’-

u”



3.5‘5.3. Solucionesestáticas

Definimos 2< xx (e + 26), 1’ = (1 — s’>). y Z = A’ — ¿1<- 1-1 a-

cíendo un poco (le algebra coií las ecímacionesYa.mmg—Ntills y algebraicas

se ol>t íenemi las siguieíí tes ex>resiones(ex-ol ución ~- algelra.ica) para la

función Z.

(ct+/) Z,t ) ., + xx 2e~ (—iZ> + ¡eZ — ¡¿IV)

—( ~A-t’~2+ e~<>/> — r

JI->
(15.19)

5.3 Solucionesestáticas

EstecasoseobtieneSimí muas (pmo uiipoumer que la.s fííumcio¡mes(jile al)a.mecen

en el sistema(5.2/II) lío (le¡)eml(lemm <le la <‘oordem>acla temporal. De las

ecuacionescíe evolución Yang-Nlills se llega a que o bien A,. = 0, o

= 0. Analizamospc’r separadoambassitiíacioííes.

(i) A,. = O

Entoncesel cd> m¡j un t(> (íe ecuacionesYamíg-Nl i lis y (le ligadura

algebraicase puedenescribir

(<‘~‘‘~<‘~¿ ).,. = ~P(~,2( 1 — ;>) +
gr

—(1 — ¿>)> + (e+ 26)>

>

¡e
1

p—r
+ 7(1 — ;2)(c + 26>)

(520)

(.5.18)

r— (15.21)
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2
_______________ 0,.+ 26)> —(1 — ss>)> — + —si (5.22)

gr2 Ss

<2/3 (c+2¿)(1 — Ss>) — L~ ~1~) (5.23)

Tratandoel sistemade ecuaciones(5.22) y (5.23) como ecuacionesal-

gebraicas,las ~LIicas solucionesposil)les son: “y

A> 0 —+ 6>’~(i — ;>)> xx ¡e>-> 0’

— ú~(c+ 26) xx
Ss a

O

<7)> “y.
¡e < ti —÷nit(i —;¾> =

Ss>

¿~(c + 26) xx r ¡eSs,r
e,’

Sustituyendoen ambos casosen las ecuacionesde evolución (520) y

(5.21) se llega a que no exmsten soluciones distintas de las triviales
0’

(gaugepuros).

(u); xx O

Si exigimosdegeneraciónalgebraicano existensoluciones.Sin

embargo,en este casoel sistema es lo suficientementesencillo como

para í>oclerseresolver completamentesin condicionesadicionales. Las a-

unicas componemítes<leí camupo Yang-MilIs distintas<le cero son nr xx

(0.0,q/r>) y E;,í, = (0.0. 1 )s <>0. Por tanto reobtenclremoslos resul- e;

tados de Reissner-Nordstronicon cargaeléctricaq y cargamagnética

1.
mí

1 _ ~ 1

= 9,t 1 -‘ ~ + 1~4.g2 e-
7’?

e,

a-

pl
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5.4 Condición de compatibilidad

Podemosplantearnosla con<lición de integrabilidad (leí sistema-5.18 y

5.19- En efecto. tene¡nos umí sisteina domi (le a¡)amecen <los ecuaciones

cl iferencialesen den y-a cías parciales (le segnudo y cíe primer orden res—

l)ectivaniente.5’ cii p rí 11c ¡ ¡)iO es de esperar<[Líe SC ¡ ímeclanobtenercondi-

ciones de illtegrat)ili<laUl (Le dicho sisteuiía. DespejamnosZ,er+r de (5.19)

x sustituimosen (.5.18.), y tras hacerun poco cíe álgebrase llega a

(++ 7
ip,. + <-4-y, xx ~2(1 — [Y, + t—iZ> -‘2Z(I — Y) + kZ(1 —Y))]

Z2
(5.24)

Repetimoslos pasosanteriores(‘Omm Z,. —7’ —p

CI 7

2(1 — 1’) ‘ 4>

(5.25)

dondehemosdefinido U y LP tal cjLie.

( ‘c/Ó1’ = c7~Z,

Nl

ls/mil) xx ¿~‘7

Xntes de proseguirpUmedemerecerla penarealizarun pequeño

repasovisual de lo quenos dicenestasexpresionesrecíenobtenidas.En

efecto,en la primera (le ellas aI)arecela expresión r±Pp, mientrasque
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en la segundatene¡nose
7’”(r. + ‘). Si imponemosla condición de e

integrabiliclad entre ambasexpresionespara. la función iji apareceran

términos cíe seg¡mímdogrado en las derivadascíe las funciones r y p, y

términoscuadráticosen las primerasderivadas,términosqueson exac-

tamentecíe la misma forma (incluso en los signos relativos) queaque- mí

líos queaparecenen las ecuacionesde Einstein (veaseel sistema(5.8 y

5.11) y por ta¡íto, líal> rem míos comisegucío un a expresíoííc¡ue (mecíiante

un álgebraelementalentre las ecuaciones)nos pernímtírasmmplificar el

problemainicial.
“7’

Por tanto, imponiendo la integrabilidad de 4’, y haciendouso

de las ecuaciones(5.2-5.7> se llega a una expresioncompleja, cuyas 9<

partesreal e imaginaria se debenanularpor separado.distinguiendose

dos casos,o X xx 0 o

¡e = 1 (5.26) 9<

<C”5’~Pt), + <J”P( r,,. + (5.27)

gr2

La primera de estasdos ecuacionesnos dice quesalvo (posi-

blemente)cuan<lo -Y xx O (Aíísatz de BM.) el único tipo algebraico

degenerado<¡ne puedesersolución (le nuestrosistemaes aquel en que

k=1. El caso A = O es Uní poco especialen su tratamiento, y como
a-

tal se trata al final de estecapítulo, pero podemosadelantarque no se

obtienenotros resultadosdistintos del casogeneralal hacerX ‘. 0.
0’

La segundaecuación.(15.27). tiemie unaforma muy semejante

a los términos de la izqímierda (tensor de Ricci) en las ecuacionesde —

Linstein. Si hacemosun pocode álgehraentre(5.27)y (5.8-11)llegamos

a las siguientesconclUisiones: mí

*

.7’

0’
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Y,. = -‘ji.,. -‘+ ~- = —p + <~) (5.28)

Redefininios la coordenada1 dc forma cine xx - En adelante

usaremos1 para referiruíos a la nueva coordenada t eriipora.l 1’ recien

definida. [‘aíubíén sc obtiene:

“Pv,. + í¼~xx —~( (5.29)

1<
e “ xx (1 -‘ —(ZZ))’ (5.30>

~2

Obsérvesecomola condición<le comiipa.tibili<la<l obtenidaanteriormente

nos ha perunítido simplificar <le forma i muportanle el problema. Que-

remos destacartambién que la oc ííací(;íí (15.29) se puede transformar

fáci línenteen la fornía esta.mí<lar de la ecímación de 1, iouvi Ile~, cíe la c¡ue

se conocesmi solución general([7] [:35]).5 u embargo.antesde resolver

completamenteel í>roblcina planteado,es necesariohacerunas pocas

manipulacionesmas.

En primer lugar <lefutiunos un cambio (le x-aria.ble a coorcle-

nadas defi n idas a partir del cono (le Ii mz. it E + / ‘y ~‘ xx gr — ¡ - En

segUmndl o 1 Ulga.r. red ehni mm >os 1 (>s (‘~ ííípos <-om no sigíie

xx c~cós1 m~ 1 xx -‘6~(7> ¡ (5.31)

Entoncesel conjuntocompleto <le ecuacionesa mesolver(5.2/11) se es-

cribe

ecuacionescíe Einstemíi:

—(1 — c:
gr>

(5.32)
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Jx[

= 2r(1 -‘ ~.> 6>
2j~~2 + j~’2~)

Al
xx 2r(1 — Y)

6>Ry~2 + It>
>1’?

1~>

ecuacmonesYang-MilIs:

———-——61’>= 2V

xx 1? j

condición algebm-amca:

1

U->

Ij~R,~ + Í,011k = O

1 — Y) = (U?,08,. + Íuív)

(5.38)
0’

(5.39)

mí

“y

a-

5.5 Resolución de la ecuaciones
e,

Despejando¼de la ecuación (5.38), y sustituyendoen (-5.33), (5.34)

y (5.39). y combinandoestastres, se llega a:

—ji>, IP,. + p,R~ xx O

quehaciendouso de la ligadura (5.35) entreR ji, se transformaen:

4P.uP.uxx .1(1 — ¿>1))> o (5.40)

(5.41)
1 1

R~ ~0

9<

“5

(5.33)

(5.34) 9<

(5.35)
e,

(5.36) “y

(5.37)
e,,

e.

e.

*

e

“y

*

‘0,.
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Se puedecomprobar, tras Uin cálculo sencillo pero l)esaflo~ c{ue crí el

conjunto de ecuaciones(5.32)-(5.39) hay varias díue so¡m consecuencia

del cumpiimríieiito cte las otras-

De las eciiaciones (15.3:3), (5.31) y’ (5.39). una <le ellas es con-

secuencíacíe las otras <los -

A su vez (15.36) y (15.37) se cii muplen aUmtoma.tm cainentesí se

cumple el resto <leí sistema- 1 )ouícle para llegar a esíe resím itado liemos

debidosuponer<¡ime 1 no as immía constaiite(vua e<-ima.ción(15.37) estecas-o

se correspom>de a cos/ xx Q, es dc’ci r .\‘ xx 9- o A m>sa.tz <le 13..\l- c¡ue hemos

visto <¡tít’ es Umn <‘aso simígímiar omm el tral a]mmieumt() y c¡ue está tratado cii

<Rra secciomí cíe esto<a.¡>íI ulo) -

El sistema.final a resolverse ha re<luci<lo fiííalmnente a cuatro

ecuacionesdiferencialesy íímí a liga(iuLa:

7.

2

1 II,. + I<I¼xx 9 ( II)

<2(6(1 -‘1) R~J?,.+ J,~f,,.) ( ‘19)
7~>

iv
,.2

Sin embargoestesisl ma no es completo <leí todo. EIL eh <to

corno se puedeobservaren (15:33) Y (5.31). la función ji es crecienteen

u y it Sin emiiba.rgo, al elegir mí uestro smstema(le ecuacionescompleto,

dentro del conjunto (15.33). (15.34) y- (15.39) solo <los de ellas eran in(le-
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pendientesy para construirel sistemade ecuacionesfinal optamospor 9’

escoger(5.39) y el “prodííctc0 de (5.33) y (5.34), con lo que perdimos

partede la información inicial. (los signosde las derivadasde p), a cam- u.

bio de disponerde un conjuntode ecuacionesmassencillo. Por tanto,

pararesolver correctamenteel problemaplanteado,al final del proceso e,

de resolucióndeberemosquedarnostan solo conaquellassolucionesque

tenganun ji crecíente en mt y o. a-

En el sistemade ecuacionesanterior hay dosecuaciones(5.42)
e,,y (5.43). dondela función j’> estádesacopladadel resto. La primera se

puedetransformarfácilmentea la ecuaciónde Liouvil]e, cuya solución

generales conocida. Por tanto, la resoluciónde estasdos ecuaciones

se puede l9lantear como la búsqecla cíe Lis solucionesde la ecuacion

cíe LioUívi líe c¡ ime ciii i>ple¡m (15. [3) Su1 embargo, por sencillez, hemos —,

preferido seguirotro proceso.Resolvemosinicialrnentela ecuaciónque

se obtienede dividir las dos exl)resionesanteriores

—p.( 1 -‘ 62(6) =

Cuya solución generales

u.

ji = /<> (sen (U + Y)) (5.47)

dondeU xx U(u) y y = l’(m’). La ecuaciónquequedapor resolveres
mí

4(4,,S”,(im. + i’)> = sen>(2t~+ 2V) (5.48)

Obsérvesequeesta ecuaciónes la misma c1ue aparecioen capítulo 4. u’

Su solucióngeneralse encrmeí>traen el apéndice1; existenbásicamente

cJos soluciones,la primera (generadoradel niultimerón) e.

1
(/ xx ~ + y(agrúotg(3m¡+ mi)) —

‘0,

e’

a
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1
Y = —¿ + 3(círcotq(.3m’ — mi))

~ tanto, el coeficiente<le la métrica es:

ÉL-,. xx xx -‘(1
1— (¡3m, + AA/ii’ —mi)

1<1 + (¡íd + miV) (1 + (ji’ — mi)>)

Donde e es un aconstantequevale ±1.y queaparecepor la multívaln-

ación de la círcotq (cl ¿ida u muí u ¡cotq existen dos posibi liclades paralos

valoresdel seno ‘y del ¿‘o.scm o) -

La segurmcía solí mció mí es:

1’ xx -‘/J/( [mi

= —h~M~ —

.3

(1
+ <Su

:3
—1) + 6>
ti

a = 4i

(lomo se puede ver en eí apéndiceeste casotiene dos posibilidades.

cuaiido <S1 + 6> = O se obtiene(7’om(> coelicíeiite de la níetríca:

6>p _
1 ( (mí + 4)1 — I(t’ -‘

+ 4y (u —

Esta solución la <lesca.rtamos. íueses negatix-ay su compor—

tamiento asintótico degenera.Cuan<lot~ + 6> = la solución c¡ue se.4

obtieneno es real.

Luego tan solo toíícíiíos una sulucton admuisible <lacIa por la

expresión(15.49). ‘Teíien¡os, [)Or taui tú - q ¡me siu Ji aberíestmelto con>pleta—

nienteel problema <le ecua.cio míes di femci>u i ¿LI es c¡ ¡íe míos ¡) 1a.íítea¡nos cmi [¡Li

(5.49)

princil)io, ya hemospocli<lo cleteimínar por completocual es la forma
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de las componentesdel tensormétrico. En lo quesigue haremosuso de u’

este resultado j~ara., entrandocon él en las ecuaciones(5.44) y (5.45),

resolver completamenteel problema. La ecuacion (15.44) entonceses

(dondehemos(lefinido y xx 3u + mi e y xx ¡ir — mi):

mí

f.m 1+x>+cJk~ 1+!/>=0

quenos fija la depemi(iencia Lun cional cíe la función 1 en r ‘y y a-

1 = 1(/nQm’ + 1 +x>) -‘6 in(y+ 1 +yfl) = 1W (5.50)
u’

Si calculamoseí valor de e>~ a partir de la ligadura (5.46) llegamosa:

mí

62]? = (.r + ~/)>(—<(1 — xy) + (1 + xfl(1 + y>)

)

83>1< (c(i -‘ xy) + (1 + 03(1 + y>)) 9’

La última ecímacion a resolveres (5.45). El casomás sencillo —

que podemosanalizar es cuando1 —+ constante, existe una solución

dadapor mí

senl = —KB

y para que tenga solución real 3 debe ser imaginaria. Como vimos

anteriormenteen el casoen qíme ¡ es constanteno podemosdecir quela

ecuación(5.37) sea consecuenciadel resto. Si la desarrollamosen este e’

caso,la ecuaciónquehenioscíe imponer por tanto es:

e’

cosí = O

Lo quenos fija definitivamente /i = ~ (imaginaria,por tanto). Este —

casosereducepor tantoa X —÷0. quevimosanteriormentequeerasin-

guIar ennuestrotratamiento,sin embargocomoveremosen el apartado mí

u’,

u’
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o.6, los resUiltados expuestosamíteriormentecomo caso límite cuando

1 ,‘ constante son válidos ‘y coíncmdencon los que obtendremosal

desarrollarci icho casosi ngular co¡vi pletamente.

Cuando 1 # constanU la ec<ua.ción(5.45) en términoscíe x e

m¡ seescribe:

1 1 <<‘(1 + (~~.s(flI) xx (JkR~ — ¼¼) (15.151)
(x + mj)>

(‘onoceinostodaslas ftm u motíes<¡ tie aparecensalx’o la dependenciaexplí-

cita de 1 cmi fujíción de 4 es (lecir (15.151) se t ransformna.en una ecímacion

cuadráticacii la dcii ~a la l~ 1 comí respectoa 4:

3 =

__________ <>1 xx (1 + 1’>) (15.152)

.3 —k[

(con 1 = d~ 1). Entrancío en (15.50) d(>ii UI u ¡3 i naginario la pri¡n~ra

conclusióncine podemosobservares <¡nc la variable 4 en general no

tiene por que ser real. tambien es trivial comprobar íuc HO en todas

las regionesdel espaciotiempo la unétrica es real, sino tan solo en dos

regiones,cada una de ellas comí ¡mua eleccIOIi (le las constantes dadas

por:

ea. sí ííu+miJ <1 y Líe —mi <1:

entoncese = +1 para que la mnétríca sea a¡)m-oxiina.damentemm-

l-cowski lejos del borde.

• b. si L’<> + mi[ > 1 y )r mi[ > 1:

para (¡ ue se cumli pl a la cou1(1 ciom <le positividad cíe las den vadas

de ji con respectoa u ‘y U’ entoncessiyno(>f) xx —‘5 791? o( u) (1 > i
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y ademásc = —1 si imponemosque la métrica sea minkowski e

lejos del borde.

a

Al primer caso lo conoceremoscomo región interioT, «neutras

queel segundoserála región exterior. Finalmentela ecuación(5.52)es a-

unaecuacion autónomade primer grado. Pu-esentabásicamenteunas

solucionesconstantesdadaspor serz(I — 2nw) = t~ —Al)!. Címando mí

¡ ~ constante:analizamoslos casosa. y b. íúor separado.
0’

En el caso a. (Región interior) la variable 4 es imaginaria,

(los puntos (mt) (0, —1/ l~!)~ (1/ [3[, 0) y (0, 1/ !‘~[) que marcanlos
e,

vérticesde la í-egión del espaciotiempo dondetienesentidola solución,

adquierenlos valores—hr. 0. ‘y iir en la variable 4 respectivamente)y
a-

la ecuación autónomase puede.en algunos casosconcretos,integrar

explícitamenteen términosde funcionesconocidas. La ecuación are-

solveres .

1 = —1 — ase<n(f)
mí

con a — ¡3j~7-fl~ Si 1 > a > O podernosintegrarla completamente
dando

u’

i+a 2a ir= 2cLrcsen(sn(i4 2 ‘ 1 + a 2

dondesn representaa la función “seno” elíptica de .Jacobi. En el caso

borde en que a = 1 laexpresiónes: u”

/ xx 4a¡’ctag(c’~~~2) — mí

.9

Si a > 1, no sabemosintegrarla expresión,aunquesí quepodemosdecir

que la solución generalva estarlimitada por las solucionesconstantes mí

e’

0’

e,
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de (5.52), c¡ue son 1 = arc.s u( j~) + 2nw (asípor ejemplo, si (.4 xx 2

entonces > 1 > — - 01)serv-esecjmíe en el caso en cjmme (1 > ci) no6

existensolucionescomístamítes.

Emí el caso b. (región exterior) no liemos si <lo capaces<le

integrarlaecuacionaiLto 11011 la correspoLi<l iciLte en términos<le funciones

conocidas- Pese a ollo ¡ftftle¡i os asegí:¡¿mr la. existem¡cia cíe soluciolíes

pues la expre<sióncii 0510 caso os:

j xx —1+ <l.SdJ?( 1)

dondeo — > 0. y la variable4. con resl)ectoa la quederíx-amos,
—1v’]

es real (las rectas xx gr + 1/ b y 1 xx — ~- — 1/ b <jime <Idi nen los conosde

luz que limitan la región posible (le esta solución clan íara la variable

~ el valor

s

4 = /41 + 2rJdj + UI ¡‘> + 40k

Si a < 1 no existen solucionesrealesde nuestraecuación aUltónorna.

Sin embargo. si o > 1 entoncesteneunos dos soluciomíes constantes.

entrelas dlue estánlimitadas las soltuciomiesno comistam>tes(que. por los

razonamientosexpresadosaí¡toríornwííte.son las quenos interesanen

este casogeimeral) A~4í por cjemnpl() .si o xx 2 entoncesse cumplirá,cine

>~ > ¡ > - lém¡em>los. pom’ t¿uíto. aseUIiI’a(la la existemm<’ía.<le 50111(iOrWs
6 >3

(le uí¡íestm’o sistema¿ee(imac’iommes. si bíemí. cuí estecaso. mío Lemnossido

capacescíe l)onerlascii térmiiin(>s cíe funcionesconocidas.
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5.6 Ansatz de Bartnik-McKinnou

“5
Cuandola función X xx 0, estamosen un casosingularenel cual el pro-

cesoanterior no es válido. El objetivo de este apartadoes resolvereste

caso ¡)Oi separado. aunque fi nalmuente observaremos.<¡ue su solución co- “5

incide cori la quese obteuiclríacomo casolímite del casogeneralcuando

3Cfl( 1) = ±1- La condicion ‘Y = 0. se traduce(deshaciendolos cam- “5

bios cíe notación<lefií¡idos emí el apartado15.2) en que las funcionesA,

A,. son nulas. (y por tanto tenemosuna única función, ;, c~ue nos

define completamenteel potencial Yang-MilIs). Esta condición se ha

impuesto de forma habitual en la literatura para obtenersoluciones e,

exactasen el casoEinstein-Yang-Miliscorno un Ansatzsobrelas com-

ponentesdel potencial (se trata del Ansatz de partida de B.M para

obtenersu solución). En nuestrocasocl enfoquees distinto, pues no

ha si<lo impuestocomno níma condiciónarbitraria a fin cíesimplificar las
e,:

ecuaciones,sino que aparececomo un casosingular en un procesode

resoluciónmás general. Los resultadosde este apartadoaparecenen
0

([30], [31]).

El Poteilcial Yang-Milis en componenteses:

A, xx (0,0.0>: A,. = (0,0.0)

A0 = (—;O,O); A6 xx (0, —;sinb, —cosO)
a-

Las componentesdel campoYang-MilIs son:

—7’

F6,. = (0,0,0); F10 = (—y’~,0,0); Fn~ = (0, t&,8CflO,O)

xx (0.0.(1 — ¿>).senO); F,.0 xx (—ss,.,0,0); ~ xx (0, ‘SsrsÚnO,0)

st

mí
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El sistema completo <le ecuacionesEinstein - Yang-MilIs se

escribetras un álgebratrivial comno:

(ú7’~~~ >~ — (C T~P;) = e” 1 — Ss>) (5.53)
gr

P.t = ~‘“~Ss~Ssr (.5.54)
gr

9 ‘9
— 2

7,. ~TJ>,. + ~7,. + P.r +
- U. 1’

<2 rI~2r(1>u +<, -¡—p2rñ + — ¿ = 0 (15.55)
p> 7>

— — <ji,,. + >~‘tp.<> + It + pf7~.t ) —

(6

(7 1 __ 2
(5.56)

j’— gr> ~ (1 —

9
ji,. xx ~J~~(&>±>P;>~ + Ss) (5.57)

gr

Finalmente,la condiciónde degeneraciónalgebraicaes muy sencillade

escr i 191 r:
(6 2 — 2r’4-2 (5

—Ss>)> = ky,. ¿ ‘>4 --58)
gr

Distinguimos dos casos

(i)Caso estático

La condición <le esta.tici<lacl implica c~ue todas las funciones

definidas anteriormenteclepen<lentan solo cíe la coor<lena.da gr. Salvo

la ecuacmomm (,5.58). ‘y comí uí ma constammte cíe aco >1<> A xx 1, este es el

caso quese planteanpararesolver tanto H.M [28] como Bizon [29] a]

obtenersus soluciones.

Es trivial observarque ¡e < O no es posible. En el caso¡e = +1
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es precisoun análisis un poco máselaborado. La ecuación (5.58) se

puedeescribir

mr-

6’>

st

dondee representaunicamente±1. Despejandoesta última expresión

en (5.53) se llega a:

xx ..1(1 + 66’>Ss)

gr

Haciendoun poco de algebraentrelas expresionesdel sistemase llega

a

ji.,. = (1 + <~Ss)
1’

y por tanto r xx —ji (redefiniendola coordenadat).y e>’> = 1

“5

u.-

“5

No es posible obtenersolucionesestáticas (y por tanto las

solucionesde B. NL. ‘y Bizon) en nuestroesquemna.Peseaello podernos,

al menos,caracterízarestetipo de solucionesdentro de la clasificación

de Carmeli. En efecto,en el capitulo 3. vimos c¡ue son solo posibleslos

tipos D~ y O, y
0o (esteúltimo se correspondea las solucionesgauge

puro) paracamposYang-Milis con simetríaesférica,estáticosy en el

Ansatzde BM. Puestoquela condiciónalgebraicano sepuedecumplir

paralas solucionesestáticas,es evidentequetodasellas debenser tipo

(ii)Caso no estático

D~.

De la compatibilidad de la ecuación (5.58) con el resto se

-7’

9<

a

e,

e’

a-

e;

“y
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obtienen(procediendode forma análogaal casogeneral) <los ecuaciones

iI> xx

1
qi, xx “0(—f,. —

¡e
ji’, 9

¡e IT

-« - i)(m
2 U

U,
- l)~)

(1
1

gr

dondeheumíos (lefi ni (1<) ¿í 7’ xx 1’ .s lm ( 4’ ) y ;,~ 6 —p = (1 c-/m (~1>). La co¡ícl i—

cion <le integrabilidad [)ara.di míos (la:

2
T,.,. —1~,. Trji~r — — — —1>.~

2
-1- ~ ~ji,tt + jij + PCi)

2
‘> 1(¡e — 2)—u- (~

Comparandoestaecuacióncon (15.1515-57) se obtiene

1
<¡e

1

1
2

— hp>)(5.6i )

1);>)

— i~¿~+>’>» + ¿ti

62’> —

:3
gr

2—4< [ — ¿Y — (¡e — 2)({ + (~ — 1);>)

(5.62)

(5.63)

La compatibilidad <le estasdos expresionescon el sistemade ecuaciones

completonos lleva a

— ¿2)2(1 — —) +
/v —( —l3

1
— (¡e —

/I-

— — 1))) xx O+ ¿1
A’

Que es una identicla<l si ¡e = 1. ‘y eím caso contrario ¿ = ;(ú- pero

entoncesestamosen el casoestáticoqíme no tiene solución. Luego por

tanto

kxxl

2’> =
6

(15.65)

(.5.66)
i—k(1 ¿§1)>

‘y en consecuenciase ve fácilíueíite <¡míe:

(.5.59)

(15.60)

2 A’
<1

7’

(15.64)

xx —ji,. (5.67)
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Es decir, reobtenemosexactamentelos mismos resultadosquese obtu- e’

vieron en el casogeneral. Procediendo(le forma semejantea como se

hizo entonces(parametrizandoY — \6~ donde A = ±1), se llega al e-

siguienteconjunto cíe ecuaciones

mí

= 1>’

>

9~.>

21v 2 a-
ji’>~ = -‘—‘Ss Ugr

2 e,,-

PA) = —Ssvgr -

1
Pat’ xx 4,2(1 — e>’>) —~

2’> 16 =
1 —

= —kc>’>(1 —

0
Esteconjuntode ecuacioneses equivalentea resolverel sistema:

2’> 1 —xx 1 —>ív ~ (5.68)

1
PU’> = ———(1 — (5.69) u’.41.2

1

Pu ji.’> = gr2Ó — e>’>)> (5.70) mí

1 2’>
fi,,. It. = —se (1 — Se’9) (5.71)

máslas ligadurasp,~ > 0, ji,,. > 0. Lasecuaciones(5.69-70)seresuelven

con: u.

1[1 —(¡itt + <¡¡iv — ti)] (57)~
6 =‘}1’{’6 [1± (‘>3<> + mi)>) [1+ (/3v —mi)>] e,

u’,.

mí

o
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Finalmentesolo quedapor imponer (5.71) que se resULelve con 3 inla-

gínarla y
1

A +1. 6xx +1, ¡¡¡3 = it (5.73)

si liu+Ñ[<1vi¡J?--—Á2I< 1’

1

A 1. < —1, ~ /1=t (5.74)

si [,du + miJ > 1 y — mi[ > 1. La ligadura del signo de las derivadas

cíe p tan solo nos restr i Lige estesegundocaso. Sol<> será¡>osil91e cuando

-~ Úrn o( u) xx —sí-pmo< e)- Comíclí ¡ven<1<). el casosingular c¡ Ule planteamos

en la seccióií 5.4 Se ¡>11 o le tratar exa.cta.níemmte comno el casoí uní te <le la

solución generalobteiíid¿L ¿mlii simí masq~me hacer 1 xx

2’

5.7 Propiedades de la solución

51.1 Regionespermitidas

IDe la definición de u y U’ observamosquese puedeabsorberla constante

mi redefiniendoel origende tiempos(en adelanteprescindiremosde ella).

Por tanto, la expresiónmás sencilla (le la muetrica es (eligiendo 3 =

2’> 1 1+itt’
6 xxq,.,. xxÉ/<> = —~ +(

2 (1 — mR) (1 — o>)

Que solo tiene sentido (cs real) en las regionesdelimitadaspor

a[ < 1. ~¡< 1 (en adelante“región interior”) y
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¡u[ > 1, ¡vj > 1 y .siyno(u) = —signo(v) (en adelante“región

exterior”).

9<

e;

En el origen espacial(¡- = 0) la Lné.tricaes niinkowski. El com—

porta.Inieilt(} asimítótico para tie¡u1905muy grandes(tanto en ei pasado

comoen el futuro) dentro de la regiónpermitidaes tambiénpiano, con

una singularidad (el coeficientede la métricase vuelve infinito) quese

contraehacia el origen radial desdeel pasado,a lo largo del cono de luz

r = —t + 1, lo toca en t xx —t y se aleja del origen situadaen el cono

de luz definido por gr xx — 1, partiendode t = 1. Entre los tiempos

= ±1,hemostenido la solución “interior”.

Si hacemos xx O y O = <2, y ~a superficie bidimensional

quequedala sun’ierjimos en mmii espaciocuclideo de tresdimensiones,la

forma de la superficied{Lie queda(ver ploximo capítulo ó [26] paralos

detallestécnicos)es exactaiuíentela <le ¡míía esfera.

En función de y la forma del coeficiente~ de la métricapara

distintos instantes<le tiempo es en el interior (figura 1.)

“5

e,

mí

e,

e.

“y

st

u’,

pl

e

a

0’

e

mí

e

a
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20

15

10

5

‘y en el exterior

2.5

2

1.5

figura 2.

En todo lo anterior solo se han analizadolos casosen que

0.2 0.4 0.6 0.8 1

3

0.5 1 1.5 2

6 xx +1 para la “región interior x- e xx —1 para la ‘región exterior”,
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la razón es son los únicos casosposibles en que la métrica tiende a e

minkowski al alejarsedel borde.

e’

5.7.2 Grupo de isornetría e’

La co¡iclició¡m <le isomnetría 1. A’Y,~ xx o se escribeen componentes: u-

Xt, + Vjij + XTji,,- = O (5.7~5)

><j~ + X7’p, + X7’P,r = 0 <5.76)

>2’ — = 0 (5.77) e

— = 0 (5.78)
y0 ,.2 + %c>’> xx 0 (5.79) a-

X<~ r> — Xjc>’>sen>(O) = 0 (5.80)

X~> + Xke>ñscu>(O) -0 9.8-!-) 2%’
‘y

X (5.82) —

<sen>(O) + Nt = 0 (5.83)

A>
0cas(O

)

=0 (5.84)
sen(O)

Las ecuaciones(15.80-84)se m’esumelvencon la de¡)endenciaen las coorde-
PS

nada.sangularesdacIapor:

u.

= 30(3)+ f>au(O) + f>cos(O)co.s(4)— facos(9)sen(~)

V — 90(3) + 1 u.,[—fusenW — f2cos(&]sen(O)

A’
7’ = ---f

1grcos(9)+ f2grseii(O)cos(~)— .f3rsen(O)sen(& e-

e,

2%’

e
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xx ‘—ymrcos(O)+ g>rsen(0)co.s(Ó)— g3rsen(O)sen(~)

Donde j~ y y~ son fLuliciones cíe 1 ‘y it Las ecuacionespor satisfacer

quedancomo condicionesdiñíencialessobreestasfunciones:

fl,.r + fíe>’> = 0 (5.85)

= 0 (15.86)

fi-), — (q¿j’)~,. xx 0 (5.87)

— (y1>’), = 0 (5.88)

(qm-< + =1‘í,~ + fi-ji,. xx 0 (.5.89)

quese resuelvencon

fr = 1 + (Ru + mi)> + 1 + (dv — mi)>) (5.90)

yJ xx k,( 1 + (di, + mi)
2 — 1 + (Bu’ — mi)>) (5.91)

En la región interior las ¡e, son realesy en la exterior son imaginarias.

Por tanto los generadoresdel gm’upo <le ís<>metriason:

A’4. . A’’~. y son los de simetria csfegrica (15.92)

Y> — ~¼Pi-sen Ocosc4+ 2k>Gr.su¡Oco.só0,.+

2km G’cosOcosóúo ~L ten¿65 (5.93)
S 6?? 0

— 2t:>I’’m-sum0.suod,— 21>Ñ’¡ ‘<¡mO 6)706 —

( co_O)

6 fl 1)
9¡e F¡’cosOO, 2L$m’o 06 + >k>ÓserOOo (5.95)

y dondelas funcionesE ‘y U son:

1
E = —(\ 1 + (Bu + mi)> + ‘~¡I + (dv — mi)>) (15.96)

U’

Gxx-’-( 1+ (Ru + mi)>— 1+ (dv mi)>) (5.97)
gr



e

e

e
88 Capítulo 5. SOLUCIONESEXACTASCON METRICA LORENTZIANA

Si calculamosXjX~” conoceremosel generodel tipo de variedadde las

órbitasde los generadores(le simetría. Esta expresiónvale (co~fi =

y mi = 0):

e

e

x»‘U’ = Jfl( 1 — u> + 1 — zA)> + sP>] 0’

en la í-egión intermor. y

e

xi, y>’ = <it> — + u> 1 2 ~t2>

e
en la región exterior. El símbolo itt representaa las coordenadascarte-

sianas. En amboscasos,esasexpresionessonsiempremayoresquecero,

por tanto las sUlperficies quese generanpor la actuacióndel grupo de

isometríason siempreespaciales. Por tanto, nuestrasolución no es

estacionaría.

e;

u’>

e.El álgebraquedefinen estosgeneradorestiene las siguientes

reglas(le conrnUmtacuomí

[>21, U] =

[y4yM] =

L~’ =

1x4,xi) = —Ka

[XtXfl =

[Al4, Xfl = o

mí

[X’5.=3=

JA6, Xfl = o

rx3. X’l — i4X1

[>0~,>0>1[Ni. K~] = O

[Al6.>0’] = >0> [Al6,>0>]

~y5 \‘-?] — Vi—a--’ r vi tr9~

1A%A]

dondee xx 1 en la región interior, e = 1, en la región exterior.

e,

xx—X’

= c4A~

e,,

mí

a-

mí

e,,

u,
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Comparandocomí las reglascíeconrnutacioncíe- 50(4) y 50(3. 1

(que se puedenencontrarpor ejemplo en [42]), encontramoscíue el

algebra de isometríaes 50(4) en la región interior, y 80(3. 1) en la

región exterior.

5.7.3 Tensor de Weyl. Tipo de BeI-Petrov

Las componentesdistintas de cero <leí tensorde Weyl de unamétrica

con simetríaesféricaparametrizadasegún(15.1) son:

= Ie2r( .1~
3

2
E E o2 gr>

1

3

(«tomO xx Ch
6,1 se»20 xx ——gr>e27’.2’>(

6
27,.,. — 7,. T,.ji7’

r,. p,. +62’> 1 — 1
—— — xx — —) gr<’—(p0

y r o
2 ~2 6

rOrO xx
_______ — — ,2 (r

7 ji’>- 62’> 1 1
—~ — — + — — —) + V~~e>’>±2Áp~

gr gr p2 ,.2 6

4Y SEt/id
7,.,.00606 xx — ________ — 72

— r.
7’P.7’

~,. p,. <)‘> 1 .s6>? 20 2

gr gr ,‘2 ~-2 3

+ It + ji7j)

+ (2, + P,7m)
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Como en nuestrasolución

7- = —ji

= 1e2’> (P,rr + gr2
— — + P.u)

Ch
0,0 = ~ .56120 —

= ~7’Or0
-si

12
——gr (—p

6

6 ‘7”’

e>’> 1
+—-— —+9,,)

>-~- gr>

62’>

,.2

1
— — + Í>tm)

(0606 xx — ~ en 20 c—
2’>( ji.r,. +

3
e-

7.2 ~2

Peroesasexpresionesse anulanen virtud de unade las ecuacionesque

hanaparecidoen el procesode resolución(la ecuaciónde Lionville). Por e,,

tanto, nuestrasolución tiene un tensorde Weyl identicamentenulo, y

por tanto, es tipo O en la clasificación cíe Bel-Petrov. Es decir, existe PS

unasistemade coordenadascmi que la métricaes conforme plana.

“5

5.7.4 Métrica de forma conforme plana explícita- mt

mente

“5

En las coorclenclas’mz‘y í’ la métrica tiene la forma

<ls> = ú>’>tl¿td¡’ + (u + í)> df?>

e,,
cori

e>’> 1(1+
1 + it~i

2 1 9

dondehemosdefinido it = ¡lUí Bu y y = = Bu.

las dos regionesdefinidasanteriormente.

mí

ID istinguirnos

e.

e

e’

e

a’

mí

u’

e,,

e

(5.98)

e,

(5.99)

e,
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(i) Regioninterior:

Si hacemoscl can>lv O <le x’a.rí able:

xx f’>i>/i4 \‘ y xx ta)?Ilq

entoncesle métrica<juecla

_____________________ s¿n/i2(4 + ‘~)cosh¾(4+ ~2> [d4drm+ />( + < dO>] (15.100)

B>cosim.>4co.s/í>q

Estamosbuscandoun cambio<le vaí’ia.ble. tal quetengaforma conforme

explícitamente,es decir. <íue sea.<le la forma:

xx H(dadb+ ‘¡(a + b~dQ>)

Siendo ¡f?> la métricacorrespondientea una esfera. La ecuaciónque

se deberácumplir es por tanto:

4 + ?f

4wíÁa + 1< = 4.senh( ) (15.101)
donde4 = 4(a) x y xx q(b)- Quese l)lme(le comí vert r medianteni> cálculo

sencillo,en la ecuación<tUte se resuelveen el apendíce1. Nuevamente

tenemos<los casos.Si hacemostuso cíe la solucióngeneradorade ¡nerones

(en las dos posibilida<lesqUme aparecenen el apé¡m<iice) llegarnos a un

factor conforme:

= 4(a

—

((a> + l)>(b> + 1)>

Asintóticarnenteestaexpresión degenera.Haciendouso de la funcion

generadorade multimeronesllegamosa:

/] xx 4c>(i + &abf
(1 + c>afl(1 + ¿2/»)
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donde c es una constantereal arbitraria (para que las nuevascoor- e,,

denadasa y b sean reales). Este factoí- conforme también degenera

asíntóticamente.
mí

(u) Regiónexterior:
mí

Ahora:

mí

= col a u Ii 4 ~ y = c~ataí>.h(y)

entoncesle métricaqueda

— 4.atj5ct’.sh
2((4+ ~ [d4dq

E 2s(~Jl 1>>4s em¿h
+ senh$4+ ~ df?>]

4coslz>(4+ q)/2)
(5.102)

Y la ecuación quedeberasatisfacersees exactamentela misma queen

el caso interior. Los generadoresde meronesdan:

4(a —

¡II
— 1)>

que degenera. Sin embargo, haciendouso del generadorde multi-

merones

e,

4 = 2iarcotq(ca)+ ‘lib

y mí

y = 2iarcoig( ch) — 4í6

dondec seráimaginaria ‘y = O+nw/4 (secompruebafácilmentequeno

se anadenadanuevoponiendovi ~ 0) paraque las nuevascoordenadas

a y b seanreales- Entoncesel factor conformees:

—(1 + ¿ab)

>

ckz>b>

mí

mí

e,

u

e,

e,

4%”

mt

e’

st
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quees asintóticamente¡ninkowski, con dos singularidadesquese mue-

ven a lo largo de los coííos de luz a = O y m5 = 0. Si recordamos,en el

exterior solo teníasemit ulo la regiomí si=j¡mo( u ) = — signo(u), queen este

casose transformaen .síyno(4)xx —sígno(y), ó signo(a) = —sign.o(b).

p~’ tanto estecambio<le coorclem>a.clases valido tan solo en la regióndel

espacio-tiempot > u (<londe t ygr son las miUmevas coordenadastemporal

‘y radial resl)ectivan>em i te).

5.7.5 Clasificación según el tensor de Ricci

Calculamos

R1í= e’>( ~ +

= ~>‘>( ~T,,. +

1
= 833 = j~

=
U

9P
7’.,.7’,r + 7’.,. ji,. — tuL) +gr

¿2t(p + p,,¡~, + p,~ r,)

2r,.
fl,.7’,,. + ‘7”.,’/Lr — ~ —7—

e (ji,,, + ji,, ji., + ji.t’r.,)
—3”>

— — + 6 + —e¡.2 7

donde los índices somí <‘mm la tel rada díagoiial trivial. La

autovaloreses:

(1122 — A)2[( I?o<j + Á)(R
11 — A) + R¿~] xx O

ecuaclóLí de

(5.107)

Nuestrasolución presentaun autovalortriple A1 = 8» = *(1 —

y uno simple A> = —SR». El autovalor triple define UIH autoespaciode

dimensióntresde la forn>a

(.5.103)

(5.104)

(5.105)

(15.106)
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e
ji4t +(u». ~ ( ~>‘~ + (e>’> — 1)/r >, ,~,>,

P,U — ji.t’
“5

quees de génemoespacio.por tanto nuestrasolución perteneceal tipo

[(1 1 1) . 1] ci> la. notación(le Segré[243.
mí

“5

5.7.6 Comportamiento del campo Yang-Milis

En el procesoanterior bemnosresueltoel sistemadeecuaciones,peroen

ningún momentoí>os hemospreocupadode quelos camposYang-Muís

tuvieran sentido. Por ejemplo,en eí casolímite tratadoen lasecciónSt

(Ansatz<le BM.) parametrizan>osY — \e’9. pero asuvez Y xx (1 —Ss>)’

con lo quees posiblequeen determinadascircunstanciasno existany

reales. Sin embargoesteno es el caso. En la región interior (repasando

(5.73))

2.¿ xxl ¿‘9

pero es sencillo cíe \-er c~Ume cmi la región níterior ¿‘9 < 1, y por lo tanto la

expresiónanterior tienesenti<lo. Desarrollandocompletamentese llega

a (con iv xx 1):

Por otro lado, en la región exterior

2 ‘91 —.,. —1+e

e

e

u’

a-

e’

e

e

e’

y

0’

a

e,

o

“5
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—, l)(o> —l)+3+ mio)
tvk’>

c{ue no presentanmng¿muí >roí~ lema..

En general la forma <le los camposy potencialesYang-Muís

no se puedeexpresarexplícitamenteptmes para ello deberíamoshaber

integradola. ecuacionautoLlo[IIa (le 1. Simí cínhargo,siemprees posible

despejarel factor ¿1? damído:

xx Jfl¡( ¿1 + O)>

2(v&i — k3¡>u>)(1 — ~3¾‘>)+ (1 + /iL2uv))

en el interior, y

‘.~ = :fl(u + o)>

en el exterior

5.7.7 Clasificación de Yang

Como vimos en el capítulo 3.. la clasificaciónde Yangestábasadaen el

rangode la matriz w definida en (3.6). Sol9re las solucionesencontradas

dicha matriz es diagonal. y por lo tanto su rango es ti-es (salvo en los

casostriviales gaugepuros).y estamnoscii el casono degeneradode esta

clasificación-
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5.7.8 Cargas eléctrica y magnética a

Existe imna generalizacióndel concepto(le cargamagnéticay eléctrica a

parael casode un campoYang-MilIs. En simetríaesféricala expresión

es serícilíla de calcular(x-ease[34]): e-

CargaeléctricaxxQ = limr-< gr>F~~ u-

CargamagnéticaxxP = linw.~,<1 9>)

mPS

Límites c{ue no estánbien definidosen nuestrasolución, pues

éstasolo tienesenti<io dentrocíe unasregionesfinitas (paraun tiempo t)

de la variedadlorentziana.Por ejemplo,parala soluciónenelAnsatzde “5

BM. la cargaelétricaes nula y la cargamagnéticavaleP = 7’mar = 1 it

en la regiónexterior, y P xx ~ = ti i en la regióninterior. En general “5

(fueradel Ansatz),se debecumplir que P> + Q2 = r4tax. Parael Ansatz

de B.M. los valoresde (1 ;>)> en función cte r para varios instantes mí

de tiempo tiene la forma

“5

1

0.8

u’,.0.6

0.4 e,

0.2

e,’

e-

e.

PS

0.2 0.4 0.6 0.8 1

e?
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figura 3.

en el interior ‘y

2

1.5

1

0.5

figura 4.

en la región exterior

5.7.9 Energía de la solución

Segúnse puedeencontraren [271. la condición débil de energíase ex-

presacomo cjue cualquierobsem’vadormedirá una cantidadpositiva al

calcular la componente00 del tensorenergía-momento.Es decir, c~ue

para cualquiervector temporal (w<’w~, < O). se cumple

0.5 1 1.5 2

T LL”>W” > O0V
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En nuestrocaso el escalar 11 es nulo, por tanto, podemoscalcular la a’

componente¡iv del tensorenergíamomento,sabiendoque R’>’>= T,»>,

lo quenos lleva a: u

T,~’> w~w” —

1 02 62 2 22 21 — e>’> )( iO~ — mít ) + (1 c>’>)(w + mv .sen>(O) ) + ~p~
1wU + ~Pvw’>

gr u o

quees sie:m>prepositiva. co]no secon>prímebacoil solo recordarquep~ > u-

O, ji,’> > 0. e>’> > 1 y <¡nc ¡mm”’J < ~mm#(paraqueel vector seatemporal)

e,
Por otro lado la condiciónfuerte de energíase puedeenunciar

(vease[27]) como queel vector w’>T’>’> no es espacial,paratodo vector
mí

w temporal. En nuestrasolución el género de dicho vector se puede

calcularsencillamentedando:
mt

1 4
(1 C>’>)>LU’>U’ +‘> —~-(1 — e2’>)>(~ztt

2 + w”2 )+
7’

e,>

(2’>

1 — ¿>‘>)(jiUW’>2 + 2 2—P.t’wt’ )) < ogr gr

y por tanto se cumple también la condiciónfuerte de energía a-

“5

e,-

o.

1%’

e,

mí



Capítulo 6

SOLUCIONES EXACTAS
CON METRICA
EUCLIDIANA

El procesocíe resolucióndel sistemade ecuacionesEinstein-Yang-MilIs

en el casoeueli<liam>oes conceptualmentemmiv semejanteal cíue henmos

llevado a caboen espaciolorentziano. por tanto, nos remitiremos con

cierta frecuenciaa cálculos del cal)ítUilo anterior.

Quizás las solucionesc¡ue más fama han adquirido han sido

aquellasquesehanpodido interpretarcomo“agujerosgusano” (“worm-

hole”). Entendemoscomno una soiucióím cíe esteti;)o aquellatal c{ue la

variedad que representala métrica pm-escnta dos regiones asintótica-

menteplanas.con imna región que las conecta. Como se describepor

ejemploen [36] ó [41] es condiciónnecesariaparala existenciade una

solución de esta claseel que el tensoí de Ricci asociadotenga auto-

valoresnegativos. Ejemplo de solución de estetipo es el wormhole de

Tolman que, aunquese obtuvo originalmenteemi otro esquema(es la

versioncUiclidlea del mmniversodominado por radiación (P = ~p) cíe lo1-

99
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man). se puedeobtener tan>biénde Liri sistema Einstein - Yang-MilIs pl

[38].La métrica tiene simetría 80(4) y es de la forma:

e,

2 — R2 R2<’11 + R2(d’-I~2 + sen2 ~PdQ2) e,

o

mí

(con df?2 métrica de la 2-esfera) para unos valores de qi = 9 xx 2

entoncesla n>étricade la superficiebidimensionalquequedaes:

= ¡ifi2 + R2dq~2 —
11>—Hg

e,

Si suponemosqueestasuperficieestá sumerjidaen un espacioeuclideo

plano tridimensional dondela coordenadade la nuevadimensión.z, se
e.

muevesobrela smmperlicie (libUljandlola , entoncespodernosrepresentar

la forma de la superficie. qime. de alguna forma. nos indica el caracter
u,

cíe nuestravariedadoriginal. Em> nm.mestrocasola ecuacióna resolveres:

e

a-

quese resuelvecon
mt

=iln(R+ R2~R¿) mt,.

u-

a-

PS
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figura 15.

Como se presentaen la figura 15. Para fi grandes,tenemos

dos variedadeseuclideasseparadasquese ui>en a traves de un puente

cuyo radio mínimo es R~.

Nimestroobjetivo original al plantearnosel presentecálculo no

era intentar obtenersolucionesde estetipo. en primer lugar debido a

que todas las conocidas(por el autor) poseensimetría SO(4), y como

vimosen el capitulo3. la condiciónnecesariaparaposeerdichasimetría

se desacopiade la condición de degeneraciónalgebraicaen espaciosno

planos. Tan solo pretem>díamosaplicar los métodosdesarrolladosen
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el capitulo anterior para obtenersolucionesexactasal problemaLiris- a’

tein - Yang-Mills euclidiano. Sin embargo,unavez obtenidaslas solu-

cionesque se presentana continuación pudimos comprobar quese trata- e

hanefectivamentede “wormholes”, aunqueligeramentedistintosde los

que habitualmenteaparecenen la literatura. Como veremos,nuestra

solución cumple el criterio de autovaloresdel Ricci negativos(aunque,

como dijimos, no se tratadeunacondiciónsuficiente),y en un instante e.

de tiempo (t = 0) unesuavementedosvariedadesasintóticamenteeucli-

deas. La unión se producea travesde un puentequetiene la particu-
mí

laridadde queen la parteexterior (paravaloresde la coordendaradial)

es exactamenteel de Tolman. pero, sin embargo,la parte interior no
e-

esta vacía,sino <¡mme dibuja unaesfera. Fuera de 1 = O ambasregiones

(exterior e interior) están unidasno suavementea travesde los bordes

de un “platillo”. queal cabo (le un tiempo finito desaparece.

PS

6.1 Planteamiento del problema

Con una métricadigonal parametrizadapor
2%,

~— 2~~> + eú>’>dgr> + gr>(d02 + sen>O#>) (6.1)

donde r y ji son funcionesde las coordenadas(1, r). Las ecuacionesde

evoluciónYang-MilIs en el casodecamposcon simetríaesféricay en el
0’

gaugeen que 2 = 0. son:

(
02~r—’>ff) = ~2er+’>A1~

2 (6.2) —

e

a

e,
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(6.3)r—p J4’ >~ = ~ ~A~cp2

~(er±Py~), (~—r--P, ),~ + er+PVA/ +

& r—p~ 42 — ~prV(l J

)

(

6r+P.4) + ( ~T~tkpAr),t +
~T±Py~~~> +

—r—p
e = o

(6.4)

(6.5)

La ligadura algebraicaes

iKr(1 ~2> = k(Aúp4s~ — ArV(P,t)

(.,.«rJ2)2 + ~ ( ~2

>

>2 —

7,

k((jT+
2r(V~ + A/y)) + (s). + Av))

(6.6)

(6.7)

Finalmente,las ecuacionesde Einstein con nuestraparametrizaciónse

expresan:

— ~ ¿2»
~P,r + =

>2
o

2 —

~Yjr + Y + TrPr
7,

.i)

Pi Á1<.Ñ$,r + .4>A,>,)2)
1~

_ (1

—

—K( ~~F?,¿ei2t+

+ c2r+2»(p>~ + ¡¿ + pj,~) =

—Jxi( j42r — (1 <)2e2

»

5’ 5’

+ — t(s¿ + A/y2))
9

T,rr + 2 2r+2p (p
4 + ~A+½+ ~,r/tr P,r + e ,t P,t~~i> =

7,

~J<(E5e
2r — (1 ~~yfl2e2

»

7”
o

2r+’p¡2 2’ 2
~ + A/y> + (y< + A/y2))

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)
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6.2 Simplificación de las ecuacionesYang-
Milis y condición algebraica

La ecuación(6.5> seresuelvecon

ter+P (6.12)

Con lo que las ecuaciones(6.2) y (6.3) se resuelventrivialmente con

2 r—
r ~ ~ + 245 = e = constante (6.13)

Esta última ecuación y (6.4) constituyenlas ecuacionesde evolución

Yang-Milis a resolver.

— (C~’%p,r)r + ¿2~—r—p ~er+D
3 +

y

cprV(l y
2

)

— (e~~~~=tr),r+ 2(p,=,rer+P 2y ¿~¿erP+
y

—245

)

Definimos A’ (e — 245). Y = (1 — j2) y A =

B A? — Y. Haciendo un poco de álgebra con las ecuacionesYang-

Milis y algebraicasse obtienenlas siguientesexpresiones(evolución y

algebraica),paralas funcionesA y B.

(ér~4.PA~fl + (C~~T-~PA) =
1~~

1 Y)2A2)
k

4ePre ~A2 +Cr0A2 = (1 — Y\A24 kr2

(6.16)

e

e

w

e

e

(6.14)

e

(6.15)

x+Y,

(6.17)
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9

(c’~”Bífl + (E~’~B.r),r = —~—(2L?(1 — Y) + 1B2)
7’ A:

5±!> +
—r—p~2 4c~~’ (1 — Y)B2

kv2

195

(6.18)

(6.19)

Obsérvesequehastaahorala. procesoen la resolucióndel problemaesta

siendocompletamenteparalelaa la realizadacii e] casolorentziano.

6.3 Condición de compatibilidad

Despejando.4,ter+P en (6.17) y sustítuvendoloen (6.16). y procediendo

de forma análogacon >I.~c ‘~“ se llega a (definiendo c~A., — Fcos’1’

y e’A
1 =

tr + C’~~Pi =
6T+P

2(1

A
+ A Y) + 141 — Y’) — A))

iJ~ ,~ — <rPy2 +

(—‘—fi

2(1 —Y)(Yr+

Ar —2(1

A

(6.20)

E

— Y) + k(l — Y) — A)) (6.21)

e inuiponiendola integral)ili(la(I (le ‘1’

(T4-P) — (c’~’
2(r~ + 1

•I.
(fi— 1~

+ (1 — Y)(—2 + Iv) —

E

9

Iv —

Procediendo de forma análogacon las cenaciones(6.18)-(6.19) (En el

caso lorentziano no fue necesarioptiesto que se trataba de dos ecua-

ciones y sus complejasconjugadas)se llega a (definiendo ~
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GcosA y erB = (i,vsenA):

+ er±fi

¿-4-fi
(Y1

2(1—li
+ —4—2(

B
1 — Y> + k(1 — Y) + B))

1
A1 — —r—P( + —) =

y
e

2(1 — (YY)
+ — Y) + 141 — Y) + B))

y nuevamente,exigiendo la. integrabilidad de A se llega

(er±Pp) — (8T

.9
—(Y + (1 — Y)(—2 + Iv) — §2 +

y
2

1
-‘~Qr,~ + ))r

7-

k)(l — Y) + 2B(1 — (6.25)

restando(6.25) - (6.22)

1
(1 — ~-)(A + B) = O

Iv
(6.26)

que tiene dos soluciones,la primera A + B = 1) ,~ y = O, se trata

del Ansatz de B.M. y lo resolveremoscomo un casosingular al final

de este capítulo. La segunda,Iv = 1, es una condición sobrelos tipos

algebraicos posibles.y sepuedoexpresarcomoque son imposibles(salvo

en el Ansatz (le BM.. (le momento) los tipos .Y~ en la clasificación

algebraica.

En el casogeneralnos quedaunaunicacondición de integra-

bilidad dada por

(6.27)

Comparandolacon el sistemadeecuacionesdeEinstein(6.8-11)sellega

fácilmente a

a

e

0~

0%

(6.23)

(6.24)
o

e

e

e

6fi—T

— (e~r~fi(r + —)).~ =
y y

e,

r

Y (6.28) e
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2p 1
1 ~}—V + Y2) (6.29)

Hasta ahora. el proceso (le resolución ha sido paralelo a aquel que lle-

vamos a cabo en espaciolo ret 0 ziano (capítulo 5. ) , pero llegado este

1)1.1 uto es cuandoaparecenaigu i ía.s de 1 a.s diferenciasmás íml)Ort antes.

En el caso loi-entzía.íío el paso siguienteconsistió en liaraniet ri za.r las

funciones Yang-Nl it lí. A e - de t a.! forma. ([tiC la. ligadura, análogaa

(6.29) fuese únicamenteeíit re la (:0111ponentede la métricay unauníca

función (
62R entonces). Por ello liarametrizamoslas funcionesA? e Y

en coordenadascircularescomo sí (le unascoordenadascartesianasse

tratase. Ahora no podemos usa.r la generalizacióndirecta. pues es-

tarjamosperdiendogeneralidad. En efecto. con una parametrizacion

(le la forma ~‘ = c
2cosb(1) e = Ú~s n/>( 1) estaríamosrestringien-

clonos únicamentea funcionesfa.! queA > Y’. necesitaremospor tanto

una parametrízacionmas oeneral. aunquelos cálculos se complicarano

ligeramente.

Por otra.parte. la forn ja (le la, expresión((3.29) permiteun poco

másde j riegoque la anaVga en el caso lorentz ia.no. En efecto.en (5:30),

el coeficiente<le la. inetrl ca. esta.1a. obII gadoa. ser > 1 ,v puestoqueP.r

debíaser > O. estábamos 01)1 ga<los a obteneruna métricacon malos

comportamientoscuandoy se alejasedel origen. Sin embargoahora,en

principio, no existelimitación al va..lor de )» con lo cual, es de esperar,

quepuedanexistir solucionesde comportamientomas suave.

Existe un casosingular en la expresión(6.29), (lado [)OP A’ =

Y, en que obtenemosla métrica cuclidea. Es fácil de comírobar que

dichacondición se correspondecon la. condiciónde autodua.lida,dsol)re

camposalgebraicamenteespeciales,y que,por tanto, el tensorenergía-



e

a

e
108 Capítulo 6. SOLUCIONESEXACTASCON METRICA EUCLIDL4NA

momentoYang-Milis es identicamentenulo, y las ecuacionesgravitato- e

nasse corresl)ondena las de vacío. El problemaa resolveren este caso

esel deencontrarsolución a las ecuacionesdeautodualidadYang-Milis e

en un espaciocurvo demétricaSchwarzschild.Estacuestiónno hasido

tratadaen estetrabajo.

e,

6.4 Resolución de las ecuaciones. Caso
estático

El casoestáticose obtiene con solo imponer queninguna de las hin-

cionesconquepararnetrizamostanto la. métrica,comocl potencialYang-

MilIs depende(le la (?oor(lenada. 1. Definiendo

1
A = —e”(c — 245)

1
B = —5(1 — y

2)

0= -iv

1

7, e,

las condiciónesalgebraicasse puedenescribir

(A + B)2 = 140 + D~

que se resuelvecon una (¡e las dos posibilidadessiguientes: e

e

e,
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>t=± k(’yB=±vCD o

A = q B =

Introduciendolas primerasigtíaldadesen las dos ecuacionesYang-Milis

seobtienendosecuaciónesen derivadasde las r y p incompatiblessaJvo

en solucionestriviales. Procediendo(le forma similar para.el segundo

caso se llega a

(c — 2c3 = 41 — y2)

que es el caso auto(ltlal con (legeliera.cióualgebraica. Por tanto, las

ecuaciones(le Einstein se (lesacoplan(leí campo Yang-MilIs.

6.5 Resolución de las ecuaciones. Caso
no estático

Hacemosun cambiode variable dado por

= y + ji

y parametrizamoslas funcionesYang-MilIs por

(6.30)A? = ~<A?
—~1 + J2

= 617 ¡
—1 + J2

(6.31)
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dondese admiteque e = ±1(e J2 > 1) ó e = +i (e J2 < 1). El sistema

completode ecuacionesa resolveres entonces(dondehemosredefinido

de forma que la ecuación(6.28) se integrecon r =

1
= —j(e —1) (6.32)

7, —,

r = —p (6.33)
2,, 1

1.— b~e2e2R (6.34)

= ¡(1—Y) ~ [~t+ ¡2 1 (6.35)4(1+12)2

]

A 2 2R —n 2 1 (6.36)
rn2 t _________ 1

¡‘(1 — Y) L.~ + ‘z( ~1+12<

fi,],
7 + R,±J,~= 0 (6.37) e,

1 1

— (1 —1’) fR,ZR.E + IT~ + 12)2] (6.38)
—1

(6.39)
= 2r

2

—JÁ + 2 _ 1 2p
6R6 J

2 ~— 1 (6.40)(J21) 2r2

DespejandoI,~ en (6.37) y sustituyendolo en (6.35), (6.36), y (6.38).

Dividiendo el resultadode (6.3-5) entre(6.36), y haciendouso de (6.34)

se llega a

4P,zP,f = — ¿Y (6.41)

y el mismo resultadose obtieiie dividiendo (6.36) entre (6.38). Luego

del sistemade ecnaciones(6.35), (6.36) y (6.38) solo es necesariauna

de ellas (en nuestrocaso hemoselegido(6.3-5)) y (6.41). —

Se puede comprobar que las ecuaciones(6.39) y (6.40) son e

una identidadsobresolucionesdel resto del sistema,siemprey cuando

1 # constante,en cuyo casoes necesarioimponer (6.40). Por tanto el

e,

e

e
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sistemacompletoa resolveres eqtíivalentea:

4P,z& = — 1) (6.42)

4P,zP.s = -.< i — it (6.43).7.

.2p 1 (6.44)= A 2 2R1 — e

(1 — Y) L .. ~(—1 + 12)2

]

1-LI
4 + R41,5=0 (6.46)

(6.42) y- (6.43) son formalmentelas mismasecuacionesqueencontramos

en el casolorentziano Su solución generalse puedeobtenerpor tanto

de la misma forma (vease apéndice 1.) obteniendose(partiendo del

generadior (le mutt.imerones”

1 — (¡.3: + K)(3& — (~47)

e
2~ = ~zrr=yu=j(l+q 1(1+ (3: + h:h(1 + (/3i — A?)2)

Al igual quenos ocurria en el caso lorentziano,la solución anterior ad-

rnite unaconstantearbitraria...(K). quese puedeabsorberredefiniendoel

origen de la coordenada.“t” (t icrupo elIcli(leo) Al igual queen el caso

lorentzi ano ta mbiéí í existe ti íia seguí íd a. soltrc.ioií (a. partir del gene—

rador (leí níeron’ ) - La t ra t a.íí íos en a secciórr 6.9 de este capit tilo.

Sin mayor coinphcacion se llega. a que (6.46) se resuelveen

generalcon

1 = 1(arcsh(d1) — qcu-cshQ3t)) (6.48)

Definimos 4 = arcsh(J:) + arctsh(/3?) y w = avcsh(/3z)— arcsh(~3t).

Entoncespodemosdistinguir dos casos,si r¡ = +1 entonces1 = 1(w)

y- por el contrario si q = —j entonces1 = I(~). Resolveniosla ultíma

ecuacion(6.45) (listingliiendo estas(los posibilidades.
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¾

Entoncese2~ y (6.45) se escriben:

2R (z+i)2senh2(~/2

)

e .~~4J<c2 cosh2(w/2)

sen/t2(~/2) + &
—I + J2

1 stith2(~/2

)

3 M2 ) [ — .senh2(~~/2)I2.W(1 + 12)2

Si queremos&
1tie la métrica tenga un comportamientoasintótico eu-

clideo estaíiiosobligados a. que ¡3 sea una. constante imaginaria, por

tanto ~ será tina variable imaginaria y w real, y por tanto, paraque
2R

e > O entoncese deberáser real. Recordandola parametrizacionem-
pleada,paraque los camposA? e Y’ seanreales,entonces(—1 + 12) > 0.

Por tanto, la expresiónfinal a resolverserá:

1 —1
1—e

—1 + [2 ¡3 K¿
2 ~ =

1
~$1 + 12)2

Donde la variable respectoa la quederivo es real.

u) q=—1

Entonces(6.45) se escribe:

.2R _ (z + 5)2 cosh2(w/2

)

<1’ —

tosit2 (w/2) — 1-
—1 + J2

tosh2(w/2

)

3 —Nc2 ~I= tosh2(w/2)J~(—1 + 12V
Siguiendoun razonamientosemejantese llega aque fi debeser real, e

debeser imaginario x- (—1 + [2) <0.

1- —1

—l + [2 —Re2

1
+ [2)2

(6.50)

u

(6.49)

u

e,

a

e,

e,
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Y donde la variablecon reslftct() a. la quederivo es real.

Hemos conseguidofinalmente reducir el prol)lelna a la inte-

graciónde tina expresionmas o menoscoml)leja. En lo que siguea con-

tinuacion. vamosademostrarla existenciade solucionesde esaecuacion

diferencial. y describ i reinos cualitativamentesu comportamiento en el

marcode la teoria <le ecuaciones a utónoma.s. Finalmenteobtendremos,

paraalgunos valores concretosde las constantes queha.n aparecido,la,

solución explícita en terminos(le funcionesconocidas.Distinguimoslos

casosy + 1.

a. ~1= 1

La ecuación autónoma. (6.49) presenta. tres solucionescons-

tantesi.ladas por:

J=±i

1
1 = signo(a) 1 —

dondea = <
3A1. Vimos anteriormenteque en este caso se debe

cumplir que 1- > 1, con lo que la región comprendidaentre las dos

primeras soluciones constantesno es accesible. Por otro lado, para

que se cumpla que [2 > Q debemos descartarla región comprendida

entre la tercera solución consta.ittex- la primera. Sin embargo. podemos

asegurar que existen solucionescíe la ecuaciónautónomaplanteada en

los siguientes casos:

e 1 > a > 0. Existen solucionespara 1 > VI~o2 y para1 < —1.

• —1 < o < 0. Exist en ~olucíones para. 1 < y para 1- > 1.Ji —V
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• o > 1. Existen solucionesdnicamentepara1 < —1. —

• ~ < —1. Existen solucionesúnicamentepara 1 > 1.
e

Estassolucionesdivergen rápidamenteen uno de los sentidos,mientras

que en ei otro el problemade valores inicialesno admitesolucion uníca. e,

En efecto, es sencillo de comprobar que
e,

= tag’(~) + 1

iag~(~—) — 1

e

es solución para.a = 1, y que por lo tanto, el valor inicial 1(0) = —1 ad-
mite la solución anterior y también la soluciónconstante1(w) = —1. El

u

comportamientoen la divergenciase puedeestudiarcualitativamente.
Paragrandes1 la ecuaciónatitónomase transformaen

e,

IJ=±P 1—a
u.

cuya solución es
u

1

— a(w — wo)

que presentauna asintotavertical en w0. Obsérveseque la solución

explícita anterior presentaelectivamente tina, asintota vertical en w =

4.

b. 23 =
e,,

La ecuacion autónoma(6.52) presentatres solucionescons-

tantesdadasíor (recordemosqueahora la constantee es imaginaria)

1=7±1 e,

e,



6.6. ¿ Es generalla parametrizaciónempleada1> iii

1

¡ = <no(o) 1 + o2

donde a = —ie¡ ~ Ahora se (lel)e cumplir que ¡¡ < 1, con lo—AV

que la región exterior a las dos primeras solucionesconstantesno es

accesible,los casosposiblesson:

• a > 0. Existen solucionescon JI > 1 > —1
±o2

• a < 0. Existen solucionescon 1 > 1 >

Est.a.ssolucionesson itionotonas.presentandodos asíntotashorizontales

en la.s dos solucionesconstantes<[Ile marcansus límites.

6.6 ¿ Es general la paranietrización em-
pleada ?

En el apartado anteí-ior hemos mencionadoque la parametrizacion

definida es completamentegeneral. En efecto, henios tenido la pre-

caución de admitir que la constante& puedaser tanto real como irna—

ginaria. Con ello estamosadmitiendo la posibilida.d generalde que A?

puedeseamayor o menor que Y’ (el casoen que .V = Y es equivalente

a la condición de autodiia.lida.<l). Sin embargo,podríamosl)la.ntcarllos

queexiste, crí principio. un casoque no estaiííosconsiderando,aquelen

que X > Y en determinadasregionesde la variedadenclidea,y A’ < Y

en el resto. Es decir, aquel cii el que e no es tina constante,pues seria

real en algunas zonase ¡magiiíario en el resto. Sin embargo,es fácil de

demostrarque se trata. de una situación imposible.
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Fiemosvisto que el sistemade ecuacionesque debesatisfacer

la métricaes:

1 —
= (¿P —1) (6.51)

1

= —(1— (6.52) —donde(6.51) es consecuenciade la compatibilidadde la condiciónde in-tegrabilidad (6.27) con las ecuacionesEinstein-Yang-Milis. En nuestro

desarrollo obtuvimos (6.52) tras haber impuesto la parametrizacion.

pero es sencillo de comprobarquees un resultado independientede la u

parametrizacionempleada.

u

Por tanto la forma de la métrica (6.47) es independientede

la parametriza.ciónempleada. El único punto dondeesta métrica es
u

exactamenteEnclideaes en r = 0. Es decir, que el coeficientede la

métricaes siempremayor queuno o menorqueuno (según sea fl imag-
emano o real). y por lo tanto. observando(6.29), siempre se cumplirá

queA < Y o que A > 1’ y podemosconcluir que la parametrización

empleada en el desarrollo es “cuetal.

o.

u.

u

6.7 Ansatz de Bartnik-McKinnon
a

Al igual que ocurría en el caso lorentziano, el caso en que A? = O

es singular, y por tanto no se puede considerar resuelto dentro del

procesogeneraldel apartado anterior. En estepunto vamosaresolverlo

por separado. ,Adelantandoresultados,veremos, que no se obtienen

o

e

e,
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solucionesdistintas de aquellas que obtendríamoscomo casolímite del

caso generalcuando1 —* con.slontú. Recordandola definición de X y

deshaciendolos cambios dc notación definidos en (6.12). observamos

que este Ansatz se correspondecon A1 y A. nulos, obsérvseque F1,.

es invanarte gauge bajo la. acción del subgrupot (1) de invarianza

gauge residual y que. por tanto. es imposible llegar a esta.condic~íon

unícamentepor transforínacioíiesgauge.

En estecaso., el potencial Ya.ng-MiUs cii componenteses:

A1 = (0.0.0): Ar (0.0,0)

A5 = (—;.0.0): A0 = (ti. —ysinO. — cosO)

Las componentes(le] campo Yang-MilIs son:

Ftr = (0,0,0); F15 = (—e. 0.0): Ffr = (0, —y,1senO , 0)

= (0,0, (1 —.p
2)seuO): Frs = (—~sr,0.0); Fr~ = (0, Th rSCflO, 0)

E] sistemacompleto de ecuacionesEinstein-Yang- MilIs se es-

cribe como:

r
—( ~ (&~T~Pyr ).~ = T->( 1 ~ (6.53)

9
= I<%~v. (6.54)

9

‘a’ ~ + ~7.r — 2~~» + P2¿ + P.J,í)rl.. —
7.

Nl —--(1 ~2)2 + 2 ~-2 A 5l’<) (6.55)

~ + tP,. £ 2t+2P(p

1< + P
2< + P,ttt) =

7,
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¿fi 2r-4-2p 9
~2)2 26 .7,2

1 e.2~ (2P

7, 7,

Finalmente,la condiciónde degeneraciónalgebraicaes:

6. 2fi

— ~,2)2 = k(p7 + e2T~2~nf)
7,

(6.56)

(6.57)

(6.58)

Obsérvesequeahora.es imposil)le Iv < 0. Distinguimosdos casos

(i) Coso <-sta) u-o

Las ecuacionesson triviales de escribir con solo hacerk = 1 y

elinnua.r la (lependeilcia.en /. Miii ningún problemase llega a

= (—1 cc”y 1 )
7,

donde e = ±1. Haciendoun poco de álgebraentre las ecuacionesse

llega a que

1.
= (1 + c¿y’—)

1’

es decir, r~ = Pr Usandoestenuevoresultadoen el sistemaanterior

de ecuacionesobtenemosla ligadura parael coeficientede la métrica:

~E4t> + 2c~ — 1 = O
mt

quesolo sc resuelvecon inetrica. iZuclidea., y campo Yang-Mills gauge

puro. (O bser\-esequeen este .\ nsa.tz no existensolucionesautoduales)

(ii)Caso ¡20 estútico

u

mt

e’

e

o

mt
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De la compatibilidad (le (6.58) con (6.53) se obtienen (proce-

diendo de forma análogaal casogeneral) dos ecuaciones

) 1’’ )
1 /~ (7 1

= 1 ( 1)(——.’ + ——))

U y

donde hemos definido ;~ T 1 e u ( ~I’) y = U cos(ÉI¡). La

condicionde integra.b il ida ~ ~d íd nos d

+ ~~-‘t+ ‘r,vp¿r + —T
1 ~ + Ár±¾( ti + Pí + (tíTÁ)

7- 7,

~ ~
= (2 — Iv)—---[1 + Ai — Iv)] (6.59)

r
2 Iv

De la compatibilidadde esta.ecuacioncon (6.5.5)-(6.56)se llega a:

e2P = 2+ (1 p2)01 + 1) + <2(4 + Iv + n >1 — v2)2 (6.60)

Recordandoque el caso Iv = —2 no es posible en este Ansatz, luego

Iv = 1, y haciendoun poco de álgebraenhe las ecuacionesse puede

llegar a:
2p k(í — ~2)2 (6.61)=1-

(6.62)

P.r (6.63)

Es decir, reobtenemo=exactauíente los uis nos resultadosq iie se ob-

tuvieron en general. Procediendo<le forma, semejante,definiendo z =

r + ti y t = — it (parametrizancioY’ = Ae’~. dondeA = ±1),se llega

al siguienteconjuntode ecuaciones

2p
2~.2

(6.64)
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1<
= r(l j<

62R~2 = 2—sM. (6.65)

1< 1<= _______ 2= (6.66) —

¡‘(1 — Áe
11) ,z

1
P,:t = —

7--j}’ — ~1 (6.67)

1
(6.68)

12

1
R~fi> = ~62P(1 — \c~) (6.69)

y,

Esteconjuntode ecuacionesse puedever quees equivalentea resolver

el sistema:
1 a(6.70)

r
2

1
= ————(1 — e2>3) (6.71)2

pp~ = —(1 ~e2P)2 (6.72)

1
= ~ 1 — Ác~) (6.73)

1’

Las ecuaciones(6.72-723)sc resuelvencon:

2p 1 1— (.3: + Ñ(Ñ~ — (674i[1 +(3z+ K)2] ~1+ (¡3±— At)2)

Finalmentesolo quedapor imponer (6.73) quese resuelvecon ¡3 imag- e,

maria y

7

(6.75) e,

Existe otra solución con q = —1 y A = —1 pero presenta

un mal comportamientoasintótico. Concluimosfinalmentequeel caso

“singular” queaparecióen cl procesode resolución de las ecuaciones

generalessepuederesolvercompletamente.y queel resultadoobtenido

ml

e’

0%
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coincideexactamentecon aquel que se obtiene (leí casogeneralcuando

cuando 1

6.8 Propiedades de la solución

La solución obtenidadepen<lede dos constantes¡3 y ~. la segundade

ellas necesariamenteimaginaria si ¡3 es real, o real si fi es imaginaria

paraque el coeficientecíe la métricasea.real. De la definición de z y 5

se puedeobservarque Kl 5C puedeabsorbermediante unaredefinícion

<leí origen (le tiempo - Por otra. parte la. constantefi nos define el

punto en que la metríca.es singular, pero las ca.racterístícasesenciales

110 cambian. Por tanto en to (lo lo que sigue nos restíi n gi remos por

sencillez al casoen que j 1.

Del análisisde la solución hechoei¡ti-e (6.48 - 6.50) podemos

distinguir dos casosdistintos, cuandola constante3 es imaginaria.,y

cuandoes real. El primero es el único quepermaneceen el Ansatzde

Bartnik- McKinnon.

( i ) .3 imagifl(¡ ¡va

A diferenciade lo que ocurrk en el caso lorentziano,ahora

la métricadefinida tiene sentido en todo el espacio-tiempo,salvo en el

punto y = 1 y 1 = 0. en quediverge. El comportamientoasintótico es

enclideo.
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(29 >- 1 + 1
(r2 + U2)

En 1) = / = constante la métricade la superficiebidiníensionalque

queda.es:
ml

—(1 + 1+r2+12 )</,.2 + r2ddA

+ (7,2 + /2)2 — 2r2 + Q/2

Que consideramosinmersadcntíodeunavariedadplanatridimensional,

y dondenuetra suíerficiequedadefinida por z = z(r). Entoncespode-

rnos ídentificat:
e

= (~ + (<1....1 )fl<1r2 + ~=3452
dr

3—
1 + (~)2

dr

1
— —it

-1)

i+r2±12
+

ji + (,2 + /2)2 — 2r2 + 2/2
Cuandot >> O tetiemos <los variedadeseuclideasseparadas,quesevan

deformandoy acercanciosea medida.que1 disminuye. Cuandot = O la

ecuacionanterior se l)ue(le íiitegrai- explícitamente

3:
1 + ~ =41+9

1+17

1 + (v=)2—2rfl

distinguiendosedos regiones. Cuandoy < 1 la soluciónes

-~7±
que define una esferade radio unidad en torno al punto (0,0,0) del

espacioenclídeotri(lirnensiona.l; y cuandoy > 1

= ±lz¿(r+ ~2 1)

e’

e,

ml

ml

e’

u

e

e’

ml.

e

ml

ml
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que es exactamenteigual quela queapareceen el worínholede Toiman.

Las superficiesreciéndefinidas aparecenen la siguientefigura

figura 6.

Concluyendo,partiendodedossuperficiesasintóticainentepla-

nas y separadas,al evolucionar t se han ido deformandohastaqueen

un t = finito se corta.n si bien de forma no suave. Por fin en 1 = O

empalmansuavemente(exactamenteigual que Tolman paray > 1, y

medianteunaesferaparar < 1). Estaconexionsuaveentresuperficies

solo dura un instante, pues a contínuacionse vuelven a separarten-

<Tiendo de nuevoa dos superficieseuclideasy separadas.La conexion
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se realiza a traves de la circunferenciade radio unidad en el espacio

enclideo tridimensional de inmersión (en el el espaciooriginal es cvi-

dentementea traves de la superficiede la esferade radio unidad). En

la siguienterepresentaciónapareceunaúnicade las dos superficiesen

1 = 0:

figura 7.

Al igual quenos ocurrio con métrica lorentziana,parapoder

expresarexplícitamentela forma de los camposYang-MilIs deberíamos

ser capacesde i:ñegrar la ecuación diferencial para 1 (6.49 y 6.50).

Sin embargo,en el Ansatz de BM. el problemaestá completamente

integradoy la expresiónfinal es:

u

u-

fi’.

0%

ml

u,

u.

ml

u’

0%

a

e’

ml
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a

u’



12568. Propiedadesde la solución

— i( \i( 1 — 3j22)( 1 — 1.31252) — [3< + 1

quesiemprees mayor queceío.

(u) 3 real

La solución. crí este caso, tiene sentido en todo el espacío-

tiempo, salvo en y = O y 1 = O en que degerera(ir. = Pee = O).

Asintóticamentetieneun comportamientoetíclideo. No po<le~mos“dibu—

aria’ siguiendoel Proce<l iii ííento anterior, pues los coeficientesde la

métrica están acotadossuperiolínentea lino, y por tanto no tienesen-

tido el procesoanterior. Estecaso no es realizableen el Ansatzde B.M.

pues y,.. < 1, lo cpie implica. <[tíO X2 > 1<2.

6.8.1 Grupo de isometría

La condición (le isonietría Lyq,~ = O se escribeen componentes:

AS + <p
4 + .Vp. = 0 (6.76)

XQ + Sp,< + X~p.. = 0 (6.77)

Aj + Aj = 0 (6.78)

X’~r
2 + V~ú’~ 0 (6.79)

i2 A ‘oc>” 0 (6.80)

X’%2.se¿(O) + ~1 17~ 0 (6.81)

A,. 17 scn2(O)+ A 0 (6.82)

r
+ = 0 (6.83)
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4 sen2(O) + = 0 (6.84) u’

+ II + y cos(O) = (6.8.5)
r sen(O) e

Las ecuaciones(6.82-86) se resuelven con la dependenciaen las coorde-

nadas angularesdadapor (igual queen el casolorentziano): u’

— S’Q(3) + f,seu(O) + f
2eos(O)cos(ó) — facos(9)sen(45) (6.86)

1
A?

0 = SO(S) + ~—fiscn(45)— f2cos(45)3 (6.87)
sen(O)

= .-../irco.s(O) + 19vsen(9)cos(45) — f
3rsen(9)sen(45) (6.88) u’

A?< = —pircos(O) + q2rsen(9)cos(¿) —garsen(O)sen(45) (6.89)

u.

Donde 1 .v ~ son funcionesde 1 x- it Las ecuacionesque quedanpor

satisfacerquedancomo condicionescli fu-rencialessobreestasfunciones:

fl,r” + fe
22 = 0 (6.90)

f¿.~r + g~e2~ = 0 (6.91)

— (g~r),. = 0 (6.92)
e,

(f,r)~ + (g,rfl = 0 (6.93)

(g¿r)í + q,rp, + .1 ~P.r= 0 (6.94)
e,

hastaahorael procesoha sido paraleloal seguidoen el casodemétrica

lorentziana,sin embargoahora vuelven a aparecerdiferencias, como

consecuenciade queahorala constantede integración¡3 puedeserreal

e imaginaria. El conjuntoanterior de ecuacionesse resuelveen general u’

con:

u

= 2(z) + W(é)

= —-1$:) + ilV(f) + 2ie u

e

e

ml
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dondeces unaconstante,y Z = c+ 1 + (3z)2, It = —c+¿ 1 + (fis)2
y e es unaconstante([ile vale ma.s o menosuno. En el casoen que.3 sea

real, entonces e = — 1 . znientras que sí 3 (K5 í ma.gi tana,entonces¿ =

Por tanto, los generadores del gril 1)0 cíe isoínetría sojí:

11<5. y .~k” son los de s¿?netrzaúsJevzca

Y’ = 2k
1GrsenOco.sé&,+ 2k1 ErsenOcoscó,. +

F.sCII 9
2k1 EcosOcoscdo— 2k1

(6.95)

(6.96)

y

2 — 2Iv
20y,senOsúuob< — 2k2 1”r-scnO.senoó.—

2Iv21’cosO.senó¿)e— 2k2 Ecose
86flO

(6.97)

X
3 2k

3CycosOd<— 2k.3!’vcosOd,.+ 2ky1senOO6

Si 3 es iníaginaria. Iv, es real:

1
1’

1 + (t3z)~ + 1 + (3z)2)

O = j—(— 1 + (3W +

y con ,3 es real y 14 es imaginaría.:

1
y

1~~

+ (35)2)

(6.99)

(6.100)

(6.101)

(6.102)

1 + (/3:)~ — 1 + (¡3;)2)

1 + (3z)2 — 1+ (fié)2)

El álgebraque definen estosgeneradorestiene las siguientes

donde

(6.98)

reglasde conmutación:
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3(6 [A’4,Xfl

[A’4, A’3] — A?’ LKtXM

y2 L~5, 3(11 = o

= —A?4 [3(5, 3(6j

= ~~~\73 j3(4,Xfl = o

[Nt 3(~]

= 3(4

e

e-= ~3(3

[A’”,A”] =

= A?4 [V.3(fl

y ‘2 [A?6.Xfl=—3(’

=3(5 [A?’,3(2]

a.

=3(6

u

quese corres¡)on<lecon el algebra de 80(4) ( veásep.C. [42]), tanto en

el caso 3 rea.l como cuando3 es imaginaria..
u-’

u’.

6.8.2 Métrica de forma conforme plana explícita-
u-,

mente.

u’>

Repitiendo los pasosdel capítulo anterior se llega a que el tensorde

Weyl es identicamentenulo sobrelas soluciones.Por tanto, pertenecen

al tipo O de la clasificación (le Bel-Petrov, y existenunas coordenadas

en las que la métricaseráconformeplana.

Si usarnosz y f la métrica tiene la. forma

VI

ú/.s e <171Z(IS + (s+5P <¡92

0

Resolx-einos.3 real e imaginario por separado.

• ¡3 = ¡

[3(1,3(5] =

e-

[3(5.3(3] =

[A’6, A’3] = O

UY3. A?’]

u’

u-

gr.

e

ml
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e2» 1
1 + :5

1+ 1~’.2

Si hacemosel cambiode variable:

= tanh~

entoncesle nietrícaq íeda

cosh2((~+ 0/2

)

= [d&k+
cosh2~co.ht~

><‘n /í~(~ + ~)
lco.sh2(~ +0/2)

Estamosbuscandoun cambio de variable, tal que la métrica tenga

forma conforme1)laria explícitamente

1

hI(dadá. + <a + <392)

La ecuacionquedeberácumplir estecambio<le variableserápor tanto:

&aCáV + ¿~ )2 = 4sen/¿ 2 (6.104)

donde~ = &a) y ~ = Con la. obligación adicional <le que~ sea

la compleja.conjugada.<le ~ se trata. nuevamente(le la. eciiacitiui que se

resuelveen el apenclíce1. Miii embargo.en estecaso, hemos preferido

(puesasí fiíé el procesodurantela. í’ea.lización <le estetrabajo) resolver

nuevamentela ecuación. Definimos

= 2arethA

Con lo que la ecuación a resolverse transformaen:

d92] (6.10:3)

(6.10.5)
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que tieneunasolución trivial A = ka + Iv’. pero quenos da unamétrica u

conforme plana <fue degeneraasintóticamente(Yac —* 0). El rest.o de

las solucionesson <le la forma: e’

fi +p (6.106)
(n —a)

fi
A = — + a) —p (6.107)

(u
e,

con tu - u - y p constantes. Obsérveseque no hemosobtenido nuevas

solucionesde la ecuacionapartede las quese obtienenen el apéndice,
e,

cuando p = 1 reobtenemosla. solución ‘generadora.del merón”, mien-

ti-a queen el i-esto (le los casos(incluido A = ka + Iv’) reobtenemosla

solnc óu ‘generadora.de ni tít. 2 2eroll -

Si elegimosp = 0. u = 1 y m = 1/2 la métricaconformeplana

queda

= (1 — -4(i-” (i-j-43 )2 (a + a)2 2
1 + .I(ú..í)2 )2( 1 + ,‘<~~~>2 )2 (dada + dR ) (6.108)

mt

Que tiendea etíclídeoa.sintóticamente.

0

• .3= 1

0%

El procesoes similar

u’

j2
0 1 1

l+z2 1+52

)

Hacemos e’

- = tag~ a’

e

e

ml



6.8. Propiedadesde la solución 1.31

dV senft(~ + ~ +
cos2~cos2~

La ecuaciónquese (leberá resolverahoraes

~~t=(«+ ú)2 = 4co52j+
9

donde~ = a(a) y = ~(4). Definimos

= 2urctagA+ —9

y la ecuaciónanterior queda.

lAja + ú< = (A +

que la. hemosresueltcen el casoanterior

¡JI.

4=. +1>

4=

— a)
‘u.

— —fi(u + a)
con ni, u, y p constantes.Si elegimosp = O, u

conformees
1

II = (1 + 4(i —a)(i

y ni = 1/2 el factor

(6. 114)

Y obtenemosun espacioeuclideoasintóticamente.

6.8.3 Acci6n y carga topológica

La acción del campo Yang-Milis es

$ = ¡ =i~V,.
1F~ tít> d

4 r

sen2(~ + ~)

4.sen2(~ + ~)/2) 3923 (6.109)

(6.11.0)

(6.111)

(6.112)

(6.113)
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que sobresolu(’ionesalgebraicamenteespecialesse puedeescribir como

&=f i?~e2P(X2 + Yfld4x

q~Jl27f
dídy( 1 — e2~) 12+1

[2 —

e,.

u’

En el casosingular definido por el Ansatz de B.M.

-í

<ltdi}1 — e2P)

Como se compruebatrivialmente, la. acciónestálimitada inferiormente

por la solucion obtenidaen el Ansatz. Si parametrizamos1 = Tsen4’

y y = LcoshlI el conll)orta.n3Ientoa.síntotco quedará.determinadopor el

comportamientocuando 1’ >>. en cuyo caso La. acción

~=J2LTdTdtP—(.se.n2111— cos2’-IJ

integrandoen la. variable angula.r i~

s=J 6w2
1<

u.

—di’
7’

que diverge.

La densidadde cargatopológicaes ([3], [?]):

QT = 32w2 ¡ ~.PF2F’ t¿W34y

en el Ansa.tz <le BM. es trivial compiobar que la cargatopológica es

cero. Miii embaí-go.en genea1 no tiene por que ser así, haciendouso

o:

e,

~~1

~1

e’

Sr.

e,’

0%

e

u’.

u’

u
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de. la. condición (le <1.legeneracióiialgebraicase llega sin problemasa la

Cxpres3on:

e29(8 = A) tdr—~--(A’Y)-‘.--jdtdrFIl.(l 7--

o lo que es equivalente:

- /21

No hemossido capacesde evaluar estaexpresíon.la razón más impor-

tante es que desconocemosla (Yxl)resión <le la. función 1 exactamente.

Pero a.l menoshemosíntenta.<lo a.(livii3a.r si esta expresiónconvergeen

alguna situación. Al estudiarel comportamientoasintótico de la ex-

presionanterior hay que considerardos casospor separado,cuando4
es imaginario (y e2 1) .v cuaííclo .3 es real (y e2 = —1). El el casoen

que fi es real no hemospodido llegar a ningunaconclusiónpues,como

sevió en 6.5. unade las asíntotas<Telasolución es / = 1 y en principio
1

121 no estáacotado.

Sin embargocuando¡3 es imaginaria.vimos queexisten sok-

ciones dondela 1 estáacotadainferiormentepor unaconstanteestric-

tamentemayor queuno (1 > JI’2)’ por tanto, en esassoluciones,el

término ~-— en la expresión<le la cargatopológicaestáacotadosupe-

riormenteaunquedesconocemossu comportamientoasintótico Analí-

cernosen lo quesigue cl resto <le la expí-esión- Es sencilIo de ver <¡tic

la expresión (¿fi — 1> sieml)re es positiva. pries £2» > 1 cualMIo 3 es

imaginaria. Su comportamiento asintóticoes para (~2 + t2) —

(con y = Tcos(’II) y 1 =
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1*,>

(e2’> — 1) —+

cos2(‘P)

cuya integral f’1’dtd\I’(e2» 1) diverge por lo que no podemoscon-

cluir nadasobreel valor (le la cargatopológica a falta de conocerel

comportamientode 1 en est.ecaso.

u’

6.8.4 Carga eléctrica y magnética

Si hacemosuso de la definición de cargaseléctricasy magnéticasque

aparecenen [3-1]

u-,

<2 =

e

P= ,jin
1jl—v

2)

en el casoeuclidiano,estascantidadesestán bien

‘a’

0%definidas (aunquese

ha perdido el seííti<lo físico que poseenen el caso lorentziano). En el

Ansatzde B.N[. se obtieneque Q = O y P = 1. En la siguientegráfica

está representadoel valor de (1 — y2)2 en función de r para varios

instantes(le tiempo (paí-a / = 0, es exactamente1 paray > 1)

u’

Sr

e,

e’

0%
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1

0.8

0.6

0.4

0.2

figura 8.

En el casogeneralse cumpleque —P2 + Q2 = 1.

6.8.5 Energía

Al igual queocurría en el caso lorent.zía.no

12
JBíJ r = —(e » —1) + P.l.

7.

Sin embargo,ahora no podernosasegurara priori el caracterpositivo

de dicha expresión. IDe hecho, en función de los valores de / y y, se

1 2 3 4 5

puedeconseguircualquiersigno paracualquiervalor de 3.
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6.9 g~p = ~-(1+ cos(’I’))

u,
Existe unasegundasolución singular del sistemade ecuaciones6.42 y

6.43, (cuandose haceuso del “generadordel merón” segúnla notación
gr.

definida en el apéndice)dadapor

1 mg

ti,.,. = —(1 +2 y2±12

)

Esta solución no tiene un comportamientoasintóticamenteeuclideo,
gr.

pero presentaunas cualidadescuriosas. Si definimos coordenadasan-

guiarespara 1 y r dadaspor 1 = RcostIf y y = Rsen’Pentonces
e,

2» 1= II,.,. = [itt = 41 + cos’4!>
ml

es decir, los coeficientes<le la métrica son independientesde la dis-

tancia al origen, dependiendounicamentedel ángulorelativo entrelas
ecoordenadasy y 1. Los coeficientesde la métrica son menoresque

uno con lo quees trivial de ver quees incompatiblecon el Ansatz de

B.M. (recordandola. expresión(6.29) x, que por tanto A’ > Y), por —

ello es mas apropía<loJ)aranletrizarlos camposcon 3( = teRcosh([) e

Y = ce~senh(I) (donde 1 y 1? son funcionesreales). Las únicasecua- u

cionesquequedanpor resolverson las análogasenestaparametrización

a (6.45 y 6.46) (siempreque 1 ~ constante). Estas ecuacionesse re- e,

suelvencon:

e,

1- = Í(¼+¿f) = I(~)
y finalmente, la última ecuaciónes e-

12= =
-— 21< senh(J) e,-

e

u’
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Es fácil <le comprobarque la cci í acíona.iíl.eríorse convierte( cambiansio

de variable E .~ Q = E’) cii:

— senh( 1)

donde 9 es ahora una variable real, y E2 es imaginaria. con lo que

no existen solucionesicales de la ecuación anterior. Y por lo tanto la

métrica presentadacii est.aseccíonno es solución<leí sistemaplanteado.
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u

e,

a’

e,

ml

e,

mg

u-’

e

0%

u’

mg

ml

u

e

SS.

u,



Capítulo 7

APENDICES

7.1 Ecuación t411B,,(a+b)
2 .sen2(2A+23)

Esta ecuacionse merecepor si sola un capitulo en este trabajo. En

efecto, ademásde apareceren los dos casostratadosen espaciocurvo,

la mismaecuacronapareceen tos dos casostratadosen espacioplano.

Si en los casoscurvos aparececomo la condición <le compatibilidadde

un par de ecuacionesdiferenciales,dondeunade ellas es básicamente

una de las ecuaciénesde Einstein (la que nos dice que la cur\atura

R—R% = O) con solo imponerque r = —p. y la otra es básicamente

unaecuaciónde Einstein quese obtienecuandoel campo Yang-Milis

es algebraicamente(‘armeli especial. En el caso plano la condícion

de compatibilidadentredegeneracionalgebraica(armeli y la ecuacion

de evolución Yang—Milis es la misma!. Y las curiosidadescontinuan

cuando intentamosponer nuestra.métricas, tipo O Pe.trox, <le forma

conforme plana. explícít.aniente.[Mi~ la ecuación que debecumplir el

cambiode coordenadases otra vez la misma. Estepuntodecoincidencia

entre la teoría Yang-MilIs en vacío, la einsteinianade la gravitaciónen

ínteraccíoncon Yang-MilIs. y la presentaciónde la forma conforme

139
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planaexplícitamente(en todos los casosparaun tipo O en la respectiva

clasificación algebraica)nos sugierealgunasideasacercade unaíntima

relaciónentrelas clasificacionesde Petrovdel campo gravitatorio y de

Carmeli del campo Yang-Milis. Sin embargo.este es un punto que

no hemosabordadoen este trabajo, y por tanto, solo queremoshacer gr.

notar esta, al menos, curiosa coincidencia. Concluyendo,en lo que

sigue resolvCren3oSesta eciíacíoude compatiblidad en general,que nos

seranecesariaparacalcular tanto los coeficientesde la métricaen un

problema Einstein-Yang-Niills como el valor del campo Yang-Milis en
e,

unateoria en espacioplano.

Si hacernosel cambio de variable

e
0 —4 A(a)
b-~B(b)

e,

entoncesla expresióna resolveres:

e,

a¡b5 = 4(u + v)
2scn2(21 + 213) = (u + v7F

e,

si tomamosderivadaslogarítmicasrespectoa A y E
0%

<kAÁ 204 (7.1)
0A (a+b) F

1>BB 2b~ E ¡taN

&B (a+b)

y restandolasse obtieneunaexpresion ‘a

0,44 204 bBs 2b,
5

04 (a + b) bB (a + b) (7.3)

e’

0%
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que, multiplicando por (a + b) y volviendo a derivar respectoaa y b,

nos da: 4,4,4 <¿44 _ b,BBB — kBB (74)

(u~~) — kB b3B

Que se puedenintegrar completamentedando:

£14 = I..k
0a2 + kw + 14

1
bE = -~-k,,b

2 + y + Iv;

entrandocon estasexpresionesen (7.4) encontramosla ligadura k
1 =

—kl y 14 = ¼.Finalmente dichas expresionespuedenser integradas

completamente,eiícontrandoseLas siguientessoluciones

Cuando Iv,, ~ O r k~ — 2k»k2 # O (los segundostérminos no

son un cua.<lradoperfecto):

.4 = t + a(arcotg(3a + ><)

136 +o(arcotg(3b—Ñ:))

Dondea, ¡3 y K son constantesconstruidas a partir de las 14, y 6 y 6 son

las constantes que aparecen en la última integración.Entrandoconesta

soluciónen la ecuaciónoriginal quedebíamosresolver,encontramosuna

ligadura algebraica sobrelas distintas constantesdefinidas.

4(a + h)’
2oh3~ = (1 + (Ja + K)2)(1 + (fib — K<)

.sen2(2a(arcotg(íicí + K) + arcolg(3b — <) + 6 + 6’) (7.5)

que tiene una solución trivial (para todo a y b), a = 0. (que nos daría

solucionestriviales) . y

<y ST 7±-’- ¡~ 6 —¿ (7.6)
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Se puede comprobarque no existen más combinacionesde las cons- mg

tantesque nos resuelvanla ecuaciónanterior. En efecto,haciendoa =

b = 0, se llega a que 6 = —6’ + nr. El factor uit no añadenadaal

desarrolla.rla solución, por lo tanto podemoshaceru = O sin perder

generalidad.Por (itT-o lacio, en b = O. la expresiónse convierteen
-l.

-tcr2(3a + KV ST sen2 [2a(arctg(/3a + ñj] (7.7)

(1 + tu + K ~)

que solo tiene solución (para todo a. si a = ~-). Por razonesque se

han visto a. lo largo del capítulo 4. denominaremosa esta solución

“generadorade multimerones

SS’

Nos quedanpor analizardos casos. CuandoIv,, = O la solución

generaldel sistemaes
u’

1 3
.4 = —lu(<a + ‘—fl + 6

<1 a e,

B=ú—ln(Ib ~< +
—o o

u’donde o. y fi son otras constantes(función de las 14). -á estasolución

la denominarécomo ‘generadora(leí merón”. Si las variablesa y b son
u’

complejas (con la definición de la rama principal para el logaritmo de

un numerocomplejo(ln(reí&) = /4v) + jO con O e (—r, wJ) entoncesse
e’

debecumplir

SS,
(1 = 4j

y
‘a

-‘ w
6+b

4

y si a y b son realesentonces —

u’

mg
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o. = ti

cuandosigo o(a + ~-~) = —.s.qno(b— 4) y

~1

.1=.)cuandosigno(a + 4) ST .s¿qno(b —

El casoque <mecíapendiente(cuandoel denominador<le (7.6)

es un cuadradoperfecto), se ve fácilmente quees incompatiblecon la

ecuacionoriginal.

Obsérveseque a lo largo del trabajo, la variable a tiene la

Formaa = r- + 1. en espaciosIoí-entzíanosy a ST y + it en espacioseuclid-

tanos,y por su partela variable /> ST r — ti y b = y — it respectivamente.
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e

a

e

u

‘u

e

u’

e

a’

0%

SS’
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Capítulo 8

CONCLUSIONES

Realicemosun esfueizoJ)Ot mt t z u e mnaí. pocaslineaslos resultados

obtenidosen el desarrollo(le esta tesis. De unamanerasencilla estos

se podrían resumiren los siguientesputitos:

• Se presentauna condición necesariapara que un campo Yang—

MilIs con simetría esféricaposea alguna simetría adicional. Se

comprueba queexiste unasolución (obtenidapor Witten, si bien

no pertenecea.l tipo insta.ntóííico) <lite no cumple la condicíon

anterior, y. por lo tatito ..se deintiest ra. qííe no existo u u analogo

Yang—Nl ilís <leí teorema.de B i íkboff.

• Se caracterizala clasificaciónde Carmeli en dos situaciones:

— Completamente(en cuanto al un mero <le autovaloresx au—

toespinores)para, camposcon simetría esférica.,estáticos.y

en el Ansatzde Bartnik-NlclKinnon.

— Parcialmente(solo en cuanto a.l número de autovaloresse

refiere) paracamposcon simetríaesférica.

en termínosde una única función quehemosdenotadoIv.

145
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• Se planteaen generalel problema de encontrarsolucionesalge-

braicameiiteespecialesen espacioplano, y se resuelveúnicamente

en el Ansatzde BM. Se reobtienenlas solucionesde De Alfaro y

col. en espaciominl=owski,y tipo merón es espacio euclideo (tal

y como las presenta Actor), y se obtienen nuevassolucionesque e’

generalizanlas anterioresal elegir una constantede integración

como imaginaría.

• Se planteay se resuelx-een general el problemade encontrar solu-

ciones algebraicamenteespeciales(y con simetría esférica)Eins- ‘u

tein - Yang-MilIs en un espaciocon métrica lorentziana. Algu-

nas de las pí-opiedadesson calculadas(grupo <le isonietría, tipo

(le 13e1-Petrov.forma conforme plana explícita, condicionesde

enegía,etc.). Como un resultadocolateralse compruebaqueno

existen solucionescon simetría esférica y estáticas; por lo que

podemosconcluir que las solucionesde Bartnik-McKinnon y de e,

Bizon pertenecenal tipo D,, en la clasificaciónde Carmeli.

• Se plantea y se resuelveen general la búsquedade soluciones

exactasalgebraicamenteespeciales(con simetría esférica) Ein-

stein - Yang-Milis con métrica euclidiana. Se calculan algunas e’

de sus propiedadesmás importantes(grupo de isonietría, carga

topológica.etc.) y sepresentauna interpretaciónde las soluciones e,

o1)tenidas en términos cíe wormholes.

e-
Duranteel desarrolloalgunospuntoshanido quedandoabier-

tos, y es posible que en un fiíttíro cercano sean retornadosdentro del
e

grupo <le Relatividad que<lirige F.J. Chinea..entre ellos destacaríamos

la caracterizaciónCarrneli completadecamposcon simetríaesférica,la

resolución del problemaen generalen espacioplano. así como investi- e,

e

0%

‘a
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ga.r la relacían ([ile [)ii<t<la.existir entre la. clasificación <le (‘arníel i ‘y’ la

de Bel—Petcok en cailípos Luist.ei u - Ya í íg— Nl i lis.
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