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Capítulo 1

Jntroduccidn

¡ 1 <‘st t i<Li<> <1< t tiitligtii 4(1011< 5 POO St tt<’I t=t.axial de caun—

í>c>s íle¡t u>ina” Oet (05 Y grax’ítacioita.les acoplados es de grao iiíi.oues en
así tottsí¡=tpat a Irí <It st uíl.cícíí <le exteriores <le (>l>j(’1 os oit otacioti . 1251<2

1 ¡>0 (It ((>13 Iigot ‘i tonos 2UlthlOettl.( i<lealizadas (00 50 1 ely (It cuoiíl.a iii

la tI <‘t’lti{i’ioit ~>ot< tttiSiO!t de ra.<lia<ioit gra.xita<i<>oai III los ehetos de

l)t(((’Siott (l<l)tdoS <t la <lesxi=i<ioii([<‘1 <y’ (¡E I(lbta<.iOti (OIt ICSptNt 0 al (‘jO

1< sit el ría) t í>íí >111 ox oit a su vez la. píltoera apíoxitoacioií para analizar

el iooxi it¡uí~tt 1< ¡>1 nietas x <lis<<>s (1<’ acíeciotí oit touoo a. <‘SI t<’llas

<le ítetit u(lbtiís do ípt’í os tiogios V <>1 a.s ftíoíítes de <aííip<>s gíaxíl al otios

iii <13505. )i0~>Oi < it>tktit([<> <le esí e 330(1<) <0 it<’ctiiones (‘ial ivisí 215 a los
tal tít los ast ti>! Oíl lo o~

¡ti el tit¿tít <1< II elatixi<lad g<.tí(ia¡ le 1Át>st<jií, el prol>leíví=tlía
tOití tillO (lila ittgttl=ttOX0¡tl(iOlt <[<s<l<’ l¿t. íiti[>lita<i(>O de la teoíia :

ía.ít t e ant ( (itija> iittoii las s<>líi<i<>ii<s 05t.a.ti<as ½‘<‘1<’(ttost.at 185 1213—

perMIso <2353 t tedio siglo hasta. <pie IX OiP (>1>13<0 Li. pnrnera st>líi<ícní

<st a(i<>ti¿ttia. to <sial ca \ asíi¡totna.nt<’til e pía na [2] x linsí. t<’<ltijo
tI >í oLE lila a l<t i solti(iOli de <Los <‘(tia< ioii< S t ottil)]0123.5 en douixada.s

1 [~i t tít <>1<> ¡lila <‘.33 2i.iisOlt(id (1< 1 a top(> (‘l<ctrottlagnet.i(()

¡st <>~ ax diO < 5 3< laii,’ai<>tt <I ptO(05t1> (LE (>1>1< ti< (itt <It’ tttt(Va.s solti<i(>tiOS Y

líoiiííía al<’<L>í <ii< as <¡O gt200i21(i 00 ( ¡tít ~ St tít 3t< liii iitagniii<o <(lbttillbOii—

<lío tít los it >201 0+ ol>1(i)i(105 li¿>sía Íina]< sd< 1<> 5(tOtil2i.). 1 in¿ilineifle
(it 141 ><irt’lr3 <Ití 41043 5<’ <¿tIMO liii !3(>l2l.llbL< t¡< 1 uitlo eít 123 <oíísl.tíic<ion

tít ‘oLtt< it>tit t \dt t<t (1(1< ])UdiOiatt (¡<‘5(ItL>3t k~ ‘¾Oi>I<{.Vi2t(1(1 (5 >8(10—



1 ítíií1t tít \aclo mit las sítoel Vías toitsi<leia(la> (4 <g. [fi] <otíto i<\isioii

del O tw ¡ =0 tite posible dcí>ido a Las <kw Isas 1< (Hitas ¿ egelit’rací>ií

(1<2 >01(13 it>ttt ‘ ti >2341! (It tíitd ¿=1(12<<¡ile st ties ín¡,lLait,íi pata aI>oivlai

el ¡>101)1< ttí 3 (tillO son Las tansfoiitía.cio¡í< s (It Backltítid [7]. [8]. [0]. el
ni<tot It, tít dísp<ísion iitx7etsa 11(1]. [11] x las ti t¡islt>titth(it)titt’s II ¡XX

[12] 1 ~] ti ítaí¡ío =3 las solticiones iiit< wous <1<’ lit!i(lo 1>erfetIo. el
tttii ii(’it) tít S<Jiitt 3(311< 5 (‘N=l(t..215totto< Rías <15 bastatil e Itititiado. ~iita it’—

teíeííti=í=¡titiali¡aila solve el tema pn<dt ser LII].
St i 3 t’i til~t=tt ‘‘3 i 3<] IVId <‘St ¿itíto’ ¡(‘;os <h’ >ú<l&t iitt;tlettietttat a xolt.ttt—

1=31 tI (,i 31)0’ t iitit’iit.<.> fisito <It las >t>ltici<>iies. tottl iol=vitt.Lo it it 501<)

platio <‘ti (‘1 ¡so ¿< \I<’tiotes dt ob¡ tos coittp=uctos,2tti!t(¡tie ¡~.íenle—

ti itt itt si’ Ita ax ~33/a(l(> í’í i el íottt itA <Le los ttioiiteitl os itt ti It i pola íes tít’

las tiwt ci(=ts tal nas [IV]
N.J (JI)st.ditt H ttiittt<it> <le soitt<.iottes <.ottocidas <tixo <ottteííido tísico

sta it att.txo < hasíaííi.e litutítado x, poí ello. t>=íi(’<( coríxeitiente 1<—

si sol ii< it>ti< aptoxiiitadas pa.ia des<ríbii los cUetos de la teoría

ti vhf a 3)3 >231 tatiotí 05 tIc interes ¿<si cofísh o 1 uy ol.ra viiI e. ut pesar

(13’ t]iit’ el tit3 iiltIO <It solt.t<iottt.s j>ttl>lic=id=tsItax
4t a timeitt..a.dt> soIuíntmít.e

O ít¿t> >t;¿íi. Ita 3 sitIo itt<t¡>itta.<las <iesffi mt puríto (le xist a físico y

514Y1t()t sittiittt.t <ltst:<,tiooid¿ts YA b.t<titsis itit(’it<tl0s 2k
12W ([tíO jntdieiati 0<>-

3(3 tít

Vii tsta ttteii¡ori2t se ¿t.l>oi<Ian paici=tiitt< tt< sios <los (iii jitios lentas.

¡‘¿tía ello. cotto i<ieueitcí=tpara el tía L>aj- stíbsígííient e. cii el segtiiido
capií í.í It.i s’ ¿<su> riolla ti ita. Fouíi¡ulaci<Sít del sistema a<(>plut.(lo el<2c1 r<>—
ataxAI al tUYo t:oii las s jitíelcías esl.acioía.iia. Y axial oit 1euotiítos d< formas

171 p¿ ca Nítidos ~>eik<t..os.
A l.giii}=isa pl i<¿oioi <‘5 5<’ iit<lii \Qii tít lo ig,iii< 1005 capítulos: ¡itt el

t3tagt II ti(lt5 i:sítts de las lííei¿t;es itiiitiiitas (1< los a.itipos giaxil al (>ii(> x

t:lt’<t ttitiagttet <o <‘ti ¿<‘1 entunadas sittiut t<>tií St 1 ta.l 2> <1< tío lortítut.—

lislíR, alt (VI\itt ix>> al (5([(V’tVA (l<5dytOl¡ddO ~>(>i 1 tuití. [18~ . [10]. ¡saía

1 sauí’L, este itiitxt eíí[tqíí< [>0]. [2]]. titas ¡JtONltit(> t la Ittiía <luí lwleií—



(ial Ia>2t a st’ ~>tit’t:Ltittalcttlau (l<’Ltsítl¿t<lts superficiales tIc tíí=tgtiíttídes
<li¡>t>tai< y t ‘>ait iu <It las <listontiiitiíul¿tílt.s tIc’ Ic>s ¡>oteiicíalcs tíl<xa.ii—

tít 3 1 t líL.t’ít atí ga tige pueseuitt’ cii el l(>ritl¿t]isttt() pitia exieridmí

fa.íítilía’ <It >ttluttit>ttt’s 0\uttt¿is ‘=t ((itiOtitIaS.

1 a pít uit> qíííttt.o <st ¿5 tledíc=t.tlo=tla consl.tuccioít peul iitliativa. de
l¿t soluitiotí ‘‘esteral asiiít tt icamcítlt.’ plaita. de vacio axisiiiwt íleo esta—
(.It>i32iíi(J (¡(JI ado <it’ tít ¡>la ¡so dc tellexiost ciii ogt>ttal =tIt](’ ch síívtet.íia..

oit los <fi Li ia’:<’ct (iría <.1< ma pasí visía ptu.teíia hasta xiii otdE’tlb atIe—
¡>2> ¿1 (.5 It ib ttúliiít’=t ii<I=ttl <it los iiiOilbtCflt.<>s tittit..ip<>lates pir.’da

¡ial latíS 1 tpO tilo s<xI t> .títtíchíe í.ííí tsl sidio de la.s piopíedades

gloíía.lts le la it uit i a soltí<íoit cositíologica tic fli¿do perfect ti toít <orn—

itt ti g(<>i it í t olA t.’í i íd¿t por Seítoxi 11=3. [22] a fi í~=íles tIc los twlteítta..

¡st III titO ( apil tío s’’ iitserl =tal html de esta mÚiTtOiia. a. titotlo tic
<listí usiotí < < apui iii ícioti tít’ los esulíl ¿filos ¿t¡ca.utz=í.tlts.





Capítulo 2

Formulación exterior

2.1 introducción

otí It> yt’l<ut’uttia pus.ra los t:a¡ntt.ilos sígííieíít t’5. <‘ti <‘sl.t tapittilc St’ itt—

t.lííxí ista ¿<set pcíoit <1< lcn carsipos ‘l ce t rotitagvtctico x grax’ít al ono.

li¿t(ituttli.> itstt pau¿s <¡It> <It fornías <liit’tt’it<iaít’s. Se tía,t a j>oi 1 aiut o

tít’ 11123 xl .ini ¿ti Ibíítralissrío desutrroliaílo t’í~ [ej x [IT] pata tít—

it los tirLí los. l’uu este tociti=ílisitit>el taiít}>o t’lt’tt it>tita.gitet co tonta la.
io~ttnt tít.’ uíuí fluí <It> a.ítísot.ropo. La. piisteípusl xeitt aja de] íís de it>rivuts

<II f<ittíti¿íl<s raihíta. <tít tpie Ito -‘sl.a.iitos forz.=tdos a tIt’gí~ tui sisí 011121 de
coottít’itai luís tltstl< <1 toi>tit’itzo y. po~ 4 uníS <lb. tíOS torítede itria. inavol
¡ il>tst.ut¿ a ¡<5 ion tic uestlxeí el sistertta. de ttui=tcítvhes.pcímil eiído sil

sí tííphifitaíií.$tí de modos intix díxersos.

Al 1i112i1 tít’ <‘St e <a¡>ítuílo se liar tíso tít’ tutía ‘le estas Forutías tít’

su 01>lifit;ííit5ií st ra <‘si alAscí- tío uiuntt> <‘it <‘1 qtie ¡n>det etlíl títeí las

<.(ttuícit>t~its It’ Ictssl. x el cusltuilt> tít’ ltrs iítottt<til os míiltíítAates. apait <‘<le

Olutis rt’síílt adt,s títie por síu <‘xl.eiistoií iítettceui tít tratantiesil <lb 5<’¡lb=tt=3<lt>

2.2 Campos electromagnéticos

tíiittttZa tilOs. >11<5. Itt iet.<>i<la.l.otio tít’ los <t>iice;>t.os b=tsiet>st’ i ttt.io—

¿uit> -<ni de íuí u lot atin t ti It’ 5<’ 5tOi luí 2k lo largt <It’ esta ¡nerítort=s.

tilo t10í tI títisol (‘ti <Vg luí- uííoííií’ííto ¿<‘1 íuttitpo t’hctioiou-¡gsst’t no



(\pf¡( lo 2 1OI?\l( JX(’IC\ l:X’IliI?lCI?It

pces uit a uíííuí <si tittt tíla ititix distiítt;í seg¿ti los xalotes <¡u<’ It>itieut los
ítixusríusiilts ¡~t)t<’titZ.stia t?ottYt’IVtitte ltuícti títíut texisioii tic ¡sí t:luísí—

<It’ los tipos tl<’ <ampos <‘l<<t ít>tííuíoitet. íc<>s <‘It <¡ecl íodíutuíisti<a

(<síu> uhf (lb tít ¡>¿tttitía itit.it>tliitiueijtios tul síst.ctuuu tic idereuscia

tírt.ouiouistal ltioYil E’)’ }gi¿ <le tito<Io qui<’ <‘1 1 eitsoi sítef-tit.o puíc*ía es—

ctíl,iuse costicí y xx~ íp,~ O’ k tÉ, sieítíIt y = diag {—l . ¡ . ¡ , ¡ }. 1k alttwa

cli uit I<lauít ‘ Its ptiitietas letruns <1<1 uílfahet o latiiío quedaruin iesetxadas
>25 ¿3 titt.litt’> y tít xuítittí de teto ¿u t ít.’s eií <‘1 espacit <Le Lis t et iatl=ts.

íítsesít ras t¡í.íí las las lttras <‘ti toitto ut la. tul atí <1<’ <licIto alf=il>t’to

ig
tiia ¿iii el íííisu~í it> tipo de ititílces rtleridos a la tílada csj>a-tiat {O’}

i.~uss ií’f tas u~cíí’o 5” tLesígiíata.ít íit<litt’s <~‘11 el <‘spaeit> t-aitgetitte ¿u la va ri<’—

tl=i<lts5>uttiot ítu¡#íí <ti \sí. >t>t <‘i<’uutrdo. las lotítías uíso<íatla.s a los
¡lb<>5 tlí’tt FIItiS \ licO’ uteticos adoj>l aiaut. resj>ectix-=ttiieittc.luí.s (‘NpicsiOikS

It cx /~. O /9 /3 0’ tít t t’iuvíiuic>s tít’ 5(15 lbrtweccioíí<’s ortoííoriítales.

las t$j>Ft’.tt>ii< “ ltctktit.ti¿títs pu> a los teiísoí<’s dc Lti=t<la.x x Niaxxxell
¡>ítd’íí t’st-íil>iis sss oía ft>íiut=tco¡ts¡}a.ctuí <.11 [uitck>t> <It’ las fotupas ¿oit-e—

i-It.ruisí’Iít 5’ t [clii tu 1 5 ltlbs (lb~lbtii-atloi(’s dt’ t:luíalitlad tlt2 Ht>dge * ¿t.sOtid.(](lbS

121 1 etratla x i 1 5 fi uatlut es¡>=itialoííeíít.uutlas. Pl t<>itwiti<i <It’ si<<Itt>s es

E di 1] A 0<> ~ *19 *1~ = ——II A o~ ±~~í: (2.1)

tltíuit It’ A es luí 1- tnsííui d’ coutexidíl <lb <uia<lii¡>oteiicia] <2lcctVt>itiagflet ietx

partir de í=í.s ttutl¡>tlbitetitt’5 <LI t ensoí de I’a.íadax. el tensor de

\ tít‘lnítt Iít’otlo tít los <alotes yute 1 oineít los iíuxuíríui.uíí.t-’s L<weril z x gatíge

t
1uít íwíeí <tiuisí ruííuse us utrt.ii ±1<uííuí¡o e¡c<1.soisíagítel-íto:

it ¡ /9’ f> — /2. /$ -— /9 /3’ (2.1)
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‘.1 xv (l~ ¡ 0 St’ t pat uí títí (.u>o>Ilbo <It uadíacíoíí. el <aso ituas tIe~
gtiit’iatlt 1 1 t sso! <it en erg iui—rnoi>tt’ittt> hosco <ti=ttidi =Uhl.tlbXdI(lbut’S

usuiltis 255(1< Litios i <los =itit<ixetí (>1(5 es¡lbatiuul<’s <ti las tliuetiioutes <1<1
tu ttfllbo tít <ti it (lb ½ ist=t”tttt <(lb ‘0 a. <Los ¿ttit o\t’<t t>ves de géuuí’to luz.

~7

Si suipoiteotos lct txísfe¡i<í¿t <it’ tui xettoi tic iXilImg f ettipou~al ‘0

oí rc es¡lbdt tal t (lbití<lb Oil la sit uuuteí<>íu tíos otuipa se ¡>iiedt-’ <le—

tittlbst-u;t r luí íuescíiti¿3. tít’ tutu xt’ctoí dt.’ ¡Xii Iiííg ittil<> [24] =t(licioui=t¡

u ti ¡>roiíleutía. se tetíuice a la. resoliitioii tít isis lai>laeiaito. Dado
tít <‘51 t uístt t’st a t <lbS a líííetít e t’s utelfo. ti <lb >2’ iitsist.iia titas s(lbLlbre

2. 1- xv o U t 0(12 <1 0): Lis <‘st t caso ¡>uíitíaluuteuíte degenerado.
<‘1 5-citsoí tít’ ettt’igíut itl(lbflit 11 (lb ¡>tit’tlt’ tliui.got> a l/=tl5t’ >01 uiictli<> <it’

10123 rtlbtat-it~ií \ ultí llb(lbtlbst tít’ inot;Lo (jitE’ <‘it el sistetuta de referencia

ita] el (uttti[lb(lb tuia ud <o (elt
tct.rieo) sea tuiltí. Los a.ítt-ox-aiores

ít’tíus todos >0v xuí bu aítsoí ífl o ¡.h ~/8w. eorrespoitdieuido los <los

sí <gal. u vos a ti ti uítut oxeef 01 <le gé’neio 1 u’ittpo u a titio es¡>a.t:iai tít

la liíx<t i¿ii títí cuíitt¡>o cl<tct rito ( iítagíí¿t.ict>

3 /< z
75 L -— ti: 1133 t’sf uí of ua suttíuítitSií tít ti-’r’iueuacióit par—

<ial. ti 1.tutsor de t’shííerzos nuede diuigoítaliz¿iist’ <‘tu tíít teierencíai

tu tI <~iít los taotjlbos <‘lees ti(tlb ‘0 11121 gí u ¿44j <.~ lb s’uí tu í aralcíos. Los
uit 5 tiNa lo íes t ititt’tt )tíi uítt>¿ tu lo líI /1? ‘0 h>s <los itugatixos cst.áuu.

tst>ciados a 1111=1. <Li tttt~ oh tít’ g¿iut’ulb 5 íeuíípo ‘0 a luí tlireccioiu tic ¡cus

-L, ti. 1.~~ -¡ II: Ilsí t <‘5 el tuist> geiuerttÁlb ‘0. cotiitlb tít el ante—

r~>v. > ~ut<.tl.<’tliuugtuiuílizuíu ti f euísot’ dt’ esfuuevzos tk’ nítítl<> que los

ulpos rIeti ví<<i Y itíagíitú.íctlb restiltatítes stuíít puíralelos. l~’~l valor
E —

uíl>soltit tít. lt>s Mit tlbN=tlt>tt’s t’s Ql h 4 Lt/Sw. l)el isuisuute irutido
<¡uit it tI asti uííítt’ííoí. los ,iiit.tix;íloits sogaS ViS (‘(lbries¡.íoíutleit

it u usuil O\ttt.ol 5 ouui¡>t>tal x a la titiectiotí <‘it i=ít¡uit los campos
<lttct [ltt> ‘0 íuíuí.gtít’t ito sois >at’alt’it>s.

oiitt.lb Ya 5<’ lial>i=t2tttui lti8tlt> <‘1 t t’it5(lbF tít’ esftít’í¡.t>s <‘1 <‘ti toiiua.gitetic(lb

salití í~íra la. ratliuích5ít ) 05 =1tiitlogt> al <It:’ 1113 II tiitit> =11i15011’ollbodo <leí>—

sitIal i.újiai al uutétísílo tít luí pí’t’sitíts. ¡¡ xv sc— y 1 14 + (4/ST. Fsl.a
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ausa It>’’ a “ti ~í t’xpiolada paiut <xi cuuder al ea inpo elocl..uotruagtiet itt> el
It’ liíídt>s ¡>t’ulet t <>s títsauIol¡a.dtlb <‘it [¡6] y [IT].

1> íí ‘Lío tutu xc!.. iilqlbtit’st <lb el grupo de ist>ítef íías t’¡tgeiulíatlt> ¡lbtlbP

illirto
los <5 oí<s tío 1K t’ntí>oral y axial {d~ . ¿Y.]. t’sc(lbgt’mos {0t 01 } <y
utíol t t pu It igatí ¡lbioYet<:it>tt uuitutaittent O 501lb1(’ t’l osi~=ititi<le orilbil =tstic

(‘55 0’ Nt ti tUi y. iiuieutt-uuts {02 . 0~ } ¡lbitlb\(tt-8.ui t’XtltlsiV=titlt2iutt’ <‘it el t’tctt lo

oíl tlbkoi 5431 ~ tiiti>ien a uno’It tic simplific.a.eióuí w>s íestríiugírernos uí t~atit—
pos fi Uit os Y tíuagiu¿’t ícs cina ~lbit>veccioitsobre el espacio cíe trl>ií uís

5t’it títíl 5 1 u t~ i5(lbs llb<’1~itsit iia Fuítf oiizai luís tantidailos ciite;ísát.iruts (¡O

21(11< it lo a suí tlt’
1>eiudt.iíciuí oit las lontías díleienciales 0’ ¡lbui.32k. exllbtt’5211

ti c~>u íttit t, <It’ <‘tii;stYi(lbiuOS. <tlbiuttt tití sisteuiia <Nf 01101 OIt dileieuueiuult’s dc

¡ ><i ia <¡1=3úiti!i¿3 izar llbuii(?i=tllutt’ittt’ (‘1 t.oiisoi de <?5610u705. 5<’ jlblit’t
1t2 es—

04< l~ ~ ss’>ouíetít.e 5 eitui~>tittI O~. 14 1 ói -1~ < sea 4))—‘1 ci ‘ (1< ¡4 tt-tct(ict (It 401 lId (¡líO <

la ti 1 utst <Su tielisí da localtuícuít,e pit el uttst-ovecl-ou tonupouai de

t’iisoív No tibstaril ‘. tít’ inono’tito cíejareutos libio la tiecti¿it <It’
<st us Litina di leí-e hicial. La forma sí xv ~~0<>put’tíc inteipietarse tOi)i(lb

la Ion iiut tít xtIt>titlatI tlt’l ‘‘llttidt> ltt=í.NW(’lli¿tdl(lb . ¡ti sigilo utetval i\O <‘5
4~

)tt(i5t> l>ulFus ttíiít¡>uítibilizav ¡tlbs couxenuc>s usoalos de que la teiratlla N <‘1

uuítíís e 0! <¡mt t l’f ei¡uí;isada roiuiolb la hitita. (lbrt.tlbg(lbituul uí 00 oit el es¡~uicit>
tu újíídltado por los aot¡.>olbs tít’ IKiihiitg.

a. las ¿bit ~ <¡t’1 git.i¡lbo <it’ ist>iiit’l.ríuis de la sígínerute ituanera:

*02=02 * O~ xv ¾? (2.1)

pt>d~tíííos esocii,ic las 2—foruííuss tít. laratlav x Maxwell de tina lori’aut isuás
toiitísuíct =1 sítí utt’tesitlatl tít’ t’ttt

1íh.uít duíudes tii<littieius itiutuvlcs:

[xx —-A A si—btU fol ‘ti’ xv RA ss-f tít’ MV (25)

2.3 Ecuaciones de estructura

lluísf a tI uiit>tuut~t3lo luí tettat¡uí <>ttt>titiiituuul 130 Ita suílrí<lt> titas liíuíítuici<Sis

t¡ust ¡a t.NlL~tstesus uiii¡>tlOStui <It’ t¡itt Sed diutyvoísuii ¡lbOl tajas l)atLt> t~uíe esfí’

foiuís;tlisius<> iÁisI’tít ¡- ~. ¿1 tl(stti~lbtioi¡ clii ttutjutttt.o oIt las ‘coatiout’s <fi’
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ltiiisi mis <muto Tutu síst <‘itia exf t’ríoí. ItaLia <¡tío ííttpouít’r sobie ¡a. f tf iuítla.

lui touitítio;ís tío o¡u¡t <sto libre tít’ toisioit. ¡(lb cuusi se ‘~uíiuítttiya <oit <‘1
cts it pl 311 ittltf.olb <It’ luís pti 3] ít’i~a s cosí ¿ttitiiit’s dt.’ cst.tiícl sí tus tít’ (art ais

dO + It .A ob xv 0 (2.6)
- — - ‘‘ 0< n’

<bu tít ~. ¡)rt’seitt a luís 1 —fornías cíe la coltexut.>us cortt¡lbuit Ilbie

coíi la uiío’t.iíía t’stist=i.s us ftííítit$ií de los cotdícieittes. —4 . ¿estA utci¿ii <le

Rio-ti 13 t’t-ortLtuíst>s (¡líe la. otuii<hitioti <le e >itipat il>ilíílat¡ ot>íi luí ouof 3-it-a:

t///di, u-vv ¡~5,) ( 25)

sí’ 1 puítlti(t t.i íuí =íittlsiitlt’t Fi?> tít’ ltlbS ltltIi(05 tít’ luí. tt>tlt’NiOlt dttbitlo a la

eltctjol3 oit’ luía y íígítluí.

liagtuíp¿iuitLo ¡os t.tiuiíiitos tít’ la tleiíx-uítla eioteridlbi It’ ¡a. xclocitla<l u..

¡lbt)(l lOtOS tl23.i tilia itf.t’r¡lb itt ultiÉSlí ¿o uilguíiuuts t.ítt luís ¡tomas <¡u<’ apaietcit

1 sss tv-tíust-it,stts dt’ ~‘ uí si usí

<¡u xv .</O~ xv ii~ A O’ xv 7sñ.
0’ A 0’ xv o A st —— 1V (2.8)

tloiiídt.’ o xv -~ ~ ts luí sí tol<’íuí tiotí oíd Iltuitlo xv ~~~;upO2A W ts la
N. U

~ fi>ciííuí tít N<>it t:iolaol tíot’ se t>l>t ít’ut<’ a. paul iv <leí l.t’tísoi tío x’tiil icídustí.

ltv tsttuutitt e dcliii ¡u iii x’t-ut oí <lo’ xoit,icioluítl w a l>uuit ti del ld’ltstlbt de

xt,it.itit ¡uit¡ Iíustícittloi tíso ¡<‘1 <Itíal 1 tioiiu>it=iisit>isa,l. ¡tít lotígutaje tít’ olbiutuas

iu’¡-t ít¡¿ilts usí a itiati tí st’ tx¡n<-sui:

* II (2.0)

lii ti t=sst> <1(1<’ sitlb5 t>ttt¡lba . luí tNigt’fltia <it’ t¡tit’ 55 1 toga. ¡lbPOYOtcioul

íxoi usítlus 5 ait solo, sti¡lblt’ ci esj~acís> <It’ las oSviultas del giuu~to de isosítol itas

¡.n.’íís í:t.iua l¿iít..ouizutí luí 2—ftlbíutíuí dt’ ‘¿tít chIad:

II —— 1) A sc (210)

¡ )e ostas o¡.í~ <It uis~as yt]s+íotws st’ <¡<‘tiuce Fácil<ntsítt’ tjtít’ la ¡ —lotina.
5¡<> (5 13121= (¡tít tI tltí¿tl cii ti t’5¡>htit> tbeíotitlt> ¡lbt)t 02~~ O’ tít’ la ~l—ltlbrliía

s/, xv (211)



II

¡¿st íiliutui sti a cottxt’tuitist o’ itítítutiiícii’ ot.iuí ¡ —Ft>rina. /3(211 <‘1 osp2itio 02
1)> rt’lutoatisacla cotí luí \uiiiaciolt <¡tI loga.ritttitlb del clt’ííiotv.o tít’ xolut titen

<ti ti t.s¡>usoit tít’ ou-llbii as tít lt>s tuiiutpos tIc lKiliiiíg:

<(itt Aol) xv hA (00 A 0~) (2.12)

5 t ‘st a 5 <¡<liii jo it> it <.‘s ¡>ro tt’d cii itlbs it FOOSt’.ri llb ir las <‘o n a e 0>11 d’5 tic es—

titití ii-a.. tfispíí¿s tít.’ t’¡iliuittai bis 1 OFittiIttlbs nulos ‘e factorizar luís tío’—

tít 0’~ ‘¿ Oh (2>~])i<j> (¡(~ itOt2tciOli ut’spetú o a. [16]. [IT] so
Oivnf a a ?oisiav coliNo otíuusjioíít’íú t’ 5 t’ívpova.1 de la. f et.i=xtla la xt’it>evlat¡
t-t-.ii usuu so tseJuui u xti <‘ti ‘¿<‘y tío’ lbosit i No>. ¡>ot las ru3.zt>tles va t’x ptut’st as:

(/5/ u-u- ti \ + so’ A 01 (2.1 3)

(/0’ xv (/>—o} [0 ±s A u. (2.1-1)

402 — u A 01 (2.1<)

402 xv II A 02 (2.16)

<It>tsilt -s 05 tilia. 1 —loíiíía asociada cotí e) t-ccisoi dc ticioitutad:itSii OIt?] fluuidolb
tít u i ía.istruí. ussía cu~a a cooio sí <‘sta tt’iacioiiaoia t:ors <‘1 1 citsov <.1<’ vt>iticidatl

‘a

¡6] .[l7j ‘e e <5 siiuijik’itio’iít o ¡a oouit’Nioíí tít ti tSjlbui.Oit> eiigt’uítIi=íolt> ¡lbOl

N O) -

2.4 Identidades de Bianchi

Luís í.lt’tílíííatics <le I3iarutIíi. ttiitoiitit>uics tít’ illtegrallbiiitlad para. las <‘cuna—
t20!ti 5 tít’ <st ruicf.ttiui 50 ~>1>i<‘iit’it uílíora tít louuuua. stiícília nuí’tli¿íiul t’

(l<2ii NÁitít>5i ‘St erit>F tití a t3t ttitlbt sis! t’iií=í tít eeuiaeíoiít’s x- [actosizacitítt

0 (2.17)

<¡(5 xv u~ A .= (2.18)
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tjo~ xv /> 2a ) 1’ ss

<14=xv (b — 2o) A y

2.5 Ecuaciones de Maxwell

¡ A~ ttii8tiOii(’5 tít \l¿txw<ll esí el xutuíí, puíuuí luís 2—

Max NVt ‘II:

lt>iu huís <it l>utu’a da’e x’

[~sc-vv-—L A o -+ ti? A01 (2.21)

t 1’ 1? A sí -t- *13 A 01

t/ / xv ()

( .)

(2.2:3)t/ tv J ti

5<

1lbttttlt’ui (‘5tPlllbit ¿sltt>ia tit.iiiZ.a!ltltlb luís i—foítti=is

luís tus luís ~<<~< itlbuii’s

t116 — /6 A u -1-- ti? A ~ xxx

cinentuuttcuts oit vot] tice

(2.2.1)

t/ *73-2—76 A st— ¡73 A <h — ti) xvi)

0*16--U A st— -46 A(h—-u) xv ()

t/!? — 13 A u ~--*16 A ~ vsi

(2.2V)

(2.26)

(2.27)

t.>íit<i es salií<lo. la” uíaí oiles llbFtlbNetit’ttt(’s tít t/ * ]‘ xv () tío sti>ti

íítíuí i’.úiscssit’ustiut tiiíts t í tít 1 us <iuiidi<ioítes tic iiíttgiudiilidat¡ ít’ las

Ot05<flHlts tic littsteiuu i sogs.ittdl=ts itl<’iit itl=itlt’s do i3iai,tlíi> 58.INtlb <‘it

(-asti (It qtit cl tst;iluír 1 oit itt! I.i st’ui tiisi itt (lb <It’ ceít> ¡‘lbí tuííuit> cts

srí’títial luís ttti=itit>uit-’is tít \l ixxxtil <<oit it-uí’ís íoás- iutfoiuítut<i¿ií quít’ la.4>

quíO litiS liiOt>(lbttit>u12315 IciS 4=O~uittl¿ts <¡tul it.luitit’s It 1 íiuuuttlti.

L.,ís tt15u1(ítítít5 di’ N-luíxwt’ll st’ puut’lt’uu esí íL,ií tít sííía. iíiuiitt’tui titas

(2. 1 ¶1)

(220)
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xv /6 + sí? (228)

¡23 utuít-Na t.Nj>i($i<lbll tít’ las edtlatioítes t¡tit’tía <leí si<~tiit’titt’ tuitlb(ltlb:
ci

xv —(5. A / — SS A *f (229)

t/* f xv ((5 5) A *j + 1w A f (‘> 30)

(51.1<’ 4=<’l8 tít guau íd ji ítluí<l uí. luí tota <:1< ueduu:íí el sisteítta exterior uu. luís

2.6 Ecuaciones de Einstein

iiiíui luí it’uit t’ las etuia<itlbiues tío l6iítst.t’iii ¡lba.r;í el t.-t’íístii de t’sftier~os ¿<‘1

t.=3.OutJt> <5<5 ttlbii.tus.s?ii<’t <<lb. otí tío itlatlt’s g<s>íiit’i.uízatlas:

(2.31)

se >íii’titíi cstri [dr <ni ítitititÁi <lo las i—lc>rurías tiiterría.l.-ituís ‘¿ sos <¡tía lt’s

Ss ííus í~~<¡ íí<-i ítp= lbrt’x’iai-íítiíí e ttiiut t>j>eíacloc liitt-’a,i tít’ icflcxidit ~ tíí cl

it t bU ts itís 1 ~Ot 0~ y

a xv

(1-tv (sí —-s> +2t¡ A vivo + 2(u. —5) A +.s xv lEA /3-u-u- 24 A/

t/ * ti -+ ¡J ,~ vio -i--
lb

iv tít — 1< ~ *s xv /6 A. *16 +RAt/JxvfAtf (241)

d * h—j— t» /N *4 xv O

di> -+- IJ It Ii (“ --- ss) A ( Á —— s.¡’ —h 2u A tú

(2:12)

(2:13)

(2:17>)

25 A ix

--i- 2s’ A t/> — 2/6 ¡t E ±213 A /3 xv 21/ti (2:16)



27= lA ¡¡‘litiO A O /0)5(168 17

</t ~+ bA.vr~/s ---- —(s —-sc) A t(§ — ‘Y) +2u A ~/s —- 2bf~ *tú.3

---2¡’ A /~ xv 216 A *16 + 2 RA viL? — 21 A vi) (2.37)

<‘5’ -—4—o ~ *4 tj ~.u + 4s — sí) A *(s — st) =0 (2.3~3)

¡ Mt . N sIl suuuit’t.iíca t’uíl te tas cttíacíotcs tít--’ est cusct tira

(217> st y it-= ti i iutt-oguus í fui ti Ii nt’tíi t’ uuíía 1 sú-tt>tiu,cíi luís ctituith’iíadas

5>501 It i
t ,ti luí st lii cas <le \XONl {¡í.

4 lisa * xv (/26 (2:19)
1>

¡si-vial q’íí’ sí.ícíí.¡d’ <ti el cuíslb d<’ <ant>, luís etttací<>ites (2.36—238)
>tittlt’ui tlejuut-st p231ut iííttgvuí al huía 1 <¡<‘1 ptodNsO. Ya. qtit’ lus ttviitxit>fl

e t5u it =t’ íuíttlt tl>ttnor tít’ forma uilgcl>runt:a. 8. pMtt it <tít las dos píltrieras

s¿ít uslisto luí tt-uiat-i&t (2.184 uíuitt>íuíuut.icauíteitlí’ si st’ x-eiiíjta t’l ttslt> del

5 \f ti 14>3 -

2.7 Simplificaciones

Iialnsíuí í-uit’ttfa tít’ (<Itt- la ittt <alv¡iíl usí tít’ luís eekia.cit>hit’s tít’ <‘st ptictíiuuí

.¡uittluí uvstgtvuttluí Flor 1 ~ ¡1135< íít<í íh las itícos ídadt’s de Biauícisi . <‘1

sísití ous ti’ ttít¿stioiít’s t lix a tít ‘gní (iii it’stíelxt el ¡>íoí>it’íuíuí tít tui lla.í

44 0 (2.10)

do sí 211)

¡ )/J ti) As í2.12)

¡ 4 ½,)It u (21:1)
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df xv --u A 1 — n~ A ~f (2.11)

t/tj ~sc(a -— />) A t/ + ¿O: A .1 217>)

<1*. (u—-si —4- 2o A *st’ + 2(o —/5) A *s xv 211 A / (2.16)

2 -tu -v hA *o -+ —eA -tse - __ s- 1-4=—— fA ~1 (2.17)

t/ t /5—4- /5 A *1> xv 1) (2.18)

lii -<<itt <fi tt-tiustioítcs st’ íttiuue<’ uí ttla<.IiuttLl145 sisia Nl!.- ittf.t.g tuttlo

tsti -tsu tui sus -

¡sit <‘uf ‘
5uie uuuiii t¡ttt’tla ¡asI utiul e lil>t’.rtu*tl gatígs’ tjt3t’ 1lb11(’tlc uSa—

liyutu—t’ ‘ts uííuus It>títíus it >tu <u paí¿í siiít¡lb¡ilit<ii t ¡ síslt’iítui <it t’ttiiittdlbllt
2s.

1lbt>1~ citiitpit> luí tlt’t.eiiít tít 1) x O’ lt>tla,x a it> lucí. 5itítlb tItIiiiitl¿t. pei~—

liii u itissltJtii,5 uealiz.¿tr of at ioitt s 50(2) <‘tu st iI uit>. SItí <111<’ lbt)i eflo st’

tos1 Ii tít la t st ttitt u iia tít 1 i t tu latitlbilcs. ¡ di Itilbid it esta la uí iii tigut-tdatí
etí la ti tt, «tui tic (fi, qun st U dtlti(t (ti tttí gittptlb gautgt’ 50( ¡ . 1) tít llbooSt.s.

ci.

t~uío sí ti<sto ít’uíli>=uí y. est e icuuíuttítiít e clt Ii i>’ít a-ti ~>tíedt’a¡>ioxt’tltutrst tic

Nustuos it itutítis:

¡ti xíus.iízatít,it tít’ uiigíiuiui tic luís t’aitt.itLades ciiíectíuií Itas: I>tudeuitos

ttuili22h U liii llbt,tlbsl tít itit>tit> quí<’ el flsíítlo 502k igitío <lb irrol uítionud,

<x=i05 .ttJs casos luí- ¿utt’lt’iustit,ui =t itutíta síísuu di ¡<‘it’ ittiutl t’xatl a.

2 1 )iusgoíiutflzuui¿tt <fi’) t ííístur dc esfiu.’iz.os: Doy iuít’tlio tít’ itt l>oost.

íít>tituí t>s it>3Lta U <¡tít’ lt>s <ttiti¡lbtlbS el¿etrít.o ‘e irt¿tgiiol itt> st’ dii

cuiíií¡>> <ti luí tcíi¿i<itut (2.10< para luí NoIi ítitíuíd N luí lí)tlbtiíía.ciois.

Stoytit, bis

tít si utjulíliouí u.
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2.8 Ecuaciones de Ernst

lii tij to dc bocísí que sí<’input’ ¡lbtit’tlt’ icalízaiso ¡>it’servaiudo la <‘st iuutl tiV8

di i;ís. ettiuu.tioutts ts uíqtícl qstt’ tíos ¡¡<‘va a. tutu Ut—’íeit2ittial cuí t’l cuial la
N<ltJti(l=itl 5/ (55 ui bl>ít’ <le tleF(lbiulluicitSit ( xv Q) 1 ~as c<uiatioites t¡uít’

itst pi) tít tst us 5 tui uís itutí uíat—ioii stlbli

55= toslí \ u + sitj> A 01 (2.19)

Ovxxsitlil.\ M—<tu4V» (tO)

u-u- í~úslí A siííií ,\ (It’ —-- 2o’) —4- ctlbsls
2 A >2 — siítlí2 A o’ (251)

a tttíutcíous ilbaFus ¡a tlilttt.titia¡ <leí puitáti.lt’t-utlb <Li l>t>ost . X. psoxíeuit’
1< k< rOl ti IP 01 i —— 0)

¡ >oi 5il toril t’ t’l (a uit¡lbtlb slett.ítiiui¿ígittt itt> sarta (¡(2 luí sigiiít’ittt’ lt>ríuiui.:

16 xxx ttlbsl3 A It — si it 1> A * /? (2.52)

¡3 xv etíslí x ir —~— “itilí A 16’ (253)

1-st ui 1 pui tisitutisuatioti t’5 t<>utl¡lbat ¡it’ <ciii ttlbci(lb ti sist <‘ira tic 0<118—

titiist’— uíl isiti¿í.l t¡utt ssstt’t¡e cuí el <asti <¡(2 N’at.i(i síu ta.iti¡>t> tL’ct mo—

tita’’-iiet tt~ ~l :0 ¡lb

0y tuítstt> tío ltax ucrtLitía tío gt’iit’rali<lati si td>lnutttttlbs

tt íitstlí cl toísík’íí-,=.ti. Ilst.<t uittlbsl siiu>lurui ¿t 5<0 cl tipo <it tt’it’ it’titial

<‘u t’l tpst >2 ií<st’uít uítt huís st>luitit>tst= t’xattus.s.

bis síiít5ulilít;uít-ítuiios tlbllbtt’ttitLuis tío <.‘stt’ ¡íío¡tlb pettuiit-<’it íodíitíí cl

tstíiiitit.> tít tt~Uuit tulios:

(/5 --xx (1 (2-5

xx 1) (2.-lS)

</5< xv <l>—2~<)A.<i (2v%6)

(5 v>~’ 1 (2.57)
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ti’vi’ ¡ xv )¿s —¼ [ vviv/ + ¿itt / (0 58)

<It o’+2íí A visr xv 2¡f Af (Ú
7lb0)

,¡*o-+SA-*o+—seA*u u-u- fAtJ (2.60)

4 * fi t /5 A *6 xx O (2.6~ )

Lis í’cu.,uícitJtst’s )2-Y5—2.!>T) st ¡uitetleií ítttt’gta.u it>íiui=ilitieiit.o ita tit’ittlt>

uso tít )W~< íorít’ ftnlaxíuí urpluít.íuít i is 1~ Y tk. 23tld-’rstui.s <it’ las sa cotusa—

llbitiis— t( Tiat tiiit 5 huid 13 Y Síu tít <tI (¡itt liítitlbttlti<t-’ut luís tOtlbFdtitit<l¿i5 tít’

1 1 ) F) t ~itís5ufi’iríoiíIt” <¡<lbs luiitt ruin s.- ít’Lat:ionuitlas por el íiuíuíl de

5itS tlllt tt 13(1 tI’’ 1 es t{tít’ t¡uioi< ututí’ tíailbajutí <‘su otít> sust-t’ítta do ctit>r

tít’ ti 4 it 1~

ti di (262)

xv ¡> ½~t/. 1 (263)

-vi’ <¡Ii 4 (265)

¡ 1 uIt w íoíí 3 > >0) s pictlt íísl gí au t a tuluicí] . oíl oit ieutdtw<’ intuí

ittlt’Nui tlíft’ytutti¿ul tx¿ítfuí [U o’< dtIiiit el llaíííustlt> ptlblt’tit-iuti <it’ ‘‘fxxisl

u-u- -4 sí -4- 2Iti~dtt (2.66)

tt>it <‘1 ti.i=>i St tit’liiít ti iol.<’uitiul <tlbtti
1>lt-’jo <le iltttsf tít luí sigutiotíto

it>i i i

— xv -4 ~ ¿\ (267)

Ru- xv 2! tllbtt> (2.68)
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<si al 1<115 ‘0 itlb iií]ttt’¡O <‘tI t=i5(lb(tul! tU-ilitlb.

Si suist it liii líoS (2.6-1) otí 1. 2958) tlít <‘uteituos tota <s~ ciétí el ¡>1 tui ¡>818.

¡tl <‘nt-ial t5t.=1
121i td>luiplttjtlb cit’tt ttutnagutttt..itt- ti>. Luí <tía 1 05 l=tttlbiltli<it)uu

tít’ tít í ‘~íutl>íiuluí<l ¡eítuí las d’tuta<itlbuíes do \-[axxí¿cll t’íí osjlbuwio eítyxo:

di Itl> --i-- SA *dtilb = -~ - {du-— ± 24h/<l>} f\ t<-/<~ (260)
ti>

¡itt so tuiltí <‘sta t’tíí;ítít>íu u>íiti>iíuatiui <<ii! luís et-uíat.ítiíít’s >uíia ¡a
uíut’ltíattt.í¡t 261)). (262) y ttitt luís <tii¿ttiotits 1>81=3 la Nytlbitiditl=i.t¡ (2.56)
‘e (St-di), tíos ¡utrítittii ox¡>itsat st.ís coiídit:ít>íw-’s tic iiit(’grutllbil dad (tlblVttlb

luí 5lb¿i~f e ita) t’ íi~tui~ji-iíuatiui tít of luí t’tuiat~ioci <li¡>I ita.. luí t’etiadiouu tít ltruust:

</tt] - Sr -+1 + 2tbdti4 A *dz (270>
7? +

¡cíi It> t’l oiti iiuit ti tl< <ti Idi itlbiit 5 ¡>81 a ci ~-acit> cNt) itlb¡tlagtit’t.it-tlb esta

tlt>uiuiytt+ Y ¿IX! u 4=t it titttt i t sta ¡>att a tít t’tti8titlblit’5 ~lb¿ti%t<>5 l><>tOii—

tiuslt.-S tolts~ul< It>’ N ‘4> i ¡1 >i t íalua d!i’O” (211 tooitltuiuitia,s tít-’ \\c~¡. ¡61

it-st ti tít t<-si<it <>51<” st it ‘tít lxt ti pt>í í tíut.díat.ííiuis . traíant.izuítla MII tI—

tt’g ralJilitlustI ¡it>i las (¡ti” (‘til=ittt)ilt tít ltUutst. Si t iutl>ajutuiit>s tít tlbt.i(lb
4 tít’ \\.í<.~~x¡

¡iuíll¿iy uíitil511 <¡ti” ititstut>uit ~>ti~ 5 ) (,t 4 yfl~ xttilit¡uu<’tt (2.6:5).
¡4 iiít(3Lt,i< it>ii tít lís tt uiat oíít s tít si tUllía (213) ~- (2.1 i> ‘e la

t¡<t>ioui <Ii’ O O tít íitttLt, <¡tít 4=(clhi patalel £5 í /5 N a /5 ios¡>t’et.iNultlit’nt<’

u iii t ‘ t st-it] itt í i It ti <iii 3 tI ¡ “t’< it it’iit < ti í<>tlti

I/< <It [tít 5 0’ t J4I t~Ic) (2.7 ¡

oil xv < 2.72)

ttJii lt.~ ttíuíl luí utsett-ícui uítlti¡uta la sigtiit’iul.e loitíta:

¡ -¡‘lb - [ti CO + {< 2--(dj .~ ¡—2) + J(/QÁ (273)

¡a [ultítitusí itítí ita 1~ sí’ íutltítl¿t Vííliíiu’íuut uí ¡vitI o tic luí pauto mutí

tít1
1>~tuiií<-í¿<l ‘Ii lííisf
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21 (271)
‘~1

tliut’ttt i%l5 t1uIt <‘l ¡>t>tt2iiti¿ii tít lxVist St t>liticiít’ dtlbititlb <Ii Forcytt:ia <itt uiíodtilc>

- - 2t-’
xv / (í’ — s) (2.75)

lii iuil it it! Itt luís <‘st a uit <5 lu.i utituites A y t 5t>i 3 tI res tít uit it> tít’ luís
4=tOtiít--:sf (‘5 tuluitltutt tii2i5

(.> ¡<1> ~ - td\) (2.76)

t/-’ A /i xv -—u A 1;

ti-’> A s-. (3 =- —t/ A tu

-i
sí.’ A Y + 1 A 1

sc A tsr + f A 4

cual tjstetiui ttiuitLttda luí- t.tlbttsfutu<(1015 tít’ hí. tfltjtiita uí ¡>uíit.ut

tít iti í~’ “<JIS <bu tlt- l¿s.s 0<- i t¿st- joisos tít’ lxuuíst-.

tus lYtytíii;i isuslius sutí tít’ los íuot cnt’iutles. ¿¡tít st’ia it-iI us la. Lít>va tít’

lcsil a hm ti’ iii ííítt t>s it iii ¡ t.i it>luin’s <it’ it>s ta Pipos es luí sigt <Hill t’:

¡ 0
¼

titi> --____

1 -1-- ‘~

(2.79

(2.80)

tt’tuiiitst>s <It’ t5tt)5 lbtlbtt’iitjhlt’5 luíS t’t5i=iti<3itt’5 tít’ Ertisí ¿tíioi>luiiu

(¿T ¿2 - qq —. 1 ~))¿/ * t/ -f lii- suS) —. > (¿2 tí( — <¡<¡ql A <¿2

(2.77)

(278)

(2.81)

c t srí~ de 1- ti A *4<’ xv 21 ¿2 <¡¿2 — q </1;) /> viu/qa ¼ t/t,5 —- ¡ 1
(282)
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2.9 Momentos niultipolares

a sectit$it so int’ltíxt’ sina tui ilcia ít’visi<$íí tít’ la ticfiiuicittí dc itís ítío—

lotuS t:’s íuuíll iilboluti<’s oíl i’t’lai ‘ej’iuíi g<’stt-’i’a.i. ilbuít’stt qtu’ st’rail ti ocisus Pít>s

tít ta >st.utltís sillisí’> tiit’iil t’;.

A isí t’ la dtlit tul s<L qíse pr’st’ít ui caltillau’ ltlbs Ñto¡utd’t.3l Os iiiuill ipol;it<’5

tít i i liii ti st iii tít (itt tít’ itaS tii=i [lo]. 1.305 cdlbilceitt-u’at’oiiutlbs t’ut los tit(lb— -

ríst’tst os <It’l t:aityo ¡y itt>. ¡ti >iitiit’i’ t í’alaiíuient-t> dtlbi-t-tplet(lb tít’ ltlbS itldlb—

sí <-‘ti t ís £~i-a rif sí tilIa it “ tít liii cli u ti ~i <‘st uííot tutu-it> 5<’ tii’i>t a ( ,tu’oíLi N

ilutti=t‘u [261. [>t ¡a ítutiíusi¿ts iii ti Líí’utiutlísunt> tít’ ¡tus iuttistictultis cltt’—
t.í-tui siustusot tos lun iogt

<It t;tjti¿j¿i re icceocia ~j pt~ Siíuít>,í [28]. Vsi esta- íx’xísít>us seguí tírutitís

íiclíísí,eíítís ilita íruet ‘ita uitixiiiat /i <íu el t-’5[lbitt’!ti de
oH-ii fi> tít.’) tun ti >o tít Xi 11111 g <‘st 8 titñt ui iitlb:

1’ xv ¡(.1(1 -+ ~ -. otí ) (2.83)

t¡tlblídt 1 i-t?fiPt’s<iitÁ-s. luí. ít,ííssuí tití xttttít’ <It’ lXilliu.3g tí’ttuioi’al (2t cii la

1 )iít’ísuts t
1ííe íísíuí Nuitit-ti¿ítl iuitf uícui (>1,/<) os asílití it’uí.íuit’iití’ lbi=uut=í.

si t:kusft’ otyui sayitt.katl (.14. fi) tal <pí<’ VI xv ,VI tt\ (ííítlíisit;ui <leí l>~iflt(lb

tití ítilííiílt, . ) y las iííely:t’as estaii t’la<ituiíatias pd>u luía t.t’uíiisfoíuítat’itiiu

ti ííí It iii

1> <>2, <251)

úLx u- <ix (<V.s —Úií½F’, xv (‘) 55)

11 Su Nt! ItiS >titt’íitiuilt’s . ¡ st’ t i’uiitslt>tiutuíut ¿<‘1 sigtuít’itt’ liitJt¡ti:

c -

¿2 xv ,..... xv (2.86)

\ viii it tít’ <si tis i>titt’iii¿ilts t p¿iíisloíttia<I<>s st’ t=ii<tilaii titis síutt’—
Mliii it tít f t’1i5(>3i5 titN=t5 4ti¡lbit’uIatlt5 itt uit’itl=itt luís tít’ ¡<lbS itit,uítt’ttt.tis

I 1? xv/>——5 (257)



O A VIII 10) 2 lCI?\If’L\O<1()Y 16X’lI61?1O)l?

‘u.

~xvt 9 =9< (2 SO)

¡5 - . —

o -— O«¿~,...4vL~~s~v ——(2sí——i)1?~,~~Áf. ~><~) (2.90)
lb -

títitois) <‘1 sittil>~:>lt> O’ tlt’iittt a luí ~ tío t-oruíuíu luí í>uírtí’ totaltiicíite

suíííí’t pica uit’ tít’ 4 laza..

lt~s iuíot~it’titt>s rituull ip>lutits pust<lt’ui tutltííluííst ulbuntlb itís xuilttit’s tít’

<‘st ti tyi.uiij>tis t í’tsst>tuales tu ti pm (lb A Luí. pusites ‘cusí ‘ itia i ííuííius tío

los ti3tJiutti3t os 1> tou’resj>oisd<’it ycsjuí’ct IN8ittetttt’ ui lt>s ui3tlbilit’iuttlbs tít’ titasa

Y u-tít 4 1í ííia les í’sf tis oit ritos sí!] t’t5tuuxuileuit (2 <-lasía>. l>tiu’ stu ~ pi e. las

PaPf 4 3 & <tI uus.tugitsaíuui tít’ lt>s uíít>uuít’íít s O) s>ut it>s uutorítt’itt <s t’lott uí<>s
y uis4s<’uit’t sí tJs. it’s1>t’ttixuiiiut’utft’.

uit’ ¡<í’ í i “u,íscl-yíuí aNual tsI e í>í’t’s’ut t. Nul qtíe tui í:ste c¿íst> Itis iiítlbiii(’uut os

u ttt ~i5 t rita lii tos itt ticí t’u’t tui ususdtis ~>=íí síus pco>—’et-eít>uies síMico <‘1 t’jt-’. tui ‘ea.

fui rs -tul ( Iii ita ríuí t’s sí:

1~ xxxv —— /~ /2<1 <29))

- t Li tít> tjiit los >t>t tui ti 21 l<s <jI itt la ti tít’fi ui itios ptlbt tí ‘ea lt>i’ cii ti op,

tjitttlrius t2i3=itft!i/íltlttis ítn lt>s t-t,tlii-it’íítt’s tít’i tI<’saíí<>lltí <‘ti t’tit>i’dt’utaias

tic \\tNl:

O k

o -__ tI) xv <~- ql p xv () ) xxx >jj ~—j1~. 1293)

¡ :í t3t< ucui Ii cuí tt>c>itlitiatluts ¡it’ \\V’xl tít itt xauit’ílatl \‘1 4-itt la

(iii!

¡55</A. t <u- 2 --- ¡2 - - ¡ •i + vi <¡<>2 291)
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- ti <it ííiíit tít’ tt>oitítutultiuis y íuísuí. t í’aits[cn’iyiarioii <t>uiitlbiulit’ uuts it’—

N¼its;s luí N=itittl2iti .V1

/> /

>

1>v2 -+ :2 p2 -2
(2.95)

(2.9<;Qxv/>

2 4=2

St>L>ut luí cií¿íl pt>dt’uuios euíieuulaí’ las cx presioties pata. ít>s [>riiiit<ios
itt it u ti it tis 11151 it i itt1 =5tt’5

/),> xv O’,, $5 xv 0 :1 (297)

‘ib (<2<0 — <j2~ -1- ff1
iOú

(~> <‘o (O U<i (<tí ‘¡u) —

0?
lOS

(298)

<)xv II,, 5$ xv tt.:1 2 ) 9)

1 05

12.1(10)<i//ii —-

¡ s í>u i >l ~l íd it’ luís t’x pit-’síoiucs pata itas u ítt>t tltttit (>5 u otí it-j
1 itil a i’t’s

tít> >oli i <uit iii u sta u <s ¡iuí luí ti u’ust t’ uí Mí it-it <leí t>t t ti .lbtlbltlb 51 it> (jtit iii -‘it ti (íd-

st’ tít í»>itt <1 ití i \jilt51t>ii goitt’uus.1 tj!it’ ><tO~j~ 23 tusliuilusilt>s t<j,tlt,s tít’

u iuiiit’ i it <tI ití ~ i>tlb5t’t’ Isis >lauut> tít’ síuiít’I-i’iuí títt<>gtuiíuíl u
1 <y’

lii uuit,iiittttís utuutlti]><iiuiut’s tic tírtit’u, lbusy st,íu it’utits ‘e it>s tít’ (lbttleii

it tj)n 3 ‘1 JiS iii Si <‘liS a u itis iii <lbs ttJ il’d’s~lbtlbtt (i it15t1d) ít’s
1>ttt i <0-1 tuteO

t t’ ib lt>s

xxxv O 1-—

:1

7(5

3

70>’

— O
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1 í’t i it’í it gis ura xi 3 u tt<>i ius lt’s y ílccf ritos íoí luí Litio y í tus íítíísííítcts

<it uítatúuíuslcs y uíuuu titO i (05 lbtlbU til tt>.

iiit+ t<tiiuttt> St’ utostrutrujís titís ,.1t u.í=stitííít’s. las cíu;s)ís. <‘11

íuí.íísj’t< lt-~uíssí híussf;í iii c>í’lt’ít atlctuíuí<lt> ttlbiiiti í~ía tjti’ luí s<ulíííta.íííiuíd
tít’ t ]ií’vííívs utitití t’sit tís st’ lnigui ílbuíf oíít.t’.



Capítulo 3

Densidades de magnitudes
físicas

3.1 Introducción

ití ¡>it>l.>lt’iitui. tío t’ttcouíf:iusi suna. solución ínt-euíoy cíe fituiclo pci’fccl <lb que

puut’tl¿i t-t>ttt ííuía.íso tIc lt>rííía stuave cori tina soíncion ext-ei’íou (It’ vatio
tiui<i¿s ( qtít’ st-’us si uit-otitutíiaeiitt’ plaita ) es siuu ¿sida tittt> <le los gí a utíes

ii’t.t>s. tít> solo tít’ la. tt-íusxíl uicióuu oiíusteíruauia siuto t arnbwn tít? la tit-’w—u-’

iii’ 123112t Liude t uo£trlboco uul>iundaus los piolilemas t’oiii1>it’t.os i’csuit’it o~:

l-Iuíst a íuí ft’tis¿-s. íío ss.’ lía. ioIítío ettt:ontu=íiututa tíuouutt’ tompact-a física
it t¿t5’tíuiuul>lt’ a’a soluutíouí uulgííuíuí de xu-uutit> t’stac.ítlbruariui iit> es> at-it’=í.

<<itt Itís íttjtstuii ííit’uíttlbs uutít t’iitlbues.

itii <‘st t’ tut.[>itulitlb st’ieuiít>s utícítos auurbicíost>s N. <‘3 X’tyi- tít’
1lb515(=tl’

foouii t’s eNtt2itS¿í.s tít xt>it,ccu’ií. líos <)cnIlbart2ITltlbs tít? las lUelitOs ¡lilitiiuia.5.

tieti tít’ tapas finas ti-tus> ou-iait?s t’trya-s propiedades físicas ptuet latí <‘al—
tiiI=ti5t a )a.y> it dc iuí. sti tuciotí tic vacio extt’u’íou. NIás [doíi ríos itt ei’e—

suuít’íí st-ls P~ uí totisti’tu<<it>it tic’ tit?ttsitlatIt’s pm’a las uuíaouíut.íitit’s físicas
ci

ut’l(’Nuilsi tos >ant <st as [tueíín’s tt>uuuo son la. itiasa.. ti iiit,itit’íÚt> uittgtulai,
tui tÁj=stitttt Iii a N <1 urit)iiiti’littlb uuiui-gtitt-ittlb.

1 utg it u t’’’i5uuit’!lTt>s Itis otult>tísucs l.iatíicitiuiuuit’s í>m’ <‘1 calt’tuio

di’ tst ¿5s iltiustí <fi” cuisítí stlblt ci foríutuuiisuiio tic isí’uu’í ‘e luís itilt’otalt’s-xx

tít’ Ixtislius c ni <t tít s[>ííos iíít ytitjiítviy iii! iltit-?N’d) tpatautnt’iit-tí tit2i lbitillbieiPuu.

>7



3.2 Formalismo de Israel

3.24 Masa y momento angular

II it <‘stuu. set e i oit rexis a reunos el for una lis iuuo tie ¡sra-el pala la tionst- r tu <‘e i oit
tío metí> d’s it’ so[tu<:iouucs tk’ x;a.cit> .,k fin <it? inti’t>dueit’ ¡¿u. iit>t ¿it’it)li a

<‘II! 5>1 t’=t . itt saínos yct’tlbrti ar b rexeríit’ru te la d ná ni .:a. de ca i>as Hitas.
es t’t>utotitia x-a closth’ los lbuígt’iícs tít-’ la teoría. [30], [18’]:

Ssíptííígaisíos uuia tuya tVíu£tclLat sil itada solito ttiid luipOt’snpt’t’fí(it?

t’spus.tíuul t tjti(’ l~~>5~4> ius.s suiuud.’ti’uas <it’ la vai’it’datí OSllbatit>t.emIlbou81 esta—

tut>uiayiuí uisu 1sf tílita yt.3t?us>-<’ ilbia.ltuu <-‘it [¿utillO <28>8 iuttyrtusl-ada. Las ettua.—
t’stlbi.3t’s tít’ ltiuísf oiíí istus í uííit cuí coiidlbcoi’ ti t-t?nsoi dc t’sííit?u’Zdlb5 $~. del
iuíuif trw] uu í¿í c5iu tít? luí dík it nt it. t’ttt it’ luí tutrvat-u,ra ttú<l i’uítset’a [I<~] en
uiuuiL>8x’ t-uíuuís. ti iut íiípt’t-’uujn 111(10 utí t’rttzuuu <‘st-a, cuí la tiiikM.:eíoi.3 defirtida

]itJP t5 Nt’tttir tiiiit¿i3iO litlbi ital

sí ttlbii uííííos luí. sí.gtní’iii .‘ (bu ocmi> luna. la. tnrx’al-íti’a <‘xt,r’ui.3st’ea:

A,,,> xv —fl<-~> ;- (~j (32)

<loistio sc tietiol ¿u pou puíitto =- eon.3ut la tictivada <:ovauiauitc u’t’spocto a la
u~«j pica ‘0 di /8W’ uouí.iíza ti iiucríusta¡tíit’títt do la hipt’rsuperfreit’

L <it .<tvtlcititht> síu>! íi.3st’ca.s y’> cuí luí NaFicElatí es;>at’iot eitl¡lboral C115’aS

Siguá’uítit 1 tu <u> íít-tit’iit..o tít’ [:11]. uítiiizaucíuíos uuíu sisterria do <.0<>>’—

tícliutí iui.s {¡. a í 5 4 cii t’i qtut’ tI t¿t iit~>tlb tít’ Ixilliutg es>acíortaFío longa-
luí itící ita. ti,. 1 us iii > ! suuilbochtvi<-’s <it’ t-i<’iit¡>t> t t>nst <tui1 o sí’ tionol arauí ¡ou’

u- x istasí tlsx stIuti is (‘ti dos >uiitt’s. t’xtt’tuot 1 t. iritt’yitlbi Fl >o¡ la-

iííílbtts iíp<‘ii ic~< “ ctt’u’cttla ls> tu Htlb stl]lbtlbritv’ péiditila.
<it’ geticrul litíatí N i qtit’ sit’i.3tpi’t’ ~>tutlt’uttost t>iítpl< lai’ tít’ ltti’nuui adí-’t’í.íacía

la su ítrlicic Y L1 s~ít ‘rse<’t íoí.3 tít’ =2con 1 stí a designada corno 5’ s’

la tÑ>ííttai $5 4=Ot<ítitd sititdt> 2.3 uitii’iííal <lo ~ t <ni uuiiuí adt’t’tiada e’lecciout
tít’ t otí itití tui <Li t <iii lbt>i=í 1

l)t uttuií-utlo íott ti tt’tíítlíi¿u <it’ luí tliveu’g.’tteía. la iííu’gral dono vector
viii iLt~íeiítlííitius toitípotuil st’ piíetit’ t

2xpi’t’suí.i corito:
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¿)~, ( »Á¡.k’ u-) dx1 <ir2 d/.3~ xv

¡iv = t OX’,

J?~ tí~A dS<
~<¡~ el det-ei’uirinal.3t-t <lo la u uetí’íca sobre las lii persuu pt’~—

oi.3st 1-a esfera en cl liufinito t-’spacia4 1.32k sítlt deitotada por

(<ui [a tltt’í’iruis \ xv ( <

1i>tií >— l/2¿2ú:ti ttLondt ¿2 es tutu vot’t rut’ do

Ni iii hg. tI iitti?gl’ui tt<lt> lioni¿í. la siguíieíít e Iruyma., t.t’rtieiitít> <‘it tu!t’tut.ui i;.3.

t’ttíuui-i¿us tít’ iKiiiiííg (¿2<yu-vv#> scsi 0) x la reglas <L.c Itíccí pata ¡a. <‘tnurruuif uici¿r
dt i.ltíxat.[as:

~u- ( ~Z\ ‘) si- — •‘q ¿2(4 ~2 (:3-1)

tíatio t¡íu<’ lt>s t’aiitpt>s <it’ kil[ing son tlbi’1tlbgonui ics a iuu.JI Sil 5)21 it

ííocuu ¿sI tít’ la suu}it’iSitit’ S~ t.oiiciiírus qiut’:

$4-, ~ xv ( iiti1—l/2 $4 ~ xv ( <i)~t/t¿ ¿2/4 ¿ti J~t (3.5)

O N5) it ‘>1 ¿tít (41 te st’ síu ti p
1 fue uí. 1 >utst a-uit e’ si est’t>getí.u os ¿7> xv /4 monto <‘rut> yt ¡ e-

i-íuitlut i tul.iIi.3St?ta

Iilessot uttttio la iuttt’gu’al Oit <21 ii.3ÍiuitiFO <‘OtilE) 0’. Ltlb5 i’cstulta.ttlt>s autt ci’it>i’t’s

st’ íííííseuí <‘it Li siguiente exprt’suon:

¡ ( —- —ib i?2 ¿2’’ qds’ ~¡~2 4+2+1 u/a [¡di] ~e <,~‘ (3.6)

luí iittgi’a.l U st- i>uut’tit’ t’¿tlttuia.P teuticuttlti t’ut estetita ¿jilo luí. piatí it sutí
<It’ luí u it’> iltus Oil <21 tu ti itt> i i.3lpiica

(5jiliti -~ —

ti) ~Q(,¿) (:3.7)

(38)
21 siíu20

tiii~-~ -— _____—--- ~—2

sít’tiltí ¡ti y ./ iísílbt’tt.íNuuultt’llt<’ la íííuí.suí <y <‘1 O.3Ottit?!tt.tlb ¿3 l.3g!il=ti’t cit usí tít

xv

sit’iitltí ~¡ —

tít-it
5 ¡ —r

1.

(3.3)

a jutía íf 4’.
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kv cd. ¿2. a.jlbuiítt’ del [Kil[ins~ t’st.at’idlbuiaritlb t’onsiderareínrus t.a.tí.ílnctu uit

íKilliuiu axial:

1. IKi[iiusg t’st acitrtario ¡~ la iii -‘gra.L U vale —-1 rus. Lii co>í—
ti ¿‘u u ¿idas uit] a.í t a ¿las tít’ modo que el vector tun ita rio norírí al a [a.

síuj>ccli e it-’ sca u rt> pci r¿iout al a. sobre esta, tul> tenentts- tui uuí ox—

>uesíoii ituira la uutasa tic luí. tapa. ríía.tcria,l títilizando la d’ou.3(lit’iot.3
<it’ wgadú> ‘:1.1):

= — ) yVt¡r~ d1X
2 di’-¡¡<~~ ½Iri¾t— j5 ,rt5

— /( -~ tq)~’12 (S{] ~i? = s4) ¿5’ (3.9)
--4=

‘2 16 illiutg usxial /t: Luí uit <‘gua] 0? vale 871.] x’ <‘1 iPiOuititv’Oft> a tigtular
sosí,li a

xv ( —- ~ 1/2 ‘fMi qdxt dr2 tu” + f(~~ 4<-~r9 <d~~’ (3.10)

lIs i í-’ i t:uí st> tít’ va <‘¡o. ~[$,xv O. t> íd On011405 OX1>105 it> i 105 tillO tít’ ¡>011<1011

1-alt s<; lo <it’ iii lvi ‘gruí [es tic su}> ev fici t’. [>rutlcmos en esto cast> nt e.3prt’> at’ los

ui.t.iQut luí y:

> S’% 4xv ( -1<~ )—u/2 (s4 + =— — (3ul,- 2 ti

xv ( =q)í/2 Y0 (:1 12)

3.2.2 Carga eléctrica

161 iíuisuítt> t.i >t> <It f’ornuaiistntí [19] puede tul.ilizatse nasa ci vacío <doct
it.3agliet.i<xlb tstuít.it.lbuiapio puíí’ui oL>fcuor luí tiensitíad <it’ co~uieítt-<’ sruitt’tfítial

sutil 1 <Luí solice luí. stu í>erfi t’it’ 5 -

¡lb.

3 r<í tIlo f t>íut¿s.yt’iuios <t>it.3tlb ct>t>ítlcituí.ti¿i s~ la tíistauíeiui octítiesica

loisí a-sl a luí <¿tilbus tna.ft’ii;i 1. uuuit’ntiuis quío ti i’t’stt, tit’ toot’tItituít]uis pu-



tt>iuttitiiiati -(itt las i itt u osocas tít’ iitisi.3tO itnntou’tlb soi>u’o luí liií>ersíuí>etÍit’ie

l)t’ <‘st t’ tltt>t¡(lb. 185v. d’etluít’í(lbiies tío Maxxx’t’ii st’ plucticul oxpu’t’sai’ cuí

íuíneidst tío <Lis> iiiuíucíoitt’s:

10< vi = (3.13)
iV\/ ji J=-i’ f/~ xv ,77’

t]tlt lilia Nt!. itt t’3Li4itla ui. 1 t>ti<> <‘1 t’spacit> 15 110$ t[uí. una tcla.cioi.3 d’t.3t ix’ cl

13< <Li wii’ tpo í’lt<’t ttíuuia’~utt-’t-íct> \ luí t¡t’uisitíuitI stií>t’u’líeíuí.l tít’ t’t>iiit’iil o:u-’

xv w (31—1)

I>a a liii cuuuíspt> cit’tt it>ruuag¡tct-itt> ~ sea utsii.3tol-it’ariueilte t’tlbuuttlb cl

tut’uiti’> ]>t)i ilil¿-í tuui’ga <2itv’t’t iit’a t Y tui tlipt>io t.3.3urgu.3t’t itt> Al cii la- tliret.’tioui
t-. luís -tiin~u<uiít’iif.cs tLt’i t’tiui<hiíi>t>teiit’.iai se etuuit.3¡>t.3u’tai’aíu <it’ la, siguuit’iut.t2

it iai

xv ———--4- C(—~) (315)

Nf sus2 o-1. xv + Q(>—2) (3.] 6)
5.

0< ~c~iui¿í.siuuíiiuír a eoiuit> se’ Isizo en la sección atíl ei’ít>r. la tttegi’atio¡i
uí. totlo t’l ¿spuit’io ~-i

1de las <‘etuaciruites de Muíxxx’ell tíOS l>~OPOVC.~Oflh dOs

sg: tía]’] uttl t’s

iJO}—uP ti ~/$ (:1.17)

<Ji>) — </2 ~u- dS’0 xv ¡ ( = (318)

sírus ílbtííuíít.t’ís <‘xl Uat’y tti.38. tietisidad suuí»’i’Iiííal t’it’d’ t yi¿t <it tuiFga

t.’iett yiiui ~<‘~> itt> tít’ ri.3ouíid’l.3t-t> tií~miat niagtiet¡eo:

xv ( = q
5>t>yt /2 ~i2 (:319)

II t’stilu.uitio qtte sxíi>xu.3tt cuí <‘st o iruiutsalisiiíti t nrít’ stu tlbiigeii 01.3 liii

a-íut ¡uit> Ira l>ajt tít.’ i’úiuuiuííu [:12]en <‘1 títio se ííísuesl tuití ñ’>rituiílas iii> t’gi’uu lt’s

para íuí ttiuss¿i ‘e cl iittlbt.3tOl uf o atigtiiaí 5>uuua itutiul <‘5 cxt-euisuis:
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u-u- ,tbtr (i~7 -—- -I~
t =71 = TQ) = ‘yd.r d2 </~¿

j xv ¡
1~1 loruutaiísuu.3o tít lsrat’l sería ¡a. iiicluusioti ¿lo fuuet.3tt’s sí.íperf’ut’í¿-ílcs crí

tsl ¿is ti;tiiuitias tít rt>litíati
1-Ji isí t’ uíusa Qt’iit’ia.iizuiticuii tíltt’tioi tIcl>itiuí a Lojutz tjíuc í>t’u’íuíit e la

iitcllí;t;ii tío ltit’iit.t’s tlist yil>tid’id>uiaIcs [33].

33 Integrales de Komar

Ibis it a st-’tííoti tit.seiíl>í ioi>1tlb5 cutio puott9tiiuu.3icutt-tu [:11] ~ (‘01.311 tiuut’

sieussalustlí’s sutpt--’i’Íitiales tío tuiaguiittí<Ios tísit:as:

41551<I&tt.’IlitJ5 tuuiui lía tssitlbPi.3.3at:iou.3 itljitil t’siuutal <it’ t-dlboytici.3atlas gt’—

xv \“ ~ (3.22)

¡ )uídtí <113<’ la t.eou’iui <‘5 i !tx-’¿ur’iuuu.3tt’ bajo ti’aruslou’ujiacionos <It’ t’tmidt’—
nutduíst’xíst o uííí Íluujt> tt)iist’i’N’uttít) tieserito pruu’:

¡<(¿2) xv (¿2-4;:$ -— vv’ (:323)

í>~~ul ittula.Pizusi.3itlbs >8 P¿i cl cuíst> (211 ci quut’ ¿2 es uit gíncu’uí.dor dc it tui

(:1.2.1)¿2<’:’> 4~ ¿2tu- xv U

ol>tt’tioitielbs la síguicuito cx¡>ívsíoií para ci fítujo eottsoi’vado, tlospílos tic

itt íii’zus.p luí <‘oía tít’ 1? ict’i tít’ <t>iiuiitut-acit>iu tít’ tlci’ivuttlas tovai’iantt’s:
½

¡~‘~‘ (¿2) = .> cÁ (327<)

iiti <‘si =3 silfí ita t.’N¡lbitSiOii st? fl.3uí.utiIit’sl.ui (jIle ci í¡tu jo toít501Natltlb 5<’

(:1.20)

(:1.21)

uititul¿i <‘ti <‘1 x=stí<> st> t’it’tf ut>uriaguít’t itt).
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otiMitIt’i<’uittlbS íuíuuí Ji iilbt’i’stullbcifitit’ tío tíeuttpt eoíísl auttt’ stí.3yt’ luí tiua.l

tt>iist itiuit’i3.3t>5 la t’ai}titluitl (‘tlbt>5t’iN=ltl=i 16(¿2 )

¡ t ¿2) si ¡ ¡{> u <y q t/c u di2 di’’ xv fi» —~ q dit ~ dx’ (3.26)

5i<’iititJ ¡¡ xv ——-í <~ di. ¡¿~ ftwíría, ortogonal a las liiIlberstIllbcr{icies de
u st’uís

5,o crusistuiuit e ‘¿ q ci dcteutuiiiuautt t’ <it’ la uní$tui<’a iniuucída sol.3it’ olías.

( tJilttlb 121 iii t’gihulbtltlb <‘5 a síí xo’z luía tli\’orgcttcia . í>k’n><~ rt’tliícíu’
t’i tiitit’ií tít’ la itt t’~ cal x t>i>I (‘tutU 1 tul tiX5>tt’SiOit it.3dOjlbeu.3(Iit’uit t’ tít’ la

5111)t;]i ti t’.S . sol>í-t la guíe st’ itutcgu’ui . SOíOflít’ qín’ cstu.3 d’ugltlb¡lbO trut]a,s
luís ít~ st>ist’s dijiutie Líuíx iííutb’u’ía:

16 ¿2} xv ¡ ds j~ (¿2titl -— ¿2» tI) .iqtitl = f ds»u-(¿2 = ¿2”;!’) (3.27)

A isí =i Siltiu.3321 t’Ni)it’Sioi.3 50 luí t’t>iocc tt>iitt) ititegruí.l tít? IXtlbntar ‘e

íoííí L itt u,. taíst ít.lus.tits t’t>siseuxatias ~=í.V¿t(ada- caIl.3llbdlb tít? hullittg ¿2 Nos
tíauui ]uí uíiut.s¿i uuu~a <‘1 1K iii uíg ost.at’íouua.u’io x el unotiteuflo a.nguuiai’ pata

lKiiii ií~ uí <al Si iuuítctiios coiuícídír la sti~>eufit’io 8 cotí la [iruol t’u’uv de
luí Loiti o uíu¿í.tcrí¿í,i stui>ei’{iciuul . uuos Llbi’oilbou’t:!t)itu{ra turuni>ien tui.3a. 0N5>u’tv’sidlbt.3

i>utuit luí tit?tisitia.d tít’ ¡¿vi t.3.3agui it tití t’tJi.3Seu’N7=i.tia..
- u euifoqíut’ siuutiiaí’ t’s t’i tea iizuít¡t> pt>u’ Trauut-nuaít [35] Ilb¿tsa.iititlbsc en

[a siguuiiMítt’ l<’x <It’ t’tlbi.3st’1\8t’iOii

<¿2’’¡j X-# 7:5 0 (3.28)

<[<it it] t’ 5<’ 114< iit’t.l vi t.tu~ti tít’ ¡21 <‘tít ae it’íu u <fi’ 1Kliii ng (3 i ‘e la t’oiist’PS-a cuculí

<[¿‘1 t tiisoy <It’ í’sfíí t’rzc>s:

-Y—7>’ xv (:1.29)

seí’¿;ttiut t’s <‘seíítiuulííít’ííl o luí uinstui:í (¡lid’ luí tít’ lKoniai si <‘1 i eíí=oí’tít’
osiuityzuis 1 it’íít u ruízuí t.3uuiuí.
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3.4 Teoría del potencial

l)esí>tuts tít’ li;íl>í’r texisatio la.s iortí.uiílacioitcs tutás lia-bituales fala. la.
couist.ciítt-stlbiu <it’ tit’t.3sidadcs sítj>t’~btiales tIc rnagiuil titíes físicas a partir

<it’ los tus.uuipt>s ch’ x-at’ít}. u.u rut> sc pí-ogil nt-a si t’s ¡lbt>sii>it’ extcuudti’ f’órmula.s
<It. Li i-tt>iiuí. <1<4 ~>>1t’utci¿sl en espacio piano a la i’í’i;uI i x’itlad gciuctaI

-¿ u u y a- rt 1(71.11 a r st-’ría iii 1 t’ít’s ¿un te ti lutoner í.í it uí. lt’st’ rip t:irurt <leí momt~ rito

<Li íuM u.3 oi¿sgiítt itt) =íI<‘si i it> <it’ luí qtue s’ fi ¿WC 01.3 t’l ai.>tu-.iit]ie.e A pata
II (%-iv.t.u i

1851ttlb tui t
1iit’ uiitigtuiiti tít’ ItiS tt>tiít¿ílistult>s =il.3tt’i’itlbrcsilbt’tti.3itt’

it =itt’i lo.

1 >OU <‘11<> t’ii t’si =t 5t’tti(lbii titlbS ttJtitt’itt-u8u’t’i.3itlbs cii la. gt.’ncral zacicuul
‘it’ i<s ]t>u íí itílas <‘lasítuis tít l.t’ouíus tlt?l [lbtlbIuit ial [ 36] qiut’ yt-?iaci(lbuuart las

tiis< í’ííf utítiutí idos tít síu 1>t>tt’iítiuui t’scalau’ t iii las lirujuis rio dipt>lt>s <í
11<’

geutt’uait ti i’2tttl St> oit t’l \at’iti. St’ <>1>1 t’iidi tít t “~l’O5 itlb!lt’5 ~>ui.u’at’i nw>—
it~it’tii ti a’ tul-ii. ti uiíttiiiciifo tiui>oia i’ uuiaguut tito x ti uííouiiuOiultlb <It’ iíuasa x-’
5<’ si t]s¡ it tui eslos rt’síu¡fath>s >aiui aplitailos rl XdI Idi. st>ltic=otuosexactas.

t-’uttut t lLí=L i tL~’ 1K tui’.

3.4A Momento angular

t>iittiiZ¿tit3.3i05 luí t’t>itsti’iutttt>it t’oui ti itioiíut’tito =tiigttlai’.tonta-uídt> ct>uuto
ílbtuuit ti tít ¡uuí ti ida ti í(lbt’i.3.3a listíto lílius’ tic tloFouui.3uítiOul ilbara t?[ campo ¿le
N2itlt t~ilt st jitt5<’i.3f O (tililbE> siuttjlblifi(at:ioii tít-tI <t>i’iui=iListílo geuit’t¿t-l <21.3 La.

st.ty boíl K Buí cuí esí uí st’tí;ís sOgiitl’t’r.3.3tlbs (tlb¡utti tt’ft’tu’uíc.ia, ci uí.utíesulo

[20]
‘5 o it tu ííigíuetuítlbs tlt’stit’ H i>uititi>it> ¿t-l taunllbti (it’ validez <1(21 ftur’uuua—

liSliitJ tít ¡si <reí (‘5 <¡(‘<ir. a st>i tit’it>iut’5 tic \-at.it> t’sl 8tit>ii=.3titlb utxisiui.3ot-i’imt>
ilauiulii< u < >uut’tlcii iuseiíui~ soiuícitííít’s dc xacít> clic> ut>uíua.guictitt cuí ¡as

1 t ííiipo <bit uno s<’u.3 >uiyuílt’ltu al cauript> uuiaspiet.ico (st’ t ‘ata. de
tu-ii <sí It í ulítítos di’ Fi¡t’íii t’ cii luí otsuatioíi tiiuianíit-ui puita luí. x-’oyt it’id=rd

<2.

1 )
4ítlt> <¡tít’ (si uíitv>s uit epcsatlt>s oíl ca.uiipt>s gerst’vuidos jlbor Fuentes

tt)iiiJi<tt <14= 11<15 ttit5i ii5ti’illbiit’ittt>5 ui niel uituís t1tlt’ 5(811 ui.siiil cititarrueittt?

~Jlui.iias 1 ‘usiul ísuít’st u-tus fiiues. basf ¿ita cítio se t>itu1>Oitt’ii tomo la ituct-uíeuí.
=i.~lbit>Ni5ui=t(i¿itít’ Lt’liSt’—liiiiu’iu.3g [:171crí tun sist.t’íuía tít’ coorleíu¿í.das ade—
ctluíi lo (/. si 0. os:
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<¡2 xv —(1 = 2¡n 21 sin2 O—-jL(d/. + do)2 +
c

.> JIS
1 -+ — )[dr2 + i2(dO2 + 51t12 0d

9
2)] + 0(1 /r2) (3.30)

1’

sicuitití so ¡ í íiasuí. Frutal dc la ftientt’ .1 el iitoIyteiutt.3 ai.3gular total.
1> ti sc oíl! í ríos cl <21110qíue ti a, t en <21 a pCt.3 dimo A x’ b t iscamos dos ex-’

uicstosit “ iii troatí ‘0215 lbutlut la xot’t icitiurtí w t[e luí ctlbuugtiít’iicia dolirtitía

ptlbu 1 ‘ tít idatí sí. Las t?ttttitil FaltutiS a >=iil-it’ tít’ las t’ttluitit>u1O5 (256)
N (2

</ic + (5 = la) A sc xv 0 (3.81)

t/ * sí’ -+ la A tic xv 0 (3.32)

¡ a i tutogtui.í-kÁi foí’u.3ta,i tít’ <‘st-as t’tttl¿í.d?iOtiOS .3<15 t.(lbiitiiit?O u.3. las OXPiO—

sí>íuí ‘5 ti Tít-’ 1 uuuscuí.li=i.íí’irus:

= ~-ssxv

1>—u2V *</A xv (21(¡\ (3.33)

Oí.3 u usicitiul <ití pt¿n cuicial tít’ t xx’ist ~ ‘e la fíuuit.:it%i iiuoti’íca. A. sa. int-ux>—
duítitiuts en íuí stccituíí 2.8. l?st uís tíos fuíutciouues ituira o el papel, rt?spoc—

Fi xuít ‘¿itt e. th’l ¡>t>t-eitt.’íaí escui iaí’ ‘e tío luí. 1>u’ovecciouu axiai <Id flbt>toflc.iuil
vt4’t.t>i (‘Li la 1 t’(lbtÍh tlt’i lbt>tt-’iWiuil t’luisica.

luís ‘t>í <di ti ¿tu u t’s usííteu’í t> ruttt’u it t’ t’x j> ros atlas pa ua la í uié rica. se 1 ra—
tíuícíís tít luí sigriit’íitc ft>rtxua asuiilotíiut, para las ftuiicit>ncs nítútuicas- (2.73)
N< cl íotouitia.l tít’ 1 xX’ist

20 xv (i = + (3 1)3±) 0(U)

xv—- 2.1 sin
2 O ~ ~< ,s-2) (:1.3%)

xvi +0(C’) (3.36)

2/ t~isO\xv—— <--‘—+0)] <vi) (337)
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1 gua.] qtue t’tí el it>r’uiialisntt> <it’ [suad, oit <‘sto t i’atuíiíiuortt-t> luai’t’níos

siso i íc iusf <grusles sobre las itt>jas ¡ xv couísI... iuallbajait?n.3t>s j>t)i 1=11.31<lb

cuí. el t’sí>a.tk ~k. y) cuita ut.3et í’íca xt’od¡ra. datia. pt>r:

—-J ~ do2 + <21 {2”(dp2 + di) + 42<¡<52} (3.38)

[tít rístí uuciretu it>s dc aí~ toma t.3 t> tina. funci éií ~ que satis Liga iuu si -

gtuuctsf ‘ t’cíuu,cíous e¡ipf ca.:

( si

<-1 e 42 2)1/2 xv Otic ~»‘‘~<‘~‘ <it ti irtfiuuito (.3.39)

Li t.t>tutiicitjn de.’ toiut t>iitt> (111<’ 50 tou}ipoi’t-c tt>uítt>

uíííuí tíoyt[t’u}ada 2< tuí.pt íu-ssaiíus.. 7 xv ¡‘ t-t>s O a grandes distancias.
S~~l>rt’ ti t?spacit> i tít t’grareint>s luí pvoy’t:cut>ui ¿It’ la dilei’t?utt’ia <le

uíustlias t’Nj>i(’slclbt.3t’5 puí.íuí luí Nt>yI it’itiuítl st>bí’<’ el gradit-’íít e dt’ la tuuíiciout

7

/v 1 —L --— ‘e~<~ =~ < 12 ¼, u. = w.dZ > <Lv dr’<h’» (:1.-ID)[2 ~,>—2

[otit] t ‘ <—y> ut’ ¡íucst’itt ¿u el r rt> tío¿ t c> escaía-y as>c i alo a la- mct rita y

[‘II iruk’gratut¡t> <fi’ la cxi>i’t’suoil atltt?rior se ilbu.3t-’tIe expandir tít’ la si—
g!lit’tui-t’ unuí.iseyuí t.t’íuioittít, cuí t’uít’rul a t~iut’ Zu-, saiisíatt la eciíacit$il (3.39),
do íuíí.,niti qe cev.uíltu.3 seí títia tit’tíxatia totuí.[:

—— fi ~ ~ ~ { ¡/~ ~ ¿Y:’ -“‘u- ¿)j <—:55’ y ~~~‘ ¿9 \} xv

—vsi -

- ti, <~.¡ss’] -th,Z~ = t ti \úúÁ’ru-s - (311)
—- <u

storiíltí ¿<“‘ xv ><5v—> [¡iv] ci 1 cuisísí ‘it L<’x’i—( ix’if a <‘it ti t-’sjíu.<:itlb <ita t>”<iiia.l
o

uu luís ocI>il uís tit’ i<>5 xt’tltiit’s <Le lKiilitíg.
u-\ lít>uuí s~i¡ituiídut’uu os t¡uít’ luí iiítttuitut t’s toíil iíuííuí ‘0 que t?l

1>t>t t’uit’ia,i

tít’ 1 x’0 isí í’s this<t>iit oittt> a t uuixcs tío íuíía. suíj>t’u’f¡t’it’ tt’yrustIuí, 8. (‘oivt> Va.
riit’ustltlbuiauiitis al liuíi>iau tit’l t>stiu¿ilisuiit> tít’ lsiui.t’i. <‘si O itt> 5t1 >~>~<‘ ííut.3giut.3a
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it’si ítíít>tí ka <¡tít’ sieu.3sJlbIt’ pcitlouuít>s t’omí>iotai la síq>t’ífit’ío t t>ituatidcu
cl va tic tt’P(J ¡>au-a el suilití dcl ¡lbcut ontial oit la pail e uuísat]itiu.3 III espacio

Ii, suittda tiix-i<hiuicí <‘íí dos í’egit>íies 1< ( intou’it>u’) ‘e \4< (t’xt.t’t’itti) st>l>yt’

la.s t» iuslt?s lbodt?u ttt>5 uii>iicau’ cl 1 t’t)i’t’ií]8 tít’ Sí-tikt’s a. iuí iuttegu’ai 1 lO:

O xv P-~-u-M-— 2±áZru-v{ <~U ~i ~>—2)I/2 ‘ —— ~4- (342)

¡ a Fyouut tya tío 1< (‘sI uí. Fou’iouida ¡lb¿>i S ‘e la cstt?r¿í. Oit ti ¡ tífiutil t>
u-i-títyiil puis <511<’ ¡ i It oith ua tío Ij os 5. i)t’s¡>u¿s tít’ caiítuiau’ iuí iii> t’orai

--sc

cuí e] uitíjutiu> t oh Ii ixtida tít Lis t’t>iithit:!oltt?s uí.sunt-t;tita.s, la ígtualtlati
¿tít> tuitíl’ t-t>tsiui la sigtíucrift’ loiuui¿vi:

- —--ST.-

,<~““1< [~ ¡ ~.-i1~ ¶2 i-))i/-> ~>k <5t’<vv,t xv ——8w/ (3.13)

t.it’síot ¿sudo ¡>t>í [~ ] t’i sal> tu titi ¡>tlbl c’rdiuui <le txvist a t-u’axt-’s tít’ ¾ N ¡irul’ u

luí tititui.3uí.l t’Ni (Vio! tiuiil.=ttiui8 ,S Así pcut]t’uíutís i¡stetí>u’t’taí ci iiutt’gtauutlo

ctlbuuiti dt’uitid¿ííl tic uíitlbuiieu.3t o atiguular tít’ lilia hiouite llbídut.3.3t’.3tsutlbíia¡ foí’-’

tuuuitLi tui utíia Iuojut <.1<:’ ti ií>íious <it’ uot-atiouí:

<-—MI’
(:3.14)

Ls> t’ es t’l t i1lbt> tít-’ foitiiu.ila. quut-’ tuiliria, espeu’ar oui tirIa gciuoraiíza.tiruut

8 O5~>23titlb5 (5.i3Nt>5 tít’ luí tt?(>Pi!l dt’i ¡lbtil t’uit:iai. ¿Oil t]cptt’uitleiutia t’t.3 el salto
(it?i ]>tittuitii¿s 1 ‘e <‘ti Lvi llbt’tlbNt’(’t’sOit tít’ a. ííou’íííuíl <fi’ la síupt-’u’fít’íe st>líue uuuua

ti i u’ettiéus ,
4u-~ . utí estilo tit’i it’stí lt.uitit> i’t’scuruttitlb en el aperidice A >a la. ci

tti ij>t>lt> su.3uigi iet itt>.

tít tl<st.uítuí.y t~tíe. ¿vi. tLiict’ouit’ia tít’ la. Volta clasica, la. coot’tI<’iua¿iu.3

t t’itx’atit e puita. el ta.lt’íultí tít> <‘s i iit]t’pt’ittiieuite tío la gt?tlbciít’t muí, sino

<ut ‘st-a <Jet erííuuituítla ~>t>r <‘su =i\. >t)i’ Fuirtt.tlb. Mii’ <‘1 t’t>utt,t’utitit> t’i.3ci’gt’t. itt>

t]atltv tic tsiatttsit titit’s <Ii pt~l=tF<’

tioto í’/líí5ííi> tít’ us.¡.ulícaíítiíi tít’ <‘sto’ tua.t-auuuieuito. ¿ti Íiííuí ¡ tít’ <‘sto?

t2í.¡iii uí it> se s-<vísu píuiuui luí tittisítiuíd tít’ utuoiiuer.3ttlb auugtuia F tít? luí stiitut’ioui
<sí.uítstíííuí lía <it’ ‘¿uit-it> tít-’ iKcry N st’ (t>iT1

1lb=i!’8.F¿i (-(iii los resrul> atl(.3sol>I,t’uii—

<Itis sisuí.iititi iii xis icutttsuui;suios. >ei’t> ¿viii> es tit’oíícaut’iíut>s íuntis aj>a.ut uít]os
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tí..3uys al cálculo> ‘It tíetisitíatíes suuilbtV!itiaics do t>tíats caitt dados lísícas

tít j>¿tLi íes

3.4.2 Momento dipolar magnético

i)atití t¡íie el lcuy¡ualisyíuo> tío Isrací tío> í>oríí.t~tc Lvi- cottstruut:cioii tít’ <1011—

si dat íes ti ¿ u nt> .31 cii Fo> di~ >1=11’ un ag rí (Fico (la- rut cg ra.í 0:0>1’Fes [>01.3ti i t’i te sc

atutí ¡a i’ti Ntt< tít 5t1[ttit.3isI Pulí’ ci x-ait>t’ viti ifloí.3lt’uut,o). parece ct>utvoiuieittc

íífl ‘uf ay titus ~eut&’ruilii.=ítiísui de luí. lóyiuxtia (AS) de lruuitta situtil=í.~ vi. coimo
st’ c¿s fiuíio luí tl(v!l51(i=í.tltít’ llttlbroot.31 ti =itigiulat’ t2iI t?i apa-uFatIo> ant.t’u’io>u. Pau’a.

o’i it> ti lis ití.í la 1tilit>5 ¡it>i- tutu í’t’stull uní., ít’o’ícíítt’ iuit’ittitlt> oit [21~.

¡Kl tÁwí j ‘¿o tít o “t< .3i>util ultiO> 5t’i’2i. i>tít’s la t’t>iisti’ítctioui tít’ ftueu.3t-t?s 01>

luí ltirtssus tít lío Ls tít <ií >t>lts ~ <-1 ~ui~iii>ouuuutguiétíco> <‘it couiliguurao’ut>nes

iitutttilil tssf ¿-i tít <1” ((itt sitiit’t tía axial - 1>2.3 í’t’alídad imporucí’ esta-Ficidad
os uuuí i-t’tjtí<í’iiutv it> t> dt’l.3suisi¿ítI<lb Licite. Y2k t~Ti (9 asl~a. (‘(>1.3 <iiie el t’ a-tupo>
.‘]ecf c;t.t> “ca i as alt lo ut.i <itual tít’ iut Xt>yticitl=Ui(E A- -sc’ y--’ 0) do modo

(551<’ 5<5 ls2sV;í ao o¡>ltís ciii it’ <‘1 taíiipo t’iet’Ft-t>ti.3aot.3etittlb ‘‘ ci oltual <lo la-“

‘¿oíl ji itL~ti < tu a t’tuu¿vi.cioni 2.25) ¡ua tui la- dix’eugoíucia. do:’ //.

u i <si ís t-ouistli¿’iouies . r~o>t1<’tuos íuut-ograu: fácilriientc las ocíuacuoítes

(2.2 s > >1 1 1>2.31=1. cl tui inpo uii¿.3,gust’t-ut:o. t)i>teVtiOiutlo dos ox
1> íesjoutos

jlbuí.us o 1 íí íísís it> <artipo>

1v? xv .~< —~ <‘~ u-u- =p <•~ * (3.45)
tItstLtit’ 1 . el íirutt=uutíai ‘stalaí’ ita guiet ico. os la- pa-tic íuu.3agíiar¡a- del

ilbol t’iiciui-i q> tit’fiííitlo mí la t’ciuuicit’>íi (264) \< 1-1’ t’s ti t’oiTliYalo’uute do la
íouii¡íoist’ttf e axiutí del po>teuitial x’tt’tt>r

1? t’tottit’iu.3os t~u.íc c’l jut>t’iutial estuíia.r solt> puede ¿Iofiuuii’sc litera tío la-s

ituoiit os ‘¿ t1uío suite sutí sutil o> tííuítítit> se atraxiesa tutía hut’íít o iaritínaí’. Pou’
til<> ti’~ disí t>íii:íttssiduíti<’s 50>3.3 it’N’t’ luidou’as tIc la i>i’t-’st’n<ia. <it’ las fuentes.

1 tít t t s- ud íalo,ult> st’ t’t’uit i’a cii t:<>iufiguii’at:iouies tite? ¡>uuctla¡u ¿o—

íttsi>t’is<lt’i a lutt’íílvt’s ot>O.3¡lbuitt as. uní lo cuaa.l los scgíuiirut>s res> tíngíetido

a solíuí ituno ‘ uxsust-o4ivaíxí<’uífe planas Aparte de las t’runtiit’itvxes (3.341 —

3:] ) í1uu< N lOttt’ul liutllbTut’sf ¿vis soLio’ í¿t íuiet,i’it’a. l%í.I>i’d- 900 tIOÍIiuii’ tarnbien

ti ttsuit >00 ut¡iiit’uitt, uí.sííut ot ido> tiel <¿iruipo íuiagiut’ti¿o>. Exciuuvcittlo mui-tru—

pos ti iuí.gíi’t. i cos uííout<>1>>Ls ~ ~ i>~i.3t?~ t>rdcií que a1>au’ece es ci t]íílboiar,
col i Li ííuuul Luí fi>íuííuí tít’ it.3s ut>t<’íitiui los tui t’i íuslíuíit-t> estata rt’gída 1>0!’
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las sígtuio’tít es txí>í’í’síoíst’s cii ftítít’it¾i<1<1 itit>iiiotul o> tiií>t>Lar ¡ítagiuétict>

oit uíi tfi.’ luí físeuit e. Al

~1lcosO
Vxv-_- - +0_________ - (<-~) (:3.46)

El! siut2 1)
ji’ xv ____—— + 0(C2) (3.47)

1’

igííuíl (¡tít’ t’íi tI 8 i>¿il’I atlt> utuil t’yíoy. tul rotitutíicmos ursa iíinmioit Z,,,,,~
(¡tít’ St’ tt>ii.3¡io>rt.o o-osíuít> luí tt>oidt,iatí¿í. .t- coauido el padio, ¡‘ es grande Y

qí.ít’ .¼uilisfaga ti 11=1 ícíiacioi.3 t’1i
1>t ca tiist uit-a sic la tío’! (‘a-st> rt>ta-mso>nutl:

¿¿,( y’
7’ ~ <‘u- du- zu-~u-,) xv O (3.48)

1 )t’l i.uiisuitolb itititlo> tu t’giaieiuios a t t>tlt> t’i t’~
1>=tt’it> 1 vi. tiria iiii>eisiu—

í>’iIicie tít’ t it’uuí~>o> <tuis> utití e. la. iJeícyícia <‘itt-pc las <‘xpi’OsiOViOs Jlbai’a el
tuinípo> uuuuígítet it-o> <‘us itiiitíoui de aii.3i>os pot-t’uit’íait’s. pi’twt?t’Ia.da. sOllbrt-’ luí.

di 15’ t’ itiuví <It’ luí Oit it tiolítí 7,,,.’

O-si/,. y

11 < [1? !v?j. ~ u-» dr’ Jr 2 o/rl (:3.49)

1 - <‘st’rii>ir <‘1 uit t’ou’uíu.3dtlb tomo> Isuta- ¿lerixada, Frutal

‘e uo’oi utolí- ci ouiwít’ii tít lu.3 iíítcgral uus¿vitititlb el 1 t’tuu’ociiui tío’ St-okcs. i¿utien¿l¿~
cii cuit’iit.ui. <¡iut’ luí iíutegruí.i tiche díx-íoiíi’sc oit tíos pautes debido a- o;tte cl

¡ut>t.tuscíai escalar tutaguiel itt> 1- t’s thistouttii.3Tttlb a t r¿íx¿’s tít-’ ttiia sí.tí>’u’Iicíe

t’íío’uíío>s st>i>u-t luí 1.301 rí<:a \‘ el tui ííí ~>> tuiagitel itt>, o-’l iesíu!Fado que sc

cíí.>i <tít’ es:

¡ tAS [1] o <q’’ si, ~ xv 1w ,11 (350)
-s

it tioístlt íoolt’íííoss iuíf<’riu la txptt’sio$ií de i=ítit’itsidui<i oit’ uiít>It]t?[tt 05

<1i
1>oluiyt’s uisuíuíio’i ((>5 stul>ut’ luí suuj>t’yiitic 4- tt>iítt> fuírutit’>n de luí. tíisítouí—

fui tus ¡ oiugí i del ¡.io>t <‘it cnt 1 <‘sta ¿tu. [1’], x la i>i’ox~’ctit’u.3 t¡t’ la itt>i’H.3al tuiuiia.u’ia-
uí ,S suíl>yc ‘l ú,iuííiiístit tít’ 7,,.,,,:

1 w
( :1.51)
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lista forittiul8- t auu solo> duficie oit stu eqtuíx’aieutt.e clÁsica ( u-\.S ) crí t’i
att oip iuuct uito> o y cuí ¡a t¡t’j>t’iioí<rít’ia oit’ 7 - <‘ti iuí x’arít’tiuíol esí>as

t’i<lbt-tui 1 i>t>P81 -

lis t’yurut>sru qíto? el fatí o>í Iu.3t’l lico> sea <listiíito paí’a. t’h uruoíiíeiti t> 81.3—

tttui«iiol irgtíiuír tjílo:’ el i.3it>iiit?iut-o ~ o y que las co>t>rderua¿ias 7 sal isfagaut

<Ii l<’i-i iii t’s t’o:siacit>í.3cs tlí[eit’ustíaics.
lis Fíuí-l-uu ittic’u it.tlb si 1ttil=.31’ i>tut’ti<’ ít’uí.lízaíst’ [>au’a-cl iuio>rneiTt o> ti ipolar

o’it’t-i ríooí t’uí a tust’tstía ole taigas t’iet’t u’ít:as.

343 rjy formacio de Bonnor

tui <it’ luís pt’csuiiai’ioiado’s tic t’sí e foirnalisnio ole couístu’tut:t:íout tít’ tíerusi—
iatfis tu ~ os supe t litiait’s t’s stu contl>o>rt.uxtitieutto bajt> lrauuslorrcia--’

ttousts <lo l3ríií uitJi ¡ st as 4 uutt.3SFoi’lflaciont’s so>ii unto oit? los 11.301 o>tios

¿iiu}’ií us it-05’~ >83 d la o 1.3cía ci o it tic 5vsoi ur io ríos tít’ x’a¿’iolb t~iagi~ eFo statuco>
a liuscí u tío’ st>iuít ¿tuies <‘st atícitia tías. rut> estal itas. tíos vacio Mill o’ainpo

tlo’ot. ioiíiui.guií’f it Os irtíbas ¿oví siitit’tuua, urcual

i1sstst t> o¡u lo’ luís sruistt’ít}iits tít’ las ot:u¿í.cío>iíes tít’ Eiiystt’i,t—Muíxx\’oii cotí
rs.ipo l>ítiítitt’uisíouia.i tío íst>utut’tu’uas cstai.3 caracterizadas coitpleta—

ííí’ííf t >t>r suís tít»- ¡>titetioíuiLt’s tío’ 1>2051. i>asl.ata- tst>uit.30 tt¾’i510i.3t’-scu’ibii’
luís itsjluts t[tít tit’t.t’Piiiiti=í ti ltlbs >04 t’iío’íalos, ¿ 5 i>~~’~ luí so>iuto.ionu tic las

o’t’ita uloitos tít’ ilptist- (269). (2.7<)) uí
1>uíi’tíu dtI h)olbtt’il(?ial de ‘euícfo

(3.52)

4> xv ¡ 1 xv/ (3.53)

21 --Ii-’ (3 54)
xv¿

1 )uido o~uít’ la stA ut’ioíi ostio’ se’ gt’íucra oit-’ esta forma es cout.3pio’ja —ci

po>t o’ííoiuíl o’soala.r ui.3ag[iet itt> 1 es ítí.3aguuario ~tii’¿>. va. quío’ ¿<1 pt>t t’iit:ial
o-it’ tu’ si tío’ suí.tit> uit> <‘hect t’tflíiuigutct itt>. ~ ,,~. o’s ucal . ho>s flbau’uli.3t’t los de

la stA s¡oio~uí tit’L>o’ii tutotiiliouiust? muí uuuuuí to>l.a.tuolbt.3 crí o’l iuiuvin~> colbuIlpíejo

paPul titita r (it? st’ttl cío> lusíto> a luí uit-sa soisucion

O <t>itsít¡est’iuio>s uíiuoíuí luí iuuiioíois 7,,>,> ilbuoa la so>l ticiorí geutora-da.

i?)uítlo <¡Tít’ st’ 1 ‘iii» tío’ tíííuí íuuiítít$ií cxcitísix-uiutít’nt.o oit-’ las oooutieitat]a.s
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tít. \\o’xI. ¡ y ¿. iuí.s íiíi cas t’tlbt}.3i>olbttt’u.3tcs de iuo ioeFrica 1 ridíiuicnsioíiai ¡i

stui>lí 1-, o~tuot uijlbuí.u’et’cyt t’íí la ‘ouuat’ioSti (3.48) son
xsc 2L’—2’-<- (3.5.5)

ti xvq xv(

¡ >05V síu í>ait.¿’. la. ca ii. ctu aol yuvi da oid determunartte tic la aíetu’ío’a- con.3—

~><‘ It 511 U 21 io>s tt’r tilín tis (‘ti la. [ti 1.3t’i0lbI.3 ‘y que SC[¿~ ti ist jata 0<11 ambas sol ti—

o:ut>.ttt ‘5

- >142>~~, (3.50;)~~/qxv

‘ini los tuuíl luí o’t-uíuut’i¿ií (:1-lS). oscpita t-t>nio Fuuuít’ioStt tít’ la. u.3tct-iica-
t>iugi <sí] =íoIruilbtus luí sigutituil t it>í una Ii dS ci uittt’c.suttiti í’ca-jiístc oit’ los

1>8 tui ti i¿’t it 55

<< —2? /3 t,u-, ¿9%

it

~ —- 9 ~ ,, <2 sí~Ó,,z,u-,,~,) xv 0 (3.57)

1)o t sí í t’xpi’t’siolbst st’ tiotltut’o’ quío 1a ftuíuciojín Z-u-~~ oítu~ so’ í>rctlsa

puí ta t> ir tít sur ti <‘tusíd uu ti t ‘s su í><’~u ~ 1 t’s de it ío>me nl-O> dipolar utuu¿í.g tit’ti tO)

sal uslat < la tuíistíua ecíuuutioSit tiifcr’mít’iai qtíe la ííuuicióu.3 <»-~ titilizatia cii
cl talo tuit> oit luí olo’tusioLusoi <lo’ it.3oíuto’iíto aítgíílau’ pa-tui- la uiit>Ii’io’a pi’ifliit ix-uu.

tít’ \ al It> q

it 0>13 0 t’tlt13012i . La. iltístíla l’uuíío’itSut es s-alítiui íia.uui auniua-s soiiic.ioi.3cs.

tlt’spu íes tío <‘uit o’ppro’t =i t>~ ilb=iluititit’t (‘<lbs iitx¿lbltttI’¿.3ti(>5. ‘e t’1 l-Vatauu.3icuil ti

OS to>t3t5lb¿situl>lt tui luí t tuuiisfi>iituaoioui tít’ Bo>iiittii.

3.4.4 Momento de masa

liusus líuíí-’ísl e. 1035.30> t:oiiu¡>ietito’iitcu al Fiutí a yí.3io’iifo dc uuíatY¡tífíuoles <¡yo>’

iuoío.’s. ¡tít-itt itutis el ííío>ííí<’ííl t> iliptíla.y tít’ sttuxsui.. a >os¿tu’ ole 0111<2 Mli íiuFcu’t’s

lisbto <‘5 it ííit’I.3o ulías Ii tít> uíoio>. Ya o~uí<’ Fí’uíLíui.juíiítio ¿o>us sísieiytuis oIt’ ¿ooí’—
tio-’ut¿itiuss toití tit-níttuí <‘u> ti tul ti tít’ isasas t’sf e uusos.3uo’rtto so’ a.uítuicí, sal’eo
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qut’ ttlbílsíti<’it3.3.305 t.3iasas iucga.Fus-’as. Erí cíuuílojtuior <ast>. iiitlt’pOItol <‘oto—

noii> o tít’ síu oauuictt’u físico. es iíitt’resauíto’ t’o>i.3tlbct’u’ t’iíault¡o uuut8 so>iuit’i¿tt

tliO’tlbU¡>tsi’8 tui> it’ stís Ftícíufes tic cainilbo> gra.xuta.to>rio Itojas tít’ oiiíioilo>s oJo’

i..iiussa -

vii o’sFt-’ ui.í>art.a¿it> uío>s tir¿iuíiscribírornt>s a, st>iíutio>uíí’s cM at tas tic

sacio uíxísí ito:Ftícas ‘e o.jtuo’ so’an asuíiFol.ucaíutt’ííFe olipola rt’s. <‘nl <‘uio¡ío’íitlo

po>í ‘~fi> 0111<’ l=íftuuit’iout mcl ulo’a fi puietia t’st’uiilbirst5v 01.3 cot>rtit’ruuioiuís a<le—
t:uuati;is t(ittiolb:

1) t’t>s O -~
(xv--—— -> +0?)(si (3.58)

sit’íititi 1) tI tiit>iíit’uit-o tít’ puias¿vi. Vial.

¡-1 lbyosu<’tliit.3io’ilto) a so’guíií [:?1s]es similar a.i t{ti(’ st’ lía sonido> oio’sa.—
uio>ll;i trío, <ti cus uípa rFao¡o>s i>i’t’xitlb5. <oit <‘1 tlt’tailc téctuito> oLt’ o¡uo’ la 1>1<’—

5011cM ‘it! tistsiiit’iii O 50’ PO’fit’jut cus tiiso;t>nt iltUiOi=itlt?5ti-it la Ftuiit’io’lbrí tutú tita.

hecho> <-‘st e ([tít’ pít>Ytuus su.3ylo>s t..il.o>s tío’ ¡>i’obieiítas: Pcui’ uní latlt> la-

sí ít’i.V~tus tlt’juo tít’ sol to>tituiua ‘e pon’ o>> ro>. Ia apau’it’íoit tío Iuutt t>u’es
tít’1 t’íítlíí.’íít <‘5 títi- 1 - cii iuís expi’esitnlt’s pi’t)stlbtau o~íut’ <‘st uís. <‘tu pu’iiio:upuo,

itt> s’utuí tus-ti tía íejal>ies <‘cuino> las tiel iiitlbiiu(’uit.t> a.tíguuluíí o ti irictuuit’ntru

ci

isis t’ctuuit:i<lbu.3(’M ilbutra la aco’ieracioin (2.55) (2.60) so’ í>uuo’tlo’n uit <‘grar

l’oyiii;i 1 ísío’ust-t’ ini ‘o>oltícieiutio> uuíuuí íiíuo’s’a fuíítiéui <¡uit? olt?ttt>l uí.iR’iflOs 1>05

os xsvv df y = =1>1 ~ /\ (3.59)

fiíuit&> st,l>pí o’sí ¿1 i’ttuto:it5ti u-\:

siui
2 O

xv L?—~ = 1 ()(c’) (360)

‘o.3íí.uO> x-a st’ ¡íuíi>íuí. uítíuíuítiaticu. st.u¡>tnit¡icríit>s oíí~’ La fuuíítio’>uí (~ T es

olisooííít Mitid a tra.\t’s <It? 51t1=i. siuí>t’i’fitit’ S. tít? nit>tlo opio’ j><lbíiuti.3iO5 t t’i>0’í

tutía íítt’tín’ <liptilar í»o’a el o¿uuí9>o> gyasíiaoíoíi¿il.
<II fi’ut’ o-Li tít’ lo>s tuiso>s tío’> us lla-oltis a.uut.o’ritiríit”uit o’. tío> íuuFu’ooliuo’írt-’—

tíos uiuiiúuutius Iuíusio;ii <¡tu’ oo>iíso¼iuí<-<ni luí. to>t>i-tlt’ttatia. t’ai’lt’si¿viiua lbat’a-

gt-uítil]o’s ilisí uíust-:uís tío’ la ít!(’tstt’ St>Iuíuu.3eíitt’ u’o’t’o>rt]uíi o¡tuo luí tt>t>itit’uiuioia
-? tío \\tNl “¿st isí¿stt’ 115 itit=itioui (es st>iuiti¿tui del l)’\lt’tuikeu’> luí-tío> ‘e8 o¡tue

<o ‘/ u-~ <



3? 1$!! 7)10?) DI ALGf ‘‘sOS VIVA IPLOS :1

~s’{ =p’=í’’’&-?}xv 1) (3.61)
¡ a í uitt’gya 1 quío caitutlau’t’íiíos puíía otíiístyruir la ti<’uísioiati <it’ iitt>tiít’iil o>

tío’ u tus sa- s<ua

(5 xv ¡ <o§ J < [a —— ~] . do > da1 dv2 ¡vi (:1.62)

\Vexlqiío utir luí cotuuíouo>uu <¡uit’ saFisface ¡a t’o>cii’dcn¿íoiui do . so >uut’tio’
ít’oiusííu a íuííuí íuito-gu¿íi <Le suspt’ifít’ít’. al flíuo’u >t>u’ iiitt’gratítio una tituixatiur

fol> 2i

0 ¡lv, ~ { ti1 o - q»” dz + [¡su] A ¿L-: drí dwdx> (:1.63)

¡ )o s~>uío s dc’ tiixit]ir la i tít OVa.l cii titis partes pa-rut tiar cueruta tío’ las

disoí>i 1 tííuuíoiaoics iro-’scuí> <5 sol>io la suu~ieu’fi<io=$‘ ‘e suustítuuíu’ t?i salte’ do la
iuit.oo u il so itt’ la lio>uttt.’u 41 tít 1 tlo>uíuiíuío o’ii cl iuulíuííFo. llcgatuio>s a1 siguuiet.3i-<’
to’s it] 1 st

1 ~ =1 1) ¡ lis’- y ¿ ¡ d$t{U <--‘ is’’Qt } (:1.61)

do>íítio $ + ‘u sitiii>ttuiizau.3 . r<’speo’t iNaii.3crttt’< 1a <‘aya exto’riua. e tui eruta
oit’ ¡a tipo u lucí-’ <it’ flO1i.3iul5 ttuit-auia <‘Nl crítur 3.

1) u it> <l~~ la ¡tiotrita os tlísct>í.3l itutia . tío sc piuctio’ <‘tu principio> ‘xpi’e—

s¿s-r o “it ío stiil.uí.oiti o’ii fnuítitcnu <1<21 s¿viit o> del poten¿’ía-i U. Po’rt~ cuí uilgíuruos
t.255<>4= -tSj t tiltiOl <‘ti ti tit’i.3.3i>i(> qíto es> tutiiui-i’eyu.3o>s uíi <ií.3al <leí <a ¡u!> tuL>,

los títí tulioS <211 / so i>t]o’tlciu [aol o>íízuíu. <latido> seití ido ¿vi suuía. eNpit’síouu

pui.uus ti o’lt’iiíeuitt> di l<’u’o’uutiuí 1 tío tiiiw>lo> dc uva.suu-.

3.5 Estudio de algunos ejemplos

3.5.1 Métrica de Kerr

Luí uii¿fpitus. tío’ lKt’uí <2] itít’ ¡ui. vlbu’í iíiei’uí s¿>i tut:ít>ui oit’ sacio itt> est-uut ita \;

uíslsí> 0)1 tt-usíuscí.3i t >la.uíuí o-tui 1 uit-u solo> olt>s lKiiiiríg (¡tIC MO t>l>tiix-’t> o. iiu¿it’—

pcuíiiít’iitcsiii’uiio’ tic su >tísil>lt’ iutt.tv’t¡lbi’t’fui¿itlbiI tOitio> <‘1 o==iitiii<iOXttpit>i’ tít’
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tíííuí. 5 ííasuo tít? iltuitIo i’oit.auul o’. síu íuuteu’es fuurutlaui.3t’t.3t.ai t’uí uust u’t>fisita iatiicuo

tu ti luto-lío> <it’ titít’ dcstuilit’ luí gt’tlbu.3.3t?f lía oid Osilb=t.oitlbtit’i.3il>tlb(‘It 1 t>t’ttt> a-

uíus ¿lgtijcPtlb íuo’guo <tít ml at-io>ut o?stacuo>rtar’ua. Sc bat ¿vi. ~ot 1 auut t>. <itt oiii

l>íío’tí ouíuuoiio.luí.to, ilba.i’a. a¡Wit’uír el formalismo ¿it?scl’it-t> prt’xiaitio’uífc- para-

a. tttssi.ííicoíoiu títt oieuisiti¿it]t’s suíperfíciaies tic n.3o)unouit o> a ng uuluir.

tít oooi rdo’ut uí.t.i as oit’ Boxt’t— bu ti <ji u st t’l o’ho’ítu ciutc~ ti o liii ca. It<‘it e la- si —

‘<tu í<’i

lo’ o’xjuí’t’sío>íí

- 2ssís - .~ + — - 2sss tsr si ~ O
t-s2 t-os0 - ¡2 -— 2 os ¡‘ ~ </2 o’o>s2 1) (/(5)2 -4

J y—
~ 2 ¡s¡r + 2) siuu2 0 ½+

sss ¡ + 2 —-—-— + dli) 1 (3.65)¡ ¡ 5 00>8 0~ ~2 —- 2sss y —]— «2

tit>ít<it sss 05 1 i iitds~.t 1 ruFuul oit’ la- ftuenFo’ ‘¿ síu o. síu uí.uo>riu<tíuto> auugttluít’.

1 a 11< filo <vi cíoio>it 00’ ‘It’ uit pí’obltv’ríia [19] cuí el olist’tu o
1uue qtuot]a cii—

git>lnstio oit-’tít.m oid autillo sitígoular’ (¡‘ xv 0.0 xv w/2), ‘ea opio’ síu tht’riv-a.ola,

tiosíaisa ¡ <‘5 tiís<’oíisf 1 loa 5tul iii’ <‘st-a stupci’ficio’. salvo qtuo’ íuut>loíí gíuo’ríuos el
la-tiLo tít’ tus litlí’z. tít’ las ct>t>it]t’ita<ias hacia yatiíos íio’guíl i xts< oio>uuulc nos
t’ísto>ís> iariaituru%v o-cutí t’íuíxuís 1 t~rí.ípt>r’ales terra¿1¿í.s [-10]. Ptí’ olio>. itos iíutíi—

uí lo’ lito>s ui it’ g onu t’5 o. u so> ~aolio) t-oo cd <‘1.3 a <lo so’a río> it ega.t u xo ‘e asti mí ternos

fis ti isttlbnst-it.3Tui<iuiti t’t>iutt> siuit t>ii.3=ít.i<’=id¿’ Luí t’XiMl-t’uut’i=í.tic ti tía fiuctstc ox—

to’tusa -

i.>ara xísu¡uíiíz.ar luí esFru,t:> tira- de olisco> de la ‘egiéuí y xv <‘5 tolive—
t.3u<tuii o’ oit-u’o,<ioutíp ct>ou’tIt’usuitiuis pso’udociliiioirit’¿is:

<.,i2 + 52>i/2 síu 0 (3.66)

2’ xv y oosO (3.67)

i’lti tst¿ís tt>t>ytlt’iiuitias o1tít’tiuí íí.ia.ttifio’sto o~tutt la suupt’i’bt:ío’ t xv 0 05 1<1.3

olisotí tío’ caobo /> xv fl sius O tui t’i plait<> 7 xv 0 5’ do>fatiou tic tun¿i tutct3’ica

2.3 u

xv q~ (cos
2 Olio2 -¡— sWt2 O (¡<52) (3.68)
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x usouittu<l tiulífapía ‘íí la saíío’o¡aoi esí.>ao’icui euíipo>íal:

1 -
¡5 xv —-~

oo>sO

1) itLí~ t¡tu< los pítuil (lb5 <t>it atugiulo> ¡lbolar O y- ~‘ — O son
st+s o t í tiu”o o ¡mu it ouíuo>s cl doiuuiruit> de la coo>rt]enada
sotilbí t o ‘t a suuiut u lío o ilbaruu t’s’iFar comítarios dos x’co:t~s.

¡ a ¡Os (1 lst at 1 [1<)] ui.piíco síu lor¡nuulatioi.3 basaola

t¿qlb¿s” itt 1> cii sí fis> ix <luid geutou-’ ral ~ tíi>Fcuier ci tcutsot’
u íst>s 5 1 1 si “‘ t<t Iii íd iul(’ls t t tu itt lii í=ít’t>uisistt?tit-o-’ cuí ti ilisotí

t:oí y> ci dentes
1) a [0,-w/2)

a, tco>ría tic
ole energía-

¡>laito 5’ xv (J

II t3~]5/ .-ss + ¿2 ~¿2)
-sss.

U xv ---
u-] 71 <R O(lb5 O

tites tío’ u os tírí <>tioi’iuiuíi =3 ¿2 x- t’sFo’ os ti xt’t’.tt>r’ yuyuít.auioi í’a¿líal so>hrc ci
oh so - o

(:1.71)¿2xv

1-1 (‘0>5 0

u xv tau 0/4 -+ —-: ——do
<5 síU O tosO -

(3.72)

h-t>s ío’s’íu lluititus tjllO st’ t>i>t ieno?ui uí.i>hio’aiid¿t las
<~ i5u2T.l?l (3.1 1 ) (:3.12) puuta la tiouisitlad tic’ uruasa
so>ii los sígttít’ítFcs [19]:

u,

2 wc¡2 co>s1(}

5I5 51it2 O

- 1 <ti- cc>s4 O

FoSu’uuiulas dc dc 1a ortíz
‘e tít’ uuu<>t.3tci.3t<lb angíílar

(3.73)

(:3.7 -

qoío o ‘<sil ,ítt ser it> itíl t’gruii>io’s st>llbr’e el olisco> 5 xv O uíl ao’ercuoí’íuo>s

201 tillo> ‘tui op ti a u.
¡ 1 isit tito> ií’MO¡t usolo> ti No’u’fYt’uuFe si’ <>1>1 liMitO tut-iliz.auto.ltu Las integrales tít?

7:

Nt> <1 Y (3 ‘Y’) so>st’ el pItpit> olisco. teiuícuitio> t?li <‘t¡t’ii>.a <<tío el li¡t.3iF<? tío’

tutía uit> u ls< o’ oo’yíuíí iuí t¡uut’ o’íígioi>t-’ la fuueust.<-’ csluutÁ. ftiu’utíati¿vi ¡>ou’ unutl>as

gusta” tío] iit—<t-t.<.

-IT;

(:3.60)

(3.70)
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1 os t:ait’uuio>s ituepon ro’pol í.lous ¡>or Loipez- [:3:3]tusai.3ci¿lb la to’oria- tít’ tus—
Fyili u ít:ít>ítes itiogí tl\euutl<> t’i uíí~~ 1 ¡o snuguuia i~, o:ux-’a. masa y ííío>íí iouiFoi ai.3gullar

ti; ‘et’tuitiut-cs Itu-, ~gu ia.r izan las i iul ograit’s
u taus aiicuruí. o’i t’o’suuil uítlo> ~uc st-’ obtiene tusautoho> luí extcttsio’lbuu tít’ la

1 ctrus slo 1 pci t-’ríoial 1 u’at ada t’n esta memoria [20]:
¡ sí >í i aTt 1’ lyuga U iott>u’i lt’uito>s la t’xpre¡-;oui pata cl ¡>rutt’nc.iai tít’ liiuist

pui.ia la so>itit ¿tui tít’ ht?rut

= ~U-.z-—. (3 Vi)
—— z. u pos O

cí.í xis su-st It i’ut¿igitiaítui. <‘5 tI >tlbltiitiuil tít? lwisF:

2 síu u <xis O
= —b- ¡~ <<>52 ~ (:1.7<;)

1 .)uítius. luí io[í’uít.ifio’uí.<:io’ííí tío’ puuííto>s <jito iit’nios u’caii-z-aolo> soLo-’ ti disto>

O. t’stt:’ ]>t>u t.’i5 <ia.l <‘5 lii xaltuatit> so>bu’t t?st.=.3 stuj>túu’fit.it’:

2 sss

Ve siz =o ;~- :t>s ~ O G [0. <2) (3.77)

II vuilor tío’ la t’tíutst-al.3tt’ o t’s uuííoi ( uruo-’iio>s tutio>) sí ruo>s at:oroauiut>s ah

ohísotí ii’t>s’cusietit-t’s <1<21 st.’iuuiespat’ío stupeu’io>u’ 1) < <2 ( sí Ío’uiou’ O > <2).
[o>o’stus.l í>olbrít’ oit’ uita.suifit’st o> quío el 5lboteu.3oíuul tic’ 1 xx’isl es <.Iismoi.3f ítisut>.

íutciítaittit> luí cxist.oiio’;a- <it’ uuusa. lto>ja tít’ oií¡ut>io>s tít’ uiit>íí.it’uuttlb ¿uiigtuia

s<lbliít’ sí ciistoi:

-i 53
xxx -— ________

ti ct>s o (378)

(Yixiuiuítt’ííí ti a so>iuut’íoti tic Herr saFísiato’ lt>s tt’o¡SuePiit.3icuit 05 tít’

ilbiututí Ttt[ uisiítt.otu<’us. otius lo tuuuíl. >ai:=t<‘=i.Ititi=iu¡8 tlo’tt5i(i=1-tlde tii1>t>iots
st>líít el (liso. i salo tui ca Li it a u-<’5<lbh\vo’y la ctts¿itit$ii (:1.39) t’t>tí síu cciutíiit’itSuí

tío- íttíut.oní~o >a ~uítul>t <-‘uío’s Lvi. i’tiuicidíi %<, s - 1-Itt <-‘st.uí gotisiviol íÑí. la o’ítuuíoi<’íiu

ui<io>~>t ¿vi iuí Íoiyíívi¿i

- sus OX ¿L/P<~ + <5úL liv ~ d(/,4 xxx (1 (3.79)

(:1.80)
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xv = 2¡s + 2 (381)

lis. soiiítitns italiatluí puita o’st.uí t’cuuuít’uouí es iuí sí9:tsít’istt’:

(<.35
2’,> xv ( y = :3íís) oo>sO + .>~¡2uo — (382)

~ tos2 O

‘5<>> <‘st) <t5 it’. tía titi ti u It’ la t<>titiit’it>ii tít’ o’t>tit ou’ívic> o’íí ti ti fi it it o uit> agt>t a.

luí liilbt’ifulol it tit’tticiui tít’ st>iuutit>tst’s t’olbiísis>í’tstes sotí t’iLuu (so’ it’ ptu<’tle

it ta tui lt uu;oi soslí Itiotí i t]u It’ St’ 231131 it ci, el tití ti Itt). 1 ít’ísuo>s ¡s ío’lt’uitití

ti pon tu <¡tío’ it 4-u ti ¿30)11 /7-’: stus -cnt i luí í x. prui o’] los, isla stlblu ut’itnu ti i fit’t’t<

do la íyo—u-ti t ¿ti luí tas [20]:
tít i ¿í~ ícui lijo-o.’ =í’ <¡st uí 1 luuta is luís 1>101 uio’t]atlt’s tít’ tst a luí u í-bSuí . ¡-Vi

est us ‘u-íí-í-iois istlbS l!ltsi>utUituit>s ui Tu> iiíz¿ssius >ai’a ol.itt’iit’i Oiriu.3 t’i’j>u’t’sioii

¡>uííuu la olt’us.uiti¿ítl ib’ ííit,uiio’sitos uíuíguíiau’ so>Lit’ o’i disto y —u- O. huís luí
stsst;f tutiííuí tít’ ls>s cioísít’uíttus ¡ís’í’3 iíst’tíles tui la oauiuicit’íií (:11 1) t-.l>teiít’—
uN sois:

isl
(7; xv =--——- =- (3.83)

2 w u o’c>s O

-/ xv /2> ¡<2 t/Otu2 sin O tos O <T¡ vsi tui ti (3Sf)

‘otiío xíuuíos luí olo’íístlusíi o>lilo’usítiuí is ¡.3 o’íltt tului.3t’tllt’ iuitt’gi’;tluit’. =í.

oliit’itu5<i¿i tít’ ha cuJí> t’iiitlui muí io>s ti¿tt=iiluiov~ulftlbS tít’ lsi¿vio’l ‘e tío’ lxtlbu.3.3ulu’ <o

to)tiilT5tt’ ¿tI <usít>i (o> tíos to ío>uí luí t’xp¿íuísitut tít’ la tui> ijoga. t’ti <‘1 oi-íutti>t>

iustiui tít’ lu~ <í<<í=íiojusuíov Si’ u tuos a ptuu tusuitos tít’ ulísus. xo’í’siout ío’4~o>litt’iiisi¿í >0>1 ¡tít’- o>t it>s iíyisiuilisi.3.3t>s.h-tjtJ5 tít- sí’í íxltuíui;i tst ur sítííaoío>íu< so’ fiuíluí tít’ síu iío’o’lnu ilt>ru.3.3uíi

cts Li. t o’tuuiut oltí it>> Ouitia 1 í piicatiui a la uiuigiio’tt>s 1 ¿it io’uu : i>t~l.3st~!iít.3s 1>0.31

¡ti ííoní itt ti tui o’i o-uit it it> tutuigiucí itt> oteado> pot’ It sí uit si lío> tít’ ttiíi’ici sto’

itisuio> inc. Si so’ usuiuííiy¿í eh í>tuit’uituti ¿soMa-u íuiuui tiiíli¿í ttlbrifigutu-atiÓí.3.
St’ t>ilbt’t’tN¿i <¡itt’ (‘5 t’o~ttiNillt’uitt al ¡)iOViiititit> >t>i tutía iiojuí. tío’ iu.3t>lit01110lb5

stsutgtst’i icos ‘4-st s-iistíitltí- iltsilt>turst’i.3it’iifo’ >>~ el usuta tít t’t’i’tuitiuí í><>i ti

ti si It, -
tít luí ¡.t¿ícl o’. tI ><>tt’sss-iuii tít ituuist ]>uita uy ud atus tít’ 1< oit t’s ísíí¿vi

Miii <-viii tít’ Li t’t5¼itiouitít I~uipluits <‘u t’s¡>ui<ítí pl;iiits. í’st-t-ít¿vi tui cotii’—

o’siis-tuiílusio’s ¿stli;sí ííl¿ís. i’tíi fuíusíoi sss >uíttt’ itiíagit tui ti a puuo<lt
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t-tíiss;íieraoL¿s toititt> uit it>> o¡ttíuíh rut’xx’fo>tii;viuutí so’ ptut’oit’ tahtuuiuiu’ síuxv
sii’iisiti¿iti tii1>t>i¿ir síu i;zusuítioí la tot>ria tit’l pt>It’utt’iah thasit’a. Las ‘i’Nhn’t’—

suoltos t¡utt sí- <dci Io’uuu’ís st>i.3 coiiuit-itht’utt¿s t’tíus has xa ro’st’it;idas hiultul .1 ‘e

(Y¡ tít’ luí utuot ~ ~ iKei’u- (:323). \tit’uiíuis si o’o>íusitio’íaíuío>s. t’i.3

í>luíuuo. ti ptA o’ííiuu 1 tLu’isioti t’uit’yuitlti í~>í O) t’t>riut> ltut’t>l o’ tb1ítíluiu’. ue”uuif a
qtíí’ t-tntit-iolt cotí ti ptitt’iioíal tít’ t xx;st tít’ luí st>ltioitSii tío’ IKo’uu. Es íií’í’iu’.

ti í>tlbt etícía 1 ile t xx’ist <‘st ¿i gtiu’u’atlt,. t’t>ui.3tlb stuluutítvs tít’ La t’ttuaííoti tít’

I..us plací-’ tui osíuu>turu í>i¿vi tío. jní- tutía huo3uí tío.’ t] i~>tilt>s. sí it iio’tcsí’l;í’l <it’

í’ítuíííiu ;s iuictiií’s slt- sutuis uihlui isiíult i1ío>luíuitiuíol.

3.5.2 flipolo mao’net,Ro (le Bonnor

(lito> t’jt’iti9IoJ tít’ taioiult> tít’ ttii=O t[t’utsi’Lati oit’ uíboit.3t’ui> ti títuigí ít~t tv> tui u-a

it usus ‘o íluu<i¿iíí t’xuítí a ‘21]. o’oussí ítuiu’t’i.3.3tlbs huí. iuít’uíl t’ oiijitiiat [>81=1t’l tlii>t>lt>

liié5IN’ii tít’ l
3tlbisuitui [liSo’ fíat> uí tío’ tsuí¿i t i¿vitssto>t’tuíuit]a tít’ Btíiii.3or oit íuí

soiltít’íoiui tít LKtís. lot’ ti <¡tío í>o»i<’ííso>s tiii~ilt’au la luí iitiísií 2’ til>t t’utiti=i<ti

t-’i uí]>¿si’i atití ¡it’ett’tio’ri>t’. tít’ uíoííeí’oit> toití la íiux’usuíauícia tít’ <‘si uis fuiso-Lucit’s
ita o> <sic i;~lbou tít’ 1 suuitsfoiutuao’it>iit’s.

u-\uu¡it’¿ítit.ioi luí tiuiissfi>u’tuiuscíoii ‘<alice
ííuíoi¿ss tít iSttNi- l¡itolojsíist st’ o>L>110’lit’ luí

41-4= xxu- —-

($2

{r 5

_______ <1,2 +

os —— 2 sss s ) siu-V O t¡o2 I~

- (<¡/4»? 77

luí st>ittt’iois tío ix trí <‘rs t’t>tntle—
sigtuut’tiu O fiel Uit¿í

(í =~7Zt~~== o) -- -> 2<

2os ¡.).i

~j<)2 <2 os2 ) los2 O]

(3.85)

<‘Nf tuítu’ la ltst.3cbo>13 iutt’t-uío’uí o —

4-It’ La ‘-siulí v4t>tiosuistis

2 ¡¡sc
-:5 1 .> :5v

—- (3 ¿tis—~ 01

tíOs] ti íes tít-Ss st it iii y t5¡- u-:5 <5

¡Ji t’uitis[iti uii¿iíitst’l itt> NiO’uit’ íit’tt’í’usuííuuítloí >íí

t’5<,iiviP.

+ it :126)

íd Sigtuioi.3t O’ l><4 <‘títíal
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2s sss ctlbs /4) 2 tt o¡ o-o>” O
Cii)- xxx: = ______ — -.— (1 (:187)ts— tos2 /4)

lb tit>ííílt’ st’ tltu-Luío’t’ ojtic fuuuitolb luí iiit’lu’ita tonuío ti i>t>tt’ticial estuilau’

suil lslusi.3’ts las tt>ustiit’ioitt’s asilittí.it’uís paiui tuuiuí íísuísuí 2s¡s N iii ulttlbs.3it’uiIt>

‘‘ti ¿itt> 2ís ¡sí.ti tus u-

Si -t,uisitit’t’uuíuios ojsut’ luí tutú rica <‘síuS o’so’yít ¿í <‘ti tuutuis t’o>oyoio-ruaslas
liso> t’sit’it>ioluults uit’i.3at atlas utí o’sf lo> tío’ iXt’yt’. <‘tít ooco’s bis suuct’so>’; oit iuí

sut
1>o’s’fit’it’ 5’ tt tt,ui to><>utio’ii¿itla /4) >t’uttit;íis <¡tío’ iílo’uít iiituíuso’ o’o>tí lgss opio’

3 ít’íío’íí ¿igíltí >o>i¿ír r¿/’2 ——- /4) x’ olio’lsuí to>ouí’oit’uíuuoluí /4) \‘uirluiPa tío’ ti uí w/2
so>l>íí-- lus sou

-lis (‘tJuisct’ iit’ticia. la ítuuio’it’>ii t’tus/4) stt lío’ tío s;ilfo> utí tu’tizuíí’ ¡ :5v 1) «‘a
<¡tío’ ouiuisl,i;í sIl siguo> tít— j>osi> ix’tlb tít tI st’ui.3its¡>uitiolb suuilbt’iit>t (O < /4)

/4.) 0~’ ¡

uíoguí SiNo> ti! <‘1 ~t’uuii<’si>at’i<>ití lt’iit>í’ 1w,.
ilbt>u 1 iusttlb ti >ott’iit’iusl <‘soivilusí’ t’s 0115t’oi.31 uit> t’íí luí síuíut’í’lítit’ i xv t) ‘e

l¿í oh tío’títía í’ísf u’’’ lt>s «‘alt>it’s (¡tío’ > <suutul <‘ti luí o’uíu’us suu1>t’sio>u ‘e luí u 5 otít>r

55.5
[1] xv (:188)

t/ (‘050

Luí Fíuuíoittu >k~3 t1iit’ suít sf800? luí t’o-utacioui (:1<18) st’ o>i>t <‘río’ siírííuit’—
iiit’sstt- siisl it 55Nt’litlOlb tsp,--r xv ¡ts tui luí t’N1lbi’t’510lbu1 lbuil’a 4-<q tít’ luí. st>iuio’ioit

tít Noii’ (3M’>> 5.3] tt>uttOlb st’ ui.3olbst-yo <‘ii <‘1 uípuíut uitlt> :31:1.

1/4)

¿‘xv (í -— :íisjt’t>sí<) = _____ 50(0~~~~~~~ (3-89)
—— ti— o’t>s

2 /4)

1’?] tltuutt’iito> tío’ sitpt’u’lit’it’ >uíu’uí s xv ti <‘5:

<5 sus O tos1 /4)
liS xv -ñ <‘<>~—~ = sitJ2 vA” dO ík (:190)

(tui lo tí luí ¡ tt’iieii icus 1 títití= <lbs tía> os pal’ t’st;’ii si u’ la <itt isitiat 1 siuptí’—

liti¿í ¡ tít’ 15 oit <‘15>1> it tutrí it’> i <(lb ti t’» i ¿i fu tu’ tít’ ~la st>i u lt’iO;il tu jii>i2u1’ tít’

I30lb1-itioi. susaistítí luí L’oí’íííííia :i.7sl

SS> (5” t’t5~ /4) —- O>— siuí2 Qv~/-2
mx —455 i’t55 1) :í ti 1)
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¡ -<‘-u i tít t’gí’a¡ ojtn’ oio-’fiíío’ <‘1 tutt>ttit’tit <lb tul vii t’s t’tuisst’iiítuíl O’ N tía í’i it’—

sil 1> uitlo> o’spo’suitlcu:

y y2 u- ¡u- /2
II xv ¡ jí/~~ xxx. ¡ / dO (usís siíí /4)) xv 2rno> (3.92)

I>’s-os ilesa [os!’>uíis¿ítiauist’sito’ luí. ltuo’usl.o’ so’ tui>it’u.3 t’tí ííííuí u’ogíruui oio>ruoit’ la

sigi-í¿sf íuu’¿í tío’ a uittúf rita lío> es ha sustí¿íl (¡>0>1’ <‘j<’ííípit>. o’i ¿iuugsulo> aciuuutul al

ó tío es utIsus t:t>tut’oit’uius.tiut o-’s
1>ao’iai . lo> opio’ sPt.3N’t>t’8 ría la exis> outo’ía ole

t’ssi’«¿ss ttiii~stsu¿sit’s t’t?utatias), utuí los osuuíi ssí ititt’í¡sio>uucitíst 0tlbtttO> liit’iito’

l.3idIt’t’í¿31 t’o’uiliuú¿iiífi’ fjsit’;.-íuíuo’iito’ o’s tío lamo> tutu >s-a.

3.5.3 Solución dipolar de Zipoy

(<tasso cí<‘río- tít’ o-st us soccioStí tL<’tiit=íii=uuí las uí¡ulít’at’ítutit’s i>iat:ti¿as t¡t’1

losytiuuijisiutts It’ cí>ussfi’títtíruti tío’ oio’íísioiuíoio’s suuíuo’iÍiti¿íi’s tío uutuígutit uuoLo’s
Físicas tu >o.3l¿í u” líu< ltíiuuios o’i ¿alt’uíht> tío’ la tlotisuoiati tít’ íuíosíí.ío’síf o> do’
u usasus tío- Li Is it iii o tít itui u> rí tít’ Luí. st>i uut’it$ui oh po>lut u’ do’ i-ií>t>>’ [1.2]

las uuíot rio a’ tít /ipt>N o’o>tíst itsux’ei.3 sutía <luiso’ oit sositut’ío>uic’s <‘su ¿itítas

tít’ ‘0=3<10> (‘0>11 5uilSt t uia <uxiutí Nt >~>t t8uitt>. o’st aii íuío’iuuítias tít la st>iuutit;ru
getiosis ¡ tío’ \\t Nl

¡ ti uit s t ¡tít 1 t «0)1 t it <luí ti ‘e el tututípos o’leo-tu’o>iíu¿ig’iiál ito> st’ =íitulaii . ha
511515>2 t’t’Tluit!t>il quío’ lia«’ opto’ yo’s<lbiN’t’U. sí íi£i¡stutít’tuitss las o’tj>tlbt’oit’u.3at]uis tío’

ss (260>. S¿i.ilbit?iut]t> opio’ luí uíoo’io’ia.t’íoti O’5 t/ xv (¡/4 - (st uí. t’t’tuat’it>ui
st ~>sit’tit’ tstuii bit’ s’ouuit>:

(//J
(it (¡1v -+ ¡1” -\ *ííl xv 0 (31)3)

1-ls tfi’oír. las s’>iu.ucíouío’s t’stat tuis uxxisiiyto’tcio’as o-it’ Ya-oit> st’ <>1>1 it’it0’Y.3 8

lb¿tu’F y tío’ stilittit>tits tít’ luí <‘o’uíuitíoíi tít ¡ ~uí~>iuit<’1 í’ioiiííso’íusíoíí¿íi tt’oluutitiui:

~¡» 4- (xx ~4-=/4. xv]) (:32)1)
/3

¡ us us pus total e u.3 uialosgía tul ‘e ti t’=tstsyt’i¿i.l iNist u, x’ t’i taso> <‘¡asico> t’s
t?tit4auit>5¿i. «Ji tillO’. >01’ t’jtu’i.íí>lts. lus. il!t’l litul tít’ St’iíx\’aPzsciii 1<1. t-tsu’i-o’sjst>it—
slío’ísi.s’ a ííuí íiut.isrui>t>io> tít’ mnuisa. ~ >itsxít’uit’ tít’ luí st>iuioi¿tii uiit>utt>¡>t>iau’ oit’

luí usítí t’í’issí t’sísusososíí o pst’ cosístisuoo’ a la íuuo
tt-í’i<’a tío? (‘tít/oit Y liii cuitiulsio>

l¿i st>iuioio;ti t-i;is;t’ui >~‘~> el ptÁtti<’iuil uuuix’itusutlbtio> tít’ tísius x’ai’íiiui fiuiitui
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iso>í 5 ítís.fo’lst’us ti <>5 íuu’t>Ptlbí’o’itsííuu luí líiuio’iosi /4 =it¡t’tii=tti=i paí’ui t’t>iiSt tun

i.3iot-Ptt’¿l do’ Sciu«s’uspz.st’ltilol.
Luís itt’> ricas tío’ hposx st’ (‘0.3 Vi’t’si>olbi.3<iO’ti otiuí t’stui suulsfuííuuilius oit’ la

clase ile \V’«i st>uist i’tsí<ia a, pat> it’ <It’ soiuuoítuiit’s tít’ ha t’t’iiatui>ii tít’ ¡-8 pL-itt’
cuí ttso>rtit’iiatiuis oslo’t’o>ítialos ac:isuil ¿idas { s’. /4) } t’uí «‘<‘y o-it’ tít t’ot.3t’dg’itui<iuís
lbso’ultit>o’ilílítll’icas Ip.

(s
2 ci2 )<rx+2í’í’j+íav,+co>tOí1o xvO (:195)

xv s tt>sO (396)

p xv ~XF2+ ~ sus /4) (397)

tii>tiiit’ ti 15 ilit=5 t’tlbt.3Stuiiilt’ N luís t’tít>t<lo’iiu,luis N’=ti’íautt’uil ‘0’ ¡(lbs botitos

iíus.líii uuuílt’s:

O y < -sc- O <6 0 <6 w (:198)

loa i-t’i iris io>s suu<<’so>s <¡<‘fi o ido>s í>o>u’ luís o’oo>u’ticita.tbvis (1 <S.s’ xv 0,0)

‘e (1 t s ti. ——O) tit’íít’uí las tutisrutuis t’olbt>u’tlei.3atlas <it’ \\-t’s’i. Post taisto.

lo>s oit it’ uit isísí 0.35< <‘it ‘,‘o¼<tío: iuttcutt ai’ uiitt’ri>u’o’l =itit>iit’5 titas so>físl <‘¿idas.
1 a uío>í aí ít$íi qtue esl.-uíuntss tu> ilizatitio> es la e¡t.3[>leaoia t’u> [38] t?ui luugai’

tío’ tusa u ti <ííigtího> ob’ iaFít tít] «- luí ttuolbu’tithiatlu.3 is. reiaciou.3at]a (‘tlbt.3 t’l i’athio>

¡ ¡>ou Li t ~í>t<’~tt>uíf xv C/ l<S~ 55. (mt’ sUt’it?uí t’i.3.3Jlbhc’=it’5t’ ¿cuino’>

tiui.tlas t’slu.it>itlaio’s uit’i.3uif uítiuos (‘ti la i>ii>i ít>gyaliuí. i)o’ esto’ uuío>oits guuuía.uuíotís
o-ss u tsFoiísytT.¿vititlbít. ‘¿25 opio’ <‘st uts tt>t>i’tlt’ii¿it¡as 5’. 0 st>n uísiííl <st tt’atuto’rtt c’

esltCcYas.
i-~-ís st>l sstiosís<’s <lo huí ecuiaoio’lbut tít’ l~uipiuítt’ otí <‘si a-s too>rticutatlas so’

lbtio’olt’ui tst’i il>ri <‘it luí loisiu.3t8

xv 1(’) p(t’tus /4)) (399)

««iitit’ ¡< tít’títs> 21 <‘1 t’ulO?Siutt<lb pt>liu.3oiiliti tít’ Lt’go’iltiVt?.

lA iuitiit’t’ si «=tt’iatío <oit> a- iuil~iui II o>< i>t’it> (‘ti <‘sI 0’ 8j>8 ptatlt> ittss uit <‘it’—

sa rt’tíío>s .305V luí sosí i5tTOtt (‘0>1] 5> xv 1. 0111< ii<>5 pt’uuíuíu o’ o>l>f vu.3<’í’ la lítuuciotí

1 - >21 vi luí í s io’t í’l cus ob poa í tío’ Li PO>’

ti
1 xxx —— —— uís’o’luísí(— ) } tosO

5-

(:1. 1(10
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doisolo’ o os tilia itlbuist-=iiutt.

I>=iU=it?i’=iuitlt?5 t2tlt>u’o’5 tít’ Li o’os<uyoleiuaola 5’ esí a Físíst’it’síí st’ t’tlbitih)t>i’t=t

colbílio tun st)5t’iio’iuii tiij>t±si’ tío’ tui¿suiit’iit.o 1) xv 5

- u-~ ~ cosO Mi
/4 —c ~,2 - + CI—l

3 y—
(:1.101)

Lux. so’st-so’íitt’ tuíioícsíí titt’f-ruo’a . ‘y-, otsiquut’ lbs ¡it uso’tt’sito’tibos es:

(‘5~~¿ ?$ O) -

‘9 lb
2 ~ = ~2 luí2 /4) [uíí’oiuíuí(-——)]j

(3102)

a la tlttltilit:at:it)ii tío’ stutt’5tlb5 i<’;tlízuítiut. sos¡ut’o’ ti <lIsta> 2 xv U
E). luí fsusioi¿ti 1’ sílIce tuusuí. ohist’tsuut iisuitiutt]:

¡ [~/l
[1-~si’ 2c cosi) xv 2¿~ = 3103)

(:1. i 01)lis xv pO -—21 - o’1~ tít)

55 xv )v~-, (310-5)

Ilbtt. tui ti> <> t 1 >yt>oluítt ~> U u u- d»t-dS’. o
1uut’ uí pauo’<e t’ís la t’xpu’t’sidiu

(:161) psa-tus íuí tít tisití íoi oit’ ilstlbrtat’iitts do’ íísasus. tos olo’j>o’uuolo’ tío’ 1. tt>ii>=í.<‘1

uiilstsits Ns.ItJU a i5iikt5” luidos tít’i <Listí> ‘e la uit tgt’uí 1 quso’ do’íííuo’ o’i utttlbtlt<’itt o>

oiiísosiuss tít’ ssa><s st í>ssto]o txi>i’o’s¿iu’ st>íííolb:

o/Y FI ~]7 ¡2’ 0,.

it itj o/¡s ~tt 2 cdo
¡ o

2
Y’1—;’

2xv ---ca

asitití,tit¿i tít’ luí Sitj titul N’ ti o’ittiltillolb <hí l’t’i’t’iit’ial tío-’ íhij>ohot
t’50 ti llbi 1’ 4051 iiolb:

3106)

la losuitia

st’ isiit-’tlo’

1 )t’i >it it>

/3 -~ 1 5 :5

1 a t’i
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t/f) xxx ~— ¡n’ 1 = ~‘tdodp /43107)
(5—

ls> í rt’síul¶ atio t’t>iiit’itle t<lbui o) <¡tic sí’ <>1>1 ~ouít’ <‘ti [-1-1~. uíilttt¡ílO t’i.3 esa

ytií’ue tíoíuí solts sí’ líact’ tutía iuttel’i>i’o’tat’ioul i>uís=ioia<‘it <‘1 s~ííutl uío’wt t>tuiaitt>.

síu ií¿íí.o-í’ síuíuí jíístifio’uíoioSíu uo~iuíti«xistuu.
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Capitulo 4

Soluciones exactas

4.1 introducción

<‘1 t-uii>ít.illts ¿iii? t’u’it>i st’ itt ¡izo> luí sitrííuhifio’ao’itsíí <leí sistt’tl.38 <it’ <<ita—

tuotites o’ruissisl <tít O’ <‘it >i’t’st’uit =íV ¿vi 1 —ftlbitui=i 55 (0)130> ld>tt-’ ojo’ olt’fi>u’tataticuit
ti-ya olbilbt.t’ist’y iisit)yti.3ao’io)ui so,i>u’t’ luís Fiío’í.3tt’s itiíisii.s.3as tít io>s o=lt.3ipo>5oit’

luís so>iiío’íoiios t’Nuit’l-ui-s tít’ Natítv

tu sto tui sí> tilo so’ isuita tuso> tío out tas tit>s sitt.3h>iifit:a.o’io.3ileM putí’a o’x—

t.tiii lo u ] í uísíiíuss N’ui t’tlbut<lbt’ioiuis tío’ so>iíut’io:íties tío’ oxuto’> uís o’st atíouíau’íuís axí—
siuutí >511 a N t’tlblíst.ti[lt otutus tititN’=t.

1 4=i u’ tít ‘g siitiplifit’¿it’itsitt’s <¡lío’ st’ 5-att a Fiat at’ 50>1.3 oit’ it.3tlX-’ tiifo’i’t’uitt’
fuioitslt ¡ it t <it <‘lías otítísís> vi <‘ti t’sou’íi>ií’ ci sist.o’uuua <‘xt-t?tit>l ycfo’u’iolo

=3. ííísuí t-o’t-ruuoiuí ttuNui. tt>i.3iptlbiteuit t’ t.t’li.3pt>ia.i sea it-u-tul acioi.3uii. So’ fíat a.

1>0 i;stíttí. ‘it’ íutíuí siiuií>iiliouioio$ii sustot> reus tío-’ luí i’t’aiii.atiut. uititt’t’io)i’uíi<’iulc
(¿sítíuluutíicus <~ (‘St «‘t’¡ do’ s) ‘0 po’u’itui> 08 t’st’iii>ii has i’t’tt8t’itlbt.3t’5 tít’ luía
loiti 123 it huY ¡>8 tctit]ui . lo> esiusí tapatitau’us vi u-a ex> ‘istiei’ it’siílt uíolo>s a.ístt’—
‘tiros- isasati<J5 <‘su auís¿ítz<’ líaitíl sudes.

¡ u-it sl’O!-tiii tfivi Siuii[>iitIt=it’it)tt tt>iisistit’8 <v’tt ít’uSii!.¿ii Ituta 1 u’=ut.3sitlbittu=hO’it)iu

tío ¡ glbso-it> y itous-l tít’ usío>dts <ítu~’ so’ tiiagt>tíaiiz.o’ ci t <‘tisolbí’ t’ilo’rgía—tutont.3eiito.

lIsto >t’i-i uit tus ííísíst.íuíc luí í’t~tuíx¿í it’tit’ia <¡tít’ exis> o’ tul st’ tus tiilt’t’t-’itl es
iuist>5 <it tui uii¡st>s tiO’ttl’olbuiiuWt.3ttitt>s tt>li 1111 50)1<) iitx-’uii’i=iuit.t’iu-<>io?¡tty tutuit>.

( ouíííí.> tuulesí ;i oit’ tt5uuut <‘Sí t’ sist <‘iuia <it’ toúO?t’(’tit’i8 ¿Mi t’i’1i8 tiso> lbtit’tio’ 5<’]’

usu ii:’¿ítit, sí’ xsuist ituitÁ luía luiuutíiíui iitít’N=i ít’ soAisoit>íío’s t’>&tt’tas =1paul tu
tít’ stsliit’it>sit’s tít luí t’tsiuitioti tít li’ií’t>itii.

- 1v
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4.2 Formalismo irrotacional

4.2.1 Ecuaciones de Ernst

Olbtlitt ‘0=5 iít’tííoss uítítínoiadru. <‘tu <‘st a so’ot’ioii t’st’í’íiuíreuuio>s t’i sist ciuia ex—

otit>s tío it í ít’io>íío’s t’ís. tui ro’ft’í’o’uít-iuíl o’íi <‘1 t1s.ut la s’o>í’t <‘itiatí ti’ 50’8 t’<’i’O.

Istos t” ~ iott assio’iit e t’o>io¡>at il>lt’ <‘051.3 las t’ttsat’it,itt’s. <‘rut-tao> Olbo.’uttiíui ¡.3a.ra.

t¿i-iit]3t>4= itt N atuos it> tiecFrou.3iaguiot-ic<.3 [16]. [17]. Polbí’ sollsítesto>. tío> os

Pt>su fsl t si o uit’u-ui 1 >uiiui Tílí Iltuitio> 1> i’u’h’t tos stuts ~>aíuvi<‘st <‘ luí N’Olbt’t itiolatí
luí i lot tui itit;ti est.aus tit’litiitluis sus libertad wisigt’

5 t t ti it ‘osí iOs t¡ itt’ <lot t’t’it.3i u i=i1.3 t’l llbt.3t>51 . <it’ tui u-uit i itt it) A. sotí ¿u líoíuí

55 xv tossls A ss + siííii A /4)1

xv siuuui A sí —4- otushí \ /4)1

1)

(-12)

E y—sc to>sis A 16’ -— siuí Ii A -í- /5’ (13)

15 vsi t’o>slt A U’ + sutilí A * E’

<‘0511 A sitilí A ( 2u’ —— /> ~t+ otuslí A sc

(-¡-1)

síus it
2 —\ s’ ([5)

‘u tio’spíio’s tío í-’st a síiuuplíli
it’st>l «o’í’ st- í’tl sití us.:

(¡/3 xv (t (-1 - /4;

<It> xv O (17)

(18)<¡-4= xv (/5--- 2t¡) A

-56

II * ¡ xv (ti = 1>) < (-1 . (1)



—Ii

df xv—-fl Aj -—isA *j (1 . It))

di’ ~ —4-2(5-—os) ¡\ ~= xv ——21/’ A /

dviu-t’í+/sAvi’ís= >-~A*sxv [Aif

(1 . ¡ •i)

(112)

¡:1)/5—j— 1> A vi/> xv O

luí> t’t-iiuscitsuit’s ( 16 )—(-i.9) st’ >tit’tit’ui iiito’gu’u.3s <‘(>1> luí iuiuit>tiu<i-ioui tít’

ti tit’N215 ¡u

05 -v:5 0//4 (iii)

¡5 xv o/tít ¡3

* /5 v’ --—[5

4= xv ¡30

MIT;)

(1.16)

(1.17)

liS)

I)o’ lus ttii=stbt)u5 -1.1 1 o>istt’tit’iutos turuuí <Ii l’t’u’t ííoiuíl t’=’uío’t.us o1tut’ oit’fiuit t’i

i>t~si t’íit’í;íi tío’ tit’lo>tutt=itit}ui í, . t’uí =5tiutlosgia tolbis t’i i>Olbt t’ttt’i=ii<it’ t s.«ist

(-ii II)xv ¡tÚ 25: ~ .~ - 2 II> </qi

Y t’t,sisi u-síuí’ <st ‘os sos> t’uttiuíi tcutts¡sit’jos y síuísíiuíí’ di i>t>tt’iso’i=ii tít’ iJisísí

¡ o/si

xv -‘ -

-1 21)

(121)

$Ái suíst it uiiutitlb5 LIS itt 11(1. t>h>t cticiiit>s iii íus o’tu u uícíott olol ti ptlb Oit’ ¡8

It ii usí sulla ii i>i>tt’i}t.i=ii tu
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diii + 5 A *t/xp xv —---~—- {dq + 2I’~/t } A *o/tl-’ (1.22)
Rs; + ol>ots

la t’cuuuit’íoti t’ii[ít.íta lbu.3i’uu ci íutlbt etutiutí -5/ so’ o>bt io’íuo-’ co>uuuinuiauuti<> luí

t’t’iiustlt>ii =iiit<’iiisi t’t>ti las i’o>istiio’it>iíes tít’ iiitogu’uíbilitiati ¡>uíí’ut (-1.1-1) ‘e

12> ‘0 suita s 4-St y

tÍt di1 - ¡u l-t-/s¡ -xv Ni; -+ ~ {dq + 2’1’li~V /-t *dq (¡23)

¡ >5,i~ 11014= t 11,10 50>ltO5 titito> ttsii luí t’tlbutditioit soLio’ las t’otsit]tusaoias

—to/j~5 / it “isuuto ti ti >t’t>l>ltiuiui tío o’uicosuit-i’ai’ soiuucit>uio’s t’stat’uolbuiat’ua.s

i’tti,it lO>iit 4= tít ¡ ti 5 ti utuifis (2.69>. /42.T0’J. I6uí t’stt’ íí’l’o’íoíít’iuui luí uuít~t ita
“i’ o “t luís’ tít is ~t’uí st’í st ti su-tu sus:

— si..—~ 25 /~2 v2t[2--’>¡2 + t/~v/l~) -+ ~‘>2(do —4-0? //)2] (1>1)

luís líííígiolbuít’s tuít
tt ricas /4’. 0?’ —- so’ o>l>tití’tíouí oit’ l’ou’uiua aioo’i>i’ait’uí. o>

~ istuitiu’a Ití las:

- xv ——~77 + ~iitu) ( ¡ST;)

<-/0? xv —<~~‘ (2/tu *dt = *5/5<) (1.26)

<u AS xv -u A tú + --s A A -+ 1 Af (-127)

t/ ¡~ *5 u-u- —u A tú -1--- s A -*Á +j’ A *f (¡.28)

\uu.3lstus si
5>0 oi<í” tít eotsuít’iosutts. luís o’o’uuucio>uíc’s <it’ Jji’itst. ( 269 )—(2.70)

Xx l.22j—(-l-2 1] 1 itiío’ss lus uííisuííuí ltuíutt¿í. oit eí’í’uííuíl>íuíuuoio> 5? lbt>í’ // ‘0

~uosí<¡1 “tus ísuilsau stí,o existe sirsul síu> 1 tu tít uitia <‘5 t’tsuitiidui <‘ti t’i siguo>
ííít’uítss s’scríiíí tít] íiitt’ tít’ luí tiosi’iíia tít’l o’aust¡>¿t <It’ JKiiliuug i’<statíolbi.3uii

- 2Mxxx ji 0 5,5] t Osilití =sp¿ttoco’ <‘it la tlt’liuiit’itsii ¡it’] íít>ttistiuíl y. Esto’
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os] sus—aSif4iíOt ¿3 ¿u 1s=ii’tE’ t’t’al tít’ 1/ 8 50’!’ uit’gat iN’=í tít ¡0)h~ t’astlbs tít’ itt <‘i’i’s
lísio<s. ¡ >t’ tít to uuit>t¡ts. <‘1 t’autiptlb tít lKiiiiutg ¿efluí1 st’uía tt’iítpt>u’¿si. Bou’
ttlbusl =1 2 l>1~~<~~’ 542’U llbt>sit NO <5 tt<’t~¿3t iNO> u-\Oit’tiiÁ5. luís t’t>usti io’ionut’s tít’7:

ilbí ¿-it i it títí =isIi t-t>t 1<-us >8123 2] ‘e 5/ 50>13 liast =iitt t’ iii [t’it’ttt <‘5:

~ sbttí O -~— O] ,-) (1.30)

-\uítit¡itt’ l¿ix t’o’síuít’Iouít’s tt’itÉ4=Stiluí tutit’ti-ía ítst’íiiui. ltss i>t>tt’tttiuiit5 1 it’!to-’ti

uíííí« íiilcu’o’ístt sis-ut:Iítuítits. 1>t>i’ ijt’uii¡>it. uiiio?131 ras <¡tío’ <1> es o’o>uísitio’í’¿íoio
<‘ostí í~.í síus í>~~ <‘títius 1 t’so-uíiuí t t’lt’t’t ut>uuiusgi.3ttt <‘o>. tU t.itilb~’ N’t’t5t’ t’O>iit<lb 8 0’0>itt—

~stíist’uttí’=555=11tít’ liii itSttitO’I=ii N’t’tt.>t’.

St ]i<stit’i¿i ])l’tis=ti’ tui la síoi:sii<’uito’ 4 u’ulitsfo>i’tt.3ult’io>tt ilbuitul gt’uiot’utu st>ist—

tlt>ilt5 iiiit’N’=15tít Nuscio> t’it’tt sosiituu<’uit’t itt>. tt>tattlb Ilusa g’o’utoiutlizatiol} oit’ 1a
-7:

-io;] x [l’7]:

4> —~ tu (-1.32)

Poco t’st a tus ussFo>riítuío’ií$ís t’tuuutitít’iyíut ;vi tité> ui<as tío> 1/sitas uí ríto’i.3os

o¡utt’ la Siíjit¿it tli25 tít’ luí itjit’tuica <-it’ putu’t ti 111025<’ (+ = —-—-—). sa ííít’ íuttiuia’
ti si4luiituito’ <‘a iiilsít mit ‘o’ luís tíosíuíuuís tío’ 0)5 outtííí>o>s tío’ iKihlií.3g:

$1’ ~ -> -<2 5~’ (1.33)—/5—o

Lot uní uísuíu’st. in<’t’ í¿-ií’8 (liii t’iit’t liult’N785 t’t}iiit~t>tit’5 21 isuii’t il sít’ i’t’

a

5 oíso’s si’t>itilíiti¿is tít’ o>t unís «-=irittiatii’st’s¡>=io’iott’ií.iilbí>i’uuit’s

4.2.2 Extensión de la clase de Weyl

ti i>i5~’i itttt’íitos 1e ct>ítstrtiii’ íííut’vuís so>iííí-i>íso’s tít’ la~ t’t’iiatiolbutts tío’
i~}itstt’iut—Muts«s.t’]i tt>ii tI fi>u’ttt¿tiisiuio ii’i’t>tuit’itut¿il pust-tit- t’uiipío’uiol ti-st’ ita—

t-uí’íítltí uso> s]t’ loss ¿stsshtzt’ o~uit’ tutu sitio> uit.ilt’s >2323 i’o-stsl«t’i luí tt’uíacío)tt
tít’ h;t’tist st¿s.iitlusiol. Puitui ctuutst’tiYuiy so’ pTut’ílc tíos> ial’ t]Tit luí lali.3iliul oit’

tít’ t’it’it ioN,—su’5 í’stuií tos [1] stit’tfi’ tNtetitlt’í’st’ a uitií’\’uis s&>iuí<’it>uto’s.
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ib] uííísuuí-z tít’ \Vt’«’l. o’í.3 l’tuiío’ioBii oit’ ioss 1ststt’uio’íuiit’s tic iti’u.3st . suup¿tii<’
Ii tui i lt’llbt’uitlt’iio’ius It ltlOlt>ii 211 <‘itt re ¿ <y ti>. t~tut’ alsola 5t>tt yo’alos ti) teal

5tl~t>uit’ íttíuí scíisíti¿tui t’io’t’tit>stuotuo’uí. lu.3s uuia”iut’ttsfat itas so’ t>lst it’uií’uí Iii—-t

s’íaluíst’uuto =1vrt u (It? <-‘lías):

‘¿si o-’ us tísaf ¡ tt>uit]uioo’ uí, oiolbs ecituiciones. tP~o’ [lbtiO’0lO’Ii iuito’~’i’ai’”t’. ft’—

tii<-’uítl~ <-‘Ii ouío’sítuí las ttlbuiOiit’itlbI.3t5 asi;uto~t.it’uís (-i.2~)):

Y(ols)xvO.v~>o2¡ xvl=2t(1)+tllb
2 (135)

<lojítolo t’ es lila t’tsíistausto’.

+ 201>

ti o/ti> + SA *</O!?> xv -—- dtl) A tUol> (1(6)

tus t’i’5l2í0’iOIi <It- ¡ a placo’ i’t’oitít’ida.:

<1 * dV + SA *o/Y u-u- 0 (1:17)

ssí- usíetí jo> tít la sís-utio’ist<’ ieluitio>it:

1 —vA’’ ( (t~ —1 }siuui«’ Y <-2>

í ¿y’ lt¿ttb?Io 25 xv{ ~<? c
2)sii«2 p~ xv

1.38)

[‘sí aiisuit¡ 4=titIii<ii ilbult’o¡o’ usislicauso’ t’í.3 luí l<>yuuttuiat’iouí iut’tstuititsitai <it’

los <‘Itt> it>N’¿i.t 4= ‘5 \usuuiít’ttio’olbs t’s> ilt’iO>t18 10>5:

-q xv q(t) (139)

--ís t’cííui rute” a ia.s t
1sit-’ t’st<’ uitisuíti tO>uioitl (O SOlbul t’Iuto-’u?il.3.3o’i>tt’ sutil—

luíí’s’s us luís lí’l atis;ít ¡ <it’ \\‘<‘«l:

xv O si> (32 —2$.’ xv 4’ + 2<’ tu = ql (190)

2 o- = 2 tu

8 2 ¿tu =1v? di’ A dtu
ti * (¡tu + /5 /~ >~t/tíJ xv 1)
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i>t>r íuíz-tsuít’s Físicas o~íít’ío’uíío>s tjs.ut U -~— 2t-tF = tutí sta >t>sit «O> ‘e (‘5>0>

salt> suíotlt’ htsgíatsc si 8 —4- ~ sc’ 0. Ií’uíií’uíoio> <‘II t’iutuif uí tst a í’est iittit)ii

lt>s tisstlbs
1151(tlbs 50’ l’O’t¡is(’t’t1 ¿3 st’>lataitutt t’ usuit>:

ti> v o- —j— ~ > tú tuitulí ‘u - ‘ ~s’ scsi (t’ -4— ch tt>siktí Y (142)
/3<

sit’iit l~ Y - itita «0V iii¿i5v. tilia 50)it.it’iOtl oit’ ¿vi t’tsuat’it;3.3 tít’ hai>iat’<’ u’etluuoitluí

it fis =iuitti’i(si’ tOliust’iOli so’ oiotluío’o tjSue ~>2< ‘síul ustostatio> suuí>o’—
íit>i’uuitíitt’ ]stt¡ NL >053 fausto. t’st¿is st>luut-ítstio’u. uso> P<’<b-’i st’u
¿isisilil íouíííítuíí’ ,lusui¿ss. ‘ea <¡tío’ luí uit~u’uíiut olt’i tuíuís¡lbtlb tío’ IXiiiiu-lg axiutí oit’bt’

tus ej itsjiuiitos. lIs> uí fauitiii;s ístsois’i=t tít iiiy=si’st’i>2t’~~ tO’l>i’t’5t’ult=lt’xx

íísí.¿í u’v-jhíí’io>> ío’usí~st> tlo>t atio> tít’ tuíuuí~so tiot’t.iíto o -> itt ut>oio’uí sio> >t>t’unuioutt’f
» [‘uit-uit t - si a u tta=i¡ 2i 1,i tjiit’ 11=51luía tít’ ~>o’gau-st’.

4.2.3 Extensión de la familia de Papapetron

(it í-í.s aussuit Y o]tlt s istu<’oi<’ t’yit’ittlt’r uí <‘st o’ lt>u’tsíuí lusnio> iyuot 80’it>iiut 1
el It’ 1>uí í>uííst’> íi’>íí [-IT;] ísai’uí ittét iiouis tío’ «uitit>. Siguuitistlt> [5] í>ooio’íuuoss

rs’tsíIil>iylts ts.,uuio> Iuilul stui>osio’ioti oit’ tit’¡ío’titit’iio’iuu bttitít>uta 1 <‘u-it it’ luí írtuut t’

u’t.-’¿-tl t- iítuts=:iuiuiuiuu tio’j st>> t’uit’iui 1 tít’ I’vi’ta5t

- ¡y + /4v xv I’(\~) (-113)

la ]suíí’ti’s cuíí o’ iuitus~fiiiuiu’iui tít’ luí t’o-tuust’it,ii tít’ Fluís> ilitísiitauf:

o
E u-u-yO’ + 2c \—— (-1>11)

sit’isoií> t su- t-isusst uíuul os.

* s/\ -4-5 A *í/\ xv A *(I\ (-1 - iS)

ts síu síu tuíí’ =1 luí opte st- o>i>>uu «‘t> al tít <‘guau’ la o—Nt t’utsi¿ttt tlt’i =l-taSdtYitít’

1 i~ 1. I>~ i>tn f ututios. <‘1 >o>tt’tit’íuui tít’ t\\’ist 1 <‘tío’ la sígtuio’uít o’ ex¡ro’síoui

cus ]uuííc;tsus tít’ ííusuí st>iíitíoti uii’lsiti’uit’ia do’ la <‘t’síuitíoui tío iapiao-t’ ro’oiuuo’ít¡a.

tiiiuioí isit>ti;-í u u it ‘u it O:

-— + s./t’ —í— o’2 tatílí ‘u -lo;)
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¡ )t’ tiiit’N’tlb Li t’t>uitli<’ioti o’ + 77 > O ita tít’ i~ípt>iiti’st’ po>U t’¿i/tsutt’5

bsítuss. ¡-‘1 pí>to’uioiai tío’ l?ritsi . polbí’ >uiiitos. ustlt>pta luí si’~uuit’uito’ fi>u’uii;i:

u-xv ¿‘+o<co>sit<Y-]—ituíuíiíY)+o- (1.17)

Si uíi>ii<aríios oste autsat z- usí Foí’tísaiistí.io ii’utu at’io>uiai . ~ -—25 ~u-

o’íí «-o--; oit— usí iiuiiuit.iua.i lcíu’uiíuíiísuito tígiolo>. luís t’tuuat’ioííes t it’íio’it la tusistuta

[ruíuííuíx- 1 <‘uit’ usioss. sosy tautí o>. o>tvia luí u.3iiiia oit’ so>luuo’ít>uíos:

qu-u-vvÚí~s~c¾ot>shuiY -—k nt] ‘u) -+¡o- (118)

u-235 íuíísuuuuss tt>uisítieyuicíotít’s st>iiue luí lonuuta uisíuiltst tui oit’ íuí t’xlt’itsiitii
tío’ \-VON-l t’t’alizui.tiuí cuí <‘1 us >a rt utolo> a tal o’u’íoy sosí «‘alitias 1>21=1 <‘“tui tyg—

t.o’tisio;us It’ la Luuítílíuí dt J’uí;>a¡sottt>st.

4.3 Diagonalización del tensor de esfuer-
zos

Lois í’
4uituilbo- t’lt’t t to>iutagiiotu< <>4=0hÁsio 0>5 <¡tío’ tos si’aui tío’ yauiuat 0)11 )tu(tit’ui

‘ugt’ tui tasi t’eicu-t’ íío’iuíl <‘ti ti ¡iuí’ ti to’íist>i’ tít’ t’sbut’uzt>s <‘5 tliuis-o>tiai.
tit’5¡)i5t5t it’ io’¿ilizusu’ tlt.38 ttuit.3S-loitiiuio’ithtt tít’ iÁ>i’o’uutz. iiuii>iio’a bat-tu ustulo
o’] «i’t-f o>c tío 1 tiN uit iii t’styii>it-’iudt> luís o’ctuusoíoises cuí tuis u’eít’u’ouit’iai oíl

<‘1 t¡ust’ t’i tututipo tito> ii <‘0.3 N’ uuiagu-lt’tutolb sol> paruuit’lt>s (si ti iuí«’uí íiuí tít o

i,tst’euit¡ /6-!? ostlusí tutttlb tic E-o-lo>) ci cussioeiuíuvfis tuito tío eiioss (si 16-1.? xv 0.]
luí s 135511<1 iii upiulí 08010)tí ¡>uuo’o¡t’ =í>1 icausí’ sí ti peutí ola- ole go’iío’í-a í ir latí

cus ‘tiutí ]N’btiuiii u-o uit nl. (o l’lt’5 p<isoi<’ ui ltsiíi¿ít’ it 1’ 1? xv t’ti t’i sisltut>a

o’xt-t’í’i.si- \ 5<5V 1 ¿uit-o, <‘sto’ qtíttlus tít luí sigtuít’uití’ it>i’iiiui:

t/!> xv ti (19)

do —u-- it’ ‘Ns (950)

xv /5 = 2tíl A -~

tui u-u-u- =(/s = ‘>i’5 ) 55’
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oI/ xv =ts A j - s-~ A *j’

dviv/ xv (os = 5) A s/ —4-jis A ~f

ti * (u’ = .4=)+ 2u A *sc+2(o> -—5) A *s xv

ti í¡ -4- /5A —i’t¡ -4-’--’ ¡5 /5 tít = —s A *s xv 1 A *j

d * /5 + 5 A *5 si O

4.3.1 Campos de Maxwell parcialmente

(1 T;:1

( i-’i 1)

ti tíS)

v5(j )

degene-
ra dos

1? si ‘s> í’ us í>~~r~ ¿it <lb tlchut>istsuiau’o’í.3íolbs i>=ui’tiu-lhi-l.3t’1tt tio’gt’ut<’tuioit>s ~ ht>s (‘¿tutu—
j>tlbs itt’> t’ts quío’ t iO!-lt’ii uui.3t.3 tít’ it>s uuivuíuíuiuít.o’s Lonoiit z igualisui’jtio’t 00>5

25 ti-cts. ¡-síu-u tui tíos o’uíst>s tu O’uO’ut.t’s:

í>ííít> N’=l sí’ lía ttaetuoio->íiuítio>. tiiuiuitit> It’ - /v? u-u- O « //l~ = B <6 0.

Los ot-tíuít-iouio-’s psut’oit’us o’xpu’t’sau-so’ tus uíuu ttit’ut’tit’iai cii o-’i (¡líe O?¡ t’alflptlb

olcor y;o’oí st’ uítísí luí. icst’yíi>í í’o’ouo>s t=íuisoit> luís t’t’utuioio>uit’s t’<’it’varut <‘5 o’ui las
<¡itt- ci -utuispo o-it-ti to>uttagito«íict> a¡>¿íto’O-e: Luí t’tuuuít’io?tii tío’ Ha«’o’hiauuo¡iíuuti

‘0 luís ísuíuscíoíu’s tít \iusxrto’li:

+ —it A ~o’‘.5
S/N -i’~4= xv /v? A *13

dlv? = [1 Att xv (1

<-¡*1v?— *1v? A (5 -— <-í) xv O

13 A sc xv

1v? ti

<¡ —4—- / A’ *t’í 158)

(-159)

(-1 .(;(.)

(ji)

(-1 ($2)
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i)t- las tío,” í’tísatíruií<’s uu¡tuiítuís oh it citt’uiuo>s o-tulio iígatiuuu-uí ~ Li ‘¿¿tu’—
>.ioitluíoi ‘0 ¡a tioi’t>í’iuuuí.citSu.3 ¡tasi oit’ stu- oit t>gt>íiaio’s.

i-ui tuisos siiíiiiay ssuo’t’tlt’ ouuas.3tit> It - 7v? xv ‘e ¡52 = IP > O .\iitsta
t?5 /v? ti tuliripos ([tít?’ >t.itv’dt’ uíuouuias’so’. Las tt?ttacio>ito’s u-o’suuif.artt t’s stsíí las

nsísísíuís o1uut ) 1958 )—( 162) t]es¡>tucs <it’ cauni>í=ír It? po>s 16.
ii oíl titOs <‘=350> <it’ oauutptlbS paVo:ia.huitt’uttt’ tiego’rto’i’aoio>s lo> otuíst st susvíí

aojs.so’ilt>s sulus los cusalos it . [1 ~ 0. juoro [‘~ xv ir Fui o’oyuso’cíuesit’íui - ma

el u’elcit’iicíuii t’sí <‘1 t1íuc- los carnj>os «‘>~ pai’aio’lo>s. t 0001.3t<>5 <i~~ It u--- ±13
N’. >t>r > usíut Os. It us-lití 1.? suit isluiteta huís 111i515.3uis t’t’ta=tt’it>ilO’Mtít’ Ni uixrt’t’ii.

<>ssi¿i ti luí iotíii¿t tío’ las touuat’it>ist’s (-1 -59 )-(u-i .62). la o’o’suat’ií’sil tío’
flui’¿tiiisitliiuut’i >23 rui Luí 1 —tonina tít? aco’it’i’uío’íoit rau-Ls iií”euusruto’iit e:

ci -

4/ ~-i’ ti /51. *t5 + ‘55.’ /t ‘OIP - “ A *“ ‘>1’ A *-16 1 .6:1)
‘lb ‘lb

1 )o’i t-tsuij Sisílo, tít’ 1 Vt’s t-usst>s tít’ tu.3uti>t>s t’it’t-trouvagtíct - itos >8 itial—
uíío’sít’ tlts-t’utt-u’uítit>s so’ tictítuto’ <tío-’ tuisus st>lutoious oit’ Tillo> tío t’!i>s tíos

pi’ts«-t’t tío t,l ~usstloss apiitauidt> luí sigiuit’ísto’ st’gia tío’ t yuílisí’Ú>i-ut-lrto’itsií:

[9 -——u- tip’=>¿js —~ —
7=¡<H—tt xv ±—Iv?í’we (1.61)

-lb ‘lb

uiuio~s.ut’ itas 5 i’t’5 07=l.50>5 ro?i>uE.’st’ot =3.1i ~ Físito>s tiift?ut’s.3t-os. stu
tit’s<’Vijlbt’iOui siiustt’taiuvi.t-ioa os luí uuuistuta.

4.3.2 Lina familia de electrovaes parcialmente de-
generados

l’ai-ui o,i>t oíso’í so,ltut’it>ito’s <It’ luís t~ctuatit>iio’s tío’ Fíuist tAsi— Niaxwt’ih lsu.3u’o’i.3.3o>s

tuso> tít’ íusí uí uísuít z satuí ti taso> >uittiuuiu.3s(’ide ologt’iio’iatits iusuigui¿Fití> ¡litiO>:

hí>uuiui.ít’uittsv. luí. 1 -folbIuiia ¿viso>t’iui.tia ui luí tit’lt>ituiaticuui .4=. í’’ti=il8 <(‘it> t’
ci

¡ííspoííol so-stios iii .sígí.íío’ustí’ <-t>uttiit:iruui a l401>t’uuit’¿i <‘tít it’ luis 1— o>t’u.3luis tít’ Li
«<tít-> 0-itluto i \‘ el tus íuuííos ui.3uígiio’l lot>:

---si’ A -tic y—’ /9 A vi/? (¡65)
‘lb

i)o’lsio¡oí ¿t luí liguititurus. iGl . t’st¿i uitisuiuz iusípiit’uí la sigssiouiie t’tiuio’ioiu

<‘uit it- luís toítíi tuis:



43. /)lu-\ O h’).\’. ‘u 1. 1/A 0? 10¾’1)161. i1’16.\’SO)I? 1)16 76814 ‘161//CM

/Jxv±

h>tw 1 asilo>. 3 o’iiOtthlbS tlt>s tt>uijtuuit <lbs díft’u’t’utt
‘0(511 ititi=itl N SIl olusal:

liii- xv —(/5 = Su) A ti’

o! viu- it’ + 2u A *e’ xv 4

4-lis = st /“ it u-u-— (4

4’ ~5< = vi~<¡~< t\ /5 tA’~v~O

o’s oit’ co-ti uicucuito’s i~ui u-a luí

(467)

(-1 <$8)

169)

¡70)

oíutt’ bus> s’ostiuíoo’uí siulus ííííeN’uí liSA’soiTuuui:

5 xv :3o (-1.71)

luís touitiioiosuso’s tít’ íuito’ouai>íiíoiuíti putía t’stus iig¿vitituuuí. tít> iuiui>tlbu.3etl

uiíiiguíiius ro-si rtoutlbii uidít ostia1 «a t¡uuo huís ‘cusatutsiit’s opto’ ulgeul has 1—
tt>í’uusuís ¡05 cii luí uítt’l<’uuío sois síu oh tui 1 s<sí> ttlbtisist o’uít es t’o>ui las t

1tit’ tít’> <‘u—

titítuatí /5.

Suii>t’uiíoss 0>51< las o ctua< ut>uío s ¡>aí’a /r (-1.19) <y’ síu oluual ( IT;?). iii> it>—

tu ttcti ¡cts t05t5i’(it’i i =iOi8” tít’ \\ <‘«‘1. ,3 ‘e tít’ tuttsoio> q uit’ o-li» —- dp. 1>o>í

tutilto,. luís ijitituos t’ciuatiísui(’s 0111<’ oíuít’oiuísí j>o>í uit o~ lusí’ st>íí ( .67 ‘e (-xx - - 5-

t¡ll(’ 50’ 553> O’giuiti fuiciluuto’uítt’:

xxx ¡§7 JA 1.72)

xv /9 41\ (-1 .7:1)

tiesas t’t>iitiit’¡tsus tít iuiio’guuíi>iiioiuítl o’uí t-t>tss’oit’ii¿uiias tío \‘\o’N’i os:

<1~~ ——-.15 —i— 1 O

(1.66)

(1.71)
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i5f2i t’tsiuitiosis es iiiti«’ to>ust>t’itl=i <‘tu iuitltolbtiiuiaiuuio’a: St’ t i’8t¿i iit’ a

O’O’ti=it?l<)i5 <1 iyittlbsiii t’tí oo>o>iol<’natias t’uíuttti itas osiutitoLo> ioss íaí’uíí itt tRW

sil <‘sí í’l=isifit’;ítius tOlbuTiO> t’t’ouao’íoii o’hi~>t itus..

¡-.1 i>t>f<s>~íal tít 1 rtíst- so’ o>l>uieuio’ tít’ l;vis 5tlb1510’iOlbuit’5 <-it’ Luí O’t’tt8t’iOii tít’

Ls’ít-tutuu }t>i’ t’suuíiliat

xv ¡>7 ½ (75)

u- :5v ——¡su- >1. (-1.76)

(oíslo, sí u-u-. 1-t/ Isí [3. la suí~t s’ío’uí aticupf a luí sigtsío’uitt- lorítia t’tí ttlbt>itio’—
us;iil~vis tít’ \<í—’1

u-— —o- /3)4/! -—- -1 tIt:>) + ¿~ ¡1+ {p~ (¡st’> ~4- ~ (dptí ~4-<-/tv
tí)} ( 1.77)

sítus tít, t- usuius gotas> utiil t•’ Ilbois-il ‘cuí ‘e ‘y so’ <sEt lo-uit’ tío’ luís t’ousatitsuit’s tic

uuít ah siii=íNO’!. <liso luí. oouit’xiéuí u so’ t]t’s
1>o’ja tío- huís o’ouuat.uostto’ss (2W) ‘e

237 Si o’s-cy isíuiucis las tostsiisoiío’tlio’s O~ y /4)?; oit’ ¡uy totia.oiuí t’ota.3t>:

/4)2 o~ /1- /4/5 xv (~> t/¡s (-178)

lus )síiíí’ít;ss ítílfsit¿i (¿ xv — 1’ 1síut’oio’ iuitt’gi’uou’so’ tío’ o’stuí o’íiuídrat huí:

3 u
xv——— ¡>iY 1 -lu-’ — (-179)

2 ‘1Q xv ¡§~ = ~- pT ( -‘u 2 = -l¡ ‘ » 2> (1.80)

OtuN-us to,ssoiiíiosii tío’ isstt’gí’uii>ilitluíth os Li pt’oílbiui ttuíat’io$ii tít’ i’i’ittsiuui (171).

t>550>Oioulilt, t’l 111231 dol t’=ut.3tilbti itiaíyitctíoo> ti.?. o.ílstt’uio’uítoss ha. 2—ioittui

lo luí s:a duí’¿ 7-:

xv +~mO/\ Alio (1.81)
<y¡ 2 ¿

Y el -¿í u s~>o> u iíuis.~-sso’u it-os os

¡5 xvf——-— E /5< u-’u» <‘/5 + - ‘u— /4>’) ( i .8.2)
y
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¡ )o’ Lí t’x~sut’siéís o~o’uuo’ruíi tío’ iuí tutú ticus cuí t’o>t>i’tio’iiuitlas oit’ \\‘o’’s’i u’o’suult a
tlbisNit> 4 uit’ ti’-) is ¿ssiii> t>t ita iitt’tit O’ pía tí¿i. itstt> pui u-o-o-o’ tio’I,o’uso’ utí itt-elio>

tít 01151 tI tui ti i~ it> úi8«it 23 tiOStia 1 ¿ti>t tus 1010.3 tít’ ¡8 t’tlb~it pt>i-io’i it O’ f/t<t t io’ruo’

su tuso 41141 o iii 5 iii í « polbí’ 4 ¿viii> o> rio 1>1 <‘tic st’i’ o>u’ígu u-u utolo> isolbí’ itT-luí fuucu.3tt-

t’tsitiís<it ti ¡ 1 t tupo, iiiagtit’t 0<). >05V <‘t>itt ca. itt> >0>505’ tiit’hiut siiitt’tií=i 23

tiiOiiti4= 04-it “tlpnis?,-iuiio>5 (¡13<’ it u-lo tit’pt’uitIt’ tít’ luí o’t>tsi’tit’ttutti¿i.ú. tít t’tIX’t>

o-aso> lo itt) ta tíos’ t íuí a tuui>t> tío Ni lii it g uíol it’io>ri uí 1 ¿1.
¡ st a Luisitísa ‘lo so>iuuí’iossío’s tío’ las o’o’tiat’íoyic’s tío’ Eiuistoiuí—Nhaxwo’hh

oía tu ííí tito oitss tutu tipts tío’ ¡KW liii -~ ‘0 > .3o tic 1 >et u’o’0 1. i’?s

II o íso’ríosuíío’ííit’ tít> t’s>;it <‘¿vi.
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Capítulo 5

Solución multipolar
perturbativa

5.1 Introducción

1<1 ii<’tiit> tít quío’ las t’t’oiat’ítnit’5 tít’ «‘atit> tít’ ihiíssto’iuí (tui ti¿>s t=iitt~>ts

oio’ iKili iug í>íuíoLíuí yo’oitít’irso’ =1. luí s’t’stuiíuo’it¾itít’ luí cts tatiotí oit— I’luaíst-

los luí uíi<’~uiatlt> uitso’st-uo, o’t-stuo>oui.3.3u’isto> t’xat’t os tít sit.ouí.tít>itos <lIto’ i>~uoii<-’—
st-it i-t’í>líousu’ oo>uí ¡Uttuu’at’it>uso’s 1/situis. No>s l’a.it.aii. >o>r o’joutí~>io. st>iiuo’iouut’s

o’N¿io’3.;í 5 t cuis it! i síu u silo-u-o> liii itt> tít’ síus uit i pt>ios tj tío’ í>íuo 1 í’s-;vi ti st’i’ luí <‘<suP u’ui -

>23 st itius uolustiNist us oh’ las t’xpustisit>uit’s <‘ti i>~>~ t.>t.itit.>5 tít’ 1 ~t’gt’uttli’t’ o]t’ ¡a
t-o’o>i’í¿i tiusii-a ib1 sg>t <‘uitial o~ius.«it atcsiit> ‘e t’¡o’tt u’t>siue’iít’l loo

si ‘ si

tnsít «-a so uiit’uio’itvio pít’’~íuituiouítt’. luí í>tssíinuíti¿vi<i tít’ g<’iií-’i’ai soshsí—

t’ittio’s sio.> líos ;isogtiu’uí luí bsio’=t. tít-] i’o’stuitatlt>. l>o>c -iío>. si títso’i’o’uutos
tt>ttst i’ttli~ Tutiul sositit:io;ii t’t>ii 1113=i-5 tít> o—i’it>inatiuus ttsiitiit’it>íit’s í’usit’uis. opio’

t-t>uioltuit—ui ¿3 í’o-soíl> uitl<>s <í1<’ so’ í>tut’oiai> <tsiiii>i’t>isai’ txpt’u’iiuit’tit .31 iiit’uif o.
os¡ uittit>5 23 i.3tlbt>-10l0lb5 23 t’et’uili’ii’ 8 50>iittitlbtit’5 23 ¡lbt’OlbNiiiuiitias o’ts I=i t>t’tuiui tít’

oitsuí cu’í.>ils>s ílbert siuitus.1 1

la ut>t>t i«’usí-ío;íí lísiouí tío- <‘sto’ t’aí>¡í uit> sttus 0-1 utitujilsis tío’ luí iuífiuso’sí—

tít- tít >s!’iitit’t’t>5 iit(lbuult’titolbs st>uuiti¡so>laut’s tít’ (;t’i’<>t’hi—liuitist’it [26][2¡]
tít’ sst>lt’ii sii[50’i’itit’ us líos tus ctstilíguiu’uitít>sio—s o’sf ¿ioítlbtt;iu’iuís ot>i5 ssiitoPui=i
uixu;tl ‘0 5t>V yt’llc’xit,ti ttui¿iit>t’iuil o>uío’ lbsuo lio—tuisí to’uso’u siitt’s’os tui uist i’t>bsitui.

luí yayos, isusia usiouíuuyas’ tIlo-Itt> itero) oit’ uííuílt i>st>iuiiiduitl í’adioui cuí tjíít’ iuís
i’>:l>t-t’sioitt-s opio tt’)=iíit>tsusuí bis uiit)iiit’uiit>s ‘<jis loss íoftfií’i<’uíto’s tío la ox—



Yt) (<‘u 1>/Ii 10) MCi. /40?‘IC\’ Alt IiTIPCIA 1? 1>7=1(111 7?I?u-’uiI\ 71.

>uuuisi<>ít del >05> csioial tío’ i’u-yitst o’l.3 ti t’jt’ oio’jait tío’ so’u iiuuo’aio’s a oso o>í’tio’íí

[-10$].isuisf uí ti >-suiuit o.> tít’ tui íeco’s tío’ tutía o’xpu’o’suo>ui go’uítu’ai í>ara 1 otitis tiIt>s.

ittu o-sto’ (‘aliÉ> tilo> so- uíiiaiízai’uvi cttato> afctfuíit oNttlbs teytitiiuo>s tutí ¡uit’—

ui.lts utí iitini sisio’uit o> tít’ pui’tícuuias ísu’ouo’i>a a¡u-o—tit’tlt>i’ ojo’ tuita olist yílstit’ío,ui

o.tlbiiil>ustt.ui tío.- ssiasui ([lío’ rt>tc cstacuouias’luii.3it’uil o. 1>oy stui>uucst ti. t’stt>s

ou’uííi uit>s sons i rit’io’Nuisst.es i>m’~~ o?i <‘alotulo tío o-o u’í-o’o’ íouc’s ast yt>i-lt>uiiioas
o-o su io’st.yt si”t íísuí st>iuuu’, p<’u’~> s~’>ui iuuí¡>o>ut autto’s >au’uí olbl.3jot.os alt auuít’uítt’
u-o-ial ernst-as tosuiso, lt>s ptism’es tal <‘<nro> so’ untiestía en [-17].

1>at’us ‘1 ¡o> t aií’ííl23 ‘cotos io>s sal <‘ íis~~—u<’e~ 1 étiíuíiit>s tío’ ííuíuí ox¡>autsíosuu
tío’) í><~> t’uio’ial tío- i-.riíst tít poñeittiuis uuísxousuus tít’! tutolití ~>stiutit>t’steu’io’o>tlc

1 S. - tostí «-aii>rt’s uíi’itut Vui.t’iO)5 j)uuuus It>s íííosus.ío’uít os tísutí> í~>oiaycs tio’i

t’=ltisst> lt-;a sí. ‘0 í’o>itstt’uuii’t’luit,s luí u.3iet 1108 uipio>xiunaoi¿í t.o>í’iespt>ittiit’ttt <-•

- io’5T3 Li atio> so-tun oiíui>louioio> l>ost orío>u-usuo’rul <‘ l>~i~ uíii;viuíz.utt’ tíos <‘feo’ —

tos vgt>lsut’ L-ts i tuí<yt’tf tsu’iuis tío’ i>uist.it’tuiuis í>í’so’l.3uí:

yo’ot’siéit <leí í>t’í’iiít’iio> tío’ uííuí orilbifa E’o’uuatolbriuii at’t>taoius

2. lis ji i-oco’sit’sss oit’ íuí. i<uit’us tít’ tuostitis tío’ Titl=i li’25\o’t1 tire>. 1 igo’u’ai t.3t’iif o’
iiittiuí¿ít]¿s t- proSxiivuí =1 tiuta tírilbita o’iyotíiar.

jixisst’it t r¿tilbuijo>s lbro?Nios so>i>u’t’ o’i lo—suri <‘ti (-19] ‘e [50]. po’u’o> esi as

i’o’fotio’uits;vis. uuisuíi’oaui fas solos lsast a <‘1 uuuoísuío-’sít o> tit;vitlt’Tui)olbiaV. Lii t t>oio>
o-sto t’a¡lbut tilos ti tututipo> o’lo-’o’t Icioiagrit?t it-o> st’ t t>t-ttut u-a o’tirutos tuiuicí.

5.2 Cálculo de la métrica

¡It-ita>> N sto> luí o! st’gsusutit> o’;uílbíFtsit> quío í=i itíotiita tít’ «uío’íos tít’ tutía

«-uu.í’io’oluío¡ t’s¡>uio’ioil o’usu1,o>u-uíi oo>íí siuit’t ila axiutí estaoioíuu¿-íí’iuí ~>itt’tit <>iít o’—

uícyivo- i’esol«no’ií<its huís ctttuititlbist’5 tío l’lyuist (2.81). (2.82). o1uo- o-ii auuseuio’tui

tít’ tuiiitptlb (-lo-t-t.i’tlbitsuigutt’t tos ‘0 t’ii t’otsi’d¿’tia.oiuis tío-’ Wt’vl so’ u’o’olíuo’o’uí a luí

sí gustotít o -

(¿2¿2 --— i)(¿2,,» -<—¿2/- t ¿2xx) =— 2¿2 <2 -% ¿2)) (5.1)
/5

\ su st ir olo’l >ot o’uío’iuíl oit ilíuíst - ¿2. pc>ticiustss oo>uist.yoiii’ ¡us ludí í’io’uí ~>o>u
o’tuuitis’¿i.tttuuís (276)-(2 78):
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+ )2

( + )2 \» (T;.3)

5’)

+ ~ ( —— ¿<‘sc> (Yn-l)

___________ ‘4 Ix-?;) (5-5)
+ v~s’~

i<o’o’o>utlo.ííttss o¡on la” oloss t\i>lo ‘<0>0” p~t’a ti >oteuioiai tío’ Fruís> so

í-oiuíoío>s~usuí pon’ luí síguuío’ttto’ ígíuuiiolati:

¿2
-- ~u- í+’\ (T;6)

!-4-¿2

tiolbitolo’. post- t-tsstit)(iIOiuiti tío’ la uít>tuíoitni. u”sotilííuust>s 7 o’íu itugní’ tic o
¡‘a í-us ouíiouíluíí luí so>ltío’it;ui =íilbu’tiYQiu-l.3uStiui. tstt’illbii’ctatt>s t’l >0)1 t’Itti231 ¿2

tOtitit> ti iii ltitio’ioAu tío’ las t’oitiuticiiatluis pso’iuo¡tít’slot’ituis 5 N’ O u’t’iao’it>itaoias
o’o>ui Lis tío- \\tN’l písí’ luí sigutio’uito’ t l¿ilisitlbtuliustuo.3ii:

5’> xv sisí /4) (-57)

- xv y cosO (T;.8)

Li tt>uitlio:ons tít? i>iuttuit-tiol utsiiit rut-iva so’ ituíí>hcttteutt ¿u o’soi’ii>io’ui<io ¿2

tolbítio.> titsuí. so-íít- lt,i-stiuui t’íí 1>0>> o’títiuís iuu’-o’í’suss tío’ ¡¿vi. coo>i’io’statiui tauiíuí 1

u-u-
— ~ ¿2 t’” (59)

AA!

olcsitolt- Lis louitoiotios ¿2’, oioííeu>oio’su t uso soilo> oit luí oososíoio’íuuuo¡uí 0.

‘Va opio’ o-st uu.suítlbs i.3Fo’yo’satiolbs <‘it ulla st>ittoiciui (¡Su’ 502> sitytottío’a ii=ijts

to’Iitxio>sio’s to>íí so’s¡ío’oío> uíl iluisítí <‘oíuatossiuíl. /4) ~v r/2. iíu>¡íosu sol ío’sí.ut>s

<¡tío’ luu.s fsítssI¿tíít?s ¿20 tío- ousdo’sí ituu¡susí’ seuííu utuulos tuiit’uitsas ojsuo’ las >au’o’s
so-uslí ituiuísyltiuis;uis. ittíus o’ilos. 50’ «‘¿sil tít í’o>oiíto’íeuíoloí utiiuís oosíístuíííto’s tít’
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siito’gu’uit’sosuí. -su,, - io?alt’s las tío onoio’íu pat’ ‘ uitaoíiiauíuss luís tío ou’tit’it
u sí sus u

i)uíoio> <jito- ¡os i’o’suii>uitit>s so>uí l>astautto’ \oúsuuuiiitosts. so’ o’tntsiguiuuut crí

í’l us.ísoííoiioo (4< j uuíít.oí o-tui luí o’xpattsioííut tít’ luí i>ít«t.uitui

¡‘xv 1 + ~ ¡u- E-’ (510)

.1 — / 4=50 0 ~ 1,, s (5.11)
A —i

‘y xv 33½ ¡—y’ (5.12)

5.3 Precesión del perihelio

5.3.1. Introducción

115 líio’us sal>iolts soy o’l t crut-o’iuuuí tío’ 13o’i’luauiti (of. <‘g[T;2] ) o~tio’ las ruíilbit 85

uit-o)> uttias i’si al ilos tío l>u-li’t ít’u,iui.s en i>ut»iuiuícoto buí jo la. itífí uo’ncia tío’ tuta=i

iuuc’i’zus o-o-itt u-al <¡tío’ lo> os t’otiltiitti>iuiutui iii ai’tt~oui <‘¿u u-lo> i>tuov~ti<4ut 5cM’ t’¿’t’i’a—

<luís, ilus to.3stsvoc s.ut’stcia - ouuuuuítio> luí fuucí.3fo <leí t=iiit~>tsgias’it a.> o>í’uo itO.3 c’s

o’xatt.ususío’ttt o’ iiiOstio>~lbt>iui c. luís ori>ít uís aoo>l uioias solbilbio’ o’i ~>1~<>o-’o’suuít ornul

itt <‘si uiíí t¡o’so-yítuss p<>~ luí.s osyluit uí-s t’iÉ¡>l it:as tío’ luí príitera ox tío’ iKt’~>it’y.
sí sto í>tiu u tui 1 s-ilt-¿í us líio’s’f.uí. o-ru 1a Ion-oía tít’ tiusus t’lij>st’ p uo’oo’suírut o’. si iuí

OltsNiat’it’li lo- l¿s esft-t’ítio¡uiti o’s íít’tiutt’fta.
¡ u sil uuuuíio;tí 0’” 1111 talsIO) muís tt>tíui>hit¿íti=i O’it icluil «‘isluití gt’uiti’ai

;\ruuío¡íso’ st- icii tiouuto>sf ‘¿solo> F-53] oíu~o t’xist <‘ti tuíuí soA>it> oltis «uí t’io’tiaoio—s <‘silbul—

tio>t.tiit
1>t>i¿lis uísiitlo}t itasito’iito’ jsluiusuis. o’st.at it-uit’ x <-tui sittit’t si¿vi t’slt’u’it’=i

0’tt luís t¡itt’ luís ¿tuilbiflí,.- <‘st usislos 5t)it íoí’í’uíoiuss. so 1 u-ata tío’ si> ííuícíolbíío’s tilíN’

olisí iii uís tío- 4-ss t-iusio’¿ís Y lít5 1)8 i’Ot’t’ ti tt>t’u’tsi)tlbtttio5 ¿-3 t’<)uSii <‘iiti-ttit)itt’5

bsii’uís suivtstiui 1 ílo’s
¡‘055 luistio>. t-ssauitlt> (lbs <‘Li’ tois íi’lai i’sisfuís soíuu >o’ííioioís <‘it o’uuo’uítuí. síu

sítiíiior;í ci usit«iutsio’íit.o> uslit’tit’tlost’ oit’ uuííuí olist u’ilsuutit’~ut tst’o”uicuí tío’ uiu;ísuí
it’tit’ ‘guis lbuiuui st’ ot-s’taol;is. i(sio itrio) so’ ííuí t’t>uti¡íi’o.3lsult¡tlb tui utuuo’s>uti
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sist.-cisia sí,luír tosuitos tuuíuí lo’íít.a pi’t’oo’sit>ut oIt’] ¡>o’yihit’iit, tío- \io’rtuui’io>. ~>¿ty

susí>íío’stcu. io>s tio-utias iluo>it-lo’uitolbs tutuuitij>t>iait’s ¿oiut íii,tuiuujuí tuuustbit«rí a esto’

o>-

¡Mi O’(.tiiSO’t’i lO’ltti=i-. t’st (>5 utto>ií.io’ust.t>s ¡>t>tli’iaui oio’t.t’i’ttlui.3utrsO [T;-l] rusí—
oiio’tsolos luí ]lbtt’tt?510u5 tío’ un íutiuuteyt> aolo’o-ruaoit> tít’ pai’t otilas >ruio’ba si—
Si uuíoluss uí o Ido-so ísi.o’s olíst-auio’iu.s tío’ luí btu o-rut o’ gi-axcít.ao-ít>ita.i -

Si luís íuit’t so~í luís tio’ >ruuo’iía sostí lo> suufi<’io’rtto’utut’titt’ i>O’OítiOii8.5 ¿0>0)0>

>usuus t¡ sto’ luís isto-izuos- do’ itiuíro’a. seatí olo’s~>u’o’o’ial>io’si o’uu <‘1 íitt-c’t’vuuio tío’ tu tía
)t,iíki¡ uit] t’;uI’m.’io’t’ st tui oit’ la >uuit.íouuiut. o’iít.ouít’os >t>oií-t’uiit>s o-t>tisítio’t’aui¿vis

s~s los.

Si loss tito’ ioss hhoilbitícus =3 505 íí.3o>íuueuít os ¿vi.iiguuhuíu iii> ruuíso’oo so>u.3 iii’o’lo’—
yaití os. o-sil olblio’o’s son va iítl;í. la ut.pyt~xiu.3taovitio tío suuposuío’r ~ tio’stí’ibo’it

r¿tNo’t’T o> muís o¡sío’ st.3íí o~o’otiesjtuts 1 o’rispt>uuíles tío’ ¡a. gt’t>i.3.3o’t.i’íuí tít’] o’sl>uítio—

ío’uíí~>oí o~tío’ u’oolouí uí luí tiutuito’. Por tuutito>. uíra o’st-tuoii;tz’ luí, iíífiíuo’yío’ia <le
lo>s iiSoíSsiilíttoS iututiti¡>o>lusits tit’i <=iitu]50>lo’jatt’> 50lb1lb3O las i>uitt.it’ttluis, b2.3i>i’t’—
uit>> tío ttsílbl«’vr luís tO’tius.tiOlbiit’t’ gt’t>oit

tsit;vis í>utt’ui la oitatluí g’o’o>tuic’t ííuí - fruí

osu u s-vo-sossu ¡soss lití>ífuíi’o’uuso>s ai islario ot’tiutt>riuil /4) =

5.3.2 Ecuacion geodésica

¡ )o’i>itit ¿í o~sso’ Lis O t><)t tlo’iiaolas 1 ouufl>t>ual y uít’i¡tiuut al son oídio-as. torio’ivut>s

oio>s jusí o’gsalo’s ¡>í sitio u <35 olt’i ruut>«iuniettFo to>rr’o’pt>iuo[íeuit 025 =tlas orn-oit íoiatio’s
o’tttso’iN’atíuis ¡ / u o s¡>o’tFisuí.iitcnt.c la o’íoo’í’gíuí t o>ta 1 y la i> ut>«’o’t’t’ íru it o! <‘1

íttt>itit’iit-¿t uiiiotui it “t>i>it t’i t~t -t. ¿tuli¡lbaS jiOlbí’ tiutitiatí tít’ nasa. tít’ luí

i>usit.íttului ~ 1>» 1 ~s<u-ii uís o-ii Luíío’íout tío’ la ouuuíohí’ixo’hociohath tío’ o’st a:

sí xv (/4. ¡<0. O) (51:1)

cst uí.s culutí t]uítio’s ¿ítitsisi.ut.is luí. sigtuít’tttt’ o’xí>it’sío>íu:

16 xv -—¿9~ - so xv / (/ = lo) (T;i-i)

¡xv ¿1-ss xv/u-’u(f =‘uoys<+.Lvtío-is (515>
~/‘

ii pusiil o> sobro’ uit’ ~‘uiiíai>it’s oletit>tuí tlo’rí«¿vic:cuis uespo’oto ¿ti tiíiuipo>

tío - luí í>us u) tuiíuu -
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¿Ss o-ttíao’ioulo’s tío’ o’«’o>iuioíoui í>uíuuí las o’o>outit’tiuítluís / ‘0 st) st 5h04 tui

o’stViitis. sos’ taistt>. tío’ la jotuutus síguuícust o’:

¡=16,1
xv f ——-— (

Ti 6)
- 1~2 -

- 1: ¡—11>1
¡xv---- -4- [=1- (5.17)

‘ <2

u/u, t o’s-o’o’u’uí ittt’gí-aí io’i ííuo>«iuuuicuuW ro’l¿íuí<y—ist-uí t-io’íío’ stu ov’igo’íí <‘ti o’!

lit’t’lits tít’ títio’ hl t’ituttlt’i«oioso’itluiti tituto utitioltulo> ut)t?iiO>5 títit>:

——1 u-u-y ¡íd xv =~/(¡ -- ít;í-2 -4 ((u- ¡«2 + ¡~2)) (515)
.1

i>t [ouíí¿stit’spo’juii 1 tít’ luís auttt’i’it>i’<’s 0Nj>i0’5i05i30’5 O’Olbitiolb tTui.3titíui tít’ las

ttstsi’oi<ts¿stl¿ís lío> oío.iit’uís ‘y ¡¿y <‘olbuusí <itilo t’ tití ustolbNitttio’lilt> Srl! O’iiti di tM4tt.

tus. o¡íío- cM ¿iuuíoss uttto’i’o’suitit>s tui 1 3 10)1 it í oit— luí diluí uí utiÁs quío’ <‘u síu

í\-o>liut’it;ui toi55]i051¿íl. tii«’itliuo’uito>s 1 i 00 íuaoio>uí (-518) pun (E i>auuí ¿ti it o’u oc

lus íio’u-¿«uítiuí do- luí t’o>t>t’tio’uiatlui í’uíílu si it’”ilbto’ios usí aruguultí uttili.3uuiuii:

t(f’> .1)
o ~ ¡ u 1 ‘~i”j’2 = s2} (519)

o! lsíúííuíi -u- opio —<o liuto’’ o-ii iutotausuo’a tíasíta. Mci-a uit-ti to’eso’yii tic í¿i
o’oííusoso>íí íusuuí,olíí tilia ittít’N8. lui¡ituoííí <‘O)iTit> íitt’tígiuit-a.. 55 xv h ¡o-:

4 I(ss)xv
5’- xv5 - ‘~‘ =— = xv st-ps’’ +C(ss) (5>0)

1~ ¡ s/ 161) <u-os

I-ls> it t0’i>2/t’i<í15 so’ <yuso-he lisas iu.3uuutt.’jai>it’ si la olo’yíx’auítos it’sj>o’tt ti a o
‘0 o¿visuoo’iuí líos ioss ¿itt t)it’5 t/ ,.>8 tillo’ íauuí ti o-sl uit]it> tío’ i=ii~ t’tt’o’sioti tití

íío’u’ilío’lit luís oi]nt 255 o’iiO’lIiuiit?t’ tít) t’t>ii tít iii> t’i’tt’

1 Wc) (521)

i’au’a t-t’st,l<y’i’t’ ilboi’t.tli’iiuit i«aíutt’tsto’ tst=i.5 t’oiI¿itlo>iit5 ll0?Ot’51t=uiiit>5 iii

l>uuu’uitustt lo> ])t’t¡510’titlb tui ti t
1ttt to’uilizutt tíui¿t t’Nj)aTlsitlbit tít solio’ tío’ scstt’ii—

-523$- ‘ti lii tít <‘¿síu ti i tius t 0> 05 tI iii Nt’it’t) títí titolbsuiou itt> 8 ii,s4ttiuí 1 Ospt’t ífit¿t
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/. i)o- ¿it’ost’ytit> t’oií la to’r’o’ci’a ex’ tít’ Ko’¡>ier. 113=>h)iittiut ¿vipío>xuuíuuío’íoíuu a
gí-uí uso itt’ tlist aiitia.s tic ha Iuicuito’. so’ oolbruípou’t u> mutuo>:

~ -sor (522)

oloíuo¡o’ $0 <‘5 luí tiasus ‘lo’ la puutí icíuluí. l>t>tlorí.uos t’out.3i)iitutu’lolb mii la titasa
oit’ Li ltít’iut t’.

55ís~ ilbuSla o>l>to’no’y tui P¿vit’auflctt’t> i>etiito’cit> utt’o’pl.abie lbuíVa <‘1
uíííuiiisis tití o¿tuuipo> gsas’ifat o>u’io io’jayuo>. i)t’Iis.3iu-o’uítos. 1>051’ tutuuto>:

xv 05<1/’ (523)

«-tu-~ lito’ tuío>s sí tío luí si’~uuío’¡ule foi’i~a ci> ti Paiu~iuio’t it> o:u-

tu
st u-—- o ..‘ 33 t’’ ~j <)( tI) (52-1)

/5:511

¡.23 sa/tos sus a t’o>ttto~uizuit’ luí o—Nj>uitisio;ii =t<sto- o>ioicii st’ tít1»’ uí quío’ ha.
t’Ñpt’Osio>tl pus a luí. i3iíúí.a tic iKo’í>io’í. >iíuíio’i t <‘itíuí tío> oio’i tiesutiuohioí. os oit’
so-gIl sí tíos oses lo-ii o-ti o -

it ti io-t’gl¿--s t’si>t’t’ífit’us tít la j>=tit.ittuluit¿viitibícii st’ lNilb8ittlii8 t’ui t’i

su st’f u-o> ,:

u u
[u- xv + ¿~ 33 16u- c0 + 0?)(o li) (525)

u-u-ss

¡>uí rus. t’«íF ¿>r tus.. =o~lb’at’io’ion<lo’ o’t’sííjtíos se<:ss.lares i.15dit’t.3ttlbs itt>a ts.utt’s’a.

t’oosi’t]t’ui¿ti luí si ro’bío’iooatia tosís ti> >osu uuío’díos tío’:

vxu-v wwj> (526)

-2 xv 1 -1 33wo (5:27)

i,t,s t’tsofít’íosst.ts o-.,, stlbti t otlo>s tit’i OVtit?ii o t’N <-o’¡st~o> <-‘2 O~~’ t’5 tiata—

íuso’uíto’ tío’ oi’tiiui co—ro> cuí o lAtí oo>íísooíuoíío’i¿í luí ‘¿lí=itit’lbii (-520) tit’itt’ luí
l’osi’isícs tío’ uuusuí jtt;tuo

1tuíuí. tío’ o>st’il=itlt>t’t’síít’l.3t(>Il ((>5 lt>i’Z8titlbS. Opio’ ~ it’—

scsí «‘o-uso- itt-mil «uuííío’íít-o’ liuistui tI tsitítit tít’ pt-t-t-isioii lbo’ulslit.ioios 90>i 131t0’5—

tu-os <‘oit ít>íu tísio—títo> tío la u ío’t uuouí

—4- ss xv /“~ (5 (5.28)
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u-tít. pViuístíolbs tt’t’iluuiít>s do’] oiosati’osiio> oit’ la soútuoíruit tío luís o’oliuioiiuit’t’
5 it> .~ <y- (7:21 ‘.1 tus so> t’iioi¿is oio’i 1)8 tusiíio’t lo> o soul:

~1’’

xv —-———4 h —1— <1 -4-2 It’01 oo>s. s:’) (529)
‘¡iii

xv 0 (5110)

lL~s+6 (5.31)

4 15?
__ (5.11’?)xv - ~;- (h16~~ -+8)
¡55$,

¡ u-ii’.’ oÑ1sVt’s=osli<’t’~>uviía luí o’iicygiuí o’spo’o’i(itus ‘e lu.3 lut’o>íoi<yo’ia w so’ iii—

íioi«’o-íi o-ii o’) us i>cuotiit’o’ /4. ls> at-í o’sctít uís cli iuittt’iout tío iOÉS t.3.3ouiio’iÚ05 oit’

(Áo’i’o.,o’li- ii;iissoui <y- <¡ti uiio>ttit’uittlb usuigoulas- ‘s’ $0511. 1>0>1 tuiuit-os. iui<aui=uuutos
st ti ‘.;suuiliioss tlt oo>o>íoiíiuíoiuís.

5.3.3 Resultado pertiirhativo

Litios o~uuo o” tus> iííta ¿it’ tirio, luí ori>íia tos o’s oo’rí’uítiuí. ‘euí tío’ la coon’—
tio-uiatía u¿ttliuíi ti o i>o’u-ióoiica <‘it o’i Ái.3s-ítio utoiutiuut.ai siuto crí

luilí’ titlbvS 1144=0>4=0 OtIíSt’Oult ~\<)5 i>~>r t’i i>o’i’i helio> la. sat’t lo-tu la. prtio’ilba.

o¡t’5t’iillbt’ 1111 ¿tilo’ tííí ) - /u-o. 1>osy tuít.3tts. <‘1 pt’riioo’lits so’ ita tlt’spiuszatlo> tttt

uísígíílís itt ii<itiot ~>ou luí cx¡>atisitni cuí ob paruiluto’> it> o:

iwk«’ = h ) u-u-u- {\,,‘,,~ + .$~~‘u-’, + ~+1’ “4- —tu’~-/ + 4<5+

A,. -u- A,,,. + S,1~ + i,<y-, + Sffi. + S1y-,} (5.3t

i>iaz.u-stiíio’uiuts títí 1>t’u-ilit’iio> t’<’ hii tii«’iiiitit> Cuí tii«’<’tst>t’ t(tuuu-liitt>s t1uuo’ liui<o’ii
a su to,tuio’uiitlo> íiisiluí1ti>luií:

III uit 5 it’ 1-ls. A ,,. o’iitybosi>us luí i’t>uiti’ii>tuoitSii to’x\t-o>usiaisuí a la pío’—
t’ovsiosui os olí’í’is- !t>s >oÁiitisíoss qíuo- pt’iiitaui eto’ tu íio’spíuo~s tío- tt>tuias’ ti iluutito’
o-Lisio-ii o —-—u- tii. i>olbt sli¡1150’s><> t’ttit> lo>s tui¿tstit’uitt>s tío’ tuiutsui t’St8ít m’~’—
soí it. a quuí - iuí íosf ¿utiouí tío’ luí [ucuí t o’ it> t it-uit’ iii i op u u>uí itt Iiíuo’s ti uí <‘rí luí

ti u v-iuii ío;-í t it—u’ to>sís a tui -
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II uíst a o 1 titoint’rito i.3t’rnt>s 1 iuih>utjado> o’rí tuisiíiatlt’s goouuío’t yizati¿is <‘it

las oit la x t’lt>o’it]at] oto’ la tui- 5’ luí oo>uíst utuito’ tío acoplo> gi’¿visxit uit t>iit>

5<’ 1 t>iiiciil stsuuaht’s 21 titIO). Po>~ <‘lío>. lt>s t.t’riitiit<->s lb¿iVo’to’ui t Oit(W gituil
utiuso ti sí sicí Síu o’rsti>uíí’go. si io>s <att tn’t’s rí t’t’O’58t’ttlbs son ísio’t>ií>ou’atlolbs (tutu

att tít 0, o íata cuí-ola st, tutu la.o’tt>u’ (Y/ti2 pat- o’uíola ‘2,- ~ !‘uuo’toí’ 0??/~’~

- Li / s~ 4’ i iii <attcw E- u par o-nola / ‘e tuis fao> ¿sc í>ava tatia 76<,).
luí iui¿sguiii tuol u-tui i oit’ io>s leí-tít io>s 50? i’O?ttlpei’a..

i>o>y o’j (‘copIo. <‘1 puíit~o’i to’u’iuíitits no’sst o>¡uíuiuit> lío-sa tutu factoi’ (.‘~ «-

o’! so’gsí títio>. síus lusofo>u (A - i>ai-a- ohisí Vii>tucio>ust’s <¡o’ tituisa uto-ba> aoiui.s. ti

uiio>usío’tstt tiuuitlcsi~>osiusy. 1’, es rst’gati«-’t’>. pci’ lo> t’tiai <mit riilbiiYe >oiisi 1-rut—

OtI=itlt i5 itt> i = tt>t’iti«’tlb 5iO’iit~)tO’. iu-ui o’íit-i’ti’uvi rto’w’to>siuuíiua tío> i>tt-’~i<’ ¿ti—su-)
fo-tutu ti 4=i0151> “itlbl>uii Nul tjtlt’ =

- Estus aco>fatia iíufcí’io>uííuo’uíto >0V 1/2 ~>¿ty
i-¿s >c~ It o 1 i o’l’liiilttlb sowit’oííuiríui>o.>luti’. /2-~ - os tío’ siguo o>

1>uio’stts al lineal
o-huí ltuiptsliu

so—tui tít ios t t’t’tuiitltlb. X,~>.,,,. ctsitiisut’nolo’ la <o> íuo’oo icius ‘tAus> ivisí a ¿vi luí.

‘tt>ii tít ¡ po’s’iiit’iit> tlt’i>iti=i21- luía. tiist-yil>iut’ioi,it o—sicyíoui tío— iuiuisut. <‘5

tlotiy ti o’l’o’í’ los Stiívs’aizstiuihti. Btuc’oit’ ouíituuiuíí’so’ t’xuio’l.uuuíuo-uit o’ iíusoio’uítio

lisos tío’ lusiicío,uios t’lí¡>tit’ui.s ‘e os do’í ojí-oiesí (A/o’
2 - Luí ¿<mt uii>titiruui 8 0=111=1

o>s’do’íí o’s sío’itiprt’ po>sít isa -
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j>tlbsif i N’t.35. luí o’ouit uii>tutio;ii liuio¿vil tío’ tatia- PB,, so olbpolbittlVius- uí luí tít’ J~, 42

s- lO) ííí~t’íí.ít> —vtít’t’tit’ oo>íí itís uutt>tutt’utio>s rof at’io>itaits, itas> a o’st t ouoio’tu

>0—u’ it i’i>¿-í ti 50> oíl tuttuit>t’
Ilbutrul ti tuiso, sa oo>íusitieyuíoio> tío’ uíríuo figtiyoi itítu’s.’ ~>ut>Niiuta8 Sil <‘19)-’

sosiolo’ tío- ‘t’s’o>luut’íosui at:isa-i us.io>. luís tEso> u’íi>tío’ío>uío’s tío’ it>s t <‘tuití Fio>s iiuií’uílo’s

sous t.>oiuts uso’siusi sus. 1t otiusí i’cIio’}uí uíuuuí tt’uioio’iítia uíl so’t.uuoso> tít’ i¿í iÉlloa

<It tiostitís -
.\ o’o>uít íuituuto’íoií tuso-su> iu’oísuoss los lo’tittitttss tít’ ust’t>pht>. t.o>ítio’utzuiissits

tI uso-o>~ slo ti pi sio-’o-uíuí ti III 13)10): li uí toplo liii i uío’a 1 o—tít it ci uist>tteuit o
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tií¡s<Ausu o’ el o’tsus.tli’stí>t>iac es 1>t>sit sos ~5aía Fuuouuto’s ~t’uísit80itlbi.3a

luituis si la 1suil’tÉtlíluo uotoí crí <-1 Vutisutio> seuuFítio> quío- at1uut’hia.. 1K! totruuuiíuo

o’uíuitirat itt> ¿ni /-~ 0’S po>5il i~’o> í.3uíuuu fuuo’ríto’s uuo’batuít’ías. sití o~uto’ iutti>t>i’to’ui

los sí’ísu ititis oIt’ sost.us.oio(ííu - 1-1 t-eyuutíiioí cuiaoiu’uít.ítts o—tu It o’s ¡>o>sít iso> si ío>s

uluostí it-tít o>s uíutgtíla tos./ o’ ¡ so>uu ~>ayuiit’ios.
1-11 usí-osísio> u-o->> ¿io?it>i.3uj ¡ >iiiuut—ai o?íít it’ io>s n.3ou-l.3o-<uítos oiipo>I¿íu’ y o>ct.uí¡>oiuíy

os it st Io’~ so-u íolio’sít.o’ tío! s<-’ist tío> tío’ rot uioio>n o es posoS ist> ¿tíatítio> .1 u-u- =i I’>i
s .1-; ‘u-u-—’ ¡ It t ttiitti ti uuiisiuit> sitYtits Existo’. ití o>iisi arilo’. liii a.<’t>pit> síu—

o-ti uso li-uit o-os o—ii ti u utosí uit—itt O) oh i í>osiuí 1’. 01110’ oo>uít si tAtio’ ¿vi luí ¡>u’o’t’o’sít>uu
tío’ luí litio’oi tít usotlots tui buí lutiSS’itií it>utuiui tti ~í~~<’It, ltuit’t ti touiuuiuit> iiuit-’a.l
tío’ A...-,

gis íYhí.iíu sos t <‘uit u’utot>s touísitit’uuítltss huuíst a o-sto’ o>i’oio-ti st>ti itís at’ofl>htss

o-uit u-o- I>í ‘c I>~ ‘c o-uit ro’ 1•~ ‘c I2-~. <píe sois do-po’stt]io’uilo’s oio’l so’u>l tít> tío
u’ow uu o-idi u ‘<‘1 us> i sul ob ius íuuo—uíu o— ‘c luí. pui u’> Éo’uuluvi ptuíti>uí -

(iitsot’s’¿iuuitss o<íío- bt,s toí-sííííso>s tío’ att>1>ios to’lout iN-istus so’ t>p¿ttit’it =ilo>s

u u u rut’ lii it’=íltu-o sí os tu it>tvo’tut <>5 u títul ti ío>ia -os: 1 io’sa tu ti sur~uuo 01>1 it—sto>

oíl í’’ u-~o o>l)o’u’u5i141 títi i>i’t.>tittt’t o> tío- os [¿nt osu’o’s = 1 tísio’ >yo’o’ctio-uí uí lo>s
t’ost’t’o’st>tuliiio’ttit’t’ l«t’usuiust>s liíío’uílo’s. AMÉ. 10>1’ O’lt’i iliSio>. Mi lt>s t trttatuitlbs

bíuuo’oílo’s o-ii 1/ - 7>- sslí auuibo>s polbsit ís’o>s. t’nttnío-o’s o’l ui.t’opbt> i>ilii>o’ai
o’iit it oliti>tss tutosuí tui> 0>5 5t’i’=it.3o?orati so>.

ci

i>t>r í’o>uui u¿s. t’st uí io’gluí uso> os ‘cuílitluí lbauu bis uiot>í>lt>s rto’wtoutuanos.
(011105 Fus.us.upt>o’o iiulltu«o’ <-1 uuoítioiit os guas-itat’itsuiai Mo-xu.3glist.at.iuut>pola u’

cii luí i> t’et’tsio)is do’i i>o?íiibo’lio’lb. a’ o-st-o’ tv-tío—ti - s Y lo> hoto’ o-ii o’l olo’splaza-’

uiilo’tit.os tít’ i¿t 1 iuita oit’ iit>th<>s
ti iptn’ts í’xisí Éuíuí uioo>í>lt>s (‘tít it’ ltss uíío>uíuo’íít os gt’usN’íta.t itíuia los ( o’x—

o-iuuitlis” lo>— iii> isuit’o>i>bt>s o uio’oí>ios otítí la. riías¿vi ) o—ti iuí lb uo’oO’sitflt tit’i >0’-’

siiíoluos lí,t-<t u oste toso’] peuttíilsuvití«vo>. pelo> o?xistt’ tsuitlb (ti ao’o>í>lo> olujsito
/t ¡ñu o uí lus >uot’o’sit$ii tío’ la lfuuooí tío’ itotios.

O Iii biSo 5 0 ti~’. u tití it luís 0~t10 icis t cusí u tíos ola sítos t~tuo’ uso oi<’i>t’ui-’
títii tbtí .t<~ itt> tít’ bis tauolbtito’tit<>s iuuiult i~>o>la 10”5 +0>13 ¡>t>sit ist>s. lo>s to-luil iN-is-

tuiS 10)4= ttutt>ust’o’>plt>s ttuuítituítit’tss oio’i ututuuio.’uitt> tlií>ohuuu- o’ siol ííuossíuoíít.o>

tttuviuli ii~)t>loií ‘1 4=0511 tiou-at «tít’.

¡ 0>1 TI]5i1 t o 1 u íííuí’o>í~a tío’ o—st uís í-osu’u’o’o-o- itlbiit’5 50)1! ru’cbo’s’auit o’t’ lbuii’ui

o-uit silo>’— i’~’ tittit)tili< 03+ <‘u tiuut’st ‘ti sít’ft’iti=t st>iat’. l>~r<> bíaus oío toíuo’u síu
iii lItio tít u 5 i ~í ‘ílí]o tos” oíl fui u i tít> o’ ‘01=1>i <y’it’t =55- (tiRio> 1135 bio’s oIt’ í>~>i «y> ‘0

tuso o” lo ‘so so ío,ís t)t’llbit atitio oui itsiuití ¿vi lstiisuiro—s
« u.3gtujt-u-t>s usogí’olbs.o bo>u lo ísf u tci i t o ti> >tsst t tus’> t>íí iuííst>s [ 7] huí u sitio> t.3io>st u’uíolos
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Capítulo 6

Estudio de una cosmología

6.1 introducción

Iii este capil ile al~>Oi<laiH0S <‘1 &tllaliSiS tie iilih selitrierí (esii)elcgica <It’
llliI(l() ev octe ballaÓa. pci Seiievilia [22}. la primera (jes(iIl)ierI a que

ile 1 itii(’ slll¶4uiLari(la(l(s (e cerval ira. Se trata (e una seliicieii revi

liii liIl>e It i<etinI.iías )i(liii}euisieiiai <jite <Lela <lo sillietría cilm<Iiiea.

la VI ricílse ¡ (S[hIti(>l eiii¡~eia}. La e<uiaeieil (e esí atIe eeiiesí>emlt a

va(¡ia(it; íí=e~ití.íULe. ((>11 Le tiial petiria deseiibii. (031 las lijuitatienes
‘leí u},e (lO <eiii<t lías. liii iitIi\(iS<) en si el apa tunal. Leíníiia(e j>ei

Ii’ Le (e jíe’ les itivariauites (e eíívval ura seatí regulares nc garauí—

liza <jiv sl)LICi()l.i(’lnlfl) <‘sto libre (o siiigti)aii<la<les. l1ii ejenij)l() le

teiefl it INI la selii<ieii (e Laul>—NI 7~l• [o<~}.qíic a i><’s¿ir <lo 1011ev in\aríaíí—

tos <1< ci irxal ira re ulaíos roel jeito gecílesicasque lío sen cetiij>let as. ‘~

(¡III ile >iio<leii ext oiioleis<’ a valores ail>il íavíos (e su
1)arriiiiet re

aLe. Ivst nulos a(ept aíitle. por 1 ant e. ¡a <letiiuic;eii iiit¡uiula <‘II hÑ <.1<

espa’¡et oiiij>() te snigitlai <otile aquel cuyas curIas ite <spa<iales son

si le migo (i’ iiii~i <lo’ <‘lías NOiltí tiíiíícacla S.il liisteiia.

II elijel Ile <1< esto’ <¿tíiít.iil< seia iiíest i;iu oju¡o la selíi<oui [221 es

.5 ¡ ~..l ¿5
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(l8(l( S laiiil,i<’ii 5<’ iliOsí Lila la (‘encoi(lali(ia <II’ la súlticiotí <Cli los

1 <N>I(<lli¿tS «uit < ( \iSt.e!icia ríe siiigiílavuIaníes~aH. [59~. así

<tullir) tul tas liÁsu1)ie.ila(l( 5 <It id SOliI(iOti, tales ((>1110 (()il(li(iCVWS. S0l)tt’

¡ (Y)SliL§. /) < esíí2( (Ip) ( (•i/~ + <-Ip2) —b

u crusht (u /) siiílí2( 3r¡p ceslí 2/2(3 u p~ dr) —F

+ It u.!) <-osh 2/2«~,,~,< <¡Si (6.1)

sieii<k u 1 1> ííí<í tuií~l uííl< aíIuittaíía ela<ioría<ia rrjni la <leiísí’lad

¿1 tIr r’ií’í

(Á)úi<l&iIli<i=i ¡Cii litullil ‘Ya 118 i tr.) talgo <Ir’ trucila La recta teal.

it] 1<215<>! oLe <‘sluetzous.en huiícioni <le la <¡iadiiyelo<iolad <leí IlLirio.

ti. sí ul<iisírlarl /1. \ Sil }>i(’Si<)ti. 7k ‘Yieiíe rIada Inul:

/ pu u + p) u + u ½•u ) (6.2)

cují 2y /
0aj

1(3(//U ¿9 (6.3)
<1<’ <lt<iitle se (<‘dc re que las (e0t(l(’tla(Ias selí coniruxiles que la <otí—

‘y

giiI(’iI<l1I <1<1 f!tí4lou es cuí ougoiial ¿t ¿IS liii> (íi5i1lWiIi(i(~5 (1< 1 ieliip() (0115-

LitiO

15<12 uush’(u 7> ausí (3u ,u) (61)

II <6.5)7)

(tillO (u t(sj)(uti<I( a ntía ecilaríetí ole estarLo>ob’ ra&a<iotí ititolí (‘HIll e.

la (leiiSi(l8(l (l)til() la l)leSiCti SOtí Itijitas. lot <11W titilOlO a la

fitiit íul de u> iííxa.riatíles <eíist.c¡uidrusa partit riel teuiscí (e \Vexl [221.
ti 1<’ alic a Oj te e Ii ¿ix Sítigu Li tula (VS Cli la oii i\¿i lii ca-

Las <jaiitj<L¿irles tiliOiiiaiicas <leí tiiii<lo: Li xcii <jolarí. w la CX—

pais’u. 4. u ~ la aceleíarnuti.u. 1 euíelí las sigilie uíl es: exínestones:



(5 9 11 $P:\(L-\ I)F sixu 1,11<11)1 1)1-lS >3

~2 O (66)

cotnou oci,r¡í’s}u(utiole al hcciío <le opio’ la. (o>ílgliten(ia del tiítubo ‘y las ]iipet—

sí¡íueíIioies de t:ettipo r:onsl aíit.e <un <un ogotiales

()zzzv3<¡ situií(u/) ooush1(a/) oousií’(3u¡) (6.7)

o
1ín oletortíiiíía una. fase cotí> uaot ini pata. t.io.’tripos riega> IVOS ½CX Ti 51 Va

i<’iiip<us 10)511 VOS

u ——do sííilí(Ñup) <<ují top) cousiítu¡>J» (6.8)

Y oíí~’ ííuííest•ta <ilte las iiíieas ríe iltíio]oí líO> $00) geciuolesi<-ak
.4) oxpt(’siciuil cito la <ieFotíiia<ioii tío> ííous t tít <[<Sa 1>41ra tutu-st ros lities.

¡uoIv pl erío ‘icouííl íatse en la o’leíetioía. [22]

6.2 Ausencia de singularidades

0.2.1 Completitud geodésica

t>¿mna. <leíííoíst val 041W la.s geodesícas ciansak s son o u¡ííj>let.as. esoriluineiiici>s

las eciíacíoíí es <lo las geodesicas pata la tnú t 1(c) ((ti) ‘y xeiettios (111<’ 5115

SOIi.ifIOii<5 SC utiruietí exteiideí tidefínioiatii< tih ti el panátuir’>no>
itxisl.eii t.t<s <oíiiSt&iito’s <lol tiuoxitiiienlo 1 tu ‘le ollas. 1. asouoiada ¿1.

La lii’y8iI¿itifl¿i bajo t vaslaoíotios a lo latgo río 1 yo -. otía A. ¿isoriatia a.

la iva pianola ha o ot.a.oíouíues ¿i.xialo’s x- 111)41 1 erciera, A qíío’ 1 outiia rl xalout

02$ (uoLO’SiodS LO ‘‘etio!o

cirio> i ía va . .~ lítz ‘y itii<u v~ Las <le getitiO Iietííl>O:

A (¶)<,2). i cosl¡’(íí 7) sitili
23 np) coslJ2¡>(3 rip) (1/ (69)

/. coslí Á( ¡ ) ~>5 lí’~Á3 up) .1 (610)

—6 xv í.ciusii’(r¡ ¡ ) otuslí (drip) <<2 + ¡2> +

9<1 coslí’(o¡ ) Uiili23 np) <oslí /~3¿¡ ¡u) <>2 ~

s— .ouslí<(u 7) oosli/í (Ñu ¡u) ~ ((S.l 1)



(11>141 1<) (5 ¡(SIl 1)1<) DIC ( NI (‘OSAIOIÁYh.\

las i<sl<iiii<’S ((ii¿i(iO>!iOS í=i’<><lesici¿isSe piíe<-L<’ti escíiluit- iotíio:

I~— >u aíili(u j.1 ~ + ~2j + 6u ia¡ili(3n ¡u) ¡ ,ó -+.

+ ——-— tatili(u /) sitíli2(3 rip) ciciuslí ——5/1(3 u ¡u) Q2 —

u

u i-ciuslk(u /1 siíili(u /) cshs/í(3u ~>:2 XC ti (612)

ji -i—<3í, iailí(Ñup)(¡’ + 42) + ir, iaíili (n/)! (
sitíLí( :3o-í ¡> ) crush >/‘(3 í’¡’) [3 - . 1 aiuli2( :3<j ¡i)i < 1—

coslí (<ti) siuLíL3í, ¡U cio’sli5(.3
—4- ci

0< LoS Liutó-lotír rl ~) <2 CX (613)<loíi<Lo se <Lotícita ha olrlixcioli ir speoio aL pat¿iiiiet no ¿ifítí >0>1 iltí pititoViolo s ci
1íio d~4íi’C’ii <‘u las r’ciíiarioiíes sotí do’ ílasr’( . las souhícioutícs L 1 1 It ca oxistetí ‘y SOtí iitiici¿i5. l)t ahiona <‘ti

iIc lío 1 iini t ¿itt i iio-~ ci 2<0>Olesioa5 ex-o! nolorí ¿itioLo> Ii aoi a rl iii iii no
1)1 Li oxci>loioioti liar <u el uas¿id> se >iterii <st it<uiai oir fciunítia

it lo> e: a -

íL<íiícsi r¿í<íoíí oír la ciciutiupLo’t it crí groftlesíoa se ñtíid¿iíiieíil a en el
t’St.it<Lio do’ las srgíiiidas olepixatias ole las ooorciletiaciias taciui¿uI ‘y tetiuiuot¿íl.

pitesl o o i ~ la íiutiu poiuri itt <u ole la. xrlooiciLad <‘sta. ¿irruí arh. y í>or 1 auto>.
tío pindo ser sítionlan La o-oiiíprnietile o tatí sólo ulatítea iu¡ouluieni¿íso.

<1 <‘jo (1 -XX [). ¡>010) ‘oCte nos ([oir’ rsta es it tía negirulí urobiíluíola. ua a

¶‘<t)< lo’S1O85 o¿iíisalrs oruil tíiciutiíeíít.o atigítiar <hísí liii O dr’ ci<iciu \tCti)OS.

[>01 0004) u;tI< ¡ííci las rio-titadas segitidas río’ l¿is cruo,t-dLríialas taouia.l

x 1 ení1uotal souíí tales ci~i.ir uiíiuioleii <[ile t’st4is iiíticiíotici’s sean sítigiiLates.

pata < Iesi>no
1s urooedeí a atialízan los ouiveisrus tiprís <It’ .gr’oolr’stras Y ‘yen

0O>0>i0l<’iI¿i(l¿l doiiiuitt.411 t¿iiiijuci>to> i>uir<Ir’ set sitigiil4it.
r-íí¿íciouíir’s íu¿íía o’L rtíi¡uoí y la oourutoI<ti;írl;i arIja 1 ¿irlciuin ¿ni la

siQilioiit<’ lo,ttli¿i i t-¿is la silsí it iioi<;ti ‘ir ¿15 olet-ix4iolas ríe Lis ociuci>idrtia<las

ir) cas:

¡ •b ‘2<-it aííhíl ni) (¡2 —< 42> A— 6<-; 1 aihi(3 ¡u> ¡ ¡<4-

180 (<2 oaííh(ri ociwl«>Yrí r s«hu —2<3 ¡u) coís\ji/í(3 íp)

u 1.— ociusLí Iti ¡ ) Situlí( <ti) ociuslí —í¡ Á :3up> xv U (6. l -1)



ñ.ÚA(SJ-¿N(1.\ 1)1; sIX(;I II 1711)1I)b1S 9—;

64-~ 3<-~, iatihí(Ñnp) (¡~+ ¡~) tu t¿iíihi (u/t/)—-

9<, A <oshí ~(oí7) sitih’ (:1<-ip) rr.usl«t§Á3r, ~> [3 -. í¿ítiit2(:3r¡ ¡u))

— u Li <oslo 1<’!) siíulí(3 np) <osl«~’(:3 np) =9 (615)

st nolaienicus a ccitt iuiiuaotcim bus pintos o-otíliír-[ ivous oir’ estas r’otta—

0 0)1 íes:

- R¿iohío, Qi-4iiido ‘y <u-eciíetítr: 1. i¿í vista lo’ la eciíía<uon (6.12<. la
Ir-vi va rL ¿í so,u i íí< 141 i ir’ 1 ¿u cioo>noletiad¿u ial! a L r’s ir-o~¿i ti xa íua na 1 jet>>—

o~> 1u0>sfl vos - 1.41 oouinavidad oir’ la. oiir\a ~>n~udotofir’ ¡u Sr’
iiiii4iiE4iF. )xh. oíiisiol<í-¿iítvs los 1 r’iií~ous tir’gatíxrus. )uiOS si ¡u ni—

fitr’tt et>it’iit< rti¿ííioio 1 <<6 6. t atíiiur’íi ¡ oior:r-tía.. <it’

¿icííeí-Io 4)!! la ligadití¿i (6.11) Y liog4i Fía íoíous ¿u l¿í -egiouí tío— 1 it—uit-

es pusO i vo>s ¿uit es río’ <[tíO’ L¿i 0t)OtOlt’ii4iria <Li xr’t
0ciena -

2. Radio> uíonwíir ‘o rlertr’o imito’: iii la <c~t¿ioioti ((>10) <‘1 t¿ttiuutíou mi

1 t jotirbr’ ¿í <oto ~ íaoiíous pt’<pteiOs vol t.r’t-íuuitio (iiaoltat 10<> etí las

oieoíxad¿ís os riotíuitíar[ru íon el bilitiraL pat-a t.íetí~uous [>ositixos Luí

oo)1i5co íit’tocita pata ¡u iio’otr’riot>tt ¡u 0:5 posO iva. r-outioaxioiaoi líaoi¿í

atril a - y La o-itt ‘ya. p( T ) t íou íuííeolr sen si tígut la í- Cii t ietiipo PPO>l)í0)

[iííií o. li t-a¡outía íioíeiito <leí raso> autí eniot >8 a 1 i<’in[>ous no-gal ‘yous

es xalioLo rut Fa ‘oC?.

:3% <‘tío u ou gia ticho’: i~ana gí-anoies valones ríe 7. r’sl ¿o Fítnoir5tu t ir-nr-

oleuíx¿ida ‘srí=jiuíioia tír-gativa. cicuta se ciui>sr’u- ‘o-a í~n utisluec<iott <1<-
a <-ci i¿ro-touíi ~-ó.l 1) ii toXntniti<u l>iLitteai o-ii has ohm iv¿orlas tío o’s

í<lr’’o¿ííil<-. con> pararlo <cii r’l r¡iaoiíat.íoo. si el taciuiciu cii erteo0’ -

(2ítci’ri¿i cci se! <tic’ has geodrsioas <-<uit nurnotetuto> ¿itiguíl¿it tío título> tío>

íuício lo-ti ¿iooo’< rí al ojr ¡u XX () Y VO’o0>ci¿<t opto’ la xeiciwídacii a tígí lan sr’a.
sií.igiílaív l>aí¿í olio> liato’uiious tít o’st iíohío ptci>gto’sxo> ole <os oh fo’ietit<’s 1 pos

oh’ oyeo,oho
6sici¿ís r-¿iits¿iLts pto t4itiiiuietl s.r’ia iii 1 o’íí sOcio ruties síu oOsi’o¿is:

- (<ocil<’Sir-¿iS <it i¿í ciuti’’tiiríioí¿i <1<1 liotiolo>: ( oniio Las oo>out<l<ti¿-ioias

eslaii ¿I<La[)l4idaS al titci>xiiioir’titou ob1 Lliíiriou. r’sta <etiguííetbciia ‘otetír’
141 ir>]- la i-ciuuiolioio)ii
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7) CC <j~) XXX XXX (1 6 1 6

iís liii <¿<5 g.r~tuoiir2sioaS t-<uttupat.ilulo-s <ciutí <‘st a cirurvlioion St’
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1t/2 (6 16)
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6.2.2 Ausencia de singularidades
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6.3 Propiedades de la solución

6.3.1 Propiedades del contenido material
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6.3.2 Propiedades causalesde la solución
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6.4 Teoremas sobre singularidades

6.4.1 Teoi-ema de Penrose
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Jis do-ti ‘oaolas o ~<(p) ‘y ¡í<j¡u) so>uu po)sil uvas ( uir-gat i’oas) para tuo)F—
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Capítulo 7

Conclusiones
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Apéndice A

Densidad magnética clásica
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ti -

t-o-oooiaI obisira [:361>- períooífo- cioviust-iuíhí (uio’íufo-s para. ol caiiipoi nuagíiet loo>
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<lc’outío iii os o1iío’ iti’oouluucnaíí la audrica -) ½‘, ~>o11 att cit <lm-j>c’rucio’oi Luteil o-—
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Apéndice B

Análisis de 4<g de Kerr

B.1 Introducción
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Apéndice C

Métrica aproximada
multipolar

C.1 Funciones métricas

(2.1.1. Potencial de Ernst
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