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Capítulo 1

Introducción.

El desarrollode teoríasacercade la descripciónmacroscópicade sistemastísicosalejadosdel
equilibrio termodinámico,ha propiciadola elaboraciónde numerosastécnicasencauzadasa
la resoluciónde las ecuacionesquedirigen el comportamientode dichossistemas,queen su
mayoria estángobernadospor ecuacionesno lineales del tipo Fokker-Planckparala densi-
dad de probabilidado función de distribución, La calificación de no linealidad se refiere
luíbitualrueutea la dependencia,explicitadao no, del vector de conveccióny del tensorde
difusiónen las variablesquecaracterizanel estadomacroscópicodel sistema.La ecuaciónde
Fokker-Planckconfuguraun ortodoxomodelo de ecuaciónde evolución en eí que se cuenta
conjuntamentecon la trayectoriadeterministadel sistema,en el vectorde conveccióny las
fluctuacionesentorno a la misma, contabilizadasen los elementosdel tensor de difusión.
Esta ecuaciónes resolubleanalíticamentesólo en ciertos casosde especialsimplicidad, por
esta razónse han estudiadonumerososprocedimientosde integraciónnumérica,alentados
por el augecrecientede la computaciónen nuestrasdías. Obviamente,entreestastécnicas
se encuentranlos métodosbasadosen diferenciasfinitas y elementosfinitos. Sin embargo,
los modelosen diferenciasque pretendenrepresentarla ecuaciónde original, incurren en
la distorsión del significado físico de aquélla, al no ser consistentes,en general, con las
propiedadesconservativasde numerosossistemas.Esteinconvenienterige la evolución hacia
el estadode equilibrio de modo físicamenteinsatisfactorio. La deficienciaseñaladase ha
venido subsanandocon el uso repetido de esquemasexplícitos en diferenciasque imponen
:neludiblementcel use de pasos temporalesreducidos, con el subsecuenteaumentoen ei
tiempo de computación.Porsu parte,los esquemasimplícitos resultandifícilmente coher-
entescon el mantenimientodelas cantidadesconservadasy ciertasleyesdeevoluciónpropias
de algunossistemas,como el crecimientode la entropía.

Con el fin deelaborarun modelo0e resoluciónnuméricacoherenteconlas características
físicas dc cadasistemaen estudioy con la pretensiónde aplicarlo a la EcuaciónCinéticade
la Físicadel Plasma,nuestrogrupo havenido desarrollandoa lo largo de los últimos años
un métodode integracióninspiradoen la solución analíticaformalen términosdela función
de Oreencaracterísticade la ecuación,o solución en formaintegral, La construcciónde un
esquemanuméricobasadoen la ecuaciónintegral de evolución parala densidadde probabi-
lidad se lía venido denominando,en estudiosprevios,como métodonuméricointegral.
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El presentetrabajose ha orientadoesencialmentehaciael diseñode esquemasnuméricos
integralesparala resolucióndeecuacionesdel tipo Fokker-Planckno lineales, querepreseiltail
sistemasfísicos paralos que handeverificarseciertasleyesde conservación.La investigación
llevadaa caboen los ultimos añospor los componentesde nuestrogrupo se sintetizacii esta
tesis,cuyamotivación última ha sidoel perfeccionarel tratamientode integraciónnumérica
mediantela búsquedadc funciones de Creen, o funcionesde probabilidad de transición,
queconduzcana unarepresentaciónfísicamentecoherenteconcadaproblema,tanto parala
descripcióndel estadotransitoriocomo la correspondienteal estadoestacionario.Dadoque
la expresiónde la función de Creenanalíticaes, por lo general,desconocidapara cualquier
instante6, ha dc procedersea determinartal función para cortos intervalos temporales<le
evolución. Laprobabilidadde transicióna tiemposcortos,tambiéndenominadapropagadot
de forma más genérica,ha de ser consistentecon las condicionesde contornopropias del
problemageneralque representa.En el segundocapítulose aportaun métodosencillo para
encontrarunaprobabilidaddetransición adecuada,en la que se contabilizanlos efectos<le
las condicionesde contornoespecificasparaciertas geometrías;en el siguientecapitulo, este
método se aplica a problemassimples con solución analíticaconocida,representativostic
numerosossistemasfísicos, comparandola solución numéricaintegral con la solución <lada
por diversos esquemasen diferencias. Se ha concedidoespecial énfasisal tratamientode
las magnitudesconservadasen sistemasfísicos. Por estarazónse abordanejemplosen los
que se mantienenconstantesdos o más momentosde la distribución. La flexibilidad cii la
especificacióndel propagadora tiemposcortospermitela adecuacióniterativade la matriz
de evoluciónparala completay efectivadescripcióndel sistema.

En los dos capítulosfinales se aplicael método a la resoluciónnuméricade la ecuación
cinéticade la Físicadel Plasma,paraun plasmade un solo componenteen las situaciones
de geometríaesférica y cilíndrica en el espaciode velocidades,suponiendocondicionesde
homogeneidadespacial. En amboscasosse aportanlas expresionesde los propagadoresa
tiemposcortos para cadageometría,exhibiendo el métodode optimizaciónde los mismos
parapresevarconstantelos valoresde la energíay la cantidadde partículasdcl sistema.
El métodoresultaampliamentesatisfactoriopara la tasaciónde los tiemposdc relajación
característicos;cl estadoestacionariocoincide con la distribución de equilibrio de Maxwell
—TeoremaII de Boltzmann— que se mantieneconstanteparaun númeroilimitado dc itera-
ciones. Estoscapítuloscierranun primer estadoen la investigaciónde métodosnuméricos
eficientes, dotadosde un sólido significado físico, configurandolas basesparafuturasapli-
cacionesde caráctermásrealista,como el cálculo de coeficientesde transporteen plasmas
defusión termonuclearcon másde un componente.

El trabajose completaconun apéndiceen el que se presentala expresiónde un propa-
gadorparaabordarlos problemasanterioresde modointegral, cuandoel sistemano muestra
condicionesdehomogeneidadespacial.De formageneral,el apéndicesc refiere a la probabi-
lidad de transicióna tiemposcortosparaecuacionesde Fokker-Planckcon matriz de difusión
singular (determinantenulo).
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1.1 La ecuación Fokker-Planck.

En el marcodc la teoría de probabilidadeseí estudio de los procesosestocásticosha de-
sempeñadoun papel fundamentaleu la MecánicaEstadística[1], [2], [3], [4]. La presencia
de numerososfenómenosdependientesde formaextremadamentecomplejadel tiempo, hace
prácticamenteindescriptibleel procesoparticular. Sin embargo,ciertos valores promedio
sobre el sistema,observablesmacroscópicarnente,puedenestarregidospor leyes especial-
mentesimples. Las consideracionesprobabilísticasen fisica parecenplenamentejustificadas
cuando,a pesardel desconocimientode las magnitudesmicroscópicas,siemprees posible
observarregularidadesenel comportamientomacrocópicodel sistema.Los valoresconcretos
de las variablesmicroscópicasresultanirrelevantes;el sistemapuedeser descritomediante
el concurso de los valores promedio de ciertas magnitudesmicroscópicas. Como es bien
conocidoen MecánicaEstadísticael sistemaessustituidopor unacolección de subsistemas
gobernadospor las mismasecuacionesde evolución, perocon diferentesruicroestadosini-
ciales. Tal elecciónsuponetratar el conjunto de las coordenadasdel espaciode fasescorno
una variable 4j1) = qQ) de naturalezapuramenteestocástica. La probabilidad de que q
se halle dentro de un elementode volumen dV del espaciode faseses interpretadacomo el
númerode sistemasmodelo idénticosquehay dentrodel intervalo. CualquiermagnitudU(t)

es entoncesunavariableestocástica,cuyo valor medio sobre la función densidadde proba-
bilidad, función de distribución, representaráunamagnitudmacroscópicamenteobservable
del sistema.

El concursodel tratamientoestocásticoen los fenómenosabordadoshabitualmenteen
MecánicaEstadísticajustifica la diserción que, en el primer capítulo de este trabajo, se

presentade modobrevecon el fin de establecerla conexiónentrelas ecuacionesdiferenciales
estocásticasy las ecuacionesen la función de distribución,en especialla Ecuaciónde Fokker-
Planck,cuya resoluciónnuméricaes el objeto último de este estudio.

La descripcióncompletade un sistema macroscópicohabríade llevarse a cabomedi-
ante la resoluciónde las ecuacionesen las N variables microscópicascaracterísticas,{qi(t),

qN(t)} = {q(t)}, en las que el comportamientodeterministaseve completadome-
diante el concursode unafuerzade carácterestocásticoque sintetizaen si mismael efecto
de las fluctuaciones,El conjunto de ecuacionesdiferenciales estocásticasen cadavariable
microscópicaqj quedaprescritocon el conocimientode la fuerzafluctuantepor unidad de
masarQ), denominadafuerzade Langevin. Dichasecuacionespresentanla forma

dq¿
— E q¿(t) a1(q,t) + dq(q,t)fftt) (1.1)
dt

(sumasobreindices repetidos)tamubiendenominadasecuacionesno linealesde Langeuire. si
ljj (1) se ajiista a una distribucióngaussianacon correlacióntipo 6 [5] caracterizadacomo
rui~lo blancogaussiano.En otras palabras,cada r1 es una variable aleatoriagaussianade
mediatemporalnula,confunción de correlaciónproporcionala la función 6 de Dirac, según

r<Q) > = o, < r1(t)i’5(t’) > = 2 6~ 6(1—1’),

El término d¿1 (q, 1) se conocecomo ruido multiplicativo — sí no es constante— y se ha-
lla directamenterelacionadocon las fluctuacionesen torno a la trayectoriadeterminista.
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Sin embargo(1.1) no es la únicay másgeneralizadaformade ecuaciónestocástica;existen
representacionesen las que se cuentacon términos de ruido no blanco sin correlacióntipo 6
quesuelendenominarseen la literaturacomo ecuacionesgeneralizadasde Langevin, véase,
por ejemplo,la reciente referencia[7] y las citas aquícontenidas.

Las ecuacionesdiferencialesestocásticasdescribenla evolución temporalde las variables
estocásticas{qQ)}. Sin embargose tiendegeneralmenteadescribirla evoluciónde la función
densidadde probabilidad,o función de distribución f(q, t), de la quese desprendeel número
de partículasde la colectividad contenidasen un cierto volumen dV. Interesapor tanto
determinarla ecuaciónde evolución temporalpara la distribución f(q, t). Partiendode la
ecuaciónno lineal de Langevinpuedeobtenersedeformaunívoca la mencionadaecuación
de evolución, conocida como Ecuación de Fokker-Planck, cuya expresión general es

8! _ ~9—[Di(~,t) 8 j(q, t)
1 f(q, t L f( 1 (12)

£,~ ~ j = ¡u’ q,

donde ~ representaal operadorde la ecuaciónde Fokker-Planck

a + 82

Lpp — ~—D~(q,t)
8q~8q•Dij(q,t). (1.3)

~ y Dii son los coeficientesde conveccióno deriva y difusión respectivamente,obtenidos

en el desarrolloen momentosde Kramers-Moyal[~1
= D<

1> — hm 1 —q•(tfl) .—.,~,,...,.¿,
— —([q<(t-j-r)r-.O r (1.4)

y

= = hm ~!~<[q¿(t+ i-) — q~(t)][q
1(t + r) — q~(t)]> (1.5)

siendo nulos los momentosde ordensuperioral segundo,es decir DCX> — 0 si K > 3.
Los promedios( fl~[q<(t + r) — q¿(t)] ) se calculansobrela probabilidadde transiciónP
P(q,t—1-r¡q’, t) o probabilidad condicional parala probabilidadde quela variable aleatoria
q(t) pasede tomar el valor q’, en el instante 1, al valor qQ + r) = q en el instante1 + r,
esto es

< fJ[q~Q + i-) — q~Q)] > = ¡ II<~’ — q~) P(q, t + r¡q’, 1) dNq

Dadoque la probabilidadde transiciónP es un casoespecialde densidadde probabilidad,
conla condicióninicial .P(q,t¡q’, 1) = 6(q—q’), estafunción habráde satisfacer(1.2) cuando
f(q, 1) es sustituidapor P(q,t¡q’, 1’).

La relaciónentrelas funcionesa~ y d1~ del sistemadeecuacionesdiferencialesestocásticas
<1.1) y los correspondientescoeficientesdela ecuaciónevolución paraf(q, 1) se establecede
formaunívocasegún{ D1(q,t) = a~(q,t) + dk¡(q,t) OdjJ}q,t)/8q~

D,1(q,t) = d~k(q,t) dJk(q,t), (1,6)

= 0, si K>3
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en sentidode Stratonovichfis]. La presenciade las funcionesd~1 dependientesdelasvariables
{q} añadea los coeficientesde conveccióndeterministasa¿ el término espúreo dkJ8d~J/

8qk
elío muestracómo la existenciade las fluctuacionesafectano sólo a los fenómenosdifu-
sivos, sino que tambiéncondicionalos efectos de deriva, Las ecuacionesde Langevin, sin
embargo, no quedanestablecidasunívocamentecon el conocimientode los coeficientesde
la ecuacióndiferencial de Fokker-Planck,si N ~ 2, a menosque se impongancondiciones
adicionalessobrelos mismos. Resultaevidenteque la descripcióndel sistemaenlasvariables
microscópicases improcedentesi, como es habitualen FísicaEstadística,sólo se disponede
la ecuaciónde evolución parala distribuciónen la forma(1.2). No obstante,es interesante
notar a partir de las ecuaciones de Langevin, que toda ecuación de Fokker-Planck mues-
tra el efecto de las fluctuacionesen las variables macroscópicasen torno a la trayectoria
deterministaregidapor los coeficientesde convección. Este hecho contribuyea un mejor
entendimientode las expresionesquea lo largo de la exposiciónse muestranparaaproximar
la probabilidadde transición a cortos intervalostemporalesde evolución, lo que justifica la
referenciaa las ecuacionesestocásticasen estaseccion.

Así pues,en lugar dedescribirel sistemamedianteel conjuntode ecuacionesde Langevin
lío linealesparala evoluciónmicroscópica,eshabitualrecurrira la representaciónmacroscópica
contenidaexplícitamenteen la ecuacióndemovimientoparaf(q,t) en (1.2) sobreel conjunto
<le variables macroscópicasq quefluctúan de modoestocástico.El tratamientopuramente
deterministaviene prescrito por la ecuaciónde Fokker-Plancken la que se considerennu-
los los elementosdel tensorde difusión: el sistemade ecuacionesdiferencialesparalas N
macrovariablessc reduceentoncesa las relaciones4~ = D~(q, t), es decir, si se prescindedel
efecto de las fluctuaciones,el sistemaquedadescritoúnicamentecon el conocimientode los
elementosdel vector de conveccion.

La EcuacióndeFokker-Planckreprensenta,por tanto,la ley de evoluciónparala función
de distribución de las variablesmacroscópicas,asociadaa la ecuacióndiferencialestocástica

(1.1) paralas variablesmicroscópicas.El objeto estetrabajoes proponerun métodode inte-
graciólí numéricaparalas ecuacionesde la FísicaEstadísticaanálogasa (1.2). En particular,
la investigaciónse contraen el estudiosobrela Ecuaciónde Fokker-Planckquesurgeen la
Físicadel Plasma,en la que los coeficientesde difusión y deriva sonfuncionesintegralesde
la propiadistribución f, deahí la denominación ecuaciónintegral, o ecuaciónno lineal, de
Fokker-Planckquea menudose utiliza en la exposición.A pesardel carácterno markoviano
dc los procesosrepresentadospor la ecuaciónintegral, así como del desconocimientodel
conjunto de ecuacionesgeneralizadasde Langevinparala descripcióndedichos sistemas,el
paralelismocon los procesosde Markov y los métodosde resoluciónparaecuacionesordi-
nariasde Fokker-Planckse ha trazadode tal modoque ha sido posibleperfilar un robusto
esquemaexplicito de integraciónnuméricaaptopara todaecuaciónformalmenteidentifica-
ble con (1.2). 1111 métodopropuestose inspira fundamentalmenteen consideracionesteóricas
acerca<le las ecuacionesde evolución en forma integral parala función de distribución de
fenómeííosligadosa procesosde naturalezaprobabilística;las relaciones(1.8) puedenservir
como baseparala construcciónde ini propagadora tiemposcortos Pr válido pataimple-
mentar fi.
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1,1.1 EcuaciónIntegral de Eokker-Planck.

Partiendode la ecuaciónfundamentalde la MecánicaEstadística,o Ecuación de Liouville,
es posible derivar una gamade ecuacionescinéticasatendiendoa las posiblessimplifica-
cionesy aproximacionesque puedanconsiderarseen cadaprocesoparticular. De estemodo
surgela ecuaciónde Fokker-Plancken la FísicaEstadísticacomo unaecuaciónde evolución
integro-diferencialparala función de distribución, al igual que la ecuaciónde l3oltzmanii.
Resultahabitual deducir la ecuacióncinética de Fokker-Plancka partir de la ecuaciónde
Eoltzmann,desarrollandoéstaen momentosparalos incrementosdela velocidady truncado
el desarrolloen el segundotérmino. Un tratamientoexhaustivode los problemasimplícitos
en la derivación de la ecuaciónintegral de Fokker-Planckno es materiade estudio en esta
tesis, cuyo objetivo, como se ha indicado,es la construcciónde nuevosmétodosnuméricos
de resoluciónpara la misma. Sólo se reseñanaquí las propiedadesfísicas esencialesque
caracterizandicha ecuación,a las que se atiendeespecialmentea lo largo del trabajo, cii

tantoque éstascontribuyena caracterizaraquellassolucionesfísicamenteconsistentescon el
problema.El lector puederemitirsea las referencias[2]y [8]en las que se discutenaspectos
de las ecuacionescitadasanteriormente.

La ecuacióncinética de Fokker-Planckse presentaformalmentesegún (1.2), donde cl
vectorde conveccióny eí tensor de difusión son funciones integralesde la propia función
de distribución en el espaciode posicionesy velocidades,el término colisional de éstasc
reduceal término colisional de Landau,que puederepresentarsecomola divergencia<le una
corriente 3. Siguiendoel formalismo de partículastestigo tipo a afectadaspor colisiones
binariasen un medio de partículastipo ¡3, bajo la perspectivade unainteracciónpuramente
coulombiana,en un plasmatotalmenteionizado compuestopor las dos especiesa y fi,
Trubnilcov derivala ecuacióncinéticade la Físicadel Plasma,quepara la distribíícióíí <leí
componentea normalizadaa la densidadespacialde partículasse expresasegún

8f~ Bf, F~ 8fa
+ vi— - —~

8x~ m fu1
(1.7)

~[D~(la,lii) — ~Dg(f01l~)] Ja~v,,rJ— 8J~8v1

dondeE representaunafuerzaderivadade un potencialmediode interacciónU(rlf) respon-
sablede los procesoscolectivoscuandolas escalastemporalesdelos mismossondel orden cíe
las escalastemporalesque gobiernanlos procesosde colisionesbinarias, El sumandodonde
seincluye F sueledenominarsehabitualmentecomo término de campomedio . La notación
D(f~, fg) alude a la dependenciaen la propia función de distribución de los llamadoscoe-
ficientes difusivos, siguiendola denominaciónde Spitzer [9], relacionadosdirectamentecon

los incrementoscolisionalesmediosde la velocidad<Av1 >a/P — y <¿s.v¡ Av>~/¡~ — 2

como
‘3

Dg = DE””’ +

=
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quesuelen expresarseen términosde los Potencialesde Rosenbluth,[lo],

‘kp= -j~JIv--v’JMv’,t)dv’ —iJ~’~1f4v’>Odv (1.8)

con arreglo a las relaciones

— Ov<8v5 —

y

= m0 — m 8D”’
0 (1.10)

Dv
1 mA Dv>,

donde L”/A es un parámetrodependientedel Logaritmo de Coulomb A”’~
1 según L<’~~~ =

A”~’3 (4re
0ep/m0)

2en unidadesc.g.s. —e y iv, simbolizan la cargay lamasade cadaespecie

A la vista de las relaciones<1.9) y (1.10) es posible inferir las tasasde variación de
momentoy energíapor unidadde tiempotransferidaspor cadapartículade la especiea de
la colectividad,debidasa la interacciónconel medio de partículas¡3

dp
0

= m,,<Av>”’~ = —tn~

<1.11)
de0 — m0 d = in0(D~L

0 +

2clt

veriflcándoselas leyes de conservaciónparael momentoy la energíatotales

dt 7fr(Pa+PA) jPafad~t+jPiifidV
(1.12)

dE ~yfra+C~) f¿afadV+f¿ssfAdVZ’z O

en ausenciade fuerzasexteriores, En particular> paraun plasmade Ufl Eolo componente
el operador L

9>~ correspondientea la ecuación(1.7) inducea la conservacióndel número
de partículas,momentolineal y la energíadel sistema. Por otra parte, la ecuaciónintegral
de Fokker-Planclcverifica lascondicionesdel Teorema11 de floltzmann, por lo quepresenta
como solución estacionariala correspondienteal equilibrio maxwelliano, lo que la califica
como una ecuación irreversible no lineal. La. evolución del sistemaha de ser consistente
con el aumentocontinuo de la entropía hastaalcanzarla distribución rnaxwellianaque
maximiza dicha función y anulala corriente3 en el equilibrio. En los capítulosfinales se
analizanlas solucionesde (1.7) en condicionesde homogeneidadespacialy en ausenciadel
término de campomedio, asumiendopues,que la escalatemporalde los procesoscolectivos
es muchomenorque la quedirige los procesoscolisionalesbinarios. Bajo estascondiciones,
el métodonuméricointegral hade dar respuestaalas propiedadesconservativasimplícitas
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en el operadorcolisional, así como mostrarunaevolución temporalacordecon el principio
de crecimientode la entropíay la tendenciahacia la soluciónúnica en el equilibrio.

Es interesantenotar que los coeficientesdifusivos de la ecuacióncinética de la Física
del Plasmaevolucionan lentamenteen eí tiempo, bajo ciertas condiciones, por lo que en
las proximidadesdel equilibrio maxwellianodichos coeficientespuedensustituirsepor los
correspondientesa la soluciónestacionariade equilibrio, lo que transformaa (1.7) en una
ecuaciónlineal u ordinariade Eokker-Planck,en la que fi1 y ~ son funcionesconocidasde
y. El procesorespondea unalinealizaciónen la queel sistemafisico original es entendidode
formaradicalmentedistintaa la implícita en la ecuaciónoriginal. En estecaso,se suponeque
durantela evolución del sistemalas partículasde la colectividadno interactúanentreellas
haciéndolo,en cambio,con unfondo departículasen estadode equilibrio termodinárnico.La
ecuaciónlineal en derivadasparciales,parabólicade segundoordenencajaasí en el modelo
de ecuacionesde Pokker-Plajuckque representanprocesosestocásticosde Markov. La elimi-
nación del carácterno lineal desvirtúanotablementeel sentidofísico del operadorcolisional
de Landan. No obstante,estetratamientopropicia el estudiode la ecuaciónintegral en el
marco de la aproximaciónmedianteesquemasnuméricosintegralestrazado en estatesis.
Por estarazón se han analizadoalgunosproblemasrelativosa las ecuacioneslinealespara
extenderel método a procesosen los que los coeficientesdifusivos dependendirectamente
de la propiadensidadde probabilidad. Los excelentesresultadosparaproblemasno lineales
(capítulo tercero) con solucionesanalíticasconocidasson parejosa los encontradosparalas
ecuacioneslinealesen los quefi1 y D11 dependende unaformaconocidade las variablesq y
del tiempo. El esquemanuméricointegrales totalmenteexplícito: la dependenciafuncional
de los coeficienteses en último extremouna dependenciaen las variablesindependientes,
formalmenteconocidaen cadaiteración , lo que inducea la aceptacióndel nuevo esquema
numéricocomo aptopararepresentarsolucionesde las ecuacionesno lineales.

1.2 Métodos de solución.

La ecuación de Fokker-Planckrelativa a los procesosestocásticosde Markov se ha venido
configurandoen los ultimos añoscomo una poderosaherramientaparala descripción de
fenómenoscaracterizadospor cambioscualitativosmacroscópicosde ciertossistemasfísicos.
Bajo estaperspectivase hantrazadonumerososmétodosde resolución parala descripción
de tales sistemasen los estadostransitorio y estacionario.Dadoque el procedimientode-
sarroliadoen estetrabajo (capítulo 2) para determinarunaprobababilidadde transicióna
tiempos cortos aptaparaimplementarf en la ecuaciónno lineal, se reducea la resolución
de una ecuaciónordinaria de Fol<lcer-Planck, se ha estimadoconvenientereferenciar aquí
algunosde los métodosutilizadospara hallar talessoluciones

La posibilidadde encontrarsolucionesanalíticassereducea casosde especialsimplicidad
en la dependenciafuncional de los coeficientes D1 y D1~. En ocasiones,si estoscoeficientes
sonindependientesdel tiempo, esposiblederivar la soluciónestacionariaque,para el caso

tTambidnsi sctornan5ndependientesdel tiempocuandoéstetiendea infiniLo.
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de unavariable en condicionesde corrientenula sobrelas fronteras, sesueleescribir como

Dq(u

)

ch,fe,t(q) = N exp[—~(q)j con ~(q) = lnDqq(q) — Dqq(u)

donde~b(q)recibeel nombrede potencialde la ecinciónde Fokker-P¡anck~ IV es la constante
de normalización. La extensióna más de una variable es especialmentesimple cuandose
verifican las condicionesde balancedetallado relativasa loscoeficientesdifusivos [5], [6] ; la
soluciónestacionaria,y por tanto «{q}), se obtienena travésde unaintegralde linea. Son
numerososlos problemasen los quese puedecalcularla soluciónanalíticaestacionariapara
cualesquieracondicionessobrela corriente].Unainteresantesíntesisde losprocedimientosa
seguirparatal fin puedeencontrarseen la referencia[6] en la queel autorexponeunaamplia
gamade las condicionesde fronteramás representativastajo las que es habitual resolver
la ecuacióndiferencial. En condicionesde corrientenula sobre los puntos (o superficies,
para más de una dimensión)dondelos coeficientesdifusivos presentansingularidades,la
existenciadel potencial~ favorecela reducciónde la ecuaciónoriginal a unaecuacióntipo
Schr6dinger.Las condicionesde corrientenula y el conocimientodel potencial~ permiten
inferir la solución parala probabilidadde transición P(q,t[q’, L’) como un desarrolloen
autofuncionesy autovalores{p«q)} del operador Lpp(q), Cuando 1’ se factorixa en la
forma 1’ = p(q) exp(—Xt), la ecuaciónsatisfechapor p se reducea Lppp = —>p. Una vez
determinadasla autofuncionesy los autovaloressujetosa las condicioensde contornodel
problemay a la condición inicial P(q,tlq’,I) = 6(q — q’), 1’ se determinapor la solución
formal

P(q,tlq t’) — e(¿¿’>LFP6(q— q’)

paradar la expresióndel propagador

P(q,t¡q’,t’) = e«~’) >3 (q) ph(q’) eA(¿~L’) ,~ =t>
2

siendo la densidadde probabilidadf(q, 1)

f(q,t) = Jq f(q,t’) P(q,i~q’,t’) cIN q ,t =t’ ~0,

como se desprendede la definición de P. La ecuación (115) es equivalentea la ecuación
diferencial de Fokker-P]anckparadescribir el movimientode f y se conocebabitua]mente
como ecuaciónintegral de evolución.

Paraecuacionesno linealesde Foklcer-Planclc,o más generalmente,paraecuacionesdife-
rencialesde naturalezaestocásticaen las macrovariablesdel sistema,la ecuaciónintegralde
evolución sirve como baseparaavanzarf en el tiempo, si se conocela expresiónapropiada
del propagadorP, Tal propagadorse entiendecomo unafunción de Greensin el significado
particular deprobabilidadde transición.Esteesquemade avancevertebralos procedimien-
tos de integraciónnuméricaque se describenen los capítulossiguientes. La forma especial
del operador LFP permiteinferir .P(q,t + ‘rjq, 1) = Pr parar —4 0. Ya que P1 satisfacela
relación formal

Pr [1+ r L~p + O(r
2fl6(q— q’) ~.‘ ~ Lrr 6,
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si la función 6 se escribeen la representaciónde Fourier ([5], [6) ) Pr adquiere,parael caso
de unavariable, la expresión

— DhPtNl2l
— 1 [q 4Dq

9(q

’

4rDqq(q’, 1) exp ,t)r)j

que correspondea unadistribucióngaussianade media q = q’ + l3~r y desviacióna
2 pro-

porcional a ~ Resulta evidenteque para cortos intervalos de evolución, r = t — t
> 0, el procesodescritopor unaecuacióndel tipo Fokker-Planckpuedeentendersecomo un
procesoen el que las variablesestocásticasfluctúan en torno a la trayectoriadeterminista
q = q~ + rD,, siguiendoun modelodifusivo, cuyo alcancese cornputaaproximadamentecon
Dqq(q~,t) si r es reducido. Las mismasconclusionesse extraenal resolver el conjunto de
ecuacionesestocásticas(1.1) patar —. 0. La distribución f experimentalas consecuencias
de unaderivade valor rD

9(q’,t) y de un procesodifusivo simultáneoregido por la desvia-
ción proporcionala fi,,9. A pesarde que la expresiónde ~r no es única, comose veráen el
siguientecapítulo,es válida para representareí procesode evolución sufrido por 1 durante
un intervalo temporali- pequeño. Estehechosirve como basepara daruna solucióna la
ecuaciónoriginal aplicandolaecuaciónintegraldeevoluciónparaf(q, t,,-i- r) iterativameute.
Paraello, el intervalo (0,t) se divide en M subintervalosde anchurar = t/M, por lo que

f(q,t) = ~ f(qo,0). (1.17)

La expresiónanalíticade ¡ se obtendríade (1.17), tras procederal limite 211 —. oo y r —‘ O
con Mr = t. Tal soluciónseconocesuficientementeen la literatura (Patli Integral Solution)
pero los casosen los que resultaaplicable sonescasosy el modo de resolver la integración
no es claro para problemasen más de una variable, fijadas las condicionesde contorno
específicas.No obstante,el esquemade avanceintegral puederesultartan válido como un
esquemade avanceen diferenciasparaimplementarf numéricamente,si se conocela forma
de Pr adecuadaa cadaproblema. Bajo este enfoquese ha desarrolladoesta tesis: eí
esquemaintegralde evoluciónse traduceenunaherramientabásicapara el avancetemporal
deía función de distribución, comolo es cualquierrepresentaciónendiferenciasdel problema
continuo.

La ecuaciónintegral de avancetemporalpara la distribución f se presentacomo una
alternativa eficiente a los esquemasde integraciónnuméricabasadosen diferencias o el-
ementosfinitos. El problemade evaluar el propagador .P,. se ha solventadomedianteel
procedimientode reduccióndelaecuaciónformal(1.16) aunaecuaciónordinariade Fokker-
Planck cuyasolución seaconocidao puedadeterrninarsepor los métodosdesarrolladosen
la literatura al efecto. En particular,se ha tendidoa representarla función 6 de ]3irac como
un desarrolloen autofuncionesque cumplan las condicionesdel problemaoriginal, lo que
favorecela representaciónde

Tr en la forma de (1.14). Ono de los objetivos básicosde
estetrabajo y de las investigacionesrealizadaspor nuestrogrupo, se centraen la elección
de propagadores ~r quesatisfaganciertas propiedadesencaminadasaoptimizar cualquier
procesode integraciónnuméricay que resulten aptos paraun esquemade avancetemporal
con un valor finito de r. Especialinterésreviste, bajo la perspectivaanunciada,el método
de resolución analíticobasadoen el cambio de variables. Cuandola dependenciafuncional
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de los coeficientesdifusivosasí lo exija es posibleconstruir unaecuaciónauxiliar de Fokker-
Planckcuyo propagadorseráapto parael problemaen cuestiónsi r es pequeño.Partiendo
de una ecuaciónsencilla con solución analítica conocida, el procedimientodel cambio de
variablesofreceuna nuevaecuaciónde Eoldcer-Plancken la que la dependenciafuncional
dc los coeficientesdifusivos en las nuevasvariablespuedeserútil paraevaluarJa expresión
de un propagadorapto parala ecuacióncuya soluciónse pretendeaproximar sobre cortos
intervalosde evolución. Tal procedimientoeshabitualen eí trazadode ecuacionescon solu-
cionesconocidasparala verificación de otros métodosde integración. Como ejemplo basta
contemplarel desarrolloefectuadopor los autoresde la referencia[11] en la que se ofrece
Ladaunagamade ecuacionesde Fokker-Planckordinariasobtenidaspor cambiosde variable
en un procesocon matrizde difusiónconstantey vectorde convecciónlineal en {q} (proceso
de Ornstein.-Uhlenbeck).Si enlugarde las N variables{q} se utilizan las N nuevasvariables
{p}, dadaspor las relaciones

la nuevadistribuciónf(p, 1) = 1* se expresaen función de f(q, 1) como = .1 fi, donde1
representacíjacobianode la transformación1 = ¡Jet {6q~ / 8p¡} ¶. La función f* satisface
así la ecuación (1.2) en las variables{p)-, con los coeficientesD y Dfl dadospor

8Pk 82 ,
= — +—D~+-----~---D” y 14= rk 1

la natación(‘),, indica que la derivaciónen el paréntesisseefectúamanteniendolas antiguas
variablesconstantes.

El método deresolución basadoen el formalismode propagadoreso funcionesde Oreen
hasido ya utilizado por otros autoresen un desarrolloparaleloal efectuadopor nuestrogrupo
([12], (14], (15]... ) en los últimos años.Merecenreseñarselos recientestrabajosdeW. Nt U.
1-Iitchon ([17] , [18] y [19))sobreesquemasde integraciónnuméricosaceleradosparaecuacio-
nes de Eoltzmanno ecuacionesgenerales(MasterEquations)de naturalezaprobabilistica,
inspiradosen la construcciónde propagadoresmedianteargumentosfísicos tomadosdel sig-
nificado propio de la ecuaciónen formadiferencial. En las referenciascitadasse comternpla
el interés que recientementeha suscitadola aplicación de tales modelosnuméricosen di-
versoscamposde la Física. Sin embargo,todaslas aproximacionesnum&icas que se han
desarrolladobajo estaperspectivaestánreferidasa las ecuacionesquese hanvenidodenom-
inando lineales, representativasdeprocesosde Markov. La trayectoriaseguidaen nuestras
investigacionesse ha dirigido haciala formade extenderel formalismo de los propagadores
aecuacionesno lineales,en particularparala ecuaciónintegral de Fokker-Planck(1.7) con
más de una magnitudconservada.Estasecuacionesprocedende ecuacionesgeneralizadas
de Langevinno lineales en las que, probablemente,se cuentencon procesosinducidosde
memoria2 en la representaciónestocásticade lasmicrovariables.En general,no se conocen
las ecuacionesdiferencialesestocásticasde las que se desprendenlas ecuacionesno lineales
en la densidadde probabilidad. Tal extensióntiene como origen la aplicación del método
a problemaslineales con coeficientesdifusivos dependientesdel tiempo, para desembocar

2véascporejemplola referencia<l3j que sc citaenel tercercapftulo
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definitivamente en eí tratamiento de ecuaciones con coeficientes dependientes de la propia
distribución. Las aplicacionesmostradasen el tercer capítulodel trabajomuestrancómo
la generalizacióndel método numéricointegral resultaigualmentesatisfactorioparala res-
olución de problemasno lineales.

La exposición anterior ha centradoeí tema en los procedimientosnuméricos parala
búsquedade solucionesa la ecuaciónde Fokker-Planclcno lineal. Es obvio quelos métodos
basadosen diferenciasfinitas han sido estudiadossuficientementeen la literatura, sin em-
bargo,son numerososlos problemasquela aplicación de talesmétodosinduceparala ob-
tenciónde solucionescon verdaderosentidofisico. La dificutad de mantenermasde unacan-
tidad conservada(norma,momentolineal y energíadel sistema)eala ecuacióndiscretizada,
ocasionala descripciónincorrectadel estadoestacionarioy probablemente,del régimentran-
sitorio. La dificultad parecesolventarsemediantela construcciónde esquemasexplícitosque
imponen un pasotemporalr excesivamentereducido,con el consiguientealargamientodel
tiempo de computación. Incluso para estosmétodosla no violación del crecimientode la
entropía,S oz — f fía fd%, resultaimposible si no se fija adecuadamenter. No obstante,
se han desarrolladoesquemasexplícitosconservativosqueofrecenunaevolución fisicamente
aceptablede la entropíadel sistema,por ejemploeí propuestoen [21] en el año 1087,donde
la responsabilidaddelas magnitudesconservadasse delegaen los puntosextremosdela red;
la ecuaciónresueltapor eí autor coincidecon la ecuaciónintegral de la Físicadel Plasrna
para un plasmaisotrópico (cuarto capítulo). Es interesantela referenciade los autoresa
esquemasnuméricosno conservativosen los que el no crecimientode la entropíaincurre en
solucionesde equilibrio diferentesa las del equilibrio maxwelliano. Un amplio repasode los
esquemasdesarroliadoshasta1992 se exponeen el extensoartículo [22] donde,ademásse
ofrecenpropuestasparamejorarlos procedimientosnuméricosen diferenciasparaecuaciones
de difusión en la Teoría Cinética de gases.

La rigurosaelección del reducidopasotemporalen los esquemasen diferenciasexplícitos
que pretendenconservardoscantidadesfísicas, no sólo se traduceen un mayor tiempo de
computaciónsino que,además,como muestranlos autoresde la recientereferencia[23], el
carácterno lineal dela ecuaciónintegralpuedeincurrir en solucionesnuméricasespúreaspara
el estadoestacionariotras grannúmerode iteraciones.En esteartículose ofrecenejemplos
simplesde ecuacionesdifusivas no lineales, resueltaspor los procedimientoshabitualesen
diferencias,incluso paraesquemasimplícitos, con solucionesanalíticasconocidasparalos
que se obtienensolucioneserróneasque,sin embargo,resultanestablesnuméricamente.

Los esquemasimplícitos ofrecenla ventajade permitir un pasotemporalmayory reducir
el tiempo de computación,mas la imposibilidad prácticade encauzarel esquemahaciala
conservaciónde al menosdos cantidadesfísicas es patente,debido al procesode inversión
matricial necesarioparaimplernentarla distribución. Es interesanteel artículo [24] apare-
cido en el momentode redactarestaslíneas,en el que el autor desarrollaun esquemaen
diferenciasimplícito y conservartivoparala ecuaciónintegralen simetríaesférica(tratadaen
el capítulo 4), Sin embargo,la conservaciónde la energíase consiguemediantelinealizazión
del operadorcolisional, tras forzar la positividad de f medianteun habitual esquemade
Chang-Cooper,que desplaza,mediantepesos estadísticosapropiados,eí valor de f~ sobre
cada intervalo espacialdiscretono uniforme Auj. El resultadoes un esquemacomplicado,
sin clarosignificado físico y sin eludir la linealización del operador LFP

A las dificultadespresentadasen párrafosanteriores,vienenasumarselas derivadasdela
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aplicación de esquemasen diferenciasa problemasde más deunadimensión,paralos cuales
el ejercicio de la inversiónmatricial obliga al uso de aproximacionesbasadasen el método
de las direccionesalternadas,que puedenocasionaruna pérdida de información sobre las
característicasdel sistemay la consiguientedevaluaciónde las ya deficientespropiedades
conservativasdel operadordiscretizado.

Respectoa métodosen elementosfinitos cabe señalar,citando aCharlesE. 1?. Karney
([251, [261y [27] 3), que la aportaciónde los mismos es equiparablea la concedidapor los
métodosen diferenciasparala ecuaciónintegral de Eokker-Planck,no proporcionandouna
mejorasustanciala los problemassuscitadospor los métodoshabituales,

Por suparte,las solucionesanalíticasdadasen la literaturapararesolverlas ecuaciones
cinéticas y calcular los coeficientesde transporte,tales como los tratamientosde H]lbert
[28], de Enskongy Chapman[29] y Braginskii [30], se inspiran en desarrollosperturbativos
y linealizacionesdel operadorcolisionalquedistorsionanla propianaturalezaalinealdel pro-
blema. En todosestoslos métodosanalíticos,el recursode la computaciónsepresenta,en la
práctica,como ineludible parael cálculo, salvoen los órdenesmás bajosde la aproximacion.
Ante estanecesidad,parecerazonableproponer nuevosesquemasnuméricospara resolver
problemasno lineales, sin recurrir a aproximacionesinnecesariasque puedenno represen-
tar fielmente un sistemafísico como el descritopor la ecuaciónintegral de li’okker-Planck.
De hecho,actualmentese apreciala tendenciaa eliminar los métodosde cálculo analíticos
en favor de la construcciónde esquemasnuméricosefectivos,como lo reflejan las referen-
cias citadasanteriormente.Ante estaparonitmicase ha desarrolladoel esquemanumérico
integralobjeto de estetrabajo,cuyosfundamentosbásicossepresentana continuación.

1.3 Objetivos.

Es evidente, en virtud de lo expuesto,queel objetivo básicode estatesises el configurar
nuevosesquemasde integraciónnuméricapara ecuacionesde Fokker-Planckno lineales en
los que se desechenpor completo todo tipo de linealizacionesy aproximacionesprevias-
Así se fundamentaránlas basesparala aplicabilidaddel métodointegral a situacionescon
verdaderosignificado físico, cuyo alcanceescapade las pretensionesde estetrabajo, tales
como el cálculo de coeficientesde transporteen plasmas termonuclearescon más de un
componente.

El métodohadedarrespuestaa losproblemasplanteadospor la aplicacióndelos métodos
numéricoshabituales,como la conservaciónde másde unamagnitudfísica. Con estafinal-
idad se ha desarrolladoeí procedimientode integración numérica basadoen la ecuación
integral de evolución, dotadade un claro significado físico propiciado por el formalismode
propagadoreso probabilidadesde transición.Las primerasinvestigacionesconsumadaspor
nuestrogrupo se sintetizany mejoranen estetrabajo.

Dos sonlos objetivos intermediostrazadosparala expresión matemáticadefinitiva del
método integral: en primer lugar es precisoaportarun modelo eficiente parala obtención
de propagadoresa tiemposcortos que aproximenfielmente al propagadorverdaderocuya
expresiónde desconoce;en segundolugar, es necesarioextender el tratamientonumérico

‘pág. 27
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para ecuacionesordinariasde Fokker-Plancka las llamadasecuacionesno lineales, forma-
menteanálogasa las primeras,en las que los coeficientesdifusivos dependende la propia
función de distribución. El primer objetivo seve cumplido de formasatisfactoriamediante
el procedimientode derivar la probabilidadde transición Pr recurriendoa un problema
auxiliar de ecuaciónde Fokker-Planckconlas mismascondicionesde contornoimplicítas en
el problemaoriginal La flexibilidad del cálculo permite establecercorreccionestendentes
a respetarla constanciade ciertas magnitudesconservadas.Este método se da en el se-
gundo capítulo del trabajoy se aplica de modo satisfactorioen el capítulo siguiente. La
extensióna ecuacionesintegro-diferenciales,o no lineales de Foklcer-Plancken general, se
abordadefinitivamenteentendiendoque el carácterexplícito del método numéricoconcede
numéricamenteel conocimientoformal de los coeficientesdifusivos, a efectosprácticos,de-
pendientesen último extremode las variables espacialesy del tiempo. El tercer capitulo
ilustra el procedimientoa seguirparacasosgeneralesy sientalos precedentesfundamentales
paralas aplicacionesposteriores.Por razonespedagógicasel método se presentaatravésde
aplicacionessimples, que van desdeprocesoscon difusión constantea casosno lineales en
los que es posiblecompararlas solucionesnuméricascon las analíticas.Las pautasgenerales
para la operatividaddelmétodose extraenconsecuentementede estasaplicaciones.

La aplicación ala ecuaciónintegral de Fokker-Planckparaplasmasde un solo compo-
nenteen condicionesde isotropía total (cuarto capítulo), y en coordenadascilíndricas en
el espaciode velocidades(quito capítulo), refrendanla validezdel método pararepresentar
de forma físicamentecoherenteel problema. Los propagadoresderivadospara ambos ca-
sos dansoluciónno sólo a la descripcióndel estadotransitorio del sitema,conservandolas

magnitudesfísicas, sino que tambiénson aptosparala descripcióndel estadoestacionario
de equilibrio sin limitación en eí número de iteraciones. En amboscapítulosse consuman
de forma definitiva los objetivos propuestosen estetrabajo y se constatala eficienciadel
modelo numérico, lo quedejaabiertala posibilidad pararealizar aplicacionesposterioresa
problemascon mayor interésfísico.
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Capítulo 2

Fundamentos del Método

Integral Numérico.
En estecapítulo se presentanlos fundamentosesencialesdel nuevométodocomputacional
propuestoen el trabajoparala resolución de las ecuacionescinéticasde Fokker-Plancken
su sentidomásgenérico,establecidoen el primer capítulo. El procedimientopuedesergen-
eralizado, en principio, para cualquier ecuaciónde evolución temporal de la densidadde
probabilidad f(q, t). Sin embargotoda la exposición estáreferida principalmentea ecua-
ciones que presentanla evolución de fi en la forma de una ecuación tipo Fokker-Planck
(EFP). La descripciónglobal de un sistemafísico caracterizadolocalmentepor eí conjunto
N-dimensionalde variablesestocásticas{q(t)} se lleva a cabo a través de la ecuacióndi-
ferencialrara la densidadde probabilidad, queen Física Estadísticase interpreta como la
función de distribución f(q,fl. La baseteórica que inspira el método se encuentra,por
tanto, en la interpretaciónde la naturalezaestocásticade los procesosdescritospor la ecua-
cionesabordadasmediantela aplicacióndirectade algunospresupuestosbásicosdela teoría
de procesosestocásticos.

El método propuestoha de dar respuestaal problemade la evolución temporal de la
función de distribución f(q,I) ya que no sólo se pretendetratar el estado de equilibrio,
sino que interesaencontrarun procedimientomedianteel cual seaposible describirsatis-
factoriamente,desdeel punto de vista físico, la función de distribución en todo instante
1. Igualmenteel método ha de ser totalmentesatisfactoriopara ilustrar la descripciónde
los procesosestacionarios,con cl fin de vertebrar un potentealgoritmo que permita, en el
futuro, investigar sobrelas propiedadesde los sistemasfísicos tras alcanzardicho estado,
En particular nuestrogrupo se halla interesadoen el cálculode los coeficientescinéticosde
transporte:la conductividadtérmica, la resistividad y la viscosidad,

Los procedimientosparala resoluciónde ecuacionestipo Fokker-Planckestudiadosen la
literatura resultan,salvo excepcionesparacasosespecialmentesimples, intratablesdesdeel
puntode vistaanalítico.La complejadependenciafuncionaldeloscoeficientesde convección
y difusión en la EFP objeto de esteestudio,conllevala necesidadde recurrir a linealiza-

conesrara obtenersolucionessemianaliticas,procesosque, inevitablemente,desvirtúanla
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propia naturalezaalineal de los procesosdescritospor la ecuaciónde evolución. Por esta
razón, la aplicación del método desarroladoen este capítulo, requiere eí uso de cálculos
numéricos, acordescon la naturalezade la aproximaciónanalíticaque contitnye su base
teórica, Así pues,en primer lugar se establecenlas ecuacionesanalíticasparala evolución
de fi; posteriormentese planteael algoritmonuméricoparala aplicación de las ecuaciones
anteriores.

Los procedimientosnuméricoshabituales,basadosen aproximacionesen diferenciasfini-
tas o elementosfinitos, han sido suficientementeestudiadosen la literatura. Sin embargo
estosmétodos,a pesar de los resutadossatisfactoriosen los problemasde evolución, pre-
sentanel inconvenientede no dar respuestaclara a los procesosde conservaciónde las
magnitudesfísicasinvolucradasen cl problema. Porestarazónel métodointegral propuesto
ha de mejorar,o resolverel problemade las magnitudesfísicas conservativas,tanto en el
desarrollode la evolución temporalcomo en el estadode equilibrio. En estesentidose pre-
tendecontribuir a la mejoraen el tratamientodelas magnitudesconservativasimplícitas en
la ecuacióncinética.

2.1 Fundamentos teóricos.

El nuevo método numéricopropuestoen estetrabajo, desarrolladoya en su primerafase
por otros componentesde nuestrogrupo [II, [2~,se proponedar una solución numérica
para la EcuaciónIntegral de Fokker-Planck. En primer lugar, se pretendedesarrollarun
algoritmo comnputacionalpara el queno seanecesariorecurrir a linealizaciones,o cálculos
de naturalezaperturbativa, reiteradamenteaplicadospor otras técnicasque resuelven el
problemanuméricao analíticamente.

La fundamentaciónúltima del método numérico integral se inspira en las considera-
clones generales,revisadasen el primer capitulo, parael avancetemporalde la función de
distribución fi en la en la ecuacióndiferencial de Fokker-Planck.

El problemafundamentalconsisteen derivar la expresiónparala densidaddeprobabili-
dad,que se notarápor f(q, t), conocidala condición inicial fi(q, 0) = fo(q). Paracualquier
proceso de naturalezaestocásticasobreel conjunto de variables {q(t)} la función fi se en-
cuentradescritapor la ecuaciónde evolución

81 VI
= £f(q,t)

donde£ representa,de formageneral,un operadorintegro-diferencial,
La relación entref(q, t) y f(q, 0) definela existenciade un operadorde evolución tem-

poralU¿p tal que,parat > t’ > O se satisfacela relaciónformal

fi(q,t) = Ut,ofo(q) , t>0. (2.1)

El operadorU11t. es en generalun operadorintegral, lo que permitereescribir(2.1) como

fi(q,i) = Ut,u f(q,i’) = f f(q’,t’)II(q,I¡q’, t)dNq¡ (2.2)

dondela integral ha de extendersesobretodo el dominio V de fi.
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Las propiedadesdel núcleo integral fl se deprendende aquéllasrelativasa la familia de
operadoresintegrales{U±,~¿}: 1

hm U11’ = 1

lim U,-, = Ur,u
‘—‘U

donde1 sirnbolizala matriz identidad. Lasrelacionesanteriorespermiteninferir, atendiendo
a (2.2), las propiedadesgeneralesde los núcleosintegralesfi. Así parat > 1” > i~ se tiene:

lim tI(q,t¡q’,t’) = 6(q — q’) (2.3>
t’—.1’

U(q, t¡q’,t’) = fl(q, t~r,i”)TI(q”, t”¡q’, ti)dNqti . (2.4>

Los operadoresfl(q,t¡q’,t’) se denominanpropagadoresy, en general, no puedenser
interpretadoscomo probabilidadesde transición,interpretaciónque sí puedeaplicarsepara
el casoparticular rI(q,t¡q’, 0). Sin embargo,para procesosmarkovianosfl<q, t¡q’, ti) siem-
pre representala probabilidadde transicióno probabilidadcondicionalP(q,t¡q’, t’), lo que
permite dotar de significadofísico alos operadoresintegralesdefinidos para casosgenerales.
El operador£ objeto de estetrabajo, presentale. formade un operadorde Fokker-Planclc
Lpp citado en la Introducción

£(q,t)= LFp(q, t)= .-
2--D’t)} (2.5)——{A~(q,t) —8q~

donde la dependenciaen q y t en los coeficientes ~~< y Dii puededesprendersede una
relación integral con la propiafunción fi(q, t), como en el casoque de la ecuaciónintegral
de Fokker-Plancken la Físicadel Plasma. Estehechosuponeque el núcleo integral del los
operadoresde avancetemporal,U dependede la condicióninicial en eíinstanteto = 0, lo que
se traduce en un marcadocarácterno markovianoen la descripciónlocal para las variables
estocásticasq(t) implícita en (2.1). De formageneral,se supondráque tal dependenciase
encuentraexplicitaday que, por tanto, Át y D~

1 son funcionescualesquieradel tiempo y
de las variables{q}. Sin embargoes preciso señalarde nuevoque al menosformalmente,
enstenlos propagadoresII paracualquierprocesodadopor (2.1) con el operadorparticular
Lp1’, con independenciade su carácterno markoviano.

La relación (2.2) apareceen la teoría de los procesosestocásticospara la probalidad
condicionalP(q, tIq

1, ji) y se reconocecon eí nombrede Ecuación de Consistencia

fi(q, t) = f(qi,ji)p(q,j~qI>ti>dNqf (2.6)

que, en los procesosmarkovianos,es tambiénválida para la probabilidad de transiciónP
segun

p(qj¡qij~) = J P(q, tjqii,jfl)p(qtI,tfi¡qi,ti)dNqS . (2.7)

tvéasepor ejcmplola referencia[31
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La ecuación(2,7) se conocecon el nombrede EcuaciónIntegra¡ de Chapman-Kolmogorov
para la probabilidad condicional. De (2.7) puedederivarse, bajo ciertas condiciones,la
ecuacióndiferencialcorrespondientea la función P y, consecuentemente,parafi(q, 1). Gar-
diner ([4]) proponea este efecto una ecuacióndiferencial en la que, ademásde contenerse
los efectos de difusión y deriva, representadosmedianteun operadoren la forma (2.5), se
incluye la posible existenciade procesosde transición o saltos, esto es, la posibilidad de
discontinuidadesen las funcionesq(t). Estosefectosse contabilizana travésde un oper-
ador integral cuyo núcleodependede la probabilidadde transiciónpor unidadde tiempo
W(q¡q’,t). Las condicionesbajo las cualesno apareceestesegundooperador(W = 0) se
especificanclaramenteen estareferencia,y secitaránposteriormentecomo condicionespara
unaapropiadadefinición del operadorUH.,-,í en eí límite r —. 0.

En generalcomo los procesosdescritospor las ecuacionesde li’olcker~Planck que ocupan
estetrabajono presentancaráctermarkoviano,(2.7) no es válida y habráde ser sustituida
por (2.4). Sin embargo,la relaciónde consistencia(2.6) sisemantieneválida paracualquier
proceso. Estehechopermite definir un generadorinfinitesimal de la familia de operadores
{U1,1.} determinadopor la ecuaciónde evolución

8f-y = Lppf(q,t) (2.8)

de tal modoque

fi(q,t±r) = j P(q,t+ rlqí,t)fi(qí,t)dNqt (2.9)

dondeel propagador11 = 1’ puede,en virtud de (2.6), interpretarsecomo unaprobabilidad
de transicióno probabilidadcondicional,parala evolución de la función de distribución fi,
desdela condición inicial f(q,to = 1) hasta f(q,i = ~o+ r), con -r > 0. Por estarazón, en
lo querestade exposición,1’ se denotaráindistintamentecon los nombresde propagador y
probabilidad de iranszcton.

131 formalismo de operadoresintegralesdescrito en los párrafosprecedentes,constituye
la fundamentaciónteórica del procedimientode avancetemporalparafio(q) propuestoen
este trabajo. Dado que la propiedad(2.3) es cierta para cualquier propagadorII sea o
rio interpretadocomo probabilidadde transición> (2.9) y (2.8) definen conjuntamentela
ecuación,a primer ordenen r = t —1’ satisfechapor P(q,t+ r¡q

1,i)

P(q,i+ r¡q’,t) = {1 + rLpp(q,t) + Q(r2)} 6(q — q’). (2.10)

La expresiónanterior se interpreta a su vez como la aproximacióna primer ordenen r,
cuando,- — 0, de la soluciónformalparala ecuaciónde Fokker-Planckcon operador Lpp
de coeficientesdifusivos dependientesdel tiempo

P(q,i¡q’, 1’) = 6(q— q’) +

(2.11)

~ ¡[di
1... dinLFP(q,ii). . . L~p(q, tn)6(q— qi)
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denominada Serie de Dyson j5), que en el caso de independenciatemporaldel operador
con -r = 1 — t~, adquierela forma

P(q,tjq’, <3 = ~ r Lrp(q) 6(q — ti’)

La probabilidadde transiciónPr para cortosintervalos temporalesr = t— 1’, ha de ser
coherentecon el problemaen estudio, esto es, la función Pr debeser consistentecon la
ecuacióndiferencial (2.8) a la cual representaen el límite r —, O. La evolución temporalde
fi(q, 1) quedaráresueltamediantela aplicaciónrecursivade (2.6). De(2.10) puedeobtenerse,
por losprocedimientosquesemuestranenseccionesposteriores,laprobabilidaddetransición
a tiempos cortos1’, quedependedelos coeficientesA1 y D<5 evaluadosen el instantet.

Así pues (2.6) proporcionaun procedimientoexplícito de avancetemporalparala función
de distribución fi, válido hastasegundoorden de potenciasen eí pasotemporalr. Salvoen
casosespecialmentesimples, la integral implícita en (2.9) resultairresolubleanalíticamente,
por ello es necesariodiseñarun procedimientode integraciónnuméricasobreel conjuntode
variables{q}, consistenteconeí hechode que 1’,- esunafunción con un máximopronunciado
en q q’ parapequeñosvaloresde r.

2.2 La función P,jq,q’ft).

La primera dificultad técnica radica, pues,en encontrarlo que se ha denominadoprobabi-
lidad de transición, a tiemposcortos P4q,q’It) = P(q,t + r[q,t) paracadaproblemaen
particular. Sonnumerososlos procedimientosanalíticosdesarrolladosen la literaturasobre
el cálculo del propagadorinfinitesimal P,- [6], [7], [8]. En le. referencia[8] puedeencontrarse
un procedimientogeneralquedispensatodaunaclasedeprobabilidadesde transiciónequiv—
alcides, medianteel oso de transformadasde Fourieren las variablesespaciales,cuandoel
dominio de la función densidadde probabilidadse extiendea todo el espacio. El proced-
imiento habitualmenteutilizado paradeterminarla expresiónde ~r consiste en representar
la función ó(q — <3 por su transformadaintegralde Fourier y aplicar directamente(2.10).
Sin embargola función 6 es,realmente,unafunción arbitraria,ya queéstapuederepresen-
tarsea travésde cualquierconjunto {Y(A, q)} de funcionesortogonales.No obstante,puede
demostrarse([8]) que todaslas funciones P,- aplicablesa cadaproblemaparticular,consti-
tuyen los elementosde arz conjuntode probabilidadesde transiciónequivalentesy que, por
tanto,conducena la mismasoluciónparala ecuaciónde Fokker-Plancken el limite r .— O.

La expresiónmásutilizadapara14

7 IIDíILi/2(4lrr)N/
2 ~ D,7~(q¡ —

—

D~
5 =D¡5(q

1,t) .4~=Á¡(q’,t); i,j1,...,N;r> O

se obtiene por eí procedimientoreferenciadoen el párrafoanterior. Los coeficientes de
difusión y derivase encuentranevaluadosen las variablesfuente qí en el instante~ 13’ ~

ji
sonlos elementosde la matriz inversacorrespondientesa la matriz de difusión simétrica
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—supuestadefinidapositiva— y ¡¡D’¡¡ essu determinante,Parala resoluciónde (2.10) seha
hechousode la propiedada(q)&(q — q>) = G(q’)6(q — qi). Estacaracterísticase encuentra
en estrecharelacióncon el significadofísico de P. Dadoquer esinfinitesimal, la información
contenidaen eí paqueteinicial P<q, ~Iq’,’) = 6(q — qi) no sufre dispersiónsignificativa: la
forma funcional de (2.13) sejustifica entoncesatendiendoa la representaciónde la función
6 como limite de la distribuciónmaxwelliana(2.13) cuandor —. O, pudiéndoseevaluar los
coeficientesde difusión y derivasobrelas variablesfuente q’.

En (2.13)todas lasderivadassobrelas funciones.4~ y 13<5 se hallan implícitas en la repre-
sentaciónde la función 6. La expresión(2.13) es diferentesi se desarrollanlas operaciones
contenidasen el operadorLpp. El argumentode la exponencialcontienelas derivadaspar-
dalescorrespondientessobreA< (q, t) y »o (q,6), que se evalúanen las variablesde campoq
en lugarde qi —véase(2.18)—. Entreestosdoscasosextremos,es posibledesarrollarun con-
junto de funciones~r en las quela dependenciafuncional de los coeficientesde convección
y difusión se halle parcialmenteimplícita en la función 6 de Dirac, como proponeWisselen
el trabajo [8].

2.2.1 Propiedadesde 1’,-.

La representacióndela probabilidadde transiciónparaun corto tiempode evolución r, como
se haindicado,no es única. En cualquier caso, tal representación6 ha de ser coherentecon
la naturalezade cadaproblemaparticular, lo que presuponela adaptaciónde ésta a las
condicionesparticularesde la ecuacióntipo Folcker-Plancktratada. En particular, (2.13)
estádefinida sobretodo el espacio,por lo que no se halla normalizadaen general, sobrela
región U prescritapor eí dominio V de la función f(q,t).

lEn consecuencia,en lo relativo a la correctanormalizaciónde 14, la representaciónde
la función 6 para(2.10)habríade construirsesobreunabase{$ (A, q)} de funcionesortog-
onalesdefinidassobreV. Esteprocedimientopermitirla, a suvez, generarla representación
fi coherentecon las condicionesde fronterade cadaproblemaparticular (2.5). La elección
del conjunto {Y (A, q)} obviamenteno resultasencilla, máximesi se pretendequela serie
(o integral sobrelos autovaloresdel espectro{A} ) conduzcaa unaexpresióncompactay
tratablepara14.

Para agravarel problemade la normalización, esta condición no ha se ser la única
propiedadsatisfechapor el propagadora tiempos cortos. Ya que, esencialmente,~r debe
serunaaproximacióndel propagadorvedaderoP(q,6 + r¡q, t>, cuyaexpresiónse desconoce,
las propiedadesgeneralesde éstehan de contenerseen ~r sobreel limite r —. 0, Estas
característicasse infieren directamentede las correspondientespropiedadesde la ecuación
tipo Fokker-Planckrepresentadapor Lpp . Si tanto .4~ como se consideranfunciones
explicitas en las variablesq y t, las propiedadesque ha de verificar ~r se fundamentan
en la consistenciacon el problemaquepretenderepresentar.En otras palabras,este hecho
suponeafirmar quecualquierderivación de la función 6 de Dirac, de la quese infiera 14
puedeno conduciral problemaparticular descritopor L~p . Como contraejemplo,baste
señalarque

= = 2[2rD(q’, í)j
3/2

w [ q — q’ — .4(q’, t)r]2 + 2rD(q’, 6) ]2
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satisface(2.8) 2 paracierta ecuaciónunidimensionalen]—~, ~[, sin embargono reproduce
un problematipo Fokker-Panckde coeficientesdifusivos A(q, 6) y D(q, 6) pues,a pesar de
que de estaexpresión se obtienenlas funcionesA(qí, 6) y D(q’, t) según el desarrollode
Kramers-Moyal (1.4> y (1.5), losmomentosde ordensuperioral segundono estandefinidos,
al ser divergenteslas integralesf q> 171 dq para le > 3.

En consonanciaconla ecuaciónde evolución integral (2.9), con relación a (2.8), la pro-
babilidad de transición a tiempos cortos, en cualquiercaso, debesatisfacer las siguientes
propiedadesanalíticas:

1.- Su normasobreel dominio D en sus variablesha de ser la unidad,esto es

JPr(q,qIIt)dNq = 1, (2.14)

2r en el límite r —. O hade conduciral valor exactodelos momentosde primer y segundo
orden,siendonulos los momentosde orden superior

= A (q’,t) = Hm
0’ qj — q1 P,-(q, qi¡j) d~q (2.15)

r

— lim ~‘ (ql — —¿1~(2) = = 1 qD(qs ~~D(n n~I4~A”n (2.16)2 r—.O

3.- y, obviamente,hade satisfacerla condición inicial

Pao(q,ti’It) = A(ti — ti’).

La propiedad (2.14) habríade expresarsetambiénen función del limite en r tendiendoa
cero, no obstante,en función del uso asignadoa la probabilidadde transición a tiempos
cortos en estetrabajo, es convenienteque 1?,. se encuentrenormalizadaa la unidad para
cualquier valor finito del paso temporal. Corno las integralesde (2.9) se han de procesar
numéricamentecon r finito, no de modoanalítico según(1.17),si .f(q,t> preservaconstante
la norma en la evolución, con (2.14) se consiguepreservaresta característicaen cada it-
eracion. Numéricamentepodría procedersea la renormalizaciónde 1’,., sin embargo,como
se verá en el siguientecapitulo,la convergenciahaciala soluciónverdaderase ve notable-
mentealteradacon esteprocedimiento.As< mismo seríatambiénconvenienteque (2.15) y
(2.16) se mantuviesenparar finito, especialmentese f preservalos momentosde primer y
segundoordenconstantes.

A las propiedadesanteriorespuedeafiadirse la condiciónde que 1’,- no generela exis-
tenciade una probabilidadde transiciónpor unidad de tiempo W(q¡q’, 1), ello supondría
adición a LFP de un operadorintegralcon núcleoW f(qí , t) que contabilizaría los efectos
de discontinuidadesen las variablesestocásticasmicroscópicas{q(t)}, como se indicó ante-
riormente. Según Gardineren [4],sisepretendeque el operador£ coincidacon Lp,’ hade
cumplirseque,paratodo e > 0, existael límite

P(q,i+ r¡q
1,t) _ W(qjti’,t)Hm — = 0 (2.17)

r—.O T

2y ademAs(2.4) con A y D constantes
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uniforme en q y ti~, con ¡ti — ti
1¡ =E.

Puedecomprobarsefácilmente que (2.13) satisfacetodas las condicionesanterioressi
cadacomponenteqj de {q} se define sobreel intervalo ] — 00 , oo[. En gran número de
problemasfísicos la representaciónmaxwellianade 1%- resultaadecuadaparael procesode
implementaciónde 1 descritopor (2.9). No obstante,sontambie’n numerososlos problemas
queexigenla resolución de (28) bajo condicionesde contornoespecíficas.Es deseablepues,
que la probabilidadde transición a tiempos cortos sea coherentecon las condicionesde
fronteraimpuestaspor el problemaoriginal. Resultaen extremo esencialparapreservarel
conjunto de propiedadesanteriores,que 14 esté normalizadaen 13 si f(ti, 6) preservasu
normaconstanteen el tiempo,como se indicó en el párrafoanterior. Estapropiedadestá
íntimamenterelacionadacon la reproducciónde las condicionesde contornoespecíficasde
cadaproblema. En la secciónsiguientese da un sencillo modelo de cálculo para E’,. que
resuelvela cuestión sobrelas condicionesde frontera, hecho esencialparauna coherente
descripciónnuméricade cualquier sistemafísico.

2.2.2 Cálculo de E,..

La elección apropiadade la función P~~(ti, q’¡t) consistentecon la ecuación tipo Fokker-
Planckparticular,dependeesencialmentede la representaciónutilizada en (2.10) para&(q —

ti’). Este problemapuederesolversede una formasencillahaciendouso de las propiedades
de la función 6 de Dirac. A tal efecto,nuestrogrupo proponeun procedimientosimple y
generalpara determinarunaprobabilidadde transicióna tiempos cortos, que satifagalas
propiedadesexpuestasen la secciónanterior.

En (2.13) sehallan implícitasen la mismafunción filas derivadassobrelos términos ~
y ~<

1~Si ei operador LFP se desarrollaen sus derivadasrespectoa las variablesqí y q5,
y &(q — q’) se representamediantesu transformadade Fourier, la expresiónde .P,. varía
([6]), concretamente

= e—r n(q#) e L 1371(qi — — rQ¡)(q~ — q5 rQ~)

]

IIDII1/2(4n)N/2 X~) 4r — ]
(2.18)

Qk(ti,t) = Ah — %LDhm fl(q,t) = [Ah —

2~~k 1
dondelas derivadassobrelos coeficientesdifusivos, evaluadosahorasobrelas variablesde
campo{q}, se hallan explicitadasen el operadorintegral y, por tanto, no contabilizadas
implícitamenteen la representaciónde la función 6 de Dirac.

Es factible inferir unaexpresiónpara 1’,. en la que las derivadassobrelos coeficientes
difusivos se hallenparcialmenteimplícitas en 6, obteniendotodaunagamadeprobabilidades
de transición {Pf} equivalentesen el limite r —~ 0. Wissel, en [8] sugierela posibilidad de
utilizar comopropagadorunacombinaciónlineal de todaslas funcionesP~ segúnP,. = 2,,
a

1, Pfl con 2,, a,~ = 1. Debe notarseque (2.18) no se halla, en general,normalizadaa
la unidad para r finito, lo que representaun inconvenientepara preservarla normade la
distribución1 en un esquemanuméricointegral. Porotraparte,las derivadassobreA< y ~
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habríande calcularsetambiénnuméricamentesi estasfuncionesno seencuentranexplicitadas
en q y 6, lo que podría suponerunafuente adicionalde erroresde truncamiento. Paralos
fines de esta investigaciónse ha consideradoimprescindibleobteneruna probabilidadde
transición que verifique las propiedadesde la sección 2.2.1 en su integridad, para ello se
sugiereel sencillo método que a continuaciónse describe,a pesarde cine las expresiones
alternativasdadasanteriormentepuedanserútiles paraciertos problemas.

El procesoseguido parainferir (2.13) suponereescribir (2.10) como

E’,. = fí -1- rLpp(q,I) -1- O<r2)}6(ti — ci’) ~rL~~<q;ti’
1O6(cj — q’) (2.19)

donde114,. (ci; q’, 6) es un operadortipo Fokker-Planckde coeficientesdifusivos evaluados
cii las variablesfuenteci’, yaque se ha aplicadola propiedad

G(ci)
6(ci — q’) = C(q’) &(ci — ci’)

paraAt(ci, 6) y D<
1(cj,t), sin efectuarpreviamentelas operacionesBA< /8q¿ y

813¿g /6qg
lísdicadasen Lp;’ sobretaloscoeficientes.

E,. virtud cíe la sol,sció,, general a (2.10) dada por (2.13), el operador L~, actúa sobre una
(nistión 1’,- esíra dependencia en y se presenta corno 1/VF exp[—J<2/rl; por tanto, para 1< =

q; q’4) jO el término [rLt.,4~ Ir genera los sumandosexp[—K2/r] / ¡rS/~j, representados
sií,sbólicaíne,ste por (1 (rí), que decaen a cero más rápidamente que cualquier potencia en r” , en
el limite r —, 0,
La propiedad anter¡n,’ jssstiflca la aproximación efectuada en (2.19) a través del operador expo-
nencial en y 14.,,. En cambio, si 1< = O (cuando q = q’) la serie es claramente divergente. No
obstante, ha dc, tenerse present~ que 1%- sirvecomo núcleo integral del operador U,+r,r que ha
<le actuar sobro la función .1< q, 1) para ciar J( q, 1 + r) y, si 5 es una función bici, comportada en
el sesíticlo de distriLuiciones, especialmente si satisface la condición de normalización, es de esperar
que tras la integrzse¡ón oportsínasobre las variables fuente { q’} se elimine la dependencia en 1/ [r”
VI persnauecieísclo el corn

1,ortarysiento asintótico según exp(—n
2 (q, t)/ r] / ~ —col, it distinta

ile ‘:cio— y la seije resulte c:oiii’ergeiite, como se desprende al observar que J( q, i + ,-) siguesiendo
‘lisa fssusción detisiclad clc~ probabilidad, reduciéndose a 5 ( q, 1) en el ltmi te y -4 0. Así pues (2.10),
y cl resto de las relaciones similares que se presentan en lo síscesivo, ha de interpretarse realmente
ers la fui-usa

f( ql + r) ~ f f( q’,1) e ~4P 6( q — q’) dNqí (2.20)

para una ilerivación más rigurosa de 1%-. Sin embargo, como se vera en el siguiente capitulo, Pr
pucuie ser válida irselsiso para avanzar en el tiempo el propio propagador P( q, .0) que parte
de la condición irsielal 5( q — qe) para 1 = O.

Si en lugarde escribir (2.19) paraLtp A<6 y D
156 sefactorizandela forma

4< (ci, 1)
6<ci — ci’) = a¿ (q’, t)a< (ti 1) &(q — q’)

(2.21)

fl¡j(q,I) &(ci — ci’) = p¿~(ci’,Od¿~(q,t)6(q— q’)

ya qise la adición de términos cts orden 72 rio altera este límite, es decir:

lira [1 -f-or + O(r2)Jí/r =
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la ecuación(2.19) puedepresentarseahoraen términosdel nuevooperadorauxiliar ~ (ci;
q’)) definido por

L7’p(q; ci’, 6) = —~Q—{a~(q,t)a<(q’,t) — ~B<j(q’,t)~—díj(q, t>} (2.22)

de tal forma que

= erLu~Cq;q’e) &(q — q’), (2.23)

puedeentendersecomo la solución formal de la EFP auxiliar

6P~ —L~pPr(qsrjq,O) (2.24)

8r

donde A como q’ se consideranahoraparámetrosconstantes. Las factorizaciones(2.21)
generanN2-i-Nfuncionesauxiliares/3q y a

1,en sustituciónde A< y D<1 parala expresiónmás
común (2.13). En general,la formapresentadaparaestasfactorizacioneses sólo orientativa;
así,por ejemplo,si cadad~1 seidentificaconlanaidadcada2íj(q’,t) coincidirácon D¡ftq’,t).
Estaopción obliga a definir la función A< de formaque se originen N nuevasfunciones&h,

tal que A1 6 se reescribacomo

A1(q,t) ¿5(q—q’> = &1(q,t)D~~(q’,t) 6(q —q’).

Estanuevafactorizaciónsimplifica notablementela. resoluciónde la ecuaciónauxiliar (2.24),
pues los coeficientesl3<~(q’,t) se consideranconstantesaesteefecto. En concreto,si cada
&~j (ci, A) se puedeinterpretarcomo derivadade cierto potencial~(q, 1) según

- 8&¡ 8&m
aj= -~— con —

8qm e9qk’

el propagadorP,-(q,rlq*, O) serála soluciónde (2.24) para unaprobabilidadde transición
que presentacomo solución ‘estacionaria’ la función E’. = fi exp[—~] con A y q~ tratados
como parámetrosconstantes. Este hechofavorecela conversiónde (2.24) a una ecuación
tipo Schrddingery la correspondientereducciónde la mismaa un problemade autovalores,
paradar la soluciónen la forma(1.14) [6] y obtenerasí unaapropiadarepresentaciónde la
función 6 de Dirac.

Paramuchosdelos problemasfísicos tratados,f evolucionahastala distribuciónmaxwe-
lliana de equilibrio. Estacaracterísticacontribuyeaconfigurarclaramentela formafuncional
de las funcionesa< y d~j, en las que es posible introducir la dependenciaasintóticaen las
fronterasde la región R dondeestádefinidala ecuación,a fin de integrar en E’,. las condi-
cionesde frontera del problemageneral. Debe notarsequeen (2.23) el operador1,¡, ha
de entendersedependientesólo de q y no del ‘tiempo’ auxiliar -~-. Este hecho propicia la
aplicacióndel procedimientode resolución basadoen sureduccióna un problemade autova-
lores,como se indicó en el párrafo precedente.Por unaparte,con la factorización(2.21),la
ecuaciónauxiliar (2.24) puederesolversebajo la condición inicial P,.(q,OIq*, 0) = ~5(~— q*)
y las condicionesde frontera del problemageneral; por otra parte, la representaciónde la

tse entiendecomo estacionaria ea la nueva variable temporal r, cuando se procede al límite r —s oo
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función 6 buscadapuedetomarsedel conjuntode funcionesortonormales{4(A, q)} que la
definenparael problemaauxiliar. De estaforma,la insereciónde

—q’) = hm 6(q — q*)=~ J«q, A)~(ci~,>.)dNA
ci- —q’

en (210) darálugar a la probabilidadde transición 1?,. óptimaparaaplicar la ecuaciónde
evolución integral (2.9) a primer orden en r con P,.(q,q’¡t) = .P,.(q,rlci*,0).

El problemade encontrarla representaciónde la función 6 para(2.19) se reducepues,a
resolveruna ecuaciónde Fokker-Planckordinaria en la variabletemporalr. Esta ecuación
auxiliar presentala formahabitual de las ecuacionesde evolución para la probabilidadde
transición en los procesosmarkovianoscontinuosy por ello se asegurael cumplimiento de
las propiedades(2.14), (215), (246) y (247). la apropiadaelección de las factorizaciones
(2.21) puedetrazarsede tal modoquela ecuacióndiferencialauxiliar de la que se desprende
la representación6 quedereducidaa un problemaparticularconocidoen la literaturaparala
EF? en la probabilidadde transicióncondicional. Tambiénpuederecurrirsea cualquierade
los métodosde resoluciónparaestetipo de problemasquese citaron en el capítulo anterior
En cualquiercasopuede, a priori, elegirse el cor~untode funcionesortonormales{«A, ci»

adecuadoparalas condicionesde frontera del problemay elegir las factorizaciones(221)
que generenla ecuación (2.24). Este procedimientoes válido siempre que las funciones
cxí(q’,i) y ¡%j(q’,I) muestrenel comportamientoóptimo parallevar a cabo la integración
sobrelas variablesci’ en la ecuaciónintegral de evolución (2.9). Ya queestaúltima ha de
resolversemedianteprocedimientosnuméricos,seriaconvenienteque a< y flti no presenten
singularidadesen la región E. - Si las posiblessingularidadesde A< y D<

1 se recogensobrelas
funcionesa< y d<~, la dependenciafuncionaldelos coeficientesde difusión y derivaquedarán
recogidasimplícitamenteen la representaciónde la función 6 de Dirac. El procedimiento
generadorde P,.(q,q’¡i) presentadoen esta sección, se aplica para la determinaciónde
propagadora tiemposcortoscorrespondientea la ecuaciónde Fokker-Planckde la Físicadel
Plasmaenlos capítuloscuartoy quinto. En estosproblemasla función de distribuciónen el
equilibrio se conoce,ya que la EF? correspondientesatisfacelas condicionesdel Teorema-
II de l3oltzmann ([0]). Esta propiedadsugiere,parael casode la función de distribución
reducidafQu,6), sobrela componenteradial de la velocidad, las factorizaciones

2
A5 (u, t)6(v — y’) = [— — vcc(v’ ,t)]D5»(v’ ,t)6(v —

y

D~(u, t)6(IJ — y’) = D55(u’, A) 6(v —

con lo que (2.24) se resuelvefácilmente con las condicionesde fronterasobrey = O coinci-
dentesconlas del operadororiginal. Las funcionesa y D5,, se encuentranacotadasen todo
el rangode variaciónde y. Así mismo,la dependenciafuncional en 21v quedaimplícita en
la representación6 en términos de funcionesde Bessel reduciblesa combinacionesde expo-
nenciales.En particular,paraunaampliagamade procesosfísicos descritospor ecuaciones
tipo Fokker-Planck,en las que se recogenlos efectosde simetríascilíndricas o esféricas,es
factible derivar un operadorintegralU1471 por aplicacióndirecta de (2.19) con

6Qu—-v’) = v=~. y

g(v’) ~ ~1)/‘i,~ (Av)J~(Xv )AdA
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eligiendo convenientementela función g(v) y el operadorL~9.
En general,según lo expuesto,la elección de la probabilidadde transición a tiempos

cortos paracadaproblemano ha de suponeruna limitación técnicapara el desarrollodel
métodopropuesto.

e e
2.3 Esquemanumeríco.

Una vez resueltoeí problemade encontrarla apropiadarepresentacióndel propagadora
tiemposcortos 1’,- se procederáala implementaciónde la función dedistribución fi mediante
el uso de la relacion de consistencia(26). Estaecuaciónintegral gobiernala evolución de
f(q, 0) con eí tiempopor lo que puedeentendersecomo la formaequivalentea la ecuación
diferencialdescritaen términosdel operador Lpp , siemprequela probabilidadcondicional
seaconocida. Estaúltima condiciónpor lo generalno puedesersatifechaya que la ecuación
integral de evolución presentainfinitas soluciones.Sonlas característicasdel procesofísico
contenido en la densidadde probabilidad, las que confiren las propiedadesespecíficasa
P~,-(q, q’¡t) . Así pues,la ecuacióndiferencial del movimiento es la herramientabásicapara
determinarla probabilidadde transición. No obstante,(2.6) sirve como baseparael esquema
avancetemporalque se pretendediseñar.

Si en (2.6) la función f(q , 6) es conocidae interpretadacomo cierta condicióninicial en
= t,la función f(q, A + ~)en un instanteposteriorA = to + r se obtendrápor aplicación

directa de la ecuaciónintegral de evolución a través de la probabilidad de transición a
tiemposcortos.

22.1 Discretización temporal.

El formalismo de operadoresintegralesdescritoen la primeraseccióndel capitulo dispensa
el modo de resolución de cualquier problemade naturalezaestocástica,descritopor una
ecuacióndiferencial parala función densidadde probabilidadf(q, A). En particular, si el
operador£ presentala forma Lp¡’ , el problemapor resolver se sintetizaen el enunciado

81 — Lpp(q,A)f(q,t) , f(q, 0) = 10(q) , cieV(f) , 1=0, (2.25)
86

dondefo esla condicióninicial y 13(1) se refiere al campode definición de la función f(q, A).
Al enunciadogeneralhabráde aiiadirseparacadacasoparticularel conjuntode condiciones
de contornopara fi en las fronterasde la región E. definida por 13. Las condicionesde
fronterapuedenextraersede la propia definición del dominio 13. Así, la exigenciade que
las variables ci se hallen limitadasa la región E. impone, de formageneral,y con el fin de
mantenerconstantela normalizaciónde 1, que la corrientede probabilidad3 se anulesobre
la superficiede dicharegiónparatodo instante1. El problema(2.25) se resolverápor tanto
con las condicionesde fronteradenominadashabitualmentede reflejo para ecuacionesde
Folcker-Planck.

La aplicación de (2.6) para todo valor del intervalo temporal r = A — A’ representala
solución formal al problemapropuestoaunquela ecuacióndiferencial para el propagador
l7I(ci5Alq’, 1’,) o para la probabilidadcondicionalP(q,t¡q’, 0), no es resolublesi tampocolo
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es problemaparticular (2.25) en fi. No obstante,si r se suponesuficientementepequeño,
E’ puedesustituirsepor la probabilidadde transición a tiemposcortos P~(ci~ q’¡t) - De
este modo, f(q,t) se obtendráde la condicióninicial fo dividiendo el intervalo [0, A] en
subintervalosde longitud y = A/K con ~K = A y A1 = -,-. Si ff representala función de
distribución fi en el instanteA = A, la ecuaciónintegral de evolución (2.9) darála forma de
implementarfi en la variable discretizadat según

ffl+í(q) = fi(q,A,. + r) = JPr(ti,ti’Iln)ffl(ci’)d~Q’. (2.26)

Esta expresióndispensael procedimientobásicoa seguirparaeí avancetemporalde fi una
vez discretizadala variableA. El esquemade discretizaciónpresentadosirve como basepara
determinarfi(q,A~) en cualquier valor de A = A,,, si se fija el paso temporalAA = r. Así,
en problemasen los que fi presentesoluciónestacionariafi8 (q) = fi(q, A —+ oo) cabeesperar
que, para gran númeron de iteracionesfi” se aproximea fis.

Hade notarseque en (2.26) la función P,. representala aproximacióndel propagadorE’
parapequeñasdiferenciastemporalesA — A’ y, a su vez, E’,. seha obtenido de la ecuaciónde
Fokker-Planckauxiliar (2.24) por lo quepresentalas propiedadesinherentesa toda función
suficientementebiencomportadaen el sentidode distribucionesde probabilidad.Estacarac-
terísticapropiciala interpretacióndel esquemadeavance(2.26) sobreel intervalo[A,,,A,, + y]
en términos de los conceptosgeneralespresentadosen la fundamentaciónteórica parael
problemageneralsobreel intervalo [0,A]. De estaforma la función P,. puedeentenderse
como la probabilidadde transicióncondicional, o función de Oreen,parael avancetem-
poral de cualquierfunción de distribución E0 = fi(q,t,,) hastaF(q,r) = f(q,i,, + r). Los
procesosdifusivos contenidosen la maxwelliana(243) o, más generalmenteen E’,. , así
como sus propiedadesrelativasa las funcionesde distribución, conducena un tratamiento
óptimo, con pleno significado físico y matemático,a la soluciónnuméricasintetizadaen el
esquemaintegral de avancetemporal. En particular, segúnlo expuesto,cabeesperarque
el procedimientopropuestoresulte esencialmenteestable, en el sentidode los criterios de
estabilidaden la teoríasobreesquemasen diferencias.Dadoque 2,. contienela información
comprendidaen el paqueteinicial fi~ y se hallaacotadasobrela regiónE., cabeesperarque,
a medidaque r tiende a cero, existe un límite superioracotadode amplificaciónparaeste
elementode información La condición hm7...0E’,. = 6(q — q’) establecela existenciade
dicho límite superiorpor lo que, a medidaque el incrementotemporaldisminuye, fi”

41 se
aproximaa la función inicial fi “ de tal modoque el factor de amplificación ¡~fi”41¡¡/¡¡fi”¡¡ se
encuentraacotadoparatodo valor de r y menorque la unidad,si 11111 representala norma
cuclídeaconvencional.

En el siguientecapitulo se estudianprocesossimplessuficientementeconocidosen la li-
teratura,quesirven como baseparala inferenciade propiedadesmásespecíficasdel método
en cuantoa estabilidady convergencia.La existenciade solucionesanalíticaspara estos
problemaspermite la comparaciónde éstascon las obtenidaspor el métodointegral y los
esquemashabitualesen diferencias.En concreto,setratanproblemasde marcadocarácterno
markoviano,asícomo procesosen los quela mediay la varianzade fi permanecenconstantes
en el tiempo, dadasu estrecharelacióncon las propiedadesconservativasen procesosfísicos,
descritospor ecuacionestipo Fokker-Plancken la FísicaEstadística.
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23.2 Discretización espacial.

A diferenciadel métodoanalíticoparala resoluciónde la EF?denominadoPaAh Integral en
la literatura en el quelas K integralesrelacionadasiterativamenteen (2.26)hande resolverse
analíticamente,procediendoposteriormenteal limite K —> oc, con ff7 constante, para
derivar f(q, 1) el método integralsuponeúnicamentela implementaciónde fi en el sentido
de los esquemasexplícitos en diferencias. El equemade avancetemporal (2.26) implica
la integraciónsobre las variables q’ que, generalmente,no podrállevarsea cabode forma
analítica. Porestarazón la integral de evoluciónha de resolversemedianteprocedimientos
numericosacordescon las característicasde la misma. En principio cabeesperarque dicha
integral puedeser resueltasiguiendo cualquierade los métodosde integración numérica
conocidosen la literatura, sin embargo,la probabilidadde transicióna tiemposcortos P,.
se asemejaanalíticamentea una función 6 de Dirac, por lo cual presentaráun máximo
pronunciadoen q = qQ Este hechosugiereque la integraciónnuméricapara implementar
fi” hade realisarsemedianteprocedimientosdistintosa los habituales.Comoejemplo,para
eí casounidirnensional,puedeconsiderarsela integraciónmediantela ReglaExtendiadadel
Medio Punto,cuandoAq representael anchode la red espacialdiscreta.Si r es próximo a
cero, (2.13) tendráun máximoen q = q’ = q< de valor proporcionala 1/17, sólo el término
f”(q¿)Aq/ 4D(q<, t,,)r contribuirá en la integral numérica,por lo que no coincidirá
con fi” cuandor tiende a cero para cualquier valor de la razón (Aq)2/r. En este limite,
el núcleoQ¿j = P,-(q¡,q

1)Aqen la integraciónnuméricapor rectángulosno coincidecon la
función 6 de Kronecker ó¡j, representaciónde 6(q — qI) sobrela red discreta.

Así pues,la discretizaciónespacialhadesercoherentecon el esquemade implementación
temporaldadoen (2.26). La integraciónnuméricade éstadebeefectuarsede tal formaque
eí sentidofísico contenidoen la relación de consistencia(2.6) no se altere, lo que supone
que, paracualquier valor razonabledel incrementoespacialde la red discretaAq, la función
f”~ coincidacon fi” a medidaque eí intervalo temporalr tiendea cero. Estapretensiónse
fundamentaesencialmenteen el hechode no desvirtuar,mediantela discretizaciónespacial,
las propiedadesde estabilidadesperadasdel esquemade avanceen la variable A,

Resultaevidenteque la integral sobrelas variablesespacialesen (2.26) dependeráde la
representacióndiscretaconcedidaa la función fi” en cadaiteracióntemporal. Parailustrar
el procedimientogeneralse considera,con el fin de no sobrecargarla notación,el problema
(2.25) unidimensionalen la variablereal q sobreeí intervalo finito (a, b). Definiendola red
discretacentradade N puntos,que no contienea los puntosfrontera

1

la función fi, en el instanteA = nr-, se representa,en primera aproximación,mediantela
densidadde distribución discretadadapor

N

f”(q) = ~ i~ 6(q — qí) ~q (2.28)
<=1

donde 1<” representaa f”(q) evaluadaen cadapunto qj de la red centrada. Esta repre-
sentaciónpropicia la inmediataresoluciónde (2.26), de la que se obtendránlos valoresde
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Í
ffl+l(q¿) = >3Qijfij:’, Qq = P,.(q¡,q

5¡nr)Aq (2.29)

.7

donde P,.(q,q’Jt) se ha evaluadoen A = nr y q = qí. Construyendode nuevo la función
fi”

4’ (q) medianteel esquema(2.28) eí procesodeiteraciónquedaclaramenteestablecido.El
sencillo esquemaanterior lleva implícito la invariabilidadde la constantede normalización
de fo en cadaiteración, siempreque P,. se encuentrenormalizadaa la unidad sobreel
intervalo (a,b) según(2.14).

Es obvio que (2.28) resuelve la integral de evolución para fin (q) hastafiC+l(q) con-
duciendoa unasimple integraciónnuméricapor rectángulos,la relación(2.29) confierea la
función Qq un significadofísico acordeconeí problemacontinuoquerepresenta.En términos
de la probabilidadde transicióna tiemposcortos,de la quese derivaQq,éstaúltima puede
interpretarsecomo la fracción de fi” (qí) que pasaa ocupar la posición fi”41(qj) del plano
definido por fi y q, en el instanteposterior tfl~

1 = (n+ l)r; la normalizaciónde P,.

>3 P,.(q<,qj¡t)I.xq= >3Q<~ = 1

asegurala completaredistribucióndela densidaddiscreta(2.28) y, por tanto,la conservación
de la normainicial de fi. No obstante,como se afirmó en los párrafosanteriores,si r es
pequeño,Qq se anulapara q< ~ qj y, para Aq fijo, lim,..o Qq = M~q » 1, dondeM
representael máximo de E’,. en q< = q1. Esta característicaimplica elegir el incremento
espacialAq en función de r y de la constanteM, de tal forma quelim,...4oQq =

6q, lo que
suponeunacierta limitación en la aplicabilidaddel método. El problemapuedesolventarse
con la representaciónde la función fifl medianteunaseriede ondaso pulsos rectangulares
sustituyendocada6(q — q<)Aq en (2.28) por la función ¿(q¿...i,q, q¿

4x)definidapor

sí a <A
sí A<z<B (2.30){ 13—A _

sí x>B.

Por tanto, conocidala condición inicial fo(q) se construyela función con discontinuidades
simples

N

f
0(q) = >3 fi? C(qí~~,q,qí.~

4)Aq (2.31)
<=1

dondeq<~x sonlos puntosde la red auxiliar de contorno

1

= q< 2áq, q1~ = a,
1

= q¿ + ~ZXq, ~N+~ = b, (2.32)

y fi? se hacecoincidir con fo(q) evaluadaen q = qj. De formamás general,la función fi”
puederefiejarseen la suma

N

fifl (q) = >3p~’(q) ¿(q<±,q,q¡4±)Aq
<=1
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dondep~’(q) esun polinomio interpolantede la función f”(q) sobreel intervalo[q<—Aq/2,q¿+
Aq/2]. Por simplicidad, y con el fin de ilustrar el procedimientoa seguir, se ha tomado
p~’(q) = f»(qí) paraconstruir la condición inicial n-ésimafin (q), necesariaen eí cálculo de
la integralde evolución. Con estarepresentacióndiscretizadade la condición inicial para fi,
la. función f(q r) — fi1(q) vienedadapor aplicación directa de (2.26)

fil(qí) = jbp,.(qj,qI¡t= 0) >3 /2 ¿(qpt,q’,q~
4±)Aqdq’=

j=i a

Se hadefinido, en claroparalelismocon (2.28) parala nuevarepresentaciónde fi, la función

— y por extensiónQ~ paraA = nr—como

= zSq ~ P,.(q<, q’ ¡nr)¿(q~w~,q’, %+~ )dq’, (2,33)

4
en u = 0. El núcleo de la integral anterior dependeimplícitamente de los coeficientesde
difusión y deriva D y .4, o más generalmente,de las funcionesa y $ dadaspor (2.21),
evaluadasenq’, al encontrarseéstascomo parámetrosen el propagadorP,. - No obstante,
si tanto cx(q’, A) como /3(q’, 1) se sustituyenpor susvalores en los puntosq’ — q de la red
intermedia, la integraciónpuedeefectuarsesobrela variableq’ ya que,habitualmente, P,.
dependeenformaexponencialde la diferenciaq—q’. En particular,paraproblemasdefinidos
sobretoda rectareal,si los extremosde la red discretaa y b se eligen suficientementegrandes
corno para anular fi”(a) y fi”(b), si para 1’,. se toma la distribución gaussiana(2.13), se
tiene

Q,S1~f[u+Aq/2] — fer[ Aq/2] }, u = — — rA5 (2.34)
4rlJ~

dondefer es la función error. La función Q~ de (2.34) se encuentraacotadaentreO y ~
paracualquierpar devaloresde qí y q5. Así mismo,al igual que P,. , Qq se mantienesimpre
positiva, reduciéndosea la función 6 de Kroneckeren el limite y —, 0, con independencia
de la razón Aq/r. En este limite la sumasobrej para el avancede fi~4í se reducea un
solo término (ff

4’ = 2 6q f7 = fip), es decir, fi” permanececonstante. El problema
suscitadoen la integraciónpor rectángulosparala representación(2.28), quedaasí resuelto.
La normalización de P,. , por su parte, conllevala correspondientenormalización a la
unidadde Q~ y el esquemanuméricodefinitivo

N

= >3 Q~’. fi!’, >3Q2, = 1, Hm Qq = 615, (2.35)

5=1

se ajustaa las característicasfísicas del problemacontinuo
Cuandoel esquemaanteriorse representamatricialmentepor

los términos Qq se interpretancomo los elementosde la matriz N x IV de avancetemporal
o de transiciónQ equivalente,en el problemadiscreto,al operadorintegralU

1,1~ del formal-
ismo preliminar aducido como fundamentoteórico del método. Tomandode nuevo como
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referenciala probabilidadde transicióna tiempos cortos dadapor (2.13), es patenteque
la matriz de evolución Q tendráun gran númerode elementosnulos, ya que éstosdecaen
exponencialmentesegúnexp[—(qí — q

5)
2/(4D

5r). En consecuencia,Q se reducea unamatriz
M-diagonal, ya que sólo seránapreciablementediferentesde cero aquelloselementospara
los cuales,en función de r, la diferenciaentreqí y q5 seamenor que una cierta constante2Cq La elección de 20q paracadavalor del incrementotemporalelegido, tras un análisis
estimativodel comportamientode los coeficientes 4~ y U

5, reducen(2.35) a 2M±1suman-
dos sobreel índice j, si M representala parteenterade Q. El valor de M puededarse
a priori, conocidala probabilidadde transición a tiemposcortos,fijando r de forma que
la probabilidadde paso desdela posición q’ a q se aproximea la unidad tanto como se
desecínversamente,si se fija un valor máximode la diferencia¡q — q’j limitado por Máq, la
condición sobrela probabilidadda el valor máximode y. Una vez fijadala constanteM en
el primer paso temporal,o en cadaiteraciónsi fueranecesario,el esquemanuméricoglobal
resísítatotalmenteexplicito y, formalmente,equivalea un esquemaen diferenciasen eí que
las derivadasespacialesde aproximarana 2M puntosde la red discreta.

En contraposicióna estos últimos métodos,el planteamientointegral (2.35) se funda-
mentaen la naturalezaprobabilísticadel problemacontinuoque representa,le confiere una
clara interpretaciónfísica y le proporcionapropiedadesde estabilidady convergenciaque
suponenunanotableoptimizaciónsobrecualquieresquemaen diferencias.De hecho,ento-
dosloscasosanalizadosel métodointegralnuméricoresultatan eficientecomolos esquemas
implícitos en diferenciasmássolventes.

El modelo de avancetemporala travésde probabilidadesde transiciónha sidoutilizado
por otros investigadoresqueobtienenel propagadorsimulandofísicamentelos procesosdis-

persivosdescritospor la ecuacióndiferencial; puedenconsultarselas referencias[10] y [11],
en las que se proponeunasolución integral parala ecuaciónde Boltzmann. En todos los
trabajosconsultadoslos autorescoinciden en destacarque el procedimientonuméricoin-
tegral reduce el tiempo de computación,al podertomar pasostemporalesmayoresque los
esquemasexplícitosen diferenciasfinitas.

2.4 Tratamiento de cantidades conservadas.

La representacióndefinitiva del esquemanuméricointegral se sintetizaen el conjunto de
relaciones(2.35). Sin embargo,las funciones Q~., procededentesde la integraciónsobre
en intervalo [qí — Aq/2, q¿ + Aq/2] de P,.(q¿,q’¡t), no obedecenunívocamentea la forma
atribuida por (2.34), ya que el efectode tal integraciónsobrelos coeficientesA(q’) y .12(q’)
se harecogidoreemplazandoéstospor susvaloresen q’ = q~ El modelode integralanalítica
que generalos elementosQq no es único y por consiguiente,la definición de tal integral
ofrececierta flexibilidad que puede limitarse atendiendoa las característicasdel problema
físico general.En concreto,si el operador L~p conlíevala existenciadeciertasmagnitudes
conservadas(momento,energía ..), A5 y D5, que sintetizanel efecto de la integral anterior
sobre A y U, se deteminaránde tal formaque, en el problemadiscreto, estasmagnitudes
se masítenganconstantesen la evolución, Cabeesperar,por tanto, quede las propiedades
conservativasdel operador Lp¡’ se desprendanlos coeficientesQq apropiadossobrelos
que añadir,ademásde la condición de normalización,las nuevascondicionesparael man-
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tenimientode las magnitudesconservadas.Esencialmente,las propiedadesde conservación
atribuidasal operadorde Fokker-Planckson consecuenciade la dependenciafuncional en
la variable q de los coeficientesde difusión y deriva. Así pues, la elecciónde la matriz de
evolución apropiadaparacada problema,se haila tambiéncondicionadapor la forma del
propagadora tiemposcortos P,. queproviene,en gran medidade las funcionesauxiliares
tomadasen la factorización (2.21). En definitiva, los gradosde libertad implícitos en el
método integralnuméricofavorecen la correcta adaptaciónal problemacontinuo. Conse-
cuentemente,es posible derivar un modelo paraimplementar fi, mediantela correcciónde
la matriz 2 por dos víasdiferentes

2.4,1 la reformade 14 , dadoel carácterfinito del incrementotemporalr en el esquema
numéricoy

2.4.2 la redefinición de la integralquegeneralos elementosQ~, contandocon los efectosde
la discretizaciónespacial.

2.4.1 Corrección sobre P,..

De formageneral,la conservacióndel momentoy la energíade un sistemafísico denaturaleza
estocásticase relacionandirectamentecon el mantenimientode la media <q> y varíanza
((q—<q»

2> de q, enconcordanciacon laorientaciónprobabilísticaconcedidaen el tratamiento
generadoa lo largodela exposición.Así, si tanto fi comola corrientede probabilidad1q =
Al— 8flfi/8q, se anulansobrelos extremosdel intervalo (a,b), las variacionestemporales
de los momentos<q>(t) y (q2>(A) dadaspor las relaciones

d r~ 8fi
—< q >(A) = q —dq = ..4(q,A) fi(q, A) dq
di J

0 81

(2.37)

d 2~fi 2[br
= q —dq= D(q, A) + qA(q,t)]fi(q, A)dq

di 81 Ja

han de anularse para todo 1. De igual forma, para los momentos 4(q’, A) y q
2(q’, A) de la

probabildad de transición, se verifican las relaciones (2.37) si fi es sustituidapor 14. Así, a
primer orden en r, de acuerdo con la aproximación temporal de (2.24), las expresiones para
los momentos de fi se reescribencomo

<q>(A+r) = <q>(A) + r<A>(i) + Oi(r2)

(q2>(i + r) = <q2)(i) + 2,- <U + qA>(I) + 02(r2), (2.38)

5parano sobrecargarla exposiciónse ha supuesto J(q. 1) = O en q = a y q = b; deforma más general
habría de contarse con la expresión

d ah Oh 82h r ah 1
—<h(q,l)>(¿) < ~ + .4— + D >— d ¡ —DJ¡di Bq q= a 6q J

si h(q, 1) es lina cantidadconservadadel problema
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y sustituyendofi(q, A + r) en <q>(I + y) por la ecuaciónintegral de avancetemporal, tras
intercambiarel orden de integración, se tiene

b
<q)(A+r)= f ~(q’,A+r)fi(q’,A) dq’

donde?ftq’, A + i-) representala media de q sobrela probabilidadde transicióna tiempos
cortos,y cuyo valor es

«q’,A+-r) = rA(q’,~+q’+Rí(q’,r2),

en virtud de la propiedad(2.15) a primer ordenen y. Procediendode igual modo para
<q2>(A + r) en función de q2(q’,A + i-)

<q2>(I + i-) = q2(q’,A + r)fi(ci’ , A) dq’

donde,según(2.16), hastasegundoordende potenciasen r

q(q’,A + y) = 2r[D(q’,A) + q’A(q’,Ifl + q’2 + 11
2(q’,r

2).

Las expresionesde los restos R~ y 112 son conocidasuna vez fijada la probabilidadde
transición.Así, parala distribucióngaussiana(2.13)la mediay la varianzasonq’+r-A(q’,t)
y 4rD (q’, A) respectivamentepor lo que 14 es idénticamentenulo, mientrasque 112 es r2A.
Si el propagadorE,. se elige detal formaque las integralesde Rif (q’,A) y de 11ta fi(q’ ,I), esto
es <Ri> y <112>, se anulen, las igualdades(2.38) se verifican exactamentesin los restosO~ y

en orden~.2, Cuandoel problemacontinuoes tal quelos dosprimerosmomentosde fi sc
mantienenconstantesen el tiempo, <q>(A + r) y <q2>Q + r-) coinciden exactamentecon SUS

valoresen el instanteA, con independenciadel valor de y. Si estaelección no fuera posible,
como ocurre en el ejemplo mencionadoal ser <.42> diferente de cero, puedeprocedersea
la redefinición de la probabilidadde transiciónde formaque 11í y 112 no aparezcanen los
momentos?ftq’, A 1- y) y q2(q’, A + y) o, al menos, resulten proporcionalesa las tasasde
variación temporaldadasen (2.37).

En la mayoríade los casosestudiados,la condiciónanteriorsobrelos momentosde E’,-
se consiguefácilmete mediantela introducción de un término correctorde orden r2 en la
desviacióntípica a2 de ésta. Parael casoparticular que ilustraestasección,es decir, si E,.
coincide con la gaussiana(2.13) unidimensional,202 SC identifica con 4D(q’,I)r por lo que
Q¡ y O~ se anularánsi 202 se cambiapor 4Dr(1—r<A2>/2(D>), entreotras posibilidades.La
correcciónintroducidaen E,. convierte así al operadorintegral U¿

4,.,¿en un operadorque
conservala normainicial de fi y los momentosde primer y segundoordenen cadaiteración
temporal. Debe notarsequeestostérminos correctivosson a segundoorden en r y que su
inclusión en E,. efectuadaa posteriori sobreel propagadororiginal a tiemposcortos, no
incumple ningunade las propiedadessatisfechaspor ésteen el limite r —, 0, por lo que el
problemade la evolución temporalno quedadesvirtuado. En consecuencia,se ha de tener
presenteque tales correccionesno puedeninvolucrar términos de ordenmenor que r-2 la
inclusión de los mismos no conduciríaa los momentoscorrectosA y U, lo que supondría
la alteracióndel problemaoriginal. Este rasgoviene a subrayarla importanciaaludida en
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la secciónanterior sobrela necesidadde que E,. reproduzcarealmentelos coeficientesdel
desarrollode Kramers-Moyal. Afortunadamente,si la EF? continuade (2.25) encierraen si
misma las propiedadesconservativasreferenciadas,los parámetroscorrectivosseránsimpre
de orden y”’ con m> 2 mientrasque E,. seguirásiendoválida hastasegundoordenen el
incrementotemporal.

2.4.2 Corrección de Q2j. Función de Autocorrelación
Numerica.

El procedimientodescrito,orientadohacia el diseño de un esquemaparaimplementarfi en el
tiempo,coherentecon las propiedadesconservativasdel operadorL~

9 , afectaúnicamente
a la discretizaciónde la variableA. Es probable,por tanto,queen la resoluciónnuméricadela
integralespacial,nesesariaparala operatividaddel método,las característicasdel operador
sntegralse vean alteradaspor efectosde discretizaciónen la variable espacial. De forma
másgeneral,resultanecesariorecurrir directamentea la modificación de E,. , siemprea
segundoordenen y, una vez establecidoel procedimientogeneradorde los elementosQ~ en
la matriz de evolución.Adoptandola representaciónde fi” (q) medianteunafunción con un
númerofinito de discontinuidadessimples (2.31), el efectode la integral (2.33) en 1,, = ny
sobrelos coeficientesde difusión y convección, puederecogersemediantela representación
formal de los mismosa travésde las relaciones

A(q’,A) = Á(q5,A) + eí(t) A(q5,A) = (1 + e1) .4~

D(q’,A) = fl(q5,t) + 62(1) D(q5,t) = (1 + 62) D5 (2.41)

donde,61 y 62 son independientesde q, y hande ser talesque

As~ < (1 + eí)A5 =A341 y Dpi =(1±e2)D5 =IIj+i.

El ajustede las funcionese se hará de tal formaque las relaciones(2.39) y (2.40) generen
funciones Rí(q5,A,,) y R2(q5,A,,) nulas o proporcionalesa (A> y/o <[13 + qA]>, que han
de anularsesi se conservanlos dos primeros momentosde la distribución fi. Dado que,
habitualmenteq

2(q’,t) dependede A(q’,i) a travésde ~(q’,A), el ajustede las magnitudes
conservadaspuedecargarsesólo sobreuna de las funcionese, en particularsobre ~í (A) que
se notaráen losucesivopor ¿(A). Comoparacualquiervalor de e cabeesperarquela integral
en4(q’, 1) — q’, y su correspondientediscretización

>3 q¿ Q~ —

seaproporcionala la función A(q
5,4,), o másconcretamentea ¿A3,el momentode primer

ordende fi”
4’ en (n + l)r <q>,,+í coincidirá con <q>,, ya que la suma25 IfAs es nula, en

concordanciacon la relación entre <q>(t + r) y (q>(A). Por lo tanto, la condición que ha de
satisfacerla función de ajustee se desprenderáúnicamentede

q2(q A) — >3 qí Q~ = qJ + 2r[D
5 + q5A5] + R(ejq5,A,,)

si 3R(eIqj,A,,)fi~7/=.q = a. M
5

(2.42)
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De este modo se consigueque (q2),,+í coincida con (q2>,~. Sin embargoeQ,.) no puede
explicitarsedesde(2.42) paracualquier formade los elementosde la matriz de transición Q,
aunqueanalíticamentesí seaposible, como se mostró en párrafosanteriorespara(2.13). El
procedimientoa seguirparaanularo minimizar la serieanteriorhade ser, por consiguiente,
de índole numérica,ya que las integralespara el cálculo de los momentosde fi y Pr
se han llevado a cabo numéricamentea partir de la definición de las tasasQ~. Por esta
razón se aconsejaprocedera un ajusteiterativo de la función e a lo largo del proceso de
uriplementaciónde fi, equivalentea resolverla ecuación(2.42) por medio de aproximaciones
sucesivasque suponganla minimización del resto Rjfj’.

Una soluciónsimple parala ecuaciónen ¿(t,,) = e,, se establecenotandoque, segúnla
propia definición de 11~, (2.42) puedereescribirsecomo

— <q2>,, = ~RsffLXq

y asumiendoque el resto Rj es proporcinala e,,, estasuma dependeráen cadaiteraciónde
la diferenciaentre l’,,~i y 7’,,, si 2’ representaeí momento<q2>. En definitiva se tiene

= &J,, ( 2’,,~t — 2’» ),

donde cii,, es una constantede proporcionalidaddistinta de cero, procedentede la suma

ER
5Ijj’. Deformaequivalente,la relación ¿,,~i = e~ + C,,~ (2’,, — 7’,,~ ), fija la fórmula

recursivaque conduce,tras un cierto númerode iteraciones,al valor definitiva de e. Si el
sistemaen estudio es conservativo>la diferencia7’~+í —7’,,, seráde orden r

2, la correción
no supondráunaalteraciónde las característicasdel sistema. En estecaso,partiendode la
condición inicial fo quedefine el momento7’~, bastaráfijar unaconstanteC

0, para que la
relación recursiva

= en + C0 (21, —Te), <2.48)
establezcaen cada iteración el valor de e que minimiza la posible diferencia entre 7’,, y
~ La constante

0o es un parámetrofijo durantetodo el proceso iterativo, puededarse
arbitrariamente,si bien existela posibilidad de darunaestimaciónde suvaloranalizandola
variación §Fí — 7’o en la primera iteración,lo que permitiráademás,inferir el primer término

ei de la sucesión.Por lo general,es suficiente tomarej = O y C
0 ~ O, y dejar evolucionar

(2.43) hastaquelas característicaspropiasdel sistemarestablezcanel término constantee,
con absolutaindependenciade la forma elegidaparalos elementosde Q~ de la matriz de
transícron.

El cambio de ..4~, por (1 + e,,)A5, o más generalmente,por (1 + ¿,,)a<q5,A),en a(q’,t>
definidapor (2.21),hade conduciraun esquemanuméricoen el quesemantenganconstantes
la media y la varianzade la distribución, si el problemacontinuo presentaestapropiedad.
Es interesantedestacarque, si se pretendeaplicar el ajusteanterior a sistemasen los que
T(A) no permanececonstante,el parámetroe,, diverge,ya que la diferencia entre7’,, y 7’~,
no cambia de signo duranteun elevadonúmerode iteraciones. Así pues,si se pretende
forzar tales sistemasmediantela correción en ,4¡ la variación incontroladade e,, conduce
inevitablementea unasolución numéricaerróneafi,,. Este hechogeneraconfianzarespecto
a la aplicabilidad general del modelo, como cabria esperar, ya que, según se afirmó, el
parámetrode autocorreciónsólo puedeintroducir términosen r2; sinosucedeasí E’,. deja de
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ser válidaparaimplementarfis, al no recrearlosmomentosA y 13 correctosparael problema
que representa.En problemasparalos que (2.43) seaaplicable,la función ‘P,, = 1 + e,, oscila
en torno a = 1; la amplitudde la oscilación se amortiguaduranteel procesode iterativo,
fijándoseenun valor próximo a la unidad. Simultáneamentela razón T,,/2’o oscila también
respectoa unidad, identificándosecon éstacuando‘1’ se estabiliza. Dadoque ‘1’,,, en cierto
modo, correlacionalos términos 7’,, y T(t) = 7’~ con el fin de reconducir la evolución de
formafisicamentecoherentecon solución continuafi(q, A), se la ha denominadofunción de
autocorrelaciónnumérica parael métodonuméricointegral. Interesasubrayarque W es la
solución de la ecuación(2.43), en la que se cuentacon el modelode discretizaciónespacial.
La función de autocorrelaciónes plenamentecoherentecon el esquemadiscreto,de modo
que en la correcciónde7’,. se integranlos efectosde adecuacióna las característicasde la red
espacialdiscreta.El ajusterecursivode ‘J/,, no sólo implica la minimizaciónde la diferencia
entre 7’,, y ~ también limita simultáneamente,la propagaciónde posibleserroresde
redondeoimplícitos en la naturalezanuméricade la soluciónen fi.

La operatividadde la función de autocorrelación‘1’ puedeextendersesobre aqueflos
problemasen los que, a pesarde no mantenerseconstanteel momentoT(i) ( y/o <q> ), es
posibleconocerla ley de evoluciónde T(A) = <q

2>(A) por integracióndirectade lasecuaciones
diferencialesde (2.37.) A la vista de (2.43) si 7’~ se identifica con T(A), la generalizaciónde
la fórmula recursivapara~I’esinmediata

1 estoes

= ‘J/,, + C0 ( 1,, — T(t) ~ (2.44)
donde 7’,, oscilaráahoraen torno a la función 1(1) coincidiendoconéstatrascierto número
de iteraciones.

No ha de pensarseque la aplicación de ‘P,, al modelo de integraciónnuméricaes una
condiciónnecesariaparala estabilidadde la solución final, ya que,como se ha afirmado,el
métodoresultahabitualmenteestableen sí mismo. El papeldesempeñadopor la función de
autocorrelaciónselimita simplementea minimizar la diferenciaentrelos momentosrealesde
las solucionesanalíticay numérica,lo que en último extremorepresentasólo la optimización
del modelo en vías de mejorar,posiblemente,la convergencia.Los resultadosanterioresson
fácilmenteextensiblesal casoN — dimensionalparala función de distribución fi(q, 1).

La combinaciónde los dos procedimientosde ajuste,esto es, la inclusión de términos
correctivosen la expresiónanalíticade P,. , y el concursode la función de autocorrelación,
propicia la rápidaconvergenciade ‘Jf a su valor estacionario.Sin embargobastaaplicar el
último procedimiento,de caráctermásgeneralen el que se contabilizantodoslos efectosde
las discretizaciones.En los problemassin cantidadesconservadases suficiente,si se desea,
introducir la correccióna segundoordenen y sobrela desviacióntípica de la función E,.
elegida, si bien estamodificación no resulta necesariaya que el incremento temporalse
suponelo suficientementepequeño.

2.5 Consistenciay estabilidad.

En paralelismocon los esquemasen diferencias,se planteaen estasección el estudiode
la consistencia del métodonumérico desarrolladoen el presentecapítulo. La propiedad
de la consistenciahace mención al hechode que el esquemadiscreto en cuestión,en los
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límites r —> O y Aq —> 0, reproduceexactamentela ecuaciónde Fokker-Plancktrataday no
otra. Como el esquemade avancetemporalesindependientedel modelode discretizaciónen
las variablesespaciales,se procederáprimero a mostrar la consistenciadel esquema(2.26).
En primer lugar conviene probar que la ecuaciónintegral de evolución es equivalente a
la ecuacióndiferencial problema. Tomandocomo referenciael modelo de cálculo parala
probabilidadde transicióna tiempos cortos de la sección2.2,2, la ecuación

fi(q,A,, + r) = P,.(q,q’¡A,,)f(q’,A»)dq’,

debe conducira la ecuaciónoriginal (2.25). Bastaconsiderarla ecuacióndiferencial de la
que se obtiene E’,. , dadapor (2.24), reescritaa primer orden en r como

E,. = (1 -1- rL~~ -t OQr
2))6(q— q’) = (1 + rLpp + 0i(r2))6(q — q’) (2.45)

quesustituidaen (2.45) da

fi(q,t+r) = f(q,A)—

— q’)dq’ — ~—D(q,A)f”6(q — q’)dq’} + Q(,-2),

dondese ha recuperadola formaoriginal de los coeficientesde difusión y deriva, partiendo
de las factorizaciones(2.21), tras procederde forma inversaa la efectuadapara definirlas.
Si se lleva a cabola integraciónsobrela variableq’ y se procedeal limite y —> O con nr = A
se tiene

hm fi(q, A + r) — fi(q, A) — Lpp(q,A)fi(q, A) + lim 0(r2)
7

cuyo primer miembro es precisamentela derivadatemporalde fi(q, A). El resto 0(r2) se
anulaen el limite anterior,ya quedichafunción en proporcionala r como puedeverificarse
atendiendoa la seriede Dyson,sección2.1, parala soluciónformal dela ecuaciónde Fokker-
Planck en la probabilidadde transición. La derivaciónanalíticaanterior es independiente
de la dependenciatemporalde las funcionesA y D, aun cuandoestadependenciapueda
estargeneradapor la relacióndirecta de ambascon la propiafunción de distribución f.

Comprobadala equivalenciaentre las ecuacionesparael movimientode fi en las formas
integral y diferencial,paraverificar la consistenciadel modelonuméricoes necesarioevaluar
el error global de truncamientotras M iteraciones.En estecaso, el error de truncamiento
dependede la relación entrela probabilidadde transición aproximadaE,. y el propagador
verdaderoU = P(q, A + y¡q’, A) válido para cualquiery y cuya forma se desconoce. La.
estimacióndelerror global se harátras la evaluacióndel errorlocal de truncamientocometido
en cadapaso,esto es, si f”(q) indica la aproximaciónnuméricade fi en la n-ésimaiteración,
y fi,, (q) denotala función real fi evaluadaen 1 = nr, tal error vendrádado por

fi”(q) — fi,,(q) = J P,.(q,q’¡A)fi”’(q’)dq’ —

— ¡ P(q, A + ~k’,A)f,,.i(q’)dq’. (2.46>
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En general,la diferenciaanteriororiginauna función 0(q¡r
2), querepresentaun infinitésirno

a segundoordeneny. El análisisde la propagaciónde dicho error,dadoel carácterfinito del
paso temporaly, dependede la relaciónfuncional de A y 13 con el tiempo 1,, = nr. Corno
A y 13 puedendependerde la función fi, el problemageneralrelativo a la estimacióndel
error es difícil de solventar. En cambio,paraunaecuaciónde Fokker-Plancken la que los
coeficientesde conveccióny difusión seanindependientesde A, resultasencillo determinar
el orden del error, ya que P,. y E dependensólo de r, según(2.12) paralos operadores
L~p(q,q’) y LFP(q). En la primera iteración(2.46) se traduceen

— = L~.p(q,q’) — e~ LFP(q) ]i5(q — q’)fio(q’)dq’

y dadoqueL.~6 = LppS,

—r frT*filf~ 12 ¡¡I~t’n — Lpp]LppS(q — q’)fio(q’)dq’ + 0(,-S) = Oi(q¡r2)
2

dondela función Oí(r2) representaunafunción de orden,-2~ La aplicacióndela ley recursiva
(2.46) permiteestimarel error local de truncamientoen la n-ésimaiteración,dependiente
del resto 0,,. ~(r2), estoes

f”4i — fi,,+í = 0,,
1(r

2) + o,,fr2).

Si el intervaloes estudio[0,A] se divide en M subintervalosde anchurar = A/M, suponiendo
acumulativoel error generadoen cadapaso,el error global de truncamientoserá de orden
r, es decir

fi~41 — fin+í = fin+i — J Pfi(q’, nr)dq’ = 0(r). (2.47)

Cadaintegralde (2.9) esválidahastaorden1/M2, siendoel procesoglobalválido hastaorden
1/M siempreen el casomásdesfavorable.Sin embargo,como el error local dependede la
diferenciaentreel operadorauxiliar L>~ y el operadorreal Lpp, la adecuacióndel primero
a cadaproblemaparticularpuedeoriginarque la función 0,, (q¡r2) sereduzcanotablemente,
al menos en un cierto subintervalodel recorrido de fi. A efectosprácticos,la optimización
del métodoes factiblesiempreque en el operadorauxiliar, estoes, en la representación6, se
recojanlos comportamientosdel operadororiginal en puntossingulares.De hecho,en todos
los casosestudiadosel error de truncamientoglobal resultamáspróximo a un infinitésimo
de segundoorden en r que a 0(r). Procediendoal límite ,- .—> O en la expresióndel error
de truncamiento(2.47) es obvio que el esquemadiscretose reducea la ecuaciónintegralde
evolución(2.9), donde E,. se cambiapor P(q, 1±y¡q~~ A), lo que pruebala consistenciadel
modelo.

En el casodeA y 13 dependientesdel tiempo, incluyendola posibilidadde la dependencia
en f(q,t), el error global puedeconsiderarseanalíticamentetambién de orden r, si este
parámetroseconsiderainfinitesimal. Lapropagacióndel error a lo largo del procesoiterativo
no puedeestimarseparaeí casogeneraldebidoa la incertidumbregeneradapor la posible
alinealidad. Sin embargo,los razonamientosanterioresse extiendenfácilmente a estoscasos
bajo ciertas condiciones. En concreto, si los coeficientesde difusión y deriva son tales
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que varíanlentamentecon el tiempo, éstospuedensuponerseconstantesen el subintervalo
[A,A + y] para procederde formaanálogaa la presentadaen eí párrafoanterior. En este
caso, cabe esperarque las conclusionesderivadaspara .4 y 13 independientesde A sean
extensiblesa estosproblemas. La valoraciónde la evolución temporalparaestoscoeficientes
conduciráa la apropiadaeleccióndel pasofinito r. Paraproblemasen los queexistesolución
estacionariapuedeestimarseel tiempo de relajación7’ del sistema,esto es, la medidadel
tiempoquetardafi en aproxirnarsea la soluciónestacionaria,y procedera dividir eí intervalo
[0,7’] en M subintervalosde longitud r, en el quelos momentosA(q, A) y D(q, A) no varíen
sustancialmente.De estaforma, E’,. seguirácontandoen sí mismacon la representación
adecuadade A y 13 paray finito.

En definitiva, cualquieraque seael modelo elegido pararepresentar E,. en el límite
r —4 0 se reproducela ecuacióndel problemacontinuo. Nuevamente,el requisitode que E,.
seatal quede ella se desprendanexactamentelos momentosA y 13 se hacenecesariopara
que el esquemanuméricoresulte consistente.El procedimientoseguidoparael cálculo del
propagadora tiemposcortos en la sección2.2.2supone,pues,la consistenciadel modelo.

Cuandose cuentacon la discretizaciónespacial,el esquemade integraciónelegidoha de
conducir en eí límite Aq —. O a la ecuaciónintegral de evolución (2.6), consistentecon la
ecuacióndiferencialproblema. En particular,si fi(q, A) se representamediantela serie(2.31)
las identidades

lim ¿(qí — Aq/2, q’, q~ + Aq) = 6(q¿ — q’)
Aq—.O

y
¡34 P,.(q, q’¡A)Aq’ = P,.(q,q

5¡A)Aq’+ 0(/=.q’3)

q~. ~

permitenevaluarel límite
N

L= hm >3Q~fi(q5,í,,).

Dadoque las sustitucionesq5 .—> q , q¿ — q y ZJ Aq —> f dq’ (Pl —* oc) reflejan el proceso
al límite del casodiscretoal continuo,se tiene

L = fi(q’, i,,)P,.(q,q’IA,,)dq’

que es exactamentela ecuaciónintegral de evolución (2.9), cuya consistenciacon la EFP
se ha probadoanteriormente. Realmente,la reducción de (2.33> a la ecuaciónintegral de
avancetemporal,dependeúnicamentede la formade representarfi»(q~) mediantesumade
funcionescon discontinuidadessimples, en términosde funciones¿(qí — Aq/2,q’, qi + Aq),
con la red auxiliar de contorno(2,32). Comoestarepresentaciónes arbitraria-incluso puede
no ser necesariasi la integral (2.9) es resolubleanalíticamente-la consistenciadel esquema
numérico quedaa expensasdel procedimientoutilizado paraconstruir, en cada iteración
temporal, la condición inicial n-ésimafi(q’, nr).

La función de autocorrelaciónnuméricaIP, enproblemasconmagnitudesconservadas,no
contribuyea alterarlas propiedadesde consistencia.Ya que ‘P,,41 = ‘P(A,, +y) y ‘1’,, = ‘P(A,,)
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se relacionan,en virtud de (2.44) por

________ (7’,, — T~—í

)

IP,, =
r y

si se procedeal límite r —. 0, dadoquedI(A)/dA = 0,

cl? dSP
~-~-= C

04= 0.

Así pues,el valor inicial ~Po= 1 se mantendráconstanteen todala evolución,lo que implica
la independenciade en el parámetrodeajuste IP, cuandoel incrementotemporaltiende
a cero.

Otra propiedadimportantepara el estudiode las característicasgeneralesdel proced-
imiento integrales su estabilidad,La estabilidadde un métodonuméricoconsisteen probar
queexisteun límite superior,a medidaque el incrementotemporaltiendea cero,que marca
la máxima amplificaciónposiblede toda la informacióncontenidaen la condición inicial,
Comocondicióninicial en estecaso,no hade entendersesólo fo(q),sino que esprecisocontar
con toda la informacióndadaen la formulacióngeneraldel problema. Las condicionesde
contorno,el carácterpositivo de la función de distribución y el mantenimientodela norma,
entreotras propiedades,debencontarsecomo partede la informacióninicial, cuyo rangode
variabilidad se intenta acotar. Parael esquemaintegral en el que se dispone únicamente
de la discretizacióntemporal,es obvio que tal límite en la amplificaciónde la información
existe, ya que,en virtud de la propiedad

lim Pr(q¡q’,A) = t5(q —

a medidaque r se apronmaa cero,la función fi”+’ (q) — fi(q, A + r) tiende a f(q, A), donde
se sintetizatoda la informacióndel problema.Así mismo, paraeí esquemanuméricoglobal
(2.35), las funciones positivasQ~, que representanla matriz de transición en (2.36), se
encuentranacotadassuperiormentepor la unidad,con independenciade los valoresde A5 y
Djj y de cualquiervalorconcedidoa y y Aq. Estapropiedadestáesencialmenteimplícita en
la definición de Q<5. En el casoparticularen el que Q15 se definepor (2.34) como diferencia

de funcioneserror, essencillo mostrarlas propiedades

tt = 1

ZjQ~ fil’ =25fi; y

lim,..o QIIí =

que puedenusarsepara acotarla normaeuclídeaconvencional I~ n+1¡¡ del vector £ en
la (n+1)-ésimaiteracióny limitar así la posible amplificaciónde la informacióninicial, una
vez fijado el esquemadiscretoespacial.De este modo

>3ff+ífir+í =>3fi;fi;
5
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es decir, ¡¡ f n4-.jj =¡¡1’ “¡¡que representala condiciónsvficientepara ¿ci estabilidad en
los esquemasnuméricosen diferencias. La igualdadsi cumple se r es idénticamentenulo.
Además, la desigualdadse verifica para cualquier valor de r, Aq, r/Aq2, A

5 y D, lo que
confiere al esquemaestabilidadincondicional. El mantenimientode la normainicial unidad
de fo a lo largo de la evolución, establecidopor la propiedadde normalización para los
elementosde la matriz 2, conduceapensarque la estabilidaddel métodoesuna propiedad
inherenteal mismo. En cambio,para el casogeneralla forma de las funcionesQ~s no se Ira
establecidode formaunívoca,por lo quesólo cabeesperarquelas propiedadesatribuidas a
las mismas contribuyana la estabilidaddel esquemaglobal. Paraun problemaparticular,
con A y 13 conocidospuederealizarseel estudiode la estabilidadsiguiendoalgunosde los
procedimientoshabituales,desarrolladosal efecto,paraecuacionesen diferencias.

En cualquier caso, siempreque la probabilidadde transicióna tiempos cortos tengalas
propiedadesde una función bien comportada, en el sentidode las funcionesde distribución
en la teoríade probabilidades,la evolución de fi suponea lo largo del procesoevolutivo, la
generaciónde unasucesión{fi”} de funcionesde distribución, normalizadasa la unidad y
acotadassuperiormente.En otras palabras,el método resuelveesencialmentela ecuación
integral (2.6), que presentainfinitas solucionescuandono se fijan límites en la definición y
característicasdel propagadorU; estainfinitud de solucionesse halimitado por eí conjunto
de propiedadesconcedidasa E,. en la sección2.2.1, si la ecuacióndiferencialproblemase
toma como fuente de información a este fin y se procedesegúnlas pautasde cálculo dadas
en la sección2.2.2. No se espera,a priori, la existenciade cansasde inestabilidad,siempre
que el modelo de discretisaciónespacialseacoherentecon cadaproblema.

En todos los casosestudiadosno se ha observadoinestabilidaden la soluciónnumérica
integral, aun para problemasde ecuacionesno linealesde Foklcer-Planck,en las que A y D
dependende la propia función fi. En todosellos lascaracterísticasde los términosde difusión
y deriva contribuyena conducir la evolución hastauna solución fi” con las características
plenasde unafunción densidadde probabilidady consistentecon las propiedadesfísicas del
problema.

La condición de estabilidad,sin embargo, no supone la convergenciade la solución
numéricaa la soluciónanalíticaevaluadaen los puntosdela reddiscreta,si bien la consisten-
cia orientaen cuantoal acotamientoentreambassoluciones.En todos los casosestudiados
la convergenciade la soluciónnuméricahaciala soluciónestacionariaanalítica,cuandoésta
existe, es absoluta. Incluso para problemassin solución estacionaríadefinida se ha obser-
vado la adecuadaconvergenciahaciala soluciónverdaderafi(q,A = ny>, con n fijo, incluso
para valores de y mayoresque los físicamenteaceptables. En los problemas(2.25) para
los que puededeterminarsea priori la soluciónestacionaria,la convergenciade la solución
numéricatras cierto número de iteraciones,aseguraque el margende proximidad entrela
función numéricay la analíticaen cualquieriteración, se ve notablementereducido. Pueden
consultarselos casosestudiadosen el capítulo posterior,dondese ilustra la operatividadde
método,a la vez que se sientanlos precedentesbásicosparael tratamientode problemas
físicos de mayorrelevanciae interés.En particular, resultainteresenteverificar la validez de
los procedimientosdescritosa lo largode estaexposiciónparaecuacionestipo EEPconmar-
cadocarácterno markoviano,en los queA y 13 dependendela propia función de distribución
fi.
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2.6 Conclusionesgenerales.

El métodonuméricodesarrolladoen estecapítulose fundamenta,esencialmente,en la natu-
ralezaprobabilisticadel problemarepresentadopor una ecuacióndiferencial tipo Fokker-
PLanck, entendidacomo una ecuaciónen la función densidadde probabilidad fi(q, 1).
La solución integral en términos del propagadorgeneral II(q, A¡q’, 1’) de (2.2) inspira eí
tratamientode la evolución temporal, en términosdel propagadorparavalorespequeñosde
la diferenciar = A — A’ que, debido a la Ecuaciónde Consistencia(2.6), puedeinterpretarse
como unaprobabilidadde transición a tiemposcortos E,.. La expresiónde E,. se deriva
para cadaproblemaconcretoresolviendola ecuaciónauxiliar (2.24) a primer orden en el
desarrollode potenciasen r, parala BPP satisfechapor II (q,A+ r Iq¼O.De este modo,
es posible encontrarun modelo de probabilidadde transición a tiempos cortos que en el
límite y —, 0 es consistentecon el problemaoriginal, al cumplir las mismaspropiedadesde
la sección2.2.1, satisfechaspor el propagadorverdaderoparacualquierr, cuya expresión
se asumecomo desconocida.A lo largo de la exposiciónse ha generadoel algoritmo que
ilustra la aplicabilidaddel método. Así mismo se han ofrecido diversosmodosde particu-
lanzar el procedimientoa cadaproblemaen estudio,si bien las pautasesencialesa seguir
sonlas mismasparacualquier ecuacióntipo Pokker-Planck,siempre que los coeficientesde
convecciónA

1(q,t) y difusión Dj5(q,t) se suponganexplicitadosen A y q. Deformaqeneral
puedeextraerseel siguienteconjuntode conclusiones:

1.- El método se inspira en la naturalezaestocásticade la Ecuaciónde Fokker-Planck,lo
que resuelveel problemade la evoluciónde la función de distribución, dandolugar a
un esquemade avancetemporalcon pleno significadofísico.

2.- El procedimientode cálculo parala probabilidadde transicióna tiemposcortos, me-
diantela reduccióna unaEFP lineal ordinaria, generala representaciónde la función
6 de Dirac ajustadaa las característicasde cadaproblema.

3.- Del punto anterior se desprendeque las condicionesde contornoquedanimplícitas en
la expresióndel propagadorE,.

4,- El esquemade avancetemporal(2.36) parafi(q, A + y) es totalmenteexplícito y no es
necesario,por tanto, recurrir a procedimientosde inversiónen la matriz de evolución
Q. Estehechofavorecela operatividaddel métodoen la resoluciónde problemastipo
EFPdondelos coeficientesde conveccióny difusión seandependientesde fi, ya queen
E’,. sólo se involucrala presenciade éstasen la iteraciónanterior.

5.- La representacióndiscretade la n-ésimacondicióninicial fi” (q) parala ecuación in-
tegral de evolución define los elementosde la matriz Q. El carácterpositivo de estos
elementosmantienela positividadde la función de distribución en todaslas iteraciones,

6.- La normade fi se mantieneconstanteen cadaiteración,ya que E’,. estánormalizada.
Así mismo, la flexibilidad en eí diseñodel modelode discretizaciónpermite ajustarel
esquemageneralalas propiedadesconservativasde cadaproblema.Con estafinalidad
se ha definido la función de autocorrelaciónnuméricacomo correccion en ordeny2
que,en consecuencia,no desvirtúalas característicaspropiasde la evolución.
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7.- la soluciónnuméricadela ecuacióndiferencial (2.25)se obtienemediantela resolución
de la ecuaciónintegralde evolución (2.6), con una probabilidadde transición E’,. en
la que se cuentacon los coeficientesde difusión y deriva del problemaoriginal. La
evoluciónse halla dirigida por las característicasdeestoscoeficientespor lo cual, cada
elementode la sucesiónde funciones{ £ “ } tiene las característicasde una función de
distribucióncoherentecon la ecuacióndiferencial en estudio. Este hechooptimiza la
convergenciahaciala soluciónverdadera.
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Capítulo 3

Aplicaciones del Método

Integral.
Una vez fijado el procedimientogeneralparala aplicación del método numéricointegral, se
abordanen este capitulo algunosde los problemassimples más conocidosen la literatura
sobreecuacionesde Fokker-Planck, Se pretendeasí mostrar las pautasa seguir para la
resolución numéricade la ecuacióndiferencial , centrando el algoritmo generala las car-
acterísticaspropias de cadaproblema. Mediante la adecuadadefinición de los términos
de difusión y deriva es factible construir un problemaen el que la media y la desviación
típica de la distribuciónpermanecenconstantesen el tiempo. En claroparalelismode esta
propiedadcon los problemasde las magnitudesconservadasen ciertos sistemasla ilsicos,
el tratamientode esteprocesosimplesentarálas basesparala aplicabilidaddel método en
casossimilaresde mayorrelevancia, La comparaciónde la soluciónanalíticaen cadaetapa
de la evolución con la solución numérica,daráideadel nivel de aproximaciónentre ambas
y orientarásobrela convergenciadel nuevamétodo.

Porotra parte, como aplicación del procedimientotrazadoen el capítulo anterior para
el cálculo de la probabilidadde transición a tiemposcortos,se han abordadoproblemasen
los quela variable se halla restringidaa un intervalo finito de la recta real, La adecuación
de E,. a estoscasosintegraen éstala existenciade las condicionesde contornosatisfechas
por la función de distribución. El problemadel tratamientode las fronteras,resueltoen la
sección2.2,2 de formageneral,se ilustra y justifica a través de los procesosabordados,

Porsu importanciaen los problemasde la FísicaEstadísticase aplicael Método Integral
a la resoluciónde ecuacionesno linealesde Fokker-Planck,estoes, ecuacionesformalmente
análogasa las mismaspara procesosestocásticosde Markov en las que los coeficientesde
difusivos dependende la propia función fi, De forma general, este tipo de problemasse
correspondedirectamentecon procesosestocásticosen los que persistenciertosefectos de
memoria. En particular,se han seleccionadocasosde índole no lineal paralosque es posible
derivar la soluciónanalítica,con el fin de establecerla aplicabilidaddel algoritmonumérico
a problemasafines. En estesentidose estudiael casode unaecuaciónno lineal de Fokker-
Planck unidimensional, formalmenteequivalentea lo Ecuación Cinética en la Física del

53
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Plasma,parala queexiste solución estacionaria,a la vez quepermanecenconstantesen la
evoluciónlos dosprimerosmomentosde la función de distribución. En todoslos casosse ha
procedidoa la comparaciónde solucionesanalíticascon las solucionesnuméricasintegrales
y las obtenidaspor métodosnuméricosparaesquemasen diferenciasfinitas. Los ejemplos
resueltosen estasección permitenderivar conclusionesde caráctergeneral inherentesal
nuevo método.

3.1 Procesode Wiener.

El casomássimple de ecuacióndiferencial de Fokker-PLancklo constituyeel procesopura-
mentedifusivo ‘ de Wiener unidimensional[1], [2], [3]en el queel coeficientede difusión 13
es constante.La ecuacióndiferencial parala función de distribuciónes, en estecaso

Bf(q, A) — ~ 8
2fi(q,A

)

8 A 8 q2 a=q<b (3.1)
con la condición inicial

f(q,t = 0) = fio(q)

La justificación paraeí análisis de un procesode Wiener unidirnensional,se inspira en la
posibilidad de generarun conjuntode probabilidadesde transiciónadecuadasa las condi-
donesde contorno, y queserviráncomo baseparala representaciónde la función fi de Dirac
en problemasdifusivoscon 13 variable. Porotra parte,la importanciade esteprocesodesde
el puntode vistaanalítico,estribaen el hechode quecualquierproblemade naturalezaes-
tocásticapuededescomponerseen sucesivosprocesosde Wiener [4]. La aplicación de estos
procedimientosde cálculo puedenextenderseal cálculo de la probabilidadde transicióna
tiemposcortosparaal desarrollodel métodoen problemasmenossimples.

Las condicionesde frontera se especifican en cadaproblema, no obstante,con objeto
de preservarla normaunidad de la densidadfi, en todos los procesosestudiadosse trata
con las denominadascondicionesde reflejo, que suponenla anulaciónde la corriente de
probabilidad en los extremosdel intervalo de definición de la variable. En este caso, tal
condición impone

O en q=a y q=b.

Dado que la probabilidadde transición P(q, A¡q’, A’) es solución de la ecuación(3.1) con la
condición inicial especialr = A — A’ = 0, se satisfará

a2r21 = 13—~ P(q,A;q’,t) = &(q— q’),
OA aq

cuyaformaes,para—oc < q < oc,lasolución principal parala ecuacióndel calor, coincidente
con (2.13) parael casounidimensional

‘También resultahabitual en la literaturadenominar proceso de Wiener al mismoproblemaconderiva
constantediferentede cero.
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que permitirá avanzaren el tiempo la función de distribución. En estecasola solución
analíticapara f(q, A) quedaestablecidapor aplicación directa de la ecuaciónde evolución
(2.6) partiendo de A’ = O y de fo(q). Al ser 13 constante(3.2) representala probabilidad
de transiciónválida para cualquier valor del paso temporaly. La resoluciónnuméricadel
problemapuedeparecertrivial a la vistade los resultados.Sin embargo,la utilidad práctica
cte la aplicacióndel métodonuméricoradicaenel hechodepoderestablecerlas características
generalesaplicablesa procesosmás complejos,en los que A y 13 puedenno ser constantes.
El procesode Wiener ha servidoasí como baseparafijar pautasgeneralesa seguir parala
operatividaddel método integral. Algunas de estaspropiedadesse han presentadoya en
trabajosprevios por partede algunoscomponentesde nuestrogrupo ([5]).

En primer lugar se haconsideradoel problemarelativo al intervalo real ] — oc , oc[, sobre
el que se definela función fi, con el fin de calibrar los efectosprocedentesde la definición de
una red discretanecesariamentefinita. Así mismo es posibleabordarde formatangible el
procedimientogeneradorde los elementosQq parala matriz de evolución Q, comprobando
hastaquépuntola integraciónimplicadaenla ecuaciónintegralde evoluciónpuedeefectuarse
mediantelos modeloshabitualesen la resoluciónnuméricade integrales. El planteamiento
de los esquemasnuméricosestablecidosseguidamenteparael procesoWiener, seaplicaránen
la. secciónsiguienteal casode Ornstein-Uhlenbeckunidimensionaly aproblemasno lineales
posteriormente.

Dado que la variable se extiendea lo largo de toda la recta real en eí casocontinuo
es convenienteelegir como valor máximo de la variable la cantidadq,,~ que permitaanular
numéricamenteeí valor de la función fi en los extremosde la red discreta. La variable q se
extiendesobreel intervalo [—q,,,,qn,], sobreél se diseñarála discretizaciónapropiadaparala
resolución numéricade las integrales. En particularse proponeunared intermediaque no
contengaa los puntosfronterasegún(2.27). Lajustificaciónque conduceal establecimiento
de esta red se encuentraen dos razonesfundamentales.En primer lugar, el número de
intervalosse haceasí coincidir exactamentecon el númerode puntosen la red. En segundo
ingar, estadiscretizaciónpermite efectuarlas integracionesnuméricasmediantela sencilla
aproximaciónde la ReglaExtendidadel Punto Medio, en la que los pesoscorrespondientes
a cada coeficiente en la fórmula de cuadraturacoinciden con la unidad. Este segundo
argumentoaludea la posibilidad de representarlos coeficientesQq mediantela relación
simple P,.(q¿,q

5¡i~)Aq, cuandola n-ésimacondicióninicial fi” se generaa travésde la suma
de funciones6(q— qí)dadaen la sección2.3.2por (2.28). De estemodopuedecontemplarse
de formamás clara la conexiónentrelas integracionesnuméricasy las integralesanalíticas
relativas a magnitudesconservadasen el problemafísico. Por otra parte, la aplicación
de la Regla Extendidadel Punto Medio en las integralesde avancetemporal ilustra con
mayor claridad el sentidofísico de los elementosde la matriz de evolución utilizada en el
esquemanumérico.No obstantehade matizarsede nuevo,quela integraciónpor rectángulos
propuestano es la únicaposible.

Si fif representael valor de la función fi(v,1) en el puntov¡ y en el instanteA~ = riAl = nr

la ecuaciónde evolución se reescribesegún

N

fifl+l = >3 Pu fil’ Aq
5=1
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dondelos términos P¡
5Aqson los coeficientesQq de la matrizde evolucióntemporalQ, en el

esquemageneral(2.35). El término fi5Aq, si q representala velocidad,se interpretacomo eí
númerode partículascon velocidadescontenidasen eí intervalonuméricodondese evalúaf~.
En particular, si la función de distribuciónfísica se renormalizaparaque la integralanterior
sobre toda la red se hagacoincidir con la unidad,el áreafi4Aq representarála fracción de
partículasdel sistemacuyacuyo valor de la velocidadse encuentraentreq¡ — Aq y qi + Aq.

Parael caso abordadoen esta sección, los coeficientesPq se obtendrána partir de
P,.(q,q’ ¡y) en (3.2),siguiendoel mismo criterio de discretizaciónaplicado sobrefi(q, A), con
q = qí y q’ = q5. La condicióninicial del problemaparala función fi(q, O) = fio(q) permite
avanzar temporalmentela función de distribución. El esquemaresultaasí especialmente
simple en su aplicación al procesode Wiener. Dado que E’,. estánormalizadaa la unidad
analíticamente,cabeesperarque la suma

N

= >3 Qq
‘=1

seatambiénla unidad. Conexcelenteaproximaciónla normalizaciónnuméricaparalos Qq
coincide con la unidad paravaloresdel índice j no muy cercanosa los extremosj = 1 y

= N paraunaretículasuficientementeampliay anchoAq razonable.Esobvio que el error
en el cálculo de la integral de normalizaciónN5 se debea la limitación de la red sobreel
intervalo [—qn,,q,4, siendoesteerrordevalor 1 en los extremosde dicho intervalo. Conviene2
renormalizarlos coeficientesQq redistribuyendo,para5 fijo, el árearesidual1— 1V5 de modo
proporcionalentreellos, Esteprocedimientoequivalea redefinir las tasasQq de la forma

= Qq/Nj. Sólo los términos próximos a 5 = 1 o 5 = 1V se verán significativamente
afectadospor la renormalización,pero su influencia en la función fi” serádespreciablesi
éstaes prácticamentenulapara dichos valoresde 5.

La argumentaciónprecedentees válida siempreque realmentelas normas1V, se hallen
próximas a la unidad también en los puntosfrontera de la red discreta. Sin embargoesto
no ocurreparacualquier valor de los parámetrosy y Aq. Comoya se apuntóen el capítulo
anterior,si el incrementotemporales pequeñocomparadoconel incrementoespacial- o más
concretamentecon (Aq)

2- los erroresnuméricoscometidosen la estimaciónde N~ para Qq
— PqLXq sonsignificativos,y la normanuméricadifiere de la unidad no sólo en los extremos
de la red. En este casoha de procedersea la sustitución de los términos Qq anteriorespor
los correspondientes(2.34)

q
5 + Aq/2) — fer(~ —qy—Aq/2

]

Qq = ~ ¡fer& «,~ (3.3)

cuandofi” se representapor la suma de pulsos o histogramasrectangulares(2.31). Con
parámetrosq,~, y, IV’, y Aq razonableslas sumas2~ ~ coincidenprácticamenteN~ = l,por
lo qt:e no es necesariorenormalizarlas funcionesde (3.3). El inconvenien~ede los nuevos
coeficientesde Q estribaen el hechode tenerqueevaluar 2 N x IV funcioneserror, que en
el casode coeficientesde difusión y derivadependientesde A habrá de efectuarseen cada
paso temporal. En este sentido, por la simplicidad de P15Aq, cabe interrogarsesobre el
margende aplicabilidad de la integraciónoriginal por rectángulospara implementar fi”.
Paraestafinalidad bastadesarrollarlas INficiones fer de (3.3) en seriesde potenciasen
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o concretamente,en seriede potenciasen la razón A = Aq/«?. De la propiadefinición de
los coeficientesQq se desprendequeestaserieincluye sólo potenciasimparesde Aqparaeí
casogeneralen que la probabilidadde transicióncoincidacon(2.13). En particular,aquí se
tiene

Qq = Aq P
15 +

que se reducea la expresiónoriginal de los Qq = .PjjAq cuandoel término es (Aq)
3 es

pequeño.Por tanto, la aplicacióndela integraciónpor rectángulosusualseráválidasiempre
que el restode la relación anteriorseadespreciable,Como P,. dependede í/V~7 el resto
O((Aq)3/r2)Pq es proporcionala A3, la aproximaciónde Qq por el primer término de la
serieestápuesen funciónde A. Porotra parte,si se pretendeque sesatisfaganlas relaciones

O=Qj
3=l y limQq 615

r—40

es necesarioque se verifique A =i,/

4, lo que requieretomar el paso temporalde tal forma
que

y> á2/(4rD), A~ Aq, (3.4)

o bajo la condición másestrictay ~ Aq2/213, de estemodoel restodel desarrolloanterior
serádespreciableparacualquier valor de la diferenciaqj — q

5 ya que éstedecaeexponencial-
mente segúnexp[—(qi — q5)

2/(413y)]. En consecuencia,es preferible que el paso temporal
searelativamentegrandecomparadocon (Aq)2. Si se refinala red suficientemente,el valor
mínimo del incrementotemporalaconsejablese reducirá. En la prácticase observaque, sí
13 = 1, bastatomary 0.2A2 paraque O(A3/r2)Pq resultedespreciable,lo que permite
elegir valoresde y pequeñosinclusopara redesno muy finas.

La aplicabilidadde la integraciónsimple por rectángulos,que conducea los coeficientes
Qq = PqAq requiereel ajustede la relación y/~q2 que, en general,dependerádel rango
de variación del término difusivo 13, si éstees función de q. Es interesantedestacarque la
condición restrictivay ~ ~2/213, si seinvierte el sentido de la desigualdadcoincide con la
condición suficiente parala estabilidadde un esquemaexplícito en diferenciasfinitas. En
oposicióna este último esquema,el modelo numéricointegral requierehabitualmente,no
sólo parael procesode Wiener, el concursode un pasotemporalrelativamentegrande.En
estecasola matriz de evolucióncontarácon mayornúmerode elementosnonulosadyacentes
a la diagonalprincipal, En otraspalabras,los elementosQq seránnulosparaíndices5 taes
que ¡i — J¡ > K dondeK representacierto númeroentero;este hechoperfila unamatriz de
evolución Q (2K + 1)-diagonal,por lo que el esquemade avancetemporalquedalijado en
la forma

¡+1<
ffl+l = >3 Q!’. fi7 (3.5)

dondeK, paraAy 13 dependientesde tseráfunción de ir.

Los resultadosanterioresson extensiblesa todoslos problemassobrelos que el método
integral resultaaplicable. En general,si se pretendedesarrollarun esquemaque permita
unasimple integraciónpor rectángulos,sobrela condición(3.4) la constanteD en el proceso

• ~i~~jhhrúw.sustiWirU nn.’c0rtW rí~.9tññvn.q~eftzepresewtael. mínimo de<la t~p.oi4p
rP(qjJS1doIotneflcieitnf&(ditMSi4fl~$dezívrM*Iw ~Étuneate s~u‘e~ítie¡nj»~4~4~p
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constante13mín se podráprocederde formaanálogaa la aplicadapara el casotratadoen
estasección. Porel contrario,si la estimaciónde y no resultaposible, seránecesariorecurrir
al procedimientogeneralparala definición de los Qq, en términos de la integral de P,. en
el subintervalo[q

5— Aq/2, q5 + Aq/2j.

Parael casoparticular (31)sobre] — oc,oc[, cadafi’ se ajustaexactamentea los valores
obtenidosal discretizarsobrela red central, la función analíticafi(q, A) cuya expresiónse
conocede modo exacto,ya que (3.2) es la función de Oreen para la ecuaciónde Wiener.
Corno condición inicial se ha elegido para fio(q) el histogramacentradoen el origen, de
anchuraE, y normalizadoa la unidad, En la secciónsiguiente se tratala ecuacióndiferen-
cml correspondienteal procesode Ornstein-Uhlenbeck,quesuponeunageneralizaciónde la
ecuaciónde Wiener. Por estarazónno seconsignanlas figuras que ilustraríanla evolución
de ¡(y, A) que,además,no presentasoluciónestacionaria.El motivo deincluir aquíel casode
Wienersejustifica por la posibilidadde extraerconclusionesdecaráctergeneral,extensibles
a la aplicación del método sobreotras ecuacionesde Fokker-Planck. Entre otras consid-
eraciones,para el casotratadopuedenrealizarsecon facilidad estudiossobreconvergencia,
estabilidady erroresde truncamiento,llevadosa caboen algunostrabajosanteriores[6], [7],
[8].

3.1.1 ProcesoWiener sobreun intervalo finito.

La resoluciónnuméricadel procesode Wiener sobre el intervalo real ] — oc,oc[ resultaen
ciertomodotrivial, y su utilidad radicaen el establecimientode las pautasdecálculoa seguir
paraotros problemas.Sin embargo,resultainteresanteresolvernuméricamenteel problema
original (3.1) sobreel intervalo finito [a,b), con el fin deilustrar el procedimientodadoen la
sección2.2.2paraevaluarla adecuadafunción P,. ajustadaa las condicionesdecontornodel
problema.En estecaso, la probabilidadde transición (3.2) no seráválida; la normade ésta
sobreel intervaloconsideradono coincideconla unidad,delo que se desprendeque tampoco
en estaexpresiónse recogela adecuadarepresentacióndel momento13. Medianteun cambio
de escalay una traslaciónen la variableespacial,puedeestudiarseel problema,sin pérdida
de generalidad,sobreel intervalo [—1,11.En estecaso,bajo las condicionesde reflejo en los
extremosdel intervalo, la solución fundamentalparala probabilidadde transición con 13
constanteesla conocidaexpresión

- + e1 ~ 5—n’r’D,. cos(nrq) cos(nirq’)2

válida paracualquier valor de y si la condición inicial fo es una función par. La solución
general,paracualquier fo, es

P = ~ + Z~oí en
2r’Dr cos (nvrq)cos (nrq’)

(3.6)

+ ~ sen ((u — ~)irq) sen((u — ~)rq’) e4” ~)2r’Dr

En estecasoexistesoluciónestacionaria,yaquesi y -. oc el propagadorP tiendeala función
constanteI’,(q) = 1/2; en consecuencia,cualquieraqueseala condicióninicial sobre fi, ésta
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evolucionahastala distribución uniforme fi
8(q) = 1/2. A la vista de (3.6) los elementosQq

parala soluciónnuméricaintegral, en virtud de (2.33) vienen dadospor

S1+

Qq = j P(q¡, A + y¡q
t, A) dV (3.7)

con = q
5 + Aq/2. La sumaen it se evalúa tras cortar la serie en un cierto valor L

del índice it. En función del paso temporal, L debeelegirsede formaque la exponencial
exp[—L

2r2Dr] resulte numéricamentenula. Si se elige y = 0,001 bastatomar L r- 15
y evaluarcadaQq unasola vez, ya que 13 no dependede A. De nuevo, los elementosde
la matriz de evolución satisfacenlas propiedadesprescritasparalos mismos en el capítulo
anterior: son estrictamentepositivos,acotadossuperiormentepor la unidady satisfacenla
condición de normalización~ Qq = 1. Respectoa las condicionesparala aplicabilidadde
la integraciónpor rectángulos,utilizando Qq = PqAq, se haobservadoque siguen siendo
válidoslos criterios fundamentadosen los párrafosprecedentesparael problemaextendido
sobretoda la recta real.
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FIgura3.1: Procesode Wieneren [—1,1].
Figura superior, evolución dei hístograma inicial lo durante el tiempo 1 = 0, 1 en cuatro etapas
equlospaciadas en 1, con y = 0,005 y áq = 2/201. La figura Inferior muestrala evolución hasta un
tiempo total de una unidad. El trazo punteado os la solución tras 2000 iteracIones.

La comparaciónentrela función analíticaf(q,t), particularizadaen q = q¿ y A = nr, y
la soluciónnuméricajustifica la aplicación del esquemanumérico, ya que ambassoluciones
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resultanpracticamenteidénticas,incluso paravaloresde Aqy r mayoresquelos fisicaTnente
aceptables.La soluciónnuméricaevolucionahastala distribuciónuniforme fi, = 1/2 estabi-
lizándoseen estevalor paracualquiernúmerode iteraciones.El problemade las condiciones
de frontera quedaresueltode forma favorablemediantela elección de la probabilidadde
transiciónadecuadapara el problemacontinuo. De nuevo, la elección del propagadory
la evaluaciónde las tasasde difusión Qq con el mismo, da lugar a un esquemanumérico
de avancetemporalplenamentecoherentecon las característicasdel problema — véase la
figura 3.1 —. Se ha comprobadoen el casoespecífico del proceso Wiener en [—1,1] que
la probabilidadde transición (3.2) resultainadecuadapara la resoluciónnuméricadel pro-
blema ( figura 3.2). En principio, podría pensarseque el uso de E’,. en términos de la
distribución gaussianaseríaválida paragenerarlos elementosde Q si r es suficientemente
pequeño,sin embargo,a pesarde queestafunción representaen el límite y —, 0 a la función
6 estarepresentaciónno contieneen sí mismalas característicasdel problemaparticular. A
menudo6(q) suele representarsecomoel límite de unasucesiónde funciones{gn(q)} cuando
u tiendea infinito. Pero estasucesiónno es únicay son, realmente,infinitas la sucesiones
que generanla función 6 de Dirac. También fi puedegenerarsea travésde un conjunto de
funcionesortonormales{p(A, q)} procedentesde un problemade autovalorestipo Sturm-
Liouville; en definitiva, la representaciónde la función 6 es arbitraria. Estaarbitrariedadse
recortanotablementeal especificarel campode definición y ciertas condicionesde frontera.
Ello justifica la validez de la probabilidad (3.6) y la no utilización de (3.2) en la solución
numérica(y analítica ) del problema.Sin embargo,cabeesperarque tanto (3.2) como (36)
resultenequivalentessobrecierta región 1? interior del intervalo [—1,1], aun paray finito.
En función del incrementotemporal,la expresióngaussianaresultaválida si se evalúasobre
valoresq

5 suficientementealejadosde los extremosq1 y q~. Es suficiente, en consecuencia,
contarcon la expresión(3.6) paraciertos q5, si se deseareducir eí tiempode computación.
El procedimientoa seguir es simple: se evalúan las normaslV5 = 2~ Pq txq utilizando la
probabilidadde transición(2.13); paralos valores de j en los que N~ difiere de la unidad
en másde unacierta constantee, quemarcael ordende aproximacióndeseado,cadaP15 se
reemplazapor (3.6). La norma se convierte así en un índice quemarcala aplicabilidad
de una u otra probabilidad de transición. Parauna red de 50 puntos, por ejemplo, con

= 0,001(3.6)resultaindispensablesólo paraíndices j = 1,2,3 y j — N 1V — 1, IV — 2.
En la región interior ¡q5 — l¡ < 4Aq las dos expresionespropuestasparael propagadorP
difieren en menosde unamillonésima,paracualesquierai y j.

Del mismo modo, para problemaspuramentedifusivos, en los que 13 es una función
de q, y bajo las mismas condicionesde contornoimpuestasa la ecuaciónde Wiener, la
función 6 puederepresentarsepor eí conjunto de funcionesortonormalesrelativas a ésta.
Ello se traduce,segúnla sección 2.2.2 , en el cambio de 13 por 13(q’) si no se procedea
la factorizaciónde 13. De estaforma se aseguraque las característicasdel nuevoproblema
quedanrecogidasen la representación6 y, consecuentemente,en el propagador 9,- para
el paso temporal finito r. Así mismo, se limita aún más la arbitrariedadde 6(q — q’), al
introducirrasgospropios del problemaa travésdela función 13(q’).

Resultaesencialpues,definir correctamentela probabilidadde transicióna tiemposcor-
tos, mediantela resolucióndel problemaauxiliar (2.24) en términos del nuevo operador
L ~p,dadoen el capítuloanterior. En particular,la resolucióndel problemade Wiener so-

bre un intervalofinito, generaun conjuntoderepresentacionespara 9,- quepuedenaplicarse
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Figura 3.2: Solución integral divergenteenProcesoWiener.
Comportamiento de la solución numérica J(q, ¿). El trazo continuo muestra le evolución cuando se
utiliza la probabilidad 1’. sujeta a las condiciones de reflejo en q = ±1. La Unen punteada da le
solución cuando se usa como propagador (3.2) renormalisado en (—1,11, es obvio que el comportamiento
erróneo da J en las fronteras deriva en una solución que difiere notablemente de la real en todos les
puntes de la red. También se desvien los valores de los momentos P(L) = <q) y 1(t) — <q

2> respecto a
los reales - línea continua

a problemasdifusivoscon 13 variable. Si se incluye un término convectivo.4(q) el problema
auxiliar se resuelvedel mismo modo, esto es, aplicandoel procedimientosimple habitual
basadoen eí desarrolloen seriesde Fourier. La probabilidadde transicióna tiemposcortos
puramentegaussianasigue siendo aplicable sobrepuntosde la red suficientementealejados
de losextremosdel intervalo, siemprequesu normacoincidanuméricamentecon la unidad,
En particular, se ha elegidoparailustrar estasecciónel problema

82= —13(q)f(q,A)
8t 8q2

sobreel intervalo [—1,1],con 13(q) = 1/ 1 — q2. El coeficiente de difusión es singular en
q = ±1por lo que el problemaha de resolversebajo las condicionesde frontera

~—13(q)f(q,A) = O en q = h1.

En estecasotambiénexistesoluciónestacionariafi,(q) = 4/r 1 — q2 como se desprendeal
resolver la ecuaciónhomogénea.La existenciade fi, favoreceráel análisisde la convergencia
parael esquemanumérico.Aplicando 13(q) 6(q— q’) = 13(q’) &(q — q’), el operadorauxiliar
L ~ coincidecon el operadorde Fokker-Planckparael procesode Wienerunidimensonal.

Así pues,los coeficientesde la matriz de evoluciónQq vendrándadospor (3.7) cambiando
13 por 13~ = 13(qj), con la red discreta habitual (2.27) y la retícula auxiliar (2.32). En

T(t)

Pi’>
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cuantoa la evaluaciónde los Qq cabedestacarque el índiceL que marcala limitación de
la serie dependeahorade cada135, que crecea medidaqueq1 tiendehacialos extremosde
la red. Parar 0,001 el índice máximoA aconsejablese mantienemenorqueA = 20 para
Lodo valor de 5. La evaluaciónde las normasnuméricas~ Pqlxq con la probabilidad de
transiciónusual (2.13), impone que (3.7) essólo necesariaparavaloresde q5 cercanosa los
extremosdel intervalo [—1,1],lo que reduce considerablementeel tiempode computación.
Cadaseriese calcula sólo en la primera iteracióny es válida paratodo el procesoiterativo.
Tampocoes necesariomanteneren memorialos Y x IV elementosQq, ya quegranpartede
ellos sonnulos. La simetríade 9,. tambiéncontribuyea reducir el númerode operaciones.
Como la red discretaes central, no contienea los puntosq = +1, lo queno creaproblemas
parael cómputode cadaQq, aun cuandoserefine excesivamentela red. El refinamientode
la red da lugar a valoresde 13(q¡) excesivamentegrandessobrelos extremosdel intervalo
f-.-l, 1], si bien esto representauna ventajapara determinar los Qq al reducir en valor
de A, es un problemaparala resolución numéricaparalelacon un esquemaimplícito en
diferenciasfinitas, al que serecurre paracompararcon la evoluciónintegral. En esteúltimo,
las condicionesde contornose simulan anulandolas derivadaslateralesde 813fi/8q en qi y
qN.

Si el problemase resuelvecon (3.2) renormalizadaen [—1,1],la deficiente evolución de
fi en ¡os extremosde la red deriva en una soluciónerróneay en un cálculo deficiente de
los momentos. La figura siguientemuestraestecomportamientoen trazo discontinuo.
El trazocontinuo correspondea los valores,prácticamenteidénticos,obtenidosmedianteel
propagadorapropiadoy por eí esquemaimplícito en diferenciasfinitas.
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Se ha optado por resolver el problema medianteun esquemanuméricoen diferencias
tipo Crank-Nichoíson,válido hastaorden y

2 en el pasotemporal. Las derivadasse aprox-
unan a segundoorden de Aq en diferenciascentrales. Se observaque ambassoluciones
numéricasprácticamentecoinciden tras un reducidonúmerode iteraciones,estabilizándose
y convergiendoa la soJuciónestacionariaanalíticafi4q

5). Parael procesode Wiener con
D = 1, cada ~ obtenidapor el procedimientointegral se ajustamás estrechamentea la

e --a-
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función verdaderafi(q¡, ni-), quelacorrespondientesoluciónnuméricaen diferencias,si bien,
amedidaqueaumentael númerodeiteraciones,las tressolucionescoincidenprácticamente.
De nuevo,el métodonuméricointegralresultaestableparacualquiervalor de T y Aq. Con-
viene estimarel tiempode relajaciónT del sistemaen un primer ejercicio de aproximación,
con el fin deajustarel pasotemporala un valor fisicamenterazonable.En general,bastaele-
gir paray la cantidadT/100. Deestemodola evoluciónnuméricasecontemplaampliamente
satisfactoriay tanto el régimentransitorio como el estacionarioquedanóptimamenterepre-
sentadospor el esquemaintegral. En particular, la solución numéricaestacionariatiendea
fi8 a medidaque aumentaen númerode iteraciones. La figura 3.3 apoyalos comentarios
expuestos.

Esencialmente,los resultadosobtenidosen estasección son extensiblesa problemasen
los que se cuentacon efectosconvectivos. Las condicionesde contornose introducenen la
correcta definición de la probabilidadde transición a tiemposcortosmediantela general-
ización del procedimientoanterior,si bien el propagadorhabitual (2.13) siguesiendoválido
paraaquellosvaloresqJ suficientementealejadosde los extremosdel intervalo (a, b), sobre
el que se define la distribución fi. Sobreestospuntosinteriores (2.13) es aplicable siempre
que se halle normalizadaa la unidad. Este hechocontribuye a reducir el cálculo de las
sumasimplícitas en las correspondientesseries,queconducenen el limite r —> O a la función
6(q — q’) del casocontinuo. La probabilidadde transición en términos de seriesde Fourier
resultaesencialparaevaluarlos coeficientesQq sobrelos q¡ en un entornode los extremos
q~ y q~, cuyo radio disminuyea medidaque sereducey.

3.2 Procesode Ornstein-Uhlenbeck.

Uno de los procesosestocásticosmarkovianosmásestudiadosen la literatura es el problema
de Ornstein-Uhlenbeck,tambiéndenominadode ¿aparUoi¿la de 1?ayleigh, que surgió en los
primerosmomentossobreel estudiodel movimiento browniano[9], [3], [1]. Este problema
recogeel efectodela interacciónde unapartículaconun mediode partfculasquesuponenun
fondo fijo. La descripciónestocásticadel movimiento, contenidaen la ecuaciónde Langevin
(1.1), involucra el concursode un términofluctuanterepresentadoporun ruido blancogaus-
siano, añadidoa la contribución deterministarepresentadapor unafuerza de rozamiento
viscosoproporcionala la velocidady = q, De laecuacióndiferencial enlavariableestocástica
¿(1) = y, se pasaa la descripcióncorrespondienteparalas variablesmacroscópicas,repre-

sentadapor la ecuacióndiferencialde Fokker-Planckadecuada.En estecasotal ecuaciónse
expresa,en una dimensión,como

8 8 813—.] f(v t) a=vCb (3.8)~-~fi(i,t) = —~—[—yv — 8v _

donde-y y 13 sonconstantes,El coeficientede difusión 13 es positivo, mientrasque y puede
tomar cualquier valor. La deriva —‘yv recogeel efecto de la interaccion de cadapartícula
de la colectividad con un fondo fijo, mediante el concursode una fuerza de fricción de
carácterdisipativo,proporcionala la velocidad. De aquf se desprendeque, fisicamente,el
problemaabordadono supondrála conservaciónde la energíacinética del sistema,cuando
fi es interpretadacomo la función de distribución de un sistemade partículasidénticas
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Figura 3.3: Proceso difusivo con 13 variable.
Evolución difusiva de ¡ en las mismas etapas a iguales parómetros que los descritos para la figura del
proceso de Wiener, La solución numérica en diferencias resulta prdctican,ente indistinguible de la
solución integral.

sujetasa la descripción microscópicaimplícita en la ecuaciónde Langevin. De nuevo, el
esquemanuméricohabráde ser sólo consistentecon eí mantenimientoconstantedel número
de partículasa lo largo de la evolución de fi(v,I) en lo que a magnitudesconservadasse
refiere, Sin embargo,unaformulaciónmásgeneraldel problemapermiteredefinir eí término
de convección en la forma .4(v) = —7(13 — yo), donde F

0 = —y1>o representauna fuerza
constantepor unidadde masa. La ecuaciónde Langevincorrepondientea la reformulación
del problemamuestrael fenómenode difusión en un campodefuerzasconstantecuandola
partículainteractúaa su vez con un fondo fijo de partículasy dicha interacciónse evalúa
a través del término —-yis. Si y puedetomar cualquier valor real, anulandola corrientede
probabilidady fi en los limites y —, ±~, la variación temporaldel momentop = <y>, dada
por

8<13

>

8A = ~‘~<~> — ~o]

dicta la constanciade <u> en el tiempo, siempreque se elija como valor inicial Po =
Análogamente,la ley de evolución parael segundomomentode la distribución2’ — <132>

8<1>2> = 2<13 — u y( y — PO)>,
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estableceque T(i) seráconstanteen el tiempo siempreque se tome para 13 el valor D =

y(T0—pg)>0, donde
To = T(0).El término To—pg representala desviacióncuadráticamedia

a2 = (1>2> — <n>2 de la distribución inicial fo. Dado que tanto p(A) como T(A) permanecen
constantesen el tiempo, la desviacióna(A) serátambiénconstantea lo largo de la evolución
temporal.

Con la finalidad de aplicar el método numéricointegral a problemasfisicos de mayor
relevanciaen los que ~ representaun operadorcolisionalque preservala energíay eí
momento,se hadecididoresolver (3.8) parael casoen eí quelos dosprimerosmomentosde
fi permanecenconstantesen el tiempo, en claroparalelismocon las leyes conservativasde
la Físicarelativasal momentolineal y la energía.El objetode tal elección es el de refrendar
medianteun ejemplosimple la utilidad del método numéricointegralparala resoluciónde
problemascon magnitudesconservadasy a su vez, fundamentarmediantela experienciael
usode la función de aniocorrelaciónnumérica, definidaen el segundocapítulo.

La ecuacióndiferencialcorrespondienteal procesode Ornstein-Uhlenbeck,parala proba-
bilidad de transición P(v, t~v’, A’), vienedadapor

8P _ 8 8

8A ,,b<t> —vo)+ ~—13]P ; P(v,A¡v,1) = 6(~ —ti)

cuya solución, cuandoti puedetomarcualquier valor real, es una gaussianade media~ y
desviacióna2

1 (ti — ti)2
P(ti,t¡v’,1’) — <.exP[ 2a2 con

ti(v’, A — 1’) = tio + (ti’ — yo) &7C’-¿’> y (3,9)

«2(v8 1—1’) = (To — v~) [1—

que dependesólo de la diferencia1 — 1’. Cuando1 — 1’ tiende a infinito, la probabilidadde
transición tiende a la soluciónestacionariaque coincide con la distribución normal en la
variable ti, de mediaPo y desviacióntípica To — p~ iguales a la media y desviacióniniciales,
siendo constantesdurantetodala evolución. La soluciónanalíticaparala función de Oreen
(3.10) permite derivar exactamentela expresiónde f(v,1). La evolución numéricade la
función de distribuciónpuedecompararseen cadapaso temporal con la función analítica
f<v, 1) evaluadaen los puntosde la red discretahabitual(2.27). Porotra partela existencia
de soluciónestacionariafavorece,en este caso, el análisis de la convergenciay estabilidad
del métodonumérico,

La probabilidadde transición a tiemposcortos(2.13) adquiereparaestecaso, la forma

Pr = P(v,v’¡i-)= 0rñ exp[.. —vi)2] (3.10)

dondem = y’ — je(ti’ — tio)r y o~ = 213r = 2(To —. vg)’r. Si el tiempo total de evolución1 se
subdivideen M intervalosde anchurar = 11k, es posibledeterminarla ley de evolución
de los momentosp,, y 2’,, en el n-ésimo paso temporalde formaanalítica, sin procedera
la integraciónnuméricasobrela red espacial. Teniendoen cuentala ecuaciónintegral de
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evoluciónparaf’+(q), resultasencillo obtenerlas relacionesde recurrencia

z’n+i p,,(1—yr) + rypo

~ T,,(1—yr)
2 + 2,43

+ 2’yrpop»+i — (yrpo)2

ya que la integralsobreti’ en (3.10) esresolubleanalíticamente,Con las condicionesiniciales
Po y To, si se elige y « 1/y, las relacionesrecursivasanteriorespresentanlas soluciones

Pa+1 = Po

1n~ 1o r2’ + 21o — yrp~ —

2 —

con r = (1— yr) cl

que muestranla constanciadel momentop,, paracualquier iteración,siendo2’,, variable. Si
el númerode iteracionesa aumentaindefinidamenteparaun valor de r lijo, se observaque
2’,, tiende a (lo — yrpg)/(i — yy/2), que difiere de To en orden r. Este hechocorroborala
afirmacióndictadaen el capítuloanteriorsobreel error detruncamientoglobal parafi”. Por
e’ contrario,si se procedeal limite r —. O manteniendonr = A constante,se recuperanlos
momentosverdaderos1(1) = To y p(A) = Po Con el fin de reducir los errorescometidosen
la evaluacióndelos momentosen cadapaso temporales posible recurrir a unacorreccióna
segundoordende potenciasen y sobre la desviacióna,. del propagadora tiemposcortos. Si
setoma a,. = 2Dr(1— ry/2), los momentosa,,, y 2’,, son talesque

Pnl-1 = p,,(l — ry) + ryv
0 = Po

T,,,~= T»(l —2yy)+2ry2’o= lo

eí operadorintegralde evoluciónconservarátanto p como 2’ en cadaiteración,al igual que el
operadorverdaderoen términosde (3.10). De forma general,si (2.13) se elige como proba-
bilidad de transicióna tiemposcortoscon desviaciónu,. = 213(q’, t)r puedeaiiadirse aésta
el término corrector —r

2<A(q,i,,)2>,,,que asegura,al menosanalíticamente,la conservación
de ji,, y 2’,,. Es fácil verificar que la modificación de a,. no altera la normade 14. ni las
propiedadesestablecidasen la sección2.2.1,al representarunacorrecciónde segundoorden
en r. No debeextrañarla presenciaen o,. de un término aditivo proporcional a i-2, ya que
(q — q’ — rA)2 cuentaya con un sumandoen la forma r2.42.

Paralasoluciónnuméricaintegraldel problemade Ornstein-Uhlenbeckcon momentosji
y 2’ constantessehaprocedidode formaanálogaal procedimientopresentadoparaeí proceso
de Wienersobre[—~, ~], con la probabilidadde transición (3.10) con (y sin) correcciónen

3.2.1 Solución numérica.

De nuevola evolución temporalde la función de distribuciónarrancade la condición inicial
tipo pulsode anchuraE — A parafi(v, O). La constantey se absorbeen el tiempo A, de tal
formaqueyA esunavariableadimensional.Dadoquey orientasobreel tiempode relajación
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tr parael procesode Ornstein-Uhlenbeck,estimadodel ordenAr = 1/y, el problemaha de
resolversecon un pasor tal que r « 1. Con la finalidad de estudiarlos tiemposrelajación
para la soluciónnumérica,y la convergenciade la misma hacia la solución verdaderaen
cualquier instantefijo A = n~ trasu iteraciones,se procedea obtenerla formaanalíticade
fi(q,1) con

si y <A
fi(ti,O) = _ (3.12){ 1/(B—A) si

si ti> E.

Los parámetrosA y E se han elegido de forma que de fi(ti, O) se obtenganlos momentos
iniciales <ti>(O) = PO y <~~2>(O) — T~, Esencialmente,la razónparaselecionarestacondición
ínicial se encuentraen el hechode que cualquierotra función fio(v) puederepresentarse
como sumade funcionesenla forma (3.12). La función f(ti,A) puedeobtenerseal aplicar la
ecuaciónintegralde evolución sobrela condición inicial, con la probabilidadde transición
(3.10) válida paracualquier valor de 1— 1’. De estemodose tiene la distribuciónanalítica
para todoA> O, según

fi(ti, A) = J ¿‘(ti, A¡v’, O) f(v’, O) dv’ =

Az—v B2—v .1’~{fer[ — ] — fer[ — ]}; z = e (3.13)

donde fer[.] representala función error. La forma estacionariapara fi(v, A —~ es la
distribuciónnormal gaussiana,de mediaPo = 1)0 y desviacióntípica To — it

La comparaciónentrela función fi (ti, A) exacta,y la correspondientesoluciónnuméricaff
permiteevaluarla eficienciadel métodointegral, así comoinferir algunasde las propiedades
generalesdel esquemade avancetemporal,que puedengeneralizarseparala resoluciónde
otras ecuacionestipo Fokker-Planck. El problemade Ornstein-Uhlenbeck,resueltomedi-
ante el procedimientonuméricopropuesto,resultaespecialmenteinteresantepor presentar
un término convectivo variable independientedel tiempo. La probabilidad de transición
a tiempos cortos (3.10) es coherentecon el problematratado en esta sección, ya que se
satisfacenparael casocontinuo las condicionesimpuestasa 1’,. enla sección2.2,1.

Al igual que en el problemade Wiener, la variable ti se extiendesobretoda la recta
real, por lo que, en el casodiscretoseránecesariodifinir la red unidimensional,de extremos
suficientementegrandespara que puedandespreciarselos valores de la propia función fi
sobreellos. Sobre el intervalo (—ti»., ti».) se hapropuestola discretizaciónutilizada paraeí
problemade anterior,sobreunared intermediaqueno continea los puntosfronterassegún
(2.27). La resoluciónnuméricade las integralessurgidasen el esquemade avancese llevana
cabomediantela aplicacióndirectadel esquemanuméricocon los elementosQq dadospor
(2.34). A pesarde que la integral que define los términos de la matriz de evolución puede
resolverseexactamente,ya que A(ti’) es proporcionala la variable de integraciónu’, se ha
optadopor mantenerA en la formaA¡ = A(u

5), como sise tratarade un casogeneralen el
queA y 13 sonfuncionescualesquiera.

Nuevamentese planteala cuestión sobrela aplicabilidad de la integraciónsimple por
rectángulos,sustituyendocadaQq por P<¡Au. En este caso, la presenciade la convección
A propicia el desplazamientodel máximode la distribución P,. desdeu = 1>~ hastati =
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v,j+rA5, lo que puedecontribuir a que lanormaZ¡ Qq difiera de la unidadaunparapuntos
alejadosde los extremos

1>N y tij. Sin embargo,si el pasotemporalessuficientementereducido
estedesplazamientoresultaprácticamenteinapreciable,a pesarde que A

1 es proporcional
a y1, cuyo valor máximo es del orden de cinco unidades,si

To es la unidad; fi~ resulta
prácticamentenula en ti

1 y
tiN~ Así pues, las condicionesestablecidaspara el casosencillo

de un procesopuramentedifusivo del proceso de Wiener sonválidasparael problemacon
deriva abordadoaquí. Debe tenerseen cuenta que si se procedea la integraciónpor la
Regla Extendida de Punto Medio, el parámetror ha de satisfacerde nuevo la condición
prescritapara la ecuación de Wiener, esto es, debecuidarse,- sea mayorque Av2/vSW
como establecela condición (3.4). Si eí incrementotemporalelegidono satisfacela condición
anterior,se procedea sustituir PqAvpor Qq según(2.33).

La reglasimple de integraciónpor rectángulospermite contemplarcon mayor claridad
el significado fisico del método numérico. La función fi(v,A) en el casodiscreto tomaráel
valor constantefip sobreel intervaloespacial(ti

1 — Av/2,v¡ + Av/2) entrelos instantesA y

A + y. La función de distribución es entendida,de estemodo,como unasucesiónde pulsosde
anchuraAv y altura.1? centradaen cada ti1 de la red discreta. El áreade cadapulso, fi¡’Av,
se interpretacomo la fracciónde partículasdel sistemaconvelocidadescomprendidasentre
ti1 — Ati/2 y ti¡ + áv/2, cuandola constantede normalizaciónpara fi sobretoda la red se
ha tomadocomo la unidad. CadaelementoQq representa,en consecuencia,la proporción
de la cantidadde partículasfJ’ Av que pasade tenervelocidadv~ en el instantenr a tener
velodidadti1 en el instante (u + l)y. La normalización2~ Qq = 1 asegurala constanciade
la cantidadde partículasdel sistema,

Los elementosQq de la matriz de evolución Q se calculana partir de la correspondiente
expresiónparala probabilidadde transición a tiemposcortos(3.10), parau = ti1 y ti’ = ti1,

siendoA(v’,i) = —(~~1 — ti0) y D(v’,A) = 13. Los coeficientesde difusión y derivason inde-
pendientesdel tiempo, ello requiereevaluarlos Qq antesde comenzarel procesode avance,
y utilizarlos en cadapaso temporalposteriormente.Los términos Qq hande satisfacerla
condiciónde normalizacióninherentesa las propiedadesde la probabilidadde transiciónen
el casocontinuo. Esta condición supone,parael casodiscreto, que habríade veriflcarse la
relación

N

c(j) = ZPii Av = 1.
1=1

La sumac(j) anteriorseaproximanotablementea la unidadparavaloresdel índice j no muy
próximosa los extremos- j = 1 y j = Y - de la red. La diferenciade c(j) con respectoa la
unidadesinapraciableparalared elegida, con Au O.

02yi- ‘-‘~O.01,parajzz3,4,...,N—2.
Esta diferenciaproviene, esencialmente,de restrigir los limites de integraciónal intervalo
(—y,,,,u,,,)en la integralconvergenteextendidasobretodala rectareal. La diferenciaentreeí
valor correctode la integralde normalizacióny la integralnuméricadisminuyenotablemente
paralos puntosinterioresde la red, ya que el término exponencialdecaerápidamentea cero
cuandola diferencia (i — J) aumenta.Una primeraestimacióndel error E

1 cometido en el
cálculo de la integral, al restringir el intervalode integracióna [—ti»., 14,,] viene dadapor

El =1— .
3~erfi( tul) (si jlyjN,)
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que decrececuantomayor seael valor del extremode la red tim, o cuantomás reducido
seael paso temporal r. Paralos restantespuntos de la red E1 se mantienemenor que la
cota de error correspondientea j = 1 y j = N. No obstante,dadoel carácterfinito de r
el valor de la función error en la expresiónanterior puedeser apreciablementemenor que
la unidad, La propagacióndel error cometidopuedeser significativa paragran númerode
iteraciones,lo que afectaríaal valor de las cantidadesconservadasdel problema. Al igual
que para el proceso de Wiener extendido a toda la recta real, convienerenormalizarlas
tasasconvectivo-difusivasQq redefiniéndolasen la formaQq/c(i). Sólo los extremosde la
distribuciónse veránafectadospor la correcciónintroducida,massi fiy resultaprácticamente
nula en las cercaníasde +ti,,,, el efectosobreel restodela distribución esinapreciable, tos
nuevosQq siguen siendo estrictamentepositivos, pues c(j) también lo es, al ser sumade
términos positivos definidos por la exponencialimplícita en la probabilidadde transicióna
tiempos cortos. Así mismo, se satisfacela relación Qq ~ 1 y, exactamente,>~ Qq = 1.
Análogamente,es fácil verificar que lim,..,..,o Qq = ¾~equivalentea la condición inicial
P(v,AIV’,A) = ¿(ti — ti’) parael casocontinuo.

El número de elementosno nulos de la matriz de transición Q quedadeterminadopor
el valor del pasotemporal r. Convieneelegir i- de tal modoque los Pq seanapreciblemente
mayoresquecero,paracadaíndice i, en un entornode v~ limitado a 1k intervalos a izquierda
y derechade v¿. De estemodolas integracionesnuméricasque conducena la evoluciónde fi,
se reducenasumassobreel índicej extendidasentre5 = 1—As y j = 1-1-As.Una vez estimado
el valor de As, sólo es necesariocontarcon la participaciónde (2k + 1)N elementosde la
matriz Q, quepresentala formade unamatriz k-diagonal. Si eí paso temporalaumentael
índice As serámayor, lo quesuponeunincrementoen el tiempode computaciónal resolverlas
integralesnuméricas,Sin embargo,la evolución haciala situación estacionariade equilibrio
se traduceen un menor númerode iteraciones,La compensaciónentreambosefectos,para
problemasde coeficientesde difusión y derivaindependientesdel tiempo, tornairrelevante
la elección de un valor particularde y. Sólo razonesde precisiónnuméricaen los programas,
requieren la modificación del paso temporal, Un análisis estimativosobre los efectos de
aumentarel paso temporalpara cadaproblema, ayudaráa la elección apropiadade los
parámetrosi- y As, en función de Ati.

Si fifl denotael valorde la función de distribución en el punto tu, en eí instanteA = ny,
el esquemanuméricoviene dadopor la relación

II

fin = >3 Qq fis’ (3.14)
5=1

dondela sumaen5 se haextendido,en principio, sobretodala red. Paraeí sencillo problema
queocupaestasección,la extensiónde las sumasa todala red no aumentaesencialmenteel
tiempode computación,aunparaunared muy finade 200 puntossobreun intervalo(—5,5),
De forma general,cadasumatoriacontarásólo con 2k + 1 sumandosdistintosde cero, una
ves fijado el valor de As tal que para Ii — J¡ > As se tengaQq = O.

Debenotarseque en el esquemanuméricopresentadoen el párrafoanterior,en Qq se
representansimultáneamentelos efectosconvectivoy difusivo. La convección,.4 = —y(v —

1>0), tiendea desplazarhacia1> = 1>0 a las partículasque ocupanunadeterminadaposiciónen
la red. Este efectode derivaes tanto mássignificativo cuantomayoresla diferenciav~ — yo.
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Sin embargo,el término convectivoapareceafectadopor eí factor y dentro del argumento
de la exponencialen el cálculo de las probabilidadesde transícion. En función del valor
concedidoal pasotemporal, el efectode la derivase haránotarsobreintervalosmáso menos
alejadosde la j-ésimacelda, cuyo contenidose distribuye a celdasadyacentes,por efectos
simultáneosde difusión y deriva. En eí tratamientode esteproblemano se ha recurrido
a la factorizacióndel avancetemporal,medianteel recurso de computarla conveccióny la
difusión a travésdedosmatricesdiferentes.Esteprocesodefactorizacióninspirólos primeros
trabajossobreeí método numéricointegral y originó las primerasinvestigacionessobre eí
tema. El procedimientode factorizaciónmencionadorespondea unaelección diferentepara
la probabilidadde transicióna tiemposcortos. Así, si la soluciónformal de la ecuaciónde
Pokker-Planckdadapor (2.12) se expresacomo

82
¿‘(u, 1 + r¡ti’, A) = [1 + i-—D(v’, Aflb(v — u’:>] + [1— 8 — ti’) — ¿(u — ti’)

que en el limite r —, O, se reescribecomo

.P(ti,A+ r;v’,t) = O — ~V~¿(exp[ry-~-D]5(u — ti’) — exp[y~—A]b(v ti, ~ti — u,,.

El primer sumandode estaexpresiónconducea la probabilidadde transición (2.13) pu-
ramentedifusiva, mientrasque el factor exp[—i-8/Dv Á(v’, A)], al actuar sobrela función
fi(v,t), produceen éstaunatraslaciónde valor —Ar en la variable ti, lo que en el esquema
de avanceequivalea sometera traslaciónel contenidodelaj-ésimacelda:partedel mismo se
distribuirá sobrelas celdasadyacentes.A la vistade estanuevaprobabilidadde transición,
el procesode avancetemporalse contempladescompuestoaditivamenteen dossubprocesos,
difusivo y convectivo. No obstante,en el límite cuandoeí pasotemporaly tiende a cero,
todasla probabilidadesde transiciónutilizadasconvergenal problemacontinuo. La inter-
pretaciónanterior presentael inconvenientede que, si rA(v’,A) es relativamentegrande,la
matriz convectivaha de contar con mayor númerode elementos,a fin de contabilizar el
trasvasedel contenidode un intervalodadoa tres, o más,celdasadyacentes,Porestarazón
seha procedidoa la elección de la probabilidad (2.13) que permite evaluarsimultánemente
las tasasde conveccióny difusión sin recurrir, a priori, a esquemasde avancea As puntos
dadosprefijado ,- en función del valor máximode la convecciónA’.

Para todos los casos computadosse ha efectuadola comparaciónentre la solución
numéricafip y el valor de lasoluciónexacta(3.13), calculandoéstasobreel punto medio de
cadaintervalo (ti~ — Av/2,tq + Av/2) en A = ~ycadacierto númerode iteraciones. Antes
de procedera la obtenciónde la soluciónnuméricaestacionaria,se hadejadoevolucionarel
sistemahastacompletarun tiempo global del orden de 1/y = 1, para el cual la media de
la probabilidadcondicionalanalítica(8.10) decaeen un factor e1. Tomadoy = 1/it para
u iteraciones,la diferenciaentre la solución numéricay la soluciónverdaderadisminuyea
medidaque aumentau, si bien la diferenciaentreambases ya inapreciablepara u = 10. La
corrección a segundoorden en y, establecidasobre la desviacióna,. de la probabilidad de
transición a tiemposcortosmantieneprácticamenteconstanteslos momentosde primer y
segundoorden de la distribución fin. Este hechocontribuyea optimizar la convergenciade
la solución numéricaen un númerorelativamentereducidode iteraciones. Obviamente,el
ajustecon la solución analíticase mejoraal aumentarel númerode pasospara un tiempo
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fijo de evolución. En todoslos casosse procede simultáneamentea resolver el problema
medianteun esquemaimplícito en diferenciasfinitas tipo Crack-Nicolson,que representa
una aproximacióna segundoorden de potenciasen los incrementosy y Av. La evolución
de ambassolucionesnuméricases paralela, siendo prácticamenteidénticas aun parapasos
temporalesdel ordende unadécimapartedel tiempode relajación1/y. Resultainteresante
notarquela velocidadde evoluciónde la soluciónnuméricaes la mismaquela observadapara
la función exacta(3.13), tan sólo se apreciaun ligero adelantode aquéllasobrelos extremos
de la red, comoconsecuenciade la imprecisiónintroducidaen las tasasconvectivo-difusivas
Qq. Es posibleconcluir, a la vista de estos resultados,que para valoresde r fisicamente
razonables,la soluciónnuméricaintegralparael procesode Ornstein-TJhlenbeckconvergea
la soluciónverdaderapara cualquier instanteA de la evolución. Si la probabilidadde tran-
sición a tiemposcortosno se encuentracorregidasobre0r, el paso temporalhadereducirse
para mejorar la convergencia. En estecaso,eí momento 2’,, de la distribución numérica
difiere significativamentedel momentoexactoT(A) = To parar -- O, 1/y. En cualquiercaso,
la soluciónnuméricaintegralsiemprerepresentaun proceso difusivo, manteniendola posi-
tividad de fi. En cambio, la solucióndadapor el esquemaen diferenciaspuededar lugar a
comportamientosno difusivosdela distribución,inclusoa valoresnegativosde fi paraalgún
qj corno muestrala figitra 3.4.

En cuantoal análisis de la convergenciahaciala solución estacionaria,se procedea fijar
y y dejar evolucionareí sistemaaumentandoel númerode iteraciones.Se pretendeahora
verificar la eficienciadel modelo integral parala descripción del estadoestacionario,bajo
la perspectivade generalizarsu aplicabilidad a problemasfisicos de mayor relevancia,en
los que interesarepresentarcoherentementeel estadode equilibrio. Interesaen este caso
verificar la estabilidadde la soluciónnuméricaestacionaria,asícomo analizareí valorde las
magnitudesconservadaspor el sistema.

liado que la probabilidadde transición a tiemposcortos no es única, es posible,como se
afirmó en eí segundocapítulo,adecuarla expresiónde la mismaa las característicaspropias
del sistemaen estudio. Un primer pasoparala optindzaciónde P,. se fijó mediantela
modificaciónde la desviación«,.. A pesarde que estamodificación generaun operadorque
preservalos valoresiniciales de las trescantidadesconstantesen la evolución, el efecto de
la discretixzaciónen la variableespacial desvirtúaligeramenteestapropiedad.Convieneen
estecasorecurrir a la función de autocorrelación numérica ~P,,en la que se depositarála
responsabilidaddel ajustede las tasasQq a las propiedadesdel sistema. Q,, recogeen si
mismael efecto de la integraciónsobrelas variablesu’ en la definición de los elementosde
la matriz de evolución,mediantela sustituciónde ..4~ por ‘1i~A

1. Según(2.44),el parámetro
de ajuste ‘1’ vendrádado por la relaciónrecursíva

t+i= ti + Co(sP~ — 2’o) , ‘P1 1

donde C0 es una constantepositiva cualquiera que reproduceeí orden de la desviación
relativa (Ti — To)/2’o en la primeraiteración. En generalpuedeelegirsecualquier

0o, ya que
las característicasmismasdelsistemaconducenaun valorfijo de‘1’,. trasun reducidonúmero
de iteraciones.El valor de ‘1’,, oscila en torno a la unidad, fijándoseen una cierta cantidad
próximaa = 1 cuando2’,, y tPo coinciden. La función de autocorrelaciónrepresentauna
correcciónde orden r2 para E’,. . En el casomás desfavorable,dicha corrección aparece
en el argumentode la exponencialde (3.10) por lo que no modifica sustancialmentelas
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Figura 3.4: Proceso Ornatein- Uhlenbeck (.t).
(a) Comportamiento difusivo de la solución integral Ji para Aq 10/201 en 100 y 200 iternciones.
(b> Solución por Crank-Nicholson Jd; pare el valor de r Indicado la solución no difusiva se mantiene
durante más de 100 IteracIones, La situación se corrige tras 200 pasos. II y /4 coinciden prácticamente
para nr> 1.

propiedadesdel operador. De hecho, cadaQq con el término ‘1’~ coincideprácticamente
con el mismo valor sin la correcciónen .45. Sólo a lo largo de la evolución el efecto corrector
de 31’ resultaapreciable.

En último extremo,la presenciade ‘1’ debeinducir a pensarque se ha optadopor repre-
sentarel propagadora tiemposcortospor unaexpresióndiferentea la habitual(3.10),en la
quela mediati’ -l-rA(t,’) se hacorregidomedianteel concursodeunafunción dependientedel
tiempoA, cuyaformaexplícita en principio se desconoce,lo quejustifica el ajusterecursívo
anterior.Ya se hamencionadoquela representaciónde 14. no esúnicay queel operadorde
Fokker-Planckgeneratoda unaclasede probabilidesde transiciónequivalentesen el limite
y —. J.

En el problemaque acupaestasección la amplitud de máximaoscilación para 11’,, es
del ordende ±0,01. Es interesanteseñalarquesi se procedea corregirde forma idéntica el
termino convectivo ~1 sobreun esquemaen diferenciasfinitas, la evolución de la solución
numéricase desvíanotablementede la solución verdadera,generandoincluso valoresnega-
tivos de fi” y alterandohastael valor constantede la normainicial de la distribución, lo que
se traduceen la variación inevitable de los momentosji,, y 2’,, a pesarde que éstosevolu-
cionen sin la correccionde forma aceptable,dentro de las posibilidadesque ofrecendichos

00501 100
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Figura 3.5: ProcesoO-U (II). Soluciónnuméricafi y ancsUticaf.

modelosparala aproximaciónde la soluciónverdadera. Este hechosedebeesencialmente
aque ‘~V introduceuna correcciónquepuederepresentarotra ecuacióndiferencialdiferente
a la del problemaoriginal, lo que incurre en la no consistenciacon el casocontinuo. Sin
embargo,para eí modelonuméricointegral la consistenciaconel problemacontinuo,repre-
sentadopor la ecuaciónintegral de evolución,no se afectaal modificar la probabilidadde
transicióna tiemposcortosmedianteel ejercicio de la correcciónimpuesta,ya que éstano
modifica ningunade las propiedadesdadasen la sección2.2.1

La figura 3.5muestrala evolucióndel pulso inicial (3.12) hastala soluciónestacionaria
numérica-flg.(d)-. En el efectocorrectordela funcióndeautocorrelaciónse integrantambién
los posibles erroresde redondeocometidosen la computación,disminuyendola diferencia
entrela solución integral fi y la verdaderafi -fig.(e)-. El valor de SP~ -flg.(c)- permanece
estacionariocon independenciaabsolutadel númerode iteraciones. El excelentecompor-
tamiento de la función numéricaf( contempladoen la evolución de un pulso cuadrado
inicial, se hace extensiblea cualquier condición ¡(ti, O) elegida parala distribución inicial,
dadala posibilidad prácticade tratar éstacomo una sucesiónde ‘ ondascuadradas’con
normasindividuales 1?txti. La superposiciónde las solucionesnuméricas para cadapulso
darála evolución de fin.

<0>

.2 tI 2
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3.2.2 Proceso Ornstein-Uhlenbeck con O <y < ~.

Paraci tratamientode ecuacionescinéticasen función de la componenteradialti dela veloci-
dad, la probabilidadde transición a tiemposcortos ha de estardefinidasobrela semirecta
real positiva. Estacondición impone recurrira unarepresentaciónde la función 6 en la que
se contenganlas condicionesde contornoóptimasen la nuevavariable del problema. En
estasecciónse investigasobrelas propiedadesquehandeser satisfechaspor E,. cuandono
se tratacon las condicionesde contorno naturalesdefinidasen la secciónanterior. Se ofrece
un modelo de probabilidad de transición a tiemposcortos aplicable a casosmás generales,
cuya efectividadresultaequiparablea la expresiónhabitual de E’,. dadapor (2.13). En
definitiva, el estudionuméricodel procesode Ornstein-Uhlenbeckcon u > 0, al igual queel
problemade Wiener sobre (—1,1) ilustra el procedimientoa seguir para el tratamientode
las condicionesdefrontera.

La formulacióndel problemaimplica añadira la ecuacióndiferencialparala probabilidad
de transición P(u,11v’, 1’)

8P 8 8

~ y[—yv + ~-D]P P(v,tjv’,A) = ¿(u— ti’),

lacondiciónu ~ 0, lo que equivalea afirmarque la corrientede probabilidad.1 ha deanularse
no sólo en el infinito, sino tambiénen el origen, estoes

Jo = AP —

—DP=0; u—.0, y v—.~. (3.15)
8v

Por estarazón la probabilidadde transición a tiempos cortos E,. debesatisfacer(3.15)
cualquieraque seala representaciónelegida, lo que fijará en estecaso el intervalo [0, oo[
como su campode definición. El problemaauxiliar (2.24) de la sección2.2.2 deberesolverse
con la mismacondición que habríade imponerseal propagadororiginal P.

De nuevo,con el fin de compararla solución numéricacon la correspondientesolución
analítica, se Ira investigadola ecuacióndiferencial para la probabilidad, con la condición
de reflejo en el origen. Mediantela reduccióna un problemade autovalores,se tiene (para
y = 1, D = 1)

P(v,Alt/A’) = 1 {e <U~»3 + ~ Ct+;t>i }~ z = e«1t» y — 1 — ~2• (3.16)

Comocondición inicial parala función de distribución, por las mismasrazonesaducidasen
la secciónanterior respectoa estepunto, se ha consideradouna función (3.12) tipo pulso
cuadradode extremosa > O y b > a normalizadaa la unidad. Con (3.16) y (3.12) la
expresiónparala función fi en todoinstanteA de la evoluciónes

1 u+zb v—zb u—za ti+zafi(v,t)... fer[—J — fer[—] + fer[—.--—--—] — fer[
2z(b— a) < 1/ y

cuyasoluciónestacionariaes la gaussiana~ñYexp(~v2/2) definidaparau > 0.
La discretizaciónsobreel intervalo finito [0,um], de acuerdocon lo establecidoen sec-

cionesprecedentes,respondea la red de N puntos
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que no contienea los puntos frontera. Sobre esta retículase definen, como es habitual,
los valoresde la función de distribuciónen el instante A = nr notadospor ff. La función
analíticase evalúa sobrela mismared, con el fin de compararla evolución del problema
discretocon el continuo. El esquemanuméricode avancees el mismo que el propuestopara
el procesode Ornstein-Uhlenbeclctratadoen la secciónanterior.

Comosehaindicado,en primerlugar seránecesariorecurrir a un modelodeprobabilidad
de transicióna tiempos cortos E’,. coherentecon las condicionesdel problema,que en este
casose sintetizansobre la imposición ti > O. Es fácil verificar que (213) no satisfacelas
propiedadesrequeridaspara E,. al no encontrarsenormalizadaa. la unidad en el intervalo
[O,oo]. La representaciónde función ¿ de Dirac en términos de la integral de Fourier no es
coherentecon el problemaqueahorase trata,máximesi ha de tenerseen cuentaque deella
se desprenderáel operadorintegral U ~+,.,¿ para y finito. Obviamente,la representación
¿ más apropiadapara el problemahabríade ser el limite da la probabilidadde transición
exactacuandoA —o pero ello supondríaconocera priori la función de Oreen parala
ecuaciónde Fokker-Planck,lo queequivalea tenerresueltoel problema. Paralas ecuaciones
objeto de este estudiono es posibleconocerde formaexactala probabilidadde transición,
por ello ha de recurrirseal procedimientogeneradoen el segundocapítuloparael cálculode

Pr.
Convienerecalcarde nuevo que si E,. se representapor (2.13) renormalizada,el com-

portamientode la soluciónnuméricano es el esparadoen las proximidadesdel origen ti = O,
si bien, a medidaque ti se alejadel origen, fi~ seaproximaa la soluciónverdaderaaunpara
y relativamentegrande.Esteresultadoes obvio, ya que la probabilidadde transición pura-
mente gaussianaestá,a efectosprácticos,normalizadaa la unidad en los puntosinteriores
de la redcuandoy es reducido.

En lugar de tomar la representaciónde Foruier para¿(ti — ti’), se elige la correspondiente
a otro problemamássimplequeel tratado,y quesatisfagalas mismaspropiedadesqueéste.
Paraaproximaciónde P,. a primer ordende potenciasen y

P(ti,i+r¡ti’,A) = [1 +rA(v’)~- + rD~’ ]6(v — ti’)

exp{r[ A(v’)& + rD~, ] ¿<ti — it)

el segundomiembro puedeinterpretarsecomola soluciónformal de la ecuacióndiferencial
lineal de Fokker-Planckauxiliar ( con A y D constantes

8p 8 8
— [A+D—fr~ ;-A>O,D>O,

8r Br, ¿ti

que puederesolversepor elprocedimentohabitualde reducciónaun problemade autovalores
= e~p(—Ar)w(A,v) [2], [10],[11].Las autofunciones{tp(A,v)} correspondientesa p* son

conocidas(véase[12])y presentanun espectrocontinuoen A queconcedenla representación
buscadade la función 6. Substituidaéstaen (3.18), se ganenla probabilidadde transición
a tiemposcortos aplicableal problematratado:

e —A (o—o’—Ar/2)/2 L~h1
{e 4r 4ru’¡A) =
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jA¡ v+v’+Ar
Av [1 — fer( )]; A = —ti’. (3.18)

2 2vi

La forma funcionalde la probabilidadP(r) es máscomplejaque la expresiónexacta(3.16),
Sin embargo,la mismafunción podríautilizarseparael esquemade avancetemporalcorres-
pondientea una ecuaciónde Folcker-Planck,definidasobre ti > O con A(ti, A) =O. En las
proximidadesdel origen, la función (3.18) resultaapreciablementediferentea la probabilidad
usual (2.13). Al igual que en el problemade Wiener sobreun intervalofinito, se haelegido
la representaciónde E’,. anteriorparaaquellospuntos ti~ y ti

1 en los que la suma>2< .P¿5Av
difiere notablementede la unidad cuando E’<5 se evalúa con (2.13). Paravaloresdel paso
temporalrazonables(y « 1/-y) es suficiente tomar la representación(3.18) paraíndices
j en los que ti5 es próxima al origen El problemase resuelve bajo las mismas condiciones
para la aplicabilidad de la integraciónsimple por rectángulosimpuestasen el procesode
Ornstein-Ulilenbeckgeneral.

La matriz de evolución Q tieneNx, IV elementosde los cualessólo es necesariocalcular
(2M + 1) x Y elementos,ya que Q es unamatriz (2M+1)-diagonal.Los únicos términosQq
diferentesde cero son aquéllosparalos que — u =M, dondeM dependerádel anchodel
paso temporaly. Se haobservadoque para valoresde y razonables,M se reducea M = 3
ó M = 4, es decir, la integraciónnuméricapara cada ti< se reducea unoscuatropuntos
adyacentesal i-ésimo intervalo ~ví— Av/2, ti< + Ati/2]. Parala computaciónbastaguardar
enmemorialos términosQj,j..¡, Q<,<.~ ... Qtí+4•

El esquemade avancenuméricocon (3.18)presentaresultadostan satisfactorioscomolos
encontradosen la resolucióndel problemaprecedente.Las gráficasadjuntasmuestrancómo
la solución numéricafi<’ se aproximaa la solución gaussianaestacionariaCexp(—v

2/2)con
la mismavelocidadde evoluciónque la obedecidapor la función exacta¡(ti, A). Los tiempos
de relajaciónen el esquemanuméricoson los mismosque los observadospara el problema
resueltoanalíticamente.

Puedeconcluirsequela resoluciónnuméricadel problema,medianteel algoritmointegral,
se correspondeplenamentecon la soluciónanalítica (figura 3.6).

Se hanensayadootrascondicionesiniciales ¡(ti, O) paraarrancarel esquemade evolución:
para todasellas, los tiempos de relajaciónobtenidosmedianteel procedimientonumérico
coincidencon los esperadosanalíticamente.La soluciónestacionariaes siemprela gaussiana
predichapor la correspondienteecuaciónde Folcker-Planck;no se presentainestabilidaden
lasolución numérica,conindependenciadel númerodepasostemporalesy delosparámetros
AA = r y Av involucradosen la discretizacióndel problema,

La solución numéricaparalelamedianteun esquemaen diferenciasfinitas progresaade-
cuadamenteexceptoen las inmediacionesdelborde de la red durantelasprimerasiteraciones.
Aunque la solución numéricaestacionariacoincidea efectosprácticoscon fi,(ti¡) y con la
solución integral, la velocidadde evolución en el esquemaen diferenciasse alterarespecto
a la mismapara la función analítica¡(ti, A) en los extremos. la información contenidaen
el paqueteinicial fo(v3Ati se propagamás lentamenteen el esquemaen diferencias que
en el integral sobre tales extremos. Sin embargo,el efecto de la condición de reflejo en el
origen quedaperfectamentereproducidopor el modelonuméricointegral con un tiempode
evoluciónidéntico al mostradopor la soluciónanalítica.
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Figura 3.6: Proceso O-U en [0, o4.
(a) Evolución detallada en cinco etapas de 20 iteraciones con r = 0,05 y Aq 1/201.La ltnea p,inteada
muestra la solución estacionaria real. (1,) Evolución de J< en 100, 400, 800 y 1000 iteracIones. (c)
y (d> Momentos T(t) y p(t) ajustados a los parámetros PI, P2 y PS de la expresión mostrada en el
gráfico. El tiempo de relajación estimado del sistema 1/PS= 1/2. 004 coincide prácticamente con el
teórico

tr = 1/2 aun sin el uso do la autocorreiaoión numérica.

3.3 Procesode Ornstein-Uhlenbeckvariable.

Hastaaquí todasla ecuacionesde Fokker-Planckunidimensionalesresueltaspresentancoefi-
cientesde difusión y derivaindependientsdel tiempo. Convieneahora cuestionarla validez
del método integral paraproblemasen los que A y Ji puedenser funcionesde la variable
1. Con estafinalidad se hanestudiadovariosproblemassimplescon soluciónanalíticacono-
cida, parael análisiscomparativode éstaconla soluciónnumérica. Se pretendeasí extender
las conclusionesanterioresa problemascon coeficientesvariables.A la vistade la ecuación
integral paraeí movimientode ¡(ti, A) (2.9) el esquemanuméricosólo requiereel concursode
los coeficientesA y D en el instanteA~ = ~y parala obtenciónde fn+í. Si bien es posible
recurrir a métodostipo prediclor-correcior al igual queen losesquemasen diferencias,se ha
optadopor resolverlas ecuacionesquesiguensinningúntipo decorrecciónquesuponganuna
complejidadañadidaa la sencillezcaracterísticadel modelo.Se esperaqueel propagadora
tiempos cortos recojaconvenientementelos efectosinducidospor la variación temporalde
los coeficientesdifusivos. Bajo la perspectivade que ~r representauna aproximacióna
primer ordenen y del propagadorverdadero,P(v,A+ r¡v’,i’), cabeesperarque el modelo
de integraciónnuméricasiga siendo,paraestoscasos,unapoderosaherramientade cálculo.
La extensióndel modeloa ecuacionesde Fokker-Planckno linealesse verá asíjustificada.

Entrelos problemascon A y D variablestomadosde la literatura seha elegidoel proceso
de Ornatein- Uhlenbeck tiariable representadopor la ecuacióndiferencial lineal de Fokker-
Planck

8 . 8.. con a< ti <b ó ve]—~, oo[

= ~w.[~7(A)(ti — g(t)) — D(t)~Jf _

dondey y ti

0 de (3.8) se hansustituido por funcionesdel tiempo -y(A) ~ O y g<A).
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El coeficientede difusión D(i) > O sesuponeunafunción de A. La ecuaciónsatisfechapor
laprobabilidadde transiciónP(v,<u’, O) esla mismaque (3.19),cuando¡sesustituyepor 1’,
ya que P(ti,i¡v’ , O) esla soluciónaestaecuaciónbajo la condicióninicial ¡(u, O) = 6(ti—u’).

Es fácil probar,para—a <ti .< oc, aplicandoeí operadorde la transformadade Fourier,
que la solución de (3.19) parala probalidadde transición es la gaussiana

P(v, 11v’, 0) = ~ [(vii)21 (3.20)

de media ii(v’, A) y desviación«í(v¡, 1) = u

2 (ii)2 solucionesde las ecuacionesdiferenciales
ordinarias

dii ¡

dA —y(A) ( ii—g(i) ) con ii(ti’,O) =v
(3.21)

dv2 ‘2
= 2 {D(i) — y(A)~’+ y(flg(A)iY} con v2(ti’, 0) = ti

En estecaso, el propagadorP(v, tjv’, A’) no depende,en general,de la diferenciaA — A’,por
ello no puedehablarsede la existenciade soluciónestacionariaP,, en el sentidode la teoría
deprocesosmarkovianos,2 si E’, representael limite deP cuando(A—A’) — 00. No obstante
puededarseel casode que las funcionesy(A), y(A) y DQ) tiendanhacia sendasconstantes
a medidaque aumentaA. En este sentido puedehablarsede soluciónestacionariacuando
A tiende a infinito. El motivo de trabajarcon tales sistemasse inspira en el hechode que
en numerososproblemasde la Física, relativos a ecuacionescinéticasintegro-diferenciales
de Folcker-Planck,la deriva y la difusión son funcionessuficientementeregularesen A, que
varíanlentamentea lo largode la evolución,alcanzandovaloresprácticamenteestacionarios,

Según 3.22 es evidente que se puededeterminara priori la ley de evolución temporal
de los momentosde la distribuci’on f, lo que favorecela comparacióncon los momentos
obtenidosnuméricamente

Á(v,t) = —a(v — ~o) , D(t) = (2’o — tig)(i +C20¿) a> 0 (3.22)

y
Á(v,i) = —yQ)(v— yo), Ji(A) = (2’o — ti~).yQ) y(A) > O ‘stA. (3.23)

En ambosprocesos,tio y To representanlos momentosde primer y segundoorden de de
fo, siendop(t) = <v>(i) constanteen eí tiempopara el primer caso ( figura 3.7), en el que
T(t) — <u2 >(A) tiende al valor inicial To a medidaque aumentael tiempo. Sólo en (3.23)

se conservapara cualquier función y(A) ya queJi es proporcionala a
0 = — ti~.

Es obvio que este problemapuederesolversedefiniendo unanuevavariable temporali~ =
fty(t) di’, sometiendoa traslaciónla variableespacial segúnz = ti — ti0, lo que reduce
la ecuaciónde Fokker-Plancka la del procesode Ornstein-Uhlenbeckordinario (3.8). No
obstante,seha mantenidola forma original con la finalidad de observarel comportamiento

2yaque,engeneral,no sesatisfacela relaciónP(v, 1 + T¡u’, 1’ + 1) — P(v 11v’ 1’) para1> 0, por lo que
el procesosedice no csiacionario
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Figura 3.7: Proceso con .4 yD r,ar(ablea cnt (1).
Figura superior: solución Integral en un tiempo total de 5 unidades con r = 0,1 en el caso con ID =

— v~) (1 + e’~>. ji no avoluciona a partir de > 5 coIncidiendo con la gaussiana estacionaria
Cifaca contiana). Las grdflcas Inferiores representan las diferencias entre la solución exacta fe y las
numéricas integral y en diferencias fi y Jd. A medida que aumenta 1 la difereacia fe —fi disminuye.

de la solución numéricapara coeficientesde difusión y deriva variables con el tiempo, e
inferir así propiedadesgeneralesextrapolablesa problemasmenossimples.

El interésde estaelección es puramenteacadémico,yaque se deseainvestigar la validez
del métodointegralen la descripciónde problemasconmás de unacantidadconservada,si
bien, en sentidofisico, el operador LFP no esconservativo.La proporcionalidadde Ji con

«0esmeramentefortuita, del mismo modoque lo es la fuerzadeterministadependientede
ti yo. En cierto sentido,existe algún paralelismoconlas ecuacionescinéticasde la Física,
en cuantoque A y Ji dependende los momentosde la distribución. En concreto,ambos
coeficientespuedencontemplarsecomo

.4= —.~Q)J (y — v’)f(v’,A)dv’ y Ji = ‘y(A) ¡(u — (ti> (A))f(v’

En último extremo, puedepensarseque la ecuación(3.19) representael comportamiento
de un conjunto de partículascuya difusión es controladapor un potencial dependientedel

tiempoque generaun campovariable encargadode preservarla energíay el momentode la
distribución. La obtenciónde la probabilidadcondicional P<v,A1v’, 1’) de f(v,A), conocida
fo, es trivial en función del sistemade ecuacionesdiferencialeslineales ordinarias (3.22).
Paralos dosejemplostratadoses sencillo verificar la condiciónde Lindeberg ([4]) satisfecha
por un proceso markovianocontinuo, así como la ecuaciónde Ohapman-Kolmogorov(2.7):

5’>

— 0,4

— 602

-, 2.5 6) 24
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los dos procesosanalizadossiguen siendo markovianos.
La soluciónnuméricaintegralde (3.23) se da en la figura 3.9. 72(A) permanececonstante

a efectos prácticos, al igual que PQ), cuyafluctuación en torno a Fo = O entradentro del
orden de la aproximacionnumérica,sin unapropagaciónefectiva de erroresde redondeo.
A(A) y Ji(A) (figura 3.10)aumentancon A sin afectara la expresióndel propagador E’,-

En los dosproblemas,la probabilidadde transicióna tiemposcortos se ha elegido coin-
cidentecon (2.13) cuandola desviaciónu,. se representapor 2Ji(A) y (1— y <A

2> /2Ji), si eí
término corrector (1 — r<A2>/2D) se mantienepositivo paracualquier valor de A. Una vez
estimadoel ordendel tiempode relajacióni~ del sistema,se elige el pasotemporalr << Ar.
El espaciadoAvde la reddiscretasesuponeindependientedeA, con ello el esquemautilizado
en los procesosanterioreses aplicable al procesovariable. La soluciónnuméricaintegral se
comparaconla soluciónverdaderay la soluciónnuméricadadapor un esquemaendiferencias
finitas tipo Crank-Nicholson,con un predictor medianteun avanceen diferenciasexplícito
paraestimarlos valoresde los A5+’ yD7’1. En el primer ejemplo, es fácil determinarla ley
de evoluciónanalíticaparael segundomomentodela distribución 72(1),ello permite aplicar
la relación recurrente (2.44) para el uso de la función de autocorrelaciónnumérica4’ que
contribuyea redirigir la evolución del sistemaen el sentidoque se minimiza la diferencia
entreel momentonumérico7’» y eí momentoreal T(t~). Como Ji(A) estáacotadaentresu
valor inicial D

0 y 2D0 en todala evolución, la variaciónde ‘It es prácticamenteinapreciable
sí la desviacióntípica del propagadora tiemposcortos se halla corregidacon el término
r<A

2>.
El comportamientode la solución fi’ essimilar a los observadosparaaquellosproblemas

en los que A y Ji son independientesdel tiempo. Por otra parte, Ji(A) varía lentemente
con eí tiempo; si se elige un pasotemporalrazonabler « 4 la soluciónnuméricaintegral
coincideprácticamentecon la soluciónverdaderaen cadaetapade la evolución,ajustándose
exactamentelos valoresde~ y 7’,, alos momentosverdaderoscasi desdela primeraiteración.
en cadati< y A» = ivr. Los resultadosse presentanen las figuras 3.7 y 3.8.

Se han tratadonumerososproblemasen los que tanto A como Ji varíanlentamentecon
el tiempo,cuandoéstosalcanzanvaloresestacionarios,A> y Ji>, y carecende singularidades
en la variableespacial.De formageneral,bajo estascondiciones(no muy restrictivas, si se
contemplaque las característicasprescritaspara .4 y Ji sonlas satisfechaspor grannúmero
de problemasfisicos) el métodointegral resulta aplicable en los términos que han venido
presentándosea lo largo de toda la exposiciónparacoeficientesindependientesdel tiempo.
Unavez másse apreciaque la inclusiónde A(ti, A) y D(v, A) en la probabilidadde transición
a tiemposcortosdirige la evohícióndef en el sentidoquelo haríacon la expresiónverdadera
del propagador.

En las aplicacionestratadas P,. es muy próxima la ¡‘(ti, A + ny’, A), ello prodríainducir
a pensarque la forma de P,. dirige la evolución haciala solución estacionariagaussíana.
Sin embargose ha abordadoel estudiode numerososprocesosen los que existe solución
estacionariadiferente, tipo Pearson[121,obteniéndoseresultadosigualmentesatisfactorios.
Puedeverse,en particular,el análisisde los procesosno markovianosque ilustran la última
seccióndel capitulo,como ejemplos de interés puramenteacadémico.

Especialmenteinteresenteresultael estudiodel caso(3.23) para distintasfunciones‘y(A)
continuasen A y posiblementeno acotadassuperiormente.Puedeentenderseque el problema
representadopor la EFPcorrespondientees comparablea un procesotlsico que se comporta
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Figura 3.8: Momentos de f en procesovariable (1).

Evolución de T(É,I) y diferencia entre el momento exacto tPo y el calculado con la solución integral
‘JI. Ln oscilación en torno a Te — ‘PI = O se debo nl ajuste iterativo de ‘P», La diferencia Te— Td con id
calculado con la solución en diferencias fe! esmayor que Te — Ti en cualquier etapa de la evolucldo,

asintóticamentecomo el propuestocuandoA aumenta. Por estarazón se ha conservado
explícitamentela dependenciaen A de A y Ji a travésdey(A). En particular,se hananalizado
procesosen los quey no evolucionalentamenteen el tiempo, pudiendotendera infinito a
medidaque aumentaA. Analíticamenteeí problemapresentade nuevo tres magnitudes
conservadas. Si la función ‘y(A) se halla acotadainferior y superiormentepor constantes
estrictamentemayoresquecero, el cómputode los elementosQ~ en la n-ésimaiteraciónno
generaproblemas,alno existir singularidadparaningún4. en el argumentodela exponencial
de (2.13);por ello seríanválidasla conculsionesextraídasparael caso(3.22) análogasa los
procesosde coeficientesindependientesdel tiempo. Sin embargo,si ‘y(A) es una función
estrictamentepositiva y crecienteen ]0, oo[, la situación cambiadrásticamente,En primer
lugar, la correcciónen la desviacióntípica de la probabilidadde transicióna tiemposcortos
resultainviable,ya queel término <A

2> puedeaumentarindefinidamente.Porotraparte, el
de la exponencialen E’,. es crecienteen A, por lo que los términos Qt’. tiendenargumento

a cero a medidaqueaumentau; la solución estacionariadel problemanuméricoes el vector
nulo {f} = [O,O, ,.., O~ lo quemuestraclaramenteque el procedimientonuméricointegral
no es válido, en tanto queno representafisicamentela situaciónesperada.Sólo paravalores
de A,, tales que ‘¡‘(A,, )r =1 E’,- resultaapropiadaparala descripcióndel estadotransitorio.
Esencialmenteesteresultadose debea que los errorescometidosal limitar la integracióna
un intervalo finito aumentanal crecer en el tiempo el valor medio 13 = ti> — -y(A4r(ti’ — tio)

de la probabilidadde transicíon.
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Figura 3.9: Procesocon A yD dependientes de ap(A) (II).

(a) Solución integral para ci caso (3.25) en 200 Iteraciones. (b> Diferencias entre la solución exacta
¡r. y la. ,olnciones nuniéricas a,, diferencIes ¡d e integral Ji.

Es claroque estamismasituaciónpuedeapareceren problemasflsicos en los queA(q,A)
y/o O ) varíe con el tiempo de forma que tienda asintóticamentea una función ‘y(A, q)

estrictamentecrecienteen A paracadavalor fijo de q. En tal caso,la resolucióndel problema
simple(3.23)dispensaráel tratamientoa seguirparaprocesossimilaresrelativosa ecuaciones
de Folcker-Planckde coeficientesdependientesdel tiempo.

Puededemostrarsede forma sencillaque la utilización de 1’,- conduceanalíticamente
a la solución del problemaanalizandola evolución de la condición inicial ¿fo = 5(u — yo)

obteniendoaxiahticamentef(u,nT). Siseprocedeal cé.lculo de los limites y —o O y u —. oc
con nr = A para f(ti, ni-) se obtienef(ti,t(vo) coincidentecon P(ti,tItio,O) dadapor (3.22).
En definitiva, la probabilidad de transición a tiempos cortos utilizada anteriormentees
válida parala resolución analíticadel problema. En cambio, como se ha mostrado, E’,
no resultaapropidaparala aplicacióndel métodonuméricointegral. Estono significa que
el procedimientonuméricoestudiadoen este trabajono resulte aplicable a problemascon
coeficientesdedifusión y derivavariablesen el tiempo. Sencillamentebastaconsiderarque
la probabilidadde transición a tiemposcortos no es efectiva pataproblemasanálogosa
(3.23)paracualquier valor finito de i-. En esecasoes necesriodefinir un propagador1’,. que
se adaptea las característicasdel nuevo problema.En particular, la nuevaprobabilidadde
transiciónpuedeobtenersesiguiendoeí métodoexpuestoen la sección2.2.2 con el operador
auxiliar L ;.~ correspondienteal procesode Ornstein-Uhlenbeckcon ‘y constante,esto es,
sí y(t)(v’ — vo)6(ti — ti’) se sustituyepor ‘y(t)(v — vo)6(v — ti’). La probabilidadde transición
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efectiva será ahora (3.10) quesólo involucra términos en exp(—rj’(An)) siendoaptaparala
descripción del problemapues 1’,. no decaea cero a medidaque aumentael número de
iteraciones. Es obvio que la nuevaprobabilidadde transicióncoincidecon el propagador
habitual (2.13) aprimer orden en r. Así mismo, analíticamentepuedeobtenerse¡(u, A) con

fo = 6(ti — tio) comose indicó anteriormente,medianteel estudiodela. convergenciauniforme
en (y, 11v.) —¡ (0,0) de ¡(ti, nr) manteniendonr = A.

El algoritmo seguidoparael avancetemporales análogoal descrito en casosanteriores.
La integraciónsimplepor rectángulosselleva a caboahoraparaaquellasiteracionesen las
que r = ‘¡‘,>r satisfacela relación (3.4) cambiando» por (tPo—tig)/’y,., yaquesiguensiendo
válidoslos argumentosaducidosparael problemade Wienerparala validez de la aplicación
de la ReglaExtendidadel Punto Medio. En casocontrario los coeficientes se determi-
naránintegrando 1%. sobreti’ en el intervalo [ti

5 — Ati/2, y1 +Ati/2] si la n-ésiznacondición
inicial fi> se construyesegún(2.31). La nuevaprobabilidadde transición conducea la cor-
rectadescripción no sólo del régimentransitorio, sino de la situaciónestacionariaesperada
para el problemacontinuo. En cambio, el esquemaen diferenciasfinitas, al no depender
la red espacialdiscretadel tiempo, resultainapropiadoparavaloresde r’y,, excesivamente
grandes,pues la matriz de evolución tiene todossuselementosnegativosa partir de ciento
valor de u; Esta situacióngeneravalores negativosde 1>’, paraalgunosf~, dandolugar a
unaevolución no física.

En la figura 3.9 se muestrala evolución de la condición inicial (3.12) para y(A) =
aexp(aA),a > O. El comportamientopara otras funcionescrecientes(incluso decrecientes)
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Figura 3.10: Momentosde 1 enproceaovariable (II).

de A es análogo.La diferenciaentrela soluciónverdaderafe y la soluciónnuméricaintregral
fien menorla fe—fden cadaetapadela evolucióny encadapuntodela red. fd representa
la solucióndadapor el esquemaen diferencias.

Las conclízsionesextraídasen la resolucióndel casosimple (3,23) sonextensiblesaotros
problemasde coeficientesvariablesen los queexisteunasoluciónestacionariaf>(q) para f
—en el sentidof, = lim¿.~ f(q, A) — . Paraeste tipo de problemases suficienterecurrir a

>0
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la factorizaciónde A en la forma A(q,A) = —Ji(q,A) [q — go(q,A)], por lo que AS(q— q’) se
puedeexpresarcomo

A(q, t)&(q — q’) = q Ji(q’, A)5(q — q’) + Ji(q’, A)go(q’, A)6(q — q’)

que reduceel operadorauxiliar L .p a un operadordel problemade Ornstein-Uhlenbeck
en i-, de coeficientesconstantes(ya que A se consideraun parámetrofijo ). Con cílo, la
expresiónde 1’,- serála correspondientea la probabilidadde transiciónparaesteproceso

con las sustituciones‘y —. D(q’, A)//, ‘y. (A — A’) —, yJi(q’, A)//, ti
0 —. go(q’, A) y Ji —o 1.

En general,el problemade Ornstein-Uhlenbeckvariable da lugar a toda un clase de
propagadoresP,- equivalentesen el limite y —. O, si el operador L rp es identificable con
eí operador LFP de dicho proceso. En términos de la relación asintóticaA(q, t)/Ji(q, A)
paraq fijo y A —~ puedenelegirseconvenientementelas factorizaciones(2.21) que derivan
en unaEFP auxiliar de un procesocon P(q,A~~~¡q>,A) conocidaque, paray finito, se adapte
al problematratadocomo propagadora tiemposcortos,

F
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3.4 Ecuacionesde Fokker-Planckno lineales.

Se ha estudiadola forma de abordarmedianteel método integral numéricoecuacionesde
lYokker-Planckordinariasquerigen la evoluciónde la distribuciónde probabilidaden proce-
sos markovianos.Se hansentadolas basesparaoptimizar el modelo en aquellasecuaciones
de coeficientesA y Ji dependientestanto de la variableespacialcomo del tiempo. Interesa
ahoramostrarla efectividaddel modelo numéricoparalas ecuacionesde Fokker-Planckque
se han denominado no lineales. Estasecuacionespresentanla forma de las ecuacionesor-
dinariasque han venido tratándosea lo largo de la exposición, con la salvedadde que A
y Ji puedendependerde la propia función de distribución ¿f mediantecualquier relación
funcional. Desdeel puntode vistade la teoría de los procesosestocásticos,tal dependen-
cia puedeser entendidaen virtud de ciertaspropiedadesde presenciade memoria en los
procesosquedefinen las llamadasEcuacionesGeneralizadasde Langevin,paralas variables
microscópicas. En estosproblemas,la relación de Chapman-Kolmogorovno tiene porqué
sersatisfechapor la probabilidadde transicióno probabilidadcondicionalp(q, A¡q’, A’) si bien
existe una relación equivalentepara la expresióndel propagadorH(q, i¡q’, A’) que, en gen-
eral, no se entiendecomoprobabilidadde transición, según(2.4). En cambio,la relación de
consistencia(2.6) se verifica para cualquier proceso quese interprete como surgido de una
interpretaciónprobabilística En estesentido,seproponeahoraaplicar losmismosargumen-
tos sentadosparaectíacioneslinealesde Fokker-Plancksobreecuacionesparaf formalmente
equivalentesa las primeras,en las queA y Ji sonfuncionesde ~l’.

La no linealidad se traduce en el hecho de que la evolución de la distribución puede
dependerde la condición inicial /o en todoinstanteA, Sonnumerososlos problemasde esta
índole paralos que existe solución estacionariaf> (q) obtenida al hacer tender a infinito
el tiempo A, que puedeincluso llegar a ser independientede fo. Cabe ahora interrogarse
sobre la posibilidad de que tales procesospuedandescribirsenuméricamentemedianteel
procedimientointegralquehavenido presentándosealo largo dela exposición. En principio,
como se ha contempladoa travésdel estudiode procesosvariables (A y Ji dependientesde
1) el comportamientode la soluciónnuméricapara la descripción del régimen transitorio
y del estadoestacionario,si éste existe, es satisfactorio siempreque Pi- se adecueal
problemaparticular. Ello sugierela posibilidad de que en procesosno linealesgobernados
por una ecuaciónde la forma EF?, la evolución numéricade la distribución se comporte
de formaanálogaque la experimentadapor f en procesoslineales variables. En verdad,el
método es totalmenteexplícito, lo que implica el conocimientode los coeficientesdifusivos
en el instanteA,, para la (n-1)-ési¡naiteración, de estaforma, el procesono lineal equivale
a tín problema en el que A y Ji se conocencomo funcionesexplicitas del tiempo. Sólo
cabe esperarque la no linealidad no produzcauna excesivapropagaciónde los erroresde
truncamiento. Comose ha estudiado,la función de autocorrelaciónnuméricaredirige el
sistemahacia el comportamientofísico esperado,siemprequeel problemaoriginal verifique
ciertas propiedadesrelativasa la conservaciónde, al menos,el segundo momentode la
distribucion.

Se planteana continuacióndos problemasrepresentativosde ecuacionesno linealesde
Fokker-Planck. Parael primero existe solución estacionariay ademáses posible conocer
la función analítica f(q,A), que se compararácon la soluciónnumérica en cadaetapade
la evolución, sin recurrir a ningún tipo de ajuste. El segundoejemplo es formalmente
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equivalentea unaecuación cinéticade un ‘plasmaunidimensional’: es una ecuacióninte-
gro-diferencialdefinidasobreun operadorqueconservael momentolineal (mediade 1) y la
energía(segundomomentode la distribución.)

3.4.1 Procesono markovianocon A dependientede f.

En ciertos problemasfísicos, tales comolos fenómenosde transiciónde fasessurgenecua-
clones claramenteinterpretablesbajo la perspectivade los procesosestocásticosno marko-
víanos,que dan lugar a unaecuaciónparala evolucióntemporalde la función distribución
de probabilidadf de marcadocarácterno lineal en la forma

Of ~ r 8jjq h(q,q”-.”’ A’d’ ¡ A A 1
Vaq ~ 1q q, o

Resultasencillo construir un simple modelo de caminataal azar ( random-walk) con
ciertos efectosde memoriao correlacióntemporalen el muestreode las variablesaleatorias
([13)). La dependenciaen cadainstantede la historia anterior experimentadapor el pro-
ceso da lugar a las denominadasEcuaciones de Langetiin Generalizadas de las que pueden
inferirse las ecuacionesintegro-diferencialesque gobiernanla evoluciónde 1 en las variables
macroscópicas.Existen algunosprocesosde este tipo paralos que es factible eliminar los
efectos inducidospor la memoria,y consecuentemente,convertir el problemaen otro equiv-
alente puramenternarkoviano.En particular, se haestudiadouno de estosprocesospara el
que la ecuaciónque gobiernala evolución temporalpresentala forma de una ecuaciónde
Fokker-Panclcde coeficientesdependientesde 1. En particular,siguiendola referencia([13])
se haoptadopor construiry resolverel problema

Of _ a a
— —y{—i’>z —Af— ff-DoJf(q,A) (3.24)

que exhibe claramentela forma de (2.25) con A = —( ‘yq +4) y Ji = Do constante. La
presenciade f en el coeficientede convecciónmuestrala persistenciade ciertosefectosde
correlación,o memoria,añadidosa ladescripciónmicroscópicade cierto procesoestocástico
similar al procesode Ornstein-Uhlenbeck,al que se reduce (3.24) si A = 0. Sin pérdidade
generalidad,seha tratadoel problemaanterior con Ji0 = 1 y A = 1, para-y > 0. Mediante
una transformaciónintegralsimilar a la transformadade Hopf-Cole,según

Q(q, A) = exp{
1q2 + jq f(u, t)du }

f(q,A) = —{ ln{Q(q,t) lq’ y
aq

es posibledeterminarla forma analíticade f si q se definesobretoda la recta real, cuando
tanto la corrientede probabilidad.1 como f se anulanen los limites q —o ±~. Bajo estas
condiciones,la ecuaciónsatisfechapor la nuevafunción Q(q, A) es

8Q _

•0

(3.25)
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independientede f, lo que significa la eliminación de los efectosde memoria inducidospor
la interpretaciónestocástica. Es evidenteque la ecuación anterior representaun proceso
de Ornstein-Uhlenbeclcunidimensionalde coeficienteinverso —‘y constante. Risken ([2])
muestraque la probabilidadde transicióncorrespondientea la ecuaciónanterior coincide
con la probabilidadde transición P2~U(q,i¡q?,O) para un proceso de Ornstein-Uhlenbeck
con la sustitución~¡—, —y que, a pesar de no presentarsoluciónestacionaria,es útil para
avanzaren el tiempola condicióninicial Q(q, O), estoes,

Q(q, A) = pO—U(q t¡q’, 0) Q(q’, O) dqt

dondeQ(q, 0) = exp{ ‘yq2/2 + f¶,, f(u, 0)du }. En definitiva, notandopor z el factor &‘

la solucióna (3.24) es

‘y z ________________

f(q, 1) = z2 —1 — zq) e G(q,q) dq’ (8.26)
~ a(~,q’) 4’

dondeel núcleointegral G(q, qQ vienedado por

G(q,q’) = f(u,0) du — ‘y q’ — zq•‘I~~ 1 —

Asímismo,es posiblederivarla expresióndepropagadorfl(q,A¡q’, A’) que,al igual que f(q,A),

dependede todala historia dela evolución. La ecuaciónintegro-diferencialverificadapor II
presentala forma de unaEF? en la que la derivaA dependef f(q’,A’)fldq’. En particular,
la dependenciaen f(q, A = 0) parala probabilidadde transiciónanalíticaP = fl(q, AJq’, 0)

_ _ ________ —1fl(q, A¡q’, 0) _ (zq1KW G(q,q’) [~,~f G(q, u)cka 1
es evidente.

Si el coeficiente‘y es positivo, cuandose procedeal limite A —+ oo, se obtienela solución
estacionariaf~ dadapor

fs(q) 2’¡’ e~ q2/ 2 <3.27)
ir (e+l)/(e—1)+fer(g\/3)

que se torna independientede la condicióninicial f(q, 0). Es sencillo verificar que (3.27) se
derivaal resolver la ecuaciónhomogéneapara(3.24) asumiendoqueexiste f. independiente
de A.

El operador Lrp de la ecuación(3.24) sólo preservala normainicial de f a lo largo de
todala evolución. No es posibleasegurarque,si la condicióninicial f(q, 0) = fo tienecomo
momentosde primery segundoordenPo y To coincidentesconlos de 1~, éstosse mantengan
constantespara A > 0. En cambio,si la descripciónnumérica del estadoestacionarioes
apropiada,los momentos1,, y p~ debencoincidir hastacierto orden deaproximaciónconPa y
2’, atribuidosabsde la soluciónf~. Porotraparte,al existir la distribución analíticaf(q,A),
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-o> 6 60 2 4 6

Figura 3.11: Solución integral u exacta en procesono markoviano cony = O.
Evolución de la solución Integral ji hasta completar un tiempo de una unidad con r = 0,1 y y = 0. (b)

Solución exacta fe en las mismas etapas del gráfico anterior.

la comparaciónde los momentosde la solución numéricacon los verdaderoses inmediata.
Estacomparaciónpermitiráestimarasímismo el ordende aproximacióndel métodointegral
paraproblemasno lineales.

La soluciónnuméricase obtienesiguiendoel procedimientopresentadoparala resolución
del problemade Ornstein-Uhlenbeck.La probabilidadde transición a tiempos cortosuti-
lizadaha sido la distribución gaussianahabitual(2.13) sin ningúntipo decorrección. Podría
usarsepara 14. la probabilidad1’ correpondienteal procesode Ornstein-Uhlenbeclc(3.10),
cuandoel valor de la mediau0 se sustituyepor f(q’, A). De estaforma se mejoraríanotable-
menteel resultadoparacadaiteraciónpues al ser 1 unafunción acotada, ~r se adaptaría
casi exactamenteal problemaparticular.

Se hainvestigadola evolucióndeunacondicióninicial tipo (3.12) enlos mismostérminos
que los establecidosparael estudiode ecuacioneslineales. El caso‘y = o (figura 3.11) no
origina soluciónestacionaria,por elio se fija un valor máximode A = nr paracontemplarla
apronmaclonentrela solución numéricay la analíticaen función del númerode iteraciones
u. Bastaelegir el paso temporaldel orden de A/lo para que la evolución de f’> resulte
paralelaa la de la soluciónanalítica.La diferenciaentre ambassolucionesdisminuye, como
es obvio, al aumentarel númeromáximode iteracionestendentesa alcanzarel valor final
de 1, siempreque esto no reduzcaexcesivamenteel valor de y, lo queobligaría a refinar la
red si se deseaaplicar una integraciónsimple por rectánguloscon = P<~Aq. Véasela
figura 3,11. Al igual que en los problemassimplesanteriores,la estimaciónde las normas
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P~- Aq marcaeí índice de aplicabilidadparatal integración,si cadanormase aproxima
a la unidad hastaun cierto orden. En casocontrario,a pesarde renormalizarcadaelemento
de Q, la evoluciónfísica se desvirtúa,no convergiendola soluciónnuméricaa la verdadera;
es necesarioentoncesrecurrir a la representaciónde confuncioneserror según(2.34) o
bien, refinar la retículaespacialcomo sugierela relación(3.4). La matriz de evolución Q es
(2M+1)-diagonal,dondeM denotael númerodesubintervalosde la red discretaadyacentes
a uno dado,hacialos cualesla difusión resultaefectiva. El valor de M estáen función del
ancho en eí incrementotemporal, habitualmentebasta tomar M = 3 ó M = 4 para un
valorde r físicamenterazonable,que seajustaráen el ejercicio de la computaciónnumérica.
Sin embargo,paraesteproblemay casi de modogeneral,puededarsecualquier valor de
y menor que el tiempo de relajaciónestimadoa priori y dejar que M se ajusteen cada
programa.El efecto de estasituaciónes similar al observadoparaesquemasen diferencias
finitas implícitos que resultanestablesde formaincondicional. En estesentido,es preciso
señalarque con estosúltimos esquemaspuedengenerarsevaloresespúreos(negativoso no
coherentescon la difusión) paraf» en algunaetapade la evolución, al igual que ocurrecon
el procesopuramentedifusivo. Este problema,en cambio,no aparecenuncaen la solución
numéricaintegral, quepreservala positividady la normade fo.

5.5 —. >1>2
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Figura 3.12: Comportamiento de las colas def enprocesocony = 0.

Con el propagadorPi- el comportamientode las colasdela distribución essemejanteal
presentadopor la soluciónverdadera,figura 3,12,mientrasen el esquemaen diferenciaslas
colas se adelantanen las primerasiteraciones,lo queafectaala estiemacióndel tiempode
relajación.Estasituaciónse ha apreciadotambiénen los problemastratadosanteriormente.
Es evidenteque la aproximaciónde Pi- a la función de Grecareal P(q, A + r~q,A) puede
resultarmás eficiente quela aproximaciónde ordenr2 dadapor el esquemaen diferencias.
En la figura 3.12los símbolos* serefieren a la soluciónintegral. Los círculosdanlos valores
de f¡ aportadospor el esquemaen diferencias,mientrasque la línea continuarepresentala
función verdaderafe, El desfasese corrige al aumentarel númerode iteraciones. Los
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momentosP(A0) y T(A60) — en círculos — coinciden prácticamentecon los reales (línea
continuasobrepuesta).

Si el coeficiente y es distinto de cero, el problemacontinuo presentala soluciónesta-
cionaria(3.27), en el sentidode queexisteeí limite llmg.~ f(q, A) = f8(q). En estecaso,el
sistemase dejaevolucionarmanteniendoy constantey aumentandoeí número it de itera-
ciones. El régimentransitorio se describede formaapropiadaparacada A60 = nr siempre
que r seacomo máximodel orden de un décimo del tiempo de ralajaciónA,. 1/y. Al no
presentarseningunasingularidaden A ni en Ji y por estaracotadosen (—Vm,Vm) x (0,nr),
los elementos se mantienendiferentesde cero paraal menosun índice j, con i, fijo en
cadaiteración; en consecuencia,la solución numéricaestacionariaserá diferentedel vector
nulo {f} = [0, 0, . . . , 0]. Si se eleva el númerode iteraciones, Pi- propendea ser con-
stanteen n, ello indica que f” tiendehaciaunasoluciónnuméricaestacionariaf2. En estos
términos, el comportamientodel sistemase aproximaal observadoen problemascon A y
Ji independientesdel tiempo, paralos que existíasoluciónnuméricaintegralestacionariasí
estasedabaparael problemacontinuo. La diferenciaentref> y f, se reducea medidaque
se disminuyey, comoes evidente;no obstantese apreciaunaexcelenteconvergenciaincluso
parar del ordende 1/2’y que sereducesegúnse aumentael númerode pasostemporales.La
convergenciahacia la solución estacionariaverdaderase mejorade formanotablesi a partir
de cierta iteración parala cual nr ‘.-‘ 1/’y, se procedeal ajuste iterativo de f’> a través de
la función de autocorrelaciónnumérica¶1,, haciendocoincidir con

To el valor esperadodel
segundomomento2’, parala solución analíticaestacionariacontinua,quepuedederivarsea
partir de la ecuaciónhomogéneadel problemacontinuo (figura 3.13).

Siguiendoel procedimientopresentadoparael estudiode (3.24) se han investigadootros
casosde procesosno markovianosen los cualesJi tambiéndependede f(q, A). Paratodos
ellos eí comportamientode la solución numéricaintegral es semejanteal observadopara
problemasen los que los coeficientes difusivos son dependientesde A y q como funciones
explícitas de estasvariables.

En general,antela elecciónde un propagadoradecuado,los procesosno linealesformal-
menteidentificablesconecuacionesdiferencialesde Fokker-Planckordinarias,sonabordables
medianteel procedimientonuméricointegralbajolas mismascondicionesqueestasúltimas.
El propagadorPi- óptimo contribuyea mejorar la convergenciahaciala soluciónverdadera.
Tal elección quedacondicionadaa un estudioprevio estimativodel comportamientode A y
Ji a medidaque aumenta1.

3.4.2 Ecuación integro-diferencial con <~> y <q2> constantes.

El interésen el estudiodel problemaanterior subyaceen la posibilidad que prestala ex-
istenciade solución analíticapara refrendarla aplicabilidad del modelonuméricointegral,
estimandoel ordende aproximacióny la posible convergenciade la soluciónnumérica. En
cambio,en esteprocesoel operadorLFP no preservalosvaloresiniciales de los dosprimeros
momentosde la distribución, en los que seconcentra,esencialmente,la informaciónsobreel
sistemaen problemascon mayor significado físico. A esteefecto,se hanestudiadoalgunos
procesosen los que tal operadorpresentalas mismascaracterísticasque los operadorescol-
isionales surgidosen en estudiocinético de sistemasen FísicaEstadística. El carácterno
lineal de las ecuacionescinéticasasemejael tratamientode dichosproblemasal dispensadoa



3.4.2. Ecuación Integro-diferencial, 91

(3.24) de la seccciónanterior.Bajo las condicionesno excesivamenterestrictivasimpuestas
para el estudio de procesosvariables,la aplicabilidad del método resulta evidente, como
se ha venido mostrandoen los casosprecedentes. No obstante,interesaevaluarahorala
evolución de cantidadesconservadasen problemasno linealespara los cualessea posible
derivar, al menosanalíticamente,la soluciónestacionariaa fin de compararcon la obtenida
solución numérica. Se ha pretendidoasí mismo, generarun conjunto de problemasformal-
menteequivalentesa los problemasfísicos hacia los quese encaminaeste estudioy que no
presentencomo solución de equilibrio una maxwelliana. Este objetivo se fundamentaen
el hechode que todos los procesoabordadoshastaaquí presentansolucionesestacionarias
tipo distribución de Gausso distribuciónuniforme— (3.1), (3.8), (3.16) . . — lo que puede
inducir apensar,envirtud dela expresiónde Pi- utilizada en cadacaso, queeí propagador
numéricocondicionala evolución haciatal tipo de solución.

En general,siguiendocon el análisis unidimensional,se han investigado ecuacionesno
linealesde Fokker-Planck,en las que tanto >4 como Ji dependende forma integralde f(q,t)
en la forma

..4(q,A) = a(q) * f(q,t) y D(q,t) = d(q) *f(q,A), (q,t) E 8~ x

donde * denotala integral de convolución

g(q) * h(q) = g(q— q’) h(q’) dq’.

Si tanto f como la corriente de probabilidad 1 se anulanen los extremosq —o +~, las
ecuacionesparael movimientode los momentosp(A) = <q>(A) y TQ) — <q

2>(t) vienen dadas
por

§1— J2[ ¿1(q) * f(q, A) + qa(q) * f(q, A) ] f(q, A) dq

de lo que se desprendequesi se eligen convenientementelas funcionesa y d los segundos
miembros de las relaciones anteriorespueden ser idénticamentenulos, lo que conilevala
constanciade p y 2’ a lo largo de todo el procesoevolutivo. En este caso,si es ortodoxo
afirmar que el operador

L ~ = —~—{a(q)* f(q,A) — ~—d(q>* f(q,i>}

es un operadorconservativo,en tanto quepreservalos valoresiniciales de los dosprimeros
momentosde la distribución fo(q), identificables,salvo constantes,con el momentolineal y
la energíade un sistemafísico. En particular,bastatomar

a(q) = —A q h(q)

¿1(q) = —.A--~-- q2 h(q)
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— conh(q) cualquierfunciónparen q— paraqueseverifiquen las propiedadesdeconservación
aludidas.

En particularse han elegido paraestaseccióndos problemasrepresentativosde ciertas
situacionesde interésy que se exponena continuacion.

A.- Si h(q) se identifica con la unidadlos coeficientesde difusión y derivavienenrepresen-
tadospor

o>4(q,t) = —2J(q-- q’)f(q’,t)dq’ y D(q,A) = J(q — q’)
2f(q’,A)dq’.

Como p(A) y T(A) permanecenconstanteslas integralesanterioresequivalena lasexpre-
sionesA —2 (‘¡—po) y Ji = (q—po)2+21 —ps,queeliminan el carácterno lineal del
problema.Sin embargo,se haresueltola correspondienteEcuaciónde Folcker-Planck
entendiendoel caso como no markoviano,es decir, recalculandoen cadaiteración
las funcionesA y Ji. Con la finalidad de compararlas solucionesnuméricas con las
obtenidastratandoel problemacomolineal tambiénse haresueltoel problemaa partir
de las expresionesanalíticas(figura 3.14) paralos coeficientesdifusivos. Seintentaasí
contemplarel efecto de la progaciónde erroresen el cálculo alinealparalas soluciones
numéricasintegral y en diferenciasfinitas. El problemapresentasoluciónanalíticaya
que, medianteuna transformaciónlineal de la variableq, puedereducirsea unode los
procesosestacionariosde Markov expuestospor E. Wong en la referencia([14]). No
obstante,interesaen estaseccióndilucidar si la descripciónnuméricadel régimenes-
tacionarioes adecuadaparael problemano lineal continuo, analizandotanto la forma
funcionalde la solución estacionariaf>, como la evolución de los momentosp,, y fIL
en los que se concentrala informaciónde cierto sistemafísico.

TomandoPo = 0, sin que ello supongapérdidade generalidad,la solución analítica
estacionariapresentala formade una distribución tipo Pearson[12]según

2 a~ 2

~ [q2+afl~ a =To

dondeTo es el valor del momentodesegundoordenenla distribucióninicial f(q, 0). Es
sencillo probarque,ademásde la solución estacionariaanteriory de la solucióntrivial
J(q,A) = O, la funciónf = 6(q) — o 6(q—po) cuandoPo !=0—essolucióndel problema
no lineal. Este hechoresultainteresanteparainterpretarlos resultadosobtenidosen
la resoluciónnuméricadel problema.

Si la ecuaciónde Fokker-Planckse abordaen su versión lineal, la soluciónnumérica
integralconfluyea la solución estacionaria¿1. evaluadasobrelos puntosde la retícula
espacial,tras ajustarseen pocasiteracionesel valor de la autocorrelación4’,,. En cam-
bio, el esquemaen diferenciashabitualmenteutilizado en problemasanteriores,deriva
enunasoluciónestacionariaquedifiere ligeramentede la analítica,como consecuencia
de la inevitable variación del momentoT,~ a lo largo de la evolución. La diferencia
resultatanto más apreciablecuantomayores el pasotemporalr y el anchoespacial
Aq puesla suma ~ q~f~Aq para el cálculo de 2’,> difiere de T,>...~ en un resto del
ordende i-Aq (q

1Ji1f1 — qNDNfN) que es significativo, al ser qJi proporcionala q
3 y
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a 1/4. Por el comportamientode ¡A¡ y Ji comofuncionescrecientesen q, el efecto
de variación contempladopara 2’,, es más acentuadoque en los problemas lineales
tratadosen páginasanteriores.La soluciónnuméricaparael esquemaen diferencias
finitas se estabilizadandolugar a unasoluciónestacionariaen la que el momento2’
difiere del calculadocon fo> sobrela red discreta (figura 3.14)

Cuandoel problemase resuelveen suversiónno lineal,computandoen cadaiteración
las integralesque definenlos coeficientes.4 y Ji, la evolución de la soluciónnumérica
integral es parejaa la contempladaen el cálculo precedente.El concursode la auto-
correlaciónredirige el procesoevolutivohacia la confluenciaa la soluciónestacionaria
analítica fo> sobreeí intervalo ] — q,,,,qm[, que representala rectareal en el casodis-
creto. La repercusióndel carácterno lineal es, a efectosprácticos, inapreciable. A
pesarde que la variación de A y Ji seasignificativaen toda la evolución, los efectos
originadosporla no linealidadresultanirrelevantesparael cálculo delas exponenciales
involucradasen la determinaciónde las tasas en cadapasotemporal. Por otra
parteel procedimientointegrales totalmenteexplícito, lo queconilevaincluir unasola
vez por iteraciónlos posibleserroresgeneradospor la alinealidad. En cambio, en el
esquemaen diferenciasestoserrorespuedenseracumulativosduranteun sólo pasoal
contabiizarsede forma lineal en las aproximacionesdelas derivadas,en el predictor
y el procesode inversiónmatricial. De hecho,se apreciaque la pérdida de la ‘energía’
inicial 2’~ aumentade formalineal con it, tendiendoal valor 2’,> = O, sin estabilizarse
como sucedecon la solución homólogaen el problemalineal, véasela figura 3.15.
La información relativaa los momentosiniciales se desvirtúanotablemente. Es in-
teresantenotarque la soluciónnuméricaparael esquemaen diferenciastiende ahora
hacia

fp

(dondei0 marca el índice para el cual q~ toma el valor q< = O,) que representala
formadiscretade la función6 de Dirac, soluciónestacionariamatemáticadel problema
continuo quecarecede significado físico.

B.- Como segundaaplicación al estudiode procesosno lineales equiparablesa ecuaciones
cinéticasen la FísicaEstadística,se haoptadopor elegir parah(q) en (3.30)la función
h = ( 2¡q¡ )1, con lo queA y Ji (figura contigua) vienendadospor las relaciones

A(q,t) = —Jsig(~ — q’) f(q’,t) dq’ y D(q,A) = ~ ¡ [q —q’¡ f(q’,t) dq’

dondesig(z) representala fución signo de z con sig(0) = 0.
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Este problemaunidimensionales formalmenteequivalentea la ecuaciónde Foklcer-
Planck en la Física del Plasma,de hechoA, Ji y la distribución J se relacionanen
términos de las expresiones

OA 8Ji 1 8
2Ji

cornopuedesentarsefácilmentesin másque notarque8 sig(q—q’) /8q = 26(q—q’). De
nuevose procedea determinarla solución estacionariaanalíticaque habráde incluir
en sí mismalos momentospo> y 7’, coincidentescon los iniciales, Si se admite que 1
tiende a una función f,(q) a medidaque A tiende a infinito, la ecuaciónde Fokker-
Planck homogéneaparalas funcionesestacionariasA, y Ji,, con la anulaciónde la
corrientede probabilidaden q —. ±00 y las propiedades(3.30), sugierenque f, ha de
tener la forma f, = Cí/Uq — po)2 +C

2]~ dondelos coeficientes
0m son constantes.

Si fo> admite la expresiónanterior, unaconstantese determinapor la condición de
normalización,mientrasque la otra(C

2) deberíaser tal que el momentode segundo
orden7’, coincidieracon

To, peroello no es posible,ya que la integralde q2f, diverge.
En consecuencia,la solución estacionariadebepresentarsecomo un procesoal limite
de cierto parámetropositivoe tal que (con po = 0)

v7r(l + E) [ 2eTo + q2 ~

preservael valor de 1, =

En verdad,la distribución estacionariafo> dadapor la expresión anterior es coincide
con la fgnción 6(q) de Dirac en unarepresentacióntal qite el morneato2’ no es nulo,
En eí problemadiscretoestose traduceen unaevoluciónhade alcanzarseunasolución
estacionariaajustablea (3.31) paraalgún valor finito de e, debidoprincipalmentea la
limitación de la red. De hecho, se observaque la función numéricaintegral f~ tiende
a una función J’ del tipo mencionado,conservandoel valor inicial de To medianteel
concursode la autocorrelaciónti/,,, que se estabilizaen un valor cercanoa la unidad; 1
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es unafunción piqueadade medianulay desviación~ El comportamientode esta
soluciónes semejantea la observadaen problemasparaecuacionesde Folcker-Planck
linealesrelativasa los procesosde Markov.

La solución numérica obtenida por el esquemaen diferencias habitual se comporta
de modo análogo a la presentadapara el caso anterior. El vector {f~’} tiende de
nuevo a f~ = ój

0,~/ Aq que equivaleea el problemadiscreto a la función 6(q — O),
soluciónparticularparael casocontinuo. En cambio, estasoluciónderivaen un valor
prácticamentenulo para el momento2’~ al decrecer2’,, de forma casi lineal, A pesar
de que f~ se prestaa cierta interpretacióncoherentecon la naturalezadel problema
verdaderoque representa,la evolución de la soluciónnuméricaen diferenciastiene
sentidofísico, en tanto queéstano degeneraen la función 6 en la formaesperada,al
no mantenerconstanteel valor de Ib.

Comoresumende lo expuestopuedenobservarselos gráficosde 3.16, en los que se exhibela
evolución ambassolucionesnuméricasy de 2’,>. Es obvio que el propagadore. tiemposcortos
-Pi- de (2.13) no conducea unadistribucióngaussianasi las característicasdel problemaasí
lo imponen. La presenciade A y Ji en 14. contribuyea que éstaseadaptea las condiciones
de cadacaso.

Un comportamientosimilar se conteruplapara las solucionesnuméricasdadaspor es-
quemasen diferenciassobreproblemasfísicos reales en los que el estadoestacionarioviene
representadopor unafunciónquefluctúaentornoaladistribuciónmaxwellianadeequilibrio.
En estosproblemas¡decaeacero exponencialmenteen por lo queel efecto disipativo’
del esquemanuméricoes menospatenteque en los problemasA y B. Sin embargo,tras un
grannúmerode iteracionesla influencia de la incorrectaevaluaciónen losmomentosp y 2’
puedeinducir a comportamientosno físicos del sistema. La solución numéricaintegral, por
su parte, se comportade modo similar al contempladoen los problemaslineales ordinar-
ios, siendo aplicable de igual modola funciónde autocorrelaciónnumérica4’,, si éstafuera
necesaria.
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Figura 3.13: Solución integral en proceso no mas-kovianocon ‘y = 1.
(a) solución numérica Integral con 1 = 2 y 200 iteraciones para y = 1. (1,) soluci6n analítica en las
mismas etapas que (a>. (c) y (d> evolución de los mon-~entos T(í~) y P(t,.) en 1000 iteraciones. La
diferencia con los momentos verdaderos en menor de 10~ unidadas en cada etapa.
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Figura 3.14: Ecuación ¿ntegro.dijerencial (1) sin recalctdar .4 y D.
soluciones numéricas según los esquemas integral -subíndice i - y en diferencias -rl- para A = —2q

y Ji — 9 + T
0 con SP0 = 1, El paso temporal es r = 0,05 y Aq = 2 x 101401. sobro (—10,10]. Ji y fil

se muestran sólo sobre [—5,5]. T<L) permanece prácticamente constante para la solución Integral <TI)
mientras que SEd disminuye hasta estabilizarse en un valor menor que la unidad. Las variaciones do
F son análogas en ambos esquemas y entran dentro del margen de error numérico.
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Figura 3.15: Ecuaciónintegro.diferencid(1) con efectosno lineales.
Los mismos parámetros del gráfico anterior para el problema en que A y Ji se recalculan en cada paso
temporal. jd se haca más piqueada en torno al origen a medida que SEd disminuye. El comportamiento
da la solución numérica Integral Ji es Idéntico al mostrado en sí cago anterior.
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Figura 3.16: Ecuaciónintegro-diferencial(II).
comportamientos de Ji y Id con los mismos parámetros que los usados en el caso A. Nuevamente, el
carácter no lineal de A y Ji hace que ‘fil disminuya a medida que aumenta el número de iteraciones.
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3.5 Operatividad del Método.Conclusiones.

En estecapítulosehanestablecidolas tasesparala operatividaddel MétodoNuméricoIn-
tegral paraecuacionesde Folcker-Planck,mediantela resolución de problemasparticulares
representativosde una amplia extensiónde posiblesprocesosfisicos de interés. La com-
paraciónentrelas solucionesnuméricay analíticahapermitidola deducciónde propiedades
esenciales,con caráctergeneral,queapoyanla validez del procedimientopropuestopor nue-
stro grupo. Como conclusióny resumense presentaseguidamenteuna lista de pautasde
actuaciónencauzadashaciala mejorade la operatividaddel método integral.

1.- El esquemanuméricode avancetemporalse fundamentaen la ecuaciónde evolución
parala función de distribución (2.6), lo que concedeal planteamientocomputacional
pleno significado físico. La expresióndel propagador 1’,- no es única,puedeconstru-
irse toda una familia de probabilidadesde transición equivalentesqueconducena la
soluciónanalíticaparaeí paso temporalr tendiendoa cero. Por el carácterfinito de r
conviene elegir un propagadorque se adaptea las característicasdel problemapartic-
ular en estudio y que puedetomarsede entreaquélloscorrespondientesa ecuaciones
de Fokker-Plancklinealessuficientementeestudiadasen la literatura,siemprequesea
posibleidentificar los parámetrospropiosdel problemacon los del problemaauxiliar,
según e’ procedimientodescritoen la sección2.2.2 . No obstante,la probabilidadde
transiciónhabitualparael operadosde Fokker-Planck(2.13)es aplicablea la inmensa
mayoríade procesosfisicos, especialmentesi A y 12 sonindependientesdel tiempo.

2.- El procedimientonumérico de integración,mediantela Regla Extendidadel Punto
Medio, permite una interpretaciónfísica clara sobrelos términos Qq y fj’ del es-
quemadiscreto. Esta interpretaciónenriqueceel significadofísico del procedimiento,
ya quelos elementosde la matriz Q se interpretancomo la proporciónde partículas
queexperimentanla transicióndel punto qj aqj en espaciode fases.La conservación
del númerode partículases claro si se tieneencuentaque Pr representauna dis-
tribución de probabilidadcondicionalnormalizadaa la unidaden el dominio de sus
variables. Esta propiedadse traduceen el requisitaC~ = 2~ = 1. Convieneen
cadaproblemaevaluarla normaC~ paracadaíndice j. Si éstaprimeranormacoincide
con la unidad,o se aproximaa. éstahastacierto orden,la integraciónpor rectángulos
resultaaplicable,siemprequer no seaexcesivamentereducido,en cuyocasoconviene
dar otra expresiónparaQ~, derivadaa priori analíticamentesegún(2.34). En todo
caso,convienerenormalizarcadaQq divididiendo por Cj paraproblemasen los que se
simulala extensiónatodala rectarealen q, así se atenuaránlos efectosde limitación
de la red a un intervalofinito.

3.- La preservaciónde la normaunidaddel vector f” y el requisitode quecada
matriz de evolución se mantengamenor o igual que la unidad,contribuyen
decisivaa la estabilidaddel método,inclusopara problemasconcoeficientes
en el tiempo o problemasno lineales.

4.- Las condicionesde fronteraquedanincluidas en la probabilidadde transicióna tiem-
pos cortos, cuandola representaciónde la función 6 de Dirac es coherentecon las
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condicionesde cadaproblema. En particular, puedeelegirse para 6(q — q~) la rep-
resentaciónhabitual en seriesde Fourier que recojan las condicionesde fronteradel
casoestudiado.En función de r estasseriesseránválidasen las cercaníasde las fron-
teras,si bien, puederecurrirse a la probabilidad de transición ordinaria parapuntos
interiores, De nuevo, la tasaciónde las normasC~¡ se utiliza como índice de medida
parala aplicabilidadde uno u otro propagador.De estaforma se reduceel tiempo de
computación,si ci númerode sumandosen cadaseriees elevado.El análisis estimativo
de la probabilidadde transiciónpermite inferir el númerode términos Qq necesarios
para definir la matriz de evolución. Basta tomar 2M + 1 elementos(M “-‘ 3, 4) en la
forma Q~,~xí .. Qtí±K’para que qí esté en un entornoq¡ de radio y v«MDjr)
con probabilidadpróxima a la unidad.

5.- Se hanpresentadoproblemascon A y D dependientesdel tiempo, paralos queexiste
la distribuciónf(q, t —, oo) en los queel propagadora tiemposcortos (213) no resulta
efectivoal serlos coeficientesdifusivosproporcionalesa funcionesmonótonascrecientes
en t. En estoscasos,la probabilidadde transicióna tiemposcortos hade adaptarseal
problemaparticular. Con estefin se hamostradola posibilidadde reducir el operador
auxiliar t~ p quedefine ~r a un operadoridentificablecon el corespondienteal de
un proceso de Ornstein-Uhlenbeckvariable (3.19), cuandose elige convenientemente
el conjunto de factorizaciones(2.21) Este procedimientoes aplicablea numerosos
problemasfisicos en los que la razón A/D tiende asintóticamentea q a medidaque
la variable espacialcrece. En cualquiercaso, es esencial que Pr seaconsistentecon
la ecuacióndiferencial del caoscontinuo, lo que se asegurasiempreque se satisfagan
las propiedadesde la sección(2.2.1). Hay queseñalarqueel métodoutilizado parala
integraciónespacialha de ser consistentecon la ecuaciónintegral de evolución (2.9),
no ya con la ecuacióndiferencialproblema,como ocurrecon esquemasen diferencias.

6.- El concursode la función de autocorrelaciónnumérica‘1’,, propicia la adecuaciónde
la probabilidad de transicióna cadaproblemacuandose conoce a priori la ley del
movimiento de, al menos, uno de los momentosde la distribución. De este modo,
el propagadorutilizado se interpretacomo variable en el tiempo y ajustableno sólo
a las característicasde la ecuaciónde Fokker-Plancken estudio,sino también como
coherentecon la discretizaciónespacial. La función 4’ no degeneralas propiedades
del sistema,al representaruna correcciónde segundoorden en r sobre ~r (no sobre

La oscilación de 4’ es menor si ~r aproximade forma óptima al propagadorver-
dadero. Cabeseñalarquela inclusión de 4’ no afectaa la positividad de los Qq ni,
en consecuenciaal carácterpositivo de la distribución inicial f(q, O). Nóteseque una
corrección de este tipo paraun esquemanuméricoen diferenciaspuedeoriginar una
evolución no fisica, ya que ?~ es sustractivarespectode A en algunasetapasde la
evolución,Es precisosubrayarque P~ essiemprepositivaparacualesquierafunciones
A y D por lo que Q es unamatriz de elementospositivos. Este rasgo,en cambio,no
se aseguraparaesquemasen diferenciasfinitas.

7.- El métodointegralesesencialmenteexplicito, el comportamientodela soluciónnumérica
es equiparableal observadoen los esquemasen diferenciasimplícitos más solventesy
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conocidosen la literatura.La utilidad del mismo es patenteen problemasno lineales,
especialmenteparacasoscon másde unadimensiónen q, al no ser necesariorecurrir
a la inversión de matricesde evolución,procesosque hacendificil o imposiblela esti-
maciónde la propagaciónde errores. Porotra parte,la convergenciahaciala solución
verdaderaes óptimaa medidaque se aumentael númerode iteraciones,si bien esta
propiedades función de la expresióntomadapara ~r

La flexibilidad en la elección del propagadorposibilita la mejoraen la descripciónde
losestadostransitorioy estacionario.Laexperienciaadquiridapor nuestrogrupoenla
investigacióndel método,corroboraque el mismo es aconsejableparala resoluciónde
ecuacionesno lineales de Fokker-Planck,en los que existan magnitudesconservadas.
El heho de preservar constanteel segundomomentode la distribución propiciala
evoluciónfísica aceptabledel problemacontinuo que intentarepresentar.
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Capítulo 4

Aplicación al Plasma

Isotrópico.
Fijadas las basesque propician la operatividaddel método integral, se procedeen este
capítulo a la aplicacióndel mismo parael estudiode sistemasfísicos de interés,representa-
dos por ecuacionestipo Fokker-Planck, En particular,nuestrogrupoestá interesadoen la
resoluciónde las ecuacionescinéticasque describenlos plasmastotalmenteionizados. Las
solucionessemianaliticaso numéricasreducenla ecuaciónno lineal original a un problema
linealizadoen el quela distribución fluctúaen tornoa la solución maxwellianade equilibrio.
Toda estagamade linealizacionesimpone unaseriede limitacionesen cuantoa la correcta
evolución física alinealdel problema. El recursoineludible de la computaciónparacualquier
tipo de solución, siempreaproximada,motivala búsquedade esquemasnuméricosparalos
queseaposibleabordarel problemano lineal directamente,contabilizandode formaíntegra
toda la física implicadaen cadaproceso.

En todoesquemadiscretolineal [1, 2] la existenciade másde unacantidadconservada
puedeconducir a la obtención de más de una solución numéricade equilibrio, como se
muestrade formaclaraen el estudiorealizadopor un componentede nuestrogrupo [3].
Los problemascinéticosparala Físicadel Plasmasuponenla conservaciónno sólo de la
densidadde partículas, sino también de la energíay el momentodel sistemaen ausencia
de fuerzasexteriores, En estascondiciones,la solución estacionariaha de coincidir con la
correspondientea la del equilibrio maxwellianoy ésta es única, ya que dichasecuaciones
satisfacenlas condicionesdel Teorema-Hde Boltzmann[41.Se pretendeahoraextenderel
procedimientonuméricointegral, fundamentadoen capítulos anteriores,parala resolución
de la ecuacióncinética de Fokker-Plancken la Físicadel Plasmaen condicionesde homo-
geneidadespacialpara un distribución f isotrópica en el espaciode velocidades [5], [6],
[8], [4]. El método numérico no sólo ha de dar respuestaal problemade las magnitudes
conservadas;es necesario,además,constatarque el procesode evolución temporalresulte
satisfactorio,asícomoestablecerunaúnicasoluciónde equilibrio, y queéstaseala apropiada
parael problemacontinuo que representa~Es conocidoel hecho de que los procedimientos
numéricosbasadosen incrementosfinitos resultaneficientes parala descripciónde estados
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estacionariosen geometríascomplejasy que su eficiencia se ve notablementemermadaen
la representacióndel régimentransitorio,no mejorandolos resultadosobtenidosparatal fin
por los esquemasen diferenciashabituales. Son numerososlos estudiosrealizadospara la
optimización de esquemasnuméricosen diferenciasque seancoherentescon toda la física
involucradaen las ecuacionescinéticas,en particularla referencia[1] dispensaun interesante
tratamientodel problemaque a continuaciónse resuelve. Los óptimos resultadosobtenidos
en la resoluciónnuméricade los procesossimples no lineales y conservativos,descritosen
el capítulo precedente,han propiciado un clima de confianzaen cuanto a la operatividad
y eficiencia del modelo numéricoque se presentaen estetrabajo. Los resultadosobtenidos
en investigacionespreviosse hallan aquí ostensiblementemejoradosgraciasal concursode
una probabilidadde transición a tiemposcortos,másapropiadaparael esquemade avance
integral relativo al problemacinético.

Una vez más, eí procedimientode cálculopara P,- sugeridoen 2.2.2 permite adecuar
el propagadora la naturalezadel procesoabordado. Por otra parte, el ejercicio del ajuste
iterativo para P,. mediantela función deautocorrelaciónnumérica,confeccionaun operador
matricial netamenteconservativo,en claracorrespondenciacon el operadorcolisional del
casocontinuo. El hecho de preservarcomo constanteslas magnitudesconservadasy de
obtenerla distribuciónf, aptaparala representaciónde los estadostransitorioy estacionario,
sin el recurso de linelizaciones,ofrece la posibilidad de aplicar el procesoa la construccion
de una nuevateoría de transporteestrictamenteno lineal en la que actualmentetrabaja
nuestrogrupo.

4.1 La EcuaciónCinética en La Física del Plasma.

Ya se ha notado en el primer capítulo que para partículassometidasa débil interacción
como en eí casodel plasmatotalmenteionizado, la ecuacióncinética más apropiadaen la
descripcióndel sistema,es la Ecuaciónintegro-diferencialde Fokker-Planckdadapor (1.7).
El término de campo medio es responsablede la decripción de fenómenoscolectivos que
contabilizan la presenciade muchaspartículas. La partecolisional responde,por su parte,
al efectosobreel sistemade las colisionesbinariasy puedecxpresarsecomola divergencia
de una corriente.1 en eí espaciode velocidades,que coincidecon eí término Colisional de
Landau.Los coeficientesde difusión y derivadependende la propiafunción de distribución
de forma integral, representandolos primerosmomentospor unidadde tiempoen los incre-
mentoscolisionalesde la velocidad,Dq = <ái¡Av~/2> y D< = <Ay

1> respectivamente.Una
expresióncompactaparalos mismos se obtienea partir de los potencialesde Rosenbluth
utilizadosen las referencias[51,[6],[~1y [8]. En estecapítulose estudiala ecuacióncinética
de Fokker-Plancken ausenciade campo medio y con la posiblepresenciade una fuerza
exterior E, Particularizandola ecuación (1.7) de la Introducción,la ecuaciónproblemase
reescribeen la forma

Of Of _ FO ff~ 8 1~j +Vi8~, — [—(D<+—!- — ~Dqj f(r,v;t) (4.1)

dondese ha supuestoque E es independientede la velocidad. Estasimplificación resulta
físicamenteaceptableparalos casosen los que la escalatemporalde los procesoscolectivos



4.1. EcuaciónCinética. 107

es significativamentegrandecomparadacon los tiemposen los que predominanlos efectos
colisionales,responsablesde las fluctuacionesen el sistema.El estudiolocal en un puntoo
regióndel espaciofísico permiterepresentarla funciónde distribución f(r, y; t) en el espacio
de velocidadesa travésde la distribución f(v, t; r) normalizadaa la densidadp(r, t).

La dependenciaespacialpuedeintroducirsemedianteun sencillo esquemaen diferencias
de forma aditiva al operadorcolisional. Debe notarseque la ecuación(4.1) el tensorde
difusión constasólo de unacaja 3 x 3 de elementosDq diferentesde cero correspodientesa
losmomentosAv¿Av5/2,siendonulos los términosDj~ y Drkr,fl,lO que implicaquelaproba-
bilidad de transicióna tiemposcortos ( 2.13 ) no es aplicable al no existir la matriz inversa
para el tensor 6 x 6. Sin embargo,como se muestraen el Apéndice A, cabeinterpretar
la probabilidad condicional 1’,. representadapor (2.13) como una distribución normal
degeneradasegún

= ¿5(r—r’--rv’)Pv(v,t+rjv’,t)

dondeP~(y, t+rlv’, 1) esel propagadora tiemposcortosobtenidosin la presenciadel término
v1Of/ Ov~. Estaexpresiónmuestrala diferenciaentrelas escalastemporalesparala evolución
de f, conrelación a las variables{r~} y {v1}. Es obvio que en unadescripciónestocásticade
los procesosimplícitos en (4.1), medianteun conjunto de ecuacionesde Langevin general-
izadasen las variablesrt(t) y vy(t),éstasse relacionanen la formaÑ = dr1/dt = vj(t) lo que
da lugar a la densidadde probabilidadf(r, v~ 1) representativade un procesoestocástico
de segundoorden ([7]) f1 = Y (ir, y; t), si Y representauna fuerzaaleatoriapor unidad de
masa, en generalno uniforme. El concursode la probabilidad de transición degenerada,
para el esquemade avanceplenamenteintegral, suponeúnicamentela sustituciónde ir’ por
~ tantoen f(r~, y’; 1) comoen .2% sien éstasecuentaconla fuerzaexterior dependiente
de r. Elio se traduceen un mero desplazamientode los indices relativosa las variables del
espaciofísico en cadaiteracion.

Una terceraposibilidad paraeí tratamientode la dependenciaespacial,consisteen la
derivación de un nuevo propagador .2’,. , distinto al habitual,medianteel procedimiento
basadoen la construcciónde un operadorauxiliar Lj.p que conlleve a una ecuacióntipo
Fokker-Planckresoluble, La operatividaddeestaalternativasemuestraenel Apéndice para
un casosimple en las variables{r, 4; es claro que los elementosde la matriz de covaríanza
parala distribución global cuentaahoracon términosproporcionalesa r

3, lo que muestra
una vez más la diferencia de escalastemporalespara la evolución en cadavariable, En
concreto,Lkp puedehacersecoincidir con el operadorcorrespondientea la descripción del
movimiento Srowniano parala partículalibre, eligiendo convenientementeel conjunto de
las factorizaciones(2.21) relativasa la actuaciónde LFP sobrela función fi de Dirac. Es
evidenteque este procederresultaríainviable cuandose trate el problemasin recurrir a
simplificacionesgeométricas.

En realidad,los procesosfísicos en los que se implican las colisionesy las fuerzas ex-
teriores, quedandescritospor el término colisional independientede las posiciones{n}, y
son estosfenómenoslos responsablesde las propiedadesfísicasmacroscopicasdel sistema.
Comointeresafundamentalmenteresolver el problemacolisional, se supondráen lo sucesivo
que se producenlas condicionestales en las que las que la distribución puedesuponerse
espacialmetehomogénea.

‘en general,estetérminoincluye la posibleexistenciade lafuerzadeterministaF
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En lo sucesivosetratael casodel plasmade un sólo componenteen condicionesde homo-
geneidadespacial.La ecuaciónintegralde Fokker-Planckseescribe,bajo las simplificaciones
aludidas,como

Of O O

— ff—{DI(v,t) — ~—Díj(v>t)}f(v1I) ; i,j = x,~¡, z (4.2)

dondelos elementosvk representanlas componentesdel vector velocidady. Los coeficientes
de derivaD1 sonlas componentesde un vector,que se extraendel gradientedel potencialde
Rosenbluth<p(v,t). Los coeficientesde difusión sonlos elementosde un tensorde segundo
rangoobtenidodel potencialde Rosenbluth«y, t). En concreto,con

9’(v, 1) = Jf(V~I)d~ ‘P(v~O=—~
4—J¡~(~’>¡dv’ (4.3)

las componentesdel vector13 y los elementosdel tensor29 vienen dadospor las relaciones

O 32
D

1(v,t)= ~ y Dq(v,t) = ~La/a ~b(v,t) (4.4)
avi aviavj

segúnlas relaciones(1.9) y (1.10), La constanteLa/a dependedel Logaritmo de Coulomb
parala interaciónde unapartículatestigo del tipo a, con un medio de partículasfi,

en particular: L — La/a = (4rq~,/m~j
2A. En lo sucesivo,se eliminaránlos superíndices

griegos,sobreentendiendoque los parámetrosalusivosal tipo de partículasinteractuantes,
se refieren a las colisionesbinariasentreelectrones.

La dependenciaen la propiafunción de distribuciónparalos coeficientesde conveccióny
difusiónde la ecuacióncinética,confierea éstaun carácteralineal, Sedesea,no obstante,re-
solver (4.2) sin recurrir a ningún tipo de linealización,siguiendoel procedimientopropuesto
en eí capítulo anteriorparaprocesosno markovianos.

Con el fin de simplificar el problemase ha consideradoen estecapitulo un plasmacon
distribución isotrópicaen el espaciode velocidades.La simplificación introducidaresponde
a la no existenciade direccionesprivilegiadasparalas partículascomponentesdel gastotal-
menteionizado. La simetríaesféricadel problemapermite transformarmedianteun cambio
de variables (1.18) la ecuaciónintegral (4.2), en otra ecuacióntipo Fokker-Plancksobrela
que seaplicaráel métodonumérico integral. Tomandoen cuentalas expresionesparala di-
vergenciade un vectory deun tensoren coordenadasesféricasy asumiendola independencia
angularde la función de distribución f(v, 1) = f(v, t) (4.2) se transformaen

8F8[~( t) — .Dn
5(v,1) ]F(v, 1), (4.5)

dondese hadefinido la nuevafunción F(v, 1) = 4rv
2 f(v, 1) cuyaconstantede normalización

en y coincidecon la normaatribuidaa f(v,1) sobretodo el espaciode velocidades,La pro-
babilidadde transiciónasociadaa la nuevafunción E ha de satisfacertambiénla condición
inicial tipo 6 en la componenteradialde la velocidadya que , en las condicionesde simetría
aceptadas,6(v — y’) = 6 (y— u’) /(4rv2).

1•—..,—
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El nuevocoeficientede convecciónparala ecuacióndeFokker-Plancken F(v, 1) responde
a la relación:

D~(v,t) = D~(v,í) + 2 Deo(v,t

)

donde y

D~(v,t) = 84Q 82# LO#D~(v,i) = — L— y .Doo(v,t)= y
8v

2’ (4.6)
El tensor D~<,,

5 , de acuerdocon el cambio de variables a coordenadasesféricas(vs, tiy
v~) —. (ti, 8, ~), sufre una transformaciónortogonal,dandolugar a las componentesD~0
y D88 = D~ distintas de cero. El nuevo tensorde difusión para E es diagonalcomo
consecuenciade la simetría esférica. Tal transformaciónmantieneconstantela traza y el
determinantedel tensororiginal en coordenadascartesianas,como cabríaesperar.La traza

3~ D11 = Dv,, +2Do8 coincide con el laplacianodel potencial —«u, t), manteniéndose,
obviamente,las relacionesentrelos potenciales(4.3) al igual que en cartesianas.La nueva
derivaD~ constade la componenteD~, del vectorde convecciónE de (4.2), en la dirección
radial de la velocidady, más un término espúreo “ 2D88/v, procedentede la simetría
esféricadel problema. El elementoD68 del tensorde difusión pasaa formar partede la
convección, introduciendo la dependenciafuncional en 2/ti, que será significativa en las
proximidadesdel origen ti = O.

La ecuacióndiferencial original se reducea un problemaunidimensionaltipo Fokker-
Planck en el que se avanzarála nuevafunción E(v,t), haciendouso del método integral
directo. Los términosD~, y D08 sonpositivosentodoel rangodevariaciónde la componente
radial ti, mientrasque eí nuevofactor de convecciónD~ es positivo hastacierto valor ve(t),
a apartir del cual se mantienemenor que cero, tendiendoa cero en el límite ti -.-. ~, al
igual que ~ Este cambiode signo en la convección, así como la dependenciaen 2/u en
las cercaníasdel origenhaceque la probabilidadde transicióna tiemposcortos utilizadaen
los primerosestudiossobreeste problema, resulte inadecuadaparala descripción correcta
del procesocinético,cuandola velocidaddelas partículases cercanaa cero. Parapartículas
rápidas,la probabilidadde transición (2.13) reproducela evolución satisfactoriade P(v, 6)
que, sin embargo,da lugar a un deficientecomportamientode la distribución en torno a
ti = 0.

Es evidenteque (2.13) no es útil para el esquemade avanceintegral, al no hallarse
normalizadaala unidad paraningúnvalor finito der sobreel intervalo [O,oo] en la variable
ti. De hecho,puedecomprobarseque, a pesarde renormalizar la expresiónhabitual de la
probabilidadde transicióna tiemposcortos ( 213) la solución numéricaencontradapara
f difiere notablementede la distribución de equilibrio maxwellianaen las proximidadesdel
origen En consecuencia,seránecesarioderivar unanuevaexpresiónpara ~r en la que se
íncluyala correctadependenciaen la variableradial ti con el objeto de mejorarlos resultados
anteriores.

4.2 Probabilidad de transición para F(v,t).

La ecuacióncinética (4.2) puedeser interpretadalocalmente,en sentidotemporal,comouna
ecuaciónque describeun procesoestocásticodifusivo de Markov. Dado que la probabili-
dad de transiciónpara cortos intervalos de evolución dependesólo del valor de D1 y D15
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en eí instante 1 = 4,, el procedimientode avanceen el tiempo desarrolladoen eí capítulo
anterior, puedeextendersea la resoluciónde esteproblema,sin más que calcular los coe-
ficientes difusivos antesde implementarla función para obtenersu valor en t + r =

Por tanto,bastarácon evaluarlas tasasde convección-difusiónPq a partir de la función de
OreenP(v,t+ r;v’,t) apropiadaa las condicionesde fronteradel problema,y suponerque,
duranteeí cortointervalo temporal[1,1+ y] los coeficientesde difusión y derivapermanecen
constantes. Obviamenteesta última suposiciónse halla de forma explícita en cualquier
esquemanuméricode avancetemporal,ya quela propiafunción de distribuciónaparecedis-
cretizadaen el tiempo. No obstante,parala ecuaciónCinética queocupaestasección, tanto
el vectorU comoel tensor29 evolucionanlentamenteen el tiempo,debidoal débil potencial
de interacción(de largo alcancey apantanado)que gobiernalos procesosde colisiones bi-
narias, límite que valida la descripcióndel sistemamediantela ecuaciónde Fokker-Planck.
Estehechocontribuyea fundamentarla aplicacióndel métodointegral.

Ya que para ( 4.2) se satisfacenlas condicionesdel Teorema-IIde Boltzmann[4], cabe
esperarque los coeficientesresponsablesde los procesosdifusivos y convectivosno se dis-
tanciendrásticamentede su valoresen las proximidadesdel equilibrio maxwelliano: pueden
considerdarseaproximadamenteinvariablesen el tiempo durantetoda la evolución, como
se verá en seccionesposteriores.La ecuaciónen E es similar a la estudiadaen el capítulo
anterior paraprocesosno markovianoscon mediay varianzaconstantes,paralos cualesla
descripciónnumérica integral de los estadostransitorio y estacionarioresultasatisfactoria.
A pesarde que D y D~. dependendel tiempoa travésde la propia distribuciónE, se ha
mostradoque el métodoresultaeficaz siempreque se opte por representarel propagadora
tiemposcortosde formacoherentecon el problemaoriginal. El hechodeque los coeficientes
difusivosvaríenlentamenteconel tiempo contribuyea simplificar el procedimientode cálculo
para P,. establecidoen la sección2.2.2. Así pues,sonvariaslas razonesargumentadasque
contribuyena dirigir eí tratamientonuméricodel problema,segúnlos caucesprescritosen
capítulosanteriores. En último extremo,cabe señalarque cualquier procesodescrito por
unaacuacióndiferencialinterpretablecomo relativaa la descripciónde un problemade nat-
uralezaestocástica,essoluble a travésde un propagadorII parala evoluciónde la condición
inicial fo. La formade (4.2), ajustableaunaecuaciónde Fokker-Planck,contribuyea facili-
tar el cálculoparael propagadora tiemposcortos 2’r válido paraimplementarla densidad
de probabilidadf.

La primera dificultad técnica estribaen determinarun modelo parala probabilidadde
transicióna tiemposcortos P(v,v’¡r) apropiadapara el problema. De nuevo se planteala
cuestiónde encontrarunarepresentación6 acordecon la condición ti > O. Parael casode
la ecuación(4.5) se establecede modosencillo que la probabilidadde transicióna tiempos
cortos correspondientea F(v,1) ha de respondera la presencianecesariade una pared
rellejante en el origen. Para ello bastanotar que si E se torna independientede 1 en el
limite 1 —, oo, eí potencial «u) en (1.13) de la ecuaciónde Fokker-Planck,presentauna
singularidaden ti = O. Estacondiciónes válida paracualquierfunción E querepresenteuna
distribución de probabilidad. En concreto,los coeficientesde conveccióny difusión pueden
aproximarsepor los obtenidosparala solución de equilibrio E = — Cv2expQ—v2/2a2)
dondeCesla constantedenormalizacióny a representala velocidadtérmicade la partícula.
La expresiónpara P,. hadeserconsecuentecon la condicióndereflejo en u = O. La corriente
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de probabilidad.1
a

J = D~Pr — vDuv~’r (4.7)

debe anularseen los límites ti —> O y ti —. oo. De este modo la función .2’ verifica las
condicionesde corrientenula en el origen, lo que asegurala constanciade la normainicial,
Dadoque,en virtud de las relacionesentrelos potencialesde Roseubiuth[5],sesatisfaceen
todo instante

D80 D, D,~ OD»~
= D, + 2— = — + 2— +

ti 2 ti 0v’ (4.8)

parala situación de equilibrio maxwelliano, si se reescribeE. en la formaE, =

se tiene:

«v)=lnD,, [A, dv=
2— fZ2Ldv

J ti 2Db,

Dado que en el equilibrio D,/2D,, = —ti/a2, «ti) presentauna singularidaden el origen,
tendiendoa —oocuandoti tiendea O, comoseafirmó. La dependenciaen 2/ti persistedurante
toda la evolución al ser consecuenciade la simetría esférica. Por tanto, en todo instante
t la probabilidadde transición a tiempos cortos 14 debe conducira las condicionesde
corrientenula en los extremosde la red, mientrasque la solución de equilibrio en E. anula
dichacorrienteparatodovalor de ti. Estaúltimacaracterísticacontribuyedecisivamenteal
establecimientodel propagadorajustadoal problema.

Conviene mantenerel término 2/ti en la forma del operadorauxiliar Lj~p, ya que el
cocienteD~/DVV tiendea 2/ti a medidaque ti seacercaa ti = O. Deestaformala dependencia
funcionalen 2/ti quedarárecogidaenel propagadora tiemposcortos. Unaprimeraexpresión
parael operadorLj~p podría ser

8 2D
00(v’,t) O

Lj~p= —#—~ +D,(ti’,t) —

que conduciría a una probabilidad de transición a tiempos cortos dadaen términos de
funcionesde Bessel de segundaclase .T~ de orden u, en las que u dependedel cociente
Doo/D,, (véaseel capítulo siguiente). Esta propiedadincurre en la inoperatividad del
procedimientonuméricointegral debidoal problemaque suscitael cálculo de las funciones
2,. para cadav~. Resultasencillo mostrar,por otra parte,quela existenciade las funciones
de Bessel 7,. surge de igual modo si la probabilidad de transición maxwellianahabitual
(2.13) paraP(v,I+r ¡v’,I) seintegrasobretodaslas variablesangulares{8,~} y {~‘,«} al
efectuarel cambio a coordenadasesféricas. Estaintegral puedeexpresarseen términosde
funcioneserror cuyosargumentosdependende 1/ D~0 — Df~ quemuestraunasingularidad
en ti’ = O. La resoluciónnuméricade estasintegralesaumentarlade modoexcesivoel cálculo
parala tasaciónde los elementosde la matriz de evolución,

El operadorLj~p anterior conlíeva, en cualquier caso,la derivaciónde un propagador

~r inoperantesi se pretendesimplificar los cálculosy reducir el tiempo de computación.
Es necesariorecurrir a un nuevomodelo queconcedala existenciade unaprobabilidadde
transiciónsencillay aptapara el problema. Con estapretensiónse ha procedidoal análisis
detalladode los coeficientesdifusivosparareescribirel nuevooperadorde formaque haga
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posible eliminar la dependenciaen ti’ sobreel parámetrou. A la vistade (4.8) la derivaD
puedeexpresarsecomo

(4.9)
ti

donde

A,— D~ 8 D8o—D,~ + n,
2 +~D,,2 ~

es unafunción estrictamentenegativay acotadaentreA.., = a y cierto valor mínimo Amin <

—oo paracualquier valor de ti y cuyo comportamientoes similar al de D~, (véasela sección
siguiente). De hecho, la razónA,/D, representaunafunción prácticamenteconstanteen
ti. De estaforma, Lpp se interpretacomo el operadorprocedentede una ecuaciónque
en coordenadascartesianaspresentaun tensorde difusión diagonalcon = D,., =
D08. La integraciónsobre las variablesangularesen la expresiónde la distribución normal
tridimensional 2% esinmediatae implica sólo funciones

tx que se reducena exponenciales.
2

No obstante,estaprobabilidadde transiciónes proporcionalal cocienteti [v~~A,(v~,j)r~i
cuyo denominadorpuedeanularseparaalgún valorde u’ al ser r finito. Paraeliminar esta
posiblesingularidadse ha optadopor reescribirA.., en la forma

A,}v,t) = — u a(ti,t) D,..,(v,I) (4.10)

dondea(ti,t) es tambiénunafunción acotaday estrictamentepositivaparatodo ti, (figura
4.5) siempreque existanal menoslos dosprimerosmomentos2 de la distribución f(ti, t), lo
que se garantizasi talesmomentosexisten parala condición inicial fo pues L¡;’p preserva
constantesdichosvaloresen toda la evolución. En definitiva, el término convectivo

2
D~(ti,t) = [ — — cv(v,i) ti ]D,,jti,t) (4.11)

ti

permite definir el operadorauxiliar L~p en la forma

Ljjtp 6(v — u’) = + D,,(v’,t) U — va(ti’,t) — ~ 6(v — ti’).

La representación6 apropiadaserá la correspondienteal problemaunidimensionalde la
ecuacióndiferencialauxiliar deFokker-Planckparaunaprobabilidadde transiciónP(v, v’¡r)
con deriva A = (2/ti — ati)D y difusión constanteD, tratandoa y U como parámetros
positivos independientesde r y de la variable ti’, segúneí procedimientopresentadoen la
sección2.2.2.

La ecuacióndiferencial auxiliar en ~r obtenidaequivale a la ecuaciónpara de pro-
babilidad de transición parael procesode Rayleigh, resoluble por el método habitualque
reduce la ecuacióna un problemade autovalores(1.14) tipo Sturm-Liouville ( [10], [11] ).

La función 6(v — u’) quedarepresentadapor las autofunciones{¿»(ti)} ,ti > O, del problema
en Pr en lugar de utilizar su representaciónde Fourier. En términos de los Polinomios

2seexceptúacl momentode ordencero, coincidenteconla normade f.
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generalizadosde LaguerreL~ con fi = 1/2, la función 6(v — ti) se expresamediantela serie
infinita

00 00

__________ — >1 ¿n— ti’) = 2x26X > F(3/;+ n n=O ~ti ¿su (ti’)

dondex = ti a/2. La soluciónparticularde la ecuaciónauxiliar con las condiciónde reflejo
en ti = O se expresacomo

00

= >3 ~ —4n vfl a ¿~(ti) ¿~(ti’)

n0

que puedesumarsehaciendouso de la Fórmulade Adición de los Polinomiosde Laguerre
[10] paradar, finalmente, la expresiónde la probabilidadde transicióna tiemposcortos:

Pr = P(v,ti’¡r) = 1
2 ti’

2 ~r(1—z
2)

{eXP [Áv(v~z:~)2] exp [ a(v-- pj92 fi (4.12)

donde
z = exp(—aDr) 1 —aDr , a = a(v’,O, 19 = D~~(ti’,t).

Puede verificarse que ~r sehallanormalizadaala unidadsobreel intervalo[O,oo[ y satisface
las condicionesde fronteraquesuponenla anulaciónde la corrientede probabilidad3’ de (4.7

en los extremosde dicho intervalo. Así mismo, de la probabilidadde transicióna tiempos
cortos en (4.12) se derivan los momentoscorrectosrelativos a la ecuacióndiferencial de
Fokker-Planckoriginal. En particular,es sencillo comprobarlas relaciones

hm ¡ ~ ~ Prdtirz D(4—ati’)= D*(tiI,t) y
r—.O Jo r ti

J
0 2r dv= D05(v’,t)=D

así como el restode las propiedadesseñaladasen la sección2.2.1.

El propagador obtenido en esta secciónmuestra también la dependenciaen r según 1/fr
e~p[~K

2(v,u~;t)/ rl referenciadaen la página31, quetiendeaceromásrápidamentequecualquier
potenciaen r parar < 1. Al presentarci operadorde (4.5) la forma de un operadorde F’okkcr-
Planck,el término ,t Lpp que dispensalaexpresióndePr, concedeunaexcelenteaproximacióndel
propagadorverdaderofl(v, 1 + r ¡ v, 1), muchomásprecisaq,,c la utilizadaencualquieresq,,emaen
diferencias,cuyoerrorde truncamiento st dependerealmentedeunapotenciador.

Comoseindicó anteriormente,los parámetrosa(v, 1) y D~ (ti, 1) queconcurrenen ~r son
funcionesacotadasy suficientementeregularesparatodo valor de ti, siendoprácticamente
invariantesen t. Este hechocondiciona la adaptabilidadde .2’,. a las característicasde
problemapara eí avancetemporalde la nuevafunción E(ti,t). La función de distribución
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f(v, 1), en la componente radial de la velocidad, se deduce de F/(4rtii, sin que la división
por u2 presenteproblemasnuméricosen las proximidadesdel origen ya que, como se ha
notado, la probabilidad de transición utilizada en el esquema numérico cuenta ya con el
efecto de la dependenciaen 1/u en torno a ti = O. El parámetroa, en funcion del momento
desegundoordenen E, a2/3 — (u2) oscila entre8/(5a2)y 1/a2 paracualquierE(v,t) enlos
limites u —. o y u —, oc, lo quecontribuyea que E,. aproximenotablementela dependencia
funcional que presentaría el propagador verdadero II si éste se conociera.

En lo que resta de exposición, se ha optado por representarel problemamedianteun
conjuntode magnitudesadimensionales{gfl. originadoal definir la variable ti en función de
la velocidad térmicaa = XT/m (1< es la constantede Boltzmanny 1 la temperatura)y
absorberen eí tiempo1 el resto de las constantes.De estaforma, se tiene

u
ti

a3 a
i41) = anÍ=Á~ (4.13)

no no
2

— a 19< ~ aD¡
1

— Lele no = Lele fo

Paranosobrecargarla notaciónseprescindiráen lo sucesivodel indicador o. En este sistema
de unidades,las integralesparala densidadu = 1 y la energía2’ = 1 son,respectivamente

n(t) = ¡ 4~rf(v,t)v
2du y 1(1) ¡ trfQu,t)v~dv (4.14)

que representanlas magnitudesconservadaspatael problema~

4.3 Cálculo de D
0 y D1.

La dependenciaen 1 de los coeficientesdifusivos obliga a evaluaren cada pasotemporal
los potencialesde Rosenbluthdadospor (4.3), de los que se desprendenlas expresiones
para D,,, D88 y D,,,,. Sin embargo,se ha optadopor calcular explícitamentelos términos
A,, y D,,,, medianteintegracióndirecta de las expresionesanalíticasobtenidastraseliminar
la dependenciaangula!en las integralesde (423). Asumiendolas condicionesde isotropía
en el espaciode velocidadesparala distribución f(v,t), los dos únicos parámetrosimplica-
dos en la tasacióndel propagadora tiemposcortos P,. vienen dadospor las magnitudes
adimensionales

D,,~(ti,t) = D = h J iAf(u, t)du + { j uf(u,t)du,

(4.15)

A4~,t)= A= ~-~jn2f(n,t)dn — ájnuf(v.uodv.

donde se ha hecho uso de las relaciones obvias Qe = O, D~ = D,,~ = o, 194, = D~ = O y
= »eo# O, para las componentesdel vector de convección y el tensor de difusión. Las
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integralesanterioresse resuelvenen el desarrollodel cálculonuméricomediantela aplicación
de la ReglaExtendidadel PuntoMedio> estoes, se recurreal mismo procedimientode inte-
gración numéricaimplicado en el procesode implementaciónparaE. La variación temporal
del momentode segundoorden <ti

2>, proporcionala la energíacinéticamedial’ del sistema,
se expresasegún(1.12) en la forma

d 2> = 1’ = 1
~<ti 2j(319+vA)Edti 2j~ (19,,,, +219

99+tiD,,)Edv (4.16)

que es idénticamente nula para cualquier .F(v,t). El núcleo integral 319 + tiA coincide con

la expresión>3~ D« + ti¡Dj que representala tasade variación de energíapara cada
partículatestigodel sistemainmersaen un medio de partículasidénticas,como se muestra
en la relación (6.11) de la referencia[5]. La elección del nuevo parámetroconvectivo A

no distorsionael significado físico atribuido a la deriva inicial 19. De hecho, A, al igual
que 19,,, puedeinterpretarsecomo la componenteradial de la fuerzamedia de fricción que
actúasobrecadapartícula,debidaala interacciónconlombianade corto alcancecon el resto
de las partículasdel sistema. Mediante desarrollosen serie de Taylor es sencillo verificar
cualitativamentequeA y

=

muestranun comportamientosimilar en todo el rangode variaciónde u y 1. Paraello basta
notarque la razón A/19,, representaunafunción acotadaentrelos limites

A 4 A 1
hm = y lirn~— =

siempreque f sea una función bien comportadaen el sentido de la teoría de funciones
de distribución. De igual forma, el parámetroauxiliar a(ti,t) = —A/(vD) representauna
función suficientementeregular en ti, cuyo comportamientoen los extremosdel intervalode
definición de la variable se recogeenlos límites

—A
a(O, t) = Hm Á 8 f(O, O y a(oc,O= Hm — = 1,

= S f0
00ufdit v-.m tiD

siendo a(O,t -.- oc) = 8/5 cuando f se aproximaa la solución de equilibrio N exp(—ti2/2).
La simple integraciónpor rectángulosilustra claramentelas propiedadesconservativas

del operador Lpp discretizado,ya que todos los coeficientesen la fórmula de cuadratura
coincidencon la unidad, Parala resoluciónnuméricade las expresiones(4.15) se ha hecho
uso de las funcionesauxiliaresanQ,j) y CÁ(i,j) definidas en la forma

_ ti~/3v? ~ < f —1/4 — tij/tij si ~
í/siq sij=i y 0A= —1/ti sij=i (4.17)

lo sij>i

de tal modoque en la n-ésimaiteraciónse obtienesencillamente

4 = >3c4.~i(i,j) ~?PAv y 19~’ = >ZCne,j) EJ” Ati. (4.18)

y y



4.3. Cálculo deDq y 19<.

integralesanterioresse resuelvenen el desarrollodel cálculonuméricomediantela aplicación
de la ReglaExtendidadel Punto Medio, esto es,se recurre al mismo procedimientode inte-
graciónnuméricaimplicado en el procesode implementaciónparaY. La variación temporal
del momentode segundoorden <ti

2>, proporcionala la energíacinéticamedia2’ deI sistema,
se expresasegún(1.12) en la forma

= 2¡ (3D+tiA)Fdv = 2j (D,,.., +2Doo +ti19~)Edv (4.16)

que es idénticamente nula para cualquier F(v,i). El núcleo integral 319 + vA coincidecon
la expresiónz?.-~ 19u + v<19< que representala tasade variación de energíapara cada
partículatestigo del sistemainmersaen un medio de partículasidénticas,cornose muestra
en la relación (6.11) de la referencia[5]. La eleccióndel nuevo parámetroconvectivo A

no distorsionael significado físico atribuido a la deriva inicial .13. De hecho, A, al igual
que19,,, puedeinterpretarsecomo la componenteradial de la fuerzamedia de fricción que
actúasobrecadapartícula,debidaa la interaccióncoulombianade corto alcancecon el resto
de las partículasdel sistema. Mediante desarrollosen seriede Taylor es sencillo verificar
cualitativamentequeA y

DU =

muestranun comportamientosimilar en todoel rangode variaciónde ti y t. Paraello basta
notar que la razón A/DV representaunafunción acotadaentrelos limites

A 4
lirnñ~~~ ~ y Hm A 1

siempreque f sea una función bien comportadaen el sentidode la teoría de funciones
de distribución. De igual forma, el parámetro auxiliar cx(v, 1) = —A/(vD) representauna
función suficientemente regular en ti, cuyocomportamientoen los extremosdel intervalo de
definición de la variable se recogeen los limites

a(O,t) = llm 7-~- = 8 f(Oj) = —A = 1,
ti» ~ f¿’~ ufdu u.-.oo ti»

siendoa(O,t —~ oc) = 8/5 cuando¡se aproximaa la soluciónde equilibrio Nexp(—ti2/2).
La simple integraciónpor rectángulosilustra claramentelas propiedadesconservativas

del operador Lpp discretizado,ya que todoslos coeficientesen la fórmula de cuadratura
coincidencon la unidad. Parala resolución numéricade las expresiones(4.15> se ha hecho
uso de las funciones auxiliares GD(i,i) y aÁ(t,J) definidas en la forma

.1

v?/3ti~ sil < CA={ —1/vl—v]/v¿ maC:
O si ji:’ i

de tal modo que en la n-ésimaiteraciónse obtienesencillamente

A? = 3CA(i,i) t” Av y 19? = >1? GD(i, j) FJ~ Ati. (4.18)
1 1
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Numéricamente,sobre la red discretaintermediahabitual, la relación (4.16) se traduceen
la doble suma

>3 0(i,j) .17 tPArs2
ji

que es idénticamentenula, pues O = SGp+ tiICA se reducea la funciónC(i,j) = —1/v¿ si
j < y C(í,j) = 1/y, si j > 1 con 0(1,1) = 0. Evidentementeestemodelo de integración
no es único. En cualquier caso ha de tenersepresenteque en el procedimientode cálculo
paraLas integralesinvolucradasen A y 19 es esencialque (4.16) se traduzcaen una doble
sumaque corifluya a cero,con la finalidad de no afectarmedianteel esquemadiscretoa las
propiedadesconservativasdel operadorimplicado en el problemacontinuo.

Debe notarseque para ciertas funciones fo(v), que representenla distribución inicial
de partículasen ci sistema, A puedeser nulo en las proximidadesdel origen ti = O sí fo
representaun hazde partículascon velocidadescomprendidasentrecierto valor ti

0 y vo+Sti.
En estecaso,la probabilidadde transición ~r debe sustituirsepor la obtenidacuandoen
(412) se procedeal limite a —. O, esto es

ti 1 r 1 f (ti + ti’)

2 (4.19)
—, u’./4zrD’ {exP (ti—u’)2 —exp 419½1

dependientesólo de D’ = D(ti’,t). Tanto en (4.12) como en (4.19) la componenteD del
tensor de difusión se supone distinta de cero. Es obvio que si 19 tiende a cero, E,. se
aproxima por la función 6(v .— ti’) lo que debe traducirseen el problemadiscreto en la
función 6¡,/t~ti.

4.4 Esquemanumérico.

llásicarnenteel esquemadeintegraciónnuméricautilizado hasido ya expuestoen loscapítulos
precedentes,en los que se hanestudiadoproblemassimplesparaecuacionesdiferencialesde
Pokker-Pjanckcon coeficientesdependientesdel tiempo. Los óptimos resultadosobtenidos
para procesosde marcadocarácterno markovianoen los que la difusión y la deriva de-
pendende la propia distribución (persistenciade efectosde memoriaen la representación
estocútice4sustentanla tesis de la aplicabilidad del métodoal problemaque se trataen
estasección. Las mismasrazonesaducidasen el segundocapítulo parajustificar la exis-
tenciade unaprobabilidadde transición Pr en estetipo deproblemas,puedenesgrimirse
ahora con el fin de sancionar la aplicación de un esquemade avancetemporal, apoyado
en los argumentosteóricosque lo justifican paraprocesosestocásticosde Markov. Resulta
evidenteque la ecuación integral de evolución (2.9) no sólo es válida para ecuacionesUn-
calesde Fokker-Planck.El conocimientode un propagadoradecuadopara tiemposcortosde
evoluciónda lugara la determinaciónde la densidadde probabilidaden un instantet + y si
se conoceéstaen 1. El procedermedianteesteesquemade avancese basaen la posibilidad
de evaluaren cadapaso temporallos términos convectivoA y difusivo 19 con cadavalor de
la función de distribución ocurridoen el pasoanterior. La eficiencia del esquemaexplicito
integrales comparablea la de los esquemasimplícitos en diferenciasen los que se concursan
procedimientosde predicción-corrección.Dadoque .2% cuenta sólo implícitamente con los

nur 1.mus1.JJu.u¡1>¡¡m.
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valoresde .4 y 19 en eí instante t y éstos puedenser evaluadoscorrectamentesantesde
obtenerE(t + r), resultaen cierto modo irrelevanteel que no se contempleuna expresion
analíticaque explicitela correctadependenciaen el tiempo de estoscoeficientes.

Numéricamentepuedeafirmarseque A y 19 son funciones“conocidas” del tiempo,con
independenciade que su variación seaconsecuenciade la evolución sufrida por la propia
función f. En cierto modo, el procedimientointegral suponela aproximaciónmaricoviana
en sentidolocalmentetemporal,es decir, los coeficientesdifusivos se asumenconstantesen
el tiempo durante el intervalo [1,1+ r]. Globalmente, la evolución de E estágobernadapor
la dependenciafuncional de A y 19 en el tiempo total de evolución 1. Siempreque estos
coeficientesno varíendrásticamentecon el tiempo la superposiciónintegral de las sucesivas
funcionesE<v, 1 + r) confluye a la solución verdaderacon un error de orden1/.N, si ./V
representael númerode iteraciones.

Por otra parte, la flexibilidad en la elección del propagador 2’r concedeal esquema
numéricointegral la posibilidad de optimizar la convergenciahacia la solución analitica
estacionariamediantela modificacióniterativa del operadorde evolución, bien de forma
analíticaa priori, o bien medianteel concursode la función de autocorrelaciónnumérica.
Ambosprocedimientosensalzanel criterio de no unicidad para ~r que puedeadaptarsea
lascondicionesparticularesdel problemaen estudio. En particular, la existenciade al menos
doscantidadesconservadas— normaunidad y segundomomentode E— impone la adición
de nuevascondicionessatisfechaspor E,- que,cumpliendolaspropiedadesde 2.2.2,dirija la
evolución de E en sentidofísicamentecoherente,Conestafinalidad sehanpresentadovarias
opcionesen el capitulo anteriorparaadaptarla probabilidadde transicióna tiemposcortos
a cada problemaparticular, sin queello supongadesvirtuarel sentidofísico del propagador
original. Realmenteestosprocedimientosderivan en una expresiónde 2’r variable en el
tiempo, lieclio que ya se contabilizaen la dependenciatemporalde .4 y 19.

La reddiscretaelegidaparala resolucióndelos problemasprevios esválida tambiénpara
la ecuacióncinética del plasmaque aquí se trata. Las razonespara tal elección fueron ya
referidasen el capitulo anteriory refrendadasen la secciónprecedente,en la que se propone
un método de cálculo para los coeficientesdifusivos que conlíeva la anulaciónde (4.16),
expresiónque sintetizalas propiedadesconservativasdel operador Lpp . A pesarde que
aquíse tratade implementarla funciónE(v, 1), queno esunafunción de distribuciónparael
sistemafísico real, la interpretaciónfísica del esquemade evoluciónes la mismaquepudiera
conferirse al avancede 1, Si el argumentode la integral para la densidadde partículas
en (4.14) se expresacomo E(ti,i)dv se comprendefácilmente que en el casodiscreto E

1Av
puedeentendersede nuevocomo la cantidad(o proporción)departículasdel sistemacuyas
velocidadestienen un módulo ti comprendidoentrev¿ — Av/2 y u1 + Av/2. De otra forma,
f se interpreta como la función de distribución representativade una sucesión de haces
monocromáticos de partículascon velocidadesti¡. AnálogamenteE1 ti? Av ofrece el número
de partículasde la colectividad con energíacomprendidaentre 2’< — Al’ y l’< + Al’ con

= v~, proporcionala la energíapor unidad de masa.
El esquemanuméricohabitualrequiereevaluaren cadaiteraciónla suma

= >3 Av = (420)
y .3

extendida,en principio, sobrelos Y puntosde la red. A diferencia de los esquemascon
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difusión y derivaindependientesdel tiempo los elementosde la matriz de avancetemporal
varían en cada iteración, por lo que han de contabilizarsetodos los elementosQ~. cori
los coeficientesA(tiy,t) y D(vy,I) de (4.15) y (4.12) o (4.19). La expresióndadapara la
probabilidadde transicióna tiemposcortos,incluye ensímisma,a travésde larepresentacion
fi utilizada, la condición de frontera apropiada para eí origen. El efecto de la dispersiónse
contabiliza simultáneamente en las funciones 19 y a(ti, t). El parámetro a no representaen
sí mismo la convección,ya queéstaestádirigida por 19,,. El efectode deriva -al igual que
el difusivo- ha de enterdersecontabilizadopor la expresióncompletade la función 2’,.
máxime cuandola integración(4.20) se extiendesobretodoslos intervalos.Tras cadapaso
temporalu se recalculanlos valoresde A y 19, que llevadosa (4.12),permiten determinar
las tasasde conveccióny difusión simultáneasQ?y’ con ti = ti<, ti’ = tiy y 1 = nr. La matriz
deevolución 2 permiteimplementarla función E. Conviene,como se expusoen aplicaciones
anteriores, renormalizar los elementos de la matriz de avance temporal en cada paso. La
norma0(j) de la probabilidad E,. en la n-esimaiteracióntemporal

N

0(5) = >3 Q~
¡=1

difiere ligeramentede la unidad paraaquéliosintervalospróximosal extremosuperior de la
red (5 = N —2, N — 1, N ) ya que el error cometidoal limitar la semirectareal infinita del
problemacontinuo, al valor ~maz = VN es tanto mayor cuantomásse aproxime5 al indice
máximoN.

El error de truncamientoe(j) cometido en la evaluaciónde los 0(j) puede acotarse
atendiendoa la expresión ( 4,12 ). Paracadaintervalo 5, como primera aproximación,el
error estimadoes

E(j) [eÁ~r~Ñ>’ — e(Ui+VN)2] —

1 __________________

— — [fer( 2(tiy + VN) ) — fer( 2(tiy — VN

)

2

donde ‘y = D(tiy,nr)ctQvy, nr>r = D’3a’?AI.

En particular,parael primer puntode la red, despreciandoel valor de Av/2, se tiene

Av

«‘) =1 — fer(2N
que decaea cero rápidamente,a medidaque se aumentael número N de puntos, o se
disminuyeel pasotemporal. Paracualquier red habitual en este tipo de problemasE(1) es
numéricamentenulo. Parael último intervalode la retícula, el error estimadoes

1 Av
E(N) < .x—(1 — e’4”N) — —fer(N--—--—) + 1

2 v’~K

cuyo límite superiores : el error cometido en la tasación de las normas 0(5) aumenta
a medidaque se aumentael índice 3. El error máximo cometidopadráser de hastael 50
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pr ciento, para el último de los intervalos. La erróneanormalización de la función Pr
f1ú$bre los extremosde la red, suponela deficiente medidade las tasasconvectivo-difusivas,

9
4te computanla cantidadde partículascon velocidadesaltas que pasanatenervelocidad

tenor un tiempor posterior. Este hecho puedesuponer,paragrannumerode iteraciones,la<opagacióninevitable de erroresque destruyanlas propiedadesconservativasdel sistema.

~knf¿~Irticular~ para un pasotemporaldel orden de itr
2 0(N) es del ordendel 80 porde la unidad. Esta desviacióndecrecenotablementepara5 = N — 1 y j = N — 2,

C~ particular, para éste último 0(N — 2) es ya 0.998 , si Av r. Conviene, como se

~~~~untóen aplicacionesprevias,renormalizarlas tasas antesde procederla (n+1)-ésima
eración. Los nuevos elementosQ?y/C(j) de la matriz de avance temporal asegurarán

f la conservaciónde la normaunidad parala función de distribución del problema. Sin
~%ibargo>D(vy,ni-),- espróximoa ceroen las cercaníasde tiN, lo que originaque E,. pueda

%lroximarse analíticamente por la función fiQv — y’) y por ello se interpreta como la
<

0nción
6íy de Kroneckera partir de cierto valor del indice 5, a partir del cual y es menor

411e Au
2/(4rDy), cantidadque marca el límite de la aplicabilidad de la integración por

~ctángulos. Los efectosde dispersióny deriva quedanasí eliminadosaun cuandoA y D

seannulos. Por el reducidonúmerode partículascori velocidadesaltas esta alteración
<eoulta prácticamenteinapreciablesiempreque 0(5) coincida con la unidad en los puntos

interiores. La renormnalizaciónde las tasasQ~ supone pues recurrir a la sustitución de
mismaspor 6¡y, en cierto entornoa la izquierdade tiN = vm<~x, Es interesante notar que

valoresr excesivamentepequeñoslos erroresnuméricosproducidosen la evaluaciónde

100 exponencialesde (4.12) resultansignificativos; en estoscasos,a pesarde conservarsela
norma de E, las tasasconvectivo-difusivasde la matriz de avancese desvíande las ‘<reales”.

9jsicamenteestaustasaspuedenno ser correctasy conduciral sistemaa unaevolución no

satisfactoria, como muestrael contraejemplodado en el capitulo segundopara un proceso
ae Wiener en [—1,1).

Operaren doble precisiónresultaráconvenienteen aquéllosproblemasenlos quese desee

0bservar la evolución duranteun intervalo temporalreducido. Tambiénsepuederecurrir
a un modelo de integraciónen el que cada se expreseen términos de funcioneserror
a modo de (2.34) calculandoanalíticamentela integral de P,- sobre ti’ entre uy — Av/2
y vy + Av/2 con A y D constantes. En cualquier caso, la norma inicial de E no varía
en cadaiteración, mientrasque la norma cuclídeaconvencionaldel vector {E~} definida
como ZdFP)

2 decrecehastaestabilizarsea medidaqueE tiende a la soluciónde equilibrio,
ya que cadaelemento se conservasiempremenor o igual que la unidad. La correcta
normalización de las tasasconvectivo-difusivasde la matriz 2 favorece no sólo el que se
Preservela normaunidad de la distribución sino queconducea la estabilidaddel esquema
flijmérico integralparacualesquieraAv y r.

Con relación a lo expuestoen el párrafoanterior, convienede nuevo subrayarque los
Coeficientesque definen los procesosdifusivos en la ecuación Cinética de Polcker-Planck,
Varian lentamentecon el tiempo. Parala condición inicial (3.12) tipo hístograrnaelegida

»&tra F, puedeapreciarsecómo la variación de A y D es sólo significativa en las primeras
lttraciones. Estacaracterísticapermitereducir el tiempode computaciónrequeridoal no ser
~8trictamente necesariorecalcularlos coeficientesdifusivos en cadapasotemporaluna vez
~lt~e éstosse aproximan,hastacierto orden, a sus correspondientesexpresionesen el estado
ch equilibrio.
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Porotraparte,eí tiempodecálculopuedereducirseaúnmássi setieneencuentaquegran
partede los elementosde la matriz de evoluciónsonnulos. En concreto,es suficienteevaluar
los términos Q~ paralos cualesla diferencia ¡v~ — tiy ¡ seadel orden de TAv ó 9Av, fijando
el valor del pasotemporalen el desarrollodel programade formaque la razónr = ¡ti

1 — vy¡
¡

4DyT seadel orden de 5 unidadespara cualquier par (i,j). De este modo, se asegura
que la probabilidadde que ti

1 caiga en un entorno de ti5 —de radio 4 Ati— sea próxima
a la unidad. Tambiénpuedeoptarsepor fijar el valor de ,- y calibrar, medianteun sencillo
algoritmonumérico,eí radiodel intervalomáximocon centroen ti5 sobreeí cual cada es
diferente de cero. Se observaquetomandor delorden deun décimodel tiempode relajación
estimado,essuficienteevaluaren cadaiteraciónlos términos{Q¿,w’i, Qi,i—3... Q¿,¿+i} para
cadaíndice i. Este cálculo en cadapasotemporalpuedeeiminarseconstruyendounatabla
delos valoresde P,-(ti1, iq) con -i4 = vy+Ayr paraD= 1, usandounasencifla transformación
de escalaen la variable ti, de tal forma quelos P1y puedancalcularsea travésde unasimple
interpolaciónlineal sobrelos valoresrealesde la variable trasformadati.

La probabilidadde transición (4.12) se adaptade forma óptima al problema,ya que
esta expresión se ha deducido de la representación 6 de Dirac que recogeen sí mismala
dependenciafuncional en 2/ti propia de la simetría esférica. El decaimiento de la función 19
a cero, a medidaque aumentael valor de ti, hace que 1’,. se asemejea la función 6(v — ti’)
para altos valoresde ti’ generandouna lenta evolución de las colas de la distribución f,
véanselas figuras 4.6 y 4.5. Aun paraun valor del paso temporal relativamentegrande
comparado con el tiempo de relajación,la evolución de E es ampliamentesatisfactoria,lo
quepruebaque eí modelo de Pr aproxima al propagador verdadero con presición aparente-
mente mayorque eí orden0(r

2) establecidoen el cálculo. Este comportamientose debe a
las característicasde los coeficientesdifusivosA y 19, que físicamentereproducenla situación
de la débil interacciónentrelas partículasdel sistema.Estacaracterísticade la interacción
coulombianaparacolisiones binariasdirige la evolucióndel sistemade formaque la trans-
ferenciade momentolineal es siemprereducida,lo quematemáticamentese traduceen un
comportamientosuficientementeregular de las funcionesA y 19. Según la sección(2.2.2),
cuando E,. incluyen los coeficientesde difusión y derivatasadossobrelasvariables{v’}, se
estáasumiendoimplícitamentequeparar reducidolasderivadasde éstossonirrelevantes-al
ser P,. próximaa 6(v—v’)— y la probabilidadde transiciónse aproximapor la distribución
Caussiana, En el problema de la ecuación integral de Fokker-Planck el comportamiento su-
ficientemente regular de a(v, t) y D(v,1) en todo el rango de variación de ti, contribuyea
que estacaracterísticase mantengainclusoparavaloresdel tiempo de evoluciónr mayores
que los aceptablesparaotros procedimientos de integración numérica. Esta variación sólo
resulta significativa en el limite ti —‘ 0, debido a la presencia del término 2/v sobre la con-
vección efectiva219oo¡ti + D~ paraE, peroestadependenciase encuentrarecogidaya en la
representación6. En consecuencia,a pesarde que E,. esválida hastaorden0(r2) la aprox-
¡mación funcional introducida al sustituir el propagadorverdaderopor la probabilidadde
transición(4.12) resultaexcelentesobreel intervalo [O,Vm] en el que se abordael problemay
sobreel cualresultansignificativaslas transferenciasde momento,siempreque y no exceda
el tiempode evolución estimadohastala solución de equilibrio.

Las figuras 4.1 y 4.2 muestranla evolución de los coeficientesde difusión y deriva,
cuandose recalculanlos mismos en cadapaso temporal. En consonanciacon las afirma-
cionesanteriores,puedeapreciarsequetal evoluciónresultamássignificativaen los primeras
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iteracionestemporales( figura 4.1). El cambio experimentadopor el parámetroauxiliar
cv(v,1) duranteel avancees tambiénmínimo.
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Figura 4.1: Evoluciónde f, A yD en las primerasiterocionca,
evolución de f y de los coeficientes difusivos en 50 iteraciones con = 2 x 6/151 y r indicado en (a).
/o e, la condición inicial tipo histogroma, da energía igual a la gaussiana estacionaria teórica (línea
punteada). En (h) y (c) puede apreciarse como los coeficientes A y D exhiben una lentn evolución en
el tiempo, aun para las primeras iteraciones.

4.4.1 Tratamientode las magnitudesconservadas.

La ecuaciónde Fokker-Plancken la TeoríaCinética del Plasmase describeen función del
término colisional de Landau,que permite conservarla energíacinéticay el momentolineal
del sistema así comola positividady la normadela función de distribución. Paracompletar
el tratamientonuméricointegraldel problemase pretendeahoramostrarla efectividad del
modelo paraabordar no sólo el estudiodel problemade evolución,sino tambiénpara dar
respuestaa la correctadescripción del estadode equilibrio maxweflianoy a las propiedades
conservativasdel sistemafísico, IDI mantenimientode la norma para cualquier condición
inicial fo es trivial, a la vista de (4.20), ya que ~%Q~ = 1 en toda iteración. El carácter
positivo de todos y cadauno de los elementosdel vector {ffl se mantienea lo largo del
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Figura 4.2: Evoluciónde f, .4 yD (continuación).
GrÁficas complementarias a la Ji9Vra anterior para 1000 iteraciones. Se representan 5 etapas equies-
paciadas en el tiempo. A partir de 1 = 200 r tanto A como D pueden suponerse constantes. Sin
embargo, el problema se ha resuelto recalculando los coeficientes en cada paso temporal.

procesoevolutivo completo,ya Q~ =O al tener P,. sentidode unaprobabilidadcondicional
y representarunafunción de distribución en su sentidomásamplio. El momentolineal to-
tal del sistematambién permanececonstanteen el tiempo pues,al ser nula la corrientede
probabilidad, o flujo de partículas,.1 = {DJ— 8/&v5 19<~ f} en los límites de la superfi-
cie infinita que limita el espaciode velocidades,la derivadatemporaldel momentomedio
adimensionaldel sistema

d<v> 1—itt y—y’
‘¡3 f(v,t)f(v’,t)dvdv’

es idénticamentenula. Sin embargo,la componenteradial mediadel momento<ti> = f vEdv
variarácon el tiempohastaalcanzarel valor estacionario(y> = fNv

3ezp(—v2/2)dvcuando
1 tiendea la soluciónde equilibrio .Wezp(—v2/2).

La únicamagnitudadicionalqueha de mantenerseconstantedurantela evoluciónes la
energíacinéticamediadelsistema,proporcionala la temperaturaadimensional2’. Dadoque
los términos de difusión y convecciónparala ecuacióncinética representanlas variaciones
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temporales de los incrementos colisionales en la velocidad <Ati~ Ati
5> y <Am> respectiva-

mente, es fácil derivar en función de ellos la tasa de energía perdida por cada partícula y por
unidad de tiempo, así como la mismaparatodo el sistema,de formaanálogaa la expresión
anteriorparad<v>/dt.En estesentidoTrubnikovobtiene[5]—sumasobreíndicesrepetidos—

d
—tutu =
dt = 2 ( Du(v,t) + vkDk(v,t) )

parael intercambiode energíadecadapartícualporunidadde tiempo. Multiplicandoambos
miembros por f(v, t)dv e integrando sobre todo el espacio de velocidades

1 itt ti —

——T(t) = ——]]~ ~3f(v,t)f(v’,i)dvdv’
3 di 4x y — —0 (4.21)

expresiónequivalentea (4.16) y a (1.12). La dependenciafuncionalespecialdelos elementos
del tensor de difusión y de las componentes del vector de deriva en la propia distribución
f(v, 1) origina la conservación del momento y la energía totales,

Como primer acercamientoal problemade las magnitudesconservadasen eí esquema
numérico integral, convieneevaluar analíticamenteel orden de desviaciónintroducido,al
tratar la evolución de la función de distribución, medianteargumentosprobabilísticos. Si
TQ+ r) representala energíatotal del sistemaenel instantet+ y, contandocon la ecuación
de evolución(2.9) se tiene

T(t + r) = Jti2F(ti,t+r)dti = JJP(v,i+ r¡v’,i)v
2E(ti’,t)dvdu’ , (4.22)

Intcrcambiandoel ordende integración,la integralde ti2 E,. puederesolversedirectamente
paracadamodelode probabilidadde transiciónelegido. No obstanteel procedimientomás
general,a la vista de las propiedadesexigidas a E,. recogidasen la sección2.2.1 , consiste
enexpresar>v2< como función de los momentosdedichaprobabilidad.En definitiva, y hasta
orden0(r2) se tiene

J
ti2Prdí, = 2r{19

00(v’,t)21900(ti’,t)+v’19y,(ti’,t) } +u’~ + 0v(r
2) (4.23)

lo queda finalmente

T(t+ r) — TQ) = 2r ¡ ti2E(v,i){3D + tiA} dti -4- Q(~2). (4.24)

Si se procedeal límite y —* o de (TQ + r) — T(I)/r) se compruebaque (4.24) coincidecon
la integral de (4.21). Porestarazónes esencialquela probabilidadde transicióna tiempos
cortosestéperfectamentedefiniday satisfagalas mismas propiedadesque el propagadorII
verdaderoen r O. Resulta evidente queT(i + r) coincidirá con T(t) en el casotrivial de
r = O, sin embargola integralsobre ti de (4.24) ha de ser numéricamente próxima a cero.
Este hecho, unido al pequeño valor de r hará que la energíatotal prácticamenteno varíe,
Los erroresintroducidospor la discretizacióndel problemaconducena la posible pérdida
síístancialde energíaa lo largo de todo el procesoevolutivo. Con el fin de subsanarestas
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alteracionespuederecurrirse a cualquierade las correccionesestableciadasen el capítulo
segundoparaesquemasnuméricosen los quese conocela ley deevolución paraalgunode los
momentosde la distribución. La primerade las alternativasreseñadassugierela posibilidad
de establecer una corrección de orden ~2 en la desviación típica de P,. . Esta alternativa
se traduce en la sustracción del término 0(r2) en (4.24) a la cantidad 319, por lo que 19
ha de ser sustituido por 19 — 0(r2)/(Sr) donde 0(r2) puedeevaluarsenuméricamente.Sin
embargo, esta opción ocasiona problemas cuando el factor correctivo 0(r2) -independiente
de u— se sustrae a 19 sobre puntos ti

1 en los que Di tiende a cero, dando lugar a desviaciones
medias negativas para .14 , En este caso, conviene efectuar la sustitución de D(ti, 1) por

= D(ti, 1)— rA(ti, 1)2/6 siempre que 19’4 se mantenga positivo para calesquiera ti y
en cada iteración. Esta última corrección conduce numéricamente a una variación de 2’
inapreciable( figura 4.3 ) para un elevado número de iteraciones. En particular, para
r — 0 1 Ati = 0.05 y N = 100 la desviaciónde 2’ respectodel valor inicial T~ = 1 es del
orden del 1% al cabo de i0

5 iteraciones.

1.1

¡.05

0.95 -

0.9 y y

0 2 4 6 8 10 ¡2 ¡4 >6 ¡8 20
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ú <LI
5.
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5 -.. y

0 2 4 6 8 lO ¡2 14 16 18 20

Ajuste dc P«>—Ps o Pl 0.1365W02
0.075 + <2 04<—pl P2 0.98920.0!
0.05 Vi 0,3866

0.025
o

0 2 4 .5 8 ¡0 12 14 16 18 20

Figura 4,3: Energía1(1). Momento E, =

Evolución de los momentos T0
0) y P(LS) en 4000 iteraciones. P se ha representado reducido en su

valor F. = fu F,dv para la solución estacionaria de equilibrio, la grÁfica se refiere pues a Pn — P,; el
decaimiento casi exponencial de esta diferencia permite estimar un tiempo de relajación del sistema
del orden de 1/0,38 unidades.

La segundade las alternativasofrecidasen el segundocapítulo para adecuar E,. a
las características del problema, en cuanto a la conservación de magnitudes conservadas,
planteala posibilidad de recurrir al ajusteiterativo dispensadopor la función de Autocor-
relación Numérica‘i~• Esta opción se presenta más aconsejable que la corrección analítica
del propagadora tiemposcortos, en tanto que ‘1’ favorecela adaptaciónde la matriz de
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evolución Q, a las propiedadesde conservacióndel problemacontabilizandoya los efectos
de las discretizaciones,

Se ha mostradoen el capítuloanterior que el concursode ‘1’ supone,en último extremo
la generación de un propagador .2’,. variable en el tiempo t,., medianteuna correcciónde
segundoorden en r que no desvirtúael sentido físico de la probabilidad de transición ni
las propiedadesesencialesde la misma, relacionadascon el problemareal que aproxima.
La presenciade un término de orden r2 apareceya en la expresiónhabitual (2.13) por lo
que la participación de ‘1’ en 1’,. se halla, en cierto modo, legitimada (ver capítulo 3).
La no unicidad de la función .2’,. paracadaproblema,corroboraeí intento de adecuación
del propagadora la ecuaciónintegral de Fokker-Plancka través de W. En particular, la
función de autocorrelaciónes suficienteque actúe,como se mostró, sobreel coeficienteA
responsablede los efectos de deriva en la ecuaciónoriginal. Ello supone que la función
auxiliar a(ti’, 1), responsablede los efectos de dispersión de cadahaz monocromáticode
partículascon velocidadesti’ a lo largo de toda la red, debe reemplazarsepor ‘Pa en cada
iteración, siendo

9~n= ~ + (2’,, — To)Co

con ‘PO = 1 y Co constante. De este modo, ‘P oscila en torno a la unidad, estabilizándose en
un valor próximoa ‘PO mientrasque 2’,, tiende al valor constanteTo.

La aplicaciónsimultáneade las dos correccionesanterioresconcedeun tratamientodel
problema en el que 2’» permanece prácticamente constante para cualquier número de itera-
ciones, siendo al oscilación de ‘P inapreciable. Realmente,los erroresintroducidos por la
discretizaciónocasionansiemprepérdidasen la energíadel sistemasi se recurre sólo a la
primera de las correcciones. Es esencial, por tanto, utilizar la función ‘1’ que resulta siem-
pre convergentecuandoA y 19 se calculancorrectamente,es decir, si el problemadiscreto
conducea (4.16) expresadaen función de G(i,j) dadaen la secciónprecedente.

Segúnalgunosdelos trabajoscitados— [14]y [13] — en este capítulo, la conservación de
la energíaparececonducira la evolución correctadela entropía8(1) del sistema,que crece

hastael máximoalcanzadoen el estadode equilibrio maxwelliano. La figura 4.4 muestra
como 8(1) = — f f In f ctS, aumentaen cadaiteraciónsaturándosecuandose alcanzael
valor estacionario de la entropía máxima. En el caso mostrado, r es relativamente grande,
lo que no afectaa la creaciónde entropíadel sistema. Prácticamenteno existelimitación
para el valor del paso temporal r paraque 3 varíe de forma físicamente aceptable en cada
iteración. En cambio, los esquemasen diferenciasexigen un paso temporalexcesivamente
reducido si pretenden lograr que 3 aumenteden cadaetapahastasu valor máximo en el
equilibrio [13]

Con la formadefinitiva de 2’,. cualquiercondicióninicial de fo físicamenteaceptable,el
esquemaevolucionainequívocamentehastala solución de equilibrio esperadaNexp(v2/2)
(figuras 4.1 y 4.2) no presentandoproblemasde inestabilidadni de existenciade más de
tína soluciónestacionaria. Es interesantenotarque si A y 19 se calculan sólo durante un
númerolimitado de iteraciones,hastaque ambasse aproximana las observadadasen las
proximidadesdel equilibrio, la solución numéricaintegral se estabilizaaun sin el concurso
de ajustes.La situación es similar a la exhibidaparael comportamientooscilantede ‘P» en
la figura 3.8.
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4.5 Comparacióncon la solución en diferencias.

En los esquemasen diferenciasa tres puntosresultaimposible mantenerconstantemás de
unacantidada lo largo de toda la evolución. Por otra parte, se ha mostradoen trabajos
previos que la presenciade másde unacantidadconservadaen derivaa hacia la existencia
de variassolucionesde equilibrio parael tratamientode problemaslinealesen diferencias.
Este inconveniente,en cambio> no se presentaen los esquemasintegralesque se hanvenido
proponiendo a lo largo de la exposición. Este tipo de esquemas resulta especialmente in-
dicado para abordar problemas físicos con magnitudes constantes en el tiempo, ya que la
optimizacióndela probabilidadde transicióna tiemposcortospuedeejercitarsemedianteeí
concurso de la función de autocorrelación numérica de forma iterativa. Resulta fundamental
quela solución numéricade la ecuacióncinética, presentadaen términos del operadorcoil-
síonalde Landau,preservela normaunidadde ladistribucióny el segundomomentode ésta.
El significado fisico de la función f en el régimentransitorio no quedaasí desvirtuadopor
los efectos de la discretización. Así mismo, la descripción del régimen estacionario resulta
apropiadasi talescantidades se mantienen constantes para cualquier número de iteraciones.
Se ha contempladoen la secciónanterior y en numerosos ejemplos sobre problemas más
sencillos, cómo la solución numéricaestacionariacoincidecon la soluciónde equilibrio, y
que esta es única. En contraposición con los esquemas en diferencias, el modelo numérico
integral se comportaen el problemano lineal del mismo modoque el observadoen la res-
olución análogade ecuacionesde Folcker-Plancklinealesque describenprocesosde Markov
ordinarios. A pesarde que estasecuacioneslineales se tratande modo satisfactoriopor
los esquemasen diferenciashabituales,inclusoparacoeficientesdependientesdel tiempo, la
presenciade efectosno lineales en los que los coeficientesdifusivos dependende la propia
distribución, desvíanla solución numéricaen diferenciasde la soluciónverdadera,siendode
difícil tasaciónel error de acotamientoy la propagaciondel mismo.

La resoluciónnuméricade (4.1) medianteun esquemaen diferenciascon el que se ha
venido operado en todos los problemas tratados (método implícito tipo Crank-Nicholson
con el uso de un algoritmo predictor-corrector) no presta la posibilidad de establecercor-
reccionessobre los elementosde la matriz de evolución parael vectorque representaa ,f.
Talescorreccionesderivaríanposiblementeen unaecuaciónen diferenciasinconsistentecon
la ecuaciónoriginal. En cambio, la modificación efectuadasobrela probabilidadde tran-
sIción a tiempos cortos origina una nueva 1’,. interpretable como una función apta en el
sentidode distribucionesy que es válida paraavanzar en el tiempo la distribución f, en
tantoque la nueva 1’,. conduce en límite y -~ O a los momentoscorrectosparala ecuación
diferencial de la que, esencialmente,se extrae la informaciónparaconstruir la expresión
aproximadadel propagador.Medianteel usode estascorreccioneshasido posiblepreservar
en todala evolucronintegralel valor de las magnitudesconservadasdel problemacontinuo,
obteniéndoseun solución estacionaria.1, de igual energía2’o que la concedidaen t = O al
sistema.La evolución numéricadadapor el esquemaen diferenciasresultaapropiadapara
la descripcióndel estadotransitorio,ya quelos rasgospropios del problemaderivanen una
pérdidainapreciablede la energíadel sistema,siempreque no se aumenteel númerode itera-
ciones. Sin embargo,la descripcióndel estadode equilibrio esinadecuadaen tanto que la no
conservaciónde la energíadesvíala soluciónnuméricade unasoluciónfísicamenteaceptable.
Es esencialparael estudiosobrelos coeficientesde transporte,lo que fundamentala inves-
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tigación de nuevosmétodosnuméricos, obtenerunarepresentaciónadecuadade cualquier
estado de equilibrio (no necesariamente maxwelliano) sobre el que presentaráuna nueva
perspectivade cálculo, al contaríntegramentecon los efectosno lineales. Porestarazón,el
esquema en diferencias no ofrece eí rigor requerido para unajustainterpretaciónfísicade los
procesos descritos por el término colisional. La pérdida casi lineal de la energía del sistema
deriva hacia una solución de equilibrio a la que sólo es posible conferir cierto significado
matemático. Ciertamente, al igual que sucede con el problema de la sección 3.4.2(A,B). es
sencillo probar que g = 6(v) es también una solución estacionariadel problema(4.1) sin
significadofísico posibleque, por tanto,no puedesersolucióndel problema. Numéricamente
g se interpreta como el vector {1/Atióí,¿} que es la solución numéricaestacionariahaciala
que sc aproximaf en el esquemaen diferencias,en coherenciacon la pérdidasustancialde
energía que se profesa a medida que crece el número de iteraciones. Es claro que y representa
unasoluciónparticularcon significadoúnicamentematemáticoy en cuyostérminosse puede
interpretarla soluciónnuméricaen diferencias.

La pérdida de energía en cualquier esquema numérico origina inevitablemente, como
muestran los trabajos de [12], la incorrectaevolución de las colas de la distribución. En
este caso, f(v, 1) parece evolucionar, para velocidades altas, más rápidamenteque en un
esquemaconservativo,lo queorigina un tiempo de relajaciónmenor que eí dado por las
primerasinvestigacionesde W. M. MacDonald y M. N. Rosenbluth[9]. A pesar de que se
lían presentadoen la literatura algunosmétodosnuméricosen diferencias que mantienen
constantes la norma y la energía [13], estos esquemas requieren de un paso temporal muy
reducido, lo que alarga en exceso el tiempo de computación. Respecto a los esquemas
implícitos en diferencias, recientemente se ha publicado el trabajo [14] en el que se recurre
a la linealización del operador colisional.

Al inconvenientedc unasolución numéricade equilibrio no física, el esquemaen dife-
renciaspresentaademáscomportamientosno difusivos para ciertas condicionesiniciales fo
que se atenúan a medida que avanza el proceso iterativo. Es fácil verificar que tal compor-
tamiento se encíícntra para una condición inicial lo tipo (3.12), en los limites que marcan la
delimitación de la ondacuadradaoriginal, del mismo modoquesucedeen un procesosimple
tipo Wiener analizado en capítulo 2, Este comportamiento no difusivo persiste durante gran
númerode iteracionesparavaloresde r relativamentegrandes,acentuándosesi r aumenta
y permaneciendohastala soluciónestacionariade problemaslineales.

Ninguno de los comportamientosanómalosanterioresse han notadoparala solución
numéricaintegral, para cualquier condición inicial lo, aun sin el concurso de la autocor-
relación ‘P, si analíticamente se ajusta P,. , en el sentido deredefinir la desviacióncuadrática
como se propuso en el segundo capítulo. Se ha observado que para r = 0,1 y Av = 0, 05
con vm<¡x = 6, la pérdida de energía 2’o = 1 es menor del 5 por ciento tras medio millón de
iteraciones,desviaciónjustificadapor los erroresde redondeo,y cuyo control es inmediato
si ‘P concursa en el procesode ajustepara P,.

He desubrayarde nuevoquela probabilidaddetransicióna tiemposcortos,(4.12) repre-
sentaunaaproximaciónfuncionalal propagadorreal II. Estaaproximaciónse ve notablemete
optimizadapor el hechode que la suposiciónestablecidaen el caculode Pr sobrepequeñas
variacionesde Iv — v’¡ en la escala temporal r, estáreforzadapor lascaracterísticasfísicasdel
operadorde Fokker-Plancken la ecuacióncinética: el potencialde interaccióncoulornbiano
que dirige las colisionesbinariasentrelas partículasdel sistemafavoreceel débil intercambio
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de momentolineal. El decaimientoexponencialde la distribución E,. en y2 hace que sólo
seansignificativos numéricamentelos intercambiosde momentoentrepartículasrápidas,lo
que confiere al esquema numérico integral una evolución más lenta de las colas de la función
f(u, 1) que la concedida por la solución numérica del esquema en diferencias.

En la figura 4.3 se presentan los resultados obtenidos para la evolución de una onda
cuadradainicial para f(v, 0). El paso temporal r = 0, 01 tras 1000 iteracionesconduce
a la misma solución que r = 0,1 en 100 iteraciones. El casorepresentadocorrespondea
los parámetrosr — 0 1 y Av = 0,03. También se ha representadola función a(v,1) en la
que se recogela variación de los coeficientesde conveccióny difusión, como se afirma en
eí texto, pudiendo observarse que éstos permanecen prácticamente inalterados al cabo de
pocas iteraciones (véanse las figuras 4.1 y 4.2).
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Figura4.4: Aumentode la entrop<aS(i,,).

Crecimiento de la entropía SIL) = — fi In(j) d1v con ,. = O, i en 200 iteraciones. La gráfica inferior
muestra la diferencia 63 = S(t + r) — SQ) frente al tiempo O = t0~ Puede apreciarse como 63 es siempre
positiva, a pesar del elevado valor del peso temporal.

4.6 Conclusiones.

La aplicacióndel métodointegralnuméricoal problemade la ecuaciónCinéticaen la
Física del Plasma ha permitido derivar la correcta evolución de la función f(ti, t), así como
describir el estadode equilibrio maxwelliano, predicho por el Teorema-Ede Boltzmann,
que puedemantenerseduranteun número indefinido de iteraciones. Las condicionesde
fronteraespecíficasde la simetríaesféricase hanintroducidodirectamenteen la probabilidad
de transición a tiemposcortos. Las propiedadesestablecidasen los capítulos previos se
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2Figura4.5: Evolución de las colas de f. log[f(v,I)] frente a u

La gráfica sUperior muestra el comportamiento de log[J(n, ~)lfrente a v~. Se aprecia claramente que
la evolucIón de las colas de la distribución es mucho más lenta que la observada en las proximidades
de u = O. La curva inferior es el parámetro —a(u, O), casi estacionario a partir de 200 iteraciones.

mantienenpara el problemadel plasma,como si se tratarade una ecuacióndiferencial
lineal de Fokker-Planck.De forma generalquedanestablecidaslas siguientesconclusiones,
extensiblesa la resolución de problemasen condicionesde simetría menosrestrictivas.

1.- La probabilidadde transicióna tiemposcortos,adaptadaa las condicionesde contorno
del problema,conducea la evolución correctade la función de distribución.

2.- Las condicionesde contornoquedanautomáticamenteimplícitas en la función P,. no
siendo,por tanto,necesariorecurrir a artificios numéricos,parareproducirel compor-
tamientode la función f(v, t) en las fronteras.

3.- Se mantieneconstantela positividadde la función de distribución, como consecuencia
del propio carácterpositivo de los elementosde la matriz de evolución{Q~}.

4.- La condición de normalizaciónpara la probabilidad de transición se traduce en el
mantenimientoconstantede la normaelegidaparala función de distribución.
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Figura4.6: Energíaen los esquemasintegral y en diferencias.

comportamiento de la energfa 1 en los esquemas numéricos integral y en diferencies para un tiempo
total de 900 unidades, lo que supone iSOOOO iteraciones (aquf r = 0,005).

5.- El problemase resuelvesin recurrir a ningún tipo de linealización en f(u, fl.

6.- El procedimientode ajusteen el parámetroconvectivoa sirve parareconduciral sis-
temade tal modoquepermanezcaconstantela energíacinéticatotal, sinqueello afecte
a las tasasconvectivo-difusivas,lo que suponeno distorsionar la correcta evolución
tisica del problema.

7.- La evolución de ¡(nt) es fisicamentecoherente,por lo queno sólo quedaresueltoel
problemadetransiciónhaciael estadode equilibrio termodinámico,sino que también
se ha conseguidola descripcióncorrectade esteúltimo.
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Capítulo 5

Ecuación Cinética en Simetría

Cilíndrica.
Este capítulo centra la atención en la ecuación cinética de Fokker-Planck en la Física del
Plasma, estudida bajo una perspectiva más realista que la adoptada en el capítulo anterior.
Las condiciones de simetría esférica en el espacio de velocidades representan una imposición
poco útil para el tratamiento de la función de distribución del plasma totalmente ionizado,
Sólo en las proximidades del equilibrio maxwelliano eí tensor de difusión V para la ecuación
cinética (4.1) puede considerarse diagonal en el sistema de coordenadas mencionado, siendo
válida la solución obtenida para el régimen transitorio en estas condiciones. Obviamente,
para el tratamiento de problemas en los que se requiere el conocimiento de la función f cerca
del estadode equilibrio maxwelliano, los requisitossatisfechospor distribución, en cuanto
a isotropía en el espaciode velocidades,puedenconsiderarseválidos. No obstante,para
la representación de estados de equilibrio no maxwellianos, f no ofrece la independencia
angulartotal en unageometríaesférica. La presenciadel campomagnéticoE en eí plasina
inducea la elección deun sistemade coordenadasen el que las dosdireccionescaracterísticas
de la velocidad se elijan de forma perpendicular y paralela a la dirección del campo.

Las condicionesde simetríacilíndrica se erigen como la formanatural de la ecuación
de Fokker-Planck para aplicaciones prácticas con verdadero significado físico. Por ejemplo,
el estudio del transporte en la simetría esférica constituye un mero ejercicio académico,
cuya resolución sirve como banco de pruebas para el estudio de nuevos métodos de inte-
gración. Asumiendo que f presenta independencia azimutal en torno a la dirección del campo
magnético, la elección de la geometría cilíndrica origina un modelo de ecuación cinética más
útil, sobre el que pueden estudiarse los efectos de fuerzas exteriores y el calentamiento
por radiofrecuenciasdel plasma. La adición de estosnuevos componentesa la ecuación
de Fokker-Plancken condicionesde homogeneidadespacial, es particularmentesimple y
puedeser estudidabajo la ópticade un esquemanuméricointegral cuyarobustezparala
especificación del estado estacionario se ha venido confirmando a lo largo de la exposición.

La ecuación de li’okker~Planck en simetría cilíndrica da cuenta con suficiente generali-
dad de los procesos físicos implicados en el tratamiento cinético en un plasma totalmente
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ionizado, en eí rango de aproximación de las colisiones binarias entre partículas. Con la final-
idad de aplicar eí modelo de integraciónnumérica presentado en este trabajo a tal ecuación,
se ha estudiado ci caso del plasma de un solo componente en condiciones de homogeneidad
espacial.La extensiónde este problemaa plasmasde doso máscomponenteses inmediata,
siemprequela expresióndel propagadora tiemposcortos bidimensional .1’,. quedeperfec-
tamentedefinida. El tratamientode esteproblemacierradefinitivamenteeí modode operar
para la implementaciónnuméricaintegralde la función de distribución. Los preliminares
queinducen a la confianzadel método paraeste tipo de problemasse han apuntadoya en
los capítulos previos sobre problemas unidimensionales. La generalización a ecuaciones de
Fokkeer-Planck con más de una variable es trivial. De hecho, se han tratado por el mismo
procedimiento problemas no lineales con más de una cantidad conservada en el caso bidimen-
sional. Las mismas propiedades inferidas en las ecuaciones unidimensionales siguen siendo
válidasparaproblemascon másde unadimensión. Es evidenteque el carácterexplicito del
método numérico integral resultaahora más relevante que en los casos anteriores, ya que
el esquema numérico no requiere el concurso de procedimientos de inversión matricial. El
inconveniente esencial de los esquemas en diferencias implícitos radica precisamente en el
cálculo de matriz de evolución inversa, cuando existen derivadas cruzadas para la función 1
En estos esquemas se ha de recurrir a representar las derivadas de f en direcciones alternadas
para simplificar la inversión de la matriz de evolución, tratando los términos en derivadas
cruzadascomo explícitos, lo que generainestabilidadesparaciertos valoresdel pasotem-
poral por encima del mínimo requerido. En cambio, eí esquema integral se comporta de
un modo similar a los esquemas en diferencias totalmente implícitos, con la ventaja de que
las derivadas de f -incluso su comportamiento funcional en las fronteras- se recogen direc-
tamente en la representación de la función 6 de Dirac de una ecuación de Foklcer-Planck
auxiliar que da lugar al propagador aproximado P,. , para avanzar la condición inicial

fo. Son varias las propiedades de relevante interés que justifican el uso del procedimiento
numéricointegral parala resoluciónde la ecuacióntratadade estecapítulo.

El cambio de variables (1.18) y las propiedades de los coeficientes difusivos característicos
de la ecuación problema, introducen la determinación del propagador a tiempos cortos. La
correccion medíante la función de autocorrelación numérica fija definitivamente la expresión
de P,. y contribuye a la mejora del tratamiento de las magnitudes conservadas.

5.1 Cambio de variables.

Al igual que en el capítuloanterior,eí estudioque a continuaciónse presentaestáreferido a
la ecuacióncinética de Fokker-Planclcparala Físicadel Plasmaen ausenciadel término de
campomedio,responsablede la interaccióncon grannúmerode partículasen unaescalatem-
poral relativamente grande comparada con la escala que rige la efectividad de las colisiones
binarias. Nuevamente, la ecuación problema se refiere a las condiciones de homogeneidad
espacial características de la región central del plasma de un solo componente (electrones).
Por otra parte, desde un punto de vista macroscópico el cambio de las coordenadas espaciales
de cada partícula del sistema durante el proceso colisional puede considerarse despreciable
en la mayoría de los casos. Se estudiará en lo sucesivo la ecuación cinética (1.7) asumiendo
que el término Vr vf, quedescribela evolución de f en el espaciofísico real, permanece

1
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inalterado,en coincidenciacon la argumentaciónpresentadapor Trubnikov en la referencia

(1]. El movimientode la distribución de partículasen el espaciode velocidadespuedecon-
siderarsecontinuo. Desdeel puntode vistamatemáticoestacondiciónes obvia,ya quef se
interpretacomo unafunción densidadde probabilidadparaun procesoestocásticodescrito
por una ecuación tipo Fokker-Planck, expresada en términos de la divergencia de una cor-
riente de probabilidad, en cuyo caso el muestreo de la variable aleatoria v}i) produce una
trayectoria continua en el tiempo. Matemáticamente la ecuación de Fokker-Plank concede
al proceso la imposibilidad de que la partícula de coordenadasy pasea ocuparla posición
ir’ alejadade ir de forma prácticamente instantánea. Desde eí punto de vista de la Física
implicada en el proceso, la interpretación anterior es plenamente coherente con la asunción
de procesos colisionales gobernados por interacciones coulombianas. La corriente de proba-
bilidad se interpreta como el flujo de partículas del sistema a través de cierta superficie 3
del espacio de velocidades, en claro paralelismo con una ecuación de continuidad.

Si bien, en cualquierprocesofísico la velocidadde un partículapuedecambiaraprecia-
blementeduranteunaescalade tiempo reducidaen unasola colisión, la ecuaciónproblema
lleva implícita la característicade que,parapartículascoulornbianas,un cambiosignificativo
de la velocidaden sólo debidoa interaccionesen unaescalatemporalelevada.Los cambios
bruscosde velocidadde cadapartículade la colectividad puedenconsiderarseinexistentes.
Este hecho, a su vez, fundamentala aplicación de la interpretacióndifusiva asociadaa la
ecuaciónde Fokker-Planck,qiíe distanotablementedelos procesosdescritospor la ecuación
de Boltzmann,en la que ir puedecambiarabruptamente.

Bajo las condicionesprescritasen los párrafosanteriores,la ecuaciónde Fokker-Planck
se escribe como

ai ‘Bti¿

donde F representauna fuerzaexterior por unidad de masa, .1,, es el flujo inducido por
la onda de radiofrecuencias, [2], y O (f, f) es el término colisional de Landau expresable
tambiéncomo la divergenciade unacorriente~ como se indica en (1.7). La presencia
de fuerzasexteriores,habitualmentedebidasa un campoeléctrico uniforme E paralelo al
campo magnético, inducen a la adición de un término convectivo al vector de deriva D
implícito en el término colisional. Por otra parte,la contribucióndel flujo t es siempre
difusiva. En definitiva, 8f/ 8t seexpresacomola divergenciade unacorrientetotal 3 según

donde J 3~+30+F

en la que se contabilizantodos los efectosanteriores. El operador‘7 = ‘7,, actúaen el
espacio de velocidades.

Como consecuenciade la simetría azimutalen torno al campomagnético,¡ se supone
dependientesólo de las componentesy1 y v~ de la velocidad, perpendiculary paralela
respectivamente,a dichocampo.El sistemade coordenadasapropiadoparala descripciónde
f se refiere pues a las variables {v.~, ~‘ ~} originadas por un cambiode variablescartesianas
a cilíndricas. La conexióncon el sistemade coordenadasesféricas{ti, 6, ~} y cartesianas
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{VX, VII, vj>

= y
1 cos~ = y senO cos4~

= 13~ sen~ = y sen
6 sen~

v~= = vcosB

dan las relaciones entre los elementos del tensor de difusión en coordenadas cilíndricas y
esféricas, según

= v/v2D
6~+ 2v11v1/v

2Dg~+ v~/v2D
00

D1~ v1v~/v
2D~ — (y2 — v2)/v2De~ — v

1v11/v
2D»

6 (5.2)

liii — v~/v
2D,,. — 2v

11v±/v
2Do~+ v~/v2Do

8

permaneciendoD~ inalterado, Análogamente,la transformaciónde las componentesdel
vector D paraambossistemascoordenadoses

JJ±= v1/v D» + v0/vDo

D11= v~/v 1k — v1/v D0. (5.3)

Utilizando la expresiónparala divergenciade un tensoren coordenadascilíndricas o, alter-
nativamentelas ecuacionesdel cambio de variables(1.18), la ecuacióncinéticase reescribe
como

8ff 8 8 8

~v{ ~ — —

8v
1 D,~ } F(v~,vi;t)

8 8 8
— —D ~ } ff(v1,y11;1) (5.4)8v

1 — 8v

donde se ha definido la nueva función .9 = 2irv1 ¡(y1 ,v11; t) que generaunaecuacióntipo
Fokker-Planck en las variables y1 y v1~. La nuevaconvecciónformal asociadaa la variable
u1, notadapor D, presenta la forma

D
= +1)1114,

en claroparalelismocon la definición de D en el casocon simetríaesféricaen el espaciode
velocidades.

En ausenciade fuerzasexteriores,suponiendo3~ = O, el flujo J cuentasólo con la con-
tribución del término colisional 3 ~,.Los elementos del tensor 23 y del vector de convección
U se obtienena partir de los potencialesde Rosenbluth(1.8) ~(v1 , t) y ~&(v1,v1~; 1).
Si se adoptade nuevo el sistemade unidades(4.13) del capitulo anterior, tales coeficientes
adimensionalesse determinanmediantelas relaciones

8 831

’

D0=2 __

1 831’
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En dichosistemadeunidades,los potencialesdeRosenbluthseredefinende modoque ambos
mantienenformalmentelas expresionesasociadasalos mismosconlas unidadesfísicasreales,
esto es:

= —tf ¡ f ir— v’¡ <f(y§»i4;t) dv’dy’ dq5’ (5.6)

= ~tJ~ooJoJo ¡ir’ < vf,f(vft»v~;t) ~ (5.7)

= — 2v±i4cos(~—t’) + v2 + (y—y’ )2

Si 3 cuentaúnicamenteconla contribucióndebidaalas colisionesbinariasentrelas partículas
del sistema,la ecuación(5.1) adoptala formaalternativa

81? _ oF D
11 D1 a al

—— ¡ —+———D ——D —I F(v1,vi;t)8~~L y
1 2

1II8v~ 118v
4,]

(5.8)

o F w~ D0 8 8 1
8v ¡ y +——D ——D— ff(v1,v;t)

II L 2 ‘~ Vi’,, liii 8v~

dondese hahechousode la relaciónentrela divergenciadel tensorde difusión23 y el vector
de derivaU, que se traduceparacadacomponenteD,, en

D0<= 2 [‘723 la: (59)

satisfechaen virtud de la propiedadV
2~ — s~ para los potencialesde Rosenbluth. No

obstante,con la finalidad de aplicar el método de cálculo propuesto en el segundo capitulo
paradeterminarla expresiónaproximadadel propagadora tiemposcortos 1?,- , seha optado
por preservarla forma dadaen (5.4). Comoha venido siendo habitual a lo largo de toda
la exposición; la representaciónde la función 6(v — ir’) ha de incluir en sí misma todasla
derivadas que afecten a los coeficientes de difusión en la ecuación de Fokker-Planck y por elio
es conveniente que todos los coeficientes D

0<>, f se hallen a la derechadel operador82/ 8v.,
Bvg. La interconversiónde ambasexpresionespara t ~ O, posiblementecon la presencia
de fuerzasexteriores,ha de hacersea travésde la redefinición de las conveccionesformales
D7 y D11 asociadas a la ecuación (5.8) en E(v1,v5;I). Si el flujo 3,., seda como

3~= —1% VI

[2], éstese modificaráde tal formaque,suponiendolos elementosdel tensor D ,~, dependi-
entesde ir, se reescriba según

quepresentaun término convectivoformal o espúreo D .~,, inducido por las condiciones de
geometría. De este modo, la corriente total 3 es formalmente análoga a la misma para el
término colisional sin calentamiento adicional y sin fuerzas exteriores

3= D*f~V.D*f
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con D*= D + ]3~.,+ F y D*= D +D~
En lo sucesivo,la ecuaciónproblemase reduciráa aquéllaen la quesólo se cuentacon

el término colisional. La aplicación de la matriz de evolución para eí método numérico
integral puede extenderse fácilmente al problema general sin más que proceder en la forma
indicadaen ci párrafoanterior. El objeto esencialdeestetrabajoesfundamentare ilustrar la
aplicabilidad del método numérico integral. No se pretende, por tanto, variar los parámetros
característicos del sistema con el fin de estudiar un comportamiento físico determinado. 5e
desea establecer la eficiencia del nuevo modelo para la descripción de los regímenes transitorio
y estacionariosobreun sistemacon magnitudesconservadas.Por ello, abordarla ecuación
cinética con la presencia única del término colisional de Landau presta sencillez al desarrollo
en la resolución de un problema en la distribución ¡, que confluye a una únicasolución de
equilibrio. La simplificación de la física contenida en la ecuación original (5.1) no colleva en
modo alguno la limitación del conjuntode problemasen el que el método resultaeficiente,
pero sí contribuye a la claridad y transparencia en la observación de las pautas a seguir
cuando se desee profundizar en la física no lineal implícita en la ecuación Cinética, lo que
constituye el objetivo inmediato de nuestro grupo.

Las condiciones dadas en eí párrafo anterior, en virtud del Teorema-II de Boltzmann [3),
dirigen la evolución de f hastala solución de equilibrio maxwelliano

112
1 exp{—[-—-’-- + ~ (5.10)

= u
27’~ 27~

con T~= 2’~ = T. La constante 2’ se refiere a la temperatura isótropa o energía media de la
distribución, que coincidirá con la unidad en el sistema de unidades establecido por (4.13).
Las temperaturas anisótropas transversal y longitudianal T~ y 2~, así como la temperatura
2’ se han definido, en la forma habitual

— E dv
1dv11= + v~>

= ffy~ E dv1dy» = < v~ > (5.11)

T=flfv
2Fdv±dvi= 2 1

La energía media del sistema ha de mantenerse constante en toda la evolución. Dado que
D

1 y Dq representan los incrementos colisionales de la velocidad <Av¡> y <Av1 Ay5> /2
de una partícula testigo del sistema por unidad de tiempo, las tasas de variación temporal
para las transferencias de momento y energía para una sola partícula son proporcionales
respectivamente a las cantidades

dv¡ —

dt
y

dv
2

= 2 (D
11 + viD1), (sumaen i = a, u, z)

lo que conduce, para el sistema global —si f’ denotala función ¡(ir’, 1)— a

IJJ VV¡rddí

¡y —
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= 2<Dií+v¿Di> = ~Jf V-

unidad de f, serán y = 31. =En eí sistemacoordenado{v.,,, y
11, ~} las únicascontidadesconservadasdel sistema,excep-tuando la norma <~11> <~

2> Los momentos <v~> y (u2> han de
evolucionaren el tiemposegúnla ley

d
2 d d

= = —~,~i’i> = —~j
2]¡ (5.12)

en concreto,las variacionestemporalesindependientesde dichos momentosestán regidas
por las ecuaciones

= 2<D
11 + D~ + v1D±>, ~—<~~> = 2<D111~ + y11D11>. (5.13)

Cualquieraqueseala condicióninicial fo, la función de distribuciónevolucionaen el sentido
quemarquela transformacióngradualde f en la distribuciónmaxwelliana(5.10) con =

= 2’, en concordanciacon el requisito del aumento en la entropía del sistema. En
este sentido puede hablarse de un tiempo básico global de relajación rr como distintivo
del tiempo que tardafo en aproximarsea la solución de equilibrio. En las magnitudes
adimensionalesdel problema,rr es del orden de

7r 16r/v¶ 35, 5 queen unidadesreales
es i-~a3/ (nLO/0) donde a es la velocidad térmica KT/m y it la densidadde partículas.
En general,fo define unadistribución inicial parala cual la diferenciaAl

0 = lo — es
1 ¡¡

distinta de cero. Es común tratar con un tiempo de termalización re que orienta sobre
el tiempo de isopropizacióndel sistema. Parapequeñosvalores de la diferenciaAl, si se
opta por representarfo en la forma (5.10), la referencia[1] muestraque 2’~ — 2~ decae
exponencialmente de acuerdo con la ley

T4,—7~¡ Al0 exp(—t/ro)

donde r1 es una medida del tiempo que tarda la diferencia entre las temperaturas transver-
salesen reducirseen un factor e, cuyo valor resulta ser del orden de

5
¼rrSd 1,566rr.8

Si bien estasestimacionessonsólo orientativas—ya que no se conocesoluciónanalíticapara
f— pueden ser empleadaspara el ajustedel pasotemporalr del esquemanumérico. El
valor relativamentegrandedel tiempo de relajación adimensionaly las característicasdel
sistema relativas a la débil variación de los coeficientesdifusivos en el tiempo, así como
las características alusivas a la estabilidad del método integral, permitirán tomar valores
de r mayoresque los utilizadoshabitualmenteen esquemasen diferencias.Por otra parte,
las leyes de evolución paralas temperaturastransversalesy la energíamediadel sistema,
seránútilesparacalibrar la velocidadde evolución dela solución numéricahaciala solución
de equilibrio, con el fin de compararcon la evolución real de f esperadaen el problema
continuo.



140 Capítulo 5. SimetríaCilíndrica.

5.2 Cálculo de los coeficientesde difusión y deriva.

Los métodos semianaliticos básicos para la resolución de la Ecuación Integral de Fokker—
Planck en la Física del Piasma están regidos por la opción de representar el término colisionad
de Landa,> bajo Ja perspectiva de linelizaciones que merman el contenido físico real 4e los
procesos implícitos en el problema. Es habitual recurrir a desarrollos multipolares de la
función de distribución truncados hasta cierto orden, lo que obliga a correcciones en ¡ para
mantener las propiedades conservativas del operador colisiortal. Los desarrollos perturbativos
de la función f en torno a la distribuciónmaxwellianade equilibrio se caracterizantambién
por aprovirnaciones que fuerzan la conservación de la norma y la energía. Estos últimos
procedimientos son esencialmente aplicadospara la determinación de los coeficientes de
transporte que caracterizan al plasma. En condiciones de equilibrio no maxwelliano el
problema llega a ser irresoluble de forma analítica. En este sentido se han desarrollado
numerosos procedimientos de integración numérica que intentan ser consistentes con toda la
fisica involucrada en la ecuación alineal. Los métodos en diferencias se ven obstaculizados
esencialmentepor la imposibilidadprácticade recurrir a esquemasimplícitos que derivenen
una matriz de evolución fácilmente invertible. La presencia del coeficiente difusivo D

4,~~ en
(5.1) origina un término con derivada cruzada en las variables v~ y 114, quehaceimprocedente
cualquier método implícito en diferencias, pues eí procedimiento de eliminación de Gauss
parala matriz de evolución resultainoperante. En estecasose recurre a modelosen los
que este término se trata de forma explícita, imponiendouna limitación ohvia sobre el
valor del pasotemporal,como muestrala referencia[21. Un acercamientoal problemalo
concede ci método de integración basado en elementos finitos que en el caso del plasma da
lugar a resultados similares a los encontrados por los métodos en diferencias finitas (véase
la discusión de Karney en [2].) A la vista de tales dificultades el objetivo primordial del
método integral ha de ser, al menos, solventar los problemas de inestabilidad acaecidos en
los esquemas en diferencias y derivar un algoritmo que genere una solución numérica acorde
con las característicasconservativasdel operadorparaeí casocontinuo.

El primer obstáculoen la consecucióndeestos finesse hallaen la aproximaciónnumérica
con la que ha de representarseel término colisional de Landan,lo que equivalea diseñar
un procesode cálculo físicamenteaceptableparalos coeficientesde difusión y convección
Q~a y U> —los subíndicesgriegos se refieren a las coordenadascilíndricas,— La primera
alternativaofrecida en la literatura sobre el tema presta la posibilidad de recurrir a la
descomposiciónde .F(vsenft, y cosO t) en seriesde arménicosesféricos, representadospor
Polinomiosde Legendrey calcular así los potencialesde Rosenbiuth.Este cálculo impone
truncar cadaserie hastacierto orden 1< de potenciasen y. Rarney ofrece la posibilidad
de cortar la serie en .1< = 10 y aplicar las relaciones (6.2) y (5.3) para determinarlos
coeficientesdifusivos encoordenadascilíndricas. Dadoqueel truncamientodela seriepuede
suponerunapropagaciónde erroresque afectea las leyesde conservaciónparala energíay
la norma, se ha optadopor calcularnuméricamentelas integralespresentesen el operador
colisional contabilizandoa priori, esto es, antesdel procesode implimentación temporal,
cadaintegral angularen ~‘, dadala independenciaazimutalde E. Un inconvenienteadicional
se presentaen el cálculo numéricode las derivadasde los potenciales~oy ~ que suponen
la aproximaciónen diferenciasde las derivadasen (5.5). Por estarazón es conveniente
presentartodaslas operacionesde formaintegral, al igual que el esquemade avancetemporal
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para E, e integrar directamentelas expresionesanalíticas originadaspor (5.5). A pesar
de que el número de integraciones numéricas aumenta considerablemente, esta pauta de
operaciónes másconsistenteconlos rasgosdel esquemaintegralqueel cálculopor derivadas
numéricas de los potenciales de Rosenbluth. En definitiva, se ha actuado de igual modo que
el propuestoen el capítuloanterior en la seccióndondese calculan los coeficientes~ y A,,
para una distribución isótropa f(IvI,t). Porotra parte,como se mostróen aquellasección,
las propiedadesconservativasdel operadorcolisionalse exhibenclaramentesin el recursode
redefinir los coeficientesdifusivos, o la propiafunción f, en las fronterasde la retícula.

En las relaciones(5.5) se contemplanimplícitamentelas expresionesde las quese infieren
por integracióndirecta cada uno de los coeficientesD., y D.,g. Por aplicación de estas
relacionessobre(5.8) se tiene

= —~ J 2!~if(vf,,, u~; i)clv’ (5.14)

= f u26.,~~— f(vI,i=;t)dv’ (5.15)

dondeu representala módulo del vector ir — ir’ y dv’ el elemento de volumen vQdv~ d~’
dv’. Si seoptapor tomarlas componentesy

1 y y11 del vector y sobrelas ejesy y .z de un

sistemacoordenadoarbitrario,la integracióna todo el espaciode velocidadesen ir’ ha de
contarcon las relaciones

u = ¡‘,r—v’¡
2=v~ —2v±v~,,cos~’+v12+( y

11— y~ )~

uj. = u . ej = y1 — v¶~ cos~’

114 = U = lJ~ ‘-Va

u . e~ = ~visen~’

en las que se ha implicado la representación en coordenadas cilíndricas del vector ir’ y se ha
hecho 4t = O, ya que la presenciadel ángulo azimutal(O =t =2w) no afectaa las integrales
anteriores. La proporcionalidad en sen#’ de u~ hace que los coeficientes D~, D±,,y D11~~.
sean idénticamente nulos. De esta forma sólo se requiere eí cómputo de seis coeficientes en
lugar de los nuevequeapareceríansin la simplificación de la simetríacilíndrica. Se advierte
fácilmente que la integración sobre ~‘ puedellevarsea cabode formadirecta y reducir cada
integral tridimensionala una integral en dosdimensionessobrelasvariables <,, y v~. Si se

define el parámetrofuncionalm(v1 , y11 ¡y’.,,, 4) en la forma

= 2v,~v1.,~ +rú
2+(v

5 ~v92 O<m< 1
todas la integralesse expresanen términos dela función

E(njrn) = 1— mcos4Y )3/2
~ cas»~

>
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ron a 0, 1, 2~- resolubleen términosde integraleseh’pticas. Realmente, el conocimiento

de l~s tres integralesE(O}m), E(llm), y E(2¡rn) resuelve eJ problemade la eliminación de
las variablesangulares.Como cadaintegralde tipo elíptico es independientede E, conviene
procedera resolver numerlcamenteE(njm) para M valores del parámetroni comprendidos
rntrr II y 1 e interpolar linealinenteparacualquier valor real de ni, obtenidoal evaluareste

paráfliftró dependientede y.,, 14 y de jis> — v~¡. Definitivamente,los coeficientesdifusivos

puedenevaisrarseen cada pasotemporalen la forma

ff d«,?j( u,,,14, u> — <1) ~ t)v1di4dV~

(5.16)

O,, ff 4< ~ — i”j ) f(y4,,v1>;t)v~dV’.,,d14

dr~nde las seis funciones { d 1 son independientesdel tiempo, por lo que puedenser
archivadasen memoriacomo vectores de tres indices, o recalculadasen cada iteraciónsi
se opta por dimensionartinicarneatelas tres integralesde tipo elíptico (it = 0,1,2)

1 f m 13/2 f~ cos» ~ (5.17)

4v t2v,,>,’] Jo(1 — ni cos

dr las quese desprendenlas definicionesde las funcionesauxiliares

d14,= (u~ + vflI(O) — 1421(2) 1
dtiz.v —ui(v.,I(O) — vlI(1))

d~tz (v~j + u~ )I(O) — 2v’y,,1(1> + <~.21(2){ d }vr d~1= <u
2 -t v’2)1(O> — 2v’v

1l(1) ~~, .J (5.18)
- = —4v~ «0) + 414 .1(1) y d11 — —4

fas integralesde (5.16) se resuelvenmediantela aplicaciónde la ReglaExtendidadel Punto
Medio, dr estemodo la integral que define el valor medio de D0~ +v0fl4 proporcionala
dT/dt según(5.13) es idénticamentenula, ya que

daa+vada = .2( >,2 — y’ 2)1(0);

CDXI 1>.,, y ti con ir> se tienedadoque 1(01 no cambiasi sc mutanentresi las variablesu’
y dv.,dn1)

+ t’rxDa)Fd
2V = ~2JJ(v2 ~v’ ~)1(0) FF’d2vd2ir’ = o

comose afismó. El resultadose mantieneparael esquemade integraciónpor rectángulos:
la sumasobrecuatroíndicesquedefine la fórmulade cuadraturaparala expresiónanterior
es nula, independientementedel númerode puntosM que se utilicen en la interpolaciónde
Ia.s integralesde tipo elíptico. Bastatomar M 100 paraqne la interpolaciónlineal en
el argumentoni de las tres funcioneselípticas numéricasse aproximennotablementea sus
valoresreales.
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La integración sobre 4” en E(n¡m) puede hacerse también analíticamente, expresando
estas funciones en términos de las integrales elípticas analíticas, que se tasarían mediante
las aproximacionesque al efecto se han desarrolladoen la literatura para computaciónde
funcionesespeciales. La complejidadde estaalternativaredundaen un cálculo tedioso e
innecesario,pues el orden de aproximaciónde la integraciónnuméricaen 4’ puede superar
al dispensadopor estasexpresionessemianalíticas,siendo menor el tiempo de computación
aunparaunared muy fina (á4’

El conjuntode funciones{ d ]. equivalealasfuncionesaA y 0D definidasen el capítulo
anterior paraeí cálculode los coeficiente~ y A en la ecuaciónintegral de Eokker-Planck
sobre la distribución isótropa f(ti,t). En las figuras 5.1 y 5.2 se han representadolos
coeficientesdifusivos antesde alcanzarel estadoestacionariopara el caso quese ilustra en
las gráficassiguientes.

0.’¶ alo
‘41 014

‘(u 01~
((02 8)2
a, e,

‘AAt 000
01(0 ala
(0>1 ea,
(102 Ini

-2 (2

0484

0.(>2

0.02
001

0
-00)

.002

.082

.0.84

•0

.20 .20

Figura 5.1: Coeficientesde dibsiónD
0p en simeArfa cíl<ndrica.

fletalle en (0.3)x (—2,2) de los coeficientes de difusi6n D0s y del determinante »Ir tras 20 Iteraciones.

Al igual que en el problema con simetría esférica, la discretización de las variables no
distorsiona la naturaleza conservativa del operador colisional. Este hecho es esencial para el
ajusteiterativo de la función de autocorrelaciónnuméricaqueoptimiza recursivamentela
expresióndel propagadora tiemposcortosen el transcursode la iniplementaciónde f. La
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Figura 5.2: Coeficientesde derivo.
Componentes radial y axial del vector de convección real fi y del vector efectivo de deriva Á utilizado
en el propagador 1’.

complejidad añadida por el uso de la geometría cilíndrica eleva notablemente el tiempo de
computación, ya que el número de integraciones para el cálculo de los coeficientes difusivos
aumentaen un factor SN2 —supuestala retículauniforme con v¿ = IV Av — . De hecho el
cálculo de estos coeficientes consume el mayor tiempo de computación del programa. Estric-
tainente,es necesarioevaluaren cadapasotemporallos seis coeficientescaracterísticosde la
ecuaciónproblema,sin embargo,como se anotóen los preliminaresdel capitulo, estoscoefi-
cientesvaríanlentamentecon el tiempo, característicaque se apreciaostensiblementeen el
casoesférico,por lo que realmentesólo seránecesarioevaluarlosdurantelas primerasitera-
cionesen cadapasoy calcularloscadacierto númerode pasoscuandola soluciónnumérica
se aproximeal equilibrio. En el equilibrio es posible conocerlas expresionesanalíticasde
los elementosdel tensorde difusión y del vectorde deriva,ya que f representauna función
¡sotrópicadependientesólo de ti. Mediante las relaciones (4.15) y las ecuaciones de trans-
formación (5.2) y (5.3) en las proximidadesdel equilibrio maxwellianose tiene (D

00 = O,
= O)

= + c
2D

9, D4,11 = sc(D0,,— y86) V1111 = c
2D

01 + s
2fl

80
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= —2v
4,D0~ D11 = —2vD ~ =D8,

donde s = sen O = v1/v y c = cos fi = ti ¡y En el sistema normalizadode unidades
los coeficientesdifusivos no nulos en el equilirio (en coordenadasesféricas)adquierenlas
expresiones

= yi’—ifer($=) — ______

4,,’ ->/Wv
2

D —.A.~.fer(2~.).Pfl, D
0=—2vD~5~ ~ 2

Ensencillo probarquelas componentesdelvectordeconvecciónparala soluciónde equilibrio
satisfacen,alternativamente,las identidades

D4,=—2 [~.D.LJ. + #LD±II] y D11 = —2 [~.~±11 + ~tDíi5] (5.19)

junto con = D86, sustituidasen (5.4) o en (5.8) con 27,, = = 1 anulan el flujo .1
en cualquier puntoir, como cabria esperar. Opcionalmente, (5.19) proporcionaunarelación
que puedeaplicarseparaevaluar los coeficientesde deriva en todo instantet sustituyendo
T~ y 2~ por T1(t) y 2]~ (t). Esta opción reduce el tiempo de cálculo de los coeficientes
difusivos, contabilizandolos efectosde la no linealidad en la ecuaciónproblemade forma
más aproximadaque la ejercidapor el usode un operadorcolisionalquasi-linealen torno a
la situación de equilibrio, C¡j» (f~¡a~, f), tan habitualen la literatura(véase,por ejemplo,
[2] ).

Las identidades anteriores orientan sobre la dependencia funcional en las variables y4,

y ti11 de los coeficientes de difusión y convección relativos a la ecuación integro-diferencial
de Fokker-Planck. Los comportamientosasintóticosde estoscoeficientesdifusivos, en las
fronterasdel espaciode velocidades,se mantienenparacualquierinstantet de la evolución,
siempreque f(v, 1) sea una función bien definida en el sentido de distribuciones. Este
rasgo,apreciadoyaen el capitulo anterior,es fundamentalparadefinir unaprobabilidadde
transicióna tiemposcortos ~r óptimaparael avancede la distribución inicial fo.

5.3 IEl propagador P7 en simetríacilíndrica.

Una vez obtenida la ecuación de evolución en diferencias progresivas para la nueva dis-
tribución E, en las variables (y,,,1>11), se requieredeterminarla expresióndel propagador
E,. adecuado para eí avance temporal de la condición inicial Fo. Al igual que en el pro-
blema equivalente en simetría esférica, la probabilidad de transición ha de contener en sí
misma las condiciones de contorno que permitan mantener constante la norma inicial de la
distribución. En este caso, la corriente de probabilidad 3, en sentido matemático, o eí flujo
de partículasen sentidofísico, ha de anularseen las fronterasde la superficie3 que limita
el espaciode velocidades,esto es

n . 3 (S) = O
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donde n representa el vector unitario normal a la superficie S. En particular, se tendrá

Hm j.t(v15v11;t)= O
VI—>

Hm ji(v4,o~1;’) O
ce

lirnii(v±,v5;t) = O

donde jx y j1¡ representanlas componentesdel vector,j, que da lugar a la expresiónalter-
nativaparala ecuación(5.4) en eí propagadorII = P(ir,1¡ ir’,i’) en la forma

= —~ — =i. _ _ V_ j, (5.20)
8v1 6v~~

7c11 es el aperador(8 /8v
4,, 8 /8v11), análogoformal al aperadorV en coordenadas

cartesianasDe(5.4) se desprendenlas relaciones

D a a
.L 8v 4,> 8v

3- II 4-

ii1= » a a p8yDj~¡j — s~Dí1íí

donde los términos D0 y D~p dependende a travésde la propiadistribuciónE.
La forma del propagador II para pequeños valores en la diferencia i —1’ podría obtenerse

integrando sobre las variables angulares la expresión de la probabilidad de transición habitual

a tiempos cortos (2.13), cuando dicha expresión se reescribe en términos de las coordenadas
cilíndricas características del problema. Este procedimiento tropieza con inconvenientes
equivalentes a los surgidos para consumar este propósito en el problema con simetría esférica.
En estecaso, el argumentode la exponencialparadichaprobabilidad

1
con U = v—v’—Dr

da lugar a integralesangularesdel tipo

2,r

l(a, b) = e a ces(O)+ sen ‘(o) dO

dondea y b dependende D11, D4,11, D~ y D1 evaluadosen las variables primadas. La
integral ¡‘(a, 6) se traduce analíticamente en una serie de funciones de Bessel 1,, (z) desegunda
clase y de orden u en la forma

I(a,b) = 2 v’~É r~i” t’(n+ ) (5.21)
fn(a)

que sereduce a un único sumandoen lo(a) si 6 = 0. La expresiónanterior resultaa todas
luces inoperante para evaluar en cada paso temporal el operador integral de evolución que



5.3. Propagador~r 147

permite avanzaren el tiempola distribución. Sólo si el tensorV~ es diagonal,con D’ —

eí parámetrob se anula, por lo que E,. se expresa en términos de la función ¡‘o,
fácilmenteevaluablemediantefórmulasaproximadasdesarrolladasparala computación.De
forma general,la serie de (5.21) no se resumeen un único sumando,no siendo posible,
además,establecerun criteriopráctico quepropicie el truncamientode estaserietras cierto
número de términos.

Es obvio que la expresión de E,. debe obtenerse directamente de la ecuación (5.20)
mediante la generación de un operador auxiliar L ~p aplicando el procedimiento establecido
en la sección 2.2.2. Con este propósito conviene mantener explícita la dependencia en 1/u4-
sobrela expresióndel operadorauxiliar, con el fin de no absorberen la representaciónfi
= 6(y,,,—14) 6(y11 — %) el comportamientodel propagadoren el límite y4- —o O. Esta opción
derivaráen una expresiónde E,. que se halle normalizadasobrela región en la que se
define E en las variables decampo {v4-, ~í} no primadas,independientementede les valores
que tomen Da y D~g tasadosen las variables14 y y~, La convenienciade estaopción fue
ya discutida en el capitulo anterior. Así mismo, todas las derivadas sobre los coeficientes
difusivos se supondrán contenidas en la propia expresión de la función 6 de Dirac. En este
sentido,un primer acercamientoal problemaconcedeal operadorauxiliar L >p = L ~p
la expresión

[1 + r Lpp] 6= 6 + rL~~16 = 6—

8 D’ a
~- ‘-II 8v11 4k—r 8v ~

4+D’ —D’ ——D

Tb[DHD~íí~D~íít 16
dondeel indicador ‘ denotalos coeficientesevaluadossobrelas coordenadasfuente{v§,y’ }

Ya que se ha decididono incluir el factor 1/y,, dentrode la representación6 interesaahora
analizarel comportamientode ~r en el límite de y

4- —~ O. Dado que E,- hade de ser la
solución formal de la ecuación

8.Pr _ L~~1 E,-

tratandotodas las magnitudesprimadascomo parámetrosconstantes,el comportamiento
asintótico de E,- en eí límite anterior se recogeen la ecuación

8P(v4-) _ 8 D’ 8 ]P(y )
— ——r ~Dr 8v4- y4- Dv4- 4-4- 1 (5.22)

donde se ha supuestofijo el valor de v~. Así pues, como orientaciónsobrela dependencia
funcional en y4- de la probabilidad de transición a tiempos cortos, basta resolver la ecuación
anterior con las condiciones de corriente nula en y4-= O. En este caso,la solucióna (5.22) se
obtiene deforma inmediata mediante el recurso de la reducción a un problema de autovalores.
El problemade Sturm-Liouville asociadopresentaun espectrocontinuo de autovalorescon
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autofuncionesdadasen términosde funcionesde Besselde primeraespeciey de ordenu, de
formaanálogaa la Ecuacióndel Calor en simetría cilíndrica, pero con u ~ O~ en concreto

dondeel ordenu de la fución de Besselde segunda especie es

u= ~1D$DI±— 1)

dependientede la relaciónentre~Z y ~1±~Es evidenteque la situaciónmejorarespectoa
la obtenidapor la serie infinita de (5.21) perola dependenciaen v~ del índiceu incurre de
nuevoen la imposibilidadprácticade evaluaren cadaiteraciónlas funciones1>,, sin queello
supongaunadilación excesivaen el tiempo de computación.Sólo si D4-4- = D~, el índice u
es independientede todaslas variablesdel problemaya que, en este casou = O.

El término convectivoespúreoD~/v4- introducido por las condicionesde geometría,de-
riva en una expresión prácticamente intratable para la probabilidad de transición a tiempos
cortos.Sin embargo,esteinconvenientepresentasuanálogoformalen el problemaestudiado
anteriormenteparacondicionesde simetríaesférica, En dichasimetría, el comportamiento
de 1-’,- parau —, O se recogeen (5.22) si ~ se cambiapor 2D60, pero la redefinición del
términoconvectivo2D,8/v±D0 parav

2f en la forma 2D
00/v+ A0 generóunadependencia

en Jj. reducibleaexponenciales simples. La situación para el problema en simetría cilíndrica
essimilar, siempreque puedanredefinirselas conveccionesformalesparala ecuaciónen E de
tal formaque,en la ecuaciónasintótica(5.22) el coeficienteen 1/y4- coincidacon D4-4-. Esta
opción es realmentefactible, paraello bastarecurrir al análisiscualitativo de los coeficientes
D4- y D11 cuandoestosse expresanen función de la divergenciadel tensorde difusión según
(5.9 ) para dar

___ — D4-4,—D~, + 8( fl4-4- + D1111 )
2 y Dv4-

4,

a
2 y,, + —(D4-4- + D1111)

lo quesugierela redefinición de D~/v4, +D4- y D11 según

D D D
~±D3-= —~

4-+A., y ~~11= —~+A , (5.23)
4- y II

ti,,

del mismo modoque en el problemacon simetríaesféricase definió 2D
40/v+D,, =

A0, en función de un nuevo términode derivaA, cuyo comportamientoen y era similar al
mostradopor la componenteradial D, del vectorde convecciónD.

Los nuevoscoeficientesconvectivosformalesA4, y A11 exhibenun comportamientofun-
cional similar al presentadopor D4- y D11 en la región (O, co [x ] — co, oo[ asociada
a las variables (v4-,v11); de hecho, las relacionesA1/D4- y Á11/D11 representanfunciones
prácticamente constantes. Esta propiedad puede verificarse sencillamente cuando cada uno
de estos términos se reemplazan por los correspondientes para la solución maxweliliana de
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equilibrio, dadosen la secciónprecedente.Es evidentequela situaciónes ahorasimilar a la
encontradaparala relación A0/D0 en el problematotalmenteisótropo. Dadoque D4-11 /i~

se mantienefinito cuandoy~ tiende a cero, la contribucióna E,. del término 1/y4- queda
implícita únicamenteen D4-4-/v4-, por lo que (5.22) recoge un comportamientoasíntotico
paraestelimite en función sólo de

1o, fácilmenteevaluablemediantefórmulas decuadratura
con funcionespolinómicasy exponenciales,desarrollasparala computacióny sobradamente
conocidasen la literatura[4]

Los argumentosanterioresconducena la definición de un nuevooperadorauxiliar la
similar a la con las sustitucionesindicadasen la relación

la = la h í(D~~~ Df,
4,~D~~A~¡ D~ .~=J~L+A9. (5.24)

1

Este oeradororigina unanuevaecuacióndiferencialpara E,. , cuyasolución esla expresión
de la probabilidadde transicióncuandolas funcionesprimadasse tratancomo parámetros
y i- se identifica con eí tiempode evolución parala ecuaciónde Fokker-Planckauxiliar. Con
el fin de eliminar los términosen derivadascruzadasse haprocedidoaun cambiolineal de
variablesen la forma

Dl
4-II

r=y4- y z=v~ —

4-4-

para el cual, el jacobiano ¡¡Jj¡ de la transformacióncoincide con la unidad. La ecuación
diferencial queha de resolversepresentaahorala forma

DF _ 8 FDrr ai ar
— —— I+ArDrr~IP~ iA2—D~— iP

Dr 8rL y 8rJ 8z1 DzJ

SL Di
DL’ ,.=A& yA2=A’——~-~’-A’con D,.,. = Df,,3-, D~ = A II Df,,4-

dondeD representael determinanteD~ = D’ D’ — D’ 2 Es obvio que la nuevaecuación
-‘-4- DII 4-II

en {r, 4 sin términos en derivadasmixtas es fácilmente identificablecon unaecuaciónde
Fokker-Planckcaracterizadapor un tensor dedifusión diagonal,que en coordenadascarte-
sianaspresentalas propiedades~ = ~ = Dr,. ~ O y ~ ~ 0, lo que sugierela posi-
biidad de atribuir como solucióna la ecuaciónanterior la función resultantede integrar en
las variablesangularesla expresiónde la distribución gaussiana(2.13) cuandose procede
a un cambio de variablesa coordenadascilíndricas en r y r’. La formadiagonaldel tensor
Drr simplifica las operacionescontenidasen dichaintegral y reducela función f(a,6) dada
por (5.21) a un único sumandoquecuentasólo con

1o, Estaargumentacióndispensauna
expresiónapropiadade E,. , sin recurrir a la integracióndirectade la ecuacióndiferencial
auxiliar, cuyaresoluciónes tediosa.

Alternativamente,puedeoptarsepor factorizarlos nuevoscoeficientesconvectivosintro-
duciendodos nuevasfucionesa(ir, t) y ¿«ir,1) si se continúala comparaciónparalelacon el
problemaesférico. Así, a y 6 seríanfuncionesequiparablesaa(v,t) = —A

0 [uD0,2en (4.10),
cuyasdefinicionesse hallanperfectamentejustificadassin másqueobservarla relación entre
las componentesdel vectorde derivay el tensorde difusión, unavez alcanzadoel equilibrio
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(5.19). Eligiendoconvenientementelos parámetrosa y 5, que se evaluaránsobre(14,y), es
posiblereducir la ecuacióndiferencialauxiliar a

Dl 8 8 8
P DrrjL~ar’ w1~ —D~~~—I —¡32 Y’ (5.25)

fálcilmente resoluble mediante separación de variables y la subsecuente reducción a un pro-
blema de autovalores. Es sencillo verificar que (5.25) representa la ecuación de evolución
para la probabilidad de transición P de un procesode Ornstein-Uhlenbecktridimensionalcon
tensor de difusión diagonal (D~

1 = Dm,) en coordenadas cilíndricas y solución estacionaria
N exp(—a(x

2-4-y2)/2— flz2/2). Nuevamente, la analogía con el problema en simetría esférica
es claro. Las funciones ci y ¡3 se evalúan en ir’, determirtándosea partir de{ a(v

4,,v>) = —A~Ó1,,,v11)1” Drr(v4-,ti1~) ]~

¡3(y4-,v11) = —A2Qu4,,v~)1 z D~2(v±,’ii11)1—1.

CuandoP(r,zir) en (5.25) se factorizaen la forma P y,,,,,, exp(—t,mr) wnfr) ~bm(z)
las autofuncionessc~ y ~“. se dan en función de los PolinomiosGeneralizadosde Laguerre
de orden O L¶,~ y de los polinomiosde llerruite Hm respectivamente.Las expresionespara
este conjunto de funcionesortogonalessonsuficientementeconocidas(véase, por ejemplo,

[5]y [6] ) por lo que no se reescriben aquí. Sólo se consigna a continuación la expresión de E
identificablecon Y’,. y adecuadaparael avancetemporalde la ecuaciónintegro-diferencial
de Fokker-Planck

a—1’,. (v4,,y~;v4-,v11It)= ar ~&2 ~~‘
2~2]-¡‘a E rr’

1—u2 (1—u2) 1—u2]

(5.26)

>6 1 (z—z’v)21 —a
2r(l — ti2) L 2(1— >,2

La probabilidadanteriores válida paraavanzaren el tiempola distribuciónE, conindepen-
denciadel signo de las funcionesa y ¡3, ya que tanto D,.,. = D

4-3- comoD,.~ = D,/ D1111 son
positivos para cualesquiera valores de ti4- y ti11. Sin embargo, a se conserva siempre mayor
que cero, al igual que /3 y ello favorecela elección de un paso temporal y relativamente
grandecomparadocon ci tiempode relajaciónestimadodel sistema.Puedeverificarseque
so se procede al límite r .-.-> oc y todos los coeficientes difusivos se sustituyen por sus valores
en el estadode equilibrio, la integraciónsobrelas variablesprimadascon cualquiercondición
,n¡cial Fo(v%, u) conducea la soluciónestacionariadel problema(5.10)pueslos parámetros
a y ¡3 son prácticamenteconstantes.Así pues,en estaprobabilidadde transición puede
recogerseuna amplia gamade valoresen r que incurrirán en unadescripciónaceptable,al
menos,paraei estadode equilibrio.

La descripción del régimentransitorio precisade un valor del paso temporalreducido
si se comparacon eí tiempo de relajación o termalizacióndel sistema. En las unidades
normalizadaslos coeficientesconvectivosvienen representadospor funcionesque se hallan,
en valor absoluto,acotadassuperior e inferiormente. En consecuencia,los argumentosde
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las exponencialesen u y ti de (5.28) puedentratarsecomo infinitésimos de orden r, lo que
justifica las sustituciones

9 exp( cxD,.,. r) y’ + r Ar,
9 exp( —PD~2 r) 2~ + r

aconsejablespara la evaluaciónnuméricade la matriz de evolución del esquemaintegral.
La aproximaciónde las exponencialesanterioresy la devolución de todos los cambios de
variables, prestan a P,- la expresióndefinitiva

E,. (v,v’¡i) = P,-(v4-,y11;y~,v~¡t) =

í r ~~11u
2 — 2D1

11LIV + D,,3- y
2

]

4rrD exp y 4 r D~ (5,27)

y I’2y1’v’

X 4- + A~,,r)

]

2r Df,,
4- ‘o D’r4-4,

dondeU = ti4- —vf, —A~,,ryV=v5—v~—Akr, que coincideconla obtenidapor integración
sobre las variables angulares de la distribución gaussiana tridimensional asociada al operador
L

7’p. Ambos procedimientos (integración sobre la distribución gaussiana y reducción a
un problema intermedio tipo Ornstein-Uhlenbeck) derivan en la misma expresión para la
probabilidadde transicióna tiempos cortos. Es evidenteque P,> es válida si realmente
representaunaprobabilidadcondicionalnormalizadaala unidaden (O, oc ) x (—oc, oc), para
elio es imprescindible que la forma cuadrática contenida en el argumento de la exponencial
seadefinida positiva. Este hechose da siempre,ya que el tensorV representaunamatriz
definidacon determinanteD~D±positivo y distinto de cero paracualquier distribución Y’.
La función i o se hadefinido en la forma

1 o( q) = .Yo( q) exp( — q )

para que el primer factor de (5.27) seasencillamenteidentificablecon una distribución
gaussiana, a la que se reduce Y’,. si el argumento de ¡‘o es suficientemente grande.

Al igual que en los problemas simples unidimensionales analizados en el segundo capítulo,
la expresión general para la probabilidad de transición a tiempos cortos de la ecuación de
Fokker-Planck(2.13)siguesiendoválidaparavaloresde la variableradial alejadosdel origen.
A. pesar de que el cálculo de la función de Bessel 1o no suponeunademorasustancialen
el tiempo de computación,la función P,. anterior puedesustituirsepor la distribución
gaussianausualsi y,, » O, puestoqueestaúltimano se halla normalizadaa la unidadsi y

4-

es cercanaa cero, paraningún valor finito de r.
Es sencillo verificar que Y’,- en cualquierade las formasanterioresse halla normalizada

a la unidad y que, en el límite r --o O, reproducecorrectamentelos momentosA,, y D0p.
La adecuaciónúltima a las condicionesdel problemaen el avancede Y’ se lievará a cabo
en secciones posteriores mediante el concurso de la función de autocorrelación ‘1’ apropiada
para el mantenimiento de la energía del sistema físico.
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En ocasiones, interesa únicamente la descripción del estado de equilibrio, que puede no
ser maxweUiano o representar una perturbación del mismo. Con este propósito los esquemas
numéricos en diferencias proponen modelos implícitos tipo Crank-Nicholson para los cuales
el equilibrio puede alcanzarse en pocos pasos temporales, dada la estabilidad del modelo.
El inconveniente de las derivadas mixtas para la inversión matricial hace que tengan que
suponerse condiciones de isotropía total para avanzar la ecuación en simetría esférica, distor-
sionando la realidad fisica del problema ( véase[2]por ejemplo). En cambio,el procedimiento
integral prestauna excelenteaproximaciónparaesteobjetivo, cuandose usa como propa-
gador la expresión (5.26) utilizando para los coeficientes difusivos los correspondientes a los
del estadode equilibrio maxwelliano. En estecaso,sin la presenciade calentamientosni de
fuerzasexterioresla solución estacionariade equilibrio coincidesiemprecon la maxwelliana
(5.10).

Así pues, segúnsean las necesidades del problema en estudio se utilizará una u otra
expresión para la probabilidad de transición. En el análisis del régimen transitorio, con r
suficientemente pequeño, todas las opciones son equivalentes, siendo preferible (5.27) para
reducir eí tiempo de computación. En cualquier caso, la solución numérica de equilibrio es
siempre la misma, con independencia de la condición inicial Y’0. Estos y otros resultados
se presentan en secciones posteriores, una vez establecida la discretización apropiada en las
variables.

5.4 Esquemanumérico.

La ecuación integro-diferencial satisfecha por la función F(v4- , ti11; t) presentala apariencia
formal de una ecuación de naturaleza estocástica del tipo Fokker-Planck. Los argumentos
esgrimidos a lo largo de la exposición apoyan la tesis de que la distribución f puedeser
implementada en el tiempo según eí procedimiento numérico integral, a través de la ecuación
integralde evolución parala nuevafunción E. El propagadora tiemposcortos E,. obtenido
en lasecciónanteriorse prestadeformaeficienteparael avancede cualquiercondicióninicial
E0 = 2w y4, fo mediante la resolución numérica de las integrales involucradas en el proceso.
Es interesanteseñalarque E,. es independientede las variables angulares {4’, 4”} por lo
quela integraciónsobrelas variablesprimadaspuedenllevarsea cabodeforma equivalente
al procedimiento de integración sobre variables cartesianas ordinarias. Este hecho simplifica
notablemente los cálculos, pues la ausencia en eí propagador a tiempos cortos de coordenadas
angulares favorece el diseño de una retícula espacial uniforme sobre la que se llevan a cabo
las integrales numéricas.

El problema de la definición del propagador E,. en coordenadas curvilíneas así como la
integración sobre las mismas ha suscitado en la literatura sobre el tema una gran controver-
sia, en particular en lo relativo a la obtención de la probabilidad condicional P(q, t¡q’, O) por
e’ procedimiento del ‘recorrido integral’ ( PaIh-fntegral ) con variables no cartesianas [7].
Algunos autores defienden la tesis de la integrabilidad sobre cualquier tipo de coordenadas
siguiendo los mismos procedimientos establecidos para coordenadas cartesianas, renormal-
izando la expresión del propagador (2.13), pues en el límite de r —, O éste representala
condición inicial 6(q—. q’). Numéricamente se ha verificado la inoperatividad de este proced-
imiento de renormalización mediante los ejemplos simples estudiados en el segundo capítulo
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(véasela figura 3.2). Tal modode operaciónseríaaplicable,enúltimo extremo,si pudieran
evaluarsede forma analíticalas IV integralesrecurrentesde (1.17) paraprocederal límite
r —, O con Nr = t.

La confianzaen el método de obtenciónde Y’,. dado en la sección 2.2.2, se ha visto
notablementeapoyadapor la experienciaen todoslos procesosestudiados—lineales o no—
descritos por ecuaciones del tipo Fokker-Planck. Para algunos de estos problemas, en con-
creto, los procesos de Ornstein-Uhlenbeck dependientes del tiempo, la integración sobre la
expresión de un propagador alternativo distinto del habitual (2.13) se ha realizado de forma
analítica, conduciendo a la expresión correcta del propagador cuando r tiendea cero y el
número ti de integraciones tiende a infinito, manteniendo nr = t constante. En este sen-
tido se ha procedido a la resolución de un problema de Ornstein-Uhlenbeck tridimensional
con soluciónestacionariagaussianay tensorde difusión diagonalcon elementosiguales. La
aplicación de la probabilidadde transicióndel tipo (5.27) con independenciaen la variable
axial z = y

11 y en la que 1~ se sustituye por 11/2, permite calcular de formaanalítica las
integrales para la implementación de la condición inicial 6(r — yo) en la variable radial. El
problema es equivalente al abordado en la sección 3.2.2, por eíío no se consignan aquí las
expresiones matemáticas correspondientes. El resultado, para la convergencia uniforme en r
y IV reseñadaanteriormente,esla soluciónanalíticaparala distribución obtenidapor la res-
olución directa de la ecuacióndiferencial original. Es plausible,por tanto,que la expresión
del propagadorinferida en la secciónanterior resulteeficiente para el avancetemporalde

fo mediante la resolución numérica de las integrales implicadas en la ecuación integral de
evolución (2.9).

No obstante, con el fin de calibrar la efectividad del propagador (5.27), se ha resuelto
de forma paralela un problema similar al abordado en este capitulo, con igual solución
estacionaria, de carácter no lineal y con las mismas cantidades conservadas, para el que
se conoce analíticamente la evolución en el tiempo de la diferencia T1 — 2~. Este análisis
simultáneo permitirá establecer la operatividad del propagador en cuanto a la evolución de
los momentosde la distribución y motivar la confianzaen la convergenciahacia la solución
de equilibrio.

Siguiendo las pautas de operación fundamentadas en los capítulos precedentes, en vir-
tud de lo expuesto en los párrafos anteriores sobre las condiciones de integrabilidad en las
coordenadas cilíndricas, se ha decidido utilizar una red discreta uniforme caracterizada por
una celda unidad de base Ay3- x Av11. La distribución E se considera evaluada sobre el
punto central de cada celdilla, lo que equivale a la elección de IV x M puntos del plano de
coordenadas (v4-~ , vg) según

{ :; (i — 1/2)Ay,,, , Av4-= v¶OX/N (5.28)+ ( j — 1/2) Av11 , Av11 = (ylilGX —

donde y””’
2’ y ymin representanlos limites máximoy mínimo de cadaeje coordenado.Los

indices i y j tomanlos valoresi = 1, 2 >N y j = 1,2, M respectivamente.Porlo general,
considerando las condiciones de simetría del problema, conviene operar con una red discreta
en la que y”’” — —y»102’ ~yTflOX y M = 2N, con lo que Ay

3- = Av11. La elección de una
II II 4-

retícula formada por celdas de base cuadrada no es estrictamente necesaria, la uniformidad
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de la red aludida anteriormentese refiere sólo a la elección de celdas de igual superficie
sobre el plano finito en el quese resuelveel problema. Dado que E se consideraevaluada
sobreel puntocentral de cadacelda,la malla anterior no contienea las rectasfrontera del
espaciobidimensionalreal (0, oc) >< (—oc,oc) simbolizado por la regiónfinita (Ay4-/2, v¶

02’
—Av

4-/2) x (y~1~» + Av11/2, v~”’
2’ — Av

11/2). Lascondicionesde corrientede probabilidad
nula acogidasen la representacióndel propagadora tiemposcortosparala función E, sobre
los límites del planoreal, se traducenen la anulacióndela corrientede probabilidad parael
propagadorreal de f en lassuperficiesfroteradel espaciode velocidades.Físicamenteestas
condicionesreproducenla anulacióndel flujo de partículasa través de dichassuperficies,
requisitoesencialparala conservaciónde la densidadn(r, 1) en el tiempo. Dadoque E,- es
proporcionalati4- y éstedecaeexponencialmentecon el cuadradodel módulo de la velocidad,
los valores titm

1~ y ti””’2’ se eligirán de tal modo que, tanto E como E,- puedansuponerse
numéricamentenulos sobrelas rectasdel planoque limitan la retículafinita. Por lo general

bastatomar~m”x 5 y v¶t” = O paraqueestascondicionesseansatisfechas.
La función E se representaasí, en términos de la función ¿(a,x,b) definida en (2.30),

como

Ay
4- Av Av

Y’ = >3¿(v4-í — — —,y4-,y4-1+ t?t) «y~ — ~ v1,-+—--ll-)F¡JAv4-Av11

ji

dondeEIJ denota, como es habitual, el valor de la función sobre el punto central de cada
celda en el instante1 = nr de la evolución. Siguiendola evolución de cada EI a lo largo
del tiempo, la solución numéricaE” presentaen cadaiteración la forma anterior. Si a la
distribuciónreal f sele atribuye normaunidadsobreel espaciotridimensionalde velocidades,
E se encontrarátambién normalizadaa la unidad en el espaciogeométricobidimensional
auxiliar en el quese halla definida, lo queequivale a afirmar que

(N.A-!)>3 Ej¶. Av1 Av11 = 1
(í,j)=( i, 1)

o, de forma equivalente,

(N.A!)

>3 2irf~v4,j Av1 Av11 = 1

=2w flAv
así, E~Av Ay 4-Av11 representala fracción de partículasde sistemacuyacom-
ponenteradial -en la dirección perpendicularal vector campo - de la velocidadse encuentra
entrev4-¿—Av4-/2y v4,~+Av3-/2,estandola componenteaxial simultáneamentecomprendida
entre ti115 — Av11 /2 y u115 + Av11/2. De igual modo se definen las temperaturastransversales

T4, y 2~ en la n-ésimaiteracióncomo

= ~ >3 v~ fl Av±AvD

ji

T~’= >3v~JEIJAVLAV~

ji
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siendola energíacinéticamedia E del sistemaE~ =~2’~ donde1” = ~T2 + ~ definela
temperaturacon relación al momentoinicial <iro>, supuestonulo, asociadoa la distribución
de partículasfo en t = O. Las característicasdel operadorcolisionalde Bandanprestana la
representacióndelsistemalascaracterísticasconservativasaludidasen la primerasección. La
magnitud E~ o su equivalente2”’ representaunasegundacantidadconservadadel problema
(la primeracantidadconservadase refiere ala normaunidad de E) a la quehayqueañadirla
conservaciónde la componenteparalela<y

11> del momentomedio del sistema,cuyaconstancia

resulta obviamentesatisfecha,í tanto en el caso discreto como en el continuo, dadas las
condiciones de simetría axial implícitas en la formulación del problema. En definitiva, el
esquemanuméricoha de ser consecuentecon la preservacióndel valor inicial de la energía
cinética media del sistema,ya que la conservaciónde la norma de E resultatrivial si los
elementosde la matriz de evolución Q se definen correctamente.

Con relaciónal cálculo de las integralesangulares1(n) como funcionesdel parámetroiii

cabedestacarque parani = 1 las tresintegralesdeltipo elíptico que motivan la definición
de las funcionesauxiliares{ d } independientesdel tiempo son singularet El parámetro
ir. coincide con la unidad si ir = ir’ lo que equivalea las identidadesa ti43 = vp, y y115

= v11p, sin embargo,la integral sobrelas variables primadasdelos ndcleos { d } paracada
coeficientedifusivo es siempreconvergente. Por estarazón convieneevaluarlas integrales
elípticas paraK valoresde m con m(1) = O y nt(K) = 1— E siendo e un parámetropositivo
tan próximo a cero como se desee,siempre que m(K) no dé lugar a infinitos de carácter
numérico. Por lo general,es suficienteelegir .1< = 150 para cualesquieravaloresrazonables
de los parámetrosde red. Las integrales angularesdan lugar así a funciones auxiliares
independientesdel tiempo obtenidaspor simple interpolaciónlineal paralos valoresde ir.,
generadospor la tríadadeindices i, i’ y 1 = j —fi. La resoluciónnuméricade las integralesen
4/ paracadauno de los 1< valoresde m se harealizadosobreunared discretauniformeen la
variable angularque contienealos puntos frontera 4, = O y 4> = ir, por lo quees conveniente
recurrir a fórmulas de cuadraturaen la que estos puntos se incluyan. En particular se
ha utilizado el algoritmo de Simpson,eligiendo el número de puntos de la red en 4’ que
permitanaproximarla integral hastacierto orden paravn = O, comparado,comovaloración
oríentativa,consu valor exactoir. Se han ensayadootros procedimientosparala tasaciónde
las integralesangulares,tales comola reduccióna integraleselípticas completasde primera

y segundaespecie,para utilizar así el recursodel cálculo mediante fórmulas de cuadratura
presentadasen los manualesparala computación,o el desarrolloen seriesdepotenciasde m.
Estos procesosalternativosconsumenmástiempo de computacióny complicanel problema
en exceso, La resolución numéricade las integralesangularesse ha presentadocomo la

alternativamáseficienteal efecto,yaquepuederefinarsetanto comosedeseela red en4> pues
su cómputosólo es necesarioantesde la implementaciónde E. Por otra parte, el desarrollo
en seriesde armónicosesféricosde Legendrese ha contempladoinoperante,por la necesidad

de truncarla serie en cierto orden, introduciendoasí errorescuyapropagaciónafectaríade
forma considerableal mantenimientode las cantidadesconservadasdel problema.

Obtenidoel conjuntode funciones{ d } antesde comenzarel procesoiterativo, la im-
plementaciónde E a partir de F” se lleva a cabotras el cálculo de los coeficientesD~ y

con E” y d~ d01, medianteintegraciónsimple por rectángulossobre cada eje coorde-

ten ausenciadefuerzasexteriores
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nado. Los coeficientesdifusivos permitenla tasaciónde los elementosQ7
1, de la matriz de

evolución Q, dondelos pares(1, j) e (j
t, fi) se hannotado simbólicamentepor los índices

latinos 1 e 1’ respectivamente.Con eí fin de preservarexactamentela normaunidadde Fo
ha cíe procedersea la renormalizaciónnuméricade la probabilidad de transición a tiempos
cortos. Paraello, antesde aplicar la ecuaciónintegral de evolución (2.9) convieneevaluar
lascantidades

Nr(i’,j’) = Nr(I’) = >3 Pr(v, ir’It,.) Av
1Av11 (5.29)

ji

quedifieren de la unidaden las proximidadesde ti1 = v¶”
2’ y ti

11 = ±~¡“‘
2’ comoconsecuencia

de limitar la red a unaregión finita del plano. Así mismo, el conocimientodeIV,. (.f’) orienta
sobrela fidelidad de la aproximaciónintroducidapor la discretizaciónespacial. Cadanorma
Nr se aproxirria notablementeala unidad parapuntosinteriores de la retícula, incluso con
valoresdelos pasosAv

1 y Av11 relativamentegrandes—del ordende Av 0, 2— exceptoen
las fronterasde la mafia. No obstante,el valor de Q(I, 1’)” y de E»(1) sobrelas fronteras
se considerasuficientementereducidocomo paraanular numéricamentela contribución de

maz
los puntosexteriores,siemprequevTOr y y11 se elijan apropiadamente.

Los valores de las normasN41’) puedenguardarseen memoriaal ser funcionessólo de
dos indices. Sin embargo,Q’,¡~ dependede cuatro índices,su archivo en memoriapuede
resultar improcedentesegúnel computadorutilizado. Es aconsejablerecalcular antesde
implementar E” los elementosQ71> = E,. (1,1’ ji0) Av1 Av11 quepasarána ser
paraaplicar definitivamente

(N,M)
pn-l = >3 E qy1, (5.30)

I½(1,it)

que proporcionalos valoresdel vector {E”J de dimensiónIV x M.
0e la relación anterior se

desprendede forma inmediataque~%E+I = >%, E~ que asegurael mantenimientode
la norma unidadde f = .9/ (2rrv

4-). La división de E» por y4, no da lugar a singularidades
por muy refinadaqueseala red, pues ~r es proporcionala u4-, por lo que (5.30) es válida
tambíenparala relacion entref»-

1-1 y f” si cadaQ~

1, se redefine como Q”/v4,.
Debe notarseque en (5.30) se ha procedidoa la simple integraciónpor rectángulos

mediantela generalizaciónbidimensionalde la Regla Extendidadel Punto Medio. Ello
suponela asunciónde la condiciónimpuestasobreelpasotemporalr en (3.4)particularizada
al problemahidimensionalsegún

2

¡Av4-Av
~= [2Drnín 4,rD

m’

»

1 ¡

que orientasobreel valor de r aconsejable.Sin embargo,la mayoraciónno es estrictaporque
el factor u

1 i o de 1’,. esreducidoen las proximidadesde y — 0, lo querealmentepermite
elegir r menoresquelos caracterizadospor la desigualdadanterior.

La doble computaciónde los elementosde la matriz de evolución —para calcular las
normas¡‘4(1’) y parala redefinición de Q7,~— consumemenostiempoque la evaluaciónde
los coeficientesdifusivos asociadosa E” en cadaiteración. No obstante,con el fin de reducir
el tiempo de computación, puedeprocedersea la estimaciónde los valores de QI!I, que
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realmenteson diferentesde cero, opción que incluye la posibilidad de poder dimensionar
los componentesde la matriz de evolución. Para ello bastaanalizar la expresión de la
probabilidad de transicióny considerarlas elipsesse equiprobabilidad,o valoresde (v4-,v11)
paraloscualesla probabilidadde queestevectorcaigaen un determinadoentornodel vector
(i¿— A& r, v~ — A~ r) quedefinela mediadela distribución, se halle tan próximoa la unidad
cómose desee.Dadoquelafunción u4- i o se encuentraacotadasuperiormenteporla unidad,
el estudiopuedeconsumarseatendiendoal factor de E,- identificablecon la distribución
gaussianahabitual. La distribución normal no degenerada1/( 2w det(C) ) exp[—1/2ck¡

— mk) (xi — ~n¡)]mantieneconstantesu valor en las elipsesde igual probabilidad

1 2
c~,¡ (xk — mk) (zj — m¡) = u

siendo P = 1 — exp(—g
2) la probabidadde que el vector r caiga en el interior de tal

elipse. La trasposiciónde esteproblema elementalpara el cálculo de probabilidadesa la
distribución representadapor el propagadora tiempos cortos, respectoal factor que en el
mismo se identifica como una distribución normal, conduce a la estimación de los valores
máximos (iAl, iii) de los índices (i’, fi)~ con cadapar (ii) fijo, paralos cuales E,. resulta
realmenteefectiva. Con la simplificación añadidaD’ = O y la extensiónde la elipse de

III
equiprobabilidada unacircunferenciade radio igual al eje mayorde aquélla,se tiene

iME [ rD72’p. Amaxr

]

Ay + ¡Av
4-j

3M E ¡P .42’r

]

F Av ±AV ¡
[ II II j

donde E [z] denotala función parte entera de z. Los únicos elementosde la matriz de
evolución necesariospara(5.30) sonaquellosparalos cualesse satisfacenlas relaciones

ji — i’¡ =max{tA.!, .lrn} y ji — fi =max{iM, J,n} =

En particular, para Av1 = Av1 = 0,1, r = 0,5 y = 16 sobreuna red 50 x 100 i,n y

sondel ordende 4 unidades,lo que equivalea calcular para cadapar (45) fijo sólo 81
elementoscomo máximo — parapuntos alejadosde las rectasfrontera- en lugar de los 500
elementosnecesariossi el cálculo se extendieraa toda la red. En resumen,para cadaeje
coordenado eí proceso difusivo-convectivo se extiende unicamente a 2KM + 1 puntos(entre
5 y 9, de formageneral),resultandoefectivodicho procesosobreen eí plano sobreun círculo
de radio (2KA.Í + 1) Ay4- Av11 en torno a cadapunto (v,,,.j,v115). Los (N x M)

2 elementos

de Q quedanreducidosa (2JAví + 1)2(Nx
Porotra parte,dadala mayoraciónestablecidaparala determinaciónde los indicesKM,

la integraciónpor rectángulosdel esquemade avance(5.30) reducede forma ostensibleel
númerode sumas sobrelos Indices primados,hechoque contribuye a limitar el tiempode
computaciónen varios órdenesde magnitudrespectoa la situación primitiva. El tiempo
invertido en cada iteración se aproxima al requeridopara el avancede E medianteun
esquemaexplícito en diferencias.
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Una segundasimplificación del problemapuede efectuarseeliminando el número de
cálculosintroducidospor la tasacióndelpropagadoratiemposcortos,quesuponeel cómputo
de exponencialesy ~<M funcionesde Bessel .To~ Con estefin, puedecalcularse P

1,- en
unidadesnormalizadasal inicio del programa,paraprocederposteriormenteen cadapaso
temporala la interpolaciónnuméricadevaloresarchivadosen memoria,apartir de loscuales
se obtendrácadavalor de Y’,- . En concreto,las definiciones

1 1
1’ 4-~ ¡2 4fl

1 (vl+rA&)
4DS.i.r

(5.31)

____ 4-” (y —2=
4$1.[víí — v~ — r,4~ — D’ 4- vI—rA?))

4-4-

expresan E,- en la forma

Pr(viv’Ii) = 1
P(r,p, z)

dondeP(r, p, 2) es una función quepuededimensionarseen términos de tres indices antes
del procesoiterativo,si en las variables (r, p, z) se recogeel espectrobarridopor las mismas
paratodoslos parámetrosdel problema. La función P(r,p, z) se ha definido como

P(r,p, z) = ~l ~‘~t”~’ Io(2rp) = e~ (~—p)’+z’ 1 ~ o(2rp)

que se halla normalizadaa la unidad sobre la región (O, oc) x (—oc, oc) si O ~ y < oc
y —oc < z < oc para cualquier valor real de 1o. La tabulación de P(r, ¡a, z) favorece la
identificaciónde lasnuevasvariablesencadapasoparalainterpolaciónlineal, o identificación
con los índices establecidospara obtener E,. sin recalcular las funcionesinvolucradasen
su expresióngeneral. Este procedimientoes aconsejablesi se refina en excesola red y se
aumentael número ir de iteraciones. Por lo general, la simplificación introducida en el
párrafoanterior paralimitar el númerode sumasen las integralesnuméricases suficiente
parareducir cálculos,siendo (5.31)útil si se deseano recalcularen cadapasolos coeficientes
difusivos, ya que la expresión alternativa cedida por P(r, p1 z) para evaluar Y’,. puede
archivarseen memoriacomo función única de tres índices, en lugar de los cuatroíndices
{i, i, j’ fi}. Este modo de actuaciónresultaútil si todoslos D0 y Daíj se sustituyenpor
los correspondientesa la situación de equilibrio maxwelliano segúnlas relaciones (5.19) y
anteriores,casoen que Pr no tieneque evaluarseen cadaiteración,

5.4.1 Cantidadesconservadas. Autocorrelaciónnumerica.

Se han descritode forma exhaustivalos procedimientosparaoptimizar la operatividaddel
esquemanumérico, reduciendola cantidaddeintegracionesy simplificandoel cálculo de los
elementosQ,1. Hastaaquí,sólo sehapreservadolanormaunidadde fo comoúnicacantidad
conservadadel problema.No obstante,la ecuación cinética (5.1) suponela constanciade la
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energíacinética mediadel sistemaparaun plasmade un solocomponente.De la definición
del operadorauxiliar L ~p,en (5.24), se desprendeque los momentosy~ y f32 asociadosa
probabilidad E,- (definidos como fE,- v~ dv4- dv11) verificanlas relaciones

v
2(t+r) — v~j — 2[DI

4- +¶¿ (S.t+A’) ]+O±(r¡v’)

r
4-

i(t±r)—v~ ‘ = + D~Líí + A~) ] +
0h (nr’)

4-

en consecuencia,multiplicando ambosmiembrosde las identidadesanteriorespor ~
II

e integrandosobrelas variablesprimadas, los momentos<v~, > (t + r) = 2T~(t + r) y
+ r) = 7~(1 + r) se relacionanconsus valoresen 1 según

T
4,(I+r) —T~(í) — <2D4-4- +v4,A4-> +O.t(r)

r

~ (1 + r) — ~ = 2<D1111 + D4-11 + v,1A11> + 011(r).
1~

Si se hacer tendera cero, las relacionesanteriorescoincidencon (5.13)cuandoA~ y A11 se
sustituyenpor sus correspondientesexpresiones(5.23).

La expresióndel propagadora tiemposcortos E,. conducepuesa la correctaevaluación
de los momentosasociadosa la función E en el límite r .—> 0, lo quejustifica de nuevo
el procedimiento de la sección2.2.2 para la obtención del propagadora tiemposcortos
recurriendoaunaecuaciónauxiliar del tipo Fokker-Planck.Paraminimizar losrestosOj (r)
y O¡¡(r), con cualquiervalor finito del paso temporal, es necesariorecurrir a la redefinición
de E,- mediantecorreccionesde segundoordenen i- de formaiterativaduranteeí proceso
iterativo, El procedimientodeactuaciónparaestefin se hapresentadoya en los problemas
unidimensionalesabordadosen capítulosanteriores.En estecaso, el carácterhidimensional
del problemasugeriríaen principio el concursode dos funciones de autocorrelación‘P~ y

~j que contribuyana la evolución correctade T y Y~f. Al no conocerselas expresiones
analíticasde T~ (1) y ~í (1) ha de recurrirsea la ley analítica3T(t) = 2T~(1) + ~1(fl =

que liga de formaunívocalas variacionestemporalesde 2’~ ~‘ ~í según~ =

Realmentesólo es necesariaunafunción de autocorrelaciónnumérica‘Pa. Siguiendo el
procedimientohabitualque redefineel coeficienteasociadoa la convecciónen la expresión
de Y’7 los coeficientesA4- y A11 ( o bien D4- o D11 ) pasana sustituirserepectivamentepor
IP~A4- y ‘I’~...411 en los argumentosde (5.27) cuando‘iTt, se definecomo

= q~» + C~ ( 2”’ —
donde C0 es una constantey ‘~o = 1. La diferencia2”’ —

To representaun infinitésimo
de segundoorden en 1” si los coeficientesdifusivos se hallan correctamentedefinidos. La
oscilaciónde ‘11’,, en torno a la unidadse estabilizatrascierto númerode iteraciones,preser-
vando el valor de la energíacinética media inicial del sistema. La corrección es menor
cuantomás se refine la red y menor seael paso temporal. Aun paraAy

4- y Av11 mayores
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que los físicamenteaceptables9 se estabilizaen un valor próximo a la unidad. El ajuste
iterativo de la probabilidadde transicióna tiemposcortos no mermalas propiedadesdel
operadorintegralde evolución,en tanto queno afectaa la conservaciónde la normaunidad
de fo ni al carácterintrínsecamemtepositivo de la distribución. La estabilidaddel esquema
numéricotampocose ve afectadapor la correcciónya que 9,, muestraun comportamiento
oscilatorioen cierto en torno de la unidad. Un cálculo incorrectode loscoeficientesdifusivos
incurre en un crecimientoincontroladode la función de autocorrelación,lo queconlievala
anulaciónde las exponencialesimplícitas en E,. y la evolución de E” hacia la solución
trivial representadapor eí vectornulo, Así mismo, ‘4~ recogelos efectosde la discretización
del problema,ajustándosea las característicasde la misma y redirigiendola evolución en
sentidofísicamenteaceptable. Es precisoseñalarnuevamenteque 9 representaen último
extremola optimización de E,. medianteunafunción dependientedel tiempo,dependencia
anadidaala presenciaimplícita de t en los coeficientesAa y ~ El sentidofísico de E,. no
quedaen modoalgunoencubiertopor el concursode ‘1’, ya que la expresióndel propagador
a tiemposcortos no es únicay la correcciónestablecidano alterala correctadefinición de
los momentosde dicho propagador. La no unicidad de E,. licencia el procedimientode
ajusteestablecidoa posteriori sobre(5.27).

En los problemassimplesunidimensionalestratadosen capítulosprevios se ha verificado
la correctaevolucióntemporalde los momentosdeprimer y segundoordende ladistribución,
en los quese concentraesencialmentela informaciónfísica del sistema.La función ‘1’ propicia
la conservaciónde la energíamedia del sistema,sin embargocabeplantearseahorasi T~ (t)
y Ti, (1) muestrantambiénunaevolución satisfactoria.Según las estimacionesde Kogan, [1,
pág. 200], si la diferenciaA = T~ — es reducida,A decaea cero de formaexponencial.
Cabríapensarque ‘1? habríade sersustituidapor dosfunciones~± y %~ definidascomo ‘iT’,,
cuando(2”‘ —To) se mutanpor T —7b y ~?—To paradirigir la evoluciónde cadatemperatura
transversalhacia To. Sin embargo,las diferenciasentre las temperaturasanisótropasy T

0
no representaninfinitésimos de orden ,~2 ya que éstaspueden diferir de fi’0 en cualquier
cantidad,de hecho,estaposibilidad destruyela correctaevolución de 2”‘. Por estarazón,
se ha depositadoen ‘4’,, la responsabilidadde dirigir aceptablementela evolución temporal
del sistema. Se esperaasí que los rasgosinherentesal operadorcolisional, en cuanto a las
magnitudesconservadasse refiere, contribuyana estefin de forma satisfactoria,Al menos,
la relación T~ = —2T~ prediceel usode unasolafunción de autocorrelación,como se apuntó
en el párrafoanterior.La evoluciónde A marcala existenciade un tiempode termalización
asociadoal tiempo de relajación del sistema, cuyo significado físico es interesantepara
estimareí tiempode evolución hacia la soluciónde equilibrio, queen problemasde carácter
generalno ha de coincidir con el equilibrio maxwelliano. Se haverificado que si la diferencia
A0 = 21 o — Tu o es pequeña,A realmentedecaede forma exponencial como preciden
las estimacionesde Kogan, lo que inspira confianza en el ejercicio de la autocorrelacióny
motiva la suposiciónde que, para cualesquieravaloresde Ls0, la evolución de A resulta
fiable, contabilizandolos efectosde la no linealidad

Conel fin de comprobarlaeficienciadel operadorintegraldeavancetemporalen términos
de la matriz Q y verificar si la evolucióndelas temperaturastransversaleses satisfactoria,se
ha resueltoun problemaprevio no lineal de característicassemejantesa la ecuacióncinética
de la Físicadel Plasma,cuyo desarrollose muestraen la secciónsiguiente.
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5.4.2 Ejemplo preliminar.

Como se ha indicado, el concursode la probabilidadde transicióna tiemposcortos (5.27)
para el esquemade avanceintegral (2.9) y la corrección inducida por 9, quedanplena-
mentejustificadaspara la resolucióndel problema. No obstante,sonvarias las cuestiones
planteadasa lo largo de la exposiciónpara la completafiabilidad del operadorintegral.
En primer lugar se apuntó la posible improcedenciade la integraciónsobre coordenadas
cilíndricas del mismo modo que se procedeen cartesianas.Este punto se hasolventadoal
contarcon la derivacióndel propagadorE,- incluyendola presenciade las variablesy

4, y u11
y sus correspondientesrangosde variación sobrela rectareal. Así mismo,la anulaciónde
la corrientede probabilidaden las fronterasdel espaciogeométricobidimensionalconilevan
la edecuadainclusión de tales condicionesde contorno para la implementaciónde E. La
motivación parael uso de E,. se ve refrendadapor la integraciónanalíticaiterativasegún
(2.9) paraun problematipo Ornstein-Uhlenbeck

81’ _ 8 1 8,

aí —~-[-- — 2r — ~—]P(r,t¡r,O)

dependiente,sólo de la variable radial (r * y4-) en coordenadascilíndricas. El uso del
propagador(5.27) integradosobre la variable axial —distribución marginal de E,.— se ha
utilizado como probabilidadde transicióna tiemposcortosparaobtener1”’, cuyaexpresión
para ir .—~ oc y nr —.1 coincide con el propagadorverdaderoE. El usode E,. paraeí avance
de p

0 quedaasí plenamentejustificado. La segundade las cuestionesplanteadasse refiere
a la correctaevolución del procesode isotropizaciónde las temperaturastransversalesy la
constanciade la energíadel sistema. Paracorrobararde un modo práctico las aserciones
previassobrela utilización de ~lr,sehaprocedidoal diseñodeunaecuaciónde Fokker-Planck
no lineal cuyooperadorpreservacomoconstanteslas mismascantidadesque el operadorcol-
isional de Landauy parael cualT

4- — evolucionaen el tiempo segúnunaley conocida,
a priori, de forma analítica. La resolución de este problemaauxiliar permite fijar defini-
tivamenteel conjunto de parámetrosimplicados en la resoluciónnumérica de la ecuación
problema,sentandodefinitivamentelos criterios prácticosde operacióny justificandoel uso
del operadorintegral de evolución.

Si parala ecuaciónde Fokker-Planck(5.1), con la presenciaúnicadel término colisional,
se definenlos coeficientesD1 y D1~ como

= —4 fin f(v,t) dv y DQ = J(bip¿2 —-u¿uy)f(v,t) dv

dondeu = y — y’. El cambioa coordenadascilíndricas, suponiendof independientede 4>,
derivaenla ecuación(5.4) o suequivalente(5.8) paraun problemaanálogoal tratadoen este
capítulo en el que se preservaen el tiempo el valor de la energíacinéticamedia. La ventaja
de esteproblemaestribaen el hechode que las integralessobre las variablesangularesson
inmediatas,lo queda de formaexplícita eí conjunto de coeficientes

= 2’~(O+7í(O+ v~ D4, = —y4-y1 D1111 2T~(1) +

v + y4-4- D4- = —4v1 D11 = —4v11
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dondeT~(1) y 2]í (t) coincidenconlas definiciones(5.12). En estecaso,las componentesdel
vectorde convecciónformal .4. vienen dadaspor

D
A4-— D~~—D4-i. ±D4,= —3v4- y .4 ~...lluiFD_ —

~1~ ‘>4-

A la vista de los coeficientesanteriores,es fácil verificar que la variación temporalde 7’, (fI’)
es idénticamentenulaen cualquierinstantede la evolución, por lo que TQ) = fI’0 seráuna
magnitudconservadadel problema. Así mismo, la diferenciaA = 2’,. (t) —2] (t) evoluciona
segúnla ley

dA

—12 A(t) A(t) = A0 e
12

dondeA
0 es A(I = 0). El decaimientoexponencialde A muestraque el tiempo de termal-

nacióndel sistemaesrt = 1/12. El carácterno lineal del problemase manifiestaclaramente
en la dependenciaen 1 de los coeficientesdel tensor de difusión a travésde T4-Q) y 2], (t),
lo queobliga a recalcularen cadaiteración todoslos D0p con .9fl parael cálculo de 1’n+í,

al igual que en la ecuacióncinética del plasma. La solución estacionariaE, coincidecon
la solución de equilibrio maxwelliano(5.10), con T~ = 2~ = T~. La figura 5.3 muestrala
evolución numéricade T4, y ~i así comode A(t).
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0.16 038(201 0.06 0.08 0.’ 0.12 014

Figura 5.3:
Tempera¿uras transveraales T4- u 2] Cfl ¿a aplicación previa.

Evolución de Tj1~) y T
11(a.,) en 50 iteraciones, A pesar del elevado valor del peso temporal (1/8

del tiempo de relajacIón teórico 1/12) el tiempo de termalización para la solución num&ica integral
coincide con el estimado enal¡tican,onte, como se aprecie en la representación de Iog(A) frente al
tiempo.

La resoluciónnuméricade la ecuaciónno lineal en E parael nuevoproblemase consuma
procediendodel modo expuestoen la secciónprevia. El conocimientode la ley analítica

>1
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parala evoluciónde las temperaturastransversales,así comola existenciade unasolución
única de equilibrio E,, favorecenel estudiode la eficienciadel modelonumérico,mostrando
as: mismo la efectividaddel operadorintegralen cuantoa las propiedadesdeconvergencia
y el estudiode los tiemposde evolución.

Los valores v7”~ y ymax se han elegido de forma que tanto E como 1’,. se anulen
numéricamentesobrelas rectasfrontera, de tal modoque la contribuciónde E sobre tales
puntos al valor de 2”‘ resulte despreciable. Para ello basta tomar ygY~ del orden de 5
unidades,con unared 40 x 80. La tasaciónde las normas74(I¡) de (5.29) ofreceun índice
orientativo sobrela precisiónintroducidapor los parámetrosde la discretización. Si estas
normasdifieren de la unidadsólo sobreaquellospares(j¡, j¡) suficientementecercanosa los
bordesde la retículaespacial,la evolución del vectorE” y el ajusteiterativo de ‘4’,, resultan
ampliamentesatisfactorios.Incluso paravaloresdeA’>4- y Av~ del ordende0,2 ( red 25x 50)
la función de autocorrelaciónno excedeen másde un 10 por ciento desu valor inicial ‘Po = 1.
La representaciónde A en escalalogarítmicafrente a t,, = nr reproduceunarectaperfecta
cuya pendientese aproximanotablementea 1/r¿ = 12. El valor de la pendientese desvía
de la esperadasi los parámetrosde red A’>4- y Av11 aumentan,en cuyo casotambién los
valores de las normasnuméricasNr se desvíande la unidad para puntosinteriores de la
retícula,desvirtuandoasí la evoluciónfísicade E”. La gráficaadjuntailustra esteresultado
paraA’>4- = Av11 = 0,1 en unared 50 x 100, con

2’o = 0,5. Por otra parte,la convergencia
haciala distribucióngaussianade f a medidaque se aumentael númerode iteracioneses
inequívoca,siempre que el paso temporalr se cija de forma adecuada.Al igual que en
los problemaslinealesunidimensionalesse ha verificado que es suficientetomar para y el
valor de un décimodel tiempode termalizaciónestimadopreviamentecon valoresreducidos
de i-, si éstees entendidoahoracomo tiempo de ralajación; en el casorepresentadose ha
tomado r = 0, 005. La elección de un paso temporal más pequeñoha de ir acompañada
inevitablementepor un refinamiento de la red. No obstante,el algoritmo de reducción
del númerode integraciones,medianteel procedimientode las elipsesde equiprobabilidad,
disminuye drásticamenteel tiempo de computación. La condición inicial fo se ha elegido
figura 5.4), comoen los casosanteriores,representadapor un productode funcionesventana
¿(a,’>, b) sobrecadaeje coordenado,centradaenun punto(v~, i4) con <V~ >0 = O. Lasolución

numéricaestacionariaes independientede la condicióninicial fo, comocabriaesperar. Los
resultadosse muestranen la figura 5.4

En cierto modo, el problemasimple resueltoaquímuestraun comportamientosimilar al
esperadopara la distribución f de las partículasdel plasma,pueslos coeficientesdifusivos
de la ecuacióncinética muestrancomportamientosanálogosa los presentadospor los coefi-
cientesde aquél. La correctaevolución de f apoyanuevamentela confianzaen el método
integral para problemasde más de unadimensióny confirma la validez del parámetro9,,
para el ajuste de las cantidadesconservadas.La solución numéricase comportacomo la
obtenida por métodosimplícitos en diferenciassobreproblemaslineales, con la ventajade
que todaslas derivadasde Da, D

0>3 y de la propiafunción l~, seincluyen en la representación
de E,. , eliminándoseel problemade las derivadascruzadasqueenlos esquemasen dife-
renciassuelentratarsede formaexplícita reduciendoel valor r, por la dificultad introducida
parala inversión matricial sobrelas matricesde evolución,cuandoestos términosse tratan
de formaimplícita.
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Figura 5.4: Evolución de f(v
4-,v11;t). (Ejemplopreliminar).

Evolución de i(u~, v11~É). La condición inicial es un histograma de enorgta ~‘oiguní a la estacionaria.

Las gráficas superiores representan les curvas de nIvel de cada superficie en la situación inicial, nl
cabo de 5 iteraciones y en 100 iteraciones con r = 0,005. 1 permanece prActicamente estacionaria a
partir de 40 iteraciones.

5.5 Resultados.

La elección de la probabilidadde transición a tiemposcortos dadapor (5.27) respondea
unadistribución normalizadaa la unidadparacualesquieravaloresder y de los coeficientes
difusivosevaluadosen las variablesprimadas.El cálculonuméricodela normade E,.(v,v’jt)
sehaerigidocomoun indiceóptimoparala eficienciadelmétodointegralde avancetamporal.
Si lasnormasNr(.t’) del propagadorcoincidena efectosprácticosconla unidadparapuntos

(v~v,vííí) sobrelos que E7 es significativamentemayor que cero, la evolución de En ~
satisfactoria.El procedimientoutilizadoen todoslos problemasparael cálculode E,. genera
una expresiónparaeste propagadordel que se desprendenlos momentoscorrectos,Da y

~ de la ecuaciónde Fokker-Planckoriginal,en el sentidoindicadopor las definicionesde
los mismossegúnel desarrollode Kramers-Moyal.

Existen en la literatura numerosasexpresionespara el propagadora tiempos cortos,
cuyanormacoincide con la unidad sólo en el limite r —. O, por lo que resultaninoperantes
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Figura 5.5: Distribucionesmarginales.

Distribuciones marginales iíí ~ t) £ u
4-Jdu4, y Ji. (t44-,i) = f1du11 en linee continua. Las marce,’

cian el valor numérico de cada distribución enclítica en el equilibrio sobre el punto medio de la celda.

para un esquemanumérico de integral (véanselas secciones2.2.1 y 2.2.2 ) en el que r
es finito en todo el proceso. Por otra parte, la pretensióndel esquemaintegrales evaluar
directamentela propiafunción de distribución sin derivar una expresiónanalíticaprevia
del propagadorpara cualquier valor de 1 pues, entreotrasrazones,el estudiodel proceso
integral se haencaminadohaciaproblemasen los quelos coeficientesdifusivosde la ecuación
de Fokker-Planckdependende la propiadistribución,

Con el problemapreliminar tratadoanteriormentese haverificado que todaslas carac-
terísticasatribuidasal método numérico integral paraproblemasunidimensionales,siguen
vigentes para ecuacionesde Fokker-Plancken más de una dimensión. La expresión del
propagadora tiemposcortos 1’,. se ha mostradoeficienteparael avancedela distribución
en coordenadadascilíndricas. En la obtenciónde 1’,. se hacontadocon la aproximación
de que, parapequeñosvaloresde r, todoslos coeficientesde convección y difusión pueden
considerarseevaluadossobrey’ en el instante1,,. Estacaracterísticasuponefísicamenteque
el alcancede los fenómenosconvectivosy difusivos no afectaa partículascon velocidades
alejadasde y’ en la escalatemporalestablecidapor r. La presenciaimplícita eny inducida
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por las condicionesde goemetría,representadaen el término l/v,,, se ha tratadocomo tal,
sin muLar este término por 1/<. Así, la presenciaen 9,. de los coeficientestasadosen las
variables primadasno incluye la presenciade factoresgeométricosqueden lugar a términos
espúreossobrelas componentesrealesde los coeficientesconvectivos.En estesentído,debe
notarseque la ecuaciónde Fokkcr-Planckasociadaa E presentaun término convectivofor-
mal D,, /v~ + D~ en eí que ~ ¡u4- provienede la simetríaesférica, representandouna
convección espúrea.Por consiguiente,en 1’, se incluyensólo coeficientesdifusivos dotados
de pleno significadofísico, responsablesde laevolución de E hacia la soluciónde equilibrio.
Las característicasfísicasde estoscoeficientes,representativosde los procesosde colisiones
binarias bajo interacción columbiana,contribuyenal hecho de que la velocidad de cada
partículadel sistemano varíedrásticamenteen unaescalatemporalreducida,lo que refuta
la tesis que inspira el tratamientode los coeficeintescaracterísticosevaluadossobrelas vari-
ables primadas. En definitiva, la aproximacióndel propagadorverdaderoI’I(v, t+rlv’, t) por1’r resulta apropiadaaunpara valoresde r mayoresque los utilizadosdesdeun punto de
vistaestrictamentenuméricomotivadopor la aproximaciónen diferenciasde las derivadas
temporales.

Sobre una red 40 x 80 con yfliúZ = .thInaX — 5 y para valoresdel paso temporal incluso
cercanosa la unidad, cualquier condicióninicial 1’o derivainequívocamenteen la solución
numencaequivalentea (5.10) que representael equilibrio maxwelliano. Es obvio que el
refinamientode la red mejorael tratamientonuméricodel problema,como se apreciafun-
darweutabnenteen unaoscilación reducidade la autocorrelación9 que se estabilizaen un
valor muy próximo a la unidad. Los coeficentesde difusión y convecciónse recalculan en
cadaiteraciónsi el pasotemporalseelige relativamentegrande.Paraun paso temporalre-
ducido,ei cálculodeestoscoeficientesesnecesarioen cadaiteraciónsólo cuandose haoptado
por representarla condicióninicial fo como unadistribución quepresentediscontinuidades
(tipo ondacuadrada).Si fo es una función continuade comportamientosuficientemente
regular, los coeficientes difusivos se aproximana los obtenidospara la distribución nor-
mal de equilibrio, por ello sólo es necesariorecalcularloscadacierto númerode iteraciones
o reemplazarlos,a partir de cierta iteración, por los correspondientesa los del equilibrio
maxwelliano. El mayor tiempo de computaciónlo consumeel cálculo de todos los D~, y
D,.,j debido a la doble sumasobrelas funcionesauxiliares(5.16). La integraciónsobrelos
índices primadosen el esquemade avance(5.30) quedareducidaa un entorno del punto
(y

16, v~j) que no excedede cinco celdasparacualquiervalor fisicamentaaceptablede r. El
tiempode computaciónsobrela red indicadaesdel ordende 10 segundospor iteraciónen un
VAX-9000 si se recalculanen cadapasoloscoeficientesde conveccióny difusión, y del orden
de 3 segundossi éstos se consideranfijos. La estabilidaddel esquemanuméricoes absoluta,
con independenciade los parámetrosde red, al igual que sucedeen esquemasequivalentes
paraproblemasunidimensionales.

Dado que los coeficientesde difusión decaena cero cómo 1/y (si y —, oc) los valores
de r aconsejableshan de ser relativamentemayoresque los permitidospara un esquemaen
diferencias,pero estalimitación no suponeen modoalgunola alteraciónde las propiedades
del propagadorutilizado parael cálculode los elementosde la matriz de evolución.Ya que
el máximodel determinanteD~ se halla en las cercaníasde origen, el comportamientode
Pr en estos puntosno presentaproblemas. La norma de 1’,. sólo difiere de la unidad
en las proximidadesde las fronteras,donde D~ disminuye. Sobreestos puntosE~ puede
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considerarsenula, por lo que la contribución a En+í es depreciable. Por otra parte, eí
determinantefl tiende a cero en los extremosde la red, por lo que Q5%, seaproximaa la
función &ííS~,j, lo quehacequelas colasde la distribución evolucionenmáslentamenteque
la zonacentral de E~.

Partiendode unacondición inicial t de la que se desprendantemperaturastransver-
salesI4-y 2]~ distintas,esposible contemplarla evoluciónnumérica de la diferenciaA =

T~ (t) —21(t), observándoseun decaimientoprácticamenteexponencial,especialmentepara
pequeñosvaloresde A, comopredicenlas estimacionesdeKogan. El tiempodetermalización
puedecalcularsede formasencillapor parametrizaciónde la curva obtenidaal representar
¿og(A) frente al tiempo, como se muestraen la figura 5,6. El logaritmode esta curva es
casi una línearecta, figura 5.6, cuya pendienteproporcionaeí tiempo de termalización.
La variación de las temperaturasanisótropasprovocala confluenciade las mismashacia

en un sentidocon pleno significado físico. La presenciade la autocorrelación‘1’,, sólo
acomodade forma iterativala expresiónde P,. a las característicasconservativasdel op-
eradorcolisional. La dependenciaen el tiempo de la probabilidad de transición no sólo
quedaasí recogida en los coeficientesdifusivos ( figuras 5.1 y 5.2 ), sino que se amplia
medianteel concursode la función de autocorrelación.El comportamientooscilantede ‘1’
puedecontemplarseen la figura 5.6.

Las figuras de 5.7 muestranla evoluciónde fo hastala soluciónmaxwellianade equilil-
brio. Puedeapreciarseen las curvas de nivel la isotropizaciónprogresivade la distribución.
No obstante,en la figura 5.5 se han representadolas distribucionesmarginales

= Jf(v~’>i;i) d’>i y fii(’>5~’) = Jv±f(’>±,’>1;t)d’>5

a travésde las cualessecontemplamásclaramentela evoluciónhaciael equilibrio maxwell-
liano.
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Figura 5.6: Temperaturas tronsuerso¿es T,,(t) ~ 2] (0 en plasmo. Termaflzaci¿n.

Comportamiento de las temperaturas transversales y de la diferencie t = 7~ — SP
11 en el tiempo. El

decaimiento de t es casi exponencial, como se contemple en la representación de ley(A). La oscilación
de ST, línea continua, se etenua a medida que 1 aumenta, establlizándose en su valor Inicial, ya que la
autocorrelación ~ muestra oscilaciones amortiguadas.
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Conclusiones

1.- Se ha configuradoun métodonuméricopataecuacionesde Fokker-Planck
basadoen la ecuaciónintegral de evolución (2.9) parala distribución f.
El método resulta aplicable a ecuacionescon coeficientesdifusivos de-
pendientesdel tiempo, ya sea explícitamenteo a través de una relación
funcional con f.

2.- El métodopropuestoen la sección2.2.2paradeterminarla expresiónde
un propagadoratiemposcortos,aptoparacadaproblema,seha mostrado
altamenteeficiente. Las condicionesdefronteraquedancontabilizadasen
la probabilidadde transición,por lo queno esimprescindiblerecurrira la
simulaciónnuméricade las mismasmedianteesquemasque distorsionen
el significado físico del problema.

3.- La ductibilidad en la eleccióndel propagador P,. favoreceel ajustedel
mismocon el fin de mantenerconstantesmásde unacantidadconservada,
si estaexisteen el problema continuo. El métodobasadoen el ajuste
iterativo duranteel ejercicio de la computaciónseha reveladocomo el
mas indicado,en tanto que el procedimientoadapta Pr contabilizando

simultáneamentelos efectos de la discretizaciónen el tiempo y en las
variablesespaciales.

4.- Dadoque Pr es soluciónde una ecuaciónde Fokker-Planckauxiliar, se
preservantodas las propiedadessatisfechaspor el propagadorverdadero
II para r pequeño. El decaimientoexponencialde P,. y el carácter
positivo de éstefavorecela no existenciadeinestabilidadesen eí esquema
numérico.La función ¡ preservala normaunidady la positividad,siendo
en cadaetapade la evoluciónunafunción bien comportadaen sentidode
la teoríade distribuciones.

5.- Sehandadolas expresionesde Pr paralas ecuacionesintegro-diferenciales
de Fokker-Plancken simetríasesféricay cilíndrica. Ambos casosseha
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resuelto de forma satisfactoria,dotando al esquemanumérico de pleno
significadofísico, contiemposde evolucióncoincidentescon estimaciones
teóricas,sin recurrir a linealizaciones.La descripcióndel régimen transi-
torio es satisfactoria,en tanto que f preservalas cantidadesconservadas
del sistema,evolucionandode acuerdocon las característicasfísicas del
problemacontinuo.

6.- El esquemanumérico integral preservala densidadde partículas y la
energíadel sistema,conindependenciadel númerode iteraciones.La per-
fecta descripcióndel estadoestacionariocondicionafuturas aplicaciones
del métodoparala resoluciónde problemascon mayor significadofísico.
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Apéndice A

Tratamiento del Término

y \7rf(V,r;t).
La tendenciamascomunmenteadoptadaparala resolucióndelaecuaciónintegral deFokker-Planck
(1.7) es la de no abordar situacionescon variaciónespacial,con lo que eí problemase reduceal
tratamientodel plasmaen el espaciode velocidades.Sin embargo,hay situacionesen las quelos
procesosconvectivosenel espacioreal puedenser significativos y eí problemaha de abordarseen
eí espaciode fasescompleto.

El procedimientonuméricopara la resoluciónde la ecuaciónde Fokker-Planckse inspira en
la posibilidad de avanzartemporalmentecualquier condición inicial, mediantela expresiónde un
propagadoro probabilidadde transición,válidaparacortosintervalosde evolución. La expresión
habitualparaestepropagadoresla distribucióngaussiana(2.13),cuyaexistenciaseasegurasiempre
que la matriz que representael tensor de difusión 22 seainvertible, lo que suponela condición

= ¡1~¡¡ # O para el determinantede 22. La expresióncompleta de la ecuaciónde Foklcer-
Planckpara la Física del Plasma,incluye la dependenciade las variables espaciales.(r} a través
del término —u;ft/ 8z~. Es obvio que los elementosD1~ ~.j y D~¡ ~sdel tensor de difusión son
nulos, lo que impide la aplicaciónde (2.13) para eí esquemade avance(2.9). En principio, esta
situaciónpuedesolventarseconcediendoal términoespacialun tratamientoen diferenciasfinitas,
paracadavariable{v} fija, y avanzarposteriormentepara{r} fija la distribuciónf(v, r; t) mediante
eí operadorcolisional integral en eí espaciode velocidadesdado en los capítulosanteriores.Este
procedirrijento,sin embargo,puedeconducira tiemposde evoluciónen los espaciosde posiciones
y momentosinapropiadamentecorrelacionadosparaciertosvaloresdel pasotemporalr, de ahí el
intento de configurarun operadornuméricoplenamenteintegral,quedérespuestaala evoluciónde
f en el espaciode configuración{q = (v,r)} deformasatisfactoria,

A.1 Propagadorpara EFP con tensor23 singular.

Continuandocon el carácterparadigmáticodesarrolladoa lo largo de la exposición,la cuestiónque
acupa este apéndicese resuelvepor extensión desolucionespropuestasal efectoparaproblemas
linealessimples. Como puntode partidaseha estudiadola ecuaciónde Klein-Kramers(referencia
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[11, pág. 9] eneíCapítulo 4)

~ ox F,1-, E(za! W’ — ~[ — 2—DOV] f(u,x;t) (Al)

para la evolución de la distribución f en eí espaciode velocidady posición de partículasen
movimiento Browniano, en la que D., = —yv y DUL = D = ‘yKT/m siendo m la masa de la
partícula,Kl la temperaturaen unidadesde energía,Y(s) una fuerza exterior y y eí coeficiente
de fricción. La ecuacióndiferencialestocásticadel proceso

=2¡{ ~ —‘yv + E(x)/m + 1’(t) = a(’v, x) + P(t) (A.2)

se smtetizaen la relaciónmi + my~ = F(z) + mr(t), representandoun procesomarkovianode
segundoorden en la variable temporalt. Se observaque, para pequeñosvalores del tiempo de
evolucióny = 1 — 1’ > O, los momentos~ y II, con respectoa la probabilidadde transiciónP, se
expresancomo

+ r) = u’ + a(v’, x’)r y 5(1’ + r) = x’ + v’r + ~-a(v’, ~‘),~2 (A.3)

si q~(í = 1’) = q~. Las identidadesanterioresson válidas para cualquierexpresiónde la fuerza
deterministatotal F(v, z) = nra(v, x), queaquícoincideconF(x)—-yu,responsabledelos fenómenos
convectivosobservablesa travésdel comportamientode1. Así mismo,la tasaciónde los momentos

2¿2, ¡1v y y

2 lleva a los valoresdelas desviacionesO¡3

2 2 2 (A.4)= 2Dr , = Dr2 y a~±=

1Dr
1

para r —. O, lo que muestraque la difusión en el espaciode posicionesestádominadapor un
coeficientedifusivo formaldel ordendey2. Sic1 términoa(v, z) se tratacomoconstante,essencillo
verificar que la solucióna la ecuación(A.]) conservala forma habitualde unadistribuciónnormal
sinillar a (213), en la que la ausenciade los coeficientesD,,, y D~ se halla suplida por sendos
coeficientesdifusivos formalesproporcionalesa ya a~. Paraello bastaresolverlaecuaciónen
conE(s) constantey 7= O medianteelprocedimientohabilitadopor la aplicaciónde transformadas
de Fourier sobrelas variables u y x, como se muestraen los párrafossiguientes. Si (AA) admite
soluciónanalíticaexactaenel casosimplede ¡«u, z) = ma(v,x) constante, el procedimientopara
calcularla probabilidadde transicióna tiempos cortoscorrespondienteala ecuacióngeneral

or — o K. ~F<z:t~ O ~ lvz.t’i] P(v,z;tIv’,x’¡t’), (A.5)y— — 1 J.Ju(v,x;1>+’’
Dx Dv

1 nr Dv]

medianteelmétododela sección(2.2.2), consistiráesencialmenteen determinarla expresiónapropi-
adadel operadorauxiliar de Foklcer-Planck~ en eíquela convecciónA = D, + F/m y la difusión
D se suponganevaluadassobre las variables(v’,z’). Si 6(q — q’) se representaen la forma 6 =

6<v—v’) 6(z—z’), el términoLppSdela expresión.P(t+r) = []+rLFP] 6+0(r
2) puedereescribirse

como
LppS = —v1--6 — ~ ¼‘ 8 D’] 6—

Dx ¿9v L Dv
‘No esteel únicocasoen el quela ecuaciónde Klein-Kramerspresentasoluciónanalítica.Es biensabido

queel problemadel movimiento brownianose halla resueltoparadiferentesexpresionesde E(s) con D
constante,véasepor ejemplo(11, pág. 87] y las referenciasaquícontenidas.
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que define el operadorauxiliar apropiadoparadeterminarunaexpresiónde Pr . La representación
de la función 6 de Dirac en el cálculo del propagadora tiemposcortosrespondesimplementea la
soluciónformal de la nuevaecuacióndeFokker-PlanckparaPr(v, z¡v’, 54; y)

DP~
Pr y— Lrpl’r, (A.6)

en la quelasmagnitudesA’ = fl~(v’,x’¡t) + E(v’, a,’; 1)/nr y .12, = D~~(v’,x’;t) se tratan como
parámetrosconstantes.

Siguiendoel procedimientodecálculomostradoenla recientereferencia[7] citadaeneí Capítulo
4, en la que el autor abordala resoluciónde la ecuaciónparala densidadde probabilidadde un
procesoestocásticono markovianode segundoorden (en el sentido de (A.2)), sobre la ecuación
auxiliar en Pr se ha tomadola transformadadeFourier

$(Pr) = É(w, k;r) = JJ e”’< uy — i k Pr dv dx,

con lo que (A.6) se reducea

Í’= — iwA’ — w’D’] É P(r=O)= e~”~’ —i Mx’ (A.7)

Esta ecuacióndiferencialpuederesolversepor eí conocidométodo de las caraclerísticas,con la

condicióninicial P(~,k; O) anterior,para dar

P = exp [~+(k2r3 + Swkr2+ Sw2r) — iw(v’ + Lv) — ik(x’ + v’r + 4A¡r2)1
Recurriendoa la fórmulade inversiónparatransformadasdeFourier,se obtienela expresióndefini-
tiva para la probabilidadde transición

Pr = 1/ ¿V + IP)] (As)
exp r.

2,rr2D’ {fl’r’~ ~2 — ___

donde sehan definido las variablesX y y como

y X=x—z’
2

que se correspondencon las expresionesu — fI y z — 5 en coherenciacon (A.3). Es evidenteque
la conveccionsufridapor la distribución enel espaciodeposiciones,estáregidapor un coeficiente
efectivo de valor u’ + A’r para cortos intervalosy de evolución, mientrasque en eí espaciode
velocidadeseí términoconvectivo siguerepresentadopor A’ = It/nr. Esteresultadose exhibede
forma masclara si seanalizala distribución marginalPr(z, ~4) obtenidaal integrar (AS) sobrela
variable u

3 3 , , 1

4 exp[— —z A’r2]4fltya (Z 2
en la que se apreciala presenciade dispersióngobernadapor un coeficiente de difusión efectivo
proporcionala y2. La difusión en eí espaciodeposicioneses puesun factor y2 máslenta queen el
espaciode velocidades(Dr,, = D’).

Como se ha venido mostrandoa lo largo de estetrabajo, la expresióndel propagadorno es
única y puedenderivarsediferentesoperadoresintergralesequivalentesquerepresentanel mismo
problemaen eí límite y —> O. En particular, si el términoyO/Ox . 6(v — u’) de L~pó seinterpreta
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comoy’ O/Dz ¿(y — y’), la expresiónalternativadel propagadororiginadapor el nuevooperador
auxiliar esla distribución normal degeneradao impropia

y2
pC”) — exp[———--—.]5(x — x> — v’r) = Pr(v,v’Iz’)&(x — a,’ — v’r)

14,rD’r 4D’r

queproporcionala ecuaciónde evoluciónpara f

f(v,x;1+y) = JPr(vv’Ix’ = x —v’r) f(a,’ = x —v’r,v’;t) dv’. (A.9)

Un resultadoanálogoseobtieneal procederen (AS) al límite y3 —. O manteniendoy fijo (ya que,
si r < 1 se tendrá que y3 « y). En estecaso a,’ + y’y ha de cambiarsepor x’+ (u + y¡) r/2,
lo queequivalea reemplazarel desplazamientoy’y, correspondientea un movimientodeterminista
uniforme,por e’ desplazamientomedio (y + v’)r/2 de un movirrxientoconaceleraciónA’ constante.
En amboscasosse apreciaclaramenteque en la ecuaciónde evolución A.9 sólo se contienenlos
efectosconvectivosen el espaciode las posiciones.Tal esquemaintegral de evoluciónes válido si
predominanlos efectosde deriva en el espacioreal sobrelos dispersivos. Hitchon en [15, del cap.
1] ofrece un propagadoranálogoque, por tanto, atiendeúnicamentea procesosconvectivosen eí
espaciofísico. Sin embargo,estepropagadoresequivalenteal obtenidoal interpretarun esquemaen
diferenciasexplicito comola integralsobreunaprobabilidadde transicióncompuestaporfunciones
6(z¿ — x¡±i).El alcancede la deriva desde a, a x’ + rv’ puedeser mayorque el de un espaciado
de red Az si la velocidades grande.La transmisiónde toda la informaciónen eí instante1 puede
llrnitarsenotablementehastael instante1 + y, razónquefuerzaa tomarvaloresdel paso temporal
excesivamentepequeños,comoen los esquemasexplícitos en diferencias. La ventajadel método
integral estribaesencialmenteenla posibilidad prácticade elegir pasosy relativamentegrandesy
acortarasíel tiempo de computación,apesardequecrezcael númerode elementosno nulos de la
matriz de evolución.Dado quela resolucióndelproblemaha de ejecutarsedemodo numéricopara
y finito, los dosoperadoresanteriorespuedenocasionarun retardoenlos tiemposde evoluciónpara

2 2
1 en eí espaciode posiciones,al no contabilizarseen eííoslos coeficientesdecorrelacióna,~ y a~,.
responsablesfísicamentede la difusión efectivaen dicho espacio. Esteinconvenientees de nuevo
similar al argumentadoen contradel uso deun esquemasimple en diferencias,combinadocon el
integral en u, para eí tratamientodel término irO ¡Dv en la ecuacióndiferencial. Así pues,para
cualquier valor finito dey y de y3, resultaconvenientela aplicacióndel operadorintegral derivado
de (AS).

£2 Caso (2N)-dimensional. Generalización.

Enla mayoríadelos problemasfísicos deinterés,enlos queseha aplicadoel métodonuméricointe-
gral, seoperasimultáneamenteeneí espaciodeposicionesy momentosenmásdeunadimensión.Es
conveniente,por tanto,ofrecerunageneralizacióndelproblemaanteriora fin deinferir la expresión
del propagador Y,. cuandoen la ecuaciónde Fokker-Plancken las componentesde y se cuenta
con eí término y . Vf. A pesarde que estemétodopuederesultarinoperante,como consecuencia
del elevadonúmerode integracionesarealizar si seelevaelnúmerode variables,la forma analítica
de Pr puedesimplificarse a priori parageometríassimplescomolas tratadasen los capítulos4 y
5. El objetivo deestasecciónes,por consiguiente,extenderlas conclusionesanterioresal problema
(2N)-dimensional

——vi——— O ¡‘~PDf Of ~ — —.t.¡í,j, f(v,r;t) (Alo)
Di Dz~ Oví[m Bv¿J
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que correspondeaunaecuaciónde Fokker-Planckcalasvariables{qi .. .q~} = {ví VN Z
1

XN}, en la quese ha supuestola fuerzaexteriorF independientede y, Las componentesdel vector
de derivay del tensorde difusiónsonrespectivamente:Da,< = vi, 1% = D~~+E~/m,D1~ ~ = D13 y

13 = Dxi rj = O. Siguiendoeí método presentadoen la secciónanterior,el operadorauxiliar
~ para la resoluciónde (AS) esahora(en notaciónvectorial)

L~~= —vV — V~fÁ’ —

El operadorV. serefiere al operadorgradienteen el espaciodevelocidades,el vector A’ coincide
con D,, + F/m evaluadosobrelas variablesprimadas;22’ es el tensorIV x IV de elementosDví vi,

tambiénparticularizadoen las variablesfuente{q’}, Al igual que en (AS) Pr se expresacomo
una distribución normal (2N) -dimensionalno degeneradaen la forma

Pr( y, r; y’, r’¡t) = (27r)N 1 exp [ .(a2)7 (q~ — q~)(q3 — 4ñ] (Ah)

donde 4k = fq~P~d
2Nqy 0km = (qk — qk)(qm — 4m). Tras integrar por partesen la ecuaclon

diferencial auxiliar 2 (AS), las variacionesde 4k y 0rnk respectode la nueva variabletemporaly
vienendadaspor

rL ¡9/ 2 2ff
¡ —t [~ u3 ao.vivisi= <3 ~ 2

qt(r=O)= q~; cr2(r=O)= O, ~ ~ +¿y vi

que,una vezintegradas,conducena

r ~ f 0~¿ ~ DU r
<3, v¿t ,~,jy ¡ 2

g~= x$+vfr+~D~r2 a~j~~=
o~j ~; = ~D$Jy3

Las conclusionesextraídasen la secciónanterior,en lo referentea la difusión efectivaen el espacio
de posiciones,siguen siendoaplicablesal problemageneraltratadoaquí. El tensor22 ‘ dirige los
procesosdifusivos entodo eí espaciode fasesya quela dispersiónefectivasobrelas variables{x

3}
es proporcionala D~yy

2. De forma simbólica, la matriz de covarianza(o2) y su inversa(a2f1 se
puedenexpresarcomo

(o2) = 2y22’ y222’ a = —3C222;t )
PV’ , ) \, —3r22 6r322

Las relacionesanteriores,junto con la expresióndel determinantede (o2)

11(02)11 = II(a2)~~lIl =

configuran la forma definitiva de Pr que, a su vez, puedecontemplarsecomoproductode dos
distribucionesN-dimensionalesPv y Pr según

Pr = Pv(V,v~¡r’) Pr(r, r’ ¡VM = 1
+ y’) (A.12)

2engeneral,ci valor mediodc cualquierfunción /¡(q,t), seobtendrácomo

¡í)= £+Dqi± + ~ =1.‘Dq<Oq;
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donde

Pv exp[—— ~y
(4rr)ND, 1 D’-’VtVj] ¡ Vk vk—vk—Dkr,

~= (
3)NI exp[—

2jD[’Z~Z
3J; ZM=

zk—x~—vMky.

Debe notarsequePv dependede a,’ a travésde F’ y queéstaasu vez puedeinclusodependerde la
velocidad. La factorizaciónde Pr comoproductode probabilidadesdetransiciónenlos subespacios
de posicionesy momentos,ofrece la opciónde atacarprimeramenteeí problemaen el espaciode
velocidadesen situacionesde geometríaprefijadas,cambiandoPvpor los propagadoresdadosenlos
capítulosanteriores.Lasvariables{r} delespaciorealpuedenreferirsealascomponentesdel vector
deposiciónr sobrelas direccionesortogonalesdel vector velocidadencoordenadascurvilíneas.

A.3 Aplicación al movimiento browniano.
Comoaplicaciónde la probabilidadde transición(A.12), másconcretamentede (A.8), a la solución
numéricaintegral de la ecuaciónde Fokker-Plancken la forma (Alo) se ha estudiadola evolución
de la distribución f(v, a,; i) deunapoblacióndepartículasenmovimientobrownianounidimensional
sujetaa la fuerzaexterior F(x) = —mw

2z.
En estecaso,la soluciónestacionariaes la distribución de Boltzmann

f,(v,x)=J’¡ exp[~±(v2 + 2V(x))] , (v,x)cR2,

dondeg es el factor de normalizacióny y(s) — o? a,~/2 es el potencialdel que se deriva E(x). El
procedimientodeintegraciónessimilar al presentadoenelquinto capítuloparala ecuaciónintegral
de Fokker-Plancken la Físicadel Plasma.Los elementosQjj p,j = Qu~ de la matriz de evolución
Q se determinanapartir de la expresión(A.5) particularizadaen los puntos(z~,v;) y (5

1í,v3’) de

la red espacialhomogéneaque se ha utilizado a lo largo de la exposiclon. Si Pr se factoriza
en la forma (A.12) cada unade las distribucionesformales.1’, y P~ puedenarchivarseen memoria
comofuncionesde tres índicesen la primera iteración. El númerode sumasen cadapasotemporal
se reducenotablementesi serecurre a un cálculoestimativodel alcancesobre sobrela red de los
procesosconvectivo-difusivos,medianteel algoritmohabitualinspiradoen el análisisde las elipses
deequiprobabilidad,comosemostróen elcapitulo final. Es interesanteseñalarquelapreferenciade
usarun paso temporaly relativamentegrandees ahoramáspatente,ya quePa, dependede A’y =

y
3 reemplazandoay en la probabilidadde transiciónhabitual (2.13) del espaciode velocidades.Los

criterios parala aplicaciónde la integraciónnuméricasimple por rectángulos,dadosen el capítulo
segundo,se aplican igualmentesobre el espaciode posicionesparaAS- y As. Si AS- es del orden
de (Az)2 la ecuaciónde evoluciónpara f¿}f’ en términosdeQn, puedesustituirse por la expresión
mássimple (A9) comobuenaaproximación.

Las figurasde A.] siguientesmuestranla evoluciónde la condicióninicial fo tipo histograma
hastala distribución numéricagaussianaf, esperadaparay = 12 = ca = 1, con los parámetros

característicosdered anotadosen los comentarios.

3Sc tratapuesdc unaretículaenel planoXV con celdilla unidadAa, x Av similar a la i,tilizada en el
último capitulo.
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Figura A.]: Movimientobrowniano.
Movimiento browniano en el espacioX-V. Superficiesde nivel y superficiesde la dlstribucl¿n. La
soluci6n estacionaria es una maxwalliana. Los parámetros de la discstizacldn son: r = 0,1, Am = Av =
0, 125 sobre una red unIforme 40 x SO.
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