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INTRODUCCION

Desde el afo 1960 en que S. Smale demostré la Conjetura de Poincaré en dimensiones
superiores a cuatro mediante la asociacién de asas ([Sm)), esta técnica cobra especial
importancia en el estudio de las variedades diferenciables. Por otro la.do,‘ la técnica de
cirugia de Milnor y Thom ([Mi.1]), concebida en principio como algo independiente de la

asociacion de asas, es facilmente formulable a partir de ésta.

La Teoria de Morse establece la intima conexidén que existe entre la asociacion de asas
(y por tanto la cirugfa) y las funciones de Morse (aquéllas cuyos puntos ¢riticos son no

degenerados), conexién que es formulada en los llamados Teoremas de Deformacién.

Esta memoria trata algunos problemas concernientes a los fundamentos de estas ideas
(asociacidn de asas, cirugias y funciones de Morse), y en mayor medida, algunas de sus
aplicaciones al estudio de las hipersuperficies del Espacio Euclideo y de las variedades de
dimensién baja.

i

Con relacién a los fundamentos de la asociacién de asas, la seccién 1 del Capitulo 11
establece la existencia de una estructura diferenciable con borde anguloso en la varie-
dad topoldgica obtenida por asociacion de asas, y frente a esta estructura o frente a la
estructura diferenciable con borde diferenciable definida usualmente por la técnica del

redondeamiento de esquinas ([Mi.2]), se propone una estructura diferenciable con borde

anguloso generalizado como la natural.

El Capitulo I se sitia as{ en el contexto de las variedades diferenciables Bandsicas con
borde anguloso y de clase arbitraria. En el estudio de este tema, la nocion de subvariedad
definida a partir de las cartas adaptadas ([M.O.]) ha planteado diversos problemas, entre
ellos el de la transitividad. La aportacién fundamental que se lleva a cabo én esta materia

es la introduccién de una nueva definicién de inmersién (F-inmersién) y a partir de ésta de
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subvariedad (F-subvariedad), mostrando como estas nuevas nociones son las naturales en
este contexto. Esta naturalidad es justificada por el sentido fisico de las nuevas definiciones
(véase la pagina 4), la simplicidad con que ahora se enuncian los resultados (véanse por
ejemplo el Teorema 4.7 o la Proposicién 2.20) y el hecho de que aquellos resultados que
son esperados (y con la vieja definicién no conseguidos) son ahora ciertos, como son el caso
de la transitividad (Proposicién 2.8), el hecho de poder sumergir las variedades en algiin
Espacio de Banach comeo subvariedad bien situada (Proposicién 2.25) .0 el deducir que
la interseccion de dos subvariedades que se cortan transversalmente es una subvariedad,
sin restricciones sobre la situacién de las subvariedades {Proposicién 4.22). Ademas,
el nuevo concepto de inmersién aparece ahora como el concepto dual del de sumersion

(Proposicién 1.2).

Ahora bien, el no poder contar con las cartas adaptadas nos lleva a veces a demostra-
ciones mas complejas. Asi, el primer resultado esencial es la creacién de las cartas adap-
tadas a partir de una F-inmersién (Teorema 1.9), que nos permitira la comparacién del
concepto de F-inmersién con el de inmersién. Haciendo uso de este resultado, se de-
-muestra que los conceptos de F-subvariedad totalmente bien situada y de subvariedad
totalmente bien situada coinciden (Teorema 2.17), y que toda subvariedad bien situada
es una F-subvariedad (Teorema 2.18). El resultado anterior es de gran trascendencia: el
de F-subvariedad es un concepto que generaliza al de subvariedad bien situada, requisito
este ultimo imprescindible para establecer la conexién entre subvariedades y transversa-
lidad (véanse 7.1.14 y 7.1.15 de [M.0.}). De hecho, logramos probar (Teorema 4.7) que si
una aplicacién es transversal a una F-subvariedad Z, su imagen inversa es entonces una

F-subvariedad, sin la hipétesis adicional de que Z esté bien situada.

El Capitulo I contiene ademas otro resultado no trivial (Teorema 2.23), el cual, for-
mulado de modo impreciso, asegura que‘ localmente toda F-subvariedad es F-subvariedad
y subvariedad si agrandamos la variedad ambiente de modo adecuado. Por ltimo,
este capitulo muestra un interesante ejemplo de prueba delicada sobre sumersiones y

F-subvariedades (Ejemplo 3.3).

Asi pues, el Capitulo I y la seccién 1 del Capitulo II pueden ser entendidos como un
estudio de los fundamentos de la estructura diferenciable en la asociacién de asas. El resto
de la memoria esta dedicada al anilisis de algunas aplicaciones de la Teoria de Morse y

la Cirugia al estudio de hipersuperficies y variedades de dimensién baja.




i

i
Asi, en la seccion 2 del Capitulo II, probamos un resultado que perémite obtener
cualquier hipotética esfera exdtica de dimension cuatro a partir de & cirugfafs disjuntas de

tipo (3,2) en la suma conexa de k copias de 5% x S? (Teorema 2.1).

El Capitulo III esta dedicado integramente al estudio de las hipersuperﬁciés del Espacio
Euclideo. En un primer resultado (Teorema 1.13), se construye, para cada hipersuperficie
compacta de R™*! no necesariamente conexa, una funcién de Morse propia ‘Ide Rl en R
con un ndmero finito de puntos criticos y que tiene a la hipersuperficie como nivel regular.
Estas buenas propiedades de la funcién nos van a permitir estudiar la relacion entre el tipo
diferenciable (o topoldgico o de homotopia) de la hipersupetficie y los punfios criticos de
la funcién en la regién exterior que define la hipersuperficie, a pesar de la no compacidad
y falta de variedad nivel de partida de dicha region exterior. Esto queda plasmado en el
Teorema 2.1 (en la seccién 2 del Capitulo III), el cual, dicho de modo impreciso, asegura

que la hipersuperficie es una esfera si en la regién exterior no existen puntos criticos.

|

A partir de este resultado deducimos el Corolario 2.5, el cual, formulado también de
modo impreciso, asegura que en el caso de las superficies de &3, éstas son difeomorfas al
toro si en la regién exterior existe un tnico punto critico. La importancia del resultado
anterior radica mas en la demostracién que en la curiosa informacién quefofrece. Dicha
demostracion nos da un modo general de estudiar las hipersuperficies a partir de la regién
exterior y los Teoremas Clasicos de Deformacion de la Teoria de Morse. Un bonito ejemplo
del Corolario 2.5 es el Ejemplo 2.6, en el que aparecen infinitos puntos criticos en la regién

acotada por la superficie y sdlo uno en la regién exterior.

Senalar por udltimo, respecto al Capitulo III, la existencia de dos resuilta,doé. basicos
usados repetidas veces a lo largo de este capitulo. Estos son el Lema 1.9, sobre funciones

propias, y el Lema 2.4 sobre la conexién de niveles regulares de aplicaciones diferenciables.

El Capitulo IV vuelve a estar dedicado a las variedades de dimension ba,j a, en concreto
a la dimensién tres. En él se aportan algunas ideas en torno al problt;ama de Kirby
de simplificacién de enlaces referenciados. Nuestra idea consiste en sefalar los enlaces
referenciados de Lickorish ([L.2]) como canénicos o minimales, y dar un algoritmo, al
menos para clertas importantes familias de enlaces referenciados, que trar?sforme dichos
enlaces en enlaces referenciados de Lickorish. Este algoritmo se basa en un refinamiento
del llamado Teorema Fundamental de la Cirugia en 3-variedades, reflejado en el Lema 2.12
y el Corolario 2.13. Dicho refinamiento se lleva a cabo con la introduccién del concepto

de autorreferencia de una curva cerrada simple en el toro sélido de género arbitrario
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canénicamente incluido en R®, denotado por M, (Definicién 2.1), y la distincién que
hacemos de un homeomorfismo de torsién y su inverso {Definicién 2.7 y proposiciones

anteriores).

A partir del concepto de autorreferencia se define el concepto de enlace totalmente
incluido en M,. Dicho de modo resumido, el Corolario 2.15 se ve entonces como un algo-
ritmo para transformar en enlaces referenciados de Lickorish cualquier enlace referenciado

totalmente incluido en M,.

Ahora bien, jqué separa a un enlace referenciado arbitrario de un enlace totalmente
incluido en M,;? Este problema es abordado en la seccién 3 (del Capitulo IV) para una
importante familia de enlaces referenciados, a los que denominamos cadenas simples.
(Estos enlaces incluyen, por ejemplo, los recubridores ciclicos de $° ramificados sobre el
nudo trébol}. El resultado fundamental de esta seccion es el Teorema 3.9, el cual, a través
de dos pasos bien diferenciados y el Corolario 2.15, transforma en enlace de Lickorish
cualquier cadena simple. En general, la posibilidad de transformar en enlace de Lickorish
cualquier enlace referenciado depende entonces de la habilidad en la aplicacién de los dos

pasos antes mencionados.

La belleza y sencillez de los enlaces referenciados de Lickorish nos han llevado a pro-
poner a éstos como enlaces candnicos o minimales para las 3-variedades, pero seria de
gran importancia {para el problema de decidir cuando dos enlaces referenciados definen
la misma 3-variedad) el poder comparar dos enlaces de Lickorish entre si, aunque esta

cuestion no es analizada en la memoria.

Nos gustaria, en otro orden de cosas, hacer algunas apreciaciones que permitiesen
hacer una lectura de la memoria lo més amena posible. Cada capitulo estd acompaiiado
de una extensa introduccién que permite leerlos por separado. En estas introducciones
se detallan los resultados mads importantes que se han obtenido, muchas veces junto a
aquellas ideas que nunca constituyen “resultados” pero que nos parecen fundamentales en
el modo de pensar matematico. La introduccidén incluye ademads una brevisima referencia
a la bibliografia esencial (que no suficiente) del capitulo, salvo en el caso del capitulo II,
para el cual la bibliografia es mas extensa pero menos significativa. Finalmente, en las
secciones en que estan divididos los capitulos se detallan con rigor las demostraciones de

los resultados obtenidos.
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Capitulo I

SOBRE INMERSIONES Y
SUBVARIEDADES

Aunque pueda parecer paraddjico, uno de los problemas que hoy en dia ocupa al topdlogo
diferencial consiste en decidir qué tipo de espacios deben ser objeto de su estudio. De

modo genérico, a estos espacios se les ha llamado variedades diferenciables..

La primera acotacion de estos objetos se debe a Gauss. Asi, una variedad era iun
subconjunto del Espacio Euclideo de dimension tres de modo que en cada punto existiese
un plano tangente a dicho subconjunto. A estos objetos Gauss los llarn?é superficies.
Riemann amplid esta categoria:ya no es necesario ver las variedades incluidas en un
Espacio Euclideo de un lado, y de otro no hay razén para limitar su dirﬁensién. Con
algunos matices, Riemann habfa introducido la nocién de variedad diferenciable que hoy

en dia, siglo y medio después, sigue siendo la utilizada en la Fisica Matematica.

Posteriormente otras importantes posibilidades han sido introducidas: €l borde dife-
renciable en la Teoria de Integracidn y la Topologia de dimensién baja y la dimension

infinita en el Calculo Variacional son dos ejemplos de este hecho.

En esta necesidad de solucionar las limitaciones de los espacios tratados, ha surgido
el concepto de borde anguloso. Es, por ejemplo, el modo natural de tratar el producto
de variedades cuando ambas tienen borde diferenciable. Cuando uno se introduce en el
estudio de estas variedades observa que no se trata simplemente de anadir complicaciones
técnicas a las variedades existentes, sino que hay una nueva sensacién de lo que puede ser

el borde de una variedad (por ejemplo, cuando el espacio tangente en un punto del borde
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es definible con curvas que se mueven por el borde exclusivamente).

En este contexto de las variedades con borde anguloso situamos este primer capitulo.
En él, esencialmente, se da contestacidn al siguiente interrogante: jqué debemos entender

por subvariedad de una variedad con borde anguloso?

La referencia bésica de este capitulo es [M.0.]. Las variedades diferenciables Banasicas
de clase arbitraria y con borde anguloso son descritas en su primer capitulo. Cualquier
concepto, notacién o resultado usado del que no se dé una referencia exacta puede en-
contrarse alli. Nuestro punto de partida es el estudio de su tercer capitulo, concerniente
al tema de las inmersiones y subvariedades. Como en cualquier caso una subvariedad
es definible a partir del concepto de inmersién, serd precisamente en este concepto de

inmersion en el que centraremos primeramente nuestro analisis.

Recordemos previamente las definiciones y resultados. basicos dados en [M.O }:

Definicién de inmersién (3.2.1 de [M.0O.]) Sean X y X' variedades diferenciables de
clase p, f: X — X' una aplicacion de clase p y ¢ € X. Diremos que f es una inmersién de
clase p en z si existen C = (U, ¢,(E, A)} carta de X centrada en =, C' = (U', ¢, (E',A'))
carta de X' centrada en f(z) con f(U) C U’, E es subespacio lineal cerrado de E
admitiendo suplementario topolégico en £, H(U) C ¢'(U') y ¢'c flued™ =7 : ¢(U) —
¢'(U") es la inclusién.

Definicién de subvariedad (3.1.1 de [M.O.]) Sea X una variedad diferenciable de
clase p y X’ un subconjunto de X. Entonces X' es una subvariedad de clase p de X si
para cada z' € X’ hay una carta C = (U,¢,(£,A)) de X centrada en z’, un subespacio
lineal cerrado E' de E que admite un suplementario topolédgico en E y un sistema finito y
linealmente independiente A’ de elementos de L{E’, R), tal que $(UNX") = $(U)N(E")},
y este conjunto es un abierto de {£')}, (de una tal carta de X se dice que estd adaptada

al subconjunto X’ en el punto z’ mediante (E', A"}).

En tal caso se construye una estructura diferenciable de clase p sobre cada subvariedad,

que es coherente con la topologia inducida:

Proposicién (3.1.5 de [M.O.}) Sea X’ una subvariedad de clase p de X. Entonces
existe una tnica estructura diferenciable de clase p en X’ tal que para cada 2’ € X'
y cada carta C' = (U, ¢,(E,A)) de X adaptada a X' en z’ mediante (E',A'), C' =
(UN X', pluaxr, (E';A)) es una carta de esta estructura.

e . e e . e — . — e — — — e e e e
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Ambos conceptos quedan relacionados por el siguiente resultado (el enunciado ha sido
modificado):

Proposicién (3.2.4 de [M.O.]) Sean X' un subconjunto de X, variedad diferenciable
declase p y j: X' — X la aplicacién inclusién. Entonces X’ es una subvariedad
diferenciable de clase p de X si y sélo si existe una estructura diferenciable;de clase p en
X' cuya topologia es la inducida por X y j : X' <= X es inmersién en todo Tpnnto de X'

En tal caso, dicha estructura diferenciable es tnica.

Nuestra aportacion aqui es la introduccion de un nuevo concepto de subvariedad: no
se trata simmplemente de una definicién mas y el anélisis de sus prOpiedadesl, commparadas
con las que aparecen en [M.0O., sino que pensamos que este es el conce:pto natural
para subvariedades que debe sustituir a aquel otro. Esto es, por supuesto; una opinién
subjetiva en un primer momento. El propésito de este capitulo es convencér al lector de

este hecho.

Definicién 1.1 Sean f : X — X' una aplicacion de clase p yz € X. Se dice que f es una
F-inmersion CP en = si para tode variedad diferenciable Z de clase p y toda aplicacion
h:X — Z de clase p existen un entorno abierto V* de z en X, un entornoiabierto 1245
de f(z) en X' y una aplicacion g : V@ — Z de clase p de modo que f(VI) C VIiE y

hlv= = go flve=, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo: r

Ve flv= V1)

hly= g

z ?

Esta es la definicién bésica, y a partir de ella damos el concepto de F-subvariedad:

Definicion 2.1 Un subconjunto Y de una variedad diferenciable X de clase p se dice que
es una F-subvariedad de clase p de X si existe una estructura diferenciaj)le de clase p
en Y cuya topologia asociada es la que induce X y la inclusion natural ji: Y — X es

F-inmersidn C? en todo punto de Y.

Obsérvese la simplicidad de las nuevas definiciones: éstas no requieren ahora el uso de

cartas.
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Ademas el nuevo concepto de F-subvariedad esta dotado de un claro sentido fisico (de
ahi el uso de la letra F para distinguir los nuevos conceptos de los usados en {M.O.]).
Si X, Y y Z son variedades diferenciables de clase p e Y es F-subvariedad C? de X,
©% y denotard el haz de las funciones diferenciables de X en Z que se anulan en Y:el
sentido fisico de una variedad diferenciable queda reflejado en los haces de funciones
diferenciables de ésta en cualquier otra variedad. Entonces, si Y es F-subvariedad de X,

se tiene la exactitud de la sucesién corta de haces
0_’93,)"‘*9?(_’@5_’0

para cualquier variedad diferenciable Z de clase p, es decir, las aplicaciones diferenciables
sobre la F-subvariedad seran localmente la restriccién de las aplicaciones diferenciables
sobre la variedad y ninguna otra més. Este sentido fisico no se tiene para las subvariedades

(véase el ejemplo 1.7).

Por otro lado, los resultados a los que dan lugar los nuevos conceptos se enuncian
ahora con una enorme simplicidad, y aquellos resultados que son esperados (y con la
anterior definiciéon no conseguidos, como por ejemplo el de la transitividad} son ahora
ciertos. Ahora bien, el no poder contar con las cartas adaptadas nos lleva a veces a
demostraciones méas complejas, algunas de gran dificultad técnica. El primero de estos
resultados es la “creacion” de las cartas a partir de una F-inmersidn, comparando este

concepto con el de inmersion. Este es el resultado esencial de la seccién 1:

Teorema 1.9 Sean f: X — X' una aplicacion C? yz € X. Supongamos que
1)- f preserva el borde localmente en z.
2)- f preserva el indice de los vectores tangentes interiores en z.

En estas hipotesis, f es F-inmersidn CP en z si y solo st f es inmersidn C? en z.

En la seccion 2, basandonos en el Teorema 1.9 y en bonitas combinaciones geometricas
de los vectores interiores del borde anguloso, se comparan de modo exhaustivo los concep-
tos de F-subvariedad y subvariedad. Previamente recordamos las nociones de estar bien

situado y totalmente bien situado:

Definicién 2.16 5i X es F-subvariedad (o subvariedad) C? de X', se dice que estd bien
situada 51 X = 0X'NX, y se dice que estd totalmente bien situada siindx(z) = indx.(z)
para todo & € X.



Teorema 2.17 Sean X' una variedad diferenciable de clase p y X un subconjunto de X'.
Entonces X es F-subvariedad diferenciable C? totalmente bien situada de X' si y sdlo si

X es subvariedad diferenciable C? totlalmente bien situada de X'.
Teorema 2.18 Toda subvariedad diferenciable bien situada es F-subvariedad.

El resultado anterior es de gran trascendencia:el de F-subvariedad e§ un concepto
que generaliza el de subvariedad bien situada, definicién esta dltima imprescindible para
establecer la conexién entre subvariedades y transversalidad (véanse 7.1.14 y 7.1.15 de
[M.Q.]). De hecho logramos probar (sin las hipétesis adicionales sobre la situacién de la
subvariedad -véase 7.1.14 de [M.0Q]-) el siguienté resultado, test definitivo de las nuevas
definiciones: |
Teorema 4.7 Sea f : X — Y una aplicacion C? transversal ¢ una F-subvariedad dife-
renciable Z de clase p de Y. Entonces f~'(Z) es F-subvariedad diferencidble de clase p
de X. i

Por supuesto habra que definir “transversalidad a una F-subvariedad”, pero a dife-
rencia de lo que ocurre con los nuevos conceptos de inmersién y subvariedad, las modifi-
caciones necesarias para la nueva definicion no son en modo algunc esenciales. Aun asi,
para facilitar la lectura y evitar confusiones, utilizaremos el término F-transversalidad
para referirnos a la transversalidad a F-subvariedades, e introduciremos de modo conciso
aungue sin demostraciones aquellos resultados basicos que usaremos en la demostracién

de] Teorema 4.7. Esto se hard en la seccién 4.

La seccidn 2 contiene ademas otro importante resultado: :
Teorema 2.23 Sean U' un entorno abierto de 0 en (E')}, yh : U' — EF una F-inmersién
de clase p en 0 con h(0) = 0. Entonces existe A C A tal que h: U’ — Ex'.i es inmersion

y F-inmersidn de clase p en 0. |

\

Dicho de modo impreciso, esto significa, al menos localmente, que toda F-subvariedad

es F-subvariedad y subvariedad si se agranda la variedad ambiente adecuadamente.

i

Por tltimo, la seccién 3 muestra un ejemplo no trivial del siguiente hecho:

Ejemplo 3.3 Si una aplicacion de clase p es sumersion en todos los puntos de la
imagen tnversa de una F-subvariedad, para poder asegurar que esta imagen inversa es
F-subvariedad, necesariamente la aplicacion ha de preservar el borde en estos puntos lo-

calmente.
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1 F-INMERSIONES

Definicion 1.1 Sean X y X' variedades diferenciables de clase p, f : X — X' una
aplicacion de clase p y z € X. Diremos que f es una F-inmersion CP en z si para toda
variedad diferenciable Z de clase p y toda aplicacion h : X — Z de clase p exzisten un
entorno abierto V= de z en X, un entorno abierto V/®) de f(z) en X' y una aplicacidn
g : VI® — Z de clase p de modo que f(V=) C VI® y hlvs = g flvs, es decir, el
sigutente diagrama es conmulativo:

- flve

1% v

h'v: g’

Z

Proposicion 1.2 Sea f : X — X' una aplicacion CP, con p > 1. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
a) f es F-inmersidn C? en z.

b) Ezisten un entorno abierto W* de = en X, un entorno abierto W/(®) de f(z) en
X' y una aplicacién o : W/ — W= de clase p con f(W?) C W/ y oo flws = Liy=.

Demostracidn: b) =- a) Sean Z una variedad diferenciable C? y h : X — Z una aplicacion
C?. Por hipétesis existen W* entorno abierto de z en X, W/(®} entorno abierto de f(z} en
X' con f(W?®) ¢ WIG)y existe o : W= — W= aplicacién de clase p con o fly= = Liys.
Tomamos V® = W2 V&) = W/ asi que f(V?) ¢ VI® y definimos g = hly=+0.

Entonces hlys = hlyzolys = hlyzooe flws = ge flve.

a) = b) Por hipétesis, para la variedad diferenciable Z = X y la aplicacion b = 1y,
existen V= entorno abierto de z en X, V/(®) entorno abierto de f(z) en X’ con f(V®) C
V@) y existe g : VI(®) — X aplicacién C” con go f|v= la inclusién j : V¥ — X.

Tomamos W/{#) = g=1(V?) entorno abierto de f(z) en V/®) y por tanto en X’ (nétese
que f(z) € g7 (V?®) pues f(z) € VI y g(f(z)) = 2), y tomamos W = V*. Es claro que
fW=) c Wi (siy € W= = V=, f(y) € V& y ¢(f(y)) = y € V*). Consideramos en-

tonces o = gl : W — W= C?. Ahora, si y € W2, entonces o(f(y)) = g{f(y)) = y.
[
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La caracterizacién de F-inmersién dada mediante la anterior proposicién evidencia

1 . .,
como este concepto es dual del de sumersiéon: una F-inmersidén es aquella aplicacién
que localmente funciona como seccién de una sumersién. Por otro lado, veremos en la

seccién 2 como la definicién de F-inmersidn provee de sentido fisico a las F-subvariedades.
]

Comparamos ahora los conceptos dados de inmersion. E

Proposicién 1.3 Sean f : X — X' aplicacidn C? conp >1 y =z € X con f(z) €
Int(X'). Entonces, si f es F-inmersion C? en z, [ es inmersion C? e?:z z (p €N s
z € 0X yT.X es infinito dimensional). I

t

Demostracidn: Como f(z) € Int(X’), el resultado es consecuencia directa del siguiente

lema y de 3.2.6 de [M.O]. ' O

L
1
‘

Lema 1.4 Sean f: X - X' CPy =z € X. Entonces, st f es F—inmersio’ni CPenz, I.f
es inyectiva y T.. f(T. X) admite suplementario topoldgico en T X'. :

Demostracion: Es consecuencia directa de la primera proposicion y de resufltados basicos
sobre suplementarios topoldgicos: por la proposicidon 1.2, existen un entorno a;bierto W=
de = en X, un entorno abierto W) de f(z) en X’ y una aplicacién o :‘Wf(x) — W=
de clase p con f(W?) C W) y oo flw: = lws. Luego To(lw=) = Tyz)o e To( flw=) asi
que To(flw=) (y por tanto T, f) es inyectiva. Veamos que Ker(Ty(,)o) es suplementario
topolégico de Ty, (T, X) en Ty X', |

a) Ker(Ty(z)0) es obviamente cerrado de Ty X' i

b} T f(TeX) es cerrado de Ty, X" si {Tzf(vn)} converge a w € T_f(;;).X’, entonces
{va} = {Ty(x)0 ° T f(vn)} converge a Tyyo(w) € T X asi que w € T f(T-X).

¢) Tof(ToX) N Ker(Timo) = 0 pues si w € T f(T.X), w = Tof(v) con v € T, X, asi
que Tyo(w) = Ty(yo o T, f(v) = v. Si ademids w € Ker(Ty (o), entonces v = 0 y por

tanto w = 0. |

d) Ty) X' = T f(T:X) + Ker(Ty(z)o): dado w € Ty()X', sea v = Tf(ém)a(w) eT.X.
Entonces w = T f(v) + (w — T, f(v)) con T, f(v) € Tof(T:X) y Tyo(w — Tof(v)) =

Tf(_,,]O'('w) - v =1{. : a
|
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Ejemplo 1.5 La hipdtesis f(z) € Int(X') es necesaria en la anterior proposicidn. Sean

las variedades diferenciables de clase infinito
X={(zy)e R(z~ 1) +y* =1} y X'=(R*)}

y sea f =7 :X — X' la inclusidn, que es una aplicaciéon C*°. Se liene que f no es

inmersion C* en z = (0,0), pero st es F-inmersidn C* en z.

Xl’

@0

Que f no es inmersién C' en x se comprueba de modo anélogo a lo que se hace en
3.2.7 de [M.0.]. Para probar que f es F-inmersién C® en z, probamos b} de 1.2, tomando
W?* =W/ N X donde

W/ = {(z,y) € X' [22 4+ 4% <1}

y o W/ 5 W% viene dada por

B 2y 2y(2 — z)
o(z,y) = ((2~$)2 )

Proposicién 1.6 Sean f : X — X' aplicacion C? y x € Int(X). FEntonces, si f es

inmersion C? en z, f es también F-inmersion C? en x.
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Demostracién: Por hipétesis existen C = (U, ¢, E) carta de X centrada en z, €' =

(U',¢',(E',A')) carta de X’ centrada en f(z) con f(U) C U'y E subespacio lineal (ce-

rrado) de E' admitiendo suplementario topolégico en E’ con ¢’ flyo¢~! = 7 : $(U) —

#'(U’) la aplicacion inclusién. Sea F un suplementario topoldgico de E en E y sea
O : E x F — E’ el homeomorfismo lineal dado por 8(u,v) = u 4 v. C:omo H(U) es
abierto de E, ¢(U) x F es abierto de £ x F, O(¢(U) x F) es abierto de E' y por tanto
O(¢(U) x F) N ¢'(U’) es abierto de ¢'(U’) asi que de (E')},, y por supuesto contiene al

CEro.

Tomamos W = U, W/ = (¢')"YB(¢(U) x F) N ¢'(U’)). Desde luego W? es un
entorno abierto de z en X y W/(®) es un entorno abierto de f(z) en X' . Veamos que
fW=) ¢ W), Sea y € W= Claramente f(y) € U’ y lo que queremos ver es que
d(f(y)) € BO(S(U) x F)yn ¢'(U’), o sea que O~1(¢'(f(y))) € ¢(U) x F. Pero esto ocurre
s1 (y sdlo si) ©@71(j-d(y)) € ¢(U) x F, o lo que es lo mismo, {¢(y),0) € gb(U‘) x F,lo que

es obvio.

Definimos ¢ como la composicién
d""l F(x) -1 - l
o WI® 5 0(4(U) x Fyn¢(U") S $(U) x F B () 5 U = we
que es trivialmente C?. Veamos que ¢« f|w= = lw= y se concluirfa por 1.2. Seay € W< =

U; entonces

o(f(¥) =7 (@ (W) = ¢ (1O G(8¥)))) =
67 (pu(4(y),0)) = 67"8(y) = v.

Ejemplo 1.7 La hipdiesis z € Int(X) es necesaria en la anterior proposicion. Sean las
variedades diferenciables de clase C* X =[0,1) y X' =(-1,1) ysea f=35: X <= X' la

aplicacion inclusion, que es C™. Entonces f es inmersion C* en ¢ = (0,0) € X pero no

es F-inmersidn C! en z. |

Trivialmente f es inmersién C* en z. Que f no es F-inmersién C! en z sera deducido
de un resultado posterior, que asegura que las F-inmersiones preservan el borde.

Obsérvese que para la subvariedad [0,1) de (—1,1) no se tiene el sentido fisico de las

F-subvariedades.
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El siguiente teorema vuelve a comparar los conceptos de inmersiones, pero ahora lo
hard en una situacion no trivial. Ademas nos levara al resuitado analogo al de sumersiones
que se tiene en 4.1.13 de [M.O.]. Esta analogia es completa teniendo en cuenta el siguiente

resultado, interesante en si mismo.

Proposicion 1.8 Sean f : X — X' aplicacion C? y z € X. Supongamos que | es
sumersidn C? en z y que ezxiste un entorno W?® de z en X con f(W*NOX) C 9X'.
Entonces ind(v) = ind(T, f(v)) para todo v € (T.X)'. (Para la definicion de (TuX),
véase la pdg.68 de [M.O.])

Demostracidn: Por 4.1.13 (a & d) de [M.O ] existe un entorno V¥ de z en X tal que f es
sumersién C? en y para todo y € V® y ademas f(V*N3X) C 8X'. Sesigue de 4.1.14 de
[M.O.] que para todo y € V? ind(y) = ind(f(y)) [*]. Por 4.1.13 (a = c) de [M.0O /] existen
C = (U,¢,(E,A)) carta de X centrada en  con U C V=, C' = (U', ¢',(E’, A’)) carta de
X' centrada en f(z), f(U) C U’, existe ¢ € L{F, E') sobreyectiva con Ker(q) admitiendo
suplementario topoldgico en E tal que ¢(¢(U)) C ¢'(U) y ¢« flu-d™! = glgw).

Sea w € (1. X)' y veamos que ind(w) = ind(T, f(w)). Para ello témese v € Ef con
O%(v) =w y un € > 0 con ev € ¢(U). Entonces

ind(w) = indpt(v) = indpt(ev) = indx (¢~ (ev)) t indx(f($7 (ev))) =

indgs (¢(f(¢7" () = indps, (a(ev)) = indgs (a(v)) =
indgs, (D(¢+ flug™)(0)(v)) =
ind(QLF(D(¢'+ flu - 67)(0)(v))) = ind(T, f(w)).

Teorema 1.9 Sean f: X — X' aplicacion C? yz € X. Supongamos que:

1)- Existe un entorno V= de z en X con f(V*NIX) C 90X’ (es decir, f preserva el

borde localmente en z ).

2)- Para todo v € (T, X)! se cumple que ind(v) = ind(1,f(v)) (por 1.6.17 de [M.O.]
se cumple que T, f((To X)) C (Ty) X'Y ).

En estas hipdtesis, las siguientes afirmaciones son equivalentes.
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a) f es una F-inmersidn C? en z. ;
b) T.f es inyectiva y T, f(T.X) admite suplementario topoldgico en Ty X'.

¢) f es una inmersidn C? en x.

Demostracion:
a)=>b) Es el lema 1.4, sin necesidad de suposiciones.
b)érc) Véase 3.2.12 de [M.O.].
¢)=>a) Sélo usa la suposicién 2) -y entonces la 1) se cumple-.

Por ser f inmersion C? en z, existen C = (U, ¢, (E,A)) carta de X centrada en z,
C' = (U',¢',(E',A’)) carta de X’ centrada en f(z), con f(U) C U’, E es subespacio
lineal de E' admitiendo suplementario topolégico en E’, ¢(U) C ¢'(U') y ¢'o flu-¢™! =
j @ &(U) — ¢'(U') la aplicacién inclusién (en particular, al ser j = D(¢' s fly 2 $71)(0)
y suponer 2), tendriamos que f preserva localmente el borde en z). La demostracién se

basa en la siguiente afirmacién:

Existe un subespacio lineal £, de E' con E' = E @ F; tal que si © ‘E x Fy — F
es el homeomorfismo lineal que lleva (v, w) a v + w, entonces (E x Fy)lo = Ef x F; (la

prueba de este hecho sigue las lineas de las pags. 138 y 139 de [M.O.]).

Dividimos la demostracién de esta afirmacién en cuatro pasos:

) Er=(ENLNE

Claramente card(A) = ind(z) = ind(0;) = ind(0yy)) = card(A') = k asi que F =
E}®r{z1,...,zk) con z; € E,M(z;) = §;;donde A = {\,..., A} ¥ B = (ENS @&r
(21,...,2) con z; € E', Ai(z;) = 8;; donde A’ = {}],..., A} } (proposicién 1.1.4 de [M.O.]).

Por supuesto z; € Ef C (E')}, pues f es inmersién CP en X, y por 2) z; = e; + a;,2;,
con e; € (E")pr, aj; > 0, ji € {1,...,k}, ji # jusii £ ¢

Dadoy € (E’)X’HEJ ¥y= t+ﬁ1(el+ajlzjl)+' . -+ﬁk(ek+aikzjk) donde ¢ E ER C (El)g'
(de nuevo, la tltima inclusidn es por ser f inmersién), 0 < X, (y) = Bia;; asi que §; > 0
pues a; > 0 y por tanto y € EF (como ejercicio, que no se requiere en el resto de la
demostracién, puede comprobarse que (E')S, N E = EY).

I1) Existe {y1,...,yx} C £ con £ = ES &1 {y1,-.-,yx) ¥ Ai(y;) = ;5 de modo que
B = (E’)R; Pr (yl, v ,y};>.
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{y1,...,y%} se consigue reordenando {f;’:,,f—z‘:} En efecto, en I} la biyeccién
{L,...,k} = {1,...,k} que lleva ¢ a j; definida por la condicidén z; = ¢; + a;;z; puede
tomarse la identidad reordenando previamente {z;,...,z;} pues entonces X’ (%) =
X (8 +z) = 6. |

I1I) Existe un subespacio lineal F; de E' con E' = E @7 F; tal que > C (£)S..

Sea H un suplementario topoldgico de F en £’ y G un suplementario topolégico de
ES en (E')},, asi que B' = E@r H y (E')}, = EJ &1 G. Por 1) se tiene {y1,...,yx} C E
con £ = Ef &1 (y1,-.-,yx) ¥y E' = (E")% ®7 (y1,...,yx). Entonces E' = (E)S, &r
(y1,...,5) = (ESBr Q) @®r{v1,...,x) =G+ E, ysiy € GNE, y =z, + X5, o4: con
z} € Ef dedonde y — 2} = XF oy € (ENU N {y1,..., ) asiquey =z, € GN EY y
por tanto E' = E @t . Se toma entonces Fy = G.

Si (v,w) € (E x F3)}.g, entonces para todo A € A’, M(v+w) > 0, y por III) X(v) > 0.
Como v € F, de 1) se tiene que v € Ef. Y si (v,w) € Ef x F,, entonces para todo
M e A NB(v,w) = N(v+w) = MN(v)+M(w) = 0 por [II) y 1), asi que (v, w) € (Ex F)}e.

Se considera entonces V/(®) = (¢')~1(Q(4(U) x F2)N¢'(U’)) que es abierto de X’ pues
$(U) x Fy loes de Ef x Fy = (E x F)}.o, y se considera también V* = UU. Definimos o

como la composicidén

'ﬁllv x -1 -1
Vi@ 5 g ne(sU) x F) &5 () x By B $(U) S U = Ve

que es trivialmente C?. Ademas f(V®) C V¥ pues si y € ¢(U), 7(y) = O(j(y),0) €
O(SU) x BN (U"), y oeflyvs = ly=ya que si y € V7, se tiene que o(f(y)) =
¢ (p(O7He' (S (W) = 7 (P (O (1(¢(¥))))) = 67 (P1(8(y),0)) = 67" o (v} = w.

A continuacién, dos resultados generales:

Proposicion 1.10 Sea f: X — X' aplicacion C? con p > 1. Entonces
{z € X/ f es F-inmersidn C? en z}

es abierto de X.

 Demostracion: (compérese con la de 3.2.2 de [M.0.]} Es corolario inmediato de 1.2. O
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Proposicién 1.11 Sea f : X — X' F-inmersion C? enz € X con p > 1. Entonces
f preserva el borde localmente en z, es decir, existe un entorno V* de z en X tal que
f(VEN3X) C 8X'. En particular, f(z) € 80X’ siz € 8X.

Demostracion: Por la anterior proposicion, basta probar el “en particular”.

Por 1.2 existen un entorno abierto W* de z en X, un entorno abierto W) de f(z)
en X' y una aplicacién o : W/(®) o W? de clase p con f(W?) C W& y L. = 5o flw-.
Asi que o es sumersion C? en f(z) de seccién flw=. Luego si f(z) € Int(X'), entonces
z = o(f(z)) estaria en el interior de X por 4.1.11 de [M.O.]. ‘ 0

Definicién 1.12 Una aplicacidn f: X — X' de clase p se dice que es una F-inmersion

C? si f es una F-inmersion C? en todo x de X.
El siguiente resultado es un test fundamental para la definicion dada de F-inmersion.

Proposicién 1.13 Sea f : X — X' una F-inmersién C?, ysea h : Z — X una aplicacion
continua donde Z es una variedad diferenciable de clase p. Entonces h es C? si y sdlo si

feoh es CP.

Demostracidn: (compdarese con la de 3.2.3 de [M.0.]) = ) La composicién de aplicaciones

C? es una aplicacién C?.

< ) Sea z € Z. Como f es F-inmersion C? en h(z), existen un entorno abierto
Wh) de h(z) en X, un entorno abierto W/*) de f(h(z)) en X' y una aplicacién
o : W) W) de clase p con f(WHMH) ¢ WIHE) v oo flune = lyas. Como
h es continua, existe un entorno abierto U* de z en Z tal que A(U?*) C WH=) | Asi que

hluz = 1ypas) °Vh|Uz = 0 f|wnis ° h|ys, por tanto es C?. ' ]

Proposicién 1.14 (compdrese con el enunciado de 9.2.16 de [M.O.]) Sea f : X — X'
una F-inmersion C? enz € X yseag: X' — X" una F-inmersién C? en f(z) € X'

Entonces la composicion go f : X — X" es F-inmersion C? en z.

Demostracidn: Sean Z una variedad diferenciable C? y h : X — Z una aplicacién de

clase p. Como f es F-inmersién C? en i, existen un entorno abierto V/®) de f(z) en X',
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una aplicacién a : V/*) = Z de clase p y un entorno abierto /% de z en X de modo que
FU=) C V@ y h(y) = as f(y) para todo y € U=,

Como g es F-inmersién C® en f(z), claramente gly =) : V/® — X" es F-inmersién
C? en f(z), asi que existen un entorno abierto V9 de g(f(z)) en X", una aplicacién
B : Vi) — Z de clase p y un entorno abierto U/} de f(z) en V/(® (asi que en X")
de modo que g(Uf2)) C VIUED v a(y") = B-g(y’) para todo y' € U/,

Como f es continua y f(z) € U/(®) el conjunto V= definido como U? N f~1 (U7} es
abierto de X y xz € V*. Ademas g- f(V*) C VIVED (go f(V®) = g(f(V®)) C g(UF) C
Vali@)) y para todo y € V* se tiene que h(y) = a+ f(y) = B+g° f(y), la primera igualdad
porque y € V® C U*, y la segunda igualdad porque f(y) € U/ dado que y € V=. O

Corolario 1.15 La composicion de dos F-inmersiones C? es una F-inmersion C?,

Proposicién 1.16 (compdrese con el enunciado de 8.2.19 de [M.0.]) Sean f: X — X'
yg: X' — X" aplicaciones de clase p, tales que la composicidn go f es F-inmersién C?

en z € X. Entonces [ es F-inmersion C? en z.

Demostracion: Sea Z una variedad diferenciable de clase p y sea h : X — Z una apli-
cacion de clase p. Como g-f es F-inmersién C? en z € X existen un entorno abierto
Velf@) de g(f(z)) en X", una aplicacion « : V¥U®) — Z de clase p y un entorno abierto
U® de z en X de modo que go f(U=) C VUGN y h(y) = a-ge f(y) para todo y € U®.
Claramente V7(®) = ¢=1(V9l/(#))} es abierto de X' y 8 = aoglysa : VI® = Z es C?
puesto que g lo es, y f(U®) C V/@) dado que g(f(U%)) C V94D, Ademds para todo
y € U* se tiene que h(y) = a(g+ £)(3) = f+ /(3 0

Corolario 1.17 Sean f: X - X’ y g¢: X — X" aplicaciones de clase p, tales que

la composicion g f es F-inmersion C?. Entonces f es F-inmersion CP.

Proposicion 1.18 Sean f : X ~» X' Funmersion C?P enxz € X y g:Y = Y' F-
inmersion CF en y € Y. Entonces la aplicacidn fx g: X xY — X' x Y’ es F-inmersion
C? en (z,y).

Demostracion: Como f es F-inmersion C? en z, existen U® entorno abierto de z en

X, V@) entorno abierto de f(z) en X' con f(U®) C V@) y existe una aplicacién
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a: VIE) o U® de clase p con ao flu= = ly=. Como g es F-inmersién C? en y, exis-
ten UY entorno abierto de y en Y, V¥ entorno abierto de g(y) en Y’ con'g(U¥) C V@)

y existe una aplicacién g : V9 — ¥ de clase p con Begluy = lyv.

Entonces U® X U¥ es un entorno abierto de (z,y) en X x Y, V@ x VIW 5 yn
entorno abierto de (f x g¢)(z,y) = (f(z),g(y)) en X' x Y', (f x g}(U* x U¥) =
fU) x g(U¥) € VIE x Vs) vy ax g : VI x Ve  U* x UY es CF verifi-

cando que (a X B)o(f X g)|vexvy = ly= X lyy = lysxpw. 0

Corolario 1.19 Sean f : X — X' y g :Y — Y' F-inmersiones C?. Entonces
fxg: X XY — X' xY' es F-inmersion C?.

2 F-SUBVARIEDADES

Como se anunciaba en la introduccién a este capitulo, el concepto de F-inmersién nos

conduce a un nueva definicién de subvariedad:

Definicién 2.1 Seen X una variedad diferenciable de clase p con p > 1 e Y un
subconjunto de X. Diremos que Y es una F-subvariedad diferenciable de clase p de X st

existe una estructura diferenciable [A] de clase p en Y tal que:
1) La topologia T4 asociada a [A] es la topologia que Y hereda de X.

2) La aplicacion inclusién j : (Y,[A]) — X es F-inmersion CP.
En tal caso, la estructura diferenciable en la F-subvariedad es dnica:

Proposicién 2.2 Sea Y una F-subvariedad de clase p de X. Entonces existe una inica

estructura diferenciable [A] en Y cumpliendo 1) y 2).

Demostracidn: (compérese con la prueba de 3.1.5 de [M.0.]) Supuestas [A] y [B] estruc-

turas diferenciables de clase p en Y verificando 1) y 2), probaremos que la aplicacién
ly : (Y, {A]) — (¥,[B])

es un difeomorfismo de clase p.
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Como [A] y [B] verifican 1), 1y es homeomorfismo y que es C? se sigue de la condicién

2) para [B] y la proposicién 1.13. De igual manera se prueba que su inversa es de clase p. O

Observacion 2.3 Si Y es F-subvariedad diferenciable de clase p de X, hablaremos sim-
plemente de Y para referirnos a la variedad diferenciable (Y,[A]), donde [A] es la unica

estructura diferenciable C? en Y que cumple las condiciones 1) y 2) de la definicidn 2.1.

Proposicién 2.4 Sean X una variedad diferenciable C* y V un abierto de X. Entonces
V es F-subvariedad de X y su estructura diferenciable como tal coincide con la definida
en el ejemplo B) después de 1.2.19 de [M.O.].

Proposicién 2.5 Sean f: X — X' un C? difeomorfismo ¢ Y una F-subvariedad C? de
X. Entonces f(Y) es F-subvariedad C? de X' y fly : Y — f(Y) es C? difeomorfismo.

Proposicién 2.6 5i Y es F-subvariedad de X e V' es F-subvariedad de X', entonces
la variedad diferenciable producto Y x Y’ es F-subvariedad de X x X' (y la estructura
diferenciable producto de las estructuras de subvariedad es la estructure de subvariedad

del producto).

Demostracion: Es consecuencia del corolario 1.19. D

Proposiciéon 2.7 Sean Y F-subvariedad C? de X, Z variedad diferenciable de clase p y
f:1Z — Y una aplicacion. Entonces [ es de clase p si y sélo si la composicion jo f es de

clase p, donde j : Y — X es la inclusion.
Demostracion:

=) La composicién de aplicaciones de clase p es de clase p.

<) Como j f es continua e Y es subespacio topoldgico de X, f es continua. Entonces

se concluye por la proposicion 1.13. ]

Una de las primeras razones que nos indujeron a pensar en un nuevo concepto de
subvariedad fue el problema no resuelto de la transitividad de éstas. Con las nuevas

definiciones, la solucién es clara:
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Proposicién 2.8 (compdrese con el enunciado de 8.1.16 de [M.O.]) Sean Z variedad
diferenciable de clase p y X C Y C Z subconjuntos. Supongamos que Y es
F-subvariedad C? de Z y X es F-subvariedad C? de Y. Entonces X es F-subvariedad

C? de Z (y la estructura diferenciable que hace a X F-subvariedad de Z es la que la hace
F-subvariedad de Y ). ‘

Demostracion: Es consecuencia directa de la propiedad transitiva de las topologias ini-

clales y el Corolario 1.15. i O

Un resultado en la misma direccién es el siguiente:

Proposicién 2.9 (compdrese con el enunciado de 8.2.20 de [M.O.]) Sean Z una variedad
diferenciable de clase p y X C Y C Z subconjuntes. Supongamos que X e Y son
F-subvariedades diferenciables C? de Z. Entonces X es F-subvariedad diferenciable C?
de Y. |

Mds atn, tenemos el siguiente resultado: sean Y y Z variedades diferenciables de clase
p, X CY C Z subconjuntos y X F-subvariedad C? de Z. Suponemos que las aplicaciones

inclusiones

X—=Y y Y2

son de clase p y la topologia de Y es la que hereda de Z. Entonces X es F-subvariedad
diferenciable C* de Y (mediante la estructura diferenciable que la hace F-subvariedad de

Z).

Demostracion: Es consecuencia del Corolario 1.17. B2

Proposicién 2.10 Sean X varieded diferenciable de clase p e Y un subconjunto de X
tal que para todo y € Y existe un entorno abierto V¥ de y en X de modo que Y NVY es
F-subvariedad C* de X. Entonces Y es F-subvariedad diferenciable de clase p de X.

Demostracion: Sean [X] la estructura diferenciable de X y para cada y € Y, [4,] la
Ginica estructura diferenciable C? en Y N V¥ tal que T4, = Tixjlyrve 'y la inclusidn

(Y NVY [A)]) — X es F-inmersién C?. Se cumplen las siguientes condiciones:

1) Y = UyEY(Y n Vy)
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2) Para todos z,y € Y se tiene que (Y N VZ) N (Y N V?¥) es abierto de (Y N V=, Tia,):
(YNnVaIN(Y NnV¥) = (Y NVE)N VY es abierto de (Y NV*,Tiy,)) dado que VY es abierto
de X y Tja,) = Tixjlynvs.

3)Para todos z,y € Y, [A)liynve)nernvy) = [Adlivave)nyavy). En efecto, ambas
estructuras diferenciables hacen a (Y N V*) N (Y N V¥) F-subvariedades C? de X por la

proposicién 2.8, asi que coinciden por la proposicion 2.2.

Por 2.4.5 de [M.0.] existe una tnica estructura diferenciable [)] de clase p en ¥ tal
que para todo y € Y, Y N VY es abierto de (Y, Tpy}) v [Vllivavey) = [A,]. Claramente esta

estructura diferenciable hace a Y F-subvariedad diferenciable C* de X. 0

La relacién entre F-subvariedades y sumersiones (véase 4.1.1 de [M.O.]) es ahora

facilmente obtenible:

Proposicién 2.11 Sean f: X — X' aplicacidn de clase p y Z una F-subvariedad C? de
X'. Supongamos que para cada z € f~1(Z), f es sumersidn de clase p en z y eziste un
entorno V* de z en X tal que f(VNOX) C 0X'. Entonces f~'(Z) es F-subvariedad C?
de X.

Demostracion: Sea z € f7'(Z). De 4.1.13 d} de [M.Q.] se tiene un entorno abierto V'
de z en X, un abierto V' de X’ con f(V) C V', una variedad diferenciable X" de clase p
sin borde y una aplicacién h : V - X" de clase p tal que (A, flv) : V — X" x V' es C?
difeomorfismo. Claramente V N f~1(Z) = (h, flv) "' (X" x (V' N 2)), asi que V N f71(Z)
es F-subvariedad de clase p de V (por las proposiciones 2.4, 2.8 y 2.9 se tiene que VN Z es
F-subvariedad C? de V' pues V' es abierto de X' y Z es F-subvariedad C? de X'. Luego
se aplican las proposiciones 2.6 y 2.5). Por la proposicién 2.8 se verifica que V N f~'(Z)
es ["-subvariedad C? de X. El resultado se sigue ahora de la proposicién 2.10. 0

El siguiente resultado es una generalizacién de 4.1.11 de [M.O.]:

Proposicién 2.12 Sea f: X — X' una aplicacion de clase p. Supongamos que T, f es

sobreyectiva para cierto x € X. Entonces indx(z) = indx(f(z)).

Demostracidn: Sean C = (U, ¢,(E, A)) carta de X centradaen z y C' = (U', ¢',(E',A"))
carta de X' centrada en f(z) con f(U) C U’. Sea g = ¢~ flue¢™" : $(U) — ¢'(U’)
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la localizacién de f en z, asi que (O5™)1.T,f<0% = Dg(0) : E — E'. Sean A —

Ay Am} vy A = {M, ., AL), tales que E = ER @71 {(1,.-.,Ym) . con y; € E,
1

Myi) = 65y B' = (E)} &1 (21,...,2,) con z; € E', N(z:) = 6;. Queremos pro-

bar que m > n.

Por hipétesis Dg(0) es sobreyectiva, y en cualquier caso Dg(0)(£2) C (E’)?\, (1.2.10 de

[M.O.]). Estos dos hechos son suficientes para comprobar que la aplicacién composicién

. i Dy{0

p2oDg(0)ei: {1n,...,9m) = F —g—)-> E'B (z,...,2,)
es sobreyectiva (dado w € (z1,...,2,) existe v-€ E tal que p;-Dg(0)(v) = w,
v = e+ 1, Ayi con e € EY, asi que p3oDg(0)ei(0, Aiyi) = paoDg(0)(v — e) =
P22 Dg(0)(v) — p2> Dg(0)(e) = p2» Dg(0)(v) = w). 1 - o

|
Corolario 2.13 Sea f : X — X' una sumersion C? en z € X. Entonces indx(z) >

indx(f(z)). .

Consecuencia del anterior corolario y el hecho esencial de que el concepto de

F-inmersion es el dual del de sumersién (proposicién 1.2) es el siguiente resultado:

Corolario 2.14 See f : X — X' una F-inmersién C? en ¢ € X. Entonces indx(z) <
indx:(f(z)). En particular, si x € 0X, entonces f(z) € X', |

Nos disponemos ahora a establecer una relacién exhaustiva entre los conceptos de
F-subvariedad y subvariedad. Las relaciones establecidas aqui, aparte de su obvia necesi-
dad, son usadas de modo béasico para establecer la relacion entre el concepto de
F-subvariedad y el de transversalidad, que se dara en la seccién 4. Dos hechos claves
seran obtenidos: toda F-subvariedad totalmente bien situada es una subvariedad, y toda
subvariedad bien situada es una F-subvariedad. En ambos casos, la demosttacién se basa
en el Teorema 1.9 y en bonitas ideas geométricas sobre el borde anguloso y sus vectores

interiores. Veamos previamente una importante observacion y una deﬁniciéln:
|

Observacién 2.15 Supdngase que X es una F-subvariedad y una subvariedad de clase
p de X', asi que ezisten estructuras diferenciables [A] y [B] en X tales que Tiay = Lim v

son las inducidas por X', la inclusion j : (X,[A]}) — X' es F-inmersién C? y la inclusién
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7 :(X,[B]) &= X’ es inmersién C?. Entonces
Ly : (X, [A}) — (X,[B])

es obviamente homeomorfismo, es de clase p por 8.2.3 de [M.0.] y su inversa es de clase

p por la proposicion 1.13, de modo que [A] = [B].

Definicién 2.16 (véase 3.1.10 de [M.O.] para las mismas definiciones en subvariedades)
Sea X una F-subvariedad de clase p de X'. Diremos que X estd bien situada en X'
st X = X' NX y que X estd totalmente bien situada en X' si para todo 2 € X,
indx () = indx:(z).

Teorema 2.17 Sean X' una variedad diferencicble de clase p y X un subconjunio de X'.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) X es subvariedad C? totalmente bien situade de X'.

b) X es F-subvariedad C? totalmente bien situada de X'.

Demostracion: a) = b) Sea j : X — X’ la inclusién de X en X’. Para probar que
X es F-subvariedad diferenciable C? de X', consideramos [A) la estructura diferenciable
C? de X que da a) y que hace que j : (X, [A]) — X' sea inmersién y T4 la topologia
inicial asociada a j. Basta pues probar que j : (X,[A]) — X’ es F-inmersién de clase p.
Para ello probaremos la condicién 2) del Teorema 1.9 (la condicién [) se tiene por estar

X totalmente bien situada en X').

Sean pues z € X, w € (I, X)' y comprobemos que ind(w) = ind(T,j(w)). Para ello
tomamos cartas C' = (U, ¢,(E,A)) de X centrada en z, y C' = (U', ¢/, (E',A')) de X'
centrada en j{z) con j(U) C U’ de modo que E sea subespacio lineal de E’ en donde
admite suplementario topolégico, ¢(U} C ¢'(U’) y la localizacién sea la inclusidn, o sea
P ojlued™r =1i:d(U) — ¢'(U"), asi que D(¢'+jly-¢71)(0) es la inclusién i : £ — E'.

Sea v € Ef con ©%(v) = w, asi que T,j(w) = Tpj+0O%(v) = 0% i(v) = 0% (v).
Entonces, si elegimos € > 0 con ev € ¢(U/), tenemos

ind(w) = indgt (ev) = indx (¢7" (ev)) =

indx:(j(¢7 (ev))) = ind(E’)I(¢,°j°¢—1(‘fU)) = z'”d(.vaf)x,(w) =
ind(E,)I(v) = ind(T,7(w)).
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b) = a) De nuevo usaremos fundamentalmente el Teorema 1.9. Por hipétesis existe

una estructura diferenciable [4] de clase p en X tal que j : (X, [A]) — X’ es F-inmersién
C? y homeomorfismo sobre la imagen. Se trata de probar que j : (X,[A]) — X' es

inmersién de clase p. i
|

Sea z € X. Como X esta totalmente bien situada en X', para pO(:ier aplicar el
Teorema 1.9 basta demostrar la condicién 2) de sus hipétesis. Sea pues = (T.X) y

veamos que ind(w) = ind(T,7(w)). |
1

Sean C = (U, ¢,(E,A)) carta de X centrada en z, C' = (U', ¢, (E',A")) carta de X’
centrada en j(z) con j(U) C U’ y llamamos ¢ a la localizacién de j en estas cartas, es
decir, g = ¢/« j|U+¢™1. Como indx(z) = indx:(j(z)), se tiene que card(A) = card(A"), y
obviamente g es F-inmersién C? en 0 con ¢g(0) = 0. Ademés, si v € Ef con 0%(v) = w,
entonces ind(w) = indEx(v) y nd(Tzj(w)) = ind(Dg(0)(v)). Asi pues, es suficiente

demostrar la siguiente afirmacién:

|
Sean U un abierto de Ef con 0 € U y g : U — (E)f, una F-inmersién C? en 0 con
g(0) = 0. Supongamos que card(A) = card{A’). Entonces Dg(0) : E — E’ conserva
el indice de los vectores, es decir, i”dEx (v) = md(E’)“{, (Dg(0)(v))} para tiodo v e Ef.

i
Como ¢ es F-inmersion C? en 0, por la proposicion 1.10 es F—inmersiéix C? en todo
punto de un cierto entorno abierto W? de 0 en /. Entonces por el corolario 2.14 se
tiene que z'ndEI(a:) < ndgy+ (g(x}) para todo z € WP Ademas, de a({‘;uerdo con la

Al

proposicién 1.2, existen U° entorno abierto de 0 en U y V? entorno abierto de 0 en (E')3,
con g(U®) C V? y existe una aplicacién o : V® — U? de clase p tal que 1yo = oeglys.
En particular 1g = D(ceg|ye)(0) = Da(0)-Dg(0) : E — E. De 1.2.10 de [M.O.] se sigue

que

Dg(0)(EY) C (EN%, Do(0)((ENF) C Ef

Dg(0)(ER) C (B3, Do(0)((EN}) C E}

Por supuesto

Do(0)(Dg(0)(ER)) = E}.

Pongamos card(A) = n = card(A') siendo A = {Aq,..., A} vy A" = {A,L. AL}

i
!
i

Paso 1: ind(Dg(0)(v)) > ind(v) para todo v € Ef.
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—_—r

Si v e Ef, Dg(0)(v) = limy,_o+ &2 ¢ ind (ﬂ:—”l) = ind(g(tv)) > ind(tv}) = ind(v),
la desigualdad porque tv € WP si t > 0 es suficientemente pequefio. Luego Dg(0)(v) =
limp—o ¥ con ind(y,) > ind(v) y es ficil comprobar entonces que ind(Dg(0)(v)) >
ind(v).

Paso 2: si ind(v) = n, entonces ind(Dg{0)(v}) = n.

Es trivial por el paso 1 y las igualdades card{A} = n = card(A’). Es, de hecho, la
inclusién Dg(0)(ES) € (ENY,.

Paso 3: si ind(v) = n — 1, entonces ind(Dg(0)(v)) =n ~ L.

Si v € Ef con ind(v) = n—1, por el paso I, Dg(0)(v) tiene indice n —1 6 n, y si fuese
n, Dg(0)(v) € (E")}/, asi que Do(0){Dg(0)(v)) € E} pero esto es el propio v que no esté

en E$ pues su indice es n — 1, no n.

Paso 4: st ind(v) = n — 2, entonces ind(Dg(0)(v)) = n — 2.

Sean {v1,...,v.} C E con Ai(v;) = &;; de modo que E = ES &7 {v1,...,v.) yv € Ef
con ind(v) = n — 2. Abusando de la notacién, supongamos que v = eg + a;v; + @zv; con
e € ER, a1 >0y az > 0. Como Dg(0)(E3) C (E)S:, ind(Dg(0)(v)) = tnd(Dg(0){cyv1+
apvg)). Ademids Dg(0)(aqvr + azva) = Dg(0)(envi) + Dg(0)(aavse) y por el paso 9,
Dg(0)(a1v1) y Dg(0)(azvs) tienen indice n — 1. Sea X € A’ el unico elemento de A’
que no se anula en Dg(0)(aivy) y X; € A el tnico elemento de A’ que no se anula en

Dg(0)(aqvy), asi que
Ai(Dg(0)(env1)) >0y Ai(Dg(0)(0rv2)) > 0.

Si fuese 7 # j, obviamente Dg(0)(ev1) + Dg(0}{(c1v1) tendria indice n — 2 y habriamos
acabado. Supongamos pues que : = j (véase la figura de la pagina siguiente).
Entonces Dg(0)(anv) = t + Prwr y Dg(0)(oqve) = tf + Bwr donde £ =
(EN% @7 {wr,...,wn), w; € E con N{(w;) = &;, th,th € (E)%y o > 0y a2 > 0
(véase 1.6.17 de [M.O.]} v k € {1,...,n}. Tomamos # = -_Téf—zalvl y U2 = opus asl que
Dg(0){D1 + ¥2) = %ﬁj—”(ta + frwe) + to + fowy = "?ﬁ‘?-té, +t4 € (E')%.. Luego ¥y + 93 € EY,

pero A(9 + 92) = —_L-f-"’-al # 0, lo que es una contradiccién.
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/

Dg(0)(ey,)

Paso 5: ind(v) = ind(Dg(0)(v)) para todo v € E}.

|
i
Teniendo en cuenta los pasos anteriores, puede suponerse que ind(v) %: n — k con

?

k>3, es decir, v = g + oyvy + ... + v con a; > 0y k > 3 (de nuevo abusamos de la

notacién por simplicidad). Es claro que ind(Dg(0)(v)) = ind(Dg(0)(crvy + ... + eguy)),
1

Dg(0)(oqvr + ... + ogv} = Dg(0}arv1) + ... + Dg(0)(agvr), ¥y que Dg(?)(a,'v,-) tiene

indice n — 1 por el paso 3. Luego se tiene una aplicacién

(1. Ky 5 {1,...,n)

?

definida por la condiciéon de que AL

) €8 el inico elemento de A’ con )\fr(t-)(Dg(?)(a,-vi)) > 0.
Es trivial ver que si 7 es inyectiva, entonces nd(Dg(0)(eqvy + ... + arve) =n- kyel

paso 5 estaria concluido, y con él la prueba del teorema.

Supongamos que no es inyectiva. Por comodidad en la notacidn, sup;cmg-a.mos que
7(1) = r = 7(2) para un cierto r € {I,...,n}. Asi que A, es el inico elemento de A’ que
no se anula en Dg{0}{a,v1) y es el dnico elemento de A’ que no se anula en D_g%r((])(agvg). o)
sea X(Dg(0)(aam)) > 0, X.( Dg(0)(@zz)) > 0 y M(Dg(0)(@rvr)) = 0 = X(Dg(0)(cizvs)
para todo ¢ € {1,...,n} — {r}. Resulta entonces obvio que ayv1 + ezt tient fndice n - 2
en Et v Dg(0)(eqvy + agvy) = Dg(0)(a1v1) + Dg{0){azvs) tiene indice n — 1 en (E')f, en

contradiccién con el paso 4. I 0

|
|
i
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Veamos ahora como el concepto de F-subvariedad es una generalizacion del concepto

de subvariedad bien situada:

Teorema 2.18 Sea X una subvariedad diferenciable de clase p de X' bien situada. En- .

tonces X es F-subvariedad C? de X'.

Demostracién: Sea j : X — X' la inclusidén. Por hipétesis, existe una estructura
diferenciable [A] de clase p en X tal que Tj4 es la topologia que X hereda de X' y
j :(X,[A]) &= X' es una inmersién C?. Sea z € X y veamos que j es F-inmersién C? en
z.

Como j : (X, [A]) — X’ es inmersidén en z de clase p, existen C' = (U, ¢, (E, A)) carta
de (X,[A]) centrada en z, C' = (U’, ¢, (F',A")} carta de X' centrada en j{x) = = con
J(U) = U C U', E es subespacio lineal de £’ admitiendo suplementario topoldgico en E',
Y CHU)y ¢ojlued™ =1:S(U) — ¢'(U') la inclusién. Ademas

HA($(U))) C 8(4'(U"))

W(Int($(U))) C Int(¢'(U"))

dado que X esta bien situada en X’. Asf pues, la cuestién ha sido reducida a un problema

local:

Sean V un entorno abierto de 0 en Ef, £/ = E @7 F e i: V — (E)], la inclusién.
Supongamos que i(8V) C G(E} e i(IntV) < Int(E)f,. Entonces i es

F-inmersiéon C? en 0.

Paso 1: se verifica que card(A) < card(A’).

Sean A = {A1,..., Ay A ={)M,..., M, }asi que F = E} Br{z1,...,2,) con z; € E,
Ailz;) =657 E' = (EN3®1{v1,. .., ym) con y; € E', Xi(y;) = &;. Por supuesto D(¢)(0) =
i: E — E'y cumple que Di(0)(0EF) C 8(E)E v Di(0)(Int(E})) C Int(E')},. Tenemos
que

Ty =t +anyr + ..t @Y,

Tpn = tn+an1yl ++anmym
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donde ¢; € (E)}, ¥ a;; > 0. Consideramos la matriz

1y &1 ... Gy

Qyp Qg3 ... Op2 X
1

Oym Q2m ... Op;m

Nétese que toda fila debe tener un elemento distinto de cero, pues de no ocufrir asi para la
fila i-ésima, entonces &1 +...+z, € OEF y z1+...+z, € (EN N(ENL C 8((ENL).
Asi, para cada fila j € {1,...,m} existe un 7; € {1,...,n} tal que a;;; # 0.

Supongamos ahora que n > m. Se tiene entonces z;, +... +z;,, € OE}, pero por otro
lado z;, + ...+ =, ¢ (BT yaquesi k€ {1,...,m}, M(zi, + ... +xi,) > Mlzy,) =
Mty + aiay + -+ QimYm) = Al @iati) = x> 0. ‘

Paso 2: Existe una aplicacién inyectiva 7 : {1,...,n} — {1,...,m} tal que para todo

j € {1,...,n} se tiene que A |z = r;A; con cierto r; > 0, |

Como paracadaj € {1,...,n}, z1+...+&;+.. .4z, € HE)], 21 +.. i+t =
(t1+. A+ ) ot At o)yt (@t A Gt o )Ym € F(ENT
de modo que existe una fila ¢ = i(j) con ay; = ... = &; = ... = oy =!0. Definimos
entonces 7(j) = i(j) y r; = A} (;(2;) que es mayor que cero pues Aoy (@ +..+za) >0
y Azt +Ei 4. 4 z) =0

Es ahora una cuestion ficil comprobar que para todo j € {1,...,n} se cumple que
)\fr(j)lE = 1jA; ‘

(sobre EY se anulan pues E} C (E')S,, en z1,...,%;,...,%, valen cero y en z; valen r;).

Veamos que la aplicacién 7 es inyectiva. Si, por ejemplo, 7(1) = 7(2) = s € {1,...,m},
gy = ... = e =0 (T{1) = 8) yog; = @3, = ... = 0y = 0 (7(2) '= 5), asi que
0y = Qg = @33 = ... = Q&n; = 0 contradiciendo el que toda fila tiene un elemento no

nulo. |

Paso §: Sea V un entorno abierto de 0 en Ef,y E' = E@®T F. Sea:: V «— (E)},
la inclusién. Supongamos que n = card(A) < card(A’') = m y existe una aplicacién
inyectiva 7 : {1,...,n} — {L,...,m} tal que para todo 7 € {1,...,n} existe un r; > 0

con /\’T(,-)| g = r;\;. Entonces la inclusién ¢ es F-inmersién C'° en 0.
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Consideramos A” = {A,..., A, } que tiene cardinal n. Obviamente (BT C
(E')f., y es suficiente probar que ¢ : V s (E’)f, es F-inmersién C* en 0. Ahora bien,
D(#)}(0) = ¢ : E — E' es inyectiva y su imagen E admite suplementario topolégico F
en E', de modo que serd suficiente probar las condiciones 1) y 2} del Teorema 1.9 para

deducir que 7 : V < (E')}, es F-inmersién (y también inmersién) C* en 0.

Dado que Di(0) = i, bastard ver que 1 : V < (£)f, conserva el indice de los puntos

de V, es decir, que para todo z € V, indEI(:c) = ind g+ (z). Pero esto se comprueba
A"

!

facilmente dado que Al |g = riA; con r; > 0 para todo ¢ € {1,...,nr}. Por supuesto, los

pasos 1, 2y & concluyen la demostracion del teorema. o

Observacion 2.19 La idea que subyace en la demostracion del teorema anterior puede

ser tlustrada mediante el siguiente ejemplo:

X ={(a,y) € B[z =y 20}

+
{p1.p2

F-subvariedad eliminando algin elemento de {p1,p2} para poder aplicar el Teorema 1.9.

es subvariedad bien situada de clase infinito de (R?) } Y se demuestira que también es

{Rz)f‘.p) o (RZ)P

B ?

El nuevo concepto de subvariedad permite establecer una equivalencia sin restricciones
sobre el borde (compdrese con 3.3.10 de [M.0.]) entre el hecho de que una aplicacién sea

de clase p y que su grafica sea F-subvariedad:
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|
t

Proposicién 2.20 Sean X y X' variedades diferenciables de clase p y f :EX — X' una

aplicacion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: i
1) f es de clase p.

2) Gy ={(z,f(z)) e X x X' [z € X} es F-subvariedad C? de X x X' con 3G; C
0X x X' y para todo x € X, Tz sop(p1le,) Tz s(e)@Gs — ToX es homeomorfismo lineal.

Ademds, en tal caso X y Gy son C? difeomorfas. 1
¥

Demostracién: Es como en 3.3.10 de [M.O.], salvo en la parte 1) = 2), donde ahora la
aplicacién I'y : X — X x X’ dada por ['s(z) = (z, f(z)) es F-inmersién de clase p por ser
la seccién de la sumersidén p; : X x X' — X. ‘ O

t
De hecho, puede probarse lo siguiente:

Proposicidn 2.21 (compdrese con 8.2.28 de {M.0.]) Sean f: X — X' una F-inmersion
de clase p en un punto x de X y g : X — X" una aplicacidn de clase pf Entonces la
aplicacion (f,g) : X = X' x X" es F-inmersién C? en z. |
Ejemplo 2.22 La aplicacidén f : R — [0,400) definida por f(t) = (t,1) es de clase
infinito, ast que por la proposicion 2.20 se tiene que Gy = {(t,1%) € (R*)} [/t € R} es
F-subvariedad C* de (R*)} (y no es subvariedad). |

i

:

Para concluir el estudio comparativo entre los conceptos de F—subva:rieda,d y sub-
variedad, estableceremos un nuevo e interesante resultado que las relaciona al menos
localmente:si U es entorno abierto de 0 en Ef y & : U — (E')f, es F-inmersién de
clase p en cero, por el teorema 3.2.6 de [M.O.] se tiene que h : U — E' es inmersién de

clase p en 0, asi que, localmente, toda IF-subvariedad es subvariedad si se ve en un sitio
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mas grande sin borde. El interés del nuevo resultado radica en que podemos agrandar la
variedad ambiente con cuidado para que la F-subvariedad que teniamos se convierta en
subvariedad sin dejar por ello de ser F-subvariedad (siempre, se entiende, localmente). El

siguiente ejemplo ilustra la naturalidad de este proceso:

X ={(t,t) € R?/t > 0} es F-subvariedad de (Rz)?phm}

por lo que es subvariedad de R?,

Rz

¥, lo que es mds interesante, es subvariedad y F-subvariedad de (R*)}:




|
|
|
|
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i
i
i
w‘
i
!
i

Teorema 2.23 Sean U’ un entorno abierto de 0 en (Ef, y h : U’

F-inmersidn de clase p en 0 con h(0) = 0. Entonces existe A" C A tal que h: U' — Ef,

— Ef une

es inmersion y F-inmersion de clase p en 0. ;
Demostracidn: Por ser h: U’ — E} F-inmersién de clase p en 0 con A(0) =0, existen W
entorno abierto de 0 en EF, V/ entorno abierto de 0 en U’ (y por tanto en (E’)X,) y una
aplicacién ¢ : W — V' de clase p de modo que A{V') C W y 1y = ¢+ hjy.. En particular

q(0) = 6 y 1g = Dq(0) - Dh(0).
Sean A’ = {M,..., A}y A = {),...,A\m} asi que E' = (F')}, &7 (z1,...,2,) con
zi € E', N(z:) = &; ¥y E = (E)} @1 (y1,-.-.Ym) con ¥ € E, Xj(yi) = &;. Por el

corolario 2.14, n < m.

Sea
11 G o Oy ,
Qg Qg2 0 Qng \
o — ;
|
t

®lym O2m 70 Onm |

la matriz de coeficientes reales definida por las ecuaciones !

Dh(0)(z:) =&+ aaps + ...+ Umym cone € By e 1€{l,..],n},

¥ sea '
ﬁll ﬂ21 e ﬁml ;
ﬁln ﬁ2n et ﬁmn ‘

la matriz de coeficientes reales definida por las ecuaciones
Dq(0)(y;) = €+ Bjnz1+ ... + Bjaza conej € (ENY y jeE{L,...,m}

Obsérvese que oy > 0y B, > O paratodo i € {1,...,n}, 7 € {1,...,m},jef{l,...,m}

y s € {1,...,n}, al conservarse los vectores tangentes interiores mediante la diferencial.

Dado que z; = Dgq(0)+ Dh(0)(z;) para todo i € {1,...,n}, se tiene que la matriz
producto Ba es la identidad I, xx. '

Como Bt + Baiciz + . .. + Bmicum = 1, existe 7y € {1,...,m} con fi1ony > 0, asi
que fF;,; > 0 y por tanto ap;, = ... = agi, = 0 de acuerdo con la primera fila de fSa, y
aqi, > 0 asi que Bi2 = ... = Bi;n = 0 de acuerdo con la primera columna de fa.

‘r
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Razonando de modo andlogo para cada elemento de la diagonal y la fila y columna

que lo contienen, obtenemos {7,...,1,} C {1,...,m} tales que

ﬁ£11>{]1 PP ,ﬁ£“n>0,

0=PFi2=..=fin=Pin=Pus=...=Fpn=...=Fia=...=Fn,
g, > 0, ey O, > U,
y
{}:aggl == Qg SOy, = O34, = L= Oy, = L T & S T
Tomamos A” = {A;;,..., A} C {X1,.-.,An} = A. Reordenando A si es preciso, podemos

suponer que z; = j y por tanto que A” = {),..., .} (obsérvese que ¢; # 2 si § # j),

as{ que las matrices o y § tienen ahora la siguiente forma:

o1 0

8=
0 Bﬂﬂ
con az; > 0y Bi > 0 para todo ¢ € {1,...,n}.
Por supuesto se tiene bien definida la aplicacién & : U’ — EJ, dado que Ef ¢ E}, pues
A" C A y obviamente Dh(0) es inyectiva y su imagen admite suplementario topolégico en
E (pues h: U’ — Ef es F-inmersién C? en 0). Ademas ind(E‘)I, (v} = indE;fu(Dh(O)(v))
por la eleccién hecha de A", asi que para concluir es suficiente comprobar la condicién {)

de] Teorema 1.9, es decir, que h preserva el bordé localmente en 0.

Para ello probaremas que existe un abierto U/” de {E'}}, con 0 € U” C U’ tal que para
cadai € {1,...,n}, R(U"N(E')S.) C E3, (esto conllevaria que A{QU") C 8E}.). De no ser
asi, existirian 7 € {1,...,n} y una sucesién {vi}res C (E')%,, {ve}ren C V' C U’ C (E)},
cont {vg bren X0 E y Ai(h(v)) > 0 para todo k € N.

Consideramos entonces la aplicacion dada por la composicién

by
Y I( E' )IJ

)\'vvuo :W—q-PV"—> E +; S [0,+oo
i q A
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que es de clase p obviamente. Fijemos un k¥ € N. Como vx € V', h{v;) € W y
Meog(h(ve)) = M(goh(vi)) = M{vr) = 0 pues v; € (E’)gs. Como A;(h(v;)) > 0 existe
¢ > 0 tal que para todo ¢t € {—¢,¢), h{vy) + ty; € W y por tanto D{(X |y eq)(h(vi))(%:)

coincide con el limite

Noog(h{ve) + tus)
Itm
t—0 t

donde ahora t toma tanto valores positivos como negativos, asi que dicho limite es cero,
0 sea

D(X]vreg){(h(vk))(y:) = 0 para cada k € N. ;

Como Allyreq es de clase p y {A{v)} = h(0) = 0 pues {wvi} inid 0, se tiene que

k400
D(Xvrog)(h(vi)) == D(X|vrg)(0), y por tanto

D(Xlv =) (0)w:) = 0.

Por otro lado, y de acuerdo con la Regla de la Cadena,

D(Xilvrq)(0)(:) = D(Ailv+)(0) » D(9)(0)(w:) = Xi(Dq(0)(:)) = Bi>0

lo que es una contradiccion. ‘ @]
|
!
Concluimos esta seccion demostrando el Teorema de Inmersion de Whitney para
F-subvariedades. La prueba de este resultado es basicamente la dada en I11.3.8 de [M.0.1]
y solo ciertas funciones adicionales son requeridas en su desarrollo. Nosotros damos aqui

la demostracion por razones de completitud. |

{
Para formular el resultado de modo mas conciso, establecemos la definicién de

F-inmersién difeomérfica de clase p y obtenemos la caracterizacion esperada de ésta.
i

Definicién 2.24 Una aplicacion f : X — X' de clase p se dice que es una F-inmersion
difeomorfica de clase p si: i
1) f es F-inmersidn C?.

3

2) f es homeomorfismo sobre la imagen. |

Proposicién 2.25 Sea f : X — X' una aplicacion de clase p. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:
i
a) [ es F-inmersidn difeomdrfica CP. (

b) f(X) es F-subvariedad C? de X' y f : X — f(X) es C? difeomorfismo.
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Demostracion: Es andloga a 3.3.2 de [M.0.}, sustituyendo 3.2.4 de {M.O | por la definicién
de F-subvariedad. a

Proposicién 2.26 (Teorema de Inmersion de Whitney para F-subvariedades) Sea X una
variedad diferenciable de clase p compacta y Hausdorff, localmente de dimension finita n
fija. Entonces existen ¢ €N, A C {p1,...,p,} y una F-inmersion C? difeomdrfice cerrada
f: X — (R)} tal que f(X) es F-subvariedad bien situada de (R7)}.

Demostracién: Como X es compacta y Hausdorff, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que X es conexa y de dimensién finita n. Como en 1I1.3.8 de [M.O.1}, se

tienen:

i} 1 = (U, ¢1,(R* A1)y ..., Coo = (Uny b, (R™, Ay)) cartas de X con A; C
{pla e :pn}) ¢1(Ut) = (Rn);\l-‘ Yy X = UT—_‘] QS:I(B(O! 1) N (Rn)i—t)

ii) Una aplicacién A : B* — {0, 1] de clase infinita con B[0,1] = A71(1) y (B(0,2))* =
A-1(0).

ili} Aplicaciones yu; : X — R de clase p dadas por
Mei(z)) si zel;
pi(e) = :
0 st z¢U
para cadaz € {1,...,m}.
iv) Aplicaciones f; : X — (R")}, de clase p dadas por
pilz)pi(z) st z el
iy = | HEE)
0,»,0) s z¢U
para cada it € {1,...,m}.
Construimos ademads las siguientes aplicaciones:

v) Para cada 1 € {1,...,m}, o : (R”)X‘_ — (R”’)I‘, es una aplicacién de clase infinita

verificando
w(x)= | @70 s zeB0UNE,
@, e, s z € (B(0,2))° N (B},

Una tal o; puede venir dada como la composicién

(RM)X, = B = [0,1] 5 (R,
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donde €(t) = (¢,.7.,t) ¥y s es cualquier aplicacién de clase infinita que verifique que
s(B0,1])={0} vy s((B(0,2))) =1 1
vi) Para cada iz € {1,...,m}, g; : X — (R"){, es la aplicacién de clase p dada por

() = ai(dz)) si zel; 1
il )H{ Q,.5,1) si z¢U f

La aplicacion g; es de clase p porque {U;, X — é;'(B[0,2])} es un recubrimiento

abierto de X, gi|x_4-1(p[0,2) €5 constante y g:lu; = o ¢i.
vii) Para cada ¢ € {1,...,m}, h; : X — (B™)}. es la aplicacién de clase p dada por
hi(z) = fi(z) + ¢i(z) para todo z € X, es decir, h; = f; + g;. '

Entonces ((R*)f, x R) x ... x ((R*)} x R) = (R")f donde ¢= m(n+ DNy
A={pk,-..,pr,} con s < mn, y la aplicacién de clase p

=W pa)s o by )} : X = ((RP)E, x B) x .. x ((RM)R,, x R)'= (R)}

es F-inmersién difeomérfica cerrada con f(X) bien situada en (R?)].

En primer lugar veremos que f es inyectiva. Sean z,y € X, z # y. Por definicién de
pi y ser X = UZ, ¢71(B(0,1) N (R*)f.), se tiene que X = U2, p7(1). Témese entonces

unz € {1,...,m}conz € u7'(1). Siy ¢ p7'(1), claramente f(z) # f(y), ysiy € u7' (1),
en particular z,y € U; y por tanto

hi(z) = f(z) + gi(z) = pi(z)dilz) + gi(z) = di(z) 4+ gi(z) = ¢i(?3)

{

(la dltima igualdad es consecuencia de que ¢;(z) € B[0, 1], ya que A{¢:(z)) = pilz) =1y
A~Y(1) = B[0,1]). Y, andlogamente, h;(y) = ¢:i(y), asi que hi{z)} # hi(y). |

Como f es de clase p e inyectiva, X es compacto y (B?)} es Hausdorff, f es homeo-

morfismo sobre la imagen y ésta es cerrada.

Veamos ahora que f es F-inmersién de clase p. En primer lugar, ndtese que

m

X = (BO)NRY) = 6 Int(p;(1)) '

=1 =1

(z € u7' (1) & pilz) = 1 & Mi(z)) = 1 & ¢i(z) € B[0,1] & = € ¢7'(B[0,1]) y se tiene
la igualdad Int(¢;(B[0,1])) = ¢;'(B(0,1))). Luego si z € X, existe j € {1,...,m} con
z € ¢;'(B(0,1)) = Int(u;'(1)). Entonces h; : X — (R”)j(j es F-inmersién de clase p en

|
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z pues sobre ¢;'(B(0,1)) se verifica que h; = f; 4+ g; = f; = ¢;, la peniltima igualdad
porque si y € ¢7'(B(0,1)) = Int(u;'(1)), M¢;(y)) = 1, asl que $;(y) € B[0,1] y por
tanto g;(y) = a;(é;{(y)) = (0,..,0).

Entoné:es, por la proposicion 2.21, f es F-inmersion C? en z.

Por iltimo, se trata de ver que la F-subvariedad f(X) de clase p de (R?)} esta bien
situada. Por supuesto, es suficiente ver que f(IntX) C Int((R)f). Si z € IntX,
F@) = (@) 112D > (hen(2)s in(2))) € ((BOVE, X B) X ... x ((BM)E, x R) = (RO
y por tanto ind(Rq)I(f(m)) = ity indipayt (hi(x)). Sea: € {1,...m} y veamos que

ind gy (hi(a)) = 0. Si = ¢ ¢7'(B(, 2)), hi(z) = gi(z) = (1,.7.,1) y por tanto
)

indigmyt (hi(2)) = 0, y sic € ¢7°(B(0,2), = € Uiy hi(z) = file) + ai(z) =
pi(2)$i(z) + gi(z) = A(di(x)) di(z) + g:(), A(¢i(2)) > 0 pues ¢;(z) € Int((R")})) ya que
z € IntX y gi{x) = (b,...,bs) con b; > 0, asi que ind(Rn)x‘_(h;(x)) =0. O

Problema. ;FEs posible encontrar, para cada variedad diferenciable de clase p dada, un
Espacio de Banach E, un subconjunto finito y linealmente independiente A C L(E,R) y
una F-subvariedad totalmente bien situada de E} de clase p difeomdrfica a la variedad

dada? Puede intentarse responder a esta prequnta al menos para variedades diferenciables

de dimension finita (véanse (M.0.2] y [A.M.O.P.}).

3 F-SUBVARIEDADES Y SUMERSIONES

En la seccién 2 probamos el siguiente resultado:

Proposicién 2.11 Sean f : X — X' una aplicacidn de clase p y Z una F-subvariedad
C? de X'. Supongamos que para cada z € f~'(Z), [ es sumersidn de clase p en z y f

preserva el borde localmente en z. Entonces f~'(Z) es F-subvariedad C? de X.

Asi pues, en este punto el resultado anterior es andlogo al que se tenia para subva-
riedades (véase 4.2.1 de [M.0.]). Nuestro propésito en esta seccién es demostrar que la
condicién de que f preserve el borde localmente en z es imprescindible. Incluimos también
un ejemplo (igualmente original) de la necesidad de la condicién sobre el borde en 4.2.1

de [M.0.]. De hecho empezaremos por aqui:

Ejemplo 3.1 Sean X = (R®)}

){pl 1P2,P3 } ?

(Rz) }yZ_{(tt)eY/t>0}CY
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i
Por supuesto X e Y son variedades diferenciables de clase infinita y Z es subvariedad

C> de Y. Constderamos la aplicacion f: X — 'Y de clase infinita dada por f(z,y,2) =

(y,z+2*) para cada (z,y,z) € X. Entonces f es sumersién C* en todo punto de f~1(Z)
pero f71(Z) no es subvariedad diferenciable C! de X. !
I

Que f~1(Z) = {(z,y,2) € X /y = z+ 2%} no es subvariedad diferenciable C*! de X se

demuestra de modo analogo a lo que se hace en 3.2.7 de [M.O].

Veamos que para todo p € f~'(Z), f es sumersién C™ en p. Claramente Df es
sobreyectiva en todo punto de X, asi que si p € IntX, f es sumersién C* en p. Sea pues

p = (Zo,¥0, 20) € FH{Z) N 3X. Diferenciamos dos casos: :

Si zp = 0, entonces la aplicacién ¢ : Y — X dada por o(z,y) = (v, z,0) es seccién local
C® de f en p, ya que a(f(Zo,¥0,0)) = o(y0, %) = (0,%0,0) y f(o(z,¥)) = f(y,=,0) =
(z,y). |

Y si zp > 0, como p = (20,%0,20) € f(Z), yo = zo + 2 asi que yy > 0, y como
p € 80X, zo = 0. Entonces la aplicacién ¢’ : ¥ — X dada por o'(z,y) = (0, z, +\/3;) es
seccién local C de f en p = (0,0, 70}, pues o'(£(0,yo0,20}) = '(yo, 23) = (0,90, 20) ¥

flo'(z,y)) = F(0, =, +\/3;) = (z,y)- l

Observacién 3.2 Z es F-subvariedad C™ de Y (esto se obtiene del teorema 2.18 6 de
la proposicion 1.2) y f~(Z) es F-subvariedad C™ de X pues es (salvo difeomorfismos)
la grdfica de la aplicacidn de clase infinita h: Y — [0, 400) dada por h(z,z) = z + 22,

i
[
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El siguiente ejemplo es mds elaborado y la demostracion de que la imagen inversa de
la F-subvariedad no es una F-subvariedad es delicada, aunque sea facil ver que tal imagen

inversa no es subvariedad:

Ejemplo 3.3 Sean X e Y las variedades diferenciables de clase infinito definidas en el
ejemplo anterior, ysea Z = {(z,y) € Y [y = z*} C Y, que es F-subvariedad diferenciable
de clase infinita de Y (pero, por el tipico problema de tangencia, no es subvariedad).
Consideramos la aplicacion de clase infinita f : X — Y dada por f(z,y,2) = (y,z + z%).
Entonces f es sumersidn de clase infinita en todo punio de f~'(Z) = {(z,y,2) € X [z =
y? — 2z} pero f~YZ) no es F-subvariedad de X .

En primer lugar veamos que f es sumersién en todo punto de f~1(Z). Claramente
Df(z) es sobreyectiva para todo punto z de X, asi que si p € IntX, f es sumersién C*
en p. Sea pues p = (zg, Yo, 20) € f~1(Z) N 8X. Diferenciamos dos casos: 7

Si zp = 0, entonces la aplicacién ¢ : Y — X dada por o(z,y) = (y,z,0) es seccién
local C*° de f en p, ya que o(f(z0,¥0,0)) = o(yo,z0) = (20,%0,0) y flo(z,y)) =
[y, 2,0) = (2,y).

Y si zg > 0, como p = (zg,Y0,20) € f~}(Z), zo = y§ — 2§ asi que yo > 0, y como
p € 8X, zo = 0. Entonces la aplicacién ¢’ : ¥ — X dada por ¢'(z,y) = (0,$,+\‘/3;) es
seccién local C* de f en p = (0,yo, 20), pues o'(f(0,v0, 20)) = ¢'(yo,2z3) = (0, 40,20} ¥
£ (2,9)) = (0,2, +y) = (z,v).

Demostramos a continuacién que f~Y(Z) = {(z,y,2) € (R3)i"phm’p3}/:c = y? - 7z}
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no es F-subvariedad C! de (R*)}. {mpeps} Ol lo fuese, existiria una estructura diferen-
ciable [A4] de clase 1 en f~!(Z) de modo que Tj4 es la topologia usual de f~(Z) y

7:(fY2),[A]) — (1‘23){pl paps} €8 Frinmersién de clase 1. ,

|

Sea C = (U,¢,(E,A)) una carta de f~1(Z) centrada en p = (0,0,;0). Podemos
suponer que ¢{U) es convexo, y necesariamente £ & R? por razones topoldgicas. Ademds,
card(A) = 2 necesariamente (si fuese card(A) € {0,1}, existiria un € > 0 yj una curva de
clase infinita B : (—¢,e) = (R®)f con B(0) = 0y DB(0) # 0, y por tanto a = jeg™'of:
(e €) = (B%)],, upoy SeTIa C? cOn a(0) = 0 € (RE’){I‘,1 papo} @51 Que tendrlarnos Da(0) =0
por un lado, y por otro Da(0) = Dj5(0,0,0) D¢1(0,0)«DB(0) # 0 ya que Dp(0) # 0,
D¢~1(0,0) es isomorfismo y Dj(0,0,0) es inyectiva).

Consideramos la aplicacién composicién b = jly-¢~1 : (U} — (R*)}, que seria

{p1.p2,p3}
F-inmersién C" y homeomorfismo sobre la imagen. Luego existirian un entorno abierto V
de (0,0) en (RZ)‘{I;,;,,,;} y un entorno abierto W de (0,0,0) en (1'23)%[”191 22.p5) ¥ Una aplicacién

g=(q1,q2) : W —=Vdeclase 1 con h(V) C W y qoh = 1]v. ,

Como A(0,0) = (0,0,0), $(U) es convexo y k es homeomorfismo sobre la imagen, se

verifica, por razones puramente topologicas, que

R(Int($(U))) C Int(R)} (L.1)

{r1.p2.p3} :

y |
h(t,0) € (R*);, para todo (¢,0) € ¢(U) ' (1.2)
b0, 5) € (R*)C, para todo (0,5) € $(U) | (L3)

0 bien i
h(t,0) € (B*)°, para todo (t,0) & ¢(U) | (L4)
h(0,5) € (R?)%, para todo (0,s) € ¢(U) : (L5)

Por comodidad, asumiremos que se cumplen (1.2) y (1.3) {(1.1) por supueéto) Tomemos
z € f7YZ)N (R, NUNW distinto de (0,0,0) y un entorno abierto V* de z en
{0} x [0, +00) X [0, +00) con V= C W y V7 sin borde en {0} x [0, 400} x [0, +c0).

Consideramos la aplicacién ¢;ly= : V* — [0,+00) que es de clase;l Yy qi(z) =
¢1(R(0,s)) = 0, la primera igualdad porque z € U y se cumplen (L.1) y (I 3) v la se-
gunda igualdad porque (g:1(h(0,s)),2(2(0,5))) = q(h(0,s)} = (0,s). P?r el Lema de
Invariancia del Borde (véase 1.2.12 de [M.O.]) se cumple que D(q1|yz)(.;q;) = 0, y por
tanto %’%(m) = 0. Como la aplicacién g es de clase 1, se tiene que %%(0,0, 0) =0.



38 I. SOBRE INMERSIONES Y SUBVARIEDADES

Llegaremos a una contradiccién probando que %%(0, 0,0} # 0. Para ello consideremos

la aplicacién g : {0, +o00) — (R3)?p:,pz,pa} de clase 1 dada por ¢(t) = h(t,0). Se cumple que

Dg(ﬂ')(l) = lim (hl(ts 0)’ hZ(ta 0)3 h3(t= 0))?1.1.m_(.(ﬁz.(i&).)iiz(i\ll)aﬂ) — (0’ )\,0)’

i=0+t t t—0t+ t

la segunda igualdad por (1.2) e im(h) C f~1(Z) y la tltima igualdad porque
D((ha(-0))*)(0} = 2h5(0,0) D(hs(-,0))(0) = 0

ya que hy(0,0) = 0. Ahora bien, qio9 = llp+o0) ((21(9(£)), a2(9(t))} = q(g(t)) =
q(h(t,0)) = (¢,0)) de modo que

1= D(ql 09‘)(0)(1) = D(Ql)(O:OI 0)(-09(0)(1)) = D(ql)(0,0,U)(O, ’\?0) = %(U,O, 0),

asi que %‘11-}(0, 0,0) # 0, y la demostracién del ejemplo estd concluida.

4 F-SUBVARIEDADES Y TRANSVERSALIDAD

La transversalidad es una de las ideas claves en la Topologia Diferencial, permitiendo
construir subvariedades como imégenes inversas, invariantes algebraicos de variedades y

de aplicaciones diferenciables, etc.

En esta seccioén tratamos de establecer la relacidén existente entre transversalidad y
el nuevo concepto de subvariedad introducido, en lo que se podria considerar como el
test definitivo para la nueva definicién. Este test es superado con creces: adaptando la
definicién de transversalidad a una F-subvariedad (aunque esto sea sélo una cuestién for-
mal), el resultado bdsico no necesita ahora de hipétesis extraordinarias sobre la situacién

de la F-subvariedad. En efecto, probaremos el siguiente resultado:

Teorema 4.7(compérese con 7.1.14 de [M.0Q.]) Sea f: X — Y una eplicacidn de clase p
que es transversal a Z, una F-subvariedad CP de Y. Entonces f~'(7Z) es F-subvariedad

de X.

Dado que la definicién de transversalidad a una F-subvariedad sera necesariamente
distinta a la dada en 7.1.1 de [M.0.], al menos formalmente por no disponer ahora de cartas
adaptadas, usaremos el término F-transversalidad para referirnos a ella, y para facilitar la
lectura y evitar confusiones, introduciremos de modo conciso y sin demostraciones aquellos

resultados bésicos que usaremos en la demostracion del Teorema 4.7. La demostracion de



4. F-SUBVARIEDADES Y TRANSVERSALIDAD ' 39

éste usa 7.1.14 de [M.O.] en su parte facil, y en su parte mas delicada nos muestra que,

en cierto sentido, sélo puede haber transversalidad a una F-subvariedad bien situada.

Como consecuencia de 4.7, obtendremnos que la intersecidon de dos F-subvariedades que
se cortan F-transversalmente es una F-subvariedad, sin necesidad de hipétesis adicionales
sobre la situacidén de éstas (proposicién 4.22). La comparacién de este resultado con 7.3.5
de [M.O.] es una forma mds de ver como el concepto de F-subvariedad se imi)one de modo

natural al de subvariedad.

Definicién 4.1 Sean f : X — X' una aplicacién de clase p y X" una F-subvariedad
diferenciable de clase p de X', con 3’ : X" — X' la inclusion. Diremos que f es
F-transversal a X" en un punto z € X si f(z) ¢ X" o bien f(z) € X" y entonces existen
un entorno abierto U de z en X, una carta C' = (U', ¢, (E',A")) de X' centrada en f(x)
con f(UY C U, y eziste un suplementario topoldgico F de E” = (Bé(,z))'l(Tf(x)j’(Tf(I)X”))

en E' tales que la aplicacion de clase p definida por la composicion

f ! -1 2
vy sy B xR
|

es sumersion de clase p en z, donde © : E" x F — E' es el homeomorfismo lineal dado

por O(u,v) =u+v.

En tal caso, escribiremos fF¥X”. Usaremos la notacién fE5X” para decir que

fREX" paratodo x € 4, AC X,y fRTX" para fELX".

Observacién 4.2 En cualquier caso, aunque h no sea sumersion de clase p en z, si

f(z) € X" se cumple que (las pruebas son inmediatas):
a) Toh = 0% «07 «(QL) 1o To.f donde Cy = (F, 15, F) es la carta candnica de F.
b) Ker(Toh) = (T2 f) ™ Ty (Trn X)) !

Corolario 4.3 Sean f : X — X' una aplicacién de clase p F-transversal o una
F-subvariedad X" de clase p de X'. Sea j' : X" — X' la inclusion. Supongamos que
€ X con f(z) € X" y fRLX". Entonces:

a,) Tf(z)X' —_ 3m(_’[‘rf) + Tf(a:)jl(Tf(z:)X”)- |

b) (Tof) ' (Ty(e)i' (Tyz)X")) admite suplementario topoldgico en T, X. 1
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Observacion 4.4 Nitese que las condiciones a) y b) equivalen a la siguiente condicidn:
La aplicacion composicion
a: ToX ZL Ty X' 5 Ty X' Ty(0)i (T X ™)

es sobreyectiva y Ker(a) admile suplementario topoldgico en T, X .

La siguiente proposicién recoge la informacién basica en torno al nuevo concepto de

transversalidad:

Proposicién 4.5 Sean f: X — X' una aplicacidn de clase p y X" una F-subvariedad de
clase p de X'. Sea j' : X" — X' la tnclusion. Supongamos que x € B X, vy f(z) € X".

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) fREX".

i) flpx REX".

i) Ty X' = im(Te(fla,x)) + Ty (T X") ¥ (Tl fl8,x ) "M Ts(13 (Ty(2) X)) ad-
mite suplementario topoldgico en T,(Br X }.

iv) Para todo U entorno abierto de ¢ en X, para toda carta C' = (U',¢',(E',\')) de
X' centrada en f(z) con f(U) C U’ y pare todo suplementario topolégico F' de E" =
(@é(f))‘l(Tf(:,)j'(Tf(,,)X”)) en E' la aplicacidn de clase p definida por la composicion

f ! -t 2
h:U lU:U’ ¢>¢'(U')'—>E’G—)E"XF—p—)F

es sumersion de clase p en ¢, donde © : B X F — E' es el homeomorfismo lineal dado

por O(u,v) = u +v.

El siguiente resultado nos muestra que las dos definiciones de tranversalidad dadas

son equivalentes, siempre que tengamos a la vez una F-subvariedad y una subvariedad:

Proposicidn 4.6 Sea f : X — X' una aplicacion de clase p, y supongamos que X" es

al mismo tiempo F-subvariedad y subvariedad CP de X'. Entonces fREX" si y sdlo st

f ?']_xX” .

Demostracidn:  Se sigue directamente de las definiciones y la observaciéon 2.15. Es
también deducible de la proposicién 4.5 (i < iii) y su andloga 7.1.7 de [M.0O.] y la obser-

vacién 2.15. ' o]
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Pasamos ya a enunciar y demostrar el resultado mas importante de esta seccion:

Teorema 4.7 Sean f : X — X' una aplicacion de clase p con p > 1 y X" una
|

F-subvariedad diferenciable de clase p de X'. Supongamos que f&TX". . Entonces se

tienen:

1) Para todo = € f~1(X"} existe un entorno abierto V/©®) de f(z) eén X' tal que
VI N X" es subvariedad diferenciable bien situada de X'.

2) f~YX") es F-subvariedad diferenciable totalmente bien situade de clase p de X.

Demostracién: En primer lugar probaremos 2) a partir de 1). Por la proposicién 2.10
basta encontrar para cada z € X con f(z) € X" un entorno abierto W* de z en X
tal que W= N f~1(X") sea F-subvariedad diferenciable totalmente bien situada de X.
Por 1) existe un entorno abierto V/2) de f(z) en X’ tal que VI n X* eés subvariedad
diferenciable bien situada de X’. Consideramos W?® = f~1(V/{#). Por la proposicién 4.6
flw=F (X" N V&), Como X" N VI  es subvariedad diferenciable bien situada de X’ ,
por 7.1.14 de [M.O.) (flw=)"" (X" N V@) = W= f~1(X") es subvariedad diferenciable
totalmente bien situada de X, asi que también es F-subvariedad totalmenté bien situada

de X por el Teorema 2.17.

Ahora probamos ). Por la proposicion 4.5, podemos suponer que X = 0. Sea
7' X" < X' la inclusién, y sea z € X con f(z) € X™:

a) Supongamos que f(z) € IntX'. Por ser X" F-subvariedad de X', f(z) estarfa
en IntX” y se concluiria tomando un abierto V/©) de X’ con f(z) € V/{® tal que
Ve nax =0. |

b) No es posible el caso f(z) € dX' N IntX". Como dX =0y f(x) € X', se tiene
que
Tzf(TxX) C Tf(x)(Ber’)

siendo &' = ind(f(z)) en X', y al ser f(z) € 0X' N IntX", se deduce que
Ti@)i' (TrmX") C Ty B X'),
obteniendo ambas implicaciones a partir de 1.2.10 de [M.O.]. Luego
T f(ToX) + Ty(yi" (T X") C Tyoy( B X') GTym) X’

(el contenido estricto por ser k' # 0), asi que fFEX".
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¢) Supongamos que f(z) € 0X' N JX". En este caso, dividiremos la demostracién en

tres pasos:
c.1) Se verifica que indx«(f(z}) = indx/(f(z)).

Sean C' = (U, ¢, E) carta de X centrada en z, C” = (U",¢",(E",A")) carta de X"
centrada en f(z), y C' = (U',¢',(E', A’)) carta de X' centrada en f(z) de modo que
fycuv y yUHY=U"CU.

Por supuesto card(A”) = indx«(f(z)) = n y card(A') = indx:(f(z)) = m. Pongamos
A= {A,. MYy A= (..., A} as que B = (E")}. &1 (21,...,2,) donde z; € E”
y Mf(z:) = 6;; para todo i,j € {1,...,n} y E' = (E")% @7 (1,-..,¥m) donde y, € E' y
A{y,) = é., para todo r,s € {1,...,m}. Como j' : X" — X' es F-inmersién de clase p
en f(z}, por el Corolario 2.14 se tiene que n = indx~(f(z)) < indx:(f(z)) = m. Por otro

lado, se tiene la conmutatividad del diagrama

T, Tty
TxX f T'f(q-)X’ .f( )‘7

T.f(,r)X”

ez el el

g D@ Slu-¢7)O) g DS jlune(6")1)(0) 5,

y por ser fEF X" se cumple que
E = D(¢' flu 7 )ONE) + D(¢' = 5'lun - (")) O E").

Por 1.2.10 de [M.Q.] se tiene que D(¢'« flu ¢~ ONE) C (F)% (86X =0) ytambién
D(¢ =3 |une(¢")"H(0)(E"]. C (EN}.. Entonces la aplicacién composicién

DU o= (@))O) g P2y

(Z1,..., %) — E"

es sobreyectiva,

En efecto, dado w € {y1,...,Ym}, acabamos de ver que existen elementos v € £ y
ue Econw= D@ fly¢~)0)(w) + D(#§'lume(#"))(0)(v). Sea e € (E")3u con

v=-¢"4+ ¥, \z;. Entonces se tiene

p2e D(¢' 5y °(¢")'1)(0)(§ Xizs) = pae D(¢' = lum < (")) (0)(v — €) =
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paw — D(# - Tl 6™)(0)(w) = a(D(# -l () O)(e")) ='w.

Por tanto n > m y hemos concluido c.1) (hasta aqui, en cualquier caso, hemos demostrado
que tndx«(f(z)) = indx/(f(z)) para todo z € f~'(X"), pero no sabemos nada de los

puntos de X" que no estan en la imagen por f de X).
c.2) 7 : X" <« X’ es inmersion de clase p en un entorno de f(x).

Por 3.2.2 de [M.0.] es suficiente demostrar que j : X” — X' es inmersién de clase p
en f(z), pero esto se sigue del Teorema 1.9: por ser ;' F-inmersion de clase p, se tiene la
condicién 1) de dicho teorema, y la condicién 2) es consecuencia inmediata de la afirmacién
realizada en la demostracién del Teorema 2.17 (b=-a), ya que indx«(f(z)) = indx/(f(z))
por ¢.1). |

c.3) Existe un entorno abierto V/*} de f(z) en X" tal que X" N V/(*) es subvariedad

diferenciable bien situada de X'.

De acuerdo con c.2), s6lo nos queda ver lo de la buena situacién. Siy € 3X”, entonces
y € 0X' pues X" es F-subvariedad diferenciable de clase p de X', asi que de no ser
cierto c.3), existir{a una sucesién {y,}nen de puntos incluidos en IntX"” NoXx’ tal que
iMoo yn = f(z). Llegaremos entonces a una contradiccién viendo que en tal caso f no
seria F-transversal a X" en z.

Para ello, tomamos C" = (U",¢",(E",A")) carta de X" centrada en f(z) y C' =
(U',¢',(E',A)) carta de X' centrada en f(z), con j/(U") =U" Cc U". CoImO Yo € 0X'
para todo n € N, existe un X' € A’ tal que X' (¢'(yn,}) = 0 para todo k£ € N, siendo {yx, }

una subsucesién de {y»}, que seguiremos denotando por {y.}.

Por 1.2.10 de [M.0.], al ser y, € IntX" se tiene que D{(¢' o j'|yn o (¢") 1) ¢" (yn) ) E") C
(E"Y,. Como {¢"(yn)} converge a 0, D(¢ <5 |yne(¢") ) (OHE") C (E')S (en efecto,
D(¢ «§'|une(¢")1) : ¢"(U") — L(E", E’) es continua pues j' es de clase p con p > 1, asi
que la evaluacién e : ¢"(U") x E” — E' dada por e(z,v") = D(¢ = '|yn e (qu”) D (z) (v} es

continua y por otro lado (£')}, es un subespacio cerrado de E’).

Definimos H como el subespacio lineal
H = 0f7((B)%) §Tra X'’ (L6)
Como (E')}, C (E")Y,, si k' = indx:(f(z)) = card(A’), entonces

Ty(BuX') = OF7(E)}) € O47(B%) = A | (L7)
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Ademss Ty)i' (TinpX") = Tywi'(OLSD(EM)) = O8N (D(¢' o' luw (" Y ONE") C
0N(EN) = H, o sea
-Tf(,,)j'(Tf(x)X") CcH (18)

Por 1.6, 1.7, 1.8 y T, f(T.X) C Tf(m)(kaX') (80X = ) se tiene que
wa(TrX) + Tf(m)j’(Tf(z)X”) C Tf(m)(Berl) +HCH ng(z)X’

y por tanto fFF X"”. De modo que c.3) es cierto y la demostracién del teorema esta con-
cluida. )

La relacién entre F-tranversalidad y sumersiones queda reflejada en el siguiente resultado:

Proposicion 4.8 Sean f: X — X' una aplicacion de clase p, X" una F-subvariedad de
X' yze f71Y(X"). Entonces:

a) Siz € IntX, f(z) € Int(X') o bien X" esid totalmente bien situada en X', y f es

sumersion de clase p en z, entonces fHFX".

b) Siz € IntX, f(zx) € Int(X") o bien f preserva el borde localmente en z, y

FEE{f(x)}, entonces f es sumersion de clase p en z.

Demostracion: Analoga a la de 7.1.12 de [M.O.]. ]

Haciendo uso de 7.1.18 de [M.0.], la proposicién 4.6 y el Teorema 4.7, obtenemos una

prueba ripida del siguiente resultado:

Proposicién 4.9 Sean f : X — X' una aplicacién de clase p y X" una F-subvariedad
cerrada de clase p de X'. Entonces {z € X [ fREX"} es un abierto de X.

Demostracion: Seaz € X con fEFX". Si f(z) ¢ X", existe un entorno abierto V* de =
en X tal que f(V*) C X' — X" por ser X" cerrado, asi que f#¥.X". Si f(z) € X", por el
Teorema 4.7 existe un entorno abierto V/(®) de f(z) en X’ tal que V/)1 X" es subvarie-
dad bien situada de X’. Tomamos un entorno abierto U® de z en X con f(U®) C V/(=).
Entonces para todo y € U®, fIfX” si y solo si f|Ux"rE5(X” NV, lo que equivale (por
la proposicién 4.6) a que f|y=F,(X" N V@), El resultado se sigue ahora de 7.1.18 de
[M.O.]. 0
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Antes de dirigirnos a nuestro ultimo objetivo en este capitulo, nos gustaria hacer un
comentario sobre la representacion local de la F-transversalidad. Para F-subvariedades

se tiene el resultado andlogo {con igual demostracién) a 7.1.19 de [M.O.]: i

Proposicién 4.10 Sea f : X — X' una aplicacién de clase p, X" una F-subvariedad
totalmente bien situada de X' y z € f7'(X") con ind(z) = k. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

o) FREX". |

b) Ezisten C = (U, ¢, (Ex Gx R*, Ap3)) carta de X centrada en z con A = {pY,--. Pk}
yo(U)=VixVoaxVs; C'= (U, ¢,(Ex E",A"p;)) carta de X' centrada en f(z), f(U) C
UL dUY=WxV'yd(UNX")={0} x V", yuna aplicacidn p: Vi x V3 x V3 — V" de
clase p tal que @'« f+ 47 (y1,32,¥3) = (v1, #(¥1, Y2, ¥3)) para cada (y1,42,93) € Vix Vax Vs

De este resultado no puede esperarse mejora alguna que venga dada por el nuevo con-
cepto de F-transversalidad, dado que, de acuerdo con el Teorema 4.7, la F-transversalidad
conlleva el que la F-subvariedad es (localmente en los puntos de la imagen de f) subva-
riedad bien situada. Asi pues, una mejora en la anterior proposicion conllevaria lo mismo
para subvariedades bien situadas.

El resto de la seccidn estd dedicado a obtener el siguiente resultado:

Proposicién 4.22 Supongamos que X e Y son F-subvariedades de Z que se cortan

F-transversalmente. Enlonces su interseccion es una F-subvariedad.
i
En lo que sigue, y de modo breve y conciso, introducimos la nocién de transversalidad
de F-subvariedades a través de familias de aplicaciones F-transversales, y probamos el

resultado anterior basdndonos en el Teorema 4.7.

Definicién 4.11 Sea F = {f; : X1 = Y,..., fn : Xp — Y} una familie de n aplicaciones
de clase p, todas con valores en una misma variedad diferenciable Y. Diremos que F es

F-transversal en (z1,...,2,) € X1 X ... X X, st '

(fl X ... X fn)I&l,...,zn)A

donde & = {(y,.".,y) €Y [y € Y} es la diagonal de Y™.
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Observacion 4.12 A es F-subvariedad de Y™ pues es de hecho subvariedad bien situada
de Y™, as? que F es F-transversal en (1,...,2,) € X1 X ... X X, st y sélo si F es

transversal en (z1,...,2,) € X1 X ... X Xy.

Demostracion: Lo primero se sigue del Teorema 2.18, aunque puede probarse directa-

mente, y lo segundo es consecuencia de la proposicion 4.6. i

Corolario 4.13 Sean F = {fy : Xy = Y,..., fa : X; = Y} una familia de aplicaciones
de clase p, y z=(z1,...,2,) E Xy x...x Xpcon filz:) = ... = fulz )=y €Y, y
supongamos que k; = ind(x;) para cadat € {1,...,n} 'y k=37, k. Entonces las
sigutentes afirmaciones son equivalentes:

a) F es F-transversal en (z1,...,z,).

b) F es transversal en (z1,...,2,).

¢) La aplicacién composicion

gfﬂﬁii=l j‘)lBk(l I-‘=l X)

n n q n )
ay : To( Be([Tieq Xi)) TwrnY™ —Tyn Y™ [Ty n 03 (T n.nd)

i=1

es sobreyectiva y su nicleo admite suplementario topoldgico, donde 7' : A — Y™ es la
inclusion.
d) La aplicacién composicién

i=1 Lo (fil By x, i}
b TT0s Ton (B Xp) o loex) v & (e

es sobreyectiva y su nicleo admite suplementario topoldgico, donde IV es la diagonal de
(T,Y)".

Demostracidn: Es consecuencia de la anterior observacién y de 7.2.2 de [M.O.]. 0

Un caso especial es cuando F = {f; : X1 — Y, f; : X; — Y} es una pareja de
aplicaciones de clase p con valores en una misma variedad diferenciable Y. Escribimos
entornces fi }Ef’;lﬂ,z) fa si F es F-transversal en (21,23}, y el anterior corolario se enuncia

P
asl:
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i
Corolario 4.14 Sean F = {f; : X1 = Y, fa : Xo — Y} una pareja de aplicaciones de

clase p, y (z1,72) € X1 X X2 con fi(z1) = fo(zy) =y € Y, y supongamos qué ki = ind(x;)

parati = 1,2, y k =k +k;. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a’) h -’q{;‘hmz)fz
b) filh(z1,22)f2

¢) La aplicacidn composicion

Te (filg, x )} X T folB, x.)

& Toy (Biy X1) X Ta, (Biy X2) TY xT,Y - (T,Y x T,Y)/D

+
i

es sobreyectiva y su nicleo edmite suplementario topoldgico, donde D es la diagonal de

T,Y xT,Y.
d) La aplicacion

Txl(fllBkl Xl) + sz(f2lBk2X2)

By : Txx(Bki Xl) X Tmz(BkzXz) Ty-Y
es sobreyectiva y su nicleo admite suplementario topolégico.
e) La aplicacion
Loi(filonx) = Tl falmg )
Bt Toy(Biy Xa) X Ty (B Xp) — it P70 T,Y

es sobreyectiva y su niucleo admite suplementario topoldgico.

En particular se tiene la siguiente observacion, que es esencial en lo que sigue:

Observacién 4.15 Sean F ={f1 : X1 —= Y, fo : X = Y} una pareja de aplicaciones de
clase p, y (x1,22) € X1 % X3 con fi(z) = fafze) =y € Y. Entqnces, st flﬂ;ﬂmz)fz, se
verifica que fi{z1) = fa(z2) =y € IntY. 1

Demostracidn: Se sigue de d) del corolario anterior y 2.1.10 de {M.O.]. | ]

i

Proposicién 4.16 Sean f : X — X’ una aplicacidn de clase p, X" una F-subvariedad
C? de X' con j': X" <> X' la inclusién, y z € f~'(X"). Entonces si fR{, 1d se tiene
que fREX" y f(z) € IntX". |
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Demostracion:  Como fﬁ,’f;’f(x))j’, por la observacién anterior se tiene que f(z) €
Int(X'), y como X" es F-subvariedad de X', f(z) € Int(X"). Se concluye entonces
de acuerdo con el Teorema 4.7, la proposicién 4.6 y 7.2.8 de [M.O.]. 0

Proposicion 4.17 Sean f : X — X' una aplicacion de clase p, X" una F-subvariedad
C? de X' con j' : X" — X' la inclusidn, y x € f~1(X"). Entonces si f(z) € Int{(X") y
FREX" se tiene que fIf:_,,f(x))j’.

Demostracidn: Como f(z) € X"NInt(X’') y X" es F-subvariedad de X', f(z) € Int(X"),
y el resultado se sigue ahora de 4.6 y 7.2.8 de [M.O.].

Sobre esta dltima proposicién, tenemos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 4.18 La proposicion anterior no es cierta con el concepto de transversalidad:
stX =R, X' =R, X"={(0,y) e R%/y >0} y f:X — X'esla aplicacion
de clase infinita dada por f(t) = (1,1%), entonces fHoX", f(0) = (0,0) € Int(X') pero
o001 donde j': X" — X' es la inclusidn.

Ejemplo 4.19 Si X = R, X' = (RO}, X" ={(0,y) e X' [y =20} y f[f:X - X

es la aplicacion de clase infinita dada por f(t) = (t,t%), entonces fEEX" y fr_ﬁrf:},(o,o))j’
donde 3’ : X" — X' es la inclusion (obsérvese que f(0) ¢ Int(X")).
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Definicién 4.20 Sean X,X; F-subvariedades diferenciables de clase .‘p de X, y
j1: X1 & X, g2 : Xo — X las inclusiones. Diremos que X, y X, son F-transversales en
(z1,72) € X1 X X3 si F = {j1,72} es F-transversal en (z1,z3), y en tal caso escribiremos
X, ?I,'f’;mz)Xg. St X1 y X, son F-transversales en todo punto de X; x X3, escribiremos
X1 %7F Xo. |

Observacion 4.21 Si 2y # z,, obviamente X, If;lm)Xg, ast que el caso éntercsante €s
cuando z, = z3(= z) € X1 N X,;. En tal caso, escribiremos simplemente X; KX, y
diremos que X, y X, se cortan F-transversalmente en z. |

|
Proposicion 4.22 Sean X; y X; F-subvariedades de clase p de X tales que X HFX,.
Entonces X; N Xy es F-subvariedad CF de X. ‘

!
Demostracion: Sean j7; : X; — X y j2 : X3 < X las inclusiones, asi que por hipétesis
71872, y por 4.16 71/ FX,. De acuerdo entonces con el Teorema 4.7 XlﬂXz‘ = (jl)_l.(Xz)
es F-subvariedad de clase p de X; totalmente bien situada, y por la proposicién 2.8,
X1 N X, es F-subvariedad C? de X. 0






Capitulo II

SOBRE LA ASOCIACION
DE ASAS

Cuando se aborda el tema de la asociacién de asas para construir variedades diferenciables,
suelen surgir inmediatamente ciertas dudas en torno a los objetos que se estan tratando,
provocadas por el modo excesivamente técnico con que se introduce la estructura dife-
renciable. En muchos casos, el problema es resuelto de un modo bastante indirecto: asf,
por ejemplo, en dimension tres se presupone conocida la equivalencia entre las categorias
diferenciable y topoldgica, y se trabaja con esta dltima (en donde la definicién de la
asociacion de asas es directa), o en dimensién cuatro se supone igualmente conocida la
equivalencia entre las categorias diferenciable y P.L [Go], para la cual es ficil también

manejar la construcciéon de la asociacién de asas [R.S.].

En la categoria diferenciable en cambio, la estructura diferenciable se introduce me-
diante la técnica de lo que Milnor llamé “redondeamiento de esquinas”. Esta idea fue
usada primeramente para introducir una estructura diferenciable en el producto cartesiano
de dos variedades con borde diferenciable [Mi.2], y citada por S.Smale [Sm| como el modo
natural de introducir la estructura diferenciable en la asociacién de asas. Ahora bien,
dado que las variedades con borde anguloso dan lugar al contexto natural en el que, sin
forzamientos, viven las variedades producto, jno ocurrird lo mismo con las variedades
obtenidas por asociacién de asas, es decir, no tendran éstas cabida mas natural dentro
del contexto de las variedades con borde anguloso? El propésfto de la primera seccién de
este capitulo es analizar esta situacién. Desgraciadamente, nuestra respuest;a, a la anterior

cuestidén no es un si tan claro como en el caso del producto de variedades. No obstante,
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ciertos aspectos de la cuestidon son aclarados: en primer lugar, a diferencia de lo que
ocurre con el producto de variedades, la definicién de una estructura diferenciable en la
variedad topoldgica que se obtiene al asociar un asa requiere de importantes y no faciles
teoremas de isotopia, cuando no hay compacidad. La construccién detallada que hacemos
del proceso dejara patente este hecho. En segundo lugar, dicha construccion nos permitira

obtener una estructura diferenciable con borde anguloso de modo trivial.

Adn asi, algunas reflexiones posteriores a la elaboracion de esta memoria nos inducen
a pensar que, si bien la idea esencial expuesta anteriormente (las variedades con borde
anguloso son el contexto natural para la asociacién de asas) es correcta, debemos previa-
mente considerar un tipo mas general de variedades con borde anguloso: aquellas que
localmente sean la unién de varios semiespacios del Espacio Modelo, aunque tal unién no
sea convexa. Un paso previo al desarrollo de esta idea seria demostrar el teorema de la
funcién inversa para estos objetos locales (véase [M.0.] para una demostracién en el caso

de las variedades tratadas en el primer capitulo de la memoria).

Como ejemplo ilustrativo en el uso de la cirugia, técnica intimamente conectada con
la asociacion de asas, la seccion 2 esta dedicada a demostrar un resultado sobre el tema
de las esferas exédticas de dimension cuatro. La dimension cuatro es la mas baja en la que
se pueden encontrar dos variedades diferenciables no difeomorfas pero si homeomorfas,
es decir, existen variedades topoldgicas de dimensién cuatro que soportan al menos dos
estructuras diferenciables esencialmente distintas. Sobre este tema, una cuestién muy
analizada pero aun sin respuesta es la de saber si existe una variedad diferenciable homeo-
morfa a la esfera usual de dimensidén cuatro, pero no difeomorfa. Este es el llamado

problema de la existencia de las esferas exéticas de dimensidn cuatro (véanse por ejemplo

[A.K]y [Go.1)).

Nuestra aportacién en este tema es dar un modo de obtener cualquier hipotética esfera

exotica de dimensidén cuatro mediante la técnica de la cirugia. Probaremos lo siguiente:

Teorema 2.1 5t M es una esfera exzotica de dimension cuatro, eriste un nimero natural
k tal que M se obtiene de la suma conexa de k copias de S X S? mediante k cirugias

disjuntas de tipo (3,2).
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i
A lo largo de este capitulo quedara patente la relacién que existe entre la asociacién
de asas, la técnica de cirugia y las funciones de Morse (puntos criticos y sus indices). Esta,
conexion, usada de modo fundamental en el Teorema 2.1, estard presente en los restantes

capitulos de la memoria.

1 ESTRUCTURA DIFERENCIABLE EN
LA ASOCIACION DE ASAS

En esta seccién introducimos con rigor una estructura diferenciable en la variedad topolé-
gica que se obtiene por asociacion de asas. El desarrollo detallado de este proceso nos
permitira obtener tanto una variedad diferenciable con borde diferenciable (lo que usual-
mente se define), como una variedad con borde anguloso (en el contexto de [M.Q.]). En
cambio, el proposito que se persigue es mostrar que ninguna de las dos posibilidades an-
teriores es la mas natural para tratar la asociacién de asas. Este hecho quedara patente
a partir del Lema 1.4, el cual nos mostrard con sencillez el contexto natural en donde
surgen las variedades obtenidas por asociacién de asas. Como suele ser norma comin,

dicho contexto coincide con la intuicién geométrica.

Para concretar la idea expuesta, recordamos brevemente algunos concep;‘,os bien cono-
cidos: si ¥ es un espacio de Banach y A € £{E, R) (las aplicaciones lineales y continuas
de E en R), Ef denota el conjunto de vectores z € E tales que A(z) > 0, y se le llama
semiespacio de E definido por A. Si A = {A1,...,As} es un conjunto finito Jy linealmente
independiente de aplicaciones lineales y continuas de £ en R, E} denota l:a interseccion
de los semiespacios Ef, ¢ € {1,...,n}, o sea Ef =V, E}. De Ef se dice que es el
cuadrante de E definido por A = {A4,...,A.}. Los objetos locales que sirven para definir
las variedades diferenciables con borde anguloso (tal y como se estudian en [M.0.] y en el
capitulo primero de esta memoria) son entonces estos cuadrantes de Espacios de Banach.
Asi, por ejemplo, las variedades diferenciables de dimensién dos estan construidas (salvo
isomorfismos) con algunos de los siguientes cuadrantes: R?, {(zq,z;) € R*/z, > 0}, 0
bien {(z1,7;) € R*/z, > 0,2z, > 0}. En cambio, al analizar la asociacién de asas, ob-
servaremos que es otro el tipo de objeto local que aparece en la construccién, definible

en general como U7, EY, ahora no convexo. La idea geométrica la recoge el siguiente

1
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ejemplo: si el asa es de tipo uno y de dimensidn dos, el objeto local que se presenta es
{(x1,z2) € B®/z1 > 0 6 3 2 0} (véase la figura):

variedad M™

asa
Dix D~

Asi pues, parece importante ampliar la categoria de las variedades con borde anguloso,
para incluir aquellos objetos que localmente puedan ser también la unién (no necesaria-
mente convexa) de semiespacios del espacio modelo. Un punto clave en esta cuestién seria
demostrar el Teorema de la Funcién Inversa en esta nueva situacién local. La prueba que
aparece en [M.O.] en el contexto mas restringido necesita fuertemente de la convexidad
del objeto, pero quizas otra prueba distinta pueda darse en la situacién més general. Este

trabajo no se ha llevado a cabo en la memoria.

Para simplificar la exposicién, tendremos en cuenta lo siguiente:

Observacidon 1.1 A lo largo de esta seccion el término variedad diferenciable serd
sinonimo de variedad diferenciable de clase infinita, Hausdorff y paracompacta. Igual-

mente, supondremos que toda aplicacidn y estructura diferenciable es de clase infinita.

Notacion 1.2 4 lo largo de esta seccion usaremos la siguiente notacidn:
R,={te R/t>0}, R_={te R/t <0},

D ={(z1,..,z) e R/} +. .. +z2 <1},

y D! denotard una copia (la t-ésima) de D*.

Necesitamos previamente recordar algunos resultados esenciales sobre los entornos collares
cuando el borde de las variedades no es compacto. El caso compacto nos servird para
introducir la técnica de cirugia que relacionaremos con la asoclacion de asas: supongamos
que X™ e Y™ son dos variedades diferenciables de dimensién n con borde diferenciable, A y

B son la unién de varias componentes conexas de los bordes de X™ e Y™ respectivamente,
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no necesariamente compactos, y f : A — B es un difeomorfismo. Consideramos la
variedad diferenciable suma X ||Y ( [M.O], proposicién 2.4.1), y en ella la menor relacién
de equivalencia tal que a € A estd relacionado con f(a) € B. El espacio cociente obtenido
por esta relacién de equivalencia es denotado por ¢ : X [}Y — X[, Y. No es dificil ver
que dicho espacio es una variedad topologica. Se hace en cambio mas complejo dotar de
estructura diferenciable a dicha variedad topoldgica, y que dicha estructura sea tnica en

algun sentido. Esto requiere de la teoria de entornos collares:

Definicién (Collar) Si A es la unidn de varias componentes conezas del borde de una
variedad diferenciable X, un collar ¢ de A en X es una inmersidn difeomdrfica
|

¢: AX Ry — X tal que ¢(a,0) = a para todo a € A.
|

Es trivial comprobar que ¢ es una aplicacién abierta y en particular im(c)N 80X = A.

Teorema A (Existencia de collares) Si A es la unidn de varias componentes conezras del
borde de una variedad diferenciable X de dimensidn finita y con borde diferenciable, existe

un coller c de A en X.

Teorema B (Isotopia de collares) Si A es la unidn de varias componentes conezas del
borde de una veriedad diferenciable X de dimensidn finita y con borde diferenciable, yco, ¢
son dos collares de A en X, eriste una aplicacion diferenciable C : (A x Ry)x[0,1] = X
tal que para todo t € [0,1)] la aplicacion Cy = C(,,t) : AXx Ry — X es un collar de A en
X, Co=¢cyC)=q.

Teorema C (Isotopia ambiente de los gérmenes de collares) Si A es la unidn de varias
componentes conezas del borde de una variedad diferenciable X de dimension finita y con
borde diferenciable, y co,c; son dos collares de A en X, eziste una aplicacidon diferenciable
D: X x[0,1] — X tal que para todo t € [0,1] la aplicacién Dy = D(_,t) :;X — X es un
difeomorfismo, Dy = 1|x, y existe un abierto Q& C A X R, que contiene a‘; A x {0} y tal
que Dy ecolg = aila. |

Una sencilla demostracién del Teorema A puede verse en [Hi], en la pa{gina 113. Una
demostracién de este resultado para variedades diferenciables modeladas en Espacios de
Hilbert se encuentra en [M.0O.], pag. 263. El Teorema B aparece demostrado en [Ko),
pag. 50. El Teorema C se deduce a partir del Teorema B haciendo uso del Teorema de
Extensién de Isotopia de Thom cuando no hay compacidad, aunque s{ velocidad acotada

(véase [Hi)], pag. 181, Teoremas 1.7 y 1.8 y comentario posterior).
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Volvamos a la variedad topoldgica cociente ¢ : X |JY — X |J; Y, obtenida al identi-
ficar todo punto @ € A con f(a) € B, donde f : A — B es un difeomorfismo entre A4, la
unién de varias componentes conexas del borde de X, y B, la unién de varias componentes
conexas del borde de Y. Consideramos ¢4 un collar de A en X, y cg un collar de Ben Y.
Sea g : AX R — X|4;Y la aplicacién dada por g(a,t) = ¢{ca(a,—t))sit € R_, y
g(a,t) = q(e(f(a),t}) si t € R;. Es inmediato entonces probar que existe una tnica es-
tructura diferenciable en X [y ¥ de modo que las “inclusiones” ¢|x_4: X —4 — XJ;Y,
gly-p: Y —B — X{;Y,y la aplicacién ¢ : Ax R — X |U; Y (unidn de los collares c4 y

cp) son inmersiones difeomdrficas abiertas.

Haciendo uso de la unicidad de collares (Teorema C), se demuestra que dicha estruc-
tura diferenciable es unica salvo difeomorfismo con la condicién de que las inclusiones
glx : X - XU;Y,yqly : Y — X||;Y sean inmersiones difeomérficas. Ademas este
difeomorfismo puede ser escogido de modo que sea la identidad sobre X o sobre Y (véase
[Hi], pag. 184).

La técnica de cirugfa (véase [Mi.1]) es un ejemplo de la anterior construccién, en el

caso en que A (asi que también B) son compactas. Con precision, definimos:

Definicién 1.3 (Cirugia de Milnor-Thom) Sean M™ una veriedad diferenciable de di-
mension n € N, y f : 52 x D"? — IntM™ una inmersion difeomdrfica. Claramente
M™ — f(5? x IntD"?) es una variedad diferenciable y f(S5P x 8D"?) es una com-
ponente conera del borde de M™ — f(S? x IntD™?) sip > 0 y son dos si p = 0.
Por supuesto DPY! x §%7P=1 ¢s una variedad diferenciable con borde SP x S"P-1 y
flsexapn-p 1 2 x D" F — f(SP x dD™P) es un difeomorfismo. Denotaremos entonces
por X(M", f) a la variedad diferenciable

(M™ — f(SP x IntD""P)) |_| D ¢ gn-p-1

flSPxBDn‘_P
y diremos que se ha obtenido de M™ mediante una cirugia de tipo (p+ 1,n — p) porla

. y
inmersion f.

La definicion anterior es diferente a la que aparece en el articulo de Milnor [Mi.1]. La
estructura diferenciable definida en tal articulo usa la técnica de encolamiento, lo que
evita los importantes teoremas de collares. En cualquier caso, es un ejercicio no dificil

comprobar que ambas definiciones proporcionan variedades diferenciables difeomorfas.
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Pasemos ya al andlisis con detalle de ia estructura diferenciable en la asociacién de

asas. Sea (M™,[M)]) una variedad diferenciable de dimensién finita n € N y con borde
diferenciable. Sean s € NU {0}, y

fi:0D x DY 5 OM™, ... fi : 0D x DI - oM™

una coleccion de k inmersiones difeomdrficas con imagenes disjuntas. Vamos a definir una

nueva variedad diferenciable de dimension finita n y con borde diferenciablle
X(M™; fi,..., fe; 5)

de la que diremos que se ha obtenido de M™ por asociacién de k asas de tipo s mediante

las instrucciones {f;}. ;

El espacio topoldgico subyacente se obtiene de M y |Uf., Df x D?~* identificando los
puntos que se corresponden por las aplicaciones {f;}. Veremos que la variedad topoldgica
as{ definida tiene una estructura diferenciable natural salvo en las “esquinas” 0D¢x 3D ™"
(i € {1,...,k}). La estructura diferenciable global se obtendra entonces por el proceso
de redondear las esquinas. Dicha técnica fue usada por Milnor en {Mi.2] para el caso
del producto de variedades diferenciables con borde diferenciable. En [Sm] se afirma que
la situacién local en ambos casos es esencialmente la misma, asi que la construccién de

Milnor puede usarse también en este caso para dar una definicién correcta.

En lo que sigue, analizamos esto con detenimiento. Por supuesto, si s = 0, la variedad
topolégica X(M™; fi,..., fr;0) es homeomorfa a la unién disjunta de M™ y k copias del
disco D", y se puede considerar aqui la estructura diferenciable suma. En general, para
simplificar la notacidén, supondremos que asociamos una tnica asa. El resﬁlta.do esencial
es: .

Lema 1.4 Sea (M™,[M]) una variedad diferenciable de dimension finita n € N y con
borde diferenciable. Sean s € NU {0} y f : 8D° x D** — oM™ una inmersién
difeomdrfica. En M™||D* x D"~ consideramos la relacion de equivalencia inducida por
f, esto es, la menor relacidn de equivalencia tal que cada p € OD* x D" estd relacionado
con f(p) € IM™. Denotamos por |

g: M™| | D’ x D" — A(M", f;s)

el paso al cociente inducido por la relacion de equivalencia, y por Ty la topologia cociente

en X(M™; f;s). Se tiene el siguiente diagrama de aplicaciones:
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Mn ;
N

M™ || D* x D™ 7 X(M™; f;5)
iU

D* x D=7 7

donde i : M™ — M™||D*x D" % yj:D°x D** «— M"||D?® x D" son las inclusiones

naturales y por definicidn ¢ = ge1 y j = qoj. Se tiene entonces lo siguiente:

i) 1 M = XM™fis) yg 2 D x DV o X(M™; fis) son inyeclivas,
Tx es la topologia final asociada a las “inclusiones” 1 : (M™,Tfia) — X(M™ fis) v
j o D x D= X(M™fis). Ademds v o (M™Tlamg) — (X(M™;f;8),Tx) ¥
J: D x D" — (X(M™ f;8),Ty) son homeomorfismos sobre la imagen y aplicaciones
cerradas, (X (M™; f;3), Tx) es Hausdorff y paracompacto y (X (M™; f;3),Tx) es compacto

sty solo st M™ lo es.

it) Dado un collar hy : OD"* x Ry — D"* de dD"* en D" %, .e:ciste entonces
una inmersion difeomorfica T : f(8D° x 3D *) x R - IM™ tal que T(f(z,y),t) =
f(z, ha(y,t)) para todot € Ry, z € 0D, y € 0D °. (A una tal T se le llama bicollar
de f(OD* x 8D"°) en IM™).

i) Sean hy : D° x Ry — D° un collar de 3D° en D*, hy : 8D"° X Ry —
D% un collar de 0D™° en D™*, ¢ : OM™ x Ry — M™ un collar de OM™ en M™ y
T : f(6D° x 9D"*} x R — OM™ un entorno bicollar de f(0D* x 9D"°) en IM™
tal que T{f(z,y),t) = f(z,ho(y,t)) para todot € Ry, z € dD°, y € D", Sea
A=X(M"™ f,s)— j(OD° x D" *). Se verifica entonces que la aplicacidn

g:0D° x IntD™° x R — A

dada por
- ! Jlhy(z, ~s),y) st s<0
ECH TR s

estd bien definida, y eziste una unica estructura diferenciable [A] en A tal que

g(z,y,8

i|Mn_f(3Dax3Dn—a) H (Mn - f(BD“ X BD“"S), [M”Mn_f(aszaDn-—a)) —F (A, [A]),

leaan—s_apsann—a D x DV — 3D x 9D — (A, [.A])



1. ESTRUCTURA DIFERENCIABLE EN LA ASOCIACION DE ASAS | 59

son inmersiones difeomorficas y la aplicacidn
g:0D° x IntD"™* x R — (A, [A])

es inmersion difeomorfica abierta.

Ademds Tjaq) = Tx|a, y si [A'] es otra estructura diferenciable en A tal (!;ue

ian_f(aDaann—a) . (Mn - f(aD’ x aD"_s), [M]IMn_f(aDuann—a)) — (A, [.A’])

J|pexDrms_opexapnes : D° x D"™* — D° x 8D™° — (A, [A'])
son inmersiones difeomdrficas, entonces (A,[A']) y (A,[A']) son variedades difeomorfas.
iv) La aplicacidn |
D:8D* x 8D™* x R x Ry — OD° x D™ x ((Ry x R)U (R x Ry))
definida como el producto D = lgpsyapn-s X d71, donde

dI(R+XR)U(RXR+)—+RXR+

es la aplicacidn dada por d(r cos§,rsenf)=(rcos 24~ rsen ") 0 <r,—3<f<7)es

homeomorfismo, D(z,y,0,0) = (z,y,0,0) para todo (z,y) € 8D°* X D™ * y la restriccion
D|: 0D x3D" " x (Rx Ry —{(0,0)}) — dD*xdD"° x ((Ry x R)U(Rx R )—{(0,0)})
es un difeomorfismo.

v) La aplicacidn G : 3D° x 8D™* x (R4 x RYU (R x Ry)) ~» X (M™; f;s) dada por

Flhi(z, —8), ha(y,t)) st s <
(AT (f(o0),9)  si 520

estd bien definida y existe unae unica estructura diferenciable [X] en X (M™; f;s) tal que

G(z,y,t,s) = {

la inclusidn

(A, [A]) = (X(M7; f;5), [X])
y la composicion
F:0D°x8D"*x Rx Ry 25 8D*x8D™* x ((Ry x R)U(RX Ry)) < (X(M™; f; ), (X))

son inmersiones difeomdrficas abiertas. Ademds Tix) = Ty y (X (M™; f;3),[X]) es una

variedad diferenciable de dimension finita n con borde diferenciable. De hecho, este borde
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es el resultado de hacer en OM™ una cirugia de tipo (s,n — s) mediante la inmersion
difeomdrfica flapsxpn-s : @D* X D*™* — OM™, es decir:

A(X(M™, f;5),[X]) = (OM™ — f(OD* x IntD™*)) || D*x @D

f]apsxapn—s
En particular, el tipo diferenciable del borde es independiente de la eleccion de las aplica-

ciones hy,hy,cy T.

Demostracion: 1) La demostracién es sencilla.

ii)Por supuesto f(3D*xD™ ") es subvariedad diferenciable de IM™, 8( f(8D°xD""*)) =
f(8D* x D™ *) y la aplicaciéon 7 : f(0D* x 0D *) x Ry — f(0D° x D"~*) definida por
(f(z,y),t) = f(z, h2(y,t)) es un collar de f(3D* x D" °) en f(3D° x D**). Ahora
extendemos el collar ¢ a una inmersién difeomérfica T : f(OD* x D" °) x R — dM™
Esto es posible como consecuencia del Teorema de Extensién de Isotopia de Thom (véase

[Hi], comentario que sigue al teorema de la pag. 182).

iii) Es trivial comprobar que ¢ estd bien definida (ésto incluye ver que su imagen esta

contenida en A). Notamos ahora lo siguiente:

1) Sis > 2, f(0D* x IntD™*) es una componente conexa de IM™ — f(0D* xdD""*) =
HM™ — f(OD* x D™ *)), y si s = 1, f(0D* x IntD™*) son dos componentes conexas
de OM™ — f(OD* x 3D™~*) = J(M™ —~ f(BD* x dD"*)).

2) Sis > 2, 3D° x IntD™ " es una componente conexa de 3(D* x D*~* —9D° x D*™%),
y sis =1, 8D° x IntD"* es una componente conexa de 3(D* x D*~* — 9D®* x D™~*).

3) La restriccién f|: 8D* x IntD** — (f(8D® x IntD"™*), [M]|f9psx IneDn-+)) €5 un

difeomnorfismo.

De acuerdo entonces con 1),2} y 3), y haciendo uso del Teorema C (los gérmenes de dos
collares son siempre ambiente isotdpicos), 1i1) se sigue entonces sin mas que observar que la
aplicacién ¢ consiste en unir el collar §D° x IntD"* x Ry — D°* x D*"™° —9D* x 90D™*
de 8D° x IntD"* en D* x D"* — gD* x dD"*° que lleva (z,y,s) a (hi{z,s),y), ¥
el collar f(3D* x IntD"™ ) x Ry — M™ — f(8D* x 8D"*) de f(0D° x IntD""*) en
M™ — f(3D* x dD™ %) que lleva (f(z,y),s) a c(f(z,y),s).

iv) La demostracién es inmediata.

v) Es facil ver que la aplicacién G estd bien definida. Se comprueba ademas que G

verifica las siguientes propiedades:
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a) G(z,¥,0,0) = j(z,y) = i(f(x,y)) para todo z € 8D*, y € dD"°.
b) im(G) = i(im(T) x Ry} U j(im(hn) x im(ha)).

c) Si V es un subconjunto de 3D* x dD"* x ({R4 x R) U (R x R.)), se verifica que
UGV = (dT(f(5,1),1),5) € M™(z,9,6,8) € V N OD* x D' % R x Ry} y
FITHGE(V)) = {(hi(z, —8), ha(y, 1)) € D*x D"*/(z,y,t,s) € VNID*x D" * x R, x R_}.

d) i71(im(GQ)) = :(im(T) X Ry) y 771 (im(G)) = im(hy) x im(hs).
e) G es una aplicacion abierta.

f) G es inyectiva y continua, asi que es un homeomorfismo sobre la imagen.

g) G(OD* x 0D * x (Ry x R)U(Rx Ry) —{(0,0)}) Cc A,y la restriccién
G|: 0D x D™ * x ((Ry x R)U(R x Ry) — {(0,0)})) — (A, [.A])

es una inmersion difeomodrfica abierta.

Para demostrar g), nétese en primer lugar que
{0D* x AD™* x Ry x (R- — {0}),8D" x dD"* x ((R x Ry) — (R4 x {0})),

aD* x dD™"* x (Ry — {0}) x R}

es un recubrimiento por abiertos de 8D° x 8D"* x ((Ry x R)U (R x Ry) — {(0,0)}).
Ahora bien, G(z,y,t,5)=j(hi(z, —s), ha(y, 1)) si (z,y, 1, 5) € ID*x0D"*x Ry x(R_-—{0}},
asi que G es inmersién en todo punto de dD° x dD™* x Ry x (R_ — {0}) pues k1, ha y
FlDexDr-s—aprxapn—s : D*x D"° —9D*x D" — (A, [A]) son inmersiones difeomérficas
(la ultima aplicacién por iii)). '

Igualmente, G(z, y,t,s) =i(c(T(f(z,y),t),s) sl (z,y,1,5) € ID°xID**)( RxRy—Rx{0}),
asi que G es inmersién en todo punto de dD* x D" * x (R x By — Ry x {0}) puese¢, T, f
y la aplicacion ¢|pn_j@apsxpn-ey : (M™ — f(3D* x D™"*), [M”Mn_f(aDaan—.s)) — (A, [A])
son inmersiones difeomérficas (la dltima aplicacién de acuerdo con iii)).

Y que G es inmersién en todo punto de 3D* x D™ ° x (R4 — {0}) X R e$ consecuencia

de la conmutatividad del diagrama n

t
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0D* x dD"* x (Ry —{0}) x R Gl

(4, [A])

oD x IntD"* x R
donde © es la inmersién difeomérfica definida por O(z, y,t,s) = («, h2(y, t), s) para todo
(z,y,t,8) € 3D°* x 0D x (R, — {0}) x R.

La informacién restante de v} es ahora facil de obtener. u

A la vista del resultado anterior, es ahora facil obtener una estructura diferenciable
con borde anguloso en la variedad topologica (X (M™; f;s), Tx). Enunciado con precision,

se tiene lo siguiente:

Lema 1.5 El Lema 1.4 es cierto si cambiamos iv) porivg) y v) porvg), donde los nuevos

apartados ivg) y vs) son:
wy) La aplicacion
Dy :0D° xdD" " x Ry x Ry — 0D* x dD™° x ((R; x R)U (R x Ry))
definida como el producto Dy = 1apeygpn-s X d3', donde
dg: (Ry x R)U(R X Ry) = Ry X Ry

es la aplicacidn dada por da(r cos 6, rsen @)= (r cos 2% rgen 22y (0 <p,—T <f < )

es homeomorfismo, Da(z,y,0,0) = (z,¥,0,0) para todo (z,y) € 8D° x dD"* y la

restriccion
Dyl : 0D’ x3D" "% (R x Ry —{(0,0)}) — 9D x D™ ° x (( R4 X R)U(Rx R, )—{(0,0)})
es un difeomorfismo.

va) La aplicacion G : 3D* x 0D * x ((Ry x R)U (R x R})) — A(M™; f;s) dada por

J(h(z, —s), ha(y, 1)) si s<0,t>0

G(z,y,t,8) =
(#:3:49) {z‘(a(T(f(x,y),t),s)) s 0
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estd bien definida y exziste una unica estructura diferenciable [X3) en X(M™; f;s) tal que

la inclusion

(A, [A)) = (X(M™; f;5), [Xs])

y la composicion
Fy: 8D*x8D™ xRy xRy 22 OD° x0D™* x (R x R)U(RX Ry )) S (X(M™; [; 5), |Xs])

son inmersiones difeomdrficas abiertas. Ademds Tjx,) = Ty y (X(M™; f;5),[Xs]) es una
variedad diferenciable de dimension finita n con borde anguloso: 9*(X(M™; f,s),{Xs]) =
i(f(8D* x 8D %)) y O*(X(M™; f,5),[X3]) = 0 si k > 2. '

Terminamos la seccién con la discusién que se anunciaba en la introduccién en torno
a las estructuras diferenciables con borde diferenciable (Lema 1.4} y con borde anguloso
(Lema 1.5) dadas en la asociacién de asas. En ambos casos, dicha estructura diferenciable
se consigue introduciendo una aplicacion auxiliar, D para el caso con borde diferencia-
ble, y D5 para el caso con borde anguloso (en el contexto de [M.O.]). Ahora bien, ;por
qué el uso de estas aplicaciones auxiliares para “forzar” la estructura diferenciable en
la asociacién de asas? Lo natural, a nuestro entender, seria dotar a X’ (M“; f;s) de la
tinica “estructura diferenciable” tal que la inclusién (A4,[{A]) — X(M";f;s) y la apli-
cacion G : 0D° x 0D"* x ((Ry x R)U (R x Ry)) = X(M™; f; s) (como;se definen en
el Lema 1.4) son inmersiones difeomérficas abiertas. En tal caso, la estructura diferen-
ciable en X{M™; f;s) podria tal vez caracterizarse como la dnica (salvo difeomorfismos)
para la cual las inclusiones 7 y j son inmersiones difeomérficas (nétese qué la aplicacion
i (M [M]) = (X(M™ f,5),[X]) no es siquiera diferenciable). Queda pues abierta la
puerta al estudio de las variedades con borde anguloso generalizado, es decir, las varie-

dades diferenciables modeladas con uniones de semiespacios del Espacio Modelo.
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2 UN MODO DE OBTENER CUALQUIER
HIPOTETICA ESFERA EXOTICA
DE DIMENSION CUATRO

El propésito de esta seccidn es establecer un modo de obtener cualquier hipotética esfera
exdtica de dimensidn cuatro a partir de la técnica de cirugia. En la prueba del resultado
bésico interviene de modo fundamental la relacién que existe entre las funciones de Morse
(puntos criticos y sus indices), la asociacién de asas y la técnica de cirugfa. Esta conexidn

estard igualmente presente en los capitulos posteriores.

Una esfera exdtica de dimensién cuatro es una variedad diferenciable homeomorfa a S5*
y no difeomorfa. Aunque en la actualidad se conocen ejemplos de variedades topoldgicas
compactas y sin borde de dimensién cuatro que admiten al menos dos estructuras dife-
renciables esencialmente distintas, tal cuestién es desconocida para el caso de la esfera
topologica de dimension cuatro. Nuestra aportacién en este punto viene dada por el

siguiente resultado:

Teorema 2.1 Si M es une esfera exdtica de dimensidn cualro, existe un nimero natural
k tal que M se obtiene de la suma coneza de k copias de 5% x S® mediante k cirugias

disjuntas de tipo (3,2).

Demostracién: Como M es homeomorfa a 54, M y 5§ comparten la forma de interseccién,
asi que por un conocido resultado de Wall (Teorema 2 de [Wal), M y S* son h-cobordantes,
es decir, existe una variedad diferenciable compacta W* de dimensién cinco tal que dW* ~
M U S* (la suma de las variedades M y $*) y M — W y $* — W? son equivalencias de

homotopia.

Sea f: W* — [0,1] una funcién de Morse para el h-cobordismo (W?3; S4, M), esto
es, f es de clase infinita, S* = f~'(0), M = f~*(1) y todos los puntos criticos de f estan
incluidos en IntW?® y son no degenerados. Como Hp{W?%, 5%, Z) = 0, la funcién f puede
tomarse sin puntos criticos de indice 0 ( [Mi], Teorema 8.1). Ademas, al ser 5* — W?®
una equivalencia de homotopia, W* y §% son simplemente conexas, por lo que f puede
tomarse también sin puntos criticos de fndice 1. Entonces la funcién —f : W% — [—1,0]
es de Morse para el h-cobordismo (W?; §*, M) y no tiene puntos criticos de indice 4 6 5.

De igual manera se puede entonces modificar esta funcién f hasta que no tenga puntos
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criticos de indice 0 ni 1, sin que por ello aparezcan puntos criticos de indice 4 & 5.

(Obtenemos asi una funcién de Morse f : W° — [0, 1] para el h-cobordismo (W?3; 4, M)
con sdlo puntos criticos de indice 2 y 3, y por el Teorema 4.8 de [Mi] podemos suponer

que verifica ademés que

{z € C(f) | ind(z) = 2} C F71(0.2)

{z € C(f) / ind(z) = 3} C f71(0.3).

Sean N = f~1(0.25) la variedad diferenciable de dimensién cuatro compacta y sin borde
obtenida como la imagen inversa del valor regular 0.25, k = card{z € C(f) / ind(z) = 2}
y r = card{z € C(f) /ind(z) = 3}. Es conocido entonces que f~1([0,0.25]) es una
variedad diferenciable compacta de dimensién cinco que se obtiene de f~1([0,0.1]) por
asociaciéon de k asas disjuntas de tipo (2,3) (Segundo Teorema de Deformacién de la
Teoria de Morse, [S.T], proposicion X.9.16), asi que por el apartado v) del Lema 14 la
variedad diferenciable NV se obtiene de S* mediante k cirugias disjuntas de tipo (2,3). Del
mismo modo se demuestra que M se obtiene a partir de N mediante r cirugias disjuntas
de tipo (3,2).

Supongamos de momento que wy(7n) € H*(N; Z;), la segunda clase de Stieffel- Whitney
de N, es trivial. Entonces (véase [Ma], pag. 12) N es difeomorfa a #;5% x 5%, la suma
conexa de k copias de S? x S? (se entiende S* si k = 0), y M se obtendria de #;5% x $?

mediante r cirugias disjuntas de tipo (3,2).

Ponemos ahora W = #,5?2 x 8%y f; : S?xD? - W, ..., f, : 8*x D* > W
una coleccién de r inmersiones difeomodrficas preservando la orientacion tales que M =
X(W, f1,-.., fr). Sea X = W — UL, fi(§% x IntD?). Se tiene que H;(W,X;Z) = Z" si

1= 2,4 y es nula en cualquier otro caso. Esto es debido a que
H,(W, X;Z) ~ 1'1T,-(L}’J’-=1,S'2 X DZ,U;=1.‘:3'2 x S z) = $;=1H,-(.5'2 x D? 8§ x §':7) =

@;::1}{4_{(52 X DZ,Z) ~ $;=1H€—2(52)Z):

donde se ha usado el teorema de escision, €] teorema de la homologia de una unién disjunta
y los teoremas de dualidad de Lefschetz -variedades con borde- y de Poincaré. De forma
similar se prueba que Hi(M,X;Z) =~ Z' si ¢ = 3,4, siendo trivial en los otros casos.
Consideramos parte de las sucesiones de homologia de los pares topoldgicos (M, X) y
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(W, X) (se sobreentienden los coeficientes enteros):
.= H3(M) — Ha(M,X) — Hy(X) - H:(M) = Ho(M, X) > H(X) - Hi(M) — ...

o= Ha(W, X) = Hy(X) = Hy(W) — Hy(W, X) — Hy(X) = ...

En la primera sucesion, H3(M, X;Z) = Z" y los grupos H3(M;z), Hy;(M;Z), H.(M, X; 2)
y Hi(M;Z) son triviales, de donde Hy(X;Z) =~ Z" y H{(X;Z) = 0. En la segunda
sucesién H3(W, X;Z) y Hi(X;Z) son triviales, mientras que Hz(X;Z) =~ Hy(W, X;Z) y
Hy(W;Z) =~ Z*. Estos cilculos prueban que k = r. Ademas k € N pues de lo contrario

f no tendria puntos criticos, asi que M no serfa una esfera exética.

Para concluir la demostracién basta observar que el k-cobordismo (W?®; M, 5*) puede
tomarse sumergido en R®, lo que permite evitar el Teorema de Wall ya citado. En efecto,
al ser M homeomorfa a 54, 71(M) es trivial, wa(mar) = 0 y el indice de M (esto es, la
signatura de la forma de interseccién de M) es cero, por lo que existe una inmersién
difeomérfica ¢ : M — R® (véase [Co]). Por el Teorema de Separacién de Jordan-Brouwer
se tiene que R* — M es la unién de dos abiertos disjuntos Gy y G, uno de ellos acotado
(pongamos Gy) y tal que Gy, que es Go U M, es una variedad diferenciable compacta
de dimensién cinco con borde M. Se verifica también que G; = G; U M, y aplicando
¢l Teorema de Seifert y van Kampen a la unién R® = Gy U G se deduce que Gy es
simplemente conexo (pues M lo es), y por la sucesién de homologia de Mayer-Vietoris de
esta unién se deduce que Gy tiene la homologia de un punto. (De hecho esto demuestra,

de acuerdo con [Mi], pag. 110, que Gy es homeomorfa a D%).

Entonces, si 7 : D° — (G4 es una inmersién difeomdrfica arbitraria, se tiene que
W? = Gy — j(IntD®) es el h-cobordismo buscado. W?* es, desde luego, una variedad
diferenciable compacta y de dimensidn cinco cuyo borde es la suma de M y S, y por ser
G, simplemente conexo y tener la homologia de un punto, $* — W®y M — W? son equi-
valencias de homotopia. Por lo tanto, N = f~1(0.25) es una subvariedad diferenciable de
R® compacta y de codimensién uno, por lo que wy(7y) = 0. En efecto, si v' es el fibrado
normal de N en R®, se verifica que 7ps|v & 78 B ! y 0 = wo(7rs|n) = walrw B V') =

wa(7a) + wi(7n) — wi(¥') = wy(7w), la dltima igualdad porque N es orientable.

De acuerdo pues con el teorema anterior, el estudio de la existencia de esferas exéticas

de dimensién cuatro se ve englobado dentro del estudio de las colecciones de & nudos
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disjuntos 5% en #,5% x 5? con fibrado normal trivial. Por ejemplo, para & = 1, puede
probarse quesi f : STxD? — 5?x S? es una inmersién difeomérfica, entonces X' (S?x 52| f)

es homeomorfa a §* si y sdlo si §% x 5% — f(S? x {0}) es simplemente conexo.

Observamos finalmente que las hipotéticas esferas exéticas de dimension cuatro son
en cualquier caso subvariedades diferenciables de R° de codimensién uno ([Co]). En el
capitulo siguiente probaremos que las hipersuperficies que se obtienen como la imagen
inversa de un valor regular por una funcién de R® en R de Morse y propia, que no tiene
puntos criticos en la regién exierior, son homeomorfas a 5%, asi que candidatas a esferas
exéticas. Més sencillo serd probar que una hipersuperficie de R® homeomorfa a S* es una
esfera exdtica si todas las funciones de Morse propias de B® en R que la describen como

nivel regular tienen puntos criticos en la regién exterior.






Capitulo I1I

SOBRE HIPERSUPERFICIES DE
r" DADAS COMO CEROS DE
FUNCIONES

Los teoremas esenciales de la Teoria de Morse Clasica establecen la relacion entre los
puntos criticos de una funcién de Morse definida en una variedad sin borde anguloso y
¢émo los niveles regulares de la variedad se van obteniendo de otros niveles regulares
por asociacién de asas. Estos resultados han sido generalizados a va,rieda:ldes con borde
anguloso {véanse por ejemplo [Va] y [H.L.]). |

Nuestro propdsito en cambio es analizar esta relacion para hipersuperﬁc]ies del Espacio
Euclideo y funciones de Morse definidas sobre éste para las que dicha hipersuperficie es

|

un nivel regular. La diferencia basica con los Teoremas Clasicos es la consideracién de
los puntos criticos de la componente conexa no acotada que define la hipersuperficie en
el Espacio Euclideo. Con mayor precision: estudiamos la relacion entre una subvariedad
diferenciable M™ de R"**! conexa compacta sin borde de codimensién uné, y los puntos
criticos en la componente conexa no acotada de una funcién de clase infinita f : R**' — R
tal que M™ coincida con los ceros de f y el cero sea un valor regular de' f (seccién 2).
Ahora bien, esta funcién f debe ser lo suficientemente agradable como para permitir el
estudio de esta relacién: por supuesto, si M es la fibra no vacia de un valor regular de
una aplicacién f : R**! — R diferenciable y propia, entonces M es una hipersuperficie
de R**! compacta y sin borde (no necesariamente conexa). Demostrarer:nos {seccién 1)

que el reciproco de este resultado es también cierto.
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La referencia mas importante para este capitulo es [Mi]: todos los conceptos esen-
ciales cuya definicion no sea precisada pueden encontrarse alli. Igualmente se tiene alli la
fuente de muchos de los resultados que usaremos. Qtros dos puntos claves, el Teorema de
Separacién de Jordan-Brouwer y un teorema de Deformacion de la Teoria de Morse, se

encuentran en [G.P.] y [S.T] respectivamente.

El capitulo esta dividido en dos secciones. El objetivo de la primera seccién es construir,
para cualquier subvariedad diferenciable M™ de R**! compacta sin borde de codimensién
uno, una aplicacidn diferenciable f : R*! — R con M™ = f~1(0) que tenga el mayor

numero posible de buenas propiedades. Probamos asi el siguiente resultado:

Teorema 1.13 Sea M™ una subvariedad diferenciable de clase infinita de R™*! compacta
sin borde de codimensidn uno. Entonces existe una funcién de clase infinita f : R*' — R
propia y de Morse con un nimero finito de puntos criticos tal que M™ = f~1(0) y el cero

es un valor regular de f.

1 ra n cia un rr icacio
Desde luego, si M es la fibra no va de valor regular de una aplicacién
f : R**' — R diferenciable y propia, entonces M es una subvariedad diferenciable de
R™! de codimensién uno, compacta y sin borde, aunque no necesariamente conexa: el

teorema anterior puede entenderse como el reciproco de este resultado bien conocido.

Por otro lado, las buenas propiedades de la aplicacion obtenida en el Teorema 1.13 nos
van a permitir estudiar la relacién entre el tipo diferenciable {o topolégico o de homotopia)
de M™ y los puntos criticos de f en la componente conexa no acotada del complementario
de M™ en R™*!. Este es el objetivo de la seccién 2, cuyo resultado mas importante es el

siguiente:

Teorema 2.1 See M™ una subvariedad diferenciable de clase infinita de R**}, coneze,
compacta y sin borde, y de codimension uno, obtenida como la fibra de un velor regular
de una aplicacién f : R™' — R de clase infinita. Supongamos que f cumple la condicidn

de Palais-Smale o tiene sus fibras compactas.

Entonces, si f no tiene puntos criticos en la componente coneza no acotada de R™! —

M™, se verifica que:
i) M™ es una 3-esfera de homotopia sin = 3.
it) M™ es homeomorfa a S* sin = 4.

iii) M™ es difeomorfa a S™ sin>5dn=2.
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Algunas aplicaciones de este resultado son analizadas también en la séccién 2. Para
dimensiones altas se obtiene una caracterizacién de las subvariedades diferenciables M™
de R™*!' compactas conexas sin borde que son difeomorfas a S™ cuando:n > 5, como
aquellas para las que existe una funcién diferenciable f : R"*' — R con M™ = f-1(0), el
0 es valor regular de f, f es propia y de Morse y no tiene puntos criticos en la componente
conexa no acotada del complementario de M™ en R™*! (Corolario 2.8). jPor otro lado,

. . . |
para superficies sumergidas en R*, se deduce un curioso resultado: |

|
Corolario 2.5 Sea S una superficie coneza sumergida en R* dada como{la fibra de un

valor regular de una aplicacién diferenciable f : R® — R propia. Entonces; si f tiene un
I
tinico punto critico en la componente conexa no acotade de R® — S, y es no degenerado,

S es difeomorfa al toro. '

El anterior resultado se aplica a un ejemplo concreto: en dicho ejemplo hay que resaltar

I
la existencia de una cantidad infinita de puntos criticos en la regién acotada que nos define
la superficie en R3, asi que, en este caso, el recurrir a los puntos criticos de 1‘esta. region no

nos aporta informacién sobre la superficie. 1

Por otra parte, contrario a lo que en un primer momento se podria pensar, no existe
relacién entre el indice del punto critico de la regién exterior y el modo en que el toro
estd sumergido en R® (dado que el indice del punto critico es siempre dos), de modo
que nuestro estudio sélo decide el tipo de homotopia de la superficie, y ,no cémo esta
sumergida. Esto estd en consonancia con una idea clave de la Teoria de Morse: la relacién

entre los indices de los puntos criticos y la homologia de los niveles regulares.

De hecho, la idea de la demostracion del Corolario 2.5 nos permite el \estudio de las
hipersuperficies (en dimensiones arbitrarias) a partir de los puntos crfticofs de la regién
exterior, mediante el uso de los Teoremas de Deformacién Clasicos de la Teoria de Morse.
Asi, por ejemplo, podemos obtener un calculo de la homologia de la hipersuperficie a
partir de los puntos criticos (y sus indices) de la region exterior, anilogo al que se obtiene

en las Desigualdades de Morse a partir de los puntos criticos en la regién acotada.

|

Por dltimo, hacer notar que en las demostraciones de los teoremas ‘principales es

esencial el siguiente resultado de caracter topoldgico, que probamos en la seccién 1:

Lema 1.9 Sea f : R**! — R una aplicacién diferenciable con n > 1. Supongamos que f

es de fibras compactas y no acotada superiormente. Entonces f es una aplicacion propia.
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1 CONSTRUCCION DE FUNCIONES
CON BUENAS PROPIEDADES

Como se anunciaba en la introduccién a este capitulo, el propésito de esta seccién es la
construccion de una funcién con el mayor nimero de buenas propiedades cuyo conjunto de
ceros sea una hipersuperficie compacta dada del Espacio Euclideo. Por buenas propiedades
de la funcion estamos entendiendo aquellas que nos permitan obtener cierta informacion

sobre la hipersuperficie que tenemos.

En este proceso de obtencién de informacién sobre la hipersuperficie a partir de la
funcién, usaremos de modo basico la Teoria de Deformacién de Morse, de modo que dos
propiedades esenciales que debe verificar nuestra funcién seran la de ser de Morse y la
condicién de Palais-Smale (requisito éste ultimo sobre la compacidad de la funcién). De

hecho conseguiremos que ésta sea propia, condicién que implica el ser de Palais-Smale.

Otra propiedad importante de la funcién serd el que tenga una cantidad finita de
puntos criticos, y en particular tendremos finitos puntos criticos en la regidn no acotada
que define nuestra hipersuperficie compacta en el Espacio Euclideo. Estas propiedades de
la funcidn constituyen las hipotesis basicas a partir de las cuales iniciamos nuestro estudio

de la hipersuperficie en la seccién 2.

Enunciemos con precisién el problema que ahora nos ocupa: por supuesto, si
f : R**' — R es una aplicacién de clase infinita y propia, la imagen inversa no vacia
de cualquier valor regular de f es una subvariedad diferenciable de clase infinito de R™*!
compacta sin borde, de codimensién uno, aunque no necesariamente conexa. El teorema
principal de esta seccién es mas que el reciproco de este resultado bien conocido. Antes

de enunciarlo, recordamos alguna notacién basica:

Observacién 1.1 A lo largo de este capitulo, M™ denotard una subvariedad diferenciable
de clase infinita de B™', sin borde y de codimensidn uno. Toda esta informacidn serd
resumida diciendo que M™ es una hipersuperficie de R, y si n = 2, diremos que M?
es una superficie de R®. Igualmente toda aplicacion y variedad diferenciable se supondrd

de clase infinita.
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Teorema 1.13 Sea M™ una hipersuperficie compacta de R""'. Entonces existe- una

funcidn diferenciable f : R™*' — R de Morse, propia y con un nimero finito de pun-

. . o
tos criticos, de modo que 0 es un valor regular de f y M™ es su imagen inversa.

Parece interesante plantearse el anterior problema para subvariedades diferenciables
compactas sin borde de codimensién uno de una variedad diferenciable arbitraria, no
necesariamente el Espacio Euclideo. Como veremos después, este resultad(i) no es cierto
con esta generalidad, debido a que hay variedades en las que no se cumple el Teorema de
Separacion de Jordan-Brouwer. ;Es cierto el resultado cuando en la variedad ambiente

|
se verifica dicho teorema? '
|

En lo que sigue recordamos brevemente el Teorema de Separacion de Jordan-Brouwer

e introducimos alguna de la notacién mas usada en este capitulo: |
|

Sea M™ una hipersuperficie compacta y conexa de R"*!. Entfonces, po{r el Teorema
de Separacién de Jordan-Brouwer, el complementario de M™ en R™! tiene!exactamente
dos componentes conexas, a las que llamaremos Gy y (1, y ambas son abie!:rtos de R™t1;
una de ellas es acotada (pongamos (Gy) vy la otra no lo es, y M™ es la frontéra comin de
ambas, es decir Fr(Gp) = M™ = Fr(G;) {véase por ejemplo [G.P.]). Se verifica ademds
que Go = Go UM™ y G; = G; U M" son subvariedades diferenciables de [R™*!, ambas
conexas y de dimensién n+1, Gy es compacta y el borde de ambas coincide con su frontera
topoldgica, es decir 8(Gp) = M™ = §(G,). (Para ver que G y Gi son sub\irariedades de
Rt de borde M™, nétese que si z € M™, puede conseguirse una carta de RTL‘”“ adaptada
aG; (i = 0,1) mediante una carta de #**! adaptada a M™ con dominio cone)éo, y teniendo

I
en cuenta que Gy y G son las componentes conexas de R — M™). |
l
|

Para probar el resultado esencial de esta seccién necesitamos un lema de caracter
topolégico sobre aplicaciones propias, que demostramos a continuacion. Ee!;te lema serd
usado también en la demostracién del Teorema 2.1. Introducimos antes !una serie de
definiciones que usaremos aqui y en el resto del capitulo: !
!
Definicién 1.2 Una aplicacion diferenciable f : R*' — R se dice que cumple la
condicidn de Palais-Smale si para toda sucesion {Tntnen C R*1 con {||Df(za)|}nen
convergente a 0 y tal que {f(z,)/n € N} es acotado se verifica que {z,}.en posee una

subsucesidn convergente.
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La condicién de Palais-Smale se introdujo en la Topologia Diferencial para poder
obtener resultados sobre deformacion en la Teoria de Morse sin necesidad de que la va-

riedad fuese compacta (véase [P.S.]).

Definicién 1.8 Una aplicacidn f : R*t! — R continua se dice que es de fibras compactas

st pare todo t € R se cumple que f~1(1) (la fibra de f en t) es compacta.

Definicién 1.4 Una aplicacidn f : R*' — R continua se dice que es propia si [ es

cerrada y de fibras compactas.

Definicién 1.5 Unae aplicacion f : Rt — R continua se dice que es cuasi-propia 51
P

f~Y(K) es compacto para todo compacto K C R.
Los conceptos anteriores estan relacionados por la siguiente proposicion:

Proposicién 1.6 Sea f : R™*!' — R una aplicacion continua. FEntonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
i) Para todo p € R, > 0, eziste N > 0 tal que si ||z|| > N, entonces |f(z)| > p.
ii) f es cuasipropia.

iii) f es propia.
Ademds, si f es diferenciable, cualquiera de estas condiciones conlleva que la apli-

cacion f es de fibras compactas y verifica la condicidn de Palais-Smale.

Demostracion: La prueba de esta proposicién es elemental:

i)=>11) Sea K un compacto de R, asi que existe un pp € R, ¢ > 0 con K C (—p, p).
Por hipétesis, para este y existe un N > 0 tal que si ||z|| > N, entonces |f(z)| > p.
Luego si = ¢ B0, N], lal] > N, asf que [f(=)] > o, 0 sea f(5) ¢ (~p, ), de modo que
z ¢ f71(K), y por tanto f~1(K) C B[0, N] es acotado. Coemo por supuesto f~'(K) es

cerrado de R™*! se tiene que f~'(K) es compacto de R™"*1.

ii)=1) Sea g € R, p > 0. Por hipétesis f~!([—g, g]) es compacto de R™!, y por tanto
es acotado. Sea N € R, N > 0 tal que f~'([—u, u]) C B(0,N). Entonces si z € R**!
tiene norma estrictamente mayor que N, z ¢ B(0, N), asi que z ¢ f~1([—g, 1]), es decir

/()] > p
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|
ii)&1il) Es consecuencia de que R es localmente compacto y Hausdorff (véase

{G.M.0.0.P|], proposicién [11.4.68).

Veamos ahora que si f es propia y diferenciable, entonces cumple lascondicién de
Palais-Smale. Sea {Z.}nen una sucesién de puntos de R™ tal que {f(z.)/n € N}
esté acotado, asi que existe un r € R, r > 0 con {f(z,)/n € N} C [—r,!r]. Entonces
f7{([=r,r]) es compacto, y por tanto la sucesién {z,}nen tiene una subsucesién conver-

gente al estar incluida en este compacto. 1 D
!

Ejemplo 1.7 La aplicacidn diferenciable f : R* — R dada por f(z,y) = zy cumple la

condicion de Palais-Smale pero no es de fibras compactas. l
i
En efecto, si (zo,yo) € R?, entonces |

orm= (2 a

Tg k
\

por lo que {|| D f(%n,yn)||}nen converge a 0 si y sélo si {(zn, Yn)}nen converge a 0, asi que

f es de Palais-Smale. Por otro lado, ninguna fibra de f es compacta.

|
Ejemplo 1.8 La aplicacion diferenciable f : R — R dada por la grifica :

L — — — — - - - e D D e - —_— = = = = =

3T

172

es de fibras compactas y no cumple la condicion de Palais-Smale.

Para ver que f no cumple la condicién de Palais-Smale, basta fijarse en la sucesién {n},en-
Por supuesto {||Df(n)||}nen converge a 0, {f(n)/n € N} esta acotado pero {n}.en no

tiene subsucesiones convergentes. |
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Lema 1.9 Sea f : R**' — R una aplicacién diferenciable, con n € N. Supongamos que f
es de fibras compactas y no acotada superiormente. Entonces f estd acotada inferiormente

Y es propia.

Demostracion: Como la aplicacién f es de clase infinita, por el Segundo Teorema de Sard
([M.0.],8.3.10), el conjunto de los valores regulares de f es denso en R. En particular existe
una sucesién {t, tmen C R de valores regulares de f convergente a +oo0, y las fibras de estos
puntos f~1(¢.,) pueden suponerse que son no vacias pues f no estd acotada superiormente
(e tm(f) es un intervalo de R al ser R**! conexo y f continua). Como ademds f es de
fibras compactas, f~Yt;n) es una subvariedad diferenciable compacta sin borde y no vacia
de R™*1, y por el Teorema de Separacién de Jordan-Brouwer (una versién més general),
R+l — f=1(t,,) tiene un ndimero finito de componentes conexas, todas acotadas salvo
una que no es acotada, y todas abiertas (aquf es necesaria la hipotesis n € N). Sea A,,
la componente conexa no acotada de R**! — f~1(z,,). Entonces f(Anm) C (¢m, +o0) (en
efecto, s1 existiese p € A,, con f(p} < t,, por ser f continua, A,, conexo y estar A,
incluido en el complementario de f~!(t,,), seria f(An) C (—00,tm), y por tanto f estaria
acotada superiormente al ser R**! — A,. compacto). Que f estd acotada inferiormente se
sigue entonces de que f(A,,) lo esta (por t,,} y R"! — A,, es compacto (nétese que sélo

hemos usado el que haya un valor regular de f con fibra no vacia y compacta}.

Veamos ahora que f es propia, probando que para todo g € K, g > 0, existe N € N
tal que si ||z|| > N, entonces |f(z)| > p. Ahora bien, como la sucesién {t;, }men converge
a +oo, existe un mg € N tal que t,,, > g, y al ser R™! — A, compacto, existe N > 0
con "' — A,,, C B[0, N]. Entonces, si z € R**' es tal que ||z|| > N, z ¢ B[0, N], por
loque z ¢ R*! — A, 0sea z € A, de donde |f(z)| = f(z) > tm, > D

Los siguientes ejemplos muestran la necesidad de las hipotesis en el lema anterior:

Ejemplo 1.10 La condicidn “n € N” del Lema 1.9 es necesaria: la aplicacion diferen-
ctable f : R — R dada por f(t) = €' es de fibras compactas, no estd acotada superiormente

y no es propia (f~'({—1,1]) no es compacio).
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Ejemplo 1.11 La condicion “f no estd acotada superiormente” del Lemas 1.9 es nece-
saria: la aplicacion f : R* — R dada por f(z,y) = B(z* + y?) donde 8 : R— Resla

aplicacion diferenciable de grdfica :

es C*, sus fibras son compactas (o son vacias, o es un punto o son circunfe?encias), pero
f no es propia pues, por ejemplo, f~'({a — 1,a + 1]) no es compacto. (La grifica de f se
obtiene rotando la de B sobre el eje z). |
;
!
El anterior resultado es cierto aunque la aplicacion f sea sélo continua, pero la demos-
tracién anterior clarifica c6mo estan situadas las fibras de f en la situacion (iue realmente
nos interesa, que es el caso diferenciable. Incluimos aqui, por razones de corﬁpletitud, una

prueba del caso continuo: 1

Proposicién 1.12 Sea f : R**! — R una aplicacién continua, con n E';N. Suponga-

mos que [ es de fibras compactas y no acotada superiormente. Entonces f estd acotada

inferiormente y es propia.

1

Demostracion: Si f no fuese propia existiria un compacto K C R con f“l(I\;f) no acotado,
y por tanto existiria una sucesién {z,, }men C R**' convergente (en normz;,) a +o0o y tal
que {f(zm)}men converge a A, para cierto A € K. Como f es continua y né estd acotada
superiormente, existe una sucesiéon {Ym}men C RB*T! convergente (en norma) a +00 y
tal que {f(ym)}men converge a +oco. Tomando subsucesiones si fuese necesario, podemos

|
suponer que para todo m € N, |jzwm|| > m, |lynll > m, f(zm) <A+1y flym) > A+ 1.

Para cada m € N elegimos un arco oy, con extremos zn, e yn tal que ||p|| > m para

todo p € am (aqui usamos la condicién n € N, para que sea n + 1 > 2): :

i

J

1
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Como f(zm) <A+ 1y f(ym)> A+ 1 para cada m € N, por continuidad de f existe
Zm € @y con f(zm) = X+ 1. Entonces {z,, /m € N} es no acotado (si bien es cierto que
podrian existir m;,m; € N distintos pero con z,, = zn,), v estd incluido en la fibra de

A + 1, contradiciendo el que esta fibra es compacta.

Si f no estuviese acotada inferiormente, se razonaria de modo anilogo tomando la
sucesién {mtmen C R™! con las condiciones de que converja en norma a 4+oco y la

sucesion {f(Zm)}men converja a —oo, y considerando A = 0. o

Pasamos ya a enunciar y demostrar el resultado basico de esta seccién:

Teorema 1.13  Sea M™ una hipersuperficie compacta de E**'. Entonces eziste una
funcion diferenciable f : BR**! — R de Morse y propia, con un nimero finito de puntos

n

criticos, de modo que O es un valor regular de f y f~1{0) = M™.

Demostracion: Supongamos en primer lugar que la hipersuperficie es conexa, y pensemos
‘en S™*! como la compactificacién de Alexandroff de B**!, de modo que la hipersuperficie
de R**! lo es ahora de §™t!, y divide a la esfera en dos componentes conexas que la tienen

por borde.

La adherencia de cada una de estas componentes es un cobordismo, y como tal admite
una funcién de Morse (asi que el borde de este cobordismo es el nivel cero de las dos fun-
ciones de Morse). Por la compacidad de estos cobordismos, necesariamente las funciones

de Morse poseen un nimero finito de puntos criticos.

Ahora las dos funciones de Morse construidas se pueden pegar para dar una funcién
de Morse sobre toda la esfera, manteniendo exactamente los puntos criticos de las dos
funciones iniciales, y el hecho de que su nivel cero sea M™. Esto se hace siguiendo las

ideas del Teorema 3.4 de [Mi} y haciendo uso de la unicidad en el Teorema 1.4 de la misma
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|
|
|
|
|

referencia.

[

Mediante el lema de Morse, conseguiremos de hecho que la funcién de Mofrse construida
sobre la esfera tenga un unico maximo y un dnico minimo absolutos, y por t!al Teorema de
Extensién de Isotopia de Thom podremos suponer que el méximo es el punto que hemos
usado para compactificar R**. De este modo habremos conseguido una funé:ién de Morse
sobre R™*! con un nimero finito de puntos criticos, que tiene a 0 por valor regular, la

fibra de éste es M™, y todas las fibras de la aplicacién son compactas. i
t
|

4 . .. ) ' . |
Ahora bien, la aplicacion asi obtenida puede no ser propia. Para asegurar esta
1
condicién (manteniendo las propiedades ya conseguidas), la componemos con un difeo-

morfismo que “desacota” la funcién, y se concluye entonces por el Lema 1.9.

A continuacién escribimos los detalles de la argumentacion anterior, destacando los

primeros pasos por separado por ser interesantes en si mismos:

I) Sea =" una subvariedad diferenciable de S™', conexa, compacta sin borde y de

codimension uno. Entonces existe una aplicacion diferenciable

H:5" 5 R i

q
de Morse, tal que ¥ = H-1(0) y 0 es valor regqular de H (nédtese que por lla comnpacidad

de S™ la aplicacion H tendrd un nimero finito de puntos criticos). !

|

La prueba de este hecho esta contenida bisicamente en las ideas del libfro de Milnor,
[Mi]: se basa en la existencia de funciones de Morse para cobordismos arbitrarios y en la

idea de la demostracion del Lema 3.7 sobre el pegado de funciones de Mors:e.
. l
Por el Teorema de Separacién de Jordan-Brouwer, $**! — £" tiene exactamente dos

componentes conexas, a las que llamamos Ay y A;. Ambas son a,biert(:)s de S+l y
Fr(Ao) = E" = Fr(A;). Facilmente se puede ver que Ag = Ao UX" y A, 4 A4, UZ" son
subvariedades de S™*' de la misma dimensién, ambas son compactas y ambas comparten

el borde diferenciable, que es 9(Ag) = M™ = 4(A,). i

Para el cobordismo (Zg; ™, @) es conocida la existencia de una funciéné diferenciable
fo: Ag = [—1,0] con T* = f51(0), # = f3'(=1), C(fo) C Ao y todos estos puntos criticos
son no degenerados {[Mi], Teorema 2.3). Del mismo modo, para el cobordisr:no (A;; 27, 0)
existe una funcién diferenciable f, : A; — [0,1] con T* = f71(0), = f71(1), C(f1) C A
y todos estos puntos criticos son no degenerados (f; es lo que se llama ul;la funcion de

Morse para el cobordismo (A;; ™, 0)).

|
|
i
|
K
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Al ser A; compacto, el nimero de puntos criticos de f; es finito, asi que existe un
e > 0 tal que f5'([—€,0))NC(fo) =0 y f7'([0,€]) N C(f1) = 8, por lo que, si denotamos
Bo= £ (=¢,0]) y By = £7(10,€]), se tiene que (Bo; f5'(~), 5) v (By; 7, £ () son
cobordismos, fo|s, : Bo - [—¢,0] es funcién de Morse del cobordismo (By; f5 ' (—¢), ),
filg, : B1 — [0, ¢] es funcién de Morse del cobordismo (By; &, f{'(€)) y ambas funciones

de Morse no tienen puntos criticos.

Para cada ¢ € {0,1} se toma un campo tipo-gradiente & : B; — T(B; ilB

(véase [Mi}, Lema 3.2), y se considera el normalizado de este campo, es decir p; = m&,

de modo que 7;(f;|5,)} es la funcién constante uno.

De modo anédlogo a la demostracién del Teorema 3.4 de [Mi] (un cobordismo es pro-
ducto si y sdlo si tiene una funcién de Morse sin puntos criticos), se tiene lo siguiente:
si a™ : D(n) — By es el fluyjo de 759, entonces E* x [—¢,0] C D(no},

a™|gryj-c01: B" X [—€,0] = By es difeomorfismo, y el siguiente diagrama es conmutativo:

a™ IE“X[—: 0]
0

RNz

De igual modo, si o : D(m) — B es el flujo de 71, entonces X% x [0,¢] C D(m),

™ |gnxfo,g - ™ x [0, €] — By es difeomorfismo, y el siguiente diagrama es conmutativo:

< (0.4 a™ gy,
\ /B]
[0, €]

Sea g: X" x (—¢,€) — S™1 la aplicacién definida por

o (e,8) si s<0
glo,s) = .
a"(g,5) st s52>0
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Al ser o™ y a™ flujos, la aplicacién g estd bien definida. Sea [A4] la estructura di-
ferenciable de clase infinita usual de S™t!, y [P] la estructura diferenciable producto de
Y% (—¢, €). Claramente existe una estructura diferenciable de clase infinita [B] en St tal
que las inclusiones (Ao, [A|4,]) — (S, [B]) v (A4, [Al4,]) <= (5™, [B]), v la aplicacién

g:(Z" x (—¢,¢€),[P]) — (51, [B]) son inmersiones difeomdrficas abiertas. Por supuesto
Tis) = Tia- l

Entonces la aplicacién F : (5™, [B]) — [-1,1] dada por

F(x)={f°(z) e
fH(z) si ze A4

estd bien definida (si z € Ay N A, entonces = € ", y por tanto fo(z) = 0 = fi(z)) y

verifica las siguientes condiciones: ;
i) F-1(0) = &
ii) F es diferenciable, puesto que las aplicaciones F|4, = fo : (Ao, [AlAL]) — [-1,1],
Flag = fi : (A [Ala]) = [F11] y Feg = pa @ (£" x {—¢, e), {P1) T’ [-1,1] son
diferenciables. Para ver que F'»¢g = ps, nétese que si s < 0, entonces

}
1

Feg(o,s) = F(a™(0,5)) = fola™(,5)) = s, =

la peniltima igualdad pues a™(o,s) € By C Ag y la dltima por la conmutatividad del

primer diagrama, y si s > 0, entonces

Fog(o,s) = F(a™(0,s)) = fi{a™ (0,8)) = s,
la peniltima igualdad pues o™ (0,8) € By C A, y la iltima por la conmutatividad del
segundo diagrama. ;
|

iii) C(F) = C(fo) UC(f1) (asi que C(f) es finito), y todos son no degenerados. Dado
que Fla = fi v [Ala;] = [Bla,] para i = 0,1, es suficiente ver que XN C(F) =0, y ésto
]

es consecuencia de la conmutatividad del diagrama

(5" x [—¢,d], [P]) ——2 (5™, (B) |

P2 F !

[_11 1] }
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vista en ii), y de que g es inmersién difeomérfica abierta con g(X* x {0}) = &™.

iv) 0 es un valor regular de F, de nuevo por la conmutatividad del diagrama anterior
y por ser L* = F~1(0).

Ahora bien, como [A] y [B] son estructuras diferenciables de clase infinita en S™*!
obtenidas al pegar los cobordismos Ay y A, mediante la identidad de ", existe un
difeomorfismo G : (™, [A]) — (S™,[B])con G(E™) = " (véase el Teorema 1.4 de
[Mi]). Entonces es trivial comprobar que una solucién para I) es la aplicacién composicién

H=FG: (5 [A]) = [~1,1).

II) La aplicacion H de I) puede tomarse con la condicion adicional de tener un inico

punto mdrimo y un unico punto minimo absolutos.

Como S™*! es conexo y compacto, existen a,b € R, a < b con H(S"'!) = [a,}]
(por supuesto H no era constante). Como H~'({a,b}) C C(H), el conjunto de puntos

extremos absolutos de la funcién es finito.

Supongamos que H~'(a) = {z,#1,...,z,}. Por el Lema de Morse ([Mi], Lema 2.2)
existe una carta C = (U, ¢, R**') de §"*! centrada en z tal que H(¢  (y1,. .., Ynt1)) =
yi + ...+ y2, + a para todo (y1,...,ys) € ¢(U), UNZE* = ¢ y UNC(H) = {z}.
Sea € > 0 tal que Bl0,¢] C ¢(U) ya+¢€* < 0, ysea V = ¢71(B[0,¢]). Claramente
V=Un{z € "/ H(z) < a+¢*}. Consideramos entonces una aplicacién diferenciable
y estrictamente creciente h : (—00,0) — (—00,0), con h(a) =a — % y h{t) =t para todo
te(a+2,0).

a 4 +3§2¢

)

2

a-3¢,
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Entonces la aplicacién H : §7*! — R definida por

ﬁ(y):{H(y) 5? yev |
h(H(y)) si yeV |
es diferenciable, H~1(0) = H"1(0) = T, C(H) = C(H) y siguen siendo todos no
degenerados; en cambio z es ahora el tinico punto minimo absoluto de f]r , dado que
H(§Y) = [a — 52?-,b] y H ' (a - 522-) = {z}. De modo anélogo se procederil'a, a dejar un
iinico punto maximo absoluto. 7 i

I11) Sea £" una subvariedad diferenciable de S™*', coneza, compacta y sin borde, y de
codimension uno. Sean p y q dos puntos de una misma cohponente coneza de ST — T,
Entonces eziste un difeomorfismo Ay : S™1 — 5™ tal que A (X") = Z° y A(p) = ¢

Dados dos puntos distintos de una variedad diferenciable, por el Teorema:de Extension
de Isotopia de Thom ([Hi], pdg. 180), deducimos la existencia de un difeomorfismo que
lleva un punto en el otro y es difeotdpico a la identidad. Ademas, esta,*difeotopfa se
puede construir con soporte en cualquier abierto que contenga un camino, diferenciable
que conecte los dos-puntos, asi que bastaria tomar un camino que no cortase a X" y
como abierto la componente conexa de S™*! — L™ que contiene a los puntos. De modo
mas detallado, sea 7 : I — S"*! un camino diferenciable conectando p y ¢ sin cortar a
", es decir, 7(0) = p, 7(1) = ¢ e im(r) C A, donde A es la cornponer;te conexa de
Sntl _ ¥" que contiene a los puntos p y g. La aplicacién v : {p} x I — 5™+ dada por
¥{p,t) = 7(t) es una isotopia con im(y) C A, v(p) = 7(0) = p y 1(p) = 7(1) = ¢, asi
que por el resultado ya citado existe una difeotopia A : S"t! x I — §nt! con Aveoyo =
y sop(A) C A, asf que A; : S"t! — §7*! es un difeomorfismo con A{(Z") =E" (de hecho
Ai|nt1-4 = 1|gnt1_4 para todo t € I) y Ai(p) = Ai{(p)) = n(p) =, COﬁlO queriamos

demostrar.
|

Concluimos ahora la prueba del caso conexo: sea ¢ : B! — §™1 una inmersién

difeomérfica con S™t! —i(R™1) = {N} donde N = (0,...,0,1) es el “polo norte” de $™*1,

y sea L™ = i(M™), asi que X" es subvariedad diferenciable de 5™*!, conexa, compacta sin

borde y de codimensién uno. Por I) y II) existe una aplicacién diferenciable H S R

! .
con H~1(0) = £, 0 es valor regular de H, el conjunto C{H) de los puntos criticos de

H es finito y todos son no degenerados, y H tiene un dnico punto méximo absoluto p,
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v un tinico minimo absoluto. Sea A, la componente conexa de S™*! — & que contiene
a N, y sea Ag la otra componente conexa de S™*! — X", Al ser 0 un valor regular
de H y & = H~(0), por argumentos de conexién tenemos que H(Aq) C (—00,0) y
H{Ay) C {0,400} é viceversa. Podemos suponer (considerando la aplicacién —H si fuese
necesario), que H{Ag) C (—o00,0) y H(A;) C (0, +00), de modo que tanto p como N
estén en A;, y por III) existe un difeomorfismo A; : 5™ — S™*! con A(E") = E7 y

Ay (N) = p. Consideramos entonces la aplicacién composicién
F ntl 1 n Ay 1 H
fZR+—>S+1—>Sn+ % R

que es obviamente diferenciable y verifica las siguientes propiedades:
) F710) = M™ (F710) = AT (HY0))) = iHATH(E) = i7H(E") = M™).
ii) 0 es valor regular de f (pues lo es de H).

iii) El conjunto C(f) de los puntos criticos de f es finito y todos son no degenerados
(C(H) es finito, todos sus puntos son criticos no degenerados, A; es un difeomorfismo y

la aplicacién 7 es inmersién difeomérfica abierta).

iv) f es de fibras compactas. En efecto, s1 b = H(p) es el valor maximo de H, entonces
FR™) N[0, 400) = H(ALG(R*))) N[0, +00) = -

H(A(S™ = {N})) N[0, +00) = H(S™" — {p}) N[0, +c0) = [0, ),

la dltima 1gualdad debido a que p es el dnico punto maximo absoluto de H. Entonces,

si A € im(f), f71(A) = iTY(ATHH1()\))) es homeomorfo a AT(H=!())) dado que
N ¢ ATY(H™Y(\) (H(A(N)) = H(p) = b > X al estar la imagen de f contenida en

(—o0, b)), y toda fibra de H <A, es compacta porque S™! es compacto.

Sea ahora « : {(—o0,b) — R el difeomorfismo de grafica

b

by b
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La aplicacién buscada es la composicién f = a-f : R**! = R. Como a(0) =0y
« es difeomorfismo, la aplicacién f mantiene todas las propiedades de f. :Pero ademas
f no esté acotada superiormente (f(R™1) = a( f(R*1)) D o([0,)) = [0, +c0)), asi que

por el Lema 1.9, f es propia y la demostracién del caso conexo esta concluijda.

|
¥
'

El caso no conexo sigue esencialmente los pasos anteriores, aunque conviene hacer
;

algunas matizaciones: en primer lugar, una generalizacién del Teorema de Separacién de
Jordan-Brouwer nos separa la esfera en una componente conexa mas de las que tenga M™,
quedando cada componente conexa de la hipersuperficie como una componente conexa
de la frontera de exactamente dos de estas componentes. En segundo lugar, al dar las
funciones de Morse, una para cada cobordismo en que queda dividida la esfera, se toma
la precaucién siguiente: si A es una componente conexa de M™ y X e Y son los dos
cobordismos que la tienen por borde (cobordismos colindantes), la funcién de Morse para
X debe ser negativa si la de Y es positiva. Que esto se puede conseguir (a pesar de
que estos cobordismos pueden llegar a tener varias componentes conexas de M" como
borde) es consecuencia también del Teorema de Separacién de Jordan-Brouwer generali-
zado. Un tercer detalle a tener en cuenta surge a la hora del pegado de las funciones de
Morse. Para ello se toman dos cobordismos colindantes al azar y se pegan sus funciones de
Morse. Ahora la nueva funcion toma valores tanto negativos como positivoé, pero ésto no
es un obstdculo para pegarle una funcién de Morse definida sobre un nuewf'o cobordismo
colindante con el cobordismo que se ha formado con la unién de los dos. anteriores (el
proceso de pegado de las funciones es esencialmente el mismo, aunque la pr'imera funcién
no sea ahora una funcién de Morse del cobordismo propiamente dicho: toma valores en
(—1,1) y la imagen inversa del 0 no es solamente el borde). Repitiendo este proceso, se
obtiene una funcion de Morse sobre la esfera, tal que M™ es la fibra del vglor regular 0.
No es dificil, haciendo uso del Lema de Morse, probar que se puede conseguir la funcién
de modo que tenga un dnico maximo absoluto, y que éste esté en la componente conexa
en que cae el punto de la esfera que hemos utilizado para compactificar R+ (para ello,
témese un maximo relativo de esta componente -al menos hay un extremo relativo, y si
es necesario, podemos trabajar con la aplicacién opuesta-, y como en 1I), “estiramos este
punto hacia arriba”). El resto de la demostracién es ya completamente anélogo a lo que

se hace para el caso conexo. : O
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A la vista del teorema anterior, una cuestion que se plantea de modo natural es la de si
el resultado es valido cuando sustituimos el Espacio Euclideo por una variedad arbitraria
como variedad ambiente. La respuesta es negativa, como puede verse en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.14 Consideramos la subvariedad diferenciable Z = S' x {(1,0)} del toro
St x 51, que es compacta, coneza y sin borde, y de codimensién uno. Entonces no eziste

una funcién diferenciable del toro en R para la cual S x {{1,0)} sea una fibra regular.

La razén de ésto radica en que el complementario de Z en S! x S! es conexo. Asi, si
Z fuese la imagen inversa de 0 por una funcién diferenciable f : S x 8 — R, entonces
necesariamente f(S! x S' = Z) C (0,4+00) 6 f(S' xS —Z) C (—o0,0), y por tanto todos

los puntos de Z serian extremos relativos (asi que puntos criticos).

Como se puede observar en el ejemplo anterior, no se tiene un analogo del Teorema
de Separacion de Jordan-Brouwer para el toro, motivo suficiente para que no funcione la
prueba del Teorema 2.1 en la situacién del ejemplo. Esto plantea de modo natural una

interesante cuestion:

Problema. Supongamos que X es una variedad diferenciable conexa sin borde y que Z
es una subvariedad diferenciable de X, compacta, conexa y sin borde, y de codimensién
uno tal que X - Z tiene exactamente dos componentes conexas ambas con frontera comin
Z. jExiste entonces una funcion de Morse sobre X, propia y con un ndmero finito de

puntos criticos, que tenga a Z como fibra regular?

Por supuesto, si X es compacta, la cuestién anterior tiene una respuesta afirmativa,
hecho que se demuestra como el apartado I) del caso conexo del Teorema 1.13 (desde

luego la funcidén obtenida de este modo es propia por la compacidad de X).
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REGION EXTERIOR

De modo breve, el hilo conductor de los Teoremas de Deformacidn de la Te{)ria de Morse
puede resumirse asi: supongamos que a < b son dos valores regulares de ui‘na aplicacién
diferenciable f : X — R de Morse definida sobre una variedad diferenciaBle compacta
X. (El que la aplicacién sea de Morse significa que todos sus puntos criticos son no
degenerados, y en particular estan aislados. Asi, como la variedad a,mbiente; es compacta,
el nimero total de puntos criticos es finito). Los Teoremas de Deformacién de la Teoria
de Morse nos relacionan los niveles f~!(e) (variedad que suponemos conocida y a la que
convenimos en llamar nivel de partida) y f~'(b), de acuerdo con los puntps criticos de
f~1(a,b) y los indices de estos puntos. Asf, por ejemplo, si no hay ningin punto critico en
f1(a,b), se tiene que f~1(b) y f~'(a) son difeomorfas (Primer Teorema. de' Deformacién
de la Teoria de Morse), y si se tiene un tinico punto critico de indice k EI N, entonces
F~1(b) es una variedad que se obtiene de f~*(a) por una modificacién esfériFa (cirugia en
el sentido de Milnor-Thom) de tipo (k,n + 1 — k), donde n es la dimensién de f~!(a).
Esto, por supuesto, no determina el tipo diferenciable de f~'(b), pero provee de una
informacién de gran importancia; por ejemplo, permite la comparacion de laé,s homologias
de los dos niveles (Desigualdades de Morse), la relacién entre los grupos de homotopia
([Mi.1]), etc.

Un interesante ejemplo de la situacién anterior es cuando M™ es una hipersuperficie
compacta y conexa del Espacio Euclideo y f : R™*! — R es una funcién de Morse que
la tiene por una de sus fibras regulares. De acuerdo con el Teorema de Separacién de
Jordan-Brouwer, las ideas expuestas anteriormente se podrian aplicar considerando los
puntos criticos de la regién acotada que define la hipersuperficie en el Espé.cio Euclideo,

que es compacta, y el conjunto vacio como variedad nivel de partida.

Pero [qué ocurre si nuestra funcién tiene puntos criticos degenerados' en la regién
acotada, y no los tiene en la regién no acotada (regién exterior)? (Por supuesto, esta

posibilidad no es nada rara, como se puede ver en el ejemplo 2.6). Enleste caso, la
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Teoria de Morse Cldsica no puede ser aplicada a la componente conexa no acotada por no
disponer de ciertas condiciones de compacidad. El propédsito de esta seccion es resolver el

problema que se presenta en esta situacion.

Para explicar la solucién aportada, volvamos por un momento a la situacién en que
todos los puntos criticos de la region acotada son no degenerados. Haciendo entonces
uso del Lema de Morse se puede modificar la funcién para que tenga un unico extremo
absoluto en esta componente, asi que, tomando un valor regular lo suficientemente cercano
al valor extremo, tenemos la situacion general descrita arriba, en donde ahora la variedad

nivel de partida es una esfera.

Supongamos ahora que nuestra funcién tiene sélo una cantidad finita de puntos criticos
en la regidén no acotada, y que todos son no degenerados. Sila funcién se pudiese extender
. diferenciablemente a la esfera (compactificacién de Alexandroff del Espacio Euclideo por
un punto), y este punto fuese un extremo absoluto (supongamos que es un maximo),
entonces, como antes, la imagen inversa de cualquier valor regular mayor que todos los
valores criticos (de la funcién definida sobre el Espacio Euclideo) seria una esfera, y
obtendriamos una funcién de Morse sobre un cobordismo compacto en la regién exterior,

con nivel de partida conocido.

Nuestra solucion marcha de este modo, aunque por motivos diferentes, pues en general
es falso que las funciones de Morse sobre el Espacio Euclideo puedan extenderse diferen-
ciablemente a la esfera, vista ésta como su compactificacién de Alexandroff. El resultado
basico que nos permite este acercamiento al problema es el Teorema 2.1. Por otro lado,

este acercamiento queda precisado en la demostracién del Corolario 2.5.

Demostramos a continuacién el teorema esencial de esta seccion. La prueba recorre
algunos de los resultados mas importantes de la Topologia Diferencial (Teorema de Sepa-
racién de Jordan-Brouwer, Teorema del h-Cobordismo, un fuerte teorema de Deformacion
de la Teoria de Morse en ¢l caso no compacto) y otros resultados ¢ ideas de la Topologia

Algebraica:

Teorema 2.1 Sea M™ una hipersuperficie compacta y conexa de B**' (m > 2), y sea
f: B — R una aplicacién diferenciable con M™ = f71(0) y 0 valor regular de f.

Supongamos que f cumple la condicion de Pealais-Smale o bien es de fibras compactas.
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!

Entonces, si f no tiene puntos criticos en la componente coneza no acotada de R** — M™,
|

se verifica que: i
i) M™ es una 3-esfera de homotopia sin = 3.
it} M™ es homeomorfa a S* sin = 4.

i) M™ es difeomorfa e S® sin>5dn=2. -

Demostracién: Sean Gy y G las dos componentes conexas de R**' — M™, asi que
Fr{Gy) = M™ = Fr(G,) y una de ellas, pongamos Gy, es acotada. Adesmé.s Go y Gh
son abiertos de R™*! y G; = G; U M™ son subvariedades diferenciables de R™*!, con
(G;) = M™, parai=0,1. '

Como M™ es compacta, existe un 7 > 0 con M™ C B(0,r), asi que Gy C B(0,r) por
argumentos de conexién. Entonces X = G, N B[0, ] es subvariedad diferenciable de clase
infinita de R™*! con 6X = M™ + S* la unién disjunta de M™ y S7, donde ';S: es la esfera

de radio » y centro el origen de R™*!.

f

Es suficiente entonces demostrar que X es un h-cobordismo entre M™ y S} si n > 2,

es decir, las inclusiones |

Mr—X y S5—X

son equivalencias de homotopfa. En efecto, en tal caso tendriamos que M™ y S tienen
el mismo tipo de homotopia, lo que probaria i}, y por ser cierta la Conjetura de Poincaré
en dimensién cuatro ([F.Q.J, Corolario 7.1B), tendriamos ii), es decir M* és homeomorfa

a 54 iii) en el caso n > 5 seria consecuencia directa del Teorema del h-cobordismo por
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ser S* simplemente conexa {[Mi], Teorema 9.1), y para n = 2, el que M? tenga €l tipo de

homotopia de S? conduce por supuesto a que M? y 52 son difeomorfas.

Se trata pues de ver que M"™ — X y 57 — X son equivalencias de homotopia.
Por un argumento ya tipico, es suficiente probar que M™, X, S son simplemente conexas
y lainclusién M™ — X es equivalencia de homotopia (en efecto, en tal caso H.(X, ST Z) ~
H*(X,M";Z) por la Dualidad de Lefschetz, y esta cohomologia es trivial por la equiva-
lencia de homotopia M™ — X. Como X y M™ son variedades topoldgicas {con y sin
borde respectivamente), tienen el tipo de homotopia de un C'W-complejo, por lo que la
inclusién S «+ X seria una equivalencia de homotopia por el Teorema de Whiﬁehead)_
Como los G; son conexos, M™ = f~1(0) y 0 es valor regular de f, podemos suponer que

f(Go) C (—00,0} y f(G1) C (0,400).
Supongames que f cumple la condicién de Palais-Smale. Entonces, si C(f)NG; = §,
existe un difeomorfismo
‘ Y M™ x[0,400) = Gy
con P(z,0) = z para todo x € M™.

En efecto, obsérvese que existe ¢ > 0 con f(C(f)) N [—¢, 0] = @, pues de lo contrario
habria una sucesién {z,}.en C Go de puntos criticos de f tal que limp oo f(2n) = 0.
Por compacidad de Gy hay una subsucesién {z,, }ien de {Z,}nen que converge a un
punto z € Go. Por la continuidad de f, f(z) = 0 asi que z € M™, y por la con-
tinuidad de Df, Df(z) = 0, pero 0 es valor regular de f. Ahora, como f cumple la
condicién de Palais-Smale (se entiende R™*' con su métrica Riemanniana usual, que es
completa) y f{(C(f)) N [—¢,01 = @, existe ([S.T], proposicién X.5.16) un difeomorfismo
h o f7Y0) x (—€,+00) — f~1(—¢,+o0) con h(x,0) = z para todo z € f71(0) y
R(f7H0) x {d}) = f~'(d) para todo d € (—¢,+oc), de modo que la aplicacién
P M" x [0,4+00) — G, dada por 9(z,t) = h(z,t) es difeomorfismo y (z,0) = z para

todo £ € M™. (Obsérvese que la aplicacién f es, automaticamente, de fibras compactas).

Entonces el diagrama

M™ C G

Jo »
M™ x [0, 4+00)

donde jo(z) = (z,0) es obviamente conmutativo, por lo que la inclusién M™* — G,
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es una equivalencia de homotopia. Por otro lado, la inclusién X «» (7] es también
una equivalencia de homotopia, pues existe (es trivial su construccién) un retracto de
deformacién fuerte de G; en X. Como M™ C X C G,, se deduce entonces (véase

[R.F.], padg. 63, prop.7) que la inclusién M™ — X es una equivalencia de hc}motopfa,.

Veamos que G es simplemente conexo. Para ello tomamos d > 0 tal que lfa interseccién
h(M™ x [d, +00))N B0, r] sea vacia (como =1 (B[0,r]NG,) es compacto de M” x [0, +00),
existe un d > 0 con ¥~ (B[0,r]NGy) C M x [0,d), asi que B[0,r]NG; C $(M™ x [0,d))).
Seap € Gi y o : I — G una aplicacién continua con o) = p = o(1) y veamos
que [¢] = 0 € m(Gy,p). Consideramos la aplicacién F : G; x [0,d] — G, dada por
F(z,t) = ¢(p1{ (=), t+p2(p~(2))) (= Fi(z)), que es continua con Fy = 1, . Definimos
7 como la composicién T = Fyoo: I % Gy 23 G,. Nétese que 7(0) = Fa(eo(0)) = Fulp) =
Fy(o(1)) = 7(1)(= q), y que im(7) N B{0,r] = § dado que Fy(G1) C $(M™ x [d, +00))
que no corta a B[0,7]. Sea H : I x I — G, la aplicacién continua dada por H(s,t) =
Fi{o(s))(= Hi(s)). Se tiene que Hy = o, Hy = 7 y H(0,t) = H(1,t) para todo ¢ € I.
Consideramos el camino o : I — G dado por aft) = H(0,t), que conecta p = «(0) con
g = afl).

Entonces la aplicacién hq : m1(G1,p) — m1(Gh,q) dada por ha([y]) = [@ ' x vy * a es
un isomorfismo,

holla*7+a )= xa*xrra xa] =[7]

y [r] = 0 € m(Gh,q) puesto que im(r) N B0,r] = B, R™! — B(0,r) C G1 (ya que
Go C B(0,r)) y » > 2. Que G; es simplemente conexo se sigue ahora al probar que
[6] = [a* 7 * a”'] € m1(G1,p). Pero esto no es mds que un resultado basico en Teoria de

Homotopia: :
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Lema 2.2 Sean o y 7 caminos cerrados en un espacio topoldgico X con o(0) = p = (1)
y 7(0) = ¢ = 7(1), y supongamos que existe una aplicacion continua H : I x I — X con
Hy = o y H = 7 y la condicidn adicional H(0,t) = H(L,t) paratodot € I. Consideramos
el camino a : I — X dado por a(t) = H(0,t)(= H(1,1)), asi que a(0) = p y o(1) = ¢.
Entonces [g] = [ax 7 x a7 '] € m (X, p).

Asi pues, la demostracién del teorema en el caso en que la aplicacién f cumple la -
condicién de Palais-Smale esta terminada. Supongamos ahora que f es de fibras com-
pactas: si f no fuese acotada superiormente, entonces por el Lema 1.9 f seria propia,
asi que se cumpliria la condicion de Palais-Smale y aplicariamos la parte del teorema ya
probada. Si f es acotada superiormente, f(G1) = (0,8] 6 f(G1) = (0,5) con b > 0. Al
suponer que C{f) N G; = @, estamos en la segunda situacién. Consideramos entonces
un difeomorfismo f : (—o00,b) — R estrictamente creciente y tal que 8(¢) = ¢ para todo

t < b/2. Entonces la aplicacién composicién
g: R L, (0, b) 2,

es diferenciable, g71(0) = (8- f)"10) = f~YHB0}) = f'(0) = M™, 0 es valor
regular de g (pues 4 es difeomorfismo), g es de fibras compactas (g7 () = f~'(37(¢)) es
compacto pues f era de fibras compactas), y g no esta acotada superiormente {(g(G1) =
B(f(Gy)) = B(0,b) = (0,+0c)). Entonces, por el Lema 1.9, ¢ es propia y por tanto
cumple la condicién de Palais-Smale. Se concluye entonces aplicando la parte del teorema

ya probada. a

Noétese que en la prueba anterior, hemos obtenido lo siguiente:

Observacion 2.3 En las hipotesis del Teorema 2.1, se verifica en cualquier caso que f

es una aplicacion de fibras compactas.

Nuestro propésito es ahora demostrar un resultado para superficies de R’. Aparte
de la curiosa informacion que obtendremos, lo esencial en este resultado es la idea de la
demostracién, que nos permite usar los Teoremas de Deformacién de la Teoria de Morse
a partir de los puntos criticos de la regién exterior a una hipersuperficie en dimensiones
arbitrarias (ésta es la filosofia de la seccidn 2). Previo a este resultado, introducimos un
lema de caracter general sobre la conexion de las hipersuperficies que vienen dadas como

los ceros de funciones:
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t
Lema 2.4 Sea f : R**' — R una aplicacién diferenciable de fibras compactas (n € N}

Entonces, si A € R es un valor reqular de f que es cota superior de f(C( fl)), se verifica

que f71(A) es conexo (tel vez vacio).

Demostracion: Veamos en primer lugar que, si existe un valor regular )\ de f que es
cota superior de f(C(f)) y su imagen inversa es no vacia, entonces C(f) :esté, acotado.
En efecto, la imagen inversa de un tal valor regular es una hipersuperﬁcie; compacta, y
por el Teorema de Separacién de Jordan-Brouwer, su complementario tiene un nimero
finito de componentes conexas, todas acotadas excepto una, a la que llamamos M. Por
la existencia de extremos relativos, todas las componentes acotadas tienen p:untos criticos
de f, as{ que los valores que f toma en ellos son menores que A (A es cota superior de
F(C())). Entonces, por la conexién de M y ser A un valor regular de f, nécesariamente
f(M) C (X, +00) y por tanto no hay puntos criticos en M ya que A es ?cota supetior
de f(C(f)). En conclusién, C(f) estd incluido en la unién de las componéntes conexas

acotadas de R**! — f~1(}), asi que estd acotado. !

Nétese también que podemos suponer que f no esta acotada superiormenLce. En efecto,
como f es continua y R™! es conexo, tm( f) es un intervalo. Sea b € RU{+oé>} el supremo
de im(f). Si f estd acotada superiormente, b € R. Ahora, si b € im( fl), claramente
b€ f(C(f)): en tal caso, si A es un valor regular de f que es cota superior d:e F(C()), se
tiene que A > b y por tanto f~1(A) es vacio. La otra posibilidad es que b ¢ zlm(f) sl @ es
el infimo de 1m(f), entonces a < by existec € R, a < c < b. Considera,mogs entonces un
difeomorfismo « : (—o0, b} — R con la condicién a(t) = ¢ para todo t < ¢, y! la aplicacién
diferenciable ¢ = e+ f. Esta funcion es también de fibras compactas, y notesté, acotada

superiormente. Ahora, si A es un valor regular de f que es cota superior de f(C(f)),

entonces a(A) es un valor regular de g que es cota superior de ¢(C{g)}, ¥ Il)or supuesto,
F7HA) = g7 (X))
Supongamos pues que f no esta acotada superiormente, de modo que f :es propia por

el Lema 1.9. Se verifica entonces que f~1(A) y f~1();) son difeomorfas si Ml < Az son dos

valores regulares de f que son cotas superiores de f (C(f)): en efecto, porlser f propia,
(F7H[My AD); S~ (A1), F7H(A2)) es un cobordismo compacto, y trivialmente|

Flrt@apa) : F7H, A2]) = [, A

1
. . . ' PR .
es una funcién de Morse sobre este cobordismo, sin puntos criticos. Ast, por el Primer
1

Teorema de Deformacién de la Teoria de Morse, las fibras f~1(A;) y f~1(A2) son variedades
'
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difeomorfas.

De acuerdo con todo lo anterior, es suficiente demostrar la existencia de un valor regu-
lar para f, que sea cota superior de f(C(f)) y su fibra sea conexa, en la situacién en que
f es una aplicacién propia no acotada superiormente y f(C(f)) estd acotado superior-
mente. Es un argumento de conexion un tanto delicado: por un lado, ya hemos visto que
en esta situaciéon C(f) C B(0, s) para cierto s > 0. Es trivial entonces que si g es un valor
regular de f con f~!(p)N B(0,s) = @, existe una componente conexa A de "' — f~1(u)
que contiene a C(f). Por el Teorema de Separacién de Jordan-Brouwer generalizado y la
existencia de extremos relativos, si g es un valor regular de f y R™*! — f~1(u) tiene més
de dos componentes conexas, al menos dos de estas componentes conexas tienen puntos
criticos de f (véase figura), y por tanto no existe una componente conexa de R*t! — f=1(y)

que contenga a C(f). Por todo lo anterior, si no hay un valor regular de f cota superior

de f(C(f)) con fibra conexa, tendriamos que f(B[0, s]) no estarfa acotado. o
componentes
aquf hay puntos criticos de £()
v
componentes de £ (M)

Corolario 2.5 Sea S una superficie coneza de R® que se obtiene como los ceros de una
funcion f: R® — R diferenciable y propia, siendo 0 un valor reqular de f. Entonces, si
f tiene un dnico punto critico en la componente coneza no acotada de B> — S, y es no

degenerado, S es difeomorfa al toro.

Demostracion: Sea Gy la componente conexa no acotada de B>—S. Trabajando con — f si
fuese necesario, podemos suponer que f(G,) C (0, +00), y de hecho se da la igualdad al ser
f no acotada superiormente (puesto que f es propia y acotada inferiormente). Entonces,
si p es el tnico punto critico de f en G, tomando A > f(p) se tiene el cobordismo
compacto (f71([0,A]); S, f~1(A)) (F~'([0, A]) es compacto pues f es propia) y la funcién



de Morse sobre este cobordismo dada por

Flerqoan = £71(10, A1) — [0, 4] |

con un unico punto critico p (la funcién es de Morse pues este punto es no degenera-
do). Entonces, por el Segundo Teorema de Deformacién de la Teoria de Morse (véase
[S.T}, proposicién X.9.16), f~1((—o0, A]} se obtiene de f~((—o0,0]) por asociacién de un
asa de tipo k, donde k es el indice del punto critico p no degenerado, asi :que FHA) se
obtiene de f~!(0) por una modificacién esférica (cirugia en el sentido de:Milnor-Thom
([Mi.1])) de tipo (k,3 — k), y por tanto f~'(0) se obtiene de f~'()) por una cirugia de
tipo (3 — k, k). j

Por otro lado, como A es un valor regular de f que es cota superior de f(C(f)), y f

es de fibras compactas por ser propia, se verifica que f~'(}) es conexo, por el Lema 2.4.

De modo que f~'(A) es una superficie compacta y conexa de B3, que se:obtiene como
la fibra regular de una aplicacion propia, y no existen puntos criticos en la componente
conexa no acotada de R® — f~1(}). Entonces, por el Teorema 2.1, la varieéiad FHA) es
difeornorfa a la esfera 5%, y por tanto nuestra superficie se obtiene de $* mediante una
cirugia de tipo (3 — k, k), o sea, existe una inmersién difeomoérfica h : S3-*7! x DF — 52

tal que

S=(S w8 xInt(D")) | (D*F xS |

hlga—k—1 k-1
Ahora bien, st k = 1, § = §? + 52 que no es conexo, y si k = 2, §° = 9(D'), asi que S
es el toro (por supuesto k£ no puede ser 0 ni 3, pues al ser S = 9D% = @, para k =0
quedaria § = @ y para k = 3 tendriamos S = 5% 4+ 5? no conexo; en cualquier caso,
siempre podemos asumir que k = 1 6 2 por la eliminacién de los puntos crl'tlicos extremos

relativos cuando el cobordismo y las dos partes sefialadas de su borde son conexos: véase
[Mi], Teorema 8.1). ] 0

Para ilustrar los resultados anteriores, desarrollaremos un sencillo ejenfplo en el que
se decide el tipo diferenciable de la hipersuperficie de acuerdo con el corolario, mediante
el conocimiento de los puntos criticos en la regién de fuera, mientras que en la regién
acotada que encierra la superficie existen infinitos puntos criticos, y por tanto ninguna

informacidn es obtenible de éstos mediante la Teoria de asociacidén de asas.
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Ejemplo 2.6 Sea g : R* — R la aplicacién polinémice dada por
g(z1, Z2, 23) = =3 + 25 + o3 + 22222 + 22222 + 22222 4 622 — 1025 — 1022 4 9.

Entonces S = g~ 1(0) es una superficie de R® difeomorfa al toro S x S*.

Por supuesto ¢ es diferenciable y

4z3 + dxq22 + 4z123 + 121,
Dg(zy,2q,23) = | 423 + 43:?5:2 + 49;2:z:§ — 20z,

4z3 + 4ziz; + 42225 — 2023

asi que C(g) = {(0,0,0)} U {(0,z5,z3) € R®/z2 422 = 5} y por tanto C(g)Ng~*(0) = 0,
es decir, 0 es un valor regular de g. Trivialmente ¢ es no acotada, y sus fibras son
compactas (la parte homogénea de mayor grado, z? + 23 + 2z} + 2z}} + 2ziz? + 22223,
es siempre positiva para todo (z1,z2,z3) # (0,0,0)). Asi, por el Lema 1.9, ¢ es propia.
Por otro lado, un sencillo calculo del Hessiano de g en (0,0, 0) nos dice ademas que este

punto critico es no degenerado (con indice dos).

Algo no tan inmediato es demostrar que 5 es conexo. Para ello notése lo siguiente:
1} C(g) tiene exactamente dos componentes conexas. ii) {(0,0,0)} C A, donde A es la
tinica componente conexa no acotada de R*> — S (g(¢,0,0) = ¢* + 6t + 9 > 0 para todo
¢t > 0). iii) Toda componente conexa de B> — S que esté acotada debe tener puntos criticos
{(debido a la existencia de extremos relativos). Las observaciones anteriores, junto con el

Teorema de Separacién de Jordan-Brouwer nos dan la conexién de §.

Por otro lado g tiene un tinico punto critico en la componente conexa no acotada de
R~ 5. éstaes {pe R*/g(p) >0} y C(g)N{p € R®/g(p) > 0} = {(0,0,0}}. Entonces,

por el corolario 2.5, S es difeomorfo al toro.

Para concluir este capitulo obtendremos un reciproco del Teorema 2.1 para las esferas

sumergidas en el Espacio Euclideo.

Proposicién 2.7 Sea M™ una hipersuperficie de R™*!, con n > 4. Entonces si M™ es
difeomorfa a S™, existe una aplicacidn diferenciable f: R — R tal que 0 es un valor
regular de f, M™ = 710}, f tiene un inico punto critico y es no degenerado {asi que f

es de Morse), y ademds f es propia.

Demostracién: Denotemos por NV y S los polos norte y sur de S™t! respectivamente,
es decir, N = (0,...,0,1) y § = (0,...,0,~1). Sea j : R**! — 5™ una inmersién
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difeomérfica con §**! — j(R™) = {N}, y sea & = j(M™), asi que T es subvariedad
diferenciable de S™*!, difeomorfa a S™. Por el Teorema de Schoenflies diferenciable en
dimensién mayor o igual que cinco ([Mi], pag.112) existe una aplicacién diferenciable
H: 8™ x ] — §™*! cada H, = H(_,1) es un difeomorfismo, Hy = Lgni1 y H1(Z) = i(S™),
donde ¢ : 5™ «— S™*1 estd dada por ¢{y1,...,Ynt1) = (Y15 -, ¥nt1,0).

Sea h : S™*! — R la aplicacidn altura, es decir, A(y1, ..., Ynt2) = Ynt2- ?or supuesto
h es diferenciable, A~1(0) = i(S™), C(h) = {N,S} y ambos son no degenerados. Por
comodidad supongamos que &(H;(N)) > 0 (desde luego no es 0 ya que h~1(0) = ¢(5™) =
Hi(E)y N ¢ X, pues de hecho N ¢ j(R**!)). Como en III) del Teorema 2.1, se demuestra
que existe un difeomorfismo o : S — 5% con a(i(S")) = (5™ y a(fh(N)) = N.
Es claro entonces que h(a(H;(j(R**'))) = [-1,1), y si 7 : [-1,1) — [-1,+00) es un
difeomorfismo con 7(¢) = { para todo t < 1/2, una solucién viene dada por la; composicion

f de T con la aplicacién composicién
R'n.+1 ___J‘_} Sn-{-l _I'i) Sn+1 =, S-n.-}-l L [_1 1]
H]
definida sobre la imagen. Por supuesto f es de clase infinita,

F7H0) = 5 HT @ B T O)) = 57N HT (@ (R 0)) =
= 5N HT e ESM)) = 5 T ES™) = 5(E) = M,
C(f) = 57 (T (@ (C())) = 7 (H (@™ ({N, S1) ¥ se tenia que a(Hy(N)) = N,

de donde C(f) es un tnico punto critico (por supuesto no degenerado), y ademas 0 es un
valor regular de f. Por la construccién de f y la compacidad de S™*?! es ficil ver que f
es de fibras compactas, y no esta acotada superiormente gracias al difeomorfismo 7, asi

que por €l Lema 1.9, la aplicacién f es propia. O

Corolario 2.8 Sea M™ una hipersuperficie compacta y coneza de R™' conn > 5. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) M™ es difeomorfa a S™.

i1} Eziste una aplicacion f : R*' — R diferenciable, 0 es valor regular de f, M™ =
f~Y0), f no tiene puntos criticos en la componente coneza no acotade de R™*' — M™, y

f cumple la condicion de Palais-Smale.
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ii1) Existe una aplicacion f: R™*' — R diferenciable, 0 es valor regqular de f, M™ =
F7H0), f no tiene puntos criticos en la componente coneza no acotada de R™'! — M™, y

f es de fibras compactas.

iv) Eziste una aplicacion f : R"*' — R diferenciable, 0 es valor regular de f, M™ =
F1(0), f no tiene puntos criticos en la componente conera no acotada de R*' — M™, y

f es propia.

Demostracidn: Por supuesto iv) =+ ii) y iii), y por el Teorema 2.1 tanto ii} como iii)

implican i). Finalmente, por la proposicién anterior, i) = iv). O



Capitulo IV

SOBRE EL PROBLEMA DE
KIRBY DE SIMPLIFICACION DE
ENLACES REFERENCIADOS

Un problema fundamental de la Topologia de dimensién baja es obtener una presentacién
de los objetos que estudia, y un modo de saber cuindo dos presentaciones dadas lo son

del mismo objeto.

A comienzos de la década de los sesenta, W. B. Lickorish obtiene una tafl presentacion
para las variedades diferenciables de clase infinita orientables, conexas, co_fnpactas y sin
borde, de dimensién tres ([L.1]). Cualquier variedad de este tipo (nos referiremos a ellas
simplemente como 3-variedades) se obtiene retirando los interiores de una coleccién finita
y disjunta de toros sélidos incluidos en la esfera de dimensién tres, y VOlViéthlOS a pegar

. i
de un modo determinado.

A la coleccién de los toros sélidos en S° y al modo en que deben ser pegadbs de nuevo se
les llama instrucciones de cirugia. Dichas instrucciones pueden ser concretadas sefalando
una coleccién de curvas cerradas simples (1-nudos) disjuntas en S° y un nimero entero
(referencia) para cada curva: los toros sdlidos que se retiran son entornos tubulares de
estas curvas, y las referencias nos indican la manera de volver a pegar los toros sdlidos. A
una familia finita y disjunta de 1-nudos en §%, junto con las referencias, se le llama enlace
referenciado en S°, y si L es un tal enlace referenciado, a la 3-variedad que obtenemos

siguiendo las instrucciones de cirugfa que éste nos marca, la denotamos por M3.
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Atn mas, Lickorish demuestra ([L.2] y [L.3]) que toda 3-variedad es M} donde £
pertenece a una clase muy especial de enlaces referenciados. Los 1-nudos de estos enlaces
referenciados se obtienen a partir de las curvas canénicas (longitudes, meridianos y curvas
de enlace) del toro de género arbitrario, canénicamente incluido en S, cavadas a distinta
profundidad en el toro sélido que acota, y las referencias sélo pueden ser uno y menos
uno. Es pues bastante razonable referirnos a estos enlaces referenciados con el nombre de

enlaces de Lickorish.

Por otro lado, a finales de la década de los setenta, R. C. Kirby ([K.2]) introduce
dos modos de manipular los enlaces referenciados (a estas manipulaciones las Hamaremos
movimientos de Kirby), y demuestra que las variedades M} y M}, son difeomorfas si y
sélo si L’ se obtiene de L mediante una serie de estos movimientos y sus inversos (en tal
caso, diremos que L y L' son enlaces referenciados d-equivalentes y escribiremos L ~ L').
En general, al conjunto de las posibles combinaciones de estos movimientos se le conoce

con el nombre de Cilculo de Kirby.

Kirby planted entonces la posibilidad de obtener un algoritmo para decidir cuando
dos enlaces referenciados definen la misma 3-variedad. A finales de los ochenta, en vista
del escaso progreso habido en esta cuestion, Kirby vuelve a plantear el mismo problema,

ahora desglosado en las siguientes cuestiones ([K.1], pags. 15 y 16):
1- ;Qué debemos entender por enlace “canénico” o “minimal” de una 3-variedad?

2- Encontrar un algoritmo para que, a partir de un enlace referenciado L arbitrario,
podamos construir mediante movimientos de Kirby un enlace referenciado L' canénico o

minimal (resolver esta cuestién al menos para familias interesantes de enlaces referencia-

dos).

Este capitulo trata estas cuestiones. Nuestra idea es considerar los enlaces de
Lickorish como minimales o candnicos, e intentar responder, al menos en ciertos casos, a
la segunda cuestion. Nos centraremos asi en los enlaces que llamaremos cadenas simples

(éstos incluyen, por ejemplo, los recubridores ciclicos de 5° ramificados sobre el nudo

trébol [Ro]).

En particular, el problema de decidir cudndo un enlace referenciado es un diagrama
de Heegaard 4-dimensional, se reducird a saber cuando un diagrama de Heegaard
3-dimensional que es composicién de homeomorfismos de torsion a lo largo de meridianos,

longitudes y curvas de enlace es #,.5" x S? (véase [Mo)).
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i

El punto de partida en nuestro proceder es un refinamiento de lo que Rolfsen ([Ro))
llama Teorema Fundamental de la Cirugia sobre 3-variedades, probado en [111] Para ello

introducimos previamente los siguientes conceptos y notacion:

Sea M, el toro sélido de género g canénicamente incluido en S® y sea S5y = OM,. Seac,
un collar de S; en M,. Un enlace referenciado L se dice incluido en M, s1 laslcomponentes

de L son 1-nudos en S, “cavados” en M, a distinta profundidad mediante €l collar c,.
!
St A es un l-nudo en S;, llamaremos autorreferencia de A al nimero entero

a = lk(A,c,(A x 1)) (para la definicién de nimero de enlace Ik, véase [R;o], pags. 132
y siguientes). Entonces, un enlace referenciado L se dice totalmente incluido en M, si
esta incluido en M, y ademas los nameros de referencia de cada component:e de L vienen
dados por la autorreferencia del l-nudo correspondiente en S, méas o menos 1 {es decir, los
1-nudos en S, casi determinan lo que han de ser las referencias). Un enlace referenciado L
incluido en M, se puede expresar mediante la semirrecta real de acuerdo cc'm el siguiente
diagrama:
zq z,

C, C,
L= |

Es decir, las componentes de L son c,(C; x {s;}) donde cada C; es un l-nudo en S,

s; € (0,+00) con 51 < ... < 5, y T; € Z es la referencia de ¢,(C; x {s;}).

Por definicién, un enlace de Lickorish es un enlace referenciado totalmente incluido en
M, de modo que los 1-nudos en Sy correspondientes son meridianos, longitudes o curvas
de enlace canonicos de S,. ‘

Si C es un 1-nudo en S, k¢ denota el homeomorfismo de torsién de S, sobre C' (véanse
[L.1] y [L.2]). En el desarrollo de nuestras ideas sera esencial destacar el sentido en que se
torsiona S, a lo largo de la curva C: distinguiremos asi el homeomorfismo A& (expresado

en el siguiente dibujo),
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de su inverso hg :

Nuestro refinamiento del Teorema Fundamental de la Cirugia sobre 3-Variedades queda

ahora plasmado en el siguiente resultado:

Corolario 2.15 Sea el enlace referenciado totalmente incluido en M,
a1 + € ar -+ €

A A,
L=— |

(ast que los A; son l-nudos en Sy, ¢, = £1 ya; = (k(A:, cg(Aix 1)) son las autorreferencias

de A;}), y supongamos que el homeomorfismo de S, definido por la composicion
—€1 —€
hA] s ... °hArr
cotncide con
6, £
hB1 LA °hB':
siendo B; longitudes, meridianos o curvas de enlace candnicos de S, y §; = 1.

Entonces el enlace incluido en M,
—5] _53
By B,
L= |

que es de Lickorish, se obtiene de L mediante movimientos de Kirby.
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Ahora, dado cualquier enlace referenciado L, para obtener un enlace re_rferenciado L
de Lickorish mediante movimientos de Kirby, debemos previamente encont{"ar un enlace
referenciado L incluido en M, que sea J-equivalente a L (paso 1), y en segundo lugar,
tal vez modificando los 1-nudos en S, ligeramente, obtener un enlace referenciado L,
a su vez J-equivalente a L;, L, ya totalmente incluido en M, (paso 2). I, Entonces el
enlace referenciado L’ buscado se obtendria algoritmicamente a partir de L, mediante el

corolario 2.15 haciendo uso de los pasos de [L.2] y [L.3]. !

Resulta entonces de interés resolver los pasos 1 y 2 para familias importantes de
enlaces referenciados. Esto se lleva a cabo con éxito para las llamadas cadv;anas simples,
que comprenden, por ejemplo, los recubridores ciclicos de S* ramificados sobre el nudo

trébol (véase [Ro], pags. 304 y siguientes). |

La belleza y “sencillez” (véase por ejemplo el comentario en [Ro], pag. 279) de los
enlaces referenciados de Lickorish nos ha llevado a proponer a éstos como enlaces canénicos
o minimales para las 3-variedades, pero serfa de gran importancia (para’ el problema
inicial de decidir cuando dos enlaces referenciados definen la misma 3—variecjiad) el poder
comparar dos enlaces de Lickorish entre si, aunque esta cuestiéon no es a.nja.liza.da en la
memoria. 1
!

El capitulo esta dividido en tres secciones: en la primera se recuerdan las definiciones y
los resultados basicos ya conocidos; la segunda seccién refina lo que Rolfsen llama Teorema
Fundamental de la Cirugia en dimensién tres ([L.1], [L.2], [L.3] ¥ [Ro]), obteniendo el
Corolario 2.15. Para ello se introduce aqui el concepto de autorreferencia de ;un 1-nudo en
S, (y a partir de esta definicién se da la interesante nocién de enlace totalmente incluido
en M,), y se distingue entre un homeomorfismo de torsién y su inverso. For iltimo, la
seccién 3 aplica estas ideas a una interesante familia de enlaces referenciadosf: las cadenas

simples.

Las referencias basicas usadas en este capitulo son [L.1], [L.2], [L.3], [K 1], [K.2] ¥
[Ro] (capitulos 2,7 y 9). Estas referencias hacen mencién en ocasiones a la categoria
diferenciable, y en otras a la topoldgica: queremos por ello recordar aqui la;, equivalencia
entre ambas categorias cuando de la dimension tres se trata. A lo largo del capitulo
utilizaremos el término inmersidn topoldgice para referirnos a una aplicacién entre espacios

topoldgicos que es homeomorfismo sobre la imagen.
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1 ENLACES REFERENCIADOS DE LICKORISH
Y CALCULO DE KIRBY

En esta seccién introducimos de modo breve las definiciones y resultados basicos ya cono-
cidos que seran usados en el capitulo. Esencialmente éstos son: enlaces referenciados
como instrucciones de cirugia, el toro sélido M, canénicamente incluido en 5° y su borde,
S, = 8M,, las curvas canénicas de S, (meridianos, longitudes y curvas de enlace), el
Teorema Fundamental de la Cirugia en dimensién tres de Lickorish, el Calculo de Kirby

y el Teorema Fundamental del Calculo de Kirby.

Definicién 1.1 (1-nudo en S* orientado) Un 1-nudo J en S° es una subespacio de S°
homeomorfo a la circunferencia S'. Asi pues, si J es un l-nudo en S, eriste una in-
mersién topoldgica o : S — 83 con J = a(S?), y una orientacidn en J se obtiene como

la clase de isotopia con imagen incluida en J de una tal inmersion topoldgica.

Definicién 1.2 (Nuimero de referencia) Llamamos referencia de un 1-nudo en S° a un

numero entero que le asociamos arbitrariamente.

Definicién 1.3 (Nimero de enlace de dos 1-nudos orientados disjuntos) Sean J y K dos
l-nudos disjuntos en S°. Entonces Hi(S® — K;Z) es isomorfo a Z, y si J es n-veces un
generador de este grupo, se dice que n es el ndmero de enlace de J y K, y escribimos
lk(J,K) = n. La ambigiedad sobre el signo de n desaparece si elegimos un generador
concreto para Hi(S® — K;Z) y orientamos J, o lo que es lo mismo, suponemos ambos
nudos orientados y sequimos el siguiente convenio: consideramos una proyeccion regular

de JU K, y en cada punto en que J cruza por debajo de K, contamos:

K K

+1 para ——|——J y -1 para ——r|—J

La suma de estos nimeros es entonces lk(J, K).

Observacién 1.4 Si f: S'x D? — S es una inmersidn topoldgica con f(S'x{(0,0)}) =
K, entonces f({(1,0)} x 0D?) genera H{(S* — K;Z)~ Z.
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Definicién 1.5 (Toro sélido) Un toro sdlido es un espacio homeomorfo a %5'1 x D% Un

toro solido de género g € N es un espacio homeomorfo a la suma coneza (fz lo largo del

borde) de g toros sdlidos.

Definicién 1.6 (A’m'ma, Curva de Referencia y Nimero de referencia de una inmersidn
topoldgica de S* x D? en S®) El dnima de una inmersidn topoldgica f: ST x D? — §° es
el 1-nudo orientado J = f(S* x {(0,0)}) (suele denotarse con la letra A;), }; sy curve de
referencia es el 1-nudo orientado K = f(S? x {(1,0)}) (suele denotarse con}la letra Ry ).
El mimero de referencia de f es el nimero entero n = lk(A;,Rys) (Ar y 'Rf: son l-nudos

disjuntos y orientados de S°).

Observacién 1.7 Dado un 1-nudo orientado J en S® con referencia n € IZ, existe una
inmersidn topoldgica f : §' x D?* — 5% tal que J = Ay yn = lk(J,Ry). ‘Ademds f es

inica a menos de isotopia ambiente de S°.

I
Definicién 1.8 (Enlace en S°) Llamaremos enlace en S° a una coleccion finita de

1-nudos disjuntos en S°.

Observacién 1.9 Cada nudo de un enlace puede ser trivial o estar anudadol, y dos nudos
distintos pueden estar o no “enlazados” entre si. Notese que dos nudos orientados L y I/

. p ]
pueden estar enlazados entre si aunque su nimero de enlace lk(L, L") sea cero:

L

Ll’
}

S

Definicién 1.10 (Enlace referenciado en S®) Llamaremos enlace referenciado L en S° a
un enlace en S° en el que a cada componente le hemos asociado un'a referencic.

Escribiremos

L= {(Ll,nl)-,\- . 1(-[’1‘7”7‘)}

para denotar el enlace referenciado en S® dado por los 1-nudos disjuntos I;,,-, y las refe-

rencias n; € Z para cada L; (i € {1,...,r}).
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Observacion 1.11 Toda familia fintta de inmersiones topologicas con imdgenes disjuntas
{fi: 8" x D?— 53, ..., f,: ST x D? — 53} define un enlace referenciado

L= {(lenl))" '7(L1')n7‘)}
considerando L; = Ay, y n; = lk(Li,Ry,) para cadai € {1,...7}.

Reciprocamente, si

L={(Li,n1),...,(Lryn:)}
es un enlace referenciado en S®, existen r inmersiones topoldgicas
fi: 8 xD* 58 ., 8 x D> S

con imdgenes disjuntas, de modo que L; = A;, yn; = Ik(L;, Ry,), paratodoi € {1,...,r}.
Ademds la familia {f;} es wnica salvo isotopia de 53, si imponemos la condicidén adicional

de que los f; recorran los 1-nudos L; en un sentido determinado.

Definicion 1.12 (Enlaces referenciados como instrucciones para asociar asas) Si

L={(Li,n),...,(Lryn,)}

es un enlace referenciado en S°, W} denotard la 4-variedad con borde, compacta y coneza,
obtenida al asociar r asas de tipo dos D* x D? al disco D* de acuerdo con el enlace refe-

renciado L, esto es:
Wi =X(D% fi,..., f32) = D*| (| | D! x D})
f =1

siendo
f: |_]anfo—>53

i=1

la aplicacion que lleva p a fi(p) si p € 0D? x D2, donde
fi:0D}x D} =8"xD* - S* . f:0D!xD}I=5"xD*—> §°
son inmersiones topoldgicas con imdgenes disjuntas, y tales que Ly = Ay, yny = (L, Ry,)

para todo 1 € {1,...,7}.

Observacidén 1.13 La definicion anterior es consistente de acuerdo con la
Observacion 1.11: por un lado, esta observacion nos dice que existe la familia de inmer-

stones topoldgicas {f;} con las condiciones requeridas, y por otro lado, si {f;} y {fi} son
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dos familias distintas cumpliendo estas condiciones, eziste una aplicacion H;: S®x ] — 5°
continua, tal que cada nivel Hy = H(_,t) es un homeomorfismo, Ho = lga y Hy o f; = flooy

stendo o : S? x D? — 8! x D? la identidad si f; y f! recorren L; en un mismo sentido,

yoa; = CS X 1p2 st f; y f! recorren L; en sentido opuesto, donde CS : 51 — S! es la
aplicacion CS(6) = —0. Por supuesto, o; puede ertenderse a un homeom}orﬁsmo ol de

D?* x D%, y H, puede eztenderse a un homeomorfismo H; de D* pues Hy es isotdpico a
la identidad: i

fi |

§% «——— 9D? x D? C D? x D? D* u DiIxD}{u ...Il_l D? x D?
H o o H o, o b

S3~—f’!—6DfxD,-2CD‘-2fo D* u DEx D} U ll_l D? x D?
Resulta obvio entonces que H] U o U ... U o] establece un homeomorfismo entre

X(D% fr,.., fr2) y X(DYf1,.... f552).

|
1
1
|
|

Definicién 1.14 (Enlaces referenciados como instrucciones de Cirugia) Sz
i
Lz{(Lhnl)""’(LhnT)} E

es un enlace referenciado en 53, M} denotard la 3-variedad sin borde, compacta y coneza
obtenida al hacer r cirugias de tipo (2,3) disjuntas a S* de acuerdo con el e}nlace referen-
ctado L, es decir: '

r

M3 = X(S% foyo ) = (8° = (U (8" x ImtD?) L (] D3 s

=1 Foi=1
siendo

F: a(|i| D} x §1) = |_] ST % St | £i(S* x 8D%) = 8(S® — () fi(st % IntD?)

=1 i=1 1=1

la aplicacidn que leva p a fi(p) sip e S} x 5}, donde
fi:8'xD* 8% .. f:S'xD* = S

son inmersiones topoldgicas con imdgenes disjuntas, y tales que L; = Ay, y n,-;= k(L Ry,)

para todo 1 € {1,...,7}.
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Observacién 1.15 La definicidn antertor es consistenie de acuerdo con la
Observacion 1.11: por un lado, esta observacién nos dice que existe la familia de inmer-
siones topoldgicas {f;} con las condiciones requeridas, y por otro lado, si {fi} y {f]} son
dos familias distintas cumpliendo estas condiciones, existe una aplicacion H : $*x ] — §*
continua, tal que cada nivel H, es un homeomorfismo, Hy = 15 y Hy» fi = f]-a; siendo
a; : §' x D? = 8" x D? la identidad si f; y f! recorren L; en un mismo senitido, y
a; = CS8 X lp: si f; y f! recorren L; en sentido opuesto. Claramente a;lsixs1 puede

eztenderse a un homeomorfismo of de D? x §':

53 — Ui, fi(St x IntD?) fi Sl x S! ¢ D? x §?
Hl a;lslxsi a:f
!
57— U, fI(S! x IntD?) ——J1 §1x 51 ¢ D? x 8
(S*—U, filS' x IntD¥)) U D¥x Sfu ... U DIxS}
H, af e ol
(S3—Uil, f(S* x IntD*)) U DIxSjU ... U D*xS}
Resulta obvio entonces que Hy U of U ... U af establece un homeomorfismo entre

X(S% free s fr) ¥ XS5 flees £1).

La relacidn entre las dos construcciones anteriores viene dada por el siguiente resultado,

de prueba trivial:

Proposicidén 1.16 Si L es un enlace referenciado en 53, entonces M} = W} (dado que
ya habiamos probado que W} estaba bien definida, esto es otro modo de ver que M} estd
bien definida tambien).

En lo que sigue, introducimos la notacién que usaremos para referirnos al toro sélido
de género arbitrario, canénicamente incluido en el Espacio Eucideo de dimension tres, y

senalaremos sus curvas canonicas:



I
|
!
:
i
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;
Definicién 1.17 M, denotard el toro sélido de género g candnicamente incluido en S°.
Su borde es la superficie orientable del mismo género, y lo lamaremos S;. Usaremos
también la notacion c, pare un collar de Sy en My, es decir, c, es una inmersidn topoldgica
de Sy X Ry en My tal que ¢y(z,0) = x para todo z € Sy. En el siguiente dibujo mostramos
las curvas candnicas de Sy, esto es, sus longitudes l;, meridianos m; y cur%;as de enlace

ej (en Sy hay g meridianos y g longitudes, y g — 1 curvas de enlace): |

0

Por ejemplo, si ¢ = 1, podemos tomar M; = H(S! x D?} donde H es ]la aplicacién

S'x D* — $° dada por H((z,y), (a,b)) = ((2+a)z, (2+a)y, b), y para génerc:as arbitrarios,
!

,
i
|
I

usamos surnas conexas de esta aplicacién.

Observacién 1.18 V, = Adh(S® — M,) es también un toro sélido de ge’néro g incluido
en S3, 8V, = S, = OM, ySS=VgUISgMg. . '

Observacién 1.19 (ver [Ro], pdgs. 29 a 82) Si T es un toro sélido inclurgdo en R® (en
S3), mr, Ir y I denotan el meridiano, una longitud y la longitud prefer%da de T. La
longitud preferida de un toro sdlido incluido en R® estd caracterizada por tener nimero
de enlace cero con el dnima del toro solido. Obsérvese que, para g = 1, se lienen las

+

siguientes igualdades: [, = mar,, my, = By v by, = Iy, . [

Observacién 1.20 Normalmente sobreentenderemos la letra g € N, as? que escribiremos

M, S, c yV para referirnos a My, S,, ¢, y V, respectivamente.

1
1
;
!
Definimos a continuacién los enlaces incluidos en M y los enlaces ret;erencia.dos de
Lickorish; la formalizacién de estos conceptos bien conocidos nos simplificara posteriores

enunciados y demostraciones: [
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Definicién 1.21 (Enlaces incluidos en M) Sea {Ch,...,C.} una coleccidn finite de
1-nudos en S. Entonces, st s1,...,s, € (0,400) con s; # s; si i # j, diremos que el

enlace en S° definido por

L= {C(G] X {31})1- . --.~C(Cr X {ST})}

estd incluido en M. (Es posible que C; N C; # B para i # j, pero en cualquier caso
e(Ci x {s:}) N e(C5 x {s;}) =0 pues s; # s;).

Definicién 1.22 (Enlace referenciado de Lickorish) Un enlace referenciado en S* se dice

de Lickorish si es un enlace referenciado incluido en M con dos condiciones adicionales:

1) Los 1-nudos en S que lo definen son meridianos, longitudes o curvas de enlace

canonicos de S.

2) Todos los nimeros de referencia del enlace son 1 ¢ —1.

Con las definiciones introducidas, el Teorema Fundamental de Lickorish de la Cirugia

en Dimensién Tres se enuncia as{ (véanse [L.1], [L.2], [L.3] y [Ro}):

Teorema 1.23 Dada cualquier 3-variedad coneza, compacta, sin borde y orientable N°,

eziste un enlace referenciado de Lickorish L con N° ~ M3 .

Definicidon 1.24 Se conoce con el nombre de Cdleulo de Kirby la combinacién de los
movimientos ©.1 y ©.2 ¢ sus inversos definidos en [K.2]. Dos enlaces referenciados L y
L' se dicen entonces O0-equivalentes si eziste una secuencia de movimientos de Kirby que

permitan obtener L' a partir de L, y en tal caso escribiremos L ~ L.

Teorema 1.25 Sean L y L' dos enlaces referenciados en S®. Entonces M} y M3, son

homeomorfas si y sélo si L ~ I/,

Corolario 1.26 Para todo enlace referenciado L en S3, existe un enlace referenciado de
Lickorish L' con L ~ L.

Demostracion: Por el Teorema Fundamental de la Cirugia en dimension tres, existe un
enlace referenciado L’ de Lickorish tal que M} ~ M3,. Entonces, por el Teorema del
Célculo de Kirby, L ~ L', O
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En [K.1] (pags. 15 y 16), R.C Kirby plantea el problema de determinar lojque debemos
entender por enlace “canénico” o “minimal” L de una 3-variedad diferenciable compacta
sin borde N? (asi que N? & M}), y dar un algoritmo usando sus movimientos para pasar
de un enlace referenciado arbitrario a uno canénico (sugiere, al menos, resolver estos
problemas para familias importantes de enlaces referenciados). Es la belleza y “sencillez”
de los enlaces de Lickorish, junto con el corolario 1.26, lo que nos lleva 71 proponer a
estos enlaces como una posibilidad de enlaces candnicos o minimales para los enlaces

referenciados en 5°.

El propdsito de la siguiente seccion es, mediante un refinamiento del 'ifeorema Fun-
damental de la Cirugia de Lickorish, dar un algoritmo para transformar en enlaces de
Lickorish una subfamilia de los enlaces incluidos en M, aquellos a los qu;e llamaremos
enlaces totalmente incluidos en M. Ahora bien, ante un enlace referenciado arbitrario,
dos son los pasos que lo separan de ser un enlace totalmente incluido eln M. En el
paso 1 se trata de encontrar un enlace L; que sea J-equivalente al de pEartida, v que
esté incluido en M, y el paso 2 consiste en, tal vez modificando ligeramente los nudos
de L; en S, conseguir un enlace 0-equivalente totalmente incluido en M. 'Ambos pasos
son descritos con todo detalle para una familia importante de enlaces refe!renciados (las

cadenas simples), objetivo éste de la seccién 3.

2 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE
LA CIRUGIA EN DIMENSION 3

El propésito de esta seccién es lograr un refinamiento de lo que Rolfsen ll:ama Teorema
Fundamental de la Cirugia en Dimensién 3 (Teorema 1.23). Este reﬁna.rni?ento serd con-
cretado en el Corolario 2.15, que es el resultado mas importante de la seccién: mediante
este corolario y la informacién contenida en [L.1], [L.2] y [L.3], se obtiene un algoritmo
para transformar en enlaces de Lickorish cierta subfamilia de enlaces incluidos en M. Esta

subfamilia la. constituiran los enlaces totalmente incluidos en M.
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Previamente introducimos las dos ideas claves que usaremos en el desarrollo de esta
seccién: el concepto de autorreferencia de un 1-nudo en S, y la distincion que hacemos de
un homeomorfismo de torsién y su inverso. El concepto de enlace referenciado totalmente
incluido en M es introducido precisamente a partir de la definicién de autorreferencia de

un l-nudo en S%.

Pasamos ya a detallar las nuevas definiciones:

Definicién 2.1 (Autorreferencia de un 1-nudo C en S) Sea C' un l-nudo en S, no nece-
sariamente orientado. Elegimos a : S — S una inmersidn topoldgica con a(S') =C, y
consideramos la también inmersién topoldgica oy : S' = M dada por a1 (8) = c(a(8), 1).
Liamaremos entonces autorreferencia de C al nimero entero lk(a, o) {los 1-nudos a y
oy estdn orientados y son disjuntos); usaremos la notacion lk(C,C x 1) para denotar la

autorreferencia de un I-nudo C' en S.

Observacion 2.2 Notese que la definicion anterior es consistente: por un lado, si cam-
biamos la orientacion de a, cambia la de oy, y por otro lado la definicidn es independiente

del entorno collar ¢ de S en M por la unicidad (salvo isotopia) de tales entornos.

Observacion 2.3 Las autorreferencias de las curvas candnicas de S son todas cero.

Supongamos ahora que C' es una curva cerrada simple en una superficie orientable
de género arbitrario. Por supuesto, dicho nudo tiene en la superficie un entorno tubular
cerrado trivial, C' x [—1, 1]. Un homeomorfismo de torsién de la superficie dado mediante
C, se obtiene cortando la superficie por C, dando una giro completo a C x[0, 1], y volviendo
a pegar. Desde luego, este modo de presentar los homeomorfismos de torsion es informal,
pero bastante intuitivo. En [L.1] y [L.2], Lickorish denota por k¢ al homeomorfismo de
torsién definido por la curva simple €', sin distinguir en qué sentido giramos C x [0, 1] antes
de volver a pegar. Para nuestros propositos, esta distincién cobrara especial importancia.
Asi, diferenciaremos h{ de su inverso kg, de acuerdo con el sentido del giro. En lo que

sigue, veremos un modo de llevar a cabo esta distincién en S.

En primer lugar, veamos un resultado de prueba trivial:
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i
Proposicion 2.4 Sea A la corona del plano complejo (v~ R?) ]deﬁnida por
A={re® €C /1<r<2,6 € R}. Entonces, las aplicaciones |

HY:A— A
definida por Ht(re?) = ref0=2r7) 4 |
H :A—- A

i B i
definida por H=(re'?) = re'0+2™)  son homeomorfismos, uno el inverso del otro.

1
i

En la siguiente figura se representan esquematicamente estos homeomorfismos:

©-® ©-©

!
Consideramos A con la orientacién que hereda de R?, éste candnicamente orientado,

y S con la orientacién que tiene como borde de M, donde M esta orientada de acuerdo

con la orientacién candnica de R®. Es decir, si p € S, una base {u,v} ﬂe T,S define

la orientacién de S en p si {u,v, Np} es una base positivamente orientada de R®, donde

N, € T,M es el vector normal de 5 en p dirigido hacia fuera de M. !
i

Sean C un l-nudoen Sy e: A — S una inmersién topoldgica preservando la orien-
1

tacién tal que C coincida con e(Sg/z), donde S:}/z es la circunferencia formada por los

complejos de mddulo 3/2. {

Proposicién 2.5 Las aplicaciones hf(e): S — S dada por 1

z stz ¢ m(e)
hE(e)(z) = ;
cle)(=) { esHtoe N z) st z€im(e) !
y ho(e) : S — S dada por l
z si z ¢ im(e) i

eeH-ee”t(z) si =z €im(e)

ho(e)(z) = {

estdn bien definidas, y son homeomorfismos. |
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Lo que sigue, es un modo grafico de entender la diferencia geométrica entre los dos
homeomorfismos anteriores: caminese por C, en cualquier sentido, como si M fuese un
extrafio planeta, o sea con el cuerpo fuera de M. Entonces h}(e) transformard el rayo r

que se acerca por la derecha en un rayo que nos acompanara en el camino:

“%“
=<

Por el contrario, Az{e) transformara el rayo r que se acerca a nosotros por la derecha en

un rayo que se alejarad en direccidn opuesta a nosotros:

Proposicién 2.6 Sean e¢,¢’ : A — S dos inmersiones topoldgicas preservando la orien-
tacion, tales que e(S3,,) = C = €/(S3,). Entonces hE(e) v hE(e') son homeomorfismos

de S isotépicos (e igualmente lo son hg(e) y hg(e’)).

Demostracion: Es consecuencia de la unicidad de los entornos tubulares cerrados: en
nuestro caso, los fibrados normales son de dimensién uno y se les ha impuesto la condicién

adicional de que los entornos tubulares preserven la orientacion. 0

De acuerdo con la anterior proposicidn, la siguiente definicion es consistente:

Definicién 2.7 Dado un l-nudo C en S, definimos h} (respectivamente hz) como la
clase de homeomorfismos de S mddulo isotopia definida por hi(e) (respectivamente hz(e)),
siendo e : A — § cualquier inmersion topoldgice preservando la orientacion (recuérdense

las orientaciones fijadas en A y en S) tal que C = e(53),).
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) ] , P
Haciendo uso del concepto de autorreferencia de un 1-nudo en 5, introducimeos a con-
i
tinuacién el concepto de enlace totalmente incluido en M, y a partir de éste, podremos
redefinir de modo obvio lo que es un enlace referenciado de Lickorish. Veamos antes un
T

modo de presentar los enlaces referenciados incluidos en M que nos serd muy itil a partir

de ahora: |

Definicién 2.8 (Presentacidn de un enlace incluido en M mediante la sémirrecta real)

SiCy,...,C, son 1-nudos en S, entonces

C, C,

— : |

denota el enlace incluido en M I

{e(Cr x {s1}),...,¢e(Cy x {s:}}}

donde sq,...,5, € (0,400} ¥y 81 < ... < 3.

. ) |
5:Ch,...,C, son l-nudos en S, y x; € Z para todo i € {1,...,7}, entonces!
4] Ty :

C, C.

i

1

§

?

o |

denota el enlace referenciado incluido en M !

I

t

{(C(CI X {51})1m1)="'?(c(0f x {37‘})5597')} ;

l

donde s5q,...,5; € (0,400) y 51 < ... < 5,. |
Observacién 2.9 5i en las definiciones anteriores consideramos distintos n;u'mcros reales
positivos s, < ... < s. y/o distinto entorno collar ¢’ de S en M, el enlace (referenciado)
que obtendriamos seria isotdpico al original, por la unicidad (salvo isotopia) del entorno

i

l

Definicién 2.10 (Enlace referenciado totalmente incluido en M) El enlace referenciado

collar.

incluido en M definido por

3]
-
8
3
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se dice totalmente incluido (en M) st para todo i € {1,...,r} se tiene que
r; = ”i:(C;,C" X 1) + 1.

Observacién 2.11 De acuerdo con la definicidn anterior, un enlace referenciado en S°
de Lickorish es un enlace totalmente incluido en M con la condicion adicional de que los
1-nudos en S son meridianos, longitudes o curvas de enlace canonicos de 5. Asi pues,
teniendo en cuenta la observacion 2.3, un enlace de Lickorish tiene una presentacion

mediante la semirrecta real del tipo

+1 1

£
Cy C,
| |

I

donde las curvas C; estdn entre los meridianos, longitudes o curvas de enlace candnicos

de 5.

Pasamos ahora al ohjetivo fundamental de esta seccion, que es dar una prueba deta-
llada del Teorema 1.23 escribiendo en forma de corolarios el refinamiento que hacemos de
éste. En un principio, la demostracién marcha como en [L.1] y [Ro] (paginas 277-279), e

introducimos las modificaciones en la segunda parte de ésta.

Como es bien conocido, dada cualquier variedad N® de dimensién tres, compacta sin
borde y conexa, existe un homeomorfismo 2 : § — S tal que N3 = M|, M, es decir,
N? es la variedad que se obtiene al pegar dos copias de M mediante el homeomorfismo .
Dado que existe un homeomorfismo de M que restringido a S invierte la orientacion,

podemos suponer que h preserva la orientacién.

Es claro que V' [}, M es homeomorfo a S* por un homeomorfismo que sobre M es la
inclusién de éste en §*. Es decir, tenemos la conmutatividad del cuadro superior en el
siguiente diagrama:

inclusidn
M

" N

VUM —— Vi M2 S5°
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Sea f: 0V = 5§ — S el homeomorfismo dado por la composicién

— o pt + .t
f—hlgUhmg"..."hﬁ"hml i

Claramente f preserva la orientacién por ser composicién de homeomorfismos de torsién

y se extiende a un homeomorfismo f' : V — M dado que f es la surnamqT conexa de g

homeomorfismos de 51, cada uno de los cuales transforma el meridiano de V; en el de M;.
En efecto, hfoh} (mv) = ki b} (h) = hf(h —mi) = & — (h + mi) = my (véanse la
1

Definicién 1.17 y la Observacién 1.19).

Definimos § : S — S como el homeomorfismo composicién § = A~ '« f. Se tiene

t

entonces el siguiente diagrama: |

1
P=VU,M V > —-5§ c M c £

f! f B g

|

| f
J 1
NS=MyM M > ‘§-P s c M f

!

{obsérvese que si existiese un homeomorfismo 8’ : M — M que extendiese?a B, entonces
N3 seria homeomorfa a S?). Como # = h™!. f preserva la orientacién, por el Teorema 1
de [L.1], § es isot6pico a una composicién de homeomorfismos de torsién, es; decir, existen
n : § — S homeomorfismo isotépico a la identidad, existen A,..., A, 1-nudos en Sy

existen signos €i,..., €, tales que |
l
§

B=nohg ... kg

. . . - L
Consideramos ahora el enlace referenciado L constituido por los r l-nudos

c(Ar x {1}) = Li,...,c(Ay x {r}) = L,, obviamente disjuntos, con referencias
ar + €,...,a; + €; respectivamente, donde a; = lk(A;, A; X 1) es la a,uto%referencia del
1-nudo A; en S,z € {1,...,r}, es decir, L es el enlace totalmente incluido en M dado por

la presentacién mediante la semirrecta real siguiente: ;

ar + € ar+ €
A, Ay :
L=—if | |

Se verifica entonces que N° &= M} (es decir, N° es homeomorfa a la 3-variedad com-
pacta sin borde conexa que se obtiene al hacer r cirugfas disjuntas de tipo'(2,3) a 53, de

acuerdo con el enlace referenciado L).
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Para probar la anterior afirmacion, observemos en primer lugar que podemos suponer

n = lg. En efecto, considerando en tal caso hy = hen y By = h7'e f, entonces
ﬁl :hl_lof: n_loh_lnf :n_loﬂz n_lonoh;llo___ (] f{r = CA}IO P nh,z'r

y por otro lado, M [, M ~ M |,, M puesto que n es extendible a un homeomorfismo de
M al ser isotopico a la identidad de §.

Por comodidad en la notacién, supondremos que r = 2, es decir, § = h} <% .
La definicion de kY y k% supone elegidas inmersiones topolégicas que preservan la
orientacién, e; : A — S con e;(Séjz) = A ye: A— S con 62(5§/2) = A, (véase
la Definicidn 2.7).

Consideramos K; = c(tm(ez) x [1,2]) y K1 = c(im{e1) x [3,4])}, que son dos toros
sélidos en IntM (topoldgicos o, si trabajamos en la categoria diferenciable, variedades
diferenciables con borde anguloso}, y disjuntos (estdn “cavados” en M a distinta profun-

didad, siendo K el més superficial).

Consideramos también las aplicaciones
o M —IntK, - M — IntK,

definida por

rlp) = { p i p ¢ cles(IntA) x [0,2))
co(hf x1p,)ec7(p) si p € c(im(es) x [0,1])

71! M- IntKl — M—]TltI{]
definida por
) P si pé¢clei(IntA) x [0,4))
T =
ne co(hY, x1p,)ec7!(p) si p € c(im(e;) % [0,3])

Se verifica que 7, (e igualmente 71) esta bien definida, pues si p ¢ c(e2(IntA)) x [0,2))
y p € c(im(ey) x [0,1]) necesariamente p = c(ea(2),t) con 2 € JA. Entonces
Ak, X o) () = (G, x La)(ea(2), 1) = (b, (ea(2),) = lea(2), 1) = p,
la pemiltima igualdad pues z € JA. Es facil también comprobar que 7, y 7 son homeo-

morfismos.

Como K1 C M — IntK; y 7, es la identidad sobre K, se tiene entonces el homeomor-
fismo 7 : M — (IntK; U IntK,) = M — (IntK, U IntK,). Por otro lado, si definimos
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i
71 (K3) = Kj, K} es, por supuesto, un toro sélido incluido en M — IntKq, y se tiene el
t
homeomorfismo 7 : M — (Inti, U Inti,) —» M — (IntKj U IntK,). Podemos entonces

considerar el homeomorfismo composicién !

i M - (IntKy U IntKy) 2 M — (IntK, U Intk;) = M — (IntK, U IntkK:)
|

!

f‘m(ez)

t

I
Se verifica entonces que 7(9K,) = 9K, (7(0K3) = n(n(8K32)) = n (BI;(Q) =0K}) y
7(0K,) = 0K, (7(0K1) = n(72(0K,1)) = nn(0K,) = 0K1), y ademas 7|s =if3. En efecto,

ésto 1ltimo es consecuencia de la conmutatividad del siguiente diagrama: ?

S © M-(IntK,UIntky) ——

hjqzz T2 E

|

B S C M- (IntKyU IntK;) T
hf‘;l T }

S C M-(UntKjUIntK,) =~

Sea ay un I-nudo en 0K, tal que 7(az) es el meridiano de K}, y sea ; un 1l-nudo
en 0K tal que 7(a) es el meridiano de K;. Supongamos que g, : S! x D? - M y
g1 : 8" x D* - M son inmersiones topoldgicas tales que imn{g2) = K, im(q1) = K1 y
ademds g3(S! x (1,0)) = az, ¢:1(S! x (1,0)) = a;. Entonces N es el resuljtado de hacer
cirugia en S° mediante g; ¥ ¢z, dado que la condicién necesaria y suficiente para que un
homeomorfismo del borde de un toro sdlido se pueda extender a todo el toro sélido es

!
i
|
i
i
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que lleve meridiano a meridiano. Concluiremos entonces que N? = M} si demostramos

lo siguiente:

oy es una longitud de K, con {k(ag, Ax,) = a2 + €2 donde a; = 1k(A2,A2 x 1) ¥
Ak, es el anima de K;, y o es una longitud de K, con lk(oq, Ak,) = a1 + ¢ donde
ay = lk(A1, Ay x 1) y Ak, es el anima de K.

Para empezar, nétese que « es el 1-nudo de 3K, tal que 3(az ) = mg, ¥y oy es el 1-nudo
de K, tal que 71(a1) = mg,. En efecto, obsérvese que 7 induce el homeomorfismo entre
los bordes T : dKy = 0Ky —— 0K} y si () = my,, entonces 7(cs) = 71 {mk,) = mx;,
siendo la ultima igualdad consecuencia de que 7, se extiende a un homeomorfismo de K,
en K!. Igualmente, 7 induce también el homeomorfismo 7 : 8K, = 8K, — 9K, asi
que si 1i{a) = mg,, entonces 7(a;) = mg, dado que T2|ax, = l|sxk,. Asi, el Teorema 1.23

se sigue ahora del siguiente resultado:

Lema 2.12 Sean B un l-nudo en S, € un signo, y e¢: A — 5 una inmersion topolégica
preservando la orientacion con e(.Sg/z) = B. Sea W = c¢(im(e) x [n,n + 1]) para cierto

n € N. Entonces W es un toro solido incluido en IntM, la aplicacion
§: M —IntW — M — IntW

definida por

(o) :{ p si pécle(IntA) x [0,n + 1))

ce(hg x 1p,)ec™(p) si pé€ c(im(e) x [0,n])
estd bien definida, es homeomorfismo, §(0W) = W y é|s = hy.

Ademds §(e) = mw (mw es el meridiano de W) donde o es una longitud de W tal
que lk(o, Aw) = (k(B, B x 1) + ¢ siendo Aw = ¢(B X {n+ 1/2}) el dnima de W.

Demostracion: La prueba de la primera parte es inmediata (igual que para § = =
6 11). Veamos el ademds. Para ello consideremos el I-nudo R en JW definido como
R = (B x {n}). Claramente b = lk(B, B x 1) = lk(R, Aw), asi que [R] = [I},] — a[mw] €
71(8W) donde I, es la longitud preferida de W -toro sélido incluido en S, y mw es

meridiano de W, con (k(mw, Aw) = —1.
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Supongamos entonces que € = +, y consideremos el siguiente diagrama:

+ r

s i s |

N 5 N |

M — IntW - M — IntW i

U 5 U §
1% W cCw

o mw = é6(a) !

Es entonces claro que [o] = [R] — [mw] = [I}] — b[mw] — [mw] = [} + (?—b ~ 1)[mw]

(véase la figura), por lo que « es una longitud de W con lk(a, Aw) = b+ 1!

1
s

R /: I ,
| i
1 '

_ e | = e = = = c —_— — e —
m, - . t
% —> . s
|74 w i

x

v
I Iy = I :
N ? . Z

— | = o= — — —_ _ _ — | = = = =T

- g —my, g |
P ~ '
W w 1
i
Supongamos ahora que € = —, y consideremos el siguiente diagrama: ,
|
hg |
s = s :
N 5 N !
M — IntW M — IntW |
U 5 U |
ow — OWCW f
o mw = §() :

Es entonces claro que [a] = [R]+[mw] = [ — blmw]+[mw] = [l{,’v]-}-(-—b-l-]l)[mw] (véase
la figura en la pagina siguiente), por lo que « es una longitud de W con lk{a, Aw) = b—1.

;
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R i
\
| |
— | = - _ c — | o= DT -
W w
P
—_——
| S; | <
| 1
R — e . -
4 +m 4
// § 4
W W
0
Corolario 2.13 Sean C1,...,C, l-nudosen S y ¢€,...,€ signos. Se verifica entonces

que M| |, M ~ M3} donde

ho=hde.. . ohg

y L es el enlace referenciado totalmente incluido en M con una presentacion mediante la

semirrecta real dada por

donde ¢; = lk(C;,C; x 1) para todo 1 € {1,...,r}.

Demostracion: Notese en primer lugar que h preserva la orientacién por ser composicién
de homeomorfismos de torsién. Tomando entonces f = h,*; ohf o .. ohfeht 5 Sy

B = h7tsf, se tiene que

—hl, f = poer - pt + o pt
B=hTlof = hgre . chg ekt ek, ook ohE,

De acuerdo entonces con el teorema, se verifica que M |, M = M}, donde

d+1 di+1 dg+1 d,+1 c1—¢ Cp — &
my l]_ My Ig Cl Cr
PR —t =
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siendo ¢; = lk(C;,C; x 1), d;i = lk(mi,m; x 1) y d}

todo © € {1,...,g} (Observacién 2.3), asi que el corolario estd probado.

;
Ejemplo 2.14 Los siguientes enlaces referenciados L y K son 0-equivalentes:

S e

En efecto, st C es la curva cerrada simple de S dibujada en la figura,

entonces ¢ = [k(C,C x 1) =

es el homeomorfismo composicién h = hy chfehf y

Por una sencillla combinacién de movimientos de Kirby, Ly ~ L’ donde

1 1 1 -2 -1
my l] 11 C ll
Ly=- 1 — ] 1

-1 -2 —1
T C l]
Vm

|

= lk(L, x 1), pero d; L0= d! para

O

—1, asi que por el Corolario 2.13, M; ||, M1 =~ ML donde k

que es L (salvo isotopia de 5°). Ahora bien, se tiene que k(1) = Ay (h+(h,] (m1))) =

by (RE(h + m)) = hij(—=mi + h +2mi) = hy(h + mi) = m, por lo que MLl M

Lo,

)=

Stx 5%~

M3 . Que L ~ K se sigue ahora del Teorema 1.25.

i

Q
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Corolario 2.15 Sea el enlace referenciado totalmente incluido en M
a + €] Gr + =

Ay A,
L=l |

(ast que las A; son 1-nudos en S, ¢, = £1 y a; = lk(A;, A; x 1) son las autorreferencias

de los A;), y supongamos que el homeomorfismo de S definido por la composicion
hyte .. ohyr

coincide con la composicion
ki o ... ohg,
donde las curvas B; son longitudes, meridianos o curvas de enlace candnicos de 5, y
é; = +1. Entonces L ~ L' donde
“51 _63

B B,
L'=—ro ;

Demostracion: Obsérvese que L ~ L, donde

1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 ay + ¢ ar + €,
my l] e My lg ll my e lg My Al - A.,.
Iy =t | |

(ésto es consecuencia de que kY es el inverso de £ o puede probarse directamente mediante

combinaciones del calculo de Kirby}. De igual modo, L’ ~ L; donde

1 1 1 1 —1 -1 -1 -1 6 —6,
my l1 T My lg 11 i lg Mg Bl BS

Ly

| ] | JI | I | 1 | |

Entonces, si h = hf oh} o ... oh?g‘ oh;y shste ... ohy, por el Corolario 2.13 M, M =
M3, . Como ademas h = Af +hf, ... ohfeh oh o ... <h% con B; meridianos, longi-
tudes o curvas de enlace candnicos de S y §; = %1, se tiene que M| ], M = M} , también
por el Corolario 2.13. Asi que M ~ MUyM ~ M; , L ~ Ly y L' ~ Ly con lo que

L ~ I, que es lo que queriamos demostrar.
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3 CADENAS SIMPLES

El propdsito de esta seccién es, aplicando los resultados obtenidos en la seccion 2, encon-
trar un algoritmo que transforme en enlaces referenciados de Lickorish cierta importante
familia de enlaces referenciados: la familia de las cadenas simples. Dicho de modo infor-
mal, estos enlaces referenciados son las pulseras en las que dos eslabones contiguos se han
enlazado de modo arbitrario, y considerando todas las posibles referencias. Esta coleccién
de enlaces referenciados engloba, por ejemplo, la familia de los recubridores ciclicos de $3

ramificados sobre el nudo trébol (véase [Ro|, pags. 304-308).

' [ L |

Nuestro modo de proceder esta dividido basicamente en dos pasos, que destacamos por

si mismos, dado que constituyen una regla general para intentar analizar otras posibles
i

familias interesantes de enlaces referenciados. La posibilidad de tener éxito con otras

familias depende entonces de la habilidad en la aplicacién de estos pasos.

Definicién 8.1 Un enlace L en S° se dice que es una cadena simple st tras una isotopia
1

de S° aparece como

situado en un plano, salve los “enlazamientos”, que pueden ser

- 0

\/ \_,//
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Ejemplos 3.2 La dnica cadena simple con una componente es el nudo trivial. En cambio,

cadenas simples con dos componentes tenemos las dos siguientes:

@@
D00 (3

Obsérvese que existe un homeomorfismo (la simetria s : B> — R® que lleva un punto
(z,y,2) a (z,y,—z)) que transforma una cadena simple con dos componentes en la otra
(piénsese del papel como el plano z = 0). Pero esta simetria invierte la orientacién de f&*
(el determinante de su jacobiano es negativo) asi que no es isotdpico a la identidad de R,

y no parece haber una isotopia de S® que lleve el primer enlace en el segundo.

Proposicion 3.3 El numero de cadenas simples con n componentes mddulo isotopias de
5% es alo mds n+1. El nimero de cadenas simples con n componentes médulo isotopias

de S® y simetrias por un plano de R® es [(n+1)/2], el menor entero mayor que (n+1)/2.

Demostracion: Para n = 1 6 2 véanse los ejemplos anteriores. Supongamos ahora que

n > 3. Orientamos cada componente del enlace de acuerdo con el siguiente esquema:
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Si hay n componentes, hay n enlazamientos, y junto a cada enlazamiento ;escribimos un

signo (de modo que este signo coincide con {k(L;, L;) de acuerdo con las orientaciones

elegidas para L; y L;):

S
\_/L

Asi, fijada una primera componente, la cadena simple de n componentes, queda deter-

minada por n signos consecutivos, contados de acuerdo con la orientacidn' elegida. Por

ejemplo, — — —— es <
[
IS— A
y——+4—es
- : i
C/( w
/-——_-\ '
—\\_—d// + 1
Nétese que ... — +...esigual a ...+ —... por un giro de una componente;y un cambio

de orientacién en ésta,

con lo que, médulo isotopias de S, hay a lo més n-+1 cadenas simples con n componentes:

N

=
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Supongamos ahora que una cadena simple L estd (salvo enlazamientos) en un plano y
es del tipo + + — + — — —. Sea s la simetria de R? respecto de este plano, de modo
que el nuevo enlace s{(L) = L’ sigue siendo una cadena simpley es — — + — + 4+ +.
Asi que + 4+ — — — por una simetria se transforma en — — + + +, que es isotdpico a
+ + + — —, de modo que a lo sumo hay [(n + 1)/2] cadenas simples con n componentes
médulo isotopias y simetrias por un plano de R*. Que hay exactamente {(n + 1)/2] y no
menos es consecuencia de que las isotopias de S° y simetrias de §° por un plano conservan
el nuimero

|(nimero de signos +) — (ndmero de signos —)|.

Ejemplos 3.4 (los nimeros corresponden a la notacion usada en [Roj). Hay dos cadenas

simples con 3 componentes mddulo isotopias de S y simetrias por un plano de R*:
P

63 - 6:;(\
- \) v_‘_
Hay tres cadenas simples con 4 componentes mddulo isotopias de S3 y simetrias por un

plano de R3:

Cuando trabajamos con cadenas simples referenciadas (o sea, cadenas simples en donde
se ha escogido una referencia para cada componente del enlace), sencillas combinaciones

de movimientos del Célculo de Kirby (ver [Ka] y {K.1]), nos permiten establecer una serie
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{
de equivalencias entre las cadenas simples referenciadas, que limitaran las ?posibilidades

para las referencias de las cadenas simples. Para establecer el resultado necesario en este

sentido, es importante aclarar lo siguiente: |

Observacidén 3.5 Si Dy y D, son partes de dos enlaces referenciados L, y sz, la notacion

D, ~ Dy significa lo siguiente:

i) Eziste una bola cerreda de R® tal que Ly y Ly coinciden en el complementario de

su interior, y dentro de ésta vienen dados por Dy y Ds respectivamente. |

i4)Se tiene que Ly ~ L,, y esta equivalencia se puede obiener por movimientos del

Cédlculo de Kirby que tienen lugar en el interior de la bola senalada exclusi?amente.
|

De acuerdo con lo anterior, establecemos el siguiente resultado:

Proposicién 3.6 Se tienen las siguientes equivalencias de enlaces referenc,:iados:

m+1 1 n+l m n m-1

Y
m+1 1 n+1 m n m-1 <1 n-1
SN ’-\(\ s

Demostracion: Si introducimos una nueva componente trivial con referent%:ia +1, queda:

i

1
m+l -~ n+tl
/‘—“\

W X
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Introduciendo una nueva componente trivial con referencia —1:

1 m-1 1 n-1

PN -1
AW o \ =
-— — ~——

Probamos ahora los casos inferiores. Introduciendo una nueva componente trivial con

referencia +1:

1
m 1 1 m+] i 1 i n+1
I R
j | K( = J

Finalmente, introduciendo una nueva componente trivial con referencia —1, queda:

-1

m s n m-1 TN n-1 m-1 + -1 -~ n-1
N O o
h w =

- A

(
(

O
Como consecuencia de lo anterior, se tiene el siguiente resultado, que limita nuestro pro-

blema al caso en que todas las referencias son uno o menos uno, y quizas un unico cero.

Lema 3.7 FExiste un algoritmo para transformar mediante el cdlculo de Kirby cualquier
cadena simple referenciada L de dos ¢ mds componentes en una cadena simple referen-

ciada L' de manera que L' cumple une de las dos condiciones siguientes:
1) Toda componente de L' tiene referencia +1 ¢ —1.

2) Toda componente de L' tiene referencia +1 6 —1 salvo una componente que tiene

referencia 0.
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Demeostracion: Supongamos que z es la referencia de una componente de I tal que
|z| > 2. En las siguientes representaciones de las cadenas simples, cada segmento es
una componente de la cadena, y el enlazamiento de dos componentes consei:cutivas viene
representado por un pequeio segmento vertical; cuando dos representaciones aparecen
una debajo de la otra, significa que son d-equivalentes. Se tiene entonces, d(ja acuerdo con

la proposicién anterior, lo siguiente:

siz>2 siz < -2
a | T \ b a | T : b
1 i i i i
f
a,—ll —1 l:r:—lI b a-i-lI 41 ':1:+l| b
T I | T I i
a—lI -2 | —1 I;r;—2l b a,+1|+2 |+l Ia:+2|'b
f | j i | T T 1
i
a +1 ——lt—l z—2 b a —l|+1 I+1 I:n+2t‘ b

) I
1 | b I ] [ I 1 1 t

Nétese que el anterior calculo es igualmente valido en el caso en que la cadena simple L

tenga dos componentes.

Repitiendo este proceso sobre todas las componentes con referencias zicon |z| > 2,
por movimientos de Kirby llegariamos a una cadena simple con referencias +1, —1 y tal

vez varios ceros. Ahora se hace desaparecer cada par de ceros:

a 0 ay Gy, 0 b

sia, =—1,yen

a 0 ay 0 -1 -1
| | | I |
| | T 1 1

si @, = +1. Repitiendo este proceso n veces, nuestra cadena simple referenciada original

se transforma en la cadena simple referenciada
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! 7
a | 0 | 0 f ay an. 1 l A, b
I ] f i

a!lllillag a"i.’n--l[ ay, b
E I i l E

De este modo todas las referencias quedan uno 6 menos uno, salvo quizds un cero, y el

lemna esta demostrado. 0

Observacién 3.8 (directa de la prueba del lema} Si el nimero de componentes con refe-
rencia par es impar, quedard una componente con referencia cero, y st el nimero de
componentes con referencia par es par, todas las componentes quedardn con referencia +1

o —1.

Pasamos ya a demostrar el resultado mas importante de esta seccién:

Teorema 3.9 Ezxiste un elgoritmo pare transfomar en enlace referenciado de Lickorish

cualquier cadena simple referenciada.

Demostraciéon: Por el Lema 3.7, podemos suponer que todas las referencias de la cadena
simple referenciada son +1 6 —1, salvo quizas un cero, y por la Proposicion 3.3 que el
enlace es (salvo isotopias de S® y simetrias por un plano de £%) del tipo +...+—...— —
(tal vez —...—), donde la componente con referencia cero (si la hay) ocupa el lugar

intermedio entre los dos dltimos signos menos:

con referencia 1,-1
o tal vez 0
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El primer paso consiste en encontrar un enlace incluido en M isotépico a nuestra
cadena simple. Si el nimero n de componentes de la cadena simple es par, escribimos
las componentes X; con : impar como longitudes candnicas de M, donde ¢ = (n/2) + 1,
poniendo X; como longitud ¢ — 1, X3 como longitud g — 2, hasta X,,_; como primera
longitud. Ahora dibujamos las componentes X; con ¢ par, pero ¢ # n (se tienen tres

posibilidades de acuerdo con los signos):

H{O=O) (Q=0)-

1

La componente X,, es la siguiente:

A_Y L

Si el niimero n de componentes de la cadena simple es impar, tomamos g = ({n+41)/2)+1,
y ahora son las componentes X; con ¢ par las longitudes candnicas de M , poniendo X,
como longitud ¢ - 2 de M, X, como longitud ¢ — 3 de M, hasta X, cor:no longitud 1
de M. Las componentes X; con 7 impar (¢ # 1,n) van de acuerdo con los signos, con las

tres posibilidades ya analizadas, mientras que la componente X, es igual que en el caso
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en que n es par. Para la componente X; hay ahora dos posibilidades, dependiendo de que

la cadena simple empiece con un signo +,

o bien sea — ... —:

En cuanto a las “profundidades” a las que deben cavarse estas curvas en M para
obtener un enlace incluido en M isotdpico a nuestra cadena simple basta tomar dos
precauciones: las longitudes seran las curvas mas hundidas, y la dltima curva (la corres-
pondiente a X, ) la mas superficial. Como ejemplos, calculamos el enlace incluido en M
isotdpico a la cadena simple de 8 componentes +++— — — —— , y el enlace incluido en M

isotopico a la cadena simple de 7 componentes + 4 ++ — — — — (véase la pigina siguiente).
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!
!
1
t
]
]
I
]
t
]
3

Cadena simple + ++ - - - - -
Cadenasiniple+++-— ---
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El segundo paso consiste en modificar las curvas cerradas simples en S para ajustar
sus autorreferencias a las referencias de las componentes de nuestro enlace. Notese que
todas las autorreferencias de las curvas cerradas simples en S construidas en el primer
paso son cero salvo la autorreferencia de la curva correspondiente a la componente X,, de
la cadena simple, que es +1, y salvo la curva correspondiente a la componente X; en el

caso en que n es impar y la cadena simple es — ... —, cuya autorreferencia es también +1.

Asi, como las referencias de la cadena simple son %1, salvo quizas cero para la com-

ponente X, los ajustes necesarios son los siguientes:

i) Si la referencia de X, es £1, la curva cerrada simple en S que le corresponde debe
ser modificada ligeramente hasta obtener una curva con autorreferencia cero y que no

varie el tipo del enlace. Una tal curva es:

ii) St n es impar y la cadena simple es del tipo —...—, la curva cerrada simple en 5§
que corresponde a X; se modifica ligeramente hasta obtener una curva con autorreferencia

cero y que no varie el tipo de enlace. Una tal curva es:
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|
Hemos obtenido entonces un enlace referenciado totalmente incluido enlI M isotdpico

a nuestra cadena simple de partida. Supongamos que la siguiente es una presentacién de
!
este enlace referenciado totalmente incluido en M mediante la semirrecta real:

a + 6 a, + ¢,
A A,

(asi que las A; son l-nudos en S, ¢ = £1 y a; = [k{A;, A; x 1)). Coﬁsideramos el

homeomorfismo de S definido por la composicion
o 1.—€1 —F
h - Al °L,..® hArr

Por [L.2] y {L.3] se pueden encontrar (de modo algoritmico) curvas B,--}- de entre los
meridianos, longitudes y curvas de enlace canénicos de M y signos §; =it:t1 tales que
h = hi}l o ... oh%‘s. Entonces, por el Corolario 2.15, el enlace de Lickorish presentado
mediante la semirrecta real dado por ‘
—01 —85

B B,

1

]

|
t

es J-equivalente a la cadena simple referenciada de partida.

Concluimos este capitulo mostrando un ejemplo de aplicacién del teorema anterior.
Previamente enunciamos un sencillo resultado, generalizacién del Lema 1(i)' de [L.2], nece-
sario en la aplicacién de los pasos de [L.1] y [L.2] cuando usamos la notacién bl y hg

|

para los homeomorfismos de torsién de S a lo largo de una curva cerrada simple C en 5:

[
Lema 3.10 Sean B y C dos curvas cerradas simples de S, h un homeomorfismo de §
tal que h(B) = C y € un signo arbitrario. Enlonces hy es isotdpico a Jla COMPOSICLON
h"l o h’CC’ o h



138 IV. SIMPLIFICACION DE ENLACES REFERENCIADOS

Ejemplo 3.11 La cadena simple de tres componentes dibujada arriba es 0-equivalente al

enlace de Lickorish

La 3-variedad que define el ejemplo elegido es el recubridor ciclico de S® con tres hojas
ramificado sobre el nudo trébol (véase [Ro|, pdg. 304). Por una simetria respecto del

plano en donde descansa el enlace, se obtiene el enlace d-equivalente



3. CADENAS SIMPLES | 139
!
Entonces, de acuerdo con la demostracién del Teorema 3.9 (compruébese directamente),

este enlace es isotopico al enlace L' totalmente incluido en M; siguiente:

es decir, L’ es el enlace con presentacién mediante la semirrecta real siguiente:
1 1 1

B A h
| | |
I | |

L=,

. Yy Lo 42 5o
Consideramos entonces el homeomorfismo de S3 dado por la composicién b = hpehj oAy
|

De acuerdo entonces con los pasos en [L.2] y [L.3] y el lema 3.10, se demuestra que

g = K b, Bl

y
— bt oh= oht bt ob— oht oh= ot k= b= ok b= oh= bt b= .p—
hp = bl o hog bt ekl o b o, oho ohh, ohy ohD, ohy ok, ohr, o bk, by oh o
'
— bt ohtoh= oht oht ohtoht ohtoh= obt oh= obt Jhmob— ¥ LB
Ry ohg ohy ohy ohy ohy ohyohl ohfoh, ohy ohy ohl ohpohl ohy,ohi,
por lo que

i
|
e b oh= oht ot oh— oht eh= obt ohToh— ab—oh— ob— oht H—.p-
h_hezohmsohezohlz°hma°hm2°hM3°hM2°hfauhﬂzuhﬁuhm1°hm2°hmlohﬂzohﬂlu
i
—obt o bt oh= ohT obt ohFobt obteh= oht oh— oht oh—oh— ot o -
h’l °h61 °hfz °hm1 °hm2 °hm1 uhh °hez °h73 °hm2 °hma uhmz °hm3 °hfz ohﬂz ohﬁla ohez ¢
'
+ Bt b= o h=oh™ o b
hclohfzohmzuhbuhﬁlnhfl’ r

y por el Corolario 2.15 se tiene que L’ ~ L= donde I* es el enlace de Lickorish siguiente:

-11 -1 —-11 11 -1 1111111 1'=1-1

€z M3 €2 lz mg mg Mgz my b e h omy omg omy L e ey I

L ] | | [ ] | | | ] | | | | ] | ' 8 |
L =. l] [ I I i I 1 i 1 I [ I I [ [ I'I 1

1 ~-1-1-1-1-11-11-11 1 -11-1~11 11} 1

m My My ll 7] [3 Ma M3 Mo M3 lg €2 sy €3 € [2 g [2 ’61 [1

AN [N DU (N NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN NN, NN RN N0 S
— 1t T 1 T 1T 1T 1T T T T T+ 1T 1T T T T T 315 1

b
Fl enlace de Lickorish del ejemplo se obtiene entonces mediante combinacioneés del Calculo

de Kirby sobre L*.
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