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• INTRODUCCIONe
e
e
e
• Desdeel afio 1960 en que S. Smaledemostróla Conjeturade Poincaréen dimensiones
• superioresa cuatromediantela asociaciónde asas ([Sm]), estatécnicacobra especial
e
• importanciaen el estudiode las variedadesdiferenciables.Por otro lado, la técnicade
• cirugía de Milnor y Thom ([Mi.1]), concebidaen principio como algo independientede la

• asociaciónde asas,es fácilmenteformulablea partir deésta.
e
• La Teoríade Morseestablecela íntimaconexiónqueexisteentrela asociaciónde asas
• (y por tanto la cirugía) y las funcionesde Morse (aquéllascuyospuntos ¿ríticosson no
e
• degenerados),conexiónquees formuladaen los llamadosTeoremasde Deformacion.

• Estamemoriatrata algunosproblemasconcernientesa los fundamentos,deestasideas
e
• (asociaciónde asas,cirugíasy funcionesde Morse), y en mayor medida,algunasde sus

• aplicacionesal estudiode las hipersuperficiesdel EspacioEuclídeoy de las variedadesde

• dimensiónbaja.
e
e
• Con relacióna los fundamentosde la asociaciónde asas,la sección1 del Capitulo II
• establecela existenciade unaestructuradiferenciablecon borde angulosoen la vane-

dad topológicaobtenidapor asociaciónde asas,y frentea estaestructurao frentea lae
• estructuradiferenciablecon borde diferenciabledefinida usualmentepor la técnicadel

• redondeamientode esquinas([Mi.2]), se proponeuna estructura diferenciable con borde
e

angulosogeneralizadocomo la natural.
• El Capítulo 1 sesitúaasíen el contextode las variedadesdiferenciablesBanásicascon
e

bordeangulosoy declasearbitraria. En el estudiodeestetema,la nocióndesubvariedad
• definidaa partir de lascartasadaptadas([M.O.]) haplanteadodiversosproblemas,entre

• ellosel de la transitividad. La aportaciónfundamentalqueselleva a caboénestamateria
e esla introduccióndeunanuevadefiniciónde inmersión(E-inmersión)y a partir deéstade

e
e
e
e
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subvariedad(F-subvariedad),mostrandocomo estasnuevasnocionesson las naturalesen

estecontexto.Estanaturalidadesjustificadapor el sentidofísico de lasnuevasdefiniciones

(véasela página4), la simplicidadcon queahora se enuncianlos resultados(véansepor

ejemplo el Teorema4.7 o la Proposición2.20) y el hechode queaquellosresultadosque

sonesperados(y conla vieja definiciónno conseguidos)sonahoraciertos,comoson el caso

de la transitividad (Proposición2.8), el hechode poder sumergir las variedadesen algún

Espaciode Banachcomo subvariedadbien situada (Proposición2.?5)-o el deducirque

la intersecciónde dos subvariedadesquese cortan transversalmentees unasubvariedad,

sin restriccionessobrela situación de las subvariedades(Proposición 4.22). Además,

el nuevo conceptode inmersiónapareceahora como el conceptodual del de sumersión

(Proposición 1.2).

Ahora bien,el no poder contarcon las cartasadaptadasnos llevaa vecesademostra-

cionesmás complejas.Así, el primer resultadoesenciales la creaciónde las cartasadap-

tadasa partir deuna F-inmersión(Teorema1.9), quenos permitirá la comparacióndel

conceptode E-inmersión con el de inmersión. Haciendo uso de este resultado, se de-

muestraque los conceptosde F-subvariedadtotalmentebien situaday de subvariedad

totalmentebien situadacoinciden(Teorema2.17), y quetoda subvariedadbien situada

es una F-subvariedad(Teorema2.18). El resultadoanterior es de gran trascendencia:el

de F-subvariedades un conceptoquegeneralizaal de subvariedadbien situada,requisito

esteúltimo imprescindibleparaestablecerla conexiónentresubvariedadesy transversa-

lidad (véanse7.1.14y 7.1.15de [M.O.]). De hecho,logramosprobar(Teorema4.7) quesi

unaaplicaciónes transversala unaF-subvariedadZ, su imageninversaes entoncesuna

E-subvariedad,sin la hipótesis adicional de queZ estébien situada.

El Capitulo 1 contieneademásotro resultadono trivial (Teorema2.23), el cual, for-

mulado de modo impreciso,aseguraquelocalmentetoda F-subvariedades F-subvariedad

y subvariedadsi agrandamosla variedad ambiente de modo adecuado. Por último,

este capítulo muestraun interesanteejemplo de pruebadelicadasobre sumersionesy

F-subvariedades(Ejemplo 3.3).

Así pues,el Capítulo1 y la sección1 del Capítulo II puedenser entendidoscomo un

estudiode los fundamentosde la estructuradiferenciableen la asociacióndeasas.El resto

de la memoriaestádedicadaal análisis de algunasaplicacionesde la Teoríade Morse y

la Cirugíaal estudiodehipersuperficiesy úariedadesde dimensiónbaja.
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Así, en la sección2 del Capítulo 11, probamosun resultadoque permite obtener

• cualquierhipotéticaesferaexóticade dimensióncuatroa partir de k cirugíasdisjuntasde

• tipo (3,2) en la sumaconexadek copiasde S2 x S2 (Teorema2.1).

El CapítuloIII estádedicadoíntegramenteal estudiodelas hipersuperficiesde] Espacio

• Euclídeo. En un primer resultado(Teorema1.13), seconstruye,paracadahipersuperficie

compactade R”~1 no necesariamenteconexa,unafunción de Morse propia de Rn+í en R

con un númerofinito depuntoscríticosy quetienea la hipersuperficiecomo1nivel regular.

• Estasbuenaspropiedadesdela funciónnosvanapermitir estudiarla relaciónentreel tipo

• diferenciable(o topológico o de homotopía)de la hipersuperficiey los puntos críticos de

la función en la región exterior quedefine la hipersuperficie,a pesarde la np compacidad

• y falta devariedadnivel de partidade dicharegión exterior. Esto quedaplasmadoen el

• Teorema2.1 (en la sección2 del Capítulo III), el cual, dicho de modo impreciso,asegurae• que la hipersuperficiees unaesferasi en la región exteriorno existenpuntoscríticos.

• A partir de esteresultadodeducimosel Corolario 2.5, el cual, formuladotambién dee
modo impreciso,aseguraqueen el casode las superficiesde R3, éstasson difeomorfasal

• toro si en la región exterior existeun único punto crítico. La importanciadel resultado

• anterior radicamás en la demostraciónqueen la curiosainformación queofrece. Dichae demostraciónnos da un modogeneraldeestudiarlas hipersuperficiesapartir de la región

• exteriory los TeoremasClásicosde Deformaciónde la TeoríadeMorse. Un bonito ejemplo

• del Corolario 2.5 es el Ejemplo2.6,enel queapareceninfinitos puntoscritic¿sen la regióne acotadapor la superficiey sólo uno en la región exterior.

• Señalarpor último, respectoal Capítulo III, la existenciade dos resultadosbásicose
usadosrepetidasvecesa lo largo deestecapítulo. Estosson el Lema 1.9, sobrefunciones

• propias,y el Lema2.4sobrelaconexiónde nivelesregularesdeaplicacionesdiferenciables.

e
El CapítuloIV vuelveaestardedicadoa las variedadesdedimensiónbaja, en concreto

• a la dimensióntres. En él se aportan algunasideas en torno al problema de Kirby

• de simplificación de enlacesreferenciados.Nuestra idea consisteen señalar los enlaces

referenciadosde Lickorish ([L.2]) como canónicoso minimales, y dar un algoritmo, al
• menosparaciertas importantesfamilias de enlacesreferenciados,quetransformedichos

• enlacesen enlacesreferenciadosde Lickorish. Estealgoritmose basaen un refinamientoe
del llamadoTeoremaFundamentaldela Cirugíaen3-variedades,reflejadoen el Lema2.12

• y el Corolario 2.13. Dicho refinamientose lleva a cabocon la introducción del concepto

• de autorreferenciade una curva cerradasimple en el toro sólido de géñeroarbitrarioe
e
e
e 4-
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canonicamenteincluido en R~, denotadopor M9 (Definición 2.1), y la distinción que

hacemosde un homeomorfismode torsión y su inverso (Definición 2.7 y proposiciones

anteriores).

A partir del conceptode autorreferenciasedefine el conceptode enlacetotalmente

incluido en M2. Dicho de modo resumido,el Corolario2.15 seve entoncescomo un algo-

ritmo paratransformarenenlacesreferenciadosde Lickorish cualquierenlacereferenciado

totalmenteincluido en M2.

Ahora bien, ¿quéseparaa un enlacereferenciadoarbitrario de un enlacetotalmente

incluido en Mg? Esteproblemaesabordadoen la sección3 (del CapítuloIV) parauna

importante familia de enlacesreferenciados,a los que denominamoscadenassimples.

(Estosenlacesincluyen, por ejemplo, los recubridorescíclicos de S
3 ramificadossobreel

nudo trébol). El resultadofundamentaldeestasecciónes el Teorema3.9,el dual, a través

de dos pasosbien diferenciadosy el Corolario 2.15, transformaen enlace de Lickorish

cualquiercadenasimple. En general,la posibilidadde transformaren enlacede Lickorish

cualquierenlacereferenciadodependeentoncesde la habilidaden la aplicaciónde los dos

pasosantesmencionados.

La bellezay sencillezde los enlacesreferenciadosde Lickorish nos han llevado a pro-

poner a éstos como enlacescanónicoso minimalespara las 3-variedades,pero seríade

gran importancia(para el problemade decidir cuándodos enlacesreferenciadosdefinen

la misma 3-variedad)el poder comparardos enlacesde Lickorish entre sí, aunqueesta

cuestiónno es analizadaen la memoria.

Nos gustaría;en otro orden de cosas,hacer algunasapreciacionesque permitiesen

haceruna lecturade la memorialo másamenaposible. Cadacapítulo estáacompañado

de una extensaintroducción quepermite leerlospor separado. En estasintroducciones

se detallan los resultadosmás importantesque se han obtenido, muchasvecesjunto a

aquellasideasquenuncaconstituyen“resultados”peroquenosparecenfundamentalesen

el modo de pensarmatemático.La introducciónincluyeademásunabrevísimareferencia

a la bibliografíaesencial(que no suficiente) del capítulo, salvo enel casodel capítulo II,

parael cual la bibliografia es mas extensapero menossignificativa. Finalmente,en las

seccionesen queestándivididos los capítulosse detallancon rigor las demostracionesde

los resultadosobtenidos.
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Capítulo 1
e

• SOBRE INMERSIONES Y

• SUBVARIEDADES

e
Aunquepuedaparecerparadójico,uno de los problemasquehoy en díaocupaal topólogo

• diferencial consisteen decidir qué tipo de espaciosdebenser objeto de su estudio. De

• modogenérico,a estosespaciosse les ha llamadovariedadesdiferenciables

• La primera acotación de estosobjetos se debea Gauss. Así, unavariedad era un

• subconjuntodel EspacioEuclídeodedimensióntresde modo queen cadapuntoexistiese

un plano tangentea dicho subconjunto. A estosobjetosGausslos llamó superficies.

• Riemann amplió esta categoría:ya no es necesariover las variedadesincluidas en un

• EspacioEuclídeo de un lado, y de otro no hay razón para limitar su din½nsión.Con

algunosmatices,Riemannhabíaintroducidola noción de variedaddiferenciablequehoy

• en día, siglo y mediodespués,siguesiendola utilizada en la FísicaMatemática.

Posteriormenteotras importantesposibilidadeshan sido introducidas:él borde dife-e
• renciableen la Teoría de Integracióny la Topología de dimensiónbajay la dimensión

• infinita en el Cálculo Variacional son dos ejemplosde estehecho.

• En estanecesidadde solucionarlas limitaciones de los espaciostratados,ha surgido

• el conceptode borde anguloso. Es, por ejemplo, el modo naturalde tratar el producto

de variedadescuandoambastienen borde diferenciable.Cuando uno se introduceen el

• estudiodeestasvariedadesobservaqueno setratasimplementedeañadircómplicaciones

• técnicasa las variedadesexistentes,sino quehayunanuevasensacionde lo 4uepuedeser

el borde de unavariedad(por ejemplo,cuandoel espaciotangenteen un punto del borde

e
e
e
e



2 1. SOBRE INMERSIONES Y SUBVARIEDADES

es definible con curvasquese muevenpor el borde exclusivamente).

En estecontextode las variedadescon bordeangulososituamosesteprimer capítulo.

En él, esencialmente,se da contestaciónal siguienteinterrogante:¿quédebemosentender

por subvariedadde unavariedadcon borde anguloso?

La referenciabásicadeestecapítuloes [M.O.]. Las variedadesdiferenciablesBanásicas

de clasearbitraria y con borde angulososon descritasen su primer capítulo. Cualquier

concepto,notación o resultadousadodel que no se dé una referenciaexactapuedeen-

contrarseallí. Nuestropunto de partidaes el estudiode su tercer capítulo,concerniente

al tema de las inmersionesy subvariedades.Como en cualquier casouna subvariedad

es definible a partir del conceptode inmersión,seráprecisamenteen este conceptode

inmersión en el quecentraremosprimeramentenuestroanálisis.

Recordemospreviamentelas definicionesy resultados-básicosdadosen [MO.]:

Definición de inmersión (3.2.1de [M.O.]) SeanX y X’ variedadesdiferenciablesde

clasep, f: X —* X’ unaaplicacióndeclasep y x E X. Diremosquef es unainmersiónde

clasep en x si existenC = (U, q, (E, A)) cartade X centradaen x, C’ = (U’, ~‘, (E’, A’))

carta de X’ centradaen f(z) con f(U) c U’, E es subespaciolineal cerradode E’

admitiendosuplementariotopológicoen E’, «U) c =11(Ut)y qS’of¡uoqY’ = y : «U) ~>

es la inclusión.

Definición de subvariedad(3.1.1 de [M.O.]) Sea X una variedaddiferenciablede

clasep y X’ un subconjuntode X. EntoncesX’ es unasubvariedadde clasep de X si

paracada Y E X’ hay unacartaC = (U, ~, (E, A)) de X centradaen Y, un subespacio

lineal cerradoE’ deE queadmiteun suplementariotopológico en E y un sistemafinito y

linealmenteindependienteA’ de elementosde£(E’, fi), tal que«UnX’) = «U) fl (E’)%

y esteconjuntoes un abiertode (E’)t, (de unatal cartade X sedice queestáadaptada

al subconjuntoX’ en el punto r’ mediante(E’, A’)).

En tal casoseconstruyeunaestructuradiferenciablede clasep sobrecadasubvariedad,

quees coherentecon la topologíainducida:

Proposición (3.1.5 de [M.O.]) SeaX’ unasubvariedadde clasep de X. Entonces

existe una uníca estructuradiferenciablede clasep en X’ tal que para cada Y E X’

y cada carta C = (U,&(E,A)) de X adaptadaa X’ en Y mediante(E’,A’), C’ =

(U n X’, sb~unx’,(E’, A’)) es unacartadeestaestructura.
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• Ambos conceptosquedanrelacionadospor el siguienteresultado(el enunciadoha sido
modificado):

e
Proposición (3.2.4 de [M.O.]) SeanX’ un subconjuntode X, variedaddiferenciable

• de clasep y j : X’ ‘—* X la aplicación inclusión. EntoncesX’ es unasubvariedad

• diferenciablede clasep de X si y sólo si existeunaestructuradiferenciable~declasep en

• X’ cuyatopología es la inducidapor X y j : X’ ‘—> X es inmersiónen todo-punto de X’.

• En tal caso,dicha estructuradiferenciablees única.

e
Nuestraaportaciónaquí es la introducción de un nuevoconceptode subvariedad:no

• se trata simplementede unadefinición másy el análisisde sus propiedades,comparadas

• con las que aparecenen [M.O.], sino que pensamosque este es el concepto natural

parasubvariedadesque debesustituir a aquel otro. Esto es,por supuesto;unaopinióne
• subjetivaen un primer momento. El propósitode estecapítulo es convenceral lector de

• estehecho.

• Definición 1.1 Seanf: X —* X’ unaaplicación de clasep yx C X. Sedice que f es una

• F-inmersiónG’ en x si para toda variedad diferenciable Z de clase p y toda aplicación

• h : X —* Z de clasep existenun entorno abierto VX de x en X, un entorno~abiertoVI(x)

• de f(x) en X’ y una aplicación g : —* Z de clasep de modo que f(Vx) c vJ(~) y

• hIvs = gof~vx, es decir, el siguientediagrama es conmutativo:

• flvx

• hlvr

• z
e
• Estaes la definición básica,y a partir de ella damosel conceptode F-subvariedad:

Definición 2.1 Un subeonjuntoY de una variedad diferenciableX de clasep se dice que

• es una F-subvariedadde clasep de X si existe una estructura diferenciable de clase p

• en Y cuya topología asociadaes la que induce X y la inclusión natural j : Y ‘—* X es

• F-inmersión G~’ en todo punto de Y.

• Obsérvesela simplicidadde las nuevasdefiniciones:éstasno requierenahorael uso de

cartas.

e
e
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Ademásel nuevoconceptodeF-subvariedadestádotadode un claro sentidofísico (de

ahí el uso de la letta F paradistinguir los nuevosconceptosde los usadosen [Mol).
Si X, Y y Z son variedadesdiferenciablesde clasep e Y es F-subvariedadG~ de X,

e;~ denotaráel haz de las funcionesdiferenciablesde X en Z que se anulan en Y: el

sentido físico de una variedad diferenciablequedareflejado en los hacesde funciones

diferenciablesde éstaen cualquierotra variedad. Entonces,si Y es F-subvariedadde X,

se tiene la exactitudde la sucesióncortade haces

paracualquiervariedaddiferenciableZ de clasep, es decir, las aplicacionesdiferenciables

sobre la F-subvariedadserán localmentela restricción de las aplicacionesdiferenciables

sobrela variedady ningunaotra más. Estesentidofísico no se tieneparalas subvariedades

(véaseel ejemplo1.7).

Por otro lado, los resultadosa los que dan lugar los nuevos conceptosse enuncian

ahora con una enormesimplicidad, y aquellos resultadosque son esperados(y con la

anterior definición no conseguidos,como por ejemplo el de la transitividad) son ahora

ciertos. Ahora bien, el no poder contar con las cartas adaptadasnos lleva a vecesa

demostracionesmás complejas,algunasde gran dificultad técnica. El primero de estos

resultadoses la “creación” de las cartasa partir de una F-inmersión,comparandoeste

conceptocon el de inmersión. Estees el resultadoesencialde la sección1:

Teorema 1.9 Seanf : X —~ X’ una aplicación el»’ y x C X. Supongamosque

1)- f preservael borde localmenteen x.

2,1- f preservael índice de los vectorestangentesinteriores en

En estashipótesis,f es F-inmersión6»’ en x si y sólo si f es inmersión6»’ en z.

En la sección2, basándonosenelTeorema1.9 y enbonitascombinacionesgeométricas

de los vectoresinterioresdel bordeanguloso,secomparande modoexhaustivolos concep-

tos de F-subvariedady subvariedad.Previamenterecordamoslas nocionesde estarbien

situadoy totalmentebiensituado:

Definición 2.16 Si X es F-subvariedad(o subvaricdad)C~ de X’, se dice queestá bien

situadasi óx = óx’nx, yse dice queestátotalmentebien situadasi indx(x) = indx}x)

para todo x E X.
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Teorema2.17 SeanX’ una variedaddiferenciable de clasep y X un subebujuntode X’.

EntoncesX es F-subvariedaddiferenciableG’ totalmentebien situada de X’ si y sólo si

X essubvariedaddiferenciableG~ totalmentebiensituada de X’.

Teorema2.18 Todasubvariedad diferenciablebien situada es F-subvaried¿zd.

• El resultadoanterior es de gran trascendencia:el de F-subvariedade~ un concepto

• quegeneralizael desubvariedadbien situada,definición estaúltima imprescindiblepara

• establecerla conexión entresubvariedadesy transversalidad(véanse7.1.14 y 7.1.15 de

• [Mt.]). De hechologramosprobar (sin las hipótesisadicionalessobrela situaciónde la

subvariedad-véase7.1.14 de [Mt.]-) el siguienteresultado,test definitivo de las nuevas

• definiciones:

Teorema4.7 Sea f : X —* Y una aplicación 6»’ transversala una F-subvariedaddije-

• renciable Z de clasep de Y. Entoncesf1(Z) es F-subvariedaddiferenciable de clasep

• deX.

• Por supuestohabrá que definir “transversalidada una F-subvariedad”,pero a dife-

• renciade lo queocurre con los nuevosconceptosde inmersióny subvariedad,las modifl-

cacionesnecesariasparala nuevadefinición no son en modo alguno esenciales.Aún así,

• parafacilitar la lecturay evitar confusiones,utilizaremosel término F-transversalidad

parareferirnosa la transversalidada F-subvariedades,e introduciremosde modoconciso

• aunquesin demostracionesaquellosresultadosbásicosqueusaremosen la. demostración

• del Teorema4.7. Esto seharáen la sección4.

La sección2 contieneademásotro importanteresultado:

• Teorema2.23 SeanU’ un entornoabierto de O en (E’)% y h: U’ —* EZ un~z F-znmerston

• de clasep en O con h(0) = O. EntoncesexisteA” C A tal que h : U’ —* Ef es znmerszon

• y F-inmersión de clase p en O.

• Dicho de modo impreciso,estosignifica, al menoslocalmente,quetoda F-subvariedad

• esF-subvariedady subvariedadsi se agrandala variedadambienteadecuadamente.

• Por último, la sección3 muestraun ejemplono trivial del siguientehecho:

Ejemplo 3.3 Si una aplicación de clase p es sumersiónen todos los1 puntos de la

• tmagen inversa de una F-subvariedad,para poder asegurarque esta imagen inversa es

• F-subvariedad,necesariamentela aplicación ha de preservarel borde en estospuntoslo-

calmente.
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1 F-INMERSIONES

Definición 1.1 Sean X y X’ variedadesdiferenciables de clase p, f : X —* X’ una

aplicación de clasep y x E X. Diremos quef es una E-inmersiónC~ en x si para toda

variedad diferenciable Z de clasep y toda aplicación h : X —* Z de clasep existenun

entorno abierto VV de x en X, un entorno abierto VÍ(r~) de f(x) en X’ y una aplicación

g : —* Z de clase p de modo que f(VV) c Vj~ y hlvx = gof¡vx, es decir, el

siguiente diagrama es conmutativo:

flv± VJ(X)

hlvzr g

Z

Proposición 1.2 Seaf : X —* X’ una aplicación C~, conp > 1. Las siguientesafirma-

cionesson equivalentes:

a) f es F-inmersión67 en x.

b) Existen un entorno abierto WV de x en X, un entorno abierto WI(V) de f(x) en

y una aplicación a —* WV de clasep con f(WX) c W1~ y aofiwx = lwr.

Demostración: b) !=.a) SeanZunavariedaddiferenciableO’ y h : X —* Z unaaplicación

C~. Por hipótesisexistenW~entornoabiertodex enX, WJ(V) entornoabiertode f(x) en

con f(WX) c y existea: W1<’> —~* Wt aplicacióndeclasepcon acflwx = lwr.

Tomamos VV = W~, V1fr) — WJ(’> así que f(Vx) c V1<L~~1 y definimos g = hlvxoa.

Entoncesh¡vx = hlvxolvx = hlvxoaoflwx zgoflv±.

a) t’ b) Por hipótesis,parala variedaddiferenciableZ = X y la aplicación h =

existen VV entornoabiertode x en X, Vf(x) entornoabierto de f(x) en X’ con f(VX) c
Vf(x) y existeg : VJ(V) ~4 X aplicaciónO”’ con goflvx la inclusión5: V” ‘—* X.

TomamosWJ(V) —

9
1(VX) entornoabiertode f(x) enVJW, y por tanto en X’ (nótese

que1(x) E g~(VV)puesf(x) c V1~> y g(f(x)) = x), y tomamosW~ = V’k Es claroque

f(WV) G WJOfl (si y E W~ = V~, f(y) E VJ(V> y g(f(y)) = y E VV). Consideramosen-

toncesa = : Wf(V) —* WV G~. Ahora, si u C WV, entonces<f(y)) = g(f(y)) = y.

Ej



1. E-INMERSIONES 7

La caracterizaciónde F-inmersióndada mediantela anterior proposición evidencia

como este conceptoes dual del de sumersion: una F-inmersiónes aquélla aplicación

que localmentefunciona como secciónde una sumersión. Por otro lado, Veremosen la

sección2 comola definición de F-inmersiónproveedesentidofísico a las F-subvariedades.

Comparamosahoralos conceptosdadosde inmersion.

Proposición 1.3 Seanf : X —* X’ aplicación G~

Jnt(X’). Entonces, si f es E-inmersión C~ en x,

z E ax y TVX es infinito dimensional).

conp=l y xcXconf(x)c

f es inmersión G~ eA x (p E N si

Demostración: Comof(x) e Ini(X’), el resultadoes consecuenciadirectádel siguiente

lemay de 3.2.6 de [M.O.].

Lema 1.4 Seanf : X —* X’ O’ y x E X. Entonces,si f es F-inmersióviO’ en x, ~j

es inyectiva y T±f(TVX)admite suplementariotopológico en

Demostración: Es consecuenciadirectade la primeraproposicióny deresultadosbásicos

sobresuplementariostopológicos:por la proposición1.2, existenun entorno abierto WX
de x en X, un entorno abierto WJ(x) de 1(x) en X’ y una aplicación a : Wf(V) ~

declasep con f(WX) c W<~ y aof~wx = lwx. Luego TV(lws) = Tf(V)ojoTV(fIwx) así

queTV(fIwx) (y por tanto T2,f) es inyectiva. VeamosqueKer(TÍ<V>a) es suplementario

topológico deTVf(TXX) en

a) Ker(TÍ(V>a) es obviamentecerradode

b) TVI(TTX) es cerradode TÍ(V)X’: si {TVf(vfl)} convergea tu E TÍ(~)X’, entonces

{vj = {TJ(V)aoTVf(vfl)} convergea TÍ(V)a(w) E TVX así que tu E TVf(Ta,X).

c) TX.f(TVX)fl Ker(TJ(V)a) = O puessi tu E TVI(TXX), tu = T,,f(v) coik u E TVX, así

queTJCV>a(w) = TJ(V>UOTVJ(v)= y. Si ademástu E Ker(Tf(V)a), entoncesy = O y por

tanto tu = O.

d) TJ(V)X’ = TVI(TVX) + Ker(TÍ(V)a): dado tu E T¡(V)X’, sea y = TJ(f)a(w) E TVX.

Entoncestu = 21,1(v) + (tu — 21,1(v)) con 21,1(v) E TXf(TVX) y T¡(2ja(w — 211(v)) =

Tf(V)a(w)— u = 0. Ej
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Ejemplo 1.5 La hipótesis.1(x) E Int(X’) es necesariaen la anterior proposición. Sean

las variedadesdiferenciablesde clase infinito

X = {(x,y) E fi2,/(z — 1V + y2 = 1} ~ X’ —

y sea 1 = j : X ‘—* X’ la inclusión, que es una aplicación G~.

inmersiónG’ en x = (0,0), pero síesF-inmersiónG~ en x.

Se tiene que f no es

Que f no es inmersión O en x se compruebade

3.2.7de [M.O.]. Paraprobarquef es F-inmersiónC~
= W~) fl X donde

modo análogoa lo que se haceen

en x, probamosb) de 1.2, tomando

= {(x,y) E X’/z2 + y2 < 1}

y a: —* ~ viene dada por

a(z,y)=((
2.2x~:2, (2x)2±y2

)

Proposición 1.6 Sean 1 : X —* X’ aplicación G~ y x E Jnt(X). Entonces, si f es

znmersiónO’ en x, f es tambiénF-inmersiónG~ en x.
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Demostración! Por hipótesis existen G = (U, ~, E) carta de X centrada en x, G’ =

(U’, ~‘, (E’, A’)) carta de X’ centradaen 1(x) con 1(U) c U’ y E subespaciolineal (ce-

rrado) de E’ admitiendosuplementariotopológico en E’ con ~‘ofIuo~i 4 j : «U)

~‘(U’) la aplicación inclusión. Sea F un suplementariotopológico de E en E’ y sea

e : E x E -~ E’ el homeomorfismolineal dado por e(u,y) = u + u. qomo «U) es

abiertode E, «U) x E es abiertode E x E, e(q’4U) x E) es abierto de E’ y por tanto

x F) fl ~‘(U’)es abiertode =b’(U’) asíque de (E’)t,, y por supuestocontieneal

cero.

Tomamos W~ = U, WÍ(V) = (W)
1(e(«U) x E) fl ~‘(U’)). Desde luego W” es un

entorno abierto de x en X y es un entorno abierto de f(x) en X’. Veamos que

f(WT) c WJ<r>. Sea y E WX. Claramente f(y) c U’ y lo que queremós ver es que

~‘(f(y)) E ~(«U) x E) fl ~‘(U’),o sea que e—1(~’(f(y))) E «U) x E. Pero esto ocurre

sí (y sólo si) e—l(á~#(y)) E «U) x E, o lo que es lo mismo, («~)~O) E «U) x E, lo que

es obvio.

Definimos a como la composición

a: ~ —+ ~(«U) ,< E) n ~ (U) —> «U) x E ~* «U) —~ U =

que es trivialmente G~. Veamos que aofIwx = lwx y seconcluiríapor 1.2. Seay E W~ =

U; entonces

a(f(y)) = <(pi (e1(~’(f(y))))) = fi (p’ (e1(j(«y)))))

<(pi(«y),0)) = <«y) = y.

o

Ejemplo 1.7 La hipótesisx E Int(X) es necesariaen la anterior proposición. Seanlas

variedades diferericiables de clase G~ X = [0,1) y X’ = (—1,1) y seaf = 5: X ‘—* X’ la

aplicación inclusión, que es C~. Entonces f es inmersión G~ en x = (0,0) E X pero no

es F-inmersión G1 en x.

Trivialmentef es inmersión G~ en z. Quef no esE-inmersiónG’ en x serádeducido

de un resultadoposterior,queaseguraque las F-inmersionespreservanel borde.

Obsérvesequeparala subvariedad[0,1) de (—1,1) no se tiene el sentidofísico de las

F-subvariedades.
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‘e

El siguienteteoremavuelve a compararlos conceptosde inmersiones,pero ahoralo ‘e
‘e

haráenunasituacionno trivial. Ademásnosllevaráal resultadoanálogoal de sumersiones e
que se tiene en 4.1.13 de [M.Oj. Esta analogía es completa teniendo en cuenta el siguiente ti
resultado,interesanteen sí mismo. ‘e

ti
‘e

Proposición 1.8 Seanf : X —* X’ aplicación G~ y x E X. Supongamosque f es e
sumersiónG~ en x y que existe un entorno W~ de x en X con f(WV fl OX) G OX’. ‘e

ti
Entoncesind(v) = ind(T~f(u)) para todo u E (TVX)~. (Para la definición de (T±X)’,
veasela pdg.68de [M.Oj) ‘e

e
Demostración: Por 4.1.13 (a ~t d) de [Mt.] existe un entorno W de z en X tal que 1 es ‘e

e
sumersión G~ en y para todo y E V~ y ademásf(VX n OX) c ox’. Se sigue de 4.1.14de

[M.O.]que para todo y E VV ind(y) = ind(f(y)) [*]. Por 4.1.13 (a != c) de [M.O.] existen ‘e
G = (U, ~, (E, A)) carta de X centradaen x con U c VV, G’ = (U’, <, (E’, A’)) cartade e

eX’ centradaen f(x), f(U) ci U’, existe q E flE, E’) sobreyectivacon Ker(q) admitiendo e
suplementariotopológico en E tal queq(«U)) ci q5’(U’) y ~‘ofIuo&’ = qI~(U). ‘e

e
Seatu E (T~X)1 y veamosque ind(tu) = ind(TVI(w)). Paraello tómeseu E hi)j con

e~jv) = tu y un e >0 con ev E «U). Entonces e

ind(tu) = indE+(v) = ind~+(cv) = indx(f1(cv)) (~l indx«f(t’(cv))) = ‘e
A A

‘e
indEt(q5’(f(df’(ev)))) = ind~+,(q(cv)) = ind~+,(q(v)) = ‘e

ti
indE+(D(1iof~u<i)(0)(v)) = ‘e

ti
ind(eg2>(D(qs’o fiu o ~ )(0)(v))) = ind(T~f (tu)). e

Ej ‘e
e

e
‘eTeorema 1.9 Seanf: X —* X’ aplicación C~ y x E X. Supongamosque:

1)- Existe un entorno VV de x en X con f(VX fl OX) c OX’ (esdecir, f preservael ti
borde localmente en x). ‘e

‘e
2)- Para todo u E (TVX)1 se cumple que ind(v) = ind(T~f(v)) (por 1.6.17de [M.O.j ‘e

se cumplequeT~f((T~X)~)ci (T~«
31X’)

1). ‘ee
En estas hipótesis, las siguientes afirmaciones sonequivalentes: ti

e
‘e
‘e
‘e
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a) f es una F-inmersiónO” en x.

• b) T~f es juyectiva y T~f(T~X) admitesuplementariotopológico en

• c) f es una inmersión O” en ay

• Demostración:
e
• a)=*-b) Es el lema 1.4, sin necesidadde suposiciones.

e
• b>e’c) Véase3.2.12de [M.O.].

c)zt.a) Sólo usala suposición2) -y entoncesla 1) secumple-.

• Por serf inmersión G~ en x, existen G = (U, ~,(E,A)) cartade X centradaen
e O’ = (U’,~’,(E’,A’)) carta de X’ centradaen 1(x), con f(U) ci U’, E es subespacio

• lineal de E’ admitiendosuplementariotopológico en E’, «U) ci =b’(U’)y ~‘ofIuo~’ =

• 5: «U) ‘—* d”(U’) la aplicación inclusión (en particular, al ser 5 = D(~’ofIuo~’)(0)

y suponer2), tendríamosquef preservalocalmenteel borde en x). La demostraciónse

• basaen la siguienteafirmación:

Existe un subespaciolineal F2 deE’ con E’ = E eT E2 tal quesi e : ‘E x E’2 —* E’

• es el homeomorfismolineal que lleva (y, tu) a y + tu, entonces(E x E’2 )te = ES x E2 (la

• pruebadeestehechosigue las líneasde las págs. 138 y 139 de [M.O.]).

• Dividimos la demostraciónde estaafirmaciónen quatro pasos:

1) E~ — (E’)t nE

• Claramenteeard(A) = ind(x) = ind(0~) = ind(Qr(~)) = card(A’) = k así que E =e
• EX®T<XI,. . .,xk> con x~ E E,k(x5)= ¿í~dondeA = {X1,. ..,Ak} y E’ = (E’)%eT

• <zi,. . . , zk> con z~ E E’, >«z5) =
3ig dondeA’ = {>4,. . . , 4} (proposición1.1.4de [M.04).

Por supuestox
1 E E,!j ci (E’)11 puesf es inmersiónG” en X, y por 2) x1 = e1 + a51z51

• con e1E(E’)%,a~~>0,j1E{1,...,k},j¿#j1’ sii#i’

Dado y E (E’)%flE,y = t+/3l(ei+as~z5,)+...+fik( ek+ aJkz~k)dondetE EXC (E’)%

• (de nuevo,la última inclusión espor ser f inmersión),O =A(y) = fi¡a11 así que fl~ =O
pues a5~ > O y por tanto y E E5 (como ejercicio, que no se requiere en el resto de la

• demostración,puedecomprobarseque (E’)% fl E = EX).

II) Existe {Yi,. . . ,y4 ci E con E = EX er <yi,. . . ,y¡~> y >~(yj) = ¿j~ de modo que

• E’ = (E’)% eT <YI, . .
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{y,,... ,y,~} se consigue reordenando{~L,... , r-}. En efecto, en 1) la biyección

{1,. . . , k} .—* {1,..., k} que lleva i a j~ definidapor la condiciónx~ = e~ + a~~z~1 puede

tomarse la identidad reordenandopreviamenteQn1,... ,xk} pues entoncesA (i) =

A; (t + zí) =

III) Existe un subespacio lineal E’2 de E’ con E’ = E e~E’2 tal que E’2 ci (E’)%.

SeaH un suplementariotopológico de E en E’ y O un suplementariotopológico de

EX en (E’1, así queE’ = E e~H y (E’)% = EX ®r O. Por II) se tiene{yi,. . . , y4 ci E

con E = EX e~ <yi,.. . , yk> y E’ = (E’)% &T <~1,..., yk>. EntoncesE’ = (E’)% eT

= (E~@TO)@T<y1,...,yk>= G+E, ysi y E GnE, y = x +Z~1cv~y~con

x E EX de donde y—x; = ~ E (E’)% fl <y1,...,yk> así quey = Y, E OflEX y

por tanto E’ = E ®T O. Se toma entoncesE’2 = O.

IV) (EXE’2)te=EZXE’2

Si (v,w) E (Ex E’2)t,e, entoncesparatodo A’ E A’,A’(v+ tu) =0,ypor III) A’(v) =0.

Como y E E, de 1) se tiene queu E EZ. Y si (v,w) E E)Q x E’2, entoncesparatodo

A’ E A’, A’9(v, w) = A’(v+tu) = A’(v)+A’(w) =O por III) y 1), asíque(y, tu) E (ExF2)ite.

SeconsideraentoncesVf(x) — (~‘)—
1Q3(#(U) x E’

2) n ~“(U’)) quees abiertode X’ pues

«U) x E’2 lo es de EZ x E’2 = (E x E’)te, y seconsideratambién VV = U. Definimosa

como la composicion

~‘IvI(’) e—’

—* 41(U
t) ni (3(«U) x E’

2) —* ~(U)x E’2 ~N«U) —* U = VV

quees trivialmente O”. Además f(VX) ci Vj<’~ pues si y E «U), 3(y) = 9(j(y),o) E

<9(sI4U) x E’2) 11 #‘(U’), y aoflvr = lvxya que si y E V~, se tiene que a(f(y)) =

=1’—’(pi(E>~
1(~’(f(y))))) = ~ (pi (9—1 (j(44y))))) = ~ (pi(44y),0)) = ~ o ~(y) = y.

Ej

A continúación,dos resultadosgenerales:

Proposición 1.10 Seaf : X —* X’ aplicación O” con p =1. Entonces

Qn E X/j’ es F-inmersiónO” en

es abierto de X.

Demostración:(compáresecon la de 3.2.2 de [M.O.]) Es corolario inmediatode 1.2. Ej
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Proposición 1.11 Seaf : X —> X’ F-inmersión G” en x E X con p =1. Entonces

f preserva el borde localmente en x, es decir, existe un entorno V~ de x en X tal que

f(1~” ni OX) ci OX’. En particular> f(x) E ox’ ~ ~~ ox.

Demostración: Por la anteriorproposición,bastaprobarel “en particular”.

Por 1.2 existen un entorno abierto WV de x en X, un entorno abierto WÍ(x) de f(x)

en X’ y una aplicacióna: W~~”> W~’ de clasep con f(WX) ci Wj<”> y lwx = aoflwz.

Así quea essumersiónO” en f(x) de secciónf~wi. Luego si f(x) E Int(X’), entonces

x = a(f(x)) estaríaen el interior deX por 4.1.11 de [M.O.]. Ej

Definición 1.12 Una aplicación f : X —* X’ de clasep se dice que es una F-znmerszon

O’ si f es una F-inmersiónG~ en todo x de X.

El siguienteresultadoes un test fundamentalparala definición dadade F-inmersión.

Proposición 1.13 Seaf : X —* X’ una F-inmersiónGp, y seah: Z —* X una aplicación

continua dondeZ es una variedaddiferenciable de clasep. Entoncesh es O’ si y sólo si

f.h es O”.

Demostración:(compáresecon la de 3.2.3 de [M.04) !=~) La composiciónde aplicaciones

O” es unaaplicaciói3O’-

@ ) Sea z E Z. Como f es F-inmersión Gp en h(z), existenun entornéabierto

Wh(z) de h(z) en X, un entorno abierto WÍ(h(z)) de f(h(z)) en X’ y una aplicación

a : WI(h(z)) ~ W’«~) de clasep con f(Whfr>) ci W~~~(’«~» y aofIwh(¿) = lWh(t). Como

h es continua,existeun entorno abierto UZ de z en Z tal queh(UZ) ci Wh(z). Así que

hiuz = íWh(Z) O hluz = a o flwhz h~uz, por tanto es O”. Ej

Proposición 1.14 (compáresecon el enunciadode 8.2.16 de [M.O.]) Sea 1 : X —>

una E’-inmersión O’ en x E X y seay : X’ —> X” una F-inmersiónO’ en 1(x) E X’.

Entoncesla composicióngcf : X —. X” es F-inmersión O” en x.

Demostración: Sean Z unavariedaddiferenciableO” y h : X —* Z una aplicación de

clasep. Como f es E-inmersiónG” en x, existenun entornoabiertoVÍ(x) de f(x) en



‘e
e

14 1. SOBRE INMERSIONES Y SUBVARIEDADES ti
e
‘e

unaaplicación a: Vífr> —+ Z de clasep y un entornoabierto UV de x en X de modo que e
f(UX) ci Vj~ y h(y) = aof(y) paratodo y E UX.

Como g es E-inmersiónG” en f(x), claramentegjvÍ(~) : VJ(X) ~ X” esF-inmersión ‘e
‘eO” en f(x), así que existenun entornoabierto VS(x) de g(f(x)) en X”, unaaplicación

¡3 : VS(f(x)) —* Z de clasep y un entornoabierto UJ(x> de 1(x) en VI (a’) (asíqueen X”) e
de modo que g(U

1(a’>) ~ i
3¡g(f(x)) y cx(y’) = 1

3o9(y’) paratodo y’ E ~ ‘e
e

Como f es continuay f(x) E UJV, el conjuntoVa’ definido como Ua’ ni f-1(U-”(a’)) es ‘e

abierto de X y x E Va’. Ademásgof(Va’) ci V~<1<a’» (gof( Va’) = g(f(W)) ci
9(UíÚa’)) ci St

‘ey paratodo y E Va’ setienequeh(y) = c~of(y) = ¡3ogof(y), la primeraigualdad

porquey E Va’ ci Ua’, y la segundaigualdadporque f(y) E U
1~a’~ dadoque y E Va’. Ej ‘e

‘e
e

Corolario 1.15 La composiciónde dos F-inmersionesG” es una F-inmerstonO”. ‘e
ti
‘e

Proposición 1.16 (compáresecon el enunciadode 8.2.19de [M.Oj) Sean1 : X —* X’
y g X’ —+ X” aplicacionesde clasep, tales que la composicióngof es F-inmersión G” e
en x E X. Entoncesf es F-inmersiónO” en ay ‘e

‘e
Demostración: SeaZ unavariedaddiferenciablede clasep y seah : X —* Z unaapli- ‘ee
cación de clasep. Como gof es E-inmersión G” en c E X existen un entornoabierto

V”~j~a’~~ deg(f(x)) en X”, unaaplicacióna : —> Z de clasep y un entornoabierto ‘e

Ua’ de x en X de modo que gcf(Ua’) ci VWfr» y h(y) = aogof(y) paratodo y E Ua’. ti
eClaramenteV~<a’> — g~1(V2(J(a’fl) es abierto de X’ y ¡3 = aog¡~px) : V-’~a’~ —~ Z es O” ‘e

puestoqueg lo es, y f(Ua’) ci v-’(a’) dado queg(f(Ua’)) ci V~<a’>). Ademásparatodo

y E (Ja’ se tiene queh(y) = ao(gof)(y) = (3of(y). Ej

e
‘e
e

Corolario 1.17 Sean1: X —> X’ y g : X’ —* X” aplicacionesde clasep, tales que e
la composicióngof es E’-inmersión O”. Entoncesf es F-inmersión O”.

e
Proposición 1.18 Seanf : X —~ X’ F-inmersión O” en x E X y g : y —~ Y’ F- ‘e

‘e
inmersiónO” ca y E Y. Entoncesla aplicación fx g : X x Y —* X’ x Y’ es F-inmcrszón

O” en (x,y). ‘e

e
Demost ración: Como 1 es F-inmersíonO’ en x, existen U” entorno abierto de x en ‘e

eX, V1(a’) entorno abierto de f(x) en X’ con f(Ua’) ci V1~a’~ y existe una ap]icación

e
e
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a : V~<a’> .—* (Ja’ de clasep con a~flu= =
1u=~ Como y es F-inmersiónO” en y, exis-

ten U~ entorno abierto de y en Y, V~<~~> entorno abierto de g(y) en Y’ con g(UV) ci V~’>
y existe una aplicación ¡3: VU(V> —* UV declasep con flog¡uy =

EntoncesUa’ x U~ es un entornoabierto de (x, y) en X ><

entorno abierto de (f x g)(x,y) = (f(x),g(y)) en X’ x Y’,
f(Ua’) x g(U~) ci V.«a’~ x VS(v> y a x ¡3 : vI<a’) v~(’4 —*

candoque(a x ¡3)o(f xg)~uxxuy= lux X 1u~ =

Corolario 1.19 Seanf : X —* X’ y g
f x y : X >c Y —* X’ >< Y’ es F-inmersión O”.

Y, V1<a’~ vf(v) es un

(f x g)(Ua’ x U”) =

x U” es O” verifi-

Ej

Y —> Y’ F-inmersionesO”. Entonces

2 F-SUBVARIEDADES

Como se anunciabaen h introducción a este

conduce a un nueva definición de subvariedad:

capítulo, el conceptode F-inmersíonnos

Definición 2.1 Sean X una variedad diferenciable de clase p con p =1 e Y un

subconjuntode X. Diremos queY es una F-subvariedad diferenciable de clasep de X si

exzsteuna estructuradzferenciable[A] de clasep en Y tal que:

1) La topología T[Á] asociadaa [A] es la topología queY heredade X.

2) La aplicación inclusión 5: (Y, [A]) ‘—y X es F-inmersiónO’.

En tal caso,la estructuradiferenciableen la F-subvariedades única:

Proposición 2.2 SeaY una E’-subvariedadde clasep de X. Entonces

estructuradiferenciable [A] en Y cumpliendo 1) y 2).

Demostración: (compáresecon la pruebade 3.1.5 de [M.O.]) Supuestas

turasdiferenciablesdeclasep en Y verificando 1) y 2,), probaremos que

existe una única

[A]y [13]estruc-

la aplicación

ly:%[A])—*(YI[B])

es un difeomorfismodeclasep.

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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Como [A]y [13]verifican 1), ly eshomeomorfismoy quees O’ sesiguede la condición

2) para[8] y la proposición1.13. De igual manerasepruebaquesuinversaesdeclasep.Ej

Observación 2.3 Si Y es F-subvariedaddiferenciablede clasep de X, hablaremossim-

plementede Y para referirnos a la variedad diferenciable (Y, [A]), donde[A] es la única

estructura diferenciable O” en Y que cumplelas condiciones1) y 2) de la definición 2.1.

Proposición 2.4 SeanX una variedaddiferenciable O” y V un abierto de X. Entonces

V es F-subvariedadde X y su estructura diferenciable como tal coincide con la definida

en el ejemploE) despuésde 1.2.19 de [M.O.].

Proposición 2.5 Seanf : X —~ X’ un O’ difeomorfismoe Y una F-subvariedadO” de

X. Entonces1(Y) es F-subvariedadGp de X’ y f~y : Y —* f(Y) es O” difeomorfismo.

Proposición 2.6 Si Y es F-subvariedadde X e Y’ es F-subvariedadde X’, entonces

la variedad diferenciableproducto Y x Y’ es F-subvariedadde X >< X’ (y la estructura

diferenciable producto de las estructuras de subvaricdades la estructura de subvariedad

del producto).

Demostración: Es consecuenciadel corolario 1.19. Ej

Proposición 2.7 SeanY E’-subvariedadO’ de X, Z variedad diferenciable dc clasep y

Z —~ Y una aplicación. Entoncesf es de clasep si y sólo si la composiciónjof es de

clasep, donde5 : Y ‘—> X es la inclusión.

Demostración:

=*) La composiciónde aplicacionesdeclasep es de clasep.

~=)Como3 of escontinuae Y es subespaciotopológico deX, .f escontinua. Entonces

se concluyepor la proposición1.13. Ej

Una de las primeras razonesque nos indujeron a pensaren un nuevo conceptode

subvariedadfue el problemano resueltode la transitividad de éstas. Con las nuevas

definiciones,la solución es clara:
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Proposición 2.8 (compáresecon el enunciado de 8.1.16 de [M.Oj) SeanZ variedad

• diferenciable de clase p y X ci Y ci Z subeonjuntos. Supongamosque Y es

• F-subvariedadO’ de Z y X es F-subvariedadO” de Y. EntoncesX es F-subvariedad

O” de Z (y la estructuradiferenciableque hacea X F-subvariedadde Z es la que la hace

• F-subvariedadde Y).

• Demostración: Es consecuenciadirectade la propiedadtransitivade las topologíasini-

ciales y el Corolario 1.15. Ej

Un resultadoen la mismadirecciónes el siguiente:

• Proposición 2.9 (compdresecon el enunciadode 8.2.20de [M.Oj) SeanZ unavariedad

• diferenciable de clase p y X ci Y ci Z subeonjuntos. Supongamosque X e Y son

F-subvariedadesdiferenciablesG” de Z. EntoncesX es F-subvariedaddiferenciable O”

• deY.

• Másaún, tenemosel siguienteresultado: seanY y Z variedadesdiferenciablesde clase

• p, X ci Y ci Z subeonjuntos y X F-subvariedad O” de Z. Suponemosque las aplicaciones

• inclusiones

Xc~*Y y Yc~*Z

son de clasep y la topología de Y es la que heredade Z. EntoncesX es F-subvariedad

• diferenciableO’ de Y (mediantela estructuradiferenciable que la haceE’-subvariedadde

•

Demostración: Es consecuenciadel Corolario 1.17. Ej

• Proposición 2.10 SeanX variedad diferenciable de clase p e Y un subconjuntode X

tal que para todo y E Y existe un entorno abierto VV de y en X de modo que Y ni V~ es

• F-subvariedad O” de X. Entonces Y es F-subvariedad diferenciable de clase p de X.

• Demostración: Sean[X] la estructuradiferenciablede X y para caday c Y, [A1j la
únicaestructuradiferenciableO” en Y ni VV tal que T[Á~] = T[x]LynvY y la inclusión

• (Y ni VV, [Aj) ‘—* X es F-inmersiónO”. Secumplenlas siguientescondiciones:

• 1)Y=U~6~(YniV~)
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2) Paratodosx,y E Y se tieneque (Y ni Va’) ni (Y ni VV) es abiertode (Y ni Va’, TrÁ~l):

(YnVflni(YniVV) = (YniVa’)niV~ es abiertode (YniVa’,TrÁ~,l) dadoqueVV es abierto

de X y T[Á~] = T~xu¡ynvs.

3)Paratodos x,y e Y, [Áa’1I(ynvx)n(ynvu)= [Aj¡(ynvx)n(ynvY). En efecto, ambas

estructurasdiferenciableshacena (Y ni Va’) ni (Y ni VV) F-subvariedadesO” de X por la

proposición 2.8, así que coinciden por la proposición 2.2.

Por 2.4.5 de [M.O.] existe unaúnicaestructuradiferenciable[Y] de clasep en Y tal

queparatodo y E Y, Y ni VV esabiertode (Y,T[y]) y [Y]l(n-~vu) = L4~]~ Claramenteesta

estructuradiferenciablehacea Y F-subvariedaddiferenciableO” de X. Ej

La relación entre F-subvariedades y sumersiones (véase 4.1.1 de [MO.]) es ahora

fácilmenteobtenible:

Proposición 2.11 Seanf : X —* X’ aplicación de clasep y Z unaE’-subvariedadO” de

X’. Supongamosquepara cada x e f”(Z), f es sumersiónde clasep en x y existe un

entorno Va’ de x en X tal que f(Va’ ~ OX) ci OX’. Entoncesf—i (Z) es F-subvariedadO’

de X.

Demostración: Seax E f—1(Z). De 4.1.13 d) de [MO.] se tiene un entorno abierto V

de x en X, un abierto V’ de X’ con f(V) ci V’, unavariedaddiferenciableX” de clasep

sin bordey una aplicaciónh : V — X” de clasep tal que(h,f1v) : y —+ X” x V’ esO”

difeomorfismo. ClaramenteV ni f~1(Z) = (h, flvfli (X” x (y’ ni Z)), así que V ni f’ (Z)

esF-subvariedaddeclasep de V (por las proposiciones2.4, 2.8 y 2.9setieneque V’ ni Z es

F-subvariedadO’ de V’ puesV’ es abiertodeX’ y Z es F-subvariedadO” de X’. Luego

seaplican las proposiciones2.6 y 2.5). Por la proposición2.8 severifica que V ni f1(Z)

esF-subvariedadO” deX. El resultadosesigueahorade la proposición2.10. ni

El siguienteresultadoes unageneralizaciónde 4.1.11 de [M.O.]:

Proposición 2.12 Seaf : X —* X’ una aplicación de clasep. Supongamosque T~f es

sobreyectivapara cierto x e X. Entoncesindx(x) =indx’(f(x)).

Demostración: SeanO = (U, ~,(E, A)) cartadeX centradaen x y O’ = (U’, ~‘, (E’, A’))

carta de X’ centradaen f(x) con 1(U) ci U’. Seag = ~‘ofIuo&’ : «U) —*
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la localización-def en x, así que (etY>)—’.T~f.% = Dg(O) : E —* E’. Sean A =

{Ai,...,Am} y A’ = {A1,...,A~}, tales que E = EX e~ <yl,...,ym>1con y~ E E,

= ¿~ y E’ = (E’)1~ eT <xi,..., x,.> con x~ c E’, A(x~) =
3q~ Queremos pro-

bar quem > n.

PorhipótesisDg(O) essobreyectiva,y en cualquiercasoDg(0)(E~) ci (E’)% (1.2.10 de

[M.O.]). Estos dos hechosson suficientesparacomprobarque la aplicacióncomposición

es sobreyectiva(dado w E <xi,..., x,,> existe y - ¿ E tal que P2 oDñ(0)(v) = tu,

u = e + >D~L
1 A~y1 con e E EX, así que p2oDg(0)oi(~’i1 ~jy~) = p2oDg(0)(v — e) =

p2úDg(0)(v) —p2oDg(0)(e) = p2oDg(0)(v) = tu). - U

Corolario 2.13 Sea f : X —* X’ una sumersiónO” en x E X. Entoncesindx(x) >

tndx’(f(x)).

Consecuenciadel anterior corolario y el hecho esencial de que el concepto de

F-inmersiónes el dual del desumersión(proposición1.2) es el siguienteresultado:

Corolario 2.14 Seaf : X —* X’ una E-inmersiónC~ en x E X. Entoncesindx(x) <

zndx’(f(x)). En particular, si x E OX, entoncesf(x) E OX’.

Nos disponemosahora a estableceruna relación exhaustivaentre los conceptosde

F-subvariedady subvariedad.Las relacionesestablecidasaquí,apartede su obvianecesi-

dad, son usadasde modo básico para establecerla relación entre el concepto de

F-subvariedady el de transversalidad,que se daráen la sección4. Dos hechosclaves

seránobtenidos: todaF-subvariedadtotalmentebien situadaes una subvariedad,y toda

subvariedadbien situadaes unaF-subvariedad.En amboscasos,la demosttaciónse basa

en el Teorema1.9 y en bonitas ideasgeométricassobreel borde angulosoy sus vectores

interiores. Veamospreviamenteuna importanteobservacióny unadefinición:

Observación 2.15 SupóngasequeX es una F-subvariedady una subvariedadde clase

p de X’, asíque existen estructurasdiferenciables[A] y [13]en X tales que T[Áí = T<51 y

son las inducidaspor X’, la inclusión3: (X, [Al) ‘—* X’ es E-inmersión O” y la inclusión
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5: (X, [5]) ~—* X’ es inmersiónO”. Entonces

lx: (X,[A]) —* (X,[B])

es obviamentehomeomorfismo,es de clasep por 8.2.8 de ¡MO.] y su inversaes de clase

p por la proposición1.18, de modo que [A] = [13].

Definición 2.16 (véase8.1.10de [MO.] paralas mismasdefinicionesen subvariedades)

SeaX una E’-subvariedadde clase p de X’. Diremos que X está bien situada en

si OX = OX’ ni X y que X está totalmentebien situada en X’ si para todo x E X,

indx(x) = indx’(x).

Teorema 2.17 SeanX’ una variedaddiferenciablede clasep y

Entonceslas siguientesafirmacionesson equivalentes:

X un subconjuntode X’.

a) X es subvariedadO” totalmentebien situada de X’.

b) X es F-subvariedadO’ totalmentebien situada de X’.

Demostración: a) =~‘ b) Sea5 : X ‘—~ X’ la inclusión de X en X’. Para probar que

X es F-subvariedaddiferenciableO” de X’, consideramos[A] la estructuradiferenciable

O” de X queda a) y quehace que j : (X, [A]) ‘—* X’ sea inmersióny T[Áí la topología

inicial asociadaa5. Bastapuesprobarquej : (X, [A]) ‘—* X’ es F-inmersiónde clasep.

Paraello probaremosla condición 2) del Teorema1.9 (la condición 1) se tiene por estar

X totalmentebien situadaen X’).

Seanpues x E X, w E (T~X) y comprobemosque ind(tu) = ind(T~j(w)). Paraello

tomamoscartas O = (U,~,(E,A)) de X centradaen x, y O’ = (U’,#,(E’,A’)) de X’

centradaen 5(x) con 5(U) ci U’ de modo que E sea subespaciolineal de E’ en donde

admitesuplementariotopológico, ‘¡4(J) ci =b’(U’)y la localización seala inclusión, o sea

fojluo&1 = i : «U) <—~ t’(U’), así queD(c,b’ojluo&’)(0) es la inclusión i : E ~ E’.

Sea y E EZ con e~4v) = tu, así queT~j(tu) = T~joe~(v) = e~.,oi(v) = e~,(v).
Entonces,si elegimose > O con ev e «U), tenemos

ind(tu) = indE+(ev) = indx(qY”(cv)) =
A

zndx’(j(401(cv))) = ind(EI,
1(41050#—‘ (ev)) = ind(EF)+,( CV) =

znd(E~)+(v)= ind(T~j(tu)).

ti
ti
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ti
ti
ti
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e
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e
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b) !=. a) De nuevousaremosfundamentalmenteel Teorema1.9. Por hijótesis existe

una estructura diferenciable [A] declasep en X tal quej : (X, [A]) ‘—* X’ es F-ínmersion

O’ y homeomorfismosobre la imagen. Se trata de probar que 5 : (X, [A]) ‘—* X’ es

inmersión declasep.

Sea x E X. Como X está totalmentebien situada en X’, para poder aplicar el

Teorema1.9 basta demostrar la condición 2) de sus hipótesis. Seapuesw C (T~X)1 y

veamosqueind(w) = ind(T~j(w)).

SeanO = (U, </i, (E,A)) cartade X centradaen x, O’ = (U’, 41, (E’, A’)) cartade X’

centradaen 5(x) con 5(U) ci U’ y llamamosg a la localización de 5 en estascartas,es

decir,g = q5’ojjUoq’r1. Como indx(x) = indx’(j(x)), se tienequecard(A) = card(A’), y

obviamenteg es F-inmersiónO” en O con g(O) = 0. Además,si y E i4 coA %(v) = tu,

entonces ind(tu) = ind~z(v) y ind(T~j(tu)) = ind(Dg(0)(v)). Así pues, es suficiente

demostrar la siguiente afirmación:

SeanU un abiertode EZ con O E U y g : U —+ (E’)% una F-inmersiónO’ en O con

g(0) = O. Supongamosque card(A) = card(A’). EntoncesDg(O) : E —* E’ conserva

el índice de los vectores,es decir,indE+(v) = ind(E~)+(Dg(O)(v)) paratodo y E EZ.

Como g es F-inmersiónG” en 0, por la proposición 1.10 es F-inmersiónO” en todo

punto de un cierto entornoabierto W0 de O en U. Entoncespor el corolario 2.14 se

tiene que ind~+(x) = ind<~I)+(g(x)) para todo x E W0. Además,de aduerdocon la

proposición1.2, existenU0 entornoabiertode O en U y V0 entornoabiertode O en (E’)t

con g(UO) ci V0 y existe unaaplicación a : V0 —> U0 de clasep tal que tuo = aogjuo.

En particularl~ = D(aog¡uo)(0) = Do}0)oDg(0) : E —* E. De 1.2.10de [M.O.] sesigue

que

Dg(0)(E) ci (E’)t,, Da(0)((E’)t) ci EZ

y
Dg(O)(E~) ci (E’)%, Da(O)((E’)1~) ci

Por supuesto

Da(O)(Dg(0)(EX)) = EX.

Pongamoscard(A) = n = card(A’) siendoA = {X
1,. . . , k~} y A’ = {M

Paso 1: ind(Dg(O)(v)) =ind(v) paratodo y E EZ.
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Si y E EZ, Dg(O)(v) = lim~...o+ s(tv) e md(~(tv)) = ind(g(tv)) =md(iv) = ind(v),

la desigualdadporque iv E W0 si i > O es suficientementepequeño. Luego Dg(0)(v)

lim~.~ y,. con ir¿,d(y,.) = ind(v) y es fácil comprobar entonces que ind(Dg(0)(v)) =

ind(v).

Paso 2: si ind(v) = n, entoncesind(Dg(O)(v)) = n.

Es trivial por el paso 1 y las igualdadescard(A) = n = card(A’). Es, de hecho, la

inclusión Dg(O)(E~) ci (E’)%.

Paso 8: si ind(v) = u — 1, entoncesind(Dg(0)(v)) = n — 1.

Si y E EZ con ind(v) = n —1, por el paso 1, Dg(O)(v) tieneindicen —1 ó u, y si fuese

u, Dg(0)(v) E (E’)%, así queDa(0)(Dg(0)(v)) E EX pero estoes el propio u que no está

en EX puessu índice es u — 1, no n.

Paso 4: si ind(v) = u — 2, entoncesind(Dg(O)(v)) = u — 2.

Sean{vi,...,v,.} ci E con A~(v~) = ¿~j demodoqueE = EXeT<ví,...,v,.> y y E EZ
con znd(v) = u — 2. Abusandode la notación,supongamosqueu = e

0 + a1v1 + a2v2 con

e0 E EX, a1 > O ya2 > O. ComoDg(O)(EX) ci (E’)%, ind(Dg(O)(v)) = ind(Dg(O)(aivi +

a2v2)). Además Dg(O)(aivi + a2v2) = Dg(O)(aivi) + Dg(0)(a2v2) y por el paso 8

Dg(0)(aivi) y Dg(0)(a2v2) tienen índice u — 1. SeaA~ E A’ el único elementode A’

que no se anulaen Dg(0)(aivi) y A E A’ el único elementode A’ queno se anulaen

Dg(O)(a2v2),así que

A(Dg(0)(aivi)) > O y >1(Dg(0)(a2v2)) > 0.

Si fuese i ~ 5, obviamenteDg(O)(aiv1)+ Dg(O)(aivi) tendríaíndice u — 2 y habríamos

acabado. Supongamospues que = 5 (véase la figura de la página siguiente).

Entonces Dg(O)(aivi) = t~ + ¡3íw,~ y Dg(O)(a2v2) = tg + ¡32wk donde E’ =

(E’)% eT <tui,... ,tu,.>, w~ c E’ con A~(tu~) = ¿~ ~ e (E’)%, ¡3í > O y ¡32 > O

(véase 1.6.17 de [M.Oj) y k e ji,..., u]> Tomamosih = faíví y y2 = a2v2 así que

Dg(0)(i91 + y2) = Ep~(t’0 + ¡3ízvk) + tU+fJ2tuk —02 j’ + t~ E (E’)%. Luego ~1 + ~ E 4
pero >ií(ví + ~2) = 2t2.ai ~ 0, lo quees unacontradiccion.
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Paso 5: ind(v) = ind(Dg(0)(v)) paratodo y e EZ.

Teniendo en cuentalos pasosanteriores,puedesuponerseque ind(v) = n — k con

k>3 esdecir,v=eo+alvl+...+akvkcona~>0yk=3(denuevoabusamosdela

notaciónpor simplicidad). Es claro queind(Dg(0)(v)) = ind(Dg(0)(aiv1 + ... + akvk)),

Dg(O)(aivi + ... + akvk) = Dg(0)(aivi) + ... + Dg(O)(a~vk), y que Dg(’))(a~v~) tiene

indice n — 1 por el paso 8. Luego setiene unaaphcacion

{1,.. . ,k} A {í,. . . ,n}

definidapor la condiciónde queÁ~.(¿> es el únicoelementode A’ con >4(~)(Dg(0)(a¿v~))> O.

Es trivial ver quesi r es inyectiva, entoncesind(Dg(O)(aivi + ... + a~v~)>= n — k y el

paso 5 estaríaconcluido,y con él la pruebadel teorema.

Supongamosque no es inyectiva. Por comodidaden la notación, supongamosque

r(1) = r = ‘r(2) paraun cierto r e {1,. . . , n}. Así que >4. es el único elemehtode A’ que

no seanulaenDg(O)(aivi) y es elúnicoelementode A’ queno seanulaen Dg(0)(a2v2). O

sea >4(Dg(0)(a1v1)) > O, >4(Dg(0)(a2v2)) > O y A~(Dg(O)(a1v1))= O = A~(’Dg(O)(d2v2))

paratodo i e {1,. . . , n} — {r}. Resultaentoncesobvio quea1v1+ a2v2 tieneindicen —2

en EZ y Dg(0)(aivi + a2v2) = Dg(0)(a1v1)+ Dg(O)(a2v2)tieneíndice n —Yen (E’)I, en

contradiccióncon el paso4. Ej
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Veamosahoracomo el conceptode F-subvariedades unageneralizacióndel concepto

de subvariedadbien situada:

Teorema 2.18 SeaX una subvariedaddiferenciable de clasep de X’ bien situada. En-

toncesX es F-subvariedadO~ de X’.

Demostración: Sea5 : X ‘—* X’ la inclusión. Por hipótesis,existe una estructura

diferenciable [A] de clasep en X tal que T[Áí es la topología que X heredade X’ y

5 : (X, [A]) ‘—* X’ es una inmersión O”. Seax c X y veamosque5 es F-ínmersíonO” en

Y.

Como5 : (X, [A]) ~—* X’ es inmersiónen x de clasep, existenO = (U, ~,(E, A)) carta

de (X, [A]) centradaen x, O’ = (U’, ~‘, (E’, A’)) carta de X’ centradaen 5(x) = x con

5(U) = U ci U’, E es subespaciolineal de E’ admitiendosuplementariotopológicoen E’,

«U) ci qS’(U’) y ~‘o5~uoqk”= i: «U) c~~* ¡“(U’) la inclusión. Además

d5(«U))) ci 5(~b’(U’))

e
i(Jnt(14U))) ci Int(=b’(U’))

dadoqueX estábiensituadaen X’. Así pues,la cuestiónha sido reducidaaun problema

local:

Sean V un entornoabierto de O en EZ, E’ = E eT E’ e i : V c~~* (E’)t, la inclusión.

Supongamosque i(8V) ci 5(E’4 e i(IntV) ci Jnt(E’)%. Entonces es

F-inmersiónO” en 0.

Paso 1: se verifica quecard(A) =card(A’).

SeanA={A1,...,A,,}yA’={>4,..., A~}asiqueE=E~®x(xi,...,x~>conx~EE,

= ¿~~yE’ = (E’)%eT<yí,...,ym> conyj cE’, A(y~) = ¿jj. PorsupuestoD(i)(O)=

i: E ‘—~ E’ y cumplequeDi(O)(5EZ) ci 5(E’)% y Di(O)(Jnt(EZ)) ci Int(E’)t. Tenemos

que

=t1+allyl+...+almym
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dondet~ E (E’)% y aI~ =0. Consideramosla matriz

t a11 &21 . -. a,.1 ‘1
a12 a22 a,.2

a1,,. a2m a,.,,. )
Nótesequetodafila debetenerun elementodistinto decero,puesde no ocuiYir así parala

fila i-ésima,entoncesx1 +... + x,. ~ <9EZ y x1 +... + x,. E (E’)% ni (E’)t ci 8((E’)fl.

Así, paracadafllaj E {1,. . . ,rn} existe un i~ E {1,. . . ~4 tal quea~g # 0.

Supongamosahoraqueu > m. Se tieneentoncesx~1 +... + x1,,, E OEZ«peropor otro

lado x~, + ... + Yjm ~ 8(E’)% ya que si k e {1,. . . ,m}, >4(x~, +... + xi,,.) =>4(xik) =

A~(tjk + a~k1y1 + ... + cyj~mym) = A~,(a~kkyk)= a.kk > 0.

Paso 2: Existe una aplicación inyectiva r : .1.... , n} —* {1,. . . , m} tal queparatodo

sE {1,... ,n} se tiene que = r5A~ con cierto r5 > O.

ComoparacadaSE {1,...,n},xí+...+&i+...+x,. E O(E)Z,xi+...+&i+...+x,. =

(t~+.. .+t~j+. . .+t,.)+(aí¡+.. .+&j1±. - .+a,.i)yi+.. .+(aím+. . .+¿qm+anm)ymE a(E’)%

de modo queexiste unafila i = i(5) con a1~ = ... = cy = ... = a,.~ =‘0. Definimos

entonces-r(5) = i(5) y r~ = >4<5>(x1) quees mayorqueceropues>4<5>(xi -t . . . + x,.) > O

y

Es ahoraunacuestiónfácil comprobarqueparatodo 5 E .1.... , n} se cumpleque

=

(sobreEX se anulanpuesEX ci (E’)%, en x1,... ,xj,. . . ,x,. valenceroy eú xj valen r5).

Veamosquela aplicaciónr es inyectiva. Si, por ejemplo,r(l) = r(2) = £ E .1....,

a2, = ... = a,., = O (r(1) = s) y a1, = a3, ... a,., = O (i-(2) s), así que

a1, = a2, = a3, = ... = a,., = O contradiciendoel que toda fila tiene un elementono

nulo.

Paso 8: SeaV un entornoabiertode O en EZ, y E’ — E ~T E’. Seai : V ‘—~

la inclusión. Supongamosque n = card(A) =card(A’) = m y existe una aplicación

inyectiva 7- : {1,. . . , n} —* {l,. . . , m} tal que paratodo i E {1,. . . , n} existeun r~ > O

con = r1A~. Entoncesla inclusión i es F-inmersiónO~ en 0.
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ConsideramosA” = . . , que tiene cardinal n. Obviamente (E’)t ci

y es suficiente probarque i : V ‘—* (E’)%, es E-inmersión O”’ en 0. Ahora bien,

D(i)(0) = i : E ‘—+ E’ es inyectiva y su imagenE admitesuplementariotopológico E’

en E’, de modo que serásuficienteprobar las condiciones1) y 2) del Teorema1.9 para

deducirque i : V ‘—* (E’4. es F-inmersión(y tambiéninmersión)O”’ en 0.

Dado queDi(O) = i, bastaráver quei : V ‘—> (E’)Z~1 conservael índice de los puntos

de V, es decir; que paratodo x E V, indE+(x) = ind(E.)+ (x). Pero esto se comprueba

fácilmentedadoque = r1A1 con r1 > O paratodo E .1...., n}. Por supuesto,los

pasos1, 2 y 8 concluyen la demostracióndel teorema. O

Observación 2.19 La idea que subyace en la demostracióndel teoremaanterior puede

ser ilustrada medianteel siguiente ejemplo:

X = {(x,y) E 11
2/x = y =0}

es subvariedadbien situada de clase infinito de (~2)t~1,~2> y se demuestraque tambiénes

F-subvariedadeliminando algún elementode {Pí,P2} para poder aplicar el Teorema1.9.

-~ <IV)

El nuevoconceptodesubvariedadpermiteestablecerunaequivalenciasin restricciones

sobree) borde (compáresecon 3.3.10de [M.O.]> entree] hechode queunaap]icaczonsea

de clasep y quesu gráfica seaF-subvariedad:
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Proposición 2.20 Sean X y X’ variedades diferenciables de clase p y f
aplicación. Las siguientesafirmacionesson equivalentes:

—* X’ una

1)f es de clase p.

2) C~ = {(x,f(x)) E X x X’/x E X} es F-subvaricdad O’ de X x 2<’ con 8G~ ci

OX x X’ y para todo x E X, T(a’j<a’>)(pl las): T(,,f(~))Gf —* T,,X es homeomárfismo lineal.

Además, en tal caso X y G~r son O’ difeomorfas.

Demostración: Es comoen 3.3.10 de [M.Oj, salvo en la parte 1) =~ 2), dondeahorala

aplicaciónr1 : X —* X >< X’ dadapor I?j(x) = (x, f(x)) es F-inmersiónde ¿laseppor ser

la secciónde la sumersiónPi : X x X’ —* X. o

De hecho,puedeprobarselo siguiente:

Proposición 2.21 (compárese con 8.2.28 de [M.Oj) Seanf : X —* X’ una

de clase p en un punto x de X y y : X —* X” una aplicación de clase p.

aplicación (f,g) : X —* X’ >< X” es F-inmersión O” en x.

Ejemplo 2.22 La aplicación f : R —> [0,+oc) definida por f(t)

infinito, así que por la proposición 2.20 se tiene que Gj = {(t, t
2)

F-subvari edad O”’ de (fi24 (y no es subvariedad).

— (t, t?)

e

E’- znme rs z o n

Entoncesla

es de clase

It E R} es

Para concluir el estudio comparativoentre los conceptosde F-subvariedady sub-

variedad, estableceremosun nuevo e interesanteresultado que las relaciona al menos

localmente:si U es entorno abierto de O en EZ y h : U —* (E’4 es F-inmersión de

clasep en cero, por el teorema3.2.6 de [M-O.] se tiene que h : U —> E’ es inmersión de

clasep en 0, así que, localmente,todaF-subvariedades subvariedadsi seveen un sitio
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másgrandesin borde. El interésdel nuevoresultadoradicaen

variedadambientecon cuidadoparaqueJa F-subvariedadque

subvariedadsin dejarpor ello de serF-subvariedad(siempre,se

siguienteejemploilustra la naturalidadde esteproceso:

X = {(t,t) e fi2¡t =0}

quepodemosagrandarla

teníamosse conviertaen

entiende,localmente).El

es F-subvariedadde

lp-PI12

por lo quees subvariedadde fi2,

y, lo quees másinteresante,es subvariedady F-subvariedadde (R2)+:
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Teorema 2.23 Sean U’ un entorno abierto de O en (E’4 y h : U’i —> EZ una

F-inmersión de clase p en O con h(O) = O. Entonces existe A” ci A tal que h : U’ —* EZ,,
es inmersión y E-inmersión de clase p en O.

Demostración: Por ser h : U’ —~ EZ F-inmersióndeclasep en O con h(0) =0, existenW

entorno abierto de O en EZ, V’ entorno abierto de O en U’ (y por tanto en (E’)%) y una

aplicación q : W—* V’ declasep de modo que h(V’) ci Wy 1v’ = qohlv’. En particular

q(0) = O y ‘E’ = DqQiJ)’Dh(0).

SeanA’ = {A,...,A~} y A =

x~ E E’, >ú(xí) = ¿ji y E = (E)~ e~ <y~,...

corolario 2.14 n ‘Cm

.

así que E’ = (E’)R, eT <xi,

,Ym> con yj E E, >4(y~) 4

-. . ,x,,> con

~ Por el

Sea
a

11 a21t &12 a22

a—

a1,,, a2m

la matriz de coeficientesrealesdefinidapor las

y sea

¡321

¡322

la matriz de coeficientesrealesdefinida por las

... a,.2

... a,~,,,)

ecuaciones

e zE{1,.

ti
ecuaciones

Obsérvesequeajr=Oy/%,=Oparatodoie{1,...,n},rE{1,...,m},5E{1,...,m}

y s E {1,.. . ,n}, al conservarselos vectorestangentesinterioresmediantelá diferencial.

Dado que x~ = Dq(O)oDh(0)(x1) para todo i E {1,. . .,n}, se tiene que la matriz

producto ¡3a es la identidadJ,,,<,,.

Comofi11a11 + ¡3naj2 + .. . + ¡3,niaín, = 1, existei1 E {1,. .. , m} con ¡3~,íaí~~ > 0, así

que fl~,í > O y por tanto a2~, = ... = a,,~, = O de acuerdocon la primera fila de ¡Ja,y

a1~, >0 asíque ¡31,2=... = ¡3~,,, =0 deacuerdocon la primeracolumnade ¡Ja.

Dh(O)(x1) = ei+ajíyí +...+ajmym con e~ E EX

Dq(0)(y~) = ejj + ¡3~xí + ... + ¡35,.x,. con e E (E’)% y SE{1,t,m}.
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Razonando de modo análogo para cada elemento de la

quelo contienen,obtenemos{i1,. . . ,j~} ci 11,... ,m} tales

diagonal y la fila y columna

que

O = Wc = ... = Pi,n = ¡3121 = ¡3123 = ... = ¡3i2n = ... = fi~i = . =

y

O = a2~, = ... = a,.~ = a112 = a312 = ... = a,.12 = ... = a1~ = ... =

TomamosA” = {A~,,. . . , A~~} ci {A1,. . . = A. ReordenandoA si es preciso,podemos

suponerque i~j = j y por tañto queA” = {A1,. . .,A,.} (obsérveseque i~ # ii~ si 5 ~ 5’)’

asíque las matricesa y ¡3 tienenahora la siguienteforma:

a12

O

y

/811

O

cm]

o

¡3nI,

cona¿¿>Oy¡311>Oparatodoie{1,...,n}.

Porsupuestosetienebiendefinidala aplicaciónh: U’ —> EZ,, dadoque4 ci 4,, pues

A” ci A y obviamenteDh(0) es inyectiva y su imagenadmitesuplementariotopológicoen

E (pues h : U’ —* EZ es F-inmersiónO” en 0). Ademásind(EI)+(v) = indE:,,(Dh(0)(v))

por la elecciónhechade A”, así queparaconcluir es suficientecomprobarla condición 1)

del Teorema1.9, es decir, que h preservael bordé localmenteen O.

Paraello probaremosqueexisteun abiertoU” de (E’)Z, con O C U” ci U’ tal quepara

cadai c {1,. . . , n}, h(U”ni(E’)%) ci E~. (estoconllevaríaqueh(8U”) ci 5EZj. Deno ser

así,existirían i E {1,. . . ,n} y unasucesión{Vk}kEN ci (E’)%, {lIk}kEN ci V’ ci U’ ci

con { Vk}kcN kS~ o c E’ y >~(h(vk)) > O paratodo k E PL

Consideramosentoncesla aplicacióndadapor la composición

A~v’oq : W-t V’ ‘—* (E’)I. —* [O,+oo)
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que es de clasep obviamente. Fijemos un k E N. Como Vk E V’, h(vk) E W y

>.~oq(h(vk)) = A~(qoh(v~)) = >.~(vk) = O pues vk e (E’)%. Como A~(h(vk)) > O existe

e > O tal quepara todo t E (—e,e), h(vk) + ty~ E W y por tanto D(AIv’oq)(h(vk))(y1)

coincidecon el límite
)<oq(h(vk) +ty~

)

hm’
t—.0 t

dondeahora t toma tanto valorespositivos como negativos,asíque dicho límite es cero,

o sea

D(>~jvtoq)(h(vk))(y~)= O paracadak E PL

Como ~Mlv’oq es de clasep y {h(vk)} tIZ h(O) = O pues {vk} ~. 0, se tieneque
le—. +oo

D(A~jv’ oq)(h(vk)) —* D(A~Iv: oq)(0), y por tanto

D(A~~v~oq)(0)(y¿)= 0.

Por otro lado, y de acuerdocon la Reglade la Cadena,

D(A~jvtoq)(O)(y~) = D(A~Iv.)(0)oD(q)(0)(yj) = A~(Dq(0)(y~)) = flí~ >0

lo quees unacontradíccion. El

Concluimos esta sección demostrando el Teorema de Inmersión de Whitney para

F-subvariedades. La prueba de este resultado es básicamente la dada en 111.3.8 de [M.O.1]

y sólo ciertasfuncionesadicionalesson requeridasen su desarrollo.Nosotrosdamosaquí

la demostraciónpor razonesdecompletitud.

Para formular el resultado de modo más conciso, establecemosla definición de

E-inmersióndifeomórficade clasep y obtenemosla caracterizaciónesperadade ésta.

Definición 2.24 Una aplicación 1 : X —~ X’ de clasep se dice que es una E’-:nmerszon

difeomórficade clasep si:

1) f es F-inmersión O’.

es homeomorfismo sobre la imagen.

Proposición 2.25 Sea f : X -~ X’ una aplicación de clasep. Las siguientesafirma-

czones son equivalentes:

a) f es E-inmersióndifeomórficaO’.

b) f(X) es E’-subvariedad O~ de X’ y f: X —* f(X) es O’ difeomorfismo.
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St

Demostración: Es análogaa3.3.2de (M.O.j, sustituyendo3.2.4deIM.O.] por ladefinición ‘e

de F-subvariedad. Ej ‘e
e
e
e

Proposición 2.26 (Teorema de Inmersiónde WhitneyparaF-subvariedades)SeaX una ‘e
‘e

variedaddiferenciablede clasep compactay Hausdorff, localmentede dimensiónfinzta n
fija. Entoncesexistenq c 1% A ci {Pí,. . . ,p~} y una E-inmersión O’ difeomórficacerrada u
f: X -~ (fiq)~ tal que1(X) esF-subvariedadbien situada de (R~)t. ‘e

e
e

Demost ración: Como X es compactay Hausdorff, podemossuponersin pérdidade e
generalidadque X es conexay de dimensiónfinita n. Como en 111.3.8 de [M.O.1], se ‘e

tienen: ‘e
e

i) 01 = (U1,~1,(fi’tAÚ), ..., Orn = (Urn,&n,(RtAm)) cartas de X con A~ ci St
{p~,... ,p4, ~~(U~) = (Rtt y X = U711 ~[

1(B(O,1)ni (fitt)- St

e
u) Una aplicación .\ : R~ —* [0,1] de claseinfinita con B[O, 1] = A-1 (1) y (B(O,2))c = ‘e

‘e
‘e

iii) Aplicacionespq : X —* R de clasep dadaspor ‘e
‘e

jt~(x) =1 A(Mx)) si x E tJ~10 si x ~ (J~ Stti
paracadaic{1,...,m}. ‘e

ti
iv) Aplicacionesf~ : X —~ (~~)t de clasep dadaspor ‘e

e

f~(x)= { Pi(x»i(x) si x E U~(0,.’t,O) si x~U~ eeparacada i¿ { 1,... m}. St

Construimosademáslas siguientesaplicaciones: ‘ee
v)Paracadaie{1,...,m},ai:(fi’flt (~~)t es unaaplicación de claseinfinita e

verificando ‘ee

a~(x) = ••~ 0) si xE B[0, 1] ni (R~4.{ (1,2,(0, 1) si x E (B(0, 2)~ ni

Una tal a~ puedevenir dadacomo la composición ‘e
‘e

‘—* fi” -4 [0,1]-t (fitt tie
e
‘e
‘e
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donde e(t) = (t,.’t,t) y s es cualquier aplicación de clase infinita que verifique que

y s((B(O,2))C) = 1.

vi) Paracada i E {l,...,m}, gi : X —> (~“)Z es

gí(x) = { adMx))

La aplicaciónYi es de clase p porque {U1,X

la aplicaciónde clasez dadapor

si xEU~

si x«U¿

— ~[
1(B[O,2])} es un recubrimiento

abiertodeX, gilx ~~‘(B[o2]) es constantey g.¡u~ = a.ost,.

vii) Para cada i E {l,. . .,m}, h
1 : X —> (fi”)I• es la aplicaciónde clasep dadapor

h~(x) = L(x) + gí(x) paratodo x c X, esdecir, h~ = f~ + gj.

Entonces((fi”)Z1 x fi) x ... x ((R’§)t x R) — donde q = rn(n + 1) y

A = {Pk1... . , p~8 } con s <mn, y la aplicaciónde clasep

fi):= (fiq)+

es F-inmersióndifeomórficacerradacon f(X) bien situadaen (fi94.

En primer lugar veremosquef es inyectiva. Seanx,y E X, x y. Por definición de

,í¿ y ser X = u:1 #7
1(B(O, 1) ni (R”4), se tienequeX = U~ pTí(1). Tórneseentonces

uni E {1,...,m} conx E ¡<‘(1). Si y ~p[1(1),claramentef(x) # f(y),ysi y E ¡¡71(1)

en particular x, y E (J~ y por tanto

h~(x) = f¿(x) + gj(x) = p~(x)sti(x) + gj(x) = stdx) + gí(x) =

(la última igualdades consecuenciade que st~(x) E B[0, 1], ya que>(q$i(x))

= B[0, 1]). Y, análogamente,h~(y) =
5t~(y), así que h~(x) ~ h1(y).

pi(x) = 1 y

Como f es de clasep e inyectiva, X es compactoy (fi
9 )I es Hausdorff, f es homeo-

morfismosobrela imageny éstaes cerrada.

Veamosahoraquef es F-inmersiónde clasep. En primer lugar, nóteseque

nl tfl

= U stT1CB(O, 1) ni (~“)t) = U Int(p71(1))
i=1 i=1

(x E ¡¡71(1) ~ ¡z~(x) = 1 ~ A(st~(x)) = 1 ~ st~(x) E B[O, 1] ~ x C #71(B[O, 1]) y se tiene

la igualdad Int(=t[’(B[O, 1])) = st71(B(0,1))). Luego si x E X, existeg E {1,.. . ,m} con

.s(B[O, 1]) = {0}

x E st71(B(O,1)) = Int(s7’(1)). Entoncesh
5 : X —+ (R’flt. es F-inmersióhde clasep en
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e

x puessobrest»(B(O, 1)) se verifica queh5 = f~ + g1 = f~ = ~p la penúltimaigualdad St
e

porque si y E st1
1(B(O,1)) = Int(g71(1)), >~j~~(y)) = 1, así que st~(y) E B[O, 1] y por ‘e

tanto gi(y) = a
5(~~(y)) = (0,.~.,O). e

Entonces,por la proposición2.21, f es F-inmersiónO’ en x. ‘e
‘e

Por último, se trata de ver que la F-subvariedad1(X) declasep de (fiq4 estábien St
tisituada. Por supuesto,es suficiente ver que f(IntX) ci Int((fi~)~). Si x E JntX,

f(x)= ((hí(x)qíí(x)),. ..,(h~(x),p~(x))) E ((lr’)I, x fi) x ... x ((R”)im x fi) — (fiq)+ e

y por tanto ind(R4)+(f(x)) = 2~LI ind(Rfl)+(h~(x)). Sea i c {1,. . . m} y veamosque ‘e
e

ind(ft~>+(h~(x)) = O. Si x ~ st7’(B(O,2)), h¿(x) = gi(x) = (1, .
Tr, 1) y por tanto

ind<Rfl>+ (h~(x)) = O, y si x e st71(B(O,2)), x e U~ y h~(x) = f~(x) + gj(x) = ‘e

¡¡j(x)#í(x) +gj(x) = A(st
1(x))st~(x)+gj(x), >(st~(x)) >0 pues#1(x) E Jnt((fi”)I.) ya que ti

xEJntXyg~(x)=(bi,...,b,,)conb>0 así quemd ~+(h~(x)) =0. El ‘e1— (R>A. e

e
e

Problema. ¿Esposible encontrar, para cada variedad diferenciable de clasep dada, un
Espaciode BanachE, un subconjuntofinito y linealmenteindependienteA ci £(E, fi) y

una F-subvariedadtotalmente bien situada de EZ de clasep difeomórficaa la variedad
e

dada?Puedeintentarserespondera estapreguntaal menosparavariedadesdiferenciables

de dimensiónfinita (véanse[M.O.2] y [A.M.O.PJ). ti

e
e
e

3 F-SUBVARIEDADES Y SUMERSIONES
‘e

En la sección2 probamosel siguienteresultado: e
ti

Proposición 2.11 Sean1 : X —* X’ una aplicación de clase p y Z una F-subvariedad e
O” de X’. Supongamosque para cada x ~ f—

1(Z), f es sumersiónde clasep en x y f ‘e
e

preservael borde localmenteen x. Entoncesf—’(Z) es E’-subvariedadO” de X.
Así pues, en estepunto el resultadoanterior es análogo al quese teníapara subva- ‘e

e
riedades(véase4.2.1 de [M.O.]). Nuestropropósitoen estasecciones demostrarque la
condicióndequef preserveel bordelocalmenteenx es imprescindible.Incluimostambién ‘e

un ejemplo (igualmenteoriginal) de la necesidadde la condición sobreel borde en 4.2.1 ti

de [M.O.]. De hechoempezaremospor aquí: ‘e
ti
e

Ejemplo 3.1 SeanX = (~3)t~,~~3}> ~ = (~2)~;p;} y Z = {(t,t) E Y¡t = 0} ci Y. St
e
e
‘e
e
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e
• Por supuestoX e Y son variedadesdiferenciablesde clase infinita y Z es subvariedad
e

Ct-’0 de Y. Consideramosla aplicación f : X —* Y de clase infinita dadapor f(x,y,z) =
• (y,x+z2)para cada(x,y,z) EX. Entoncesf essumersionO”’ en todo punto de f’(Z)

• pero f1(Z) no es subvariedad diferenciable 01 de X.

e
e
e
e
e
e
e
e
• y f

e
• y
e

e
e
• Que f’(Z) = {(x,y,z) E X/y = x+z2} no essubvariedaddiferenciableO’ de X se

• demuestrade modo análogoa lo quese haceen 3.2.7 de [M.O.].
e
• Veamos que para todo p E F’(Z), f es sumersiónC~ en p. ClaramenteDf es
• sobreyectivaen todo punto de X, así quesi p E IntX, f es sumersión0”’ en p. Seapues
e

p = (xo,yo,za) E f—1(Z) ni OX. Diferenciamosdoscasos:
• Si za = O, entoncesla aplicacióna: Y —* X dadapor a(x,y) = (y,x, 0) e~ secciónlocal

0”’ de len p, ya quea(f(xo,yo,O)) = a(yo,xo) = (xo,yo,0) y f(a(x,y)) f(y,x,0) =e
• (x,y).

e Y sí z
0 >0, corno p = (xo,yo,zo) Ef

1(Z), Ya = x
0 +zg así que ya >0, y como

• p E OX, x0 =0. Entoncesla aplicación a’ : Y —* X dadapor a’(x,y) = (O,x,+$) es

• secciónlocal O”’ de f en p = (0,ya,zo),puesa’(f(0,yo,zo)) = a’(yo,z~) = (0,yo,zo) y

= (x,y).
• f(a’(x,y)) =

• Observación 3.2 Z es E’-subvariedadO”’ de Y (esto se obtiene del teor~ma2.18 ó de

• la proposición1.2) y f
1(Z) es E’-subvariedad0”’ de X pueses (salvo difeomorfismos)

la gráfica de la aplicación de clase infinita h : Y -~ [0, +oc) dada por h(x, z) = x + A.

e
e

f-hz)



36 1. SOBRE INMERSIONES Y SUBVARIEDADES

El siguienteelemploes más elaboradoy la demostraciónde que la imagen inversade

la F-subvariedadno esunaF-subvariedades delicada,aunqueseafácil ver quetal imagen

inversano es subvariedad:

Ejemplo 3.3 SeanX e Y las variedadesdiferenciablesde clase infinito definidas en el

ejemploanterior, y seaZ = {(x, y) E Y! y = x2} ci Y, que es F-subvariedad diferenciable

de clase infinita de Y (pero, por el típico problema de tangencia, no es subvariedad).

Consideramosla aplicación de clase infinita f: X —> Y dada por f(x, y, z) = (y, Y + z4).

Entoncesf essumersiónde claseinfinita en todo punto de f’(Z) = {(x,y,z) E X¡x =

2 — f1(Z) esy 09 pero no F-subvariedadde X.

1

y

En primer lugar veamosque f es sumersionen todo punto de f’(Z). Claramente

Df(x) es sobreyectivaparatodo puntox de X, asíque si p E IntX, f es sumersiónO”’

en p. Seapuesp = (x
0, Yo, za) E f

1(Z) ni OX. Diferenciamosdos casos:

Si z
0 = 0, entoncesla aplicación a : Y —* X dadapor o}x,y) (y,x,O) es seccion

local 0”’ de f en p, ya que a(f(xo,yo,0)) = a(yo,xo) = (xo,yo,0) y f(a(x,y)) =

f(y,x,0) = (x,y).

Y si zo >0, como p = (xo,yo,zo) E f
1(Z), xo = Y~ —4 así que yo> O, y como

p E OX, x
0 = 0. Entoncesla aplicacióna’ : Y —~ X dadapor a’(x,y) = (0,x,+$) es

seccionlocal O”’ de f en p = (0,yo,za), pues a’(f(O,yo,zo)) = a’(y01zg) = (0, yo, zo) y

f(a’(x,y)) = f(O,x,+$) = (x,y).

Demostramosa continuacionque f
1(Z) = {(x, y, z) E ~ ¡ x = y2 —

í~-’<Z)

e
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no es F-subvariedad01 de ~ Si lo fuese, existiría una estructuradiferen-e
• ciable [A] de clase 1 en ft’(Z) de modo que T(ÁI es la topología usual. de f1(Z) y

• 5: (f1(Z), [A]) ‘-~ ~ es F-inmersiónde clase1.
e
• SeaO = (U,&(E,A)) una carta de t1(Z) centradaen p = (0,0,0). Podemos
• suponerque«U) es convexo,y necesariamenteE fi2 por razonestopológicas.Además,

• card(A) = 2 necesariamente(si fuesecard(A) E {0, 1]> existiríaun e > 0 y unacurva dee
• claseinfinita ¡3: (—qe)—* (fi2){ con ¡3(0) = ay D¡3(0) ~ 0, y por tanto a =jo&10¡3

• (—e,e) —* (~3)t ~ sería01 con a(O) = 0 E (R3)t
1~2~3íasíquetendrian?iosDa(0)=O

por un lado, y por otro Da(O) = Dj(O,0,0)oD&~’(0,0)oD¡9(0) ~ O ya qúeD¡3(0) # 0,

• Dst—’ (0,0) es isomorfismoy D5(0,0,0) es inyectiva).

Consideramosla aplicacióncomposiciónh =5Iu~&i : st(U) —* (~3)t1~2~3} queseriae
• F-inmersión01 y homeomorfismosobrela imagen.Luegoexistiríanun entornoabiertoV

• de (0,0)en (fi
2)~p~,p;} y un entornoabiertoW de (0,0,0)en (~3)t~1~2~3} y unaaplicación

e q = (qí,q2) : W —* V de clase1 con h(V) ci W y qch = 11v.

• Como h(0, O) = (0,0,0), «U) es convexo y h es homeomorfismosobrela imagen,se
e verifica, por razonespuramentetopológicas,que

• h(Int(44U))) ci Int(R
3)t~~~} (1.1)

• y

h(t,0) E (fi3)% paratodo (t, 0) E st(U) (1.2)e
• h(0, s) E (fi%% paratodo (O, s) E «U) (1.3)

• obien

• h(t,0) c (fi3)~, paratodo (t,0) E ~b(U) (1.4)
e
• h(O,s) E (R3)% paratodo (0,s) E «~) (1.5)

• Por comodidad,asumiremosquesecumplen(1.2) y (1.3) ((1.1) porsupuesto).Tomemos

• x E f1(Z) ni (fi3)% ni U ni W distinto de (0,0,0) y un entorno abierto Va’ de x en

{0} x [0, +oo) x [0, +oo) con Va’ ci W y Va’ sin borde en {O} x [0, +co) x JO,±oo).

• Consideramosla aplicación qí~vx : Va’ —~ [0, +oo) que es de clase,1, y qi(x) =

• qí(h(0,s))= 0, la primera igualdadporque x E U y se cumplen (1.1) ~ (1.3) y la se-

• gundaigualdad porque (qí(h(0,s)),q
2(h(0,s)))= q(h(O,s)) = (0,s). P¿rel Lema de

• Invariancia del Borde (véase 1.2.12 de [M.O.]) se cumple que D(qílvx)(4) = 0, y por
tanto Dg, (x) = 0. Como la aplicaciónq es de clase1, setieneque ?t-(0,0,0) = 0.

• DV it

e
e



ti
ti
ti
e
ti
e

38 1. SOBRE INMERSIONES Y SUBVARIEDADES ti
e

Llegaremosa unacontradicciónprobandoque~j’~(0,0,0) ~ 0. Paraello consideremos

la aplicacióng : [0, +oo) —* (~3)t~1,P2,P3} declase1 dadapor g(t) = h(t,0). Secumpleque ‘e

e
(hí(t, 0),h2(t, 0), h3Q,O)) = hm ((h2(t, 0))2, h2(t,0), 0) (0 A, O),

Dg(0)(1) = hm e
&40+ t k40+ t ‘e

la segundaigualdadpor (1.2) e im(h) ci f
1(Z) y la última igualdadporque St

ti
= 2h

2(0,0)D(h2(~0))(0) = O e
e

ya que h2(0,O) = O. Ahora bien, qí og = 1lro,+~) ((qí(g(t)),q2(g(t~l) = q(g(t)) = ‘e
St

q(h(t,0)) = (<0)) de modo que
Oq ‘e

1 = D(qjog)(Oftl) = D(qí)(0,O,0)(Dg(0)(1))= D(qj)(O,0,O)(0,A,0)— A
1(0, 0,0), ti

ay ti
asíque ~.(0,O,0) # O, y la demostracióndel ejemploestá concluida. ‘e

e
e
‘e

4 F-SUBVARIEDADES Y TRANSVERSALIDAD
‘e

La transversahidades una de las ideas claves en la Topología Diferencial, permitiendo
ti

construir subvariedadescomo imágenesinversas,invariantesalgebraicosdevariedadesy
de aplicacionesdiferenciables,etc.

ti
En esta seccióntratamosde establecerla relaciónexistenteentre transversalidady

el nuevo conceptode subvariedadintroducido, en lo que se podría considerarcomo el ‘e

test definitivo para la nuevadefinición. Este test es superadocon creces: adaptandola ‘e
tidefinición de transversalidada unaF-subvariedad(aunqueestoseasólo unacuestiónfor- St

mal), el resultadobásicono necesitaahorade hipótesisextraordinariassobrela situación ti

de la F-subvariedad.En efecto,probaremosel siguienteresultado: ti
‘e

Teorema4.7(compáresecon 7.1.14de [M.O.]) Seaf: X -~ Y una aplicación de clasep ‘e

que es transversala Z, una F-subvariedadO” de Y. Entonces f’(Z) es F-subvariedad St

de X. Ste
Dado que la definición de transversalidada una F-subvariedadseránecesariamente

tidistintaa ladadaen 7.1.1de [MO.], al menosformalmentepor no disponerahorade cartas

adaptadas,usaremosel término F-transversalidadparareferirnosaella, y parafacilitar la ‘e

lecturay evitar confusiones,introduciremosde modoconcisoy sin demostracionesaquellos

resultadosbásicosqueusaremosen la demostracióndel Teorema4.7. La demostraciónde St
e

e
‘e
St
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• éste usa7.1.14de [M.O.] en su partefácil, y en su partemás delicadanos muestraque,e
• en cierto sentido,sólo puedehaber transversalidada unaF-subvariedadbien situada.

• Comoconsecuenciade4.7, obtendremosquela interseciónde dosF-subvariedadesque

• secortan E-transversalmentees unaF-subvariedad,sin necesidaddehipótesisadicionales

• sobrelasituaciónde éstas(proposición4.22). La comparacióndeesteresultadocon 7.3.5

• de [M.O-] es unaforma másde ver comoel conceptodeF-subvariedadse imponede modoe
naturalal de subvariedad.

• Definición 4.1 Seanf : X —+ X’ una aplicación de clasep y X” una F-subvariedad

diferenciable de clase p de X’, con 5’ : X” ‘—+ X’ la inclusión. Diremos que f es

• E-transversala X” en un punto x E X si f(x) ~ X” o bien f(x) E X” y entoncesexisten

• un entornoabierto U de x en X, una carta 0’ = (U’, st’, (E’, A’)) de X’ centradaen f(x)
e

conf(U} ci U’, y existeun suplementariotopológicoE’ de E” —

• en E’ tales que la aplicación de clasep definida por la composición

e flu ~‘ e—’
• h:U—*U’——-*#’(U’)’—>E’—-----*E xE’—*E’ -

e
• es sumersiónde clasep en x, dondee : E” x E —~ E’ es el homeomorfismolineal dado
e

pore(u,v)=u+v.

• En tal caso, escribiremosfiiJjX”. Usaremosla notación fi1J~X” para decir que

• f~:X” paratodo x E A, A ci X, y fWFX~t parafW~X”.

• Observación 4.2 En cualquier caso, aunque h no seasumersiónde cláse p en x, sí

• f(x) E X” secumpleque (las pruebasson inmediatas):
e
• a) T~h = E{, ~e—1~(e&x)<í oTa’f donde 0~ = (E’, ‘F, E’) es la carta canónicade E’.

b) Ker(T~h) = (T~f)1(Tf(a’)5’(TJ(a’)X”)).

e
• Corolario 4.3 Sean f : X —* X’ una aplicación de clase p F-transversal a una

F-subvariedad X” de clase p de X’. Sea 5’ : X” —* X’ la inclusión. Supongamosquee
• x E X con f(x) c X” y f?¿’X”. Entonces:

a) TJ(~)X’ = im(T~f) + TJ(a’)5’(Tf(a’)X”).

e
b) (Ttrf<’(TJ(a’)5’(TI(a’)X”)) admite suplementariotopológico en T~X.

e
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Observación 4.4 Nóteseque las condicionesa) y b) equivalena la siguientecondición:

La aplicación composición

a : T~X .3=4Tffr)X’ 4 TJ(a’)X’/TJ(a’)5’(TJ(a’)X”)

es sobreyectiva y Ker(a) admite suplementariotopológico en T~X.

La siguienteproposiciónrecogela informaciónbásicaen torno al nuevoconceptode

transversalidad:

Proposición 4.5 Seanf: X —* X’ una aplicación de clasep y X” unaF-subvariedadde

clasep de X’. Sea5’ : X” —* X’ la inclusión. Supongamosque x E BkX, y f(x) E X”.

Entonceslas siguientesafirmacionesson equivalentes:

i) filJX”

u) flBkXW:X”.

ni) Tf(~)X’ = im(TX(flfikx)) + Tf(~)j’(Tf(~)X”) y (TX(f¡n~x)<’(Tf(X)j’(TÍ(a’)X”)) ad-

rnite suplementariotopológico en Ta’(BkX).

iv) Para todo U entorno abierto de x en X, para toda carta O’ = (U’, st’, (E’, A’)) de

X’ centrada en f(x) con f(U) ci U’ y para todo suplementariotopológico E’ de E” =

(e&a’>)—1(Tf(~)s’(TJ(~)X”)) en E’ la aplicación de clasep definidapor la composzcíon

tu e—’ P2

essumersiónde clase p en x, dondee : E” x E’ —* E’ es el homeomorfismolineal dado

por e(u,y) = u + y.

El siguienteresultadonos muestraque las dos definicionesde tranversalidaddadas

son equivalentes,siemprequetengamosa la vez unaF-subvariedady unasubvariedad:

Proposición 4.6 Seaf : X —* X’ una aplicación de clase p, y supongamosque X” es

al mismotiempo E’-subvariedady subvariedadC” de X’. Entoncesfil4jX” si y sólo si

fifÁX”.

Demostración: Se sigue directamentede las definiciones y la observación2.15. Es

tambiéndeduciblede la proposición4.5 (i ~ iii) y suanáloga7.1.7 de [M.O.] y la obser-

vación 2.15.
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• Pasamosya aenunciary demostrarel resultadomásimportantede estaseccion:

Teorema 4.7 Sean f : X —~ X’ una aplicación de clase p con p = 1 y X” una

• F-subvariedaddiferenciable de clase p de X’. Supongamosque flkFX~~. Entoncesse

• tienen:

• 1) Para todo x E f’(X”) existe un entorno abierto V1~a’~ de f(x) en X’ tal que

• vf<a’) ni X” es subvariedaddiferenciablebien situadade X’.

• 2) f’(X’) es F-subvariedaddiferenciable totalmentebien situada de cLisep de X.

Demostración: En primer lugar probaremos2) a partir de 1). Por la proposición2.10

• bastaencontrarpara cada x E X con f(x) E X” un entornoabierto Wa’ de x en X

• tal que WX ni t1(X”) sea F-subvariedaddiferenciabletotalmentebien situadade X.

• Por 1) existeun entornoabierto VJ<a’) de f(x) en X’ tal que VJ<r> ni X” e~ subvariedad

diferenciablebien situadade X’. ConsideramosWa’ = f1(V’(a’>). Por la ptoposición4.6

• fIwx7T(X” ni Vífr)). Como X” ni V’~a’~ es subvariedaddiferenciablebien situadade X’

por 7.1.14de [M.O.] (f¡wx]>1(X” ni V1<a’)) — Wa’ ni f1(X”) es subvariedaddiferenciable

totalmentebien situadade X, así quetambiénes F-subvariedadtotalmenfrbien situada

• deX por el Teorema2.17.

Ahora probamos 1). Por la proposición 4.5, podemossuponer que 8X = Ql. Sea

• 5’ : X” ‘—* X’ la inclusión, y seax E X con f(x) E X”:
e
• a) Supongamosque f(x) E IntX’. Por ser X” F-subvariedadde X’, f(x) estaría
• en IntX” y se concluiría tomandoun abierto VJ(X> de X’ con f(x) c VÍ(a’> tal que

• VJ<a’>niOX’=0.

• b) No es posibleel caso f(x) E ox’ ni IntX”. Como OX = Ql y f(x) E, OX’, se tiene

que

• T~f(T~X) ci TÍ(±,>(BÑ’X’)
e

siendok’ = ind(f(x)) en X’, y al ser f(x) E OX’ ni JntX”, se deduceque

• Tf(,,)j’(TJ(~)X”) ci TI~(BwX’),

obteniendoambasimplicacionesapartir de 1.2.10de [M.O.]. Luego

T~f(T~X)+ Tf(45’(Tf(~)X”) ci T~>(B~X’) ~T
1<~~X’,

• (el contenidoestrictopor ser k’ # 0), así que f7¿~’X”.

e
e
e
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e

c) Supongamosque f(x) E OX’ ni OX”. En estecaso, dividiremos la demostraciónen ‘ee
trespasos:

c.l) Se verifica que indx’¡(f(x)) = indx’(f(x)). ‘e
ti

Sean O = (U, st1 E) carta de X centradaen x, 0” = (U”, st”, (E”, A”)) cartade X” ‘e
ti

centradaen f(x), y O’ = (U’, st’, (E’, A’)) carta de X’ centradaen f(x) de modo que
f(U) ci U’ y j’(U”) = U” ci U’. e

‘e
Por supuestocard(A”) = indx”(f(x)) = n y card(A’) = indx’(f(x)) = m. Pongamos St

A” = {A7,...,A~} yA’ = {A,...,¾,} asíqueE”= (E”)%,er<xí,...,x,.> dondex~CE” e
y ~(x¿) = paratodo i,5 E {1,. . .,n} y E’ = (E’)% eT <Yí,. . . ,ym> donde y,. E E’ y St

‘e
= ¿rs paratodo r, .5 E (1,..., m}. Como 5’ : X” ‘—* X’ es E-inmersiónde clasep

en f(x), por el Corolario 2.14 setiene quen = indx”(f(x)) =indx¡(f(x)) = m. Por otro e
lado, se tiene la conmutatividaddel diagrama ‘e

ti

2’~X 774 ~í<4’ té
‘e
ti

e&a’~ té
‘e
ti

E E’________ ‘e____________________ D(st’o5’¡unc(st”fl”)(0) E”

y por serfW’X”, se cumpleque e
ti

E’ = D(st’ofluost’)(0)(E)+ D(st’o5’Iuno(st”fí)(0)(E”). ti

Por 1.2.10 de [M.O.] se tienequeD(st’oflu ostí)(O)(E) ci (E’)% (OX = Ql) y también té
ti

D(st’o5’~u”o(st”fl
1)(0)(E”)%t ci (E’)%. Entoncesla aplicacióncomposición

‘—> E” D(st’o5’~u~~o(st”Yí)(0) E’—1-~-—— <yí,. . ‘e
ti

es sobreyectiva. ti
e

En efecto, dado tu E <yí, ... , y,,,>, acabamosde ver que existenelementosu E E” y ‘e

u E E con tu = D(st’of~uostí)(0)(u) + D(st’o5’ju~o(st”)í)(O)(v). Seae” E (E”)%, con ti
té

u = e” + ZL~ A
1x1. Entoncesse tiene ti

‘e
P2 o D(st’ o5’lu¡¡ o (st”)~’)(0)(N3 >~x~) = P2 o D(st’ ‘.i’ju” o (st”)’)(O)(v — e”) = ‘e

i=i ‘e

ti



e

• 4. F-SUBVARIEDADES Y TRANSVERSALIDAD 43

p2(W — D(st’ flu o st1)(0)(u)) — p
2(D(st’ o5¡u~~ o (st”)—’ )(0>(e”)) = w.

• Portanto n m y hemosconcluidoc.1) (hastaaquí, en cualquiercaso,hemosdemostrado

que indx¡4f(x)) = indx’(f(x)) paratodo x E f
1(X”), pero no sabemosnadade los

• puntosde X” queno estánen la imagenpor f de X).

c.2) 5’ : X” ‘—* X’ es inmersiónde clasep en un entornode f(x).

• Por 3.2.2 de [M.O.] es suficientedemostrarque 5 : X” —* X’ es inmersión de clasep
e en f(x), pero estosesiguedel Teorema1.9: por ser]’ F-inmersiónde clasep, se tiene la

• condición1) dedicho teorema,y la condición2) esconsecuenciainmediatadela afirmación

• realizadaen la demostracióndel Teorema2.17 (b!=.a),ya que indx’4f(x)) indx’(f(x))

por c.1).

• c.3) Existeun entornoabierto Vf(a’> de f(x) en X’ tal queX” ni Vj<a’~ es subvariedad

diferenciablebien situadade X’.

• De acuerdocon c.2), sólo nosquedaver lo de la buenasituación. Si y E OX”, entonces
e y e OX’ pues X” es F-subvariedaddiferenciablede clasep de X’, así que de no ser

• cierto c.3), existiría una sucesión{y,.},.EN de puntos incluidos en IntX” H OX’ tal que

• lim,,....~ y,. = f(x). Llegaremosentoncesa unacontradicciónviendoqueen tal casof no

• seríaE-transversala X” en x.

• Para ello, tomamos0” = (U”, st”, (E”, A”)) cartade X” centradaen f(x) y 0’ =

e
(U’, st’, (E’, A’)) carta de X’ centradaen f(x), con 5’(U”) = U” ci U’. Como y,. E OX’

• paratodo n E N, existeun A’ E A’ tal que A’(st’(y,.~)) = O paratodo k E H, siendo {Yflk}

• unasubsucesiónde {y,.}, que seguiremosdenotandopor {y,.}.

• Por 1.2.lOde[M.O.], alsery,. E JntX”setienequeD(st’o5’¡u:~o(st”]>’)(st”(y~))(E”) ci

• (E’)2,. Como {st”(y~)} convergea 0, D(st’oj’Iut¡o(st”flí)(0)(E”) ci (E’)% (en efecto,

D(st’ oJ’(j’Jt¿ o (st”)’) : st”(U”) —* £(E”, E’) es continuapues5’ es declasep con p =1, así

• que la evaluacione: st”(U”) x E” —* E’ dadapor e(z,v”) = D(st’oj’~u~~o(st”fl’)(z)(v”) es

• continuay por otro lado (E’)% es un subespaciocerradode E’).

e
• Definimos H como el subespaciolineal
e
• H — e-’~a’~((E’)%) ~TJ(~)X’ (1.6)
e
• Como (E’)% ci (E’)%, si U = indx}f(x)) = card(A’), entonces

• Tí<~>(Bk’X’) — eí(a’>((E’)%) ci c9f3a’>((E’)%) = H. (1.7)

e
e
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té

AdemásTf(~)j’(Tf(~>X”) = T
1<,~J<(e~ff)(E”)) = ega’>(D(st’ oj’Iu¡¡ o (st”Y’)(0)(E”)) ci e

— H, o sea

TJ(r)5’(TJ(a’)X”) ci H (1.8) St
e

Por 1.6, 1.7, 1.8 y T~f(T~X) ci T.r(a’)(BwX’) (OX = 0) setiene que ti
e

té
T~f(T~X) + Tf(a’)5’(Tf(a’)X”) ci T1~>(B~X’) + H ci H 9Tf(~)X’

y por tanto f CX”. De modo quec.3) es cierto y la demostracióndel teoremaestácon-
ti

cluida. ‘3 ti

É
e

La relaciónentreF-tranversalidady sumersionesquedareflejadaen el siguienteresultado: e
ti

Proposición 4.8 Seanf: X —* X’ una aplicación de clasep, X” una E’-subvariedadde St

y x E f
1(X”). Entonces: St

‘e
a) Si Y E IntX, f(x) E Int(X’) o bienX” estátotalmentebiensituadaen X’, y f es ‘e

sumersiónde clasep en x, entoncesfiifX”.
St

b) Si Y E IntX, f(x) E Int(X’) o bien f preserva el borde localmente en x, y ‘e
e

f 4k;{f(~)}, entoncesf es sumersiónde clasep en x. St
ti

Demostración: Análogaa la de 7.1.12dc [M.O.]. El ‘e

té
e

Haciendouso de 7.1.18de [M.O.], la proposición4.6 y el Teorema4.7, obtenemosuna ti

pruebarápidadel siguienteresultado:
‘e
e

Proposición 4.9 Seanf : X —* X’ una aplicación de clasep y X” una F-subvarzedad ‘e
cerrada de clasep de X’. Entonces{x E X ¡ f~4jX”} es un abierto de X. ti

e
Demost ración: Seax E X con fW~’X”. Si f(x) «X”, existeun entornoabiertoVa’ de x ‘e

‘e
enX tal que f(W) ci X’ — X” por serX” cerrado,asíquef~J&X”. Si f(x) E X”, por el ‘e

Teorema4.7 existeun entornoabiertoVJ(a’> de f(x) en X’ tal queVJ(a’> niX” es subvarie- té
tidad bien situadade X’. Tomamosun entornoabierto (Ja’ de x en X con f(Ua’) ci

Entoncesparatodo y E (Ja’, ft’X” si y sólo si f~u¿J4’(X” ni V1fr>), lo queequivale(por e
la proposición4.6) a que fIuxW~(X” ni V1(a’)). El resultadose sigueahora de 7.1.18 de ‘e

[M.Oj. ‘3 ‘e

‘e
St
té
ti
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e
• Antes de dirigirnos a nuestroúltimo objetivo en estecapítulo, nosgustaríahacerun

• comentariosobrela representaciónlocal de la F-transversalidad.ParaF-subvariedadese• se tieneel resultadoanálogo(con igual demostración)a 7.1.19de [M.O.]:

• Proposición 4.10 Seaf : X —* X’ una aplicación de clasep, X” una F-subvariedad

• totalmentebien situada de X’ y x E t1(X”) con ind(x) = le. Entonceslas siguientes

afirmacionesson equivalentes:

a)fT4X”.

• b) ExistenO = (U,st,(ExGxflk,Apa)) carta deX centradaenx conA

u st(U) = V
1 x V2 x Va; 0’ = (U’, st’1 (Ex E”, A”p2)) carta de X’ centradaen f(x), f(U) ci

• U’, «(U’) = V1 x V” y st’(U’ niX”) = -(01 x y”, y una aplicación ji : V1 x V2 x -~ V” de

• claseptal que~‘cfost
1(yj,y

21y3)=(yíqi(yí,y21ya))para cada(yí,y21y3)E V1XV2xV3.

De esteresultadono puedeesperarsemejoraalgunaquevengadadaporel nuevocon-

• ceptode F-transversalidad,dadoque,de acuerdoconel Teorema4.7, la F-transversalidad

• conlíevael que la F-subvariedades (localmenteen los puntosde la imagendef) subva-

riedadbiensituada. Así pues,unamejoraen la anteriorproposiciónconllevaríalo mismo

• parasubvariedadesbien situadas.

El restode la secciónestádedicadoa obtenerel siguienteresultado:

• Proposición 4.22 Supongamosque X e Y son F-subvariedadesde Z que se cortan

F-transversalmente.Entoncessu intersecciónes una F-subvaríedad.

• En lo quesigue,y de modo brevey conciso,introducimosla noción de transversalidad
e de F-subvariedadesa través de familias de aplicacionesF-transversales,y probamosel

• resultadoanteriorbasándonosen el Teorema4.7.

e
• Definición 4.11 SeaF= {fí : X1 —* Y,.. .,f,~ : X,. —~ Y} unafamilia den aplicaciones

de clasep, todas con valores en una mismavariedad diferenciable Y. DiremosqueY es

• F-transversal en (x1,. . . , x,.) E X1 x ... x X,. si

e
• (fíx...xf~)l4~,, Xn)~

• dondeá = {(y,2Y,y) E Y”/y E Y} es la diagonal de Y”
e
e
e
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Observación 4.12 á es F-subvariedad de Y” pues esde hechosubvariedadbien situada

de Y”, así que Y es F-transversal en ....... , x,.> E X1 x ... x X,. si y sólo si Y es

transversalen (Y1, ... , x,.) E X1 x ... x X~.

Demostración: Lo primero se siguedel Teorema2.18, aunquepuedeprobarsedirecta-

mente,y lo segundoes consecuenciade la proposición4.6. ‘3

Corolario 4.13 SeanY = {fí : X1 —~ Y,..

de clasep, y x=(xí,...,x,.)EXí x...

supongamosque le1 = ind(x¿) para cadai E

siguientesafirmacionesson equivalentes:

—4 y}

x X,. con fí(xi)

{1,.. . ,n} y

unafamilia de aplicaciones

le = r;1 le1. Entonceslas

a) Y es F-transversalen (x1,.. .,x~).

b) Y es transversalen (x1, ..., x,.).

c) La aplicacion composición
T~(fl1 fl)IBgnr X.

)

ak : Tx(Bk(11t.íX1))

es sobreyectiva y su núcleo admite suplementariotopológico, donde5’ : ‘—* Y” es la

inclusión.

d) La aplicación composición

H1 Ta’I(fhlBkx,) 4(TVY)” —~

es sobreyectivay su núcleo admitesuplementariotopológico, donde

(T~Y)”.

es la diagonal de

Demostración: Es consecuenciade la anteriorobservacióny de 7.2.2 de [MO.].

Un casoespecial es cuando Y = {fi : X1 —~ Y, .12

aplicacionesdc clasep con valoresen unamisma variedad

entoncesfí7K,~2>f2 si Y es F-transversalen (x11x2), y el

asi:

—* Y~ es una parejade

diferenciableY. Escribimos

anterior corolario se enuncia

(T~Y)”/D’

Ej
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Corolario 4.14 SeanY = {fí : X1 —* Y, f2 : X2 —* Y} una pareja de aplicacionesde

clasep, y (xí,x2) EX1 xX2 confí(xi) = f2(x2) = yE Y, y supongamosque le1 = ind(x1)

parai=1,2, y le = le1 + le2. Entonceslas siguientesafirmacionesson equivalentes:

a) fl7qQ,~2)f2

b) f1~¼x,,a’2)f2

e) La aplicación composición

ak:T~,(Bk,Xl) X Tr2(Bic2X2)
Ta’í(flIBk1x,) x Ta’2(f2

1Bk
2x2

)

x T~Y)/D

es sobreyectivay su núcleo admite suplementariotopológico, dondeD es la diagonal de

77)” >< T~Y.

d) La aplicación
Tt,(fíIBkx,) + TrÁf2IBk

2x2)
¡3k: T~,(Bk1Xí)x T~2(Bk,X2) T~Y

es sobreyectivay su núcleo admitesuplementariotopológico.

e) La aplicación

Ta’~(Bk1Xí)x T~2(Bk2X2)
(fi lBklXi) —

Ta’
2(f21nk2x2)

T~Y

es sobreyectiva y su núcleo admitesuplementariotopológico.

En particular se tiene la siguienteobservación,quees esencialen lo quesigue:

Observación 4.15 SeanY = {fí : Xí —* Y, .12 : X2 —* Y} una parejade aplicacionesde

clase p, y (x1, x2) E X1 x Xr¿ con fí(xí) = f2(x2)

verifica que fí(xí) = f2(x2) = y E IntY.

= y E Y. Entonces,si fí~j§,,a’,)f2, se

Demostración: Se sigue de d) del corolario anterior y 2.1.10de [M.O.]. ‘3

Proposición 4.16 Seanf : X —* X’ una aplicación de clasep, X” una F-subvariedad

0” de X’ con5’: X” ‘—* X’ la inclusión, y x E f’(X”). Entoncessi fWf,,1<~»5’ se tiene

e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

que fik~’X” y f(x) E IntX’.
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ti

Demostración: Como f~[J<~)>5’, por la observaciónanterior se tiene que f(x) E

Int(X’), y como X” es F-subvariedadde X’, f(x) E Int(X”). Se concluyeentonces

de acuerdocon el Teorema4.7, la proposición4.6 y 7.2.8 de [M.O.]. ‘3

ti
‘e
ti

Proposición 4.17 Seanf : X —* X’ una aplicación de clasep, X” una E’-subvaríedad

O” de X’ con5’ : X” ‘—* X’ la inclusión, y x C f—’(X”). Entoncessi f(x) E Int(X’) y ‘e
e

se tiene que fW(~J(~>p -

e
Demostración: Comof(x) c X”nilnt(X’) y X” es F-subvariedaddeX’, f(x) E Int(X”),

y el resultadose sigueahora de 4.6 y 7.2.8 de [M.O.]. e
ti

o

Sobreestaúltima proposición,tenemoslos siguientesejemplos: ‘e
‘e
ti

Ejemplo 4.18 La proposícion anterior no es cierta con el concepto de transtersalidad:

siX=fi,X’=RtX”={(0,y)cfi2/y=0} y f:X—*X’eslaaplicación

de clase infinita dada por f(t) = (t, t2), entoncesfWoX”, f(0) = (0,0) E Int(X’) pero

.1~‘kooouS’donde5’ : X” ‘—> X’ es la inclusión.

ti

Ejemplo 4.19 SiX = R, X’ = (~2)Z> X” = {(O,y) E X’/y =01 y f: X —~ X’ e
es la aplicación de clase infinita dada por f(t) = (t, t2), entoncesfWtX” y fi&¿(0o»5’

ti
donde5’ : X” ‘—* X’ es la inclusión (obsérveseque f(0) «Jnt(X’)). ‘e

‘e
ti
ti
e
ti
St
u
e
e
e
u
ti

-á
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e

Definición 4.20 Sean X1,X2 F-subvariedadesdiferenciables de clase p de X, y
• Ji : X1 ‘—~ X, 52 : X2 ‘—* X las inclusiones.Diremos que X1 y >4 son E-transversalesen

• (x1,x2)EX1 x X2 si? = {5í,.12} es E-transversalen (xí,x2), y en tal caso escribiremos
e
• Xíkf~,~2)X2. Si Xí y >4 son E-transversalesen todo punto de X1 x X2, escribiremos

• X1W~X2.

e
• Observación 4.21 Si x1 ~ x2, obviamenteX1Wf,,a’2)X2, así que el caso znteresantees
e

cuando x1 = x2(= x) E X1 ni >4. En tal caso, escribiremossimplementeX1?7~jX2 y
• diremosqueX1 y X2 se cortanE-transversalmenteen x.
e
• Proposición 4.22 Sean X1 y X2 E’-subvariedades de clase p de X tales que X1WFX2.
ee EntoncesX1 ni X2 es E-subvariedad0” deX.

e
• Demostración: Sean51 : X1 ‘—* X y 52 : ‘—* X las inclusiones,así quepor hipótesise

Ji WF52, y por 4.16 Sí~FX2. De acuerdoentoncesconel Teorema4.7 X1 flX2 = (51)—
1(X

2)

• es F-subvariedadde clasep de X, totalmentebien situada, y por la proposición2.8,

• X1 ni 24 es F-subvariedadO” de X. O
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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• Capítulo II
e

• SOBRE LA ASOCIACIÓNe
• DE ASAS

e
• Cuandoseabordael temade la asociacióndeasasparaconstruirvariedadesdiferenciables

• suelensurgir inmediatamenteciertasdudasen torno a los objetosqueseestántratando,

provocadaspor el modo excesivamentetécnico con que se introducela estructuradife-

• renciable. En muchoscasos,el problemaes resueltode un modo bastanteindirecto: así,

• por ejemplo,en dimensióntressepresuponeconocidala equivalenciaentrelas categorías

• diferenciabley topológica, y se trabaja con esta última (en donde la definición de lae asociaciónde asases directa), o en dimensióncuatro se suponeigualmenteconocidala

• equivalenciaentrelas categoríasdiferenciabley P.L [Co], para la cual es fácil también

manejarla construcciónde la asociaciónde asas[RS.]

• En la categoríadiferenciableen cambio, la estructuradiferenciablese introduce me-

• diante la técnica de lo queMilnor llamó “redondeamientode esquinas”. Estaidea fue

usadaprimeramenteparaintroducirunaestructuradiferenciableen el productocartesiano

• de dosvariedadescon bordediferenciable[Mi.2], y citadapor S.Smale[Sm] como el modo

• natural de introducir la estructuradiferenciableen la asociaciónde asas. Ahora bien

dado que las variedadescon borde angulosodan lugar al contextonaturaLen el que, sin

• forzamientos,viven las variedadesproducto, ¿no ocurríra lo mismo con las variedades

• obtenidaspor asociaciónde asas,es decir, no tendránéstascabidamas natural dentro

del contextode las variedadescon borde anguloso?El propósito de la primeraseccióndee
• estecapítuloes analizarestasituación. Desgraciadamente,nuestrarespuestaa la anterior

• cuestiónno es un sitan claro como en el casodel productode variedades.No obstante,
e
e
e
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ciertos aspectosde la cuestión son aclarados: en primer lugar, a diferenciade lo que

ocurre con el producto de variedades,la definición de unaestructuradiferenciableen la

variedadtopológicaquese obtieneal asociarun asarequierede importantesy no fáciles

teoremasde isotopía,cuandono haycompacidad.La construccióndetalladaquehacemos

del procesodejarápatenteestehecho. En segundolugar, dichaconstrucciónnospermitirá

obtenerunaestructuradiferenciablecon borde angulosode modo trivial.

Aún así,algunasreflexionesposterioresa la elaboracióndeestamemorianos inducen

a pensarque, si bien la idea esencialexpuestaanteriormente(las variedadescon borde

angulososonel contextonatural parala asociaciónde asas)es correcta,debemosprevia-

menteconsiderarun tipo más general de variedadescon borde anguloso: aquellas que

localmenteseanla unión de variossemiespaciosdel EspacioModelo, aunquetal unión no

seaconvexa. Un pasoprevio al desarrollodeestaidea seríademostrarel teoremade la

función inversaparaestosobjetoslocales(véase[M.O.] paraunademostraciónen el caso

de las variedadestratadasen el primer capítulo de la memoria).

Comoejemplo ilustrativo en el uso de la cirugía, técnicaíntimamenteconectadacon

la asociaciónde asas,la sección2 está dedicadaa demostrarun resultadosobreel tema

de las esferasexóticasde dimensióncuatro. La dimensióncuatroes la másbajaen la que

se puedenencontrardos variedadesdiferenciablesno difeomorfaspero si homeomorfas,

es decir, existen variedadestopológicasde dimensióncuatro que soportanal menosdos

estructurasdiferenciablesesencialmentedistintas. Sobreeste tema, una cuestiónmuy

analizadaperoaún sin respuestaes la desabersi existeunavariedaddiferenciablehorneo-

morfa a la esfera usual de dimensión cuatro, pero no difeomorfa. Este es el llamado

problemade la existenciade las esferasexóticasde dimensióncuatro(véansepor ejemplo

[A.K.] y [Gol]).

Nuestraaportaciónenestetemaesdar un mododeobtenercualquierhipotéticaesfera

exóticadedimensióncuatromediantela técnicade la cirugía. Probaremoslo siguiente:

Teorema 2.1 Si M es una esferaexóticade dimensióncuatro, existeun numero natural

le tal queM se obtiene de la suma conexa de le copias de 9 x 9 mediante le cirugías

disjuntasde tipo (3,2).
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A lo largo de estecapítulo quedarápatentela relación queexiste entréla asociacion

• de asas,la técnicadecirugíay las funcionesde Morse (puntoscríticosy sus índices). Esta

• conexión,usadade modo fundamentalenel Teorema2.1, estarápresenteen los restantes
e

capítulosde la memoria.
e
e
• 1 ESTRUCTURA DIFERENCIABLE EN
e
• LA ASOCIACIÓN DE ASAS
e
e
• En estasecciónintroducimoscon rigor unaestructuradiferenciableen la variedadtopoló-

• gica quese obtienepor asociaciónde asas. El desarrollodetalladode estéprocesonose
• permitirá obtenertanto unavariedaddiferenciablecon borde diferenciable(lo queusual-

• mentese define),como unavariedadcon borde anguloso(en el contextode [M.O.]). En

• cambio,el propósito quese persiguees mostrarqueningunade las dos posibilidadesan-

tenoreses la más naturalparatratar la asociaciónde asas. Estehechoquedarápatente

• a partir del Lema 1.4, el cual nos mostrarácon sencillez el contexto natural en donde

• surgenlas variedadesobtenidaspor asociaciónde asas. Comosueleser norma común,

dicho contextocoincidecon la intuición geométrica.

e
• Paraconcretarla ideaexpuesta,recordamosbrevementealgunosconceptosbien cono-

cidos: si E es un espaciode Banachy > E £(E, fi) (las aplicacioneslinealesy continuas

• de E en fi), EZ denotael conjunto de vectoresx E E tales que >(x) =O, y se le llama

• semiespaciode E definido por A. Si A = jA
1,..., ,½}es un conjunto finito y linealmente

de aplicacioneslinealesy continuasde E en fi, EZ denota lá intersección
independiente

• de los semiespaciosEL, i E ji,... ,n}, o seaEZ = A?=1 EL. De EZ se dice quees el

• cuadrantedeE definido por A = {A1,.. ., >.,.}. Los objetoslocalesquesirvenparadefinir
e las variedadesdiferenciablescon borde anguloso(tal y como seestudianen [M.O.] y en el

• capítuloprimero deestamemoria)sonentoncesestoscuadrantesde Espaciosde Banach.

• Así, por ejemplo, las variedadesdiferenciablesde dimensióndos estánconstruidas(salvoe
isomorfismos) con algunos de los siguientescuadrantes: fi

2, {(x
1, x2) E fi

2/xí =0]> o

• bien {(x
1, x2) E R

2/xí =0, x
2 > 0}. En cambio, al analizar la asociación de asas, ob-

• servaremosquees otro el tipo de objeto local queapareceen la construcción,definible

en generalcomo U~1 EL, ahorano convexo. La ideageométricala recogeel siguiente

e
e
e
e
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ejemplo: si el asaes de tipo uno y de dimensióndos, el objeto local

{(x1, x2) E fi
2/xí =O ó x

2 =01 (véasela figura):

quese presentaes

Así pues,pareceimportanteampliarla categoríadelas variedadescon borde anguloso,

para incluir aquellosobjetosque localmentepuedanser tambiénla unión (no necesaria-

menteconvexa)de semiespaciosdel espaciomodelo. Un punto claveenestacuestionseria

demostrare] Teoremade la Función Inversaen estanuevasituación local. La pruebaque

apareceen [M.O.] en el contextomásrestringidonecesita.fuertementede la convexidad

del objeto, pero quizásotra pruebadistintapuedadarseen la situaciónmásgeneral. Este

trabajo no se ha llevado acaboen la memoria.

Parasimplificar la exposición,tendremosen cuentalo siguiente:

Observación1.1 A lo largo de esta sección el término variedad diferenciable será

sinonímo de variedad diferenciable de clase infinita, !ifausdorff y paracompacta. Igual-

mente,supondremosque toda aplicación y estructura diferenciable es de claseinfinita.

Notación 1.2 A lo largo de esta secciónusaremosla siguientenotación:

fi+ = -(tE R/t =01,It = {t E fi¡t =01,

y D denotaráuna copia (la i-ésima) de D’.

Necesitamospreviamenterecordaralgunosresultadosesencialessobrelos entornoscollares

cuando el borde de las variedadesno es compacto. El casocompactonos servirá para

introducir la técnicade cirugíaquerelacionaremoscon la asociaciónde asas:supongamos

queX” eY” sondos variedadesdiferenciablesdedimensiónn conbordediferenciable,Ay

B son la unión de varias componentesconexasde los bordesdeX” e Y” respectivamente,
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e

no necesariamentecompactos,y f : A —~ B es un difeomorfismo. Consideramosla
• variedaddiferenciablesumaX UY ( [M.O.], proposición2-4.1),y enella la menorrelación

• deequivalenciatal quea E Aestárelacionadocon f(a) E B. El espaciococienteobtenido

• por estarelaciónde equivalenciaes denotadopor q : X UY —* X U1 Y. No es difícil ver

• quedicho espacioes unavariedadtopológica. Se haceen cambiomáscomplejodotar de

• estructuradiferenciablea dichavariedadtopológica, y quedichaestructuraseaunícaen
• algún sentido.Esto requierede la teoría de entornoscollares: ¡

• Definición (Collar) Si A es la unión de varias componentesconexasdel borde de una

variedad diferenciable X, un collar c de A en X es una difeomórficainmersióñ

• e: A x R.~. —>X tal quec(a,0) =a para todo a E A.

Es trivial comprobarquee es unaaplicaciónabiertay en particular im(c)ni OX = A.

• Teorema A (Existenciade collares)Si A es la unión de varias componentesconexasdel

bordede unavariedaddiferenciableX de dimensiónfinita y con borde diferenciable,existe

• un collar e de A en X.

e
Teorema B (Isotopía de collares) Si A es la unión de varias componentesconexasdel

• borde de unavariedaddiferenciableX de dimensiónfinita y conborde diferenciable,ye0,e1

• son dos collares de A en X, existeuna aplicación diferenciableO : (A x 11+) x [0,1] —* X
e

tal que para todo t E [0,1] la aplicación O~ = 0(~ t) : A x fi~ —* X es un collar de A en
• X,06=coyOí=c1.

e
Teorema C (Isotopía ambiente de los gérmenesde collares)Si A es la unión de varias

• componentesconexasdel borde de una variedad diferenciableX de dimensiónfinita y con

• borde diferenciable, yeo,e1 son dos collares de A en X, existeuna aplicación diferenciable
e

D : Xx [0,1] —* X tal que para todotE [0,1] la aplicaciónD~ = D(,t) :~X —* X es un
• difeomorfismo, D0 = lix, y existe un abierto 11 ci A x fi~ que contienea A x{0} ytal

• queDíoco¡~=c1jn.

• Una sencillademostracióndel TeoremaA puedeverseen [Hi], en la página113. Una

• demostracióndeesteresultadoparavariedadesdiferenciablesmodeladasen Espaciosde
e Hilbert se encuentraen [M.O.], pág. 263. El TeoremaB aparecedemostradoen [Ko],

• pág. 50. El TeoremaC se deducea partir del TeoremaB haciendouso del Teoremade

• Extensiónde Isotopíade Thom cuandono hay compacidad,aunquesí velocidadacotada

(véase[Hi], pág. 181, Teoremas1.7 y 1.8 y comentarioposterior).

e
e
e
e
e
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Volvamos a la variedadtopológicacocienteq : X UY —* X U1 Y, obtenidaal identi-

ficar todo punto a E A con f(a) E B, dondef : A —* B es un difeomorfismoentreA, la

union de variascomponentesconexasdel bordedeX, y B, la unión devariascomponentes

conexasdel borde de Y. ConsideramosCA un collar de A en X, y c~ un collar deB en Y.

Seag : A x fi —* XU1Y la aplicación dadapor g(a,t) = q(cÁ(a,—t)) si t E fi., y

g(a,t) = q(cB(f(a),t)) si t C ~+• Es inmediatoentoncesprobarqueexisteunaúnicaes-

tructuradiferenciableen X U1 Y de modoquelas “inclusiones” qjxÁ : X — A —* X U1 Y,

qIy-B : Y — .8 —+ X U., Y, y la aplicacióng : A x fi —* X U1 Y (unión de los collaresCA y
cn) son inmersionesdifeomórficasabiertas.

Haciendouso de la unicidadde collares (TeoremaC), se demuestraquedichaestruc-

tura diferenciablees única salvo difeomorfismocon la condición de que las inclusiones

qjx : X —* X U., Y, y qly : Y —* X Uí Y seaninmersionesdifeomórficas. Ademáseste

difeomorfismopuedeserescogidode modo queseala identidadsobreX o sobreY (véase

[Hi], pág. 184).

La técnicade cirugía (véase[Mi.1]) es un ejemplode la anterior construcción,en el

caso en queA (asíquetambiénB) son compactas.Con precisión,definimos:

Definición 1.3 (Girugía de Milnor-Thom) SeanM” una variedad dzferenciable de di-

mensión n E N, y f : S~ x D”—” —* IntM~ una inmersión difeomórfica. Olaramente

— f(5P x IntD””) es una variedad diferenciable y f(S” x OD”1’) es una com-

ponente conexa del borde de M” — f(S” x IntD””) si p > O y son dos si p = 0.

Por supuesto DP+í x S””’ es una variedad diferenciable con borde 5” x S”” y

.1 ¡SPxDD”—P : S~ x OD”—” —* f(5P x OD”—”) es un difeomorfismo. Denotaremos entonces

por X(Mtf) a la variedad diferenciable

(M” — f(S” x JntD~”)) U D”~
1 x

“SP xOD~P

y diremosque se ha obtenido de M” medianteuna cirugía de tipo (p + 1, n — p) por la

inmersión f.

La definicion anterior es diferentea la que apareceen el articulo de Milnor [Mi.1]. La

estructuradiferenciabledefinida en tal artículo usa la técnica de encolamiento,lo que

evita los importantesteoremasde collares. En cualquiercaso, es un ejercicio no difícil

comprobarqueambasdefinicionesproporcionanvariedadesdiferenciablesdifeomorfas.
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e
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Pasemosya al análisis con detalle de la estructuradiferenciableen la asociaciónde
• asas. Sea (M”, [M]) una variedaddiferenciablede dimensiónfinita n E N y con borde

• diferenciable.Seans E N U {0}, y
e
• fl:ODXDr’—*OM”,...,fk:ODiZDZ’---*OM” ¡

• unacolecciónde le inmersionesdifeomórficascon imágenesdisjuntas.Vamos adefinir una

nuevavariedaddiferenciablede dimensiónfinita n y con bordediferenciable

• X(M’tf1,.. .,fk;s)e
• de la quediremosquese ha obtenidode M” por asociaciónde le asasde tipo s mediantee
• las instrucciones{L}.

• El espaciotopológico subyacentese obtienede M y U~1 D x Dr—’ id¿ntificandolose
• puntosquese correspondenpor las aplicaciones{fJ. Veremosquela variedadtopológica

• asídefinidatieneunaestructuradiferenciablenaturalsalvo enlas “esquinasfl 0D x

• (i c {1,.. . , le}). La estructuradiferenciableglobal se obtendráentoncespor el procesoe
de redondearlas esquinas. Dicha técnicafue usadapor Milnor en [Mi.2] parael caso

• del productode variedadesdiferenciablescon borde diferenciable. En [Sm] se afirma que

• la situación local en amboscasoses esencialmentela misma,así que la construcciónde

Milnor puedeusarsetambiénen estecasoparadar unadefinición correcta.

• En lo quesigue,analizamosestocon detenimiento.Por supuesto,si s = 0, la variedade
• topológicaX(M”; fi,... ,f~; 0) es homeomorfaa la unión disjuntade M” y le copias del

• disco D”, y se puedeconsideraraquí la estructuradiferenciablesuma. En general,para

• simplificar la notación,supondremosqueasociamosunaúnicaasa. El resultadoesencial

• es:

• Lema 1.4 Sea(M”, [M]) una variedad diferenciable de dimensiónfinita n E N y con

• borde diferenciable. Sean s c N U {0} y f : OD’ x D”—’ —> OM” una inmersióne difeomórfica.En M” UD’ x D”’ consideramosla relación de equivalencia inducida por

• f, estoes, la menorrelación de equivalenciatal que cadap E OD’ >c D”’ estárelacionado

• con f(p) E OM”. Denotamospor

e
• el pasoal cocienteinducido por la relación de equivalencia,y por

Tx la topología cociente
e

en X(M”;f; s). Se tiene el siguientediagramade aplicaciones:

e
e



58 II. SOBRE LA ASOCIACIÓN DE ASAS

M”UD’xD”’ q

Yu
D’ x D’”’

2

X(M’tf;s)

1

dondei: M” ‘—* M” UD’

naturalesy por definición

x D”’ y j : D’ x D”—’ c—* M” UDS x son las inclusiones

i = qoi y 5 = q of Setiene entonceslo siguiente:

i) i : —* X(M~; f; s) y 5 : D’ x D”’ —* X(M”; f; .s) son inyectivas,

es la topología final asociada a las “inclusiones” i : (Ma, TiíMí) —~ X(M”;f; s) y

5 : D’ x D”’ —* X(M”; fi .s). Ademási : (M”, TI[M]) —> (X(M”; f; s),T,~’) y

5 : D’ x D”’ —* (X(M”; f; s),Tx) son homeomorfismossobre la imageny aplicaciones

cerradas,(X(M”; f; s),Tx) esHausdorffy paracompactoy (X(M”; f; s),774 es compacto

si y sólo si M” lo es.

u) Dado un collar h
2 : OD”’ x fi~

una inmersion difeomórfica 77 : f(OD’ x

f(x,h2(y,t)) para todo t E R+, Y E OD’,

de f(OD’ x OD”’) en OM”).

D”’ de OD’>’ en D”’, existe entonces

OD”’) x 1? —* OM” tal que T(fQr,y),t) =

y E OD”’’. (A una tal 77 se le llama bicollar

iii) Sean h1 : OD’ x ~+ —> D’ un collar de OD’ en D’, h2 : OD”’ x ff~-

un collar de OD”’ en D”’, c : OM” x ~+ —* M” un collar de OM~ en M~ y

77 : f(OD’ x OD”’) x 1? —* OM” un entorno bicollar de f(OD’ x OD”’) en 5W

tal que T(f(x,y),t) = f(x,h2(y,t)) para todo i E fi+, x E OD’, y E OD”—
5. Sea

A = X(M’%f; s) — 5(OD’ >< OD”—9. Se verifica entoncesque la aplicación

g : OD’ x IntD”’ x fi —* A

dada por

g(x,y,s)= { 5(hj(x,—s),y) si s <0
i(c(f(x, y), s)) si s =O

está bien definida, y existe una única estructura diferenciable [A] en A tal que

~~M~—f(8D’x8D”—’): (M” -— f(OD’ x OD”’), [.MLMnÍ(ansxann—s)) —-....+ (A, [A]),

y

lID’ xD~—’—8D’xOD~—’ : D’ x D”’ — OD’ x OD”’ —* (A, [A])
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son inmersionesdifeomórficas y la aplicación

g : 3D’ x IntD”’ x fi —* (A, [A])

es inmersión difeomórfica abierta.

AdemásT141 = TXIA, y si [A’] es otra estructuradiferenciableen A tal t¡ue

iIMfl...f(BDixBDfl—*) : (M~ — f(OD’ x OD”’), [.M]¡Mnq(aDsxann—~) —* (A, [A’])

y

5¡D’xD~—’—BD’x8D~—’ : D’ x D”’ — OD’ x 3D”’ —.~ (A, [A’])

sonznmerstonesdifeomórficas,entonces(A, [A]) y (A, [A’]) sonvariedadesdifeomorfas.

iv) La aplicación

D : 3D’ x OD”’ x fi x R~ —* 3D’ x OD”’ x ((R+ x fi) U (fi x fi+))

definida comoelproductoD =
1BD’X8D~—’ x d1, donde

d: (fi.
1. x fi) U (fi x £4-) —+ fi x fi~

es la aplicacióndadapord(rcosO,rsenO)=(rcosAR~flS,rsen26+r) (O =r, —~ O ir) es3 2= =
homeomorfismo,D(x, y,0,0) = (x, y,0,0) para todo (x,y) E 3D’ x 3D”—’ y la restricción

DI: 3D’xOD”’ x(RxR4—{(0,0)}) —~ OD’xOD”’ x((fi± xfi)u(RxR+)—{(0,0)})

es un difeomorfismo.

y) La aplicación O: 3D’ x OD”’ x ((fi+ x fi) U (fi x R±)) —> X(M”; f; s) dada por{ 5(hí(x, —s), h2(y, t))

i(c(T(f(x, y), t), s))

sí s<0 t>0

st s>0

estábien definida y existe una única estructura diferenciable [X] en X(M”; f; s) tal que

la inclusión

(A, [A]) ‘—* (X(M”; f; .s), [X])

y la composícion

D

E’: 3D’zOD”’xRxfi~ —~ OD’xOD”’x((fi+xfi)u(fixfi+)) S> (X(M”;f;s), [X])

son inmersionesdifeomórficas abiertas. Además
T~xj = Tx y (X(M”; f; .s), [X]) es una

G(x,y,t,s)

variedad diferenciable de dimensión finita n con borde diferenciable. De hecho, este borde
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ti
es el resultado de hacer en OM” una cirugía de tipo (s,n — s) mediante la inmersión tée
difeomórficafIaD’xDn-’ : 3D’ x D”’ —* 3M”, es decir: ‘e

‘e
3(X(M”; f; s), [X]) = (3M” — f(OD’ x IntD”’)) LI D’ x 3D”-’ ‘e

‘e

En particular, el tipo diferenciable del borde es independientede la elección de las aplica- ti

h1, h2, e y 77. tie
e

Demostración: i) La demostraciónes sencilla. ‘e
ii)Porsupuestof(3D’xD”—’) es subvariedaddiferenciablede3M”, O(f(3D’xD”’)) = tie

f(OD’ x 3D”—’) y la aplicaciónr : f(OD’ x 3D”—’) x fi~ —4 f(3D’ x D”’) definidapor

i-(f(x,y),t) = f(x,h2(y,t)) es un collar de f(OD’ x 3D”—’) en f(3D’ x D”—’). Ahora ‘e

extendemosel collar t a una inmersióndifeomórfica77 : f(OD’ st 3D”—’) st fi —~ 3M”. ‘e
ti

Esto es posiblecomoconsecuenciadel TeoremadeExtensiónde IsotopíadeThom (véase e
[Hi), comentarioquesigue al teoremade la pág. 182). St

St
iii) Es trivial comprobarque g estábien definida (ésto incluye ver quesu imagenestá e

contenidaen A). Notamosahora lo siguiente: ‘e
ti

1) Si s>2 f(3D’xlntD”’) es unacomponenteconexade3M”—f(3D’x3D”—’) = ‘e

O(M” — f(3D’ st 3D”’)), y si s = 1, f(OD’ st IntD”’) son dos componentesconexas St

de 3M” — f(3D’ st 3D”-’) = 3(M” — f(OD’ st 3D”’)). ‘e
‘e

2) Si s > 2 3D’ st IntD”’ es unacomponenteconexade3(D’ x D”’ —3D’ st D”—’), ti
e

y si s = 1, 3D’ st IntD”’ es unacomponenteconexade 3(D’ st D”’ — 3D’ st D”’). St
3) La restricciónfI : 3D’ st IntD”’ —* (f(3D’ st JntD”’), [M]I.,(avsxIninn—s))es un St

difeomorfismo. ‘e
‘e

De acuerdoentoncescon 1),2) y 3), y haciendousodel TeoremaC (los gérmenesde dos ‘e
ti

collaressonsiempreambienteisotópicos),iii) sesigueentoncessin másqueobservarquela
aplicacióng consisteen unir el collar 3D’ st IntD”’ st fi+ —* D’ st D”’ — 3D’ st 3D”’ ‘e

de 3D’ st IntD”’ en D’ st D”—’ — 3D’ st 3D”’ que lleva (x,y,s) a (hdx,s),y), y ‘e
Stel collar f(3D’ st JntD”’) st —~ M” — f(OD’ st 3D”’) de f(3D’ st IntD”’) en

— f(3D’ st 3D”’) que lleva (f(x, y), s) a c(f(x, y), s). ‘e

iv) La demostraciónes inmediata. ti
ti

y) Es fácil ver que la aplicación O estábien definida. Se compruebaademásque G
St

verifica las siguientespropiedades: St

ti
ti
ti
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a) G(x,y, 0, 0) = 5(x,y) = i(f(x,y)) paratodo x E 3D’, y E 3D”—’

b) im(G) = i(im(T) st R+) U j(im(hí) st irn(h2)).

c) Si V esun subconjuntode 3D’ st 3D”—’ st ((fi+ st fi) U (fi st fi+)), severifica que

z (G(V)) = E E ni 3D’ st D”—’ x fi st fi4} y{c(T(f(x,y),t),s) M”/(x,y,t,s) V

y
1(G(V)) = {(hí(x,—s),h

2(y,t)) E D’ xD”’/(x,y,t,s) E Vni3D’ stD”—’ st fi4 stfi...}.

d) i
1(im(G)) = i(im(T) st R+) y j’(im(G)) = im(hí) st irn(h

2).

e) O esuna aplicaciónabierta.

f) Oes inyectivay continua,así quees un homeomorfismosobrela imagen.

g) G(3D’ st 3D’”’ st ((fi4 st fi) U (1? st [4)—«0,0)1))ci A, y la restricción

Ql : 3D’ st 3D”’ st ((fi4 st fi) U (fi st fi+) — {(0,0)})) —* (A, [A])

es una inmersióndifeomórficaabierta.

Parademostrarg), nóteseen primer lugar que

{3D’ st 3D”’ st fi+ st (fi-. — {0}),OD’ st 3D”—’ st ((fi st R.~.) — (fi4 st

3D’ st 3D”’ st ([4 — {0}) st fi}

es un recubrimientopor abiertosde 3D’ st 3D”—’ st ((fi4 st fi) U (fi st fi±) — {(0, 0)}).

Ahorabien,G(x, y, t, s) =5(hí(x, —s),h2(y,t)) si (x, y, t, s) E OD’st3D”—’stR4st(fl.—{0}),
así queGesinmersiónen todo punto de 3D’ st 3D”—

8 st fi
4 st (fi... — {O}) pues h1, h2 y

5ID’xD”-—OD’x&D~—’ : D’ st D”’ —3D’ st 3D”—’ —* (A, [A]) son inmersionesdifeomórficas

• (la última aplicaciónpor iii)).

• Igualmente,G(x, y, t, s) = i(c(T(f(x, y), t), s) si (x, y, 1, s) E 3D’st3D”—’st(fixfl4—fl4st{0}),

• así que& es inmersiónen todopunto de 3D’ st 3D”-’ st (fi st fi4 — fi4 st {0}) puesc, 77, f
e• y la aplicacióniIMn...1(8DJXDn—s): (M” — f(3D’ st D”’), [M]IMnq(a~sxDn—s>) —* (A, [A])

• son inmersionesdifeomórficas(la última aplicaciónde acuerdocon iii)).

Y que O es inmersiónen todo punto de 3D’ st OD”’ st (fi4 — {0}) st fi es consecuencia

de la conmutatividaddel diagrama

e
e
e
e
e
e
e
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3D’ st 3D”-’ st (fi4 — {0}) st fi
CI

(A, [A])

e g

3D’ st IntD”’ st fi

dondee esla inmersióndifeomórficadefinida por e(x,y, t, a) = (x, h4y, t), s) paratodo

(x,y,t,s) E 3D’ st 3D”—’ st (Ii,. — {0}) st fi.

La informaciónrestantede y) es ahorafácil de obtener.

A la vista del resultadoanterior, es ahorafácil obteneruna estructuradiferenciable

con borde angulosoen la variedadtopológica(X(M”; f; a), Lv). Enunciadocon precisión,

se tiene lo siguiente:

Lema 1.5 El Lema1.4 es cierto si cambiamosiv) por iva) y y) por va), dondelos nuevos

apartadosiva) y va) son:

iva) La aplicaczon

Da : 3D’ st 3D”’ st fi4 st fi4 —* 3D’ st OD”’ st ((fi4 st fi) U (fi st fi+))

definida como el producto Da =
10D’xaD”—’ std31, donde

da : (fi
4 st fi) U (fi st fi4) —* fi4 st 14

64,r

294q 9<ir)es la aplicación dada por da(r cosO,r sen~)= (r cos 2 , r sen 6’ (0< r, ~

Ej

es homeomorfismo,D&(Y, y, 0,0) = (x, y, 0,0) para todo (x, y)

St
St

e
‘e
‘e
St

‘e
St

St
té

E 3D’ st 3D”-’ y la

restricczon ‘e

Dal : 3D’st3D”’st(R
4stfi+—{(O, 0)}) —* 3D’st3D”’ st((fi4 stfi)U(fistfi4)—{(0,0)})

es un difeomorfismo.

va) La aplicación O : 3D’ st 3D”’ st ((fi+ st Ji) U (11 st fi+)) —* X(M”;f; a) dadapor

sí s’CO t>0
si s>0
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C(x,y,t,s) = { i(hi(x,—sth2(y,t))
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e
• estábien definida y existe una única estructuradiferenciable[Xa] en X(M”; f; s) tal que
e

la inclusión
• (A, [A]) —~ (X(M”; f; s), [Xa])

• y la composzcton

e
• Fa: 3D’st3D”’stfi4stfi4 —% 3D’ stOD”’st((fi±stR)U(Rstfi+)) £ (X(M”;f;s),[Xa])

• son inmersiones difeomórficas abiertas. Además
77~x

8j = Tx y (X(M”; f; s), [Xa]) es una

variedad diferenciable de dimensión finita n con borde anguloso: 3
2(X(M”; f, s), [Xa]) =e

• i(f(BD’ st 3D”-’)) y Ok(X(Mn; f, s),[Xa]) = Ql si le > 2.

e
Terminamosla seccióncon la discusiónquese anunciabaen la introducciónen torno

• a las estructurasdiferenciablescon bordediferenciable(Lema 1.4) y con borde anguloso

• (Lema1.5) dadasen laasociaciónde asas. En amboscasos,dichaestructuradiferenciable

se consigueintroduciendouna aplicación auxiliar, D parael casocon borde diferencia-

• ble, y Da parael casocon borde anguloso(en el contextode [M.O}j. Ahora bien, ¿por

• qué el uso de estasaplicacionesauxiliares para “forzar” la estructuradiferenciableen

• la asociaciónde asas? Lo natural, a nuestro entender,seríadotar a X(M”; fis) de la

única “estructura diferenciable” tal que la inclusión (A, [A]) ‘—~ X(M”; fis) y la apli-

• caciónO : 3D’ st 3D”’ st ((14 st fi) u (fi st 14)) —.* X(M”;f;s) (comosedefinenen

• el Lema 1.4) son inmersionesdifeomórficasabiertas. En tal caso, la estructuradiferen-

cíableén X(M”; f; s) podríatal vez caracterizarsecomo la única (salvo difeomorfismos)

• parala cual las inclusionesi y 5 son inmersionesdifeomórficas (nótesequé la aplicación

• i : (M”, [M]) —* (X(M”; f; s), [X]) no es siquieradiferenciable). Quedapues abiertala

• puerta al estudiode las variedadescon borde angulosogeneralizado,es decir, las vane-

• dadesdiferenciablesmodeladascon unionesde semiespaciosdel EspacioModelo.

e
e
e
e
e

e

e
e
e
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2 UN MODO DE OBTENER CUALQUIER

HIPOTÉTICA ESFERA EXÓTICA

DE DIMENSIÓN CUATRO

El propósito de estasecciónesestablecerun modo de obtenercualquierhipotéticaesfera

exóticade dimensióncuatro a partir de la técnicade cirugía. En la pruebadel resultado

básicointervienede modo fundamentalla relaciónqueexisteentrelas funcionesde Morse

(puntoscríticos y sus indices),la asociaciónde asasy la técnicade cirugía. Estaconexión

estaráigualmentepresenteen los capítulosposteriores.

Una esferaexóticadedimensióncuatroesunavariedaddiferenciablehomeomorfaa

y no difeomorfa. Aunqueen la actualidadseconocenejemplosde variedadestopológicas

compactasy sin borde de dimensióncuatro queadmitenal menosdos estructurasdije-

rencíablesesencialmentedistintas, tal cuestiónes desconocidapara el caso de la esfera

topológica de dimensión cuatro. Nuestraaportaciónen este punto viene dadapor el

siguienteresultado:

Teorema 2.1 Si M es una esfera exótica de dimensión cuatro, existe un número natural

k tal que M se obtiene de la suma conexa de le copias de 52 ~ 9 mediante le cirugías

disjuntas de tipo (3,2).

Demostración: ComoMes homeomorfaaS4, M y54 compartenla formade intersección,

asíquepor un conocidoresultadodeWall (Teorema2 de [Wa]), lvi y 54 sonh-cobordantes,

es decir, existeunavariedaddiferenciablecompactaW5 dedimensioncincotal que3W5

ML 54 (la sumade las variedadesM y 54) y M ‘—* W5 y 54 ~ W5son equivalenciasde

homotopía.

Seaf : W5 —* [0,1] unafunción de Morse parael h-cobordismo(W5; 54, M), esto

es,f es de claseinfinita, 54 = f1(0), M = f—~(1) y todos~ospuntoscríticos de f están

incluidos en JntW5 y son no degenerados.Como H
0(W

5,54; 7< = 0, la función f puede

tomarsesin puntoscríticos de índice O ( [Mi], Teorema8.1). Además,al ser 54 ~

unaequivalenciade homotopía,W5 y 54 son simplementeconexas,por lo quef puede

tomarsetambiénsin puntos críticos de índice 1. Entoncesla función .—f : W5 —* [—1,0]
es de Morseparael h-cobordismo(W5; St M) y no tienepuntoscríticos de índice4 ¿ 5.

De igual manerase puedeentoncesmodificar estafunción f hastaqueno tengapuntos
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e
• críticos de índice O ni 1, sin quepor ello aparezcanpuntoscríticos de índice4 ó 5.
e
• Obtenemosasí unafunción de Morsef: W5 —* [0,1]parael h-cobordismo(W5; 54, M)

con sólo puntos críticos de índice 2 y 3, y por el Teorema4.8 de [Mi] podemossuponere
• queverifica ademásque

• {x E 0(f) ¡ ind(x) = 2} ci f1(02)
e
• y

• {x E 0(f) ¡ ind(x) = 3} ci f’(0.3).

• SeanN = f—1 (0.25) la variedaddiferenciablededimensióncuatrocompactay sin borde

• obtenidacomola imageninversadel valor regular0.25, le = card{x E 0(f) ¡ ind(x) = 2}e
• y r = card{x E 0(f) ¡ ind(x) = 3)> Es conocido entoncesque f—1([O, 0.25]) es una

• variedaddiferenciablecompactade dimensióncinco quese obtienede f-1([O,0.1]) por

• asociaciónde le asasdisjuntas de tipo (2,3) (SegundoTeoremade Deformación de lae
Teoría de Morse, [S.T],proposiciónX.9.16), así que por el apartadoy) del Lema 1.4 la

• variedaddiferenciableN seobtienede 54 mediantele cirugíasdisjuntasde tipo (2,3). Del

• mismomodo sedemuestraqueM se obtienea partir de N medianter cirugíasdisjuntas
e

de tipo (3,2).
e

SupongamosdemomentoqueW
2(’rN) E H

2(N; z
2), la segundaclasedeStieffel-Whitney

de N, es trivial. Entonces(véase[Ma], pág. 12) N es difeomorfaa #k5
2 st 52, la suma

• conexade le copiasde 52 st 52 (seentiende54 si le = 0), y M se obtendríade #k52 st 52

• medianter cirugíasdisjuntas de tipo (3,2).

• PonemosahoraW=~~S2stS2yf
1:S

2stD2—*W,...,f,.:S2stD2--*W

una colección de r inmersionesdifeomórficaspreservandola orientacióntales que M =e
• X(Wf

1,. ..,f,.). SeaX = W — <~V1f~(S
2 st IntD2). Se tiene que H~(WX;Z) ZJ si

• i = 2,4 y es nula en cualquierotro caso. Estoes debidoa que
e
• H

1(WX;Z) H~(LJ%1S
2 D2,U%~S2 st 51;z) e=

1H~(S
2st D2,S2 st StZ)

e
e

®%
1H

4-’(52 st D2,z)
• dondese hausadoel teoremadeescisión,el teoremade la homologíade unaunión disjunta
e

y los teoremasde dualidadde Lefschetz-variedadescon borde-y de Poincaré.De forma
• similar se pruebaque H~(M,X;Z) V si i = 3,4, siendotrivial en los otros casos.

• Consideramosparte de las sucesionesde homologíade los pares topológicos (M, X) y
e
e
e
e
e_
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(W,X) (sesobreentiendenlos coeficientesenteros):

-÷ 113(M) -+ H3(M,X) -* 112(X) -+ 112(M) -÷ H2(M,X) -÷H1(X) —+ H1(M) -+

-> H3(W,X) —* H2(X) -÷ H2(W) -÷ H2(WX) - H1(X) -...

En la primerasucesión,H3(M, X; 7< V y los gruposHa(M; 7/), H2(M; z), H2(M, X; z)
y H1(M;Z) son triviales, de donde H2(X;i¿) t y H1(X;7¿) = 0. En la segunda

sucesiónH3(W,X;72)y IJí(X;z) son triviales, mientrasque H2(X;7z) H2(W,X;7Z)y

H2(W; z) 7¿2k~ Estoscálculos pruebanque le = r. Ademásle E N pues de lo contrario

f no tendríapuntoscríticos, así que M no seríaunaesferaexótica.

Paraconcluir la demostraciónbastaobservarqueel h-cobordismo(W
5;M, S4) puede

tomarsesumergidoen fi5, lo quepermiteevitar el Teoremade Wall ya citado. En efecto,

al ser M homeomorfaa St r
1(M) es trivial, w2(TM) = O y el índice de M (estoes, la

signatura de la forma de intersecciónde M) es cero, por lo que existe una inmersion

difeomórficai : M —> fi
5 (véase[Co]). Por el Teoremade Separaciónde Jordan-Brouwer

se tiene que fi5 — M es la unión de dos abiertosdisjuntosGo y Qí, uno de ellos acotado

(pongamosGo) y tal que Co, que es 0o U M, es una variedaddiferenciablecompacta

de dimensión cinco con borde M. Se verifica también que Gí = Qí U M, y aplicando

el Teorema de Seifert y van Kampen a la unión fi5 = G~ U G~ se deduceque 0o es

simplementeconexo(puesM lo es),y por la sucesiónde homologíade Mayer-Vietoris de

estaunión se deducequeCo tienela homologíade un punto. (De hechoestodemuestra,

de acuerdocon [Mi], pág. 110, queCo es homeomorfaa D5).

Entonces, si 5 : D5 —* Go es una inmersión difeomórfica arbitraria, se tiene que

= Co — 5(IntD5) es el h-cobordismobuscado. W5 es, desde luego, una variedad

diferenciablecompactay de dimensióncinco cuyo borde es la sumade M y St y por ser

0o simplementeconexoy tenerla homologíade un punto,54 W5 y M -~ son equi-

valenciasde homotopia. Por lo tanto N — f1 (0.25) es unasubvariedaddiferenciablede

R5 compactay de codimensiónuno, por lo quew2(rN) = O. En efecto,si v~ es el librado

normal de N en fi5, se verifica que TRSIN TN ev1 y O = W2QTRSIN)= W
2QTN ® u’) =

w2(rN) + wí(’rN) ‘—‘ w,(v
1) = w2(TN), la última igualdadporqueN es orientable.

‘3

De acuerdopues conel teoremaanterior,el estudiode laexistenciade esferasexóticas

de dimensión cuatro se ve englobadodentro del estudio de las coleccionesde le nudos
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• disjuntos 52 en #k52 st 52 con librado normal trivial. Por ejemplo, parale = 1, puede

• probarsequesi f : STstD2—* 52st52esunainmersióndifeomórfica,entoncesX(52st52,f)

• eshomeomorfaa 54 si y sólo si 52 ~ 52 — f(52 st {O}) es simplementeconexo.

Observamosfinalmenteque las hipotéticasesferasexóticasde dimensióncuatroson

• en cualquiercaso subvariedadesdiferenciablesde fi5 de codimensiónuno ([Co]). En el

capitulo siguiente probaremosque las hipersuperficiesquese obtienen como la imagen

• inversade un valor regular por unafunción de fi5 en fi de Morse y propia, queno tiene

• puntos críticos en la región exterior, son homeomorfasa 54, así quecandidatasaesferas

• exóticas.Más sencilloseráprobarqueunahipersuperficiede fi5 homeomorfaa 54 es una

esferaexóticasi todaslas funcionesde Morse propiasde fi5 en fi quela describencomo

• nivel regulartienenpuntoscríticos en la región exterior.

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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e
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e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e



ti
ti
ti
u
u.
ti
ti
ti
e
e
‘e
ti
St
e
ti
‘e
ti
ti
ti
u.
e
u
ti
ti
e
ti
e
ti
ti
ti
‘e
e
ti
ti
ti
e
ti
ti
e
ti
ti
e
ti
e
e
ti
u
ti
e
ti
ti
ti
ti
ti
e
e
ti
St



e
e
e
e
e
e

e

e
e
e• Capítulo III
e
e
• SOBRE HIPERSUPERFICIES DEe
e
• R~ DADAS COMO CEROS DÉ
e
• FUNCIONES
e
e
e
e

Los teoremasesencialesde la Teoría de Morse Clásicaestablecenla relación entre los
• puntos críticos de unafunción de Morse definida en una variedadsin bor’de angulosoy

• cómo los niveles regularesde la variedad se van obteniendode otros niveles regulares
e
• por asociaciónde asas. Estosresultadoshan sido generalizadosa variedadescon borde

• anguloso(véansepor ejemplo [Va] y [H.L.]).

e
Nuestropropósitoencambioes analizarestarelaciónparahipersuperficiesdel Espacio

• Euclídeo y funcionesde Morse definidassobreéste paralas quedichahipersuperficiees

• un nivel regular. La diferenciabásicacon los TeoremasClásicoses la cohsideraciónde
e

los puntos críticos de la componenteconexano acotadaquedefine la hípersuperficieen
• el EspacioEuclídeo. Con mayor precisión: estudiamosla relaciónentreuíáasubvariedad

• diferenciableM” de fi”41 conexacompactasin borde de codimensiónuno, y los puntos
e críticosen la componenteconexano acotadade unafunción declaseinfinitá f : fin+í .. fi

• tal que M” coincidacon los cerosde f y el cero seaun valor regular def (sección2).

• Ahora bien, estafunción f debeser lo suficientementeagradablecomo parapermitir ele estudiode esta relación: por supuesto,si M es la fibra no vacíade un valor regular de

• unaaplicación f : fi”41 —> fi diferenciabley propia, entoncesM es una hipersuperficie

• de fi”4’ compactay sin borde (no necesariamenteconexa). Demostraremos(sección1)e
• queel recíprocodeesteresultadoes tambiéncierto.

e
e
e
e
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La referencia más importante para este capítulo es [Mi]: todos los conceptosesen-

ciales cuya definicion no sea precisada pueden encontrarse allí. Igualmente se tiene allí la

fuente de muchos de los resultados que usaremos. Otros dos puntos claves, el Teorema de

Separaciónde Jordan-Brouwery un teoremade Deformación de la Teoría de Morse, se

encuentranen [G.P.]y [ST] respectivamente.

El capitulo está dividido en dos secciones. El objetivo de la primera sección es construir,

para cualquier subvariedad diferenciable M” de fi”4’ compacta sin borde de codimension

uno, una aplicación diferenciable f : fi”41 —* fi con M” = f’ (O) que tenga el mayor

numero posible de buenas propiedades. Probamos así el siguiente resultado:

Teorema 1.13 SeaM” una subvariedaddiferenciable de claseinfinita de fin+l compacto

sin borde de codimensión uno. Entonces existe una función de clase infinitaf : fi”41 —* 1?

propia y de Morse con un númerofinito de puntoscríticos tal que M” = f—1(0) y el cero

es un valor regular de f.

Desde luego, si M es la fibra no vacía de un valor regular de una aplicación

f : fi”41 —> 1? diferenciabley propia, entoncesM es una subvariedad diferenciable de

fi”4’ de codimensión uno, compacta y sin borde, aunque no necesariamente conexa: el

teorema anterior puede entenderse como el reciproco de este resultado bien conocido.

Por otro lado, las buenas propiedades de la aplicación obtenida en el Teorema 1.13 nos

van a permitir estudiar la relación entre el tipo diferenciable (o topológico o de homotopía)

de M” y los puntoscríticos de f en la componente conexa no acotada del complementario

de M” en fi”41. Este es el objetivo de la sección 2, cuyo resultado más importante es el

siguiente:

Teorema 2.1 SeaM” una subvariedaddiferenciable de clase infinita de fi”41, coneaa,

compactay sin borde, y de codimensiónuno, obtenida como la fibra de un valor regular

de una aplicación f: fi”41 —* fi de claseinfinita. Supongamosquef cumplela condición

de Palais-Smaleo tiene susfibras compactas.

Entonces, si f no tiene puntos críticos en la componente conexa no acotada de fi”41 —

se verifica que:

i) M” es una 3-esfera de homoto pía si n = 3.

u) M” es homeomorfa a S4 si n = 4.

iii) M” es difeomorfa a 5” sin > 5 ó n = 2.
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Algunas aplicacionesdeeste resultadoson analizadastambiénen la sécción2. Para

dimensionesaltas se obtieneunacaracterizaciónde las subvariedadesdif4enciablesM”

• de fi”41 compactasconexassin borde queson difeomorfasa 5” cuandon > 5 como

aquellasparalas queexisteunafunción diferenciablef: fi”41 —* fi con A” = f’(O), el

O es valor regular de f, f espropiay de Morsey no tienepuntoscríticosen la componente

• conexano acotadadel complementariode M” en fi”41 (Corolario 2.8). Por otro lado

parasuperficiessumergidasen fi3, se deduceun curiosoresultado:•
• Corolario 2.5 Sea5 una superficie conexa sumergidaen fi3 dada como la fibra de un

• valor regular de una aplicación diferenciablef : fi3 —* fi propia. Entonces; si f tiene un

único punto crítico en la componenteconexano acotadade fi3 — 5, y es no degenerado,

• 5 es difeomorfaal toro.

e
El anteriorresultadoseaplicaaun ejemploconcreto:en dichoejemplohayqueresaltar

• laexistenciade unacantidadinfinita depuntoscríticosen la región acotadaquenos define

• la superficieen fi3, así que,enestecaso,el recurrira los puntoscríticos de1estaregión no

• nos aportainformaciónsobrela superficie.

• Por otra parte, contrarioa lo queen un primer momentose podría pensar,no existee
relación entreel índice del punto crítico de la región exterior y el modo ~n queel toro

• está sumergidoen fi3 (dado que el índice del punto crítico es siempredos), de modo

e
que nuestroestudiosólo decideel tipo de homotopíade la superficie, y no cómo está

• sumergida.Estoestáen consonanciacon unaideaclavede la Teoríade Morse: la relación

• entrelos índices de los puntos críticos y la homologíade los niveles regula#es.

e
De hecho, la idea de la demostracióndel Corolario 2.5 nos permite el estudiode las

• hipersuperficies(en dimensionesarbitrarias) a partir de los puntos critic¿s de la región

• exterior,medianteel usode los Teoremasde DeformaciónClásicosde la Teoríade Morse.

• Así, por ejemplo, podemosobtenerun cálculo de la homologíade la hipersuperficiea

• partir de los puntoscríticos (y susíndices)de la región exterior,análogoal queseobtiene

• en las Desigualdadesde Morsea partir de los puntoscríticos en la región acotada.e
e

Por último, hacer notar que en las demostracionesde los teoremasprincipales es
• esencialel siguienteresultadode caráctertopológico,queprobamosen la ~ección 1:

e
Lema 1.9 Seaf : fi”41 .—* fi una aplicación diferenciable con n> 1. Supongamosque f

• es defibras compactasy no acotadasuperiormente.Entoncesf es una aplicaciónpropia.
e

e
e
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1 CONSTRUCCION DE FUNCIONES

CON BUENAS PROPIEDADES

Como se anunciabaen la introducción a estecapítulo,el propósito de estasecciónes la

construcciónde unafunción conel mayornúmerodebuenaspropiedadescuyoconjuntode

cerosseaunahipersuperficiecompactadadadelEspacioEuclídeo. Porbuenaspropiedades

de la función estamosentendiendoaquellasquenos permitan obtenercierta información

sobrela hipersuperficiequetenemos.

En este proceso de obtención de información sobrela hipersuperficiea partir de la

función, usaremosde modo básicola Teoríade Deformaciónde Morse,de modo quedos

propiedadesesencialesquedebeverificar nuestrafunción seránla de serde Morse y la

condición de Palais-Smale(requisito ésteúltimo sobrela compacidadde la función). De

hecho conseguiremosqueéstaseapropia,condición queimplica el serde Palais-Smale.

Otra propiedad importante de la función será el que tengauna cantidad finita de

puntos críticos,y en particular tendremosfinitos puntoscríticos en la región no acotada

quedefinenuestrahipersuperficiecompactaenel EspacioEuclídeo. Estaspropiedadesde

la función constituyenlas hipótesisbásicasa partir de las cualesiniciamosnuestroestudio

de la hipersuperficieen la sección2.

Enunciemos con precisión el problema que ahora nos ocupa: por supuesto, si

fi”+l fi es unaaplicación de claseinfinita y propia, la imagen inversa no vacía

de cualquiervalor regular de f es unasubvariedaddiferenciablede claseinfinito de fi”4’

compactasin borde,de codimensiónuno, aunqueno necesariamenteconexa.El teorema

principal de estasecciónes más queel recíprocode esteresultadobien conocido. Antes

de enunciarlo, recordamosalgunanotaciónbásica:

Observación 1.1 A lo largo de estecapítulo,M” denotaráuna subvariedaddiferenciable

de clase infinita de R”41, sin borde y de codimensiónuno. Toda esta información será

resumidadiciendo que M” es unahipersuperficie de fin+í, y sin = 2, diremosque

es una superficie de fi3. Igualmentetoda aplicación y variedad diferenciablese supondrá

de claseinfinita.
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Teorema 1.13 Sea M” una hipersuperficie compactade fi”41. Entoncls existe-una

función diferenciable f : fi”41 —* fi de Morse, propia y con un número finito de pun-

tos críticos, de modo que O es un valor regular de f y M” es su imagen invYrsa.

Pareceinteresanteplantearseel anterior problemapara subvariedadesdíferencíables

compactassin borde de codimensiónuno de una variedad diferenciablearbitraria, no

necesariamenteel EspacioEuclídeo. Como veremosdespués,esteresultadono es cierto

con estageneralidad,debidoa quehay variedadesen las queno se cumpleel Teoremade

Separaciónde Jordan-Bronwer.¿Es cierto el resultadocuandoen la variedadambiente

severifica dicho teorema?
e
e

En lo quesiguerecordamosbrevementeel Teoremade Separaciónde Jotdan-Brouwer

• e introducimosalgunade la notaciónmásusadaen estecapítulo:

SeaM” una hipersuperficiecompactay conexade fi”41. Entonces,por el Teorema

• de Separaciónde Jordan-Brouwer,el complementariode M” en fi”41 tienetexactamente

• dos componentesconexas,a las que llamaremos0o y Q~, y ambasson abiettosde R”41

unade ellas es acotada(pongamosGo) y la otra no lo es,y M” es la fronteracomúnde

• ambas,es decir E’r(Go) = M” = Fr(Oí) (véasepor ejemplo [G.P.]). Se verifica además

• queC
0 =

0o U M” y C
1 = Q~ U M” son subvariedadesdiferenciablesde

conexasy dedimensiónn+1, U0 escompactay el bordedeambas 1coincideconsufronterae
• topológica, es decir 3(C0) = M” = 3(Ci). (Paraver queC0 y U1 son subvariedadesde

• fi”
41 de borde M”, nótesequesi x E M”, puedeconseguirseunacartade fi~4’ adaptada

• aC~ (i = 0,1)medianteunacartade E”41 adaptadaaM” con dominioconexo,y teniendoe
• en cuentaque0o y Qí son las componentesconexasde fi”4’ — M”).

e
• Para probar el resultadoesencialde esta seccionnecesitamosun lema de carácter
e

topológico sobreaplicacionespropias, quedemostramosa continuación. Este lema será
usado también en la demostracióndel Teorema 2.1. Introducimos antesuna serie de

• definicionesqueusaremosaquíy en el resto del capítulo:
e
e

Definición 1.2 Una aplicación diferenciable f : fi”41 ~* 1? se dice qúe cumple la
• condición de Palais-Smalesi para toda sucesión{Xn}neN ~ fi”41 con {IIDf(xn)lI}neN

• convergente a O y tal que {f(x,,) ¡ n E es acotado se verifica que {Yr¡}JEN posee una
e

subsucesión convergente.

e
e
e
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La condición de Palais-Smalese introdulo en la Topología Diferencial para poder

obtenerresultadossobredeformaciónen la Teoría de Morse sin necesidadde que la va-

riedadfuesecompacta(véase[P.S.]).

Definición 1.3 Una aplicación f : fi”41 —* 1? continuase dice que es defibras compactas

si para todo t c fi se cumplequef1(t) (la fibra de f en t) es compacta.

Definición 1.4 Una aplicación f : fi”41 —* fi continua se dice que es propia si f es

cerraday de fibras compactas.

Definición 1.5 Una aplicación f : fi”41 —~ fi continua se dice que es cuasi-propia si

f1(K) es compactopara todo compacto1< ci fi.

Los conceptosanterioresestánrelacionadospor la siguienteproposición:

Proposición 1.6 Seaf : fi”41 —* fi una aplicación continua. Entonceslas siguientes

afirmacionesson equivalentes:

i) Para todo ji E fi, pi > O, existe N > O tal que si IIYII > N, entoncesif(x)I >1’.

u) f es cuasipropia.

iii) f es propia.

Además, si f es diferenciable, cualquiera de estas condiciones conlíeva que la apli-

cacíon f es de fibras compactasy verifica la condición de Palais-Smale.

Demostración: La pruebade estaproposiciónes elemental:

i)=t’ii) Sea K un compactode fi, así queexiste un ji E fi, pi > O con 1< ci (—g,p).

Por hipótesis,para este ji existeun N > O tal que si IIYII > N, entonces f(Y)I > ji.

Luego si x ~ B[0,N], IixII > N, así que If(x)I > pi, o seaf(x) ~ (—pi,pi), de modo que

Y ~ f1(K), y por tanto f1(K) ci B[O,N] es acotado. Como por supuestot’(K) es

cerradode fi”41, se tiene que f1(K) es compactode fi”41.

ii)=~i) Seaji E fi, pi > 0. Por hipótesisf1([—pi, ji]) es compactode fi”41 , y por tanto

es acotado. SeaN E fi, N > O tal que f1 ([—pi, pi]) ci B(O,N). Entoncessi x E fi”41

tiene norma estrictamentemayor queN, Y ~ B(0, N), así quex «t1([—pi, ji]), es decir

If(Y)I > ji.
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ii>~’iii) Es consecuenciade que fi es localmente compacto y Hauisdorff (véasee
[G.M.O.O.P.], proposición 111.4.68).

Veamosahora que si f es propia y diferenciable,entoncescumple la condición dee Palais-Smale. Sea {Xn}nEN una sucesiónde puntos de fi”41 tal que {f(x~) ¡ n E N}

esté acotado,así que existeun r E fi, r > O con {f(x,.) ¡n E N} ci [—r,r]. Entonces

• f1([—r,r]) es compacto,y por tanto la sucesión{xn}nEN tiene unasubsucesiónconver-
e• genteal estarincluida en estecompacto ‘3

e
• Ejemplo 1.7 La aplicación diferenciablef : fi2 —> fi dada por f(x, y) = ¡xy cumple lae

condiciónde Palais-Smalepero no es de fibras compactas.

e
• En efecto,si (xo,yo) E fi2, entonces

• ¡
• Df(x~

— x
0)

e
• por lo que {¡IDf(xn,yn)II}neN convergea O si y sólo si {(x,,,y,,)}fl6N convergea 0, así que
• f es de Palais-Smale.Por otro lado, ningunafibra de f es compacta. ¡
e
• Ejemplo 1.8 La aplicación diferenciablef: fi —* fi dadapor la gráficae
e
• U

e
e
e
e
e
e

es defibras compactasy no cumplela condición de Palais-Smale.e
Paraver quef no cumplela condicióndePalais-Smale,bastafijarse en la sudesión{n}fleN.

• Por supuesto{IIDf(n)II}nsN convergea 0, {f(n) /n E H} estáacotadopero {n}nEN no

• tienesubsucesionesconvergentes.

e
e
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Lema 1.9 Seaf : R”4’ —* fi una aplicacióndiferenciable, conn E N. Supongamosquef
es defibras compactasy no acotadasuperiormente.Entoncesfestáacotadainferiormente

y es propia.

Demostración: Comola aplicaciónf es declaseinfinita, porel SegundoTeoremade Sard

([M.O.],8.3.10), el conjuntodelos valoresregularesde f es densoen fi. Enparticularexiste

unasucesión{tm }m~N ci fi de valoresregularesde f convergentea+~, y las fibras de estos

puntost1(tm) puedensuponersequeson no vaciaspuesf no estáacotadasuperiormente

(e im(f) es un intervalo de fi al ser fin+i conexoy f continua). Como ademásf es de

fibras compactas,f~i(tm) es unasubvariedaddiferenciablecompactasin bordey no vacia

de fi”41, y por el Teoremade Separaciónde Jordan-Brouwer(una versiónmásgeneral),

fi”41 — f~1(tm) tiene un número finito de componentesconexas,todas acotadassalvo

una queno es acotada,y todas abiertas(aquí es necesariala hipótesisn E ?a). SeaAm

la componenteconexano acotadade fi”41 — f’(tm). Entoncesf(Am) ci (tm, +~) (en

efecto, si existiesep E Am con f(p) < t,,~, por ser f continua,Am conexoy estarAm

incluido enel complementariode f—i(t,~) seriaf(Am) ci (~,tm), y por tanto f estaría

acotadasuperiormenteal ser fi”41 — 4m compacto).Que f estáacotadainferiormentese

sigue entoncesde que f(Am) lo está(por tm) y fi”41 — Am es compacto(nótesequesólo

hemosusadoel quehayaun valor regular de f con fibra no vacíay compacta).

Veamosahoraquef es propia, probandoqueparatodo pi E fi, pi > 0, existe N E N

tal quesi IIxII > N, entoncesIf(x)I > pi. Ahora bien, como la sucesión{tm}meN converge

a +~, existeun m
0 E N tal que tm0 > pi, y al ser fi”

41 — Am
0 compacto,existe N > O

con fi”
41 — Amo ci B[0, N]. Entonces,si x E fi”41 es tal que IlxII > N, x « B[0, Nl, por

loquex~R”41—Am
0,oseaxE Amo, de donde f(Y)¡=f(Y)>tm0>pi. ‘3

Los siguientesejemplosmuestranla necesidadde las hipótesisen el lemaanterior:

Ejemplo 1.10 La condición “n E PV’ del Lema 1.9 es necesaria: la aplicación diferen-

ciablef : fi —~ fi dadapor f(t) = et es defibras compactas,no estáacotadasuperiormente

y no es propia (t
1([—1,1]) no es compacto).
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Ejemplo 1.11 La condición «f no está acotadasuperiormente”del Lem4 1.9 es nece-

sana: la aplicación f : fi2 —* fi dada por f(x,y) = fl(x2 + y2) donde¡9: fi —* fi es lae
aplicación diferenciablede gráfica

-a

e

e
es 0~, susfibras son compactas(o son vacías,o es un punto o son circunfekncias),pero

e
f no es propia pues,por ejemplo,f1([a — 1, a + 1]) no escompacto. (La gráfica de f se

obtiene rotando la de ¡3 sobre el eje z).

e
e
e
• El anteriorresultadoescierto aunquela aplicaciónf seasólo continua,pero la demos-
e

tración anterior clarifica cómoestánsituadaslas fibras de f en la sítuacionquerealmente
• nos interesa,quees elcasodiferenciable. Incluimos aquí,por razonesdeconápletitud,una

• pruebadel casocontinuo:
e
• Proposición 1.12 Sea f : fi”4t —> fi una aplicación continua, con n E~N. Suponga-

• mos que f es de fibras compactasy no acotadasuperiormente.Entoncesf está acotada

• inferiormentey es propia.

e
• Demostración: Si f no fuesepropiaexistiríaun compacto1< ci 1? con f1(K) no acotado,

• y por tanto existiríaunasucesión{Xm}mEN ci R”4’ convergente(en norma) a +c’o y tal
e

que {f(xm)}merq convergea ,\, paracierto A E 1<. Comof es continuay no estáacotada
• superiormente,existe unasucesión{YmlmeN ci fi”4’ convergente(en norma) a +oo y

• tal que {f(ym)}mEN convergea -¡-co. Tomandosubsucesionessi fuesenecesario,podemos

suponerque paratodo mE ~t IIXmII > m, IIymlI > m, f(xm) < A + 1 y f(ym) > A + 1.

• Para cada m E N elegimosun arco am con extremosYm e y,,, tal que flpí¡ > m para

todo p E am (aquíusamosla condiciónn E ~,paraquesea n + 1 =2):

e
e
e
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Y

Como f(xm) < A + 1 y f(ym) > A + 1 paracadam E N, por continuidadde f existe

Zm E &m con f(zm) = A + 1. Entonces{Zm /m c N} es no acotado(si bien es cierto que

podríanexistir m1,m2 E N distintos pero con Zmí = Zmj, y estáincluido en la fibra de

A + 1, contradiciendoel queestafibra es compacta.

Si f no estuvieseacotadainferiormente,se razonaríade modo análogo tomando la

sucesión{Ym}mEN ci fi”
41 con las condicionesde que converjaen norma a +~o y la

sucesión{f(xm)}meN converjaa —~, y considerandoA = 0. ‘3

Pasamosya a enunciary demostrarel resultadobásico de estasección:

Teorema 1.13 SeaM” una hipersuperficie compactade fi”41. Entoncesexiste una

función diferenciablef : fi”41 —* fi de Morse y propia, con un numerofinito de puntos

críticos, de modo que O es un valor regular de f y f’(O) — M”.

Demostración: Supongamosen primerlugar quelahipersuperficiees conexa,y pensemos

en 5”H comola compactificacióndeAlexandroff de fin4i de modoquela hipersuperficie

de fi”41 lo esahorade ~ y divide a la esferaen dos componentesconexasquela tienen

por borde.

La adherenciadecadaunade estascomponentesesun cobordismo,y como tal admite

unafunción de Morse (asíqueel borde de estecobordismoesel nivel cerode las dos fun-

cionesde Morse). Por la compacidadde estoscobordismos,necesariamentelas funciones

de Morse poseenun númerofinito depuntos críticos.

Ahora las dos funcionesde Morse construidasse puedenpegar paradar unafunción

de Morse sobretoda la esfera, manteniendoexactamentelos puntos críticos de las dos

funcionesiniciales, y el hechode que su nivel cero sea M”. Esto se hacesiguiendolas

ideasdel Teorema3.4 de [Mi] y haciendouso de la unicidaden el Teorema1.4 de la misma



e

e
e
e

1. CONSTRUCCIONDE FUNCIONES CON BUENAS PROPIEDADES 79

referencia.

Medianteel lemade Morse,conseguiremosde hechoquela funciónde Morseconstruida

sobrela esferatengaun urnco máximo y un único mínimo absolutos,y por el Teoremadee
Extensiónde Isotopíade Thom podremossuponerqueel máximo es el punto quehemos
usadoparacompactificarfi”41. De estemodohabremosconseguidounafunqión de Morse

sobre fi”41 con un número finito de puntos críticos, quetiene a O por valor regular, lae fibra de éstees M”, y todaslas fibras de la aplicaciónson compactas.

Ahora bien, la aplicación así obtenida puede no ser propia. Para aseguraresta

condición (manteniendolas propiedadesya conseguidas),la componemoscon un difeo-

morfismo que “desacota”la función, y se concluyeentoncespor el Lema 1.9.

e
A continuaciónescribimoslos detallesde la argumentaciónanterior, déstacandolos

primerospasospor separadopor ser interesantesen sí mismos:
e

1) Sea2” una subvariedaddiferenciable de
5n+1, conexa, compacta s<n borde y de

• codimensiónuno. Entoncesexiste una aplicación diferenciable
e
• H: 5n41 fi
e
• de Morse, tal que 2” = H

1(0) y O esvalor regular de H (nóteseque por la compacidad

de 5” la aplicación H tendrá un númerofinito de puntoscríticos).•
• La pruebade estehechoestácontenidabásicamenteen las ideasdel libro de Milnor,e
• [Mi]: se basaen la existenciade funcionesde Morse paracobordismosarbiirarios y en la

• idea de la demostracióndel Lema 3.7 sobreel pegadode funcionesde Mors’e.
e
• Por el Teoremade Separaciónde Jordan-Brouwer,5”HÁ — 2” tiene exactamentedos
• componentesconexas, a las que llamamos A

0 y A1. Ambas son abiertós de 5h41 y

e
Fr(Ao) = 2” = E’r(Ax). Fácilmentese puedever queÁ0 = A0 U 2” y A1 4 A1 U 2” son

• subvariedadesde 5fl±í de la mismadimensión,ambasson compactasy ambascomparten

• el bordediferenciable,quees 3(Á0) = M” = 3(Á1).
e
• Parael cobordismo(74o; 2”, Ql) es conocidala existenciade unafunción~ diferenciable
• fo: 1 —. [—1,0]con 2” — f

1(0), Ql = f¿1(—1),0(fo) ciA
0 y todosestosPiuntoscríticose

son no degenerados([Mi], Teorema2.5). Del mismo modo,parael cobordismo(Aí; 2”, Ql)
• existeunafuncióndiferenciablefi : —4 [0,1] con 2” = fj-

1(O), Ql = f{1(1), C(fí) ci A
1

• y todos estospuntos críticos son no degenerados(L es lo que se llama unafunción de
e

Morse parael cobordismo(Á~; 2”, Ql)).

e
e
e 4
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Al ser A~ compacto,el número de puntos críticos de f~ es finito, así que existeun

e> O tal quef¿’([—e,0]) n 0(fo) = Ql y f{1([0, e]) n C(f1) = Ql, por lo que, si denotamos

= f¿í([~e,0]) y B
1 = f{

1([0 e]) setieneque (Bo;f¿1(—e),2”) y (Bj;2”,f{1(e)) son

cobordismos,foIB
0 : —.+ [—e,O]es función de Morse del cobordismo(.80; fji«e) E”),

fi IB1 : —> [O,e] es función de Morse del cobordismo(Bí; 2~1jf{l(e)) y ambasfunciones

de Morse no tienenpuntoscríticos.

Para cada E {0, 1} se toma un campo tipo-gradiente.~j : —*

T(B~) para

(véase[Mi], Lema3.2),yse consideraelnorma]izadodeestecampo,esdecirqi =

de modo quendf~InJ es la función constanteuno.

De modo análogoa la demostracióndel Teorema3.4 de [Mi] (un cobordismoes pro-

ducto si y sólo si tiene unafunción de Morse sin puntos críticos), se tiene lo siguiente:

si a’IO : D(no) —* es el flujo de ~g, entonces E” st [—e,0] ci D(ijo),

a’~ Irnxr~~,oi : E” st [—e,0] —* Ro es difeomorfismo,y el siguientediagramaes conmutativo:

E” st [—e,0]

P2 foIB.

[—e,O]

De igual modo, si a’~ : D(ni) —* Rí es el flujo de ~h, entoncesE” st [0, e] ci D(ni),

1v”’ Isnx~o,c> : E” x [0, e] —~ es difeomorfismo,y el siguientediagramaes conmutativo:

E” st [0,c]

P2 fi IB,

[0,e]

Seag : E” st (—e,e) .> Sfl~~ la aplicación definida por

g(a,s) — f a”O(a,s) si .s <01 cr’2i(a,s) si s>0
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Al ser a”~ y a”’ flujos, la aplicación y está bien definida. Sea [A] la éstructuradi-

ferenciable de clase infinita usual de 5fl+í, y [P] la estructura diferenciable producto de

E” st(—e,e). Claramenteexisteunaestructuradiferenciabledeclaseinfinita [13]en 5”41 tal

que las inclusiones (A0,[AlÁ0]) ‘—* (S”’’, [13])y (A1, [AlÁ,]) c...* (5n+1, [13]),y la aplicación

g : (E” st (—e,e), [7’]) —* (5”+í, [5]) son inmersionesdifeomórficasabiertas.Por supuesto

T[B] =

Entonces la aplicación E’: (S”~’, [13])—* [—1,1]dada por

fo( x)

fi (x)

si xEÁg

si xEÁi

está bien definida (si x E Á0 ni Á1, entonces x E E”, y por tanto fo(x) = O = fí(x)) y

verifica las siguientescondiciones:

i) E’
1(0) = E”

u) E’ es diferenciable, puesto que las aplicaciones FíA
0 = fo : (A0, [AIÁ~])—* [—1,1],

FíA, = fi : (A1, [AIÁ~])—* [—1,1] y Fog = P2 : (E” st (—e,e), [7’]) t [—1,1] son

diferenciables.Paraver queE’og = P2, nótesequesi s < O entonces

E’ 09(0, s) — F(a~~(a, s)) = fo(a”~ (a, s)) =

la penúltima igualdadpues alio (a, s) E B0 ci A0 y la última por la

primer diagrama, y si s > O entonces

conmutatividaddel

E’og(a,s) — F(c0
1(a,s)) = fi(a”’ (a, s)) =

la penúltima igualdad pues a”’ (a, s) c B
1 ci A1 y la última por la

segundo diagrama.

iii) 0(F) = 0(b) U0(fí) (así que

conmtitatividad del

0(f) es finito), y todosson no degeikerados.Dado

que FIÁ¿ = fi y [AlÁ1] = [BIÁ1]para i = 0,1, es suficientever queE

es consecuencia de la conmutatividad del diagrama

(E” st [—e,e],[7’])
g

ni 0(f) = 0, y ésto

(Sn+í, [5])

P2 E’

[—1,1]

e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
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vistaen u), y de queg es inmersión difeomórficaabiertacon g(E” st {OJ) = E”.

iv) O es un valor regular de E’, de nuevopor la conmutatividaddel diagramaanterior

y por ser E” = E’’(O).

Ahora bien, como [A] y [13]son estructurasdiferenciablesde claseinfinita en

obtenidasal pegar los cobordismosÁ0 y Áí mediante la identidad de E”, existe un

difeomorfismo U: (S”
41,[A]) —* (S”41,[B]) con G(E”) = E~1 (véaseel Teorema1.4 de

[Mi]). Entonces es trivial comprobar que una solución para 1) es la aplicación composición

H = FaO: (gn4l, [A]) —* [—1,1].

II) La aplicaciónH de 1) puedetomarsecon la condición adicional de tener un unzco

punto máximoy un único punto mínimo absolutos.

Como 5~4í es conexo y compacto, existen a, b E fi, a < b con H(S”41) = [a, b]

(por supuesto H no era constante). ComoH1({a,b}) ci 0(H), el conjunto de puntos

extremosabsolutosde la función es finito.

SupongamosqueHí(a) = {x,xi,. . . ,x,.}. Por el Lema de Morse ([Mi], Lema 2.2)

existeunacarta O = (U,#,R~+í) de S”~ centrada en x tal que H(~’(y
1,. . . ,y~4í)) =

y~t..-y~4í+aparatodo(yi,...,y~) E qS(U),UflE” =QlyUflO(H) = {x}.
Seae > O tal que B[0,e] ci «U) y a + c

2 < 0, y sea y = &‘(B[O,c]). Claramente

V = Uni{x E 5~41 ¡H(x) =a+é}. Consideramosentoncesunaaplicacióndiferenciable

y estrictamentecrecienteh : (—oc, 0) .—~ (—oc,0), con h(a) = a — ~- y h(t) = t para todo

tE (a+ ~S0).

a-35~’2
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e

Entoncesla aplicaciónH : 5n+1 —~ fi definida pore
• ft(~f H(y) si y~V
• h(H(y)) si yE V

• es diferenciable, H-.i(O) = H
1(0) = E”, 0(4) = 0(H) y siguen siendo todos no

• degenerados; en cambio x es ahora el único punto mínimo absoluto de H, dado que

H(5~+1) — [a— 4,b] y H’(a —4) = {x}. De modo análogo se procederla a dejar un
• único punto máximo absoluto.

e

• III) Sea E” una subvariedaddiferenciablede
5n41, conexa,compactay sin borde, y de

• codimensión uno. Sean p y q dos puntos de una misma componente conexa de 5n41 — E”.

• Entoncesexisteun difeomorfismoA1 : S”~~ 5~+í tal que A1(E”) = E” yAi(p) = q.e
• Dadosdos puntosdistintos deunavariedaddiferenciable,por el Teoremwde Extensión

• de Isotopía de Thom ([Hi], pág. 180), deducimosla existenciade un difeoffiorfismo que
• ¡

lleva un punto en el otro y es difeotópico a la identidad. Además,esta difeotopíase

• puedeconstruir con soporteen cualquierabiertoque coñtengaun camino:diferenciable

e
que conectelos dos puntos, así que bastaríatomar un camino que no cortasea E” y

• como abierto la componenteconexade 5n+1 — E” quecontienea los puntos. De modo

• más detallado,sea r : J Sfl~~ un caminodiferenciableconectandop y q sin cortar a

• E”, es decir, r(O) = p, r(1) = q e im(r) ci A, donde A es la componenteconexade
5n+1 — E” quecontienea los puntosp y q. La aplicación~: {p} st J ... 8n4i dadapor

• -y(p,t) = r(t) es una isotopíacon irn(-y) ci A, 10(p) = r(0) = p y yi(p) =41) = q, así

quepor el resultadoya citado existeunadifeotopíaA : 5n+1 ~ J ~ S”~~ con A1 o-yc, =

y sop(A) A, asíque A1 : S”+~ —* S”~ es un difeomorfismocon A1(E”) —‘E” (de hecho
• A¿I,nuÁ lIsn+UÁ A1(p) = Aí(-yo(p)) = -yí(p) = q, como queríamos

• demostrar.e
e
e
• Concluimosahora la pruebadel caso conexo: sea z : R”

41 ~
5n4i una inmersion

• difeomórficaconS?t+I~~i(Rn+í) = {N} donde N = (0,.. .,0,1) esel “polo n9rte” de S”~~

• y sea E” = i(M”), así que E” es subvariedad diferenciable de 5fl+l, conexa, compacta sin

• borde y de codimensión uno. Por 1) y II) existe una aplicación diferenciable H : S”
41 —> fi

con H’(0) — E” O es valor regular de H, el conjunto 0(H) de los puntos críticos dee
H es finito y todos son no degenerados,y H tiene un único punto máximo absolutop,

e
e
e
e
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ti

4 ‘e
y un uníco mínimo absoluto. SeaA1 la componente conexa de 5fl+1 — E” quecontiene

‘e
a N, y sea A0 la otra componenteconexa de 5~-f4 — E”. Al ser O un valor regular ‘e

de H y E” = H
1(0), por argumentos de conexión tenemos que H(A

0) ci (—oc,O) y ‘e

H(A1) ci (O, ±oc)ó viceversa.Podemossuponer(considerandola aplicación—H si fuese ti
‘e

necesario), que H(A0) ci (—oc,O) y H(A1) ci (0,+oo), de modo quetanto p como N ‘e

esténen A1, y por III) existeun difeomorfismoA1 : S”•~ —* 5~41 con A1(E”) = E” y ti

A1(N) = p. Consideramosentoncesla aplicacióncomposición ‘e
‘e

f.fifl4i45fl+1 Li> gnA-i H ‘e
—*1? u.

ti
que es obviamente diferenciable y verifica las siguientes propiedades: ‘e

e
i) 1’(O) = M” (1í(o) = i

1(Af’(H’(0))) = i—i(A~í(En)) = k1(E”) = M”).

u) O es valor regular de ¡ (pues lo es de H). ti
‘e

iii) El conjunto 0(7) de los puntos críticos de ¡ es finito y todos son no degenerados e
(0(H) es finito, todos sus puntosson críticos no degenerados,A

1 es un difeomorfismoy ti

la aplicación i es inmersióndifeomórficaabierta). ‘ee
iv) ¡es de fibras compactas. En efecto, si b = H(p) es el valor máximo de II, entonces ‘e

‘e
f(fi”

41) ni [0,+oo) = H(Ai(i(fi”41))) fl [0,+oc) = ‘e
‘e
‘e

If(A
1(S”

41 — {N})) ri [O,+oo) = H(S”41 — {p}) ni [0, +oc) = [0,b),

la última igualdaddebido a quep es el único punto maximo absoluto de H. Entonces, ti
‘e

si A E imCf), f—1(A) = i’(AT1(H’(A))) es homeomorfoa Af1(H—’(A)) dado que ‘e

N ~ AT1(H—’(A)) (H(A
1(N)) = H(p) = b > A al estar la imagen de ¡ contenidaen ‘e

(—oc, b)), y toda fibra de HoAi es compactaporqueS”~ es compacto. ti
‘e

Sea ahora a: (—oc, b) —* 1? el difeomorfismodegráfica ‘e

ti
‘e
‘e
e
‘e
St
u.
‘e
‘e
‘e
e
‘e
e
e
e
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e

La aplicación buscada es la composición f = aof : fi”41 —* R. Comó a(O) = O y

• a es difeomorfismo, la aplicación f mantiene todas las propiedades de 7. Pero además

• f no está acotada superiormente (f(fi”41) — a(f(R”41)) D c4[0, b)) = [O,+oc)), así que
e por el Lema 1.9, f es propia y la demostración del caso conexo está concluida.

• El caso no conexo sigue esencialmente los pasos anteriores, aunque conviene hacer
e algunasmatizaciones:en primer lugar, unageneralizacióndel Teoremade Separaciónde

• Jordan-Brouwernosseparala esferaen unacomponenteconexamásde las quetengaM”,

• quedandocada componenteconexa de la hipersuperficiecomo una componenteconexa
e

de la frontera de exactamentedos de estascomponentes.En segundolugar, al dar las
• funcionesde Morse,unaparacadacobordismoen quequedadividida la esfera,se toma

• la precauciónsiguiente: si A es una componenteconexa de M” y X e Y son los dos

cobordismosquela tienenpor borde (cobordismoscolindantes),la función de Morse para

• X debeser negativasi la de Y es positiva. Que esto se puede conseguir(a pesar de

• que estos cobordismospuedenllegar a tener varias componentesconexasde M” como

borde)es consecuenciatambiéndel Teoremade Separaciónde .Jordan-Brouwergenerali-e
• zado. Un tercer detallea teneren cuentasurgea la horadel pegadode las funcionesde

• Morse. Paraello setomandos cobordismoscolindantesal azary sepegansusfuncionesde

• Morse. Ahora la nuevafunción tomavalorestanto negativoscomo positivos,peroéstonoe
• es un obstáculoparapegarleunafunción de Morse definida sobreun nuevocobordismo

• colindantecon el cobordismoque se ha formado con la unión de los dos anteriores(el

procesodepegadode las funcioneses esencialmenteel mismo,aunquela p¡iimera función

• no sea ahoraunafunción de Morse del cobordismopropiamentedicho: toma valoresen

• (—1,1) y la imageninversadel O no es solamenteel borde). Repitiendoesteproceso,se

• obtieneunafunción de Morse sobrela esfera,tal queM” es la fibra del valor regular 0.e
No es difícil, haciendouso del Lema de Morse,probarquese puedeconseguirla función

• de modo quetengaun único máximo absoluto,y queésteestéen la componenteconexa

en quecaeel punto de la esferaquehemosutilizado paracompactificar fi”4’ (paraello,

tómeseun máximo relativo de estacomponente-al menoshay un extremorelativo, y si

• es necesario,podemostrabajarcon la aplicaciónopuesta-,y como en II), “estiramoseste

e
punto haciaarriba”). El restode la demostraciónes ya completamenteanálogoa lo que

• se haceparael casoconexo. ‘3

e

e
e
e
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A la vistadel teoremaanterior,unacuestiónqueseplanteade modonaturales la de si

el resultadoes válido cuandosustituimosel EspacioEuclideo por unavariedadarbitraria

como variedad ambiente. La respuestaes negativa, como puedeverse en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.14 Consideramosla subvariedad diferenciable Z = S~ st {(1, 0)} del toro

51 ~ S~, que es compacta,conexay sin borde, y de codimensiónuno. Entoncesno existe

tna función diferenciable del toro en fi para la cual 51 st «1,0» seauna fibra regular.

La razón deéstoradicaen queel complementariode Z en 5’ st es conexo. Así, si

Z fuese la imageninversade O por unafunción diferenciablef : 5’ st 5’ —> fi, entonces

necesariamentef(S1 st 51~ Z) ci (0, +oc) ó f(S’ st 5’— Z) ci (—oc,0), y por tanto todos

los puntos de Z seríanextremosrelativos(asíquepuntoscríticos).

Como se puedeobservaren el ejemploanterior, no se tiene un analogodel Teorema

de Separaciónde Jordan-Brouwerparael toro, motivo suficienteparaqueno funcione la

pruebadel Teorema2.1 en la situación del ejemplo. Esto planteade modo natural una

interesantecuestión:

Problema. Supongamosque X es una variedad diferenciable conexasin borde y que Z

es unasubvariedaddiferenciablede X, compacta,conexay sin borde,y de codimensión

uno tal que X -.- Z tiene exactamente dos componentes conexas ambas con frontera comun

Z. ¿Existe entonces una función de Morse sobre X, propia y con un número finito de

puntos críticos, quetengaa Z como fibra regular?

Por supuesto, si X es compacta, la cuestión anterior tiene una respuesta afirmativa,

hecho que se demuestra como el apartado 1) del caso conexo del Teorema 1.13 (desde

luego la función obtenidade este modo es propia por la compacidadde X).
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• 2 ESFERAS EN ftfl Y PUNTOS CRíTICOS EN LA

• REGION EXTERIOR

e
• De modo breve, el hilo conductor de los Teoremas de Deformación de la Teoría de Morse

• puede resumirse así: supongamos que a < b son dos valoresregularesde tina aplicación
e diferenciablef : X —* fi de Morse definida sobre una variedad diferenciable compacta

• X. (El que la aplicación sea de Morse significa que todos sus puntos c+iticos son no

• degenerados, y en particular están aislados. Así, como la variedad ambiente es compacta,
e

el número total de puntos críticos es finito). Los Teoremas de Deformación de la Teoría

• de Morse nos relacionan los niveles t1(a) (variedad que suponemos conocida y a la que

• convenimos en llamar nivel de partida) y fi(b), de acuerdo con los puntos críticos de

f.-1 (a, b) y los índicesde estospuntos. Así, por ejemplo,si no hay ningún puntocrítico en
• f~i(a, 6), se tiene que ft’(b) y f1(a) son difeomorfas (Primer Teorema de’ Deformación

• de la Teoría de Morse), y si se tiene un único punto crítico de indice le E N, entonces• f1(b) es unavariedadquese obtienede t’(a) por unamodificación esférica(cirugíaen

• el sentido de Milnor-Thom) de tipo (le, n + 1 — le), donde n es la dimensiónde f1(a).

• Esto, por supuesto,no determinael tipo diferenciablede f—i(b), pero provee de una

• información de gran importancia; por ejemplo, permite la comparación de l~s homologías

• de los dos niveles (Desigualdades de Morse), la relación entre los grupos de homotopía

• ([Mil]), etc.
e
e
• Un interesante ejemplo de la situación anterior es cuando M” es una hipersuperficie
• compacta y conexa del Espacio Euclídeo y f : fifl+i —* fi es una función de Morse que

• la tiene por una de sus fibras regulares. De acuerdo con el Teorema de Separación dee
• Jordan-Brouwer,las ideasexpuestasanteriormentese podrían aplicar considerandolos

• puntos críticos de la región acotadaquedefine la hipersuperficieen el EspacioEuclideo,
e

que es compacta, y el conjunto vacio como variedad nivel de partida.
e
• Pero ¿qué ocurre si nuestra función tiene puntos críticos degenerados1 en la región

acotada, y no los tiene en la región no acotada (región exterior)? (Por supuesto, esta

• posibilidad no es nadarara, como se puedever en el ejemplo 2.6). En este caso, la

e
e
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‘e

Teoría de Morse Clásica no puede ser aplicada a la componente conexa no acotada por no ‘ee
disponerde ciertascondicionesdecompacidad.El propósitodeestasecciones resolverel ‘e

problema que se presenta en esta situación. St
ti

Para explicar la solución aportada, volvamos por un momento a la situación en que ‘e
todos los puntos críticos de la región acotadason no degenerados.Haciendoentonces ti

uso del Lema de Morse se puedemodificar la función para quetengaun único extremo ti
ti

absolutoen estacomponente,asíque,tomandoun valor regularlo suficientementecercano ‘e

al valor extremo,tenemoslasituacióngeneraldescritaarriba, en dondeahorala variedad ‘e

nivel de partida es una esfera. ti
St

Supongamosahoraquenuestrafunción tienesólo unacantidadfinita depuntoscríticos ‘e

en la región no acotada, y que todos son no degenerados. Si la función se pudiese extender
ti

diferenciablementea la esfera(compactificaciónde Alexandroff del EspacioEuclideo por

un punto), y este punto fuese un extremoabsoluto (supongamosque es un máximo),

entonces,como antes,la imagen inversade cualquiervalor regular mayor que todos los u
St

valores críticos (de la función definida sobre el EspacioEuclídeo) sería una esfera,y

obtendríamosunafunción de Morse sobreun cobordismocompactoen la región exterior,

con nivel de partida conocido.
St

Nuestrasolucionmarchadeestemodo,aunquepor motivosdiferentes,puesen general si

es falso que las funcionesde Morse sobreel EspacioEuclídeo puedanextendersediferen-
St

ciablementea la esfera,vistaéstacomo su compactificaciónde Alexandroff. El resultado

básico quenos permite este acercamientoal problemaes el Teorema2.1. Por otro lado,

este acercamientoquedaprecisadoen la demostracióndel Corolario 2.5.
St
St
St

Demostramos a continuación el teorema esencial de esta sección. La prueba recorre

algunosde los resultadosmásimportantesde la Topología Diferencial (Teoremade Sepa>

ración de Jordan-Brouwer, Teorema del h-Cobordismo, un fuerte teorema de Deformacion St

de la Teoría de Morse en el caso no compacto) y otros resultados e ideas de la Topología

Algebraica:

e
St

Teorema 2.1 Sea M” una hipersuperficiecompactay conexade fi”41 (n =2), y sea

f : fi”41 —> R una aplicación diferenciable con M” = f’(0) y O valor regular de f. St

Supongamosque f cumple la condición de Palais-Smale o bien es de fibras compactas. St
St
St

e
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Entonces,sif no tienepuntos críticos en la componenteconexano acotada

severifica que:

89

de fin+í~Mn,

i) M” es una 3-esferade homotopíasi n = 3.

ti) M” es homeomorfaa ~94si n = 4.

iii) M” es difeomorfaa 5” sin > 5 ó n = 2.

Demostración: Sean 0o y Q~ las dos componentes conexas de fi”41 —; M” ,así que

E’r(Go) = M” = Fr(Oí) y una de ellas, pongamos 0o, es acotada. Además CoyG1

son abiertosde Rn+í y C~ = G~ u M” son subvariedades diferenciables de fiTl+l, con

3(C~) = M”, para i = 0,1.

Como M” es compacta,existeun r > O con M” ci B(O,r), asíqueC
0 C B(O,r) por

argumentos de conexión. Entonces X = C1 ni B[0, r] es subvariedad diferenciable de clase

infinita de fi”
41 con 3X = M” + S,~ la unión disjunta de M” y S~, donde5t es la esfera

de radio r y centroel origen de fi”41.

Es suficiente entonces demostrar que X es

es decir, las inclusiones

un h-cobordismo entre M” y 5’ si n =2,

M”~->X y 5S—>X

son equivalenciasde homotopía. En efecto,en tal caso tendríamosqueM” y S~ tienen

el mismo tipo de homotopía, lo que probaría i), y por ser cierta la Conjetura de Poincaré

en dimensión cuatro ([F.Q.], Corolario 7.1B), tendríamos u), es decir M4 és homeomorfa

a S4; iii) en el cason > 5 seria consecuenciadirecta del Teorema del h-cobordismo por

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e

e
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ser Sfr simplemente conexa([Mi), Teorema9.1), y para n = 2, el que M2 tenga el tipo de

homotopía de 52 conduce por supuesto a que M2 y 52 son difeomorfas.

Se trata pues de ver que M” ‘—* X y ~r‘—> X son equivalenciasde homotopia.

Por un argumentoya típico, es suficienteprobarqueM”, X, S,Q son simplemente conexas

y la inclusiónM” ‘—* X esequivalenciadehomotopia(en efecto,ental casoH~ (X, S’; z)

H*(X, M”; 7/) por la Dualidad de Lefschetz, y esta cohomología es trivial por la equiva-

lencia de homotopíaM” ‘—* X. Como X y M” son variedadestopológicas(con y sin

borde respectivamente),tienenel tipo de homotopíade un 0W-complejo, por lo que la

inclusión S~ ‘—* X sería una equivalencia de homotopía por el Teorema de Whitehead).

Como los G~ son conexos,M” = ft’(O) y O es valor regular de f, podemossuponerque

f(Go) ci (—oo,0) y f(Gí) ci (0,+co).

Supongamosquef cumple la condiciónde Palais-Smale.Entonces,si 0(f) ni Ci = 0,

existe un difeomorfismo

6: M” st [0,+oc) —>

con 44x,0) = x paratodo x E M”.

En efecto, obsérvese que existe e > O con f(0(f)) ni [—e,0] = 0, pues de lo contrario

habríaunasucesión{Y,I}nEN ci C
0 de puntos críticos de f tal que ~ f(x4) = O.

Por compacidad de C0 hay una subsucesión{Ynk}kEN de {xn}neN que converge a un

punto x E C0. Por la continuidad de f, f(x) = O así que Y c M”, y por la con-

tinuidad de Df, Df(x) = 0, pero O es valor regular de f. Ahora, como f cumple la

condiciónde Palais-Smale(seentiendefi”
41 con su métrica Riemanniana usúal, que es

completa)y f(C(f)) ni [—c,0] = Ql, existe ([S.T], proposiciónXS.16) un difeomorfismo

h : f—i(O) st (—e,+oc) > f~1(~+oc) con h(x,0) = x para todo Y E f’(0) y

h(f1(0) st {d}) = f—1(d) para todo d E (—e,+oc), de modo que la aplicación

4’ : M” st [0,+oo) —> C
1 dada por 4’(x,t) = h(x,t) es difeomorfismoy 4’(x,O) = x para

todo x E M”. (Obsérvesequela aplicación f es, automáticamente,de fibras compactas).

Entoncesel diagrama

jo 4’

st [0,+oc)

donde jo(x) = (x, 0) es obviamenteconmutativo, por lo que la inclusión M” ‘—+
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e
es una equivalenciade homotopía. Por otro lado, la inclusión X ‘—> es también

• una equivalenciade homotopía,pues existe (es trivial su construcción)un retracto de

• deformaciónfuerte de Uí en X. Como M” ci X ci C1, se deduceentonces(véase

[R.F.], pág. 63, prop.7) que la inclusión M” ‘—* X esunaequivalenciade homotopía.

• VeamosqueC1 es simplementeconexo. Paraello tomamosd> O tal quela intersección

• 4«M” st [d,+00)) niB[O, r] seavacía(como 4’—’ (B[0, r] niC1) es compactodeM” st [0, +oc),

• existeun d>0 con 4’
1(B[0,r]niCí) ci Mst [0,d), asíque.8(0,r]niCí ci i,b(M”st [0,d))).

• Seap E &1 y a : 1 —> una aplicación continuacon o(O) = p = a(l) y veamos

que [a] = O E irí(Cí,p). Consideramosla aplicación E’ : C, st [0,d] —> C
1 dada por

• E’(x, t) = 4’(pí(4<’(x)), t+p2(4’
1(x)))(= 171(x)),queescontinuacon E’

0 = 1v,. Definimos

• r como la composición‘r= Fra :1 -~+ C1 £.¶ C1. Nóteseque r(0) = Fd(a(O)) = Fd(p) =

Fd(o}1)) = r(1)(= q), y que im(r) ni .8(0,r] = Ql dadoque Fd(Cí) ci t,b(M” st [d,±oo))e
• queno cortaa B[0,r]. SeaH : 1 st 1 —* Qí la aplicación continua dada por H(s,t) =

• F¿d(a(s))(= JEt(s)). Se tieneque Ho = a, JE, = ‘,- y H(0,t) = H(1,t) paratodo t E 1.

Consideramosel caminoa : 1 —> C1 dado por a(t) = H(0,t), que conectap = a(O) con

• q=c41).

e

e
e
e
e
e
e
e
• Entoncesla aplicaciónha : irí(Cí,p) —* ir1 (C,,q) dadapor ha(Ly]) = [cr’ * -r * a] es

e un isomorfismo,e
• h0([a*r* ~1]) = [cf’ * a * 7 * cf’ * a] =

e• y [r] = O e ir,(C,,q) puestoque im(r) ni B[0,r] = 0, fi”
4’ — B(0,r) ci C, (ya que

• Co ci B(0,r)) y n ~ 2. Que Ci es simplementeconexo se sigue ahoTa al probar que

• [a]= [a * r * a’] E irdCí,p). Peroestono es másque un resultadobásicoen Teoríade
e Homotopia:

e
e
e
e
e
e
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Lema 2.2 Seana y r caminoscerradosen un espaciotopológicoX con u(O) = p = a(i)

y ir(O) = q = r(1), y supongamosque existe una aplicación continua H : 1 st 1 —* X con

110 = a y H1 = ir y la condiciónadicional11(0,t) = H(1, t) paratodo t E 1. Consideramos

el caminoa : 1 —> X dado por cv(t) = H(0,t)(= H(1,t)), asíquea(O) = p y a(1) = q.

Entonces[a] = [a * ir * a
1] E irí(X,p).

Así pues, la demostracióndel teoremaen el caso en que la aplicación f cumple la

condición de Palais-Smaleestáterminada. Supongamosahora quef es de fibras com-

pactas: si f no fuese acotadasuperiormente,entoncespor el Lema 1.9 f seríapropia,

así quese cumpliría la condiciónde Palais-Smaley aplicaríamosla partedel teoremaya

probada. Si f es acotadasuperiormente,f(G,) = (O, b] ó f(G,) = (0, b) con 6 > O. Al

suponerque 0(f) ni Q~ = 0, estamosen la segundasituación. Consideramosentonces

un difeomorfismo ¡3 : (—oc,6) .—* fi estrictamentecrecientey tal que /3(t) = t paratodo

t =b¡2. Entoncesla aplicacióncomposición

1 0

es diferenciable, g’(0) = (¡3offl1(0) = f’(Ñ1(0)) = t’(O) = M”, O es valor

regular de g (pues¡3 es difeomorfismo),y es de fibras compactas(g’(t) = f—’(¡3—’(t)) es

compactopues f era de fibras compactas), y y no está acotada superiormente (g(Gi) =

!3(f(Gí)) = ¡3(0,6) = (0, +oc)). Entonces,por el Lema 1.9, y es propia y por tanto

cumplela condicióndePalais-Smale.Seconcluyeentoncesaplicandola partedel teorema

ya probada. ‘3

Nótesequeen la pruebaanterior, hemosobtenidolo siguiente:

Observación 2.3 En las hipótesis del Teorema2.1, se verifica en cualquier caso que f
es una aplicación de fibras compactas.

Nuestro propósito es ahora demostrarun resultado parasuperficiesde fi3. Aparte

de la curiosa informaciónqueobtendremos,lo esencialen esteresultadoes la idea de la

demostración,quenos permite usar los Teoremasde Deformaciónde la Teoríade Morse

a partir de los puntos críticos de la región exterior a una hipersuperficie en dimensiones

arbitrarias (éstaes la filosofía de la sección2). Previo a esteresultado,introducimos un

lema de carácter general sobre la conexión de las hipersuperficies que vienen dadas como

los cerosde funciones:
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e
• Lema 2.4 Seaf : fi”

41 —* fi una aplicacióndiferenciable de fibras compdctas(n E tq).e
• Entonces, si A E fi es un valor regular de f que es cota superior de f(0(fl)), se verifica

• que f’(A) es conexo(tal vez vacío).

• Demostración: Veamosen primer lugar que, si existe un valor regular A de f que es

• cota superior de f(0(f)) y su imagen inversaes no vacía,entonces0(f) ~stá acotado.

• En efecto, la imagen inversade un tal valor regular es unahipersuperfici~compacta,y

e
por el Teoremade Separaciónde Jordan-Brouwer,su complementariotiene un numero
finito de componentesconexas,todas acotadasexceptouna,a la quellamamósM. Por

• la existenciade extremosrelativos,todas las componentesacotadastienenp,untoscríticos

• de f, así que los valoresque f toma en ellos son menoresque A (A es cotá superior de

• f(0(f))). Entonces,por la conexióndeM y ser A un valor regulardef, n¿cesariamente

• f(M) ci (A, ±oc)y por tanto no hay puntoscríticos en M ya que A es tota superior

• de f(0(f)). En conclusión,0(f) estáincluido en la unión de las componentesconexase
acotadasde fin41 — f—1(A), así queestáacotado.

• Nótesetambiénquepodemossuponerquef no estáacotadasuperiormente.En efecto,e
• comof escontinuay fi”~’ es conexo,im(f) esun intervalo. Seab E RU{+oc} el supremo

• de im(f). Si f está acotadasuperiormente,b E Ji. Ahora, si b E im(f), claramente

• b E f(0(f)): en tal caso,si A es un valor regular de f quees cotasuperiorde f(C(f)), se

tiene que A > b y por tanto f—1(A) es vacío. La otra posibilidades que b «im(f): si a es

• el ínfimo de im(f), entoncesa < 6 y existee E fi, a < e < b. Consideramo~entoncesun

• difeomorfismoa : (—oc, 6) —> fi con la condicióna(t) = t paratodo t < e ~ la aplicación

diferenciableg = aof. Estafunción es tambiénde fibras compactas,y no~estáacotadae
• superiormente. Ahora, si A es un valor regular de f que es cota superior de f(0(.f)),

• entoncesa(A) es un valor regular de g quees cota superior de g(C(g)),y por supuesto,
e

f1(A) — g’(a(A)).
• Supongamospuesquef no estáacotadasuperiormente,de modoquef ~s propiapor
e

elLema 1.9. Severificaentoncesquef1(A
1) y f—’(A2) sondifeomorfassi A1~ < A2 son dos

• valoresregularesde f queson cotassuperioresde f(0(f)): en efecto,por serf propia,

• (f
1([Aí,A

2]);f
1(Aí),f1(A

2)) esun cobordismocompacto,y trivialmente
•
• fIÍ—’u~,,x2]) : f’([A1, >2]) —* [Al, A2]e

es una función de Morse sobreestecobordismo,sin puntos críticos. Así, jor el Primere
Teoremade Deformaciónde laTeoríade Morse,las fibras f

1(Aí) y f’(A2) sónvariedades

e
e
ee -- - — _ ___
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componentea
def’(/4)

difeomorfas.

De acuerdocon todo lo anterior,es suficientedemostrarla existenciade un valor regu-

lar paraf, queseacota superiorde f(C(f)) y sufibra seaconexa,en la situaciónen que

f es unaaplicación propia no acotadasuperiormentey f(0(f)) estáacotadosuperior-

mente. Es un argumentode conexiónun tanto delicado: por un lado, ya hemosvisto que

en estasituación0(f) ci B(0,s) paracierto s > O. Es trivial entoncesquesi pi es un valor

regularde f cont1Q¡)niB(0,s) = Ql, existeunacomponenteconexaA de fi”41 —f1(pi)

quecontienea 0(f). Por el Teoremade SeparacióndeJordan-Brouwergeneralizadoy la

existenciadeextremosrelativos,si pi es un valor regular de f y fi”41 — f1(pi) tiene más

de dos componentesconexas,al menosdos de estascomponentesconexastienenpuntos

críticosdef (véasefigura), y por tanto no existeunacomponenteconexade Ji”4’ ~ (pi)

quecontengaa 0(f). Por todo lo anterior,si no hay un valor regular de f cota superior

de f(C(f)) con fibra conexa,tendríamosque f(B[0,s]) no estaríaacotado. ‘3

aqufhaypuntoscríticos

Corolario 2.5 Sea5 una superficieconexade fi3 que se obtiene comolos ceros de una

función f : fi3 —* fi diferenciabley propia, siendoO un valor regular de f. Entonces, si

f tiene un único punto critico en la componenteconexano acotada de Ji3 — 8, y es no

degenerado,5 es difeomorfaal toro.

Demostración: SeaCí la componenteconexano acotadade R3—S. Trabalandocon—f si

fuesenecesario,podemossuponerquef(C,) ci (0,+oc), y dehechose da la igualdadal ser

f no acotadasuperiormente(puestoquef es propia y acotadainferiormente).Entonces,

si p es el único punto crítico de f en Cí, tomando A > f(p) se tiene el cobordismo

compacto(f’([0,A]);S,f1(A)) (f1([0,A]) es compactopuesf es propia) y la función

componentesde f’Q-¿)
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e
• de Morse sobreestecobordismodadapore

.1 IJ—’([0,A]> : f1([O, A]) —* [O,A]
e
• con un uníco punto crítico p (la función es de Morse pues este punto es no degenera-

• do). Entonces,por el SegundoTeoremade Deformaciónde la Teoríade Morse (véase

• [S.T],proposiciónX.916), f1((—oc,A]) seobtienede t1((~oc, O]) por asociaciónde une
• asa de tipo k, donde le es el índice del punto crítico p no degenerado,así que f—i (A) se

• obtiene de .1—1(0) por una modificación esférica (cirugía en el sentido de Milnor-Thom

• ([Mi.1])) de tipo (k,3 — le), y por tanto f1(O) se obtienede [-‘(A) por unacirugía dee• tipo (3 — le, le).

• Por otro lado, como A es un valor regular de f quees cota superiorde f(0(f)), y fe
• es de fibras compactaspor ser propia,se verifica quef1(A) es conexo,por el Lema2.4.

• De modo que f-1(2) es unasuperficiecompactay conexade Ji3, queseobtienecomoe
la fibra regular de una aplicaciónpropia, y no existenpuntos críticos en la componente

• conexano acotadade Ji3 — f—1(>). Entonces,por el Teorema2.1, la variedadf1(A) es

• difeomorfaa la esfera52, y por tanto nuestrasuperficiese obtienede 52 medianteuna

• cirugía de tipo (3 — le, le), o sea,existe unainmersión difeomórficah :
53kt1 st D~ > 52

• tal que

• 5 = (S
2 — h(53k3 st Int(Dk))) (D8~ st

5k—1)e
e

Ahora bien, si le = 1, 5 = 52 + 52 que no es conexo,y si le — 2, S~ = 3(D
1), así que5

• es el toro (por supuestole no puedeser O ni 3, puesal ser 51 = 3D0 = 0, para le = O
e

quedaría5 = Ql y para le = 3 tendríamos 5 = 52 + 52 no conexo;en cualquiercaso,
• siemprepodemosasumirque le = 1 ó 2 por la eliminaciónde los puntoscríticos extremos

• relativoscuandoel cobordismoy las dospartesseñaladasde su borde son cánexos:véase

• [Mi], Teorema8.1). ‘3e
e
• Parailustrar los resultadosanteriores,desarrollaremosun sencillo ejemplo en el quee
• se decideel tipo diferenciablede la hipersuperficiede acuerdocon el corolario, mediante

• el conocimientode los puntos críticos en la región de fuera, mientrasque en la región

acotadaque encierrala superficieexisteninfinitos puntos críticos, y por tanto ningunae
• informaciónes obteniblede éstosmediantela Teoríade asociaciónde asas.

e
e
e
e
e
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‘e
‘e

Ejemplo 2.6 Seag: Ji3 —* Ji ¿a aplicación polinómica dada por

g(xí,x
2,xa) = ~ — 10x~ — 1Ox~+9. St

‘e
Entonces5 = g

1(0) es una superficie de Ji3 difeomorfa al toro 5’ st ~ ‘e
‘e
‘e

Por supuestog es diferenciabley

St( 44 + 4x
1x~+ 4x~x~ + 12x1 ‘e

Dg(x,,x2,xa) = 4x~+44x2+4x2x§—2Ox2

4x~ + 44x3 + 4x~x3 — 20x3 ) ti
e

asíque0(g) = {(0,O,0)} U {(O,x2,x3) E R
3/Y~+x~ = 51 ypor tanto 0(g)ni§1 (O) = Ql,

es decir, O es un valor regular de g. Trivialmente y es no acotada, y sus fibras son ‘e

compactas(la partehomogéneade mayor grado,4 + x~ + 4 + 244 + 244 + 244 ‘e
‘ees siemprepositiva paratodo (x,,x

2, x3) # (0,0,0)). Así, por el Lema 1.9, y es propia.

Por otro lado, un sencillo cálculo del Hessianode y en (0,0,0) nos dice ademásqueeste ‘e

punto crítico es no degenerado(con índice dos). ‘e
e

Algo no tan inmediato es demostrarque 5 es conexo. Paraello notéselo siguiente: u
i) O(g) tiene exactamentedos componentesconexas. u) {(0,O,O)} ci A, dondeA es la ‘e

única componenteconexano acotadade fi
3 — 5 (g(t, 0,0) = t4 + 60 + 9 > O paratodo u.u.

t =0). iii) Todacomponenteconexade Ji3 —5queestéacotadadebetenerpuntoscríticos e
(debidoa la existenciade extremosrelativos). Las observacionesanteriores,junto con el ti

Teoremade Separaciónde Jordan-Brouwernos dan la conexión de 3. ti
‘e

Por otro lado g tiene un único punto crítico en la componenteconexano acotadade u.

Ji3 —5: éstaes {p E Ji3 /g(p) >01 y 0(g) ni {p E R3 /g(p) >01 = {(0,O,O)}. Entonces,

por el corolario 2.5, 5 es difeomorfo al toro. ‘e

Paraconcluir estecapítuloobtendremosun reciprocodel Teorema2.1 paralas esferas
u.

sumergidasen el EspacioEuclídeo. e
‘e

Proposición 2.7 SeaIMP’ una hipersuperficiede Ji”41, con n > 4. Entonces si M” es ti

difeomorfa a 5”, existe una aplicación diferenciable f : Ji”41 —* fi tal que O es un valor ti
ti

regular de f, M” = [-1(0), f tiene un único punto crítico y es no degenerado (así que f
es de Morse), y además f es propia. ‘e

ti

Demostración: Denotemospor N y 5 los poíos norte y sur de ~ respectivamente, ‘e
e

es decir, N = (0,... ,O,1) y 5 = (0,...,0, —1). Seaj : ~>

5n41 una inmersión e
‘e
ti
‘e
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e
• difeomórfica con — j(R741) — {NJ, y sea E = j(M”), así que E es subvariedade

diferenciablede
5n41, difeomorfa a 5”. Por el Teoremade Schoenfiiesdiferenciableen

• dimensión mayor o igual que cinco ([Mi], pág.112)existe una aplicación diferenciable

• 11: S”
41st1 —* 5”+~, cadaH~ = H(..,t) esundifeomorfismo,H~ = l

3»+i yHi(E) =

dondei :S” ‘....> 5n+1 está dadapor i(y1,.. .,yn+í) = (yí,. .. ,y,~+í,O).e
• Seah : S”~ —* fi la aplicaciónaltura, es decir, h(y,,. . . , y,,42) = y,,«¿. Por supuestoe
• h es diferenciable,h’(0) — i(S”), 0(h) = {N,S} y ambosson no degenerados.Por

• comodidadsupongamosqueh(H1(N)) > O (desdeluego no es O ya quehí(O) = i(S”) =

• Hí(E)yN ~ E, puesdehechoN~ j(Ji”+
1)). Comoenlil) delTeorema2.1,;sedemuestrae

• queexiste un difeomorfismo a : 5n+1 ... gn±1 con a(i(S”)) = i(S”) y a(Hí(N)) = N.

• Es claro entoncesque h(a(H,(j(R”~1)))) = [—1,1), y si ir : [—1,1) —* [—i, +oc) es un

• difeomorfismocon ir(t) = i paratodo t < 1/2, unasoluciónvienedadapor la composicióne• f de ir con la aplicacióncomposición

e• fil~+I 3 5fl+i jft> 5fl+i -t 57t+1 ~ [—1,1]

e
• definidasobrela imagen. Por supuestof es de claseinfinita,

e
• f’(0) = j’(H1(a1(h’(ir’(0))))) = 51(H’(a’(h’(0))))

• = ft1(H{1(a1(i(S”)))) = Yí(H{i(i(Sfl))) = ft1(E) =e
• 0(f) = j’(Hj~1(&’(0(h)))) = Y1 (H~7’ (a71({N, S}))) y se teníaque a(H,(N)) = N,

• de donde0(f) esun único punto crítico (por supuestono degenerado),y ademásO es un

valor regular def. Por la construcciónde 1 y la compacidadde 5fl+1 es fácil ver quefe
• es de fibras compactas,y no está acotadasuperiormentegraciasal difeomórfismo ir, así

quepor el Lema 1.9, la aplicaciónf es propia. ‘3

e
e
• Corolario 2.8 SeaM” una hipersuperficiecompactay conexade Ji”4’ co½n > 5. Las
e

siguientesafirmacionesson equivalentes:

• i) M” esdifeomorfaa 5”.e
• u) Existe una aplicaciónf : Ji”41 .—* Ji diferenciable, 0 es valor regular de f, M” =

• f1(0), f no tiene puntos críticos en la componenteconexano acotada de fin4i —e• f cumplela condición de Palais-Smale.

e
e
e
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e

iii) Existe una aplicaciónf : Ji”41 —* fi diferenciable,O esvalor regular de f, M” = ef ‘(0), f no tiene puntoscríticos en la componenteconexano acotada de fi”4’ — M”, y

f es de fibras compactas. e

iv) Existe una aplicación f : Ji”41 .—> fi diferenciable,0 es valor regular de f, M” =

fi(O), f no tiene puntos críticos en la componenteconexano acotada de fi”41 — M”, y

f es propia.
e

Demostración: Por supuestoiv) =~‘ u) y iii), y por el Teorema2.1 tanto u) como iii)

implican i). Finalmente,por la proposiciónanterior, i) 4 iv). ‘3
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e• Capítulo IV
e
e
e
• SOBRE EL PROBLEMA DEe
e
• KIRBY DE SIMPLIFICACION DE
e
e• ENLACES REFERENCIADOS
e
e
e
e

Un problemafundamentalde la Topologíadedimensiónbajaesobtenerunapresentación
• de los objetosqueestudia,y un modo de sabercuándodos presentacionesdadas lo son

• del mismoobjeto.
e
• A comienzosde ladécadade los sesenta,W. B. Lickorish obtieneunatal presentación

• paralas variedadesdiferenciablesdeclaseinfinita orientables,conexas,compactasy sin
e

borde,de dimensióntres ([L.1]). Cualquiervariedaddeestetipo (nos referiremosaellas
• simplementecomo 3-variedades)se obtieneretirandolos interioresde unacolecciónfinita

• y disjuntade toros sólidos incluidosen la esferadedimensióntres, y volvié~dolosa pegar

de un modo determinado.e
• A lacolecciónde los toros sólidosen 9 y almodoenquedebenserpegadosdenuevose
e

les llama instruccionesde cirugía. Dichas instruccionespuedenserconcretadasseñalando
• unacolección de curvascerradassimples (1-nudos)disjuntas en 9 y un númeroentero

• (referencia)paracadacurva: los toros sólidos que se retiran son entornastubularesde
e estascurvas,y las referenciasnos indicanla manerade volver apegarlos toros sólidos. A

• unafamilia finita y disjuntade 1-nudosen 9, junto conlas referencias,se le llama enlace

• referenciadoen 9, y si L es un tal enlacereferenciado,a la 3-variedadqueobtenemos
e

siguiendolas instruccionesde cirugíaqueéstenos marca,la denotamospor M2.

e
e
e
e
e
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Aún más, Lickorish demuestra([L.23 y [L.3J) que toda 3-variedad es M~ donde L

perteneceaunaclasemuy especialdeenlacesreferenciados.Los 1-nudosde estosenlaces

referenciadosseobtienenapartir de las curvascanónicas(longitudes,meridianosy curvas

de enlace)del toro de géneroarbitrario, canónicamenteincluido en S3, cavadasadistinta

profundidaden el toro sólido queacota, y las referenciassólo puedenser uno y menos

uno. Es puesbastanterazonablereferirnosaestosenlacesreferenciadoscon el nombrede

enlacesde Lickorish.

Por otro lado, a finales de la décadade los setenta,It. C. Kirby ([14.2]) introduce

dosmodosdemanipularlos enlacesreferenciados(a estasmanipulacioneslas llamaremos

movimientosde Kirby), y demuestraque las variedadesMZ y son difeomorfassi y

sólo si E se obtiene de L medianteunaseriede estosmovimientosy sus inversos(en tal

caso, diremosqueL y E son enlacesreferenciados8-equivalentesy escribiremosL E).

En general,al conjuntode las posiblescombinacionesde estosmovimientosse le conoce

con el nombrede Cálculo de Kirby.

Kirby planteó entoncesla posibilidad de obtenerun algoritmo paradecidir cuando

dos enlacesreferenciadosdefinenla misma3-variedad. A finales de los ochenta,en vista

del escasoprogresohabidoen estacuestión,Kirby vuelve a plantearel mismoproblema,

ahora desglosadoen las siguientescuestiones([14.1], págs. 15 y 16):

1- ¿Quédebemosentenderpor enlace“canónico” o “minimal” de una3-variedad?

2- Encontrarun algoritmo para que,a partir de un enlacereferenciadoL arbitrario,

podamosconstruir mediantemovimientosde Kirby un enlacereferenciadoE canonícoo

minimal (resolverestacuestiónal menosparafamilias interesantesdeenlacesreferencia-

dos).

Este capftulo trata estas cuestiones. Nuestra idea es considerar los enlaces de

Lickorish como minimaleso canónicos,e intentar responder,al menosen ciertos casos,a

la segundacuestión. Nos centraremosasí en los enlacesquellamaremoscadenassimples

(éstos incluyen, por ejemplo, los recubridorescíclicos de S3 ramificadossobreel nudo

trébol [Ro]).

En particular,el problemade decidir éuándoun enlacereferenciadoes un díagrama

de Heegaard4-dimensional, se reducirá a saber cuando un diagrama de Heegaard

3-dimensionalqueescomposiciónde homeomorfismosde torsión a lo largo demeridianos,

longitudesy curvasde enlacees x 9 (véase[Mo]).

e
e
e
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e El punto de partida en nuestroprocederes un refinamientode lo que Rolfsen ([Ro])
e
• llamaTeoremaFundamentalde la Cirugíasobre3-variedades,probadoen [L.1]. Paraello
• introducimospreviamentelos siguientesconceptosy notación:
e
e SeaM9 el toro sólidodegénerog canónicamenteincluido en9 y seaS9 3M9. Seae9
• un collar de S~ en M9. Un enlacereferenciadoL se dice incluido en M9 si lascomponentes
e deL son 1-nudosen S~ “cavados” en M9 a distintaprofundidadmediante cg.el collare
• Si A es un 1-nudo en Ss,, llamaremos autorreferenciade A al número entero
e
e a = lk(A,c9(A x 1)) (para la definición de número de enlace1k, véase[R~1,págs. 132
• y siguientes). Entonces,un enlacereferenciadoL se dice totalmenteincluido en M9 si
• estáincluido en M9 y ademáslos númerosde referenciade cadacomponentede L vienen

dadospor la autorreferenciadel 1-nudo correspondienteen 59 máso menos1 (es decir, lose ¡
• 1-nudosen S~ casideterminanlo quehande ser las referencias).Un enlacereferenciadoL

e incluido en M9 se puedeexpresarmediantela semirrectareal de acuerdocon el siguiente

e diagrama:e
• Xr

e Gr
e
e
• Es decir, las componentesde L son c9(C~ x {s~}) donde cada C~ es un 1-nudo en

e s¿ E (O, +~) con .s~ < < s~ y x1 C z es la referenciade c4(C1 x {s~}).
e
e Por definición, un enlacede Lickorish es un enlacereferenciadototalmenteincluido en
e M de mod ~ espondientesson meridianos,longitudeso curvas
e de

9 o que los 1-nudosen 3 corr
• enlacecanónicosde Ss,.
e es un en eO (véanse

Si O 1-nudo S~, h
0 denotael homeomorfismodetorsión deS s¿br

• [LA] y [L.2]). En el desarrollodenuestrasideasseráesencialdestacarel sentidoen quese

• torsionaS~ a lo largo de la curvaO: distinguiremosasí el homeomorfismoht (expresado

en el siguientedibujo),e
e
e
e

-4e
e
e
e
e
e
e
e
e
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de su inversoh~:

-4

e

NuestrorefinamientodelTeoremaFundamentaldela Cirugíasobre3-Variedadesqueda

ahora plasmadoen el siguienteresultado:

Corolario 2.15 Sea el enlace referenciadototalmenteincluido en

al + ~i

A1

a,. + Cr
A,.

(asíquelos4 son1-nudosen .%, 4 = +1 y a~ = lk(A~, c2(A~xl)) sonlas autorreferenczas

de A4, y supongamosque el homeomorfismode S~ definido por la composición

o•~ ohj~’~

coincide con

hf~, ooh~

siendoB~ longitudes,meridianoso curvas de enlace canónicosde S~ y 3~ ±1.

Entoncesel enlace incluido en

—31

11= +

que es de Lickorish, se obtiene dc L mediantemovimientosde Kirby.

e
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e
e Ahora, dadocualquierenlacereferenciadoL, paraobtenerun enlacereferenciadoL’
e
e de Lickorish mediantemovimientosde Kirby, debemospreviamenteencontrarun enlace
• referenciadoL1 incluido en M2 quesea 5-equivalentea L (paso 1), y en sdgundolugar,
• tal vez modificando los 1-nudos en S~ ligeramente,obtenerun enlacereferenciadoL2
e

a su vez 5-equivalentea L1, L2 ya totalmente incluido en M9 (paso2). Entoncesel
• enlacereferenciadoL’ buscadose obtendríaalgorítmicamentea partir de L2 medianteel

• corolario 2.15 haciendouso de los pasosde [L.2] y [L.3].e
• Resulta entoncesde interés resolver los pasos 1 y 2 para familias importantesde

• enlacesreferenciados.Esto se lleva a cabo con éxito paralas llamadascad~nassimples,e• que comprenden,por ejemplo, los recubridorescíclicos de 9 ramificadossobreel nudo

e trébol (véase[Ro], págs. 304 y siguientes).
e
e

La bellezay “sencillez” (véasepor ejemploel comentarioen [Ro], pág. 279) de los
• enlacesreferenciadosde Lickorish noshallevadoaproponeraéstoscomoenlacescanónicos

• o minimales para las 3-variedades,pero sería de gran importancia (para el problema
e inicial de decidir cuándodos enlacesreferenciadosdefinenla misma 3-variedad)el poder

e comparardos enlacesde Lickorish entre si, aunqueesta cuestiónno es an~lizadaen la

• memoria.e
e
e El capítuloestádividido en tressecciones:en la primeraserecuerdanlas definicionesy

• los resultadosbásicosya conocidos;la segundasecciónrefina lo queRolfsenllama Teoremae
e Fundamentalde la Cirugía en dimensióntres ([L.1], [L.2], [L.3] y [Ro]), qbteniendoel
• Corolario 2.15. Paraello se introduceaquíel conceptodeautorreferenciade un 1-nudo en

• S~ (y apartir deestadefinición se da la interesantenoción de enlacetotalmenteincluido
ee en M9), y se distingueentreun homeomorfismode torsión y su inverso. T~or último, la
• sección3 aplicaestasideasaunainteresantefamilia deenlacesreferenciado~:las cadenas

• simples.
e
• Las referenciasbásicasusadasen este capítulo son [L.1], [L.2], [L.3], [K.l], [14.2] y

• [Rol (capítulos2,7 y 9). Estas referenciashacenmención en ocasiones~ la categoríae
e diferenciable,y en otrasa la topológica: queremospor ello recordaraquí la equivalencia
• entre ambas categoríascuandode la dímensiontres se trata. A lo largo del capítulo
e utilizaremosel término inmersióntopológicaparareferirnosaunaaplicaciónentreespacios
e

topológicosquees homeomorfismosobrela imagen.
e
e
e
e
e
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e
e

1 ENLACES REFERENCIADOS DE LICKORISH
Y CALCULO DE KIRBY Se

e
En estasecciónintroducimosde modo brevelas definicionesy resultadosbásicosya cono- e
cidos que serán usadosen el capítulo. Esencialmenteéstos son: enlacesreferenciados ecomoinstruccionesde cirugía, el toro sólido M2 canónicamenteincluido en 53 y su borde, e

= SM9, las curvas canonícasde S~, (meridianos, longitudesy curvas de enlace),el

TeoremaFundamentalde la Cirugía en dimensióntresde Lickorish, el Cálculo de Kirby
e

y el TeoremaFundamentaldel Cálculode Kirby. e
e

Definición 1.1 (1-nudo en S
3 orientado) Un 1-nudo J en 9 es una subespaciode 9 e

homeomorfoa la circunferencia
5~ Así pues,si J es un 1-nudo en S

3, existe una tn- e
merszóntopológica a : 9 —* 33 con J = a(S’), y una orientación en J se obtiene como e
la clase de isotopíacon imagenincluida en J de una tal inmersión topológica. U

e
Definición 1.2 (Número de referencia) Llamamosreferencia de un 1-nudo en 33 a un. e
numeroentero que le asociamosarbitrariamente. e

e
Definición 1.3 (Númerode enlace de dos1-nudosorientadosdisjuntos)SeanJ y 1< dos ‘e

e
1 -nudos disjuntos en 9. Entonces1f~(S~— K;Z¿) es isomorfo a Z, y si J es n-vecesun
generadorde este grupo, se dice quen es el número de enlace de J y 1<, y escribzmos e
llc(J, 1<) = u. La ambigúedadsobre el signo de n desaparecesi elegimosun generador e
concreto para 11~(S~ — K;7z) y orientamosJ, o lo que es lo mismo,suponemosambos ee
nudos orientadosy seguimosel siguiente convenio: consideramosuna proyecciónregular

de J u 1<, y en cada punto en queJ cruzapor debajode 1<, contamos: ‘e
‘e

1< e
e

+1 para —J y —1 para —-1 e
e
e
e

La suma de estos númeroses entonceslk(J,K). ‘ee
e

Observación1.4 Si f : S~ >< ~ S~ es una inmersión topológica conf(S’ x {(0, 0») = e
1<, entoncesf({(l, 0)} x ¿9D2) genera11~(S~— 1=1;z) z. ‘e

e
e
e
e
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e

Definición 1.5 (Toro sólidó) Un toro sólido es un espaciohomeomorfoa 91 x D2. Une
toro sólido de génerog E N es un espaciohomeomorfoa la suma conexa (ti lo largo del

• borde) de g toros sólidos.

e
Definición 1.6 (Ánima, Curva de Referenciay Númerode referenciade uhae

• topológica de 31 >< en 33) El ánima de una inmersión topológica f: 9 x —* 53 es

• el 1-nudo orientadoJ = f(S’ x ((0,0») (suele denotarsecon la letra A
1), y su curva de

referenciaes el 1-nudo orientado1< = f(3
1 x {(1,0)}) (suele denotarsecon la letra 7?~).e

El númerode referenciade f es el número entero u = lk(A
1,7?~) (A1 y 7Z11 son 1-nudos

• disjuntosy orientadosde9).
e
e Observación1.7 Dado un 1-nudo orientado J en 33 con referencia n E 7Z, existe unae

znmersióntopológica f : S~ x —* 9 tal que J = A1 y n = lk(J,%). Ademásf es

• única a menosde isotopíaambientede S~.

e
e Definición 1.8 (Enlace en 33) Llamaremos enlace en 33 a una colección finita dee

1-nudosdisjuntos en 9.

e
• Observación1.9 Cadanudo de un enlacepuedesertrivial o estar anudado,y dos nudos

• distintospuedenestar o no «enlazados”entre si. Nótesequedos nudosorientadosL y Ee
• puedenestar enlazadosentre si aunquesu númerode enlacelk(L, L’) seacero:

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e Definición 1.10 (Enlacereferenciadoen 33) LlamaremosenlacereferenciadoL en 33 aee un enlace en 33 en el que a cada componentele hemos asociado una referencia.

• Escribiremos

L = {(Lí,ní),.. .,(Lr,nr»
e
• para denotarel enlace referenciadoen 33 dado por los 1-nudosdisjuntos L1, y las refe-e

renczasni E Z para cada L~ (tE {l,. ..,r}).
e
e
e
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e

Observación 1.11 Todafamilia finita de inmersionestopológicascon imágenesdisjuntas ‘e
e

{ fi : >< 3%... ,fr : 3~ x S~} define un enlace referenciado ‘e
e

L= {(Lí,ni),...,(L~,.,n,.)1 e
e

considerandoL~ = A1, y ni = lk(L~,7Z.~r,) para cada i E {1,. . .r}. ‘e

Recíprocamente,si ‘e

L = {(L1,nfl,.. . ,(Lr,n,.)} e
es un enlace en existenr inmersiones‘‘ e

referenciado 33, ~opo~ogícas e
fi:S

1xD2—*3%...,f,.:S1xD2—*S3 ee
‘e

conimágenesdisjuntas,dc modoque L
1 = AL ynj = lk(L~,’1Z1~), para todo i e {1,. . . ,r}.

Ademásla familia {L} es única salvo isotopía de 33, si imponemosla condiciónadicional e
de que los f~ recorran los 1-nudosL~ en un sentidodeterminado. ‘e

e
Definición 1.12 (Enlacesreferenciadoscomo instruccionespara asociar asas) Si ‘ee

L = {(Lí,n1),. . . ,(Lr,nr)} ‘ee
e

es un enlace referenciado en 33, WÉdenotarála 4-variedad conborde, compactayconexa,
obtenidaal asociar r asas de tipo dosD

2 x D2 al disco D4 de acuerdocon el enlace refe- e
rencíadoL, esto es: ‘e

er

W2=X(D”;fí,...,f,.;2)=D4L(LD~xDfl ‘e
fi i=1 e

e
siendo e

f: [j 5D~ >c D~ —~3~ ‘e
i=1 e

la aplicación que lleva p a f~(p) si p e 5D~ x D?, donde e
e

fi :8D~xD~=S1xD2—*St...,f,.:5D>D~=3’ xD2—~S3 ‘e
e

son inmersionestopológicasconimágenesdisjuntas,y tales queL~ = A,~ yn~ = lk(L
1, 7Zí~) ‘e

para todo i E {1,. . . ,r}. ‘ee
e

Observación1.13 La definición anterior es consistente de acuerdo con la ‘e
Observación1.11: por un lado, esta observaciónnos dice que existe la familia de inmer- ‘e

sionestopológicas{fi} con las condicionesrequeridas, y por otro lado, si {.fl} y {fj} son ‘e
e
e
e
e
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e

dos familias distintas cumpliendo estas condiciones, existe una aplicación Ji : 33 x ¡ —* 9

• continua, tal que cada nivel Ii~ = H(,t) es un homeomorfismo, Ho = ‘s~ yH1 of~ = fj’oa~

• siendo a~ : 31 >< ,. 31 x D
2 la identidad si f~ y recorren en un mismo sentido,

e _

y a~ = CS x lfl2 si f~ y recorren L
1 en sentido opuesto, donde CS : 9 31 es la

• aplicación CS(9) = —9. Por supuesto, a~ puede extendersea un homeornorfismoa de

• Y x D
2, y Ji

1 puede extendersea un homeomorfismoH~ de D
4 puesJi

1 es isotópico a

• la identidad:e
• 33 ~ c D>D~ D

4 Li D~xD1U ... U D~xD~e
• LA a~ a~ a . . . a’
• 1111 Hl

• ¡•
• 33 -s—L~——8DkD~cD>D~ D4 U D~xD~LJ ... ti D>D~

e
• Resulta obvio entonces que H~ U a’~ Li ... U a establece un homeomorfismo entre

• X(D4;fi,. . .,f,<2) y X(Dtf,.. .,ffl2).e
e
• Definición 1.14 (Enlacesreferenciadoscomo instruccionesde Cirugía) Si
e
• L = {(Lí,ní),..
e
• es un enlace referenciado en S~, M2 denotará la 3-variedad sin borde, compacta y conexa
e

obtenida al hacer r cirugías de tipo (2,3) disjuntas a 3~ de acuerdocon el enlace referen-

• cuido L, es decir:

•
• = X(53;fi,...,fr) = (33 (U fd~’ x JntD2))) U (LI D~ xS~)
• i=1 1

e
siendo

r r r r

• F:c9(LD~x3fl= ~ xS~ —~ Ufi(31 xOD2)=8(53—(Ufi(S1 xIntD2)))e i=1 1=1 t=1 ¿=1

• la aplicación que lleva p a f(p) sip E S~ x Sfl donde
e
• ~e
ee son inmersionestopológicasconimágenesdisjuntas,y talesqueL~ = A

1~ ynt= lk(L~,7Zf~)
• para todoie{1,...,r}.
e
e
e
e
e
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Observación 1.15 La definición anterior es consistente de acuerdo con la

Observación1.11: por un lado, esta observaciónnos dice queexiste la familia de inmer-

sionestopológicas{f¿} con las condiciones requeridas, y por otro lado, si {fJ y {ffl son

dos familias distintascumpliendoestascondiciones,existeuna aplicaciónJi : 33 x 1 —~ 33

continua, tal que cada nivel +J~ es un homeomorfismo, Ji0 = lg~ y H1 of~ = fjoa1 siendo

a1 : 31 x —* 2 x D
2 la identidad si ~ y fi recorren en un mismo sentido, y

a¿ = CS >< lD2 si f~ y fI recorren en sentido opuesto. ClaramenteaiIslx sl puede

extendersea un homeomorfismoa7 de D2 x SI:

_ 3,~ G D~ x33 — u:1 fdS’ x JntD
2) 31 x

Hl

‘y
33 — u:1 MS’ >< JntD

2)

a¿Isi

xS’ a
1

x 3~ c D~ x

(33 — u::=1 fic:3’ >< JntD
2)) U D~ x 3~ U

Hl

(33 — u:=~ fl(S1 >< JntD2)) U x S~ U

Resulta obvio entoncesque Ji
1 U c4’ U

X(3
3;f

1,. . .,fr) y X(5
3;f,. . .

La relaciónentrelas dosconstrucciones

de pruebatrivial:

U a” establece un homeomorfismoentre

anterioresvienedadapor el siguienteresultado,

Proposición 1.16 Si L es un enlace referenciadoen 33, entoncesMZ 5W¿ (dado que

ya habíamosprobado queWÉ estababien definida, esto es otro modo de ver que MZ está

bien definida también).

En lo quesigue, introducimosla notaciónqueusaremosparareferirnosal toro sólido

de géneroarbitrario, canónicamenteincluido en el Espacio Eucídeode dimensióntres, y

señalaremossus curvascanonícas:

108

U D~ x

a,.

U D~ ><

e
‘e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
‘e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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• Definición 1.17 M9 denotaráel toro sólido de géneroy canónicamenteincluido en

Su borde es la superficie orientable del mismo género, y lo llamaremosSs,. Usaremos

• tambiénla notacióne9 paraun collar de 39 en Mg, esdecir, c9 esuna inmersióntopológica

• de 3~ x R±en M9 tal que c2(x,0)= x para todox E Ss,. En el siguientedibujo mostramos

las curvas canónicasde 3~, esto es, sus longitudes 4, meridianosmj y curvas de enlacee
• ej (en 3~ hayg meridianosy g longitudes,y y — 1 curvas de enlace): ¡

e
e

e
e

• Por ejemplo, si y = 1, podemostomar M1 = H(3
1 x D2) donde Ji es la aplicación

• 5’ x —* S~ dadapor Ji((x, y), (a, b)) = ((2+a)x, (2+a)y, b), y paragénerósarbitrarios,

usamossumasconexasde estaaplicación.

• Observación 1.18 y
9 = Adh(3

3 — M
9) es también un toro sólido de generoy incluido

en 33, 5V9=39=OM y3
3—V

9Lh5M9.

e
• Observación 1.19 (ver [Ro], págs. 29 a 32) Si T es un toro sólido incluido en R

3 (en

• SU, ~r, 1T y 4 denotanel meridiano, una longitud y la longitud preferida de T. Laee longitud preferida de un toro sólido incluido en R3 está caracterizadapor tener numero

• de enlace cero con el ánima del toro sólido. Obsérveseque, para y = 1, se tienen las

• siguientesigualdades:l~ = mM,, mv, = l~<, y 1v, =

Observación 1.20 Normalmentesobreentenderemosla letra y c N, asíqu¿ escribiremos
• M, 3, c y V para referirnos a M

9, S~, e2 y V9 respectivamente.

e
• Definimos a continuación los enlacesincluidos en M y los enlacesreferenciadosde

Lickorish; la formalizaciónde estosconceptosbien conocidosnos simplificaráposteriorese
• enunciadosy demostraciones:e

e
e

4-
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e

Definición 1.21 (Enlaces incluidos en M) Sea {C1,. .. , C4 una colección finita de ‘ee
1-nudosen 3. Entonces, si s1, . . . ,s,. c (O, +oo) con s~ ~ s~ si i ~ j, diremos que el e
enlace en S~ definido por e

e
L= {c(Ci >< {s1}),...,c(C,. x {sr})} ‘e

e
está incluido en M. (Es posible que C~ n C5 # 0 para i # j, pero en cualquier caso e
e(C~ x {s~}) fl c(C5 x {s~}) = O pues s~ ~ s5). ‘ee

e
Definición 1.22 (Enlace referenciado de Lickorish) Un enlace referenciado en 33 se dice ‘e

de Lickorish si es un enlace referenciado incluido en M con dos condiciones adicionales: ‘e
e

1) Los 1-nudos en 3 que lo definen son meridianos, longitudes o curvas de enlace e
canónicos de 5. ‘e

e
2) Todos los números de referencia del enlace son 1 ó —1. e

e
Con las definicionesintroducidas,el TeoremaFundamentalde Lickorisb de la Cirugía ‘eeen Dimensión Tres se enunciaasí (véanse[L.1], [L.2], [L.3] y [Ro]):

e
Teorema 1.23 Dada cualquier 3-variedadconexa,compacta,sin borde y orientable Nt e
existe un enlace referenciadode Lickorish L con N

3 M2. e
e

Definición 1.24 Se conocecon el nombre de Cálculo de I<irby la combinaciónde los
movimientos9.i y 9.2 ó sus inversosdefinidos en [ff2]. Dos enlacesreferenciadosL y u

se dicen entoncesa-equivalentessi existe una secuenciade movimientosde Kirby que ‘e
e

permitanobtenerE a partir de L, y en tal caso escribiremosL —‘ E.

e
Teorema 1.25 SeanL y E dos enlacesreferenciadosen 33~ Entonces M¿ y M2> son e
homeomorfassi y sólo si L iNi L’. ‘ee

e
Corolario 1.26 Para todo enlacereferenciadoL en 53, existeun enlace referenciadode
Lickorish L’ con L L’. e

e
Demostración: Por el TeoremaFundamentalde la Cirugía en dimensióntres,existeun ‘ee
enlacereferenciadoL’ de Lickorish tal que MI MI,. Entonces,por el Teoremadel ‘e

Cálculo de Kirby, L —‘ E. e
e
e
‘e
e
e
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• En [14.1](págs. 15 y 16), R.C Kirby planteael problemadedeterminarloquedebemos

entenderpor enlace“canónico” o “minimal” L deuna3-variedaddiferenciablecompacta
• sin borde N3 (asíqueN3 ~ Mt), y dar un algoritmo usando sus movimientos para pasar

• de un enlace referenciado arbitrario a uno canónico (sugiere, al menos, Éesolver estose
• problemasparafamilias importantesde enlacesreferenciados).Es la bellezay “sencillez”

• de los enlacesde Lickorish, junto con el corolario 1.26, lo quenos lleva a proponer a

• estos enlacescomo una posibilidad de enlacescanónicoso minimales pata los enlaces

referenciadosen 33•

• El propósito de la siguientesecciones, medianteun refinamientodel TeoremaFun-

damental de la Cirugía de Lickorish, dar un algoritmo para transformar ~n enlaces de

• Lickorish una subfamiliade los enlacesincluidos en M, aquellosa los que llamaremos

• enlacestotalmenteincluidos en M. Ahora bien, anteun enlacereferenciadoarbitrario,

dos son los pasosque lo separande ser un enlacetotalmenteincluido en M. En el

• paso 1 se trata de encontrarun enlaceL
1 que seaa-equivalenteal de pkrtida, y que

• esté incluido en M, y el paso 2 consisteen, tal vez modificandoligeramántelos nudos

de L1 en 3, conseguir un enlace O-equivalente totalmente incluido en M. Ambos pasos

• son descritoscon todo detalleparaunafamilia importantede enlacesreferenciados(las

• cadenássimples),objetivo éstede la sección3.

e
e
e
• 2 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE
• LA CIRUGIA EN DIMENSION 3

e
• El propósito de estasecciones lograr un refinamientode lo que Rolfsen llama Teoremae
• Fundamentalde la Cirugía en Dimensión3 (Teorema1.23). Esterefinamiéntoserácon-

• cretadoen el Corolario 2.15, quees el resultadomásimportantede la sección: mediante

• este corolario y la informacióncontenidaen [L.1], [L.2] y [L.3], se obtieneun algoritmo

• paratransformaren enlacesde Lickorish ciertasubfamiliadeenlacesincluidosen M. Esta

• subfamiliala constituiránlos enlacestotalmenteincluidos en M.

e
e
e
e
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Préviamenteintroducimos las dos ideasclavesqueusaremosen el desarrollode esta

sección:el conceptodeautorreferenciade un 1-nudoen 5, y la distinción quehacemosde

un homeomorfismode torsión y su inverso. El conceptodeenlacereferenciadototalmente

incluido en M es introducidoprecisamentea partir de la definición de autorreferenciade

un 1-nudo en 33•

Pasamosya a detallarlas nuevasdefiniciones:

Definición 2.1 (Autorreferenciade un 1-nudo C en 5) SeaC un 1-nudo en 5, no nece-

sanamenteorientado. Elegimosa : 2 —+ 3 una inmersión topológica con a(S’) = C, y

consideramosla también inmersión topológica a1: 2 —> M dada por ai(&) = c(a(9),1).

Llamaremosentoncesautorreferenciade C al número entero lk(a,aí) (los 1-nudosa y

a1 están orientadosy son disiuntos); usaremosla notación lk(C, O x 1) para denotar la

autorreferenciade un 1-nudo O en 3.

Observación 2.2 Nóteseque la definición anterior es consistente:por un lado, si cam-

biamosla orientación de a, cambia la de a1, ypor otro lado la definición es independiente

del entorno collar e de 5 en M por la unicidad (salvo isotopía) de tales entornos.

Observación 2.3 Las autorreferenciasde las curvas canónicasde 5 son todas cero.

Supongamosahora que C es una curva cerradasimple en unasuperficieorientable

de géneroarbitrario. Por supuesto,dicho nudo tiene en la superficieun entornotubular

cerradotrivial, O x [—1,1]. Un homeomorfismode torsión de la superficiedadomediante

O, seobtienecortandola superficiepor O, dandounagirocompletoa0>40,1], y volviendo

apegar. Desdeluego, estemodo de presentarlos homeomorfismosde torsión es informal,

pero bastanteintuitivo. En [Li] y [L.2], Lickorish denotapor h0 al homeomorfismode

torsión definidopor la curvasimpleC, sin distinguir en quésentidogiramosOx [0,1] antes

de volver apegar. Paranuestrospropósitos,estadistinción cobraráespecialimportancia.

Así, diferenciaremoshS de su inverso h¿ deacuerdocon el sentido del giro. En lo que

sigue,veremosun modo de llevar a caboestadistinción en 3.

En primer lugar, veamosun resultadode pruebatrivial:
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Proposición 2.4 Sea A la corona del plano complejo (~ E2)

A = {re6 E C /1 =r =2,6E R}. Entonces,las aplicaciones

definida por

definida por H+(reiO) — rei(62rr) y

definida por Ji~}re10) — ret(Ú+2rr) son homeomorfismos,uno el inverso del otro.

En la siguiente figura se representan esquemáticamenteestoshomeomotfismos:

Ji-

ConsideramosA con la orientaciónque heredade R2, éste canónicamehteorientado,

y 3 con la orientaciónque tienecomo borde de M, dondeM estáorientadade acuerdo

con la orientación canónica de E3. Es decir, si p E 3, una base {u,v} de T~S define

la orientaciónde 5 en p si {u,y, N~} es unabasepositivamenteorientadade E3, donde

N~ E T~M es el vector normal de 5 en p dirigido haciafuera de M.

Sean O un 1-nudo en 3 y e : A —* 3 una inmersióntopológica preservandola orien-

tación tal que O coincida con e(Sd,
2),donde es la circunferenciaf4mada por los

complejosde módulo 3/2.

Proposición 2.5 Las aplicacioneshS(e) : 5 —> 5 dada por

h~(e)(x)= { x
eoJi+ oe

1(x)

si x «im(e)

St x E im(e)

y h~(e) : 5 —~ 5 dada por

h~(e)(x)= { eoJioC’(x)
si

si

x~im(e)

x E im(e)

estánbien definidas, y son homeomorfismos.

e

e

e
e
e
e

e
e
e
e
e

e
e

e
e
e
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Lo quesigue, es un modo gráfico de entenderla diferenciageométricaentrelos dos

homeomorfismosanteriores: camínesepor O, en cualquiersentido, como si M fuese un

extrañoplaneta,o seacon el cuerpofuera de M. Entonces14(e) transformaráel rayo r

quese acercapor la derechaen un rayo quenos acompañaráen el camino:

-4

Por el contrario, h~(e) transformaráel rayo r quese acercaa nosótrospor la derechaen

un rayo quese alejaráen direcciónopuestaa nosotros:

-4

Proposición 2.6 Seane, e’ : A —~ 5 dos inmersionestopológicaspreservandola ornen-

tación, tales que e(S{,2) = O = e’(S~¡2). Entonces14(e) y ht(e’) son homeomorfismos

de 5 isotópicos(e igualmentelo son h3(e) y

Demostración: Es consecuenciade la unicidad de los entornostubularescerrados: en

nuestrocaso,los fibrados normalesson de dimensiónuno y se les haimpuestola condición

adicional de que los entornostubularespreservenla orientación, O

De acuerdocon la anteriorproposición, la siguientedefinición es consistente:

Definición 2.7 Dado un 1-nudo O en 5, definimos hS (respectivamenteh¿) como la

clase dehomeomorfismosdeSmódulo isotopíadefinidapor 14(e) (respectivamente¡¿¿(e)),

siendoe : A —* 3 cualquier inmersión topológica preservandola orientación (recuérdense

las orientacionesfijadas en A y en 5) tal que O =

e
e
e
e
e
e
e
e
e
‘e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
‘e
e
e
e
e
e
‘e
e
e
‘e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
‘e
e
e
e
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• Haciendouso del conceptodeautorreferenciade un 1-nudo en 3, introducimosa con-

• tinuaciónel conceptode enlacetotalmenteincluido en M, y a partir de éste,podremos

• redefinir de modo obvio lo quees un enlacereferenciadode Lickorish. Veámosantesun

• modo depresentarlos enlacesreferenciadosincluidosen M que nos será muy útil a partir

• de ahora:

• Definición 2.8 (Presentaciónde un enlace incluido en M mediantela sémirrectareal)

Si 01,... , C,. son 1-nudosen 5, entonces

• C~

•
• denotael enlace incluido en M

• {c(C~ x {s~}),. . .,c(C,. x {sr})}•
• donde~ E (0,+oo) ysí < ... <5,..

• Si 01,..., 0,. son 1-nudosen 3, y x~ E Z para todo i E .1...., r}, entonces~

tE
1 tEr

01 Gr

•
• denotael enlacereferenciadoincluido en M

• {(c(C~ x {sil),xi),. ..,(c(O,. >< {sr}),Zr)}

• donde51,.••,
5r E (0,+oo) ysí < ... < 5r.

Observación 2.9 Si en las definicionesanterioresconsideramosdistintosnúmerosreales

• positivoss < ... < 4 y/o distinto entorno collar ¿ de 3 en M, el enlace (referenciado)

• que obtendríamossería isotópico al original, por la unicidad (salvo isotopió) del entorno

collar.

•
• Definición 2.10 (Enlace referenciadototalmente incluido en M) El enlace referenciado

• incluido en M definido por

tE
1

01 0,-
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se dice totalmente incluido (en M) si para todo i E {1, . . ,r} se tiene que

= lk(C1,C~ xl) + 1.

Observación 2.11 De acuerdo con la definición anterior, un enlacereferenciadoen 33

de Lickorish es un enlacetotalmenteincluido en M con la condiciónadicional de que los

1-nudosen 5 son meridianos, longitudeso curvas de enlace canónicosde 5. Así pues,

teniendo en cuenta la observación2.8, un enlace de Lickorish tiene una presentación

mediantela semirrectareal del tipo

11 +1

01 0,-

dondelas curvas C~ están entre los meridianos, longitudes o curvas de enlace canonzcos

deS.

Pasamosahoraal objetivo fundamentaldeestasección,quees dar unapruebadeta-

llada del Teorema1.23 escribiendoen forma de corolariosel refinamientoquehacemosde

éste. En un principio, la demostraciónmarchacomo en [L.1] y [Ro] (páginas277-279),e

introducimos las modificacionesen la segundapartede ésta.

Como es bien conocido,dadacualquiervariedadN
3 de dimensióntres, compactasin

borde y conexa,existe un homeomorfismoh : 5 —~ 5 tal que N3 M Lb M, es decir,

es la variedadquese obtieneal pegardos copiasde M medianteel homeomorfismoh.

Dado que existe un homeomorfismode M que restringido a 3 invierte la orientación,

podemossuponerqueh preservala orientación.

Es claro que VLh~ M es homeomorfoa 9 por un homeomorfismoque sobreM es la

inclusión de ésteen 33• Es decir, tenemosla conmutatividaddel cuadrosuperior en el

siguientediagrama:

M inclusión

A

VUM —~—.- VU
19M 53

u
y
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Seaf: DV = 3 —* 3 el homeomorfismodadopor ¡a composícion

• f¡¿tohk a... o h)oh~1

Claramente f preserva la orientación por sercomposiciónde homeomorfismosde torsión

• y se extiende a un homeomorfismofi : V —* M dado que 1 es la suma conexade y

• homeomorfismosde S~, cadauno de los cualestransformael meridianode V1 enel de M1.

En efecto, htohZ,(mví) = htoht1(lí) = ht(li — mí) = 1~— (l~ + m1) = tui (véansela

• Definición 1.17 y la Observación1.19).

Definimos fi :5 —* 3 como el homeomorfismocomposición fi = h1~cf. Se tiene
• entoncesel siguientediagrama:
• 153

3=VL]
12M y D 011~3 c M c 33

• fi f fi
•
• N

3=MUhM M ~s~s c M

• (obsérvesequesi existieseun homeomorfismofi’ : M —* M queextendieseafi, entonces

• N3 seriahomeomorfaa 33). Como fi = h1 of preservala orientación,por el Teorema1

de [L.1], fi es isotópicoaunacomposiciónde homeomorfismosde torsión,es; decir,existene
• n : 5 —* 3 homeomorfismoisotópicoa la identidad,existen A

1,..., A,. mudos en 3 y

• existensignos .1.... , e,. tales que
e
• fi=noh21o...oh4¶
e
• Consideramos ahora el enlace referenciado L constituido por l¿s r 1-nudos

• c(Ar x {1}) = ..... . , c(A1 x {r}) = L,-, obviamente disjuntos, con referencias

• a,. + ~r,... , a1 + e1 respectivamente,donde a1 = lk(A1,A1 x 1) es la autorreferenciadel

• 1-nudo A1 en 5, i E {1,.. . ,r}, esdecir, Les el enlacetotalmenteincluido en M dadopor

• la presentaciónmediantela semirrectareal siguiente:

• a,-+e,.

• A,. A1

• •1

• Se verifica entoncesqueN
3 MI (es decir,N3 es homeomorfaa la 3-variedadcom-

e pactasin bordeconexaqueseobtieneal hacerr cirugíasdisjuntas de tipo (2,3) a 33, de

acuerdo con el enlace referenciado L).

e
e
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e
e

Paraprobar la anterior afirmación,observemosen primer lugar quepodemossuponer
n = 1s~ En efecto, considerandoen tal caso h

1 = hon y fi~ = hj~’ of, entonces e
/~1 = ~T

1of = n1o/C1of = rC’ cfi = nionoh2, ~ 0hZ = h~, a... 0hZ e
e
e

y por otro lado, Mljh M MUA
1 M puestoquen esextendibleaun homeomorfismode ‘e

M al ser isotópicoa la identidadde 5. ‘e

e
Por comodidaden la notación, supondremosque r = 2, es decir, fi = ~2, oh2,. e

La definición de h2, y ~A2 suponeelegidas inmersionestopológicas que preservanla ‘e

orientación, e1 : A —* 3 con ey(3d12) = A1 y e2 : A —~ 5 con e2(3J12) = A2 (véase ‘e
‘e

la Definición 2.7).

Consideramos‘4 = c(im(e2) x [1,2]) y K1 = c(im(ei) x [3,4]), que son dos toros ‘e
e

sólidos en JntM (topológicos o, si trabajamosen la categoríadiferenciable,variedades ‘e

diferenciablescon borde anguloso),y disjuntos (están“cavados” en M a distintaprofun- ‘e

didad, siendo 1=12el mássuperficial). ‘e
e

Consideramostambiénlas aplicaciones e
e

M — IntK2 —> M — IntK2 ‘e
e

definida por

si p ~ c(e2(JntA)x [0,2))
r2(p) = ‘e

x sipe >< ‘e
‘e

y e
‘r1: M — IntEl1 —* M — IntEl1 ‘e

definida por ‘ee
1 si p ~ c(eí(IntA) x [0,4)) ‘e

= <j co(h~ x 1R+)oci(p) si pE c(im(eí) x [0,3]) ‘e

‘e
Se verifica que ~2 (e igualmenteIi) estábien definida, pues si p « c(e2(JntA)) x [0,2)) ‘e

y p c c(im(e2) x [0,1]) necesariamentep = c(e2(z),t) con z E OA. Entonces ‘e
‘e

x 1Ñ~)(C
1(p))) = c((h2

2 x ln+)(e2(z),t)) = c(h22(e2(z),I)) = c(e2(z),t) = e
la penúltimaigualdadpues z C OA. Es fácil tambiéncomprobarque ~2 y ri son homeo- ‘e

morfismos. ‘ee
ComoJi’1 c M — IntEl2 y ~2 es la identidadsobreK1, setiene entoncesel homeomor- ‘e

fismo r2 : M — (IntEl2 U IntEl1) —* M — (IntEl2 U IntEl1). Por otro lado, si definimos ‘ee
e
e
e
-á
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• rí(K2) = 1=7’ 10 es,por supuesto,un toro sólido incluido en M — IñK1, y se tiene el

2’ 2

homeomorfismo r1 : M — (IntJ4 U IntEl1) —* M — (IntI=7U IntEl1). Podemosentonces

• considerarel homeomorfismocomposición

• r: M — (IntEl2 U IntEl1) .~2.4 M — (IntEl2 U IntEl1) -~-* M — (IntEl~ U IntEl1)

• .7-

e
e

e
e
• Se verifica entoncesque r(0I=[2) = OI=% (r(0K2) = ri(r2(0El2)) = ri(0K2)

• r(#51=[í) = 01<1 (r(OI<í) = rí(r2(0I<í)) = r1(OKí) = OKi),y ademásr¡s ~/3.

• éstoúltimo es consecuenciade la conmutatividaddel siguientediagrama:

e
• 5 C M — (IntI4 U IntEl1)
• .J
•

¡3 SC M—(IntI<2UIntKi) ‘7-• Ae 1

• 3 C M—(IntI=lUIntEli)
e
• Sea a2 un 1-nudo en OK2 tal que <a2) es el meridiano de I<~, y sea a1 un 1-nudo

• en OK1 tal que <aí) es el meridianode I<~. Supongamosque y2 9 x —~ M y

• g~ : 31 x —.* M son inmersionestopológicastales que im(g2) = El2, irn(g1) = El1 y

• ademásg2(3
1 x (1,0)) = a

2, yí(S
1 x (1,0)) = a

1. Entonces1V
3 es el resultadode hacer

• cirugíaen 53 medianteyí y y
2, dadoque la condición necesariay suficienteparaque un

• homeomorfismo del borde de un toro sólido se puedaextendera todo el toro sólido es

e
•
e
e

=8El~) y

En efecto,
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e

que lleve meridianoa meridiano. Concluiremosentoncesque N~ MZ si demostramos ‘ee
lo siguiente:

‘e
a2 es una longitud de 1<2 con lk(a2,Ax,) = a2 + ½donde a2 = lk(A2,A2 x 1) y e

es el ánimade 1<2, y a1 es una longitud de J<i con lk(aí, AKI) = a1 + i donde ‘ee
a1 = lk(A1,A1 x 1) y A~, es el ánimade El1. ‘e

‘e
Paraempezar,nótesequea2 es el 1-nudode 81=72tal quer2(a2) = mK2 ya1 es el 1-nudo ‘e

de OEli tal querí(aí) = mx,. En efecto,obsérvesequer induce el homeomorfismoentre ‘e
e

los bordesr : OK2 -~-* 814 —~* 8El~ y si r2(a2) = mx2, entoncesr(a2) = n(mx2) = mx¡,

siendola última igualdadconsecuenciade que~í seextiendea un homeomorfismode 1<2 e
en 14. Igualmente,r induce tambiénel homeomorfismoi- : OK1 ~ 81<1 —~-~ 8I<~ así ‘e

quesi rí(aí) = mx,,entoncesr(aí) = mx, dadoque7218K, = liax,. Así, el Teorema1.23 ‘ee
se sigueahoradel siguienteresultado: ‘e

e
e

Lema 2.12 SeanB un 1-nudo en 3, e un signo, y e : A —* 5 una inmersión topológica e
preservandola orientación con e(3J12) = B. SeaW = c(im(e) x [u, n + 1]) para cierto

‘e
u EN. EntoncesW es un toro sólido incluido en IntM, la aplicación ‘e

e
¿5:M—IntW--*M—IntW ‘e

‘e
definida por e

‘e
1 si p ~ e(e(IntA) >< [0, u + 1)) ‘e

= j >< 1fl4)oc’(p) si pE c(im(e) >< [0,n]) ‘ee
e

estábien definida, es homeomorfismo,6(8W) = 8W y b¡s = h~.

‘e
Además6(a) = mw (mw es el meridiano de W) dondea es una longitud de W tal ‘e

que lk(a,Aw) = lk(B, E x 1) + e siendoAw = c(B>< {n + 1/2]) el ánima de W. ‘e
e
e

Demostración: La pruebade la primera parte es inmediata (igual que para 6 =
ó 1~1). Veamos el además. Paraello consideremosel 1-nudo R en 0W definido como e
R = c(B>< {n}). Claramenteb = llc(B, B x 1) = lk(R, Aw), así que [R] = [l~,] — a[mw] e ‘e

eiri(OW) donde
4~, es la longitud preferida de W -toro sólido incluido en 53~, y mw es

meridianode W, con lk(mw,Aw) = —1. ‘e

e
e
‘e
‘e
‘e
a
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Supongamosentoncesquee = +, y consideremosel siguientediagrama:

3

n
M — IntW

u
8W

a

4

6

6

3
n

M — IntW

u
OWcw
mw = fi(a)

Es entoncesclaro que [a] = [1?]— [mw] = [41W— b[mw] — [mw] = [lI?~]+

(véasela figura), por lo quea es unalongitud de W con lk(a, Aw)

1? ‘/3

- - —----

A
A

w

0<

--

A

A

y
w

g

w

-y
----9-------

-m
A-

w

Supongamosahoraque —‘ y consideremos

5

el siguientediagrama:

3

A

M — IntW

u
0W

a

A
6

6

M — IntW

u
OWGW

mw = fi(a)

Es entoncesclaroque[a] = [R]+[mw] = [lk]—b[mw]+[mw] = [411j+(—b+~1)[mw] (véase

e
e
e
e

e
e
e
e

e

121

b— 1)[mw]

= b+ U

la figura en la páginasiguiente),por lo queaesunalongitud deW con lk(ci, Aw) = b— 1.
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g

w

--9--
A-

-A-

w

0<

g cC

o

Corolario 2.13 Sean Of,... ,C~ 1-nudosen

queM[j~M M~ donde

5 y ci,. . . , 4 signos.Severzfica entonces

h =

y L es el enlacereferenciado

semirrecta real dadapor

totalmenteincluido en M con unapresentaciónmediantela

Ci ~i CrCr

01 ... Gr

1—-

dondec~ = lk(C1,01 x 1) para todo i E {1,. . ,r}.

Demostración: Nóteseen primer lugarqueh preservala orientaciónpor sercomposición

de bomeomorfismosde torsión. Tomandoentoncesf = h~ o hZ9 o ... o hj
1 o h)~, : 5 —* 5 y

fi = ¡¿—1 of, se tiene que

fi=hí of=hj~ro...oh¿21ohtoht o...o

De acuerdoentoncescon el teorema,se verifica queM LJh M M2, donde

01 . .

w

11 11

m
1 1~ ... m2 4~

L= ]- {
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siendoc1 = lk(01,C1 z 1), d1 = lk(mí,mí x 1) y d~ = lk(l,,11 x 1), pero

todo i E fi,... ,g} (Observación2.3), así queel corolario estáprobado.

Ejemplo 2.14 Los siguientesenlacesreferenciadosL y

— O = d~ para

o

-1

L -1

-2

En efecto,si O es la curva cerradasimplede Sí dibujadaen la figura,

entoncese = lk(O, O x 1) = —1, así quepor el Corolario 2.13, M1 LJh M1

es el homeomorfismocomposición h = h7 0140 ht y

1 1 1 —2 —1

11 0

1 + + +

Por unasencillíacombinaciónde movimientosde Kirby, L1 e-’ L’ donde

—1 —2 —1

0

1•

quees L (salvo isotopíade 53).

+

Ahora bien, se tiene que h(mi) = hjjl4(h~(mi))) =

h,,(hS(lí + mi)) = h~}—mj + 11 + 2m1) = h~(l1 + mi) = m1, por lo que MlLJhMI

L(0, 1) = 31 x 32 Mk. Que L -~ 1< sesigue ahoradel Teorema1.25.

K son O-equivalentes:

K

dondeh

e

e
e
e

e
e
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Corolario 2.15 Sea el enlace referenciadototalmenteincluido en Al

A1 •.. Ar

(así que las A1 son 1-nudosen 3, Ej = +1 y a~ = lk(A1,A1 x 1) son las autorreferencias

de los A1), y supongamosque el homeomorfismode 5 definido por la composición

hÁ’ ...

coincide con la composición

h~o...oh~4

dondelas curvas son longitudes, meridianos o curvas de enlace canónicosde 3, y

= +1. EntoncesL —-‘ L’ donde

Demostración: ObsérvesequeL r~ L1 donde

1 1 1 1 1 1 1 1 (li+Ci dr+Cr

m1 4 ni9 4 11 m1 ... 4 m9 Ai A,.

(éstoesconsecuenciadequehj~ es el inversode ~Á o puedeprobarsedirectamentemediante

combinacionesdel cálculo de Kirby). De igual modo, L’ -.-~ L2 donde

1 1 1 1 —1 —1 —1 —1 —
6i —Ss

ml 4 m
9 4 4 ni1 ~l9 m9 . E,

Entonces,si h = htoht, ~ oht oht ohj4’o...oh7’j por el Corolario 2.13 MUhM

M¿1. Como ademásh = ht o h~1 o ... o o h~ oh
6~ o...oh~ con E

1 meridianos,longi-m4 8,

tudeso curvasdeenlacecanónicosdeSy 6~ = +1, se tienequeMUh M M¿2, también
el Corolario 2.13. Así que M2, M LJK M M

3 L
por L

2’ L1 y Ji e- con lo que

L e-’ L’, quees lo quequeríamosdemostrar.

o
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3 CADENAS SIMPLES

El propósitodeestasecciónes, aplicandolos résultadosobtenidosen la sección2, encon-

trar un algoritmo quetransformeen enlacesreferenciadosde Lickorish cierta importante

familia de enlacesreferenciados:la familia de las cadenassimples. Dicho de modo infor-

mal,estosenlacesreferenciadosson las pulserasen las quedoseslabonescontiguosse han

enlazadode modo arbitrario,y considerandotodaslas posiblesreferencias.Estacolección

deenlacesreferenciadosengloba,por ejemplo, la familia de los recubridorescíclicosde S~

ramificadossobreel nudo trébol (véase[Ro], págs. 304-308). ¡

Nuestromododeprocederestádividido básicamenteen dos pasos,quedestacamospor

si mismos,dadoqueconstituyenuna reglageneralpara intentar analizar¿trasposibles

familias interesantesde enlacesreferenciados. La posibilidad de tener éxito con otras

familias dependeentoncesde la habilidaden la aplicación de estospasos.

una isotopíaDefinición 3.1 Un enlaceL en se dice que es una cadenasimplesi tra.~

de 3~ aparececomo

ó bien

e

e
e
e

e
e

e
e
e

e
e
e
e

e
e

e
e

situado en un plano, salvo los “enlazamientos”, quepuedenser
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Ejemplos 3.2 La única cadenasimplecon unacomponentees el nudo

cadenassimples con dos componentestenemoslas dos siguientes:

trivial. En cambio,

)

Obsérvesequeexiste un homeomorfismo(la simetría s : —* R3 que lleva un punto

(x, y, z) a (x, y, —z)) quetransformaunacadenasimplecon dos componentesen la otra

(piénsesedel papelcomoel planoz = 0). Peroestasimetríainvierte la orientaciónde R3

(el determinantedesujacobianoes negativo)así queno es isotópicoa la identidadde R3,

y no parecehaber una isotopíade S~ que lleve el primer enlaceen el segundo.

Proposición 3.3 El númerode cadenassimplescon n componentesmódulo isotopíasde

es a lo másn + 1. El númerode cadenassimples con n componentesmódulo isotopías

de 33 y simetríaspor un plano de R3 es [(n + 1)/2], el menor entero mayor que(n + 1)/2.

Demostración: Paran = 1 ó 2 véanselos ejemplosanteriores. Supongamosahora que

n > 3. Orientamoscadacomponentedel enlacede acuerdocon el siguienteesquema:
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Si hay n componentes,hay n enlazamientos,y junto a cadaenlazamiento~scribimos un

signo (de modo que estesigno coincide con lk(L1,L5) de acuerdocon las orientaciones

elegidasparaL1 y

¡ji + ¡2.

Así, fijada una primera componente,la cadenasimple de n

minadapor n signos consecutivos,contadosde acuerdocon

ejemplo, — — —— es

componentesquedadeter-

la orientaciónelegida. Por

(
- ‘—, +

Nóteseque ... — +... es igual a

de orientaciónen ésta,

... + — ... por un giro de unacomponentey un cambio

4-

1
+

conlo que,móduloisotopíasde 33, hay alo másn+1 cadenassimplescon n componentes:

e
e
e

e

e

e
e
e
e

e
e
e

e
e

e
e

e
e

e
e
e
e

y — — +— es



128 IV. SIMPLIFICACIÓN DE ENLACESREFERENCIADOS

Supongamosahoraque una cadenasimple L está (salvo enlazamientos)en un plano y

es del tipo + + — + — — —. Sea s la simetríade R3 respectode este plano, de modo

que el nuevo enlaces(L) = L’ sigue siendouna cadenasimple y es — — + — + + +.

Así que + + — — — por unasimetría se transformaen — — ++ +, quees isotópico a

+++ — —, de modo que a lo sumohay [(n + í)/2] cadenassimplescon n componentes

módulo isotopíasy simetríaspor un plano de R3. Quehay exactamente[(n + 1)12] y no

menoses consecuenciadequelas isotopíasde 53 y simetríasde 53 por un planoconservan

el número

(númerode signos +) — (númerode signos —)¡.

O

Ejemplos 3.4 (los númeroscorrespondena la notaciónusadaen [Ro]). Hay dos cadenas

simples con 3 componentesmódulo isotopíasde 33 y simetríaspor un plano de R3:

+

Hay tres cadenassimples con 4 componentesmódulo isotopíasde 53 y simetríaspor un

plano de té:

(
+

Cuandotrabajamosconcadenassimplesreferenciadas(o sea,cadenassimplesen donde

seha escogidounareferenciaparacadacomponentedel enlace),sencillascombinaciones

de movimientosdel Cálculode Kirby (ver [Ka] y [14.1]),nos permitenestablecerunaserie
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deequivalenciasentrelas cadenassimplesreferenciadas,que limitarán

paralas referenciasde las cadenassimples.Paraestablecerel resultado

sentido,es importanteaclararlo siguiente:

Observación3.5 SiD1 y D2 sonpartesde dos enlacesreferenciadosL1

—‘ D2 significa lo siguiente:

las posibilidades

necesarioen este

yL~, la notación

i) Existe una bola cerradade té tal que L1 y L2 coinciden en el complementariode

su interior, y dentro de ésta vienendadospor D1 y D2 respectivamente.

ii)Se tiene que L1 L2, y esta equivalencia se puede obtener por movimientosdel

Cálculo de I<irby que tienen lugar en el interior de la bola setialada exclusivamente.

De acuerdocon lo anterior,establecemosel siguienteresultado:

Proposición 3.6 Setienen

m+1 1 n+1

las siguientesequivalenciasde enlacesreferendiados:

m n

y

md 1 n4-1 m n

Demostración: Si introducimosunanuevacomponentetrivial

¡ti ,— n

\ /

1
m4-1 CN n+1

m-1 -1 n-1
4- +

m-1 21 n-1

con referen¿ia+1, queda:

md 1

)

e
e
e
e
e
e

e
e

e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e

e
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Introduciendounanuevacomponentetrivial con referencia—1:

m — n

/ \

¾ Y

-1

m-1 n-1

y’
)

m- 1
+

-1 n-1

Probamosahora

referencia+1:

m , ~

\ Y

los casosinferiores. Introduciendounanueva componentetrivial con

n

1

m+1

y»(
1n+1 n+1

Finalmente,introduciendounanuevacomponentetrivial con referencia—1, queda:

m , x

\ Y

-1
m-l x~>

k

o
Como consecuenciade lo anterior,se tieneel siguienteresultado,que limita nuestropro-

blemaal casoen quetodas las referenciasson uno o menosuno, y quizás un únicocero.

Lema 3.7 Existe un algoritmo para transformar mediante el cálculo de Kirby cualquier

cadena simple referenciadaL de dos ó más componentesen una cadena simple referen-

ciada L’ de maneraque L’ cumpleuna de las dos condicionessiguientes:

1) Toda componentede L’ tiene referencia +1 ó —1.

2) Toda componentede L’ tiene referencia +1 ó —1 salvo una componenteque tiene

referencia0.

n n-1 m-1
+

n-1
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Demostración: Supongamosque es la referenciade una componentede L tal que

1 x~ > 2. En las siguientes representacionesde las cadenassimples, cada segmentoes

unacomponentede la cadena,y el enlazamientode dos componentesconsecutivasviene

representadopor un pequeñosegmentovertical; cuandodos representacidnesaparecen

unadebajode la otra,significa queson O-equivalentes.Se tieneentonces,déacuerdocon

la proposiciónanterior, lo siguiente:

si x > 2 sí x < —2

ba x

a—1 —1 x—1 b

a—1 —2 —1 x—2 b

a +1 —1 —1 x—2 b

a x b

a+I +1 x+1 b

a+í +2 +1 x+2 ‘b

a —1 +1 +1 x+2 b

N ‘tesequeel anterior cálculo es igualmenteválido en el casoen que la cadenasimple L

tengados componentes.

Repitiendoesteprocesosobretodas las componentescon referenciasx~con

por movimientosde Kirby llegaríamosa unacadenasimple con referencias+1,

vez varios ceros. Ahora se hacedesaparecercadapar de ceros:

a o a’
+

se transformaen

a o al
+

sí ~= —1,yen

oa
-1

x¡ =2,

—1 y tal

a,. O b

0 +1 +1 b

0 —1 —1 ba1

si a,. = +1. Repitiendoesteprocesou veces,

se transformaen la cadenasimplereferenciada

nuestracadenasimple referenciadaoriginal

e
e
e

e
e
e

e

e
e
e
e

e

e
e
e

e
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a O O
-1 +

con los a~ = +1, lo quese transformaen

a 1 1 1 a a2,2 b

De estemodo todas las referenciasquedanuno ó menosuno, salvo quizás un cero,y el

lema estádemostrado. o

Observación 3.8 (directa de la prueba del lema) Si el número de componentescon refe-

renc¿a par es impar, quedaráuna componentecon referencia cero, y si el número de

componentescon referenciapar es par, todaslas componentesquedaráncon referencia+1

ó —1.

Pasamosya a demostrarel resultadomásimportantede estasección:

Teorema 3.9 Existe un algoritmo para transfomaren enlace referenciadode Lickorish

cualquier cadenasimple referenciada.

Demostración: Por el Lema3.7, podemossuponerquetodaslas referenciasde lacadena

simple referenciadason +1 ó —1, salvo quizás un cero, y por la Proposición3.3 que el

enlacees (salvo isotopíasde 33 y simetríaspor un plano de té) del tipo +... + —

(tal vez —. . . —), donde la componentecon referenciacero (si la hay) ocupa el lugar

intermedioentrelos dos últimos signos menos:

+

x1
x2 xn

fi’
conreferencia1,-1
o tal vezO

4
+ a2n b
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El primer paso consisteen encontrarun enlaceincluido en M isotópico a nuestra

cadenasimple. Si el númeron de componentesde la cadenasimplees par, escribimos

las componentesX~ con i impar como longitudescanónicasde M9 dondeg= (n/2) +1,

poniendoX1 como longitud y — 1, X3 como longitud y — 2, hastaX,,1 como primera

longitud. Ahora dibujamoslas componentesX~ con i par, pero i ~ n (se tienen tres

posibilidadesde acuerdocon los signos):

xi.1

xí
4-

xi+1

La componente2<,-, es la siguiente:

Si el númeron decomponentesde la cadenasimplees impar, tomamosy = ((n + 1)/2) + 1,

y ahora son las componentesX~ con i par las longitudescanonicasde M,’ poniendo2<2

comolongitud g — 2 de M, X4 como longitud y — 3 de M, hastaX,~1 como longitud 1

de M. Las componentesX~ con i impar (i # 1,n) van deacuerdocon los signos,con las

tres posibilidadesya analizadas,mientrasque la componente2<,-, es igual queen el caso

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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en quen es par. Parala componenteX~ hay ahoradosposibilidades,dependiendode que

la cadenasimple empiececon un signo +,

o bien sea

En cuanto a las “profundidades” a las que deben cavarseestascurvasen M para

obtener un enlace incluido en M isotópico a nuestra cadenasimple bastatomar dos

precauciones:las longitudesseránlas curvasmáshundidas,y la última curva (la corres-

pondientea X~) la mássuperficial. Como ejemplos,calculamosel enlaceincluido en M

isotópicoa la cadenasimplede 8 componentes+ + + y el enlaceincluido en M

isotópicoa la cadenasimplede 7 componentes+ + + — — — — (véasela páginasiguiente).

e
‘e
‘e
‘e
‘e
e
‘e
‘e
e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
e
‘e
e
e
e
u
e
‘e
e
e
e
‘e
e
e
‘e
‘e
‘e
e
e
e
e
e
e
e
‘e
e
e
‘e
‘e
e
e
‘e
‘e
e
e
e
e
‘e
‘e
‘e
e
e
e
e
‘a
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El segundopasoconsisteen modificar las curvascerradassimplesen 5 paraajustar

sus autorreferenciasa las referenciasde las componentesde nuestroenlace. Nóteseque

todas las autorreferenciasde las curvascerradassimples en 5 construidasen el primer

pasoson cerosalvo la autorreferenciade la curva correspondientea la componente~ de

la cadenasimple, que es +1, y salvo la curva correspondientea la componenteX~ en el

casoen quen es impar y la cadenasimplees —... —‘ cuyaautorreferenciaes también+1.

Así, como las referenciasde la cadenasimpleson +1, salvo quizásceroparala com-

ponenteX,, los ajustesnecesariosson los siguientes:

i) Si la referenciade X, es ±1,la curvacerradasimpleen 5 que le correspondedebe

ser modificadaligeramentehastaobteneruna curva con autorreferenciacero y que no

varíeel tipo del enlace. Unatal curva es:

u) Si n es impar y la cadenasimple es del tipo — . . —, la curva cerradasimple en 5

quecorrespondea semodifica ligeramentehastaobtenerunacurvaconautorreferencia

ceroy queno varíeel tipo de enlace.Una tal curvaes:
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Hemosobtenidoentoncesun enlacereferenciadototalmenteincluido en M isotópico

anuestracadenasimpledepartida. Supongamosque la siguientees unaprésentaciónde

esteenlacereferenciadototalmenteincluido en M mediantela semirrectaréal:

al + ~1

A1

a,. + C7~

Ar

(así que las A1 son 1-nudosen 5, ej = ±1 y a~ = lk(A1,A1 >c 1)). CoAsideramosel

homeomorfismode 3 definido por la composición

ht~hZo...ch7

Por [L.2] y [L.3] se pueden encontrar (de modo algorítmico) curvas B1~ de entre los

meridianos,longitudesy curvasde enlacecanónicosde M y signos 6~ = :11 tales que

h = ht~ o ..oh~. Entonces,por el Corolario 2.15, el enlacede Lickorish presentado

mediantela semirrectarealdado por

—61 — SS

es 8-equivalentea la cadenasimple referenciadadepartida.

lE

Concluimoseste capítulo mostrandoun ejemplo de aplicación del teotemaanterior.

Previamenteenunciamosun sencillo resultado,generalizacióndel Lema1(i) de [L.2], nece-

sario en la aplicación de los pasosde [L.1] y [L.2] cuandousamosla notación 14 y

paralos homeomorfismosde torsión de 3 a lo largo de unacurvacerrada~imple O en 5:

Lema 3.10 SeanB y O dos curvas cerradassimples

tal que h(B) = O y e un signo arbitrario. Entonces

lcí ohSoh.

de 3, h un homeomorfismode 5

es isotópico a la composición

e
e
e
e
e

e
e
e
e
e

e

e

e
e
e
e
e

e
e
e
e
e

e
e
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Ejemplo 3.11 La cadenasimplede tres componentesdibujada arriba es 0-equivalenteal

enlace de Lickorish

—I

La 3-variedadquedefine el ejemploelegido es el recubridorcíclico de 53 con tres hojas

ramificado sobre el nudo trébol (véase [Ro], pág. 304). Por unasimetría respectodel

plano en dondedescansael enlace,se obtieneel enlace0-equivalente

1
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Entonces,de acuerdocon la demostracióndel Teorema3.9 (compruébesedirectamente),

esteenlacees isotópicoal enlaceL’ totalmenteincluido en M3 siguiente:

e
e
e
e
e
e
e

es decir, L’ esel enlaceconpresentaciónmediantela semírrectareal siguiente:
1 1 1

B Ae _________

e
Consideramosentoncesel homeomorfismode 33 dadopor la composiciónh h~chioh;.

De acuerdoentoncescon los pasosen [L.2] y [L.3] y el lema3.10, se demuestraque

hÁ= h~~h
tohOh~h

y

h~=htch ¡¿tO¡¿to¡¿kohtuoha oh~ ~ oh4 ohoh om
1 ‘2

0l

hToh+ohtoh ,n
2 m ohtoh;oh+ oh oh

4 ohoh oh4 cM
1 oh4 oh4 oh4 oh4 m

3 m2 m3 ‘2 ~2 ,m3 02

por lo que

oh o/¿ohhloh ohlohtohoh+ cM ~h
t oh; ohoh[oh oh oh4 ‘2 ~i

m
2 m

oht oh
4 oh4oh oh4 oh oh4 ohohoht o/ro

1 12 mj m
2 m 1 02 II m2 m3 m2 m3 ‘2 ~2 ~P3 02

h[oh}oh±oh oh
4 ~h4

• h4oh4oM ~M~h
0h~

01 ‘2 m2 ¡2 0~ ¡j
e y por el Corolario 2.15 se tiene queL’ e-’ L* dondeL

4- es el enlacede Lickorish siguiente:

—11—1—11—11—111111—111 fl—1 —l

e
2 ni3 e2 12 ni3 ni2 ni3 m2 13 e2 4 ni1 ni2 m1 12 e1 4j e1 12

II

1—1—1—1—1—11—11—11 1—11—1—11 1~1 1

ni1 ni2 m~ 4 e2 l~ ni2 ni3 ni2 ni3 12 e2 ni3 e2 e1 12 m2 12 1 e1 4

El enlacede Lickorish del ejemploseobtieneentoncesmediantecombinacionésdel Cálculo

de Kirby sobreL
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